Claude Itzykson - Jean-Michel Drouffe
Théorie statistique
des champs

S AN OL RS ACCOTA B LT S

InterEditions/Editions du CNRS



Théorie statistique
des champs
1



Claude Itzykson - Jean-Michel Drouffe

Théorie statistique

des champs
1

S AV OIRS A CTUTETLS
InterEditions/Editions du CNRS




Théorie staistique
des champs.
1



gerbig



© 1989, InterEditions, 25, rue Leblanc, 75015 Paris.
et

Editions du CNRS, 1, Place Aristide Briand, 92195 Meudon.

Tous droits réservés. Aucun extrait de ce livre ne peut &tre reproduit, sous quelque forme
ou par quelque procédé que ce soit (machine électronique, mécanique, 3 photocopier, 2
enregistrer ou tout autre) sans I’autorisation écrite préalable de InterEditions.

ISBN 2-7296-0273-9
ISBN 2-222-04300-X



TABLE DES MATIERES

AVADE-PIOPOS  cooreerrieiiieeeer ettt ecarareee e e enan s

Chapitre I - DU MOUVEMENT BROWNIEN AUX
CHAMPS EUCLIDIENS ...

1. Mouvement Drownien ..........ccccccoeviimiiiiiiiiiiieiriireeeeereennes
1.1 Marche au hasard ....cooovviiiiiireriieieecreeenerrer e
1.2 Somme sur les chemins .....cccoevieeeieerieeiiiereenieieneeeeennn.
1.3 La dimension deux des courbes browniennes ...............
2. Champs euclidiens ...........ccccccevieeiiiiiiiiiieecr e
2.1 Champ Hbre ..cociiriiiiririeeireeeereervreen e s
2.2 Champs en interaction et marches aléatoires ...............

2.3 Marche au hasard avec retour exclu et limite n — 0
2.4 Développement de haute température ...........ccocceeenenn..
2.5 Le cas unidimensionnel ........cccccieeeieinivrinenienee e e
Appendice A. Réseaux .......ccccvvivvriinrineeiinivccninncnieniensnnane
INOTES oottt er e eensre s e s e e r s e s e neanes

Chapitre II - INTEGRALES DE GRASSMANN
ET MODELE D’ISING BIDIMENSIONNEL ...

1. Intégrales de Grassmann .........c.ccccceevvreenirereneeneeeeeerseennene
1.1 Variables anticommutantes ....cccccccccvvmmeemeerenneenmeennnunnees
1.2 Intégrales .....occoociiiiiiiieeiiiniiccieere et
2. Modeéle d’Ising bidimensionnel ...
2.1 DUALEE  eeeiiiiiieeieie et e e ee s e e s e sanaanaes
2.2 Matrice de transfert ...c.cccccceceeveirirreeiirrcereenee s
2.3 Représentation fermionique .......ccceeveceeercccnirrrresncenneens
2.4 Energie libre  ..oooioicoiiiiee et
2.5 Aimantation SPONtANEE  ......ecocecevrererrcveeereorcnrernecneesesnns
2.6 Fonction de corrélation .......eeeeeevvveericiiieireniierereesecraanes
2.7 Tension superficielle  ........oeieeiiiiiiiiccieirreee s
3. Théorie critique continue ........ccccociiervieninieeiieeneeiieeneennanes
3.1 Action effeCtive ..ccvveeeeciieeeeniiinee e e
3.2 Fonctions de COrrélation  ........cccceevviveciiciaiiiiiinieeninnieeens



VIII TABLE DES MATIERES

Appendice A. Différences quadratiques et équations de
Painleve e
INOLES oottt ettt e s s e e breee s ae e e s s nanna

Chapitre III - BRISURE SPONTANEE DE SYMETRIE
CHAMP MOYEN ettt

1. Approximation de champ moyen .........cccccvveiiivnnniinnnn,
1.1 Constante diélectrique d’un milien polarisable ............

1.2 Modele de spin classique - Symétrie discréte ...............

1.3 Groupe continu d’invariance ....cc.cccceecieeemvrirenveerseinenn

1.4 L’approximation de Bethe .......ccccoreeveiiinniiiiiccinnnnenn.

1.5 Exposants Critiques ....ccocceccveoiiceiiieiiereineerinsseeenseeneenennns

2. Singularités de Lee et Yang ........ccccoveivneniivicnricecneeeeenn.
2.1 Le théoréme de Lee et Yang ....cccccocveeevrreeerrcveenecnenen.

2.2 Cas unidimensionnel ........cccceeeeeviiieeeeniieeeeeeee e,

2.3 Propriétés générales ........cccccrveerreiricsiiiinerinneer e esvenen,

2.4 Racines dans le plan des températures ..........ccccoveeeeeen.

3. La limite 7 — 00  .iriierciiieeevcciree e e e bare e
3.1 La méthode du col ...ccceievoicvriricciiere e,

3.2 FactoriSation  ..cccccccceiiiiiiiiiiiiiiiiiccinrenieenrereeee s eaeaneens

3.3 Solution en champ extérieur ......ccccccvvevrivvmeervereervennnnnn,

4. Corrections au champ moyen ........ccccoeevvvirrivecviiirerennnennn.
4.1 Transformée de Laplace .....ccccocvervvreeeeriierinineeeeenen.
NOBES et e e e ee v ee e e nnnnes

Chapitre IV - LOIS D’ECHELLE - MODELE XY ...

1. Lois d’échelle. Transformations de renormalisation dans
Pespace de configuration .........cccooeciiiiiiiiiiiiinee,
1.1 Homogénéité et invariance d’échelle .........cccovveecrrnennns

1.2 Relations de récurrence ........ccccccceeiiiiiiieicinieiieneencenan.

1.3 Exemples et approximations .........cccceeereireeeineieeneeneennns

1.8.1 Décimation unidimensionnelle ........cccecevvrveercnnennn.

1.8.2 Déplacement des liens —......uoeeeeeeeecccicarinnrcnnneeenerennes

1.8.3 Régle maforitaire ........cccoeeeeveeveeeecvrneneecrnreenscnnnnens

1.83.4 Amplitudes CTIIQUES  covveevreeereririreeereerrereirereneereeeanns

2. Le modeéle XY  .iiiiiirriirecciieeecccerteer e cenre e e seeneeee s e eeenes
2.1 Comportement & haute température ........ccceeeeevveerenns

2.2 Développement de basse température. Tourbillons ......

2.3 L’action de Villain  ....ooovvieiiciiececeieeiee e ccccveceeeeee e,

2.4 COrrélations ..cocccccveveecieriiecseieerererrereee e ee e seeeeaeenns

2.5 Flot de renormalisation ...........cccccccceeeeeirieccsiincneennaenens
Appendice A. Systémes bidimensionnels 4 symétrie con-
BINUE ittt rrrer et re s e e s e s da e s s re e s anas
A.1 Inégalité sur Paimantation .......cccccoriiiincinneenrcnicnnnee

A.2 Inégalité sur les corrélations .......cccceeevvveececivenneesnnenenen,

95
102

105

105
106
109
115
119
123
129
129
133
134
136
138
138
142
145
148
149
156

159



TABLE DES MATIERES

Appendice B. Renormalisation phénoménologique ......
Notes

....................................................................................

Chapitre V- GROUPE DE RENORMALISATION

1. Lagrangien et analyse dimensionnelle
1.1 Présentation ..ccccccooomereeriiiieriietree e e e reeeenan

1.2 Fonctions génératrices et analyse dimensionnelle .........

2. Méthode perturbative .......cccccooevvviiveieenviienereeereeeeenne,
2.1 Série diagrammatiQuUe ......ccceeceeerrrereeerserannraensvecessonns

2.2 Classement topologique .......ccecieeviiveimieeneeneeiiciceeeeeenn.

2.3 Prolongement dimensionnel ........c.ccccoeeiiiiiiiienniiieinnan

2.4 Facteurs associés & un groupe d’invariance .........c........

2.5 Comptage de puissances .........cvrevvcvnrinncennsisinennnen.

2.6 Renormalisation perturbative

3. Groupe de renormalisation
3.1 Flot de renormalisation

3.2 Exposants CritiQues ....ccccceceeeedieeciininnreeenenneeccneeeeeeenns

3.3 Du point fixe gaussien au point critique ........cccceceenenn.

3.4 Fonctions de corrélation au point critique ......ccccceveenes

3.5 Développement au voisinage du point critique ............

3.6 Lois d’échelle pour T < Ty covvvvvvevveerenreeeeeeeeeeeieeee e,

4. Corrections aux lois d’échelle .........c..ccoccvrveeeriiiiinieinen...
4.1 Déviation au point Critique ....c.coocovvvevveeieneeiirescneenenn..

4.2 Corrections logarithmiques en dimension quatre .........

4.3 Opérateurs inessentiels

5. Résultats numériques
5.1 Développement €0 €  .c.eceeeeremrernnrenniruversrsessennnenneeaaa.

5.2 Equation d’état . ...t eeeaaaessenenenaes

5.3 Rapports d’amplitudes ......coevevvvviieeniiirrincceeeeeeerenennes

5.4 Résultats tridimensionnels .......cooceeeerrimeeieniiiiiicccccennnn.
Appendice A. Points multicritiques
Notes

......................................
..............................................

................................................

........................................................

Chapitre VI - CHAMPS DE JAUGE SUR RESEAU

1. GENEralites .....ccoovviiiieiieeiiieiiieieeeeeeeeereeeeeeeeeeeeetenerens e e aneanaeas
1.1 Présentation ....cceeeeeiiiecricrineeereriecesnneerereeenseressensenaas
1.2 Limite CONtinUe ..ccccoveerreereieeereriiirreceeeeeeeerercneeeeenennas
1.3 Parameétre d’ordre et théoréme d’Elitzur ......c.ccccoccce.
1.4 Dualité oot
2. Structure du diagramme de phase ......c.ccoocevviererrieeneennn.
2.1 La solution de champ moyen .....ccooccovvcviriciceniininencenns
2.2 Corrections au champ MOYEN  ...cccceeverviirieciiecriassnneena
2.3 Groupes discrets: développement en 1/d  ...cc.ccevvennennee.
2.4 Groupes continus: calcul des corrections .......ccccceeeee



X TABLE DES MATIERES

3. Développement de couplage fort ........oocovcniiiinnnnnnnne.
3.1 CONVEIZENCE ..oeveereiireerreeeiernnrereereeeerissssssreeeeeseessersnnnes

3.2 Développement €N CATACLETES  ..ccovveerrecerrieriiinieeseeeieennens

3.3 Energie libre  ...ccooiiiiiiiiieeereee e

3.4 La tension de corde et la transition rugueuse ..............

3.5 Le spectre de Masse  ..ccoovccevrvrerinreerisnnecenisnieeinnenenens

4. Fermions SUT TéSEAUX  ...ccccccmmemmmrririiissiiisssiesssssrsoressssens
4.1 Le probléme du doublement ..........ccovviiiiiiiiiinniiniiiinns

4.2 Le théoréme de Nielsen—-Ninomiya .....cccccvvevnrieeannnnnnn.

4.3 Fermions de Kogut—Susskind  ...cccovvriiinnininnn,
INOLES oottt st aras s e s s e ananes



Avant-propos

La théorie quantique des champs vise & décrire les interactions fon-
damentales dans un cadre unique conciliant les principes de la mécanique
quantique et les invariances géométriques et cinématiques. Cette discipline
s’est enrichie, au cours des deux derniéres décennies, d’applications insoup-
connées, qui tiennent & la parenté de ses méthodes avec celles de la physique
statistique, & travers ’étude des phénomeénes critiques ou des modeles de
physique du solide. Certains développements ont permis de s’affranchir en
partie des techniques perturbatives, qui sont & la source de succeés consi-
dérables dans le domaine des interactions électromagnétiques et faibles. En
jetant un jour nouveau sur le r6le du groupe de renormalisation, en permet-
tant d’aborder des questions comme le confinement des constituants dans la
chromodynamique, en s’ouvrant aux possibilités de simulation numérique,
en découvrant des problémes nouveaux comme ceux posés par la théorie des
cordes quantiques, la théorie des champs s’est entiérement renouvelée.

Nous nous sommes attachés & en donner un panorama complétant un
texte précédent sur la théorie quantique des champs écrit par ’un des au-
teurs en collaboration avec J.-B. Zuber. Bien qu’on suppose du lecteur qu’il
posséde quelques rudiments de cette théorie, le présent ouvrage veut éviter
de faire de trop nombreux appels & des connaissances extérieures et s’inscrit
.dans le cadre d’un enseignement destiné a de jeunes chercheurs et, plus gé-
néralement, & des scientifiques intéressés par les progres de cette discipline.
L’abondance des matieres, le rythme rapide des nouvelles contributions et
les compétences limitées des auteurs ont cependant posé des bornes i I'en-
semble des sujets traités.

Si I'on veut bien admettre ces limites, nous avons cependant tenté de
décrire les fondements de la théorie euclidienne des champs, reposant sur
I’'usage des intégrales de chemins de Feynman et concrétement réalisée &
travers les modeles statistiques qui utilisent un réseau discret, dont le pa-
radigme est le modéle d’Ising. Ce point de vue permet d’attribuer un sens
global aux quantités physiques, d’étudier des régimes de couplage fort, sug-
gere lexistence de transitions de phases et montre le role du groupe de
renormalisation agissant comme filtre des propriétés universelles au voisi-
nage des théories critiques continues.
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Le premier volume est consacré pour ’essentiel & I'illustration de ces
themes. Il s’ouvre par une étude des chemins aléatoires et leur relation avec
les champs bosoniques, et introduit les intégrales fermioniques sur ’exemple
du modeéle d’Ising bidimensionnel. Il expose la méthode du champ moyen,
les propriétés relatives a l'invariance d’échelle, et illustre les idées de la
renormalisation dans le cadre de la transition de Kosterlitz et Thouless du
modele des rotateurs. Un long chapitre est consacré 3 la théorie des transi-
tions de phases continues & partir des idées de Wilson, ot nous nous sommes
appuyés sur les contributions de nos collégues E. Brézin, J.-C. Le Guillou et
J. Zinn-Justin. C’est encore &4 Wilson qu’on doit la formulation des théories
de champs de jauge sur réseau et leurs applications a la chromodynamique
et au confinement dont la présentation clos la premiére partie.

Le second volume est plus éclectique. On y trouve d’abord des indica-
tions sur les développements de haute ou basse température et les applica-
tions des simulations numériques de Monte Carlo, en particulier 4 la chromo-
dynamique. Un copieux chapitre décrit les résultats récents concernant les
systemes critiques bi-dimensionnels, dans le cadre des théories conformes,
qui servent aussi d’outil & la théorie des cordes quantiques. Nous discutons
ensuite les applications de l'intégration fermionique & des systémes désor-
donnés simples. Enfin le dernier chapitre expose quelques résultats de géo-
métrie aléatoire et introduit 1’étude des surfaces fluctuantes.

Dans la premiere partie, au risque de répétitions, nous nous sommes
efforcés de présenter le sujet de maniére aussi élémentaire que possible.
Nous ne supposons du lecteur qu’une certaine familiarité avec la notion de
poids statistique de Gibbs, ainsi qu’avec la représentation des amplitudes de
transition quantiques comme superpositions relatives a toutes les évolutions
possibles, affectées d’un poids exponentiel dans I’action. C’est précisément
ce parallélisme qui est & 1a source des convergences évoquées précédemment.

Le choix des sujets traités et les nombreuses omissions refletent les in-
téréts des auteurs et leurs préoccupations. Nous ne sommes que trop cons-
cients de nombreuses lacunes dont la liste serait & I’origine d’un texte encore
plus volumineux. Il est quelque peu dangereux de vouloir systématiser ce
que ’on a cru comprendre sans laisser percer deci-deld des ignorances. Il est
bon de comprendre & quel point la recherche débouche sur des problémes
ouverts, des questions en suspens, des interrogations. Comprendre nécessite
le plus souvent que ’on reprenne la plume, que I’on retrace les étapes d’un
raisonnement, que l’on refasse un calcul, que d’une fagon générale on ne se
satisfasse jamais de ce que 'on trouve écrit ou dit ici et 1a.

Malgré tous nos efforts, et ils s’étalent hélas sur une trop longue pé-
riode, il nous a été difficile, voire impossible, de polir suffisamment notre
texte pour éviter les notations conflictuelles, fruit de ’usage, les erreurs ma-
térielles, voire les erreurs tout court. Comme il est rituel, nous invitons le
lecteur patient & les redresser et & nous en faire part. Nous espérons cepen-
dant que ces défauts inévitables ne nuisent pas trop & la compréhension de
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P'ouvrage, méme si une quantité change parfois de symbole de chapitre en
chapitre, ou si la méme lettre désigne dans des paragraphes voisins deux
entités distinctes.

Nous avons inclus des passages en petits caracteres, concernant des
compléments, des explications et quelquefois des exercices, le plus souvent
résolus. En outre, quelques appendices constituent de (trop) brefs résumés
de sujets qu’il n’était pas possible de présenter en détail. Enfin des notes
bibliographiques complétent chacun des chapitres et sont destinées & indi-
quer nos sources, fournir des jalons, et surtout & encourager le lecteur a
poursuivre son étude dans les articles originaux ou de revue. Ces notes sont
évidemment trés incomplétes.

Parmi les textes qui servent de références, figurent bien entendu ceux
de la série publiée par C. Domb et M.S. Green, et maintenant J. Lebowitz,
intitulée Phase Transitions and Critical Phenomena, publiée par Academic
Press (New York). En ce qui concerne la mécanique statistique, citons K.
Huang, Statistical Mechanics, J. Wiley and Sons, New York (1963), H.E.
Stanley Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena, Oxford
University Press (1971), S.K. Ma Modern Theory of Critical Phenomena,
Benjamin New York (1976) et Statistical Mechanics, World Scientific, Sin-
gapour (1985), D.J. Amit Field Theory, the Renormalization Group and
Critical Phenomena, World Scientific, Singapour (1984).

Tandis que nous préparions cette édition sont venus s’ajouter plusieurs
ouvrages traitant des mémes sujets. Il s’agit tout d’abord du livre de M.
Le Bellac Des phénoménes critiques auz champs de jauge, une introduction
auz méthodes et auz applications de la théorie quantique des champs, publié
dans la méme collection par InterEditions, Editions du CNRS Paris (1988)
et de ceux de G. Parisi Statistical Field Theory, Addison Wesley, New York
(1988) et S. Polyakov Gauge Fields and Strings, Harwood (1988). Enfin un
traité de J. Zinn-Justin devrait paraitre sous peu.

La référence classique ou ’on trouve un traitement des intégrales de
chemins est R.P. Feynman et A.R. Hibbs Quantum Mechanics and Path
Integrals, Mc Graw Hill, New York (1965). Des aspects variés sont discu-
tés dans C. Itzykson et J.-B. Zuber Quantum Field Theory, Mc Graw Hill,
New York (1980), P. Ramond Field Theory, A Modern Primer, Benjamin,
Cummings, Reading, Mass. (1981), J. Glimm et A. Jaffe Quantum Physics,
Springer, New York (1981). De nombreux progrés récents de la théorie des
champs qui n’ont pas trouvé place dans notre traitement sont présentés
dans S. Coleman Aspects of Symmetry, Cambridge University Press (1985),
S. Treiman, R. Jackiw, B. Zumino et E. Witten Current Algebra and Ano-
malies, World Scientific, Singapour (1985). Pour s’initier aux systémes inté-
grables, on consultera R. Baxter Ezactly Solved Models in Statistical Mecha-
nics, Academic Press, New York (1982) et M. Gaudin La Fonction d’Onde
de Bethe, Masson, Paris (1983). Bien entendu cette liste n’est qu’indicative
et 'on trouve de nombreuses autres références dans les notes.
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Saclay, Février 1989

Avertissement
Dans cet ouvrage, nous avons utilisé les notations internationales.
Ainsi, les nombres décimaux ont un point décimal plutét qu’une virgule,
In représente le logarithme népérien, tan la tangente, sinh, cosh, tanh les
lignes hyperboliques, etc.



CHAPITRE I
DU MOUVEMENT BROWNIEN

AUX CHAMPS EUCLIDIENS

On sera peut-étre surpris de nous voir entreprendre cette étude par
une description du mouvement brownien. Ce sujet constitue pourtant une
introduction naturelle au concept de champ euclidien quantique, comme on
le verra par la suite, et permet de donner une interprétation intuitive qui
met en relief le réle joué par la dimensionalité. Les courbes browniennes ont
une dimension effective égale 4 deux (leur dimension de Hausdorff). Ce fait
est particulierement riche d’informations. Il signifie, entre autres, que deux
courbes de ce type ne peuvent se couper, donc interagir, si la dimension est
supérieure & quatre. C’est ce que nous montrons dans la premiere partie du
chapitre I, oli nous discutons aussi le passage d’une version discréte, c’est-a-
dire faisant intervenir un réseau, & une marche dans l’espace continu. Nous
présentons dans la deuxiéme partie une analyse semblable pour les champs
en interaction, initialement développée par K. Symanzik. Cette analyse est
reliée aux développements de couplage fort, ou encore a haute température,
qui seront étudiés plus loin, en particulier au chapitre VI de ce volume et au
chapitre VII du deuxiéme volume. L’utilisation des champs & n composantes
fournit le moyen d’introduire les marches avec retour exclu, grice a ’artifice
d’un prolongement dans la variable n et un passage a la limite n — 0. Nous
concluons ce chapitre par une discussion des systémes élémentaires & une
dimension. Ceci nous offre I’occasion de présenter le concept de matrice de
transfert.

1. Mouvement brownien

1.1 Marche au hasard

Considérons une marche au hasard sur un réseau régulier et infini
de ’espace euclidien 4 d dimensions. Chaque point du réseau posséde g
voisins; ¢ est appelé le nombre de coordination du réseau. A intervalles de
temps réguliers At = 1, un marcheur choisit de quitter le point qu’il occupe
pour I'un de ses voisins, choisi au hasard. La probabilité de le retrouver a
I'un quelconque des points voisins est 1/q. Les déplacements successifs sont
indépendants. Pour simplifier, nous choisissons un réseau (hyper)cubique
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engendré par d vecteurs de translation orthogonaux e(), ..., € tels que
€(,) " €() = 6. Les points seront notés x = w“e(u), les coordonnées z*
étant des entiers. Pour un tel réseau, on a ¢ = 2d. La figure 1 donne une
illustration pour une marche au hasard de 2000 pas en dimension deux.
Notez la présence des grands domaines ou le marcheur a visité tous les
points.

-

J,J

H-
I
1T

=

=
i
¥
R

juna]

i

|
-

Figure 1: Marche au hasard de 2000 pas en dimension 2.

Cherchons en premier lieu & déterminer la probabilité conditionnelie
P(x1,t1;%0,%) qu’a le marcheur d’étre au point x; au temps t; sachant
qu’il était au point xq au temps t5. Pour ¢; = ¢y, on a

P(xlatG;x(]’tO) = 6X11x0 (1)

Le symbole dx, x, est une notation compacte pour le produit szl bpnpn. La
probabilité P n’a de sens que pour ¢; > tg et ne dépend que des différences
t; — to, X1 — Xg, le processus étant invariant par translation dans le temps
et dans Uespace. A t; fixé, la condition de normalisation s’écrit

> P(xy,ti5%0,t0) = 1 (2)
X1
Chacune des probabilités P est positive ou nulle.

La formulation discréte, adoptée ici, dépend fortement du choix du
résean. Par exemple si ¢; — tp est pair (impair) le marcheur ne peut se
trouver que sur un site dont la somme des coordonnées de x; — xy est
paire (impaire). Nous serons cependant intéressés par des caractéristiques
asymptotiques qui ne dépendent plus de la structure du réseau.

Il existe une relation linéaire de récurrence entre les probabilités P au
temps t et ¢t + 1 qui exprime que le marcheur ne peut atteindre le point x
au temps ¢ + 1 que s’il était en un site voisin x’ = x + e(,,) au temps ¢
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1
P(x,t+ 1;%9,t0) = 2% Z P(x',t; %0, t0) 3)
voisir’:’de x

Cette relation généralise évidemment la construction du triangle arith-
métique de Pascal correspondant au cas d = 1. Les équations (1) et
(3) déterminent alors P. Nous lillustrons sur la figure 2 pour un cas
bidimensionnel.

t=0 t=1 t=2 t=3
1
1 3 .3
1 2 . 2 3 .9 .3
1 1.1 1.4 .1 1.9 .9 .1
1 2 .2 3.9 .3
1 3 .3
1
1 4 16 64

Figure 2 : Probabilités relatives pour une marche au hasard en dimension
2 sur un réseau carré. Le facteur de normalisation est 47¢.

L’équation (3) introduit une version discrétisée de ’opérateur laplacien
que nous noterons A,

d
() = 5o SMfGcteq) + fx—e) =20 (4)
u=1
ce qui permet de récrire

P(x,t+ 1;%0,t0) — P(x,t;%0,t0) = ArP(x,t;Xo, to) (5)

approximation aux différences finies de 1’équation de diffusion dans le

continu
0
(5 — A) P=0 (6)

La solution des équations (3) ou (5) s’obtient par transformation de
Fourier. Notant

P(x,t; - [ 4k ik p(k 7
X, 7X07t0)_ (27T)de ( 7t) ( )
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nous trouvons

d
1 . .
P(k,t+1) == §=: cosk,P(k,t), avec P(k,tg)=e Tk¥o

On en déduit

™ adk 1 ne
. - 1k (x1—x0) | =
P(x1,11;%0,10) = @ (d Xuzcosku> (8)

Nous voulons maintenant examiner ces expressions avec une résolution
grossiere relativement au pas du réseau et pour des temps suffisamment
longs. Il est commode pour cela de faire un changement d’échelle sur les
vecteurs de base en introduisant une longueur élémentaire a, de sorte que
€)' ew) = a26,,,, et de considérer que I'intervalle de temps élémentaire est
T au lieu de 1. Dans les représentations précédentes il faut alors faire les
substitutions £ — t/7, x — x/a et k — ak, ce qui revient &

/e gk 1 ()l
_d 1k X1 —X il
P(x1 —x0,t1 —tp) =a /—W/a (27r)d (x1—-%0) (d Zu:cosak,‘)
)

Nous voulons maintenant faire tendre a et 7 vers zéro, en maintenant les
distances et les intervalles de temps fixes. La probabilité de trouver le
marcheur au voisinage de x;, dans un volume Az suffisamment grand par
rapport & la maille a?, mais suffisamment petit pour que P ne varie pas de
fagon appréciable & Vintérieur de Az (ce qui implique (t; — to)/7T grand),
est donnée par

p(x1 —Xo,t1 —tp)Azx = Z P(Xll—-Xo;tl—to) ] A—;I;-P(Xl—)((),tl-—to)
x)€x1+Azx a
(10)
La densité de probabilité p = P/a? est alors

w/a qék 1 (mte)lr
1k X1 —X
p(x1 — Xo,t1 — o) = aligo e (27r)d (31=%0) (E gcosakﬂ)
(11)

La limite n’a de sens que pour a et 7 tendant vers zéro de telle sorte que
7/a? reste fini, comme on le voit en développant le cosinus
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(t1—t0)/T _
1 2 (t1i~to)/T
(2 E CcoSs aku> = (1 —_ ;_dk2 + .- ) — e_(tl—to)}(Z (12)
m

ou nous avons choisi une échelle de temps en posant

— 1 2
T= 2da (13)
Dans ces conditions
+co ddk
p(x1 — Xo,t1 — to) = / =g expl—(t1 — to)k? +i(x1 — x0) - K]
oo (2m) (14)

1 (x1 — X0)?

R T e <_ 4(t; —to) )

Nous reconnaissons le noyau caractéristique de 1’équation de la diffusion
dans le continu. Ce noyau positif, symétrique, satisfait aux relations

/ddxp(x,t;xo,to) =1 (15a)
thn% p(Xl,tl;Xo,to) = 5d(X1 - XQ) (15b)
1—%o
Q—A (x,t;%0,%0) =0 (15¢)
6t PX,1;Xp,10) =
to >t > tg =
/dd}q P(Xz,t25 X1, t1)p(X1, 15 X0, t0) = P(Xa, t2; X0, o) (15d)

La condition (15a) exprime la conservation des probabilités; elle géné-
ralise au continu I’équation (2) établie pour le cas discret; (156) redonne
la condition initiale en mesure, malgré les approximations faites. Quant &
(15¢) c’est 1’équation de diffusion. Enfin (15d) traduit le fait qu’a un temps
intermédiaire ¢; compris entre ¢y et t2 le marcheur qui a la mémoire (tres)
courte se trouvait quelque part. Cette derniére relation, caractéristique
d’un processus Markovien est en accord avec la propriété de convolution
des intégrales gaussiennes et nous permettra d’obtenir par la suite une
représentation en terme d’intégrale sur les chemins, pendant continu d’une
propriété analogue sur le réseau.

Avant d’élaborer ce point, revenons a la limite (11) ce qui nous a permis
de trouver une loi de diffusion (14) isotrope et invariante par translation,
fonction de (x; — %¢)?, & partir d’une variante discréte qui ne possédait
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que les symétries cubiques. Ce faisant, nous avons fixé les intervalles de
temps t; — to et les distances x; — x physiques et nous avons considéré
que les mailles spatiales a et temporelle 7 tendaient vers zéro, le rapport
7/a? restant fixé. En toute rigueur, il fallait que les coordonnées de x; — xg
et t; — tp soient des multiples de a et T respectivement. Nous aurions bien
sir pu procéder 3 l'inverse en faisant tendre x; — xg et ¢; — £y vers ’infini
a P’échelle des mailles, mais la visualisation en aurait souffert. La premiere
démarche rappelle la limite ultraviolette en théorie des champs ol un facteur
de coupure (proportionnel ici & a~! dans une échelle de nombre d’onde)
tend vers infini, les quantités mesurables étant maintenues constantes.
Dans le cas présent nous avons aussi utilisé un facteur de coupure 77!
dans les fréquences, avec la relation 77! ~ a~2. Une interprétation que
nous développerons plus loin est que la courbe brownienne typique a une
“dimension” égale & deux. On parle de dimension de Hausdorff. La courbe
étant parcourue 3 vitesse constante (les intervalles entre sauts sont égaux a
T), sa longueur est proportionnelle & ¢; — g, la distance typique parcourue
n’étant que de Dordre |x; — Xo| ~ (1 — to)%. De manitre imagée, si avec
une quasi-certitude ’ensemble des courbes browniennes issues d’un point
sont contenues dans un (hyper) volume et si on fait croitre leur longueur
t; — tg d’un facteur A, le nouveau volume nécessaire pour les contenir aura
une taille A%/2Q0. Si on définit un exposent v caractérisant la distance bord
a bord selon

Ix1 — Xo| ~ (t1 — t0)” (16)

alors la valeur de v pour le mouvement brownien est

V=

1
3 (7
premier exemple simple d’ezposant critique. Nous reviendrons souvent sur
cette notion dans les chapitres qui suivent.

A vrai dire, explication la plus élémentaire du résultat (16)-(17) est le
théoréme central limite en théorie des probabilités. Les pas successifs sont
des variables aléatoires non corrélées et ’écart quadratique moyen de la
somme des distances ne croit que comme le nombre de termes, c’est-a-dire
le nombre de pas.

Vérifier que la marche au hasard sur un réseau bidimensionnel triangu-
laire conduit & la méme limite continue (14) que celle sur un réseau carré.

Sur un réseau triangulaire chaque point a ¢ = 6 voisins. Il est commode,
comme on le voit sur la figure 3, d’utiliser une base redondante de 3 vecteurs
e(; tels que Ze(i) =0, e%i) =1, es - ey) = —% (i # 7). La probabilité
conditionnelle que le marcheur soit au point x au temps ¢ + 1 est donnée par
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Figure 3: Le réseau triangulaire et sa premiére zone de Brillouin.

3
1
P(x,t+1)= 2 P(x+eg,t)+ Px—eg), 1)

i=1

Les points du réseau sont repérés par trois entiers {n;}, avec x = Z nieg;)y-
On peut ajouter une constante aux n; sans changer x. De méme la grandeur
conjuguée k = E kie;) est caractérisée par trois nombres k;, auxquels on
impose la condition supplémentaire Zki = 0. On a donc

3 3
k-x=52k,~n,~ . K= SRR R

Le domaine d’intégration dans la variable k est I’hexagone |k;| < w, dont I’aire
est 2w2v/3. Ceci conduit 3

2k 1 3 3 t
P(x,t) = / —dz—e‘k"‘ [— (cos §k1 + cos —kg + cos —2—k3)]
hexagone 2m \/§ 3 2 2

Changeons maintenant d’échelle selon la régle x — x/a, k — ka, t — ¢/7,

t = a2?/8, nous obtenons alors, & la limite @ — 0 le méme résultat que
précédemment
d®k _pe2; 1 2
x.t) = e~ Hikex _ 2 a-x /4t
P t) (27)? 4mt

en utilisant le fait qu’il y a 2Az/ a2+/3 points du réseau dans une portion d’aire
Az. Ce résultat confirme 1'universalité de la limite isotrope.

En dimension arbitraire cette construction peut étre considérée comme
la projection de la base orthonormée d’un réseau hypercubigue a (d + 1)
dimensions sur I’hyperplan x1 + - - - + 2441 = 0. Le réseau ainsi obtenu est le
dual de la section du réseau hypercubique par le plan précédent. Pour d = 3,
ceci donne le réseau cubique centré dual du réseau cubique a face centrée.

7
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Le temps moyen passé en un point, fini ou infini, est donné par l'ex-
pression

0o ™
G(xl __.XO) = Z P(xlytl;XO)tO) = [W (271.)!1 1 _ lZcosk
4o

d?k eik~(x1 —xg)

(18)

t1=to

qui satisfait a

1
G(x1 = %0) = b0 + 5 > G(x1 + e,y —%0) + G(x1 — e(u) = Xo) (19)
w

soit encore

ALG(x1 — Xg) = —0x; xo (20)

Cette relation justifie le nom de fonction de Green (symétrique et
positive) de Vopérateur —A,. On constate que G(x) est bien défini pour
d > 2. Pour d = 1 ou 2 le temps passé en un point est infini, en raison de la
divergence infrarouge de Uintégrale (18) ol Vintégrand se comporte comme
d%k/k? pour k? petit. On peut cependant former alors la différence

G*(x1 — x9) = G(x1 — %9) — G(0)

[o 9
= Z P(x1,t15%0,%0) — P(Xo0,t1; X0, to)

n=to (21)
__/ d?k cosk-(x; —xp)—1

d
(2m) 1-— 3 Z cosk,
N

qui est bien définie quelle que soit la valeur de d. Elle satisfait encore
3 l'équation (20), puisque formellement on n’a fait que soustraire une
constante, qui peut étre infinie. Cependant on perd ainsi la propriété de
positivité, comme I'illustre I’expression de G* & une dimension

d=1 G*(x1 — xg) = — |X1 — Xg| (22)

Plus généralement considérons

G(xy —X0,A) =X Y A% P(xy,15%0, to) (23)

t1=t%o

qui coincide pour A = 1 avec la fonction de Green considérée plus haut.
Pour |A| < 1, la somme est convergente et admet la représentation intégrale
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G( A ddk eik~(x1——xo) 24
X1 = X0, A) = @m)? A=t - 130, cosky, (24)
qui montre en outre que

[-Ar + (A = 1] G(x,)) = b0 (25)

Il s’agit donc de ’analogue du propagateur massif en physique des
particules. Si I’on réintroduit le pas du réseau, x — x/a, k — Kka, la quantité
qui posséde une limite continue est obtenue pour 1/A = 1 + m2a?/2d, a la
limite ol a — 0

1 x +o00 ddk eik~x
2y _ 15 - — —
90x,m) = ll—r—»I}) 2dad—2 ¢ (a ’ A) B /oo (2m)4 k2 + m? (26)

1.2 Somme sur les chemins

Les propriétés du mouvement brownien peuvent aussi bien s’exprimer
en terme de sommes sur les chemins parcourus. Ceci parait tout naturel
dans le contexte présent et se trouve i la source de généralisations de plus
en plus puissantes. Cette interprétation découle directement de la relation
(3): un chemin de longueur ¢ + 1 est obtenu en ajoutant un maillon & un
chemin de longueur ¢. L’itération de cette relation conduit a

Nombre de chemins joignant xo 4 x1 avec t1—to pas

P(x1,t15%0,%0) = (27)

Nombre total de chemins issus de xo avec t1—to pas

Le dénominateur est égal & (2d)®*~% = g'1—%, Une autre démonstration
découle de la formule (8), ol 'on remplace les cosinus par des exponentielles,
l’on développe I’intégrand et ’on intégre en k les termes successifs. L’égalité
(27) s’interprete en disant que tous les chemins effectués pendant le temps
t; — to sont équiprobables. Nous pouvons encore récrire cette formule

t1—tp—1

1
P(Xhtl;XOytO)=——(2d)t1_t0 Z(:) tl:[o 6123:1'“(“1)_%)1
t=1,...t,—tg=1

(28)
ou l'on a pris une longueur unité pour chaque maillon élémentaire et posé
x(0) = xo, x(#; — to) = x;. Cette expression se préte difficilement & un
passage au continu. Il est bon d’introduire une notation plus compacte. Nous
désignerons par w un chemin joignant xg & x;. Par construction c’est un
ensemble de liens du réseau dont la “frontiére” Ow, c’est-a-dire I’ensemble
des sites qui appartiennent & un nombre impair de liens de w, se réduit
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4 {xg,x1}. Plus précisément, la définition de w suppose qu’on spécifie la
maniere dont on le décrit au cours du temps. On exprimera donc (27) comme

w]
P(x1,ti;%0,t0) = Y (’2‘%) (29)

w. dw={xg.x1}
Jol=ty —tg
avec |w| nombre de liens de w. Cex expressions se généralisent aux fonctions
de Green, et d’apres (23) pour A < 1,

Gt —x, =2 Y (%YM (30)

w,dw={x0,x1}

Le temps de séjour en x; s’obtient par passage & la limite A — 1.

Cette formule suggeére que le passage au continu implique une somme
sur des chemins pondérés par une exponentielle de la forme exp(—A |wl) ot
|w| désigne encore la longueur du chemin. Par abus de langage I’argument
de l'exponentielle (au signe prés) est désormais baptisé action, par analogie
avec la mécanique quantique, alors qu’en mécanique statistique d’équilibre,
3 un facteur 8 = 1/kT pres, on lidentifierait plutét & 1’énergie d’une
configuration classique — ici un chemin allant de x¢ & x1. Quoiqu’il en soit,
la facon correcte de tendre vers la limite asymptotique du continu consiste,
comme on la déjd vu, & regrouper de trés nombreux termes infinitésimaux
lorsque la maille o tend vers zéro. Ceci produit une forme trés différente
pour l’action, de sorte que les formules précédentes, se prétent mal & cette
opération. Nuus allons plutét procéder comme suit

Commencons par remarquer que (avec a’ = 2d7)

(x,m?) = lim =— 6(Ea=(1ame)”
g ) = M 2da? 2" \ 0" T 2d

On aurait d’ailleurs aussi pu procéder directement en combinant les
relations (26) et (14). Utilisons alors la propriété de convolution (15d)

p(xlytl;xmtO) - /ddxp(xlytl;xy t)p(xata X07t0) tO <t< tl (32)
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En subdivisant ainsi I’intervalle de temps ¢; — t; un nombre arbitraire de
fois et en utilisant I'expression (14) pour la fonction p, il vient

nl:[l dde 1
P(Xf,tr; %4, 1) =/
i1 4ty — tj)r’/“‘ [47(t: — t:)]*/*
) (33)
X exp _l (%541 — XJ)
44 tiv1 —t;

(avec xg = X;, Xn = Xy). Ceci donne un sens précis a la formule symbolique

1 [
p(Xf,tf;Xi,ti) = /x(t-):x- Dx(t) exp [_Z,/t dt5C2] (34)

x(tf)=Xf

ou Dx(t) implique les intégrales sur les positions aux temps intermédiaires
normalisées comme 'indique (33). De méme (31) nous donne une formule
semblable pour g(x,m?)

/ dt / . exp[ /tdt’(m2+ifc(t')2) (35)

x(t)=x

Ces intégrales de chemins dans le continu — qui malgré leur appa-
rence symbolique ont un sens précis indiqué par la formule (33) - appa-
ralssent assez différentes de leurs analogues discrets. L’action est & présent
f dt’'(m? + $x(t')?), I'inverse de m donnant 1’échelle des distances. Cette
formule resulte du comportement & courte distance de la limite continue
p(x,t) ~ exp(—x2/4t), et non de son original discret P. Un petit incré-
ment de distance continue est la somme d’un nombre infini de pas sur le
réseau. On notera que dans la notation continue la longueur d’un chemin
serait fo dt'/%(#)2. 1l faut remarquer aussi que les expressions discrétes
étaient indépendantes d’une paramétrisation des chemins. Il n’en est plus
ainsi formellement de Vaction qui intervient dans (35).

1.3 La dimension deux des courbes browniennes

Dans ’espace tridimensionnel deux éléments de surface se coupent en
général suivant une courbe, & quatre dimensions en des points isolés. Sauf
situation exceptionnelle, en dimension plus grande que quatre une surface
ne se recoupe pas. Un mouvement brownien ressemble plus & cet égard &
une surface qu’d une courbe. En probabilité, nous nous attendons & des
propriétés analogues qui seront a la source d’une compréhension intuitive
de certaines caractéristiques fondamentales des phénomenes critiques.
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Précisons ces idées en revenant a la marche au hasard sur le réseau
cubique, avec la probabilité de présence au temps ¢ au point x donnée
par (8). Cherchons maintenant & savoir quelle probabilité a le marcheur
d’étre passé par un site x pendant l'intervalle de temps ¢, en supposant
qu’il soit parti de l'origine au temps ¢ = 0. On convient que si x = 0, la
probabilité de visite en question est celle de retour a l’origine en excluant
ainsi 'instant de départ. Nous maintiendrons cette convention dans la suite
sans nous y référer explicitement. Pour calculer la quantité cherchée il ne
suffit évidemment pas de sommer P(x, t) sur t. Nous I’avons vu, cette somme
n’est pas une probabilité mais le temps moyen passé au point z; nous verrons
cependant que la quantité cherchée est intimement liée & cette somme qui
est aussi la fonction de Green.

Définissons des quantités intermédiaires P;(x,t) donnant la probabilité
d’étre au point x pour la i—-éme fois au temps ¢ . Comme il s’agit d’événe-
ments exclusifs on a

P(x,t) = 8i,06x0 + »_ Pilx,1) (36)

i=1

Seul un nombre fini de termes contribue & cette somme, puisque P;(x,?)
s’annule lorsque ¢ > t. En outre P;(x,0) = 0. Or un 7 + 1-éme passage
au point x suit un ¢-éme passage. Etant donné 'homogénéité spatiale et
temporelle du mouvement, on en tire la relation de récurrence

PH_l(X t Z P X tl)Pl(O t2) (37)
t14ta=t

En sommant sur les valeurs de 7 de 1 & U'infini, on trouve

P(x,t) — Pi(x,t) — 6x,06t,0 = Z P(x,t1)P1(0,t2) — 6x,0P1(x,t) (38)
t1+ta=t

La quantité cherchée — probabilité II(x) d’étre passé par x au moins une
fois — est la somme des probabilités des événements exclusifs de premier
passage. Il est commode d’introduire la fonction génératrice

I(x,A) = ZA Pi(x,1) (A <1 (39)
telle donc que
I(x) =(x,A=1) (40)

En tenant compte de la définition du propagateur (33), on tire alors de (38)
que
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ATIG(%,2) = bx0 + (1 — 6x,0)I(x, A) + A71G(x, VII(0,))  (41)

Le facteur X supplémentaire introduit dans la définition de G explique
I’apparition de la combinaison A~1G. En faisant successivement x = 0 et
x # 0 dans (41) on obtient une nouvelle interprétation remarquable du
propagateur en terme de la probabilité de visite II

A

_Gx,A)
II(x,\) = GO x#£0 (43)

Si d < 2, le temps passé en tout point est infini donc G(x,A) = oo et
II(x%,A) = 1 quel que soit x 3 la limite A — 1. Comme annoncé on a donc
la certitude que le marcheur visite tout point (Polya 1921), ce qui justifie
I’ancien adage: “tous les chemins menent & Rome”. Si d > 2 la probabilité
de retour & l'origine II(0) = 1 — G(0,1)™! est positive mais inférieure 3
’unité et elle décroit avec 1/d aux grandes valeurs de d. D’ailleurs G(0,1)
admet un développement en d—! d’aprés I’expression (18)

G0,1)=1+—+3(~ 2+12 1 3+60 1 4+
=1ty 2% 2 5d
1\° 1\° 1\’
4355 (53) + 2380 (ﬂ> + 17430 (ﬁ) + (44)
1\ 1\°
+ 134190 (5&) + O ((ﬁ) )

qui exprime qu’en grande dimension le temps passé 3 l'origine tend vers
Iintervalle avant le premier saut, ce qui fait que la probabilité de retour &
Porigine est treés faible

1 1 2 1 3 1 4 1 5
II(0) = (%) +2 (ﬁ) +7 (‘2-3) +35 (ﬁ) +215 (E&) +
1 6 1 7 1 8 1 9
o () () s () 0 (2

(45)

En revanche au voisinage de d = 2, si on s’autorise un prolongement
dimensionnel
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Figure 4: Graphique des quantités G(0,1) et II(0) en fonction de la
dimension d.

2

G(O,l):ﬂ_(d—_z)'l"",

1
1'I(0)=1—§7r(d—2)+--- (46)
Ces deux expressions sont portées en fonction de d sur la figure 4.

De méme pour tout point x différent de P'origine, II(x) = 1si d < 2. Si
d > 2 cette probabilité est inférieure & I’unité et décroit avec la distance &
P'origine. Asymptotiquement

2d 1
16 (1= T gy X (47)

oll Sy est Daire de la sphére unité dans Pespace 4 d dimensions (spheére qui
est elle méme & d — 1 dimensions)

271.11/2
=T 4o
Notons au passage quesid=1
_ [T dg 1 _ 1
(0,3 = _x2r1—Xcosqg +1— X2 (49)

TI(0, )) =1 — /1 — A2
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On voit tres explicitement que G(0,1) = +00 et que II(0) = 1.

Dans le cas général on peut aussi calculer la valeur moyenne du temps
écoulé avant la premiere visite au point x (en ce qui concerne Vorigine il
s’agit bien évidemment du premier retour a l'origine), cf. (39)

i tPl(x, t)

“ .0
t(x) = —O—H(x—)—— = Aoy InTi(x, ) . (50)

et, chose un peu surprenante, on constate que ce temps est infini en
dimension inférieure ou égale & 4! Et ceci méme quand on a la certitude que
le chemin visite x.

On peut donner une autre démonstration, trés intuitive, des formules
(42) et (43) en se souvenant que G(x,1) est le temps moyen passé en x
(incluant le premier intervalle lorsque x = 0). En effet, puisque II(0) est la
probabilité de revisiter Porigine et 1 — II(0) celle de ne jamais y revenir, on
peut décomposer la moyenne G(0,1) en termes correspondant & un, deux,
trois... séjours, affectés des probabilités respectives 1—I1(0), TI(0)(1 —II(0)),
I12(0)(1 — I1(0)), . . . dont interprétation est immédiate; soit

G(0,1) = 1[1 — II(0)] + 2I1(0)1 — II(0)] + 3IT*(0)[1 — TI(0)] + - - -
= [1-1(0)] [1 - 1I(0)] > (51)
=[1-11(0)] "

ce qui n’est autre que Pexpression (42) pour A = 1. De méme si on se place
en un point x distinct de Porigine, on a une décomposition analogue

G(x,1) = I(x)[1 — II(0)] + 2I1(x)II(0)[1 — TI(0)]
+ 3I(x)I1(0)[1 — II(0)] + - - -

(52)
= ()L - 1(0)]
= II(x)G(0,1)
Ti(x) = G(x,1)  temps moyen passé en x (53)

" G(0,1)  temps moyen passé 3 I'origine
ce qui compléte la démonstration de (43).

On peut définir une quantité un peu plus fine que G(x, 1), soit T(x,t)
le temps moyen passé au point x dans l'intervalle de temps ¢, qui s’identifie
au nombre moyen de visites au point x. Bien évidemment, lim¢_, o T(x,t) =
G(x,1). Si on en définit une fonction génératrice, on trouve
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T(x,A) = i XT(x,t) = i At Xt: P(x,t")
t=0

t=0 t/'=0

oo
i ’ 1
= Z Z AR P(x, ) = T2 AT G, )

t=0 ¢/ +t''=t

(54)

Nous allons maintenant examiner des propriétés d’intersection des che-
mins. Dans le temps ¢ le nombre total de sites visités est ¢, mais certains le
sont un grand nombre de fois. Soit D(t) le nombre moyen de sites distincts
visités dans le temps ¢t. La différence E(t) =t — D(t) est le nombre moyen
de sites visités plus d’une fois affectés du poids 1 §’ils sont visités deux fois,
2 ¢’ils sont visités trois fois, etc. L’interprétation de ce poids est aisée si le
marcheur procéde comme le Petit Poucet en laissant un caillou & chaque site
visité. Le poids représente le nombre de cailloux qu’il trouve au moment de
son dernier passage & un site. Or on se souvient que P; (X, t) est la probabilité
de premiére visite en x au temps t. Le nombre moyen de sites nouveaux
visités au temps ¢ est donc - o Pi(x,t), et 'on a

Dt)=1+)Y_ Y P(xt) (55)

t'=1 x#£0

ol 1 au membre de droite se réfere & Vorigine visitée au temps 0, et puisque
P;(x # 0,0) = 0, la somme sur ¢’ peut inclure ¢’ = 0. Formant encore une
fois une fonction génératrice

(o)

D(A) =Y _MD(t) = X+ i A i XY Pi(x,t)
t=0

t=0 =0 ¥=0  x#0
(56)
1 1 G(x, )
= [1+ Y 0N | =— |1+
1-X rps 1—-2A x;éoG(O’/\)
Or \
;G(X,A) = m
donc
A
DA\ =
1-2X)2 A
(T=APG(0,) )
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Il est & nouveau assez remarquable qu’on parvienne i trouver une expression
compacte pour la fonction génératrice du nombre de sites distincts visités.
Bien entendu les nombres positifs D{(t) vont croissant, ce qui permet de
trouver le comportement pour ¢ tendant vers infini en étudiant celui de
D()) au voisinage de A = 1. On peut alors dresser la table I ci~dessous
qui résulte du comportement de G(0, ) au voisinage de A = 1, lequel varie
avec la dimension. Pour d < 2, G(0, \) diverge en loi de puissance, en loi
logarithmique & d = 2; les corrections 4 la limite finie sont en loi de puissance
fractionnaire, puis incluent un logarithme pour d = 4, etc. La table I utilise
la constante '

K=T <1 - g) (%) v (58)

qui est positive pour 0 < d < 2 et négative pour 2 < d < 4. La table ne fait
apparaitre que les comportements dominants. Il appelle un certain nombre
de remarques. Les dimensions 2 et 4 y jouent le r6le de charniéres. Tout
d’abord, on pourrait penser estimer D(t) intuitivement en disant que c’est
le nombre de sites situés dans un volume effectif de taille R ~ t!/2, soit
t%/2. Ce raisonnement apparait correct pour d < 2. Mais bien évidemment
il perd son sens quand t¢/2 croit plus vite que ¢ qui est le nombre maximum
de sites visités. Pour d = 2, nous trouvons une correction logarithmique
typique. Pour d > 2, le terme dominant est en tG(0,1)"! = (1 — II(0))t,
tandis que la fraction des sites visités plus d’une fois se comporte en II(0)¢ oul
TI(0) part de 1 pour d = 2 et décroit jusqu’a zéro lorsque d tend vers I'infini.
Les corrections & ces comportements deviennent négligeables lorsque d est
plus grand que 4. Cette discussion corrige les conclusions un peu hatives que
P’on déduirait de la dimensionalité deux de ces courbes aléatoires. D’ailleurs
le comportement en I1(0)t (ou ¢ pour d < 2) de E(t) se comprend assez bien,
en disant que tout le long de la courbe (facteur ¢) il y a une probabilité II(0)
de faire une boucle. Comme il y a surestimation de E(t), la correction est
négative. La quantité E(t), comme D(t), est évidemment majorée par t (on
se souvient que G(0,1) > 1).

Il est aussi possible de discuter les intersections de la courbe brownienne
en affectant les sites visités n fois d’un autre poids que n — 1, & savoir
n(n — 1)/2. Cette quantité I(f) qui compte le nombre moyen d’auto-
intersections de la courbe est donnée par

Ity= Y. PO,ts—t) (59)

0<t1 <12 <t

et a pour fonction génératrice
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O<d<?2 d=2 2<d<4 d=4

G(0,)) | K(1-\9/21 ~Lin(1-x) G(0,1) + K(1 — ))¥/21 G(0,1) + Z(1 - ) In(1 = A)

—a(1=M)"2 _ _ _y\d/2-3 _ _ )1
D) |E7(1-nemt | SRS 6o1(0,1)(1 - 0)7 - K — 1 6710, 1)(1 - )72 - iy In(l - A)

~1,d/2 . B K12 ~ "
- a7 e G710, 1)t ~ groTG-a7/m) G0, )t + ity
) ki Ki2—d/2 l
B0 | torowey | 0w (0}t + erg =47 IO}t ~ ¥y
2-d/2 \ a_d/a
I(t) Figrsy — ¢ ¢t — 1) HG(0,1) - 1) + £ #G(0,1) — 1) — 4zt

Table I: Comportement dominant des quantités introduites dans le texte lorsque A — 1 ou ¢ — oo. Le coefficient K (dépendant
de d) est défini par I’équation (58).
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/\)=§)H Z,\tZ(t ' +1)P(0,t")
t=1

=1 t'=1
=Y (i +1)A" D X=2P(0,¢r) (60)
t1=0 to=1
_ G(O”\) -
TOM1- )2

A nouveau, ceci permet d’extraire le comportement dominant lorsque ¢t tend
vers ’infini, qui figure dans la table. On note que pour de grandes dimensions
E(t) et I(t) ne se différencient pratiquement plus, car les intersections triples
ou d’ordre plus élevé deviennent trés rares.

Terminons cette section en examinant les propriétés d’intersection de
deux courbes browniennes dans la limite continue. Considérons d’abord
deux telles courbes sur le réseau issues de deux points distincts x; # Xo
et soit P(x;,xz,A) la probabilité qu’elles se coupent dans un ensemble A
non vide. On suppose que les deux marcheurs ont marché un temps infini.
On a la majoration

P(x1,x2,A) < ZH(Z —x1)II(z — x2) (61)
z€EA

ot TI(x), rappelons-le, est la probabilité de visiter x partant de l’origine.
L’inégalité s’applique car nous ne sommons pas sur des probabilités d’évé-
nements indépendants. Pour passer & la limite continue, il nous suffit de
dilater d’un facteur £ — oo les positions et le domaine A avec les restrictions
imposées par le réseau. Si on note p(xi,x2,A) la quantité analogue dans le
continu on a donc

N

o0 G(0, 1)

/ iz ddq1ddQ2 exp {if[q1 - (x1 — 2) + g2 - (x2 — 2)]}
A —r (2m)2¢ (l—ﬁzucosqf) (1—§Zucosqé‘)

. 2d \? 44
< Jm, (G(O 1)) ¢

d%qid%qs exp {ifq; - (x1 —2) + q2 - (x2 — 2)}}
/ d‘z / e e (62)

p(Xl,Xg,A) - hm P(£x17£x2a€A) < llIIl

L’intégrale est convergente pour d > 2 et le facteur important, purement
dimensionnel, est £*~¢. En conséquence, et conformément 3 lintuition,
la probabilité d’intersection tend vers zéro pour d > 4. Ceci établit trés
simplement le résultat que, dans le continu, en dimension supérieure a
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quatre, deux chemins browniens ont une probabilité nulle de se croiser dans
une région arbitraire. En revanche on montre qu’en dimension inférieure
a4 quatre lorsque A est ’espace entier, cette probabilité est égale & 1
(certitude), propriété quasi-évidente en dimension inférieure ou égale 3 deux.
La dimension quatre est marginale et nous laissons au lecteur le soin de se
convaincre du résultat récent suivant.

(1) (d’aprés G.F. Lawler, Comm. Math. Phys. 86, 539 (1982)). Consi-
dérons un réseau de dimension 4.

(i) Si deux chemins browniens de longueur ¢ sont issus de deux points x,
X2, situés & une distance de ’ordre de v/%, leur probabilité d’intersection décroit
comme 1/Int. 1} s'ensuit que, 4 la limite continue et pour des chemins infinis
issus de deux points & distance finie, la probabilité d’intersection s’annule.

(ii) Si les deux chemins sont issus du méme point, tous les deux de
longueur ¢, le probabilité d’intersection tend vers 1 lorsque t tend vers l'infini.
Les corrections & ce comportement sont vraisemblablement en (In t)’%.

(2) Le nombre de sites distincts visités 2 la fois par deux chemins issus du
méme point, de longueur ¢; et t2 est D(t1) + D(t2) — D(t1 +t2). Pour t1 = at,
t; = Bt and t — oo, ce nombre diverge pour d < 4. A d = 4 la divergence est
logarithmique et pour d > 4 la limite est finie.

(8) (d’apres B. Derrida). En dimension 1, soit P;(N) la probabilité d’avoir
visité N sites distincts au bout du temps ¢, avec D(t) = E ~ NP:(N). Montrer
que Uon a

Py(N) = q(N) —2¢:(N — 1)+ q(N —~ 2)

2 qm ¢ qm
N = — t. —
@(N) = §1 > (COSN+1) RN+ D

1<qSN
g mpair

Pour ¢, N — oo avec toutefois ¢ 3> N2, P;(N) devient exponentiellement petit,
comme (872t2/N5) exp(—n?t/2N2). On peut penser que la généralisation en
dimension d, dans des conditions analogues, donne P,(N) ~ exp(—Kt/N?2/d).

(4) (d’aprés Watson, voir M.L. Glasser, I.J. Zucker, Proc. Natl. Acad.
Sci. USA, 74, 1800 (1977)). En dimension 3, le temps moyen passé 3 Vorigine
G(0,1) et la probabilité d’échappement TI{(0,1) = 1 — G(0,1)! sont finis.
Trouver une démonstration probabiliste des résultats suivants

T 3
Gony=[ SX_ 1 _ L yyss 3032030207
— (27)3 1 — c1e2¢3 473

pour le réseau cubique centré

Toas 9r(1)8
G(0,1) = d’k T 1 = (5) ~ 1.3446610732
—r 273 1— $(crc2 + c2e3 +caer) 2143wt
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pour le réseau cubique a faces centrées et

G(0.1) = Toa%k 1
’ — (27l‘)3 11— %(C1+02+63)
4\/6— 1 5 7
=7r(ﬂ)r(§z)r(§)r(%) ~ 1.5163860591

pour le réseau cubique simple. Dans ces formules on a adopté la notation
simplifiée ¢; = cosk;.

2. Champs euclidiens

Aprés un prolongement analytique de la variable temporelle & des va-
leurs imaginaires pures, le groupe de Poincaré de la mécanique devient le
groupe euclidien des déplacements et réflexions. Les amplitudes de proba-
bilité quantiques évaluées 3 I’aide du principe de superposition prennent
la forme de sommes sur des poids analogues & ceux de la mécanique sta-
tistique. De la sorte, les problémes d’évolution en théorie quantique des
champs se transforment en questions relatives a un équilibre thermodyna-
mique statique ou les variables fondamentales sont des champs classiques
stochastiques. Une premiére étape, destinée 4 donner un sens bien défini aux
opérations de moyenne statistique, consiste & substituer un réseau a maille
finie & ’espace R¢ continu. L’un des problémes principaux consistera alors
4 examiner le passage 4 la limite d’un réseau infiniment fin. Nous commen-
cerons par rappeler le formalisme du champ libre. 1l fait un usage constant
des intégrales gaussiennes et nous supposons que le lecteur est familier avec
la formule

-1/2
/ dX exp (-3TXAX +TJX) = (det %) exp (37JA71J)  (63)

ot X un vecteur et la matrice symétrique A a une partie réelle définie
positive. De telles intégrales ont déja été utilisées dans les paragraphes
précédents.

2.1 Champ libre

La fonction G(x, A) est le propagateur d’un champ euclidien libre ¢(x),
défini en chaque point du réseau, qui peut prendre toutes les valeurs réelles
de —oo & +o00. Dans ce contexte, ’expression champ libre implique un poids
statistique gaussien

e~ 5(#) (64a)

oli ’action S(yp) est quadratique en ¢, et n’associe que des variables relatives
& des sites voisins. Précisément
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S(@) = 1) o)A b — S lip(x) (64b)
x,x’
avec
{1/2d sijx—x|=1
Jx,x’ = .
0 sinon

On introduit la fonction de partition

dpx
z:/IxI—\/%e S(v) (65)

en s’assurant d’abord que I’intégrale porte sur un nombre trés grand mais
fini de variables, par exemple en enfermant le systéme dans une boite
dont le volume L? tendra vers l’infini & la fin des calculs. Cette limite
thermodynamique sera sous entendue dans la plupart des cas. La fonction
de corrélation & deux points entre les champs ¢(x) et v(0) prend la forme
du propagateur G(x,A) introduit plus haut pour le mouvement brownien

ko ddk eik»x
- (2m)d A1 - 1 L, cosky

=77 [TL e etxiet0)

L’action de (64b) peut étre diagonalisée par transformation de Fourier

G(x,A) = {p(x)p(0))=

(66)

d
S0 =4 [ G- [A-l -3 cos ku} o0 (67)

avec p(—k) = ¢(k), si bien que le dénominateur du propagateur n’est
autre que le noyau de la forme quadratique dans ’action. On note que le
propagateur G étant positif, les corrélations entres ¢ sont positives bien que
@ prenne des valeurs de signe arbitraire. Dans l'interprétation magnétique
du modele on associe cette propriété au caractére “ferromagnétique” de
P’action. Plus précisément, pour 0 < A < 1, l'action est définie positive
tandis que pour A = 1 elle n’est plus que positive ou nulle en raison du
mode nul ¢ = C’st.

Le paragraphe précédent nous a permis d’apprécier la relation entre
mouvement brownien et fonction de Green du champ libre. Il est bon de
noter en outre que nous introduisons une variable ¢ supplémentaire, longueur
ou temps propre le long des chemins, qui n’a pas d’analogue & ’équilibre
mais qui peut servir 3 décrire I’approche a ’équilibre.

Examinons le passage & la limite continue en restituant le pas a
du réseau. Pour cela, nous effectuons sur le champ du réseau ¢ une
transformation d’échelle donnant ., champ dans le continu
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¢ (x/a) = V2da*? " o (x) (68)
avec
2.2
At=14T2 (69)

Au champ sans dimension ¢y, est maintenant substitué un champ ¢, dont
la dimension, en nombre d’onde 1/a, est

[pe] = 3(d - 2) (70)

dite dimension canonique. Dans ces conditions on peut récrire I’action

Stor) =3 ¥ erlx/a) N Mbxw — Tujaesal eL(x'/a)

xe/natv;fa’r/sa
1 [d%x . m2a?
:§/a—dead 2[<1+ - )gag(x)
] ‘
1 a? 7
0elx)g 3 () + G ohon(x)) + - ] )
n=1

=3 / d%x o (x)[m? — Alpe(x) + O(a?)

= 5 [ ax [m2e20) + (V)] + 0(a%)

ou, dans la derniére expression, on néglige les contributions & ’infini dans
I’intégration par parties.

A des termes négligeables d’ordre a? prés, ’action posséde donc une
limite en fonction de ., qui s’identifie avec la forme euclidienne dans le
continu. Désormais, nous omettrons ’indice de ¢ et nous emploierons un
symbole compact Dy pour la “mesure” d’intégration. Bien entendu, le chan-
gement d’échelle du champ s’accompagne d’un changement correspondant
pour les corrélations indiqué en (31) et ’on a

0 d ik-x
(o0 = gxm®) = [~ ot -

=27 [ DoeSPyx)p(0)
Plus généralement, les moyennes d’un nombre impair de champs s’an-

nulent, tandis que celles d’un nombre pair sont données par le théoréme de
Wick \
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(p(x1) - - p(xan)) = 2,, gt O (0xp)0(%p)) - (2 Xpan_y (X, )

perm.

= Y Tetx)e))

appariements
(73)
Le nombre de termes distincts au membre de droite, ou appariements, est
(2n)!/(2™n!) = (2n — 1)!!. Une maniére concise de résumer les identités (73)
consiste a en donner une fonction génératrice

%:Z_l /D(pexp{—S(cp)+ /dde(x)cp(x)}

(74)
= exp { 3 / d%x1d%%2 T (x1) {ip(x1)p(x2)) T (X2)}

ol les deux noyaux {p(x1)p(x2)) et §25/6p(x1)6p(x2) sont inverses I'un de

Pautre. Les fonctions de corrélation peuvent étre engendrées en prenant les

dérivées fonctionnelles par rapport & J. Ceci conduit & une démonstration

immédiate du théoréme de Wick (73).

Chaque terme du membre de droite de ’équation (73) s’exprime &
son tour comme une somme sur des chemins browniens indépendants.
De ce point de vue, le champ libre sert de fonction génératrice & ’étude
des ensembles (symétrisés) de “particules” browniennes. On s’attend de
méme A ce que les fonctions de Green d’un champ en interaction aient
aussi une interprétation en terme de mouvement de particules soumises 3

des restrictions (Symanzik 1969), comme nous allons maintenant nous en
convaincre.

2.2 Champs en interaction et marches aléatoires

Nous allons considérer une classe de modeles en interaction, invariants
sous Paction du groupe orthogonal O(n). En chaque point du réseau le
champ sera donc un vecteur ® & n-composantes. Le pas du réseau sert
comme précédemment de régulateur ultraviolet et nous modifions la forme
de l’action en ajoutant un terme d’interaction local proportionnel & (&®2)2

=—0 ) B(x) - 8x)+) V(' (x)) (75)
(x,x’) x
V(®*) = 2«}2 49(4>2)2 (76)

Un changement d’échelle pour ® montre que seules deux des trois constantes
B, 12, g sont réellement indépendantes; et la constante de couplage g est
positive pour avoir une actiop bornée inférieurement. I apparait que le
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point g = 0, qui sert de point de départ & la théorie des perturbations au
voisinage du champ libre, est un point singulier puisque les intégrales ne
sont pas définies pour des valeurs de g arbitrairement petites, qui incluent
des situations instables pour lesquelles Re g < 0. La notion E(x’x,) implique
qu’on somme sur des paires de voisins, elle équivaut donc a dzx,x, Jxx!
Si n = 1, ce modéle correspond au champ scalaire en auto—interaction. A
la limite g + u? = 0, g — oo, il est équivalent au modele d’Ising, ol ® est
restreint 3 prendre les valeurs 1. Pour n > 1, la méme limite contraint |{®| a
étre constant; on parle alors du modele de Heisenberg classique. L’équivalent
continu est le modeéle o non linéaire, par référence au modéle introduit par
Gell-Mann et Lévy dans le cadre de la physique des particules, destiné &
donner une description de la brisure spontanée de 'invariance chirale. Ces
modeles seront décrits avec plus de détails dans les chapitres qui vont suivre.

La partie purement locale de l’action 3~ V(®?) s’associe naturellement
4 la mesure d’intégration. Nous écrivons la fonction de partition Z — toujours
définie par passage & la limite d’un volume infini -

_ frdde(x) | Y, e(x)-e(x)
7= vier) JT 425x) () 77
/1 { 15 (e (77)

a=1

Au terme de propagation (ou terme cinétique) prés, la mesure est factorisée.
Dans la version statistique, c’est donc ce dernier qui fait figure d’interaction
entre valeurs de & correspondant 3 des sites distincts. Les fonctions de
corrélations, ou fonctions de Green, s’expriment & leur tour comme

@1 (xp) - PO (0 )) =21 —ver) T 424()
(@ (x1) - - B (k) =Z /H{e 1;[1 \/%}

x o Litux 2OV O g (x1) - - - D (x2k)

(78)
La relation avec une somme sur des chemins va apparaitre lorsqu’on dé-
veloppe le terme cinétique en puissances de §, procédé qui s’apparente au
développement de haute température en mécanique statistique (avec 3 in-
versement proportionnel & la température). Cependant, comme le poids local
exp(—V (®?)) conduit & des intégrales compliquées, il est commode d’intro-
duire sa transformée de Fourier par rapport & 2. De la sorte, les intégrales
sur ® deviendront gaussiennes et pourront étre effectuées explicitement.
Nous écrivons la transformée de Laplace

e V(@) = /d,u(a)e—‘":’2 (79)

qui définit la mesure du(a). L’intégrale contient implicitement une pres-
cription pour le chemin d’intégration le long de l’axe a imaginaire pur (la
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variable a est 3 distinguer du pas du réseau). Il est commode aussi de définir
un opérateur ¢ lié au laplacien

d
o f(x) = 2d(Ac + Df(x) = ) _[f(x+eu) + f(x —e,)] (80)

u=1

de sorte que

7 /H{H doe (x du( x)} 1Y @(x)[2ax—Bol@(x)

-1 TR

ax

(81)

Dans la derniére expression, nous avons effectué une intégrale gaussienne,
ce qui donne linverse de la racine carrée d’un déterminant élevé 3 la
puissance 7, le nombre des composantes de champ. On a des expressions
analogues pour les fonctions de Green. Nous n’écrivons la formule, aisément
généralisée, que pour la fonction & deux points

(@ ) 8 (er)) =27 [ H{qu’ &g (ax>}

% e 2 Ex ®(x)[2ax—Bo]B(x) 3% (x;)P (x,)

-z /H{qu) () 4 (ax)}

x ¢~ § L B [2a2—0012(x) garca ¢

X1|

lxz)

(82)
Dans D’intégrand de la derniére expression, on met ainsi en évidence la
fonction de Green du champ libre, généralisée au cas ol ayx dépend de
x. Les expressions impliquant la transformée de Fourier ne s’appliquent
évidemment plus. Cependant le développement sur les chemins allant de x,
a xo reste valable, de sorte que

nx(w)
g = X 0T (5) (83)

w= (X1 x2}

1
2ay — Bo

L’équation (83) généralise I’équation (30). Ici nx(w) > 0, entier positif ou
nul, indique le nombre de fois (extrémités comprises) ol le chemin passe par
le point x. C’est encore le “temps” que le chemin passe au point x. Bien
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évidemment ) nyx(w) = |w| + 1, de sorte que, dans le produit infini du
membre de droite de (83), tous les facteurs sauf un nombre fini d’entre eux
valent 1 pour |w| < oo

Les quantités auxiliaires ax — termes de masse variables — doivent
maintenant étre éliminées. Pour cela on utilise la représentation intégrale

= / dyy(t)e 2t (84)
avec tlc——l
don(f) = 0(t)———(k — 1)!dt k>0 (85)
5(t)dt k=0

En reportant (83) dans (82) et en utilisant la représentation ci-dessus, on
obtient en définitive

(B (x1) 8% (x)) =612 Y pllz~

w
dw={x1,x9}

/H {H 49%(x) LA I tx)} (86)

x & Loiuty BN B )“Zx V(2% (x)+2tx)

La présence d’un facteur §*1*2 traduit P'invariance O(n). La somme sur
les chemins contient, outre A!“!, un poids z(w) donné par lintégrale au
second membre de (86) qui fait jouer un rdle particulier au nombre de
visites ny que fait le chemin w aux points x du réseau. Plus n, est grand,
plus le chemin est “pénalisé”. Dans le cas particulier du champ libre ou
V($?) = 14282, I'intégrale sur @ s’effectue, compense le facteur Z71, et
Pexpression résultante s’identifie au résultat de la section précédente au
‘changement de notation prés

1
(8% (301)2% (x2)) = 6% (1] 5= Ixa)
ol (87)
= 2 ()
7 " 7
Bw={xy,x2}

Cependant, dans le cas général, le poids positif

z(w) = / D&Dvexps 8 Y ¥(x) @(x)—ZV(qﬂ(x + 2ty)

(x,x’)

(88)
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ne peut simplement s’exprimer sous la forme simple exp(Cst |w|).

Le cas d’une fonction & 2k points donne lieu & une généralisation non
triviale du théoréeme de Wick, ou la fonction de corrélation est une somme
de (2k — 1)!! termes correspondants 4 des appariements. Si on désigne par
P ces appariements

<q>a1 (xl) o POk (X2k)> — Z §PLaP;  §XPa 10Dy
)

X Z ﬂ|w1i+'..+lwklz(w1,'"awk)

dwj ={x7>2j_1 XPyj }

(89)
avec
s w) =2~ /HH d@a(x
xexpd B Y B(x) B(x) — > V(B(x) + 2ty)
o) ) (90)

Le poids z(wy,...,wy) fait apparaitre le nombre total Ny = Z 1 Px(wj)
de visites effectuées par ’ensemble des chemins au point x.

Fréhlich (1982) a obtenu les inégalités remarquables suivantes

() wiNwe=0 = 2wi,w2)> 2z(wi)z(ws)
@) ) a(onwe) Sa(n) Y x(ws) o1
w2 w2
La preuve de ces inégalités est fondée sur la propriété suivante. Les

valeurs moyennes de produits de champs ne peuvent que diminuer si on fait
varier dans I’action des parameétres dans un sens qui tend a baisser la mesure de
la région ® grand. Pour alléger les écritures, notons Dy, (t) = Hz dvp, () (te)-
Comme

a~"1Tn2 =/anl+n2(t)e_a't ://dl/nl(tl)du(tz)e_a(t1+t2),

on peut remplacer I’intégrale sur les tx en intégrale double sur 214, tox dans
I'expression (90) écrite pour k = 2,

2(x)2(x)=) V(2 +2t10+2t2x)

Hwi,we) = 21 / DB Du, (1) D (12)e° 2 tx)

= /’Dy“,1 ($1)Duy, (t2)2(41 + t2)
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b1 + ta) = e~ Dxk? (trxttzn) o (trattan)® <e—2xg§2(x)(t1x+tzx)>

Les t; et t2 étant les variables relatives aux chemins w; et wg respectivement.
On a des formules analogues pour z(wy) et z(wz) séparément de sorte que
l'inégalité (i) est satisfaite si

wiNwz=90 = 2(t1 +t2) > z(t1)2(t2)

En posant 3(t) = {exp{—g ®2(X)ty ), il vient
X

1
Inz(t; +t2) = In2(t2) +/ daz"1 (At + tg):—)\é()\tl +t2)
0

L’intégrand s’identifie avec —g Zx tx (®2(x)) Aty 4+t la notation utilisée ()¢
s’entendant pour une valeur moyenne ou ’action a été augmentée d'un terme
g Z tx®2(x) (bien évidemment {.)o = {.)). A ce stade, on utilise la remarque
indiquée ci-dessus (¢ est positif ou nul) qui implique que <tI>2> est une fonction
décroissante de t. Plus précisément, on montre qu’on a 'inégalité de Griffiths

(8202 (y)); " = (2*(0)®*(y)), - (#°(%)), (2°(¥)), 20
a conn 92
a 2( )>At1+l’t2 Qthy <q’2(x)§2( )>At +A’t2 — ( )

En conséquence on minore <<I>2>M + par <<I>2>/\t . Dou
1+t2 1

1
In2(t; +t2) > In3(t2) -/ d)\thlx (<1>2(x))M1 =1nZ(t1) +In 3(t2)
Y x

et en revenant aux quantités z(t),

exp [ g ) tixtox | 2(t1 +2) > 2(t1)2(t)

X

Lorsque les courbes wi et wo ne se coupent pas, on a tixtax = 0 en tout point
X, ce qui établit I'inégalité (914). Pour Pinégalité (914i), en sous-entendant que
dwy = {x3,x4} est fixé, on a

Z 2(wr,w2) = Z / Duy, (81)Drwy (t2)z(t1 + t2)

= / D, (t1)2(t1) (B (x3) 0% (x4));,

en vertu des définitions adoptées ci-dessus. Dans le méme esprit que précé-
demment, on utilise alors I'inégalité
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(@%(xa)2%(x4))y £ (2%(x3)2%(x4)) = ZZ(W) (93)

w2
qui achéve la démonstration de (91iz). Ces formules sont utiles dans une étude
fine et rigoureuse des propriétés des champs en interaction.

2.3 Marche au hasard avec retour exclu et limite n — 0

Examinons la dépendance en n des fonctions de corrélations sur ’exem-
ple de lafonction & deux points. Lorsque les deux indices internes coincident,
on peut P’écrire en utilisant (82) et (83)

(2'(x1)8 (x2)) = 27 Z: ﬁ""'/H(du(ax)(zax)—%”-nx(w))

duw={x1.x2)
x det™"/? (1 - éa_)
20
(94)
Z= /];I (du(ax)(2ax)“"/2) det™"™/2 (1 - 2%()

La dépendance en n est explicite dans le déterminant et la puissance de ay,
elle est éventuellement implicite dans la mesure d’intégration du(ax). Quoi
qu’il en soit, pour des choix simples de V/($?), un prolongement analytique
en n est possible, et nous envisageons la limite n — +0. Une simplification
apparait d’abord puisque

lim det™™/2 <1 - iﬂl) =1 (95)

n— Qx

Du coup, le poids z(w) se factorise en contributions relatives a chaque site

2(w) = Z Prye(w)

—(nj2)— (96)
— lin J.30(@) (20)" (/2
Pk = I (@) (2a)
et donc
lm (8 (x))2'(x2)) = D D praw) (97)

w
Qw={x1,x3}

Par définition po = 1. Evaluons p; pour l'action (75)-(76) avec du(a) défini
par (79). Pour p > 0,
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/ du(a)(2e)7" = / du(a) / ~ at E’:e—zat

—(u2t+9t )

/dp,(a) = /du(a) /_o:o dté(t)e 2t =1

De la sorte, en reportant dans (96)

tandis que

po=1

B e tk'—l _(u2t+yt2) k>
Pk = A dt(k—-l)!e (k>1)

On constate bien que, plus grand est le nombre de passages en un point
x, plus le chemin est pénalisé (c’est-a-dire que pj décroit si k augmente). En
particulier nous pouvons considérer le modeéle o-non lindaire qui restreint
®? 4 une valeur fixe qu’il est commode de choisir égale & n

(98)

®=n (99)

dans la limite ou n tend vers 0. Ceci conduit & choisir dans Vaction
précédente

u’ =-ng (100)

et & faire tendre g — oo avant n vers zéro. En effet, pour une fonction
réguliere f

/. \/_ SN 1 asesie - s
snet @iy J 11, 08°8(%7 —n)

lim
g—oo

(101)
f Ha ‘J_

Dans ces conditions

J dVignpa(t)6(t —n/2) lim (n/2)* I'(n/2)

Pk = 1 0 Idl/n/g(t 6(t—n/2) o nl—>0 F(TL/2+ k)

soit finalement

1 sik=0,1
pk={ . (102)
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On aboutit & ce fait remarquable (de Gennes, 1972), que la limite n — 0 du
modele g-non linéaire conduit pour la fonction de corrélation 3 une somme
sur des chemins sans auto-intersection (effet dit de volume exclu), modele
servant a décrire des solutions diluées de polymeres. II est utile de distinguer
ce modele, ou ’on a fait une somme sur des chemins sans auto-intersection,
d’une marche au hasard ot le marcheur choisirait avec une loi de probabilité
égale les sites voisins non encore visités . Ce dernier probléme n’attribuerait
visiblement pas le méme poids global (97),(102) aux différents “polyméres”
joignant x3, & x5. Il possede néanmoins son intérét propre et appartient a
une classe d’universalité différente. Ce terme signifie que les deux processus
ont un comportement différent & grande distance.

Etendre la formule précédente aux fonctions & 2k points. Montrer que

iﬁ)(@*(xl)--.¢l(x2k)) = Z Z glotl++wrl

appariements W] eeren Wi

S (a9

X H Pryc(wi)++nx(Wi)

x

avec pn donné par (98) ou (102). Chaque terme est & nouveau une somme sur
des ensembles de chemins qui ne se recoupent pas.

En dimension supérieure & quatre, deux chemins browniens ont une
probabilité nulle d’intersection. Ceci suggere que les interactions du type ¢4,
ou celle des modeles o-non linéaires, n’'influeront pas sur une limite critique
qui se confondra avec une théorie de champ libre (modéle gaussien). En
revanche, nous nous attendons & ce qu’en dimension quatre (marginale) ou
inférieure, la limite continue devienne non triviale. C’est ce qui sera confirmé
par la suite & ’aide de méthodes tres différentes.

2.4 Développement de haute température

Le développement sur des chemins discuté jusqu’ici, et qui posséde des
propriétés & la fois suggestives et convenant a des discussions théoriques,
ne se préte pas & des calculs treés aisés. Il s’apparente & un développement
plus simple, dit de haute température, ou de couplage fort, qui conduit a
la. construction de séries explicites qui seront étudiées avec plus de détail
au chapitre VII. Pour effectuer cette comparaison, nous choisirons le cas
du modele d’Ising (“modele-0” avec n = 1) ol le champ ¢ est restreint a
prendre deux valeurs £1. La mesure d’intégration est donc

dQD ‘V(QOZ) 2 /Oo da 2
—L ¢ =26(p? —1)dp =d — ele—iap 104
Ton (¢ = 1)dp =de = (104)

Considérons la fonction de partition
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D oexp B> pxon | = > T exp (Boxex) (105)

px=%1 (x,x) Px==x1 (x,x')

Chaque paire de voisins, ou lien, donne lieu & un terme exp Bpy’, que dans
un premier temps nous développons brutalement en série

eBee’ — Z (pj(plj (106)
Substituant dans (105) et tenant compte de
" (mod 2) 2 'sin est pair
> er =260 = . C (107)
o—11 ’ 0 si n est impair

on obtient une somme de termes correspondant a des configurations d’entiers
{q:} positifs ou nuls, attachés & chaque lien, satisfaisant & la condition

d{q} =10 (108)

ou d{q} est 'ensemble des sites x tels que la somme des ¢ relatifs aux
liens incidents sur le site x soit impaire. Si ) est le volume total (nombre
de sites),

7 =29
H{qi}=0

Un raisonnement analogue conduit & l’expression de la fonction a deux
points

(109)

E qi
Z(pxpy) = 2° —
a{ay={xy} 11

et & des expressions similaires pour les fonctions & plus de points. En réor-
donnant suivant les puissances croissantes de 8, on obtient les développe-
ments annoncés de couplage fort, qui présentent en effet de fortes analogies
avec ceux obtenus précédemment. Pour examiner ceci en détail, écrivons
explicitement ces derniers (du(a) = e'®da/7)

(110)

/ Hdsoxdu(ax)exp B oxtpx _lzax‘px

(xx') (111)

3} (TRE EEREE)
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4mein(1- 22 ) =4 DHD . i (;)Wx) (112)

x| 2iay

ou I'on voit apparaitre une somme sur x et sur les chemins partant de x et

revenant & X, notés wy, visitant chaque point y un nombre ny(wy) de fois.
D’ou

2 g, 1
RGeS e

k
Hq:l Tq'
ﬂzq 1 waq | 1 %"’Z::l ny(wxg)
< ¥ (%)

L3 RRIRT 5% H =1 |wxq’ y
wx wxp

(113)

ot le chemin wy décrit la méme image géométrique r fois. Si I'on fait 1’inté-
gration sur a on obtient

\[/ (21a)k+% = (2%1)" (114)

(en utilisant la convention (—1)!! = 1). En effet,

2= / dp26(¢” — 1)p** = / 2 o / dgpe™io®" 2%
—(2k -1 H[ /
(21a (2ia)k+}

En définitive

= 9% E L
k
k T 22q—1 q H wx ..... ‘::ik Hq:1 lwqu

1
8 l;[ (2X ny(wx,) — N

(115)

On peut encore simplifier cette expression en observant que le facteur
au dénominateur compense partiellement le choix de l'origine x4 sur un
chemin fermé et que le facteur 2% compense 1’orientation des chemins, sauf
pour des chemins exceptionnels (par exemple de longueur 2). Ceci dit, la
donnée des chemins sans origine ni orientation définit une configuration au
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sens de (109). Essayons de nous convaincre que l'on peut alors l'identifier
avec (115).

Le mieux est de considérer un exemple, ou nous choisissons la configu-
ration des {¢;} bidimensionnelle représentée sur la figure 5. Le développe-
ment de haute température attribue a cette configuration le facteur 512/2.
Dans la décomposition en chemins, deux sites sont visités deux fois donnant
lieu & un facteur [[[ (23" ny(wx,) — 1)M]~! = 1/3%. La puissance de 8 est
évidemment la méme. Chaque décomposition en chemins donne un terme
affecté du poids 517, sauf la derniére qui a le poids 2—13—2 a cause du chemin
de longueur 2, qui & origine donnée, n’a qu’un sens de parcours. Au total
3 = (4+ 3) x (3r) comme il se doit. Plus généralement, nous laissons au
lecteur le soin de se convaincre en effet que les deux méthodes donnent des

résultats identiques.

Figure 5 : Exemple de la relation entre diagrammes du développement
de hautes températures et chemins fermés.

Dans le cas du modele d’Ising — et nous en verrons d’autres exemples
dans la suite — le développement de haute température mené comme il a été
indiqué ci-dessus, n’est pas le plus économique, et il y a intérét & remarquer
que, puisque ¢’ = +1, on a l'identité '
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e%%¢" = cosh 8 + @' sinh B8 = cosh B(1 + tpy') (116)
avec t = tanh 8

On utilise cette identité pour chaque facteur dans (105) et par sommation
sur les ¢, on aboutit 4 un développement sur des configurations restreintes
ot ¢t =0, 1. Si L = Qd désigne le nombre total de liens aux effets de bord
pres,

Z = 2%(cosh )~ Z sl (117)
{ar}=0

q;=0.1

On obtient encore un ensemble de courbes fermées avec une définition
ambigué de la séparation en parties connexes lorsque ces courbes se croisent.
De méme, pour les fonctions de corrélation

Z <<px1 Tt ¢X2k> = 29 (COSh IB)L Z tqu (118)
Nous reviendrons plus tard en grand détail sur ces formules.

2.5 Le cas unidimensionnel

Les modeles unidimensionnels fournissent des cas simples d’intégrales
fonctionnelles et correspondent & la version en champs aléatoires de la méca-
nique quantique, aprés un prolongement analytique aux temps imaginaires.
Examinons d’abord les modeles & symétrie O(n) avec conditions périodiques
P, = P, le systéme étant dans une “boite” de longueur L. La fonction
de partition s’écrit

/H ((zﬂ)na/:z —V(q)?)) eXPﬂZ‘I‘z-‘I’zH (119)

1l est commode d’introduire la notion de matrice de transfert, qui se géné-
ralisera en dimension plus élevée. On définit pour cela un opérateur 7
agissant sur des états, ou fonctions d’onde (®), définies dans un espace a
n-dimensions. L’opérateur 7T est représenté par son noyau intégral

da» 2 ‘
Tu@) = [ @?ﬁe*m’ e () (120)

si bien que la fonction de partition s’écrit comme la trace de la L-ieme
puissance de 7. La trace correspond au choix de conditions aux limites
périodiques et

Zp=TeTr=tl 4+t +... (121)
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ol les valeurs propres {¢;} de 'opérateur 7 sont rangées par ordre décrois-
sant. En général, la plus grande valeur propre n’est pas dégénérée, ce qui
correspond a ’'unicité de ’état fondamental des problémes de mécanique
quantique. Ceci généralise un théoréme de Frobenius qui dit que la plus
grande valeur propre d’une matrice réelle symétrique a coeflicients positifs
n’est pas dégénérée, et que les coordonnées du vecteur propre correspon-
dant sont toutes de méme signe. Notons que 7 défini par (120) n’est pas
symétrique, mais le devient par un changement de base approprié. Il suffit
pour cela de substituer & V(®?) la demi-somme 1(V(®2) + V(®'%)) ce qui
ne modifie pas (121). A proprement parler, remarquons que le théoréme de
Frobenius s’applique seulement 3 des matrices finies, alors que 7 agit ici
dans un espace de dimension infinie.

Dans la limite thermodynamique L — oo, la plus grande valeur propre
est dominante, et I’énergie libre est donnée par

1
F = lim EIHZL =lIntg (122)

L-oo

Considérons en particulier le cas du modéle o-non linéaire

AR v _ gng 25(@? - n) (123)
(27‘(’)”/2

Les fonctions d’onde sont définies sur une sphére de rayon vnl/2, Par un
changement d’échelle on se ramene a la sphére unité dont nous normalisons
la, mesure d"~1® selon

2 2/
n—1 — —
/d (I)—S"—F(n/Q)

et 1’équation (120) devient

Typ($') = nv/d-1 / A1 efrE Y () (124)

L’opérateur T est invariant par rotation dans l’espace isotopique des ®.
Ses vecteurs et valeurs propres s’obtiennent en décomposant les fonctions
d’ondes v sur les harmoniques sphériques. La plus grande valeur propre
correspond a 1 = Cste, et par conséquent

I‘n/2~—1(n5)

(=2cosh 3 pour n = 1) (125)

to :nn/2—15n_1/ d6 Sinn-—2 geﬁncosf) — (271')”/2
0

Ici I,,(2) est la fonction de Bessel modifiée
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)
S (Y
L(2) = (2/2)" m/T)IcTT) (v#-1,-2,...)  (126)
k=0
2v ’ 14
Iu—l = ';_Iu + IV+17 Iy = ;Iu + Iu+1

On obtient donc pour ty une fonction entiere et paire en 3, évidemment
positive lorsque n est entier. Son expression en termes de fonction de Bessel
permet un prolongement analytique en n. En particulier ¢3(3,n) tend vers
1 pour n — 0, en accord avec la discussion donnée au paragraphe 2.3. Pour
n grand en revanche

3(n=1) gn
to(Bin) — (%T) 97_7; (127)

Calculons maintenant les fonctions de corrélations. En vertu de 'inva-
riance par rotation

G(1,2) = (2% (21)2% (z2)) = 5"”’2% (®(21) - ®(22)) (128)
Or Popérateur 7 défini par (124) est hermitique. Ses vecteurs propres (les

harmoniques sphériques) sont orthogonaux. Si on les désigne par |l,m), m
étant un indice de dégénérescence, on trouve

6&10¢2

|z1—z2|
cu)=""S (1) osnmamen 029

Im

et 1’état fondamental |0) correspond & une constante 1o(®) = Sn ¥ Cette
expression est typique des méthodes de matrice de transfert. Lorsque
|1 — 2| — 00, les fonctions de corrélations sont dominées par (¢; /tg)!1% —%ol
ou t; est la seconde valeur propre, pourvu que les éléments de matrice cor-
respondants ne s’annulent pas. Puisque ¢; < {g, il y a décroissance exponen-
tielle des corrélations tant que la seconde valeur propre n’est pas dégénérée
avec la premiere, ce qui est le cas ici. Une composante de ® appliquée & 1’état
fondamental engendre une harmonique d’ordre 1 (les harmoniques d’ordre p
sont de la forme s4,..q, 2%..2%7, O $4,..4, €st un tenseur symétrique dont
toutes les traces partielles sont nulles). Dans le cas présent, la somme (129)
se réduit donc aux termes I =1, m =1, 2, ...,n, et on trouve exactement

lz1—22} -
G(1,2) = 61 (i—’) = §™1%2 exp (————'xl : le) (130)
0
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quel que soit I'intervalle entre z; et zo. La quantité £ est une longueur de
corrélation, reliée a la taille de la région oil les champs sont corrélés. En
particulier, pour deux sites voisins

L
t/to=n"" (Bz ®op1) = (L) 7' ) (Bs - Bosa)
=1

Cette derniére quantité n’est autre que 2%--2InZ; = Intg. D’ou
nL 8p n Bﬁ

t; 10
L VA L S
e te " nop In g (131)
En définitive
I, /2(nB) n 2n?
—1/¢ _ _“n/2 _g_ 3 5+ o8 132
e T s a(nB) 712’ Tmroman’ t (89 (132)
En particulier, si n = 1 (modéle d’Ising)
¢! = —Intanh 3 (133)
et si n = 2 (modéle des rotateurs rigides)
- L(28)
1 1
=—In 134
¢ 1y (20) (134)

Dans le cas du modgle d’Ising, la formule (133) peut é&tre aisément établie
par un calcul direct. Quel que soit n entier supérieur ou égal a 1, la
longueur de corrélation est finie pour tout J et tend vers 'infini lorsque
B — oo (température nulle). Par exemple pour n = 2, exp(—1/¢) ~
1~ 1/48 + O(1/B%) donc ¢ ~ 48. D’une certaine maniére, on est donc
en droit de dire que 8 — oo est le seul point critique au voisinage duquel on
peut substituer au modele discret un modéle continu. D’ailleurs il en sera
ainsi (Landau) pour tout modele unidimensionnel lorsque les interactions
sont & courte portée.

Deux cas limites sont intéressants. Tout d’abord, lorsque n tend vers
0, on a déja vu que ¢y tend vers 1. En ce qui concerne t; /tg, on vérifie sans
peine que

_ I j2(np) I,/2(nB)
¢ _ _Iny2 _ y B
e L2 1(nB) L j2(nB) + B, j241(nB) n_)oﬂ (135)

Par conséquent
lim (2% (21)8" (2)) = f1~! (136)
n—
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qui est le résultat attendu puisqu’il n’existe qu'un seul chemin sans recou-
pement allant de 27 & x2. Lorsqu’on effectue des prolongements analytiques,
comme dans le cas de la limite n tendant vers zéro, on perd certaines pro-
priétés de positivité. Par exemple ici la fonction de corrélation peut étre
plus grande que 'unité.

Une autre limite intéressante est celle qui correspond 3 un nombre infini
de composantes, cas qui sera traité plus en détail par la suite. Si on utilise le
comportement asymptotique des fonctions de Bessel (résultat de la méthode
du col)

1 z
I, ~ e Vi+24+ln——m— 137
(Vz)v—'w V2rv xp{y[ “ n1+\/1+z2}} (137)

ou, plus simplement, si on observe que t;/ty = ™1 (P, - P,44) est la
valeur au col de cosf dans ’exponentielle de l'intégrand du noyau de
expn(Bcosf +1In|sind |) (cf (125))

—~3sinf. + cotanf. =0

on trouve

t t2
—1:cos0c=ﬂ 1—~—§ lorsque n — oo
to t2

soit

B e VIHAE -1

to 2

On vérifie que le développement est en accord avec (132). Que t; /tg vérifie
une équation algébrique dans la limite ou n tend vers l'infini résulte d’un
autre raisonnement fort instructif qui conduit au méme résultat (138). On
a vu que

=B8-5+28°+0(8") (138)

1 n [ d"®25(®2 —n)ePT Y B . & In
R (2 )= [ d"®26(®2 — n)ef® ¥ (139)

Ici on peut donc entendre par () la moyenne sur un seul vecteur & a
Paide de la mesure ci-dessus, oi, bien siir, ®' est de longueur /n lui aussi.
D’ailleurs on peut compléter (139) par une moyenne sur les orientations
de ®'. Considérons alors la quantité < ®°&° > et examinons leffet
d’un changement de la variable d’intégration ® — (1 + 64)®, ou SA
est une matrice antisymétrique n x n réelle infinitésimale qui correspond
a une rotation infinitésimale du vecteur ®, dans le numérateur de la valeur
moyenne. Une telle opération ne peut évidemment pas modifier < ®*®49 >,
Compte tenu de 'invariance de la mesure on trouve donc que
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6 (D) = §Ap, (D'*®Y) + B6A,5 (22 272%) =0
Les matrices antisymétriques se développent sur une base de matrices indé-

pendantes de la forme A(,,)ap = 8aupy — 8aubp,. En identifiant leur
coeflicient on obtient

0 =65, (B'*®Y) — b5, (B/*®*) + B(D'BF(D'HB” — B PH))

Posons 4 = @, v = 3, et sommons de 1 & n, il vient
-t 1(@-@’):ﬂ 1——1~((q>-§’)2> (140)
n)n n2
Lorsque n = 1, le membre de gauche s’annule, et I’équation nous rappelle
que (® - ®')? = 1. Cette relation, valable pour tout n , se simplifie pour n
tend vers l'infini. Dans ce cas, 1a méthode du col s’applique et les fluctuations
de la quantité invariante ® - ' /n deviennent relativement négligeables. On

peut donc établir dans cette limite une propriété de factorisation des valeurs
moyennes d’observables invariantes, dont un cas particulier est

2
lim l2 (®-2')°) = (% (®- <1>')) (141)

n—oo N
(% (®- <1>'))2 - 1} } =0 (142)

qui n’est autre que ’équation algébrique conduisant 3 (138).

d’oti il découle sans peine que

. 1 /
lim {;(§-§)+ﬂ

n—0o0

Absence de phase ordonné 4 une dimension.

Les expressions trés simples obtenues pour le modele d'ising & une
dimension illustrent bien le raisonnement de Landau sur ’absence d’ordre
unidimensionnel. En effet, en rapportant 'action a sa valeur maximum, c’est-
a-dire en normalisant la fonction de partition & 1 pour § — oc, on peut la
récrire pour un échantillon de taille L

L
ZrB)y=etBzL(B)=(1+ e'w)L = Z (L)e—zkﬁ

k
k=0

qui s’interpréte en disant qu’on divise 'échantillon par k cloisons séparant des
phases pures (tous les spins + ou tous les spins —). A chaque cloison, on a
une variation de 'action —23 et il y a (i ) choix possibles pour les positions
des cloisons. La fonction de partition est la somme sur toutes les possibilités
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pour k. On voit que ce raisonnement pourrait s’appliquer dans un contexte
général de coexistence de deux phases, ol le terme —28 s’interpréterait comme
I’énergie libre par interface (0-dimensionnel) et le facteur entropique (‘;; ) serait
le méme. Maintenant, cherchons la valeur moyenne de k. Si les k petits sont
favorisés, il pourra y avoir existence de vastes plages monophasées. Or, en
utilisant la formule de Stirling (qui, comme on le sait, est une excellente formule

asymptotique, méme pour des valeurs de 'argument d’ordre unité)

F(B) = %anL(ﬂ) = —(zlnz + (1 — z) In(l — z) + 20x) avec z = %

La condition 8F/8z = 0 fournit ¥ = L/(1 + exp(28)). Pour tout S fini,
k reste proportionnel 3 L, le désordre I'emporte. Il est vrai cependant que
lorsque 8 — oo (température tendant vers zéro), k/L s’annule, ce qui explique
que la longueur de corrélation, sensiblement (L/k), tende vers Y'infini. On
vérifie bien entendu que la substitution x = k/L = (1 + exp(283))~! redonne
F =1n(1+e~28) tandis que pour £ ~ 2e?? (lorsque 8 — o0) se compare bien
a L/k~e?b.

Ces raisonnements, valables pour la coexistence d’un nombre fini de

phases, sont & modifier lorsque le systéme admet une symétrie continue
donnant lieu & un ensemble continu de phases possibles. Ceci est apparent
sur le comportement de la longueur de corrélation qui, au lieu de croitre
exponentiellement, ne croit plus que linéairement, le coefficient de 8 variant

de 4 a 2 lorsque n passe de 2 a Vinfini.

Appendice A. Réseaux

Dans cet appendice, nous rappelons au lecteur certaines caractéris-
tiques des réseaux réguliers en dimension deux ou trois. Ces réseaux sont
caractérisés par un groupe de translations

r—r+ E n;e;

n; étant des entiers et e; un ensemble de générateurs (i = 1,...,d). En
plus de 'invariance par translation, il peut aussi y avoir des symétries ponc-
tuelles, rotations ou réflexions. En fait les réseaux ne peuvent étre invariants
que sous l’effet de rotations appartenant a un groupe cyclique d’ordre n = 2,
3, 4 ou 6. Les autres valeurs de n sont exclues a cause de I'incompatibilité
avec la symétrie de translation. L’existence d’une invariance par rotation
entraine des contraintes sur les générateurs, conduisant & une classification
des types de réseau. On voit sur les figures 6 et 7 les 5 types en dimension
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° . ¢ ¢
. ° °
° . ®
° ° °
oblique carré triangulaire
;—n . °
°
° ) °
® ° °
° ° °
rectangulaire rectangulaire centré
Figure 6: Principaux réseaux en deux dimensions.
réseau définition
oblique a#b, p#90°
carré a=>b, p=90°
triangulaire a=0b, p=120°
rectangulaire a#£b, ¢o=90°
rectangulaire centré a#b, p=090°

Table II : Principaux réseaux en deux dimensions. Les longueurs de certains
vecteurs usuels de translation sont appelées a et b, ’angle qu’ils forment est
noté .

deux et les 14 autres en dimension trois; leurs caractéristiques sont données
dans les tables II et III.

Des réseaux plus complexes sont obtenus par translation d’un groupe
de sites. Parmi toutes ces possibilités, citons l’exemple du réseau en nid
d’abeille & deux dimensions (figure 8) et du réseau du diamant (figure 9).

Nous nous intéressons particuliérement aux réseaux qui présentent la
symétrie de rotation la plus grande. C’est le cas des réseaux triangulaire
et carré en deux dimensions et des réseaux cubique simple, cubique cen-
tré et cubique & faces centrées en trois dimensions. Plus généralement, en
dimension plus grande, on distingue trois grands types de réseaux: le ré-
seau hypercubique, dont les sites sont & des valeurs entiéres des coordon-
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cubique P cubique I cubique F

—

tétragonal P tétragonal 1

..L:‘ ! P Pty
orthorhombique P orthorhombique C orthorhombique 1 orthorhombique F
L ]

L]
monoclinique P monoclinique C triclinique
-
rhomboédrique hexagonal

Figure 7: Réseau en trois dimensions.

nées pour un repére orthonormé; le réseau hypercubique centré composé de
deux réseaux hypercubiques déplacés 'un par rapport a l’autre d’un vec-
teur (1,%,...,1), et le réseau cubique A faces centrées généralisé, qui est
’intersection d’un réseau hypercubique de dimension (d+1) par ’hyperplan

z1+ -+ zg41 =0.

Notes

Notre présentation du mouvement brownien est treés schématique. Un
développement plus complet se trouve dans l’article de E.-W. Montroll et
B.J. West publié dans Studies in Statistical Mechanics VII, Fluctuation
Phenomena, E.-W. Montroll et J.L. Lebowitz eds, North Holland, Amster-
dam (1979). L’intérét de cet ouvrage est complété par la citation de nom-
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réseau définition
triclinique aFtbFcatB#£y
monoclinique{g aftbFca=y=90°#p
P
orthorhombique CI;' a#tb#ca=p=vy=90°
F
. P o
tetragona.l{I a=b#tca=0=v7=90
P (simple)
cubique { I (centré) a=b=ca=0=9=90°
F' (& faces centrées)
rhomboédrique a=b=ca=08=~#90°
hexagonal a=b#ca=08=90°y=120°

Table ITI : Principaux réseaux en dimension trois. Les longueurs de certains
vecteurs usuels de translation sont appelées a, b et ¢ et leurs angles respectifs
o, B,7.

Figure 8: Réseau en nid d’abeille.

breuses références. Parmi les nombreuses références mathématiques, citons
P'ouvrage classique en deux volumes par W. Feller An introduction to pro-
bability theory and its applications, deuxiéme édition, John Wiley and Sons,
New York (1971) et Principles of Random Walk par F. Spitzer, Springer
Verlag, Heidelberg (1976).

La théorie des champs quantiques euclidiens et son interprétation
statistique font ’objet d’un cours classique de K. Symanzik publié dans
Rendiconti della Scuola Internazionale di Fisica “Enrico Fermi”, XLV
Corso, Teorica quantistica locale, R. Jost ed., Academic Press, New York
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Figure 9: Réseau du diamant.

(1969). L’observation que le modéle & symétrie O(n) & la limite n — 0 décrit
des chaines sans interactions est due & P.G. de Gennes, Phys. Lett. 38A,
339 (1972). Pour un traitement complet de la physique des polymeéres, voir
J. des Cloizeaux et G. Jannink, Les polymeéres en solution : leur modélisation
et leur structure, Les Editions de Physique, Paris (1987). Le paragraphe 2,
sur la théorie des champs en interaction traitée comme une somme pondérée
sur les chemins, est inspiré de J. Frohlich, Nucl. Phys. B200[FS4], 281
(1982) qui discute la trivialité des théories A¢* en dimension supérieure ou
égale & quatre. Un travail similaire est du & M. Aizenman, Comm. Math.
Phys. 86, 1 (1982). Pour les inégalités ferromagnétiques, nous conseillons
R.B. Griffiths, J. Math. Phys. 8, 478 (1967).



CHAPITRE II
INTEGRALES DE GRASSMANN

ET MODELE D’ISING BIDIMENSIONNEL

Jusqu’ici, nous avons considéré des modeles issus de la physique sta-
tistique classique mettant en jeu des variables commutantes ou c-nombres.
Cependant, tant pour les applications & la physique des particules que pour
exposer l'origine de la solution d’Onsager du modéle d’Ising bidimension-
nel, il nous faut aussi envisager le cas des modéles fermioniques impliquant
des variables anticommutantes. Ces derniéres trouvent leur origine dans les
travaux des géometres du siécle dernier (Grassmann), et ont servi au dé-
veloppement du calcul extérieur. Leur utilisation dans le contexte de la phy-
sique statistique ou quantique est cependant assez récent (Berezin). Nous
présentons la solution d’Onsager au paragraphe 2 et discutons la limite
continue au paragraphe 3.

1. Intégrales de Grassmann

1.1 Variables anticommutantes

Considérons un nombre fini N de symboles 7; qui satisfont aux régles
d’anticommutation

i +15m =0 (1)

avec en particulier 77 = 0. De facon générale (X f%7;)* = 0, quels que soient
les coeflicients f*. L’algébre de Grassmann engendrée par ces symboles est
celle des expressions de la forme

F(n) = f°+Zf’n +> i+ > fFmmme 4o+ (20)

i<j 1<]<k

Z Zf“ iy iy - Ty (2b)

0<k<N {}

Les tenseurs antisymétriques ont & indices, k pouvant aller de 1 4 N. Comme

ilya (]]:r) N!/E(N —k)! tenseurs linéairement indépendants de ce type,
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on trouve en sommant sur k de 0 & N qu’il y a 2V coefficients f indépen-
dants. Ces quantités forment alors naturellement un espace vectoriel a 2V
dimensions. Cependant, la régle d’anticommutation (1) permet d’enrichir
cette structure en définissant le produit fg

Fmg(n) =fg° +_ (f°0" + f'g°) ms
P S ) (3)
+ %Z (f'LJgo+fng _f]gZ +fog”) nin; 4.
3,7

En général fg n’est pas égal & +gf, mais les éléments qui contiennent un
nombre pair de variables 7 commutent avec tous les autres.

On peut faire le paralléle avec le cas ou on substituerait aux variables
anticommutantes 73; des variables commutantes X;, ¢ allant de 1 & N. Dans
ce cas les coefficients seraient des tenseurs symétriques, de rang arbitraire-
ment grand. Alors aux fonctions (2) correspondraient des séries (en général
infinies). Alors que, dans le cas antisymétrique, le nombre des coefficients

k
terme en A* dans le développement de (1 + A)", dans le cas symétrique
ce nombre est donné par le coefficient de A* dans le développement de

(1— A)~N Cest-a-dire (N +,f - 1) = (N +k— D)I/KI(N - 1.

Dans le cas antisymétrique, le monéme élémentaire est 772 932... ol les
entiers ny,no,...ny valent tous 0 ou 1. Il est donc déterminé par I’ensemble
des nombres d’occupation de N états fermioniques et on écrira un élément
générique de Palgebre

linéairement indépendants d’ordre k est donné par le coeflicient (N) du

F= 30 frmsonn 052 (2c)
n;=0,1

Dans 'analogue commutatif, les nombres d’occupation entiers n; ne sont pas
bornés. La description d’un systéme de bosons utilise donc naturellement des
variables commutantes, celle des fermions des variables anticommutantes .

Dans la description donnée par (2b), un choix possible pour la correspon-
dance “trou-particule” est f — *f est tel que

. 1
Futony = m Z Eptebipibgrobn JBRg1- BN (4a)
BE41sMN

oll € est le symbole totalement antisymétrique de Levi Civita, avec la conven-
tion €12... 5y = 1. Montrer que
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(i) dans la description (2¢) *fay..ny = L£fn;+1
d’occupation sont entendus modulo 2. Discuter le signe correspondant.

(i)

ny+1 Ol les nombres

.....

**fﬂl-"#k = (—1)k(N—k)fp.1...uk (4b)

(iii) montrer que le coefficient de 7 ...nn dans * f(n)f(n) est

Z (% Z fﬁl'“#k) (4c)

k K1epk

Dans le cas commutatif construisons un espace de Hilbert tel que deux
mondmes distincts soient orthogonaux. Une base de vecteurs orthonormés
est donnée par les monémes

_xp xp Xy
Xiny = ()72 (np)172 " (g )i/ —| {n}) (5)

Les séries finies sont complétées par les séries infinies convergeant au sens
de la norme. En introduisant les variables complexes conjuguées X;, Xo..., il
est possible, en suivant Fock et Bargmann, de traduire la structure d’espace
de Hilbert (infini) des états en définissant les intégrales

N 9y N
Sty =} | i = [T (Gm2e %) X Xem (6)
=1

La mesure d2X signifie dReX dImX. A chaque état est ainsi associé une
fonction analytique (entiere) des variables X;

B=Y bmXin) (7a)
{n}
aveC pour norme

N 2Yy. _
(B | B) =Z | bgny [°= /H (%e_xi){i) B(X)B(X) (7b)
{n} Jj=1

et on a une formule analogue pour les produits scalaires. Cette construction

se complete par la définition des créateurs et annihilateurs a;f , a;, satisfaisant
aux regles de commutation de Bose

(ai,al] = 6;; (8a)
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Dans la représentation (7), & ces opérateurs correspond la multiplication ou
la dérivation par rapport & la variable de méme indice

T
a;, = X; a;

-3 X, (8b)
Ces opérateurs sont adjoints ’'un de 1’autre, comme on le vérifie en utilisant
I'expression (7b) de la norme.

Il est remarquable, comme I’a montré montré Berezin, que cette cons-
truction a son pendant exact dans le cas fermionique. Nous avons déja défini
somme et produit des éléments de l’algébre de Grassmann. Etendons ces
définitions & celle de la dérivation — & gauche par exemple — par rapport
a la variable 8/97;, soit 3%“, agissant de la maniére suivante. Pour chaque
mondme qui contient 7;, on ameéne cette variable & gauche — au prix d’un
signe éventuel — puis on la supprime. S’il ne la contient pas, la dérivée est
nulle. I’opération est alors étendue par linéarité. On définirait de maniere
analogue une dérivation a droite. Il est facile de vérifier que

0 & o &
— _— = 9a
Oni On; ~ On; On; (0a)
o 15}
o + " G 0y (9b)

La premiére relation est équivalente & la condition que toute combinaison
linéaire a coefficients scalaires ait un carré nul. Elle montre en outre que les
dérivées 0/0n; engendrent A leur tour une algébre de Grassmann isomorphe
a celle des 7;, pour laquelle (9b) indique que ces derniéres jouent le role de
dérivation (a droite). Cette méme relation permet, en parallele avec (8b),
de représenter les créateurs et annihilateurs fermioniques selon

t 0

a; — 1 a; — %
{ai,0;} ={al,al} =0  {as,al} =6y (10)

La notation {A, B} désigne ’anticommutateur AB + BA. On peut en outre
définir sur P’algebre des fonctions f(7), considérée comme espace vectoriel,
un produit scalaire, tel que

N
(g,f) = Z% Z gil...ikfil...ik (11)
k=1

B yeeeslh

Ici la barre sur les coefficients indique la conjugaison si 'on a affaire &
des coefficients complexes. Si on introduit une seconde famille de variables
anticommutantes 7j; (anticommutant entre elles et avec les 7;) on définira
naturellement une correspondance (antilinéaire)
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FoF S ety = SO Pt (12)

E{i} E{i}

Remarquons le renversement dans 1’ordre des indices. Cette application
s’étend 3 I'espace de dimension 22V engendré par les produits de #; et de #;

Revenons aux opérateurs de création de annihilation, et considérons les
2N combinaisons

T;=a;+al Tnyj=i(a;—al) 1<j<N (13)
(représentables par des matrices 2V x 2%), satisfaisant aux relations
{Fs,l—‘sl} = 255,31 1 S S,SI S 2N (14)

ce sont les générateurs d’une algebre de Clifford (d’opérateurs) associée
a lalgébre de Grassmann. Il est facile de s’assurer que, par combinaisons
linéaires et produits (au nombre de 22V indépendants), on obtient ainsi
Pensemble de tous les opérateurs sur 'algébre de Grassmann. Lecas N =1
correspond aux quaternions ou matrices de Pauli, le cas N = 2 aux matrices
de Dirac.

(i) Ecrire les opérateurs a,af,T’ dans les bases des polyndémes en 7,
respectivement dans lescas N=1et N = 2.

(ii) Etudier Popération de dualité définie par les équations.

(iii) Décrire le groupe linéaire canonique agissant sur les opérateurs de
création et d’annihilation dans les cas bosonique et fermionique respectivement
(groupe symplectique ou orthogonal).

1.2 Intégrales

Poursuivant le parallele avec le cas des variables commutantes et
la construction de Fock-Bargmann, on introduit une intégrale, opération
linéaire sur les fonctions qu’on identifie dans le cas présent avec la dérivation
(& gauche)

/ dnf(n)=g—£, / dmdnzf(m,nz)=%%f(m,nz), .. (15)

Ceci permet, comme on va, le voir, de calculer le produit scalaire défini par
(11) comme une intégrale. En effet, considérons

N
(9.f) = / dnndfy ... dnydfjy exp <‘Z"7iﬁi) gmfm) (16
1
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et montrons que le résultat s'identifie avec (11). D’aprés (15)

_ gj]...jq fi]...ik
0
3771\[

0 _ _ _ _
...6—7_)1-(1+7]11’]1)...(1+T]N17N)7]]’q e M1 Mig - - - Mg

Les contributions non nulles proviennent des termes tels que k = q et que
J1---Jr soit une permutation des indices ¢;...7;x. En vertu de l'antisymétrie
des coeflicients, il ne reste donc que

<g’ f) — Z% gzl...zk le...zk

k {3}
9 9 144 1+17 7 7]
5_77;3_771( + ) (L ANIN) T+ Tia My - -« M
ou les indices i;...i; sont tous distincts, ce qui permet de récrire le dernier
facteur #;,7;, ... 7MiM, €n groupant les paires 7n commutantes par ordre
d’indices croissants. Dans le facteur H{v (1 4+ 7sms) il suffit alors de retenir
le produit des paires dont les indices n’apparaissent pas dans le facteur
précédent pour obtenir une fois et une seule le terme 717, ... inNn. Par
dérivation, ce dernier donne 1, et ceci achéve de montrer I'identification de
(16) avec le produit scalaire (11).

La notation intégrale du produit scalaire permet, avec les précautions
de signe, de compléter la construction fermionique en paralléle étroit avec le
cas bosonique, en ce qui concerne la représentation des opérateurs. De plus,
dans le cas N fini, on n’a plus & se soucier de finesses analytiques ayant
trait 4 des questions de domaine, de continuité etc. On doit seulement se
préoccuper des questions de signe.

A un opérateur linéaire A, on fait correspondre un noyau A4 et on
convient de noter f(£) ou f(#)... les éléments de I’algébre de Grassmann sur
lesquels agissent les opérateurs A. En d’autres termes on permute les roles
des variables 5 et 77 . On écrit alors

N
(ANE) = /dﬁNdle ... dfjdny exp (— Zﬁi"?i) AEmf@m (17

Pour faire bref, nous écrirons dfjdn pour dijnydny ...dmdm et fn pour
i + - - - + inny. En particulier, on vérifie que I'opérateur identité admet
une représentation du type (17) avec le noyau €7, dit noyau reproducteur



11.1.2 INTEGRALES DE GRASSMANN 53

1@ = / adne="efn f(7) (18)

Vérifier la relation (18) et trouver le coefficient numérique (x~") pour
I'identité correspondante dans le cas bosonique. Pour établir cette relation
on reprendra le raisonnement fait pour le produit scalaire et conduisant a
P’expression du produit scalaire (16) en faisant jouer & €7 le role de g(m)-

L’équation (18) nous permet de représenter tout opérateur par un noyau
correspondant A(€,7) = Aef", ot le membre de droite s’interpréte comme
Paction de l'opérateur A sur le noyau de l'opération identité, considéré
comme une fonction de . Nous avons donc par exemple (en se souvenant
que ) < 7j sont échangés)

a; - ey af — £t (19)

Plus généralement, en supprimant les indices

ad — %A(E_, 7) Aa — A(&,m)n
5 (20)
alA = €A n) mﬁﬂA@m@;

ol (('3/_67_7 opeére & gauche et d/0n a droite. Soit : : la notation du produit
normal de Wick, consistant 3 ordonner (en tenant compte des signes) les
opérateurs d’annihilation & droite des créateurs. Par exemple : afa := afa,
: aa! := —a'a, etc. Pour tout monéme, nous avons alors la correspondance

: a:‘n ... a:‘lsagl ...ag, == f_al .. Easegnnﬁl .. 7B, (21)

Vérifier les formules (20) et (21).

Pour obtenir le noyau correspondant & un produit normal, il suffit donc,
au facteur ef” preés, de substituer £ et a!,n pour a. Le produit scalaire
donnant & Palgebre de Grassmann la structure d’un espace de Hilbert, & la
conjugaison hermitique des opérateurs correspond la conjugaison des noyaux
selon la regle

A— At A(#7,n) — Al@,m) (22)

ol la barre sur le noyau A, généralisant celle sur les fonctions, implique
la conjugaison complexe des coeflicients scalaires et substitue au monéme
oy - - - Ty NB, - - - M, le mondme g, ... 7, Na, ---Na; (ce qui implique 1’é-
change 7 « 7 ainsi que le renversement de Pordre des indices). Le noyau
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correspondant a l’opérateur identité est bien entendu égal & son conjugué
d’apres (22); les paires ai,az sont hermitiques conjuguées et leurs noyaux
sont conjugués ’un de 'autre.

Le noyau du produit de deux opérateurs A et B est obtenu par
convolution selon

A—- A B - B AB —-C
C(E9) = [ anan A€ ne™B(7,¢) (23)

et la trace d’un opérateur s’obtient comme une intégrale de la forme

TrA = / dadn e ™ A(—7, 1) (24)

On prétera attention au changement de signe de ’argument final, carac-
téristique des fermions. Puisque remplacer 1,7 par —7n, ~7, ne change pas
I’intégrale, on pourrait aussi bien utiliser A(7, —7). Pour l'opération identité
en utilisant (18) et (24), il vient

I = / dijdne2™M = 2N (25)

qui est bien la dimension de I’algebre de Grassmann sur laquelle agissent
les opérateurs.

Examinons quelques propriétés spécifiques de ces intégrales anticom-
mutantes. Considérons un changement de variables préservant I’anticom-
mutation 77 = 7(£), ou nous nous limiterons aux transformations linéaires &
coeflicients commutants

1  _ D)
Ao o— g - J—
i = jzzl & det J =det J) = D@ (26a)

En posant

f(@) = F(§) (26b)

on vérifie que

J€r©=des [ans (26¢)
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qui résulte de l'identification de l'intégrale avec une dérivée. Ce résultat
est 'opposé de ce qu’on trouverait dans le cas commutatif, olt ’on aurait
|det J|™* au lieu de detJ dans le membre de droite. On peut comprendre
que la relation (26¢) résulte, dans le cas présent, de I'identification de la
dérivation avec 'intégration. Cette identification entraine aussi que dans le
cas anticommutatif, I’intégrale d’une dérivée est nulle

/ dij - £() = (27)

alors que dans le cas commutatif une telle intégrale est donnée par des
termes de bord, avec des généralisations conduisant aux formules de Stokes.

Envisageons le cas particulier important des intégrales gaussiennes.
L’analogue anticommutatif des formes quadratiques est celui des formes
antisymétriques. Pour 'instant, nous renongons a la convention des barres
sur les variables. On a alors une forme Zij niQ%n; , QY + @7 = 0. Le
développement de 'exponentielle exp § 3, 7:Q*7; se fait sur des mondmes
pairs. L'intégrale gaussienne s’annule donc si N, nombre des indices, est
impair. Supposons donc N = 2n et calculons

/ dngn ...dm expgzmQ”ng / dnzn ...dmy [] (1 + Q¥miny)

i<j

= 2nn! Z(—1)0sz ... Q719 = PI(Q) (28)
e

ol o désigne les permutations, et Pf est le symbole du Pfaffien, fonction
homogene de degré n de la matrice . On peut encore sommer sur les

appariements distincts des indices (au nombre de 27 "(n!)~!), les produits
d’éléments de matrice, avec le signe de la permutation correspondante. La

formule du changement de variable donne

Pf(TIQJ) = det(J) PH(Q) : (29)

Un cas particulier est celui ot les 2n indices ;,1 < i < N = 2n se scindent
en deux groupes égaux, les variables correspondantes étant notées &,,£,, de
telle sorte que la matrice Q n’ait d’éléments non nuls qu’entre les compo-

santes ¢, et les &, . En d’autres termes {n; ...7mon} = {&1...6nb1 .. . En} et
217Qn = —€K¢ , ce qui veut dire que la matrice Q prend la forme

o=(gr ) (30)

ou K est une matrice n X n. L’intégrale se met alors sous la forme
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(PePLQ) = [t dfide e =de K (31)

En effet, il suffit de faire le changement de variables £ = K¢, & = £ et
d’observer que [ difjdne=™ = 1. Une application de (31) est une formule
pour le Pfaffien d’une matrice antisymétrique paire arbitraire. Pour le voir,
élevons les deux membres de (28) au carré

P{(Q)* = / d7j2n - .. dmdéay . . . d& exp 3(7Qn + £QF)

et posons &; = (p; —p;)/iV2, nj = (pj +p;j)/ V2, for 1 £ j < 2n. Le Jacobien
vaut 1, et ’on trouve en vertu de (31)

P(Q)? = / dp2n ... dp1 exp —pQp = det @ (32)

Bien entendu, en dimension impaire, le déterminant d’une matrice antisy-
métrique s’annule.

Les valeurs moyennes avec un poids gaussien satisfont encore dans le cas
fermionique & un théoréme de Wick. Il résulte d’une propriété d’invariance
par translation de la mesure d#, pourvu que le vecteur de translation £ ait
des composantes anticommutantes

[an sy = [ an n+ € (33)

En particulier, pour @ non singulier (en dimension paire), P{(Q) # 0, de
sorte que, si ’on pose

(0) = J dnO(n) exp 37Qn (34)
J dnexp 37Qn
on déduit de 1’égalité précédente
(expén) = exp—36Q ¢ (35)

L’identité (35) est ’analogue de la fonction génératrice (1.74) et représente
une expression compacte du théoréme de Wick. Si ’on appelle (Q~1);; la
composante ij de Q~!, en développant les deux membres et en identifiant
les coefficients (antisymétriques) des produits de &;, il vient ainsi
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(mmz) = (@ "2
(mnansns) = (@ H12(Q )34 — (@7 H)13(Q V2a + (Q71)14(Q V)23 (36)
(M ... m2p) = Pf(Q_l)[l...2p]

ol la notation implique qu’on restreint Q! au sous-espace {1...2p]. Le
terme général (avec 2p < 2n) est formé en considérant la somme des
produits de contractions distinctes, affectées du signe de la permutation
correspondante. Le lecteur n’aura aucune peine & établir la forme que
prennent ces relations dans le cas d’une matrice @ de la forme (30).

2. Modele d’Ising bidimensionnel

Nous allons appliquer les méthodes d’intégrales Grassmanniennes a
la solution du modeéle d’Ising bidimensionnel (Onsager 1944). Le modele
simule le comportement d’un ferromagnétique au passage de sa transition
de Curie 4 la phase paramagnétique. Une autre interprétation est celle d’une
transition entre phases liquide et gazeuse avec sites occupés ou inoccupés,
ou encore celle de la séparation des phases d’'un mélange binaire ou d’un
alliage. Nous allons faire usage de P'interprétation magnétique. Le point de
départ de cette étude est le calcul de la fonction de partition en ’absence de
champ magnétique sur un réseau régulier de grande taille (cependant finie)
comportant V sites. Les paires de sites voisins sont notées (ij). A chaque
site on attribue une “variable de spin” &; qui peut prendre les valeurs +1.
La constante de Boltzmann ainsi que d’autres facteurs donnant 1’échelle des
énergies sont absorbés dans le facteur 3, qui s’interpréte comme l’inverse
d’une “température” et est ici un nombre sans dimension. La fonction de
partition s’écrit

Zv(B) = 5}‘7 Z exp,BZoiaj (37)

gi=%1 (¢9)

11 est surprenant qu’une expression d’apparence aussi simple soit si difficile
3 calculer, comme 'expérience ’a montré! A la limite thermodynamique
d’un volume infini, on définit 1’énergie libre

lim !
Voo V

F(8) = In Zy (8) (38)

en omettant un facteur —8. Dans la suite nous sous-entendrons générale-
ment le passage & la limite du volume infini. Dans ce chapitre, nous nous
restreignons 3 un réseau 3 deux dimensions, de sorte que les volumes sont



38 INTEGRALES DE GRASSMANN 11.2

a remplacer par des aires. Nous utilisons un réseau carré, ou chaque site a
quatre voisins. On peut appliquer a ce réseau la notion de dualité en échan-
geant les roles joués par les sites et par les plaquettes (c’est-a-dire les faces
élémentaires). On arrive ainsi 4 une importante transformation par duali-
té pour le modele d’Ising. Une généralisation de ces idées sera discutée au
chapitre VI dans le cadre de la théorie de champs de jauge.

2.1 Dualité

Nous avons vu au chapitre I qu’il existe un développement de Zy(5)
en fonction de la variable

t =tanh g3 (39)

apreés extraction d’un facteur (cosh 8)2V. L’exposant est le nombre de liens
appartenant & V; ce nombre ne differe de 2V que par un terme négligeable
devant V & la limite thermodynamique (c’est exactement 2V pour des
conditions aux limites périodiques). Le développement de Z prend la forme

Zy(B) = (cosh B)*V ) =™ (40)
{n;}=0

Les entiers n; = 0,1 attachés aux liens valent 0 ou 1, et le bord 8 {n;}
d’une configuration de tels entiers est ’ensemble des sites ou la somme des
n; relatifs aux liens incidents sur le site est impaire. Si ce bord est nul, il
s’ensuit que chaque site appartient & un nombre pair de liens (0, 2, 4) de la
configuration (ceux pour lesquels n; = 1).

A toute configuration {n;}, on peut aussi faire correspondre une paire
de configurations de variables binaires 7, = =1, attachés aux sites du
réseau dual. Celui-ci a pour noeuds les centres des plaquettes du premier
et ses liens correspondent biunivoquement aux liens du premier, la relation
étant lintersection. Nous raisonnons déja ici implicitement dans la limite
ou V tend vers linfini. Sur un réseau fini il y a des effets de bord que
nous négligeons. Les deux configurations sont définies en demandant qu’a
la traversée d’un lien “occupé”, c’est-a-dire tel que n; = 1, les valeurs des 7
attachés aux plaquettes contigués soient de signe contraire (et bien entendu
de méme signe pour n; = 0). Un renversement de tous les 7 donne une
deuxiéme configuration ayant les mémes propriétés. La condition 8 {n;} = 0
assure la cohérence du processus, comme on peut s’en assurer en tournant
autour d’un point du réseau d’origine. La duplication des configurations est

sans importance & la limite thermodynamique dans le calcul de I’énergie
libre.

Yo=Y L1-mm) (41)

(ab)
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Au membre de gauche, la somme porte sur les liens du réseau d’origine,
au membre de droite sur les paires de plaquettes voisines du résean dual,
isomorphe au réseau initial 4 la limite V tend vers l'infini. On définit de
nouvelles variables 3 et £ = tanh 3 telles que

H

-+

—

t=tanhf=e"28 = i = tanh 3 (42)

—
L

(3 varié de zéro & infini et £ de zéro & un. Dans la transformation par dualité,

les basses et hautes températures s’échangent, et { = t, de sorte que (40) se
récrit

Zv(8) = (cosh B (2e) 7 Sexp [ A3 mam | (49)
T (ab)

Au préfacteur

(2 cosh? Be~28 ) "~ (sinh28)" = (sinh 23)

pres, (et & des facteurs non thermodynamiques prés qui peuvent dépendre
des conditions aux limites) on constate qu’on a reconstitué la fonction de
partition initiale évaluée en B au lieu de 8. D’ou la formule de dualité de
Kramers et Wannier

F(B) = Insinh 28 + F(B) (44)

La relation
sinh 28 sinh 28 = 1 (45)

montre que la dualité est involutive.
Le point fixe de la transformation (42), c’est-a-dire celui pour lequel

B8 =8 =8., est tel que

te=v2-1 sinh28.=1  cosh28, = V2
B. = 1In(v2 + 1) = 0.440686794.. .. (46)

La solution va confirmer que 3. est un point critique qui sépare une phase
désordonnée de haute température (8 < (3.) d’une phase ordonnée de basse
température (8 > J3.). Cette derniére est caractérisée par une aimantation
spontanée M, définie en examinant la limite des corrélations & grande
distance, et ceci méme en I’absence d’un champ extérieur,
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. — a2
lim {oyo5) =M (47)
li—jl—oo
On peut aussi ’obtenir comme valeur moyenne d’un spin en présence d’un
champ extérieur infinitésimal.

(i) Considérons un réseau carré fini doublement périodique comportant
V sites, L liens et P plaquettes. Calculer les facteurs non thermodynamiques
exacts dans les relations qui établissent la dualité précédente . Pour cela utiliser
la relation d’Euler: V — L 4+ P = 0. Discuter le cas des conditions aux limites
libres.

(ii) Montrer que (a) un réseau triangulaire et un réseau hexagonal (ou en
nid d’abeille) ayant deux fois plus de sites sont géométriquement duaux I’un de
lautre (b) une méthode de décimation permet de passer d'un modele d’Ising
sur un réseau hexagonal & un modéle sur un réseau triangulaire. Trouver la
température critique dans les deux cas

triangulaire e*Pe = /3

(48)
hexagonal e?Pe =243

Comme le nombre de voisins d’un site est 3, 4 et 6 respectivement pour des

réseaux hexagonal, carré et triangulaire, on s’attend, & densité égale, a ce

que les températures critiques correspondantes croissent dans le méme ordre.

Vérifier ce point.

2.2 Matrice de transfert

Pour évaluer la fonction de partition, nous passerons, comme dans le cas
unidimensionnel, par 'intermédiaire d’une matrice de transfert T' agissant
sur des états correspondant aux configurations des spins le long d’une ligne.
Pour un rectangle de c6té L dans la direction z et M dans la direction y,
qui joue le role de variable temporelle, donc tel que V = LM, la fonction
de partition sera donnée par

)LM/2

Zim(B) = (% sinh 28 TrT™ (49)

en supposant des conditions aux limites périodiques dans la direction y,
comme l'implique la trace qui apparait au membre de droite. Le préfacteur
est choisi pour simplifier expression de T. Les états sont décrits par des
ensembles de valeurs 0, = +1 ,2 =0, 1, ..., L — 1, que nous considérons

. . 1
comme les valeurs propres d’un ensemble de matrices de Pauli aa(c ), avec

m_ (01 @ (0 - @ (1 0
7 “(1 0) 7 _<i 0) ’ (0 -1 (50)
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oWe® Zig®,  g@p® 2ig) B0 = jl@)

Le choix de o) plutét que o(®, qui paraitrait plus naturel, est justifié par
le désir de simplifier les expressions ultérieures. On peut factoriser T en une
contribution 8 des interactions entre sites d’une méme ligne, et # des liens
joignant deux lignes successives

T =69 ‘ (51)

L’expression de 8 est
6(8) =expBy_ oMol (52)
T

ol z varie de 0 & L — 2 pour des conditions aux limites libres et de 0 & L —1
pour des conditions aux limites périodiques telles que a(Lk) = a((,k). Quant
3 6 il se factorise en un produit d’opérateurs relatifs & chaque site le long

d’une ligne. Soit V' une matrice qui diagonalise o0(!), c’est-a-dire telle que

VeV = —c® v gy =@ v 1g®V =00 (53)

Si l'on tient compte du facteur qui figure dans (49) et de celui qui figure
dans la normalisation de Z, on trouve pour la contribution du site z & 6,

—145 1 eﬂ e_ﬂ
laz —
VooV 2(sinh 3 cosh §)1/2 (e‘ﬂ e’ )
"~ 2(sinh B cosh B)1/2

[1 + tanh Bagl)]

'Si on remarque que e®(4sinh 8 cosh 8)~'/2 cosh 3, on parvient & ’expression

§(B) = L. (54)

On constate donc, dans la construction de la matrice de transfert, qu’un
parallélisme entre B et (3 s’est naturellement introduit. Les opérateurs
agl)oﬁl et 03(53) qui apparaissent dans 8 et 6 sont tous deux hermitiques et

de carré égal a 1 puisque agk) et oi’ir)l commutent. Il subsiste cependant une

derniere différence qui va étre éliminée dans la représentation fermionique.

Montrer que, bien que T1 = 80 differe de T, la fonction de partition est
réelle (et positive) si 3 est réel.
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2.3 Représentation fermionique

En chaque site, les opérateurs % ( D1y wz ) forment une paire d’opé-

rateurs de création et d’annihilation fermioniques, mais ils commutent de
site & site. Il existe cependant une transformation (dite de Jordan-Wigner)
qui en fait de véritables créateurs et annihilateurs fermioniques, pourvu
d’ordonner les sites. Dans le cas présent, un ordre naturel correspond & celui
le long de Paxe z. Utilisant des notations dues a Perk, nous introduisons
les sites du réseau dual unidimensionnel d’abscisses demi-entiéres. A chaque
paire a de sites adjacents, I'un du réseau initial, ’autre du réseau dual, nous
associons un élément I', d’une algebre de Clifford (algebre des opérateurs
de création et d’annihilation fermioniques). Ces opérateurs vérifient donc

{Ta,Tp} = 26ap (55)

Précisément, partant d’une origine fixe appelée = 0, nous posons

o1
et (i)
0
1 (56)
Loy = ol Tooil = (H oo z>1
0

Il en résulte que I, est hermitique. Dans ces expressions on pourrait
remplacer ’origine par un point tendant Vers —00 en introduisant un produit

infini mal défini. Le role du facteur [[Z7' o) = exp Lig 3ot ( (%) 1)
est d’inverser le signe de tous les états correspondant & la valeur propre
o®) = -1 jusqu’au point £ — 1. On vérifie sans peine que ceci a pour
résultat de faire anticommuter les v en des sites différents et de satisfaire
ainsi aux relations (55). Si l’'on impose des conditions aux limites périodiques
a((,k) = a(Lk) , les définitions précédentes ont encore un sens jusqu’a = L—1,
sous réserve d’introduire une légére complication dans la matrice de transfert
(voir ci-dessous). Nous obtenons ainsi des expressions symétriques

oc® =i~ir

1) (1) _:—1
;) Oz41 =1 Pz@+%rz+%ﬂ+1

z—Liz :c,:c+ 1

(87)

La deuxiéme de ces relations ne serait pas valable pour des conditions

aux limites périodiques dans le sous-espa.ce H (3) = 1. Elle est valable

pour le sous espace orthogonal ol H (3)

ag)lo‘(l) = 2121 (()1) nous devons écrire, avec nos conventions

= —1. Pour le lien particulier
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1 1 —
opy00) =i 17FL—1,L—%P—%,0

L-1 (58)
—_ _;—L
YT=-1 Hrz—%,zrz,z+%
0

Nous laissons au lecteur le soin de modifier les expressions ultérieures dans le
cas des conditions aux limites périodiques. Nous nous bornons dans la suite

4 une discussion de la limite thermodynamique, & l’exception des expressions
{81) et (82).

Les deux facteurs de la matrice de transfert prennent la forme

8(8) =exp —ip Z Fz,m+%rm+§,z+l
z

< . (59)
0('6) =exp _iﬂzrz—%,zrz,z+%

Pour passer de 8(8) 4 8(3), il suffit de changer 8 en 3 (dualité) et d’effectuer
une translation d’un demi pas du réseau (dualité géométrique unidimension-
nelle). Ceci montre que le probléme du calcul de Z est en passe d’étre résolu,
puisque 8 et 6 sont des exponentielles de formes quadratiques dans les opé-
rateurs fermioniques et que ces derniéres forment un groupe (le groupe de
recouvrement spinoriel d’un groupe orthogonal, propriété familiere dans la
discussion du groupe des rotations ou des transformations de Lorentz).

A ce point, on a le choix de poursuivre dans un langage opératoriel,
ou d’adopter une représentation intégrale. Nous choisissons cette deuxiéme
méthode. Pour cela, nous décomposons I' en créateurs et annihilateurs, ce
qui a malheureusement le désavantage de détruire la dualité explicite

Meie=0c+ al Tyotry =ias — al) (60)

On peut alors écrire
6(B) = expBZ (ala; — azal) = H (e“ﬁ + 2sinhﬁ~alaz) (61)
T T
et il lui correspond un noyau intégral (nous utilisons le méme symbole)

68;6,6) =11 (e'[’ +2sinh BExéz) & =] (e‘[’ + eé&ﬁx)

T T

=exp {—Lﬁ +y t‘lfmém}

(62)
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Rappelons que ¢t~ = e24.
Pour calculer le noyau de #(3), introduisons I’opérateur unitaire U qui
translate la coordonnée =z d’une demi unité

U-_lrz z+-LU =Fz+l z+1 U_lrz—%,:cU = I‘z,z+%
U~talU =bf = 1i ( fo—al +agn +az) (63)
U~la,U =b, %( al+1—al—ax+1+az)

Ceci suppose implicitement un passage & la limite L — co. Introduisant les
transformées de Fourier

+ dp . _ +m d L
& =/ é‘%elprp & =/ %e_ngp (64)

on vérifie que le noyau de U est

U(E, £) =27L/2 €xp Z 2i§_:c£z' - f_z:gz' + &l

x>z’
+7 d 2 _
=2_L/2 eXP/_ % {T?_;——xpgpfp (65(1)
1+e’? _ o
+2(1—_ee——71_)7 (£—P€p + g—p&p)]

Le noyau de U~! s’en déduit par conjugaison

1,5 - 7 d —2i
U 1(57{) =2 L/2 exp/ 271: [ elpﬁp&l’
- (65b)
1+¢€P

+m (Epb—p + €t )]

Le noyau de 8(8) = U~0(B)U et il s’agit d’appliquer deux fois la loi du
produit (23), dans chaque cas & des noyaux gaussicns, ce qui conduit &

tr dp (1-# )gpgp +itsinp (5 pgp +é- pﬁp)
P 1+¢2 + 2tcosp

6(8;£,€) = (cosh B)E exp /

’ (66)
Pour obtenir la fonction de partition, il reste a faire le produit de convolution
d’un nombre M de telles expressions et & en prendre la trace en utilisant la
formule (24). En négligeant encore un terme de bord, et en appelant y la
variable temporelle, il vient
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Z= (% sinh Qﬂ) L / H dﬁrydnxydﬁxydpzy exp S (67a)
x)y

L’intégrand est I’exponentielle d’une forme quadratique

kig dp _ ~ L
S = 2/ o [—np,ynp,yﬂ ~ PpyPpy +1 lpp‘ynp,y‘F
-7
! - L (675)
(1 =) pyppy +it Sin p(N-pyTp.y + P—p,uPry)
1412 +2tcosp

Selon les définitions (64), la variable p est conjuguée de z. Cette forme,
apparemment non locale & cause du dénominateur, se simplifie considéra-
blement si nous posons

-V =~ _ _sH _ iV H
Moy = Spy Proy = —&py = &py + €55, (68a)
Mpy = _té‘—/py Ppy = _fz‘)/y + (1 + te’?) ‘551
ou, de maniere équivalente, dans I’espace de configuration
v ~  _ _FH _FV H
Nzy = ﬁ:z:y p:cy - —Ezy — Sy + Emy 68b
gV L FV oy H o H (68b)
nzy - _tézy pwy - _ézy + §xy + t§z+1,y

Le Jacobien de cette transformation (par lequel il faut diviser) est ¢ par site.
Nous obtenons ainsi aprés multiplication par t~M Jexponentielle d’une
action locale dans les nouvelles variables

Z = (cosh B)2EM / D, &) exp §

5= Z {t (Xy Xy+1 + E£y€f+l,y) (69)
Ty
+eaybay + EL & + & 6D, + &80 + ER Y, + £k}

expression établie par S. Samuel. La forme de l'action est suggestive; les
termes proportionnels & ¢ correspondent & la propagation d’un site & son
voisin, et s’identifient & un terme cinétique, tandis que les six termes sui-
vants établissent les connections entre liens incidents en un site. L’expression
intégrale a perdu la symétrie du dualité, explicite dans la version opérato-
rielle. On observe qu’il y a quatre variables fermioniques par site, (¢V,£Y),
(€8, 1), ceci tenant au fait que nous nous sommes abstenus d’intégrer sur
les variables intermédiaires dans le produit 8 et §. Nous sommes maintenant
préts a calculer ’énergie libre par site.
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2.4 Energie libre

D’aprés ’équation (69), la fonction de partition prend la forme d’un
Pfaffien, c’est-a-dire la racine carrée du déterminant d’une matrice antisy-
métrique. L’invariance par translation, nous permet d’utiliser une transfor-
mation de Fourier & deux dimensions. Posons x = (z,y), p = (Pz,py) €t
désignons par £ le vecteur (£V¢VEREH). On a

+7 dZ X
Ex = / P elp‘xép

—x (2m)?
348
£V
€p = 6—5 (70)
-p
&
L’action S est alors diagonale par blocs quatre par quatre
+m d2
Y4
§S=1 /_ ] W{—f oKplp (71a)
0 1+ telPv 1 1
| =1+ te7iPy) 0 -1 1
Kp = -1 1 U 1+ telP= (718)
-1 -1 —(1 + te™'P=) 0
Il vient alors
InZ = 2LMIn(cosh B) + : Trin K (72a)
+m 2
p
1 = 2
TrlnK =LM @) Indet K (72b)

det Kp = (1 +t2) — 2t(1 — t*)(cos p; + cos p,)
= (cosh B)™* [cosh? 28 — sinh 2B(cos p; + cosp,)]  (72c)

Nous arrivons donc au célebre résultat d’Onsager pour V’énergie libre par
site

P . +m d2p 9 .
B =1 [—” on)? In [cosh? 28 — sinh 23(cos p; + cospy)] (73)

qui vérifie bien la relation de dualité (44). Il existe bien d’autres fagons
d’établir cette expression, dont certaines beaucoup plus rapides et peut-étre
plus illuminantes que celle-ci. Toutefois la méthode que nous avons choisie
se préte bien & notre objectif qui est d’obtenir la théorie continue dans la
région critique.
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La quantité entre crochets dans ’expression (73), est la partie essentielle
du propagateur K ! des variables fermioniques £. Comme dans la zone de
Brillouin |p;|, |py| < 7, (cos p, +cosp,) atteint son maximum 2 & Vorigine,
le carré de la masse dans ce propagateur est proportionnel & cosh? 23 —
2 sinh 203 quantité toujours positive dans le domaine 3 réel non négatif, sauf
pour Punique valeur 8, ol cosh 28, = v/2, sinh 2. = 1 comme prévu. Pour
B. négatif, correspondant au régime antiferromagnétique non discuté ici, il
faudrait considérer le bord de la zone de Brillouin ol cos p; +cosp, = —1 et
remplacer 8. par —Q.. Ici nous nous limitons au systeme ferromagnétique.
L’unique singularité de F' est une singularité logarithmique dans la dérivée
seconde. Posons

C = cosh 28 C =cosh23=C/S (74)
S =sinh 23 S =sinh28=1/S

on en déduit que 1’énergie interne, ou la valeur moyenne {(oo’), du produit
de deux spins voisins, est continue 4 5 = 3,

1 d C' +7 d2p S — S’
——F = V= =11 +/ ~ ™
2dp (8) = (o0") 9 { —» (2m)2 CC — cosp, — cospy =

Son comportement au voisinage de 3 = 3. est de la forme

W 42 1 PR
= — (B8 — B.) In ———— + partie réguliére 76
(UU ) T (ﬂ IBC) n lﬂ _ ,Bcl p g ( )
Montrer qu'on peut encore écrire
1dF n_C 5
Eaﬁmy:@a)=3{L+@—s)ﬂm] (77a)

2T
dé ~ ~ ~1/2
#(8) =/ rw [(cosh 2(B + B) — cos 0) (cosh 2(8 — B) —cos 0)] /
0 /2 (77b)
k2 [7 22 \"U2 _ ko011 02
:5~;/0 dtp(l—k sin cp) =5F(5,§,1,k)
ou F(a,b;c;z) est la fonction hypergéométrique et k = 2/CC = 25/C2. On
reconnait ’intégrale elliptique de premiére espece.

La chaleur spécifique (dérivée seconde de F') a une divergence logarith-
mique & 8 = G
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%éQd—F};(Q/_Bl = Z {{o0’'04041) — (00") (0204} }
(zs") (78)
:% In 1 + partie réguliere
T (/3 _'[i:)

Ceci montre qu’au point critique la portée des corrélations entre paires de
spins voisins diverge. Nous appelerons “énergie” ’observable oo/, produit
des spins en deux sites voisins. Nous rencontrons ici pour la premiére fois
une transition de phase du deuxiéme ordre ou les longueurs de corrélation
deviennent infinies. A une échelle convenable, la théorie discréte peut étre
remplacée par un modele continu en oubliant les détails du réseau. Comme
il apparaitra bient6t, au voisinage du point critique le modele d’Ising
bidimensionnel s’identifie & celui d’un champ libre fermionique. Ce qui est
propre & la mécanique statistique c’est le choix de certaines observables qui
découlent de la formulation originale et de 'interprétation du modéle.

(1) Diagonaliser K = —KI, = —KTP. Les valeurs propres sont de la
forme =+i}, i)/, avec £ et =)' donnés par

Xt — 2% [24+ (1+ %) + t(cos pg + cospy)]| + (1 +¢2) — 2t(1 — £2)(cos ps + cospy) = 0
(79a)
Soit A la valeur propre qui s’annule au point critique pour p = 0 et X’ celle
qui reste différente de zéro pour tout S positif. On trouve

i ==+ i\/2 + (1 +¢2) + t(cos pz + cospy) — \/(4 + t(cospz + cospy))? + 4t2 — 8

+iXN =% i\/2 + (1 +t2) + t(cosps +cospy) + \/(4 + t(cospz + cospy))? + 4t2 — 8

(79b)
Les valeurs propres sont telles que
1
KpniH= tianl®) Kpng®) = £iXnl{d)
On peut choisir n(___p) = ngﬂ*, et ajuster la phase relative entre n et n’ de

sorte que

Up = (ng)’n;—)’ngﬂng—))

soit une matrice unitaire et unimodulaire telle que

T — T
Ul = vr,

[~
(== e e R
-0 O O
S = O @
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et

Kp=Up o v vt

On fait maintenant dans 'action (71) un changement de variable en posant

& = Ul 6p

et on obtient en définitive la forme canonique

0o X 0 0
Lt -A 0 0 0 '
'f—PKpgp = 1£—p 0 0 0 A gp (80)
0 0 =X o0

Les deux derniéres composantes de &' sont découplées des deux premieres et
correspondent a des modes massifs pour toute valeur de 8 positive. On peut
tout simplement les ignorer si ’on s’intéresse seulement 2 la région critique.

(2) Trouver la fonction de partition sur un réseau fini L x M, avec des
conditions aux limites périodiques sur les spins, sous la forme

Z = (cosh §)2LM % (/ +/ +/ +/ )D(&E) expS  (81)
-- -+ +.- +.+

Ici S est I’action donnée par (69). Les indices z et y varient dans les domaines
(0,L — 1) et (0, M — 1) respectivement. Les signes se réferent aux conditions
aux limites £ | = &, et &y = +€Y o- En évaluant I'intégrale il vient

Z =(cosh ,H)H‘M% Z Ne1,e2

51,£2=0,—%
M-1L-1 ) 2 ( N ) 9 ( I ) 1/2
2 2 w{(p+ €1 w(q + €2
x HH{(1+t) —2t(1 t)[cos T o ]}
q=0 p=0
(82)

ounLgy =M1 =N 1= 1, mo,0 = (T — T¢). Le terme contenant 19,0
3 '3 3

disparait au point critique. Généraliser cette expression dans le cas ou les

couplages dans les directions verticale et horizontale sont différents.

2.5 Aimantation spontanée

Pour 8 > ., si I'on considére deux spins éloignés 1'un de I'autre o et
o, la fonction de corrélation G(x) = (o0x) ne tend pas vers zéro quand x
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tend vers I'infini, mais vers une constante positive, le carré de ’aimantation
spontanée que 'on appelle M. Tout se passe comme si la valeur moyenne
du spin était égale & M, alors qu’on se serait plutdt attendu & ce qu’elle
soit nulle en I'absence de perturbation susceptible de briser la symétrie,
telle qu’un petit champ magnétique ou des conditions aux limites bien
particulieres. En réalité cela signifie que la symétrie pour 8 > 8., résulte
en fait de la superposition de deux états purs, correspondant chacun & une
aimantation spontanée bien définie =M. On peut calculer M indirectement
en trouvant le comportement asymptotique de G(x) qui est le méme pour
chacun des deux états purs, donc le méme pour un mélange quelconque de
ceux-ci. On a

M? = lim G(x) (83)
K=

On dit que la symétrie est spontanément brisée lorsque M # 0. A priori
il n’est pas évident que M ne dépende pas de la direction dans laquelle
x tend vers Pinfini. C’est pourtant ce qu’on présuppose, par simplicité, en
faisant tendre x vers infini le long d’un des deux axes principaux, par
exemple le premier. Alors on a x = (z,0) et on peut remplacer oy0, par
le produit (0¢01)(0102) - - - (6,—10;) puisqu’en tout site o7 = 1. Rappelons
qu’a la limite des hautes température (voir 1.116) chaque lien du réseau
contribue par un terme (1+togo’) au facteur de Boltzmann. Lorsqu’on calcule
le numérateur de la valeur moyenne (ogo;) on doit donc modifier chacun
des liens (01)(12)...(z — 1,z) selon (1 + t0;0:41) — 04041 (1 + toioipr) =
t(1 + t™'0y0441). On en conclut que, mis & part le facteur ¢/*!, la valeur
moyenne cherchée prend la forme du rapport entre une fonction de partition
“frustrée” Z' et la fonction de partition initiale Z

T Z’
G(z) =t \7 (84)

La quantité Z’ est une fonction de partition d’un modéle inhomogeéne, ou,
sur les liens d’une ligne allant de 0 A z, on substitue t~! & t. L’expression
de Z' est encore donnée par {69) avec la méme substitution dans 'action,
conduisant & un noyau K’ = K + Q

Glz) = ¢! [det (1+ K2Q)]"/* (85a)
avec la matrice antisymétrique @) donnée par
1-82 3= on on
Qe =——> & &l (85)

z/=0
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Les colonnes de K 1@ d’indices z,y s’annulent sauf celles telles que y = 0 et
z=0,1,...,L—1,et telles que 'indice interne corresponde 4 £, ¢¥. On ne
conserve alors que les lignes correspondantes dans le calcul du déterminant.
On est donc ramené & une matrice de taille (2z) x (2z) qui fait intervenir
inverse de K. Sa restriction au sous espace ci-dessus, notée (K—1)# .
s’écrit

eip,(:cl-—-zz) [a‘P ijl

K-HH  — trod%p cp dp
( ):1:1,1:2 - 9 212 2
—n (2m)% (1 +2)° — 2¢ (1 — #2) (cos p + cos py)

(86a)

ap = —dp = —2itsinp,
bp = —c}, =2(L+tcospy) — (1 +te'P=) (1 +¢* + 2t cos p,) (86b)

Si x(u) désigne la fonction caractéristique de l'ensemble 1 & z, c’est & dire

x(u)=1siu=1,2, ...,z et sinon zéro, on a
kg, =12t [T e
I Sy e

eipz(z1-22)
(14 2)® — 2t (1 — 2) (cos p; + cospy)

—bpe Prx(z2 +1) apePex(z2)
% [—dpe“iplx(:cz +1) cpePx(z2) (87)

Comme ap, et dp sont impairs en p,, ils ne contribuent pas & l'intégrale.
Tenant compte du fait que cp = —b},, on trouve que det (1+ K~1Q) est le
carré d’un déterminant z X z, de la forme

G(z)? = t*17l det (1 + K71Q) = (det A)’ (88a)
ag a_i a_2 ‘e a_(z_l)
a ag Ay ... Q_(z_2
a=|h T e (88b)
dg—1 Gz—2 GQz-3 ... Qg

(88¢)

o = /+” d?p o—ikp 2t (1 +1¢%) — 2 (1 — %) e7'P= — (1 — 12) &'P=
— (2m)? (1 +12)% — 2t (1 — £2) (cos p; + cos py)
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Remarquons qu’on obtient ainsi, sous forme fermée, la valeur de la fonction
de corrélation entre spins pour une séparation quelconque le long des axes
principaux. En particulier dans le cas z = 1, la matrice A se réduit a
I’élément ag et ’expression précédente redonne le résultat (75). Toutefois,
dans le cas général ot z > 1, I'équation (88) n’est pas trés maniable.
Nous nous bornerons 4 1’évaluer & la limite £ — co. On peut tout d’abord
dans (88c) effectuer l'intégrale sur p, par la méthode des résidus avec pour
résultat

ap =

+7 @e—ikp [((t _ feip) (tf - eip)) ‘| 1/2 (88d)

—r 2w tei? — ¢) (tteir — 1
La quantité entre crochets dans ’intégrale est de module unité. Pour en
prendre la racine carrée, on choisit la phase par continuité en supposant
qu’elle vaille zéro pour p = 0 quand ¢ > t. (c’est-d-dire dans la phase
de basse température). On note 1'aspect trés symétrique entre t et £ . Un
déterminant tel que celui de A donné par (88b) est dit déterminant de
Toeplitz. Son évaluation est fondée sur un lemme dii & Szegd qui est le
suivant. Soit f(z) une fonction analytique définie sur le cercle unité, que
nous développons en série de Laurent (ou de Fourier)

+oo
f(2) =) age* lz] =1 (89a)

On impose de plus que lorsqu’on a fait un tour sur le cercle unité la phase
de f reprenne sa valeur initiale, de sorte que son logarithme h(z) = In f(2)
soit bien défini

+00
hz)=1nf(z) =Y he2? lz| =1 (89b)
—00
Le lemme de Szeg6 dit que dans la limite ot z tend vers I’infini

ag a1 ces Oz1) 0o
lim e~®h det| : Do 1 |=exp) ghghog  (89¢)
1

T—x0

Ap-1 Qz_92 ... ag

Nous donnons des indications sur la preuve ci-dessous. Dans le cas présent
avec z = e'?, la fonction f(z), définie d’apres (88d), est
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s = 1/2
t—tz tt—=2
z) = = — 90

1) (tz—t ttz—l) (90)
Elle posséde deux points de branchement 3 'intérieur du cercle unité z; = tf
et le second z, égal & t/t ou son inverse, et deux points de branchement 4
Pextérieur du cercle unité, qui en sont les inverses. Plagons nous d’abord &
basse température olt £ > ¢, > t. La variation de la phase de f est nulle

lorsque z décrit le cercle unité, ce qui entraine que h = In f est bien défini.
Alors

' 7\ gl
ho =0, hg=—h_q= 21_q ((ti)lql - (%) ) g#0 (91)

Par application de (89c), il vient

291/4
M? = lim (opo,) = [1_M] _ [1—(sinh2ﬁ)_4]1/4

z—00 2 (1 _ 52)2
(92a)
D’ot l'aimantation spontanée, obtenue par Onsager et Yang,
_411/8
M= [1 — (sinh 28) ] (92b)

Cette fonction part de 1 pour T' = 0 8 — oo, puis décroit de facon monotone
jusque T, =sinh 23, = 1, ol elle s’annule en

M~ (8= B:)° (92¢)

Ce résultat est surprenant de simplicité, considérant la complexité des étapes
intermédiaires. On ne connait pas de démonstration plus simple. On observe
un comportement en loi de puissance au voisinage du point critique, ou
l’aimantation s’annule comme (3 — ﬂc)l/ 8 ou encore (1 — T/ Tc)l/ ® (puisque
T = $71). Nous verrons plus loin que 1’approximation du champ moyen,
ignorant les fluctuations, aurait conduit & une loi en (1 —T'/ Tc)l/ % Dansle
cas présent la pente de la courbe au voisinage du point critique est beaucoup
plus raide. L'usage veut qu’on caractérise le com Eportement de Paimantation
spontanée prés de T, par une loi en (1 —T/T,)", et donc ici
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B = (92d)

1
8
On remarque que la méme notation B est utilisée pour désigner ’inverse
de la température et I’exposant critique de ’aimantation. Ces conventions
sont imposées par 'usage et ne devraient pas préter a confusion. Le fait
que ’exposant 3 soit rationnel est & relier & des considérations qui seront
développées au chapitre IX. Au-dessous de T, la présence d’une aimantation
spontanée indique l’existence de deux phases pures, caractérisées par une
aimantation M. Ces phases peuvent coexister, et ’excés d’énergie libre
donnera lieu & ’apparition d’une tension de “surface” (& deux dimensions
c’est bien évidemment une énergie libre par unité de longueur).

Lemme de Szegé

On trouvera une démonstration rigoureuse dans les articles originaux
de Szegb et Kac. Contentons nous ici d’une méthode plus heuristique, qui
a l'intérét d’introduire des moyennes sur le groupe unitaire. A désignant la
matrice de Toeplitz des coeflicients de Fourier de f, de taille £ x z, on a

det A =det [a, _, |

1 eivo ... eilz=1)po
T —ie1 1 i(z~2)p1
_ dog iog € .. €
-—/H ?f (e ) x det
k=0 oo I
e—i@z=1)pz_1 g-i(z-2)pz_1 | 1

Le déterminant qui figure dans I'intégrale est, & un facteur prés, un détermi-
nant de Vandermonde, soit

r—1
exp | —i Z kg H (ei‘“‘l — eiPks )
k=0

0<k1<ko<z—1

Comme la mesure est invariante par permutation des indices, on peut rempla-
cer cette expression par sa moyenne sur les permutations. Sous ’effet de ces
derniéres, le déterminant de Vandermonde est multiplié par la signature des
permutations. On reconnait alors que la combinaison des préfacteurs exponen-
tiels reconstruit le déterminant complexe conjugué. De la sorte

z—1 ior
det A = %/;!:[S‘f%giii H leirpkl —oloky |?
=0

0<k1 <k2<z—1
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Si on substitue 1 & f, I'intégrale vaut évidemment z! de sorte que det A est
une moyenne. Si on introduit une matrice unitaire U dont les valeurs propres
sont les ei¥t, on aura

F(U) = Z apU*

et det F(U) = [[5_, f (¢*). Enfin

z—1

I E |
! 41 2

k=0 0<k<ko<z—1

est la mesure invariante sur les classes du groupe unitaire. En conclusion nous
obtenons

det A = (det F(U)) = {exp Tr H(U))

ol, par analogie avec f = exph, nous avons défini F = exp H et le dévelop-
pement de H en puissances de U fait intervenir les mémes coefficients que
ceux de h, comme il apparait lorsqu’on met U sous forme diagonale. 11 est
alors possible de développer la valeur moyenne de l’exponentielle en termes
des cumulants de H

det A =exp {(Tr H) + L [((Tr H)?) — (Tx B)?]
+5 [((Tr 8)*) = 3((Tx H)*) (Tr H) + 2(Tx H)*] +---}

Les valeurs moyennes des traces sont facilement évaluées, et conduisent a

o0
det A =expzho + Z Min(p, £)hph_p+
p=1

o
+ 71; Z Min(q,7,q+ 1 — 2,%) (hghrh—g—r + h—gh—rhgir) + -

q.r=1
q+r2e

Si hy tend vers zéro rapidement, on vérifie que le terme générique tend vers
zéro lorsque z — 00, de sorte que

oo
lim e~%h0 det A = exp E phph—p
T—00 1
p=
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2.6 Fonction de corrélation

Nous revenons aux formules (88) donnant la fonction de corrélation
entre deux spins d’une méme ligne, mais cette fois-ci nous nous plagons
dans la phase de haute température ol ¢ < ¢, < £ , en suivant la discussion
de McCoy et Wu. Dans ce cas, la phase de la fonction f varie de 27 le
long du cercle unité et ’évaluation asymptotique du déterminant devient
plus difficile. Cependant la méthode mathématique, ainsi que I'intérét du
résultat, justifie de s’y employer. Nous commencons par faire apparaitre une
fonction f(z) = zg(z), telle que In g(z) soit bien défini pour |z} = 1, de sorte
que

¥ig
w= [ GEeitegee) =g,y

_x 2T

t—tzt 1—tiz?
2 = — X = 93
9°(2) t—tz 1—ttz (93)

Considérons la matrice (z + 1) x (z + 1)

9 91 --- 9—z
g 9 - g—(z-1

p=|" T T (94)
9 G9z-1 --- 90

Le déterminant a calculer est le mineur de I’élément dans la premiere colonne
et la derniere ligne, qui peut s’écrire

det A = det B (B™Y) (95)

0z

Le lemme de Szegd, permet d’évaluer asymptotiquement det B, 4 des termes
exponentiellement petits pres,

detB — {(1-£)?(1—-£2)(1- i) (96)
o 1a=)7( ) ( )

Pour calculer B!, nous introduisons le probléme linéaire

uB=v (97)

Si on choisit v tel que vx = 6k 0, la composante u; donne la quantité
cherchée, (B~1) ;. Pour un argument v de module unité, définissons les
deux polyndémes
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u(z) =D upat v(z) =) wvez* (98)
0 0

L’équation (97) se traduit sous la forme

u(2)g(z7) —v(z) = 2%p(2) + P(z7) (99q)

M2

w(z) = quq-k—xzk

1

8 o
Il

Me =

P(z) = UgGgrk 2’ (99b)

g=0k=1

La méthode de résolution est alors fondée sur la factorisation de Wiener—
Hopf. On doit supposer que les g, décroissent suffisamment vite. Les deux
termes du membre de droite de (99a) sont des fonctions analytiques res-
pectivement 3 P'intérieur et & ’extérieur du cercle unité, tandis que u et v
se prolongent en fonctions analytiques dans tout le plan complexe (ce sont
des polyndmes). Factorisons maintenant g(z~!) comme le produit de deux
fonctions analytiques définies ’une 4 l'intérieur ’autre a Pextérieur du cercle
unité, sous la forme

_ 1
= PeaeT
P(z) = 1 Q) = \/(1 - ;.z) (1—ttz) (100)

\/ (1 - :z) (1 - t52)

Bien évidemment P(z)Q(z) = 1. Il en résulte que P(2)~! est aussi analy-
tique & l’intérieur du cercle unité. Donc

u(z _ - -
= QG + Q) [Fpla) + ()] (101)
valable lorsque |z| = 1. On peut séparer toute série de Fourier en deux

parties, I'une g(2).. contenant les puissances non négatives, se prolongeant a
Pintérieur du disque unité, ’autre g(z)_ contenant les puissances négatives,
se prolongeant & I'extérieur et tendant vers zéro a linfini. De la sorte
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QMY (™) + [Q(ev(2) + Q(z7)2"e(2)]

L’égalité a lieu sur le cercle unité. Le membre de gauche est analytique
a lintérieur du disque unité, tandis que le membre de droite se prolonge
4 Dextérieur et tend vers zéro & linfini. On obtient ainsi une fonction
analytique dans tout le plan complexe, bornée, donc nulle. En conclusion

u(z) =P(2) [Q(z"1)v(2) + Q(271)2"y(2)] |
¥ == gy QG0 + QG @]
On peut répéter 'argument pour z°u(z71), analytique & I'intérieur du disque
unité, et on trouve

(102)

(103)

Zu(27h) = Q(2) [P(z71)2"v(2™1) + P(271)2%9(2)]

oz 1) = —ﬁ [P )2 (1) + P Demp(@)] . (104)

Dans le cas qui nous intéresse, v(z) = 1. En négligeant dans (103) la contri-
bution de [@Q(z71)z"p(2)] _ pour = tendant vers I'infini, et en remarquant
que [Q(z‘l)v(z)]_ = [Q(z—l)]_ =Q(z71) — 1, il vient ¢¥(2) ~1/Q(2) — 1

et en reportant dans (104), pour x grand

ool

La quantité cherchée u,, est 1a valeur de cette expression & z = 0. Finalement
en se référant aux équations (95) et (96)

(0002) = [(@-8)? (1-£7) (1-£52)] " x

42 e :iozz -t qod) -] o)
i (-3) (o) e -]

Les corrections pour £ — oo sont exponentiellement petites. Néanmoins
Iévaluation de (105) reste difficile. Nous nous contenterons d’une expression
asymptotique obtenue par déformation du contour d’intégration

1— 2R )1’4 1 1
(1

t T
(F00z) = (1 — i ~) " o) (Z> [1+0(1/z)] (106)
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Rappelons que ici 0 et z sont des points sur le méme axe cristallographique.
On ne s’attend pas, loin du point critique, & trouver une loi isotrope.
Toutefois, preés de T, ce doit étre le cas. L'expression (106) est le résultat
principal de ce paragraphe obtenu avec quelque peine. Il est & rapprocher du
comportement & grande distance du propagateur d’un boson scalaire massif
4 deux dimensions

d?k ek 2 \'? 1
~ ~m|x| -
| Gy = (wmlxl) ¢ (”O(mm)) (107)

Dans les deux cas nous trouvons une décroissance exponentielle avec un
. —-1/2 . . ‘
préfacteur en |x| 2, Rappelons que jusqu’ici nous n’avons que la corréla-

tion entre spins le long de 'axe = (ou y). La longueur de corrélation (ou
masse inverse) est donnée par la relation

exp—1/¢ =t/i = exp[-2(8 — B)]

- (108)
§£=1/2(8-5)
La longueur de corrélation diverge linéairement au point critique
T -1
~ 2= — 109
e~ (£-1) (109)
Si on écrit & ~ [(T'/T.) — 1}, ceci signifie que dans le cas présent
v=1 (110)

Une fagon équivalente de décrire le résultat (106) dans la phase de haute
température est de dire que la fonction de corrélation décrit des excitations

bosoniques de masse mp = 2 (ﬁ — ,6'). Comparons ceci a ’expression
fermionique, ou le propagateur contenait un dénominateur en

[2sinh (B - ﬁ)]z +2(1 - cospy) +2(1 — cosp,)

la normalisation étant telle que, aux grandes longueurs d’onde, il se com-
porte comme m% + p% + p2. Alors

m2 = [2sinh (B - ﬂ)r

Donc my peut s’identifier avec 2sinh(3 — 8), et au voisinage critique mp ~
mp. Enfin Pexpression exp(—1/¢) = t/t = (1 +t)(1 — ¢) est & rapprocher
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de l’expression analogue & une dimension exp(—1/£) = t = exp—20,
1 = 1/25, qui diverge comme %exp 28 lorsque 8 — oo soit T' — 0.

La forme exp(—1/¢) = t(1 +t)/(1 —t) = t + 2t2 + 23 + - .- suggere
une approximation pour la fonction de corrélation. On se souvient que dans le
développement de haute température
Loin}={0,c3to™

(0002) =
Zo{n}=pt>™

avec n; = 0 ou 1. Si on considére un modéle anisotrope, avec un facteur t,
pour les liens horizontaux et un facteur ¢, pour les liens verticaux, et qu'on
passe & la limite dite S.0.S. (Solid-on-Solid), ol tz/ty — 0, le dénominateur
tend vers 1, et les termes dominants du numérateur ont ¢t en facteur, les
configurations de ce type correspondant & une courbe en marche d’escalier du
type indiqué sur la figure 1. Montrer que dans cette approximation

x
14t
(000z>sos = (tz y)

1—t,

o—t X
° ]

—_— = I

Figure 1: Une courbe typique joignant les points d’abscisses 0 et x dans
le modeéle S.0.S. (“Solid-on-Solid”).

Le probléme consiste & comprendre pourquoi ce résultat subsiste dans le cas
isotrope (pour t; = t; = t < t;), indépendamment de la limite S.0.S.,
lorsqu’on calcule la quantité exp(—1/¢).

Comparons les comportements (106) et (107) au voisinage de T = T,
(ou t = t, = /2 — 1) On constate avec I’aide de (102), selon laquelle la
masse s’annule linéairement avec T' — T, que si I’on admet que la fonction
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de corrélation devient isotrope, elle se comporte dans ce voisinage comme
Vexpression (107), 3 un préfacteur prés qui est en fait proportionnel & m!/4.
Alors .

d2k eik-x
x) = 1/4 — —— = ~ T - 1
(o00x) ~ cst m / K f 2 m=mpg T. (111)

En conséquence la susceptibilité x qui est U'intégrale de {ogox) sur x se
comporte comime

X =Y {000%) ~ m~ "~ (T —T,) T/ (112)

Prés du point critique x diverge en loi de puissance (T' — T,)”". Dans le cas
présent

7=1 (113)

Pour compléter ce paragraphe contentons nous d’indications tres sché-
matiques sur le comportement des corrélations au point critique. Des ex-
pressions plus générales seront discutées au paragraphe 3 de ce chapitre. En
approchant de la limite T — T, + 0, placons nous 3 une distance grande de-
vant la maille du réseau mais petite en terme de la longueur de corrélation,
de sorte que exp(—|z|/{) puisse étre remplacé par I'unité. On peut alors
faire tendre T vers T,. Ceci entraine que x se comporte comme 1/(1 —¢/f )
et, en revenant 3 I’équation (106), on trouve

1
(000x) ~ Tx [T/ (114)

En supposant de nouveau que ce résultat s’applique dans toutes les direc-
tions preés du point critique, la loi de puissance pour cette corrélation s’écrit
en général 1/ }x|d—2+77 . L’exposant critique 7 est alors

Wl

n= (115)

On peut retrouver ce résultat directement pour T = T¢, o I’on observe

que la fonction g(z) définie en (93) tend vers

1—27! 1-¢271
1-=z 1—1#2z

9*(2) =

La série de Fourier de g a des coeflicients dont le comportement asymptotique
est dominé par la discontinuité de la phase de g sur le cercle unité due au
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premier facteur. Négligeons alors le second facteur en le remplagant par 'unité.
On peut montrer que ceci revient a calculer exactement la corrélation diagonale
{7000 ¢z). Dans ces conditions on obtient un g approché, qui s’écrit sur le cercle
unité g (eip ) = —ielP/2_ Les coefficients de Fourier correspondants sont

27 dp 9
=i = exp|~i(k — V)p — ip/2] = ————
a = -1 /0 5, xp(=i(k —Lp ip/2] 2%

On peut appliquer au calcul du déterminant des ay, le résultat de Cauchy, qui
dit que

H (a; —a;3) (bi — b5)

(a, +bJ .(a, +b;)

Ainsi

1

oorea) = (2)° I 1tk —a -

O0<k<g<z—1 k q—O (L- 2(k -q))

En groupant dans le dénominateur les termes deux & deux, il vient

oo = (1) TL(1- )

En outre comme
x>

: 2
sinma a
>0 II 1— =

Ta ( k2>

k=1

on a, en faisant @ = 1/2

ﬁ ( 4k2)

k=1

de sorte que

o] z -1 k—gz
(ooor=z) = ]| (1 4k2) (1 - 4k2)
k=1 k=1
z—1
=exp Zkln(l————)+121n( 4k2)
k=1
1 cst
_exp—z e 4 cst & m

qui est le résultat attendu.
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De nombreuses quantités peuvent étre calculées pour le modele d’Ising
bidimensionnel, I'analyse mathématique devenant cependant de plus en
plus élaborée. Un point important est qu’au voisinage du point critique
les fonctions de corrélation deviennent isotropes a ’échelle de la longueur
de corrélation, de sorte qu’on peut alors négliger la structure discréte du
réseau, comme ’ont montré B. McCoy et T.T. Wu et leurs collaborateurs.
Sato, Jimbo et Miwa d’autre part, ont développé des méthodes d’une grande
puissance pour relier le calcul des fonctions de corrélation au probleme de
Riemann-Hilbert. Nous retiendrons en particulier ’existence au voisinage
du point critique d’une théorie continue universelle, dans le cas présent
une théorie fermionique libre, avec des exposants caractéristiques de lois
d’échelle, qui dans ce cas particulier ont pu étre calculés exactement pour la
plupart. Nous reviendrons sur la théorie continue dans le dernier paragraphe
de ce chapitre.

2.7 Tension superficielle

A basse température deux phases — d’aimantation opposée — peuvent
coexister. Si ’on met au contact thermique deux échantillons, chacun d’eux
correspondant & une phase pure, nous nous attendons a une énergie libre
d’interface proportionnelle 3 l'aire de contact a trois dimensions, a la
longueur du contact & deux dimensions. Pour une définition précise dans
le cadre de notre modeéle nous procédons par exemple comme suit. La
figure 2 montre un ruban de largeur L sur le bord duquel (situation I)
on impose des conditions aux limites uniformes — par exemple tous les spins
+, ou (situation II) des conditions aux limites partiellement + ou — de
manieére & favoriser dans le volume une des phases ou l'autre. Le premier
cas correspondra, 3 la limite (L — o0), & une phase pure homogene, le
second & un mélange inhomogéne.

A la limite ou L tend vers 'infini, et conservant en cela les conventions
de signe de la thermodynamique, nous posons pour la tension superficielle
o

. Cosp _ZL’_
—ﬂE(cp)—I}Ln;o 5 ln 7 (116a)

Nous identifions ¢ & ’angle de la facette avec I’axe cristallographique Oz.
La tension dépend de ’angle ¢ et nous notons que L/cosy représente
la longueur de linterface que I'on suppose plate. Il revient au méme de
considérer la situation III ou les conditions au bord sont uniformément +,
mais ol I'on a joint deux sites x et y du réseau dual par une ligne arbitraire
du réseau dual. Les points x et y sont choisis de telle sorte qu’ils séparent les
régions de la frontiere ot s’opposaient initialement les conditions ¢ — —o.
Le long de la ligne qui les joint, les constantes de couplages § des liens
qu’ils intersectent sont changées en —3, ce qu’on a figuré en trait gras sur
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+ 4 b + + + +} +
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(1] (1) (1)

Figure 2: Différentes conditions aux limites sur une bande de largeur L.

la figure 2. En effet, ceci revient & changer le signe des variables (muettes)
o en dessous de la ligne de frustration dans le calcul de Z;;. La ligne qui
joint x a y est arbitraire & extrémités fixées. Dans ces conditions on a aussi
bien

—B%(p) = Jim Oz‘pl ZZ’ (116b)

Ceci suggere finalement une définition plus générale de la tension T dans le
cas bidimensionnel. A la limite du volume infini on considére deux points x
et y du réseau dual, tels que y — x fasse un angle ¢ avec ’axe Oz. On les
joint par une ligne arbitraire tracée sur le réseau dual, le long de laquelle
on change les signes des couplages relatifs aux liens incidents, 8 — —3.
On décrit cette opération en introduisant deux opérateurs de désordre aux
points x et y, appelés 6« et Gy, (insistons sur le fait qu’a ’exception de ses
extrémités fixes, la position de la ligne de frustration est arbitraire). Si Zy
désigne la fonction de partition frustrée & la limite thermodynamique, on a

(Gx6y) = %l - (117)

On pose

—p3(p) = tim D00

118a
lz—yl=oo |X =] (118a)
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L’expression précédente identifie X(y) & I'inverse de la longueur de corréla-
tion correspondante pour les opérateurs de désordre (dans la phase ordonnée
T < T.). Le nom d’opérateurs de désordre donné aux observables ¢ est dil
a Kadanoff et Ceva. Asymptotiquement

(Gx0y) ~ exp —BE(p) Ix — ¥ (118b)

En dehors de la région critique X(p) dépend en général de V’angle ¢ que fait
la direction y — x avec les axes du réseau (ici supposé carré) et posséde les
symétries de celui-ci

T(p) = B(—p) = B(r — ) = (37 — ¢) (119)

Cette derniére égalité n’est pas évidente 4 premitre vue avec la géométrie
de bandes que nous avons d’abord considérée.

Puisque la ligne de frustration joignant x a y est arbitraire on peut la
choisir de maniére & minimiser le nombre de liens frustrés. On peut en effet
modifier un spin o en —o dans le calcul de toute fonction de partition, ce
qui revient & frustrer quatre liens partant du site en question, ou encore a
introduire un petit contour élémentaire frustré le long d’une plaquette du ré-
seau dual. En observant que le produit de deux frustrations est équivalent a
I'identité, on se convainc aisément que I’effet d’une frustration le long d’un
contour fermé est équivalent a 'identité et donc que deux lignes de frus-
tration distinctes ayant les mémes extrémités sont équivalentes. On vérifie
aisément que cette construction se généralise dans le cas d’un nombre pair
d’opérateurs de frustration (et de lignes de frustration correspondantes).

A température T — 0, ou 8 — o0, le “colit” énergétique d’un lien
frustré est —28 (e~2P dans la fonction de partition), de sorte que, & la limite
|x —y| — o0, Z(p) tend vers 2 fois le nombre minimum de liens frustrés
divisé par la distance |z — y|. Par unité de longueur on frustre au minimum
un nombre |sin ¢| de liens verticaux et |cos | de liens horizontaux. D’ol

qlﬂim() B(p) = 2(|cos ¢| + |sin]) (120)

En coordonnées polaires () représente ’équation de quatre cercles pas-
sant par 'origine et centrés aux points (+1,+1). La tension de surface est
I’enveloppe extérieure de ces quatre cercles avec quatre points de rebrous-
sement situés sur les axes (figure 3).

On relie aisément la fonction de corrélation des variables de désordre
& a la valeur 83, & celles de spins o, variables d’ordre du modéle dual & 3,
en généralisant les expressions de dualité du premier paragraphe. En effet,
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L

Figure 3: Tension superficielle X(yp) & température nulle. La tension
superficielle est I’enveloppe extérieure de ces cercles; elle présente quatre
points de rebroussement situés sur les axes vertical et horizontal.

il suffit de comparer les développements de basse et haute température de
(66") et (o0’) respectivement, pour se convaincre que

(&x’&y’)g = (0'x‘7y),§ (121)

les deux quantités étant prises pour les mémes distances x —y = x' — y'.
En étudiant le comportement a grande distance, on en déduit que la tension
superficielle est liée & la longueur de corrélation & haute température par

1
€5(p)

ou £ désigne la longueur de corrélation pour les spins. En particulier la
tension superficielle s’annule & 8. avec le méme exposant critique v que
celui qui caractérise la divergence de £. Jusqu’ici nous n’avons calculé £
que le long des axes principaux, mais la méthode s’étend & des directions
quelconques (Cheng et Wu, 1967). En raison des symétries, il suffit de donner
P’expression pour ¢ compris entre 0 et 7/4

BE(p) = (122)

BE(p) = p(p)cosp + p(m/2 — p)singp

cos 2¢ cosh p(p) =2 cosh? (ﬁ - B) cos? ¢
S e (123)
- (cosh (ﬁ - ﬁ) sin? 2 + cos? 2go)
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En particulier si ¢ = 0 ou 7/2 nous retrouvons fEl =2(8-B),etap =7/4,

cosh % = cosh \/_%Eg = cosh? (ﬁ - ﬁ)

Lorsque 8 — o0, p(p) ~ p(n/2 — p) ~ 28 et nous retrouvons le résultat
annoncé en (120). Il est remarquable que pour 8 fini, p(r/2) s’annule, de
sorte que les points de rebroussement de X(y) disparaissent, et que la courbe

devienne différentiable. Enfin au voisinage de 3., p(¢) ~ 2 (,6 - B) oS ¢,

et la tension de surface (comme la longueur de corrélation dans la phase de
haute température) devient isotrope

8- B BE(p) = 1/¢5 ~2 (8 - B) (124)

11 en va de méme pour la fonction de corrélation toute entiere. Cette question
de I'approche 3 l’isotropie au voisinage de la transition est illustrée par
I’étude de la forme d’équilibre des cristaux, ici bidimensionnels. Remarquons
au passage que les formes d’équilibre des cristaux sont rarement observées
dans la nature. On parvient a les produire au laboratoire pour certains types
de matériaux, le plus souvent & trés basse température.

Cette forme d’équilibre résulte d’une compétition entre ’énergie libre
de volume et la tension de surface. En deux dimensions et & température
fixée, on veut donc minimiser [ £(p)ds, la surface totale étant fixée. Si on
choisit une origine arbitraire, ’élément d’aire est % [x Ads| = $x-nds, n
représentant la normale 3 la courbe d’interface (figure 4).

Figure 4: Notations utilisées pour minimiser la tension superficielle.

Si X(¢) était indépendante de la direction ¢, la forme d’équilibre serait
un cercle, mais ce n’est en général pas le cas. 1l s’agit donc, en introduisant
un multiplicateur de Lagrange, de minimiser
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/E(n) ds——/\/x-nds (125)

c’est & dire I'intégrale de la quantité X — Ax - n. Ceci suggere la construction
suivante (Wulff 1901). On porte & partir de l'origine dans la direction n,
la tension de surface ¥g(n), et on trace & partir de ce point la droite
perpendiculaire £ — x-n (figure 5), en absorbant le multiplicateur de
Lagrange A par une homothétie sur les coordonnées. La forme d’équilibre
du cristal est I’enveloppe de ces droites. En un point oli la courbe X(n) est
réguliére, si  désigne ’angle de n avec la direction Oy, n = (—sin ¢, cos ),
et si t désigne un vecteur unitaire orthogonal, tangent a l’enveloppe t =
(cos ¢, sin ), on trouve en minimisant (125) que

Figure 5: La construction de Wulff.

dx
= —t— 2
x td<p+n2 (126)

Lorsque ¥ est stationnaire, x est le long de n. Si ¥ est constante, la forme
est un cercle bien évidemment. En revanche lorsque dZ/dy est discontinu,
A(x-t) = A|dX/dy|, la position du point saute sur la droite perpendicu-
laire & n, et on obtient une face plane de normale n, dont la longueur est
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porportionnelle 3 la discontinuité. Ainsi les points de rebroussement de X(y)
conduisent & des faces planes. Cest ce qui se passe & T = 0, ol I’enveloppe
est formée des quatre points de coordonnées (+2,+2) et de quatre faces
planes, qui correspondent aux quatre points de rebroussement de ¥(p). La
disparition d’un rebroussement correspond 4 la disparition de la face plane
correspondante — on dit que la face devient rugueuse. Dans le cas du mo-
dele d’Ising bidimensionnel, & toute température positive plus petite que T
la surface du cristal est rugueuse (3 ’échelle microscopique), tandis qu’a
Péchelle macroscopique la courbe d’équilibre est réguliere et ne révele pas
la direction des axes cristallographiques. Sur la figure 6, les courbes d’équi-
libre, empruntées & un travail de Avron, van Beijeren, Schulman et Zia,
montrent comment le cristal s’arrondit, pour tendre vers une forme circu-
laire a T — T, .

Figure 6: Courbes d’équilibre successives pour des valeurs croissantes
de T/T,.

Etudier comment varie la courbure de la forme d’équilibre lorsque T — 0
au voisinage des “coins”.
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3. Théorie critique continue

3.1 Action effective

Revenons a lintégrale de chemin de Grassmann avec I’action (69) et
cherchons 3 la simplifier au voisinage de la température critique. Nous
avons vu que sur les quatre modes, deux restent massifs & T;, la longueur
de corrélation correspondante restant de ordre de la maille du résean.
Cherchons & les découpler des auntres modes mous qui eux contribuent au
comportement critique. Pour cela effectuons une transformation linéaire sur
les variables €

EH — % E eis7r/4,(/}s EV - _% e2isvr/4,l/}s
=41,43 =+1,+3
H 1 ) isw /4 vV _1 . dism/4 (127)
£ =—3 Z o3isw/ Vs £ =3 Z oltism/ R
s==+1,+3 s=+1,+3
On constate qu’au voisinage de t — t. = /2 — 1, les modes 9, tels

que s = =+3 restent massifs et donc ne contribuent pas aux singularités
critiques. On peut donc définir une action effective en deux étapes. D’abord
on néglige les modes 94+3. Les composantes restantes forment un spineur &
deux composantes

S8 =" tdp(x)oa(x) — Lty(x + uy)(1 + o2)(x)
” (128)

— 2tp(x + ug)(io3 + 02)Y(x)

avec u; et ug vecteurs unités le long des axes z et y (avec pour unité
de longueur le pas du réseau). Ensuite on passe & la limite continue ol
les sommes sont remplacées par des intégrales, ¥ par un spineur continu
différentiable et ¢/(x +u) est développé a l'ordre 1 en ¢(x)+u-Vy(x) +....
Cette deuxiéme étape consiste 3 remplacer ' — Seg. On se rappelle que
les variables 7 sont anticommutantes. Utilisons la notation complexe

=z +i et 0 9 _1 é——i—a—
FErTTY 0z 2\8z Oy

Le laplacien étant 489, on aboutit 3 ’expression

t—t,
t

S — Seg = %t/dzz {1/’+51/’+ + -0 + ( ) (4 — i¢—¢+)}

(129)
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Le champ (¢4, ¥_) est un champ de fermions libres “réel” (ou de Majorana)
4 deux dimensions. Au point critique ¢ = ¢, ¥, et ¥_ sont découplés, tandis
qu’au voisinage de ce point le terme de “masse”, proportionnel & ¢ - t., les

couple. Finalement on change d’échelle pour le champ en incorporant le
facteur v/t dans . Il est commode de poser

Vatpy =1 Vatp_ = T (3

ot 9 et 9 représentent maintenant des champs 4 une composante et m
correspond 3 notre définition précédente de mp quant ¢ — ¢.. Donc

Sz, o
S = [ GE (B0 +50%) +imi) (131)

L’équation du mouvement correspondante, c’est-a-dire ’analogue en deux
dimensions de I’équation {euclidienne) de Dirac, est donnée par

Oy — timy = 0 Y + 3imy =0 (132a)

et par suite chaque composante obéit a

(-400+m*) Y= (-A+m?) =0 (132b)
Le propagateur de ), 7 est I'inverse de 'opérateur matriciel

(5 2
7ri7m3’

.c’est-a-dire

(83} 85) (4 ) (o)
(P1v2) (Y192) —3im &, 86— im?) ,
- (0 B [ 2

1 5
—5im 0 T p?+m?

(133)

Au point critique, m = 0, et ’on a, pour le noyau de ’opérateur de
Laplace avec une échelle de longueur arbitraire

—40,0, (—1—1 1

o |x1 — X

)= 52 (x; — x2) (134)
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Donc le propagateur (192} ((¢192)) devient une fonction de 212 = 2 —
29 (212) seul

L

Z12

(¥192) (Y1) = (135)

7T
comme si le champ (1) était seulement fonction de z(Zz) .

Obtenir ’expression compléte du propagateur pour m # 0, et discuter
son comportement a courte distance.

On peut déduire du théoréme de Wick des fonctions de corrélation plus
générales comportant plusieurs champs 3 et 1. Par exemple on peut faire
appel 4 la définition du Pfaffien d’une matrice antisymétrique défini en (28),
pour écrire

I
(2 — Zj)

(¥(21) - - ¢(220)) = PE (136)

Notons une relation remarquable, propre au cas bidimensionnel de masse
nulle. II apparait que les carrés de fonctions de corrélation fermioniques
peuvent étre identifiés aux fonctions de corrélation d’opérateurs construits
en termes d’un champ libre bosonique de masse nulle. On a I’identité

(W(21) - P(220))" = (Pf ! ) = Hf (——1—2> (137)

zi = % (2 — 25)

ou le Haffnien (ainsi nommé par Caianiello par analogie avec le Pfaffien)
d’une matrice A;; symétrique et de dimension paire est défini comme I’ana-
logue bosonique du Pfaffien

1
1<5£2n Ay = 9npl Z Apips -+ Apra_1pon (138)

Permutations

C’est la somme sur toutes les appariements distinctes des 2n indices. Il
exprime le contenu du théoréme de Wick pour des bosons libres: si A,
représente la contraction élémentaire (ou valeur moyenne) de deux champs
de ce type, alors ’équation (138) donne la valeur moyenne d’un produit de
2n champs.

Pour en revenir a I’équation (137), on peut la démontrer par récurrence
en partant du cas évident ol n = 1. Le premier exemple non trivial, pour
n = 2 s’écrit
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1 1 1 \? 1 1 1
( - + ) =22 Tt 23 (139)
Z12234 213224 214223 219234 R13%24  Ri4%23

qui montre que les termes croisés obtenus en élevant au carré le membre de
gauche se compensent.

En voici une preuve directe. Le Pfaffien de 1/(2z; — z;) est impair dans
I’échange de deux variables quelconques. Considérons le comme une fonction
de z = 21, les autres variables étant fixes et distinctes. Il en résulte que son
développement de Laurent en z autour de toute autre z; aura un péle simple et
pas de terme constant. Aprés élévation au carré, on observe que ceci entraine
la compensation des termes croisés (qui feraient apparaitre des termes d’ordre
(2 = 2)™1). On pourrait en donner une autre démonstration en étudiant la
limite d’'un déterminant de Cauchy.

3.2 Fonctions de corrélation

Si 'on étudie le modele au voisinage du point critique, on rencontre
Popérateur “thermique” ou “densité d’énergie”, plus simplement appelé
opérateur d’énergie, couplé a la quantité m qui mesure la distance au point
critique T,. Dans la version discréte on a vu que c’était le produit de deux
spins voisins. Il prend ici la forme

e(z,2) = iy (140)

Sa valeur moyenne dans le vide, s’annule ainsi que toutes ses fonctions de
corrélation d’ordre impair. Celles qui sont paires se déduisent du théoréme
de Wick, comme par exemple

(er€2) = ~ (Y191 aype) = 21; 1

— 141
- 29 21 - 22 ( )
Cela signifie que ¢ est de dimension 1 en prenant comme unité I'inverse

d’une longueur. Plus généralement on a

(61 e2p) = (=1 ($thr -+ o) = P ! pr 1 (142)

—Zj Zi—Zj

En utilisant I'identité (137) on peut obtenir une interprétation intéressante
de Pexpression (142) en 1’élevant au carré

(€1 €an)’ = HE — Hf ' (143)
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Ceci nous incite & comparer le modéle obtenu par duplication du modéle
d’Ising avec une théorie bosonique de masse nulle. Par analogie avec ’action
fermionique effective (131), on peut considérer une action bosonique, qui
s’écrit, en omettant le terme de masse

d?z d?z -
Sbosonique = g‘ﬂ(—Aip) = /5650350 (144)

En utilisant une unité de longueur arbitraire, le propagateur correspondant
est

1
((pl(PQ) = ln [(21 — 22) (21 _ 22)] (145)

Celui-ci croit indéfiniment & grande distance et par conséquent ne peut
pas décrire une observable convenable. Mais on peut utiliser ¢ comme
une quantité intermédiaire qui permet de construire des observables par
dérivation ou exponentiation. De (145) il résulte que

1 5 & 1
[ asa a(p Y
(21 - 2’2)2 < ' 2> (21 - 22)2

(8p102) =0 (146)

(0p10p2) = —

d’olt

_ = 1
(e162)” = ((90Dy), (09Dy),) = = (1470)
(11— 22)" (21 — 22)
et plus généralement
(€1 €2p)° = <(8<p5<p) -+« (8p0p) > —Hf—  Hf—
' > (- %) (u-2)
(1475)

L’interprétation est donc qu’en considérant le produit de deux théories
fermioniques de Majorana, I'opérateur e¢’ (ot le prime distingue la deuxiéme
copie) peut &tre identifié avec Hipdy, ou encore Pip’ avec Oy, et P’y avec Ay,
qui sont fonctions seulement de z et Z respectivement. On obtient ainsi une
“bosonisation” d’une paire de modeles de Majorana, cette paire pouvant
étre considérée comme la description d’un champ fermionique complexe.
Les quantités
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, -
J= ‘[ffp_ =9 07 =0 (148)
J =" =0p OJ =0
sont ici des courants conservés (puisque 09y = 0) associés 3 l’invariance
par un groupe de rotation abélien dans ’espace “isotopique” (v,%’) par
Pintermédiaire du théoréme de Noether.

Nous indiquons aussi ci-dessous les expressions analogues pour les
corrélations entre opérateurs de spin, en renvoyant a la littérature pour
une discussion compleéte. Il est commode d’utiliser la normalisation suivante
de la fonction a deux points

V2

(010'2) = —1/4 (149)
| 212

Les fonctions de corrélation élevées au carré s’écrivent alors

{o1-.. U2n)2 = Z H |Zij|€i€j/2 (150)
ei=tl,e1+tem=0 1<i<j<2n
En termes de champ bosonique ¢ on a
. y 1

(:elo¥r reTiovz 1) = (151)

3 — o2
(21 — 22)* (71 — 22)°

ol le symbole : : implique "omission des auto-contractions et ou les valeurs
moyennes de ces exponentielles s’annulent toutes les fois que la “charge”
totale, c’est-a-dire la somme des coefficients des ¢, est non nulle. Si 1’on
prend a = —;—, on trouve ’identification

(g’l .. ‘g'2n)2 = <: eiﬂ"l/z + e_i‘/71/2 el (_3i$02~n/2 + e_iﬂo2n/2 :> (152)
ou encore sous forme opératorielle
oo’ =: /2 4 e71¥/2, (153)

Partant de la formulation initiale du modgle d’Ising et de la transforma-
tion de Jordan-Wigner, démontrer les formules (150)-(153) pour les fonctions
de corrélation du spin.

La formulation continue que 'on vient de donner sera développée
au chapitre IX ol Pon donnera une discussion générale des phénomeénes
critiques en deux dimensions.
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Appendice A. Différences quadrathues et équations de
Painlevé

Le couronnement des travaux sur le modéle d’Ising bidimensionnel
est un ensemble d’équations quadratiques aux différences finies, obtenues
par McCoy, Perk et Wu, qui déterminent les fonctions de corrélation sur
résean pour une distance et une température quelconques. Ces relations
se réduisent prés du point critique, & des équations de Painlevé pour les
fonctions & deux points et se généralisent aux corrélations d’ordre plus élevé.
Une discussion analogue est due & Sato, Jimbo et Miwa, dans un cadre
plus mathématique. Pour rendre justice au sujet, il convient de mentionner
brievement ces aspects, méme si leurs développements (dans le cadre des
modeles intégrables) ne sont pas exposés ici. Nous nous limiterons au cas
de la fonction de corrélation spin-spin, bien'que la méthode s’étende aux
fonctions & plus de points. Comme nous le verrons, la dualité joue un role
crucial dans la démonstration.

Revenons & la matrice de transfert agissant sur une rangée de taille L
(avec L tend vers l'infini). Considérons les fonctions de corrélation de deux
spins situés en (z¢,y0) et (z1,¥1). Supposant par exemple que y1 > o

Tr (TM—y1 0':(011) TYy1—% 0-2))’1‘?!0)

<0'z1y1 Uzo‘yo) = M,IIIJIEoo Ty T (154)
Rappelons que d’apreés les définitions (56)
(1) = Ui )1/2 z—1/2,z
z—1 1 z—1
05,,1_)1/2 = H ?Fk—-1/2,krk,k+l/2 = H U;(cs) (155)
0 0

ol a; )1 /2 Ccommute avec Iz_1/2,c et peut aussi étre exprimé sous la forme de

Pexponentielle d’une forme quadratique en I', puisque exp %ﬂI‘l Iy =TT
Posons

A=Tn"¥% B = TM-(y1—vo)
A= ;11) 12 Ty1 yoo.it) 12 AB=TM (156)

11 vient

. Tr (Fz1—1/2,11AFz0—1/2,ng)
(O omu) =, lim T 4B

(157)
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ol A, A, B sont tous des exponentielles de formes quadratiques dans 1’al-
gebre de Clifford (ou fermionique). Utilisons maintenant une variante opé-
ratorielle du théoréme de Wick. Si U et V sont des exponentielles de formes
quadratiques dans les variables T" et si O; et O sont des mondmes en I’

Tr OUOLV
T UV

ol par contraction on veut dire TrI' T2 UV /Tr UV, si I'; et 'y appartien-
nent & Oy, TrI1 T VU/ Tr UV, siT et I's appartiennent & Os et Tr T U2V
/TrUV si I'y appartient & O; et I'> & O2 (ou vice-versa). Les tcrmes du
membre de droite sont affectés du signe de la permutation des I' correspon-
dante. Cette propriété est clairement une conséquence de la représentation
en intégrales de chemin. Nous laissons au lecteur le soin de la prouver di-
rectement. En appliquant ceci avec U = A et V = B on obtient

= Somme sur les produits de contractions

Tt ABX Tt (Ta, -1/2,0,Fes o0 41/24T 012,20 2041728 ) =
=Tr (Te, 1720 T a1 141/24B) Tt (ATag1 /200 a0,0041/2B)
- T\I' (Fz1—1/2,zl AFmo—l/?,IoB> Tr (rxl,m1+1/2jrzo,zo+l/2B>

+Tr (Fw1—1/2,a)1 Arzo,zo-i—l/?B) Tr (Fz1,z1+1/2AI‘z0—1/2,moB)
(158)
Divisons les deux membres par (Tr AB)? pour remplacer toutes ces quantités
par des valeurs moyennes et donnons une interprétation des six termes en
utilisant ’algébre des I, les fonctions de corrélation des spins agl), appelées

C, et les fonctions de corrélation des opérateurs de désordre Uil+)1 J20 (ou

encore des spins & la température duale), appelées C.
1l vient, & la limite thermodynamique (L, M — 0)

1 i 1 (1) (1) 5
T AB TrAB = T AB Tro,” /pA0,,_1 2B =C (21 — 20,91 — %0).-

in) 1 (1) (1
Tr (Fm—l/?,mrzlyrﬁ-l/?AB) _TrABTr (Uzl+1/2Aamo-1/2B>

=il (1‘1 —xo+ 1L,y — yo)

Tr AB

1 . .
Tr AB Tr (AP”0‘1/2:$0P10,10+1/2B) :’10 (®1 —zo— 1,91 — Yo)
Tr AB Tr (F’“‘l/zvzl‘&rzo—l/zroB) =C(z1 — Zo,¥1 — ¥Yo)

Avec les notations (74), on calcule en utilisant 1’équation du mouvement,
c’est-a-dire la commutation avec la matrice de transfert T,
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1
Cler—wo, 1~y +1) = s Tr (T*IU&)TA"&)B)
1

= C’C (1’1 — Zo,Y1 — yO) —_ lgTrAB Tr (Fz1,11+1/2/ﬁ‘$0_1/2,z03)

et
C(z1 — %0, Y1 — ¥0) =(0a1,11+1020,y0+1)
C? Tr];lB Tr (Tz1—1/2,z1 A"Fxo—l/Q,:EoB)
- iC‘S‘ﬁ—B- Tr (Fxl,z1+1/2Aon—l/2,zoB)
- iC’S'TrlA = T (Tey-1/2,0, ATau,z041/2)

On obtient donc

C(z1 — To,y1 — ) — C(z1 — 20, ¥1 — Yo — 1) C(z1 — Zo, 91 — Yo + 1) =

~ 1 ~ ~
2 T
==5 (Tr AB)? [(1—‘11—1/2‘11AF10—1/2,10B) Tr (Fw1,r1+1/2AFIo,:c0+1/2B)

—Tr (le—l/zyrlAFwoyro+1/2B) Tr (rn,9«'1+1/2AF=¢0—1/2,2¢0B)]
c’est-a-dire qu’on obtient une interprétation des derniers termes dans (158).

En rassemblant ces résultats on obtient la premiere équation quadratique
aux différences finies

S [Cz(xvy) - C(l‘,y + 1)C(Il,‘,y - 1)]
oy - - (159a)
+s@(@w—cu+1wwu~1wﬂ=o

La seconde équation est obtenue en échangeant les rdles des coordonnées
et y, c’est-a-dire en effectuant une symétrie discréte sur le réseau (ou encore
en échangeant 3 et 3)
T _ i (159b)
+5[Ca,9) - Cla,y + 1),y - 1)] =0

En appliquant de nouveau le théoreme de Wick & une autre combinaison
d’opérateurs, on obtient par la méme méthode une troisieme relation (sy-
métrique en z et y)

SlC(z+1,y+1)C(z,y) —C(z + 1,y)C(z,y + 1)] =
S [(f(z+1,y+l)é(z,y)—é(z+1,y)5(z,y+l)] (159¢)
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Ces relations présentent une symétrie (ou antisymétrie) par dualité. Si
on leur adjoint des conditions aux limites convenables, elles déterminent
complétement la fonction & deux points. La méthode se généralise pour
les corrélations d’ordre plus élevé. Supposons maintenant qu’une limite
continue a un sens au voisinage de 7T, et étudions ce que deviennent ces
expressions dans ’approximation continue. Pour cela faisons d’abord entrer
un facteur S1/2 = sinh 24'/2 dans la définition de C

si2c ¢ (160)

développons tous les termes des équations (159) & Pordre deux en fonction
du pas du réseau et utilisons les coordonnées complexes z = z-+Hiy, z = z—iy.
Le systéme prend alors la forme

(cadC — Beac) + (caac 8CaC) = (161a)
COC - (9C)* = ( )2 (161b)
co*c - (8c)? = - (8c)® (161c)

Supposons que C (et ¢ } solent isotropes, c’est-a-dire uniquement fonctions
de la distance |z|. Les deux équations (161b) et (161c) se réduisent ainsi &
une seule. Pour un temps posons

25 = e C=ef C=ef (162)

Il vient alors
2 e f =0 (163a)
e2f(f//_2fl) :ezf (]Z//_Qf-'/) (163b)

ot les primes indiquent la dérivation par rapport & ¢. Ces équations doivent
satisfaire une condition de compatibilité. Pour I'obtenir, on récrit le systéme
sous la forme

e2ffI:e2f (f/_f"//) (164a)
e fr = (f - ) (164b)
et on prend la dérivée par rapport a ¢ de la deuxiéme équation

e2f (f//+2f/2) :e2f (fll ___f///+2f/2 _2flf//)



100 INTEGRALES DE GRASSMANN II.A
On utilise (163a) pour remplacer e2f f" par —e2f " et (164b) pour remplacer
2e2/ {2 par 2f'e2/(f' — f"). On obtient alors

f”l_2f,2—2f”+2f’f”+2fl(fl’_f“)::0
JE/// _ 2f7/2 _ 2f// +2flf" + Zf, (J‘E/ _ f”) =0

ol la deuxieéme égalité est déduite de la premiére par dualité. En ajoutant
les deux équations on trouve
% [f//+f/2 +]E'u_+_J‘EI2 _2flfl] -9 [fir+f12 +J'£n+fr‘2 —2flf,} =0

d’ou apres intégration

Fr+ P f 4+ PP —2f f = cst e = cst 22 (165)
Si Von revient & la fonction initiale, on voit que ceci est équivalent a
%kwaww&ﬁm&ﬂwﬂ=m=%ﬁ (166)

On identifie la constante du membre de droite & m?/4 en supposant qu’aux
grandes distances pour T' > T,

C — cst C— C—St-exp —m|z| (167)

|2|*

On a maintenant ce qu’on peut appeler le systéeme de Painlevé

CodC + COHC — 8Ccac — o€
CO8C + CHSC — dCHC — HCAC =

=0 (168a)
im?cC (168b)

La deuxiéme équation fournit ’échelle des longueurs. Changeons de variable
en posant

u=imz (169)

et interprétons maintenant les opérations de dérivation comme effectuées
par rapport & u et % , ce qui revient & remplacer m?/4 par 1 dans (168b).
En additionnant et en soustrayant les deux équations de (168), on obtient
le systéme suivant
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C+C=e" C-C=eM u=%g (170a)
408(L — M) = ?(I=M) _ o=2(L=M) (170b)
408(L + M) = 2 — 2(L~M) _ =2L=M) (170c)

Rappelons que C et C, et donc L et M, ne dépendent que de |z|. L’équation
(170b) détermine (L — M), tandis que (170c) fournit L+ M, pourvu qu’on se
donne des conditions aux limites. Le systéme (170) détermine donc C et C.
L’équation de Painlevé proprement dite est (170b), ou L — M ne dépend que
de |2|. Si l’on tient compte de ce fait, ’équation (170b) devient une équation
différenticlle non linéaire du second ordre avec cette particularité que ses
solutions n’ont que des poles pour seules singularités mobiles (c’est-a-dire
dépendant des conditions aux limites). Plus précisément si

¢-c :
= _(L_M):— = :l
n=e o T =lu| = sm|z| (171a)
1d?p (ldg\® 1dyp _, 1 71b
gar &) Tra T g (1715)

Cette équation est invariante lorsqu’on change n — 1/ . On peut se
contenter de la solution pour T légérement supérieur a T, puisque le résultat
pour C et C fournit alors également C en dessous de T,. Les conditions
(167) impliquent que 7 tende vers 1 aux grandes valeurs de 7, & des termes
exponentiellement petits pres. Si I’on néglige (n'/n)? devant 5’ /7, il vient

e—2'r

17:1+Cstr1/2

+ “en
de sorte que I’exposant a dans l’estimation (167) vaut a = 1/2, résultat en

accord avec I’équation (107). Nous laissons le lecteur se convaincre que le
comportement asymptotique dominant est

( 2 / 2
=1-2Ko(2r)+...=1— mmlzl
n 71_Ko( r) + 7rm|z|e +

|z| = 00 { C — cst (172)

1

—m|z|
2m|z|e

C/C ~ %Ko(2r) ~

\

tandis qu’au voisinage de lorigine, C et C possedent le préfacteur attendu
~1/4
en |z|
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1
(m |z])*/*
~ 1
€~ o |

[1+3m|zlinimiz] +--]
|z| — 0 (173)

1-1imlz|lngm|z| +-- ]

Notes

Les variables de Grassmann sont introduites et discutées dans ’ouvrage
de F.A. Berezin The Method of Second Quantization, Academic Press, New
York (1966). Elles sont maintenant utilisées dans des contextes divers, y
compris pour le traitement des systémes désordonnés. Des exemples en
seront donnés au chapitre X.

Le modele d’Ising fut introduit par Lenz, Z. Physik 21, 613 (1920) et
étudié par E. Ising, Z. Physik 31, 253 (1925). Nous mentionnons ici certains
des travaux fondamentaux se rapportant a la solution bi-dimensionnelle,
ainsi que ceux qui sont reliés & la présentation que nous avons choisie.
Une preuve de 'existence d’une phase ordonnée a basse température, non
discutée ici, est due & R. Peierls, Proc. Cambridge Phil. Soc. 32, 477 (1936).
Les méthodes utilisant la matrice de transfert et 1a dualité apparaissent dans
H.A. Kramers et G.H. Wannier, Phys. Rev. 60, 252, 263 (1941). L’énergie
libre a été obtenue griace a l'introduction de ’algeébre de Clifford, par L.
Onsager, Phys. Rev. 65, 117 (1944). La démonstration a été simplifiée par
B. Kaufman, Phys. Rev. 76, 1232 (1949). Onsager a aussi donné ’expression
de ’aimantation spontanée dans Nuovo Cimento 6, Supplement, 261 (1949).
Une démonstration compléte a été fournie par C.N. Yang, Phys. Rev. 85,
808 (1952). M. Kac et J.C. Ward ont développé une technique combinatoire
dans Phys. Rev. 88, 1332 (1952). On trouve d’autres articles de revue et des
méthodes différentes dans G.F. Newell et E.W. Montroll, Rev. Mod. Phys.
25, 353 (1953), E.W. Montroll, R.B. Potts, J.C. Ward, J. Math. Phys. 4,
308 (1963), T.D. Shultz, D.C. Mattis, E.H. Lieb, Rev. Mod. Phys. 36, 856
(1964), H.S. Green et C.A. Hurst Order disorder phenomena, Interscience,
London (1964). Les effets de taille finie sont discutés par A.E. Ferdinand et
M.E. Fisher, Phys. Rev. 185, 832 (1969).

Le lemme sur les déterminants de Toplitz est exposé par G. Szegé dans
Communications du séminaire mathématique de l'université de Lund , tome
supplémentaire dédié & M. Riesz, 228 (1952) et & M. Kac, Duke Math. J.
21, 501 (1954).

On trouve un exposé général comportant de nombreuses références et
une présentation des premiéres contributions des auteurs dans B.M. McCoy



II.Notes INTEGRALES DE GRASSMANN 103

et T.T. Wu, The Two-Dimensional Ising Model , Harvard University Press,
Cambridge, Mass. (1973).

Le concept des variables d’ordre et de désordre est développé dans
L.P. Kadanoff, H. Ceva, Phys. Rev. B3, 3918 (1971).

La construction de la forme d’équilibre des cristaux & partir de la
tension superficielle est due & G. Wulff, Z. Kristallogr. Mineral. 34, 449
(1901). Voir aussi C. Herring, Phys. Rev. 82, 87 (1951). Le calcul pour
le modele d’Ising bidimensionnel est fondé sur le travail de H. Cheng et
T.T. Wu, Phys. Rev. 164, 719 (1967), P.G. Watson, volume 3 de la série
des Domb et Green, D.B. Abraham et P. Reed, J. Phys. A10, L121 (1977)
et C. Rottman et M. Wortis, Phys. Rev. B24, 6274 (1981). Les courbes
proviennent de J.E. Avron, H. van Beijeren, L.S. Schulman et R.K.P. Zia,
J. Phys Al15, 181 (1982). Voir aussi R.K.P. Zia et J. Avron, Phys. Rev.
B25, 2041 (1982).

La représentation du modele d’Ising en termes d’intégrales de Grass-
mann est inspirée du travail de S. Samuel, J. Math. Phys. 21, 2806, 2815,
2820 (1980), et de I'un des auteurs dans Nucl. Phys. B210[FS6], 448 (1982).

Le calcul des fonctions de corrélation  la limite continue est du i
T.T. Wu, B.M. McCoy, C.A. Tracy, E. Barouch, Phys. Rev. B13, 316 (1976).
Pour une relation avec la théorie des champs continue, voir A. Luther,
I. Peschel, Phys. Rev. B12, 3908 (1975), ainsi que le travail de 'un des
auteurs avec M. Bander, Phys. Rev. D15, 463 (1977), et avec J.-B. Zuber,
Phys. Rev. D15, 2875 (1977), et celui de M. Bander et J.L. Richardson,
Phys. Rev. B17, 1464 (1978).

Les équations quadratiques aux différences finies sont discutées par
B.M. McCoy et T.T. Wu, Phys. Rev. Lett. 45, 675 (1980), J.H.H. Perk,
Phys. Lett. T9A, 1,3 (1980), B.M. McCoy, J.H.H. Perk, et T.T. Wu, Phys.
Rev. Lett. 46, 757 (1981).

Le travail de M. Sato, T. Miwa et M. Jimbo se trouve dans une série
de publications, Proc. Jap. Acad. 533A, 147, 153, 183 (1977) et Publications
R.I.M.S., Kyoto University, 14, 223 (1978), 15, 201, 577, 871 (1979).

Pour la classification des équations de Painlevé, voir E. Ince Ordinary
Differential Equations , Dover, New York (1945).






CHAPITRE III
BRISURE SPONTANEE DE SYMETRIE

CHAMP MOYEN

Dans de nombreux modeles de mécanique statistique le paramétre d’or-
dre se transforme selon une représentation d’un groupe de symétries fini,
discret ou continu. Plus la température est élevée, plus les fluctuations sont
importantes. Ainsi, on s’attend en général & trouver & basse température des
phases pures qui possédent un groupe de symétries plus restreint, la valeur
d’un parametre d’ordre y étant en effet non nulle. C’est cette situation que
P’on définit comme une brisure spontanée de symétrie. Un exemple typique
est le modele de Heisenberg classique qui décrit les interactions a courte
distance d’un champ ¢ & n composantes ayant pour groupe de symétrie le
groupe orthogonal O(n). Pour n = 1, 2, 3, ce modeéle peut s’appliquer &
une transition de Curie ferro-paramagnétique. En physique des particules,
le modeéle ¢ de Gell-Mann et Lévy fait intervenir une brisure spontanée de
Pinvariance chirale, caractéristique des champs de spineurs de masse nulle,
qui s’accompagne de modes d’excitation mous de Goldstone associés aux
mésons 7, et qui fait apparaitre une masse non nulle pour les fermions. En
premiére approximation on étudiera ’action classique proprement dite, ou
une action effective tenant compte de certaines fluctuations. Dans certaines
plages de parameétres on cherchera les extrema en fonction des configurations
du champ. Les autres fluctuations seront ensuite traitées perturbativement.
Cette méthode du champ moyen apparait dans les contextes physiques les
plus variés, depuis la formule de Clausius—Mossotti donnant la constante
diélectrique d’un milieu polarisable, le champ moléculaire de Weiss dans la
théorie du magnétisme, la méthode de Landau en physique statistique, la
notion de milieu effectif dans I’étude des milieux désordonnés, la méthode
de Hartree-Fock en physique atomique ou dans le probléme & N corps,
jusqu’a l’analyse semi-classique des systémes quantiques. La méthode ma-
thématique commune consiste, & un stade ou & un autre, & appliquer ’ap-
proximation du col & une intégrale fonctionnelle, en étudiant la validité de
I’approximation & I’aide des corrections correspondant aux fluctuations au
voisinage du ou des cols. Quand & l'idée physique, elle consiste en un sens
trés général 3 substituer a la dynamique ou 3 la statistique d’un systeme a
un grand nombre de variables équivalentes couplées, celle de 'interaction de
1’une d’entre elles avec un champ effectif, produit par les variables restantes,
et déterminé de maniére auto-cohérente. Les exemples qui suivent montrent
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comment ces idées sont mises en oeuvre en pratique.

1. Approximation de champ moyen

1.1 Constante diélectrique d’un milieu polarisable

Pour illustrer par un premier exemple ce type de considérations, rap-
pelons la dérivation de la constante diélecirique £ d’un milieu polarisable.
L’introduction d’une charge test dans un tel milieu induit une densité de
charge pina(x), d’intégrale totale nulle (le milieu étant globalement neutre).
On peut donc lexprimer comme la divergence d’une densité de moment
dipolaire

Pind(x) = =V - P(x) (1)

En multipliant les deux membres par x, en prenant l'intégrale sur tout
I’espace, et en intégrant le membre de droite par parties, ce qui suppose que
Pind (%) et P(x) sont suffisamment localisées, on obtient le moment dipolaire
total induit

Prox = / X Xpina(x) = / &x P(x) )

Une translation x — x + x¢ ne modifie pas ce résultat, car la charge totale
induite est nulle. Ainsi, la loi de Gauss divE = p/ey, qui donne le champ
électrique produit par la densité totale de charge p = pext + pind, peut étre
écrite sous la forme

div (E + B) = divD = ezt (3)
€o €0

La valeur de la constante diélectrique du vide £q fixe la relation entre

les unités et vaut 107 /4mc® dans le systtme MKS. Lorsque le milieu est

isotrope et le champ électrique suffisamment faible, la polarisation est

proportionnelle au champ, et I’induction électrique s’écrit

D=E+E—=5E 4)
€0

ou ¢ est la constante diélectrique du milieu. D’un point de vue microsco-
pique, la polarisation P est la résultante des dipoles individuels p associés
aux molécules du milieu, et en moyenne égale & np ou n est le nombre de
porteurs de dipoles par unité de volume. Dans la limite des champs faibles,
chaque dipole individuel p est lui-méme proportionnel 3 un champ électrique
local E},. agissant sur la molécule, selon p = aEj,., la constante de propor-
tionnalité o étant la polarisabilité de la molécule isolée. Il s’agit maintenant
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d’évaluer E),. qui peut étre considéré comme la superposition de trois contri-
butions: le champ électrique E produit par les sources extérieures; le champ
E; produit par les dipoles lointains du matériau, situés a ’extérieur d’un
volume sphérique {conformément 4 V’isotropie du milieu), grand a P’échelle
microscopique et petit & 1’échelle macroscopique; enfin le champ E; produit
par les molécules proches, situées a I'intérieur de ce volume. Dans un mi-
lieu possédant un haut degré de symétrie (un milieu désordonné, un liquide,
méme un milieu ordonné & symétrie cubique), ce champ E; est nul. Calculer
le champ E; a l'intérieur de la cavité est un exercice élémentaire classique:
c’est le champ créé par une distribution superficielle ¢ = ~n - P, ol n est
la normale extérieure. Choisissons ’axe z le long de P, notons R le rayon
de la sphere; le potentiel le long de ’axe z s’écrit

R22r / T cosfd P
=-P— d cos@ =—2—
9(2) 4dren Jyo VR?2 4+ 22 — 2Rz cosd ‘ 3eo

Au centre le champ E; = —V¢ vaut

_ P
_380

Le champ local s’obtient en ajoutant E + E; = E + P/3¢¢. Le moment
dipolaire induit d’'une molécule s’écrit donc

E,;

P
p=aE10c=a<E+3—E;>

En multipliant les deux membres par la densité n, on obtient

P =na (E+ L)
360

Portant ce résultat dans la définition (4) on obtient

=1 _lna
e+2 3¢

()

dite relation de Clausius-Mossotti (ou de Lorentz-Lorentz en optique en
remplacant ¢ par le carré de 'indice de réfraction) qui relie la constante
diélectrique phénoménologique ¢ & la polarisabilité microscopique a. Le
caractére autocohérent provient du fait que le calcul de Ejoc permettant
d’obtenir la polarisation locale, se fait en tenant compte de la polarisation
des autres molécules.
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L’approximation de champ moyen (5) ne prend pas en compte les fluc-
tuations et les corrélations. Voyons comment celles-ci se manifestent dans le
cadre de la théorie classique de Kirkwood-Yvon. Considérons, d'un point de
vue microscopique, un milieu homogene, non polarisé, de densité moléculaire
moyenne n. Désignons par x; les positions des différentes molécules, et par E,
comme précédemment, le champ extérieur. Le moment dipolaire p; induit sur
la molécule i est donné par

pi=a|E- Z Ki;p;
gy J#i
oi K;; désigne la matrice

1

1
Kij=—Vi®V; ——
xi — x|

4meg

et représente le champ créé en x; par les autres dipoles. En notant (p) = (p;)
la moyenne statistique, indépendante de ¢, du moment dipolaire, on peut écrire

pi=0o|E— Z (Kij) (pj) — z (Kijp; — (Kij) (Ps))

Jri#i JhJ#i

Un calcul analogue & celui effectué ci-dessus donne

po=a|B- Y (Ki) ()| =a[B+ =] = S+ 2E
Jri#i

Si on néglige les fluctuations de p;, l'identification de po et de P permet
de retrouver le résultat (5) de la théorie de champ moyen. Pour obtenir la
premiére correction & ce résultat, il suffit d’itérer la relation

Pi =Po—« Z [Kijps — (Kij) (ps)]
Jii#i
en considérant formellement a comme petit. En se limitant 3 une seule
itération, et en moyennant, on obtient

{p) = po + o Z [(Kinjk> - (K;) <Kjk>] Po+---
j. K
ARt
Comme pg = %a(s + 2)E, il est évident que p est dirigé selon E, vecteur

unitaire pointant dans la direction du champ extérieur. En multipliant les
deux membres par n/eg, on trouve aisément
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e—1 na
=—[1+8 6
P 3EO[+ ] (6a)

S = a? Z E [<Kinjk> — (Ki;) (K]k>] E+ 0>e®)

ik
jHEL k#ET

Oh peut décomposer la somme ci-dessus en deux termes, 'un ne faisant
intervenir que les termes avec j # ¢ # k et l'autre correspondant & k = 4.
En faisant tendre simultanément vers I'infini le nombre total de molécules N
et le volume total V, on peut définir les fonctions de distribution moléculaires
par les relations du type

maxs = x2) = 3 (60x1 = x0)6(x2 — x5)) = n%ga(lx1 — xal)
0.5

dans laquelle 1'apostrophe traduit ’omission des termes ¢ = j. On obtient
alors, par exemple

Il

Z (f(x: —%;3)) %-‘17 /d3x1d3xzf(x1 —x2) Z’ (6(x1 — xi)b(x2 — x;))

Jri#i 4hJ

%/dsxng(x)f(x)=n/d3x92(x)f(x)

A Taide de ces expressions nous obtenons le terme correctif S. En effectuant
les sommations et les intégrales angulaires, il vient

a? < g2z
S=——=<8mn dez——
(4mep)? o z4

(6b)
+ n? / d¥x ddx, 220K X2) = 92(31)92(22) 00 o 1]} +0(c®)

z{z3

relation montrant que, a I’'ordre le plus bas, la correction dépend quadratique-
ment de la densité ou de la pression. Au voisinage d’une transition continue,
I'importance des corrélations & longue distance rend incorrecte I’approche per-
turbative ci-dessus, et provoque le phénomeéne d’opalescence critique.

1.2 Modele de spin classique - Symétrie discrete

Raisonnons sur un modele d’Ising. Nous utiliserons un réseau hyper-
cubique 3 d dimensions. Le nombre de voisins (nombre de coordination)
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g = 2d d’un spin donné croit linéairement avec d. Le facteur de Boltzmann
associé a une configuration donnée, dans un champ extérieur h, s’écrit

p(o) =Z Lexp ,BZaiaj + hZai (N

(i5) i

En toute rigueur le champ extérieur est porportionnel & h/3, mais nous
garderons la terminologie ci-dessus. Pour h = 0, les facteurs associés aux
configurations {o;} et {—o;} sont identiques: le groupe & deux éléments
Z[2Z = +1,-1, noté plus simplement Z5, est donc le groupe d’invariance
du modeéle. Nous avons vu au chapitre II que, au moins dans le cas
a deux dimensions, le modéle d’Ising conduit & une phase ordonnée &
basse température, dont les états purs sont caractérisés par Dexistence
d’une aimantation spontanée brisant la symétrie Zs. Poursuivons 1’étude
en dimension plus élevée en utilisant la notion de champ moyen. Compte
tenu de I’expression (7), il est tentant de considérer la variable aléatoire

H;=8) o (8)
i@

comme un champ dfi aux voisins agissant sur o; dans le méme esprit que
celui qui nous faisait calculer le champ électrique local comme di aux autres
dipoles dans un milieu diélectrique. Dans le cas présent, néanmoins, les
interactions sont a courte portée. Lorsque d augmente, le nombre de voisins
intervenant dans (8) croit également. On peut donc penser que, lorsque le
nombre de coordination est grand, il est possible de négliger les fluctuations
de H;, et en s’inspirant du théoréme central limite, de remplacer H; par
sa valeur moyenne. Si, & la limite A — 0, la valeur moyenne de H; ne
s’annule pas, il y aura brisure spontanée de symétrie. Ce champ moyen
doit étre calculé de maniére autocohérente. Nous allons présenter plusieurs
méthodes pour obtenir ce champ moyen illustrant divers aspects de cette
approximation.

Dans le calcul de la fonction de partition Z, normalisant dans (7) le
facteur de Boltzmann, on peut inverser le signe de n’importe quel ensemble
de variables o, puisqu’il y a sommation. Cette quantité est en particulier
invariante si, avant de sommer, on change le signe d’un spin unique o;.
D’aprés la définition de H;, on obtient I’identité

1 = (exp(-20;(H; + h))) (9a)

ou, de maniére équivalente

(cosh 2(H; + h)) = 1+ (o;sinh 2(H; + h)) (9b)



111.1.2 BRISURE SPONTANEE DE SYMETRIE - CHAMP MOYEN 111

I’approximation consiste & remplacer la variable aléatoire H; par sa moyen-
ne H, invariante par translation, et & identifier {o;) & l’aimantation M. Il
vient alors

__cosh2(H +h)—1
" sinh2(H +h)

= tanh(H + h) (10a)

expression qui, rapprochée de (8) impose

H =28dM (10b)

La seconde relation exprime que le champ local est créé par les dipéles ma-
gnétiques voisins, et la premiere que ’aimantation répond au champ total,
somme du champ extérieur h et du champ moyen H. Il est remarquable qu’a
la limite d’un champ extérieur nul, A = 0, ces équations peuvent admettre
une solution commune non triviale. Pour A = 0, la symétrie Z; du probléme
entraine qu’a toute paire (H, M) correspond la paire (—H,—M). On peut
donc se contenter d’examiner le cas H > 0, solution de

ﬂHB = tanh H (10c)
Dans le cas général, il convient de remplacer 2d par le nombre de coordina-
tion du réseau, qui est supposé grand. Si 2df > 1, c’est-a-dire & température
suffisamment basse, les équations (10c) admettent une solution M non nulle
qui part de zéro pour 8 = 3. = (2d)~! et croit avec 3, tendant vers la limite
1 lorsque 8 tend vers Vinfini. La résolution graphique de (10c) est repré-
sentée sur la figure 1. A haute température, 8 < S, ou le champ local et
I’aimantation spontanée s’annulent, on s’attend a une phase désordonnée
symétrique. Remarquons que plus le désordre augmente, plus le degré de
symétrie est élevé. De la méme facon Dexistence d’un réseau cristallin apres
solidification traduit une perte de symétrie (de translation ou de rotation)
par rapport au systéme en phase liquide ou gazeuse.

Au voisinage du point de transition, le comportement de M fait appa-
raitre une racine carrée, caractéristique de ’approximation considérée

M~ H ~3(8/8. — 1)}/? (11)

L’exposant critique, noté 8 conformément & la convention introduite au cha-
pitre précédent, et qu’on distinguera évidemment du coefficient intervenant
dans le poids statistique vaut donc 1/2 dans V’approximation considérée; on
se souvient qu'il vaut 1/8 pour le modeéle bidimensionnel.
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_H__ M
248
Vo 1
‘tanh
1
H 0 1 2d3
(a) (®

Figure 1: (a) Résolution graphique de ’équation de champ moyen.
(b) Aimantation spontanée.

En présence d’un champ extérieur h # 0 non nul, les équations (10a) et
(10b) admettent tantdt une, tantdt plusieurs solutions qu’il faut distinguer
par des considérations énergétiques, la solution favorisée étant celle ol
P’aimantation est dans la direction (du signe) du champ extérieur. La
situation intéressante est celle du voisinage du point critique. A 8 = G,
en développant la tangente hyperbolique on obtient h ~ (M + h)3/3, d’on

B =4 M ~ (3h)!/3 (12q)

soit encore
IB = ﬂc h~ M6, 6cha,mp moyen = 3 (12b)

En approchant du point critique dans la phase de haute température, la
croissance de l'aimantation est linéaire avec le champ; le coefficient de
proportionnalité, la susceptibilité, diverge lorsque 8 — 3. — 0

B—B:—0 M ~ xh (13a)

~—
X 1- ﬂ/ﬂc

soit
X~ (1 - ﬂ/ﬂc)—7 “Ychamp moyen = 1 (136)

L’exposant critique -y vaut 7/4 pour le modeéle bidimensionnel.

Il existe une fagon de retrouver ces résultats qui fait appel au principe
de minimisation de I’énergie libre —1n Z/3Q, ou Q est le volume total. Ce
principe exprime que la fonction exponentielle est convexe

{exp A) > exp (A) (14)
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Appliquons cette inégalité en prenant pour les facteurs de Boltzmann une
expression factorisée, la seule pour laquelle on sache faire un calcul explicite
exact. Hélas on en est souvent réduit & chercher ses clefs dans la zone éclairée
par le réverbére! Pour N sites, écrivons la fonction de partition

Z=2LN Z exp ﬁZam]%-thfl =

oi=+1 (i7)
{ZH SN D P ((H +h) Za, + A) } (15a)
o;=:x1
avec
Zn = o az_;l exp [ (H+h Z U{l [cosh(H + R)[Y (15b)
et
A=BY oi0; - Hza, (15¢)

(25)

En d’autres termes nous avons ajouté et soustrait H Ei o; et présenté la
fonction de partition comme le produit de Zy, aisé & calculer, par une
valeur moyenne sur une mesure factorisée. Celle-ci ne peut étre obtenue
exactement, mais en appliquant I'inégalité (14), il vient

inanZSup 1ncosh(h+H)+l(A)H (16)
N H N

ol nous avons mis 3 profit le caractére a priori arbitraire de H pour majorer
le second membre, et ol bien entendu (- - -) ; représente la moyenne calculée
avec la mesure factorisée. En passant 4 la limite thermodynamique, N tend
vers l'infini, on a

M =(0;) = tanh(H + h)

1 ) (17)
Jim - (4); =pdtanh®(H + h) ~ H tanh(H +h)

de sorte que 1’énergie libre est supérieure ou égale au maximum d’une
fonction d’essai F(H, h;f) telle que

F > Sup F(H, h; B)
H
F(H,h;8) =ncosh(h + H) + Bdtanh®(H + h) — H tanh(H + h) (18)

En identifiant tanh(H +h) et 'aimantation M, 'interprétation de la relation
(18) est évidente: le terme Bd tanh®(H + h) + htanh(H + k) = BdM? + hM
constitue la contribution énergétique, et la partie restante
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Incosh(H + h) — (H + h) tanh(H + h) =
=-In2-[3(1+M)In3(1+ M)+ 5(1- M)In (1~ M)]

la contribution entropique (le terme en —In 2 provient de notre normalisa-
tion de Z). On peut donc écrire encore

F(H,h; ) = -V (M, ) + hM (19)
V(M,8) = —dM® + ;(1+ M)In §(1+ M) + 5(1 - M)ln }(1 - M) +In2

et il ’agit de minimiser V(M, 8) —hM. Qu’on utilise (18) ou sa transformée
de Legendre (19), I’équation de l'extremum est encore

H = 2Bd tanh(H + h) (20)

c’est-a-dire ’équation de champ moyen (8) que nous avions déja obtenue,
mais comme nous avons maintenant un principe variationnel, nous pouvons
distinguer les différentes solutions. Or le tracé de V(M, 8) représenté sur
la figure 2 fait apparaitre que, en I’absence de champ extérieur, il y a un
minimum & M = 0 pour § < 3. = 1/2d résultant de la prédominance
de ’entropie sur I’énergie, tandis qu’a basse température (8 > f.), deux
minima symétriques apparaissent de part et d’autre de l’origine. Un champ
h = 0, méme infiniment petit, suffit 4 briser la symétrie de cette courbe, et
permet de distinguer 'un d’entre eux comme étant le minimum absolu: M
est alors de méme signe que h. A 8 = 3, la courbe V(M) a un minimum

trés plat a l'origine. Le développement de V(M) au voisinage de Vorigine
est

_1 Bz r Loapao ...
V(M,B8) = 5 (1 ﬁc> M+ 12M + (21)
et 'allure indiquée résulte de ’annulation (linéaire) du coefficient du terme
quadratique au passage de la température critique tandis que le terme
quartique a un coefficient positif. Pour A = 0 la valeur de V au minimum
est donc 0 lorsque 8 < 8., et différente de zéro lorsque 3 > .. Pour 8 tend
vers (3. + 0 cette valeur est

2
B> B Vain = _% (ﬂﬁ - 1) B < B Viin =0 (22)

c’est-a-~dire que la chaleur spécifique ¢, dérivée seconde de Vy,;, par rapport
A [ est discontinue au passage de ., passant de la valeur zéro & une valeur
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Vv V- hM
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Figure 2: Minimisation de 'énergie libre (a) en 'absence de champ
extérieur (b) en présence de champ extérieur.

finie. Si I’on veut attribuer un exposant critique o & ce comportement au
voisinage de 3. on peut convenir que o = 0. On se souvient que a vaut
aussi zéro dans le cas bidimensionnel, mais au lieu d’une discontinuité nous
trouvions alors une singularité logarithmique.

Le raisonnement employé ci-dessus dans le cas d’un systéme d’Ising &
symétrie Z, est généralisable & des modeles présentant d’autres groupes de
symétrie. En général le groupe aura des sous groupes non triviaux, et la
nature des phases ordonnées dépendra du type possible de symétrie rési-
duelle; dictée par la covariance du paramétre d’ordre. Ajoutons simplement
que progresser dans la discussion correspondante requiert généralement une
certaine intuition physique.

1.3 Groupe continu d’invariance

Une brisure spontanée de symétrie dans le cas d’un groupe continu
d’invariance donne lieu & un phénomeéne particuliérement intéressant dans
la phase de basse température: I’existence de modes “mous” (Goldstone
1961). Etudions le cas simple d’un modéle & symétrie O(n), en prenant
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comme variable dynamique un champ vectoriel ¢ & n composantes, de
longueur fixée 3 1'unité par convention, ¢? = 1. On pourrait concevoir
bien d’autres exemples incluant des champs tensoriels de divers types.
On aura l'occasion de discuter plus loin des modéles mettant en jeu des
transformations unitaires.

Nous avons déjd rencontré le modele & symétrie O(n) au chapitre I.
Rappelons I'intégrale introduite en (1.125) (H = |H|)

d"p 2
expnu,(H) = TS'—% (¢* —1)expnH-¢

nf2-1 '
=I (E) (;%) In/2—1(nH) (23)
> k1 T(3n)
k2=: 1 2H2 k! I‘(%nz+ k)

qui généralise 'expression N~*In Zy apparaissant dans les équations (15)
et qui se réduit pour n =1 3 u;(H) = Incosh H. En général lorsque H est
petit on a le développement

n

4(n + 2)

Si on écrit la fonction de partition sous la forme

un(H) = 1H? - H ... (24)

Z = /H{d Pig ,—-1)}exp'n, ﬁZcp, Lp:,+2h -y {(25)

(4,9)

qui constitue une généralisation directe du modéle d’Ising (correspondant 3
n = 1), ’approximation de champ moyen conduit 3

F > SupnF(H, h;8)
H

FH,h;f) =uH+h)+d[Vu(H+h)* —H-Vu(H+h)  (26)

L’opérateur gradient V ci-dessus s’applique & ’argument de la fonction u,
et non 3 une dépendance spatiale. Le champ extérieur h et le champ moyen
H sont tous les deux supposés uniformes, comme le suggére I'invariance
par translation de V'action dans I'équation (25). Qualitativement on obtient
semble-t-il les mémes résultats que précédemment. Posant

M = Vu(H + h) = (¢) (27)
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on a

FH,h;[8)=-V(M)+h-M

La—oapmz+ 1™ vy 4 (28)

V(M
()2 4n+2

Il y a une transition & 8, = 1/2d comme pour n = 1, et Papparition d’une
aimantation spontanée pour 8 > .. Les exposants critiques sont les mémes
que ceux trouvés dans le cas d’une symétrie discréte. En particulier la
chaleur spécifique est discontinue & la transition, dans cette approximation.

Cependant il faut noter une différence essentielle. Dans la phase ordon-
née de basse température il reste un sous groupe d’invariance O(n — 1)
correspondant aux rotations qui laissent le parameétre d’ordre invariant. De
plus la dégénérescence des états purs est continue puisqu’elle correspond
aux transformations de O(n) modulo O(n — 1), dont P’ensemble forme la
sphere de l’espace & n dimensions. Etudions la réponse du systéme a un
champ extérieur, lorsque celui-ci posséde une faible dépendance spatiale, de
la forme h = hg + h;j cosk - x;. La valeur moyenne hg, supposée faible, dé-
termine la direction de ’aimantation spontanée si nous supposons 8 > ..
Le tenseur de susceptibilité, défini comme le coeflicient de proportionnali-
té & h; de 'aimantation supplémentaire induite par cet accroissement tres
faible du champ, est tres différent selon que h; est paralléle 4 hy, ou prend
I’'une des (n — 1) directions transversales. Dans ce dernier cas, le “coiit” en
énergie libre tend vers zéro lorsque k — 0 (longueur d’onde infinie) comme
k2, la force de rappel s’annulant 3 cette limite, puisqu’elle correspond & faire
tourner en bloc 'aimantation vers un état dégénéré avec le précédent. C’est
le phénomene de Goldstone correspondant a I’existence de n—1 modes mous
dans la phase ordonnée. La contribution & I’entropie de ces derniers devra
étre étudiée & un stade ultérieur: elle peut conduire & un mécanisme désta-
bilisant. Dans le modele o proprement dit le groupe qui intervient est O(4),
groupe isomorphe & SU(2) x SU(2)/Z, (produit direct de deux groupes
unitaires unimodulaires & deux dimensions, & un changement de signe glo-
bal des éléments pres) et les trois modes mous indépendants correspondent
aux trois mésons 7. Pour étre explicite, reprenons la minoration de In Z en
présence du champ extérieur de la forme indiquée ci-dessus, soit

¥>—1nf ZV )——ZM 3y M)—Zh M;
i 35}
(29)

Le carré de ’'aimantation spontanée M, au voisinage de la transition et en
champ h nul, est donné par ((n +2)/n)(8/6: — 1). Ainsi
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VM) =gt [ - M2)? - (v2)?] )
M2 =" 2(5/p, - 1)

Le champ infinitésimal hy distingue une direction d’aimantation spontanée
M,;, et pour by infinitésimal nous permet d’écrire

M; = M, + 6M; (31)

avec la condition de minimisation écrite au premier ordre en §M, et h;,

2n
n+2

M, (M, - 6M;) — 8 (6M; —6M;) =hjcosk - x;  (32)
i)

Cherchant une solution sous forme d’une onde plane

6M; = ReA expik - x; (33)
il vient
d
2n
MM, - A) +2ﬂ§(1 — cosak,)A = hy (34a)

c’est-a-dire pour ak, petit (a maille du réseau), & la limite des grandes
longueurs d’onde

2n
n+2

M,(M; - A) + Ba’k®A = h, (34b)

Séparons h; et A en composantes longitudinale et transverses par rapport
aM,

hL h“
L__Mm I — 1
Ba?k? A sa2 (2 + 2n M? (35)
@ n + 2 Ba?

expressions dans lesquelles on peut sans inconvénient remplacer 3 par S..
A la limite k = 0, on observe une divergence infrarouge: 'amplitude de
la réponse transversale diverge, signal typique d’une masse nulle. Celle
de la réponse longitudinale reste finie, avec une masse proportionnelle &
la polarisation spontanée. Le nombre de modes mous est égal 3 celui des
composantes transverses, n — 1; on les appelle aussi “ondes de spin”.
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La conclusion de cette analyse est la suivante. Dans la phase de basse
température ou se manifeste une brisure spontanée d’une symétrie cor-
respondant & un groupe continu d’invariance, il existe des modes d’exci-
tation de masse nulle. Leur dynamique effective doit étre étudiée en détail.
Les divergences infrarouges sont de plus en plus accentuées, au fur et 3 me-
sure que la dimensionalité décroit. Nous verrons que les modes de Goldstone
sont a l'origine de I’absence de phase ordonnée en deux dimensions.

Bien que trés schématique, 'approximation de champ moyen dévoile
de nombreux comportements intéressants, sans faire appel & des méthodes
mathématiques complexes. Nous en étudierons quelques corrections a la fin
de ce chapitre. Auparavant nous allons présenter une autre fagon d’aborder
le probleme, particulierement utile dans le cas de variables discrétes.

1.4 L’approximation de Bethe

L’approximation de Bethe donne une vision légérement différente de la
théorie du champ moyen auto-cohérent. Nous n’exposerons ici que la version
la plus rudimentaire appliquée au modele d’Ising. Sa qualité principale
n’est pas de permettre un calcul plus correct des exposants critiques, mais
d’obtenir la position des singularités avec davantage de précision.

L’idée est de décomposer le systéme en un ensemble de petits sous-
systemes indépendants soumis & un champ effectif. La condition d’autocohé-
rence consiste & imposer l’égalité de I’aimantation, calculée de plusieurs
facons différentes. Dans le cas le plus simple, supposons que ces sous
systemes ne contiennent que deux sites voisins. Si N est le nombre de
sites, il y a Nd telles paires. Soit H» le champ effectif agissant sur eux;
H, rend compte de l'action du champ extérieur h et de ’effet des autres
interactions. Notant 7 = tanh 8 = e~2#, la fonction de partition & deux sites
est proportionnelle &

zo =1+ 27py + p3 py = e 2H2 (36a)

tandis que la fonction de partition d’un spin unique soumis & un autre champ
effectif Hy est

7n=1+p pp=e2 (36b)
L’approximation revient 3 écrire

Nd

N Z
Z = [Lexp(Bd + h)) ZN—(gm =zp (37)
1

L’expression (37) tient compte du fait que dans le produit (z2)N¢ chaque
lien est bien compté une fois mais chaque site est compté 2Nd fois au lieu
de N fois, d’olt la présence de z{v (4=1) au dénominateur. Pour déterminer

H; et H; nous imposons Pégalité de 'aimantation dans le systéme entier et
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ses sous systémes. Tenant compte du fait qu’il y a deux sites pour 22 et un
seul pour 2y, ceci conduit aux deux équations

d
M =5};lnz3(h,,3)

P o (38a)
=1 — po—1 =1-2p—1
P2 3pa n22(p2, ) 1 apr nz(p1)
La derniére équation fournit
- pL_THp
7 =(1+p27)21 Pl e (38b)
et, en supposant que p; et p, sont des fonctions de h et 7,
2d—1
—on [ T+ p2
= — 38
p2=e (1 n sz) (38¢)
Ainsi
zp = 5e" (14 por) 271 (1 + 2p57 + )¢ (39)

L’équation (38¢) détermine p, implicitement en fonction de h et 7 = e~25.
Dans cette résolution apparait la singularité critique. Pour le voir il est
commode de remplacer la variable ps par ’expression

p2tT
== 40
4 1+ P27 ( )
L’équation (38¢) prend alors la forme
1—d h _ pd—1o—h
r=e#WEL P ¢ (41)
p—deh — ple—h

invariante dans le changement h <> —h,p < p~!. En ’absence de champ ex-
térieur, la branche p(8) ~ e~28 cessera d’étre uniforme lorsqu’on atteindra
une valeur critique 8, vérifiant

1 1 1

~28. _ 1 _ g-1 — R T
e 1-d7, 2dB. 1+2d+3d:,+4d3

oo (42)

L’approximation prévoit une transition pour tout d > 1 avec B.(d) — oo
lorsque d — 1! Au mieux cependant nous savons qu’elle ne peut avoir de
validité que lorsque le nombre de coordination d — co. En fait la correction
en 1/2d 4 2df3, est exacte. Dans la table suivante, on compare les prédictions
obtenues par tanh 3., & Papproximation de Bethe, avec les valeurs exactes
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dimension Approximation de Bethe Valeur exacte
1 1 1
2 1/3 = 0.33333... V2 —1=041421...
3 1/5=02 0.218096(3)
4 1/7 = 0.14286...
d— 00 1/(2d —1) 1/(2d —1)

Table I: Valeurs de tanh 8, pour le modéle d’Ising sur un réseau cubique
en dimension d.

{en dimension 3 la valeur n’est connue qu’approximativement, 3 quelques
10~% prés).

L’approximation, pour grossiére qu’elle soit, donne une idée trés satis-
faisante de I’emplacement de S, pour des valeurs de d méme modérées. Le
résultat peut étre amélioré en utilisant des sous-systémes plus grands. Dans
le cas d’un autre réseau, on peut ’appliquer en substituant & 2d le nombre
de coordination q.

Lorsque 8 < f;,h = 0, la solution appropriée de (38) est p=ps = 1 de
sorte que

B<B.  zp="Le (1+e2)"2¢ = (cosh B)* (43)

ce qui n’est guére surprenant. Lorsque 3 > f. il apparait une aimantation
spontanée donnée par

__1-F
“Tamp+s? (44
et lorsque 8 — 8.+ 0
2, 2 5(B_
M? ~ o 13(@; 1) (45)

en accord avec la valeur obtenue en (11) dans ’approximation du champ
moyen pour d — 0. En ce qui concerne ’énergie libre, le logarithme de zp,
on établit sans peine que, en posant p = e~ %, on a pour 8 > .

. d
_ __—2p) sinhdu 1-d
zg = [cosh B (1—e2F) —ha ] (cosh du)
026 = sinh(d — 1)u u? = -ﬁ—(ﬂ B)+- (46)

sinh du
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de sorte que, au voisinage de la température critique,

B> B zp/(cosh B)* =1+ O((8 — B.)*) (47)

L’approximation de Bethe reproduit une transition du second ordre — éner-
gie libre et énergie interne continues — avec une discontinuité de la chaleur
spécifique, comme on ’a vu par la méthode du champ moyen.

Calculer la discontinuité de la chaleur spécifique. La comparer a la valeur
prédite par 'approximation du champ moyen

|
T

S

Figure 3: Approximation de Bethe. Représentation de T en fonction
de p pour h égal ou différent de zéro. On a supposé la dimension d égale
a 3.

Insistons encore sur un point. En présence d’un champ extérieur non
nul, par exemple h > 0, Vinversion de (41) dans le domaine 0 < 7 < 1 est
unique. Il n’y a pas de singularité dans les quantités thermodynamiques. La
brisure de symétrie induite par h dans le cas discret donne une portée finie
aux corrélations. Sur la figure 3 nous représentons I’allure de la courbe 7(p)
suivant la présence ou I’absence de champ extérieur, dans le cas d = 3.

On peut se demander ce qu’il advient de la singularité critique pour
h = 0. Pour 8 < B. et h = 0, il y a bifurcation et l’en trouve deux
singularités complexes conjuguées sur 'axe h imaginaire pur. En cherchant
les points ou la solution p(83,h) de (41) devient multivaluée en h, on voit
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que pour 8 < f, réel ils correspondent & h imaginaire pur (et p une phase)
A partir des points % ih.. Lorsque 7 = e~2% — 1, on trouve

. 3/2 1/2
T _ 2 Te 2
wee(z) (@) (ER) @

En 'un des points +ik,, la partie singuliére de 1’énergie libre a un point de
branchement d’ordre 3/2, avec une partie singuliére du type

Joing. ~ cst(h F ihc)*/? (49)

Ce phénomene n’est en fait pas artificiel, ou di 3 ’approximation, mais cor-
respond A une singularité découverte par Lee et Yang que nous discuterons
plus loin.

1.5 Exposants critiques

Il est temps de tirer la lecon de ces premiéres approximations. Nous
sommes intéressés par le voisinage du ou des points critiques ol vont se
développer des corrélations & grande portée, correspondant & la divergence
de la susceptibilité. A ’échelle de ces corrélations la structure discontinue du
réseau pourra étre oubliée comme nous ’avons vérifié au chapitre précédent
dans le cas du modele d’Ising pour d = 2. Les idées du champ moyen nous
ameénent & minimiser une énergie libre d’essai V(M) —h - M, fonction d’une
aimantation moyenne qui joue le réle de parameétre d’ordre, d’un champ
extérieur h couplé linéairement 3 cette aimantation, et d’autres paramétres
comme la température. Dans un modéle & symétrie O(n) par exemple, on a
vu qu’il s’agissait d’une expression de la forme

1 n

M32)2 ...
4n+2( )+

V(M) = %(1 —2dB)M? +
Ce qui est important c’est que V(M) conserve 'invariance O(n) bien que
M n’ait plus de raison d’étre un vecteur de longueur unité comme ’étaient
les variables dans la fonction de partition. Nous reconnaissons la partie po-
tentielle d’un lagrangien dont les variables dynamiques seraient M, en auto
interaction. En théorie des champs, dans la limite dite classique, si on néglige
les contributions du terme cinétique associées & une éventuelle inhomogé-
néité spatiale de M(x), ’étude de ’état fondamental se rameéne, comme ici,
a la minimisation du potentiel. Le terme quadratique a un coefficient qui
s’identifie & une masse au carré. La nouveauté est qu’ici ce coefficient peut
changer de signe, en s’annulant au point critique. Aussi le noterons-nous
6. De méme nous poserons g = n/(n + 2) en préparant 1’éventualité d’une



124 BRISURE SPONTANEE DE SYMETRIE - CHAMP MOYEN III.1.5

situation plus générale. Enfin nous négligeons provisoirement les termes de
degré plus élevé et nous écrivons

V(M) = 16M? + Lg(M?)? (50)

Résumons alors les étapes qui dans les différentes versions du champ moyen
conduisent toutes aux mémes prédictions sur le comportement au voisinage
de @ = 0, caractérisé par les exposants critiques, dont la nomenclature est
devenue canonique. La minimisation de V(M) — h - M fournit la condition

VMV(M)=M(@ +gM?) =h (51)
(i) En P’absence de champ extérieur la solution de cette équation est

6>0 M=0 Viain =0

(52)
6<0 M: = "9/9 Vinin = _4102/9

La distinction 8 > 0, 8 < 0, correspond & haute et basse température. La
chaleur spécifique, proportionnelle & 8%V,;,/86%, est discontinue. Comme
on pose généralement

C(0) , 7, C 101 (53a)

on conviendra que dans le cas ou il y a discontinuité,

a=ay =0 (53b)

(ii) Pour 6 < 0 nous trouvons une aimantation spontanée M2 = —6/g.
Ainsi

6<0 IM,| ~ (-6)° B=3 (54)

(iii) Dans la phase de haute température, en présence d’un champ
trés petit, M(h) varie linéairement avec h, M(h) ~ h/f. Sa dérivée, la
susceptibilité y, diverge pour 8 — 0 selon

6>0 X~ x+97" T+ =1 (55)

Dans la phase de basse température, on a vu qu'’il faut distinguer réponse
longitudinale ou transverse selon ’orientation de h par rapport a la direction
de 'aimantation spontanée. En posant, sous forme tensorielle,

dh, = (X_l)abde = [(9 + 39M2)6ab + 2g(MaMb - Mz‘sab)] dM,

on voit que pour § > 0 on retrouve le résultat (55) mais que pour 6 < 0 et
M? = -0/g,0n a
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MsaMsb

(X as ~ —26
ab Mg

Donc perpendiculairement & ’aimantation spontanée x™! est strictement
nul. C’est le phénomeéne de Goldstone. Tandis que parallélement

p 1 1
X ™30
<0 X~ x_ (-0, =1 (56)
X+/x-=2

(iv) Au point de transition 8 = 0, le champ extérieur est proportionnel
au cube de I’aimantation. Autrement dit le systéme réagit 4 une sollicitation
extérieure de maniére plus brutale que lorsque 8 > 0. Ceci traduit le passage
a un état ordonné. On note

IM]| ~ ||'/® §=3 (57)

(v) En présence d’un champ extérieur spatialement variable, la fonc-
tion S & minimiser doit tenir compte du terme cinétique. Pour simplifier,
supposons n = 1 (les formules qui suivent restent néanmoins valables dans
le cas n > 1 pour la composante longitudinale). Elle s’écrit

S=Y 3 —3M; > (M; — M)+ V(M;) — hiM; (58)
i i@
D’ou
=Y (M; — M) + (8 + gM?)M; = h; (59)
i)
Ceci conduit pour § > 0 4

eik~(x,‘ —X;)

d¢k
M= ZJ:/ (2m)® 0+ 3, 2(1 — cos kﬂ)hj +0(gh’) (60)

A grande distance |x; — x;| — 00, et pour h tendant vers 0, il vient

oM,
5h;

d%k eik'(Xi—Xj)
(M; M;) = =/(

heo 2r) 9+ 37, 2(1 — cosky)
g{d—2}/2 (61)
exp (—91/2 jx; — xl)
(d-1)/2 t J

xi—xj|—002 (2701/2 |x; — x,1)
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Le coefficient de la décroissance exponentielle, écrite sous la forme
exp[— |x; — x;| /€], définit la longueur de corrélation £, qui présente donc
au point critique la divergence

8 —+0 E~07Y v=1 (62)

Pour @ petit mais négatif, M; oscille autour de 'aimantation spontanée M,
au lieu d’osciller autour de zéro

6M;
M;=M,+ Bidoee
oM, d?k eike(xi—x;)
<0, : = / 63
Sh;j |h=o (2m)¢  —26+3,2(1 - cosk,) (63)

Pour § — —0 la longueur de corrélation se comporte comme (—26)~1/2
et l'exposant v de la divergence demeure 1/2 comme au-dessus de la
température critique. :

Pour un modeéle a symétrie O(n) ceci reste vrai pour le mode lon-
gitudinal. Nous avons vu que les modes transverses ont au-dessous de la
température critique une longueur de corrélation infinie.

(vi) A 8 = 0 la formule (61) se réduit a

§M,
&h;

dek eik-(xi—xj)
h=0 :/ (2m)d 3=, 2(1 — cosky)
I(d/2 - 1)
imxslmoo  4md/2 [x; — ;|72

(64)

Cette expression généralise en dimension d le potentiel Coulombien. Bien
entendu la discussion qui précede suppose d suffisamment grand. En com-
parant (61) et (64), on voit que la puissance & laquelle intervient x; — x5 au
dénominateur n’est pas le méme (sauf si d = 3). Si l’on pose, pour définir
I'exposant 7

6M; cst
0 6’7,] h=0 ( : J) |%: —x;|—00 |xi - xj|d—2+17 (6 a)
la valeur de 7 prédite par le champ moyen est
n=0 (65b)

Y

(vii) Revenons & une situation homogene, en présence d’un champ
extérieur uniforme, et pour simplifier posons encore » = 1. Dans ce cas
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la solution de I’équation de minimisation (51) devient ambigué lorsque sa
dérivée par rapport & M s’annule aussi, c’est-a-dire lorsque

OM + gM?® =h

66
6 + 3gM? =0 (66)

Pour trouver une solution en M, on doit écrire que le discriminant s’annule

46° + 27gh* = 0 (67)

Les solutions réelles avec 8 < 0 sont a rejeter car elles ignorent ’existence
de la brisure spontanée de symétrie (g > 0). Pour § > 0 nous trouvons
deux singularités complexes conjuguées imaginaires pures dans le plan h,

aux points h = +ih,
4 1/2
he={—) 6%2 68
(279) (68)

C’est la singularité de Lee et Yang déja rencontrée au paragraphe précédent.
Si on pose, pour 8 positif

h, ~ 85 (69a)

I’exposant prédit par la théorie de champ moyen est

A= -3— (69b)
Finalement, au voisinage du point
_ . _ . . 3hc _ 3 1/2
ho—:l:lhc Mo—:f:lMc Mc—26 —20
la singularité de ’énergie libre est comme précédemment en
4 3/2
— V(M) — h{M — My) = |[——(h—h — Mo(h — ho) (70
V(M) = V(Mo) - B = Me) | (b= ho)| - = Mot =) (70)
La partie singuliere est de la forme
(h — ho)'** (71a)

I’exposant o ci-dessus défini valant & I’approximation du champ moyen

(71b)

[ %] [

o=
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Modele Champ Modele sphérique
d’Ising moyen (n — o0)
d=2 d— 4>d>2
Chaleur spécifique A () _(d-4
C ~ Ca |0 a=0 a=0 a=\7>5
Aimantation spontanée =1 =1 g=1
0<0 My~ (—6)8 8 2 2
Susceptibilité vt y=1 y = 2
T ¢ i-2
Aimantation 4 § =0 d+2
M ~ BL/ 6=15 6=3 6_d——§
Longueur de corrélation 1 1 1
V= = = = —_—
£~ 107 VT YTad—2
Corrélation critique 1
= = = = O
(MEOM(Y) ~ ety | 77 | 770 "
Singularité de Lee—Yang A=l A=3
h=%ih.,6 >0 _ 8 2
he~0% M~ (h¥ih)® |77 76 | 972

Table II: Exposants critiques.
(*) divergence logarithmique (**) discontinuité.

Pour poursuivre il faut entreprendre une étude systématique des cor-
rections sous Peffet des fluctuations que nous avons négligées dans cette des-
cription de champ moyen. Brievement on s’attend a ce que ces fluctuations
ne modifient pas la nature de la transition et en particulier les exposants
critiques, du moins lorsque la dimension est assez grande. La dimension &
partir de laquelle des déviations apparaissent est appelée dimension critique
supérieure. Elle correspond & la limite de validité du traitement perturbatif
des fluctuations. Les indications fournies au chapitre I suggerent, et nous
le vérifierons, que cette dimension critique supérieure est 4 pour les mo-
deles de spin que nous étudions, en ce qui concerne la transition a4 8 = 0.
Nous verrons aussi qu’elle vaut 6 pour la singularité complexe de Lee et
Yang. D’autres méthodes d’analyse plus puissantes connues sous le nom de
“groupe de renormalisation” seront nécessaires en dimension inférieure 4 la
dimension critique. Elles feront 1’objet du chapitre V . Avant d’entreprendre
I’étude de ces corrections d’une maniére systématique, nous allons exami-
ner plus avant le réle de précurseur de la brisure de symétrie que joue la
singularité de Lee et Yang. Nous discuterons d’autre part un autre modele
soluble, le modéle sphérique, correspondant & la limite d’un modele O(n) a



IIT.1.5 BRISURE SPONTANEE DE SYMETRIE - CHAMP MOYEN 129

n grand, qui donne quelques indications concernant la notion de dimension
critique supérieure. Enfin la table II répertorie les résultats déja obtenus en
ce qui concerne les exposants critiques du champ moyen et confronte ceux-ci
aux résultats obtenus pour le modeéle d’Ising bi-dimensionnel. Dés & présent
y figurent ceux du modeéle sphérique pour 2 < d < 4. Le désaccord par
rapport aux prédictions de I’approximation de champ moyen sera discuté
plus loin.

2. Singularités de Lee et Yang

En 1952, dans deux articles classiques, Lee et Yang étudierent le cas
d’un gaz sur résean (ou un modele d’Ising en champ extérieur), pour un sys-
téme arbitrairement grand mais fini. De leur point de vue la dimensionalité,
ou le nombre de coordination, ne joue pas un réle prépondérant. Ils cher-
chent les zéros de la fonction de partition en permettant au champ extérieur
de décrire tout le plan complexe. Pour un champ extérieur réel, comme la
fonction de partition est donnée par une somme de termes réels positifs,
elle ne s’annule certainement pas, mais ces considérations n’excluent pas
une annulation pour des valeurs complexes des parameétres. Pour un gaz
sur réseau, les cas 0 = +1 et ¢ = —1 de l'interprétation magnétique, que
nous adopterons dans la suite, correspondent respectivement & I’occupation
ou la non-occupation d’un des sites. Le champ h est conjugué a la densité.
Le point fondamental de la discussion est que, & un facteur multiplicatif
non nul prés, la fonction de partition correspondant a un systéme de taille
finie s’écrit pour 8 réel sous la forme d’une expression polyndmiale dans la
variable exp(—2h) appelée activité.

2.1 Le théoréme de Lee et Yang

Lee et Yang ont montré que les zéros de la fonction de partition
appartiennent au cercle unité du plan complexe de la variable exp(—2h),
ou encore 3 I’axe imaginaire pour la variable h. Si le systéme a un volume
fini, ou s’il est défini sur un graphe fini arbitraire, la fonction de partition est
un polyndme en exp(—2h) dont le degré croit avec le volume. Le nombre de
zéros est donc fini. Pour un systéme infini, ’ensemble des zéros devient dense
sur un sous-ensemble du cercle unité. Lorsque § est suffisamment faible,
correspondant 3 la phase de haute température, ’ensemble des singularités
n’atteint pas le voisinage de exp(—2h) = 1 (le point h = 0), et donc ’énergie
libre est localement une fonction analytique. Lorsque 3 augmente il peut
arriver que ce voisinage disparaisse; on ne peut plus passer analytiquement
deReh > 0a Reh < 0, ce qui témoigne de I’existence d’une transition pour
h = 0. Le long d’un chemin le long de ’axe réel, tel que h change de signe, la
transition est du premier ordre et la discontinuité dans ’aimantation vaut
deux fois ’aimantation spontanée. En revanche I’énergie libre en champ nul
a une dérivée continue en 3 pour 3 = 3., caractéristique d’une transition du
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second ordre. Cette étude est menée dans le plan de la variable exp(~2h) ou
s’applique le théoréme de Lee et Yang, mais on peut bien entendu généraliser
cette méthode & n’importe quel parameétre, pourvu que la fonction de
partition du systeme fini s’exprime en fonction de ce dernier sous une forme
polynomiale. C’est ce qui a été fait, par exemple, dans le plan de la variable
exp(~20) dans le cas du modéle d’Ising : on obtient ainsi des renseignements
sur la forme analytique de I’énergie libre. Un autre prolongement concerne
les modeéles avec groupe continu d’invariance. Si ce sujet n’a pas été treés
développé jusqu’a présent, c’est parce que bien souvent les ensembles de
singularités obtenus sont singuliers, et dépendent du réseau choisi. On peut
cependant obtenir ainsi des résultats dignes d’intérét, comme on le montrera
plus loin.

Revenons maintenant au modele d’Ising étudié en fonction de la va-
riable exp(—2h). Soit N le nombre de sites. Le réseau fini peut étre consi-
déré comme un graphe arbitraire dont les sites sont les sommets et dont les
liens entre voisins sont les arétes du graphe joignant des paires de sommets
adjacents. Soit L le nombre total de liens (c’est-3-dire de paires de voisins).
Nous introduisons en chaque site un champ extérieur h; qui peut varier de
point & point et, en posant

pi=e " r=e"2 (72)

nous pouvons écrire la fonction de partition sous la forme

Zn = 21, exp (ﬂL + Zh ) (1, pi) (73)

ol P est un polynéme en 7 et p;, du type

E exp ﬂz (oi05 — 1) +Zh ; (74)

oi=t1 (i7)

La sommation Z est étendue & tous les couples de voisins. Le polynéme
P est de degré au pl)us 1 en chacun des p; pris séparément, et de degré total
N. De plus pour T et p; réels positifs P ne peut évidemment s’annuler. Nous
nous placerons dans le domaine ferromagnétique 8 > 0 ol 7 est compris
entre zéro et un. A titre d’exemple écrivons les polynémes correspondant
aux réseaux les plus simples

le——e? Py =1+7(p1+p2)+p1p2 (75a)

loe—e2—e® Piyy=(1+p7)(1+ ps7) + pa(7 + p1)(7 + p2) (75b)

A une fonction réguliere pres, ’énergie libre est proportionnelle au loga-
rithme du polynéme P. Ses seules singularités proviennent donc des zéros
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complexes de P. Dans la limite N — oo, I’énergie libre par site demeure
analytique dans toute région dépourvue de points d’accumulation de zéros.

Il est possible d’engendrer ces polynémes récursivement par le procédé
suivant. Si ’ensemble de sites considérés est formé de deux sous-ensembles
disjoints, le polynéme résultant est factorisé: P = PP, ou P, et P
se réferent aux deux sous-ensembles. A partir d’une telle situation nous
pouvons en concevoir une nouvelle, notée (12) en identifiant les sites a et
b appartenant respectivement au premier et au second sous-ensemble. Pour
obtenir le polynéme P, correspondant, écrivons

P=A,+ PaA_ P, =B, + pyB_ (76)

ou A, (B,) correspond aux contributions telles que o, = +1 (0, = +1) et
A_(B_) celles pour lesquelles 0, = —1 (0, = —1). Dans le cas ou b et a
sont identifiés, avec p,p = p, = ps, ON oObtient la contraction (figure 4)

P1P2 = A+B+ + paA_B+ + pbA+B_ + papbA_B_ —
P2 = AyBy + papA-B_ (77)

Figure 4: Le procédé de contraction.

Vérifier la validité du processus de contraction sur les exemples (75).
Construire le polynéme P pour un graphe cyclique.

La procédure de contraction s’étend au cas ou les sites a et b et leurs
spins associés font partie du méme ensemble connexe de sorte que

P=Ay +A ypo+ Ay po+A_papy — Pop = Aiy + papA—— (78)

Bien entendu ceci suppose que, aprés contraction, le nouveau graphe est
admissible, c’est-3-dire que deux sites ne sont pas reliés entre eux par
plusieurs arétes.
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La procédure décrite ci-dessus permet donc de construire pas i pas le
polynéme relatif & un réseau fini arbitraire & partir du polyndme relatif &
un réseau élémentaire réduit a deux sites Dans ce dernier cas, le polyndéme
P =1+ 7(p; + p2) + p1p2 s’annule lorsque

_1+7p

79
T+ p2 ( )

=
On peut considérer (79) comme une application du plan complexe de la
variable p, sur le plan complexe de p;. Cette application homographique
laisse (pour 7 réel) le cercle unité invariant et pour 0 < 7 < 1, échange
Uintérieur avec lextérieur du cercle unité. Il s’ensuit que si |p1] < 1 et
|p2| < 1, oubien si |p1| > 1 et |p2] > 1, le polynome ne peut s’annuler. Nous
allons montrer récursivement que cette propriété se généralise en vérifiant
que le procédé de contraction la respecte. Soit P(p;) le polynéme relatif
un réseau tel que P(p;) # 0 pour |p;| < 1 quel que soit I'indice 7. Explicitant
sa dépendance en p, et p;, le nouveau polynéme contracté P, est donné
par (78) et dépend des variables {p;} — {pa;ps} et de pgp. Montrons que
P, est différent de zéro lorsque ses variables sont a l’intérieur du cercle
unité. Les variables p; distinctes de p, et p, sont muettes. Nous les fixons
a lintérieur du cercle et nous voulons montrer que |A, 4} > |A__|. Or
si P ne s’annule pas pour p, et pp variant indépendamment a l’intérieur
du cercle c’est a fortiori vrai lorsque p, = py = p . Donc le polynéme
Ay +p(Ar_+A_)+p?A__ n’apas deracine de module inférieur a I'unité.
Le produit de ses racines est donc plus grand ou égal A un: [A;,| > |A-_]|.
Le polynéme contracté P,;, ne peut donc s’annuler pour p,; < 1. Sile champ
est uniforme tous les p; sont égaux et P(7, p) ne peut s’annuler pour p < 1.
Changer le signe de h, change p en 1/p. Comme Z(h) = Z(—h), on a

P(r,p) = p" P(r,p7") (80)

On en déduit le théoreme de Lee et Yang selon lequel P(7,p) ne peut
s’annuler en dehors du cercle unité; tous ses zéros y sont donc situés. Par
produit et contraction on a ainsi montré que la fonction de partition d’'un
réseau fini n’a de zéros que pour |p| = 1 ou h imaginaire pur.

Dans les cas extrémes ce théoréme est aisé a vérifier. A température
infinie, 7 = 1, et P(1,p) = (1 + p)¥. A température nulle, 7 = 0,
P(0,p) = 1 + p". En diminuant la température on passe donc d’un zéro
de multiplicité N en —1 & une distribution uniforme a température nulle
pr = em(2k+/N Tant que N est fini aucun zéro n’est sur I’axe réel
(p=1,h=0).

Ce résultat, remarquable de simplicité, ne permet pas toutefois de
trouver le point de transition pour un systéme infini; il s’accorde cependant
avec le scénario décrit au début de ce paragraphe. Prouver ’existence d’une
transition (la disparition de la zone d’analyticité au voisinage de 1) exige
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I’emploi de méthodes plus complexes. Ce résultat a été généralisé A la théorie
¢* scalaire, & des modeles & groupe continu d’invariance comme O(2) ou
modele du “rotateur”. Nous avons vu qu’il resurgit de fagon naturelle dans
la limite du champ moyen ou encore dans ’approximation de Bethe.

2.2 Cas unidimensionnel

Dans le cadre de ’approximation de champ moyen (d — o0), on a vu
que h. tend vers 0 en (T — 7.)3/? et que 1’énergie libre a une singularité
en (h — hc)®2. A Vautre extréme, nous pouvons considérer la fonction
de partition du modéle unidimensionnel en présence d’un champ. Avec les
notations précédentes et pour des conditions périodiques, elle s’écrit (voir
1.2.5)

— (LaS+r) Y N _ 1 7pt/?
Zy = (3¢7") ﬁT T = (»rplﬂ ) (81)
soit
TeTV =AY +AY (82)

ol Ay sont les valeurs propres de T, solutions de

(1=MN)(p— ) —pr? =0

A =5(1+p) £4/5(1 = p)2 + pr? (83)

Examinons la limite N — oo, ot pour p > 0 (h réel) et 0 < 7 < 1, seule
contribue la plus grande valeur propre, correspondant au signe positif devant
le radical

o1
F:A}gnooﬁanN=ﬁ+h—1n2+ln{%(1+p)+ i(l—p)2+prz} (84)

Les singularités correspondent & l’annulation du radical soit

1+ 2p(27% = 1) + p*> =0
plE) —eizhe (85)
cos2h, =1 —272 =1—-2¢"%0

La paire de singularités de Lee et Yang est donc sur le cercle unité de la
variable complexe p comme prévu. Si 7 décroit de 1 & 0, chacune d’elles
part de —1 (cos2h, = —1) pour atteindre 1 ou la température nulle,
qui correspond donc 3 la température critique du modeéle unidimensionnel.
Lorsque 7 — 0, h, se comporte comme 7, & comparer avec h, ~ (7 — 7.)%/?
pour d — oo. La partie singuliere de P’énergie libre est proportionnelle 3



134 BRISURE SPONTANEE DE SYMETRIE - CHAMP MOYEN  II1.2.2

(h F ih.)'/?; ainsi ’exposant ¢ défini en (71a) est donc égal & —1/2 dans le
cas d = 1. En fait la dimension critique supérieure est six pour la singularité
de Lee et Yang et o varie de —1/2 (d = 1) & +1/2 pour d = 6 puis reste
constant au-deld. On peut montrer que 0 = —1/6 en dimension d = 2 (voir
chapitre IX), ce qui accrédite ’idée d’une dépendance assez réguliere de o
avec d.

2.3 Propriétés générales

Il convient de souligner le fait que la singularité Lee et Yang ne
dépend pas de la température pour T > T,, ou en d’autres termes que
P’exposant ¢ ne dépend pas de la température. Le calcul unidimensionnel ci-
dessus et I’approximation du champ moyen donnent des résultats conformes
a cette affirmation. Etudions donc ce point pour S infiniment petit et
pour h proche de im/2 (soit p = e~2" proche de —1). Lorsque h est
complexe, remarquons qu’il ne s’agit plus d’un modele statistique ordinaire
admettant une interprétation probabiliste, mais que nous avons désormais
affaire & une théorie des champs. Le long de ’axe h imaginaire, la théorie
effective peut étre décrite en termes d’un champ scalaire ¢ auto-couplé. Pour
décrire la brisure de symétrie & I’ordre dominant c’est-a-dire pour de petites
fluctuations, on considére un terme d’interaction imaginaire 3. Ce dernier
provient d’une translation du champ ¢ destinée & éliminer le terme linéaire
induit par le couplage au champ extérieur. Cette remarque permet de
retrouver, de fagon heuristique, la valeur de la dimension critique supérieure
pour laquelle comme on le verra plus loin, la constante de couplage est sans
dimension. D’aprés ce qu’on a vu au chapitre I, la dimension d’un champ
scalaire est (d — 2)/2. Pour que [ d%xy3(x) soit sans dimension, il faut que
3(d—2)=d, soit d = 6.

Pour un nombre fini de sites N, les zéros de Lee et Yang correspondent
& des points singuliers de I’énergie libre totale; ce n’est plus nécessairement
le cas & la limite du volume infini, comme on peut le voir, & nouveau
dans Vexemple unidimensionnel. Seules les extrémités de ’ensemble d’ac-
cumulation des zéros restent & coup siir des singularités, d’olt le nom de

- “singularité de bout”. Ce phénomene se présente couramment lorsqu’une
fonction posséde un point de branchement, mais admet néanmoins un
prolongement analytique autour du point singulier, lorsqu’on lui substitue
une approximation qui peut privilégier une coupure issue de la singularité.
Nous sommes dans un cas analogue en considérant la limite de volume infini
d’un modele discret fini sur un réseau de nombre de coordination g, pour
lequel I’énergie libre par site s’écrit

F= %qﬂ+h—1n2+1}2nm%1nPN(T,ﬂ)- (86)

Comme Py est un polynéme de degré N en p (N étant le nombre de sites),
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positif sur ’axe réel, ayant tous ses zéros sur le cercle unité, normalisé &
P’unité pour p =0, 0n a

PN(p,r)=ﬁ(1 ) (87)

a=1 - pa(T)

Pour N grand ces zéros s’accumulent sur le cercle unité avec une densité
Nu(p) qui satisfait & u(p) = p(—¢) > 0 et a la condition de normalisation

+r
de plp) =1 (88a)

-7

La parité de p traduit le fait que les racines se présentent par paires
complexes conjuguées, et refiete la symétrie initiale h < —h. Alors

—+7
F= §q6+h—1n2+§/ de p(p) In(1 4 p* — 2pcos p) (88b)

—T

expression dans laquelle les contributions des racines conjuguées ont été
regroupées. La représentation (88b) de F est valable dans tout l'intervalle
0 < 7 < 1. En-dessous du point critique, le support de u(y) est le cercle tout
entier. L’équation (88b) définit alors en général deux fonctions analytiques
différentes, I’une correspondant & |p| < 1, l’autre & |p| > 1. On constate que
F est continue en h & h = 0 (p = e~ 2" = 1), mais sa dérivée par rapport 3
h, ’aimantation M

+7 +7
P
M(p)=1+2 . dy u(so)ew_p 1+ . de u(cp)l_pe_w
+m 1_p2
= d
/_,r (’0”((’0)1—2pcoscp+p2
(89)

devient discontinue pour 7 < 7. lorsque le support de g couvre le cercle
entier. On a '

T < T My = hlin;éo M = £27p(0) (90)
Ainsi, 4(0) = M,,/2n. D’aprés (88) I’énergie libre et ’aimantation peuvent

étre développées a I’aide des moments trigonométriques de la distribution
(). En posant
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T

pn = [ dep(p)cosny po =1 (91)

-7

on a

00 o
F=%qﬂ+h—ln2—2pn7

n=1
[e ]
M=142) p.p" (92)
n=1

Cette expression correspond & un développement en champ fort (p faible)
effectué a partir d’une situation totalement ordonnée (h tend vers l'infini,
p = 0). Inversement, la connaissance d’un tel développement permet en
théorie de retrouver la dépendance en 7 de la distribution u(yp) & partir de ses
moments. Malheureusement, on ne peut espérer obtenir qu’un nombre fini de
termes dans la série (92). Il est donc nécessaire de disposer d’autres éléments,
par exemple d’une expression paramétrique du comportement singulier de
4 au voisinage de I'extrémité de son support.

Dans le cas d = 1, montrer qu’on peut en effet écrire une représentation
de la forme précédente pour I’énergie libre

F=8+h-1In2

t d 6(cos g5 — cos ) [ 1—cosy
_ ¢ 2w COS Yo — COS

1 1/2 .
+§ ] In [1 + p° — 2pcos «p] (93)

s

cospo=1—272=1—2¢"4 (94)

Pour 7 — 0 la distribution (@) tend a devenir uniforme, tandis que pour
7 — 1 elle se concentre en ¢ = +x. Pour 7 arbitraire la singularité en bout
est en (cos pg — cos @)~ 1/2. Calculer ses moments trigonométriques p,.

2.4 Racines dans le plan des températures

Il n’existe pas de théoréme général précisant la localisation des racines
dans le plan complexe des températures, mais on peut essayer de I’étudier,
par exemple, de fagon numérique. Supposons désormais le champ extérieur
nul (p = 1). Fisher a fait remarquer que, pour un modeéle d’Ising sur un
réseau bidimensionnel carré, les racines appartiennent & deux cercles dans
le plan complexe de la variable 7: le premier a pour équation

F=(1-7)(1+ 7')"1

et le deuxiéme peut étre obtenu par inversion par rapport au cercle unité,
c’est-a-dire en changeant 7 en 77! dans I’équation précédente. En fait,
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cela n’est vrai qu’a la limite thermodynamique. Pour un systéme fini, avec
des conditions aux limites données, il est possible que certaines racines ne
possédent pas la propriété ci-dessus.

Le lieu des racines est invariant par dualité. Il coupe donc 1’axe réel au
point de transition. Ce qui est significatif dans ce cas bidimensionnel, c’est
que

(i) les racines complexes prés du point critique s’accumulent le long
d’arcs,

(ii) ces arcs coupent 1’axe réel & angle droit.

Retrouver ces résultats & partir des expressions données au chapitre II.

En dimension plus élevée, il semble également que les racines se re-
groupent sur des arcs dans le plan complexe des températures, du moins au
voisinage de la température critique (réelle). Faisons ’hypothése qu’il s’agit
d’un résultat exact. Il a des conséquences intéressantes sur la nature de
la singularité de I’énergie libre. La fonction de partition devant étre réelle,
deux arcs contenant les racines doivent se couper a T, 'un dans le demi-
plan supérieur et ’autre, son symétrique, dans le demi-plan inférieur. Soit
7 — @ Pangle entre Paxe réel positif du plan des températures T et la ligne
d’accumulation des racines dans le demi-plan supérieur, et soit

2—a
(%) T-T,
o ~ A ( T. )

la partie singuliere de ’énergie libre au-dessus (signe +) et au-dessous (signe
~) du point critique le long de I’axe réel. Les deux fonctions fs?ng ont des
prolongements analytiques jusqu’aux arcs portant les racines, sur lesquels
par ailleurs leurs parties réelles doivent étre égales. Les lignes de racines
jouent le rdle de lignes de Stokes, le long desquelles des comportements
asymptotiques doivent s’accorder (en module pour la fonction de partition).
Cela n’est possible que si ’angle ¢, le rapport A_/A, des amplitudes
critiques, et ’exposant « satisfont & la relation

cosma—A_[Ay
9 = 9
tan[(2 - a)g] e (95)
Si on fait tendre @ — 0 et ¢ — ©/2, cette relation impose A_ = A, ce

qui est bien le cas en dimension deux. L’approximation de champ moyen
(d grand) donne ¢ = 7/4 (a = 0 et A/A_ = 0). Pour d = 3, comme
a ~ 0.11, et ¢ = 57 degrés (valeur observée), on doit avoir A, /A_ de
Pordre de 0.5. Une mesure plus précise de ’angle ¢ pourrait néanmoins
modifier sensiblement la valeur de ce rapport.
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3. La limite n — o

Nous allons étudier dans ce paragraphe la limite n — oo des modéles
de spins & symétrie O(n). La solution s’identifie & celle du modéele sphérique
de Berlin et Kac résolu au début des années cinquante; cependant les
corrections en 1/n n’ont pas d’équivalent. La résolution de ce modéle, outre
son intérét pratique, montre en utilisant les hypotheéses les plus simples
possibles que la théorie du champ moyen est en défaut en dessous de la
dimension critique supérieure d = 4 (nous avons discuté au chapitre I
Porigine de ce phénomene). Sous sa forme originelle le modele sphérique fait
intervenir des variables scalaires ¢; attachées & chacun des sites, suppose
des interactions entre proches voisins seulement, et impose la contrainte
>, ¢? = cst. L’équivalence entre ces deux modeles se révéle dans 'emploi
de la méthode du col, que nous allons exposer ci-dessous.

3.1 La méthode du col

Dans la limite ot le nombre n de composantes par site tend vers U'infini,
la présence d’un nombre infini de degrés de liberté par site suggere ’emploi
de la méthode du col. La justification habituelle consiste & montrer que les
corrections, calculées perturbativement a I’aide de diagrammes de Feynman,
sont d’ordre 1/n. Plus de rigueur nécessiterait d’obtenir des majorations.
Nous écrivons la fonction de partition pour N sites

Z =Zo/Hd"<pj5(<.0§ —1)expnfBq > i~ ¢;
i (i3)

nda; .
=Zo/Hdn<Pj 27TJ expn Z(m‘j + A= D+ B it
J J

(i5)
7 (F(n/Q))Nd
0= anl2?

(96)
Le facteur de normalisation Z, est tel que Z — 1 lorsque § — 0. Dans
la seconde expression (96), nous avons donné une représentation intégrale
de la contrainte <,a§ = 1 en lui associant un parameétre conjugué c;, ol
A; est pour j une constante arbitraire choisie positive et suffisamment
grande pour assurer la convergence d’intégrales ultérieures. La solution doit
étre indépendante de ce choix. L’introduction des multiplicateurs ia; + A;
permet d’effectuer une intégration exacte sur les variables de spin ¢; qui
apparaissent quadratiquement dans l’action. En appelant A le laplacien
discret du réseau et @ la forme quadratique intervenant dans I’action, on a

ij = —ﬂA]‘k + 2()\_7 + iaj — ﬂd)t‘i]k (970)

ce qui donne apres intégration sur ¢
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97 L(n-2)N .
Z=Zy|— doy exp § 2(ia; + A;) — Trl
0(n> /];[ a; exp 31 XJ: (ia; +X;) —TrlnQ

(97b)
Aucune approximation n’est encore intervenue a ce stade. Lorsque n — oo,
le préfacteur n dans I’exponentielle tend vers I’infini, alors que le terme entre
crochets, l’action effective, ne dépend pas de n. Ce fait justifie I’application
de la méthode du col qui (malheureusement) revient & intervertir les limites
N — oo (volume infini) et » — oo (nombre infini de’ composantes du
champ). L’équation variationnelle par rapport & 2(\; + ioy), ol k est un
indice d’espace, donne

1=(k|Q"|k) (98)

Nous cherchons une solution invariante par translation, c’est-a-dire telle que
A + oy soit indépendant de k, ce qui identifie la solution que nous allons
obtenir avec celle d’'un modele scalaire (en omettant le préfacteur n) ot
on imposerait une condition 3, cp'f’c = cst, qui n’est autre que le modéle
sphérique. Posons

20\ +ia — df) = B2 (99)
En prenant la moyenne de ’équation (98) sur tous les sites, il vient

.1 1 ddp 1
1= lim — - 7 r
BJ (2r)¢ ¢-2425 (1~ cosp,)

-1 _
N—»ooNTrQ -

(100)

et, a l’ordre le plus bas,

1 (om0
i)

d
o[ e ern-eon)]

p=1
(101)
Dans ces deux expressions la variable p décrit une zone de Brillouin, c’est-a-
dire que chacune de ses composantes varie de —7 to +m. La quantité &, qui
joue le réle de longueur de corrélation, est & déterminer par 1’équation de
cohérence (100) qui constitue une condition de stationarité de la aunantité
limy— oo N7 11n Z par rapport & £72.

Z =2
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Considérons 1’équation (100) et faisons varier £ de zéro & l'infini. Nous
voyons que 3 croit & partir de zéro (£2 ~ 8 pour £ ~ 0) jusqu’a une valeur
limite §.(£ = oo) donnée par

ddp 1 1 [®
5, = =1 / daeh(a)®  (102)
@m)? 2391 -cosp,) 2o

Cette valeur est reliée 3 la probabilité de retour A ’origine dans un mouve-
ment brownien (notée I1(0,1)) au chapitre I)

1

2d,3¢ = G(O, 1) = i—:ﬁ'(—o—f)'

(103)

Le comportement de 2d(3, en fonction de la dimension d a donc déja été
discuté. En particulier pour d grand

2(1—--113121213 104
Pe=ltgg+ (2d) + (2d) *o (104)
Le terme dominant est en accord avec la prédiction de Papproximation
de champ moyen. Ce qui est nouveau, c’est I’apparition d’une dimension
critique inférieure, égale 4 deux, en deci de laquelle il n’y a plus de
transition. Plus précisément, si d — 2, 3, — oo (température nulle) avec

2

2B 1~y 7d=2

(105)

A deux dimensions seule existe la phase symétrique de haute température.
Le calcul ci-dessus est effectué dans une phase ot {2 est supposé positif,
c’est-a-dire pour 0 < 3 < f,. Ceci est en accord avec un théoréme dii &
Mermin et Wagner (qui sera détaillé au chapitre suivant), selon lequel en
deux dimensions, en présence d’un groupe continu d’invariance, et pour des
interactions & courte portée, il ne peut exister de phase ordonnée caractérisée
par une valeur non nulle du parameétre d’ordre (dans le cas d’un groupe
d’invariance commutatif, des transitions peuvent en fait se produire, mais
le systéme n’acquiert pas d’aimantation macroscopique).

Estimons la divergence de la longueur de corrélation lorsque 8 tend
vers 3, par valeurs inférieures. D’aprés (100) et (102)

ddp 1

COD= ] @ 50 e [e2 42000 - con)]

(106)
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Si d > 4, le membre de droite tend vers une limite finie lorsque ¢! — 0, et
B — B.. La région sensible de I'intégrale est la partie infrarouge, ou p tend
vers zéro. Le dénominateur s’y comporte comme p?(¢~2 + p?). Pour d > 4,
on obtient une intégrale convergente

d>4 £~ (8. - B)Y? V=73 (107)

en accord avec le résultat du champ moyen. La dimension d = 4 est
la dimension critique supérieure comme nous nous y attendions (cette
propriété reste vraie lorsque n est fini). En effet pour d = 4 on constate
I’apparition d’un logarithme supplémentaire, £2(8, — 8) ~ In¢

d=4 ¢~ (B — B2 [111 (,361_['3”1/2 v=1 (108)

Pour 4 > d > 2, le comportement de £ est

4>d>2 £~ (B, — B)~1/4-2) v=1/(d-2) (109)
Enfin si d = 2, £ diverge exponentiellement lorsque 3 tend vers l'infini
d=2 £ ~ exp2rf (110)
B—ro0

Cela revient en quelque sorte 3 poser v = 00, comportement qu’on peut
qualifier de “liberté asymptotique”. Si on considére que S~ ~ T est
proportionnel & une constante de couplage, l’équation (110) montre que
B~ varie logarithmiquement en fonction de la longueur caractéristique.

Pour d > 2, lorsque 8 > (. la longueur de corrélation est infinie
et en apparence tous les modes sont de masse nulle, ce qui tient au fait
que 'unique mode massif, le mode longitudinal, a un poids relatif 1/n
négligeable 4 la limite n — oo, mais dont il faudra tenir compte dans le calcul
des corrections. Une étude plus poussée est nécessaire pour trouver la valeur
de Paimantation spontanée, car la solution invariante par translation n’est
plus désormais un point de stationarité isolé. Dans ce but nous utiliserons
plus loin une méthode légérement différente.

La valeur de v en fonction de la dimension d est portées sur la figure 5.
En particulier, v = 1 pour d = 3. Remarquons que, dans le cas du modéle
sphérique, il est licite, compte tenu de la structure des représentations inté-
grales, d’effectuer une extrapolation en d. Notons aussi que le passage par la
dimension critique supérieure se manifeste par ’apparition de logarithmes.
Ces deux idées seront généralisées plus loin.

En ce qui concerne la chaleur spécifique C nous retrouvons comme dans
le cas du champ moyen une discontinuité pour d > 4 et on convient alors
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o

Figure 5: L’exposant v prédit par le modeéle sphérique en fonction de
la dimension d.

que « = (. Lorsque 2 < d < 4 la partie singuliere de 1’énergie libre est
proportionnelle & £~¢, d’oti une singularité en

d—4

4>d>2 Cling ~ (Bc — ﬂ)_(d_4)/(d_2) a= i—2 (111)
L’indice o est négatif, ce qui correspond & un point de rebroussement dans
la courbe représentative de C. En particulier pour d = 3, a = —1. Pour
d = 4, on a une singularité logarithmique

1

=4 Coins ™ Wa[1/(B. = B}

(112)

3.2 Factorisation

L'étude de la phase de basse température est plus délicate. Nous
profiterons de cette occasion pour illustrer la méthode de factorisation des
produits invariants d’observables 4 la limite ol n tend vers 'infini, méthode
déja rencontrée au chapitre I. Pour calculer ’aimantation spontanée, nous
considérons le comportement de la fonction de corrélation 4 deux points
lorsque la distance entre ces points tend vers linfini. A cet effet nous
allons démontrer une identité de Ward, qui fait partie des équations du
mouvement. Il s’agit d’une relation entre les fonctions de corrélation qui
provient de la structure de la fonction de partition. Cette derniére est une
intégrale effectuée 4 ’aide d’une mesure invariante par le groupe O{n). On
note v, 6, ... les indices du champ qui varient de 1 & n. On repére d’autre part
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les sites par i, 7 ou par leurs coordonnées x. Reprenons, sous une forme un
peu plus générale, la démonstration d’une propriété donnée précédemment.
La fonction & deux points s’écrit

(pge%) =271 / [T drerd(e} — VpdelexpnB> wi-w; ¢ (113)
k (¢5)
Utilisons I'invariance par rotation de la mesure en effectuant un changement
infinitésimal de la variable ¢; (¢ fixé)

wi — i + e(Ap); (114)

ol A est une matrice antisymmétrique arbitraire et £ un parametre infini-
tésimal. L’intégrale étant inchangée, le coefficient du premier ordre en ¢ est
nul

0 = 8i0 ((AP)3Ph) + bix (03 (AP)5) + 1B (£a@iw; - (Ap).)) (115)
39

Comme la matrice A est arbitraire, nous pouvons, en identifiant le coeflicient
de $(A>P — AP*) et en prenant la trace sur les indices, obtenir une équation
invariante par rotation

(1- n_l)(éi,x —bi0) {po - px) =

BY (l(wo - 95) (@x - 93) = (90 - 9i) (9 - 0;)]) (116)
i)

La sommation sur 7(7) est étendue aux proches voisins du site 7. Dans (116)
nous avons supposé un volume infini. Telle quelle, cette équation est une
identité (dite identité de Ward). Pour D'utiliser lorsque n — 0o, supposons
que nous ayons calculé toutes les intégrales par la méthode du col. Les points
cols sont dégénérés, conformément & I'invariance O(n); mais les produits
scalaires sont invariants par rotation et prennent donc la méme valeur en
tous ces points. La valeur moyenne des produits invariants d’observables se
factorise. En conséquence

im (9o @p) (Pc-pa)) —  lm (po-pe) Hm (pc-pa)  (117)
n—00 n— o0 n—oo

L’équation (116) se ramene alors, & des corrections d’ordre n ! preés, & une
équation quadratique pour la fonction & deux points
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(8ix = 81,0) (P - o) =B Y _ {0 - 05} (¢ - 03} = {0 - @i} (wx - ¥3)}
i(0)

(118)
En transformée de Fourier
4% i (x-y)
(ox - @y) = @i ® G(a) (119)
l’équaﬁon (118) se traduit par
d
G(q) — G(k) =28 ) _(cosq, ~ cosk,)G(q)G(k) (120)
1

Lorsque 3 < ., (o - ¢x) — 0 pour |x| — oo, de sorte que G(q) est réguliere
a q = 0. Nous en déduisons que

d
G aq) =8 {5-2 +23 (1- cosqu)} , (121)

ot £~2 est une constante & déterminer par la condition (p2) = 1, ce qui
conduit a I’équation du col (100). Pour @ > . il apparait une aimantation
spontanée, ce qui se traduit par une singularité de la forme M?2(27)%6(q)
dans G(q). Bien évidemment la distribution é est supposée périodique sur
le tore g, = ¢}, + 2mn,, n, entier. La soustraction de la constante M? &
{o-px) ne modifie pas ’équation (118) de sorte que

d —igq.x
B> B d>2  (poupe) = M2+ g iz (122)
BJ (27r)423°7(1 ~ cosg,)

et B, reste défini par (102). La condition {¢3) = 1 conduit alors 4 la relation

p o= (123)
B
Nous retrouvons donc en toute dimension d > 2 la singularité en racine
carrée de I'aimantation spontanée. L’exposant ( est inchangé, 8 = 1/2,
égal & sa valeur en champ moyen. Pour 8 = 3, le comportement & grande
distance des corrélations est celui du propagateur libre

(po-px) == & e

0-¥Yx/ — 7~

_ 8. BOTaTI — cosq,)

B=p rd/2) 1 (124)

|x|:oo ,3027l'd/2(d - 2) led_2
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l'indice 77 est donc nul en toute dimension d > 2. Dans la phase symétrique,
B < f3;, la susceptibilité est isotrope dans I’espace des variables internes et
s’écrit

X =) (po-px) =Gla=0)=¢/B (125)

Elle diverge comme (8, — 3)* et donc

y=2v=2/(d-2) (126)

Le résultat analogue en dimension deux est que x diverge comme exp 4w
pour 3 — oo.

A la limite n grand, les fonctions de corrélation & plus de deux points
s'obtiennent simplement a V’aide de la propriété de factorisation. Pour un
nombre impair de points elles s’annulent (en ’absence d’un champ extérieur)
tandis que, par exemple, la fonction & quatre points est donnée par une
somme d’expressions factorisées

<‘Px1‘PxQ<Px390x4> - 2 Z 601025&3044 (SOxl-(Px2> (<Px3-90x4) (127)

paires

ol la somme comporte trois termes.

3.3 Solution en champ extérieur

En présence d’un terme de couplage & un champ extérieur n Y, h;.¢;
la. méthode du col conduit & déterminer une fonction £~ ~2 telle que

$(n—2] "
o[y (3)"] i
+lz)wh(—l—0 ~ Trin(¢™2 - A)
‘Bi,j "\e2-a)y,

L)

(128a)

Elle doit satisfaire en outre & la condition de stationarité

b= (f- ) E:h- hk(€ T )ji(f‘zi-A)ik (128b)
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En particulier si h est uniforme, £ est indépendant du site. En faisant la
somme sur ¢ dans (128b) on trouve

d%p 1 Lo
= ~¢th
8 / (2m)* g-2 ¢ 22‘11(1 — cosp,) * ﬂé (129a)

tandis que, en appelant Fy une constante indépendante de 3, ’énergie libre
par site s’écrit

2
F:F0+%{~lnﬂ+ﬂ(£_2+2d)+—ﬂ-—h2

d4p 4
- / Wln {{‘2 + 22(1 - cospu‘)} }

Quel que soit 8 réel positif, I’équation (129a) admet toujours une solution
avec ¢ fini. On peut récrire cette condition

(1290)

B% — BEa(€?) —h%¢* =0
2y _ ddp 1
ale) = (2m)4 1 + ¢22 Z‘f(l — cosp,)

(129¢)

a(€?) est positif et varie de 1 pour &2 & zéro pour &2 tend vers l'infini (lorsque
d > 2, £2a(£¢2) tend vers une limite finie pour £2 tend vers I’infini). Dans ces
conditions 3 varie comme £ pour £ petit et comme |h|£? pour £ tendant
vers U'infini. La présence d’un champ extérieur, si petit soit-il, mais fini, a
donc supprimé la transition comme nous nous y attendions. L’aimantation
par site est alors égale &

M=L2 78 (130)
" aNoh na= B

A 'ancienne valeur critique 8 = 8., ’équation (133) donne la relation entre
£ et h sous la forme

ddp 1
6h2 = 8. 131
¢ 4 / (2m)? 22‘1‘(1 — cosp,) [{“2 + 22?(1 - COSPu)] ts

Si h — 0, £ diverge. Plus précisément pour d > 4 le membre de droite a une
limite finie, de sorte que
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d>4 B=4 M ~ h'/3 §=3 (132)

comme dans le cas du champ moyen. Si d = 4 on a une divergence
logarithmique supplémentaire, £8h? ~ cstIn £ et donc

1\1/3
d=4 B =8 M~(h1n7l-) §=3 (133)

Enfin pour d < 4, on trouve

d<4 8 =8 M~ BE-2/(d42) P Z+§ (134)

La limite n tend vers I'infini du modéle de Heisenberg classique, ou mo-
déle sphérique, permet donc d’étudier facilement, entre les deux dimensions
critiques d = 2 et d = 4, les écarts & la théorie du champ moyen diis aux
fluctuations. Lorsqu’on approche de la dimension critique supérieure, I’ap-
parition de fonctions logarithmiques annonce I’émergence de phénomeénes
nouveaux, tout naturellement reliés 4 des propriétés analogues dans le cas
du mouvement brownien. En dimension deux, la longueur de corrélation
diverge exponentiellement lorsqu’on s’approche de la température nulle —
domaine pour lequel on peut par ailleurs construire une théorie de champ
continue cohérente (le modele o non linéaire). La recherche des corrections
d’ordre supérieur {en 1/n) est plus complexe; elle fait intervenir des mé-
thodes de calcul du type de celles qui seront exposées au chapitre V.

(i) Exprimer 'énergie libre en fonction de § = B.—f, et de h? au voisinage
du point critique. On posera m? = ¢~2. Alors d’aprés (1295)

d
dd
.F =Fp+ % {ln % +2dB - / (27r;)d In |:2 ;(1 — cosp,,)jl + f} (135a)

h2 dp m2 +2 Zd(l — cospy) m?
=—-m? 4+ — - I 1 -
f e Bm?2 / (2m)d { g [ 22'11(1 —cospu) 22‘;(1 — cospy)

avec, pour m? petit

Km? d>4

h2
Fo~ —tmiy

7 B +<{ Km*In % d=4 (135b)
mc—0

Kmé 2<d<4
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Ici K est une constante positive (dépendant de d). L’équation (129a) exprime
la stationnarité de F par rapport & m2, pour h et ¢ fixés. Retrouver le
comportement critique pour h, 8 et m? petits.

(ii) On peut appliquer la méme technique de passage 3 la limite n — oo
pour étudier le comportement de la singularité de Lee et Yang dans un champ
extérieur complexe. Posons h = hu ol u est un vecteur unitaire réel. La
singularité se produit lorsque la solution £(3, h) de (129a) devient multivaluée,
c’est-a-dire si, de plus

d'p ! LW, (136)
d 2 -
(21[‘) [1 + £22 Zf(l - COSp“)] B

Nous trouvons une paire de singularités sur ’axe imaginaire pur & h = +ih..
Lorsque 8 tend vers 8. par valeurs inférieure, la partie singuliére de 'énergie
libre est en (hFihc)3/2 pour d > 2, de sorte que & I'ordre le plus bas, 'exposant
critique ¢ = 1/2 (comme en champ moyen). Montrer que

d>4  hen~ (B — B3

L (B =B
In [1/(8e — B)]

4<t he~ (B - BN

d=4  he (137)

Ces résultats semblent contredire le fait que pour la singularité de Lee et
Yang, la dimension critique supérieure est d = 6. Mais la prise en compte des
corrections en 1/n invalide les expressions ci-dessus. Au voisinage de d = 6,
o s’écarte de 1/2. En fait, la singularité de Lee et Yang n’est pas sensible au
nombre de composantes & partir du moment ou ’une d’elles est privilégiée par
la présence du champ extérieur. La méthode n — oo n’est donc pas adaptée
pour étudier dans ce cas le role des fluctuations.

4. Corrections au champ moyen

L’approximation du champ moyen révele 1’existence de points critiques
ol se modifient les propriétés qualitatives et quantitatives du systéme étudié.
Jusqu’ici nous avons rencontré des transitions continues, c’est-a-dire telles
que 1’énergie libre, sa dérivée I’énergie interne (et donc I’entropie), sont des
fonctions continues & la transition. Les propriétés de symétrie sont elles
discontinues avec I’apparition d’une aimantation spontanée dans les phases
pures de l’existence d’un champ interne non nul. I’étude du modéle d’Ising
en dimension deux et du modele sphérique révélent que les prédictions
du champ moyen sont & reconsidérer en basse dimension en raison des
fluctuations. Le modele sphérique confirme que la dimension quatre joue
un réle crucial pour ces systémes. Les exposants critiques commencent
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a dévier des valeurs classiques par des corrections logarithmiques. Par
ailleurs cette dimension est celle qui correspond a la renormalisabilité
ultraviolette perturbative de la théorie des champs continue ayant méme
type de parametre d’ordre et méme groupe de symétrie (pour un modele
vectoriel & symétrie O(n) ceci signifie un terme d’auto-couplage dans le
lagrangien du type ¢?.¢%. Les deux phénomenes sont intimement liés comme
nous allons amplement en discuter par la suite.

On est donc amené & se poser la question des corrections au champ
moyen et de fagon analogue des corrections en 1/n dans la limite n grand.
Cherchons un petit parametre susceptible de permettre un développement
systématique. L’idée la plus naive est d’utiliser comme petit parametre l'in-
verse du nombre de coordination c’est-a-dire dans le cas d’un réseau régu-
lier l'inverse de la dimension — bien qu’a priori d ne prenne que des va-
leurs entiéres. Si ’on procéde ainsi on sera amené & prendre en compte des
corrélations entre proches, seconds, ... voisins. On pourrait dans le méme
esprit (mais avec une technique différente) étudier les corrections & I’ap-
proximation de Bethe. Bien entendu ceci signifie qu’on renonce 3 discuter
des fluctuations collectives mettant en jeu ’ensemble des variables dont nous
soupconnons gu’elles sont responsables en basse dimension des écarts entre
les exposants critiques réels et les valeurs prévues par ’approximation de
champ moyen. Cependant une telle méthode permettra d’atteindre I’'un des
buts poursuivis. Elle va améliorer la recherche de la position du point cri-
tique et va donner des valeurs quantativement plus précises des différentes
quantités thermodynamiques hors de la zone critique. Ces indications ont
leur intérét par exemple lorsqu’on les confronte avec les données des simu-
lations numériques. En revanche le comportement critique continuera, en ce
qui concerne les corrélations & grande distance, & correspondre 3 celui d’un
champ libre (le modeéle Gaussien). La prise en compte de V’effet des fluctua-
tions de grande longueur d’onde d’une maniére non perturbative fait appel a
d’autres techniques, reposant sur des resommations de séries perturbatives,
sous des formes de plus en plus élaborées qui font ’objet du chapitre V.

Le programme consistant & obtenir ces développements en 1/d peut lui
méme étre abordé par plusieurs biais. Nous choisissons ici d’illustrer 1’'un
d’entre eux, quitte & y revenir dans la discussion des développements dits
de couplage fort ou de haute température (chapitre VII). Pour simplifier
les calculs nous choisissons de nous limiter au modéle d’Ising et procédons
4 ’étude des fluctuations autour d’un point stationnaire de l'intégrale
fonctionnelle, obtenu au préalable par ’approximation du champ moyen.

4.1 Transformée de Laplace

Si J;; désigne une forme symétrique définie positive, on peut écrire la
formule de transformation de Laplace suivante
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€xXp 2ﬂzaz A —(detﬂ‘]) 1/2/H (271')1/2

X exp -——ZH l)inj+ZHi0'i
i

(138)
Une difficulté semble surgir lorsqu’on cherche A appliquer cette représenta-
tion au facteur de Boltzmann correspondant au modéle d’Ising. Dans ce cas
Ji; vaut zéro ou un suivant que les sites sont voisins ou ne le sont pas et son
spectre est symétrique autour de zéro de sorte que la formule (138) n’a donc
pas de sens dans ce cas puisque I'intégrale Gaussienne n’est pas convergente,
et la racine carrée du déterminant n’est pas définie. Cependant, ce n’est
pas une difficulté insurmontable: une idée naturelle consiste & ajouter 3
I'interaction le terme —3X/23" (02 — 1), c’est-a-dire zéro pour o; = £1, qui
transforme ’opérateur J en J— . Pour A > 2d on obtient alors un opérateur
défini négatif. Malheureusement ’introduction d’un paramétre A arbitraire,
qui s’élimine dans un calcul exact, fausserait les approximations successives
que nous avons l’intention de faire. On considérera la représentation (138)
plutét comme une expression formelle évaluée sur un contour approprié,
qui va conduire aux développements algébriques souhaités au voisinage
d’un col, en laissant au lecteur le soin d’établir ce résultat sur des bases
mathématiques plus solides. En sommant pour les “spins” o; = %1, et en
divisant par 2V (c’est une convention), on obtient la fonction de partition
pour le modeéle d’Ising en champ extérieur k; sous la forme

26w =taet 5™ [T ot

(139)
X exp ﬂZH(J Y Hj +Zlncosh H; + h;)

1.7

qui s’interpréte comme une assemblée de spins indépendants, interagissants
avec des champs H; aléatoires, distribués selon une mesure gaussienne en
dHe—(1/28XHI™'H) ' Op notera que dans ce p01ds de probabilité le facteur
de température apparait sous la forme 3! et non 3. L'introduction de
variable H; continues nous permet d’appliquer la méthode du col qui conduit
immédiatement aux équations du champ moyen

H; =3 Jijtanh(H; + h;) (140)
J
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L’étude des corrections sera alors faite en développant I’action dans ’équa-
tion (139) au voisinage d’une solution H; et en traitant perturbativement
les termes successifs en (H; — H;). Les contributions 3 In Z peuvent étre
classées comme dans la théorie des champs selon le nombre de boucles
des diagrammes de Feynman connexes, comme on 1’établira au chapitre V.
Supposons le champ extérieur h; uniforme, soit h, et retenons la solution A
de Iéquation (140) uniforme et réelle

H = 2Bdtanh(H + h) (141)

A Tordre zéro (dit ordre des diagrammes en arbres) I'énergie libre est celle
donnée par le champ moyen

Fy =Incosh(H + k) — 3d [tanh(H + h)]2 (142)

ot Hest fonction de B et h par 'intermédiaire de (141), de sorte que
Paimantation s’écrit, & cet ordre

My = = Fo(H(h, ), h, B) = tanh(H + ) (143)

Substituons maintenant dans ’équation (138) H; — H; + H et développons
’action au second ordre en H;. En posant Zy = eV %0, il vient

z _ dH; L1
7 =(det 8J)~1/2 /l:I @ exp— 1 H [(,BJ) 1 ——_——coshz(fl " h)] H
1 ~1/2
- {det [1 ~ cosh?(H + h)ﬂj] }
(144)

Nous constatons la disparition de la quantité singuliere (det 3J)~'/2. La
premiére correction a 1’énergie libre s’écrit donc

1 [ di 28 d
FrF=—= In{l- ———
! 2/) (2n)d " [ cosh®(H + h) zlzcosqp

__ P __ﬂf_dz__)
"~ 2cosh*(H + h) +0 (coshs(fI +h)

(145)

Le paramétre de développement, défini topologiquement sur les diagrammes
perturbatifs par le nombre de boucles, joue un role analogue & celui de k
dans Papproximation semi classique en mécanique quantique.
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Nous pouvons aussi réorganiser ces corrections en puissances inverses
de d. Ces expressions deviennent de plus en plus complexes quand on tient
compte des termes de degré plus élevé en (H; — H) dans le développement
de ’action au voisinage du col. Contentons-nous ici de la correction d’ordre
le plus bas (145). En écrivant désormais H pour H + h, le terme dominant
(142) devient

Fy =Vy(H) + htanh H (146)
Vo(H) = Incosh H — H tanh H + Sdtanh® H

Les variables H et h sont reliées par la condition de col

;E(VO(H) + htanh H) =0 (147a)

et a cet ordre "aimantation est donnée par

My = ;—h(VO(H) + htanh H) (147b)

La correction du premier ordre

1 [ d 28 &
Vi(H) =~ @) In [1—cosh2H;cosqu (148)

permet d’écrire ’énergie libre sous la forme

F=V,+Vi+htanhH

_ v, dH (149)
dF = (tanhH+ _d—H—E) dh

oll nous avons tenu compte de la condition de stationnarité a ’ordre le plus
bas (147a) qui donne la relation entre H et h. Jusqu’a I'ordre un inclus,
Paimantation M est donc égale &

dv, dH
M =tanh H + aH an (150)
11 est naturel & ce stade de procéder & une transformation de Legendre, et
de prendre M comme variable & la place de H. En développant H(M) au
premier ordre inclus, il vient
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H =arctanh M + H, +---

151
vanh B <7 VL 4H . (151)
dH dh H=arctanh M

Définissons le potentiel effectif V' par la relation

V(M) =—F +hM (152)

de sorte que

dV = hdM (153)

Alors, jusqu’au premier ordre inclus, il vient

V=—%(H)—%(H)+hdt(:$1Hdt?:H+---
= - [VO(H) + VI(H)”HzarctanhM
( dVp d; + dv; )dtanhH
dtanh H d tanh H dtanh H dh

En vertu de ’équation de col dV/dtanh H = —h, les deux derniers termes
g’éliminent et on a simplement

V(M) = (‘/O(H) + ‘/I(H))IH=arctanhM (154)

L’équation (153) exprime qu’en ’absence de champ extérieur k, le potentiel
effectif V(M) est extremum. Le calcul & I'ordre zéro suggere en fait que
V(M) est minimum, et si les corrections ont un sens, c’est-a-dire restent
petites, cette propriété doit étre préservée aux ordres supérieurs. C'est la
raison pour laquelle on a ajouté un signe moins dans la définition (152). Le
point de transition 3, est alors défini de la maniére suivante. Pour § < g,
le minimum du potentiel est situé en M = 0. Pour 8 > 3., V(M) admet
deux nouveaux minima en +=M,,.

On peut écrire V(M) sous la forme
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2
Vo(M) —2ﬂdﬂ—/‘[— - %Zi(l = M)In(1+ M) = (28d — 1)%3 — %4_ +-

Vi(M) = — }2-/ (%r%m [1 —26(1 - M?) 21:(1 — cos qu)]

1 [ !
=-3 (27r‘)1d In [1 — 2ﬂ§1:(1 — cosq“)]
, [ diq ﬂZ‘f(l —cosqy)
(2m)¢1 -2 Z‘li(l —cosgqy)

+ M d4q ,32‘1(1 — cosgqy) 2
(2m)? [1-28%(1 - cosg,)

(155)
Le développement en puissances de M? fait apparaitre des coefficients
singuliers a la position initiale du point critique Zﬁgo)d = 1, comme on
s’y attend dans une méthode perturbative. L’origine reste un extremum
de V(M), cependant d’autres minima peuvent se développer lorsque le
coefficient du terme en M? s’annule, c’est-a-dire pour une nouvelle valeur
de . donnée, 3 cet ordre par

6= [ S =G(0,2d8)  (156)

1

d
1—2dB:5 Y (1 - cosg,)

1

&l

olt G est la fonction de Green pour le mouvement brownien. On note la
parenté de ce résultat avec celui du modéle sphérique ol l'on avait (eqs
(102) et (103)) 2dB. = G(0,1). Pour obtenir '’ordre dominant on substitue
A G(0,28.d) sa valeur a Pordre zéro G(0,1) qu’on peut développer en
puissances de d~* (eq.(I.44)): G(0,1) =1+ 1/2d + - - -, soit

1
2d3, =1+ — 157
Be=1+5+" (157)
L’effet prédominant des fluctuations en grande dimension est donc de
diminuer la température critique (8, augmente) sans pour autant modifier
les exposants critiques.

En poursuivant le développement perturbatif au-deld des corrections
quadratiques, montrer qu’on peut obtenir pour un modéle & symétrie O(n)
une expression de la position du point critique comme une série en d— (Fisher
et Gaunt, Abe)
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: = _L_ ! - 2 — ! — 8 .
M”l 2d  (2d)2 (2 n+2) (24)3 (7 n+2)+ (158)

A la limite n — oo on retrouve le résultat (102)-(104), & savoir I’expression
1/2dB. = 1 — I1(0), ou II(0) est la probabilité de retour & l'origine pour le
mouvement brownien, qui vaut 0 pour d — 2. On s’attend donc en général &
ce que la série devienne singulidre & d = 2, mais ceci reste un probléme ouvert.
En particulier elle ne devrait pas avoir d’accident & d = 4. On remarque aussi
que la valeur n = —2 semble jouer un réle particulier. Cette valeur, pour peu
qu’on définisse convenablement le prolongement continu en n, correspond a
un modele de champ fermionique complexe libre.

Calculons maintenant la susceptibilité dans la phase de haute tempé-
rature

a1 0V

B < B X —WMﬂ

(159)

L’expression antérieure donnait la position 3. du zéro de x~. En sous-
trayant terme 3 terme, on obtient

[2d(ﬁc - IB)X]_I =
L diq %Zf(l — cosqy)
(2m)d [1 _ ;11_2‘11(1 — cos ‘Iu)] [1 -2 2‘11(1 - cosq“)]

+ PP
(160)

Dans le second membre nous avons remplacé B, par sa valeur & l'ordre
‘dominant dans le dénominateur de l’intégrale du terme de correction.
Lorsque B — B, il est de méme légitime de substituer dans le second facteur
de cette intégrale le coefficient 8 — B, ~ 1/2d. Pour d > 4 I'intégrale reste
convergente dans cette limite. La correction s’annule linéairement comme
le terme principal & 8 = B, et l'exposant v de la singularité n’est pas
modifié: v = 1. En revanche l'effet des fluctuations est catastrophique dans
ce développement perturbatif en dimension quatre ou inférieure. L’intégrale
de correction a une divergence infrarouge qui sera caractéristique aussi des
corrections d’ordre supérieur et ’approximation du champ moyen perd son
sens (critére de Landau—Ginzburg). Il faudra faire appel & une méthode
de resommation plus puissante pour exhiber la nature des déviations des
exposants critiques de la valeur prédite par champ moyen. Cette méthode

doit pouvoir tenir compte de I’influence des fluctuations de grande longueur
d’onde.
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On pourrait cependant poursuivre le développement, et calculer les
corrections en 1/d pour des grandeurs variées, lorsque d > 4. De méme on
peut aussi généraliser les raisonnements précédents 4 d’autres modeles.

Nous aurons également & revenir sur ’approximation du champ moyen
dans le cas o on ne dispose plus d’un parametre d’ordre local. Le cas
typique est celui des théories de jauge.

Effet d’un champ extérieur inhomogéne. Cette fois-ci, soit F' 1’énergie
libre totale. Jusqu’a I’ordre d’une boucle, on a

F=Vo+Vi+ ) hitanh H;

1
Vo = Elncosh H; - Hitanh H; + 18 Z(tanh H;)J;;(tanh H;) (161)
i i
Vi = —§ Trln [6;5 — BJ;;(1 — tanh?® H;)]

et la relation entre H et h est donnée par

8
o Vo+Zh,-tanhH,- =0 (162)

1

Posant

d
M; = E;L‘;F(Hi(h)ahi) (163)

on forme la transformée de Legendre I, telle que
T(M) + F(h) = Z hiM; (164)
i

qui permet de généraliser la notion de potentiel effectif (ce dernier est la densité
de I si M est homogene). A 'ordre un, il vient

T(M) =~ (Vo + Vi)l p,=tann B;
ST TR0
i i,k )
+ —;-’I‘rln [6ij - BJi(1 - MJ2)]

h; étant alors donné par

ar
oM;
Montrer comment se généralise cette transformation & tous les ordres.

h; (166)

Avant de présenter 1’étude générale des séries de perturbation, nous
consacrerons le chapitre suivant & des considérations générales sur les lois
d’échelle et des modeles simples de renormalisation.
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Notes

L’approximation de champ moyen est presque aussi ancienne que la
mécanique statistique. Une référence classique est W.L. Bragg, E.J. Wil-
liams, Proc. Roy. Soc. A145, 699 (1934). Les corrections de la formule
de Clausius Mossotti pour les systémes denses, obtenues par J. De Boer,
F. Van der Maesen et C.A. Ten Seldam, Physica 19, 265 (1953) et G. Stell et
G.S. Rushbrooke, Chem. Phys. Lett. 24, 531 (1974) utilisent le formalisme
développé par J.G. Kirkwood, J. Chem. Phys.4, 592 (1936) et J. Yvon,
Actualités scientifiques et industrielles, 543, Hermann, Paris (1937). Le cas
des milieux polaires a été étudié par L. Onsager, J. Am. Chem. Soc. 58,
1496 (1936).

Pour une vue générale sur les phénomenes critiques, et sur leur contexte
physique, on peut se reporter 4 H.E.Stanley Introduction to Phase Transi-
tions and Critical Phenomena, Clarendon Press, Oxford (1971). La méthode
de Landau est largement discutée dans L.D. Landau et E.M. Lifshitz Sta-
tistical Physics, 3éme édition revue par E.M. Lifshitz et L.P. Pitaevskii,
Pergamon Press, Oxford (1980), dont il existe une version frangaise. L’ap-
proximation de Bethe est présentée dans H. Bethe, Proc. Roy. Soc. A-2186,
45 (1935). Voir aussi G.S. Rushbrooke et H.I. Scoins, Proc. Roy. Soc. A-230,
74 (1953). L’étude des modes mous qui apparaissent dans le cas de brisure
spontanée d’une symétrie continue est due & J. Goldstone, Nuovo Cimento,
19, 154 (1961). Les analogies entre le mécanisme de la supraconductivité et
celui de la création de termes de masse dans le cadre d’une symétrie bri-
sée en présence de champs de jauge, sujet qui n’a pas été abordé ici, sont
présentées par Y. Nambu et G. Jona-Lasinio, Phys. Rev. 122, 345 (1961)
et 124, 246 (1961). L’article influent de M. Gell-Mann et M. Lévy, Nuovo
Cimento 16, 705 (1960), introduit le modele ¢. Divers aspects des brisures
de symétrie, sont étudiés entre autres dans 'ouvrage de S. Coleman rassem-

blant ses cours d’Erice, Aspects of Symmetry, Cambridge University Press,
Cambridge (1985).

‘ L’examen des racines complexes des fonctions de partition, est di &
C.N. Yang et T.D. Lee, Phys. Rev. 87, 404,410 (1952). La présentation que
nous en donnons est inspirée de celle de D. Ruelle, Phys. Rev. Lett. 26, 303
(1971), Comm. Math. Phys. 31, 265 (1973). Pour de plus amples développe-
ments, voir J.D. Bessis, J.-M. Drouffe, P. Moussa, J. Phys. A9, 2105 (1976)
et D.A. Kurtze, M.E. Fisher, Phys. Rev. B20, 2785 (1979). La recherche des
racines dans le plan complexe des températures est discutée dans le cours
donné & Boulder par M.E. Fisher, Lectures in Theoretical Physics, VII-C,
edited by W.E. Brittin, University of Colorado Press, Boulder (1964). Voir
également C. Itzykson, R.B. Pearson, J.-B. Zuber, Nucl. Phys. B220 (FS8)
415 (1983), et les travaux numériques de E. Marinari, Nucl. Phys. B235]
FS11], 123 (1984), et de G. Bhanot, R. Salvador, S. Black, P. Carter et
R. Toral, Phys. Rev. Lett. 59, 803 (1987).

Le modele sphérique a été résolu par T.H. Berlin et M. Kac, Phys.
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Rev. 86, 821 (1952). Le lien avec le développement & n grand est du &
H.E. Stanley, Phys. Rev. 176, 718 (1968). Le livre de S. Coleman cité
précédemment présente extension de ces méthodes, due & G. 't Hooft a
des modeéles de champs & valeur matricielle, qui seront discutés au chapitre
X.

Les développements & d grand mentionnés au dernier paragraphe sont
empruntés & M.E. Fisher et D.S. Gaunt, Phys. Rev. 133A, 224 (1964) et
R. Abe, Prog. Theecr. Phys. 47, 62 (1972).

Nous n’avons pas traité le probléme des défauts dans les milieux
ordonnés, qui constituent & juste titre une partie intégrante de la physique
des transitions de phase. Pour combler cette lacune on se reportera au
livre de M. Kléman, Points, Lines and Walls in Liquid Crystals, Magnetic
Systems and Various Ordered Media, John Wiley and Sons, New York
(1983), qui donne de nombreuses références aux travaux originaux. Pour
les aspects topologiques des défauts, on pourra consulter ’article de revue
de N.D. Mermin, Rev. Mod. Phys. 51, 591 (1979) et celui de L. Michel, Rev.
Mod. Phys. 52, 617 (1980).



CHAPITRE IV

LOIS D’ECHELLE - MODELE XY

De ’opalescence critique a la transition de Curie des ferromagnétiques,
en passant par la transition vers la superfluidité de ’hélium, le comporte-
ment des polymeres en solution, la conductivité des milieux aléatoires..., la
physique des milieux condensés offre une trés grande variété de phénomenes
critiques qui se rangent en grandes classes d’universalité, caractérisées par
des comportements spécifiques a grande distance, par des exposants et des
rapports d’amplitudes universels... De son coté, la physique des particules
suggere d’étudier des systemes possédant des lois d’invariance locales, fai-
sant surgir de nouvelles questions comme le confinement des quarks. Dans
ce chapitre, nous allons donner une premiére vue assez fruste de la méthode
et des idées de la renormalisation. Nous l'illustrerons, dans la premiére par-
tie, par des approximations simples exposées en termes de modeles de spins
classiques, et nous considererons dans la seconde ’exemple du modele XY
en quelque détail.

1. Lois d’échelle. Transformations de renormalisation
dans 1’espace de configuration

1.1 Homogénéité et invariance d’échelle

La discussion des chapitres précédents suggére que, dans une région
voisine d’un point de transition continue, les systémes critiques ont des
propriétés universelles. Le détail des interactions microscopiques n’influe
plus sur le comportement des corrélations 4 grande distance. Celles-ci
sont caractérisées par une analyse dimensionnelle spécifique, dictée par
quelques propriétés essentielles du systéme, telles la dimension, la nature
du parameétre d’ordre et le type de symétrie associé.

Comme de nombreux auteurs, nous utiliserons le langage du magné-
tisme pour les modeles de spin déja présentés. L’approximation du champ
moyen a fourni une premiére idée d’un comportement critique simple: les
fluctuations ne modifient pas les comportements & grande échelle en dimen-
sion plus grande que la dimension critique supérieure. Cette dimension est
égale & quatre pour les systémes de spins, et le probleme posé est donc
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une étude en dimension quatre et inférieure. Si T, désigne la température
critique, nous utiliserons comme parameétre de controle la variable réduite

T
o~ (%) .
Dans le langage de la théorie des champs, le carré de la masse “nue” est
proportionnel 4 6. Le domaine 8 > 0 correspond & une phase désordon-
née symétrique. Pour 8 < 0, la symétrie est spontanément brisée. En nous
placant dans ce cas, toute condition uniforme aux limites, ou tout champ
extérieur infinitésimal uniforme, permettent d’isoler une phase pure, cor-
respondant & une direction privilégiée de P’aimantation spontanée, parmi
les directions équivalentes selon le groupe de symétrie. Une transition con-
tinue est caractérisée par une aimantation spontanée qui s’annule 3 8 = 0.
Dans une telle phase, seul subsiste un sous groupe réduit de syméirie qui
est le groupe d’isotropie (ou petit groupe) de cette direction privilégiée. La
taille du domaine voisin de § = 0, dans lequel on pourra négliger la maille a,
(ou plus généralement la portée finie des interactions) devant la longueur de
corrélation £, dépend des parametres microscopiques et peut étre une source
de difficultés dans une étude concrete. Notre hypothese est donc £ > a. Une
facon d’apprécier la longueur de corrélation est de considérer une configura-
tion typique du systéme au voisinage de # = 0, et de prendre pour £ la taille
moyenne des amas ou le spin prend une valeur donnée (dans le cas d’un
groupe discret). Au point critique, £ est infini, et cette échelle de longueur
disparait. De mé&me dans ce voisinage, nous supposerons que les corrélations
deviennent isotropes.
Considérons pour simplifier un champ scalaire et supposons les lon-
gueurs initialement mesurées en terme d’un étalon microscopique, symbolisé
par la maille a. Au point critique une fonction de corrélation isotrope

G(x) = (p(x)¥(0)) (2)

refletera 1’oubli de I’étalon microscopique s’il existe un dictionnaire permet-
tant d’exprimer les observations & I’échelle de dix microns en termes de
celles effectuées & 1’échelle de un micron par exemple. A priori, si r = |x|,

s = (%)

ou a ’évidence 'expression considérée est sans dimension. La théorie va
s’attacher a justifier I’existence de la limite critique @ — 0 & 1, o fixes. Il
s’ensuit qu’au point critique on a sensiblement, pour r; et r grand devant
la maille

Q

GEZ; — (_) n>a, > (3)
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Ceci constitue bien pour la fonction de corrélation la loi de correspondance
cherchée. En outre, la propriété de groupe

G(rs) _ G(rs)  G(ra)
G(r1) G(r2)  G(r1)

requiert que y(p) soit une fonction homogene, égale a I'unité pour p = 1.
En d’autres termes, avec la définition traditionnelle de l'indice n (qui vaut
zéro dans le cas du champ moyen)

d—2+
G(rs) = G(r1) (:—;) " a6=0 (4)

L’indice n mesure donc la déviation au modele gaussien et 1 # 0 correspond
4 une théorie des champs invariante d’échelle non triviale. Plagons-nous
maintenant dans la phase désordonnée 8 > 0, mais si pres du point critique
que £ > a. On peut distinguer trois régions de longueurs grandes devant la
maille r,

(%) a€rKé
(3?) a<<'rr~'a§
(44) aéLrT

Dans la premiére région on s’attend & ce que les considérations précédentes
s’appliquent, tout se passant en effet comme si la longueur de corrélation
était infinie. Cette région est équivalente  la région ultraviolette d’une théo-
rie des champs renormalisable, comme nous le verrons au chapitre suivant.
La deuxiéme région est une zone délicate de transition ot ’on commence &
s’écarter d’un comportement homogene. Enfin, au fur et & mesure que I'on
s’engage dans la troisiéme région, les fonctions de corrélation se mettent 3
décroitre exponentiellement, divergeant de plus en plus du régime invariant
d’échelle. On exprime ceci en disant que la température, caractérisée par
la variable 8, est un paramétre essentiel pour le comportement 3 grande
distance (infrarouge). Ce comportement est instable lorsqu’on modifie 8 &
partir de la valeur § = 0. Une fagon équivalente revient & dire que plus la
distance croit, plus on devient sensible & un écart a la température critique.

Ces considérations sont résumées, dans la région critique, par ’expres-
sion

60~ 59 (57 5

Lorsque son argument est petit la fonction g a une limite réguliére, sauf
dans quelques cas exceptionnels ol apparaissent des termes logarithmiques.
En revanche, cette fonction décroit exponentiellement & 1’infini.
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Pour poursuivre, il nous faut étudier le comportement de la longueur
de corrélation lorsque 0 tend vers zéro. L’approximation du champ moyen
suggere une divergence en loi de puissance

£0) ~ .67 lorsque 8 — 0 (6)

qui introduit un second exposant critique v. La constante £, est évidemment
fonction du détail microscopique des interactions. L’hypothése (6) permet
alors de relier I’échelle des longueurs (ou des masses) 4 celle des températures
(en langage de théorie des champs, relier la masse physique 4 la masse nue)
La théorie de Landau nous a donné v = —%, tandis que pour le modeéle d’Ising
bidimensionnel v = 1.

Ces idées conduisent naturellement & une série de lois d’échelle pour
les diverses quantités physiques, partant de “I’hypothése d’homogénéité”, a
savoir que & est la seule échelle de longueur pertinente. Considérons I’énergie
libre par unité de volume. Nous nous attendons i ce que les fluctuations
contribuent a sa partie singuliere dans le rapport du volume unité au
volume £(8)¢, puisque dans nos normalisations ’énergie libre totale est sans
dimension

1
Fing(®) ~ —5 ~ 6" 7
smg( ) §(0)d ( )
C’est “Phypothése d’hyper-homogénéité”. On désigne par a lindice de
divergence de la chaleur spécifique C' proportionnelle & la dérivée seconde
de F, d’ou

cE ~ 6«
a=2—-vd ®)

Une valeur positive de a implique une divergence de la chaleur spécifique,
tandis qu’une valeur négative (quand on a rétabli les facteurs appropriés
a la thermodynamique) correspond & un point de rebroussement dans la
courbe représentative en fonction de la température.

Pour justifier argument conduisant & 1’équation (7) on peut encore
raisonner comme suit (Pippard et Ginsberg). Supposons que ’énergie libre
par unité de volume, ou du moins sa partie singuliere, se comporte en 2~%,
Si, & une température supérieure 3 la température critique (6 > 0), se
produit une fluctuation correspondant a un état ordonné sur une distance
¢, laccroissement d’énergie libre correspondante sera AF ~ 6272¢4 et
la probabilité e=2% d’une telle fluctuation deviendra négligeable lorsque
AF ~ 1, ce qui fournit Pestimation ¢ ~ §~(2-2)/¢_Identifiant ’exposant 3
v on retrouve la relation (7).

Pour le modele d’Ising bidimensionnel, la singularité logarithmique de
la chaleur spécifique s’interprete comme a = 0. Par ailleurs v = 1, en accord



Iv.lil LOIS D’ECHELLE - MODELE XY 163

avec (7). De méme, pour une dimension d comprise entre 2 et 4, le modéle
sphérique vérifie cette relation puisqu’on a trouvé

d—4 1

=732 Y=a3 ®)
En revanche, dans le cas de ’approximation du champ moyen, la relation
(7) n’est pas vérifiée si ’on regarde les choses superficiellement, puisque la
discontinuité de la chaleur spécifique s’interpréte comme une valeur o = 0 et
Pexposant ¥ = 1/2 est incompatible avec o = 2—wvd. Il faut plutdt considérer
que les raisonnements qui conduisent & 1’approximation de Landau (ot les
fluctuations sont négligées) sont incompatibles avec ceux que nous exposions
ci-dessus. On peut cependant réanalyser la situation en disant que la
prise en compte des fluctuations, négligeables en dimension élevée, devient
impérative a partir de la dimension d., telle que ac = 2 — v.d,., c’est-a-dire
d. = 4. En d’autres termes, nous retrouvons le critere de Landau-Ginzburg
fournissant la dimension critique supérieure.

La susceptibilité (dérivée seconde de I’énergie libre par rapport & un
champ extérieur, 4 la limite d’un champ nul) est proportionnelle 4 I'intégrale
spatiale de la fonction de corrélation 4 deux points. En se reportant a
Pexpression (5), on en déduit que

1
xw>=/ dix—T o~ g0 (10)
|x]<£(8) |x |42t

Si v désigne I’exposant critique correspondant, il s’ensuit que
Y g

x(8) ~ 677

T=v(2-1) Y

En présence d’un champ extérieur H, la transition disparait. L’aiman-
tation M (H,6), pour 8 > 0, s’annule linéairement avec H (coefficient x(8)).
Pour 8 < 0, a la limite H — +0, M tend vers ’aimantation spontanée,
que nous noterons M(6). Cette derniére s’annule lorsque T tend vers T, par
valeurs inférieures comme

M(8) ~ (=) lorsque § — —0 (12)

Cette relation définit ’exposant 3. A la température critique, le comporte-
ment de M avec H est singulier, et on pose

M(H,0 =0) ~ H® lorsque H — 0 (13)

Les relations (12) et (13) impliquent que les échelles H, M?% et (—6)%
sont reliées. Ceci nous conduit & 1'équation d’état, exprimant HM ~¢ comme
fonction réguliere de M —1/8
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H =M’ fg(6M~'/5) (14)

Le premier zéro négatif de fy fournit ’aimantation spontanée, lorsque H —
0. La valeur pour un argument nul donne le coefficient de proportionalité
dans la relation (13). Enfin, pour § > 0, I'aimantation M doit &tre linéaire
en H lorsque tous deux tendent vers zéro, M = x(0)H. Ceci implique
que lorsque son argument tend vers +oo la fonction fy se comporte en
fr(z) ~ 2506-1) et donne la relation H ~ M@F—1). En comparant avec
(11), il vient

7=8(06-1) (15)

On voit que le fil conducteur est de trouver des relations réguliéres entre
quantités singuliéres. Supposant en outre que la singularité de la chaleur
spécifique est la méme an-dessus et au-dessous de la température critique,
nous pouvons réinterpréter ’équation d’état (14) comme une relation pour
la partie singuliere de ’énergie libre, exprimée en fonction de H et 8. Pour
# > 0, on écrit

Fung(6,H) ~ 6> *fp(HO™) (16)

Calculant la susceptibilité, dérivée seconde par rapport & H, il vient en

Les deux relations (15) et (17) permettent d’obtenir 3 et §.

En résumé, le calcul de deux indices critiques, n pour le comportement
de la fonction de Green au point critique et ¥ donnant la divergence de la
longueur de corrélation lorsque la température s’approche de la température
critique, fournit (moyennant les hypothéses d’homogénéité) les quatre autres
exposants dont nous rappelons 'expression

a=2-—vd

B =3v(d—2+mn)

v =v(2-n)
d+2—-n

6 =——

Le groupe de renormalisation va nous permettre de justifier les hypothéses
faites, et fournir un outil pour le calcul des exposants critiques. Ces derniers
peuvent aussi s’obtenir & partir des développements perturbatifs de haute
et basse température. Il semble qu'un accord se dégage entre ces méthodes
si différentes, auxquelles il faut encore ajouter d’autres techniques numé-
riques, fondées par exemple sur 1’étude de rubans de taille finie, ou encore
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la renormalisation dans l’espace réel, utilisant partiellement l’intégration
probabiliste sur ordinateur. Enfin, et c’est le plus important, des résultats
expérimentaux de plus en plus nombreux sont en accord quantitatif impres-
sionnant avec les prédictions théoriques.

Ajoutons une remarque concernant la singularité de Lee et Yang.
Dans le domaine réel, lorsque H est différent de zéro, I’aimantation est
une fonction réguliere de la température. En revanche, pour § > 0, son
prolongement analytique dans le plan complexe H est singulier sur ’axe
imaginaire pur & partir de +iH.. L’équation (16) permet d’estimer la
variation de H. dans la région critique avec la température

H, ~ 65 = go+7 (19)

En dimension élevée, 8 = 1, § = 3, ¥ = 1, et on retrouve H, ~ 63/2. Mais
la nature de la singularité en question n’est pas dictée par le comportement
au voisinage du point critique ordinaire. Il faut faire intervenir une autre
longueur caractéristique, qui devient infinie a la transition de Lee et Yang.
La relation (19) exprime seulement une condition de compatibilité entre les

deux singularités.

1.2 Relations de récurrence

On se propose d’étudier le comportement des systémes au voisinage
du point critique sous I'effet des changements d’échelle (ou dilatations).
Ce point est ’objet essentiel des différentes méthodes de renormalisation.
Celles-ci, dans le cadre de la théorie des champs, conduisent aux équations
de Callan et Symanzik.

Nous venons d’établir des relations entre exposants critiques mettant en
jeu directement les observables, en faisant seulement I’hypothese d’homogé-
néité. Une seconde étape va consister 3 raffiner la méthode en s’intéressant
3 ’action (appelée encore suivant le contexte Hamiltonien...) du systéme et
en étudiant sa loi de variation par changement d’échelle, quand on aura don-
né un sens plus précis & ce vocable. 11 ne s’agit évidemment pas d’analyse
dimensionnelle au sens conventionnel, quoique cette derniere intervienne
aussi. Pour étudier une transformation d’échelle, nous procéderons d’abord
dans I’espace de configuration, ou espace réel, par opposition aux méthodes
de la théorie continue qui utilisent ’espace des moments. Le point de dé-
part est la maille élémentaire, ou la portée finie des forces. Pour se référer a
une échelle progressivement plus grande, afin d’effacer les détails microsco-
piques, il existe divers procédés (décimation, variables de blocs...). Aucun
ne donne la panacée universelle.

Exposons d’abord, dans le cadre du modeéle d’Ising, le principe de la
méthode des variables de bloc, due & Kadanoff. L’idée consiste & considérer
de nouvelles mailles, de taille Aa, A entier (ce sont les blocs) et & leur associer
une nouvelle variable dichotomique ¢} choisie de telle sorte qu’elle refléte
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la méme tendance & Vorientation que 'ensemble des variables originelles
attachées aux sites internes du bloc. Par exemple, on prendra le signe de la
majorité des o;

op = Signe Z 0 (20)
icb
avec une convention pour le cas Zieb o; = 0¢8’il peut se produire. Lorsque la
longueur de corrélation est grande devant la maille, on peut s’attendre 3 ce
que les fluctuations des o; & 'intérieur d’un bloc jouent un role négligeable
tant que Aa est inférieur & £. Ecrivant le poids statistique des configurations
€5, et partant de

SaI,BZO'in +H20i (21)
(4.9) i
avec H petit et 8 voisin du point critique, on cherche & définir une nouvelle

action, relative aux variables de blocs, Spiocs = S, €n faisant une somme
contrainte

ePe = D [Ha (a,, — Signe » | ai)] e% (22)

{Uizﬂ:l} b i€b

Bien évidemment, la transformation est telle que la fonction de partition
demeure inchangée

Z= Z e = Z ede (23)

-{0’b=:|:1} {o',-::‘:l}

A la différence des méthodes de décimation (ou 'on somme sur une
fraction des variables, en conservant fixes les autres), les nouvelles variables
op ne sont pas identifiables & certaines des variables initiales bien qu’elles
soient de méme nature. Dans une méthode de décimation les corrélations
sont invariantes au changement d’unité de longueur @ — Aa prés. Il n’en est
pas ainsi ici a priori.

En général, 'opération impliquée par la relation {22) conduit & une
forme compliquée pour S),, la sommation contrainte étant pratiquement
aussi difficile & effectuer que celle de la fonction de partition originale.
Cependant, S,, continue & posséder la symétrie (globale) du systéme initial.
Si le parameétre A pouvait varier continuement, on s’attendrait & ce qu’au
voisinage de X = 1, 9, ait une forme voisine de celle de S,. Sur le réseay, il
ne peut en étre ainsi et la transformation S, — S, est difficile & étudier sans
hypothése ou approximation supplémentaire. Le plus simple est évidemment
de supposer, en simplifiant les choses & 'extréme et en utilisant le concept
d’universalité, que Sy, n’implique, & une constante prés, que des interactions
entre paires de proches voisins et un terme linéaire brisant la symétrie
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Sxe = B Z ooy + H), Zab+50 (24)
(b:5) 5

De ce fait, on néglige purement et simplement les interactions entre seconds,
troisiémes... voisins ainsi que des termes impairs de brisure de symétrie met-
tant en jeu plusieurs variables. On justifiera plus tard le fait de négliger ces
contributions supplémentaires qui deviendront inessentielles apres de nom-
breuses itérations de la transformation de renormalisation. Néanmoins, leur
inclusion est nécessaire dans un raisonnement général et, dans ces condi-
tions, ’action initiale doit elle-méme étre considérée comme fonction d’un
nombre infini de parameétres. Pour I'instant tenons-nous en a ’approxima-
tion (24) et simplifions encore en étudiant le cas ou le champ H est nul,
auquel cas H) est nul aussi. Alors, au terme constant Sy pres, le passage
aux variables de blocs conduit & un nouveau modele d’Ising, avec interaction
entre proches voisins dans une nouvelle échelle de longueur. La transforma-
tion se réduit donc &
x — X)) =Xx/A 95
0 — 65 = p(A,0) (25)

Ces relations expriment que les quantités physiques du modele initial,
relatives aux distances x et & la température réduite 8, sont reliées a celles
du modele transformé, relatives aux distances x, et & 6,. Sauf accident,
la quantité additive Sy et la loi de transformation 8, = ¢(A,8) sont
des fonctions réguliéres de parameétres initiaux. Ce point est capital. La
transformation de renormalisation (ici @ — @) ) ne met pas en jeu de fonction
singuliére.

La relation (23), qui exprime la conservation de la fonction de partition,
permet d’obtenir, pour ’énergie libre par site

XEF(6) = F(6x) + Fo(6) (26)

oll Fy(0) est une fonction de 8 qui elle-méme peut dépendre de A. Le fait que
ce soit la méme fonction F' qui apparaisse au second membre tient & ce que
le passage aux variables de blocs a produit un modele analogue au modeéle
initial, aux paramétres prés. La relation (26) est nécessairement approchée si
on se limite & un nombre fini de paramétres; elle est, en revanche, exacte mais
difficilement utilisable dans 1’espace de dimension infinie des parameétres
décrivant toutes les interactions.

Qualitativement, on s’attend & ce que l'itération de la transformation
de renormalisation associée & un changement d’échelle produise les résultats
suivants. Lorsque la température est différente de la température critique,
’accroissement de la taille des blocs doit progressivement les amener jusqu’a
la longueur de corrélation initiale. Exprimée en unité de blocs, la nouvelle
longueur de corrélation décroit, de sorte que I’écart & la température critique
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doit croitre; 8 < . entraine que, lorsque X tend vers l'infini, 8, doit tendre
vers zéro, point fixe attractif de haute température. De méme, lorsque 8 >
B la transformation de renormalisation fait tendre la température effective
vers zéro. I1 faut se rappeler que, dans la phase ordonnée, { caractérise
la, portée des corrélations des fluctuations autour de la valeur moyenne
d’aimantation spontanée. Autrement dit, la renormalisation amplifie les
déviations & la température critique, qui est donc un point fixe infrarouge,
non trivial et instable (fig. 1).

Figure 1 : Instabilité du point critique par rapport a la variable tem-
pérature.

Cette propriété permet d’identifier le point critique avec une grande
sensibilité. Si cette valeur est connue et si on peut considérer A comme un
parametre continu, on aura, suffisamment prés du point critique et pour A
tendant vers 1,

By = A9 (27)

avec Yo > 0. La longueur de corrélation devient alors

£(0x) = £(6)/A

L’itération de la transformation (27) permet de faire croitre A jusqu’a ce
que £(8)) et 0 soient d’ordre 1, de sorte que A ~ 8~1/%_ Alors

_ 1
£~ oMY = v=— (28a)
Yo
Si A peut étre considéré comme une variable continue, ’exposant est donc
donné par

1 A 9

Yo =- = o 6)\0’\ . (28b)
L’hypothese, selon laquelle la transformation est réguliere, méme au
voisinage du point critique, entraine 1’égalité des valeurs de v obtenues au-
dessus et au-dessous de .. Les équations (28) n’ont, bien entendu, de sens
que lorsque Pon peut effectuer des opérations de renormalisation dépendant
continuement du parametre de dilatation A. Sur un réseau, A ne prend que
des valeurs discrétes. En écrivant, prés du point critique, 8\ = p8 + o(9),
on obtient pour yy la valeur approchée In p/1n A, ol g est la dérivée de la

transformation au point critique.
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Dans la relation (26), puisque Fy(6) est une fonction réguliere de §
(méme si X croit aussi vite que §~1/%9), la partie singuliere de ’énergie libre
sera solution de I’équation homogéne

/\dFsing(e) = Fsing(o)\) (29)

ce qui, compte tenu de la relation (27) au voisinage du point critique,
entraine que Fy,g se comporte comme une puissance de 6, introduisant
’exposant ¢ Substituant A ~ §~1/%_ on obtient

Fsing(o) = f:i: |0‘2—a (30)

soit encore, comme précédemment

2—a=vd (31)

On peut généraliser le raisonnement en présence d’un champ exté-
rieur H. Les transformations de renormalisation entrainent que 8\(8, H),
H, (B, H) sont des fonctions de 3 et H, cette derniére s’annulant H en
raison de ses propriétés de symétrie. Le point critique est alors caractérisé
par ’annulation simultanée de 6 et H. Plus généralement, nous désignons
par 8 et H les variables correspondant aux couplages pairs et impairs qui
diagonalisent la transformation dans un voisinage du point fixe, et nous
écrivons

8y =2¥0
Hy =\vA H (32)
AdFsing(a; H) :-Fsing(e)\a HA)

Compte tenu des hypothéses et des définitions précédentes

Fsing(ov H) = lolud Fsing(:tly H/ Ieluyﬁ) (33)
Par dérivation par rapport & H, on trouve l’aimantation et la susceptibilité

M ~ (-6)" (v B=v(d-yu)

34
v@ya=d) v =v(2yn — d) e

X~ 0"

Dans la discussion précédente, yp = 1/v and yz = 3(d + ~/v) sont les
deux exposants fondamentaux permettant d’engendrer tous les autres. Par
élimination entre les équations (31) et (34), on obtient la relation

a+28+7=2 (35)

Utilisant I’expression (33), on peut de maniére équivalente obtenir 'aiman-
tation en fonction du champ et de la température, sous la forme
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H = M»va/8 f(gM—1/7) (36)
ou l’on reconnait 1’expression (14), avec

s=yH _ _YH
B d-yx (37)
2—a=vd=p(14+96)
On peut également considérer 1’effet des transformations d’échelle sur

les fonctions de corrélation en tenant compte de ’invariance de la fonction
de partition. En nous limitant au domaine 8 > 0, on a par exemple

Z78Z =) 6H(x})SHA(%5)G (%) — X5,05, H))

blocs

= Z 6H(x1 )(5H(X2)G(x1 - X2,0a H)

sites

(38)

G(x,0,H) = X2w==9G(x/), 0y, Hy) (39)

Le préfacteur, qui provient de la condition (38), exprime & la fois le chan-
gement d’unité de longueur et celui d’échelle des champs magnétiques. Il
s’interprete, dans le cadre de la théorie des champs, comme une renorma-
lisation de fonction d’onde, et correspond, de ce fait, & une transformation
non triviale sur le champ continu représentant la variable de spin

En itérant la transformation (39), on peut faire décroitre x et croitre 4
et H, de sorte qu’on s’éloigne de la région critique. En admettant que dans
cette derniére les corrélations sont isotropes, on peut encore écrire

— 1 1/v YH
G(x,0,H) = |Xl2(d_y”)g(0 x["", H |x["™) (40)
En Pabsence de champ nous retrouvons 'interprétation de £ ~ §7¥ comme
longueur de corrélation. A la température critique 8 = 0, on a, en revanche,
€ ~ H1/v1_ Au point critique @ = H = 0, la fonction de corrélation est
une fonction homogene de |x|, et 'exposant 7 est donné par la relation

d—2+n=2(d-yn) (41)

ou de maniére équivalente

v(2-1n)=v(2yg —d) =7 (42)

En résumsé, la méthode de renormalisation dans ’espace réel fait appa-
raitre deux exposants fondamentaux yp = 1/v et yg, caractérisant 'instabi-
lité dans les directions des interactions paires (8) et impaires (H) permettant
d’exprimer les autres exposants sous la forme
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a=2—vd
B =v(d—yx)
v =v(2yn — d)
YH
&=
d—yg
n=2+d-2yy (43)

Wegner a donné une discussion plus générale du comportement de
I’ensemble des couplages, dénotés génériquement {K;}, sous V'effet d’une
transformation d’échelle A arbitrairement voisine de 'unité. En désignant
par K; = 0 le point critique étudié, envisageons la transformation linéarisée
au voisinage de ce point. Elle prend la forme

)\dd_/\Ki()‘) =y K; (44)
A=1

Les combinaisons linéaires correspondant & des valeurs propres de la ma-

trice y;; sont associées & des combinaisons d’interactions, dites champs de

Wegner, dont les coefficients dans ’action ont un comportement simple sous

Peffet de la renormalisation. Ils sont classés en trois catégories

(i) essentiels, lorsque la valeur propre correspondante est positive,
(ii) inessentiels, si elle est négative,
(iil) marginauz, si elle est nulle.

En appliquant le méme vocable aux couplages correspondants, on voit
que le premier cas s’applique & la déviation & la température critique et au
champ magnétique, dans la discussion précédente. Les couplages inessentiels
tendent vers zéro sous ’effet de la renormalisation et pourront &tre négli-
gés dans le domaine critique, ou ils engendrent seulement des corrections
aux termes dominants. Le cas des opérateurs et couplages marginaux est
intéressant. Ils nécessitent une étude plus approfondie dépassant le cadre de
I’approximation linéaire.

Cette approche globale permet de mieux justifier les hypothéses de la
théorie de l'invariance d’échelle, pourvu qu’on sache décrire ’effet de la
renormalisation dans 1’espace élargi de ’ensemble des couplages (figure 2).
La variété critique sera celle correspondant (au moins localement) a 1’an-
nulation des couplages essentiels. A Vintérieur de cette variété, dont la co-
dimension est donc égale au nombre des valeurs propres positives de la
matrice y;;, les transformations de renormalisation sont contractantes. Si,
en revanche, on part d’un point hors de cette variété, les trajectoires finiront
par s’en éloigner.

Généralisant la relation (39) aux corrélations & un nombre n de spins,
montrer qu’au voisinage du point critique,



172 LOIS D’ECHELLE - MODELE XY 1v.1.2

Figure 2: Trajectoires du groupe de renormalisation, au voisinage du
point critique.

G(X1,...,%n; 0, H) =Z(\)2G(x1 /A, ..., xn/X; 05, H))

4
Z(W)Y? =)~ d-yr) = y~(d-24n)/2 (45)

Ici, Z(A) est le facteur de renormalisation de fonction d’onde, et doit étre
distingué de la fonction de partition. Voild encore un exemple de notation
ayant acquis deux significations traditionnelles différentes dans deux domaines
théoriques distincts. Dans le cas du champ libre, nous avons montré au chapitre
I que le passage a la limite continue permet d’attribuer au champ la dimension
(d—2)/2 en terme de nombre d’onde (inverse de longueur). L’interprétation de
la relation (45) consiste & dire que si ’on associe les fonctions de corrélations
ainsi décrites & des champs ¢(x) dans le domaine continu, leur dimension
effective correspondante est

On dira donc que 7/2 est la dimension anormale du champ ¢, déviation & la
dimension canonique (d — 2)/2. La relation (45), quant A elle, exprime que

S Hioi / H(x)p(x)d%x

est sans dimension, ou encore que la dimension de H(x) est yx.

(46)

1.3 Exemples et approximations

Nous réservant de revenir plus tard sur les méthodes numériques, nous
allons nous contenter d’exposer ici quelques approximations encore assez
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grossieres, qui illustrent la recherche de transformations de renormalisation.
Nous commencerons par un cas élémentaire ou la méthode de décimation,
c’est-a-dire d’intégration sur une partie des variables, est possible et conduit
au résultat exact.

1.8.1 Décimation unidimensionnelle

Pour varier quelque peu, nous examinons ici le modele de Potts qui
généralise le modele d’Ising. Les variables dynamiques peuvent prendre
en chaque site ¢ valeurs distinctes. Le cas ¢ = 2 est celui du modéle
d’Ising. L'interaction entre proches voisins prend deux valeurs, selon que
les variables correspondantes sont égales (cas favorisé) ou inégales. Dans le
cas d’une dimension et pour un réseau de taille L nous écrirons la fonction
de partition

L
7 = EIEZexp (ﬂ > (260, 00 — 1)) (47)
n=1

{s}

Nous avons convenu que le poids statistique d’une configuration correspon-

dant 3 deux spins voisins égaux est e, et e ¥ dans le cas contraire. Le fac-

teur ¢~ L assure que Z vaut 1 pour 3 = 0. La symétrie globale du systéme

est le groupe des permutations de g objets g, ou 'un de ses sous-groupes

transitifs, par exemple le groupe cyclique Z, (pour g = 2, mp = Z3).
Chaque facteur exp 3(26,,» — 1) se développe selon

8 —1e B B e—B
eB(26,,0-1) _ (e__—i—(qq_l)e) x 1+ (e_q_e_) X (gbgor — 1) (48)

Les coefficients 1 et (g6,,- — 1) (qui généralisent 1 et oo’ dans le cas g = 2
du modele d’Ising) sont orthonormaux, dans le sens que

1
EZ[G'I +b (qéau - 1)] [a2 + b2(q6ua’ - 1)] =a102 + ble(qaaa' - 1) (49)
P

La fonction de partition est alors la trace de la matrice (48), élevée A la
puissance L, et 1’énergie libre s’écrit

3 — -8
F= lim InZg 1 ® +(g—1e
Lo L q

(50)

Bien évidemment, il n’y a pas de transition. Pour ¢ = 2 ceci se réduit au
résultat connu F = Incosh S.

Dans la méthode de décimation, nous considérons des blocs de taille Aa,
A =2,3,..., 0l a est la maille du réseau. Gardant fixes les variables attachées
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4 1

H : +
‘L’l Aa

Figure 3: Le réseau unidimensionnel et la décimation.

aux sites dont la coordonnée est un multiple de Aa, nous sommons sur les
variables intermédiaires. En posant

1—e28

ST Dew o

qui généralise la notation ¢ = tanh 3 du cas ¢ = 2, nous obtenons sans peine,
a l’aide de I'identité (49) ’

ta = 8(B)) = t(6)* (52)

Ceci constitue I’équation de renormalisation ezacte de ce cas trés simple,
ol la décimation conserve les propriétés d’interaction entre proches voisins.
Plus précisément, I’équation (52) s’accompagne de la transformation

Z1(B) - Zrix(Br) (53)
(eﬁ +(g- 1)e—ﬂ) L (eﬁ* +(g—1)e )L”

q q

Les points fixes de la transformation (52) sont ¢ = 0 (8 = 0), point fixe
attractif de la haute température, et t = 1 (8 = o0), point fixe répulsif
de basse température qui joue dans ce cas le role de point critique. Si
dans (52) et (53) on imagine que ) varie continuement 3 partir de A = 1
(ce qui est ici légitime étant donné la structure de ces équations qui se
prolongent naturellement en \), on obtient le comportement de la longueur
de corrélation a basse température. Comme au voisinage de t = 1, 1 —¢ joue
le r6le de la variable @ de la discussion générale, avec

1-& ~A(1-1¢) (54)
on en déduit que
£~ T~ qe (55)

qui est le résultat attendu.
A plus d’une dimension, la décimation engendre des interactions entre
seconds, troisiémes..., voisins. Des troncatures, mal controlées en général,
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sont nécessaires. En outre, ce type de transformation souffre de difficultés
dues & ’absence de renormalisation de la variable de spin.

Il est donc intéressant de développer d’autres types d’approximations,
en partie contrdlables, pour lesquelles il est possible de faire des calculs
relativement simples. L’une d’elles est I’approximation proposée par Migdal
et interprétée par Kadanoff que nous allons exposer.

1.8.2 Déplacement des liens

On considere la fonction de partition

Z= Zes(") (56)
{s}

Si A(o) est une fonctionnelle des spins dont la valeur moyenne, dans
I’ensemble précédent, est nulle

(A@)=271) A(0)e’) =0 (57)
{o}

on a, en utilisant I’inégalité de convexité,

Zp =Y S0 = 7 <eA<a)> > Zeld0) = 7 (58)
{o}

L’approximation consiste & remplacer I’action S(o) par ’action modifiée
S(o) + A(o), afin d’obtenir ainsi des relations de récurrence. Continuons
& prendre I’exemple du modele de Potts, mais cette fois-ci en dimension
quelconque. Le réseau est supposé carré, cubique ou hypercubique. La trans-
formation faisant jouer des réles inéquivalents aux différentes directions
1, 2, ..., d, nous autorisons d’emblée des couplages distincts 8, ..., B4,
pour les interactions entre voisins dont le lien est paralléle & la direction
correspondante. L’action s’écrit alors

S(0) = Bu(265r 004z — 1) (59)

Xy

Cherchons une perturbation A, suffisamment simple, satisfaisant & la con-
dition (57), et telle que la nouvelle action S + A s’interpréte comme celle
d’un modéle analogue sur une réseau de maille plus grande. L’approxima-
tion consistera ensuite & substituer au membre de droite de 'inégalité (58)
le membre de gauche. Deux paires de variables attachées a des sites voisins,
telles que les liens correspondants soient paralléles 3 la méme direction, sont
telles que

((26‘7"'”"4'"‘ —-1)- (26”yv°'y+ﬂ - 1)> =0 (60)
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Ceci découle de l'invariance par translation, 3 la limite thermodynamique.
Cette relation permet donc de construire une quantité A qui déplace les
interactions entre liens du méme type.

Supposons que nous voulions passer d’une maille initiale de taille a, &
une nouvelle maille de taille Aa, ou A est un entier. Nous allons définir
une succession de quantités A qui permet d’obtenir le résultat désiré.
Dans un premier temps, nous déplagons, parallelement & la direction y les
interactions correspondant & des liens paralléles aux directions distinctes de
1 entre variables internes aux blocs de taille Aa, pour les amener sur les faces
des blocs (figure 4). A ce stade, les interactions sur les faces sont multipliées
par un facteur A, tandis que les variables internes n’interagissant plus que
le long de Yaxe u, il est possible d’effectuer la sommation correspondante
en utilisant la méme technique que dans la décimation unidimensionnelle.
Le résultat s’écrit alors

t(ﬁ;z) :t(,@u)A (61)
B, =By vFEp
-~ “F:I """ Fo3= =~
Figure 4: La premiere étape du déplacement des liens.
Omn peut répéter 1’opération pour les différentes directions p = 1, 2, ..., d.

A Pissue du processus sur le réseau de maille Aa, les couplages f, sont
remplacés par des couplages (,(A) qui sont donnés par les relations de
récurrence de Migdal-Kadanoff

t (A*46,(V) = [t 2+ 18)] 1<u<d (62)

L’asymétrie évidente du processus justifie le choix de couplages distincts
selon les directions. La transformation, toutefois, ne mélange pas les dif-
férents couplages. Il est clair qu’on pourrait imaginer bien des variantes,
destinées en particulier & rétablir un traitement équivalent des directions.
Rappelons, en outre, que de toute maniére nous avons substitué 3 l'inéga-
lité (58) une égalité de sorte que (62) ne peut prétendre définir un flot de
renormalisation exact (sauf, bien évidemment, & une dimension).
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Ecrire dans la méme approximation le facteur multiplicatif de la fonction
de partition accompagnant le changement d’échelle et de couplages.

Soit {85} un point fixe non trivial de la transformation. La relation
relative 3 la premiére variable s’écrit

(87 = B (B (63)
Alors, il résulte de (62) que

B, = A~1py (64)

L’ensemble de ces valeurs critiques vient & coincidence lorsque I’on prolonge
analytiquement en A jusqu’a A = 1.

A deux dimensions, rappelons la propriété de dualité, valable aussi bien
pour le modele de Potts que pour le modeéle d’Ising. Dans le cas anisotrope,
la transformation de dualité s’écrit

(61,13%) o (By, Ba) (65)
e 201 = §(3;)
e~ = 4(,) (66)

La ligne critique invariante correspond & exp(—20:) = #(8;), c’est-a-dire

(q—1)e 2P1e282 £ 7201 L o202 _1 =0 (67)

Ainsi & deux dimensions la courbe d’auto-dualité contient le point fixe de
Migdal-Kadanoff quel que soit A. Les expressions (66) et (67) généralisent
celles obtenues au chapitre IT pour le modele d’Ising dans le cas ¢ = 2. Nous
présentons une étude générale de la dualité au chapitre VI. En particulier,
le point critique isotrope 81 = 32 = [ est tel que

e 2 = ¢(B) = ‘{I_q—:l-l- v (68)

Etablir ces résultats et vérifier que le point fixe donné par les équations
(63)—(64) est bien situé sur la courbe (67).

Revenons aux transformations de Migdal-Kadanoff en dimension 2, et
introduisons pour la commodité, au lieu de 3; et (32, les variables

y =e

1 — e 282 (69)
y2 =1(62) = T‘_l'_(—q_gl)eTﬁz
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La transformation s’écrit alors plus simplement

Yu(A) = Fa(yy) (r=1,2)
_ 1+ (@-Dy-[1-y} A (70)
B = { [T+ (g— Dy +(g- D1 - y]*}

Pour )\ entier F,(y) est une transformation rationnelle avec, en particulier,
F;(y) = y, comme il se doit. Pour le modeéle d’Ising (g = 2) et pour A =2

Fz(y)z( 2 )2 (71)

La figure 5 donne une représentation de F5(y) et indique P’instabilité typique
du point critique ainsi obtenu. Il résulte de (70) que pour toute valeur de A
le point fixe instable est de la forme

n=v=y" =FRn@y") (72)

Ce point dépend de A, mais il est nécessairement situé sur la courbe d’auto-
dualité y; = ys, comme on ’a vu ci-dessus. Bien que sur le réseau la
transformation n’ait de sens que pour A entier, les formules ci-dessus se
prolongent naturellement en A. Dans le cas ot A — 1, nous retrouvons le
point critique isotrope

1- ~1
Y11=y n___ V4 (73)

Tl4(g-Dyp g-1

Mais les exposants critiques sont assez irréalistes et dépendent méme de A.
En effet, au voisinage du point critique, en vertu des relations (27) et (28),
on peut linéariser la transformation sous la forme

(=) = F{(y" )y —y") (74)
avec

1< Fy(y*) = A
ln ) (75)

V= ——""—

In F{ (y*)

Comparons, par exemple, cette valeur avec le résultat exact du modéle
d’Ising bidimensionnel, » = 1. Pour ¢ = 2, A = 2, on trouve

y* = 0.2956 Fl(y*) = 1.6786 v=13383  (76)
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Figure 5: La transformation y — F2(y).= [2y/(1 + y?)]? et son point
fixe instable y* =~ 0.2956, F3(y*) ~ 1.6786.

ce qui n’est pas trés bon. Ce résultat ne s’améliore pas sensiblement si on
passe 4 la limite A — 1. Considérant toujours le cas ¢ = 2, y* tend alors
vers la valeur familiere

y* =v2—1=04142 (77)
et 'on a
vl = %(ﬁ + sinh 3 cosh 4 1n tanh ﬂ)lg = 2+ cosh23* Intanh §*
= 2+ v2In (vV2-1) = v=1327

(78)



180 LOIS D’ECHELLE - MODELE XY IV.1.3.2

A ces défauts s’ajoute le fait que comme dans toute méthode de décimation,
les variables de bloc sont parmi les spins originaux, et donc que G(x, ) =
G(x/ A, 8,) pour les corrélations. Ceci implique

d—yg =B/v=0 (79)

Malgré ces faiblesses, ’approximation de Migdal-Kadanoff est inté-
ressante en raison de son caractére variationnel qui permet d’espérer des
améliorations systématiques, comme certains ’ont tenté. En outre, elle est
exacte & la dimension critique inférieure (d = 1 pour le modéle de Potts), et
I'idée générale s’applique & des systémes plus complexes comme les modéles
invariants de jauge.

1.8.3 Régle majoritaire

Illustrons la régle majoritaire sur un cas étudié par Niemeijer et van
Leeuwen, celui du modele d’Ising & deux dimensions sur un réseau triangu-
laire, ot chaque site a six voisins. En suivant les méthodes du chapitre II on
trouve que 1’énergie libre par site (normalisée & zéro & température nulle)
est donnée par

T 2
F(8) = % /_ ] (—;-lw—‘; In(cosh 28)° + (sinh 28)° 0

— sinh 23(cos 6, + cos B2 + cos(6; + 62))]

Le point critique est

B = $In3=0.2747 (81)

et les exposants critiques sont les mémes que ceux correspondant 3 un réseau
carré.

Etablir ces résultats.

Le réseau triangulaire n’est pas égal & son dual. La transformation de
dualité du modele d’Ising sur un tel réseau conduit & un modéle sur un
réseau hexagonal o chaque site a trois voisins avec un couplage 3’ tel que

e™2 = tanh 8 (82)

En complétant cette transformation par une opération de décimation dite
transformation étoile-triangle, on va retrouver un modéle d’Ising entre
proches voisins sur un réseau triangulaire. Sur le réseau hexagonal dual,
marquons un site sur deux comme U'indique la figure 6. Chaque site marqué
du réseau hexagonal posséde trois voisins non marqués. Comme il y a
deux fois plus de sites duaux que de sites initiaux, il y a donc autant
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de sites originels que de sites marqués, et ces derniers engendrent un
résean triangulaire isomorphe au réseau initial. Sur le réseau hexagonal,
l’interaction entre proches voisins, d’intensité §’, couple sites marqués et
non marqués. Sommons sur les valeurs des spins situés sur ces derniers.
Chaque tel spin s est couplé 3 trois spins s;, 82, 3 du réseau marqué, et
I’'on trouve

: Z exp(3's(s1 + s2 + 83)] = Aexp[B”(s152 + s283 + 5351)]

s==*1
A* = cosh 38’ (cosh #')3 (83)
g _ cosh 338’ /4 _ocosh28
€ P 5= 2cosh28' — 1= QSinh 0T 1

Figure 6: La transformation étoile-triangle. Les sites originels sont
repérés par des points noirs. Les sites du réseau hexagonal dual sont divisés
en deux sous-ensembles, respectivement représentés par des carrés et des
cercles.

Cette derniére relation peut se mettre sous la forme plus symétrique

(e —1)(e¥ -1)=4 (84)



182 LOIS D’ECHELLE - MODELE XY 1v.1.3.3

Comme chaque paire, telle 5152, n'interagit qu’avec un spin non marqué, la
transformation produit bien un modele isomorphe de couplage 3, et il est
naturel de s’attendre & ce que le point critique (sl existe et s’il est unique,
ce qui est le cas) soit le point invariant de la transformation, e*%- = 3,
comme on l’a indiqué en (81).

(i) Compléter la transformation (84) en écrivant la relation correspon-
dante pour I’énergie libre. Vérifier que la formule (80) est en accord avec cette
relation.

(ii) Existe-t-il une généralisation de la transformation étoile-triangle
pour le modele de Potts ?

Aprés ces préparatifs, nous entreprenons d’appliquer une transforma-
tion de renormalisation, suivant la regle majoritaire. Nous formons les blocs
les plus simples, constitués de trois sites (un nombre impair évite les am-
biguités) comme l'indique la figure 7. Bien entendu, on pourrait considérer
des blocs de taille plus grande. Dans le cas des triplets, comme il y a trois
fois moins de blocs que de sites, le facteur d’échelle est A = +/3. A chaque
bloc, nous assignons la nouvelle variable dichotomique

u = Signe(o1 + o2 -+ 03) (85)

/-\\ CRI /\
. S /e . )
/ \\ . .
S BVON

Figure 7: Les blocs de trois sites.

La transformation cherchée est alors définie par la relation d’invariance de
la fonction de partition
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7 = Z eS'(#) = Z Z (H 6ua,signe(d‘l‘+05+g§)) S(o)

{pa==1} {pa==%1} {oi=%£1} a
(86)

L’invariance résulte évidemment de l'identité 1 =) u 0, Signe(zo)- Pour un
bloc & u fixé, il existe quatre configurations possibles des trois spins oy, o2,
o3, ’

g1 = 03 = o3 = [
01= 02= —03=§ (87)
g1 = —02 = o3 = [
—01= 0O2= O3=/

L’action initiale se divise naturellement en deux parties Sy et S;. La
premiere Sy regroupe les termes couplant les variables internes aux blocs,
qu'il est facile de traiter exactement. La seconde partie S; couple les spins o
appartenant & des blocs différents. On la traitera comme une perturbation.
On pose

= So(e) — ,N/3
Zp = ZH‘S ,Signe(c?+og+03)€ o(0) = , /
[ a .

(88)
z=e% +3eP
et
(A(U)) = ZO_1 Z H6 a,Signe(al"+a‘2‘+ag)eso(a)A(a) (89)
o a
De la sorte, on peut écrire
e5' ) = Z; (exp S1) (90)

La difficulté réside dans le calcul de cette derniére valeur moyenne. Nous
nous bornons 3 ne retenir dans le développement en cumulants

In {exp §1) = (S1) + + ((S3) - (50)7) +--- (91)

que le premier terme. Dans cette approximation, les variables de bloc n’ont
de couplages qu’entre premiers voisins, comme dans le modéle initial. Pour
la paire (a, b), on trouve le terme

B{(0% +0%)os) = B((oF) + (05)) (03)
Comme

38 -8
ay e’” +e
(0'1:) = He e3ﬁ + 3e_ﬂ
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on obtient une interaction renormalisée entre paires de voisins avec pour
nouvelle valeur du couplage

¥ 4 e=h \?
=28 ————— = 2
b =26 ( ey ) (=3 (92)
Sil’on a la prudence (!) de ne pas calculer les termes d’ordre supérieur dans
la relation (91), termes qui engendrent des interactions & plus longue portée,
la méthode se limite 3 la transformation de renormalisation du couplage
(92), dont le point fixe non trivial est donné par

B* = 1In(1 + 2v2) = 0.3356 (93)

a comparer 4 la valeur exacte (81). Au voisinage du point fixe, le dévelop-
pement

(Br—B*)=(8-B)[1+26*8—-5V2)] +---

fournit ’exposant critique

(x/??)l/v —1+26%8—5v2)=16235 = v»=11335 (94)

Cette valeur est déja assez proche du résultat exact v = 1. On peut
espérer que I’approximation s’améliore en gardant d’autres termes dans
le développement (91). Il faut alors, bien entendu, partir d’une action
contenant des interactions avec des couplages plus nombreux. Il est difficile,
sans étude numérique approfondie, de savoir ou effectuer une troncature
appropriée.

Poursuivons néanmoins dans ce cadre trés simple en examinant V’effet
d’un champ extérieur H. Nous rajoutons a ’action initiale le terme H Y, s;
et nous divisons S en S; et S1, comme précédemment. Par cellule, 1a fonction
de partition a la forme

ZHeHiO)P' — Z eﬂ(a'l0'2+C'20'3+03°'1)+H(‘71+‘72+‘73)6
{oi=%£1}
2y = (e3HF30 4 3eH-F) (e73HH3F 4 3e~H-F)

,Signe(o1+o2+03)

Q2HO _ (3H+30 4 36HB) /(e=3H+38 4 3=H-P)

(95a)
avec

(0) =a1p + ag _
eI3H+30 4 oxH-0 (95b)
oE3H138  30EH—P

a1:I:a2=
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Les relations (88) et (90) sont remplacées par

e ) = (2a)N/® exp {Z H§°)ua +2p Z(ama + ag)(arpp + a2)
a

(ab)
(96)
Nous pouvons alors identifier les nouveaux couplages
B = 2Ba2
© 5 (97)
H = H/\ + H)\
avec H§°) donné par ’équation (95), et
HY = 128a; as
x= 102 (98)

Le point critique correspond & f = (3*, donné par (93), et H = 0. Au
voisinage de ce point, la transformation linéarisée est diagonale

OV S N
{m g =B -5+ (99)
Hy=)V"H+4-..
MY =14 28%(8 —5v2) = 1.6235
(100)

AV = —5—5 +36*(8 — 5v/2) = 2.123 + 0.9353 = 3.0566

Nous -avons distingué dans A¥# un terme d’ordre 0 et un terme d’ordre 1
qui conduisent, sachant que A = /3, aux valeurs

{ 7' = 1.369

1) (101)

yy =2.034
D’apres la relation (34), on s’attendrait dans le cas présent ot v =1,y = {—,
4 la valeur yg = l§5' = 1.875. On voit donc que dés le premier ordre le
résultat (101) n’est pas trop mauvais. Niemeijer et van Leeuwen, Braathen
et Hemmer ont poussé le calcul au second ordre en incluant des interactions
entre seconds et troisiemes voisins. L’espace des couplages pairs entre spins
est alors & trois dimensions et on identifie \}/¥ 3 la plus grande valeur propre
de Papproximation linéaire au voisinage du point fixe. L’amélioration est
spectaculaire, comme en témoigne le tableau ci-dessous
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ordre yo=1/v Yy 8
0 1.369
1 0.822 2.034 0.3356
2 1.053 1.847 0.2514
exact 1.000 1.875 0.2747 (102)

La discussion précédente n’est qu'une introduction sommaire & un ensemble
trés vaste de travaux qu’il ne peut &tre question de répertorier ici.

1.8.4 Amplitudes critiques

Jusqu’ici nous nous sommes bornés au calcul des exposants critiques.
1] est intéressant de calculer ’amplitude des termes singuliers. Nous allons
nous limiter ici & ’exemple d’une relation de récurrence a coefficient de
dilatation X fixe, du type décrit par 1’équation (26), que nous récrivons sous
la forme

F(0) = f(8) + X™“F(8») (103)

Le point fixe étant identifié, § mesure I’écart & ce point fixe, @, est son
transformé. Nous supposons que f(f) est une fonction régulidre indépen-
dante de A. Nous raisonnons sur le cas 8 positif avec, pour simplifier,
F(#) — 0 pour § — oo, comme f(6). Nous savons que si au voisinage
de lorigine la transformation linéarisée est de la forme

0y = urb + O(6%) (104)

la singularité de la chaleur spécifique en 8~* est donnée par la relation
p&_"‘ = )4, Le facteur u, est plus grand que 1, ce qui exprime le caractére
instable du point fixe. Désignons par n et n+1 les entiers qui encadrent 2—q,
n < 2—a < n+1, les inégalités étant supposées strictes pour le moment.
Par itération, en désignant par €, le p-ieme itéré de la transformation, on
obtient

p—1

F() =Y A% f(0y:) + A\ F () (105)
k=0

Lorsque p — o0, 5» tend vers le point fixe stable de haute température. La
série converge donc et

F(6)= 3 X %16y (106)

k=0
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Une relation de renormalisation exacte, du type {103), permettrait en fait de
calculer entierement 1’énergie libre, et ce que nous venons de dire de la phase
de haute température se transposerait 3 la phase de basse température (en
changeant éventuellement la normalisation de F' pour avoir convergence).
Bien que ces hypothéses soient évidemment trés fortes, poursuivons dans ce
cadre. Il est difficile d’estimer la somme (106) sans méthode numérique.
Aussi nous substituons 3 la transformation 8 — 6 son approximation
linéarisée. Mieux, nous faisons le changement de variable 6(9), tel que
le point fixe reste § = 0, et que 6y = 6(8)) = prf. L'existence d’un
tel changement global de variable est une question délicate, mais nous
ignorons ces finesses mathématiques ici. Pour simplifier, notons encore 0
cette nouvelle variable et, supposant que la nouvelle fonction f est aussi
réguliere, il vient & la place de (106)

F(6) = f‘, AP F(uR8) (107)

p=0

En particulier pour 8 = 0, F(0) = f(0)/(1 —A~%). Comme f est réguliére &
Porigine, elle posséde une série convergente f(8) = Y2, fx8*. L'idée naive
consiste & substituer ce développement dans (107) et & intervertir les deux
sommations. Mais ceci est incorrect pour k > n = |2 — o] (uf > ), et la
somme sur p ne converge pas pour tous les termes de la série de Taylor de
f. Nous introduisons néanmoins la fonction réguliere

Efk k/Ad (108)

Par hypotheése, aucun denommateur ne s’annule, puisqu’on a exclu le cas
(2— a) entier. En outre, si la série f est convergente dans un cercle de rayon
R (dans le plan de la variable complexe 8), la série de ¢ converge dans un
cercle de rayon )R > R. Revenant alors & (107), nous décomposons f en
un terme de soustraction Y, fx6* et un reste f;(8), de telle sorte que pour
‘la partie soustraite la sommation sur p soit convergente. Nous obtenons

F(6) = Z fer—i75a / Ad + Z AT £ (u39) (109)

Chaque terme de la derniére somme est d’ordre 8™t bien qu’elle ait un
comportement en §2~%. Pour mettre ce dernier en évidence, nous ajoutons
et soustrayons & (109) un terme absolument convergent portant sur les
puissances négatives de p: Z:io A~ f,(u86). En substituant & f1(9) sa
série de Taylor f,(8) = Y pe,, ;1 fe0", il vient

I S S e
(23

p=—0oc k=n+1 k=n+1
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la convergence provenant du fait que g% > A4 pour ¥ > n + 1. Dans ces
conditions, on a

oo

F@)=¢0)+ Y, A ?fi(u58) (110)

p=—00

Le terme (f), est régulier, et la dernitre somme représente la partie
singuliére de F', qui satisfait & ’équation homogéne

Fung(0) = D A f1(436) = X Fuing (10) (111)

p=—00

et doit se comporter en #2~%, I'exposant « étant tel que ui‘“ = A%, On
écrira donc

Fung(0) = 672 A(9)
(&)

A(6) = A(pa8) = 6% 3" X~ f1(u0)

p=—00

(112)

Tant qu’on raisonne sur une transformation de renormalisation & A
fixe, on doit s’attendre 3 ce que 'amplitude A depende de 4 et, en fait,
soit une fonction périodique bornée de In 8, de période In u). Evidemment,
si on avait un groupe de transformations dépendant continuement de A,
asymptotiquement ces oscillations seraient absentes. Ainsi

= nd

A(f) = _Z Asexp (2msln,u,\> (113)
§=—00

avec
1 [~ dé >,
4 Tlnpy J, @F-et@ins/lu > XA (uR0)
PEmee (114)
1

} ,
o—3—2ins/Inpx
T /0 d9 0 £16)

Dans la derniére expression, on s’est servi de la relation ,ui_"‘ = )\

pour écrire chaque terme de la somme comme une intégrale sur un intervalle

[u’;, u’;“]. Enfin, on peut intégrer (114) suffisamment de fois par parties,

pour remplacer f; par une dérivée (n + 1)-me de f. En général, (113) et
(114) ne sont que des relations approchées, et on constate sur des exemples
numériques que 'amplitude des oscillations est relativement tres faible,
auquel cas on peut remplacer A(f) par Ag. On a, bien sur, des expressions
similaires dans la région de basse température.
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Lorsque (2—a) est un entier, la singularité ne disparait pas, mais donne
lieu & un terme logarithmique. Par continuité en ¢ = n — 2 + @, en faisant
tendre € — 0, I'un des termes de ¢ devient singulier, et I’on a

F(6) =Fiug(8) — 20" 4 O"(L=c1nd) [ d8f(8)

elnpy In py o @'ttn—c
N _ fa6"  6"(1—¢lnf) b q¢' 115
- reg(a) cln L + In ™ fn o 9'1—¢ ( )

~Frog(6) - l—nfﬁ;en 1n|6|

Le méme raisonnement s’applique pour 8 négatif. De la sorte, alors que pour
2 — a différent d’un entier, les amplitudes A, et A_ au-dessus et au-dessous
du point critique semblent distinctes, il n’en est pas de méme dans le cas
(2 — a) entier: la singularité logarithmique a la méme amplitude des deux
cotés du point de transition. C’est ce que nous avons observé pour le modele
d’Ising bidimensionnel.

On considére un réseau hiérarchigue obtenu par le procédé récursif
suivant. On part d’un graphe élémentaire H; possédant deux sites joints par
un lien; H, se déduit de H,_1 en substituant 4 chaque lien quatre nouveaux
liens, selon le schéma représenté figure 8a.

(i) Montrer qu'il existe une limite thermodynamique n — co au modele
de Potts & g-états sur le réseau H,, correspondant 4 la fonction de partition

q

Zn = Z epoﬂZ%,-a,- (116)
ij

ogi=1
(i) Montrer, par un procédé de décimation, qu'il existe une relation de

récurrence liant Z,, & Z,,_1, qui généralise la relation (71) de Migdal-Kadanoff.
En prenant x = e2 au lieu de y = e~ 28, comme variable, vérifier que

Zn(z) =2z + ¢ — 2)24" " Zp_1(z))

mz+q_1>2 (117)

! =T =
:c (2) (2z+q—2

(iii) Déterminer les exposants et les amplitudes critiques.

(iv) Pour décrire le comportement de la fonction de partition, on peut,
par exemple, représenter 1’ensemble de ses zéros dans le plan complexe de
la variable z, & la limite n — o0o. On obtient alors des ensembles de Julia,
remarquables par la structure qu’ils possédent, comme on peut le voir sur
la figure 9. La linéarisation de la fonction de renormalisation au voisinage
des points fixes, qui a été décrite ci-dessus, donne pour 'amplitude de la
partie singulitre de 1’énergie libre des valeurs trés imprécises. On trouvera
des compléments & ce sujet dans les références.



190 LOIS D’ECHELLE - MODELE XY Iv.2

-

p

Figure 8: (a) Construction récursive d’un réseau hiérarchique. (b)
Généralisation au cas de p séries de b liens. On peut définir une “dimension”
en comparant 'augmentation de “distance” L' = bL entre les points A et B &
Paugmentation du “volume”, c’est-a-dire le nombre de noeuds N’ = pbN. Si
N se comporte comme L%, alors d = In(pb)/ Inb. La figure (a) correspond au
cas d = 2.

2. Le modéle XY

Les transformations de renormalisation dans I’espace réel sont tout &
fait appropriées au cas du modéle XY bidimensionnel, c’est-a-dire ~ I’appel-
lation est traditionnelle — le modéle de spins & deux composantes S§+S§ =1,
interagissant entre proches voisins, 4 symétrie O(2). Ce modele décrit aussi,
apres diverses transformations, un gaz coulombien classique, un ensemble
de surfaces fluctuantes (modeéle gaussien discret) ou encore un film super-
fluide. A cette richesse d’interprétations s’ajoute I’existence d’une transition
remarquable (Kosterlitz et Thouless) pour laquelle I’énergie libre et toutes
ses dérivées sont continues, et pour laquelle il n’y a pas d’“aimantation”
spontanée macroscopique (Mermin et Wagner). Les arguments de groupe
de renormalisation s’y avérent exacts quant & la nature de la singularité,
comme le montre un modele soluble apparenté.

Les variables de spin peuvent étre repérées par des angles modulo 2,
de sorte qu’on écrira la fonction de partition sous la forme
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Figure 9: (a) Ensemble de Julia od s’accumulent les zéros de la fonction
de partition a la limite n — oo, dans le cas du modéle d’Ising ¢ = 2. Les points
représentés sont les antécédents par 7—! de l'unique zéro de Z;. (b) Méme
ensemble pour ¢ = 3. (¢) Agrandissement de ’ensemble de Julia pour ¢ = 2,
prés du point fixe ferromagnétique zc. On voit apparaitre deux angles limites
61 et 82 (égaux ici) pour Pinclinaison des droites limitant le support des zéros.
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do; '

Z= / | 2—7:exp ﬂZcos(@ -9;) (118)
i (i5)

L’interaction est ferromagnétique, c’est-a-dire qu’elle favorise 1’égalité des

8;, modulo 27, pour 8 grand. La symétrie globale de rotation se traduit par

Iinvariance selon 8; — 8; + a. Nous allons étudier ce modele sur un réseau
bidimensionnel.

2.1 Comportement a haute température

Nous avons considéré précédemment le méme modéle & une dimension,
et montré que, dans ce cas, il y a & toute température une phase désordon-
née. On s’attend a ce qu’il en soit de méme & deux dimensions pour une
température assez grande. C’est ce que confirme le développement de cou-
plage fort (3 petit). Pour effectuer commodément celui-ci, il est indiqué de
suivre la méthode générale discutée au chapitre VII et de développer chaque
facteur du poids statistique exp 3 cos@ sur une base de caractéres irréduc-
tibles du groupe des rotations (O(2), c’est-a-dire, en termes plus simples,
d’en écrire la décomposition de Fourier

eﬁcosﬁ =Io(ﬂ) + ZIn(ﬂ) (eina +e—in0)
n=1

(119a)

=L(8) [ 1+ ) _ ta(B)e™
n#0

Les coefficients s’expriment en termes des fonctions de Bessel modifiées

In(B)

tn(B) = t_n(B) = ===~ 11956

(8) = t-x(8) = (5 (1198)

Leur comportement aux bornes du domaine de variation de 3 est de la forme

’Bn
0
tn(B) ~ § 2"n! = (119¢)
e~ /28 88—

Les t,(8) qui généralisent la quantité tanh 3 du modele d’Ising, sont tous
compris entre 0 et 1, dans le domaine 0 < 3 < oc. Pour un réseau de N
sites et 2N liens, on a donc

zZ d6; e,
N (8) =/H§H 14 Dt (B)en o) (120)

(i7) ni;#0
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L’intérét du développement (119) est alors apparent pour 3 petit, puisque
les t,, décroissent trés rapidement, et qu’en développant le produit qui
figure dans l'intégrand du second membre de (120), les intégrations se font
explicitement. D’ou 'expression

Z
0 {»i;} (i)
(8n});=0
La notation est la suivante: n;; est un entier relatif, t, = 1, nj; = —ny; et
(0n); = -, ni; = 0, condition de divergence nulle. A haute température,
seuls un nombre fini de liens (ij) portent des valeurs n;; distinctes de zéro.

Le calcul des fonctions de corrélation proceéde de maniére analogue. On
peut écrire

(S, -S3) = Re <ei(0‘_02)> (122)

et plus généralement

Z H t"ij (ﬂ)
im(81—62) (a")i-‘-{"”::gi—ém) () 123
= > I8 (123)

{»i;} (i)

(9n); =0

En d’autres termes, le point 1 agit comme une source et le point 2 comme un
puits d’intensité m pour le “champ” n;;. Il est aisé d’écrire des expressions
analogues pour les corrélations & plus de deux points. '

Dans le cas m = 1, le terme dominant de haute température dans
(123) correspond & Njot;(B8)%2, ot djs est la distance minimale sur le
réseau entre les points 1 and 2, et Ny2 le nombre de chemins continus allant
de 1 & 2 ayant cette longueur minimale. Ainsi les corrélations décroissent
exponentiellement & haute température, & l'ordre le plus bas. On peut
montrer que la série de haute température a un rayon de convergence
non nul, ce qui rend le résultat précédent vrai a tout ordre. La question
se pose alors de savoir si cette situation persiste & basse température.
Nous avons déja fait allusion au fait que les systémes a symétrie continue
ne peuvent avoir de valeur moyenne non nulle du paramétre d’ordre, en
I’absence de champ, en dimension deux et inférieure, a la différence du cas &
symétrie discréte (appendice A). Ce phénomene correspond i une situation
ol ’entropie ’emporte sur I’énergie.
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2.2 Développement de basse température. Tourbillons

A température suffisamment basse, il devient naturel de substituer a
cos(@; —6;) son développement au voisinage de 8;—8; = 0, puisque le facteur
énergétique favorise 1’alignement des spins. Ceci néglige le caractére pério-
dique des angles, mais I’existence d’un ordre, au moins & courte distance,
justifie en partie ce traitement. Nous reviendrons plus loin sur ce point. On
reraplace alors le modeéle par une approximation dite d’ondes de spin. La
fonction de partition est celle d’'un modéle gaussien

1
2= [Mggrer-yrse-0r o
(i7)
expression dans laquelle nous avons omis un facteur inessentiel. L'inverse
du propagateur est le noyau de la forme quadratique, c’est-a-dire

G (x,x") =/ (g ()12 e (x‘x)[4 2(cos g1 + cosgo)] (125)

L’invariance par rotation des spins est remplacée par ’invariance par trans-
lation des angles associée & un mode d’action nulle. Le facteur infini cor-
respondant ne joue pas de réle dans la limite thermodynamique. On pour-
rait, par exemple, omettre d’intégrer sur 'une des variables 6. C’est ainsi
que ’énergie libre par site correspondant & (124) est bien définie

l”dq

1
F=lim —InZ,=- @n?

Neco N In{B[4 — 2(cosq; + cosgz)]} (126)

En revanche, les modes d’action trés faibles ont une entropie suffisamment
grande pour désordonner les spins & grande distance. Ceci est précisément: le
contenu du théoréme de Hohenberg, Mermin et Wagner, et Coleman. Pour
le voir, étudions la fonction de corrélation

GLP) (%1, %2) = (exp[ip(6x, — Ox,)])

déy _ .
=Zg) / 5 €XP ~-38 Z 05 GO +ip(Bx, — Ox,)

x,x’

L’intégration conduit au résultat

Ggg)(xh)(z) = exp (%F(xl - x2)> (128)
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Nous avons utilisé la notation I'(x) pour la fonction de Green soustraite

ke d2q 1— eiq.x

Tx)= | =—2
(x) —x 2m 4 —2(cosq + cosgz)

(129)

Si la fonction Green libre G(x) était bien définie, I'(x) s’exprimerait comme
27(G(0) — G(x)). Mais nous avons déja longuement commenté au chapitre
I la divergence infrarouge de G(x) qui nécessite ’emploi de I". Notons que T’
apparait dans une exponentielle, correspondant au fait que nous calculons
des valeurs moyennes d’exponentielles.

La fonction I'(x) est bien définie pour tout x sur un réseau carré
bidimensionnel (de maille unité). Elle s’annule & 'origine, vaut 7 /2 pour
Ix| = 1, et posséde un comportement isotrope a grande distance. Si y désigne
la constante d’Euler, on a

L)~ In(2v2e” [x]) + O(1/ |x]) (130)
X|— 00
Le développement asymptotique (130) est d’ailleurs une excellente approxi-
mation, puisque pour |x| = 1, il donne I'(x) ~ 1.6169 tandis que le résultat
exact est 7w ~ 1.5708.

Etablir la formule (130). Il suffit de faire I’évaluation de T' pour x =
(2p,0). Alors

" dg T 1
1
T'(2p,0) = —{1 —cos?2 d
(2p,0) /_7r 27r( pm)[ﬂ q24—2(cosq1 + cos g2)

T

1 1 — cos2pq1

dg
2/ /(1 —cosq)(3 - cosqr)

Posant ¢; = 2g, il vient

b sin® 2
F(QP,0)=2/ dq—pq———Fo+F1
0

singy/1 +sin? ¢

sin? 2pq

™

—
)
1l
¥
c\
WP
o

sing

1
‘i“’r . 22 1
r :2/ dg3 P4 -1
o sing /1 +sin? q

p
sin 2pq/sing = 2 Z cos(2s — 1)q

s=1
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D’ou
.é_ 2p—1 4p—11 2p—11
Tg =4 dgsin2 cos(2s —1)g=2 2 -— -
o / g ""Zl‘ e zw IESOI
8= n= n=

~2In(4p — 1)e” — In(2p — 1)e” + O(—) ~In2p+2In2+vy+ O(l)
p p

Pour estimer I';, on peut passer a la limite p — o0, c’est-a-dire remplacer
sin? 2pg par sa moyenne , de sorte que

ix
plwfz dg (1
0 sin q /1+sin2q

Utilisant le développement

o0
r
(+sin?q)2-1= :sm °q ( )

——-s
s=1 )

il vient

o oo

Z rd)  [*f T 7

l-\ ~ dgsi 25—1 -

s'IT(5 — s) g - 2sT(3 + 9)T(§ - 9)
8=

——ln2

wl»—-

Au total

I'(2p,0) = Tp +T'; = In2p + In 2v/2e” + O(1/p)
qui correspond bien & ’équation (130).
En termes de la maille du réseau, on peut définir

= 2v/2¢" (131)

de sorte qu’on a, 4 une excellente approximation, I'(x) isotrope, et pour |x|
assez grand

GRE) ~ e - (0 /2mB) In(|x| /ro] = (ro/ [x)?"/*™  (132)

La fonction de corrélation correspond au cas p = 1. On voit que pour
une température suffisamment basse, ’approximation des ondes de spins
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prédit une décroissance en loi de puissance. Bien que les corrélations a
grande distance ne tendent pas vers une limite, qui serait le carré d’une
aimantation spontanée inexistante, ce comportement est qualitativement
différent du comportement de haute température, suggérant une transition
3 une température intermédiaire. On note que ’exposant de la décroissance
de G(x) tend vers zéro comme 1/273. Un comportement isotrope en loi de
puissance, c’est-a-dire invariant d’échelle, est caractéristique d’une théorie
critique. Ainsi avons-nous une plage de températures critiques. La théorie
des champs continue sous-jacente est celle du champ scalaire libre de masse
nulle, avec les soustractions impliquées par les formules (129) et (130) qui
s’introduisent automatiquement dans le calcul des corrélations invariantes.
Le résultat (132) est en accord avec ’existence prépondérante de fluctuations
de grande longueur d’onde, détruisant I’ordre & grande distance.

Les fluctuations des angles croissent logarithmiquement & grande dis-
tance. Dans ces conditions, I’approximation qui néglige leur caractére pério-
dique devient suspecte. Les effets topologiques liés a cette périodicité jouent
un role essentiel, comme 'ont montré Berezinskii, Kosterlitz et Thouless.
Ces effets se combinent aux fluctuations déja considérées pour accroitre
encore le désordre & partir d’une certaine température critique, au-dela de
laquelle les corrélations se mettent & décroitre exponentiellement.

Négligeant la structure discréte du réseau, en nous plagant & une échelle
suffisamment grande par rapport & la maille, examinons la variation de
I’angle que fait le spin avec une direction fixe lorsqu’on décrit une courbe
fermée simple. Nous supposons que les fluctuations sont cependant encore
suffisamment faibles. Dans un état ou les spins sont quasiment alignés, cette
variation est nulle. Mais on peut imaginer des configurations telles que
cet angle varie d’un multiple entier n de 27. Cet entier est un invariant
topologique, en ce sens qu’en modifiant continuement la courbe ou la
configuration, il demeure inchangé. Le cas le plus simple correspond &
n = £1 et décrit un tourbillon (vortez) d’intensité n = +1. Pour un champ
continu astreint & é&tre de longueur d’unité, une telle configuration doit
posséder au moins un point singulier. Il n’en est pas de méme sur un réseau
ol le concept perd son sens a ’échelle microscopique.

Supposons désormais qu’au bord de I’échantillon les spins soient tous
alignés, de sorte que la vorticité totale (c’est-a-dire la somme des n; attachés
aux points singuliers) soit nulle.

Sur la figure 10 nous donnons un exemple de tourbillons d’intensité 1.
Identifiant le plan (z,y) avec celui de la variable complexe z = z + iy, nous
avons choisi S, +19, = e!¥ = exp(iArg[i(z — 20)/(z + 20)]. Les lignes tracées
sont les trajectoires tangentes au champ de vecteur S(z,y), pour 2y = 1,
d’équation 3?2 = Ae~(@tD) — (z — 1)2, 0 < A < oo. Le choix particulier de
6(x,y), harmonique sauf aux points +z; qui portent la singularité de V x 8
n’est pas fait au hasard. I! correspond & un extremum de ’action classique
associée a (124).
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Figure 10: Une paire de tourbillons d’intensité +1.

Sclass = 313 / d?x(V6)? (133)

Les extrema sont tels que A = 0. Comme nous imposons que 6 tende
vers une constante a I'infini, le théoréme de la moyenne implique que, si la
fonction 6 n’est pas constante partout, elle a des singularités.En admettant
qu’il s’agit uniquement de singularités isolées z;t telles que # s’accroisse de
+2 lors d’un trajet en sens direct autour du point singulier, on a

ew:eiomﬁ(z—zﬁ/}Z—zﬂ

i =2 |2 =27 (134)
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Les zi" sont les centres des tourbillons d’intensité +£1. On peut d’ailleurs
faire coincider des z; entre eux (ou des z;”) pour obtenir des intensités plus
grandes en module. L’angle 6 est multivalué, mais e® (ou le spin) est bien
défini partout sauf aux points singuliers.

L’action classique (133) est infinie pour les configurations singuliéres
du type (134), mais dans le cadre des approximations envisagées, il est
judicieux d’exclure du domaine d’intégration un petit domaine autour de
chaque point singulier, par exemple un cercle de rayon 7y, supposé petit
4 I’échelle des distances entre tourbillons. Soit D le domaine restant; nous
voulons évaluer ’action classique restreinte & D pour une solution du type
(134). I est commode de poser pour cela

F = pel —e”H 22 —e”H(z—zJ)‘“ (135)

Z—Z i=1

Dans D, ol @ et In p sont harmoniques, les équations de Cauchy—Riemann
entrainent que (V6)? = (Vlnp)? = V(InpVinp). Si on désigne par C; le
cercle de rayon 7y autour de z;, on a alors, pour ry assez petit

S 23) =38 [ (Vo) = % 7{} dstnpn-Vinp
(136)
=— 27rﬁquq] In|z; — z;] + Zqﬂrﬂlnl/ro
(i9)

Dans cette formule, les distances sont mesurées en mailles du réseau.
Mais ’expression (136) est indépendante de cette unité, en raison de la
relation ) ¢; = 0 qui traduit I'invariance d’échelle de I’action.

Considérons le cas d’une paire de tourbillons & la distance 712 'un de
l’autre. D’apres (136) elle a le poids statistique exp(—2781Inri2/rg) Si on
considére une boite de dimension L, la contribution de cette paire & I’énergie
libre est, pour des raisons dimensionnelles, de la forme

exp F N/ d?x;d%x5 exp (—21rﬂ In M)
]xl—X2|>ro To

L* exp (—27B1n L/ro)
F~(4-2r8)InL

(137)

Si 2w > 4, cette contribution est négligeable lorsque L — oo, tandis que
pour 273 < 4, il y a instabilité: la création de tourbillons largement sépa-
rés est favorable, entrainant un accroissement du désordre. Une premiere
estimation de la température critique est donc
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218, = 4 (138)

Plus généralement, ayant fait choix d’une échelle de longueur a, nous pou-
vons récrire ’action, au voisinage d’une configuration stationnaire en posant
0 = B.out + Oguct, sous la forme

S = 5(q,x;) + %ﬂ/d2x(V0ﬂuc)2 avec 8 = Beons + Bauc

Alors

1 a
Z=17Zg ZW exp (—27rﬂn In ;‘E)

n
|x,~ —X;
x / H d’x;exp ¢ 213 (2; ¢ig;In —a———]—
i ij

(139)

Le terme (régularisé) nB81na/ro joue le role de potentiel chimique pour les
2n tourbillons d’intensité ¢g; = +1, situés aux points x;. La division par n!
pour chaque espéce tient compte de leur indiscernabilité, et la contribution
des fluctuations s’est factorisée. Au facteur Zg, pres, la fonction de partition
s’identifie & celle d’'un gaz de particules chargées classiques en interaction
coulombienne bidimensionnelle, globalement neutre, lorsqu’on a effectué
Pintégration sur la contribution cinétique, ce dernier terme pouvant étre
absorbé dans un potentiel chimique redéfini. Les charges associées a cette
description sont \/2_7rqj. On peut traduire en ces termes les considérations
heuristiques précédentes: dans une phase de basse température, les charges
sont liées, et le milieu est diélectrique; au-dessus de la température critique
on assiste i la libération des charges et il se forme un plasma.

2.3 L’action de Villain

On peut obtenir de fagon équivalente un modele coulombien, en partant
d’une forme modifiée de 1’action, due & Villain. En repartant du dévelop-
pement (119)-(120) du facteur exp B cos 8, nous remplacons les coefficients
par leur forme asymptotique pour 3 grand, & savoir exp(—n?/283). Le résul-
tat est de substituer au poids exp S cosf la fonction périodique de Jacobi,
solution de ’équation de la chaleur sur un cercle

0= S exp (—;—;- + in0> — VB S exp (—%ﬁ({) - 27rp)2)

n=—00 p=—00

(140)
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Prouver ’équivalence de deux formes ci-dessus en utilisant la formule de
Poisson

+o0 dk - . +o00 +oo ~
f(z) = / IR = D )= Femp) (141)

La seconde forme donnée en (140) est utile pour § grand; c’est une
suite de gaussiennes centrées sur les valeurs 2rp (ce qui assure le respect de
la périodicité en 6), de largeur 1/4/B. La fonction de partition du modeéle
ainsi modifiée s’écrit

do;

Effectuons une transformation de dualité; aprés intégration sur les angles 6,
on trouve

1
Zy = Z exp —%Zn?j (143)
{ni;} (i4)
(On);=0
Les n;; sont des entiers relatifs, associés aux liens, tels que n;; = —ny;, et

la condition (dn); = 0 signifie, comme précédemment, 3. n;; = 0. Sur un
réseau régulier bidimensionnel infini, il n’y a pas d’obstruction a résoudre ces
relations de la maniére suivante. Introduisons sur chaque plaquette (carré
élémentaire), ou en son centre qui est un noeud du réseau dual isomorphe
au réseau initial, une variable entiére m,, et associons au lien orienté de ¢
vers j la différence n;; = m, — my des valeurs relatives aux plaquettes a sa
droite et & sa gauche (figure 11).

s

my Ma

1
Figure 11 : Variables duales pour le modéle de Villain bidimensionnel.

On voit alors que le modele de Villain s’est transformé par dualité en
modele gaussien discret
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Zy = Z exp ——Z o —mp)? (144)

{ma} (ab)

La résolution des équations (On); = 0 sous la forme n;; = m, — myp
s’accompagne d’un arbitraire, selon m, — m, + m. Le groupe additif des
entiers est infini. Cette ambiguité doit donc étre levée, en omettant par
exemple de sommer sur I’une des variables m,. La dualité se manifeste ainsi
de trois facons: au groupe O(2) s’est substitué son dual, le groupe additif
des entiers, le réseau est remplacé par le réseau dual isomorphe, enfin la
variable § divise 'action au lieu de la multiplier.

Les configurations peuvent étre illustrées en considérant les surfaces
plongées dans l’espace a trois dimensions joignant les plaquettes, & la
hauteur m, au-dessus du plan du réseau. Le modele gaussien discret réalise
donc un modéle de surface fluctuante (au-dessus de la base constituée par
le réseau) de la méme famille qu'un modele dit S.0.S (Solid-on-Solid)
olt (m, — myp)? serait remplacé par |m, — mp|. L’action représente alors
I’accroissement de surface par rapport & une surface plane. Pour 3 petit,
la tendance est 1’égalisation des variables m,. Le coiit d’une “marche”
est proportionnel & e=2/8_ Lorsque 8 croit pour atteindre la valeur 3., la
surface, lisse aux fluctuations microscopiques pres, change de structure: il
v a délocalisation des ordonnées relatives de deux points distants. On parle
d’une transition & une surface “rugueuse” (transition rugueuse). Ce modele
permet, par exemple, de décrire la croissance spontanée de marches sur une
interface cristalline & I’équilibre avec une solution.

Pour 3 suffisamment grand, le modeéle gaussien discret est trés voisin
du modele gaussien continu, décrivant les ondes de spins. Mettons ceci en
évidence en substituant & la somme sur des variables entiéres une intégration
sur des variables continues ¢. La représentation

/ dof(p Z §(p —m) / dof(y Z %™ (145)

m—-—-oo m=—00 g=—00

nous fournit ’expression

Zy =Y /Hd% exp{ —57 Z(% wp)? + 2im an% (146)
{ga} (ab)

Les variables {¢,} décrivent les fluctuations gaussiennes continues et les
variables discrétes {g,} U'intensité des tourbillons. On a donc réalisé expli-
citement la factorisation décrite au paragraphe précédent. Pour accorder
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les notations, on pourrait d’ailleurs changer 1’échelle des champs, en posant
¢ = BOgy.. L’invariance par translation des variables ¢ est assurée par la
condition de neutralité }_ g, = 0, les autres configurations ayant un poids
nul 3 la limite thermodynamique.

Cette expression permet encore de comprendre la relation entre le
modéle XY et une autre version dite sine-Gordon ~ jeu de mots douteux
pour décrire une modification non-linéaire de I’équation de Klein—Gordon du
champ libre —. En effet, pour 3 trés grand, lorsque les tourbillons jouent un
role quasiment négligeable, ne retenons des variables entiéres g, que le fait
qu’elles introduisent une modulation périodique des champs ¢,. L’action
prend alors la forme

1
%Z(‘Pa _<Pb)2 —2200527"90(1 + -

(ab) e

associée & ce modele de sine-Gordon. Sous ce nouveau déguisement, on
peut étudier trés complétement le modéle XY dans une version discréte
ou continue. '

Finalement, nous obtenons 3 nouveau le gaz de Coulomb des tour-
billons, sans approximation, en intégrant dans (146) sur les variables ¢, et
en tenant compte de la neutralité pour écrire

Zy = Zgp E exp 27rﬂ2qal"(xa — Xp) @ (147)
{qa} (ab)

A une trés bonne approximation, ceci est équivalent a

Xq — X a
Zy = Zgp z exp 4 273 Z ¢ ln l—a_ﬂ% -7B Z g ln . (148)
{¢.} (ab) a

Le modele de Villain justifie donc la méthode semi-classique du paragraphe
précédent.

Lorsque le potentiel chimique effectif 781na/rg est grand (ou lactivité
y = exp—7flna/ry est petite), la premiere configuration non triviale est
une paire de tourbillons d’intensité +1 aux points x; et xg. La fonction de
corrélation correspondante (négative puisque les intensités sont opposées)
est donc, pour |xg —x3| > a,y — 0

2B
(149)

{a(x1)a(x2)) = —y* exp —2nB1In(|x1 — X2l /a) = —y* (a/ [x1 — %2])
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En revanche, comme ) ¢(x) = 0, on a, dans les mémes conditions,

Z (g(x1)g(x2)) =0

X1

(2(0)) ~9* " (af x])*™ (150)

x#£0

Pour 8 — o0, il y a donc peu de tourbillons, et leurs corrélations décroissent
rapidement avec la distance les séparant. Dans le langage des charges, on
dira que celles-ci forment un diélectrique de systémes liés neutres. On est
donc conduit & envisager un développement en puissances de y, considéré
comme un parametre indépendant de 5.

Nous allons maintenant étudier I’effet des tourbillons sur les corrélations

entre spins déja calculées dans ’approximation des ondes de spin, équations
(128)—-(132).

2.4 Corrélations

Nous calculons donc, dans le cadre du modeéle de Villain

(e00=0)) = 7}, /2y (151)

ou Zi,, aprés intégration sur les angles 8, est donné par une somme analogue
a (143), a savoir

Zi, = > exp (-%nfj) (152)

{ni;}
(On);=p(8; 1-6;2)

Pour pouvoir compléter le passage au réseau dual, il faut résoudre la
condition (On); = p(6;1 — 6;2). Pour cela relions les points 1 et 2 par une
ligne arbitraire C tracée sur le réseau et orientée, par exemple de 2 3 1. Sur
les liens du réseau dual, définissons la fonction antisymétrique 7,5, nulle si
le lien ab ne coupe pas C, et égale & +1 si les orientations de C et de ab
concordent au point de croisement, —1 dans le cas opposé (figure 12). Dans
ces conditions, on peut introduire des variables m, entiéres sur les sites du
réseau dual telles que, généralisant la construction de Zy, on puisse écrire

Nij = Mg — Mp + Pap (153)

Comme précédemment (en sommant sur tous les m, sauf un)
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Figure 12: Représentation de I’arc C joignant x, to x;, utilisé pour
le calcul des corrélations. Sur les liens du réseau dual, 7,; = +1 selon la
convention d’orientation de ’arc.

1
Zy=) ex ~23 > (ma —ms + pas)?

{ma} (ab)
1 .
= / [l deaexp{ ——> (0o — @b+ Pas)? +2i Y gapa
28
{ga} a (ab) a
(154)
L’intégration sur les variables ¢ est immédiate. Posons
Na = Z Tab
b (155)

!

q =_L77
@ 2ir3 "

et observons que Y, ¢, = 0, en raison de I’antisymétrie de 7,5. Dans ces
conditions

P
Zy = Zgpexp 28 Z"]ib
(a) (156)

x > exp 218 (qa + @) (e — %5)(gs + ¢3)
{2} (ab)

En tenant compte des définitions (155) et de la neutralité, on peut écrire

<eip(91—02)> = Gsp(xl - xZ)G’Coulomb(xl — X32) (157)

avec
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Figure 13: Le potentiel de double couche 7,.

2
Gep(x1 — Xz) =exp | -2 > ndy - Z > naT(xa — Xo)m5

GCoutomb(X1 — X2) = <exp ipY gay T(xa— Xb)m>
a b

Coulomb

ol la derniére valeur moyenne s’effectue avec les poids correspondant a
(148). Nous avons anticipé en appelant Gsp, le premier facteur. Justifions ce
qualitatif. L’exposant du second membre peut s’écrire —(p?/28)v(x, — x3),
avec

V(% = %) =Y 02— Y NaG(Xa — X} (159)
(ab) a,b
forme dans laquelle nous sommes revenus, par abus de langage, a la notation

™ d2q eiq.x
G(x) = /
() —r(2m)24 -2 2;21=1 cos gy

La condition de neutralité assure automatiquement 1’élimination de
la divergence infrarouge. La fonction 7, représente une version discrétisée
d’un potentiel de double couche sur la courbe C. Ceci est apparent sur sa
définition que nous reproduisons sur la figure 13, dans le cas particulier ou
les points x; et x, sont le long d’un axe principal du réseau. Pour simplifier,
nous évaluerons Gy, dans cette configuration laissant au lecteur le soin de
reprendre le cas général. Posant r = |x; — X2|, on a

r—1
yr)y=r— Y {2G(z-7',0) - G(z —2',1) - G(z — 2’, - 1)}

z,x'=1
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Or,

4G(.’L‘, y) - [G(.’E + ]-a y) + G(.’E - 17y) + G(.’L‘,y + 1) + G(.’E,y - 1)] = 61:,06'.‘170

ce qui permet de récrire

r—1
Ary=r— Y {bew —26(z—7',0)+ Gz ~2' +1,0)+ Gz -z’ ~1,0)}
x,x’/ =0
r—1
:Z{G(r—l—z,O)—G(r—m,0)+G(—z,0)—G(—a:—1,0)}
z=0

=2{G(0) - G(r)} =T(r)/=

Pour Gy, il vient, comme prévu

_r

278

Reste & évaluer Gcoulomb. Nous nous contentons d’un développement en
cumulants, et puisqu’au premier ordre {g,) = 0, on trouve

Guplxs = 32) = exp |~ 51 (s = ) (160)

GCoulomb(xl - X2) =

exp | =352 S (9(%a)q(x6)) D T(%a — Xar)ar P T(x6 = o) | (161)
m

a,b o’

La, corrélation {g(x,)g(xs)) a déja été évaluée (équations (149)-(150)). Nous
allons estimer les sommes sur a’ et b’ en supposant la distance de x, & 1a ligne
C grande & 1’échelle de la maille du réseau. Ceci nous conduit & réintroduire
des notions de variables complexes et de fonctions analytiques. Prenant la
courbe C le long de 'axe des z, on a approximativement

T1 a
Oq =ZI‘(xa — X Mg = /12 d:z:alnlz,z - 2],y
al

o g (162)
=— / dz-—Imln(z, —z) = -Im In (@_—_21)
o OT

20 — 22

ou z;, ¢ = 1, 2, sont les affixes des points 1 et 2. Appelons alors zg le
centre du segment ab. Les paires étant fortement lides (c’est-a-dire {(gaqs)
décroissant rapidement avec la distance relative des points ab), nous pouvons
développer o, 4 selon
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=4

[ = -9
2

—

Figure 14: Notations utilisées dans le calcul de la contribution d’une
paire de tourbillons & la fonction de corrélation du spin.

1
o(R) £ -2-(x,1 - x3).Vo(R)
Dans ces conditions

Goutomb (X1 — %2) exp—3p D~ (q(%a)a(xs)) 0(%a) o (x5)

a,b

(163)
=~ exp (%If" > (a(0)g(r)) Y [r-VU(R)]2)
r R
Remarquons que si (z,y) désignent les coordonnées de R,
oo Y -y Y -y do X—x X — x4
0X  R-xif" |R-xf O  R-xi" [R-x (64

De plus, tenons compte du fait que {g(0)q(r)) est pratiquement fonction de
r = |r| seulement, pour faire une moyenne sur les directions de r

Y EVe®R)E - i) [VoR)?
R R
Or, d’apres (164)

[Vo(R))? = [VTI(R — z1) — VI(R — z3)]?

de sorte que si ’on se souvient que AT'(R) = 276g,0,
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123 [Vo(R)2 =~ 12> PR - x1) ~ T(R - x2)]A[N(R — x1) - T(R — x3)]
R R

=27rr2I‘(x1 —x32)

Finalement,

Gooutomb (1 — %2) ~ exp | 4rp?T(1 — x2) 3 2 {g(0)a(x)) | (165)
r|>a

Ce résultat est tout & fait semblable & celui produit par les ondes de spins
(équation (160)) au coefficient prés de exposant. On peut donc écrire, en
faisant le produit de (160) et (165)

<ei”(9‘_92)> ~ exp <—2 p;eﬁI‘(xl - xz)>
=53 a0

r|>a

(166)

L’effet des tourbillons est d’accroitre la température effective 81, puisqu’il
résulte de (149)-(150) que

1.1 32/°°§1 a3 —exp | —x8In %
ﬂeﬁ—ﬂ—i-ﬂ'y i a(r) Y = exp wﬁlnro (167)

ol nous avons fait réapparaitre le facteur de coupure a. Puisque 'on a
1/Beg > 1/8, la décroissance des corrélations en r—?°/2m3et st plus rapide
que si P'on ne retenait que leffet des ondes de spins. L’intégrale (167)
présente une divergence infrarouge pour 273 = 4, qui témoigne de 1’échec
du développement perturbatif lorsque les tourbillons sont trés éloignés
I'un de lautre. On retrouve l’estimation précédente de la température
critique. Nous pouvons maintenant établir des équations de groupe de
renormalisation caractérisant le comportement critique.

Etablir des expressions analogues & {166) pour les fonctions de corréla-
tions & plus de deux points.

2.5 Flot de renormalisation

Nous venons de calculer au premier ordre non nul I’effet des tourbillons
sur la fonction de corrélation des spins et trouvé un accroissement cor-
respondant de la température effective. Or y et 8 apparaissent comme des



210 LOIS D’ECHELLE - MODELE XY V.25

parametres sans dimension, dans un probléme ol ’échelle de distance micro-
scopique est donnée par la maille du réseau a. Les valeurs initiales peuvent
étre considérées comme définies & cette échelle. La question se pose alors de
trouver les valeurs y, et 3, définies & I’échelle plus grande Aa, telles que, en
termes de ces valeurs et supposant toujours y, assez petit, I’expression des
corrections & la décroissance des corrélations, exhibée par la formule (167),
retienne la méme forme. Pour cela nous séparons Iintégrale en r de a
Pinfini en deux parties, I'une de a & Aa, 'autre de Aa 4 ’infini. En posant
z=r/a

'] A &)
/ dz z°—2"8 :/ dz 3-8 +/ dzz3—278
1 1 A

)‘4—27rﬁ -1 00
— + A4—27rﬁ/ dz m3—27rB
4 — 27rﬂ 1

A~1ln)\ +[1+(4-278)In}] / dgz3 =28
- 1

Reportant cette expression pour A — 1 petit dans (167), on obtient

o0
1 -1 +73y? In A + 13y%[1 + (4 — 278) In )] / dz 237278
:Beﬂ' ﬂ 1

Or, pour A — 1,In X ~ X — 1 est petit, et au premier ordre nous trouvons
une forme identique & (167)

L -1 + 73y /00 dz 2572 (168a)
,Beﬂ' ,3/\ 1
avec
1 1 3 2
— ==+ 71y“ln A
B BT (A= 1) (168b)

yr=y+(2-7B)ylnA

Sous une forme différentielle, ces équations deviennent

d _
)‘a,@)\ 1= Wayi
L (169)
/\d—)"y,\ = (2 —7B\)yr

Les résultats sont conformes 4 ce que donne une analyse plus élaborée, bien
qu'’il puisse paraitre a priori suspect que le raisonnement précédent permette
de décrire ’évolution de deux paramétres 4 partir d’une seule condition. Les
équations du systéme (169) sont celles analysées par Kosterlitz donnant
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le flot de renormalisation des constantes de couplages nues sous l’effet
d’un changement d’échelle. Les conditions initiales A = 1 sont By = 3 et
y1 =y = exp(—7mBlna/r), et le domaine de validité de (169) correspond
a y) petit; au-deld il faudrait introduire un plus grand nombre de termes
dans la série en y. Il est commode d’utiliser des variables réduites

Or=2-bh (170)
Yy =27y,
en termes desquelles I’évolution s’écrit
/\%@)\ = Y>\2(1 - ';"6)\)2 >~ Yf
d (171a)
/\an = 20,Y;

Au voisinage du point fixe non trivial © = 0, Y = 0, les courbes intégrales
sont des hyperboles

03 — Y? = Cste (171b)

117

Figure 15: Le flot de renormalisation de Kosterlitz et Thouless.

D’aprés la seconde équation (171a), 'axe Y = 0 est attractif pour
© < 0 et répulsif pour © > 0, ce qui donrne le flot représenté sur la figure
15. On y distingue trois régions. Dans la région I I’effet de la renormalisation
est d’attirer le point représentatif vers une théorie critique caractérisée
par Yoo = 0, O, ~ —v/O2 -Y? < 0, point fixe invariant d’échelle de
basse température, avec décroissance des corrélations en loi de puissance,
selon |x|_1/ 28> Dans les régions II et III qui échappent rapidement au
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controle de ’approximation, Y) finit par grandir comme @, et on tend
vraisemblablement vers un point fixe de haute température avec libération
des tourbillons (c’est la phase “plasma” du gaz coulombien, ou la phase lisse
dans le langage des surfaces), correspondant 4 la décroissance exponentielle
des corrélations. La ligne séparatrice est ¥ = —@, le long de laquelle on est
entrainé vers le point limite Y = 0, © = 0. La courbe en pointillé correspond
a la relation de départ, A = 1, y = exp(—=f1Ina/ry), soit

Y = 2ne(®—2ne/r0 o gpe2ne/ro(1 4 Qn Ti +--) (172)
0

ol on se souvient que lna/ry = In 2y/2¢" ~ 1.6, valeur non universelle
qui pourrait étre améliorée par un traitement plus détaillé, et qui change de
version & version du modele. Elle permet cependant d’estimer la température
critique du modele de Villain. L’intersection de (172) avec la droite Y = —©
donne approximativement

a e2lna /7o ) -1

Y=-06,=783. -2~ (ln—+

To 2r (173)

On peut d’ailleurs obtenir la dépendance en A des trajectoires au
voisinage de V'origine. Dans la région I, on pose ©2 = Y2 + 02, ©; = 0O,
Y: =Y, donc ©2, = ©2 — Y2, et en résolvant (171), o1 le second membre
de la premitre équation est approximativement Y, il vient (@4 < 0)

14 (A/20)*®>
11— (A/A;)%0

(I Y, =4/02 — 02, (174)

\=2000 _ 0 -0y
¢ 0+ 0,
Comme Oy < 0, on voit qu’il y a effectivement perte de mémoire des
conditions initiales suivant une loi de puissance en X, caractéristique de
théories invariantes d’échelle.
Dans la région II en revanche, Y2 - 02 = Y2 =YY% - 0%, avec Yy > 0
ordonnée de ’hyperbole 3 ’aplomb de © = 0. On introduit la variable 1
variant de ¢; & %7, telle que

>0

0, =Yy tanvy /\=exp1/}—;/-—,ﬂ
(II) Y, o - (175)
Y, = tane; = ——————
cosy VY2 - 02

Alors O, varie de maniére monotone croissante de 0 3 I'infini, tandis que Y},
reste positif, tend vers l'infini pour A — o0, et a un minimum si ¥; < 0. Les
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grandes valeurs positives correspondent & une région ou ’approximation n’a
pas de sens. Cependant, en partant d’un point C sur la courbe des valeurs
initiales (trés proche du point critique) avec © < 0, 1; < 0, on peut limiter
le flot de renormalisation & une zone ou Y) reste petit, et ’approximation
peut encore étre considérée comme raisonnable. Cela est justifié jusqu’au
minimum de la courbe Y), environ, soit Yy correspondant & ¢ = 0, et

A~ e ¥/ Yo (176)

Nous identifions A, & un facteur pres, & £/a ot £ est la longueur de corrélation
dans la phase désordonnée au voisinage du point extréme de la ligne critique.
Quand on s’approche de ce point, Yy tend vers zéro comme

Y7 ~(0-0.) ~ (8.~ B) (177)

tandis que siny; = O/Y est proche de —1, c’est-d-dire 4; ~ —%71'. En
conséquence, e

~

5/& = AeXp\/'TB—-—__B.

ol A et B sont des constantes positives. Le point important est la croissance
treés rapide, plus vite que toute puissance, de la longueur de corrélation avec
Papproche au point critique. En ce sens, I’exposant v est infini, et on s’attend
4 ce que la partie singuliére de 1’énergie libre pour S, > 8 se comporte en

(178)

Fying =~ ¢ 2 ~ Csteexp %—Bi— B8—pB.—-0 (179)
C
ce qui implique que toutes ses dérivées soient continues en §.. La transition
du modele XY est donc d’ordre infini.

Le point critique correspond an point B de la figure 15. La tempé-
rature est un peu plus faible que celle donnée par I’estimation 273, = 4.
Néanmoins, V’effet des tourbillons est de faire décroitre un peu plus rapi-
dement les corrélations que ne l'indiquerait 1’approximation des ondes de
spins. Les deux effets en sens opposé se combinent pour donner une décrois-
sance en r~1/2mPert = r=1/4 3 des logarithmes prés. Analysons, en suivant
Kosterlitz, ’effet d’une modification faible du facteur de coupure a — a+e€a
sur la contribution des tourbillons. D’aprés (168b), on a pour r = |x|,

72 T
GCoulomb (X7 a) ~ Gcoulomb (X, a+ Ea) exp — 7?]25 In E (180)

La dépendance en a apparait aussi dans y et 8. L’équation (180) signifie que
nous ne suivons le calcul perturbatif que dans la mesure ol il nous permet
d’estimer ’effet de changement d’échelle. Pour le reste, nous calculons les



214 LOIS D’ECHELLE - MODELE XY IV.2.5

termes de corrélation pour la valeur @ + ea. Cette procédure peut étre
répétée, a condition de prendre les valeurs (3, et y, dépendant de a jusqu’a
Aa ~ r. En ce point, la contribution des tourbillons devient proche de 1, et 1a
séparation entre tourbillons est de I'ordre de la maille du réseau renormalisé.
Avec, comme ci-dessus, Yy = 27y, la fonction de corrélation totale s’écrit,
pourvu que l'activité reste faible,

1/2n8 r/a
~ 2 _1 Ao T
G(x) ~ Cste (le> exp 8/1 5 Y 1n e (181)

Le premier facteur est la contribution des ondes de spin. D’aprés (171) on a,
pour Y, et ©), faibles, Y;2dA/\ = d©O,. En ce qui concerne la théorie critique,
pour laquelle les conditions initiales satisfont (quelle que soit I’échelle A), la
relation ©; + Y; = 0, on obtient

0'-07'=InA (182)

O et O, étant tous deux négatifs. Dans ce cas, ’exposant dans (181) devient

1 [rle x| 0. |x] 1 x|
- In =L ~ Zp =l - ke §
/1 dO, In ;) e In + 3 Inln + Cste (183)

On remarque que le fait de changer la borne supérieure d’un facteur fini
ne modifie pas le comportement dominant. A l’ordre le plus bas en ©
(qui correspond aux équations du flot de renormalisation), il faut faire
I’approximation

(af |x})1/27rﬁ = (a/ |x|)1/4(1—®/2) ~ (a/ |x|)1/4+®/8+...
En combinant ce développement avec (183), on trouve dans les conditions

critiques

1/4
G(x) ~ Cste (&) (In |x|)*/® (184)

Ceci s’exprime encore, puisque d = 2, par la valeur de I’exposant

(185)

N

1”:

Ce résultat est surprenant puisqu’identique & celui du modele d’Ising a la
correction logarithmique pres, laquelle provient du fait que le modéle non
universel initial est représenté dans le plan (Y, ©) par une courbe qui ne
traverse pas l'origine. Le terme logarithmique est le souvenir d’un opérateur
marginal associé a 'activité des tourbillons.
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Si on se sert de £~ au lieu de 3 — 3. comme paramétre d’approche au
point critique (puisque v est infini), on s’attend (cf. équation (42)) A ce que
dans la phase désordonnée la susceptibilité se comporte en

b
X~ &7 ~exp —— B—B—0 (186)
(A /6
c’est-a-dire qu’elle diverge plus rapidement que toute puissance inverse de
B. — . Enfin, I’exposant § correspondant & la réponse & un champ extérieur

est donné, lui aussi, par les relations d’échelle (qu’on peut vérifier par un
calcul direct)

_d+2-n

§=———7—— =
d—2+7

15 (187)

résultat & nouveau identique a celui du modeéle d’Ising.

Les idées du groupe de renormalisation ont donc conduit Kosterlitz et
Thouless & donner une image trés précise de la transition du modele XY. Il se
trouve qu’il existe un modele exactement soluble (de la famille des modeles a
six “vertex” résolus par Lieb), appartenant & la méme classe d’universalité
qui confirme point par point l’analyse précédente, ce qu’a montré van
Beijeren.

Appendice A. Systémes bidimensionnels
a symétrie continue

A.1 Inégalité sur 1’aimantation

Etablissons le résultat de Hohenberg, Mermin et Wagner, concernant
I’annulation du paramétre d’ordre pour les systémes & symétrie continue
en dimension inférieure ou égale 4 deux. Pour simplifier la discussion, nous
nous limitons & des interactions entre proches voisins (ferromagnétiques) et
au cas du modele vectoriel & symétrie O(n) avec longueur fixée des vecteurs.
La démonstration qui suit admet d’évidentes généralisations (interactions
ferromagnétiques de courte portée, contrainte moins forte que S? = 1,
etc.). L’inégalité & établir concerne ’aimantation en présence d’un champ
extérieur uniforme. Elle combine I'inégalité de Schwarz et I’invariance par
rotation de la mesure sur les spins.

Nous allons nous limiter & un réseau & N sites grand, mais fini, avec
conditions aux limites périodiques. De ce fait, 'analyse de Fourier se fait
avec des moments discrets. A la fin, un passage i la limite N — oo est
sous-entendu. Nous écrivons 1’action
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S=8[> S8y +) HS, (4.1)

(xy) x

Sx est un vecteur & n-composantes de longueur unité; le poids statistique
est Z71 T, d"Sx6(S2 — 1)e®. Prenons la direction de H comme niéme-axe
de coordonnées dans l’espace du spin, et posons H = |H|. L’aimantation

M(H) = (S3) = + <Z s::> (4.2)

est positive, comme on le voit par exemple en utilisant le développement de
haute température, qui est convergent sur un réseau fini. Soient A; and B;
des observables (c’est-a-dire des fonctions des variables S). Avec le poids
statistique précédent, on a l'inégalité de Schwarz

'<;A;‘B¢> 2 < <¥A’;Ai> <Z B;B,.> (4.3)

L’indice prend ici un nombre fini de valeurs. Pour utiliser invariance par
rotation de la mesure d"S§(S? — 1), observons que les générateurs des
rotations Log = 5§%8/888 — §%0/88% (o, B = 1, ..., n) satisfont a la
relation d’intégration par parties

/ d"S6(S? = 1)Lasf(S) =0
(44)
[ 58 = 1) [0(8)LaaF($) + H(S)Lasg(®)] =0

La seconde relation est conséquence de la premiere si on remarque que L est
un opérateur différentiel du premier ordre. Pour obtenir la premiére relation,
il suffit d’observer qu’en raison de I'invariance de la mesure par rotation, on
a

0= /d"86(82 —1)f(SY,...,8% cos 8+ SP sind, ..., SP cos @ — S* sin g, ..., S)

&le

Pour i = 1,2,..,m — 1 nous écrirons Lx; = S?0/0S% — 5:9/9S7 le
générateur des rotations dans le plan (n, 1), et pour simplifier nous noterons
Ly = {Lx,;}, ¢ variant désormais de 1 & n — 1.

Appliquons I'inégalité (A.3) &
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Ak) =) eloxsy

x A.
B(k) = - ) _ **Ly(S) (4.5)

Ici S& désigne ’ensemble des composantes du spin perpendiculaires au
champ, et Lx(S) I'action de Ly sur S. En utilisant les identités (4.4), on a,
quelle que soit la fonctionnelle C

(CB(K)) = <Ze‘k‘xLx<0>> (45)

De la sorte, on peut évaluer les différents termes de (A.3)

(A()'BU) =) (LeS3 ) = (n = 1)} (S3) = (n — )YNM(H)

(Ak)*AK)) = 3 ety (s,t.sj)

Xy

(B(k)*B(k)) = — > e* (¥ (L, Ly(S))

x’y

=g {N(n - DHM(H)+ ) _ 2(1 - cosk.(x — y))

(x.y)

((n—1)sp8y +5%.85 )}

d’ou l'inégalité

(n—1)>M>(H) <B (%/,— Y ek <s¢.s¢>) (n — HEM(H)+

-]%/_— 3" 2(1 - cosk.(x — ) <(n —1)SnSe + s;.s;))

(x,¥)
Par construction, chacun des facteurs du membre de droite est positif.

Comme (1—cosk.(x — y)) est positif, on majore le second terme en majorant
la valeur moyenne qu’on écrit

((n—2)S2Sy +8x8y) <(m—2)+1=n—1

De plus
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d
% Z 2(1 —cosk.(x~y)) = 22(1 —cosk,)

(x,¥) =1

1l vient donc

—1(p _ 2 .
- B (’n l)M (H) < _1_ Zelk.(x—y) <S’J(.S;.>
2) (1 —cosk,)+ HM(H) = N 7 :

Passons maintenant a la limite du volume infini, et intégrons sur k dans la
zone de Brillouin

“1 0 dk 1 12
Fn=1M (H)/(2W)d2zz=1(1—cosk“)+HM(H) S<(S") >Sl
(A7)

Le résultat est établi pour toute dimension entiere. On voit que les approxi-
mations sont sauvages. Néanmoins, on a conservé suffisamment de marge
pour exclure Pexistence d’une aimantation spontanée M = limgy_,o M(H)
en dimension un (ce qui n’est pas surprenant) et en dimension deux, ce
qui constitue & proprement parler le théoréme annoncé. En effet, au dela de
deux dimensions, I’intégrale qui n’est autre que le propagateur libre avec une
masse carrée HM(H) < H reste finie lorsque H — 0. En revanche, lorsque
d est 1 ou 2, elle diverge, forcant M a tendre vers zéro. Plus précisément, si
d =1, Vintégrale vaut 1[HM(H) + H2M?(H)/4]~%, et donc

0< M(H) < ( 28 )2/3 U3 (1 + %—2)1/3 d=1) (A48)

n—1

qui implique que M tend vers zéro avec H quel que soit S. Bien siir, nous
savons que M est en fait linéaire avec H, pour H suffisamment petit, avec
un coefficient (la susceptibilité) qui diverge lorsque 8 — o0; mais (A.8)
suffit pour interdire l’existence d’une phase avec parameétre d’ordre non
nul. Le cas intéressant est cependant d = 2. Dans ce cas, nous savons que
Vintégrale diverge logarithmiquement lorsque H — 0, de sorte que pour H
suffisamment petit

473 1
n—-1+Cste—InH
ce qui implique a nouveau ’absence d’aimantation spontanée a toute tem-

pérature. Comme dans le cas précédent, 'intérét de ce type d’inégalité est
qu’elle est valable uniformément en H et 3.

0<M(H) < (d=2) (4.9)
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A.2 Inégalité sur les corrélations

McBryan et Spencer ont exploité les idées développées dans ’étude du
modele XY 4 deux dimensions pour en déduire une décroissance polynémiale
des corrélations en Yabsence de champ extérieur. La preuve se généralise
aisément & plus de deux composantes, mais donne une borne trés faible,
puisque dans ce cas les corrélations décroissent en fait exponentiellement.
Néanmoins, ceci suffit & établir ’absence d’aimantation spontanée.

Raisonnons sur la fonction & deux points, dans le cas & deux compo-
santes

0 < (Sx.Sy) = Z"'Re / [Tdtvexoq s D cos(or — ) +i(6x —8y) p (410)
Yy

(xl 'xll)

Comme précédemment, le volume est grand mais fini et on utilise des
conditions aux limites périodiques. Notons par abus de langage G(x —y) la
solution de —AG(x — y) = dx,y, pourvu que nous sous-entendions toujours
des soustractions. Formellement,

G( ) /w d2k eik.(x—y)
R (27)2 252 _ (1 - cosk,)

dans la limite du volume infini. I’idée est d’observer qu’a N fini, I’intégrand
est analytique dans chaque variable 8, et de période 2m; on peut donc

déplacer le contour en changeant 8y — 5 + 170y, OU ¥y peut étre choisie
selon

Yo = B G(X —x) - G(X ~y)] (A.11)

,D’une part, ¥xs est bien défini, d’autre part il est évidemment uniformément
borné en x’ par Cste/(. Cela étant, en majorant les phases par I'unité, il
vient, aprés substitution de 6 en 8 + i®,

0<(Sx.Sy) <2z
% e__(,/,x_,/,y)/HdoyeB E(x,.x”)cos(ox,—9xu)cosh(¢x,——1/;xu)

y

soit

0< (Sy.8y) < e~(bx=¥) <eﬁz(x,‘x”)cos(ax:-0xu)(cosh(1px;—¢xu)—1)>
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Pour 3 suffisamment grand la borne uniforme sur v implique que

B Z (COSh("px’ - ";bx”) - 1) < ’%/3[1 + O(ﬂ_z)] z (wx' - ";bx”)z

(xl ,xll) (xl ’xll)

En outre,

Z (be' - '(px”)2 = - Z"px’ Z ("px"’ - '¢'x’) = :3_1(¢x b ¢y)

(xl’xll) xll(xl)

Finalement, le cosinus qui figure dans ’exponentielle peut étre majoré par
1, de sorte que pour 8 > fB(g),

0 < (Sx.Sy) < exp (—5(1 — &) (4hx — %))

Soit encore

0< (Sx.Sy) < exp (~1(1 - ©)[G(0) ~ G(x ~ ))/B) (4.12)

La quantité G(0) — G(x) n’est autre que I'(x)/27 qui se comporte pour |x|
grand comme In(|x| /ry)/2x, et reste toujours positive. Pour |x — y| grand
et 3 > B(e), on aboutit & la borne suivante trés réaliste dans le cas du
modéle XY

To

(1-¢)/278
|x — Y|)

0< (Sx.8y) < ( 6>8e)  (A13)

A nouveau on exclut de ce fait la possibilité d’une aimantation spontanée,
puisque limp,_y|— (Sx-Sy) = (Sx)2 = 0, du moins pour 3 assez grand.
L’aimantation spontanée est de toute facon non décroissante avec 3, donc
toujours nulle. En raisonnant sur des paires de composantes dans le cas
n > 3 on aboutit de la méme facon a une décroissante au moins polynémiale.

En définitive, on voit que d’une maniére ou d’une autre ces preuves
reposent sur I’impossibilité de définir un champ libre de masse nulle 4 deux
dimensions en raison de la divergence infrarouge de ses fluctuations, idée
qui a été développée par S. Coleman. Cela n’empéche pas d’utiliser un tel
champ, dans un volume fini arbitraire, et méme d’utiliser certaines quantités
associées, dérivées ou exponentielles, dans un volume infini. Ce point sera
discuté au chapitre IX (volume 2).
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Appendice B. Renormalisation phénoménologique

Dans des systémes de basse dimensionalité (en pratique d = 2 ou 3),
il est possible de développer une méthode de renormalisation dans l’espace
réel, fondée sur une hypothése de quasi-invariance d’échelle pour des sys-
temes de taille grande mais finie. Nous reviendrons sur ce sujet en plus grand
détail au chapitre IX (volume 2), dévolu & I’étude de I'invariance conforme
en deux dimensions. Considérons les valeurs propres de la matrice de trans-
fert d’un systéme dont la section transverse a une taille proportionnelle a
L1, En étudiant la matrice de transfert tout se passe comme si 'une des
dimensions du systéme était.infinie. Le logarithme de la plus grande valeur
propre est égal & L4~! fois I’énergie libre par unité de volume. En outre,
le rapport des deux premieéres valeurs propres, supposées non dégénérées,
définit une longueur de corrélation selon

exp(—1/61) = A\ /AP (B.1)

Si L — oo, &1, tend vers la longueur caractéristique du systéme infini, soit
€0, au moins pour 8 < B.. Lorsque L, £, et £ sont grands devant la maille
du réseau, il semble légitime de supposer qu’on a une relation du type

L= foof(L/Eoo) (B.2)

ol la fonction f(z) tend vers I'unité pour x — oo. En revanche, lorsque £
tend vers P'infini au voisinage d’un point critique, £z, reste borné. De la sorte
f(z) ~ Az pour z tendant vers zéro. Prenons P’exemple d’un systéme d’Ising
ol €1, et £ sont des fonctions de deux parametres essentiels, 8 ~ (T'-T¢) /T
et H. Alors

§v (0, H') _ £ool8', H') f(L'/60(6, H'))
£L(07H) 500(97H) f(L/Eoo(a,H))

-Choisissons alors ¢’ et H' (L, L', 6, H étant fixés) de telle sorte que

(B.3)

r L
= 4
E@ 1) ~ a6, H) (B4
La fonction inconnue f s’élimine, et V'on trouve
! 1 7 ! !

&L(6,H) — €x(6,H) L

Ceci établit une relation entre ¢, H' et 0, H, dépendant des grandeurs
finies L et L' . Supposant la fonction £1(6, H) connue, on a ainsi une
transformation de renormalisation. Dans un tel systéme, £, ne diverge que
pour H — 0, 8 — 0. 1l s’ensuit que la relation entre (¢',L’) et (8, L) définie
par
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€0(0,0) _ I _ £w(6',0)
€6,0) " L £o(6,0)

doit avoir zéro pour point fixe, avec un comportement asymptotique en

o = (T’})l/ua (B.7)

quand L et L' tendent simultanément vers 1’infini, leur rapport étant fixé.
Le point fixe § = 0 correspond & une croissance linéaire de la longueur de
corrélation {7, avec L. De méme, on peut avoir acces a I’exposant magnétique
en étudiant le comportement & 6 = 0, ol £,(0, H) diverge en |H |_1/ YH avec
ya = 3(d+ ). La transformation (B.5) qui doit avoir H = 0 comme point
fixe, engendre un comportement en

H = (%)yﬂ H (B.8)

La méthode a ses vertus et ses difficultés. On évite la prolifération
de nouvelles interactions par la transformation de renormalisation. En
revanche, on n’obtient qu’une seule relation pour déterminer plusieurs
inconnues (ici &’ et H'). Cependant, dans le cas présent, on sait d’avance
que le point critique est sur Paxe H = 0, ce qui permet de déterminer 6.
(= 0) et d’étudier alors séparemment le comportement en H 4 § = 6, fixé.

Une autre limitation est qu’il faut étre capable de déterminer £1,(8, H).
Cela a jusqu’d présent limité les applications pratiques & des systémes &
deux (ou peut-étre trois) dimensions.

(B.6)

A titre de vérification, considérons des rubans bidimensionnels de largeur
L, avec conditions aux limites périodiques, et examinons dans ce cas la
longueur de corrélation £1,(8) du modele d'Ising. A 1’aide des expressions du
chapitre II, montrer que

EMB) =3m+r13+-+720-1)— (W0 +r2+ -+ T20-2)]
cosh®28 cos ™™ (B.9)
sinh 283 L

Définissons alors Ac(L, L") et v(L, L") par

gL(ﬂc) _ £,_ =u
£L’(ﬂc L~
dér(Be) dgL,(ﬁc (B.10)
L (R )

ln(L/L’
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Il vient
3 1
Be(L,L') = Lin(1 +v3) — 1%”("; ) 4. (B.11)
2 2 _
WL Ly=1- T2 -1 (B.12)

24L? Inu

ce qui montre une convergence rapide vers les résultats exacts pour des rubans
de taille modeste. Le choix optimal de u est une valeur aussi voisine que
possible de 1, soit L = L' £ 1.

La technique exposée ci-dessus s’applique avec succés 3 une grande va-
riété de problemes bidimensionnels: percolation, localisation, modéle XY,...
La relation (B.2), ou sa généralisation & d’autres observables, demande ce-
pendant une justification, qu’on peut en fait fournir dans le cadre d’une
étude plus fine du groupe de renormalisation, du moins en dimension infé-
rieure & quatre. En revanche, cette relation cesse d’étre valable en dimension
supérieure ou égale & quatre (plus généralement & partir de la dimension cri-
tique supérieure} comme on peut s’y attendre en remarquant qu’en grande
dimension ’approximation du champ moyen prévoit une transition, méme
pour un systéme de taille finie.

A titre d’illustration, considérons la limite n — oo d’un modéle a
symétrie O(n), examiné au chapitre III. Dans la phase de haute température,

nous avons vu que dans un systéme infini, la longueur de corrélation £, (5)
satisfait a la condition

déq 1
_ B.
5= B e + 257 (1 - cosqy) -

Dans un ruban de taille L, les composantes transverses du moment prennent
des valeurs discretes multiples de 2= /L. En utilisant la relation de Poisson,

on peut écrire une relation analogue 4 (B.13) pour la longueur de corrélation
£1.(8) du réseau fini

d¢ 1 o2
s=/ (2m)416¢D(q, — Zn)

(2m)d 2 +2 ZZ=1(1 ~COSqy) mo L

d?q 1

iqy ny L
== e
725 (1-cosq,) &
(B.14)

ou les vecteurs m, et ny, & (d — 1)-dimension, sont & coordonnées entiéres.
En isolant dans (B.14) le terme n, = 0 et en soustrayant (B.13), il vient
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iqy ny L
(6 - €2 ( =
L )/(%)d 2 +2Zu— (1—cosqu)
1
RS ReT M)

(B.15)

=0

Dans la limite 8 — (. et L — o0, £ tend vers 'infini et £ L, devient tres
grand Dans ces conditions, il est légitime de remplacer 221(1 cosqy)
par q2, pourvu que les intégrales soient dominées par les moments q petits.
C’est bien le cas pour d < 4 (et supérieur & 2). Pour 1'un des termes cette
approximation donne

d igqr-n; L o
(gvr?d | 2_2 — =L / dte (M8 (1) (B.16)
n; L q 0
ol nous avons posé
2d—-1) i/
 e—n1/4t (471-t)ﬂl/2e t=0

o= - B.17
u(t) ; (4nt)ar? 1 ¢t 5 oo ( )

+ (4wt)1/2

qui montre la convergence de l'intégrale (B.16). En faisant une approxi-
mation similaire dans ’autre terme intervenant dans (B.15), nous trouvons
donc, dans la région critique et pour L grand,

&) -E)] ()
/(-)1 dt [t (%)2 +(1- t)] " + /Ooo dte~"E/6) y(t) = 0

Cette relation, de la forme ¢(L/{r,L/¢x) = 0, peut se résoudre sous la
forme £, /€5 = f(L/€x), la fonction f ayant toutes les propriétés voulues.
En particulier, au point critique £, (8;) croit linéairement avec L selon

(B.18)

€L(B:) = sL (B.19)

avec s donné implicitement par 1’équation
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52 {_W} / dte=t/"*u(t) (B.20)

A trois dimensions, on trouve ainsi la valeur numérique

2 2 :
D . ( ————M> =1 = 5053
nime \/n1 +n2 s
(d=3) (B.21)
Quand la dimension d s’approche de 4, le membre de gauche dans (B.20)
a un pdle, et le coefficient s augmente. Comme I’intégrale est divergente pour

t grand, on peut remplacer u(t) par son approximation asymptotique & ¢
grand. Posant d = 4 — ¢, il vient

1 \/3
=|-— L d=4-— B.22
.09 = () @=4-0) (B22)
En dimension supérieure & quatre, la relation (B.2) n’est plus valable. L’in-
variance d’échelle approchée est brisée, et le facteur de coupure ultraviolet
joue un réle déterminant. Dans (B.15), il n’est plus possible de substituer
q? au dénominateur 22';(1 — c0sqy), ce qui introduirait des divergences
ultraviolettes. Pour d = 4 par exemple, on trouve

2 2 oo
(é) Ing2 — (é) Iné2 = (47)* fo dt e~ HL/8) (1)
(d=4) (B.23)

A la température critique, la croissance de £1,(8.) avec L fait intervenir
désormais un facteur logarithmique

InL\'/3
£(Be) =L (4—2) (d=4) (B.24)
s
Enfin, pour d > 4, il n’y a plus de divergence infrarouge dans la premiére
intégrale de (B.15) lorsque £} — 0 et £;* — 0. On peut donc négliger ces
quantités dans l'intégrand. En faisant apparaitre la valeur a 'origine de la
fonction de Green, soit

_ [ d%q 1
9= / (2r)d [2 (1 ~ zzzl cosq“)]z (@>4) (B.25)

-3 wo o

il vient
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expression qui est de la forme

S _ L y(a-ays
e f(éooL ) , d>4) (B.27)

En particulier, en 8 = 8., £1(8.) croit avec L plus vite que linéairement

£L(Be) = L(2gL4~4)!/3 (d>4) (B.28)

Finalement, lorsque d — o0, £ (8.) diverge, comme le suggére ’approxima-
tion du champ moyen.

(1) Montrer que, dans le cadre du modele sphéridue, on obtient dans la
phase a symétrie brisée le comportement suivant

£L(B) = 2(8 — Bc)L?? B> Be (B.29)

(2) Pour un systéme & symétrie discréte, on s’attend inversement & ce
que £y, croisse exponentiellement avec L pour 8 > .. Pour quelles raisons ?

(3) Le rapport s = £1(Bc)/L a-t-il une valeur universelle? Estimer ce
rapport pour les modéles bidimensionnels.

Comme on le verra plus loin, lorsqu’une théorie critique bidimensionnelle
satisfait & l'invariance conforme, on peut trouver la forme de la fonction de
corrélation associée & des géométries diverses, par exemple des rubans, avec
des conditions aux limites périodiques. On utilise alors une représentation
conforme du plan complexe z = z + iy sur le ruban w = wy + w2, —%L <
wy < 3L, de la forme

z = exp —2irw/L 2g — zp = —2isin (w@) exp (—iww)

L

Cette représentation est unique, & une transformation globale du plan prés,
z — az + B, qui modifierait la fonction de corrélation par un simple facteur
multiplicatif

Cste _ Cste
Xg — xbln ]za - zbln

{p(xa)p(xp)) = l

Si I'on choisit, sur le ruban, we = it (¢ réel positif) et wy, = 0, on obtient

Cste
(0 ~N—_—— N —2xvt/L B.30
PO rutin ™ T I o © (B.30)

Ainsi, en dimension deux, &7 (8c) = L/2n7 croit effectivement avec L de fagon
linéaire et le coefficient universel vaut s = 1/27n.
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supraconducteurs, discutée par exemple par B.I. Halperin et D.R. Nelson,
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CHAPITRE V

GROUPE DE RENORMALISATION

La théorie des champs continue trouve son origine dans la physique
des particules. Le domaine priviligié de ses applications aux phénomeénes
critiques est celui de ’étude du flot de renormalisation caractérisé par un
ensemble d’équations pour les fonctions de Green dues & Callan et Symanzik,
dont les coeflicients sont réguliers et peuvent étre obtenus par la méthode
perturbaiive. Fisher et Wilson ont eu 'idée de combiner ces techniques
avec un développement en puissances de ’écart & la dimension critique,
c’est-3-dire quatre pour le modele ¢*. On peut tenter de généraliser la
procédure aux dimensions physiquement intéressantes, trois et méme deux.
Nous consacrons ce chapitre & une présentation générale du sujet et &
quelques applications. Un appendice présente une bréve introduction aux
phénomenes multicritiques.

1. Lagrangien et analyse dimensionnelle

1.1 Présentation

Notre objet est I’étude des propriétés critiques universelles. A 1’égard
de ces derniéres un modele discret sur réseaun apparait comme une étape
régulatrice intermédiaire permettant de donner un sens précis aux intégrales
fonctionnelles de la théorie des champs. Comme le suggere 'approximation
du champ moyen on est tenté de passer d’emblée & un modéle continu, & la
fois dans le sens ou le réseau est remplacé par un espace euclidien continu a
d-dimensions, et ot méme dans le cas d’un systéme a symétrie discrete, les
variables dynamiques sont remplacées par des champs continus. Ne subsiste
de la formulation originale qu’un facteur de coupure A grand devant tous
les moments mis en jeu dans les seules expressions qui divergeraient en son
absence.

Le poids statistique (positif) d’une configuration est ’exponentielle
d’une action, elle méme intégrale d’une densité ou lagrangien local. La notion
de portée finie des interactions est remplacée par celle de localité, qui signifie
en pratique l'introduction d’un nombre aussi limité que possible de termes
dérivatifs. Ce lagrangien peut étre considéré comme un développement
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limité destiné a étudier 'effet des fluctuations autour du champ moyen,
ou bien postulé a priori & partir de moyennes sur des domaines grands 3
I’échelle microscopique mais encore petits en comparaison des longueurs de
corrélation, quand ces derniéres tendent & devenir infinies.

Nous rejoignons ici la théorie des champs proprement dite, lorsqu’on
s’intéresse & ses propriétés globales, grace a son analogie avec la mécanique
statistique dans le domaine euclidien. Dans un premier temps nous nous
limiterons 4 un modele scalaire & symétrie Zs (n = 1), analogue au modéle
d’Ising. Appelant ¢ le champ fluctuant, le lagrangien invariant dans la
substitution ¢ — —, se développera selon

1
L(p) = 5(09)* + gmip® + 590804 + - (1)

Un facteur multiplicatif a été absorbé dans la définition de ¢, afin de
normaliser 3 % le coeflicient du terme dérivatif, dit cinétique. On notera
Iinvariance euclidienne des différents termes, lorsque ¢ se comporte comme
un champ scalaire. Les termes ne figurant pas explicitement contiennent des
puissances plus élevées de  ou ses dérivées. Il nous faudra justifier le fait
que ces termes jouent un rdle négligeable dans le domaine critique.

Par construction les coefficients m3 et go sont des fonctions réguliéres
de la température. En ajustant ces parameétres il sera possible de rendre
la longueur de corrélation infinie. La dépendance de cette derniére dans la
variable m2 fournira une échelle linéaire de température au voisinage du
point critique, permettant de définir I’indice v.

Dans le modéle décrit par le lagrangien (1), la fonction de partition Z
s’exprime comme une intégrale fonctionnelle

Z= / Dy exp (- / ddxﬁ(cp)) (2)

analogue aux expressions correspondantes dans le cas discret. Une construc-
tion mathématique précise permet de donner un sens autre que symbolique
a cette expression en dimension entiére inférieure ou égale 4 trois. La raison
essentielle en est qu’un nombre fini de soustractions suffit & rendre la théorie
finie comme nous le verrons plus bas, en éliminant les singularités de courte
distance. Cependant comme nous présupposons lexistence d’une structure
microscopique caractérisée par exemple par la maille du réseau, et que la
théorie continue est destinée 3 rendre compte des phénomenes a des dis-
tances beaucoup plus grandes, on peut passer outre d’un point de vue phy-
sique & ces difficultés mathématiques par P'artifice suivant. On introduira
dans les intégrations sur les moments un facteur de coupure A ~a~!. A la
théorie de la renormalisation d’organiser alors ces expressions potentielle-
ment divergentes en un nombre fini de facteurs reliant théorie macroscopique
et parametres microscopiques. L’exploitation de cette relation conduira au
groupe de renormalisation et permettra en derniére analyse le calcul des
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propriétés critiques. De ce point de vue il faut considérer qu’en sus des pa-
rameétres mZ et gy qui figurent explicitement dans le lagrangien, le modgle
dépend de la procédure de régularisation et de son parametre de coupure
A.

Si on néglige l'effet des fluctuations, le lagrangien (1), décrit une
transition du second ordre en fonction du paramétre m3. Dans la phase
symétrique de haute température (m2 > 0), le champ fluctue autour d’une
valeur nulle. Pour m2 < 0 (et bien entendu go > 0) se développe une
valeur non nulle de ¢ dans 1’état fondamental, ou aimantation spontanée,
correspondant & la minimisation de im3y® + gow?/4!, soit M? = (p)*
= —6m32/go. Il est clair qu’il s’agit de la description de champ moyen
longuement étudiée ci-dessus.

L’effet des fluctuations est de modifier les propriétés critiques en dimen-
sion inférieure ou égale 3 quatre. Ceci a conduit Wilson et Fisher & proposer
pour ces derniéres un développement dans un parameétre € = 4 — d supposé
petit. Cette idée présuppose des propriétés de continuité (et méme de diffé-
rentiabilité) des exposants critiques en fonction de ¢ qui n’ont de sens que
dans le cadre d’un prolongement dimensionnel précis dont un exemple est
fourni par le modele sphérique (cf. chapitre III).

Nous allons largement faire appel 4 la méthode des perturbations
dans la constante de couplage go dans le but de justifier les propriétés de
renormalisabilité, bien que nous ne puissions pas supposer au départ que
ce parametre soit petit. Ainsi que nous le verrons, ceci n’est pas le cas en
dimension quatre. Quoi qu’il en soit, le seul modele totalement compris est
celui des fluctuations gaussiennes qui donne une premiére approximation
de Deffet des déviations au champ moyen. Par exemple dans la phase de
haute température, négligeant g, avec m% proportionnel a I’écart 6 a la
température critique, la transformée de Fourier de la fonction de corrélation
a deux points a la forme

o) = [ atx = (@060 = 75 =5 () ©

qu’on peut écrire

Go(p,0) =07 "g(pf™") (4)
avec

()

les exposants du champ moyen. En effet la susceptibilité est proportionnelle
4 la fonction de corrélation & moment nul. Quant & la fonction réduite
g, réguliere a lorigine, son argument est de la forme pg, £ longueur de
corrélation proportionnelle & =¥, L’étude de la fonction de corrélation
(ou fonction de Green) & deux points permet donc d’atteindre deux des

7:1 V=

D
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exposants critiques, et les propriétés d’homogénéité qui seront justifiées dans
le cadre du modele continu, permettent alors d’obtenir tous les autres. Il
nous faut donc maintenant envisager 'effet des termes anharmoniques pour
gs > 0.

1.2 Fonctions génératrices et analyse dimensionnelle

Nous écrivons les probabilités relatives sans dimension exp(—S), ol S
est ’action, donc aussi sans dimension, comme ’énergie divisée par kT dans
le language thermodynamique. Il est convenu de repérer les dimensions en
unité de moment (de nombre d’onde pour étre plus précis, mais I’usage de la
mécanique quantique avec i = 1 a prévalu). Dans ce systéme les longueurs
ont pour dimensions —1, de sorte que la dimension du lagrangien est

L] =d (6)

En examinant le terme cinétique on en tire la dimension du champ

[p] = 3(d—2) (7)

En particulier ¢ est sans dimension pour d = 2, comme les angles du modeéle
XY, tandis qu’il est de dimension 1 pour d = 4.
De la sorte,

[mo] =1 [go] =4—-d (8

Plus géuéralement, la constante de couplage gn,,n, & un terme addi-
tionnel 3™ ™ aura une dimension

[9”1,712] = _6n1,n2 =d- %nl (d - 2) — N2 (9)

Le nombre 4, n, est appelé degré canonique de ’'opérateur correspondant
(ce symbole ne doit naturellement pas étre confondu avec celui de Kro-
necker!). L’usage (par référence & la théorie quantique des champs) est
d’appeler opérateur une quantité locale construite a partir de champs et
de dérivées de champs, bien que dans le contexte de la physique statistique,
il soit plus naturel d’utiliser ’expression observable locale. Le degré dans
(9) est égal & 2 si ny est nul, quel que soit ny, en dimension deux. On cons-
tate qu’en dimension quatre (et au voisinage de cette dimension) les termes
explicités dans le lagrangien (1) sont les seuls & avoir une dimension (un
degré) positive ou nulle (négatif ou nul). Si 'on tient compte de 'invariance
par rotation et de la symétrie ¢ — —¢, il viendrait s’y ajouter ¢ en di-
mension 3. Ce terme est cependant dominé par le terme en ¢* pour ¢ petit,
sauf si par accident le coefficient gg de ce dernier vient & s’annuler. L’inclu-
sion d’un tel terme permet d’étudier le passage d’une transition du second
ordre & une transition du premier ordre. Ce phénomene appelé tricritique
est étudié dans ’appendice A.
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Le parametre dimensionné microscopique étant le facteur de coupure
A ~ 1/a, les opérateurs de degré positif, qui ont un coefficient en A9,
semblent a priori négligeables pour A — o0. Cette vue mérite d’étre un peu
corrigée en raison de divergences ultraviolettes possibles. Par exemple, ils
ne peuvent étre négligés dans la détermination de la température critique
non universelle. On se convaincra tout de méme qu’il ne modifient pas les
comportements universels dominants, du moins au voisinage de d = 4. Au
prix éventuellement d’une redéfinition des parameétres “nus” mZ et go, on
peut donc se limiter au lagrangien en ¢* dans ’étude des phénomenes &
grande distance. On verra que la renormalisation agit comme un filtre,
contractant les coefficients des termes inessentiels (c’est-a-dire de degré
positif & Pordre zéro) et ne laissant demeurer qu’une théorie caractérisée
par un nombre minimum de parametres essentiels.

Cette discussion visant & justifier ’emploi de lagrangiens renormali-
sables pour la description des phénomeénes critiques, est aussi tout & fait
naturelle en physique des particules. Nous ignorons (provisoirement) les
interactions & des énergies trés élevées, ou des distances trés petites. La
possibilité de construire des modeles effectifs pour rendre compte des obser-
vations & une échelle donnée repose en définitive sur un quasi découplage
entre cette échelle et celle d’énergies beaucoup plus considérables. Ces der-
niéres ne contribuent alors qu’a fournir quelques parameétres dont la théorie
effective de “basse” énergie ne saurait rendre compte, par exemple la valeur
de la constante de structure fine en électrodynamique.

Les fonctions de corrélations (ou fonction de Green, encore appelées
fonctions de Schwinger dans ce contexte) s’obtiennent en couplant ¢ A
une source extérieure h(x) (encore appelé champ extérieur). Ceci revient
a ajouter au lagrangien un terme

Lsource = —h(x)p(x) (10)
La dimension de h(x) est
(k] = 3(d +2) (11)

En présence de A, nous notons Z(h) la fonction de partition ou fonction
génératrice des corrélations

Z(h) = / Dy exp (~ / ddxﬁ(;p) + / ddxhcp>
=Z(0) <exp (/ d¥x hgo)>

Dans ces conditions les fonctions de corrélations & n champs (ou n points)
seront définies par

(12)
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677.
Z(h 13
Sh(x1)...6h{xy,) (R) (13)
Lorsque A — 0, et dans la phase symétrique, ne subsistent que des corré-

lations & un nombre pair de points, invariantes par translation, que nous
écrirons alors, en omettant I'indice h et pour n pair

(1) .- (xn))y, = Z(h) ™

577,
h(x1) - .. h(xn) h=0

/H(dpk _lpkxk>(2ﬂd5zpk (Pree D)

(14)

(1) .. p(xa)) = Z(h) ™ Z(h)

On notera qu’inversement,

2(1)2(0) = / ;) h) (90 p())  (15)

n=

La dimension canonique de G, définie sur I'ensemble > p = 0, apreés
extraction de la distribution §(3 p), se déduit de celle de h

[Go]=d—n[h]=d- in(d+2) (16)

En particulier en toute dimension [G3] = —2 comme le montrait ’exemple
libre (3).

L’énergie libre In Z(h) (par commodité notre définition differe par un
facteur —1/3 de la définition usuelle en thermodynamique) sert de fonction
génératrice aux corrélations connexes. A la limite h =0,

J— 5”
= Sh(x1)...6h(xz)

Ces fonctions connexes ont évidemment méme dimension que les fonctions
de corrélations générales, dimension donnée par la relation (16) en transfor-
mée de Fourier. La relation entre ces deux types de corrélations est celle des
cumulants en mécanique statistique, permettant d’exponentier le dévelop-
pement (15). Nous supposons ces points familiers au lecteur, de méme que
le fait que dans le développement perturbatif, étudié plus loin, seuls appa-
raissent les diagrammes connexes dans 'expression des fonctions connexes,
d’ot l'origine de cette terminologie. Enfin dans un domaine fini (mais grand)
ces quantités sont extensives, c’est-a-dire proportionnelles au volume.

Une transformation de Legendre fait passer de 1’énergie libre In Z(h),
exprimée en fonction du champ extérieur h, & T'(p), fonctionnelle géné-
ratrice des fonctions de Green une particule-irréductibles, ou fonctions de

(o(x1).0(xn))c In Z(h) (17)

h=0
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vertex. Conformément a 1'usage nous notons ¢ ’aimantation spatialement
variable, argument de I', pour souligner l’analogie avec la variable muette
d’intégration dans I’expression (2). En théorie perturbative les contribu-
tions des diagrammes correspondant aux fonctions de vertex sont amputés
des facteurs associés aux lignes externes, et ces diagrammes ne peuvent étre
disconnectés en coupant une seule ligne externe. C’est 3 ce fait que se réfere
la propriété d’irréductibilité & une particule. La fonction génératrice I'(¢)
est définie par

T(e) = Sup { [ aten(o) - 1az( | (18)

En pratique on se contentera de vérifier la condition d’extremum, qui montre
la réciprocité de la transformation

() +1InZ(h) =/ddxh(x)<p(x)

THay =) = (e

(19)

(1) Examiner la transformation de Legendre dans le cas d’une intégrale
gaussienne.

(2) Etablir les conditions de réciprocité de la transformation de Legendre

ST(p) x
Sl ")

L’existence d’une limite non nulle pour §1n Z(h)/6h pour h de signe
donné tendant uniformément vers zéro, est le signal d’une brisure spontanée
de la symétrie Z,. La valeur non nulle correspondante est ’aimantation
spontanée uniforme, présente dans la phase de basse température.

Pour h uniforme énergie libre est l'intégrale d’une densité constante.
11 en va de méme pour I'(p) lorsque ¢ est uniforme. Nous écrirons dans ce
cas

T(p) = / dx V() (20)

Le potentiel effectif V (), qui tient compte des fluctuations, généralise le
terme correspondant du lagrangien (1), c’est-a-dire 1m3y? + goy? /4!

Revenant au cas général, on obtient les fonctions de vertex en dévelop-
pant T'(p) suivant les puissances de ¢, comme on développait In Z(h) en
puissances de h pour avoir les fonctions connexes
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T(p) = Z %/ddxl...ddxn<p(x1)...cp(xn)l"n(xl, ceerXn)

_ §"T'(p)
Tp(xy,... ,xn) = bp(x1) - - 6p(xy)

0=0

/H (d DE ¢ip x’”) 27)46(>_ pr)Tn(P1, -, Pn)
(21)

Selon I'usage, nous notons abusivement les fonctions et leurs transformées
de Fourier par le méme symbole. Dans le développement de I'(p) autour de
¢ = 0, décrit par (21), n’interviennent évidemment que les termes avec n
pair par symétrie. Ceci n’est plus le cas si on étudie son développement au
voisinage d’une autre valeur, par exemple ’aimantation spontanée dans la
phase ordonnée.

La dimension de l’argument ¢ de T’ est celle du champ, variable
d’intégration, soit 1(d—2). Par ailleurs I'(¢p) est bien entendu sans dimension
de sorte que

[Cn(xX1, ..y Xp)] =50(d + 2)
CrP1y--Pr)] =d — %n(d —2) = [Gn(P1y .-y Pn)] + 20

La relation entre dimensions des fonctions de vertex et des fonctions de
Green correspond & ’amputation des facteurs correspondant aux lignes ex-
ternes, comme on s’en convainc en explicitant la relation (19). En particulier
T2(p)] = 2, [T4(p)] = 4 — d. Plus généralement on peut rapprocher les rela-
tions (9) et (22), ce qui montre bien que les fonctions de vertex généralisent
les coefficients de couplage dans le lagrangien.

Rien ne s’oppose en principe a 'introduction d’autres termes de source,
analogues & (10), se couplant & d’autres combinaisons que le champ ¢
lui méme. En particulier comme le paramétre de controle est m3, on est
naturellement amené A considérer un terme de source couplé a %902. On
notera les fonctions de Green correspondantes avec insertion de (2

(22)

(plxa) ol 1P 00) -+ v = [0 (Eoe+ )
G, pk,Ql)H ( 21))’; e~ iPL: xk) H (((;Tgld —iq yz) (23)

[ nr(p, )]—[ n]_27'= —gn(d+2)—-

La dimension vaut aussi pour les fonctions connexes. En particulier
la chaleur spécifique est reliée A la fonction connexe Gg 2 & moment nul,
dont la dimension est d — 4. Les fonctions de vertex avec insertion de ¢?
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correspondent 3 une transformation de Legendre par rapport & la source du
champ ¢ seulement. En transformée de Fourier I',, ,.(p, q) a pour dimension

[Cnsl=[n]l —2r=d—in{d—2)—2r (24)

Dans toutes ces expressions la dimension est dite canonique pour la distin-
guer de celles dites anormales (ou encore dynamiques) associées aux pro-
priétés d’homogénéité critiques. La renormalisation va éliminer le parameétre
dimensionné de coupure A fourni par la régularisation, en ’absorbant dans
des quantités définies & grande échelle.

Les indications qui précédent sont relatives au modele lagrangien le plus
simple, la théorie scalaire *. La généralisation au cas ou le champ prend
ses valeurs dans un espace vectoriel ou matriciel, ou encore dans une algébre
de Grassmann, ne présente aucune difficulté de principe. Des difficultés
peuvent cependant apparaitre lorsque l’on essaie de définir proprement la
mesure d’intégration de ’intégrale fonctionnelle et ceci peut étre la source
d’anomalies dans la réalisation de diverses symétries, qu’on aura ’occasion
de rencontrer plus loin.

2. Méthode perturbative

2.1 Série diagrammatique

Pour d > 4 le modele gaussien du champ libre donne une description
exacte du comportement critique. Malgré les difficultés qui ne manqueront
pas de surgir, il est naturel, pour d voisin de quatre, de développer pertur-
bativement fonctions de partition et corrélations en puissances des termes
anharmoniques du lagrangien, c’est-a-dire de go. L’analyse de ce développe-
ment va permettre d’en extraire certaines propriétés générales. Définissons

Ly = % {(8<P)2 + mg<.02} So = /ddx Lo()
. ) (25)
Ly = 590904 Sr = /d x L1(y)

ce qui permet d’écrire

Z(h)=/D<pexp——{5’0+51—/ddxh<p}

i %/D‘P (/ddX£I(<P))RGXP—{So —/ddxhcp}

n=0

i (—nl')” (/ddxﬁz(% )n/DS"eXP—{SO"/ddXh‘p}

n=0
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La derniere expression est une intégrale fonctionnelle gaussienne qui s’ex-
prime en terme du propagateur libre Gy explicité en (3) avec 6 remplacé
par m2. De fait

/Dga exp — {So - /ddxhgo} = Zgexp %/ddxddyh(x)Go(x —y)h(y)

Zo = detl/zGo(X - y)
(26)
Le facteur de normalisation Z; requiert pour une définition précise une
régularisation & courte distance ainsi qu’un facteur de coupure infrarouge,
In Zy étant proportionnel au volume. Z; n’est pas égal & Z(h = 0) bien
entendu. Moyennant (26) il vient alors

Z(h) = Zpexp (— / d%x L; (3%)) exp %/dddeyh(X)Go(x —¥)h(y)
(27)

Fn développant les deux exponentielles, et en effectuant les opérations de
différentiation indiguées, nous obtenons la série perturbative formelle (avant
régularisation). En particulier ’expression (27) contient implicitement les
regles du théoréme de Wick, qui correspondent au calcul de

5271, 1
(p(x1)..-p(X2n))g = 6h(X1)...6h(X2n) 270!
( / d4xd?yh(x)Go(x — y)h(y))
h=0

= Z Go(xlh —xaz)"'GO(xazn—1 _xa2'n,)

termes
distincts

(28)

ou la derniére somme porte sur (2n)!/2"n! produits distincts, tenant compte
de l'invariance de Gy par parité: Go(x) = Go(—x)).

Il est commode d’exprimer les régles perturbatives directement en
transformée de Fourier pour les fonctions de vertex. Ces derniéres, comme
nous ’avons déja mentionné, sont amputées des facteurs relatifs aux lignes
externes correspondant aux arguments ¢ de la fonctionnelle de T'(¢). A
chaque terme de (27) correspond un diagramme représentatif combinant des
vertex (associés 4 chaque mondéme de L£r) et des lignes (associées & chaque
facteur Gy dans (28)). On constate que seuls interviennent les diagrammes
irréductibles (et connexes a fortiori) dans le calcul des T'y,.

Dans le cas de l'interaction en ¢*, & chacun des vertex sont associés des
facteurs —go et (2)%6(,) ol T, est la somme des impulsions internes ou



V.2.1 GROUPE DE RENORMALISATION 239

externes incidentes a ce vertex. On note qu’une ligne joignant un vertex a lui-
méme (ou “tadpole”) ne contribue pas & £,. L’un des facteurs de conserva-
tion des impulsions est cependant omis (cf. (21)). A chaque ligne interne est
associée une impulsion d-dimensionnelle notée p, un facteur de propagation
Go(p) = (p? + m3)~! et une intégration d-dimensionnelle avec la mesure
dp/(2m)%.

Ces regles de Feynman sont complétées par un facteur combinatoire
qui résulte dans certains cas de la compensation incompléte des factorielles
introduites dans la définition de 'interaction ¢*/4! et dans le développement
de Pexponentielle lorsqu’on applique le théoreme de Wick. Ce facteur, dit de
symétrie, qui vient diviser la contribution détaillée ci-dessus est ’ordre du
groupe de symétrie du diagramme. Ce groupe correspond aux permutations
des lignes et vertex internes (c’est-a-dire sans attaches aux lignes externes)
qui laissent le diagramme invariant. On notera que les tadpoles donnent un
facteur % L’usage est de conseiller de revenir a la définition (27) chaque fois
qu’on éprouve une hésitation sur les regles de Feynman.

Des exemples de facteurs de symétrie sont donnés dans I’exercice
suivant. On notera également que, selon la convention (19) les fonctions
de vertex ont un facteur supplémentaire —1.

Une théorie & “zéro-dimension”. La fonction de partition est une intégrale
sur une seule variable ¢

d 2 4
z(g)=/(27)f5exp_{£2.+g%} (29)

et correspond a la fonction génératrice des diagrammes vide-vide. Elle per-
met de vérifier les facteurs de symétrie. En effet les intégrales de Feynman
correspondantes sont alors égales & P’'unité. Le coefficient z, de (—g)™ donne
directement la somme des diagrammes d’ordre n (ici sans lignes externes)
affectés de leur coefficient de symétrie

o0
2g) =) (~9)"zn
n=0
in 4"T(2n + L — 1)
o = L de Lp_e_%(pg _ ( n + 2) - (4n 1).. (30)
4 | (2m)1/2 nl 41nnll(5) 4inn!

Ce résultat peut étre vérifié en utilisant les facteurs de symétrie des
diagrammes dessinés sur la figure 1. Ainsi

1 1
n=1 - = -
8 8
2 5.7 1 1.1
- 273 T 8221 24 ' 2.4
5.7-11 1 1 1 1 1 1 1
n=3 = + =t ot

2103 5331 T 248 Ts.2.41 95 T 7a3 T 323 T 243
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L9980 -
868-88-30 8-
A& A -

Figure 1: Diagrammes vide-vide contribuant & Z(h = 0) jusqu’a 'ordre g.

et ainsi de suite. Dans ces expressions, les termes successifs correspondent aux
diagrammes de la figure 1.

On cobservera que zp crolt comme n™. La série (30) est divergente mais
asymptotique pour g — 0. Le point g = 0 est une singularité essentielle de 2(g)
qui a une coupure sur le demi axe réel négatif, traduisant une instabilité pour
g < 0. Ces caractéristiques, évidentes dans le cas de l'intégrale simple (29)
se généralisent aux intégrales fonctionnelles, ol on s’attend pour les mémes
raisons a ce que la série des perturbations ne soit qu'une série asymptotique
divergente. L’alternance des signes pour g > 0 permet cependant ’application
de méthodes de resommations a la Borel.

Etudier le développement perturbatif des intégrales analogues a (29) en
présence d’une source extérieure.

Résumons les classes de diagrammes & utiliser pour le calcul des
différentes quantités.

(i) Fonctions de corrélation générales. Conserver les facteurs asso-
ciés aux lignes externes pour tous les diagrammes, avec omission des parties
disconnectées non rattachées aux lignes externes (diagrammes vide-vide éli-
minés par la division par Z(h = 0)). Fonction génératrice
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LB go - / k]:Il dix, kI:Il h(k)Gn(X1, o Xn)  (31a)

(ii) Fonctions connexes obéissant aux mémes régles en termes des
diagrammes connexes, engendrées par

F(h) = lnm = nz:% H/kI:Ilddxkkl;[lh(x,c)Gn(xl,...,x,,) (31b)

(iii) Fonctions de vertex. Pas de facteurs pour les lignes externes des
diagrammes connexes irréductibles. Les premiers diagrammes des fonctions
de vertex a 2 et 4 4 points sont représentés sur la figure 2, et leur contribution
sera calculée dans la section suivante. La fonction génératrice est donnée par
la transformée de Legendre F'(h)

Szp { / d%xhyp — F(h)}
i %/ fI d%xy, ﬁ P(xe)Tn(x1, ..., Xn)
n=0 k=1 k=1

En dehors des facteurs combinatoires et du probléme de ’énumération
des diagrammes, tiche relativement aisée aux ordres les plus bas, la partie
essentielle des régles perturbatives concerne lintégration sur les facteurs
de propagation. Le calcul des intégrales (de Feynman) correspondantes
est en général difficile et utilise selon les circonstances tout un arsenal
d’artifices développés pendant plusieurs décennies. Sauf cas exceptionnels
ces intégrales ne s’expriment pas en termes de fonctions spéciales simples.

I'(e)
(31c)

2.2 Classement topologique

Une fonction de Green a n points, en iransformée de Fourier, dépend
de n vecteurs & d-dimensions de somme nulle en raison de 'invariance par
translation. Si le facteur de coupure est introduit de maniére & respecter
Pinvariance par rotation, ce que nous supposerons par la suite, la fonction
s’exprime en terme des n(n — 1)/2 invariants p;.p;, ¢ < j < n — 1. En
dimension entiére, pour n —~ 1 > d + 1 il existe nécessairement d’autres
relations linéaires entre les vecteurs p; qui s’expriment en disant que la
matrice {p;.p;}, 1 <¢,j <n —1, est au plus de rang d.

Considérons un diagramme connexe d’ordre v c’est-a-dire & v vertex
pour une fonction a n points. Dans la théorie perturbative autour du fonda-
mental caractérisé par () = 0, n est nécessairement pair. Soit ! le nombre
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Figure 2: Premiers diagrammes pour les fonctions de vertex. a)
Fonction & 2 points jusqu’a 'ordre de deux boucles. b) Fonction & 4 points
jusqu’a l'ordre d’une boucle.

de lignes internes. Observons que certaines d’entre elles correspondent 3 une
auto-contraction (ou tadpole) avec un facteur associé

dép 1
(2m)d p2 +md

qui ne doit sa convergence qu’a la présence du facteur de coupure, totalement
indépendant du reste du diagramme. Il existe d’ailleurs une prescription
dite ordre de Wick, qui revient & éliminer ce type de termes, mais nous n’en
ferons pas usage. Pour une interaction en ¢* la somme des lignes émergentes
de ’ensemble des vertex est 4v. Ce faisant nous comptons les lignes internes
deux fois, d’ou

dv=n+2l (32a)

Le nombre de variables d’intégration (vectorielles) est I, avec v — 1 régles
de conservation aux vertex. Reste un nombre B, dit nombre de boucles,
invariant topologique comptant le nombre de variables d’intégration indé-
pendantes

B=l-v+l=v—1in+1 (32b)

Les diagrammes sans boucles sont appelés diagrammes en arbre. A titre
d’exemple, les diagrammes d’ordre le plus bas pour les fonctions de vertex
ont été classés sur la figure 2 selon le nombre de boucles, et leur contribution
est donnée par
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I'a(p) =P2+mg+190/dd—q;+
2 (2m)d g% + m

T'4(P1,P2,P3,P4) = 9o (33)

1,2 24: / d‘q 1 .
290 i=2 (27r)d [(pl + p; — q)2 -+ mg] [q2 + mg]

Le nombre de boucles B s’interpréte comme la puissance de i dans un
développement semi-classique. En effet si on note que (h)B~! = h'A~7, chaque
vertex est affecté d’une puissance 1/A et chaque propagateur (inverse de la
forme quadratique du lagrangien) d’un facteur h. Tout se passe comme si
I’action avait été divisée par h. Ceci revient & interpréter la série perturbative
de Z(h) comme le développement semi-classique de I'intégrale fonctionnelle
autour du col correspondant & ¢ = 0.

Calculons la fonctionnelle génératrice I'(y) jusqu’a P’ordre d’une boucle
inclus. Commengons par 'évaluation de Z(h) qui, au facteur Z, pres, est
obtenu en déterminant le col de exp {—S + [ d*x hy}, Cest-a-dire

1
(= +mG)pe + 37900 = b (34)
La solution retenue est telle que ¢, tende vers zéro avec h
1 1 1 8
hl=——5h— = ——h 35
welll = Z3 3!-""(—A+mg ) + (35)

D’ou, en développant l'action jusqu’aux termes quadratiques au voisinage
de ¢, et en effectuant l'intégrale gaussienne correspondante,

20 —exp {-stpult) + [ atxhoct}

36
% det~1/2 [525(%[’1]) ] det!/? [ %S0 ] (3)
bp(x)60(y) io(x)6e(y)
Par transformation de Legendre
L(p) = S(¢) = 3 TrIn(GpG5 ™) + -+ (37)

ot G,(x,y) est linverse du noyau 625/8p(x)6p(y), c’est-a-dire
-1
Gy = [-A+mf + $90¢°]
GGyt :1_G0%90802+G0%gocp2G0%gogo2+--- (38)
= [1+ Go3g0¥°] -
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si bien qu’on peut encore écrire
I()=5(¢) + 3 Trln (1 + 5Gogoy’)
—5(¢) +Z( 90 Tr (1Gog?)?

(<P)+2901/( )dsop)so p)/ dazi—mg

~ 293 / H 27r)t,,90(91)<p(pz)<p(p3)<p(p4 = —P1— P2 — P3)X

> :

+
(P1 + i — @)% + mi][q? + m]

(39)
Lorsque ¢(x) tend vers une constante ¢, I'(p) tend vers I'intégrale du
potentiel effectif V()

I(p) = / dxV(p) (40)

En incluant la correction a ’ordre d’une boucle nous trouvons donc

V(o) = Lm2,? 1 4.1 d‘p 1 1 12 41
() = gmgep Ty +3 @n)d +m§90¢ +--- (41)

La méthode du col complétée par les contributions des fluctuations autour
de @c[h], est donc identique & la théorie des perturbations. Les termes &
deux, trois, ... boucles s’obtiennent & 1’aide de diagrammes irréductibles
utilisant le propagateur G, donné par (38). A des complications techniques
preés, la méthode se généralise, par exemple au cas de cols dégénérés, de
champs possédant des degrés de liberté internes...

Outre les fonctions de Green considérées jusqu’ici, on sera amené 3
introduire des corrélations mixtes incluant I'insertion “d’opérateurs locaux”,
combinaisons de puissances du champ et de ses dérivées évaluées au méme
point. Par exemple, comme on 1'a indiqué ci-dessus, nous étudierons les
insertions de 1¢?,

(st i

83" pi+q) e LPeAaNG, (., prsq)

(42)

Formellement
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(0)-p(xn) 57(3)) = B 3 00)-sp(xa )y + 2oy —2) (49

ce qui se traduit en transformée de Fourier par

d%k
Gn1(P1y- PriQ) = %/WGnm(pl,---,pm%quk, la-k) (44)

On note que Vinsertion %cpz a moment nul est équivalente a la dérivation
par rapport & m3. L’insertion de plusieurs termes en 1¢? ou d’autres
combinaisons d’opérateurs locaux conduit & des expressions analogues. Les
développements perturbatifs correspondants en découlent sans difficulté.

2.3 Prolongement dimensionnel

Diverses méthodes ont été développées pour ’évaluation des intégrales
de Feynman et ’étude de leurs propriétés analytiques. Il ne saurait étre
question ici que de donner quelques exemples a titre d’illustration. C’est
P’occasion aussi de présenter le prolongement dimensionnel.

L’introduction des diagrammes connexes irréductibles est un premier
pas pour réduire la complexité, puisqu’alors les contributions des dia-
grammes plus généraux se déduisent par des opérations algébriques. Notons
qu’il reste encore des diagrammes articulés aux vertex (qui peuvent &tre
disconnectés par omission d’un vertex — cf. chapitre VII ~) dont les expres-
sions se factorisent.

Comme nous sommes intéressés par le prolongement dimensionnel et
que celui-ci n’a évidemment de sens que pour les scalaires, il est important
de faire apparaitre les combinaisons invariantes dans les intégrands. Une
premiere identité

1
(q? +mg)"

1 /oo 21 —a(a®+m2
= da o™ e @ +my) 45
) Jy 43

permet de substituer aux dénominateurs fractionnaires des exponentielles.
Ces exponentielles sont gaussiennes dans les moments et les intégrations
correspondantes peuvent étre effectuées dans n’importe quelle dimension.
La méthode introduit des variables conjuguées «, dont la dimension est
Iinverse d’une masse carrée. Dans un contexte relativiste, ces variables sont
interprétées comme des carrés de temps propres.

A titre d’exemple, considérons la premiére correction, une constante,
a la fonction & deux points, qui traduit le déplacement de la température
critique sous ’effet des fluctuations. D’apres (33) (diagramme ¢ de la figure
2a)
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d?q 1 diq [ 2, 2
re=1 -3 _ > 1 ____/ —a(q”+myg)
2 290 (27T)d q2 I m(g) 290 (27{_)‘1 . dae

=—90 __ /00 da a™4/2e~ams
2(47T)d/2 0

(46)

La représentation gaussienne nous a permis de faire I’intégrale sur le moment
interne en dimension arbitraire d. L’invariance par rotation fournit ’aire de
la sphere unité

2d/2
Sq = T(d/2) (47)

et I’intégrale radiale est responsable de la puissance a~%2. On note que
la dimension de dea~%/? est la méme que dq(q® + m3)~2. L'intégrale
sur le parametre « fait apparaitre deux zones potentiellement dangereuses
de divergence. La région infrarouge, @ — o0, si nous voulons faire tendre
la masse vers zéro, produira des divergences pour d < 2, et la région
ultraviolette, & — 0, insensible & la masse donnera des singularités lorsque
d > 2. Si initialement mZ = 0, lintégrale n’est donc jamais définie.
Cependant si on conserve m3 > 0, U’intégrale a un sens pour d < 2, et

se prolonge en une fonction méromorphe de d, avec pbles simples en d = 2,
4,...

d—2
a _ gom,
s = WI‘(I —d/2) (48)

Puisque la dimension de gy est 4 — d, gomg_2 = (gomg_")m% a bien la
dimension 2 caractéristique de la fonction irréductible & deux points. En
dimension entiére paire ’expression (48) est dépourvue de sens en raison des
singularités ultraviolettes. C’est ici qu’il faut faire appel 4 une régularisation
ultraviolette, souvenir minimal du réseau. Pour ce faire, il suffit de supposer
que, dans Iintégrale sur a, une région de l’ordre de grandeur (0, A~2) ne
contribue pas & l'intégrale. Pour cela introduisons dans cette intégrale une
fonction xa(e) qui vaut 1 pour @ > A~2% et s’annule avec un nombre
suffisant de ses dérivées & o = 0. L’arbitraire d’une telle fonction reflete
Parbitraire sur la régularisation qui ne doit pas affecter les propriétés
critiques universelles & des distances grandes par rapport & a ~ A~'. Un
choix particulier brutal pour la fonction x4 (a), est celui d’une fonction saut
de Heaviside 8(a — A=?). Alors
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d—-2
Te Yo mna _ Jomg

o0
27 2un)? 4. = 2(amiz

d-2 mo (d—Z)(d—4) mg
/oo 2 d/2e—:c
T @=2a-9 2)(d 4) Jma a2
(49)

Les termes explicités se prétent alors 3 une evaluatlon au voisinage de d = 4
dans la limite A/mg > 1, ol nous obtenons en développant exp(—m2/A?),

re gomg_2 1

a4 (4n)i2 (d - 2)

_ _ 1—(A d—4
x {(A/mo)d 2 _ (Afmo)*~ +2__<d/_L4°>_ PV
(50)
et pourd =4
a _ gOm% A? i&i _
;= 2(471_) { s+7—1-— In m% (d =4) (51)

Gréace au facteur de coupure A2, le pole & d = 2 s’est traduit par un
terme quadratiquement divergent ultraviolet et celui & d = 4 par un terme
logarithmiquement divergent.

Les divers phénomeénes observés dans ce cas simple jusqu’a la caricature,
vont se généraliser & des intégrales plus complexes comme celles, encore
relativement aisées de la fonction, 3 deux points & ’ordre de deux boucles.
Les deux diagrammes irréductibles ii et iii de la figure 2a donnent les
contributions

- 1.2 d¢q 1 dk 1
27 4 (2m)dq?+md J (2m)? (k2 +m3)? (52)
m2d——6
—%g%;@fw (1-d/2)T(2-d/2)
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, [ diqd?k 1
°J (@) [o? + mf)k? + m3][(a - p +X)? +m]

o0
. 2
= _%gg/ daldazda3e mg({a1+astasz)
0

T5(p) = 59

ddqdik
(271')2‘1
_ % /°° dajdasdas
C o 6(4m)d J, (agas + azoy + alag)%

Q10203p? }

e—(a1q2+a2k2+as(q+k—p)2) (53)

2
exp—< mylay +as+az) +
P { 0( ! 2 3) a0 + 03 + azay

Pour d < 3, on peut utiliser les propriétés d’homogénéité en a; en insérant
dans l'intégrand un facteur

1=/ d)\é(al +a2+a3—)\)
0

changer o; en Ag, et intégrer sur A, (C’est 1 que la condition d < 3 assure
la. convergence ultraviolette & A petit). Ceci conduit &

T(p) = — g2 /1 daydasdazé(a; + az + az — 1)
6(4m)? Jo (a0s + azon + agag)d/?

[+ a a 2
x/ dAX2~? exp —A { m2 + 12275D

0 o109 + a0z + 30y
1

gt dogdasdasé(ar +as + a3 — 1)
dF(3 —d) =75
6(4m) 0 (anasz + aza; + ayag)?d/

2 d—-3
x mg A10203P (54)
Qa0 + a0z + azon

Analyser la condition de convergence ultraviolette, d < 3, de T§(p) &
P’aide d’arguments dimensionnels.

Pour d > 3, la présence de m2 > 0 protége des divergences infrarouges,
tandis qu’apparaissent des divergences ultraviolettes & « petit. Ad = 3,ily
a divergence logarithmique dans la valeur & moment nul, et I'{(p) — I'5(0)
est fini. En revanche & quatre dimensions la valeur & moment nul est
quadratiquement divergente comme Détait 'S et dI'5(0)/dp? est encore
logarithmiquement divergent. C’est ce qui conduira & la renormalisation
de fonction d’onde, qui dans la théorie p* n’apparait ainsi qu’a l’ordre de
deux boucles.
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En introduisant un facteur de coupure A dans les intégrales sur a1, as,
a3 calculons ces termes & d = 4

T5(p) = — grzzye {4+ Bp* + C(p)) (55)

ot C(p?) s’annule, avec sa dérivée, & l'origine. Evaluons les parties singu-
litres des constantes A et B. Nous définissons

2
m
n=7 (56)

Alors

» /oo 4 /oo 4 /oo 4 e—Mar1toztos) 57)
= « a o
7 1 ! 1 ? 1 5 (ar02 + a20g + Az )? (

Profitant de la symétrie de ’intégrale dans les permutations des variables
a1, g, a3 il nous suffit de la calculer dans le secteur az > ag > o > 1.
Choisissons comme variables les rapports successifs az/as = 2, az/o1 =y,
ay =,

_1/ / dy/ e mlitvts) —6/ LI
1 1+z+yz

ol nous avons pris dans la derniére expressions u = 7z, comme variable

d’intégration, et
dy —uy(1+z)
=[5 e
(1 (+2z+yz)?

Le comportement singulier de A lorsque 7 — 0 provient de la région
d’intégration u petit ou

¥(u) = vy + Yrulnu + ou + O(u2 1n? u)

De fait on a la table

du 1
—e ¥ =—+Inn+ fini
/n u? 1

o
/ e ey = —~in’n+ fini (58)
p U
© du

—e %= ~Inn+ fini
g U
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1l s’ensuit que

A ..
= 61 4o — 391 In® 0+ 6(sho — ¥2) Inn + fini
0

avec

%_/ dy/ 1+Z+yz)2:/1wdymy1)(—2+y—)=

Pour évaluer 1, et 12, notons que

d1/1( )

[T
—
=}

o

=1 Inu + (1 + 92) + O(uln® u)

142
d dz —uy(l+z)
/ ”/ ‘Trzrgp°

On peut séparer la derniére intégrale en deux termes p; et 2, correspondant
a la décomposition

142 Y 1

M+z4+yz]2 " Q+y)[1+2+y2]? + I+ +2+y2]

e—wy(l+z)
u(u) = / dyl+ / 1+z+zy)
dz

— =9In2 41

w0 /1 d1+y (1+2z+2y)? SR

® d 0 dz _ R
902(71')=—/1 Y / e wy(1+2)

1+y 14242y
= - /oo dy e_uy+ 1+y * e“”d’U
1 (1+9)? uy(2+y)/(1+y) Y

En se souvenant que la constante d’Euler « est donnée par

o0
y=-T"(1)= —/0 dt Int e™* (59)

on peut encore écrire

_[C_dy _y)
soz(u)—/l L exp( uy+1+y

_uwy(2+9)\, uwy(2+y) } 2
{exp( 1ty )ln 14y +7¢+O(uln®u)

© dy /°° dy y(2+y) 2
_ _dy 1
(1nu+')')/1 (1+y)2-:— A (1+y)2l T3y + O(uln” u)
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soit en définitive

p2(u) =1(lnu+v—-1+3In3 - In2) + O(ulnu)

En rassemblant ces résultats

%% =1 lnu+ +y + (’)(uln2 %)

=p;(u) + p2(u) = tlnu+ L(y —In3 + 31n2) + O(uln’v)

d’ou
’1/11=’;' ¢2=%(7—1—ln3+3ln2)
et
A A? o A? A?
m—g=(3ln§)m—3—%l ——+3[1n2—1+'y]1n +fzm (60)

Passons maintenant au coefficient B dans (55). On a

o0
B = _/ daldagda3a1a2a3 e_mg(al+a2+a3)
A-2 (alaz + azasz + a3z )3

— e[ [Ty [T ze Ve
- 6/ z dye™™ /1 U+z+yz)? (61)
=—6 / —e~%P(z) = 6¢(0) lnn + fini

U 2(0) est fini

1!7(0)=/100dy/1 (1+Z+yz / dz/ (1+z+zy

— 1

=1 el
—2/1 (1+22)2 12
et

1 A2 _
B=-sIn m—?, + fini (62)

Ceci compleéte le calcul des termes singuliers en dimension 4 dans I'§(p?).

(1) Montrer que lorsque d = 3, on peut encore écrire
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2
c o2 90 AL B2 4 &n
= - A+ B
5(0%) = ~griy 14+ Bp? +067)) (63)
7 2r o A 4
A._27rln—+fzm B = ~57Mo C = 0(p*)

Bien entendu seul A est divergent logarithmiquement, et go ayant la dimension
d’une masse, le crochet est sans dimension.

(2) Si mZ = 0, T§(p) est convergente pour 2 < d < 3. Montrer que son
prolongement analytique s’écrit alors

" oy _a (3 —-d)3(d/2-1)
§(p%,mg = 0) = ~ sy g(p?*® T3z - 1) (64)
qui se comporte comme
PEEtmE=0) -t (P (65)

P 6(47r)dg°p 2(d — 4)

lorsque d — 4. Si nous appelons G(p2) le coefficient de —gZp?/6(4m)¢ alors la
quantité G(p?) — G(P?) a une limite lorsque d — 4

2
li 2\ _ P2 —_ 1 1 r
lim G(p") - G(P*) = 3In P2

résultat qui est & rapprocher de Pexpression (62) pour le coefficient B. Dans
la théorie régularisée a 4 dimensions nous avons en effet

Fg(p27m(2)7A2) = —6(4 )4 {A(O m01A2) +p2G(p mOrAz)}

avec
G(p?,m3,A%) = IHF-HJ( )

pour A? grand, avec g fini et sans dimension comme G. Si nous formons, pour
mg < p?, P2 A2,

G(p?, m3, A?) — G(P2,m3, A?) = g(p%/m}) — g(P?/m})

le résultat précédent montre que nous pouvons passer a la limite mg — 0, ce
qui compte tenu du coefficient, implique que pour p? > mg

9(p?/md) — § In(p?/m3)

Dans ce domaine, mg < p? < A?,
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p2

2 9 a1 e 1. PP
G(p’mo’A)NilnXZ_-i-flnm_%:ElnXE

Calculons la fonction & quatre points jusqu’a Pordre d’une boucle. On
a successivement (figure 2b)

T =go (66)

4
ddq 1

4(py,..., =—l2§:/ 67

4(P1,-+-,Pa) = —365 —~J (2r)¢[q® + mf][(p1 + pi — @)% + mi] (67)

Afin d’alléger les notations, posons p? = (p; + p;)? et désignons par F(p?)
Iintégrale, coefficient de —g2 /2. On peut encore écrire

1 *  daydas ay00p? }
F 2 — _ 2
(p*) @i /0 AT exp {mo(al +az) + ot
_T(2-4d/?2) /1 de
= (471_)d/2 0 [m% + p2a(1 — a)]2—d/2
(68)

Dans le cas mZ =0,
(2 ~ d/2)%(d/2 — 1)
(4m)d/2F(d — 2)

On note une divergence infrarouge & d = 2. Au voisinage de d = 4, on voit
que la quantité F(p?,m2 = 0) — F(u?,m3 = 0) a une limite égale &

P(p?,m} = 0) = (p?)%/?"?

(69)

1 In p_2

(4m)2 " p?

On peut d’ailleurs calculer la méme divergence logarithmique pour d = 4
dans la théorie régularisée ol

tliiII.‘liF(pz,mg =0) - F(p‘21m(2) =0)= (70)

1 *®  dayday 01102P2
F(p?,m2,A?%) = / I
(p y My A ) (471_)2 \—2 (al ¥ 6!2)2 €xp mO(al + a2) + a; + o

(71)

Pour A? — 0,

1 A2 m2. A2
F(p® =0,mg,A%) (a2 {111 m2 In2-1-v4+0( 12 In mg)} (72)
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Dans ces conditions, tenant compte du fait que F' est sans dimensions

1 A2 m2
F(p?,m§,A?) = '(Z;)“gln ) + f(E?O)

Comme la combinaison F(p?,m2,A%) — F(u?,m2, A?) a une limite lorsque
mg — 0, cette dernitre est égale 3

2

Jim F(9,mf, A7) = F(u*m}, A%) = = s In =
en accord avec (70). Nous voyons ainsi la relation entre comportement
ultraviolet et théorie de masse nulle.

Plut6ét que de multiplier les exemples résumons la méthode d’évalua-
tion décrite ci-dessus. Elle repose sur une représentation paramétrique du
propagateur, une intégrale gaussienne sur les moments de dimension d et
une étude, dans chaque secteur ordonné des parameétres, du comportement
ultraviolet & o — 0. Les o grands sont contrélés par les masses internes du
type m2. Nous aurons I'occasion de revenir sur ces évaluations.

2.4 Facteurs associés a un groupe d’invariance

A tire d’intermeéde donnons quelques indications et exemples, dans le
cas d’un modele & symétrie interne O(n) décrit par des variables dynamiques
vectorielles ® = {®,,...,9,} avec une interaction ($2)?. Les fonctions
de corrélations dépendent alors, en plus des moments, des indices i1, ...,
i, attachés aux champs externes avec une symétrie dans la permutation
simultanée de ces indices et des moments. En outre, les contributions des
diagrammes sont affectées de polynémes en n de degré au plus égal au
nombre de boucles, résultant des contractions et sommations sur les indices
internes. (Vest ainsi que la fonction & deux points {(dans la phase symétrique)
est diagonale dans ’espace des indices internes avec (diagrammes de la figure
2a)

T2,45(P?) =6i5 {p* + m3+
n+2 [ diq 1
6 (2m)4 g2 + m3

3 2(n+2)2/ diq 1 / d?k 1
ST el @ +m2 ) @n)d (k2 + md)?

_ ,n+2 [diqd%k 1
9718 | (2m)2 [@ + mI[k2 + mZ)[(q + k — p)? + my]
+ .- }

+ go

(73)
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Les coefficients ont été obtenus en suivant les contractions des indices
externes avec ceux des lignes internes selon les régles de Feynman.On peut
obtenir des regles de somme sur ces coefficients en examinant le modéle en
dimension nulle. Par exemple, pour la fonction a deux points on écrira

@@y =t JUB BT ew— (384 0@} o)
i r Jdr®@exp— {182+ %go({>2)2}

D’ou

L Tk (-8) T2 +2)
n+2 2(n+2)(n+4)+_“
6 0 36

qui est bien en accord avec (73) lorsqu’on remplace les intégrales par I'unité.

=1+go

En utilisant la représentation

fooo dzz™/2+l exp — (ac + 962:::2)
r=1+ %"— 7
fooo dzzn/2? exp — (x+ Fozj)

montrer qu’on a aussi le développement en fraction continue

(n+2)u
14—
14---

r=1+ (76)

ce qui fait qu’en posant u = go/6

T=1+(n+2u—(n+2)n+4u’+ (n+2)(r+4)(2n + 10)u®

77
— (n+ 2)(n + 4)[(2n +10)? + (n + 6)(n + 8)]u* +--- n

On observe que pour n = —2, ' = 1 et que pour n = —2p c’est une fraction
rationnelle en gg

De méme pour la fonction & quatre points (figure 2b)

F4,i1i2i3i4 (p11p2:p3a P4) = %90(61'11'261'32'4 + 6i1i36i2i4 + 6i1i46i2i3)

- ?159(2) Z ((2 + %n)6i1i26i3i4 + 6i1i35132i4 + é‘1'12'461'2‘1‘3) X
3 termes (78)

d¢q 1
* / @m) [ + mall(ps + s — QP +md] |
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En particulier lorsque les moments externes sont nuls, la fonction & quatre
points est proportionnelle & la combinaison Y §;,:,6:,4,, soit

F4,i1i2i3i4(0a 0,0, 0) = (5i1i2 61’31'4 + 5i1i36i2i4 + 6i1i4§i2i3)x
go 2n+8/d"lq 1 .
3 978 ] eoill@ +ml)?
(

Montrer que dans le modele a zéro dimension avec I' défini par (74) et
u= % go, on a

-1
D4izigigia = (6i1i26i3i4 + 0iyiybigiy + 6i1i46i2i3) {FZ - Fsm} (80)

Le dernier crochet se développe selon

r-1 8 3n2 + 46 140
_ 3—_90 2+ +gg n® + 46n + +

3 TR 108

r? =
(n+2)u 3

(81)

Il existe bien entendu une trés grande variété de modeles avec indices
internes et divers types de symétrie. Par exemple, nous aurons par la suite
I’occasion de rencontrer des systémes ou les variables dynamiques sont des
matrices.

2.5 Comptage de puissances

Nous voulons généraliser les observations faites ci-dessus qui portaient
sur quelques cas particuliers, concernant le comportement ultraviolet des
intégrales perturbatives, en supposant toujours m2 # 0. Revenant i la
représentation en termes de moments, nous supposerons ces derniers dilatés
par le méme facteur. Considérons un diagramme d’ordre v (nombre de
vertex) pour une fonction de vertex & n points. On se rappelle que si [
désigne le nombre de lignes internes, le nombre de variables d’intégration
estB:l—v+1=1+v—%n.

Dans le cas de I'interaction en (*, a chaque vertex est associé un facteur
go de dimension 4 —d. Dans des cas généraux d’interaction locale ceci pour-
rait étre généralisé & un polynéme dans les moments des lignes incidentes
au vertex. Il pourrait en étre aussi le cas du propagateur affecté aux lignes
internes si nous étudions des champs autres que scalaires. Rappelons enfin
que la dimension de T, est

[Cn] = dn = d — n(d - 2) (82)
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L’intégrand comporte ! dénominateurs quadratiques et B éléments de vo-
lume & d-dimensions. Une condition nécessaire (mais non suffisante) de con-
vergence ultraviolette est donc que le degré

w=Bd-2l=d-in(d-2) -v(d—d)=d, —v(d—d)  (83)

soit négatif. En outre il n’y a intégrale que si B > 1, soit v > %n L’interpré-
tation de la formule (83) est évidente: le degré w de l'intégrale est tel que
son produit par g§ ait la dimension de I',;,. Si w est négatif le diagramme est
dit superficiellement convergent: il en est toujours ainsi lorsque d < 4 & un
ordre suffisamment élevé de la théorie des perturbations. Puisqu’il y a alors,
en variant n et v, un nombre fini d’intégrales superficiellement divergentes
on dit que la théorie est super-renormalisable.

En dimension 4, le degré w est indépendant de v, et positif ou nul pour
n < 4. La théorie est alors dite renormalisable. Enfin en dimension plus
grande que quatre la théorie n’est pas renormalisable, et les divergences
ultraviolettes deviennent de plus en plus séveres avec Vordre de la pertur-
bation. Corrélativement, nous ’avons déja vu, le comportement & grande
distance devient trivial.

On appelle fonctions primitivement divergentes, les fonctions de vertex
dont le degré superficiel de divergence au premier ordre non trivial de la
théorie des perturbations est positif ou nul, soit d > n. Pour d = 4 il s’agit
des fonctions a 2 et 4 points et, pour d = 2 ou 3, de la fonction & deux
points.

Classer les diagrammes divergents en 2 et 3 dimensions.

Dans le cas d’'un modele scalaire, un degré superficiel de divergence
non négatif entraine la divergence de intégrale. Mais la réciproque est
évidemment fausse. Par exemple les fonctions 4 plus de quatre points
seraient convergentes pour d = 4. Il n’en est rien. La raison en est que
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certaines sous-intégrales peuvent diverger. Une étude approfondie de la
question, qui est 'un des aspects techniques essentiels de la discussion
perturbative, conduit au résultat suivant.
(i) I1 se produit une divergence si et seulement si un sous diagramme
irréductible a un degré positif ou nul. Pour d < 4 il s’agit d’insertions
de fonctions irréductibles & deux points (dits d’énergie propre). Pour
d = 4 il s’agit de sous diagrammes irréductibles a deux et quatre points.
(i) Sile degré d’un diagramme ainsi que celui de tous ses sous diagrammes
irréductibles est négatif, ’intégrale converge comme on s’y attend.
Pour maitriser ces divergences ultraviolettes on a vu qu’une étape
intermédiaire consiste & introduire un facteur de coupure A, présent de toute
facon dans la version sur réseau par exemple. Les divergences se manifestent
alors par ’apparition de puissances (positives) de A et de In A dans le calcul
des intégrales. Il va falloir définir un processus de soustraction pour obtenir
des résultats finis' dans la limite A — oc.

Nous aurons encore a considérer des fonctions de vertex avec insertions
d’opérateurs composites, en particulier %<p2, que nous allons discuter ici. On
se souvient que si ’on note I',, , la fonction & r insertions

1
Cnel=dp—2r=d- En(d -2)y—2r (84)
Le degré superficiel de divergence d’une contribution perturbative & ’ordre
v est donc
w=d,-2r—v(d-d) (85)

On constate une amélioration (une diminution) du degré superficiel de di-
vergence avec le nombre d’insertions. A quatre dimensions I'; 1 est logarith-
miquement divergent a tous les ordres. Par exemple & ’ordre d’une boucle
(figure 3)

/NP,

Figure 3: Premier diagramme contribuant a I'y ;.

1P, P2s ) = ~500 [ 1o : (36)
2,1\P1,P2,9} = 290 (2m)t [k2 +m§][(q+k)2 +m2)
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La contribution I'3 ; est bien logarithmiquement divergente. On note que
T2,1(p, —p,0) est la dérivée de la fonction & deux points par rapport m3,
c’est-a-dire OT'¢ /Om32.

La fonction I'g 2 interviendra dans le calcul de la chaleur spécifique. A
P’ordre v son degré superficiel de divergence est

w=—-(1+v)(4-d) (87)

C’est-a-dire qu’elle est convergente ultraviolette & tous les ordres pour
d < 4 et divergente ultraviolette 3 tous les ordres (y compris zéro) en
dimension 4. Enfin I'g; est une constante divergente qui n’intervient pas
comme contribution aux sous diagrammes dans les fonctions de corrélation,
puisqu’elle n’a pas de lignes externes du champ ¢.

Cette discussion s’étend bien évidemment aux insertions d’opérateurs
composites plus complexes.

2.6 Renormalisation perturbative

En dimension d < 4 les divergences ultraviolettes n’affectent que la
fonction & deux points, qui apparait aussi comme sous diagramme dans le
calcul perturbatif des autres fonctions de corrélation. Cependant au point de
départ, c’est-a-dire en dimension quatre, des divergences apparaissent aussi
dans la fonction & quatre points qui gouverne la constante de couplage.
Nous allons donc procéder & la renormalisation selon le schéma quadridi-
mensionnel. Méme si certaines soustractions semblent alors superflues en
dimension inférieure, elles auront d’une part la vertu d’autoriser un prolon-
gement dimensionnel continu et nous verrons par ailleurs qu’elles jouent un
role efficace pour contréler le comportement infrarouge pour d < 4.

La méthode de renormalisation peut étre présentée abstraitement en
prescrivant les soustractions au niveau des intégrands des intégrales pertur-
batives, évitant ansi tout & la fois P’exigence d’une régularisation et 1'ap-
parition de termes infinis. C’est la technique développée par Bogoliubov,
Hepp, Parasiuk et Zimmerman. Il est cependant plus instructif pour ce qui
suit de considérer d’abord une théorie régularisée. Il s’agit alors de réex-
primer le développement perturbatif (considéré comme une série dans le
parameétre topologique nombre de boucles) en termes de quantités renor-
malisées ou “physiques”, ici la masse, ou plutét 'inverse de la longueur de
corrélation, et la valeur de la fonction & quatre points, dans une configura-
tion fixée de moments, ou constante de couplage renormalisée. Soient m et g
ces quantités renormalisées qui se substitutent aux valeurs “nues” mg et go,
qui apparaissaient initialement dans le lagrangien. Si en outre on change de
maniére appropriée ’échelle des champs (processus aussi appelé “renormali-
sation de fonction d’onde”) par un facteur Z; /2, o=2 /2 pp, on obtiendra
des expressions finies, indépendantes de A, o toutes les divergences sont
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contenues dans la relation entre m, g et Z; d’une part et mg, go, A, d’autre
part.

Les fonctions de Green renormalisées, corrélations des champs g sont
fonctions des moments, de m et de g. Elles définissent ces derniéres quanti-
tés & 'aide de conventions de normalisation. Dans une théorie massive, ces
conventions consistent naturellement & donner la valeur de certaines fonc-
tions de vertex et éventuellement de leur dérivées a moment nul. Ceci est en
accord avec un point sur lequel nous n’avons pas encore insisté, & savoir que
les termes potentiellement divergents des fonctions avant renormalisation
sont au plus polyndmiaux dans les moments, comme 'indique le comptage
de puissance. Ceci entraine I'importante conséquence que les contre-termes
dans le lagrangien, si on désire ’exprimer en fonction de m, g, et pg, sont
de nature locale. La localité est un ingrédient crucial dans une théorie des
champs, car elle permet de controler les quantités renormalisées & ’aide d’un
nombre fini de parametres.

Il faudra changer ces conventions si on désire étudier directement la
théorie critique de masse nulle, comme on le fera par la suite, en imposant
des conditions 4 moment non nul. Aux trois divergences primitives des
fonctions & deux et quatre points, nous faisons donc correspondre dans la

théorie massive les trois conditions

T3(0) =m?
dri(o) _
“aot =1 (88)

I'}0,0,0,0) =m*~4g

Nous avons choisi la normalisation de T} de telle sorte que g soit sans di-
mension a la différence de go. En dimension quatre, ces trois conditions
répondent aux trois divergences primitives & savoir les divergences quadra-
tique et logarithmique de I'y, la divergence logarithmique de I'y. La relation
entre fonctions de corrélations “nues” régularisées et fonctions renormalisées
s’écrit, pour A — oo,

{ Gn(P,m0, 90, A) =Z7*GR(p,m, g) ()

Fn(py Mo, 9o, A) :Zl_n/zrl::(pa m, g)

La premieére relation vaut aussi pour les fonctions connexes. On appelle Z;
le facteur de renormalisation de fonction d’onde, dépendant bien sir de
A. Les quantités m%, go et Zy se calculent a leur tour perturbativement,
compte tenu de (88) et (89), en fonction de m?, g et A sous forme de séries
perturbatives. Les conventions de normalisation sont telles qu’a ’ordre des
arbres (B = 0) il y ait identification entre corrélations nues et renormalisées
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m2 =m2® 4 2@ L 2@
90 =5 + g§V + g{? + - (90)

Z, =79 ¢ Zf” +273 4
avec

2(0)

m
960) =m*~?g (91)
Z"” =1

De la sorte, les premiers termes des développements de I'} et T'} sont

F? = p? +m?
R _ . 4-d
'y =m* %
11 s’ensuit qu’aux ordres suivants les conditions de normalisation se transfor-
ment en conditions homogenes. On peut traduire ces opérations en expri-

mant le lagrangien en termes du champ renormalisé, de m, g et A sous la
forme

(92)

1
L ==2 [(0¢r)® + mZp}] + %z ek

1,
== [(8pr)* + m?pi] + ;ﬂm4 ‘gpp+ (93)

m|r—-w|r—a

o0

3 { z®] 5(Opr)’ (Zlmo)(k)_‘PR + .(gto)"“’wi‘a

k=1

Cette expression contient des contre-termes d’ordre B = 1, 2,..., dont 1'effet
est & prendre en compte ordre par ordre. Par exemple, & 1’'ordre d’une boucle,
il faudra inclure ’effet des contre-termes d’ordre 1, tandis que les vertex et
propagateurs seront calculés a l’ordre zéro. On congoit qu’aux ordres plus
élevés cette méthode des contre-termes résolve un probléme combinatoire
complexe impliquant des soustractions internes aux diagrammes.

A titre d’exemple calculons les différentes quantités & I'ordre un

d
RO (2 4—d d’q 1 2(1) 4 (1) 2
(p )_ g,/j; (27T)d q2+m2 +(Z1m0) +Z1 P

R
I (1)(P1,P2,P37P4) =

1
82d22/ — —pi)2+m2] + (90 1)

)% [@® +m?][(q - p
(94)
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d
i) =o, = rE®(g) = 1%%(0,0,0,0) =0
Il s’ensuit d’abord que
zM =0
d (95)
2y(1) —,,2(1) _ 1. 4-d dq 1
(Z1mg) mg 2™ g/A 2n)d o + m2
puis en se référant & (71) et (72),
d
a\(1) _ (1) _ 3. s-242 [ d%°q 1
(90Z1) 90 2m g /A (27{') (q2 + m2)
gm‘*—dg2 L /21“(2 d/2) d<4 (96)
= 1 A2
%gzw(lnm—IHQ*’)’—l) d=14
Enfin
;M (p) =0
R(1) m8—2d g
P (pl, P2, P3, p4) Z/ (271.)(1 212 + m2 (97)

1 1
X —
{(q—Pl“Pi)2+m2 q2+m2}

Bien entendu, en dimension inférieure a quatre g( ) reste fini. Les intégrales
soustraites définissant les fonctions renormalisées convergent, et s’expriment
en fonction de m et g. A 'ordre d’une boucle il n’y a pas de renormalisation
de fonction d’onde dans la théorie ¢*. Comme on I’a vu cette derniére se
manifeste & 'ordre de deux boucles.

Le méme programme se poursuit aux ordres suivants. Les contre-termes
définis aux ordres inférieurs compensent les divergences internes des dia-
grammes (elles mémes d’ordre inférieur) et les conditions de normalisation
définissent les nouveaux contre-termes qui suppriment les divergences glo-
bales. On a donc ainsi un processus récursif qui détermine a la fois les
contre-termes du lagrangien nu et les fonctions renormalisées, c’est-a-dire
correctement soustraites. Alors que dans une théorie super-renormalisable
ce processus est fini, conduisant & des coefficients des contre-termes qui sont
des polyndmes, il se poursuit indéfiniment pour une théorie renormalisable.
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L’analyse du processus & tous les ordres est une tiche délicate. Le
résultat principal en est que les termes successifs du développement des
corrélations sont des intégrales soustraites convergentes dont la structure est
indépendante du processus de régularisation, puisqu’il existe un algorithme,
reposant uniquement sur les conditions de normalisation, permettant de
construire leurs intégrands. L’avantage de la régularisation, si elle a été
menée de facon cohérente est de fournir des expressions pour gg, Mg et Z;
en fonction de g, m et A. Bien entendu le facteur de coupure n’apparait
nulle part dans la théorie renormalisée qui dépend donc d’un parameétre
dimensionné de moins que la théorie nue régularisée. La démonstration
de ces propriétés est 1'objet propre de la théorie de la renormalisation et
nécessite un appareil mathématique important dont ’étude sort du cadre
de ce livre.

Il est bon de noter ici les incidences de la régularisation, puis de la
renormalisation sur les symétries d’un modele. Il est clair par exemple que
si une théorie nue posséde une invariance de dilatation au niveau classique
cette derniére est brisée par la régularisation. Nous allons voir comment
ceci se manifeste dans la théorie renormalisée en étudiant les équations
qui gouvernent les changements d’échelle. En revanche la symétrie globale
@ — —yp dans le cas scalaire, ou plus généralement la symétrie O(n) du
modele 4 n composantes ne sont brisées ni par la régularisation ni par
la renormalisation. Il existera alors une phase symétrique, et la brisure
de symétrie spontanée sera une question de dynamique. Comme on l’a
déja indiqué, il existe cependant divers autres aspects de cette question,
en particulier ’existence de certaines anomalies aux lois d’invariance qui
peuvent apparaitre quand on définit de fagon plus précise les intégrales
fonctionnelles.

L’introduction d’opérateurs composites dans les fonctions de corréla-
tion entraine I’apparition de nouvelles divergences. Examinons les inser-
tions de %goz. A quatre dimensions I';; et I'g2 sont logarithmiquement
divergentes. La fonction I'; ; est sans dimension et nous la normalisons en
utilisant sa valeur & ’ordre zéro

I3 (p=0)=1 (98)

ol p symbolise ’ensemble des moments. La relation entre fonction nue
et renormalisée fait intervenir une nouvelle constante divergente que nous
notons Zo avec

P2,1 (P, gOamOvA) = Z1_1Z2I1§,1(p,g7m) (99)

Ecrire la relation correspondante pour les corrélations. La fonction Ga,1
connexe est telle que

G2,1 = GT2,1G2 = ZlGQRZflzngflzngR = leszR,l
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Lorsque le moment associé a Vopérateur %xpz est nul, on a

I]
G2,1(p1,p2 = —p1,9=0) = —WGz(pl,m =-p1)
0

tandis que

a
T2,1(P1,P2=—-P1,4=0) = WB(PLPZ =—p1)
0

La relation (99), qui exprime la renormalisation multiplicative d’une
insertion de 2¢?, peut s'écrire

10? = 3 Z,(p")" (100)

On notera que (p?)B(x) n’est pas (pR(x))? en raison des divergences
supplémentaires de courte distance qui apparaissent lorsque les arguments
de deux champs coincident. La différence est un facteur divergent Z;/Z;.
Le méme facteur Z, renormalise une seule insertion de %cpz dans les autres
fonctions de corrélation.

Comme précédemment, Z, admet un développement en nombre de bou-
cles de la forme

Zo=1+2Z" + 23 4. (101)

Puisque Zgl) =0, on a en vertu de (98) et (99) (cf. figure 3)

d%k 1
(2m)? (k2 + m?][(k + q)? + m?]
(102)

14+ 20 + T3 (1, p2,q) = 1 - %m“"dg/A

() _ _1,4-d d9k 1
Zl=mamTg /A @) [ + m2]?

103
_ [ —39(4m)=4*T(2 - d/2) d<4 (103)
T\ -39(4m)"2 (InA%/m? —In2-1-7) d=4
1 d%k 1
I‘;{,(ll)(Pl,Pz, q) =—-m*" YRV R BT
2 (2r)4 k2 +m (104)

1 1
{(k+q)2+m2_k2+m2}

La divergence de I'g 2, qui contient deux insertions de -12-<p2, mais n’in-
tervient pas comme sous divergence dans les diagrammes, n’est pas renor-
malisée entiérement par Z,. Elle se manifeste d’ailleurs méme pour ic champ
libre. Pour en tenir compte on effectuera une soustraction supplémentaire
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To2(p, —p) = Z3 {P0R,2(P, -p) + A} (105)
T§2(0,0)=0

La quantité oy = (3¢?(0)) diverge quadratiquement & quatre dimensions.
Cette constante qui interviendrait dans le calcul de ’énergie interne, ne va
pas jouer de role dans la suite. Nous serons amenés & étudier plus en détail
l’insertion d’opérateurs de degré plus élevé.

3. Groupe de renormalisation

3.1 Flot de renormalisation

La discussion menée jusqu’ici peut paraitre hors de propos pour diverses
raisons. Tout d’abord nous sommes initialement intéressés par la théorie nue.
En particulier ce sont les coefficients du lagrangien original qui possédent
une dépendence réguliére dans la température. En second lieu il n’y a aucune
raison de supposer que la constante go de déviation au modele gaussien soit
petite. Pour d inférieur & quatre, sa dimension 4 — d en terme de 1’échelle
initiale 1/a en fait méme a priori une grande quantité. Un développement
perturbatif parait mal adapté & moins que nous ne parvenions & en extraire
des informations indépendantes sur les séries resommeées. Enfin, alors que
nous avons insisté jusqu’ici sur les singularités de courte distance, nous
sommes intéressés par le domaine ol la longueur de corrélation, ou I'inverse
de la masse renormalisée, devient infinie, ¢’est-a-dire le domaine infrarouge.
Pour d < 4 les divergences infrarouges & m = 0 deviennent de plus en
plus séveres lorsque ’ordre des perturbations augmente. Nous avons vu
par exemple qu’a l'ordre d’une boucle, si p désigne I’échelle des moments,
la fonction & quatre points se comporte comme une fonction homogene
en p~{4=9 1l en résulte qu’a un ordre assez élevé son itération dans une
fonction, par ailleurs convergente dans le domaine ultraviolet, produit des
divergences infrarouges lorsque n(4 — d) > d (figure 4).

Pour éviter des divergences infrarouges incontrélées, il faudra donc,
lorsque d < 4, conserver une masse m différente de zéro. Dans ce cas la
théorie critique apparaitra comme une situation oi p/m > 1 et p/A < 1.
Du point de vue de la théorie renormalisée ol I’échelle A a été absorbée dans
la redéfinition de T, par ’emploi de la longueur de corrélation m~!, et d’un
changement d’échelle des champs (de 'aimantation), la seconde condition
p/A < 1 est automatiquement satisfaite, et la premiére indique qu’il y aura
une relation entre comportement critique et analyse de la théorie de courte
distance 4 1’échelle 1/m. On note au passage que pour se ramener a I’échelle 6
des déviations de la température 3 T, il sera nécessaire de connaitre de facon
directe ou indirecte la relation entre m et mg. Ces indications suggerent la
facon dont vont &tre levées les objections soulevées ci-dessus. Choix d'un
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Figure 4: Chaine de bulles conduisant & des divergences infrarouges
a masse nulle.

parametre de développement g renormalisé sans dimension dont on a de
bonnes raisons de penser qu’il reste fini quel que soit go > 0. Maintien
a4 d < 4 dans la région symétrique (de haute température) d’une masse
finie et discussion du comportement ultraviolet. Pour d = 4 I’obstacle des
divergences infrarouges n’est pas la. On pourra donc directement étudier la
théorie critique, qui comme nous le verrons est attachée & la limite g — 0.
En ce sens on peut parler de théorie asymptotiquement libre infrarouge a
quatre dimensions. On pourra alors procéder & un développement double en
gete=4~-4d.

Pour présenter les applications de la renormalisation aux phénomeénes
critiques nous avons donc le choix d’une étude & d < 4 fixé (2 ou 3), ou bien
celui du développement en €. Nous choisirons d’exposer d’abord le premier
point de vue.

Supposons donc d < 4, m > 0; nous allons voir que la théorie critique
correspond & la limite ot gy tend vers P’infini. L’hypothése essentielle que
nous allons faire est que les corrélations renormalisées selon le schéma qui
prévalait & d = 4, renormalisation de masse, de constante de couplage et
de fonction d’onde, restent finies lorsque gy — co. Cette hypotheése parait
justifiée pour d voisin de quatre. De méme qu’en mécanique quantique
Pamplitude de diffusion tend vers le terme de Born & grande énergie, la
super-renormalisabilité de la théorie p* suggeére que, & moments tendant
vers 'infini, les fonctions de Green tendent vers les premier termes de
leur développement perturbatif. En particulier la fonction de vertex a
quatre points tend vers go — 0. L’hypothése revient 3 dire que lorsque
le comportement ultraviolet devient divergent le comportement & moment
fini reste fini.

Pour étudier cette question, nous allons considérer l’effet d’un chan-
gement d’échelle sur les fonctions de corrélution. Puisque m est fini nous
pouvons effectuer ce changement d’échelle en variant la masse & gg et A
fixées. Appliquons ’'opérateur m%|g0’ , & une fonction nue
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0 d
ma—ml"n(p; Mg, go, A) " = (m%mg gO’A> Tni(p,q = 0;mo, g0, A)
(106)
Les fonctions de corrélation nues et renormalisées sont reliées par
Tn(p;mo, g0, A) = Z; “*T(p;m, g)
Tw1(p, gm0, 90, A) = Z; **Z,TR  (p, q;m, g)
Définissons les quantités sans dimension
dg
B=m 2%
om 0.0
1 072y
n=2Z7'm =— (107)
om do.A
0Z.
Yo =Zy'm 3—2
m g0,

11 vient en reportant dans la relation (106)

2
omg

0 9 R/ _
{mam +ﬂa_g— 5”71}Fn(pamag) = Z, <m om

) Fg,l (pa 0; m, g)
go.A

On observe que 3 et 71 (et 5 qui n’intervient pas encore), a priori fonction
de g et m/A, sont indépendants de n et de ’ensemble des moments p. En
particulier si nous choisissons n = 2 et p = 0, 'Y (p = 0;m, g) = m?. Par
conséquent puisque I'S;(p = 0,q = 0;m,g) =1

om?

(2-— 'yl)m2 = Zom —

- (108)

go,A

Puisque toute référence a la théorie nue a disparu de la formule ci-dessus,
les coefficients 5 et «; ne peuvent que dépendre de g ou étre infinis. Cette
derniére possibilité peut étre exclue en les exprimant 3 I’aide de fonctions
de vertex renormalisées en des points particuliers. Nous obtenons ainsi la
relation

{m_a% + ﬂ(g)a% -3 (g)} TR (p;m, g) = (2 — 11(g))m’T 1 (p, 0;m, g)
(109)
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Une forme équivalente de ces équations fut d’abord établie dans le contexte
de Vélectrodynamique quantique, & partir d’une discussion sur l'arbitraire
des conditions de normalisation; puis le sujet fut ressuscité par Callan et
Symanzik dans ’analyse des anomalies & 'invariance d’échelle. Il s’ensuit
que les coefficients 3, v; et 2, qui dépendent partiellement des conditions de
normalisation, possédent des séries perturbatives en g finies. Les équations
(109) ne mettent en jeu que des quantités renormalisées et restent valable
ad=4.

La dérivation de ces équations exploite la renormalisation multiplicative
des champs et le fait que toute référence au facteur de coupure dimensionné
A disparait de la théorie renormalisée exprimée en fonction de m et g. La
renormalisation multiplicative est responsable de 'apparition du facteur
~1(g), relié & la dimension anormale de ¢, de méme que ¥2(g) l'est & la
dimension anormale de $¢?.

Le phénomeéne intéressant est I’apparition d’un facteur 3(g). Il s’ensuit
qu’une transformation d’échelle doit s’accompagner d’un flot de constante
de couplage (et ceci se généralise évidemment au cas multidimensionnel de
plusieurs constantes de couplage). Ce flot posséde des points critiques (ol
B(g.) = 0) qui vont jouer un réle déterminant d’attracteur ou de répulseur.
Que ceci soit le cas, n’est pas complétement inattendu pour d < 4, si on
considére que le couplage initial dimensionné devait réagir & un changement
d’échelle. Le fait peut étre plus surprenant est qu’il en soit encore ainsi
ad =4, ol go comme g, est sans dimension. Mais il traduit alors le fait
que, sous-jacente & la théorie renormalisée, la théorie régularisée possede
une échelle A dont B(g) est alors la trace & la limite A — oo. Enfin il est
bon d’observer que, pour m # 0, la présence d’un second membre 3 (109)
entraine que cette équation n’est que la premiére d’une hiérarchie qui met
en jeu de plus en plus d’insertions de %ch. Ces équations prennent la forme

{ma% + ﬂ(g);% - gnm(g) + 872(9)} I a({p}.{a}im,g) =

(2 - n(9))m’Tr .11 ({p},{q,0};m,9)
(110)

Dériver I'équation (110).

L’utilité de ce systéme d’équations couplées en parait du coup affaiblie,
sauf si on peut trouver des régions dans ’espace des moments ol les
fonctions des seconds membres sont négligeables. Considérons par exemple
la relation (109). Bien que la configuration des moments dans la fonction
du second membre soit “exceptionnelle”, puisque ’'un d’entre eux s’annule,
un théoréme dii & Weinberg affirme que dans la région ultraviolette, ol tous
les p sont simultanément grands, 'R (p,0) est d’ordre p~2T'(p), & des
puissances de lnp prés, terme & terme perturbativement. Pourvu que ces
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logarithmes ne se resomment pas pour compenser ce facteur p~2, on pourra
alors effectivement négliger ce second membre dans la région en question.
Il y aura d’ailleurs la possibilité de vérifier la cohérence de cette procédure
en effectuant le méme raisonnement sur ’équation suivante de la hiérarchie.
Enfin au voisinage de quatre dimensions on pourra en appeler au fait que
les déviations aux dimensions canoniques sont par hypothése d’ordre (4 —d)
ou plus élevées.

(1) Traduire la relation (108) en une équation reliant Z» aux autres
constantes de la renormalisation

o 2
Zy=T15— (’_;___) (111)
o 1/ go.A

(2) A la limite A — 0o, go/m*~¢ est fonction de g seulement (si g et
m sont finis), en sorte qu’on peut obtenir S(g) pour d < 4 par la relation
(c£.(107))

{4—d+ﬂ(g)%} mﬂo_d =0 (112)

Comme pour g — 0, go/m*~¢ tend vers g, il s’ensuit que

B(g) oo —(4~d)g + O(g%) (113)

Calculons & titre d’illustration les coefficients 3, v1, ¥- & 'ordre d’une
boucle. Pour cela nous récapitulons les expressions de go, Z;, Zo et mZ &
cet ordre dans un tableau ot figurent les expressions pour d < 4 et d = 4.
De plus nous insérons les facteurs relatifs au cas du modele & symétrie O(n)

( _ n+8T(2 - d/2)
g0 =m’ d{ T @mae 92+'"}
Zi=1+---
d<4{ . (. n+2D(1-d/2) (114a)
my =m {1— 6 (an)i2 +}
L n+2T(2-d/2)
A I = T
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(. nt8lly-m2-1-q
g0 =9 6 (47)? g+
Z1=1+
d=4¢ , nt+2h —1-mi (114b)
mo—m 1_ 6 (47‘[)2 g+"'
n+21n-1-\-27—ln2—1——'y
Zo=1— m
| 2 6 ()2 g+
Par inversion de séries
( 9 n+80(2—d/2) / go \2
§=n4=d 6 (dm)i/? (m4—d) oo
d <4 g0.A (115a)
+n+8(4—d)I‘(2—d/2)( 90 )2+_”
3 (4m)2 mi—d
n+8I(3-d/2) ,
=-(4—-d
( _ n+81n7’:;—ln2—1—*y 2
g =90 6 (47{)2 9o
Og n+8 g?
d=4 — = 115b
imam on 3 @mE T (115)
n+8 g°

Observons que la limite d — 4 est réguliére, terme & terme, conduisant 3
une fonction 3(g) finie perturbativement comme on s’y attend en dimension
quatre en raison de la renormalisabilité de la théorie. Enfin bien évidemment
Pexpression de 8(g) dans (115) est en accord avec la limite (113).

Pour d < 4 on trouve alors

n(g) = 0(¢%) (116)
_(n+2\ T(3-d/2)
72(9)-( ’ ) (4} (117)
n+2 g
-("5) wr @=4

Calculer 3(g) en utilisant (113) et vérifier (116) et (117).
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A A grand et gg fixé, la variation de g dans la formule (107) qui conduit
au flot li(g)ai provient du dernier parametre libre, la température ou, ce
qui est équivafient, la longueur de corrélation. Quand cette derniére croit, m
décroit et le signe de la variation de g est opposé A celui de 8(g). Pour g trés
petit, c’est-a-dire, en général encore assez loin de la température critique,
nous venons de voir que 3(g) est négatif, essentiellement pour des raisons
dimensionnelles, lorsque d < 4. Les raisonnements que nous faisons sont en
réalité dans la phase symétrique (T > 7). La conclusion est que lorsque
T décroit vers T, m décroit et g croit. Si g est borné il s’ensuit que cette
croissance doit étre contenue et 3(g) doit s’annuler pour une valeur positive
g. comme le suggere la formule 4 I’ordre d’une boucle. Par ailleurs puisque
les coefficients des termes de degré > 2 ont une limite finie lorsque d — 4,
(avec certains non nuls) il s’ensuit que si le développement perturbatif est
asymptotique & une fonction bien définie, g. sera d’ordre (4—d) pour d — 4.
Le comportement hypothétique de 3(g) est représenté sur la figure 5. Il va
sans dire, que nous considérons la branche stable g > 0, bien qu’au niveau
perturbatif, mais & ce niveau seulement, le point ¢ = 0 ne semble pas un
point singulier.

yd

d <4 d=4

g g

Figure 5: Comportement de la fonction 3(g).

Si on se limite aux termes explicités dans (115) on trouve

g9e 3 4—d
(4m)dl2 ~ (n+8> TG-d2) & (118)

qui tend pour d — 4 vers (4 — d)3/(n + 8), tandis qu’a 3 dimensions, ou ce
calcul apparait pour l'instant totalement irréaliste

go _ 3
161r_n+8+

(119)

Covariance du flot dans ’espace des constantes de couplage.
La notion de point fixe est indépendante du choix de la paramétrisation
de I’espace des constantes de couplage. Dans le cas du modéle p*iln’y aqu'une
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seule constante de couplage, et si I'on pose ¢’ = ¢'(g), ol la transformation
est inversible, on a

& ., ,. 8
ﬁ(y)gg =89 )b—g—, (120a)

donc

B'(¢") = ﬁ(g)% (120b)

Si la transformation est monotone — condition nécessaire pour qu’elle soit
inversible — il y a correspondance biunivoque entre les zéros de 3 et 38’ et le
signe des fonctions correspondantes. Soit gc < g, un point fixe ot 3 et 8
s’annulent. On a alors

1 ! d ! d
o = d8'(g¢) — _d_g_i (ﬂ( )i) = _ﬁ(gc) = (121)
dg’ dg’ dg dg
Dans le cas particulier d’un point fixe dégénéré a ’origine,
B(g) = Bzg® + Bsg® + O(g")
. . (1220)
g =gtag”+---
on observe que
B'(g") = Bsg™ + Bsg’® + O(g') (122b)

et les deux premiers coefficients sont des invariants pour la reparamétrisation

ci-dessus. Généraliser a un espace de constantes de couplages multidimension-
nel.

Tandis que la constante de couplage renormalisée g varie avec m selon
(107), les quantités Z;, Z, et go/m? g varient elles-aussi. Comme Z; — 1,
Zy — 1 et (go/m*%g) — 1 tendent vers zéro avec g, on peut écrire

7, = exp/g dg/'Yl(g)
. 172
Zy = ex p/ dg' —=—= ﬂ(g) (123)

Pa=oen- [0 (555 + 7)
——— =gexp— dg’ + -
mA—d gexp 0 g Bg) ¢

En considérant cette derniere relation a gy fixé et m — 0, on voit que g doit
croitre jusqu’au premier zéro de 3(g), out go/m*~? diverge. Nous pouvons
réinterpréter ceci a m fixé en disant que lorsque g croit de 0 & g., go parcourt
Iintervalle 0 — oo.

Supposons que g, soit un zéro simple de 3(g), et qu’en ce point la pente
soit non nulle
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w = B'(gc) (124)
Au voisinage de ce point on a donc

9 N < B i) —(4—-d)/w
mi—d Je

9e 4—-d 1 4—d (125a)
A:gexp—-/ dg'( +—-——>
¢ 0 Blg) ¢ wlg —ge)
ou ce qui est équivalent
Ami—d w/(4—d)
9=gc ll - ( "; ) (125b)
0

On observe que cette relation fait intervenir des puissances fractionnaires
de go, en d’autres termes c’est une expression non perturbative. Comme
gc est d’ordre (4 — d) ces expressions perdent leur sens lorsque d — 4, ol
I'intervalle de variation de la constante renormalisée se réduit & zéro. La
théorie renormalisée * 3 quatre dimensions obtenue 3 partir d’une théorie
régularisée devient libre! Réflexion faite, ceci est tout A fait compatible avec
le fait que quatre est la dimension critique supérieure. Pour conserver un
sens au résultat, il faut par exemple supposer que le facteur de coupure
est grand mais pas infini, ce qui laisse & la constante g un intervalle de
variation petit (d’ordre A=) mais pas strictément nul. D’autres méthodes,
tant théoriques que numériques, semblent confirmer la trivialité du modéle
©* en dimension quatre.

Montrer que si la pente w est nulle au point critique, mais que 8'/(gc) # 0,
C’est-a-dire 8(g) ~ ——-;-w'(g — gc)?, alors
24 — d)
w'In (go/(A’m4—d))

avec A’ une constante. Quelle est I’expression correspondante pour un zéro

ge—g (126)

d’ordre plus élevé ? On note que g approche de g. de plus en plus lentement.

Au point critique y;(g) et v2(g) n’ont pas de raison d’étre singuliers.
Supposons une situation générique w # 0, et g — g. quand go Jmi¢ - co.
Nous obtenons les comportements suivants (C;, C; étant des constantes)

7y ~ Cym™(9e) [1 + 0, (mgg/(d“*))“’ L. ]
w (127)
Zy ~ Com72(5¢) [1 +0 <mgé/(d_4)) L. ]

La théorie critique est ainsi caractérisée par des lois d’échelle en puis-
sances de la longueur de corrélation, dont nous allons maintenant relier les
exposants aux définitions classiques.
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3.2 Exposants critiques

La discussion qui précede est relative a la phase symétrique de haute
température ol

mg ~ a+ bl 6= >0 (128)

Par définition de v et v

m=¢t~0"
7 (129)
X:Gz(p:O)z—T}—L—léowg_7

La relation (108) nous fournit en outre ’expression

Sauf accident (1 — 1y1(gc)) est non nul.
Analyser la signification de v(gc) = 2.

Au voisinage de m — 0, le membre de gauche ci-dessus se comporte
comme m"2(%) et le membre de droite comme dm?/dd, c’est-3-dire respec-
tivement comme 6*72(9<) et §2¥—1; de sorte que 7s(g.) est relié & I’exposant
v

1
Y= 2 — y2(ge) (130)

Revenant & (127), on a de méme m?”2(9:)=2 proportionnel 4 §~7, et donc

%=2—%@d

(131)

Si on rapproche ceci de la relation d’homogénéité (IV.11) que nous allons
retrouver plus loin, on voit que (131) est équivalent &

n= '71(gc) (132)

qui exprime que ’exposant 7 est relié & la dimension anormale du champ
. Quand nous aurons montré que la théorie critique satisfait aux rela-
tions d’homogénéité, les deux quantités v;1(gc) et v2(gc) fourniront tous les
exposants critiques. Pour ce faire il nous faudra examiner plus en détail
le comportement des fonctions de corrélation. On observe sur 1’équation
(127) que 'exposant w caractérise les déviations au comportement critique.



V.3.2 GROUPE DE RENORMALISATION 275

En revanche le coefficient des termes en m* ~ 6% dépend des paramétres
microscopiques.

Sans plus attendre appliquons les résultats obtenus & ’ordre d’une
boucle (ordre 4 — d en g.) au calcul des exposants 7 v. Il vient ainsi

4—~d 3(4m)?/?

=—(4—-d)g(1 - =
Blg) = —(4—d)g(1 - g/gc) avee ge = LIBT3 - d2) (133)
Soit
| w=4-d+- | (134b)
A Tordre d’une boucle, v;(g) s’annule, donc
m=0+- (134¢)
Enfin
ge n+2 n+2
=2 7 "°r(3 - = (4 — ...
= 1
T 2—-(4-d)(n+2)/(n+8)+---
Y= Q4.
A la limite n — oo ces résultats & I’ordre d’'une boucle deviennent
n=0 sy=v=1/(d-2) (135)

c’est-a-dire les résultats exacts du modéle sphérique (pour d < 4). Pourquoi ?
(cf. chapitre III section 3).

Le groupe de renormalisation conduit & des prédictions non triviales
dés Vordre d’une boucle. Les déviations aux exposants du champ moyen
sont d’ordre € = 4 — d. Au voisinage de quatre dimensions la procédure est
cohérente. En effet g, est d’ordre € ce qui justifie la procédure perturbative
renormalisée pour calculer les divers coefficients 8(g), v1(g), ¥2(g),... des
équations du groupe de renormalisation. Pour attribuer & ces derniéres un
fondement intrinséque, il faut cependant leur supposer un domaine de vali-
dité indépendant de la méthode perturbative. Des efforts sont actuellement
en cours pour justifier ce point rigoureusement.

Il est remarquable que si on estime les exposants pour d = 3 a l'aide des
expressions 3 1’ordre d’une boucle on trouve des résultats déja trés voisins
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(avec des erreurs de quelques pour cent seulement) des valeurs généralement
retenues. Pour le modeéle d’Ising (n = 1) on trouve ainsi

v=31y=06 n=0 d=3,n=1) (136)

3.3 Du point fixe gaussien au point critique

En obtenant les expressions (123) nous nous sommes fondés implici-
tement sur un comportement trivial g — 0. Plus généralement nous nous
attendons a ce qu’en dimension inférieure & quatre le comportement a courte
distance du modéle ¢* (massif pour éviter des accumulations de singularités
infrarouge) correspondant & une théorie des champs super-renormalisabie,
soit trivial, dicté par celui du champ libre, ou des premieres corrections per-
turbatives non nulles. 8’il en est ainsi les fonctions nues tendent vers leurs
expressions a 1’ordre des arbres (amplitudes de Born). Ceci se traduit par

lim A~*p~*TF(Ap;m, g) = Zy
A—00
. —-d_9o
Jim TE({Ap};m,g) =m* ™' 527 (137)
)\lim I‘&l({/\p} Aq;m,g) = 2125t
—>00
Une restriction technique, destinée & assurer que dans 1’espace de configu-

ration tous les points tendent & coincider, est qu’il faut réclamer dans les
deux derniéres limites qu’aucune somme partielle de moments ne s’annule.

Les relations (137) expriment que les fluctuations ne modifient pas le
comportement perturbatif dominant. Ceci se vérifie ordre par ordre dans la
théorie renormalisée, étant entendu que d < 4.

Effectuer cette vérification & ’ordre d’une boucle. Par exemple pour un
modeéle scalaire,

R =m? +p%4...

4
ddq

R __,,4-d 1.2 4-d
themt g yon Y [

=2

1 ( 1 1 )
~ +
@?+m? \(p1+pi -~ +m? q?+m?

diq 1 1 1
R —1_ Lyt—d ( _ )
31 2™ 9 Grd e rm \(prtpa—al+m? @ tm?)

d’ol: en appliquant (137)
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Zy =14-..
d
g _, .32 9% L - 3.T2-d2)
mi—d =9+ 39 (2m)d (q2+1)2+ =9+39 (4m)d/2 +
ddq 1 (2 - d/2)
Zo =1 — —_— n-:l-—l—————
2= i@ riE T 297 (amyd/?

expressions qui s'identifient & celles obtenues en (114), comme on s’y attend.

Le comportement ultraviolet trivial est confirmé en étudiant la variation
de g en fonction de I'échelle m < A & gg et A fixé. Puisque dg/B(g) = dlnm,

on a
m g1 IB(gI)
Comme 3 est négatif, on en déduit que dans la région A >> mo > my, la

constante de couplage effective g, = g(ms) tend vers zéro exponentiellement
vite

4—d
g (m) m2 g (138)
g1 mo my

La situation apparait paradoxalement trés différente & quatre dimen-
sions ot B(g) positif est d’ordre g? pour g petit (8(g) ~ 3¢%/(4n)? + ---
pour n = 1). En apparence, pour g > 0, l'origine est un point fixe ultravio-
let répulsif. Lorsque m augmente, g fait de méme et on entre ainsi dans un
domaine non perturbatif inconnu. Evidemment i pourrait se faire que 3(g)
passe par un maximum et décroisse 4 nouveau vers un point fixe ultraviolet
non trivial. Ce scénario semble démenti par des simulations numériques et
nous supposerons qu’il n’en est rien. Cependant la plage ¢ > 04 d = 4
correspond & la plage ¢ > g. pour d < 4. Or nous venons de voir que en
dimension inférieure & quatre, & A et m fixé, la constante nue go décrit tout
I'intervalle “sensé” de O a linfini lorsque la constante de couplage renor-
malisée g varie dans lintervalle [0, g.]. Il s’ensuit qu’alors la région g > g,
est inaccessible sans un prolongement analytique qui révele des patholo-
gies pour les fonctions de corrélation, par exemple I’apparition de parties
imaginaires, inacceptables physiquement, et signalant des instabilités. Par
continuité en d — 4, on est tenté de faire la méme analyse dans tout le
domaine 0 < g, en dimension 4.

Formellement cependant les termes de la série perturbative renormali-
sée sont bien définis pour d = 4. La question est alors de savoir s'il s’agit
de séries asymptotiques & des fonctions de corrélations “sensées”. Au point
oll nous en sommes, la justification du fait qu’il n’en est rien est partielle-
ment fondée sur un argument circulaire puisqu’elle repose sur 1’évaluation
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B g
d< 4
g g

B

d=4

[ - g [ o g
(a) (5)

Figure 6 : Comportements infrarouge (a) et ultraviolet (b) pour d < 4
et d =4.

de fonctions régulieres telles 8(g), 71(g),..- Il semble paradoxal de calculer
de telles quantités dans le cadre d’un modéle mal défini. Cependant, une fois
fait le choix d'un prolongement dimensionnel, il est parfaitement concevable
de considérer ces quantités comme les limites régulieres de fonctions bien
définies 4 d < 4.

Tandis que lorsque m — oo (aprés avoir d’abord considéré la limite
A — o0) la théorie devient triviale, il n’est est pas ainsi lorsqu’on fait
décroitre m, cas ol g tend vers le point fixe infrarouge attractif non trivial.
Etudions alors les expressions des solutions des équations du groupe de
renormalisation.

3.4 Fonctions de corrélation au point critique

Choisissons une dimension fixe inférieure & quatre. L’analyse dimen-
sionnelle qui donne

TR(Ap; Am, g) = A4~ ¥™4=DTR (p; 1, g) (139a)

permet de transformer les dérivées en m a p fixé, en dérivées sur I’échelle
de p & m fixé. Posant pour simplifier

di=d-in(d-2) (139b)

nous écrivons 1’équation (109) sous la forme
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{—)\gx + ﬂ(g)g—g + (dn - %n'h(g))} Tr(Apim,g) =

(2 -Nn (g))mzrg,l()‘pv 0; m, g)

(140)

Nous retrouvons pour %*yl (g) linterprétation de dimension anormale du
champ ¢

dy ~ inyi(g) =d —n(3(d—2) + 3m(9)) (141)

Les fonctions de Green connexes renormalisées (nous omettons l'indice c
pour simplifier les notations) satisfont & une équation analogue, avec

dS =d - in(d+2) (142)
Soit

{—A% + ﬁ(g)g—g +(d7 + %nvl(g))} Gr(pim, g) =

(71 (g) - 2)m2G5,1(’\p5 0;m, g)

(143)

Etablir la relation (143).

Introduisons une constante de couplage dépendant de D’échelle A, soit
3(}, g), solution de l’équation du premier ordre

dg(A, -
A ED\ 9) Blg(x, 9)] 3(,9) =g (144)
donc telle que
§(>\’g) d !
g
InA =/ — 145
p B(g') (143)
Conformément aux équations (123),
Z1(g) = exp / dg'"’ﬂl((gg) (146)
et pour alléger les notations nous posons
GR(p;m, g) = (2 — 11(9))m*GY, (p,0;m, g) (147)

Dans ces conditions écrivons une solution de (143) sous la forme
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_ 46
X5 4 222 (9)GR (Aps m, g)

—dS nj2, A2 R A2
- )‘1 1 (q{Al ag])Gn (Alp)ma g[)\l )g]) - (]_48)

A
2dX 6 e, A ~ )
=/ 2z (522, gD GR(Ap; m, 552, 9))
am A A A

1

En utilisant la variable g(\,g¢) introduite ci-dessus, ramener 'équation
aux dérivées partielles & une équation différentielle du premier ordre et obtenir
(148).

Pour clarifier interprétation de cette équation, imaginons le membre
de droite de (148) négligeable. Faisant alors A; =1, Az = X, nous obtenons

Zi@h D\ & -
—ZW) GS(P,mag[/\ag]) (149)

Ceci exprime que si on pouvait négliger le membre de droite, un changement
d’échelle des moments serait équivalent & la multiplication par un facteur dé-
pendant du parameétre de dilatation accompagné d’une variation correspon-
dante du couplage. En particulier, aux points fixes de cette transformation,
les fonctions de Green seraient homogenes. 11 est évident que la structure
de (149) est plus que réminiscente de la relation entre corrélations nues et
renormalisées.

Revenons 3 I’équation (148), et faisons y tendre A; vers zéro. Dans
ces conditions g(A2/)1, g) tend vers zéro (c’est le comportement ultraviolet
trivial) et Z;(g(A2/X1),9) tend vers 1. La fonction de Green est finie 3
moment nul, puisque la masse est non nulle. Enfin pour n > 1,

GR(ps m, g) = A% (

—-d8 __ yin(d+2)—d
ALt =Af

tend vers zéro avec A; (c’est la raison pour faire le raisonnement sur
les fonctions de corrélation, plutét que sur les fonctions de vertex qui
nécessiteraient pour n = 2,4 des soustractions dans 'intégrale). Dans ces
conditions.

( [—/\ 1) "

A Z1(gl—>9

du 4G ~ _ A

GR(p;m,g) = Xif/ Hyad | — GR(up;m, §(=,
n(AP; ™M, g) . K 7:(9) n(LP g(ﬂ )

(150)
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Etudions la limite critique m — m2,, ou encore m? — 0 a go fixe c’est-
a-dire encore & moments fixés ¢ — g.. Notons encore qu’il est équivalent de
faire tendre m vers zéro ou les moments vers 'infini puisque G,(\p;m,g)
= mdn Gn(Ap/m,1,g). Il nous faut contrdler le comportement de G défini
par (147) dans la région des grands moments. A une renormalisation
finie pres, le développement perturbatif de ces fonctions est analogue a
celui des fonctions de corrélation, & ceci prés que chaque propagateur est
successivement élevé au carré. Ceci a pour conséquence que, ordre par ordre,
le comportement & grand moment est amélioré (de deux puissances de
Pimpulsion & des logarithmes pres). Nous supposons que cette propriété
subsiste indépendemment de ’argument perturbatif, et plus précisément
que

Jlim G7(xp) /GR(Ap) =0 (151)

En vertu de (112) on a

Jim \~9g[x, g] = go/m*~ (152)

En utilisant les hypotheses (151) et (512), on vérifie que pour g fixé et
0 < g < g, la limite A — oo de lintégrale dans (150) reproduit le
développement perturbatif, comme on s’y attend, puisque le comportement
ultraviolet du modeéle est trivial.

Il n’est pas de méme pour g = g.. Dans cette limite

gle, ge] = gc

lim 2 (glz,g]) _ g

m ———= = lim ex / d =ex Inx 153
gy Zl(g) g9 P 9 2N ﬁ( ,) P’Yl(gc) ( )

Il s’ensuit qu’alors

A
Gy ln, - d/l, ~
GR(\p;m,gc) = M=tz g )/o m@(up;m,gc) (154)

Lorsque A — oo, I’hypotheése (151) implique que ’intégrale converge a la

limite supérieure, de sorte que le comportement des fonctions de corrélation
au point g., dans la région |p| > m, est une pure loi de puissance

dp AR
u1+df+%n'¥1(gc) Gy (upim, gc)

(155)

&)
Alim GR(p;m,g.) = ,\df+%n71(gc)/
-0 0



282 GROUPE DE RENORMALISATION V.3.4

Ce comportement ultraviolet discontinu est une conséquence du fait que g,
_ est un point fixe ultraviolet répulsif. Le comportement homogéne (155) est
évidemment celui de la limite de masse nulle.

L’hypothese précise de régularité sous-jacente est que

G ~

Jim A== 4m00GE 0pm,0) =0
Elle implique que le comportement asymptotique des fonctions de corréla-
tion se déduit des composantes de basse fréquence de la théorie, traduisant
par 1a méme un aspect de I'universalité, c’est-a-dire I'indifférence aux détails
de la théorie nue & courte distance.

Déduire I'expression (155) directement de 1’équation différentielle (143)
en utilisant la simplification 8(gc) = 0.

Nous pouvons maintenant traduire ces résultats sur les fonctions de
corrélation nues exprimées en termes de la masse normalisée m et non de
Mo

A
d - n/2 A oo
Gulws Fr00)s = [ =t (Za(alu™, )" G upim, glu™ 1) (150)

ol g correspond aux valeurs g = g(m, go, A), g aux valeurs (m/A, go, A), et
on a tenu compte de la relation g(\/u, gx) = g(1/u, g).

Dans la limite ot m/A — 0, c’est-a-dire A — o0, la région qui
pose a priori des problemes dans l’intégrale est celle des p grands. Or
si on utilisait un raisonnement perturbatif on se heurterait d’emblée aux
difficultés signalées au tout début de cette section. En effet, il est facile de
voir qu’alors g et Z; s’exprimeraient comme des polynémes en u?~=¢, et 3
un ordre fini, dépendant de ’ordre de décroissance polyndmiale de G%, on
se heurterait & des divergences & la limite g — o0o. Il n’en est heureusement
rien quand on fait appel a la puissance du groupe de renormalisation qui
resomme ces comportements. En effet g(p~1,g) tend alors vers g. et on
obtient des expressions finies pour la théorie de masse nulle

o nf2
Gaos0.an =3 [7 Ve (21620D)  Gupim,al2, )
0 HTTTm I I
(157)

Cette expression permet alors d’illustrer la différence de comportement 3
courte et & grande distance. Si A devient trés grand (mais on suppose
toujours' |Ap| <« A) nous retrouvons le développement perturbatif en go
avec des singularités aux mémes ordres qu’apparaissent les divergences
infrarouges perturbatives. En revanche lorsque A — 0, g(A\/u, g) tend vers
gc pour toute valeur finie de y, et on tire alors de (157)
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s n/2
i . —=\S+3nm1(9c) g ' Y1 (g') —71(gc)
}1\13%) Gn(AP;0,g0)a =A™ T2 (Zl (9) exp/g dg NN

« dp CR(uo:
x 0 u1+df+%n’71(gc) n (1P} ™, gc)

(158)
A un facteur de (re-) normalisation prés, nous voyons qu'il y a identité
entre le comportement infrarouge de la théorie nue & masse nulle (& T¢), et
le comportement ultraviolet de la théorie massive renormalisée & g = g..
En choisissant n = 2 dans (158), avec d§ = —2, on trouve pour la
fonction de corrélation & deux points au point critique, un comportement &
petit moment du type

1
p2—mlge)

ou dans l'espace de configuration, un comportement homogene 3 grande
distance en 1/ {x|d_2+71(g°). En d’autres termes comme annoncé dans le
paragraphe précédent — équation (132) — ’indice n n’est autre que v1(g.).

Ga(p) (159)

(1) Corrections au comportement homogéne dominant. Montrer en dé-
veloppant 1’équation (157) au-deld du terme dominant, que les corrections
d’ordre gy — gc pour A — 0, s’écrivent (cf. (133))

Ga(dpi0igo) v, CoriEHEMTIE (1.4 OO)) (160)

ot w = B'(g.) est la pente invariante de la fonction 8 au point critique.
Nous reviendrons sur les corrections aux lois d’échelle induits par les termes
inessentiels du lagrangien.

(2) Comportement non analytique de la théorie critique en fonction de
la constante de couplage nue.

Vis-a-vis de la théorie critique, la masse introduite dans la théorie
renormalisée en dimension inférieure & quatre joue un réle de régulateur des
divergences perturbatives infrarouge et de facteur d’échelle découplé du facteur
A > m. En utilisant ’homogénéité de G récrivons (158) sous la forme

Jim Gn(Ap; 0, g0)a = AZS +3n71(96) B (ge) o

n/2
71(90) gc oo vt )=11(9¢) _ r1(9¢)
(_!_]_c_) 4-d e’rl(yc)fogdy'(ﬂ—(%/—)-i-m)e o 9 ( 8(s") (4—d)g’
g

oo du
X —GR 3 = 17
/0 u1+df+%n71(gc) n (up3m 9e)

(161)
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Toute la dépendence en g, fonction de gg, est contenue dans le crochet dont
le dernier facteur est une constante et le second une fonction réguliére lorsque
g — 0. Reste

- n/2 1 -
(g_c)71(9c)/(4 d) m—'Yl(gc) - (:q_c) zn71(gc)/ (4—d)
g go

qui exhibe un comportement non analytique en go, qui va évidemment de pair
avec les singularités infrarouges de la théorie perturbative de masse nulle.

3.5 Développement au voisinage du point critique

Les lois d’échelle au point critique nécessitent 'introduction d’une
échelle, arbitraire mais indispensable pour rétablir I’analyse dimensionnelle
usuelle. Dans ce qui précéde la quantité qui jouait ce role était la longueur
de corrélation en un point voisin de T.. Cependant la procédure employée
est malcommode si nous voulons pouvoir explorer le voisinage de T, et en
particulier, la région ordonnée & 6 < 0. On voudrait pouvoir simplifier la
procédure en partant directement de la théorie de masse nulle 4 T = T,
ce qui n’est pas possible pour d < 4 en raison des divergences infrarouges,
mais le redevient dans un double développement en g et ¢ = 4 — d. Clest
d’ailleurs l'idée originelle de Wilson et Fisher, idée qui a joué un role de
catalyseur dans ce domaine. Nous allons alors montrer que la théorie de
masse nulle est bien définie dans ce double développement. Cette derniere
nécessite ’introduction d’un facteur d’échelle que nous appelons g, et nous
adoptons la normalisation

I3(p% 9, 1) 0o =0

org

—2(p%g, =1 162

o2 (P*; 9, ) g (162)
TR (ps; g, 1) =p* %

qui se substitue & celle donnée par (88). Le point ps est choisi par exemple
comme le point symétrique ol

pi - p; = 5p°(46;; - 1) (163)

Le choix de normaliser la fonction & quatre points (définition de g) ainsi
que la dérivée de la fonction & deux points, pour des valeurs de moments
non nuls a pour objet d’éviter d’introduire des divergences infrarouges
dans ces définitions. On verra plus loin que la théorie de masse nulle
étant bien contrélée, I'introduction de la masse pourra se faire (semi-)
perturbativement, de sorte que nous serons en mesure d’explorer le domaine
0 petit, quel que soit son signe. En définitive la méthode repose sur le fait que
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dans le double développement envisagé ce sont les fonctions (g, €), vi(g, ),
des équations du groupe de renormalisation, déterminées par la théorie de
masse nulle, qui contrélent le comportement critique.

Dans le cadre présent, les équations du groupe de renormalisation
expriment l'invariance du contenu physique de la théorie par rapport au
choix du parametre arbitraire p de normalisation. Nous retrouvons ainsi
I’argument original de Gell-Mann et Low. Ceci résulte bien évidemment du
fait que la théorie nue régularisée ne comporte aucune référence a u. En

1
différentiant la relation I'n(p;go,m§)|, = Z; 2"I'R(p; g, ) par rapport &
14, on obtient I’équation homogene

0 0
{u@ + ﬁ(g)g,; - %n%(g)} Th(pig,u) =0 (164)
avec P
Bg) = >

On [ gy A
s (165)

n(g) =27 n =~

1 ' Op go,A

Bien que ces quantités different de celles introduites en (107) sauf & I’ordre
le plus bas, nous n’en conservons pas moins la méme notation. L’analyse
de l’équation (164) conduit cependant aux mémes conclusions que précé-
demment : existence d’un point critique stable infrarouge d’ordre g, ~ ¢,
et valeur de P’indice critique # = v1(g.). On généralise (164) aux fonctions
avec insertions de %cp“’ 4 moment g, renormalisées selon

Tn,s(P, a3 90, A) = 27 /223 [TR (D, 03 9, 1) + A 085.2]

P‘%l(pl’p%q = —-pP1— P2§g,l‘1)‘p§:p§:_3pl,p2:#2 =1 (166)

T8 (a9, 1) =0

q2=4%p?

et conduisant aux équations

{"a% + ﬂ(g)a% — inm(g) + 3’72(9)} TR =6,06,2B(g)  (167)

avec
07,

v2(9) = Z5 ' s (168)

90,A
et

B(g) = {u% ‘ mg)} 4 (169)



286 GROUPE DE RENORMALISATION V.3.5

dont la dimension est d — 4. Excepté pour le couple n = 0, s = 2
(correspondant & la chaleur spécifique) ’analyse dimensionnelle ordinaire

TR (AP, Aq; g, Ap) = M= 30(@-D=2TR (5 .9 1) (170)

et I’équation (168) & g = g. ou B(g.) = 0, conduisent au comportement de
moments faibles

Ths(Ap,Adsg, p)  ~  NITEnldbn=e/y (171)

avec, en conformité avec les résultats précédents,

71(gc) =n

12(ge) =2 — v~} 4

Sin =0, s = 2, l'existence d’un terme inhomogene, entraine ’apparition
d’une constante supplémentaire (qui peut étre dominante)

Toa(\g,m)  ~  ar+aht” (173)

Ayant ainsi construit la théorie de masse nulle, symétrique, & partir de

quatre dimensions dans un développement en ¢ = 4 — d, on pourra étudier

le voisinage de T, en resommant une série en mZ — m2, proportionnel 3
c 0 Oc

I’écart 8, couplé a Popérateur %4,02. En effet pour les quantités nues

2 2 oo (m3 = mg.)° 2
Pn(Pamo - mOc) = Z _Tc—_rn,s(paq = 0; mOc)
s=0 :
Compte tenu de la relation
Z
(m§ ~mie)3e” =05 (3¢)n (174)

qu’on peut interpréter comme Zo(m2 —m2.) = 0, les quantités renormalisées
satisfont a

[¢.¢]

03
Ta(pi6) =3 Tho(Pa=0,6=0) (175)
s=0 °°
En raison des divergences infrarouges, cette série ne prendra un sens avant

resommation, qu’en utilisant une quantité #(x), constante 3 distance finie
et décroissant 3 l'infini, auquel cas elle s’écrira

TR (p; 6(x)) = Zs, / H(fz‘*;’; (@) T fac}i0=0) (170
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Ou tire alors de (167)

b

2 9 L
{ Hop T PO 50— 3mm(e) +m(e) / en? " Vi)

} TR(p; 0(x),g, 1) = 0

En effectuant la resommation correspondant & I’apparition d’un propagateur
massif, on aboutit & la limite de § uniforme

d 0 0
{“5 + ﬂ(g)a—g - 3nm(g) + ’72(9)0;9—9-} Th(p;b,g,m) =0  (177)

Cette équation est & comparer & ’ensemble des relations (110) dont elle
differe par des renormalisations finies. L’intérét est d’avoir abouti & une
relation homogene, et de mettre en évidence le fait que les coefficients
B, 11, Y2 sont ceux de la théorie de masse nulle, obtenue & 'aide d’un
développement double en g et €.

On tire alors de (177) Pensemble des relations d’échelle. Plagons nous
d’abord & 6 > 0, dans la phase symétrique ou seules sont non nulles les
fonctions de Green d’argument pair en n. Posant

B(A) =Ap
dg(A
MIN _g000)  em=g (78)
I o ey =

on résoud ’équation homogene (177) sous la forme

A I
TR(p;0, 9, 1) = exp {—%"/1 d%,%(g(/\’))} TR(p;0(X),9(A), Ap) (179)

Choisissons alors A = A¢ de telle sorte que 8()g) ait une valeur fixe de la
forme

() = A’ (180)

ce qui implique que la valeur \q satisfait &

g9{Xo)
In(8/4?) = / dg' (2 - 1(g")) /8(d)

Pour ce choix, la relation (179) prend la forme
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TR (p;0,9,1) = 277> (m/p, 9(X0))TE (D5 m, g( o)) (181)

ol nous avons posé

B 9(Xo) dg'
m= uexp/g ) (182a)
g(Xo)
Zi(m/u, g(Xo)) = exp — / dg' m(g')/B(g") (182b)
g

Nous utilisons des notations m, Z,... qui different des précédentes par des
renormalisations finies. Choisissons maintenant ’échelle de normalisation
telle que

6'%,Ip| <« p < A (183)

c’est-a-dire dans le domaine ultraviolet, ol u apparait comme un nouveau
facteur de coupure arbitraire. Cependant, & la différence du cas de la théorie
nue, o ’on devait négliger des termes d’ordre 1/A, non universels dans les
équations de groupe de renormalisation, la présente formulation est devenue
minimale et exacte. Lorsque 0()) est fixé et que u tend vers l'infini, )y tend
vers zéro et g(Ao) tend vers le point attractif infrarouge g.. Compte tenu de

(172) et (182)
s ()"

- —nv
a-(%) = ()
u 1

Pour les fonctions de vertex, & p/m fini, on peut alors remplacer dans le
second membre de (181) g()) par g., et tenant compte des dimensions

(184)

dgzd—%n(d—z)

on trouve alors,

g\ Ve dn(d-2+4m)] 2\ v
TR(p; 0,9, p) = pt—2™d=2) (ﬂ—z) fa (% (%) > (185)

qui est la forme invariante d’échelle dans le domaine critique. Sur P’expres-
sion (185) nous lisons comme l'indique (184) que la longueur de corrélation
¢ diverge comme 6~¥. A moment nul pour § > 0, TR a une limite finie qui
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se comporte comme §¥19—27(d=2+m)] Ep particulier, la susceptibilité inverse
correspond au cas n = 2, 'exposant v correspondant satisfait bien 3

Par construction les TR ont une limite finie & § = 0, ceci implique que
le préfacteur en puissance fractionnaire de 6 doit étre compensé par le
comportement de la fonction f lorsque ses arguments tendent vers I'infini,
c’est-a-dire pour 6* < |p| < p; donc

6” < Alp| < p TR(Ap; 0, g, ) ~ A-7n(d-24n) (187)

qui est la relation entre le comportement ultraviolet de la théorie massive
et celui, homogene, de la théorie de masse nulle.

Pour les fonctions avec insertions de %cpr“’ on trouve de méme (sauf pour
n=0,s=1,2)

) o 1 9\ g . B
{“au + B(9) 39~ 57»71(9) +72(g)(s + 0@ }Pn,s(pa q;0,9,u) =0
(188)

ce qui conduit &

) ) —s+v[d—Ln(d—2+n)]

lo(d—2)—
TR (p,q;0, g, p) =pd—z™(d-2)~2s (F

(3 26))

dans la région 0 < p?, |p|, |g| < p. Le préfacteur s’interpréte aussi bien

comme
o (3™ (5)
o 8

Pour les insertions & moment nul, ¢ = 0, on trouve un facteur 1/8 de
divergence supplémentaire par insertion, ce qui est attendu puisque cette
insertion est alors équivalente & une dérivation par rapport i 8. Lorsque
# — 0, le méme mécanisme de compensation des puissances de 8 redonne le
comportement homogéne (171).

Pour la fonction de corrélation I'g o il faut inclure un terme additionnel
au membre de droite de (188), qu’on peut écrire u®=%b(g), ce qui conduit &

(189)
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R d—4 6 (@) q /12‘ v v
Toa(a;0,9,p) ~ p*~ (E) fo2 (; <?> ) 5= de(gc)

(190)
pour § < p?, |q] < u. Lorsque q — 0, nous obtenons la singularité de la
chaleur spécifique en §7% avec

a=2-vd I (191)
La présence d’une constante additive dans (190) représentant le comporte-
ment de la partie réguliere, assure la cohérence du résultat lorsque o est
négatif. En normalisant 1’énergie libre & zéro § = 0 en I’absence de champ,
et en observant que I'fry(#) = d®I'®(#)/d6?, nous obtenons sa valeur dans
la région critique & § > 0 sous la forme

TR (0) ~ p fo,z(O)m <%> . %b(gC) (ug )2 " C%]

(192)
ol la constante C' est reliée & T'f,.

3.6 Lois d’échelle pour T < T,

Si nous donnons au champ ¢ argument de la fonctionnelle T'(p) une
valeur uniforme M, cette derniére devient proportionnelle au volume, le
coefficient de proportionalité étant le potentiel effectif V(M)

o(x) = M

Ry o [ dix
r®(p) / dxV (M) .

V(M,0,9, 1) Z—-‘FRP 0;0,9,4)

Le champ extérieur uniforme correspondant, sera noté H, et est égal 4 la
dérivée de V

WV M

n=1

La généralisation au cas d’un champ a plusieurs composantes n’offre pas de
difficulté. Bornons nous pour l'instant au cas scalaire. Etablissons mainte-
nant la forme de 'équation d’état dans la région invariante d’échelle. Nous
ne supposons pas bien entendu, que § ait un signe donné. Le nom équa-
tion d’état fait référence a une réinterprétation du modeéle dans la région de
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symétrie brisée en termes de la coexistence liquide-vapeur au voisinage du
point critique. Tout d’abord 1’analyse dimensionnelle implique que

Vi=d M= 4(d-2) [H] = §(d+2) =3~ }(4-a)
(195)
En répétant les étapes qui conduisent au flot de renormalisation nous avons
successivement

0 3]
{“@ + ﬂ(g)gg- ~5m(9) {1 + Mi] +72(g)9%} H(M,0,9,1) =0

oM
(196)
soit avec les notations (178) et compte tenu des dimensions (195)

1 M 0
— ,3(d+2) -
H(Maoagau)—u/ H(/L%(d_Q),N2’g71)

ok N (g M) 60
= (Ap) 74+ exp{—%/y dg ﬂl_(j)_} H ((/\u)%(d‘z)’ /\2N2’g(/\)’1)
(197)

De maniere & éliminer M(X) choisissons A de telle sorte que ce dernier,
donné par

MO _ Y mle)
In u 2/9 dg ¥ (198)

satisfasse & la condition

MY _ (199)
(An)ztd=2)
ce qui détermine implicitement A, par 'intermédiaire de la relation
M O d—2+m(g)
In ——= l/ dg/ ————~ (200
pied =2 fo TR :

Dans le domaine critique M/p?(?~2) « 1, et la condition (200) est satisfaite
pourvu que g(A) — g. et que A tende vers zéro comme

\ ( M )2/(d—2+n)_( M )U/ﬁ (201)
/ﬁ(d—‘z) u%(d~2)

ol 'exposant 3 est défini par
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| B=tvd—2+7) | (202)

En reportant dans (197) la relation (199), en tenant compte du fait que
g(A) — g. et que d’aprés (201)

2/(v(d—2
6()) 9 Jalea—2 _ 9 Y 0 N%(d—z) /(v(d—2+n))
il vient
(d+2-n)/(d~2+n)
~ 3 (d+2) M
H(M,0,9,u) ~p? (/ﬁ(d“”)
g ([ phta—a) 22 (204)
7 (5)
Soit, en choisissant u =1,
H 0
5 = 5 78) (205)
oll
5= d+_2__77
d—2+19 (206)

Nous retrouvons les relations entre exposants, discutées au chapitre précé-
dent.

A 6 positif H est analytique et impair en M (ou vice versa), ceci impose
le comportement de f(z) & = grand dans (205)

T— 00

@)  ~ Z fpzﬁé—ﬁ(2p+1):z FprY—2P8 (207)
p=0

p=0

ot l'on a remarqué que 3(6 — 1) = v(2 —n) = v. A 0 petit mais M fini, H
reste analytique en # pourvu que M soit non nul, ce qui entraine que f(z) soit
réguliere autour de l'origine.

L’équation d’état (205) contient en particulier I’aimantation spontanée.
11 suffit pour cela de faire tendre H vers zéro. Dans ces conditions ’équation
f(z) = 0 doit avoir une solution pour z négatif, z = —xz¢, correspondant
bien siir & des valeurs négatives de 8, —zy = 8/M*'/?; d’ol ’aimantation
spontanée



V.3.6 GROUPE DE RENORMALISATION 293

. 9\’
My, = p7(4=2) (—330 ‘3) (208)
I
et on retrouve l'interprétation habituelle de ’exposant 3.

Dans le cas d’un champ & plusieurs composantes, les corrélations
au-dessous de T different selon la nature transverse ou longitudinale.
Commencons par le cas scalaire ol seule une symétrie discréte est brisée, et
de ce fait le théoréme de Goldstone ne joue pas.

A aimantation M donnée, les corrélations

Fg(pla"'apn;aaMagau) =

— elpk.xk dd FR ,9’ ,
/ H ( %) bp(x1) -+~ 6p(xn) (#:0,9,4)

o=p (209)

_Z n+k pla . ,pn,O,-.-,O;g,e,llJ)

satisfont &

{u%Hi(g) ——71(9) [n-l-Mm]-F'YZ(g)O——}FR(p,G M,g,u)=0 (210)

ce qui entraine que

(X)) ’
R/, . () 3nd=2) [ L m(g’)
TR (p;6, M, g, 1) =(An) [ep Ln /y dg ﬁ(g,)] -
p_0()) M)

A/L/\ZQ,()\)(d2 ()1)

(-

En choisissant encore A par la condition (199) et en considérant le domaine
critique M < p? ce qui force A — 0 et g(}) — g, on trouve

M\ 2H/d-2n)-n
2 (d“2) )

v/B 1/8
% f B Mﬂ(d 2) —Q_ I.L%(d_-2)
n [—L M ,ﬂ/2 M

Ipl < 1, 9 < p?, M < pid=?)

=

(212)
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On note que 'R est régulier en M pour > 0 et en 8 pour M # 0.

Les fonctions de vertex pour M # 0 sont les transformées de Legendre
des fonctions de Green connexes, qui dans le cas présent comprennent la
soustraction de la fonction a un point, c’est-a-dire M. A 6 < 0, lorsque le
champ extérieur tend vers zéro, M — M,,. En faisant x = 1, on trouve
donc dans le domaine critique

TR(p; 8, Map)~(—)* 14 Enld=2+m] 5 ((_9)~7p) (213)

La structure est la méme que pour 8 > 0 (cf.(185)) mais ici n n’est pas
contraint & étre pair. En particulier pour 8 < 0 la longueur de corrélation
diverge comme

§~(—0)_”I avec V' =v (214)

Pexposant ' étant égal & la méme valeur qu’au dessus de la température
critique. De méme en faisant n = 2 et p — 0, la susceptibilité diverge
comme

X~ (-8)™" avec v =7=wv(2-1) (215)

avec le méme exposant qu’au dessus de T¢. En généralisant ces résultats aux
dérivées par rapport a 8, on trouve encore que la divergence de la chaleur
spécifique

Tha(q = 0;6, M) ~ (=60) avec & =a=2-vd (216)

est encore caractérisée par le méme exposant au-dessous et au-dessus de 7.

Dans le cas d’'un modele & plusieurs composantes, il faut distinguer
celles qui sont transverses ou longitudinales, relativement au champ exté-
rieur ou 3 'aimantation. Lorsqu’il y a symétrie selon un groupe, O(n) par
exemple, les fonctionnelles F(H) ou I'(M) restent invariantes.

En présence d’un champ uniforme, notons H = |H| et M = |M| les
grandeurs du champ et de ’aimantation. Le potentiel effectif n’est fonction
que de H et donc M est paralléle au champ appliqué

M, dV av
=M an H=0 (@)
La susceptibilité et son inverse sont matricielles

_y OH MM, _ MM, _

Xa;,1 261\/.;:, = M2 sz Y4 (6ab — —M?—b)Xt !
d?v

-1 _
X =g (218)

1 1dv _H

Xe TdM T M
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Au-dessous du point critique (§ < 0) lorsque H — 0, M — M, et x;!
s’annule. C’est la manifestation du théoréme de Goldstone: la susceptibilité
transverse est infinite dans la phase ordonnée d’un systéme & symétrie
continue. Nous savons que ceci correspond & l’existence de modes mous,
de coiit énergétique quasi nul, lorsqu’ils représentent sur de larges parties
de I’échantillon Veffet d’une pure transformation du groupe de symétrie
interne.

4. Corrections aux lois d’échelle

La discussion des corrélations ne se limite pas aux lois d’échelle des
comportement dominants. En physique des particules, aprés prolongement
analytique dans la région de Minkowski les fonctions de Green décrivent les
états liés, les amplitudes de diffusion... et tous les processus d’interaction
des particules correspondantes. Nous ne voulons pas entreprendre cette
discussion ici. En revanche, pour les besoins de la mécanique statistique,
il est intéressant de connaitre les premiéres corrections aux lois d’échelle.
Ces derniéres proviennent tant des opérateurs marginaux, déviation au point
critique, que des contributions des termes inessentiels. Examinons ces points
tour a tour.

4.1 Déviation au point critique

Revenant aux équations du flot de renormalisation, par exemple (210),
on voit dans le cadre du modele ¢* ol 'on néglige les opérateurs inessentiels,
que les fonctions de corrélation sont homogenes & g = g., quelque soit le
parametre auxiliaire de normalisation u. Posons nous la question de 'effet
d’une légere déviation de g & g.. Cet effet peut se décomposer en deux
facteurs. Le premier peut étre absorbé dans un changement de normalisation
des corrélations & g., le second représentant ’essentiel de I’effet étudié.

Pour aboutir a cette décomposition définissons

g N —

e B(g’)
(219)
o 7 2(9) — 2(ge)
0(9) =0exp /y 4 B
Ecrivons alors
Tn(p; M, 0,9,1) = Tn(p; M(9),0(9), 9c, 1)
(220)

X exp {%n / g dg’m%(g—,;l(—g-c—)} Dn(p; M(9),0(9), 9, 1)

avec
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a 2 : A6 _
e 371(gc)(n + ng—v_,—) + 72(gc) %0 Tn(p; M,0,9.,p0) =0 (221)

) a 3 9 . _
{uEJrﬂ(g)-a;— 3 (9e)M 577 + 12(90)0 ao}D”(p’ M,0,9,1) =0

Dn(p;MvoagCHu') = 1
(222)
La transformation (220) a été choisie de telle sorte que la seule référence
a g apparaisse dans 1’équation pour D, sous la forme 3(g)d/8g. En outre
n n’apparait pas explicitement dans cette équation. La fonction D, est
normalisée & 'unité pour g = g.; elle est bien évidemment sans dimension

D,

i

Pp M 0
D, (; ul(d 2)? 2,9,1) (223)

et la solution de I’équation (222) s’écrit

Do(p; M, 0,9, 1) = Dy (p; MA~37(59) 9A72(5) g(X), Aps)

224
=D, (%;M)\_%"“(% _%(d_2)76A’T2(gc)_27g(A)’lL) (224)
ou 0
g dg'

Choisissons alors le facteur A tel que

1= 9] A29:)=2 = |g| A~V (226)

Les relations précédentes s’écrivent

M v
Dy (p;0,M,g,u=1) =D, (ﬁ; W’Q(M )s 1)

(227)
" /g(lel”) dg’
vinif| = —
=], B
Au voisinage de g, nous supposons la fonction 3(g) linéaire
Blg) ~w(g - go) + O((g - 90)*) (228)

Pour des valeurs de g voisines de g, et  suffisamment petit, g(|0]|”) est aussi
voisin de g.. On tire en effet de (227) 4 Papproximation linéaire de 8
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— a(l8)”
|9|uw — gC g(l I ) + .. (229)
ge— 4
et nous obtenons donc les corrections essentielles D,, sous la forme

vw M
D,(p;8,M,g,1) =1+ (g —gc) 6] dn (I_;T)'T’ W) (230)

L’exposant

| w=F)>0 | (231)

caractérise donc les déviations & g = g. indépendamment de la fonction de
Green considérée. Comme 'indique ’équation (220) cet effet s’accompagne
d’un changement de normalisation des fonctions de corrélation & g..

On a choisi en (226) d’exprimer les déviations au point critique en
fonction de la quantité physique température, mais on peut tout aussi bien
utiliser les moments, ou ’aimantation. Les corrections correspondantes sont

pour |6} en |8|*”
pour |p| en |p|” (232)
pour M en Mw*/8

Calcul de 'exposant w 3 'ordre € = 4 —d. A cet ordre 8 = e(—1+ g/gc)
oll g est d’ordre ¢, donc #'(gc) = ¢
w=e+O(?) (233)

Lorsque d — 4, il y a donc confluence des corrections avec le terme dominant.

4.2 Corrections logarithmiques en dimension quatre

En dimension marginale quatre le point fixe stable infrarouge g. se
confond avec le point fixe ultraviolet & l'origine, et la théorie invariante
d’échelle est le modele gaussien, & des corrections logarithmiques prés. Ces
derniéres jouent alors un réle important pour caractériser le comportement
critique. L’équation d’état (197) s’écrit alors

) ’
H(M,0,9,1) = (O’ [exp—§ A dg'%} (1, 555.900.1)
(234)

avec

A=

RIS

g(») /
1 (9"
exp —3 /g dg B9 (235)
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et bien entendu g(\) et 8(A) définis par

g(2)
Inx= / dg

6(x) _ g“) ,72(9’)
g _/g dg B(g")

Dans le domaine critique M < u?, X tend vers zéro. On a vu que la fonction
B(g) est alors donnée par (cf. (115))

(236)

n+8 g2

Bg) = 3 W“"

(237)
de sorte que

g(A) 3 1
(Am)2 " n+8(=In))

(238)

expression typique de la liberté asymptotique infrarouge. Dans P’exponen-
tielle de (235) ~y1(g’) est d’ordre g'? et V'intégrale est finie, c'est dire que M
est d’ordre A. Enfin, puisque

72(g) = n;r2 ( 41 ER (239)

40 —(n+2)/(n+8) g\ ~(n+2)/(n+8)
= ~ Cst (= 1)) ~ Cst (1n M) (240)

En reportant dans (234)

H(M,O,g,u=1)~M3

- 4r)? 241
<1 Cst - (~1n M) (n+2)/(n+8) ;315(‘_(‘%,5’1) (241)

Comme g(}) tend vers zéro, la dépendance du membre de droite dans cette
variable peut étre calculée perturbativement. A 'ordre dominant

_1gng2 4 9
V(M) = 30M* + 5M* +
H=0M+ LgM®+

Ainsi d’apres (241), avec A une constante,
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0 - (4m)?
H(M.# =1) ~M3 —_—(—1 (n+2)/(n+8) _ _ \FT)"
(,6,9,n= 1) =24* { 437 (~1u ) Ry
1
1 —
“{rro ()}
(242)
ou les corrections proviennent du terme d’ordre relatif g()).
A la température critique nous tirons donc de cette relation
M3
~ —InM (243)

L’exposant § & donc sa valeur de champ moyen § = 3, mais il y a une
correction logarithmique. Tout se passe comme si dans I’expression de champ
moyen L1gM?® on remplacait g par sa valeur courante g()) ~ g(M) ~
~1/In M.

Pour T < T, I’aimantation spontanée s’obtient en annulant H

M =~ V=g (~1n—g)*/("*®)

(244)

avec des corrections logarithmiques, dépendant de n, & ’exposant g = % du
champ moyen.

En champ nul, pour |#] # 0 la suceptibilité (longitudinale lorsque n > 2
et § < 0) déduite de (242), s’écrit

x =167 (= Injp)t®/Omr®

(245)

avec 7 tendant vers -1, aux corrections logarithmiques prés.

Pour étudier la chaleur spécifique nous écrirons pour la fonction 1"&2
de dimension nulle

{u% + ﬂ(g)% +2(9) [2 + O%J } TG = bl9) (246)

ol b(g) tend vers une constante finie by & g = 0. En intégrant

9(}) !
I\R -9 — dl’72(g) FR ,HA, )\,A
0.2(a:6, 9, 1) {exp? /y T 0.2(q; (), 9(A), Ap)

™ de ¢ (g
/g Blg") (g)eXPQ/g d Blg")

(247)
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Placons nous & moment nul, et utilisons le fait que I‘OR,2 est sans dimension.
1l vient

T5o(0;0,g,p=1) = [exw/g( dg’W(g)} Tp (0;5@ g()\),l)

B(g’) Az’
93 gg' 72(g")
- —Z_b(g') ex 2/ dy”
/g By 9w | 4" g
(248)
Fixons A — 0 par la condition [#(\)| = A2, soit
(n+2)/(n+8)
|0|( (A)) (249)
g
Comme
Cst
g(A) ~ ™5 (250)

la contribution dominante dans (248) est fournie par le terme inhomoggne,
et

R Cst

oo = — + Cst

(251)

avec une correction relative au comportement singulier en 1/1n1/(8].

Encore une fois nous constatons l’accord de ces résultats avec ceux
obtenus au chapitre III pour la limite n — oo. On notera un changement
de comportement de la chaleur spécifique pour n = 4 avec une véritable
divergence logarithmique pour n < 4. Par exemple pour n = 1, la chaleur
spécifique diverge comme (— In |§])!/3.

Revenons encore sur le paradoxe que représente la théorie * a quatre
dimensions, ol la théorie renormalisée est libre puisque I’intervalle [0, g.]
s’est réduit A zéro. Pour donner un sens aux résultats précédents nous avons
déja remarqué qu’il faudrait en fait conserver un facteur de coupure A trés
grand de sorte que 'intervalle en question au lieu d’étre strictement nul soit
d’ordre 1/1nA.

4.3 Opérateurs inessentiels

Discutons maintenant l’effet de termes locaux de degré plus élevés dans
le champ et/ou ses dérivées, dont la présence dans le lagrangien sera la coi.-
séquence inévitable d’une régularisation. Au voisinage de quatre dimensions
ces termes ont des coefficients proportionnels & une puissance négative de
A, ce qui a suggéré de les négliger dans une premiere approche. Observons
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tout d’abord qu’il n’est pas question ici d’aborder en détail la situation en
dimension plus basse ou un de ces opérateurs deviendrait marginal ou essen-
tiel (par exemple ¢® dont la constante de couplage devient sans dimension
a d = 3). On aurait alors & discuter un diagramme de phase plus riche. Par
exemple dans le cas mentionné ci-dessus le diagramme devient tridimen-
sionnel avec passage possible le long d’une ligne d’une transition du second
au premier ordre (phénoméne dit tricritique, cf. appendice A).

Nous voulons estimer perturbativement ’effet de ces opérateurs ines-
sentiels en tenant compte des effets de renormalisation, & la fois ceux qu’ils
induisent sur les quantités déja discutées (déplacement du point critique par
exemple) et de ceux qui modifient éventuellement leur comptage de puis-
sance canonique. Examinons un opérateur en 0™2¢™ symboliquement. Sa
dimension canonique est ny(d — 2/2) +ns et le coeflicient correspondant du
lagrangien sera

(0~ (252)
6i=3n1(d—2)+ny —d
Par exemple,
6,6 =2d — 6
e (253)

6(,02(8(;7)2 :d - 2

Malgré I'estimation naive qui voudrait que les opérateurs tels que 6; > 0
soient négligeables, on se rend cependant compte que leur insertion dans les
fonctions de Green entraine ’apparition de divergences supplémentaires et
corrélativement il nous faut analyser avec quelque précaution leur effet.
Ainsi notons nous que ’opérateur p* correspond & § = 4 — d et nous
avons vu le role essentiel qu’il joue au voisinage de quatre dimensions.
Puisque les g(@;) sont a priori petits, nous estimons ’effet des insertions
perturbativement. Nous raisonnerons au premier ordre.

En ce qui concerne les opérateurs tels que § soit négatif, nous avons
déja étudié en détail le cas de ¢?(6§ = —2) qui engendrait en dimension
quatre des divergences logarithmiques.

Envisageons l'insertion d’opérateurs de dimension canonique supérieure
pour d = 4. Il faudra ensuite prolonger les estimations par un développe-
ment en ¢. L’insertion au premier ordre de ¢* correspond & une déviation
de la constante de couplage. Les fonctions de vertex Iy ,« et T'y ,4 sont
respectivement quadratiquement et logarithmiquement divergentes. La di-
vergence logarithmique de la fonction & quatre points est justiciable d’une
renormalisation multiplicative mais celle de la fonction & deux points exige
de nouvelles soustractions. On a

T9.44(P1, P2, QA = a1(A) + a2(A)(P? + P3) +as(A)py - p2  + fini (254)
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ol a; est quadratique et a2 et a3 logarithmiques en A. Puisque I'; ,2 a une
divergence logarithmique, elle aussi indépendante des moments, on peut
former une combinaison de ¢* et de ? qui élimine la partie singuli¢re de la
quantité a;. En combinant encore avec les opérateurs o(Ay) et (8¢p)?, on
éliminera aussi les parties divergentes de as et az. On arrive ainsi & 1'idée
qu’il faut former des combinaisons linéaires d’opérateurs de méme dimension
ou de dimension inférieure pour obtenir des quantités renormalisées finies.
1l faut en outre évidemment préciser les conditions de normalisation. Dans
I’exemple des opérateurs de dimension quatre (& d = 4) si nous notons les
trois insertions

O =¢*, 0 = (D) , 03 = (9p)*

on écrira les fonctions renormalisées

TR, = 28" | ziTno, + zl0 102 (255)
J

ou figurent douze nouvelles constantes 2;; et z; (4,5 = 1,2, 3). Il faut donc
douze conditions, par exemple

Iy, (0)=4! Iy ,+(p) = O(p")
T (04)2(0) =0 T3 (50y2(P) = 2p1 - p2 + O(p*)

ol chaque fonction I‘?’Oi satisfait & trois conditions au voisinage de p = 0.

L’exemple des opérateurs de dimension quatre se généralise & celui
d’opérateurs de dimension plus élevée. L’insertion d’un opérateur renor-
malisé est une combinaison linéaire d’opérateurs de méme dimension ou de
dimension inférieure dans la théorie nue. Les restrictions a ce raisonnement
proviennent des symétries ou des relations découlant des équations du mou-
vement. En ce qui concerne les premieres, il est clair que si la régularisation
préserve une symétrie, les combinaisons autorisés ne mettent en jeu que des
quantités qui on le méme comportement. Pour les secondes on se souvient
que les fonctions de Green obéissent & des relations qui sont conséquences
de la structure du lagrangien.

Au premier ordre l'introduction dans l’action de termes locaux supplé-
mentaires, nécessite ’évaluation des insertions correspondantes & moment
nul dans les fonctions de corrélations. Nous venons de voir que ’opérateur O,
renormalisé est couplé a tous les O; nus de degré inférieur ou égal et en par-
ticulier & %go2 de degré —2. En conséquence son insertion entraine, comme
on peut s’y attendre, un déplacement de la température critique. Pour com-
penser cet effet, il est commode de soustraire & O; un terme proportionnel
a ¢?, définissant ainsi
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O¢ = 0,; - %ai(f (257)

avec a; choisi de telle sorte que le développement de ’opérateur renormalisé
ne contienne plus de contribution de 1¢?.

I’avantage de cette procédure est, en outre, de supprimer les diver-
gences infrarouges supplémentaires qui correspondraient au déplacement
perturbatif de la température critique. De plus il est commode, et nous le
sous entendrons, d’inclure dans O; (et 0;) le facteur dimensionnel A~% qui
assure que le couplage correspondant est sans dimension. Cette modification
affecte aussi go (couplé & *) en dimension d < 4.

Dans ces conditions nous pouvons écrire pour les insertions & moment
nul de la théorie critique

TR o (P39, 10) = Z17%(90, A1) Y (A/1)" 2i5(g0, A/1)T, 5, (D3 90, A)
J
(258)
ot la somme sur j porte sur les opérateurs de degré inférieur ou égal & §;,
a Pexclusion de £?. Les quantités z;; ne contiennent que des divergences
logarithmiques a quatre dimensions.

Au prix d’une redéfinition éventuelle de ses coefficients, nous pouvons
écrire une équation de flot de renormalisation pour les fonctions de vertex
nues, en exprimant 3 ’aide de relations du type (258) que ces derniéres sont
indépendantes du facteur de coupure A, avec pour résultat & A grand

{ [A% + 5(90)5%0 - %nvl(go)] 8ij — ’Yij(go)} L,6.(Pig0,4) =0 (259)

- 9
7i5(90) = {27} 4 [5k +A5X} Zkj

A moment petit, 'intégration de cette équation va engendrer des puissances
supplémentaires de p/A, par comparaison aux fonctions sans insertions.

Si 5, désignent les valeurs propres de la matrice v;; (qui a une structure
triangulaire par blocs) on trouve ainsi

Ty 0,(AP; g0, A) ~ X724 Y Ty pme (260)
a
D’aprés la relation (252) les valeurs propres 7, sont de la forme

Tla = 60 + O(4 = d) (261)

La structure triangulaire par blocs de z;; a pour conséquence qu’en aug-
mentant le degré §; de Popérateur étudié, on retrouve les valeurs 7, déja
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obtenues, auxquelles viennent s’ajouter de nouvelles valeurs propres proches
du degré de ’opérateur inséré. Comme %@2 a été éliminé, les plus faibles des
valeurs propres 7,, qui sont dominantes dans ’estimation (260), correspon-
dent aux opérateurs ¢* et (9p)? insérés & moment nul (dans ces conditions
les opérateurs p(— A ¢) et (Op)? sont équivalents). Ces opérateurs sont
marginaux & quatre dimensions. Ils ont pour effet de déplacer la constante
de couplage et de renormaliser le champ. La valeur propre correspondante
n’est autre que ’exposant w (voir (231)) et la correction correspondante est
en (|p|/A)*.

En résumé V'effet des termes de degré plus élevé dans le lagrangien est
d’apporter des corrections aux lois d’échelle de degré de plus en plus élevé.
La contribution sous dominante la plus importante correspond & ’exposant
w, directement calculable dans le cadre de la théorie *. Ceci justifie a
posteriori la troncature du lagrangien utilisé.

5. Résultats numériques

Il n’est pas question de présenter ici le détail des évaluations perturba-
tives des quantités critiques. A cette fin, le lecteur pourra se reporter aux
références citées a la fin de ce chapitre. Nous nous bornerons & reproduire
quelques résultats de séries. Leur traitement numérique pose une question
essentielle sur le plan pratique. Dans cette direction, des progreés importants
ont été accomplis, lorsqu’on a réalisé qu’il s’agissait de séries asymptotiques
divergentes et que leur comportement 4 un ordre élevé pouvait étre analysé
par des méthodes de col. 1’idée initiale est due & Dyson dans le contexte de
I’électrodynamique. Lipatov et d’autres ont contribué i éclaircir le compor-
tement aux grands ordres. Cette information permet de tirer le meilleur
parti de séries assez courtes. La stabilité des estimations ainsi obtenues est
amplement discutée dans les travaux cités.

Comme nous ’avons vu deux méthodes sont utilisées. Nous exposerons
d’abord quelques résultats du développement en € de Wilson et Fisher. Nous
les comparerons ensuite au calcul en dimension fixe

5.1 Développement en ¢

En poursuivant les calculs esquissés dans la section 3, Wilson, Brézin,
Le Guillou et Zinn-Justin, Nickel et d’autres obtiennent les séries suivantes

n+2 o n+2 21 3
= ) = 24 14) —
n="7(gc) 2(n+8)26 + 8(n+8)4[ (3n +14) (n+8) ]E +

n+2 [ 5, 115, 281
2(n+8)6[ %" 8" T

2884 — 24(n + 8)(5n + 22)¢(3)] e* + O(°)

n? +1120n+ (262)
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n+2€+ n+2 (
n+8  2(n+8)3

2—v7 = yy(g) = 13n + 44)e+

+ n-+2 (3n+14)(n +3)
(n+8)* n+8
3n? + 388 848
o - +888 _ 12(5n+22)C(3)] £% + O(eh)
(263)
avec
1
(3)=> = =1.20206... (264)
—j
J
La relation v = v(2 — n) fournit alors
n+2 (n+2)(n%+22n +52) ,
=1
Y=t e 4(n+ 9 ¢
n+2 [n* 11n3 9 (265)
+ m [g‘l‘ T+83n + 312n+

388 — 6(n + 8)(5n + 22)¢(3)] €* + O(e*)

L’exposant w des corrections au comportement invariant d’échelle do-
minant, défini par ’équation (231) est donné par

w=B(ge) =¢ — 3(3n + 14) o 1 [33112 4 461n
TP EET TR C T e | 4 2
2
+740 + 24(5n + 22)¢(3) — 18@;_:_;;)] &+ O(e)

(266)
Si on exprime les corrections en termes de 1’écart 8 3 la température critique,
l’exposant correspondant est wv (cf. (232)), avec

n? — 8n — 68 , 1
e°+
4(n + 8)? 8(n + 8)
(3n + 14)?
n+38

wv = Je+ 5 [(n +2)(n + 3)(n + 20)

—-72 + 1502 + 802n + 2792 + 96(5n + 22)4(3)] 3+ 0

(267)

La facon la plus naive d’interpréter ces expressions & dimension donnée,
trois en pratique, est d’insérer la valeur correspondante de ¢ et d’évaluer les
contributions successives de la série (on inclut une puissance supplémentaire
pour Pexposant 7). Sur la table qui suit on fait apparaitre ces approxima-
tions successives pour le modele d’Ising n = 1. Alors qu’a l'ordre 2 les
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résultats se comparent trés bien & ceux des séries de haute température, on
constate une détérioration & I’ordre suivant. La quatriéme colonne donne des
estimations utilisant la méthode de Padé-Borel, fondée sur I’estimation des
grands ordres. Enfin les deux colonnes suivantes présentent les données des
séries de haute température, et les résultats du groupe de renormalisation
en dimension 3 directement.

O(er) Padé-Borel Séries d=3
haute temp. gr. renorm.
0.019
()0.04
n | 0.037 (4)0.0333 + 0.0001 0.041 £0.01 0.031 £ 0.001
0.029
1.167
(a)1.242 (¢)1.250 % 0.003
i ﬁgg (b)1.235+ 0.004 | (d)1.245+0.003 | 1241+0.002
0.589
(a)0.632
v gggéé (b)0.628 + 0.02 (¢)0.638 + 0.002 | 0.630 £ 0.0015

Table I: Exposants critiques du modéle d’Ising en dimension 3. (a) J.
Zinn-Justin et J.-C. Le Guillou, Phys. Rev. B21 3976 (1980). (b) G. Parisi,
J. Stat. Phys. 28, 49 (1980). (¢) C. Domb, Phase Transitions and Critical
Phenomena, vol. 3, C. Domb et M.S. Green eds (Academic Press, London).
(d) J. Zinn-Justin, J. Physique 40 969 (1979). (*) Inclusion du 4¢ ordre en
€ pour v, di a D.I. Kazakov, D.V. Tarasov et A.A. Vladimirov.

5.2 Equation d’état

De méme on peut obtenir I’équation d’état dans un développement
en €. Pour cela calculons le potentiel effectif V(M) obtenu comme fonction
génératrice des diagrammes irréductibles (cf eq.(193)). Jusqu’a 1’ordre d’une
boucle

g(M?)?
41

V(M) =1oM? +

(268)

dd
41 / (Zﬁf)’d Trin[(p? + 6)6:; + Lg(M?8;; + 2M, M;)]

— soustrattions

La trace porte sur les indices internes. Les soustractions contiennent un
polynéme P»(#) du second degré en 6, indépendant de M (correspondant
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aux divergences de I'g g, I'o,1, g 2) et celles dues & la renormalisation des
fonctions 'y g, T4 et I'z; dans la théorie de masse nulle (§ = 0). En
particulier, les fonctions I'y o et 'z ;1 sont normalisées au pomt symétrique

pi - P; = —p?/3, et nous prenons pour échelle de masse u? = 4p?/3. Dans
ces conditions

232
V(M) 10M2 (Ivi')
d’p 1 g
+ % (27r)d {ln [6” + ;5(0 + %9M2)6ij + g}?MiMj:l

1 2 [/ '
—E(e + §9M?)6;; - ?MiMj
1
+53 2
2p%(p + pi + pj)
+ P (0)

[0+ 1gM)6,; + 2q(6 + %gM2)M,-M]-]}

(269)
On traite indépendamment les parties transverses et longitudinales en M.
En tenant compte de la soustraction quartique qui évite les divergences
infrarouges, on trouve, 3 la limite d — 4

2)2
V= 10M2+g(Ni,) +

8(4 57 {(0+ 19M*)PR10(6 + FoM?) + 1 (270)
+(n —1)(0 + 1gM?)[21n(8 + 1gM?) + 1]} + P(6)

Pour déterminer la forme de I’équation d’état on substitue & g sa valeur au
point critique, cf. (118),

3
= 2 ..
ge = (47) oy 86 + (271)
et on obtient
GV 36
H= =M< 0+ Liyne+1

+1+3(n— 1)(0 +5y) @+ 5y) + 1] +---}

oll ¥ = gcM?. On peut identifier cette expression au développement de

6
H = Mf (MW) (273)
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A Tordre ¢,
n=0+---
V=§+%Ziz+...
ﬁ=§u(d—2+n)=%—_%§j__85 (274)
5=%i_-%—z=3+5+---

Insérons ces valeurs dans (273) et comparons 3 (272). En changeant I’échelle
de M et 0 de sorte que f(0) =1 et f{—1) =0, ce qui fixe l’aimantation au
point critique (M = H'/%) et ’aimantation spontanée M = (—)4, il vient

[
H=M (1 +z+ 5(n—+é_)[(n —)(z+1n(x +1) (275)
+3(z + 3)In(z + 3) + 62102 — 9(z + 1) In 3] + -+ +)
avec
0
S Vv

qui donne la fonction f(z) définie en (273) a ’ordre £. On trouvera dans les
références des indications sur les calculs aux ordres plus élevés.

5.3 Rapports d’amplitudes

Il est possible de trouver, outre les exposants critiques, d’autres quan-
tités universelles décrivant le comportement & Tt qui sont indépendantes de
I’échelle arbitraire des écarts & T, et de celle de Vaimantation ou du champ
extérieur. Il en est ainsi du rapport des amplitudes de la partie singuliére de
la chaleur spécifique au-dessus (A, ) et au-dessous (A_) de la température
critique que nous écrivons respectivement A (+60)~*. Ce rapport est aussi
celui des parties singulieres de 1’énergie libre en I’absence de champ. Ces
quantités sont contenues dans ’expression de la fonction f(z) qui intervient
dans ’équation d’état (273).

Tenant compte de 2 — o = B(1 + §) on aurait pu aussi bien écrire le
potentiel effectif

0

— 22— —_
V(M,0) = 6 %p(x) T= 5178

(276)
pourvu de demander qu’en présence d’un champ ’énergie libre soit une

fonction réguliére de @ & l'origine, c’est-a-dire que 22~ *¢(z) soit analytique
3 Dorigine. Comme

#(z) = —2* 3 f(z) (277)
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ceci suffit & déterminer ¢, et, en convenant du choix d’une détermination
de la phase €™ pour z negatif, détermine aussi le rapport A, J/A— comme
celui des limites de V lorsque M — 0 pour 6 > 0, pour M — M, = (—6)#
pour @ négatif. Soit

Ay p(+o0)
A_ - ei7r(2——a)<p(_1) (278)
En intégrant (277) pour 0 < o < 1, il vient
ﬁ T
ot@) = 2 [ awe=r1r0) - -2 (o)}
a—2 | Jg

(0<a<l) (279)

On aurait pu aussi bien revenir & l'expression (269) et y substituer g,

ainsi que les échelles adoptées pour M et 6. On trouve ainsi pour A4 /A_
I’expression

A _ Jo” dzz 211" (@) - 1(0) O<a<1) (280)

Ao [ dz(—2)22[f(0) — f'(2)] + £/(0)/(1 - o)

Il existe des relations analogues dans d’autres intervalles de variation de a.

A Taide de (275) nous pouvons calculer le rapport A, /A_ & 'ordre
dominant, puisque o tend vers zéro comme o = £&(4 —n)/(n + 8), de sorte
que

2 = in+0f) (281)

Un résultat plus complet & P’ordre &2 est

% =3n2° [1 +e+ é-(——z—){snz +26n + 100+ ¢(2)(4 —n)(n—1)
—6((3)(5n + 22) + 2(4 — n)I] + O(%)]
(282)
avec

Inz(l-z)
/d T-2(l-2) = —2.349...

Dans le cas du champ moyen, la chaleur spécifique est discontinue au passage
de T, et le rapport AL /A_ peut étre pris égal & zéro. A la limite ¢ — 0,
C’est-4-dire en quatre dimensions, le rapport Ay /A_, qui est alors celui de
la singularité en (In|9])(4~™/("+8) est égal a la valeur finie in. A trois
dimensions, en prenant v = 0.63 et donc @ = 0.11 pour n = 1, la valeur

prédite par (282) est
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d=3 n=1 ZF — 054 (283)

Dans le cas du modeéle d’Ising, la susceptibilité x et la longueur de
corrélation sont finies au-dessous de T, puisqu’il n’y a pas de modes de masse
nulle dans la phase ordonnée. On peut donc définir un rapport x./x. pour
la susceptibilité, écrite comme

x(0) = xx 10| (284)

De I’équation d’état on tire alors

X+ : ’ z?
2L = lim f'(-1)————
x- <5 Ve —er )
qui n’a de sens que si pour z grand (z = 8/M'/#) f(z) se comporte comme
f(z)/z" que multiplie une série en puissance de z72% = M2 /6?5,
En reportant dans (285) les résultats obtenus & Vordre ¢ pour n = 1,
c’est-a-dire

(285)

=gt (286)
v=1+ &€ + e
et I’expression (275) pour f(z), on trouve
M —2te(1+3m2) + 0@ (287)
qu’on peut encore écrire
X+ 17 2
=24+ 0(e 288
A RYCC (288)

La valeur lorsque € — 0, c’est-a-dire 2, est celle donnée par le champ moyen.

5.4 Résultats tridimensionnels

Le traitement de la théorie critique en dimension fixe, inférieure &
quatre, conduit en définitive & des résultats plus précis, bien qu’on ne
dispose alors d’aucun paramétre petit. Le principe des calculs a déja été
exposé. Nous nous bornerons & citer ici les résultats obtenus par Baker,
Nickel, Green et Meiron pour d = 3 et n = 1. Ces auteurs utilisent une
constante de couplage normalisée de telle sorte que les deux premiers termes
de développement de la nouvelle fonction 3 aient pour coefficients —1 et
+1. Rappelons que ﬁ(g)ad—g est invariant dans les changements de variable.
D’aprés ’équation (115) ceci donne

3g - 3

9= 167 B(g) = ——B(g)
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n=0 n=1 n=2 n=3
e 1.421 +£0.004 | 1.416+0.0015 | 1.406 % 0.005 1.392 £ 0.009
w 0.79430.006 | 0.788+0.003 | 0.78 % 0.01 0.78 £ 0.02
n+v1-2 | 02744001 | —0.382+0.005 | —0.47440.008 | —0.550 +0.012
v 0.588 +0.001 | 0.630 + 0.002 0.669 +0.003 | 0.705 £ 0.005
v 1.161 4 0.003 | 1.241 4+ 0.004 1.316 £ 0.009 1.39 £ 0.01
a 0.236 £ 0.004 | 0.110 % 0.008 —0.007 £ 0.009 | —0.115 % 0.015
B 0.302+0.004 |0.3244+0.006 }0.346+0.009 | 0.362+0.012
1(3v+1v) |1.462+0.004 | 1.566+0.006 1.662 =+ 0.009 1.753 £ 0.012
n 0.026 4+ 0.014 | 0.031+0.011 0.032 +0.015 0.031 = 0.022
D) 4.85 4 0.08 4.8240.06 4.8140.08 4.8240.12

Table II: Exposants critiques des modeles & symétrie O(n) en dimension
trois d’apres Baker, Nickel, Green et Meiron, Phys. Rev. Lett. 36, 1351
(1976), Phys. Rev. B17, 1365 (1978).

Les séries obtenues sont les suivantes

B(g) = g + g° — 0.42249657075° + 0.35106959785"
— 0.37652682835° + 0.495547513° — 0.7496895" + - - -

(289)

71(g) = 0.01097393695° + 0.00091422235° + 290
0.00179622295* ~ 0.000653703° + 0.0013878° + - - -

72(g) = § — 0.06310013725° + 0.04522447545° 29

— 0.03772334605* + 0.043746665° — 0.05897543° + - -

qui prolongent considérablement les maigres expressions (115), (116) et
(117). Ce n’est pas le lieu de développer ici les méthodes de traitement
de cette information pour déterminer i la valeur correspondant au zéro g,
de B(g) les valeurs de v:1(gc) et 72(gc), et engendrer ainsi les exposants
critiques en suivant la section (3.2). Un ingrédient essentiel de cette analyse
est I’étude du comportement asymptotique de ces séries. Les résultats sont
rassemblés dans la table IIL
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Appendice A. Points multicritiques

Nous avons présenté une étude détaillée de la renormalisation appliquée
au point critique du modéle en (*. Dans ce modeéle les opérateurs inessentiels
n’affectent pas le comportement d’échelle, donnant ainsi un fondement &
la propriété d’universalité. Ceci est valable au voisinage de la dimension
marginale supérieure pour deux paramétres effectifs de contréle (comme le
champ externe et la température). Il peut arriver que tel ne soit pas le cas,
comme en témoigne la singularité tricritique, qui apparait par exemple dans
les mélanges He® — He* ou dans les antiferromagnétiques en présence d’un
fort champ magnétique externe (méta-aimants). Dans ce cas on a affaire 3
un diagramme de phase tridimensionnel. Nous donnons en complément une
bréve introduction & ce sujet, présentons quelques exemples de calculs et
citons dans les notes des travaux qui donnent & la fois une image physique
plus compléte ainsi que les détails supplémentaires sur la renormalisation.

Par souci de simplicité, nous nous placons dans une situation symé-
trique avec un champ & une seule composante @ (c’est-a-dire que nous ex-
cluons explicitement tout terme de brisure de symétrie). Dans la discussion
d’une singularité tricritique, nous conservons des termes jusqu’a ’ordre ®
dans un lagrangien a la Landau. Négligeant les fluctuations, ’énergie libre
d’essai par unité de volume s’exprime comme un terme de potentiel

Vip) = $t® + 1so* + £g0° (A.1)

On exige que g soit positif, ce qui assure que V() est borné inférieurement.
Les diverses situations possibles peuvent étre représentées dans le plan s—t¢,
selon les valeurs des minima de V() qui obéissent & ’équation

{t+sp®+gp'} =0 (A2)

L’origine est toujours un extremum, mais il existe d’autres possibilités si
52 — 4tg > 0 (courbe en pointillés sur la figure 7, qui sera la limite d’une
zone de métastabilité). :

Si t est négatif, le minimum ahsolu correspond 4 la valeur

—s+ /5% — 4ig

2
L=
+ zg

auquel cas

V(ps) = V(0) = 32 [t +s1p%] = S¢2 [3t — gpt]

est négatif, ce qui est le signal d’une symétrie brisée, d’aimantation sponta-
née ..
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52
g

2

[T R t= f—es;

Figure 7: Diagramme de phase d’un point tricritique. Trait continu:
transition du second ordre; trait pointillé: limite d’une région de métasta-
bilité. Au point tricritique, les deux lignes de transition fusionnent de fagon
continue. On montre dans chaque région un comportement typique du po-
tentiel. La région a gauche des lignes de transition est ordonnée.

Si s et t sont tous deux positifs, la seule racine réelle de (A.2) est
@ = 0 et, lorsque 'on traverse ’axe des s positifs, on est en présence
d’une transition typique du second ordre en champ moyen, contrdlée par le
paramétre ¢, tandis que le terme en gy¢® est inessentiel. Si au contraire ¢ est
positif, mais s négatif et 4tg < s2, on trouve deux extrema supplémentaires
©+. Le signe de V{(p4) — V(0) est celui de

8gt + s (—s +4/s% — 4gt) = +s4/52 — 4gt — (s* — 8gt)

V(p-) — V(0) est manifestement positif, mais V(¢4) — V(0) est négatif:
.4 ne représente donc une aimantation spontanée que jusqu’a la courbe
s+/82 — 4gt = 8% — 8gt, soit I’arc de parabole
P=18gt (A.3)
dont la branche s < 0 décrit une ligne de transition du premier ordre.
Ainsi, comme on le voit sur la figure 7, une ligne de transitions du

second ordre fusionne de fagon continue au point tricritique (s = ¢ = 0) avec
une ligne de transitions du premier ordre. La discontinuité de I’aimantation
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le long de la ligne du premier ordre s’annule linéairement comme ¢, =
3(—s)/g , si 'on utilise s (plutét que t) comme paramdtre le long de la
courbe. Des exposants de champ moyen peuvent étre définis sans difficulté
au voisinage du point tricritique.

Un tel mécanisme se généralise aux points multicritiques d’ordre k dans
un espace de phase multidimensionnel ((k — 1) dimensions en ’absence d’un
champ brisant la symétrie). On ne dispose pas aussi aisément d’exemples
physiques, mais cette généralisation est intéressante si 'on a en vu la
discussion des phénomeénes critiques en dimension deux, que Pon trouvera
au chapitre IX (volume 2). Au point multicritique, le potentiel effectif se
réduit 3

o2k
Verit = g(2—kﬁ (44)
ol pour des raisons de commodité, la constante de couplage a été redéfinie

par un facteur [(2k — 1)!]_1 . La dimension critique supérieure, telle que g
soit sans dimension, est, d’aprés le critere habituel

2k
d. = 1 (A.5)

Ainsi d, = 4 pour k = 2, d. = 3 pour k = 3, les deux cas physiquement
important, tandis que d, tend vers 2 lorsque % croit indéfiniment.

Etudions schématiquement la renormalisation de la théorie correspon-
dante de masse nulle & l'aide d’un développement ¢, o d = d; — . Nous
avons 3 Desprit I’étude des singularités logarithmiques pour d = k = 3 (ceci
est laissé au lecteur i titre d’exercice), ou bien ’approche & la dimension
deux dans un développement en ¢ lorsque k — oo, la logique étant que des
résultats exacts sont connus dans ce cas. Nous verrons que la comparaison
est malheureusement peu convaincante, bien qu’elle semble offrir un terrain
d’essai intéressant au concept de prolongement dimensionnel.

Le lagrangien nu dépendant du facteur de coupure est écrit en termes
du champ renormalisé ¢

" =717 (A6)

et de la constante de couplage renormalisée g (la constante nue est n.ile
go), comme suit

L =%(3<P)2 + _(T-?C)Tue(k~1)¢2k + (Z _ 1)%8(,02

9 k-0 zkz _ 1),2* (4.7)
+ [contre — termes pour ¢, ..., %%
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Les contre-termes supplémentaires ont pour role de compenser les parties
divergentes dans les fonctions irréductibles T'®), ..., T(?*~2) qui sont
normalisées 3 zéro & moment nul dans ’espace des transformées de Fourier.
La fonction logarithmiquement divergente (3 ¢ = 0) I'(?%) ‘est normalisée 3
un point symétrique caractérisé par une échelle p, ce qui définit Z* Zg. De
facon plus précise, les conditions de normalisation s’écrivent

r@) =... =1@-2(0) =0

0
=12 ,— =1
ap2 (p p) P2 (A8)

TCR) (py, ..., pox) g, =gus®1)

Le point symétrique S,, pour 2k moments obéissant & ka p; = 0 est choisi
de fagon telle que p? = p?(2k — 1)/k?, et si i # j p; - p; = —p?/k?, avec
pour conséquence que le carré de la somme de k moments quelconques, mais
distincts, a pour valeur u?. Le facteur uf(*~1) assure que la constante de
couplage normalisée g est sans dimension. Les fonctions nues

ryY =zt (4.9)

sont bien siir indépendantes de .

Les fonctions irréductibles T'?) et T'2%) sont les seules qui soient
nécessaires pour obtenir les facteurs de renormalisation Z et Z,. A 'ordre le
plus bas, ainsi que le lecteur le vérifiera, les seules singularités logarithmiques
(pour £ = 0) sont dues aux diagrammes de la figure 8 (on notera que

la régularisation dimensionnelle supprime les insertions de “tadpoles”). De
fagon explicite

T3 (p, —p) = Zp*—
2k-2

2€(k 1)
ey

d’g; 1 (A.10)
d 2
(2m) Hj qu (p - Zj Qj)

Ik ({p}) = gut-1z, 75—

2e(k—1) d%g; 1 (4.11)
k'“ Z/H(27r VILE (- g)

Dans le membre de droite de I’équation (A.11), les sommes portent sur les
(2k)!/2(k!)® maniéres de diviser les 2k moments externes en deux groupes
de k moments de telle sorte que {p} = {p} U {p} .




316 GROUPE DE RENORMALISATION V.A

2k — 1 lignes
2k lignes k ignes 1 1;ones k lignes

Figure 8: Diagrammes contribuant au comportement dominant des
facteurs de renormalisation Z et Z,.

Nous utilisons la régularisation dimensionnelle sous la forme

dq 1 1 1 T@Ed-o(d-5)
@) [@1% [(p—q)2)® (“n)¥2  T(d-a-p)

(4.12)
I(a+ 8- 3d) 1
D(a)[(B)  (p?)oth-d/2
et par récurrence
m—1 dqu 1 _
/ H @m0l (2] o - Ta)l*
_ 1 I‘(2d—-a1) I‘(2d—am) (A.13)
()4 T (mf —aq = = )
T(a1+ -+ am — 3(m ~ 1)d) 1
() Tlam) ()1t tam—(m-1)d

Nous avons besoin du cas m = 2k — 1, dans ’équation (A.10) et du cas
m = k dans ’équation (A.11), avec tous les o égaux a I'unité. En égalant a
Punité la dérivée aT(2) /3p? & p? = u?, nous obtenons & la limite ot e — 0

e, & 1 T@E-1)*" 1
T (e 2k —D)IT((2k-1)/(k-1)) (k—1)e

+0(¢®) (4.14)

De fagon analogue, de la renormalisation (A.8) de la fonction & 2k points,
il s’ensuit que
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g (EOITA/(k-1)* 1

2o =1t GaF RR TR/ (6 =1) o D)

-+ 0(g?) (A.15)

Les fonctions de corrélations nues exprimées en termes du facteur de coupure

et de la constante de couplage go = g/f(k‘l)Zg sont indépendantes de u.
En traduisant les équations

9 (2k) _
[ auFO =0 (A.16)

en termes des fonctions renormalisées selon I’équation (A.9) et définissant

o) =u 5
5 gorh (A.17)
=y —InZ
v(g) =p P -
on trouve les équations de Callan-Symanzik sous la forme
[ua% + ﬂ(g);f-g- - ev(g)] ré) =0 (4.18)
avec
o g (2k)!T(1/(k —1))* 3
B(g) =—elk—-1)g+ (4m)2* (k1)® T (k/(k — 1)) + 0(g%) (A.19)
2 _ 2k~1 )
19 =2t et Sy o)

(4m)2 (2k — 1)IT ((2k — 1)/(k — 1))

La fonction 8 posséde un point fixe infrarouge stable g, d’ordre €. En
intégrant les équations du flot de renormalisation, on obtient

(A.20)
En combinant avec un changement d’échelle de p et de p, il s’ensuit que

g2
o) ({/\p},gz,)\uexp / ;{;—)) =
g1

g2
_ \d—f(d—2) Y(w)du | 2
- A €xXp {e " ﬂ(u) }F ({p}7gl7l‘l’)

(A.21)
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Choisissons maintenant g; comme fonction de g, et de A en imposant la
condition

N du
Aexp /g2 30 =1 (A.22)

et prenons la limite A — 0, ce qui entraine g; vers le point fixe g.. Nous
obtenons ainsi les lois d’échelle

}l\in%) TC) ({Ap}, ga, ) = M=44=2+1 ({p} , g., 1) (4.23)

La dimension anormale du champ ¢ est par conséquent %’y(gc), et ’exposant
7% qui, comme dans la théorie en %, donne la déviation par rapport au
comportement en r—(¢=2) de la fonction de corrélation & deux points (I’index
[k] rappelle ’'ordre du point multicritique) est donné par

ﬂ{k] = 7(gc) (A.24)

A Tordre le plus bas en ¢

9 _ g KNP T(k/(k=-1)
(47r)’“_5(k 1)(2k)!F(1/(k—1))k (4.25)
et
oo 1P 1 TQ/(k-1)*
=2 [ly] w4
s’écrit
2 13
™ =4 [e(k - 1)) [(l;;—),] 4+ (A.27)

Ce résultat est en accord A I'ordre 2 avec celui fourni par ’équation (262)
dans le cas k = 2 lorsque le nombre n de composantes du champ est égal
4 1. Dans les deux cas 5% = 2262 + - -+, Il est bien sir possible de calculer
d’autres exposants, comme les dimensions anormales des champs ¢?, 2,
etc.

Comme on le montrera au chapitre IX (volume 2), lorsque d = 2, la
dimension anormale du champ ¢ pour le modele tricritique (k = 3) est
vraisemblablement 3/40, ce qui conduit & Bl = 3/20. Si nous estimons le
méme exposant en utilisant seulement le terme dominant donné en (A.27),

prenant € = 1, k = 3, nous trouvons niyp = z+=. Ce désaccord d’un facteur
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75 est trés violent, et augmente exponentiellement avec l’ordre du point
multicritique. On conjecture qu’en dimension 2

3
d=2 = = A28
T T k+r)E+2) (4.28)
et Pestimation de ’équation (A.27) obtenue en choisissant (k — 1)e = 2
s’écrit

(k] k21

d=2 napp =16 I:Z—?‘IE—)T] (A29)
La raison de ce désaccord peut étre comprise en remarquant que le véritable
parametre de développement n’est pas le nombre (petit) &, mais e(k — 1),
qui prend la valeur finie deux (la dimension de la constante de couplage
nue) quand on essaie d’atteindre la dimension deux en partant de la
dimension critique supérieure. Ainsi le développement ¢ est-il inadapté &
cette situation, & moins que ’on n’essaie une resommation fondée sur le
calcul de plusieurs autres termes dans le développement.

Notes

L’application des méthodes du groupe renormalisation au calcul des
exposants critiques est due 4 K.G. Wilson. Un certain nombre de travaux
relatifs & ces méthodes ont déja été cités au chapitre précédent. Parmi les
premiéres contributions 4 ce sujet on peut relever: C. Di Castro et G. Jona
Lasinio, Phys. Lett. 29A, 322 (1969); K.G. Wilson et M.E. Fisher, Phys.
Rev. Lett. 28, 240 (1972); K.G. Wilson, Phys. Rev. Lett. 28, 548 (1972).
Plutét que de donner une liste exhaustive d’articles, ce qui exigerait un
volume entier, nous renvoyouns le lecteur aux revues originales suivantes:
K.G. Wilson and J. Kogut, Physics Report 12C, 75 (1974); M.E. Fisher,
Rev. Mod. Phys. 46, 597 (1974); K.G. Wilson, Rev. Mod. Phys. 47, 773
(1975); E. Brezin, J.C. Le Guillou et J. Zinn-Justin dans le volume VI
de la série Domb et Green (1976); S.K. Ma, Modern Theory of Critical
Phenomena, Benjamin, New York (1976); la contribution de G. Parisi a
I’Ecole de Cargese de 1973 est parue dans J. Stat. Phys., 23, 49 (1980).
Le livre D.J. Amit, Field Theory, the Renormalization Group and Critical
Phenomena, 2¢me edition, World Scientific, Singapore (1984} reflete aussi
partiellement ’influence du groupe de nos amis de Saclay, E. Brézin, J.-
C. Le Guillou et J. Zinn-Justin, qui ont été, avec leurs collaborateurs,
parmi les plus actifs dans 'application des méthodes de théorie des champs
aux phénomenes critiques. L’essentiel de notre présentation repose sur leur
travail immense ainsi que sur la contribution de G. Parisi. Deux livres



320 GROUPE DE RENORMALISATION V.Notes

en préparation par cet auteur et par J. Zinn-Justin devraient donner un
exposé exhaustif et définitif de ce domaine. '

Les calculs 4 trois dimensions cités dans le texte sont diis & G.A. Baker,
B.G. Nickel, M.S. Green et D.I. Meiron, Phys. Rev. Lett. 36, 1351 (1976);
G.A. Baker, B.G. Nickel and D.I. Meiron, Phys. Rev. B17, 1365 (1978);
J. Zinn-Justin et J.C. Le Guillou, Phys. Rev. B21, 3976 (1980). Nous
n’avons pas cherché & incorporer les développements les plus récents dans
ce domaine.

Un modele discret possédant une singularité tricritique est di a
J. Blume, V.J. Emery, R.B. Griffiths, Phys. Rev. A4, 1071 (1971). Pour
la théorie générale de I'invariance d’échelle, on se reportera 4 E.K. Riedel et
F.J. Wegner, Phys. Rev. B7, 248 (1973), R.B. Griffiths, Phys. Rev. B7, 545
(1973), E. Abrahams, M.J. Stephen et J.P. Straley, Phys. Rev. B12, 256
(1975) et M. Wohrer, These, Saclay (1976). Les calculs dans 'appendice A
sont diis & E. Brézin et M. Bauer.

Une partie des travaux traitant des aspects continus en mécanique
statistique reposent sur des investigations plus anciennes en théorie quan-
tique des champs. Le groupe de renormalisation apparait dans les articles
de E.C.G. Stueckelberg et A. Peterman, Helv. Phys. Acta 26, 499 (1953);
M. Gell-Mann et F.E. Low, Phys. Rev. 95, 1300 (1954). Une discussion ap-
profondie se trouve dans N.N. Bogoliubov et D.V. Chirkov, Introduction d la
Théorie Quantigue des Champs, Dunod, Paris (1960). L’approche moderne,
ol I'accent est mis sur la brisure d’invariance d’échelle, est dii & K. Syman-
zik, Comm. Math. Phys. 18, 227 (1970) et C.G. Callan, Phys. Rev. D2,
1541 (1970).

Ce court résumé de quelques références essentielles ne reflete que de
fagon tres incompléte le nombre important de contributions & ce sujet et

I'impact des idées du groupe de renormalisation dans de nombreux domaines
de la physique.



CHAPITRE VI

CHAMPS DE JAUGE SUR RESEAU

Jusqu’ici, la théorie des champs n’est apparue que comme un outil pour
I’étude des phénomenes critiques. Inversement, les techniques de mécanique
statistique peuvent se révéler utiles en théorie des champs. Wilson a propo-
sé en 1973 un modele discret sur réseau analogue au modele continu de
Yang et Mills. Son but principal était d’expliquer le confinement des quarks
en chromodynamique quantique. Cette construction conduit & une inter-
prétation géométrique des degrés de liberté du champ de jauge en termes
d’éléments du groupe de jauge associés & chaque lien du réseau. Les dé-
veloppements de couplage fort prédisent une énergie potentielle linéairement
croissante entre sources statiques. Des diagrammes de phase complexes sont
observés quand les champs de jauge sont couplés aux champs de matiére et
de nouveaux phénomeénes apparaissent, tels ’absence de paramétres d’ordre
locaux et leur substitution par des quantités liées & des courbes. La discré-
tisation des fermions pose également d’intéressants problémes topologiques.
Ce chapitre est consacré au développement de ces idées.

1. Généralités

1.1 Présentation

Les modeles statistiques discutés jusqu’ici avaient un support physique
trés concret. Les réseaux représentent la structure cristalline des solides.
Leur rdle, important dans les phénomeénes & courte distance, s’estompe
dans la région critique; il apparaissent alors comme un régulateur naturel
pour la théorie des champs qui va décrire le voisinage du point critique.
Le point de vue inverse peut également étre adopté. Désirant étudier une
théorie des champs continue d’un point de vue global, on la régularise par
Vintroduction artificielle d’un réseau. Le systéme va ensuite étre étudié a
toute “température” afin de tirer des informations sur sa région critique,
qui est supposée étre décrite par la théorie continue initiale.

En physique des particules, une catégorie particuliérement importante
de modeles est construite & partir d’interactions minimales conservant des
symétries internes locales (Yang et Mills, 1956). Une de leurs propriétés
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marquantes est d’étre asymptotiquement libre dans le régime ultraviolet
en dimension quatre, du moins pour les groupes de symétrie continus non
abéliens. A courte distance, les champs — décrivant “quarks” et “gluons”,
représentant les constituants supposés fondamentaux de la matiére —, voient
donc leurs interactions s’amenuiser indéfiniment, ce qui permet un traite-
ment perturbatif. On a pu ainsi comparer, dans ce régime, les prédictions
théoriques 3 ’expérience. Il s’avere que le modele de la chromodynamique
quantique, fondé sur une symétrie SU(3) dite de “couleur” — d’ou ce quali-
ficatif chromodynamique —, permet d’expliquer de maniére remarquable les
résultats expérimentaux. Il s’agit aussi bien de diffusion leptonique forte-
ment inélastique sur des cibles nucléaires que de production de jets hadro-
niques dans des collisions de trés haute énergie, ou encore de la spectroscopie
des états liés impliquant des quarks lourds. Rappelons encore que les champs
de Yang et Mills interviennent dans le modéle unifié électro-faible de Gla-
show, Salam et Weinberg, formant avec la chromodynamique ce qu’il est
convenu désormais d’appeler le modéle standard.

Le comportement & grande distance de la chromodynamique reste
inaccessible & une approche perturbative. Le confinement permanent des
quarks qui ne peuvent étre isolés expérimentalement en tant que particules
élémentaires, est hors de portée de ces méthodes. Le calcul du spectre
de masse hadronique — états liés de quarks et de gluons — est également
un probléme typique de couplage fort qui ne peut &tre abordé par la
théorie des champs perturbative (sauf dans un cadre phénoménologique).
La discrétisation de I’espace-temps par introduction d’un réseau a permis
de répondre en partie & ces questions. Les systémes de jauge sur réseaux
vont pouvoir étre étudiés par les techniques statistiques; les séries de haute
température fournissent le développement de couplage fort recherché. La
méthode du champ moyen ainsi que les simulations numériques fondées
sur des techniques du type Monte-Carlo donnent également des résultats
intéressants. Il reste & affiner I’étude de la région critique pour les besoins
de la physique des interactions fortes. La théorie des champs de jauge trouve
aussi des applications & I’étude des systémes désordonnés ou amorphes.
Enfin, on notera la parenté entre champs de jauge et relativité générale
dont la discrétisation fort ingénieuse est due & Regge (1960).

Le concept central est celui d’invariance de jauge. On considére des
transformations g(x), appartenant & un groupe G, et dépendant du point x
de V’espace. Les champs (de matiére) “chargés” ¢(x) se transforment selon
une représentation linéaire finie de la transformation g(x) au méme point
e(x) — g(x)p(x). (Cette notation abrégée décrit 1’action d’un élément
du groupe sur le champ). Dans un modeéle continu, les termes dérivatifs
du lagrangien, responsables de la propagation, introduisent des termes en
Og(x). Si on veut préserver Pinvariance locale, ces termes doivent étre
compensés par introduction d’un champ de jauge A,(x), & valeurs dans
I’algébre de Lie du groupe G. Pour le modéle discrétisé, les termes dérivatifs
sont remplacés par des différences finies, et 'action comporte des termes
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bilocaux, tels que I'interaction entre proches voisins

Smat = B D_ i ¢; (1)
(4,9)

Dans la notation abrégée utilisée ici, les champs ¢; = {¢%, a .dr}
se transforment sous P’action d’une representatlon hnealre T du groupe
de symétrie G : ¢ — (gpi)* = 5(9)402 Le produit noté ¢; - ¢;
est la forme quadratique ou sesquilinéaire préservée par le groupe. Les
modeles considérés jusqu’ici étaient généralement invariants sous SO(n);
ce chapitre s’intéressera davantage au groupe SU(n), qui préserve la forme
sesquilinéaire }_ , p% "7, sans négliger cependant les groupes plus simples
(Z2, Zn, U(1)).

L’action (1) n’est que globalement invariante. Pour la rendre localement
invariante, on introduit des champs de jauge associés a une paire ordonnée
de voisins U;; € G (Wilson 1974). Le passage du continu au discret est réalisé
en utilisant des éléments du groupe plutdt que de Palgebre de Lie qui rendent
Iinvariance locale simple et explicite. De plus, nous avons ainsi la possibilité
d’utiliser des groupes discrets qui perdent alors toute interprétation directe
dans la limite continue. L’action ainsi modifiée

mat Bm Z ‘101 ijPj = 'Bm Z (P? aﬂ ij)‘P? (2)
(zv]) ’])

est invariante si ces champs se transforment suivant la loi

Uij — giUijgj_l (3)

On impose également la contrainte

Uij = U—T1 (4)

On notera que le champ Uj;; n’est pas associé & un site, mais & un lien orienté
ij du réseau. Il est loisible d’ajouter & 'action un terme S; ne dépendant
que des champs nouvellement introduits. Recherchons quelle doit étre la
forme d’un tel terme, qui est bien entendu localement invariant. Le produit
des champs le long d’une courbe fermée C' = i,is - - - 1,3 tracée sur le réseaun,

UC = Uzwz Uizis c Uinil (5)

se transforme selon

Uc - g,Ucg;,’ (6)

c’est-a-dire reste dans la méme classe de conjugaison du groupe. Rappelons
qu'il existe une relation d’équivalence partageant le groupe G en telles
classes: deux éléments h et h’ sont équivalents (c’est-a-dire conjugués) s’il
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existe g € G tel que gh = h'g. Une fonction x(Uc) ne dépendant que de
la classe & laquelle appartient Ug sera invariante de jauge et peut donc
entrer dans la construction de P’action Sy. Observons que x(Ucg) est alors
indépendant de 'origine choisie sur la courbe fermée C. En outre x doit étre
une fonction réelle (I’action devant 1’étre), si bien que le sens de parcours
de C est également indifférent.

Parmi les choix possibles, la courbe C la plus simple (la plus courte)
est le bord de la plaguette, carré élémentaire du réseau hypercubique utili-
sé. Le simple aller-retour ne conduit en effet qu'a un terme sans intérét a
cause de la contrainte (4). Par ailleurs, la théorie des groupes établit que
toute fonction de classe peut étre décomposée sur la base des caracteres x..,
traces de la matrice correspondante dans les représentations irréductibles r :
x(Uc) = 3, erxr(Uc). Le choix “naturel” de la représentation fondamen-
tale pour les groupes de matrices SU(n) et SO(n) conduit ainsi & 1’action
de Wilson

1
SJ =ﬁJZ;ReTTUp (7)
4

avec U, = Uy;U; Uk Uy; pour la plaquette p = ijkl. Ici, n est la dimension
de la représentation fondamentale de G, dans laquelle est prise la trace.

Actions géométriques

Un autre choix “naturel” de x résulte des considérations suivantes.
Lorsque B; est grand, U, fluctue au voisinage de I'unité. Dans cette limite
(qui, on le verra, redonne la théorie continue), les termes les plus importants
seront quadratiques dans les fluctuations du champ. Le choix géométrique
naturel est d'utiliser la distance géodésique de Up a I'unité, dans la métrique
naturelle induite sur G, pour mesurer ces fluctuations. Ainsi, lorsque G = U(1),
Up = exp(ifp), et on est tenté de prendre comme action 8; EF 9;‘;. Ce choix
est néanmoins multivalué, ce qui peut étre corrigé en généralisant une idée due
4 Villain dans le cas abélien. Pour un groupe de Lie quelconque, on considére
le facteur de Boltzmann dit noyau de la chaleur comme la réponse, aprés un
temps t & 1/8;, 4 un échauffement local au voisinage de I'identité sur la variété
du groupe. Cette variété est un cercle pour le groupe U(1), une 3-sphére pour
SU(2), ... Le facteur de Boltzmann sera alors la solution de I’équation de la
chaleur

2000 =220 avee f(6,0)=6(0,1) ®)

ol Ay est 'opérateur de Laplace-Beltrami. Le temps est identifié & I'inverse
de B3, t = 1/83. On obtient ainsi I’action de Villain généralisée,

exp Sy = HexpSJ(p),
p
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c®
exp Sy(p) = Z drxr(Up) exp (_ v ) 9
- nf;y
ol CP) est 'invariant quadratique de Casimir pour la représentation r, c’est-
a-dire la valeur propre correspondante de —Ag4. La somme porte sur ’'ensemble
des caracteres des représentations irréductibles inéquivalentes de dimension d,
(analyse harmonique sur le groupe). Par exemple, pour le groupe SU(2), si U
est la matrice générique 2 x 2 conjuguée de la matrice diagonale (ei/2,e~10/2),
la contribution d’une plaquette est la fonction

oo . . 1 P
) sin(j + 5)0 JG+1)
Sy(p) = § 2541 - 10
exp Si(p) 2 0( j+1) sin 16 ex 28, (10)
J=

Notons que toute autre action est équivalente a celle-ci dans la limite 8;
grand. L'utilisation de ces poids de Boltzmann permet d'éviter des singularités
artificielles dans des limites telles n — oo que ’on observe notamment avec
I’action de Wilson.

1.2 Limite continue

N

Avant de procéder & une étude approfondie des systémes de jauge
a toute constante de couplage §j, nous allons dés maintenant considérer
sa limite continue (région critique) formelle. Nous supposerons pour le
moment que les fluctuations sont petites et sans effet qualitatif essentiel.
Le raisonnement ne s’applique qu’au cas d’un groupe de jauge continu.
La méthode utilisée est semblable a celle des chapitres précédents: on
développe 'action en termes locaux ne dépendant que des champs et de
leurs dérivées en un point donné. Le lagrangien local régularisé est ensuite
étudié par les équations du groupe de renormalisation. Cette procédure
nécessite cependant quelques aménagements pour tenir compte des aspects
spécifiques du champ de jauge U;;.

Caractérisons tout d’abord les configurations {U};} maximisant 1’action
et autour desquelles le développement perturbatif sera effectué. Nous avons
a résoudre

Up = UURURUS; = 1 (11)

pour toutes les plaquettes, puisque l'identité maximise simultanément la
valeur de tous les caracteres. Cette configuration est équivalente & une autre
U?j' = g; 1U,?jgj, ou la transformation de jauge est choisie de fagon & ce
que Uiojl = 1 sur un arbre maximal du réseau, c’est-a-dire sur un ensemble
maximal de liens ne formant aucune boucle. La figure 1 montre un tel
ensemble et définit la jauge aziale, ol tous les champs, dans une direction
donnée (baptisée temps), sont choisis égaux & 1. On se convaincra aisément
que les g; sont définis ainsi de proche en proche; de méme, la condition (11)
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entraine que U?j' est partout 'unité. Il en résulte que les seules configurations
maximisant I’action sont les configurations de pure jauge

U = gi9;5 (12)

vVVV/

Figure 1: Arbre maximal définissant la jauge axiale sur un réseau
cubique.

Une généralisation hitive de la propriété précédente pourrait laisser
croire qu'une configuration quelconque de plaquettes {Up} suffit & définir
complétement, & une transformation de jauge preés, la configuration de liens
{U;;} . Montrer que tel est le cas si le groupe est abélien et si les variables
U, associées aux six plaquettes bordant tout cube tridimensionnel vérifient la
condition

o= (13)

pE€Ede

En dimension deux, cette contrainte disparait et le résultat s’étend, en
outre, aux groupes non abéliens. Les variables {Up} sont alors indépendantes
et n’interagissent pas dans l’action: on en déduit que le modele de jauge pur
bidimensionnel est trivial.

Autour de la solution classique (12), les champs seront paramétrisés
par un champ local A,(x), & valeurs dans l'algebre de Lie du groupe G,
suivant

Usj = gsexp(iad,(x))g; ! (14)

avec X; = X;+afi, X = %(xi +X;), a désignant la maille du réseau. A Pordre
dominant en a, nous ne distinguons pas cette paramétrisation de ’exponen-
tielle ordonnée P exp{i ftlzo dx*(t)Au(x(t))}, avec x(t) = (1—t)x; +1tx;. Les
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produits intervenant dans le terme de plaquette Up, généralement non com-
mutatifs, sont calculés & P'aide de la formule de Baker—Campbell-Hausdorff

efeB = eA+B+%[A,B]+--~

Rappelons ici la formule générale

expC = exp Aexp B,
C=A+ B+ 3[A, Bl + %[A,[A, Bl| + %(B,[B, Al - %£[4,[B,[4, Bl +--

qui s’obtient par 'algorithme suivant. Développer

2 2
czln[(1+A+‘;—,+--~) (1+B+%—+---)]

en somme de mondémes homogeénes. Substituer & un tel monéme de degré p,
soit 2122 ---zp, I'élément (1/p)[z1,[22,[...[ep—1,2p]...]]] de l'algtbre de Lie
engendrée par A et B.

Aprés un court calcul exprimant les champs en fonction de leurs valeurs
prises au centre de la plaquette, on arrive a ’expression

Up =g exp[ia2F#,, + 0((1,4)]57]-_1 (15)

avec
F,. =0,A, -0,A4, +i[A,, A (16)

Enfin, exponentielle (15) est développée en puissances de a et, dans
Paction, la somme sur les plaquettes est remplacée par une intégrale (& des
corrections prés d’ordre a, qui peuvent é&tre calculées par la formule d’Euler
MacLaurin). A une constante additive prés, absorbée dans la normalisation
de la fonction de partition, le résultat s’écrit

S; = /BJgoa4 d/dd <_—-—Tr( )+(’)(a2)> (17)

Cette formule coincide avec le lagrangien continu postulé par Yang et Mills
lorsque le terme multiplicatif devant l'intégrale est rendu égal a I'unité par
un choix approprié de gg. La température inverse 35 du modeéle de jauge
doit donc étre reliée 4 la constante de couplage nue gy de la théorie continue
par la relation

2
By = 2 gd—t (18)
90
L’analyse dimensionnelle naive montre alors que [A4,/go] = 1(d — 2),
[93] = 4 — d. A quatre dimensions, la théorie est donc formellement
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renormalisable, & condition que I’on puisse montrer que 1’'invariance locale
est préservée par renormalisation. Quant aux termes d’ordre supérieur en a
non explicités dans la formule (17), ils font intervenir un nombre de dérivées
plus grand et leur dimension canonique est supérieure & quatre. On s’attend
donc a ce que leur effet se borne & une renormalisation finie sans pour autant
changer qualitativement le comportement critique.

Pour obtenir la limite continue, on choisit une longueur physique £ ,
calculée & I'aide d’une des fonctions de corrélation, que I’on maintient fixe,
tout en faisant tendre la maille du réseau vers 0 et en ajustant la constante
de couplage go. En unités de la maille du réseau, £/a diverge alors, ce qui
revient 3 dire que 'on approche d’un point critique go — goc- Ce processus
obéit a I’équation du groupe de renormalisation

& [ 8 AV
o> = (05; - (90)%) £€=0 (19)
avec 5
Blgo) = —a 2 (20)
0 Oda ¢

La notation §(go) de la fonction de Callan-Symanzik est traditionnelle et
ne doit pas étre confondue avec les constantes §j, B, apparaissant comme
coefficients de I'action. Cette équation s’intégre sous la forme

* dg
B(g)

go. doit donc étre un zéro de la fonction 3(g), avec une pente négative (s’il
s’agit d’un zéro simple). La relation (21) indique la fagon dont gy tend vers
goc lorsque a tend vers zéro. Dans le chapitre V, nous avons montré que
la pente de 3(g) était universelle en go. (avec les modifications nécessaires
lorsqu’il s’agit de zéros multiples). Bien que le calcul direct de 3(g), puisse
étre effectué avec la régularisation du réseau, il est préférable d’utiliser cette
remarque et de se servir des résultats du calcul plus aisé, effectué i I’aide de
la régularisation dimensionnelle. Ainsi, le couplage nul est un point critique
correspondant A un zéro triple de 3(g), et les deux coefficients universels du
développement

£ =aexp (21)

B(9) = —bog® — b19° + O(g") (22a)
sont donnés, pour le groupe SU(n), par
11 = 34 n?
PTEGE T3 -

Si le principe du calcul, qui suit la discussion du chapitre V, est simple,
de nombreux détails techniques compliquent sa réalisation pratique pour les
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champs de jauge. Ceci est dit au conflit résultant du désir de maintenir
Pinvariance locale et de la nécessité d’introduire un terme la brisant pour éviter
Pintégration sur les degrés de liberté de jauge non dynamiques. La théorie
élaborée permettant de surmonter cette difficulté est présentée en détail dans
les livres traitant de la quantification des champs de jauge continus. Nous
n’en donnerons ici que les lignes principales. Le calcul utilise une base t, de
Ialgébre de Lie de G, avec

ifta, to] = fabele s Jacdfocd = 0}2)6(16 » Trtgty, = Fi;' ab (23)

et on pose Ay, = gA%t.. Un terme (é')u.A;")2 /2a doit étre ajouté a 1'action
afin de briser 'invariance de jauge et de rendre ainsi inversible la partie
quadratique du lagrangien. Ce terme est compensé par l'introduction de
champs anti-commutants ®, (fantémes de Faddeev-Popov), qui donneraient,
par intégration, un Jacobien restaurant ’invariance de jauge. Ecrivant I’action
sous la forme

§=- / d9x L (24a)

on arrive ainsi au lagrangien en termes de quantités renormalisées

1
L=1Z3(8,A2 — 0, A%)% + 5—;(6“Aﬁ)2 + Z19fabc O AL AL AS
72 (24b)
+ %gzzzl;fabcfadeAzAﬁAzAxe/ + Z:?au‘l’zau‘l’a + Z?gfabcaPQ;AZq)C

Le fait que le terme quartique en .A prenne la forme indiquée résulte des iden-
tités de Ward—Slavnov qui expriment ’invariance de jauge et qui entrainent
la relation Z1/Z3 = Z®/Z¥. La partie longitudinale du propagateur est non
renormalisée. Le calcul va s’effectuer & d = 4 — € dimensions. 1l est utile de dé-
finir une nouvelle constante de couplage sans dimension u = gu~¢/2. u définit
alors l’échelle de masse. Les termes de soustractions (Z; —1) sont des fonctions
de u, « et €, déterminées ordre par ordre en u de fagon & ce que la limite e — 0
des quantités physiques soit finie. Dans le schéma de soustraction minimale
choisi, seuls les termes divergents en puissance inverse de ¢, sont introduits,
sans renormalisation finie supplémentaire. La figure 2 explicite les régles de
Feynman pour ce lagrangien non soustrait. Une ligne continue représente un
propagateur du champ de jauge, alors que celui du fantdme est associé a une
ligne tiretée. Nous choisirons la jauge de Feynman (a = 0) plus pratique pour
faire les calculs.

Les soustractions peuvent é&tre déterminées par le calcul des fonctions
de Green & 2 et 3 points. La figure 3 indique les diagrammes & calculer a
T’ordre d’une boucle. Nous renvoyons le lecteur a la section V.2.3. qui décrit

les techniques d’intégration nécessaires pour cette méthode de prolongement
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Figure 2: Regles de Feynman pour le lagrangien continu de Yang-Mills.

dimensionnel. Ainsi, les diagrammes de la figure 3a conduisent & I’expression
suivante non soustraite du propagateur du champ de jauge

1 2
0%),,(0) =1¢*x/2C{5,4T(2 - §d)[(4d - 8)B(3d, J)+ 9)
+(6 - d)B(3d -1, 3d - D)(@*)** 2 (p*buy — Pups)
avec
B(a,b) = T'(a)T'(b)/T(a + b)
Utilisant la variable sans dimension u et développant ce résultat en ¢, on
détermine alors la forme du contre-terme nécessaire pour obtenir un résultat
fini quand € — 0
10 w2yl
Zs—1)V =22 - 26
( 3 ) 3 1672 f e ( )

Les trois autres fonctions de Green se calculent de maniére similaire. Pour
les fonctions & trois points, le choix d’une impulsion externe nulle simplifie les
calculs. Les résultats sont respectivement
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Figure 3: Diagrammes & I'ordre d’une boucle pour les fonctions de
Green a 2 et 3 points.(a) Propagateur du champ de jauge. (b) Propagateur du
fantome. (c) Vertex de jauge. (d) Vertex jauge-fant6mes.

2
(z2 - 1)® ¥ ool

1672 f &
4 u? 1 :
i =2_Y o= 27
(- =372 ¢ 1)
2 1
z2 .y =—_ ¥ !
(21 ) 1602 f ¢

La fonction B(u) recherchée est définie par la relation

o
Bu) = p ﬁ (28)
90,0

et les constantes non renormalisées gp et g sont reliées aux quantités renor-
malisées correspondantes par

Z1(u, o
go = —3}2 20)_ 9, a0 =Z3(u,a)a (29)
Z3 (u, )
En conséquence,
_1 c®
€U

Blu) = 2 = _legg L3S 4. (30)

1+uad7[anlZ3—3/2] 2 87 1672

et on retrouve ainsi la valeur annoncée en (22) pour la constante by (puisque,
pour SU(n), I'invariant quadratique de Casimir vaut C}z) =n).

Les calculs & 'ordre suivant (2 boucles) se déroulent de maniére analogue.
les diagrammes sont cependant beaucoup plus nombreux et doivent tenir
compte des soustractions déja faites & I'ordre précédent. Noter 'utilisation
de I'identité de Slavnov, exprimant I’invariance de jauge ordre par ordre de la
théorie. Celle-ci s'écrit Z1/Z3 = Z2/Z$ et permet de déterminer Z; & partir
des autres soustractions.

D’apreés I’équation (22), la théorie de jauge pure est asymptotiquement
libre en régime ultraviolet (goc = 0), et la région physique est donc celle
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des grands By (go — 0). Nous définirons ’échelle de masse (ou de longueur)
standard pour la régularisation sur réseau (indice L) par

1 2 -1
=1 _ A — L(p 2y—b1/2b
6 = = ngd) > P exp (577 (3)

obtenue en intégrant (21) dans le voisinage go ~ O avec les deux premiers
termes du développement de la fonction 3. D’aprés cette relation, toute
grandeur physique a une limite finie dans cette échelle. En d’autres termes,
toute longueur £ sera étudié par sa limite Ay, finie lorsque By tend vers
Pinfini.

11 est important, dans les applications quantiques des calculs sur réseau,
de relier Ay, aux quantités analogues correspondant & d’autres schémas de
régularisation. Envisageons par exemple une autre régularisation caractérisée
par un régulateur m (masse) que l'on fera tendre vers l'infini. Dans les deux
schémas, les longueurs de corrélation £;Ar, et §;Awm exprimées dans I’échelle
convenable auront des limites finies; comme ces deux modeéles décrivent la
méme physique, le rapport de ces limites est indépendant de la quantité &;
considérée. La connaissance de ce rapport Ap/Am, n’est pas un probléme
académique, car on désire comparer des prédictions perturbatives — faites
dans une régularisation adaptée, telle la régularisation dimensionnelle ~ & des
quantités non perturbatives (masse des particules par exemple), calculées sur
le réseau.

Ce rapport serait connu si nous avions calculé la fonction 8 pertur-
bativement pour la régularisation du réseau. Cependant, nous avons préfé-
ré ne pas effectuer ces calculs, trés complexes & l'ordre de deux boucles. Il
existe une méthode ingénieuse permettant d’obtenir ce rapport en se limi-
tant a la détermination de quelques diagrammes & une seule boucle. Dé-
veloppons autour d’une configuration {Ug}, satisfaisant aux équations du
mouvement classique (choix de jauge dit d’arriére plan). L’action s’écrit
S; = So + S2 + -+, S étant quadratique dans les fluctuations autour de
So = 53(Uo) = (~1/2¢2) [ d*x Tr(F2,)2. Les termes suivants ne seront pas
utilisés. La fonction de partition vaut

Zy(a) = e 50 / dUe=52(1 + O(g3(a)) (32)

Comparant 3 la formule analogue de ’autre régularisation, an obtient

Zy(a) i 1 4 0 \2

-1 = - + f(ma d*x Tx(F, 33
" Zm) ~ |203(a) ~ 20%(m) fme) 2 (33)

La fonction f(ma), résultat du calcul d’intégrales du type (32), correspond

4 une renormalisation finie. Sa forme est fixée par les divergences (logarith-

miques) des diagrammes & une boucle
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11n
4872

f(ma) = [inma + C} (34)

Par ailleurs, Ap, est li€ & a par la formule (31), et A & m par un relation
analogue; (33) se récrit alors

Zy1(a) 1in ( AL ) 4 0 y2
In——=
n (m) 3 In C d xTr(Fu,,)

Les deux régularisations devant conduire aux mémes résultats physiques, ceci
conduit a la relation

AL = Ame® (35)

Le calcul complet, qui consiste a4 extraire la valeur de la constante C
de la fonction de Green & deux champs FS,, dans les deux régularisations,
s’avére assez long. De nouveau, un choix de jauge doit étre fait et des fantdémes
de Faddeev-Popov introduits. Nous n’indiquerons ici que le résultat final,
comparant Paction de Wilson & la régularisation dimensionnelle minimale
(indice MS) pour le groupe de jauge SU(n)

A
In=Ms -1

- L(In47 — ) - 0.0224780n (36)
L

La constante numérique est une estimation des intégrales du réseau qui ne
s’effectuent pas en termes de fonctions connues. Les formules pour d’autres
actions sur réseau pourront &tre trouvées dans les références données en fin de
chapitre.

1.3 Parameétre d’ordre et théoréme d’Elitzur .

L’étude d’un systéme statistique est généralement facilitée par 1’exis-
tence d’un ou plusieurs parametres d’ordre dont le comportement, radica-
lement différent dans chacune des phases, en permet une caractérisation
simple ainsi qu’une interprétation naturelle. Ainsi, les systémes de spins
utilisent I’aimantation spontanée, identiquement nulle & haute température
et non nulle sous la température de Curie. L’existence d’une aimantation
spontanée indique une brisure spontanée de la symétrie globale du systéme.
On pourrait penser & généraliser cette notion en recherchant un mécanisme
analogue dans le cas de l'invariance de jauge, par exemple en étudiant la
valeur moyenne du champ (Uj;). Nous allons voir qu’il n’en est rien. Trés
généralement, Elitzur a prouvé que toute quantité locale (ne faisant interve-
nir qu’un nombre fini de champs) non invariante de jauge (telle (U;;)) avait
une valeur moyenne identiquement nulle d toute température, et ne pouvait
donc étre un paramétre d’ordre. En d’autre termes, les observables locales
ne peuvent pas montrer de brisure spontanée dans une théorie & symétrie
locale.
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Avant de procéder 3 la démonstration de ce théoréme, revenons a la
signification exacte d’une aimantation non nulle. En effet, il peut paraitre
paradoxal que, dans un modéle d’Ising par exemple, en champ extérieur
strictement nul, il existe une telle aimantation, puisque les configurations
{o:} et {—0o;} ont exactement le méme poids de Boltzmann. En fait, si
on envisage un processus dynamique, le renversement des spins se fait pro-
gressivement et la surface séparant les spins d’orientation opposée posséde
une énergie libre proportionnelle & son aire. Comme cette surface doit & un
moment s’étendre indéfiniment, le processus ne pourra spontanément avoir
lieu. Une autre maniére de voir les choses est de se placer dans un champ
extérieur infinitésimal h. Les deux configurations fondamentales {o; = +1}
et {o; = —1} sont alors séparées par une barriére énergétique 2Nh, ot N
est le nombre de sites. L’une d’entre elles est éliminée dans la limite thermo-
dynamique N — oo. Trés généralement, étant donné une quantité f(yp), sa
moyenne doit étre calculée en présence de sources extérieures J et la limite
thermodynamique N — oo est prise avant la limite J — 0; les deux limites
ne commutant pas.

Appelons génériquement ¢ le champ de jauge prenant ses valeurs dans
une variété compacte de groupe, on calculera

(F(@) = Im Jim (F(o)) s (37)
avec
s = 25 [ exa(S(0) + o) 7(6) dute) (39)

Dans la preuve du théoréme d’Elitzur en présence d’une symétrie locale,
considérons une quantité f(y), non invariante sous ’action d’un groupe de
transformations ¢ — 9y laissant invariant ’action (en 'absence de sources
extérieures) et la mesure. Par “non invariante”, nous entendons une quantité
sans aucune composante invariante, c’est-a-dire telle que

/ f(9g)dg =0 (39)

22 e .

indépendamment sur chaque g(x). Il est donc possible de ne considérer
que le sous-groupe des transformations qui n’agit que sur la seule partie
finie {¢'} des champs dont dépend la fonction f(p) (supposée locale), tout
en laissant invariant I’ensemble complémentaire {¢"'} : " = 9¢". Si on
effectue alors le changement de variables ¢ — 9¢ dans l'intégrale (38), en
tenant compte de I'invariance de I’action et de la mesure, on obtient, apres
intégration sur g,

(F)ns=Zn /eXP(S(SO) +J-9 + ") f(Pp)dp(p)dg  (40)
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Le point crucial est que, lorsque la source J est bornée par une quantité
faible €, 'inégalité suivante est satisfaite

lexp(J" - ¢) — 1] < n(e) (41)

avec 7(¢) s’annulant uniformément avec ¢, quels que soient ¢’ et N. Cette
inégalité est évidente pour les systémes de jauge, puisque le sous-systeme
{¢'} est fini et indépendant de N et que son domaine de définition est
compact. Elle n’est pas vraie pour les systémes de spins ou la partition
{¢} = {¢'} U {¢""} n’est pas envisageable, la symétrie étant globale; J - ¢
est alors une quantité extensive proportionnelle & N. Séparant 'intégrale
(40) en deux termes expJ' - ¢’ = 1+ (expJ’ - ¢’ — 1), on constate que
le premier s’annule identiquement par intégration sur g, d’aprés (39). Le
second est borné 3 ’aide de (41), si bien que

I(f(w)) N,Jl < 2n(e) Supf

Il ne reste plus qu’a prendre les limites dans le bon ordre pour obtenir

(fle)) =0 (42)

qui est la conclusion du théoréme. Pour définir un parametre d’ordre, on est
donc obligé de considérer une quantité non locale, comme 1’a observé Wilson.
L’interprétation physique sous-jacente au modeéle conduit & introduire une
telle quantité (boucle de Wilson). Considérons une boucle fermée C et

W(C) = (TrUc) (43)

ol la trace est prise ici dans la représentation fondamentale (bien que
d’autres choix puissent aussi se révéler intéressants). Avec les conditions
suivantes i

-PB5 petit (couplage fort),

-modele de pure jauge sans champs de matiére couplés,

-groupe de jauge compact possédant un centre non trivial,
nous prouverons dans la section 3 que —In W(C) tend vers 'infini comme
P’aire minimale A(C) enclose par la courbe C, lorsque celle-ci grandit
indéfiniment (loi des aires). La démonstration repose sur la convergence
de la série de couplage fort, dont le terme d’ordre le plus bas est représenté
par le diagramme pavant de plaquettes cette surface minimale.

Dans la région de couplage faible, cette assertion peut se révéler fausse.
Nous le verrons pour les groupes discrets du type Z, ol des arguments de
dualité s’appliquent. Nous donnons ici un argument perturbatif heuristique,
valable dans certains cas pour les groupes continus (mais qui s’effondre
dans le cas des théories non abéliennes en dimension quatre qui sont
asymptotiquement libres et pour lesquelles le comportement de couplage fort
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doit d’étendre jusqu’aux couplages infiniment faibles). La paramétrisation
(3) des champs permet d’écrire

W(C) = <Pexp17{cAudz“> = exp (-%}{ch(x — y)dzdy +)

(44)
en se limitant au terme d’ordre le plus bas. Le propagateur A{z — y) du
champ de jauge A, favorise les faibles séparations, si bien que argument
de Pexponentielle (44) est proportionnel au périmeétre de la courbe C.

En résumé, la tension de corde définie par

. W W(C)
K= c lglg,lnd (_W) (45)

permet de distinguer une phase confinée (K # 0) d’une phase non confinée
(K = 0). Ce parameétre d’ordre est concluant en dimension suffisamment
grande d > 5, ot les deux phases sont observées. Cet argument suggere
que la phase confinée est hors de portée de la théorie perturbative continue
(malgré toutes les tentatives ingénieuses employées). C’est une justification
trés forte pour l'utilisation des théories de jauge sur réseau.

Quelle est la signification physique de la quantité K ? De maniére
heuristique, envisageons le processus suivant. Une paire quark-antiquark est
produite & un certain instant; les deux particules sont écartées a la distance
R. Leur énergie potentielle est V(R). Elle restent ainsi & la distance R
pendant le temps 7', avant de s’annihiler. I’amplitude de probabilité d’un
tel processus est exp(—V{(R)T) (’espace étant euclidien, la phase usuelle
exp(iEt) est remplacée par exp(—FEt)). Or cette amplitude est précisément
la valeur moyenne de la boucle de Wilson d’aire R x T' sous-tendue par la
trajectoire de la paire. A grande distance et couplage fort, le potentiel est
asymptotiquement linéaire V(R) = KR et empéche donc toute séparation
des particules qui restent confinées en un état lié. Dans la phase non confinée
ou la loi en périmetre s’applique, V/(R) est borné et il devient possible de
séparer les particules en ne leur fournissant qu’une énergie finie. On voit
également les limites de l'interprétation de ce parametre d’ordre aux modeles
de pure jauge sans champs dynamiques de matiere. Dans le cas contraire,
en cas de séparation trop importante, une paire supplémentaire est créée et
restaure ainsi la loi en périmétre de la boucle de Wilson & tout couplage.

Calculer K pour les réseaux bidimensionnels.

1.4 Dualité

Le modele d’Ising bi-dimensionnel nous a permis de rencontrer un cas
particulier de dualité. Les relations qui s’ensuivent ont déterminé la position
du point critique et ont été essentielles pour la solution exacte de ce modele
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4 deux dimensions. La dualité s’exprime en fait dans un cadre beaucoup plus
large, auquel appartiennent les théories de jauge abéliennes. Considérons,
en toute généralité, un modele sur un compleze abstrait de dimension d.
La notion de complexe généralise et formalise les notions de voisinage et
de bord. Ainsi, un réseau est un complexe dont les cellules, classées en

dimension croissante, sont les sites, les liens, les plaquettes, les cubes,..

Tres généralement, un complexe est un ensemble de cellules Ck) qui venﬁe

les conditions suivantes:

(1) A chaque cellule cff) est associée une dimension entiére positive ou nulle
k, bornée supérieurement par la dimension d du complexe.

(2) A chaque cellule cg) est associée une cellule dite d’orientation opposée

(2)

5 -

(3) A chaque paire de cellules dont la dimension differe d’une unité est

et notée —cfj). Cette application est involutive: —(-cg)) =c

associé un entier appelé nombre d’incidence et noté (cg cgc’ )1) S’il

est non nul, on dira que c(J ) , est une face de cg). En outre, le nombre
d’incidence change de signe lorsqu’on change P'orientation d’une cellule

(cgj) (J)l) __(_ ) (J) ) (CSJ) csg)l

(4) Quelles que soient les cellules ¢k et c-o, On requiert

Z(ck : cfjll)(csc)l cp—2)=0

i
Cette relation est 3 la base des concepts d’homologie et de cohomologie.

Vérifier que tout réseau est un complexe. Nous reviendrons sur de telles
constructions dans le chapitre XI (volume 2) en étudiant la géométrie aléatoire.

Une k-chaine 3 valeurs dans un groupe abélien G (noté additivement,
contrairement 4 nos habitudes, dans ce paragraphe) est une fonction impaire
des cellules de dimension k£ dans G

cg)—-upieG —csc)—>—cp,-

Ces fonctions forment un groupe, et il est pratique de représenter une k-
chaine par la notation Y, <p,c$c) Nous appellerons chaine nulle notée 0 la
chaine qui envoie toutes les cellules sur I’élément neutre (zéro) de G. Enfin,
nous définirons les opérateurs de bord A et de cobord V (3 ne pas confondre
avec laplacien et gradient) par les applications des k-chaines dans ’espace
des (k — 1)- et (k + 1)-chaines

AZSOz (5) _ Z(p (C(Z) C(.7) )C(J) (46)
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vzwz 0 = zm&g:l ) (47)

Nous allons maintenant considérer les coeficients ¢; d’une (k — 1)-
chaine comme les champs d’un modéle statistique. Le systéme a donc pour
configurations des (k — 1)-chaines. L’action étudiée est écrite

<Z%ck 1) Zx Zcp Va2 |+ Ve (48)

ot les fonctions réelles x et V sur le groupe G représentent respectivement
le terme d’interaction et un terme potentiel pour les champs.

Sion choisit k = 1 et G = Z3 = {0, 1}, groupe additif des entiers modulo
2, on reconnaitra une écriture peu conventionnelle du modele d’Ising dans un
champ extérieur constant. L’interaction est la somme sur tous les liens ij de
x(o: +0;) avec x(0) = B, x(1) = —B. De méme, le modele de jauge correspond
aucas k = 2.

L’exponentielle de 'action peut étre développée en termes des carac-
téres du groupe, base des fonctions sur un groupe abélien. La fonction de
partition prend alors la forme

z=lGI™ S T80 | D ei(e? - )
T 3

(k—1)—chains %

(49)
{H > 7(T)Xr(‘pi)}
ou les coefficients de Fourier valent
Br) =G > xr(w) exp x()
B peG (50)
(M) =1GI™ D xr(p) expV(p)
w€EG

Dans ces formules, ny_; est le nombre de (k — 1)-cellules et |G| le nombre
d’éléments du groupe. Lors du développement des produits entre accolades
dans (49), chaque terme est obtenu en assignant une représentation r & une
cellule; c’est donc une chaine 3 valeurs dans le groupe dual G*, ensemble
des représentations irréductibles de G, qui a une structure de groupe abélien
relativement au produit des représentations de G. C’est cette structure qui
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disparait lors de I’extension aux théories non abéliennes, empéchant ainsi
une généralisation simple de la notion de dualité. Ainsi,A les termes de la
premiere accolade (49) sont des k-chaines g = Zric,:) a valeurs dans G*,

et ceux de la seconde des (k — 1)-chaines h = ) —sjcgcJ )1 Regroupant les
termes dépendant d’un méme champ ¢;, nous trouvons

HX’I‘.‘ (901'(05C czj)1)> X—s,(p5) = X_si+z- "'i(Cg)'-C;j_)l)((pj)

La sommation sur ; (provenant de la sommation sur les (k—1)-chaines
dans I’équation (41)) peut étre effectuée; le résultat est nul tant que I'indice
du caractére n’est pas 0 (celui de la représentation triviale). Il vaut [|G]|

dans ce dernier cas. Cet indice n’est autre que la composante suivant CSCJ—)1
de la (k — 1)-chaine & valeurs dans G*, —h + Ag. La fonction de partition
(49) prend donc la forme

Z = Z exp Zlnﬁ(rl Zln'y er(c(]) c,c 1 (51)

k—chains
on G*

On remarque une analogie de ’argument de ’exponentielle avec ’action
initiale (48). Cependant, les champs r; sont maintenant associés aux cellules
de dimension k et interagissent selon les faces communes des cellules qui
les portent (interaction de bord), alors que, dans (48), les champs ¢;
sont associés aux cellules de dimension k — 1 et interagissent le long des
cellules qu’ils bordent (interaction de cobord). Cette différence disparait si
on interpréte (51) sur le compleze dual.

Pour définir ce nouveau complexe, nous avons juste & modifier les
dimensions & des cellules en d — k, en laissant les nombres d’incidence
inchangés. Désignant par cjj_, la cellule duale de c; obtenue par cette
substitution, on aura (cx : ck—1) = (€j_g41 * Cy_y)» €t on vérifie que les
propriétés caractérisant un complexe restent valables pour ce complexe dual.

Interprétation géométrique. Pour un réseau hypercubique, les sites duaux
sont identifiés aux centres des hypercubes du réseau direct; un lien joignant
deux sites duaux voisins sera dual de la face séparant les deux hypercubes
correspondants, etc. Aux problémes de bord prés, le réseau dual est donc
aussi un réseau hypercubique, décalé vis-a-vis du réseau initial. Vérifier que
réseaux bidimensionnels triangulaire et hexagonal, tridimensionnels cubique &
faces centrées et cubique centré sont respectivement duaux I'un de 'autre.

Dans cette interprétation, la fonction de partition (51) dérive de I’action
duale



340 CHAMPS DE JAUGE SUR RESEAU V114

S* (z ncfj).l) = Zln7 Z rj(cfﬁ’;cﬂ : c‘(fz’;) + Z In B(r;) (52)
B ; 7 7
+ng_y In{|G7||

Mis a part un terme additif constant, on retrouve une action du méme type
que ’action initiale (48).

Etudions plus en détail le cas particulier correspondant 4 ’absence de
champ extérieur (V = 0); v(r) est alors une fonction & sur le groupe dual,
obligeant son argument r & étre 0, représentation triviale de G. La chaine A
étant donc nulle, la chaine g = 3 ricf;l";c, (interprétée sur le complexe dual)
a un cobord nul Vg = 0. Les opérateurs VV et AA étant identiquement
nuls, les cobords des (d—k—1)-chaines sont tous solutions de cette équation.
Cependant, il peut exister d’autres solutions. Ainsi, tout cercle tracé sur un
tore ne borde pas nécessairement une surface sur ce tore. Ici s'introduit
la notion de groupe d’homologie (de cohomologie) d’ordre k, quotient de
Vimage par A (V) des (k + 1)- ((k — 1)-) chaines. Dire que le groupe de
cohomologie d’ordre (d—k) est trivial signifie que que g = Vg’ est la solution
générale de Vg = 0.

Montrer qu'il en est ainsi pour un hypercube et ses faces. En vérifiant que
les groupes de (co)homologie non stables par subdivision des cellules, en dé-
duire que les réseaux euclidiens a bords libres ont des groupes de (co)homologie
triviaux.

Remarquons que la chaine g’ n’est elle-méme définie qu’au cobord d’une
(d — k — 2)-chaine. On déduit finalement de ces considérations I’expression
de ’action duale en I’absence de champ extérieur.

s* (Z ricg?2_1> =DILLA DI CURE LN
; i ;

+ g1 In||G|| — Inzg4a

(53)

oll x4 est le nombre de (k + 1)-chaines de bord nul (ou, de fagon
équivalente, le nombre de (d — k — 1)-chaines duales de cobord nul). Ce
nombre est défini récursivement par

ze = |GI™* /zr41,  za = |G (54)
L’action duale (53) est de nouveau similaire a I’action initiale.

Vérifier que lecas k = 1, d = 2, G = Z2, redonne la dualité déja étudiée
du modele d'Ising bidimensionnel.
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Le cas k = d en ’absence de champ extérieur est ainsi dual d’un modele
de variables indépendantes dans un champ extérieur qui ne contient aucun
effect collectif. On retrouve ainsi la trivialité des modeles unidimensionnels
de spins ou bidimensionnels de jauge.

Le modeéle quadridimensionnel de jauge Z2 est son propre dual. Il
correspond en effet au cas d = 4, k = 2 sans champ extérieur. Son énergie
libre par site satisfait donc a la relation

F(B) = F(8* = —%Intanh 8) + 31nsinh 23 (55)

La dualité relie les régions de haute et basse température, et la formule (55)
est d’ailleurs analogue a celle correspondant au modele d’Ising bidimension-
nel. S’il y a une, et une seule, transition, celle-ci se produira au point fixe
de la transformation 8 — B*, soit

Be = n(1 + v2) (56)

C’est effectivement ce que I'on observe dans les simulations numériques de
ce systéme, la transition étant dans ce cas du premier ordre.

Enfin, considérons le systéme tridimensionnel de jauge Z; avec champ
de matiere, d’action (U;; = £1, o; = *1)

S :ﬂZUijUijklUli‘*"YZUiUijaj (57)
P (4,9)
A configuration de champ de matiere fixée, choisissons la jauge dite unitaire
U{j = 0;U;j0;. Celle-ci permet d’éliminer les champs de matiere et d’identi-
fier le modele (57) au cas k = 2 de laction générale (48). A trois dimensions,
I’action duale s’écrit

§* = —Lintanhy ) ULUAULUS — LIntanh 8 otUj0;  (58)
P

A}
(2.9}

et le systéme est de nouveau auto-dual. Il faut remarquer l’interversion
des couplages de jauge et de matiere, ainsi que des régions de haute et
basse température. Dans les variables adaptées § = Insinh28 et 4 =
Insinh 27, le diagramme de phase est symétrique par rapport & la ligne
B = 4. En ’absence de champs de matiére, v = 0, le modéle de jauge pur
tridimensionnel est dual du modeéle d’Ising. En particulier, il présente une
transition du second ordre que les résultats numériques du modéle d’Ising
permettent de situer & 8. = 0.7613.

(1) On peut retrouver cette équivalence entre les deux modeéles par un
raisonnement moins général, du type de celui utilisé dans le chapitre II. On
peut partir des diagrammes de haute température du modele de jauge, qui sont
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des surfaces fermées faites de p plaquettes et dont la contribution est tanh? 8 .
Ces surfaces peuvent étre caractérisées par leur intérieur, qui est un ensemble
de cubes. Une configurations obtenue en assignant une variable o; = —1 aux
centres des cubes intérieurs, et +1 aux centres des cubes extérieurs caractérise
donc un diagramme haute température. Une plaquette séparant les cubes
proches voisins ¢ et j fait partie ou non de la surface selon la valeur de o;0;.
On peut ainsi ramener, comme au chapitre II, la somme des contributions
des diagrammes de haute température & la fonction de partition d'un modéle
d’Ising.

(2) Cas des groupes Z,. Montrer que le modéle dépend généralement
de [_%nJ parametres et que le diagramme des phases admet une symétrie. En
particulier, en déduire la position critique 8; = %ln(l +\/§) des modeles auto-
duaux & groupe de symétrie Z3. Trois phases apparaissent dans les systémes
lorsque n > 5, et la dualité ne fournit plus qu’une relation entre la position
des deux transitions.

(3) Dans le cas du groupe U(1), le groupe dual G* est I'ensemble additif
des entiers. La propriété de dualité correspondante a été exploitée au chapitre
IV pour traiter le modéle XY )

(4) Etudier la quantité duale de la boucle de Wilson, et, plus générale-
ment, des autres observables dans une théorie de jauge abélienne. La modifi-
cation & apporter au développement diagrammatiques issu de la formule (51)
consiste a changer les représentations r; des plaquettes d’une surface arbitraire
s’appuyant sur la boucle C en r; ® f (f représentation fondamentale utilisée
pour définir I'opérateur de Wilson). Vérifier qu’aprés dualité, observable ap-
parait comme le quotient d’une fonction de partition ol certaines constantes
de couplage ont été modifiées, par la fonction de partition usuelle. Ainsi, a
trois dimensions, pour le modele de jauge Za, le couplage de tous les liens tra-
versant la surface minimale est inversé; les diagrammes du modele d’Ising de
haute température dont la contribution change doivent alors enlacer la courbe
C. On en déduit le comportement en loi de périmetre du parameétre de Wilson
a basse température.

't Hooft a introduit une observable invariante de jauge intéressante pour
un groupe arbitraire & centre non trival (y compris les cas non abéliens). Nous
la décrivons ici en dimension quatre, laissant au lecteur le soin de généraliser.
Considérons une courbe simple fermée C* bordant une surface £* du réseau
dual. Multiplions les variables de plaquettes duales de celles de * par le méme
élement du centre du groupe de jauge. Cela définit une fonction de partition
frustrée, et 'observable de 't Hooft est le rapport de celle-ci par la fonction de
partition usuelle non frustrée. En général, cette observable a un comportement
dual de la boucle de Wilson, en loi de périmetre a couplage fort et en loi d’aire
a couplage faible. Dans des cas tels que les modeles Z,, cités plus haut, les deux
observables ont une loi de périmétre dans la phase de masse nulle intermédiaire.
Les boucles de Wilson et de 't Hooft ont des propriétés topologiques relatives
non triviales, analogues aux variables d’ordre et de désordre.
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2. Structure du diagramme de phase

2.1 La solution de champ moyen

Telle qu’elle a été décrite au chapitre III et en dépit de difficultés a priori
telles la violation apparente du théoréme d’Elitzur, la méthode du champ
moyen va permettre une premiére exploration du diagramme de phase d’un
systéme de jauge pur. Nous utiliserons une action d’essai

H
Sy = — y
w= (Eij):ReTrUJ (59)

On introduit la fonction de partition par lien correspondante

z2(H)=expu(H) = /exp (%ReTrU) dU (60)

et chaque champ prend une valeur moyenne non nulle. En notation matri-
cielle, la valeur moyenne est proportionnelle & la matrice unité

(U)y = (H)™ / U exp (%ReTrU) dU = v/'(H) (61)

Un telle action d’essai ne satisfait évidemment pas au théoréeme d’Elit-
zur. Cela ne doit pas nous étonner, puisque l’action (59) n’est pas invariante
de jauge. Il sera remédié par la suite & cet état de choses; ’étude correspon-
dante est néanmoins intéressante, car nous verrons que les résultats obtenus
pour les quantités invariantes resteront valables. Le calcul se déroule comme
au chapitre III. L’application de I'inégalité (I11.14) conduit &

7 > Sup {u(H) - H'(H) + $6s(d— DW(H)}  (62)
d ™ g

Le membre de droite représente !’approzimation du champ moyen pour le
systéme. La fonction u(H), liée & une intégrale (60) sur un espace compact
d’une fonction convexe (exponentielle) est elle-méme convexe, minimale en
H = 0 au voisinage duquel elle se comporte en H?. La maximisation du
membre de droite de 1’équation (62) conduit & la solution H = 0, unique
pour 83 = 0 et au voisinage de ce point. Contrairement aux systémes de
spins, ce maximum demeure & toute température un maximum local. En
effet, u'(H)* est d’un ordre supérieur H*, et ne peut modifier la courbure &
Vorigine. Il n’en est pas moins vrai que ce maximum deviendra secondaire
pour J3; suffisamment grand. La figure 4 montre le comportement de la
fonction & maximiser pour différentes valeurs de §* = 28;(d — 1). Pour
une valeur critique 3* = f¥, le maximum absolu change brutalement
de position. Nous sommes donc en présence d’une transition du premier
ordre, avec discontinuité des observables physiques. La figure 5 montre
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Figure 4: Energies libres d’essai & maximiser en H pour différentes
valeurs de 8* = 283;(d — 1) dans le cas d’un groupe de jauge Z5.

la forme caractéristique de l’énergie libre. La partie en pointillé de la
courbe indique la position (non physique) du minimum. Les régions tiretées
correspondent & des maxima secondaires, observables sous forme de phases
métastables. Au point critique T, aucune longueur physique ne devient
infinie. Les quantités physiques restent analytiques en ce point, mais sont
multivaluées et changent brutalement de détermination. Il n’y a donc pas
de limite continue en ce point. Les extrémités A (4 I'infini) et B des régions
métastables correspondent a des singularités des observables dans la variable
B3. Cette transition est déconfinante. La boucle de Wilson de périmétre P
a une valeur moyenne

w(C) = <TrHUij> =nfu'(H))" (63)
C

Dans la région de basse température (H # 0), elle aura donc une décrois-
sance en loi de périmeétre, montrant le caractére déconfiné de cette phase.
La loi en aire de la région confinée ne peut étre obtenu au niveau de cette
approximation (qui prédit W(C) = 0 dans la région de haute température).

L’image simple que nous a donné cette approximation se trouve re-
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Figure 5 : L’énergie libre dans ’approximation du champ moyen pour
un groupe de jauge Z,.

marquablement confirmé par les expériences de simulation numérique. Exa-
minons tout d’abord le cas du groupe Z;. En dimension supérieure ou égale
a 4, la transition observée est effectivement du premier ordre. Il y a un
accord raisonable entre la position de la transition prédite par le champ
moyen 3. = 0.459 et la position exacte 3. = 0.4407, connu & d = 4 par la
dualité. La dimension 3 doit étre considérée comme critique, la théorie du
champ moyen cessant d’étre valable. Si ’ordre de la transition est incor-
recte — elle doit étre du second ordre, puisque le modele est dual du modéle
d’Ising —, on observe encore une concordance entre la position de la tran-
sition B, = 0.7613 et la position obtenue par P’approximation du champ
moyen [, = 0.689.

La dimension critique pour les groupes de jauge non abéliens est
attendue & d = 4, ol la théorie est asymptotiquement libre. En dimension
supérieure, la validité du champ moyen est confirmée par les expériences
numériques. Ainsi, pour SU(2), la transition du premier ordre & d = 5,
prévue pour 3. = 2.12, a été observée 3 B, = 1.64. A d = 4, aucune
transition n’a été mise en évidence dans les simulations numériques; il existe
cependant une région ol les quantités physiques subissent un changement
rapide. Si on attribue ce phénoméne & un souvenir lointain de la transition
prédite par la méthode du champ moyen, on observe encore une concordance
entre les positions prédites et observées (pour SU(2) par exemple, 2.826 et
2.2). Tout cela semble indiquer que notre approximation est un bon point
de départ pour décrire le systéme et nous encourage a envisager de calculer
systématiquement les corrections.

(1) Refaire les calculs dans la jauge axiale. Le résultat est alors
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Wi 35 2 Sup {u(H) — Ho/(H) + 363(d — 2)u'(H)* + Byu'(H)?}

Le dernier terme de cette formule est maintenant susceptible de changer le
signe de la courbure 3 H = 0. En grande dimension, il est encore trop faible
pour intervenir avant ’apparition de la transition du premier ordre. Son effet
sera simplement de ramener ’extrémité A de la phase métastable de couplage
fort & distance finie

Ba =[2u"(0)]!

Quand la dimension décroit, la queue d’aronde TABT se rétrécit pour dispa-
raitre & une dimension critique

1 ul"l(o)

de=2— ——~2
N 6 u''(0)3

Ce choix de jauge semble donc intéressant, d’autant plus que, dés que la jauge
est fixée, il n’y a plus d’inconvénient 3 choisir une action d’essai de type (59),
non invariante de jauge. Nous verrons que, pour les groupes continus, le calcul
des corrections impose en outre le choix d’une jauge. Cependant, d’autres
problémes apparaissent. Ainsi, une boucle de Wilson de dimensions R x T'
utilisant la dimension temporelle le long de laquelle les champs de jauge ont
été fixés & l'unité, décroit en R W(C) = n[u/(H)]?R et non en périmétre
(R + T). Ceci viole des bornes de décroissance exponentielle & R fixé lorsque
T — o0.

Si cette difficulté est levée lorsqu’on introduit les corrections pour un
groupe continu, il n’en est pas de méme pour les groupes discrets. En fait,
le champ moyen est une approximation de gaz dilué, chaque champ de jauge
fluctuant dans le champ moyen sans interagir avec ses voisins; la méthode
apparait ainsi comme une sommation partielle de la série de basse température.
Dans le choix de jauge axial, le retournement d’un champ temporel est
remplacé par le retournement d’une infinité de champs spatiaux (figure 6).
L’énergie nécessaire pour cela est néanmoins finje. L’approximation ne tient
pas compte de cette possibilité, méme lorsque des corrections (en nombre fini)
lui seront ajoutées. En particulier, le comportement de basse température est
incorrect. Un moyen de remédier & ce défaut consiste a ajouter la contribution
d’un gaz dilué de ces défauts, et on vérifie alors que l'on restaure ainsi
le comportement correct & basse température et la loi de décroissance des
boucles de Wilson temporelles. Cependant, le calcul des corrections s’en trouve
fortement compliqué, et 'on préfere, pour les groupes discrets, utiliser la
méthode décrite plus loin qui évite de fixer la jauge.

(2) Pour un groupe SU(n), étudier par la méthode du champ moyen
Paction généralisée

(64)

(65)

(66)



V121 CHAMPS DE JAUGE SUR RESEAU 347

N \{\J

NIN
NN

NN

NINEN

Figure 6:L’équivalent du retournement d’un champ temporel en jauge axiale.

1
n2 -1

S=3" (B 2ReTU, + s IV (67)
P

Cette extension est intéressante, car elle permet de mieux cerner le rdle
du centre de groupe. Le terme supplémentaire est en effet invariant par les
transformations du centre Z,: U;; — exp(2ikn/n)U;; et représente l'action
fondamentale pour le groupe SU(n)/Z,. Le diagramme de phase permet
d’interpoler entre différentes limites

Ba =0, action de Wilson SU(n).

B3 =0, action de Wilson SU(n)/Zy.

BA = oo, action correspondant au groupe de jauge Z,. En effet, cette

limite restreint les configurations a celles oil U, appartient au centre;

c’est-a-dire qu’a une transformation de jauge prés, U;; appartient au
centre Zy.

B3 = oo enfin force toutes les variables de plaquette A prendre la valeur

unité et fournit donc un modgle trivial, avec seulement des configurations

de jauge pure et sans transition.

L'utilisation du champ moyen nécessite quelques précautions pour tenir
compte correctement des éléments centraux. Nous poserons donc U;; = Vijey5,
et traiterons les deux champs V;; et €;; indépendamment par des champs
moyens H et h. Le résultat permet de dessiner une diagramme de phase (figure
7) ou apparaissent trois régions.

(a) couplage fort pour 8;, B4 faibles (H = 0, h = 0),

(b) phase de couplage faible SU(n)/Z, (H = 0, h # 0) pour B4 grand, 3;
faible; les champs fluctuant autour des valeurs du centre,

(c¢) phase de couplage fort (H # 0, h # 0).

Toutes les lignes de transition sont du premier ordre. Les simulations
numériques confirment ce diagramme. Néanmoins, & d = 4, une portion de
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Ba

Figure 7: Le diagramme de phase prédit par 'approximation du champ
moyen pour les théories étendues (action (67)).

la ligne (en pointillé sur la figure) disparait; les phases a et ¢ deviennent
continiiment reliées, alors que la phase de couplage faible SU(n)/Z, reste
isolée. Le point d’arrét est proche de ’axe 85 = 0, et la zone de raccordement
ou les propriétés du systéme SU(n) (n = 2 ou 3) varient rapidement, peut
s’expliquer par la proximité de ce point singulier. Il est 3 noter que le modeéle
SU(n)/Zxn, quin’a pas de parametre d’ordre du type boucle de Wilson (puisque
de centre trivial), posséde néanmoins une transition du premier ordre & d = 4.

2.2 Corrections au champ moyen

Nous allons maintenant étudier, suivant le canevas indiqué dans le
chapitre III, les fluctuations autour de la solution de champ moyen. Cette
étude s’appuie sur la transformation de Laplace de 1a mesure sur les champs.
Cependant, l’action du modeéle de jauge étant quartique, il n’est plus
possible d’utiliser directement 1'identité (II1.142), qui exploite le fait que
la transformée d’une gaussienne est connue explicitement. Le calcul peut
s’effectuer néanmoins en utilisant une méthdoe du col double que nous allons
maintenant exposer. La représentation exponentielle de la distribution §

ioo
exp HEa(Uaﬂ — Vap) dHgq (68)

—ioco

1
6(Uyp — Vag) = %

est insérée dans la définition de la fonction de partition, pour chaque élément
de matrice (U;;)op des champs de jauge. Ces quantités V;; et H;; sont des
matrices » X n complexes, sur lesquelles nous intégrerons en utilisant une
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mesure

[@V]= ][ d(Vij)ap and [dH]= ][ d(Hi)as
(i) (i7)aB

4 ne pas confondre avec la mesure dU sur le groupe, sous-variété de ’espace
des matrices. Nous n’introduisons qu’une seule paire de ces matrices pour
chaque lien (ij), en posant Vj; = Vi}, H; = H;‘J La fonction de partition
s’écrit alors

(i)
[ W, - vip)lav[] avy;
ij ij

Z(J) = / exp {S(V,-j) + ZRe’I‘rJ}iUij}

= /exp {S(‘/ij) +y (ReTr(in + Hj3)'U,; - ReTfH}iVij)}

4]

[dH][V] [] dU;;
ij
(69)
En généralisant la fonction (60) & un champ extérieur matriciel
w(H) = /exp (%ReTr H‘\U) av (70)

on obtient par intégration sur les champs de jauge

Z(J) = / exp {S(Wj) + 3 w(Hiy+ i) — ReTrH,ijj,} [dV][dH] (71)

ij

Cette intégrale va maintenant étre traitée par la méthode du col. Pour les
systémes de spins, 'intégrale en V était gaussienne et pouvait étre effectuée
exactement, ce qui n’est plus le cas. A V'ordre le plus bas, nous trouvons

InZ = Z [U(Hij + Jij) — ReTI'.HLVij] + S(Vij) (72)
ij

expression stationnaire pour H =H, V =V

_ 6U(Hij + Jij)

Vi
Y OH];

(73)
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Hij = 2 (74)

Ces équations coincident avec (62) lorsque la solution est cherchée sous
forme diagonale

Hij = %I (75)

Mais nous pouvons maintenant calculer systématiquement les corrections
a cette approximation, et, tout d’abord, résoudre les paradoxes du para-
graphe précédent concernant 'invariance de jauge. En effet, si {Vij, Hi;}
est une solution des équations du col (73-74), il en est de méme pour
{giVijg;-l,giHjjgj_l}. Dans le calcul de Pintégrale (71), il convient alors
de séparer les degrés de liberté correspondant 3 cette invariance de jauge
des autres degrés de liberté “transversaux”. Les premiers donnent un facteur
multiplicatif (élevé & la puissance du nombre de sites), puisque P'intégrand
est indépendant de ces transformations, et ce n’est que sur les seconds que la
méthode du col pourra étre appliquée. Il faut noter la loi de transformation
des sources J;; — ¢iJi; gj‘l, qui induit les transformations analogues sur les
observables. Ainsi, & partir de la solution (75), toute une série d’autres cols
peuvent &tre construits par transformation de jauge. Par exemple, la valeur
de (U;;) = u'(H) pour le col (75) devient g; (Ui;) g; 1 et Iintégration sur
ces degrés de liberté donne alors

(Uy) = /gi“'(H)gj_l I[de:=0 (76)

Le théoréme d’Elitzur est donc vérifié. Nous constatons également que
les quantités invariantes de jauge ne sont pas modifiées par rapport aux
résultats du paragraphe précédent. De plus, nous sommes maintenant en
mesure de calculer les corrections.

Que se passe-t-il si le groupe est discret? Les divers cols engendrés par
transformation de jauge sont maintenant séparés et la méthode du col n’a pas
de modes nuls. Il se pose alors le probléme de savoir si I'intégrale est obtenue
par la somme ou la moyenne des contributions des divers cols. La réponse
est qu’il faut les sommer. Ce mécanisme peut &étre compris sur I’exemple
d’une intégrale simple f exp f(z)dz, ou f(z) est une fonction analytique ayant
plusieurs maxima (voir figure 8a). Pour estimer cette intégrale, il convient
d’introduire la variable y = — f(z). L'intégrale devient alors fc e V' (z)"ldy
le long d’un contour C du plan complexe y dessiné sur la figure 8b et
entourant les singularités de la fonction multivaluée z(y). Le contour est
ensuite déformé (figure 8¢c) en deux contours indépendants et la contribution
de chacun est évaluée par développement en série de Taylor au voisinage du
col qu’il entoure. 1l en résulte la prescription de sommation, moyennant les
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propriétés d’analyticité de la fonction nécessaires pour déformer le contour.
Si les deux maxima sont & des hauteurs différentes, le plus haut dominera
exponentiellement 'autre. Le réle du minimum est de limiter la convergence
du développement de 1/f'(z(y)) de sorte que les développements obtenus par
cette méthode sont généralement seulement asymptotiques.

f(=)
_—_;/1 Y1 Y2 Y3
o = (b)
Y1 Y2 Y3

Figure 8 : Contours utilisés (b) et leur déformation (c) dans la méthode
du col appliquée & une fonction & plusieurs extrema (a).

Dans 'application aux systémes de jauge, on utilise des intégrales mul-
tiples. Les propriétés d’analyticité nécessaires pour déformer le contour devien-
nent trés difficiles 4 établir. Néanmoins, nous supposerons que la convention
de sommation s’applique.

Revenons en particulier & la validité de cette technique pour I'étude de la
dimension critique. Prés de Pextrémité de la zone métastable de couplage fort,
le col unique se sépare en une multitude de cols équivalents ((2V pour Z2).
Dans ce cas, chaque col est séparé du suivant par un minimum trés proche, et
on s’attend 3 une mauvaise convergence de la méthode dans cette région. Noter
le facteur additif N'In2 introduit dans 1’énergie libre par la multiplicité des
cols. Il résulte de la prescription de sommation et est nécessaire pour obtenir
une entropie correcte.

2.3 Groupes discrets: développement en 1/d

Le champ moyen est censé donner de bons résultats en grande dimen-
sion, et nous avons montré que les corrections pouvaient s’ordonner en un
développement en 1/d pour les modeles de spins. En est-il de méme pour
les modeles de jauge?

Nous montrerons en toute généralité dans le chapitre VII (volume
2) que les séries diagrammatiques peuvent se réordonner en corrections a
I’approximation du champ moyen et définirons la classe des diagrammes
a considérer. Nous renvoyons le lecteur & ce chapitre pour les détails
techniques et ne donnerons ici qu’un apercu rapide de la méthode. L’examen
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de la formule (71) montre que chaque terme du développement de exp S(V;;)
correspond & un ensemble fini de plaquettes. Le terme Re’I\fH;-er}i couple
les champs V' bordant les plaquettes et situés sur le méme lien du réseau
a u(H;;); si k plaquettes se rencontrent selon le lien i3, , on aura une
contribution Bku(Hij)/aHfj. Remarquons enfin que les diagrammes non
irréductibles, c’est-d-dire qui peuvent étre disjoints par suppression d’un
lien, doivent étre omis. En effet, le champ H;; a été choisi de facon 3
engendrer automatiquement leurs contributions par la formule (74).

Dessinons alors ces diagrammes en représentant chaque plaquette par
quatre segments joignant son centre (point noir) au milieu des liens adja-
cents {ronds blancs) (figure 9). La condition d’irréductibilité fait que cette
figure, faite de “croix”, ne doit former que des boucles, sans possibilité de
développements arborescents. C’est le cas de ’exemple de la figure 9 mon-
trant 1’aspect général de ces diagrammes.

Figure 9: Un diagramme contribuant aux corrections de I’approxima-
tion du champ moyen.

Considérons alors la construction d’une telle boucle, formée de segments
de longueur a/2. Pour la refermer, il doit &tre possible d’associer ces
segments en paires paralleles de directions opposées. Une boucle de n
plaquettes (2n segments) ne pourra donc utiliser que n directions différentes
au plus. Le choix de ces directions introduit un facteur d"(1+ O(1/d)) dans
la contribution du diagramme. A chaque plaquette est en outre associé
un facteur Bj, d’ordre 1/d (seule la combinaison 20;(d — 1) intervenait
dans l'approximation du champ moyen et doit étre maintenu fixe dans la
limite d — o0). La boucle sera donc au plus d’ordre 1 + O(1/d), c’est-
d~dire sous-dominante vis-a-vis du terme principal (62), d’ordre d. Toute
boucle supplémentaire ajoutée pour construire un diagramme plus complexe
donne des facteurs 1/d supplémentaires, car elle devra avoir en commun avec
1a boucle initiale au moins un lien, dont 'orientation ne pourra plus étre
librement choisie.

Nous avons ainsi caractérisé les diagrammes contribuant 3 la correction
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d’ordre 1/d, tous du type de la figure 9. Remarquons qu’ils sont en nombre
infini; ce n’était pas le cas pour les systémes de spins, oi1 la boucle de n liens
était d’ordre 8"d™/2, se comportant en (1/d)"/2 en fonction de sa taille n
(3 Bd fixé). Pour le systéme de jauge, il est néanmoins possible de sommer
exactement ces contributions. Au diagramme & n plaguettes de la figure 9
correspond le facteur

d\[26yv' (H)u" (H)]™
2n(d — n)!

(77)

Démontrer ce résultat.

Pour d grand, on somme ces termes pour n > 3. Il faut aussi ajouter le
terme 3 2 plaquettes pour obtenir la correction compléte

InZ

~a =(valeur champ moyen)

1 (78)

+[-3In(l-z)— Lo+ 2% + 1oy + 11—6y2]% + 0(52')
avec
z = 263(d — V)u?(H)""(H) , y = 2B3(d — 1)u'"(H) (79)

Il ne faut pas oublier d’ajouter, dés que H est non nul, un terme
supplémentaire d~11n||G|| tenant compte de la multiplicité du col, telle
qu’elle a été discutée ci-dessus.

Calculer la correction suivante.

La figure 10 montre le résultat obtenu pour le groupe Z; avec les
deux premiéres corrections. On constate que la région métastable de basse
température rétrécit lorsque la dimension décroit, pour disparaitre & d, ~
2.9, trés pres de la valeur d. = 3 supposée étre la dimension critique
inférieure. Il est bien entendu hors de question de prétendre que la transition
du second ordre de la dimension critique pourra étre analysée par cette
méthode. Notons également que Pextrémité de la phase métastable de haute
température reste a l'infini. Nous verrons que sa position se comporte en
d®/%, et ne peut donc étre calculée dans un développement en 1/d. Cette
difficulté avait été prévue dans la discussion en fin du paragraphe précédent.

2.4 Groupes continus: calcul des corrections

Nous avons déjd mentionné la nécessité de fixer la jauge dans les
modeles continus. C’est la jauge axiale qui conduira aux calculs les plus
simples. Nous allons traiter en détail le cas de l’action de Wilson pour le
groupe SU(n) ou U(n) & d dimensions. Suivant la méme méthode, nous
écrirons la fonction de partition & jauge fixée
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Figure 10: Energie libre du modele de jauge Z, calculée avec deux
corections en 1/d.

z=/ Il dUiexp %Re Yo T+ Y, TUU| p (80)

liens plaquettes plaguettes
spatiaux spatiales temporelles

dans laquelle nous insérons

.
i= ] / 'y, 620 (v, - Uy)
liens

(81)
= H / dV,dHl(Ziﬂ')"?"2 exp {%ReTr(U - V)}

l
Nous pourrons alors intégrer sur les variables U. Compte tenu de la condition

de jauge axiale, les formules (72)—(74) sont légérement modifiées. A I'ordre
le plus bas, le résuitat est

% = (d— Du(M) - HV + 1B5(d — 2)V* + 517 (82)

avec les relations au col
YV =u'(H
u'(H) i (83)
H =65V[2 + 2(d — 2)V?]

L’action doit maintenant &tre développée jusqu’aux termes quadra-
tiques autour du col. Pour simplifier le calcul des dérivées secondes né-
cessaires & la premiére correction, nous introduisons les projecteurs sur les
représentations triviale et adjointe de SU(n)
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1
0
P s =bapbrs

o

Paﬂnﬁ =6Ot56ﬁ’7 - ;{6aﬂ6'y6
On écrira alors les différentes dérivées nécessaires
O*u(H) O%u(H) (0) )

= ST AT =AP,;. -+ BP. .

OHpaOHsy |ypy OHp,OH;, |, aBi16 afiys o

M_)_ _A’P(O) + BIP(I)

aHﬁaaH* - afiyé afivb

7 g=11

Quand a I’action, il est commode de séparer les propagateurs (dérivées
secondes) suivant les parties anti-hermitiennes et hermitiennes de V. Aprés
transformation de Fourier, on trouve les matrices (d — 1) x (d — 1) suivantes

[ ]
Au(k) = |2coskg+2V? ) cosk,| 6+
p#u,d

+4V3(1 - §,,) exp(Li(k, — k,)) sin 3k, sin 1k, (86)

AL (k) = |2cosky +2V? Z cos kj 8t
| p#u,d ]
+4V%(1 - 6,,,) exp(Li(k, — k.)) cos 3k, cos 3k,

Le résultat de l'intégration A cet ordre prend la forme

Z = Zchamp moyen

x [det-%u — 285m(A’ — A)A)det =¥ V(1 - 28;n(B' — B)A)]N

x [det-%u — 28;n(A’ + A)A)det= "D (1 - 280 (B’ + B)A)] N
(87)

Etablir cette formule.

Si nous n’avions pas fixé la jauge, le propagateur A, aurait eu une
forme peu différente; cos kg aurait été multiplié par V2, dans (86) et, bien
entendu, la valeur d aurait été permise pour p et v. Cette matrice aurait eu
une valeur propre nulle (correspondant au vecteur propre sin %kﬂ exp %ik,,
qui reflete Pexistence de transformations locales de jauge. Remarquons aussi
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que le spectre de masse se lit directement sur la formule (87), par recherche
des valeurs propres nulles des opérateurs figurant dans les déterminants.

1l est instructif d’examiner la limite de couplage faible (H grand). De
I'invariance de u(H) par transformation unitaire, on déduit

\ o WH) V.
B-B= 2nH ~ 2nH
A4 B'-B pour U(n) (88)
|l oq/H?) pour SU(n)

Les formes asymptotiques de u(H) pour H grand

( n—1 k'
H+ (ln (2'°=)1}_n + 1n? lnn) -12nH
)2
n? nt
+§E+16H'~’+ pour U(n)

u(H) = ¢

n—1
=y
H+ <1n(2—,r§;(ln—.1)+ L(n? —2)lnn) —1m?-1)H

_n?—1 (20 -5)(n® - 1)

\ i 18H2 +.- pour SU(n)
(89)
permettent d’obtenir
He285(d=1), Vml-o—Do _ (90)
I ’ 465(d-1)
Ay étant le coefficient de —In H dans les développements (89); de méme,
1
! ——
B B inH
L (91)
Ao Al m { T pour U(n)
O(1/H?) pour SU(n)

et, & cet ordre,

InZ _ In Zchamp moyen 1 n? — ’BJ_V L
2 < o Floz_1|T(1-578) +0(3) (92)

Entre les crochets la valeur n? se rapporte au groupe U(n), tandis que n? —1
se rapporte au groupe SU(n). Il reste un seul opérateur  étudier. A moment
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fixé cette matrice (d — 1) x (d — 1) n’a que deux valeurs propres distinctes;
la premieére,

M = 48;(V/H)sin® Sy

s’annule & k; = 0, ce qui correspond A la propagation des degrés de liberté de
jauge non fixés par la jauge axiale (transformations de jauge ne dépendant
pas du temps). La seconde
1 =,
do =4 02 2 2 02 T
2 = 483(V/H) sin 2kd+V I;sm 2k“

est dégénérée d — 2 fois et ne s’annule que pour k = 0. Les autres canaux
hermitiens, utilisant A n’ont pas d’excitations de masse nulle. Il est d’ailleurs
normal que, dans cette limite 3; grand, ce soient les canaux antihermitiens
qui contribuent le plus aux fluctuations, puisqu’ils engendrent le champ de
jauge de la limite continue.

Dans la limite ot 3; devient grand, 1’énergie interne par plaquette se
comporte comme

2 9lmZz 1. oaiopq_ Ao
B=gamag & = d@- V' +I~1- o+ (93)

qui est le résultat attendu. Ne pas utiliser de condition fixant la jauge aurait
conduit ici & un résultat incorrect 1 — Ag/B3(d — 1) qui aurait di ensuite
étre corrigé a tous les ordres. L’argument est d’ailleurs général: a tous les
ordres en 1/(3;, seul un nombre fini de termes dans le calcul des corrections
au champ moyen va contribuer lorsque la jauge est fixée. Ce n’était pas le
cas, comme on ’a vu, pour les groupes discrets ou il était important de ne
pas fixer la jauge afin d’éviter des défauts d’ordre infini.

Reprendre ces considérations dans le cadre particulier du groupe SU(2).
Ce groupe a en effet des représentations réelles (équivalentes 3 leurs repré-
sentations conjuguées). En posant H = ho — ih.o dans la base des matrices
de Pauli, on voit que Imh ne joue plus de réle. L’intégration correspondante
fournit une fonction § pour ImV qui se découple également & tous les ordres.

Venons-en a la détermination du diagramme de phase, compte tenu
des corrections. De nouveau, ’énergie libre de la solution de couplage fort
(H =V = 0) est comparée 4 celle de couplage faible (dont I’approximation
(93) est souvent suffisante). La position des transitions du premier ordre se
compare trés bien aux résultats des simulations numériques (voir table I). Le
résultat le plus frappant concerne les groupes SU(2) et SU(3), ou les arcs de
couplage faible et fort ne se coupent plus, mais restent longtemps paralléles
et trés proches I’'un de ’autre. Sans pouvoir affirmer que le champ moyen
prédit ’absence de transition observée dans les simulations numériques, ce
résultat est particuliérement encourageant pour confirmer la validité de cette
méthode. '
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groupe champ moyen Monte-Carlo
4 U(1) 1.03 1.01
U(2) 3.45 3.30 £ 0.05
U(3) 7.30 6.88 + 0.05
U4 12.5 12.14 £0.7
U(5) 19.5 18.8 +£1.1
U(6) 28.0 270 £2.6
U(o0) 0.38 x 2n? 0.375 x 2n2*
SU(2) t 1
SU(3) t f
SU(4) 11.6 10.2
SU(5) 18.0 16.4 4+0.2
SU(6) 26.5 24.0 £1.0
5 SU(2) 1.77 1.64

Table I: Comparaison entre les prédictions du champ moyen corrigé et
les résultats provenant de simulations numériques pour la position de la
transition. Les symboles correspondent & * : extrapolation, }: transition non
observée.

F \su(2),d=1
l‘_

champ moyerr

w

[+ corrections

2k
~
1 approximation
champ moyen
Y
0 1 2 1

Figure 11: Les corrections au champ moyen pour le groupe de jauge
SU(2) a quatre dimensions, d’aprés H. Flyvbjerg, B. Lautrup et J.-B. Zuber,
Phys. Lett. 110B, 179 (1982).
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3. Développement de couplage fort

3.1 Convergence

Dans la région de couplage fort, la constante §; tend vers zéro, et il est
naturel de développer le poids de Boltzmann en puissances de (33

exp S = [[exp Bix(Up) = [[(1 + Box(Up) + 185*(Up) +--)  (94)
P P

chacun des termes obtenus en développant le produit sur les plaquettes
est intégré sur les champs de jauge. Il est commode de représenter ces
termes par ’ensemble des plaquettes intervenant dans leur expression, ce
que nous appellerons diagramme ou graphe. Sous cette forme, une méme
plaquette peut intervenir plusieurs fois, suivant la puissance d¢ x(Up) choisie
dans le membre de droite de (94). Nous montrerons dans le paragraphe
suivant comment resommer ces contributions de plaquettes au méme lieu,
en exploitant la structure du groupe de jauge pour effectuer les intégrations
nécessaires.

Notons qu’un lien donné ne peut border une seule plaquette du dia-
gramme. En effet, U'intégration sur le champ de jauge correspondant annule
la contribution du diagramme. Les liens du diagramme bordent donc au
moins deux plaquettes; si on se limite & deux plaquettes exactement par
lien, les diagrammes prennent alors la topologie d’une surface fermée simple
faite de plaquettes. Un diagramme plus complexe a des lignes singulieres
le long desquelles se confondent les bords de plusieurs surfaces ouvertes
simples.

Les techniques pour obtenir en pratique ces séries seront décrites en
détail dans le chapitre VII (volume 2). Nous nous bornerons ici aux aspects
particuliers des théories de jauge et & ’analyse des résnltats obtenus. Nous
allons tout d’abord examiner la convergence des séries obtenues. L’idée est
de trouver une borne supérieure au terme d’ordre n de la série pour la valeur
moyenne (X) d’une observable X arbitraire, mais locale. La localité signifie
qu’un nombre fini (non nul) de liens £ intervient dans sa définition. Tel est
le cas de ’énergie interne E = (x(U,)), dérivée premictre de I’énergie libre
(ce qui permettra d’étendre le théoréme de convergence & cette quantité).

L’action par plaquette x(Up) doit étre supposée bornée (ce qui est
le cas pour les groupes discrets ou les groupes de Lie compacts qui nous
intéressent). En ajoutant une constante a l’action, nous pouvons, sans
restreindre la généralité du raisonnement, la supposer positive. Dans ces
conditions, il existe dans la région de couplage fort, un encadrement

0<QUp) = expBix(Up) -1 < C1 3y (95)

Le réseau A choisi est fini, mais arbitrairement grand, et nous ne
prendrons la limite thermodynamique qu’a la fin du raisonnement, lorsque
nous aurons obtenu un rayon de convergence indépendant de la taille de A.
Alors,
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(X) = 77! / [T av: [ +@w,)x (96)
I

pCA

avec

zy = [ TLavi [0+ 0@, (97)
{

pCA

Développons le produit dans 'intégrand (96). Interprétons les termes
obtenus en associant & chaque terme un diagramme D qui peut étre divisé
en deux parties. L’une, D;, formée des éléments appartenant 3 une partie
connexe de D contenant au moins un lien de £ et Pautre son complément
D, = D\D;. L’intégrale (96) se factorise en deux parties correspondantes.
Lorsque D est fixé, tous les diagrammes D correspondants sont obtenus
en ajoutant un diagramme de la fonction de partition du réseau A\D; U £.
obtenu en 6tant de A toutes les plaquettes D; U £, ayant au moins soit un
lien dans £, soit un lien bordant une plaquette de D;. Alors

(X)=>Y_ / II 4 ] ew,x ZyoozZn! (98)

D, ICDul pPED1

Nous allons maintenant borner les différents termes. Tout d’abord, Q
étant positif et A contenant plus de plaquettes que A\D; U £, le quotient
zZ A\m—ZXI est inférieur & 1. L’observable X étant locale et ne dépendant
que d’un nombre fiui de champs d’un groupe soit compact, soit fini, est
bornée en valeur absolue par une constante Cs. Enfin, I'intégrand (98) ainsi
réduit peut étre majoré 4 I’aide de 'encadrement (95), et on arrive ainsi 3

(X)) < Z n(k)C2(C1Bs)* (99)
k

ou k est le nombre de plaquettes de D, et n(k) le nombre de diagrammes D,
ayant k plaquettes. Il reste maintenant & évaluer n(k). Nous allons définir
pour cela un processus de construction plaquette par plaquette. A chaque
étape, nous avons un diagramme inachevé comportant un ensemble de liens
non saturés sur lesquels de nouvelles plaquettes doivent se fixer. Au départ,
I’ensemble des liens non saturés est £. Les liens de A ont été ordonnés, et
nous décidons d’ajouter la plaquette sur le lien non saturé d’ordre le plus
bas. Il y a donc au plus 2(d — 1) facons de le faire. Puis il faut décider si les
quatre liens bordant la plaquette ajoutée sont saturés ou non, soit au plus
2% = 16 possibilités. Le processus s’arréte & ’ordre k, en éliminant ’ensemble
des diagrammes obtenus pour lesquels il reste des liens non saturés. On en
déduit ainsi une borne généreuse

n(k) < [32(d - 1)]* (100)
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On en déduit que le membre de droite de 'inégalité (99) converge dés
que 0y < [32C1(d—1)] 7}, c’est-a-dire que la série de couplage fort pour {X)
a un rayon de convergence non nul.

Cette borne est trés grossiere, quoique suffisante pour le moment. Amé-
liorer cette borne.

Ce théoreme de convergence a deux conséquences importantes. Tout
d’abord, les fonctions de corrélation ont un comportement exponentiel. Soit
X ) Pobservable X aprés translation d’une quantité x sur le réseau. La
fonction de corrélation se trouve alors bornée par

(),

_ KXX(x)> —(X) <X<X>>‘ < Cst =™ (101)

avec
am > —41n By + Cst

En effet, seuls les diagrammes joignant les liens supports de X et XX
interviennent dans le développement de cette quantité. Les diagrammes
auront un nombre minimal de plaquettes égal & 4|x| /a; il s’agit en effet
de diagrammes oll un tube joint les deux ensembles éloignés de liens X et
X ). La sommation dans le second membre de (99) commence & cet ordre.
D’ot le résultat.

La seconde conséquence est la preuve de la décroissance exponentielle
de la boucle de Wilson en fonction de l'aire minimale A(C) embrassée par
la courbe. Sous des hypotheéses que nous préciserons dans le paragraphe
suivant, le diagramme minimal est formé de plaquettes couvrant la surface
minimale sous-tendant la courbe, et comporte donc A(C) plaquettes. La
borne (99) fournit une estimation de la tension de corde (45)

K > —1n g5 + Cst (102)

3.2 Développement en caractéres

Notre but est de simplifier les intégrations sur les champs de jauge. Nous
obtiendrons ’analogue du développement en tanh 8 (et non §) du modéle
d’Ising. Rappelons d’abord quelques résultats classiques de la théorie des
groupes compacts. Les éléments de matrice des représentations irréductibles
(de dimension d,) forment une base des fonctions sur le groupe et satisfont
aux relations d’orthogonalité et de complétude (la mesure du groupe étant
normalisée & 1'unité)

05000
[ woLspsiw) = et (109
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> DL (UDE(V) = 8(U, V) (104)

70,0

La fonction § du membre de droite de (104) est définie sur la variété du
groupe. Les caractéres x(U) = >, DL, (U), traces des représentations
irréductibles, forment une base orthonormale des fonctions de classe sur
le groupe, traduite par les relations

[ ewpco =5, (105)
Z err(UV_l) = 6(U7 V) (106)
T
En particulier, notons la conséquence suivante qui nous sera trés utile

d. / QX (U)X (UV) = 6,5xe(V) (107)

La décomposition en composantes de Fourier de l’exponentielle de
Paction va permettre d’utiliser ces formules. Nous écrirons donc

exp B3x(Up) = Y Brxr(Up) (108)
avec '
b = [ dUxc ) exp pix(v) (109)
Posant
B = Bod,f, for 1 0 (110)

la fonction de partition s’écrit sous la forme

Z= ng/H {1 + ZdrﬂrXr(Up) HdUij (111)
p -

r#0 ij

et, comme d’habitude, nous interpréterons chaque terme du développement
du produit intervenant dans l'intégrand comme un diagramme. Chacun
d’entre eux est un ensemble de plaquettes portant chacune une représenta-
tion r non triviale. A la différence du développement (94), deux plaquettes
ne peuvent occuper la méme position sur le réseau. Remarquons aussi que, si
X était réel, il n’en est généralement pas de méme pour .. Il convient donc
de choisir une orientation standard pour chaque plaquette. Le renversement
de cette orientation remplace Uy, par Uy 1 cest-a-dire r par 7, (D, (U™1) =
Di(U) ~ D;(U)), représentation conjuguée généralement non équivalente a
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r. Néanmoins, x étant réel, on a G, = 35 et le choix de 'orientation n’influe
donc pas, comme on pouvait s’en douter, sur les résultats.

(1) Etablir la forme explicite des facteurs 8- pour les groupes SU(2) et
SO(3). Les matrices U peuvent &tre paramétrisées sous la forme

U = cos 30 +io.fisin 10, 0<6<4n (112)

en termes de matrices de Pauli. La mesure de Haar correspondante, normalisée
a l'unité, s’écrit

dg d%a
ain2 1
dU = sin 505-74—”— (113)

Les représentations irréductibles sont classées par j, entier ou demi-entier
positif ou nul, et les caractéres s’écrivent

sin(j + —;—)0

: (114)
sin %0

xi(U) =
Les coefficients fij nécessaires pour le développement diagrammatique s’obtien-
nent par application de (109) et, en termes de fonctions de Bessel modifiées,
on a

I .
exp(385 TrU) = exp B cos 36 = Z 2(25 + l)ﬁ-“ZJ(i)Xj(U) (115)

J

Le groupe SO(3) conduit & des résultats analogues, en éliminant les
représentations de spin j demi-entier. La table II donne les résultats pour
les principaux groupes de jauge utilisés avec Paction de Wilson. Enfin, I'action
géométrique du noyau de la chaleur (9) donne directement la représentation
désirée. Pour le groupe SU(2) par exemple, la valeur propre de 'opérateur de
Casimir quadratique 0;2) = §(j+1) conduit 3 la formule (10) déja mentionnée.

(2) Etablir la forme asymptotique des coefficients §r pour l'action de
Wilson lorsque B est, soit faible, soit grand.

Dans le développement de ’exponentielle apparaissant dans la formule
(109), la relation d’orthogonalité (105) donne un résultat nul tant que la
représentation r ne pourra étre construite par une puissance de la somme du
caractére x de la représentation fondamentale f de sa conjuguée. Le coefficient

Br s’annule donc comme une puissance entitre de B; (ainsi, pour SU(2), au
1
2
De plus, 8, croit uniformément de 0 a 1 lorsque 33 varie de 0 & I'infini. Dans
le cas d’un groupe continu, une étude par la méthode du col autour de U =1

moins 2j spins 5 sont nécessaires pour construire un spin j, et donc §; ~ ﬁ?’ ).

permet de calculer son expression asymptotique

By ~ Cst drﬂ’—;@/—’;‘”—) (1+0(87)) (116)
J
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groupe Bo r et X (U) d. B
Zo cosh 3y ~Zy U 1 sinh g3
U(1) Io(Bs) no e 1 I.(8s)
SU(2) 201 (85)/8s j bentier SnZEE) 2j+1 o3 (8s) = Taj+2(8s)
S0(3) | ¥/ (Io(261) ~ Li(26y)) j entier LA 25+1 | BBL(26) ~ L (361)
U(n) detT;_;(B;/n) h>--->l, U=Diag(el®) | [, == det I, _;44(Bs/n)
(1<ij<n) X = et in e
SUMm) | Yo _oodetT;_jpe(2L) comme U(n) avec I, =0 comme U(n) | Yoo detD;_jpipi(22)
U(c0) exp (%)2
ou dans la limite n — oo
SU(00) 3 Byn? fixé

Table II: Coefficients du développement en caracteéres de ’action de Wilson.
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ol X est la dimension de I’algébre de Lie (nombre de générateurs infinitési-
maux indépendants du groupe). La quantité B» décroit donc suivant une loi
de puissance pour les groupes de Lie, si on soustrait & l’action une constante
correspondant & la valeur du caractére de l'identité. On trouve en revanche un
comportement exponentiel pour les groupes discrets.

Analysons le développement diagrammatique obtenu du point de vue
topologique. Un sous-ensemble connexe de plaquettes est homéomorphe &
une surface simple si tout lien qu’il contient borde au plus deux plaquettes
du diagramme; le bord de cette surface simple est un ensemble de courbes
fermées formé des liens bordant une seule plaquette de la surface. On peut
ainsi découper tout diagramme en surfaces simples maximales. L’ensemble
de leurs bords est formé d’arcs simples dont chacun

— ou bien borde une seule surface (bord libre),

— ou bien est une ligne singulitre de branchement le long de laquelle n
(n > 3) plaquettes se rejoignent.
La classification générale des surfaces simples se fait suivant les criteres
suivants

(a) Orientabilité. Deux plaquettes voisines sont orientées de maniére co-
hérente si les orientations qu’elles induisent sur le lien commun qui les
sépare sont opposées. Une surface est orientable si toutes ses plaquettes
peuvent étre orientées simultanément de maniére cohérente.

(b) Le nombre b de trous, c’est-a-dire de contours simples fermés consti-
tuant le bord.

(c) Son genre g = 2—{na—ny1+ne+b) > 0, ny étant le nombre de plaquettes,
ny celul de liens et mg celui de sites appartenant a la surface. On
démontre que toute surface orientable de genre g (toujours pair dans ce
cas) est homéomorphe 3 une sphere munie de 3¢ poignées (conservant
Porientabilité) et dans laquelle on a foré b trous. Le tore correspond a
g=2,b=0,ledisque & g =0, b = 1. Si la surface est non orientable,
elle est homéomorphe & une sphere percée de b+g trous, g (> 1) d’entre
eux étant refermés & 1’aide d’un ruban de M&bius (qui correspond au cas
b =1, g =1). Le plan projectif correspond & g = 1, b = 0 et la bouteille
de Klein & g = 2, b = 0. Dans les chapitres ultérieurs, ol nous aurons
exclusivement affaire & des surfaces orientables, nous appellerons genre
et noterons encore ¢ la moitié de la quantité (paire) ci-dessus.

Aprés ces préliminaires, procédons 3 'intégration sur les champs de
jauge. La relation (103) implique P’absence de bords libres pour les dia-
grammes de la fonction de partition; pour une observable quelconque, les
bords libres du diagramme doivent coincider avec les liens utilisés pour la
définition de cette quantité. La relation (107) permet l'intégration sur les
liens internes des surfaces simples constituant le diagramme. On en déduit
en particulier que toutes les plaquettes doivent porter la méme représen-
tation lorsqu’elles sont orientées de maniére cohérente, . Cela exclut les
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surfaces non orientables portant des représentations non réelles (dans le
sens qu’elles ne sont pas équivalentes & leur représentation conjuguée). Le
résultat de I'intégration est

Br2d2=97 T[ x+(Usora) (117)

bords
Vérifier ce résultat.

Il ne reste plus, en fin de compte, qu’a intégrer le long des lignes sin-
guliéres de branchement pour obtenir la contribution finale du diagramme.
C’est 13 que réside généralement "opération la plus délicate, qui nécessite en
particulier une bonne connaissance des coefficients de couplage de Clebsch—
Gordan des représentations du groupe.

Montrer que, s'il n’y a qu’une ligne singuliere fermée, le long de laquelle
sont incidentes p surfaces simples auxquelles sont attachées les représentations
T1, T2, ..., Tp, intégration conduit & un facteur N, . ,r, entier, comptant
le nombre de fois oii la représentation identité est contenue dans le produit

rI®r2®@- - Qrp.

Examinons plus en détail la topologie des diagrammes contribuant
a la boucle de Wilson. Si I’on pense immédiatement & la topologie du
disque, bordé par la boucle, qui conduit, comme on I’a vu, & une loi de
décroissance exponentielle en fonction de laire, il faut également songer
a la possibilité de diagrammes toriques, tel celui de la figure 12. Ces
derniers induisent une décroissance en loi de périmetre, & moins que leur
contribution ne soit nulle. Physiquement, ils décrivent un processus ou les
charges sont écrantées et peuvent ainsi étre séparées, sans confinement. Les
comportements correspondant aux deux types de diagrammes sont ,BJL2 et
,B}S(L_l)respectivement, ce qui situe le passage d’un régime de loi d’aire &
un régime de loi de périmétre pour une taille de Pordre de L ~ 15. Cette
taille est supérieure, en ’état actue], a celle utilisée dans les simulations
numériques qui peuvent donc conclure hitivement & une loi d’aire. Fort
heureusement, il est possible d’exclure ce genre de diagramme lorsque le
groupe a un centre non réduit & I'unité. Le dernier exercice montre que la
contribution est nulle si r ® ¥ ne contient pas la représentation utilisée dans
la définition de la boucle de Wilson. Or chaque représentation induit une
représentation du centre, sous-groupe invariant, et r ® correspond toujours
a la représentation unité du centre. Si celui-ci n’est pas trivial et si la boucle
de Wilson étudiée induit un caractére non trivial sur le centre, elle ne pourra
donc conduire & des contributions non nulles de ce type. Ainsi, pour SU(2),
on ne peut écranter un spin % par des combinaisons j ® 7, de spin toujours
entier; mais le spin 1, correspondant a la représentation fondamentale du
groupe SO(3), pourra V'étre et ’'opérateur boucle de Wilson ne peut alors
étre utilisé pour distinguer les phases du systéme.
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3

Figure 12: Un diagramme pouvant donner une loi de périmétre pour
la boucle de Wilson.
3.3 Energie libre

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire divers développements.
Aprés énumération des graphes par les techniques exposées dans le cha-
pitre VII (volume 2), toutes ces considérations permettent de calculer un
développement de I’énergie libre par site pour tout réseau hypercubique de
dimension d et pour tout groupe. Introduisant un certain nombre de coeffi-
cients correspondant aux diverses topologies possibles, & savoir

e Sphere
Sn=Y_ Brd:

P

A
r
e p disques partageant la méme courbe fermée pour frontiére

— 1 n.
np = E: m Bed,, e dy
TyeeTp

e Tore

e Cylindre fermé & ses extrémités par des disques dupliqués
Cnl"'nS = Z B:’ll e ﬂ;l:drl drz dr4dr5 Nr1r2r3Nr3r4r5

e quatre arcs singuliers ayant tous les mémes extrémités et limitant ainsi
six disques

Pnaanosnes n 1
n12n13n14 Z H d"r] ﬁn‘: / dU H XT‘J U U )
1<J 1<y

on obtient ’énergie libre & l’ordre 16 sous la forme
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2In Z N
d(‘d———n_ = ln Bo + (d = 2)[§5 + (2d — 5)S10 + P(d — 3)S1a+

+ (20d® — 106d + 143)S;4 + (84d? — 504d + 757)S16+

+ 3(d - 3)T1e — (2d — 22)S7 — (44d? — 226d + 294) 56510+
+ (2d - 5)Os51 + 2(d — 3)(2d — 5)(Os355 + Os551)+

+ %(d —3)(30s42 + 3010,4,2 + 20933 + %9664 + @5

+ (20d2 — 108d + 149)(20951 + (51415) + O(ﬂ}6)]
(118)

L’application & un cas spécifique n’est alors plus qu’une question
d’algebre. Nul besoin de dire qu’a ce niveau de complexité, un programme
d’algebre formelle sur ordinateur est trés utile. La série peut ensuite étre
analysée par les différentes méthodes générales exposées au chapitre VII
(volume 2).

Rappelons que les théories de jauge pure possédent une transition du
premier ordre au dessus d’une certaine dimension. L’énergie libre, telle que
nous ’a montré I’analyse du champ moyen, n’est pas singuliére en ce point.
Dans le cadre de cette approximation, les deux arcs de couplages faible et
fort correspondent & la méme fonction analytique dont ils constituent des
déterminations sur des feuillets différents. Il est théoriquement possible de
prolonger analytiquement la fonction, de calculer ses deux déterminations
et d’en déduire, par exemple, le point de transition. Dans la pratique, les
séries actuelles sont beaucoup trop courtes pour cela.

Considérons plus en détail le modele de groupe Z; en dimension
quatre. L’analyse directe de la série en (3; montre une singularité située
vers tanh 8y = 0.48 — 0.49, plus loin que la position de la transition
tanh 8. = v/2 — 1, connue par dualité. Cette singularité décrit 'extrémité
de la phase métastable de couplage fort. Mais il est possible, comme le
suggere l’analyse de champ moyen, que la constante de couplage soit, elle,
une fonction uniforme, sans singularité, de ’énergie interne E par plaquette.
Si on inverse la série E(G;) en B33(E), cette attente semble confirmée : aucune
singularité n’apparait et on obtient la courbe de la figure 13, ou il est possible
de trouver la position de la transition qui coincide avec la valeur prédite par
dualité, aux incertitudes pres.

Le cas des groupes non abéliens est plus difficile & analyser. Les
simulations numériques révélent ’absence de transition, avec cependant un
pic important de la chaleur spécifique (figure 14). Les séries ont bien du mal &
reproduire une telle structure et leurs différentes extrapolations commencent
4 donner des résultats discordants dans cette région. On peut améliorer
les choses, par exemple en imposant la position d’une singularité complexe
calculée pour reproduire le pic observé de la chaleur spécifique, mais tous
ces essais sont assez limités. La meilleure technique & ’heure actuelle est
de raccorder les séries dans cette région aux prédictions de la théorie
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Figure 13: L’énergie E par plaquette en fonction de ¢ = tanh 85 pour
le groupe de jauge Z,.

continue utilisant le groupe de renormalisation et la liberté asymptotique.
Un exemple en sera donné pour la tension de corde.
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Figure 14: La chaleur spécifique du modeéle de jauge SU(2) quadri-
dimensionnel d’aprés B. Lautrup et M. Nauenberg, Phys. Rev. Lett. 45
(1980) 1755.

Les contributions des diagrammes peuvent étre resommées en grande
dimension de facon trés différente de ce qui a été fait pour le champ moyen.
Un simple examen de la formule {118) révéle que le polynéme en d voit
son degré augmenter d’une unité tous les quatre termes. Ceci suggere de
fixer Bid et de resommer les termes prépondérants 3 grande dimension,
obtenant aussi un développement en d-i. Imaginons alors le processus de
réduction suivant. Une tranche du réseau comprise entre deux hyperplans
voisins k < z, < k+ 1 et contenant au moins une plaquette du diagramme
est supprimée. Le diagramme n’ayant pas de bords libres, comme on I’a vu,
quatre plaquettes au moins vont disparaitre dans ce processus. De plus,
certaines plaquettes seront dupliquées lors du recollage des deux demi-
espaces et devront étre remplacées par une seule. Dans tous les cas, le
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nombre de plaquettes diminue d’au moins quatre, alors que la dimensionalité
du diagramme - c’est-a-dire le nombre de dimensions différentes qu’il utilise,
et donc la puissance du polynéme er d entrant dans sa contribution —
diminue d’au plus une unité. Il est clair que, dans la limite cherchée, les
termes prépondérants voient exactement quatre plaquettes disparaitre a
chaque étape, jusqu’a 'obtention d’un simple cube. Cela caractérise les
diagrammes dominants qui présentent la topologie de la surface d’un arbre
fait de cubes tridimensionnels accolés.

Chaque cube ayant six faces, il a au plus six voisins dans cet arbre.
Dans la construction inverse du processus qui vient d’étre décrit, un cube
peut étre ajouté de 2d — 5 (= 2d) fagons sur une des faces. Certaines sont
interdites par des effets de volume exclu, mais leur nombre est négligeable
vis-a-vis de 2d. La valeur moyenne d’une plaquette & laquelle est attachée la
représentation r, p, = (xr(Up)) /d,, satisfait donc & I’équation de récurrence

Py = By + 2dp? (119)
Cette équation est paramétrisée par

'r=&—'1_ T -t
Br (1 ~ur) (120)

Ty =2dﬂr =ur(l— u,‘)4

et il est maintenant facile d’obtenir 1’énergie libre (par intégration de
Pénergie interne p, d’une plaquette)

5_nZ _dd-1) d2g1/? ur(l 3ur) -1/4
F=— 5 Inj, = 12\/_2;0 ) (1+ O(d~1*4))
(121)
Avec l’action de Wilson, seule la représentation fondamentale et sa
conjuguée contribuent & (121), et I'énergie libre soustraite F prend alors
une forme universelle, représentée sur la figure 15. Elle présente un point de
rebroussement pour u = 1/5, soit 2d3% = 4*/55. Comme le réarrangement
de la série n’est possible que dans un domaine de convergence, seul I’arc
OA et acceptable. Il représente la totalité de la phase de couplage fort, y
compris la région métastable. L’extrémité A a un comportement singulier
(Ba — B3)~*/? tel un point critique du second ordre avec un exposant v = %
(voir chapitre X1, volume 2). La branche de couplage faible est absente dans
I’échelle utilisée ici. En effet, d’aprés ’analyse du champ moyen, cette phase
se trouve confondue avec ’axe vertical dans la limite ol la dimension d tend
vers 'infini.

Calculer la correction en d~1/4 3 cette approximation.
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Figure 15: La fonction de partition soustraite obtenue par sommation
de la série de haute température en fonction 2dS3.

3.4 La tension de corde et la transition rugueuse

Dans les théories non abéliennes ou il n’y a pas de transition a quatre
dimensions, on aimerait pouvoir extrapoler les séries de couplage fort pour
la tension de corde jusque dans la région de couplage faible, afin de faire
le lien avec le comportement d’échelle et la limite continue. Ce programme
rencontre deux sortes de difficultés. La premiere a été évoquée dans le pa-
ragraphe précédent et a trait au prolongement analytique délicat des séries
dans la région intermédiaire. Un second probleme surgit avec cette obser-
vable qui n’est pas locale; il s’agit d’une transition d’un type particulier, liée
aux interfaces, baptisée transition rugueuse. Ce nom provient de la théorie
de la croissance cristalline ol apparait un phénomene similaire.

Pour le mettre en évidence, considérons un modele d’Ising tridimension-
nel, avec des conditions aux limites telles qu’il existe & basse température
une interface entre deux régions d’aimantation opposée: les spins en bord
d’échantillon pointent en haut au dessus d’un plan donné, en bas au dessous
de ce plan. La tension superficielle est liée 3 la différence d’énergie libre entre
cette configuration et le systéme usuel, sans interface (cf. chapitre IT); Si A
‘est I’aire de ’interface minimale et AF la différence d’énergie libre,

AF =-KA (122)

ou K est la tension de corde du modele de jauge Z; dans sa phase de
couplage fort (par dualité).

L’interface est un plan cristallographique a température nulle. Lorsque
T augmente, elle se met & fluctuer et devient de plus en plus chaotique,
jusqu’a une température Tg, en général plus petite que T¢; ol les propriétés
changent radicalement. En fait, au dela de ce point, les fluctuations sont
si importantes qu’on ne peut plus parler de surface localisée. Pour préciser
quantitativement ce phénomeéne, désignons par h; l’altitude d’un point de
la surface de séparation au dessus de sa position d’équilibre au point r; et
introduisons la quantité
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p(h,r; —r5) = {8(hi — h;j — h)) (123)

exprimant la probabilité pour que deux points & distance r;; = |r; — ;]
different d’une hauteur h. L’épaisseur Ah de l'interface peut étre mesurée
par le second membre de cette distribution dans la limite de grande distance

thp(h,r,-j) = ((hi — h;)®) — (Ah)® lorsque 1;; — o0 (124)

La transition rugueuse correspond & une divergence de cette quantité &
une température Tg. Une fagon équivalente de voir les choses est d’introduire
I’énergie libre fL nécessaire 3 la création d’une marche unité de longueur
L sur Vinterface; f s’annule alors pour T' > TR, de telle sorte que les
déformations de grande amplitude ne nécessitent plus d’apport d’énergie. Il
faut noter que la tension de surface K n’a aucune raison de s’annuler & Tg,
mais peut étre singuliére en ce point.

Cette description qualitative du phénomeéne s’appuie sur des analyses
diverses provenant soit des modeles exacts, soit de simulations numériques,
soit d’expériences réelles de croissance des cristaux. Pour la préciser, nous
nous tournons vers le modele approché dit Solid-on-Solid (S.0.5), qui ne
considére qu’une classe de déformations possibles de l'interface, excluant
les surplombs et les inclusions locales d’une phase dans 'autre (de maniére
imagée, la surface est une mer avec vagues non déferlantes et sans embruns).
En trois dimensions, I'action correspondante SH = B3 ; ;y |hi — h;|, peut
étre remplacée par SH = ﬂZ(i,j) (h; — hj)z, modéle appartenant 4 la
méme classe d’universalité. On reconnait le modele gaussien discret, dual
du modele XY bidimensionnel étudié en détail au chapitre IV; sa transition
est la transition rugueuse cherchée. La tension de surface, énergie libre de
ce systéme, va donc avoir une singularité essentielle de la forme

K = A(B) + B(B) exp(- ) (T<Tr) (125

_¢

I - T
L’énergie libre f de création d’une marche s’identifie & l'inverse de la
longueur de corrélation, et par conséquent,

c
f~Exy~ eXP(—Q—\/ﬁ)

L’échelle qui intervient dans ce phénomene est {xy pour T' < Tg (c’est-
a-dire dans la région de haute température du modele XY'). Pour T > Tk,
x5 est nul et P'échelle est la taille L du réseau. Introduisons A = In(¢xy/a)
pour T < Tg, A = In{L/a) pour T > Ty. A grande distance, la probabilité
p(h,7) introduite en (123) sera

(126)



V134 CHAMPS DE JAUGE SUR RESEAU 373

1 h?
h,L) ~ —— exp(—— 127
p(h, L) T p(~73) (127)
L’épaisseur de 'interface est donc
Ah =v2) (128)

alors que la probabilité pour un point de 'interface d’étre & sa position
théorique d’équilibre est

(Tr — T)'/* pour T' < Ty
1

p(0) = ~ o (129)

T pour T > Tg

De tels comportements sont probablement universels et doivent donc étre
valables pour l'interface du modele d’Ising initial. On pense que la transi-
tion rugueuse n’affecte pas ’énergie libre et les observables locales ou les
fonctions de corrélation.

Par dualité, cette étude se transpose au modele de jauge Z, tridimen-
sionnel. La discussion précédente peut s’étendre a toute dimension. Cepen-
dant, il n’y a pas, dans le cadre théorique actuel, de preuve rigoureuse de
Pexistence de cette transition. La boucle de Wilson n’ayant qu’une singulari-
té extrémement faible (125), on doit rechercher d’autres quantités ayant un
comportement plus violent pour mettre en évidence ce type de transition.
Soit par exemple

e (W(Cx(Wp)) = (W(C)) {(x(Ty))
- X - X
E(x) = P TCD B (131)

E(x) mesure, & I’aide d’une plaquette test p parallele au plan de la boucle de
Wilson et distante de x; de la surface minimale, la densité d’énergie chromo-
électrique au point x. De la sorte, ? apparait comme une généralisation de
’expression (124), et on s’attend & une divergence en loi de puissance. Les
analyses des séries correspondantes confirment cette hypothése et révélent,
de fagon remarquable, une position de la transition rugueuse, exprimée en
termes de couplage de jauge 3y relatif au caractére fondamental, pratique-
ment indépendante du groupe considéré (compte tenu des erreurs sur cette
position), ce qui confirme sa nature géométrique

il

3 Bsr =~ 0.46
4 Brr = 0.40 (132)
5 ,BfR ~ 0.37

ST Y
i
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La position de la transition rugueuse relativement & la transition de
déconfinement n’est pas nécessairement fixée. Un argument heuristique dit
que la transition de phase sera du premier ordre si la transition rugueuse se
produit 3 température plus basse. En effet, si elle était du second ordre, le
potentiel interquark serait en 1/R au point critique, alors que ’on s’attend
a des corrections exponentielles 4 la loi d’aire au deld du point de transition
rugueuse.

On peut se demander quelle est 1a théorie critique au point Tr. A trois
dimensions, nous avons vu qu’elle appartient & la classe d’universalité du
modele XY bidimensionnel. A d dimensions, le méme raisonnement conduit
4 (d—2) modeles XY bidimensionnels découplés. La quantité 5 y aurait donc
un exposant critique —%, alors que ’énergie libre de marche s’annule avec
une singularité essentielle. Cette annulation a un role physique important; la
surface est désormais libre de se mouvoir dans des directions orthogonales
a son plan minimal, c’est-a-dire qu’elle se comporte comme une surface
continue. La symétrie de translation et de rotation est ainsi restaurée. Cela
a été vérifié 3 la fois dans les calculs de couplage fort du potentiel, ainsi que
dans des simulations numériques mesurant ce potentiel.

L’analyse des séries de couplage fort pour la tension de corde est, bien
entendu, compliquée par la présence de la transition rugueuse. Elle se traduit
souvent par une estimation inexacte de la valeur du couplage pour laquelle
la somme de la série s’annule. La figure 16 montre la comparaison de ces es-
timations avec les résultats numériques. Dans la région intermédiaire, il est
possible d’effectuer une comparaison avec les prédictions utilisant le groupe
de renormalisation et la liberté asymptotique. En effet, la tension de corde
est une quantité dimensionnée. Exprimée dans les unités physiques, ce pa-
ramétre 0 = Ka? peut étre interprété dans le modele des cordes relativistes,
et est relié & la pente de Regge o = (2ma’)~!, connue expérimentalement
(o ~ 0.90GeV~2 et /o =~ 420MeV). La formule de Regge relie linéairement
le spin au carré de la masse des particules et résonances. La formule (31)
entraine alors que, dans le régime de couplage faible, on doit avoir

K ~ oA72(bogd) /% exp(—1/bog?) (133)

courbe représentée sensiblememnt par une droite dans les échelles logarith-
miques de la figure 16. Le raccord de cette courbe avec les extrapolations des
séries haute température dans le domaine central permet une détermination
du parameétre Ap, concordante avec celles obtenues par d’autres méthodes.
La tension de corde ne donne que le coefficient de la croissance asympto-
tique linéaire du potentiel statique quark-antiquark. De nombreux travaux
ont cherché & déterminer la forme de ce potentiel qui permet de décrire
les masses des états mésoniques comportant des quarks lourds et observés
expérimentalement. Nous ne pouvons traiter ici cet aspect important de
la chromodynamique quantique, directement relié a la phénoménologie des
particules. Nous ne décrirons pas davantage la possibilité d’une transition
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Figure 16: Tension de corde pour les modeles de jauge SU(2) (a) et
SU(3) (b). Les données numériques proviennent de M. Creutz, Phys. Rew.
D21 2308 (1980) et M. Creutz et X.J.M. Moriarty, Phys. Rev. D26 2166
(1982).

déconfinante ¢ température finie qui joue un role important en astrophy-
sique et dans les collisions d’ions lourds. Nous nous limiterons 4 une courte
description du spectre d’excitations en théorie de jauge pure, sans champs
de matiere.

3.5 Le spectre de masse

Il semble que le spectre de masse de la théorie de jauge pure soit le
domaine d’application idéal pour les séries de couplage fort. Elles ne seront
pas affectées par des effets du type transition rugueuse et on s’attend a
pouvoir raccorder les régions de couplage fort aux prédictions de la liberté
asymptotique. Les états physiques n’ont pas de composantes fermioniques
et sont recherchés expérimentalement sous le nom de boules de glu.

I’obtention des séries est cependant un peu plus délicate. Nous savons
que les fonctions de corrélations sont dominées par une exponentielle. A
grande distance, on s’attend donc & un comportement
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G(r) = (01(0)0a(r)), ~ Ar(r)e ™" 4 Ay(r)e™™2Om ... (134)

avec différentes masses m; < mg < --- dépendant de la direction d’obser-
vation £. L’idée est donc de choisir deux plaquettes distantes, de calculer la
fonction de corrélation correspondante par les diagrammes les connectant
et d’en déduire m, () = lim, o In G(r)/r. Le probléme qui apparait alors
est 1ié & la dégénérescence des masses, qui empéche 'exponentiation de la
série obtenue.

Pour metire en évidence ce phénomene, calculons la premiére correction
a la longueur de corrélation du modele d’Ising dans la direction parallele & un
axe principal.

Si les deux spins sont distants de n, le premier diagramme est la ligne
droite les joignant; le second présente deux décrochements aux positions ¢ et
j(0<i<j<n) Onadonc

{o00w) = (tanh B)" + (d — 1)(tanh 8)" 2n(n + 1) 4 - -- (135)

Le logarithme de cette série donne bien, a ’ordre 0, un terme linéaire en n

{=

1

mais, & l'ordre suivant, le terme est quadratique en n et la longueur de
corrélation semble donc avoir une correction infinie. La résolution de ce
paradoxe tient au fait que la représentation utilisée ne diagonalise pas la
matrice de transfert; il se produit des accidents de ce type dés que deux
valeurs propres sont égales. Fort heureusement, nous connaissons la fagon de
diagonaliser, en passant en transformée de Fourier et en considérant

G(pL,%o0) = Z (0002g,x, Yo PLXL neT0/8 4. (137)

X1

La premiére correction est alors un simple décalage d’une unité dans les
directions perpendiculaires

G(p, zo) = (tanh §)™ + (tanh )" *+12d(n + 1) Zcos Pyt (138)
I

série qui, maintenant, s’exponentie trés bien. Les corrections suivantes peuvent
également étre calculées sans trop de peine.

La lecon de cet exercice est qu’il faut d’emblée diagonaliser la matrice
de transfert, autant que faire se peut. Ceci est vrai pour l'invariance par
translation — il faut passer en transformée de Fourier —, mais aussi pour
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les autres invariances, & savoir 'invariance de rotation discréte du réseau
et la C-parité, reliée A la conjugaison de change. Nous considérons donc les
quantités

G, oK) = S (Tr L (U (0) £ UL, (0)) Tr k (Upo(x) £ Uj, (x))), €%

(139)
ol U, (x) représente la variable U, attachée & la plaquette de centre x et
de directions y, v. Au lieu de calculer G, évaluons comme d’habitude son
inverse. A l'ordre le plus bas, le premier diagramme contribuant & cette
quantité est un tube qui peut étre trongconné en déplacements élémentaires
d’une plaquette effectuant une marche au hasard (figure 17). Appelant
M,y (k) la matrice décrivant le déplacement élémentaire de la plaquette
et qui obéit aux relations de symétrie

My po = Mys o = CMyy po (C=+1) (140)

on trouve

My =2 Z cosk,

o 141
o 4 cos 2k, cos £k, quand C = +1 (141)
HURP 4sin ko sin 3k, quand C = —1

pour ses composantes non nulles. Le propagateur G est relié a cette matrice
par

[GHK)],, . = (1= Bt Myue0(k)) (142)

LY,po

les corrections comnsistent 3 “décorer” le tube du propagateur par des
déformations diverses.

Figure 17: Marche au hasard d’une plaquette.
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Enfin, il faut tenir compte des invariances par rotations discrétes. En
quatre dimensions et pour une propagation le long de la quatriéme direc-
tion, nous devons décomposer le propagateur suivant les représentations du
groupe discret de symétrie du cube (rotations laissant invariante la qua-
trieme dimension). Les quantités & considérer sont

Le singlet Re'I‘r(Ulg + Uss + U31)

e Le doublet {ReTr(Uis — Uas);ReTr(Uss + Uzz — 2U12)}
Le triplet  {Im Tr U;g;Im Tr Uss; Im Tr Us; } qui n’existe que pour les
groupes dont la représentation fondamentale n’est pas réelle.

Vérifier cette décomposition

Les détails des calculs pouvant étre trouvés dans les références, nous
mentionnerons seulement un résultat pour 1'état singlet 0+ du groupe de
jauge de couleur SU(3). Les séries ont été calculées jusqu’a l’ordre 8. Les
extrapolations sont stables lorsqu’on exprime la masse de ce scalaire en
fonction de I’énergie de plaquette avant d’estimer la série. On trouve

TS ~ 340 + 40 (143)

AL
Cette valeur est en accord avec les simulations numériques et donnerait pour
la masse de la boule de glu approximativement 800 MeV. Bien entendu, ce
résultat ne doit pas étre pris & la lettre, car de nombreux effets ont été
négligés, tel Ueffet des quarks. Il semble également exister un état 27+ de
masse voisine, de méme que des états excités de masse plus élevée. Du point
de vue expérimental, Pexistence de tels états n’a pas encore été prouvée. Par
ailleurs, un gros effort numérique est fait actuellement pour déterminer le
spectre hadronique en présence de quarks (chapitre VIII, volume 2). Il reste

cependant des difficultés techniques lorsque ces quarks présentent une faible
masse.

4. Fermions sur réseaux

4.1 Le probléme du doublement

Les théories de jauge ont été introduites pour 1’étude de la chromo-
dynamique quantique, et on ne peut donc éviter de considérer des champs
fermioniques. Si nous avons déja mentionné la méthode pour rendre une
action localement invariante (passage de la formule (1) a la formule (2)),
encore faut-il pouvoir disposer de cette derniére. Or, de sérieux problemes
apparaissent avec les fermions.

L’idée la plus simple pour discrétiser l'action continue de champs
fermioniques 1 et 3 de spin %
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Seont = / d%e (Lidy, O — mpe) (144)

est de remplacer les dérivées par des différences finies entre proches voisins
0u.f — (fitap — fi)/a entre proches voisins. On arrive ainsi & la formule
suivante, que nous qualifierons d’action fermionique naive

Sut = Ha®2 Y " iyt — ma® Y ity (145)
(25) g
avec
Vi = Yul@i — 25)*

Pour alléger les notations, nous n’avons pas indiqué explicitement tous les in-
dices des champs grassmanniens 1;, 1;. Outre I'indice spatial ¢ explicitement
indiqué, il y a des indices spinoriels (sur lesquels agissent les matrices de Di-
rac v), de couleur (indices de la symétrie interne qui sera rendue localement
invariante, et sur lesquels agiront les champs de jauge), et éventuellement
de saveur (autres symétries internes dont nous ne nous préoccuperons peu
ici; la masse m en dépend). Indiquons également les conventions employées
ici pour les matrices de Dirac euclidiennes. Elles satisfont & la relation d’an-
ticommutation

{711771/} = -26;/,11 (146)

On utilisera une représentation matricielle fidéle de dimension minimale
214/2] Cest alors une base de Palgébre des matrices 214/21 x 214/2] En
dimension paire, la matrice

As =1 yyp g, AE=1 (147)

est linéairement indépendante des précédentes avec lesquelles elle anticom-
mute. Ajoutée aux d précédentes et multipliée par i, elle complétera la base
de matrices de Dirac pour la dimension impaire d + 1. En dimension paire,
les 7, peuvent étre choisis antihermitiques, et %5 est alors hermitique. La
notation 45 provient de la physique quadri-dimensionnelle.

L’action quadratique (145) conduit & des champs libres; le propagateur
correspondant est diagonalisé en ce qui concerne ses indices spatiaux en
transformée de Fourier

-1
Ap) = ('(1;714 sinp,a + m) (148)

La position des podles détermine la masse des particules. Dans la limite
a — 0, ces péles se situent aux points p de composantes 0 ou 7/a
(rappelons que les composantes de 'impulsion sont définies modulo 27/a)
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et sont donc au nombre de 2¢, remplagant le pdle unique que nous voulions.
Cette multiplication des espéces est le reflet d’'une symétrie discreéte que
nous allons préciser. En dimension paire, introduisons les d opérateurs
T, = 7.45(=1)%/%, u = 1,...,d. Ils engendrent un groupe fini d’ordre
et 'action (145) est mvanante sous ’action de ce groupe (v — 7,7,
P — 1/77' T) Chacune des transformations 7 décale I'impulsion d’une des
quantités p précédemment introduites, et agit sur les indices spinoriels par
une matrice S(p). Au voisinage de chacun des pdles, le propagateur (148)
se récrit

A(p =p+1) = 5(6) T L 5(5) ! + O(a) (149)
Les transformations S ne font que de modifier la représentation des matrices
de Dirac. Cette formule met clairement en évidence I'identité des 2¢ par-
ticules de Dirac de masse m. Lorsqu’on reste au niveau des champs libres,
on peut introduire un projecteur sur I'un de ces états dans 'action (145)
et ainsi éliminer les doublons indésirables. Ce n’est plus possible lorsque les
champs sont en interaction; il y a production de paires de ces particules
indésirables qui contribueront en particulier aux états intermédiaires.

Etudier la dégénérescence en dimension impaire.

Plusieurs échappatoires & ce probléme ont été imaginées. Elles ont cha-
cune leurs inconvénients. Nous montrerons d’ailleurs, dans la section sui-
vante, qu’il n’est pas possible de définir une action fermionique sur réseau
ayant toutes les propriétés désirées. Une premiére possibilité est de déloca-
liser le terme de masse sur des sites voising d’une quantité proportionnelle &
un parameétre r. Formellement, la limite continue sera alors inchangée. On
obtient ainsi Vaction de Wilson

Swe =13y ilimijat™? +ra ) — (m + %T) > bt (150)
(i) :

Cette action conduit & un propagateur

-1
1
Ap) = (a% sinp,a + m + -Z— E (1- cospua)) (151)
m

Au voisinage de V'impulsion p (avec k composantes égales 3 7/a, et d — k
nulles), les particules ont maintenant une masse d’ordre m + 2kr/a dans la
limite ¢ — 0. Un seul état autour de p = 0 subsiste donc dans la limite
continue, les autres se découplant et ne se propageant plus (masse infinie).

Le désavantage de cette formulation est une brisure explicite de I'inva-
riance chirale apparaissant dans la limite de masse nulle
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vy P e (152)

C’est une symétrie (non compacte) de I’action continue et de 'action discrete
naive. Or, en physique de particules, elle joue un réle treés important en
théorie des interactions faibles. En effet, les deux états de chiralité opposée
+1, obtenus par action des projecteurs (1 % 4s), sont découplés dans la
limite de masse nulle, et le restent, méme en présence d’interactions. Il est
alors possible d’écrire une action pour des particules de chiralité donnée,
sans introduire pour cela un partenaire de chiralité opposée (fermions
de Weyl). Cette propriété est utilisée de facon cruciale dans le modele
standard de Glashow-Weinberg-Salam pour les interactions électro-faibles.
On aimerait donc pouvoir construire un modele régularisé sur réseau,
invariant chiral et sans ce doublement intempestif de particules.

4.2 Le théoréme de Nielsen—Ninomiya

Un théoreme dii & Nielsen et Ninomiya établit que cette construction
est impossible si certaines hypotheéses générales sont respectées. La preuve
originelle concernait la formulation hamiltonienne de la théorie, mais nous
en donnerons une version adaptée a la formulation lagrangienne en dimen-
sion d paire. Considérons donc un systéme fermionique discret sur réseau
régulier, I’action étant locale, hermitique et invariante par translation. Le
contenu mathématique exact de ces hypothéses sera précisé tout au long de
notre démonstration. La conclusion est qu’il y a autant d’états de chiralité
+1 que de chiralité —1 dans un tel systeme.

Si tel n’est pas le cas, il est possible d’écrire une action pour des fermions
de chiralité +1. Le terme quadratique le plus général prend la forme

D B (L 35)iFu(xi — x5)9; (153)
LIl
L’invariance par translation apparait dans le fait que F, ne dépend que
de la différence x; — x;, et Phermiticité dans la relation F;(x) = F,(—x)
(supposant une symétrie x — —x du réseau). Montrons que cette action

contient en fait des partenaires de chiralité opposée. La transformée de
Fourier

Fu(k) =) Fulxi)e™ (154)

est analytique (localité), périodique (avec la période du réseau réciproque)
et réelle. En fait, nous n’avons pas besoin de l'analyticité et il nous suffira
que F, (k) soit régulitre, c’est-a-dire que |x|® F,(x) s'annule suffisamment
vite & grande distance. Le théoréme s’applique ainsi & une trés grande classe
de modeles, utilisant des interactions allant au-dela des proches voisins.
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L’action quadratique (153) est diagonale dans la représentation d’im-
pulsion, et chaque état physique est associé & un zéro simple isolé de F, (k)
(on les appelle “points critiques” du champ vectoriel F,(k)). Prés d’un tel
point k, si F), est différentiable une fois, nous avons

E (k) = M, (k- k), + O((k ~ k)?) (155)

Nous nous placons dans la situation générique ot 0/0k, F),(k) i est

non singulier. La matrice M d’éléments M,, peut se décomposer en un
produit M = S d’une matrice orthogonale par une matrice symétrique
définie positive. La matrice orthogonale O peut étre réabsorbée dans une
redéfinition des champs fermioniques. En effet, il existe toujours une matrice
R telle que

Tu(1+95)0u = R7I (1 + e45)R (156)

Lesigne ¢ = detO = detM = =1 est appelé indice du champ vectoriel E,(k)
au point critique k. Pour prouver cette relation, nous plongeons 1’espace de
dimension d paire dans un espace de dimension d + 1. La matrice O,
sera étendue 3 un élement O,“, € SO(d + 1) qui agira sur la coordonnée
supplémentaire par multiplication par e. Comme SO(d + 1) admet une

représentation spinorielle, il existe une matrice R dans ’algebre de Clifford
telle que

g

R R:(W(?“”)
’yd 675
s

ce qui justifie (156).
Prouver I'équation (156) de maniere détaillée pour d = 2.

Quant & la matrice définie positive &, elle transforme 1’espace des
impulsions au voisinage de k par une homothétie de chaque composante de
k — k dans un repére adapté. Cela n’affecte pas en particulier 'orientation
de Vespace. En conséquence, le point critique {155) est associé & un état
physique de chiralité e.

Le champ vectoriel réel F,(k) est défini sur une variété compacte, ici le
tore T%. En effet, le réseau étant régulier, la fonction I:"u(k) est périodique.
Un théoréme di & Poincaré et Hopf établit que la somme des indices € d’un
champ vectoriel réel sur une variété compacte est égale 3 la caractéristique
d’Euler de cette variété, ici 0 pour le tore 7. Ce théoréme généralise la
simple constatation unidimensionnelle suivante: une fonction périodique &
une variable s’annule autant de fois avec une pente positive qu’avec une
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pente négative. L’utilisation de cet exemple suggere les extensions de la
démonstration & des cas dégénérés ol plusieurs points critiques coincident.
La conclusion est donc qu’il y a autant d’états physiques de chiralité +1
que de chiralité —1.

Une conséquence du théoreme de Nielsen—Ninomiya est que 1’on doit
violer une de ses hypothéses pour construire une action invariante chirale sur
réseau. Ainsi, on peut utiliser un réseau aléatoire (voir chapitre XI, volume
2). On peut aussi choisir

F,(x)=k,

pour —7/a < k, < w/a. Cette fonction est discontinue au bord de la pre-
miére zone de Brillouin |k,| < 7/a, et 'action est non locale. En particu-
lier, toute paire de sites interagit avec la méme intensité, quelle que soit
la distance. Ceci introduit des difficultés sérieuses dans les développements
ultérieurs, comme par exemple I'introduction de champs de jauge.

La discussion précédente concernait les fermions libres. Elle est égale-
ment reliée aux anomalies trouvées dans les théories continues de fermions
chiraux interagissant avec les champs de jauge, et qui doivent étre compen-
sées dans des modeles réalistes d’interactions électro-faibles.

4.3 Fermions de Kogut—Susskind

Le nombre d’espéces de fermions de ’action naive peut é&tre réduit par
une autre technique qui conserve certains aspects discrets de l'invariance
chirale (Kogut, Susskind). Malheureusement, elle ne permet cependant pas
encore la discrétisation des fermions de Weyl. On utilise des champs grass-
manniens & une seule composante (sans indice spinoriel) et on met & profit
les poles multiples du propagateur pour reconstruire le spineur physique 3
plusieurs composantes. En d’autres mots, on distribue les différentes compo-
santes d’un fermion sur les sites de 2¢ “super-réseaux” de maille double pour
les interpréter comme 1’unique composante d’un champ grassmannien. Une
des versions de ce modéle s’écrit

Sks = —3a*”! 2‘,(—)35"'1Jr"'-‘rz""‘“1 (XiXi+a + Xi+aXi) + ima® Z XiXi
Tylh ©
(157)
ot les champs grassmanniens ¥, x n’ont qu’une composante. La technique
de reconstruction des spineurs physiques 9, 1 a 2\%/2] composantes est
suggérée par I’exercice suivant.

Diagonaliser la partie quadratique de I’action fermionique (145) relative-
ment aux indices spinoriels et montrer que les états peuvent étre découplés.
Définissons pour cela des matrices unitaires A; dépendant du site ¢ et telles
que le changement de champs
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¥i = Aixi, ¥i = XAl (158)

diagonalise simultanément les matrices de Dirac

AlyuAiry = Ay (159)

Une solution possible est

{ Ap =y _,7:.',4

Ay =— (*)Ii’1+"'+"'i»#—1 (160)

La transformation (158) met I’action sous la forme (157),a cela prés que les %,
X ont ici autant de composantes que ¢, ¥. Cependant, ils sont découplés et le
demeurent aprés introduction des champs de jauge. On peut donc ne garder
qu'une seule composante. Ceci justifie donc 1'étude de 'action (157).

Les fermions physiques sont reconstruits comme suit. Caractérisons
chaque site x; par sa position y dans un réseau de maille double et son
emplacement 5 dans I’amas des 2¢ sites originels groupés pour constituer le
super réseau. Ainsi,

Tip = 2Ypu + My avec 7, =0 or 1.

Regroupons maintenant le champ x en un champ & 2¢ composantes (in-
dexées par 7)) du réseau double

xi =(=) e (y)
Xi =(—)V T e ga(y)

Apreés quelques calculs, on peut alors mettre 'action (157) sous la forme

(161)

S =a Z )_Cn(y)ri;m'Aan’ (y) + ain(y)f‘:;,n'aan’ ) (162)

Yoy,

Nous avons utilisé deux opérateurs de différence finie symétrique A, et §,
qui tendent respectivement vers les dérivées premiére et seconde dans la
limite de maille a nulle

Auf(@) =g+ ) = fly = )] = 0uf @)

: (163)
8uf(y) =51y + ) —2f () + f(y — W)} 7, LS )

Les matrices T et T introduites en (162) valent
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r*  =2-l¥l m(rty,r,)

nn'

~ 11

Flv;,n' =214 Tr(PI;’Yurn’)wn’m—ﬂ — by m+a) (164)
Ly =y g

en utilisant une représentation arbitraire des matrices de Dirac. Finalement,
la formule (162) peut étre récrite en utilisant des fermions physiques usuels,
avec un indice spinoriel a et un indice supplémentaire de saveur ), prenant

chacun 2'-%‘1-' valeurs différentes

X 297313472 5T, Yo xn (v)

- 14179 (165)
$>‘ =2-%[34l/ Z(Fn)bin(y)
n
Ces notations permettent d’écrire la forme suivante de ’action
Sks =(2a)d Z ["Zy(’ﬁt ® 1)Au"/}y + mZyﬁ’g ® 72‘4;7;)614.7/)11]
vk (166)

+(20)%m Y Pyiby
Yy

On peut interpréter ce résultat comme décrivant un systéme de gl3d]
especes de fermions. Les différentes saveurs sont couplées sur le réseau par
le second terme de la premiére sommation, qui est inessentiel dans la limite
continue @ — 0.

En dépit de leurs défauts, ces diverses discrétisations fermioniques ont
été utilisées avec succes dans les simulations numériques de la chromodyna-
mique quantique.
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Notes

La proposition d’étudier les propriétés des théories de jauge sur réseau
est diie & K.G. Wilson, Phys. Rev. D10 2445 (1974). Le cas abélien avait
été auparavant suggéré par F.J. Wegner, J. Math. Phys. 12 2259 (1971),
comme exemple d’un modele avec propriétés de dualité et sans paramétre
d’ordre local. Quelques travaux initiaux, dont le travail de R. Balian et des
auteurs, ont été rassemblés dans le livre de C. Rebbi, Lattice Gauge Theories
and Monte-Carlo Simulations (World Scientific, Singapore 1983). Il existe
de nombreuses revues, telles celle de J.B. Kogut, Rev. Mod. Phys. 51 659
(1979), J.-M. Drouffe et J.-B. Zuber, Phys. Reports 102 1 (1983), sur les
aspects théoriques, M. Creutz, L. Jacobs et C. Rebbi, Phys. Reports 95
201 {1983), sur les simulations numériques. On y trouvera une abondante
bibliographie. Le livre de M. Creutz, Quarks, Gluons and Lattices (Cam-
bridge University Press, Cambridge 1983) est une excellente introduction
au sujet. Pour une étude plus rigoureuse, voir E. Seiler Gauge Theories as a
Problem of Constructive Quantum Field Theory and Statistical Mechanics,
Lecture Notes in Physics 159, Springer Verlag, Berlin (1982).

Nous n’avons pas discuté le formalisme hamiltonien introduit par J. Ko-
gut et L. Susskind, Phys. Rev. D11 395 (1975). Signalons également le pro-
gramme de construction d’une action améliorée proposé par K. Symanzik,
dans Mathematical Problems in Theoretical Physics , R. Schrader et al eds,
Lecture Notes in Physics, 158, Springer Verlag, Berlin (1982).

La quantification des champs de Yang et Mills dans le continu est pré-
sentée dans les livres de J.C. Taylor Gauge Theories of Weak Interactions ,
Cambridge University Press, (1976), et L.D. Faddeev et A.A Slavnov, Gauge
Fields — Introduction to Quantum Theory, Benjamin Cummings (1980).
La liberté asymptotique a été découverte par D.J. Gross et F. Wilczek,
Phys. Rev. Lett. 30 1343 (1973), et H.D. Politzer, Phys. Rev. Lett. 30 1346
(1973). La détermination du parametre Ay, est discutée dans A. Hasenfratz
et P. Hasenfratz, Phys. Lett. 93B 165 (1980) et R. Dashen et D.J. Gross,
Phys. Rev. D23 2340 (1981). Voir aussi H. Kawai, R. Nakayama et K. Seo,
Nucl. Phys. B189 40 (1981); P. Weisz, Phys. Lett. 100B 331 (1981); A. Ha-
senfratz et P. Hasenfratz, Nucl. Phys. B193 210 (1981); A. Gonzalez-Arroyo
et C.P. Korthals Altes, Nucl. Phys. B205 [FS5] 46 (1982). Une revue sur
la dualité est due & R. Savit, Rev. Mod. Phys. 52 453 (1980). L’absence
de paramétre d’ordre local est démontrée par S. Elitzur Phys. Rev. D12
3978 (1975). Les observables duales non locales ont été introduites par G. 't
Hooft, Nucl. Phys. B138, 1 (1978).

La méthode du col est étudiée dans le livre de R.B. Dingle, Asymyptotic
Ezpansions — Their Derivation and Interpretation, Academic Press, New
York (1973). Les corrections au champ moyen sont analysées dans E. Brézin
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et J.-M. Drouffe, Nucl. Phys. B200 [FS4] 93 (1982) et H. Flyvbjerg,
B. Lautrup et J.-B. Zuber, Phys. Lett. 110B 279 (1982).

La classification des surfaces est exposée dans le livre de P.S. Aleksan-
drov, Combinatorial topology , Graylock 1956.

De nombreuses séries de couplage fort peuvent étre trouvées dans la
litérature. Celle de 1’énergie libre provient du travail d’un des auteurs Nucl.
Phys. B170 [FS1] 91 (1980). Pour la tension de corde, voir G. Miinster,
Nucl. Phys. B180 [FS2] 23 (1981); G. Miinster et P. Weisz, Nucl. Phys.
B180 [FS2] 13 (1981); J.-M. Drouffe et J.-B. Zuber, Nucl. Phys. B180
[FS2] 253, 264 (1981). Les séries pour la masse de la boucle de glu se
trouvent dans N. Kimura et A. Ukawa, Nucl. Phys. B205 [FS5] 637 (1982);
K. Seo, Nucl. Phys. B209 200 (1982); G. Miinster, Phys. Lett. 121B 53
(1983). La resommation des séries de couplage fort en grande dimension,
avec une discussion d’un modéle sur réseau de surfaces aléatoires, est étudiée
dans J.-M. Drouffe, G. Parisi et N. Sourlas, Nucl. Phys. B161 397 (1979).

La discrétisation de ’action fermionique est discutée par T. Banks,
J. Kogut et L. Susskind, Phys. Rev. D13 1043 (1976), et I’interprétation en
termes de fermions avec saveur suit P’article de H. Kluberg-Stern, A. Mo-
rel, O. Napoly et B. Petersson, Nucl. Phys. B220 [FS8] 447 (1983). La
preuve du théoréme sur la symétrie de chiralité est die & H.B. Nielsen et
M. Ninomiya, Nucl. Phys. B185 20 (1981). Nous avons calqué notre pré-
sentation sur le travail de L.H. Karsten, Phys. Lett. 104B 315 (1981). Le
théoréme de Poincaré-Hopf est classique en géométrie différentielle; voir par
exemple J.W. Milnor, Topology from the Differentiable Viewpoint (The Uni-
versity Press of Virginia, Charlottesville, 1965). L’ouvrage de S.B. Treiman,
R. Jackiw, B. Zumino et E. Witten, Current Algebra and Anomalies, World
Scientific, Singapore (1985) contient une revue des anomalies dans le con-
texte de la théorie des champs.






INDEX

Cet index ne concerne que le présent volume. Un index général est placé

a la fin du volume 2.

Abe 154

Action de Villain 200, 324

Aimantation spontanée 59, 69

Algeébre de Clifford 51, 62

Algebre de Lie 322

Amplitude de Born 276

Amplitudes critiques 186

Amputation 234

Analyse dimensionnelle 232

Anomalies 263

Approximation de Bethe 119

Approximation de champ moyen
106

Approximation de Migdal-
Kadanoff 175

Approximation des ondes de spin
194

Baker, Nickel, Green, Meiron 310

Berezinskii 197

Berezin 47

Berlin—Kac 137

Bosonisation 94

Boucle de 't Hooft 342

Boucle de Wilson 335

Boules de glu 374

Brisure spontanée de symétrie 110

Brézin, Le Guillou, Zinn-Justin
304

Caianiello 92

Caractéres des groupes 324

Cauchy 82

Cercles de Fisher 136

Champ de Majorana 90

Champ libre 21

Champ moyen 105, 342

Champs de Higgs 341

Champs de jauge 321

Champs euclidiens 21

Cheng-Wu 86

Chromodynamique quantique 322

Classement topologique 241

Coleman 194

Complexe dual 339

Complexe topologique 336

Comptage de puissance 256

Confinement 336

Construction de Wulff 88

Convergence superficielle 257

Correction du premier ordre 152

Corrections aux lois d’échelle 295

Couplage minimum 322

Critére de Landau—Ginzburg 155,
163

Cumulants 75, 234

Degré canonique 232

Diagrammes articulés 245

Diagrammes de Feynman 151

Diagrammes en arbre 151, 242

Diagrammes primitivement diver-
gents 257

Diagrammes vide-vide 239

Dimension anormale 172, 237, 268

Dimension canonique 23, 237

Dimension critique inférieure 140



390

Dimension critique supérieure 140

Dimension dynamique 237

Dualité de Kramers et Wannier 59

Dualité 58, 336

Dyson 304

Décimation 173

Déterminant de Toeplitz 72

Déterminant de Vandermonde 74

Développement de couplage fort
357

Développement de haute tempéra-
ture 32

Développement en ¢ 231, 284, 304

Développement en caractéres 361

Ensemble de Julia 190

Equation d’état 163

Equation de Callan-Symanzik 229,
267, 278, 303

Equation de diffusion 3

Equation de Dirac 91

Equations de mouvement 142

Equations de Painlevé 96

Espace de Fock—-Bargmann 49

Exposants critiques 6, 123, 274

Facteurs associés a un groupe
d’invariance 254

Fantoémes de Faddeev—-Popov 329

Fermions de Wilson 380

Fermions de Kogut—Susskind 383

Fisher 229, 231, 284

Fisher-Gaunt 154

Flot de renormalisation 209, 265

Fonction de Green 7

Fonction de partition frustrée 70,
83

Fonctions de corrélations connexes
234

Fonctions de Green 233

Fonctions de Green renormalisées
260

Fonctions de Green une particule
irréductibles 234

Fonctions de Schwinger 233

Fonctions de vertex 234

Fonctions génératrices 232

INDEX

Formule de Baker—Campbell-
Hausdorff 327

Formule de Poisson 201

Frustration 342

Gaz de Coulomb 192, 200

Graphe tadpole 238

Groupe de renormalisation 265

Groupe dual 338

Groupes d’homologie et de
cohomologie 340

Haffnien 92

Hohenberg 194, 215

Hypothese d’échelle 162

Hypothese d’hyper-homogénéité
162

Identité de Ward 142

Identités de Ward—Slavnov 329

Intégrale de chemins 11

Intégrales de Feynman 241

Intégrales de Grassmann 47

Intégrales gaussiennes 21

Invariance d’échelle 87, 171

Invariance de jauge 322

Jauge axiale 325

Kadanoff 165

Kadanoff-Ceva 85

Lagrangien 229

Laplacien discret 3

Lemme de Szegd 72

Liberté asymptotique 321

Limite thermodynamique 22

Lipatov 304

Loi de ’aire 336

Loi en périmetre 336

Lois d’échelle 159

Longueur de corrélation 38

Marche au hasard 1

Marche avec retour exclu 30

Matrice de transfert 36, 60, 133

Matrices de Dirac 378

McBryan—Spencer 218

McCoy-Wu 75

Mermin-Wagner 215

Modes de Goldstone 105, 115, 117

Modele O(n) 116



INDEX 391

Modele XY 190

Modéle o non linéaire 25, 105

Modele d’Ising 32, 57

Modeéle de Heisenberg classique 25,
105

Modele de Potts 173

Modele gaussien 32

Modele gaussien discret 202

Modele hiérarchique 189

Modele 5.0.S. 80, 202, 372

Modele sine-Gordon 203

Modele sphérique 137

Modele a n-composantes 24, 254

Méthode des variables de bloc 165

Nickel 304

Nombre de boucles 242

Noyau de la chaleur 324

Onsager 47, 57, 66, 73

Opérateur de Casimir 325

Opérateur de Laplace-Beltrami
324

Opérateurs de désordre 85

Opérateurs essentiels 171

Opérateurs inessentiels 171, 300

Opérateurs marginaux 171, 214,
300

Ordre de Wick 242

Parametres nus 233

Pfaffien 55

Phénomene de Goldstone 125

Pippard—Ginsberg 162

Plaquette 58, 324

Point critique 39, 268

Point fixe infrarouge 168

Points multicritiques 311

Potentiel effectif 152, 235, 244

Probleme du doublement 378

Processus Markovien 5

Propriétés d’intersection 16

Rapports d’amplitude 308

Relation de Clausius—Mossotti 107

Renormalisation dans ’espace réel
159, 165

Renormalisation de fonction
d’onde 259

Renormalisation perturbative 259

Renormalisation phénoménolo-
gique 220

Régle majoritaire 180

Regles de Feynman 238, 329

Régularisation dimensionnelle 245

Réseaux 42

Schéma de renormalisation de
Bogoliubov, Parasiuk, Hepp,
Zimmermann 259

Schéma de soustraction minimale
329

Singularité de Lee—Yang 123, 127,
129

Somme sur les chemins 9, 26

Super-renormalisabilité 257

Séries de couplage fort 32

Tension de corde 336, 370

Tension superficielle 83

Théorie de Kirkwood-Yvon 107

Théorie perturbative 237

Théoreme d’Elitzur 333

Théoréme de Goldstone 293

Théoréme de Mermin—Wagner
140, 192

Théoreme de Nielsen—Ninomiya
380

Théoreme de Noether 94

Théoreme de Weinberg 268

Théoréeme de Wick 23, 55, 92, 96,
238

Tourbillons 194, 197

Transformation de dualité 177, 201

Transformation de Jordan—Wigner
61

Transformation de Legendre 152,
156, 234

Transformation étoile-triangle 180

Transformée de Laplace 149

Transition de Curie 57

Transition de Kosterlitz—Thouless
192, 197

Transition de phase du deuxieme
ordre 68

Transition déconfinante 344



392 INDEX

Transition rugueuse 89, 202, 371 Wilson 229, 231, 284, 304, 321
Universalité 32 Yang 73
Variables anticommutantes 47 Yang, Mills 321, 327



	Table des matières
	Avant-propos
	CHAP.1 Du mouvement brownien aux champs euclidiens
	1. Mouvement brownien
	1.1 Marche au hasard
	1.2 Somme sur les chemins
	1.3 La dimension deux des courbes browniennes

	2 .Champs euclidiens
	2.1 Champ libre
	2.2 Champs en interaction et marches aléatoires
	2.3 Marche au hasard avec retour exclu et limite n tend vers 0
	2.4 Développement de haute température
	2.5 Le cas unidimensionnel
	Appendice A. Réseaux
	Notes


	CHAP.2 Intégrales de Grassmann et modèle d'Ising bidimensionnel
	1. Intégrales de Grassmann
	1.1 Variables anticommutantes
	1.2 Intégrales

	2. Modèle d'Ising bidimensionnel
	2.1 Dualité
	2.2 Matrice de transfert
	2.3 Représentation fermionique
	2.4 Energie libre
	2.5 Aimantation spontanée
	2.6 Fonction de corrélation
	2.7 Tension superficielle

	3. Théorie critique continue
	3.1 Action effective
	3.2 Fonctions de corrélation
	Appendice A. Différences quadratiques et équation Painlevé
	Notes


	CHAP. 3 Brisure spontanée de symétrie. Champ moyen
	1. Approximation de champ moyen
	1.1 Constante diélectrique d'un milieu polarisable
	1.2 Modèle de spin classique - Symétrie discrète
	1.3 Groupe continu d'invariance
	1.4 L'approximation de Bethe
	1.5 Exposants critiques

	2. Singularités de Lee et Yang
	2.1 Le théorème de Lee et Yang
	2.2 Cas unidimensionnel
	2.3 Propriétés générales
	2.4 Racines dans le plan des températures

	3. La limite n tend vers l'infini
	3.1 La méthode du col
	3.2 Factorisation
	3.3 Solution en champ extérieur

	4. Corrections au champ moyen
	4.1 Transformée de Laplace
	Notes


	CHAP.4 Lois d'echelle - Modèle XY
	1. Lois d'échelle. transformations de renormalisation dans l'espace de configuration
	1.1 Homogénéité et invariance d'échelle
	1.2 Relations de récurrence
	1.3 Exemples et approximations
	1.3.1 Décimation unidimensionnelle
	1.3.2 Déplacement des liens
	1.3.3 Règle majoritaire
	1.3.4 Amplitudes critiques


	2. Le modèle XY
	2.1 Comportement à haute température
	2.2 Développement de basse température. Tourbillons
	2.3 L'action de Villain
	2.4 Corrélations
	2.5 Flot de renormalisation
	Appendice A. Systèmes bidimensionnels à symétrie continue
	A.1 Inégalité sur l'aimantation
	A.2 Inégalité sur les corrélations

	Appendice B. Renormalisation phénoménologique
	Notes


	CHAP.5 Groupe de renormalisation
	1. Lagrangien et analyse dimensionnelle
	1.1 Présentation
	1.2 Fonctions génératrices et analyse dimensionnelle

	2. Méthode perturbative
	2.1 Série diagrammatique
	2.2 Classement topologique
	2.3 Prolongement dimensionnel
	2.4 Facteurs associés à un groupe d'invariance
	2.5 Comptage de puissances
	2.6 Renormalisation perturbative

	3. Groupe de renormalisation
	3.1 Flot de renormalisation
	3.2 Exposants critiques
	3.3 Du point fixe gaussien au point critique
	3.4 Fonctions de corrélation au point critique
	3.5 Développement au voisinage du point critique
	3.6 Lois d'échelle pour T < Tc

	4 Corrections aux lois d'échelle
	4.1 Déviation au point critique
	4.2 Corrections logarithmiques en dimension quatre
	4.3 Opérateurs inessentiels

	5 Résultats numériques
	5.1 Développement en Epsilon
	5.2 Equation d'état
	5.3 Rapports d'amplitudes
	5.4 Résultats tridimensionnels
	Appendice A.  Points multicritiques
	Notes


	CHAP.6 Champs de jauge sur reseau
	1. Généralités
	1.1 Présentation
	1.2 Limite continue
	1.3 Paramètre d'ordre et théorème d'Elitzur
	1.4 Dualité

	2. Structure du diagramme de phase
	2.1 La solution de champ moyen
	2.2 Corrections au champ moyen
	2.3 Groupes discrets : développement en l/d
	2.4 Groupes continus : calcul des corrections

	3. Développement de couplage fort
	3.1 Convergence
	3.2 Développement en caractères
	3.3 Energie libre
	3.4 La tension de corde et la transition rugueuse
	3.5 Le spectre de masse

	4. Fermions sur réseaux
	4.1 Le problème du doublement
	4.2 Le théorème de Nielsen-Ninomiya
	4.3 Fermions de Kogut-Susskind
	Notes


	Index

