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Avant-propos 

EPUIS LA PREMIÈRE OBSERVATION d’un solztorc par Joliri Scott Russell D en 1834, ces ondes solitaires à la stabilité exceptionnelle ont fasciné les 
scientifiques, d’abord en raison de leurs propriétes expérimentales très spec- 
taculaires, de leur iridéniable élégance, mais égalenierit à cause des propriétés 
riiathéniatiqiies remarquables des systèmes intégrables ayant des solutions de 
type soliton. L’aspect mathématique a été privilégie clans la plupart des ou- 
vrages consacrés aux 5olitons car il coridiiit à de très beaux développements 
theoriques coninie par exemple la niéthode d’inversion des données de diffu- 
sion qui permet de résoudre une équation riori lznéuzre complexe par uiie série 
d’etapes qui sont toutes lznéuzres (cf. chap. 7). 

Pourt,arit, au delà des aspects mathématiques, la physique des solitons est 
toute aussi irit,éressarite et pertinente pour la recherche moderne. Airisi, de 
rionibreuses d’expériences sur la condensation de Bose-Einstein, objet du prix 
Nobel de Physique 2001, s’analysent & part,ir de l’équation de Schrodiriger 
rion linéaire’ présentée au chapitre 3, qui est, l’une des grarides equations de la 
t,héorie des solitons. Le prix Nobel de Chimie, attribué en 2000 à Heeger, Mac- 
Diarrnid et Shirakawa doit encore plus aux solitons car les porteurs de charge 
(laris les polymères conduct,eiirs sont des solitons. Le chapitre 13 s’appuie sur 
un article de Su, Schrieffer et Heeger pour expliquer ces pliérionièries. 

Ainsi, la physique des solitons est 1111 domaine actif de la recherche, au- 
quel nous avons contribué, niais ce livre n’est cependant pas Uri ouvrage de 
recherche. I1 se propose de présenter la physique des solitons de manière pé- 
dagogique, abordable par un étudiant e ~ i  fin de licence ou début, de master 
ayant seulement des coiinaissarices de base en physique générale, en niéca- 
nique analytique et en inécariique qiiaritique. I1 est issu d’un cours doriné 
d’abord par Michel Peyrard $i l’université de Dijon puis sous uiie forme plus 
complète dans le cadre du DEA de Physique st,atistique et, Pliérioirièries rion 
linéaires de l’École Normale Supérieure de Lyon, et poursuivi mairitjenant par 
Thierry Dauxois dans le Master de Sciences de la matière de l’École Normale 
Supkrieiire de Lyon. 

L’ouvrage n’a pas la prétention d’être exhaustif mais il est conçu de façon 
A doririer riéarirrioins uiie vision assez complète du sujet. Les fondements sont 
introduits dans la part,ie I qui présente les grandes équations B solitons à 
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partir d’exemples de la physique macroscopique. Les méthodes théoriques sont 
présentées dans la partie II. Le choix des développements dans ce domaine 
a été effectué en pensant aux situations physiques coniine le montrent les 
applications présentées dans les parties III et IV consacrées à des problèmes 
de la physique des solides ou des macromolécules biologiques. La modélisation, 
qui est l’étape qui permet de passer du système physique aux équations non 
linéaires qui le décrivent, est illustrée tout au long de l’ouvrage, mais aussi 
discutée dans un chapitre spécifique (chap. 4) car c’est un point dificile et 
particulièrement important. 

L’approche en terme de solitoris permet de renouveler en profondeur le 
point de vue sur certains problèmes physiques. Nous montrons ainsi comment 
les solitons peuvent être utilisés pour traiter la physique statistique des ferro- 
électriques (chap. 10) ou d’un modèle pour l’ADN (chap. 15). La bibliographie 
contient de nombreuses références d’articles qui devraient permettre au lec- 
teur qui le souhaite d’aller plus loin et de trouver les éléments pour aborder 
la recherche sur la physique des solitons. Enfin, nous avons souhaité inclure 
quelques éléments biographiques sur les principaux fondateurs de ce domaine 
car, comme le disait le philosophe Whitehead au début du XX“ siècle, << une 
science qui refuse de se souvenir de ses fondateurs est condamnée >>. 

L’ouvrage a mûri au fil des années de cours et de travaux dirigés, mais il 
doit aussi beaucoup à tous ceux qui en ont fait une relecture critique, en par- 
ticulier Geneviève Peyrard qui a fait de niultiples remarques pertinentes. Plu- 
sieurs collègues, Mariette Barthès, Freddy Bouchet, Hervé Courtois, Jacques 
Dauxois, Sébastien Dusuel, .Jean-Noël Gence, Ioaririis Kourakis, Juan Mazo, 
Guy Millot, Jean-Pierre Nguenang, Sébastien Paulin, Hicham Qasmi, Flo- 
rence Raynal, Yves-Henri Sanéjouand, ont examiné plus particulièrement les 
chapitres proches de leur domaine de recherche. Nous remercions également 
Larissa Brizhik, Lincoln D. Carr, Thierry Cretegny, Bernard Decoriirick, Chris 
Eilbeck, Ying Li, Robert I. Odom, Sylvian R. Ray, Harvey Segur, Terry Toed- 
temeier, Nadezhda Tsypkina, Kathleen T. Zanotti de nous avoir autorisés à 
utiliser certaines photographies ou pour des informations complémentaires. 
Nous tenons enfin à remercier tout spécialement Martin D. Kruskal et Nor- 
man J. Zabusky de nous avoir fourni des éléments sur les débuts de l’histoire 
des e solitons ». 

Février 2004, 

Michel Peyrard, Thierry Dauxois. 
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Introduction 

E XIXe SIÈCLE et la première moitié du xxe siècle ont marqué le triomphe L de la physique linéuare, d’abord à travers les équations de Maxwell, puis 
avec la mécanique quantique dont tout le formalisme repose sur la 1iriéarit)é as- 
sociée au principe de superposition. Les outils mathématiques de la physique 
étaient eux-mêmes fondanieritalement ties outils liriéaires comme la trarisfor- 
niée de Fourier, la théorie de la répoiise linéaire, les approches perturbatives, 
etc. 

Bien entendu, les physiciens avaient identifié l’importance des phénomènes 
non linéaires qui apparaissaient, daris les équations de Navier-Stokes de l’hy- 
drodynarriiqiie, la théorie de la gravitat,iori, les effets collect ifs associés ailx 
iriteractioiis entre particules en physique des solides, etc. Mais, tlaris la plu- 
part des cas, on cherchait à éviter les nori linéarités ou & les traiter comme 
des perturbatioris des théories linéaires. 

En revanche, pendant les qiiararite dernières années, l’importance clu tmi- 
terrierrl intri71,sèque dcs noii liiiearités il dc iriieiix en mieux perqiie et a 
conduit & deux coricepts réellement révoliitioririaires par rapport aux idees 
antérieures, l’attracteur étrange et le solit,ori. 

Ccs tlmx coricept,s corrcsporiderit à deux propri6t)i.s étonriarites cles sys- 
tèmes iioii linéaires, qui semblerit coiitrac1ict)oires. L’attracteur étrange est 
associé A Li  notion de chuos tlaris un système régi par des équations tléteriiii- 
riist,es. Oii le rericorit,re même dnris des syst,èmes faible riorribre de degrés de 
libert,é, que l’on aurait, pi1 croire (( simples >). Ai1 contraire, le soliton coiiceriie 
(les systèmes & grand norribre de tlegrks de liberté. A p ~ i 0 7 . i  il seriible qut: 
l’addition de muveaux degr6s (le lit,ert,é devrait compliquer le comportement,. 
et pourtant ce n’est pas t,oujours le cas. Des str7ictures sputiales coh36wr/,te.s 
peuvent apparaît re grâce ii des effets collect,ifs et conduire au corit,raire ii iiiie 
mito o,/yxa%sation. La compréherisioii de la coexistence erit,rc struct,ures coli& 
rerites et, chaos daris les systèmes rion liri6aires est en coït^ iiiie question oiivtxte. 

Le soliton est une oride .Sohhi? .~  c‘est-à-tlirc localisée spatialeriicrit,. tlorit les 
proprikt,és tie stabili ont spectaciilaires. Dès s a  première obscrvatiori [ 1351 
en 1834 par un ingénieur ~iydrotlvri,2niicieri, ,John Scott Russell. il a suscité 
passion et, dkbat,s. .J.S. Russell ii @té tellement fascirié par cet,t,e ohervatiori 
iriat,tcridiie qu’il a corisacrb tlix aririées cici sa vie ii @t,iidier le pli@riorii+ric. taritlis 
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que les théories, fondées stir des approches linéarisées, riiontraient ... que le 
soliton ne pouvait pas exister. Le soliton a une histoire à éclipses piiisqu’après 
l’observation de 1834, il a fallu attendre 1895 pour qu’une théorie [85] puisse 
en rendre compte grâce à l’équation obtenue par Korteweg et de Vries. Puis 
le phénomène a été oublié jusqu’à ce qu’une expérience numérique [55], faite 
par Fermi, Pasta et Ulani en 1953 sur un des premiers ordinateurs à Los 
Alamos, révèle un phénomène étonnant. Un réseau unidimensionnel de parti- 
cules couplées par un potentiel non linéaire n’atteignait pas toujours l’équilibre 
thermodynamique comme on le pensait. L’énergie injectée initialement dans 
un mode commençait, comme prévu, à se distribuer vers les autres modes, 
mais elle revenait ensuite pratiquement intégralement vers le niode excité ini- 
tialement. Ce n’est que dix ans plus tard que l’explication a été donnée par 
Zabusky et Kruskal [160] ; elle fait intervenir les solitons comme nous le ver- 
rons dans ce livre. C’est ce travail qui, en 1965’ a introduit le terme de soliton. 
Ce n’est pas un hasard si ce nom fait penser à celui d’une particule. Le soliton 
est une onde, mais il correspond aussi à un maximum localisé dans la densité 
d’énergie du système, qui se propage en conservant sa forme et sa vitesse, 
comme le ferait une particule. On dispose ainsi d’une solution d’une équation 
de champ classique qui possède à la fois les propriétés d’une quasi-particule 
et celles d’une onde. On trouve là des caractéristiques que l’on n’attend que 
dans les systèmes quantiques. L’analogie peut être poussée plus loin puisqu’on 
peut même mettre en évidence un effet tunnel pour les solitons [114]. 

Le travail de Zabusky et Kruskal a constitué un véritable t,ournant dans 
l’histoire des solitons qui, à partir de cette date, sont restés sur le devant de 
la scène et ont donné lieu à d’innombrables travaux, aussi bien sur le plan 
mathématique que sur le plan physique. 

Les équations à solitons, au sens mathématique du terme, fournissent 
des exemples remarquables de systèmes totalement intégrables possédant un 
nombre infini de degrés de liberté. C’est la raison pour laquelle elles ont tant 
intéressé les mathématiciens, au point que beaucoup d’ouvrages sur les ,soli- 
tons sont fortement orientés vers les aspects mathématiques de la théorie. 

Pourtant les solitons concernent aussi les physiciens et ils sont même de- 
venus indispensables pour décrire des phénomènes tels que la propagation 
de certaines ondes en hydrodynamique, les ondes localisées dans les plas- 
mas astrophysiques, la propagation de signaux dans les fibres optiques, ou 
des aspects beaucoup plus microscopiques comme les phénomènes de trans- 
port de charge dans les polymères conducteurs, les modes localisés dans des 
cristaux magnétiques, la dynamique de macromolécules biologiques comme 
l’ADN et les protéines par exemple. Bien entendu, tous ces systèmes rie sont 
décrits qu’approximativement par les équat,ions de la théorie des solitons. Ori 
parle alors de quasi-solitons. Mais la caractéristique remarquable des solitons 
est qu’ils sont exceptionnellement stables vis-à-vis des perturbations. Ils sont 
en outre capables de se former spontanément daris un système physique au- 
quel on fournit de l’énergie, par exemple sous forme thermique, par une onde 



(.lectroriiagriét,ique ou une action mécanique. niênie si l’excitation initiale iie 
correspond pas exactement & uri soliton. C’est cette propriété qui fait tout 
l’intérêt, des solitons en physique car. si un système possède des caract,éris- 
tiques perrriett,ant l’existence tie solitons, et nous verrons que c’est le cas pour 
beiiucotip d’entre eux, il existe alors une très forte chance qu’une excitation 
intense conduise A leiir formation. 

Les solitons fournissent soiiverit une approche fructueuse pour décrire la 
physique d’un système iion linéaire. Au lieu de faire une approxirriatiori li- 
néaire, puis de traiter les non linkarités corrinie une pert,urbatiori, il peut être 
beaucoup plus eEcace de décrire approximativenient la physique dii système 
par urie équation R solitons puis. si nécessaire, de teiiir compte des contribu- 
tioris qui pert,urberit> les solitoris. 

L’objet de cet ouvrage est de traiter la physzque des solitons eri montrant 
coiiiirierit ce concept intervient daris de riornbreiix doniairies grâce :i un par- 
cours en trois étapes. 

La première partie présente les grarides classes d’équations à so1it)oiis à 
part,ir de situations tirées de la physique niacroscopiquc. Dans clique cas 
rious partons d’un exemple où 1’observat)iori directe des solitons est, facile et 
nous 1rioiit)roris comment les équations physiques conduisent à cles équ‘ d. t‘ lolls 
de champ non linéaires ayant des solutioris so1it)ons. Cette partie permet, de 
comprendre les principales propriétés des solitons et les caractéristiques qu’un 
système physique doit présenter pour permettre leur existence. Le dernier 
cliapit,re de cett,e première étape discute plus en détails la iiiodélisatioii en 
termes de solitons eri s’appuyant sur la physique des plasmas. I1 riioritre eri 
particulier comment, un, système donné peut être clécrit par p l u s i e ~ i m  t>ypes 
tl’éqiiat,ioiis ii solitons, selon les conditioris daris lesqiielles on le place. 

La deuxième partie introduit quelques inét,liodes inatliéinatiqiies pour 
l’étiide des solitoris. Bien que les aspect,s mathématiques ne soierit pas l’objec- 
tif principal de l’ouvrage, ces inétliodes sont iniportarites pour les app1icat)ioiis 
physiques car le système auquel on s’intéresse n’est jarriais clécrit exactjenient 
par une équation à solitoris. I1 filut, donc pouvoir évaluer et, étudier l’influence 
des ternies que l’on a négligés quaiid oii a proposé m e  description par line 
équation solitons. Cette partie présente des tecliriiques qui sont, rareriieiit’ 
introduites daris les ouvrages traitant de la théorie riiathérnatique des soli- 
tons car elles coiicerneiit justement des systèmes qui ne sont piis exactement 
décrits par urie équation & solitons. Le physicien a aussi besoin de savoir coiii- 
nient évolue daris le temps une condition initiale appliquée & un système. Pour 
rkporidre à cette questZion on peut faire appel k urie méthode iriathériiatique 
très élégante. la méthode d’inversion des dorinées de diffusion, qui parvient & 
réduire la recherche de la solution d’une équation rion linéaire à une séquerice 
d’opérations linéaires. Nous présentons urie introduction ii cett,e méthode. 
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La dernière étape, const,ituée des troisième et quatrième parties de l’ou- 
vrage, est consacrée à liL physique rriicroscopique - physique des solicles 011 

physique des molécules biologiques ~ où les descriptions en ternies tie solitons 
ont, permis de traiter de nombreux problèmes. À cet,te échelle on ne (( voit >> 
plus directeiiieiit les solitons, mais oil les détecte par leur influence sur les 
pïopriét,és du système. Outre le passage des équations physiques aux équa- 
tions ii solitons, comme daris la première partie, il faut donc aiissi discut,er 
les méthodes d’observation des solitons. De plus, à ce niveau, les fluct,uatioiis 
thermiques ne sont plus négligeables. Elles peuvent int,eragir avec les so1it)oiis 
dont il faut ét,iiclier lii dyriariiique daris un système qui n’est plus au repos. Par 
ailleurs, les solitoris eux-inêiries interviennent directernerit daris lcs proprié 
t,lierrriodyiinniiqiies di1 système que leur présence peut modifier. Nous verrons 
iLlissi‘ par exemple daris les ferroélectriques ou cians le cas tie l’ADN, qiie le 
concept de soliton est, très puissant, pour étudier théoriquement la tlierriiodv- 
nainique de certains systçrries. 

La tieaut,é de la science dii non linéaire se situe Sillis doute clans les liens 
qu’elle tisse entre différeiits doniiiiïies qui partjagelit une descript>ion rriatliéiiia- 
tique coiriiiiurie. Cet,te généralité ri’est pas sans rappeler celle de la tlierniody- 
riarnique puisque dans les deux cas c’est, la structure mat liéinatiqiie al)st,raite 
(qui dérive hien sûr des symétries et des lois de la physique) qui est cruciale. 
Cet ouvrage montre coirinierit quelques équat,ioiis foiidüiiieritales permettent 

tèines physiqiics ext,rêmerrient, variés, du inwcroscopique au 
microscopique, unifiant ainsi des doiriaiiics qiie 1’011 coiisi(lère souvcrit, comme 
totalement clifférent,s t,els que l’hytlrodyiiariiiclue et la dyriimiiqiie des niacro- 
niolbcules biologiques. 

Bien entendu, il reste encore de ilombreuses qucstions oiivertes (laris la 
physique des systèmes nori linéaires et les concepts que rioiis introdiiisons ici 
sont c r i  trairi de pénétrer dans cles domaines t,rès différents tels que la bio- 
logie, la sociologie. l‘économie, l’épidéiiiiologie, l’écologie, et,c. Noiis espérons 
que cet, ouvrage donnera ai1 lecteur l’envie de s’avent,urer clans l‘exploration 
de ces questions ouvert,es, en gardant à l‘esprit l’étonriarit,e capacité dcx rioim 
breux systèmes ti créer des shuctures spatiales cohérentes d‘une reiiiarqiiable 
st,abilité qui peuvent influencer proforidémerit leurs propriétés. 
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Les différentes classes 
de solitons 





Chapitre 1 

Solitons non-topologiques : 
l’équation de Korteweg-de Vries 

E CHAPITRE introduit la notion de soliton à partir de la première obser- c vatioii expérirrieritale qui eri a été faite, puis il en étudie les principales 
caractéristiques, eri particulier les conditions d’existence. I1 rnoritre cornirierit 
1’011 peut, obtenir la solution solit,ori par Urie niéthotie élémentaire qui peut 
êt,rc iit,ilisée daris d’autres systènies pour prévoir l’existerice d’ondes solit,aircs. 

Nous considérons ensuite un premier exemple physique. facile (1 réaliser 
expérirrieritalenierit ~ permettant de suivre eii dktail la démarche qui coriduit 
ii une description eii t,ernie de solitoris pour un système discret, c’est,-&tlire 
corist)itiié ci’6lérrierits juxtaposés poiir fornier 1111 réseau. C’est, une sitiiatioii 
que l’on reiicontre particulièremerit eri physique des solides, coiiime nous lc 
verroiis daris la t ro i s ihe  partie. Uri second exemple. celui des orides de pres- 
sion sailguirie, montre que les solitoris peuvent êtrc présents dans des domaines 
où OII rie les atterid pas (!). 

1.1 La découverte 

1.1.1 Les observations de John Scott Russell 

La toute première observatioii d’un soliton est celle que fit, l’ingénieur 1iv- 
drodyriarriicien John Scott Russell en 1834 alors qu’il se proirieiiait 5 cheval le 
lorig d’uii caria1 près d’Édiriibourg. Lorsqu’urie péniche s’arrêta brusquerrient,, 
il fut surpris par la vision de ce qu’il appela e la grande oride so1it)dre >>, qu’il 
suivit peridant, plusieurs kilomètres avant de la perdre daris les rriéaridres du 
c~i ia l .  La description qu’il en a faite traduit l’eiithousiasriic d’im scicrit,ifique 
qui a erisuite consacré une dizaine d’aririées (1 étudier le pliériornèrie. Coriiiiie 
rioiis le verrons, elle contient, déjà les élénients fondarrierit aux pour la mise en 
équation et la recherche de la solution perrriett,arit> d’analyser les ohservatioris : 
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J‘observais le mouvement d’un bateau qui était tiré rapidement le long 
d’un canal étroit par une paire de chevaux quand, soudain, le bateau 
s’arrêta. Liais il n’en fut pas de niéme pour la rnasse d’eau qu‘il avait 
mise en mouvement dans le canal. Elle s’acciirriula autour de la proue di1 
bateau dans un état  de violente agitation; puis, soudainement, l’abaii- 
donria, roula vers l’avant à grande vitesse, prenant la fornie d’une grande 
élévation solitaire, d’un paquet d‘eau rond, à la forme douce et bien défi- 
nie, qui contiriua sa course dans le canal, apparemment sans changement 
de forme ou diminution de vitesse. 

Je  la suivis A cheval et la dépassais alors qu’elle roulait encore A la vitesse 
de 8 011 9 miles & l‘heure, préservant, sa forme originale de 30 pieds de 
lorig et d’un pied et demi en hauteur. La hauteur diminua peu 21 peu. et 
après une poursuite d‘iiri ou deux miles, je la perdais daris les méandres 
du canal. Tel fut. dans le mois d’août 1834. nia première rencontre avec 
ce magnifique et singulier phénomène. 

L‘interprétat>iori théorique de cette observation a ceperidant, dû attendre 
1895 avec les t,ravaux de Korteweg et de Vries qui orit, proposé l‘équation 
qui mairiteriarit porte leur riorIl (abrégée souvent en équation d c x  KdV). Cet,te 
équation se troiivait pourtarit de façon irrip1icit)e [lot?] daris les travaux tlr 
Joseph Valentin de Boussinesq (1842-1929) publiés en 1872 [31]. 

Cet>te équation de KtlV est l’urie des Cquatioris prototypes tie la tlikorie 
des solit,oris car clle it des propriétés rriathématiques rernarquahles. Sori ét iide 
permet, de corripreridre les idées forit lanieritales de la not ion de so1it)oii. inais 
son obtent,iori à partir des éqiiat ions de l‘li~drod~riariiique eri eau peu profonde 
est tin peu fastidieuse. Elle est, prkseritée daris l’appendice A et n‘est vnlahle 
que lorsque la profondeur de fluide ct la Iiautcur dc la vague sont faibles 
devant sa largeur le long de la direction de propagation. Ori peut rioter que 
la première condition correspond & l’ok>servat,iori initiale de .J.S. Russell qui 
parle d‘une vague de 30 pieds de lorig poiir un pied et, derni en hauteur. 

La figure 1.1 schérriatise iin dispositif analogue à ceux que J.S. Russell a 
utilisés pour ét,udier expérirrient,alernerit, la e graride oride solitaire B. Les orides 
sont, engendrées par un pist,on placc à l’extrémité d’un canal. J.S. Russell a 
pu vfrifier les propriétés suivantes : 

~ Urie excitation initiale produit selon son amplitude et sa forrne une, 
deux, ou plusieurs orides solitaires. 

~~ Les orides se propagent à une vitesse supérieure à la vitesse des oncles 
linéaires de graride longueur d’onde cg = Jgh, où g désigne l‘accélération 
de la pesarit,eur et h, la profondeur d’eau dans le carial. L‘écart à CO est, 
proport,ionriel à la hauteur de la vague 71 : la vitesse de propagation suit 
par conséquent une loi de la forme 7) = cg (1 + AT/). 

~ On n’observe pas d’ondes solitaires de type dépression. 

Les études rrieriées par J.S. Russell ont été très controversées daris la coni- 
niuriauté scientifique de l’époque qui était habituée à corisidérer les effets 



1. L'équation de Kortewcg-dr Vries 5 

Fie. 1.1 ~ Évolution schématique d 'me  perturbation de la surface de l'eaii daris 
un réservoir créée par le mouvement d'un piston vers le bas ou vers le haut. 

mn-lin&iires coiiiiiie sccoiidaires et, orit suscité de rioniljrciix débats qui orit. 
coiitribué à niet t,re eii relief les proprietés étoririaiites des solitoiis. 

Les solitons Iiydrodyiiarriiques soiit (les st,ruct tires dyiiarriiques localisécs 
qui se propagciit en coiiservaiit, leur forme et, leur viksse. niais qui rie peuvent 
cxist,cr au repos. De part, et d'aut,re du  solitoii, le iiiilieu est daris le iriî.iiie 
ét,at. On parle cle solitoii, 3non topologique, par oppositioii ii une :iut,re cl. 
de solitons. présentée au chapitre 2, qui interpolerit, c,iit>re (leux états diff@reiit,s 
et pcuverit exister au repos. 

Après avoir observé une onde solitaire 
sur un canal près d'Édimbourg, I'ingé- 
nieur écossais .JOHN SCOTT RLJSSELL 
(1808-1882) a consacré de nombreuses 
années de son existence à étudier le phé- 
nomène de soliton. Cette découverte fut  
une véritable révélation pour lui. Ses 
contemporains n'ont malheureusement 
jamais partagé son enthousiasme, e t  il 
fallut attendre plus de cent trente années 
pour que les scientifiques réalisent réelle- 
ment l'importance de sa découverte. Fils 
d'un membre du clergé [51], il était ap- 
pelé à perpétuer la tradition ; sa passion 
pour les sciences l'en détourna ! (Photo- 
graphie, 1850, @ tous droits réservés). 

J.S. Russell obtint son baccalauréat à 
l'âge de 16 ans à l'université de Glasgow, après des études dans les universités de 
Saint Andrews e t  d'Édimbourg. Malgré d'indéniables prédispositions aux études 
scientifiques, il décida de travailler deux années dans une industrie. Après ce bref 
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intermède, il tenta de retourner à l'université d'Édimbourg, cette fois-ci pour 
y enseigner. Malgré des qualités reconnues d'enseignant ainsi qu'une lettre de 
recommandation élogieuse de John Hamilton, sa candidature ne fut  pas retenue 
face à celle de James David Forbes, connu pour ses contributions à la  théorie du 
transfert de la chaleur ainsi qu'en glaciologie. 

Sa carrière d'ingénieur fut  en revanche beaucoup plus brillante puisqu'il amé- 
liora grandement en 1833 les transports en commun par voiture à vapeur. Cela lui 
permit d'acquérir très rapidement une excellente réputation. C'est la raison pour 
laquelle I I« Union Canal Society >> d'Édimbourg lui demanda de mettre au point 
un système de navigation avec des bateaux à vapeur sur les canaux d'Édimbourg 
et de Glasgow, à la  place du système de halage par des chevaux. 

Il fut  donc engagé pour mettre au point des barges à l'aide d'expériences qu' i l  
effectuait dans une portion du canal dédiée à ses travaux. C'est dans ce cadre, à 
6 miles du centre d'Édimbourg et tout  prêt de l'emplacement actuel de l'université 
Heriot-Watt, qu' i l  découvrit lors du mois d'août 1834 un soliton. À la suite de 
cette découverte, il effectua plusieurs expériences dans des canaux, rivières et lacs, 
mais aussi dans un réservoir de 10 m de long, tout  spécialement conçu au fond 
de son jardin. II f i t  un premier rapport en 1838, avant de publier [135] le résultat 
de plusieurs expériences en 1844. 

Ce rapport fut  malheureusement très mal accueilli par deux personnalités qui 
ruinèrent toutes ses espérances. Ce fut, tout  d'abord, l'illustre astronome Sir G.B. 
Airy (1801-1892) qui critiqua très fortement ses travaux dans un papier sur les 
marées e t  les vagues publié en 1845. Son argument essentiel était que la formule 
obtenue pour la vitesse de l'onde solitaire était en contradiction avec sa propre 
théorie des ondes en eau peu profonde ! Bien qu'ayant étudié les travaux de J.S. 
Russell avec plus de précautions, G.G. Stokes (1819-1903), l 'un des pères de la 
mécanique des fluides, aboutit à la conclusion qu'une onde solitaire ne pouvait 
exister dans les liquides en l'absence de viscosité. Cela signa l'arrêt des recherches 
de J.S. Russell. 

II se consola notamment en effectuant en 1842 l'une des premières mesures 
expérimentales du décalage de fréquence que le physicien autrichien Doppler 
(1803-1853) avait décrit auparavant e t  que l'on appelle, désormais, l'effet Doppler. 
Il participa également à la conception d 'un bateau gigantesque, le Great Eastern : 
long de 207 m et large de 25, ce bateau participa à la mise en place du premier 
câble télégraphique, à travers l'océan atlantique, reliant l'Angleterre aux États- 
Unis d'Amérique. Nul ne savait à l'époque qu'une autre classe de solitons, les 
solitons optiques, serait envisagée pour les télécommunications transatlantiques 
du  X X I ~  siècle ! 

J.S. Russell ne disparut cependant pas sans une reconnaissance justifiée 
puisque le scientifique français Joseph Valentine de Boussinesq (1842-1929) pro- 
posa une nouvelle description des ondes en eau peu profonde, admettant des 
solutions similaires à celle q u ' i l  avait découverte. Ces résultats, confirmés en 
1876 par des travaux de Lord Rayleigh (1842-1919), ironiquement ancien élève 
de G.G. Stokes, puis en 1885 par Adhémar Jean-Claude Barré de Saint Venant 
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(1797-1886) permirent d'établir une théorie mathématique correcte de ces phé- 
nomènes, et donc de découvrir aussi les erreurs de Sir G.B. Airy e t  de G.G. Stokes ! 

À l'occasion d'une conférence, dédiée aux solitons et à leurs applications, qui 
se déroulait précisément à Édimbourg en 1982, plusieurs scientifiques tentèrent de 
recréer une onde solitaire dans le fameux canal cher à J.S. Russell. Ce fut un échec 
à la  suite de problèmes techniques ! En 1995, lors d'une autre conférence, après 
quelques tentatives infructueuses, le résultat fut  plus probant comme le montre la 
photographie 1.2 qui met en évidence un bel exemple d'onde solitaire. Les auteurs 
de ce livre font partie des spectateurs admiratifs (cf. Fig. 1.2) alors que Mart in 
Kruskal, à l'origine de la compréhension mathématique 11601 des propriétés, et 
donc de l'importance des solitons (cf. partie 8), est assis dans le bateau. Un bel 
hommage ! 

FIG. 1.2 ~ Onde solitaire recréée dans le Canal de l'Union en 1995 près d'Édinibourg. 
161 ans après la découverte par ,John Scott Russell de ce qu'il a appelé (( The great 
s»l i tary i i ~ a v e  N (Photographie Cliris Eilbeck et Heriot-Watt University. 1995). 
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1.1.2 L’interprétation de Korteweg-de Vries 
En écrivant les équations d’Euler pour le fluide (supposé iricornpressible et 

non visqueux), les conditions ailx limites ilu forici. & la surface, et, en siipposiirit 
qi ie  l’écoiilerrierit est irrotatioririel. on peut parvenir & l’équation de Korteweg- 
de Vries, valable daris le cas faibleïïieïit lion-linéaire (cf .  appendice A) : 

où cg  = est la vit,esse de propagat,ion des orides linéaires daris lii lirriitc 
des grandes longueurs cl’oiidc, h la profondeur, et 17 la 1iautJeur de la surface 
tie liquide au-dessus de sori riiveau d’éqiiilibre. 

Eri passant daris le repère mobile & la vitesse CO, c’est-&-dire en effcctuuiit 
la traïisforrniitioïi X = z - cot et T = t ,  il est possible d’éliminer le secorid 
tjerrnc et l’équation devierit 

Enfiri, eri iritroduisarit des varialJes adiriierisionriées bien choisies (0  = r i / / ?  ~ 

E = X / X o  et 7 = S/To où Xo est iirie longueur et To un temps), ori peut 
rriettre cettc équation sous sa forme staridard : 

L’équation de KdV possPcie. entre autres, lcs solutioris localisées spatialc- 
rricrit suivantes 

où la fonction secli :r; = I /  cosliz. Ces solutions sorit eii accord quaiit,it,ntif 
ilvcc les observations de .J.S. Russell. De plus lil condition A > (1: rihcessaire 
pour l’existence cie cc t,ype de solutions, corresporitl au fait, qiie 1‘011 ii’observe 
pas d‘oncles so1it)aires de typc dépression $1 la surface tie l’eau’. La largeur du 
soliton, que l’on peut; défiriir par L = J2/A, décroît, iorsque i‘ariiplitiicle aug- 
rrie1it.e. ConiiiiC le montre la figure 1.3. Elle k r i d  vers l’irifirii lorsque l’airiplit~iitle 
terid vers O. 

Eli revenant aux vilriill>lcs tlirriensioriril.es, dans le repere tlii laborat,oire, 
la solution s‘écrit, 

(1.5) 

1. I1 a été recemment moritri. que l’on pouvait creer expi.riIneritaleirient des solitons 
hydrodynamiques en forme de dépression à la condition que la tension superficielle soit 
importante [52], Lcs expéricnces sont effectuées avec du mercure. L’équation du rnoiivemerit 
n’est plus exactement, l’équation de KdV. 
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FIG. 1.3 ~ Comparaison entre les solutions que l’on obtient pour différerit,es valeurs 
de l’arriplitude A. Le pulse de gauche! d‘amplitude et de vitesse modérées, est plus 
large que celui de droite. qui se propage beaucoup plus rapidement. 

Ori riote que la vitesse de propagation dii soliton est, supérieure à. la vitesse (’0 : 
on dit clue le soliton tlc KdV est swpe~rsoniyi~e et l’ori peut vbrifier que, ~oriiiiie 
l‘avait, mesuré .J.S. Russell, 1’éc;irt 5 cg est, proportioriricl 5 rio. la hauteur de 
la vitgue :LU dessus de l;t suïfitce. 

1.1.3 Propriétés de l’équation de KdV et de ses solutions 

L‘Cquatiori de KdV (1.3) est uiie Pquat,iori qui appariiît,, (1ms cle très 1lo11i- 

breux clorilairies dc la physique, à. chaque fois que des oiides peuvent, se pro- 
pager clans un milieu ,fuibZern.ent ri,on-Zir1,6aire et  fuihlemeri,t d i s p e ~ s z f ,  comme 
nous le verrons par la suit,e. 

Essayoris tout d’abord de coiiipreridre l’effet, physique des cliffherit s t>errries. 
Le terme riori-linkaire $(&/a<) t,end à. favoriser la formation de frorit,s raides 
ou d’o~ides de choc. On sait, que 1’éqiiat)ion liriéaire 

est l i ne  équation d’oncle qui possède des solutioris de la forme q = f ( <  - 1 1 7 )  

qui se propagent par conséquent & In vitesre 71.  Si l’on corisidère mairiteriarit 
l’kpatiori, dite de Burgers, 
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en assiiniIantj le coefficient de aq5/a( C i  la vitesse de propagation de l’onde, il est 
facile de se coiivairicre qu’en première approximation, chaque port,iori du sigiial 
se propage <L la vitesse 4.  Les portions correspondant aux grandes valeurs cie ci, 

vont par conséquent avoir t,endance à se propager plus vite que les port)ioris de 
plus faible arriplitide. Le t,errne riori-linéaire induit doiic la forrnatiori d’oiides 
de choc, c’est-à-dire des solut,ions présentant des discoritiniiités à temps fini, 
où le clianip 4(<)  présentje une pente verticale, coinine le confirme la solution 
exacte de l’équation tie Burgers, reprkeritée siir la figure 1.4. 

c 
F I G .  1.4 ~ Évolution d’un pulse dorit la dyriariiique est régie par l’kquation de 
Burgers (1.7). 

Considérons maintenant la version liiiéûrisée de l’équation (1.3) 

Elle admet coniine solution les orides planes du t>ype d = A ei(q< - ii 
la condition que la pulsat,ion LJ et le nonibre d’onde q soient reliés par la 
relation tic: dispersion i*l = -q3 .  Cette relation de dispersion peut seiiibler 
surprenante mais sa forme ticnt au fait, que l’éqiiation de KdV est écrite daris 
le repère mobile & la vitesse CO. En partant de l’équat,ion (1.2)’ or1 aurait 
obtenu w’ = coq’( 1 - q t 2 h 2 / 6 )  qui a une forme plus habitilelle. 

Quel que soit, le repère choisi, on observe que ces orides possèdent iiiie 
vitesse de pliase 7jcb = u/q qui dépend dc la valeur du nombre d’onde 4‘ ce qui 
caractérise un milieu dispersif. Daris un tel milieu, les co1nposaiit)es de Fourier 
d’une impulsion étroite se propagent ii des vitesses diffkrentes; eiitraîiiaiit un 
étalement de l’impulsion conime le nioiitre la figure 1.5. 

L’existence de la solut,ion soliton de l’kquation de KdV rtsulte de l’équilibre 
entre ces deux effets, nori-linéarité et dispersion : la, rion-liriéarit,é a teridance 
ii localiser l’excitation alors que la dispersion l’étale. I1 est essentiel de rioter 
que c’est un équilibre stable. Si l’on part d’une condition initiale trop étroite, 
la dispersion prédomine et l’oiide aura teiidarice A s’étaler jusqu’à ce que 
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FIG. 1.5 - Évolution du  même pulse que celui de la figure 1.4, dans le cas d’une 
dynamique régie par I‘équation linéaire dispersive (1.8). 

l’équilibre soit atteint. Au contraire, si l’on part d’iirie corditriori initiale trop 
ét,alée, la dispersion sera iiet,teincrit dorriiiike par la riori-liiiéarit,é qui aura 
tentlarice & localiser la solution jusqi i”à ce que l’équilibre soit atteint, égalerrierit. 
C’est cett>e propriété remarquable qui rerid le concept de soliton si utile et si 
fasciriant,. 

I1 existe ceperidarit, des situations oii cct équilibre rie peut, Ptre at,t,eiiit, dii 
fait, de pertiirbatioris extérieures. C’est ce qui se passe lorsqu‘iirie t,ellc oritlc 
se propage (litris un rriilieii OU la prof~rideiir I i  décroît, ici1 fur et ti mesure qiïc 
la vagiie avarice. Le terrrie dispersif eri h2 de l’équtLt,ioii (1. i) ciirriiiiue alors 
que le terrrie iioii-linéaire eri 1/11, croît. La  nori-linhritt? l’er~iporti~rit,, la vqgie 
tcritl d’abord & accroîhe sori illriplit iide en deveriarit, plus i.t,roit,e, puis tlkferle 
(cf. fig. 1.6) coriiiiie uric vagiie sur une plage. 

L’exeriiplc tie la plage est évideiiiirieiit, 1111 exerriplc ext,rêrrie oii la pcrtur- 
1iat)ioii agit, t,oujoiirs d m s  le rriî.rrie seris et finit, par détruire Ir soliton. En 

etf e11 particulier en préserice de désordre. C’est, ce tk  propriét,é cle stabilité ex- 
ceptioririelle qui explique l‘ét,eritlue et, la diversit,i. cies applications (le la théorie 
des solitoris, iriêiiic si les sit untioiis physiques rie sont qu’approxiriiat,iveirieiit 
décrites par les 6quiltioris 5 solit,oris en géiiPriL1, et, par l‘équatioii tlc KtlV eii 
part,iciilier.. Le solit,oii est, airisi parfait,errierit capable de se propager sur 1111 

forid irrégulier. Cela explique qu’il soit, ilsscz facilr (le l’observer cri iriilieu lia- 
turd.  Airisi le inascaret de la Seine, qui &Lit, engentlré par la riiaréc reriiorit>ait,, 
l'estuaire de la Seine comirie un solit,ori, jiisqu’u ce que lion crciise IC clieiid 
pour perriiet,t,rc aux gros bat,eaiix de rciiioritcr jiisqii’k R.oiicm. La profoiitleiir 

gériiml le solit>ori se r h è l e  c:xt,rêirieirierit, stable en préserice tie perturb a t >JO115 ’ 
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FIG.  1.6 ~~ Évolution d’une vague solitaire lorsque la profoiideiir dbcroît en nrri- 
varit sui- uii rivage (représenté cri grisé). Les symboles correspondent à des relevés 
expérinieiitaux 11441. alors que les coiirhes continues ont ét,6 obtenues h l’aide de 
siniiilations numériques [95]. La hauteur du piilse par rapport A la sixface libre de 
l’eau est égale A 0,s fois la profondeur dii fluide h graride distance du rivage. 

étant cksorniais plus graride, Ics rffct,s rioIi-liii6aires rie sont, pliis suffisants 
pour équililmr la dispersion et le iiiascaret, a presque t otalerrient disparu. 

Ori t,rouvc des pliérioriièries similaires ailleii r la plar16te et; riot~arilrilc~rit ~ 

au rrioriicrit, des gr aiides riiarées de plciiie luiie, vrier I iiiiltrs, 5 l’ciiiboiirhrc~ 
de 1’Ariiazoiic daris le Nord dii Brhsil lorsque lw riinr& montje. Cela tloriiie iiais- 
snrice à, iiiie vague de 5 ri1 de Iiaut,eur, se propageant à des vitcsses de l‘ordre 
de 30 111; s, qui peut rcriiorit,cr cert,airis bras du fleiive sur plusieurs criitairies de 
kilomètres : les iiidieiis Tupi appclleiit cette vagiie. << p o ~ m o c n  D ‘ qiie l’on peut 
traduire RIiproxiiiiat,iverrierit par. << bruit gigarit,esqiie >> . Bien que provoqiiarit 
rCguliereriicrit, tl‘61ioriiies (légats, cet t,c vagiic it doririé riai ice à, une coiiipt- 
tit,iori qui consiste B siirfer sur la vagiie le plus longtemps sible, les surfeiirs 
devarit c r i  oiit,re st’ iiiéfier des rioiiiljreiix débris c1iarrii.s par 1’Aiiiazoiic~ airisi 
qiie cles alligators; ariacoritlas et, piïarihas ! 

I1 existe d’autres situat,ioiis qiii sont tr$s lieri decrites par l’éqiiation de 
KdV, riot ariiiiieiit los vio s raz-tle-rriar6c qiii tléferleiit sur les rivages cri tlé- 
truisarit tout sur leur pa c. Celiii du 17 jiiillet, 1998 siir la côte Nord dc la 





14 Piiysiqiie des solitons 

réels ainsi que sur les propriétés des surfaces au voisinage de points singuliers 
(G ravu re université d’Amsterdam, 1906). 

C’est avec son étudiant de thèse, 
GUSTAV DE VRIES, (1866-1934) qu’ i l  
confirma que les opinions d’Airy et de Stokes 
n’étaient pas correctes et qu’ i l  introduisit 
également cette nouvelle équation [44, 851 
qui porte leurs noms. Ils en déterminèrent 
non seulement les solutions périodiques à 
l’aide des fonctions elliptiques, mais démon- 
trèrent aussi comment les solitons pouvaient 
être créés à partir des ondes de grande 
longueur d’onde. Bien qu’ayant utilisé le 
qualificatif << très importante >> pour cette 
équation, ils ne réalisèrent pas vraiment la 
profondeur de leur découverte et ne pu- 
blièrent plus rien sur le sujet. G. de Vries 

publia deux articles sur les cyclones puis devint professeur de lycée à Haarlem 
et se maria à une professeure de littérature et de français (Photographie Famille 
de Vries). 

1.2 Les solutions de l’équation de KdV 
Corrinie toutes les équations nori-linéaires, l’équation de KdV est très riche 

et possède une grande variété de solutions. Examinons quelques-unes d’entre 
elles, qui sont particulièrenient intéressantes. 

1.2.1 Solutions à profil constant 

Ce sont des solutions qui se propagent avec une vitesse I I  sans se déforiner. 
c’est-à-dire des solutions du type ~ ( E , T )  = q5([ - P I T ) .  En introduisant, la 
nouvelle variable z = - UT, l’équation de KdV (1.3) s’écrit 

- ~ 4 z  + 644z + 4 z z z  0 ’ (1.9) 
(où l’on a noté par un indice une dérivation par rapport à une variable, #z = 
&$/az), soit 

d 
-& (-q5 + 3$h2 + L) = 0 > (1.10) 

pzz+3q5 2 -vq5+c1=0 ’ (1.11) 
d’où 

où e1 est une constante d’intégration. En multipliant par cjz et en intégrant 
une seconde fois par rapport à z ,  on obtient 

(1.12) 
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où c2 est une seconde constante d’intégration. Cette équation est forinellerilerit 
analogue à l’équation exprimant la conservation de l’énergie d’une particule 
de niasse unité, dont la position serait repérée par 4. le temps noté z ,  et qui 
serait soumise 

représenté sur 

à un pot,entiel 

les figures 1.7. L’équation (1.12) peut donc s’écrire 

(1.14) 

Cette approche faisant intervenir un <{ pseudo-potentiel )> permet d‘identifier 
facilement, à partir de notre expérience de la mécanique, pour quelles valeurs 
de la vitesse 11 et des constantes e1 et CJ on peut obtenir des solutions bornées 
en d. 

Solution soliton 

La solution soliton que nous avons déjà décrite est urie solution localisée 
spatialement, c’est-à-dire que les trois champs @, q!~=> dzz tendent vers zéro 
lorsque IzI tend vers l’infini : cela implique que les constantes d’intégration 
doivent être prises nulles et l’équation (1.12) se réduit donc à 

1 1 -4; + 4 3  - p q 5 2  = O . 
2 

(1.15) 

Corisidéroris urie particule partant à <( l’iiistaiit initial )> z = -cx: de la 
positioii notée 1 (cf. fig 1.7a) corresporidarit à q5 = O. Le système étant lianiil- 
tonieri et z correspondant au pseudo-t,emps, le inouvernerit, se fera ti << pseudo- 
énergie )> constante. I1 est clair que, si la particule part du côté négatif, 011 

aura une divergerice de d, ce qui est, évidemment impossible puisque l’on rie 
considère que les solutions bornées : il n’existe donc pas de solutions solitons 
de l’équation de KdV avec des valeurs négatives pour d (des dépressions), 
conformément & ce qui avait été observé par J.S. Russell. 

Au contraire, si la particule part du côté positif, elle ira jusqu’au point 2 ,  où 
$z s’ariniilera : elle rebroussera alors chemin pour revenir au point 1 lorsque 
z teridra vers l’infini. Cet,t,e solution correspond par conséquent A la crois- 
sance, puis & la décroissance, de la so1ut)ioii soliton de l’équation de KdV. On 
détermine l‘expression complète de la solution en intégrant 

d O 
d z  = Jm (1.16) 

à l’aide di1 changerrierit de variable d z ( I I  sech2 u ) / 2 .  On obtient alors la 
solut ion 

(1.17) 
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FIG. 1.7 Allure dii potentiel effectif Kfi(@) lorsque 1 1  > O (a) et 71 < O (b) 

En posarit) A = 71/2% on retrouve alors l'expression de la solution soliton que 
nous avions déjà préseiitk (cf. équation (1.4)). Oii note qiie la valeur de 52 au 
point, 2 correspond à l'arriplitude A de la soliit,iori qui vérifie V,tf(A) = O, ce 
qui doririe bien la, vitesse de propagation '11 = 2A qui figure daris la solution. 

Lorsque la vitcsse 1 1  est choisie riégat,ive, 011 remarque qu'il ri'exist>e plus 
de possibilit,é de << inouvemerit )) horn6 A énergie constarite pour une particule 
issue de la << position >) 0 = O (cf. fig. 1.711). Ce corriporterrierit, différent pour 

> O et 1 )  < O rie correspond ceperidaiit, pas 5 uric brisure de la syriiétrie 
entre :I; et -5 daris le repère du laborat,oire. En effet, l'équtkioii de KtlV est 
exprimée c h r i s  le rep6rc mobile A la vitessc: (*o. La différence erit,re > O et 
I I  < O correspond sirripleriierit ail fait, que les solit oris hy(1rod~riarriiclues sont 
toujours supersoniques coirirrie l'avait aussi observe J.S. Russcll. 

Solution générale : ondes cnoïdales 

Si l'ori ne cherche plus de solutioris localisécs spatialerrierit. les deux colis- 
tnrites ( 1 et e2 rie sont plils foicériierit nulles. L'équation 

peut cncore être résolue arialytiqimiierit en introduisant une nouvelle forict ion 
iiiconriue u ( z )  tc.lle qiie d ~ -0 U ( Z ) ~ %  (v et 0 0  étant deux constantes A 
déterrriirier. Oii peut alors mettre l'6qiiatiori sous la forme 

(1.19) 

oii k est une coiistaritc à. tléterriiirier. Cette équation différentielle riori-liii6aire 
possède coniine solutions les forictioris elliptiques de .lacobi qui gériéraliseiit 
les foiictioiis trigoriornétriqucs usuelles [13]. 
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FIG. 1.8 ~ Onde solitaire se propageant dans la baie de hlaalen de l’île de k h i  tic 
l‘arcliipel d’Hawaï (Photographie Robert I. Odorri. 2003). 

$9 = O(] (1 .‘LO) 

qui fait iiiterveiiir 1111 cosiriiis elliptique, iiot,i. cii(:r. k ) .  Cettc faiiiille tlc solu- 
t ioiis A iiii parariiètre k corit>irrit la forictioii cosirius usiiellr lorsqiie X: = O iiiais 
tciicl vers la foiict,ioii secli, lorsque 1~ riiodulcx teiid vcw 1. 011 rt.t,rouvc ~ l o r s  
la soli it ioii solit mi pr6sc:rit ieiiiriieiit . Pour lcs viileurs iiit errii6tliaii.t.s dc 
k ?  c’est iirie forict ioii qiii resscmiljle c~u;rlit,;Lt,iveriicrit i?? la forict,ioii co 
qiii est, riioiris arroridie vers ses ïiiaxiriia. Cet t e  foriiie corresporitl i ? ~  la foriiiv 
(( poiiit iie )) qiic l’ori rcriiarque pour les vagiics quaiid lciir ariiplit iit le aiigiiiwt e. 
(:II pixrticiilier pr6s (lu rivage lorsqiie la profoiicleur sv rktiuit ct tioric lorsque 
la. rioii-liiiéarit6 augiiierit,c: (cf. fig. 1.9). 

1.2.2 Solutions multisolitons 

Hormis lrs solut ioiis A profil corist,arit,. l’kquntiori de KdV po 
iiifinit,é d‘aut,res soiut,ioris qiie l’oii q p e l l r  solut ioiis iiiult isolit,oiis. Cette (It- 
rioriiiiintioii vierit, tiii fait, qiie, iorsqiic 1 f I t,rritl vers l’irifiiii. elles t,eritlerit vers 
line siiperposit ioii de pliisiriirs solit,oiis s6pari.s les iiiis tl i i i t ,res. L’Cvoliit iori 
t eiiiporcllc (le ces solut,ioiis tli.crit alors les pli@rioiiiimc>s d’iritcmct ioii crit rv 
solitoiis. 
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O 1 

F I G .  1.9 ~ Allure de la fonction cn’((z,lc) pour k = O (ligne continue) et  k = 0,98 
(pointillés). 

Nous verrons ultérieurement (cf. chap. 7) une façon systérristique de 
construire ces soliit ions. mais corisidéroris d’abord l’urie d’entre elles plus par- 
ticiilièrernerit intéressante, la solution a deux solitons : 

+ 2 ( K ?  - IT;) 
[Ki coth XI - IC2 tnnh X2I2 

q =  

où 1’011 it défini Xi = K I ( [  - 4Iis-r) et X2 = K z ( <  - 4K2.r). Supposons 
pour fixer les i d k  que IC1 > Kz et corisidéroris la solution aiix deux limites 
7- 4 &m. 

Notons 4 2  la solutiori air voisinage de < = 4Ic;~.  Corrirrie IC1 > K2. lorsque 
l’on corisitlère la limite pour 7- t,endarit vers -x, Xi cst, beaiicoup plus gritrid 
qiie 1. Cela signifie que sinh X I  > 1 et, coth XI E 1. Par coriséquerit. eri posarit, 
tilrih A = K 2 / I C I ?  on obtient après qiielqiies calculs 

2 IC; 
- ’ (1.22) 

KL” 
$2 ‘v 2(1 - tnril? A) 

(cosh2 X2 - tarih A sinli X2)‘ - cosh2(X2 - A) 

Ainsi. a i r  voisinage de < = 4Ii‘i‘r. lorsque -r 4 -cxi? la solut,iori est, identique 
ii ilne seule soliit,iori soliton de KdV, dorit, l’iiïï1plit~de serait tloririée par A = 
2 K z .  De i n h e .  aii voisinage de E = 4 K t 7 ,  la soliitiori corrcsporid 5 

01 21CS sech(X1 + A’) . (1.23) 

Donc, lorsque l’on corisitière lii limite 7 + -x, l a  solution a l’allure de deux 
solitoris séparés, l’iiri d’iiriiplitjilde 2IiS et tle vit,esse L Z I T ~ ,  l’aiit,rc ti’airiplit,iitie 
21i2 et de vit,esse 41i2 < L Z I ~ ~ .  

Lorsqiic 7 + +rx,  une aïiitlyse eri tout, point, identique cloiirie ii iiou- 
veau line solution oii les tieiix solitons soiit séparés mais le solit,ori 1. iLytilit 
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FIG. 1.10 ~ Représentation de la dyriainiqiie de la solution exacte (1.21) pour 
h’l = 2 et KZ = 1 daris le plan [, T .  Dans le domaine des plus grandes valeurs 
négatives de [ et T .  on distingue les deux pulses entrant eii collision qui sont bien 
séparés, le premier d’amplitude égale à 8 et le second, plus petit, d’amplitude égale 
à 2. Le plus grand parcourt) tout le domaine représenté pour [ (de -4 à f4) avec 
seulement une faible variation de T car il est le plus rapide. Après la collision. le piilse 
le plus petit est) masqué par l’autre: inais il est toujours présent coninle l’indique 
la vue de dessus qui représente des contours où q5 garde une valeur constante. Elle 
permet, de visualiser la position des deux piilses en fonction du temps et d r  SP reridre 
coiiiptc d u  décalage dû B la collision. 

dépassé l‘autrc. Aii voisinage de E = 4Kzr l a  soliitioii est, niaiiit,eriarlt 
42 E 211‘; secli ( X ,  + A) et, au voisinagc tie = 411;~ clle vaut q i  E 

Cliacun des deux so1it)oris a conservé sa vit,esse, niais cet t,e arialyse at,t,cmtivr 
montre ceperidant que les deux solutions orit, iiit>eragi. L’équat,iori ttaiit 11011- 
liriéaire, la collision des deux so1it)oris ne correspond eri effet pus à, ~ i n c  simple 
superposit,iori. Cet, effet est clairerrierit niis en éviderice sur la figiirc. 1.1 O puis- 
qu’au niornent tie la collision, l’arriplitude ok)servée est inférieure ii c:de tlii 
soliton 1. 

La forme asymptotique ties solutions irioritre également que‘ lors de la 
collision, les deux solitons siihisscrit, Uri déphasage qui apparaît clairenierit, 
sur l’i~voliit~iori en contoiir de la figure 1.10. Pour T + -30, e11 rerriplaçarit 
Xa par sa valeur daris l’expressiori (1.22), on note qiic IC soiit,ori 2 s’exprirrie 
e11 fonction de sa position 41127 + A/Ka alors que le calcul pour T i +m, 
nio1it)re qu’il s’exprime eri fonction de s a  posit,iori 41127 ~ A / K ~ .  À cause tie 
la collision, le soliton 2 s’est donc retardé de 2A/Kz par rapport, & la position 

2 

2A-f scch2(X1 ~ A’). 
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qu’il aurait eue s’il ri’ét,ait pas entré en collision avec le soliton 1. Dc manière 
similaire. il est facile de nioiit,rer qiie le soliton le plus grand est en revimclie 
itvaricé. 

La photogrilphie 1.11, prise iLu bord de la nier, nioritre la collision de deux 
pulses sur un rivage oii la proforideur de l’eau est faible. Les paramètres précis 
de cet événenierit rie sont pas coririus, mais cette pliotogriipliie inet clairement 
en éviderice que lil forme cles deux orides solitjaires est préservée ilprès la colli- 
sion ; on peut égalerrierit dist,iriguer le déc&tge dû à la collision bien qu’il soit 
faible. L’accord qualit,at,if cntre les figures 1.10 et 1.11 est saisissant. 

.. ..<. . . -  , < ”  

F I G .  1.11 ~ Collision de deux solitons dt faible arriplitude photographiée sur une 
plage de l’état d’Oregon sur la côte ouest des États-Unis (Photographie Terry 
Toedtenieier, 1978). 

1.3 Relations de conservation 

Introduisons lin lagrarigieri L pour l i n  cliarrip u(<,  7 )  piir la relatiori 

1 
L = I d <  c = .i’dE 5 [ u p 7  + 2u; - ?l&] ~ (1.24) 

oii L est le lagrarigien par unité de longueur. Si on écrit l’équatiori de Lagrange 
des milieux continus (cf. appendice B poix un rappel) pour le charrip I I  
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et, on riot,e que, si l’on pose 4 = IL<, OII obtient l’équation de KdV (1.3). De la 
rriêriie façon, lorsque l‘on établit l’équation de KdV pour différents systènic,s 
physiques. la variable qui apparaît daris l’éqiiatioii (ici 4)  corresporid soiiverit 

I1 est iritércssarit cie disposer d’un lagrarigieri conduisant, & l‘équat,iori (le 
KdV car il peut, &re iitilisi. de façon syst6iriat)iqiie pour établir des lois de 
coriservatiori pour un syst,i.rrie décrit par cet,t,e kqiiatioii [SI. On peut airisi 
i:t,aljlir iin petit rioiiibre de lois de co~iservat~ioii, mais rious verrons daiis la 
part,ie B (hléthocies irint,liéiiiatiqiics d’@tu& des solitoris) qi ic  le rriocièle de 
KdV est lieri plus riche qiic cx:la : il possède uric infinité de lois tie conservatiori. 

Certairies cie ces lois apparaissent, claireriierit sur les solutions CL un ou tleiix 
solitoris ; airisi lil quantité 

patiiilc d’uïi chinip physique. 

(1.27) 

que l‘on appelle << inasse D de  Z’orade, est line constante dii iiiouveirient. Si cet,te 
loi dc conservation est parfaiterrierit, éviderite pour la soliit ion à uii soliton 
piiisqiie la solution se propage sais déforrriatiori’ elle l’est beaucoup riioiiis 
pour les soliit ions à. deux solitoris auxquelles elle s’a.ppliqiie cependant,, comme 
ii toutes les solutions de> l’éqiiat>iori (le KtlV. 

Pour un champ obéissarit, & l’éqiiat,ioïi (1 .3 ) ,  on a égalerrierit I’6galit é : 

(1.28) 

En ut,ilisarit> & nouveau la iiotiori de << iriasse >> de I’oride, si 65 corresporitl 
line dist,rihtjiori de iiiiisse, J <cb dE correspond alors ii IiL po. 
~ n n s s e .  La  loi tlc coriservatiori (1.28) expriiric par coriséquerit 

C i  iiouvmii bvitlerit poix la solution :i 
un solitoii, riiais t.galcriierit, valable poiir t,oiit,e solution de KtlV et, en part iciilirr 
p(jiiï lil soliitioii 5 cieux solitoris. 

‘e >) est uriiforrrie. C’ 

1.4 Lignes électriques non-linéaires 

1.4.1 Description du problème physique 

C’est 1111 exemple iritéressarit cai , iion seulement s a  corriprélierisiori lie re- 
quiert que ties coiiccpts physiques klheiitaires, ïïiilis il se prète eii oiitre filci- 
leriient à. des réalisations expérinicritales. Coiririie nous l’avoiis déjà. vu, poui 
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avoir propagntioii de solitoris, il faut que le systèrrie comporte sirriultariériierit, 
dispersion et iioii-liiiéarit,é. La dispersion est, obt)eiiue eri utilisarit ilne ligiie 
à. corriposarit>s discrets alors que la non-linéarité est obtenue cri utilisarit tlcs 
coiiiposarits rion-linéaires. On peut, par exeiriple coiist,it>uer une ligne passive. 
c'cst-Mire sans airiplificcLtion. cn iitilisarit des diodes varicap, qui se coi~i- 
port,erit daiis le circuit, coiriiiie des capacités rioii-liriéaires (cf. fig. 1.12). 

F I G .  1.12 - SchPrna de la ligne 6lectriqiie iion-liriéaiIe constituée d'inductaiices et 
de diodes varicap représentées par t ine capacité nomlinéaire C( b') . 

Les pararrirtres de la celliile rI sont : 
- le courant 7, daris l'iriductarice, 

la terision V, ailx bornes de la  capacite. 
la charge Q,, de la capacité. 

La loi tlcs iiceuds appliquée ail point A, tioririe tout d'abord 

La différence de potentiel entre les points A,, et A,,-] (loririe ensuite 

(1.30) 

La coriibinaisoii des tieux équat ioiis coiitluit doiic à. 

(1.31) 

La capacité de la diode varicap que l'on utilise dépeiicl de la terisioii V sclori 
iiiie loi représentée sc1iéiri;rtiqueirieiit par la figure 1.13. En pratique on uti- 
lise la diode varicap pour iiiic terision V vaiiarit peu autour d'iine valeur 
tie polarisation Vn qui fixe le point tie forictioririerneiit de la diotlc et cm no- 
tcra V(t)  = Vo + ~ ( t ) .  La, valeur typique tie In terisioii dc polarisation cst 
Vo = 2 volts et l'écart 7 '  est inférieur aii volt alors que le doiiiaiiie de terision 

enté sur la figure 1.13 s'éteiiti SUI iiiie tiizairie tie volt\. Ori appioclie 
tloric tout sirriplenient la loi C( V) par soli développeiiieiit au pr eniicir ortire 
autour de la terision de pola 

C ( V )  = C(IO)(i - U l L , )  . (1 3 2 )  
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T 

F I G .  1.13 
v-aricap en forictiori de la tension V A ses bornes. 

Allure schéinatiqiie de la variation de la capacité C(Vj d 'me  diode 

Q L  2 = &O + C(V") [ I '  - 1 (1.34) 

qiir 1'011 rioterit 

n i  
2 

Q = Q(> + c Y " ( r  - ( I I ' Z )  . avec a = - et C(j = C(Kj) . (1 35) 

Eii coiril,irimit cette expression rlr la charge nvcc. l'équatioii (1.31). 011 oht irrit 
pour 1'6cart 7 > 7 1  5 la polaiisatiori VO (le la cellule 71 l'éqiiatioii 

(1.36) 

Pour iiiic chaîiic, tie Ar cc.llules itlciit iques. on obtieiit uii eiiseriible tic N é q i w  
tioiis tlifférerittielles noii-linéaires coiiplks qiie l'on rie sait pas r6soiidre cxac- 
t errierit . Oii doit. tloiic recourir ii ties approximat ioiis h i t  il faiidra vhifier la 
validit6 a posfevio'ti. 

1.4.2 Approximation linéaire. Relation de dispersion 
Pour It15 faibles teririori5 1 1 .  on peut iit iliser iine approxiinat ioii liiiéaire 

coiniiie on le fait (trop '?) soii>eerit en pliy5iqiie. Cettc npproxiiriatioii va1al)le 
lorsque ( I  I S , !  << I, conduit à, l'tquatioii 

(1.37) 
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qiii possède coiiinie solutioris les orides plaiies I I , ,  = Aei(4"pdt) si w et q sont, 
liés par la relatioii de dispersion w = f 2 c o  siri(q/2) où I'oii a défini ('0 = 
1 / a .  La pulsation wg = 2c0 est appelée lu pulsation tie coiipure piiisque 
les pulsat,ioiis supérieures rie pcuverit se propager daiis le réseau élect>riqiie 
~011iilie le iiioiitre lil  figure 1.14. 

4 d / c o  

FIG. 1.14 ~ Relation de dispersion des orides planes qui peuvent se propager dans 
un réseau électrique décrit par 1'Pqimtiori (1.37). 

La vit,esse cle pliascl I J ~  = w / q  dédiiite de la relatioii de dispersion dépend 
du vecteur d'oiide q.  Le systéirie est par coiiséqueiit dispersif. Cepeiidaiit,, 
comme dans la limite des graiides loiigueurs d'oiitles la  vi 
ver's la coiistant,e r(1~ I'approxiinatioii h i h i r e  irioiitre que la cliaîiie électrique 
coiistitue 1111 milieu faibleiiierit, dispersif pour les graritles loiigueurs ci'oiicles. 
Daris les cas où l'arriplitide est trop iinportaiitc, pour que 1'oii puisse iiegliger 
aii tlevaiit 1. oii aura ci1 outre une f'ailile noii-liiiéarit6. Toiis les irigrklieiits 
semblent, tloric réiiiiis poiir que l'oii puisse obt>eiiir 1'6qiiation de KtlV. Nous 
nlloiis voir que c'est, bien le cas niais qiie le clieiiiiii qui y coriduit, coiriporte 
plusieurs étapes. 

1.4.3 L'équation non-linéaire dans la limite des milieux 
continus 

Lc système d'équatioris diff'éreiitielles iioii-liiiéaires couplées (1.36) n'est 
piis soluble exacteiiierit . iiiais oii peut o1,t)eiiir iiiie solutioii npproc1ii.c qui 
coIiservc la iion-liriéar.it,é e11 se rmieiiaiit, CL u ~ i e  équation aux dérivées part iel1c.s. 
Pour cela, oii suppose quc l'écart, (le teiisioii ' I I , (  vilrie peu ci'uii site 71  & soil 
voisiii (cf. fig. 1.15). On rciiiplacc, alors l'mseiiiblt ties ïdctirs tliscrèt,es O,, ( t )  
piir le charrip u(x3  t )  dc telle manière qi ie  ilr, ( t )  = 7)(.1; = T I .  t )  où s mesure 
Li. longueur le long d r t  la cliiiîrie iriesurée eii rioiiibre de ceIlilles ; c'est) tloiic 
une vririable sais  tlirrierisioii. Fairc l'liypot,lièse de variwtioii sp;it,iale lcrite de 
71(:r. t )  revierit, à, supposer qiie les dérivées de IJ, sont failjlcs. Oii iit,ilise alors 
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n-1 n n+l 

F I G .  1.15 Variation des écarts de teri~iori PI, ,  à la polarisntiori 

le développerrierit de Taylor aiitoiir du point .I' = t/ 

Eri troriquaiit le tlévelopperiierit ii l'or tlre 4 et en iiitrodiiisarit A iioiiv~nii In  
quttritité CO = l/m, IC YystSrrie tl'éqiiatioris (1.36) \e rétliiit grilce A tettt. 
approxirriatiori. appelée iqpi oxiriiiit ion drs riiiliciix coritiiius. <I l'équiitioii aiix 
tl6rivét.s partielles 

Lit tlifficiiltt ch is  uiie telle npproclic est, (le tlétermirier A qiiel ordre ori 
doit, lirriiter le clévrlopperrierit. Ori s'efforce de choisir IR  forme lia phis simple 
possilde (tloric l'ordre le plus bas possi1)lt:) eri vcillaiit a tlécrirc t,outes les 
propriétés physiques irriport,arites du systèirit.. Daiis ce cas part iculicr il est, 
esscrit,iel de poiirsuivre le tlévelopperncrit au riioiris jiiscju'ü l'ordre 4 poiir 
coiiscrver un système dispcrsif. I1 est facile tie le vérifier eii corisitl(.rarit, la 
version liriéarisée tie l'éqiiitt ion (1.39). En chercharit, cles solut,ioiis eii oiides 
planes, 7) = A cxp[i(qx - ut)].  on ol>tierit> In rclatiori de tiisptrsiori 

2 = c:&2 - q4/12)  + O(q6) (1.40) 

qui corresporitl au développerrierit A faible q de lii relat,iori tie tlispersiori 
exacte oliteriue prScétieriiriicnt d 2  = sin2(q/2). L'équtLtiori (1.39) liriéarisée 
conduit doric bien A la relat,iori de dispersiori qiie 1'011 pouvait at,t,eritlre puisqiic. 
l'approxirriatjion des milieux corit>iriiis revierit A rie considérer que des foiictioris 
vttriarit lerit,eriieiit spatinleriient,, dont les cornposarit,es de Foiirier spat ides orit, 
de grarides longueurs d'oritles. c'est-&dire i i r i  faible vect,eiir d'oritle q. Si l'on 
avait troriqué le développerrierit ii l'ordre 2 seulemerit,, 1'approxirriat.iori aurait, 
été trop sévcre car elle aurait, conduitj ii lit relation de dispersion w = r'oq 
corresporidarit, 1111 iriilieii 'tbori dispe,t,,sif. Urie caracteristique esserit,ielle du 
syst,èriie niirait, doric été négligéc. 
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La troncature du développement de Taylor k l‘ordre 4 tleviendraitj inac- 
cept,able si l’on cherchait des solutioris variarit, rii.pitleïiieïit d’im point, à, son 
voisin. En effet, ~ daiis unc déconiposit,ion de Fourier ces soliitioris donneraient 
des coiitrihutions à grands vecteurs d’oridcs q pour lesquclles le développc- 
rncrit précédent de la pulsation u(q) donnerait des valeurs négatives. ce qiii 
correspond a des iiistiibilités. 

L’équation (1.39) est, connue sous le iioni d’éqiiation de Boussiriesq niodi- 
fiée: ou i n h e  << had Boiissiiiesq N eii raisori de sa relation de dispersion qui 
peut doiirier des ondes planes instables. Elle ressemble beaucoup à, cellc, ob- 
t,enue par Boussinesq en 1895 pour les orides liyclrodyriaiiiiques en eau peu 
proforide. mais il existe une tlifkéreiice import ante qui se situe daris le ternie 
iioii-linéaire qui fait iiiterveiiir ici urie dkivée temporelle et, rion spat,iale. 

1.4.4 Les solutions quasi-solitons de la chaîne électrique 

Coiitrair enient & l’équation de KdV, l’équation de Boussiriesq modifiée iie 
correspond pas à un syst ènie totalcnierit intégrable ayant des solut ions solitoris 
exactes. Elle a ceperidant une solution en oride solitaire (ou quasi-soliton) que 
l’on peut obtenir en cliercliaiit cles solutions à, ofil constant coiiinie nous 
l’avons fait pour l‘équation de KdV. Ori obtient ilne solution qui correspond 
à, la, propagatioii d’une impulsion de tensioii k vitesse coiistantc c supérieure 
a cg : 

(1.41) 

L’ctucle de la relation de dispersion ayant montré que cg correspondait à la 
vitesse de propagation des ondes linéaires de grande longueur d’onde dans 
la chaîne, on remarque que l’on retrouve une caractéristique des solutions 
de 1’équat)ion de KdV. On riote égalerrierit que l’aniplitjude de l’irripulsion de 
terisiori, A = (3/2n)(e“ - ci)/c2. croît, avec la vitesse c > C O .  Enfiri, cornme le 
signe de a fixe toujours celui de la solution et qu‘il est positif pour une diode 
varicap. seules les terisions posit,ives auront u r i  coniport,enierit de type onde 
solitaire ce qui est encore arialogue au cas des soliitioris de l’équation de KdV. 

Si l’on écrit la so1ut)iori sous la forme 7 1 ( ~ / 1 ,  t )  = Asech [ ( ! I L  - r t ) / ! ] ,  011 
riote que la quantité ! = c g / d m  ùét,errnine la largeur de l’impulsion 
de tension. L’approxiriiatioii tles milieux contirius, qui exige qiie u ( n ,  t )  varie 
peu ti’iiii site au suivant. rie sera valable que pour P > 1. Si oil considère par 
exemple des solutions se propagearit à la vitesse c = ],O5 CO, OII obt,ient m e  lar- 
geur B = 1,83 pour laquelle l’approximation des rriilieux continus devient t,rès 
discutable. Uric siriiulatioii riurriériqiie de la cliaîrie discrèt,e montre pourtant 
que la solution analytique daris la lirriit,e des milieux continus reste encore une 
hoiine soliit,iori de la chaîne discrète. C’est une situation que l’on rencontre 
soiiverit, qiiaiid on travaille avec lcs équatioris ayant des so1ut)ioris solitoris 

2 
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ou orides solitaires. Ces équations sont rerriarquableriierit << to1érarit)es >> aux 
approximations ! 

La condition P >> 1 est vérifiée qiiarid c reste assez voisin de c‘a. ce qui 
corresporid à des arriplitutles A c p i  restent rriodérées. Comme la riori-linéarité 
de l’équatiori de départ (1.36) était, !O( 1 - ml). la validité de l’approxiiiiat,iori 
ties riiilieux continus poiir la ligne électrique correspond aii cas cles fkibles 
rion-linéarités. 

Bien que &te 6quat)iori de Boussiiiesq iie soit pas totalement, iritégrnble, 
011 coiiriaît, grâce aux travaux d’Hirota certaines solut,ioris niult,i-solitoris. I1 a 
inénie été montré que la collision de deux quasi-solit>ons donnés par l’équa- 
tion (1.41) préservc leur forme et leur vitesse B uii déphasage près, eri tout, 
point, coiririle pour l’éqiiatiori de KdV, mais oii a de plus la. possibilit,é de le 
vérifier t~rès facileirierit e~pér~rrie,ri,tnlerrberit sur une ligne électrique. 

1.4.5 La limite KdV pour la chaîne électrique 
L’éqiint,ioii de Boussinesq riiotlifiiee décrit hieri les propriétés de la chaîne 

électrique, rilais elle est beaucoup riioiiis facile à ut)iliser en prnt,ique que I’équa- 
t,ioii t ie KdV car l’on dispose tie beaucoup rnoiris d’outils rriatliéniat,iques. Nous 
verroiis par exemple que, pour l‘éqiiat,ioii de KtlV, il exist,e uiie rriéthotle sys- 
térnatiqiie poiir prévoir l’évoliitioii teniporelle tlcl ri’iriiporte quelle condition 
iriit iale. 

Ccperitlaiit , puisqu‘ori a vu que l’éqiint,iori de Boussinesq décrit, des sys- 
tèmes fail)leiiient dispersifs et, faihleriieritj riori-linéaires coiiiriie l’éqiiatiori de 
KdV’ il est iiat,iirel de rechercher une trnnsforrriatiori de la première équation 
vers la secoritie ; cela est, possible au prix tl’urie approxirrint ion supplkrrierit aire 

Poiir fixer l’échelle de la iioii-liiiéarit,é de l‘équat,ioii tlc Boussiiiesq. on 
irit,rotliiit, UII paramètre E ,  supposé de l’ordre de grarideiir de la .iriiriatiori (le 
t,eiisioii o. tloric faible. Eii posait 1 ’  = EU. l’équation (1.39) s‘tcrit 

que 11o11s alloris pr 

(1.42) 

L’@tape suivarite est, d’utiliser tlcs cliangeiiieiitjs tlc variables appropri6s 
poiir siiriplifier l‘éqiiat,ioii. Uri peut coriipreiitlre leur just>ificat ioii en coiisitlé- 
rant la relation cle tlispersioii 

ii) = c o ( q  - q3/21)  + O(q5) . (1.43) 

olut ions liiiéarisées L’argument, ut -qJ (IC 1‘exponerit)ielle qui apparaît h i s  1 
en orides Ijliliies peut par coriséqucrit se réécrire 

wt  - qz = C”(Q - q,”/24)t - qx  . (1.44) 

Coiiiiiie iioiis clierclioris des soliitioiis corrrsporitlant, ti tle g r a d e s  lorigiieiirs 
d'arides, c’est-à-dire tlcs vect,eiirs d‘oiidcs faibles, il est, logique tl’iiitrotluire 
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uric: riouvelle mesure K du vectciir d'oiide, sous la forme q KE". Le choix 
de la puissniice CY n'est pas fix6 II priori : il sera tlétermiiii. (L posteriori pour 
que la iioii-liiih-it6 et lu dispersioii doiiiieiit des coiit,ributioiis au iri6irie ordre 
en E .  L'exprcwiori (1.44) se r66crit doric 

UJt - q-ï = c * ( ] ( K E f i  - ( K E " ) " / 2 4 )  t - 1 C E C k X  (1.45) 

= E f i ~ q c , o f  - - ; 3 ~ 3 t / 2 4  . (1 .46) 

Après avoir regroup& les t)eriries par piiissarice de E ,  il apparaît iiat iirel 
d'irit,roduire les variables 

E = E n ( I I .  - col )  et 7 = L t l  2" (1.47) 

tie iiiaiiière :i obtenir I'expressioii d f  - qa = -IC<- 1<<"~/24. Avec ces riouvelles 
varia1)ies. si oii iiitro(iiiit ( ] ( IC)  = - P 3 / 2 3 ,  l'expression wt - q-r: devicncira 
Rr - KC, c'est-&dirt: qu'elle rcpreiidra iiiic: forme annlogue & sa forme initiale. 
Ori a cepcridaiit progressé car, d'urie part, on R cxpliciteinciit t,ratliiit le fait 
qiie lioii clierclie uiie i,quat,ioii xIapt6e & tic,s solutioris CL variation spat,iale lerite 

l'expressiori clil vecteur d'oncle Ki  et d'aut,rc part, cela nous a 
er d m s  le repfrc, molde a la vitessc ('0 eii irit,rotluisant E .  Or, oii 

ainique, l'Cqiiat,ioii clc KtlV apparaissait, aussi sous 
qui. coiiiiiie 

it la vitesse (le  plias^ cles oiitlrs linéaires tle graride 

Eli 1'al)seiicc de dispersion et, clc iioIi-liii6aritk3 uri signal tie forme quel- 
coiique se propagerait i la vit,esst (+() et apparaît,rait doric coiririie . s t ~ ~ , t % m -  
,nuire claiis le rcpPre 1iiol)ile. Eii pr rice de faible dispersioii et, de faible 
noii-liiikuit63 il cst iiatiircl de pr6Yoir urw cléforriiatioii lerite du sigiinl claiis 
le repere iiiobilc:. L'est, c(: qiie tradiiit iriathéiriat iqueirieiit la tléfiiiitiori cle la 
iioiivelle varia1)le t>eiiiporclle 7 .  

se souvient, qu'en 
sa forme simple e 
poiir la ligrir 6lect 

claris le repère iriobile ii la vitesse 

1origueui d'or1de. 

Eii expririiarit, l'kqiiat ioii (1.42) claiis les variables [ et T. on obtient, 

( E f q j r r  - 2&yj7( + @n(j(() (,7J - - 

(1.48) 
ou, (xi séparant les t,eriries cloiriiriaiits. 

=n 

= O (EC'C', @+I) . (1 49) 

Ori coiistate clue IC choix n = 1/2  peiiiiet tie f<iire iiiterveiiii les teïIiics 
doiiiiriarits de la riori-Iiii(wiité et I a  tii5persioii <iii irierrie oi<Iie. E' et qiie. ii cet 
ortlrc. O i l  obtient l'kquatioii 

(1 50) -(O (2UT + SIJ(EE + ~ i ( o ( T : ' ) < )  = O . 
12 F 
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C’est, doric un clioix judicieux lorsque l’on s’iiitbresse ;i des soliit ioiis de t,ype 
soliton puisque l’on clierclie I t  cas où tlispersioii et iiori-liiiéaritk se corriperiscmt . 

L‘équatiori (1 .SO) peut, êt,re integrée uiie fois direct8ertieiit pour cioririer 

X i  X J  ro a3U 
- + fW0 u- + -~ 1 () 
d r  a< 24 

, (1.51) 

La constantje d’iritjégrati»ii a ét6 prise nu1l.e t lms la. nicsure oi i  1‘011 s‘irit,éresse 
aux solut,ioris localisées spatialerrierit . C’est uric équatioii qui se réduit) à l’équa- 
t,ioii de KtlV (1.3) c r i  iritroduisant cles facteurs tl’kclielles sur le t,eriips et 
l‘arriplit,ude ‘T = qlT/24 et (p = 4aU.  Sa çoliit,iori 

(1.52) 

coiifirrrie que si l’amplitude de l’oiitle est ti’ortlre 5, le terrtic spatial est, bien eri 
E’/’ alors qiie le teririe ternpore1 est, eii E ~ / ’  : le résiiltat est tloiic Ilieri coiii:rerit 
avec les éclielles spatiales et tmiporellcs choisies eri (1.37). 

Cortirrie le clieiiiiri dr Boussiiiesq à, KtlV peut paraître t>ort,iieux, il est irii- 
portarit, tie vkrifier q i i e  les rksiilt,at,s qiie l’on oht ierit A partir tie l‘approxirriatioii 
tir KdV sont coriveriablcs. Si l’on corisidcre uiie solution so1it)ori se propageant 
A la vitesse prodie de (‘0 cle telle imiii@re qiie l’ori piiisse poser c = rO(1 + O ) .  

oii ( I  < 1 ~ la coiripar;risori ties solutions ties ticiix èqiiatioris irioiitre qu’elles 
sont iderit,iques au premier ordre en (P. Coiriine nous nvioris vu lors de l‘étude 
de l’éqiiat,ioii de Boiissiricxl que la vitesse c = 1.05 ( ‘0 (tait tiéjA 5 l a  liriiite 
de validit,i\ de cct,t,e (.quation, on coiicliit que, si on rest,<: daris le doriiairic (le 
validité tie I‘éqimtiori (le Boussinesq, cc qui impose de se lirriitcr 5 (t 5 0,05, les 
tlriix 6qiiatioiis Boussiriesq et KdV tioriiierit t i w  résiilt,at,s identiques à, quelqiies 
pour ccrit près. L’erreur que l’on corrirrict eii p iit 5 iiiie description tlr type 
KtlV est, (le l’ordre tlc graiiclciir de l’erreur expérirricmtale lors (les iricsiires siir 
la cliaîrie électriqiie, mais le gairi est iiiiportaiit, car oii tlispose tlcs outils inil- 

tlibriiatiqiies qii’apporte la tlicorie (IC> KtlV. I1 jiistifie tout, <% fait l‘utilisati»ri 
(le ~rpproxirtint,ioii. 

1.5 Ondes de pression sanguine 
Nous allons préserit,er inaiiit,eriarit iiii exemple iion classique daris lequcil 

on peut obtenir [lao. 1211 l’équation de KdV. Bien qu‘elle rie représente cer- 
taiiicrrieiit, qu’iirie approxirriat,ioii assez grossière du phériomèiio. elle permet, 
riéaiirrioiris de répoiidrc (L uric question simple : pourquoi peut,-ori prriidre le 
pouls au poigriet ou à la cheville ‘? Le cwur erivoie une iriipulsiori tlr pression 

es. Celle-ci se propage le lorig (les art,@res eri déformant h a -  
leinerit, l’nrt,ère et c’est crt,t,e déforrriat,iori qiie l’on serit, quarid oii preritl le 
poiils. I1 est rertiarquablc qu’elle puisse se propager jiisqu’aux cxt,réiniti.s des 
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menibres sans se disperser riotahleriicntj. Cela peut, s’interprkter pa,r un éqiii- 
libre eritrc la rioii-liri6arité Iirov(:ri;tiit8 de l‘liyclrodyiiainicliie du flux sariguiri et 
la. dispersion 1ii.c. I’éla,st,iciti: de la paroi de I’artére coimie rious alloris IC voir 
sur 1111 riiodkle simple. 

Un petit, segrricwt, tl’art,ère de longueur i!‘ peut être modélisé par uri a~iiicau 
élastique de rayon rg au repos et d’épaisseur h (cf. fig. 1.16). La tlyriariiique 
d’évolution de son rayon ‘r est régie, rion sculeriieritm par les forces de pression, 
mais également par les forces de tension & l’intérieur de l‘aiiiieau que nous 
alloris dét,errriirier séparéiiieiit. 

FIG. 1.16 ~ Représentation schéniatique d’un petit segment d’artère constituant tin 
anneau de longueur l dans la direction de l’artère. et d’épaisseur h. 

La résultante des forces de presszon subie par une petite portion d’anneau 
(rriarquée en grisé fig. 1.16)’ d’angle d’ouverture (10, est dirigée selori le vecteur 
radial pi. et peut s’écrire 

i 

d f p  = p rd8 B Fr . (1.53) 

où p est la pression sanguine au niveau de l’anneau, ou plus exactement. la 
surpression par rapport à la pression atmosphérique qui règne dans les tissus 
erit ourant l’artère. 

Lorsque le rayon de l‘anneau passe de sa valeur d’équilibre ro ti une va- 
leur r .  l’allongement relatif de la portion d’ariiieaii est (rd8 - rod8)/rodB. Les 
contraintes élastiques internes & l’arineau sont resporisables de forces T exer- 
cées par le reste de l’anneau aux deux extrémités de la petite portion que 
nous étudions. Si l’on riote E le module d’Youiig di1 riiatériau, la tension T 
est doririée par 

-f 

r d 8 ~  rod8 1 T 
_ _  (1.54) - - 

~ ~ ~ d 8  E Bh 
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puisque F h  est l’aire de la section tlii matériau qui constitue l’anneau sur 
laquelle s’exerce T .  La  résultante radiale de ces forces de tension est donc 

(1.55) 

En écrivant la relation foridarrientitle de la dpnarriiqiie pour la petite por- 

?“ - To  
d j T  = -2T sin - e‘, E -TdB F* = - EFh ~ do Fr . 
i dB 

2 I‘O 

tion d’aiirieau en projection sur le vecteur radial ri., on obtient 

(1.56) 

où la niasse de la portion d’anneau est drri = pollirod0, si l‘on riote 
masse volumique des tissus de l’artère. Après siiriplificatioris, on obtient 

la 

(1.57) 

Pour relier les déforrnations de l’artère aux variations du Aux sanguin qu’elle 
transporte, il est iritéressant d’introduire la section du tube A = 7rrL1 dorit les 
variations temporelles sont 

(1.58) 

en rie conservant que la partie linéaire, compte tenu des faibles vitesses du 
déplacement radial. D’autre part. puisque les variations de r sont faibles, 011 a 

( 1 .59) A - 7rr; = 7r(r + / . O ) ( /  - /.O) 27r/l,(7. - 7.”) , 

ce qui suggère de rt‘écrire l’équation (1.57) de la  manière suivante 

(1.60) 

C’est-à-dire après division par po h ,  

(1.61) 

en faisant l’approximation pro << hE ; celle-ci est justifiée pour une artère 
puisque les valeurs typiques [120] sont p Y 20 rrirriHg (correspondant ii une 
<( tension sariguirie >> de 20, qiii est déjk élevée). TO E [2, IO] nixn, h - 0 , l  Q ,  

E E [20.130] NI cm‘. On obtient firialement 

(1.62) 

I1 faut évidemment compléter cette équat,iori provenant de l’élasticité de 
la paroi par les équations liydrodynarriiqiies pour le flux sanguin. La, viscosité 

http://I(orteweg.de
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qui se traduit par un arnort issernent de l’impulsion initiale conduirait à une 
perturbation de l’équation finale niais nous allons la négliger ici pour sirn- 
plifier. Nous verrons ensuite corrinierit elle est compensée dans la circulation 
sanguine. 

intervient, l’équation d’Euler s’écrit 
En notant que seule la coniposante le long de la direction z de l’artère 

(1.63) 

à laquelle il faut rajouter l’équation de conservation de la masse 

niasse ent,rarite masse sortante 

En faisant l‘hypothèse usuelle que le fluide est inconipressible ( p  constante), 
on obtient finalenierit 

aA d(A71) 
at ûz 

P--tP- = O  . (1.65) 

Le système d’équations (1.57)’ (1.62) et (1.65) détermine la propagation 
de l’impulsion sanguine mais ne peut pas être résolu directement. Afin de 
contrôler les approximations, de manière usuelle, il est utile de passer à des 
variables sans dimension en posant 

- A  - 71 z A - - 2r.o [ = - et, T = Rt , (1.66) p = - p ,  2 1 = -  
m-0” ’ Eh LO ’ L’ 

où l’on a introduit 

Le système précédent se réduit à 

di7 -ai7 aF 
a< a< 

a i  a& 
d r  a< 

- 
ar + ? I -  = -- 

= O  . -+-  

(1.67) 

(1.68) 

(1.69) 

(1.70) 

Comme ce système est clairenierit non-linéaire, on peut espérer avoir des solu- 
tions solitons s’il est également dispersif. Afin de le vérifier, on peut linéariser 
les équations autour des valeurs d’équilibre 
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- 
Les équatioris pour les variations 6A, S E  et, hj7 aut,oiir de leurs valeurs d’équi- 
libre sont par conséquent, 

- + s A  = S F  
a2sA 
dr2 

= O  . 

On pourra t,rouver des solutions en orides planes 

asA a(&) 
~ +- 
d r  a< 

(1.72) 

(1.73) 

(1.74) 

A la coridit*iori que le dét,erniiriarit 

1 - w 2  O -1 
O -iw iq 

- iw iq O 

soit nul. On obtient airisi la relation de dispersion 

(1.76) 

(1.77) 

qui donne une vitesse de phase up = w / q  = 1/dm- qui dépend bien 
du vecteur d’onde q. On a donc bien le système dispersif attendu. 011 peut 
rriêrrie rioter que up terid à diminuer quand q augrrierite, c’est-à-dire que l’on 
retrouve qualitativement le rriêriie type de relation de dispersioii que pour les 
orides liy<lrodyiiarriiqiies en eau peu proforide ou la chaîne électrique. 

La recherche de solutions solitons se fait alors selon le rriêrrie priiicipe que 
pour le passage de l’équation de Boussinesq (1 l’équation de KdV clans le 
cadre de l’étude des lignes électriques. On effectue une arialyse des échelles de 
grandeur et un passage ciaris le repère mobile A la vitesse des orides linéaires 
de grande longueur d’onde, c’est-à-dire ici up = 1. 

On considère toujours le cas de faible riori-linéarité, c’est-à-dire que l’on 
cherche des solutions d’ordre E faible par rapport aux valeurs à l’équilibre. 
Ceperidant, il s’avère que le développenierit doit être mené jusqu’à l’ordre 2 
pour que le résultat soit intéressant. 

On cherche par conséquent des solutions sous la forme 

Le passage daris le repère mobile conduit, coniine daris le cas de l’éqiiatiori de 
Boussinesq, à rechercher des solutions dont la variation temporelle est plus 
lente que leur variation spatiale. On définit donc les nouvelles variables 



que l‘on reporte daris les kcpatioris ( I  .68), (1.69) et, (1.70). Les tcriries d‘ordre 
IC plus bas doririerit siriiplcirient Al = 01 = pl lorsqiie l‘on clierclie des solii- 
t ions localisécs spatialeriic:nt,. Lcs t,erriies cl’orclre supérieur coriduiserit à. 

(1.80) 

qui est bien l’équntiori de KtiV. 
I1 s’avère donc que les ondes de pression sanguine apparaissent comme 

des soliton4 de KdV daris le cadre des approximations considérées : l’équilibre 
entre dispersion et non-linéarité explique pourquoi le pouls reste perceptible 
après une propagation longue, même jusqii’au bout des membres. Quand 011 
introduit les ordres de grandeur corrects pour les paramètres de l’artère et 
pour la valeur niaxirriale de la surpression créée par le cœur, par exemple 
p,,,,, = 2 500 Pa (corresporidant environ à 19 riirn Hg, soit une tension sanguine 
de 19), or1 trouve uiie vitesse de propagation de l’iiripiilsion sanguine d’environ 
5 ni/s, et uiie largeur du soliton de 1 cui. 

F IG.  1.17 ~ Représentation schématique de la déformation localisée de l’artère cor- 
respondant à la propagation de l’impulsion sanguine. Le volunie de sang transporté 
(margé en grisé plus foncé) est proportionnel ti l’aire de la solution soliton. 

Outre la curiosité de considérer les orides de pression sariguirie comme 
des solit,oris, ce type de modèle peut donner des résultats plus intéressants 
encore puisqu’il lie les paramètres du soliton aux caractéristiques de l’artère 
comnie son module d’Young. Daris le cas d’une irrigation normale, le volume 
sariguiri contenu daris l’impulsion initiale est donné : il est proportionnel S 
l’aire de la solution soliton (cf. fig. 1.17). Cependarit, coinnie la largeur et 
l’amplitude du soliton dépendent, fortement du module Young, on peut vérifier 
que, si l’artère devient rigide (par surconsommation de tabac par exemple !), 
son module d’yoiirig augmente et ,  par conséquent, la largeur de l’impulsion 
diminue, alors que son amplitude (ou << tension B mesurée par le niédeciri) 
augmente au fur et, & niesure de la propagation le long des vaisseaux. Cela 
peut induire par exemple la rupture d’artères cérilbrales. 

L’approximation que nous avons faite en négligeant la viscosité d u  sang 
peut, sembler grossière. Si on se contente de rajouter des effets de viscosité, 
on trouve effect,ivenieiit que l’impulsion sanguine s’atténue rapidement. En 
réalité, il y a un second effet qui vierit compenser l’iriflucrice de la viscosité, 
c’est la coriicité cles artères. Leur section décroît) progressivement qiiaiid on 
s’éloigne du cceur et unc modélisation plus réaliste, qui introduit la viscosité 
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et cette coriicité, montre que les deux perturbations de l’équation de KdV 
qui en résultent agissent en sens opposé sur les caractéristiques du soliton, 
permettant le mairitien de la solution localisée dont on peut vérifier l’existence 
chaque fois que l’on prend son pouls. 

1.6 Ondes internes en océanographie 

La nier d’Andanian, située dans l’océan Indien à l’Ouest de la Thaïlande, 
est l’un des sites où l’on peut rencontrer des solitons hydrodynaniiques d’ani- 
plitude impressionnante. La stratification verticale en sel permet l’existence 
d’ondes au niéme titre que la différence de derisité entre l’eau et l’air est à l’ori- 
gine des ondes à la surface de la mer (fig. 1.18). Elles apparaissent à l’intérieur 
de l’océan et on les appelle orides iriternes de  gravité. Corrirrie la différence 
de densité est très faible erit,re couches voisines, les ordres de grandeurs des 
périodes et des amplitudes sont beaucoup plus importants que pour les ondes 
de surface : il est ainsi possible de mesurer des amplitudes de l’ordre de 200 ni. 

I1 était connu depuis des siècles par les navigateurs que l’on pouvait trouver 
dans cette nier des bandes forterrierit surélevées à la surface de la mer : on re- 
trouve ainsi des traces écrittes de tels phénomènes dans le livre de Maury [104] 
publié en 1861 : << On peut observer par tenips calrrie ces ondulations de loiri‘ 
alors que la nuit on entend leur bruit bien avant qu’elles ne s’approchent. Elles 
heurtent les cotés du bateau avec une grande violence ... un petit bateau peut 
rie pas résister à la tiirbulence engendrée par ces vagues extraordinaires. )> 

Corrirne ces vagues étaient situées daris des zones où la profondeur de la 
mer était importante, elles ne pouvaient pas être créées par les phériorriènes 
classiques de marée qui rie concernent d’ordinaire que le voisinage de la côte. 
En 1965, Perry et Schirrike nioritrèrent Il231 à l’aide de mesures océariogra- 
phiques précises que ces vagues étaient effectivement associées ii des ondes 
iriternes océanographiques de grande amplitude. En 1980, Osborne et Burch 
étudièrent les mesures réunies par l’entreprise américaine Exxori [lis], de 
nianière à mieux connaître ces ondes mais surtout leurs effets sur les pla- 
teformes pétrolières. Ils conclurent que ces vagues étaient effectivement des 
conséquences d’ondes internes solitaires, solutions d’une équatiori KdV. Dans 
les cas où la mer peut être considérée comme formée de couches de densi- 
tés différentes niais proches, les orides internes iriteragissent avec la surface 
(cf. fig. 1.18). Ces orides solitaires sont créés par des effets de marée, niais à 
très grande distance du lieu où on les observe, et elles se propagent sur des 
distances de plusieurs centaines de kilomètres. 

Les niesures révélèrent [118] ainsi que les intervalles de tenips entre les 
premiers solitons d’un même paquet étaient de 40 minutes, avant de décroître 
vers la fin. Elles montrèrent que l’amplitude de l’une des orides interries était 
de soixante mètres, induisant des orides de surface de l’ordre de deux rrièt,res 
de liaut. La largeur de ces orides étant de l’ordre du kilomètre, il est possible 
de repérer la signature spectaculaire de ces orides grâce aux images satellites, 
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Onde i n t e r n e  so l i t a i re  

I 
.................... 

FIG. 1.18 - Une onde interne solitaire, d’amplitude 710, dans un fluide à deux couches 
de densités p l  et pa correspond & une dépression lorsque les hauteurs de fluides sont 
telles que hl < hz. Elle provoque un petit soliton de surface dont l’amplitude est 
approximativement ( p ~  - p1)7jo .  

corrime le montre la figure 1.19. Depuis l’installation d’une station en 1995, la 
distribution spatiale de ces solitons est étudiée de manière systématique, ce 
qui permet par conséquent d’obtenir des iriforniations sur leur création ainsi 
que sur les caractéristiques de leur propagation. 

FIG. 1.19 Vue aérienne de la surface de la mer d’Aridanian. On distingue deux 
groupes d’ondes internes créées lors de deux marées successives (Photographie Wer- 
ner Alpers et ESA. 1996). 

On retrouve de telles orides internes non-linéaires dans de riombreux océans 
tie part le rrioride et notamment à l’entrée de la mer Méditerranée au niveau du 
détroit de Gibraltar. Par ailleurs, ce type d’onde est une ties raisons évoquées 
pour expliquer la perte du sous-marin nucléaire arnéricain USS Thresher, dis- 
paru en 1969, & la siiite d’iine descente trop rapide. 
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1.7 La généralité de l’équation de KdV 
I1 existe de nonibreiix aut,res exemples en physique où l’équation de KtlV 

dorine une modélisation approchée. Nous verrons ultérieurementj (cf. chap. 8) 
l’exemple d’un réseau atomique qui a eu line graride iniport,ance clnris la dé- 
finition di i  coriccpt (le soliton. Un autre exemple que nous détaillerons dans 
un chapit,re spkifiqiie et qui a été largement étudié est l’exemple des solitons 
acoust,iques daiis un plasma qui correspondent à (les oritles lorigitudiriales nori- 
linéaires dans le plnsriia. Cet exemple est bien accessible itux expériences et 
il a, ét6 possihle de confirnier qu’une description eri tcrriie tl‘éqiiation de KdV 
donnait line assez horine description quant,itative (cf. chap. 4) .  

Les exemples que iioiis avons vus sont ceperidaritj déjà siiffisant,s pour illus- 
t,rer la façon clont l’éqiiatiori de KtlV apparaît : 

Elle concerne lt:s systèmes qui au premier ordre d’approxiriiatiori sont 
décrits par UIK: équation linéaire hyperbolique du t>ype tie l’équation 

I1 faut en out,re une faible non-linéarité de type ~ f ( i i ) :  avec f ( u )  = 
Au2 + B~L“ par exemple. 

~ Enfin, il faut line faible dispersion de typc w ( q )  = coq(1 - Aiq’) q i i  
peut être iritrodiiite par des termes comme ‘ u ~ , ~ , ,  OLI u,,,tt poiir les 
faihles valeiirs cies vect cwrs cl’ontles q. 

d’or1de ‘ I l t t  - c;‘I1,, = o. 

Pour rest,er daris le cas faiblernerit, dispersif, on coris idh ties signaux ,u( :I;> t )  
A variation spat,iale lente, c’est-à-dire dont le spectre de Fourier F ( q )  rie coni- 
porte que tle faibles vecteurs d’oride q (tels que h = 4x0  < 1, soit / q /  inférieur 
& une certaine valeur qr72nT) .  011 a, alors 

q , > i n i  
, i(cls-rl~rlt+<.,,X:,q:’t)dq 

-4>7,nJ 

(1.81) 
En introduisant les variahles sans dinierision X = .c/Ao et T = cot//\”> c)ii 

obtient 

.i’ +m 

F ( 4 )  (, i (v ~ w.1) clq !? F(O) lm l L ( L  t )  = 

q r i & < L s  

?7 6 ( X  - T) 6” Tdq (1.82) i‘ ?I,(S, t )  CY F ( 0 )  
, q ! r , ” r  

Pour parvenir à l’équation KdV, on se place dans le repère mobile à la vitesse 
(’0 en définissant ( = X - T et “i = T et,, comme noiis l’:wons déj& observé 
lors de l’ét,iide de la chaîne dectriqiie. on remarque sur l’équation (1.82) qiie 
la relation Cie dispersion donne mi ternie tcrriporei en P si la variaMe spatiah: 
est d’orcire 6. C’est ce qui comiuisait ii la variaHe terriporelie eri dans les 
exemples que nous avons considérés dans lesquels la variable spatiale é h i t  eri 
E ‘ / ’ .  ~a cibterniiriat,iori de 6 est, faitje de riianière CL ce qiie la, nm-linéarité et, 
la clispersiori s’éqiiiii1irent (6 = 

Ainsi, on réalise sirriplcirient qui& pwrt,ir d’une faible iioii-liiiétuit6 et, d ’ i i ne  
fornie t,rès gtriérale de la rclation de dispcmion: 011 peut, prhoir  qu‘un système 
physique aiira un cornporterrierit proche de celui de l’éqiiatiori de KtlV. 

c1aris ics cas que n o i ~  avons étiicliés) . 





Chapitre 2 

Solitons topologiques : 
l’équation de sine-Gordon 

~ÉQUATION DE KDV a introduit itti premier exemple de soliton triais L toutes les structures riori-linéaires localisées rie peuvent pas être décrites 
par cette éqiiatiori ou des équations analogues. Ce chapitre présente une se- 
conde famille de modèles qui sont particulièrement utiles en physique des 
solides et conduisent à uti type de solitons dont la stabilité exceptionnelle est 
liée à la topologie de la surface d’énergie potentielle du système. 

2.1 Un exemple mécanique simple : 
la chaîne de pendules couplés 

Considérons la cliaîrie de pendules couplés de la figure 2.1. Les pendules 
sont mobiles autour d’un axe commun et deux peridiiles consécutifs sont 1 eliés 
par un ressort de torsion. On note OIL l’écart angulaire du pendule n par 
rapport à sa position d’équilibre. L’harniltonien du système est la sorrirrie, sur 
toutes les mailles de la chaîne, de trois contributions : 

La première correspond à l’énergie cinétique de rotation des pendules, oil I 
est le rriorrierit d’inertie d’un pendule par rapport & l’axe. Le deuxième terme 
représente l’énergie du couplage élastique entre deux pendules voisins assuré 
par les ressorts de torsion de constante de raideur C ,  taridis que le dernier 
terme décrit l’énergie potetitielle de pesanteur d’un pendule, en riotarit .t la 
distance à l’axe de son centre de gravité, ni sa masse et g l’accélération de la 
pesariteiir. 

Si l’on introduit le moment conjugué de On, p ,  = ré,,, les équations du 
r~iouvenietit de la chaîne de pendules se déduisent de cet hamiltonieri A l’aide 
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FIG.  2.1 - Chaîne de pendules d’axe commun, couplés par des ressorts de tor- 
sion, dont les équations du mouvement dans l’approximation des milieux continus 
conduisent au modèle de sine-Gordon. 

des équations d’Harriiltori 

Elles conduisent aux éqiratioris différentielles non linéaires couplées suivantes 

( 2 . 3 )  
tlLH,, IF - C(B,,+I + O , , - ,  ~ Le, , )  + rngtsinû,, = O . 

tlorit la solution exacte ri’est pas coiiiiiie, mais dorit on peut obtenir i m e  solu- 
tion approchée grace & l’approxiriiatiori des milieux coritirius. Cette dt.riiii.rc 
sera va1ak)le si le couplage critre les pendules est siiffistirrimerit fort pour que 
la variable O varie pcii ti’uri peridule à l’autre. 

La méthode est analogue <i celle que rious avons cl6jA utilisée pour la ligne 
6lectriqire au chapitre 1. Notons u la distance entre Ics peridules. On rerriplace 
les variables discrètes û,,(t) par In fonction O(x.t) où 8, = O ( . r  = nu . t ) .  Le 
développeriimt de Taylor de O,,& 1 coriciuit & 

e 

ci1 t,eriarit, coinpte de la dkcroissarice rapide de ses t,erriies successifs qui coiitieri- 
rierit les dérivees d‘ordre croissant d’une forict,ion qui varie lerit,eriient, avec 
l’espace. Contrairement à ce que noirs avioris fait poiir établir l’équation de 
KdV, nous lirriitoiis ici le développenierit à l‘ordre le plus bas: c‘est-&-dire à 
son premier tcriiie nori nul. Nous verrons dans la sectiori 2.2.2 pourquoi cette 
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approxirnatiori est siiffisarite pour décrire coriveriablerrierit la physique de la 
chaîne cle pendilles. 

En irit rotliiisarit les deux q1iarititC.s \iiivarites, 

(2.5) 

horriogèries respectivement au carré d’une pulsation et d’iirie vitesse, or1 abou- 
tit firialenient ii l’équation aux dérivées partielles 

qiii est connue sous le rioril d’équation de sine-Gordon (ou plus ljrièvenient 
SG). Corrirrie l’équation tie KdV, c‘est urie équat,iori totalement *intégrable qui 
admet dcs solutions solitons exact,s. 

La chaîne de pendilles ri’est bien sûr qii‘iirie réalisation approximative de 
l’équatiori SG piiisqu’elle n’est, pas décrite exacterrient par 1’équat)iori corit,i- 
nue (les effets de la discrétisatiori n‘étant pas totaleriierit n6gligeables) mais 
surtout parce qu’elle est faiblernerit dissipative en raison cies frot t>errients :LIA 

riiveau de l’axe de rotat,iori des pendilles. Elle constitue néanmoiris uri rriodèle 
intéressant qui permet d’observer les propriétés remarquables des solitons. En 
étudiaiit l’équation SG, nous verrons cornrricrit ce système rriécnnique permet 
de riioritrer avec line expérierice sirriple des phérioriièries typiqucs de la théorie 
de la relat,ivité et de la rriécariiqiie quantique ! 

2.2 Les solutions de l’équation de sine-Gordon 

2.2.1 Topologie du paysage énergétique 
Pour analyser l’eriserrible ties soliitioris de l’éqiiat,iori SG, il est ut>ile tic 

corisidérer la représerit,atiori tie la figure 2.2 de l‘énergie poterit,ielle de p:sm- 
teur des peritlules en fonction de Q et, de la coordoririée d’espact I(’ le loiig 
de la  chaîne. Qilelle que soit sa position 2 ,  uri peridiile est, soiirriis ai1 rriî.rrip 

potentiel v(û) = rrigP(1 - cos 6) dc sorte que la siirfacc d’ériergir poteritieilc> 
de pesanteur apparaît, coiiiriie ilrie tôle oridulée. 

Pour se représenter coriiplèteriierit, l’hiergie potentielle du système. il faut 
tenir compte de l’ériergie tie coiiplage liarrrioriiquc proveriarit) cies ressorts de 
torsiori. Daris la limite des rriilieux continus, on voit la chaîne de peridiilcs 
couplés coirinie ilne ligrie élastiqiic (si Q varie en i i r i  point 1’0, cela terid ii 
eritraîiier une variation sirriilaire aux points voisins) niussive, placée sur lcs 
oridulatioris du  potentiel V (  e) .  Cett,e représentation fait irririiétliaterrierit tip- 
paraît,re quelqiics caractéristiques fondarileritales qui distiriguerit le moddc SG 
du rriodèle KclV étudié précéderrirrierit . 

Ori corist,ate qiic le syst,èrrie possi.de plusieurs états forsdarne.ntuii:r: d<qigBrbk- 
rés én,erpet%yuemerit. Ori pciit eri effet, rriettre le système dans sori état forida- 
mental eri plaçarit, toute la cliaîrie en 8 = 0 ou eri Q = 2pn ( p  btnrit uri entier). 

http://possi.de
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vx 

FIG. 2.2 - Topologie du paysage d’énergie potentielle du modèle SG. Les lignes 
en trait fort ou interrompu représentent la position d’une ligne élastique massive 
imaginaire qui aurait la même équation de mouvement que la chaîne de pendules 
dans l’approximation des milieux continus. 

Ce n’est évideniment pas le cas du modèle KdV puisque l’eau daris un canal 
n’a qu’un seul niveau d’équilibre possible. Cette caractéristique du modèle SG 
permet d’envisager plusieurs familles de solutions : 

-- des solutions dans lesquelles toute la chaîne reste à l’intérieur d’une 

- des solutions dans lesquelles la chaîne passe d’une vallée à l’autre (cas 2 

Plus quantitativement, on peut distinguer les solutions par leur comportement 
aux limites f o o  : 

même vallée de potentiel (cas i de la figure 2.2)’ 

de la figure 2.2, qui correspond à une solution soliton). 

lim O - lim d = O  daris le cas 1 (2.7) 

lim 0 - lim O = 2p7r ( p #  O) dans le cas 2. (2.8) 

x-+m x--m 

x i t o o  x--m 

Ces deux solutions sont dites topologzquement dzfférentes car leur différence est 
une propriété globale de la solution. Er1 effet, si l’on se place pour 1x1 + 00, un 
examen local des deux solutions rie permet pas de faire de distinction puisque 
l’on voit ties pendules daris leur état d’énergie minimale. C’est seulenierit en 
regardant globalement la chaîne de pendules que l’on peut réaliser que l’on a 
fait un tour complet en passant d’une extrémité à l’autre. 
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2.2.2 Les solutions de faible amplitude : la limite linéaire 
Corisidérons d’abord la sitiiatiori O << 27r. correspondant A un cas part icu- 

lier des solutions de type 1. En prenant la limite linéaire dii ternie siriiisoïdal, 
l’équation SG (2.6) se réduit à 

(2.9) 

qui admet les solutions en orides planes’ 

(9 = Q” ez(q-Jt) + C . C .  (2.10) 

daris lesquelles la pulsation w et q. vecteur d’onde ii une dimension, sont reliés 
par la relation de dispersion w2 = w i  + c iq2 ,  représentée sur la figure 2.3. 

FIG. 2.3 ~ Relation de dispersion des ondes de faible amplitude dans le niodèle SG. 

Dans la limite des grands vecteurs tl’oiides q: la vitesse de phase des orides 
linéaires tend vers la constante e”. O K ~  constmate cependant que w n’est pas 
proport>ioririel à (I, c’est-à-dire que l’équation SG décrit, des orides di.spersive.s 
en raison de la présence du terme wo sin 8. Corrirric l’éqiiatiori KdV, l’équation 
SG contient par consequent. siiriultaiiérricrit, dispemiori et nori-liri&rité, inais 
pour SG ces cieux aspects sont irit,rocluit,s par le rrièriie terme de 1’équat)iori. 

int, l’approxiiiiatioii cics 
milieux cont,irius, de nous iiriiiter à la dérivée secoride d20/d.c2 daris IC> cIkve1op- 
pcriient du terrric cri diffkrerice finie ( O n + ,  + O n - i  - L O , , )  a u  lieu tie pousser le 
développement jusqu’à la dérivée quatrième coninie daris l’ét,ude de la chaîne 
électrique a u  chapitre 1. En nous liniitarit~ au deuxième ordre pour SG nous 
conservons néanmoins la dispersion, c’est-à-dire que nous rie perdons pas un 
aspect physique essentiel du système. 

La relation de dispersion des ondes telles que 0 < 27r inoritre égalerilerit 
qiie les piilsatioris i~ < iJg corresporiderit & des vect,eiirs d‘ondes (I irriaginnircs. 

C’est cett,e part>icularité qui nous a perniis, en f 

1. Tout au long de l’ouvrage, la notation C.C. correspond à l’abréviation de complexe 
corijugui.. 
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c’est-à-dire à des ondes atténuées exponeiitiellenient. C’est une propriété phy- 
sique importante du modèle SG : il possède une bande interdite (un << gap B) 
dans le spectre de ses excitations de faible amplitude. Cette propriété, facile à 
vérifier pour un système physique donné, permet de dire iriirnédiaterrierit s’il 
a une chance d’être décrit par une équation de la <( famille >) SG. 

2.2.3 Solutions solitons 
Pour déterminer les solutions de l’équation SG, 011 peut remarquer qu’elle 

est invariante par une transformation de Lorentz relative à la vitesse cg ce qui 
permet de chercher des solutions statiques et de déduire ensuite les solutions 
mobiles à la vitesse PI par une transformation de Lorentz. Cependant, pour 
obtenir les solutions solitoris, on peut aussi, comnie pour KdV, chercher des 
solutions à profil constant mobiles à la vitessc PI, c’est-à-dire rie dépendant 
que de la variable z = J: - z i t .  On retrouvera alors l’invariance des solutions 
par la transformation de Lorentz. 

Pour les solutions à profil constant, l’équation SG devient 

2d20 ,d28 2 
PI __ - cg2  + wo sine = O , dz2 dz 

(2.11) 

En multipliant par dû/dz et en intégrant par rapport & z on obtient 

(2.13) 

La constante d’intégration Cl est déterminée par les conditions aux limites 
imposées à la solution. Corrirrie 011 cherche une solution soliton, c’est-à-dire 
localisée spatialement, on doit avoir d ( z )  + O (mod 27r) pour IzI + 00 puis- 
qu’on veut qu’à l’infini les pendules soient dans leur état fondamental. Pour la 
même raison on impose do/& + O si IzI 4 ca, ce qui donne Cl = wi / ( e i - t i 2 )  
et, par conséquent 

(1 - cos0) = O 1 do w O &) -- (2.14) 

Comme pour la recherche des solutions solitons de l’équation de KdV, on peut 
raisonner en considérant que cette expression représente la somme de l’énergie 
cinétique (vis-à-vis du << pseudo-temps D 2 )  et de l’énergie potentielle d’une 
particule fictive. La solution cherchée û ( z )  décrit donc le mouvement à énergie 
totale nulle de cette particule dans le potentiel 

Kf€(Q) = - cosd) . (2.15) 
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13.12. Exercice (la variété Id@ est lagrangienne). - Montrer que, dans des 
coordonnées canoniques, l’idéal des polynômes considéré ci-dessus est en- 
gendré par les polynômes 

%TI ( 2  # I > >  ,%(ri - 1 - Crz. 
1 

En déduire que I’ensenible LQ est le sous-ensemble formé des points 
(xi,. . . , xn, T I , .  . . , q n )  de I/ x C n  où tous les yiz sauf un sont nuls, ce dernier 
valant 1.  

Compatibilité avec une f< métrique ». - Donnons-nous comme au $ 1 3 . ~  une 
forme bilinéaire symétrique non dégénérée g sur T M ,  que nous appelons 
encore << niétrique >>. Nous dirons qiie le champ de Higgs Q, ou le produit 
*, est compatible à la métrique g si l’on a, pour tout triplet ( t i ,&, 53) de 
champs de vecteurs sur M ,  l’égalité 

g(51 * 52 ,  53) = g(51, 52 * 53). 

Contrairement au cas des connexions, une <( métrique >> ne permet pas à elle 
seule de définir naturellement un champ de Higgs symétrique compatible 
avec elle. 

Si un champ unité existe, on peut considérer la 1-forme différentielle e’ 
définie par adjonction. En tant que forme linéaire sur le fibré tangent, elle 
s’exprime par 

e * ( [ )  = g ( e ,  5). 
On a alors g(<1,52) = e* (51 * 5 2 ) .  

II peut être utile de mettre en évidence la forme trilinéaire 

C ( F i ,  52,  53) = g(t1 * S n ,  53) = e’((51 * 52) * S S ) .  

13.13. Exercice (algèbres de Frobenius commutatives). - Soit V un @ -  
espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme linéaire i?, d’une 
forme bilinéaire non dégénérée b et d’une forme trilinéaire t .  En conside- 
rant l’isomorphisme B : V ----f V’ défini par b ,  la forme trilinéaire t permet 
de définir iin produit sur V : on impose que, pour tous v1, vy E V , les deux 
formes linéaires B(v1 * v2) et c ( q ,  vp, 0 )  coïncident. Donner les conditions 
sur e, b, t exprimant que R-l (P)  est l’unité et qiie le produit est commutatif 
et associatif. 

On dit alors que (v*, e ,  6 )  ou, de manière équivalente (ye, b, t )  , est une 
alg;bre de 

N 

( I 4 )  L‘cxeniple originellement considér-6 par Frobenius lors de ses travaux sur  les cai-actères 
des groupa finis cst 1’algt.bre (non commutative en générai) d’un tel groupe s u r  un corps 
(voir par exeiriple [Lit40, chap.IV]). Le hit qu’une telle algèbre soit << de Frobeiiiiis >> au 
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14. Connexions méromorphes 

Soit M un fibré méromorphe à pôles le long d’une sous-variété 
analytique Z ,  i.e. un &~(*Z)-module localement libre de rang d. Une 
connexion sur M est définie comme dans le cas holomorphe, à savoir 
comme un homomorphisme @-linéaire V : M + fiif @R,, & satisfaisant 
la règle de Leibniz. 

On notera que, dans une base locale de M sur 8~ (*Z) ,  la matrice R 
de la connexion est à éléments dans &hf (*Z) @flli On, = Rk (*Z).  

Les considérations du 5 11 s’étendent au cas méromorphe de manière 
immédiate. On notera que la matrice P du 5 l l . a  est maintenant dans 
r(a GLd(& (*Z) ) ) .  Le faisceau des sections horizontales 3E,s est alors 
un faisceau localement constant d’espaces vectoriels de rang fini qui corres- 
pond, d’après le théorème 15.8, à une représentation linéaire du groupe 
fondaniental nl ( M  \ Z, O )  : c’est la refirésentntion de monodromie attachée au 
fibré méromorphe à connexion (&, V) . 

14.1. Exercice (torsion d’une connexion par une forme différentielle 
logarithmique). - Soit f E r ( M , & f i ~ ( * Z ) )  une fonction méromorphe 
sur M ,  à pôles le long de Z ,  et soit w = df/J sa différentielle logarith- 
mique. 

(1) Montrer que le fibré méromorphe à connexion (&(*Z), d + w) 
est à monodromie triviale, i.e. que le faisceau de ses sections horizontales 
sur M \ Z est isomorphe au faisceau constant Chi\% (on pourra écrire 

, V )  est un fibré méromorphe à connexion 
ng de Z ,  les faisceaux de sections horizontales de 
V + O Id) ~ J \ E  sont isomorphes (on pourra utiliser 

d +  w = /-I O d o f ) .  

( 2 )  En déduire que, si ( 
sur M à pôles 
( M ,  V) p \ z  et 
l’exercice 12.11). 

On dira qu’une connexion sur un fibré méromorphe est intégrubke (ou 
plute) si sa restriction ii M \ Z est une connexion intégrable sur le fibré 
holomorphe 4 ~ , z .  

peut que V ( E )  ne soit pas contenu dans 
Si k? est un réseau d’un fibré méromorphe ii connexion ( 

@e,l g. On a cependant 

Ainsi, V définit une connpxion m6rornorfilî~ qui n’est pas nécessairement 
holomorphe sur le fibré E. 

sens doiiné plus haut est montré pai- exeiiiple daiis [CR62, tli.62.11, oil 1’011 ti’oiiveril aiissi 
( t l i .  61.3) d’autrcs raractérisatioiis des algrbres de Fi-obeniiis. 
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Ci - U 2  > 0 c i  - 112 < O 

FIG. 2.4 - Recherche des solutions possibles dans le modèle SG en considérant une 
particule fictive mobile dans le pseudo-potentiel K,(û). 

La figure 2.4 rnoritre que, pour c i  - 7~~ > O ,  il existe un niouveriierit possible 
pour une particule fictive partant du repos en i3 = O. Elle peut rejoiridrc 
O = 2n (ou O = -27r) qu’elle atteindra avec une e vitesse )> dO/dz nulle ail 
bout d’un << t,emps fictif )) z infini. 011 contraire, pour cg - 11’ < O, si la 
particule est initialement au repos, il n’y a pas de mouvement possible. Ce 
raisonnement montre déjà que les solitoris ne peuvent se propager qu’à des 
vitesses iiiférieures à C O .  I1 montre également qu’il n’existe pas de solution à 
profil constant,, connect ant la rriênie vallée2. 

Dans le cas u2 < cz, on peut obtenir la solution soliton & partir de l’équn- 
tiori (2.14) qui donne 

soit 

(2.16) 

(O < i3 < 27r) 

(2.17) 
ou zo est une constante d’intégration. Or, 

(2.18) 
4dt 1 + t 2  

avec t = tan(û/4). La solution est donc 

(2.19) 

2 .  Le raisonnement est effectué en admettant que la position d’équilibre des pendules 
correspond à la position û = O, mod(27r). Quand on excite paramétiiquement le pendule 
par une oscillation de son point de suspension, on peut trouver (26, 271 des conditions 
d’excitation où la position stable est O = 7r. On peut alors vérifier qu’il est possible de 
générer des solutions analogues aux solitoris sur une chaîne de pendules inversés. 
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vitesse, ou même le stopper complètement, par des perturbations mais pas le 
faire disparaître puisque cela entraînerait un changement de charge topolo- 
gique. 

L’existence des deux types de solutions (soliton et antisoliton) distingue 
également le modèle SG du modèle KdV que nous avions traité précédemment 
où l’on avait trouvé des impulsions positives mais montré que les impulsions 
négatives ne se propageaient pas comme des solutions localisées spatialernent. 

Comme la description de la chaîne de pendules par l’équation SG a été ob- 
tenue en faisant l’approximation des milieux continus, les solutions de l’équa- 
tion SG ne sont pas des solutions exactes pour la chaîne. I1 faut tester la 
validité de la solution soliton dans ce cadre. On peut réécrire la solution (2.20) 
sous la forme 

S(x, t )  = 4 arctanexp 

dans laquelle L mesure l’extension spatiale de la solution. Cette expression 
met en évidence plusieurs propriétés de la solution : 
(2) La contraction de Lorentz du soliton qui correspond à la racine dans l’ex- 

pression de L : la largeur du soliton tend vers O lorsque sa vitesse 2i tend 
vers la vitesse du son C O .  Cette contraction de Lorentz est nettement 
visible sur l’expérience de la chaîne de pendules quand on compare la 
largeur d’un soliton statique à celle d’un soliton que l’on a lancé à vi- 
tesse élevée. C’est ainsi que le chaîne de pendules permet de faire une 
<< expérience de relativité )) comme nous l’avions indiqué précédemment. 

(Ta) L’importance du poids relatif du terme de couplage cg par rapport au 
terme de potentiel de site W O .  La largeur au repos du soliton est LO = 

L’approximation des milieux continus n’étant valable que si Lola > 1, 
elle sera vérifiée lorsque C > 7 n g f .  Cela signifie que l’énergie de torsion des 
ressorts liant les pendules doit être grande par rapport à l’énergie de rappel de 
pesanteur sur chaque pendule. Une grande valeur de C assure naturellement 
que les angles û,(t) et e,+,@) de deux pendules voisins restent proches l’un 
de l’autre. L’approximation correspond donc ii une approximation de couplage 
fort. 

co/wo = U J r n .  

2.2.4 Énergie du soliton 
On peut la calculer à partir de l’hamiltonien (2.1). Daris I’approxiination 

des milieux continus, le terme correspondant à une maille divisé par la valeiir 
du paramètre de maille dorine l’lianiiltonien par unité de lorigueur. c’est-à-dire 
la densite hamiltoriienne, ‘Ft, 
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FIG. 2.7 - Kink glacé, obtenu naturellement, par iin dépôt de neige sur une barre 
horizontale (Photographie Thierry Cretegny, 2001). 

si 1’011 se iiniite à l’ordre le plus 1 ~ ~ s  pour remplacer le terme (HTL+1 - 

comme lors de l’obtention de l’équation SG. 
Si l’on s’intéresse iiriiqiienierit ti l’expression de 3i pour un soliton. il est 

jiidicieux d’utiliser à riouveau la variable z = .I‘ - l i t ,  telle que û(.r,t) = û(z), 
de manière à ohteriir l’expression 

Eri utilisant l’expression de r i  airisi que l’équation (2.14), 011 peut exprimer 
tous les ternies de 3i en fonction de dû/& qiie l’on remplace ensuite par sa 
valeur tirée de la dérivation de la solution (2.20). On obtient firialeinent 

La forme en sech2 correspond bien à une densité d’énergie localisée autour du 
centre du soliton, d’oii sa dénomination de <{ quasi-particule ». 
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Comme Jdxsech2x = 2, une intégration spatiale donne l’énergie du 
soliton 

(2.26) 

qui a la forme d’une expression (( relativiste », vis-à-vis de la vitesse CO, pour 
l’énergie d’une particule de masse mo = 8lwo/c0. Le soliton de SG semble par 
conséquent correspondre encore plus à une quasi-particule que celui de KdV. 

I1 est intéressant de noter que l’on peut obtenir l’énergie du soliton sans 
même connaître la forme analytique de sa solution. En repartant de l’expres- 
sion (2.25) de la densité hamiltonienrie, on obtient l’énergie 

(2.27) 

dans laquelle on peut remplacer l’un des deux facteurs dO/dz par son expres- 
sion tirée de (2.14)’ pour obtenir 

(2.29) 

où l’intégration en B est facile à effectuer. Cette méthode est également appli- 
cable t i  d’autres équations de la famille de l’équation SG que l’on ne sait pas 
résoudre exactement mais dont on peut prévoir, par la topologie du potentiel, 
qu’elles ont des solutions quasi-solitons. En intégrant par rapport à 19 la racine 
de l’expression du potentiel V(6) ,  on peut obtenir l’énergie de solutions dont 
on ne peut pas donner l’expression arialytique. 

2.2.5 Solutions multisolitons 
I1 existe une méthode systématique pour construire les solutions rnulti- 

solitons des équations totalementt intégrables dont fait partie l’équation SG. 
Cette niéthode dite <( de diffusion inverse », que nous présenterons ultérieu- 
rement (cf. chap. 7)’ permet d’obtenir des solutions comportant un nombre 
quelconque de solitons ou d’antisolitons. 

I1 est cependant intéressant d’étudier dès maintenant une solution niulti- 
solitons particulière car elle nous renseigne sur le comportenient des solitons 
quarid ils interagisserit. Considérons le solution suivante de l’équation SG : 

vwot 1 
sinh - 

B S A  = 4arctan (2.30) 
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En notant 8s et OA les solutions soliton et antisoliton déterminées précé- 
demment, et en utilisant l’égalité arctan(i/z) = 7r/2 - arctan(z), on peut 
parvenir à 

lim = 0s(z + ut + A) + O A ( z  - ut - A) 

lim O S A  2 BS(Z + u t  - A) + B A ( X  - ut + A) 

(2.31) 

(2.32) 
t-+m 

, t--cc 

où l’on a introduit le déphasage A = 

Cette forme asymptotique montre que’la solution correspond à la collision 
d’un antisoliton et d’un soliton qui se croisent sans se détruire, comme l’in- 
dique la représentation de la solution OSA à différents instants sur la figure 2.8. 
I1 existe, pendant la collision, une situation où le champ O passe par zéro en 
tout point, mais la dérivée Bt n’est jamais identiquement nulle. Les deux ex- 
citations ressortent de la collision intactes mais déplacées spatialement par 
rapport aux positions qu’elles auraient occupées sans la collision, comme le 
montre la figure 2.9. La collision a produit un déphasage, comme la collision 
de solitons de KdV représentée sur la figure 1.10. 

27r  

0.0 

- 2 7 T  
-20 W0/C, O 20 wo/cu  -20 wo/co O 20 wo/clJ 

X X 

FIG. 2.8 ~ Représentation de la solution multisolitons (2.30) bien avant la collision 
(fig. a) et bien après (fig. b). On notera que, dans un milieu infini, la valeur de la 
solution pour z + 503 ne varie pas (cela correspond à la conservation de la charge 
topologique). Compte tenu de cette condition aux limites, lorsque les deux solitons 
se croisent, la valeur de 8 entre eux change de 47r. En effet, le soliton et l’antisoliton, 
qui interpolent entre deux états différents du système, représentent des transitions 
de 27r dans la valeur de 8. Selon que l’on rencontre d’abord la transition décroissante 
ou croissante, l’aspect de la solution multisolitons change complètement. 

En observant les trajectoires des deux excitations (tout au moilis tant 
qu’on peut les distinguer l’une de l’autre, donc hors du domaine très proche 
de la zone de collision), on constate que celles-ci accélèrent lorsqu’elles s’ap- 
prochent l’une de l’autre puis ralentissent quand elles se séparent. Cela montre 
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< m 
m 

FIG. 2.9 ~ Représentation de la dynamique d’une solution multisolitons (2.30) (avec 
wo = 1, CO = 1, 2i = 0, l ) .  La projection verticale présente l’évolution du contour 
/3 = 7r qui met en valeur la dynamique du centre des deux excitations en fonction 
du temps. Au moment de la collision, la notion de soliton en tant qu’excitation 
individuelle perd temporairement son sens : on ne peut plus suivre la position des 
solitons. Leur trajectoire semble interrompue alors que le soliton et l’antisoliton se 
croisent avant de poursuivre leur mouvement dans leur direction initiale mais avec 
un décalage par rapport à la trajectoire qu’ils auraient suivie s’il n’y avait pas eu 
collision. 

que l’interaction soliton-antisoliton est attractive, alors qu’une étude similaire 
montrerait que les interactions entre deux solitons ou deux antisolitons sont 
répulsives. C’est la raison pour laquelle une solution 6 profil constant avec 
N solitons (ou antisolitons) ne peut exister : les interactions entre les coni- 
posantes de la solution tendent à faire varier les distances relatives de ces 
composantes. Ainsi, par exemple, deux solitons statiques placés sur la chaîne 
de pendules vont se mettre en mouvenient afin de s’éloigner l’un de l’autre 
sous l’effet de leur répulsion mutuelle. C’est pourquoi la recherche de solutions 
à profil constant n’a pas donné de solutions rnultisolitons. 

2.2.6 La solution breather 

La solution soliton-antisoliton a mis en évidence une attraction, ce qui 
suggère de représenter le mouvement du soliton dans le (< champ >> de 
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l’aritisoliton coniirie le niouvenient d’une particule soumise à un potentiel 
effectif (cf. fig. 2.10). L’énergie totale du s y s t h e  étant conservée, lorsque 
le soliton approche du creux de son potentiel d’interaction avec l’antisoliton, 
son énergie cinétique augmente pour compenser la diniinution d’énergie po- 
tentielle. La particule venant de -03 accékre lorsqu‘elle arrive au voisinage de 
l’aritisoliton puis ralentit en ressortant du puits pour atteindre +CO avec une 
vitesse identique à sa vitesse avant la collision. Cette situation, qui est bien 
celle que l’on observe pendant la collision (fig. 2.9) correspond A la trtijectoire 
schématique notée (I) sur la, figure 2.10. 

FIG. 2.10 ~ Représentation dii croisenient (trajectoire notée 1) soliton-antisoliton 
et du breather (trajectoire notée 2). La courbe représente le potentiel effectif dans 
lequel est placé un soliton en raison de son interaction avec un antisoliton. Les 
flèches correspondent à une représentation totaleiment schémat,ique du déplacerrient 
du soliton. 

On comprend que cette situation est t,rès <( fragile B, puisqu’urie faible dis- 
sipatiori peut empêcher la part,iciile tie ressortir du puits et tloric de s’échapper 
vers +m. On R alors aririiliilat,iori de la paire solit,ori-aritisolitori cor~inie on le 
voit sur la véritable chaîne tlt: peritiules où lcs frottmierits ne sont Ctviderrinieritj 
pas totalernent, absent~s. 

La figiirc per1nc.t d’iniaginer line autre solution da is  laqiielle le soliton 
aiirait, line énergie initiale qui le place daris le puits (le pot,entiel attractif (le 
i’aritisolitori : ccia correspond A la traject,oirc notéc (2) siIr la figiirc 2.10. Ori 
s’att critl alors une solut,ion oscillante, mais locali piiisqu’on peut, approxi- 
niativcmrrit la consid@rtir coirime une paire solit,ori-antisolitori like. 

Cet tc  solut,ion existe dûris le rriodèle SG et se iioriiiiie solutio7r hreathw : 

1 

(2.33) 

où ‘11 est UII pararrièt,re qui n’a pas la sigriification d’une vitesse. La solution 
que iioiis tloiirioris par l’expression (2.33) est, au repos, en cc sens qu’elle cor- 
respoiitl uiie oscillation, localiséc autour de s a  posit,ion T = O. qui ne se 
proptige pas. Elk peut èt,re obtcmue très simplement en posant 1 1  = i u  dans 
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la solution soliton-antisoliton (2.30). I1 est intéressant de noter au passage 
qu’une transformation similaire dans une solution soliton-soliton, ne permet- 
trait pas d’obtenir une solution réelle ; cela correspond au fait qu’il n’existe 
pas d’état lié soliton-soliton puisque l’interaction est répulsive. 

À partir de l’expression (2.33), on peut obtenir un breather en translation 
en effectuant la transformation de Lorentz suivante 

La solution se propagera donc tout en oscillant. 
La pulsation R du breather, donnée par l’expression 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

se situe dans l’intervalle [O, wo], c’est-à-dire en dessous du spectre des phonons 
comme le montre la figure 2.11. Les breathers de faible amplitude et très étalés 
spatialement correspondent à des pulsations jus te  eri-dessous d e  la bande d e  
phonons, tandis que les breathers de grande amplitude ont des fréquences 
voisines de zéro ; la représentation de ces derniers à différents instants permet 
de reconnaître la paire de soliton-antisoliton qui oscille l’un par rapport à 
l’autre. 

FIG. 2.11 ~ Spectre des solutions périodiques du modèle SG avec plusieurs exemples 
d’oscillations. (a) correspond à une solution phonon, délocalisée, (b)  à un breather 
dont la fréquence se situe juste en-dessous du bas de la bande de phonons, alors que 
( c )  correspond à une fréquence très faible. 
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Bien que mobiles, ces breathers ne sont pas des solutions se propageant 
sans déformation, puisqu’ils possèdent une oscillation interne. Ce sont cepen- 
dant des solitons à part entière car : 

- ils sont localisés spatialement puisque le breather oscille à l’intérieur de 
l’enveloppe définie par 

1 E,,,(x) = 4arctan 

de telle sorte que l’inégalité l O ~ ( x , t ) \  5 E,,,(x) soit valable à tout ins- 
tant, 

- ils sont préservés dans les collisions avec d’autres breathers ou avec des 
solitons. 

La définition première de solitons comme étant une <( excitation localisée 
se propageant sans déformation )) doit par conséquent être généralisée pour in- 
clure les breathers ayant une oscillation interne. Nous en retrouverons un autre 
exemple dans le chapitre 3, lorsque nous étudierons l’équation de Schrodinger 
non-linéaire. 

Les solutions phonons (ondes planes), solitons (ainsi que les antisolitons 
bien sûr) et breathers constituent 1 ’ensemble des solutions du modèle SG sur 
lesquelles on peut par conséquent décomposer tout état du système. La nié- 
thode de diffusion inverse présentée dans le chapitre 7 montre que ces solutions 
variées constituent en quelque sorte les << modes normaux )) nori-linéaires du 
système puisque un état quelconque du système apparaît comme une combi- 
naison de ces e modes )) 

Y - - 
Q(x, t )  = x p h o n o n s  + xsol i tons  + )breathers , (2.38) 

- 
où nous avons symboliquement noté 
préciserons la nature dans le chapitre 7. 

une <( somme non-linéaire )) dont nous 

Origine du nom de l’équation de sine-Gordon 
Après avoir établi en 1926 l’équation d’évolution de la fonction d’onde, $, 

d’une particule libre de masse r n ,  

a$ h2 +2 ih-=--v ?/) , 
at 2 Vb 

(2.39) 

e t  qui porte désormais son nom, ERWIN SCHRODINGER (1887-1961) souhaitait 
obtenir une équation compatible avec la relativité restreinte, pour décrire notam- 
ment la dynamique d’électrons relativistes. 

En considérant l’expression $ = $ o e i ( w t p y ’ T )  d’une onde, on est conduit à 
associer I’impulsion p’ à l’opérateur -ihV et  l’énergie E à I’opérateur iha/dt. 
En utilisant ces transformations, l’équation de Schrodinger (2.39) conduit en effet 
à l’équation E = 3?’/(2m) qui caractérise la dynamique classique. À partir de 
son équivalent relativiste 

E = p c +m,2c4 , 

+ 

(2.40) 2 + 2  2 
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l’utilisation des lois de transformations conduit en revanche à l’équation 

(2.41) 

qui se réécrit sous la forme 

(2.42) 

Cette équation porte désormais le nom d’équation de Klein-Gordon, car elle fut  
en effet publiée par OSKAR KLEIN (1894-1977) et WALTER GORDON (1893- 
1939). I I  semble cependant qu’elle ait  été obtenue auparavant par E. Schrodinger 
lui-même, mais qu’il ne la retint pas car elle n’expliquait pas les résultats expéri- 
mentaux de l’électron avec spin. Par extension, toute équation de ce type avec un 
dernier terme éventuellement non-linéaire, est appelée équation de Klein-Gordon. 

L’équation de sine-Gordon (2.6) est obtenue en remplaçant le dernier terme de 
l’équation (2.42) par wi sin l), Les consonances très voisines des prononciations 
anglaises de << Klein >> et << sine >> expliquent le nom porté par cette équation, 
qu’aucun M. Sine ne découvrit. 

2.3 Étude des jonctions Josephson longues 
Le cas des jonctions Josephson est un exemple où l’équation SG fournit une 

excellente description de la physique du dispositif. La dynamique des solitons 
dans une jonction longue peut en outre être observée directement et a été mise 
à profit pour réaliser différents dispositifs. Dans cette partie, nous allons tié- 
crire les principaux phériorrièries physiques qui en sont & l’origine [22, 97, 1171. 

Urie jonction tunnel Josephson est constituée de deux élect,rodes supra- 
conductrices (généralement en niobium ou en aluminium) séparées par une 
mince couche d’isolant électrique en oxyde d’aluiriiniuni, de dix & cinquante 
angstroms d’épaisseur (cf. fig. 2.12)’ pouvant êtrre traversée par un courant, 
tunnel, nori dissipatif, d’origine quantique. La théorie de la jonction .Josephson 
(et surtout des réseaux de jonctions) a été réactivke fortenierit par la décou- 
verte au milieu des années mille neuf cent quatre-vingt de la siipracontlucti- 
vité & haute température daris des céramiques coniine YBa2Cu307. En effet, 
les matériaux obtenus sont, soiiverit constitués de micro-cristaux siipracoriduc- 
teurs en contact imparfait, cliaquc contact se comportant coninie une jonction 
Josephson. 

Pour comprendre le forictionriement de la jonction Josephsori, on peut 
se contenter de la théorie macroscopique, proposke par London en 1935 et 
complétée par la suite par Ginzburg et, Landau en 1950. C’est d’ailleurs ce tk  
théorie rnacroscopiqiie qui a été utilisée par Josephson au tout, début des an- 
nées 1960 daris sa t,lièse de doctorat, [77]. Urie description daris IC cadre de 
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r:::: supraconducteur 1 t“.- 
I Y X 

FIG. 2.12 ~ Représentation schématique d’une jonction tunnel Josephson. L’isolant 
est représenté par la zone en grisé. La jonction est étendue dans la direction z et de 
dimension négligeable dans la direction y. 

la théorie microscopique de la supraconductivité classique (c’est-à-dire n’en- 
globant pas les supraconducteurs ayant une haute température de transition 
puisque l’interprétation de cette forme de supraconductivité n’a toujours pas 
été établie de manière indiscutable) a été fournie par Bardeen, Cooper et 
Schrieffer (BCS)4 en 1957. La supraconductivité est associée à la formation 
de paires de porteurs, appelées {{ paires de Cooper », qui sont des bosons de 
spin 1, forniés à partir de deux électrons de spin 1/2. 

2.3.1 Équation dynamique de la jonction 

La présentation que nous donnons ici pour l’effet Josephson est due à 
Feynman 1561. Elle repose sur le fait qu’un supraconducteur est un système 
quantique macroscopique dans lequel l’ensemble des paires de Cooper est décrit 
par un seul état quantique (ou une seule fonction d’onde) icp) qui est donc 
un (( niacro-état ». Le ket d’état, représentant les paires de Cooper dans le 
supraconducteur, est écrit sous la fornie 

(2.43) 

À l’intérieur des supraconducteurs, on ne considère que la dépendance en x et 
I/ (cf. fig. 2.12)’ ce qui revient à dire que le ket d’état représente un état intégré 
selon z sur l’épaisseur de chaque supraconducteur. Ainsi p = ($JI$) représente 
la derisité surfacique de paires dans le supraconducteur (intégration selori z 
de la densité volumique de charge) alors que 4 est la phase. 

L’effet Josephson 

L’effet Josephson apparaît quand on augmente le couplage entre les deux 
supraconducteurs en réduisant la barrière qui les sépare. Lorsque la séparation 

4. On peut trouver une présentation succincte de la théorie BCS dans le livre de Kittel [81] 
par exemple. 
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entre les deux supraconducteurs devient inférieure à environ 10 angstroms, les 
paires de Cooper ont une probabilité significative de traverser l’isolant par effet 
tunnel. Les deux états I& )  et 1$2) décrivant les paires de Cooper dans les deux 
supraconducteurs ne sont plus indépendants. On doit considérer le système 
des deux supraconducteurs comme un seul système quantique décrit par un 
nouveau ket, d’état IQ). L’approche de Feynman consiste à admettre que IQ) 
est décrit complètement par son développement sur la base des macro-états 
/vi) et (y2) .  caractérisant les supraconducteurs 1 et 2 : 

La jonction est donc vue comme un système de deux états imbriqués. 
L’hamiltonien de la jonction dans la base (191)’ 192))  s’écrit par conséquent 

“ )  , 
K E2 

(2.45) 

où E1 et E2 représentent les énergies des paires dans les supraconducteurs 5’1 
et S2, alors que K représente le couplage entre les deux supraconducteurs 
par effet tunnel. C’est un paramètre réel, caractéristique de la jonction et 
notamment de son épaisseur d’isolant. 

L’équation d’évolution du ket d’état IQ) est fournie par l’équation de 
Schrodinger 

(2.46) 

qui s’écrit dans la base (191)’ 1 9 2 ) )  

(2.47) 

(2.48) 

Si l’on applique une différence de potentiel V entre les deux supraconducteurs 
en prenant la référence de potentiel au milieu de la jonction, l’énergie des 
paires de Cooper est El = q(-V/2) = (2e )V /2  = eV pour le conducteur 1 
(puisque la paire a une charge ( -2e)  identique à celle de deux électrons) et 
celle des paires de Cooper du conduct,eur 2, porté au potentiel +V/2, est -eV. 
Le système (2.47) devient 

da1 ih- dt = eVa1-t Kaz 

. da2 
ah-- d t  = -eVa2 + Kai 

(2.49) 

(2.50) 

En notant ai = Jpz ei4%, et en multipliant l’équation (2.49) par f i , on 
obtient 
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En séparant partie imaginaire puis partie réelle, on aboutit à 

Si l’on multiplie l’équation (2.52) par cos 41 et l’équation (2.53) par - sin 41, 
leur soninie conduit à 

En défiiiissarit la variable O = 4 2  - $l1 on obtient finalement 

dpi 2K 
- = - - p h G E s i n O  dt , 

alors qu’un calcul similaire conduit à l’équation 

(2.55) 

(2.56) 

On vérifie par conséquent que seule la différence de phase 8 est importante, 
comme cela était attendu. 

Comme pl et p 2  sont les densités de porteurs par unité de surface de 
jonction dans chaque supraconducteur, et que chaque porteur a la charge 2e, 
les variations dpl / d t  et dpz/dt  sont associées à l’existence d’une densité de 
courant à travers l’isolant. Elle provient du passage des paires par effet tunnel 
à travers l’isolant. La densité de courant passant du supraconducteur 1 au 
supraconducteur 2 est dirigée selon z et vaut 

(2.57) 

On notera j ,  = - 4 e K m / h ,  la densité de courant critique qui peut traver- 
ser ia jonction par effet tunnel ; c’est une quantité déterminée par les carac- 
téristiques géométriques de la jonction et par la densité de paires. On obtient 
donc l’expression 

j~ = j,sinû . (2.58) 

Par ailleurs, si 1’011 multiplie l’équation (2.52) par sin 41 et l’équation (2.53) 
par cos 41 on obtient 

d*l . 2 
- hpl dt (sin 41 + cos2 41) = e ~ p l  (sin’ 41 + cos2 41) 

+ K e ( s i n  41 sin 4 2  + cos d2 cos 41) (2.59) 

qui se simplifie en 

at (2.60) 
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De manière similaire, on obtient égalernerit 

(2.61) 

Pour deux supraconducteurs du rriênie type, les deux densités de porteurs pl 
et p2 sont serisiblenient égales et en pratique contrôlées par un courant exté- 
rieur alimenté par un générateur (conventionriellenierit désigné par son nom 
anglais << bias current »). Par différence, les deux équations (2.60) et (2.61) 
conduisent donc ii 

d0 2eV 
dt h 

- - -  - (2.62) 

Les équations (2.58) et (2.62) sont les deux équations fondamentales ob- 
tenues par Josephson et connues [1461 respectivement sous le nom d’effets 
Josephson continu et alternatif. Décrivant le passage à travers l’isolant d’un 
courant de  pazres, non dissipatif, d’amplitude j, et de pulsation Y = 2eV/h, 
elles ont été confirmées par de très nonibreuses expériences. 

Pour obtenir l’équation caractéristique de la jonction, il faut ceperidarit les 
compléter par les équations de Maxwell dans l’isolant, matériau non magné- 
tique, 

(2.63) 

(2.64) 

t t 
en notant le champ électrique, E .  le chanip magnétique, B ,  et E la constante 
diélectrique de l’isolant. L’isolant étant non magnétique, sa perniéabilité est 
égale à la perniéabilité magnétique du vide I L O .  

Jonction << ponctuelle >) 

Si l’on considère une jonction quasi-ponctuelle, on peut ignorer la dépen- 
dance spatiale de la densité de courant dans le plan (x, v) de la jonction. La 
densité de courant totale J B  est imposée par le générateur extérieur, et crée un 
cliarrip magnétique BO tel que rot Bo = pojn. Étant donnés les axes précisés 
sur la figure 2.12, la densité de courant j~ sera dirigée selon l’axe z ,  de rnêrne 
que le chanip E = ( V / d ) z .  

La courant total qui traverse les jonctions Josephson réelles correspond en 
réalit6 à la soimie de différentes contributions : 

~ le supercourant tunriel de paires dfi A l’effet ,Josephson, J T  = j ,  sin 8,  
~ une contribution de courant normal résistif, correspondant à l’effet 

tunriel des porteurs de charge habituels, les électrons non appariés qui 
subsistent en présence des paires de Cooper. Ce ternie s’exprime comme 
jR = V / ( R S ) ,  où 1,011 note R la résistance de l’isolant. 

-+ 
+ - - f i  + 

--+ 
-f 
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~ la contribution & ( d E ) / ( d f )  correspondant au dernier terme de l’équa- 
tion (2.64). I1 traduit donc un courant capacitif, (&/cl)&, associé à la 
jonction, la capacité géométrique entre les deux électrodes s’exprimant 
de nianière classique par C = &S/d.  

La projection selon z de ce courant conduit donc à 

V C d V  
j s  = j T  + - + -- RS S dt 

(2.65) 

Cette description des jonctions Josephson réelles correspond en définitive à 
une jonction idéale court-circuitée par une résistance R et une capacité C ,  
comme représentée sur la figure 2.13. C’est le modèle [146] RCSJ (« Resisti- 
vely and Capacitively Shunted Junction D qui se traduit peu élégamment par 
(( Jonction résistiveniexit et capacitivernent court-circuitée D). 

FIG. 2.13 ~ Circuit équivalent à une jonction Josephson réelle d’après le modèle 
RCSJ : une jonction Josephson idéale court-circuitée par une résistance R et une 
capacité C. 

En utilisant les équations (2.58) et (2.62), on peut réécrire l’équation (2.65) 
sous la forme 

. .  1 ti. do c h d20 
j~ = j c s i n û +  --- + --- 

RS 2c: d t  S 2e dt2 ’ 
qui se siniplifie en 

d20 1 do 2 e S .  
__ + -- +w:sinû = - dt2 RC dt ehJB ’ 

(2.66) 

(2.67) 

en introduisant la fréquence wo = d m .  
On constate par conséquent qu’une joiict ion Josephson ponctuelle est dé- 

crite par la rriêrrie équation que celle d’un pendule siniple ! Cette constatation 
a bien évidemment fortement renouvelé l’intérêt, de l’étude du pendule simple 
et de sa dynaniique nori-linéaire, d’autant plus que, dans certains régimes de 
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fonctionnement des jonctions, un bruit électrique très important a été ob- 
servé : c’est une conséquence des phénomènes chaotiques de l’oscillateur non 
linéaire que constitue la jonction. 

Jonction étendue 

Outre les études de jonctions ponctuelles, de nombreuses expériences ont 
été faites avec des jonctions étendues dans une seule direction, que nous note- 
rons z. O K ~  maintient In même densité de courant moyenne % travers la jonction 
mais I9 et V dépendent maintenant de x et t .  

La première équation de Maxwell (2.63) donne pour sa composante selon y 

-- 

En utilisant l’équation (2.62)’ 011 obtient 

at 
qui conduit par intégration par rapport au temps à 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

où Boy(%) est une constante d’intégration. 

Maxwell (2.64) sur l’axe z conduit à 
La projection du terme de gauche de la deuxième équation de 

+ + -+ fi. a28 
u, . rot B = - - + puojs 

2ed ax2 
(2.71) 

-++ 
où l’on a désigné à nouveau par pojs la composante selon z de rot Bo, qui 
lie dépend pas du temps. La projection du terme de droite conduit à nouveau 
dans le cadre du modèle RCSJ à 

(2.72) 
1 fi. a0  c f i  a20 
--- + --- 
RS 2e at S 2e d t2  

où l’on a simplement reinplacé les dérivées par des dérivées partielles. En 
regroupant les équations (2.71) et (2.72)’ on aboutit à 

(2.73) 
d2Q 1 d20 1 dû 2 e S .  . 2eS , 

a t 2  Ep0ax2 RC at ch CTl 
+ ~- + -jcsinO = - 2 ~  . 

En définissant la quantité ci  = l / ( ~ p o ) ,  homogène au carré d’une vitesse, 
pour faire la correspondance avec l’équation SG telle que nous l’avions écrite, 
011 voit que la jonction étendue est décrite par l’équation 

2 .  2 e S .  1 
Qtt  - ciozT + __ RC I9t + wo sine = - jB  Cfi . (2.74) 
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La dynamique de la jonction Josephson est donc décrite par une équation SG 
perturbée que 1’011 étudiera plus précisément au chapitre 5. 

Le calcul complet, c’est-à-dire saris tenir compte de l’approche << systèrric 
à deux états >> de Feynman, donne un résultat très voisin, mais le terme c i  
est trouvé égal à 

(2.75) 

où la longueur de London AL correspond à la profondeur de pénétration du 
champ magnétique dans le supraconducteur. Le cas du supraconducteur par- 
fait revient à supposer cette dernière égale à zéro. On ne peut cependant pas 
la négliger pour les supraconciucteiirs réels compte tenu de l’épaisseur d très 
faible de la couche d’isolant. 

2.3.2 Applications aux propriétés d’une jonction 
Josephson longue 

Daris le cas des fortes résistances R, on peut donc s’attendre à avoir daris 
la jonction des solitons de la fornie 

(2 .76)  

Ces solitons exist>ent même en présence de dissipation car leur niouveinerit est 
entretenu par le << bias current >> j ~ ,  coinnie nous le montrerons au chapitre 6. 
Mais pour qu’ils soient effectivement observables, il faut que leur largeur 
caractéristique L = C O / W O  = Jtl /(p02f?:dj,) soit compatible avec les dirncri- 
sions de la jonction. La valeur de j ,  est difficile à calculer car il faut connaître 
avec une extrême précision la géométrie de la jonction. Elle est, en géiiéral 
mesurée expérimentalement et l’on trouve pour L des valeurs de l’ordre de 
0, l  nim pour des jonctions typiques. Comme les jorict,ions utilisées ont des 
longueurs de l’ordre de P = 1 à 10 mrn, la largeur du soliton est cffectiverrient 
net,tenient inférieure à 8. 

Supposons que l’on crée un soliton dans la jonction. Urie impulsion de 
tension r 1 

se propage par conséquent dans la jonction et crée à ses bornes une tension 

(2.78) 

correspondant ii l’aire de l’impulsion V(z,  t ) .  Comme celle-ci se propage 
comme un soliton, cette aire est une constante que nous noterons VI .  
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Le courant total qui parcourt la jonction vaut 

(2.79) 

puisque les autres termes de j~ se compensent si est solution de l’équation 
SG. On obtient donc un courant continu, proportionnel à v = Vi, très faible 
puisqu’il s’annule dans la limite d’un isolant parfait. 

On peut aussi envisager de créer deux solitons, trois solitons, etc., dans 
la jonction : v et I seront alors siniplenient multipliés par deux ou trois. La 
caractéristique expérimentale d’une jonction (cf. fig. 2.14) inet nettement en 
évidence différents plateaux, dits << plateaux de Fiske )), correspondants aux 
différentes valeurs des tensions. Le courant sur chaque plateau croît au delà 
des valeurs données par les solitons car une contribution de courant spatiale- 
nierit uniforme, imposée par le générateur de courant alimentant la jonction, 
s’ajoute au courant associé aux solitoris. 

I 
I 

I 

F I G .  2.14 - Schéma de la caractéristique expérimentale typique d’une jonction Jo- 
sephson : la tension v aux bornes de la jonction est représentée en fonction du 
courant I qui la traverse. Les points correspondent aux valeurs des tensions et cou- 
rants pour 1 soliton, 2 solitons. 3 solitons (équations (2.78) et (2.79)). 

Outre la confirmation expérinientale par les << plateaux de Fiske )>, une 
preuve plus directe de l’existerice des solitons provient de leur réflexion sur 
les extrémités de la jonction. L’analyse des coriditions aux limites nioritre 
que l’extrémité apparaît conime une extrémité libre pour le soliton. L’arrivée 
en bout de jonction de l’impulsion de tension associée au soliton, puis sa 
réflexion, se traduit par une brusque augmentation de la tension locale. Par 
conséquent, bien que les valeurs totales de V et I pour la jonction soient 
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continues, on observe une rapide oscillation de la terisiori aux extrémités. En 
estirriarit la vitesse de propagation du soliton cg = c/& à partir d’une valeur 
de la permittivité diélectrique relative dc l’isolant E,. = 10 et d’une longueur 
typique de jonction l = 10 inni, on obt,ierit une fréquence v = cot E 10 GHz. 
La jonction dans laquelle oscille le solit,ori est par conséquent un érnetteui 
Iryperfréquence rayonnant dcs micro-ondes. Ces ondes très faciles à détecter 
fournissent une observation presque directe de l’existence du soliton. 

Corrirne rious avons mis en évidence le carect>ère répulsif de l’interaction 
entre deux solit*oris, dans le cas où l’on excite deux solitons dans une jonc- 
tion, ils devraient avoir tendance & se placer le plus loin possible l’un de 
l’autre, c’est-à-dire à la distarice l / 2  l’un de l’autre dans l’état stationnaire. 
Coriirrie le montre la figure 2.15, la fréquence cles irripulsioris de tension aux 
extrémités devrait alors être doublée. Corrirne l’expérience montrait qiie cela 
n’était pas le cas, il a ét,é nécessaire d’étudier [97] l’éqiiatiori SG perturbée 
qui décrit la jonction pour lever l‘apparente coritradict,ioii erit>re t,liéorie et 
expérience. En faisant un calciil plils complet, 011 corist,at>e qu’un ternie Bsz t ,  
que notre étude sirriplifiée n’a pas donni., apparaît à cause de la diffusion 
des paires de Cooper par les interfaces des supraconduct,eurs. Bien que très 
faible, il a line importance déterminante sur la distribution des solitons : ils 
orit tendance à se regrouper en << peloton >> (<< soliton bunch >>). Cet effet, d’iiri 
ternie pourtant très faible s’explique hieri si l’on pense que les solitloris orit, 
un corriporternent de particules quasi-libres : leur énergie d’interact,ion, ex- 
ponentiellenient décroissante avec leur distance, est très faible lorsqu’ils sont 
séparés d’une distance supérieure à 5 ou 6 fois leur largeur. Même une très 
faible perturbation parvient à vaincre leur répulsion. C’est pomqiioi l’émission 
de micro-ondes s’effectue toujours ii la même fréquence qu’avec un seul soliton 
puisque les deux solitons arrivent quasiment erisernble aux extrbniités de la 
jonction. L’existence de plusieurs solitons est, seulement perçue par l’iriterisité 
de l’émission ainsi que par la mise en éviderice de fréquences adjacentes à la 
fréquence fondanieritale. 

2.3.3 Signification physique du soliton : fluxon 
Nous avons vu qu’il existait dans l’isolant une composante du champ 

rriagriét,ique 

(2.80) 

Le flux du clianip rnagriétique correspondant A travers la jonction est par 
conséquent 

(2.81) 
2e 

Ti do 

où l’on a étendu les bornes de l’intégrale jusqu’& l’infini puisque la longueur t 
de la jonction est très supérieure ii la largeur du  soliton. 
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O 1 O 1 

FIG. 2.15 ~ Représentation de la dynamique des solitons dans une jonction Joseph- 
son dans laquelle on a créé deux solitons (trait plein et trait interrompu). L’axe 
horizontal donne leur position dans la jonction (en unité de la longueur e de la jonc- 
tion) et l’axe vertical correspond au temps. On aura une impulsion de tension chaque 
fois qu’une trajectoire rencontre un des bords verticaux des figures, correspondant à 
une extrémité de la jonction. La figure (a) montre la prévision de l’équation SG. La 
figure (b) montre en revanche la prévision de l’équation SG perturbée par un terme 
ûzzt : les deux solitons se sont regroupés. 

Si l’on suppose que 1’011 a N solitons dans la jonction, on obtient par 
conséquent 4 = N4o où 4 0  = h/2e. Ce flux est donc quantifié et le soliton 
peut alors être interprété coInme un quantum de flux magnétique dans la 
jonction : on  lui donne le nom de  fluxon. 

2.4 Autres exemples de solitons topologiques 

L’équation SG (2.6) correspond à un exemple particulier de systèmes dont 
l’harriiltonien, de la forme 

conduit à une équation d’évolution qui s’écrit 

(2.82) 

(2.83) 

Dans le cas où le potentiel V(4) possède plusieurs minima dégénérés, ces 
équations de Klein-Gordon non-linéaires admettent toujours des solutions à 
profil constant de type topologique qui relient ces différents minima. 

Conirne dans le cas particulier de l’équation SG, on peut profiter de l’in- 
variance de Lorentz pour résoudre l’équation en cherchant seulement ses 
solutions statiques. Le calcul revient encore étudier la dynamique d’inie 
particule fictive dans le pseudo-potentiel -V(d) .  De très nombreuses formes 
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de ce potentiel ont ainsi été considérées niais le potentiel sinusoïdal de l’équa- 
tion SG se singularise par le fait qu’il est le seul qui conduise à un système 
totalement intégrable possédant des solutions solitons, alors que les autres cas 
correspondent à des quasi-solitons, que l’on appelle kinks (ils correspondent 
en effet à une variation rapide de la variable 4) .  Ces quasi-solitons ne res- 
sortent pas inchangés de collisions avec d’autres kinks. Nous mentionnons ici 
deux exemples classiques. 

2.4.1 Le modèle +4 

Le potentiel V ( 4 )  = i(42 - l)z représenté sur la figure 2.16 ne possède 
que deux minima dégénérés en 4 0  = *l. L’expression du kink reliant ces deux 
minima est 

(2.84) 
2 - ut 4 = * tanh 

qui est solution de l’équation de Klein-Gordon correspondante, 
J2Jm ’ 

(2.85) 

FIG. 2.16 ~ Allure du potentiel 44 d’expression V ( 4 )  = a(42 - l )2 .  

L’existence de seulement deux minima induit une contrainte topologzque 
supplémentazre par rapport à l’équation SG : une solution multikiriks doit cor- 
respondre à un basculenient alternatif entre ces deux minima, par conséquent 
un anti-kink est nécessairement suivi d’un kink. I1 est cependant important 
de noter que contrairement au cas de sine-Gordon, il n’existe pas de solu- 
tion exacte niulti-kink : ainsi, la solution représentée sur la figure 2.17 n’est 
qu’une solution approchée. Elle est d’autant plus appropriée que les kinks sont 
distants les uns des autres. 

Ce modèle 44 a été très souvent utilisé en physique. Sa première appli- 
cation majeure se trouve daris la théorie de Girizburg-Landau des transitions 
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FIG. 2.17 ~ Solution multisolitons approchée du modèle q54, correspondant à une 
alternance de solitons et d’antisolitons. 

de phase du deuxième ordre. Nous verrons aussi dans le chapitre 10 qu’il a 
été employé avec succès de façon plus microscopique pour décrire les parois 
de doniairies dans les ferroélectriques. Les kinks décrivent alors des excita- 
tions fondamentales du système ayant une contribution très importante à la 
thermodynamique statistique. Ce modèle peut également décrire les défauts 
topologiques dans des polymères comme le polyacétylène (cf. chap. 13). En- 
fin, en théorie des champs, il a été proposé [39] comme modèle simple d’états 
stables différents de l’état du (( vide ». Le grand intérêt du modèle $4 est que 
la forme polynoniiale du potentiel permet de conduire de nombreux calculs 
de manière analytique. 

2.4.2 Le modèle double sine-Gordon (DSG) 

Ce modèle [37], correspondant au potentiel V ( 4 )  = - cos 4 + ri cos 2 4 ,  est 
une extension naturelle du modèle SG car il revient à ajouter un second ternie 
daris le développement de Fourier d’une fonction périodique. I1 est en outre 
très intéressant car selon la valeur du paramètre 77 on obtient des topologies 
différentes du potentiel qui induisent des propriétés très particulières. 

0 Lorsque 77 < -1/4, le potentiel a l’allure présentée sur la figure 2.18(a). 
La méthode du potentiel effectif montre que le soliton ne peut relier que deux 
minima du potentiel, et qu’il doit donc correspondre à un passage de l’état 
4 = O à l’état 4 = *27r, ou bien l’inverse. L’existence des minima secondaires 
en 4 = hr crée cependant une zone plus favorable énergétiquement que les 
valeurs voisines : le soliton a donc un aspect particulier et semble composé de 
deux << sous-solitons >) liés (cf. fig. 2.19). 

est eri revanche très voisin du cas 
du potentiel de sine-Gordon puisque le potentiel a qualitativement la niême 
forme avec simplement des maxima ou des minima plus plats. 

est à nouveau très intéressant, car il existe alors deux 
manières différentes de rejoindre les minima dégénérés énergétiquement situés 
en 4 = iq50 (mod 27r) (cf. fig. 2.18(b)). Elles correspondent à deux types de 
solutions kinks. Si l’on se rappelle que l’énergie d’un kink est proportionnelle 

0 Le cas intermédiaire - +  < 7 < 

0 Enfin, le cas 77 > 
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FIG. 2.18 ~ Allure di1 potentiel double sine-Gordon pour 77 < - $  (a) et 71 > t (b). 

O L X  

F I G .  2.19 ~ Alliire de la solution à un soliton du modèle doiible sine-Gordon. 

au résultat de 1’ intégration de erit,re les deux valeurs de q5 qu’il relie, on 
remarque que les dewç type,$ de kinks ont des énergies diff6rerrtes qui doririeiit 
lieu à des phiinoriiènes nouveaux lors des collisions. Nous appelltroiis type II 
les solitons liant les niiniiria en passant, sur le iiiaxiniiiin global. Leur énergie 
au repos EO1 est donc siipérieure & l’énergie EO des autres solitons (type I) 
qui correspondent a u  passage au dessus tlii petit rnaxiniuni secondaire. 

En regardant la forme des vall6es de potentiel. or1 peut, observer que la  
collision entre u n  kink de type II et un antikink de type II géri6re u11 kink 
et uti antikink de type I (cf. fig. 2.20). Si l’on fait lin bilan énergétique de la 
collision dans ce système conservatif, on obtient 

2E0’ + 2T“ = 2Eo + 2T’ (2.86) 

oil l’on a noté T r r  et T’ les énergies cinét,iques ties kinks avant et ap 
collision. La condition 2E11 > 2E‘ conduit à T’ > TI1 c’cst-&-dire que la 
collision conduit ;i un transfert d’énergie pot,entielle en énvrgie cinétique. Les 
deux kinks cie t,ype I qui sont, gériérks repartent par conséquent A très grande 
vit,esse. 

Le résultat (le la collision entre un kink I et, un antikink I dépend tie 
leiirs vitesses initiales. Si l’énergie initiale totalc (coriitiinaiit tion seiilerrient lcs 
énergies au repos dii kink et, tie l’antikirik mais aussi 1c:urs knergies cinétiques) 
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FIG. 2.20 - Schéma de la collision d’un soliton et d’un antisoliton de type II dans le 
modèle DSG avec q > 1/4. (a) Avant la collision, les deux excitations interpolent les 
valeurs 40 et 27r - 40. (b) Après la collision, la valeur de entre les deux excitations 
est passée à -40 (voir la figure correspondante dans le cas sine-Gordon (cf. fig. 2.8)). 
On a maintenant un soliton et un antisoliton de type I. 

est inférieure à deux fois l’énergie au repos des kinks de type II 

2 E i  + 2T’ < 2E;’ , (2.87) 

la conversion est impossible et les deux excitations de type I sont réfléchies. 
Dans le cas opposé, on a formation d’une paire de kink-antikink de type II. 
Des simulations numériques précises 1331 ont mis en évidence que le seuil de 
conversion est légèrement supérieur à deux fois l’énergie au repos des kinks de 
type II car les collisions rie sont pas élastiques et qu’il faut aussi tenir compte 
d’un faible rayonrienierit d’excitations de faibles amplitudes. Cela montre la 
limite du raisonrienient qui consiste à traiter les solitons comme des quasi- 
particules lorsqu’ori désire obtenir des résultats quantitatifs fins. Si l’on tient 
compte des possibilités de rayonnement de modes non localisés, on note que 
l’égalité (2.86) n’est qu’approchée. La situation se complique encore si l’on 
réalise que les kinks sont des objets complexes qui peuvent avoir des modes 
internes d’excitation (cf. la section 5 . 3 ) .  Uri tel niode existe pour les kinks du 
modèle DSG et une partie de l’énergie peut y être transférée. Elle coritiriue à 
se déplacer avec le kink et, cornine elle est empruntée à sori énergie cinétique 
de translation, la vitesse du kink est modifiée. 

Le modèle DSG est encore suffisaniriient simple pour que toutes les solu- 
tions à uri soliton puissent être obtenues analytiquement. Cependant, comme 
le modèle 4*, il n’est pas totalement intégrable et rie possède donc pas de 
solutions multisolitons. 

Les deux exemples que nous venons de décrire très brièvement donnent une 
idée de la richesse de comportemerit que l’on peut trouver mec les << solitons )) 
topologiques. En réalité, c‘est le fait que ce rie sont que des quasi-solitons (sauf 
le cas particulier de sirie-Gordon) qui rerid leur comportemerit plus riche et 
plus intéressant. 



Chapitre 3 

Solit ons-enveloppe et localisat ion 
non-linéaire : l’équation 
de Schrodinger non-linéaire 

ES SYSTÈMES QUE nous avons étudiés jusqu’à présent (ondes & la surface L de l’eau, chaîne électrique, chaînes de pendules, etc.) possèdent également 
des solutions de faible amplitude sous la forme d’ondes planes 

fondamentalement différentes des solutions solitons que nous avons considé- 
rées (nous rappelons que le sigle C.C. correspond à l’abréviation de complexe 
conjugué). I1 est donc légitime de se demander ce que deviennent les ondes 
planes lorsque l’on augmente suffisamment leur amplitude pour que la 11011- 

linéarité intervienne. La réponse que nous allons découvrir dans ce chapitre 
est que les ondes planes peuvent se moduler spontanénient comme le montre 
la figure 3.1. 

Cette modulation, qui provient des harmoniques apparues & cause de la 
non-linéarité, peut se poursuivre jusqu’à la coupure de l’onde initiale en << pa- 
quets >> d’ondes (cf. fig. 3.1) dont les propriétés correspondent à celles des 
solitons. Ces solitons étant donc constitués d’une onde porteuse, modulée par 
un signal d’enveloppe, on leur donne le nom de solztoris-enveloppe. 

Nous allons montrer corrinient ils s’introduisent sur l’exemple simple de 
la chaîne de pendules étudiée au chapitre 2, puis nous verrons que l’équation 
qui les décrit est extrêmement générale en physique puisqu’elle apparaît na- 
turellement dans la plupart des systèmes faiblement dispersifs et faiblement 
non-linéaires qui, A la limite des faibles amplitudes, sont décrits par une équa- 
tion d’ondes. 
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FIG. 3.1 ~ Modulation d’une onde plane. La courbe tiretée correspond à l’enveloppe 
de l’onde, représentée par la courbe continue. Les trois figures présentent trois états 
successifs de l’évolution de l’onde plane initiale. 

3.1 Ondes non-linéaires dans la chaîne 
de pendules : l’équation de NLS 

Considérons l’équation de la dyriarriique de la chaîne de pendules dans la 
liniite des milieux continus (équation de SG) : 

( 3 . 2 )  
2 ûtt - coûxz + wo sin û = O . 

Nous avons déja vu au cliapit,re 2 que cett,e équation. dans la limite linéaire, 
admettait des solutions en orides plaries. Nous alloris rnairiteriürit 6tudier le 
réginie des amplitucies moyennes eri considérant de faibles nori-linéarités. Ma- 
tliérriatiqiieriierit ’ cela signifie que nous n’allons tenir compte que dii premier 
t,ernie non-linéaire di1 développerrieritj de sin 8 dans l’équation (3.2) : 

0 3  

6 siiiû = û ~ - + O ( @ )  . (3.3) 

Corrirrie on se place daris IC cab tl’iiiie faible riori-linéarité, on pourrait 
penser à chercher la solution sous la foi iiie d’un développement perturbatif 
dont le tcrrrir domiriarit sei ait l’oricle p1;iric.. c*’cst-à-dire sous la forme 

Cependant cette rriétliotlc IIC peut tloiiiier cle solution acceptable aux t,eriips 
longs puisque 1’011 t>rouve quc’ B(.r. t )  - ?t. c’est)-a-tlire que la petitc, correction 
finit par diverger [113]. 

I1 faut donc irit>rocluire uiie iiiitliodc peririet t)nrit de coritrôlcr cc>s cliver- 
ge~içes, que l’on appelle la rrie‘tlaode des 6chelles rri*iiltiples ct qui nous est 
suggkrée par la forme (IC la soliit ion. l’oiide plarie rriotliil6e (cf. fig. 3.1) qui 
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comporte plusieurs échelles de temps et d’espace : 
une variation rapide temporellement et spatialenient au niveau de la 
porteuse, 

~ une variation beaucoup plus lente au niveau de l’enveloppe. 
Le principe de la niéthode est de chercher une solution qui dépend d’un 

ensemble de variables associées à ces différentes échelles : T, = E ’ f  et X ,  = E’X.  

On cherche donc 6’ sous la fornie d’un développement perturbatif de fonctions 
de ces différentes variables 

10 

Q(x,  t )  = E 1 <bi(Xo, X i ,  X2,  ..., To, Ti, T2, ...) (3.5) 
i=O 

qui sont traitées comme des variables indipendantes .  On doit remplacer les 
opérateurs dérivées par des sommes d’opérateurs de la façon suivante 

La remarque essentielle est que toute solution de ce problème, restreint à 
la lzgne physzque (TO = t ; Ti = E t  ; T2 = ~~t ; TJ = ~ ~ t ;  ...) sera solution du 
problème de départ. Hors de cette ligne physique, la solution n’a pas de signi- 
fication physique. L’introduction des variables auxiliaires permet d’imposer 
les conditions adéquates de manière ti éliminer les divergences et à construire 
un développement asymptotique uniformément convergent pour les valeurs 
faibles de E .  

En définissant la notation D, = d /dT , ,  on peut écrire 

On note de manière analogue D x ,  = a / a X , .  Puis on reporte le dévelop- 
pement (3.5)’ Q = ~ 4 0  +e24 i  + ~ ~ 4 2  + ..., dans l’équation (3.2) en utilisant des 
expressions telles que (3.6) et (3.8) pour exprimer ses dérivées et identifier, 
comme dans un développernent perturbatif classique, les différentes puissances 
de E .  

À l’ordre E ,  on obtient l’équation suivante 

c’est-à-dire une équation linéaire en 4” que l’on notera L 40 = O. La solution 
de l’équation (3.9) est l’onde plane 

40 = A(X1 ,T l ,XZ.T2 .  ...) ~ z ( q x O - w s a )  + C.C. , (3.10) 
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dans laquelle w et q sont liés par la relation de dispersion w2 = w i  + ciq2 que 
l’on aurait également pu obtenir en linéarisant l’équation initiale (3.2). 

I1 existe cependant une différence importante avec la théorie des perturba- 
tions classiques puisque le facteur d’amplitude A n’est plus une constante mais 
une fonction qui dépend des autres échelles de temps et d’espace. Cette pro- 
priété donne des possibilités supplémentaires pour la solution, qu’il s’agit d’ex- 
ploiter judicieusement. Au lieu d’essayer de résoudre l’équation non-linéaire 
en ajoutant un terme à la solution linéaire, on va adapter la solution linéaire 
elle-même, avant, éventuellement, de lui ajouter des termes correctifs supplé- 
ment aires. 

À l’ordre E ~ .  on trouve 

qui peut se réécrire de la manière suivante 

L $1 = -2DoD140 + 2cgDxoDxlq50 (3.12) 

(3.13) 

en introduisant (T = qX0 -wTo pour simplifier l’écriture. On obtient donc pour 
déterminer $1 une équation linéaire forcée par des termes en eiu qui sont des 
termes résonants pour l’opérateur L. Cette situation est analogue à l’exemple 
familier d’un simple oscillateur excité exactement à sa fréquence de résonance. 
Elle conduit à une réponse qui tend à croître linéairement dans le temps. Ce cas 
est aussi fréquemment rencontré en astronomie où de tels termes conduisent à 
une variation très lente des orbites : on les appelle termes séculaires. Pour que 
le développement ait un sens, il faut éviter cette situation. Ceci est possible 
en imposant une condition à l’amplitude A de manière à annuler les termes 
du second membre qui sont résonants pour l’opérateur L. C’est ce que l’on 
appelle la condition de solvabilité, qui s’écrit ici 

(3.14) 

En reconnaissant que la quantité vg = q c i / w  est la vitesse de groupe de 
l’onde porteuse eZu, on réalise que l’équation (3.14) signifie que l’aniplitude A 
ne dépend pas de X1 et Ti séparément mais uniquement à travers la quantité 
51 = XI - iigT1. On a donc 

A(Xl,Tl,Xa.T2, ...) = A(X1 - l/gT1,X2,T2, ...) . (3.15) 

Après annulation des termes séculaires, l’équation (3.12) se réduit à L 41 = O 
qui admet le solution 41 = O. Toute autre solution serait de la même forme 
que $0 et pourrait être incorporée dans A. 
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C’est encore une équation linéaire forcée faisant toujours intervenir le niêrrie 
opérateur L,  qui pourrait à nouveau avoir un forçage résoriant en raison de 
la présence de termes en eta dans le membre de droite. I1 faut donc encore 
choisir la solution de manière à annuler ces termes séculaires, ce qui conduit 
à la condition 

en tenant compte de la condition 41 = O obtenue à l’ordre et en ri’ou- 
bliarit pas les termes résonants qui proviennent du développement de #: = 
[Aexp(io) + A* cxp(-io)13. 

Notoris ici que si l’on avait fait le calcul de perturbation classique dans 
lequel A est une constante, il n’y aurait pas eu de termes résonants à l’ordre E’. 

En revanche, à l’ordre E ~ ,  ce développement perturbatif poserait un problème 
puisque le terme non-linéaire IAI2A subsisterait B moins d’annuler purement 
et simplement la solution A. On trouverait que la solution particulière de 
l’équation 

(3.18) L 4 2  = TlA/2Aei“ w O 
est 

iW; 
4; = -1A12A 4w T2 e i O e i ( q x z - W ~ 2 )  I (3.19) 

qui est proportionnelle à la variable temporelle Ti,  confirmant la croissance 
en E 2 t  arinoricée précédemment. Le développement perturbatif perdrait son 
sens puisque la (< petite D perturbation finirait par diverger. 

Après avoir aririulé les t,errries séculaires, c’est-à-dire avoir précisé l’expres- 
sion de A vérifiant l’équation (3.17)’ on trouve que 4 2  s’exprime en fonction 
de e 3 ‘ ~ .  La, solution à l’ordre est par conséquent du type 

19 = E ( A  eia + c.c.) + E “  ( B  e3’0 + c.c.) + + . . . . (3.20) 

En fait, on se contente souvent de la solution au premier ordre puisqu’elle 
tient déjà compte de la riowliriéarité grâce à la variation de l’amplitude A,  
régie par l’équation (3.17). 

Notons enfin qu’il est possible de siniplifier l’équation (3.17) en se plaçant, 
comme à l‘ordre E ,  dans le repère mobile à la vitesse p i g .  En introduisant les 
variables ta = X ,  - v,T, et ri = Ti, soit 

(3.21) 
dA dA 

- - et. - - . dA d A  dA 
- - - ~- - 

dT, dra dCa ax, aii 
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on obtient 
- = O  
dA 
d-rl 

en tenant compte de la coriditiori (3.14). ce qui conduit aux égalités 

û2A - ,d2A d A  
~ -7) ~ et ~ 

dA 
dT1 %I ûT: a[,” - 1 ) -  . - - 

Dans le repère niobile, l’équation (3.17) peut doric s’écrire 

(3 .22)  

(3.23) 

En utilisant la valeur de la vitesse de groupe ilg = qci/w, les termes en dA/& 
s’annulent et il reste après division par 2w. 

(3 .25)  

que l’on appelle équation de Sclirodiriger non-linéaire (NLS) et qui décrit 
l’évolution de l’enveloppe A. 

Nous avons fait le calcul en partjarit de l’équation de sine-Gordon (SG), 
c’est-à-dire de l’équation obteniie après l’approximation des milieux coritiiius, 
valable pour des ondes porteuses dr grarides longueurs d’ondes. I1 est cepcn- 
dant possible de faire un calcul analogue à partir des équations discrètes 

d28, 
~- ({(O,+l + O, , - ,  - 28,) + wg sin8, = O (3.26) 
dt2 

en conservant la portjeuse discrèt,e et régie par la relation tle dispersion w2 = 
wi +4c; sin2 ( 4 / 2 )  et en faisant l’approximation des milieux continus seulement 
pour l’enveloppe, On obtient alors une équation de NLS dont les coefficients 
dépendent du vecteur d’onde q de la porteuse. Ce calcul [132] correspond à 
l’approzzrriatior~ semi-discrète qiii est présentée tlaris la sect,iori 15.2.2. 

3.2 Propriétés de l’équation de NLS 
Écrivons l’équation (3.25) avec sa notation usuelle 

(3.27) 

où P et Q sont des coefficients qui dépendent du problèrrie considéré de même 
que la signification des variables f et L. Le noni de l’équation est évidernnient 
lié ii sa structure, très similaire & celle tie l’équation tie Schrodinger 

(3 .28)  
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Pour que l’équation (3.27) soit formellement analogue à 1 ’éqieatzon de Schro- 
danger, il faut que le coefficient P soit positif. En fait, on peut toujours se 
ramener à ce cas. En effet, si P < O, il suffit de changer le signe de l’équation 
et de prendre le complexe conjugué de l’équation de manière à changer le 
signe devant la dérivée temporelle pour parvenir à une équation pour $I* dans 
laquelle le coefficient de d2+*/dx2 est positif. On pourra donc, saris restric- 
tion, se limiter au cas P positif. Notoris que la transformation qui permet de 
se ramener à ce cas ne change pas le signe du produit PQ (qui, comme nous 
le verrons, a une importance déterminante sur la forme des solutions) car elle 
change simultanément les signes de P et Q. 

Le terme correspondant au <( potentiel D de l’équation de Schrodinger étant 
égal à il dépend de la solution $I, ce qui explique la dénomination 
non-lanéazre. 

Nous verrons que, lorsque le paramètre Q est positif, la solution pour $I est 
localisée, en forme de cloche. Cela correspond à un (( puits de potentiel >> pour 
le ternie - & / + I 2 ,  qui est justenient une condition nécessaire’ pour avoir une 
solution localas4e spatialement de l’équation de Schrodinger. Ainsi l’équation 
de NLS est telle que $ (< creuse son propre puits de potentiel ». On a un 
phénomène d’autofocalisation (appelé aussi (( self-trapping >>). C’est un effet 
essentiel du point de vue physique, puisqu’il niet en évidence la possibilité 
de localisation par effet non-linéaire, phénomène totalement différent de celui 
de la localisation due au désordre, fréquemment rencontrée en physique et 
généralement appelée localisation d’Anderson. 

3.2.1 La solution soliton de l’équation de NLS 
L’équation de NLS étant complexe, on cherche une solution sous la forme 

7 )  = 4 ( x ,  t )  e te (zJ )  (3.29) 

où 4 et 8 sont des fonctions réelles. En choisissant convenablement le facteur 
de phase 8, on peut se restreindre aux valeurs positives pour l’amplitude 4. 

En reportant cet ansatz dans l’équation de NLS (3.27), et en séparant 
parties réelle et imaginaire, on obtient le système d’équations suivant : 

-4 8t + P4zz - P4 8; + Q4S3 = 0 
4t + P4 OzT + 2P4z 8, = O 

(3.30) 
(3.31) 

Nous allons chercher une solution particulière dont la porteuse O se propage 
& la vitesse uz1 en gardant sa forme et l’enveloppe 4 se propage à la vitesse 76, 

en gardant bgalerrierit sa forme. C’est-à-dire que nous cherchons line solution 
SOUS la forme 

. 

$(xi t )  = $(2  ~ ? L e t )  et, Q ( X ,  t )  = 8(:r ~ upt)  . (3.32) 

1. C’est même une condition nécessaire et siiffisante lorsque l’on résout l’équation de 
Schrodinger à  un^ dimension et que le potentiel est négatif. 
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4.1?. Déjînition (du défaut). - 
al 2 . f .  >, ad. Le défnut de E est l'entier S ( E )  = Cl=, (a1 - a,). 

Soit Z un fibré de rang d sur P1 de type 

Le défaut est un entier 2 O et le fibré E est << Léro défaut >> si et seulement 
s'il est quasi trivial. 

4.14. Corollaire (un critère de diminution du défaut). - Si L" c E,,p n'est 
pas contenup danr (F"J),,p, on a B ( E )  > O et ô(E(L 'm"))  = B(E) - 1. 

Dkmonstration. - L'énoncé résulte immédiatement dii fait que l'on a al > 
aj (L" )  . U 

4.d. Fibrés vectoriels algébriques et rationnels. - En utilisant la topologie 
de Zariski à la place de la topologie usuelle sur Pl, on obtient la catégorie 
des fibrés vectoriels algébriques (au lieu de << holomorphes .) et rationnels 
(au lieu de <c méromorphes .). Le foncteur qui associe à tout tel fibré son 
<< analytisé >> est iine équivalence entre ces catégories algébriques et les caté- 
gories holomorphes correspondantes (CJ: [Ser56] ) . 

Dans le cadre algébrique, les fibrés admettent une description assez 
simple en termes de cocycles. Notons comnie plus haut Uo la carte de Pl 
de coordonnée t centrée en O et Urn la carte de coordonnée t' centrée en 

Rappelons la correspondance (cf: [Ser55] et $O.lO.a) sur un ouvert af- 
oc). 

fine U : 

Fibrés sur I J  ¢j Modules libres de rang fini sur C [ U ]  

où C [ U ]  désigne l'anneau des fonctions régulières sur U ,  c'est-à-dire, si par 
exemple I l  est contenu dans U,), l'anneau des fractions rationnelles en t qui 
ont des pôles dans Un \ U .  

Tout fibré vectoriel algébrique sur P' peut alors être représenté par 
un cocycle relatif au recouvrenient (üo, U,) , c'est-à-dire un élément de 
GLd(C [ t ,  t - ' I ) .  

Les fibrés rationnels qui n'ont de pôles qu'en O et CO sont aussi les fibrés 
algébriques sur l'ouvert affine Uo n U,, c'est-à-dire les modules libres de 
rang fini sur l'anneau c [ t ,  t- 'I des polynômes cie Ia i ren t .  

4.15. Proposition. - Soit M unJibré rationnel de rang d sur P ' & pôles en O et 
CO (Lé. un C [ t ,  t- '1 -module libre de rang d) .  

(1) LesrLmmxdpM corres~~ond~ntauxcou~les  ( E ( J , E ~ ) ,  oli lE0 (resp. E m )  
est un C [ t ]  (resp. C [ t ' ]  )-modub libre de rang cl contenu dans M , t d r  q u p  

1 aupc t' = t- 
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( 2 )  Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(a) le réseau correspondant à (Eo, E,) est trivial; 
(b) on a dans M la &composition E, = (EO n E,) 
(c) on a dans M la décomposition IE 0 = (E 0 n E , ) 
(d)  on a M = Eo @ ?E, ou encore M = E, @ tEo .  

t / E m  ; 
tE 0 ; 

Démonstration. - Indiquons seulement pourquoi l’une des décompositions 
(b) ou (c) implique la trivialité du réseau E associé à (EO, E,). Le reste 
est laissé en exercice. 

On identifie d’abord ï(JP1,E) à Eo n E,. L’existence de la décomposi- 
tion (b) signifie que l’application naturelle de restriction ï(JP’, E )  + &E 
est un isomorphisme. Le théorème de Birkhoff-Grothendieck (dans sa ver- 
sion algébrique), joint à l’exercice 2.3-(4), permet de conclure que le fibré 
E est nécessairement trivial. I7 

5. Familles de fibrés vectoriels sur P1 

5.a. Premières propriétés. - Soit X une variété analytique complexe, que 
nous supposerons toujours connexe dans la suite. Une famille de fibrés holo- 
morphes sur P1 paramétrée par X est, par définition, un fibré holomorphe 
E sur la variété M = P1 x X. Pour tout x E X , on peut alors considérer la 
restriction E, du fibré E à la sous-variété P’ x {x} = JP’ (6 § 0.3.3). Chaque 
fibré E, admet un type al (x) 2 . . . ~(x). Puisque ce type est formé d’en- 
tiers, on peut imaginer qu’il reste constant lorsque x varie dans un ouvert 
dense de X .  Tel est bien le cas. Plus précisément, on peut montrer (voir 
par exemple [Bru85]), qu’il existe une stratification de X à type de E, 
constant : il cxiste une partition de X en sous-variétés analytiques com- 
plexes (pas nécessairement fermées) au-dessus desquelles la restriction de 
E est de type constant; l’adhérence de chacune de ces sous-variétés est un 
sous-ensemble analytique fermé de X (éventuellement singulier) ; la fron- 
tière topologique d’une sous-variété de la famille est une réunion d’autres 
sous-variétés de la famille. 

Notons que toutes les (< dégénérescences >> ne sont pas possibles. Le corol- 
laire 5.4 ci-dessous montre par exemple que, si en un point de X le type est 
celui du fibré trivial, c’est encore le cas pour tout autre point assez proche 
du premier. De plus, il y a une contrainte simple sur le type des fibrés E,  
pour x E X ( CJ par exemple [BS77, chap. 3, th. 4.121 pour le cas analytique 
complexe et [HarSO] pour le cas algébrique) : 
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On obtient finalement la solution suivante pour l’équation de NLS 

avec 40 = ’, PQ > O et ue - 2ueuP 2 O . (3.43) 

Notons qu’on n’obtient pas de solution pour u, = up,  ce qui signifie qu’il 
n’est pas possible d’obtenir une solution à profil const>ant pour l’équation 
NLS comme cela avait été possible pour les équations KdV ou SG. On peut 
aussi écrire la solution sous la fornie 

7 
avec 

(3.44) 

(3.45) 

qui met en évidence que la solution de NLS a elle-même la forme d‘un paquet 
d’ondes de largeur L ,  inversement proportionnelle A l’amplitude 4 0 .  Par consé- 
quent, lorsque son amplitude diminue, sa largeur augrrierite et l’on ietrouve 
donc bien l’idée que la localisation de la solution est due à la non-linéarite. 
Dans la limite des faibles amplitudes (limite linéaire), on obtient ainsi une 
solution infiniment étendue, l’onde plane. 

Notons également que si l’on considère une solution de faible amplitude 
de l’équation NLS (40 N E ) ,  l’équation (3.45) conduit à u, N E et u p  N E .  

On constate alors que, dans la solution, les termes en z sont affectés soit d’un 
facteur 4 0  soit d’un facteur u,, c’est-à-dire d’ordre E tandis que les termes en t 
sont affectés des coefficients &JU, ou u,up qui sont d’ordre E ~ .  On retrouve les 
ordres de grandeur auxquels avait conduit l’obtention de l’équation NLS par 
le développement en échelles multiples à partir de l‘équation SG puisqu’on 
parvenait à une équation en [I et r2. 

3.2.2 La localisation de l’énergie par instabilité 
modulationnelle 

Nous venoiis de voir que l’équation de NLS possède une solution localisée 
de type soliton dans le cas où ses coefficients vérifient la condition PQ > O. 
En fait, cette condition correspond ii une situation dans laquelle l’énergie tend 
à se localiser spontariénient dans le système grâce au phénomène d’instabilité 
modulationnelie. 

Er1 effet, outre la solution soliton, l’équation de NLS possède une solution 
en onde plane, mais celle-ci n’est pas toujours stable. Si l’on reporte la solutiorl 
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$J(x, t )  = Agei(Kzpnt)  dans l’équation de NLS (3.27); on constate que c’est une 
solution exacte si la pulsation s1 vérifie la relation de dispersion 

f i =  P ~ ~ - Q A ;  . (3.46) 

Cette relation constitue la relation de  dispersion non-linéaire de l’onde plane 
qui met en évidence que sa pulsation dépend non seulement, de son vect,eur 
d’onde, mais aussi de son amplitude A0 (fig. 3.3). Comme nous allons le voir, 
cette solution, qui existe quel que soit le signe du produit PQ, n’est stable 
que si PQ < O. 

FIG. 3.3 Relation de dispersion non-linéaire de l’équation de NLS. 

Pour le vérifier, étudions sa stabilité linéaire en cherchant quelle est l’évo- 
lution temporelle d’une petite perturbation de sa phase et de sori amplitude. 
On reporte dans l’équation de NLS l’expression suivante : 

$I(., t )  = [A,, + b ( j ,  t ) ]  ef[KZpnt+ff(T,f)j (3.47) 

où b et 6’ sont deux fonctions réelles des variables z et t .  En rie conservant 
que les termes linéaires en b et O qui sont supposés petits, puis en séparant 
les part,ies réelle et imaginaire, et en teriarit compte des ternies qui s’éliminent 
grâce à la relation de dispersion (3.46) qui apparaît en facteur de A0 + b daris 
l’expression que 1,011 obtient, on parvient au système linéaire suivant : 

-A0 Of + Pb,, - ~ P A ( , K  8, + 2QAi b = O (3.48) 
(3.49) bt + PA0 O,,  + ~ P K ,  b, = O , 

qui admet des solutions de la fornie 

b = boei(g”-ut) + .c. et O = ~ g e ~ ( ~ ~ - ~ ~ )  + c .c. . (3.50) 

En effet, en reportant ces solutions daris les équations (3.48) et (3.49), on note 
que le système est bien satisfait pourvu que 1,011 impose des relations liarit, bo 
et Bo 

(2QAO - Ph2)bo + iAo(v - 2PKh)Oo = O (3.51) 

- i ( ~  - 2 P ~ , h ) b o  - PAoh2O0 = O . (3.52) 
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Ce système homogène n’aura de solution non nulle pour bo et 60 qu’à la 
condition que son déterminant soit nul, ce qui donne la relation de dispersion 
de la perturbation 

(v - 2 P ~ 6 ) ~  = P 2 d 2  6 - -Ao 
( 2  7 .) (3.53) 

On note immédiatement que le comportement de v pour un vecteur d’onde 
donné 6 dépend du signe de Q / P .  

- Si Q / P  < O (soit PQ < O),  (v - 2 P ~ c 6 ) ~  est égal & un terme positif 
quelles que soient les valeurs 6. En résolvant pour v on trouve une valeur 
réelle qui indique que les perturbations b et 6 oscillent en conservant une 
aniplitude maximale constante. L’onde plane (3.47) solution de NLS est 
donc stable pour PQ < O. On dit que l’on a stabilité marginale; les 
perturbations conservent une amplitude constante, sans s’atténuer. 

~ Si Q / P  > O (PQ > O ) ,  il existe un domaine du vecteur d’onde 6 de la 
perturbation pour lequel (v - 2 P ~ . 6 ) ~  est négatif. Dans cette région, on 
a alors 

(3.54) 

et  v comporte par conséquent une partie imaginaire non nulle ; le terme 
en e-i”t conduit à une croissance exponentielle de la perturbation et 
l’onde plane est instable. Elle a tendance à se moduler avec le vecteur 
d’onde correspondant & la valeur de 6 donnant le taux de croissance 
Im(v) maximal, c’est-à-dire 6 = Ao 0 comme le montre la figure 3.4. 
Ce phénomène d’instabilité modulationnelle correspond à une localisa- 
tion d’énergie induite par la non-linéarité puisque l’on note que le taux 
de croissance maximal, IQIAi, est d’autant plus grand que le coefficient 
mesurant la non-linéarité Q est grand ou que l’amplitude de l’onde A0 
est grande. On peut noter que le taux de croissance de l’instabilité d’une 
onde dépend seulement de son amplitude A0 mais non de son vecteur 
d’onde K (ou de sa pulsation 0). 

Dans le cas PQ > O, qui correspond au doniaine d’existence des solitons, 
l’étude de l’évolution à long terme d’une onde plane injectée dans le système 
montre que, après la phase de modulation résultant de la croissance de la 
petite perturbation, que l’on peut déduire de l’analyse de stabilité linéaire, le 
même type d’évolution se poursuit au point que l’amplitude de l’onde s’annule 
complètement dans certaines zoiies. On obtient un train de solitons, qui s’est 
formé spontanément par in.stabilifé modulation,nelle de l’onde. On vérifie donc 
à nouveau que, dans leur domaine d’existence, les solit,ons sont les excitations 
stables du système et qu’ils se forment spontanément. Cette instabilité d’une 
onde plane est parfois appelée instabilité de Benjamin-Feir, en l’honneur de 
ceux qui l’ont découverte pour les trains de vagues à la surface de l’eau [24]. 



3. L’équation de Schrodinger non-linéaire 83 

FIG. 3.4 - Taux de croissance Im(v) en fonction du vecteur d’onde b/Ao. 

3.2.3 Relation entre le breather de SG et le soliton 
de NLS 

Nous avons obtenu l’équation de NLS (3.25) à partir d’un développement 
en échelles multiples de l’équation de SG, puis en cherchant une solution de 
faible amplitude dont le terme dominant est finalement de la forme 

8 = EA(E~,  7 2 )  ei(qxO-wsO) + c . .  c . ( 3 . 5 5 )  

Comme nous avions noté également que la solution breather de SG peut avoir 
une amplitude faible et qu’elle correspond à une solution oscillante localisée 
spatialement, elle apparaît comme qualitativement semblable au soliton de 
NLS qui comporte une enveloppe modulant une porteuse oscillante. I1 doit 
donc exister une relation entre ces deux solutions et nous allons en effet vérifier 
que la limite faible amplitude du breather de SG coïncide avec la solution 
soliton de l’équation de NLS. C’est la raison pour laquelle on nomme parfois 
le soliton de NLS solution {< breather D de NLS par abus de langage. 

Notons avant tout que si l’on souhaite obtenir une solution de type brea- 
ther avec le soliton de NLS, il faut supprimer l’oscillation spatiale de la por- 
teuse en considérant le cas ou le vecteur d’onde q est nul. Compte tenu de la 
relation de dispersion w2 = w: + ciq2 de l’équation de SG, cela impose que 
l’excitation correspondante se trouve au bas de la bande de phonons et que la 
vitesse de groupe soit nulle. Les variables E et T du repère mobile à la vitesse 
vg se réduisent par conséquent aux variables ordinaires, et l’équation de NLS 
qui correspond à SG se réduit dans ce cas à 

. d A  C; d2A WO 
2- + + - 1 ~ 1 ~ ~  = O 
aT2 2 w o d X ,  4 

(3.56) 

Pour comparer avec la solution breather de SG fixe spatialement, il faut 
chercher la solution de NLS correspondante dont l’enveloppe ne se propage pas 
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par rapport au réseau, c’est-à-dire dont la vitesse de l’enveloppe u, est nulle. 
Cependant, comme l’amplitude de la solution est $0 = J(u2 - 2u,uP)/2PQ, 
il faut prendre avec précaution la limite où u, s’annule si l’on veut une solution 
d’amplitude non nulle. On peut zmposer u,up constant et négatif pour obtenir 
un ternie positif sous la racine sachant que le produit PQ est positif. L’égalité 
u,uP = -PQ$O = cste, implique que la vitesse de la porteuse up diverge 
à la limite. C’est parfaitement cohérent avec la relation de dispersion (3.46) 
trouvée pour les ondes planes, puisque la phase du soliton u,(X1 - uPS2)/2P 
confirme que, dans cette limite, le vecteur d’onde diverge tout comme la vitesse 
de phase. 

En prenant la limite u, tendant vers 0, on arrive alors à la solution de 
l’équation de NLS ayant une vitesse d’enveloppe nulle sous la forme 

(3.57) 

En reportant dans l’expression de O qui correspond à la solution de SG, en 
tenant compte des corresporidances X1 = E X ,  T2 = E 2 t ,  Q = w 0 / 4  et P = 
cg/2wo, on obtient 

(3.59) 

en notant 00 = 2 4 0 .  
On trouve donc une excitation localisée spatialernent qui oscille avec une 

pulsation inférieure à la pulsation W O ,  c’est-à-dire dans le gap, comme c’est le 
cas pour le breather de SG. Toujours, comme dans le cas du breather de SG, 
on note également que la pulsation décroît lorsque l’amplitude augmente. 

I1 est possible de rendre la comparaison encore plus quantitative en consi- 
dérant la limite faible amplitude de la solution breather (2.33) de SG : 

OB = 4 tan-’ 

dans la région où C O / U  << 1. En développant jusqii’à l’ordre deux par rapport 
à la variable co/u, on obtient 

(3.61) 

en notant O0 = 4 C o / U .  On obtient exactement la solution de NLS (3.59), à un 
changement de l’origine des temps près pour transformer le sinus en cosinus. 
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L’ensemble de l’étude est donc tout à fait cohérent : que l’on prenne la limite 
des faibles amplitudes sur l’équation elle-niênie (ce qui coriduit à l’équ a t’ 1011 

de NLS puis à sa solution breather), 011 sur la solution de l’équation de SG 
résolue sans approxiniation, on parvient au niênie résultat. 

3.3 Relations de conservation 

3.3.1 Le lagrangien de NLS 

L’équation de NLS peut être dérivée d’un lagrangien, $1 partir duquel or1 
peut aussi obtenir. par transfoirriée de Legeridrc. un haniiltonien. Pour le 
montrer. il est utile de simplifier d’a1)ortl l’équation de NLS en réalisant 1111 

chungernerit de l’échelle d’espace et de l’unité d’amplitude de riiani@re appro- 
priée. On considère le cas où les tieiix paramètres P et Q sont positifs et on 
pose 

L’6qiiation de NLS (3.27) se rCdiiit 5 

(3.62) 

(3.63) 

Nous alloris vérifier que cette équatiori peut, être obtenue ii part,ir d’uri priri- 
cipe variationnel appliqiié A une act,iori que ~ioiis allons expliciter. I1 n’existe 
iiiallieureuserrierit, pas tie méthode spst,érriatique pour obtenir lin lagrnngieri 
CL par t i r  cies équat,ioris de la, dyriarriiqiic. Par exemple, on a COIIIIU, et, utilise, 
itboridarrirrierit ~ I’i.yuat,iori (le la rnkcariiqiie des fluides bien avant de connaître 
le lagrarigieri tlorit elle dérivait. Une se(-onde particularité est qu’il peut exist>er 
plusieurs lagrangiens (lorinant les niêriie kqiiations dynaniiques. puisque cette 
fonction cst définie 5 iin gradient près. 

Nous not,eroiis la tleIisit,i. Ingrangicmne C = C(p. pt ~ px-, p*, 9;. pX ~ X .  t )  
qui perriiet tlc tikfiiriir 

le lagrarigieri L = j d X  C (3.64) 

et l’act iori (3.65) 

L’6quation de NLS est line éqi iat  ion coriiplvxc. Elle coricerrie donc siniidtané- 
merit deux champs, la partie r6elle (le p et sa par tic irriagiriaire. I1 est pliis 
cornniodc de corisiclérer les clii~riip~ .+ ct p* en les traitant coniine mdépen-  
ciants. Cela peut serriMer a p ~ i o r ~  6toririaiit. inais il faut pcriser que lit doririée 
de p est eri filit la donni~c t l’ irri  poirit clans Ir plan complexe. Si l’on II choisi 
u przor? l’axe rbel. on peut eri tlécluire les qimntités R e p  et Ini p. hiais si, 
nil coritraire. 011 se doriric u pr ior i  p et .+*. l’axe réel est déterrilin6 crisuite 
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comme la bissectrice des vecteurs définis par 'p et 'p* dans le plan complexe. 
Pour simplifier certaines formules, nous noterons de façon générale 'pe (e = 1 
ou 2) les variables 'p et 'p*. 

En choisissant la densité de lagrarigien suivante : 

c = i (pp; - p t ~ * )  + ipXi2 - i V i 4  (3.66) 

on retrouve grâce aux équations de Lagrange (cf. annexe B) 

(3.67) 

(3.68) 

les expressions suivantes : 

(3.69) 
1 

dt dX 2 * i'pt + - 'pxx+p* 'p2  = O  , (3.70) + - = -ipt - 2p*'p2 d(zcp) d('px) 

c'est-à-dire l'équation (3.63) et son complexe conjugué. 

gienne réelle ; ainsi l'on aurait pu également choisir 
I1 est plus commode, mais non obligatoire, de choisir la densité lagran- 

Cette équation est identique à l'équation (3.63)' car la différence entre les 
deux lagrangiens CI - C = 2ip'pt - i ('p& - ' p t 'p*)  = idtlpI2, correspond à un 
terme qui peut s'écrire sous la forme d'un gradient. En revanche, notons que 
le lagrangien : C" = i'p'pt + 1~x1~ + l'pi4 conduit à ipt  + 'pxx - p*p2 = O qui 
correspond à l'équation de NLS avec un produit PQ < O. Ce n'est donc pas 
un bon choix pour le cas que nous avons choisi. 

3.3.2 L'hamiltonien de NLS 
Disposant d'un lagrangien, on peut établir un haniiltonien H ,  ou bien une 

densité hamiltonienne E ,  par la méthode habituelle. I1 faut pour cela intro- 
duire les densités d'impulsions canoniques, variables conjuguées de 'p et p* : 

(3.72) 
dC d 
89, d'pt 

P ,  = - = ~ [i(pp; - ' p t 'p*)  + IPXI2 - l'pI4] = -iP' 

(3.73) 
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On peut alors obtenir la densité hamiltonienne directement grâce à la trans- 
formation canonique suivante : 

(3.74) 

= l‘pi4 - iPxi2 . (3.75) 

Si l’on essaie de déduire les équations du mouvement à partir de l’haniil- 
tonien (3.75)’ on rencontre des difficultés si l’on ne procède pas de manière 
prudente. Les préfacteurs ne sont pas corrects, notamment certains facteurs 2 .  
C’est une difficulté classique pour les hamiltoniens qui dépendent des dérivées 
premières du champ. 

Er1 effet, contrairement à l’hypothèse essentielle que l’on utilise lors de la 
dérivation des équations standards d’Hamilton (cf. annexe B), les variables ’p 

et y* sont act dzrectement lzées à leurs variables conjuguées p ,  et pv* (cf. équa- 
tions (3.72) et (3.73)) et non à travers des opérateurs dérivées comme dans les 
cas usuels. L’espace des phases n’est donc plus défini de manière satisfaisante 
et il faut donc tenir compte de cette contrainte supplémentaire. Cela nécessite 
de redéfinir les crochets de Poisson. Nous n’entrerons pas dans les détails de 
la classification des deux types de contraintes (première ou deuxième classe) 
introduite par Dirac puisqu’il est facile d’obtenir, dans ce cas particulier, les 
équations d’Hamilton correspondantes sans introduire la méthode mise au 
point par Dirac [46, 1431. 

Essayons d’obtenir les équations d’Harriilton dans le cas présent oii les 
variables ne sont pas indépendantes. La définition de la densité liarriilto- 
nienne (3.74) donne directenient l’équation : 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

Cette équation d’Hamilton n’est donc pas modifiée par les contraintes relevées 
ci-dessus. 
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La seconde équation est plus complexe à obtenir 

(3.81) 

(3.82) 

en utilisant l’équation de Lagrange (3.67). 
On a aussi 

de -=E-cp;+CP‘--- 8% dP,P‘ apt ac - - -- 

8cpX e 8Px e ‘p a9x dcpX 8cpX 
(3.84) 

En regroupant les équations (3.83) et (3.84)’ on obtient la secoride équation 
d’Hamilton 

c’est-à-dire 

(3.85) 

(3.86) 

Étant données les contraintes précisées par les équations (3.72) et (3.73)’ le 
dernier ternie ne s’annule pas et permet de corriger l’équation par rapport ii 
ce que l’on aurait obtenu en appliquant liâtivemerit les formules usuelles. On 
a airisi 

* d(-ip*) (I(-&) 
+ dX 

299*2 = icp, - ~ 

dt 
(3.87) 

2 p p  = 1cp; + zp; - (rXX (3.88) 

qui conduit bien ti l’équation (3.69). 
I1 est étoririarit mais instructif de constater que cette dificulté peut rester 

cachée si l’on considère le lagrarigieri imaginaire (3.71). En effet, les variables 
canoniques sont alors p ,  = dC/dp t  = O et p,* = ac/ap; = 243. L’ha- 
rniltoriieri (3.75) n’est en revariclie pas rnodifii. et l‘application de l’éqiiation 
d’Harriilton standard conduit airisi ti : 
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qui correspond bien à l’équation de NLS que l’on cherche. En revanche, l’équa- 
tion pour p,, conduit à 

Le fait que ces deux équations ne soient pas complexes conjuguées l’une de 
l’autre est le révélateur du problème que nous avons soulevé. 

3.4 Théorème de Nœther 

L’équation NLS appartient à la classe des systèmes totalement intégrables 
pour lesquels on peut construire une infinité de relations de conservation à 
partir de la méthode de diffusion inverse. Certaines relations de conservation, 
importantes pour les applications physiques, peuvent cependant être obtenues 
plus simplement à partir des propriétés d’invariance (symétries) de l’équation, 
en utilisant, le théorème de Nœther pour un système lagrangien. 

3.4.1 Rappel du théorème 

On considère un système qui dépend de deux champs ‘p et ‘p*, et de deux 
coordonnées X et t .  On envisage une transformation infinitésimale des champs 
et des coordonnées sous la forme 

x-, X / = x + & X  
t -, tl = t + & 7  
‘p -, ‘pl =y+&$ 
‘p* .vi y*’ = ‘p* +&$IS* 

Si cette transformation laisse invariante l’expression fonctionnelle de la derisité 
lagrangienne ainsi que l’action, on a la relation de conservation [64] 

Intégrons spatialement cette relation. Si l’on choisit des conditions aux limites 
telles que IpI + O, j’pxl + O, I‘ptl + O à l’infini, ou bien des conditions aux 
limites périodiques, la contribution du second terme (en d /dX)  s’annule et 
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on obtient une relation de conservation sous forme intégrale 

x -7p;1+cr = c  , 
(3.92) 

I 
où C est une constante. 

3.4.2 Application à l’équation NLS 
Considérons quelques transformations intéressantes et tout d’abord une 

variation infinitésimale de la phase des champs qui laisserait les co- 
ordonnées inchangées (x = O, r = O) tout en multipliant les champs par un 
facteur de phase eis avec E < 1 : 

p Yi cp‘ Pei‘ soit cp’ = cp( i  + i ~ )  + O(&’) i .e .  $ = icp (3.93) 

(3.94) 
cp* SCt cp*’ = cp*eëiE soit cp*’ = p*(i - i ~ )  + o ( E ~ )  i.e. $* = -icp*. 

La densité lagrangienne et l’action sont inchangées par cette transformation. 
La relation de conservation (3.92) donne 

+cc 

d X  { ( - i ~p* )  (ip) + (+iv) ( - i~p* ) }  = C , (3.95) L 
qui correspond à la relation de conservation de la norme, habituelle pour 
l’équation de Schrodinger en mécanique quantique. 

(3.96) 

Considérons maintenant une translation temporelle infinitésimale qui 
laisse X et les champs cp et p* inchangés mais change t en t’ = t + E .  Elle 
correspond à r = 1, x = O et $ = $* = O. Comme d l d t  = d/dt‘ ,  la densité 
lagrangienne et l’action sont inchangées dans cette transformation. La relation 
de conservation donne 

(3.97) 

En développant, on obtient 

(3.98) 

qui est, au signe près, la relation de conservation de l’énergie pyisque le 
terme de gauche correspond à l’intégrale de la densité hamiltonienne (3.75). 
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On retrouve le résultat général qui lie conservation de l’énergie et invariance 
par translation temporelle. 

I1 est à noter que la densité haniiltonierine est non bornée par valeur irifé- 
rieure. On pourrait penser que cela peut poser un problème lorsque l’on étudie 
la physique statistique d’un système décrit par l’équation NLS, mais ce n’est 
pas le cas puisque la conservation de la norme, équation (3.96)’ impose une 
condition supplémentaire qui borne l’énergie. 

3.5 Lignes électriques non-linéaires 

Comme nous l’avions évoqué dès l’introduction de ce chapitre, l’équation 
de NLS est très générale et peut être obtenue pour de très nombreux sys- 
tèmes faiblement non-linéaires dans lesquels peuvent se propager des ondes 
faiblement dispersives : la liste des applications est donc très longue. Nous 
en présentons ici quelques-unes, sélectionnées, soit en raison de la facilité 
avec laquelle elles se prêtent à des expériences (lignes électriques), soit pour 
leur importance pratique et technologique (fibres optiques), ou pour illustrer 
la généralité de l’équation de NLS à plus d’une dimension d’espace (auto- 
focalisation en optique). 

L’exemple des lignes électriques nori-linéaires est intéressant car, d’une 
part, il est facile à réaliser expérimentalement et, d’autre part, il montre que 
l’on peut avoir coexistence de deux types de solitons dans le même système 
physique : des solitons (( impulsions D et des solitons {( enveloppes ». 

Repartons de la ligne électrique déjà étudiée au chapitre 1, décrite dans 
l’approximation des milieux continus par l’équation (équation (1.39)) 

(3.99) 

Dans la limite des amplitudes faibles où la différence de potentiel 71 est d’ordre 
E mais néanmoins suffisante pour exciter les non-linéarités, cette équation se 
réduit à l’équation de NLS quand on cherche une solution par la méthode des 
échelles multiples 

21 = EV1(XO,~O,X1’Ti,X2,S2’ ...) + &2V2(so,~1,T2,xo,x1,x2, ...) + ... . 
(3.100) 

Le calcul est plus fastidieux que dans le cas de sine-Gordon à cause du terme 
de puissance paire dans l’équation. I1 se conduit cependant de la même façon 
et l’on trouve 

Vi = Al (X1 ,T l ,  X2,T2, ...) ~ ~ ( q ~ ~ ~ - ~ ~ ~ )  + C.C. (3.101) 

où q et w sont liés par la relation de dispersion linéaire w2 = coq2 - c;q4/l2, 
dont la vitesse de groupe est ug = c i (q  - q 3 / 6 ) / w .  
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Le calcul montre que pour satisfaire l’équation à l’ordre E ~ ,  on doit  intro- 
duire le terme 

(3.102) 

En passant, comme dans le cas de SG, dans le repère mobile à la vitesse de 
groupe en introduisant les variables = X ,  - vgTL et ri = Ti, on obtient 
finalement l’équation pour Al 

En remplaçant la vitesse de groupe par sa valeur, on arrive alors à une équation 
de NLS dont les coefficients sont 

(3.104) 

Comme Q est toujours négatif ainsi que P pour les porteuses de grande lon- 
gueur d’onde (hypothèse de départ pour appliquer l’approximation des milieux 
continus), la condition PQ > 0 pour avoir des solitons est par conséquent vé- 
rifiée, en accord avec les observations expérimentales [9]. 

On pourrait s’étonner tie constater qu’un système physique peut être décrit 
par deux équations aussi différentes que l’équation de Boussinesq modifiée qui 
a des solutions solitons-impulsion et l’équation de NLS qui a des solutions 
solitons-enveloppe. Et pourtant l’expérience confirme la validité de ces deux 
approximations (qui s’appliquent pour des excitations initiales de la chaîne 
électrique qui sont différentes) et montre rriêrrie que les deux types de solitons 
peuvent être créés simultanément sur la chaîne. Nous reviendrons sur ce point 
daris la discussion du chapitre 4, consacré à la modélisation. 

3.6 Solitons dans les fibres optiques 
C’est certainement l’une des applications fondamentales des solitons et un 

cas exemplaire où l’idée d’un (( théoricien du non-linéaire D débouche sur un 
marché de millions d’euros ! La prochaine liaison Atlantique par fibre optique 
devrait être conçue sur une technologie issue des notions que nous présentons 
daris cette section. 

3.6.1 Origine de la non-linéarité : 
polarisation non-linéaire 

Lorsque 1,011 étudie la propagation d’une onde électromagnétique dans un 
diélectrique, on doit tenir compte de la polarisation du diélectrique P (7. t )  

--+ 
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-++ sous l’effet du champ E (  T , f ) .  En général, on se limite à la contribution 
linéaire, c’est-à-dire au premier terme dans le développement de P en fonction 
de Ê 

t 

--f + 
où P3 et E k  sont les composantes de P et de E et où la sommation tient 
compte des éventuels effets de retard dans la polarisation sous l’effet du champ. 
Le signe * désigne le produit de convolution et l’on omet les sommations sur 
les indices répétés. 

F ( t ) e z w f d t ,  la transformée de Fourier de la fonction 

F ( t ) ,  on peut réécrire cette équation dans l’espace de Fourier, de la façon 
suivante : 

PJw) = €0 z;;’(w)E’k(w) (3.106) 

où la sommation implicite sur l’indice répété k est omise ; )<j]l)(w) est le tenseur 
de susceptibilité diélectrique du matériau. 

Lorsque l’on étudie la propagation d’un signal électromagnétique dans une 
fibre optique 1141 les effets nori-linéaires peuvent devenir importants pour 
deux raisons : 

~ Étant doriné la très faible section d’une fibre ( lop6 cm2), une puissance 
incidente de quelques watts se traduit dans la fibre par des densités de 
puissance de l’ordre du mégawatt/cm2. 
Cornnie dans les applications, on considère la propagation sur de très 
longues distances, du kilomètre à plusieurs milliers de kilomètres, des 
ternies rion-linéaires même très faibles peuvent avoir des coriskquences 
considérables par effet cuniulatif. 

Dans ce cas, il faut tenir compte des termes suivants du développement 

J - 
En notant F ( w )  = 

de la polarisation, qui donnerit 

(3.107) 

ce qui suggère d’introduire les tenseurs de susceptibilités diélectriques d’ordre 
( 2 )  (3) deux x J k l ( ~ l , ~ z ) ,  et trois x J k l r n ( ~ 1 ? ~ 2 , w ) .  - 

Considérons par exeniple la transformée de Fourier, notée T2, du deuxième 
terme. En exprimant ~ ( ~ ) ( t  - 71, t - T ~ )  en fonction de sa transformée de 
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Fourier, on obtient 

6(w-wi 4 2 )  

(3.109) 

= 1 /dwl/dwz j$2)(w1,w2) & ( w I ) & ( w ~ )  h(w - w1 - w2) , (3.110) 

eri utilisant le fait que S(w) est la transformée de Fourier de l’unité. De même 
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S(w - W I  - w2 - w3) . 
(3.11 1) 

Ces tenseurs doivent avoir la symétrie du matériau qui, pour une fibre 
optique est isotrope, ce qui leur impose des contraintes. Une rotation du chanip 
électrique doit entraîner une rotation correspondante de la polarisation. On 
en déduit que les tenseurs sont diagonaux avec tous leurs éléments égaux : ce 
sont donc des scalaires. En outre, comme le changement de signe du champ 
électrique doit changer le signe de la polarisation, le tenseur x ( ~ )  doit être nul 
et le premier ternie non-linéaire du développement (3.107) est celui d’ordre 
trois ~ ( ~ 1 .  C’est la raison pour laquelle les expériences I de génération de seconde 
harnionique qui reposent sur la présence du ternie T2 sont réalisées avec des 
cristaux non isotropes. Cette teclinologie, appelée << l’effet ~ ( ~ 1  », que nous 
ne traiterons pas ici, ouvre un domaine de recherche en pleine effervescence 
act uellerrient . 

--f 

Dans un matériau isotrope, si l’on applique un champ E de pulsation w,  
comportant donc des termes en exp(-iwt) et exp(iwt), la fonction de Dirac 
de l’équation (3.111) implique la présence de deux contributions au terme 
d’ordre trois 
- 
2’3(w) = p - w ,  -w,  -w)EiP-3zwt  + 2‘3’(w, -w, - W ) I E 0 I 2 E ( ) - f W t  + C.C. . 

(3.112) 
c’est-à-dire qu’en chaque point l’on aura une contribution de l’harmonique 
trois ainsi qu’une contribution non-linéaire à la pulsation du fondamental. 
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En général, la croissance de la contribution de l’ha1 rnonique trois est faible 
en raison de l’absence de ce que l’on appelle l’accord de phase ((( phase mat- 
ching >>) : les harmoniques trois générées en deux points différents ne sont 
pas en phase et, en moyenne, tendent à se compenser par superposition dori- 
nant des interférences, soit destructives, soit constructives. De plus, la rela- 
tion de dispersion du niilieii w ( k )  n’est en général pas satisfaite par le couple 
{3w, 3k). En revanche, les effets non-linéaires sur le fondamental ont eux un 
effet cumulatif. C’est pourquoi, dans les fibres optiques, le second ternie de 
l’expression (3.112) sera le terme dominant. 

Airisi, si une fibre optique est excitée à l’une de ses extrémités par un champ 

, les termes doniinantq de la polarisation 4 - z(k ?-ut) électrique E = E o ( r ) ~  
seront 

(3.113) 
où les facteurs 2x provenant des transformées de Fourier ont été absorbes dans 
la définition des susceptibilités diélectriques pour simplifier les notations. On 
peut interpréter cette forme de la polarisation en disant que l’indice optique 
du milieu comporte une contribution en lE0lz : il s’agit de l’effet Kerr optique. 

-9 

3.6.2 La structure du champ électrique dans la fibre 
+ 

L’expression de P ( w )  permet déjà d’entrevoir l’équation de NLS pour 
déqire la propagation dans une fibre inais le calcul complet est assez fasti- 
dieux car l’onde électromagnétique est une onde uectorielte alors que jiisqu’ici 
nous avons ét,udié des champs scalaires. Cependant, si l’on considère une fibre 
optique niononiode et des ondes électroniagnétiques polarisées, on peut se ra- 
mener A un champ scalaire; la structure de l’onde dans la fibre, c’est-à-dire 
l’expression du champ au niveau d’une sect>ion, est en effet déterminée par les 
condit>ioris aux limites t,ransversales de sork  que seule 1’amplit)ude du clianip 
dans un mode donné de propagation reste ii dét,erniirier en fonction de 2 ,  la 
variable correspondant à la propagation dans la direction de l’axe de la fibre. 
En outre, la structure de l’onde peut être obtenue avec ilne excellente ap- 
proximation en considérant uniquenient la partie linéaire d e  la polarisation 
car elle niet en jeu la propagation dans la direction transversale, donc sur des 
longueurs très faibles sur lesquelles les effet,s non-linéaires rie jouent pas un 
rôle significatif. 

L‘étude de la propagation de l’onde électromagnétique dans une fibre peut 
donc être séparke en deux étapes : 

~ dékrniination de la structure transversale de l’onde par résolution des 
équations tinéarisées ; 

~ étude de la propagation le long de la fibre en tenant compte des effets 
non- Linéaires. 
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Le calcul, assez long et technique, est présenté dans les références [115] 
et [84]. Ici, coinine le détail de la structure transversale n’est pas très irripor- 
tant, nous allons donner uniquement les idées de base pour la première étape 
et examiner plus complètement la seconde. 

Pour trouver la structure de l’onde dans la fibre, on part de l’équation de 
propagat ion 

(3.114) 

déduites des deux équations de Maxwell 

(3.115) 

- i - i  
Nous nous intéressons au cas d’un milieu non conducteur ( j = O ) et non ma- 
gnétique ( B = H ) .  L’expression de D = E O  E + P , écrite en ne considérant 
que la polarisation linéaire, conduit à 

-+ + + - - f i  

La permittivité diélectrique F peut dépendre de la distance à l’axe de la 
fibre niais les variations sont négligeables à l’échelle de la longueur d’onde 
du rayonnement utilisé, en particulier pour les fibres à gradient d’indice dans 
lesquelles la variation de l’indice se fait sur une distance de l’ordre du rayon 
de la fibre, grand devant la longueur d’onde. La relation V . D  = O donne 

++ 

( +  + I +  (3.117) 6 U . E - t  E . V c =  E I C  + V c  . E  = O  , 

et l’hypothèse 1 V E [  < c / X  permet de négliger le second terme par rapport au 
premier puisque IC = 27r/X, ce qui conduit A V .  E = O. Cette approximation 
simplifie les calculs, mais elle n’est pas indispensable pour la validité des 
raisonnements sur la propagation non-linéaire dans une fibre. 

En prenant la transformation de Fourier temporelle de l’équation (3.114)’ 
on obtient alors 

4-i +-i 

-+ 

+i 

(3.118) 

dont on peut chercher des solutions sous la forme d‘onde guidke 

’ (3.119) + + t ( k z - w t )  -+ 
E ( 7 , w )  = U ( T _ L , W )  e 

en notant le vecteur position dans un plan de section transversale la fibre 
(7’ = 6 + z z ) ,  z étant la direction le long de l’axe de la fibre. Ces ondes 
sont bien des ondes guidées par la fibre si 1 U (c, w )  I décroît exponentiellement 
quand on s’éloigne de l’axe de la fibre. Cette condition A la limite dans un plan 

+ 
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+ 
de section de la fibre impose une relation de dispersion pour chaque mode Un 
de propagation possible. Elle peut s’écrire 

(3.120) 

i 
Pour chacun de ces modes, l’orientation de E et sa distribution transversale 
sont bien déterminées, mais son amplitude rie l’est pas puisque le niode est 
solution de l’équation linéaire (3.1 18). C’est pourquoi, lorsque l’on s’intéresse 
à un mode particulier, il suffit d’étudier un scalaire, l’amplitude du mode. 

Choisissons U ,  de telle sorte que l’on ait U (6 = O ,  w )  = 1 pour fixer 
l’échelle d’amplitude et notoris (6( z ,  w )  le coefficient multiplicatif qui donne 
l’amplitude dans une section, afin de pouvoir écrire 

i i 

i 

E(?’ w )  = &, w )  3(7, w )  ei(kz-wt) . (3.121) 

L’amplitude de ces niodes est indépendante du temps. On rie peut pas utiliser 
simplement l’un des modes pour transmettre de l’information le long de la 
fibre. On doit nécessairement moduler l’amplitude du signal et c’est pourquoi 
l’on transmet dans les fibres à solitons des impulsions lumineuses sous la forme 
de paquets d’ondes qui sont des superpositions de plusieurs modes, centrées 
autour d’une pulsation wg correspondant aii vecteur d’onde ko (fig. 3.5). Urie 
telle superposition s’écrit 

+ +  E ( r l ,  z ,  t )  = d o  $(z ,  Cl) 8(6, wg + Cl) rz [ (ko+Q(n) )Z- (wfJ+~) ) t~  . 
(3.122) 

On somme ainsi différentes composantes de pulsation w = wg + 0, cor- 
respondarit cliacune A un Coefficient d’amplitude &O) et un vecteur d’onde 
k(w0 + 62) = ko + Q(f2) .  On choisit la modillation pour que la variation de la 
fréquence autour de la porteuse soit faible, c’est-à-dire ACl < wg. 

.I,,, 

FIG. 3.5 ~ Représentation d’une impulsion lumineuse typique de la fornie d’un 
paquet d’ondes où l’enveloppe 4(,z, t )  est représentée avec la ligne pointillée alors 
que la ligne continue représente & ~ e ~ ( ~ r ~ ~ - ~ ~ ~ ) .  
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Dans ce cas, on peut supposer que la structure spatiale de chaque compo- 
sante du paquet d’ondes est identique à celle du mode (wg, k g ) ,  ce qui revient 
à admettre que u (TL,  wO + n) 2 u ( 7 7 ,  wg). On a donc 

4 -  -f 

L’intégrale donne le facteur d’amplitude 4 ( z ,  t )  du paquet d’ondes. Elle appa- 
raît cornnie la transforniée de Fourier de son enveloppe, $ ( z ,  il). Or, celle-ci ne 
comporte que des fréquences basses (An  << wg). On obtient par conséquent; 
une fonction dont les variations spatiale et temporelle sont lentes par rapport à 
la porteuse, placée devant le signe intégrale. Pour formaliser les choses, on peut, 
alors considérer que q5 dépend de variables lentes ~ ( E z ,  ~ t )  (avec E << 1), ou de 
manière équivalente que ses dérivées spatiales ou temporelles sont d’ordre E .  

Ces approximations sont très bien vérifiées pour un paquet d’ondes trans- 
mis dans une fibre optique. En considérant un taux de transfert d’information 
d’un Giga-bit par seconde, c’est-à-dire lo9 bitsjs, on devra utiliser des im- 
pulsions dont la largeur temporelle est de l’ordre de quelques s, par 
exemple S t  = 2 . 1 0 - ~ ~  s qui laisse encore suffisamment de temps entre les 
impulsions pour les séparer. On obtient ainsi une extension spatiale de l’im- 
pulsion cSt  = 3.10’ x 2.10-l’ = 60mm. Sur cette distance, il y a environ 
40 O00 longueurs d’ondes de la porteuse si l’on considère un rayonnement 
dans l’infrarouge proche de X = 1 , 5  pm, longiieur d’onde la plus utilisée dans 
les télécommunications. La variation spatio-temporelle de $ ( z l  t )  serait dans 
ce cas 40 O00 fois plus lente que celle de la porteuse. 

- 

3.6.3 La propagation non-linéaire le long de la fibre 
On connaît maintenant la distribution de champ dans un plan normal à la 

fibre et l’on veut étudier son évolution le long de l’axe z de la fibre. On se place 
donc sur l’axe = O et l’on considère à nouveau l’équation de propagation 
en tenant compte maintenant des non-linéarités. Dans l’expression de D , il 
est comniotfe, cornnie nous allons le voir, de séparer la partie linéaire et la 
partie non-linéaire de la polarisation. 

-+ 

--+ 

que l’on note 

- + +  4 - i  
D = D~ + E O X ( 3 ) ~ ~ 1 2 ~  avec 

L’équation de propagation s’écrit 

(3.124) 

D P (  - -+  r ,w) = E(T’ ,w)E(  -++ r ,w) . 
(3.125) 

(3.126) 
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où l’on pourra considérer le cas 

En se rappelant que ~ ( ~ 1  est d’ordre c 2 ,  que les dérivées de 4 sont d’ordre E ,  il 
est possible de mener les calculs jusqu’à l’ordre E ~ .  Daris la suite nous omet- 
trons les signes --+ sur le champ électrique et sur U car nous ne considérerons 
qu’une seule composante du champ. 

Le terme de droite de l’équation (3.126) donne facilement 

où IUI2 = 1 sur l’axe de la fibre. Considérons à présent les différents termes 
du membre de gauche de cette équation. On a 

puisque le gradient de U ,  qui ne dépend spatialement que de c, est orthogonal 
à l’axe z .  

Le calcul de d2De/dt2 nécessite quelques précautions, car si nous introdui- 
sons la non-linéarité dans l’équation, nous ne devons pas négliger la dispersion 
sous peine d’arriver à des solutions conduisant à des ondes de choc. Pour cela, 
il est utile de repasser temporairement dans l’espace de Fourier en introduisant 
l’opérateur transformée de Fourier inverse F-’, de façon à écrire 

i 

D ( z ,  t )  = F-’ [ r ( w ) E ( z ,  w)] . (3.131) 

Étant donné sa forme de paquet d’ondes, le champ électrique E ( z , w )  a un 
spectre fortement piqué sur la pulsation wo, ce qui suggère de développer E ( W )  

autour de sa valeur en wo ; il faut aller jusqu’au deuxième ordre pour rester 
cohérent avec les développements précédents, et l’on obtient 

..) E ( z ,  4 
. (3.132) 
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L’équation (3.123) pour 0 = w - wo, permet d’écrire 

(3.133) 

En procédant de manière identique pour le terme en (w - ~ 0 ) ~ ’  on obtient 
finalement, 

(3.134) 
011 a bien une expression d’ordre puisqu’elle coniporte la dérivée seconde 
de 4. I1 reste encore quelques étapes à franchir. On calcule d 2 D ( z ,  t ) / d t 2  en 
négligeant toutes les dérivées de 4 d’ordre supérieur à 2 puisque l’on fait, un 
calcul à l’ordre E ~ .  On trouve 

1 -u&(uo)* - 2iw0 E + -- [ ( Y;$$ d 2 0 ( 2 ,  t )  
a t 2  

A 

(3.135) 

C’est en reportant les trois expressions (3.128)’ (3.130) et (3.135) dans 
l’équation (3.126) que l’on peut aboutir, enfin, au résultat. On obtient tout 
d’abord un terme proportionnel à (b niais avec un préfacteur qui s’annule grâce 
à l’équation (3.118) qui donne la structure spatiale de l’onde. On peut sim- 
plifier par le facteur U ei(koz-wot), qui apparaît dans tous les termes restants, 
pour aboutir à l’équation donnant l’évolution teniporelle de l’enveloppe 

On arrive ainsi à une équation dont les coefficients ont une allure bien compli- 
quée de prime abord mais auxquels on peut donner une signification physique 
qui va permettre quelques simplifications. 

Considérons la relation de dispersion des ondes électroniagnétiques, en 
propagation libre, dans le milieu diélectrique de la fibre dans lequel la célérité 
des ondes est e,ilieii 

(3.137) 
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On en déduit 

(3.138) 

où og est la vitesse tie groupe d’uri paquet d’ondes centre autour de la piil- 
satiori w .  Le terme en dr)/dt de l’équation (3.136) s’exprime par conséquerit 
simplement eri fonction de i / t i q .  

1 wL dE 
dw tlq ICc2to 2 k c 2 t 0  dw 

- -  - - d k  - - 1 O+--- 

On a en outre 

F ( W )  2w af w 2  i)2€ 
. (3.139) 

~ l ~ ~ q  

Pour w = wg, on retrouve le préfacteur tie d2Q/dt2 ,  de sorte que i’éqiia- 
tion (3.136) s’écrit firialeirient 

(3.140) 

Si l’on négligeait la non-liiiéarite (dernier terme) et, la dispersion de vitessc 
et, rappelle forknient l’équat*ion tie NLS ii un changement de repère près. 

de groupe alors la solution serait simplement 

z 
= ~ ( 7 )  en posant 7 = t - - . (3.141) 

?Y 

Cctte expression montre que sans dispersion ni nowlinéarité, l’enveloppe se 
propage sans déformation à, la vitesse de groupe u g ,  conforniérrient ii sa dé- 
finit,ion. Daris ce cas, si 1’011 observait, Ir passage tie l’enveloppe en un point 
quelconque de la fibre‘ on verrait toiijours la riiènie fonction, siniplc~nierit dé- 
calée daris le temps de la quantité z/ ’vg selon le point d’observation. Cela 
suggère de faire 1111 cliangerricrit de repère pour passer aux variables 

(3.142) 

En l’abserice de dispersion et, non-linéarité Q ne dépendrait que de 7 et non 
de <. Le rétablissenierit de la nori-linéarité et, de la dispersion rerid l’eriveloppe 
déperidante en général du point, d‘obscrvatiori, niais on peut prbvoir que, clans 
le nouveau repère, la, déperidanre en < sera t,rès lente. I1 est raisoririahle de faire 
1’liypothi.se que la variation eri < est d’un ordre plus faible que l a  variation 
de q5 en forictiori de z daris le repère lié ti la fibre, que m i i s  avions supposée 
d’ordre E .  

z 7 = t - -  t t  < = z  . 
7 l9 

Avec les nouvclles variables, on a 
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En tenant compte du fait que la variation de 4 par rapport à r est d’ordre E 

(comme sa variation par rapport à t )  et que sa variation avec E est d’ordre E ~ ,  

en restant à l’ordre E’ auquel nous menons les calculs, la dérivée d 2 4 / d z 2  
donne simdemeiit 

a24 - 1 a24 
822 u9” dr2 ’ 
- -- - 

ce qui simplifie l’équation (3.140) en 

(3.144) 

(3.145) 

C’est donc une équation de NLS, fonction des variables E = z et r = t - z / u g ,  
dans laquelle les rôles du temps et de l’espace sont échangés par rapport 
à l’équation NLS habituelle. Conime nous l’avons vu précédemment, cette 
équation possède la solution soliton suivante : 

(3.146) 

Remarques : 
- Le calcul tel que nous l’avons conduit fait penser à un développement en 

échelles multiples. A. Newel1 et J .  Maloney [115] l’ont confirmé, au prix d’un 
calcul encore plus lourd, mais sans avoir à supposer a priori que aqb/d[ est 
d’ordre c 2 .  

-- On peut obtenir l’équation de NLS dans la fibre optique de façon beau- 
coup plus rapide à partir de la relation de dispersion développée autour de wo, 
en tenant compte des effets non-linéaires qui induisent une dépendance de IC 
en fonction de l’amplitude du champ électrique. Compte tenu de l’étude que 
nous avions faite pour la polarisation du milieu, qui avait niontré que l’indice 
optique dépend du carré du module du champ, on prévoit que IC dépend de 
141 ’. Son développement donne 

c’est-à-dire 

( k  - ICO) - (w - wg)- 1 - -- I d  (L) (w - wo)’ - - d k  141’ = O  . (3.148) 
aldl’ 7Ig 2 d W  I l g  

Si l’on interprète cette relation comme la relation de dispersion associée à 
une équation d’onde, pour une onde centrée autour de la pulsation wg et du 
vecteur d’onde kg ,  on associe 

et (w-wo)’ à -- d2 (3.149) (w-wo) à --- 
i d  i d  

i d z  ’ i at at2 
(IC-kg) à -- 
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appliqués à 4.  Cette relation de dispersion serait donc donnée par l’équation 

qui est identique à l’équation (3.140) si l’on omet les deux termes, (a24/az2) 
et (l/~:)(i3~4/at’) qui sont d’ordre supérieur à deux, et ne peuvent donc pas 
apparaître dans cette dérivation où le développement de k par rapport à w 
est d’ordre 2 .  

La méthode à partir de la relation de dispersion est donc idéale pour 
parvenir à l’équation de NLS . . . si l’on connaît déjà le résultat ! Mais elle ne 
permet pas d’obtenir explicitement tous les coefficients de l’équation comme le 
ternie non-linéaire en fonction de ~ ( ~ 1 .  Cependant, même si elle a ses limites, 
la méthode est très intéressante dans la mesure où elle permet de prévoir 
simplement si un système physique est décrit par une équation de NLS. 

~ L’équation de NLS que nous avons obtenue par le calcul direct fait 
apparaître la vitesse de groupe t i g ,  définie à partir de la relation de dispersion 
en espace libre alors que son obtention, par la niéthode consistant à développer 
k(w),  fait apparaître la vitesse de groupe dans la fibre, ce qui est le résultat 
correct. L’origine de la différence se situe dans l’approximation V .  E = O, 
utilisée pour séparer les différentes composantes de E .  Si l’on ne fait pas cette 
approximation, il faut alors traiter simultanément (1151 les trois coniposantes 
du champ électrique E .  Le calcul, plus lourd, mais au principe identique. 
fait apparaître la vitesse de groupe dans la fibre, la dispersion de vitesse de 
groupe a( l / t i , ) / aw ayant alors deux origines : la dispersion provenant du 
matériau lui-même et une dispersion géométrique, liée aux conditions aux 
limites transversales. 

*+  
+ 

--+ 

3.6.4 La confrontation avec l’expérience 
L’équation de NLS pour la fibre optique a été proposée [70] par les deux 

théoriciens, A. Hasegawa et F. Tappert, en 1973 mais les premières observa- 
tions expérimentales n’ont été réalisées qu’en 1980 par L. Mollenauer [I101 
car plusieurs problèmes techniques ont dû être surmontés : 

~ Disposer de fibres monornodes, très fines et avec de faibles pertes, dont 
la fabrication n’est que très récente. 

~ Se placer dans les conditions où l’équation de NLS (3.145) prévoit des 
solitons, c’est-à-dire lorsque l’inégalité PQ > O est vérifiée. Or, comme 
dans les diélectriques on a x ( ~ )  > O,  le paramètre Q est forcément positif, 
ce qui nécessite d’avoir a( l/ug)/dw < O pour que P soit positif. Cela cor- 
respond à une région dite de dzsperszon anormale, puisque pour les ma- 
tériaux courants a( i/u,)/d~~ est généralement positif. Cornrne le montre 
la figure 3.6, une solution pour avoir P positif est de travailler avec une 
longueur d’onde X supérieure à 1,3 pm (c’est-à-dire dans le proche infra- 
rouge). Une autre possibilité est d’utiliser la dispersion g6ornétrique. 
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C’est la première solution qiii R ét,é retenue daris les premières expé- 
riences, en utilisant des lasers Yag au néodyme ; la longueur d’onde 
principale est à X = 1’06 pm niais il existe une raie moins iritense à 
X = 1’32 p i .  C’est cett,e seconde raie qui a été ut,ilisée üii début avec 
une fibre dont le zéro de dispersion était sit,ué à 1’27 p i .  De nos jours, 
on ut,ilise des fibres micro-structurées, dites & cristal photonique, qui 
possèdent un zéro de dispersion Azo daris le visible. Dans ces condi- 
tions, l’expérience confirme que l’équation de NLS est une très bonne 
description du comportement diune impulsion luniirieiise envoyée dans 
la fibre. 

FI(;. 3.6 - Évolution schérriatiqiie de la dispersion de la vitesse de groupe en fonction 
de la longiieiir d’onde X pour une fibre de silice. 

Satsuma ct Yajima [137] ont étudié 1’Evolution d’iirie condition initiale de 
la forme 

(3.151) 

c’est-à-dire. au préfacteur (1 près, la solution soliton de NLS (3.42) lorsqu‘ori 
la place à, l‘entrée d’une fibre ( E  = O ) .  Ils orit alors iriontré que si a E [O,  5; 1,5], 
uiie telle impulsion doririe nai uice à un solitori accompagné d’odes  qui se 
dispersent. Pour u < 1, c’est un soliton d’arriplitiitlt. plus faible que l’impulsiori 
initiale qui émerge. Corririie lors de l’étude ties 1igric.s electriqiies, on observe 
que l’obtention d’un solitori ne riecessite pas uiic contiit ion initiale parfitite- 
merit adaptée et quc la prohabilité de IC geriéier c>st tloiic grnnde. Ainsi, poui 
des valeurs des paramètres de l‘éqiiatiori clc> NLY qui COI respondcnt à celles 
d’une fibre, une iriipulsiori d’uritl durée cl’iirie picc 
puissarice crête (le 1,6 W correspond à la c r h t  ioii 
crête se sitiie entre 0,4 et 3 , C i  W. l’aiialyse tlc Satsiiiiia et Y;rjinia, confirmée 
par l’expérierice, niontrc que l‘on obtiendra e i i t ~ ~ i < t  un soliton. 

Ccpendarit la propagation d’un d i t  on n’est pa\ un test très sensible de 
la validité de la, tiescriptioii de NLS car. si l’on avait uiie faiblr. distorsion au 
cours de la piopügatiori, elle seiait difficile ;i détecter compte tenu des errcuIs 

 cori ide ( s) av 
uii 5oliton. Si la pili 
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expérimentales. L’obtention de solutions rnultisolitons est en revanche un test 
beaucoup plus sensible. Les calculs de Satsiima et Yajima [137] montrent que 
le nombre de solitons générés par une condition initiale cornme (3.151) est 
le plus grand entier N tel que N 5 a + 1/2. Les cas N = 2 et N = 3 sont 
particulièrement intéressants car la solution analytique, dont l’expression est 
compliquée, peut être vue comme un ensemble de deux ou trois solitons qui se 
propagent ensernble, en oscillant l’un par rapport à l’autre de la même façon 
que le breather de SG. 

En raison de cette oscillation interne, lorsque les solitons qui composent 
la solution se superposent exactement, l’amplitude devient très grande et la 
solution très étroite car la localisation non-linéaire est intense. Ce phénomène 
se reproduit régulièrenient avec une période spatiale de récurrence caractéris- 
tique de la condition initiale. L’observation de ce phénomène constitue alors 
un test trks sensible de la ualidité de  la description de  NLS [140]. Ce rétrécisse- 
ment de l’impulsion est d’autant plus marqué que le nombre de solitons dans 
la solution multisolitons est important. I1 a été étudié expérimentalement [ 1411 
jusqu’à N = 13 ! 

Ce mécanisme de compression d’impulsion est utilisé dans le (( lasser ù 
solitons >>, en insérant une fibre optique dans une cavité laser. I1 est à la base 
des lasers ferntosecondes, que l’on réalise actuellement. 

3.6.5 Application aux communications par fibre optique 
Malgré ses incontestables succès pour expliquer les expériences, l’équation 

NLS que nous avons écrite ne suffit pas pour décrire toutes les observations qui 
interviennent dans les communications à grande distarice car des phénomènes 
même très faibles finissent par avoir des effets cumulatifs importants quand 
on s’intéresse à une propagation sur des milliers de kilomètres. I1 faut alors 
lui ajouter un certain nombre de termes supplémentaires. On peut le voir en 
poursuivant le développement (3.147) de la relation de dispersion 

d k  1 d 2 k  dk 
aw 2 d W 2  d1412 

k ( w ,  1412) - k o ( ~ 0 )  =-(W - W O )  + --(w - wo) + -1412 
a21c 

dwd I 4 I (W - wo)l4I2 . (3.152) 
1 d3k 
6 dw3 + - - ( w - w o )  + ~ 

Les deux termes supplémentaires rajoutent ;2 l’équation de NLS 

i d3k a34 d 2 k  a(i4i24) 
6 du3 at3 + 2 (w ) d t  

(3.153) 

I1 faut, en outre, tenir compte des pertes dans la fibre, associées à l’existence 
d’une partie imaginaire dans ~ ( w )  qui donne un terme en i r<b dans l’équation 
de NLS. 
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La contribution de ces différents termes peut être étudiée précisément par 
un calcul de perturbation de l’équation de NLS [69]. Comme on peut s’y at- 
tendre, le terme dissipatif est responsable d’une décroissance exponentielle de 
l’amplitude du soliton alors que le terme dispersif supplémentaire apporte une 
contribution à la vitesse de propagation du soliton qui dépend de son ampli- 
tude. Le dernier terme de l’expression (3.153) a peu d’effet sur  la propagation 
d’un seul soliton mais il déstabilise des solutions multisolitons en provoquant 
la séparation des solitons qui les composent [84]. 

Enfin, il faut encore tenir compte de l’interaction éventuelle entre les dif- 
férentes polarisations du champ électromagnétique si la fibre possède une bi- 
réfringence. L’ensemble de ces effets a été étudié précisément, non seulement 
de manière théorique mais aussi expérimentalement, et l’exemple des fibres 
optiques illustre très bien l’intérêt d’une collaboration étroite entre théorie et 
expérience, ou entre science fondamentale et science appliquée. 

Nous avons étudié les solutions solitons des fibres optiques dans le régime 
de dispersion anormale. Le régime de dispersion normale ( P  < O, Q > O) per- 
met également d’avoir une solution de type soliton [7O]. I1 s’agit de la solution 
(< dark soliton P (également appelée soliton trou ou soliton noir) représentée 
sur la figure 3.7, qui correspond à une diminution localisée de l’amplitude 

FIG. 3.7 ~ Allure schématique d’un soliton noir ou << dark soliton ». 

d’une onde plane. Sa densité d’énergie n’est pas localisée et ce n’est donc 
pas un soliton dans sa définition la plus stricte. De telles excitations ont été 
mises en évidence expérimentalement grâce à des trains d’ondes très longs 
mais évidemment finis [82]. 

3.7 Auto-focalisation en optique : 
équation NLS à deux dimensions spatiales 

Dans le cas de la propagation de solitons dans les fibres on utilise des inten- 
sités modérées. C’est pour cela que les effets nori-linéaires sont sensibles dans 
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la direction de propagation z par un effet cumulatif mais que l’on a pu rié- 
gliger leur influence daris la direction transversale. Lorsque l’on travaille avec 
des intensités beaucoup plus importantes (ou daris des matériaux fortement 
non-linéaires comme les cristaux liquides), les effets nori-linéaires peuvent nio- 
tlifier fortement la distribution transversale du champ électrique et conduire 
à un phénomène d’auto-focalisation (fig. 3.8). 

Étudions la propagation d’un faisceau lumineux dans un milieu non- 
linéaire que nous considérerons comme illimité car ses dimensions transver- 
sales sont très supérieures à la taille du faisceau. On fera également l’hypo- 
thèse que le faisceau est monochromatzque avec une extension spatiale très 
supérieure à la longueur d’onde du rayonnement utilisé et qu’il est polarzsé 
rectzlzgnement de sorte que le champ électrique n’a qu’une seule composante : 

E = d)( I/. .) & - J o t )  + C.C. ’ (3.154) 

où la fonction 4 traduit la distribution de champ dans le faisceau. 

FIG. 3.8 ~ Évolution schématique de l’intensité du champ en trois points d’un 
matériau non-linéaire. 

L’équation de propagation dans le milieu non-linéaire correspond à l’éqiia- 
tion (3.126)’ écrite pour une seule composante, 

(3.155) 

Corrirne nous considérons ici une onde nionocliromatique, le calcul est beau- 
coup plus simple que pour le paquet d’ondes car on peut utiliser tout sirn- 
plenient l’égalité : De = t (w0)E .  Comme précédemment, l’emploi de règles 
simples d’analyse vectorielle donrie, en outre, 

(3.156) 

Eri reportant cette expression dans l’équation de propagation (3.155) et en 
utilisant la relation de dispersion k.0 = W~F(W)/C~Q. on obtient 

(3.157) 
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qui appartient à la classe d’équations qui s’écrivent 

(3.158) 

où l’opérateur V2 est un opérateur de dimension D.  

Airisi pour D = 1, on retrouve une équation de NLS (avec une seconde 
variable spatiale au lieu de la variable temporelle), qui possède des solutions 
solitons si le produit PQ est positif. C’est cependant un cas très particulier, 
puisque pour D > 1, on observe un phénomène beaucoup plus dramatique 
que l’instabilité modulationnelle du cas D = 1 : c’est ce que l’on appelle 
l’effondrement ou (( collapse ». Ainsi, D = 2 conduit à l’aut,o-focalisation en 
optique et, D = 3 à l’auto-focalisation dans les plasmas où la variable z est 
remplacée par le temps. 

Pour un faisceau lumirieux dans un milieu non-linéaire [ 1621 , comparative- 
ment au facteur exponentiel de l’expression (3.154) qui varie à l’échelle de la 
longueur d’onde, la variation de q5 dans la direct,ion transversale est beaucoup 
plus lente : typiquement sur une distance de l’ordre du millimètre pour un 
faisceau laser, au lieu dii micromètre pour le facteur exponentiel. On traduit 
quantitativement cet,t,e variation lente en considérant que 4 est fonction des 
variables E J :  et &y, où E < 1. Si le faisceau était parallèle, la conservation de 
l’énergie impliquerait que 4 est indéperidarit de z .  Dans le milieu non-linéaire 
nous allons montrer que la section évolue, mais elle le fait, sui des distances 
bien supérieures aux dimensions transversales du faisceau. On supposera, par 
conséquent, qiie q5 dépend de la variable ~ ~ 2 .  On s’intéresse donc à un champ 
élect,rique dont l’amplitude est de la forme $ ( E X ,  E Y ,  ~ ~ 2 ) .  Les échelles de va- 
riations spatiales transversales et lorigitudiriale étant très différentes, le terme 
V24 qui apparaît daris les équations de propagation du champ électromagrié- 
tique fait intervenir les premières ii l’ordre et les secondes à l’ordre E * ,  donc 
négligeables. C’est pourquoi c’est l’équation (3.157) avec V2 en dimension 
D = 2 qui décrit le faisceau daris le milieu non-linéaire, 

(3.159) 

c’est-à-dire une équation de NLS à deux dimensions spatiales pour la réparti- 
tion transversale de champ électrique. 

En symétrie cylindrique, aprPs un changement approprié des échelles, 011 

peut mettre l’équation de NLS 2D sous la forme suivante : 

(3.160) 

qui, d’une manière analogue à la. version 1D, possède les relations de conser- 
vation suivantes 11621 : 

(3.161) 
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L’équation (3.160) admet un ensemble de solutions exactes de la forme 

, A22 

&(r ,  2 ,  A) = AR,,(Xr) rZ2 (3.163) 

pourvu que R, soit solution de l’équation 

(3.164) 

Les fonctions I?,(<) sont des fonctions ayant n racines pour les valeurs de < 
positives. 

La solution Ro(<), présentée daris la figure 3.9(a), décrit une distribution 
d’intensité pour un faisceau laser pénétrant dans un milieu non-linéaire, mais 
cette solution est zrtstable si l’on part d’une condition initiale qui correspond 
à une valeur négative de la quantité H définie par (3.162). Cette classe de 
conditions initiales correspond aux fortes intensités incidentes qui conduisent 
ii une smgularzté au bout d’un parcours de longueur finze zo dans le milieu 
riori-linéaire. 

Le calcul [162] montre en effet qu’au voisinage de la singularité, 4 se com- 
Dorte cornnie 

(3.165) 

c’est-à-dire qu’il y a divergence de l’nriiplitiide du champ électrique ail centre 
du faisceau. 

Coniine, par ailleurs, la norme N ,  définie par (3.161), est une coristante, 
cette divergence doit nécessairement s’accorripagner d’un rétrécissement du 
diamètre du faisceau, cornine le schématise la figure 3.9(b). 

La condition H < O est obtenue quand la puissance incidente est supérieure 
à la puissance correspondant à la solution 4 0 ,  qui correspond donc à une 
puissance crztzqur : 

(3.166) 

Le collapse correspond donc à une situation extrême de lota~zsat7o71 d~ 1 ’éner- 
gze par non-Iznéarzté dont l’instabilité modulationrielle est un exemple. Daris 
le cas de l’optique, il apparaît comme une filanient atiori du faisceau. 

Lorsque l’on trouve une telle divergerice daris la solution d’iirie équatiori 
correspondant à un problème physique, cela signifie que l’équation cesse d’être 





Chapitre 4 

Démarche de modélisation : 
ondes acoustiques ioniques 
dans un plasma 

4.1 Introduction 
Daris les chapitres précécierit,s riolis avons présenté trois graiides classes 

d’équations B solitons en les illustrant par des exemples empruntés & la pliy- 
sique macroscopique. L’exposé était donc orierit,é de l’équation vers le système 
pouvant l’illustrer. 

Bien enteridu, l’approche du physicien est différerite. I1 considère un sys- 
tème reel. doriné, et cherche quelle en est la (lescription théorique appropriée. 
On veut, donc aller dii système vers l’équation. Celle-ci n’est pas riécessaire- 
nierit unique car elle peut aussi êt,re déterminée par le type d’excitation que 
l’on applique au syst,èrrie, ou les coriditioris tiaris lesquelles on le place. Le 
cas des lignes électriques noils a déjà rnorit>ri. qu’lin même dispositif peut. être 
décrit aussi bien par une équat,iori de KdV qiie par line équation de NLS. 
Cependant, cet exemple est, artificiel, puisqu’il s’agit d’lin système construit, 
spkcinlerrieritj pour posséder de la dispersion car il est, co1istit)ué de celliiles 
discrètes et de la rion-linéarité, car on y incorpore ties capacités non-linéaires. 
I1 n’est donc pas étoririnrit d’y trouver des solitons ! 

L’objectif de ce chapitre est, de rrioritrer comment se fait la déinarclie tie 
rriotlélisation, c’est-à-dire coriirrieiit on passe du système pliysiquc :LUX équa- 
tioris qui le décrivent cm considérant un exemple réel, beaiicoiip phis complexe 
qiie les lignes électriques, dans lequel il faiidra d’abord identifier les pliério- 
rrièries physiques dorriiriarits avant de chercher B les décrire qua1itit;~tiverrierit. 
Les orides acoust,iques dans un plasnia constituent un exemple irit>éressarit, qui 
Inoritre corrinierit les solitons peuvent intervenir tlaris im milieu riatiirel, iiii- 
portant aussi bien eri physique de la liaiitc atmosphère qu’en astrophysique. 
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En fin de chapitre, nous discuterons la modélisation en revenant sur des 
exemples déjà abordés daris les chapitres précédents. 

4.2 Le plasma 

4.2.1 Physique d’un plasma 

La physique des plasmas étudie le comportement des ondes électroma- 
gnétiques dans des fluides conducteurs. Un plasma est un milieu constitué 
d’atomes ionisés et d’électrons sur lesquels le champ électromagnétique exerce 
des forces qui peuvent induire des déplacements de grande amplitude daris le 
milieu. Ces mouvements d’ensemble des particules chargées réagissent sur le 
champ électromagnétique conforrnénient aux lois de illaxwell, et la physique 
des plasmas doit donc traiter un système complexe de matière et de champs 
couplés. 

+ -+ 
Quand on écrit la loi d’Ohrri j = a E  daris un milieu, on suppose irn- 

A 

plicitemerit que les mouvements des charges sous l’action du charrip É sont 
freinés par une force de friction effective que l’on peut écrire -yni7’, où ?r 
est la vitesse d’un porteur et y une constante qui a les dimensions d’une fré- 
quence. Cette force de friction provient des collisions entre les porteurs et 
s’il y a des charges fixes comme dans un solide, de la diffusion des porteurs 
par ces charges. En présence du charrip et de la friction effective, les porteurs 
atteignent une vitesse limite, proportionnelle au chanip, d’où la loi d’Ohm. 
Cette description n’est valable que si la fréquence v du charrip appliqué est 
très inférieure à y. Pour des champs électromagnétiques de haute fréquence, 
les effets inertiels jouent un rôle important dans la dynamique des porteurs 
et la riotion de force de friction effective perd sa valeur. Pour v > y, les 
électrons et les ions, qui sont accélérés par le champ clans des directions oppo- 
sées, teriderit à se séparer, ce qui donne naissance à des forces électrost,at>iques 
importantes qui tendent au contraire à éviter la séparation des charges. Cela 
peut conduire à des oscillations, appelées oscillations tie plasma. Ce domaine 
de fréquence est celui de la physique des plasmas, alors que la niagnétohydro- 
dynamique s’intéresse aux fluides daris lesquels on a des déplacements d’en- 
semble à des fréquences beaucoup plus basses, sans phénomène de séparation 
de charges [76]. 

Le dornairie de la physique des plasmas est facilement atteint daris les gaz 
raréfiés, comme dans la hautje at,rnosphère ou en ast,rophysique, pour lesquels 
la densité d’ions et d’électrons est assez faible pour que la diffusion d’un 
porteur par les autres charges soit, peu probable, conduisant à des valeurs 
faibles pour y. 

Nous allons ét,udier un plasma d’hydrogèrie complètement ionisé avec une 
densité suffisammerit basse pour négliger toutes les collisions et ne considérer 
que les interactions coulorribienries. Le corriporterrierit, du système est alors 
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décrit par les équations du mouvement et de conservation des particules de 
chaque espèce (ions et électrons), et par l’équation de Poisson pour le potentiel 
électrostatique (92, 931. 

Le premier aspect physique que l’on doit considérer est la mécanique des 
porteurs de charge. Écrivons la projection sur l’axe IC du bilan de quantité de 
mouvement de l’espèce a (que nous noterons ensuite i pour ions et e pour 
électrons), c’est-à-dire l’équation de rnouvenient d’un petit volume de fluide : 

en notant : 
- pa la masse volumique, n.a la densité de particules, 71>, la masse et qe la 

charge de l’espèce a,  égale à +e pour les protons du plasma d’hydrogène 
et -e pour les électrons. 

- Fe.k, la composante de la force par unité de volume dûe au champ 
électrique F = n,q, E puisqu’il y a na particules de charge q, dans le 
volunie de fluide considéré. 

- Pn.k j  correspond au tenseur de pression dans le fluide de particules Q 

mais comme la viscosité du plasma est supposée nulle, il se réduit à la 
pression hydrostatique Pa et il est diagonal. I1 ne restera par conséquent 
que le terme dP,/dxk. 

~ Le plasnia est globalement neutre, ie. Jn i (x)dx  = Jn,,(x)dx, mais en 
revanclie, aux fréquences élevées u > y que nous considérons, il n’y a 
pas neutralité au niveau local, c’est-à-dire que les deux densités n , i ( ~ )  
et n,(x) sont. différentes (oil nous avons désigné par x l’ensemble des 
coordonnées de position d’une charge). 

~ La densité est supposée suffisarnnient basse pour que les collisions soient 
négligeables, les particules n’interagissant alors que par la force due au 
champ é1ect)rique moyen, qui est, en fait une force aut>o-cohérente puisque 
le chanip dépend de la position des particules. 

On notera que la vitesse ~ x ( x , t )  varie, d’une part, en raison de sa dépen- 
dance explicite par rapport au temps, mais, d’autre part, en fonction des 
niouvenients du fluide, ce qui donne naissance aux deux contributions dans sa 
dérivée tot,ale par rapport au temps, coniine il est d’usage en hydrodynamique. 

On obtient par conséquent l’équation de bilan de quantité de mouvement 
suivante : 

i i 

où l’on a introduit le potentiel électrique dont dérive le chanip électrique, + --+ 
E 1 - V p .  
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Écrivons maintenant la conservation du nombre de particules, i. e. le bilan 
de conservat,iori des niasses de chaque espèce : 

Le second aspect physique important dans un plasma est 1 ’électromagné- 
tisme du milieu. L’kqquation de Poisson permet de compléter le système d’équa- 
tions sous la forme 

4.2.2 Températures et équations d’état 

Le rapport p = m,/mi des inasses électronique et 

(4.4) 

ionique permet d’en- 
visager deux types de dynamique dans un plasma non magnétisé, selori 
l’échelle de tenips considérée, définie par l’une des deux fréquences plasma 
w : , ~  = n ,qU/rn ,EO : 

~ l’une, due aux électrons rapides, est rythmée par la pulsation électro- 
nique wPe où les ions sont, figés en première approxiniatiori et n’apportent 
qu’une contribution aux équat,ions e ~ i  & en deuxième approxirri a t’ ion; 

~ l’autre, due aux ions, est rythmée par la pulsation ionique wpi. À cette 
échelle de fréquence, les élect,roris peuvent être considérés cornine infini- 
ment mobiles en première approximation. 

C’est le second cas que nous considérerons ici‘ c’est-à-dire que nous nous 
intéressons au domaine de fréquence des ondes acoiist,iques ioniqires dans le 
plasma. Ccla revient à négliger tous les effets iriert,iels pour les électrons, 
comme si leur niasse était niille. Leur bilan de quantité de inouvernerit (4.1) 
se réduit & un équilibre entre le gradient de pression électronique et la force 
électrostatique, 

Cornme les électrons sont extrêmement mobiles, leur conductivité t her- 
Inique est très efficace pour uniformiser la température électronique dans le 
<< gaz )) d’électrons que l’on peut considérer coinnie isothernie avec uiie bonne 
approximation. Pour étudier le plasma il faut connaître l’équation d’état du 
gaz d’électrons. Pour un plasma de faible densité coinine celui que nous corisi- 
déroris, l’équatioii d’état d’un gaz parfait est uiie très bonne approximation. 
Elle s’écrit 

P, = n,T, . (4.6) 

en exprimant la température en unité d’énergie de sorte que la constante de 
Boltzmann I C B  n’apparaît pas. 
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En coinbinarit les équat,ions (4.5) et (4.6), on a donc 

qui conduit à l’expression suivante pour la densité électronique 

ne = n o  exp (z) , 
où TL0 est une constante d’intégration 

Pour les ions, qui ont une rilasse beaucoup plus élevée que les électrons, 
les effets inertiels sont au contraire très importants. Dans le doniaine de fré- 
quences que nous considérons, assez bas pour que l’on puisse exciter des orides 
acoustiques ioniques daris le plasrna, les fluctuations thermiques daris le Inou- 
verrient des ions sont négligeables par rapport au moiivement cohérent que 
leur impose l’onde acoustique ionique. En effet, la vitesse therniique des ions, 
PI, = Z/TL/.L. sera nécessairement! faible même daris le cas où la ternpérat,ure 
ionique at  teindrait la température électroriique Te. Cela signifie que, daris le 
bilan de quantité de mouvement des ions, le terme dû au gradient de pression 
est négligeable devant le terme de force élrctrornagriétique. Négliger le terme 
de pression, c’est-à-dire supposer Pi E O, revient aussi à supposer Ti E O 
puisque Pi et T, sont 1ii.s par l’équation d’état des ions dans un plasma de 
faible densit,+ qui, coriinie pour les électrons, est l’équation des gaz parfaits 
Pi = n,Ti. 

À ce niveau, nous avons identifié les ciiffér ents phériomèries physiques qui 
interviennent daris la dynamique du plasrna. et compte tenu du doniairie tie 
fréquences choisi de façon à étudier les ondes acoustiques ioniques, nous avons 
sirnplifié les équations données par les lois de la mécanique, de l’électroniü- 
gnétisrrie et de la therniodyriairiiqiie. Dans l’ét ucie qui va suivre, ~ious consi- 
dérons le cas où les conditions d’excitation tiii plasrna sont uniformes daris un 
plan (9, z ) ,  c’est-à-dire que seule la coordoriiiée spatiale x intervient. Dans ce 
cas. si on note sirnplenieiit I I  la vitesse ionique, les équations tie niouveinerit 
des ions, daris l’approximation P, E O se réduiscrit à : 

1 (4.10) 

an, û ( I1 ,PI )  -+- = O 
at dJ 

auxquelles il faut ajouter l’exprcssiori (4.8) de 
disposer d’un erisenible corriplet d’équations. 

(4.11) 

la densit,é électronique poiir 
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4.2.3 Passage à des équations sans dimension 

L’étude de la physique du système et la détermination des phénomènes 
dominants est la première étape, nécessaire, de la modélisation, mais elle est 
rarement suffisante car les équations auxquelles on arrive ne sont en gérié- 
ral pas solubles sous leur forme primitive. Pour pouvoir leur appliquer des 
méthodes d’approximation, il faut ensuite évaluer correctenient le poids des 
différents termes. Pour cela la meilleure méthode est de passer à des équations 
sans dimension en introduisant des échelles adaptées au problème. 

En l’absence de champ magnétique, un plasma est caractérisé par une 
seule échelle de longueur, la longueur de Debye AD = (EOTe/noe2)1/2 qui 
est une longueur d’écrantage : à l’équilibre un ion est entouré d’un nuage 
électronique dont la densité décroît en fonction de la distance T à l’ion en 
exp(-r/AD). Le plasma peut être caractérisé par deux échelles de temps, 
7% = l / ~ + , ~  = (nL,EO/n0e2)1/2 l’inverse de la fréquence de plasma ionique 
et l’inverse de la fréquence de plasma électronique. Pour l’étude des ondes 
acoustiques ioniques c’est l’échelle de temps ionique T~ qui est pertinente. 
Ces deux échelles définissent une échelle naturelle de vitesse I I ,  = A D / r Î  = 
(T,/n~,)l/~ qui correspond à la vitesse du son daris le plasma. Enfin, l’échelle 
d’énergie peut être définie par Te température électronique que nous avons 
exprimée en unité d’énergie. Cela fixe une échelle naturelle pour le potentiel 
électrique, Te / e .  

Urie application numérique donne une idée de l’ordre de grandeur de ces 
différentes échelles. Nous prendrons une densité ionique no = lo2’ ~ n - ~  qui 
correspond bien à un plasma peu dense et une température électronique Te = 
2 . lo3 K ,  assez faible pour un plasma. On obtient alors AD = O, 3 pm, rz = 
7,6 . s et 7)s = 4000 m/s, c’est-à-dire une vitesse du son tout à fait 
plausible même si elle est élevée pour des ondes acoustiques classiques. 

Les différentes échelles que nous avons définies permettent d’introduire les 
grandeurs sans dimension suivantes : 

?I e ni n e  v=-, 4=-cp, Te N = - ,  n0 et N e = -  n0 . t 
Ti 71, 

x = L  A D ’  T = - ,  
(4.12) 

En écrivant les équations de la dynamique du plasma en fonction de ces nou- 
velles variables, on obtient un système d’équations sans dimension 

Eq. (4.8) =+ 4 =  lnN, (4.13) 

Es. (4.10) + <bxx = Ne - N (4.14) 

Eq. (4.11) =+ N s + ( N V ) x  = O  (4.15) 
Eq. (4.9) + vT+vvx =-4x . (4.16) 
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4.3 Étude de la dynamique linéaire 
Bien que nous ayons montré dans les chapitres précédents l’importance de 

considérer explicitement les non-linéarités pour étudier un système, dans la 
démarche de modélisation, il ne faut pas négliger les informations que l’on 
peut tirer d’une étude des petites perturbations autour d’un état d’équilibre. 
Outre les résultats sur la réponse du système faiblement perturbé, on pourra 
en déduire des éléments pour mener l’étude des non-linéarités. 

L’état d’équilibre le plus simple pour les ondes acoustiques ioniques daris 
le plasma correspond à V = O, 4 = O et N = N, = 1. Considérons de petites 
perturbations autour de cet état : 

V = S V ,  N =  1+6N, Ne = l + 6 N e ,  et 4=64 . (4.17) 

Pour ces perturbations on peut se contenter de la version linéurisée des équa- 
tions régissant l’évolution de SV, SN, SN, et 64, 

(4.18) 
(4.19) 
(4.20) 
(4.21) 

dans lesquelles on a déjà tenu compte de l’équation (4.18) pour écrire l’équa- 
tion (4.21). 

En dérivant l’équation (4.19) par rapport à la variable X ,  on obtient 
6 V ~ x  = -64xx, qui combinée avec l’équation (4.21), conduit à 

- 6 V ~ x  = 64 - 6 N  . (4.22) 

Si l’on dérive à nouveau cette équation par rapport aux variables X et T ,  on 
aboutit à 

- ~ V T T X X  = 6 4 ~ ~  - SNTX (4.23) 

qui donne finalement 

- ~ V T T X X  = - ~ V T T  + 6Vxx (4.24) 

si l’on utilise les dérivées des équations (4.20) et (4.21) par rapport à T et X 
respectivement. 

Cette équation a une solution sous forme d’ondes 6V = a e 2 ( W T p k X )  dont 
la relation de dispersion est 

(4.25) 

La figure 4.1, représentant w ( k ) ,  a l’allure habituelle d’une relation tie dis- 
persion pour des ondes acoustiques, passant par l’origine et tendant vers une 
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k 

FIG. 4.1 ~ Relation de dispersion pour les ondes acoustiques ioniques dans un 
plasma. La ligne continue représente l’évolution de la relation de dispersion (4.25) 
pour w(lc). La courbe pointillée correspond à la relation de dispersion (4.47) alors 
que celle en tirets correspond à celle qui se déduit de l’équation (4.65). 

limite w O( k pour les faibles valeurs de k .  La relation de dispersion montre 
aussi que w2 est toujours positif, et, par conséquent, une petite perturba- 
tion par rapport à l’état d’équilibre conduira toujours à une oscillation qui 
ne croîtra pas avec le tenips. L’état d’équilibre est trouvé stable par l’analyse 
linéaire. 

On note de plus que la relation de dispersion conduit à une vitesse de 
phase 

W 1 
= k: = ~ rn (4.26) 

qui dépend du vecteur d’onde k .  Les ondes linéaires dans le plasma sont 
donc des ondes dispersives. Comme, par ailleurs, les équations d’évolution 
complètes du milieu comportent des ternies non-linéaires, on peut s’attendre 
à rencontrer des situations où dispersion et non-linéarité se compensent. Cela 
justifie d’autant plus l’intérêt de poursuivre l’étude du système en tenant 
compte des ternies non-linéaires dans les équations d’évolution. 

4.4 Étude non-linéaire 

4.4.1 Le plasma peut être décrit par l’équation de KdV 

L’étude précédente ayant montré la stabilité des ondes acoustiques 
linéaires dispersives, nous allons nous intéresser désorniais aux ondes acous- 
tiques non-linéaires en cherchant s’il existe un régime où la dispersion et la 
non-linéarité peuvent se compenser et conduire ii des solitloris. 

L’étude linéaire peut nous mettre sur la voie car, si l’on développe 
la relation de dispersion des ondes linéaires pour de faibles valeurs de k ,  
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on trouve 

w ( k )  = k 1 - ( - k2  f O ( k 5 )  
2 l )  

(4.27) 

On remarque donc que l’on trouve exactement la fornie de relation de disper- 
sion que nous avions présentée en discutant la généralité de l’équation de KdV 
daris la section 1.7. Cela suggère d’appliquer aux équations (4.13)-(4.16) la 
méthode qui a conduit à l’équation de KdV dans les exemples que nous avons 
traités précédeniinent. 

Pour cela, on s’irit,éresse aux solutions faibleriierit dispersives, ce qui, pour 
une relation de dispersion di1 type (4.27), signifie que l’on se limite à k petit, 
donc à des solutions dorit la variation spatiale est lerite. Par ailleurs, rious 
avons vu daris la section 1.7 qu’il était intéressant de passer dans un repère 
mobile à la vitesse du son, qui, daris rios variables adirnerisionriées est égale à 
l’unité. On introduit donc une variable = c N ( X  - T), où le facteur E ” ,  avec 
E << 1, permet d’imposer la variat,ion spat,iale lerite, la puissance cy étai t  à 
déterminer iiltérieureriierit. La discussion de la section 1.7 a aussi riiorit,ré que, 
pour une relation de dispersion telle que (4.27), la variable temporelle à clioi- 
sir daris le repère niobile est T = E ~ ”  T .  La  démarche h suivre est d’écrire les 
équations e11 termes de ces nouvelles variables et, si l’on cherche à mettre en 
évidence l’existence éventuelle de solutions solitons, à déterminer (Y pour que 
les termes dispersifs et les termes nori-linéaires apparaissent au riiênie ordre 
dans les équations que l’on obtient. Ori vérifie alors que la valeur Q = 1/2 
est celle qui convient? cornrrie daris le cas des lignes électriques non-linéaires. 
Coriirne le calcul général est fastidieux, nous alloris nous contenter ici de vé- 
rifier que ce choix IY = 1/2 est approprié. 

Introdiiisoris, par conséquent, les échelles spat,iale et temporelle lentes 
suivantes : E = E ’ / ~ ( X  - T) et 7 = E”’T. La définition de ces variables 
permet d’obtenir l’expression des opérateurs dérivés suivants, dx = E’/’L+ et 
dT = -~‘/’d( +~‘/’d,, qui perrnet,t,erit de réécrire les équations (4.14)’ (4.15) 
et (4.16) de la manière suivante : 

(4.28) 
(4.29) 
(4.30) 

Comme ces équations possèdent des termes à plusieurs ordres, nous alloris 
maintenant effectuer un développernerit perturbatif, en choisissant un déve- 
loppement autour de l’état, d’équilibre de la forme suivante : 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 
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En introduisant ces expressions dans les équation (4.28)’ (4.29) et (4.30), 
011 obtient à l’ordre E ,  

41 = NI , NI, = VIE et VIS = 41, (4.34) 

Ni = 41 = Vi + A(T)  , (4.35) 
qui conduisent à 

où A est une fonction arbitraire de la variable r ,  qui doit être prise nulle si 
l’on cherche des solutions susceptibles de conserver leur arriplitude au cours 
du temps, telles que les solutions solitoris. 

1 

À l’ordre E ~ ,  les trois équations conduisent à 

4 i ~ <  = 4 2  + 54: - N2 , (4.36) 

vi, - V2( + vivi< = -42, . (4.38) 

En conibinant les équations (4.36) et (4.38) avec l’équation (4.35)’ on aboutit à 

N1, ~ Nz, + (NlVl)< + VZ, = 0 , (4.37) 

Vl, + Vl,<E - V2( + N2, = 0 . (4.39) 

En ajoutant les équations (4.37) et (4.39), on obtient l’équation de KdV 

1 
2 

vi, + VlVi< + -Vi<,, = 0 , (4.40) 

dont on avait pressenti la validité à partir de la relation de dispersion et 
de la présence des termes rion-linéaires. Elle contient bien dispersion et non- 
linéarité au rnêrne ordre E ~ ,  ce qui montre a posterzori que le choix a = 1/2 
était judicieux. 

Montrons que l’on peut mener le calcul sans faire l’hypothèse simplifi- 
catrice A(r )  = O et que l’on aboutit toujours, de manière remarquable, à 
l’équation de KdV. L’équation à l’ordre E ~ ,  que l’on obtient à partir des équa- 
tions (4.36), (4.37) et (4.38)’ sans utiliser N1 = Vi, est 

N2, - Nl<Nl + Ni,,< + vi, + VlVl< = v2, . (4.41) 

Er1 tenant compte de l’équation (4.38) et de la relation N1 = Vi + A(r ) ,  or1 
Darvierit à 

En utilisant les nouvelles variables, 

on obtient alors, après simplifications, 

1 
2 

v, + vv, + -V,,, = 0 

C’est,-&-dire, à nouveau l’équation de K U .  

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 
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4.4.2 La relation de dispersion 

Si l’on cherche des solutions de la forme V = V ,  ei(Rr - 
tion (4.40) linéarisée, on aboutit à la relation de dispersion 

dans l’équa- 

K3 
2 

( I = - -  . (4.45) 

En revenant aux variables initiales X et T ,  on a donc 

(4.46) (61E 3 / 2 ~ -  K ~ ~ / ~  ( x - T ) )  V = V o e  

que 1’011 doit comparer à l’expression (L e 2 ( W T p k X ) ,  utilisée pour obtenir la 
relation de dispersion (4.25). Par identification, on obtient 

qui correspond bien au développement (4.27) de la relation de disper- 
sion (4.25). La figure 4.1 confirme que la relation de dispersion obtenue par 
linéarisation des équations physiques du plasma et celle que donlie l’équation 
de KdV coïncident pour les faibles valeurs de k .  Conformément au choix de 
variables que iious avons fait pour l’obtenir, la description de KdV corres- 
pond donc bien à des excitations de vecteurs d’ondes k < 1, c’est-à-dire à de 
grandes longueurs d’ondes par rapport (1 la longueur de Debye AD. 

I1 est important de rioter que le résultat obtenu ici est l’illustration du 
résultat gériéral que nous avions présenté tlaris la section 1.7 : lorsque l’ap- 
proximation linéaire réduit le systéme physique à des orides dispersives qui 
satisfont, dans la limite des grarides longueurs d’ondes, à une relation de dis- 
persion de la forme w = ak + bk3,  où a et h sont des constantmes. alors il existe 
un rkgirrre pour lequel dispersion et nori-linéarité se compensent, et pour lequel 
on pourra obtenir l’éqiiatiori de KdV. On y parvient par un développement 
analogue à celui que nous avons présenté ici. 

4.5 Obtention de l’équation de NLS 
La description par l’équation de KtlV coirihine la dispersion et la nori- 

linéarit,é dans le plasma sous une forme qui permet d’obtenir des solutions 
teriaiit explicitement compte des effets nori-liriéaires. Elle n’est cepeiidaiit pas 
toiijours adaptée aux excitations que l’on peut générer dans un plasma en 
utilisant des orides électrornagriétiques, puisque l’on crée plut,ôt des paqu&s 
d’ondes, et non des impulsions coirime les solutions dc l’équation de KdV. 

Or, nous connaissons une équation qui décrit les (< paquet,s d’ondes 11011- 

linéaires N . I1 s’agit, de l’équation de NLS. Les propriétés physiques du plasina. 
suggèrent que, si 1’kquat)ion de KdV dkcrit convenablerrierit les non-linéarit,és 



124 Physiqiie des solitons 

du plasma, il doit être possible de passer de cette équation à une équation dé- 
crivant les paquets d’ondes non-linéaires dans le plasma, c’est-à-dire l’équation 
de NLS. 

Nous allons vérifier que c’est bien le cas, ce qui va de plus montrer que les 
grandes classes d’équations à solitons que nous avons introduites précédem- 
merit rie sont pas déconnectées les unes des autres. I1 existe des liens entre ces 
équations. Nous avons déjà noté uiie relation entre l’équation de SG et celle 
de NLS puisque la limite faible amplitude du mode breather de SG donne 
le soliton NLS. Nous alloris établir ici un autre de ces liens en examinant 
corrirrierit, à partir de l’équation de KdV, en effectuant un développement en 
échelles multiples, puis en traitant successivement les équations correspondant 
aux différents ordres en E ,  on aboutit finalenient A une équation de NLS pour 
l’arnplit ude. 

Clierchoris uiie solution de l’équation (4.40) sous la forme du développe- 

v = &el + + E3e3 + .... , (4.48) 

dans lequel 011 ne prend pas de terme constant puisque l’état d’équilibre du 
plasnia est obtenu pour V = 0. Pour chercher des solutions sous forme de 
paquets d’orides, la niéthode de choix est la méthode des échelles multiples, 
car un paquet d’ondes comporte justement plusieurs échelles : une porteuse 
& variation rapide modulée par une enveloppe A variation plus lente. Nous 
allons présenter ici l’utilisation de la méthode des échelles multiples dans un 
cadre plus général que dans le chapitre 3 car c’est une rriétliode puissante qui 
a d’autres applications, telles par exemple que l’étude d’une équation de KdV 
perturbée. 

Nous considérons plusieurs échelles de temps T~ = E’ T et d’espace t7 = E‘ E ,  
qui vont transfornier les opérateurs dérivées de la manière suivante : 

ment perturbatif 

a, = a,, +Ed,, + + ... (4.49) 

(4.50) = aE«cuc, + 3 ~ % , , ~ , ,  + 3 ~ ~ % c , c ,  + 3 ~ ~ % c , ~ c ~  + ... . 

On introduit le développement (4.48) dans l’équation (4.40) avec les variables 
aux différentes échelles puis on fait l’identification ordre par ordre : 

L’ordre E donne 

1 
L 61 = & T O  + ,~l,o,~j,ij = 0 (4.51) 

qui rlbfinit un opbratciir L qui sera utile dans la suite, et conduit à la soliitiori 

01 = A ( T ~ ,  ~ 2 ,  ..., ( 1 ,  (2,  ...) p’ ( ‘LTopKEo)  + C . C .  (4.52) 

avec la relation de dispersion 12 = - K 3 / 2  que nous avions déjà, trouvée. I1 est 
normal que l’ordre le plus bas du développement perturbat if dorine la relation 
de dispersion linéaire puisqii’à cet ordre 011 se limite aux termes linéaires. 
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L’ordre conduit ii l’équation 

(4.53) 

C 02 =NC (0,) (4.54) 

1 3 
02ro  + 582<ri<ii<u = -0171 - 0iQi<” - 2 0 1 < o < o < i  

qui fait apparaître à nouveau l’opérateur linéaire C. Nous avons déjà vu au 
chapitre 3 que, dans le développernent perturbatif en échelles multiples, il 
faut veiller à éviter le présence de termes séculaires, résonants par rapport 
à l’opérateur C, car ils conduisent à des divergences des termes du dévelop- 
pement. L’annulation des termes de l’opérateur non-linéaire NC de droite 
susceptibles d’être résonants avec C donne 

où vug est la vitesse de groupe des ondes régies par la relation de dispersion 
trouvée à l’ordre E .  Cette équation exprime par conséquent que, pour les 
variables à l’ordre 1, la fonction A ne dépend que de <; = <I - vg71, c’est- 
à-dire que, à cet ordre, elle garde un profil constant quand on passe dans 
le repère mobile à la vitesse de groupe du paquet d’ondes. On écrira donc 
l’amplitude A sous la forme 

A = A(t1 - l ig71,<2,  ..., 7 2 ’  ...) . (4.56) 

Après élimination des termes séculaires, l’équation (4.53) se réduit à 

2 2%(nTo-K<”) + C.C. (4.57) 
1 

b, + f 2 E u c u c u  = %KA 

dont on cherche une solution particulière de la forme 02 = B e x p [ 2 z ( R ~  - 
K<o)] + C.C. En remplaçant dans l’équation (4.57)’ on obtient aisément B = 
A2 /3K2. 

I1 est intéressant de noter que dans le passage de sine-Gordon à NLS, 
on avait appliqué la niéthode des échelles multiples de manière similaire. 
Cependant, à cet ordre là. après élimination des ternies séculaires, au lieu 
de 1’6qiiation (4.57)’ on avait simplenient C 02 = O ce qui permettait de choi- 
sir la solution 6’2 = O,  puisque toute autre solution pourrait être incorporée 
dans la solution de l’ordre supérieur 81. La différence provient du fait que 
la non-linéarité de l’équation de KdV est quudrutzque et non cubique conime 
pour l’équation de SG. 

L’ordre conduit à l’équation : 

(4.58) 
1 

0370 + 503<o<I;~i, = C 0 3  

- 
- -02r1 - 0 1 T 2  - Q2Q1<” - 0102,, - &Ql<, 
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Comme précédemment, on doit annuler les termes résoriant>s du secorid 
membre, en exp[fi(Cko - Kto)] ,  ce qui conduit à : 

(4.60) 

En se plaçant à nouveau dans le repère mobile à la vitesse de groupe i lg ,  avec 
& = ( 2  - u g ~ 2  et T; = ~ 2 ’  on peut simplifier cette équation pour aboutir à 

(4.61) 

Une simplification par i la met sous la forme habituelle d’une équation de 
NLS 

(4.62) 

dont le produit des coefficients de la dérivée seconde et du ternie non-linéaire 
(produit PQ daris la notation habituelle) est poszfzf. 

Ce résultat indique que des solitons-enveloppe peuvent se propager dans 
le plasma, et de plus, comme nous l’avions montré daris le chapitre 3 sur 
l’équation de NLS, il implique que l’onde plane acoustique est znstable pour 
tous les petits vecteurs d’ondes et aura teridance s’automotiuler pour générer 
les solitons. 

Le passage que nous avons réalisé, de l’équation de KdV & celle de NLS 
pour le plasma, ne sert pas seulement à obtenir une équation décrivant la 
réponse du plasma quand il est excité par une onde. I1 a une signification 
physique plus profonde car il montre que les ondes planes sont instables dans 
le plasma et que le calcul dans l’approzirnation linéaire dorme u n  resultat 
qualitativement ,incorrect puisqu’il conclut au contraire & la stabilité. Bien 
entendu, l’étude linéaire n’est pas totalement dépourvue de sens, puisque si 
l’on crée daris le plasma une onde dont l’amplitude est extrêmenient faible, 
l’instabilité due aux phénomènes rion-linéaires, qui est un effet du second 
ordre, mettra longtemps A se développer de manière perceptible et peut même 
passer inaperçue sur la durée limitée d’une expérience. Mais on doit néanmoins 
s’attendre A une instabilité à long terme, rnème pour des signaux très faibles, 
et cela montre que l’on ne peut pas se permettre de négliger les effets non- 
linéaires. 

De plus, en pratique, ils ont une forte chance tie jouer un rôle encore plus 
grand que celui que nous avons trouvé en faisant l’hypothèse que le plasma 
était excité par une oride plane (invariante par translation selon y et z ) ,  ce qui 
réduisait l’étude à un problème unidimensiorinel. En général, l’onde excita- 
trice n’interagit pas avec la totalité du plasnia dans sa dimension transversale 
(en particulier pour les plasma atmosphériques !) et il faut, faire l’étude à 
deux ou tJrois dimensions. Dans ce cas, on peut s’attendre à des phénoniènes 
d’instabilité beaucoup plus violents, puisque nous avons vu, daris le chapitre 
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consacré à l’équation de NLS, qu‘en dinierision deux ou trois l’autorriodula- 
tiori se poursuit jiisqu’au <( collapse )>, 2. e. uiie concentration d’énergie infinie. 
Évidernnient, en pratique, la derisité d’énergie restera finie à cause d’effets 
non pris en compte daris notre calcul, coinnie par exemple la température 
ionique non nulle. Urie perturbation arbitraire de l’état d’équilibre se coni- 
pose eri géritral d’ondes rioil planes ayant des vecteurs d’onde variés et chaque 
coniposante aura uiie teridarice à l’autofocalisatiori induisant l’instabilité de 
l’état d’équilibre. C‘est une situation hieri connue daris les plasrrias qui conduit 
à une réponse chaotique qui peut se traduire par un << h u i t  D inteilse sur des 
orides radio qui s’y propagent. 

4.6 Observations expériment ales 

L’excitation des plasrrias par des ondes niodulées est un phénomène 
courant quand on cherche en particulier B y faire propager des signaux 
électromagnétiques. Pour observer le comportement du plasma daris un ré- 
gime où il est décrit par l’équation de KdV, il faut, d‘une part, utiliser des 
excitations plus interises que dans le cas où 1’011 s’intéresse à sa  réponse de t,ype 
NLS (rappelons que nous soiiiiiies passés de 1’équat)iori de KdV à l’équat>ion 
de NLS en cherchant, uiie solution qui était d‘ordre E )  et, d’autre part, utiliser 
cles impulsions, qui sont qualitativement similaires aux solitoris de 1’équat)ion 
de KdV, et non des orides sinusoïdales. Des expériences de ce type orit, éti. 
faites [74] en appliquant uiie forte impulsion de tension à une extrémité d’un 
dispositif corifiriarit un plasma dans lequel le rapport erit,re terripératjures élec- 
tronique et, ionique était de l’ordre de 30. C expérience respectait airisi 
l’une (les hypothèses esserit,ielles du calcul présenté ci-dessus, sans laquelle on 
peut s’attendre ii un amortissement trop fort de l’onde acoustique ioriiqiie. 
Les résultats orit confirmé les prédictions que l’on peut déduire de l’équ a t ’  ion 
de KdV : 

- une forte impulsion positive de terision, associée à une compression du 
plasma, tend d’abord à prendre un front de plus en plus raide sous l’effet 
de la non-liriéarité, avarit de se décomposer en plusieurs solitoris qui se 
propagent à uiie vitesse supersonique. Leur amplitude c:st proportlion- 
nelle à l’excès de leur vitesse par rapport à la vit,esse du son; coniine 
l’indique la solution de l’équation de KdV ; 

~ au contraire, une impulsion iiégat,ive de tension, associée à une diminu- 
tion locale de la densité ionique, se disperse en un simple train d’ondes 
non localisées RU cours de sa propagation. 

Des expériences orit aussi été réalisCles eri envoyant une impulsion à chaque 
extrémité de la cavité contenant le plasma, de façon à observer la collision fron- 
tale de deux solitoris se propageant dans des sens opposés. Cette configuration 
ne peut pas être traitée par la modélisation que nous avons présentée. En ef- 
fet, quarid on établit l’équation de KdV, on se place daris un repère niobile 
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à la vitesse du son, ce qui oblige à faire le choix d’un sens de propagation. 
Cette situation montre que la modélzsatzon dozt être n o n  seulement adaptée au 
système physzque, le plasma, mats  dozt aussz tenzr compte des condztzons dans 
lesquelles on l’exczte. Nous l’avons déjà signalé à propos du choix entre une 
description de type KdV pour des excitations inipulsionnelles ou NLS pour des 
perturbations sinusoïdales. On constate qu’il faut souvent tenir compte des 
conditions aux limites dès le développement du modèle et non pas seulement 
à la fin quand on a obtenu l’équation décrivant le système. 

Une équation qui respecte l’invariance par changement de 2 en -2  par 
rapport au repère du laboratoire, contrairement à l’équation de KdV, a été 
obtenue par Makhankov en partant de la relation de dispersion linéaire [loi] .  
En réécrivant la relation de dispersion (4.25) sous la forme w2(1  + k 2 )  = I C 2 ,  
puis en cherchant les opérateurs différentiels qui conduisent à une telle relation 
de dispersion, comme nous l’avions indiqué dans le cas des fibres optiques 
(section 3.6.3), on obtient 

(4.63) 

On déduit ensuite une équation nori-linéaire pour le plasma en ajoutant à 
l’équation (4.63) le ternie non-linéaire d & / d z  rencontré dans l’équation de 
KdV. L’équation de type Boussinesq obtenue possède par construction un 
spectre linéaire correct. Ses solutions ne sont pas invariantes après collision 
puisque l’on note une faible perte d’énergie lorsque deux excitations int,er- 
agissent inais les quasi-solitons sont néarinioiiis préservés, en accord avec les 
observations expérimentales [74]. 

La comparaison quantitative des résultats expérimentaux avec les prédic- 
tions de l’équation de KdV montre cependant que la modélisation que nous 
avons présentée n’est pas parfaite. Par exemple, si l’on représente l’excès de 
vitesse des solitons par rapport à la vitesse du son en fonction de leur anipli- 
tude, on obtient bien une droite comme le prédit l’équation de KdV mais sa 
pente est supérieure de 10 à 20 % à la prédiction de l’équation de KdV [147]. 
De nornbreuses corrections à l’équation de KdV pour un plasma ont été pro- 
posées [147]. Elle conduisent A des équation KdV modifiées ayant un compor- 
tement qualitatif tout A fait analogue & celui de l’équation de KdV que nous 
avons obteniie, niais qiiaiit,it,ativernerit nieilleures. La correction primordiale 
provient, de l’effet de la température ionique finie, qui introduit, un terme de 
la forme -3T,/(T, n,) x ( d n i l d z )  dans l’équation du niouvenient (4.9)’ dont 
le seul effet est de renorrrialiser le ternie nori-linéaire de l’équation de KdV. 
La dissipation ne peut pas non plus être ignorée. Elle a tendance non seule- 
ment à diminuer l’amplitude du soliton, niais crée égalenierit une (< queue D 
derrière le soliton, dont l’amplitude croît progressivement au cours du temps. 
Quand on la prend en compte, on aboutit à une équation de type KdV avec 
une terme diffusif supplémentaire, qui représente bien le cornporternerit ex- 
périmental. Enfin, nous nous sommes intéressés ici au cas d’un plasma à une 
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composante, mais on peut trouver des solitons dans des plasmas à plusieurs 
composantes, conime un plasnia Ar He. I1 est remarquable de noter qiie, dans 
ce cas aussi, les perturbations acoustiques nori-linéaires peuvent être décrites 
par une équation de KdV. 

I1 peut sembler judicieux d’établir l’équation la plus complète possible, 
tenant simultariéinent compte de tous les effets présents daris le plasma tels 
que la température ionique non nulle, la dissipation, l’aspect non isotherme des 
électrons dont la mobilité n’est, évideinmerit, pas infinie, . . . Mais le (( progrès B 

que l’on réalise ainsi est illusoire, d’une part, parce que l’on introduit alors 
de riorribreux pararrièt,res qui rie peuvent pas tous & - e  déterminés a pr-iori, 
et, d’autre part, parce qiie l’équat,ion i laquelle on parvient, ne peut plus être 
t,raitée analyt,iqiienierit pour faire des prbvisioris génCrales sur le comporte- 
merit du système. La meilleure mod essairernent la plus  
ezhaust%ve. C’est plutôt celle qui sait, s’adapter aux quest,ioris que l’on pose 
sur le système et aux capacités expérimentales. Nous avons deja signalé à l’oc- 
casion de l’étude des lignes électriques qu’il peut être préférable d’utiliser une 
description de KdV qui apporte tout, un arsenal de méthodes mathématiques, 
plutôt qu’une description par une équation de Boussinesq modifiée, tliéorique- 
merit plus exacte; niais dorit les prédictions ne different de celles de l’équation 
de KdV que par un écart de l’ordre de l’erreur expérinieritale. Pourtant, si 
l’on veut décrire la collision de deux so1it)oris se déplaçant eri sens inverses, 
c’est l’équation de type de Boussinesq qu’il faut, choisir. 

4.7 Discussion 

Dans la mesure où la niodélisat,ion peut, animer ii décrire un rriêrrie systériie 
physique par des équations aussi différentes que les équat>ioris de KdV, NLS et 
de Boussinesq, on peut légit,inierrierit se derriander si la description n’est pas 
seulement le fruit d’hypotlièses ad hoc. Coniine rious l’avons montré dans In 
sect,ioii précédente, il y a du vrai dans ilrie telle affirrmtion si, par << 1iypot)hêsrs 
ad hoc », on entend hypotheses adaptées ii ce que l’on veut ciécrire, et nous 
espérons avoir dkrnontré que cela peut &re une approche tout A fait légitime 
et correcte. Bien entendu, lien que 1’6tiitle des c1ifférerit)es cl. 
rion-linéaires et de leur variantes fournisse toute une panoplie d’outils daris 
laquelle on peut puiser pour développer des rriotièles, les possibilités d’adapter 
la modélisation au problème sont limitées par des criteres de validité bien 
précis. Par exemple, on peut observer que les études sur les plasriias ne nous 
ont pas amenés à introduire ties équzkioris tie la famille sine-Gordori, c’est,- 
&dire des équations ayant des so1ut)ioris (le type soliton topologique. C’est, 
tout sirriplenierit parce que, daris le cas du plasma, le système n’a qu’un seul 
état foridaniental. Par ailleurs, pour le choix erit,re une description de KdV 
ou de NLS, out,re la nature irripulsioriiielle oil ondulatoire de l’excitation, il 
faut, aussi corisidércr son amplitude. La description de NLS est dkluite de 



l’kl11ilt ion de KtlV en utilisant un tlévelopperiieiit pertiirbatif dont le terrnc 
le plus bas est d’ordre E .  Elle est donc adaptéci iLu cas ties arriplitiides plus 
faibles que celles décrites par l‘bqiiatioii (le KdV, et ce n’est, pas un hasard si 
ses solutions ressemblent plus aux orides de l’équation liriéarisée que celles <le 
l’équation de KdV. Elle constitue iin intermédiaire entre la limite linéaire et 
la non-linéarité décrite par I’équ:it,iori de KdV. 

Pour obtenir des informations sur le comportement dominant dans un 
système physique indépendamment de l‘excitation initiale apnliquée, une dé- 
marche courante en physique consiste à travailler sur des modèles asympto- 
tiques simplifiés valables daris des régimes particuliers. Nous en présentons 
ici succinctement deux exemples, en hydrodynamique et pour les lignes élec- 
triques. 

4.7.1 Les ondes hydrodynamiques 

Deux réginies des ondes hydrodynarniques peuvent être considérés : 

~ Dans le cas d’une couche de fluide de profondeur faible, conforniénient 
au résultat établi dans l’aiiiiexe A, on aboutit B l’équation de KdV étudiée 
dans le chapitre 1, 

(4.64) 

I1 s’avère qu’au même ordre d’approximation, on peut obtenir 1251 l’équation 
de Berijarriiri-Bona-Ma~iony (BBM) 

ut + 11, + U U ,  + u,,, = O , 

?Lt + u, + ILU, - U,,t = O . (4.65) 

Cette équation, nioins connue, et donc moiris utilisée que sa cousine (4.64)’ 
ne possède pas les propriétés mathématiques de celle-ci niais a néanmoins un 
bien meilleur comportement pour les excitations très localisées dont le spectre 
spatial comporte des composantes de courtes longueurs d’orides, c’est-à-dire de 
grands vecteurs d’ondes, comme la figure 4.1 le met en évidence. On constate 
en effet sur la figure que, pour IC grand, la relation de dispersion issue de 
l’équation de KdV peut anierier w A s’annuler pour un vecteur d’onde non 
nui, ce qui est associé à line iristabilité, alors que celle que donne l’éqiiation 
de BBM n’a pas ce corriportemerit pathologique. 

Par ailleurs, pour évaluer la limite de validité de l’équation de KdV. il 
est nécessaire d’étudier la stabilité de ses oncles solitaires vis-à-vis de per- 
turbations transverses. Iritroduisoris une lorigueur d’onde typique p dans la 
directiori transverse 11% tout en restant dans le cadre des hypothèses de l’an- 
nexe A ayant permis d’aboutir à l’équation tie KdV. En supposant quc p est 
graiide par rapport ii l’extension spatiale du soliton de KtlV. on aboutit 1781 
à l’équation tie Katiorntsev-Petviashvili (KP) 
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Cette équation de KP possède une grande famille de solutions quasi- 
périodiques exactes, chacune ayant plusieurs phases indépendantes. Des 
coniparaisons récentes avec les expériences ont mis en évidence [67, 681 que la 
faniille des solutions à deux phases permettait de décrire de façon étorinarri- 
ment exacte des observations expérinientales sur les ondes en eau peu profonde 
lorsqu’elles développent des structures qui ne sont plus strictement unidimen- 
sionrielles. Les solutions plus sophistiquées avec un nombre plus grand de 
phases devraient permettre de décrire des pliénoniènes encore plus complexes. 

- Dans le cas d’une profondeur {( znfinze », au contraire, on peut obtenir 
une équation de NLS pour les ondes iiydrodynaniiques de la nianière suivante : 

on s’intéresse à l’évolution de l’enveloppe de la surface libre en supposant 
qu’elle varie lentement par rapport à l’espace et en fixant une variation rnaxi- 
male Sk du nombre d’onde de l’enveloppe des oscillations de la surface par 
rapport au norribre d’onde ko de ces oscillations. Les hypothèses exactes sont : 

1. 

2. 

E = AIL << 1 où A est une arriplitude et L une ext,ension spatiale 
caractéristique coninie précisé dans la figure de l’annexe A. 

d k / k o  = O(&), ce qui correspond au régime où il peut y avoir équilibre 
entre l’effet, non-linéaire et la dispersion de la niodulatiori lentement 
variable. 

Dans la limite où la profondeur h est telle que h / L  tend vers l’infini, on 
obtient [43] l’équation de NLS. L’instabilité rriodulationnelle à laquelle elle 
conduit est connue en hydrodynamique sous le nom d’instabilité de Benjarnin- 
Feir [24]. Bien qu’elle se produise en eau profonde, on peut percevoir ses effets 
jusqu’en bord de mer : si 1’011 observe les vagues qui arrivent sur une plage, on 
note presque toujours une modulation régulière de leur aniplitiide avec une 
période qui est généralerrient de 6 à 7 vagues. 

4.7.2 Les lignes électriques 

Les lignes électriques nomlinéaires fournissent un cas intéressant où l’on 
peut mettre en évidence expi.rinientalenient la coexistence de deux types de 
solitons dans le rnènie système physique : des solitons << impulsion )) et des 
<< solitons-enveloppe >>. Rappelons tout d’abord que nous avions établi que la 
ligne électrique introduite dans le chapitre 1, peut être décrite dans le cadre 
de l’approximation des milieux continus par l’éqimt ion 

-- Dans le chapitre 1. nous avons montré que cette équation de Boussinesq 
était une étape conduisant assez directenient à une équation de KdV 
en choisissant de manière adéquate les échelles de temps, d’espace et 
d’amplitude. 



132 Physique des solitons 

X 

FIG. 4.2 ~ Figure schéniatique montrant le type de solutions obtenues dans la 
ligne électrique non-linéaire selon que la classe de la condition initiale est de type 
impulsion (a) ou enveloppe (b). Dans chaque cas, le signal à gauche est celui que 
l’on produit avec un générateur usuel, et (le ou) les signaux à droite représentent 
l’allure de la tension dans la ligne quand les solitons se sont forrnés et se sont séparés 
des composantes linéaires qui ont aussi été créées par le signal du ghérateur .  

Dans I s  limite des amplitudes faihles, où la différence de potentiel Y est 
d’ordre E mais suffisarit,e pour exciter les non-linéarités, cette équation 
se réduit (cf. chap. 3) A une équation de NLS avec PQ > O. Cette condi- 
tion assure l’existciice de solitoris que l’on peut observer expérirnentale- 
merit [9]. 

Dans ce système, on prévoit donc l’existence possible de deux types de 
solitons qui peuvent exister pour des amplitudes d’excitation similaires. La 
création d’un type ou de l’autre n’est déterminée que par la nature du si- 
gnal électrique appliqué à l’extrémité de la ligne, comme schématisé sur la 
figure 4.2. Avec deux générateurs différents aux deux ext,rémités de la ligne, 
on peut donc produire une collision frontale entre un soliton impulsion et un 
soliton enveloppe. Les expériences niontrerit que, dans la limite de la pré- 
cision de mesure, ces deux types de solitons se croisent sans se détruire et 
pratiquement sans perdre d’énergie. 

Ce n’est pas vraiment surprenant car c‘est une caractéristique très géné- 
rale des systèmes non-linéaires de ne pas avoir m e  solut ion unique, et c’est 
ce qui fait toute leur richesse. Mais, en niêrne temps, cela pose un problème 
que la modélisation n’a pa,s encore résolu. On sait obt,eriir une équation adap- 
tée A chaque type de solution, effectivement satisfaisante pour le type qu’elle 
décrit quarid on la cornpare aux expériences dans lesquelles on rie génère 
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qu’un s e d  type de soliton. Mais aucune de ces équations n’est adaptée à dé- 
crire l’autre type. L’équation nori-linéaire << universelle )) pour analyser les 
expériences d’interaction entre un soliton enveloppe et un soliton impulsion 
reste encore à établir. 





Deuxième partie 

Méthodes mathématiques 
d’étude des solitons 





Avant-propos 

ES ÉQUATIONS À SOLITONS sont intéressantes pour leurs propriétés rna- L thérnatiqiies car elles décrivent des systèmes à nombre infini de degrés de 
liberté, t,otaienient intégrables, pour lesquels il existe des méthodes d’étude 
très élégantes, comme la rnét>liode d’inversiori des données de diffusion que 
nous alloris présenter dans cette partie. Pour un physicien, cependant, les 
solitons pourraient paraître plutôt (( ennuyeux )) puisqu’iiiie fois créés ils sur- 
vivent indéfiniment en subissant seulement des charigernents de phase lors des 
collisions. 

En fait? les applications physiques montrent que les choses ne sont éviderri- 
nient, pas aussi sirnples : les systèmes obéissant à des éqiiations de champs 
rion-linéaires ne sont, qu’approxiriiat,iverierit décrit,s par les équations des sys- 
tèmes intégrables solitons. Les solutions solitons ne représentent donc leurs 
propriétés pliysiqiies que localement et pour une durée limitée. Elles ~ i c  corist,i- 
tuent qu’une première approximation. 

Des phénomènes riégligés pour bt,ablir les équations & solitons comme : 
~ les ternies d’ordre supérieur daris 1’éqiiat)ioii. 
~ la dissipat,ion, 

~ les effets du réseau discret pour les applications en physique tlii solide 

iritervierinent, modifiant les caractéristiques des solitons sur des t,enips longs, 
ou de grandcs distances. 

On peut étudier tous ces effets par des théories de perturbation autour de la 
solution soliton ou par des méthodes de coordonri6cs collectives qui reviennent 
à traiter le solit,ori coniine un (( objet, D dont on étiidie la dynamique. C’est, ce 
qiie nous ferons daris les deux premiers chapit,res de &te partie. 

I1 existe égaleniant iiri autre problème intéressant d’un point de vue pliy- 
sique, celui de l’évolution d’une coriditiori initiale quelconque. On a vu qu’elle 
allait généralement produire des solit,ons, niais on peut) se derriander conibien 
et quelles seront leurs caractéristiques, etc. L’approche qui permet) de répondre 
A cet,t,e qiiest,ion est, la <( méthode d’inversion des dorinées de diffusion )) (in- 
verse scattering) que noiis décrirons daris le chapitre 7. Nous verrons enfin 
que cette niéthode, qui s’applique A des systèmes t,otalerrierit inti.grables, peut, 
aussi servir de point, de départ, pour une théorie pertiirhat,ive. 

une faible variation des paramètres daris l’espace ou le temps, 

notjanirnerit, etc.? 





Chapitre 5 

Linéarisation autour de la solution 
soliton 

A TOUTE PREMIÈRE APPROCHE à laquelle on pense quarid on veut étudier L l’effet d’une perturbation sur un soliton est d’utiliser la théorie de la ré- 
pome linéaire, c’est-à-dire de liriiiariser autour de la solution soliton. Cet te 
méthode est doric équivalente à une étude de stabilité linéaire du soliton. Elle 
rie sigriifie cependant pas que l’on ignore l‘aspect Ilon-linéaire du probli.rrie 
puisqu’on briéurzse autour de la solution rion-lanéare. 

5.1 Spectre des excitations d’un soliton 
sine- Gordon 

Corisidéroris, par exemple, l’équation de SG 

dont on a déjà identifié la solution soliton 

(5.1) 

ainsi que les solutions eri ondes planes O = A exp i ( k z  - ut) dorit, la relation 
de dispersion est w2 = wg + çiIC2. 

Intéressons-rious mairiteriant aux petites excitations autour de  la solution 
.solzton eri cherchant des solutioris dr  la forme 

Q(x, t )  = @(:I;’ t )  + y I ( x >  t )  avec 17/)(:r’ t)l < 1 . ( 5 . 3 )  

Corrinie l’équation SG est irivüriaiite par trarisforrriatiori de Lorentz, oii peut 
se placer daris le repère proprcl du soiitori, c’est-à-dire imposer ;i. la vitesse 0 
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d’être nulle, lu solution e(”) devenant indéperidante du temps. En reportant 
dans l’équation (5.1)’ on obtient 

en se limitant aux termes linéaires pour la perturbation +. L’équation se 
simplifie fortement en utilisant le fait que e(”) est solution de l’équation (5.1), 
et il rie reste que 

( 5 . 5 )  
2 $,tt - cg qxT + wo” cos e(”) q j  = 0 . 

En notant que 

1 - cos@’) = 2 ~ i n ~ ( B ( ~ ) / 2 )  = 2[2tan(Q(’)/4)/(1 + tan2(H(ç)/4))]2 (5.6) 

= 2 secli2(w()T/co) ’ (5.7) 

et en cherchant des solutions sous la forme 

on obtient l’équation suivante pour la fonction f 

c’est-à-dire une équation foririellernerit analogue ti l’équation de Schrodinger 
intlépeiidante du t,ernps, qui décrit l’état quantique d’une particule dans le 
potentiel 

V(Z) = W ;  (1 - 2 ~ c h  2 ( w ~ z / c o ) )  . (5.10) 

Le soliton se comporte donc coirinie un puits de potentiel pour les or~les  
linéaires, et 1’011 not,era que l’équat,ioii et le potentiel sont les nienies pour un 
soliton ou un arit,isoliton. 

Si l’on se soiivierit qu’une chaîne de pendules couplés par un ressort de 
torsion est décrite par l’équation de SG, on remarque que ce disposit,if inéca- 
nique simple permet d’illustrer expérirrieritalerrierit aussi bien la << Relativité 
restreinte B ? en révélant riotanirncrit la corit,ract,ioii de Lorentz? que la (< hléca- 
nique quaritique )) en nioritrarit la diffusion (l’un paquet d’ondes par lin puits 
de potentiel ! 

Le poteriticl V ( J )  est l’un des rares pot,entiels dont on puisse tléterriiiricr 
le spectre de rrianierc analytique. C’est 1111 problème classique de rriécanique 
quaritique [89, 1111 qui conduit aux résultat,s suivarit,s : 

~ 11 n’existe qu’un seul état lié correspondant B la valeur propre wb = O 
et & la fonction proprc localisée 

f b ( i )  = (2wo/co) sech(wos/co) . (5.11) 
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FIG. 5.1 ~ (a) Allure du potentiel V ( x )  = w i  (1 - 2sech2 ->. ‘‘=O (b) Représentation 
schématique du spectre des petites excitations autour du soliton sine-Gordon. Le 
point à w = O est la fréquence wb associée à la présence di1 soliton. 

Il s’agit de l’état lié de plus basse valeur propre d’une équation de Scliro- 
diriger à une dinierision. On sait que sa fonction propre rie doit pas avoir 
de racines et c’est bien ce que confirme la solution. 
Les fonctions propres du continuum, associées aux valeurs propres i.2 = 
w i  + c i k 2 ,  s’écrivent 

(5.12) 

et sont, telles que iirnz+hW jk..~;) = (‘/fi) exp[i(kz f 4 0 ) ]  où 410 = 

arctan(wo/cok). 

Les fonctions propres du continuum sont donc, ii graride distance, conipa- 
rables A des ondes planes ; c’est iin résultat que l’on pouvait prévoir puisque, 
dans ces régions, la solution solit,ori est pratiquement corist,:irite et  égale A une 
valeur corresporidarit & un rriiriiriiiirri du potjerit iel siriiisoïdal apparai 
l’énergie du système décrit par l’kquatiori de SG. C’est pourquoi, à graride dis- 
t,ance du cœur du solit,ori, les so1ut)ioris de l’éqiiûtjiori (5.5) correspoiiciciit aux 
orides planes déja dét,erniiriées corrime solutsion de l’éqiiat,iori de SG liriéarisée 
autour d’lin ét,at d’éqiiilibrc. Pour ces orides planes, la traversée dii soliton 
se traduit, uriiqiierricnt, par un tléphasagc de 240 : le potmentiel est dit rion 
réfléchissmt. C’est ilne caractkristiqiie des poterit,iels ociés aux systèmes 
intégrables, mais ce n’est, cependant, pas une condition suffisante d’irit>égra- 
hilit,é car les orides solitaires de certains systèmes il011 int,égrables (tel que 
le modde 44) créent aussi des pot,erit,iels non réfléchissants pour les ondes 
linéaires. 
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On notera sur le spectre représenté sur la figure 5.i(b) quc, par rapport 
ai1 spectre que l’on obtient en l’absence du soliton qui rie comprend que les 
frequences ul 2 OJO, la préserice du soliton est responsable de l’apparition 
d’une fréquence supplémentaire wb = O. En réalité, coImne le système doit 
avoir autarit de modes que de degrés de liberté, et que la présence du soliton 
n’ajoute pas de degré de liberté, ce mode doit forcément provenir d’un mode 
du continuum qui a changé de pulsation ?i cause du soliton. La forme en cloche 
de sa fonction propre montre qii’il s’agit en fait de l’ancien mode du bas du 
continuum (mode k = O en l’abseiiw du soliton) qiii a été localisé spatialemerit 
par la préserice du soliton. Les autres modes possèdent la niênie relation de 
dispersion qu’en l’absence de soliton, mais leur fonction propre est forterrierit 
niodifike dans le voisinage du centre du soliton. 

Le mode de pulsation nulle est important pour les théories des pertiirha- 
tions du soliton car il est associé A son invariance par translation. En effet, 
puisque l’équation de SG est invariante par toute translation selon L ,  la solu- 
tion û(’)(x - a )  est solution de cette équation quelle que soit la valeur de a et 
elle a la niérne énergie que la solution initiale O(’)(x). Ainsi, bien que la solu- 
tion soliton corresporidc & uri extrernuxii de l’hairiiltonien, elle ne correspond 
pas à ilri inininiimi mais elle est dans une situation de sfabalzfC nia.r.ginale par 
rapport (1 une translation. Si l’on effectue une petite translation du soliton, la 
variation de la solution est donnée par 

(5.13) 
qui est proportioriiielle à la fonction propre fb( . r ) ,  donnée par l’équation (5.11). 
Le coefficient de proportionnalité donne la valeur de la traiislation qui a été 
effectuée. Le mode de fréquence nulle est bien le mode de translation du 
soliton. C’est le mode de valeur propre nulle, appelé mode de Goldstone, qui 
apparaît daris toutes les théories de champ invariantes par translation. 

5.2 Application à l’étude des perturbations 
du soliton 

5.2.1 Présent at ion 
Les fonctions fb(x) et f k ( z ) ,  solutions de l’équation de Schrodinger (5.9) 

sont fonctions propres de l’opérateur spatial hermitique 

(5.14) 

Comme on le montre en mécanique quantique, elles constituent une base 
orthogonale dans l’espace des fonctions qui décrivent les petites déviations 
par rapport à la solution soliton. 
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Corrime la fonction f b  est réelle, les relations d’orthogonalité s’écrivent 

(5.15) 

alors que la relation de fermeture de la base s’écrit 

(5.18) 

On riote que la fonction fb(x) n’est pas norrnée : son coefficient est choisi pour 
qu’elle corresponde exactement à la dérivée de la solution soliton (mode de 
Goldstone). 

Cette base est tr@s pratique pour étudier l’évolution des solitons sine- 
Gordon sous l’effet de diverses perturbations [57] puisqu’elle permet tie doririer 
une interprétation directe des résultats : 

le coefficient de la fonction propre fb(x) est égal à l’opposé du déplace- 
rnerit du soliton sous l’effet de la perturbation (selon l’expression (5.13)) ; 

~ les contributions du continuum, en j k  (x), correspondent aux déforrria- 
tioiis du soliton. 

5.2.2 Exemple : réponse du soliton à une force extérieure 
en présence de dissipation 

Considérons l’équation de SG perturbée suivante : 

Ot t  - cgOrx + W ;  sin 8 + A& = E , (5.19) 

qui est de la même forme que l’équation que nous avions obtenue pour une 
jonction Josephson longue (cf. chap. 2)’ c’est-à-dire une équation de SG forcée 
par un terme constant et comportant un ternie d’arnortissenierit. 

Les calculs étant plus simples après élimination des colistarites, nous in- 
troduisons les variables saris dimerision suivantes : 

E x - . (5.20) 
Wn A 

t’ = wot, x = -z et nous posons r = - 
(‘O wo ’ WO 

L’équation se réduit ii 

B t t t ,  - O,,,, + sine + rBt, = x . (5.21) 

On se propose de déterminer ce que devient une solution soliton mobile A la 
vitesse ,O en présence du forçage et de l’amortissement. Si on suppose que le 
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forçage est faible (x << 1). on peut chercher la solution sous la forme d’une 
solution soliton perturbée 

O ( d ,  t’) = 6’(S) (J’ ,  t’) + ’45(2’, t’) . (5.22) 

Pour profiter de notre connaissance de la base des fonctions décrivant les 
petites déviations autour d’un soliton statique, il est intéressant d’effectuer 
une transformation de Lorentz pour se placer dans le repère propre du soliton. 
Introduisons donc les variables 

< = y(z’ - Pt ’ ) ,  T = ?(t’ - p d )  où y = l / d m  . (5.23) 

L’équation (5.21) conduit & 

QTT - BEE + sin 6’ + ry (e ,  ~ LW,) = x . (5.24) 

En reportant l’ansatz (5.22) dans cette équation, et en utilisant comme pré- 
cédemment le fait que est solution de l’équation de SG, on obtient 

gTT - + (1 - 2 sech’ E ) $  + yr$, - pyry‘iE = x + 2Pyr sech< , (5.25) 

en se limitant aux termes linéaires en $ et en utilisant l’identité Qc = $E + 
2sechE. 

Pour résoudre cette équation, nous allons développer la fonction $ sur la 
base de fonctions ( f b ,  f k )  définie précédemment (poiir passer aux variables adi- 
mensionnées, il suffit de poser wo = cg = 1 dans les expressions précédentes). 
On obtient donc 

+O0 

(5.26) 

Comme on développe la fonction $(El T )  à T fixé, les coefficients sur la base 
des fonctions d’espace f (< )  dépendent de la variable T .  Le facteur 1/8 est 
introduit pour que la fonction & ( T )  garde sa signification habituelle, &,(T) = 

d< f b (< )S) (< ,  T ) ,  compte tenu du fait que la fonction f b  n’est pas riorniée. 
Reportons ce développement (5.26) dans l’équation (5.25) et projetons sur 

les différentes fonctions propres de nianière successive. La projection sur f h .  

c’est-à-dire le produit par f b  suivi d’une intégration sur E ,  va nous permettre 
de décrire la translation di1 soliton. Le terme en y‘),,, donne simplement 

b< ?!‘v(<’ T ) f b ( < )  = i d ) b , ~ ~ ( T ) / & f b ( < ) f b ( < )  +/dk ‘$k T T ( T ) J ~ <  fb(<)fL(<) 

1 
‘$ (<>T)  = g d ) b ( T ) f b ( < )  + 1 dk d ) k ( T ) f k ( < )  . 

-cx3 

1 

(5.27) 
1 - 

- jj q)b.rr 
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Mais, corripte terlu de l‘équation (5.9) vérifiée par les fonctions f, la conibi- 
riaisori de cette expression avec le ternie (1 - 2 sech’ <)$ donne simplenierit 

1 
Xd%(T)Wh /@ fh(<)fb(c) + / d k  4 k ( 7 )  wk / d <  fb(<)fk(<) (5.28) 

qui est nulle puisque W b  = O et qiie la relation d’orthogorialite a~i~iiile le secorid 
terme. 

La contribution du terme en est sirripie car il ne subsiste que yr4b.T, en 
teriarit corripte des relatioris ci’orthogorialité. 

Le terme siiivarit en nécessite 1111 calcul plus explicite de la projection des 
dérivées fE sur f b .  On obtient, d’une part, 

d< sech < x (- sech < tanh <) = O (5.29) 

et, d’autre part, en utilisait 

(5.31) 

la projection 
portionnel ii f k  (orthogorialité) alors que le second terme donne 

d< ,fb(d f k / d < )  donnera un premier ternie nul puisqu’il est pro- 

cl< f b f k  +- (5.32) 
& W k ,  “ , - 

=O F ( k )  

en introduisant F ( k ) ,  la transformée de Fourier de la forictiori sech3 <. 
Enfin le membre de droite de l’éqiiation (5.25) conduit ii 

x 1 d( fb(() = 2x d( sech( = 27rx (5.33) 
-x 
+m 

et 1 d< fb(() sech < = 2 cl< sech2 < = 4 . (5.34) 

CC qui doriric fiIideKTiCKit pour la projection de l’eqiiatiori (5.25) sur lil 
foiiction fb(<) 
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De rnêrne, en projetant sur les fonctions propres du continuum, on obtient 
une équation pour &(r)  qui fait intervenir q$,(r). On aboutit donc à un 
système d’équations couplées en q$,(r) et (bk ( r )  dont la résolution directe 
n’est pas possible. On peut cependant obtenir une solution approchée pour la 
perturbation du soliton en procédant en deux étapes : 

(i) Dans un premier temps, on néglige la contribution du continimin dans 
l’équation en q$,(r), ce qui revient à étudier la réponse du soliton sans 
tenir compte de sa déformation. 

(ii) Dans un second temps, connaissant &(r) ,  on calcule 4 k  ( r ) ,  c’est-à-dire 
la déformation du soliton. On peut ensuite en déduire une correction à 
&(r)  en revenant à l’équation (5.35) et en y introduisant les valeurs de 
& ( r )  que 1’011 vient d’obtenir. Cela revient à affiner la solution par un 
processus itératif. 

L’étape (i) consiste donc à résoudre l’équation 

dont la solution est 

(5.36) 

(5.37) 

Puisque la fonction fb(E) correspond au mode de translation du soliton et que 
nous avons vu que son préfacteur dans l’équation (5.26)’ & , ( ~ ) / 8 ?  était égal à 
1 ’opposé du déplacement du ~ o ~ i t o l l . ,  ce déplacement causé par le t,erme x en 
présence d’amortissement est 

(5.38) 

Cette expression met en évidence qu’après une phase transitoire, le soliton 
atteint, pour des temps r >> l/yl?? une vitesse d’équilibre P‘ qui vaut 

P‘ = -P (1 + g)  (5.39) 

dans le repère niobile la vitesse p. Ce résultat est cohérent avec le fait qu’en 
l’absence de forçage extérieur ( x  = O) .  niais en présence d’amortissement, on 
obtiendra un soliton au repos daris le référentiel du laboratoire (p‘ = -@). 
En considérant la limite où il n’y aurait pas d’amortissement (r + O ) ,  on 
obtient bien une vitesse qui diverge en accord avcc le fait qu’il n’y aura pas 
d’équilibre stable. 

Si l’on revient aux cas dissipatifs (r # O)  et forcés ( x  > O ) ,  on peut rernar- 
quer que le soliton est ralenti, conforniénient à ce que suggère la figure 5.2 qui 
montre qu’un terme x positif, qui tend & augmenter la valeur de 8, déplace la 
position du soliton dans le sens négatif. 
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1 I ‘ ii 

FIG.  5 . 2  ~ Déplacement négatif d’un soliton sine-Gordon sous l’effet d’un forçage 
uniforme x > O. 

Les calculs de l’étape (ii) devenant vraiment fastidieux, nous ne les 
présenterons pas ici mais le lecteur intéressé pourra les trouver daris la ré- 
férence (571. Le résultat essentiel est une dissyrxiétrisation du soliton sous 
l’effet du forçage airisi qu’un léger changenient de la valeur 8, même loiri du 
soliton, correspondant tout simplement au décalage de la position d’équilibre 
tiii système sous l’effet du forçage extérieui. 

L’existence de cette déformation des ailes du soliton a donné naissance à 
une polémique sur les propriétés du soliton eri tarit que quasi-particule riewto- 
nienrie. En effet, lorsque 1,011 applique la force. le soliton réagit tout d’abord 
par une déforrriation d’ensemble pratiquement saris se déplacer, avant de se 
mettre en mouvernerit seulement daris un second temps. La première étape, 
contradictoire avcc un hypothétique comportement de quasi-particule, illustre 
un aspect important de la dynamique des solitons : bien que leurs proprié- 
tés de stabilité et de résistance lors des collisions fassent penser indubitable- 
ment à des particules, il faut plutôt avoir & l’esprit des particules déformables. 
Corrinie nous le verrons en particulier dans le cas du modèle 44, l’existence 
de cette possibilite de déformation peut modifier proforidérrierit la dynamique 
du soliton. 

L’expression (5.37) met cependant en évidence I P S  limates de  la méthode 
perturbatwe utilisée puisque la forictiori &,( 7 )  croît linéairement avec la va- 
riable 7 .  Pour des tcrrips longs, $ b ( r )  rie peut plus être considéré comme une 
perturbation. Le résultat que nous avons obtenu n’est donc valable qde pour 
décrirc la mise eri mouvement du soliton, donc pour des temps courts. Au- 
delà, on devra recourir A des niéthodes différentes, comme la méthode des 
coordonnées collectives que nous verrons au chapitre suivant. 
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La méthode présentée ici est cependant intéressante car elle tierit compte 
des déformations du soliton. Elle est particulièrement bien adaptée pour étu- 
dier l’interaction du soliton avec une perturbation localisée, qui ne conduira 
pas & une croissance indéfinie de la perturb‘ rl. t ’  1011. 

D Pour upprofondzr : On considère l’interaction d’un soliton sine-Gordon avec 
un potentiel perturbateur g(z) décrite par l’hamiltoriien 

cosd) - (5.40) 

Ori considérera le cas où g ( s )  = Y ( s  -.CO) - Y ( J  + Q), où Y(,) corres- 
pond ii la fonction échelon de Heaviside : 

1. écrire l’équation du mouvement ; 
2. en développant la pertiirbation du soliton sur la base ( f b ( x ) ,  f k ( z ) ) ,  

écrire l’équation vérifiée par le coefficient de f b ( ~ )  ; 

3. par intégration de l’équation donnant le coefficient de f b ,  montrer 
que le soliton ne subit qu’un déphasage & la traversée du potentiel 
perturbateur et étudier qualitativenient la variation de vitesse pour 
lin soliton ou un anti-soliton au niveau du défaut. On notera qu’il 
n’est pas nécessaire d’obtenir une expression explicite de toutes les 
intégrales intervenant dans le calcul pour faire cette étude. 

La  solution peut être trouvée daris la référence [57]. 

5.3 Spectre des excitations d’un soliton 44 
L’étude du modèle 44 décrit par l’harniltonieri 

(5.41) 

se fait conime celle du modèle sine-Gordon. Les résultats présentent cependant 
une différence qualit,ative aux conséquences importantes. 

Lorsque l’on reporte l’ansatz 4 = ~ s ( x )  + $(xl t )  dans l’équation du mou- 
venient correspondante, on obtient l’équation linéarisée en .ic, suivante : 

(5.42) 

en utilisant bien sûr l’expression de la solution soliton 4s = tanh(z/f i ) .  

$(z1 t )  = e ~ z ‘ “ t f ( x ) ,  on obtient l’équation de Schrodinger suivante : 
En cherchant, coiiiIiie dans le cas sine-Gordon, une solution de la forme 

(5.43) 
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I1 est remarquable de rioter que la forme du potentiel obtenu daris le cas sine- 
Gordon était identique, mais qu’ici le rapport de la profondeur sur la largeur 
est plus grand et permet l’existence de deux états liés [û9, 1111. 

Outre les états déiocaiisés du continuum qui coinniencent à wC = 2 ,  oil 
trouve toujours l’état lié w = O ,  correspondant au mode de translation 

(5.44) 

w 

Jz 
J3/2 

O I 

FIG. 5.3 ~~ Spectre des excitations du  soliton 4h4 et allure du  premier état excité 
f l ( Z ) .  

I1 existe cependant un deiixièrrie état lié corresporidarit & wf  = 3 / 2 ,  associé 
à la fonction propre 

(5.45) 

qui correspond à un m o d e  localis6 de dkforrnution du solitort, sans trarisl. d t ’  1011 

puisque le centre n’est pas affecté par ce mode impair (Jcixfl(5) = O).  Ce 
mode, represent6 sur la figure 5 . 3 ,  correspond en réalité à iiiie oscillat,iori de 
la pente du soliton A la pulsation ul l  . 

Par conséquent , co1it)rairernerit ai1 cas de sirie-Gordon où les excitations 
possibles du soliton correspondent à iirie translat,iori ou à un mode délocalisé 
ciii corit,inuurri, le soliton di4 peut, réagir par une excitation de son mode  in- 
t e m e  : on peut tloric le considérer comme une quasi-particule po 
inode d’excitation qui lui est propre. Ce niode peut stocker de l’énergie, qui 
sera déplacée par le soliton puisque c’est iin mode localisé autour du soli- 
tori. Ne faisant, pas partie de l’éncrgie cinétique de trarislatiori, il peut, donc 
modifier proforidénient la  dynamique di1 soliton. 

Son cxisterice est,, par exemple. perceptible lorsque le soliton est perturbé 
par 1111 poteriticl spatialemerit, périodiqiie. En effet, si le soliton se déplace & 
vit,esse 21 par rapport à ce pot,eiitiel de période spatiale r?, il perçoit une per- 
turbatiori tlCpcridantc du temps, de période T = t / ~ .  Lorsque T coïncide avec 
Ti = 27r/dL% il y a résonance avec le mode interne et, une part,ie de l’énergie 
cirietique dii soliton y est, t,ransférée. Ce phénomène est ainsi responsable d’lin 
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mécanisme de sélection de vitesse pour le soliton [54]. Mais les effets de l’exci- 
tation du mode interne sont encore beaucoup plus spectaculaires lorsque l’on 
étudie les collisions soliton-antisoliton dans le modèle 44 [34]. 

Comme nous l’avons déjà indiqué dans la section (2.4)’ dans le cas du 
modèle 44, l’emploi du ternie (( soliton )) pour les solutions (souvent appe- 
lées (( kinks D) est abusif : ce ne sont pas des solitons exacts et leur énergie 
n’est pas rigoureusement préservée lors des collisions. Les collisions excitent 
en particulier le mode interne des solitons et l’énergie qui y est stockée est 
empruntée à l’énergie cinétique des solitons qui émergent de la collision avec 
une vitesse finale w ~ f ,  inférieure à leur vitesse initiale ui comme le met très 
bien en évidence la figure 5.4. 

v = 0 . 5  
I O O ~ I  

O 0  
O 50 100 

t 

FIG. 5.4 ~ Collision d’un kink et d’un anti-kink dans le modèle 4s4 avec une grande 
vitesse initiale uuz. La position des deux solitons est représentée en fonction du temps. 
Après la zone de collision, les deux solitons se déplacent avec une vitesse finale u ~ f  net- 
tement plus faible qu’avant leur interaction : une partie de l’énergie est passée dans 
l’oscillation de la pente des deux solitons. La discontinuité apparente des trajectoires 
provient du fait que, au moment de la collision, le champ 4 passe momentanément 
par une valeur très faible et que la position du soliton et de l’antisoliton ne sont plus 
définies. 

Comme nous avons vu qu’un kink et un anti-kink interagisserit de rna- 
nière attractive, si le transfert d’énergie cinétique vers le mode interne est 
trop important, les deux excitations ne peuvent s’échapper de leur potentiel 
attractif et forment alors une paire d’excitations oscillant l’une par rapport 
à l’autre, conime le breather de sirie-Gordon : c’est ce que montre l’exemple 
présenté sur la figure 5.5. I1 est cependant important de noter que le breather 
n’est, pas une solution exacte du modèle 44, puisqu’une érnissiori permanente 
d’énergie sous la forme des états du continuum induit une lente diminution 
de son amplitude. 
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v=0.25 

l o o  7 
O 50 100 

t 

FIG. 5.5 - Collision d’un kink et d’un anti-kink dans le modèle 4* avec une faible 
vitesse initiale w2. Après la zone de collision, les deux solitons forment un breather, 
comme le montrent les oscillations temporelles. 

I1 existe donc une vitesse critique uc en-dessous de laquelle le transfert 
d’énergie vers le mode interne est supérieur à l’énergie cinétique initiale. Le 
soliton est capturé par le potentiel attractif de l’aritisoliton (fig. 2.10). Cepen- 
dant l’énergie tr<Wniise vers le mode interne n’est pas perdue pour ies deux 
excitations puisque le mode interne est localisé. Par conséquent, une collision 
peut exciter ou désexciter un mode interne. Dans ce dernier cas, il y a un 
transfert de l’énergie du mode interne vers l’énergie cinétique des solitons. La 
possibilité de désexciter le mode interne daris une collision se déduit simple- 
merit de l’équation d’évolution. Puisqu’elle ne contient que des dérivées d’ordre 
deux par rapport & la variable temporelle, elle est irivariarite par changement 
du signe de t .  Par conséquent, si les deux solitons arrivent au second point de 
collision avec des phases du mode interne identiques & ce qu’elles étaient à la 
sortie de la première collision, la secoride collision sera exactement l’inverse 
de la première et désexcitera le mode interrie : les deux solitons auront alors 
assez d’énergie pour échapper à leur potentiel attractif et repartiront à l’infini. 
C’est ce que met en évidence la figure 5.6. 

On a,  par conséquent, dans ce cas, un phénomène de collision résonante à 
basse vitesse qui se traduit par une réflexion des deux excitations. Ce méca- 
nisme a lieu lorsque la durée entre les deux collisions vaut T I 2  = nT1 + 6, où 
6 est un facteur de phase lié à la phase du mode interne après collision et Ti 
la période du mode interne. C’est ce mécanisme qui est à l’origine d’une série 
de fenêtres résonantes daris lesquelles les deux solitons se séparent, bien que 
leur vitesse initiale ait été inférieure à la vitesse critique uc (cf. fig. 5.7). 

Un phénomène analogue existe [33] daris le modèle double sine-Gordon 
pour lequel le mode interne correspond à une oscillation de la dist>arice 
relative des deux e sous-solitons D. Daris ce cas, il a été possible de mettre 
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u=o.2 

O 50 1 O 0  
t 

FIG. 5.6 ~ Collision résonante d’un kink et d’un anti-kink dans le modèle q’14. 
Après la première collision, les deux solitons ont leur mode interne excité alors qu’ils 
repartent sans excitation interne après la seconde collision. 

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 
Vitesse initiale 

FIG. 5.7 ~ Diagramme donnant la vitesse de sortie en fonction de la vitesse ini- 
tiale pour la collision d’un soliton et d’un aritisoliton dans le modèle q’14 (d’après la 
référence [34]). 

en évidence des résonances d’ordre deux (c’est,-à-dire se produisant après la 
troisième collision), trois, quatre, etc. Sur un diagrarnrne analogue à celui de la 
figure 5.7, les résonances d’ordre deux se traduisent par une série de fenêtres 
secondaires de part et d’autre de la résonance principale. Chaque fenêtre 
secondaire ayant à son tour sur ses bords un ensemble de fenêtres tertiaires, 
etc. On observe en outre une auto-similarité qui s’interprète bien en ternies 
d’excitation du mode interne : la distribution des fenêtres secondaires par rap- 
port au bord d’une fenêt,re primaire est, identique, à un fact,eur d’échelle près, 
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à la distribution des fenêtres primaires par rapport à la vitjese critique PI,. Le 
diagramme 7jf = f ( u i )  prend donc une allure fractale. L’auto-similarité ne se 
poursuit cependant pas R toutes les bclielles car, outre l’excitation du mode 
interne, chaque collision excite aussi évidemment des modes du continuum 
qui ne sont pas localisés et dont l’énergie rayonnée loin des solit,oris est, perdue 
pour les deux excitations. 

Cet exemple illust,re l’importance du spectre des excitations autour de la 
solution soliton pour dét,erminer la dynamique des solitons. Cependant, pour 
étudier la dynamique complexe qui résulte de l’existence du riiode internc 
du soliton il faut avoir recours à une autre niétliode qu’un simple dé- 
veloppement perturbatif autour du soliton. On peut utiliser la méthode des 
coordonriées collectives que nous présentons au chapitre suivant. 





Chapitre 6 

Méthode des coordonnées 
collectives 

E CHAPITRE PRÉCÉDENT mis en évidence la puissance des descriptions L perturbatives niais aussi leurs limites : lorsqu’ori applique à un soliton 
une perturbation qui provoque son mouvement d’erisernble, la perturbation 
diverge. 

Nous avons vu par ailleurs que les solitons sont des << objets D particu- 
lièrement stables dont les propriétés font penser à celles de quasi-particules. 
I1 apparaît donc naturel d’introduire une coordonnée de position pour cette 
quasi-particule. En utilisant cette approche, on remplace le champ et son iri- 
tensité, décrits par une infinité de degrés de liberté. par un objet repéré par une 
ou plusieurs coordomiées que l’on appelle coordonnées collectzves, puisqu’elles 
représentent tout un ensemble de degrés de liberté du système physique. 

Cette méthode n’a de sens que si les propriétés du champ sont telles que 
1’« objet )) que l’on caractérise par les coordonnées collectives a une réelle in- 
dividualité même en présence de perturbations. Nous verrons que l’hypothèse 
est tout à fait justifiée daris le cas des solitons. Ceperidant, la méthode des 
coordonnées collectives est line méthode variationnelle, et coninie toute nié- 
thode de ce type, elle ne peut donner des résultats satisfaisants que si la classe 
de fonctions que l’on utilise pour approcher la solution exacte est appropriée, 
c’est-à-dire si l’on choisit convenablemerit les coorciomiées collectives. 

6.1 Soliton sine-Gordon en présence 
d’une impureté : méthode du lagrangien 
effectif 

Considéroris par exemple le cas de la chaîne de pendules dans laquelle l’un 
des pendules. tout en ayant le même moment d’inertie que les autres, a soti 
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centre de gravité placé à une distance de l’axe dzfférente des autres : cela 
modifie donc son énergie potentielle de pesanteur. Si le centre de gravité du 
pendule défectueux, d’indice O, est situé à la distance e(1 - E )  au lieu de P. 
l’hamiltonien de la chaîne est 

1 d&(t’) 2 1  
H = - I  (-.) + ,c(e,+, - e# + nbge (1 - &STLO) (1 - cos&) 2 

(6.1) 
En passant à l’approximation des niilieux continus et en introduisant des 
variables temporelles et spatiales sans dimension convenablement choisies, on 
obtient l’hamiltonien 

On se propose de calculer l’effet de la perturbation E S ( J )  sur un soliton sirie- 
Gordon arrivant sur le défaut avec une vitesse faible ( T I  << 1). 

L’idée de la méthode consiste à admettre que le soliton sine-Gordon non 
perturbé 

û(x,t) = 4arctanexp ~ E 4arctanexp(x - l i t )  pour u << I ~ 

(6.3) 
(Ji%) 

conserve sa forme mais que sa position n’est plus égale à tit mais à une valeur 
X ( t )  qu’on se propose de déterminer. On fait doiic l’hypothèse qu’en présence 
de la perturbation la solution s’écrit 

û x ( z , t )  = 4arctanexp[z - X ( t ) ]  , (6.4) 

où X ( t )  est la coordonnée collective de position du soliton. La méthode appa- 
raît donc comme une méthode variationnelle. On cherche une solution appro- 
chée dans une classe particulière de fonctions (ici l’expression de la solution 
soliton) dépendant de paramètres (ici X ( t ) )  que l’on va déterminer pour 
obtenir une approximation optimale de la solution exacte. Dans la mesure 
où l’on décrit le soliton avec la même forme fonctionnelle que la solution non 
perturbée, la méthode ne peut pas décrire ses déformations, contrairement 
à l’approche perturbative du chapitre 5. On peut remarquer que l’on aurait 
également pu choisir une solution de la forme 

pour introduire le facteur de contraction de Lorentz. Cette expression coni- 
plique fortement les calculs et l’amélioration qu’elle apporte est illusoire car, 
dans la méthode des coordonnées collectives, on ignore d’autres corrections 
qui peuvent être plus grandes et en particulier une éventuelle émission de 
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radiations par le soliton quand il rencontre l’impureté. La méthode de pertur- 
bation étudiée au chapitre précédent peut inclure les déformations du soliton 
ou les ondes non localisées qu’il est susceptible d’émettre, niais elle est inca- 
pable de décrire une modification profonde de son mouvement comme, par 
exemple, une réflexion par l’impureté. 

Pour écrire les équations d’évolution du système, le formalisme harnilto- 
nieri est peu commode car il impose de déterminer le moment conjugué de la 
variable collective. I1 est plus simple de considérer le lagrangien 

dont dérive l’équation du mouvement 

Ott  - OzT + (1 - E S ( Z ) )  sin0 = 0 . (6.7) 

En reportant l’ansatz (6.4) dans le lagrangien (6.6)’ on obtient l’expression 
suivante 

L = d z  2 X 2  sech2(z - X )  - 2 sech2(z ~ X )  - 2 (1 - E ~ ( x ) )  sech2(z - X ) ]  .i[ 
= 4 X 2  - U ( X )  en posant U ( X )  = 8 - 2~ sech2 X , (6.8) 

dans laquelle on a noté par un point la dérivée par rapport au temps de la 
fonction d’une variable X ( t ) ,  comme on le fait souvent en mécanique. L’ex- 
pression à laquelle on est arrivé après intégration spatiale est formellenient 
identique au lagrangien d’une particule mobile dans un potentiel U ( X ) .  Cette 
particule a une masse mo = 8, corifornie à la valeur de la masse du soliton 
que l’on avait obtenue par le calcul de l’énergie du soliton sine-Gordon (cf. 
équation (2.26) écrite avec des variables bans dimension). 

En l’absence d’impureté ( E  = O),  le potentiel est constant : le mouvement 
du soliton s’effectuera donc à vitesse constante comme attendu. En revanche, 
si E > O, on trouve que l’impureté crée un potentiel attractif pour le soliton. 
À partir de l’équation du niouvernent qui résulte de ce lagrarigieri 

8 X  + 4~ sech’ X tanh X = O 

on obtient par multiplication par X et intégration 

, 

, (6.9) 

(6.10) 

C étant une constante d’intégration que l’on peut déterminer en utilisant la 
situation que l’on s’est imposée comme condition initiale : le soliton est envoyé 
sur l’impureté avec la vitesse 7 ’ .  Ainsi, pour X + -CO, X = 71, ce qui donne 
C = v2. Après séparation des variables, on a 

E 
X 2  = - sech2 X + C 

2 

(6.11) 
dX 
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En choisissant l’origine des temps lorsque X = O ,  on obtient 

(6.12) 

En introduisant la constante a = z / 1 s E / o  et le changement de variable 
au = sinhc, on aboutit à 

sinh X / a  du 1 sinli X / N  
= - [arg sirihu] O (6.13) 

qui conduit finalement à la solution 

X ( t )  = arcsinh ( a  sinh(vt)) . (6.14) 

Ce calcul permet donc de déterminer la position du soliton à chaque instarit 
en présence de l’impureté. Dans le cas E > O, qui correspond à une impureté 
attractive, la solution (6.14) indique que le soliton accélère en s’approchant de 
l’impureté, puis reprend sa vitesse initiale quarid il l’a dépassée (cf. fig. 6.1). 
Coninie le soliton a parcouru une partie de son trajet à une vitesse supérieure 
à celle qu’il aurait, sans impureté, on trouve que le seul effet de l’impureté sur 
la dynamique du soliton est, une avance de phase. 

-50 O 50  
t 

FIG. 6.1 ~ Évolution temporelle de la position du soliton X ( t )  dans le cas v = 0 , i  
et E = 0,3. 

Cependant, une étude par simulation numérique directe à partir de l’équa- 
tion de champ (6.7) montre qu’à faible vitesse initiale le soliton peut émerger 
de l’interaction avec l’impureté avec une vitesse inférieure à sa vitesse initiale, 
ou même être piégé par l’zmpureté. Le calcul par les coordonnées collectives 
que nous venons de présenter est donc, dans certains cas, en contradiction 
complète avec le résultat correct. C’est une illustration classique des lirni- 
tations des niéthodes variatioririelles : la réussite de la niéthode repose de 
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manière essentielle sur la forme de solution que l’on se doririe, et l’on rie peut 
trouver que les résultats que cette forme perniet de décrire. 

Or, la fonction (6.4) choisie suppose que le champ est décrit uniquement 
par un soliton. Quand celui-ci est à grande distance de l’impureté (pour 
t 4 &m), il n’interagit plus avec l‘impureté, et l’énergie du système est 
constituée uniquement de l’énergie du soliton. Puisque le système est coriser- 
vat,if, le soliton retrouve pour f 4 +m l’énergie qu’il avait pour t 4 -00. 

I1 n’est donc pas surprenant de trouver qu’il conserve sa vitesse après avoir 
traversé 1’irnpuret)é. L’augmentation temporaire de vitesse au niveaii de l’iin- 
pureté s’explique également par la conservation de l’énergie, puisque dans le 
cas E > O, l’énergie potentielle de pesanteur diminue lorsque le soliton arrive 
sur le pendule << défectueux ». Cette diminut,ion doit donc être compensée par 
une augmentation de l’énergie cinétique porn conserver l’énergie totale. 

Le résultat décevant que nous avons obtenu ne signifie pas que la méthode 
des coordoririées collectives est intrinsèquement mauvaise, mais il doit rious 
inciter à prendre des précautions pour l’appliquer correct,errierit>. 

6.2 Amélioration de la méthode : introduction 
d’une seconde coordonnée collective 

Pour fournir des résultats corrects, la méthode des coordonnées collectives 
doit être précédée d’une analyse des propriétés du système pour déterminer 
quels sont les modes qui peuvent irit,ervenir dans sa dynamique. On peut s’ai- 
der de siniulations numériques des équations complètes qui donrierit, souvent 
des indications ut,iles. Elles montrent ainsi que, rnèrrie lorsque le soliton n’est, 
pas piégé, la vitesse firiale est inférieure à la vitesse iriitialc ct qu’il subsiste 
sur le site de l’impureté une oscillation localisée. D’autres indications très 
irriportarites peiivent être données par l’étude des équations de moiiveinent~ 
linéarisées. 

Considérons la version linéarisée de l’équation (6.7) 

Qtt ~ Qzz + (1 - &S(Z)) Q O . (6.15) 

Elle possède des solutions oscillantes de la forme û ( x , t )  = r i n t f ( z ) ,  où la 
fonction f (x )  est solution de l’équation 

~ fsz + (1 - E 6 ( Z ) ) f ( Z )  = O”(.) (6.16) 

qui est encore une équation forrriellenient analogue à iirie équation de 
Sclirodinger, avec un potentiel correspondant à la fonction 6 de Dirac. Un 
tel potentiel possède un état lié 

(6.17) 
E 2  

ElXl A -- 
f ( ~ )  = - e 2 

2 
correspondant à R2 = 1 - - , 

4 
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qui décroît exponentielleirierit quand on s’éloigne de l’impureté. Par corisé- 
quent, outre la solution soliton et, les oxides planes non localisées, l’équa- 
tion (6.7) possède la solution réelle localisée suivante : 

Comme ce mode localisé peut stocker une partie de l’énergie du soliton, on 
doit absolument l’inclure dans les coordonnées collectives pour obtenir un 
résultat correct. Sa dépendance spatiale est déterminée par la nature de l’ini- 
pureté (c’est-à-dire la valeur du paramètre E ) ,  mais son amplitude dépend de 
l’interaction avec le soliton. On choisit donc 

- 
û ( ~ ,  t )  = 4arctan [exp (z - X ( t ) ) ]  + a ( t )  e 2 , (6.19) 

pour le calcul des coordonnées collectives. On introduit ainsi deux coordonnées 
collectives : la position du soliton X ( t )  et l’amplitude du mode localisé a ( t ) .  

Ori procède ensuite coninie précédennnerit pour obtenir un lagrangien 
effectif. en faisant l’hypothèse que X ,  a et u sont faibles ( X ,  a et u d’ordre 
E ) ,  c’est-à-dire que la solution suppose un mode d’impureté faiblement excité 
et cornine précédemment un soliton lent. I1 suffit alors de remplacer l’an- 
satz (6.19) dans l’expression du lagrarigien (6.6)’ en se limitant aux ordres les 
plus bas. On développe le terme nori-linéaire en tenant compte du fait que le 
mode d’impureté n’est que faiblement excité, ce qui donnc 

C I X  a” 
2 

= 2  sech2(x - X )  - 2 a e - 2  sech(z - X )  tanh(z - X )  

1 - cos 0 =1 - cos 8~ + a e - 2  sin Ox + -e-E121 cos 6 ’ ~  + 0 ( a 3 )  (6.20) 
E l S I  

a2 E I X  

2 
f -r:-T (1 - 2 sech2(1i: - X ) )  + 0 ( a 3 )  . 

(6.21) 

Lorsque l’on procède à l’intégration spatiale pour obtenir le lagrangien effec- 
tif, on distingue deux catégories de termes traduisant l’interaction soliton- 
impureté : 

~ les ternies d’interaction vzu le site d’impureté pour les intégrales corite- 

~ les termes d’interaction directe pour les intégrales de la forme 
riant la fonction 6(x) ; 

d r  sech(z ~ X )  . (6.22) 

Elles sont formellement calculables mais faibles sauf lorsque la variable 
collective X est proche de l’impureté ( X  Y O).  Conirrie ces ternies sont 
facteurs de ax, ou bien de a2 qui sont déjà d’ordre par hypothèse, 
on peut les négliger. 

J’ 



6. Méthode des coordorm6e.s collectives 161 

Compte tenu des approxirriatioris précisées ci-dessus, on obtient, pour le 
lagrarigien effectif, l’expression 

1 
L = 4 X z  - 8 + 2~sech’ X + - [hz  - R2a2]  + & n F ( X )  + & n 2 G ( X )  , (6 23) 

en introduisant Ia pulsation du riiotie localisé R2 = 1 - 2 / 4 ,  ainsi qu’en po- 
sant G ( X )  = - sech2 X et F ( X )  = 2 secli X tanh x.  Ce lagrarigien généralise 
l’expression (6.8) trouvée précétieriirrierit puisque l’on retrouve la coritrihitiori 
du soliton, niais égalerrierit une coritributiori du mode localisé seul et eiifiri 
un terme de couplage resporisable de l’échange d’éiiergie eritre le soliton et le 
mode localist. 

Les équations d’évolution pour les deux coordonnées collectives qui d é  
rivent de ce lagrarigieri sont : 

E 

= O = S X  + 4&sech2 X t anhX - & a F ’ ( X )  - &a2G’(X)  (6.24) 
d d L  d L  
a t a x  d X  

1 (1 d L  d L  
dt du du E 

= O = - [2i i  + 2Rza] - E F ( X )  - ~ E u G ( X )  , _ _ _  - - (6.25) 

F‘ et G‘ étant les dérivées de F et G par rapport à X .  Les équations (6.24) 
et (6.25) sont beaucoup plus sirriples que les équations de champ iriitiales 
puisqu’il rie s’agit que de deux équations différent,ielles couplées. C’est l’intérêt 
de la rriét,hode des coordonnées collectjives : elle réduit 1111 problème avec uii 
riornhre infini de degrés de liberté 

Néarimoins, ces deux équations sont encore difficiles à résoudre arialytique- 
merit, piiisqu’elles sont iioIi-liiiéaires. Le corriporterrierit dii système peut être 
aisément étudié à partir ties deux (.quatioris par simulat,iori riiiriiériqiie ilvc’c 
les coritlitioris iriit,iales siiivarites : on choisit iirie graride valeur négative pour 
X ,  X ( O )  est égal ii la vitesse initiale 1 1 ,  et erifiri, a ( ( ) )  = U ( O )  = O ,  car le rriotlc 
localisé est initialenierit riori excité. Par rapport, à la sirriulat>iori riurriériqiie 
du  système corriplet, le gain est corisidérable puisque l’on s’est rilïïierié à deux 
éqiiatioiis différentielles au lieu d’iirie équation aux dérivées partsielles. 

Mais, hien sûr, après avoir effectué lin calcul arialytique pour réduire la 
complexité du problème, oii aimerait poursuivre lii niéthode arialyt iqiie jus- 
qu’au bout. À di.faut d’ohteriir une expression pour ~ ( t )  et a ( t ) ,  il est possible 
d’obtenir arialytiquerrierit tine condition approchée pour le piégeage dii soli- 
ton en (1ét)errriiriaiit la quarit,ité d’énergie qu’il transmet au mode localisé. Les 
étapes sont les suivantes : 

~ daris chaque équatiori, on néglige le terme d’ordre le plus élevé, &n2G’(X) 
dans la première et c a G ( X )  dans la seconde ; 

~ on cherche ensuite à évaluer 1’excitat)iori du mode localisé eri adriiet,tarit 
que, peritlarit la phase oi i  le soliton s’approche tie l’impureté, X ( t )  évolue 
selori la loi (6.14)’ trouvée eri l’absence du mode localisé. 

On peut alors résoudre l’éqiiatioii d’évolutiori du riiode h i & é  qui est 
forcée par un terme F ( X ( t ) )  = f ( t )  qui. selori la secoride hypothèse, est 

un problème i deux degrés de liberté. 
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maintenant connu 

2 sinhX(t) E’CY sinhvt 
a+(] u =  - - - = f (t) ’ (6.26) 

2 cosh2 X(t)  1 + a2 sinh’ î ~ t  

Cette équation est plus facile A résoudre en posant < = u + ?Ra,  car on obtient 
l’équation du premier ordre 

,% < - W = f ( t )  . (6.27) 

La solution de l’équation sans second nierribre est de la forme <(t)  = Ae’“. 
Par la méthode de la variation de la constante A, on obtient = f ( f ) .  
On en déduit par conséquent que 

L’expression de l’énergie stockée daris le mode localisé peut être déduite de 
l’expression du lagrangieri (6.23)’ en pensant que, dans le lagrangieri, l’éner- 
gie potentielle est précédée du signe - . La valeur de la somme de l’énergie 
cinétique et de l’énergie potentielle dans le mode localisé est donc 

dont on peut déduire 
passage du soliton 

El% =,  

(6.29) 

l’énergie qui subsiste daris le mode localisé après le 

1 1 
El”, = - (CL2 + 0 2 2 )  = - I t12  

E E 

(6.30) 

correspondant au carré du module de la composante de Fourier de f ( 7 )  à la 
pulsation du mode localisé. 

On obtient une condition approchée pour le piégeage en égalant l’énergie 
cinétique initiale du soliton E, = 4u2 et l’énergie finale piégée dans le mode 
localisé E,O,, c’est-à-dire en écrivant que toute l’énergie cinétique initiale du 
soliton est transférée au mode localisé. Malgré les approxiniatioris faites, le 
résultat est en bon accord avec les simulations numériques. 

Les équations (6.24) et (6.25) pour les coordonnées collectives peuvent 
même prévoir des effets plus subtils coniine des résonances dans la diffusion 
des solitoris par l’impureté : de manière très sirnilaire & la description présentée 
dans le cadre du rriodèle 44, après une ou deux oscillations autour du site 
d’impureté, le soliton piégé peut regagner l’énergie temporairement stockée 
dans le mode localisé et se détacher de l’impureté [53]. 

Les excrriples d’utilisation des coordoririées collectives que nous avons trai- 
tés ont concerné les solitons topologiques du niodèle sine-Gordon, niais la 
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même approche peut être appliquée à d’autres équations à solitons. Le cas 
des solitoris topologiques est favorable, lion seulement car ils sont extrême- 
nierit stables, mais aussi parce que leur aniplitude est fixée ce qui permet 
d’envisager une première approche avec une seule variable collective : la va- 
riable de position. Dans le cas du modèle 44, il est nécessaire d’iricliire le 
mode localisé de déformation du soliton en tarit que coordonnée collective car 
il peut stocker de l’énergie comme nous l’avons vu à propos des collisions. 

D’une manière générale, pour déterminer les coordonnées collectives dont 
on doit tenir compte, il est utile d’examiner le spectre des excitations localisées 
du système en l’absence et en présence d’un soliton ; 011 y trouvera toujours 
le mode de translation qui sera associé à la coordonnée de position, mais 
éventuellement d’autres niodes (coniine le mode localisé du soliton 44 ou le 
niode d’impureté de l’exemple que nous venons de traiter). I1 faudra faire 
correspondre une coordorir1i.e collective à chacun d’entre eux. Enfin. lorsque 
l’on considère des solitoris non-topologiques coinme pour les équations de KdV 
ou de NLS, 011 doit nécessairement inclure leur amplitude daris les coordonnées 
collectives puisqu’elle est susceptible de varier, ainsi que, pour le cas de NLS, 
un ternie de phase puisque le soliton de l’équation de NLS est une solution à 
deux paramètres. 

La méthode du lagrangien effectif que nous avons présentée jusqu’à présent 

~ Comment prendre en compte les degrés de liberté ignorés et en particu- 
lier le rayonnement de niodes non localisés ? 

~ Comment tenir compte correctement des degrés de liberté que repré- 
seriterit les variables collectives, qui doivent par conséquent être décomp- 
tés des autres degrés de liberté du systérne ‘? 

Urie théorie plus complète a été développée [28] pour introduire les variables 
collectives dont une définition rigoureuse est donnée en termes d’équations de 
contraintes supplémentaires. Pour comprendre la nécessité de ces contraintes, 
il faut peiiser que, si l’on veut pouvoir décrire simultanémerit la position du 
soliton et ses éventuelles déformations non localisées, il faut être capable de 
séparer, sans ambiguïté, daris l’écart entre la solution exacte et la solution 
analytique U iin soliton, la partie que 1’011 attribue à un petit déplacenierit du 
soliton de la partie que 1’011 attribue à sa déformation. L’étude de la dynamique 
du systêrrie en présence de ces contraintes est fondée sur le formalisrric de Dirac 
pour la résolution des équations d’Hamilton sous contraintes. Oil peut airisi 
écrire de manière e m  les équations d’évolution des coordonnées collectives 
en teriarit compte de tous les degrés de liberté, y compris les modes 11011 

localisés. 

est simple mais elle soulève des questions délicates : 





Chapitre 7 

La méthode d’inversion 
des données de diffusion 

A MÉTHODE D’INVERSION des données de diffusion, ou <( niéthode in- L verse », qui a été proposée en 1974 pour l’équation de KdV par Gardner, 
Greene, Kruskal et Miura [Si], puis développée dans la période 1974-1978, 
constitue l’apogée de la théorie des solitoris sous son aspect mathématique. 
Elle fournit en effet un traitement systérriatique des systèmes intégrables dont 
elle perniet d’obtenir l’ensemble des solut ions. Elle montre en particulier coni- 
nient les solitons jouent un rôle de << niodes norrnaux non-linéaires >> corrinie 
les niodes de Fourier pour une équation linéaire [la].  

La préseritat ion complète de la méthode inverse n’est pas l’un des objectifs 
de cet ouvrage, niais nous l’introduisons cependant dans le cas de l’équation 
de KdV qui peut Btre traité assez siniplenient et permet de cornprencire les 
idées générales de cette approche. Nous donneroris ensuite une esquisse de la 
généralisation [4]. 

7.1 La méthode inverse pour l’équation de KdV 

7.1.1 Le principe de la méthode inverse 

On se propose d’étudier l’évolution temporelle d’une condition initiale 
localisée spatialernerit U ( T ,  t = O) obéissant à l’équation de KtlV écrite sous la 
forme 

- 6uuX + u x X x  = O . (7.1) 

On peut iiot,er que le signe du  terme iioii-lin&ire est opposé à celui que nous 
avions utilisé dans le chapitre 1, qui était le signe qui s’introduisait, naturel- 
lenient à partir des équations de l’hydrodyriarriique e ~ i  eau peu profonde (cf. 
équation (1.3)). Le signe qiic nous adoptons ici est coniniode pour les calculs 
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FIG. 7.1 ~ Allure schématique du potentiel de l’équation de Schrodinger (7.2). 

niais il est facile de passer de l’un à l’autre en changeant le signe de la fonction 
inconnue u = -4. 

La méthode repose sur la définition du problème linéaire associé suivant : 
on considère l’équation de Schrtidinger 

qui est une équation aux valeurs propres. Le potentiel u (fig. 7.1) correspond à 
la solution cherchée de l’équation de KdV et dépend par conséquent d’un pa- 
ramètre, la variable t de l’équation de KdV. Puisque la solution u est localisée 
( l im~z~+m u(z ,  t )  = O ) ,  l’équation de Schrodinger (7.2) possède en général : 

~ des valeurs propres dzscrètes, que nous noterons A,, associées à des 
solutions $ localisées spatialenierit ; 

~ un spectre contznu, noté AI, = k 2  (nous choisissons k 2 O),  associé à des 
fonctions propres ayant un comportement en onde plane @ = eiZlîz A 
grande distance. 

On peut caractériser le potentiel u en étudiant ses propriétés de diffusion, z. e. 
en le caractérisant par ses coefficients de transmission T et de réflexion R pour 
une onde plane incidente e - z k x .  Les trois quantités A,, T et R dépendent du 
potentiel, et par conséquent sont des fonctions du paramètre t .  

Nous allons montrer un théorème qui indique que, si u( .r t )  évolue selon 

- les valeurs propres discrètes A, sont indépendantes du temps t ; 
~ les coefficients R et T peuvent être calculés facilement en fonction de 

l’équation de KdV, alors : 

leur valeur à l’instant initial t = O. 

La conséquence est que, si l’on doririe la condition initiale u(x , t  = O ) ,  on 
peut calculer les valeurs de A,, , T et R pour t = O en résolvant un problème li- 
néaire. Connaissant ces trois quantités à tout instant ultérieur, en utilisant les 
résultats du théorème, on connaît les caractéristiques de diffusion du potentiel 
que l’or1 cherche à déterminer. Cornnie il existe une méthode linéaire, appe- 
lée méthode d’inversion des données de diffusion, permettant de reconstruire 
un potentiel à partir de ses caractéristiques de diffusion, on peut déterminer 
u(x, t )  par une sérze d’étapes lznéazres. 
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On peut donc schématiser la << niéthode inverse )> de la façon suivante : 

Résolution de KdV 
Problème nori-linéaire 

Évolution des 
données de diffusion 

7.1.2 L’inversion des données de diffusion 

Considéroris le problème de Schrodinger : 

$zz - [.(.) - XI = O (7.3) 

avec la condition limlz~-m u(x) = O,  dans lequel nous n’indiquons pas expli- 
citement la dépendance teniporelle pour alléger la notation. 

Les états liés dont l’énergie est inférieure à la valeur di1 potentiel à l’infini, 
correspondent à des valeurs propres négatives, que nous rioteroris X, = -K;, 

en prenant K ,  > O. La fonction d’onde associée, gnz,  est normalisable et nous 
la choisisswis de norme unité. 

À grande distance, le potentiel devient négligeable, réduisant par corisé- 
querit l’équation à 

qui donne le comportement asymptotique de la fonction d’onde en icc : 

Le principe de l’inversion des dorinées de diffusion consiste à reconstruire le 
poteritJiel à partir du comportement des solutions à grande distance. Conipte 
tenu de ce qui précède, pour les états liés, il sera donné par les quantités 

où +m(x)  est la solution riormée. La condition, limlslioo u(.r) = O, assure que 
cette limite existe. 

Les états du continuum correspondent au contraire aux valeurs propres 
positives que nous rioteroris XI, = k 2 .  Les fonctions d’ondes correspondantes 
ne sont pas normalisahies puisque leur comportement à grande distance est 
oscillant en e*’lCz. Si l’on étudie la diffusion par le potentiel d’une onde du 
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coiitiiiuurri venant de +CO, la solution est de la forme 

e - zkx  + R ( k )  e t k r  pour L + +CO 

pour x +  -00 , { T ( k ) e P k x  ‘$‘k(x) E 

avec la condition traduisant la conservation de l’rriergie IR12 + /TI2 = 1 

(7.7) 

La connaissance du coniportemeiit de $ lorsque z terid vers +CO, c’est- 
&-dire la connaissance de A,, (ou K ~ ~ ) ,  C,, et R ( k ) )  suffit & déterminer le 
potentiel diffusant IL(.). Ce problème de l’inversion des données de diffusion 
a fait l’objet de niultiples études rnathérnatiques en raison de sori importance 
pratique : 

~ En niécariique quantique, la seule faqori que l’on ait d’accéder aux po- 
tentiels d’interaction entre particules est d’analyser les résultats d’expé- 
rience de diffusion de faisceaux de particules par une cible. 

~ I1 existe de nombreuses applications daris lesquelles on cherche & caracté- 
riser un objet par les ondes qu’il diffuse ; c’est ce que l’on fait notarrirnerit 
avec les radars, lorsque l’on fait de la prospection sismique en recherche 
pét>rolière, oil tout simplement lorsque l’on regarde un objet ! 

Nous doriiions ici seulement le résukat principal de cette théorie dont 
on peut trouver ilne discussion assez complète daris le livre de Draziii et 
.Jolirison [4]. Dans le cas iiriidinieiisioiiriel considéré ici, ori obtient le poteri- 
tiel IL(.) par résolution d’une équation intégrale dite équation de Gel’farid- 
Levitari-Marcheriko, qui a l a  forme suivarite 

dK(.r, ,r) 
C1.r. 

74z) = - 2  

où la fonction I( de deiix variables, qui est prise deux fois par rapport à la 
variable z pour le calcul de ~ ( s ) ,  vérifie l’equatiori intégrale 

l’indice m désignant l’il11 cles N état,s liés (111 pot eiit,iel. 
L’équation (7.9) peut, sembler bieii cornpliqii6e par rapport à l’équation 

de KdV initiale mais c’est iiiie équation linPci poiir la fonction iricoiiriiie 
K ( z ,  y).  On peiit, rrrriarquer eri out,re qiir. (fiiiis cette équat,ion, la variable 
z joue le rôle d’un pnranièt,re piiisqiie l’iiitégrat,ioii rie porte pas sur x .  Ce 
n’est doric pas véritableirieiit ilrie équat,iori tlrux variables, mais line famille 
d’équations ;i une variable. Erifiri, il n’est géiiéralerrierit pas utile de résoudre 
explicitement cett,e équation poiir obt,eriir (les informations sur l’évolution de 
la coridition initiale u(x ,  t = O ) .  C’est ce qiii fait, t’out l’in êt, de la. méthode 
inverse. 
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7.1.3 L’évolution temporelle des données de diffusion 
Pour compléter l’utilisation de la méthode inverse, nous devons déterminer 

l’évolution temporelle des données de diffusion A,, C,, R( k ) .  nécessaires poiii 
construire le rioyaii I?(<) de l’eqiiation intégrale (7.9). Démontrons niaintenarit 
que, coniirie nous l’avons déjà aniioiicé, A, est indépeiidant du tenips loi squc 
U ( L ,  t )  évolue selon l’éqiiation de KdV. 

Pour cela, on repart du p r o b l h e  linéaire associé à l’equatioii de KdV (7.2). 
où l’on suppose que u évolue selori l’équation de KdV (7.1). L’équation (7.2) 
permet tout d’abord d’exprimer la solution sous la fornie 

expression que l’on reporte ensuite dans l’équation de KdV (7.1). À ce stade, 
il faut rappeler que la valeur propre du problème de Schrodiriger X ne dépend 
pas de L ,  mais qu’elle peut dépendre a przorz de t ,  puisqu’il figure dans le 
potentiel u(z, t ) .  À partir des dérivées temporelle et spatiale de 7 1 ,  telles que, 
par exemple, u t  = S)xZt/Ij/ - ? j ~ , ~ v t / ~ ~  + At ,  et en définissant la quantité 

S(S,  t )  = Y’t + 7,DTTT - 3(u  + A)$, . (7.12) 

l’équation de KdV multipliée par vi2 s’6crit sous la forme suivante : 

Aty‘12 + (WS, - yI/Ts)Z = 0 3 (7.13) 

qui permet assez facileiiieiit de calculer l’évolution temporelle des paramètres 
de diffusion. 

Théorème 1 : Si u ( x , t )  évolue selon l’équation de KdV et s’aiiiiiile & 
l’infini, les valeurs propres discrètes A,,, du problème linéaire (7.2) sont 
des constantes. 

Démonstratzori : En intégrant spatialenierit l’équatiori (7.13)’ on obtient 

Coniine les valeurs propres discrètes sont associées à des fonctions 
propres norinalisables, la première intégrale se réduit à l’unité. Par 
ailleurs, coniine la fonction IL s’annule à l’infini, et que $ est un état 
lié qui doit donc s’aniiuler ti l’infini de même que +, et ses autres dé- 
rivées, S tend égalerrierit vers zéro à l’infini. Par conséquent, le tcrme 
tout integré, entre crochets, s’annule et l’on obtient Xt = O : A m ,  valeur 
discrète, est donc iiiie constante. 

On ne peut pas utiliser cet argument pour le continuum puisque les 
fonctions d’ondes du contiriumn rie s’annulent pas à l’infini et rie sont pas 
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normalisables. En revanche, le spectre des valeurs propres du continuum 
ne change pas quand ‘ 1 ~  évolue avec les conditions aux limites lu1 + O à 
l’infini ; il est toujours constitué de l’ensemble des valeurs réelles IC 2 O. 
Lorsque l’on souhaite étudier une fonction d’onde $ k ( ~ )  et le coefficient 
correspondant R ( k ,  t ) ,  o n  se donne  la valeur de k ,  ce qui impose kt = O. 
Conipte tenu de l’équation (7.13)’ on obtient 

($Sz - d+0qz = 0 ’ (7.15) 

ce qui perniet d’assurer que la quantité g(X, t )  = ($Sx - &S) ne dépend 
pas de IC, mais uniquenient de la fonction d’onde étudiée et du temps 
bien sûr. Par ailleurs, 

en utilisant l’équation (7.3). La combinaison des équations (7.15) 
et (7.17) conduit par conséquent à l’équation 

S,,-S(U-X) = O  ‘ (7.18) 

puisque la fonction $ n’est pas identiquement nulle. On trouve, par 
conséquent, le résultat rernarqiiable que S obéit à la même  équation 
que la fonction $. Ainsi, pour une valeur propre donnée, S et $ appar- 
tiennent au même espace propre de l’opérateur (azz - u(~).). Comme les 
valeurs propres discrètes d’une équation de Sclirodiriger unidiniension- 
rielle rie sont pas dégénérées [105], S et 1(, doivent être proportionnelles, 

Srn = A $ , ,  ’ (7.19) 

où A est une constante, indépendante de x niais qui peut dépendre a 
priori de t .  

Théorème 2 : Si U ( X ,  t )  évolue selon l’équation de KdV et s’annule à 
l’infini, les paramètres de diffusion C, ( t )  et R ( k ,  t )  évoluent selon les 
lois 

Démonstratzori : Nous allons d’abord nous intéresser aux valeurs propres 
discrètes avant de considérer le spectre continu. 
~ Dans le cas des valeurs propres discrètes, en ut,ilisarit la relation (7.19) 

et la définition (7.12) de la fonction S, on obtient 

AC’) = uit + d h m  - 3 ( u  + A)?/,, . (7.21) 
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Par intégration spatiale de cette équation multipliée par $, or1 aboutit 
A la relat,iori : 

[ $ d t T T J  - 3 ( u  + (7.22) 

où l’on a utilisé u$ = $,, + X$I et le fait que et 5es dérivées s’an- 
nulent à l’infini (état lié). Puisque la constante A est nulle. on en 
déduit que S est identiquemerit nulle daris le cas des valeurs propres 
discrètes, ce qui implique la relation : 

2 $t + $,,, - 3(u  + A)$, = O avec X = - K ~ ~  . (7.25) 

Enfin, étant donné qu’a l’infini, la solution u tend vers zéro alors qiie 
&,(J.) est équivalent Cm(t)  p P h m z ,  on aboutit ti l’équation 

qui démontre la première relation crrL(t) = c~,,(o) e 4 ~ m t .  
Pour les valeurs propres du continuurn, on ut,iiise l’expression g(X, t )  = 
($S, ~ $,S) aux deux limites *too. 
Lorsque 3; 4 -30, . ( i / k ( t )  = ~ ( k ,  t )  c:-Zkx permet, d’obtenir à partir de 
la défiriit,ion (7.12) de S, l’égalité 

, (7.27) s - d T e-l,kr + 4ik3T ? - i k X  

dt 

qui donne ($S, - $,S) = O pour 5 + -00, soit g ( X , t )  = O,  ce qui 
indique que ($S, - $ J ~ S )  = O pour tout 5.  

En considérant mainteriarit cette équation lorsque x -f +CG? où 
$k(x) = eP ikx  + R ( k ,  t )  e i k r ?  on obtient l’équation 

(7.28) 
dR 
tlt 

2ik- + 16k4R = O 

qui clémorit,re la secoride rcintiori ~ ( / î ,  t )  = ~ ( k ,  O)  
la dérrionstrat,iori du théorème. 

et acliève 
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7.1.4 Exemples d’applications 
Avec les théorèmes 1 et 2, et l’équation tie Gel‘farid-Levitari- 

hhrclienko (7.8)’ tous les éléments sont réunis pour répondre à la question de 
l’évolution d’un état initial dans l’équation tie KdV. 

On considère la condition initiale comme iiii potentiel pour une équation 
de Sclirodinger dont on cherche : 
~ les énergies des états liés A, = -K:? ; 

~ le cornporterrierit ii graride distance des états liés qui définissent les 

~ le coefficient de réflexion du potentiel pour les ondes planes R(k ,  f). 
Les théorèmes 1 et 2 permettent d’obtenir le comportenicrit de ces dori- 
nées de diffusion 
Enfin, l’équation de Gel’fand-Levitan-hlarchenko (7.8) permet d’obtenir 

CVL ; 

un instant t quelconque. 

u(x. t ) .  
La solution de l’équation (7.8) est en général difficile à obtenir, mais il 

existe ceperidaiit un cas important où l’on peut avoir une solution exacte : 
c’est lorsque le rioyau B ( z  + y)  est séparable, c’est-à-dire qu’il peut s’écrire 
sous la forme d’une combinaison linéaire de produits d’une fonction de z par 
une fonction de y. Si 

IV 

B(z  + Y) = %(z)Gn,(! / )  . (7.29) 
711=1 

l’équation (7.9) s’écrit 

N Ar +^c 

K ( a , y )  + FvL(z )Gm(y )  + Gm(y)  1 d z F m ( z ) K ( . c ,  2) = 0 . 
m = l  m=l  X 

En cherchant des solutions sous la forme 

or1 obtient 
N N 

m=l  m = l  

qui possède la solution 

(7.30) 

(7.31) 

(7.32) 

(7.33) 
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On aboutit par conséquent à UII ensemble de N équthoris ulgéhriques couplées 
pour les LI,,, dans lesquelles :ï joue le rôle d’un simple pararrièt,re. 

Ce cas séparable sera obtenu pour tous les potentiels iioii réfléchissants 
(2.e. pour lesquels R ( k )  = O)  puisque, dans ce cas, l’expression (7.10) pour 
B ( [ )  se réduit R 

IV 

B(<) = 1 c i  e?”LE . (7.34) 
712 = 1 

Cette situation se rericont>re chaque fois que la condition initiale est une 
solution niultisolitori. Daris ce cas. coniine nous allons le voir sur des exemples, 
chaque valeur propre discrète A,, correspond à un soliton dont l’amplitude et 
la position sont caractérisées par A,, et C,, respectivement. L’utilisation de la 
méthode inverse permet alors facilement d’identifier les solitons présents dans 
la condition initiale et not,arnrrient d’extraire leur nonibre, leur amplitude et 
leur posit,ion. 

Condition initiale à un soliton 

Nous savons que l’équation de KdV (7.1) admet comme solution soliton 

(7.35) 

en tenant compte du changernerit de variable 4 = - 7 ~  par rapport à l’équa- 
tion (1.3) 

Considérons par exemple la condition initiale 7 1 ( ~ .  t = O) = -2 sech’ T , 
d’amplitude A = 2, qui conduit au problèrrie linrairc associé : 

$tt + (2 sech’ s + A)$ = (1 , (7.36) 

Nous retrouvons à nouvcau l’équation de Schriklinger déja rencontrée dans la 
cas de la perturbation des solitons de sine-Gordon (cf. équation (5.9)). Nous 
avons vu que, pour ce rapport p;irticulic‘r entre profondeur et largeur du puits, 
il n’existe qu‘un seul état lié (IV = I) .  I1 correspond ail niode de Goldstone 
de l’équation de SG 

1 
$ ~ ( s )  = -sechr avec A1 = -1 L . P .  Pi1 = 1 . (7.37) 

fi 

~e coinportenient asyrriptotiqiie qi(rc)  détermine que CI (O) = Jz. 
Enfin, le potentiel étant non réfléchissant (cf. section 5.1)’ on peut utiliser 
l’expression (7.34). Or1 en détiiiit par conséquent les relations suivantes : 
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En définissant les deux fonctions Fi et G1 par Fi (x) = ( 2  es t )  p p X  et GI  (y) = 
e-u, 011 obtient K ( x , y )  = epvL1(.r) où la fonction Ll (x )  vérifie l’équation 

dz (2est) e-’ = O . (7.39) 

dont on déduit les expressions 

2,8t - 1: ,8t - x - y 
L1(r)  = - et K(x .y)  = - 2  (7.40) 1 + ,8f - 2 s  1 + ,8t - 2 s  ’ 

La solution est enfin déduite de l’équation (7.8), 

dK(x, x) 
dX 

u(r , t )  = -2 (7.41) 

d ,8f - 2x 
= -8- (7.42) 

(7.43) 

dx (1 + ,8t - 2x 

= - 2 sech2 ( x  - 4t) 

qui est bien la solution à un soliton d’amplitude A = 2 .  On a ainsi vérifié 
sur cet exemple simple que la condition initiale u(r .  t = O)  = -2 sech2 x se 
propageait sans déformation et nous avons aussi déterminé sa vitesse. 

Généralisation 

On voit que IC calcul est généralisable au cas de N solitons chaque fois que 
le potentiel est non réfléchissant. I1 faut résoudre alors le système (7.33) de N 
équations à N inconnues pour déterminer les fonctions L,(z). 

La condition initiale u(z ,  O) = -6 sech2 T est un autre cas pour lequel le 
calcul analytique est encore assez facile. Daris ce cas, le potentiel de l’équation 
de Schrodinger associée est plus profond coniparativenient à sa largeur que 
daris le cas précédent. Le potentiel possède deux états liés, et il en résulte que 
c‘est une solution à deux solitons qui s’écrit : 

2 + 4 cosli(2r + 24t) + cosh(4x) 
[3cosh(x - 12t) + cosh(3x + 12t)I2 

u(z,  f )  = -12 (7.44) ‘ 

La résolution de l’équation de Schrodiriger se fait en remarquant que la condi- 
tion initiale donne le même potentiel que celui qui est associé aux petites 
oscillations autour du soliton 44 (cf. équation (5.43)), dorit on avait vu qu’il 
avait deux états liés, qui, pour le soliton du rriotlèle 44, donnaient le mode de 
Goldstone et le mode interne. 

D‘une manière générale, les expressions asymptotiques des solutions & N 
solitons sont des fonctions des variables Frn = x - 5 0  - 4&t, m = 1 . . . N .  Les 
valeurs propres discrètes K$ = -A, déterminent les vitesses, et par consé- 
quent les amplitudes des solitons, alors que les paramètres C$ (O)  déterminent 
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les posit,ions respect,ives tles solitoris composant la solutmion & N solitoris. C’est 
ainsi qu’ont pu être constriiit,es de manière systématique les solut,ioris & N soli- 
tons tie l’équation de KdV en faisant l’hypothèse de potentiel riori réfléchissant 
et eri se doririant tles conditions initiales pour CnL(0) et K~ [4, 611 . 

Le calcul daris le cas réflffchissarit est rarement possible explicitement ’ mais 
il est en général inutile. Eri effet,, à partir de l’état initial, la reclierche des états 
liés du potcntiel u(z ,  O) dorine le contenu en, solitoras de lu co,rt,dition, initiale. 
Or1 peut ensuite déterminer l’évolution ultérieiire de ces solitons en négligeant 
la coritribiitioii des oscillations de petite amplitude qui vont se disperser dans 
le systérne. 

coriinie un véritable 
<< dét>ecteur de solitons B. Elle permet, par exemple, d’expliquer inirnédiate- 
nierit, et saris calcul poiirqiioi une so1iit)ion en creux de l’équation de KdV ne 
doririe jamais de solit,ori comme iioiis l’avons déjà vu daris le chapitre 1. En 
effet, cette condition où 4 serait, négative, doririerait un potentiel toujours 
positif u = -4, qui rie peut avoir d‘états liés. 

La méthode inverse peut par conséquent être utili 

7.2 L a  méthode inverse : une <{ analyse 
de Fourier >> pour les problèmes 
non-linéaires 

La méthode inverse apparaît comme l’analogue cl’unt analyse de Fourier 
pour les problèmes non-lznéuzres. Considérons en effet l’utilisation de la trans- 
formée de Fourier pour résoudre une équation linéaire aux dérivées partielles, 
telle que, par exemple, une linéarisation de l’équation de KdV . 

7 I t  + QU,r + I l , , ,  = O . (7.45) 

À partir de la donnée d’une condition initiale u(s,  t y O ) ,  la méthode consiste 
à calculer son spectre en prenant sa transformée de Fourier, qui détermine 
l’importance de chaque composante de vecteur d’onde k dans la condition 
initiale par 

+^c 

t1.r 74Z’ O) e-zkz  . (7.46) 

Ensuite, on connaît l’évolution de chaque composante A partir des solutions 
uge7[kz-w(k) f l  de l’équation linéaire, qui détermirie la relation de dispersion 
w ( k )  = CYk - h3. 

Ori peut donc reconstituer la solution & un iristant quelconque 5. partir de 

.i, U ( k )  = 

la formule suivante : 

(7.47) 
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La clé du forictionneinent de la niétliode est la séparabilité de l’évolution 
des composantes de vecteurs d’onde différents. Cela permet de calculer leur 
évolution temporelle sans connaître la solution u(x, t )  a p7.%o~Z. 

Pour l’équation non-linkaire de KciV, la déniarche de la méthode inverse 
est tout à fait analogue puisqiie le spect,re de la condit,ioii iriit,iale est, consti- 
tu6 par les données de diffusion (A,,, , C, ( t ) ,  R( k ,  t ) ) .  Leur calcul correspond 
à la. transformée de Fourier directe. L’évolution de chaque composante selon 
l’équation de KdV est obtenue & part,ir des t,héorèines 1 et 2 ,  de même que 
I’équat,ion linéaire dét,errriinc le spectre w ( k ) .  Coinnie pour l’équation linéaire, 
le point important est que l‘on puisse calculer l’évolution des données de dif- 
fusion sans connaître explicitement la solution u(:c, t )  ii tout iristant, puisque 
chacune de ces données évolue iridépendarnrrient des autres. Ensuite. on re- 
corist,itue la solution u(s, t )  à un iristant qiielconque à part,ir de l’équation 
de Gel’fand-Levitan-Llarchenko qui correspond & la transformée de Fourier 
irivcrse (7.47). 

Dans cette arialyse, les solitons apparaissent par conséquent coinnie 
les modes normaux non-1inéuire.s du système. La méthode inverse est une 
méthode très systématique (le détermination de l’évolution d’ i ine condition 
initiale de KdV. Elle a. par exemple, été utilisée (1181 pour analyser les soli- 
tons se propageant, sous la forme d‘ondes internes de la mer d’Andaman (cf. 
section 1.6). 

Elle peut scrvir non seulement 5 déterminer l’évolution d’une condition 
initiale, mais aiissi à générer les solutions à N solitons comme nous l’avons iri- 
diqué ainsi, que pour obtenir une infinit,& de lois de conservatioii qui inoritrent) 
qiie l’équation de KdV corresporid à un système & rionibre infini de degrés de 
liberté totalement intéyuble. Cependant, l’iricorivériierit majeur de cettc nié- 
thode est qu’elle n’est pas gériérnlisahle à t,outes les équat,ioiis non-linéaires et, 
qu’en out,re, contrairement, à la transformée dc Fourier pour les équations li- 
néaires, elle est spécifique 5 cliaqiie équation à laqiiclle elle s’applique, puisqiie 
le problème linéaire associé dépend de l’équatioii corisidérée. 

7.2.1 Une étape de la généralisation : la méthode de Lax 

La rriétliode dc Lax [ n i ]  ruet le forrnalisrrie de la rnkthode inverse sous line 
forme beaucoup plus g6rii.r ale que celle que nous avons (loriri6c poiir l’équation 
de KdV. Supposons en effct que 1’011 désire résoudre l’équation nori-linéaire 
ut = N ( u )  où N est lin opérateur rion-linkaire indépendant (IC la variable t .  
inais qui peut contenir la variable spatiale .x’ et des dérivées par iapport k 
cet te variable. 

Le principe de la niétliode de Lax consiste h réécrire l’équation soils 
la forme d’une équation entre opérateurs qui agissent dans iin espace de 
Hilbert différcnt de l’espace fonctionnel € dans lequel on résout l’@qua- 
tion différentielle. 
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On écrit l’équation sous la forriie 

Lt - [AI,  LI = O (7.48) 

où L et, AI sont, cies opérateurs linéaires sur X qui peiiverit déperidre de u, ; ciam 
le cas de l’équation tie KdV, 1’opérat)eiir L est L = -&,,+~L(x, t ) ?  alors que AI 
sera précis6 idtérieiirernerit. Erifiri [AI ,  L ]  = AIL - LAI et LI correspond A lil 
dérivée des expressions daris laquelle le t errips apparaît de rriariière explicite. 
Airisi, daris le cas de KdV, LI  = !ut.  

L‘espiicc’ de Hilbert est rriurii d’un produit, scalaire que nous riottrons (()I$) 
où () et 1/, sont tleiix é1érrierit)s de ‘FI. L’opérat,eur L est auto-adjoint, c’est-à- 
dirc qiie l’on R (diIL+) = (Lq5 $)) pour tous les i~ lhc r i t s  09 et $1) de l’espace t ie 
Hilbert X. 

linéaire 
Daris le riiêriie esprit, que dnris la partie précédente, on 

L 7b = X y; 
à l’équation nori-linéaire, où la valeur propre A est 1111 scalaire. ilIoritrom que, 
si les opérilteilrs L et AI sont liés par l’équation (7.48)’ alors les valeurs propres 
X sont, iridéperidarites de la variable t .  Pour cela. d6rivoiis l’équation (7.49) par 
rapport, nii ternps 

(7.49) 

En r6orgariisarit lcs termes, on a 

En faisant le produit scalaire par $ et en iit)ilisarit le fait qu’il est lhéaire, 011 

obtient firidernerit 

=O 

puisque l’opérateur L est auto-xljoint. (le niêriie que le produit par la villeilï 
propre réelle A. Par conséquent? à rnoiris que ($)I$) rie soit icieritiqueriierit riiil, 
ce qui sigriifierait que 40 = O d’après les proprietés (lu produit scalaire, on 
obtient que At O. 

La  relation (7.53) implique alors que ( L - A )  (qt - A r b ) )  = O ,  ce qui signifie 
que ($it - Aldi )  est une fonction propre cie l‘opérateur L ,  associée & la rrieriie 
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valeur propre A. Comme cette valeur propre n’est pas dégénérée, on en déduit 
qu’il existe une constante C telle que 

c’est-à-dire que Il,t = AI ’Q  en posarit A I ’  = AI + C. Cependant, comme C est 
une constante, L et C cornmutent, d’où [Ai, L] = [hi’, LI. On en déduit que. si 
la paire ( L ,  Ai) vérifie l’équation (7.48)’ la paire (L, AI’) la vérifie égalenierit. 

On peut, par conséquent, trouver une paire d‘opérateurs ( L ,  A l ) .  dite paire 
de Lax, telle que 

L f  - [ A l ,  LI = O . (7.57) 

Si LS, = Adj alors At = O et gjt = Ai$ . (7.58) 

Dans la démarche que nous venons de suivre, on reconnaît les étapes 
que nous avons détaillées pour l’équation de KdV mais avec un forma- 
lisme plus compact et donc plus aisénierit généralisable. Si l’on se doririe 
L = -a,, + u(z , t )  pour que le problème linéaire associé L$ = AS, corres- 
ponde à une équation de Schrodinger dont on puisse reconstruire le potentiel 
à partir de l’équation de Gel’fand-Levitan-Llarclienko, il faut encore déternii- 
ner l’opérateur A i  pour que l‘équation (7.48) conduise à l’équation non-linéaire 
que l’on cherche à résoudre. 

Le plus simple serait de prendre, A i  = d, -1, où I est l’opérateur identité, 
qui conduirait à [L,Ai] = (-CU,.). L’équation (7.48) conduit alors à ut + 
CU, = O, l’équation linéaire de propagation des ondes. Ce choix n’est donc 
pas intéressant car il mène à une équation trop simple. I1 faut chercher un 
opérateur plus compliqué. 

L’opérateur hi = c.&, conduirait à [L, Ai] = - c ( P L , , .  +u,&). Cornrrie 
ce dernier ne se réduit pas à un opérateur multiplicatif, l’équation (7.48) rie 
conduit pas à une équation aux dérivées partielles en u. Cela montre que le 
choix de l’opérateur A l  n’est pas libre. I1 doit être tel que [ L , A I ]  se réduise 
ii un operateur niultiplicatif mais, de pliis. il doit aboutir ii une équation 
intéressante ! 

L’analyse montre que l’on doit choisir un opérateur différentiel d’ordre 
impair, comportarit sufisrminient de pararriGtres libres. Ainsi, on peut vérifier 
que le choix 

(7.59) 

permet d’obtenir l’équation de KdV. 
Cette niéthode ouvre la porte à toute une généralisation tie la méthode 

d’inversion des données de diffusion telle qu’elle avait été initialement iritro- 
duite pour l’équation de KdV car elle permet de construire toute line liiérar- 
chie d’équations en choisissant des opérateurs Ai de plus en plus compliquss. 
La méthode assure en outre que ces squations correspondent à des systèmes 
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totalement intégrables ayant des solutions solitons exacts. Ainsi, celle qui suit 
l’équation de KdV daris la hiérarchie est 

U t  f 3h211 ,  - 2 0 U U ,  ~ 10111L,,, + U,,,,, = 0 . (7.60) 

La grande richesse de la méthode de Lax résulte dans des possibilités de 
généralisation encore plus larges. En effet, la séparation entre l’espace E daris 
lequel on résout l’équation et l’espace ‘R di1 problème associé, permet d’étendre 
le second, et en particulier de choisir des opérateurs matrirzels pour L et A l .  

7.2.2 La méthode (AKNS) 
Ablowitz-Kaup-Newell-Segur 

Deux schémas de généralisation orit ét,é proposés au delà de la méthode 
de Lax. En 1971, V. Zakharov et V. Shabat orit introduit [161] une méthode 
matricielle qui perniet de résoudre l’équation de NLS. En 1974, M. Ablowitz, 
D. Kaup, A. Newel1 et H. Segur (AKNS) ont proposé 1121 & leur tour un 
scliérna qui part d’un opérateur matriciel (2 x 2) et permet de traiter toute 
une variété de systèmes non-linéaires totalement intégrables par la rnét,hode 
inverse : Korteweg-&-Vries, sine-Gordon, Schrodinger non-linéaire, etc. 

L’étude de ces généralisations dépasse le cadre de cet ouvrage niais nous 
allons cependant présenter quelques idées sur le schéma AKNS que l’on pourra 
approfondir en utilisant l’article original [ la] ou hieri le livre [4] qui le complète 
bien. 

Considérons l’opérateur linéaire dépendant, de deux fonctions q(x,  t )  et 
r i z ,  t )  

(7.61) 

qui agit sur un espace dont les éléments ~ I ( Z )  = (&(z), 4//2(x)) sont des eri- 
sembles de deux fonctions de la variable z. Les valeurs propres < de l’opérateur 
L sont tléfiriies de la manière suivante : 

Lyj = -iC.i/, . (7.62) 

Le point, importjarit est que l’on impose que les valeurs propres < soient iridé- 
peridantes de t et que les fonctions propres en déperident selori la loi 

?/It = AI?// ’ (7.63) 

oil A l  est 1111 opérat,eur linéaire agissant sur le même espace. On reconnaît 
donc la paire de Lax ( L ,  M ) .  alors que les fonctions II/ sont, appelées fonctions 
de Jost. 

La compatibi1it)é des deux équations (7.61) et (7.62) limite les choix pour 
l’opérateur A l .  En effet, on peut réécrire l’équation (7.62) sous la forme 

(7.64) 
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Pour avoir compatibilité entre s).T = R$ et s)t = A l $ ,  il faut que les deux 
conditions suivantes soient vérifiées : 

et 

Cela inipose la condition 

Rt - AIT - [hl, RI = O (7.67) 

qui généralise l’équation (7.48) que nous avions écrite pour la niétliode de Lax. 
En établissant des relations sur les fonctions q(x ,  t )  et ~ ( z ,  t ) ,  cette équation 
définit en fait les équations riori-linkaires que l’on peut résoudre par cette 
technique. 

I1 reste riéannioiris ii définir les clonriées de diffusion et la façon dorit, on les 
inverse. Les données de diffusion sont obtenues en corisidérant le cornporte- 
rncrit de $ lorsque 1x1 terid vers l’infini. Cornnie daris le cas de KdV, on cherche 
des équations ayant des solutions localisées et on considère, par conséquent , 
les cas oil les fonctions q et T tendent vers zéro lorsque 1x1 teiid vers l’infini. 
Daris cette limite, L SC réduit donc à 

(7.68) 

Cela permet de déterniiner aisément les solutions de l’kquation (7.62) en f m ,  
notées $5 : 

(7.70) 

Ces solutions ne sont ceperidarit pas indépendantes puisqu’elles sont reliées 
par l’équation (7.62) pour toutes les valeurs de .E. Cela sigriific que, si l’on 
considère une solution qui terid vers $I+ lorsque .x’ teiid vers +m. elle sera 
eri général une cornbinaison des quatre solutions +I*, y i2+ ,  pour ,x‘ tendant 
vers -30. 

Si l‘on rnct sous forme matricielle les fonctions aux deux limites. il vient 
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il existe donc une niatricc S ,  appelée matrice de diffusion, reliant ces deux 
matrices, par la relation E = S Q+. Elle généralise les coefficients C,, R (k )  
(le 1’tquat)iori de KdV et, là encore, on trouve gériéralcriierit deux types de 
valeurs propres <, et donc de matrices S(Ç). Les valeurs propres discrètes 
correspondent toujours aiix solitons. alors que celles appart>eiiarit a i  spectre 
continu correspondent aux radiatioris. 

L‘6t)ude montre, en outre, que les évolutions des doririées de diffusion res- 
tent 11011 seulement t,oujours très siniples, mais surtout indépendantes de l’ex- 
pression complète des fonctions T ( T ,  t )  et, q(x, t )  : c’est, essentiel pour assurer 
le succès de cctte rriét,liotle. Ces deux fonctions peiiverit enfin être obtenues 
par une équation de Gel’farid-Levitaii-nlarcheiiko rriat)ricielle (rriat,rice 2 x 2) 
forniellerrierit. idcxitiyue à celle que nous avons doririée pour KdV et dont le, 
rioyau B s’obtient encore ii partir des doiiriées de diffusion S(<). 

Ce scliénia, trcs général, s’applique & une graride varieté de syst>èrnes 
irit,égrahles. Ainsi’ pour obtenir par exemple l’équation de NLS, sous la forme 

on utilise la matrice 

a, iPL*(T.,t) 
L = (  - i 7 L ( X ,  t )  -8, 

mais l’expression de l’opérateur Al est compliquée [83]. 

(7.73) 

7.2.3 La méthode inverse et la théorie des perturbations 
Nous venons de voir que la inéthodc inverse s’étend bien ai1 delà du cadre 

de l’éqimtiori de KdV, pow lequel elle a ét,é iiiitialerrieiit proposée. On peut par 
conséquent, envisager son application pour arialyser les propriétés de iioiiibreiix 
systèmes physiques et en particulier en t,arit, que (< d6tectcwr de solitons >) daiis 
le traitement, des ctoririées expérimentales 011 riuriiériques. 

Cependant, coiiime nous l‘avons vu’ il est rare qu’un système physique 
soit, décrit exactement par une équation totaleiiicrit intégrable. Eii génkral, son 
éqiiatiori d’évolution contient des t,ernies supplénicritnires, soiiverit pet,its rriais 
de g r a d e  irnportarice physique car ils représent,erit justerrierit la di:viat,iori par 
rapport, à 1’iritégrak)ilité. 

L‘iiiterêt de la métliodc inverse est, qu’elle permet justernerit. de calculer 
l’irifliience de ces pert,urbatioris. On peut illustrer ccici siir un exeriiple simple 
en corisidérant l’éqiiat iori de KdV perturbée suivarite : 

ut - 6 1 1 1 ~ ~  + u,,, = EF(I . .  t )  . (7.74) 

où la perturbation peut être prise de la forriie, P(.c,t) = ~ ( t ) u ( . r . t )  si 1’011 

soiiliaite etudier par exemple, la pi opagatiori de vagiics en eau de profondeur 
variahle [83]. 
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En reprenant les calculs présentés pour l’équation de KdV. on peut s’as- 
surer que l’équation (7.13) était obtenue via l’expression 

?J2 ( A t  - U t  + 6uuz - u,,,) = -(SISz - SizS), 1 (7.75) 

dans laquelle l’équation de KdV avait été utilisée pour annuler le terme dépen- 
dant de u dans le membre de gauche. 

En présence de la perturbation, on obtient par conséquent, l’équation siii- 
vante pour la valeur propre Am : 

(Amt - E P ( J ,  t ) )  = -(SImSmz - ?J)mzSm)z . (7.76) 

Comme précédeninient, on intègre spatialement, et on utilise le fait que la 
fonction d’onde qrn, correspondant aux valeurs propres discrètes, est de norme 
unité, et que $m et S, tendent vers zéro à l’infini. On obtient ainsi 

f o o  

$2 P ( x ,  t )  d z  = O . (7.77) L Xmt - E 

Puisque Amt n’est plus nul, les valeurs propres varient lentement dans le temps. 
En outre, coniine elles correspondent à l’aniplitude et à la vitesse du soliton. 
on pourra en déduire la façon dont un soliton réagit à la perturbation. 

Cet exemple montre que la méthode inverse peut être une méthode pui- 
ssante pour étudier les perturbations des solitons. Le lecteur intéressé pourra 
se référer à l’article [83] extrêmement copieux sur ce sujet. 



Troisième partie 

Exemples en physique 
des solides 





Avant-propos 

ANS LA PREMIÈRE PARTIE DE CET OUVRAGE‘ nous avons examiné des D exemples de solitons macroscopiques. Eri hydrodyriarriique ou daris les 
ligncs électriques non-linéaires, il est, facile de se convaincre de la présence 
des solitons puisqu‘on les voit, ou qu’on visualise leur potent,iel élect,rique sur 
l’écran d’un oscilloscope. Dans les fibres optiques, l’observation de~iiaiide plus 
de matériel, niais la détection (les solitons iridividiiels reste possible. De 
dans les jonctions Josephson, on a une preuve très directje de l’exist,erice des so- 
litons par leur signature daris la caractérist,ique courarit--tension ou l’ériiissiori 
micro-onde associée à leurs aller retour daris la jonction. 

Dans le cadre de la physique micro.scopiqi~e, coirime la physique des solides 
011 des rnacroiiioléciiles, on ne peut pas faire d’observations individuelles des 
solitoris. On rie peut les rnettre en éviderice que par leurs conséquences sur 
les propriét,és des niatériaux, telles que les propriét,és diélectriques, ou leur 
influence sur la diffusion de la lumière et des iieiitjroiis, sur le spectre RMN, 
sur les niveaux d’énergie électronique détectés par spectroscopie d’absorption 
de la lumière par exemple. Par conséqiient , aii riiveau microscopique, la notion 
de soliton est pliis controversée. TrCs souvent,. d’ailleurs, on ne s’at,teiid pas 
6. de véritables solitoris possédant toutmes les propriétés, si particulières‘ tlécrit,es 
daris la première partie (st,abilité et résistance aux collisions) rriais B des quasi- 
solitons comme nous le verrons. par exemple, à propos des disloc a t,’ ions. 

Cependant, la notion de soliton fournit souvent, une première descript,ion 
trés utile pour comprendre certaines propriétés physiques des solides ou des 
rriacroiiiolécules. Daris les t,roisièrne et quat,rième parties. nous allons considé- 
rer quelques exemples dans 1111 ordre croissarit de complexité : 

~ Solitons et  dkplacernents atomiques dans les solides qui peiiverit être 

~ Soliton,s et prop ma,y,r~,étiyues, c’est Uri exeniple où IC modèle de 
soliton est particulièrement bien adapt,é et peut Ctre très bien testj+ ex- 
périment8alcrncnt. Ori doit partir d’une descript,ion quaritiqiie, rliais on 
peut se rarrierier à un t,raiterrierit quasi-classique. 

~ Solitons et  dynamique du transpovt de  ch,arge dans les polymère,s conduc- 
teirrs ’ qui permet dc présenter un exemple où la coopération entre 

ent & l’aide (le la rriécariique classique. 



tlikoricieris et expéririierit,ateui.s a i.t,é très fructueuse. La description 
qiiaiitique est iridispcrisable A ce riiveau. 
Sol~itons d a n s  les rnacr.orriolscvi,l~s hioloÿiyves,  c’est uri doiriairie eiicore 
controversé, mais les rriodèles de solitons, bien qu‘ils soient très simplifiés 
par rapport à la complexité de ces syst,èrries biologiques, doririerit des 
résultats intéressants sur le transfert d’énergie daris les protéines ou la 
dynamique de l’ADN. 



Chapitre 8 

Le problème de Fermi-Pasta-Ulam 

VANT DE CONSIDÉRER des applications plus spécifiqiies de la physique A des solides réels, il est intéressant de présenter ce prohlèriie de tiyriarnique 
des réseaux atomiques riori-linéaires car c’est celui qui est ii l’origine de la 
<< redécouvertje )) du concept de soliton par Zabiisky et Kruskal en 1965. 

Le << problème FPU », qui porte le iiorii ties scierit,ifiques qui en sont A 
l’origine, E. Fermi, .J. Pasta et, S. Ulani’ ~ est parti de lit sirnillation numérique 
(1’111i réseau faiblement, riori-linéaire poiir étudier la tlicrnialisation d’un so- 
lide 1551. Coinnie l’a révélé ultérieurerrierit Ularii [148], ces auteurs cherchaient 
à formuler un problènie en physique théorique qui perniet,t,rait d’utiliser l’un 
des toils premiers ordinateiirs, <( Le Maniac ». Ce travail. publié en 1955 dans 
un rapport du laboratoire de Los Alamos, a été effectué jiiste avant la mort 
d’Enrico Fermi en 1954. Ularn révéla par la suite que Fermi ne soiipçonnait 
pas l’étendue de sa découverte, piiisqu’il considérait ce travail cornnie uiie 
<< découverte mineure )). I1 avait néannioins l’intention tie présenter ce travail 
à la conférence de la Société américaine de niat,liérriatiqilcs à laquelle il était 
invité, juste avant de tomber graverrierit, malade. 

Fermi, Past,a et, Ulani décidèrerit d‘étudier la façon dont un cristal évoliie 
vers l’équilibre thermique à partir de la simulation numérique de la dynamique 
d’une chaîne de particules de inasse unité, liées par un potentiel qiiadratiqile 
mais aussi par une faible interaction non-linéaire. Le problème est décrit par 
l’liamiltonien 

où IL, est le déplacement de l’atome 7, supposé être tiaris la direction de la 
chaîne et p ,  la quiiïitité de mouverrierit correspondante. Le coefficient CY << 1 
mesure l’irriportarice du terme iioii-linéaire ditns le potentiel d’interaction. La 
chaîne avait des extrémités supposées fixes, z P .  7 4  = U N  = O. 

1. Llary Tsingoii hien qu’ayant participé au travail numérique n’est pas auteur du rap- 
port, mais a néanmoins droit à deux lignes de rpmprciempnts ! 



188 Physique des solitons 

Né à Rome, ENRICO FERMI (1901- 
1954) a été l 'un des plus brillants phy- 
siciens du xxe siècle, avec des contribu- 
tions majeures, tant  expérimentales que 
théoriques. Son nom restera fameux pour 
ses contributions à la physique stat is-  
tique, à la maîtrise de l'énergie nucléaire, 
à la physique des particules élémentaires, 
etc. C'est à la faveur d'un voyage en 
Suède en 1938 pour recevoir le prix 
Nobel, qu'il quit ta l'Italie fasciste pour 
les États-Unis. II travailla sur des pro- 
blèmes relatifs à la fission e t  m i t  au point 
la première réaction en chaîne contrôlée 

à Chicago en 1942. Cela le conduisit tout  naturellement à être l'un des leaders du 
projet Manhattan pour le développement de l'énergie nucléaire e t  de la bombe 
atomique. II est cependant moins connu qu'à la fin de sa vie, il s'est intéressé à 
plusieurs problèmes non-linéaires, avant de mourir prématurément d 'un cancer de 
l'estomac.., (Photographie AIP Emilio Segré Visual Archives, Segré Collection). 

JOHN R. PASTA (1918-1981) n'eut pas une 
carrière aussi rapide. Bien qu'intéressé par la 
physique, il quit ta le City College de New York 
pendant la dépression pour occuper plusieurs 
emplois : il fut  tout  d'abord expert en biens im- 
mobiliers avant d'être officier de police à New 
York de 1941 à 1942. II fut  ensuite recruté dans 
l'armée américaine pendant la  Seconde Guerre 
mondiale. John R. Pasta était spécialiste en 
cryptographie et radar. Son salaire de GI lui per- 
mi t  de retourner à l'université où il obtint un 
doctorat en physique théorique en 1951. II com- 
mença immédiatement à travailler à Los Alamos 
sur le MANIAC (Mathematical Analyzer, Numerical Integrator And Computer), 
l'ordinateur qui était en fin de construction et de tests. 

II poursuivit sa carrière en tant qu'expert en ordinateur à la commission pour 
l'énergie atomique, où il développa, de manière très importante, la division pour 
les mathématiques et les ordinateurs. John R. Pasta devint ensuite professeur de 
physique puis, en 1964, directeur du département d'informatique de l'université 
d'Illinois, où il s'attacha à utiliser l'ordinateur pour résoudre des problèmes appli- 
qués en physique et de mathématiques (Photographie Department o f  Computer 
Science a t  the University o f  Illinois). 
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Né en Pologne, STANISLAW M. ULAM 
(1909-1984) s'intéressa très tô t  aux ma- 
thématiques et obtint sa thèse en 1933 
SOUS la direction de Banach (1892-1945). 
À la suite d'une première invitation par 
Von Neumann au fameux lnstitut for 
Advanced Study de Princeton en 1935, il 
effectua plusieurs séjours aux États-Unis 
avant de quitter définitivement la Po- 
logne un mois avant le déclenchement de 
la seconde guerre mondiale. II devint ci- 
toyen américain en 1943 et von Neumann 
lui demanda de se joindre à l'équipe 
regroupée à Los Alamos pour préparer la 
bombe atomique : il résolut notamment 
le problème de l'initiation de la  fusion de 
la bombe à hydrogène. En collaboration 

avec N.C. Metropolis, il inventa aussi la méthode Monte-Carlo pour résoudre les 
problèmes nécessitant un échantillonnage statistique. II resta au Nouveau Mexique 
jusqu'en 1965 avant d'être nommé professeur de mathématiques à l'université du 
Colorado (Photographie AIP Emilio Segré Visual Archives, Ulam Collection). 

L'expérience numérique de FPU fut  effectuée sur le MANIAC qui fut  construit 
en 1952 dans le cadre du projet Manhattan et qui servit notamment pour mettre 
au point Mike, la première bombe à hydrogène. II fut  développé à la suite de la 
frustration de Richard Feynman (1918-1987) et Nicholas C. Metropolis (1915- 
1999), exaspérés par les appareils électromécaniques, lents, bruyants mais pour- 
tant  indispensables pour les calculs nécessaires au développement des bombes. 
Pour la petite histoire, le directeur du projet, Metropolis, aurait choisit le nom de 
MANIAC en espérant mettre fin à la mode naissante de nommer les ordinateurs 
par des acronymes : cela eut pourtant l'effet totalement inverse. Cet ordinateur 
effectuait de l'ordre de lo4  opérations par seconde environ, qu'il faut mettre en 
rapport avec les lo8  opérations effectuées par le moindre ordinateur personnel de 
nos jours. 

C'est Fermi qui eut l'idée géniale que l 'on pouvait utiliser des ordinateurs pour 
étudier un problème ou une idée physique. C'est lui qui choisit de vérifier les pré- 
dictions de la mécanique statistique sur ce système qui porte désormais le nom 
de FPU. Cette découverte est non seulement à l'origine de la compréhension du 
concept de solitons e t  de nombreuses caractéristiques des phénomènes chaotiques 
mais elle correspond surtout à l'invention du concept d'expérience numérique. 
Ceci a provoqué une révolution complète de l'approche de certains phénomènes 
physiques puisque l'on peut désormais étudier des phénomènes comme les colli- 
sions de trous noirs ou les phénomènes quantiques hors d'atteinte des expériences 
ou travaux analytiques. 
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La découverte remarquable de FPU eut lieu en 1953, la même année que 
la découverte de la structure en double hélice de l’ADN par J.D. Watson e t  
F. Crick qui a tant  modifié l’approche moléculaire de la biologie. Incidemment, 
il n’est pas inutile de rappeler que les simulations numériques de FPU étaient 
effectuées par Mary Tsingou qui n’est pas auteur de l’article. Une coïncidence 
étonnante puisque la contribution expérimentale de Rosalind Franklin (1920-1958) 
fu t  totalement minimisée dans le cas de la double hélice [50] ! Fermi, qui qualifia 
cette découverte de << mineure », avait l’ intention de présenter ces résultats dans 
une conférence honorifique de la Société américaine de mathématiques. II tomba 
cependant malade avant la conférence. Ce travail resta plusieurs années un rapport 
de Los Alamos, classé Secret-défense, et c’est finalement Ulam qui fit connaître 
les résultats à la communauté scientifique à l’occasion de plusieurs conférences. 

L’approche habituelle en physique est de raisonner à l’aide des <( modes 
riormaux >) qui sont liés aux déplacements par ~k = fi E,”;’ u, sin ( i k n / ~ )  
et dont la pulsation est wk = 4Ksin2 ( kn l2N) .  On peut alors réécrire l’ha- 
miltonien (8.1) sous la forme 

Lc dernier terme. provenant directenierit de la partie non-linéaire du potentiel, 
correspond au couplage des différents modes. 

Fermi, Pasta et Ulani Considéraient qu’en présence de ce terme, si l’on 
introduisait de l’énergie dans un seul mode. k = 1 en l’occurrence, elle se 
répartirait progressivement sur les différents modes afin que l’on atteigne 
l’équipartition de l’énergie entre les modes. C’est effectivement ce que siig- 
géraient les résultats au début du calcul, puisque les modes 2 ,  3 ,  etc. étaient 
successivement excités. Cependant, à leur grande surprise, après 157 périodes 
du fondamental, la quasi totalité de l’énergie (à 3 % près) revenait dans le 
fondamental coinine le montre la figure 8.1. 

L’état initial semble être presque complètemerit reconstitué après cette 
période de récurrence. Des calculs ultérieurs ont mis en évidence que ce plié- 
nornèrie se répétait un g r a d  riombre de fois et qu’il existait rnènie une période 
de (( super-récurrence >> au bout tie laquelle l’état initial était encore mieux 
reconstitué. Contrairement & ce que les auteurs attendaient, il n‘y avait donc 
pas de transfert régulier et continu de 1’6nergie du niode 1. excité iriitialernerit, 
vers les modes de plus grands nombres d’ondes. 

Ce résultat tout à fait remarquable, connu sous le rioni de paradoxe de 
FPU, rrioritre que l’introduction de la non-linéarité dans un système rie ga- 
rantit pas l’équipartition de l’énergie. Mais, pour mieux le cornprendre, il faut 
abandoririer la notion de niodes normaux linéaires du système et considérer 
le système totalement non-linéaire. I1 faut, en outre, cesser de raisonner daris 
l’espace de Fourier et revenir à l’espace récl : un <( riiode >> correspond à une 
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F I G .  8.1 + Récurrence de FPU : La figure présente l’évolution en fonction dii temps 
de l’énergie cinétique et  potentielle Ek = $ A: + w i A k )  de chaciin des cinq pre- 

rniers modes normaux. Initialement seul le inode 1 était excité (d’après la réfé- 
rence [ 5 5 ] ) .  

( 

exdat ion  localisée de l‘espace de Fourier mais délocalisée dans l’espace réel. 
alors qu’un soliton est, un riiode localisé daris l’espace réel mais délocalisé daris 
l’espace de Fourier. 

La solution du paradoxe de FPU a été apportée dix ans pliw tard par 
Zabusky et Kruskal en termes de solitons [iSO]. Ils orit considéré les équations 
du niouvernerit correspondant à l’hariiiltonieri (8.1) 

ü, = K(u7+i + u,+1 - 2?1,,) + KO [ ( l l i+ l  - u , ) 2  - ( 1 1 ,  - 11,+1)2] . (8.3) 

Cherchons des solutions de faible amplitude par rapport au pararriPtre de 
maille que nous rioteroris a .  On pose pour cela 71 = ( I E ~ I  avec E < 1. En 
divisant l’équation par E U ,  on obtient 

en introduisant la vitesse du soli daris le systènie c = (147. 
Fermi, Pasta et Ulam s’intéressaient aux modes de faibles vecteurs d’oiides 

puisqu’ils excitaient le mode de vecteur d’onde IC = 1, dont la longueur d’onde 
correspond au double de la taille du système. Comme, en outre, les sirriula- 
tioris numériques révèlent que la récurrence intervient avant que les modes 
d’ordre élevé n’aient été excités, on peut se contenter de décrire les modes rle 
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grande longueur d’onde. c’est-à-dire traiter le problénie dans l’approxiiriatioii 
des milieux contiriiis. On introduit airisi la variable bans dimension X = ET/U,  

où le facteur E << 1 traduit l’hypothèse de variation spatiale lente de 11 quarid 
.r, variable d’espace le long de la chaîrie, varie de a. Pour estimer les ordres 
de grandeurs, introduisons égalerrierit la variable sans dimension O = c t / a  

En reportant, de manière classique maintenant, l’exprcssioii ? I & i  = U ( J ?  * 
a )  = 7i(X & E) exprimée par son tiéveloppenieiit de Taylor dans l’équation du 
iriouve~nent (8.4)’ on obtient 

En conservant les ternies jusqu’à l’ordre E ~ ,  on obtient 

Cette équation posséde des termes faiblement dispersifs et 

.)’I . (8.5) 

(8.6) 

faiblement non- 
linéaires. Si ces termes ét,aient absents, on obtiendrait, une solut,ion h profil 
constant dans le repère rriobiie ii la vitesse du son (qui vaut F dans notre 
notation). Ori peut donc supposer qu’en présence de ces termes dispersifs et 
rion-linéaires, on aura une évolution lcrite de la solutjiori dans le repére rnol>ile. 
On traduit cela en se plaçant, dans le repère niobile, c’est-à-dire en introduisant 
la variables E = X - EO et en clioisissarit une variable temporelle (( lente )> 

r = E ~ O .  ~e clioix cles puissarices du paramètre E provient de l’équilibre entre 
dispersion et noii-linéarit,i? comme nous l‘avons déjà discuté. En reportant 
l’expressiori de ces riouvellcs variables daris l’équation (8.4)’ on vérifie que, 
par constriictiori du changenient de repère, les termes d’ordre s’éliminent 
alors qiie les ternies d’ordrc c4 conduisent à l’éqiiat,iori 

En posant %II = ‘ J E .  on aboutit finalement à 1’Cquation 

qui est l’équation de KdV. 

L’obtention de cette équation à solitons est à la hase de l’explication pro- 
posée par Zahusky et Kriiskal pour le paradoxe FPU. Cornrrie le montre la 
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figure 8.2, la condition initiale siniisoïtlale (ligne point,illée) terid d’abord i~ 
former des fronts raides (ligne en t.rüit interrompu), ce qui, coinnie nous l’avons 
vu, est lié & la forme de la non-liiiéxritk de l’équation de KdV. Par la suite. on 
observe la décomposition de l’excitation initiale en line série d’iiiipulsioiis qui 
sont des solitoris. La figure permet riiêriie de vérifier la relation linéaire (1.5) 
entre l’amplitude des solitons et l’excès (le leur vitesse par rapport & la vitesse 
du  son car elle est, responsable de l’alignement des sorrirnets des solitons (qui 
sont spatialenient équidistarit,s) . Les solit,oris ainsi créés évoliient en préservarit. 
leur forme et leur vitesse et ,  de temps à autre, se retroiiverit tlaris la, position 
qui reconst,it,iie la condition initiale siriusoïdrtle, créant ainsi le phénonièrie tie 
récurrence. 

3 .O 

2.0 

t,o 

O 

2 0  
-1.0 O 0.50 I .O 1.5 

Distance normalisée 

FIG. 8.2 ~ Évolution temporelle tie la roridition initiale de FPTJ. présentée dans 
17espace réel A différents instants (adapte! de la réfrrerice [ 1601). 

Les figures 8.2 et 8.3 attirerit irriiiié<liat,errierit l’attcntiori sur les particula- 
rités de la propagat,iori des orides daris un milieu non-linéaire, et le paradoxe 
de FPU ne serait sans doute pas reste inexpliquit peritlalit, plus tie dix a11s 
si, avant les t,ravaux de Zabusky et Kruskal, qiirlqu’uri avait e i i  l‘idée tl’txa- 
mirier le corriporternent du réseaii nori-linéaire par un graphique eri forict ion 
de la, coordonnée d’espxe. Mais les pliysicieris étaierit, t.ellerncrit, iriiprégriés tlc 
l’arialysc cles probièmcs liriéarisés, qui coricluit natiirelleriierit ;i t rnvailler dans  
l’espace dc Foiirirr, quitte ii rrtjoiiter ensuite les ternies riori-lirikaires coiiiriie 
iiii coiip1a.g-e entre les modes, que l’observatioii tie la forniat,ioii des solit oris ii 
part,ir tie I’excit,atiori initiale sinusoïdale n’avait, pas @té faite. 
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FIG. 8.3 ~ Évolution spatio-temporelle de la condition initiale cos(7rz) dans un sys- 
tème avec des conditions aux limites périodiques et dont la dynamique est régie par 
une équation de KdV. Le temps et la position spatiale sont représentés verticalement 
et horizontalement respectivement. L’intensité de la vitesse est caractérisée quant à 
elle par l’échelle de gris précisée au bas de la figure (Représentation N.J. Zabusky). 
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MARTIN D. KRUSKAL, né en 1925 
à New Rochelle, rencontra pendant 
sa jeunesse Richard Courant (1888- 
1972) qui fût  plusieurs années plus 
tard son directeur de thèse à l’uni- 
versité de NewYork. II devint profes- 
seur de la prestigieuse université de 
Princeton où il resta près de qua- 
rante ans. Ses premiers travaux furent 

- consacrés aux mathématiques pures, 
mais il s’intéressa très vite à la toute 
nouvelle physique des plasmas qui est 
aussi celle des étoiles ou des généra- 
teu rs t hermon ucléa i res. 

En 1954, Kruskal effectua un sé- 
jour de six semaines à Los Alamos 
dans le cadre du programme de re- 
cherche sur la fusion contrôlée, le projet Matterhorn. II y rencontra à cette OC- 

casion S.M. Ulam avec lequel il discuta de nombreuses questions de mathéma- 
tiques e t  de physique. Les résultats du problème que l’on nomme de nos jours 
FPU attirèrent tout  particulièrement son attention car il reconnut immédiatement 
que c’était un exemple intéressant pour l’analyse asymptotique. Dans un premier 
temps, il n’eut cependant pas l’idée de considérer le problème dans le cadre de 
l’approximation des milieux continus (Photographie M.D. Kruskal). 

NORMAN .J. ZABLJSKY (1929-), alors en 
stage post-doctoral à l’université de Prince- 
ton après une thèse à Caltech, fut  fasciné 
au mois de janvier 1960 par un séminaire de 
Kruskal, intitulé << Quelques problèmes ma- 
thématiques non résolus ». Zabusky chan- 
gea immédiatement de sujet de recherche e t  
c’est ensemble qu’ils réussirent à expliquer 
le paradoxe de FPU en 1965, en découvrant 
le lien entre ce problème de relaxation vers 
l’équilibre dans les solides et l’onde solitaire 
découverte par J.S. Russell dans un canal 
écossais. Les premières tentatives à la FPU 
d’interaction de modes de Fourier furent in- 
fructueuses (Photographie N.J. Zabusky). 

Les clés furent d’une part l’analyse 
asymptotique dans le cadre de I’approxima- 
t ion des milieux continus, mais aussi les simulations numériques effectuées par 
Zabusky que celui-ci qualifie de << KdV cinéma » .  Désespérant d’obtenir de l’aide 
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du groupe de Los Alamos, il décida de mettre au point son propre code, avec l'aide 
précieuse de Gary Deem [159]. Ces simulations permirent de considérer I'évolu- 
t ion du système, non pas dans l'espace de Fourier mais dans l'espace réel, et 
donc d'identifier les différentes ondes non-linéaires localisées comme le montrent 
très bien la figure 8.3. L'utilisation de conditions aux limites périodiques pour la 
chaîne, au lieu des conditions aux limites fixes utilisées par Fermi, Pasta et Ulam, 
fu t  également décisive car elle permettait de mettre en évidence plus facilement 
les ondes progressives. Enfin, avec M.D. Kruskal, ils réalisèrent l'importance des 
effets de dispersion dans le réseau d'atomes, dont Fermi, Pasta et Ulam n'avaient 
pas perçu le rôle essentiel. 

II est intéressant de réaliser que l'équation de KdV à laquelle conduit l'analyse 
asymptotique présentée ci-dessus n'était pas enseignée par les mathématiciens à 
l'époque et ne figurait, par exemple, pas dans l'ouvrage de Courant et Hilbert [38] 
qui faisait déjà autorité. C'est assez étonnant puisque la présentation des équations 
aux dérivées partielles qui commençait par celles du premier ordre se poursuivait 
dans cet ouvrage par celles du deuxième ordre (équation d'onde, équation de 
la chaleur, etc.) avant de passer aux équations du quatrième ordre (équation 
biharmonique, équation du télégraphe, etc.). Celles du troisième ordre, comme 
l'équation de KdV, étaient totalement passées sous silence, vraisemblablement en 
raison de l'absence d'application. Lors d'un meeting sur les plasmas, Cliff Gardner 
et George Morikawa attirèrent l'attention de Kruskal et Zabusky sur les travaux 
de Korteweg et de Vries [85], référence bien connue des mécaniciens des fluides 
et présente dans une petite note de l'ouvrage de H. Lamb [88]. Ce fut  le déclic! 

C'est également Zabusky et Kruskal qui sont à l'origine du terme de soliton, 
puisqu'ils l'inventèrent en l'introduisant pour la première fois dans le t i tre de leur 
article [160]. De manière à mettre l'accent sur les propriétés des ondes solitaires, 
proches de celles de particules, ils eurent l'idée d'utiliser le suffixe << on », comme 
pour électron, proton, boson, etc. Zabusky proposa d'abord solitron comme abré- 
viation de << solita-r-y wave >> avant de s'apercevoir que c'était le nom d'une 
entreprise aux États-Unis. Ils optèrent donc finalement pour le choix de soliton 
qui est depuis passé à la postérité ! 

Kruskal découvrit par la suite la solution générale de l'équation de KdV [61] 
avant de consacrer ses recherches aux étranges nombres surréels qui généralisent 
les nombres réels ordinaires mais qui sont aussi susceptibles d'applications impor- 
tantes pour l'analyse asymptotique qui sous-tend la recherche de Kruskal tout  au 
long de sa carrière. Zabusky, quant à lui, obtint ultérieurement des résultats très 
importants en mécanique des fluides en utilisant avec toujours autant d'acuité les 
simulations numériques et la visualisation des résultats à laquelle il accorde une 
très grande importance, sous le nom de << visiométrique ». 



Chapitre 9 

Un modèle simple de dislocation 
dans les cristaux 

9.1 Déformations plastiques des cristaux 

Considérons la déforrriatiori d’un cristal par cisaillement (figure 9.1 (a)) 
sous l’irifluerice d’une force F appliquée sur sa. surface (la surface inférieure 

i 

étant supposée fixée). 

FIG. 9.1 ~ Déformation plastique d’un solide sous cisaillement : (a) vue niacrosco- 
pique, (b) vue microscopique schématique. 

Pour de faibles forces, la déforrnatiori est élast,iqiie mais, si 011 dépasse 
uti certain seuil, le cristal subit une déformation plastique et resk déformé 
rriêrrie après suppression de la force. D’un point de vue rnicroscopiqiie, cette 
déformation correspond au glisserrierit d’un plan atomique sur un aut,re corrirrie 
IC sch6rnatise la figure 9.l(b).  Ori peut chercher & évaluer l’ordre de grandeur 
de la force nécessaire (ou plutôt de la contrairitje de cisaillerrierit nécessaire 
(T = F / S ,  où S est l’aire sur laquelle la force F est appliquée) pour provoquer 
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une telle déformation, partir de données typiques sur les propriétés d’un 
solide. 

Considérons la structure microscopique du cristal, schématisée sur la 
figure 9.2. La contrainte a provoque un déplacement x de deux couches ato- 
miques situées de part et d’autre d’un plan de glissement. Cela implique une 
réorganisation des interactions inter-atomiques, certaines s’allongent. d’autres 
se raccourcissent, On revient à la structure initiale de ces interactions quand 
le déplacement 2 est devenu égal au paramètre de maille a’. La fonction O(.) 

+ 
X 

glissement 

FIG. 9.2 - Aspect microscopique du cristal sous cisaillement. 

doit donc avoir la périodicité du cristal et, pour obtenir un ordre de grandeur 
de la contrainte critique O~ qui produit une déformation plastique, on peut se 
contenter de la fonction périodique la plus simple : 

. 2 T X  
O = O, sin - 

a 
Pour évaluer ac, on utilise la théorie de l’élasticité pour les petits déplace- 
ments. Pour les faibles valeurs de z, on peut approcher O par 

Par ailleurs le module de cisaillement G d’un solide distordu d’un angle cy 

(cf. fig. 9.2) est défini par 
a X 

O = -  ou N E -  G d ’  

où d est la distance iriteratomique dans la direction perpendiculaire au plan de 
glissement. La théorie de l’élasticité conduit donc à O N Gxld ce qui donne, 
par comparaison avec l’expression (9.2) 

1. En toute rigueur ce n’est vrai qu’à l’intérieur du cristal. Sur les bords certaines liaisons 
sont rompues. Ces effets sont cependant négligeables car la distance inter-atomique est de 
l’ordre de l’arigtrom (lo-’’ m). Même pour un très petit cristal d’une taille de l’ordre d’un 
dixième de mm, les effets de bord ne portent que sur un millionième des liaisons le long de 
chaque ligne d’atomes. 
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Le module de cisaillement d’un matériau tel que l’aluminium est G = 
2’5. lolo N.inp2, alors que les mesures de oc donnent lo6 à lo7 N . ~ i i - ~ ,  selori 
la pureté du matériau. Conirrie a et d sont comparables, on peut en conclure 
que l’évaluation de O, que nous avons faite dorine des résultats cornplètenierit 
erronés. Vu l’importance du désaccord, on ne peut pas l’attribuer aux sim- 
plifications que nous avons faites car elles peuvent, tout au plus, changer le 
résultat d’un ordre de grarideur. I1 faut s’interroger sur les hypothèses rnême 
du calcul. 

Nous avons supposé qu’une couche atomique glissait en bloc sur une autre. 
En fait, on peut imaginer un autre moyen pour déplacer la couche avec une 
contrainte bien plus faible. Une analogie simple permet de cornprendre les 
choses. Supposons que l’on veuille déplacer un grand tapis sur le sol. On peut 
se mettre à une extrémité et tirer sur le tapis. C’est le principe du calcul 
que nous avons fait pour évaluer O,. On peut aussi faire uii pli à l’extrémité 
(cf. fig. 9.3a) puis faire glisser ce pli jusqu’à l’autre extrémité. Lorsqu’il est 
arrivé à l’autre extrémité, on a déplacé le tapis d’une quantité égale au dé- 
placement qu’il avait fallu faire subir au bord pour créer le pli, mais la force 
à déployer a été bien plus faible. Pour la déformation plastique d’un solide, il 
existe un processus analogue au pli dans le tapis : la créatzon d’une daslocatton. 
Au lieu de déplacer toute la couche atomique, on peut déplacer seulement une 

FIG. 9.3 (a) Comment déplacer un tapis sans effort en créant un pli à partir d’un 
bord. (b) Schéma d’une dislocation (< coin B dans un cristal, obtenue en déplaçant 
une extrémité d’une maille. 

de ses extrémités d’une maille. On crée un défaut dans l’empilernerit cristallin 
qui a localement une densité d’atomes plus élevée que dans le cristal parfait. 
Ce défaut est appelé une (( dislocation coin D (voir, par exemple, [80]). Sur 
une figure simplifiée coirinie 9.3b, la distorsion peut sembler très iniportante. 
En fait, lorsqii’on regarde l’empilement cristallin à une échelle plus graride, la 
distorsion peut être à peine visible (voir fig. 5 de [go]). Le déplacement de la 
dislocation d’un bord à l’autre du cristal conduit A une déforrnatioii plastique 
qui a été obtenue uniquement à partir de distorsions locales. La formation de 
la dislocation peut demander beaucoup moins d’effort que le déplacement en 
bloc d’un? couche atomique. De plus, les cristaux sont e11 général imparfaits 
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et contienrierit déjà de nonibreuses dislocations. Pour les défornier plastique- 
nient, il suffit de déplacer ces dislocations et, c’est ainsi que l’on peut parvenir 
à cies modules de cisaillerrierit considérablement, plus faibles que ceux qui résiil- 
teraient de déplacements ci1 bloc de couches atomiques2. La dislocation coin 
que nous avons décrite est la plus simple, rnais il existe de nombreuses autres 
géométries de dislocations daris les réseaux cristallins. Elles correspondent 
toutes & des déformations du réseau localisées sur des lignes ou des surfaces. 

9.2 Un modèle unidimensionnel : 
le modèle de F’renkel-Kontorova 

Un modèle contenant l’essentiel de la physique de la dislocation coin a été 
proposé en 1939 par Frenkel et Koritorova (FK) [59, 21. I1 décrit In dynamique 
d’une rangée d’atomes situés au-dessus du plan de glissernerit (cf. fig. 9.4). 

FIG. 9.4 - Le modèle de Frerikel-Koiitorova (FK) pour une dislocation coin. 

L’atonie indexé par n, est repéré par sa position .r, par rapport (1 une 
origine située sur la posit,iori d’équilibre d’un atonie daris le cristal parfait 
(cf. fig. 9.4). ou par son ciépiacenierit ‘un = z,, - nm par rapport, à sa posi- 
tion d’6quilibre ( u  est le paramètre de rriaille dans la direction tie la rangée 
d’atonies étudiée). Uri atonie est soumis au potentiel V ( U , ~ ~ )  créé par les at,onies 
situés sous le plan de glissement qui sont traités comme un siibst,rat, fixe. Le 
(( potentiel tic substrat D V ( u n )  a la périodicité du réseau et, le modèle FE( le 
représerit,e par la. forict,iori périodique la plus simple : 

(9.5) 

2. Les plombiers connaissent bien le phénomène. S’ils veulent couder un tuyau de cuivre, 
ils rie prennent pas du tube recuit, qui a peu de dislocations et est donc rigide. rnais d u  
tube écroui qui est beaucoup plus déforrnable. C’est pour la rnérne raison que, lorsqiic l ’on  
tord un fil de fer, la première torsiori est difficile, mais qu’après quelques cycles de torsiori- 
redressement, il devient très facile à plier. On y a créé un grand nombre de dislocations. 
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I1 faut, de plus tenir compte des interactions entre les atomes d’une rarigk (ou 
plus exactjenierit ent,re les plms atomiques qui sont, situés aii-dessus di1 plan 
(le glisscriierit). Le potentiel d’interaction dépend des déplaceirieiits relati& de 
deux atomes conséciit,ifs qui sont faibles par rapport leur tiistarice d’équilibre, 
rii6riic :LU c a w -  d’une (lislocation. Coritrairernent :tu cas dii pot,eritiel V(PL,,)  
dorit, on ne peut négliger l’aiiliarrrioriicité puisqu’il faut pouvoir décrire de 
g r a d s  tléplacerrierits des atomes, pour le potentiel d’interaction, on peut2 se 
contenter d’une approxiiriat ion liaririonique pour l’énergie d’iiit,eractioii erit,re 
les atorrics 71 - 1. et rr qui est écritje sous la forrne 

de sorte que l’harriiltonien du système s‘écrit 

(9.7) 

oi l  in est la masse d’un atoirie et p n  = dv,/dt sa quantité de irioiiverrierit. 
Ce modèle contient des ingréc1ierit)s essentiels pour admettre des solutioris 

cle t,ype soliton : la non-linéarité proveiiarit du potentiel de sul-xt,rat, et la 
coopérativit,é assurée par les iiit,cractioiis inter-atomiques. Nous allons voir 
qu‘en cffct les solitoris exist,erit dans ce systèrrie . . . ou presque. 

Fils d’un activiste notoire de la  pé- 
riode pré-révolutionnaire, YAKOV ILYICH 
FRENKEL (1894-1952) est arrivé à l’uni- 
versité de Saint Petersbourg à l’époque 
de la révolution russe. Après son premier 
article consacré au différentiel de voi- 
ture (!), il eut un début de carrière un peu 
chaotique, notamment à cause d’accusa- 
tions d’« agitateur bolchévique >> qui le 
conduisirent en prison. Jeune chercheur, 
il fut  tout  particulièrement soutenu par 
Paul Ehrenfest (1880-1933) qui, se trou- 
vant au centre des principaux événements 
qui ont  révolutionné le xxe siècle de la  
physique, a joué un rôle très important 
pour aider les jeunes physiciens théori- 
ciens russes à atteindre un niveau mon- 
dial dans cette période post-révolutionnaire peu favorable (Photographie AIP 
Emilio Segré Visual Archives, Frenkel Collection). 
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II présenta sa candidature à une bourse de la fondation Rockefeller en Europe, 
ce qui lui permit de passer l'année 1926 en Allemagne, en France et en Angleterre 
où il rencontra de très nombreux physiciens : Einstein, Brillouin, Langevin, etc., 
puis il passa les six premiers mois de l'année 1931 aux États-Unis. Deux post- 
doctorats à l'étranger avant l'heure ! 

Ses contributions majeures sont en physique des solides et des liquides, mais 
il en a également eu d'essentielles en électrodynamique classique ainsi qu'en phy- 
sique nucléaire. L'approche de Frenkel était caractérisée par l' introduction de 
modèles physiques simples et originaux, en lien avec l'utilisation minimale d'outils 
mathématiques. Le modèle de plasticité développé avec T. Kontorova constitue 
ainsi, en physique des solides, la première tentative de description de la  dyna- 
mique d'un défaut bidimensionnel étendu par un modèle unidimensionnel d'une 
chaîne discrète. Couronnée de succès, cette approche sera renouvelée très sou- 
vent en physique des solides bien sûr, mais aussi dans de nombreuses branches 
de la physique. II publia le premier cours complet de physique théorique en Union 
Soviétique et fû t  avec V.A.  Fock (1898-1974) le premier à y enseigner la 
Mécanique quantique. Peintre et violoniste de talent [60], il s'éteint brutalement 
en 1952 

TATIANA KONTOROVA, née en 1911 à 
Saint Petersbourg, effectua ses études 
à l'université polytechnique d'état de 
Saint Petersbourg. Elle obtint sa thèse 
en 1939 grâce à ses travaux sur les dislo- 
cations avec Frenkel. Elle fu t  enseignant- 
chercheur dans ce même institut et est 
auteur d'une cinquantaine d'articles. Elle 
traduisit également en russe le livre 
Electronic Theory of Semiconductors de 
William Shockley. Elle s'est éteinte au dé- 
but des années 1980 (Photographie lofFe 
I nst i t ute) . 

9.3 L'approximation des milieux continus : 
l'équation sine-Gordon 

Les équat ions du inouverrient des atonies, deduites de l'liarniltonien (9.8) 
sont 

Coirirne dans le cab du problème FPU, on obtient uri système d'équations dif- 
férentielles non-linhircs couplées. C'est une situation fréquente en physique 
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des solides. Ce système, d‘expression poiirtarit simple, S n ‘ u  pus de S 0 ~ 7 1 t 2 0 7 1  m u -  
lytique co’rirme et, comme daris le cas du problCmc FPU, nous alloris devoir 
faire des approxirriatioris pour le tiori est excliie si l’on 
veut, pouvoir t ra ikr  les grands déplncernerits qui sont au coeur d’une tlislo- 
cation, mais, coniine (hiis le problème FPU, or1 peut utiliser l’approxirriatioii 
tles milieux coritirius eri remplaçant l’ensemble de variables discrètes un ( t )  par 
la fonction continue 71(x, t )  telle qiie !un ( t )  = <u(x = T / U ,  t ) .  Eri tiévelopparit, 
uTl+l(t)  autjour de 4in(t), or1 olhierit 

Eri lirnitarit le tiévelopperiierit A l’ordre 2 ,  IC système d’équations (9.9) clevierit 

a2u Ca2 8211 27rvo .. 2TV +- sin ~ O . (9.11) at2 m d x 2  inn a 

En posarit H ( J ,  t )  = 27ru(.c. t ) / q  ci = Cu2/rn,  wu = 4 ~ ’ V o / ( m n ~ ) ,  on obtient 
l’équation de SG suivante : 

(9 .12 )  

Cette description suggère dorie que les solutions de l’équation (9.12) poiir- 
raient correspondre aux dislocatioris discutées ci-dessus. 

9.4 Les dislocations sont-elles des solitons ? 

I1 est, Iégit,irne de rriet,tre en doute le résultat, qiir l’or1 vierit, de préscm- 
ter, puisque si les dislocatioris étaient tles solitons, une fois créées, elles se 
propageraicmt sans déforrriatiori et A vitesse const,ante. Coriiriie l’expéricricc 
quotidienrie nous a corivaincii qiie toute défoririat,iori arriorcée sur le riiat,ériau 
lie se poursuit pas sporitariétiierit, on doit, remet trc en cause le rriotlèle. 

En réalité, plus que le nioddc’ c’est le t,raiterrierit de celui-ci qui est sujet 
à caution : l’approxirrintion tles milieux coiitirius n’est pas ilrie tiescript,iori 
justifiée daris le cadre de la dyrinrniqiie des dis1ocat)ioris. En effet daris u r i  
milieu réel, celles-ci sont t,rès étroites par rapport au pas tiii réseau u.  corririie 
le suggère la figure 9.5. 

L’approxirriation ties rriilicux coritirius rie peut, donc doririer qu’urie clescrip- 
tiori très approchée. Les dislocatioris rie sont pas des solitons au selis st,rict, 
ceperidarit‘ cela rie signifie pas que le concept de so1it)ori est inutile poiir tlkcrire 
les excit,at,ioris riori-linkaires dans des s y s t h e s  où la tliscr6tisatiori est irripor- 
tante. I1 corist,itue un boii point, de dbpart, rnais il faut, t,enir compte d‘effets 
siipplérrieritaires : la préserice du  réseau introduit de rioiivelles caractkristiques 
t,cllcs que le pikgeage (le soliton ou l‘hissioii tl’orides tie faiblc miplitiide. 
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FIG. 9.5 ~ Les cercles représentent la position des atonies au niveau d’une disloca- 
tion, alors que la courbe contiiiue représente la solution de l’équation obtenue par 
l’approxiiiiat,iori des rnilieiix corit,irius. Or1 note qiie la largeur du soliton correspond 
A environ deux pas du réseaux. 

Pour le corripreridre, il sufit tl’exarriirier eri détail les posit,ioris des p d -  
cules par rapport au potentiel de substrat, V ( u )  selori l’interisité du coiiplage 
qui les lie. Lorsque le couplage est très fort, le soliton est étendu, ce qui signifie 
que le déplacerrierit, des particiiles d’un puits aii suivarit, varic très progressivc- 
rrierit de zéro un pas tie rkseau. I1 existe par coiiséqueiit des particules ii tous 
les riiveaiix du potentiel de siihst,rat,, y corripris en sori riiaxirriurri. Dnris cet,t,e 
description quasi-corit,iriue. il cst, alors facile de coriipreridre poiirqiioi la tlislo- 
cation (ou  le soliton) peut se déplaccr librement,. CorisitlCroris la figure 9.6(;~) 
et supposons que l’on clierche CL déplacer progressiverrierit, le cent,rc du so1it)on 
depuis sa position actjiielle, rriarqiiée par la flèche en trait, plein sur la figure, 
vers la posit,iori rriarqiiée par la flèche e11 poiritilks. Qiwnd le déplacernerit 
sera eff’ect,ué, les particules occuperont les positioris à, l’iritersectiori entre la 
courbe représeiit a n t  le pot,entiel (en trait, plein) et la courbe eri pointillés sur 
la figure 9.6a. Lors de la txarislatiori progressive de la courbe en pointillés vers 
sa rioiivelle position, certairies particules vont rrioiit,er la liarrière de potentiel 
de substrat tariclis que d‘autres la tlesccritient . Le bilan éricrgét,ique sera riul 
car il y aura compensation critre les aiigrncritatioris et les tlirriiriutions, pour 
cliaque position irit,errnécliairc du soliton. D m s  la version contiriiie du rnodèlc 
qui coricluit,, corrirric rious l’avons vu. $1 l’éqiiatiori tie SG, le système c\st inva- 
riant, par ri’iriiporte qiiellc t,rarislation, et It. rrioiiveriieiit libre dii solit,ori est 
une riiariifestatiori de cetate syniétrit: de t,rarislation. qui coritluit, cornirie iioiis 
l’avons vii i ~ i i  chapit,re 5‘ ail mode de Goldstone. 

Lorsque le couplage est fiilde, coiririie claris le t’as des dislocations, le défaut 
est très localisé, c’est-à-dire qi ie  la, largeur de la distorsion est, faible tlevarit le 
pas t h  réseau. Bien que quelques part i d e s  soierit 16gCreirierit clkplaciu du riii- 
riirriurn tlii potcrit,iel co~iirrie le riioritie la figure 9.B(b), les ressorts ne sont pas 
sufisarrirricrit forts pour riiaint,(xiir les particiiles au soriirriet tlii potcrit,iel de 
substrat. Si l’on cherche, cormie précéderririierit, h déplacer progressiveriieiit, 
le dbfaut,, au cours dc la t,rarislat,iori il faudra teriiporairerrierit amener iirie 
particule sur le iriiixirniirii tlii poteritic,l tle substrat (lorsque le défaut, sera & l a  
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FIG. 9.6 ~ Positions de particules couplées de manière harmonique et soiirriise B 
un pot,entiel de substrat périodique. Les figures (a) et (b) représentent un défaut 
respectivement étendu et étroit ; les particules daris la partie droite de la cliaîric ont 
été déplacées vers le creux de poterit,iel voisiri. Dans le cas (h),  les atonies situés 
A proximité du centre de la dislocation sont très proches du m,inim.n dii potentiel. 
Pour déplacer le défaut d’une maille, il faudra temporairement amener un  atonie 
sur le maxirniini de potentiel, ce qui demandera de l’énergie. 

posit,iori iiit,errrii.diaire entre les deux flèches, represeritée de la figure 9.6(b)). 
Dans &te position le défaut, aura une énergie plus grande que dans les po- 
sitions où son cerit,re correspond à l’urie des flèches. I1 existe par coriséquerit) 
ilne barrière à la trarislat,ioii libre du défaut, que l’on ;tppelle dillis la t,héoric 
ties tlislocations, la harriPre de Peirrls-Nabarro (PN) ,  qui H kt,C? r(:di.coiivert,e 
ditris le cadre de la t.li6oric des solitoris discrets (qui rie sont d’ailleurs que 
des << qiiasi-solitons », hicii que rimis avoiis corisc~v6 le t,errrie dr soliton par 
coniinoditjé). 

Dims la discussion que nous avoiis présciiti-e pour faire saisir iiit,iiitive- 
rrieiit, l‘origine d e  la barrière de P N ,  nous ~i’avo~is corisid6ré que les variatmions 
de l’hcrgie potentielle de siibst,rat diirant la trarislat,iori. Pour èt,re cxxriplct . il 
faut aussi tenir compte (les vnriat,ioiis de l’ériergir pot,cntic,lle éliist,iqut. d‘intcr- 
action erit,re les partsicules niais cela rie cliarigc pas le résult>at, : poiir 1111 di-ftriit 
ktroit . la, t rarislation par rapport au réseau r i e  sc fait pas  à ériergic: pot,tmt,ielle 
(‘011s t ant P. 

Le cils d’iine dislocation, éteridiie seulernerit, sur cliic>lques niailles, corres- 
po~id :t un cas interriiédiaire erit,rc la sitiiatioii tl’uric piirt,icille iritlivitliit:lle, 
poiir laquelle l’énergie à fournir corresporid & t,oute la profondeur di1 pot,en- 
t,iel de sihst,rat, car on rie << récupère >> pas d’éiiergic itii niveau d’un(. ;tiitre 
particule qui sirniiltanérnerit descend le lorig di1 poteritiel de siilistrat et la 
liniitc contiriiie daris laquelle le soliton est totalcnient lihre de sf’ ci6placer. 
Daris cc cas interinédiaire, le défaut se déplace coniine une excit,at ion itto- 
inique collrctivc~ sur uii poterit,iel effcctif, le pot,eiit,iel clc PN, qui a la période 
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ciii réseaii mais une amplitude3 beaucoup plus faible que celle du potentiel de 
substrat. Cette analyse explique pourquoi la contrainte critiquc d’une défor- 
mation plastique d’un cristal est de plusieurs ordres de grandeurs plus faible 
que la contrainte qui induirait un déplacement t o h l  d’un plan atomique sur 
un autre [SO], mais elle n’est cependant pas nulle : la dislocation n’cst pas libre 
de se déplacer. I1 faut une contrairite rriinirriale pour déformer un matériau, 
niêrrie si des dislocations y ont déjà ét,é créées. 

La mobilité d’une dislocation est accornpagnéc d’une émission de vibra- 
tioris de réseau qui se traduit par iin éckiauffement i très perceptible lorsqu’on 
fait subir ii un rnatériaii de fortes déformations plastiques qui niet>terit en mou- 
vement de nombreuses dislocatioiis. On peut comprendre l’origine de cet te 
émission de phonons en remarquant, que, durant la translation d’un défaut 
étroit, iiri atonie est porté au rriaxiniuin du potent,iel de substrat avant de 
retomber rapidement dans un riiiriiniuni. Quarid il rejoint le niinilnuin, il tend 
à osciller au lieu de s’arrêter exactement au rnininiuni, contrairement au cas 
du couplage fort pour lequel la ret,orribée vers le rriiriimuin est, très progressive 
et où, de plus, l’atonie est rriairiteriu par une forte interaction élastique avec 
ses voisiris. Le rayoririeriierit de niodcs non localisks se traduit par une dimi- 
nution de l’énergie du défaut qui est freiné, coninie le montre la figure 9.7. Ori 
constatje d’abord une baisse rapide de sa vitesse due ii un rayonnement intense 
puis une quasi-stabilisation qui semble indépendante de la vitesse initiale. 

0.0 1, 
t 

FIG. 9.7 ~ Évolution schématique de la vitesse d’une excitation de type so1it)on 
en fonction du temps dans un modèle de FK. La courbe continue (resp. pointillée) 
correspond à une vitesse initiale de 0,8 (resp. 0,5). 

I1 est possible de proposer une interprétation simple de ces résultats nu- 
rnériques. Poiir calculer le rayonnement émis, qui est de faible amplitude, on 
considère les équations de rnoiivernent linéarisées pour le réseaii atomique et 
l’on traite l’effet dii soliton coninie s’il s’agissait d’une action cxtérieure res- 
ponsable du déplacement des particules au-dessus de la barrière de potentiel 

3. On montre que cette barrière de PD; est une fonction exponentiellement décroissante 
de la largeur du soliton. 
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de substrat. Poiir cela, on ajoute aux équations liriéarisées une force f n ( t )  qui 
correspond ii l’action du soliton sur les particules. L’équation du mouvement 
correspondante s’écrit, par conséquent,, 

ü n  - C ( U , + l  + w-1 - 2un,) + w;u,, = &(t )  . (9.13) 

Pour comprendre qualitativement les phénomènes, il n’est pas nécessaire de 
connaître l’expression de la force f n  ( t ) .  Le point important est que, connrie 
le soliton se déplace à la vitesse 7)’ dans un réseaii de pas u ,  il est, légitinic 
de supposer que l’on a f n + l  ( t )  = f n  ( t  - a/71) ou plus généralenient f n  ( t )  = 
f o  ( t  - na /v ) .  Cette force est susceptilde d’excit*er des ondes planes tie la forme 
cos(wt - q n )  = cosw ( t  ~ p / w )  lorsque la condition de résonance q / w  = 
u / 7 1  est vérifiée. L’ét)ude de l’intersection de cet,te << relation de dispersion du 
soliton )), w = q7j/a,, avec la relation de dispersion du réseau de particules 
nionttre que l’éinission d’ondes dans le mode fondamental cesse polir la vitesse 
71 ii laquelle on observe une stabilisation [las]. 

‘ 9.5 Les applications 

Le modèle de FE( permet de comprendre la déformation plastique des 
matériaux. Les effets coopératifs sont nécessaires pour expliquer pourquoi les 
cristaux ont des comportements de type plastique contrairement aux verres, 
qui n’ont pas d’ordre à longue distance. 

Le modèle explique également pourquoi plus un crist,al est parfait rnoiris 
il est plastique. En effet, un cristal parfait, ne possède, par dkfiriitiori, aucune 
dislo<:at,ion préexistante. I1 faut, donc les créer avant de pouvoir défornier le 
matériau. Dans un crist,al imparfait, au contraire, il sufit de mettre en mouve- 
ment les nombreuses dislocations présentes. En outre, cornnie ces dislocations 
sont des quasi-solit,ons, leur mise en mouvement est relativement aisée, bien 
qu’il faille vaincre la barrière de potentiel de PN. Les cristaux très purs de sili- 
ciuni que réalise l’industrie électronique sont, très fragiles car ils ne contiennent, 
que très peu de dislocations qui permettraient, lcur déforniation plast,iqiie ai l  
lieu d’une rupture. 

À partir des propriétés des solitons, il est possible d’établir un certain 
nornhre de prédictions quaititatjives sur les dislocations. Ainsi le calciil de leur 
énergie (le création correspond à l’énergie du soliton que nous avons calculée au 
chapitre 2 .  Le calcul di1 coefficient de friction lors du mouvement est également 
possible à partir de l’énergie rayonnée sous forme de vibrations du réseau après 
lc passage du quasi-soliton. Enfin, il est possible d’estimer le taux rnaxirnuni 
de déformation par unité de temps & partir de la vitesse limite de propagation 
des dislocations, qui correspond & la vitesse du son dans le cristal. 

En nous rest,reignant au modèle FK de la dislocation, nous avons limité 
notre ét,utie A une dimension, En fait quand on déforme plastiquement un 
échantillon par cisaillenient, on déplace une ligne de dislocation, coniine le 
niontre le schéma 9.3. La dislocation du modèle FE( correspond B un point 
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FIG. 9.8 ~ Schéma du mouvement d’une ligne de dislocation (en trait fort) à deux 
dimensions dans le potentiel de P N  dû aux effets de discrétisation. Noter que ce 
potentiel n’est pas le potentzel auquel sont soumzs les atomes mais le potentiel auquel 
est soumise la dislocation. On peut envisager de déplacer toute la ligne de dislocation 
simultanément (cas (a)) niais on peut aussi créer un (( kink >> dans la dislocation 
(cas (b)) et le déplacer dans le sens de la largeur de l’échantillon. 

sur cette ligne, niais pour niieux comprendre le mouvement des dislocations, 
il faut considérer le système bidimerisiorinel que constitue le plan de glisse- 
ment parallèle auquel se fait le cisaillement. Lorsque l’on passe ainsi à deux 
dimensions, le potentiel de PN dû à la discrétisatiori prend l’allure d’une <( tôle 
ondulée )) dont les plis sont orthogonaux au plan de la figure du modèle FK 
(cf. fig. 9.4). Lorsqu’elle est en équilibre au minirnurn du potentiel PN, la 
ligne de dislocation suit un forid de vallée de potent,iel. En travaillant avec le 
modèle FK, nous avons fait implicitement l’hypothèse que la dynamique du 
cristal était invariante dans la direction orthogoriale au plan de la figure 9.4. 
Dans cette hypothèse, déplacer le quasi-soliton du niodèle FK revient, dans 
le plan de glissement, à déplacer globalement toute la ligne de dislocation 
(cas (a) de la figure 9.8). Or, dans le cristal, rien n’impose un déplacement en 
bloc de la dislocation. I1 est coûteux en énergie puisque tous les points coristi- 
tuant la ligne de dislocation doivent franchir sirnultariénient un rnaximum du 
potent,iel de PN. L‘« astuce N qui a consisté & introduire la dislocation pour 
éviter de déplacer eri bloc un plan d’atomes peut aussi être utilisée pour dé- 
placer la dislocation ! Au lieu de déplacer en bloc la ligne de dislocation, on 
peut imaginer d’y créer un défaut en rie passant qu’une petite portion de la 
ligne de dislocation au-dessus de la barrière de PN.  On crée ainsi un << kink >) 

dans la dislocation. En déplaçant niairiteriarit ce kink dans la direction de la 
ligne de dislocation, on peut, faire progresser la ligne de dislocation d’un pas 
de réseau (cas (b) de la figure 9.8). Puis 011 recornrrierice à créer un kink dans 
la dislocation pour lui faire franchir une nouvelle maille. L’étude quantitative 
de ce processus nioritre que cette méthode est moins coûteuse énergétique- 
nient que celle qui consiste à déplacer toute la ligne de dislocation en bloc. 
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Ce processus explique pourquoi la mobilité des dislocatioris peut être plus 
grande que ce que donrie le modèle FK. De plus, ce mécariisrrie est particuliè- 
rerrierit iritéressant car il revient ii créer un soliton duns le soliton, nioritrarit 
que l'idée rnêrrie de la dyriamiqiie assistée par la préserice de solitoris peut être 
examinée à plusieurs niveaux [LI , le soliton devenant lui-rriêrrie un objet qui 
peut, CL sori tour préseriter ilne dynarriique faisant appel à des solitoris ! 





Chapitre 10 

Parois de domaines 
dans les matériaux ferroélectriques 

ous ALLONS PRÉSENTER MAINTENANT un deuxième exemple dans lequel N les positions des atomes dans un cristal sont bien représentées par une 
équation ayant des solutions quasi-solitons. L’exist,ence de ces solitons permet 
d’interpréter, en outre, certaines propriétés des matériaux diélectriques qui 
avaient longtemps résisté à l’analyse théorique. 

10.1 Matériaux ferroélectriques 

Un matériau ferroélectrique possède un rnonient dipolaire électrique per- 
nianent qui subsiste rnêrne en l’absence de champ extérieur appliqué. Le mo- 
ment par unité de volume constitue la polarisation P du matériau. Dans un 
ferroélectrique, cette polarisation peut être inversée en appliquant un charrip 
extérieur assez fort daris le sens opposé. Elle dépend de la température et 
disparaît au-dessus d’une température critique, notée T,. Pour des terripéra- 
tures supérieures à la température critique, le matériau est dans un état dit 
paraélectrique, sans polarisation spontanée, corrirrie le montre la figure 10.1. 

On distingue deux types de niatériaux ferroélectriques : les ferroélectriques 
de type déplacenierit et de type ordre-désordre. 

+ 

10.1.1 Ferroélectrique de type déplacement : 
le titanate de baryum 

Le titanate de baryuni BaTiOs est le prototype du ferroélectrique de type 
déplacenierit qui possède une structure ordoririée qui change de symétrie au 
passage de la transition ferroélectrique-paraéleîtrique. À haute température, 
le matériau est daris un état paraélectraque cubique. L’ion titane Ta4+, situé 
au centre de la maille, est entouré d’un octaèdre regulier d’ions oxygène 02-. 
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Phase Phase 
ferroélectrique paraélectrique 

T, T 

FIG. 10.1 -- Évolution de la polarisation spontanée P d’un ferroélectrique en fonc- 
tion de la température. 

Quand la température est abaissée en-dessous de la température critique T,, 
une distorsion quadratique de la niaille se produit. L’octaèdre d’oxygènes s’al- 
longe dans la direction de l’axe e,  et, au lieu d’une position d’équilibre du ti- 
tarie au centre de la maille, il existe deux positions possibles pour l’ion Ti4+, 
décalé cians un sens ou dans l’autre par rapport au plan médian de la maille 
(fig. 10.2). Le centre de gravité des charges positives (Ti4+ et Ba2+) est décalé 
par rapport au centre de gravité des charges négatives (O2-) .  Les décalages 
de h o ,  vers le haut ou vers le has  correspondent à deux états de polarisation 
spontanée &P,. Le matériau est passé dans la phase ferroélectrique. 

La structure des deux phases du titanate de baryiini indique que le po- 
tentiel cristallin daris lequel se trouve l’ion t,it,arie a l’allure représentée sur 
la figure 10.3 selon que le matériau se trouve dans la phase paraélectrique 
ou ferroélectrique. Dans la phase ferroélectrique, le titane est assez mobile 
dans l’octaèdre créé par les oxygènes pour qu’un champ électrique appliqué 
au matériau puisse le faire basculer d’un miniinuni à l’autre, réalisant airisi 
une iriversiori de la polarisation. 

Le passage ferro-para corrcspond par conséquent à un déplacement en  bloc 
et ordonné des ions. Tous les ingrédients sont donc réunis pour avoir des 
solitoris puisque les phénomènes non-linéaires sont, présents, étant donné la 
forme en double puits du potentiel, mais égalernerit en raison du couplage fort 
entre les particules induisant des effets coopératifs importants. 

+ 

10.1.2 Ferroélectrique de type ordre-désordre : 
le nitrite de sodium 

La polarisation du nitrite de sodiurri NaNOz provient du moment dipo- 
laire des groupements NO;. À basse température les interactions dipolaires 
favorisent une phase où tous les groupements NO; ont la même orientation. 
Leurs rnonients dipolaires s’ajoutent et le matériau a une polarisation sponta- 
née. C’est la phase ferroélectrique ordonnée (fig. 10.4). Lorsque la température 
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c 

V 

FIG. 10.2 ~ La figure (a) représente la structure du titanate de baryum à fiaiite 
température, alors que la figure (b)  la représente en dessous de la température 
critique. Le carré indique les positions accessibles pour l’ion Ti4+.  Dans la phase 
paraélectrique (a ) ,  il n’existe qu’une seule position d’équilibre située dans le plan 
médian de la maille. Dans la phase ferroélectriqiie (b),  il existe deux positions de 
part et d’autre du plan médian. La distorsion de la phase quadratique par rapport 
à la phase cubique a été exagérée par rapport & la réalité, pour la lisibilité de la 
figure. 

FIG. 10.3 ~ Représentation du potentiel cristallin daris lequel se trouvent les ions ti- 
tane dans la phase paraélectrique (courbe pointillée) et daris la phase ferroélectrique 
(ligne continue) du titanate de haryiirri. 

s’él6ve, l’agit,at,iori thermique croît et pour les terripératmes supérieures à T,‘ 
l’orient,at,ioii des groiipernents NO, peut s’inverser, l’atonie d’azote passarit, 
entre les deux oxygènes coinnie dans IC cas plus coririu de la résonance de l’mi- 
rrioriiac NHS. 11 en résulte des sauts aléatoires entre les deux posit>ions, acconi- 
pagnés d’une faible modification du réseau des ions sodium. Les fréquences 
des sauts sont cxtjr&rrierrierit élevées, de l’ordre de lo1’ Hz. Cortirrie les sauts 
sont pratiquerrierit, décorrélés, la polarisatiori résultante moyenne est riiille : 
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FIG. 10.4 ~ Représentation de NaNOa dans sa phase ferroélectrique à basse 
température (T < T C ) .  

le cristal est devenu paraélectrique désordonné. Sous l’action d’un chanip élec- 
trique extérieur, une orientation peut néanmoins être favorisée. Le nitrite de 
sodium prend une polarisation induite, caractéristique d’un niatériau para- 
électrique. 

Dans le nitrite de sodium, comme pour le titanate de baryum, le niouve- 
ment des atomes qui déterminent la polarisation est décrit par un potentiel 
double puits, niais pour un ferroélectrique ordre-désordre, les mouvements ne 
sont que très faiblement corrélés. 

10.1.3 Les parois de domaines 

Sauf lorsqu’ils sont spécialement pré- 
parés, les matériaux ferroélectriques sont 
rarement dans un état unifornie de pola- 
risation. Par exemple, quand on refroidit 
un cristal de titanate de baryum à par- 
tir de la phase cubique paraélectrique, au 
moment où la distorsion quadratique ap- 
paraît, clle peut se faire selon n’importe le- 
quel des axes du cube, et ,  pour chacune de 
ces orientations, la polarisation peut être 

ferroélectriques 

FIG. 10.5 ~ Schéma d’un matériau 
ferroélectrique polydoniaine. 

dans un sens ou dans un autre (fig. 10.5). Le niatériau est donc en général 
form6 de dorriain,es l’intérieur desqiiels la polarisation est uriiforrne, séparés 
par des parois de  domaines qui sont d’ét,roites régions (en général d’une largeur 
de quelques mailles cristallines) dans lesquelles la polarisation bascule d’une 
orientnt,ion & une autre. Dans un niatériau coniine le titanate de baryiim, 
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dans lequel la symétrie de la phase paraélectrique autorise des orientations 
multiples au moment de la transition. certaines parois peuvent séparer deux 
domaines dans lesquels les polarisations sont ort,hogonales. On trouve plus 
souvent des parois séparant deux domaines où les polarisations sont opposées. 

10.2 Modèle unidimensionnel de ferroélectrique 
I1 est possible de proposer un modèle de cristal ferroélectrique conçu dans 

le mênie esprit que le modèle FK des dislocations, c’est-à-dire ne retenant que 
les caractéristiques physiques essentielles du matériau et se limitarit à une 
seule tiirect,ion spatiale. Ce modèle a été proposé quasi simultanément par 
S. Aubry [18] d’une part, et J .  Kruniharisl et R. Schrieffer [87] d’aut)re part,. 
I1 permet de niodéliser la structure des parois de doniaines et d’en déduire 
certaines propriétés du matériau coirinie sa réponse diélectrique. 

On considère une chaîne d’atomes couplés, correspondants aux ions tit,arie, 
placés chacun daris un potentiel double puits que l’on appelle généralement 
potentiel de substrat. I1 correspond au potentiel créé par les aut,res atonies du 
réseau. Nous présentons ici le cas plus simple où ce potentiel est supposé fixe, 
bien que l’on puisse tenir compte des rriodifications du subst,rat accompagnant 
les rnouveineiits des ions titane dans un modèle plus élaboré. Au niveau de 
description où nous nous plaçons, il n’est pas nécessaire de chercher à dé- 
crire quarititativerrierit) le pot,entiel clans lequel se trouve le titane. Si l’on se 
contente d’une description qualitativement correcte, il est intéressant de choi- 
sir une expression analytique qui facilite les calculs. On choisit généralement, 
le pot,eritiel 

(10.1) 

Le rnodèle que nous venons de décrire correspond à la figure 10.6. En se 
limitant au couplage entre premiers voisins, l’harniltoriien du système est 

où l’on distingue successiverrient le ternie d’énergie cinétique, l’énergie tie cou- 
plage harmonique et erifin l’énergie potentielle de substrat. Coriirrie dans le 
cas du modèle FK des dislocatioris, le potentiel d’interaction concerne le dé- 
placenierit relatzf de deux ions voisins, qui reste faible. I1 peut donc être choisi 
liarinonique. 

Selon les paramètres que l’on choisit, le modèle peut, décrire les deux 
types de ferroélectriques. Eri effet, si l’on considère le cas où le couplage 
est faible vis-à-vis du potentiel de substrat, on obtient un ferroélectrique de 
type ordre-désordre. Dans un tel cas, l‘énergie intersit,e de couplage est riet,- 
terricnt insuffisante pour faire franchir la barrière de potentiel ii cieux atonies 
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FIG. 10.6 ~ Représentation schématique du modèle unidimensionnel de ferroélec- 
trique. 

voisins qui seraient dans des configurations de polarisations opposées &uo : 
VO >> $C(-UO - UO)’ = 2CuO. Au contraire, lorsque le couplage est fort, 
les polarisations de deux niailles voisines différent peu l’une de l’autre et la 
physique est dominée par les modes de déplacement atomiques de grandes 
longueurs d’ondes. C’est le cas des ferroélectriques de type déplacement. que 
nous allons maintenant étudier de manière approfondie. 

Pour un couplage fort, on peut utiliser l’approximation des milieux conti- 
nus qui consiste A remplacer l’ensemble des fonctions discrètes uz ( t )  par le 

est donc remplacé par la charrip & deux variables u(z, t ) .  L’harniltonien (10.2 
somme continue suivante : 

où l’on note P le pas du réseau et CO = CP2/m est une constante homogène 
au carré d’une vitesse dont nous préciserons la signification physique ultérieu- 
rement. Le passage de la soinnie discrète à. l’intégrale est réalisé en notarit 
que chacun des termes de la somme (10.2) donne l’énergie d’une niaille du 
réseau. L’énergie par unité de longueur est donc obtenue en divisant par B 
l’expression de l’un de ces termes (écrite dans la limite des nidieux conti- 
nus). Puis on intègre sur tout l’espace cette densité d’énergie pour obtenir 
l’harriiltoriien (10.3). 

10.3 Structure des parois de domaines 
dans l’approximation des milieux continus 

À partir de l’hamiltonien (10.3)’ il est facile de déterminer l’équation du 
mouvement des atomes 

(10.4) 
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en posant w i  = 4Vo/rr~ui. Cette quantité correspond à la pulsation de 1’0s- 
cillation des particules de inasse m placées près du minimum du potentiel de 
subst rat. 

10.3.1 Les solutions de faible amplitude : les phonons 

Les états fondamentaux du système sont obtenus quand les ions sont dans 
les minima du potentiel de substrat situés en u = AUO. Considérons tout 
d’abord les petites oscillations au voisinage du fond du puits en introduisant 
la variable u = u o  + €77 avec E < 1. En se limitant aux termes d’ordre E ,  on 
obtient 

a. e.  = 0+c1(&2) . 

(10.5) 

Les solutions de l’équation (10.5) sont les ondes planes ri = 710 ez(‘“yt~qz)+c.c. 
de relation de dispersion w i  = 2wO + coq2, qui correspondent aux modes 
de phonons du cristal ferroélectrique. Cette expression montre que CO est la 
vitesse de phase des phorloris dans la limite des grands vecteurs d’ondes. 

10.3.2 Les solutions de grande amplitude : 
structure des parois de domaines ferroélectriques 

L’équation (10.4) est, & des facteurs constants près, l’équation du mou- 
vement du modèle qh4 que nous avons introduit au chapitre 2 .  11 est facile 
de retrouver la solution à profil constant se déplaçant à la vitesse 7) par la 
méthode déjà utilisée pour l’équation de SG. On cherche 71 sous forme d’une 
fonction de z = T - 7 i t .  L’équation se siniplifie en 

(10.6) 

De manière désormais classique, on multiplie par du/dz et on intègre par 
rapport à la variable z pour obtenir 

(10.7) 

À grande distance de la paroi de domaine (Iz/  4 +a), la polarisation prend 
l’une de ses deux valeurs d’équilibre soit IL = i ~ u o  et du/dz = 0. La constante 
K est donc nulle ce qui permet de réécrire l’expression (10.7) de la manière 
suivante : 

2 2 

G ( Z )  1 du = 2<c; W ;  - 112) (1-$) 3 (10.8) 
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qui montre que l’on doit nécessairement respecter la condition u2 < ci.  On 
obtient la solution finale par intégration 

(10.9) 

où zo est une constante d’intégration qui fixe la position du centre du << kink N 
(cf. fig. 10.7). Aux constantes près, on retrouve bien la solution (2.84) du 
modèle q54 qui représente un passage progressif entre les deux positions hua. 
La solution soliton de l’équation (10.4) décrit donc une paroi de domaine sé- 
parant deux régions de polarisations opposées. L’énergie du matériau est la 
rnèrrie dans les deux états de polarisation qui représentent deux états fon- 
damentaux énergétiquernerit dégénérés dont l’existence pouvait nous laisser 
prévoir la possibilité d’obtenir des solitons topologiques. 

FIG. 10.7 - Représentation de la solution (10.9) (avec le signe +) correspondant à 
une paroi de domaine. 

La largeur L de la paroi de dornairie est 

(10.10) 

qui contient le facteur de contraction de Lorentz vis-à-vis de la vitesse CO, que 
nous avions déjà rencontré pour les équations de Klein-Gordon rion-linéaires 
telles de l’équation SG. 

Comme le résultat a été obtenu après utilisation de l’approximation des 
milieux continus, il n’est valable que si la largeur de l’excitation au repos 
LO = fico/wo = eJ-0 est grande devant le pas du réseau e. Cette 
condition est réalisée si l’énergie de couplage iritersite 4CuO est grande devant 
la barrière du potentiel de substrat VO. C’est l’hypothèse de couplage fort que 
nous avons faite pour les matériaux ferroélectriques de type déplacement, et 
qui ne s’applique pas à ceux qui sont de tjype ordre-désordre. En réalité, pour 
les matériaux réels, rnêrne daris le cas des ferroélectriques de type déplacement 
conirrie le titanate de baryum, les parois de dornairies ont une largeur de 
seulement quelques niailles. Coninie les dislocations, leur énergie potentielle 
dépend de leur position par rapport au réseau. Elle sont piégées par le potentiel 
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de PN.  Un champ électrique iiriifornie, qui crée une force dans le même sens 
sur tous les atomes, peut les mettre en mouvement. Par exemple, un champ 
dans le sens négatif, qui tend à déplacer les atomes du site + u ~  au site -UO 

entraîne la paroi dans le sens qui fait grandir le domaine où 7~ = + u O ,  c’est- 
à-dire qu’il terid à déplacer tians le sens négatif une paroi telle que celle qui 
est représentée sur la figure 10.7. Cela correspond il la propriété observée 
expérimentalement dans les ferroélectriques qu’un champ électrique tend CL 
favoriser les domaines qui ont une polarisation dans le sens du champ. Coniine 
les dislocations, les parois de domaines ferroélectriques, qui sont assez étroites, 
rayonnent de petites oscillations atomiques lorsqu’on les met en mouvement. 
Cela se traduit par uiie force de friction effective qui terid à s’opposer à ce 
mouvement. 

Nous avons calculé la solution correspondant à la constante K = O ,  c’est- 
à-dire à une paroi unique. Des valeurs différentes de K permettent d’obtenir 
des solutions qui correspondent ii un réseau de parozs. Coninie daris le cas 
de l’équation de SG, l’équation (10.4) étant nori-linéaire, une solution à deux 
parois ne peut pas être obtenue en sommant simplement deux solutions à uiie 
paroi, mais en pratique, coinnie la solution à uiie paroi rejoint exponentielle- 
merit les valeurs d’équilibre   IL^ quand on s’éloigne de son centre. l’interaction 
entre deux parois décroît rapidement avec leur distance. Dès que deux parois 
sont éloignées l’une de l’autre d’une distance égale ii 5 à, 10 fois leur largeur, 
la solution à plusieurs parois est pratiquement identique & la superposition de 
deux solutions à uiie paroi. 

10.3.3 Énergie de paroi 

L’énergie d’une paroi est un paramètre important car la structure en tlo- 
mairies du matériau résulte d’un équilibre entre les énergies des parois et la 
tiirriiriutiori de l’énergie que l’on obtient en mettant des dipôles aritiparallèles 
grâce à l’existence de domaines. 

On l’obtient à partir de l’liamiltoriieri (10.3) en remplaçant les dérivées 
spatiales et temporelles par leurs expressions en fonction de IL,. On a : 

En utilisant l’expression (10.8)’ on aboutit par coriséquent à 

(10.11) 

(10.12) 

(10.13) 
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Si l’on tient compte de l’expression de la solution soliton il vient 

1 +, tanh3 Z + t anhZ 
m - - 

=4/3 

ce qui s’exprime sous la forme 

nrc; 2 J z  W o u ;  

H =  Jm 3 coe 
m où A r =  ~~ 

(10.14) 

(10.15) 

(10.16) 

(10.17) 

I1 apparaît donc, à nouveau, que non seulement l’énergie de la paroi est 
invariante par translation, puisqu’elle ne dépend pas de la position de son 
centre ZO,  mais qu’en outre, elle s’exprime coninie l’énergie d’une particule 
relativiste de niasse M .  Cela est tout à fait en accord avec les multiples ca- 
ractères de pseudo-particule des solitons dont la vitesse limite est, coinnie 
nous l’avons vu, la vitesse CO. Leur largeur L montrait déjà la contraction 
<< relativiste )>. 

Le soliton décrivant une paroi de domaine dans un matériau ferroélectrique 
est un exemple de soliton microscopique directement observablc, puisqii’a très 
basse température, les parois sont bien séparées les unes des autres. On peut 
visualiser les domaines d’un cristal ferroélectrique et inèine observer les mou- 
vements de parois induits par un champ électrique extérieur. 

10.4 Réponse diélectrique d’un matériau 
ferroélectrique 

Lorsque l’on étudie les matériaux ferroélectriques, on s’intéresse à leur 
fonction de réponse diélectrique, c’est-à-dire à la façon dont ils se polarisent 
sous l’action d’un champ extérieur. Cornrne nous l’avons vu, cette polarisation 
résulte de déplacements d’ions dans le niatériau. Le modèle unidirnensionnel 
que nous avons introduit permet non seulement de prévoir l’allure de la ré- 
ponse diélectrique mais égalenient de mettre en évidence le rôle essentiel qiie 
jouent les solitons pour expliquer certaines de ses composantes. 

Considérons le système dans un état quelconque, tel que celui de la 
figure 10.6 pour fixer les idées. Supposons qu’il soit soumis à un champ élec- 
trique E ( t )  de pulsation w (dans ce modèle uriidirrierisioririel la seule cornpo- 
sante du champ que nous pouvons considérer est la corriposarite parallèle à 
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l’axe de la chaîne, qui est aussi la direction des déplacements ioniques décrit,s 
par le modèle). Le champ va induire un mouvement des particules chargées, 

FIG. 10.8 ~ Schéma de la réponse diélectrique (susceptibilité x) d’un matériau 
ferroélectrique en fonction de la fréquence d’excitation w .  

mais selon la valeur de sa fréquence, la réponse du système sera totalement 
différente. Ori peut prévoir a przorz deux types de réponses : 

(i) Une réponse importante au voisinage de la fréquence des oscillations des 
particules autour de leur position d’équilibre en h o ,  c’est-à-dire due aux 
phonons que nous avons décrits dans la section 10.3.1. Les fréquences 
correspondantes, de l’ordre de 1013 Hz, corresporident à des ondes élec- 
tromagnétiques dans l’infra-rouge lointain dont la longueur d’onde est 
très supérieure au paramètre de la maille cristalline. On excite donc des 
modes de phonoris de vecteur d’oride très faible, dont la résonance se situe 
à la fréquence Jzwo. C’est ce qui explique le pic à cette fréquence sur la 
figure 10.8. 

(ii) Si le système possède des solitons mobiles, une excitation de basse fré- 
quence va induire une forte réponse correspondant à leur déplacement sous 
l’effet du champ. Plus la fréquence w est basse, plus le soliton parcourt 
un grand chemin avant de changer de sens de déplacement, induisant des 
polarisations dans le sens du champ sur de très grandes régions. Cela 
génère un << pic central D très intense dans la susceptibilité, au voisinage 
de la fréquence riiille (cf. fig. 10.8). Ce pic central, observé expérimeri- 
talernerit, était resté sans explication satisfaisante jusqu’à ce que le rôle 
des solitons soit envisagé. Les analyses qui étaient avancées auparavant 
reposaient sur une diffusion statique par des défauts, qui, hien qu’elle 
contribue sans doute, ne pouvait expliquer la forme du pic en fonction 
de w .  Aussi bien les solitons que les antisolitons, correspondant aux signes 
plus ou moins dans l’expression (10.9), apportent une contribution au pic 
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central. Sous l’effet d’un champ, les deux excitations se déplacent dans 
des sens opposés, niais toujours de façon à faire croître les domaines où 
la polarisation est dans le sens du cliarnp. 

Ce modèle finalement relativement simple, permettant de décrire les parois 
de domaines dans les ferroélectriques, présente néanmoins une contradiction 
apparente. En effet, nous avons indiqué que les parois de domaines étaient 
piégées par les effets de réseau mais nous interprétons le pic central par la 
mobilité de ces parois. Corrinient surmonter cette contradiction ? L’explication 
vient des effets de la température dont nous n’avons pas encore tenu compte. 
Les fluctuations thermiques, qui échangent avec les quasi-solitons des énergies 
de l’ordre de grandeur de la barrière de PN,  permettent aux parois d’être 
mobiles près de la température critique T, alors qu’elles sont piégées ,2 basse 
tenipérat ure. 

10.5 La thermodynamique d’un système 
non-linéaire 

10.5.1 La  fonction de corrélation 
Lorsque l’on écrit l’équation (10.4) qui nous a permis d’obtenir la solution 

soliton (10.9), on traite le système comme s’il était isolé alors qu’en réalité il 
est en contact avec un milieu extérieur à une température T .  L’équation que 
nous avons résolue ne tient, pas conipte de ce thermostat, et c’est la raison 
pour laquelle on dit que l’on a étudié le système à température nulle. 

Pour obtenir des résultats susceptibles d’être comparés à des données ex- 
périmentales, il faut absolument tenir compte du rôle du bain thermique res- 
ponsable de l’apparition de fluctuations dans les mouvements atoniiqiies. La 
réponse à un champ extérieur, que l’on mesure dans une expérience rnacrosco- 
pique, comme par exemple la réalisation d’un spectre infra-rouge ou Rarnan, 
n‘est pas déterminée par les positions atoniiques instantanées mais par des 
moyennes statistiques de ces positions ou de leurs variations. 

Contrairement au cas des systèmes riiacroscopiques que nous avions étu- 
diés dans la première partie, au niveau microscopique, dans un solide ou une 
macroniolécule, les fluctuations thermiques mettent en jeu des énergies qui 
sont dii niêrrie ordre de grandeur que les énergies associées aux solitons et & 
leur dynamique. Leur rôle ne peut être ignoré. Elles peuvent, par exemple, 
générer un rnouvernerit des solitons en les faisant) avancer ou reculer d’une 
maille lorsqu’une fluctuation favorable aide une particule à franchir une bar- 
rière de potentiel. Ceci explique donc de manière siniple corrinierit des parois 
de domaines, bloquées par des effets de réseau à basse température, peuvent 
devenir mobiles à haute température. Dans le cas des températures non nulles, 
le soliton a un mouvement de diffusion, très semblable à celui d’une particule 
brownienne, sous l’effet des fluctuations des particules du réseau. 
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L’analyse de la réponse d’un système il un chanip extérieur par la théo- 
rie de la réponse linéaire montre qu’elle s’exprime ii partir des fonctions tie 
corrélation du déplacenient. 

Cuu(x, t ,  zo, t o )  = ( U ( 5 o .  to) u(50 + 2 ,  to + t ) )  , (10.18) 

où le signe (.) signifie la valeur moyenne statistique sur un grand nonibre 
de systèmes identiques, à la rnêrne température T ,  mais avec des fluct,uatioris 
instantanées évideinnient différentes. Dans le cas d’un système homogène spa- 
tialerrient et temporellement, la nioyeririe ne dépend pas des variables :>;O et 
t o  mais uniquement, des variables x et t : nous la not~erons par corisêquent 

La fonction de réponse diélectrique, ainsi que les données de diffusion de 
neutrons ou de lumière, s’expriment en fonction du facteur de structure dyria- 
rnique S(q, w )  qui est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation : 

Cu11(x, t)‘ 

S(q,  w )  = /+” dx 1: dt Cllu(x. t )  ei(wt-cls) ( 10.19) 

(10.20) 

* - 5 2  

+cc +O0 

dt ( u ( 0 ,  O) u(xc,  t ) )  ei(+qT) =l, dxL 
puisque la fonction de corrélation est indépendante du choix de xo et t o .  Ainsi, 
la fonction de corrélation (ou sa transformée de Fourier) contient 1’essent)iel 
des informations que l’on peut chercher à obtenir sur le cristal ferroélect>rique 
en contact avec un thermostat A la température T .  I1 (( siiffit )) donc de savoir 
calculer la rrioyeririe stat)ist,ique ( ~ ( 0 ,  O)  u(z ,  t ) ) .  Nous allons examiner diffé- 
rerites façons de faire ce calcul. 

10.5.2 Le modèle du gaz de solitons 
La première méthode, qui n’est qu’approchée niais cependant t,rès perfor- 

mante, utilise le fait que le syst,èrne possède des solutions solitons. Coninie 
nous l’avons vu 8 propos de la réponse diélectrique, les fluctuations qui iriter- 
viennent dans le calcul de la fonction de corrélation ( ~ ( 0 ,  O)  ~ ( 2 :  t ) )  sont, de 
tlciix sortes : 

(i) les petites vibrations autour des positions d’équilibre +<UO ; 
(ii) les mouvements des solitons. 
La contribution (i) peut être déterminée facilement en supposant les vi- 

brations suffisanirrierit faibles pour utiliser l’approximation harnionique. 
Le calcul de la contribution (ii) est a priori nettement plus difficile, niais 

on peut utiliser les propriétés exceptionnelles de stabilité des solitons qiie 
l’on peut, donc considérer coniine ties << quasi-particules >) forniant un << gaz )) 
de solitons dont or1 peut déterminer les propriétés thermotlyriarriiques car 
on sait calculer l‘énergie ties solitoris en fonction de leur vitesse. Coninie le 
gaz est unidirnerisionnel, nous avons vu dans la section 2.4.1 qu’il existe une 
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contrainte topologique liée à la forme du potentiel qui impose qu’iin soliton 
est nécessairement suivi par un antisoliton : ils ne peuvent pas se croiser niais 
seulement se réfléchir dans des collisions. On doit donc considérer un gaz 
de particules, identifiables individuellement, c’est-à-dire un gaz classique. Il 
faut connaître la densité moyenne de solitons à la température T ,  que l’on 
déterminera grâce au facteur de Boltzmann ë E l k s T .  La relation ériergie- 
vitesse (10.17) perniet ensuite d’obtenir la distribution des vitesses à une 
température donnée. 

Montrons que l’on a toutes les informations pour calculer les fonctions de 
corrélation sur l’exemple du produit u k u p  de deux déplacements au même 
instant t o .  Dans cette approche on ne tient pas compte de la forme exacte des 
solitons dont on suppose la largeur assez petite pour que l’on puisse considérer 
que les particules occupent l’un ou l’autre des deux mznzma de potentiel u = 
f u o .  C’est, bien entendu, une approximation, mais la figure 10.9, dans un cas 
réaliste, montre qu’elle est assez bien vérifiée. Elle est d’autant meilleure que 
l’on est à basse température, avec une densité faible de solitons, car il y alors 
très peu de particules daris le ceur  des solitons où u passe d’un mininiurn de 
potentiel à l’autre. 

k P 
FIG. 10.9 - Configuration particulière du système dans lequel on distingue un 
soliton, situé entre les deux sites k et p .  

Les valeurs du produit u k u P  peuvent donc être : 
~ ui s’il n’y a pas de solitons entre les sites IC et p ; 
~ -ui s’il y a au contraire un seul soliton entre les deux sites IC et p ; 
~ u i  s’il y a deux solitons ; 
~ etc. 
Comme il est possible de calculer la probabilité de présence d’un soliton 

sur la longueur 4 qui sépare les sites IC et p à partir de l’énergie du soliton, 011 

poiirra affecter une probabilité à chaciirie des situations répertoriées ci-dessus, 
et donc calculer la corrélation ( u k u p ) .  

Par un raisonnement tout à fait analogue, on peut calculer la fonction de 
corrélation (uk (0 )up( f ) )  à partir de la corrélation (uk(0)up(O)). En effet, la 
valeur de l’amplitude u P ( f )  sera égaie & up(()), sauf si un soliton passe sur le 
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site p pendant l’intervalle de tenips t .  Si c’est le cas, il faut alors basculer 
la particule p dans l’autre niinirriuni du potentiel. I1 suffit par conséquent de 
calculer la probabilité de passage d’un soliton en p pendant la durée f à partir 
de la densité de solitons et de leur vitesse moyenne. 

Ces exemples montrent coinrnent l’on peut calculer les fonctions de cor- 
rélations en raisoririarit sur un gaz de solitoris. Ils illustrent la façon dont le 
concept de soliton renouvelle complètement la manière d’aborder le problènie 
de mécanique statistique du système non-linéaire. 

10.5.3 La méthode de l’intégrale de transfert 

Pour un système unidimerisiorinel comme le modèle de ferroélectrique que 
nous considérons, il est possible d’étudier les propriétés tlierrriodyriarriiques 
par une méthode plus exacte que celle du gaz de solitons, qui est non seule- 
nierit très élégante mais aussi très gknérale. Elle permet de calculer la fonction 
de partition du système, dont on peut tirer toutes les propriétés therriiody- 
riarniques. Daris le cas du modèle 44 pour les ferroélectriques, cette méthode, 
dite méthode d e  l’intégrale de transfert, a été développée par Kruinhansl et 
Schrieffer [87]. 

Dans l’ensemble canonique la fonction de partition d’une chaîne de N 
particules d’harniltonien H fonction des 2 N  variables ( p n ,  PL,), où p ,  corres- 
pond & la quantité de rnouvenient conjuguée de la position u,,, s’écrit 

(10.21) 

où 1’011 a introduit p = i / ( k ~ T )  et où n dp,du, indique que l’on doit intégrei 
sur toutes les variables de quantités de inouvernent et de positions de la  chaîne. 

Pour que cette quantité soit convenablement définie, il faut préciser les 
conditions aux limites que l’on choisit. À la limite therniodynarriique N + CO, 

ces conditions ne jouent pas de rôle dans la tlierrriodynarriiqiie et on peut re- 
tenir celles qui sont les plus cornmodes pour le calcul. Nous choisirons des 
conditions aux limites périodiques en imposant que le déplacement de la par- 
ticule N + 1 est identique à celui de la particule 1, ce que l’on peut traduire 
niathématiquenierit en introduisant la distribution de Dirac S ( P L N + ~  - I L I )  daris 
l’expression de la fonction de partition vza f d ~ N + 1  6 ( ~ ~ + 1  -u1) = 1. Compte 
tenu de la forrrie de l’hamiltoiiien (10.2)’ la fonction de partition s’écrit : 

1 N pn 2 N + l  - 8 1  [ ; ( l L n + ,  - + V(7h)  
N 

z = J’ n d p n e - k l  & d u n e  n=l 
n = l  

x 6(71~+1 - ui )  . (10.22) 

La partie cinétique s’intègre directement et doririe (27rrr tk~T)  alors que 
l’intégrale niultiple portant sur les 7~,, qui forme la partie configiiratioiiiielle 
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que nous noterons Z,, peut sembler difficile voire impossible à calculer. En fait, 
grâce au caractère unidimensionnel du modèle et au couplage limité aux plus 
proches voisins, le calcul est possible en introduisant un opérateur auxiliaire 
qui est l’opérateur de  transfert. 

En posant R(u,,u,+~) = :(un+, - un)’ + V(un) ,  on peut réécrire l’ex- 
pression (10.22) de la manière suivante : 

(10.23) 
J n=l 

La méthode de l’intégrale de transfert consiste à introduire un opérateur 
S(y,y’), agissant sur un espace de fonctions f(y), défini par la relation 

+03 +O0 

T ( v ,  ?l’).f(Y’) = dy’ e-BR(y.y’) f(Y’) = 1 dY’ K ( Y ’  y’) f(d) , 
-03 -cc 

(10.24) 
où K(y, y’) = e - B R ( y ) y ‘ )  constitue le noyau de l’opérateur intégral. L’idée est 
tout à fait analogue à celle utilisée dans la résolution du modèle d’king par 
la méthode de la matrice de transfert. Le résultat de l’action de l’opérateur 
sur une fonction tie y’ est une autre fonction, dépendant de la variable y. 

On peut définir alors les fonctions propres p,(y) de l’opérateur, associées 
aux valeurs propres A,, par 

S ( Y ,  Y’) (Pq(Y’ )  = .I’ +O0 

dy’ K(W? Y’) (Pq(7J’) = A?cp,(Y) . (10.25) 

L’ensemble de ces fonctions propres de l’opérateur tie transfert forme une 
base orthonormée de l’espace des fonctions’ sur laquelle on peut développer 

-m 

1. En toute rigueur cette affirmation n’est vraie que pour des opérateurs symétriques 
T’(y, y’) = T(y’, y). L’opérateur que nous avons défini n’est pas symétrique car R(y, y’) = 
$(y’ - y)2 + L’(y) n’est pas symétrique en y et y’. Si l’on désire conserver l’opérateur non 
symétrique, ce qui est commode pour certains des calculs qui vont suivre, on peut définir 
deux types de fonction propres, p4 (( à droite )) définies par T(y,  y’) p,(y’) = X,p,(y) et 
q:, (( à gauche », définies par T ( y ,  y’) p:(y) = X,py(y’). La condition d’orthogonalité des 
fonctions propres est J” p:(y)y,t (y)dy = S ( q  ~ 4’). 
Quand on veut effectuer des calculs numériques avec l’opérateur de transfert,, il est en 
revanche intéressant de passer à un opérateur symétrique, ce qui permettra, après discré- 
tisation de l’espace pour le calcul numérique, d’utiliser des programmes traitant des ma- 
trices syniétriques. On peut symétriser l’opérateur que nous avons introduit en définissant 
Ri (y ,y‘ )  = %(y: - y)2 + i V ( y )  + iV(y’).  On fait apparaître cette forme symétrisée dans 
l’équation qui definissait les valeurs propres de l’opérateur non symét,rique par : 

En multipliant cette équation par exp[+BV(y)/2] on obtient une nouvelle équation aux 
valeurs propres pour un opérateur de transfert symetrisé 

avec de nouvelles fonctions propres &(y) = exp[+PV(?/)/2] P ~ ( Y ) ,  Inais des valeurs ProPres 
inchangées. 
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dans laquelle nous avons utilisé une notation condensée pour la sommation 
sur l’indice q des valeurs propres, qui dans le cas général peut comporter des 
valeurs discrètes et un continuuni. 

La définition de l’opérateur de transfert et le développement (10.26) per- 
nietterit de réécrire la partie configurationnelle 2, de la fonction de partition 
sous la forme 

(10.27) 
Si l’on effectue tout d’abord l’intégration sur la variable I L I ,  on aboutit & 

(10.29) 

En effectuant de manière successive les intégrations sur les u2, puis us, jusqu’à 
U N ,  on progresse le long des indices de la chaîne (d’où le nom d’intégrale de 
transfert) et on aboutit à 

=CA: ’ 
4 

( 1 O. 30) 

(10.3 1) 

en utilisant la normalisation des fonctions propres j” 9: (y)p,(y)dy = 1. 

Dans la limite thermodynamique correspondant, à la liniite A‘ teridarit 
vers l’infini, la soniine est dominée par la plus grande valeur propre A0 de 
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l’opérateur de transfert. En rassemblant la partic cinétique et la partie confi- 
gurationnelle, on parvient alors à la fonction de partition du modèle sous la 
forme 

z= (&zz)N xo” (10.32) 

dont l’on tire l’énergie libre 

F = -kBTlnZ (10.33) 

(10.34) 
NkBT 
2 

-- In ( 2 . n ; d B T )  + NE0 ’ - - 

en utilisant la notation A, = e-4‘4. 
On peut, par une méthode similaire. obtenir l’expression de la valeur 

moyenne (u) qui est le paramètre d’ordre pour la transition ferroélectrique- 
paraélectrique. Pour cela on peut remarquer qu’avec les conditions aux limites 
périodiques tous les sites du réseau sont équivalents, soit : 

(u) = (&) = (lLN+l) (10.35) 

(10.36) 

Dans cette expression, les intégrales sur les p ,  figurant au numérateur et 
dans l’expression de 2 au dénominateur se simplifient. Le calcul de la partie 
configurationnelle du numérateur est exactement identique à celui que nous 
venons de faire pour 2,’ au facteur  UN+^ près. I1 se réalise donc exactemerit 
de la niêrrie manière et on obtient : 

(10.37) 

(10.38) 

4 

À la limite thermodynamique les sommes sont dominées par le terme conte- 
riarit la plus graride valeur propre Xo, et il ne reste que : 

(10.39) 

Cette expression dorme un sens à la fonction propre de l’opérateur de transfert 
associée à sa plus grande valeur propre. On voit que cp~(u)cpo(u) représente le 
poids qu’il faut affecter à chaque valeur de u pour calculer la valeur moyenne 
statist,ique (u). 



1 O. Parois de domaines ferroélectriqiies 229 

La même méthode peut être utilisée pour calculer les fonctions de corre- 
lations statiques (ukup).  On peut en obtenir une expression analytique qui 
fait intervenir une somme daris laquelle entrent toutes les valeurs propres de 
l’opérateur tie transfert, niênie à la limite thermodynamique. En pratique, 
comme il est rarement possible d’obtenir l’ensemble du spectre de l’operateur 
de transfert, la méthotie rie peut être menée analytiquement jusqu’aii bout 
bien que des expressions approchées puissent être obtenues. Cela renforce 
l’intérêt de l’approche du (< gaz de solitons D qui tire profit de la CoIiiiaissance 
des excitations non-linkaires du système. 

10.5.4 Détermination du spectre de l’opérateur 
de transfert 

Malgré les limites que nolis venons de signaler, la rriethode de l’opérateur 
de transfert reste tres intéressante car elle fournit ties résultats exacts pour 
la thermodyriarriique du modèle iiriidirrierisiorinel, pourvu tout au moins que 
l’on puisse obtenir la plus grande valeur propre de l’opérateur de transfert 
(ou la phis petite valeur de si l’on utilise la. notation A, = exp[-P~,]) et la 
fonction propre po correspondante. Ce calcul est toujours possible de façon 
numérique niais analytiquenient , il n’est possible que clans le cas du couplage 
fort, c’est-à-dire daris la limite des milieux continus. 

On se propose de résoudre l’équation RUX valeurs propres (10.25)’ qui, 
après substitution du noyau par sori expression, devient 

1 = e-’”’‘ p(c/) , (10.40) 
-B +Y’ - Y I 2  + V(W) [“ 1 = Lrn dY’ Y b ’ )  f? 

+O0 

dans laquellc l’indice q de la fonction propre a été omis. Dans le cas d’un 
couplage fort, Ie terme C‘(Y’ - g)’ croît rapiderrierit d+s que y’ # y. Corrirne il 
figure daris l’exponentielle avec un signe négatif. la contribution à l’intégrale 
des valeurs de g’ très différentes de y est très faible. On peut en tirer parti en 
effectuant un développerrierit de Taylor de p(y’) autour de la valeur y’ = y. 
Ori obtient : 
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puisque les intégrales des fonctions impaires s'annulent. En effectuant les inté- 
grales gaussiennes, on obtient : 

(10.45) 

(10.46) 

En reconnaissant la. somme coninie un opérateur agissant sur cp(y), que l'on 
peut écrire coniine le développement d'une exponentielle d'opérateur, on abou- 
tit à l'expression : 

(10.47) 

En définissant S O  tel que exp(-P.so) = d m )  et en regroupant les équa- 
tions (10.40) et (10.47)' on obtient 

en négligeant Ie commutateur2. La fonction p (y )  est donc solution de I'équa- 
tion 

- 

qui correspond ii une équation de Schrotliriger pour une particule dans le 
potentiel de substrat V ( u )  avec, coniine préfacteur de la dérivée spatiale, 
l/(p2C) au lieu cie K'/lni .  

Ainsi, dans le cas du couplage fort oii la limite des milieux continus est 
valable. la détermination des propriétés thermodynamiques du modèle unidi- 
rriensionnel tie ferroélectrique se réduit formellement à la recherche tie l'état 
fondamental d'une particule quantique, de masse m* = K2C,/[(kBT)2],  placée 
dans un potentiel double puits. 

Bien que la, solution exacte de cc problème rie soit pas connue pour le 
potentiel non-linéaire V(y) du modèle de ferrodectrique, il est facile de faire 
des prévisions sur le résultat à partir de quelques connaissances de base en 
mécanique quantique. 

2 .  Lorsque deux opérateurs C et D rommutent avec leur commutateur [C',DI, on a 
l'égalité ,C ,D ,C+D ,[c',Dl/Z, 
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Basse Température Haute Température 

O Y 

FIG. 10.10 ~ Aspect des niveaux d’énergie du pseudo-problème de Schrodinger 
associé à la recherche des valeurs propres de l’opérateur de transfert du modèle uni- 
dimensionnel de ferroélectrique dans les régimes haute et basse température. Dans 
chaque cas, le trait fort indique le niveau d’énergie qui intervient dans l’expression 
de la fonction de partition. 

Saris calcul, on peut déjà faire des prévisions qualitatives. À basse t,erri- 
pérature, la masse effective de la particule m* est très graride. On s’attend 
donc à ce que son niveau fondamental d’énergie soit très proche du minimurri 
du potentiel V(y),  et donc très inférieur à la barrière de potentiel V” (cf. 
fig. 10.10). Dans ce cas, la (( fonction d’onde D cpo(y) correspondante aura des 
rnaxirria au voisinage des rninima de potentiel y = h o  et sera au contraire 
quasirrierit niilie pour y O. Or, nous avons montré que /pol2 dét,errriina.it le 
poids de cliaque valeur de 11, quarid on calcule ( 7 ~ ) .  Donc, à basse température, 
seules les valeurs de ?L voisines tie +?LO sont peuplées significativemerit daris 
la moyenne statistique. Cela correspond bien à la phase ferroélectriqiie oi l  le 
niatériau a une polarisation spoKitiHi&! soit daris un sens soit, daris l’aiitjre. 

Au contraire, à haute température, la niasse effective rn“ étant devenue très 
faible, on s’attend, pour la pseudo-particule quantique, A un riivewii d’énergie 
qui soit très supérieur à la liaut,eur Vo de la barrière. La fonction d’oride cor- 
respondante aura encore de légers ïïiaxiïïiii autour des valeurs y = k u o  rriais 
elle sera aussi assez graride dans toute la garnirie de valeurs situées entre les 
points A et, B sur la figure 10.10, en particulier autour de u = O. L‘iiiterpré- 
tatioii statistique de /cpo12 iritiique quc le système est dans un ét,at où, dans 
de ~io~ribreiises mailles, les iLtoiries ne sont pas au voisinage des rrii~iimu tie 
potentiel. Compte tenu des excitations possibles du système, qui sont soit tics 
phonons soit des parois de dorriairie, le ciilcul par l’intégrale de transfert pré- 
voit une forte agitat,iori thermique ties particules, mais également la création 
de riombreuses parois de dorriairie quarid le matériau est ii haute te1iipérat)ure. 

L’évaluiition de la foriction de partition ne met pas en évidence de charige- 
ment qualitatif tie cornporternerit & une température critique bien définie, 
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c’est-à-dire qu’elle rie prévoit, pas la transition de phase ferroélectrique- 
paraélectrique, mais seulenierit une diminution progressive de la polarisation 
spontanée au fur et à mesure que la température augmente. Ce n’est pas 
étonnant car, pour ce système unidimensionnel avec des iriteractioris à courte 
portée, la physique statistique [go] indique que l‘on rie doit pas s’attendre à 
une transition de phase3. 

Bien que le calcul exact des niveaux d’énergie daris le potentiel V(y) ne soit 
pas possible, on peut cependant obtenir des résultats quantitatifs pour l’éner- 
gie libre du modèle eri utilisant les méthodes d’approximation de la mécanique 
quantique, ci1 particulier daris le domaine des basses températures [87]. Dans 
le doniairie correspondant & la phase ferroélectrique, oii peut déterminer quari- 
titativenierit l’énergie du niveau fondamental par un calcul en deux étapes. 
Coriirrie ori prévoit qu’il sera voisin dii miriirriurn cle V(y) puisque nz* est très 
grande ii basse température, on dét,erniiIie uiie première approximation du 
riiveau fondarrierital EQ = E O  - SO en utilisant Uri développement harmonique 
de V(y) autour d’un de ses minima. De plus on sait qiie, dans un tel potentiel 
double puits, on doit s’attendre lin dédoiiblerrierit du riiveau fondamental par 
effet tunnel. En effet, si la barrière VQ était infiniment haute, on aurait deux 
puits totalement séparés et identiques et donc or1 aurait deux états quarit>iques 
iderit,iques pour une particiile située tiaris un puits ou daris 1’aut)re. Mais on 
sait que, poiir une valeur finie de Vo? une particiile quantique peut passer d’un 
puit,s de pot,entiel à l‘autre par effet tuririel. Ce couplage entre les deux puits 
lève la dégénérescence des niveaux [36]. Le niveau d’énergie EO est, remplacé 
par les deux niveaux Eo & t o ,  ou 2to représente le << dédoublement tunnel D qui 
peut être ohteriii par l’approximation WKB de la mécanique quaritiqiie [87]. 
Seul le niveau le plus bas intervient dans l’expressiori de la fonction de parti- 
tion et de l’énergie lihre donnée par l’équation (10.33) avec E Q  = SO + EO - t ~ .  

Airisi, l’utilisation des méthodes d’approximation de la mécanique qiiari- 
tique permet d‘obtenir, avec uiie boririe précision, urie expression quarit,itative 
de l’énergie libre du modèle uriidirnerisioiinel de ferroélectriqiie. Cependant,, 
bien que fournissant une valeur pour l’énergie libre, elle rie donrie pas son 
i71,terprétation physique. On ne sait) pas quelles sont les propriétés du système 
responsables de tjel ou tel terme dais  l‘expressiori que l’on obtient. Pour faire 
cette analyse il faut, corriparer l‘expression obt,eriue k ce qiie peuvent doririer 
d’autres méthodes. Urie autre approche po He pour et,iidiei. 1;i tliermodyna- 
rriiqiie du niodèle consiste & chercher quelles sont les cxciht ions possibles du 
système, et à évaluer leur corit>ributiori ii l’énergie libre. Noiis avoiis vu qu’il 
y a deux catégories d’excitations, les pliorions et les solitoiis. Poiir évaluer la 
contribution des phonoris on peut t,ravailler tlrtris l’approxiiiiat ion harrrioriiquc 
eri considérant, que les part)icules restent aii voisiriage tlii miriiiriurri de poteri- 
tiel, et ne retenir qu’un développerricnt liarrrionique dii pot mitiel. Le calciil 

3 .  Nous verrons cependant au chapitre 15, qu’un autre système unidirricnsionnel que l’on 
peut étudier par le niême formalisme a bien une transition de phase. 
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montre alors qiie la contribution des pliorions à l’énergie libre correspond au 
ternie Eo que donne l’opérateur de transfert (871. Cela peut se cornprendre 
puisque ce terme a justement été obtenu en faisant l’approximation qiie V(y) 
était harmonique. Le calcul de la contribution des solitons est a priori plus 
délicat,, mais nous avons déjà vu comment on pouvait l’effectuer : on ut,ilise la 
méthode du (( gaz de solitons n et on exprime l’énergie libre d’un gaz parfait 
de pseudo-particules dorit on coririaît la relation entre énergie et vitesse. Le 
résultat montre que l‘on retrouve la contribution t o  de l’effet tuririel donnée 
par l’opérateur de transfert [87]. Là aussi, a posterio*ri, c’est un résultat au- 
quel on aurait pu s’attendre. L’effet tunnel résulte de la préserice de deux 
minima énergétiquernent dégénérés daris le potentiel V(y),  or c’est justenient 
la présence de ces deux minima qui est responsable de l’existence des solitoris 
topologiques dans le systènie. 

10.5.5 Conclusion 
La méthode de l’intégrale de transfert est une méthode très générale de 

la physique statistique, qui peut s’appliquer en particulier à tout réseau avec 
un potentiel de sulistrat rion-linéaire et un couplage harnioriique entre plus 
proches voisins. Dans la limite des milieux continus, elle réduit le traitement 
de la therrriodyrianiique d’un réseau nori-linéaire à la résolution d’un problèriie 
fict,if de niécanique quaritique pour une particule dans le potentiel de substrat. 
Lorsqu’ori sait traiter ce problème quantique, on obtient un résultat qui est 
exact pour le système non-linéaire daris la limite des milieux continus, et nous 
avons vu que, même quand le problème quaritique n’est pas soluble exacte- 
nient, l’utilisation des méthodes d’approximation de la mécanique quantique 
peut donner des résultats très satisfaisants. 

Nous verrons au chapitre 15 un autre exemple d’application de la méthode 
de 1’int)égrale cle transfert, à un syst,ème physique non-linéaire. Cependant la 
méthode ne conduit pas naturellement à une interprétation physique des résul- 
tats quarit>itatifs qu’elle fournit. Il est très utile de la compléter par d’autres 
techniques d’analyse. Pour un système ayant des solutions solitons, l’autre 
approche consiste ii profiter des propriétés de quasi-particules des solitons. 
C’est une méthode part,iculièrernerit fruct>ueuse car‘ outre l’interprétation drs 
résultats de l’intégrale de transfert, elle peut être utilisée pour obtenir des 
informations sur la dynamique du système (telles que les fonct,ions de corré- 
lation dyriarniques néce -tires pour interpréter les données expérirrieritales de 
spectroscopie 011 de diffusion de neutrons) que la therrriodyriarriique ne doririe 
pas. 





Chapitre 11 

Les phases incommensurables 

11.1 Exemples en physique des matériaux 

Les phases incomiriensurables apparaissent dans des systèmes où plusieurs 
périodicit,és sont en compétition, conduisant à des phénoniènes de fmstrution. 

Les couches mono-atomiques adsorbées sur des cristaux (c’est le cas du 
krypton adsorbé sur la surface du graphite) eri sont un exemple simple qui 
a été beaucoup étudié expérimentalement. La structure de l’adsorbat tléperid 
du rapport entre le pas du réseau de graphite (rioté O) et la distance n que 
prendraient les atomes de krypton s’ils n’étaient pas contraints par l’inter- 
action avec le graphite. La valeur de a dépend de la pression dans la phase 
gazeuse de krypton et de la temperature qui déterminent la derisité surfacique 
rrioyeririe d’atonies adsorbés. 

À basses température et pression de krypton, les atomes se placent daris 
les rriiiiinia du potentiel créé par le réseau régulier dii graphite. forniant des 
phases (( conirnensurables D accrochées AU réseau. En revanche, lorsque la pres- 
sion de krypton augmente, les atomes de krypton se rapprochent et peuvent 
s’organiser en une phase dont la p‘riodicité est dans un rapport non entier 
avec la période du réseau tie graphite qui est appelée phase <( iriconiniensu- 
rable N . Ainsi, en faisant varier la température ou la presLiioii, on peut observer 
une très grande variété de phases, forrriarit des structures bidirrierisioriiielles 
complexes. 

Cet exemple, qui est le plus simple décrire et à comprendre, est, celui 
que nous allons étudier dans la suite de ce chapitre. Cependant, les idées que 
nous alloris présenter sont aussi valables pour les riorribreiix aut,res systèmes 
physiques daris lesquels deux longueurs sont en coriipét,itiori : 

~ On obtient des structures bidirrierisioririelles analogues & cellcs qiie 
tloririerit les gaz adsorbés lorsque des rriétaux corrirrie le césiuni s’in- 
tercalent dwis Li. structure en couche clu graphite. 
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~ On peut obtenir des structures tridirrierisionnelles, du même type, consti- 
tuées des atonies de mercure dans le composé Hgy-hAsFG. Ils s’orga- 
nisent en un réseau tridimensionnel incornmerisurable avec le rbseaii 
quadratique de AsFs. 

~ Dans certains cornposés magnétiques contenant ties terres rares et dans 
certains ferroélectriques (NaNO2, RbLiSO4, (NH4)2BeF4), les interac- 
tions spin-spin ou dipôles-dipôles conduisent à une expression de l’éner- 
gie libre contenant des dérivées premières et secondes de l’aimantation 
ou de la polarisation. I1 en résulte que le système peut minimiser son 
énergie libre en adoptant une structure inodulée de l’aimantation ou de 
la polarisation. En général, la longueur d’onde de niodiilation dépend 
de la terripérature et n’est pas cornniensurable avec la période du réseau 
cristallin. 

~ Dans les conducteurs à ondes de densité de charges, la densité électro- 
nique est modulée de manière iricorrirriensurable avec le réseau cristailin. 

11.2 Un modèle unidimensionnel pour l’étude 
des phases incommensurables : 
le modèle de Frenkel et Kontorova 

Le modèle de Frenkel et Kontorova (FK) (fig. 11.1)’ déjà rencontré dans 
l’étude des dislocations au chapitre 9, permet de décrire aussi les phases in- 
commensurables lorsqu’on l’adapte pour tenir compte de l’existence de deux 
périodes dans le système. I1 décrit en effet très bien une couche nionoatoniique 
adsorbée sur un cristal. 

Le pot,entiel de substrat sinusoïdal représente l’énergie potentielle d’iriter- 
action entre les atonies adsorbés et le cristal. I1 a la périodicit,é h du  réseau 
cristallin. Le potentiel d’interaction entre les atonies est, choisi harmonique 
car on fait l’hypothèse que leur dist)ance restera assez voisine de sa valeur 
d’équilibre a. Corit)rairerrient au cas des dislocat,ions pour lesquelles on avait 
a = b, ici le rapport n / b  est, quelconque et non nécessairement entier. 

Un tel système conduit à une compétition entre deux formes d’énergie : 
l’énergie élastique d’interaction entre les atonies est minimisée en plaçant les 
particules à la distance u tandis que l’énergie potentielle de substrat serait 
minimisée en plaçant les particules à la distance h (ou l’un de ses rnuitiples). 
On ne peut pas prévoir a przorz où seront situées les positions d‘6quilibre des 
atonies et par conséquent, contrairement au cas des dislocations, on ne pcut 
pas choisir coninie coordonnées atomiques les k a r t s  à ces positions d’équilibre. 
On choisit une origine O, fixée par rapport HU potentiel de substrat, à, partir 
de laquelle on repérera la poGtion d’un atonie ) L  par sa coordonnée L,  (cf. 
fig. 11.1). 
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FIG. 11.1 Représentation schématique du substrat périodique de période b et des 
atonies adsorbés qui seraient écartés d’une distance a en l’absence du potentiel de 
substrat. 

Dans uri premier temps, nous allons nous intéresser uniquement aux struc- 
tures d’équilibre de ce modèle qui sont déjà très variées. Au lieu de corisidé- 
rer l’harriiltoriieri coniine nous l’avions fait pour les dislocations, on peut se 
corit>eriter d’ét,udier l’énergie potentielle du modèle qui s’écrit 

(11.1) 

en riotarit X la constante de couplage harmonique. Notons que les états 
d’équilibre orit une énergie cinétique nulle. I1 est souvent utile pour les cal- 
culs de réécrire cette expression cri introduisant la quantité uTL = .rn ~ na 
qui mesure la déviation par rapport R la phase que le couplagc harmonique 
imposerait s’il agissait seul. Ori obtient ainsi : 

(11.2) 

La structure ii l’équilibre de ce système, est obtenue en rniriirnisarit l’éner- 
gie potentielle, ce qui conduit au système d’équations nori-linéaires couplées 
suivant : 

(11.3) X(U,+ i  f U n p l  - 271,) - v’(& + n a )  = 0 . 

11.3 Phases commensurables 
Ce sont lcs pliases les plus simples dont la structure est facile à obtenir. 

Si les deux di5tarices (1 et b sont égales, ou si a est égal & A l b  ( A I  étant 
un entier), il existe une solution évidente à la minimisation de l‘énergie qui 
consiste à placer toutes les particules exactement en fond de puits. Le réseau 
de particules for nie alors une phase dont la periode est corririierisurable a v t ~  
In période (hi potentiel. 
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I1 en sera de niènie lorsque a et b sont dans un rapport rationnel, a = 
( A I / N )  6, puisque dans ce cas, le système possède la période N a  = A f b .  La 
structure peut être un peu difficile à déterminer lorsque les deux entiers A l  et 
N sont grands, niais on peut l’obtenir de nianière exacte. En effet, comme le 
système est périodique de période AIb,  on aura 

Z,+N = G, + J I b  = x,, + N a  soit U ,  = U,+N , (11.4) 

valable pour tout r i .  Cela implique qiie l’on a seulement N inconnues à déter- 
miner à partir des équations (11.3) que l’on peut, par exemple, écrire pour 
n = 1,. . . . N .  La première équation fait intervenir uo = U N  et la dernière fait 
intervenir u ~ + l  = ul ,  de sorte que 1’011 a bien un système formé d’équations 
dont la. résolution est en principe possible. En pratique, en raison de la pr+ 
sence de la dérivée du potentiel, ce système nori-linéaire nécessite en général 
une resolution numérique. 

11.4 La transition 
commensurable-incommensurable 

Lorsque les périodes a et b sont voisines niais non égales, des phases in- 
commensurables sont possibles et la structure exacte n e  peu t  pas être obtenue 
par une approche perturbative, car la similitude des deux périodes conduit 
à des phénoniènes qui s’apparentent à des résonances. En raisonnant dans le 
domaine spatial. coninie on le ferait, dans le domaine teinporel, on peut en 
effet noter que le système, possédant une période propre a ,  est excité par une 
force, de période b = a ,  dérivant du potentiel de substrat. On sait qu’une telle 
sit,uatiori de forçage près de la fréquence propre peut conduire à une réponse 
très grande, niênie lorsque l’excitation est faible. Nous allons voir que, dans 
ce cas, apparaissent des excitations non-linéaires localisées de type soliton, les 
disconunensurnt ions. 

Avant de chercher la st,ructure de ces discommensurations, montrons que 
lorsqu’on modifie progressivement le rapport a /b ,  il existe une valeur crit,ique 
pour laquelle la structure du système change qualitativement. Pour cette va- 
leur il se produit une trarisitioii commensurable-inconmerisurable dont, on 
peut montrer l’existence eri considérant deux cas limites. 

Considérons le cas n = b + 6, où la différence S est très petite par rapport 
à b et où le rapport b/u, est irrat,ioiinel. 

Comme noils l‘avons déjà indiqué, on doit s’attendre à une compétition 
entre l’énergie potentielle de substrat et l’énergie élastique de couplage. Éva- 
luons l’énergie d’un ensemble de No particules daris deux cas extrêmes : 

~ Si l’on suppose que le potentiel de substrat domine, alors les particules 
vont toutes se placer au niiiiiniurn de potentiel. On aura une phase 
commensurable. Chacune des liaisons eritre particules aura la longueur b 
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et contribuera donc à l’énergie totale pour  SA(^ - = ;AdL. L’énergie 
potentielle de substrat seIa égale, quûrit à elle. au minimum V,/;,,,,, du 
potentiel. Ainsi l’éricr Rie potentielle des No pax ticules daris la phase 
comrrierisurable est 

(11.5) 

Si, au corit,raire, c’est le potentiel de couplage harrrioniqiie qui domine, 
les particules vont se placer exacterrierit à lii dist,arice a qui est dans iiii 
rapport irratioririel avec b, pour ariniiler l’énergie de coupliige élast,ique. 
Les particules rie seront plus au iiiinimiirri du potentiel de sul)strat et, 
pour No très grand, on trouvera des part,icules dans tout>es les posit,ioiis 
possibles par rapport au pot,eritiel de substrat. L’énergie de ce tk  phase 
parfait)ement iricornmerisura1,le sera doric 

où ( V ( x ) )  est la valeur moveririe de la fonction potentiel de substrat. 
Pour une valeur, notée S,, de la différence entre a et b, la pliase commcrisuralile 
devierit ériergét iquerrient défavorable et une phase incomrrierisurable se forme 
pour 6 > dc. La valeur 6, dédiiitc de l’égalité des deux énergies est 

Ce résultat,, obtenu par un raisoriiierrieiit trCs siiriple, doriric une boririe est,i- 
matiori de la valeur critique que 1’011 peut obtenir riumériquerrierit. 

I1 est cependant possible d’obtenir une valeur phis précise de 6, en calcularit, 
l’énergie d’une disconirrieiisiiratiori clans le système et en determinant la valeur 
de 6 pour laquelle la formation de discorrinieiisuratioris abaisse l’énergie totale. 

11.5 Structure de la phase incommensurable 
Clierchoris tine solution au système d’équat,ioris (1 1.3) en nous plaçait 

dans le cas d’un couplage fort, IV/ << Ab2,  de manière à pouvoir faire l’sp- 
proxirriatiori des milieux coritirius. On remplace la variable un par le champ 
,u(!ri,). Rappelons que la dépendance teriiporelle est t,ot,alement ignorée puisqiic 
l’on s’intéresse à la structure 6 l’équilibre. 

Définissons p(n) = uTL + r i6  qui décrit le déplacerrierit des part,icules par 
rapport à la phase exactenierit commensurable puisque 1’011 a 

2 ,  = ri a + 1 1 ,  = n ( b  + 6) + 11, = 71 b + q(n) . (11.8) 

En teriant compte dc la périodicité h du potentiel V .  ct donc de sa dérivée VI, 
on oMierit V / ( n u +  i l n )  = ~ / ( n b + p ( n ) )  = V ( q ( n ) ) .  Ceci permet de réécrire 
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l’équation (11.3) sous la forme 

1 
x p(n + 1) + p(7L - 1) - 2412) = -V’(p(n)) ’ 

soit, en teriarit compte de l’approximation des milieux continus. 

d2p 1 
~ = -V’(p) . 
dn2 A 

(11.9) 

(1 1 . lo )  

En multipliant par (dy/dn) et en intégrant comme nous en avons désorrnais 
l’habitude, on obtient 

2 

S A ( $ )  = V ( p ) + E  . (11.11) 

où E est une constante d’intégration qu’il faut, déterminer. Nous allons vérifier 
qu’il existe des solutions, les discorririieiisiiratioris que nous avons aririoricées 
plus haut, qui sont des défauts localisés daris la phase cornrnensurable. Pour 
chercher une telle solution 011 fait l’hypothèse que, loin de ce défaut,, on a une 
phase parfaitement cornrneiisurahle, ce qui signifie que les part,icules sont au  
fond des rnin,im,a du potentiel V ,  soit p = O. Puisque daris cette lirnit,e on a 
égaiement, (dpldn) = O et, que V ( y )  = Kriiri, la constante vaut E = - ~ i i i r i .  

Cela permet de réécrire l‘tfquatiori (1 1.11) sous la forme simplifiée : 

-x  - = V ( y )  -Kni,, . ; (::n)? (11.12) 

Lorsque l’on considère une expression précise du potentiel, par exemple celle 
du rriodèle de FK V ( y )  = Vo[l - cos (2~cp /b ) ] ,  on peut alors facilement ob- 
tenir la solution de l’équation (11.12) par séparation des variables comme 
nous l’avons montré daris le chapitre sur l’équation de sine-Gordon (cf. équa- 
tion (2.20)). Pour le potentiel sinusoïdal, avec les paramètres dii modèle FI< dc 
la phase inconirnerisurable, le même calcul que celui qui conduit â la solution 
soliton du rriodèle SG dorine ici 

(11.13) 

qui est représenté sur la figure 11.2. 
Cornme le montre cette figure, corrime p est nul pour ri < n o .  oil a sirriple- 

merit II‘, = rib, soit une phase coiiiiiieiisurâblc, jusqu’â ce que l’on rericorit,re la 
discomrnerisiirat,ion. Au riiveau de celle-ci, l’énergie Slnstique accumulée (laris 
tous les termes dc couplage harmonique, cornprim& ii la lorigueur b au lieu 
de leur longueur d’équilibre a ,  est brut,alerrieiit relâchée par un accroissement 
rapide de 2,  dans une petite région. Puis le système reprend une structure 
commensurable, et, recommence donc & accumuler de l’hergie de compression. 
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FIG. 11.2 ~~ a) Évolution de p(n) ai1 voisiriage d’une discorrirrierisuratiori. 1 ) )  Posi- 
tion des atonies en présence de cette disconirnensuration. Les lignes eri tirets corres- 
pondent aux phases cornniensurahles rn = nb  et, zTL = ( n  + 1)b.  

11.6 Calcul de SC 
Pour déterrriiner la valeur critique de b pour laquelle apparaît li, première 

discorririierisuratiori. il n’est pas nécessaire de résoudre pour la variable p( I I ) .  

Ori peut obtenir l’éncrgie d’une tliscorrirrierisiiratiori par le ciilcil1 de l’énergie 
potentielle di1 systerne 

(1 1.14) 

Daris l’approximation tlcs milieux coritiriiis. on obtient : 

(11.15) 

puisque uIL = -ri6 + ~ ( n ) .  Corrirne p(n) est itlcritiquernent riul daris le cas de 
la, pliase conirnerisurahle, ori peut exprimer l’énergie potentielle d’une phiLse 
conirnensiiralde Uc,,,, , soils la forme 

(11.16) 

qui sera proportionnelle ti la lorigueiir du système puisque l’iritégrarit est cons- 
tarit. L’énergie d’une disconirnerisiiratiori est la differtmce entre l’énergie I J  du 
système (’II présence d’une discorrinierisurat ion et l’énergie U,,, tie la pliasr. 
pal fait errierit corrirnerisur able 

= / c h  [i ((“,:i-26:) +V(p) -Knin  . (11.18) 1 
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Elle se réécrit en utilisant l’expression (1 1.12) sous la forme sirriplifiée sui- 
vittite : 

La première intégrale, que nous noterons Ed,\ ,-(O),  ne dépend pas de 6. Elle 
peut être calculée sans connaître l’expression de la solution p(n)  correspon- 
dant à une discommensuration, coinme nous avions procédé au chapitre 2 
pour calculer l’énergie d’un soliton du modèle sine-Gordon. On obtient ainsi : 

J - O c  

(11.22) 

Son expression ne dépend que de la forme choisie pour le potentiel de substrat. 
Dans le cas particulier d’un potentiel siiiusoïdiil V(p)  = Vo [1 - cos(2~p/h)] ,  
011 obtient : 

(11.23) 

Pour une discorrirrierisuration, la seconde intégrale de l’équation (1 1.19) 
est égale à p(+m) - y ( - m )  = b, ce qui donne donc pour l’énergie d’une 
discoriirrierisuratiori : 

Le premier terme est l’énergie d’une disconitrierisuratiori dans le cas particulier 
où 6 = O, c‘est-à-dire a = b. Ce cas particulier est celiii que noiis avions 
considéré dans le chapitre 2 sur les solitons topologiques et dans le modèle 
de FK des dislocations présenté au chapitre 9. Pour le potentiel sinusoïdal, 
Eclisc (O)  correspond donc à l’énergie d’un soliton sine-Gordon. 

Mais la formule (11.24) montre que, pour 6 # O ,  l’énergie de la discon- 
merisuratiori cornportje une secoride contribution qui tend à réduire sa valeur 
par rapport à celle d’un soliton. On constate que, lorsque le désiiccord entre 
la longueur d’équilibre des liaisons et la période dii potentiel, 6 = a - b,  est 
~UffiSiilnl~leKit grand, le terme de droite devient, supérieur à l’énergie &isc (O) : 
Ir: s y s t ème  pe,ut donc abaisser sori kraergie en, crkant d e s  discornnierisurntl;»n.s. 
Physiquement, cet effet provient du fait que la création d’une discorrirrierisiira- 
t,iori relctclie l’énergie élastiqiie accurnulée dans les interactions entre particiiles 
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qui, dans la phase coinniensurable, sont coniprirnées en-dessous de leur valeur 
d’équilibre. 

La valeur 6, pour laquelle l’énergie d’une disconirnerisuratiori s’aririiile est 
la valeur critique au-delà de laquelle la phase cornrriensurable n’est plus la 
phase énergétiquemerit, la plus favorable. C’est la valeur qui correspond à la 
transition comm,erisur.able~iriCor1i,~nensiLrable et elle vaut 

(11.25) 

alors que la forniule (11.7)’ obtenue par une méthode très approximative, 
conduisait à l’expression très proche 6, = 2Jvo/x.  

Pour 6 > 6,’ puisque la formule (11.24) montre que l’énergie d’une dis- 
commensuration est négative, on pourrait penser que le système va tendre 
naturellement (1 créer une infinité de dislocations pour abaisser son énergie 
autant que possible. En fait, il n’en est rien, car il faut aussi tenir compte de 
l’énergie d’iriteraction entre les discommensurations. Plus leur nombre aug- 
mente, plus cette énergie croît, et la structure de la pliase incommensurable 
sera déterminée par un équilibre entre le gain d’énergie par création de dis- 
commensurations et la dépense par augmentation de l’énergie d’interaction 
entre ces discomniensurations. La phase est ainsi constituée d’un réseau de 
discornmensurations dont la distarice d’équilibre permet à z, d’évoluer avec n 
en moyenne cornnie T = n a tout en étant le plus souvent dans une pliase com- 
mensurable, sauf nu niveau des défauts localisrs que constituent les disconi- 
mensurations (cf. fig. 11.3). Cette solution réalise ainsi Uri compromis entre 
le couplage qui terid à imposer la solution T = n a et le potentiel de substrat 
qui tend à sélectionner une phase commensurable. Dans ce cas l’évolution de 
p(n) se fait selon une solution niultisolitons de l’équation iiori-linéairc (1 1 .lo). 

11.7 Diagramme de phases 
Cornrne le modèle a mis en évidence le rôle de deux paramètres fondarnen- 

~ le rapport a / b  (ou la valeur de 6) qui détermine le taux de frustration 

~ le rapport de l’amplitude du potentiel de siibstriit par rapport ii la cons- 

on peut chercher à cléterniinrr sori diagrarrime de phases, c’est-à-dire déter- 
mirier da i s  quelles régions de l’espace des parsrnètres le système est dans une 
pliase conirnensimible et dans quelles régions il est daris une phase iricorrirrieri- 
surable. 

Nous connaissoris déjà ce diagramnie a u  voisinage de a / b  = 1, puisque 
l’expression (11.25) détermine la valeur niaxiniale de 6, pour que la pliase reste 
corriniensurable. Nous avions raisonné en faisant iiripliciternent l’hypothèse 

taux : 

du s y s t h e  et 

tante de couplage A, 



244 Ph,ysiqiie des solitons 

n 

FIG. 11.3 ~ Variation de p(n)  et xn pour une phase incornrnensurable constituée 
d’un réseau de dislocations. La droite en tirets correspond à l’équation z = n a .  

O > b (6 > O) pour faciliter la discussion, mais tous les résultats restent 
valables pour a < b (6 < O).  Daris ce cas, la discoirimensuratiori tend à 
rapprocher localement les atomes. I1 s’agit d’un antisoliton. Si l’on choisit 
de représenter le diagramme de pliases en portant en abscisse le rapport a/b  
et en ordonnée m, l’équation (11.25) montre que les limites du domaine 
de la phase coininensurable sont des droites. La phase commensurable est 
ainsi située diiris un <( cône de conirnensurabilité >> centré sur la ligne a / b  = 1. 

Mais il est tout à fait possible de faire des raisonnements analogues autour 
des valeurs rationnelles n ib  = M / N  oti hl et N sont des entiers, puisque nous 
avons déjà établi l’existence de pliiises coinrnensurables dans ces cas-là. Pour 
ces riipports rationnels il existe aussi une frustration 6, (dépendant de M l N )  
au-delà de laquelle la pliase comrnerisiirable est remplacée par une phase iri- 
commensurable. On trouve que la déstabilisation de la phase cornmerisurable 
se produit encore par formation de discomrnerisurations dorit la structure est 
plus complexe que celle des discoriirriensurations que nous avons étudiées car 
la phase commensurable, ii partir de laquelle elles se forment, est elle-même 
plus complexe. pour Cie faibles valeurs Cie ,/‘F&ï pour lesquelles l’approxiina- 
tiori des milieux continus est valable la variation de 6, est encore linéaire en 

de sorte que l’on doit compléter le diagramme par d’autres << cônes 
de comrrierisurabilité ». comme le montre la figure 11.4. Hors de ces cônes, les 
phases sont incommerisuralilm. 
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commensurable 

1 a / b  

F I G .  11.4 ~ Représentation dans le diagramnie ( J w , a / b )  des cônes de coni- 
niensurabilité autour de quelques valeurs rationnelles. Ce diagramme se liinite ii la 
région des couplages forts. 

Cependant, la figure montre clairement que ce raisoririenierit est iricorri- 
plet pour deux raisons. D’une part, on doit en principe envisager des cônes 
de conirriensurabilité autour de tous les rationnels, c’est-à-dire <( presque par- 
tout, D sur la figure et, d’autre part, les liniites des cônes, telles que nous les 
avons décrites, se rencontrent, et daris certains domaines nous rie pouvons 
plus préciser la riat,ure de la pliase. 

En fait, pour de grandes valeurs de A I  et N ,  les cônes de coriirrierisurabilitC: 
deviennent, extrêrrierrierit étroits niais, surt,out, le diagrürnrrie que représente la 
figure 11.4 n’est valable que pour de très petites valeurs du paraniétre m. 
Lorsquc la valeur du potentiel V, augrrierite, il faiit alxmdoriner l’liypotliixx 
tie couplage fort. Les droites définissant les cônes se tléforrnent, traduisant, le 
rôle joué par les effet,s de discrét,isatiori. Le diügrüriirric de phases corriplet. 
riécessit,arit une résoliit,ion riurriérique, a été d rrriirié par S. Aiibry [20] et 
a. l’allure représentée sur la figure 11.5. Les zorics daris lesquelles aucuri rap- 
port n’est iritiiqué correspondent, & des pliases iricoriirrierisiir,2l~les elles-rrierries 
entrecoupées de faibles domaines dc corrirrierisurabilité d’ordre élevé (du type 
3:7, 4i9,  etc.). I1 faiit rioter qu’au fur et à mesure que la valeur de Vo aug- 
irieritc>, le diagrarrime se simplifie et seules les phases de cornniensiirabilit~ 
simple subsistent. C’est pourquoi ce sont ces pliases qui sont détectées tiaris 
les études expérirrieritnles. 

11.8 Dynamique de la phase incommensurable 

.Jusqu’à. préserit,, rious avons étjudié les st,ructures à l’équilibre, mais il 
est, lieri sûr irit,éressant de décrire la tlyriamique tle ces phases corrimerisu- 
rables et iricorrirrierisiiraljles. Poiir cela il ftaut considérer l’liarnilt,oriieri du sys- 
tème cri ajoutant une contribution d’énergie ciriét>ique & l’expression (1 1 .l) de 
1’6riergk potentielle rlii riioclde. I1 en résult,e des équat,ions cie moiivenient qui 
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R E G I S T E R E D  PHASE 

O i i j j l  2 i 3 2  3 4  - ! 
i o 3 0 7 6 5 9 4  7 3 8 5 f j  2 

FIG. 11.5 ~ Diagramme des phases complet présentant les différents cônes de 
commençiirsbilité dans le plan (m. a / h )  (d’après la référence [20]). 

constituent la contrepartie dynamique des équations (1 1.9), 

rng, - X[y(n + 1) + y(n  - 1) - 2p(7~)] + V’(p(r1)) = O , (11.26) 

où TTL est la inasse cles atomes. 
Dans l’approxiinat,iori ties milieux coiitiniis, lii situation est assez simple : 
~ toute pliase commensurable est accrochée au réseau, puisque les atomes 

sont daris les rninirna de potentiel, ce qui signifie qu’elle peut vibrer 
autour de sa structure d’équilibre, rriais salis translation d’ensemble ; 

~ au contraire, tout,e pliase iricoiriirieiisurable peut glisser librenierit par 
rapport, au substrat, puisqu’elle est formée de solitons mobiles lorsque 
l’hypothèse du coiipliige fort est valable. L’origine physique dc cctte 
propriétt. est analogue celle rericoritrée pour les dislocatjions : dans lii 
phase iricoriiirierisurable il existe d c ~  part,icules à t,ous les niveaux di1 
poterit,iel de substrat, y compris sur les rriaxirria. Si le déplaceriierit de 
certaines piLïtides iiecessite Uri  apport d’énergie potentielle de siikxkrat, 
le déplacement) des niit,res en fournit. 

Pour ét,iidier la rlyriairiique de la pliase iiiconiirierisurable, o r 1  cherche une 
solution dc l’npproxirnittioii continue cles équat,ioris (1 1.26) sous In forme 

y(r2. t )  = yo(71) + AP(”. t )  . ( 11.27) 
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oii cpo ( n )  est la solution rriultisolitoris qui correspond & la pliase iiicoiiiriierisu- 
rable dont on veut étudier la tlyriarriiqiie. En suivant la dérriarche désormais 
habituelle. on liriéarise en ~ i c  gardant que les termes du premier ordre en Acp 
dans le développement de l’équation du riiouvenieiit. Ori trouve alors qu’il 
existe un mode de vibration tie la phase iricornrrieiisurable dont la relation 
de dispersion w ( k )  passe par l’origine. La solution ti k = O, pour laquelle 
w = O, est le mode de Goldstone de la solution rriultisolitoris. Elle est as- 
sociée au glisserrierit eri bloc de la phase incorrirrierisurable par rapport au 
substrat. Ce mode est appelé mode de phason. On peut obtenir sa courbe 
de dispersion pour k # O en utilisant une approche de coordonnées collec- 
tives : chaque discoriiriicnsuratiori forrriarit la solution miltisolitons est traitée 
coiiiriie une quasi-part iciile qui, dans l‘approxirriatiori des milieux continus, est 
totalement libre de se déplacer par rapport au substrat, inais interagit avec 
les quasi-particiiles voisines. 

.. 
f 

W 

FIG. 11.6 Représentation schématique de la relation de dispersion des phases com- 
niensiirables et incommensurables. Le trait plein passant par l’origine est le mode 
de phason. La ligne pointillée est la relation de dispersion d’une phase corninensu- 
rable. La ligne en tirets correspond à l’évolution di1 mode de phason quand on tient 
compte des effets de discrétisatiori. 

Le mode de pliasori n’est ccperidarit, jarriais observé car il est affecté piir 
les effets de réseau. Serge Aubry [ L O ]  a c1érriorit)ré l’existence de ce que l’on 
appelle tlésorrriais la << Trarisit,ioii d’ Aubry )) ou << Traiisit iori par hisure  d’aria- 
lyticitt )> : pour des valeurs du pot,eritiel Vo irifkrieiires & iiiie valeur critique 
le phason existe. alors que pour des valeurs supérieurcs, la phase iricoriiriicii- 
siirable est accIocli6e au eau. Au lieu de s‘aiiiiulerl la fréquence dts riiodes 
tie pet,it tléplaceriierit de cett,e pliase t,crid vers une YiLleilr riori riulle quarid k 
s’aririule, appelée fréquence de Peierls-Nabarro (PN)  , car 1’aricïiLge de la pliase 
iricoriirnr:risiira~)le est, arialogiic nu piégeage d’une dislocation par les cffcfcts de 
réseau. 
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La phase incommensurable ancrée a des propriétés tout à fait remarquables 
comme, par exemple, sa réponse à une force de traction. Quand on augmente 
régulièrement la force, l’allongement se fait par sauts selon une courbe en 
<( escalier du diable D, c’est-à-dire possédant une infinité de marches de tailles 
différentes. Bien entendu, seules quelques-unes ont pu être mises en évidence 
par des études structurales aux rayons X en étudiant le coniport*ement d’un 
matériau à phase incommensurable sous pression. Ce comportement étoririant 
provient du fait que, dans la solution rnultisolitori piégée par le potentiel de 
P N ,  tous les solitons rie sont pas dans la même position par rapport à ce po- 
tentiel de discrétisation. Quarid 011 augmente la force de traction sur la phase 
incommensurable, certains sont décrochés les premiers, puis d’autres suivent 
ensuite, et il y a toute une hiérarchie de transitions locales de décrochage qui 
génèrent 1’« escalier du diable )). 

11.9 Formation des discommensurations 

Effet de bord dans le cas d’un système fini 

Considérons maintenant un système de longueur L avec des extrémités 
libres, en nous lirriitarit à nouveau au cas a = b + S et en adniettant que l’ap- 
proximation des milieux coritirius est justifiée. Nous allons à nouveau chercher 
la limite de stabilité d’une phase cornnierisurable, mais cette fois-ci en teriarit 
compte des effets tie bords qui avaient été négligés dans les études précédentes 
où nous considérions le système coninie infini. 

Outre l’équation (11.10), la minimisation de l’énergie potentielle U rié- 
cessite de tenir compte des conditions aux limites. Considérons par exemple 
le cas de la première particule du réseau, numérotée O. Elle n’est liée qu’à 
une seule particule voisine, la particule 1. Dans l’approximation di1 couplage 
fort oii les positions des particules sont essentiellement déterminées par les 
termes de couplage, le dernier (( ressort >> liant les particules niiriimise son 
énergie en adoptant une lorigueur égale à sa longueur d’équilibre a ,  ce qu’il 
peut faire puisqu’il a une extrémité libre (cf. fig. 11.1 eri considérant que la 
chaîne atomique est interrompue à gauche). On ti, donc : 

s1- 2 0  = a = b + s (1 1.28) 
= b +  p(i) - p(0) i.e. p(1) - p(0) = 6 . (1 1.29) 

Dans la limite des milieux continus, les conditions d’extrérriités libres en O et 

(11.30) 

L’équation (11.12) est t>oujours valable puisque l’on s’intéresse à la stabilité 
d’une phase qui est commerisurable au cœur du matériau. En la conibiriarit 
avec l’équation (11.30) dans le cas particulier des extrémités ri = O ou n = L,  
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on aboutit à : 

(11.31) 

La valeur pext va donc s’ajuster pour satisfaire cette condition qui fixe la po- 
sition des particules situées aux extrémités du réseau. Cela ne sera cependant 
possible que si 6 est inférieur à la valeur limite 6 , ~  définie par 

x 
2 - 6’ = V(pext) - Vniiii . 

(1 1.32) 

Par coniparaison avec l’expression (1 1 .ï), 011 réalise irnrnédiateriient que 

6CL > S C  ‘ (11.33) 

Ainsi, daris un milieu fini, si on augmente progressivement le désaccord 6 entre 
la longueur des ressorts au repos et la période du potentiel, la phase incom- 
mensurable deviendra instable au cœur du réseau, alors que les particules aux 
extrémités sont encore daris des états stables. Ceperidant, les discommensu- 
rations ne peuvent pas apparaître au cœur du matériau, même lorsque leur 
énergie, une fois qu’elles sont formées, est négative (c’est-à-dire pour S > SC).  
En effet, pour leur formation au cœur d’un matériau, il faudrait faire passer 
un grand nombre d’atomes au-dessus de la barrière de potentiel de substrat 
(une infinité d’atonies dans le cas d’un système infini). Pour s’en corivairicre, 
il suffit de regarder la figure 11.2 : pour forrner la disconimensuratiori, il faut 
déplacer de b tous les atonies situés A droite de la discommerisuration. Les 
discomniensurations ne peuvent apparaître par conséquent que par les bords 
du niatériau : daris tout le domaine de valeurs 6, < 6 < S c ~ ,  la phase corn- 
mensurable est donc métastable. L’étude du système fini est en définitive fori- 
darrieritale quarid ou veut déterminer le dorilairie réel d’existence de la pliase 
conimensurable. 

Action d’une force extérieure 

Considérons niainteriant le système fini du paragraphe précédent dans le 
cas où une force extérieure F est appliquée à tous les atomes (il pourrait, par 
exemple. s’agir de l’effet d’un chanip électrique pour une phase réalisée avec 
des ions, ou d’un effort de cisaillement). En présence de cette force on doit 
remplacer le potentiel de substrat ~ ( y )  par le potentiel effectif V(p) = ~ ( p ) -  
Fp, représenté sur la figure - 11.7. L’existence d’une phase cornmerisurable 
n’est possible bien sCrr que si V(p)  possède des mmma, c’est-à-dire puisque 
V’(p) = ~ ’ ( p )  - F ,  que si la condition 

F < F,,,,, = niax[V’(p)] (11.34) 

est vérifiée. 
La modification du potentiel entraîne un changement de la valeur critique 

de S pour laquelle les extrémités deviennent instables. Supposons à nouveau 
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FIG. 11.7 ~ Représentation du potentiel effectif c(p)  sous l’action d’une force 
extérieure F .  

que l’on ait une phase commensurable dans le cœur du matériau et cherchons 
la condition que doit vérifier cp aux extrémités du réseau. Les équations (11.10) 
et (11.11)‘ qui résultent de la minimisatioil de l’énergie potentielle du système, 
restent valables à condition de les exprimer avec le potentiel V .  On a ainsi : 

I 

- A  .: (::)2 - = V ( c p ) + E  . (11.35) 

Pour déterminer la constante E ,  on utilise le fait qu’au cœur du matériau on 
a une phase commensurable : les particules sont donc placées dans des m,i- 
nima de potentiel et distantes de b,  ce qui correspond à dcpldn = 0. L’équa- 
tion (11.35) appliquée au cœur du niatériau donne donc : 

- 
E =  -Vmin(cp) . (11.36) 

En appliquant niaintenarit l’équation (1 1.35) au riiveau des extrémités du 
réseau on obtient : 

(1 1.37) 

Le raisonnement que nous avons fait au paragraphe précédent, pour déterrrii- 
lier la condition qu’impose l’extréniité libre, reste valable et l’on a donc encore 
dcpeXt/dn = 6, ce qui conduit, comme précédemment à une équation que doit 
vérifier pcxt 

(11.38) 

Pour exploiter cette conditiori de façon A en déduire la valeur limite de 
S pour laquelle l’extréniité est stable, - il faut prendre quelques précautions 
en raison de la forme - du potentiel V .  Supposons pour fixer les idées que 
le rnininiurri de V correspondant à la phase incorrinierisurable au cœur du 
rriatériau soit le point C de la figure 11.7. La plus grande valeur possible pour 

1 
2 -AS2 = V(Yext )  - k*, ’ 
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- 
6 compatible avec la condition (1 1.38) est, obtenue lorsque V(pext) correspond 
ii un niüxinium du potentiel adjacent au minimurn C. I1 peut s’agir CL priori 
soit du point A soit du point B sur la figure 11.7, selon que pext est, plus 
griiïid ou plus petit que p daris le cceur du matériau. La situat,ion & prendre 
en compte dépend du signe de 6 qui détermine si les disconirrieiisuratioris sont 
des solitoris ou des antisolitons, mais aussi de l’extrémité considérée car, pour 
créer line disconirrierisurat,iori d’un type donné, les déplacements que l’on doit 
imposer aux atonies terminaux sont de signes opposés aux deux extrérnités 
du réseau. I1 en résulte que quel que soit le signe de 6, il y aura toujours une 
extrémité pour laquelle le inaxiiriuiri qui détermine la stabilité correspondra 
au point B de lii figure 11.7, c’est-à-dire & celui des deux niaxirria adjacents 
C pour lequel la valeur de c est la plus proche de v(C). 

atteinte quarid 6 prend la valeur limite 
La limite de stabilité de l’une des deux extrérnit,és du réseau est doric 

(11.39) 

- 
Comme la différence vIlax(B) - V,,,(C) se réduit quand la force augmente. 
lii valeur de d C ~  décroît avec F .  I1 en résulte que, pour une valeur dorinée 
de 6, il existe une force critique F,(h) au-dessus de laquelle une des extrérrii- 
tés du réseau devierit instable. Pour F > Fe(6), une discorninerisuratiori se 
forme à cette extrémité et se propage vers l’intérieur du matériau. Lorsque 
qu’elle a pénétré assez loin ii l‘intérieur. on retrouve & nouveau vers l’extré- 
mité une phase corrirrierisiirable analogue à celle qui existait avant la création 
de la discortirrierisuration, et le processus va donc se renouveler jusqu’à ce que 
la densité de disco~ii~iierisiiratioris dans le matériau ait atteint la valeur que 
prévoit l’étude dans le cceiir pour le paramètre 6 considéré. 

Le bord apparaît airisi comme une source de solitons, dont le taux de 
création dépend dc l’éciirt entre la force extérieure appliquée F et la valeur 
critique Fe. C’est un ni6canisme qui intervient, par exemple, dans la diffusion 
des atonies appartenant des couches adsorbées. 

11.10 Conclusion 
Nous n‘avons préserit,é qu’une vue très partielle des phases incotiiirieiisu- 

rables qu’il faudrait développer dans différentes directions. L’étude de niodPles 
de tlirnerisions supérieures à 1 est ainsi essentielle pour décrire de manière 
plus fidèle les surfaces. Cela conduit à de nouvelles questions : Corrimerit les 
tliscorrirriensiiratioris soiit-elles orientées ‘! Peiiverit-elles se croiser ‘! Quel est 
l’effet, de leurs vibrations thermiques ‘? Certaines de ces questions orit trouvé 
une r6ponse qui est présentée daris lin article tie revue de .Jacques Villiiiri [ 1521. 

I1 existe égiilerrierit une liaison très intéressante avec les systèmes clyria- 
rriiqiies et le ch;~os. L’équation (1 1.9) doiiïiiLIit la structure du systèrnc, peut 



252 Plysiqiie des solitons 

être réécrite sous la forme d’une application [ L i ]  

1 
(1 1.40) Pn+l = p ,  + -V’(p,) x 

1 
P n + i  = p ,  + pTL + -V’(pn) x (modulo b)  (11.41) 

en posant p ,  = y n  - pn-l. C’est une application non-linéaire en raison de la 
présence de la dérivée du potentiel. Les trajectoires dans l’espace des pliases 
{ p ,  p} représentent diverses situations physiques : 

~ Les cycles discrets dans lesquels on parcourt un norribre fini de points 
avant de revenir au point de départ correspondent à des phases coni- 
mensurables. La période de la phase, en unités du pas de réseau b, est 
dorinée par le norrihre de points formant le cycle. 

~ Les phases iricoriinierisiirables, en revanche, sont associées à des en- 
sembles de points, situés sur une ligne continue, pour lesquels l’appli- 
cation rie revient jamais exactement sur iiii point qu’elle a déjà visité 
auparavant. 

~ I1 existe également des régions chaotiques qui correspondent à des phases 
désordonnées. 

Si l’on reprerid l’exemple simple du potentiel sinusoïdal 

V(p)  = v, [1 - cos(27rp/b)] , (11.42) 

011 obtient ainsi l’application sta,ridarù : 

(11.43) 

(1 1.44) 

qui devient chaotique pour Vo/(Ab2)  > Q, E 0.8. En-dessous de cette valeur 
critique, l’application génère des trajectoires sur un tore, qui correspondent 
à l’état foridamerital ; ce dornaine est celui où il existe un mode de phason. 
Pour des valeurs supérieures, au contraire, les trajectoires sont situées sur iin 
ensemble de Cantor ; les effets de discrétisation dornirierit et la pliase incorri- 
mensurable est accrochée au réseau. 

Les méthodes d’étude des systèmes dynamiques ont nori seulenierit permis 
de retrouver certains résultats que nous avons présentés en termes de solitoris, 
mais continuent à donner lieu dcs recherches, notariirrient pour décrire des 
niathiaux amorphes coinrne les verres. 



Chapitre 12 

Solitons dans les systèmes 
magnét iques 

ES SYSTÈMES MAGNÉTIQUES ont été l’objet de très nonibreuses études 
pour deux raisons : 

ce sont tout d’abord d’excellents systèmes modèles pour l’étude des trari- 
sitioiis de phase, sur lesquels il a été possible de mener à bien des études 
très complètes, tarit théoriques qu’expérimentales ; 

~ et, par ailleurs, leurs applications, tout particulièrement le développe- 
rrient de supports magnétiques pour l’enregistrement à haute densité, 
ont nécessité le développement de matériaux performants, 

Les matériaux réels sont bien sûr tridimensionnels, bien que l’on dew- 
loppe des films quasi-bidirriensioniiels pour l’enregistrement magnétique, mais 
comme rious le verrons, il existe également des solides daris lesquels les iriter- 
actions magnétiques sont quasiment unidinierisionnelles. Les matériaux rna- 
griétiques constituent l’un des meilleurs exemples où la théorie des solitons ii 
l’échelle atomique peut être vérifiée expérirrieritalerrient de mariiPre très pré- 
cise [107]. 

L 

12.1 Ferromagnétisme et antiferromagnétisme 

Dans uri solide, le moment magnétique des atomes a deux origines : 

~ le spin des électrons et des noyaux, d’origine quantique, qui est un mo- 
rrierit cinétique intririsèqiie des particules auquel est associé un moment 
magnétique ; 

leur inouvemeiit autour 
du noyau, qui est quaritifié et auquel corresporid également uii moment 
magriétique. 

Le inorrient magnétique total M est lié au moment cinétique total J par 
la relation Al = y J oil y est le rapport gyromagnétique. Pour les systèmes 

~ le moment cinétique orbital des électrons, dû 

+ i 

i i 
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que nous allons considérer, le moment magnétique qui intervient provient du 
spin des électrons nori-appariés. I1 s’écrit A l  = y S , S étant le spin total de 

i + +  

l’atome. 
La cornprélierision de l’origine des interactions entre les moments magné- 

tiques dans les solides est l’un des domaines les plus difficiles de la physique des 
solides, et elle est encore loin d’être complète 117, 941. 11 existe cepeiidant des 
résultats généraux bien établis. Le terme prépondérant (le l’interaction n’est 
pas le terme de couplage dipolaire entre les moments magnétiques, comme 011 

pourrait le croire. I1 v a un ternie beaucoup plus important qui provient de 
l’énergie d’interaction élertrostatzque entre les électrons. et est lié aux effets 
purement quantiques d’indiscernabilité des particules. L’énergie d’iriteract ion 
d’échange qui en résulte s’écrit eri fonction des deux spins S 1 et S 2 qui 
interagisserit sous la forme 

+ + .  

- + +  u = - J  si.s2 ’ (12.1) 

appelée hamiltonien d’échange d’Heisenberg. La constante J, appelée inté- 
grale d’échange, est très difficile à calculer quantitativement dans un solide. 
Elle est liée au chevauchernent des distributions de charges des atomes, et 
dépend donc fortement de leur distance. L’intégrale d’échange décroît expo- 
rieritiellement avec la distance ce qui implique que : 

~- les interactions entre plus proches voisins sont prépondérantes ; 
- l’interact,ion est quasi-unidimensionnelle dans le cas d’u11 solide aniso- 

trope pour lequel les distances entre atomes magnétiques sont nettement 
plus faibles dans une direction que dans les autres. Uri excellent exemple 
est le T M L I C ~ ,  ( ( C H s ) 3 N +  hi71Cl3 ), pour lequel les distances entre 
les ions Mn2+ qui portent les moments magnétiques sont de 3 ’ 2 5  A lori- 
gitudinalerrient et de 9’15 A transversalenierit,, conduisant à un rapport 
entre les intégrales d’échange transversale et longitudinale de l’ordre de 
lop5. Dans le cas de ThIhIC, on peut vraiment parler de (( chaînes de 
spins ». Un autre exemple très iitudié est CsNiFs dont le rapport entre 
les intégrales d’échange est proche de lop3. 

Dans les systemes magriét>iques on rencontre : 

- un effet coopémtif puisque les spiris voisins possèdent une énergie d’in- 
teraction non nulle : + - +  
un effet non-linéaire car l’interaction en 5’ 1. S 2 fait intcrveriir le cosinus 
de l’angle B = (SI, 5 ’ 2 ) .  

+ - +  

On peut donc s’attendre avoir des excitations noIi-linéaires telles que des 
solitons. C’est en effet ce que confirme l’analyse théorique que nous allons 
présenter dans ce chapitre, qui a été très bien vérifiée par de nombreuses 
expériences. 

1. Tetramethylammonium manganese tetrachlorure (TMLlC). 
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Ferromagnétique Ant iferrorriagriétique 

FIG. 12.1 ~ Représentation schématique d’un matériau ferromagnétique (a) et ari- 
tiferrornagnétique (b) . Chaque flèche représente le moment magnétique associé ii 
chaque élément du niatériau. 

Le type d’ordre magriétjique d’un matériau dépend du signe dc l’intégrale 

~ lorsque J > O ,  l’énergie d’interaction U la plus faible est obtenue lorsque 
deux spins S 1 et S 2 sont de même sens. Le système a donc tendance 
à prendre un ordre ferromagnétique où tjous les moments magnétiques 
sont, parallèles et de mCme sens (tout) au moins A tenip6ratjure assez basse 
pour que les fluctuations thermiques ne détruisent pas cet, ordre). Leur 
somme est non nulle et le matériau a un moment rnagriét,ique permanent, 
dû ii la superposition des moments individuels (fig. 12.1(a)). C’est le cas 
de CsNiF3 dont les chaînes de Ni2+ sont les prototypes de chaînes dc 
spins ferromagnétiques : 

~ lorsqu’au contraire J < O, l’énergie d’interaction U est minimale lorsque 
deux spins voisins sont antiparalièies (fig. 12. I(1j)). Le système possède 
un ordre antiferroniagriétique et son moment rriagriét>ique t,otal est niil. 
C’est le cas tiii TkIkIC, car l‘interaction n’est, pas directc mais se fait k 
t,ravers les couches électroniques dii chlore. 

d’éclinnge J’ : 

i i  

12.2 Équations décrivant la dynamique 
d’une chaîne de spins 

Considérons, dans un premier temps, une chaîne de spins en interaction 
ferromagnétique (J’ > O). formant un réseau unidinierisioririel daris la direct ion 
z, placée daris un cliarrip magnétique dirigé daris la direction ortliogonnlr. ,r3 
dorit l’harriiltoriieri est 

11 n n 

Outre le premier terrrie d’interaction que nous avons déjà discuté, on distingue 
deux contributions supplémentaires : 

~ im terme d’ariisotropie contrôlé par le paramètre A > O tel que toute 
croissance de le composante z des spins sera coûteuse en énergie ; le plan 
.cy est donc lin plan favorable pour le niouverrient des spins. C’est une 
situation fréquente daris les systèmes magnétiques unidinierisioririels ; 
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+ 
un ternie dû au champ magnétique extérieur B qui a t,eridarice à aligner 
les spins selon la direction z (y > O ) .  

Compte tenu des différentes coritributioris, l’état fondamental de la chaîne 
est celui où tous les spiris sont alignés selon 2 .  On obt,ierit donc un état fer- 
romagnétique, comme représenté sur la figure i2.1(a). Ce systènie rappelle la 
chaîne de pendules étudiée daris le chapitre 2, avec la différence importante 
que le coiiplage n’est pas liarrrioriique. L’analogie permet, néanrrioins de prévoir 
qunlitativenierit, deux types d’excitations : 

~ des excitations de faible aniplitude, correspondant aux oscillations des 
spiris autour de leur positiori d’équilibre. Ce sont, des ondes de spins 
aussi appelées rnagnonx : 

~ des excitations de type topologique proveriarit de la dégénérescence de 
l’état fondamental, puisqu’urie rotation des spins de 27r autour de l’axe z 
rie change pas l’énergie du système. Ces excitations seront des rotations 
de 27r des spiris corist,ituarit un lien contiriii entre deux réalisations de 
l’état de base daris deux régions de la chaîne. 

Bien que cette analogie soit qualit,ativenierit correcte, nous allons cepen- 
dant découvrir que la chaîne de spiris est d’une complexité supérieure à la 
chaîne de pendules car elle possède des excitations intermédiaires entre soli- 
toris topologiques et riori topologiques. Pour établir ce résultat, nous devons 
écrire les équations di1 rriouverrieiit des spins qui sont des quantités d’ori- 
gine purement quantique. I1 faut donc déduire leur dynamique des équations 
d’évolution de la mécanique quantique. 

À l’observable quantique spiri sont associés trois opérateurs S“, Sv et S”, 
correspondant aux trois composantes 2 ,  y et z .  La coniposarite est notée en 
exposant,‘ et non pas en iridice cornirie c’est généralement l’habitude, afin de 
réserver l’indice ail numéro de la particule : l’opérateur spiri daris la direction 
z, de la nième particule sera par coriséquerit rioté Sz .  Le produit scalaire 
dans l’hmiiltonieri (12.2) doit, être corripris corriirie uri produit d’opérateurs : 

Deux opérateurs relatifs à des sit,es différents agissent sur des espaces 
d’états différents de sortent qu’ils corriniutent, entre eux. En revanche, les 
opérateurs relatifs & un même site rie comrniitent pas entre eux. Ils obéissent 
aux relations de commutation habituelles d’un rriorrierit cinétique 

s;s:+, + sns:,, + S*lS*l+,. 

[s;. s;] = s;s; - s;s; = i t l q  , (12.3) 

et les relations qui s’en déduisent par permutation circulaire. En représen- 
tation d’Heisenberg les opérateurs dépendent du temps et leurs équations 
d’évolution temporelle sont 

(12.4) 
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En utilisarit les relatioris de cornniutatiori, 011 obtient les équations d’evolutiori 
des opérateurs de spiris : 

Comme le traitenierit quantique est difficile, après avoir écrit les équations 
en teriarit, pleinement compte des effets quantiques, on pcut en faire une ap- 
proximation classique en considérant qu’elles donrierit l’évolutjiori des valeurs 
rrioyeiiiies (au selis quantique) cies composantes d’un ~iecteur de spiri (et non 
plus d’un opérateur). Pour cela, on introduit 1111 vect,eiir a’ cléfirii par Ia reIa- 
tiori 

S ,=hJSo;? l , ,  . (12.8) 

daris laquelle on a introduit la iiorriie du spin, déduit,e de la valeur propre 
h2S(S + 1) de l’opérateur S 2  = (Sz)2 + (Su)2 + ( S z ) 2 ,  S étant le riornk)re 
quantique de spin. Avec cette définition le vecteur a’ est un vect,eur uiiitairc. 
L’approximation classique ignore la quantification des composantes du spiri 
qui est de plus traité coniine un vecteur ordiriaire dont les corriposarit,es sont, de 
sirriples scalaires qui coriiiriiiterit erit,re cux. Uri telle approximation est d‘au- 
tant, meilleure que S est graiid. En effet, la rriécariique quantiqiie indique que 
les valeiirs possibles pour S” sont les valeurs cornprises erit>re -Sh et +Sh, par 
quanta de h.  Plus S est grand plus le rioriibre de valeurs permises aiigrrieiit,e, 
et, se rapproche d’un coinporterrierit classique pour lequel on a uiic infiriit é tie 
valeurs permises. Écritts avec 2: les relatioris Cie conirnutat,iori (12.3) entre 
coniposantes du spiri devieririent, 

+ 

(12.9) 

et 1’011 voit que daris la limite oil S est grand, le corrirriutateur [a5, (TU] teiid 
vers zéro. Daris cette liniit,e, les variables ox ,  f ly ,  a” vont (lori<: commuter, ce 
qui correspond hien à une limite classique. 

En pratique, il n’est pas nécessaire d‘avoir de très grandes valeurs de S 
pour que l’approxirriatiori classique pour la dyriarriique des spiris doririe de 
bons rksultats. Airisi, daris le cas tic Mn2+ pour lequel S = 5/2, l’expériericc 
montre que cet te approximation‘ qui senible a priori grossière, doririe (1éj;L cles 
rssultats très satisfaisant,s. 
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Avec cette approximation, les équations discrètes d’évolution des compo- 
santes de spin se déduisent des équations (12.5) à, (12.7) par le cliangerrierit 
d’échelle qui introduit 2 et en cessant de distinguer deux produits de corn- 

( 12.10) 

(12.11) 

(12.12) 

Ces équations sont foridanleritalenient non-linéaires, comme on pouvait 
le prévoir à partir de l’hamiltonien de départ (12.2) qui comporte un terme 
d’interaction sous la forme d’un produit scalaire. 

12.3 Magnons et solitons 
Le système d’équat,ions non-linéaires que nous avons obtenu pour les va- 

riables a: ( t )  l 0: ( t ) ,  g*, ( t )  n’a pas de solution exacte connue actuellement et l 
pour l’étudier, nous allons devoir faire des approximations supplémentaires. 
Elles vont dépendre du type tie solutions recherchées (fig. 12.2). C’est une 
situation choquante au premier abord car il semble que l’on choisisse ainsi le 
type d’équation que l’on souhaite obtenir, mais nous avons vu au chapitre 4 
que c’est une démarche appropriée pour des équations riori-linéaires qui ont 
souvent plusieurs familles de solutions assez différentes. En ternie plus mathé- 
matique, cette méthode revient ii faire une sélection duns la base permettant 
d’exprimer toutes les solutions. Ainsi. si l’on choisit par exemple un déve- 
loppement en orides planes, on se restreint à, la recherche de solutions non 
localisées. 

12.3.1 Les magnons 
Iritéressoris-rious tout d’abord aux solutions en orides de spins, limitées 

à de petit,es variations autour de la position d’équilibre, cri liriéarisarit les 
éqiiatioris autour tie l’état o: = 1, of = O, ot = O. 

On considère ties valeurs de un et c r i  qui sont d‘ordre E << 1 alors que la 
composante (TE rest,e d’ordre 1 (fig. i2.2(a)). Le rrierribre de droite de l’équa- 
tion (12.10) est d’ordre E’ et, daris une approximation à l’ordre 1, 011 le néglige 
vis-&-vis du rrierribre de gauche qui est d’ordre 1. Ail cont,rnire, tlaris les équa- 
tioris (12.11) et (12.12). tous les termes sont aii m ~ m e  ordre E .  À l’ordre le 
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FIG. 12.2 ~ Représentation d’un magnon (a) et d’un soliton (b) dans une chaîne de 
spins dont la dynamique est décrite par l’hamiltonien (12.2). Les figures présentent 
également les projections des solutions sur les trois plans. 

plus bas, on aboutit donc au système : 

don 
- = O  
dt 

(12.13) 

(12.14) - = SJ’ (2.: - ai-l - a:+1) + 2SAa: + yI(,a: 
d t  
da; 
~ = SJ (onp, + a:+l ~ ’203 -yB,cri . (12.15) 
dt 

Ce système, linéaire par construction, possède des solutions en (( ondes 
planes >> de vecteur d’onde q et de pillsation w de la forme 

da: 

n (12.16) = y pZ(Qna-wt)  et on = e . l ( q n Q - 4  

où a est le pas du réseau, et Y ,  2 sont les amplitudes des corriposarites de 
l’oride. En reportant ces deux expressions dans les équations ci-dessus et en 
simplifiant par ez(qnapdt )  , or1 obtient le système hornogèrie 

-iwY = (SJ’[2 - 2 cos(qa)]  + TB, + 2SA) 2 (12.17) 
- id2  = ( S J [ 2  cos(qn) - 21 - YB,) Y >  (12.18) 

qui rie possede une solution non identiquement niille qu’à la condition que son 
déterminarit soit nul. c’est-à-dire : 

w2 = [2SJ(l - cos(qa))  + TB,] [2SJ(l - cos (qa ) )  + ?B, + 2AS] . 
(12.19) 
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Cette relation constitue la relation de dispersion des magnoris. Elle se simplifie 
fortement si le coefficient d’ariisotropie A est supposé nul. On trouve alors une 
rclation de dispersion qui a urie forme liabituelle 

(12.20) 

avec urie h i d e  interdite, pour les fréquences entre O et YB,, dont la largeur 
est contrôlée par le chanip magnétique extérieur. 

12.3.2 Les solitons 

Cherchons maintenant un second type de solutions daris lequel on veut 
pouvoir tenir compte des mouvements de grande amplitude (fig. 12.2(11)). La 
linéarisatiori étant à proscrire, nous allons avoir recours à l’approximation des 
milieux continus. Corrime le vecteur a’ est unitaire, ses trois composantes ne 
sont pas indépendantes. Cela signifie que deux variables suffisent à le carac- 
tériser en chaque site. On introduit [loo, 1561 donc deux variables angulaires 
représentées sur la figure 12.3 : 

~ 0 qui caractérise l’angle que fait le spiri avec le plan xy. I1 est, naturel de 
prévoir n priori que cet angle sera d’autant plus faible que l’ariisotropie 
sera forte. 

~ 4 qui caractérise la rotation dans le plan .E?/. 

FIG. 12.3 ~ Définition des angles û et 4 permettant de caractériser le vecteur unitaire 
associé A chaque spin. 
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L’état de base, ou état fondamental, correspond au cas 4 = 0 = O. Les trois 
composantes du vecteur unitaire a’ s‘écrivent sous la forme : 

0; = cos 0, cos 4 ,  
a i  = cos û, sin &, 
an = sinû, . 

(12.21) 
(12.22) 
(12.23) 

Ori reporte ces expressions daris les équations du mouvement (12.10) 
ii (12.12)’ écrites dans l’approximation des milieux continus, en introduisant 
û(z, t )  et 4 ( z ,  t )  et en exprimant les quantités aux sites *rL k 1 par des expres- 
sions du type : 

. (12.25) 

dû a2  azo 
O ,  5 a- + -2 + ’ dz 2 82 (1 2.24) 

Les équations prennent une forme plus simple si on utilise les variables saris 
dimension [ = z Jm et 7 = f (2AS) et si on définit la quantité b = 
74Br/(2AS). On aboutit au système en û et 4 

Corrirrie ce système d’équations aux dérivées part,ielles couplées n’est tou- 
jours pas soluble exactjenierit, il est nécessaire d’erivisager des approxirnat,ions 
supplémentaires. Daris le cas où l’anisotropie A est forte, l’angle H rest,era 
faible, lirriitaiit l’essentiel de l’évolution au plan orthogonal à la chaîne. Ori 
pourra donc supposer dans ce cas que 0 est d’ordre E << 1. 

Par ailleurs, comme l’on cherche des solutions solitons, on s‘irit,éresse aux 
solutions à profil constant, fonctions de la variable E - W. Eri corisidérant 

es P I  d’ordre unité, on voit que les dérivées par rapport aux deux 
variables [ et T seront du même ordre, et, dans la mesure où nous avons fait 
l’approxirnatiori des rriilieux continus, nous devons supposer que la dérivée par 
rapport & 

Enfin, nous allons nous placer dans le cas où b est d‘ordre E ~ ,  ce qui limite 
les valeurs du cliarnp et du paramètre d’anisotropie acceptables, niais est tout 
ii fait cohérent avec le choix de la limite classique puisque S >> 1. 

Si on se limite uniquenierit aux termes dominants, les équations (12.26) 
et (12.27) sc rbduiserit & 

est d’ordre E ,  ce qui implique que 8/87 est. aussi d’ordre E .  

47 = 0 en notant qu’à l’ordre E sinû E û (12.28) 
ûT = - O sin 4 . (12.29) 
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En conibinarit les deux équations, on obtient l’équation différentielle du 
deuxième ordre : 

dTT - &E + bsin4 = O . (12.30) 

On reconnaît l’équation de sine-Gordon pour la variable 4. 
I1 a donc été possible de parvenir ti une équation ayant des solutions soli- 

tons, au prix d’une série d’approximations. C’est une situation typique de ce 
qui se passe fréquernrrierit lorsque l‘on essaie de traiter un système réel, et que 
l’on retrouve dans bien d’autres situations physiques. Le traitemerit des phé- 
riorriènes non-lirieaires se distingue essentiellenient par la procédure que l’on 
suit iiii lieu de se contenter de l’approche la plus courante, la liriéarisation : 

~ Un traitement qualitatif fait tout d’abord apparaître différentes solu- 
tions : ondes de spiris ou solitons topologiques. 

~ Dans uri deuxième temps, on procède â une simplification des équiitioris, 
adaptee au type de solution cherchée, afin de permettre leur résolution. 

~ I1 ne faut cependant pas oublier de vérifier la validité des résultats que 
1’011 obtient â partir de ces équations approchées. C’est ce que rious 
allons faire niainteriant. 

12.4 Validité de l’approximation 
de sine-Gordon 

I1 existe deux alternatives pour vérifier les approximations, la simulation 
riurriériqiie des équations d’origine et la comparaison avec l’expérience. 

12.4.1 Ordres de grandeur 

La solution soliton de l‘équation de sine-Gordon (SG) (12.30) de vi- 
tesse 7) est 

fi([ - V.) q 5 ~ ~  = 4 arctan exp 

qui permet d’obtenir l’expression de û grâce à l’équation 

(12.31) 

(12.28)‘ 

(12.32) 

Cette solution correspond à une rotation de 27r de la variable 4. accorripagiiée 
d’iirie distorsion locale eri û (cf. fig?. 12.4 ct 12.5). Au ceur  du soliton, les 
spiris sortent (111 plan S?J, coritraiieriierit à ce que l’on obtient dans le cas de 
la. chaîne Cie peridules. 

On peut tout d’abord vérifier la coliéierice des ordies (le grandeurs . 
~ 4 variant entre O et 27r d’après lii foiiriiile (12.31), oil a bien $9 d’ordre 1. 
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FIG. 12.4 ~ Représentation des solutions U;SC et 8sr: de la chaîne de spins couplés, 
centrées autour du site [o. 

FIG. 12.5 ~ Représentations tridimensionnelles des solutions statique (a) et dyna- 
mique (b),  avec leurs projections sur les trois plans. La projection sur le plan z y  
montre qu’au centre de la solution dynamique le spin ne passe pas par une valeur 
exactement opposée à sa valeur au repos. contrairement à ce qui se passe pour la 
solution statique. Pour cett,e solution, la variation du vecteur 5 quand on passe d’un 
côté à l’autre de la solution ne correspond plus à une rotation complète autour de 
l’axe de la chaîne. 

~ La dérivCc de 4 par rapport fi la. variable spatiale doririe un facteur 
Jb: comnic /I est suppose cI’ordrc E ’ ,  adi/a< est lieri cl’orclre E .  

~a soiut ion 8, comportant égaiement un terme Jh. est doric ti’ortirr E .  

fi h ,  ~ l l e  est doric bien d’ordre E’. 

~ La &rivée de 6’ par rapport h la variable spatiale étant proportiorinelk 



264 Physique des solitons 

I1 faut noter que, pour que cette cohérence subsiste, il faut que le facteur 
ildi-.” de la variable O ne devienne pas trop grand ; cela signifie que l’ap- 
proximation sera beaucoup plus justifiée à faible vitesse. 

On peut en outre vérifier que le soliton stutzqi~e de SG pour la variable 4 
(vérifiant q+c = bsind), associée & O = O, est une solution exacte du système 
d’équations (12.26) et (12.27), obtenu daris le cadre de la lirriite des milieux 
continus mais suns les approximations ayant conduit A l’équation de SG. Dès 
que la vitesse n’est plus nulle la solution de l’équation SG n’est plus tine solu- 
tion exacte pour la chaîne de spins, mais on peut chercher & déterminer dans 
quelle mesure elle reste acceptable en l’utilisant coniine condition initiale pour 
des siniulations numériques des équations discrètes (12.10)-( 12.11)-(12.12). 

12.4.2 Simulations numériques 

Pour vérifier la validité des solutions, il est préférable de repartir des équa- 
tions qui décrivent le système physique avec le miniinurn d’approxim a t‘ ions. 
L’idéal serait d’utiliser les équations quantiques, inais leur traitement, rnêrrie 
numérique, n’est pas possible. Les équations (12.10)-(12.11)-(12.12) sont en 
revanche bien adaptées aux simulations nuniériques car elles ne représentent 
que le premier degré d’approximation après les équations quantiques, et par 
ailleurs, elles sont mieux adaptées au traitement numérique que les équa- 
t,ioris aux dérivées partielles que nous CII avons tirées ensuite. Celles-ci sont 
préférables pour la résolution analytique, mais si on voulait les étudier par 
siniulatiori numérique il faudrait ii nouveau discrétiser la variable d’espace. I1 
est plus naturel et, plus simple de partir directement’ des équations discrètes. 

I1 faut cependant rioter qu’un tel test, de la validité de la solution rie peut 
suffire ii conclure A l’existence de solitons daris 1111 matériau magnétique unidi- 
riierisionriel car les équations que l’on sirriule sont déjk approchées par rapport 
aux équations quantiques, et l’hrtmiltonieri (12.2) dorit les équat,ioris quan- 
tiques dérivent, n’est lui même qu’une représentation incomplète de la réalité 
(il néglige par exemple des interactions entre seconds voisins ou le couplage 
des degrés de liberté de spin ii,vec les tli.forrriatioris du  réseau, qui modifient 
l’intégrale d’échange). Seule l’cxpérierice peut, trancher, mais les siniulations 
sont, néanmoins très utiles citr, iL\rtiiitj de laiicer line expérience complexe, il 
faut déterminer les conditions opt,iiiinlcs pour qu’elle réii sse. Les t,ests riii- 
niériques sont essentiels sur cc poiiit et periiict tent) Pgalerneiit de fournir des 
dorinées pour l‘ariidyse tirs r.i.i;ult at s cxp‘rirrimt,aiix. 

Si la simulation riiiméricp rie pciit rriiiplacer l’expérience, elle rie peut 
pas non plus dispenser de l’arialyse t,liPorique que nous avons faite. Chercher 
riurnériquernerit des solitons daris un riiodèle aiissi corriplcxc que la chaîne de 
spins a peu de cliarices <l‘iil>oL1t i l .  I1 est iniport,arit de disposer tl’iine condition 
init>iale approchée. 
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Le calcul nuniérique nioritre que les solutions de type SG sont de très 
borines solutions lorsque b et 21 sont faibles. coniine nous l’avions prévu. Mais 
la simulation détecte l’existence de branches de ,solutions supplémentaires. 

eo w 

1.10 

1 .os 

1 .O0 

0.95 

FIG. 12.6 ~ Représentation du rapport de l’énergie E des différentes branches de 
solutions à l’énergie Eo d’un soliton sine-Gordon au repos en fonction de la vitesse îi 
des solitons (adapté de la référence [133]). La courbe continue (resp. en tiret) corres- 
pond au cas où la déviation hors du plan 0 est négative (resp. positive). Les courbes 
en pointillés pour I I  > O ou I I  < O représentent la relation énergie-vitesse pour un 
soliton sine-Gordon. 

La figure 12.6 montre que, pour une valeiir de l’énergie, deux valeurs de la 
vitesse sont possibles dans chaque sens de propagation [157, 1331. Pour deux 
solutions de vitesses opposées les déviations 6J hors du plan ry sont de signes 
opposés. Pour certaines valeurs de la  vitesse on peut avoir jusqii’à trois valeurs 
pour l’énergie, qui correspondent à trois solutions différentes. 

Les diverses branches que l’on observe sur la figure 12.6 correspondent à 
des solutions différentes mais ayant pourtant qualitativement la même forme : 
une évolution semblable à un kink pour la variable 4> associée & un piilse pour 
la variable 8,  conirne représenté sur la figure 12.4. Pour simplifier la discussion, 
limitons nous aux situations où la déviation hors du plan û est négative, ce 
qui correspond à une vitesse positive (cf. (12.32)). La figure 12.6 nioritre qu’il 
existe une première branche, notée I. entre les points A et B, sur laquelle 
l’énergie est une fonction croissante de la vitesse, tout à fait analogue à celle de 
l’équation de SG. Au contraire, les branches II, III et IV mettent en evidence 
des déviations importantes par rapport à la solution soliton de SG puisque, 
notamment, l’énergie est une fonction décroissante dii module de la vites 
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En outre, une étude précise met en évidence qu’entre les points notés A et D 
sur la figure, la déviation O passe de la valeur O à 7r/2. À ce niveau la nature du 
soliton a fondamentalement changé par rapport au soliton SG. Au lieu d’une 
rotation autour de l’axe de la chaîne, on observe un mouvement des spins qui 
se fait dans un plan et le soliton perd son caractère topologique. 

On constate par exemple l’existence de deux solutions statiques ; la solu- 
tion SG correspondant à O = O que nous avons déjà évoquée (point A sur la 
figure 12.6) mais il y a aussi une solution plus énergétique comme le montre 
la figure 12.6 au point C.  Pour cette seconde solution, l’angle 0 n’est plus nul 
et la rotation du spin se fait par un passage hors du plan ry. 

Les simulations numériques ont donc permis de révéler un monde beaucoup 
plus riche que celui que la résolution analytique avait découvert. Cependant, 
les calculs analytiques. malgré toutes les approximations que nous avons in- 
troduites, ont conduit à des solutions qualitativement correctes et avaient, 
en particulier, le mérite de mettre en évidence la possibilité d’avoir, dans une 
chaîne de spins, des excitations localisées spatialement qui sont totalement dif- 
férentes des magnons. Les simulations numériques ont de plus montré qu’un 
passage progressif entre des solutions de type topologique et des solutions 
localisées non topologiques était possible [ 1331. 

12.4.3 Observations expérimentales 

Les observations expérimentales att,estent de la présence de solitons ou de 
magnons dans les systèmes magnétiques et  valident ainsi les études analytiques 
et numériques. Pour cela on utilise des expériences de résonance magnétique 
nucléaire (RMN) et de diffusion inélastique des neutrons. 

La résonance magnétique nucléaire (RMN) 
+ i 

Lorsque l’on place un atonie de spin S dans un champ magnétique B 
statique et parallèle à l’axe z ,  son énergie est 

U = - y B , S ,  . (12.33) 

Comme les composantes du spin S, sont quantifiées ( f l / 2 f i ,  *3/2h et &5/2h 
dans le cas de l’ion A1n2+) ,  on obtient en présence du champ rnagnétique une 
série de niveaux d’énergie distants de yhB,. 

Un chanip magnétique oscillant à une fréquence que nous noterons u10 est 
susceptible de provoquer une transition entre ces niveaux si t w o  = yhB,. 
Elle se traduit par un pic d’absorption d’énergie tlii champ oscillant lorsqu’on 
réalisc un balayage en fréquence. 

Dans lin solide, oii l’on a une assemblée d‘atomes possédant un spin, la 
largeur de la raie RAIN d’absorption est proportionnelle à l’inverse du temps 
(noté Tz) pendant lequel deux spins individuels sont en pliase. On retrouve 
l’idée de corrélation évoquée daris le chapitre 10 sur les ferroélectriques. 
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Uri soliton passant sur un site va retourner t,eriiporaireriierit, le spiri de ce 
site et doric corit,ribiier à réduire cette largeur TJ : c’est l’iirie ties soliitioris 
ut,ilisées pour met t r t  en évidence la préserice de solitoris daris les syst,èrries 
rnagriét iques. 

La diffusion inélastique de neutrons 

Cette seconde méthode est très utilisée car elle doririe une mesure directe 
du facteur de structure dyriarriiqiie S l ( q ,  w), puisque la section efficace de 
diffusion des neutrons est proportionnelle k ce factciir donri6 par 

- 

où 5’1 corresporid à la coriiposarite du  spiri orthogonale 5 la quantité de rnou- 
vcrrierit transférée mtre  le neutron et, le réseau de spiris. La mesure du facteur 
de struct,ure dyriarriique est donc line mesure de la fonction de corrélatiori 
spatiale des spins. 

Coniine rious l’avions indiqué tlaris le chapitre 10 sur les ferroélectriques, 
la, présence d’excitations de type soliton se - traduit par uiie (< signature )) ca- 
ractéristique daris le fact,eiir de structure S ( q ,  w), le pic central sit,ué daris la 
zone des faibles valeurs de vecteur d’onde q et de fréquence w. 

La therrriodynarriiqiie du gaz de solitoris daris le cas du rriotièle de SG 
rriontre qi ie  la largeiir dii pic central est : 

- proportionrielle à q,  les autres variables T et B étant fixées ; 
proport,ionnelle à T ,  les autres variables q et B étant fixées ; 

~ proportionrielle & fi, les autres variables q et T étant fixées. 
L’nmplitiitle tie ce pic est, par ailleurs, exponentielle en T et B-’/’. 

Daris le cas d’un composé magnétique 1D. ces résultats sont assez hieri 
vérifiés expérirrieritaIeriieiIt . À partir des parariii.trcs microscopiques connus 
dii cornposé C.sNiF3 ~ le calciil doririe une énergie Eo des so1it)oris valarit 
E o / k ~  = 34 K. La diffiisiori des rieutroiis, qiiarit ii elle, conduit, CL l a  valeur 
E o / k : ~  = 28 K. Si l’accord n’est, qii’approxirriatif ct inet en éviderice les li- 
rriit,es du rriodèle (le SG. il corifirrrie cependarit de rrianière exemplaire l’utilité 
de ces modèles de solitoris car le pic central rie peut, absolurrierit pas èt,re expli- 
qué en se limitant ailx orides linéaires de spiris. Réceriinieiit, des expkriericcs 
par résoriance de spin électroriique [16] orit, permis de mettre cri Cvitlerice 1111 
autre type de solitons, les 1)renthers. daris le berizoate de cuivre poiir leqiicl 
le riorriln-e quantique de spiri n‘est que de 1;’2, ce qui implique qiie l’approxi- 
mation qiiasi-classique pour les équatioris de iriouveiiient rie s’nppliqiie phis. 
Ces riiodes breat,liers sont, décrits par iinc version quarit,ique du rriotl@le tlr 
SG, ce qiii montre qii‘iiii pa ige à. la limite classique ri’esf pas iirie coiidit ion 
nécessaire poiir l’existence de solitons clans uiie cliaîrie riiagriét,iqiir. 

Daris les systèmes magnétiques, les résultats expérirrientaiix sorit cri bieri 
rrieillciir accord qiimt,it;itif avec le théorie qiie dans les matériaux ferro6lcrt)ri- 
ques car Its solit,ons magnétiques, qiii sont aussi ties parois de doriiairies. sont 



268 Physiqiie des solitons 

larges par rapport au pas de réseau (tout aii moins quand ils concernent tles 
spins assez élevés pour que l’approxiniatiori quasi-classique soit valable). Ils 
rie sont en général pas piégés par les effets de discrétisation et, l’image d’un 
gaz parfait de solitons est assez proche de la réalité. 

Cependant ~ la largeiir des parois cle clornairies tnagnétiqucs dépend de la 
tjerripérature. En effet,, le terme de potentiel de substrat de l’éqiiatiori de SG 
est en fait un poterit,iel effectif dont l’aniplit,ude décroît avec la tenipératiire 
car les fliictuations therniiques des spins tendent à réduire leur alignement, 
sous l’influence du ciianip magnétique extérieur. À très liasse température, 
ces fluctuations deviennent t,rès faibles et l’effet (lu charrip ext,érieur est perçu 
beaucoup plus fortement. L’aiigrnentatiori d’arriplitjiitle du pot,entiel de sub- 
st,rat, se traduit par une ùirriinution tie la largeur des solitons (cf. (2.22)). À 
très basse température, on peut, tlonc s’attendre à percevoir les effets de dis- 
crétisation, d’autant plus que les fliictiiations thermiques ne vont pas conduire 
à des sauts des solitons au-dessus des inaxitria tlii pot,entiel de Peierls. C’est 
en effet ce qiic donne l’expérience. 

Dans ties films minces crist,allins de grenat,s Yttriurri-Fer (YIG pour 
Yttrium-Iron-Garnet) l’utilisation de sordes à, effet Hall siibniicroniques, très 
sensibles (L de pet its changerrients de flux magnétique, tels que ceux causés 
par les mouvements de parois de doniairies, permet de tiét,ecter [lis] de très 
petjitjs tléplacemerits des parois. On observe alors qiie celles-ci se déplacent, par 
sauts dont, la taille est, exactenierit celle du pas tlii rC.seaii crist>alliri dans la 
direction de déplacement de la paroi (1,75 rini). C&te expérience fournit ainsi 
une mise en évidence directe du potcrit)icl de Peierls-Nabarro (PN) doiit nous 
avons parlé à propos des dislocations au chapitre 9. Les syst,ènies niagnétiqiies 
sont très favorables pour ce type d’études puisque le déplacement des parois 
est associé à des variations locales de charrip rnagriétiqiies qui peuvent être 
direct,errientj rriesiirées. 

12.5 Solitons dans les chaînes de spins 
ant iferromagnét iques 

La situation des matériaux ;Iritiferroiiiagriétiques est très particulière car, 
dans ce cas, coniine le riioritre la figure 12.7, ut i  soliton correspond à une ro- 
tation des spins d’un ilïigle 7r. Le renversement des spins, qui persiste sur un 

ge d’un soliton, est beaucoup plus facile $i tlét,ecter expé- 
rinierit~aleriierit grâce ii des expérienccs (le diffusion de neut,rons ou de RMN. 
qiie le tmsciilerrient tles spiris par les solitoris des rnat>ériaux fcrroniagnétiqiies 
qui ne dure que pcridant IC passage du soliton sur un site [SO]. 

Le cas aritiferrorriagiiétique met en kvitlcnce une écriture nouvelle et in- 
téressarit,e (le l’approximation des milieux coiitinus car ’ cotiiine le montre la 
figure 12.7, mi centre tlii soliton le spin s’inverse d‘iiri site au suivant. c:t‘ qui 
seniblc interdire toute approximation des milieux continus. L’astuce est de 
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corisidérer  dew:^: clianips couplés : celui formé par les spiris des sites pairs 
,SI1(:r, t )  et, celui qui correspoiid aux sites impairs & ( T ,  t ) .  C'est pour chacun 
de ces deux sous-réseaux que l'on fait l'liypotlièse de variations suffisarririierit, 
lentes. Les deux champs sont, ensuit,e trait,és avec tlcs méthodes très voisines de 
celles vues pour les matériaux ferrorriagnétiqiies. les ca.lculs etant cependant 
plus compliqués puisque l'on olhierit un système (le ytiatre équations couplées 
riori-lini.nirernerit, liarit, quatre dinnips : ûp et d P  d'une part, 0, et 4 t .  d'aut,re 
part. Afin de pouvoir t,irer des inforrnat,ioris de ce système assez iriextri(:ablc, 
il faut réussir A tiéterrnirier les varialilcs de champs tiorit, les ordres de grari- 
(leurs vorit être sufisariirrieiit differerits [ 1061 ' de riiariière ii pouvoir tlkcoupler, 
rie serait,-ce que partiellerrieiit les équations. Les études théoriques [158], très 
lieri corifirrrikes par les expérieri orit, ainsi pu iriet,t>re en évidcnce une très 
grande variét,é d'excitations. 

Fit;. 12.7 ~ Représentation schématique du  soliton topologique de la chaîne ari- 
tiferroinagnétique. Les spiris des sites impairs orit été marqués en trait fort. pour 
qu'il soit plus facile de les distinguer, niais toils les atomes du  r6scaii portent des 
spins identiques. Les lignes en traits interrorripus indiquent les variatioris des deux 
champs associés aux spins pairs et impairs quarid on effect,iie line approxiriiat ion de 
rriilieu continu pour 1111 matériau a.ntiferroIriagIiéticlue. 

Conclusion 

Les rriat,ériaux rnagnétiqiies fouriiisscnt tles exemples int,/.r 
hieri pour la théorie que pour lcs applicnt,ioris, tl;~ns lesquels cles 
biles existerit, daris un 
précises qui vérifient t 

tèine riiicroscopique. Ils sont propices ii tles inesuïes 
bieii les prkvisions théoriques, iiotainiiieiit dans IC 

atiircs oii les fluct'uiit,ions thermiques sont, limitées. 





Chapitre 13 

Solitons dans les polymères 
conducteurs 

7 UTILISATION DU CONCEPT de soliton daris le cadre de la physique des po- 
lymères constitue 1111 exemple spectaculaire d’approche interdisciplinaire 

cxt,rGnienient, fructueuse. Leur existericc a en effet d’abord été proposée par 
des physiciens théoriciens, spécialistcs de rnécanique quantique et, de tliéoric 
des cl-iarrips 1711. Les chimistes orit alors tout mis eri wuvre pour syiitliét,iser dcs 
rriat,ériaux ayant les propriétés désirées, avant, qiie des physiciens expérirrieri- 
tateurs étiitlierit, les propriétés de ces solitoris et corifirrnerit, effectivement les 
prévisions théoriques. Toute cette su ssiori d’étapes trouva son apogée dans 
le prix Nobel de chimie, décerné en oct,olire 2000 A Alan .J. Hcegcr, Alan G. 
hfacDiarriiid et Hideki Sliirakawa pour leur travaux stir la conduction élec- 
trique des plastiques coridiicteurs qui est, assur& par des solitons. 

13.1 Les matériaux 

13.1.1 Le polyacétylène 

Le polyrnhre le phis simple est le polyacétylène qui est devenu le prototype 
des polymères coriducteiirs. I1 possède une st,riictiire linéaire, formée d’uriit,és 
C H .  Le carbone‘ en hybridation sp’. a une distribution électronique permet,- 
tant la formation de trois liaisons chirriiquc ivec les atomes voisins, à 120” les 
iincs des autres dans un plan. Cette corifigiiratiori électronique est, complétée 
par un électron, appelé 6lect,ron ?r, occiipaiit une orbitale p. orthogonale à ce 
plan et permettant, à l’at,orne de carbone d‘établir uiic quatrième liaison. Urie 
liaison chirniqiic covalente correspond à la mise en corniriun de deux électrons. 
Lorsqu’ori forme une chaîne (CH),,  , si l‘on établit ilrie simple liaison entre les 
atomes 011 parvient à un t,otal de t,rois liaisons par atome carbone, utilisant 
donc trois des quatre électrons disponibles sur le carbone pour se lier à ses 
voisins. Le quatrième électron disponible sur cliaqiie carborie est utilisé pour 
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former une double liaison avec l’un des atomes de carbone voisins. En réa- 
lisant une chaîne d’atomes C, relies alternativement par une simple et une 
double liaison, chacun d’eux étant lié par ailleurs à un atonie H par une liai- 
son simple, on obtient une configuration qui correspond au rionibre de liaisons 
chimiques que chaque type d’atome peut former (une pour H et quatre pour 
C) . Les doubles liaisons interdisant les rotations, deux agencements différents 
des carbones sont envisageables, comme le montre la figure 13.1 : les configu- 
rations trans et cis. La configuration trans correspond à une chaîne carbonée 
en zigzag, alors que dans la configuration cis une liaison C - C sur deux est 
parallèle à l’axe de la chaîne. Les configurations représentées sur la figure 13.1 
sont schématiques car, en réalité, les doubles liaisons sont légèrenient plus 
courtes que les simples liaisons. 

FIG. 13.1 -- Représentation des deux configurations trans (A et B) et des deux 
configurations cis (A’ et B’) du polyacétylène. 

Pour chacune des géométries de la chaîne de carbone, correspondant à la 
configuration trans ou à la configuration cis, quand on positionne les doubles 
liaisons, on peut envisager deux possibilités, comnie représenté sur la fi- 
gure 13.1. Dans la géométrie correspondant à la configuration cis, les deux 
possibilités notées A’ et B’ sur la figure, correspondent à deux situations légè- 
rerrierit diffkrentes puisque les doubles liaisons peuvent être parallèles à l‘axe 
de la chaîne ou nori. Ces deux types de configurations cis orit, des kncrgies 
kgèrement différentmes. 

Au contraire, dans la géométrie trans de la chaîne carbonée, les deux pos- 
sibilités marquées A et B sur la figure 13.1 sont strictement, identiqucs puis- 
qu’elles se correspondent par un plan de symétrie. Elles ont donc la même 
énergie. I1 pourrait serribler inutile de mentionner l’existence de ces deux types 
de configuration trans, et ce serait en effet le cas s’il n’existait pas des s iha-  
tions où les deux types de configumtion trans existent sur la même molicule. 
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Cela se traduit par 1111 défaut dans l’alternance des liaisons coinnie le montre 
la figure 13.2. L’atonie de carbone central, bien que possédant un électron non 
apparié, est toujours électriquement, neutre. 

Portion A défaut Portion B 
+ > 1 * 

FIG. 13.2 - Représentation du défaut liant les deux types de configuration trans de 
la chaîne de polyacétylène. 

Quand on examine la figure 13.2 on constate que le trans-polyacétylène 
est un système physique qui peut exister sous deux formes énergétiquernent 
dégénérées qui peuvent être raccordées par un << défaut D localisé spatialernent. 
qui interpole entre ces deux états fondamentaux dégénérés du système. Cette 
situation est exactement la situation que rious UVO’IIS décrite quand nous avons 
présenté les solitons topologiqim. Cela suggère l’idée que ce << défaut n est 
peut-être un soliton topologique. Et,  si c’est bien le cas, on peut penser qu’il 
peut être mobile le long de la molécule. C’est cette idée qui a conduit à un prix 
Nobel de chimie. . . après un important travail de recherche interdiscipliriaire 
pour la valider t héoriquernent, et expérimeiitaleriierit,. 

La découvertje de cet,te possibilité remonte aux travaux de chimistes pen- 
ch i t  les années 1960 ; cependant ceux-ci, perisant que le défaut était skitique, 
ne lui avaient pas accordé l’importance qu’elle méritait. En effet,, le scliénia 
de la figure 13.2 suppose que la largeur du défaut est réduite A line niaille‘ ce 
qui suggère que les effets de discrétisatioii vont piéger cette structure locali- 
sée. Une étude plus élaborée montre que ce n’est pas le cas, puisque le défaut 
s’étend sur une quinzaine de mailles et qu’il est, donc susceptible d’être très 
mobile. 

13.1.2 Les autres polymères conducteurs 

C’est la présence de liaisons T conjuguées. autorisant un basculenient 
des doubles liaisons, qui est à l’origine de cette proprieté reniarquable du 
polyacétylène. I1 existe cependant de riornbreux autres polymères conjugués 
susceptibles tie posséder des solutions solitons. L’un des plus étudiés, le 
polythiophène, permet aussi deux positionnements des doubles liaisons (cf. 
fig. 13.3) niais, coinnie pour le cis-polyacétylène, ces deux états ne sont pas 
exactement dégénérés. 
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FIG. 13.3 - Représentation des deux structures du polythiophene A et B.  

Dans une telle situation, où les deux niveaux d’énergie sont différents avec 
EB > EA,  la plus grande partie de la chaîne est dans l’état fondamental A 
mais une petite zone peut tout & fait être dans l’état B ; l’énergie du système 
sera alors une fonction croissante de la largeur de cette zone. CetJte dépendance 
implique que les deux régions de transition entre les deux états A et B sont 
liées. Leur comportenient est analogue à celui d’une paire de soliton-antisolitori 
par analogie directe avec la notion introduite daris les chapitres sur l’équation 
de SG ou sur le modèle q54. 

Coninie la dégénérescence des états n’est pas exacte, la paire soliton- 
aritisoliton aura une durée de vie finie qui peut cependant être allongée par 
un dopage du polynière. D’une façon générale, le dopage est nécessaire si l’on 
souhaite que le soliton mobile soit un porteur de charge puisque le défaut) 
cians l’alternance des liaisons est électriquement neutre. Nous verrons que, si 

( D  4 D+ + e - ) ,  cet électron peut s’associer au soliton qui devient alors ef- 
fectivement un porteur de charge mobile. I1 a été possible aiiisi de synthétiser 
des polyacétylènes coriductcurs possédant, une conductivité égale au dixième 
de celle du cuivre, l’un des meilleurs conducteurs ii notre disposition. I1 a fallu 
pour cela une collaboration étroite entre théoriciens ct expérirrieritateurs. 

l’on ajoute des inipiiret,és susceptibles d e  fournir un électron par ionis a t’ 1011 

13.2 Le modèle physique du polyacétylène 

Si l‘on veut dépasser le stade de la description qualitative précédente, il 
faut, disposer d’un modèle physique du polynière. L’alternance simple-double 
liaison est en effet une représentation chimique qui rie permet pas une étude 
quantitative, riotaninient en ce qui concerne l’extension spatiale du défaut 
dans l’alternance. Le traitement complet du modèle étant très complexe, nous 
alloris en dégager les idées principales en reprenant l’approche proposée [ 1421 
par Su, Schrieffer et Heeger (SSH). Les élénicnts essentiels à introduire clans 
i l r i  modèle sont : 

les électrons 7r qui forment les doubles liaisons, puisque c‘est leur has- 
culernerit sur une liaison ou une aut,re, qui correspond à l’existence des 
deux formes A et B ; 
les distorsions de la cliiLîne carbonCe. En effet, la simple et, la double 
liaison n’ayant pas la même longueur, le hasculenierit des électrons T 

d’une liaison vers ilne autre est, couplé à une tiist,orsion du réseau. 
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L’harniltonieri de SSH coniporte donc deux parties, l’une pour la dynamique 
de la chaîne carbonée formée par les liaisons dites liaisons entre les atonies 
de carbone, et l’aut,re pour les électrons T ,  

H = H , + H ,  . (13.1) 

La première étape est d’établir un modèle physique satisfaisant de la chaîne 
dirnérisée (c’est-à-dire dont la niaille élémentaire est doublée par l’alternance 
simple-double liaison) en l’absence de soliton. Ensuite, il faudra tenir compte 
de la présence d’un défaut daris l’alternance des liaisons. 

13.2.1 La dynamique des atomes 
L’idée de SSH était d’établir le modèle le plus simple possible, et pour 

cela ils n’ont considéré qu’une composante de la distorsion de réseau, celle 
qui est dans la direction de la chaîne. Notons U, le déplacement du nièrrie 
groupenient C H  le long de l‘axe de la molécule par rapport à la position qu’il 
occupe dans la structure régulière où toutes les liaisons ont la rrièrrie longueur. 
L’hamiltonien le plus simple, susceptible de décrire la dynamique de la chaîne 
carbonk. est 

P,” 1 
H ,  = 1 - + -K (Un - UT1+i)2 2rn 2 

(13.2) 

en introduisant P, la quantité de rnouvenierit du niènie groupement C H ,  rn 
sa masse et K la constante de couplage entre groupements. La distorsion 
du réseau due à la formation des doubles liaisons est faible puisque qu’elle 
est d’mviron 0’04 A qu’il faut coniparrr à la longueur de la projection d’une 
liaison C - C sur l’axe de la chaîne qui vaut n = 1,22 A. L’énergie de couplage 
peut donc être prise sous forme d’une approxiniatiori harmonique. 

13.2.2 L’hamilt onien électronique 
Cornpt,e t,enu de la masse des groupements C H ,  il était possible de les 

décrire de manière satisfaisante par un hamiltonien classique. On ne peut, pas 
faire cette hypothèse dans le cas des électrons. La manière la plus simple 
d’écrire leur contribution à l’liarniltonien est d’utiliser la seconde quantifica- 
tion. On introduit pour cela les opérateurs de création CA et d’annihilation c, 
d’un électron au site n. L’opérateur cJLcn est l’opérateur nonibre d’électrons 
au site 71 tandis que l’opérateur C ~ + ~ C ,  dktruit un électron au site n pour le 
créer au sit,e n + 1 : il représerit,e donc un transfert, de l’électron du site n vers 
le site ri,+ 1. L’opérateur C;,C,+~, au contraire, décrira le saut c~e l’électron du 
site n + 1 vers le s ik  rb.  

Pour conipléter l’expression de l‘harniltoiiieri électronique, il faüt faire 
précéder ces opérateurs d’lin coefficient tlL+l,n déterminant la probabilit,é de 
saut (appelé aussi intégrale de saut car il dépend du recouvrement des foric- 
tions d’ondes électroniques sur les sites n et n, + 1). Le couplage entre les 

t 
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mouvements atomiques et les mouvements électroniques est obtenu en écri- 
vant que tn+l,n dépend de la distance entre les atomes via 

t n + ~ . ~  = - [ t o  - a (Un+i - UnIl , (13.3) 

où a est un paramètre positif. Le signe négatif de l’intégrale de saut traduit 
le fait que le système abaisse son énergie en délocalisant les électrons. Étant 
donné ce choix d’interaction, le coefficient de transfert dans le cas d’une liaison 
allongée de u par rapport à la longueur moyenne d’équilibre vaudra t o  - 2au, 
alors qu’il sera de t o  + 2au dans le cas d’une liaison raccourcie de u ; cela 
traduit donc bien que la probabilité de sauter augmentée dans le cas des 
liaisons les plus courtes. L’harniltonieri des électrons 7r s’écrit par conséquent : 

(13.4) 

On notera que cet haniiltonieri ne coniporte par de ternie proportionnel à 
cien qui représenterait l’énergie d’un électron au site n. L’addition de ce 
terme aurait pour seul effet de changer le niveau de référence par rapport 
auquel on mesure l’énergie électronique. Cette description des électrons que 
l’on qualifie généralement d’approximation de (( liaison faible D (ou (( tight- 
binding »), revient à décrire les électrons 7r sur chaque site, ainsi que leurs 
possibilités de transfert, à partir d’états électroniques localisés sur chacun des 
sites. Elle néglige notamment les interactions coulornbiennes entre électrons 7 r .  

Les deux hamiltoniens H ,  et H ,  ont été obtenus par linéarisation des 
comportements : la non-linéarité ne provient que du couplage entre ces deux 
contributions à l’hamiltonien. À partir des définitions des deux sections (13.2) 
et (13.4) de l’hamiltonien complet, faisant interagir les électrons et les atomes, 
il faut procéder à trois étapes de difficulté croissante : l’étude statique en 
l’absence de soliton puis, en sa présence, et enfin l’étude dynamique. 

13.3 L’état fondamental du polyacétylène 
D’après la structure cliiniique, quand on cherche l’état fondamental on 

s’attend, soit à une alternance de liaisons simples et doubles, soit à une alter- 
nance de liaisons longues et courtes pour la géométrie de la chaîne carbonée. 
Ori cherche donc la distorsion de réseau Un sous la forme : 

Un = (-l)n I L  où u est indépendant de n . (13.5) 

Avec cette hypothèse, l’hamiltoriieri total s’écrit : 

H = H,, + H ,  (13.6) 

= p,” + 2Ku2 - [to + ~ ( - 1 ) ~ 2 ~ ]  ( C ; + ~ C ~  + cLcn+1) . (13.7) 
n 
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De plus, l’état fondamental, c’est-à-dire celui dont l’énergie est la plus basse 
possible, est un état stationnaire dans lequel le réseau n’a pas d’énergie cirié- 
tique. Son harniltoriieri est donc simplement 

(13.8) [ t o  + a(-1)”2u] (C;+~C~ + c ; c , + ~  

= 2 N K u 2 + H ,  , (13.9) 

comprenant l’énergie de distorsion statique d’une chaîne de N groupements 
C H  et l’énergie électronique H ,  correspondante. 

Le calcul cle l’énergie électronique consiste à dét,erniiner quelles sont les 
6ncrgies des états stationnaires des électrons dans un réseau d’atonies, c’est-à- 
dire ti chercher les valeurs propres de l’haniiltonien électronique. On sait que 
des atomes isolés ont des niveaux d’énergie discrets bien définis. Quand on les 
rassemble pour former un réseau, leurs interactions conduisent à une démulti- 
plication de ces niveaux qui forment les bandes d’énergie électronique que l’on 
rencontre en théorie quantique des solides. À chaque baride correspond un 
ensemble d’états quantiques possibles qui sont repérés par un vecteur d’onde, 
qui dans le cas unidiniensionnel, se réduit à un simple scalaire, k .  L’état fon- 
daniental est obtenu quand les électrons occupent, les niveaux les plus bas, en 
tenant compte de la règle d’exclusion de Pauli qui interdit à deux électrons 
d’être dans le même état quantique. Les niveaux sont donc remplis par ordre 
croissant, jusqu’au dernier niveau énergétique occupé, le niveau de Fermi, 
noté E F .  

Ce calcul habituel en théorie quantique des solides est généralenierit fait 
en considérant que le réseau atomique est fixé, de pas a. Si l’on tient compte 
d’une possibilité de distorsion conduisant à une dirriérisation eri une séquence 
de liaisons longues et courtes, la structure de barides est modifiée et, au milieu 
de la bande des énergies permises du réseau simple, il apparaît une bande iri- 
terdite, c’est-à-dire une interruption dans les valeurs permises pour l’énergie. 
Pour comprendre la physique du polyacétylèrie, il est essentiel de bien coni- 
prendre ce calcul des états électroniques permis. Nous allons donc d’abord 
faire un rappel de théorie des bandes en partant du cas le plus simple d’un 
réseuii régulier de pas a et en introduisant progressivement les éléments qui 
sont caractéristiques du polyacétylène. 

) H = 2NKu2 - 
n 

13.3.1 Rappel de théorie des bandes 
Corisitlérons l’harniltoriieri d’un système uriidimerisionriel liornog~rie 

HIL = - t o  (cn,lcn + c;c,+,) , 
n 

(13.10) 

dans lequel, pour bien voir toutes les contributions, nous avons explicit*enierit 
inclus l’énergie Eo d’un électron occupant le site n que nous n’avions pas in- 
t,rodiiite dans le modèle SSH du polyacétylèrie. Cet liamiltonieri correspond & 
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l’hamiltonien H, lorsque ct est, nul. Pour déterminer les états électroniques, il 
faut préciser les conditions aux limites utilisées. Nous allons choisir les condi- 
tions habituelles en physique des solides : on considère un réseau de N sites, 
avec des conditions aux limites périodiques. 

a) Cas où t o  = O 

Commençons par étudier le cas le plus simple possible, t o  = O ,  car il nous 
fournira des indications pour traiter ensuite le cas to # O. En l’absence de 
transfert entre les sites, l’hamiltonien se réduit & Ho = E, Eocnc,. dont les 
états propres correspondent aux états localisés sur un seul site. On peut noter 
un @tat en indiquant le nonibre d’électrons pour chacun des sites de la chaîne 
sous la forme /O0 ... O10 ... O ) ,  ou, si l’on ne considère que des états un électron, 
en utilisant une notation abrégée l r ~ )  qui indique seulement le numéro n du 
site sur lequel se trouve l’électron. Les opérateurs création et annihil a. t ’  1011 

agissent cornnie d’habitude sur un tel état de la manière suivante : 

c,lO ... O10 ... O) = ~O.. .OOO...O) 

C L I O  ... 000 ... O)  = 10 ... 010 ... O) 

(13.11) 

(13.12) , 

de sorte que 

cnc,jO ... O10 ... O) = 10 ... O10 ... O)  z.e. c~,c,in) = In) . (13.13) 

alors que cpcpln,) = O pour tout entier p différent de n. On constate par 
conséquent que pour un état In) quelconque, HoIn) = Eo/n).  Les N états In,) 
sont des états propres de l’haniiltonien, formant une base d’un sous-espace 
propre associé & la valeur propre En’ niais ils ne constituent pas une base de 
travail intéressante car ils n e  possèdent pas les symétries du système. 

Cornrne la chaîne est invariante par l’opérateur de symétrie 7 ( a )  corres- 
pondant & la translation d’un pas du réseau, Hh et 7 ( a )  cornmutent, ce qui 
implique qu’ils possèdent une hase propre conirnune. Ceci est aussi vrai pour 
Ho qui est un cas particulier de H h .  Or, l’état propre 171,) de Ho n’est pas un 
état propre de I ( a , )  : l’opérateur translation déplaçant l’électron du site n au 
site n + 1, on a l’égalité T(u,)1n) = 17) + 1). On peut cependant construire un 
état propre de 1’opérat)eur translation en combinant les différents état,s Ir),) de 
la façon suivante : 

(13.14) 

Dans le cas où N est impair, qui est plus commode pour les calculs, l’indice 
IC prend les N valeurs [O, 5 1 , 1 2 ,  .... &(N - 1)/2] x 27r/(Na), symétriques par 
rapport à O. Les kets Ixk) apparaissent comnie une transforniée de Fourier 
discrète de l’ensemble des kets in).  
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En utilisant les conditions aux limites, on vérifie que I x ~ )  est bien ket 
propre de 7 ( a )  : 

(13.16) 

En outre, coinirie lxk) est une combinaison linéaire d’états propres de Ho 
correspondant tous à la même valeur propre Eo, c’est égalerrierit un état propre 
de Ho pour cette valeur propre : 

(13.17) 

=Eo I X k )  . (13.18) 

N o w  avons airisi construit un ensemble d’états propres, { I x ~ ) } ,  de 1 ’ 1 ~ -  
rriiltoriieri Ho ~ obéissant à la condition de symétrie de translation du système, 
qui sera utile pour étiidier le cas où t o  # O. 

b) Cas où t o  # O 

En revenant désormais à l’hamiltonieri (13. lo) ,  011 note inirriédiaternerit 
que les ét,ats propres In) de Ho rie sont plus des états propres de Hh. Ceperi- 
dant, coiriiiie cet, liamiltonieri est. toujours invariarit, par la translation I( a ) ,  
H h  et 7 ( a )  doivent avoir une base propre commune. Elle est constituée à nou- 
veau des et ats I x k )  construits précédeIrirrient cornirie nous alloris le vérifier eii 
citlculuiit l’act,iori de Hh sur l’état l ~ k )  de nianière CL déterminer l’énergie E(  k )  
de cet état propre. 

Le premier teririe de H h  étant Ho, on a simplenient 
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FIG. 13.4 - Représentation de la structure de bande d’énergie dans le cas d’un 
réseau de période a (a). En supposant que la chaîne est un système de période 
2a, on aboutit au schéma de la zone de Brillouin rédnite (b). Les flèches mettent en 
évidence les branches qui ont été déplacées lors du repliement de la zone de Brillouin. 

alors que les deux autres termes de Hh conduisent à : 

(13.20) 

et 
(13.22) 

(13.23) 

En regroupant ces trois résultats, on aboutit à l’expression : 

Par conséquent, lorsque l’indice IC varie à l’intérieur du domaine 
[-7r/a,n/a] qui constitue ce que l’on appelle la zone de Brillouin du réseau 
uriidirrierisionriel de pas a ,  l’énergie E(  I C )  prend des valeurs dans l’intervalle 
[EO - 2t0,  Eo + 2to] (cf. fig. 13.4). Lorsque N devient très grand, l’ensemble 
des états permis terid à former un continuum constituant la bande des éner- 
gies permises. En outre, le calcul précédent montre que le terme Eocic,, dans 
l’hamiltonien, n’introduit qu’une translation des niveaux d’énergie. On peut 
donc choisir EO comme origine des énergies sans perte de généralité. C’est ce 
qui a été fait dans l’hamiltonieri de SSH. 
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c )  Le repliement de la zone de Brillouin 

Avant de considérer le cas du polyacétylène qui, comme nous l’avons vu, 
à tendance à se dimériser en un réseau dont la maille élémentaire comporte 
deux groupements C H ,  il est utile de regarder la chaîne précédente homogène 
(tn.n+l = t o )  comme un système de période 2a. Le doublement de la maille 
correspond à une division par 2 des valeurs de k définissant les limites de la 
zone de Brillouin mais, bien entendu, puisque le système physique n’a pas été 
modifié, on doit retrouver dans cette nouvelle description les mêmes valeurs 
possibles pour l’énergie qu’auparavant. Pour cela il faut (( replier B la structure 
de bande sur l’intervalle [-7r/(2a), 7r/(2a)] dans un schéma dit de (( zone de 
Brillouin réduite D. 

En prenant dorénavant Eo = O, l’expression de l’énergie électronique est 

E ( k )  = -2to coska . (13.26) 

I1 est immédiat de vérifier que si l’on considère l’intervalle [7r/(2a), ./a] pour 
k ,  la transformation k‘ = k - 7r/a et E k f  = - E k  ramène dans le domaine 
[-7r/(2a),r/(2a)] la portion de la courbe E ( k )  qui était dans cet inter- 
valle quand on considérait un réseau de pas a ,  sans changer les valeurs de 
E .  On peut de même replier dans la zone de Brillouin réduite l’intervalle 

Cette transformation remplace l’équation unique (13.26) par les deux 

[ -T/u ,  - T / ( ~ u ) ]  (cf. fig. 13.4(b)). 

branches 

El  = -2to C O S ~ U  ( 13.27) 

E; = 2to coska , (13.28) 

en se limitant à la zone de Brillouin réduite [-7r/(2a), 7r/(2a)] (cf. fig. 13.4(b)). 
Les exposants u et c font référence aux bandes de valence et de conduction 
du matériau qui sont définies dans la figure 13.5. 

Pour compléter le passage à la zone de Brillouin réduite, on introduit les 
kets propres associés aux deux branches. 

. N  

( 13.29) 

(13.30) 
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FIG. 13.5 ~ Apparition de la bande interdite en présence d’une distorsion. La courbe 
en pointillés correspond à la structure de bande (13.27) et (13.28) dans le cadre de 
l’hamiltonien homogène Hh,  dans la zone de Brillouin réduite. Celle en traits pleins 
correspond à la formule (13.36) de l’hamiltonien H,. 

On peut alors vérifier que ce sont des états propres du Hamiltonien Hh pour 
les valeurs propres El et E;. En effet, 

(-2 cos ka)  JN n 
eikna (- 1)” In) ~ t o  -~ - (13.33) 

= 2tocoskn 1 ~ ; )  = El 1 ~ ; )  . (13.34) 

On obtient de manière similaire que 

Hh I X ; )  = - 2 f o  COS ka  IX;) = EkIXX) . (13.35) 

13.3.2 La structure de bandes du polyacétylène 

Revenons maintenant & l’haniiltoriieri H ,  lorsque cv n’est pas nul. On se 
fixe une valeur de u et il faut déterminer la structure de bandes lorsque, au 
lieu d‘une seille valeur de t o ,  on a deux valeurs alternées t o  * 2nu. Le calcul 
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est plus compliqué [ 1421 niais les résultats correspondent simplement à line 
déformation des deux branches obtenues pour (Y = O. La forrniile (13.27) se 
traiisforrne en 

El = - d4ti cos2 ka + 16cu2u2 sin2 ka . (13.36) 

et on obtient la seconde branche par E; = -El .  L‘existence des dciix valeurs 
différentes pour l’intégrale de transfert, lève la dégénérescence sur les bords de 
la zone de Brillouin (cf. fig. 13.5). La baride d’énergie qui s’étendait de -2to 
ii 2to se partage en deux bandes, si-parées par une haride interdite de largeur 
8wu.  Les handes irifhieure et supérieure sont, appelées respectivement bande 
de valence et bande de conductiorr. 

Nous considérons une chaîne de N groupements C H ,  soit N / 2  mailles de 
période 2a, de sorte que la courbe relat,ive A chaque bande d’énergie correspond 
ii N / 2  valeurs de l’indice k .  Urie telle chaîne comporte N électrons rr que l’on 
doit placer sur les riiveaux d‘énergie que l’on a obtenus. Or chacun des états 
propres I x k )  correspond à 2 états quantiqiies car il faut tenir corript,e de deux 
valeurs possibles pour le spiri de l’électron. En plaçant les électrons sur des 
niveaux d’énergie croissants tout en teriant conipt,e de la règle d’exclusion tie 
Pauli, on remplit) donc exactement la bande de valerice. Par alms de langage et, 
en référence au cas de la bande unique obtjeriue en l’absence de dirnérisatiori. 
on dit parfois que le polyacétylène est un système (1 baride à demi-pleine. 

Cela perniet de corripreridre pourquoi le polyacétylèrie A t,end:mce à, se 
dirnériser en forrriant, une alternance de liaisons simples et doubles. En effet, 
coirinie la largeur de baride interdite est proportioririelle à la distorsion 11,‘ 

lorsque cette dernière augmente, l’énergie des états de la bande de valerice. 
et tout particiilièrerrierit, ceux des bords de zone, s’abaisse. La baisse de ces 
riiveaux d‘énergie est exacterrierit corriperisée par iirie h i s s e  équivalerite des 
énergies de la bande de coriciuctiori rriais‘ dans le cas présent, où la bande d t  
conduction n’est pas occupée, cet>te hausse est sans incidence sur l’énergie 
du système. Lorsque seule la baride cie valence est pleine, Ici réseau a ainsi 
<< intérêt B à se dist,ordre pour gagner de l’énergie électronique. Ce phénoni&rie 
général est) connu sous le noni de distorsion de Peierls. Pour le polyacét,ylèrie, 
il explique l’alt,erriarice entre liaison courte ct liaison longue, et il montre en 
outre que le polyacétylène est lin isolant dans son état fontiarrierital puisque 
sa baride de valence est pleine. 

Le gain d’énergie élect,roriique obt,eriu par dist,orsiori du réseau rie doit ce- 
pendant pas faire oublier que l’énergie totale du polyacétylène comporte mssi 
la corit>rihution de l’haniiltonien H,. La distorsion du réseau iriciuit u ~ i  coût 
énerg(.t,ique au riiveau des liaisons (T qui lient les atonies de carbone, corifor- 
niérrierit à l’équation (13.9). Le système trouve son ét,at d’éqiiilibre poiir ilne 
valeur rioIl riulle de la distorsion, pour laqiielle le gain d’énergie électronique 
est corriperisi: par le coût énergétique tie la distorsion. Cet (.tat cst l’i:t#at, di- 
rrikrisé. Oii retrouve ici iin cas particiilier du théorème de Peierls [I221 qui 
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dit qu’un métal à une dimension serait iristable vis-à-vis d’une distorsion de 
réseau créant une dimérisation générant une baride interdite au-dessus du der- 
nier niveau occupé, ce qui rendrait le niatériau isolant. Ce théorème interdit 
la conduction de type métallique dans un système unidirnensionriel. 

L’énergie de l’état fondamental Eo (u)  du polyacétylèrie, obtenue en soni- 
mant les énergies E{ de la bande de valence (chaque état étant occupé par 
deux électrons) et l’énergie de distorsion des liaisons (T, vaut : 

Eo(u) = 2KNu2 + 2 1 El 
= 2KNu2 - 2 

(13.37) 
k 

J4t i  cos2 ka + 16ry2u2 sin2 Ica . ( 13.38) 
k 

En considérant que le nonibre d’atomes est très grand, on remplace la somme 
par une intégrale en teriant compte du fait que deux termes dans la somme 
correspondent à des valeurs de Ic qui diffèrent de 27r/(Na) (N/2 valeurs entre 
-7r/(2a) et 7r/(2a)), ce qui donne : 

Na 
dk- J 4 t i  cos2 ka + 16ry2u2 sin2 ka . (13.39) l:,ra 271 Eo(.) = 2KNu2 - 2 

En introduisant le variable z = 2cuu/to et l’intégrale elliptique 

on peut réécrire l’équation (13.39) sous la forme plus compacte : 

Eo(.) = N ( s z 2  - -Ey 4to (1 - z 2 )  
2a2 7l 

(13.40) 

(13.41) 

En utilisant le développenient limité de la fonction elliptique Ep(1 - z 2 )  au 
voisinage de z = O, on obtient l’expression plus explicite suivante : 

&(IL) 2 N (3~’- 9 7l [l + i ( l n 5  - i) z 2 + 0  (..‘)I) . (13.42) 

La figure 13.6 révèle que cet état fondamental possède deux mznzma pour 
u = h o .  On trouve, par un calcul non perturbatif, que le polyacétylène 
doit être dimérisé puisque l’état homogène z = O est instable. Comme la 
distorsion par rapport à la chaîne régulière de pas a est Un = (-l)% d’après 
l’équation (13.5), les mznzma en deux valeurs opposées pour u diffèrent par un 
écliarige entre les liaisons longues et courtes. Ils représentent les deux types de 
conformation trans de la chaîne que nous avions notés A et B sur la figure 13.1. 

I1 est intéressant de donner quelques valeurs numériques pour le polyacéty- 
lène. En prenant le choix proposé par SSH [142], Q = 4 , l  eV/& K = 21 eV/A2 
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FIG. 13.6 ~ La ligne continue représente l’énergie Eo du polyacétylène en fonction 
de la distorsion 2~ donnant le déplacement des groupements C H  par rapport ,2 la 
structure régulière de référence. La ligne en pointillés représente le potentiel (13.44) 
qui permet un traitenient analytique di1 défaut entre les deux états fondamentaux 
du polyacétylène. 

et t o  = 2,s eV, on obtient comnie valeur de distorsion uo 0’04 A, qui conduit 
à une variation de la longueur de liaison *du, = 0,073 A en tenant conipte 
de l’inclinaison des liaisons qui sont à 60” par rapport à l’axe de la chaîne, le 
long duquel u est mesuré. La largeur de la bande interdite, qui vaut 1,3 eV, 
est très supérieure A l’énergie des fluctuations thermiques qui est de l’ordre 
de 0,025 eV A température ambiante. Elle est beaucoup trop élevée pour per- 
mettre l’excitation thermique de porteurs daris la bande de conduction et c’est 
pourquoi le polyacétylène dans son état fondamental est isolant. 

13.4 L’état excité du polyacétylène : 
la solution soliton 

13.4.1 La méthode 

L’étude du fondamental ayant révélé la présence de deux minama dégé- 
nérés, 011 peut prévoir l’existence d’excitations de type soliton topologique 
interpolant ces deux états fondamentaux. I1 est possible de déterminer la 
structure de l’interface et son effet sur les états électroniques, eii procédant 
selori la dérnardie proposée par SSH [142]. 011 considère uri système daris 
l’état A à gauche et daris l’état B à droite. On suppose que la région in- 
termédiaire, que l’on appellera interface et dont on souhaite déterminer la 
structure, concerne une cinquantaine de mailles. On décompose l’liairiiltonien 
sous la forme H = Hl + V où Hl correspond aux domairies A et B daris 
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l’état fondamental du système liomoghne, alors qiie V correspond & une per- 
turbation étendue dont on précise la nature en supposant qu’au niveau de 
l’interface I L , .  défini par Un = (-I), u,, varie selon la fornie : 

n 
I L ,  = -11” tanh - P (13.43) 

Cette hypothèse détermine tn+l , dans la zone d’interface de sorte que le pro- 
blènie quantique pour les régions A,  B et l’interface est coniplètenient défini. 
L’état fondamental du système quantique avec ces conditions aux limites peut 
alors être obteriu en faisant partiellement appel & des calculs numériques. La 
dernière étape est d‘utiliser une méthode variationnelle pour chercher la va- 
leur de l pour laquelle ce système a l‘énergie la plus basse. Le calcul doririe 
une largeur P d‘environ 7 mailles et une énergie du soliton Esol E 0.42 eV. 

I1 est cependant possible de faire une étude analytique permettant d’iri- 
terpréter divers résultats expérimentaux en admettant, que l’expression de 
l’énergie E” ( I L )  que nous venons d’établir pour la chaîne de polyacétylène est 
valable m ê m e  a’u ccmr de 1 ’intwface. C’est évidemment une approximation 
car, bien que le résultat ait, été ét,ahli pour n’importe qiielle valeur de la tiis- 
torsion u, y compris les valeurs différentes de qui ne niinirriisent pas 
l’énergie, le calcul supposait a priori que la distorsion 71, était la m ê m e  e n  tout 
point de  la chaâne. L’approximation que noiis alloiis utiliser est, par consé- 
quent, d’autant, mieux justifiée que la variable u,, varie peu d’un site ii sori 
voisin. Cette approximation, similaire à l’approxiniatiori ties milieux continus 
sera donc acceptable si l’on peut vérifier a posteriori que le soliton est large. 

La figure 13.6 montre que si 1’011 njustc la hniit,eur de la barrière de poten- 
tiel séparant les deux puit,s cn ciioi ant line valeur rle V” égale ii l'énergie 
de barrière, la forict)ion 

2 

V ( u )  V” (1 - 5) ( 13.44) 

donne une approximation satisfaisante de la fonction Eo ( P I )  dans l’intervalle 
[-?LO, ug] qui est le doniaine de variation de I I  dans l’interface, 

En retranchant l’énergie des liaisons o. on obtient une expression de l’éner- 
gie par site associée aux électrons T : 

E,@) = EO(1L) - 2Ku2 = V” (1 - $) - 2 K u 2  (13.45) 

Dans le rriêrne esprit qiie le calcul réalisé par SSH, nous admettrons que l’on 
peut utiliser cette expression déduate d’un calcul fazt pour une  chaîne homo- 
gène pour obtenir un haniiltonien approché pour u r i ~  chaîne quz n’est plus dans 
1 ’état fondamental homogène. Pour cela on suppose que l’expression (13.45) 
de E,(u) reste valable localenient niênie dans un système OU la distorsion un 
est non homogène et on liii ajoute l’énergie cinétique des groupements C H  et 
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l’énergie de couplage entre groupements consécutifs provenant des liaisoris CT. 
On obtierit l’liariiiltonien : 

On notera le signe + qui apparaît, daris le terrrie de couplage (1/2)K(~un + 
7Ln+1)’ qui provient de la traiisforrriatiori Un = ( - I ) ~  un.  

L’intérêt de cet,t,e formule est qu’elle fournit une expression de I’éricrgie 
qui est, exprimée uiiiquerrierit en forict,iori des variables classiques du modèle, 
les variahlc>s 7~,, de position des grouperrieiit,s C H .  Les effets quarit>iques n’ont 
pas ét,é ignorés piiisqu’ils orit été pris eri compte drtris le calcul de Eo(u) tiorit, 
nous avons t,iré la valeur de l’énergie associée aux élect,roris 7r sur chaqiie site. 

13.4.2 La solution soliton 
Posons c,b = u / u o  et passoris aux variables temporelle et spati- 1 e sails 

diniensiori T = wot et, < = s z ,  eri introduisant, les quaritités wi = 4 V o / ( m u ~ )  et, 
s = 4Vo/(Kvia2).  En faisant, en out,re‘ l’approximation ties rriilieux corit>irius, 
on peut rricttrc l‘harriiltonieii (13.46) sous la fornie 

(13.48) 

où A = 2 d W  et B = d m  sont deux constantes. Ori riot,e irriniédia- 
terrierit que le terrrie B&!c peut se réécrire sous la forme d’iirie dérivée spüt,iale 
exacte, B (&)< /2. Sori iritégratiori spatiale dorine line valeur qui rie tiéperici 
que des coiidit,ioris aux limites & l’irifirii sur 4. Nous cherchons des so1ut)ioris 
pour lesquelles, aux deux extrémités de la chaîne, le système est clans soil ét,at 
fondarricntal <b = &l.  Le ternie Bqi& peut alors êt,re igriort. car sa coritril~utiori 
f i  l’énergie est, riiillc. Nous travaillerons doric avec la densité liarniltonieririe : 

(13.39) 

En riotant Ii. le rriorrient coiijugué de la variable 0, il est possible d’écrire 
l’équation aux dérivées partielles eii q5 qui resulte de cet liarriilt oriieri. Les 
équations d‘Hnniiltori (les rriilieux coritirius donrierit : 

(13.50) 

(13.51) 
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En les combinant, on aboutit à l’équation 

(13.52) 

qui est l’équation d’évolution du niodèle 44 introduit à la section 2.4. Sa 
solution à profil constant est : 

(13.53) 

Avec les paramètres ug = 0,04 A, K = 920 eV/A2, Va = 0,015 eV, m = 
13 x 1’67 . kg, on obtient une largeur, pour un soliton statique, f i /s, 
de l’ordre de 7 niailles, qui correspond à ce que doririe le calcul numérique 
fait par SSH. Pour cette largeur, l’approxiniation des milieux continus est 
acceptable. I1 faut cependant noter que ce résultat a été obtenu en prenant 
une constante de couplage beaucoup plus importante que celle utilisée dans la 
résolution numérique de SSH (21 eV/A2) qui aurait conduit, dans le cadre du 
rnodèle que nous avons présenté, & une interface large seulement d’une maille. 
Ce rnodèle, qui a l’intérêt de permettre des calculs analytiques, demande donc 
l’ajustement d’un paramètre pour donner des résultats acceptables. 

En introduisant la solution (13.53) dans l’hamiltonieri (13.48) avec la den- 
sité liariiiltonienne (13.49) ’ on peut calculer l’énergie du soliton statique : 

i 2 ]  (13.54) 
+O0 

Esol = AJ’ dE [ 
-Co 

”1 1 
4 

d X  sech4 X = -A 

sech4 X + - (1 - tanh2 X )  

2 f i  

+O0 

= 

3 

(13.55) 

(13.56) 

Y 

413 

En utilisant les valeurs numériques indiquées ci-dessus, on obtient A = 0’29 eV 
et une énergie du soliton Esol = 0.28eV qui est du même ordre que l’énergie 
de 0.42 eV obtenue par le calcul de SSH. 

Si l’on traite le soliton coirirne une quasi-particule libre de masse A î  se 
déplaçant dans un niilieii de vitesse du son c; = Kn2/rn1 son énergie au repos 
A l c i  = 0,28 eV est très supérieure à l’énergie thermique, qui est de l’ordre de 
kBT  E 0,025 eV à température arnbiarite. Les solitons ne peuvent donc pas 
être créés therrniquernent. En revanche, s’ils sont présents dans le réseau, les 
fluctuations thermiques sont susceptibles de leur donner une énergie cinétique. 
Par un raisonnement très simple, il est possible d’obtenir une estzmatzon de la 
vitesse quadratique rrioyeniie des solitons à la température ambiante. Si l’on 
considere que leur énergie thermique est faible devant leur énergie au repos, 
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on peut ut,iiiser l’expression non relativiste Mv2/2 pour leur knergie cinétique. 
On obtient ainsi : 

(13.57) 

Avec les valeurs riiirriériques précédemment utilisées, on aboutit à cg E 

io5 m/s. Ori obtient par conséquent une estimation de ia vitesse thermique 
des solitons de 3 . lo4  m/s. Cette valeur très grande provient, d’une part, de 
la valeur élevée de K que nous avons dû introduire pour obtenir une largeur 
convenable pour le soliton dans notre modèle analytique simplifié, mais elle 
est surtout liée à la masse effective très faible des porteurs. On trouve en effet 
M = Esol/cO 4,6 . lop3’ kg, c’est-à-dire environ 5 masses électroniques (le 
calcul quantique de SSH donne 6 masses électroniques). Le soliton est donc 
bien un objet quantique. Cette très faible valeur de la masse effective est une 
conséquence logique de la très faible valeur de la distorsion uo par rapport au 
pas du réseau du polyacetylèrie. La vitesse des porteiirs est en réalité beau- 
coup plus faible que rie le laisse supposer ce calcul grossier, & cause des effets 
de discrétisation qui, bien que faibles, rie sont pas tout à fait négligeables, 
mais surtout parce que les porteurs ne sont pas libres, mais diffusés par les 
phonons et les impuretés, coirime les centres donneurs. 

13.5 Le mécanisme de la conduction électrique 
des polyacétylènes conducteurs 

13.5.1 Le principe 

L’étjude réalisée par SSH et le modèle que nous venons de préserit,er 
montrent que le polyacétylèrie peut avoir des états excités, approximativement 
décrits par des solitons topologiques d’une largeur de 7 mailles. Cette largeur 
riet ternerit supérieure au pas de réseau justifie l’utilisation de l’expression de 
Eg(u) déduite du calcul sur un système homogène pour déduire l’énergie des 
électrons 7r dans le modèle. De plus, pour une largeur de 7 mailles, les effet,s 
de discrétisatiori sont assez faibles pour que les solitons soient très niobiles. 

Les solitons seraient, donc d’excellents candidats pour jouer le rôle de por- 
teurs de charge et expliquer la conductivité électrique du polyacétylèrie. . . s’ils 
étaient chargés. Ce n’est pas le cas, coiIime le montre la figure 13.2 : chaque 
double liaison correspond à la mise en coirimiin de deux électrons 7r fournis par 
les deux carbones voisins ; lorsqu’il y a rupt,ure de l’alternance entre simples 
et doubles liaisons, le carbone situé au niveau du défaut garde son électron 7r 

qui n’est pas engagé dans une double liaison et l’eriserrible reste neiitre. 
Cependant, la résolution du problèrrie quaritique par SSH montre que les 

états accessibles pour les électrons sont modifiés par la présence du soliton. La 
distorsion du réseau C H  est accorripagriée de l’apparition d’un état d’énergie 
électronique localisé spatialerrierit autour du soliton (contrairement ailx autres 



290 Physique des solitons 

bande de 
conduction 

bande 
interdite - 

\ \ ‘ \ \  bande dc , , 
\ \  \ \  ‘ \ \  

\ \  valence 

FIG. 13.7 ~ Structure de bandes d’énergie électronique pour un soliton neutre (a) 
et pour un soliton chargé par un électron fourni par un dopant donneur (h). 

états de la bande qui sont délocalisés) et dorit l’énergie correspond au milieu 
de la bande interdite (cf. fig. 13.7(a)). L’existence de cet état supplémentaire 
se traduit par une diminution de la densité d’états accessibles dans les barides 
de valerice et de coriductiori. riotanirrient eri bord de bande. 

Ce riiveau électronique supplénient,aire associé au soliton est celui qu’oc- 
cupe l’électjrori 7r isolé de la figure 13.2. Corrirne son spin n’est par apparie 
avec celui d’un autre électron, le soliton apparaît corrime une quasi-particule 
de charge nulle et de spin 112. L’existence de ce riiveau est irnport,arit,e car 
il est possible tie le détecter expériinentalernerit par photoexcitation ce qui 
apportje une preuve iridirect,e dc> l’existence du soliton. 

Bien qu‘il soit, intrinséqueineiit non chargé, le soliton peut pourtant jouer 
Uri rôle daris la coriductivit,é électrique du po1yacét)ylèrie car l’état électronique 
localisé qui lui est associé peut etrc, peuplé par un second électron si 1’011 dope 
le polyacétylèrie. Le principe du dopage corisist’e à iritroduire dans le niaté- 
riau des donneurs d’électrons, riotés D ,  qui s’intercalent entre les différentes 
chaînes de polymères. Ils perdent 1111 électron qui vient préférentielleirierit se 
placer daris les états électroniques supplémentaires situés au milieu de la baride 
interdite (cf. fig. 13.7(11)), plutôt que dans les états de la bande de valence, 
ériergétiquerrierit défavorables. Les donneurs su11 terit, sous forme d’ions D+, 
piégés daris la matrice. 

Les solitons chargés corresporiderit A des p.sei~do-particiiles de  charge -e 
et de sp in  O puisque l’état de rnilieii de bande interdite est peuplé de deux 
électrons dont les spins sont appariés. En utilisant, les modes collcctifs que 
sont les solitons, il est airisi possible de concevoir des (( particules )) dont le 
rapport, charge-spin est non staridard. Daris urie chaîne carbonée, sans hydro- 
gèrie, forrriée d’une alternance de simples et, triples liaisons ent,re at,orries de 
carborie, on peut rriêrne obtenir ainsi des pseiido-particules ayarit, urie charge 
fractionnaire ~ e / 3 .  
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Avec des dopants appropriés [71], on peut faire passer le polyacétylèrie 
d’une situation où il est lin très bon isolant & ilne situation où il a uiie coriduc- 
tivité de l’ordre du dixièriic de celle dii cuivre. 

Le soliton chargé n’est cependant pas totalement libre car il irit eragit avec 
l’ion D+ issu du dopant situé à uiie distance notée d de la chaîne. Oscillant 
dans le potentiel attractif du dopant, il introduit da is  le matériau un dipôle 
oscillant dorit la fréquence d’oscillation se situe daris le domaine des ondes 
électromagnétiques infra-rouges. La spectroscopie infra-rouge a airisi pu être 
utilisée pour étudier les propriétés des solitons (cf. fig. 13.8). 

4 

I > 

1000 2000 3000 4000 
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FIG. 13.8 ~ Spectre d’absorpt,ion du trans-(CH), dans le domaine infra-rouge 
(d’après la référence [138]). La large bande d’absorption vers 3560 c n - ’  corres- 
pond à une transition électronique. Les autres bandes correspondent aux bandes 
de solitons. Le mode vers 500 ciripl est le mode de translation tandis que le niode 
vers 1300 c n p l  est le mode interne. Dans cette expérience, afin d’obt,eriir une den- 
sité suffisante de solitons pour faciliter leur détection, les solitons ont été créés par 
photo-excit at ion. 

I1 faut préciser que l’interface entre les deux formes du trans polyacétylèrie 
n’est pas exactement un soliton même si, en raison de sa nature de quasi- 
particule de sa facilité à se déplacer et de la description analytique que l’on 
peut en donner, elle s’apparente beaucoup & un soliton. Ces << solitons D ne 
sont pas préservés dans des collisions avec d’autres interfaces. Nous alloris ce- 
pendant voir que la description analytique utilisant le concept de soliton et les 
outils associés est utile pour comprendre des ohservatioris expérimentales qui 
orit permis de préciser la riatiire des porteurs de charge daris le polyacétylene. 
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13.5.2 La dynamique du soliton chargé 

La densité de charge électronique p(z )  du soliton (( dopé D est déterminée 
par la fonction d’onde 40(z) de l’état électronique localisé autour du soliton 
par 

P ( Z )  = -eI4o(z)l2 . (13.58) 

La fonction 140(z)1~, obtenue par les calculs de SSH, a l’aspect d’un pic centré 
sur la position du soliton, dont l’extension spatiale correspond à celle de la 
distorsion du réseau qui est décrite par la solution soliton u(z) = uo 4(s z) où 
4 est donné par la formule (13.53). La dérivée de cette solution par rapport à 
z présente un maxiniuni en z = 0 et vaut u, = s ( u o / f i )  sech2(s ./fi). Elle 
a la nième allure et la même extension spatiale que lq50(z)12 et correspond 
même exactement avec l’expression analytique approchée de I40(z) l 2  obtenue 
par SSH [142]. Or1 admettra donc que l’on peut décrire la densité de charge 
associée au soliton par l’expression : 

(13.59) 

En introduisant la permittivité diélectrique relative du polyacétylène E~ = 
2,3, on peut évaluer l’énergie d’interaction coulonibienne du soliton avec le 
donneur situé en z = O à la distance d de la cliaîrie de polyacétylène, sous la 
forme : 

+w 

(13.60) 

Cette expression est manifestement dominée par la valeur en z = O,  notam- 
ment lorsque la distance d du donneur à la chaîne diminue. Pour simplifier le 
calcul, nous l’approcherons par 

c’est-à-dire 

(13.61) 

(13.62) 

ce qui revient à admettre que l’interaction est déterminée par la portion de la 
charge du soliton qui se situe daris la maille de l’impureté. 

On obtient ainsi une contribution d’énergie potentielle supplémentaire que 
l’on doit ajouter à l’hamiltonien de la cliaîrie de polyacétylène (13.48) si l’on 
veut étudier l’interaction soliton-impureté. Pour analyser la dynamique du 
soliton, on peut utiliser la méthode des coordonnées collectives en représentant 
la solution soliton par 

(13.63) 

où X ( T )  repère la coordonnée de position du soliton. 
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Pour cela on écrit le lagrangien qui se déduit de l’haniiltoriien (13.46) avec 
la densité haniiltonienne (13.49) et en tenant compte du potentiel (13.61), 

Eri y reportant l’expression (13.63) qui introduit la coordonnée collective, on 
obtient 

iX(r ) ’  1 Jz L = A  

413 

avec le potentiel effectif 

(13.66) 

( 13.67) 

et la constante C = ~ ’ s c L / ( ~ ~ ~ T E o E , ~ ) .  La présence du doririeur introduit 
donc un potentiel d’interaction Xn(X) attractif pour le soliton. On retrouve 
par ailleurs la niasse AI = 2&A/3 du  soliton que l’on avait obtenue à partir 
de l’énergie du soliton au repos (cf. (13.56)). 

L’équation de Lagrange appliquée au lagrarigieri effectif (13.66) donne 
l’équation d’évolution temporelle pour X ( r )  : 

d d L  d L  ~ (2y) .. 2 2 X  X 
X + -Csech - tanh - = O . (13.68) - ~ - _ _  

d X  Jz J s J z  
En liriéarisant autour de la position d’équilibre du potentiel, on obtient l’équa- 
tion 

(13.69) 

qui permet de définir la fréquence d’oscillation du soliton daris le potentiel 
du donrieur 0; = 3 C / 2 a A .  En reveriant aux variables diinensionnées, on 
obtient la fréquence d’oscillation 

(13.70) 

= 0,122. Hz , (13.71) 
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en prenant d = 3 A qui est uiie valeur réaliste pour la distance entre un ion 
donneur et une chaîne de polyacétylèrie. Le nombre d’onde correspondant 

(13.72) 

(où c est la vitesse de la lumière dans le vide) est en accord très raisonnable 
avec le résultat expérirnerital de la figure (13.8). Le mode de translation ob- 
servé expérimeritalenierit est large car la fréquence associée & chaque soliton 
clépend de la position, repérée par d,  du doparit Dt le plus proche. Tous 
les solitoris ne résonrierit pas à la inènie fréquence et la largeur du mode ob- 
servé expérimeritalenient résulte de la superposit,ion de toutes leurs fréquences 
d’oscillations daris le charrip des impuretés. 

13.6 Une vérification expérimentale 
de la présence des solitons 

La résonance due & la translat,ion du soliton que nous venons d’ét>udier n’est 
pas une démonstration indiscutable du transport de charge par des solitons 
car toute charge mobile en présence d’un ion D+ aurait pu donner uiie réponse 
analogue. Le calcul de la fréquence d’oscillation n’est pas non plus une bonne 
indication car cette fréyueiicc est très serisible aux propriétés spécifiques d’un 
échantillon, telles que les distances entre les ions D+ et les chaînes (CH),. 
Des travaux orit, donc été rneriés pour vérifier la combinaison charge spin 
inhabituelle qui conduit ti 1111 so1it)ori chargé (Q = -e,  S = O).  Cependant 
un autre test très sensible de la validité du modèle de t,rarisport de charge 
par solitons daris le polyacétylèrie a été obtenu par l’étude du mode interne 
d’excitat,ion ties solitoris. 

13.6.1 Le mode d’oscillation de la pente du soliton 
Nous avons vu dans le chapitre 5 que le soliton q54 possède un mode interne 

qui corresporid à l’oscillation de sa pente. Sa fréquence peut être obtenue par 
liriéarisation autour de la solution soliton niais, pour illustrer une autre ap- 
proche, nous allons la chercher ici par la méthode des coordonnées collectives. 

Comme il s’agit d’une propriété intrinsèque du soliton qui n’est pas liée 
à la présence de l’impureté, nous corisidérons le lagrangieri en l’absence de 
défaut 

et nous cherchons une solution soliton sous la forme : 

(13.74) 
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Nous n’avons pas introduit tie coordonnée de position du soliton puisque rious 
sommes seulement intéressés ici par son mode interne. La forniule (13.74) 
correspond à un soliton qui rie se déplace pas mais dorit la pente l / ( k ( - r )  

dépend du terrips. En introduisant cette forme de solution daris le lagrangieri, 
or1 obtient 

1 1 1 
2 4 

L = A [r d< [ ;ci2t2 sech4((a[) ~ -a2 sech4(a<) - - sech4(a<) (13.75) 

v 

4 /3  1 

1 /1 a 2  1 
- - - - (2(~’+1)  , 
2 (13 30. 

(13.76) 

en posant p = 7r2/9 - 2 / 3 .  Cette expression va nous permettre de déterminer 
l’évolution de O ( T )  A partir de l’équation de Lagrange qui eri résulte : 

i. e. (13.78) 

La solution statique est obtenue lorsque (2 - l /n2) = O,  c’est-&dire pour 
Q = 1/&. On retrouve donc bien la pente dii soliton 4s4 de l’bquation (13.53). 

13.6.2 La solution linéarisée 

du soliton statique. En introduisant (Y = (1 + e)/*, on obtient : 
Linéarisoris l’équation d’évolution temporelle tie a ( ~ )  autour de la valeur 

où O ( @ )  est un ternie riori-linéaire cie l’ordre de 02. Les t,errnes linéaires par 
rapport à la variable H et ses dérivées doririerit sirriplerrierit 

“ 2 e + - e = o  . 
3 P  

(13.80) 
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Cette équation de type oscillateur harmonique indique que le soliton possède 
un mode interne dans lequel la pente oscille à la pulsation R,, définie par 
0: = 2/(3p) = 1’55. La valeur de R, est très proche de la fréquence du 
mode interne du soliton 44 dorinée par linéarisation, (21 = J3/2 en variables 
adimensionnées, ce qui nioritre que les deux méthodes, coordonnées collectives 
et linéarisation directe autour de la solutiori soliton sont en accord. 

13.6.3 L’observation du mode interne du soliton 

L’expression de la densité de charge du soliton p ( ~ )  oc d u / d z ,  et, la so- 
lution soliton (13.74) donnent une expression de p(.) de la forme p ( ~ )  oc 
a(.) sech2[a(.r) s x ] .  Même lorsque la pente du soliton oscille, sa densité de 
charge reste toujours une fonction symétrique autour de son centre. L’oscil- 
lation de la pente rie conduit donc pas à l’apparition d’un moment dipolaire 
oscillant que l’on pourrait observer par spectroscopie infra-rouge. Le niode in- 
terne du soliton a pourtant pu être observé expérimentalement [138, 1511 car 
un solit,on grnobile avec urie oscillation interrie possède une activité infra-rouge 
conteriarit, urie contribution spécifique du mode interne qui est responsable du 
pic situé ti environ 1300 cni-’ sur la figure 13.8. 

La réponse infra-rouge due au mode interne provient du fait qu’il est cou- 
plé avec le riiode de translation du soliton qui est directement actif en infra- 
rouge puisqu’il correspond air mouvement d’une charge électrique qui, avec 
l’impureté D+’ fornie un dipôle oscillant. I1 est possible de comprendre de 
manière qualitative l’origine du couplage en examinant la dynamique du so- 
liton dans le champ du potentiel du défaut. Lorsque le défaut se situe sur la 
droite (respectivement la gauche) du soliton, la partie droite (respectivement 
gauche) du soliton subit de la part du défaut une attraction plus forte. Ce 
phériornèiie d’attraction différente des deux côtés du solit,ori terid à modifier 
sa pente et induit un échange d’énergie entre le mode de trarislatiori et le 
niode irit,erne du soliton. En excitant le déplacerrierit, de translat>ion, on s’at- 
tend donc ii observer également une réponse ii la fréquence du mode interne. 
Comnie l’expérience corifirrrie ce phériorrièrie et que le riiode iriterrie est une 
caractéristique intrinsèque du soliton que l’on n’aurait pas avec uiie charge 
électrique ordiiiaire, cette expérience apporte une confirmation du rôle des 
solitoris dans le trarisport de charge électrique dans le polyacétylène conduc- 
teur. De plus, la fréqiierice du mode interrie est line propriété dii soliton qui 
rie dépend pas cle sa tiistarice au défaut. On peut donc s’attendre ti ce qu’elle 
soit beaucoup mieux définie que la fréquence di1 niode de translation. C’est, 
ce que confirme l’expérience : la raie ii 1300 cui-’ attribuée air mode in- 
terne est très firie (cf. fig. 13.8). À partir de l‘expression diniensionnée de 
la fréquence du   ri oc le irit,errie wi = wg &E, on obtient le norritire cl’onde 
ct = w i / c / 2 7 ~ / 1 0 0  = 1 O94 c1n-l’ proche de la valeur de 1300 ci1i-l obtenue 
expérinieritalerrierit. I1 faut rioter que la fréquence du mode interne d’un so- 
1it)ori dépend forterrierit de sa forme exacte. L’approximation que nous avons 
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FIG. 13.9 ~ Coniparaison d’un soliton (a) et d’un polaron (b) et de leur structure 
électronique associée dans la bande interdite (la partie hachurée représente schénia- 
tiquement la bande de valence). 

faite en remplaçarit le potentiel exact par une approximation de type d4 (cf. 
fig. 13.6) est moins bien adaptée lorsqu’ori cherche à calculer la fréquence du 
mode interne du soliton que lorsqu’ori veut seulement déterniiner la fornie ou 
l’énergie du soliton. I1 ne faut, donc pas espérer obtenir un résultat quantita- 
tivement correct pour le niode interne avec le modèle analytique simple que 
nous avons choisi. 

Pour faire une étude analytique du couplage entre le niode interne et le 
niode de translation du soliton, on pourrait encore utiliser une approche de co- 
ordonnées collectives, dans l’esprit de ce qui a été proposé par D.K. Campbell 
et al. [34]. Pour cela, il faut introduire une solution de la forme 

qui donnera un lagrangien effectif dont on pourra tirer deux équations couplées 
pour a(.) et X ( 7 ) .  

13.7 Les autres excitations non-linéaires 
du polyacétylène 

Les solitons topologiques comnie ceux que nous venons de décrire ne sont 
pas les seules excitations localisées possibles dans le polyacétylèrie. Les sirriula- 
tioris numériques ont ainsi montré que l’injection d’un électron sur une chaîne 
homogène en l’absence de soliton conduit à la formation d’une excitation non 
topologique, le polaron, qui correspondrait à une paire de soliton-antisolitori 
liés, niais dorit la pente au centre rie serait pas celle du soliton. 

La figure 13.9 permet de faire une comparaison entre un soliton et un 
polaron à partir de la variable de distorsion u, reliée aux déplacements des 
atomes par l’expression Un = (-l)n u. L’électron injecté a déformé le réseau 
dans son voisinage. permettant la création d’un minimum de la fonction u(x) 
qui autorise la création d’un état localisé supplémentaire plus stable que celui 
obtenu en mettant l’électron dans la bande de valence. 



298 Physique des solitons 

I1 est même possible d’envisager d’introduire un second électron sur le ni- 
veau du polaron qui en possède un seul : on créerait alors un bzpolaron. Dans le 
cas du polyacétylèiie, le calcul montre que celui-ci n’est pas stable : il diminue 
son énergie en formant une paire soliton-aritisoliton, qui se séparent. chacun 
emmenant l’un des deux électrons. Les bipolarons ont peut-être cependant un 
intérêt qui va au-delà du cas du polyacétylène, car une des théories modernes 
de la supraconductivité à haute température, propose un mécanisme reposant 
sur des bipolarons qui, bien que ilon confirmé, semble cohérent avec les résul- 
tats expérimentaux. Dans cette approche non conventionrielle proposée par 
Serge Aubry, ce sont les effets de réseau qui stabilisent le bipolaron. Cette 
proposition est foridarrieritalernerit différente de la théorie Bardeen-Cooper- 
Schrieffer (BCS), dans laquelle deux électrons d’une rnême paire ont le même 
vecteur d’onde sans avoir la même position spatiale. On retrouve ici le chan- 
gement de point de vue apporté par la physique des excitations nori-linéaires 
que nous avions déjà meritionné à propos du problème de Fermi-Pasta-Ulam : 
la théorie non-linéaire implique une localisation daris l’espace direct alors que 
les théories conventionnelles travaillent dans l’espace réciproque. transformée 
de Fourier spatiale de l’espace réel. 



Quatrième partie 

E x i t  at ions non-linéaires 
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Avant-propos 

OMPTE TENU DE LA COMPLEXITÉ des phénoniènes tiiologiqiies à l’échelle C moléculaire, il peut apparaître comme une gageure d’en envisager une 
modélisation physique. I1 existe cependant un certain nornhre de processus 
fondamentaux, reposant sur des niécariisnies pliysico-cliirniqiies bien établis, 
que l’on peut espérer décrire théoriquement afin de mieux les comprendre. La 
démarche est de mettre au point un modèle relativement simple niais rendant 
compte converiablerrierit des observations expérirrientales ; il s’agit donc de 
déterminer les mécanismes dominants dans le processus que l’on étudie. 

Depuis le début des années 1990 on note lin engouement, grandissarit, pour 
ce type de modélisation physique des processus biologiques eri raison de la 
conjonction de deux effets : 

~ La biologie moléculaire a fait des progrès tout ti fait considérables. Elle 
peut désormais donner des informations expérinieritales très détaillées 
(notarnnient au niveau de la structure, niais parfois aussi de la dyna- 
rniquc) , perrriettarit de construire des modèles sur des bases précises. 

~ Le développement de l’analyse des systèmes riori-linéaires depuis le nii- 
lieu des années 1970 a introduit de nouveaux concepts, coniine celui de 
soliton, qui peuvent, fournir un bon point de départ pour la modélisa- 
tion, bien qu’il faille %re prudent, dans leur application aux systènits 
biologiques. 

Trois processus physiques jouent un rôle t,rès important dans le forict,iori- 
nemerit des molécules biologiques que sont les protéines et l’ADN : 

le stockage et le transfert d’énergie ; 

dans beaucoup dc leurs fonctions ; 
~ les changcnients de conformation des molécules qui sont iriclisperisables 

~ le transport de charges (électrons niais aussi prot,ons). 

iirc & l’activité (les protéines provient très soiivent de l‘hy- 
drolyse de la molécule d’atlériosine tri-pliospliate ( A T P ) .  Celle-ci se lie ii un 
site récepteur particulier de la protéine et réagit avec l’eau pour libérer eri- 
virori 0,42 eV. Cette qiiantité d’énergie est, trPs graiide à l’échelle moléculaire 
(de l’ordre de 20 k B T )  niais elle rie peut être efficace que si elle n‘est pas 
rapidement distribuée (1 tous les degrés de liberté de la protéine par équipar- 
t,ition de l’énergie, c’est-à-dire si elle reste localisée. Elle pourrait être stockée 
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temporairement sous forme élect,roriique, niais il est également possible qu’elle 
soit localisée par effet non-linéaire et rnèrne éventiiellenient transportée sous 
la forme c1’excitat)ioris nori-linéaires. Cette hypothèse est encore controverséc 
pour les protéines inais des expériences récerites sur cles cristaux moléculaires 
possédant des liaisons analogues aux liaisons peptidiqiies des protéines ont 
niontré que le piégeage d’énergie vibrationnelle par effet non-linéaire pou- 
vait, exister dans ces systèmes rriodèles [47]. De plus, l’idée est intéressante à 
examiner, car le rnotlèle correspondant, cont,ient cies concepts de portée assez 
générale. C‘est ce qiie noiis ferons dans le chapitre 14. 

Les changements de conformation (les molécules interviennent, quarit à 
eux dans la dynarnique des prot>éiries, tout part)iculièrernent dans le fonction- 
rienierit des enzymes, niais ils sont encore pliis fon(1arnentaux pour l‘ADN car 
la lecture du code génétique rie poiirrait pas se faire sans un déroiilernerit 
local de la molécule. Cet,te ouverture locale de la double hélice deniaride la 
riiptiire (le nornheiises liaisons hydrogène (typiquement 50) et nécessite une 
grande concentrat,ion d’énergie daris une pet,ite zone de la molécule. Coniine 
il est admis que cette énergie n’est pas apportée par ties réactions chimiques, 
il est possible d’en tger im phénomène tie localisation d’énergie par noli- 
linéarité, de nianière analogue au processus d’autofocalisatioii. Le processus 
de transcriptiori d’un gèrie est, cependant très complexe car il fait intervenir 
l’interaction d’un enzyme avec l‘ADN. I1 n’est probablement pas encore acces- 
sible & la modélisation physique rriais il existe 1111 processus piirerriciit physique 
qui s’en rapproche : la formation de <( bulles de dénat,iiratioii t,lierrnique >> de 
l’ADN qui correspondent & des ouvertures locales de la doiible hélice induites 
par chauffage. L’étude de ce pliérionièrie peut être vue comme une première 
ét,ape vers la modélisation physique de la transcription et elle peut servir & va- 
lider des rriotlèles d’ADN. Nous présenterons certains développenient,s récents 
de cet,te approche d a n s  le chapitre 15. 

Un troisième problème non résolu l’heure actuelle est celui dii traris- 
port, protonique à travers ou le long des rnernbranes. Un rnécanisnie purement 
diffusif pourrait, être envisagé, rriais iiii certain nornbre de quest,ions restent 
cependant, en suspens. Coninierit ce rriécanisnie pourrait-il assurer la colié- 
rencc du transport nécessaire à iine fonct,iori biologique ‘? Comment pourrait-il 
être assez efficace pour assurer les flux de protons élevés parfois nécessaires ? 
Conirnerit expliquer les résultats expérimentaux niontrant que le transport 
de protons est pratiquement indépendant de la différence de pH de part et 
d’autre de la membrane ‘! Ce résultat n’est en effet pas compatible avec iine 
diffusiori sous l’effet d’un gradient de conccntratiori. On peut envisager un 
t,ransport le long de chaînes de liaisons hydrogène qui s’étendent, d‘un côté 
à l’autre de la rnernbrane soit parce qu’elles appartiennent à des protéines 
transmenibranaires, soit parce que certaines protéines, corrinie la graniicidine, 
forment de véritables canaux uriidirnensionriels contenant des chaînes de Ino- 
lécules d’eau. Des rriodèles faisant intervenir des nioiivements cohérents de 
protons dans les chaînes à liaisons hydrogène ont 6té proposés. Leur va1idit)é 
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dans le contexte biologique n’étant pas encore établie rious ne les présentons 
pas daris cet ouvrage Inais une introduction à ces concepts peut être trouvée 
dans la référence (1241. 

Dans toutes ces applications l’utilisation de la notion de soliton est sans 
aucun doute abusive niais elle fournit une bonne base pour le développement 
de modèles. I1 n’y a en effet guère de doute que ces processus biologiques sont 
dominés par les phénomènes non-linéaires. L’énergie rel&cliée localement par 
l’hydrolyse de 1’ATP est très importante à l’échelle moléculaire. De niènie, 
les rotations de 180” des paires de base de l’ADN rie sont manifestement 
pas des phénoniènes harmoniques. Par ailleurs la graride taille des molécules 
biologiques permet des comportenients collectifs de certains groupes d’atomes, 
de sorte que deux ingrédients fondamentaux pour l’existence des solitons, rion- 
linéarité et coopérativité, sont présents. 





Chapitre 14 

Localisation et transport d’énergie 
dans les protéines 

14.1 Le mécanisme proposé par Davydov 
On appelle protéines les longues molécules formées par une succession 

d’aniino-acides dont la structure typique est représentée sur la figure 14.1, 
le symbole R correspondant à une chaîne carbonée latérale qui dépend de 
l’arriino-acide. I1 existe 20 amino-acides différents qui s’assemblent par une 

H H 

I I 
HO ~ C- C-N- H 

II I 
O R 

FIG. 14.1 - Représentation d’un amino-acide. 

liaison dite peptidique, qui correspond à l’élimination d’une molécule d’eau 
entre la partie acide et le groupement N H .  I1 en résulte de longues chaînes 
cornportant, la répétition du même motif, comme le nioritre la figure 14.2. Ces 
chaînes se replient pour former la structure secondaire des protéines qui est 
stabilisée par la formation de liaisons hydrogène entre ces différents motifs. 
Les deux structures principales sont l’hélice-n représentée sur la figure 14.3 
et une structure en feuille appelée feuille-p. Le mécanisme de Davydov pour 
la localisation et le transport d’énergie dans les protéines concerne l’hélice-a, 
que l’on rencontre souvent dans les membranes. 

La réaction d’hydrolyse de I’ATP : 

ATP4- + H 2 0  + ATP3- + HPOq- + H +  , (14.1) 
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R2 -II O 

FIG. 14.2 - Chaîne d’amino-acides formant une portion de protéine. 

lllr 

H 

1 
I 

C 

R3 

FIG. 14.3 - Vues de dessus et de côté d’une hélice alpha naturelle (portion de la 
plus longue hélice-& de la phosphoglycerate kinase). Les lignes en pointillés corres- 
pondent aux liaisons hydrogène [ 1531. 

libère une énergie voisine de deux quanta i b  du mode de vibration de la liai- 
son C = O. Cette vibration est donc un candidat naturel pour le stockage de 
l’énergie d’hydrolyse de 1’ATP. De plus, comme l’atome d’oxygène du groupe- 
ment C = O est engagé dans une liaison hydrogène qui contribue à maintenir 
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la géométrie de l’hélice, on peut penser que l’excitation de la liaison C = 0 est 
couplée aux modes de déformation de l’hélice (modes de phonons). C’est ce 
que propose le modèle de Davydov qui considère que l’énergie transmise à la 
liaison C = O contribue à déformer localement l’hélice. Cette distorsion tend 
à modifier légèrement la fréquence de vibration de la liaison C = O excitée 
qui cesse d’être résonante avec les autres liaisons C = O du voisinage. Cela 
réduit le taux de transfert d’énergie vers ces liaisons C = O du voisinage, et 
maintient donc l’énergie d’hydrolyse de l’A TP sous une forme localisée. 

Ainsi ce processus d’auto-localisation de l’énergie fonctionne sur des prin- 
cipes tout à fait analogues à celui rencontré en optique (cf. chap. 3) : 

- l’énergie injectée dans le milieu modifie les caractéristiques du milieu ; 
- cette modification du milieu tend à renforcer la localisation. 

Cependant, il existe une différence essentielle avec le phénomène tridimen- 
sionnel de l’optique, puisque les protéines sont essentiellement unidimension- 
nelles. Le processus de contre réaction positive ne se termine donc pas par une 
divergence de la densité d’énergie, mais par la formation d’une excitation non- 
linéaire stable, de type <( soliton », et solution d’une équation de Schrodinger 
non-linéaire (NLS) ! 

14.1.1 L’hamiltonien de Davydov 
Afin de simplifier les calculs, nous allons décrire les protéines, ou plus 

exactement le niodèle proposé [42] par Davydov, en considérant le cas d’une 
seule chaîne (dans laquelle les radicaux R liés aux carbones et les hydrogènes 
latéraux ne sont pas indiqués) : 

H - N - C = O  ... H - N - C = O  ... H - N - C = O  ... . (14.2) - 
maille n du modèle 

I1 est nécessaire de tenir compte de la présence des trois chaînes parallèles 
de l’hélice-a pour déterminer les paramètres du modèle ainsi que les condi- 
tions d’existence des solitons de Davydov. On peut néanmoins obtenir une 
description approximative en triplant simplement certains paramètres du rno- 
dèle à une chaîne, et comme les idées physiques sont déjà contenues dans la 
description à une chaîne, nous nous limiterons à ce cas. 

Jusqu’à présent, lorsque nous avons étudié la dynamique des réseaux cris- 
tallins, que ce soit dans le cadre du modèle Fermi-Pasta-Ulam (FPU) ou lors 
de la description des ferroélectriques, nous avons utilisé des modèles classiques. 
Dans le cas des protéines, on ne peut pas ignorer les effets quantiques puisque 
les fréquences des niodes qui interviennent sont élevées, notamment celle de 
la liaison C = O. Ceci est renforcé par le fait que le nombre de quanta mis en 
jeu est faible, puisque l’hydrolyse de 1’ATP ne correspond qu’à deux quanta 
d’énergie de cette vibration. 

I1 faut donc considérer un hamiltonien quantique et, comme dans la niodé- 
lisation des chaînes de polymère, le plus facile est de le faire dans le cadre du 
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formalisme de la seconde quantification pour la partie concernant la liaison 
c = o. 

Cet hamiltonieri est la sornnie de trois contributions : 

- Le premier terme He,  appelé hamiltonieri d’exciton, correspond aux liaisons 
C = O. Nous noterons B:, l’opérateur création d’un quantum d’excitation 
C = O dans la maille n. L’opérateur donnant le nombre d’excitations dans la 
liaison C = O s’écrit donc B$ B,. L’énergie d’un quantum de la liaison C = O 
sera notée Eo = fWc=o, où la pulsation WC=O est de l’ordre de 1600 cm-l. 
L’haniiltonien correspondant à l’exciton est de la forme : 

He = EoB,’B, - J (B:+lBn + B,’B,+1) . (14.4) 
n 

Le premier terme correspond à l’énergie de vibration au niveau de la maille n, 
alors que le terme de couplage traduit le fait que lorsque l’on place de l’énergie 
sur un site, le système peut abaisser son énergie (le coefficient de couplage J 
étant positif) en transférant une partie de l’excitation sur les sites voisins. Le 
terme B,’+l B,, correspond en effet à la destruction d’un quantum au site n et 
à s a  création au  site R + 1. C’est donc bien un  terme de transfert d’énergie d u  
site n vers le site n + 1 et de même le terme B:B,+1 correspond au transfert 
du site n + 1 vers le site n. 

- L’liamiltonien des phonons Hph traduit les déformations de la chaîne. No- 
tons Un l’opérateur correspondant au déplacement du groupe peptidique et 
considérons uniquement son déplacement le long de la chaîne supposée uni- 
dimensionnelle. Notons P,, l’opérateur moment conjugué de Un, régi par la 
condition de commutation usuelle [Un, P,,] = ih6,,,, où 6 est le symbole de 
Kronecker habituel. I1 est important de préciser que les opérateurs correspon- 
dant à deux sites différents agissent sur des espaces d’états différents et par 
conséquent cornmutent. I1 en est de même pour les opérateurs de He bien 
évidemment. 

Dans le cadre d’une approximation harmonique, l’haniiltonien des phonons 
s’écrit 

(14.5) 

où K est la constante de couplage entre deux groupes peptidiques voisins. 
Nous avons déjà établi qu’un tel harniltonien harmonique pouvait être dia- 
gonalisé en passant dans l’espace de Fourier, c’est-à-dire en introduisant les 
modes normaux du système ; pour bien préciser les choses, nous supposerons 
que la chaîne est constituée de N mailles et nous prendrons des conditions 
aux limites périodiques. En notant a:, l’opérateur de création d’un phonon 
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de vecteur d’onde q et en généralisant les expressions habituelles rencontrées 
pour l’oscillateur harmonique, on aboutit aux expressions suivantes : 

Z2vnlN ( U T q  + a,) ’ 1 un, = -E d- fi e a ,  (14.6) 

où g est un entier vérifiant -N/2  < g 5 N / 2  et w, = 2-  I sin(ng/N)I. 

il se doit, les deux égalités suivantes : 
Les transformées de Fourier discrètes introduites ci-dessus vérifient comme 

N - 1  

q=-N/2+1 

En ternie de modes normaux, l’lianiiltonien des phonons peut se réécrire : 

(14.10) 

L’hamiltoriieri d’interaction correspond quant à lui à la partie cruciale de 
l’hamiltonien de Davydov, puisqu’il traduit la variation de l’énergie de vibra- 
tion de la liaison C = O lorsque la distance entre les groupes peptidiques est 
modifiée. Cette variation est une conséquence de la rriodificatiori de la distri- 
bution elect roriique sur l’oxygène qiiarid l’hydrogène s’approche ou s’éloigne. 
On choisit donc un terme d’interaction de la forme : 

Hznt = x (u,,+i - un) . (14.11) 
77 

Le ternie x (UTL+l - UrL)  apparaît ainsi coninie une correction à l‘énergie Eo 
de la partie H ,  de l’harnilt,oriien, le paramètre x étant positif. Le choix de 
prendre UII couplage entre les sites n3 et ri + 1, plutôt qu’une version faisant) 
intervenir le site 11- 1 ou bien une version syrriétrisée, est justifié par le fait que 
la liaison C = O est effect>iverrieiit placée entre les deux groiipw peptidiques 
T L  et, ri + 1, caractkris6s par Ur, et U n + l  respectivement. 

On peut rioter que les harriiltoriiens H,  et Hph sont purement liarrrioriiques. 
La nori-liiiéarit,é du système est introduite par IC couplage entre les degrCs de 
liberté corresporidarits aux excitons et aux phonons, dCcrit par H z n t .  
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ALEXANDER S. DAVYDOV (1912- 
1993), né à Eupatoria en Ukraine puis 
arrivé à Moscou en 1931, commença par 
travailler comme ouvrier-lustreur dans 
une usine d’automobiles, dans la pure 
tradition soviétique de l’époque. C’est à 
la faveur de cours du soir à la faculté des 
travailleurs qu’il commença sa formation 
avant de réussir avec succès ses examens 
à la prestigieuse université d’état de 
Moscou en 1933. II étudia tou t  d’abord 
la théorie statistique de la diffusion de 
la lumière en matière condensée sous la 
direction du physicien russe I.E. Tamm 
(1895-1971) qui obtint le prix Nobel 
en 1958 pour l’interprétation de l’effet 
C heren kov. 

Après avoir dirigé pendant la Seconde 
Guerre mondiale un laboratoire consacré 

aux rayons X dans une usine de fabrication d’avions, Davydov s’installa à Kiev 
pour étudier les cristaux molécuIai.res, et notamment leur absorption de la lumière. 
De retour à Moscou en 1953, il développa la théorie des excitations collectives 
dans les noyaux atomiques, avant de retourner définitivement à Kiev en 1964. 
II y mena une activité scientifique intense et mondialement reconnue, dont on 
retiendra notamment : la levée de dégénérescence de Davydov, la théorie des 
noyaux non-axiaux, et bien sûr le concept de soliton moléculaire dans les molécules 
biologiques (Photographie Larissa Brizhik). 

14.1.2 La méthode variationnelle de l’ansatz D2 
La description du transport d’énergie dans la protéine suppose la réso- 

lution d’un problème aux conditions initiales : on veut pouvoir se doririer 
une distribution des états d’excitation des liaisons C = O (en considérant par 
exemple que la liaison située à l’extrémité de la protéine est excitée localement 
par l’hydrolyse de l’A T P )  et étudier ce qu’elle devient ultérieurement. 

I1 s’agit donc de résoudre une équation de Sclirodinger dépendant du 
temps. Compte tenu de la complication de l’haniiltoriieri (14.3) et notamment 
du couplage entre les deux degrés de liberté, la résoliitiori exacte n’est pas 
possible. Différentes solutions approchées ont été proposées. Plutôt que celle 
proposée par Davydov, nous allons présenter ici la plus simple [79], connue 
sous le nom d’« ansatz Dz », qui correspond ti une méthode variationnelie. 
Le calcul revient à résoudrc l’équation de Schrodiriger dans un sous espace 
de l’espace des états. qui est d6termini. par la fornie que l’on choisit pour la 
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solution approchée. Cette solution, que nous appellerons le (( ket d’essai », 
dépend d’un certain nombre de paramètres que l’on va calculer à partir de la 
condition initiale et dont on va déterminer l’évolution temporelle. 

Les deux premiers ternies de l’hamiltonien, He et HPhi agissent sur des 
espaces différents puisque le premier agit sur les variables de la vibration 
C = O alors que l’autre agit sur les mouvements des groupes peptidiques. 
En l’absence du terme d’interaction HLnt ,  l’hamiltonien serait donc constitué 
d’une soinnie de deux opérateurs qui commutent et il serait possible d’écrire 
le ket d’état du systénie coninie le produit tensoriel 

( 14.12) 

Dans l’approximation tie l’ansatz DL, on conserve ce découplage tout en 
tenant compte du terme d’interaction. On peut donc considérer que cet ansatz 
néglige le mélange entre excitons et phonons puisqu’en général, un ket d’état 
d’un espace E, @ € p h  ne se réduit pas & un simple produit. La méthode de 
résolution consiste donc à se donner lin ket, solution approchée du problème, 
dans chacun des espaces et E p h .  

Pour la partie exciton, on choisit le ket 

(14.13) 
n 

où IO), correspond’ à un état du vide pour les excitations C = O ; cela signifie 
que quel que soit le site n que l’on considère, on aura B,IO), = O. L’opérateur 
B: crée en revanche un quantum d’excitation au site n. La probabilité que le 
nienie site soit excité par un qiiantimi d’énergie est donnée par 

ce qui précise la signification physique des coefficients uTL qui figurent dans 
l’expression de I qL). 

Nous allons faire en outre l’hypothèse que la chaîne de liaisons C = O 
n’est excitée que par un seul quantum de vibration C = O ,  ce qui donne la 
condition E, Iun12 = 1. Cornnie l’hydrolyse de 1’ATP fournit approxiniati- 
venient deux quanta, certains nnsatz plus complets ont été proposés mais les 
calculs se compliquent rapidement sans apporter d’idée réellement nouvelle 
c’est pourquoi nous ne les présentons pas. 

En ce qui concerne la partie phonon, on choisit un état cohérent de pho- 
nons, correspondant aux états quasi-classiques de l’oscillateur harmonique [63] 
dont nous rappelons brièvement les propriétés dans l’annexe C. Dans le cadre 
du modèle de Davydov, comnie l’harniltonien est une soinnie d’liarniltoniens 

1. L’6tat noté 10) correspond en fait à l’état (10)i 10)n..  . . )  lorsque l’on explicite 
tous les sites. 
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d’oscillateurs indépendants de pulsation wq, on prendra l’état cohérent sous 
la forme 

I 4 p h )  = e 10)ph (14.15) 

où 10)ph correspond à l’état du vide dans l’espace EPh, tel que Vq, u,10) = O. 
I1 est intéressant de faire apparaître explicitement les parties réelle et irna- 

ginaire du nombre complexe (uq pour chaque oscillateur en posant 

(14.16) 

où /Iq et II4 sont deux nombres réels. Le calcul direct à partir des relations 
liant Un et P, à u4 et uZq conduit à l’égalité 

(14.17) 

Les quantités P,, II,, sont liées aux Pq, II,, par la transformation de Fourier 
discrète selon les expressions 

(14.18) 

(14.19) 

On peut donc écrire 

(14.20) 

Le calcul conduit aussi aux deux égalités 

(4phlUnl4ph) = Pn ’ (14.21) 
(4phlPnl4ph) = nn . (14.22) 

Ces résultats généralisent le résultat habituel pour un état cohérent de l’oscil- 
lateur harmonique ; l’expression est cependant plus compliquée car on corisi- 
dère des oscillateurs couplés. 

Nous avons ainsi à riotre disposition un << ket d’essai )) 

I+) Ide) @ I4Ph)  > (14.23) 

dépendant des paramètres a,, doririarit l’état d’excitation de la liaison C = O, 
ainsi que des quantités ,û,, IITz, donnant la position moyenne et la quantité de 
mouvement d’un groupement peptidique. L’évolution temporelle de ce ket I$), 
déduite de la mécanique quantique, détermine l’évolution temporelle des dif- 
férents paramètres, P,(t), II,@) et a,@). 
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14.1.3 Les équations d’évolution des ,û,(t) 
Comme I$) = i4e)/4ph), et que U ,  n’agit que sur I&h), on a 

(Un) = (4% I ( 4 p h  IUnl4e) I4ph)  (14.24) 

= ($e M e )  ( 4 p h  I Un I4ph) (14.25) 

= 1 . P,(t) (14.26) 

et de même (P,) = II,. Les équations vérifiées par Pn et II, sont donc don- 
nées par les expressions quantiques habituelles pour l’évolution de la valeur 
moyenne d’une observable 

1 
dt d t  iii 

- - cKLL -($(t)l[U,,H]j.cli(t)) , 

1 
a t  dt ifi 

- - !!Q2= -(7/1(t)I[P,,H]j$(t)) 

( 14.27) 

(14.28) 

Le calcul de commutateurs est siniplifié puisque les opérateurs phonons et 
excitons agissent sur deux espaces différents et par conséquent conimutent ; il 
en est de même pour les opérateurs qui correspondent à deux sites différents. 

À partir de la valeur du commutateur 

on obtient 
1 1 

dt m m 
d(U,) = -(P,) = -rI,(t) , (14.30) 

qui donne la relation liant II,(t) et p,(t), II,(t) = m dp,(t)/dt. 

mutateur [ P , ,  Hl se réduit à 
Compte tenu des opérateurs qui commutent avec l’opérateur P,, le com- 

= Ci + C, 

Comme [P,, Un] = -2iiiU, et [P,, Un] = -ih, on obtient 

n’ ,+I - 2U,U,+1 + u,) + (U, - 2Un-lUn + u,-,)] Cl = - [P (U2 (14.32) K 
2 
K 
2 

(14.33) 

(14.34) 

= - (2i~ïU,+~ - 2ifiU, - 2iiiUn + 2iiiUn-1) 

= ZiiK (U,+l + Un-1 - 2Un) 

et 

Cz = [P,, x (U,+l - Un) B,+B, + x (Un - Un-1) B,+_,Bn-l] (14.35) 

= iiiX(B,+B, - B,+_,B,-l) . (14.36) 
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À partir de la définition (14.13)’ O K ~  a : 

(14.37) 

(14.38) 

(14.39) 

(14.40) 

(14.41) 

(14.42) 

Par conséquent, 

- -~ dnn - d(Pn) = K(Pn+l(t) + Pn- l ( t )  - 2Pn( t ) )  + x (lanI2 - Ian-1l2) . 
dt d t  

(14.44) 
En utilisant l’égalité (14.30), on aboutit finalement aux équations 

= K (Pn+i - Pn-i - 2Pn) + x (lanI2 - Ian-11~) m- . (14.45) d2Pn 
dt2 

14.1.4 Les équations d’évolution des a,(t)  

On peut obtenir un second ensemble d’équations liant les an@) et Pn(t) 
en écrivant explicitement l’équation de Schrodinger 

(14.46) 
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pour le ket d’essai que nous avons choisi et en la projetant sur les kets de 
base. En explicitant le membre de gauche, on obtient ainsi : 

( 14.47) 

Afin de simplifier le second terme, il est intéressant d’utiliser la propriété que 
les opérateurs correspondants à des indices différents cornniutent. Introduisons 
l’opérateur : 

(14.49) 

On peut donc réécrire la seconde parenthèse de l’équation (14.48) sous la 
forme : 

(14.50) 

Pour expliciter cette équation, c’est-à-dire calculer ciT,/dt, il faut mairite- 
riant calculer la dérivée de l’exponentielle avec précautions car la dérivée de 
l’opérateur qu’elle contient ne corrirnute pas avec l’opérateur lui-même. Ce- 
pendant lorsque deux opérateurs C et D commiitent avec leur conirnutateur 
[C. Dl ~ 011 peut utiliser l’égalité 

qui se réduit à l’expression usuelle eC+D = ec e D ,  valable pour des scalaires 
lorsque les deux opérateurs commutent. 

Ici, à partir de C = -z&(t)Pn/h et de D = ZII,(t)U,/h, on obtient 
l’expression du commutateur [C, D] = -iBn(t)IIn(t)/h qui conirriute bien évi- 
demment avec C et D puisqu’il se réduit à un scalaire multiplicatif. 
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On a donc : 

(14.52) 

Pour siniplifier cette expression, on réécrit le dernier terme e11 utilisant l'égalité 

e " P . u  = ~ . e a P -  [U,e"'] = U . e a P - i k a e e P  = ( U - i f i a ) ~ " ~  . (14.54) 

On obtient alors : 

En utilisant l'équation (14.55) dans (14.53)' on aboutit à : 

En introduisant cette expression dans (14.50)' il vient 

(14.58) 
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On vérifie bien que le premier ternie est un terme supplémentaire dû à 
la non commutation des opérateurs, alors que le second correspond au terme 
que l’on aurait obtenu si on avait dérivé l’exponentielle d’un scalaire. 

À partir de l’équation (14.48)’ on peut donc obtenir : 

(14.60) 

Le calcul du terme de droite de l’équation (14.46) est heureusement plus 
simple ! On a en effet : 

(14.61) 

En utilisant l’égalité 

(14.63) 

on aboutit à 

n n 

en utilisant aussi B, C k  a k ( t ) ~ L 1 0 ) ,  = a , ( t ) l ~ ) ~ .  
Écrivons maintenant l’égalité des deux équations (14.60) et (14.65)’ et 

faisons le produit par (&hl ((011(012.. . (11,. . . ( 0 1 ~ )  dont le deuxième fac- 
teur permet de sélectionner les coefficients de B: IO), dans les deux membres. 
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En tenant compte des deux équations (14.21) et (13.22). on obtient 

+ (4phlHphI4ph) an + X% (Pn+l - Pn) . (14.66) 

Le premier terme que nous noterons S provient de la compensation partielle 
des deux derniers termes de d($)/dt. 

Calculons enfin le dernier terme non explicité de l'équation (14.66) : 

Étant donné que le ket 14ph) est un produit d'états cohérents pour chaque 
indice q (cf. annexe C),  on peut utiliser l'expression suivante : 

On a également : 

(14.69) 
On aboutit par conséquent à 

W = ~ - / " , . 2 + ~ ~ i j , S 1 P q / 2 + ~ C t > u i ,  1 1 1 > (14.70) 
2m 

4 4 

qui s'écrit dans l'espace direct 

(14.71) - 
WO 

Les deux premiers termes de cette formule rappellent fortement l'énergie 
classique de vibration d'un réseau, alors que le dernier, noté Wo, est d'origine 
purement quantique et correspond à l'énergie de point zéro. 

On peut, par ailleurs, arranger la quantité S définie dans l'équa- 
tion (14.66)' & l'aide des équations du mouvement pour ," et obtenues 
précédemment, (14.30) et (14.44) : 
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En utilisant l’égalité 

(@,+I + P k - 1  - 2 P k )  Pk = - ( P k + l  - Pk):‘ . (14.73) 
k k 

on arrive finalement à 

Lorsque l’on reporte cette expression de S dans l’équation (14.66)’ on 
constate que les deux premiers termes de S annulent les deux premiers termes 
de W. I1 ne reste donc que le terme d’énergie de point zéro Wo qui corres- 
pond à une constante pour un réseau donné. On aboutit par conséquent à 
l’expression : 

da, 
(14.75) 

où le terme y ( t )  = Eo + \+‘O + C,(x/m)Pk ( luk12 - l u k - 1 1 ~ )  ne dépend pas de 
l’indice n. 

Comme c’est 1un12 qui a un sens physique, il est possible d’effectuer un 
changement de phase sur les a,  de manière à simplifier l’équation. Posons par 
conséquent : 

i h d f  = { d t )  + x (P,+l - Pn)> a, - J ( h l  + G + 1 )  ’ 

(14.76) 

En reportant cette expression dans l’équation (14.75) et après simplification 
par e”, il reste : 

da; 
dt zh- = x (/3 n + i ( t )  - P n ( t ) )  aL( t )  - J (a;- , ( f )  + a;+,(t)) . (14.77) 

La structure du dernier terme est analogue au début d’un laplacien discret (2.e.  

à une dérivée seconde), ce qui suggère d’introduire un nouveau changement 
de phase pour le compléter en rajoutant le terme - 2 4 .  En posant 

z2Jt 
aR(t) = a;(t)  e T  = a; ( t )  P ( t )  ’ (14.78) 

on obtient, après division par ~ ‘ 9 ,  

. da,: 
d t  ah- = x (0 ,+1(t) - P n ( t ) )  .;<t, - J (Q;-,(t) +a;+,@) - 2 4 3 ) )  . 

(14.79) 
Pour alléger les notations, nous omettrons désormais les ”. Les variables a:(t) 
ne diffèrent de toute manière des variables originales a,@) que par un facteur 
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de phase, et nous serons amenés à calculer seulement le carré de leur module 
qui correspond à la probabilité d’excitation d’une liaison C = O de sorte que 
la différence entre a et u” est sans importance. 

Les équations (14.45) et (14.79) sont les deux équations obtenues par Da- 
vydov à partir de l’ansatz 0 2  grâce à une approximation classique. I1 calcu- 
lait la quantité (l i /( t)IHl$(t))  à l’aide de l’arisatz 0 2  pour I$(t)), puis traitait 
l’énergie moyenne ainsi obtenue comme un << hamiltonien >> classique pour 
les variables u,(t) et Pn( t ) .  Les équations d’Hamilton-Jacobi déduites de cet 
hamiltonien H(u,, un, Pn,  IIn) redonnent en effet les deux équations (14.45) 
et (14.79). La méthode utilisée par Davydov peut donc être vue comme une 
méthode variationnelle appliquée à un problème dynamique puisque les équa- 
tions classiques extrémalisent l’hamiltoriien. 

14.2 Étude des équations de Davydov 
Le problème se résume donc à un système d’équations pour les variables 

complexes u,(t) décrivant l’état d’excitation des différentes liaisons C = O, 
et les variables réelles Pn( t )  donnant les positions moyennes des groupes pep- 
tidiques : 

lbn-l12) ’ (14.80) 

(14.81) 

I1 s’agit d’un système d’équations non-linéaires dont la solution analytique 
n’est pas connue. On peut aisément en faire une étude numérique mais nous 
allons montrer qu’il est également possible de comprendre le mécanisme du 
soliton de Davydov en cherchant une solution approchée dans le cadre d’une 
approximation adiabatique : elle consiste à négliger le retard du réseau à 
s’adapter à la présence de la vibration C = O sur le site n. I1 faut bien voir 
qu’il ne s’agit pas de faire l’approximation que le réseau suit la vibration ; la 
fréquence d’oscillation de la liaison C = O est beaucoup trop grande par rap- 
port aux fréquences des phonons pour que cette approximation soit réaliste. 
En revanche, lorsque l’excitation de la liaison C = O passe d’un site au site 
voisin, on suppose que la déformation locale du réseau autour de la liaison 
C = O excitée se produit sans délai après ce transfert. 

En négligeant par conséquent l’inertie des phonons dans l’équation (14.80), 
c’est-à-dire la dérivée seconde temporelle, on obtient 

dont une solution est 

(14.83) x 2  

K ( P , + l  - Pn) = -- lunl . 
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En reportant cette expression daris l’équation (14.81)’ on aboutit à : 

ah- dt = -.I (an+i + an-1 - 2 4  - -lani x2 K 2 a, . . da, 
(14.84) 

On retrouve par conséquent une nouvelle fois l’équation de NLS, avec une non- 
linéarité contrôlée par le couplage entre la vibration C = O et les phonons ; il 
est intéressant de noter que le signe du couplage x est sans importance. 

Néanmoins, nous avons obtenu ici une version discrète de l’équation de 
NLS, rencontrée auparavant. Cette équation n’est pas soluble de manière 
exacte, contrairement à l’équation très voisine suivante : 

X 2  
),+I + $n- i  - 2$n) ~ -1$,l2 ($,+I + $n-i) , (14.85) 

connue sous le nom d’équation d’Ablowitz-Ladik. Ces deux équations donne- 
ront dans la limite des milieux continus, au premier ordre, la même équation 
de NLS. L’équation d' Ablowitz-Ladik, totalement intégrable, peut cependant 
être utilisée comme point de départ pour un calcul de perturbations utilisant 
la méthode inverse. 

Revenons maintenant à l’équation (14.84)’ dans le cadre de l’approxima- 
tion des milieux continus. En utilisant les notations désormais usuelles, on 
obt ierit 

. d$n d- = - J ( ? /  
2K dt 

i-+P-+Qjal da  d2a  2 u = O  , 
d t  8x2 

dont la solution statique est 

(14.86) 

contrairement au cas général de l’équation de NLS dans lequel l’aniplitude 
du soliton est un paramètre libre, il faut ici tenir compte de la condition 
E, lan12 = 1, qui exprime que l’on a excité un quantum de vibration C = O. 
Elle correspond dans l’approximation des milieux continus à 

conduisant à a0 = d-12. 
La solution de l’équation (14.86) s’écrit donc finalement : 

la(x,t)l = - x 2  sech2 (2 4 K J  x) . 
8KJ 

(14.89) 
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Comme nous l’avons déjà vu, la largeur du soliton L = 4KJ/x2  est I’élé- 
nient qui déterminera si l’excitation est susceptible de se déplacer dans le 
réseau. En effet, si le soliton est trop étroit, il sera piégé par les effets de 
discrétisatiori, coinnie nous l’avons vu pour les kinks de l’équation de Frenkel- 
Koritorova (FK) ou du modèle qh4. Le traitement du piégeage par la discréti- 
sation est cependant ici nettenient plus conipliqué à cause de la dynamique 
interne du soliton et l’on ne connaît pas la condition exacte de piégeage. Ce- 
pendant, les simulations numériques montrent que la condition intuitive que 
le soliton tend à se piéger quand sa largeur est de l’ordre de grandeur du pas 
du réseau reste valable. 

Pour revenir au problème initial de la localisation de l’énergie dans les 

La valeur de la constante de couplage K du réseau de phonons peut 
être obtenue expérimentalement à partir des courbes de dispersion de 
phonons, que l’on détermine par diffusion inélastique des neutrons par 
exemple. Cette valeur n’est cependant par encore très précise et le rôle 
du couplage entre les trois hélices de la protéine reste à clarifier. On 
admet généralement que K appartient à l’intervalle [39 58,5] N/m, 
lorsque l’on tierit compte des trois chaînes parallèles. 

protéines, il faut estimer les valeurs des différents paramètres : 

Les valeurs de J ont été obtenues par le calcul des interactions dipolaires 
entre liaisons C = O voisines. On retient généralement la valeur J = 
1’55. loWz2 J. 

La constante de couplage exciton-phonon x est le paramètre le plus 
difficile à déterminer, car on la déduit de la dépendance en tenipéra- 
ture des modes de vibration C = O étudiés par spectroscopie Ranian ou 
infra-rouge, ou bien à l’aide de calculs ab-initio. Ces derniers sont cepen- 
dant très difficiles en raison de la nécessité de se limiter à un tout petit 
segment de molécule et de tronquer les bases choisies pour les fonctions 
d’onde. Or. en présence de liaisons hydrogène, les troncatures perturbent 
souvent sigriificativernent les résultats. On considère généralenierit que 
x appartient à l’intervalle [35 621 . N. 

Ces estiniations, considérées conime les meilleures dont on dispose actuel- 
lement [139], doivent être associées & la valeur de la masse m = 5’7. kg 
lorsque l’on tient compte des trois groupements peptidiques situés sur les trois 
chaînes. Ces valeurs permettent d’obtenir une largeur du soliton L comprise 
entre 6 et 30 mailles de la cliaîrie peptidique. Par conséquent, eri admettant ces 
estiniations, on pourra considérer que les effets de discrétisation seront faibles 
et que le soliton de Davytlov peut effectivement correspondre à un {( paquet 
d’énergie >> qui se propage le long la molécule. 
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14.3 Le soliton de Davydov existe-t-il? 
Les calculs que nous venons de présenter ne suffisent évidemment pas à 

démontrer l’existence du soliton de Davydov. Plusieurs questions subsistent 
en effet : 

i) Quelle est la validité de l’ansatz Dz utilisé pour I $ ) ?  De nom- 
breuses tentatives ont été effectuées pour aller au delà de cet l’ansatz en 
partant de fonctions plus complètes. Ainsi, plutôt que de se limiter à un pro- 
duit tensoriel, il est possible d’autoriser le mélange exciton-phonon. On peut 
également considérer plus d’un quantum d’énergie de vibration de la liaison 
c = o. 

Ces calculs changent les résultats de manière quantitative, mais ne boule- 
versent pas les conclusions du modèle plus simple que nous avons présenté. La 
critique la plus sérieuse du modèle de Davydov ne se porte pas sur ce point 
bien que des résultats de D. Brown et al. [154] aient mis en évidence que la 
solution de Davydov est très grossière. 

ii) Quel est le rôle des fluctuations thermiques? C’est une critique 
beaucoup plus sérieuse et le problème n’est pas encore résolu. La localisa- 
tion d’énergie nécessaire à l’existence du soliton de Davydov repose sur une 
distorsion locale du réseau, que les fluctuations thermiques ont tendance à 
moyenner irrémédiablement. Par conséquent de trop grandes fluctuations dé- 
truisent la stabilité du soliton. C’est tout particulièrement ici que la valeur 
du paramètre x et le détail de l’arisatz deviennent importants de sorte que 
les choix des différents auteurs expliquent les résultats contradictoires qu’ils 
obtiennent parfois. Le traitement quantitatif des fluctuations t,herrniqiies daris 
un système quantique aussi complexe que l’hamiltonien de Davydov est encore 
un problème ouvert. 

iii) Est-il effectivement possible de créer un soliton à partir d’une 
excitation localisée à une extrémité de la protéine à la suite de I’hy- 
drolyse de l’ATP? L’équation de NLS discrète (14.84) possède aussi des 
solutions non localisées dans la limite linéaire. Lorsque le norribre de mailles 
est suffisamment important dans la protéine, on peut également satisfaire la 
coridit,ion E, la,l2 = 1 tout en gardant les amplitudes a,  faibles. 11 est donc 
tout à fait légitime de se deniarider si l’énergie aura effectivement tendance à 
se localiser Spontanément pour former un soliton. Dans le cas de l’équation 
de NLS continue (3 .25 ) ’  l’étude montre qu’il existe un seuil pour la nornie 
Jdz1$12 au delà duquel le système localise spontanément sori énergie pour 
former des solitons. C’est une question très difficile dans le cadre des systèmes 
discrets puisqu’une discrétisation faible change qualitativement les résultats. 

Cependant, en ce qui concerne les applications biologiques, la localisation 
spontanée de l’énergie n’est pas nécessaire puisque l’énergie d’hydrolyse de 
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l’A TP est a priori fournie localement. Les simulations numériques montrent 
que, si l’on se situe dans le domaine de paramètres où le soliton existe, une 
condition initiale localisée sur une maille peut évoluer spontanément en un 
soliton, plus un rayonnement de faible amplitude, de sorte que la plus grande 
partie de l’énergie fournie par l’hydrolyse de 1’ATP restera bien localisée. 

Les calculs actuels ne permettent donc pas de répondre avec certitude à 
la question de l’existence du soliton de Davydov. Seule une expérience pour- 
rait trancher niais jusqu’à présent l’observation du transport d’énergie par 
un mode localisé n’a pas pu être réalisée. Une approche qui a été envisa- 
gée est de fixer des chromophores aux deux extrémités d’une hélice. Ce sont 
des molécules qui réalisent une conversion entre l’énergie lumineuse et celle 
de vibration, à l’aide de transfert d’énergie entre leurs niveaux électroniques 
et leurs niveaux vibrationnels. Le premier chromophore, excité par un laser, 
permettrait d’injecter de l’énergie vibrationnelle à l’extrémité d’une hélice. Si 
cette énergie se propage tout en restant localisée, sous la forme d’un soliton 
de Davydov, on devrait pouvoir détecter une émission retardée au niveau du 
deuxième chroniophore situé à l’autre extrémité. 

L’expérience est cependant très délicate puisque l’on travaille au niveau 
moléculaire, et qu’il est difficile d’exciter une extrémité sans toucher l’autre. 
On peut résoudre (( simplement >) ce problème, en utilisant deux chromophores 
différents, et sensibles à des longueurs d’ondes différentes ; il faut cependant 
réussir à les fixer de manière satisfaisante sur l’hélice de la protéine, et il faut 
que l’efficacité des transferts d’énergie entre les chromophores et la protéine 
soit suffisante. 

À défaut du transport par soliton; la localisation d’énergie par effet non- 
linéaire selon un mécanisme analogue à celui qui donne naissance au soliton 
de Davydov a pu être mise en évidence expérimentalement sur un système 
modèle. le cristal d’acétanilide. 

14.4 Un système physique modèle : 
le cristal d’acétanilide 

L’étude expérimentale des protéines est difficile en raison de leur structure 
complexe, d’une part, et de la faible longueur des hélices CI: qui ne constituent 
qu’une partie de la protéine, d’autre part. Elles n’ont pas de structure par- 
faitement périodique comme on en a fait implicitement l’hypothèse dans la 
description que nous venons de présenter. Cela complique beaucoup les études 
par spectroscopie ou par diffraction de neutrons. 

Une suggestion de Giorgi0 Careri a été de chercher des cristaux à liai- 
sons hydrogène ayant des structures voisines de celles des protéines. C’est 
notamment le cas de l’acétanilide de formule (CH3 - CO - N H  - C G H ~ ) ~ ,  
représentée sur la figure 14.4. La structure cristalline fait apparaître des 
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H 

FIG. 14.4 - Représentation schématique de la maille d’acétanilide. Les liaisons en 
pointillés entre H et O correspondent aux liaisons hydrogène. 

chaînes à liaisons hydrogène, dont la géométrie est voisine de celles des pro- 
t éines. 

Bien que l’interprét,at,ion des premières expériences ait été discutée 
pendant longtemps, des expériences récentes de spectroscopie (( pornpe- 
sonde ?) [47], qui permettent l‘observation exclusive des effets non-linéaires, 
ont montré que l’auto-localisatiori de l’énergie existait bien dans un crist>al 
d’acétariilide, mais que le mécanisme était plus compliqué que dans le cas du 
soliton de Davydov car il concerne, non seulement la liaison C = O, niais aussi 
la. liaison N - H .  

La première expérience qui a at,tiré l’att,erition sur les particularités de la 
dynamique de l’acétanilide a été l’observation de la variation avec la tenipé- 
rature de son spectre infra-rouge dans la zone des I600 crri-’, réalisée par G. 
Careri, représentée sur la figure 14.5. Dans cette zone, on observe un niode à 
1665 cni-’ correspondant à l’élongation des liaisons C = O, et peu dépendant 
de la température. On peut cependant noter également la présence d’un riiode 
à une fréquence légèrement inférieure (environ 1 650 c n -  ’). Si sa fréquence 
ne varie pas avec la ternpératiirt:, son aniplit,ude décroît, fortement avec elle. 
I1 est airisi très intense pour une t,erripérature de 10 K ,  mais a prat,iqiienient 
disparu à 300 K. Aucune interprétation <( conventionnelle ?? rie peut expliquer 
ce phénoniène puisque, si le fait que l’amplitude des modes décroît avec la 
tenipérature est line conséquence classique de l’liarmonicité en spect>roscopie, 
la fréquence ciil rnode devrait être également affectée. 
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FIG. 14.5 ~ Spectre d’absorption infra-rouge de l’acétanilide pour différentes tem- 
pératures (d’après la référence [ 3 5 ] ) .  

Des expériences récentes, effectuées daris le groupe de P. Hanini [47] ont 
permis de montrer que le mode (( anormal )) est bien un mode localisé par 
auto-localisation via un couplage entre la vibration de la liaison C = O et un 
mode de phonon. L’observation est faite par une niéthode (( pompe-sonde ». 
Urie première impulsion laser (la << pompe D) excite le système et une seconde, 
la (( sonde )) observe son comportement après un délai variable. Cette méthode 
élimine totalement la réponse des modes purement liarrnoriiques. La réponse 
du système est en effet proportionnelle au carré de l’élément de matrice du 
rnornerit dipolaire p du système observé pris entre l’état initial et l’état final 
d’une transition. La pompe prend l’oscillateur harmonique dans son état fori- 
darnerital 10) et l’amène daris l’état 11). La réponse du système à ce signal est 
proportionnelle à ( O l p  l)2. L’inipulsion de sonde, qui suit avec un petit délai, 
agit sur le signal dans l’état 11) et peut provoquer soit sa désexcitation stirnu- 
lée avec la probabilité de transition (OIpLj1)’ soit son excitation vers le niveau 
12) avec une probabilité de transition (1 1 ~ 1 2 ) ~ .  L’expérience mesure la diffé- 
rerice entre le signal avec l’onde de pompe et sans cette onde, qui comporte 
donc trois contributions : 

~ une absorption sous l’effet de la sonde (contribution négative) propor- 
tionnelle à ( 1 1 4 2 ) ~ ~  affectant les molécules excitées à l’état 11) par la 
pompe ; 
une contribution positive due à l’émission stiniulée de ces mêmes oscil- 
lateurs qui ont @té excités par la pompe, proportionnelle à (OIp/1)’ ; 
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- une autre contribution positive proportionnelle à (0 jp  1)2 provenant de 
la diminution de la population de l’état 10) sous l’effet de la pompe. I1 
y a moins d’absorption (qui serait une contribution négative) du signal 
de sonde dans l’état avec pompe que dans l’état sans pompe, ce qui 
donne bien la contribution positive indiquée quand on fait la différence 
des signaux. 

Conirrie le niornent dipolaire de l’oscillateur est proportionnel à sa coordon- 
née de position, il est facile de vérifier à partir des propriétés de l’oscillateur 
harnionique quantique que ( 1 1 ~ 1 2 ) ~  = 2(01p11)2. de sorte que les deux contri- 
butions positives sont exactenient compensées par la contribution négative. 

Cette technique spectroscopiqiie est donc parfaitement adaptée à la détec- 
tion d’effets non-linéaires puisque la contribution linéaire est nulle. De plus, 
l’analyse de la contribution nori-linéaire permet de calculer un e taux de par- 
ticipation >> qui indique le degré de localisation du niode. L’idée est que, pour 
une intensité de signal donnée, si elle provient d’un état délocalisé sur N rnolé- 
cules, l’amplitude au niveau de chacune est V% fois plus petite que si un seul 
site était excité. Ainsi le mode délocalisé est plus près du cas harmonique. Les 
mesures montrent sans ambiguïté que le mode d 1 665 cIri-I est parfaitement 
délocalisé (correspondant ii un mode de phonon ordinaire) tandis que le niode 
à 1650 c111-l est localisé. 

I1 est possible d’analyser ces résultats par une théorie analogue à celle du 
soliton de Davydov dans les protéines. On peut comprendre l’idée aisément 
en raisonnant à partir des propriétés de l’équation de NLS pour un réseau 
et en s’aidant de la figure 14.6. I1 existe non seulement les niodes linéaires 
di1 système, situés dans la baride d’excitons (pour reprendre la d6noniination 
habit uellernent utilisée pour les protéines), niais aussi des modes nori-linéaires 
situés daris la bande interdite. Le niode situé i 1650 c1n-l correspond ti un 
tel niode, localisé par effet rioii-linéaire. 

FIG. 14.6 Représentation de la relation de dispersion de l’équation de NLS. La 
courbe continue correspond aux modes optiques C = O alors que le symbole O re- 
présente la position du niode localisé non-linéaire. 
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La décroissance en température de l’amplitude de ce pic s’explique par 
le fait que sa localisation nécessite un mouvement cohérent du réseau qiii 
est détruit lorsque les fluctuations thermiques sont trop importantes. En re- 
vanche, il n’y a pas de dérive de la fréquence puisque celle-ci est fixée par la 
condition de normalisation E, lan12 = 1. 

L’interprétation quantitative se fait par un hamiltoriieri analogue à celui 
de Davydov, avec tout d’abord, la contribution des excitons 

He = - J (B,’++, + B;B,+i) , (14.90) 
n 

comme pour le modèle de Davydov. Celle due aux phonons est choisie de la 
forme : 

(14.91) 

Elle correspond à des oscillateurs localisés comme dans le modèle d’Einstein 
de physique des solides. Ils correspondent à un mode optique (de fréquence 
non nulle pour un vecteur d’onde nul, coniine sur la figure 14.6) dont 011 

néglige la dispersion, ce qui permet d’écrire l’hamiltoriien de phonons comme 
une somme d’hamiltoriieiis d’oscillateurs indépendants. Enfin, l’hamiltonien 
d’interaction est décrit simplement par 

Hi = CynUnB:Bn . (14.92) 
n 

On peiit alors conduire un calcul analogue à celui présenté daris le cadre 
du modèle de Davydov, mais en prenant pour Iq5e), les états cohérents associés 
aux oscillateurs locaux au lieu de devoir travailler avec leurs amplitudes aq et 
a: daris l’espace de Fourier. Le calcul aboutit à nouveau ti line équation de 
Schrodinger discrète, 

(14.93) 

Conirne les paramètres rie permettent pas de jiistificr l’approximation des rni- 
lieux continus, il est inutile de fairo Ir. orid cliarigeriieiit de phase (14.78) qui 
permettait de faire apparaître mie dérivée spatiale disrrète. L’équation décrit 
l’évolution de CL; = a,  ezb20t.  oii 120 correspond à la. pulsation du mode d’exci- 
ton non localisé (crliii à l‘origiric du pic sitiié 1665 c n - ’  sur la figure 14.5) . 
le facteur de phase est utile pour l’nrialvse de la r6ponse infra-rouge puisqu’il 
dbtermirie l’évolution temporelle dc l’excitation. 

I1 est possible d’obtenir ime soliit iori nori propagative de l‘bquatiori (14.93) 
en la cherchant sous la forme 
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en supposant les & indépendants du temps. On recherche alors l’ensemble de 
ces valeurs q5n sous la forme d’un vecteur colonne, ce qui conduit à l’équation 
aux valeurs propres suivantse : 

6 (14.95) 

où l’on a introduit le paramètre Q = xO/K 
C’est une équation matricielle non-linéaire puisque la matrice tridiagonale 

fait intervenir les ternies 1<6%12. Elle peut être résolue de nianière itérative, en 
se donnant un jeu initial de valeurs des 4, tenant compte de la condition 
E, i & i 2  = 1, puis en cherchant un vecteur propre norrné de la matrice, qui 
donne un nouveau jeu de valeurs à l’itération suivante, et une première 
évaluation de la valeur propre 6. On continue ce processus itératif jusqii’à 
convergence, ce qui donne finalement la valeur du décalage de fréquence y 
entre le niode exciton à 1665 cm-’ et le mode localisé à 1650 cm-’ et la 
distribution des amplitudes &. 

Dans le cas de l’acétanilide niais aussi de protéines différentes, il est pos- 
sible d’étendre cette approche pour traiter le couplage entre un exciton et 
plusieurs modes de phonons. On obtient alors à nouveau des équations de 
NLS discrètes comme précédemment, mais avec des termes de couplage net- 
tement plus compliqués. Leur équivalent matriciel fait intervenir des matrices 
qui  ne sont plus tridiagonales comme l’était celle de l’équation (14.95). Ces 
équations NLS discrètes généralisées sont connues sous le nom d’équation de 
self-trapping et correspondent par conséquent à une généralisation très utile de 
l’équation de NLS [49]. Dans le cas de l’acétanilide, les expériences montrent 
par exemple qu’il n’y a pas que le mode de vibration C = O qui est concerné. 
Le mode N - H ,  qui est lui aussi impliqué dans la liaison hydrogène coniine 
le montre la figure 14.4, présente également des satellites non-linéaires cor- 
respondant à des modes localisés. Leur structure est mèrne bien plus riche 
puisque 9 modes satellites ont été observés, correspondant à neufs états d’ex- 
citation du niode auto-localisé [48]. Cette expérience a montré également que 
la désexcitation de ces modes non-linéaires est 20 fois plus rapide pour l’acéta- 
nilide en solution dans l’acétone que pour la fornie cristalline, montrant le rôle 
de l’organisation périodique du cristal qui intervient par ses phorioris comme 
le calcul nous l’a montré. 





Chapitre 15 

Dynamique non-linéaire 
et physique statistique de l’ADN 

A CÉLÈBRE DÉCOUVERTE de la structure en double hélice de l’ADN a at- L tiré l’attention sur la relation entre structure et fonction pour les molécules 
biologiques. I1 faut cependant se garder de considérer l’ADN coninie une mo- 
lécule dont la structure est figée. En fait, la molécule d’ADN est un objet très 
dynamique, qui est constanirrierit agité de mouvements de très graride arripli- 
tude que l’on peut mettre en évidence expérirrieritalernerit, et qui jouent un 
rôle essentiel daris sori fonctionnement. Comprendre et modéliser cette clyna- 
niique très nori-linéaire est une question intéressante pour le physicien, et les 
rriodèles peuverit ensuite être utilisés pour répondle & des questions d’intérêt 
biologique. 

Daris ce chapitre nous allons introduire un modèle très simple de l’ADN. 
Nous verrons qu’il permet déjà de décrire des propriétés très importantes de 
la molécule. Mais bien entendu, quarid on établit ce genre de modèle, il faut 
pouvoir en déterminer la validité en comparant ses prédictions avec l’expé- 
rience. Daris le cas de l’ADN, la plupart des expériences sont des expériences 
biologiques, inettarit en jeu des processus complexes et l’interaction de l’ADN 
avec d’autres molécules, riotaninierit des enzymes. I1 n’est pas encore possible 
à l’heure actuelle de donner une description physique satisfaisante de ces pro- 
cessus biologiques et donc de les utiliser pour comparer modèle et expérience. 
Mais il existe un processus piirernerit physique qui peut servir à tester la 
validité d’un modèle d’ADN et à en calibrer les paramètres : il s’agit de la 
dénaturation thermique de l’ADN qui correspond la séparation de ses deux 
brins par chauffage. Nous allons donc étudier coninient le modèle que nous iri- 
troduisoris pour la dynamique de l’ADN peut aussi permettre d’analyser cette 
expérience de dénaturation. Cette partie nous offrira l’occasion d’introduire 
des méthodes de physique statistique et de montrer coninient la notion d’ex- 
citation non-linéaire peut servir à étudier les propriétés thermodynamiques 
d’un système. 
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15.1 Un modèle simple pour l’ADN 

15.1.1 Structure statique de l’ADN 
La découverte de la structure de l’ADN a été publiée en avril 1953 dans un 

article de J.D. Watson (1928-) et F.H.C. Crick (1916-) [155]. I1 est intéressant 
de noter que cette structure a été obtenue par modélisation et ne résulte pas 
directement d’une détermination par analyse quantitative d’un diagranime 
de diffraction des rayons X. Watson et Crick ont bien entendu utilisé les 
données expérimentales de M.H.F. Wilkins (1916-) et R.E. Franklin (1920- 
1958)’ qui les avaient convaincus que la structure était hélicoïdale, mais c’est 
en construisant un modèle réel des groupements chimiques coniposant l’ADN 
qu’ils ont eu l’idée de la structure correcte de la molécule. C’est en particulier 
le modèle qui leur a suggéré l’appariement spécifique des paires de bases, 
maintenant appelé l’appariement de Watson-Crick. 

L’acide désoxyribonucléique (ADN) est un polymère de grande taille. Le 
génome humain a plus d’un mètre de long quand il est totalement déroulé 
et que l’ADN des chroniosomes est mis bout à bout. La molécule d’ADN qui 
constitue chacun de nos 46 chromosomes a, elle, une longueur de quelques 
centimètres. Cette molécule est si grande que, comme nous le verrons, elle 
peut être manipulée individuellement dans certaines expériences. 

La figure 15.1 montre que la molécule est constituée de deux hélices qui 
s’enroulent l’une autour de l’autre. Les brins qui les constituent comportent 
une succession de nucléotides formés d’un groupement phosphate PO4 et d’un 

FIG. 15.1 - Représentation 11531 de la structure de l’ADN à partir d’une séquence 
(111D) extraite de la <<Protein Data Bank n (www.rcsb.org.pdb). (a) court segment 
de la double hélice dans lequel les atomes sont représentés approximativement à 
leur taille réelle. (b) Représentation schématique montrant le détail interne de la 
structure, et en particulier la structure des bases qui joignent les brins externes et 
qui contiennent le code génétique. 

http://www.rcsb.org.pdb
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cycle organique formant un sucre (désoxi-ribose). Chaque sucre est associé à 
un groupement basique. Il existe 4 bases possibles : adénine, cytosine, guanine 
et thymine, notées A, C, G, T. 

Les séquences de liaisons simples entre nucléotides successifs le long d’un 
brin confèrent au squelette une certaine flexibilité puisque les rotations de tor- 
sion autour de ces liaisons sont libres. Cette flexibilité est néannioins restreinte 
par la configuration tridimensiorinelle que prend l’ADN. Les deux chaînes po- 
lypeptidiques forment en effet deux hélices reliées par les liaisons hydrogène 
entre les bases qui s’apparient, c’est-à-dire entre guanine et cytosine d’une 
part, et entre adénine et thymine, d’autre part. C’est cet appariement par- 
ticulier que Watson et Crick ont découvert en construisant un modèle de la 
molécule. I1 a la propriété que les groupements possibles A - T et G - G ont 
des dimensions très voisines assurant airisi une longueur quasiment constante 
aux (( barreaux de l’échelle )) qui constituent la double hélice. Cette condi- 
tion permet la régularité de la structure hélicoïdale bien que la séquence des 
paires de bases soit variable. Le diamètre de l’hélice est d’environ 20 A, deux 
bases successives sont séparées par 3’3 A le long de l’axe, et l’hélice comporte 
approximativement 11 paires de bases par tour. 

L’appariement de Watson-Crick implique que la double hélice possède une 
structure complémentaire daris les briris qui la corriposerit. Les deux brins 
maintenus entrelacés contiennent chacun la même information et c’est cette 
structure spécifique qui est mise à profit pour la transmission du patrimoine 
génétique lors de la division cellulaire pour la reproduction d’un organisme. 

Uri facteur important de stabilisation de la structure résulte de I’empile- 
ment des bases qui constituent des groupements chimiques en forme de pla- 
teaux. Les interact,ions entre bases sont de deux t,ypes : 

- celles liant deux bases d’une même paire sont des liaisons hydrogène ; 
- celles liant les bases le long des brins sont des interactions d’empilement 

provenant du recouvrenient entre les électrons 7r des cycles constituant 
les bases cornnie schématisé sur la figure 15.2. 

Les deux types d’interactions entre bases peuvent être étudiés expérirnen- 
talement et ont été l’objet de recherches détaillées, notamnierit pour l’étude du 
code génétique. Enfin, il y a de plus toute une variété d’interactions électrosta- 
tiques qui concourent à déterrriiner et stabiliser la structure. Par exemple les 
phosphates fortement chargés se repousseraient assez fortjement, pour conduire 
à une séparation des deux brins si cette répulsion électrostatique n’était pas 
écraritée par la présence d’ions positifs daris une solution d’ADN ou daris le 
liquide intra-cellulaire. 

15.1.2 Les différents processus dynamiques 

Lorsqu’on examine la structure de la molécule (cf. fig. 15.1(a)), on constate 
que le code génétique porté par les bases est bien protégé à l’intérieur de la 
double hélice, ce qui est certainement favorable pour éviter qu’il soit aisément 
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FIG. 15.2 ~ Formule d’une paire de bases de l’ADN (T - A)  et représentation sché- 
matique de la géométrie correspondant à l’empilement de deux paires de bases (en 
gris foncé). L’interaction des électrons 7r (en gris clair) détermine l’énergie d’empi- 
lement. Les traits forts sur la formule correspondent aux liaisons reliant la paire de 
bases aux brins constituant la double hélice. 

altéré, mais c’est aussi une sérieuse limitation quand on doit << lire )) ce code, 
c’est-à-dire effectuer des réactions chimiques mettant en jeu les bases. L’ac- 
cès ii l’information contenue dans la double hélice d’ADN n’est possible que 
parce que l’hélice peut s’ouvrir localement. La structure n’est pas figée mais 
au contraire très dynamique. On peut distinguer différents types de mou- 
vements : ceux qui interviennent dans la réplication et la transcription, et 
des fluctuations de grande amplitude, connues des biologistes sous le nom de 
<< respiration de l’ADN )) qui se produisent à tout instant. On peut y ajouter 
la dénaturation thermique, qui est un processus purement physique dû au 
chauffage de la molécule qui conduit à la destruction de la double hélice. 

Réplication et Transcription 

I1 faut distinguer ces deux phénomènes qui impliquent tous les deux une 
ouverture de la double hélice pour donner accès au code génét,ique. La répli- 
cation recopie complètement l’information génétique en ouvrant la molécule 
coniine une e fermeture à glissière )) (cf. fig. 15.3). La transcription correspond 
à la lecture d’un seul gène, c’est-à-dire de quelques centaines ou milliers de 
paires de bases. Elle est initiée par un enzyme, 1’ARN polymérase qui se fixe 
sur l’ADN pour synthétiser 1’ARN messager. Cette activation aboutit, après 
une suite d’événements intermédiaires, à une dénaturation locale de la double 
hélice (étendue sur 10 à 20 bases), qui est l’étape limitarite de la transcription. 
Cette ouverture se propage ensuite le lorig du gène, exposant successivement 
toutes ses bases (cf. fig. 15.3). 
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FIG. 15.3 ~ Représentation schématique de la réplication (à gauche) et de la 
transcription (à droite). 

La << respiration )) de l’ADN 

Puisque la structure des macromolécules biologiques est stabilisée par 
des interactions faibles, on peut s’attendre à des fluctuations importantes, 
dues aux mouvements thermiques. L’existence d’états ouverts temporaires de 
l’ADN et de certaines doubles hélices synthétiques de polynucléotides a été 
démontrée à l’aide de mesures d’échanges de proton. Les paires de bases se sé- 
parent réversiblement, en exposant les protons des nucléotides à des échanges 
avec ceux du solvant, puis se referment. Ces états ouverts existent en grand 
nombre daris la double hélice, même à la température ambiante. 

L’exploration expérimentale du mouvement des bases repose sur la dif- 
férence de réactivité vis-à-vis d’un agent extérieur d’un groupement appar- 
tenant à une paire de bases fermée ou ouverte. La réactivité chimique des 
azotes cycliques et des groupes amino de l’ADN pour le formaldéhyde, celle 
des azotes cycliques de l’uridine et du poly(rA)-poly(rU) pour le mercure, ont 
été utilisées. La fraction du temps pendant laquelle les groupements réactifs 
sont exposés, z.e. la constante de dissociation des paires, est déterminée par 
comparaison avec la réactivité de mononucléosides isolés. 

L’échange des protons des liaisons hydrogène inter-bases fournit une nié- 
thode plus directe et non perturbatrice pour étudier le mouvement des bases. 
I1 peut être suivi par le marquage au tritium (mesuré alors par radioactivité) 
ou par le marquage au deutérium (niesuré par des niéthodes optiques compa- 
tibles avec les cinétiques rapides). Ces techniques ont été utilisées pour étudier 
l’échange des protons dans des homopolymères d’ARN ou d’ADN et dans des 
fragments d’ADN naturel. La résonance magnétique nucléaire (RMN), qui 
est capable d’identifier les protons échangeables et de mesurer leur vitesse 
d’échange, est maintenant utilisée dans la majorité de ces études. 

Au début des années 1980 des mesures par RMN 129, 73, 1091 ou 
Raman [119, 1491 ont révélé la présence de mouvements oscillants de basse 
fréquence et de longue durée de vie dans la molécule d’ADN. Ces mouvements, 



336 Physique des solitons 

comparés à une respiration (le terme <( breathing >> a été utilisé pour la pre- 
mière fois par P.H. Von Hippel), ont été par la suite l’objet d’études théoriques 
par le groupe de Prohofsky [128, 1291 qui a montré que les breathers peuvent 
être, soit fortement localisés, soit répartis sur une zone étendue de la molécule. 
S’inspirant de la théorie des solitons et plus particulièrement des breathers, 
il avança l’idée que, puisqu’un tel mode peut être créé par un apport d’éner- 
gie très faible, les breathers pourraient être à l’origine de la localisation de 
l’énergie dans la molécule et conduire à la dénaturation locale. Notre objectif 
est de développer une explication théorique et descriptive de ces (( bulles >) de 
dénaturation et d’étudier leur dynamique. 

- 
Température 

FIG. 15.4 ~ Représentation schématique de la dénaturation thermique. 

La dénaturation thermique 

Alors que les mouvements précédents étaient des mouvements naturels de 
l’ADN dans son environnement biologique, la dénaturation thermique est pro- 
voquée par une action extérieure. Ce processus d’ouverture peut être produit 
expérimentalement en modifiant le pH (pour ioniser les bases) ou en chauffant, 
même légèrement, une solution d’ADN, puisque l’énergie thermique du mou- 
vement moléculaire provoque la rupture des liaisons hydrogène. La figure 15.4 
représente schématiquement la dénaturation : des ouvertures locales appelées 
<( bulles de dénaturation >> apparaissent de manière localisée, grandissent et se 
combinent pour former des bulles plus grosses jusqu’à ce que les deux brins 
soient totalement séparés (1361. 

Cette dénaturation se produit sans rompre les liaisons covalentes formant 
les brins et liant les bases entre elles. Les différents facteurs responsables de 
la déstabilisation de la structure en double hélice créent des perturbations 
qui augmentent l’amplitude des fluctuations autour des valeurs moyennes des 
différents paramètres de l’hélice, conduisant à la rupture des ponts hydrogènes 
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et à l’affaiblissement des interactions d’empilement, puis au changement de 
conformation (état natif/état dénaturé). La stabilité de la double hélice, i. e. 
sa résistance A la dénaturation, dépend de sa séquence : les séquences riches 
en G - C ont une plus grande résistance à la dénaturation que celles riches 
en A - T car l’ouverture d’une paire de bases G - C nécessite la rupture de 
trois liaisons hydrogène, alors que l’ouverture d’une paire A - T ne met en 
jeu que deux ponts hydrogène. Dans le cas de la dénaturation thermique, on 
observe empiriquement que la température moyenne de dénaturation d’une 
chaîne donnée est effectivement liée au pourcentage de G - C contenues dans 
la séquence. 

> 
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FIG. 15.5 - Absorption de la longueur d’onde 260 nm en fonction de la température 
dans le cas d’un ADN double brin. Figure adaptée d’une expérience effectuée [75] 
sur un l’ADN artificiel poly-GC, dont toutes les paires de bases sont identiques. 

La méthode la plus utilisée pour étudier la dénaturation consiste à mesurer 
la variation d’absorption UV d’une solution diluée d’ADN lorsque l’on modifie 
lentement la température (cf. fig. 15.5). L’ADN bicaténaire absorbe, en effet, 
beaucoup moins le rayonnement de longueur d’onde 260 nm qu’une quantité 
équivalente d’ADN monocaténaire car la rupture des liaisons hydrogène et des 
interactions d’empilement entre bases modifie la distribution électronique sur 
les bases, qui est responsable de l’absorption du rayonnement UV. En étu- 
diant cette absorption, tout en augmentant la température, et en normalisant 
le changement d’absorption de manière appropriée, il est possible de calculer 
la fraction de paires de bases cassées. La figure 15.5 illustre la transition que 
l’on peut observer pour une courte molécule d’ADN (-200 paires de bases) 
homogène, c’est-à-dire dont toutes les paires de bases sont identiques. Lorsque 
la température augmente, les paires de bases commencent à s’ouvrir en indui- 
sant un désenroulernent des brins. On constate que la dénaturation survient à 
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une température très bien définie et se produit entièrement sur environ 1 O C .  

Une analyse fine montre que les ADN naturels, c’est-à-dire inhomogènes, rie 
se dénaturent pas globalement, mais par étapes : des segments précis de la 
molécule se dénaturent successivement, dans un environnement donné, pour 
des valeurs bien définies du facteur induisant la dénaturation (température, 
pH, etc.). 

15.1.3 Le modèle 
Pour établir un modèle, il faut d’abord déterminer quelle est l’échelle 

appropriée. Elle est définie par les questions auxquelles on s’intéresse. Par 
exemple, on pourrait se proposer d’interpréter une expérience très courante 
en biologie, la diffusion de molécules d’ADN dans un gel qui sert à déterminer 
la taille de ces molécules, car les plus courtes diffusent plus rapidement que 
les plus longues. Dans ce cas, un modèle décrivant la double hélice comme 
un unique brin déformable convient très bien. On utilise alors des modèles 
standards de polymères. Dans d’autres situations, si l’on s’intéresse à la dé- 
naturation, on peut se contenter de chercher à savoir si une paire de bases 
est ouverte ou fermée, c’est-à-dire travailler avec un modèle à deux états O 
(fermé) ou 1 (ouvert). De tels << modèles d’king D ont donné des résultats 
intéressants pour la transition de dénaturation. Un de leurs inconvénients est 
que les paramètres qu’ils contiennent, qui déterminent par exemple la pro- 
babilité d’ouverture d’une paire de bases selon que la voisine est ouverte ou 
fermée, sont difficiles à relier à des paramètres physiques microscopiques tels 
que des potentiels d’interaction entre atonies. Un autre inconvénient des nio- 
dèles d’Ising est qu’ils ne permettent pas de décrire la dynamique di1 processus 
d’ouverture car ils ne représentent pas les états intermédiaires entre totale- 
ment ouvert et totalement fermé. On peut au contraire penser à des modèles 
très détaillés de la molécule, faisant intervenir tous les atonies. C’est ce que 
font les études de dynamique moléculaire qui sont intéressantes pour obtenir 
des informations très complètes sur un court segment d’ADN. Les moyens 
de calculs actuels limitent l’intérêt de cette approche. En effet, le nonibre de 
degrés de liberté est très grand : les calculs sont donc nécessairement lents. 
Cependant, la limitation la plus sévère vient des échelles de temps concernées 
qui varient dans une large gamme. I1 y a des mouvements rapides des groupe- 
ments les plus légers (par exemple des atomes d’hydrogène) dont les échelles 
de temps typiques sont de s et des niouvements de grande am- 
plitude constitués par des changements de conformation impliquant de grands 
groupes d’atomes (par exemple les mouvements d’ouvertures des bases) qui 
sont beaucoup plus lents s). Dans une étude numérique de 
dynamique moléculaire ce sont les mouvements les plus rapides qui déter- 
minent le pas de temps à utiliser qui doit dont être de l’ordre de s. Si 
l’on veut étudier des processus qui s’étendent sur 1 ns il faut déjà lo6 pas 
de calcul, alors que 1 ns est encore un intervalle de temps très court qiiarid 

à 

à 
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on réalise que la durée pendant laquelle une paire de bases reste fermée entre 
deux mouvements de (( respiration B de l’ADN est de 10 ms. 

C’est pourquoi l’étude de la dynamique des niacromolécules biologiques 
a suscité le développement de modèles qui, tout en donnant une description 
plus complète que les modèles d’king restent très simples et adaptés à la 
description des mouvements <( lents D et de grande amplitude de ces molécules. 
Nous présentons ici l’un de ces modèles qui se propose de décrire la dynamique 
non-linéaire de l’ouverture des paires de bases sans chercher à inclure tous les 
atomes qui les composent. Cette approche réductive peut être vue comme une 
première étape vers la conipréhension des phénomènes complexes dont l’ADN 
est le siège, et le modèle que nous introduisons ici peut être étendu par étapes 
successives pour décrire de plus en plus précisément la structure de l’ADN. 

Le modèle le plus simple (cf. fig. 15.6) ne considère qu’un degré de liberté 
pour la paire de bases numéro n, qui sera noté 9, et qui représente l’étire- 
ment des liaisons hydrogène reliant les deux bases. C’est en quelque sorte 
une extension directe des modèles d’king dans laquelle la variable discrète 
{O, i} est remplacée par un nombre réel, qui, en principe, peut varier de -03 

à +m. En fait, les grarides valeurs négatives seront interdites par l’empêche- 
ment stérique (les bases ne peuvent pas se rapprocher jusqu’à se recouvrir) 
provenant du potentiel d’interaction entre les bases. Les grandes valeurs posi- 
tives correspondent à la séparation complète des deux brins, c’est-à-dire à la 
dénaturation de l’ADN. Pour chaque paire de bases, nous introduisons, outre 
cette variable yn, le moment conjugué correspondant p ,  = m(dy,/dt) qui 
intervient dans la dynamique du système. 

n - 1  n n + l  

/ I 

FIG. 15.6 ~ Représentation schématique du modèle dont l’hamiltonien est donné 
par l’équation (15.1). 

L’hamiltonieri du modèle [125] : 

(15.1) 

décrit les différentes contributions à l’énergie de la rriolécule. 
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Le premier terme correspond simplement à l’énergie cinétique associée au 
mouvement des bases, et m est la masse réduite d’une base dans le mouvement 
relatif des deux bases de la paire. 

Le deuxième terme correspond à l’interaction d’empilement des bases. En 
effet, si l’une des bases sort de la pile, elle tend à entraîner ses voisines avec 
elle, en particulier en raison des interactions entre les électrons 7r qui sont 
situés de part et d’autre des cycles des bases (cf. fig. 15.2). Si l’on admet que 
le mouvement relatif de deux bases consécutives n’est pas trop grand, on peut 
limiter ce terme à son développement harmonique : 

(15.2) 
K 

(YW Yn-1) = +ln - Y%-# . 

Ce n’est qu’une expression approchée du potentiel réel, et nous verrons par la 
suite qu’il est indispensable de tenir compte de la non-linéarité de l’interaction 
d’empilement si on veut obtenir des résultats en bon accord avec les expé- 
riences. 

Le troisième terme de l’hamiltonien (15.1) décrit les interactions entre les 
deux bases formant une paire de Watson-Crick : nous choisissons le potentiel 
de Morse 

V(yn) = D (e-ay, - i ) 2  , (15.3) 

représenté dans la figure 15.7, car il possède la forme qualitative voulue ; il 
comporte une forte partie répulsive pour ay  < O pour reproduire l’impos- 
sibilité des paires de bases de s’interpénétrer, alors qu’à partir d’un certain 
étirement les bases ne doivent plus interagir de manière importante : on atteint 
un plateau. 

2 4 aY 

FIG. 15.7 - Le potentiel de Morse V(y) tracé en fonction de la variable sans 
dimension ay. 
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Le modèle représente un homopolymère d’ADN, c’est-à-dire que les paires 
de bases sont toutes identiques, car nous nous intéressons plus particulière- 
merit au rôle des effets non-linéaires dans la dynamique et la physique statis- 
tique de l’ADN. Pour étudier une séquence d’un ADN réel, il suffit d’introduire 
des paramètres adaptés aux différentes paires de bases de la séquence. 

Le choix des paramètres est une question très difficile. Puisque les po- 
tentiels qui interviennent dans l’hamiltonien sont des potentiels entre groupe- 
ments d’atomes, on pourrait penser qu’il suffit de sommer les potentiels (< bien 
connus )) de la dynamique moléculaire pour obtenir de bons potentiels effec- 
tifs pour notre liamiltoriien. La réalité n’est pas aussi simple pour plusieurs 
raisons. D’abord les potentiels utilisés en dynamique nioléciilaire sont bien 
adaptés pour décrire les petits mouvements des molécules au voisinage de leur 
position d’équilibre. Ils sont eri particulier calibrés à partir des modes de vi- 
bration observés par spectroscopie infra-rouge ou Raman. Mais le fait de bien 
connaître une fonction au voisinage de son minimum ne donne guère d’infor- 
mation sur ses valeurs loin du minimum. De plus, les potentiels effectifs que 
nous introduisons ne décrivent pas l’ADN en tant que molécule isolée dans 
l’espace. L’objectif est de la décrire daris son environnement, et donc, en par- 
ticulier, de tenir compte du solvant qui l’entoure, qui lui-même contient des 
ions écrantarit certaines interactions électrostatiques. Ainsi, par exemple, si 
l’on tient compte uniquement des potentiels des liaisons hydrogène connectant 
les bases, on arrive pour le potentiel de Morse à une valeur de D d’un ordre 
de grandeur trop grande. Cela provient du fait que, comme nous l’avons déjà 
indiqué, outre l’attraction entre bases dues aux liaisons hydrogène, il y a aussi 
i u l e  forte répulsion entre les brins due aux groupenients POT qu’ils porterit,, 
qui n’est que partiellement écrantée par les ions qui sont dans la solution. 

En pratique, les paramètres sont obtenus n posteriori en comparant les 
résultats donnés par le modèle nux résult,ats expérimentaux. C’est pourquoi 
il est irnport>ant de disposer d’expériences bien contrôlées, comme la dénatu- 
ration thermique de l’ADN, pour obtenir des valeurs convenables des para- 
mètres. I1 n’en reste pas moins que les paramètres resterit affectés d’une large 
marge d’erreur : étant donnée sa simplicité, le modèle ne peut pas prendre en 
compte tous les phénomènes qui interviennerit daris la physique statistique et 
la dynamique de l’ADN réel, ce qui ne lui permet pas de fournir des résultats 
comparables aux expériences avec une gr aride précision. I1 faut plut,ôt attendre 
d’un tel modèle une description qualitative des comportements de la molécule 
et la mise en évidence de certains cornportenierits qui sont caract,éristiques titi 
svstèrrie sans dépendre de manière serisible des paramètres. 

Nous prendrons ici une énergie de dissociation D = 0.03 eV, une constaritje 
de couplage K = 0’06 eViA2, une distance de variation du potentiel de 
Alorse a = 4,s A-’, et, une masse m = 300 en unité de niasse atomique. 
Le rapport entre l’énergie de couplage et l’énergie tie site peut être carac- 
térisé par 5’ = K / ( D a 2 ) ,  que l’on utilise comme dans le chapitre 10 sur les 
matériaux ferroélectriqiies pour distinguer entre un comporterncnt de type 
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<< ordre-désordre >> lorsque S < 1 et un régime continu lorsque S >> 1 : il 
conduit ici à une valeur assez discrète S = 0.099. 

FIG. 15.8 ~ Représentation schématique de la dynamique du modèle (15.1). Les 
paires de bases sont représentées par des particules se déplaçant sur la surface du 
potentiel d’interaction entre les deux bases. I1 existe un état fondamental dans le 
creux du potentiel de Morse. Mais ii température non nulle, la chaîne est le siège de 
fluctuations importantes qui créent des e bulles de dénaturation B dans lesquelles 
certaines particules se déplacent sur le plateau. 

La figure 15.8 représente qualitativenient le coniportenient dynamique du 
modèle. Nous allons montrer qu’il peut être utilisé pour étudier différentes 
propriétés de l’ADN : 

~ La dynamique nori-linéaire de l’ADN; nous établirons que le modèle 
possède des solutions qui décrivent la << respiration de l’ADN D observée 
expérimentalement. 

~ La transition de phase entre l’état fermé (double hélice) et l’état ou- 
vert (dénaturation thermique) ; dans ce cadre nous verrons que, outre 
les méthodes habituelles de la physique statistique, l’étude des excita- 
tions non-liriéaires localisées fournit une approche complémentaire qui 
pcrinet d’aller au-del& de ce que l’on peut faire analytiquement avec les 
méthodes usuelles. 

D’une certaine manière, ce rnoclêle re,joint celui de Krunihansl et 
Schrieffer [87] qui ont étudié, coniine nous l’avons vu dans le chapitre 10, le 
rôle joué par les excitations non-linéaires de type soliton dans les transitions 
de phases. Ils ont pu mettre en évidence la signature des parois de domaine 
dans les propriétés t herrnodynaniiques du riiod6lcl d4 uriitliirieiisioriiiel et dans 
le pic central de sori spectre clynaiiiique. Cependant. corrinie cc modèle lie 
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présente pas de transition de phase à température finie, le rôle des structures 
non-linéaires cohérentes dans le comportement critique, qu’il soit statique ou 
dynamique, n’avait pas pu être analysé. 

15.2 Dynamique non-linéaire de l’ADN 

15.2.1 Équations adimensionnées 

Pour traiter la dynamique du système, il est intéressant de passer d’abord 
à des équations sans dimerision qui, d’une part, seront plus simples car on aura 
réduit le nombre de paramètres, mais, d’autre part, permettront un meilleur 
contrôle des approximations qui seront nécessaires. 

L’expression du potentiel (15.3) liant les bases conduit naturellement à 
introduire la variable sans dimension Y = ay  pour décrire l’étirement des 
liaisons hydrogène entre les bases. On obtient un liarniltonieri sans dimension 
en divisant le harniltonien (15.1) par D 

1 K  2 + -- (Y, - Ynpl) + (e-Y7L - 1)’ . (15.4) 
H 
D 2 D a 2  -(%) 2Da2  

Hl = - = 1 rrL 

Ori voit apparaître le paramètre sans dimension S = K / ( D a 2 )  qui mesure le 
rapport entre le terme de couplage et le potentiel local introduit précéderri- 
merit. En faisant intervenir le temps sans dimension t’ = Jon“/?ll t ,  on 
peut réécrire l’énergie du rriodèle sous la forme adirnensionnée : 

(15.5) 

qui montre que le modèle n’est en fait caractérisé que par le paramètre S .  
Les valeurs précisées précédemment donnent S = 0,099, ce qui indique que le 
couplage entre la dynamique des bases consécutives est faible. 

Pour obtenir une forme lianiiltonienne correcte, on peut introduire les 
moments conjugués des variables Y, dont les expressions sont P, = dY, /dt’. 

Daris la suite, pour alléger les notations, nous omettrons les ’ sur l’hamil- 
tonien et le t,ernps, rriais chaque fois que nous utiliserons les variables adinieri- 
sionnées Y,, il sera sous-entendu que tous les paramètres irit,ervenant dans les 
expressions seront adirnensioririés. 

Lcs équations du mouvement que l‘on obtient à partir du hamilto- 
riieri (15.5) sont : 

d’ Y ,  
~ = S(Y,+I + y>-, - 2Yn) + 2r-Y71 (.-y; - 1) . dt’ 

(15.6) 
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15.2.2 Solution non-linéaire des équations 
du mouvement 

On parvient ainsi à un ensemble d’équations différentielles non-linéaires 
couplées et ,  comme nous l’avons déjà noté à plusieurs reprises, de tels systèmes 
sont rarement solubles exactement. C’est encore le cas ici, et nous allons devoir 
faire des approximations pour le résoudre. On peut écarter a priori deux types 
d’approximations : 

- la linéarisation qui négligerait une caractéristique essentielle du sys- 

~ l’approximation des milieux continus qui est difficilement acceptable 

Si l’on s’intéresse à la dynamique du système, on ne peut cependant pas 
obtenir une solution en gardant l’expression complète du potentiel de Morse. 
Une approche possible est de faire un développement de moyenne amplitude 
du terme non-linéaire. Pour mesurer l’ordre de grandeur des différents termes, 
on introduit la variable 4, définie par : 

tème : la non-linéarité du potentiel de Morse ; 

pour S N 0,1. 

Y, = E &  avec E < 1 . (15.7) 

En conservant les deux premiers termes non-linéaires du développement, le 
système d’équations (15.6) devient : 

2 ( 4 ,  - (15.8) 

On retrouve des équations qui resseniblent à celles que nous avions étudiées 
quand nous cherchions les ondes non-linéaires dans la chaîne de pendules (cf. 
chap. 3). Compte tenu de la faible valeur de S ,  l’approxiniatiori des milieux 
continus ne peut être utilisée ici. On peut néanmoins s’inspirer des résultats 
obtenus sur la chaîne de pendules pour chercher une solution de la forme 

&(t) = + F,*eëZBn) + E (G, + H,e2Z’n + H~eë2”e-)  + , 
(15.9) 

avec 19, = qn - wt. L’idée est que, comnie dans le cas de la chaîne de pendules, 
nous allons chercher des solutions sous la forme d’une onde (( porteuse )) modu- 
lée en amplitude et, compte tenu de la présence de termes non-linéaires dans 
les équations, nous devrons introduire les premières harmoniques de l’onde, ce 
qui conduit par combinaison des fréquences, aux termes en exp( &2iû,,) et au 
terme ne comportant plus de facteur exponentiel. Nous all0115 admettre que 
les facteurs d’amplitude F ,  G, H ,  varient lentement dans le temps et l’espace, 
c’est-à-dire que nous ferons, pour eux, une approximation des milieux continus 
et un développement en échelles multiples. Cette méthode est connue sous le 
nom d’approximation semi-discrète [ 1321 car elle conserve une onde porteuse 
qui, coniine nous allons le vérifier, obéit à la relation tie dispersion du réseau 
discret, et dont seule la variation d’amplitude est traitée à la limite continue. 
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Dans cette approximation F ,  G, H sont supposées indépendantes des va- 
riables (( rapides >) t et n et leur variations spatio-temporelles ne sont détermi- 
nées que par les variables << lentes >) X1 = E X ,  X2 = E ~ X ,  Ti = ~ t ,  T2 = E 2 t .  Une 
approximation des milieux continus peut alors être faite pour ces fonctions, 
ce qui remplace par exemple F,(t) par F ( X 1 ,  X z ,  T I ,  T2). Fnkl est obtenu à 
l’ordre E’ par un développenient de Taylor 

(15.10) 
d F  d2F  + -2 + 0 ( E 3 )  

d F  
Fn*l = F&E----&E~- 

8x1 8x2 2 ax, 
et la dérivée temporelle de F, est donnée par 

dF, d F  , d F  
~ = &- + &  ~ + O ( E 3 )  
dt  dT1 dT2 

(15.11) 

On écrit des équations similaires pour H et G puis on les utilise en reportant 
l’expression (15.9) dans les équations (15.8). Le calcul est fastidieux mais 
facile. On examine ensuite successivement les différents ordres en E pour les- 
quels on doit annuler les termes en exp(iti6,) exp(h2i6,) et les termes sans 
la dépendance exponentielle. 

À l’ordre E O ,  l’annulation des termes en exp(*tiO,) donne une équation 
linéaire en F, qui est satisfaite si w et q sont liés par la relation de dispersion : 

w2 = 2 + 4ssin2 2 . (15.12) 

C’est la relation de dispersion des ondes linéaires dans le système décrit par 
les équations (15.8). On constate qu’il s’agit bien de la relation de dispersion 
du modèle discret, et c’est ce qui fait l’intérêt de cette méthode semi-discrète 
par rapport au développement en échelles multiples de l’équation continue 
comme nous l’avions fait au chapitre 3. 

2 

À l’ordre d ,  l’annulation des termes en exp(i6,) donne la relation 

(15.13) 
S sin q 

- 0 avec vg = ~ , d F  d F  
- + 7 1 - -  
dT1 g d X 1  W 

qui correspond à la vitesse de groupe dwldq des ondes ayant la relation de 
dispersion (15.12). 

Les termes ne comportant pas de dépendance exponentielle et ceux en 
exp(2i6,) donnent à cet ordre : 

(15.14) 

L’équation la plus intéressante est fournie par les termes en exp(i6,) à 
l’ordre E ~ .  Si on l’écrit dans le repère mobile à la vitesse vg elle se réduit tout 
simplement à l’équation NLS 

. d F  d 2 F  
2- + P- + Q I F ~ ~ F  = 0 

87.2 at: (15.15) 
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Les coefficients 

) (15.16) 
SW’ cos q - S’ sin2 q 

2w3 
et & = -  11- 

2w ( 3+8Ssin4(q/2) 
P =  

dépendent du vecteur d’onde q de l’onde porteuse comme représenté sur la 
figure 15.9. On constate que le produit PQ est positif dans tout le domaine des 

0.04 

0.02 

a, 0.00 

-0.02 

-0.04 

FIG. 15.9 ~ Variation des paramètres P (trait plein) et Q (trait interrompu) de 
l’équation NLS (15.15) décrivant la dynamique non-linéaire de l’ADN en fonction 
du vecteur d’onde q de l’onde porteuse. 

vecteurs d’ondes inférieurs à ~ 1 2 ,  et on peut donc s’attendre à des solutions 
localisées spatialement pour toutes les ondes porteuses de faibles vecteurs 
d’onde. 

En utilisant l’expression de la solution soliton de l’équation NLS pour 
obtenir F ,  en calculant les expressions de G et H qui en dérivent par (15.14) 
puis en reportant dans l’expression de Y, = E& on parvient à 

Yn(t) = 2usech [u@(n - w,t - uet)] cos(q’n - w’t) 

+ a2 sech’ [ u g ( n  - w,t - u,t) 
1 cos[2(q’n - w’t)] 
2 1 + (8S/3) sin4 ( q / 2 )  

(15.17) 

où a et u, sont les deux paramètres qui caractérisent la solution de l’équation 
NLS. Le facteur E qui avait été introduit pour suivre les différents ordres du 
développenient mais n’a pas de sens physique, a été incorporé dans l’ampli- 
tude u du soliton. La quantité u, est la vitesse de l’enveloppe de la solution 



15. Dynamique non-linéaire de l’ADN 347 

soliton de l’équation NLS, dans laquelle on a également incorporé le facteur 
E qui figurait dans la variable spatiale de l’équation NLS (15.15). Les pa- 
ramètres w’ et q’ correspondent à la fréquence et au vecteur d’onde de l’onde 
porteuse qui ont été corrigés par le facteur de phase de la solution soliton de 
l’équation NLS. Ils ont pour expression : 

ugu, Qu2 21, + - - -  et q ’ = q + -  
2P 

w ’ = w + -  
2P 4 P  2 

(15.18) 

Cette solution n’est qu’une solution approchée pour la dynamique du mo- 
dèle d’ADN, mais la sirnulation numérique montre qu’elle est satisfaisante et 
stable pourvu que la fréquence w’ n’appartienne pas à la bande de fréquences 
des modes linéaires, donnée par la relation de dispersion (15.12). Cette condi- 
tion est facile à comprendre : si le mode localisé oscille à une fréquence permise 
pour les ondes non localisées, il va se coupler à celles-ci et avoir tendance à 
perdre son énergie par rayonnement d’ondes non localisées de faible amplitude. 
Comme le montre l’expression (15.18) de w’,  cette condition est d’autant plus 
facile à satisfaire que l’on considère des porteuses de faibles vecteurs d’onde 
pour lesquelles w est au voisinage du bas de la bande des fréquences permises 
w = fi. L’effet de la non-linéarité est en effet d’abaisser la fréquence de vi- 
bration (terme -Qa2/2 dans l’expression de w’ ) ,  ce qui l’amène donc plus 
facilement dans la bande interdite w < fi. L’expression (15.18) indique en 
outre que la condition de stabilité est plus facile à remplir pour les solitons 
qui ont une faible vitesse d’enveloppe u,, ce que confirment des simulations 
numériques. 

L’existence d’une solution localisée qualitativement seniblable aux fluctua- 
tions d’ouverture de l’ADN qui sont observées expérimentalement , est intéres- 
sante mais elle ne suffit pas à garantir l’importance physique de cette solution. 
Pour qu’elle existe dans l’ADN il faut qu’elle puisse être créée naturellenierit. 
Nous avons déjà signalé un des aspects des solitons qui fait leur intérêt : leur 
caractère << attracteur B pour une condition initiale ne correspondant pas à la 
solution exacte, leur permet d’être générés par une grande variété d’excita- 
tions. La solution non-linéaire que nous avons obtenue pour le modèle d’ADN 
n’est pas un soliton exact, mais elle présente néanmoins cette propriété d’être 
facilement créée dans la molécule. Elle peut même se former spontanément à 
partir des fluctuations thermiques comme le montrent les simulations numé- 
riques du modèle placé en contact avec un bain thermique. 

15.2.3 Dynamique du modèle en contact avec un bain 
thermique 

Une approche possible pour étudier la dynamique du modèle d’ADN 
consiste à utiliser la simulation numérique des équations du mouvement (15.6). 
I1 est facile de simuler les équations non-linéaires sans approximation, mais 
ce n’est pas suffisant si l’on s’intéresse à la situation physique de la rriolécule, 



348 Physique des solitons 

car on ne peut pas ignorer les fluctuations thermiques. I1 faut ajouter aux 
équations (15.6) l’influence d’un thermostat qui maintient la molécule à la 
température T à laquelle on s’intéresse. 

Pour présenter la méthode, considérons le cas simple d’un atome de masse 
m, mobile dans la direction x, appartenant à une molécule placée dans un 
solvant à température T. L’atome est soumis à un potentiel V ( z )  qui décrit 
son interaction avec le reste de la molécule. Les molécules du solvant, en 
agitation incessante, exercent sur l’atome une force aléatoire F ( t )  de sorte 
que son équation de mouvement est : 

d2x dV 
d X  

m-@ = -- + F ( t )  (1 5.19) 

La force aléatoire peut être divisée en deux contributions. Elle comporte une 
partie, que nous noterons -ydx/dt qui a un effet moyen systématiquement 
opposé à la vitesse de déplacement de l’atome. On peut comprendre l’origine 
de ce terme en pensant que l’atome en mouvement a une plus grande proba- 
bilité de rencontrer les molécules de solvant sur son << côté avant )) car il va à 
leur rencontre, que sur son << côté arrière )) (il est facile de s’en convaincre en 
pensant à ce qui se passe quand on fait de la bicyclette sous la pluie ! On est 
mouillé devant et presque sec derrière. A l’échelle moléculaire le phénomène 
est le même). Quand on a soustrait la composante systématique de F ( t ) ,  il 
reste une composante purement aléatoire, de moyenne statistique nulle f ( t ) .  
L’équation du mouvement de l’atome s’écrit donc : 

d2x dV dx 
m s = - - - y - + f ( t )  . 

dx dt 
(15.20) 

Pour simuler un système en contact avec un bain thermique, on fait sou- 
vent l’hypothèse que l’échelle de temps des fluctuations aléatoires du bain 
thermique est négligeable vis-à-vis des échelles de temps caractéristiques du 
système, ce qui revient à supposer que la corrélation temporelle de la force 
aléatoire f ( t )  est nulle. La fonction de corrélation de f ( t )  est alors de la forme 
( f ( t ) f ( t ’ ) )  = q6(t - t’), où q est une constante. 

La physique statistique du système thermalisé montre que les deux com- 
posantes de la force F ( t )  ne sont pas indépendantes. Elles sont liées par le 
théorème fluctuation-dissipation 11311 qui impose q = 2 k ~ T y / m ,  où kB est 
la constante de Boltzmann. Pour simuler le système thermalisé, une méthode 
possible consiste donc à résoudre une équation analogue à l’équation (15.20), 
connue sous le nom d’équation de Langevin. Le principe est simple car, une 
fois que l’on a choisi le paramètre y qui détermine l’intensité du couplage entre 
le système que l’on étudie et le thermostat, on peut simuler les équations avec 
une méthode numérique standard pour le traitement des équations différen- 
tielles [127, 151. On génère la force f ( t )  en utilisant un générateur de nombres 
aléatoires gaussien. Pour vérifier correctement la relation imposée par le théo- 
rème fluctuation-dissipation quand on travaille avec un pas de temps discret 



15. Dynamique non-linéaire de l’ADN 349 

At,  condition imposée par la résolution numérique, il faut choisir pour variance 
de la distribution des valeurs de f ( t )  la quantité J2k~Ty/ (mAt )  [62]. 

La méthode utilisant l’équation de Langevin pour simuler un système ther- 
malisé est la plus simple conceptuellement, mais ce n’est pas la plus efficace. 
Une méthode qui permet d’obtenir exactement les propriétés d’équilibre d’un 
système en contact avec un thermostat a été développée ; elle est connue sous 
le nom de méthode de Nosé. L’approche initialement proposée par Nosé a 
ensuite été améliorée pour assurer une meilleure exploration de l’espace des 
phases du système et elle fournit une méthode de calcul très intéressante pour 
la simulation d’un système thermalisé [103]. 

L’idée de la méthode de Nosé est de définir un système hamiltonien étendu 
par rapport au système physique, et qui comporte une ou plusieurs paires de 
variables complémentaires correspondant au thermostat. On peut la schémati- 
ser de la manière suivante pour un système physique décrit par les variables xi 
et les moments conjugués pi : 

L’hamiltonien étendu s’écrit : 

où vj sont les variables caractérisant les thermostats et pqj leurs moments 
conjugués. Les équations du mouvement qui résultent de cet hamiltonien sont 

(15.22) 

(15.25) 

Les paramètres Q3,  qui jouent le rôle de {< masses >> pour les thermostats 
déterminent l’aptitude des thermostats à répondre rapidement aux variations 
de température du système. L’objectif est de contrôler la température sans 
interdire totalement ses fluctuations, qui existent toujours dans un système 
physique. Leurs valeurs optimales sont QI = NlcBT/w;,, Qj = kBT/w;,, où 
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W M  est la pulsation la plus élevée dans la dynamique du système physique 
que l’on étudie (pulsation du maximum de la bande des modes non localisés 
pour le modèle d’ADN par exemple). La méthode donne de très bons résultats 
même lorsqu’on utilise un petit nombre de thermostats (A4 = 5 par exemple). 

L’équation (15.22) montre que, comme celle de Langevin, la méthode de 
Nosé introduit dans l’équation du mouvement un terme proportionnel à la vi- 
tesse (ou ici à la quantité de mouvement), mais, au lieu d’être multiplié par un 
coefficient d’amortissement y fixe, il intervient avec un amortissement effectif 
p,l/Q1 qui est lui-même une variable dynamique du système. Son équation 
d’évolution assure que la méthode donne exactement les valeurs d’équilibre 
d’un système canonique. 

Lorsqu’on simule les équations de mouvement (15.6) du modèle d’ADN par 
la méthode de Nosé avec les équations (15.22) on peut observer des excitations 
qui tendent spontanément à se créer dans la molécule sous l’influence des fluc- 
tuations thermiques. La figure 15.10 donne un exemple pour une température 
de 340 K. 

FIG. 15.10 - Dynamique du modèle d’ADN d’hamiltonien (15.1) en contact avec un 
bain thermique à la température de 340 K.  L’amplitude du mouvement de chaque 
paire de bases est représentée par une échelle de gris allant du blanc (paire de bases 
totalement fermée) au noir (paire de bases ouverte). L’axe vertical s’étend le long 
de la molécule et correspond à l’indice n de la paire de bases (1 5 n 5 256) et l’axe 
horizontal correspond au temps. 

Dans cette situation où l’ADN est un peu en-dessous de sa température de 
dénaturation thermique, la figure montre des taches noires associées à l’ouver- 
ture simultanée d’un ensemble de paires de bases voisines, correspondant aux 
<( bulles de dénaturation thermique )> schématisées sur la figure 15.4. On ob- 
serve également, des lignes pointillées qui traduisent une oscillation de grande 
amplitude dans laquelle quelques paires de bases s’ouvrent et se referment de 
manière périodique. Ces lignes pointillées correspondent aux modes de respi- 
ration de l’ADN dont nous avons parlé précédemment. Leur forme analytique 
est approximativement donriée par l’équation (15.17) mais le couplage avec le 
bain thermique perturbe légèrement la régularité du mouvement correspon- 
dant à cette solution théorique. On note cependant que ces modes de respi- 
ration persistent pendant un grand riombre de périodes. La densité d’énergie 
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au niveau d’un de ces modes est plus grande que dans les zones plus claires 
de la figure. On observe ainsi une rupture temporaire de l’équipartition de 
l’énergie dans la molécule d’ADN. Quand on étudie le système sur un temps 
beaucoup plus long, on retrouve cette équipartition car un mode localisé dans 
une région tend à disparaître sous l’effet des perturbations du bain thermique. 
tandis qu’un autre est généré ailleurs, ce qui indique que la thermodynamique 
n’est bien entendu pas remise en cause par la physique non-linéaire. Cepen- 
dant, la localisation d’énergie par effet non-linéaire conduit à des propriétés 
dynamiques très différentes de celles que l’on observe dans un système linéaire. 

La simulation suggère aussi l’importance des modes localisés comme pré- 
curseurs des ouvertures locales de la molécule. Ils interviennent dans la ther- 
modynamique de l’ADN, mais, comme nous allons le voir, il y a également 
une autre excitation non-linéaire du système qui joue un rôle crucial pour 
l’analyse thermodynamique du modèle d’ADN. 

15.3 Physique statistique de la dénaturation 
thermique 

La physique statistique du modèle d’ADN peut être traitée par les mé- 
thodes standards. Pour ce système unidirnensionnel, la méthode de choix est 
encore la méthode de l’intégrale de transfert, introduite au chapitre 10 dans 
le cadre du modèle 44. Nous avions vu que toute l’information était contenue 
dans les fonctions propres 4, et les valeurs propres exp( -PE,) de l’opérateur 
de transfert suivant : 

(avec ,û = l / ( k B T ) )  que nous avons écrit, ici avec les variables diniensionnées. 
Comme nous l’avions vu, l’énergie libre par site est. dans la limite ther- 

modynamique, directement donnée par la valeur EO correspondant à la plus 
grande valeur propre de l’équation (15.26)’ en n’omettant cependant pas le 
terme non singulier provenant de l’intégration sur les quantités de mouvement. 
On a ainsi : 

1 
f = E o  - - ln (7) . 

2D 
(15.27) 

La fonction propre normalisée 4 0  associée à la valeur propre exp(-/?eo) 
fournit le facteur de pondération pour le calcul de la valeur moyenne de l’éti- 
rement des paires de bases (y), c’est-à-dire l’écartement moyen entre les deux 
brins de l’ADN, qui est le paramètre d’ordre de la transition de dénaturation 
thermique, donné par : 

cl = (y) = (15.28) 
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En utilisant l’approximation des milieux continus valable [66] dans la fe- 
nêtre de températures D << ~ B T  < K/a2,  nous avons montré au chapitre 10 
que l’équation intégrale (15.26) peut être réduite à l’équation de Schrodinger 

(15.29) 

où l’on a introduit e, = ~,+ln(27r/PK)/2P. L’étude de la physique statistique 
de l’ADN par la méthode de l’intégrale de transfert [125] se réduit donc à la 
résolution d’un problème de mécanique quantique pour une particule dans un 
espace de dimension 1. 

15.3.1 
La résolution exacte de l’équation (15.29) est possible avec le potentiel 

de Morse, mais pour éviter que les aspects techniques masquent la réalité 
physique, il est intéressant de traiter le cas d’un potentiel qui a la même 
forme qualitative que le potentiel de Morse mais qui conduit à des calculs 
très simples. Considérons le potentiel V’(y), représenté sur la figure (15.11)’ 

Étude qualitative de la transition de phase 

FIG. 15.11 ~ (a) Potentiel V’(y) (trait fort) utilisé pour une étude qualitative de la 
thermodynamique statistique de l’ADN. (b) Recherche des valeurs de IEL donnant 
un état lié dans le potentiel V’(y). Les valeurs permises par la condition cos (k l )  < O 
sont indiquées par le trait épais. La solution est donnée par l’intersection de la droite 
de pente m / L  et de la courbe s in (k l ) .  

correspondant à un puits de profondeur finie D ,  de largeur L ,  

D pour y 2 L 

{ +cc pour y < O  . 
V’(y) = 0 pour O < y  < L (15.30) 

I1 est qualitativement analogue au potentiel de Morse représenté sur la 
figure 15.7, si l’on assimile 1 /u  à la largeur du puits L.  L’équation de 
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Schrodinger 

(15.31) 

que l’on doit résoudre pour obtenir les fonctions propres de l’opérateur de 
transfert pour ce modèle simplifié, dans laquelle on a posé a = 1/(2P2K), est 
un exemple classique des cours de niécanique quantique. Les seules solutions 
non identiquement nulles sont obtenues pour e > O et nous allons chercher 
les états liés, qui donnent des fonctions 4 normalisables et sont obtenus pour 
e < D .  Dans le domaine (I), on a nécessairement 4 = O puisque le potentiel 
est infini. Dans le domaine (II) où V’ = O, la solution est de la forme 

d24 
dY 

-a---- + V’(Y) 4(9) = e 4(Y) I 

4(y) = A s i n y t B c o s y  , (15.32) 

avec k = m. La continuité de 4 en y = O impose B = O. Dans le domaine 
(III) où V’(y) = D ,  la solution pour e < D est de la forme 

4(y) = Ce-PY + E e f y  , (15.33) 

avec p = v‘W. Par définition d’un état lié, 4 doit tendre vers O pour 
y + 03 de sorte que E = O. 

Les conditions de continuité de 4 et de sa dérivée en y = L conduisent aux 
relations : 

Asin(kL) = CepPL 

A k c o s ( k l )  = -p  CepPL 
(15.34) 

( 15.35) 

Pour que l’état lié existe, il faut donc que k vérifie la condition 
cos(kL)/sin(kL) = - p / k  avec cos(kL)  < O. On peut encore écrire cette rela- 
tion sous la forme : 

p2 e 
= 1 + = - avec cos(kL) < O . (15.36) 

1 
+ sinZ(kL) sin2(kL) k D  

- - cos2 (kL) 

On arrive donc à une équation implicite donnant kL (donc e ) ,  

(15.37) 

dont la solution est obtenue par l’intersection de la droite de pente 
( l /L)@ avec la courbe sin(kL), vérifiant en outre la condition cos(kL) < 
O. La figure 15.11 montre que la solution n’existe que si 

en tenant compte de l’expression de a.  
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Ainsi le calcul montre que l’opérateur de transfert ne possède un état fon- 
danierital localisé que si la température est inférieure à une valeur critique 
T,  donnée par l’équation (15.38). En-dessous de cette température, la fonc- 
tion propre $0 de l’opérateur de transfert est norrnalisable et le calcul du 
paramètre d’ordre O donne un résultat fini. Au contraire, pour T > T,, l’état 
fondamental $0 n’est plus localisé et la valeur moyenne de la distance entre les 
bases d’une paire diverge. La température T,  apparaît donc comme la tempé- 
rature à laquelle les deux brins de l’ADN se séparent. Si l’on tient compte de 
la correspondance approchée l / L  N a entre le potentiel V’(y) et le potentiel 
de Morse, on obtient pour le modèle d’ADN : 

(15.39) 

Ce calcul avec un potentiel approché indique que le modèle simplifié 
d’ADN que nous avons introduit possède une transition de phase entre l’état 
double hélice pour T < T,  et l’état dénaturé pour T > T,. C’est un résultat 
intéressant puisque c’est effectivement ce que l’on observe pour l’ADN, mais 
cela peut sembler surprenant puisque le modèle est unidimensionnel et ne 
possède que des interactions entre plus proches voisins, donc à courte portée. 
Or un (< théorème D souvent mentionné en physique statistique interdit les 
transitions de phases à une dimension dans les systèmes sans interactions à 
longue portée. En réalité il ne s’applique pas ici. Le théorème de Gursey [65], 
démontré par Van Hove [150], puis étendu par Ruelle [134], s’applique aux 
systèmes ne contenant que des interactions de paires alors que le modèle que 
nous étudions possède le potentiel de Morse V(yy,) qui ne concerne qu’une 
variable yn. Quant à l’argument classique de Landau [go], fondé sur la pos- 
sibilité qu’a le système de se diviser en domaines séparés par des interfaces 
qui s’opposent à l’ordre à basse température, il concerne les systèmes avec un 
potentiel de substrat, conmie par exemple le modèle $41 mais il ne s’applique 
pas I ~ O I J  plus ici car l’énergie de la paroi de domaine séparant une zone ouverte 
et une zone fermée de l’ADN est infinie, comme nous le verrons par la suite. 

Pour conclure avec certitude sur l’existence de la transition dans le mo- 
dèle d’ADN, il faut cependant traiter le modèle complet, c’est-à-dire résoudre 
l’équation de Schrodinger (15.29) avec le potentiel de Morse. Avant de pré- 
senter ce résultat, on peut noter que la température de transition T, n’aurait 
pas pu être estimée par une simple analyse dimensionnelle dont le principe 
est de construire une énergie kBT, A partir des paramètres du modèle, D ,  K ,  
(L et vi, dont les dimensions sont respectivenient : 

[DI = E 

[ K I  = E . L - ~  

[VL] = E . T ~ . L - ~  , 
[a] = L-’ 

(15.40) 

(15.41) 

(15.42) 

(15.43) 
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où E est une énergie, L une longueur et T un temps. D’après le théorème n 
de Buckingham, il est possible de chercher l’expression de la température de 
transition sous la forme en loi de puissance 

kBTm = c DçKparrna , (15.44) 

où c est facteur numérique d’ordre 1. Cette expression conduit au système 
suivant après identifications : 

2 6 = 0  , [ + , 8 + d = l  et - 2 P - y - 2 6 = 0  . (15.45) 

Ces arguments purement dimensionnels donnent une température de transi- 
tion qui suit la loi 

(15.46) 

qui est bien plus générale que l’expression (15.39) mais l’englobe cependant 
dans le cas particulier E = 112. 

15.3.2 Le problème associé de l’oscillateur de Morse 

Revenons désormais au problème original avec le potentiel de Morse. I1 
s’agit donc de résoudre l’équation (15.29). Pour cela, on peut s’appuyer sur 
les travaux de Morse lui-même et introduire le changement de variable 

P z = 26exp(-ay) avec 6 = -J2DK , 
a 

( 15.47) 

ainsi que la transformation dn(y) = 
permet de mettre l’équation à résoudre sous la forme 

zs w,(z) où s = ~Ji-.n/o. Cela 

(15.48) 

en posant n = d - s - 1/2. Si n est un entier positif, la solution de (15.48) est 
un polynôme de Laguerre [112]. 

En remarquant que les fonctions propres &(y) ne restent finies sur tout 
l’intervalle [ O , + c o [  que dans le cas des valeurs positives de s, 011 obtient le 
spectre suivant pour les états liés : 

avec ri = O,  1,.  . . , E(6 - 1/2) , (15.49) en 
D 
- 

où l’on note E ( . )  la fonction partie entière. On en conclut directement que 
tarit que le paramètre d est supérieur à la valeur critique 6, = i / 2 ,  i’étjat 
foridamerital est un état lié. Dans le problème de mécanique quantique, ce cri- 
tère correspond au seuil de masse au-dessous duquel la particule sera expulsée 
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du creux de potentiel par les fluctuations quantiques. Notons que c’est une 
propriété spécifique aux potentiels asymétriques puisque les puits symétriques 
possèdent toujours un état fondamental localisé [32, ill]. 

En utilisant l’équation (15.47)’ ce seuil SC définit une température critique : 

(15.50) 
2 m  

akB 
TC=- . 

Lorsque la température augmente en se rapprochant de Te, le dernier état lié 
devient de moins en moins localisé, et le paramètre d’ordre (y) augmente très 
rapidement, cela correspond précisément à la transition de phase. 

Le calcul complet confirme donc le calcul approché précédent et on peut 
noter qu’au facteur 7r près, la température critique que nous obtenons est iden- 
tique à celle que donnait le potentiel simplifié V’(y) avec l’expression (15.39). 

En utilisant les équations (15.27) et (15.49)’ on déduit l’énergie libre par 
site f = eo + f o ,  avec 

(15.51) 

et 

eo = D [ i - It( ’1 si T < T, 

= D  sinon , 

(15.52) 

où t = TIT, - 1 est la température réduite. On en déduit que l’entropie par 
site peut s’écrire sous la forme d’une partie non singulière 

et d’une partie singulière, 

2 0  
T C  

Ssing = - t si T < T, 

= O  si T > T, . 

(15.53) 

(15.54) 

Ce résultat (15.54) signifie qu’il y a un saut de la capacité calorifique à la 
température T,, tandis que l’exposant critique cy, qui donne l’évolution de la 
capacité calorifique c quand T approche T, (T < Te) sous la forme c c( t-“, 
vaut cy = O. La transition est donc du second ordre. 

15.3.3 Le paramètre d’ordre pour l’ADN 
La quantité que l’on observe directement lors des expériences de dénatu- 

ration de l’ADN est la fraction de paires de bases liées car elle détermine 
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l’absorption de la lumière UV par l’échantillon. C’est une quantité que l’on 
peut obtenir par le calcul en considérant que toutes les paires de bases pour 
lesquelles la distance y est en-dessous d’un seuil b sont fermées. 

La probabilité P ( y  < b,T)  de trouver une paire de base à une distance 
d’équilibre plus petite que h est donnée par : 

(15.55) 
b 

P(Y < h’ TI = /, dY 140(Y)12 

En utilisant la solution de l’équation (15.48) on peut en obtenir une expression 
analytique 

y(26 - I, 26eëab) 
P ( y  < b’T) = 1 - 

q2s - 1) 
(15.56) 

N (26 - 1) E i ( 2 6 e - 9  ( 15.57) 

qui fait intervenir la fonction Gamma I?, la fonction gamma incomplète y et la 
fonction exponentielle-intégrale Ei [ 13) ; la dernière ligne n’est valable qu’au 
voisinage de T,. L’expression est complexe, mais le résultat important est que, 
dans le cadre du modèle d’hamiltonien (15.1)’ la fraction de paires de bases 
liées approche zéro de manière linéaire lorsque T tend vers T, (cf. fig. 15.12). 
Cette conclusion est valable quel que soit le choix de b qui n’intervient que 
dans la pente de la courbe. 

P(Y(2 ,T )  

F I G .  15.12 - Fraction de paires de bases liées P ( y  < 2A, T )  en fonction de T/Tc dans 
le modèle d’ADN. Les triangles correspondent aux valeurs déduites d’une recherche 
numérique des états propres de l’opérateur de transfert, alors que la courbe continue 
correspond à la prédiction théorique (15.57) qui utilise l’approxiniation des milieux 
continus. 

Lorsqu’on compare la figure 15.12 avec une courbe de dénaturation ex- 
périmentale de l’ADN (cf. fig. 15.5) on constate que la prévision théorique 
n’est pas en accord quantitatif avec l’expérience car le rriodrle conduit à une 
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dénaturation très progressive de la double hélice, déjà nettement perceptible 
quand T = 0’75 T,, alors que les expériences détectent une dénaturation 
très brutale, correspondant pratiquement à une transition du premier ordre. 
Cela provient du fait que nous nous sommes contentés ici d’un modèle très 
simplifié de la molécule. Sans changer fondamentalement le modèle, on peut 
obtenir une courbe de dénaturation en bon accord avec l’expérience si l’on 
tient compte du fait que le potentiel d’interaction d’empilement des bases 
n’est pas le potentiel harmonique $K(y, - y, -~)~  que nous avons introduit 
dans l’hamiltonien (15.1). Dans la réalité, quand uiie base commence à sor- 
tir de l’hélice, son énergie d’interaction avec les voisines décroît. On peut 
en rendre compte par un potentiel d’empilement anharmonique. On obtient 
alors une transition de dénaturation qui se produit dans une étroite gamme 
de températures [40], mais le traitement de l’opérateur de transfert doit être 
fait numériquement. 

15.4 Stabilité d’une paroi de domaine : 
une autre approche de la dénaturation 

Jusqu’à présent, nous avons traité la thermodynamique du modèle d’ADN 
par des méthodes standards de physique statistique. Nous allons montrer que 
le concept de soliton permet de proposer une interprétation élégante de la 
dénaturation en déterminant par un calciil relativement simple pourquoi et 
quand la transition se produit. I1 existe une solution rion-linéaire exacte liant 
uiie portion de l’ADN qui est sous forme de double hélice et une portion 
dénaturée. C’est une paroi tie domaine entre les deux phases. À la limite ther- 
modyiiamique, c’&-à-dire daris un système où le riombre de paires de bases 
tend vers l’infini, sori énergie est infinie car chacuri des sites de la phase dé- 
naturée apporte une coritrihutiori finie d’énergie. C’est cet,te particularité qui 
permet, l’existence de la transition de phase daris ce système uriidiriierisiori- 
riel. L’étude des propriétés de cette paroi de domaine va nous permettre de 
déterminer la température de transition. 

15.4.1 La paroi de domaine 
Pour obtenir une solut ion analytique, nous allons faire l’approximation des 

rriilieiix continus, tout en sachant qu’elle n’est pas très bonne dans le cas de 
l’ADN. Nous verrons ultérieureiiieiit commerit il est possible d’aller au-delà. 
Dans cette approximation les équations de mouvement adimeiisiorinées (15.6) 
donnent 

= O  avec V ( Y )  = ( e p y  - 1)2 , (15.58) ~- S-+- 
a t 2  d.X.2 d Y  
d 2 Y  d 2 Y  dV(Y)  

en utilisant le paramètre de niaillc (c’est-&-dire la distance entre deux paires 
de bases) comme unité de lorigiieur dans la direction 1’. 



15. Dynamique non-linéaire de I’ADN 359 

Outre les solutions correspondant aux modes de respiration que nous avons 
étudiées à la section 15.2, cette équation non-linéaire possède des solutions 
exactes de type paroi de domaine. En effet, si l’on cherche une solution indé- 
pendante du temps, on obtient 

(15.59) 

et l’on retrouve un problème forniellemerit identique à l’équation du mouve- 
merit d’une particule daris le potentiel V ( Y )  dans lequel la variable z remplace 
le temps. I1 s’intègre par quadrature. On multiplie l’équation par dY/dz et on 
intègre par rapport à z pour obtenir 

--s 2 (E)2 - + V ( Y ) = C  ’ (15.60) 

où C est une constante d’intégration que 1,011 détermine par les conditions 
aux lirnites. En cherchant une solution qui tend vers l’état d’équilibre Y = O 
lorsque z tend vers -03, on obtient C = O. La solution est ensuite calculée 
par séparation des variables. L’équation (15.60) dorine 

(15.61) 
dY e y  

2 dz e y  - 1 
= ( P ë Y -  1) ou ~ 

qui s’intègre iriiniédiatement en 

(15.62) 

qui s’écrit encore 
(15.63) 

où z o  est une constante d’intégration qui détermine la positiori de la paroi de 
doniaine. Cette so1ut)iori est représentée sur la figure 15.13. Elle correspond à 
une configuration liant une partie de la chaîne (z < 2 0 )  où les paires de bases 
sont fermées avec une zone (pour les points z >> 2 0 )  où la séparation entre 
les brins croît linéairenierit. 

Évaluoris l’énergie de cette solution daris une chaîne finie de N paires de 
bases. Les s iks  d‘indice inférieur à zo sont tels que Y CY O. Le potentiel de 
Morse et l’énergie de couplage entre deux sites voisins sont nuls daris cette 
région qui rie contribue donc pas à l’knergie. Pour les sites d‘indice supérieur 
A 2 0 ,  Y >> 1 et, le potentiel tie Morse prend la valeur i tandis que dY/dz E 

CE qui corresporid à une énergie de couplage is( m)z = 1. Airisi, 
chaque site d’indice supérieur T O  contribue à l’éricrgic par e = 2 .  L’énergie 
de la paroi est doric 

I ’  y(,) = ln 1 + p ~ m  ( Z - S ~ )  [ 

E: = 2 (IV - 2 0 )  + O ( N ” )  . (15.64) 
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FIG. 15.13 ~ La ligne en pointillés représente la solution paroi de domaine (15.63) 
(solution correspondant au signe + dans l’exponentielle). La ligne continue repré- 
sente le potentiel effectif de l’équation de Schrodinger (15.69) et les ondulations 
représentent qualitativement les modes de vibration de la paroi de domaine. 

Le terme (?(No) correspond à la contribution du coeur de la paroi où la 
solution évolue progressivement du fond de puits vers le plateau du potentiel 
de Morse et l’exposant + indique simplement que nous avons calculé l’énergie 
de la solution comportant le signe + dans l’exponentielle. Corrime nous l’avons 
déjà mentionné, l’énergie de la paroi devient infinie lorsque N tend vers CO. 

À température nulle, la solution (15.63) n’est pas stable, puisque la paroi 
peut abaisser son énergie en augmentant 2 0 ,  ce qui revient à augrrienter le 
domaine dans lequel les paires de bases sont, fermées. Ceci correspond sim- 
plement au fait qu’à température nulle, l’état stable de l’ADN est l’état en 
double hélice dans lequel les bases sont appariées. Contrairement aux autres 
théories des champs de type Klein-Gordon avec line énergie f inie  du kink ou 
de la paroi de domaine, dans le cas de la paroi de domaine du modèle d’ADN, 
il n’y a pas de mode de Goldstone de fréquence nulle. I1 faut fournir une éner- 
gie pour modifier la posit,ion de la paroi de manière ii inclure davantage de 
sites avec des paires de bases ouvertes. La différence avec le modèle 44 étudié 
au chapitre 10 se situe dans l’écart énergétique entre les deux états liés par la 
paroi. 

En présence des fluctuations thermiques, les effets entropiques s’ajoutent, 
aux effet,s énergétiques pour déterminer la stabilité de la paroi. Pour les éva- 
luer, il faut étudier les pcrturhatioris autour de cet,te solution paroi de do- 
maine. 

15.4.2 Fluctuations autour de la paroi de domaine 
Pour cela, on cherche une solution sous la forme 

Y(,r.t) = Yp(s) + f(x,t) . (15.65) 
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où Yp(x) désigne la solution (15.63) et f (z, t )  est supposé assez petit pour 
que l’on puisse linéariser l’équation en f .  En introduisant cette solution dans 
l’équation du mouvement (15.58)’ on obtient : 

= O (15.66) 
a 2 f  a2f a2Yp 
-- s- - s- + F(YP) + f(.’ t )  
at2 az2 a.2 

Les 3“ et 4“ termes de l’équation (15.66) ont une somme nulle puisque Yp est 
une solution statique de l’équation du mouvement (15.59). L’équation pour 
f ( z , t )  se réduit donc à 

( 15.67) 

Le potentiel effectif V e ~ ,  représenté sur la figure 15.13, se déduit de l’expression 
de F ( Y )  et de exp(Yp) = 1 + exp(z) avec z = J2/s (x - 20)  qui résulte de 
la solution (15.63) pour Yp. I1 s’exprime par : 

e’ - 1 veff = -2 
(1 + e’)2 . 

(15.68) 

En cherchant une solution de l’équation (15.67) sous la forme f (z, t )  = 
exp(-zut) g(z), on obtient 

-s 2 d2g + Veff(IL:)g(IL:) = w 2 g ( 4  , (15.69) 

qui est encore une équation formellement identique à une équation de Schro- 
dinger. Le potentiel Veff est tel qu’il ne possède pas d’état lié, mais on peut 
prévoir l’existence de deux types d’états étendus : 

dX 

- pour w2 < 2, la solution g(z) sera située dans la région z > zo ; 
- pour w2 > 2, la solution s’étend à tout l’espace mais, comme XE(IL:) a 

des valeurs différentes pour IL: < IL:O et 2 > ZO, les relations de dispersion, 
des ondes qui sont solutions sont différentes dans les deux régions. 

Ces états étendus sont schématisés sur la figure 15.13. 
L’expression du potentiel Ve~(z )  permet la résolution analytique de l’équa- 

tion (15.69). On peut cependant obtenir très simplement une solution ap- 
prochée qui contient toute la physique des phénomènes en considérant que 
le potentiel change de manière abrupte de la région ~ç < 1ç0 vers la région 
IC > zo comme représenté sur le figure 15.14. Avec cette simplification les 
bases d’indice n 5 zo sont supposées fermées et le potentiel dans ce do- 
maine vaut l&(.) = 2. Les solutions de l’équation (15.69) sont de la forme 
g(z) = exp(zqz) où q et w sont liés par la relation de dispersion w2 = 2 + Sq2 
qui est la limite pour q faible (correspondant à l’approximation des milieux 
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FIG. 15.14 ~ Représentation simplifiée de la paroi de domaine (trait pointillé) et 
du potentiel effectif Vee(s) qu’elle crée pour les fluctuations (trait continu) dans une 
chaîne de N paires de bases. Cette figure est l’analogue de la figure 15.13. 

continus) de la relation (15.12) que nous avions obtenue en cherchant les so- 
lutions non-linéaires pour la dynamique du modèle. 

Les paires de bases d’indice TZ > z o  sont supposées totalement ouvertes, 
c’est-à-dire que la variable Y a une valeur correspondant au plateau du po- 
tentiel de Morse. Dans cette région, on fait l’approximation V e ~ ( z )  = O et 
la solution pour g(z), toujours sous la fornie g(z) = exp(iqz), est telle que 
w2 = sq2. 

15.4.3 Énergie libre de la paroi de domaine 
Nous avons maintenant les éléments pour calculer l’énergie libre F de la 

paroi de domaine à la position ICO que nous considérons sous la forme simplifiée 
de la figure 15.14. Elle est constituée de deux contributions : 

(15.70) 

~ Le terme Fp est l’énergie libre de la solution Y p  pour zo donné. Elle 
se réduit à l’énergie de la paroi puisqu’il n’y a aucun terme entropique, zo 
étant choisi et la solution Y p  étant imposée. Le terme Fp est donc donné par 
l’expression (15.64) 

Fp = ~ ( N - Z O )  (15.71) 

dans laquelle nous n’incluons pas la petite correction due à la forme exacte 
de la paroi puisque nous considérons la solution approchée de la figure 15.14. 

- Le terme Ffluctuations représente l’énergie libre des modes de fluctua- 
tions autour de la paroi de domaine que nous avons calculés dans la section 
précédent e. 

Ces modes ont été calculés dans l’approxiniation harmonique : leurs éner- 
gies correspondent donc à celles d’osci1lat)eurs harmoniques de fréquence w ( 4 ) .  
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Pour obtenir l’énergie libre associée il est commode d’utiliser les propriétés 
des oscillateurs quantiques et de prendre ensuite la limite classique. L’énergie 
d’un mode d’oscillation de la paroi est donc 

où nq est le nombre de quanta d’excitation d’un oscillateur (nous n’introdui- 
sons pas l’énergie de point O ,  t w ( q ) / 2 ,  car nous sommes intéressés par la limite 
classique du résultat). 

Pour un oscillateur (c’est-à-dire une des fréquences w ( q ) ) ,  la fonction de 
partition est obtenue par sommation sur tous les états d’excitation. Elle est fa- 
cile à calculer puisqu’il s’agit de sommer une série géométrique, ce qui donne : 

(15.73) 

On retrouve la formule de Bose-Einstein usuelle. 
À la h i t e  classique où h ( q )  << kBT,  on peut remplacer l’exponentielle 

par son développement au premier ordre exp( -Pt..(q)) 2 1 - P t w ( q ) ,  de sorte 
que l’on obtient simplement : 

(15.74) 

On peut noter que la limite classique est parfaitement justifiée pour la dyna- 
mique des bases de l’ADN, qui sont des groupements de grande taille, dont 
les niouvenients d’ensemble ont des fréquences de l’ordre de 5 . 10l1 Hz, qui 
correspondent à tW N 2 .  lop3 eV alors que k B T  est de l’ordre de 25. 10v3 eV 
à la température ambiante. 

La fonction de partition d’un ensemble d’oscillateurs indépendants est le 
produzt des fonctions de partition de chaque oscillateur. En effet, la fonction de 
partition 2 mesure le nombre d’états accessibles au système. Si l’on considère 
un système Si ayant n1 états et un système S2 ayant 722 états indépendamment 
de Si, pour le système formé de S1 et Sz, à chaque état de Si correspondent 
n 2  états de Sz, ce qui donne un riornbre total d’états n l  x n2. La fonction 
de partition pour l’ensemble des oscillateurs harmoniques Correspondant aux 
fluctuations autour de la. paroi de domaine est 

(15.75) 

correspondant à l’énergie libre 

Cette somme discrète n’est pas facile à calculer mais on peut la renipla- 
cer par une intégrale en tenant compte du grand nombre de modes w ( q ) .  
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Pour un réseau de p particules, les vecteurs d’ondes possibles sont qe = 

( = O, . . . , p - 1 ), c’est-à-dire que la variation de q d’un mode au suivant est 
Aq = 7r/p, ce qui donne une densité d’états l/Aq = p / n .  À partir de cette 
densité d’états, on obtient 

(15.77) 

où f [ w ( q ) ]  désigne une fonction quelconque de w(q) .  

Pour une molécule d’ADN comportant N paires de bases, possédant une 
paroi de domaine à la position XO, nous avons 20 particules ayant la relation 
de dispersion w ( q )  = d m  et N - xo particules ayant la relation de 
dispersion w(g) = 6 q .  On obtient donc : 

Friuctuations = k B T  ?!? 7r i m d q  ln (Phd-1 

+ k B T  7r im dq In ( P h 6  q )  , (15.78) 

où les intégrales sur q ont été étendues jusqu’à l’infini, ce qui est cohérent 
avec l’approximation des milieux continus que nous utilisons pour ce calcul. 
En séparant les termes qui dépendent de la position z o  de la paroi on obtient : 

où FI est une quantité qui ne dépend pas de XO. L’intégrale de l’équation 
(15.79), que nous noterons I ,  peut être calculée par 

en posant u = q J 2 / s  et en notant que : 

(15.80) 

(15.81) 

On obtient : 

Ffluctuations = k B T -  g + Fi . (15.82) 

En rassemblant les résultats (15.71) et (15.82)’ on arrive à la forme suivante 
pour l’énergie libre de la paroi de domaine : 

2 

(15.83) 

où Fi est une contribution qui n e  dépend pas de XO. 
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- Pour T faible (ou T = O ) ,  l’expression entre crochets est négative. La 
molécule peut abaisser son énergie libre en augmentant XO. Compte tenu 
de la forme de la paroi de domaine, cela augmente la taille du domaine où 
les paires de bases sont fermées. Ce phénomène traduit le fait que c’est 
l’état en double hélice qui est l’état stable de l’ADN à basse température. 

~ Pour T grand, l’expression entre crochets est positive. La molécule peut 
abaisser son énergie libre en diminuant XO, donc en ouvrant les paires 
de bases qui étaient fermées. 

- Pour ( ~ B T / ~ ) J ~ / S  = 2, soit 

2 
T = T c = - J 2 S  kB , (15.84) 

l’énergie de la molécule est indépendante d e  la position xo de la paroi 
séparant la zone ouverte de la zone fermée. Cette valeur de température 
apparaît donc comme la température d e  transition à laquelle la molécule 
passe de l’état en double hélice à l’état dénaturé. 

I1 est important de noter que si l’on repasse à des variables dimensionnées 
en remplaçant S par sa valeur S = K / ( D a 2 )  et en tenant compte du fait que 
les énergies ~ B T  sous forme dimensionnées s’obtiennent en multipliant par D 
l’énergie adiniensionnée (cf. section 15.2.1)’ on obtient T, = 2 m / ( a k B )  
qui est exactement la température de  transition de phases donnée par l’inté- 
grale de transfert (cf. (15.50)). 

15.4.4 Discussion 
On constate donc qu’en étudiant l’énergie libre d’une excitation non- 

linéaire localisée, la paroi de domaine, on peut retrouver exactement les 
propriétés thermodynamiques du modèle d’ADN. Ce résultat montre que l’ap- 
proche fondée sur les solitons (ou les excitations non-linéaires localisées, car 
la paroi de domaine de l’ADN n’est pas un soliton) fournit une méthode al- 
ternat,ive qui peut être intéressante pour étudier les propriétés d’un système 
physique. 

En fait, elle est même plus performante que la méthode habituelle de l’in- 
tégrale de transfert car elle permet aisément de tenir compte des effets de 
discrétisatiori, ce que l’on ne peut faire que perturbativement, et assez diffici- 
lement, pour l’intégrale de transfert. 

Nous avons déjà signalé que l’ADN constitue un système dans lequel le 
couplage est assez faible puisque nous avons trouvé S = 0,099 avec nos para- 
mètres. On doit tenir compte des effets de discrétisation qui interviennent en 
particulier dans les relations de dispersion des petits mouvements autour de 
la paroi qui devieririerit 

2 + 4 s  sin2(q/2) = 2 + 2 ~ (  1 - cos q )  
4s sin2(q/2) = 2 ~ ( 1 -  cos q )  

pour z > 2 0  

pour z < T O  , w2 = { 
comme le montre par exemple l’équation (15.12) 
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Si l’on admet que la forme de la paroi de domaine elle-mènie n’est pas 
modifiée par les effets de discrétisation (ce que confirme la recherche nurné- 
rique de la solution exacte pour la paroi de domaine dans le réseau discret) et 
que les effets de réseau n’affectent que les fluctuations, on peut reprendre le 
calcul de la section précédente avec les nouvelles relations de dispersion. On 
doit limiter l’intégrale en q à q = 7r au lieu de l’étendre jusqu’à l’infini. Le seul 
changement intervient au riiveau de l’intégrale (15.79) qui devient 

+Fi , (15.85) kBT  J2 + 2S( 1 - cos q )  
2S(1 - cosq) 

Ffliictuations = - z û  iT dq ln ( J 
7r 

que l’on peut calculer en utilisant 

(15.86) 

On obtient finalement la nouvelle valeur de la température critique en va- 
riables dimerisionnées, 

qui tend vers la valeur trouvée précédemment (cf. (15.50)), dans la limite S 
grand, correspondant au couplage fort pour lequel l’approximation des milieux 
continus est valable. 

La figure 15.15 compare les résultats exacts pour la température de dériatu- 
ration du modèle d’ADN obtenus par un traitement numérique de l’intégrale 
de transfert avec les expressions analytiques obtenues, d’une part, dans la 
limite des milieux continus (soit par traitement analytique de l’intégrale de 
transfert soit eri raisonnant avec la paroi de doniaine) et, d’autre part, en 
tenant compte des effets de discrétisation dans les fluctuations de la paroi. 
On constate que, bien qu’elle ne soit pas encore tout à fait exacte pour les 
grandes valeurs de 1/S, l’expression (15.87) donne néanmoins une très bonne 
approximation du résultat exact. 

Cet exemple montre l’intérêt de l’étude des excitations nomlinéaires loca- 
lisées dans un système physique, non seulenient pour étudier la dynamique 
du système, niais aussi pour permettre une nouvelle approche de la physique 
statistique du système, qui se révèle très fructueuse puisqu’elle peut fournir 
un résultat qui serait difficile à obtenir par une méthode traditionnelle. 

Le niodèle non-linéaire d’ADN que nous avons introduit dans ce para- 
graphe se révèle donc intéressant à plusieurs titres. Les solutions quasi-soliton 
que l’on peut obtenir par une réduction à une équation de NLS correspondent 
bien aux (< modes de respiration de l’ADN )) observés par les biologistes. De 
plus elles mettent en évidence des phénomènes de localisation temporaire de 
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FIG. 15.15 ~ Évolution de la température critique en fonction du paramètre de 
discrétisation l/S. La courbe en pointillés montre l’estimation (15.50) dans la limite 
des milieux continus, alors que la courbe continue montre la solution discrète (15.87) ; 
les triangles correspondent aux résultats exacts obtenus par un traitement numérique 
de l’intégrale de transfert. 

l’énergie thermique par un effet purement non-linéaire, qui ont peut-être des 
conséquences biologiques, mais jouent aussi le rôle d’états précurseurs de la 
dénaturation. Le modèle est aussi intéressant du point de vue de la physique 
statistique car c’est probablement le plus simple qui possède une transition 
de phase et qui puisse être traité exactement analytiquement (dans la limite 
du couplage fort) [41]. 

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques-unes des propriétés les plus 
simples de ce modèle. D’autres aspects peuvent être étudiés, comme le fac- 
teur de structure statique qui présente, au voisinage de T, une composante 
intense à très faible vecteur d’onde vraisemblablement liée aux excitations 
non-linéaires du système, comme le pic central des ferroélectriques étudié au 
chapitre 10 à partir du modèle qj4. L’étude est cependant plus complexe ici 
car, contrairement aux kinks du modèle 44 qui ont un seul degré de liberté, le 
mode de translation, les fluctuations d’ouverture de l’ADN ont aussi un degré 
de liberté interne d’oscillation et on observe, de plus, qu’au voisinage immé- 
diat de T,, elles servent de noyau de nucléation à des zones ouvertes que l’on 
peut décrire approximativement comme formées de deux parois de domaines 
proches, correspondant aux deux interfaces entre zones ouvertes et fermées 
qui limitent la <( bulle de dénaturation ». Du point de vue de la physique 
non-linéaire et de la physique statistique, il y a donc encore de nombreuses 
questions ouvertes à propos de ce modèle, pourtant extrêmement simplifié de 
l’ADN. 





Conclusion 
Les solitons existent-ils ? 

ET OUVRAGE NOUS a fait parcourir la physique du macroscopique au mi- C croscopique et nous avons rencontré les solitons à ces différentes échelles. 
La raison en est que leurs conditions d’existence reposent sur des propriétés 
très générales, la coexistence de la dispersion et de la non-linéarité dans un 
système étendu. Le concept de soliton n’est donc pas confiné à un domaine 
particulier de la physique, et c’est ce qui fait tout son intérêt. 

La nori-linéarité est omniprésente en physique et c’est la linéarité qui est 
l’exception à tel point que l’on peut regretter qu’il faille avoir recours à la né- 
gation, << non »-linéarité, pour nommer cette propriété si générale. De mème, 
la dispersion est extrêmement réparidue car il est très rare que les composantes 
à différentes longueurs d’ondes qui constituent un signal complexe aient exac- 
tenient la même vitesse de propagation. 

I1 n’est donc pas étorinarit que ces deux propriétés si courantes, et qui 
agissent en général en sens inverse, car la riori-linéarité teiid à localiser les 
signaux alors que la dispersion les étale, puissent, dans certains régimes, com- 
penser leurs effets et conduire à des solitons dans des systèmes très variés. 

Plus que les résultats que nous avons présentés, ce qu’il faut retenir c’est 
la méthode de travail pour aborder les systèmes non-linéaires et dispersifs que 
l’on rencontre si souvent eri physique. 

La première démarche est de chercher quels sont les phénomènes et les 
degrés de liberté pertinents. C’est, bien entendu, ce que l’on fait de manière 
très générale en physique, que l’on étudie les solitons ou non, mais c’est un 
point qui prend encore plus d’importance lorsque l’on sait que l’on s’intéresse 
aux propriétés non-linéaires du système car on peut a przorz s’attendre à 
obtenir des équations qui seront difficiles à résoudre. I1 faut penser à, toutes 
les simplifications possibles dès le début de la modélisation. 

Le second point important est de veiller à conserver la notion d’espace 
dans l’analyse. Cela signifie que, Contrairement à ce que l’on a tendance à 
faire lorsqu’ori se limite à des approximations linéarisées, il faut éviter de 
passer dans l’espace réciproque par une transformée de Fourier spatiale. Nous 
avons vu que le raisonnement issu des développements perturbatifs en niodes 
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norniaux à probablement contribué à bloquer pendant dix ans la solution du 
problème de Fermi-Pasta-Ulam. 

Pour la majorité des systèmes, après l’analyse physique préliminaire, on 
arrive à des équations non-linéaires et dispersives que l’on ne sait pas traiter. 
C’est à ce niveau qu’il est utile d’avoir à l’esprit les grandes classes d’équa- 
tions non-linéaires à solitons, qui constituent des modèles limites vers lesquels 
de nombreux systèmes peuvent tendre lorsqu’on en fait une description ap- 
proximative par les méthodes que nous avons vues (approximation des milieux 
continus, développement en échelles multiples, par exemple). 

Comme ces équations à solitons ne sont obtenues pour les systèmes phy- 
siques que de manière approximative, on peut dire qu’en physique, les solitons 
n’existent pas. 

Et pourtant nous avons vu qu’ils permettent de comprendre de nombreuses 
observations expérimentales, qui vont de la stabilité remarquable de certaines 
vagues dans l’océan, au facteur de structure de diffusion des neutrons par les 
matériaux ferroélectriques ou magnétiques. 

La solution de ce paradoxe apparent provient des propriétés exception- 
nelles des solitons. Lorsque l’on passe de l’équation à solitons, en tant que 
description idéalisée d’un système, à la modélisation des phénomènes réels 
qui ajoute de nombreux termes perturbatifs à l’équation initiale, l’essentiel 
des propriétés des solitons est préservé. Cela a des conséquences sur les riié- 
thodes d’analyse théorique des problèmes. On peut envisager d’abord des ap- 
proximations qui semblent parfois sévères pour réduire les équations initiales 
à l’une des grandes classes d’équations à solitons. Ce que l’on déduira de cette 
équation sera encore utile pour le système réel. Ensuite, on peut travailler sur 
les équations perturbées en traitant les solitons comme des entités auxquelles 
on peut, par exemple, attribuer des paramètres propres (tels qu’une position, 
une largeur) ; c’est le sens des méthodes de coordonnées collectives qui sont 
très utiles.. . pourvu que l’on ait fait une bonne étude préalable pour définir 
les coordonnées appropriées. 

Bien entendu, s’il est incorrect de dire que les solitons n’existent pas, bien 
qu’aucun système physique ne soit décrit exactement par une équation ayant 
des solutions solitons exacts, il est tout aussi incorrect de dire que les soli- 
tons sont partout. I1 ne faut pas négliger les limitations des modèles, et c’est 
particulièrement vrai à l’échelle niicroscopique. Nous avons vu l’exemple des 
dislocations pour lesquelles les effets de discrétisation sont si importants que 
la libre propagation devient impossible. Un autre domaine qui a donné lieu 
à beaucoup de controverses est le rôle des solitons dans les molécules bio- 
logiques. La section <( News and Views D du journal Nature atteste de ces 
débats avec des articles qui vont de l’approbation enthousiaste [98, 991 à des 
critiques très sévères [58], justifiées par des affirmations excessives de la part 
des théoriciens. De nos jours, les opinions passionnées sur le sujet se sont tem- 
pérées et,, comme les expériences ont progressé, des phénomènes de localisation 
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non-linéaire ont, pu être niis en évidence dans des systèmes modèles proches 
des systèmes biologiques [47]. Dans les molécules biologiques elles-mêmes. la 
question reste ouverte. Plutôt que des solitons transportant l’énergie, il est, 
probable que c’est la localisation d’énergie par effet non-linéaire qui sera l’ef- 
fet le plus important. 

Cet ouvrage a bien entendu laissé de nombreuses questions de côté. L’une 
d’elles est le rôle de la dissipation souvent invoqué comme une cause possible 
de destruction des solitons. À l’échelle macroscopique, la dissipation peut bien 
entendu conduire à la disparition des solitons non topologiques ou stopper 
la propagation des solitons topologiques, niais, par exemple, daris le cas de 
l’hydrodynamique, ses effets sont souvent assez faibles pour que les principales 
propriétés des solitons subsistent. Les solitoris qui parcourent des ceritairies 
de kilomètres daris la mer d’Andaman en sont une illustration. Au niveau 
microscopique la situation est plus complexe car les équations ne sont pas 
dissipatives niais un couplage avec d’autres degrés de libertés, ou avec le bain 
thermique que constituent les molécules de solvant par exemple, peut conduire 
à une perte d’énergie par les solitoris. Mais, en contrepartie, les fluctuations 
t,herrniques peuvent aussi fournir l’énergie nécessaire à la création de modes 
fortenierit nori-linéaires, comme nous l’avons vu dans le cas de l’ADN. 

Uri aut,re point que nous n’avons pas abordé est celui des excitations non- 
linéaires dans les systèmes dont la dimension spatiale est supérieure à 1. C’est 
un vaste domaine qui est moins avancé que celui des solitons bien que de 
très nombreuses recherches y aient été consacrées. Cependant, certaines des 
méthodes que nous avons introduites s’appliquent aussi à ces situations, par 
exemple la méthode des échelles rriult,iples correspond à la méthode des équa- 
tions d’amplitudes très utilisée en dimension 2 ou 3. Les approches de coor- 
données collectives des solitons ont, aussi été employées pour les vortex dans 
les films magnétiques. 

À défaut d’être exhaustif, nous espérons que ce livre aura donné au lec- 
teur envie de poursuivre l’exploration du nioride des structures non-linéaires 
cohérentes où les taches tilariches sur la carte sont encore nombreuses. 
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Appendice A 

Obtention de l’équation de KdV 
pour les ondes hydrodynamiques 
de surface 

ES ONDES À LA SURFACE DE L’EAU sont très intéressantes pour le pliysi- L cieri car elles correspondent à de riorribreux phénomènes directement ac- 
cessibles à l’observation (depuis les vagues en mer, les ondes de sillage des 
bateaux jusqu’aux raz-de-marées !) et comportent des classes d’ondes très va- 
riées selon les conditions aux limites, allant des ondes linéaires non dispersives 
aux ondes non-linéaires dispersives. 

Cet appendice décrit l’obtention de l’équation de Korteweg-de Vries (KdV) 
pour les ondes en eau peu proforide à partir des équations de base de l’hydro- 
dynamique. Le calcul est présenté ici en détail car il permet de comprendre la 
première observation historique di1 soliton et il mérite qu’on s’y attarde car la 
justification des approximations et ordres de grandeurs n’est pas irrirriétliate. 

A . l  Équations de base et conditions aux limites 

Nous corisidéroris un fluide parfait (inconipressible et non visqueux). I1 est 
décrit par l’équation d’Euler 

d?J 4 

d t  p - = p T j - V P  ’ 

où p est la masse volumique du fluide, T’ le champ de vitesse, 9 l’accélération 
de la pesanteur, et P la pression dans le fluide. Daris cette expression, la 
dérivée temporelle est une dérivée totale. En développant son expression on 
obt ierit 

a$ + 
pdt +p(v.F) v’= py- V P  (A.2) 
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à laquelle il faut ajouter l’équation de conservation de la masse qui, pour le 
fluide incompressible, se réduit à : 

(A.3) 
4-i  V . V  = O  . 

Pour obtenir l’équation de propagation des ondes de surface il faut ajouter 
ces équations les relations imposées par les conditions aux limites. 

A . l . l  Condition à la limite cinématique 

011 considère la surface séparant un 
liquide d’un gaz qui exerce une pression 
unifornie sur la surface d’équation 

F ( ? $ , t ) = O  . 

La surface du fluide est définie par 
le fait que les molécules ne la tra- 
versent pas. La composante orthogo- 
nale à la surface V, (G, t)  de la vitesse 
d’un point de la surface géométrique du 

fluide est égale à la composante orthogonale ti la surface de la vitesse d’un 
petit élément de fluide situé irifiriiriierit près de cette surface, ce qui s’exprirrie 
Par 

(A.4) 

Le vecteur unitaire normal à la surface est donné à partir de l’équation de la 
surface par n’ = ? F ( G , t ) / l V F ( G , t ) / ,  et par ailleurs la vitesse di$/dt d’un 
point de la surface peut être déduite de la formule : 

4 

d F  d 6  -+ 
- = O = - + ~ ‘ V F ( 3 , t )  . 
d F  
dt at dt 

On obtient donc : 

(A.7) 
1 d F  

- - - 

I?F(G’t)l 5% ’ 

La condition cinématique (A.4) en un point 5 de la surface s’écrit par consé- 
quent, : 

I1 est possible de mettre cette condition sous une forme différente qui sera 
utile pour la suite. Nous rioteroris dorénavant u, P I ,  w les composantes de 3 
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en un point quelconque du fluide. Si l’on connaît l’équation de la surface sous 
la fornie z = q(x,y,t), correspondant & F = v(z,y,t) - z, en calculant O F  
on obtient pour un point de la surface : 

-f 

817 817 a17 
at ax d y  

w = - + u - + v -  , 

A.1.2 Condition à la limite physique 

La condition (A.9) est purement géométrique mais ne traduit pas les pro- 
priétés physiques particulières de la surface d’un fluide qui sont liées à l’exis- 
tence d’une tension superficielle. La surface d’un fluide se comporte comme 
une membrane élastique à laquelle est associée une énergie de surface. En 
présence de tension superficielle, la courbure de la surface du fluide se tra- 
duit par une différence de pression entre les deux côtés de la surface. C’est ce 
phénomène qui explique la montée d’un liquide dans un tube par capillarité. 
Dans le cas des solitons hydrodynamiques on peut, dans la plupart, des cas, 
négliger l’effet de la tension superficielle car le rayon de courbure de la surface 
est très grand. Nous nous placerons dans ce cas. La pression dans le fluide en 
un point très proche de la surface est alors égale à la pression PA du gaz qui 
surmonte le fluide. 

A.2 Formulation mathématique du problème 

L’étude générale des ondes de surface est très difficile. Nous allons définir 
un problème particulier, bien posé mathématiquement et correspondant à une 
situation physique représentative des cas réels, sans être trop complexe. 

Pour traiter le problème, nous serons amenés à passer à des variables sans 
dimension. Les variables dirnensionnées sont repérées par un ’. 

On considère une couche de fluide 
incompressible non visqueux d’épaas- 
seur moyenne h‘ située au dessus d’un 

O. On se place dans le cas d’un mouve- 
ment badamensaonnel, c’est-à-dire que 
toutes les variables du système sont in- 
dépendantes de la coordonnée y’ et que 
la vitesse n’a pas de composante se- 
lon y’. 

On note u’(z’, z’, t’), O,  w’(x’, z’, t’), les composantes du vecteur vitesse en 
un point du fluide et z’ = h’ + ~’(x’, t’) l’équation de la surface, où h’ est la 
hauteur de fluide quand il est au repos. 

42’ 

plan horizontal situé à la position z’ = 2 ’  =rl ’ ( X ’ J ’ )  
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Le fluide est surmonté par un gaz dont la pression PA est constante et 
uniforme dans l’espace. I1 est soumis à la densité volumique de force f = p 3  
due à la pesanteur. 

-f 

A.2.1 Les équations de définition du problème 
Elles comprennent : 

1. L’équation d’Euler dans le volume du fluide. En la divisant par p et en 
explicitant les deux composantes, on obtient : 

(A.10) 

(A.ll) 

du‘ / du’ du’ 1 OP’ 
dz’ dz’ p dz’ 

dw’ ,dw’ dw‘ 1 dP’ 
dX’ dz’ p dz’ ’ 

dt’ + u - + w’ - = - - - 

.-# + u - + wf- = -- - - 

auxquelles on doit ajouter l’équation de conservation de la matière 

(A.12) 

2. La condition à la limite au fond, qui exprime qu’il n’y a pas de compo- 
sante verticale de la vitesse du fluide en z’ = O’ 

w’(.f= O) = O  . (A.13) 

3. La condition à la limite cinématique à la surface, 

(A.14) 

4. La condition à la limite physique à la surface 

PA - P’ = O en z’ = h’ + q’(z’,t’) . (A.15) 

5. La condition qui précise que la couche liquide a une hauteur moyenne 
h’, c’est-à-dire que la surface est en moyenne à l’altitude z’ = h’, cor- 
respondant à 77‘ = O 

~’(z ’ ,  t’)dz’ = O , 1 +K 
lim - 

K-CC 2K .I_, 
et la condition que la solution ne diverge pas pour 15’1 -f CO. 

6. Les conditions initiales données à t’ = O. 

(A.16) 

I1 n’y a pas de conditions aux limites latérales car on suppose le problème 
bidimensionnel, indépendant de y‘, et l’on choisit une condition initiale qui 
correspond effectivement à un problème bidimensionnel. 



A. Ondes hydrodynamiques 379 

A.2.2 Pression statique et pression dynamique 
I1 est commode d’éliminer des équations la pression du gaz qui surmonte 

le fluide par comparaison entre la solution statique et la solution dynamique. 
La solution statique (3 = O) donne -9- ( i /p)aP’/ad = O par l’équation 

(A.11). On en déduit la pression statiyue Pi = -gp(z’ - h’) + PA par intégra- 
tion et application de la condition & la limite (A.15) en z’ = h’, qui correspond 
à la surface au repos. On retrouve bien entendu la relation fondamentale de 
l’hydrostatique. 

On définit la pression dynamique p’(z’, z’, t’) = P’(z’, z’, t’) - Pi(z’). En 
reportant cette expression dans l’équation d’Euler, l’équation (A. 10) est in- 
changée tandis que le terme -g s’élimine de l’équation (A.11). En revanche, 
l’équation (A.15) exprimant que la pression au niveau de la surface du fluide 
est égaie à la pression extérieure devient : 

p’ = pg$(z’, t’) en z’ = h’ + ~’ (z ’ ,  t’) . (A.17) 

A.2.3 Équations sans dimension 
Le passage à des équations sans dimension est important pour réduire le 

nombre de paramètres du problème car il conduit à des paramètres indépen- 
dants les uns des autres, mais il est surtout indispensable pour permettre des 
approximations correctement contrôlées en donnant une signification réelle à 
la notion de terme << petit ». Pour cela, il faut définir une longueur caractéris- 
tique et un temps caractéristique qui seront les quantités de référence. Pour 
les quantités ayant la dimension d’une longueur, il est utile de considérer des 
échelles de longueurs différentes pour décrire la position dans le fluide (coor- 
données 2’ et z’) ou les déplacements du fluide car ces variables jouent des 
rôles très différents daris le problème. 

On choisit une amplitude carac- 
téristique A’ pour les déformations 
de la surface, qui sera utilisée pour 
mesurer les déplacements du fluide 
selon z’ et pour définir les compo- 
santes de la vitesse du fluide. On devra avoir q’/A’ N 1. Si la solution ne 
vérifiait pas cette condition, il faudrait changer le choix d’échelle en z’, ce 
qui changerait éventuellement les termes qui peuvent être négligés. On choi- 
sit par ailleurs une longueur d’onde caractéristique L’ dans la direction r’. 
L’étude des équations linéarisées introduit une célérité caractéristique eo (qui 
est la célérité des ondes de grande longueur d’onde, c’est-à-dire dont le vecteur 
d’onde terid vers O). On utilise L’ et CL pour définir un temps caractéristique 
th = L’/eh que l’on utilisera pour mesurer les temps. 

A ] - -  

L’ 
r c 

On travaille donc avec les variables sans dimension suivantes 

(A.18) 
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et on définit 

Pf  (A.19) Wf 

Allto ’ Allto , P =  pA’L‘/to2 ’ 
w=- U‘ u = -  

qui sont des quantités sans dimension. I1 est important de noter que l’on 
mesure la position (y compris l’altitude) avec la longueur caractéristique L’ 
mais les déplacements du fluide avec la longueur A’. Enfin, on introduit les 
nombres sans dimension 

(A.20) 
A’ h‘ 

gto2 nombre de Froude) , E = - et 6 = - 
L‘ Lf . F = - (  

Lf 
En reportant dans les équations de définition du problème on parvient au 

système d’équations suivant : 

- + E  du u-+2)=-& du a P  ’ 
at ( d x  d z  
- + E  aw u-+w*)=-i); dW a P  , 
at ( ax d z  
du dw - + - = O  
ax dz 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

w = o  en z = O  , (A.24) 

dV drl w=-+&u- 
dt dx en z = 6 + & ~  , (A.25) 

F V = P  en z = 6 + ~ ~  . (A.26) 

Nous nous limiterons de plus à un écoulement irrotationnel, ce qui a deux 

1. Le rotationnel de la vitesse (rot v ) étant nul, on a 
conséquences : 

-+ 

du dw 
d z  ax = O  (A.27) 

2. On peut définir un potentiel des vitesses 4 ( x ,  z ,  t )  tel que u = d4/dx et 

En reportant l’expression de p tirée de l’équation (A.26) dans l’équation (A.21) 
et en remplaçant duldz par dwldx grâce & l’équation (A.27), on obtient une 
nouvelle forme de la condition à la limite de surface qui nous sera utile par la 

w = a4 /az .  

suite 
(A.28) 

A.2.4 Hypothèses d’échelle 
La limite E + O correspond au cas linéaire. On se propose d’aller au-delà 

de cette limite en restant toutefois dans le cas de faibles non-linéarités. On 
fait donc l’hypothèse E < 1 mais non nul. 
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On étudie le cas des ondes en eau peu profonde en imposant 6 = h‘/L’ << 1 
c’est-à-dire que la profondeur est supposée faible devant l’extension spatiale 
caractéristique de l’onde. 

Les paramètres E et 6 sont donc deux {< petits paramètres )) indépendants : 
b est fixé par les caractéristiques du système (par exemple la profondeur d’un 
canal) tandis que E est fixé par les conditions initiales choisies. 

Pour faire des développements cohérents on doit néanmoins fixer 1 ’échelle 
relative de ces petits paramètres. C’est souvent une étape difficile dans la 
définition des approximations. On fera les calculs avec 

E N b 2  ’ (A.29) 

qui signifie que E et S2 ont des ordres de grandeur comparables mais ne sont 
cependant pas égaux puisque ce sont a priori des paramètres indépendants. 
On conduira les calculs jusqu’à l’ordre ~6 ou d3. 

I1 est commode de mesurer le déplacement q de la surface en unités de 6 
en posant cp = q/6.  Cela donne pour l’altitude de la surface z = 6(1 + ~ c p )  
alors que l’équation (A.28) devient : 

(A.30) 

On suppose cp d’ordre 1, soit q‘lh‘ = E(P d’ordre E ,  ce qui correspond bien à 
une faible non-linéarité. 

A.2.5 Le potentiel des vitesses 
L’hypothèse de l’écoulement irrotationnel permet de travailler avec le po- 

tentiel des vitesses, ce qui rendra les calculs possibles même dans le cas non- 
linéaire. En fonction du potentiel des vitesses, la condition d’incompressibilité 
(A.23) donne 

a24 a24 
a x 2  ay2 
- + - = O .  (A.31) 

L’hypothèse (( eau peu profonde )) soit z N 6, conduit à rechercher une solution 
de l’équation de Laplace (A.31) sous la forme d’un développement en z : 

M 

n=O 

En reportant dans l’équation de Laplace on obtient : 

(A.32) 

(A.33) 

Comme cette équation doit être vérifiée pour tout z dans le domaine du fluide, 
on en déduit une relation de récurrence entre les q5n : 

(A.34) 
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La condition à la limite au fond w(z = O) = O donne d 4 / d z  = O en z = O ,  
donc $1(x, t )  = O, ce qui entraîne que tous les 42p+l  sont nuls. I1 reste donc 

d’où l’on peut tirer u et w 

(A.35) 

(A.36) 

(A.37) 

Par la suite, on notera d4o /dx  = f(x,t). D’autre part, on a z N 6 de sorte 
que, comme on limite les développements à l’ordre h3 ,  nous nous limiterons 
simplement à : 

4x3 z’ t )  = f (2, t )  - 2” 1 2  fzz , 

w(x, z, t )  = -z  fz + -z3 fzzz . 

(A.38) 

(A.39) 
1 
6 

A.3 Étude de la limite linéaire 
I1 est utile de revenir temporairement à la limite linéaire qui permet de 

faire le choix de la vitesse caractéristique CO qui figure dans le passage aux 
équations sans dimensions. 

Dans cette limite E = O donc z,,,face = S + E ~  2 6, ce qui donne à la surface 
w 2 -6 f z  et u 2 f (à l’ordre près). La condition cinématique à la surface 
se réduit par conséquent à : 

w = - = 6 -  871 dv 
at dt  ’ 

La condition à la limite (A.28) se simplifie en : 

au dP - + F 6 - = O  at dX , 

(A.40) 

(A.41) 

En fonction de la variable f ,  ces équations donnent -6 fz. = 6pt, d’où fzz = 
-pzt et f t  = -F6p,, d’où f t t  = -F6cpzt = FSf,,. A la limite linéaire 
l’équation vérifiée par f à la surface est donc : 

(A.42) 

dont les solutions linéaires sont des ondes non dispersives se propageant à 
la célérité c = JF6. Cette vitesse caractéristique pour les ondes de faible 

1 
- F d f t t  - fzz = O 1 
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amplitude permet de choisir la vitesse eh qui a servi à définir le temps carac- 
téristique th que nous utilisons. La vitesse adimensionnée e, qui est le rapport 
entre une variation de coordonnée Ax et un intervalle de temps At est reliée 
à la vitesse dimensionnée des ondes linéaires par : 

(A.43) 

Compte tenu des définitions de F et S et de chth = L’, on obtient ciin’ = 

Dans la suite, on choisira ch = ciiri = e, ce qui revient à avoir FS = 1 
avec ce choix particulier d’échelles, et simplifie l’expression de la condition à 
la limite (A.30). 

eh2e2 = FSch2 = gth2 h‘/L‘2eL2 = gh’. 

A.4 L’équation non-linéaire 
en eau peu profonde 

Dans le cas non-linéaire, la démarche est analogue à celle suivie dans le 
cas linéaire : on exprime d’abord u et w à la surface en fonction de f ,  puis on 
reporte dans les conditions aux limites cinématique et physique à la surface 
(la condition au fond ayant déjà été utilisée quand on a exprimé u et w en 
fonction du potentiel des vitesses). On garde les termes jusqu’à l’ordre ES ou 
63. 

Avec zSurface = 6(1 + EP) ,  on obtient à partir des équations (A.38) 
et (A.39) : 

Usurface = f - 5 1 2  S f x z  

Wsurface = -6 (1 + E p ) f x  + ; S3 f x x x  . 

(A.44) 

(A.45) 
1 

Avec 77 = Scp, la condition à la limite cinématique (A.25) donne 

dcp a<p 
Wsurface = 6 - + E 6 Usurface - at ax (A.46) 

On introduit usUrface tiré de (A.44) dans l’équation précédente et, puisqu’il 
est précédé d’un facteur E ,  on peut se limiter ici à usUrface = f compte tenu 
de l’ordre en E et 6 auquel on fait le calcul. Ce qui donne : 

Wsurface = Spt + ES f pX . (A.47) 

L’égalité des expressions (A.45) et (A.47) de wSurface conduit à une relation 
entre f et cp ,  

(A.48) 
1 
6 cpt + f x  + w f x  + E f P X  - - S 2 f x x x  = 0 . 
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L'étape suivante consiste à utiliser la condition à la limite physique (A.30) 
(avec 8'6 = 1). Cette expression se simplifie car w Y S, donc ~ w ( d w / d z )  E €S2 
est d'ordre supérieur aux termes que l'on conserve et peut être négligé. Dans 
le terme ~ u ( d u / d z ) ,  on utilise seulement u = f pour rester à l'ordre retenu 
dans les calculs. On obtient donc : 

1 
f t  - n d2fzz t  + Ef f z  + 'Pz = O . (A.49) 

L 

Les équations (A.44)' (A.45)' (A.48) et (A.49) constituent le système 
d'équations non-linéaires décrivant les ondes en eau peu profonde. 

On résout d'abord le système (A.48) et (A.49) en f(z,  t )  et ~ ( x ,  t )  par un 

1. À l'ordre O en E et 6, le système (A.48) et (A.49) se réduit à 

développement perturbatif. 

(A.50) 'Pt + f x  = O et f t  + 'Pz = 0 

qui admet la solution f = cp à condition que l'on impose f t  + f z  = O. 

2. À l'ordre E ,  d2, on cherche la solution sous la forme : 

f = ' P + m + d 2 P  ' (A.51) 

où a ( x ,  t )  et p(x, t )  sont des fonctions à déterminer auxquelles on impose 
la condition sur f déduite de l'ordre O, c'est-à-dire : 

at+az = O+O(E, S2), Pt+Pz = O+O(E, s2)  et qt+cpX = o+c?(&, s 2 )  
(A.52) 

où O(&, S2) désigne des quantités de l'ordre de grandeur de E ou S2.  
En reportant dans (A.48) et en se limitant toujours à l'ordre E ou S2, on a 

(A.53) 
1 

'Pt + 'PX + E a ,  + S2Px + 2E'Pcpz - f c p z z x  = O  , 

En reportant dans (A.49)' il vient : 

(A.54) 
1 

'Pt + E a t  + S2Pt + cpz + E'Pcpz - -S2'P x x t  = 0 ' 

En soustrayant (A.54) de (A.53) on arrive à : 

En tenant compte des relations (A.52)' on obtient : 

(A.56) 
2 

4 2 %  + cp'Px) + S2(2Px - - ' P x x x )  3 = 0 . 
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Or, bien qu’ils aient le même ordre de grandeur, E et S2 sont deux paramètres 
indépendants puisque E est déterminé par la condition initiale tandis que 6 est 
déterminé par les caractéristiques du système et notamment sa profondeur. 
L’équation (A.56) ne peut être satisfaite pour tout couple ( E ,  S2) que si l’on a : 

2 
3 

2a, + p y x  = O et ZP, - - c p z s x  = 0 . (A.57) 

Ceci conduit après intégration spat>iale à 

1 1 
4 3 

-- + Ci(t) et P = -yz5 + ~ 2 ( t )  , (A.58) 

où Ci@) et CZ(t) sont fonctions du temps seulement. On parvient donc à une 
expression de la fonction f qui permet de calculer le potentiel des vitesses en 
fonction de p qui doririe l’équation de la surface : 

(A.59) 

Cette équation relie donc la dynamique du fluide à la condition à la limite cp 
que l’on cherche à déterminer. C’est cet aspect qui fait la difficulté du pro- 
blème : o n  cherche ù résoudre les équations de la dynamique du fluide dans 
un dornain,e dont une  des limites est u n e  inconnue du problème, qui est pré- 
cisément déterminée par la dynamique du fluide. Le problème doit donc être 
résolu de manière autocohérente. Mais il est mainteriarit possible de parvenir 
à une équation en y en reportant l’expression de f daris l’équat,iori (A.48)’ 
qui domie, t>oujours au mêrric orcire d’approximation : 

3 1 
Pt + 95 + -F(p(pz + -02Pxxx = O 2 6 

, (A.60) 

On est ainsi parvenu une équation riori-linéaire qui décrit le mouvement de 
la surface dans le cas d’ondes eri eau peu profonde. Elle prend une forme plus 
simple si on l’écrit dans le repère niobile à la vitesse 1 (cc qui, en variables 
dirrierisionnées correspond au repère niobile à la. vitesse ch = m). 

Dans re repère les variables sont E = s - t ,  7 = t soit d / d s  = d/dE et 
d l d t  = d / d r  - d / d <  de sorte que yt  + y5  se réduit à y r .  L’équation devient 

(A.61) 

qui est 1’Qquatiori établie par Korteweg et de Vries en 1895. 
Le clierriiri qui y conduit semble long car nous avons détaillé les étapes. Ori 

peut trouver d ~ s  solutioris << élégantes )) pour établir rapidenierit l’équation 
KdV, mais le prix A payer est que l’on ne contrôle pas les approximations. 
Pour parvenir à cette équation il a fallu en effet faire des approximations 
qui semblerit riorribreuses niais eri fait reposent toutes sur la même condition 
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E E S2 < 1. Cette hypothèse est en général bien vérifiée expérimentalement 
car les ondes solitaires que l’on observe sont très étendues spatialemerit par 
rapport à leur amplitude (condition E = A’/L’ < 1) et les observations sont 
bien réalisées en eau peu profonde (S2 = ( ~ L ’ / L ’ ) ~  < 1). C’est pourquoi I’équa- 
tion KdV s’est révélée si fructueuse pour l’analyse des ondes hydrodynamiques 
en eau peu profonde, comme par exemple les solitons observés dans la mer 
d’Andaman. 



Appendice B 

Formulation lagrangienne 
et hamiltonienne d’un système 
continu 

A PLUPART DES SYSTÈMES qui possèdent des excitations de type soliton L sont des systèmes continus. La formulation lagrarigieririe ou haniiltonienrie 
de la mécanique des systèmes discrets [64] doit être étendue pour traiter de 
tels systèmes. Nous rappelons dans cette annexe les principaux résultats de 
la mécanique analytique des milieux continus, en nous limitant à un milieu 
uriidiniensioririel pour simplifier les expressions sans nuire à la généralité. 

B. 1 Formulation lagrangienne 

Considérons un système continu caractérisé par le champ V ( T ,  t ) ,  qui pour- 
rait par exemple être le champ de déplacement d’une corde vibrante. On in- 
troduit une quantité C appelée densité lagrangienne du systeme. En général C 
dépend non seulement du chanip ri et de sa dérivée temporelle ri t ,  de même que 
le lagrangien pour une particule dépend de sa position et de sa vitesse, mais 
aussi de la dérivée spatiale r i x ,  et éventuellerrierit explicitement des variables 
indépendant es .r et t : 

Le lagrangien total L est l’intégrale de C sur le doniaine de variation [XI, 521 
de la variable spatiale II: 

L = p d  , 
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alors que l’action entre deux instants t l  et t2 s’écrit : 

S = l r d t  L = 1:dtl:dx C 

Pour déterminer les équations du mouvement on utilise le principe d’Ha- 
milton qui indique que la dynamique du système entre t l  et t ~ ,  est celle qui 
extrémalise l’action. Cela signifie que l’intégrale d’action conserve la niêrne va- 
leur, à un infiniment petit d’ordre l près, pour tous les (< chemins )), c’est-à-dire 
les fonctions q(x, t)  qui diffèrent par une variation infinitésimale du <( chemin )) 
effectivement suivi par le système. Ce qui se traduit par l’expression : 

Deux intégrations par parties du terme de droite conduisent à : 

Cette extrémalisation se fait avec des conditions aux extrémités données, ce 
qui signifie que Sr) est nul aux extrémités 1 et 2. L’expression de 6 s  se simplifie 
donc en : 

SS = O = /il’dt l i d . :  [ - - d (-) ûL - 5 (E)] S q  . (B.6) dt dqt dx dri, 

Conirne la condition d’extrémalisation doit être vérifiée pour toute onria- 
tion S q ,  l’équation (B.6) ne peut être satisfaite que si le crochet est nul, ce 
qui conduit à l’équation de Lagrange : 

Alors qu’un système ayant N degrés de liberté aurait conduit à N équa- 
tions de Lagrange, il n’y a donc qu’une seule équation de Lagrange corres- 
pondant à un système continu possédant pourtant une infinité de degrés de 
liberté. Ce paradoxe n’est bien évidemment qu’apparent puisque l’équation 
de Lagrange (B.7) est une équation aux dérivées partielles des deux variables 
x et t alors que les N équations de Lagrange d’un système discret sont des 
équations différentielles de 1’71nZqUe variable teniporelle t. 

I1 n’y a aucune difficulté A généraliser cette formulatiori hamiltoriieririe à 
plus d’une dimension spatiale. I1 est par ailleurs intéressant de remarquer que 
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les variables temporelle t ,  et spatiales 2,  y et z jouent un rôle identique dans 
le principe d’Hamilton et dans les équations de Lagrange. 

Dans les cas où la densité lagrangienne dépend de dérivées d’ordre supé- 
rieur, il faut compléter l’équation de Lagrange (B.7). C’est notaniment le cas 
pour le lagrangien (1.24) de l’équation de KdV. En effectuant une double iri- 
tégration par parties, on montre de la même façon que précédemment que la 
densité lagrarigienne C (q ,  q,, qt, q,,, 2,  t )  conduit à l’équation de Lagrange : 

On notera le signe - devant le terme en d2/dx2 dont il est facile de se souvenir 
en notant que chaque intégration par parties introduit un changement de 
signe. 

B. 2 Formulation hamilt onienne 
Disposant d’un lagrangien, on peut définir un hamiltonien H ,  ou bien une 

densité hamiltonienne ‘FI. I1 faut au préalable définir une densité d’impulsion 
canonique n, variable conjuguée de q : 

dC 
T=- . 

8% 
On obtient alors la densité hamiltonienne ‘H directement grâce à la transfor- 
mation canonique 1 

(B.lO) 

Ici, contrairement à ce que nous avons vu dans la formulation lagrangienne, la 
variable temporelle joue un rôle particulier et on perd donc la symétrie entre 
la variable temporelle et les variables spatiales dans les équations. 

L’hamiltonien s’obtient ensuite par intégration sur la variable spatiale 

(B. l l )  

et on peut en dériver les équations du mouvement, appelés équations d’Ha- 
milton. 

La définition de la densité hamiltonienne (B.lO) donne directement la pre- 
mière équation : 

(B.12) 

La seconde s’obtient moins directement. De même que lorsqu’on cherche 
l’équation du mouvement d’une particule, on doit chercher séparément la po- 
sition et la vitesse qui sont à traiter comme variables indépendantes, dans 
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la méthode variationnelle, dans le cas d’un milieu continu, 7 et 7r sont deux 
quantités que l’on doit traiter comme indépendantes. Cela implique : 

en utilisant l’équation de Lagrange (B.7). On a par ailleurs : 

dC - - d3i - -- 
87x 877, . 

(B.13) 

(B.14) 

En regroupant les équations (B.14) et (B.15)’ on aboutit finalement à : 

(B.15) 

(B.16) 

qui est la seconde équation d’Hamilton. 

Cette dérivation classique utilise l’hypothèse essentielle que la variable 7 
et sa variable conjuguée 7r ne sont liées que par un opérateur de dérivation 
et doivent être traitées comme des variables indépendantes dans l’approche 
variationnelle. L’espace des phases (7, T )  est par conséquent défini de manière 
satisfaisante puisque ses différentes << composantes >) sont indépendantes. Si 
ce n’est pas le cas (cf. section 3.3.2 pour un exemple), les premiers termes 
de l’équation (B.13) ne s’annulent pas nécessairement ; il faut alors établir les 
équations d’Hamilton en tenant compte de cette contrainte. 



Appendice C 

États cohérents de l’oscillateur 
harmonique 

N CONSIDÈRE UN OSCILLATEUR HARMONIQUE dont l’hamiltonien, écrit 
en fonction des opérateurs annihilation a et création at est 

(C.1) 
1 
2 

H = a t a + -  ’ 

et possède les états propres In), associés aux valeurs propres E, = n + 1/2. 

annihilation a. Ils sont donc définis par 
Les états cohérents de cet oscillateur sont états propres de l’opérateur 

a la)  = 44 3 (C.2) 

où a: est un nombre complexe puisque l’opérateur u n’est pas hermitique. On 
peut les obtenir par un développement dans la base In), mais, comme nous 
alloris le voir, il est aussi possible d’en donner l’expression plus compacte [63] 
que nous utilisons au chapitre 14. 

Pour cela, supposons qu’il existe un opérateur unitaire O@), dépendant 
d’un scalaire complexe p, tel que 

Dt(P)  a D(P)  = a + p . (C.3) 

D y p )  ut O(P) = at + p* . (C.4) 

En utilisant l’adjoint cette équation, on obtient directement : 

Propriété 

Démontrons la propriété : 

u D - ’ ( P )  la) = ( a  - P) O-l(P) la) (C.5) 

qui signifie que l’opérateur D-l ( p )  transforme l’état cohérent la) en un autre 
état cohérent dont la valeur propre est translatée. 



392 Physique des solitons 

Démonstration 

Comme D est unitaire par hypothèse, on peut utiliser l’égalité D-l = Dt.  
Par action de D sur l’équation (C.3)’ on obtient 

D(P) Dt (B)  a D(P) = a D(B) = D(P) a + W ) B  ’ (C.6) 

que l’on peut réécrire sous la forme 

en utilisant l’équation (C.2). Enfin, en faisant agir l’opérateur D-’(/3) sur 
cette expression, on aboutit à 

qui démontre la propriété (C.5). 

Conséquence 

Dans le cas particulier où a = p, on obtient aD- l (n )  la) = IO). 
Comme l’état propre IO), n’est pas dégénéré, cela signifie que l’on a l’éga- 
lité D - l ( a )  la) = CIO) où C est une constante à déterminer. On obtient donc 
la) = C D ( a )  IO). Comme les états la) et 10) sont normés et que l’opérateur 
D est unitaire, cela signifie que la constante C est égale à 1. Par conséquent, 
on a l’égalité : 

1.) = D(Q)lO) . (C.12) 

Cette expression est intéressante car elle fournit une méthode pour générer 
la) de manière systématique, pourvu que l’on dispose de l’opérateur D(a) .  

Afin d’obtenir cet opérateur D qui est défini par l’équation (C.3), nous 
allons nous intéresser au cas particulier d’un opérateur D portant sur un 
déplacement infinitésimal da, en nous limitant au premier ordre. On peut 
vérifier que : 

D(da)  = 1 + a t  d a  - ada* . (C.13) 

En effet, cette expression conduit à 

a D ( d a )  = a + a u t d a - - a 2 d a *  , (C.14) 
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et par conséquent, en tenant compte de Dt = 1 + uda* - ut d a  qui se déduit 
directement de (C.13)’ 

D t ( d a ) u D ( d a )  = ( l + a d a *  - ~ ~ d a ) ( u + u a ~ d a - u ~ d a * )  (C.15) 

(C.16) 
= u + da  - a2 da* + u2 da* - ut adû. + 0 (da2)  

= u + [a,  ut]  dû: + 0 (da2) 
= u + d a  , 

((3.17) 
(C.18) 

puisque [a, a t ]  = 1. Cette relation démontre donc bien que l’expression (C.13) 
est l’opérateur D défini par l’équation ((3.3) qui correspond à la translation 
infinitésimale dû.. 

On peut en déduire une équation différentielle donnant l’opérateur D ( a ) ,  
en considérant une variation de a obtenue par la multiplication par le réel X : 

D((X + dX)a) = D(adX) D(aX) (C.19) 

= (1 + a t d h  - adXû.*) D(û:X) , ((3.20) 

qui conduit à 
D((X + dX)a) - D(aX)  

dX 
=aut- ,* .  (C.21) 

L’intégration de cette expression par rapport à la variable X puis l’évaluation 
de la solution pour X = 1, donne l’expression cherchée pour D ,  

~ ( a )  = exp (a CL+ - a* u )  . ((2.22) 

En utilisant l’équation (C. 12)’ on obtient par conséquent l’expression de l’état 
cohérent : 

la) = e  ( a d  - a * u )  10) . (C.23) 

Par ailleurs, les expressions des opérateurs position X et quantité de mou- 
vement P en fonction de a et u t ,  donnent immédiatement pour un état cohé- 
rent la), les deux égalités : 

(alXia) = Re(a) 
m w  

(C.24) 

que nous avons utilisées dans le chapitre 14. 
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