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6.4.3 Propagateur du fermion, self-énergie . . . . . . . . . . . . 253

6.4.4 Correction de vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
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Avant-propos

La théorie quantique des champs, qui intègre relativité restreinte et mécanique
quantique, est à la base de la description des interactions des particules élémen-
taires. Son développement, dont l’origine remonte à la fin des années 1920, s’est
longtemps concentré sur la physique des photons et des électrons, sur l’électrody-
namique quantique. Après de nombreux détours et plusieurs crises, les interac-
tions faibles et fortes des quarks et des leptons y ont trouvé aujourd’hui leur place.
Seule subsiste l’aversion de la force de gravitation pour la théorie quantique des
champs. . .

Ce texte d’introduction à la théorie quantique des champs est une synthèse du
contenu de plusieurs cours de deuxième cycle ou postgrades donnés à l’Université
de Neuchâtel, à l’Ecole Polytechnique Fédérale de Zürich et dans le cadre de
l’enseignement postgrade commun aux universités suisses francophones (“Troi-
sième cycle de la physique en Suisse romande”). Il est destiné en priorité aux
étudiants doctorants en physique expérimentale des hautes énergies et aux étu-
diants du deuxième cycle avec une orientation en physique des particules ou en
théorie. Il est admis que le lecteur dispose d’une bonne mâıtrise de la mécanique
quantique non relativiste. Dans une moindre mesure, des connaissances de base
de la physique des particules peuvent aider à suivre certains exemples ou discus-
sions. L’objectif est de développer les bases du formalisme de la théorie quan-
tique des champs, le “minimum vital” permettant d’apprécier la structure de
théories telles que l’électrodynamique quantique ou le Modèle standard et de les
utiliser pour décrire des systèmes physiques simples. En revanche, les fonde-
ments phénoménologiques et historiques ou les tests expérimentaux des théories
décrivant les interactions fondamentales ne sont pas abordés.

Dans l’optique d’une introduction au sujet, le texte a deux limitations princi-
pales. Premièrement, l’intégrale de chemin n’est pas utilisée, l’approche canoni-
que est suivie. Cette option permet une progression plus rapide et plus adaptée
aux connaissances de la majorité des étudiants. Deuxièmement, la quantification
des théories de jauge non abéliennes n’est pas discutée, et ne sont envisagées que
des applications perturbatives, dans le domaine relativiste.

La littérature traitant de la théorie quantique des champs est considérable,
de haute qualité, avec un bon nombre d’ouvrages à la fois récents et complets.
La bibliographie donne une liste étendue d’ouvrages de référence. Quelques lec-
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x AVANT-PROPOS

tures d’approfondissement ou de complément sont en général suggérées à la fin
des chapitres, ainsi que quelques exercices. Le lecteur désireux de perfectionner
ses connaissances et sa dextérité saura se reporter à l’abondante littérature qui
propose nombre de problèmes et d’exemples autres que ceux traités ici.

L’organisation de l’exposé est relativement traditionnelle. Le chapitre 1 passe
en revue les aspects classiques utiles à la construction de la théorie quantique,
y compris la dérivation de la densité lagrangienne d’une théorie invariante de
jauge. Le chapitre 2 est consacré à la quantification canonique des champs libres,
à la description des espaces d’états et des propagateurs causals. L’expansion
perturbative (diagrammes de Feynman) de la théorie interactive fait l’objet du
chapitre 3, l’accent étant mis sur le champ scalaire pour sa simplicité et sur
l’électrodynamique quantique pour son importance. Ce chapitre fait également
le lien avec les grandeurs mesurées (section efficace, largeur de désintégration,
. . .). Le chapitre 4 le complète par une discussion de quelques points absents de
l’électrodynamique quantique mais requis par les interactions faibles ou fortes:
champs massifs libres de spin un, interactions dérivatives; il rassemble aussi di-
verses notions plus proches de la phénoménologie et utiles à la formulation de
modèles physiques: C, P , T , couleur et chromodynamique quantique, interac-
tions faibles des fermions. Le chapitre 5 propose un choix d’exemples; il aborde
aussi à un niveau élémentaire quelques notions marginales à la théorie des champs
mais utiles en physique des particules (partons, facteurs de forme, fonctions de
structure). La renormalisation est étudiée dans le chapitre 6, qui ne prétend
cependant pas donner une présentation complète de cet important sujet. La
discussion se concentre sur l’électrodynamique quantique à l’ordre d’une boucle
et en régularisation dimensionnelle, avec une section consacrée au groupe de
renormalisation. La brisure spontanée de la symétrie est le sujet du chapitre 7,
presque uniquement au niveau classique puisque la quantification des théories non
abéliennes n’a pas été traitée. La construction du Modèle standard des interac-
tions fortes, faibles et électromagnétiques est présentée dans le dernier chapitre.
Enfin, deux appendices contiennent les notations et conventions utilisées ainsi que
quelques formules, et une brève discussion de l’anomalie chirale. Les chapitres
1, 2, 3, 5 et peut-être 6 forment ainsi l’ossature d’un cours d’introduction à la
théorie quantique des champs.

L’aide de Philippe Page a été précieuse lors de l’élaboration de la première
version des notes de cours. J’aimerais l’en remercier, ainsi que les collègues et
étudiants qui ont contribué à l’amélioration du texte par leurs remarques et cor-
rections. J’ai bénéficié des compétences de Liliane Deppierraz et Christophe Bor-
lat lors de la réalisation finale de l’ouvrage. Je remercie enfin Nicole Derendinger
pour son soutien, sa patience et l’aide apportée à la mise en informatique du
manuscrit.



Chapitre 1

Théorie des champs classiques

Dans l’approche traditionnelle que nous suivrons, l’étude d’une théorie quantique
des champs comprend deux phases. Il s’agit d’abord de construire la théorie,
ce qui revient à formuler la fonctionnelle d’action S qui la définit. Un certain
nombre de règles qui découlent du formalisme de la théorie des champs limitent les
formes admissibles de l’action. Violer ces règles vide la deuxième phase, l’étude du
contenu physique de la théorie, de toute signification. Le formalisme de la théorie
quantique des champs permet avant tout d’extraire de l’action, traitée dans le
cadre de la mécanique quantique relativiste, les quantités physiques observables,
en général par le biais de la théorie des perturbations. Le but principal de ce cours
est d’étudier ce formalisme, de développer les outils de la théorie des perturbations
et de discuter les fonctionnelles d’action utiles à la description des interactions
des particules élémentaires.

En fait, le contenu physique de la théorie est entièrement déterminé par le
choix des champs et des symétries. La forme de la fonctionnelle d’action en
découle1. L’action elle-même n’a pas de signification physique propre. L’infor-
mation physique se trouve dans la classification des champs et le contenu en
symétries, qu’elles soient exactes ou spontanément brisées.

Dans le contexte de la théorie relativiste des champs qui nous intéresse ici,
un champ est une fonction de l’espace-temps. Par exemple, dans la théorie de
Maxwell, le champ électromagnétique Fµν(x, t) est un champ classique. Sa dy-
namique, fixée par les équations de Maxwell, est conforme au principe de relativité
restreinte (les équations de Maxwell sont qualifiées de “covariantes relativistes”).
La théorie de Maxwell est donc une théorie relativiste de champs classiques. La
théorie quantique des champs considère des champs à valeurs opératorielles. Ce
passage du champ classique à “l’opérateur de champ” est souvent qualifié de
deuxième quantification.

Ce premier chapitre décrit brièvement les notions classiques à la base de la

1Ce n’est que partiellement vrai si la théorie est supersymétrique.
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2 THÉORIE DES CHAMPS CLASSIQUES

théorie quantique des champs: la fonctionnelle d’action et le formalisme lagran-
gien, les symétries de l’action et les lois de conservation déduites du théorème de
Noether, ainsi que les champs scalaires, vectoriels et spinoriels et les équations
cinématiques de Klein-Gordon et Dirac. Le but est d’obtenir la fonctionnelle
d’action la plus générale décrivant des champs de spins 0, 1/2 et 1 qui pourra
être traitée dans le cadre de la théorie quantique des champs.

1.1 Action, densité lagrangienne, équations du

mouvement

Les théories quantiques des champs utilisées pour décrire les interactions des par-
ticules élémentaires peuvent être formulées à partir d’un principe d’action qui est
une simple généralisation de la situation rencontrée en mécanique classique. On
pourrait également se donner les équations dynamiques qui découlent de l’action
(les équations d’Euler-Lagrange) comme point de départ du formalisme. Mais il
s’avère que l’utilisation de l’action simplifie la quantification de la théorie.

En mécanique classique, les équations du mouvement d’un système de parti-
cules ponctuelles sont obtenues à partir d’une action

S[q] =
∫ t2

t1
dt L(q(t), q̇(t), t), (1.1)

où L est la fonction de Lagrange. L’action S est une fonctionnelle de l’ensemble
des coordonnées q(t) = {q1(t), . . . , q3N(t)} des N particules du système (tri-
dimensionnel) et de leurs vitesses q̇(t) = {q̇1(t), . . . , q̇3N(t)}, au temps t. Le
principe de moindre action postule que les trajectoires physiques sont celles
pour lesquelles la fonctionnelle d’action S a un extremum, en général un mini-
mum. Il en découle un ensemble d’équations différentielles, les équations d’Euler-
Lagrange, qui sont les équations du mouvement du système: elles déterminent
son évolution temporelle.

Pour les obtenir, supposons que la fonctionnelle S est stationnaire pour q(t) =
Q(t), et considérons des trajectoires différant peu de Q(t) de la forme qε(t) =
Q(t) + εδq(t). La quantité ε est un paramètre et on peut supposer que δq(t)
s’annule aux temps t1 et t2; Q(t) et qε(t) cöıncident donc aux temps t1 et t2. La
valeur de l’action pour les trajectoires qε est une fonction du paramètre ε, et la
stationnarité de l’action pour q(t) = Q(t) s’exprime par la condition

[
d

dε
S[qε]

]
ε=0

= 0. (1.2)



ACTION, DENSITÉ LAGRANGIENNE, ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 3

On a:
d

dε
S[qε] =

∫ t2

t1
dt

3N∑
i=1

(
∂L

∂qi(t)
δqi(t) +

∂L

∂q̇i(t)
δq̇i(t)

)

=
∫ t2

t1
dt

3N∑
i=1

(
∂L

∂qi(t)
− d

dt

∂L

∂q̇i(t)

)
δqi(t),

en intégrant par parties avec δqi(t1) = δqi(t2) = 0. Puisque δq(t) est arbitraire
pour t1 < t < t2, la condition de stationnarité implique les équations différentielles

∂L

∂qi(t)
− d

dt

∂L

∂q̇i(t)
= 0, i = 1, . . . , 3N, (1.3)

qui sont les équations d’Euler-Lagrange du système décrit par l’action S. Elles
forment un système de 3N équations différentielles du deuxième ordre (au plus),
en général couplées et non linéaires.

L’extension de ce formalisme à la dynamique de champs est immédiate. Con-
sidérons le cas le plus simple de champ classique: une fonction de l’espace-temps
φ(x) à valeur dans les nombres réels ou complexes. Nous utilisons la notation
suivante: x dénote le quadrivecteur de composantes xµ, avec x0 = ct et le choix
d’unités c = 1 2. Le système physique a maintenant un nombre infini de degrés
de libertés: au lieu des 3N coordonnées qi(t), on considère à chaque temps t les
valeurs du champ en chaque point de l’espace. Comme auparavant, une action
et une fonction de Lagrange sont introduites,

S[φ] =
∫
dt L (1.4)

mais il convient d’utiliser également une densité lagrangienne L(φ, ∂µφ) avec3

L =
∫
d3xL(φ, ∂µφ). (1.5)

Le volume d’intégration ne sera pas spécifié plus précisément. Il dépend du
système physique considéré et peut être fini ou infini. Donc

S[φ] =
∫
d4xL(φ, ∂µφ). (1.6)

Le principe de moindre action stipule que les champs physiques du système
φ̃(x) correspondent aux extrema de l’action S. Par analogie avec le cas discret
étudié plus haut, on considère l’action S[φε], avec φε = φ̃+ εδ, δ étant un champ
quelconque s’annulant aux bords du volume d’intégration. Alors, puisque S est
stationnaire en φ̃, [

d

dε
S[φε]

]
ε=0

= 0.

2L’ensemble des notations utilisées est défini dans l’appendice A.
3La densité lagrangienne peut en principe dépendre explicitement de x, L(φ, ∂µφ, x). Nous

omettrons cette possibilité.
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Après une intégration partielle utilisant l’annulation de δ aux bords du volume
d’intégration, la dérivée est

d

dε
S[φε] =

∫
d4x

[
∂

∂φ
L(φ, ∂µφ)− ∂µ

∂

∂∂µφ
L(φ, ∂µφ)

]
φ=φε

δ. (1.7)

Sauf mention contraire, la répétition d’un indice (ici l’indice µ) implique par
convention une somme sur toutes ses valeurs. Comme le champ δ est arbitraire,
la condition de stationnarité conduit à l’équation

∂

∂φ
L(φ, ∂µφ)− ∂µ

∂

∂∂µφ
L(φ, ∂µφ) = 0 (1.8)

dont les champs physiques φ̃ sont solutions. Par rapport au cas de la mécanique
classique de particules ponctuelles, on a en fait une infinité d’équations d’Euler-
Lagrange (vues comme des équations différentielles dans le temps), en chaque
point spatial du volume du système physique considéré. Elles déterminent la
dynamique spatio-temporelle du champ φ(x) puisque leurs solutions sont précisé-
ment les champs physiques φ̃(x). Lorsque la densité lagrangienne est fonction du
champ et de ses premières dérivées uniquement, les équations d’Euler-Lagrange
sont au plus du deuxième ordre. Ceci est suffisant pour décrire les interactions
de champs relativistes quantifiés.

La généralisation au cas d’une action dépendant de plusieurs champs, notés
collectivement φi(x), i = 1, . . . ,M , est simple. A nouveau, puisque l’action est
stationnaire pour les champs physiques φ̃i(x), on aura[

d

dε
S[φiε]

]
ε=0

= 0, (1.9)

où φiε(x) = φ̃i(x) + εδi(x). Cette équation est vraie pour des variations εδi(x)
indépendantes et arbitraires de chaque champ, s’annulant au bord du volume
d’intégration. On aura donc une équation d’Euler-Lagrange pour chaque champ
φi(x) apparaissant dans la densité lagrangienne:

∂

∂φi
L(φj, ∂µφj)− ∂µ

∂

∂∂µφi
L(φj, ∂µφj) = 0, i = 1, . . . ,M. (1.10)

1.2 Symétries internes et courants de Noether

L’action S posséde une symétrie s’il existe un ensemble de transformations des
champs φi et des coordonnées d’espace-temps laissant S invariante. L’ensemble
de toutes les symétries de l’action forme nécessairement un groupe de symétrie.

Considérons une théorie de champs classiques définie par l’action

S[φj] =
∫
d4xL(φj, ∂µφj). (1.11)
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Les équations d’Euler-Lagrange

∂

∂φi
L(φj, ∂µφj)− ∂µ

∂

∂∂µφi
L(φj, ∂µφj) = 0, (1.12)

déterminent la dynamique des M champs φj, j = 1, . . . ,M . Supposons ensuite
que cette action possède une symétrie interne, c’est-à-dire qu’il existe une (ou
plusieurs) transformation agissant sur les champs selon

φj(x) −→ φj(x)′ = U j
kφ

k(x) (1.13)

(on somme, de 1 àM , sur les indices répétés). En général, la matrice U de dimen-
sion (M ×M) n’est pas unique. L’ensemble des matrices U forme un groupe, G.
Cette symétrie est qualifiée d’interne puisqu’elle transforme les champs sans agir
sur l’espace-temps: les coordonnées ne sont pas affectées par la transformation.
C’est une symétrie qui commute avec les symétries d’espace-temps du groupe de
Poincaré qui seront considérées dans la section suivante.

Une symétrie est une transformation qui laisse l’action invariante. Les symé-
tries apparaissant dans les théories de champs décrivant les interactions des par-
ticules élémentaires sont de plusieurs types. Certaines sont discrètes, le groupe
G possédant un nombre fini d’éléments. Les symétries continues correspondent à
un groupe dont les éléments (les matrices U) sont des fonctions d’un nombre fini
de paramètres continus αI . Nous allons considérer des transformations qui sont
des fonctions analytiques des paramètres αI . Le groupe G est alors un groupe de
Lie. On peut se restreindre à des transformations infinitésimales et poser

U j
k = δjk + iαI(T

I)jk, φj ′ = φj + δφj, δφj = iαI(T
I)jkφ

k, (1.14)

les paramètres αI étant infinitésimaux (on somme sur I). L’ensemble de matrices
linéairement indépendantes T I forme un ensemble de générateurs de l’algèbre
de Lie du groupe G. Les symétries continues sont de deux types. Lorsque les
paramètres αI sont indépendants du point de l’espace-temps, la symétrie est
dite globale. Elle transforme les champs de la même façon dans tout l’espace-
temps. Par exemple, le nombre baryonique et les nombres leptoniques sont des
symétries globales du Modèle standard dans sa version minimale. Par contre,
on peut envisager des transformations laissant l’action invariante et qui agissent
différemment selon le point dans l’espace-temps:

φj(x) −→ φj(x)′ = U j
k(x)φ

k(x). (1.15)

Dans ce cas, les paramètres sont des fonctions αI(x) et la transformation est une
symétrie de jauge. Les théories de champs classiques invariantes de jauge seront
étudiées dans la dernière section de ce chapitre.

Le lien entre groupe de Lie et algèbre de Lie peut se résumer comme suit. La
transformation infinitésimale (1.14) peut être vue comme l’expansion au premier
ordre dans les paramètres infinitésimaux αI de l’élément du groupe G

U(αI) ≡ eiαIT
I

=
∑
n≥0

1

n!
(iαIT

I)n. (1.16)



6 THÉORIE DES CHAMPS CLASSIQUES

Comme G est un groupe, la loi de groupe indique que

U(αI)U(βI) = U(γI) ∈ G.

D’autre part, pour deux matrices A et B, on a

eAeB = eC , C = A+B +
1

2
[A,B] + δC

où la matrice δC contient une infinité de termes d’ordres plus élevés que A2, AB
ou B2 s’écrivant uniquement à partir de commutateurs. Pour des éléments du
groupe de la forme (1.16), la loi de groupe devient

iγIT
I = i(αI + βI)T

I − 1

2
αIβJ [T

I , T J ] + commutateurs d’ordres plus élevés.

Elle est donc équivalente à la donnée des relations de commutations

[T I , T J ] = if IJKT
K , (1.17)

qui définit l’algèbre de Lie du groupe G. Les nombres f IJK sont les constantes
de structure de l’algèbre de Lie. Ces notions joueront un rôle important dans la
construction des théories de jauge non abéliennes (ou théories de Yang-Mills) qui
sont à la base du Modèle standard des interactions fortes et électrofaibles.

Pour étudier certaines conséquences de l’invariance de l’action sous une trans-
formation infinitésimale (1.14), il convient d’abord de remarquer que si S est
invariante sous une transformation locale dont les paramètres αI dépendent de
x, S sera également invariante sous les transformations globales, pour lesquelles
∂µα

I = 0. L’invariance de l’action sous une transformation infinitésimale (1.14)
globale s’exprime par les égalités suivantes:

0 = δS[φj] =
∫
d4x δL =

∫
d4x

[
∂L
∂φj

δφj +
∂L
∂∂µφj

∂µ(δφ
j)

]

=
∫
d4x ∂µ

[
∂L
∂∂µφj

δφj
]
.

(1.18)

Le dernier pas utilise le fait que les champs physiques sont solutions des équations
d’Euler-Lagrange et n’est donc vrai que pour ces solutions. L’invariance de
l’action, δS = 0, implique que la variation de la densité lagrangienne est au plus
une dérivée totale d’une quantité qui s’annule au bord du volume d’intégration:

δL = ∂µV
µ, (1.19)

V µ étant une fonction des champs φj et ∂νφ
j, et des paramètres αI , qui sont

arbitraires. Par conséquent,

∂µJµ = 0, Jµ =
∂L

∂∂µφj
δφj − Vµ (1.20)
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Le courant conservé Jµ dépend de l’ensemble des paramètres de la transformation
de symétrie. Pour une transformation continue infinitésimale, au premier ordre
en αI , on a δφj = iαI(T

I)jkφ
k et V µ = αIV

Iµ si bien que l’invariance de l’action
implique

∂µJ Iµ = 0, J Iµ = i
∂L

∂∂µφj
(T I)kjφk − V I

µ . (1.21)

On a donc construit un courant conservé pour chacun des paramètres de la
symétrie continue interne: c’est le théorème de Noether pour les symétries in-
ternes.

Par la suite, nous considérerons uniquement des symétries internes qui laissent
la densité lagrangienne invariante. Le courant de Noether est alors donné par
l’expression (1.21) avec V I

µ = 0.

L’équation de conservation des courants J Iµ s’écrit

∂

∂t
J I0 + ∇ · J I = 0.

En prenant l’intégrale de cette équation sur un volume spatial V , on obtient

d

dt

∫
V
d3x J I0 = −

∫
V
d3x ∇ · J I = −

∫
∂V

ds · J I . (1.22)

Si le volume est choisi tel que le courant J I s’annule sur son bord ∂V , on aura

d

dt
QI(t) = 0, QI(t) =

∫
V
d3x J I0 = QI . (1.23)

A chaque symétrie continue de l’action correspond un courant conservé et une
charge totale QI indépendante du temps. La composante temporelle du courant
joue le rôle de densité de charge.

1.3 Symétries d’espace-temps et théorème de

Noether

1.3.1 Relativité restreinte: le groupe de Poincaré

Le principe de relativité restreinte impose que l’action soit invariante sous les
transformations du groupe de Poincaré, qui comprend les translations d’espace-
temps et les transformations de Lorentz. Sur les coordonnées d’espace-temps,
l’action du groupe de Poincaré est

xµ −→ xµ ′ = Λµ
νx

ν + aµ, (1.24)

où Λµ
ν est une transformation de Lorentz. Chaque élément g est donc carac-

térisé par g = (Λ, a). Il s’agit de transformations globales (Λµ
ν et aµ sont
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indépendants de xµ) qui peuvent être continues (translations, transformations
de Lorentz propres) ou discrètes (parité, renversement du temps). Les transfor-
mations de Poincaré laissent invariant l’élément d’intervalle entre deux points
proches xµ et xµ + dxµ, qui s’écrit

ds2 = ηµνdx
µdxν , (1.25)

ηµν étant la métrique de Minkowski4. Les quantités dxµ forment un vecteur
contravariant par rapport aux transformations de Lorentz,

dxµ ′ =
∂xµ ′

∂xν
dxν = Λµ

νdx
ν , (1.26)

d’après (1.24). La condition d’invariance de l’intervalle, ds2 = ds′ 2, exige

Λµ
ρΛ

ν
σηµν = ηρσ, (1.27)

qui caractérise complètement les transformations de Lorentz. Elle contient dix
conditions indépendantes qui réduisent à six le nombre de paramètres (conti-
nus) de la transformation de Lorentz. La transformation de Lorentz du vecteur
covariant des dérivées partielles s’écrira

∂µ
′ =

∂

∂xµ ′ =
∂xν

∂xµ ′
∂

∂xν
= Λµ

ν∂ν , (1.28)

la dernière égalité définissant Λµ
ν , qui est l’inverse de Λµ

ν : Λµ
νΛρ

ν = δρµ. Il suit
de (1.27) que

Λµ
ν = ηµρη

νσΛρ
σ, (1.29)

où ηµν est l’inverse de ηµν ,
ηµνηνρ = δµρ .

Les matrices ηµν et ηµν sont numériquement identiques. On les utilisera pour
modifier la nature covariante ou contravariante d’un indice vectoriel puisque

Λµ
νηνρ = ηµνΛ

ν
ρ.

Les indices seront donc “montés” en utilisant ηµν et “abaissés” grâce à ηµν .

Il suit de (1.27) que toute matrice Λ peut se décomposer en un produit

Λ = ΛDΛ0 (1.30)

avec ΛD = 1, P, T, PT alors que Λ0 a déterminant unité et Λ0
0 ≥ 1. L’ensemble

L↑
+ des matrices Λ0 forme le sous-groupe des transformations de Lorentz propres

et orthochrones. Les éléments discrets apparaissant dans ΛD sont la parité

P : (x0, x) −→ (x0,−x), (1.31)

4Les conventions utilisées sont définies dans l’appendice A.
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et le renversement du temps

T : (x0, x) −→ (−x0, x), (1.32)

Plutôt que de considérer directement l’équation de définition (1.27), il est
souvent plus simple de se restreindre à une transformation infinitésimale,

Λµ
ν = δµν + ηµρωρν , (1.33)

les quantités ωρν étant supposées petites face à l’unité. Ceci n’est possible que

pour une transformation de L↑
+, mais la décomposition (1.30) permet de discuter

l’ensemble du groupe de Lorentz à partir de (1.33) et (1.30). Au premier ordre
en ω, la condition (1.27) devient simplement

ωµν + ωνµ = 0, (1.34)

et ω est une matrice antisymétrique quelconque. Comme mentionné plus haut, le
groupe de Lorentz a six paramètres continus, correspondant à trois angles de ro-
tation et aux trois paramètres v/c apparaissant dans un “boost” (ou “glissement”)
de Lorentz vers un référentiel inertiel de vitesse relative v.

Nous allons par la suite utiliser la notion de générateurs de l’algèbre de Lie
du groupe de Lorentz. Pour l’introduire, on pose

δxµ = ηµρωρνx
ν =

1

2
iωρσ(M

ρσ)µνx
ν , (1.35)

où les Mρσ = −Mσρ sont des opérateurs agissant dans l’espace-temps, choisis
indépendamment des paramètres ωρσ. D’après (1.35), il faut que

i(Mρσ)µνx
ν = ηµρxσ − ηµσxρ.

La solution est de remplacer les Mρσ par des opérateurs différentiels de la forme
(Mρσ)µν = (Lρσ)δµν , avec

Lρσ = i (xρ∂σ − xσ∂ρ) . (1.36)

On vérifie que ces opérateurs satisfont l’algèbre de commutateurs

[Mµν ,Mρσ] = −i (ηµρM νσ + ηνσMµρ − ηµσM νρ − ηνρMµσ) . (1.37)

Les relations de commutation (1.37) définissent l’algèbre de Lie du groupe de
Lorentz dont les Mµν sont les générateurs (qui forment une base de l’algèbre
de Lie). Chaque réalisation des règles de commutation (1.37) correspond à une
représentation particulière de l’algèbre de Lie. Par exemple, le choix (1.36) utilise
des opérateurs differentiels agissant sur les coordonnées d’espace-temps. Un autre
choix consisterait à représenter tous les générateurs par le nombre zéro. C’est
une réalisation triviale de l’algèbre, en une dimension puisqu’un nombre réel
représente chaque élément.
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Par la suite, nous considérerons des représentations de l’algèbre de Lie (1.37)
de la forme

Mµν = Lµν + Sµν , (1.38)

les opérateurs Lµν étant définis par (1.36) alors que les Sµν forment une représen-
tation matricielle de l’algèbre (1.37) qui commute avec Lµν . Nous aurons en effet
à agir à la fois sur les coordonnées et sur les champs.

Il est facile d’étendre cette discussion aux translations

xµ −→ xµ ′ = xµ + aµ = xµ + aν∂νx
µ. (1.39)

Les générateurs Pµ des translations sont introduits en posant

xµ ′ = xµ + δxµ, δxµ = i(aνPν)x
µ, (1.40)

par analogie avec (1.35). D’après (1.39), les opérateurs différentiels

Pµ = −i∂µ (1.41)

génèrent les translations. En utilisant les générateurs de Lorentz (1.36), on vérifie
facilement que

[Mµν , Pρ] = iηµρPν − iηνρPµ,

[Pµ, Pν ] = 0.
(1.42)

Ces relations, associées à l’algèbre de Lorentz (1.37), forment l’algèbre de Lie du
groupe de Poincaré, dont les dix générateurs sont Mµν et Pµ. Par la suite, une
représentation générale de l’algèbre de Poincaré sera donnée par les opérateurs
(1.38), (1.36) et (1.41). Ces équations sont essentielles pour caractériser le com-
portement des champs sous les transformations du groupe de Poincaré. Nous
verrons plus loin que ce comportement est directement lié aux spins des champs
en question.

Pour une théorie de champs classiques invariante relativiste, décrivant un
ensemble de champs φi(x), il sera nécessaire de connâıtre l’action sur les champs
des transformations du groupe de Poincaré:

φi(x) −→ φi ′(x′).

Il doit être possible de reconstruire le champ φi ′, dans les coordonnées xµ ′, à partir
des valeurs du champ φi(x). Nous n’utiliserons que des champs pour lesquels une
relation linéaire

φi ′(x′) = S(g)ijφ
j(x) (1.43)

existe. La matrice S(g) dépend de l’élément (abstrait) g = (Λ, a) du groupe de
Poincaré utilisé pour transformer les coordonnées. Il s’agit d’une représentation
linéaire du groupe de Poincaré. L’équation (1.43) donne la relation fonctionnelle
définissant φ′. Le changement de coordonnées inverse exprime xµ comme fonction
de xµ ′ et donc

φi ′(x′) = S(g)ijφ
j(x(x′)). (1.44)
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Par exemple, pour une transformation de Lorentz xµ ′ = Λµ
νx

ν , ou matricielle-
ment x′ = Λx, on a

φi ′(x′) = S(g)ijφ
j(Λ−1x′), (1.45)

ou encore
φi ′(Λx) = S(g)ijφ

j(x). (1.46)

Pour une transformation infinitésimale,

xµ ′ = xµ + δxµ, S(g)ij = δij + δS(g)ij,

on aura, au premier ordre en δxµ et δS(g),

φi ′(x′) = φi ′(xµ + δxµ) = φi ′(x) + [∂µφ
i ′(x)]δxµ = φi ′(x) + [∂µφ

i(x)]δxµ

= φi(x) + δS(g)ijφ
j(x),

d’après (1.43). Il y a donc une relation linéaire entre les fonction φi ′ et φi au
point x:

φi ′(x)− φi(x) = δS(g)ijφ
j(x)− ∂µφi(x)δxµ =

[
δS(g)ij − δxµ∂µδij

]
φj(x)

= δS0(g)
i
jφ

j(x).

(1.47)
La version infinitésimale de (1.43) s’écrit donc

φi ′(x′)− φi(x) = δS(g)ijφ
j(x) = δS0(g)

i
jφ

j(x) + δxµ∂µφ
i(x). (1.48)

Le choix de δS0(g) caractérise complètement la transformation des champs. Pour
élaborer ce point, nous allons considérer séparément les translations et les trans-
formations de Lorentz.

Translations

Pour une translation x′ = x+ a, il est naturel de définir la valeur des champs φi ′

en x′ comme étant simplement la valeur de φi en x = x′ − a. On aura donc

φi ′(x′) = φi(x), (1.49)

c’est-à-dire
S(g)ij = δij, δS(g)ij = 0. (1.50)

D’autre part,

φi ′(x) = φi(x− a) =
∑
n≥0

1

n!
(−aµ∂µ)nφi(x) = e−a

µ∂µφi(x). (1.51)

D’après (1.47) et pour aµ infinitésimal, on obtient

δS0(g)
i
jφ

j(x) = −iaµPµφi(x), (1.52)
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en utilisant les générateurs (1.41) des translations. Le même résultat découle de
(1.50) inséré dans (1.48).

Transformations de Lorentz

Le traitement des transformations de Lorentz est plus compliqué puisqu’il fait
en général intervenir des opérateurs δS(g) non nuls. Une transformation in-
finitésimale s’écrit

xµ ′ = xµ + δxµ, δxµ = ωµνxν =
1

2
iωρσL

ρσxµ.

D’après (1.36), les opérateurs différentiels Lµν sont donnés par Lµν = i(xµ∂ν −
xν∂µ). On observe ensuite que le dernier terme dans la transformation (1.48)
peut s’écrire

δxµ∂µφ
i(x) =

1

2
iωµνL

µνφi(x).

Nous allons alors poser

δS(g)jk = −
1

2
iωρσ(S

ρσ)jk, (1.53)

si bien que

δS0(g)
j
k = −

1

2
iωρσ

[
(Sρσ)jk + Lρσδjk

]
= −1

2
iωρσ(M

ρσ)jk. (1.54)

C’est le choix des Sρσ [ou de δS(g)] qui caractérise les transformations de Lorentz
propres orthochrones des champs. Nous verrons plus loin que ce choix détermine
également le spin (intrinsèque) des champs en question.

1.3.2 Le champ scalaire

Il s’agit du cas le plus simple pour lequel

δS(g) = 0←→ Sµν = 0.

C’est la représentation triviale, de dimension 1, de l’algèbre de Lie. Elle agit donc
sur un champ unique ϕ(x) pour lequel

ϕ′(x′) = ϕ(x), (1.55)

comme dans le cas des translations. Nous verrons que le champ scalaire, qui peut
être réel ou complexe, est sans spin.
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1.3.3 Le champ vectoriel

Un champ vectoriel est un quadrivecteur de champs V µ(x) dont la transformation
de Lorentz utilise des générateurs Sµν de la forme

(Sµν)ρσ = i (ηµρδνσ − ηνρδµσ) . (1.56)

On aura donc

V µ ′(x′)− V µ(x) = δS(g)µνV
ν(x)

= −1
2
iωρσ [iη

µρδσν − iηµσδρν ]V ν(x)

= ωµνVν(x),

(1.57)

où les indices sont abaissés ou élevés avec ηµν ou ηµν , comme d’habitude. La
transformation ci-dessus est identique à celle d’un quadrivecteur (contravariant
ou covariant), d’où le nom de champ vectoriel.

Un champ vectoriel Vµ(x) se transforme de la même façon que le gradient d’un
champ scalaire ∂µφ(x), qui est donc un champ vectoriel particulier. En effet,

∂µϕ(x) −→ ∂′µϕ
′(x′) = Λµ

ν∂νϕ(x).

Pour une transformation infinitésimale,

∂′µϕ
′(x′)− ∂µϕ(x) = ωµν∂

νϕ(x).

Nous verrons que Vµ(x) est utilisé dans la description d’une particule de spin
unité.

1.3.4 Le champ spinoriel

Les champs spinoriels permettent de décrire la physique de particules de spin
1/2. Il en existe une généralisation pour les spins demi-entiers plus élevés qui
ne sera pas discutée ici. La construction des spineurs est plus sophistiquée que
celle des champs tensoriels, tels que les champs scalaire et vectoriel. Nous nous
bornerons à construire leurs transformations infinitésimales, c’est-à-dire à obtenir
les générateurs Sµν . Ceux-ci utilisent les matrices de Dirac, qui satisfont l’algèbre
d’anticommutateurs (algèbre de Dirac)

{γµ, γν} = 2ηµνI. (1.58)

Cette algèbre peut être représentée par des matrices (4 × 4) et I est la matrice
identité en quatre dimensions. Un exemple de réalisation est le suivant:

γ0 =

(
0 I2
I2 0

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, i = 1, 2, 3, (1.59)
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où les matrices de Pauli sont notées σi et I2 est la matrice unité en deux dimen-
sions. Il s’agit de la représentation chirale, ou de Weyl.

En utilisant l’algèbre de Dirac (1.58), on vérifie facilement que les matrices

σµν =
i

4
[γµ, γν ] (1.60)

vérifient l’algèbre de Lie du groupe de Lorentz (1.37). Elles forment donc les
générateurs d’une représentation de l’algèbre (1.37) agissant sur un champ à
quatre composantes

ψ(x) =



ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)


 , (1.61)

qui est un spineur de Dirac. Nous allons donc identifier les générateurs Sµν

apparaissant dans (1.53) avec les σµν et la transformation de Lorentz du spineur
de Dirac est donc

ψ(x) −→ ψ′(x′) = ψ(x) + δS(ω)ψ(x),

δS(ω) = −1
2
iωµνσ

µν .
(1.62)

Le champ de Dirac porte en fait une représentation réductible de l’algèbre de Lie
du groupe de Lorentz. Pour le montrer, introduisons la matrice

γ5 = −iγ0γ1γ2γ3, (1.63)

qui satisfait
γ†5 = γ5, γ25 = I4, {γ5, γµ} = 0. (1.64)

Par conséquent,
[γ5, σ

µν ] = 0. (1.65)

Il est alors possible de construire un ensemble complet de projecteurs orthogonaux

PL =
1

2
(I4 + γ5), PR =

1

2
(I4 − γ5), (1.66)

pour lesquels

P 2
L = PL, P 2

R = PR, PLPR = PRPL = 0, PL + PR = I4. (1.67)

Les projecteurs commutent avec les générateurs:

[PL, σ
µν ] = [PR, σ

µν ] = 0. (1.68)

Puisque les quatre valeurs propres de γ5 sont 1, 1,−1,−1, les projecteurs permet-
tent de définir deux spineurs à deux composantes

ψL = PLψ = PLψL, ψR = PRψ = PRψR, (1.69)
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qui se transforment séparément sous le groupe de Lorentz:

δψL = −1
2
iωµνσ

µνPLψ = −1
2
iωµνPLσ

µνψ = PLδψ,

δψR = −1
2
iωµνσ

µνPRψ = −1
2
iωµνPRσ

µνψ = PRδψ.
(1.70)

Les spineurs à deux composantes ψL et ψR peuvent être considérés comme des
entités indépendantes puisqu’ils ont des transformations de Lorentz bien définies.
Ce sont des spineurs de Weyl.

Les projecteurs PL et PR sont les projecteurs de chiralité; ψL et ψR sont les
spineurs de chiralités gauche et droite. Dans la représentation chirale (1.59), la
matrice γ5 est diagonale:

γ5 =

(
I2 0
0 −I2

)
. (1.71)

On aura donc

ψL =

(
χL
0

)
, ψR =

(
0
χR

)
,

en termes de spineurs à deux composantes χL et χR.

1.3.5 Masse et spin

Les champs scalaires, vectoriels et spinoriels possèdent des transformations de
Poincaré bien définies, qui les caractérisent. Ils portent des représentations du
groupe de Poincaré et de son algèbre de Lie. Ces représentations peuvent elles-
mêmes être caractérisées au moyen des opérateurs de Casimir, au nombre de deux
pour le groupe de Poincaré. Les opérateurs de Casimir commutent avec les dix
générateurs Pµ et Mµν de l’algèbre de Poincaré. Ils ont donc une valeur propre
unique pour chaque représentation irréductible. De plus, ces valeurs propres sont
des invariants (sous translations, rotations et “boosts” de Lorentz): ce sont des
nombres quantiques intrinsèques (indépendants d’un choix de coordonnées) qui
suffisent à caractériser la représentation du champ. Ces deux nombres quantiques
sont la masse et le spin du champ (ou, plus généralement, de la représentation).

L’opérateur de Casimir dont la valeur propre est la masse est facile à construi-
re. Comme le carré d’un quadrivecteur est un invariant, on choisit simplement
l’opérateur

P 2 = P µPµ = ηµνP
µP ν . (1.72)

L’annulation du commutateur [P 2, P µ] est triviale alors que

[P 2,Mµν ] = ηρσP
ρ[P σ,Mµν ] + ηρσ[P

ρ,Mµν ]P σ = 0,

en utilisant l’algèbre de Poincaré (1.42). La valeur propre de P 2 pour chaque
champ irréductible sera

m2c2,
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m étant la masse du champ. Du point de vue du groupe de Poincaré, la valeur
propre m2c2 peut être un nombre réel quelconque, positif, nul ou négatif. Seules
les valeurs propres nulles et positives sont observées dans la nature5.

Le deuxième opérateur de Casimir est plus subtil. Il est nécessaire d’introduire
quatre opérateurs formant le vecteur de Pauli-Lubanski:

Wµ =
1

2
εµνρσP

νMρσ, (1.73)

où εµνρσ est complètement antisymétrique avec

ε0123 = 1.

Les opérateurs Wµ ont les propriétés suivantes:

[Wµ, Pν ] = 0,

[Wµ,Mνρ] = −i (ηµνWρ − ηµρWν)

[Wµ,Wν ] = −iεµνρσP ρW σ.

(1.74)

Ces relations se démontrent en utilisant les règles de commutation (1.37) et (1.42)
de l’algèbre de Lie du groupe de Poincaré. La deuxième indique que Wµ se
transforme comme un quadrivecteur. Puisque le carré d’un quadrivecteur est un
invariant, on définit ensuite

W 2 = W µWµ. (1.75)

Il suit des relations (1.74) que

[W 2, P µ] = [W 2, P 2] = [W 2,Mµν ] = 0.

En prenant garde aux commutateurs (et à l’aide des identités de l’appendice A),
l’opérateur W 2 s’écrit aussi

W 2 = −1

2

(
P 2MµνMµν + 2P νPρM

ρσMσν

)
. (1.76)

Le second opérateur de Casimir de l’algèbre de Poincaré est doncW 2. A nouveau,
chaque champ portant une représentation irréductible de l’algèbre de Poincaré
sera caractérisé par un nombre quantique correspondant à la valeur propre de
W 2 dans cette représentation.

Finalement, l’algèbre de Poincaré admet six opérateurs mutuellement com-
mutants: P µ, P 2 et W 2. On peut les diagonaliser simultanément et leur associer
leurs valeurs propres respectives, pµ, p2 = pµpµ et λW 2 .

Pour comprendre la signification du nombre quantique associé à W 2, con-
sidérons un champ massif, c’est-à-dire une représentation irréductible pour laquel-
le la valeur propre de P 2 est p2 = m2, m2 > 0, avec c = 1. Par transformation
de Lorentz, on peut toujours choisir des coordonnées dans lesquelles

pµ = (m, 0, 0, 0) (1.77)

5Une valeur négative signalerait un tachyon.
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(référentiel “au repos”). Ce choix est invariant sous rotation d’espace, c’est-à-dire
sous l’action des opérateurs M12, M23 et M31. On a alors

W i = −1
2
mε0ijkMjk, i, j, k = 1, 2, 3,

W 0 = 0.
(1.78)

Explicitement, W 1 = mM23, W 2 = mM31, W 3 = mM12 (puisque ε0123 =
−ε0123 = −1). De plus, en utilisant la dernière équation (1.74), il vient

[W i,W j] = iεijkmW k

[W i,W 0] = 0.
i, j, k = 1, 2, 3,

où εijk = −εjik = εjki, ε123 = 1 et on somme sur les indices répétés. En posant

M i =
1

2
εijkMjk =

1

m
W i, (1.79)

il vient
[M i,M j] = iεijkMk, (1.80)

qui montre que les opérateurs M = (M1,M2,M3) forment un moment cinétique
quantique. Ensuite, comme

W 2 = W µWµ = W 0W 0 −
3∑
i=1

W iW i = −m2 M2 (1.81)

dans les coordonnées choisies, et que les valeurs propres d’un moment cinétique
quantique sont (h̄ = 1)

s(s+ 1),

s étant un nombre entier ou demi-entier positif ou nul, on obtient finalement que
la valeur propre de W 2 est

−m2s(s+ 1) = λW 2 (m �= 0) s : spin. (1.82)

Ce résultat est vrai dans n’importe quelles coordonnées puisque W 2 est un inva-
riant du groupe de Poincaré. Par contre, la relation entre les opérateurs de
moment cinétique M i et les générateurs de Poincaré P µ et Mµν dépend des
coordonnées.

Nous allons ensuite montrer que s est le spin intrinsèque du champ. Pour
cela, il suffit de considérer la forme générale des opérateurs P µ et Mµν agissant
sur les champs, qui est donnée par (1.41) et (1.54). Avec Mµν = Lµν + Sµν ,
Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) et Pµ = −i∂µ, il est clair que

W µ =
1

2
εµνρσPνMρσ =

1

2
εµνρσPνSρσ.

La partie orbitale Lµν ne contribue pas au vecteur de Pauli-Lubanski. Seule la
partie Sµν , qui est de ce fait qualifiée de partie de spin, intervient. Le nombre
s dans la valeur propre de W 2 est donc entièrement déterminé par le choix de
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la transformation du champ (1.43), c’est le spin (intrinsèque) du champ. Et les
trois opérateurs de moment cinétique apparaissant dans l’expression (1.81) sont
en fait les opérateurs de spin

S = (S1, S2, S3) = (S23, S31, S12). (1.83)

Le cas de masse nulle demande quelques précautions. Lorsque p2 = 0, on peut
choisir des coordonnées telles que

pµ = (E,E, 0, 0). (1.84)

Il suit de sa définition (1.73) que le vecteur W µ est orthogonal à P µ: W µPµ = 0.
Avec le choix ci-dessus, on peut alors poser

Wµ = λpµ + (0, 0,W2,W3), W µWµ = −(W2)
2 − (W3)

2.

Comme de plus (1.84) conduit à [W2,W3] = 0, il n’y a pas de contrainte quanti-
fiant la valeur propre de W µWµ (“spin continu”). Les états de masse nulle ob-
servés dans la nature sont cependant ceux pour lesquels W2 et W3 s’annulent
et

Wµ = λpµ, W 2 = 0 (m = 0). (1.85)

La constante de proportionnalité est en général (lorsque W µ agit sur plusieurs
champs) une matrice dont les valeurs propres donnent l’hélicité des composantes
du champ. Dans le référentiel (1.84), il vient

W 0 = W 1 = ES23, (1.86)

et les valeurs de l’hélicité sont simplement les valeurs propres de S23. Notez que
S23 est l’opérateur qui génère les rotations dans le plan (x2, x3), qui laissent le
vecteur (1.84) invariant. Dans un référentiel quelconque, l’hélicité est donnée par

la projection du spin S le long de l’impulsion p, c’est-à-dire par p · S|p|−1. Dans
le référentiel choisi, p = (E, 0, 0) et l’hélicité se réduit à S1 = S23.

Nous pouvons maintenant justifier les assertions sur les spins des champs
scalaire, vectoriel et spinoriel faites dans la section précédente. Pour le champ
scalaire, Sµν = 0, W µ = 0, et le spin est donc nul (de même que l’hélicité si la
masse est nulle). Pour le champ vectoriel, les opérateurs Sµν sont donnés par
(1.56). En insérant Sµν dans l’expression (1.76), on obtient la matrice

(W 2)αβ = −2[p2δαβ − pαpβ] (1.87)

qui agit sur les composantes du champ vectoriel V β(x). Notez que p est un
vecteur propre de W 2 avec valeur propre nulle: (W 2)αβp

β = 0. Dans le cas

massif, P 2 = p2 = m2 > 0, les valeurs propres de W 2 s’obtiennent de la manière
suivante. Définissons

V µ(x) = V µ
T (x) + V µ

L (x),

V µ
T (x) = V µ − pνVν

p2
pµ,

V µ
L (x) =

pνVν

p2
pµ.
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La partie transverse V β
T (x) est orthogonale au vecteur pµ, V µ

T (x)pµ = 0, alors que
la partie longitudinale V µ

L (x) est parallèle à l’impulsion pµ. Il vient

(W 2)αβV
β
T (x) = −2m2V α

T (x),

(W 2)αβV
β
L (x) = 0.

(1.88)

On obtient donc que les quatre composantes du champ vectoriel Vµ(x) correspon-
dent aux trois composantes V µ

T (x) transverses d’un champ de spin 1 ajoutées à
un champ de spin nul, la partie longitudinale V µ

L (x).

Pour un champ vectoriel sans masse, les valeurs propres de l’opérateur S23

[donné dans (1.56)] sont 0, 0, 1,−1: ce sont respectivement les hélicités des com-
posantes V 0, V 1, V 2 + iV 3 et V 2 − iV 3 du champ vectoriel, dans le référentiel où
pµ = (E,E, 0, 0).

Finalement, un spineur de Dirac se transforme avec

Sµν = σµν =
i

4
[γµ, γν ].

Avec Pµ = −i∂µ, ces générateurs permettent de calculer l’opérateur W 2, qui
prend la forme d’une matrice (4× 4) agissant sur les composantes du spineur. A
partir de la forme (1.76), on obtient facilement

W 2 = −3

4
m2, (1.89)

qui indique que le champ spinoriel a bien spin 1/2.

Si on utilise la représentation des matrice γµ (1.59) dans les coordonnées
définies par (1.77), les opérateurs de spin (1.79) deviennent simplement

Si =

(
1
2
σi 0
0 1

2
σi

)
.

Chaque spineur de Weyl ψL et ψR correspond donc à un spin 1/2. Cette dernière
égalité indique aussi que les valeurs de l’hélicité pour chaque spineur de Weyl de
masse nulle sont +1/2 et −1/2.

1.3.6 Le tenseur énergie-impulsion

Nous avons vu que le théorème de Noether implique l’existence d’un courant con-
servé pour chaque symétrie interne continue de l’action. Ce théorème s’applique
également aux symétries agissant sur l’espace-temps, et donc à l’invariance sous
les transformations de Poincaré. La forme des courants conservés est cependant
différente de celle donnée en (1.21), pour les symétries internes.
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Dans cette section, nous allons construire les courants conservés associés à
l’invariance sous translations. Ces courants jouent un rôle particulier puisqu’ils
expriment la conservation de l’énergie et de l’impulsion. Ils fournissent également
l’hamiltonien de la théorie de champs, qui sera utile par la suite.

L’invariance sous les transformations de Lorentz mène également à des lois de
conservation que nous ne discuterons pas en détail ici. Alors que l’invariance sous
rotations d’espace conduit simplement à la conservation du moment cinétique
total des champs, les transformations de Lorentz qui mélangent temps et espace
sont nécessairement plus subtiles: on ne peut discuter leurs lois de conservation
en termes de charges indépendantes du temps et l’interprétation de ces lois perd
son caractère intuitif. Elles correspondent à une généralisation à l’espace-temps
quadri-dimensionnel de la conservation du moment cinétique total des champs,
qui est une conséquence de l’invariance sous les rotations spatiales.

Considérons la quantité

Tµν =
∂L
∂∂µφi

∂νφ
i − ηµνL (Tµν �= Tνµ). (1.90)

Nous devons supposer que la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement
de x: L = L(φi, ∂µφi). Elle est donc invariante (de forme) sous les translations.
Nous voulons calculer la divergence ∂µTµν . Tout d’abord,

∂µ[ηµνL] =
∂L
∂φi

∂νφ
i +

∂L
∂∂ρφi

∂ν∂ρφ
i.

D’autre part,

∂µ
[
∂L
∂∂µφi

∂νφ
i

]
=

(
∂µ

∂L
∂∂µφi

)
∂νφ

i +
∂L
∂∂µφi

∂µ∂νφ
i

=
∂L
∂φi

∂νφ
i +

∂L
∂∂µφi

∂µ∂νφ
i = ∂νL,

en utilisant les équations du mouvement. Il vient donc

∂µTµν = 0, (1.91)

et le tenseur énergie-impulsion Tµν est conservé6.

Nous avons donc construit quatre (les valeurs de ν = 0, 1, 2, 3) courants con-
servés. Nous allons maintenant montrer que les Tµν sont les courants de Noether
associés aux translations d’espace-temps

xµ −→ xµ ′ = xµ + aµ,

6Il s’agit du tenseur énergie-impulsion canonique, en général non symétrique (voir l’exercice
1.1).
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qui forment un groupe de transformations continues à quatre paramètres. Nous
nous placerons dans un cadre légèrement plus général en considérant des trans-
formations infinitésimales des coordonnées de la forme

xµ −→ xµ ′ = xµ + δxµ, (1.92)

où δxµ peut dépendre de la position x. La transformation des champs associée
est

φi(x) −→ φi ′(x′) = φi ′(x) + δxµ∂µφ
i, (1.93)

et donc
δφi ≡ φi ′(x′)− φi(x) = φi ′(x)− φi(x) + δxµ∂µφ

i. (1.94)

La variation fonctionnelle du champ sera notée

δ0φ
i = φi ′(x)− φi(x), δφi = δ0φ

i + δxµ∂µφ
i. (1.95)

En regardant la densité lagrangienne comme un champ local, sa variation sera
donc

δL = δ0L+ δxµ∂µL, (1.96)

où

δ0L =
∂L
∂φi

δ0φ
i +

∂L
∂∂µφi

δ0∂µφ
i.

Ensuite,
δ0∂µφ

i = ∂µδ0φ
i,

si bien que

δL = δxµ∂µL+ ∂µ

[
∂L
∂∂µφi

δ0φ
i

]
+

[
∂L
∂φi
− ∂µ

∂L
∂∂µφi

]
δ0φ

i. (1.97)

Le dernier terme s’annule pour des champs vérifiant les équations du mouvement.
Finalement:

δL = δxµ∂µL+ ∂µ

[
∂L
∂∂µφi

δ0φ
i

]
. (1.98)

Il s’agit ensuite de considérer la variation de l’action. La transformation in-
finitésimale de d4x est

d4x −→ d4x′ = Jd4x

où le jacobien J est

J =

∣∣∣∣∣det
(
∂xµ ′

∂xν

)∣∣∣∣∣ = 1 + ∂µδx
µ,

au premier ordre. Donc
δd4x = d4x ∂µδx

µ. (1.99)

La variation de l’action s’écrit finalement

δS =
∫ (
Lδd4x+ d4xδL

)
=
∫
d4x ∂µ

[
Lδxµ + ∂L

∂∂µφi
δ0φ

i

]
, (1.100)
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avec δ0φ
i = δφi−δxµ∂µφi. L’invariance de l’action, δS = 0, implique donc à nou-

veau la conservation d’un ou plusieurs courants, selon le nombre de paramètres
apparaissant dans la transformation de symétrie.

Notez que le résultat (1.100) généralise le théorème de Noether pour les symé-
tries internes discuté dans la section précédente. Celui-ci s’obtient avec δxµ = 0
pour une symétrie interne.

Une translation est caractérisée par l’absence de transformation du champ:

Translation : δxµ = aµ, δφi = 0 δ0φ
i = −aµ∂µφi.

Il vient alors

δS =
∫
d4x ∂µ

[
Lηµν − ∂L

∂∂µφi
∂νφi

]
aν = 0 (1.101)

pour des valeurs arbitraires des paramètres aµ. Le tenseur énergie-impulsion

T µν = −Lηµν + ∂L
∂∂µφi

∂νφi (1.102)

est donc conservé, ∂µT
µν = 0. Les quantités

P µ =
∫
V
d3xT 0µ, (1.103)

qui sont les charges associées aux courants T µν , sont indépendantes du temps
si le volume spatial V est choisi de façon telle que le tenseur énergie-impulsion
s’annule à son bord. Le quadrivecteur P µ donne l’impulsion totale du système
de champs contenu dans le volume V . Sa composante temporelle P 0 est l’énergie
totale du système (c’est l’hamiltonien du système de champs) et

T 00 =
∂L
∂∂0φi

∂0φi − L

est la densité d’énergie des champs.

1.4 Equations du champ libre

Dans la section précédente, nous avons construit des champs locaux de spin 0,
1/2 et 1. Il s’agit maintenant d’obtenir les équations décrivant leur propagation
libre.

La propagation libre est évidemment contrôlée par l’impulsion du champ, pµ,
qui est obtenue en agissant sur le champ avec l’opérateur différentiel Pµ = −i∂µ.
Les équations du mouvement sont donc des équations différentielles. La quantité
de mouvement n’est pas arbitraire. La condition de “couche de masse”,

p2 = pµpµ = m2,
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où m est la masse, doit être satisfaite. Pour un champ libre, on s’attend à obtenir
des solutions sous la forme de superpositions d’ondes planes, de la forme e±ipx.

Deux équations différentes sont utiles à la description des bosons et des
fermions. Nous allons les discuter successivement. Elles peuvent être obtenues
comme équations d’Euler-Lagrange des actions de Klein-Gordon et de Dirac.

1.4.1 Le champ de Klein-Gordon

L’équation relativiste la plus simple décrivant un champ libre est l’équation de
Klein-Gordon. Son contenu physique est simplement d’imposer que le champ soit
une superposition linéaire d’ondes planes (un paquet d’ondes) dont la propagation
est conforme à la condition de couche de masse de la cinématique relativiste,
p2 = m2. L’opérateur P 2 −m2 étant représenté par

P 2 −m2 = −(✷ +m2), ✷ = ∂µ∂µ =
1

c2
∂2

∂t2
− ∇ · ∇,

l’équation de Klein-Gordon est simplement

(✷ +m2)φ(x) = 0. (1.104)

Comme l’opérateur ✷+m2 est invariant de Lorentz, on peut en principe l’appli-
quer à un champ de spin arbitraire. Elle s’applique en particulier au champ
scalaire, sans spin, φ(x).

L’onde plane

e±ikx = e±i(k
0t−!k·!x)

est une fonction propre de l’opérateur d’alembertien ✷ avec valeur propre −k2.
Elle sera donc une solution de l’équation de Klein-Gordon pour autant que le
quadrivecteur d’onde kµ satisfasse la condition k2 = m2. La solution de l’équation
(1.104) peut alors s’écrire

φ(x) =
1

(2π)3

∫
d4k c(k)eikxδ(k2 −m2). (1.105)

La fonction c(k) détermine la composition en ondes planes du paquet d’ondes
scalaire φ(x). Le caractère scalaire du champ φ est respecté par cette expression
qui est manifestement invariante relativiste. La distribution de Dirac permet
d’intégrer sur k0. En définissant

ωk =

√
k

2
+m2,

il vient

δ(k2 −m2) = δ
(
(k0)2 − ω2

k

)
=

1

2ωk

[
δ(k0 − ωk) + δ(k0 + ωk)

]
, (1.106)
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et

φ(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

[
c(ωk, k)e

i(ωkt−!k·!x) + c(−ωk, k)e−i(ωkt+!k·!x)
]
.

Avec le changement de variable k → −k dans le second terme et en définissant

a(k) = c(−ωk,−k), b(k) = c(ωk, k),

on obtient finalement

φ(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

[
a(k)e−ikx + b(k)e+ikx

]
k = (ωk, k)

=
∫ d3k

(2π)32ωk

[
a(k)e−i(ωkt−!k·!x) + b(k)e+i(ωkt−!k·!x)

]
,

(1.107)

qui est la forme de la solution que nous utiliserons par la suite. Il est à noter
que malgré les apparences, la mesure d’intégration d3k

2ωk
est invariante de Lorentz:

c’est une conséquence des égalités (1.106). Pour différencier les deux termes, on
utilise couramment la terminologie suivante:

• onde d’énergie positive: e−ikx, avec k =
(
ωk, k

)
. Comme l’onde est de la

forme e−i(ωkt−!k·!x), le vecteur k est l’impulsion spatiale de l’onde.

• onde d’énergie négative: e+ikx, avec k =
(
ωk, k

)
également. L’onde est de

la forme e−i(−ωkt+!k·!x) et on dira que −k est l’impulsion (spatiale) de l’onde
d’énergie négative −ωk.

L’intérêt et la signification de cette convention peu intuitive apparâıtront lors de
la quantification du champ.

La solution générale de l’équation de Klein-Gordon pour un champ scalaire
réel est donnée par l’équation (1.107), avec b(k) = a(k)∗.

L’équation de Klein-Gordon pour le champ complexe φ(x) est l’équation
d’Euler-Lagrange de la densité lagrangienne

L = (∂µφ∗)(∂µφ)−m2φ∗φ. (1.108)

Cette densité lagrangienne possède une symétrie: elle est invariante sous les ro-
tations de la phase du champ complexe

φ(x) −→ φ(x)′ = eiαφ(x), (1.109)

α étant un nombre réel. Comme il s’agit d’une symétrie globale continue, le
théorème de Noether implique l’existence d’un courant conservé et d’une charge
indépendante du temps. Le courant s’écrit

αjµ =
∂L
∂∂µφ

δφ+
∂L

∂∂µφ∗ δφ
∗ = (∂µφ∗)iαφ− (∂µφ)iαφ∗.



EQUATIONS DU CHAMP LIBRE 25

En introduisant la notation

φ∗ ↔
∂µ φ = φ∗(∂µφ)− (∂µφ

∗)φ, (1.110)

on obtient
jµ = −i φ∗ ↔

∂µ φ. (1.111)

Il est facile de vérifier que si φ vérifie l’équation de Klein-Gordon, alors le courant
est conservé, ∂µjµ = 0. Il faut remarquer que la composante temporelle, j0 =
−i[φ∗(∂0φ) − (∂0φ

∗)φ] n’est pas une quantité positive. On ne peut donc pas
identifier j0 à une densité de probabilité comme on le fait en mécanique quantique
basée sur l’équation de Schrödinger. L’équation de Klein-Gordon n’est donc pas
appropriée à la description quantique d’une particule ayant φ(x) comme fonction
d’onde.

Il faudra de plus prendre garde à l’existence d’énergies négatives. La solution
de l’équation de Klein-Gordon ne possède apparemment pas d’état fondamental
d’énergie minimum. Ce problème recevra une solution en termes d’antiparticules
dans le cadre de la théorie quantique des champs.

Le champ complexe φ(x) peut se décomposer en deux champs réels:

φ(x) =
1√
2
[ϕ1(x) + iϕ2(x)].

La densité lagrangienne (1.108) est alors la somme de deux densités lagrangiennes
du champ scalaire réel

L =
2∑
i=1

[
1

2
(∂µϕi)(∂

µϕi)−
1

2
m2ϕ2

i

]
. (1.112)

La transformation de symétrie (1.109) agit comme une rotation du vecteur bi-
dimensionnel de composantes ϕ1 et ϕ2:(

ϕ′
1

ϕ′
2

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
ϕ1

ϕ2

)
,

et le courant conservé (1.111) s’obtient aussi par

αjµ =
2∑
i=1

∂L
∂∂µϕi

δϕi.

1.4.2 Le champ de Dirac

L’équation de Dirac est une équation différentielle linéaire, du premier ordre en
∂µ, pour le champ spinoriel ψ(x). On pourra donc écrire en général

(iAµ∂µ −B)ψ(x) = 0, (1.113)



26 THÉORIE DES CHAMPS CLASSIQUES

où Aµ et B sont des matrices (4×4). Ces matrices sont déterminées en demandant
que le spineur ψ soit aussi solution de

(✷ +m2)ψ(x) = 0,

c’est-à-dire de l’équation de Klein-Gordon qui impose la condition de couche de
masse p2 = m2. L’équation (1.113) implique

(iAν∂ν +B)(iAµ∂µ −B)ψ(x) = 0,

c’est-à-dire (
1

2
{Aµ, Aν}∂µ∂ν + i[Aµ, B]∂µ +B2

)
ψ(x) = 0,

où {Aµ, Aν} = AµAν + AνAµ = {Aν , Aµ} est l’anticommutateur de Aµ et Aν .
Demander que ψ vérifie l’équation de Klein-Gordon (∂µ∂µ +m2)ψ = 0 revient à
demander

{Aµ, Aν} = 2ηµνI, [Aµ, B] = 0, B2 = m2I (1.114)

(I est la matrice unité). On peut donc choisir B = mI, alors que les matrices Aµ,
qui vérifient l’algèbre de Dirac (1.58), peuvent être remplacées par les matrices
γµ. L’équation de Dirac est donc

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (1.115)

Elle peut être reformulée en utilisant les spineurs de Weyl à deux composantes
définis par (1.69):

ψ = ψL + ψR,

PLψ = ψL, PRψ = ψR,

les projecteurs étant donnés par (1.66). Comme

PLγ
µ = γµPR, PRγ

µ = γµPL,

il vient
PL (iγ

µ∂µ −m)ψ = iγµ∂µψR −mψL = 0,

PR (iγµ∂µ −m)ψ = iγµ∂µψL −mψR = 0.
(1.116)

Les deux spineurs à deux composantes satisfont des équations différentielles cou-
plées sauf si la masse est nulle. Un champ spinoriel de masse nulle pourra donc
en principe être décrit par un seul spineur de Weyl. Un champ spinoriel massif
utilisera un spineur de Dirac entier7.

Covariance relativiste

L’équation de Dirac satisfait au principe de relativité restreinte. Nous connaissons
les transformations de Lorentz du champ spinoriel [éq. (1.62)] et des dérivées
partielles ∂µ [éq. (1.28)]:

∂µ −→ ∂ ′
µ = Λµ

ν∂ν ,

ψ(x) −→ ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x).

7Ou un “spineur de Majorana” (sect. 4.1.2) qui a deux composantes.
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La forme de la matrice S(Λ) a été construite dans la section précédente. Pour
une transformation infinitésimale

Λµ
ν = δνµ + ωµρη

ρν ,

S(Λ) = I + δS(Λ), δS(Λ) = 1
8
ωµν [γ

µ, γν ].
(1.117)

Sans utiliser immédiatement ce résultat, supposons que ψ(x) est solution de
l’équation de Dirac dans les coordonnées xµ. On cherche alors à construire
ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x) qui vérifie l’équation de Dirac dans les coordonnées trans-
formées x′ comme conséquence de (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. On observe que

(iγµ∂′µ −m)ψ′(x′) = (iγµΛµ
ν∂ν −m)S(Λ)ψ(x)

= S(Λ) {iS(Λ)−1γµΛµ
νS(Λ)∂ν −m}ψ(x).

Si on exige que
γµΛµ

ν = S(Λ)γνS(Λ)−1, (1.118)

il vient
(iγµ∂′µ −m)ψ′(x′) = S(Λ)(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0, (1.119)

et le champ transformé ψ′(x′) est solution de l’équation de Dirac dans les nouvelles
coordonnées xµ ′. La condition de covariance relativiste de l’équation de Dirac est
donc l’équation (1.118), qui peut être vue comme une équation pour S(Λ). Pour
une transformation infinitésimale, elle devient

γµω
µν = [δS(Λ), γν ].

La forme (1.117) est solution de cette dernière équation. Nous avons donc montré
que l’équation de Dirac est covariante relativiste si ψ(x) est un spineur de Lorentz.

Densité lagrangienne, courant de Noether

L’équation de Dirac découle de la densité lagrangienne

L = ψiγµ∂µψ −mψψ, (1.120)

où ψ et ψ, qui est un spineur “ligne”, ψ = (ψ1 ψ2 ψ3 ψ4), doivent être considérés
comme des champs indépendants. En fait, nous allons fixer la relation entre ψ et
ψ en exigeant que leurs deux équations du mouvement soient l’équation de Dirac.
La variation de ψ donne simplement

0 =
∂L
∂ψ

= (iγµ∂µ −m)ψ,

qui est l’équation de Dirac. Celle de ψ conduit à

0 =
∂L
∂ψ
− ∂µ ∂L

∂∂µψ
= −mψ − ∂µψiγµ

= [γ0(iγµ∂µ −m)γ0ψ
†
]†,
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qui est, à un facteur γ0 près, le conjugué hermitique de l’équation de Dirac si on
définit le spineur conjugué de Dirac

ψ = ψ†γ0. (1.121)

L’équation de Dirac pour le spineur conjugué est donc

i(∂µψ)γµ +mψ = 0. (1.122)

Nous avons vu [éq. (1.119)] que (iγµ∂µ −m)ψ acquiert un facteur S(Λ) sous
transformation de Lorentz. On peut également définir ψ en exigeant l’invariance
de Lorentz de quantités telles que ψψ ou L. Il faut donc que

ψ −→ ψS(Λ)−1,

ou, pour une transformation infinitésimale,

δψ = −ψδS(Λ) = −1

8
ωµνψ[γ

µ, γν ]. (1.123)

Comme S(Λ) n’est pas unitaire, S(Λ)−1 �= S(Λ)† et on ne peut pas identifier ψ†

à ψ:

δψ† =
1

8
ωµνψ

†[γµ, γν ]† = −1

8
ωµνψ

†γ0[γµ, γν ]γ0 �= −ψ†δS(Λ).

Par contre, ψ = ψ†γ0 vérifie bien la transformation (1.123).

Il est peut-être utile de mentionner que la densité lagrangienne (1.120) peut
être remplacée par

L′ =
i

2

[
ψγµ(∂µψ)− (∂µψ)γ

µψ
]
−mψψ,

qui traite plus symétriquement ψ et ψ. L′ diffère de L [éq. (1.120)] par une
dérivée ∂µ(. . .) qui ne contribue pas aux équations du mouvement.

En termes des spineurs de Weyl,

L = iψLγ
µ∂µψL + iψRγ

µ∂µψR −mψLψR −mψRψL, (1.124)

où
ψL = ψ†

Lγ
0 = ψPR, ψR = ψPL. (1.125)

Ainsi que mentionné lors de la discussion de l’équation de Dirac, le couplage entre
ψL et ψR est uniquement dû au terme de masse.

La densité lagrangienne de Dirac est invariante sous les transformations glo-
bales continues [symétrie U(1)]

ψ −→ eiα ψ, ψ −→ ψe−iα,
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et le théorème de Noether implique que le courant

−αjµDirac = iα
∂L
∂∂µψ

ψ = iα
∂L′

∂∂µψ
ψ − iαψ ∂L′

∂∂µψ
= −αψγµψ (1.126)

est conservé: ∂µj
µ
Dirac = 0. La composante temporelle du courant,

j0Dirac = ψγ0ψ = ψ†ψ (1.127)

est clairement positive, contrairement au courant obtenu dans le cas du champ
de Klein-Gordon complexe.

Le cas de masse nulle correspond à une extension de la symétrie au groupe
U(1)×U(1), et donc à l’apparition d’un second courant conservé. Les transfor-
mations indépendantes de ψL et ψR,

ψL −→ eiα ψL, ψL −→ ψL e
−iα,

ψR −→ eiβ ψR, ψR −→ ψR e
−iβ,

(1.128)

qui sont appelées transformations chirales, sont des invariances et leurs courants
conservés (courants chiraux) sont

−αJµL =
∂L

∂∂µψL
δψL = −αψLγµψL = −1

2
αψγµ(1 + γ5)ψ,

−βJµR =
∂L

∂∂µψR
δψR = −β ψRγµψR = −1

2
β ψγµ(1− γ5)ψ.

Autrement dit, le courant axial

jµA = ψγµγ5ψ, (1.129)

qui, du fait de l’équation de Dirac, vérifie

∂µj
µ
A = 2imψγ5ψ,

est conservé lorsque la masse m est nulle.

Solutions de l’équation de Dirac

Comme dans le cas du champ de Klein-Gordon, nous allons considérer des ondes
planes de la forme:

ψ
(+)
k (x) = e−ikxu (k) ,

ψ
(−)
k (x) = e+ikxv (k) ,

(1.130)

avec k0 = ωk =
√
m2 + k2 puisque les solutions de l’équation de Dirac vérifient

la condition de couche de masse k2 = m2. Les spineurs u (k) et v (k) ont quatre
composantes. Comme

i∂µ
(
e∓ikx

)
= ±kµe∓ikx,
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l’équation de Dirac devient

(γµkµ −m)u(k) = (�k −m)u (k) = 0,

(γµkµ +m) v(k) = (�k +m) v (k) = 0,
(1.131)

en utilisant le “Feynman slash”

�k = γµkµ.

Comme pour le champ de Klein-Gordon, nous dirons qu’une solution de la forme
ψ
(+)
k (x) a une énergie positive et ψ

(−)
k (x) une énergie négative.

Pour construire les solutions des équations (1.131), il est utile d’introduire
les projecteurs sur les énergies positive et négative. On remarque d’abord que si
k2 = m2,

�k �k = 1
2
kµkν {γµ, γν} = k2I4,

(�k +m) (�k −m) = (�k −m) (�k +m) = (k2 −m2) I4 = 0,

(�k +m)2 = (k2 +m2) I4 + 2m �k = 2m (�k +m) ,

(�k −m)2 = (k2 +m2) I4 − 2m �k = 2m (− �k +m) .

En conséquence,

Λ+ =
�k +m

2m
, Λ− = − �k −m

2m
, (1.132)

forment un ensemble complet de projecteurs orthogonaux:

Λ2
+ = Λ+, Λ2

− = Λ−, Λ+Λ− = Λ−Λ+ = 0, Λ+ + Λ− = I4. (1.133)

Comme Tr[Λ+] = Tr[Λ−] = 2, chaque projecteur a deux valeurs propres +1 et
deux valeurs propres 0. A partir d’un spineur constant w, des solutions aux
équations (1.131) peuvent alors simplement être obtenues en posant

u(k) = Λ+w, v(k) = Λ−w.

Λ+ et Λ− projettent respectivement sur les solutions d’énergie positive u(k) et
négative v(k), d’où leur nom. Comme chaque projecteur sélectionne deux des
quatre composantes de w, on trouvera deux solutions indépendantes de type
u(k) ainsi que deux de type v(k).

Pour être plus concret, choisissons des matrices γµ avec γ0 diagonale:

γ0 =

(
I2 0
0 −I2

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, γ5 =

(
0 I2
I2 0

)
. (1.134)

Pour une particule massive au repos, kµ = (m,0), �k = mγ0 et

Λ+ =
�k +m

2m
=

(
I2 0
0 0

)
, Λ− = −�k −m

2m
=

(
0 0
0 I2

)
.
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Un ensemble de solutions dans ce référentiel est alors donné par

u(α)(m,0) = u(α), v(α)(m,0) = v(α), α = 1, 2, (1.135)

avec

u(1) =




1
0
0
0


 , u(2) =




0
1
0
0


 , v(1) =




0
0
1
0


 , v(2) =




0
0
0
1


 .
(1.136)

Pour k quelconque, les spineurs

u(α)(k) = 1√
2m(m+ωk)

(�k +m)u(α),

v(α)(k) = 1√
2m(m+ωk)

(− �k +m)v(α),
(1.137)

sont des solutions des équations de Dirac (1.131) qui se réduisent à u(α) et v(α)

lorsque k = (ωk, k) = (m,0). On a alors:

u(α)(k) = 1√
2m(m+ωk)

u(α)(�k +m),

v(α)(k) = 1√
2m(m+ωk)

v(α)(− �k +m),
(1.138)

et
u(1) = (1 0 0 0), u(2) = (0 1 0 0),
v(1) = (0 0 − 1 0), v(2) = (0 0 0 − 1).

Les normalisations choisies sont les suivantes:

u(α)(k)u(β)(k) = δαβ,

v(α)(k) v(β)(k) = −δαβ,

u(α)(k) v(β)(k) = v(α)(k)u(β)(k) = 0.

(1.139)

De plus,

u(α)†(k)u(β)(k) = v(α)†(k) v(β)(k) =
ωk
m
δαβ. (1.140)

Finalement, nous écrirons l’expansion en ondes planes d’une solution de l’équation
de Dirac sous la forme

ψ (x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

2∑
α=1

[
bα (k)ψ

(+)(α)
k + d∗α (k)ψ

(−)(α)
k

]
, (1.141)

avec

ψ
(+)(α)
k (x) = e−ikx u(α) (k) , ψ

(−)(α)
k (x) = e+ikx v(α) (k) . (1.142)

Les nombres bα (k) et d∗α (k) sont les coefficients de la superposition linéaire
d’ondes planes, et le facteur m est conventionnel.



32 THÉORIE DES CHAMPS CLASSIQUES

La signification de l’indice α peut être élucidée en se souvenant que les
opérateurs de spin sont8

S =
1

2

(
σ 0
0 σ

)
.

Les spineurs u(α) et v(α) sont clairement des états propres de S3, qui est diagonal,
avec les valeurs propres +1/2 lorsque α = 1, et −1/2 lorsque α = 2. Comme

± �k+m commute avec S3 lorsque k = (0, 0, |k|), cette remarque reste vraie dans
ce cas pour u(α)(k) et v(α)(k). L’indice α distingue donc les valeurs propres de S3
pour les solutions d’énergie positive ou négative.

Deux remarques devraient encore être faites avant de clore cette section.
Le choix (1.134) des matrices de Dirac est commode lorsqu’on s’intéresse au
référentiel au repos d’une particule massive. Il est cependant souvent plus utile
d’adopter un choix avec γ5 diagonal, comme par exemple dans (1.59). Dans ce
cas, les solutions sont obtenues en remplaçant (1.136) par

u(1) =
1√
2




1
0
1
0


 , u(2) = 1√

2




0
1
0
1


 , v(1) = 1√

2



−1
0
1
0


 , v(2) = 1√

2




0
−1
0
1


 .

(1.143)
Les remarques ci-dessus concernant la signification de α restent évidemment va-
lables.

Ensuite, on vérifie facilement que

2∑
α=1

u(α)u(α) =
1

2
(I + γ0),

2∑
α=1

v(α)v(α) = −1

2
(I − γ0)

(quel que soit le choix de γ0). Avec l’identité

(�k ±m)γ0(�k ±m) = 2ωk(�k ±m),

qui est vérifiée lorsque k2 = m2, il vient

2∑
α=1

u(α)(k)u(α)(k) = Λ+,
2∑

α=1

v(α)(k) v(α)(k) = −Λ−. (1.144)

Ces derniers résultats seront utiles lorsqu’il s’agira de sommer sur les orientations
du spin d’une particule (ou antiparticule) de spin 1/2.

Hélicité, masse nulle et chiralité

L’hélicité est la projection du spin dans la direction de l’impulsion p. Elle est
mesurée par l’opérateur

8Voir le paragraphe 1.3.4.
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|p|−1 p · S, S = (σ23, σ31, σ12), σkl =
i

4
[γk, γl],

dont les valeurs propres sur un spineur sont +1/2 (hélicité droite) et−1/2 (hélicité
gauche).

Pour un spineur de masse nulle, l’équation de Dirac devient iγµ∂µψ(x) = 0,
c’est-à-dire, pour une onde plane d’énergie positive ψ(x) = e−ipxu(p),

� p u(p) = 0, p0 = |p|.

La relation
γ5γ

0� p = γ5p
0 + 2p · S (1.145)

implique
2|p |−1p · S u(p) = −γ5 u(p). (1.146)

Un état propre de la chiralité (γ5u(p) = ±1) est donc un état propre de l’hélicité
de valeur propre ∓1/2 pour une solution d’énergie positive, et ±1/2 si l’énergie
est négative, p0 = −|p|. Sur les spineurs de Weyl de masse nulle9

p · S
|p| ψL = −1

2
ψL,

p · S
|p| ψR =

1

2
ψR. (1.147)

Ces résultats s’appliquent également dans la limite ultrarelativiste |p| � m, p0 =√
p 2 +m2 ∼ |p| qui est souvent valable en physique des hautes énergies.

Les projecteurs Λ± distinguent les solutions d’énergie positive et négative. Il
existe de même un projecteur qui sélectionne la solution pour laquelle le spin est
dans une direction donnée quelconque. On définit cette direction au moyen d’un
quadrivecteur n de genre espace, avec n2 = −1. Alors

P (n) =
1

2
(I + γ5 �n) (1.148)

est un projecteur, P (n)2 = P (n) puisque �n �n = −I. Un ensemble complet est
obtenu en lui ajoutant le projecteur P (−n) = I − P (n). Si par exemple, pour
une particule massive, on se place dans le référentiel du centre de masse et on
choisit n = (0, 0, 0, 1),

P (n) =
1

2

(
I − 2γ0S3

)
sélectionne les solutions ayant la même valeur propre de γ0 et de 2S3, c’est-à-dire
celle d’énergie positive avec le spin “en haut” (spineur u(1)) et celle d’énergie
négative avec le spin “en bas” (spineur v(2)).

Pour un spineur de masse non nulle, un choix particulier de n conduit au
projecteur sur les états propres de l’hélicité10:

np =

(
|p|
m
,
p0

m|p|p
)
.

9C’est l’origine de la notation L,R = left, right.
10Dans la limite non relativiste, |�p| � m, |�p| → 0, np → (0, |�p|−1�p).
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Comme p np = 0, �np � p = −� p�np et

[P (np),Λ±] = 0.

On montre avec l’aide de l’identité (1.145) que

P (np)Λ± =
1

2


I ∓ 2

S · p
|p|


Λ± =

1

2
Λ±


I ∓ 2

S · p
|p|


 . (1.149)

Pour une solution d’énergie positive (particule), P (nk)Λ± sélectionne l’état d’héli-
cité gauche. Pour une solution d’énergie négative (antiparticule), P (nk)Λ± retient
l’hélicité droite.

Il est parfois utile d’utiliser une base des solutions de l’équation de Dirac
construite à partir d’états propres de l’hélicité, au lieu des spineurs u(α) et v(α)

qui sont des états propres de S3. Dans la représentation (1.134) des matrices de
Dirac,

S · p =
1

2

(
σ · p 0
0 σ · p

)
.

Définissons alors

û(α)(p) = [2m(m+ ωp)]
−1/2(� p+m)

(
ϕ(α)

0

)
,

v̂(α)(p) = −[2m(m+ ωp)]
−1/2(� p−m)

(
0
χ(α)

)
,

α = 1, 2, (1.150)

où les quatre spineurs à deux composantes ϕ(α) et χ(α) sont solutions de

|p|−1(σ · p)ϕ(1) = ϕ(1), |p|−1(σ · p)ϕ(2) = −ϕ(2)

|p|−1(σ · p)χ(1) = χ(1), |p|−1(σ · p)χ(2) = −χ(2).
(1.151)

Clairement,

|p|−1(S · p)û(α)(p) = λα û
(α)(p),

|p|−1(S · p)v̂(α)(p) = λα v̂
(α)(p),

λ1 =
1

2
, λ2 = −

1

2
.

Dans la représentation chirale (1.59) des matrices de Dirac, les quatre solutions
(1.150) deviennent

û(α)(p) = [2m(m+ ωp)]
−1/2(� p+m)

(
ϕ(α)

ϕ(α)

)
,

v̂(α)(p) = −[2m(m+ ωp)]
−1/2(� p−m)

(
−χ(α)
χ(α)

)
, α = 1, 2.

(1.152)
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1.5 Invariance de jauge et théories de jauge

Le concept d’invariance de jauge est à la base de la construction du Modèle stan-
dard des interactions fortes, faibles et électromagnétiques des particules élémen-
taires. Il détermine, conjointement avec les restrictions imposées par la cohérence
de la théorie quantique des champs, la forme possible des interactions des quarks
et des leptons, impose l’existence de bosons de jauge (photon, gluons, W± et Z0)
et la structure de leurs interactions.

Pour formaliser le principe d’invariance de jauge, nous allons considérer tout
d’abord une théorie classique décrivant un ensemble de champs scalaires réels
ϕi(x) et de spineurs ψI(x) sans masses ni interactions. La densité lagrangienne
ne comprendra donc que les termes de propagation dépendant de dérivées des
champs. De plus, comme les composantes gauches (ψI

L) et droites (ψ
I
R) se trans-

forment séparément sous le groupe de Lorentz, elles sont indépendantes dans la
théorie libre et sans masse. La densité lagrangienne est:

L0 =
1

2
(∂µϕ

i)(∂µϕi) + iψLIγ
µ∂µψ

I
L + iψRJγ

µ∂µψ
J
R (1.153)

(on somme sur les indices répétés i, I et J). Les nombres de champs scalaires,
de fermions gauches et droits seront respectivement notés Ns, NL et NR. En
principe, NL et NR peuvent être différents.

La densité lagrangienne possède automatiquement une invariance globale é-
tendue. Premièrement, le terme cinétique des champs scalaires est invariant sous
les transformations

ϕi −→ ϕi ′ = Oi
jϕ

j,
Ns∑
k=1

Ok
iO

k
j = δij. (1.154)

Matriciellement, OτO = I, O est une matrice réelle orthogonale et le groupe de
symétrie est le groupe des rotations O(Ns). Ensuite, les transformations globales

ψI
L −→ ψI

L
′
= U I

Jψ
J
L, (U †)IJU

J
K = δIK ,

ψI
R −→ ψI

R
′
= V I

J ψ
J
R, (V †)IJV

J
K = δIK ,

(1.155)

laissent la densité lagrangienne (1.153) inchangée. Il s’agit des transformations
unitaires du groupe U(NL) × U(NR): c’est la symétrie chirale des théories de
fermions sans masse, déjà rencontrée dans la section 1.4.2. La théorie (1.153)
possède donc une symétrie globale O(Ns)× U(NL)× U(NR).

Pour discuter l’invariance de jauge, nous allons imposer qu’un sous-groupe de
cette symétrie globale soit une symétrie locale de la densité lagrangienne. Plus
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précisément, nous allons demander que les transformations

ϕj −→ ϕj ′ =
(
eiα

ATA
s

)j
k
ϕk,

ψJ
L −→ ψJ ′

L =
(
eiα

ATA
�

)J
K
ψK
L ,

ψJ
R −→ ψJ ′

R =
(
eiα

ATA
r

)J
K
ψK
R ,

(1.156)

avec des paramètres αA dépendant du point de l’espace-temps,

αA −→ αA(x),

soient des symétries de jauge de la théorie. Chaque élément du groupe de
transformations (groupe de jauge) apparaissant dans (1.156) a été écrit comme
l’exponentielle d’un élément de l’algèbre de Lie du groupe de jauge. Nous avons
vu dans la section 1.2 que les matrices TA

s forment un ensemble de générateurs
de cette algèbre de Lie. C’est également le cas des matrices TA

� et TA
r . Les règles

de commutation

[TA
+ , T

B
+ ] = ifABCTC

+ , B = s, � ou r, (1.157)

sont donc vérifiées. Ces générateurs sont en général différents pour les scalaires
[les matrices TA

s ] et les spineurs [les matrices TA
� et TA

r ]: les champs ϕi, ψI
L et ψI

R

se transforment en général selon des représentations différentes de l’algèbre. En
particulier, puisque les ϕi sont des champs réels, les matrices TA

s seront purement
imaginaires. Nous ne considérerons que des groupes de symétrie compacts pour
lesquels les générateurs sont des matrices hermitiques (TA

s,�,r = (TA
s,�,r)

†) et les
constantes de structure fABC sont des nombres réels qui peuvent être choisis
complètement antisymétriques: fABC = fCAB = −fBAC .

Champs de jauge et dérivées covariantes

Comme

(∂µϕ
j)′ =

(
eiα

ATA
s

)j
k
∂µϕ

k +
[
∂µ
(
eiα

ATA
s

)j
k

]
ϕk,

(∂µψ
J
L)

′ =
(
eiα

ATA
�

)J
K
∂µψ

K
L +

[
∂µ
(
eiα

ATA
�

)J
K

]
ψK
L ,

(∂µψ
J
R)

′ =
(
eiα

ATA
r

)J
K
∂µψ

K
R +

[
∂µ
(
eiα

ATA
r

)J
K

]
ψK
R ,

(1.158)

la densité lagrangienne (1.153) n’est pas invariante de jauge. Pour restaurer
la symétrie, il est nécessaire de compenser les deuxièmes termes. Ceci requiert
l’introduction d’un champ de jauge11 AA

µ (x) pour chaque transformation indépen-
dante et donc pour chaque générateur (d’où l’indice A). Les transformations

11Aussi appelé potentiel de jauge, par analogie avec le quadrivecteur des potentiels dans la
théorie de Maxwell.
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de ces champs de jauge sont ensuite déterminées en imposant que les dérivées
covariantes

Dµϕ
j = ∂µϕ

j − iAA
µ (T

A
s )

j
kϕ

k,

Dµψ
J
L = ∂µψ

J
L − iAA

µ (T
A
� )

J
Kψ

K
L ,

Dµψ
J
R = ∂µψ

J
R − iAA

µ (T
A
r )

J
Kψ

K
R ,

(1.159)

aient les mêmes transformations que les champs eux-mêmes (une somme sur les
valeurs de l’indice A est sous-entendue). On veut donc obtenir:

Dµϕ
j −→ Dµϕ

j ′ =
(
eiα

ATA
s

)j
k
Dµϕ

k,

Dµψ
J
L −→ Dµψ

J ′
L =

(
eiα

ATA
�

)J
K
Dµψ

K
L ,

Dµψ
J
R −→ Dµψ

J ′
R =

(
eiα

ATA
r

)J
K
Dµψ

K
R .

(1.160)

Dans un premier temps, il est plus facile de se restreindre à des transformations
infinitésimales, c’est-à-dire, pour les champs scalaires,

δϕi = iαA(TA
s )

i
jϕ

j,

δ∂µϕ
i = iαA(TA

s )
i
j(∂µϕ

j) + i(∂µα
A)(TA

s )
i
jϕ

j,

δDµϕ
i = iαA(TA

s )
i
jDµϕ

j

+iϕj{(∂µαA)(TA
s )

i
j − (δAA

µ )(T
A
s )

i
j − iAA

µα
B([TA, TB])ij}.

Pour que la dernière ligne s’annule, il faut que∑
A

(δAA
µ )T

A
s =

∑
A

(
∂µα

ATA
s + AA

µ

∑
B,C

fABCαBTC
s

)
.

Les générateurs peuvent toujours être normalisés par la condition

Tr(TA
s T

B
s ) = τ(s)δAB, (1.161)

où le nombre réel τ(s) dépend de la représentation. Il suit alors que

AA
µ −→ AA

µ + δAA
µ ,

δAA
µ = ∂µα

A +
∑
B,C

fABCAB
µα

C .
(1.162)

Cette expression est bien entendu indépendante du choix de la représentation des
scalaires. On l’aurait également obtenue en considérant les transformations des
fermions gauches ou droits.

Le même argument appliqué au cas général des transformations (1.156) con-
duit à∑

A

AA ′
µ TA

+ = eiα
BTB

� [i∂µ +
∑
A

AA
µT

A
+ ]e

−iαCTC
� , B = s, � ou r, (1.163)
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en notation matricielle (et avec une somme sur B et C). A nouveau, l’équation
(1.163) détermine la même transformation des champs de jauge pour TA = TA

s ,
TA
� ou TA

r . Elle se ramène à (1.162) lorsque les paramètres αA sont infinitésimaux
et au premier ordre en αA.

D’après (1.160), les termes cinétiques de la densité lagrangienne deviennent
invariants de jauge lorsque les dérivées ∂µ sont remplacées par les dérivées co-
variantes Dµ appropriées. On aura donc

L0 =
1

2
(Dµϕ

i)(Dµϕi) + ψLJ iγ
µDµψ

J
L + ψRJ iγ

µDµψ
J
R, (1.164)

qui est invariant de jauge et contient des interactions scalaires–champs de jauge
et fermions–champs de jauge. Cette théorie ne contient cependant pas de termes
assurant la propagation des champs de jauge: elle ne dépend pas des dérivées
∂µA

A
ν . La prochaine étape est donc la construction de la densité lagrangienne

cinétique des champs de jauge, qui doit être invariante de jauge.

Courbure de jauge, termes de propagation

Pour construire les termes cinétiques des champs de jauge, on introduit la cour-
bure de jauge12

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ +
∑
BC

fABCAB
µA

C
ν . (1.165)

Comme les fABC sont antisymétriques, FA
µν = −FA

νµ. Sa transformation de jauge
(infinitésimale) est

FA ′
µν = FA

µν +
∑
B,C

fABCFB
µνα

C . (1.166)

La vérification de ce résultat utilise l’identité de Jacobi∑
B

(
fACBfBDE + fADBfBEC + fAEBfBCD

)
= 0,

qui découle de l’identité matricielle triviale

[TA, [TB, TC ]] + [TB, [TC , TA]] + [TC , [TA, TB]] = 0.

L’expression

−1

4
FA
µνF

Aµν , (1.167)

qui est invariante de jauge13, est la densité lagrangienne de Yang-Mills qui décrit
la propagation et les interactions des champs de jauge.

Constantes de couplage

Il reste à faire apparâıtre les constantes de couplage qui caractériseront la force des
interactions impliquant les champs de jauge contenues dans (1.167) et (1.164).

12Aussi appelée tenseur du champ de jauge, par opposition au potentiel de jauge AA
µ . En

anglais: field strength.
13Puisque FA

µνδF
µν A = fABCFA

µνF
µν BαC = 0.
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En général, le groupe de jauge G a la structure G = G1 × G2 × . . . =
∏
Ga.

Chaque Ga est soit un groupe simple, soit U(1). Par exemple, le groupe de jauge
du Modèle standard est G = SU(3)×SU(2)×U(1). Deux générateurs TA et TB

pris dans deux facteurs Ga différents commutent et fABC = 0, pour tout autre
générateur TC . Supposons qu’on effectue le remplacement

AA
µ −→ gAAA

µ , (gA : des nombres réels non nuls)

dans les dérivées covariantes et les courbures de jauge. Et aussi

FA
µν −→ gA

[
∂µA

A
ν − ∂νAA

µ +
∑
BC

(gA)−1gBgCfABCAB
µA

C
ν

]
≡ gAFA

µν .

Pour que la transformation de jauge (1.166) reste valable, il faut que

gA = gB = gC ⇐⇒ fABC �= 0. (1.168)

Ceci implique que l’invariance de jauge ne permet qu’une constante de couplage
pour chaque facteur du groupe de jauge Ga. Le nombre de paramètres arbitraires
contenus dans (1.167) et (1.164) est donc égal au nombre de facteurs formant le
groupe de jauge.

Densité lagrangienne “cinétique”

En résumé, pour un groupe de jauge G =
∏
aGa, la partie de la densité lagran-

gienne invariante de jauge qui dépend des dérivées des champs est donnée par
l’expression

Lcin. = −
1

4
FA
µνF

Aµν +
1

2
(Dµϕ

i)(Dµϕi) + ψLJ iγ
µDµψ

J
L + ψRJ iγ

µDµψ
J
R. (1.169)

Elle contient l’ensemble des termes invariants qui décrivent la propagation des
champs de spins 0, 1/2 et 1 (ou plus précisément d’hélicités 0, ±1/2 et ±1), ainsi
que les interactions des champs de jauge. Les dérivées covariantes sont

Dµϕ
j = ∂µϕ

j − i
∑
A

gAAA
µ (T

A
s )

j
kϕ

k,

Dµψ
J
L = ∂µψ

J
L − i

∑
A

gAAA
µ (T

A
� )

J
Kψ

K
L ,

Dµψ
J
R = ∂µψ

J
R − i

∑
A

gAAA
µ (T

A
r )

J
Kψ

K
R ,

(1.170)

et les courbures de jauge s’écrivent

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + gA
∑
BC

fABCAB
µA

C
ν . (1.171)

Les constantes de couplage gA vérifient (1.168). Finalement, les transformations
infinitésimales sont données par (1.156) et par:

δAA
µ = (gA)−1∂µα

A +
∑
B,C

fABCAB
µα

C ,

δFA
µν =

∑
B,C

fABCFB
µνα

C .
(1.172)
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Les constantes de couplage de jauge sont des nombres sans dimension. En
effet, comme l’action S =

∫
d4xL est sans dimension, L a dimension 4 (en unité

d’énergie) et il suit de la forme de Lcin. que les dimensions (dites canoniques) des
champs ϕi, AA

µ et ψI
L,R sont respectivement 1, 1 et 3/2.

Les règles de cohérence de la théorie quantique des champs permettent en-
core d’ajouter divers termes sans dérivées spatio-temporelles et ne faisant pas
intervenir les champs de jauge AA

µ . Nous nous bornerons ici à les énumérer14, en
observant simplement qu’ils ne doivent pas contenir de paramètre de dimension
négative en énergie: de telles contributions sont en effet fatales à la cohérence de
la théorie quantique et sont qualifiées de non renormalisables. Les termes permis
se divisent en deux catégories. Premièrement, les termes quadratiques dans les
champs jouent le rôle de termes de masse. Ils contribuent aux équations d’Euler-
Lagrange par des termes linéaires et entrent dans la description des champs libres.
Deuxièmement, les termes cubiques ou quartiques dans les champs dont les con-
tributions aux équations du mouvement sont non linéaires et qui décrivent les
interactions entre champs scalaires et spinoriels.

L’invariance de jauge doit également être respectée par les termes sans déri-
vées. Elle impose des contraintes qui s’écrivent plus simplement en se restreignant
aux transformations infinitésimales

δϕj = iαA(TA
s )

j
kϕ

k,

δψJ
L = iαA(TA

� )
J
Kψ

K
L , δψLJ = −iαAψLK(T

A
� )

K
J ,

δψJ
R = iαA(TA

r )
J
Kψ

K
R , δψRJ = −iαAψRK(T

A
r )

K
J .

(1.173)

Termes de masse

Ces contributions qui sont quadratiques dans les champs scalaires et spinoriels
s’écrivent

Lm. = Lm.s. + Lm.f.,

Lm.s. = −1
2
(m2)ijϕiϕj,

Lm.f. = −(M)IJψLIψ
J
R − (M †)IJψRIψ

J
L.

(1.174)

La matrice du carré des masses des scalaires est réelle et symétrique. L’invariance
sous les transformations (1.173) donne les contraintes suivantes:

(m2)kj(TA
s )

i
k + (m2)ik(TA

s )
j
k = 0,

(M)IJ(T
A
r )

J
K − (TA

� )
I
J(M)JK = 0,

(1.175)

ou, en notation matricielle

TA
s (m

2) + (m2)TA
s

τ
= [TA

s ,m
2] = 0, MTA

r − TA
� M = 0, (1.176)

14Une discussion partielle de ce point se trouve dans la section 6.6.
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puisque TA
s est antisymétrique et imaginaire. Les masses des champs scalaires,

dont les carrés sont les valeurs propres de la matrice m2, sont donc identiques
dans chaque représentation irréductible du groupe de jauge. Pour les fermions,
une masse non nulle requiert la présence d’un multiplet de fermions de chiralités
gauche et droite, avec les mêmes transformations de jauge, c’est-à-dire TA

r = TA
� :

un fermion massif exige un spineur de Dirac ψ = ψL + ψR, qui est compati-
ble avec une invariance de jauge uniquement si les transformations de ψL et
ψR cöıncident. L’exception serait le spineur de Majorana15 à deux composantes
dans une représentation réelle du groupe de jauge (les générateurs sont alors des
matrices imaginaires et antisymétriques).

Un terme de masse pour les champs de jauge, qui serait de la forme

−1

2
M2

ABA
A
µA

µB,

est clairement interdit par l’invariance sous les transformations de jauge (1.172).
A chaque symétrie de jauge correspond un boson de jauge de masse nulle.

Interactions de Yukawa

L’interaction fermions–scalaires la plus générale est de la forme

LY uk. = λi
K
J ϕ

i(ψLKψ
J
R) + (λi

K
J )

∗ϕi(ψRJψ
K
L )

= 1
2
Ai

K
J ϕ

i(ψKψ
J) + 1

2
Bi

K
J ϕ

i(ψKγ5ψ
J),

(1.177)

avec Ai
K
J = λi

K
J +(λi

J
K)

∗ et Bi
K
J = −λiKJ +(λi

J
K)

∗. Comme ψKψ
J est hermitique,

les couplages “scalaires” sont hermitiques:

(Ai
K
J )

∗ = Ai
J
K .

Par contre, les couplages “pseudoscalaires” vérifient

(Bi
K
J )

∗ = −Bi
J
K ,

une conséquence de l’antihermiticité de ψKγ5ψ
J . L’invariance de jauge exige

λj
K
J (T

A
s )

j
i − λiMJ (TA

� )
K
M + λi

K
M(TA

r )
M
J = 0. (1.178)

La dimension canonique de ϕi(ψLKψ
J
R) étant quatre, les couplages de Yukawa

λi
K
J sont des nombres sans dimension.

Interactions scalaires

Les termes cubiques et quartiques d’interactions scalaires sont

∆s(ϕ
i) = −1

3
αijkϕ

iϕjϕk − 1

4
βijklϕ

iϕjϕkϕl. (1.179)

15Paragraphe 4.1.2.
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Les constantes de couplage αijk et βijkl sont réelles et symétriques sous les per-
mutations de leurs indices. Elles sont contraintes par l’invariance de jauge, qui
exige

∂

∂ϕi
∆s(ϕ

j)δϕi = 0 −→ ∂

∂ϕi
∆s(ϕ

j)(TA
s )

j
kϕ

k = 0

pour toutes les valeurs des champs et de A, c’est-à-dire

0 = αljk(T
A
s )

l
i + αilk(T

A
s )

l
j + αijl(T

A
s )

l
k,

0 = βmjkl(T
A
s )

m
i + βimkl(T

A
s )

m
j + βijml(T

A
s )

m
k + βijkm(T

A
s )

m
l ,

(1.180)

pour toutes les valeurs de i, j, k, l. Alors que les constantes de couplages quar-
tiques βijkl sont sans dimension, les αijk ont les unités d’une masse (énergie).

On rassemble souvent l’ensemble des termes scalaires sans dérivées dans le
potentiel scalaire

V (ϕi) =
1

2
(m2)ijϕ

iϕj +
1

3
αijkϕ

iϕjϕk +
1

4
βijklϕ

iϕjϕkϕl. (1.181)

La densité lagrangienne complète

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la densité lagrangienne la plus
générale décrivant des champs scalaires (spin 0), spinoriels (spin 1/2) et vectoriels
(spin 1) admissible dans le cadre de la théorie quantique des champs. C’est la
somme des termes cinétiques (1.169), de masse (1.174), de Yukawa (1.177) et des
interactions scalaires (1.179):

L = Lcin. + Lm.f. + LY uk. − V (ϕi). (1.182)

Cette théorie est entièrement définie lorsqu’on a choisi:

1. Le groupe de jauge (le groupe de symétrie locale), qui détermine les cons-
tantes de structure fABC et le nombre de constantes de couplage gA.

2. Les champs scalaires ϕi et leurs transformations de jauge (c’est-à-dire les
générateurs TA

s ).

3. Les champs spinoriels ψI
L et ψJ

R et leurs transformations de jauge (les
générateurs TA

� et TA
r ).

Nous verrons16 que cette théorie peut posséder un mécanisme (de Higgs) qui
génère des champs de jauge massifs. Il requiert la présence de champs scalaires
et le prix à payer est la brisure spontanée des symétries de jauge associées aux
champs de jauge qui deviennent massifs. C’est ce mécanisme qui est utilisé pour

16Chap. 7.
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produire les masses des bosons de jauge W± et Z0 dans le Modèle standard des
interactions fortes et électrofaibles.

L’électrodynamique d’un fermion chargé

Nous terminons ce chapitre par l’exemple de théorie de jauge le plus simple, qui
décrit un fermion de charge électrique Qe et le champ du photon.

Le groupe de jauge, U(1), n’a qu’un paramètre. Il est donc nécessairement
abélien. L’unique générateur de son algèbre de Lie sera noté Q. La théorie
contient un fermion de Dirac, avec la transformation de jauge

ψ(x) −→ eiα(x)Qψ(x).

Q est un nombre réel arbitraire (une “matrice” 1× 1 hermitique). Comme ψ =
ψL + ψR, ceci revient à choisir une transformation identique pour ψL et ψR. La
courbure de jauge associée à l’unique champ de jauge Aµ est simplement

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

puisque les constantes de structure fABC sont nulles. Les transformations de
jauge infinitésimales deviennent

δAµ = e−1∂µα(x), δFµν = 0,

où e est la constante de couplage de jauge. D’après la discussion générale qui
précède, la densité lagrangienne invariante de jauge la plus générale est

L = −1

4
FµνF

µν + ψ(iγµDµ −m)ψ, Dµψ = ∂µψ − ieQAµψ, (1.183)

où m est la masse du champ spinoriel. Cette théorie, dont la quantification sera
discutée par la suite, est à la base de l’électrodynamique quantique. Elle contient
une interaction fermion–photon de la forme

eQAµψγ
µψ.

Il est à noter que le champ de jauge Aµ, qui sera le champ du photon, est couplé
au courant de Noether conservé jµ = eQψγµψ. La quantification de la théorie
donnera une interprétation en termes de courant et charge électriques aux quan-
tités jµ et

∫
d3x j0.
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Références

Le formalisme lagrangien et le théorème de Noether sont décrits dans la plupart
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Pour les théories invariantes de jauge:
Weinberg [2], chapitre 15; Huang [5], chapitres 3 et 4.
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Exercices

1.1 Montrer que l’invariance de Lorentz de la densité lagrangienne L(φi, ∂µφi)
implique pour des champs solutions de l’équation d’Euler-Lagrange la rela-
tion

Tµν − Tνµ = i∂ρ
(

∂L
∂∂ρφi

(Sµν)
i
jφ

j

)
,

où Tµν est le tenseur-énergie impulsion canonique (1.90). Utiliser les va-
riations de Lorentz δxµ = ωµνxν , δφ

j = − i
2
ωµν(S

µν)jkφ
k, et donc δ∂ρφ

j =
ωρµ∂

µφj − i
2
ωµν(S

µν)jk∂ρφ
k (sect. 1.3). Ainsi, Tµν n’est en général pas

symétrique pour des champs autres que scalaires.

Supposons qu’on dispose d’un tenseur θρµν = −θµρν . Montrer que le nou-
veau tenseur

T̃µν = Tµν + ∂ρθρµν

est encore conservé, ∂µT̃µν = 0, avec la même énergie-impulsion Pµ =∫
d3xT0µ.

En utilisant la relation d’invariance de Lorentz ci-dessus, construire un
tenseur θρµν = −θµρν pour lequel le nouveau tenseur T̃µν est symétrique.

Indication: la relation d’invariance contient le tenseur ∂L
∂∂ρφi (Sµν)

i
jφ

j, anti-
symétrique en µ et ν. L’utiliser pour former une combinaison antisymétri-
que en ρ et µ et un tenseur θρµν qui conduise à T̃µν = T̃νµ.
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Le résultat est le tenseur de Belinfante, conservé et symétrique:

T̃µν = Tµν +
i

2
∂ρ
[
∂L
∂∂ρφi

(Sµν)
i
jφ

j − ∂L
∂∂µφi

(Sρν)
i
jφ

j − ∂L
∂∂νφi

(Sρµ)
i
jφ

j

]
.

Il décrit le courant et la densité d’énergie-impulsion (non gravitationnelle)
en relativité générale: c’est la source du champ gravitationnel.

1.2 On considère la théorie de Maxwell couplée à un courant externe conservé
jµ:

L = −1

4
FµνF

µν + jµA
µ. ∂µjµ = 0.

Le courant externe détruit l’invariance sous translation et Tµν n’est pas
conservé si jµ �= 0. Calculer le tenseur énergie-impulsion canonique Tµν , le
tenseur de Belinfante T̃µν , la divergence ∂

µTµν et vérifier que ∂
µTµν = ∂µT̃µν .

(L’identité de Bianchi banale ∂µFνρ + ∂ρFµν + ∂νFρµ = 0 peut être utile.)

En l’absence de courant externe, T̃µν est invariant de jauge, symétrique,
conservé et de trace nulle: ηµνT̃µν = 0 (vérifier). Il décrit le courant et la
densité d’énergie-impulsion du champ électromagnétique.

1.3 Montrer que si deux densités lagrangiennes L(ϕi, ∂µϕi) et L′(ϕi, ∂µϕi) diffè-
rent par une dérivée (elles décrivent donc la même physique), leurs tenseurs
énergie-impulsion Tµν et T ′

µν diffèrent par une quantité conservée, ∂µ(Tµν −
T ′
µν) = 0.

Indication: puisque L est fonction de ϕi et ∂µϕ
i, L′ = L+ ∂µF

µ(ϕi).

1.4 L’algèbre de lie du groupe SO(4) est

[M ij,Mkl] = i(δikM jl + δjlM ik − δilM jk − δjkM il) ,

avec six générateurs M ij = −M ji, i, j = 1, 2, 3, 4. Démontrer que cette
algèbre est aussi celle de SU(2)× SU(2),

[T a
L, T

b
L] = iεabcT c

L, [T a
R, T

b
R] = iεabcT c

R, [T a
L, T

b
R] = 0,

avec a, b, c = 1, 2, 3 et εabc = εcab = −εbac, ε123 = 1. Il s’agit d’exprimer les
six T a

L,R comme combinaisons linéaires des M ij.

Indication: les trois générateurs Mab, a, b = 1, 2, 3 engendrent une sous-
algèbre SO(3) de SO(4). D’autre part, l’algèbre de Lie de SU(2), [T a, T b] =
iεabcT c, est identique à celle de SO(3) avec T a = 1

2
εabcM bc (vérifier). Iden-

tifier ensuite ces trois générateurs avec la somme T a = 1
2
(T a

L + T a
R).

L’algèbre de Lie de Lorentz (1.37) est celle de SO(1, 3). Montrer son équi-
valence avec l’algèbre de Lie du groupe des transformations linéaires com-
plexes de déterminant unité, en dimension deux, SL(2, C), en s’inspirant
de la relation entre SO(4) et SU(2)× SU(2).
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1.5 Calculer la transformation des spineurs de Weyl sous SL(2, C), montrer
qu’ils se transforment de manière identique sous les rotations d’espace
SO(3), mais selon des représentations conjuguées de SL(2, C). Utiliser
la base de Weyl des matrices de Dirac et l’exercice précédent.

1.6 Vérifier quelques identités de l’appendice A, ou toutes les identités.



Chapitre 2

Quantification canonique du
champ libre

2.1 Principe

En mécanique classique, un système de particules est décrit au moyen de quantités
telles que la position q et l’impulsion p de chaque particule. L’état du système
au temps t est caractérisé par (q(t), p(t)), c’est un point de l’espace de phase de
chaque particule. La description quantique du même système peut être construite
en remplaçant les quantités classiques1 par des opérateurs qui agissent dans un
espace des états approprié. Les opérateurs Q et P sont construits en imposant
les relations de commutation canoniques:

[Qi, Pj] = ih̄δij,

[Qi, Qj] = [Pi, Pj] = 0, i, j = 1, 2, 3.
(2.1)

Ces relations sont valables à n’importe quel temps2.

Dans la formulation lagrangienne de la mécanique classique, la dynamique
d’une particule est définie au moyen de la fonction de Lagrange L(qi, q̇i). Les
quantités pi, qui sont les impulsions conjuguées aux composantes du vecteur
position qi, sont alors données par

pi =
∂L

∂q̇i
. (2.2)

Cette équation permet en principe d’exprimer les vitesses en fonction de pi et qi,
et de construire l’hamiltonien de la théorie H(pi, qi).

La généralisation à un système de champs dans l’espace-temps, et à une
densité lagrangienne L(φi, ∂µφi) est immédiate. Les impulsions conjuguées aux

1Ainsi que les grandeurs physiques sans équivalent classique telles que le spin d’une particule.
2Dans le point de vue de Schrödinger, les opérateurs ne dépendent pas du temps.

47
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champs φi(x) sont

Πi(x) =
∂L
∂∂0φi

. (2.3)

La quantification des champs revient à considérer les champs φi et Πi comme des
opérateurs (agissant dans un espace qui sera précisé plus loin) et à imposer les
relations de commutation canoniques

[φi(x, t),Πj(y, t)] = ih̄ δijδ3(x− y),

[φi(x, t), φj(y, t)] = 0 = [Πi(x, t),Πj(y, t)].
(2.4)

Ces règles sont valables à tous les temps. Comme à chaque temps les champs φi(x)
contiennent un nombre infini de degrés de liberté (le champ en chaque point x), la
généralisation de (2.1) fait intervenir une distribution de Dirac, δ3(x−y). Un fait
important est que les relations de commutation canoniques relient des opérateurs
en des points de l’espace x et y différents, mais à un temps unique. Nous verrons
que cette formulation est compatible avec la relativité restreinte et la covariance
de Lorentz malgré l’asymétrie du traitement du temps et de l’espace. Cette
asymétrie est d’ailleurs une caractéristique générale du formalisme hamiltonien,
utilisant comme variables p et q, ou φi et Πj. Les relations (2.4) sont connues
sous le nom de relations de commutation à temps égaux.

L’opérateur hamiltonien est contenu dans le tenseur énergie-impulsion discuté
dans la section 1.3.6. La conservation du courant de Noether associé à l’invariance
sous translation du temps,

Tµ0 =
∂L
∂∂µφi

∂0φ
i − ηµ0L,

exprime la conservation de l’énergie dans le système de champs et sa composante
T00 est la densité d’énergie. L’hamiltonien est donc

H =
∫
d3xT00 =

∫
d3x

[∑
i

∂L
∂∂0φi

∂0φ
i − L

]

=
∫
d3x

[∑
i

Πi(x)∂0φ
i(x)− L

]
.

(2.5)

Après quantification, H contient des produits d’opérateurs en un point unique
x. Du fait des règles canoniques de commutation (2.4) qui sont singulières en
x = y, il apparâıtra des ambigüıtés liées à l’ordre de ces opérateurs. Il sera
nécessaire d’introduire une prescription d’ordre des produits d’opérateurs afin de
définir correctement l’hamiltonien H. Cette prescription assurera que ses valeurs
propres (énergies) soient finies.

2.2 Champs scalaires

Nous allons considérer séparément deux cas qui correspondent à des situations
physiques différentes: le champ scalaire réel et complexe. Le champ scalaire
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réel, pour lequel particules et antiparticules sont indistinguables, est le champ
quantique le plus simple. Il contient cependant l’ensemble des notions nécessaires
à la discussion du champ scalaire complexe, ou chargé, qui suivra.

2.2.1 Le champ scalaire réel

Le champ libre le plus simple est le champ scalaire réel ϕ(x), dont la densité
lagrangienne est

L =
1

2

[
(∂µϕ)(∂

µϕ)−m2ϕ2
]
. (2.6)

Il en découle que l’impulsion conjuguée à ϕ est

Π =
∂L
∂∂0ϕ

= ∂0ϕ (2.7)

alors que l’hamiltonien devient

Hc =
∫
d3x [Π∂0ϕ− L] = 1

2

∫
d3x

[
(∂0ϕ)

2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2
]
. (2.8)

Puisque Hc ne contient que des produits de deux opérateurs identiques au même
point, on ne s’attend pas à rencontrer de problème d’ordre des facteurs dans ce
cas simple. Nous verrons cependant que cette expression n’est pas satisfaisante
dans la théorie quantique et qu’il faudra la modifier (d’où l’indice c qui indique
une expression classique).

Le champ ϕ est solution de l’équation de Klein-Gordon qui découle de la
densité lagrangienne (2.6). Son expansion en modes est donnée par l’expression3:

ϕ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

[
a(k)e−ikx + a†(k)eikx

]
, (2.9)

où ωk =
√
k2 +m2 et le quadrivecteur k dans les exponentielles s’écrit k = (ωk, k);

il vérifie donc k2 = m2. Le champ réel quantifié est un opérateur hermitique et le
coefficient de l’expansion en modes a(k) est un opérateur. a†(k) est l’opérateur
conjugué hermitique de a(k). Les fonctions

fk(x) =
1√

(2π)32ωk
e−ikx (2.10)

sont des ondes planes de quantité de mouvement k et d’énergie ωk. Elles vérifient∫
d3x f ∗

k (x)i
↔
∂0 fq(x) = i

∫
d3x [f ∗

k (x)(∂0fq(x))− (∂0f
∗
k (x))fq(x)]

= 1√
(2π)32ωk

1√
(2π)32ωq

(ωk + ωq)e
i(ωk−ωq)t

∫
d3x e−i(!k−!q)·!x

= δ3(k − q).
(2.11)

3C’est l’équation (1.107) avec a†(k) = b(k), en demandant l’hermiticité du champ, ϕ = ϕ†.
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On a de même ∫
d3x fk(x)i

↔
∂0 fq(x) = 0. (2.12)

Notez que les égalités (2.11) et (2.12) sont vraies à tous les temps x0. Elles
permettent d’inverser l’expansion en modes de ϕ(x) et d’obtenir une expression
pour a(k) et son conjugué:

a(k) =
∫
d3x
√
(2π)32ωk f

∗
k (x)i

↔
∂0 ϕ(x),

a†(k) =
∫
d3x
√
(2π)32ωk ϕ(x)i

↔
∂0 fk(x).

(2.13)

Comme dans les relations (2.11) et (2.12), a(k) ne dépend pas du temps. Les
règles de commutation des opérateurs a(k) et a†(k) s’obtiennent ensuite facile-
ment en utilisant les expressions (2.13) et les commutateurs canoniques (2.4) de
ϕ et Π(x) = ∂0ϕ(x). Un calcul sans difficulté montre que

[a(k), a†(q)] = (2π)3 2ωk δ
3(k − q),

[a(k), a(q)] = [a†(k), a†(q)] = 0,
(2.14)

où k = (ωk, k) et q = (ωq, q). Ces relations sont clairement similaires aux rela-
tions de commutation des opérateurs de création et d’annihilation de l’oscillateur
harmonique quantique: [a, a] = [a†, a†] = 0, [a, a†] = 1. Il apparâıt que le champ
scalaire réel quantifié correspond à un nombre infini d’oscillateurs harmoniques4

décrits par les opérateurs a(k) et a†(k). Ces opérateurs jouent un rôle essentiel
dans l’interprétation en termes de particules de la théorie des champs quantifiés.

Il est utile de définir l’opérateur

N(k) =
1

(2π)32ωk
a†(k)a(k), (2.15)

dont les règles de commutation sont

[N(k), N(q)] = 0,

[N(k), a(q)] = −a(q)δ3(k − q),
[N(k), a†(q)] = +a†(q)δ3(k − q).

(2.16)

L’opérateur hamiltonien (2.8) peut être facilement exprimé en fonction des opé-
rateurs a(k) et a†(k), ou de N(k), en utilisant l’expansion (2.9) et les règles de
commutation (2.14). On obtient

Hc =
1

2

∫ d3k

(2π)32ωk
ωk
{
a(k)a†(k) + a†(k)a(k)

}
(2.17)

=
∫
d3k

{
ωkN(k) +

1

4(2π)3
[a(k), a†(k)]

}
. (2.18)

4Un oscillateur pour chaque �k.
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L’expression (2.18) n’est cependant pas satisfaisante puisque, d’après les com-
mutateurs (2.14), elle contient un terme indéfini de la forme

∫
d3k 1

2
ωkδ

3(0). Ce
terme est cependant indépendant des opérateurs a(k) et a†(k), et [Hc, N(k)] = 0;
en fait, on peut le voir comme une constante indéfinie multipliant l’opérateur
identité. Nous définirons plus loin un hamiltonien quantique H qui ne contient
pas ce terme, dont les valeurs propres sont finies et qui vérifie [H,N(k)] = 0.

Comme [Hc, N(k)] = [N(k), N(q)] = 0, on peut trouver une base de l’espace
dans lequel agissent les opérateurs a(k), a†(k) et ϕ(x) formée d’états propres de
tous les opérateurs N(k) et de l’hamiltonien. On la notera:

{|n(q)〉,∀q = (ωq, q)}.

Chacun de ces états propres vérifie

N(k)|n(q)〉 = n(k)|n(q)〉, ∀k = (ωk, k). (2.19)

Cette égalité recouvre une infinité de conditions puisqu’à chaque vecteur k =
(ωk, k) correspond un opérateur N(k). La quantité n(k) est en fait une fonc-

tion (une distribution) de k. Pour montrer que les valeurs propres de tous les
opérateurs N(k) sont positives ou nulles, il suffit de remarquer que la norme (au
carré) de l’état a(k)|n(k)〉, qui est nécessairement positive ou nulle, s’écrit

〈n(k)|a†(k)a(k)|n(k)〉 = 2ωk(2π)
3n(k)〈n(k)|n(k)〉 ≥ 0.

L’état |0〉 pour lequel
N(k)|0〉 = 0 (2.20)

pour tous les k = (ωk, k) est l’état du vide. On peut le définir par les conditions

a(k)|0〉 = 0, ∀k = (ωk, k). (2.21)

La base formée des états |n(k)〉 engendre un espace de Fock. Les états a(q)|n(k)〉
et a†(q)|n(k)〉 sont également des états propres de tous les opérateurs N(k),
puisque

N(k)a†(q)|n(k)〉 = a†(q)N(k)|n(k)〉+ [N(k), a†(q)]|n(k)〉

=
(
n(k) + δ3(k − q)

)
a†(q)|n(k)〉,

et de même

N(k)a(q)|n(k)〉 =
(
n(k)− δ3(k − q)

)
a(q)|n(k)〉,

sauf si |n(k)〉 = |0〉 pour lequel a(q)|0〉 = 0.

Finalement, on introduit l’opérateur

N =
∫
d3k N(k), (2.22)
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dont la valeur n sur un état propre est un nombre entier positif ou nul qui sera
interprété comme le nombre total de particules (ou quanta) contenues dans l’état,

alors que la valeur propre de N(k) sur cet état, comme fonction de k sera la

densité de nombre de quanta dans le volume d3k autour de k. D’après les règles
de commutation (2.16), on a:

[N, a(k)] = −a(k),

[N, a†(k)] = +a†(k),

N |n(k)〉 = n|n(k)〉, n =
∫
d3k n(k),

Na(q)|n(k)〉 = (n− 1)a(q)|n(k)〉, n ≥ 1,

Na†(q)|n(k)〉 = (n+ 1)a†(q)|n(k)〉.

(2.23)

Il apparâıt donc que les opérateurs d’annihilation a(k) et de création a†(k) détrui-
sent ou créent, respectivement, un quantum d’impulsion k et de masse m, sa-
tisfaisant l’équation de Klein-Gordon. L’état du vide |0〉 ne contient pas de
particule5.

L’espace de Fock engendré par tous les vecteurs propres des opérateurs N(k)
peut être entièrement construit en agissant sur le vide |0〉 avec un nombre arbi-
traire d’opérateurs de création a†(k):

|0〉,

a†(k)|0〉, ∀k = (ωk, k),

a†(k)a†(q)|0〉, ∀k = (ωk, k), ∀q = (ωq, q),

. . .

Comme [a†(k), a†(q)] = 0, l’ordre d’action sur le vide des opérateurs est sans
importance. Un état est entièrement caractérisé par la donnée des impulsions
k1, k2, . . . , km des particules créées par l’action des opérateurs a†(ki), i = 1, . . . ,m
sur l’état du vide. Il est naturellement symétrique (statistique de Bose-Einstein)
et on écrira parfois

|k1, k2, . . . , km〉 =
1

m!

∑
permutations

a†(k1)a†(k2) . . . a†(km)|0〉, (2.24)

pour mettre en évidence la symétrie de l’état, bien qu’en fait

|k1, k2, . . . , km〉 = a†(k1)a†(k2) . . . a†(km)|0〉.
5Le fait que les valeurs propres de N sont entières découle de l’argument suivant: en agissant

avec un nombre approprié d’opérateurs a(k), on peut à partir de n’importe quel état propre
de N parvenir à un état |m〉, N |m〉 = m|m〉, avec 0 ≤ m < 1. La valeur propre de N pour
l’état a(k)|m〉 est alors m− 1 < 0, ce qui n’est possible que si a(k)|m〉 = 0. Et donc |m〉 = |0〉,
m = 0, un entier.
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Clairement, |k1, k2, . . . , km〉 = |k2, k1, . . . , km〉, l’égalité restant vraie pour n’im-
porte quelle permutation des impulsions. L’espace de Fock possède donc une
base formée de tous les états à m particules, m = 0, 1, . . . ,∞ d’impulsions
k1, k2, . . . , km. Ces m particules sont indistinguables au sens de la mécanique
quantique et suivent la statistique de Bose-Einstein: ce résultat est une consé-
quence des relations de commutation (2.4) appliquées au champ scalaire ϕ(x).
Cette observation suggère que les champs de spin 1/2, auxquels s’applique la
statistique de Fermi-Dirac, ne pourront pas être quantifiés à partir de ces rela-
tions de commutation canoniques.

Il faut cependant noter que les états de base construits ci-dessus ne sont pas
normalisés. En effet, par exemple,

〈0|a(k)a†(q)|0〉 = 〈0|[a(k), a†(q)]|0〉

= (2π)32ωkδ
3(k − q),

(2.25)

en supposant que le vide |0〉 est normalisé, 〈0|0〉 = 1. Des états normalisés seront
obtenus en remplaçant les opérateurs de création a†(k) par

ã†(k) = [(2π)32ωk]
−1/2a†(k),

dont les règles de commutation sont [ã(k), ã†(q)] = δ3(k − q).

Pour définir l’énergie de l’état |n(k)〉, il est nécessaire de modifier l’opérateur
hamiltonien qui est d’après (2.18) indéfini dans sa forme originale “classique” Hc,
tirée de l’expression (2.8). L’énergie d’un état est seulement définie relativement
à celle d’un autre état: on ne mesure que des différences d’énergie, il n’y a
pas de “zéro absolu de l’énergie”. Elle n’est donc définie qu’à une constante
indépendante de l’état près. Comme le terme indéfini dans l’expression (2.18) est
formellement indépendant de l’état, il est naturel de choisir la constante arbitraire
en supprimant ce terme, et de définir l’hamiltonien quantifié en exigeant que
l’énergie de l’état du vide soit nulle: H|0〉 = 0. C’est le cas si on remplace (2.18)
par

H =
∫
d3k ωkN(k) =

∫ d3k

(2π)32ωk
ωk a

†(k)a(k). (2.26)

Cette définition revient à renverser l’ordre des opérateurs dans le premier terme de
l’hamiltonien (2.17) en plaçant les opérateurs d’annihilation à droite du produit.
Cette prescription d’ordre des opérateurs est l’ordre normal, qui pour un produit
d’opérateurs [P ] quelconque se note

: [P ] :

Elle impose que dans chaque terme du produit [P ], les opérateurs de création et
d’annihilation sont ordonnés en plaçant les opérateurs a(k) à droite. La prescrip-
tion d’ordre normal est sans ambigüıté puisque [a(k), a(q)] = [a†(k), a†(q)] = 0.



54 QUANTIFICATION CANONIQUE DU CHAMP LIBRE

Par exemple,

: ϕ(x) : = ϕ(x),

: ϕ(x)ϕ(y) : =
∫

d3k
(2π3)

1
2ωk

∫
d3q
(2π3)

1
2ωq

[
e−i(kx+qy)a(k)a(q) + e−i(kx−qy)a†(q)a(k)

+e−i(qy−kx)a†(k)a(q) + ei(kx+qy)a†(k)a†(q)
]
.

Dans le second exemple, l’ordre normal n’affecte que le deuxième terme. L’hamil-
tonien quantique (2.26) est obtenu en ordonnant normalement l’expression (2.8)
de l’hamiltonien classique:

H = :
1

2

∫
d3x

[
(∂0ϕ)

2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2
]
: (2.27)

Finalement, il reste à montrer que les commutateurs à temps égaux sont
compatibles avec le principe de relativité restreinte malgré l’asymétrie entre temps
et espace qu’ils présentent. Pour cela, on calcule les relations de commutation
pour des temps arbitraires à partir des commutateurs à temps égaux. Il vient:

[ϕ(x), ϕ(y)] =
∫

d3k
(2π)32ωk

∫
d3q

(2π)32ωq

(
e−ikx+iqy[a(k), a†(q)]

− eikx−iqy[a(q), a†(k)]
)

=
∫

d3k
(2π)32ωk

(
e−ik(x−y) − eik(x−y)

)

=
∫

d4k
(2π)3

δ(k2 −m2)ε(k0)e
−ik(x−y)

≡ i∆(x− y),

(2.28)

où

ε(k0) =
k0

|k0|
est le signe de k0 qui est un invariant de Lorentz. Ainsi, le commutateur de
deux champs scalaires est un invariant de Lorentz, et la quantification canonique
utilisée préserve la covariance de Lorentz. Supposons que le vecteur x− y est de
genre espace, (x − y)2 < 0. Il existe donc un référentiel où x− y = (0, z). Dans
ces coordonnées,

i∆(x− y) =
∫ d3k

(2π)32ωk

(
ei
!k·!z − e−i!k·!z

)
= 0,

et le commutateur [ϕ(x), ϕ(y)] s’annule hors du cône de lumière (x − y)2 ≥ 0:
il n’y a pas d’interférence entre deux points de l’espace-temps séparés par un
vecteur de genre espace, une conséquence de la causalité relativiste. D’autre part,
∆(x− y) est une solution impaire de l’équation de Klein-Gordon, qui satisfait au
principe de relativité restreinte. Notez cependant qu’en général le commutateur
[ϕ(x), ϕ(y)] ne s’annule pas à des temps x0 et y0 différents.
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2.2.2 Le champ scalaire complexe

La notion d’antiparticule n’existe pas pour le champ scalaire réel qui ne possède
qu’un seul ensemble d’opérateurs de création entièrement caractérisés par k.
Comme la densité lagrangienne libre (2.6) de ce champ ne possède pas de symétrie
continue, il n’y a pas de courant de Noether conservé et on ne peut pas lui as-
socier de charge. Par contre, nous avons vu dans la section 1.4.1 que le champ
scalaire complexe possède un courant conservé. En conséquence, la construc-
tion de l’espace de Fock du champ complexe quantifié va imposer la notion
d’antiparticule qui sera naturellement distinguée de la particule par la valeur
opposée de sa charge de Noether.

Un champ scalaire complexe de masse m est une combinaison linéaire de deux
champs réels de mêmes masses, par exemple

φ(x) =
1√
2
[ϕ1(x) + iϕ2(x)]. (2.29)

La densité lagrangienne du champ complexe libre est obtenue à partir de celle du
champ réel (2.6):

L(φ, ∂µφ) = L(ϕ1, ∂µϕ1) + L(ϕ2, ∂µϕ2) = (∂µφ)
†(∂µφ)−m2φ†φ. (2.30)

Le tenseur énergie-impulsion (classique) est

Tµν = (∂µφ
†)(∂νφ) + (∂νφ

†)(∂µφ)− ηµνL, (2.31)

si bien que l’hamiltonien classique s’écrit

HC =
∫
d3xT00 =

∫
d3x

[
(∂0φ

†)(∂0φ) + (∇φ†) · (∇φ) +m2φ†φ
]
. (2.32)

Nous avons vu [section 1.4.1] que l’invariance sous les transformations

φ −→ φ′ = eiαφ, (α réel) (2.33)

implique l’existence d’un courant conservé qui doit s’écrire avec un ordre normal
dans le cas du champ quantifié:

jµ = : iφ† ↔
∂
µ

φ : (2.34)

et donc d’une charge

Q =
∫
d3x j0 (2.35)

indépendante du temps.

L’expansion en modes du champ scalaire complexe s’écrit

φ(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

[
a(k)e−ikx + b†(k)e+ikx

]
,

φ†(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

[
a†(k)e+ikx + b(k)e−ikx

]
.

(2.36)
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La quantification du champ implique que les quantités φ(x), a(k), a†(k), b(k) et
b†(k) sont des opérateurs agissant dans un espace de Fock encore à construire. Le
choix d’introduire des opérateurs a(k) et b†(k) dans l’expansion du champ φ(x)
sera justifié par leurs règles de commutation. En termes des modes de ϕ1 et ϕ2,

ϕ1(x) =
∫

d3k
(2π)32ωk

[
a1(k)e

−ikx + a†1(k)e
ikx
]
,

ϕ2(x) =
∫

d3k
(2π)32ωk

[
a2(k)e

−ikx + a†2(k)e
ikx
]
,

on obtient
a(k) = 1√

2
[a1(k) + ia2(k)],

b(k) = 1√
2
[a1(k)− ia2(k)].

(2.37)

Pour quantifier φ, il suffit de reprendre les résultats de la quantification du champ
réel, c’est-à-dire les relations de commutation (2.14), et de les appliquer aux
opérateurs de création et d’annihilation des deux champs ϕ1 et ϕ2. En utilisant
(2.37), on trouve:

[a(k), a(q)] = [a†(k), a†(q)] = 0,

[a(k), a†(q)] = (2π)32ωkδ
3(k − q),

[b(k), b(q)] = [b†(k), b†(q)] = 0,

[b(k), b†(q)] = (2π)32ωkδ
3(k − q),

[a(k), b(q)] = [a(k), b†(q)] = 0,

[a†(k), b(q)] = [a†(k), b†(q)] = 0.

(2.38)

Ces résultats montrent que les opérateurs a†(k) et b†(k) jouent le rôle d’opérateurs
de création alors que leurs conjugués a(k) et b(k) sont des opérateurs d’annihila-
tion. Ils motivent le choix des expansions (2.36).

Les règles de commutation canoniques à des temps quelconques peuvent être
directement déduites de la décomposition (2.29) du champ complexe et de

[ϕi(x), ϕj(y)] = iδij∆(x− y), i, j = 1, 2,

la fonction ∆(x− y) étant définie dans l’équation (2.28). Il vient

[φ(x), φ†(y)] = i∆(x− y),

[φ(x), φ(y)] = [φ†(x), φ†(y)] = 0.
(2.39)

A temps égaux, ces commutateurs deviennent

[φ(t, x),Π(t, y)] = [φ†(t, x),Π†(t, y)] = iδ3(x− y), (2.40)

comme dans (2.4), l’impulsion conjuguée au champ φ étant

Π(x) =
∂L
∂∂0φ

= ∂0φ
†(x). (2.41)
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Comme dans le cas du champ réel, l’espace des états sera construit en agissant
avec les opérateurs de création sur l’état du vide défini par les conditions

a(k)|0〉 = b(k)|0〉 = 0, ∀k = (ωk, k). (2.42)

Pour donner l’interprétation en termes de particules des opérateurs de création
a†(k), b†(k) et d’annihilation a(k), b(k), il est utile de calculer la charge Q qui, par
le théorème de Noether, est indépendante du temps. D’après les expressions du
courant conservé (2.34) et de la charge (2.35), on obtient en utilisant l’expansion
en modes du champ complexe (2.36):

Q =
∫
d3x : φ†(∂0φ)− (∂0φ

†)φ :

=
∫
d3k 1

(2π)32ωk

[
a†(k)a(k)− b†(k)b(k)

]

=
∫
d3k [Na(k)−Nb(k)]

= Na −Nb,

(2.43)

en définissant comme dans le cas précédent les opérateurs de densité de nombre
de particules

Na(k) =
1

(2π)32ωk
a†(k)a(k), Nb(k) =

1

(2π)32ωk
b†(k)b(k), (2.44)

et de nombre total de particules

Na =
∫
d3k Na(k), Nb =

∫
d3k Nb(k). (2.45)

L’introduction de l’ordre normal assure que l’état du vide est sans charge,

Q|0〉 = 0. (2.46)

L’expression (2.43) montre que le quantum créé par a†(k) possède une charge +1
alors que celui créé par b†(k) a une charge −1:

[Q, a†(k)] = a†(k), [Q, b†(k)] = −b†(k).

On utilisera la terminologie suivante:

• a†(k) crée une particule de charge 1 et d’impulsion k [a(k) la détruit],

• b†(k) crée une antiparticule de charge −1 et d’impulsion k [b(k) la détruit].

Le champ φ contient les opérateurs a(k) et b†(k); il a charge −1 puisqu’il détruit
une particule ou crée une antiparticule. Par contre, la charge de φ† est +1
puisqu’il contient les opérateurs a†(k) et b(k):

[Q, φ(x)] = −φ(x), [Q, φ†(x)] = +φ†(x). (2.47)
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La convention sur les impulsions est fondée sur l’argument suivant. Calculons
l’opérateur mesurant les composantes spatiales de l’impulsion totale, c’est-à-dire

Pi =
∫
d3xT0i =

∫
d3x

[
(∂0φ

†)(∂iφ) + (∂iφ
†)(∂0φ)

]
, (2.48)

en utilisant le tenseur énergie-impulsion (2.31). Cette expression ne requiert pas
d’ordre normal. En effet, en insérant l’expansion en modes (2.36) du champ
quantique, il vient

Pi =
1

2

∫ d3k

(2π)32ωk
ki
[
a†(k)a(k) + a(k)a†(k) + b†(k)b(k) + b(k)b†(k)

]

=
∫
d3k ki [Na(k) +Nb(k)] ,

(2.49)

puisque

∫ d3k

(2π)32ωk
ki [a(k), a

†(k)] =
∫ d3k

(2π)32ωk
ki [b(k), b

†(k)] = 0,

l’intégrant étant une fonction impaire de k. D’après (2.16),

[Pi, a(k)] = −ki a(k), [Pi, a
†(k)] = ki a

†(k),

[Pi, b(k)] = −ki b(k), [Pi, b
†(k)] = ki b

†(k).
(2.50)

En agissant sur un état, les opérateurs de création apportent une impulsion k,
ceux d’annihilation la retirent, en conformité avec la terminologie introduite ci-
dessus. On vérifie d’autre part que

[Pi, φ(x)] = −i∂iφ(x). (2.51)

L’opérateur (2.49) correspond bien à la réalisation dans l’espace de Fock du
générateur des translations d’espace −i∂i.

L’hamiltonien est construit à partir de la densité lagrangienne en appliquant
la prescription d’ordre normal qui exige

H|0〉 = 0,

comme pour le champ réel. On aura donc

H = :
∫
d3x [(∂0φ

†)(∂0φ) + (∇φ†)(∇φ) +m2φ†φ] : (2.52)

L’ordre normal place les opérateurs d’annihilation a(k) et b(k) à la droite des
a†(k) et b†(k) dans les produits. Il vient immédiatement

H =
∫
d3k ωk [Na(k) +Nb(k)]. (2.53)
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L’énergie de chaque état de l’espace de Fock est donc positive ou nulle, le seul
état d’énergie nulle étant le vide. Notez qu’en rassemblant (2.49) et (2.53), on a

Pµ =
∫
d3k kµ [Na(k) +Nb(k)], kµ = (ωk, ki) = (ωk,−k). (2.54)

ainsi que
[P µ, φ(x)] = −i∂µφ(x). (2.55)

La construction de l’espace de Fock à partir de l’état du vide |0〉 est similaire
au cas du champ scalaire réel. Puisque

Pµ|0〉 = Na|0〉 = Nb|0〉 = 0,

le vide ne contient ni énergie-impulsion, ni particule, ni antiparticule. Un état
contenant n particules d’impulsions k1, . . . , kn et m antiparticules d’impulsions
q1, . . . , qm sera contruit en agissant sur |0〉 avec les opérateurs de création corres-
pondants:

a†(k1) . . . a†(kn)b†(q1) . . . b†(qm)|0〉.
Comme les opérateurs de création commutent entre eux [éq. (2.38)], l’ordre des
opérateurs est sans importance et l’état est naturellement symétrique (statistique
de Bose-Einstein).

2.3 Champs spinoriels

Le champ spinoriel libre est solution de l’équation de Dirac

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0, (2.56)

qui est l’équation du mouvement de la densité lagrangienne

L′ =
i

2

[
ψγµ(∂µψ)− (∂µψ)γ

µψ
]
−mψψ, (2.57)

une forme préférable à

L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ = L′ +
i

2
∂µ
[
ψγµψ

]
(2.58)

puisqu’elle traite ψ et ψ de manière symétrique6. L’invariance de L′ et L sous la
transformation ψ −→ eiαψ implique la conservation du courant

jµ = ψγµψ, ∂µjµ = 0, (2.59)

lorsque ψ vérifie l’équation de Dirac. Cette expression est valable dans la théorie
classique; la quantification du champ la modifiera légèrement.

6Comme L−L′ = ∂µ(. . .), les deux densités lagrangiennes conduisent aux mêmes équations
du mouvement.
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On déduit de L′ et L une unique équation d’Euler-Lagrange, l’équation de
Dirac, mais deux expressions du tenseur énergie-impulsion qui diffèrent par une
quantité elle-même conservée. Dans les deux cas, les densités lagrangiennes L′ et
L s’annulent lorsqu’elles sont évaluées pour un spineur solution de l’équation de
Dirac. A partir de L′, il vient alors

Tµν =
∂L′

∂∂µψ
(∂νψ) + (∂νψ)

∂L′

∂∂µψ

= i
2
ψγµ(∂νψ)− i

2
(∂νψ)γµψ = i

2
ψγµ

↔
∂ν ψ,

(2.60)

une expression réelle. On peut écrire

Tµν = iψγµ(∂νψ)−
i

2
∂νjµ =

∂L
∂∂µψ

(∂νψ)−
i

2
∂νjµ. (2.61)

Le premier terme est le tenseur énergie-impulsion (non réel!) que l’on déduirait
de L. Les trois quantités apparaissant dans cette équation sont conservées:

∂µTµν = ∂µ
[
iψγµ(∂νψ)

]
= ∂µ [∂νjµ] = 0.

C’est l’expression classique réelle (2.60) qui est utile à la construction du tenseur
énergie-impulsion de la théorie quantifiée7.

L’impulsion totale du champ est

Pµ =
∫
d3xT0µ =

∫
d3x

[
i

2
ψ† ↔

∂µ ψ
]
. (2.62)

Elle est indépendante du temps puisque ∂µTµν = 0. Une expression simple de
l’hamiltonien (classique) s’obtient facilement à l’aide de l’identité (2.61):

Hc = P0 =
∫
d3x

[
iψ†(∂0ψ)−

i

2
∂0j0

]

=
∫
d3x iψ†(∂0ψ)−

i

2

d

dt

∫
d3xψ†ψ

=
∫
d3x iψ†(∂0ψ),

(2.63)

en utilisant la conservation du courant (2.59) et l’indépendance du temps de la
charge associée.

Nous avons établi dans le chapitre 1 qu’une solution de l’équation de Dirac
est une superposition d’ondes planes

ψ (x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

2∑
α=1

[
bα (k) e

−ikxu(α) (k) + d†α (k) e
ikxv(α) (k)

]
, (2.64)

7A une grandeur physique, il correspond un opérateur hermitique.
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avec
(�k −m)u(α) (k) = 0,

(�k +m) v(α) (k) = 0,
α = 1, 2. (2.65)

Les quantités bα(k) et d†α(k) deviendront opératorielles après quantification du
champ; nous en tiendrons compte en respectant l’ordre des facteurs dans un
produit de champs. A partir de l’expansion en ondes planes (2.64), il est facile
de calculer l’impulsion totale classique (2.62):

Pµ =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk
kµ

2∑
α=1

[
b†α(k)bα(k)− dα(k)d†α(k)

]
. (2.66)

Ce calcul utilise la normalisation des spineurs u(α)(k) et v(α)(k) définie dans le
chapitre 18. En particulier, l’hamiltonien classique (2.63) s’écrit

Hc = m
∫ d3k

(2π)3

2∑
α=1

[
b†α(k)bα(k)− dα(k)d†α(k)

]
. (2.67)

Contrairement au champ scalaire complexe, les modes dα(k) contribuent négati-
vement à l’énergie.

Quantifier le champ spinoriel en imposant des relations de commutation aux
opérateurs bα(k) et dα(k) conduirait immédiatement à deux difficultés9. Premiè-
rement, l’espace de Fock contiendrait des états à n quanta symétriques qui sui-
vraient la statistique de Bose-Einstein. Deuxièmement, en appliquant la prescrip-
tion d’ordre normal liée aux commutateurs, la contribution des modes dα(k) à
l’hamiltonien (2.67) permettrait des énergies arbitrairement négatives: il n’y au-
rait pas d’état fondamental stable puisque l’énergie ne serait pas bornée inférieu-
rement.

Pour établir une procédure de quantification satisfaisante et cohérente, il est
possible de s’inspirer de l’action de l’opérateur Pµ sur le champ spinoriel, qui doit
être:

[Pµ, ψ] = −i∂µψ, (2.68)

puisque le générateur des translations Pµ agit comme −i∂µ sur n’importe quel
champ. Nous avons déjà vérifié que la procédure utilisée pour quantifier le
champ scalaire vérifie la même condition [éq. (2.55)]. Dans la théorie quan-
tifiée, Pµ est un opérateur agissant dans l’espace de Fock dont la définition suit
de l’expression classique (2.66), modifiée si nécessaire par une prescription d’ordre
normal. D’après (2.64), il est donc nécessaire que

[Pµ, bα(k)] = −kµbα(k),

[Pµ, dα(k)] = −kµdα(k),

[Pµ, b
†
α(k)] = kµb

†
α(k),

[Pµ, d
†
α(k)] = kµd

†
α(k).

(2.69)

8Equations (1.137–1.140), paragraphe 1.4.2.
9Ce point est élaboré dans Peskin et Schroeder [6], section 3.5.
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En supposant de plus que

[b†α(k)bα(k), dβ(q)] = 0,

[dα(k)d
†
α(k), bβ(q)] = 0,

(2.70)

les conditions (2.69) sont équivalentes à

∑
α

[b†α(k)bα(k), bβ(q)]=−(2π)3 ωk

m
δ3(k − q)bβ(q),

∑
α

[dα(k)d
†
α(k), dβ(q)]=+(2π)3 ωk

m
δ3(k − q)dβ(q).

Ces deux conditions peuvent être réduites de deux manières, à l’aide des deux
identités triviales

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, [A,B] = AB −BA,
[AB,C] = A{B,C} − {A,C}B, {A,B} = AB +BA.

(2.71)

En choisissant d’utiliser la seconde égalité, pour les anticommutateurs, il vient

∑
α

(
b†α(k){bα(k), bβ(q)} − {b†α(k), bβ(q)}bα(k)

)
= −(2π)3 ωk

m
δ3(k − q)bβ(q),

∑
α

(
dα(k){d†α(k), dβ(q)} − {dα(k), dβ(q)}d†α(k)

)
= +(2π)3 ωk

m
δ3(k − q)dβ(q).

Ces équations sont vérifiées si on impose les relations d’anticommutation:

{b†α(k), bβ(q)} = (2π)3 ωk

m
δαβ δ

3(k − q),

{d†α(k), dβ(q)} = (2π)3 ωk

m
δαβ δ

3(k − q),

{bα(k), bβ(q)} = {b†α(k), b
†
β(q)} = 0,

{dα(k), dβ(q)} = {d†α(k), d
†
β(q)} = 0.

(2.72)

D’autre part, les conditions (2.70) sont vérifiées en imposant

{bα(k), dβ(q)} = {bα(k), d†β(q)} = 0, (2.73)

ainsi que leurs conjugués hermitiques.

Si par contre on choisit d’utiliser la première identité (2.71), les anticommu-
tateurs (2.72) sont remplacés par

[bα(k), b
†
β(q)] = −[dα(k), d

†
β(q)] = (2π)3

ωk
m
δαβ δ

3(k − q),

tous les autres commutateurs étant nuls. Ces relations de commutation sont simi-
laires à celles obtenues pour le champ scalaire, à l’exception d’un “mauvais” signe.
Mais elles conduisent à un espace d’états de Bose-Einstein dont l’énergie n’est
pas inférieurement bornée. L’ensemble des conditions de cohérence (action des
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opérateurs de Poincaré, dont Pµ, sur le champ, existence d’un état fondamental
(le vide) d’énergie minimum) sélectionne donc une quantification par commuta-
teurs pour le champ de spin zéro ou un et par anticommutateurs pour le champ
de spin 1/2, et établit le lien entre spin et statistique (bosons de spin entier,
fermions de spin demi-entier).

Les relations d’anticommutation (2.72) et (2.73) définissent la quantification
canonique du champ de Dirac libre et massif. En utilisant les relations de nor-
malisation des ondes planes présentes dans l’expansion (2.64), on vérifie qu’elles
conduisent à

{ψ(x), ψ(y)} = [iγµ∂µ −m] i∆(x− y), (2.74)

où ∂µ = ∂
∂xµ et

i∆(x− y) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

[
e−ik(x−y) − eik(x−y)

]

est la fonction déjà apparue dans le commutateur [ϕ(x), ϕ(y)] du champ scalaire
réel [éq. (2.28)]. La procédure de quantification du champ spinoriel s’avère donc
conforme au principe de relativité restreinte pour les raisons évoquées dans la
section précédente.

A temps égaux, il vient {ψ(t, x), ψ(t, y)} = γ0δ3(x − y), ou encore en com-
posantes

{ψa(t, x), ψb(t, y)†} = δabδ
3(x− y) , a, b = 1, 2, 3, 4. (2.75)

Ces dernières relations auraient pu être postulées dans une procédure canoni-
que de quantification du champ spinoriel analogue à celle utilisée pour le champ
scalaire [éq. (2.4)]. Les champs anticommutent en x �= y même si les points (t, x)
et (t, y) sont séparés par le vecteur (0, x− y) qui est de genre espace.

Comme pour le champ scalaire, on peut introduire des opérateurs de nombres:

Nb =
∫
d3k Nb(k), Nb(k) =

m

(2π)3ωk

2∑
α=1

b†α(k)bα(k),

Nd =
∫
d3k Nd(k), Nd(k) =

m

(2π)3ωk

2∑
α=1

d†α(k)dα(k),

(2.76)

Ils vérifient [comparez avec (2.16) et (2.23)]:

[Nb(k), bα(q)] = −δ3(k − q)bα(q), [Nb(k), b
†
α(q)] = δ3(k − q)b†α(q),

[Nd(k), dα(q)] = −δ3(k − q)dα(q), [Nd(k), d
†
α(q)] = δ3(k − q)d†α(q),

[Nb, bα(k)] = −bα(k), [Nb, b
†
α(k)] = b†α(k),

[Nd, dα(k)] = −dα(k), [Nd, d
†
α(k)] = d†α(k).

(2.77)
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Les autres commutateurs possibles s’annulent. Avec les anticommutateurs cano-
niques (2.72), l’hamiltonien classique devient

Hc = m
∫ d3k

(2π)3

2∑
α=1

[
b†α(k)bα(k) + d†α(k)dα(k)

]
− 2
∫
d3k ωkδ

3(0)

=
∫
d3k ωk [Nb(k) +Nd(k)]− 2

∫
d3k ωkδ

3(0).

Le deuxième terme est indéfini mais indépendant des opérateurs bα(k) et dα(k):
la prescription d’ordre normal prendra cette contribution en charge.

Pour construire une base de l’espace de Fock, on commence par définir l’état
du vide, |0〉 par les conditions:

bα(k)|0〉 = dα(k)|0〉 = 0 (2.78)

pour toutes les valeurs de k = (ωk, k) et α = 1, 2. L’hamiltonien quantique est
obtenu en appliquant une procédure d’ordre normal fermionique à l’expression
classique (2.63) qui annule l’énergie du vide:

H = :
∫
d3x iψ†∂0ψ : = m

∫ d3k

(2π)3
∑
α=1,2

[
b†α(k)bα(k) + d†α(k)dα(k)

]

=
∫
d3k ωk [Nb(k) +Nd(k)] .

(2.79)

Selon cette prescription, les opérateurs d’annihilation bα(k) et dα(k) sont placés
à droite dans les produits. Mais chaque permutation nécessaire pour les amener
dans cette position engendre un changement de signe. L’ordre normal fermionique
tient ainsi compte du caractère anticommutant des opérateurs. Par exemple

: dα(k)d
†
β(q) : = −d†β(q)dα(k),

: dα(k)d
†
β(q)d

†
δ(l) : = d†β(q)d

†
δ(l)dα(k) = −d†δ(l)d

†
β(q)dα(k).

Les états de la base de l’espace de Fock sont obtenus en agissant sur le
vide avec les opérateurs de création b†α(k) et d†β(q). Comme le carré de tous
les opérateurs de création s’annule par anticommutation, un état de la forme

b†α1
(k1) . . . b

†
αm

(km)d
†
β1
(q1) . . . b

†
βn
(qn)|0〉 (2.80)

ne peut contenir deux quanta dans le même état physique (c’est-à-dire avec
même impulsion et même orientation du spin α). Cet état à n + m particu-
les est complètement antisymétrique dans l’échange de deux particules puisque
les opérateurs de création anticommutent. Cette structure de l’espace de Fock
correspond bien à la statistique de Fermi-Dirac et au principe d’exclusion de
Pauli.

Pour une impulsion k donnée, on a quatre états à une particule:

b†1(k)|0〉, b†2(k)|0〉, d†1(k)|0〉, d†2(k)|0〉.
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Pour les distinguer, on a recours à des observables qui commutent avec Pµ. Ici
intervient le courant conservé (2.59), dont la charge indépendante du temps est

Q = :
∫
d3x j0 : = :

∫
d3xψ†ψ :

dans la théorie quantifiée. Avec l’expansion en modes (2.64), on obtient

Q = :
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

2∑
α=1

[
b†α(k)bα(k) + dα(k)d

†
α(k)

]
:

=
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

2∑
α=1

[
b†α(k)bα(k)− d†α(k)dα(k)

]
= Nb −Nd.

(2.81)

Comme, d’après (2.77),

[Q, bα(k)] = −bα(k), [Q, dα(k)] = +dα(k),

[Q, b†α(k)] = +b†α(k), [Q, d†α(k)] = −d†α(k),
(2.82)

on dira que

• bα(k), d†α(k) et ψ(x) ont une charge Q = −1.

• b†α(k), dα(k) et ψ†(x) ont une charge Q = +1.

Comme Q|0〉 = 0, le vide est sans charge, et la charge de l’état (2.80) est Q =
m − n. Nous avons vu dans le chapitre 1 que le spineur de Dirac ψ décrit
deux spins 1/2 qui seront interprétés comme la particule, de charge Q = 1, et
l’antiparticule, de charge Q = −1. D’après (2.69), les opérateurs de création
apportent une impulsion k à l’état, les opérateurs d’annihilation lui retirent cette
impulsion. On aura donc:

• b†α(k) crée une particule d’impulsion k,

• d†α(k) crée une antiparticule d’impulsion k,

• bα(k) détruit une particule d’impulsion k,

• dα(k) détruit une antiparticule d’impulsion k.

Finalement, l’indice α = 1, 2 permet de distinguer les deux orientations du spin
1/2 ou ses deux états d’hélicité10.

10Dans la section 1.4.2, nous avons utilisé deux bases des ondes planes de Dirac. Dans la
première, construite à partir des spineurs u(α)(k) et v(α)(k), l’indice α spécifie la valeur propre
de l’opérateur de spin dans la direction x3. Dans la seconde, qui utilise û(α)(k) et v̂(α)(k), α
distingue les deux états d’hélicité.
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2.4 Champs de jauge

La quantification d’un système de champs de jauge pose des problèmes inédits
liés au fait que l’invariance de Lorentz incite à considérer des champs vectoriels
Aµ(x), à quatre composantes, alors que l’invariance de jauge nous indique que
ces quatre composantes ne sont pas toutes significatives. Il y a donc conflit entre
le maintien de l’invariance relativiste lors de la quantification et la construction
d’un espace des états quantiques ne décrivant que les états physiques significatifs.

Dans cette section, nous allons principalement utiliser le formalisme le plus
simple de quantification canonique des champs de jauge préservant la covariance
de Lorentz. Cette méthode est suffisante pour une théorie de jauge abélienne
telle que l’électrodynamique quantique. Elle ne permet pas la quantification des
théories de jauge non abéliennes bien qu’elle puisse être utilisée pour des calculs
à l’ordre le plus bas de leur théorie des perturbations (diagrammes en arbres
ou sans boucle de champs de jauge). Dans la dernière partie, nous décrirons
brièvement une quantification non covariante, dans la jauge de radiation.

2.4.1 Quantification covariante

Le point de départ de la discussion est la densité lagrangienne libre classique, de
Maxwell, des champs de jauge. Nous allons tout d’abord établir que la théorie
classique invariante de jauge ne décrit que deux composantes du champ vecto-
riel, d’hélicités +1 et −1 (polarisations transverses). Ensuite nous allons nous
efforcer de construire une théorie quantique (espace des états, opérateurs de
champ, hamiltonien, etc. . .) qui décrive les mêmes degrés de liberté, la construc-
tion préservant à chaque étape la covariance de Lorentz.

Le champ massif de spin 1 classique

Bien qu’elle ne s’applique pas directement aux champs de jauge qui sont sans
masse, il est utile de se référer à la discussion du champ vectoriel massif du point
de vue du groupe de Poincaré (section 1.3.5). Les quatre composantes d’un champ
vectoriel massif correspondent aux trois états d’un spin 1 auxquels s’ajoute une
composante de spin 0. Nous avons vu que pour un champ Vµ(x) qui est un état
propre avec valeur propre pµ de l’opérateur Pµ = −i∂µ 11, la partie du champ
décrivant le spin 1 est orthogonale à pµ: pµV

µ
T (x) = 0, alors que la partie de spin

0 est proportionnelle à pµ. Il est donc possible d’éliminer la partie de spin 0 en
imposant la contrainte PµV

µ(x) = 0 = ∂µV
µ(x), qui est covariante de Lorentz.

Pour décrire un champ de spin 1 et de masse m, il faut une densité lagrangien-
ne dont l’équation d’Euler-Lagrange impose à la fois la condition ∂µV

µ = 0 et la

11Vµ est donc une onde plane, Vµ(x) = Vµ(p) eipx.
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condition de couche de masse k2 = m2 aux solutions en ondes planes. Considérons

Lm = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2VµV

µ, Fµν = ∂µVν − ∂νVµ. (2.83)

L’équation de mouvement est l’équation de Proca

✷Vµ − ∂µ(∂νV ν) +m2Vµ = 0. (2.84)

Sa divergence

∂µ[✷Vµ − ∂µ(∂νV ν) +m2Vµ] = m2 ∂µVµ = 0

impose bien la contrainte ∂µV
µ = 0 qui élimine la composante de spin 0. Elle est

donc équivalente à




∂µV
µ(x) = 0 (champ de spin 1),

(✷ +m2)V µ(x) = 0 (Klein−Gordon).
(2.85)

Les solutions de l’équation de Proca sont des superpositions linéaires d’ondes
planes

Vµ(x) = εµ(k)e
−ikx,

avec kε(k) = 0 et k2 = m2. Elles décrivent un champ de spin 1 et de masse m.

La limite de masse nulle présente deux changements. Premièrement, la densité
lagrangienne devient invariante sous la transformation de jauge Vµ → Vµ+∂µΛ(x).
Deuxièmement, la contrainte ∂µV

µ = 0 n’est plus une conséquence de l’équation
du mouvement.

Champs de jauge: résultats classiques

La densité lagrangienne de champs de jauge libres AB
µ (x) s’écrit

L0 = −
1

4
FB
µνF

B µν , FB
µν = ∂µA

B
ν − ∂νAB

µ = −FB
νµ. (2.86)

Comme cette expression est une somme de termes indépendants pour chaque
champ de jauge (une somme sur l’indice B), nous nous contenterons de considérer
un champ de jauge unique Aµ(x). La densité lagrangienne (2.86) est invariante
sous la transformation de jauge

Aµ −→ A′
µ = Aµ + ∂µΛ, (2.87)

qui laisse également le champ Fµν inchangé. Cette transformation correspond à la
transformation de jauge (1.172) dans la limite abélienne fABC = 0 ou dans celle
du couplage de jauge nul. Il est clair que le tenseur Fµν s’annule identiquement
lorsque le champ de jauge est la dérivée d’un champ scalaire,

Aµ(x) = ∂µϕ(x) −→ Fµν ≡ 0.
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L’invariance de jauge implique donc que la partie du champ vectoriel Aµ qui
peut être écrite comme la dérivée d’un champ ϕ(x) n’intervient pas dans la den-
sité lagrangienne (2.86); elle ne contient pas d’information physique et peut être
éliminée, ou choisie de manière à simplifier le traitement du champ Aµ. Elle per-
met, par exemple, d’imposer la condition invariante relativiste ∂µA′

µ = 0, ce qui
revient à choisir la fonction Λ telle que ✷Λ = −∂µAµ. Cette condition, qui est
un choix de jauge, définit la jauge de Lorentz.

L’équation d’Euler-Lagrange découlant de L0 est

∂νFνµ = ✷Aµ − ∂µ∂νAν = 0, ✷ = ∂µ∂µ, (2.88)

pour un seul champ de jauge Aµ(x). Pour déterminer l’ensemble des solutions,
considérons des ondes planes de la forme12

aµ(x) = εµ(k)e
−ikx. (2.89)

L’équation du mouvement (2.88) devient

k2εµ(k)− kµkνεν(k) = 0. (2.90)

La première solution a un vecteur de polarisation εµ(k) proportionnel à kµ:

εµ(k) = f(k)kµ −→ aµ(x) = ∂µ[if(k)e
−ikx].

C’est la solution triviale aµ(x) = ∂µϕ(x), dont l’hélicité est nulle. Elle correspond
à la partie de spin 0 d’une onde plane vectorielle massive. On qualifie donc sa
polarisation de scalaire. L’invariance de jauge permet de l’éliminer.

Les solutions non triviales ont Fµν �= 0. Elles annulent séparément les deux
termes de l’équation (2.90):

aµ(x) = εµ(k)e
−ikx, k2 = 0, kε(k) = 0, εµ(k) �= f(k)kµ. (2.91)

Il s’agit d’ondes planes de masse nulle et de polarisation εµ(k) orthogonale à kµ.
Pour k2 = 0, la condition kε(k) = 0 a trois solutions linéairement indépendantes,
l’une d’elles étant εµ(k) ∝ kµ, la solution triviale. Ceci ne laisse que deux polari-
sations linéairement indépendantes, qui sont qualifiées de transverses puisqu’on
peut toujours choisir un référentiel dans lequel ε(k) = (0,ε(k)) avec k · ε(k) = 0.
Elles décrivent les états d’hélicités 1 et −1 du champ de spin 1.

L’équation du mouvement (2.88) admet donc trois solutions indépendantes.
Deux ont des polarisations transverses et sont significatives. La troisième, de
polarisation scalaire, est sans contenu physique: elle est entièrement définie par le
choix de jauge et n’apparâıt pas dans les grandeurs physiques qui sont invariantes
de jauge.

12Il conviendrait évidemment de former des combinaisons linéaires réelles de ces ondes planes
complexes.
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En ne retenant que les solutions physiquement significatives, l’expansion en
ondes planes du champ de jauge libre sera donc

Aµ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2k0

2∑
κ=1

[
a(κ)(k)ε(κ)µ e−ikx + a(κ)†(k)ε(κ)µ eikx

]
, (2.92)

avec
k2 = 0, kµε(κ)µ = 0, ε(κ)µ �= kµ, κ = 1, 2. (2.93)

L’indice κ numérote deux vecteurs ε(κ)µ linéairement indépendants, orthogonaux
à kµ sans être proportionnels à kµ. La solution triviale

∫
d4k f(k)kµe

−ikx + c.c. = i∂µ

∫
d4k f(k)e−ikx + c.c.

peut être ajoutée sans inconvénient à cette expansion puisqu’elle ne contribue
pas au champ Fµν .

Quantification canonique: généralités, difficultés

Les champs vectoriels décrivent des états de spin entier, ils suivent la statis-
tique de Bose-Einstein et sont donc quantifiés en imposant des relations de com-
mutation. Si on essaie d’appliquer directement la procédure de quantification
canonique (2.4) à la densité lagrangienne L0, on rencontre immédiatement une
difficulté. Les impulsions conjuguées aux champs Aµ, µ = 0, 1, 2, 3 sont

Πµ =
∂L0
∂∂0Aµ

= −∂0Aµ + ∂µA0 = Fµ0, (2.94)

et en particulier, puisque L0 ne dépend pas de ∂0A0,

Π0 = 0. (2.95)

D’autre part, l’équation du mouvement ∂µFµν = 0 induit dans la direction tem-
porelle une seconde contrainte sur les impulsions conjuguées:

3∑
i=1

∂iΠi = ∇ · Π = 0. (2.96)

Dans cette situation, les relations canoniques de commutation à temps égaux

[Aµ(t, x),Π
ν(t, y)] = iδνµδ

3(x− y), (2.97)

ne peuvent être imposées puisqu’elles n’ont pas de sens dans la direction tem-
porelle µ = ν = 0. Notez en passant que la contrainte Π0 = 0 est également
présente dans la théorie (2.83) du champ de spin 1 massif. Le problème n’est
donc pas spécifiquement lié à l’invariance de jauge, mais au fait que dans les
deux cas l’une (au moins) des composantes du champ vectoriel Vµ(x) ou Aµ(x)
n’a pas de contenu physique.
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Il faut d’autre part remarquer qu’il n’est pas à priori évident que la transfor-
mation de jauge (2.87), qui est clairement définie comme une transformation des
champs classiques Aµ(x) et qui implique une fonction de l’espace-temps Λ(x),
doive admettre un équivalent quantifié. En principe, la théorie quantifiée doit
posséder des opérateurs de champs Aµ(x) agissant dans l’espace des états; la
transformation de jauge (2.87) requerrait alors l’existence d’un opérateur Λ, agis-
sant dans cet espace, bien que Λ ne contienne aucune information physique.
Ceci n’est possible que si l’espace des états contient des états non physiques,
mais quelle est alors la procédure de construction de ces états quantiques non
physiques?

Il existe deux méthodes classiques de quantification des champs de jauge libres
(ou abéliens). Premièrement, la méthode conceptuellement la plus simple consiste
à tirer parti de l’invariance de jauge et des équations du mouvement pour se
restreindre aux degrés de liberté physiques qui seuls sont quantifiés. On choisit
donc une condition de jauge pour éliminer une composante du champ, et on
la résout en sacrifiant la covariance de Lorentz de la procédure. Par exemple,
on choisit la jauge A0 = 0 (jauge temporelle ou de radiation). La condition

de transversalité (équations du mouvement) est alors ∇ · A = 0, analogue à
∇·Π = 0 qui est l’une des équations du mouvement. Le système peut ensuite être
facilement quantifié dans un espace des états ne contenant que les états physiques.
Cependant, puisque la quantification est effectuée dans une classe restreinte de
référentiels, il est délicat (mais pas impossible) de garder le contrôle de l’action
du groupe de Lorentz; cet inconvénient rend en général le calcul de processus
physiques relativistes compliqué et inélégant. Un exemple de quantification non
covariante sera considéré à la fin de cette section.

Deuxièmement, on peut choisir de conserver l’invariance de Lorentz linéaire
et donc de quantifier l’ensemble du champ vectoriel Aµ(x). Cette approche exige
cependant de modifier la densité lagrangienne pour éviter l’annulation de Π0. La
modification de L0 brise l’invariance de jauge, l’espace des états contient nécessai-
rement des états inconnus dans la théorie invariante de jauge. L’invariance de
jauge est ensuite rétablie par des contraintes (invariantes de Lorentz) appliquées
dans l’espace des états. C’est la méthode, due à Gupta et Bleuler, que nous allons
étudier ici.

Quantification covariante

Au lieu de L0 [éq. (2.86)], considérons la densité lagrangienne suivante:

Lλ = −1

4
F µνFµν −

λ

2
(∂µAµ)

2, (2.98)

où λ est un nombre réel (non nul) arbitraire. On dira que le nouveau terme, qui
n’est pas invariant de jauge, fixe la jauge. Les impulsions conjuguées aux champs
Aµ deviennent

Πµ =
∂Lλ
∂∂0Aµ

= Fµ0 − ληµ0(∂νAν), (2.99)
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et Π0 = −λ∂νAν ne s’annule plus: Lλ dépend aussi de ∂0A0. En fait, la mo-
dification de la densité lagrangienne n’a d’effet que sur Π0 puisque le nouveau
terme n’introduit pas de nouvelle dépendance en ∂0Ai. On peut alors appliquer
sans difficulté particulière la procédure de quantification canonique à la théorie
modifiée par le terme fixant la jauge.

Avant de procéder à la quantification, considérons l’équation du mouvement
de la théorie modifiée,

✷Aµ − (1− λ)∂µ∂νAν = 0, (2.100)

d’un point de vue classique. Pour λ �= 1, les ondes planes de polarisation ortho-
gonale à kµ (2.91) restent solutions de cette équation, ainsi que

aµ(x) = f(k)kµe
−ikx, k2 = 0, (2.101)

pour laquelle la densité lagrangienne modifiée s’annule.

La quantification est la plus simple dans la jauge de Feynman,

λ = 1, (2.102)

où l’équation (2.100) devient simplement l’équation de Klein-Gordon sans masse,
✷Aµ = 0 dont la solution est de la forme

Aµ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2k0

3∑
κ=0

[
a(κ)(k)ε(κ)µ (k)e−ikx + a(κ)†(k)ε(κ)∗µ (k)eikx

]
, (2.103)

où k0 = |k| d’après l’équation de Klein-Gordon de masse nulle, mais sans aucune
contrainte sur les quatre vecteurs linéairement indépendants ε(κ)µ (k). Ces vecteurs
sont en général complexes mais une base de vecteurs réels peut être choisie.

La procédure de quantification canonique impose les règles de commutation
à temps égaux suivantes:

[Aµ(t, x),Π
ν(t, y)] = iδνµδ

3(x− y),

[Aµ(t, x), Aν(t, y)] = [Πµ(t, x),Πν(t, y)] = 0.
(2.104)

Pour construire des opérateurs de champ satisfaisant ces règles, nous allons
utiliser l’expansion en modes de Fourier du champ Aµ dans la jauge de Feyn-
man λ = 1, équivalente à une expansion en ondes planes de masse nulle et de
polarisation quelconque. Pour chaque onde plane de vecteur d’onde k, le coeffi-
cient de l’expansion est une combinaison linéaire de quatre vecteurs (réels) ε(κ)µ (k)
linéairement indépendants. Ils décriront les quatre polarisations possibles pour
un champ vectoriel. Il est impossible d’imposer à priori la condition ∂µA

µ(x) = 0,
qui annule l’impulsion conjuguée Π0.

Traditionnellement, on choisit les vecteurs de polarisation de la manière sui-
vante. Soit n un quadrivecteur constant donnant “l’axe du temps”, c’est-à-dire

n2 = 1, n0 > 0. (2.105)
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On peut par exemple prendre

n = (1, 0, 0, 0), (2.106)

mais chaque forme explicite du vecteur n n’est évidemment pas invariante sous
les transformations de Lorentz alors que les deux conditions (2.105) le sont. On
choisit ensuite ε(1)(k) et ε(2)(k) dans le plan orthogonal à k et à n:

nε(κ)(k) = kε(κ)(k) = 0, κ = 1, 2. (2.107)

Ce sont deux vecteurs de genre espace. [On le voit immédiatement dans le référen-
tiel où n = (1, 0, 0, 0)]. Leurs normalisations sont fixées par les conditions

ε(1)(k)ε(1)(k) = ε(2)(k)ε(2)(k) = −1,

ε(1)(k)ε(2)(k) = 0.
(2.108)

Si k est de la forme
k = (|k|, 0, 0, |k|), (2.109)

dans un référentiel où n = (1, 0, 0, 0), alors on peut prendre

ε(1)(k) = (0, 1, 0, 0),
ε(2)(k) = (0, 0, 1, 0).

(2.110)

Il reste à définir deux vecteurs linéairement indépendants dans le plan sous-tendu
par n et k. On choisira ε(3) orthogonal à n et normalisé:

nε(3)(k) = 0, ε(3)(k)ε(3)(k) = −1. (2.111)

Finalement ε(0) est choisi égal à n. Avec (2.106) et (2.109), on a simplement

ε(3)(k) = (0, 0, 0, 1),
ε(0)(k) = n = (1, 0, 0, 0).

(2.112)

Pour un choix de n quelconque, la normalisation des vecteurs de polarisation est

ε(κ)(k)ε(κ
′)(k) = ηκκ

′
, (2.113)

et aussi
3∑

κ,κ′=0
ηκκ′ε

(κ)
µ (k)ε(κ

′)
ν (k) =

3∑
κ=0

ε(κ)µ (k)ε(κ)ν (k)

ε(κ)(k)ε(κ)(k)
= ηµν . (2.114)

Les polarisations ε(1)(k) et ε(2)(k) sont qualifiées de transverses [orthogonales à k
et à n], ε(3)(k) de longitudinale [dans le plan k–n, tout en étant orthogonale à n;

elle est dirigée selon k si n = (1, 0, 0, 0)] et ε(0)(k) de scalaire.

En insérant l’expansion en modes (2.103) dans les commutateurs canoniques
(2.104), on obtient les règles de commutation des opérateurs a(κ)(k) et a(κ)†(k):

[a(κ)(k), a(κ
′)†(q)] = −2k0(2π)3ηκκ′δ3(k − q),

[a(κ)(k), a(κ
′)(q)] = [a(κ)†(k), a(κ

′)†(q)] = 0.
(2.115)



CHAMPS DE JAUGE 73

Ces relations ne diffèrent de celles obtenues pour le champ scalaire réel [éq. (2.14)]

que par le signe négatif de [a(0)(k), a(0)†(q)] = −2k0(2π)3δ3(k− q): les opérateurs
de création et d’annihilation pour la polarisation scalaire ont un commutateur de
“mauvais signe”.

Le commutateur à temps arbitraires est obtenu de la même façon que pour le
champ scalaire, en utilisant les règles de commutation (2.115) dans l’expansion
en modes (2.103). Par rapport aux expressions (2.14), [a(κ)(k), a(κ

′)†(q)] contient
un facteur supplémentaire −ηκκ′ et donc

[Aµ(x), Aν(y)] = −iηµν∆(x− y), (2.116)

avec, comme auparavant,

i∆(x− y) =
∫ d3k

2k0(2π)3

[
e−ik(x−y) − eik(x−y)

]
,

et k0 = |k|. A nouveau, le commutateur de A0 a le “mauvais signe”.

Les relations de commutation (2.115) et (2.116) ne sont valables que dans la
jauge de Feynman λ = 1. Dans une jauge avec λ quelconque, la relation entre
l’impulsion conjuguée Πµ et les dérivées ∂µAν(x) fait intervenir le paramètre λ,
qui apparâıtra dans les règles de commutation. La quantification canonique pour
λ quelconque est donc plus compliquée que dans la jauge de Feynman, mais elle ne
pose pas de problème de principe et n’apporte pas d’information supplémentaire.

Si on essaie de construire les états de la manière habituelle, en agissant sur
l’état du vide |0〉 avec les opérateurs de création a(κ)†(k), on rencontre des dif-
ficultés associées au signe négatif du commutateur [A0, A0]. L’état du vide est
défini par les conditions

a(κ)(k)|0〉 = 0, ∀k = (|k|, k), κ = 0, 1, 2, 3. (2.117)

Un état à une particule avec polarisation scalaire s’écrit comme une combinaison
linéaire des états a(0)†(k)|0〉,

|1〉 =
∫ d3k

2k0(2π)3
f(k)a(0)†(k)|0〉, k = (|k|, k). (2.118)

La norme de cet état est

〈1|1〉 =
∫ d3k

2k0(2π)3

∫ d3q

2q0(2π)3
f(k)f ∗(q)〈0|a(0)(q)a(0)†(k)|0〉.

Comme
〈0|a(0)(q)a(0)†(k)|0〉 = 〈0|[a(0)(q), a(0)†(k)]|0〉

= −2q0(2π)3δ3(k − q),
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pour un vide normalisé, 〈0|0〉 = 1, on trouve

〈1|1〉 = −
∫ d3k

2k0(2π)3
|f(k)|2, (2.119)

et la norme de l’état |1〉 est négative. L’espace de Fock a donc une métrique
indéfinie: si 〈0|0〉 > 0, alors 〈1|1〉 < 0. Par contre, pour les états de polarisations
transverses ou longitudinale, les normes sont toujours positives.

A ce stade, la conclusion est que la quantification canonique de la densité
lagrangienne avec le terme fixant la jauge (2.98) conduit à un espace d’états
comprenant des polarisations non physiques et de métrique négative en ce qui
concerne la polarisation scalaire. Il s’agit ensuite de concevoir une méthode res-
treignant l’espace des états physiques aux polarisations transverses seulement.
Au niveau classique, il suffirait d’imposer l’invariance de jauge et la condition de
Lorentz ∂µA

µ(x) = 0, par exemple. Dans la théorie quantique, cette condition
est incompatible avec les relations de commutation canoniques. Comme

∂µAµ(x) = ∂µA(+)
µ (x) + ∂µA(−)

µ (x), A(−)
µ (x) = [A(+)

µ (x)]†,

i∂µA(+)
µ (x) =

∫ d3k

2k0(2π)3
∑
κ=0,3

kµε(κ)µ (k)a(κ)(k)e−ikx,

en séparant énergies positives et négatives, imposer ∂µAµ(x) = 0 en chaque x
revient à imposer a(0)(k) = a(3)(k) = 0, en contradiction avec les relations ca-
noniques (2.115). Imposer que l’opérateur ∂µAµ(x) s’annule sur l’état du vide
conduirait par exemple à

a(0)†(k)|0〉 = a(3)†(k)|0〉 = 0, ∀k.

Nous voulons que les états physiques ne contiennent que des polarisations
transverses. Un état typique sera donc de la forme

|k1, κ1; . . . ; km, κm〉 = a(κ1)†(k1) . . . a(κm)†(km)|0〉, κi = 1, 2. (2.120)

On remarque alors que

〈k1, κ1; . . . ; km, κm|∂µAµ(x)|q1, κ′1; . . . ; qp, κ′p〉

= 〈0|a(κ1)(k1) . . . a
(κm)(km)a

(κ′1)†(q1) . . . a(κ
′
p)†(qp)[∂µA(+)

µ (x)]|0〉

+〈0|[∂µA(−)
µ (x)]a(κ1)(k1) . . . a

(κm)(km)a
(κ′1)†(q1) . . . a(κ

′
p)†(qp)|0〉

= 0,

et qu’en particulier
〈0|∂µAµ(x)|0〉 = 0.

Ces résultats suggèrent de définir les états physiques en demandant que la con-
dition invariante de Lorentz

〈φ|∂µAµ|ψ〉 = 0 (2.121)
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soit vérifiée par toute paire d’états physiques |ψ〉 et |φ〉. La condition de Gupta
et Bleuler (2.121) est vérifiée par les états (2.120); il reste à en caractériser toutes
les solutions.

Par linéarité dans l’espace des états, la condition (2.121) est équivalente à

i∂µA(+)
µ (x)|ψ〉 =

∫ d3k

2k0(2π)3
e−ikx

∑
κ=0,3

kµε(κ)µ (k)a(κ)(k)|ψ〉 = 0, (2.122)

pour tout état physique |ψ〉, une condition qui ne fait intervenir que les polarisa-
tions scalaire (κ = 0) et longitudinale (κ = 3).

L’espace de Fock possède une base formée d’états de la forme

a(0)†(p1) . . . a(0)†(ps)a(3)†(p′1) . . . a
(3)†(p′t)|k1, κ1; . . . ; km, κm〉, κi = 1, 2.

Comme ∂µA(+)
µ (x) commute avec les opérateurs de création de polarisations trans-

verses, résoudre la condition (2.122) revient à résoudre

[∂µA(+)
µ (x)]a(0)†(p1) . . . a(0)†(ps)a(3)†(p′1) . . . a

(3)†(p′t)|0〉 = 0, (2.123)

ou encore:[ ∑
κ=0,3

kµε(κ)µ (k)a(κ)(k)
]
a(0)†(p1) . . . a(0)†(ps)a(3)†(p′1) . . . a

(3)†(p′t)|0〉 = 0. (2.124)

Comme kµε(κ)µ (k) est un invariant de Lorentz, on peut utiliser le référentiel cor-
respondant à (2.106), (2.109), (2.110) et (2.112), dans lequel

kµε(0)µ (k) = −kµε(3)µ (k).

Avec ce choix, la condition (2.124) est équivalente à[
a(0)(k)− a(3)(k)

]
a(0)†(p1) . . . a(0)†(ps)a(3)†(p′1) . . . a

(3)†(p′t)|0〉 = 0. (2.125)

Cette condition est sans information pour l’état du vide |0〉, mais elle est déjà
significative sur un état à une particule: si on considère une combinaison linéaire
arbitraire des polarisations scalaire et longitudinale,

|φ1〉 =
∫ d3q

(2π)32q0

(
c0(q)a(0)†(q) + c3(q)a(3)†(q)

)
|0〉,

comme

a(0)(k)|φ1〉 =
∫ d3q

(2π)32q0
c0(q)[a(0)(k), a(0)†(q)]|0〉 = −c0(k)|0〉,

a(3)(k)|φ1〉 = +c3(k)|0〉,

la condition (2.125) impose c0(k) = −c3(k) ≡ c(k), ∀k. Un état à un quantum
vérifiant la condition de Gupta-Bleuler est donc de la forme

|φ1〉 =
∫ d3q

(2π)32q0
c(q)

[
a(0)†(q)− a(3)†(q)

]
|0〉.
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On voit facilement que la norme de cet état est nulle, 〈φ1|φ1〉 = 0, puisque
〈0|a(0)(q)a(0)†(q′)|0〉 = −〈0|a(3)(q)a(3)†(q′)|0〉 du fait du mauvais signe du com-
mutateur des opérateurs a(0)(k). En conséquence, un état à une “particule” de
l’espace de Fock, ∫ d3k

(2π)32k0

3∑
κ=0

cκ(k)a
(κ)†(k)|0〉

soumis à la condition de Gupta-Bleuler ne contient pas d’information dans sa
composante de polarisations longitudinale et scalaire, qui est de norme nulle.

Pour généraliser le cas d’un quantum non physique discuté ci-dessus, il est
utile d’introduire l’opérateur de nombre

N ′ =
∫ d3k

(2π)32k0

[
a(3)†(k)a(3)(k)− a(0)†(k)a(0)(k)

]
, (2.126)

qui vérifie

[N ′, a(0)†(k)] = a(0)†(k), [N ′, a(3)†(k)] = a(3)†(k),

ainsi que [N ′, a(1)†(k)] = [N ′, a(2)†(k)] = 0. L’opérateur N ′ compte le nombre
de quanta de polarisation scalaire ou longitudinale présents dans un état. Con-
sidérons ensuite un état |φn〉 pour lequel

N ′|φn〉 = n|φn〉,

et supposons que cet état vérifie la condition (2.125). On a alors

n〈φn|φn〉 =
∫ d3k

(2π)32k0
〈φn|

[
a(3)†(k)a(3)(k)− a(0)†(k)a(0)(k)

]
|φn〉

=
∫ d3k

(2π)32k0
〈φn|

[
a(0)†(k)a(0)(k)− a(0)†(k)a(0)(k)

]
|φn〉 = 0.

La deuxième ligne est obtenue en remplaçant grâce à (2.125) la polarisation lon-
gitudinale (3) par (0). La norme de l’état |φn〉 est donc nulle sauf si n = 0:

〈φn|φn〉 = δn,0 〈φ0|φ0〉. (2.127)

Un état quelconque de l’espace de Fock vérifiant la condition (2.125) est certaine-
ment de la forme

|φ〉 =
∑
n≥0

|φn〉, N ′|φn〉 = n|φn〉.

Sa norme est

〈φ|φ〉 =
∑
n≥0

〈φn|φn〉 = 〈φ0|φ0〉.

Puisque |φ0〉 ne contient que des polarisations transverses dont les commutateurs
ont le “bon signe”, la norme de |φ〉 est positive. Et seules les polarisations
transverses contiennent de l’information.



CHAMPS DE JAUGE 77

On en conclut qu’imposer la projection de Gupta et Bleuler aux états de
l’espace de Fock revient à enlever toute signification aux polarisations indésira-
bles, pour ne garder que les polarisations transverses κ = 1, 2 décrivant le champ
de jauge de masse nulle. Les états formés en combinant linéairement les états

a(κ1)†(k1) . . . a(κn)†(kn)|0〉, κ1, . . . , κn = 1 ou 2

sont automatiquement solutions de la condition de Gupta-Bleuler (2.122). Ils
suffiront à décrire l’ensemble des états physiques pour le champ de jauge quantifié.
Mais la cohérence de la quantification exige de considérer l’espace de Fock entier,
y compris les états non physiques.

L’opérateur hamiltonien de la théorie s’écrit

H = :
∫
d3x [Πµ∂0Aµ − L] : = :

1

2

∫
d3x
[∑

i

(F0i)
2 +
∑
i<j

(Fij)
2
]
:

=
1

2

∫ d3k

(2π)3

[ 3∑
κ=1

a(κ)†(k)a(κ)(k)− a(0)†(k)a(0)(k)
]

= HT +H ′,

(2.128)

avec

HT =
1

2

∫ d3k

(2π)3

[
a(1)†(k)a(1)(k) + a(2)†(k)a(2)(k)

]
,

H ′ =
1

2

∫ d3k

(2π)3

[
a(3)†(k)a(3)(k)− a(0)†(k)a(0)(k)

]
.

Comme pour l’opérateur de nombre N ′, on montre que:

〈φn|H ′|φn〉 = 〈φ|H ′|φ〉 = 0. (2.129)

Mais H ′ ne s’annule pas sur les états |φn〉. D’autre part, pour n �= 0,

〈φn|HT |φn〉 = n−1〈φn|HTN
′|φn〉

=
∫ d3k

(2π)32k0
〈φn|
[
a(3)†(k)HTa

(3)(k)− a(0)†(k)HTa
(0)(k)

]
|φn〉

= 0.

On en conclut que

〈φ|H|φ〉 = 〈φ0|HT |φ0〉. (2.130)

Seule la composante purement transverse |φ0〉 d’un état physique vérifiant la con-
dition (2.121) contribue à l’énergie, et seule la partie transverse HT de l’hamilto-
nien intervient dans le calcul de l’énergie.
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2.4.2 Un exemple de quantification non covariante:
la jauge de radiation

Nous avons vu que l’équation du mouvement de la théorie invariante de jauge clas-
sique, dont la densité lagrangienne est L = −1

4
FµνF

µν , admet une solution triviale
qui ne contribue pas à Fµν et qu’une transformation de jauge peut éliminer, et
des solutions physiquement significatives de polarisations transverses et de masse
nulle. On peut donc écrire

Aµ(x) =
∫
d4q c(q)qµe

iqx + c.c.

+
∫ d3k

(2π)32k0
∑
κ=1,2

ε(κ)µ (k)a(κ)(k)e−ikx + c.c., k0 = |k|,
(2.131)

où la première ligne contient la solution triviale dans laquelle q2 est quelconque.
Les vecteurs de polarisation ε(κ)µ (k) vérifient

kµε(κ)µ (k) (k2 = 0), (2.132)

sans être proportionnels à kµ. La transformation de jauge

Aµ(x) −→ Aµ(x) + ∂µΛ(x), Λ(x) = i
∫
d4q c(q)eiqx + c.c.

élimine la solution triviale. On peut alors choisir un référentiel dans lequel

ε(κ)µ (k) = (0,ε (κ)(k)), ε (κ)(k) · k = 0, ε (κ)(k) · ε (κ′)(k) = δκκ
′
, (κ, κ′ = 1, 2),

(2.133)
ainsi que ∑

κ=1,2

ε
(κ)
i (k)ε

(κ)
j (k) = δij −

1

|k|2
kikj. (2.134)

Dans ce référentiel,

A0(x) = 0, (2.135)

et la théorie ne contient plus que les champs A(x) = (A1, A1, A3) et leurs impul-
sions conjuguées Πi = Fi0 = −∂0Ai. Ce système est donc formellement semblable
à trois champs scalaires réels de masse nulle soumis à la contrainte de polarisation
transverse ∇ · A = 0, qui suit de (2.132), et qui implique de même ∇ · Π = 0.

Les équations A0 = 0 et ∇ · A = 0 définissent la jauge de radiation, qui n’est pas
invariante de Lorentz.

Du fait des contraintes ∇ · A = ∇ · Π = 0, il n’est pas possible de quantifier
le système en imposant:

[Aj(x, t),Πk(y, t)] = −iδjkδ3(x− y). (2.136)
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Le membre droit de cette relation ne s’annule pas lorsqu’on prend sa divergence
par rapport à x ou y. Les relations de commutation appropriées s’avèrent être13

[Aj(x, t),Πk(y, t)] = −iδjkδ3(x− y) +
i

4π

∂

∂xj
∂

∂yk
1

|x− y| ,

[Aj(x, t), Ak(y, t)] = [Πj(x, t),Πk(y, t)] = 0.

(2.137)

Le signe du commutateur [Aj,Πk] suit de ηij = −δij, comparez avec les expres-
sions (2.104). Puisque14 ∆!x

1
|!x−!y| = ∆!y

1
|!x−!y| = −4πδ3(x− y), on a bien

3∑
j=1

∂

∂xj
[Aj(x, t),Πk(y, t)] =

3∑
k=1

∂

∂yk
[Aj(x, t),Πk(y, t)] = 0,

en accord avec les contraintes ∇ · A = ∇ · Π = 0.

Avec l’expansion en ondes planes (2.131) du champ Aµ(x) dans la jauge c(q) =
0 et la relation (2.134), on vérifie que les commutateurs

[a(κ)(k), a(κ
′) †(q)] = 2k0(2π)3δκκ

′
δ3(k − q),

[a(κ)(k), a(κ
′)(q)] = 0

(2.138)

conduisent bien aux relations (2.137). La vérification utilise l’égalité

∫ d3k

(2π)3
1

|k|2
ei
!k·(!x−!y) =

1

4π|x− y| .

Les relations (2.138) sont identiques à celles obtenues pour les polarisations
transverses lors de la quantification covariante. En interprétant a(κ)†(k) comme

l’opérateur de création d’un quantum d’impulsion k = (|k|, k) et de polarisation
transverse ε (κ)(k), l’espace des états contient uniquement les états physiques en-
gendrés par

|k1, κ1; k2, κ2; . . . ; kn, κn〉 = a(κ1)†(k1)a(κ2)†(k2) . . . a(κn)†(kn)|0〉,

n = 0, 1, 2, . . . , κi = 1, 2.

La quantification dans la jauge de radiation a l’avantage de ne faire intervenir
que les états physiques de polarisations transverses. Le prix à payer est l’abandon
de la covariance de Lorentz par l’utilisation des conditions non covariantes A0 =
∇ · A = 0. Et la présence de contraintes rend la quantification canonique plus
subtile.

13Pour une discussion approfondie: Weinberg [2], sections 8.2 et 8.3.
14∆
x =

∑3
i=1

∂2

∂xi2 est le Laplacien pour la variable �x.
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2.5 Propagateurs

Les opérateurs de champs φ(x), Aµ(x) et ψ(x) sont capables de créer ou de
détruire des particules ou des antiparticules. Par construction, ils sont solutions
des équations du mouvement de la théorie libre. Nous allons maintenant les
utiliser pour décrire la propagation libre de particules par l’intermédiaire de leurs
propagateurs respectifs, c’est-à-dire de fonctions de Green des équations du mou-
vement vérifiant une prescription de propagation causale. Nous commençons par
le champ le plus simple, le champ scalaire.

Le propagateur du champ scalaire

L’opérateur de champ φ†(x) crée une particule ou détruit une antiparticule. Par
conséquent, l’état φ†(x)|0〉 est une solution de l’équation de Klein-Gordon qui
contient une particule de charge Q = 1, d’après (2.47). De même, φ(x)|0〉 est un
état de charge Q = −1 contenant une antiparticule, et une solution de l’équation
de Klein-Gordon:

Qφ†(x)|0〉 = φ†(x)|0〉, Qφ(x)|0〉 = −φ(x)|0〉.

La propagation d’une charge Q = +1 de x vers x′ peut être décrite de deux
façons en termes de particules et d’antiparticules. Premièrement, on peut créer
une particule en x et la détruire en x′. Deuxièmement, on peut créer une an-
tiparticule en x′ et la détruire en x. Les opérateurs correspondant à ces deux
descriptions sont respectivement:

φ(x′)φ†(x) et φ†(x)φ(x′).

Ils ajoutent une charge Q = +1 en x et une charge Q = −1 en x′. Pour tenir
compte de ces deux descriptions, on introduit une prescription de causalité qui
revient à demander qu’une particule ou antiparticule se propage vers des temps
croissants. Si x′0 = t′ > x0 = t, on dira que la propagation d’une charge Q = +1
de x vers x′ correspond à la création d’une particule par φ†(x) puis sa destruction
par φ(x′). L’opérateur correspondant est

θ(t′ − t)φ(x′)φ†(x). (2.139)

Par contre, si t > t′, elle correspond à la création d’une antiparticule par φ(x′)
puis sa destruction par φ†(x), à l’aide de l’opérateur

θ(t− t′)φ†(x)φ(x′). (2.140)

La somme de ces deux opérateurs décrit la propagation de la charge Q = +1 de
x vers x′:

θ(t′ − t)φ(x′)φ†(x) + θ(t− t′)φ†(x)φ(x′) ≡ Tφ(x′)φ†(x). (2.141)
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La notation Tφ(x′)φ†(x) désigne un produit chronologique de Dyson des opéra-
teurs φ(x′) et φ†(x). En général, le produit chronologique de n opérateurs
bosoniques est défini de la manière suivante:

TA1(x1)A2(x2) . . . An(xn) = Ai1(xi1)Ai2(xi2) . . . Ain(xin), (2.142)

où l’ordre des facteurs est tel que

x0i1 ≥ x0i2 ≥ . . . ≥ x0in .

Autrement dit, le produit chronologique d’un produit d’opérateurs ordonne les
facteurs en temps décroissants vers la droite: le temps le plus ancien apparâıt
toujours dans l’opérateur de champ le plus à droite.

L’étape suivante est de montrer que l’amplitude i〈0|Tφ(x′)φ†(x)|0〉 obtenue à
partir du produit chronologique (2.141) est une fonction de Green de l’opérateur
de Klein-Gordon, c’est-à-dire une fonction GF (x

′ − x) vérifiant

(✷x′ +m2)GF (x
′ − x) = δ4(x′ − x), ✷x′ = ηµν

∂

∂x′µ
∂

∂x′ ν
. (2.143)

Pour cela, on observe tout d’abord que

∂2

∂t′2
Tφ(x′)φ†(x) =

∂

∂t′

{
T
∂

∂t′
φ(x′)φ†(x) + δ(t′ − t)[φ(x′), φ†(x)]

}
,

puisque
∂

∂t′
θ(t′ − t) = δ(t′ − t), ∂

∂t′
θ(t− t′) = −δ(t′ − t).

Mais, d’après (2.39),

δ(t′ − t)[φ(x′), φ†(x)] = iδ(t′ − t)∆(x′ − x) = iδ(t′ − t)∆(0, x ′ − x) = 0.

Il vient donc:

∂2

∂t′2
Tφ(x′)φ†(x) = T

∂2

∂t′2
φ(x′)φ†(x) + δ(t′ − t)[ ∂

∂t′
φ(x′), φ†(x)]. (2.144)

Le calcul se poursuit en observant que

δ(t′ − t)[ ∂
∂t′φ(x

′), φ†(x)] = iδ(t′ − t) ∂
∂t′∆(x′ − x)

= −iδ(t′ − t)
∫ d3k

(2π)3
ei
!k·(!x′−!x)

= −iδ4(x′ − x),

qui conduit finalement à

∂2

∂t′2
Tφ(x′)φ†(x) = T

∂2

∂t′2
φ(x′)φ†(x)− iδ4(x′ − x).
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Comme d’autre part

[−∆x′ +m2]Tφ(x′)φ†(x) = T [−∆x′ +m2]φ(x′)φ†(x),

où ∆x′ est le Laplacien pour la variable x ′, il vient

(✷x′ +m2)Tφ(x′)φ†(x) = T (✷x′ +m2)φ(x′)φ†(x)− iδ4(x′ − x) = −iδ4(x′ − x)
(2.145)

par l’équation de Klein-Gordon, et l’amplitude

GF (x
′ − x) = i〈0|Tφ(x′)φ†(x)|0〉 (2.146)

est une fonction de Green de l’opérateur de Klein-Gordon.

Cette amplitude peut ensuite être calculée en utilisant l’expansion en modes
(2.36) du champ scalaire. Les seuls termes non nuls contiennent l’élément de
matrice

〈0|a(k′)a†(k)|0〉 = 〈0|[a(k′), a†(k)]|0〉 = (2π)32ωkδ
3(k′ − k),

ou 〈0|b(k)b†(k′)|0〉 qui a la même valeur, si bien que

〈0|φ(x′)φ†(x)|0〉 =
∫ d3k

(2π)32ωk
e−ik(x

′−x),

〈0|φ†(x)φ(x′)|0〉 =
∫ d3k

(2π)32ωk
eik(x

′−x),

et finalement

GF (x
′ − x) = iθ(t′ − t)

∫ d3k

(2π)3
1

2ωk
e−ik(x

′−x) + iθ(t− t′)
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk
eik(x

′−x),

(2.147)

ou encore (avec un changement k → −k de variable d’intégration)

GF (x
′ − x) =

∫ d3k

(2π)3
ei
!k·(!x ′−!x)

[
θ(t′ − t) i

2ωk
e−iωk(t

′−t) + θ(t− t′) i

2ωk
eiωk(t

′−t)
]
.

(2.148)
Nous allons ensuite transformer cette expression en une intégrale sur d4k, en
traitant séparément les cas t′ > t et t > t′. L’astuce est de considérer l’intégrale
de contour dans le plan k0 complexe suivante:

IC =
∫
C

dk0
2π

−1
k2 −m2 + iε

e−ik0(t′−t)

= − 1

2ωk

∫
C

dk0
2π

(
1

k0 − ωk
− 1

k0 + ωk

)
e−ik0(t′−t),

(2.149)

où C est un contour fermé à définir, ε un nombre réel positif petit et non nul
dont le rôle apparâıtra plus bas et ωk = [k 2 +m2 − iε]1/2. Notez que Imωk < 0.
La valeur de l’intégrale IC est

IC = 2πi(SgnC)
∑

Rés.,
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où SgnC est un signe indiquant l’orientation de la courbe C et
∑

Rés. est la
somme des résidus des pôles en k0 = +ωk et k0 = −ωk à l’intérieur de C:

k0 = +ωk : Rés. =
1

2π

−1
2ωk

e−iωk(t
′−t),

k0 = −ωk : Rés. =
1

2π

1

2ωk
eiωk(t

′−t).

Supposons premièrement que t′ > t. On choisit un contour C qui parcourt
l’axe réel croissant et se referme par un demi-cercle de rayon |k0| → ∞ dans le
demi-plan inférieur, Im k0 < 0. Dans ce cas

e−ik0(t′−t) = eIm k0(t′−t)e−iRe k0(t′−t) (2.150)

s’annule sur le demi-cercle et

IC =
∫ ∞

−∞
dk0
2π

−1
k2 −m2 + iε

e−ik0(t′−t).

Le contour C dans le demi-plan inférieur ne contient que le pôle en k0 = +ωk et

IC =
i

2ωk
e−iωk(t

′−t), (2.151)

puisque SgnC = −1.

Si par contre t′ < t, on prend un contour C qui parcourt l’axe réel croissant
et se referme par un demi-cercle de rayon |k0| → ∞ dans le demi-plan supérieur
Im k0 > 0. A nouveau,

IC =
∫ ∞

−∞
dk0
2π

−1
k2 −m2 + iε

e−ik0(t′−t).

Et comme C ne contient que le pôle en k0 = −ωk, il vient

IC =
i

2ωk
eiωk(t

′−t), (2.152)

puisque cette fois SgnC = 1. On peut donc écrire

θ(t′ − t) i

2ωk
e−iωk(t

′−t) + θ(t− t′) i

2ωk
eiωk(t

′−t) =
∫ ∞

−∞
dk0
2π

−1
k2 −m2 + iε

e−ik0(t′−t),

étant sous-entendu que l’intégrale est définie au moyen du contour C qui convient
au signe de t′ − t, et que la limite

ε −→ 0+

est prise (après l’intégration). Ce dernier résultat conduit à

GF (x
′ − x) = i〈0|Tφ(x′)φ†(x)|0〉,

〈0|Tφ(x′)φ†(x)|0〉 =
∫ d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
e−ik(x

′−x),
(2.153)



84 QUANTIFICATION CANONIQUE DU CHAMP LIBRE

avec la limite ε → 0+. Autrement dit, la transformée de Fourier de GF (x
′ − x)

est

G̃(k) =
−1

k2 −m2 + iε
. (2.154)

Le rôle de la quantité ε est de sélectionner la singularité qui contribue à
GF (x

′− x) selon le signe de t′− t. D’après la prescription de causalité introduite
pour la définir, la fonction GF (x

′ − x) reçoit lorsque t′ > t une contribution de
la particule se propageant de x en x′. Dans ce cas, ε sélectionne le pôle d’énergie
positive, k0 = ωk: la particule est associée à l’onde plane d’énergie positive.
Lorsque t′ < t, l’antiparticule se propageant de x′ vers x contribue à GF (x

′ − x)
et ε sélectionne le pôle d’énergie négative, k0 = −ωk: l’antiparticule est associée
à l’onde plane d’énergie négative. En résumé, ε met en œuvre la prescription
causale.

La fonction de Green GF (x
′ − x) donnée par les équations (2.153) ou (2.147)

et vérifiant la prescription de causalité est le propagateur de Feynman (ou propa-
gateur causal).

En fait, puisque la fonction GF (x
′−x) est une fonction de Green de l’opérateur

de Klein-Gordon, on aurait pu la calculer en résolvant directement l’équation
différentielle (2.143). En passant à la transformée de Fourier, cette équation
devient

(−k2 +m2)G̃(k) = 1. (2.155)

Pour k2 �= m2, clairement, G̃(k) = −(k2 − m2)−1. La discussion précédente a
montré que le traitement des singularités en k0 = ±ωk suit de la prescription de
causalité et se manifeste par l’introduction de la quantité ε et de la limite ε→ 0+
dans (2.154). La prescription de causalité définit la fonction de Green sur la
couche de masse k2 = m2. Il est clair que l’équation de définition de la fonction
de Green (2.143) fixe GF (x

′ − x) à une solution de l’équation de Klein-Gordon
près. La prescription de causalité fixe cette solution de Klein-Gordon.

Trois remarques pour terminer ce paragraphe. Premièrement,

GF (x
′ − x) = i〈0|Tφ(x′)φ†(x)|0〉 = GF (x− x′) = i〈0|Tφ(x)φ†(x′)|0〉,

et G̃(−k) = G̃(k). Deuxièmement,

〈0|Tφ(x′)φ(x)|0〉 = 〈0|Tφ†(x′)φ†(x)|0〉 = 0.

Des opérateurs de charge Q = ±2 ont nécessairement une valeur moyenne sur
l’état du vide nulle. Finalement, le propagateur d’un champ scalaire réel ϕ(x)
est

i〈0|Tϕ(x′)ϕ(x)|0〉 = GF (x
′ − x) =

∫ d4k

(2π)4
−1

k2 −m2 + iε
e−ik(x

′−x). (2.156)
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Le propagateur du champ spinoriel

Le propagateur de Feynman du champ de Dirac, qui sera noté SF (x
′−x), est une

fonction de Green de l’opérateur de Dirac (iγµ∂µ −m) vérifiant une prescription
causale similaire à celle appliquée au champ scalaire. Il peut donc être obtenu en
résolvant l’équation de la fonction de Green

(
iγµ

∂

∂x′µ
−m

)
SF (x

′ − x) = δ4(x′ − x). (2.157)

Cette équation se résout facilement en observant que

✷x′ +m2 =
(
iγµ

∂

∂x′µ
−m

)(
−iγν ∂

∂x′ ν
−m

)
.

Alors

SF (x
′ − x) = −

(
iγµ

∂

∂x′µ
+m

)
GF (x

′ − x), (2.158)

est clairement une solution de (2.157) avec la même prescription causale que
GF (x

′ − x). En passant à la transformée de Fourier,

SF (x
′ − x) =

∫ d4k

(2π)4
e−ik(x

′−x)S̃(k), (2.159)

l’équation (2.158) devient

S̃(k) = −(γµkµ +m)G̃(k),

c’est-à-dire

S̃(k) =
γµkµ +m

k2 −m2 + iε
, (2.160)

avec à nouveau la limite ε→ 0+.

Le propagateur de Feynman du champ de Dirac s’exprime également à partir
d’un produit chronologique. Il faut cependant tenir compte du caractère anti-
commutant des champs spinoriels et définir

Tψa(x
′)ψb(x) = θ(t′ − t)ψa(x′)ψb(x)− θ(t− t′)ψb(x)ψa(x

′) = −Tψb(x)ψa(x
′),

(2.161)
où les indices a et b numérotent les quatre composantes de chaque spineur15. En
insérant l’expansion en modes (2.64), en utilisant les éléments de matrice

〈0|bα(k)b†β(q)|0〉 = 〈0|dβ(q)d†α(k)|0〉 = (2π)3
ωk
m
δαβδ

3(k − q),

et les relations de normalisation (1.144), on montre que

〈0|Tψ(x′)ψ(x)|0〉 = −i
(
iγµ

∂

∂x′µ
+m

)
GF (x

′ − x),

15Dans un produit chronologique de n spineurs, on ordonne les champs en temps décroissants
vers la droite, avec un signe positif (négatif) lorsque la permutation effectuée pour ordonner les
champs est paire (impaire).
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en comparant avec l’expression (2.147). D’après (2.158),

SF (x
′ − x)ab = −i〈0|Tψa(x′)ψb(x)|0〉 = i〈0|Tψb(x)ψa(x

′)|0〉. (2.162)

Les indices a et b numérotent les composantes de SF (x
′− x), qui est une matrice

(4× 4). Clairement, SF (x
′ − x) �= SF (x− x′).

Le propagateur du champ de jauge

Dans la jauge de Feynman, l’expansion en ondes planes (2.103) conduit à

〈0|TAµ(x
′)Aν(x)|0〉

= ηµν

[
θ(t′ − t)

∫ d3k

(2π)32k0
e−ik(x

′−x) + θ(t− t′)
∫ d3k

(2π)32k0
eik(x

′−x)
]

= iηµν GF (x
′ − x)|m=0 .

GF (x
′ − x)|m=0 est la fonction de Green (causale) de l’opérateur de Klein-Gordon

de masse nulle,

✷ GF (x
′ − x)|m=0 = δ4(x′ − x).

En conséquence,

Gµν
F (x′ − x) = −i〈0|TAµ(x′)Aν(x)|0〉

= ηµν GF (x
′ − x)|m=0

(2.163)

est le propagateur du champ de jauge dans la jauge de Feynman, où

✷Aµ(x) = 0.

En transformée de Fourier,

Gµν
F (x′ − x) =

∫ d4k

(2π)4
e−ik(x

′−x)G̃µν
F (k),

G̃µν
F (k) = − ηµν

k2 + iε
.

(2.164)

Dans une jauge covariante quelconque, l’équation du mouvement du champ
de jauge est

[✷ηµν − (1− λ)∂µ∂ν ]Aν(x) = 0,

après avoir fixé la jauge. Le propagateur de Feynman Gµν
F (x′− x) est la fonction

de Green causale associée16:

[✷ηµν − (1− λ)∂µ∂ν ]Gνρ
F (x′ − x) = δ4(x′ − x)δρµ.

16Les dérivées agissent indifféremment sur x ou sur x′.
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En transformée de Fourier,

[−k2ηµν + (1− λ)kµkν ]G̃νρ
F (k) = δρµ. (2.165)

Pour k2 �= 0, la solution est

G̃µν
F (k) = − 1

k2

[
ηµν +

1− λ
λ

kµkν

k2

]
.

La prescription causale pour le pôle en k2 = 0 revient, comme pour le champ
scalaire ou spinoriel, à remplacer k2 par k2 + iε dans les dénominateurs et à
prendre la limite ε −→ 0+. On obtient alors:

G̃µν
F (k) =

−1
k2 + iε

[
ηµν +

1− λ
λ

kµkν

k2 + iε

]
, (2.166)

une expression valable pour toutes les valeurs non nulles du paramètre de jauge λ.
Deux choix de jauge sont particuliers: la jauge de Feynman λ = 1 discutée plus
haut pour sa simplicité et la jauge de Landau λ→∞ dans laquelle le propagateur
est transverse: kµ G̃

µν
F (k)

∣∣∣
λ→∞ = 0.

Si la quantification est effectuée dans une jauge covariante autre que celle de
Feynman, il reste encore vrai que

〈0|TAµ(x′)Aν(x)|0〉 = iGµν
F (x′ − x).

La dépendance en λ du propagateur (2.166) n’a pas de conséquence physique:
du fait de l’invariance de jauge des interactions, le deuxième terme ne contribue
pas aux probabilités de transition dans une théorie interactive. Au niveau du
champ de jauge libre, on peut le voir en introduisant une interaction avec un
courant “externe” (classique). La densité lagrangienne sera

Lj = Lλ − jµAµ,

où Lλ est l’expression (2.98). La contribution à l’action du terme d’interaction
−
∫
d4x jµAµ est invariante de jauge si le courant est conservé (et s’il s’annule à

l’infini):

δ
∫
d4x jµAµ =

∫
d4x jµ∂µΛ = −

∫
d4xΛ∂µj

µ,

qui s’annule si ∂µj
µ = 0. L’équation du mouvement inhomogène tirée de Lj,

✷Aµ − (1− λ)∂µ∂νAν = jµ,

a pour solution:

Aµ(x) = A(0)µ(x) +
∫
d4y Gµν

F (x− y)jν(y),
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A(0)µ(x) étant un champ libre, solution de l’équation du mouvement sans courant.
En transformée de Fourier,

jµ(y) =
∫ d4q

(2π)4
e−iqyjµ(q),

la conservation du courant s’écrit qµj
µ(q) = 0, et

Aµ(x) = A(0)µ(x)−
∫ d4k

(2π)4
e−ikx

[
jµ(k)

k2 + iε
+

1− λ
λ

kµkνj
ν(k)

(k2 + iε)2

]

= A(0)µ(x)−
∫ d4k

(2π)4
e−ikx

jµ(k)

k2 + iε
,

sans dépendance en λ.

L’introduction du produit chronologique d’opérateurs de champs a pour vertu
de donner une réalisation des fonctions de Green en termes de valeurs moyennes
d’opérateurs dans l’espace de Fock. Les propagateurs sont les fonctions de Green
à deux particules de la théorie. Nous verrons dans le chapitre suivant que les
fonctions de Green à n particules, qui correspondent aux valeurs moyennes du
produit chronologique de n opérateurs de champ, jouent un rôle central dans le
calcul des probabilités de transition d’une théorie de champs en interaction.
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La quantification des théories de jauge non abéliennes est par exemple décrite
dans:
Itzykson et Zuber [1], chapitre 12; Weinberg [2], chapitre 15; Pokorski [7], chapi-
tres 2 et 3.
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Exercices

2.1 Hélicité et vecteurs de polarisation du champ de jauge: écrire trois états
à une particule d’impulsion kµ et d’hélicité +1, −1 et 0, en excluant la
polarisation scalaire. Comme dans le paragraphe 2.4.1, on peut choisir
pour simplifier n = (1, 0, 0, 0), k = (|k|, 0, 0, |k|) et ε(0)(k) = n.

Vérifier que l’hélicité de la polarisation scalaire ε(0) est nulle et calculer la
quantité

3∑
κ,κ′=0

ηκκ′ε
(κ)
µ (k)ε(κ

′)
ν (k)∗

avec les quatre vecteurs de polarisation ainsi obtenus.

L’opérateur d’hélicité est k · S/|k| et S est défini par les équations (1.83) et
(1.56).

2.2 Les courants intervenant dans la théorie du champ spinoriel sont en général
de la forme Ji(x) = ψ(x)Γiψ(x), où Γi est une matrice 4 × 4 (une combi-
naison de produits de matrices de Dirac).

Montrer que le commutateur à temps égaux de deux de ces courants vérifie

[Ji(0, x), Jj(0, y)] = ψ(0, x)[Γi,Γj]ψ(0, x) δ
3(x− y).

En déduire les commutateurs des courants fermioniques

jALµ = ψLJγµ(T
A
� )

J
Kψ

K
L et jARµ = ψRJγµ(T

A
r )

J
Kψ

K
R

présents dans la théorie invariante de jauge décrite dans la section 1.5.





Chapitre 3

Processus élémentaires

La procédure suivie pour quantifier les champs libres dans le chapitre précédent
est en pratique inapplicable au cas d’une théorie interactive. Pour des champs
libres, il est possible de résoudre les conditions de quantification canonique, c’est-
à-dire de construire complètement l’espace des états et les opérateurs de champs
qui y agissent. La résolution des équations d’Euler-Lagrange est pour cela in-
dispensable. Pour des champs libres, ces équations sont linéaires et se résolvent
facilement en les développant en modes de Fourier, c’est-à-dire en ondes planes.
Cette expansion conduit à l’interprétation en termes d’opérateurs de création et
d’annihilation des champs libres quantifiés. Les équations d’Euler-Lagrange d’une
théorie interactive sont non linéaires. Leurs solutions sont en général inconnues.
Il est alors impossible de résoudre les conditions de quantification canonique, ou
de vérifier qu’elles s’appliquent de manière similaire au cas libre, ce qui devrait
être en principe vrai, ou encore de construire explicitement les opérateurs de
champs.

En supposant cependant que ces opérateurs de champs existent, il sera possible
de calculer certaines quantités physiques de la théorie interactive en se limitant à
des situations favorables telles que les processus de diffusion ou de désintégration
couramment rencontrés en physique des particules, et en utilisant une expan-
sion perturbative. Dans un processus de diffusion ou de désintégration, les états
asymptotiques, longtemps avant ou après la diffusion ou la désintégration, peu-
vent être vus en très bonne approximation comme formés de particules libres et
spatialement éloignées, l’interaction n’agissant que dans un volume et un inter-
valle de temps limités. Calculer la probabilité d’un tel processus revient donc à
calculer la probabilité de transition entre deux états asymptotiques, l’état initial
au temps t −→ −∞ et l’état final au temps t −→ +∞, décrits au moyen des
champs quantiques libres construits au chapitre précédent. C’est l’approche dite
de lamatrice S dont les éléments de matrice donnent les amplitudes de probabilité
de ces processus.

L’évaluation des éléments de matrice S s’effectue en deux étapes, qui vont
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être successivement décrites dans ce chapitre. Premièrement, il s’agira de relier
ces quantités aux fonctions de Green de la théorie de champs au moyen de la
réduction (de Lehmann, Symanzik et Zimmermann, ou LSZ). Ensuite, le calcul
des fonctions de Green requiert l’usage de la théorie des perturbations, exprimée
par le formalisme des diagrammes de Feynman. Auparavant, nous allons préciser
quelque peu les notions de matrice S et d’états asymptotiques.

3.1 Matrice S et théorie asymptotique

Nous allons donc nous intéresser à des processus de diffusion de particules pour
lesquels, à une échelle macroscopique, les durées caractéristiques d’interaction
sont très petites. On peut donc espérer décrire l’interaction comme la transi-
tion d’un état asymptotique initial |in〉, formé de paquets d’ondes libres et bien
séparés (spatialement), vers un état asymptotique |out〉 également formé de pa-
quets d’ondes libres et bien séparés. Nous avons vu dans le chapitre précédent
que de tels états peuvent être caractérisés par des quantités comme l’impulsion
ou la polarisation et des “nombres quantiques” (masses, spins, charges. . .). Nous
utiliserons la notation a et b pour l’ensemble des quantités définissant respective-
ment les états initial et final. La probabilité de la transition est donc obtenue à
partir de l’amplitude

〈b, out|a, in〉,

qui est une fonction covariante de Lorentz des quantités symbolisées par a et b.
Par exemple, pour la diffusion de deux particules de spin zéro décrites par un
champ scalaire réel, on écrira en général

|in〉 =
∫ d3p1

(2π)32ωp1

∫ d3p2
(2π)32ωp2

f1(p1)f2(p2)|p1, p2, in〉, (3.1)

|p1, p2, in〉 étant un état à deux particules d’impulsions p1 et p2
1. L’état |in〉

est alors une superposition d’états libres, d’impulsions p1 et p2, avec deux distri-
butions d’impulsions f1(p1) et f2(p2) (les profils des deux paquets d’ondes). Par
linéarité dans la théorie libre, la connaissance des amplitudes

〈b, out|p1, p2, in〉

suffit à déterminer 〈b, out|in〉. Le même argument s’applique à l’état final |b, out〉,
si celui-ci contient n particules.

Le problème consiste donc à établir la relation entre les états |out〉 et |in〉. On
suppose donc que cette relation est linéaire et qu’il existe un opérateur S, appelé
matrice S, tel que

|in〉 = S|out〉, |out〉 = S−1|in〉, (3.2)

1Pour le champ libre, |p1, p2, in〉 = c a†(p1)a†(p2)|0〉, la constante c normalisant l’état.
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et donc
〈in| = 〈out|S†, 〈out| = 〈in|(S+)−1, (3.3)

pour n’importe quels états |in〉 ou |out〉 (n’importe quels a et b). S doit être
unitaire par conservation de la probabilité:

〈out|out〉 = 〈in|in〉 = 〈out|S+S|out〉,

et donc
S+S = 1, (3.4)

et 〈out| = 〈in|S. En conséquence,

〈b, out|a, in〉 = 〈b, in|S|a, in〉 = 〈b, out|S|a, out〉.

Par convention, on choisit en général de calculer les amplitudes sur des états |in〉:

〈b, out|a, in〉 = 〈b|S|a〉, (3.5)

en écrivant simplement |a, in〉 = |a〉. Parfois, on posera de plus

S = 1 + iT (3.6)

où la matrice iT contient les transitions non triviales uniquement.

Pour simplifier la discussion, nous allons premièrement considérer le cas d’un
champ scalaire réel unique ϕ(x), en interaction. Si on suppose que les interac-
tions sont inopérantes sur des états très éloignés, qu’elles s’annulent régulièrement
(adiabatiquement) pour t −→ −∞, on doit pouvoir relier ϕ(x) à un champ libre
ϕin(x) dans cette limite. Dans le passé lointain, la relation est de la forme

t = x0 −→ −∞ : ϕ(x) −→ Z1/2ϕin(x). (3.7)

La signification du facteur Z est, schématiquement, la suivante. L’opérateur de
champ libre ϕin agit dans l’espace de Fock du champ libre, dont le vide est |0〉.
Si |n〉 est un état à n particules, 〈n|ϕin(x)|0〉 = 0 lorsque n > 1. Ce n’est en
général pas le cas de 〈n|ϕ(x)|0〉: l’action du champ en interaction non linéaire
est plus complexe que de créer seulement une particule sur l’état du vide et il
n’y pas lieu d’admettre la conservation d’un “nombre de quanta” comme pour le
champ libre. On est donc tenté de supposer que

|〈1|ϕ(x)|0〉| < |〈1|ϕin(x)|0〉|,

et, dans la limite x0 −→ −∞,

〈1|ϕ(x)|0〉 −→ Z1/2 · 〈1|ϕin(x)|0〉,

pour tenir compte du fait que la probabilité n’est pas entièrement contenue dans
l’amplitude 〈1|ϕ(x)|0〉 pour un champ en interaction. L’intuition suggère ainsi
que la valeur de Z est comprise entre 0 et 1. En fait, on peut montrer que
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0 ≤ Z < 1, la valeur limite Z = 1 correspondant au champ libre. La limite
asymptotique (3.7) doit cependant être comprise comme une limite au sens faible,
valable séparément pour chaque élément de matrice, la valeur de Z dépendant
de l’élément de matrice considéré. Sinon, on pourrait conclure que

t −→ −∞ : [ϕ(t, x), ϕ(t, y)] = Z[ϕin(t, x), ϕin(t, y)]

et ϕ(x) serait alors un champ libre (à tous les temps!).

Par analogie avec (3.7), la condition asymptotique dans le futur lointain est

t = x0 −→ +∞ : ϕ(x) −→ Z1/2ϕout(x), (3.8)

avec la même constante Z.

Comme l’état du vide est à une phase près unique, on peut toujours aligner
les vides asymptotiques (libres),

|0, in〉 = |0, out〉 = |0〉, (3.9)

par un choix de phases. Il en découle que

1 = 〈0|0〉 = 〈0, out|0, in〉 = 〈0, in|S|0, in〉 = 〈0|S|0〉.

D’autre part, d’après (3.2), pour des états |in〉 et |out〉 quelconques

ϕin(x)|in〉 = ϕin(x)S|out〉 = S(ϕout(x)|out〉) = Sϕout(x)S
−1|in〉,

c’est-à-dire

ϕin(x) = Sϕout(x)S
−1. (3.10)

Pour une théorie décrivant un champ scalaire unique ϕ(x), un état à une
particule est nécessairement stable2:

|1, in〉 = |1, out〉 = |1〉. (3.11)

Il en découle que

〈1|1′〉 = 〈1, in|S|1′, in〉 = 〈1|S|1′〉,

ainsi que

〈0|ϕ(x)|1〉 = Z1/2〈0|ϕin(x)|1〉 = Z1/2〈0|ϕout(x)|1〉, (3.12)

puisque l’invariance sous translation exige que les dépendances spatiales des am-
plitudes 〈0|ϕ(x)|1〉, 〈0|ϕin(x)|1〉 et 〈0|ϕout(x)|1〉 soient les mêmes.

Finalement, l’invariance relativiste indique que S commute avec les généra-
teurs du groupe de Poincaré.

2En quoi pourrait-elle se désintégrer?
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3.2 Réduction

Le calcul des éléments 〈out|in〉 de la matrice S comprend généralement deux
étapes: on commence par exprimer 〈out|in〉 en termes des fonctions de Green
généralisées de la théorie interactive; ensuite, ces fonctions de Green sont calculées
en théorie des perturbations. La première étape est la réduction, qui est une
procédure algébrique entièrement basée sur les deux conditions asymptotiques
(3.7) et (3.8).

3.2.1 Le champ scalaire réel

Pour illustrer la réduction dans un cas simple, considérons dans le cadre de la
théorie d’un champ scalaire réel ϕ(x) un processus de collision de deux particules
(d’impulsions p1 et p2), l’état final ayant également deux particules (d’impulsions
q1 et q2).

On veut donc calculer l’élément de matrice

M = 〈q1, q2; out|p1, p2; in〉. (3.13)

Puisque les états asymptotiques sont décrits au moyen d’un champ libre, on aura
par exemple

M = 〈q1, q2; out|a†in(p1)|p2; in〉

avec3

a†in(p1) =
∫
d3xϕin(x)

↔
i∂0 e

−ip1x.

L’intégration spatiale est effectuée à un temps quelconque, et son résultat a†in(p1)
est indépendant du temps. On écrira

M =
∫
t
d3x e−ip1x

1

i

↔
∂0 〈q1, q2; out|ϕin(x)|p2; in〉, (3.14)

l’indice t indiquant que l’intégrale est prise au temps t. En choisissant t −→ −∞,
on peut utiliser la condition asymptotique (3.7):

M = lim
t→−∞Z

−1/2
∫
t
d3x e−ip1x

1

i

↔
∂0 〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉. (3.15)

Le pas suivant utilise une identité valable pour une fonction f(x, t) quelconque:

∫
t1
d3x f(x, t1)−

∫
t2
d3x f(x, t2) =

∫ t1

t2
dt

∂

∂t

∫
t
d3x f(x, t), (3.16)

3Paragraphe 2.2.1, équations (2.13).
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dans les limites t1 −→ +∞, t2 −→ −∞. L’élément de matrice M devient alors

M = lim
t→+∞Z

−1/2
∫
t
d3x e−ip1x

1

i

↔
∂0 〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉

+iZ−1/2
∫
d4x ∂0[e

−ip1x
↔
∂0 〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉]

= 〈q1, q2; out|a†out(p1)|p2; in〉

+iZ−1/2
∫
d4x ∂0[e

−ip1x
↔
∂0 〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉].

(3.17)

Le premier élément de matrice donne:

〈q1, q2; out|a†out(p1)|p2; in〉 = 〈0|aout(q1)aout(q2)a†out(p1)|p2; in〉

= (2π)32ωp1δ
3(p1 − q2)〈0|aout(q1)|p2; in〉

+〈0|aout(q1)a†out(p1)aout(q2)|p2; in〉

= (2π)32ωp1δ
3(p1 − q2)〈q1; out|p2; in〉

+(2π)32ωp1δ
3(p1 − q1)〈q2; out|p2; in〉.

(3.18)

Comme un état à une particule satisfait |p; in〉 = |p, out〉, on vérifie facilement
que

〈q; out|p; in〉 = (2π)32ωpδ
3(p− q), (3.19)

si bien que

〈q1, q2; out|a†out(p1)|p2; in〉

= (2π)64ωp1ωp2 [δ
3(p1 − q1)δ

3(p2 − q2) + δ3(p1 − q2)δ
3(p2 − q1)].

(3.20)
Ces deux termes représentent des processus où les deux particules ne sont pas
diffusées. Ils peuvent se représenter par les diagrammes non connexes

p1 q1
p2 q2

et
p1 q2
p2 q1

On a donc trouvé:

M = (non connexes) + iZ−1/2
∫
d4x ∂0[e

−ip1x ↔
∂0 〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉].

Le deuxième terme peut s’écrire sous une forme plus suggestive, et manifestement
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invariante de Lorentz:∫
d4x ∂0[e

−ip1x
↔
∂0 〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉]

=
∫
d4x [−∂20(e−ip1x)〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉+ e−ip1x∂20〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉]

=
∫
d4x [(−∆+m2)e−ip1x]〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉

+e−ip1x∂20〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉]

=
∫
d4x e−ip1x(✷ +m2)〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉,

(3.21)
en utilisant (✷ +m2)e−ip1x = 0 et en intégrant par parties en supposant comme
toujours que les termes de bord s’annulent4. Finalement

〈q1, q2; out|p1, p2; in〉 = (non connexes)

+iZ−1/2
∫
d4x e−ip1x(✷ +m2)〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉,

(3.22)
qui est l’expression finale de la réduction de la particule initiale d’impulsion p1.
Malgré l’utilisation asymétrique du temps et de l’espace dans sa dérivation, ce
résultat est manifestement invariant de Lorentz.

Dans l’expression (3.22), on peut ensuite réduire de la même façon une par-
ticule “out” de l’état final:

〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉 = 〈q2; out|aout(q1)ϕ(x)|p2; in〉

= i
∫
y0
d3y eiq1y

↔
∂y0 〈q2; out|ϕout(y)ϕ(x)|p2; in〉

= lim
y0→+∞

iZ−1/2
∫
y0
d3y eiq1y

↔
∂y0 〈q2; out|ϕ(y)ϕ(x)|p2; in〉

= lim
y0→−∞

i
∫
y0
d3y eiq1y

↔
∂y0 〈q2; out|ϕin(y)ϕ(x)|p2; in〉

+iZ−1/2
∫
d4y ∂y0 [eiq1y

↔
∂y0 〈q2; out|ϕ(y)ϕ(x)|p2; in〉.

(3.23)
La dernière expression ne permet cependant pas de calculer l’élément de matrice
〈q2; out|ϕin(y)ϕ(x)|p2; in〉 puisque ϕin(y) n’agit pas directement sur |p2; in〉 et
que son commutateur avec ϕ(x) est inconnu. Il convient alors de faire usage du
produit chronologique:

Tϕ(y)ϕ(x) =

{
ϕ(y)ϕ(x), y0 > x0

ϕ(x)ϕ(y), y0 < x0

4On intègre par parties sur l’espace, non sur le temps: il est exclu de demander l’annulation
de termes de bord en t→ ±∞.
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déjà introduit lors de la discussion des propagateurs libres. On peut certainement
écrire:

〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉 =

= lim
y0→+∞

iZ−1/2
∫
y0
d3y eiq1y

↔
∂y0 〈q2; out|Tϕ(y)ϕ(x)|p2; in〉

= lim
y→−∞i

∫
y0
d3y eiq1y

↔
∂y0 〈q2; out|ϕ(x)ϕin(y)|p2; in〉

+iZ−1/2
∫
d4y ∂y0 [eiq1y

↔
∂y0 〈q2; out|Tϕ(y)ϕ(x)|p2; in〉],

(3.24)

qui conduit à

〈q1, q2; out|ϕ(x)|p2; in〉 = 〈q2; out|ϕ(x)ain(q1)|p2; in〉

+iZ−1/2
∫
d4y eiq1y(✷y +m2)〈q2; out|Tϕ(y)ϕ(x)|p2; in〉

en évaluant le dernier terme de (3.24) comme en (3.21). Puisque

ain(q1)|p2; in〉 = ain(q1)a
†
in(p2)|0〉 = (2π)32ωp2δ

3(p2 − q1)|0〉,

le premier terme est non connexe et on obtient:

〈q1, q2; out|p1, p2; in〉 = (non connexes)

+(iZ−1/2)2
∫
d4x
∫
d4y e−ip1x+iq1y(✷x +m2)(✷y +m2)〈q2; out|Tϕ(y)ϕ(x)|p2; in〉.

(3.25)
La réduction peut être poursuivie en traitant de manière entièrement similaire
les particules d’impulsions p2 et q2:

〈q1, q2; out|p1, p2; in〉 = (non connexes)

+(iZ−1/2)4
∫
d4x1

∫
d4x2

∫
d4y1

∫
d4y2 e

−ip1x1−ip2x2+iq1y1+iq2y2

(✷x1 +m2)(✷x2 +m2)(✷y1 +m2)(✷y2 +m2)〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(y1)ϕ(y2)|0〉.
(3.26)

Les termes “non connexes”, qui se calculent facilement, correspondent à des pro-
cessus sans diffusion. Nous avons donc montré que la partie dynamiquement
intéressante de l’élément de matrice S pour la diffusion de deux particules peut
être calculée à partir de l’élément de matrice

G(x1, x2, x3, x4) = 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)|0〉, (3.27)

qui est la fonction de Green à quatre points.

Le résultat (3.26) se généralise directement à un élément de matrice S avec
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des nombres arbitraires de particules initiales et finales:

〈q1, . . ., qn; out|p1, . . ., pm; in〉 = (non connexes)

+(iZ−1/2)n+m
∫
d4x1. . .

∫
d4xn

∫
d4y1. . .

∫
d4ym exp

(
i

n∑
i=1

xiqi − i
m∑
j=1

yjpj

)

(✷x1 +m2). . .(✷xn +m2)(✷y1 +m2). . .(✷ym +m2)〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(ym)|0〉,
(3.28)

qui est la formule de LSZ pour le champ scalaire réel. Chaque contribution y
est manifestement invariante de Lorentz. Les impulsions externes n’apparaissent
que dans l’exponentielle. On observe la symétrie particule entrante ↔ particule
sortante, qui se manifeste par le fait qu’une particule initiale d’impulsion pi (et
d’énergie p0i positive) est équivalente à une particule sortante d’impulsion qi = −pi
(et d’énergie négative), pour le champ scalaire réel qui ne possède pas la notion
d’antiparticule.

La formule de réduction (3.28) prend une forme plus suggestive lorsqu’on
l’exprime en termes de fonction de Green en espace des impulsions:

G(z1, . . . , zn) = 〈0|Tϕ(z1) . . . ϕ(zn)|0〉

=
∫ d4k1

(2π)4
. . .
∫ d4kn

(2π)4
exp
(
i

n∑
j=1

zjkj

)
G̃(k1, . . . , kn).

(3.29)

En effectuant les intégrations banales sur les variables x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, il
vient

〈q1, . . ., qn; out|p1, . . ., pm; in〉 = (non connexes)

+(−iZ−1/2)n+m
n∏
i=1

(q2i −m2)
m∏
j=1

(p2j −m2) G̃(−q1, . . . ,−qn, p1, . . . , pm).

(3.30)
En espace des impulsions, la fonction de Green G̃ aura des pôles dans les variables
p2j , q

2
i , aux points p2j = q2i = m2, c’est-à-dire lorsque les impulsions sont sur la

couche de masse. La formule de réduction (3.30) montre que la contribution non
triviale à l’élément de matrice S est obtenue, au facteur (−iZ−1/2)n+m près, en
extrayant le résidu du pôle de la fonction de Green sur la couche de masse. La
formule explicite le lien entre éléments de matrice S et opérateur de champ, par
l’intermédiaire des valeurs sur le vide de produits chronologiques.

La formule (3.30) montre également qu’avec la convention de transformation
de Fourier (3.29) pour définir la fonction de Green en espace des impulsions,
les variables naturelles de G̃(k1, . . . , kn) sont à interpréter comme des impulsions
entrantes (initiales).

La réduction d’une théorie de champs scalaires complexes n’apporte pas de
nouveauté, si ce n’est selon les interactions la possibilité d’une charge conservée
qui restreindrait les éléments de matrice S non nuls. Un champ complexe est
équivalent à deux champs réels.
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3.2.2 Fermions

La réduction d’éléments de matrice S pour une théorie de fermions de Dirac
en interaction suit d’un calcul presque identique à celui du champ scalaire réel.
L’apparition des antiparticules et le fait que le spineur de Dirac est un objet à
quatre composantes introduisent cependant des complications supplémentaires et
une multiplication du nombre d’indices qui alourdit le formalisme. Conceptuelle-
ment, le résultat ne change pas: la conclusion est que les éléments de matrice
S s’obtiennent à partir des fonctions de Green du champ en interaction en ex-
trayant le résidu des singularités pour des impulsions “in” et “out” sur la couche
de masse.

Les conditions asymptotiques pour un spineur de Dirac en interaction ψ(x)
s’écrivent de manière analogue à celles du champ scalaire (3.7) et (3.8), c’est-à-
dire

x0 −→ +∞ : ψ(x) −→ Z
1/2
2 ψout(x),

x0 −→ −∞ : ψ(x) −→ Z
1/2
2 ψin(x),

(3.31)

où ψout(x) et ψin(x) sont des champs libres, dont l’expansion en modes de Fourier
est

ψin,out(x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α=1,2

[
bαin,out(k)u

(α)(k)e−ikx + d†αin,out(k)v
(α)(k)eikx

]
.

Dans (3.31), l’introduction d’un facteur Z
1/2
2 suit la tradition qui veut que l’indice

“2” soit associé aux fermions. L’inversion de l’expansion en modes permet d’ob-
tenir les opérateurs de création et d’annihilation par des intégrales spatiales prises
au temps x0 fixé5:

bαin(k) =
∫
x0
d3x eikx u(α)(k)γ0ψin(x),

d†αin (k) =
∫
x0
d3x e−ikx v(α)(k)γ0ψin(x),

b†αin (k) =
∫
x0
d3x e−ikx ψin(x)γ

0u(α)(k),

dαin(k) =
∫
x0
d3x eikx ψin(x)γ

0v(α)(k).

(3.32)

Des relations identiques existent pour les opérateurs “out”. D’après l’équation de
Dirac, les opérateurs de création et d’annihilation sont indépendants du temps et
x0 est donc arbitraire. Nous allons utiliser ces résultats pour réduire les éléments
de matrice S en suivant la même procédure que pour le champ scalaire.

Supposons par exemple que nous cherchons à réduire un élément de matrice
S de la forme, 〈out|b†αin (k)|in〉. Le but est de transformer b†αin (k) en b†αout(k). La

5Ces résultats utilisent les relations (1.140), ainsi que u(α)† (k)v(β)(ωk,−�k) = 0.
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première étape utilise les relations d’inversion (3.32):

〈out|b†αin (k)|in〉 = lim
x0−→−∞

Z
−1/2
2

∫
x0
d3x e−ikx〈out|ψ(x)γ0|in〉u(α)(k).

Ensuite, l’identité banale (3.16) et les conditions asymptotiques (3.31) permettent
d’écrire:

〈out|b†αin (k)|in〉 = 〈out|b†αout(k)|in〉

−Z−1/2
2

∫
d4x ∂0

[
e−ikx〈out|ψ(x)γ0|in〉u(α)(k)

]

= 〈out|b†αout(k)|in〉

−Z−1/2
2

∫
d4x

[
〈out|ψ(x)|in〉γ0∂0[e−ikxu(α)(k)]

+ 〈out|∂0ψ(x)γ0|in〉u(α)(k)e−ikx
]

= 〈out|b†αout(k)|in〉

−iZ−1/2
2

∫
d4x

[
〈out|ψ(x)|in〉(iγ ∇−m)[e−ikxu(α)(k)]

+〈out|∂0ψ(x)|in〉(−iγ0)u(α)(k)e−ikx
]

= 〈out|b†αout(k)|in〉

−iZ−1/2
2

∫
d4x e−ikx〈out|ψ(x)|in〉(−iγµ

←
∂µ −m)u(α)(k).

Le symbole
←
∂µ signifie que la dérivée agit sur la première fonction de x à sa gauche,

en l’occurence sur le champ ψ(x). Les deux dernières égalités sont obtenues en
utilisant le fait que e−ikxu(α)(k) est une solution de l’équation de Dirac libre,

(iγµ∂µ −m)e−ikxu(α)(k) = 0, iγµ∂µ −m = iγ0∂0 + iγ · ∇−m,

et en intégrant par parties. L’élément de matrice 〈out|b†αout(k)|in〉 donne une
contribution de type “non connexe” puisque 〈out|b†αout(k) est un état libre de la
forme

〈0|bβ1
out(q1). . .b

βm
out(qm)b

†α
out(k)

et 〈0|b†αout(k) = 0. Un calcul analogue effectué pour chacun des quatre opérateurs
de création et d’annihilation conduit à:

〈out|b†αin (k)|in〉 = 〈out|b†αout(k)|in〉

−iZ−1/2
2

∫
d4x e−ikx〈out|ψ(x)|in〉(−iγµ

←
∂µ −m)u(α)(k),

(3.33)
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qui est le résultat démontré ci-dessus, et:

〈out|d†αin (k)|in〉 = 〈out|d†αout(k)|in〉

+iZ
−1/2
2

∫
d4x e−ikxv(α)(k)(iγµ∂µ −m)〈out|ψ(x)|in〉,

〈out|bαout(k)|in〉 = 〈out|bαin(k)|in〉

−iZ−1/2
2

∫
d4x eikxu(α)(k)(iγµ∂µ −m)〈out|ψ(x)|in〉,

〈out|dαout(k)|in〉 = 〈out|dαin(k)|in〉

+iZ
−1/2
2

∫
d4x eikx〈out|ψ(x)|in〉(−iγµ

←
∂µ −m)v(α)(k).

(3.34)
Dans les termes non triviaux (connexes), il apparâıt que l’échange

e−ikxu(α)(k) ←→ −e+ikxv(α)(k) (3.35)

revient à échanger une particule entrante ou sortante par une antiparticule sor-
tante ou entrante.

Les relations (3.33) et (3.34) permettent, en introduisant le produit chronolo-
gique fermionique T , de dériver la formule de réduction pour les champs spinoriels.
L’élément de matrice S pour la transition d’un état initial avec n fermions
d’impulsions ki et de polarisations αi et n

′ antifermions (k′i et α
′
i) vers un état

final avec m fermions (qi et βi) et m
′ antifermions (q′i et β

′
i) est

M = 〈in|out〉 = 〈0|dβ
′
1
out(q

′
1). . .b

β1
out(q1). . .b

†α1
in (k1). . .d

†α′
1

in (k′1). . .|0〉.
Par conservation de la charge, n−n′ = m−m′, et m+n+m′+n′ est donc pair.
La réduction de M s’écrit:

M = (non connexes)

+(−1)m+n(iZ
−1/2
2 )m+m′+n+n′

∫
d4x1. . .

∫
d4x′1. . .

∫
d4y1. . .

∫
d4y′1. . .

· exp
[
−ik1x1 − . . .− ik′1x′1 − . . .+ iq1y1 + . . .+ iq′1y

′
1 + . . .

]

·
[
u(β1)(q1)(i � ∂y1 −m). . .v(α

′
1)(k′1)(i � ∂x′1 −m). . .

]
· 〈0|Tψ(y′1). . .ψ(y1). . .ψ(x1). . .ψ(x′1). . .|0〉

·
[
(−i

←
� ∂y′1 −m)v(β

′
1)(q′1). . .(−i

←
� ∂x1
−m)u(α1)(k1). . .

]
.

(3.36)
Notez que l’introduction des variables d’intégration associe dans les exponentielles
xi, x

′
i, yi et y

′
i à respectivement ki, k

′
i, qi et q

′
i. Pour interpréter correctement

l’action des opérateurs de Dirac apparaissant dans la formule (3.36), considérons
par exemple le premier d’entre eux, u(β1)(q1)(i � ∂y1 −m). L’opérateur différentiel

iγµ
∂

∂yµ1
−m
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est une matrice 4 × 4 qui est multipliée à gauche par le spineur ligne u(β1)(q1)
et qui agit sur la variable y1 associée à q1. Cette variable apparâıt dans le
spineur colonne ψ(y1), contenu dans le produit chronologique. Il faut donc lire
l’expression (3.36) comme comprenant la quantité

u(β1)(q1)(i � ∂y1 −m)ψ(y1)

dans le produit chronologique.

Dans le cas simple de la diffusion

fermion (k, α) + antifermion (k′, α′) −→ fermion (q, β) + antifermion (q′, β′),

la formule de réduction (3.36) devient

M = 〈0|dβ′
out(q

′)bβout(q)b
†α
in (k)d

†α′
in (k′)|0〉

= (non connexes)

+(−1)2(iZ−1/2
2 )4

∫
d4x
∫
d4x′
∫
d4y
∫
d4y′ exp[−ikx− ik′x′ + iqy + iq′y′]

[u(β)(q)(−iγµ ∂
∂yµ +m)]b [v

(α′)(k′)(iγν ∂
∂x′ν −m)]d

[(−iγρ ∂
∂y′ρ −m)v(β

′)(q′)]a [(iγσ ∂
∂xσ +m)u(α)(k)]c

〈0|Tψa(y
′)ψb(y)ψc(x)ψd(x

′)|0〉,
(3.37)

une somme sur les indices a, b, c, d = 1, . . ., 4 des spineurs étant sous-entendue. Il
convient de respecter l’ordre des spineurs, tel qu’il est défini en écrivant l’élément
de matrice S à réduire [dans la première égalité (3.37)]: le produit chronologique
fermionique respecte la propriété d’anticommutation des opérateurs de création
et d’annihilation.

Tant pour les fermions que pour les scalaires, la formule de réduction a la
structure suivante, pour les termes “connexes”:

• Pour chaque particule entrante un facteur
∫
d4x e−ikx, pour chaque particule

sortante, un facteur
∫
d4y e+iqy;

• Un facteur (iZ)−1/2 pour les scalaires, (−iZ2)
−1/2 pour les fermions et

(iZ2)
−1/2 pour les antifermions;

• La fonction de Green correspondante: 〈0|T [. . .]|0〉;

• Agir avec l’opérateur libre de Klein-Gordon (✷+m2) ou de Dirac (±iγµ∂µ−
m). Ceci a pour effet d’extraire les résidus des pôles de la fonction de Green;

• Multiplier par les solutions libres u(α), u(β), v(α
′) ou v(β

′) de l’équation de
Dirac.
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En introduisant la fonction de Green en espace des impulsions,

〈0|Tψa(y
′)ψb(y)ψc(x)ψd(x

′)|0〉

=
∫ d4k1

(2π)4
. . .
∫ d4k4

(2π)4
eiy

′k1+iyk2+ixk3+ix′k4G̃(k1, k2, k3, k4)abcd,

(3.38)
(l’ordre des indices est significatif!), la formule de réduction (3.37) devient:

M = 〈0|dβ′
out(q

′)bβout(q)b
†α
in (k)d

†α′
in (k′)|0〉

= (non connexes)

+(−iZ−1/2
2 )4[u(β)(q)(� q −m)]b[v

(α′)(k′)(� k′ +m)]d

G̃(−q′,−q, k, k′)abcd [(� q′ +m)v(β
′)(q′)]a[(� k −m)u(α)(k)]c .

(3.39)

Le préfacteur est cette fois −iZ−1/2
2 pour chaque fermion ou antifermion. Comme

pour le champ scalaire, la convention de transformée de Fourier (3.38) définit les
variables de G̃ comme des impulsions initiales d’un élément de matrice S.

3.2.3 Photons

La réduction d’éléments de matrice S impliquant des photons est un problème
plus délicat. Le champ vectoriel Aµ(x) utilisé pour décrire le photon comprend
des composantes non physiques. Nous avons vu que la procédure de quantification
traite simultanément les composantes physiques de polarisations transverses, la
polarisation longitudinale et la composante scalaire par le biais d’une fixation de
l’invariance de jauge. Il n’est alors pas possible de postuler que lorsque x0 → ±∞,
le champ Aµ(x) tend (au sens d’une limite faible) vers un champ libre, à une
normalisation constante près. Il faut tenir compte de manière cohérente de la
composante scalaire6. Nous allons cependant uniquement considérer des éléments
de matrice S pour des photons (ou champs de jauge) physiques, de polarisations
transverses. Pour ces états, la théorie asymptotique fait intervenir une constante
de normalisation notée conventionnellement Z3 qui est l’analogue de Z pour le
champ scalaire et Z2 pour le spineur de Dirac. On peut d’autre part montrer que
la constante Z3 ne dépend pas de la jauge choisie7.

Considérons un processus dont l’état initial contient un photon d’impulsion k
et de polarisation transverse ε. Le vecteur ε sera donc une combinaison linéaire
des vecteurs ε(1)(k) et ε(2)(k) définis dans la section 2.4, avec la normalisation
ε2 = −1:

ε = e1ε
(1)(k) + e2ε

(2)(k), |e1|2 + |e2|2 = 1.

6Voir par exemple: Itzykson et Zuber [1], paragraphe 5.1.7.
7Z3 est indépendant du paramètre λ.
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L’élément de matrice S est 〈out|k, ε; in〉, où in et out désignent l’ensemble des
nombres quantiques des autres particules. Dans le chapitre précédent, nous avons
quantifié le champ de jauge libre Aµ

in,out(x) dans la jauge de Feynman λ = 1, où
l’équation du mouvement est ✷Aµ

in,out = 0. En utilisant l’expansion en modes
(2.103) de Aµ

in,out(x) et la normalisation (2.113) des vecteurs de polarisation, on
peut écrire

〈out|k, ε; in〉 = −〈out|
∑
κ=1,2

εµε(κ)µ (k)a
(κ)†
in (k)|in〉

= 〈out|
[
e1a

(1)†
in (k) + e2a

(2)†
in (k)

]
|in〉

=
∫
x0
d3x e−ikxi

↔
∂0 〈out|εµAµ

in(x)|in〉.

Par la même procédure que pour le champ scalaire, on arrive à

〈out|k, ε; in〉 = −〈out|
∑
κ=1,2

εµε(κ)µ (k)a
(κ)†
out (k)|in〉

−iZ−1/2
3

∫
d4x e−ikxεµ✷〈out|Aµ(x)|in〉,

(3.40)

qui est l’analogue de l’expression (3.22) obtenue avec un champ scalaire. Le
premier terme correspond à des contributions non connexes.

D’après l’équation du mouvement du photon dans la théorie interactive (et
dans la jauge de Feynman)8,

✷Aµ(x) = jµ(x),

l’équation de réduction (3.40) peut aussi s’écrire

〈out|k, ε; in〉 = (non connexes)− iZ−1/2
3

∫
d4x e−ikx〈out|εµjµ(x)|in〉. (3.41)

Cette expression covariante est aussi invariante de jauge. En effet, une trans-
formation de jauge abélienne laisse le courant invariant et agit sur le vecteur de
polarisation du photon externe selon

εµ −→ εµ + δεµ, δεµ = ckµ,

c’est-à-dire en lui ajoutant une composante scalaire. Comme le courant est con-
servé, ∂µjµ = 0, la variation de l’intégrale apparaissant dans (3.41) est nulle:

δ
[∫
d4x e−ikx〈out|εµjµ(x)|in〉

]
= c

∫
d4x e−ikx〈out|kµjµ(x)|in〉

= ic
∫
d4x ∂µ

[
e−ikx〈out|jµ(x)|in〉

]
= 0.

8Voir par exemple l’équation (1.183) et la discussion qui suit.
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Comme Aµ(x) est un champ réel, un photon entrant d’impulsion k et de
polarisation ε est équivalent dans (3.41) à un photon sortant d’impulsion −k et
de même polarisation. On aura donc

〈k, ε; out|in〉 = (non connexes)− iZ−1/2
3

∫
d4x eikx〈out|εµjµ(x)|in〉. (3.42)

Pour un processus avec un photon entrant et un photon émis, la formule de
réduction des deux photons fait intervenir le produit chronologique:

〈kf , εf ; out|ki, εi; in〉 = (non connexes)

+(−iZ−1/2
3 )2

∫
d4x
∫
d4y ei(kfx−kiy)〈out|Tεµf jµ(x)ενi jν(y)|in〉.

(3.43)
Cette formule peut par exemple être utilisée pour évaluer l’élément de matrice S
de la diffusion Compton d’un photon sur un fermion de charge eQ. Le courant
est alors l’opérateur eQ : ψγµψ :, comme dans l’équation (1.183).

3.3 Théorie des perturbations, diagrammes de

Feynman

3.3.1 Une expression pour S et les fonctions de Green

D’après l’équation (3.10), l’opérateur S réalise la transformation de ϕin(x) à
ϕout(x): ϕout(x) = S−1ϕin(x)S. Nous avons d’autre part écrit ϕin(x) et ϕout(x)
comme une limite faible pour t −→ −∞ ou t −→ +∞ du champ en interaction
ϕ(x) [conditions asymptotiques (3.7) et (3.8)]. Afin d’obtenir une expression
perturbative de S, nous allons construire formellement un opérateur d’évolution
unitaire U(t) qui relie le champ interactif à un temps quelconque à ϕin(x):

ϕ(x) = U−1(t)ϕin(x)U(t) , t = x0. (3.44)

Ainsi:
S = lim

t−→+∞U(t). (3.45)

La construction formelle de l’opérateur d’évolution utilise principalement le
fait que l’opérateur hamiltonien est le générateur des translations du temps. En
équations9,

∂

∂t
ϕ(x) = i[H(t), ϕ(x)],

∂

∂t
Π(x) = i[H(t),Π(x)],

(3.46)

9L’hamiltonien est une fonctionnelle des champs et de leurs impulsions conjuguées: H(ϕ,Π);
c’est aussi une fonction du temps H(t) puisqu’on l’obtient en prenant l’intégrale spatiale de
T00. Nous utiliserons indifféremment les deux notations selon le contexte.
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où Π(x) est l’impulsion canonique associée à ϕ(x). En effet, nous avons vu
dans le chapitre 1 que l’invariance de Poincaré implique en particulier l’existence
de quatre courants de Noether pour les translations, rassemblés dans le tenseur
énergie-impulsion Tµν . Ensuite, nous avons montré dans le chapitre 2 que les
quatre charges (quantifiées), Pµ =

∫
d3xT0µ, vérifient

[Pµ, ϕin,out(x)] = −i∂µϕin,out(x),

pour un champ scalaire libre tel que ϕin ou ϕout. Dans la section 2.3, nous avons
construit la quantification du champ spinoriel en demandant que [Pµ, ψ(x)] =
−i∂µψ(x). Ces équations resteront vraies dans une théorie interactive: elles sui-
vent de l’invariance de Poincaré. Et comme H = P0, les équations (3.46) devront
être vérifiées par n’importe quelle théorie invariante de Poincaré.

L’hamiltonien est donc l’opérateur d’évolution temporelle infinitésimale dans
la représentation de Heisenberg, qui fait porter cette évolution sur les opérateurs
et non sur les états. Il est naturel d’espérer trouver une relation entre U(t) et
H(t).

Des équations analogues à (3.46) existent évidemment pour ϕin(x) et Πin(x).
Par exemple:

∂

∂t
ϕin(x) = i[H in

0 , ϕin(x)], (3.47)

où H in
0 = H in

0 (ϕin,Πin) est l’hamiltonien libre, indépendant du temps, que nous
avons construit dans le chapitre précédent et qui peut s’exprimer en fonction des
opérateurs de création et d’annihilation des quanta du champ libre.

D’après (3.44), on a:

∂
∂t
ϕin = ∂

∂t
(UϕU−1) = dU

dt
U−1ϕin + ϕinU

d
dt
U−1 + iU [H,ϕ]U−1

= dU
dt
U−1ϕin − ϕin dUdt U−1 + iU [H,ϕ]U−1

= [dU
dt
U−1 + iUHU−1, ϕin],

(3.48)

où H = H(ϕ,Π) est l’hamiltonien de la théorie interactive. Comme dans toute
théorie de champs quantifiés la dépendance en ϕ et Π de H est polynomiale,

UH(ϕ,Π)U−1 = H(UϕU−1, UΠU−1) = H(ϕin,Πin), (3.49)

et l’expression (3.48) devient

∂

∂t
ϕin =

[dU
dt
U−1 + iH(ϕin,Πin) , ϕin

]
.

En comparant avec (3.47), il vient

[dU
dt
U−1 + iH(ϕin,Πin)− iH in

0 , ϕin
]
= 0, (3.50)
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ainsi que l’équation analogue pour Πin. L’opérateur
dU
dt
U−1+ iH(ϕin,Πin)− iH in

0 ,
qui agit dans l’espace des états libres in, commute avec tous les opérateurs in;
il est donc proportionnel à l’opérateur identité I. La constante de proportion-
nalité, qui peut d’ailleurs dépendre du temps, doit être imaginaire par unitarité
de U(t)10. On peut la choisir égale à zéro sans restreindre la généralité. On
obtient alors:

i
dU

dt
= HI(t)U, (3.51)

où HI(t) est l’hamiltonien d’interaction

HI(t) = H(ϕin,Πin)−H in
0 (ϕin,Πin), (3.52)

exprimé en fonction du champ libre ϕin et de son impulsion conjuguée. L’hamil-
tonien d’interaction peut en général dépendre du temps selon la forme des inter-
actions.

L’équation (3.51) s’intègre par itérations:

U(t) = I − i
∫ t

−∞
dt1HI(t1)U(t1)

= I − i
∫ t

−∞
dt1HI(t1) + (−i)2

∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2HI(t1)HI(t2)U(t2)

=
∞∑
n=0

(−i)n
∫ t

−∞
dt1. . .

∫ tn−1

−∞
dtnHI(t1). . .HI(tn).

(3.53)

Dans chaque terme de la série, les variables d’intégration sont ordonnées chronolo-
giquement: t ≥ t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn. Cependant:

T
∫ t

−∞
dt1

∫ t

−∞
dt2HI(t1)HI(t2)

=
∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2HI(t1)HI(t2) +

∫ t

−∞
dt1

∫ t

t1
dt2HI(t2)HI(t1);

d’autre part,∫ t

−∞
dt1

∫ t

t1
dt2HI(t2)HI(t1) =

∫ t

−∞
dt2

∫ t2

−∞
dt1HI(t2)HI(t1),

et donc

T
∫ t

−∞
dt1

∫ t

−∞
dt2HI(t1)HI(t2) = 2

∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2HI(t1)HI(t2).

Ce résultat peut se généraliser:

1
n!
T
∫ t

−∞
dt1. . .

∫ t

−∞
dtnHI(t1). . .HI(tn)

=
∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2. . .

∫ tn−1

−∞
dtnHI(t1). . .HI(tn).

10Qui implique 0 = d
dt (UU

†) et donc (dU
dt U

−1)† = −dU
dt U

−1.
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En conséquence,

U(t) =
∞∑
n=0

(−i)n
n!

T
∫ t

−∞
dt1. . .

∫ t

−∞
dtnHI(t1). . .HI(tn) = T exp

[
−i
∫ t

−∞
dt′HI(t

′)
]
,

(3.54)
la seconde égalité définissant l’exponentielle. D’après (3.45) et (3.53),

S = T exp
[
−i
∫ ∞

−∞
dtHI(t)

]
. (3.55)

Le point important est que la matrice S est ici exprimée par une série infinie
de termes qui dépendent de l’opérateur de champ libre ϕin par l’intermédiaire
de l’hamiltonien d’interaction HI(t) défini par l’expression (3.52). Le champ en
interaction ϕ a été éliminé.

Pour les théories dans lesquelles HI ne contient pas de dérivées du champ
∂µϕ, HI = −

∫
d3xLI , et (3.54) devient

U(t) = T exp
[
i
∫ t

−∞
dt

′
∫
d3xLI

]
, (3.56)

alors que

S = T exp
[
i
∫
d4xLI

]
. (3.57)

Notre but est de calculer les fonctions de Green généralisées du champ en inter-
action, 〈0|Tϕ(x1) . . . ϕ(xn)|0〉. Pour faire le lien avec le formalisme qui vient d’être
développé, il est nécessaire d’introduire un nouvel opérateur, défini formellement
par

U(t2, t1) = T exp
[
−i
∫ t2

t1
dtHI(t)

]
. (3.58)

Cet opérateur vérifie certainement

U(t1, t2) = U(t1, t)U(t, t2),

U(t, t) = I, −→ U(t1, t2)
−1 = U(t2, t1),

U(t) = U(t,−∞),

U(t1) = U(t1, t2)U(t2).

(3.59)

Dans la fonction de Green 〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn)|0〉, supposons que x01 = t1 > x02 =
t2 > . . . > x0n = tn; on a alors

〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn)|0〉 = 〈0|ϕ(x1). . .ϕ(xn)|0〉

= 〈0|U−1(t1)ϕin(x1)U(t1)U
−1(t2)ϕin(x2)U(t2). . .U

−1(tn)ϕin(xn)U(tn)|0〉.

En utilisant

U(t1)U
−1(t2) = U(t1, t2)U(t2)U

−1(t2) = U(t1, t2),
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on obtient

〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn)|0〉

= 〈0|U−1(t1)ϕin(x1)U(t1, t2)ϕin(x2). . .U(tn−1, tn)ϕin(xn)U(tn)|0〉.

Nous introduisons ensuite arbitrairement un temps t tel que t � x01 = t1 et
−t � x0n = tn. Puisque U(tn) = U(tn,−t)U(−t) et U−1(t1) = U−1(t)U(t, t1), il
vient

〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn)|0〉

= 〈0|U−1(t)U(t, t1)ϕin(x1)U(t1, t2). . .ϕin(xn)U(tn,−t)U(−t)|0〉

= 〈0|U−1(t)Tϕin(x1). . .ϕin(xn)U(t, t1)U(t1, t2). . .U(tn,−t)U(−t)|0〉

= 〈0|U−1(t)Tϕin(x1). . .ϕin(xn)U(t,−t)U(−t)|0〉

= 〈0|U−1(t)Tϕin(x1). . .ϕin(xn) exp
[
−i
∫ t

−t
dt

′
HI(t

′
)
]
U(−t)|0〉.

(3.60)
Il s’agit ensuite de prendre la limite t→∞. Premièrement,

lim
t→∞U(−t)|0〉 = |0〉,

où |0〉 est le vide |0〉in. Ensuite, puisque l’état du vide est stable au cours de
l’évolution temporelle, l’état limt→∞〈0|U−1(t) doit être proportionnel à 〈0| =
〈0|in, la constante de proportionnalité étant une phase11:

lim
t→∞〈0|U

−1(t) = eiα〈0|, eiα = lim
t−→∞〈0|U

−1(t)|0〉 = lim
t−→∞〈0|U(t)|0〉−1. (3.61)

Pour une théorie sans interaction dérivative dans laquelle S est donnée par (3.57),
la limite t −→∞ dans l’expression (3.60) conduit finalement à12:

G(x1, . . ., xn) ≡ 〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn)|0〉

=
〈0|Tϕin(x1). . .ϕin(xn) exp

[
i
∫
d4xLI

]
|0〉

〈0|T exp
[
i
∫
d4xLI

]
|0〉

,
(3.62)

où LI est la densité lagrangienne d’interaction exprimée en fonction des champs
libres ϕin(x):

LI = LI [ϕin(x)].

Ce résultat est fondamental puisqu’il est à la base de la théorie des perturbations:
il permet de développer les fonctions de Green à n points G(x1, . . . , xn) en série de
puissances des interactions contenues dans LI [ϕin(x)] et de calculer chaque terme

11La dernière égalité suit de 1 = limt→∞〈0|U−1(t)U(t)|0〉 = eiα limt→∞〈0|U(t)|0〉.
12C’est la formule de Gell-Mann et Low.
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puisque (3.62) ne dépend que de champs libres et donc connus. Pour une théorie
comprenant des interactions dérivatives13, faisant intervenir ∂µϕ, la substitution

i
∫
d4xLI −→ −i

∫ ∞

−∞
dtHI(t)

doit être effectuée, l’hamiltonien d’interaction HI(t) étant également exprimé
en fonction du champ libre ϕin(x). Finalement, notez que l’équation (3.62) est
manifestement covariante, bien qu’elle ait été dérivée à partir d’un formalisme
hamiltonien dans lequel l’évolution temporelle joue un rôle particulier.

Pour une théorie de champs scalaires, la densité lagrangienne d’interaction LI
est un polynôme ordonné normalement de degré trois ou quatre dans les champs.
Il n’y a pas d’interactions dérivatives. Une forme plus compliquée de LI mènerait
inévitablement à des incohérences lors du calcul des fonctions de Green14. A titre
d’exemple, considérons la théorie du champ scalaire réel ϕ définie par la densité
lagrangienne

L[ϕ(x), ∂µϕ(x)] = :
1

2
(∂µϕ)(∂

µϕ)− 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 : , (3.63)

un terme possible de la forme : ϕ3 : étant exclu en imposant l’invariance sous la
symétrie discrète ϕ −→ −ϕ. La densité lagrangienne d’interaction qui apparâıt
dans (3.62) est

LI [ϕin(x)] = −
λ

4!
: ϕin(x)

4 : (3.64)

Les expansions en puissances de LI qui apparaissent dans (3.62) peuvent être
vues comme des séries de puissances de la constante de couplage positive λ.
Dans (3.64), le facteur (4!)−1 est choisi par commodité. Le signe de l’interaction
n’est pas arbitraire. Il est choisi de manière à assurer que l’énergie soit bornée
inférieurement pour des valeurs constantes du champ ϕ, et que la solution clas-
sique ϕ = 0 soit bien une solution des équations du mouvement qui minimise
l’énergie.

D’après (3.62), et en omettant les indices in, les fonctions de Green s’écrivent

G(x1, . . ., xn) =
(
〈0|T exp

[
i
∫
d4xLI

]
|0〉
)−1 ∞∑

p=0

1

p!

(
−iλ
4!

)p ∫
d4y1. . .

∫
d4yp

〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn) : ϕ(y1)4 : . . . : ϕ(yp)4 : |0〉.
(3.65)

Les champs ϕ(x) qui apparaissent dans cette expression sont libres. Pour évaluer
la valeur moyenne sur le vide, nous avons besoin du théorème de Wick.

13Les interactions dérivatives seront traitées dans la section 4.3.
14Ceci sera discuté dans le chapitre 6, consacré à la renormalisation.
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3.3.2 Le théorème de Wick

Le théorème de Wick pour un champ scalaire réel15 est la généralisation de
l’identité

Tϕ(x)ϕ(y) = : ϕ(x)ϕ(y) : +〈0|Tϕ(x)ϕ(y)|0〉. (3.66)

Pour démontrer cette relation, il convient de décomposer ϕ(x) en parties dites de
“fréquences positives” ϕ(+)(x) et “négatives” ϕ(−)(x):

ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x),

ϕ(+)(x) =
∫

d3k
(2π)32ωk

a(k)e−ikx : fréquences positives,

ϕ(−)(x) =
∫

d3k
(2π)32ωk

a†(k)e+ikx : fréquences négatives.

(3.67)

On utilise alors les relations de commutation canoniques (2.14) et la définition
du propagateur de Feynman (2.146) et (2.147):

Tϕ(x)ϕ(y)− : ϕ(x)ϕ(y) :

= θ(x0 − y0)[ϕ(+)(x), ϕ(−)(y)] + θ(y0 − x0)[ϕ(+)(y), ϕ(−)(x)]

= θ(x0 − y0)
∫

d3k
(2π)32ωk

e−ik(x−y) + θ(y0 − x0)
∫

d3k
(2π)32ωk

e+ik(x−y)

= −iGF (x− y) = 〈0|Tϕ(x)ϕ(y)|0〉.

Pour poursuivre, nous allons établir deux relations de récursion. Considérons

Tϕ(x1) . . . ϕ(xn)ϕ(xn+1).

Comme le produit chronologique est symétrique pour un champ bosonique, on
peut supposer que x0n+1 < x0i , i = 1, . . . , n. Alors

Tϕ(x1) . . . ϕ(xn)ϕ(xn+1) = [Tϕ(x1) . . . ϕ(xn)]ϕ(xn+1), (3.68)

qui est la première relation (banale) de récursion. D’autre part,

: ϕ(x1) . . . ϕ(xn) : ϕ(xn+1)

= ϕ(−)(xn+1) : ϕ(x1) . . . ϕ(xn) : + : ϕ(x1) . . . ϕ(xn) : ϕ
(+)(xn+1)

+
n∑
i=1

[ϕ(+)(xi), ϕ
(−)(xn+1)] : ϕ(x1) . . . ϕ̌(xi) . . . ϕ(xn) : ,

où ϕ̌(xi) signifie que le terme ϕ(xi) est omis dans le produit. Puisque par hy-
pothèse x0n+1 < x0i ,

[ϕ(+)(xi), ϕ
(−)(xn+1)] = 〈0|Tϕ(xi)ϕ(xn+1)|0〉.

15Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que des champs libres, en omettant l’indice in.



THÉORIE DES PERTURBATIONS, DIAGRAMMES DE FEYNMAN 113

(le membre gauche de cette égalité est un commutateur d’opérateurs de champ
proportionnel à l’opérateur unité; il faut comprendre le membre droit comme le
nombre 〈0|Tϕ(xi)ϕ(xn+1)|0〉 multiplié par l’opérateur unité). On obtient ainsi la
seconde relation de récursion:

: ϕ(x1) . . . ϕ(xn) : ϕ(xn+1)

=: ϕ(x1) . . . ϕ(xn+1) : +
n∑
i=1

〈0|Tϕ(xi)ϕ(xn+1)|0〉 : ϕ(x1) . . . ϕ̌(xi) . . . ϕ(xn) : .

(3.69)

Les relations (3.68), (3.69) et (3.66) donnent directement le théorème de Wick
pour Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) avec x

0
3 < x01, x

0
2:

Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) = [Tϕ(x1)ϕ(x2)]ϕ(x3)

= : ϕ(x1)ϕ(x2) : ϕ(x3) + 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)|0〉ϕ(x3),

et donc

Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) = : ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) : +〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)|0〉ϕ(x3)

+〈0|Tϕ(x3)ϕ(x1)|0〉ϕ(x2) + 〈0|Tϕ(x2)ϕ(x3)|0〉ϕ(x1).

Les deux membres de cette égalité sont symétriques dans les variables x1, x2 et
x3. Elle est donc valable sans restriction sur les temps x01, x

0
2 et x03. Comme

〈0| : ϕ(x1) . . . ϕ(xm) : |0〉 = 0 par définition de l’ordre normal, il suit que

〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)|0〉 = 0. (3.70)

Les relations (3.68) et (3.69) peuvent ensuite être utilisées pour démontrer par
induction le théorème de Wick pour le produit chronologique d’un nombre quel-
conque de champs scalaires:

Tϕ(x1) . . . ϕ(xn) = : ϕ(x1) . . . ϕ(xn) :

+
∑
k<l

: ϕ(x1) . . . ϕ̌(xk) . . . ϕ̌(xl) . . . ϕ(xn) : 〈0|Tϕ(xk)ϕ(xl)|0〉

+ . . .

+
∑

k1<k2...<k2p

: ϕ(x1) . . . ϕ̌(xk1) . . . ϕ̌(xk2p) . . . ϕ(xn) :

·
∑
P

〈0|Tϕ(xP1)ϕ(xP2)|0〉 . . . 〈0|Tϕ(xP2p−1)ϕ(xP2p)|0〉

+ . . .
(3.71)

Dans la cinquième ligne de cette expression, P désigne une permutation des coor-
données (xk1 , xk2 , . . . , xk2p) qui correspondent aux 2p champs omis dans le produit
normal de la quatrième ligne. La somme porte sur les permutations qui mènent
à des valeurs différentes de 〈0|Tϕ(xP1)ϕ(xP2)|0〉 . . . 〈0|Tϕ(xP2p−1)ϕ(xP2p)|0〉.
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L’opération qui consiste à remplacer deux champs dans un produit normal
par leur propagateur 〈0|Tϕ(x)ϕ(y)|0〉 est couramment qualifiée de contraction.

Lors de l’évaluation d’éléments de matrice S, il est nécessaire de calculer des
fonctions de Green généralisées. D’après l’équation (3.65), ces fonctions de Green
peuvent être obtenues en théorie des perturbations à partir de valeurs moyennes
sur le vide de produits chronologiques de champs libres. Le théorème de Wick
indique alors que

〈0|Tϕ(x1) . . . ϕ(x2n)|0〉 =
∑
P

〈0|Tϕ(xP1)ϕ(xP2)|0〉

· 〈0|Tϕ(xP3)ϕ(xP4)|0〉 . . . 〈0|Tϕ(xP2n−1)ϕ(xP2n)|0〉,
(3.72)

où P désigne n’importe quelle permutation (P1, P2, . . . , P2n) de (1, 2, . . . , 2n). On
somme sur toutes les permutations qui conduisent à des contributions différentes.
D’autre part,

〈0|Tϕ(x1) . . . ϕ(x2n+1)|0〉 = 0. (3.73)

L’équation (3.72) indique que la quantité 〈0|Tϕ(x1) . . . ϕ(x2n)|0〉 pour des champs
libres est donnée par la somme de toutes les combinaisons possibles de propaga-
teurs libres:

〈0|Tϕ(x1) . . . ϕ(x2n)|0〉 = (−i)n
∑
P

GF (xP1 − xP2)

·GF (xP3 − xP4) . . . GF (xP2n−1 − xP2n).
(3.74)

Par exemple:

〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)|0〉 = −GF (x1 − x2)GF (x3 − x4)

−GF (x1 − x3)GF (x2 − x4)

−GF (x1 − x4)GF (x2 − x3).

Une modification importante du théorème de Wick apparâıt lorsque le produit
chronologique est appliqué à des expressions contenant des produits normaux,
comme dans l’équation (3.65). Considérons par exemple le produit chronologique

I ≡ Tϕ(x1)ϕ(x2) : ϕ(x3)ϕ(x4) : .

L’usage répété de (3.66) conduit à

I = T [ϕ(x1)ϕ(x2)Tϕ(x3)ϕ(x4)]− Tϕ(x1)ϕ(x2)〈0|Tϕ(x3)ϕ(x4)|0〉

= Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)− : ϕ(x1)ϕ(x2) : 〈0|Tϕ(x3)ϕ(x4)|0〉

−〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)|0〉〈0|Tϕ(x3)ϕ(x4)|0〉.
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Et, avec le théorème de Wick (3.71),

Tϕ(x1)ϕ(x2) : ϕ(x3)ϕ(x4) : = : ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4) :

+ : ϕ(x1)ϕ(x3) : 〈0|Tϕ(x2)ϕ(x4)|0〉+ : ϕ(x1)ϕ(x4) : 〈0|Tϕ(x2)ϕ(x3)|0〉

+ : ϕ(x2)ϕ(x3) : 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x4)|0〉+ : ϕ(x2)ϕ(x4) : 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x3)|0〉

+ : ϕ(x3)ϕ(x4) : 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)|0〉+ 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x3)|0〉〈0|Tϕ(x2)ϕ(x4)|0〉

+〈0|Tϕ(x1)ϕ(x4)|0〉〈0|Tϕ(x2)ϕ(x3)|0〉,

〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2) : ϕ(x3)ϕ(x4) : |0〉 = 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x3)|0〉〈0|Tϕ(x2)ϕ(x4)|0〉

+〈0|Tϕ(x1)ϕ(x4)|0〉〈0|Tϕ(x2)ϕ(x3)|0〉.

Il n’apparâıt pas de contraction 〈0|Tϕ(x3)ϕ(x4)|0〉 des champs à l’intérieur de
l’ordre normal. On aurait de même

〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4) : ϕ(y)4 : |0〉 = 4!
4∏
i=1

〈0|Tϕ(xi)ϕ(y)|0〉.

En général, on peut montrer que les contractions impliquant deux champs or-
donnés normalement sont exclues dans le théorème de Wick.

Associées à l’expression (3.62), les règles données par le théorème de Wick
permettent de calculer les fonctions de Green en théorie des perturbations: chaque
terme de l’expansion (3.62) devient une combinaison de produits de fonctions à
deux points 〈0|Tϕ(x)ϕ(y)|0〉 et donc de propagateurs libres.

Le théorème de Wick existe également pour les produits chronologiques de
champs fermioniques, la seule difficulté additionnelle provenant des signes associés
aux anticommutateurs. En se rappelant que 〈0|Tψa(x)ψb(y)|0〉 = 0, on vérifie
facilement que

Tψa(x)ψb(y) = : ψa(x)ψb(y) : = − : ψb(y)ψa(x) : = −Tψb(y)ψa(x),

Tψa(x)ψb(y) = : ψa(x)ψb(y) : +〈0|Tψa(x)ψb(y)|0〉

= −Tψb(y)ψa(x).
(3.75)

Les indices a, b = 1, 2, 3, 4 numérotent les composantes des spineurs. Pour quatre
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fermions, en omettant les indices spinoriels, il vient

Tψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4) = : ψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4) :

+ : ψ(x1)ψ(x2) : 〈0|Tψ(x3)ψ(x4)|0〉

− : ψ(x1)ψ(x4) : 〈0|Tψ(x3)ψ(x2)|0〉

− : ψ(x3)ψ(x2) : 〈0|Tψ(x1)ψ(x4)|0〉

+ : ψ(x3)ψ(x4) : 〈0|Tψ(x1)ψ(x2)|0〉

+〈0|Tψ(x1)ψ(x2)|0〉〈0|Tψ(x3)ψ(x4)|0〉

−〈0|Tψ(x1)ψ(x4)|0〉〈0|Tψ(x3)ψ(x2)|0〉.

(3.76)

Pour donner une expression générale du théorème de Wick pour les champs de
Dirac, on utilisera la notation ψI , l’indice I contenant l’information nécessaire à
préciser la composante a de ψa, l’argument x de ψa(x) et s’il s’agit d’un spineur
ou de son conjugué de Dirac. On aura alors

〈0|Tψ1ψ2 . . . ψ2n+1|0〉 = 0,

〈0|Tψ1ψ2 . . . ψ2n|0〉 =
∑
P

εP 〈0|TψP1ψP2|0〉 . . . 〈0|TψP2n−1ψP2n|0〉, (3.77)

où εP est la signature de la permutation P = (P1, P2, . . . , P2n) de (1, 2, . . . , 2n).
A nouveau, on somme sur toutes les permutations donnant des contributions
différentes.

Le théorème de Wick permet d’évaluer systématiquement l’expansion pertur-
bative (3.62) des fonctions de Green. Les diagrammes de Feynman donnent une
représentation graphique de chacun des termes apparaissant dans cette procédure.
Dans les sections suivantes, nous allons établir le formalisme des diagrammes
de Feynman, premièrement pour un champ scalaire réel avec une interaction
− λ

4!
: ϕ4 :, et ensuite pour l’électrodynamique quantique.

3.3.3 Diagrammes de Feynman du champ scalaire réel

Nous allons considérer la théorie du champ scalaire réel définie par la densité
lagrangienne (3.63), pour laquelle

LI = −
λ

4!
: ϕ(x)4 : .

Dans ce cas, l’expansion perturbative des fonctions de Green (3.62) devient
l’expression (3.65).

Chaque terme du numérateur de (3.65) est de la forme

Mp =
1

p!

(
−iλ
4!

)p ∫
d4y1 . . .

∫
d4yp 〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn) : ϕ4(y1) : . . . : ϕ

4(yp) : |0〉.

(3.78)
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Nous omettons de mentionner le fait que chaque champ est libre et supprimons
les indices in. D’après le théorème de Wick (3.72), ce nombre se calcule en
sommant toutes les contributions dans lesquelles tous les champs sont contractés.
Aucune contraction de deux champs à l’intérieur d’un même produit normal n’est
cependant admise.

L’amplitude

〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(xn) : ϕ4(y1) : . . . : ϕ
4(yp) : |0〉

dépend des variables x1, . . . , xn, associées aux champs externes, et y1, . . . , yp as-
sociées aux interactions. Nous dirons que chaque yi donne les coordonnées d’un
vertex à quatre champs. Si nous décidons de représenter par une ligne joignant
deux points la contraction de deux champs en ces points, le théorème de Wick
correspond à sommer tous les diagrammes dans lesquels quatre lignes parvien-
nent en chaque yi et une seule ligne joint chaque xi. Quantitativement, chaque
ligne reliant les points z1 et z2 (qu’ils soient externes comme les xi ou associés
aux vertex en yi) représente l’amplitude

〈0|Tϕ(z1)ϕ(z2)|0〉 = −iGF (z1 − z2),

et pour parvenir à l’amplitude Mp, il faut encore intégrer sur les variables yi,
ajouter un facteur −iλ/4! pour chaque interaction en yi et un facteur 1/p!. Il
convient finalement de tenir compte du fait que certaines contributions différentes
du théorème de Wick sont représentées par des diagrammes de Feynman iden-
tiques: chaque diagramme possédera donc une multiplicité qui introduit un fac-
teur supplémentaire dans l’amplitude Mp. Par exemple, le théorème de Wick
donne

〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2) : ϕ(y1)4 : : ϕ(y2)4 : |0〉

= 4 · 4 · 3! 〈0|Tϕ(x1)ϕ(y1)|0〉〈0|Tϕ(x2)ϕ(y2)|0〉 [〈0|Tϕ(y1)ϕ(y2)|0〉]3

+4 · 4 · 3! 〈0|Tϕ(x1)ϕ(y2)|0〉〈0|Tϕ(x2)ϕ(y1)|0〉 [〈0|Tϕ(y1)ϕ(y2)|0〉]3

+4! 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)|0〉 [〈0|Tϕ(y1)ϕ(y2)|0〉]4 .
(3.79)

Les multiplicités sont obtenues par l’argument suivant: dans le premier terme, il
y a quatre contractions possibles de ϕ(x1) avec l’un des quatre ϕ(y1) et quatre
contractions possibles de ϕ(x2) avec l’un des quatre ϕ(y2). Il reste ensuite 3!
façons de contracter les trois ϕ(y1) et les trois ϕ(y2) restants; le deuxième terme
ne diffère du premier que par l’échange de x1 et x2 et sa multiplicité est donc
la même; finalement, dans le troisième terme, après avoir contracté ϕ(x1) et
ϕ(x2), il reste 4! contractions possibles de ϕ(y1) et ϕ(y2). Les trois termes de
(3.79) sont représentés respectivement par les trois diagrammes de la figure 3.1.
Notez qu’après les intégrations sur y1 et y2, exigées par l’équation (3.78), les deux
premiers diagrammes donnent une contribution identique à la fonction de Green
à deux points G(x1, x2). Les deux diagrammes sont cependant topologiquement
distincts, pour x1, x2, y1 et y2 fixés.
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Fig. 3.1 Représentation diagrammatique de l’expansion (3.79)

Nous obtenons donc les règles de Feynman de la théorie du champ scalaire
libre avec l’interaction

LI = −
λ

4!
: ϕ(y)4 :,

pour le calcul des fonctions de Green G(x1, . . . , xn) en espace de configuration.
Tout d’abord, chaque terme de la forme (3.78) est donné par la somme de tous
les diagrammes de Feynman (en espace des coordonnées xµ) topologiquement
inéquivalents, avec n champs externes (aux points xi) et p interactions (aux points
yi). Ensuite, chaque diagramme est calculé en appliquant les règles suivantes:

• Pour chaque vertex, un facteur −iλ

• Pour chaque ligne du diagramme joignant deux points zi et zj, un propa-
gateur −iGF (zi − zj):

〈0|Tϕ(zi)ϕ(zj)|0〉 =
∫ d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
e−ik(zi−zj)

• Une intégration
∫
d4yi sur les coordonnées de chaque vertex

• Chaque diagramme est finalement divisé par son facteur de symétrie:

s =
(4!)pp!

multiplicité
,

où p est le nombre de vertex.

Il apparâıt que les diagrammes sont de deux types: ceux qui contiennent des
sous-diagrammes sans champ extérieur, qualifiés de diagrammes du vide, tels que
D3, et ceux qui n’en contiennent pas. Les diagrammes du vide sont clairement
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générés par

〈0|T exp
[
i
∫
d4xLI

]
|0〉

=
∞∑
p=0

1

p!

(
−iλ
4!

)p ∫
d4y1 . . .

∫
d4yp 〈0|T : ϕ(y1)

4 : . . . : ϕ(yp)
4 : |0〉,

qui est le dénominateur de l’expression générale de la fonction de Green (3.62).
En désignant au moyen d’un indice (0) une amplitude calculée en ne gardant que
les diagrammes ne comprenant pas de sous-diagramme du vide, on peut écrire le
numérateur de l’expression (3.62) sous la forme:

〈0|Tϕ(x1) . . . ϕ(x2n) exp
[
i
∫
d4xLI

]
|0〉 =

=
∞∑
p=0

ip

p!

∫
d4y1. . .

∫
d4yp

p∑
k=0

(
p

k

)
〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(x2n)LI(y1). . .LI(yk)|0〉(0)

·〈0|TLI(yk+1). . .LI(yp)|0〉.
(3.80)

D’après le théorème de Wick, le facteur 〈0|TLI(yk+1). . .LI(yp)|0〉 est obtenu à
partir de la somme de tous les diagrammes du vide comprenant p− k vertex, et

(
p

k

)
=

p!

k!(p− k)!

donne le nombre de choix de k points yi parmi les p vertex en y1, . . ., yp. Chaque
choix donne la même contribution dans (3.80) puisqu’on intègre sur tous les yi.
En comparant ensuite l’identité

eiAeiB = ei(A+B) =
∞∑
p=0

ip

p!
(A+B)p =

∞∑
p=0

ip

p!

p∑
k=0

(
p

k

)
AkBp−k,

avec (3.80), on obtient alors

〈0|Tϕ(x1) . . . ϕ(x2n) exp
[
i
∫
d4xLI

]
|0〉 = 〈0|T exp

[
i
∫
d4xLI

]
|0〉

·
∞∑
p=0

ip

p!

∫
d4y1. . .

∫
d4yp 〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(x2n)LI(y1). . .LI(yp)|0〉(0),

c’est-à-dire:

G(x1, . . ., x2n) =
∞∑
p=0

ip

p!

∫
d4y1. . .

∫
d4yp 〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(x2n)LI(y1). . .LI(yp)|0〉(0).

(3.81)
Ce dernier résultat montre que le dénominateur de l’équation (3.62) supprime la
contribution des diagrammes de Feynman comprenant des sous-diagrammes du
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vide et donc que la fonction de Green G(x1, . . ., x2n) est la somme de tous les
diagrammes sans sous-diagramme du vide.

Les règles et les diagrammes de Feynman ont été exprimés en espace de confi-
guration. Il s’avère souvent plus utile et plus naturel dans un processus de dif-
fusion de particules d’impulsions bien définies de calculer les fonctions de Green
en espace des impulsions. La fonction de Green en espace des impulsions est la
transformée de Fourier de G(x1, . . . , x2n):

G̃(p1, . . ., p2n) =
∫
d4x1 . . .

∫
d4x2n exp

(
−i

2n∑
j=1

pjxj
)
G(x1, . . ., x2n), (3.82)

d’après l’équation (3.29). Nous avons vu que cette convention revient à interpréter
les variables de G̃ comme des impulsions initiales (entrantes) d’un processus de
transition. L’invariance sous translations implique en fait que G(x1, . . . , x2n) ne
dépend que de 2n − 1 variables, par exemple (x1 − x2n, . . . , x2n−1 − x2n): la
dépendance spatiale de chaque diagramme de Feynman est entièrement contenue
dans celle des propagateurs libres, GF (xi − xj). L’intégration sur d4x2n dans
(3.82) génère alors simplement la contribution

∫
d4x2n exp

(
−ix2n

2n∑
j=1

pj
)
= (2π)4δ4

( 2n∑
j=1

pj
)
.

On aura donc toujours

G̃(p1, . . ., p2n) = (2π)4δ4
( 2n∑
j=1

pj
)
G0(p1, . . ., p2n), (3.83)

la distribution de Dirac imposant la conservation de l’impulsion qui est une
conséquence de l’invariance sous translations. D’après (3.81), il vient

G̃(p1, . . ., p2n) =
∫
d4x1. . .

∫
d4x2n exp

(
−i

2n∑
j=1

pjxj
)

·
∞∑
p=0

ip

p!

∫
d4y1. . .

∫
d4yp 〈0|Tϕ(x1). . .ϕ(x2n)LI(y1). . .LI(yp)|0〉(0).

(3.84)
Comme l’élément de matrice est une combinaison de propagateurs libres (les
contractions),

−iGF (zi − zj) = 〈0|Tϕ(zi)ϕ(zj)|0〉 =
∫ d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
e−ik(zi−zj),

l’amplitude ne dépend des variables x1, . . . , x2n et y1, . . . , yp que par des expo-
nentielles qui peuvent être facilement intégrées.

L’intégration sur chaque variable externe xi, i = 1, . . . , 2n, est effectuée en
observant que chaque ϕ(xi) est contracté soit avec un champ interne ϕ(yj), j =
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1, . . . , p, soit avec un autre champ externe ϕ(xj), i �= j. Dans le premier cas, la
dépendance en xi de l’amplitude (3.84) est contenue dans le facteur

∫
d4xi

∫ d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
e−ipixie−ik(xi−yj) =

i

p2i −m2 + iε
e−ipiyj .

La phase e−ipiyj sera prise en compte lors de l’intégration sur la coordonnée de
vertex yj. Dans le deuxième cas, la dépendance en xi et xj de l’amplitude (3.84)
est ∫

d4xi

∫
d4xj e

−ipixi−ipjxj

∫ d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
e−ik(xi−xj)

=
i

p2i −m2 + iε
(2π)4δ4(pi + pj).

La contraction de deux champs externes mène nécessairement à un diagramme
non connexe, chaque sous-diagramme ayant sa propre distribution de Dirac im-
posant la conservation de l’impulsion.

Pour calculer les intégrales sur les variables internes yi, i = 1, . . . , p, on remar-
que que chaque variable yi apparâıt dans quatre propagateurs (les quatre lignes
atteignant chaque vertex). La dépendance en yi de l’amplitude (3.84) sera donc

∫
d4yi

∫ d4k1
(2π)4

. . .
∫ d4k4
(2π)4

exp (−iyi[k1 + k2 + k3 + k4])
4∏
i=1

i

k2i −m2 + iε

=
∫ d4k1
(2π)4

. . .
∫ d4k4
(2π)4

(2π)4δ4(k1 + k2 + k3 + k4)
4∏
i=1

i

k2i −m2 + iε
,

où nous avons choisi des impulsions k1, k2, k3, k4 qui entrent dans le vertex.
Chaque ki peut être l’impulsion attachée à une ligne interne du diagramme, ou
l’une des impulsions externes pi.

Ces résultats des intégrations sur les variables xi et yj se résument par les
règles de Feynman en espace des impulsions pour le calcul des fonctions de Green:

• Dessiner tous les diagrammes topologiquement distincts, calculer leur fac-
teur de symétrie 1/s.

• Associer à chaque ligne externe connectée à un vertex un facteur

i

p2j −m2 + iε
.

• Associer à chaque ligne interne une contribution

d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
.
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• Associer à chaque vertex un facteur

−iλ(2π)4δ4(q),

où q est la somme des quatre impulsions entrantes.

• Intégrer sur les impulsions des lignes internes kj, et multiplier par 1/s.

• Sommer les diagrammes.

Il faut de plus ajouter un facteur (2π)4δ4(pi + pj)i[p
2
i −m2 + iε]−1 pour chaque

ligne externe non reliée à un vertex (contribution non connexe).

Les distributions δ4 assurent la conservation de l’impulsion à chaque vertex.
Une des intégrales sur les impulsions internes sera toujours triviale et donnera la
contribution

(2π)4δ4(
∑

pi)

qui impose la conservation globale de l’impulsion pour les impulsions externes pi
choisies entrantes. C’est le facteur déjà mis en évidence dans l’équation (3.83).

Notez qu’un diagramme connexe avec 2n champs externes et p vertex com-
prend 2p− n lignes internes et p− 1 conditions non triviales de conservation de
l’impulsion aux vertex faisant intervenir les impulsions internes. Il restera donc
à effectuer p− n+ 1 intégrations non triviales sur les impulsions internes.

En espace de configuration, les variables x1, . . . , x2n et y1, . . . , yp sont rat-
tachées aux extrémités des lignes formant le diagramme. En espace des impul-
sions, les variables sont les impulsions parcourant les lignes. Les facteurs de
symétrie seront légèrement différents dans les deux cas puisque la notion de “dia-
grammes topologiquement distincts” sera elle aussi différente.

En espace des impulsions, le facteur de symétrie 1/s pour un diagramme avec
p vertex est de la forme

1

s
=

s1s2
p!(4!)p

,

où s1 est le nombre de possibilités de rattachement des lignes externes au dia-
gramme et s2 le nombre de choix de connexion des vertex par des lignes internes,
après avoir fixé les lignes externes. Au dénominateur, le facteur p! provient du
développement de l’exponentielle présente dans (3.84) et le facteur (4!)p est dû à
la normalisation de l’interaction.

Les règles de Feynman montrent clairement que les fonctions de Green sont
singulières lorsque les impulsions externes sont sur la couche de masse, p2i = m2.
Les quantités physiques font cependant intervenir des éléments de matrice S, qui
sont reliés aux fonctions de Green par la formule de réduction (3.30). Considérons
un élément de matrice S avec 2n particules d’impulsions p1, . . . , p2n dans l’état
initial:

〈0; out|p1, . . . , p2n; in〉.
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D’après (3.30), en négligeant les termes non connexes,

〈0; out|p1, . . . , p2n; in〉 = (Z−1/2)2n
2n∏
j=1

[
−i(p2j −m2)

]
G̃(p1, . . . , p2n). (3.85)

L’élément de matrice S est obtenu en multipliant simplement la fonction de Green
en espace des impulsions par un facteur

−iZ−1/2 (p2j −m2)

pour chaque ligne externe d’impulsion pj. Ce facteur extrait la singularité de
couche de masse de la fonction de Green. Lors du calcul d’un élément de matrice
S, la règle de Feynman pour les lignes externes devient donc:

• Associer à chaque ligne externe un facteur Z−1/2.

L’élément de matrice S est donné par la fonction de Green amputée de ses pro-
pagateurs externes, aux facteurs Z−1/2 près. Il est à noter que cette dernière
règle de Feynman reste valable pour une impulsion dans l’état final de l’élément
de matrice S: on passe de l’état initial à l’état final en changeant le signe de
l’impulsion.

Les facteurs Z−1/2 jouent un rôle lors de la renormalisation de la théorie, qui
intervient lorsque l’élément de matrice S est calculé au-delà de l’ordre le plus bas
de la théorie des perturbations. En fait, la valeur du nombre Z se détermine en
théorie des perturbations comme une série de puissances de λ. Lorsque seulement
les diagrammes du plus bas ordre sont inclus dans l’évaluation d’un processus, il
est cohérent de prendre

Z = 1.

A titre d’exemples de l’application de ces règles, nous allons écrire les contribu-
tions aux fonctions de Green à deux et quatre points dans l’espace des impulsions
des deux diagrammes de Feynman suivants:

k
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k
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1

D
4

D5 p1+k

p2Ðk

p1 p3

p4p2
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En appliquant les règles de Feynman ci-dessus, le diagramme D4 correspond à la
contribution:

D4 =
1

s
(−iλ)2 i

p21 −m2 + iε

i

p22 −m2 + iε

∫ d4k1
(2π)4

∫ d4k2
(2π)4

∫ d4k3
(2π)4

(2π)8δ4(p1 − k1 − k2 − k3)δ4(k1 + k2 + k3 + p2)
3∏

j=1

i

k2j −m2 + iε

=
1

s
(−iλ)2(2π)4δ4(p1 + p2)

(
i

p21 −m2 + iε

)2

∫ d4k1
(2π)4

∫ d4k2
(2π)4

i

(p1 − k1 − k2)2 −m2 + iε

i

k21 −m2 + iε

i

k22 −m2 + iε
.

(3.86)
Pour calculer le facteur de symétrie 1/s, on observe qu’il y a 8 possibilités de
rattacher la première ligne externe à l’un des deux vertex; et quatre possibilités
pour la deuxième ligne externe, si bien que s1 = 8 × 4. Ensuite, il y a s2 = 3!
choix possibles pour les trois lignes internes restantes. Donc

1

s
=

8× 4!

2!× (4!)2
=

1

3!
.

De même, le diagramme D5 s’écrit

D5 =
1

s
(−iλ)2(2π)4δ4(p1 + p2 + p3 + p4)


 4∏
j=1

i

p2j −m2 + iε




∫ d4k

(2π)4
i

(p1 + k)2 −m2 + iε

i

(p2 − k)2 −m2 + iε
.

(3.87)

Le facteur de symétrie est dans ce cas

1

s
=

1

2
,

puisque s1 = 8× 3× 4× 3 et s2 = 2.

3.3.4 Diagrammes de Feynman de l’électrodynamique
quantique

La densité lagrangienne (classique) décrivant l’électrodynamique d’un fermion de
masse m et de charge électrique eQ est [sect. 1.5, éq. (1.183)]

L = −1
4
FµνF

µν + ψ(iγµDµ −m)ψ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

Dµψ = ∂µψ − ieQAµψ.
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La densité lagrangienne d’interaction à utiliser dans l’expansion perturbative des
fonctions de Green est

LI = eQAµj
µ = eQAµ : ψγµψ : . (3.88)

Le champ du photon est couplé au courant fermionique conservé jµ =: ψγµψ :.

Comme LI ne contient aucune dérivée de champ, les fonctions de Green
s’obtiennent en appliquant le théorème de Wick à l’expansion perturbative (3.62),
en tenant cependant compte du fait que les champs peuvent être ψ(x), ψ(x) ou
Aµ(x), au lieu d’un unique ϕ(x). Par rapport au champ scalaire réel, l’anticom-
mutation des opérateurs fermioniques et l’apparition des notions de polarisation
et d’antiparticule introduisent quelques complications et subtilités.

Les lignes des diagrammes de Feynman correspondent à des propagateurs
libres. On aura donc deux types de contractions, correspondant aux lignes fermio-
niques et photoniques, qui donneront en espace de configuration les contributions
suivantes:

〈0|Tψb(y)ψa(x)|0〉 = iSF (y − x)ba

=
∫ d4k

(2π)4
e−ik(y−x)

i

k2 −m2 + iε
(� k +m)ba

〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 = iGµν
F (x− y)

= −i
∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

1

k2 + iε

·
(
ηµν +

1− λ
λ

kµkν

k2 + iε

)

Par convention, une ligne fermionique est orientée vers le spineur ψ, dans le sens
de propagation de la charge eQ de la particule. Par contre, les lignes photoniques
ne sont pas orientées. L’interaction fermion–photon prend la forme d’un vertex

LI = eQ(γµ)ab : ψa(x)ψb(x)Aµ(x) : (3.89)

Comme la quantité iLI apparâıt dans l’expansion perturbative (3.62), la règle de
Feynman pour le vertex fermion–photon en espace de configuration associera un
facteur

ieQ(γµ)ab (3.90)

x y
a b

x y
m n
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au vertex représenté par le diagramme suivant:

Notez que l’ordre des indices de la matrice γµ n’est pas indifférent: dans l’interac-
tion LI , a est l’indice de ψ, b celui de ψ. On peut vérifier cette règle de Feynman
en calculant à l’ordre le plus bas la fonction de Green

〈0|Tψa(x1)ψb(x2)Aµ(x3)exp
[
i
∫
d4yLI(y)

]
|0〉(0),

c’est-à-dire:

ieQ(γν)cd

∫
d4y 〈0|Tψa(x1)ψb(x2)Aµ(x3) : ψc(y)ψd(y)Aν(y) : |0〉

= ieQ(γν)cd

∫
d4y 〈0|Tψa(x1)ψc(y)|0〉 〈0|Tψd(y)ψb(x2)|0〉 〈0|TAµ(x3)Aν(y)|0〉.

Aux trois lignes externes seront associées les trois fonctions à deux points, la règle
de Feynman du vertex (3.90) s’ajoutant à l’intégration

∫
d4y sur sa coordonnée.

Par conservation de la charge, seules les fonctions de Green pour un nombre
égal de ψ et ψ et un nombre arbitraire de Aµ sont susceptibles d’être non nulles:

G(x1, . . ., xn;xn+1, . . ., x2n; y1, . . ., ym)a1...bn µ1...µm

= 〈0|Tψa1(x1). . .ψan(xn)ψb1(xn+1). . .ψbn(x2n)

Aµ1(y1). . .Aµm(ym) exp
[
i
∫
d4xLI

]
|0〉(0).

(3.91)

Il faut prendre garde aux signes générés par le théorème de Wick appliqué aux
fermions. La conservation de la charge implique également que les fermions ap-
paraissent dans les diagrammes de Feynman par des lignes continues qui relient
un fermion “entrant” ψbj

(xn+j) (en référence à l’orientation des lignes fermioni-
ques du diagramme) à un fermion “sortant” ψai

(xi), ou qui forment des boucles
fermées. Une boucle fermée passant par les points z1, z2, . . . , zk des vertex du
diagramme correspond aux contractions

〈0|Tψ(z1)ψ(zk)|0〉 . . . 〈0|Tψ(z3)ψ(z2)|0〉 〈0|Tψ(z2)ψ(z1)|0〉.

Cette contraction est obtenue avec une permutation impaire de

LI(zk). . .LI(z1) = (eQ)k : ψ(zk)γ
µkAµk

(zk)ψ(zk) : . . . : ψ(z1)γ
µ1Aµ1(z1)ψ(z1) :

a

b

x

m
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puisque ψ(z1) doit “traverser” 2k−1 opérateurs fermioniques pour obtenir l’ordre
des opérateurs dans la contraction. Le théorème de Wick impose donc la règle
suivante:

• A chaque boucle fermionique est associé un signe négatif.

Pour chaque ligne ouverte reliant x1 à xk en passant par des vertex en z2, . . . , zk−1,
qui correspond à la contraction

〈0|Tψ(xk)ψ(zk−1)|0〉 〈0|Tψ(zk−1)ψ(zk−2)|0〉 . . .

. . . 〈0|Tψ(z3)ψ(z2)|0〉 〈0|Tψ(z2)ψ(x1)|0〉,

on associe le signe de la permutation de ces opérateurs par rapport à leur position
dans la fonction de Green (3.91).

En dessinant tous les diagrammes topologiquement inéquivalents et en tenant
compte de l’orientation des lignes fermioniques, on peut se convaincre qu’il n’y
a pas de facteur de symétrie s en électrodynamique des fermions. Les règles de
Feynman pour le calcul des fonctions de Green en espace des impulsions sont
alors:

• Dessiner tous les diagrammes topologiquement inéquivalents (en tenant
compte de l’orientation des lignes fermioniques);

• Calculer le signe du diagramme en déterminant le signe associé à chaque
ligne fermionique ouverte et en ajoutant un signe négatif pour chaque boucle
fermionique fermée;

• Pour chaque ligne fermionique externe, un facteur

[
i(� k +m)

k2 −m2 + iε

]
ba

;

la ligne est orientée de a vers b. Dans notre convention pour les fonctions de
Green en espace des impulsions, définie par l’équation (3.38), les impulsions
entrent dans le diagramme. Un champ externe ψ correspond à une ligne
fermionique entrant dans le diagramme (a est l’indice externe): dans ce
cas, la variable de la fonction de Green est l’impulsion k dans la règle de
Feynman ci-dessus. Un champ externe ψ correspond à une ligne fermionique
sortant du diagramme (b est l’indice externe): il faut alors remplacer k par
−k dans la règle de Feynman; on associe donc un facteur[

i(−� k +m)

k2 −m2 + iε

]
ba

à chaque ligne fermionique sortant du diagramme, l’impulsion k étant diri-
gée vers l’intérieur du diagramme, par convention.

a b

k
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• Pour chaque ligne photonique externe, un facteur

−i
k2 + iε

[
ηµν +

1− λ
λ

kµkν
k2 + iε

]
,

l’orientation étant ici sans signification.

• Pour chaque ligne fermionique interne, une contribution:

d4k

(2π)4

[
i(� k +m)

k2 −m2 + iε

]
ba

,

la ligne et l’impulsion k étant orientées de a vers b.

• Pour chaque ligne photonique interne, une contribution:

d4k

(2π)4
−i

k2 + iε

[
ηµν +

1− λ
λ

kµkν
(k2 + iε)

]
.

• A chaque vertex

un facteur:
ieQ(γµ)ba (2π)

4δ4(q),

q étant l’impulsion (entrante) totale au vertex.

• Finalement, intégrer sur les impulsions internes et sommer les diagrammes.

La jauge de Feynman λ = 1 simplifie fortement les propagateurs photoniques et
donc le calcul des diagrammes.

En général, les deux orientations d’une boucle fermionique joignant plus de
deux vertex mènent à deux diagrammes topologiquement inéquivalents qu’il faut
donc sommer. On montre alors facilement que les contributions des deux orien-
tations d’une boucle avec un nombre impair de vertex sont opposées, et que la
somme des deux diagrammes est nulle. Le théorème de Furry affirme donc que
les diagrammes contenant une ou plusieurs boucles fermioniques comprenant un
nombre impair de vertex peuvent être omis16.

16Ce résultat n’est vrai que pour une interaction fermion–champ de jauge qui respecte la
parité comme ici l’électrodynamique quantique (voir le chapitre 4 et l’appendice B).

k
m n

b

m

a

b

m

a

a b

k

m n

k
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Les règles de Feynman énumérées ci-dessus s’appliquent au calcul des fonctions
de Green. Les éléments de matrice S sont obtenus à partir des fonctions de Green
par les formules de réduction (3.39) et (3.40), dans la jauge de Feynman. Leur
effet est de tronquer les propagateurs des lignes externes et de placer les états sur
leur couche de masse en multipliant par la fonction d’onde correspondant à chaque
particule ou antiparticule du processus. Pour obtenir les règles de Feynman pour
la matrice S, on observe premièrement que, d’après les règles qui viennent d’être
énoncées pour les fonctions de Green, la fonction G̃(−q′,−q, k, k′)abcd qui apparâıt
dans l’équation (3.39) est de la forme

G̃(−q′,−q, k, k′)abcd =

i(−� q′ +m)a′a
q′2 −m2 + iε

i(� q +m)bb′

q2 −m2 + iε

i(� k +m)c′c
k2 −m2 + iε

i(−� k′ +m)dd′

k′2 −m2 + iε
∆a′b′c′d′ ,

∆a′b′c′d′ contenant les contributions des lignes internes et des vertex. La formule
de réduction des spineurs en espace des impulsions (3.39) correspond ensuite aux
manipulations suivantes:

• Fermion d’impulsion k et polarisation α dans l’état initial: multiplier par
le facteur

(−iZ−1/2
2 )[(� k −m)u(α)(k)]c

la fonction de Green qui contient une ligne fermionique entrante d’impulsion
k, et donc un facteur

i(� k +m)c′c
k2 −m2 + iε

.

Il en résulte un facteur Z
−1/2
2 u(α)(k) dans l’élément de matrice S.

• Antifermion d’impulsion k′ et polarisation α′ dans l’état initial: multiplier
par le facteur

(−iZ−1/2
2 )[v(α

′)(k′)(� k′ +m)]d

la fonction de Green qui contient une ligne fermionique sortante d’impulsion
(entrante) k′, et donc un facteur

i(−� k′ +m)dd′

k′2 −m2 + iε
.

Il en résulte un facteur −Z−1/2
2 v(α

′)(k′) dans l’élément de matrice S.

• Fermion d’impulsion q et polarisation β dans l’état final: multiplier par le
facteur

(−iZ−1/2
2 )[u(β)(q)(� q −m)]b

la fonction de Green qui contient une ligne fermionique sortante d’impulsion
(entrante) −q, et donc un facteur

i(� q +m)bb′

q2 −m2 + iε
.

Il en résulte un facteur Z
−1/2
2 u(β)(q) dans l’élément de matrice S.
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• Antifermion d’impulsion q′ et polarisation β′ dans l’état final: multiplier
par le facteur

(−iZ−1/2
2 )[(� q′ +m)v(β

′)(q′)]a

la fonction de Green qui contient une ligne fermionique entrante d’impulsion
(entrante) −q′, et donc un facteur

i(−� q′ +m)a′a
q′2 −m2 + iε

.

Il en résulte un facteur −Z−1/2
2 v(β

′)(q′) dans l’élément de matrice S.

Pour un calcul à l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, Z2 = 1.
Puisque le signe d’un élément de matrice S est inobservable, les règles de Feynman
pour ses lignes fermioniques externes seront résumées par le diagramme suivant:

Finalement, la formule de réduction pour les champs vectoriels (3.40), dans
la jauge λ = 1, indique que la règle de Feynman pour un photon externe de
polarisation ε est

Z
−1/2
3 εµ

dans un élément de matrice S. Le vecteur de polarisation est nécessairement
transverse, kε = 0.

3.4 Grandeurs observables: sections efficaces,

temps de vie

L’élément de matrice S

〈b, out|a, in〉 = 〈b, in|S|a, in〉

antifermion antifermion

Etat initial Etat final

fermion
u
(a)(q) u

(a)(q)Ð

v
(a)(q)Ð

v
(a)(q)

fermion
q q

ÐqÐq
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donne l’amplitude de probabilité de la transition de l’état initial asymptotique
|a, in〉 vers l’état final |b, out〉. Il s’agit maintenant de relier cette quantité aux
grandeurs observées expérimentalement: largeur de désintégration, temps de vie,
rapports de branchement pour un état initial à une particule, section efficace
totale ou différentielle, distributions lors d’une collision de deux particules.

Nous allons nous intéresser à des états initial et final formés de paquets
d’ondes planes dont la distribution en impulsion est très étroitement concentrée
autour d’une valeur pi pour chaque paquet. Cette situation est couramment
réalisée expérimentalement: un accélérateur prépare des faisceaux de particules
d’impulsion déterminée avec une faible dispersion. On pourra alors en bonne
approximation caractériser chaque paquet d’ondes par cette impulsion pi. Idéale-
ment, on aimerait considérer simplement des ondes planes d’impulsion pi mais
celles-ci ne sont pas normalisables.

Afin d’isoler dans la matrice S les transitions non triviales, il est d’usage
d’introduire la décomposition (3.6), S = I + iT . D’autre part, nous avons vu
que tout élément de matrice S contient en facteur une distribution de Dirac de
conservation d’énergie-impulsion. On posera donc:

〈b, in|iT |a, in〉 = (2π)4δ4(P )〈b, in|iτ |a, in〉, (3.92)

où P est la somme de toutes les impulsions entrantes et l’opérateur réduit τ agit
sur des états dont les impulsions vérifient la condition de conservation d’énergie-
impulsion P = 0.

3.4.1 Collision de deux particules: section efficace

Pour définir la section efficace de collision et en obtenir une expression à partir
d’un élément de matrice S, il est commode de considérer un volume fini V = L3

(un cube) et de supposer que l’interaction n’agit que pendant un temps fini T
dans ce volume. La matrice S décrit alors une transition de l’état |a, in〉 avant la
mise en œuvre de l’interaction vers un état |b, out〉 après son interruption.

Dans un volume V et un intervalle de temps T finis, les distributions de Dirac

δ3(p− q) =
∫ d3x

(2π)3
e−i!x·(!p−!q), δ(p0 − q0) =

∫ dt

2π
e−it(p

0−q0)

deviennent

δ3V (p− q) ≡
∫
V

d3x

(2π)3
e−i!x·(!p−!q) =

V

(2π)3
δ!p,!q ,

δT (p
0 − q0) ≡

∫
T

dt

2π
e−it(p

0−q0) =
T

2π
δp0,q0 .

(3.93)

L’impulsion devient discrète, quantifiée:

p =
2π

L
(n1, n2, n3), n1, n1, n3 : entiers. (3.94)
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Une onde plane est normalisable:

fk(x) = V −1/2e−ikx, −→
∫
V
d3x |fk(x)|2 = 1.

Si k2 = m2, fk(x) est une solution de l’équation de Klein-Gordon avec un courant

jµ = if ∗
k (x)

↔
∂µ fk(x) = 2V −1kµ.

Nous dirons alors que le nombre total de particules dans le volume V est 2k0 =∫
V d

3x j0. Ecrivons l’état initial de la collision sous la forme

|a, in〉 = fk1fk2|k1, k2, in〉, k21 = m2
1, k22 = m2

2.

La probabilité de transition est alors

|〈b, out|a, in〉|2 = V −2[(2π)4δ4V (k1 + k2 − Pf )]2 |〈b, in|iτ |k1, k2, in〉|2,

où Pf est la somme des impulsions des particules dans l’état final. Comme

[(2π)4δ4V (k1 + k2 − Pf )]2 = [V Tδk1+k2,Pf
]2 = V T (2π)4δ4V (k1 + k2 − Pf ), (3.95)

il vient

|〈b, out|a, in〉|2 = V −1T (2π)4δ4V (k1 + k2 − Pf )|〈b, in|iτ |k1, k2, in〉|2.

Le taux de transition par unité de volume (probabilité/V T ) est alors

Ti→f = V −2(2π)4δ4V (k1 + k2 − Pf )|〈b, in|iτ |k1, k2, in〉|2.

Supposons ensuite que l’état final est formé de � ondes planes de Klein-Gordon:

|b, out〉 = fp1fp2 . . . fp�
|p1, p2, . . . , p�, out〉, Pf = p1 + p2 + . . .+ p�.

Il n’y a pas de raison de supposer que ces particules sont de masses identiques:
p2i = m2

i . La normalisation des ondes planes va contribuer au taux de transition
par un facteur V −�:

Ti→f = V −2−�(2π)4δ4V (k1 + k2 − p1 − . . .− p�)|〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉|2.

Pour définir la section efficace, supposons que la particule incidente d’impulsion
k2 est la cible au repos: k2 = (m2,0). Dans ce référentiel, on obtient la sec-
tion efficace σ en divisant Ti→f par la densité de particules dans la cible (qui

est 2m2V
−1) et par le flux de particules incidentes (qui est 2|k1|V −1), puis en

sommant sur les états finals possibles:

σ =
(2π)4

4m2|k1|
V −�∑

f

δ4V (k1 + k2 − p1 − . . .− p�)

|〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉|2 ,
(3.96)



GRANDEURS OBSERVABLES: SECTIONS EFFICACES, TEMPS DE VIE 133

où
∑

f désigne la somme sur les états finals. Pour caractériser cette somme, nous
avons besoin du nombre d’états possibles dans V et dans un volume d’impulsion
d3p autour de p, l’impulsion de l’une des particules de l’état final. La discrétisation
de l’impulsion (3.94) indique qu’il y a V (2π)−3d3p états dans d3p: c’est le nombre
de solutions (n1, n2, n3) à l’équation (3.94) dans un volume d3p donné. Le volume
V contenant 2ωp particules d’impulsion p, il y a donc

V d3p

(2π)32ωp

états par particule dans d3p. En conséquence,

σ =
∫
dσ,

dσ =
1

S

(2π)4

4m2|k1|

�∏
i=1

d3pi
(2π)32ωpi

δ4V (k1 + k2 − p1 − . . .− p�)

|〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉|2.

(3.97)

Le facteur 1/S est introduit pour éviter le comptage multiple d’états finals indis-
tinguables: si k particules dans l’état final sont identiques, il faut multiplier dσ
par 1/k!; S est le produit des facteurs k! tenant compte des particules identiques.
Toute dépendance en V et T autre que celle de δV a disparu et on peut prendre
la limite V, T →∞:

dσ =
1

S

(2π)4

4m2|k1|

�∏
i=1

d3pi
(2π)32ωpi

δ4(k1 + k2 − p1 − . . .− p�)

|〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉|2,
(3.98)

qui est l’expression de la section efficace différentielle pour la collision de particu-
les sans spin (des champs de Klein-Gordon), dans le référentiel “du laboratoire”
ou la particule cible de masse m2 est au repos. On peut déduire de (3.98) une
expression invariante de Lorentz en observant que dans ce référentiel, puisque

(k1k2)
2 −m2

1m
2
2 = (ωk1ωk2 − k1 · k2)2 −m2

1m
2
2 = m2

2(ω
2
k1
−m2

1) = (m2|k1|)2,

le dénominateur 4m2|k1| est la valeur de l’invariant 4[(k1k2)
2 −m2

1m
2
2]
1/2. L’ex-

pression invariante de Lorentz de la section efficace différentielle est donc

dσ =
1

S

(2π)4

4
√
(k1k2)2 −m2

1m
2
2

�∏
i=1

d3pi
(2π)32ωpi

δ4(k1 + k2 − p1 − . . .− p�)

|〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉|2,

(3.99)

qui est une fonction de toutes les impulsions k1, k2, p1, . . . , p�. La section efficace
totale σ pour un état final comprenant � particules est obtenue en intégrant (3.99)
sur les impulsions de l’état final; σ est une fonction invariante de Lorentz de k1
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et k2. Comme k21 = m2
1, k

2
2 = m2

2 la seule variable invariante de Lorentz est k1k2
ou encore

s = (k1 + k2)
2.

La section efficace totale est donc une fonction de
√
s, qui est l’énergie totale

dans le référentiel du centre de masse où k1 = −k2.

La section efficace inclusive est la somme des sections efficaces pour tous les
états finals possibles. Pour des champs de Klein-Gordon, elle est donnée par la
somme des sections efficaces pour chaque valeur � du nombre de particules dans
l’état final.

L’expression (3.99) a été dérivée à partir d’ondes planes dans un volume fini,
au lieu de considérer des paquets d’ondes normalisables dans tout l’espace, de la
forme

f̃(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk
f(k)e−ikx.

Il s’avère que (3.99) est valable lorsque les états initial et final sont décrits par
des paquets d’ondes étroits, pour lesquels

i∂µf̃(x) ! pµf̃(x)

est une bonne approximation. C’est le cas si la distribution en impulsion f(k)
s’annule rapidement lorsque k s’éloigne de p.

La dimension physique du taux de transition par unité de volume Ti→f est
longueur−3 temps−1. Comme on obtient σ en le divisant par une densité de nom-
bre de particules (longueur−3) et par un flux de particules (longueur−2 temps−1),
la section efficace a la dimension physique d’une surface.

La formule (3.99) s’applique également aux processus de diffusion de bosons
de spins non nuls. L’amplitude 〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉 dépend dans ce cas
des impulsions et des polarisations de ces particules. Lorsqu’on s’intéresse à une
diffusion de faisceaux incidents non polarisés, la section efficace différentielle est
obtenue en prenant la moyenne de la quantité |〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉|2 sur les
polarisations de l’état initial. Et la section efficace totale comprend une somme
sur toutes les polarisations non observées de l’état final.

Pour un processus de diffusion impliquant des fermions, il faut tenir compte
de la normalisation différente utilisée dans la décomposition en ondes planes du
champ spinoriel. D’après l’équation (1.140), dans un volume V fini, les ondes
planes

ψ
(α)
u,k(x) =

√
m

ωkV
u(α)(k)e−ikx, ψ

(α)
v,k (x) =

√
m

ωkV
v(α)(k)e−ikx

sont normalisées correctement:∫
V
d3xψ

(α)†
u,k (x)ψ

(α)
u,k(x) =

∫
V
d3xψ

(α)†
v,k (x)ψ

(α)
v,k (x) = 1
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(sans somme sur α). Pour ces ondes planes, le courant fermionique s’écrit

jµ = ψ
(α)

A,k (x)γ
µψ

(α)
A,k (x) =

kµ

ωkV
, N = u, v.

Comme la densité de particules est j0 = V −1, il y a une particule dans le volume
V .

Nous avons vu que la contribution à dσ d’une onde plane bosonique de l’état
initial est la suivante: un facteur V −1 de normalisation multiplié par V (2kµ)−1

lorsqu’on divise par le flux, c’est-à-dire un facteur (2kµ)−1. Pour un fermion dans
l’état initial, cette contribution est

m

ωkV
× ωkV

kµ
= 2m × (2kµ)−1.

Il faut donc ajouter un facteur 2m à l’expression (3.99) pour chaque fermion dans
l’état initial.

Pour un boson dans l’état final, trois contributions se multiplient: la normali-
sation (facteur V −1), l’espace de phase (facteur V d3p(2π)−3) qui doit être divisé
par le nombre de particules dans V (facteur (2ωk)

−1). La contribution à dσ est
donc

d3p

(2π)32ωk

pour un boson. Les trois mêmes facteurs pour un fermion dans l’état final sont:

m

ωkV
× V d3p

(2π)3
× 1 = 2m × d3p

(2π)32ωk
.

A nouveau, un fermion dans l’état final ajoute un facteur 2m à l’expression (3.99)
de la section efficace différentielle.

Chaque fermion dans l’état initial ou final est également caractérisé par sa
polarisation α. Si on s’intéresse à une collision de particules non polarisées, il
faut prendre la moyenne sur les deux orientations du spin de chaque fermion
initial, et sommer sur les polarisations finales non observées.

Une remarque sur les dimensions physiques des quantités apparaissant dans la
formule de section efficace est peut-être utile. Nous avons affirmé que la section
efficace est une surface: σ a donc dimension −2 en unité d’énergie (et h̄ = c = 1).
D’après (3.99), il faut pour cela que l’élément de matrice réduit

〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉

ait dimension 2− � si le processus ne comprend que des bosons. Mais cet élément
de matrice est calculé à partir des termes non triviaux de l’élément de matrice
S en extrayant une distribution de Dirac (2π)4δ4(k1 + k2 − p1 − . . . − p�), qui a
dimension −4. L’élément de matrice S doit donc avoir dimension −(�+ 2).
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Pour obtenir la dimension physique de l’élément de matrice S, il convient de
revenir aux champs bosoniques et fermioniques. D’après la forme des densités la-
grangiennes (de dimension 4) qui les décrivent, il est clair que les dimensions des
champs bosoniques et des spineurs sont respectivement 1 et 3/2. Et leurs expan-
sions en ondes planes indiquent que les opérateurs de création ou d’annihilation
sont de dimension −1 pour les bosons, −3/2 pour les fermions. Ce fait est
d’ailleurs confirmé par leurs relations de commutation ou d’anticommutation.
Pour des bosons uniquement, l’élément de matrice S

〈p1, . . . , p�, in|S|k1, k2, in〉

a la dimension de � + 2 opérateurs de création ou d’annihilation17, c’est-à-dire
−(�+2) comme demandé. Si le processus à �+2 particules comprend k fermions,
la dimension de l’élément de matrice S devient −(� + 2) − k/2. Les k fermions
ajoutent donc −k unités à la dimension de dσ. Mais ils ajoutent aussi un facteur
(2m)k, de dimension +k si bien que (2m)k|〈p1, . . . , p�, in|S|k1, k2, in〉|2 a bien
dimension −2(�+ 2).

3.4.2 Désintégration d’une particule instable: largeur,
temps de vie, rapports de branchement

Le désintégration d’une particule instable de type A et de masse M est décrite
par l’équation différentielle

dNA(t)

dt
= −ΓANA(t) = −

1

τA
NA(t), (3.100)

NA(t) étant le nombre de particules au temps t dans un volume arbitraire. La
quantité ΓA est la largeur de désintégration et τA est le temps de vie de la par-
ticule.

Ainsi, la largeur de désintégration de la particule A dans un état final f à �
particules est le taux de transition TA→f par particule de type A. Elle s’obtient
à partir de l’élément de matrice réduit

〈p1, . . . , p�, in|iτ |P, in〉,

où P est l’impulsion de la particule A, par une expression similaire à la section
efficace de collision dans le référentiel du laboratoire (3.98). Il suffit en fait de
supprimer la contribution de la particule projectile, c’est-à-dire le facteur de flux
(2|k1|)−1:

ΓA→f =
(2π)4

2M

1

S

∫ d3p1
(2π)32ωp1

. . .
∫ d3p�

(2π)32ωp�

δ4(P − p1 − . . .− p�)

·|〈p1, . . . , p�, in|iτ |P, in〉|2,
(3.101)

17L’état du vide |0〉 est sans dimension.
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lorsque la réaction ne fait intervenir que des bosons. A nouveau, S est le facteur
tenant compte des particules identiques de l’état final. Et chaque fermion dans
l’état initial ou final ajoute un facteur

2m.

La largeur totale de désintégration sera obtenue en sommant sur tous les états
finals distincts, c’est-à-dire sur tous les modes de désintégration:

ΓA =
∑
f

ΓA→f . (3.102)

Pour un mode fixé, A → f , ΓA→f est la largeur de désintégration partielle, et le
nombre

Bf =
ΓA→f

ΓA
(3.103)

est le rapport de branchement pour le mode de désintégration A→ f .

On peut définir un temps de vie pour chaque mode de désintégration A→ f :

τA→f =
1

ΓA→f

= Bf
−1τA. (3.104)

Notez que τ−1
A =

∑
f τ

−1
A→f .

On peut calculer différentes distributions en n’intégrant pas sur certaines va-
riables de l’état final apparaissant dans (3.101). Par exemple, d

dp01
ΓA→f , qui est la

distribution d’énergie de la particule 1 de l’état final, est obtenue en n’intégrant

pas sur la variable |p1| =
√
ω2
p1
−m2

1 (ωp1 = p01), avec dp
0
1 = |p|d|p|/p01.

3.4.3 Calculs d’espace de phase

Le calcul d’une section efficace ou d’une largeur comprend des intégrations sur les
variables de l’espace de phase de l’état final p1, . . . , p�. Certaines particularités de
ces intégrations méritent d’être discutées. La conservation d’impulsion, présente
par une distribution de Dirac dans σ ou ΓA→f , permet l’intégration de quatre
de ces variables. D’autres intégrations peuvent être simplifiées par un choix
judicieux de référentiel. D’autre part, dans un processus qui n’implique pas de
polarisations ou dans lequel on a sommé et moyenné les polarisations finales et
initiales, l’intégrant de σ ou ΓA→f est une fonction des invariants de Lorentz
qu’on peut former avec les impulsions des particules participant au processus. La
conservation d’impulsion peut souvent être utilisée pour simplifier au maximum
cette dépendance.

Désintégration en deux particules

La conservation d’impulsion s’écrit

P = p1 + p2 , (3.105)
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P étant l’impulsion de la particule en désintégration, P 2 = M2. P est un
quadrivecteur connu puisque l’état initial est supposé connu. L’équation (3.105)
implique que tous les invariants formés avec P , p1 et p2 sont déterminés par l’état
initial et donc connus:

p21 = m2
1, p22 = m2

2,

p1p2 =
1
2
[P 2 −m2

1 −m2
2], Pp1 = m2

1 + p1p2, Pp2 = m2
2 + p1p2.

La quantité |〈p1, p2, in|iτ |P, in〉|2 est donc complètement déterminée par l’état
initial. D’après (3.101), la largeur d’une désintégration en deux particules s’écrit
alors18

Γ =
1

2M
|〈p1, p2, in|iτ |P, in〉|2

∫
dLips, (3.106)

avec un facteur 1/2 si l’état final comprend deux particules identiques. L’intégrale
sur l’espace de phase donne:∫

dLips =
∫ d3p1

(2π)32ωp1

∫ d3p2
(2π)32ωp2

(2π)4δ4(P − p1 − p2)

= 2π
∫ d3p1

(2π)32ωp1

∫
d4p2 θ(p

0
2)δ(p

2
2 −m2

2)δ
4(P − p1 − p2)

= 2π
∫ d3p1

(2π)32ωp1
θ(P 0 − p01)δ(M2 +m2

1 −m2
2 − 2Pp1).

(3.107)

Comme cette expression est invariante de Lorentz, il est plus simple de la calculer
dans le référentiel au repos de la particule instable19, où P = (M,0) et Pp1 =
Mp01 =Mωp1 . En observant que

1

2ωp1
d3p1 =

1

2ωp1
|p1|2 dΩ d|p1| =

1

2

√
(p01)

2 −m2
1 dΩ dp

0
1, ( |p1|d|p1| = p01dp

0
1 ),

où dΩ est l’élément d’angle solide, on obtient∫
dLips =

1

16π2M

∫
dΩ
∫ ∞

m1

dp01

√
(p01)

2 −m2
1 θ(M − p01)

·δ
(
p01 − 1

2M
(M2 +m2

1 −m2
2)
)

=
1

8πM2

√
∆(M2,m2

1,m
2
2),

(3.108)

où la fonction ∆ est définie par

∆(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz. (3.109)

Dans (3.108), la fonction θ(M − p01) est toujours égale à un. Il suit de (3.108)
que la largeur de désintégration en deux particules est simplement:

Γ =
1

16πM3

√
∆(M2,m2

1,m
2
2) |〈p1, p2, in|iτ |P, in〉|2, (3.110)

18Lips signifie “Lorentz invariant phase space”.
19C’est aussi le référentiel du centre de masse.
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avec un facteur 1/2 lorsque l’état final contient deux particules identiques. Dans
le référentiel du centre de masse, l’impulsion |p| de chaque particule émise est

|p| = |p1| = |p2| =
1

2M

√
∆(M2,m2

1,m
2
2),

si bien que

Γ =
|p|

8πM2
|〈p1, p2, in|iτ |P, in〉|2. (3.111)

Collision: état final à deux particules

Pour une collision de deux particules d’impulsions k1 et k2 et un état final à deux
particules,

P = k1 + k2 = p1 + p2,

il est utile d’introduire les variables de Mandelstam

s = (k1 + k2)
2 = (p1 + p2)

2,
t = (k1 − p1)2 = (k2 − p2)2,
u = (k1 − p2)2 = (k2 − p1)2.

(3.112)

Ces quantités vérifient

s+ t+ u = m2
1 +m2

2 + m̃2
1 + m̃2

2, (k2i = m2
i , p2i = m̃2

i , i = 1, 2, ). (3.113)

En l’absence de polarisations (initiales ou mesurées), n’importe quel produit de
deux quadrivecteurs s’exprime en fonction de s, t, u et des masses, c’est-à-dire
de deux variables indépendantes seulement. Comme s est déterminé à partir de
l’état initial uniquement, la quantité

|〈p1, p2, in|iτ |k1, k2, in〉|2

dépend de s (connu) et d’une variable t ou u reliée à l’état final. Le calcul de
la section efficace n’impliquera qu’une seule intégration d’espace de phase non
triviale.

La quantité
√
s est l’énergie totale dans le référentiel du centre de masse de

la collision. Dans ce référentiel:

k1 = (ωk1 ,
k), k2 = (ωk2 ,−k),

p1 = (ωp1 , p), p2 = (ωp2 ,−p),

avec
√
s = ωk1 + ωk2 = ωp1 + ωp2 . Comme k est connu et

|p| = 1

2
√
s

√
∆(s, m̃2

1, m̃
2
2),

la seule variable de l’état final qui n’est pas fixée par la cinématique est l’angle
entre les vecteurs k et p,

cos θ =
k · p
|k||p|

.
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Cet angle de diffusion intervient dans t et u:

t = m2
1 + m̃2

1 − 2ωk1ωp1 + 2|k||p| cos θ,
u = m2

1 + m̃2
2 − 2ωk1ωp2 − 2|k||p| cos θ.

Dans le référentiel du centre de masse, la section efficace (3.99) devient

dσ =
1

S

1

4
√
s|k|

dLips |〈p1, p2, in|iτ |k1, k2, in〉|2,

puisque (k1k2)
2 −m2

1m
2
2 = s|k|2. Les mêmes manipulations que dans (3.107) et

(3.108) permettent d’intégrer sur d3p2 et d|p1|. Il vient:

dσ

dΩ
=

1

2(8π)2s3/2|k|

√
∆(s, m̃2

1, m̃
2
2)

1

S
|〈p1, p2, in|iτ |k1, k2, in〉|2

=
1

(8π)2s

|p|
|k|

1

S
|〈p1, p2, in|iτ |k1, k2, in〉|2,

(3.114)

Ω étant l’angle solide du vecteur p1 = p (par rapport à la direction du vecteur
k). Si l’état final comprend deux particules identiques, S = 2, sinon S = 1.

Pour calculer la section efficace totale, il reste à intégrer cette dernière ex-
pression sur dΩ = dφd cos θ, avec en général une dépendance en θ de l’élément
de matrice réduit. Comme l’intégration sur l’angle azimutal φ produit un facteur
2π, la distribution angulaire est

dσ

d cos θ
=

1

32πs

|p|
|k|

1

S
|〈p1, p2, in|iτ |k1, k2, in〉|2. (3.115)

Dans le référentiel du laboratoire où

k1 = (E1, k1), E1 =
√
m2

1 + k21, k2 = (m2,0), (3.116)

comme (k1k2)
2−m2

1m
2
2 = m2

2(E
2
1−m2

1) = (m2|k1|)2, la section efficace différentielle
(3.99) s’écrit

dσ =
1

S

1

4m2|k1|
dLips |〈p1, p2, in|iτ |k1, k2, in〉|2.

La conservation d’impulsion k1 + k2 = p1 + p2 et l’invariance azimutale de la
cinématique indiquent qu’une seule intégration d’espace de phase est non triviale.
La variable que cette intégration implique est en général cos θ = p1 ·k1(|p1||k1|)−1.

Désintégration en trois particules

Supposons qu’on s’intéresse à un état final contenant trois particules d’impulsions
p1, p2, p3, dans le référentiel du centre de masse; par conservation d’impulsion,

√
s = ωp1 + ωp2 + ωp3 , p1 + p2 + p3 = 0.
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La seconde égalité indique que l’état final est contenu dans un plan. Elle implique
aussi:

p 2
3 = (

√
s− ωp1 − ωp2)2 −m2

3 = |p1|2 + |p2|2 + 2|p1||p2| cos θ,
θ étant l’angle entre p1 et p2. Cette angle peut donc être exprimé, par exemple,
en fonction de |p1| et |p2|:

cos θ =
1

2|p1||p2|
[
(
√
s− ωp1 − ωp2)2 −m2

3 − |p1|2 − |p2|2
]
. (3.117)

De plus, les valeurs limites −1 ≤ cos θ ≤ 1 impliquent des conditions sur |p1| et
|p2|: ∣∣∣(√s− ωp1 − ωp2)2 −m2

3 − |p1|2 − |p2|2
∣∣∣ ≤ 2|p1||p2|. (3.118)

Pour des masses nulles dans l’état final, ces conditions deviennent:

1

2

√
s− |p1| ≤ |p2| ≤

1

2

√
s, 0 ≤ |p1| ≤

1

2

√
s. (3.119)

Autrement dit, l’énergie de chaque particule est au plus
√
s/2, et la somme des

énergies de deux particules est au minimum
√
s/2.

Pour une désintégration en trois particules,
√
s =M , la masse de la particule

instable. Dans le référentiel au repos de cette particule (centre de masse), l’état
initial ne possède pas de direction privilégiée s’il n’est pas polarisé. La direction
d’une des impulsions, par exemple p1, est sans information et il ne reste que
deux variables significatives, par exemple |p1| et |p2|. En général, le calcul d’une
largeur avec un état final à trois particules impliquera donc deux intégrations non
triviales. D’après (3.101),

Γ =
1

2M S

∫
|〈p1, p2, p3, in|iτ |P, in〉|2 dLips. (3.120)

Dans un processus sans polarisation, le carré de l’élément de matrice dépend des
invariants Pp1, Pp2 et p1p2. Dans le référentiel du centre de masse,

Pp1 =Mωp1 , Pp2 =Mωp2 , p1p2 = ωp1ωp2 − |p1||p2| cos θ,

et cos θ est une fonction de |p1| et |p2|: les trois invariants dépendent bien de
deux variables.

L’espace de phase à trois particules peut se calculer de la manière suivante:

dLips = (2π)4
d3p1

(2π)32ωp1

d3p2
(2π)32ωp2

d3p3
(2π)32ωp3

δ4(P − p1 − p2 − p3)

= 2π
d3p1

(2π)32ωp1

d3p2
(2π)32ωp2

d4p3 δ(p
2
3 −m2

3)θ(p
0
3)δ

4(P − p1 − p2 − p3)

= π
d3p1

(2π)32ωp1

d3p2
(2π)32ωp2

θ(M − ωp1 − ωp2)

· 1

|p1||p2|
δ (f(|p1|, |p2|)− cos θ),
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avec P = (M,0) dans le référentiel du centre de masse et

f(|p1|, |p2|) =
1

2|p1||p2|
[
(M − ωp1 − ωp2)2 −m2

3 − |p1|2 − |p2|2
]
. (3.121)

La distribution de Dirac impose la relation (3.117) et les inégalités (3.118) sur le
domaine de variation de |p1| et |p2| (ou des énergies ωp1 = p01 et ωp2 = p02). Notez
que θ(M − ωp1 − ωp2) = 1 puisque la valeur maximale de ωp1 + ωp2 est M −m3,
lorsque p3 = 0. Ensuite,

d3p2
2ωp2

=
|p2|2
2ωp2

d|p2| dφ d cos θ =
1

2
|p2|dφ d cos θ dp02,

d3p1
2ωp1

=
|p1|2
2ωp1

d|p1| dΩ1 =
1

2
|p1| dΩ1 dp

0
1,

où φ est l’angle azimutal de p2 autour de p1, θ l’angle entre p1 et p2 et Ω1 est
l’angle solide de p1. Avec ces variables, il vient

dLips =
1

8
(2π)−5 dΩ1 dφ dp

0
1 dp

0
2, (3.122)

les valeurs admissibles des énergies p01 et p02 étant définies par les conditions
contenues dans (3.118). En insérant (3.122) dans (3.120) et en supposant que
l’élément de matrice est exprimé en fonction de p01 et p02, il vient:

dΓ =
1

16(2π)5M

1

S
dΩ1 dφ dp

0
1 dp

0
2 |〈p1, p2, p3, in|iτ |P, in〉|2.

Ou encore:
dΓ

dp01 dp
0
2

=
1

8(2π)3M

1

S
|〈p1, p2, p3, in|iτ |P, in〉|2. (3.123)

La représentation graphique de cette distribution dans le domaine admissible du
plan (p01, p

0
2) est le graphe de Dalitz. La distribution est plate si l’élément de

matrice est indépendant des énergies et le relief du graphe de Dalitz est donc une
image de |〈p1, p2, p3, in|iτ |P, in〉|2.

Références

La matrice S et le développement de la théorie des perturbations pour le calcul
de ses éléments de matrice se trouvent au centre de chaque exposé de la théorie
quantique des champs. Par exemple:
Itzykson et Zuber [1], section 5.1 et chapitre 6; Peskin et Schroeder [6], chapitre
4; Weinberg [2], chapitres 3 et 6.
On y trouvera également une discussion d’aspects plus techniques laissés ici de
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côté (propriétés d’analyticité, unitarité et causalité, . . .). Le lien entre matrice S
et section efficace ou taux de transition s’y trouve évidemment décrit; voir aussi:
Halzen et Martin [8], sections 4.3 et 4.4.

Pour une discussion approfondie de la cinématique relativiste et de l’espace de
phase:
Byckling et Kajantie [17], ou Hagedorn [18].

Exercices

3.1 En s’inspirant du cas du propagateur (sect. 2.5), obtenir l’équation diffé-
rentielle vérifiée par la fonction de Green à n points du champ scalaire. Il
s’agit de calculer

(✷x1 +m2)〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2) . . . ϕ(xn)|0〉.

3.2 Montrer que dans une désintégration en deux particules et dans le référen-
tiel du centre de masse, l’impulsion |p| de chaque particule émise est

|p| = |p1| = |p2| =
1

2M

√
∆(M2,m2

1,m
2
2).

De même, montrer que dans une collision avec un état final à deux particules
et dans le référentiel du centre de masse, l’impulsion |p| de chaque particule
émise est

|p| = 1

2
√
s

√
∆(s, m̃2

1, m̃
2
2).

3.3 Donner une expression perturbative de l’élément de matrice S pour la
diffusion électron–photon (diffusion Compton) à partir de la formule de
réduction (3.43).

Pour cela, insérer le courant électromagnétique de l’électron jµ(x) = −e :
ψ(x)γµψ(x) : dans ladite formule, admettre que les champs spinoriels sont
libres (à l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations) et utiliser le
théorème de Wick.

Le résultat pourra être comparé à la discussion du paragraphe 5.2.1.





Chapitre 4

Densités lagrangiennes
phénoménologiques

Dans la section 1.5, nous avons énuméré sans justification particulière l’ensemble
des termes admissibles dans la densité lagrangienne d’une théorie quantique de
champs scalaires, spinoriels et de jauge. La densité lagrangienne est invariante
sous les transformations (globales) de Lorentz propres orthochrones (invariance
relativiste) ainsi que sous celles d’un groupe de jauge qui détermine les propriétés
des champs de spin un de la théorie. Le choix du groupe de jauge est libre, ainsi
que celui des représentations des champs scalaires et spinoriels1.

D’autre part, nous avons développé dans le chapitre 3 les outils permettant
de calculer en théorie des perturbations des observables telles que sections ef-
ficaces ou temps de vie, étant donné la densité lagrangienne d’interaction ou
l’hamiltonien correspondant.

L’objet de ce chapitre est de donner une discussion de nature plus phénomé-
nologique des densités lagrangiennes utiles à la description des interactions fortes,
faibles et électromagnétiques des particules élémentaires (quarks, leptons, champs
de jauge) ou non (hadrons). Pour les particules élémentaires, la forme des inter-
actions est contenue dans le Modèle standard de Glashow, Salam et Weinberg2.

Le respect ou la violation de symétries discrètes telles que la parité P , la con-
jugaison de charge C ou le renversement du temps T ont joué un rôle important
dans l’étude des interactions des particules élémentaires et dans la classification
des forces fondamentales mises en jeu. Par exemple, seules les interactions faibles
violent P . Puisque ces propriétés donnent des informations sur la forme des den-
sités lagrangiennes d’interaction, nous commençons par l’étude de C, P et T .

1A l’exception de la condition dite “d’absence d’anomalie” pour les fermions, qui est
brièvement discutée dans l’appendice B.

2La densité lagrangienne du Modèle standard est décrite dans le chapitre 8.
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4.1 Invariance ou violation de C, P et T

La parité P et le renversement du temps T sont naturellement reliés au principe
d’invariance relativiste puisque ces symétries discrètes sont contenues dans le
groupe de Lorentz. Par contre, la conjugaison de charge C, qui relie particules et
antiparticules, est liée à l’existence de ces dernières qui est une conséquence de
la théorie quantique des champs.

Une transformation du groupe de Lorentz Λ se décompose selon Λ = ΛDΛ0,
Λ0 étant une transformation de Lorentz propre orthochrone et ΛD un élément
discret,

ΛD ∈ {1, P, T, PT}.

Ces quatre transformations forment un sous-groupe discret Z2 × Z2 du groupe
de Lorentz. La parité et le renversement du temps agissent sur les coordonnées
selon

xµ = (x0, x)
P−→ (x0,−x),

xµ = (x0, x)
T−→ (−x0, x).

D’autre part, la quantification des champs libres chargés impose l’existence d’anti-
particules dont les propriétés intrinsèques d’espace-temps (masse et spin) sont
identiques à celles de la particule, mais dont les nombres quantiques internes
(charges) associés aux courants conservés des symétries internes sont opposés. La
conjugaison de charge est alors définie comme une transformation reliant particule
et antiparticule, qui inverse les nombres quantiques reliés aux symétries internes
et donc au groupe de jauge.

Un théorème fondamental (le théorème CPT ) affirme que toute théorie de
champs (locaux) respecte la symétrie CPT , quelle que soit la forme des interac-
tions. Il est donc impossible de décrire un processus violant cette symétrie dans
le cadre de la théorie quantique des champs.

Dans les paragraphes suivants, nous allons successivement discuter les trans-
formations sous C, P , CP , T et CPT des champs de spins 0, 1/2 et 1 dans le
cadre d’une théorie de jauge, ainsi que les interactions susceptibles de violer ces
symétries.

4.1.1 La conjugaison de charge C

Nous avons vu (sect. 1.5) que l’interaction d’un champ de Dirac de charge qe
avec le photon est décrite par la densité lagrangienne

L(ψ,Aµ) = −
1

4
FµνF

µν + ψ(iγµ∂µ + qeγµAµ −m)ψ. (4.1)
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Cette forme peut être obtenue en imposant l’invariance sous les transformations
de jauge

ψ −→ eiqαψ, Aµ −→ Aµ + e−1∂µα.

L’équation d’Euler-Lagrange du fermion est donc

(iγµ∂µ + qeγµAµ −m)ψ = 0. (4.2)

Le champ de jauge Aµ est couplé au courant conservé quantifié

jµ = qe : ψγµψ : , (4.3)

et la quantification du champ spinoriel libre mène aux relations

[Q,ψ] = qeψ, [Q,ψ] = −qeψ, (4.4)

où l’opérateur de charge est

Q = qe
∫
d3x j0 = qe

∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
b†α(k)bα(k)− d†α(k)dα(k)

]
. (4.5)

Comme le champ ψ crée une particule et détruit une antiparticule, la charge de
la particule de spin 1/2 décrite par ψ est qe, celle de son antiparticule (créée par
ψ) étant −qe 3.

Au lieu de ψ, on pourrait considérer un champ ψc décrivant un fermion de
charge −qe et dont l’équation du mouvement serait

(iγµ∂µ − qeγµAµ −m)ψc = 0. (4.6)

Dans l’espace des états, l’opération q → −q revient à échanger le rôle des
opérateurs bα(k) et dα(k) et donc à échanger particules et antiparticules: c’est la
conjugaison de charge. Pour exprimer l’équivalence entre les deux théories, on
peut construire un opérateur C agissant dans l’espace des états qui vérifie

Cbα(k)C−1 =
∑
β

(ξb)αβdβ(k), Cdα(k)C−1 =
∑
β

(ξd)αβbβ(k). (4.7)

Les égalités (4.7) définissent l’action de C sur les opérateurs de création et d’anni-
hilation. Pour exhiber la symétrie reliant les descriptions de ψ et de son conjugué
de charge ψc et construire explicitement l’opérateur C, nous allons déterminer
l’action de la conjugaison de charge sur le champ ψ lui-même, dont l’expansion
s’écrit4

ψ(x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
bα(k)u

(α)(k)e−ikx + d†α(k)v
(α)(k)eikx

]
.

3Il s’agit d’une convention terminologique; dire que ψ a charge qe revient à poser les équations
(4.4).

4Les spineurs u(α)(k) et v(α)(k) sont définis par les équations (1.137).
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Les égalités (4.7) suggèrent de chercher une relation entre les spineurs u(α)(k) et
v(α)(k) qui comprenne une conjugaison hermitique inversant les phases e±ikx et
conjuguant les opérateurs. Autrement dit, il faut une relation entre [u(α)(k)]τ ou
[v(α)(k)]τ et respectivement v(α)(k) ou u(α)(k).

Premièrement, puisque les matrices −γµτ vérifient

{−γµτ ,−γντ} = 2ηµνI = {γµ, γν},

il existe une matrice C telle que5

−γµτ = C−1γµC. (4.8)

Dans les choix de matrices de Dirac utilisées ici, γ0 et γ2 sont symétriques, γ1 et
γ3 antisymétriques. On peut alors choisir

C = iγ2γ0, C = −C−1 = −C† = −Cτ = C∗. (4.9)

Deuxièmement, la matrice C permet d’écrire

(� k ±m)τ = −C−1(� k ∓m)C,

et donc
Cu(α)(k)τ = −[2m(m+ ωk)]

−1/2(� k −m)Cγ0u(α),

Cv(α)(k)τ = [2m(m+ ωk)]
−1/2(� k +m)Cγ0v(α).

Dans la base des spineurs constants u(α) et v(α) choisie conventionnellement dans
les chapitres précédents, il vient

Cψ
τ
=
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

([
d2(k)u

(1)(k)− d1(k)u(2)(k)
]
e−ikx

+
[
−b†2(k)v(1)(k) + b†1(k)v

(2)(k)
]
eikx
)
.

(4.10)

Troisièmement, on montre que Cψ
τ
et ψc vérifient la même équation de Dirac,

(4.6). Le conjugué de Dirac de l’équation (4.2) est

−i∂µψγµ + qeAµψγ
µ −mψ = 0.

En transposant avec l’aide de (4.8), et en multipliant par C, il vient

(iγµ∂µ − qeγµAµ −m)Cψ
τ
= 0,

qui est bien l’équation (4.6). Il est donc légitime de poser

ψc = Cψ
τ
= −γ0Cψ†τ , ψ

c
= ψτC, (4.11)

5Son existence est une conséquence de l’unicité de la représentation de l’algèbre de Dirac
par des matrices 4× 4. Ne pas confondre la matrice C et l’opérateur dans l’espace des états C.
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sans introduire de phase (conventionnelle). Notez que (ψc)c = ψ, en conformité
avec C2 = 1. Avec C = iγ2γ0, ψc = iγ2ψ†τ . La conjugaison de charge ne préserve
pas la chiralité:

(ψL,R)
c = −γ0CPL,R ψ†τ = PR,L ψ

c = (ψc)R,L. (4.12)

L’expansion (4.10) montre que la transformation de conjugaison de charge
ψ −→ ψc = Cψ

τ
équivaut à l’échange

b1(k) , b2(k) ←→ d2(k) , −d1(k).

Autrement dit, la conjugaison de charge du champ spinoriel s’écrit

ψ
C−→ ψc = CψC−1 = Cψ

τ
, (4.13)

l’action de C sur les opérateurs de création et d’annihilation étant donnée par
l’équation (4.7) avec

ξb =

(
0 1
−1 0

)
= iσ2, ξd = −ξb. (4.14)

C est un opérateur linéaire unitaire dans l’espace de Fock. Il suit de C2 = 1 (ou
de (ψc)c = ψ) que ξbξd = I.

Il est intéressant de déterminer l’action de la conjugaison de charge sur les
opérateurs d’un champ spinoriel développé dans la base des états d’hélicité:

ψ(x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
b̂α(k)û

(α)(k)e−ikx + d̂†α(k)v̂
(α)(k)eikx

]
, (4.15)

les solutions û(α)(k) et v̂(α)(k) étant définies par les équations (1.150–1.151). Com-
me précédemment

Cψ
τ
=
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
b̂†α(k)C[û

(α)
(k)]τeikx + d̂α(k)C[v̂

(α)
(k)]τe−ikx

]
,

avec
Cû

(α)
(k)τ = −[2m(m+ ωk)]

−1/2(� k −m)Cγ0û(α)∗,

Cv̂
(α)

(k)τ = [2m(m+ ωk)]
−1/2(� k +m)Cγ0v̂(α)∗.

Dans les représentations des matrices de Dirac utilisées ici,

Cγ0û(α)∗ = iγ2
(
ϕ(α)∗

0

)
=

(
0

−iσ2ϕ(α)∗

)
,

Cγ0v̂(α)∗ = iγ2
(

0
χ(α)∗

)
=

(
iσ2χ

(α)∗

0

)
.
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Comme de plus

(σ · k)[−iσ2ϕ(α)∗] = iσ2[(σ · k)ϕ(α)]∗ = λα|k|[iσ2ϕ(α)∗],

(σ · k)[iσ2χ(α)∗] = −iσ2[(σ · k)χ(α)]∗ = λα|k|[−iσ2χ(α)∗],

λα = −(−1)α, la comparaison avec (1.151) suggère qu’il est naturel de choisir

χ(α) = −iσ2ϕ(α)∗ (4.16)

(qui implique ϕ(α) = iσ2χ
(α)∗). Il vient alors

Cγ0û(α)∗ =

(
0
χ(α)

)
= v(α), Cγ0v̂(α)∗ =

(
ϕ(α)

0

)
= u(α),

ainsi que

Cû
(α)

(k)τ = v(α)(k), Cv̂
(α)

(k)τ = u(α)(k).

Dans la base des états d’hélicité, le conjugué de charge du champ spinoriel est

ψ(x)
C−→ ψc(x) = Cψ(x)C−1 = Cψ

τ
(x)

=
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
d̂α(k)u

(α)(k)e−ikx + b̂†α(k)v
(α)(k)eikx

]
.

(4.17)
En comparant avec (4.15),

Cb̂α(k)C−1 = d̂α(k), Cd̂α(k)C−1 = b̂α(k). (4.18)

La conjugaison de charge échange particules et antiparticules, mais laisse k et
l’hélicité λα/2 invariantes.

La relation avec la transformation obtenue dans la base u(α), v(α) des états
propres de S3 est la suivante. Si on choisit k = (0, 0, k), alors

û(α) = u(α), v̂(1) = v(2), v̂(2) = −v(1),

d’après (4.16). Autrement dit,

b̂α(k) = bα(k), d̂1(k) = d2(k), d̂2(k) = −d1(k).

La transformation (4.18) cöıncide alors avec les équations (4.7) et (4.14).

Comme les champs spinoriels apparaissent dans les densités lagrangiennes en
combinaisons bilinéaires telles que ψγµψ, il est utile de considérer la transforma-
tion de ces objets sous C:

ψχ
ψγ5χ
ψγµχ
ψγµγ5χ
ψ[γµ, γν ]χ




C−→




χψ
χγ5ψ
−χγµψ
χγµγ5ψ
−χ[γµ, γν ]ψ

(4.19)
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Ces résultats utilisent l’anticommutation de deux champs spinoriels lorsqu’une
transposition est effectuée; par exemple, ψχ =

∑
a ψaχa = −∑a χaψa = −χτψτ

.
En conséquence, le conjugué de charge du courant de Dirac quantifié (courant
électromagnétique) est

jcµ = qe : ψ
c
γµψ

c : = −qe : ψγµψ := −jµ,

en tenant compte de l’anticommutation des champs spinoriels quantifiés lors de
la transposition. Comme prévu, la conjugaison de charge renverse le signe du
courant et donc celui de la charge Q =

∫
d3x j0. Pour les courants chiraux qui

apparaissent dans les interactions de jauge,

ψγµψL,R
C−→ −ψγµψR,L;

C renverse la chiralité et une théorie de jauge ne pourra être invariante que si les
composantes des deux chiralités de chaque spineur couplé à un champ de jauge
et portant donc une charge sont présentes, avec les mêmes transformations de
jauge. Nous n’allons pas énumérer ici les interactions qui préservent ou violent la
conservation de C; il est plus approprié (et plus simple) de discuter les violations
de P et CP , et d’en tirer l’information sur celle de C.

Champ de jauge

Pour le champ de jauge, inverser le signe de la charge q équivaut à postuler la
transformation

Aµ
C−→ Ac

µ = −Aµ. (4.20)

Si l’équation de Dirac (4.2) est vérifiée par les champs ψ et Aµ, elle est aussi
vérifiée par ψc et Ac

µ:

(iγµ∂µ + qeγµAc
µ −m)ψc = 0,

d’après (4.6). La théorie est donc invariante sous C, c’est-à-dire sous les trans-
formations (4.11) et (4.20). Au niveau de la densité lagrangienne on a

L(ψc, Ac
µ) = ψ

c
(iγµ∂µ + qeγµAc

µ −m)ψc = L(ψ,Aµ) + i∂µ(ψγµψ).

Comme une divergence ∂µ(. . .) peut toujours être omise, L(ψ,Aµ) et L(ψc, Ac
µ)

sont équivalentes et C laisse l’action invariante (de forme):

S(ψ,Aµ) =
∫
d4xL(ψ,Aµ) = S(ψc, Ac

µ).

Champ scalaire

Le second champ qui possède particules et antiparticules, ainsi qu’un courant con-
servé est le champ scalaire complexe φ(x). A nouveau, la conjugaison de charge
doit échanger les particules (créées par les opérateurs a†(k)) et les antiparticules
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(créées par b†(k)) et inverser la charge Q =
∫
d3x j0. La définition naturelle de

l’action de l’opérateur C est alors

Cφ(x)C−1 = ξφ†(x) = φc(x), (4.21)

ξ étant une phase. Comme C2=1, il est naturel (mais pas obligatoire) de se
limiter à ξ = ±1. Pour un champ de charge q′e, la densité lagrangienne est

L(φ,Aµ) = (Dµφ
†)(Dµφ)−m2φ†φ, (4.22)

avec
Dµφ = ∂µφ− iq′eAµφ, Dµφ

† = ∂µφ
† + iq′eAµφ

†.

Les transformations (4.21) et (4.20) conduisent à

Dµφ
C−→ ∂µφ

c − iq′eAc
µφ

c = ξDµφ
†,

et la densité lagrangienne (4.22) est invariante sous C.

Pour un champ scalaire réel, on peut poser

Cϕ(x)C−1 = ξϕ(x), ξ = ±1,

qui est cependant d’intérêt académique: un champ scalaire unique n’a pas de
charge et ξ est sans contenu physique.

4.1.2 Le spineur de Majorana

Pour un champ scalaire ou de jauge, la condition de réalité du champ (d’hermi-
ticité pour le champ quantifié) élimine la notion d’antiparticule. Un champ réel
n’a ni charge ni antiparticule: il est (au signe près) invariant sous C. On est en
droit d’imposer la condition d’hermiticité puisqu’elle est invariante de Lorentz.
Pour un champ spinoriel, les générateurs du groupe de Lorentz

Sµν =
i

4
[γµ, γν ],

ne sont ni imaginaires, ni réels. Une condition telle que ψ∗ = (ψ†)τ = ψ n’est
donc pas invariante de Lorentz. Il existe cependant une prescription invarian-
te de Lorentz qui conduit à un spineur sans charge pour lequel la particule et
l’antiparticule sont identifiées: c’est la condition de Majorana, dont la solution
est le spineur de Majorana.

Un spineur de Majorana vérifie la condition

ψ = ψc. (4.23)

Puisque la conjugaison de charge échange particules et antiparticules, cette con-
dition implique qu’un spineur de Majorana ne peut être utile qu’à la description
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de particules de spin 1/2 indistinguables de leurs antiparticules. Dans une théorie
de jauge, la condition de Majorana ne peut être imposée que si la transformation
de jauge du spineur est identique à celle de son conjugué de charge. Pour une
transformation infinitésimale6 de la forme δψI = iαA(TA)IJψJ , il vient

δψI
c = C(δψ

I
)τ = −iαA[(TA)IJ ]∗ψJ

c ,

et la condition de Majorana ne peut être imposée que si les générateurs TA

sont imaginaires7. En particulier, les charges associées au groupe U(1) (celui
de l’électrodynamique) sont nulles pour un spineur de Majorana, puisque C les
inverse.

L’invariance de Lorentz de la condition (4.23) suit de la transformation de
Lorentz infinitésimale du spineur

δψ(x) = − i
2
ωµνS

µνψ(x),

[§ 1.3.4] qui implique

δψ(x) = +
i

2
ωµνψ(x)S

µν , δψc(x) = C(δψ)τ = − i
2
ωµνS

µνψc(x).

Ainsi, ψ et ψc ont la même transformation de Lorentz et la condition (4.23) est
invariante de Lorentz.

Le spineur de Majorana n’a que deux composantes indépendantes. On le voit
par exemple en décomposant: ψ = ψL + ψR. La condition de Majorana s’écrit
alors

ψR = (ψL)
c = −γ0Cψ†

L

τ
, (4.24)

qui détermine ψR à partir de ψL. Certaines identités sont particulières au spineur
de Majorana. Par exemple:

ψRγ
µ∂µψR = −∂µψLγ

µψL = −∂µ(ψLγ
µψL) + ψLγ

µ∂µψL,

ψψ = ψτ
LCψL + ψLCγ

0ψ†
L

τ
= ψτ

LCψL + (ψτ
LCψL)

†.

La densité lagrangienne libre d’un spineur de Majorana est alors

LMaj. =
1

2
ψ(iγµ∂µ −m)ψ. (4.25)

En omettant la divergence −1
2
i∂µ(ψLγ

µψL), qui ne contribue pas aux équations
d’Euler-Lagrange, cette densité lagrangienne peut être remplacée par

LMaj. = iψLγ
µ∂µψL −

1

2
m
[
ψτ
LCψL + (ψτ

LCψL)
†] , (4.26)

qui ne dépend que de ψL et de son conjugué hermitique. Le terme de masse de
la forme ψτ

LCψL + (ψτ
LCψL)

† est qualifié de masse de Majorana.

6Section 1.5.
7Mathématiquement, ceci signifie que le spineur de Majorana se transforme dans une

représentation réelle du groupe de jauge.
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4.1.3 La parité P

La parité x
P→ (x0,−x) renverse les impulsions p et laisse l’énergie et la direction

du spin inchangées. Sur les observables physiques, P 2 = 1.

Nous commencerons par le spineur de Dirac. La transformation de parité des
opérateurs de création et d’annihilation sera de la forme

Pbα(k)P−1 = ηbbα(k
0,−k), Pdα(k)P−1 = ηddα(k

0,−k), (4.27)

avec deux phases ηb et ηd. Les grandeurs physiques dépendent d’un nombre pair
de spineurs: la condition P 2 = 1 sur les observables implique en général que
η4b = η4d = 1. Pour déterminer la transformation du champ ψ(x), on observe que

γ0ψ(x0,−x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
bα(k̃)γ

0u(α)(k̃)e−ikx + d†α(k̃)γ
0v(α)(k̃)eikx

]

=
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
bα(k̃)u

(α)(k)e−ikx − d†α(k̃)v(α)(k)eikx
]
,

avec la notation
k̃ = (k0,−k).

La seconde égalité utilise les résultats

u(α)(k̃) = γ0u(α)(k), v(α)(k̃) = −γ0v(α)(k),

qui découlent des équations (1.134–1.137). Si on définit

Pψ(x)P−1 = ηγ0ψ(x0,−x) = ψp(x), (4.28)

avec une phase arbitraire η, la comparaison avec (4.27) montre que

η = ηb = −η∗d,

c’est-à-dire
ηbηd = −1,

qui indique que la parité intrinsèque d’une paire particule–antiparticule est néga-
tive:

b†α(k)d
†
β(q)|0〉

P−→ −b†α(k̃)d
†
β(q̃)|0〉.

Sans restreindre la généralité, nous allons choisir

1 = η = ηb = −ηd. (4.29)

On peut ensuite montrer que la transformation de parité du spineur ψ(x)→
γ0ψ(x0,−x) est une invariance de l’équation de Dirac. Il suffit de montrer que si
ψ(x) vérifie

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0,
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c’est encore le cas de γ0ψ(x0,−x). Comme

γ0γµγ0 = (γ0,−γ) = γ̃µ,

il vient

(iγµ∂µ −m)γ0ψ(x0,−x) = (iγ0∂0 + iγ · ∇−m)γ0ψ(x0,−x)

= γ0(iγ0∂0 − iγ · ∇−m)ψ(x0,−x)

= γ0(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0.

De même, la densité lagrangienne libre de Dirac est invariante sous parité:

ψ
p
(x)(iγµ∂µ −m)ψp(x) = ψ(x0,−x)γ0(iγµ∂µ −m)γ0ψ(x0,−x)

= ψ(x0,−x)(iγ0∂0 − iγ · ∇−m)ψ(x0,−x)

= ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x).

Puisque {γ0, γ5} = 0, l’action de P sur les composantes de Weyl ψL et ψR est

(ψp)L = PLγ
0ψ = γ0ψR = (ψR)

p, (ψp)R = PRγ
0ψ = γ0ψL = (ψL)

p.

La parité renverse donc la chiralité. De même, l’action de P sur les combinaisons
bilinéaires de spineurs est

ψχ
ψγ5χ
ψγµχ
ψγµγ5χ
ψ[γµ, γν ]χ




P−→




ψχ
−ψγ5χ
ψγ̃µχ
−ψγ̃µγ5χ
ψ[γ̃µ, γ̃ν ]χ

γ̃µ = γ0γµγ0

= (γ0,−γ)
= γµ.

(4.30)

Ces quantités sont respectivement qualifiées de scalaire, pseudoscalaire, vecteur,
pseudovecteur (ou vecteur axial) et tenseur, d’après leur comportement sous les
transformations de Lorentz et de parité. Pour les spineurs de Weyl,

ψR,LχL,R
ψL,Rγ

µχL,R
ψR,L[γ

µ, γν ]χL,R




P−→




ψL,RχR,L
ψL,Rγ̃

µχL,R
ψL,R[γ̃

µ, γ̃ν ]χR,L

(4.31)

Ces résultats permettent de déterminer quelles interactions conservent ou
violent la parité dans la théorie de jauge générale décrite dans la section 1.5.
L’interaction fermions–champs de jauge est de la forme

LA−ψ =
∑
AJK

gAAA
µ

[
(TA

� )
J
K ψLJγ

µψK
L + (TA

r )
J
K ψRJγ

µψK
R

]
.

Sous parité, elle devient

LpA−ψ =
∑
AJK

gAApA
µ

[
(TA

r )
J
K ψLJ γ̃

µψK
L + (TA

� )
J
K ψRJ γ̃

µψK
R

]
,
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où ApA
µ est le champ de jauge transformé de parité. Pour l’obtenir, on observe

que les dérivées covariantes Dµψ
I
L et Dµψ

J
R sont aussi covariantes sous P si on

choisit

AA
µ (x)

P−→ ApA
µ (x) =

(
AA
0 (x

0,−x),− AA(x0,−x)
)
= ÃA

µ (x̃), (4.32)

c’est-à-dire si chaque champ de jauge se transforme comme un vecteur (comme
xµ). De plus, cette transformation assure l’invariance du terme cinétique des
champs de jauge

−1

4

∑
A

FA
µνF

Aµν , FA
µν = ∂µA

A
µ − ∂νAA

µ + gA
∑
BC

fABCAB
µA

C
ν .

Comme ÃA
µ γ̃

µ = AA
µγ

µ, l’invariance sous parité LA−ψ = LpA−ψ requiert alors

(TA
� )

J
K = (TA

r )
J
K ≡ (TA)JK . (4.33)

Dans ce cas, la densité lagrangienne cinétique des fermions s’écrit

iψLJγ
µDµψ

J
L + iψRJγ

µDµψ
J
R = iψJγ

µDµψ
J ,

avec

Dµψ
J = ∂µψ

J − i
∑
A

gAAA
µ (T

A)JKψ
K .

La théorie de jauge peut être plus simplement formulée en utilisant des spineurs
de Dirac, à quatre composantes. C’est le cas de l’électrodynamique (QED) et de la
chromodynamique (QCD) quantiques puisque les interactions électromagnétiques
et fortes conservent la parité, contrairement aux interactions faibles.

L’interaction de jauge invariante de parité ne fait intervenir que le courant vec-
toriel (ψJγ

µψK). Par contre, une interaction de jauge violant la parité comprend
des termes dépendant du courant axial (ψJγ

µγ5ψ
K). Il est d’usage d’utiliser la

terminologie suivante:

• Lorsque les représentations des fermions gauches et droits sont différentes
(TA

� �= TA
r ), la théorie est chirale. La parité est violée par les interactions

de jauge.

• Lorsque les représentations des fermions gauches et droits sont identiques
(TA

� = TA
r ), la théorie est vectorielle (puisque le courant axial n’intervient

pas). Les interactions de jauge conservent la parité.

La densité lagrangienne cinétique et invariante de jauge des champs scalaires,

1

2

[
(Dµϕ

j)(Dµϕj)− (m2)ijϕiϕj
]
, Dµϕ

j = ∂ϕj − i
∑
A

gAAA
µ (T

A
s )

j
kϕ

k,
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est toujours invariante sous parité: il suffit de définir la transformation de parité
des champs scalaires par

ϕj(x)
P−→ ϕp(x) = ηjϕj(x0,−x), (4.34)

avec ηj = 1 (scalaire) ou ηj = −1 (pseudoscalaire). Il faut cependant que les
signes ηj vérifient la condition

(TA
s )

j
k �= 0 =⇒ ηj = ηk, ∀A.

Elle indique que tous les champs scalaires dans une représentation irréductible du
groupe de jauge ont la même parité. Notez cependant qu’il n’est pas possible de
contraindre les signes ηj à partir des interactions de jauge des champs scalaires
qui sont quadratiques en ϕj.

L’interaction de Yukawa est de la forme [éq. (1.177)]

LY uk. = λj
K
J ϕ

j(ψLKψ
J
R) + (λj

K
J )

∗ϕj(ψRJψ
K
L )

= 1
2
Aj

K
J ϕ

j(ψKψ
J) + 1

2
Bj

K
J ϕ

j(ψKγ5ψ
J).

(4.35)

D’après les transformations (4.30), il est clair que les champs ϕj qui apparaissent
dans les termes contenant les constantes de couplage Aj

K
J doivent être scalaires,

ηj = 1, alors que ceux impliqués dans les termes contrôlés par les Bj
K
J doivent

être pseudoscalaires, ηj = −1. Si un champ scalaire est à la fois couplé à ψKψ
J

et à ψKγ5ψ
J , la parité est violée par cette interaction de Yukawa.

Finalement, l’invariance de parité des interactions scalaires est non triviale
uniquement pour les interaction cubiques

−1

3
αijkϕ

iϕjϕk.

Elles peuvent signaler une violation de la parité si leur invariance est incompatible
avec les contraintes dues aux interactions de Yukawa.

4.1.4 Invariance ou violation de CP

D’après ce qui précède, les transformations de CP du champ spinoriel ψ et du
champ de jauge Aµ seront de la forme

ψ , Aµ CP−→ ψcp = C(ψp)τ = Cψ†τ , Acp
µ = −(A0,− A) = −Ãµ. (4.36)

Comme ψL,R
CP−→ C(PL,R ψ)

†τ = PL,R ψ
cp, CP ne renverse pas la chiralité. En

tenant compte de l’anticommutation des champs spinoriels lorsqu’on transpose,
on obtient les transformations suivantes [γ̃µ = (γ0,−γ)]:

ψL,RχR,L
ψL,Rγ

µχL,R
ψL,R[γ

µ, γν ]χR,L




CP−→




χR,LψL,R
−χL,Rγ̃µψL,R
−χR,L[γ̃µ, γ̃ν ]ψL,R

(4.37)
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Avec Acp
µ γ̃

µ = −Aµγ
µ, la deuxième transformation conduit à

Aµ ψL,Rγ
µψL,R

CP−→ −Acp
µ ψL,Rγ̃

µψL,R = Aµ ψL,Rγ
µψL,R. (4.38)

Ce résultat montre que les interactions de jauge ne violent pas la conservation de
CP , qu’elles soient chirales ou non8.

Par contre, les interactions de Yukawa (4.35) sont en général capables de violer
la conservation de CP . Sous CP , la transformation du champ scalaire est

ϕi(x)
CP−→ ϕcp j(x) = ξjηjϕ(x0,−x),

avec ηj, ξj = ±1. Il est clair que les signes ξj et ηj peuvent être choisis en
général de manière à conserver C, P et donc CP dans le secteur purement scalaire
des interactions cubiques −1

3
αijkϕ

iϕjϕk. D’après (4.37), la transformation des
interactions de Yukawa est:

LY uk. = λj
K
J ϕ

j(ψLKψ
J
R) + (λj

K
J )

∗ϕj(ψRJψ
K
L )

CP−→ ξjηj(λj
K
J )

∗ϕj(ψLKψ
J
R) + ξjηjλj

K
J ϕ

j(ψRJψ
K
L ).

(4.39)

Cette interaction sera invariante de CP si

λj
K
J = ξjηj(λj

K
J )

∗ , ∀j, J,K. (4.40)

La violation de CP requiert donc la présence de constantes de couplage de Yukawa
λj

K
J complexes (de parties réelles et imaginaires non nulles, en général). Il faut

cependant prendre garde au fait que certaines composantes des matrices λj
K
J ne

sont pas observables: on peut les éliminer par une redéfinition des spineurs de
Weyl. On aura violation de CP seulement lorsque les composantes observables
de λj

K
J ne vérifient pas l’égalité (4.40).

Pour illustrer ce point, effectuons un changement de base des fermions de
Weyl au moyen de deux matrices unitaires UL et UR:

ψI
L −→ ψ′I

L = (UL)
I
Jψ

J , ψI
R −→ ψ′I

R = (UR)
I
Jψ

J . (4.41)

Sur les interactions de Yukawa,

LY uk. −→ λ′j
K

J
ϕj(ψ

′
LKψ

′J
R ) + (λ′j

K

J
)∗ϕj(ψ

′
RJψ

′K
L ),

avec
λ′j

K

J
= λj

M
N (UL)

K
M(U †

R)
N
J . (4.42)

Les matrices UL et UR font partie du groupe de symétrie chirale des termes
cinétiques U(NL) × U(NR)

9. Les transformations qui nous intéressent ici sont
celles qui commutent avec le groupe de jauge,

[TA
� , UL] = 0, [TA

r , UR] = 0, ∀A.
8Les autres interactions des champs de jauge sont automatiquement invariantes: elles ne

violent ni C ni P .
9Section 1.5, équation (1.155).
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Comme U †
LUL = U †

RUR = I,

(TA
�,r)

I
Jψ

′
L,R Iγ

µψ′ J
L,R = (TA

�,r)
I
JψL,R Iγ

µψJ
L,R,

et les interactions fermions–champs de jauge restent invariantes, ainsi que les
termes cinétiques des fermions. La transformation (4.41) agit sur la matrice de
masse des fermions:

−(M)IJψLIψ
J
R − (M †)IJψRIψ

J
L −→ −(M ′)IJψ

′
LIψ

′ J
R − (M ′ †)IJψ

′
RIψ

′ J
L ,

avec, en notation matricielle,

M ′ = ULMU †
R.

Ceci permet d’imposer que M ′ soit diagonale et réelle: les seules grandeurs ob-
servables contenues dans la matrice de masse sont les masses (réelles) de chaque
fermion ψ′I . La diagonalisation de M détermine seulement partiellement UL et
UR: on peut encore redéfinir les fermions en utilisant dans (4.41) des matrices ŨL

et ŨR qui laissent M ′ invariante: M ′ = ŨLM
′Ũ †

R. Cette symétrie résiduelle, peut
en principe être mise à profit pour éliminer certaines composantes des constantes
de couplage λ′j

I

J
. La symétrie CP sera seulement violée si l’équation (4.40) n’est

pas vérifiée après cette dernière redéfinition des fermions10.

4.1.5 Le renversement du temps T

L’action du renversement du temps sur les grandeurs physiques classiques est

x0

x

p,k
ωp =

√
p 2 +m2




T−→




−x0
x

−p,−k
ωp =

√
p 2 +m2

(4.43)

bien que ωp soit la composante temporelle du quadrivecteur (ωp, p) et p sa com-
posante spatiale. De même, T renverse la direction d’un spin. En conséquence,
T conjugue les phases des ondes planes,

e±ikx T−→ e∓ikx = (e±ikx)∗,

contrairement à P et C qui les laissent inchangées.

Au niveau quantique, le renversement du temps va échanger les états initial
et final d’un processus de transition. Si |it〉 et |f t〉 sont les états obtenus par

10Une violation de CP peut aussi survenir à la suite d’une brisure spontanée de la symétrie
de jauge (chap. 7). Dans ce cas, une redéfinition des fermions ne commutant pas avec les
symétries de jauge brisées est autorisée: elle ne laisse pas les interactions fermions–champs de
jauge invariantes et des constantes complexes violant CP peuvent apparâıtre dans ce secteur.
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l’action de T sur l’état initial |i〉 et l’état final |f〉, l’invariance sous renversement
du temps correspond à la condition

〈it|f t〉 = 〈f |i〉.

Nous avons réalisé la conjugaison de charge et la parité par des opérateurs uni-
taires agissant linéairement sur les opérateurs de création et d’annihilation. Dans
le cas du renversement du temps, on utilise un opérateur antilinéaire et unitaire
(aussi qualifié d’antiunitaire), c’est-à-dire

T † = T −1 (unitarité),

T c (. . .) = c∗ T (. . .) (antilinéarité),
(4.44)

lorsque c est un nombre complexe.

La nécessité de l’antilinéarité peut être perçue en considérant un champ
scalaire réel ϕ(x). D’après (4.43), on veut construire un opérateur T dont l’action
sur l’opérateur de destruction a(k) est

a(k)
T−→ T a(k)T † = δ a(k̃), k̃ = (k0,−k),

avec au plus une phase δ. Sur le champ,

ϕ(x)
T−→ ϕt(x) = T ϕ(x)T † = ηtϕ(−x0, x), (4.45)

avec ηt = ±1 puisque ϕ† = ϕ. Comme

ϕ(−x0, x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

[
a(k̃)eikx + a†(k̃)e−ikx

]
,

après le changement k → −k de variable d’intégration, il vient

T a(k)e−ikx T † = ηta(k̃)eikx, T a†(k)eikx T † = ηta†(k̃)e−ikx,

la seconde égalité étant le conjugué hermitique de la première. L’antilinéarité de
T signifie que T a(k)e−ikx T † = (e−ikx)∗T a(k)T †, si bien qu’on obtient

T a(k)T † = ηta(k̃), (4.46)

qui est la transformation demandée.

Nous allons ensuite déterminer l’action de T sur le champ de jauge Aµ en
considérant son couplage au courant fermionique en électrodynamique quantique.
Les équations d’Euler-Lagrange tirées de la densité lagrangienne (4.1) sont les
équations de Maxwell avec un courant électromagnétique jµ = qe : ψγµψ :

∂µF
µν = jν , F µν = ∂µAν − ∂νAµ. (4.47)

Sous renversement du temps, le champ électrique, donné par les composantes F i0,
i = 1, 2, 3 et la densité de charge électrique ρ = j0 sont invariants. Par contre,
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le champ magnétique (les composantes F ij, i, j = 1, 2, 3) et le courant électrique
j changent de signe. Comme ∂µ

T−→ (−∂0, ∂i), il est naturel de poser que Aµ se
transforme comme le courant jµ:

Aµ(x)
T−→ At

µ(x) = T Aµ(x)T † =
(
A0(−x0, x) , −Ai(−x0, x)

)
. (4.48)

Le potentiel “scalaire” A0 est invariant, le potentiel vecteur A change de signe.

Il reste à trouver la transformation du spineur de Dirac. On cherche à cons-
truire l’opérateur T pour lequel

ψ(x)
T−→ T ψ(x)T †.

Comme T est antilinéaire, il vient

T ψ(x)T † =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
T bα(k)T † u(α) ∗(k)eikx + T d†α(k)T † v(α) ∗(k)e−ikx

]
,

en utilisant l’expansion du champ spinoriel développée dans le paragraphe 1.4.2.
Il s’agit de relier cette dernière expression à ψ(−x0, x), qui s’écrit

ψ(−x0, x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

∑
α

[
bα(k̃)u

(α)(k̃)eikx + d†α(k̃)v
(α)(k̃)e−ikx

]
,

avec un changement de variable d’intégration k → −k. On observe ensuite que
les quatre matrices (γ0

∗
,−γi∗), satisfont aux mêmes règles d’anticommutation

que les matrices γµ elles-mêmes et il existe donc une matrice T telle que

Tγ0T−1 = γ0
∗
, TγiT−1 = −γi∗, i = 1, 2, 3. (4.49)

Dans les représentations des matrices de Dirac utilisées ici, γ0, γ1 et γ3 sont
réelles, γ2 est imaginaire; le choix standard est alors11

T = iγ1γ3 = iγ5C, T = T−1 = T † = −T τ = −T ∗. (4.50)

Egalement,
TγµT = (−1)µγµ, µ = 0, 1, 2, 3. (4.51)

On vérifie alors facilement que

u(1) ∗(k) = −iTu(2)(k̃), u(2) ∗(k) = iTu(1)(k̃),

v(1) ∗(k) = −iTv(2)(k̃), v(2) ∗(k) = iTv(1)(k̃).

Si on définit

T b1(k)T † = ib2(k̃), T b2(k)T † = −ib1(k̃),

T d1(k)T † = −id2(k̃), T d2(k)T † = id1(k̃),
(4.52)

11Comme dans toutes les représentations γ0τ = γ0∗, γiτ = −γi∗, la relation T = iγ5C est
toujours vraie et le choix T = iγ1γ3 suit de C = iγ2γ0.
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on obtient finalement T ψ(x)T † = Tψ(−x0, x). La transformation de T du
spineur de Dirac est donc

ψ(x)
T−→ ψt(x) = T ψ(x)T † = Tψ(−x0, x). (4.53)

Pour le conjugué de Dirac,

ψ
t
(x) = ψ(−x0, x)T = ψ(−x̃)T,

La transformation des combinaisons bilinéaires de fermions utilise l’antilinéa-
rité de T . Par exemple,

ψ(x)γµψ(x)
T−→ ψ

t
(x)γ∗µψ

t(x) = ψ(−x̃)Tγ∗µTψ(−x̃) = ψ(−x̃)γ̃µψ(−x̃).

Comme une densité lagrangienne est réelle, il est logique de considérer la trans-
formation sous T des combinaisons bilinéaires hermitiques:

ψψ
iψγ5ψ
ψγµψ
ψγµγ5ψ

iψ[γµ, γν ]ψ




T−→




ψψ
−i ψγ5ψ
ψγ̃µψ
ψγ̃µγ5ψ

−i ψ[γ̃µ, γ̃ν ]ψ

γ̃µ = (γ0,−γ). (4.54)

Il est sous-entendu que la variable x de chaque spineur devient (−x0, x) = −x̃.
Le renversement du temps laisse la chiralité inchangée et, pour les fermions de
Weyl,

ψL,RψR,L
ψL,RγµψL,R

ψL,R[γµ, γν ]ψR,L




T−→




ψL,RψR,L
ψL,Rγ̃µψL,R

ψL,R[γ̃µ, γ̃ν ]ψR,L

(4.55)

4.1.6 La symétrie CPT

A partir des transformations (4.19), (4.30) et (4.54), l’action de CPT sur les
combinaisons bilinéaires hermitiques de spineurs est:

ψψ
iψγ5ψ
ψγµψ
ψγµγ5ψ

iψ[γµ, γν ]ψ




CPT−→




ψψ
iψγ5ψ
−ψγµψ
−ψγµγ5ψ
iψ[γµ, γν ]ψ

(4.56)

la variable x changeant de signe

xµ
CPT−→ −xµ. (4.57)

Les résultats (4.56) utilisent

ψ(x)
CPT−→ iγ5 ψ

†(−x)τ , (4.58)
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et le fait que CPT remplace les quantités numériques telles que i ou γµ par leurs
conjugués complexes. La transformation d’un champ de jauge est

Aµ(x)
CPT−→ −Aµ(−x), (4.59)

et on peut toujours choisir que ϕ(x)
CPT−→ ϕ(−x). Il suit de ces transformations

qu’un signe négatif est généré par chaque indice vectoriel µ porté par la quantité
considérée. La densité lagrangienne et l’action sont des invariants de Lorentz et
CPT sera donc une symétrie de toute théorie de champs de spin 0, 1/2 et dont
les champs de spin 1 satisfont au principe d’invariance de jauge. Ce résultat est
un cas particulier du théorème CPT .

4.2 Interactions fortes et électromagnétiques:

QCD et QED

La théorie qui décrit les interactions fortes (chromodynamique quantique, QCD)
et électromagnétiques (électrodynamique quantique, QED) des quarks et des lep-
tons est basée sur une invariance de jauge exacte, non brisée, sous le groupe
SU(3)×U(1). Elle contient donc des champs de jauge de masse nulle, les gluons
pour le groupe de jauge SU(3) de l’interaction forte et le photon pour celui de
l’interaction électromagnétique, qui est U(1). Elle peut être décrite sans tenir
compte des interactions faibles, qui font intervenir des bosons de jauge massifs,
et elle s’applique alors aux processus mettant en jeu des énergies faibles relative-
ment à la masse de ces bosons de jauge, c’est-à-dire faibles par rapport à environ
80 GeV. Les résultats de la section 1.5 ne suffisent pas à établir la densité lagran-
gienne des interactions faibles, ni celle du Modèle standard des trois interactions.
La description des interactions faibles est basée sur une invariance de jauge spon-
tanément brisée, qui conduit à trois champs de jauge massifs, W+, W− et Z0.
Le phénomène de brisure spontanée de la symétrie de jauge et le Modèle stan-
dard seront respectivement discutés dans les chapitres 7 et 8. Mais la densité
lagrangienne des interactions fortes et électromagnétiques suit de la discussion
présentée dans la section 1.5, qui demande de spécifier les transformations de
jauge des fermions.

Comme il s’avère (expérimentalement) que les interactions fortes et électro-
magnétiques conservent la parité, les transformations de jauge des quarks et des
leptons seront non chirales. La théorie pourra être formulée en utilisant des
spineurs de Dirac, à quatre composantes. Sans champs scalaires, CP et donc C
et T sont également conservés.

Le groupe de la couleur; gluons

Le groupe de jauge de la chromodynamique quantique est SU(3). Il peut être
défini par le fait qu’il en existe une représentation par des matrices 3×3 unitaires
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et de déterminant unité (unimodulaires):

U †U = UU † = I, detU = 1. (4.60)

Ces dix conditions permettent d’exprimer les dix-huit nombres réels contenus
dans U en fonction de huit paramètres continus αA, A = 1, . . . , 8. Une transfor-
mation infinitésimale dans la représentation de dimension 3 s’écrit

U = I + iαATA
3 (4.61)

(on somme sur A), les paramètres αA étant infinitésimaux. Les matrices TA
3 sont

les huit générateurs qui forment une base de l’algèbre de Lie de SU(3), dans la
représentation de dimension 3 qui est notée 3. On les écrit souvent

TA
3 =

1

2
λA, λA : matrices de Gell-Mann, (4.62)

avec la normalisation

Tr(TA
3 T

B
3 ) =

1

2
δAB. (4.63)

Les conditions (4.60) correspondent à

TA
3

†
= TA

3 , TrTA
3 = 0. (4.64)

Les huit générateurs forment donc une base des matrices 3 × 3 hermitiques de
trace nulle.

Le principe d’invariance de jauge associe à chaque générateur de la base un
champ de jauge AA

µ (x). La chromodynamique quantique possède donc huit glu-
ons. Les indices liés au groupe de jauge SU(3) sont qualifiés d’indices de couleur :
il y a huit couleurs de gluons. Et SU(3) est le groupe de la couleur.

La densité lagrangienne invariante sous parité décrivant l’interaction des glu-
ons avec un ensemble de champs fermioniques ψI est de la forme12

LQCD = −1

4
FA
µνF

Aµν + ψI(iγ
µDµ −mI)ψ

I . (4.65)

Dans cette expression,

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + gsf
ABCAB

µA
C
ν , (4.66)

avec des constantes de structure définies par

[TA, TB] = ifABCTC , (4.67)

qui est vraie pour les générateurs TA de n’importe quelle représentation de
l’algèbre de SU(3), et donc en particulier pour TA = TA

3 . Le premier terme
dans la théorie (4.65) comprend des interactions entre gluons de la forme

−gsfABC(∂µAA
ν )A

B µAC ν − 1

4
g2sf

ABCfADEAB
µA

C
ν A

DµAE ν , (4.68)

12On peut toujours diagonaliser la matrice de masse des fermions.
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dont l’intensité est déterminée par la constante de jauge forte gs.

L’interaction fermion–gluons est contenue dans le terme iψIγ
µDµψ

I : elle
dépend du choix des transformations de jauge des fermions.

Quarks et leptons

Nous avons vu dans la section 1.5 que si la transformation de jauge infinitésimale
des fermions est

ψI −→ ψI ′ = ψI + δψI , δψI = iαA(TA)IJψ
J ,

les dérivées covariantes apparaissant dans LQCD sont alors

Dµψ
I = ∂µψ

I − igsAA
µ (T

A)IJψ
J ,

la deuxième contribution définissant l’interaction fermions–gluons.

Dans le Modèle standard, les fermions sont des quarks ou des leptons. Les
leptons ψ�, � = e, νe, µ, νµ, τ, ντ , n’ont pas d’interaction forte. Ceci revient à
exiger que le groupe de jauge n’agisse pas sur eux, qu’il les laisse invariants de
jauge:

ψ� −→ ψ′
� = ψ�.

Les générateurs sont donc nuls pour les leptons13 et

Dµψ� = ∂µψ�.

Par contre, les quarks se transforment sous SU(3) selon la représentation de
dimension 3 dont les générateurs TA

3 sont apparus dans les équations (4.61–4.64).
Chaque saveur de quark m = u, d, s, c, b, t existe donc en trois couleurs j = 1, 2, 3,
et les champs de quarks seront des spineurs de Dirac ψj

m. Les transformations de
jauge infinitésimales et les dérivées covariantes sont:

δψj
m = iαA(TA

3 )jkψ
k
m,

Dµψ
j
m = ∂µψ

j
m − igsAA

µ (T
A
3 )jkψ

k
m.

(4.69)

L’interaction quarks–gluons contenue dans la densité lagrangienne LQCD est donc:

gsA
A
µ (T

A
3 )jk[ψj mγ

µψk
m]. (4.70)

Elle laisse la saveur m inchangée. Notez également que l’invariance de jauge de
(4.65) exige que les trois couleurs de chaque quark ψi

m aient la même masse.

L’électrodynamique quantique

La densité lagrangienne de l’interaction électromagnétique est apparue à di-
verses reprises dans les chapitres précédents. Le groupe de jauge U(1) n’a qu’un

13C’est la représentation triviale de SU(3), uni-dimensionnelle, où les générateurs TA
1 sont

des nombres réels vérifiant (4.67), et donc nuls.



166 DENSITÉS LAGRANGIENNES PHÉNOMÉNOLOGIQUES

paramètre, il commute avec le groupe des couleurs. Les transformations de jauge
des fermions seront donc:

ψ� −→ ψ′
� = eiαQ�ψ�, � = e, νe, µ, νµ, τ, ντ ,

ψj
m −→ ψj

m
′

= eiαQmψj
m, m = u, d, s, c, b, t, j = 1, 2, 3.

(4.71)
Ces transformations spécifient les charges électriques Qe des fermions, e étant
la constante de couplage électromagnétique14. Le fait que U(1) commute avec
SU(3) impose que les trois couleurs de chaque quarks ont la même charge. Les
valeurs des charges électriques sont les suivantes:

Qe = Qµ = Qτ = −1, Qνe = Qνµ = Qντ = 0,

Qu = Qc = Qt = 2/3, Qd = Qs = Qb = −1/3.
(4.72)

Le choix de ces valeurs résulte de l’expérience: il n’a pas de justification théorique.
En particulier, rien n’impose à ce stade la quantification de la charge électrique
en multiples de e/3.

Les quarks et les leptons forment trois générations identiques du point de vue
des nombres quantiques internes mais différentes par les masses:

(e, νe, u, d), (µ, νµ, c, s), (τ, ντ , t, b),

en ordonnant les fermions selon leurs masses. Nous noterons les champs des
quarks et des leptons de la manière suivante:

ψ
(a)
E = ψe, ψµ, ψτ : (1, QE = −1),

ψ
(a)
N = ψνe , ψνµ , ψντ : (1, QN = 0),

ψ
(a)j
U = ψj

u, ψ
j
c , ψ

j
t : (3, QU = 2/3),

ψ
(a)j
D = ψj

d, ψ
j
s, ψ

j
b : (3, QD = −1/3),

a = 1, 2, 3,

j = 1, 2, 3.
(4.73)

L’indice a numérote les générations, j la couleur et le symbole (n, Q) indique la
représentation de dimension n du groupe des couleurs SU(3) (3 pour les quarks,
la représentation triviale de dimension 1 pour les leptons) et la charge électrique
Qe de chaque fermion. Dans cette notation, les dérivées covariantes sous SU(3)×
U(1) s’écrivent:

Dµψ
(a)
E = ∂µψ

(a)
E + ieAµψ

(a)
E ,

Dµψ
(a)
N = ∂µψ

(a)
N ,

Dµψ
(a)j
U = ∂µψ

(a)j
U − 2

3
ieAµψ

(a)j
U − igsAA

µ (T
A
3 )jkψ

(a)k
U ,

Dµψ
(a)j
D = ∂µψ

(a)j
D + 1

3
ieAµψ

(a)j
D − igsAA

µ (T
A
3 )jkψ

(a)k
D .

(4.74)

14La constante de structure fine est α = e2

4π ! (137)−1, à ne pas confondre avec le paramètre
α de la transformation de jauge (4.71).
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Dans ces expressions, Aµ et AA
µ sont respectivement les champs de jauge du

photon et des huit gluons. Et la densité lagrangienne décrivant les interactions
fortes et électromagnétiques des quarks et des leptons est

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
FA
µνF

Aµν +
∑

fermions I

ψI(iγ
µDµ −mI)ψ

I ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + gsf
ABCAB

µA
C
ν .

(4.75)

La somme parcourt tous les fermions (4.73), avec les dérivées covariantes (4.74).
En plus des interactions (4.68) et (4.70) de la chromodynamique quantique, L
contient l’interaction électromagnétique

eAµj
µ
e.m., jµe.m. =

3∑
a=1

[
−ψ(a)

E γµψ
(a)
E +

2

3
ψ
(a)

Ujγ
µψ

(a)j
U − 1

3
ψ
(a)

Djγ
µψ

(a)j
D

]
, (4.76)

une somme sur l’indice de couleur j étant sous-entendue.

Règles de Feynman

Nous avons obtenu dans le chapitre précédent les règles de Feynman de l’électro-
dynamique quantique. En espace des impulsions, on associe au vertex fermion–
photon un facteur

iQe(γµ)ba

et un facteur (2π)4δ4(p1 + p2 + p3) de conservation des impulsions qui entrent
au vertex. Les indices a et b indiquent respectivement la composante du spineur
entrant et sortant, alors que µ est l’indice de polarisation du photon. Pour les
quarks et les leptons, les charges Q sont données dans (4.72) ou dans l’interaction
(4.76) ci-dessus.

La règle de Feynman pour l’interaction quark–gluon (4.70) est facile à déter-
miner. La comparaison avec l’expression (4.76) montre qu’il suffit de remplacer
la charge électrique Qe par gs(T

A
3 )ji . La règle de Feynman est donc

igs(T
A
3 )ji (γ

µ)ba,

avec le facteur (2π)4δ4(p1 + p2 + p3) de conservation d’impulsion au vertex. Les
indices i et j dénotent respectivement la couleur du quark entrant et sortant au
vertex. Le gluon a couleur A et polarisation µ.

L’interaction entre trois gluons contenue dans (4.68) fait intervenir la dérivée
du champ AA

µ . Les règles de Feynman pour de telles interactions dérivatives n’ont
pas été étudiées dans le chapitre 3: c’est l’objet de la section suivante.

Pour obtenir la règle de Feynman de l’interaction à quatre gluons, il est utile
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de la récrire sous la forme symétrique

L4 gluons = − 1
24
g2s : A

A
µA

B
ν A

C
ρ A

D
σ : Oµνρσ,ABCD,

Oµνρσ,ABCD = fEABfECD(ηµρηνσ − ηµσηνρ)

+fEACfEDB(ηµσηνρ − ηµνηρσ)

+fEADfEBC(ηµνηρσ − ηµρηνσ),

en introduisant comme toujours l’ordre normal des champs quantifiés. L’ampli-
tude Oµνρσ,ABCD est invariante sous les permutations des champs de jauge, telles
que par exemple l’échange (µ,A)↔ (ν,B). On calcule ensuite

A = 〈0|TAA
µ (x1)A

B
ν (x2)A

C
ρ (x3)A

D
σ (x4) iL4 gluons(x)|0〉,

pour des champs libres. Le propagateur du gluon est

〈0|TAA
µ (x)A

B
ν (y)|0〉 = iGµν(x− y)δAB,

et le théorème de Wick conduit à

A = − i
24
g2s i

4Gµα(x1 − x)Gνβ(x2 − x)Gργ(x3 − x)Gσδ(x4 − x)

·Oαβγδ,ABCD + 23 permutations de (α,A), (β,B), (γ, C) et (δ,D).

La symétrie de Oαβγδ,ABCD indique que les 24 termes sont identiques. En omet-
tant les propagateurs des quatre gluons et en passant en espace des impulsions,
ce qui fait apparâıtre une distribution de Dirac de conservation de l’impulsion,
la règle de Feynman du vertex à quatre gluons est:

−ig2s(2π)4δ4(p1 + p2 + p3 + p4)[f
EA1A2fEA3A4(ηµ1µ3ηµ2µ4 − ηµ1µ4ηµ2µ3)

+fEA1A3fEA4A2(ηµ1µ4ηµ2µ3 − ηµ1µ2ηµ3µ4)

+fEA1A4fEA2A3(ηµ1µ2ηµ3µ4 − ηµ1µ3ηµ2µ4)],
(4.77)

pour quatre gluons i = 1, 2, 3, 4 entrant au vertex avec une impulsion pi, un indice
de couleur Ai et une polarisation µi.

4.3 Interactions dérivatives: règles de Feynman

L’équation (3.62) donne l’expansion perturbative des fonctions de Green d’une
théorie dont la densité lagrangienne d’interaction ne dépend pas de la dérivée de
champs. Dans ce cas, l’intégrale

∫ ∞

−∞
dtHI(t) = −

∫
d4xLI
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est explicitement invariante de Lorentz. Comme le produit chronologique d’un
produit de champs est lui-même covariant, chaque terme de l’expansion pertur-
bative est covariant.

Lorsque LI dépend de la dérivée ∂µ de champs, c’est-à-dire lorsque la théorie
possède des interactions dérivatives, la relation entre l’hamiltonien d’interaction
et la densité lagrangienne d’interaction est plus subtile. L’hamiltonien classique
est

H =
∫
d3xT 00 =

∫
d3x

[
∂L
∂∂0φi

∂0φi − L
]
, (4.78)

où φi désigne l’ensemble des champs participant à la théorie. Ses variables na-
turelles sont les champs φi et leurs impulsions conjuguées canoniques

Πi =
∂L
∂∂0φi

. (4.79)

L’hamiltonien est la somme d’une partie libre H0, quadratique, et d’un hamil-
tonien d’interaction HI :

H(φi,Πi) = H0(φi,Πi) +HI(φi,Πi).

Si on considère par exemple le couplage invariant de jauge d’un champ scalaire
complexe de charge q au champ du photon Aµ, la densité lagrangienne s’écrit

L = (Dµφ)
†(Dµφ)−m2φ†φ, Dµ = ∂µ − iqAµ, (4.80)

en omettant le terme de propagation du photon −1
4
FµνF

µν . Le photon sera
d’ailleurs considéré dans cette discussion comme un champ classique externe et
on ne s’intéressera qu’à la dynamique de φ. L’impulsion conjuguée à φ est

Π = D0φ
† = ∂0φ

† + iqA0φ
†, (4.81)

et on obtient:

H0 = :
∫
d3x

[
Π†Π+ ∇φ† · ∇φ+m2φ†φ

]
: ,

HI = :
∫
d3x

[
iqA0(Πφ− Π†φ†)− iqAi(φ ∂iφ

† − φ†∂iφ) + q2AiAi φ
†φ
]
: .

(4.82)
Avec l’expression (4.81) de l’impulsion conjuguée à φ, il vient

HI = :
∫
d3x

[
iqAµ(φ∂µφ

† − φ†∂µφ)− q2AµAµφ
†φ− q2A0A0φ

†φ
]
: ,

et on remarque alors que

HI = :
∫
d3x

[
−LI − q2A0A0φ

†φ
]
: , (4.83)

où
LI = −iqAµ[φ∂µφ

† − φ†∂µφ] + q2AµAµφ
†φ (4.84)
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est la densité lagrangienne d’interaction extraite de (4.80). Notez également que
HI n’est pas donné directement par

∫
d3x

[
∂LI
∂∂0φ

∂0φ+
∂LI
∂∂0φ†∂

0φ† − LI
]
,

puisque Π n’est pas proportionnel à ∂0φ
† comme c’est le cas dans une théorie

libre ou sans interaction dérivative.

L’expansion perturbative d’une fonction de Green typique est

G(x1, . . . , xn) =
〈0|Tφin(x1) . . . φ†

in(xn)exp
[
−i
∫ ∞

−∞
dtHI(t)

]
|0〉

〈0|T exp
[
−i
∫ ∞

−∞
dtHI(t)

]
|0〉

, (4.85)

qui ne semble pas invariante de Lorentz en présence d’interactions dérivatives.
Dans cette expression apparaissent uniquement des champs libres φin, et pour
une théorie libre, l’impulsion conjuguée à φin est

Πin = ∂0φ
†
in, (4.86)

au lieu de (4.81). L’hamiltonien d’interaction qui apparâıt dans (4.85) est exprimé
en termes des champs libres φin et Πin; il est donné par l’expression (4.82) dans
laquelle Π est remplacé par son expression libre (4.86):

HI(φin,Πin) = :
∫
d3x

[
−LI(φin, ∂µφin) + q2A0A0φ

†
inφin

]
: , (4.87)

le champ électromagnétique Aµ étant considéré comme classique; LI est de la
forme (4.84). Notez le changement de signe de l’interaction non covariante par
rapport à l’expression (4.83).

Il existe une autre source de non-covariance apparente de l’expression (4.85)
lorsque la théorie contient des interactions dérivatives: il est nécessaire de définir
le produit chronologique non seulement pour des produits de champs φ(xi) . . .
φ†(xj), mais également pour des produits comprenant des facteurs ∂µφ(x). L’ap-
plication du théorème de Wick exige par exemple la valeur des expressions

〈0|T [∂µφ(x)]φ†(y)|0〉,

〈0|T [∂µφ(x)][∂νφ†(y)]|0〉,

qui ne sont pas nécessairement covariantes. Puisque

Tφ(x)φ†(y) = θ(x0 − y0)φ(x)φ†(y) + θ(y0 − x0)φ†(y)φ(x),

il vient, avec ∂
∂xµ θ(x

0 − y0) = δ(x0 − y0)ηµ0,
∂

∂xµTφ(x)φ
†(y) = T [ ∂

∂xµφ(x)]φ
†(y) + δ(x0 − y0)[φ(x), φ†(y)]ηµ0

= T [ ∂
∂xµφ(x)]φ

†(y) + iηµ0δ(x
0 − y0)∆(0, x− y)

= T [ ∂
∂xµφ(x)]φ

†(y),
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le commutateur [φ(x), φ†(y)] s’annulant lorsque x− y est de genre espace. Donc:

〈0|T [∂µφ(x)]φ†(y)|0〉 = ∂

∂xµ
〈0|Tφ(x)φ†(y)|0〉, (4.88)

qui est covariant. Par contre,

∂
∂xµ

∂
∂yν Tφ(x)φ

†(y) = ∂
∂yν T

∂
∂xµφ(x)φ

†(y)

= T ∂
∂xµφ(x)

∂
∂yν φ

†(y)− ην0δ(x0 − y0)[ ∂
∂xµφ(x), φ

†(y)].

L’expansion en modes de φ(x) conduit à

δ(x0 − y0)[ ∂
∂xµ

φ(x), φ†(y)] = −iδ(x0 − y0)
∫ d3k

(2π)3
kµ
2ωk

{
ei
!k·(!x−!y) + e−i

!k·(!x−!y)} .
Dans la direction temporelle, k0 = ωk et

δ(x0 − y0)[ ∂
∂x0

φ(x), φ†(y)] = −iδ(x0 − y0)
∫ d3k

(2π)3
ei
!k·(!x−!y) = −iδ4(x− y).

Dans les directions spatiales, i = 1, 2, 3, il vient

δ(x0−y0)[ ∂
∂xi

φ(x), φ†(y)] = −iδ(x0−y0)
∫ d3k

(2π)3
ki
2ωk

{
ei
!k·(!x−!y) + e−i

!k·(!x−!y)} = 0.

On peut donc écrire

δ(x0 − y0)[ ∂
∂xµ

φ(x), φ†(y)] = −iδ4(x− y)ηµ0,

et finalement

〈0|T [∂µφ(x)][∂νφ†(y)]|0〉 = ∂

∂xµ
∂

∂yν
〈0|Tφ(x)φ†(y)|0〉 − iηµ0ην0δ4(x− y), (4.89)

qui n’est pas covariant.

Pour étudier l’effet de ces termes non covariants, considérons la quantité

〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)exp
[
−i
∫ ∞

−∞
dtHI(t)

]
|0〉, (4.90)

qui apparâıt dans (4.85). Nous omettrons les indices in des champs libres. Le
problème est de montrer que cette série de puissances de la constante de couplage
q est ordre par ordre invariante de Lorentz. L’ordre le plus bas, q0, est évidemment
invariant puisque la théorie est libre à cet ordre:

q0 : 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)|0〉.

Le terme d’ordre q1 est:

q1 : q
∫
d4y 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn) : Aµ(y)φ(y)

↔
∂µ φ

†(y) : |0〉.
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Il est covariant puisqu’il n’utilise ni la contraction 〈0|T [∂µφ][∂νφ†]|0〉 ni la partie
non covariante de HI , qui est d’ordre q

2.

L’ordre q2 est plus intéressant. La contribution de (4.90) à cet ordre s’écrit:

q2 : −iq2
∫
d4y 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)

: φ†(y)φ(y)[A0(y)A0(y)− Aµ(y)Aµ(y)] : |0〉

+
1

2
q2
∫
d4y
∫
d4z 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)

: Aµ(y)φ(y)
↔
∂µ φ

†(y) :: Aν(z)φ(z)
↔
∂ ν φ

†(z) : |0〉.
(4.91)

Sa partie apparemment non covariante est

I = −iq2
∫
d4y 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn) : A0(y)A0(y)φ

†(y)φ(y) : |0〉

−q2
∫
d4y
∫
d4z 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)Aµ(y)φ†(y)Aν(z)φ(z)|0〉

×〈0|T [∂µφ(y)][∂νφ†(z)]|0〉,

d’après le théorème de Wick. En utilisant (4.89), cette expression devient

I = −iq2
∫
d4y 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn) : A0(y)A0(y)φ

†(y)φ(y) : |0〉

−q2
∫
d4y
∫
d4z 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)Aµ(y)φ†(y)Aν(z)φ(z)|0〉

× ∂

∂yµ
∂

∂zν
〈0|Tφ(y)φ†(z)|0〉

+iq2
∫
d4y
∫
d4z 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)A0(y)φ†(y)A0(z)φ(z)δ4(y − z)|0〉

= −q2
∫
d4y
∫
d4z 〈0|Tφ(x1) . . . φ†(xn)Aµ(y)φ†(y)Aν(z)φ(z)|0〉

× ∂

∂yµ
∂

∂zν
〈0|Tφ(y)φ†(z)|0〉,

qui est covariante. Nous avons donc montré que l’expression (4.90) est covariante
jusqu’à l’ordre q2. Le point crucial est que les contributions non covariantes
présentes dans l’hamiltonien (4.87) compensent exactement celles produites par
la contraction (4.89). A partir de cette observation, l’extension à tous les ordres en
q de la preuve de l’invariance de Lorentz est uniquement un problème technique,
sans intérêt particulier.

Puisque les effets des termes non covariants de HI et 〈0|T [∂µφ][∂νφ†]|0〉 se
compensent dans les fonctions de Green, il est cohérent de ne retenir que les
contributions covariantes. Ceci revient à remplacer l’hamiltonien non covariant
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par l’expression covariante

−
∫
d3xLI ,

et à définir un produit chronologique covariant T̂ qui vérifie

〈0|T̂ φ(x)φ†(y)|0〉 = 〈0|Tφ(x)φ†(y)|0〉,

〈0|T̂ [∂µφ(x)]φ†(y)|0〉 =
∂

∂xµ
〈0|Tφ(x)φ†(y)|0〉,

〈0|T̂ [∂µφ(x)][∂νφ†(y)]|0〉 =
∂

∂xµ
∂

∂yν
〈0|Tφ(x)φ†(y)|0〉.

(4.92)

Il suffit alors d’écrire la fonction de Green (4.85) sous la forme

G(x1, . . . , xn) =
〈0|T̂ φ(x1) . . . φ†(xn)exp

[
i
∫
d4yLI

]
|0〉

〈0|T̂ exp
[
i
∫
d4yLI

]
|0〉

, (4.93)

qui ne contient que des contributions explicitement invariantes de Lorentz.

D’après (4.92), les interactions dérivatives font apparâıtre des dérivées de
propagateurs 〈0|Tφ(x)φ†(y)|0〉 lorsqu’une fonction de Green est calculée en théo-
rie des perturbations à l’aide du théorème de Wick. Pour le champ scalaire,

〈0|Tφ(x)φ†(y)|0〉 = i
∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

k2 −m2 + iε
.

On aura donc:

〈0|T̂ [∂µφ(x)]φ†(y)|0〉 = i
∫ d4k

(2π)4
[−ikµ]

e−ik(x−y)

k2 −m2 + iε
,

〈0|T̂ φ(x)[∂νφ†(y)]|0〉 = i
∫ d4k

(2π)4
[+ikν ]

e−ik(x−y)

k2 −m2 + iε
,

〈0|T̂ [∂µφ(x)][∂νφ†(y)]|0〉 = i
∫ d4k

(2π)4
[kµkν ]

e−ik(x−y)

k2 −m2 + iε
.

Ces expressions sont utiles à la dérivation des règles de Feynman des théories
avec interactions dérivatives. Nous avons formulé dans la section 1.5 la théorie
de jauge la plus générale compatible avec la cohérence de la théorie quantique.
Les interactions dérivatives y sont de deux types. Premièrement, l’interaction
trilinéaire des champs de jauge, dont l’interaction à trois gluons [le premier terme
de l’expression (4.68)] est un exemple:

LI = −gfDEF (∂µA
D
ν )A

µEAν F . (4.94)

Deuxièmement, l’interaction champs scalaires–champs de jauge contenue par
exemple dans la densité lagrangienne (4.80) et due à la dérivée covariante du
champ scalaire:

LI = igAA
µ (T

A
s )

i
j

[
φ†
i (∂

µφj)− (∂µφ†
i )φ

j
]
. (4.95)
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Les règles de Feynman pour ces interactions sont obtenues en paraphrasant le
paragraphe 3.3.3, mais avec le produit chronologique T̂ . Nous allons les établir
en espace des impulsions en prenant la transformée de Fourier de l’expression
(4.93), c’est-à-dire en considérant la fonction de Green

G̃(p1, . . . , pn) =
∫
d4x1 . . .

∫
d4xn exp

(
−i

n∑
k=1

xkpk

)
G(x1, . . . , xn).

Comme dans le chapitre 315, cette convention revient à considérer les impulsions
pk comme entrantes.

Interaction de jauge trilinéaire (4.94)

En espace des impulsions, la contribution d’une interaction (4.94) à une fonction
de Green G̃(p1, . . . , pn) combine six termes correspondant aux six contractions
possibles des trois champs de jauge de LI avec trois champs de jauge internes ou
externes donnés. Pour définir les variables, supposons que les contractions ont
lieu avec trois champs de jauge AA

µ , A
B
ν et AC

ρ , dont les impulsions entrant au
vertex sont respectivement k1, k2 et k3. On veut calculer

IABCµνρ (x1, x2, x3) = 〈0|T̂AA
µ (x1)A

B
ν (x2)A

C
ρ (x3) : i

∫
d4yLI : |0〉

=
∫ d4k1

(2π)4

∫ d4k2
(2π)4

∫ d4k3
(2π)4

eik1x1+ik2x2+ik3x3IABCµνρ (k1, k2, k3)

en espace des impulsions. D’après le théorème de Wick,

IABCµνρ (k1, k2, k3) = −i3Gα
µ(k1)G

β
ν (k2)G

γ
ρ(k3)(2π)

4δ4(k1 + k2 + k3)

·gfABC [ηαβ(k2 − k1)γ + ηβγ(k3 − k2)α + ηαγ(k1 − k3)β] ,

où Gµν(k)δ
AB est le propagateur du champ de jauge en espace des impulsions. En

tronquant la contribution des trois propagateurs des champs de jauge externes,
i3Gα

µ(k1)G
β
ν (k2)G

γ
ρ(k3), on obtient la règle de Feynman

gfABC(2π)4δ4(k1 + k2 + k3) [ηαβ(k1 − k2)γ + ηβγ(k2 − k3)α + ηαγ(k3 − k1)β] ,
(4.96)

pour le vertex:

15Equations (3.29) ou (3.82), par exemple.

aAk
1

bBk
2

gCk
3
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Interaction scalaire dérivative (4.95)

L’interaction (4.95) met en jeu trois champs différents φj, φ†
i et A

A
µ . La règle de

Feynman s’obtient en calculant

〈0|T̂ φi(x1)φ†
j(x2)A

A
µ (x3) : i

∫
d4yLI : |0〉

=
∫ d4p

(2π)4

∫ d4p′

(2π)4

∫ d4q

(2π)4
eipx1−ip′x2+iqx3 I ij

A

µ
(p, p′, q).

Chaque terme de LI ne produit qu’une contraction et il vient facilement

I ij
A

µ
(p, p′, q) = i3Gi

l(p)G
k
j (p

′)Gµν(q)(2π)
4δ(p− p′ + q)

[
−ig(TA

s )
l
k

]
(p+ p′)ν .

On appliquera donc la règle de Feynman

−ig(TA
s )

l
k(p+ p′)ν (2π)4δ4(p− p′ + q) (4.97)

au vertex représenté par la figure suivante:

4.4 Champs massifs de spin un

Dans le chapitre 2, nous avons quantifié le champ de jauge libre de masse nulle.
Les interactions faibles font cependant intervenir des bosons massifs de spin 1,
W± et Z0, dont la quantification est considérablement plus subtile.

L’invariance de jauge impose l’absence de masse des champs de jauge et
détermine la structure des interactions. Dans le cas de la force faible, il apparâıt
que les interactions entre fermions etW± ou Z0 sont correctement décrites à par-
tir d’une invariance de jauge16, mais que la théorie doit posséder un mécanisme
brisant cette invariance et générant les masses des bosons de jauge. A première
vue, il y a au moins deux possibilités. La première consiste à simplement ajouter
à la densité lagrangienne un terme de masse non invariant pour les bosons de

16Le groupe de jauge est SU(2) × U(1); il contient le groupe de jauge U(1) de l’élec-
tromagnétisme et l’un des bosons de jauge est donc le photon.

nAq

p

l k

p'
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jauge. Il s’agit d’une brisure explicite de la symétrie de jauge. Il s’avère cepen-
dant que cette procédure conduit à des théories quantiques incohérentes (non
renormalisables) en présence d’interactions. Elle est donc inacceptable dans le
cadre de la théorie des champs. Mais elle est utile en tant qu’approximation
puisqu’elle permet d’évaluer certains processus importants à l’ordre le plus bas
de la théorie des perturbations et dans un domaine cinématique restreint. C’est
dans cet esprit que nous la considérons ici.

La seconde méthode, qui est compatible avec la quantification de la théorie de
champs, brise spontanément la symétrie de jauge à l’aide de champs scalaires: elle
est décrite dans le chapitre 7. C’est la méthode utilisée dans le Modèle standard
pour générer les masses des bosons de jauge faibles.

Nous allons donc quantifier un champ vectoriel Aµ(x) dont la densité lagran-
gienne est la suivante:

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
M2AµA

µ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (4.98)

Le second terme brise l’invariance du premier sous les transformations de jauge
Aµ → Aµ + ∂µΛ. L’équation d’Euler-Lagrange est l’équation de Proca,

✷Aµ − ∂µ∂νAν +M2Aµ = 0, (4.99)

déjà examinée dans le chapitre 217. En prenant sa divergence, il vient

∂µA
µ = 0. (4.100)

Cette condition élimine la composante de spin zéro du champ vectoriel massif18.
L’équation du mouvement (4.99) est donc équivalente à

(✷ +M2)Aµ = 0 et ∂µAµ = 0, (4.101)

et le champ Aµ est une solution de l’équation de Klein-Gordon de masse M ,
vérifiant la condition de transversalité (4.100). L’expansion en ondes planes s’écrit

Aµ(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

∑
κ

[
a(κ)(k)ε(κ)µ (k)e−ikx + a(κ)†(k)ε(κ)µ (k)eikx

]
, (4.102)

avec k2 =M2 et ωK =
√
M2 + k 2. La condition (4.100) conduit à

kµε(κ)µ (k) = 0, (4.103)

qui indique que le champ Aµ possède trois polarisations transverses, qui corres-
pondent aux trois états d’un champ massif de spin 1. L’indice κ dans l’expansion
(4.102) prend donc trois valeurs, κ = 1, 2, 3.

17Section 2.4.
18Paragraphe 1.3.5.
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Les trois vecteurs de polarisation linéairement indépendants ε(κ)µ peuvent être

normalisés de la manière suivante. Puisque kµε(κ)µ = 0 et k2 = M2, ils sont de
genre espace et on peut choisir

ε(κ)µ (k)ε(κ
′)µ(k) = −δκκ′ . (4.104)

Ensuite, le tenseur tµν =
∑3

κ=1 ε
(κ)
µ (k)ε(κ)ν (k) est symétrique et les conditions

(4.100) et (4.104) impliquent

kµtµν = kνtµν = 0, ε(κ)µ(k)tµν = −ε(κ)ν (k).

Par conséquent,
3∑

κ=1

ε(κ)µ (k)ε(κ)ν (k) = −
(
ηµν −

kµkν
M2

)
. (4.105)

Dans un référentiel où l’impulsion de la particule de spin un est dirigée selon l’axe
x3, k = (ωk, 0, 0, |k|), un choix de vecteurs de polarisation vérifiant les conditions
(4.103), (4.104) et (4.105) est

ε(1) = (0, 1, 0, 0),

ε(2) = (0, 0, 1, 0),

ε(3) = 1
M
(|k|, 0, 0, E).

(4.106)

ε(1) et ε(1) correspondent aux polarisations transverses à k, ε(3) à la polarisation
longitudinale.

La quantification canonique de la densité lagrangienne (4.98) ne pose pas de
problème particulier. La méthode utilisée dans le chapitre 2 s’applique directe-
ment. Les opérateurs a(κ)(k) et a(κ)†(k) détruisent ou créent une particule de
polarisation κ et impulsion k. Ils vérifient donc:

[a(κ)(k), a(κ
′)†(q)] = 2ωk(2π)

3δκκ
′
δ3(k − q),

[a(κ)(k), a(κ
′)(q)] = 0.

(4.107)

Ces résultats sont identiques aux relations de commutations (2.115) des opéra-
teurs de création et d’annihilation du champ de jauge.

Le propagateur du champ vectoriel massif est solution de l’équation de la
fonction de Green

[
(✷ +M2)ηµν − ∂µ∂ν

]
Gνρ(x− y) = δµρ δ

4(x− y). (4.108)

En passant à la transformée de Fourier,

Gµν(x− y) =
∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−y)G̃µν(k), (4.109)
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il vient [
(−k2 +M2)ηµν + kµkν

]
G̃νρ(k) = δµρ ,

dont la solution est, lorsque k2 �=M2,

G̃µν(k) = −
1

k2 −M2

[
ηµν −

kµkν
M2

]
.

Le traitement causal du pôle en k2 =M2 conduit à la substitutionM2 →M2−iε
dans le dénominateur singulier, si bien que finalement

Gµν(x− y) = −
∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

1

k2 −M2 + iε

[
ηµν −

kµkν
M2

]
. (4.110)

Comme dans le cas du champ de jauge sans masse, on aura

〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 = iGµν(x− y). (4.111)

Dans un diagramme de Feynman en espace des impulsions, on associe à chaque
ligne interne du champ vectoriel massif un facteur

− i

k2 −M2 + iε

(
ηµν −

kµkν
M2

)
, (4.112)

qui est la transformée de Fourier iG̃µν(k) de la contraction 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉.

Il est important de remarquer que pour les valeurs de l’impulsion kµ grandes
par rapport à M , le propagateur G̃µν(k) se comporte comme kµkν/k

2. Ce com-
portement asymptotique est différent de celui des propagateurs fermioniques,
scalaires ou de jauge qui s’annulent comme 1/k ou 1/k2 dans la même limite.
Cette anomalie est l’une des origines des incohérences rencontrées lorsqu’on es-
saie de quantifier une théorie de champs en interaction à partir de la densité
lagrangienne (4.98).

Le propagateur (4.110) est cependant utilisable pour obtenir une approxima-
tion d’un processus à l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations et dans
le domaine cinématique où k2 est faible relativement à M2. Le terme dominant
du propagateur est alors M−2. C’est par exemple le cas de la désintégration β
de particules telles que le neutron, les quarks autres que le top, les leptons µ et
τ , ainsi qu’en général les désintégrations nucléaires faibles. La restriction sur k2

exclut l’usage de (4.110) dans la boucle d’un diagramme de Feynman: dans ce
cas, l’impulsion sur la boucle n’est pas contrainte par la conservation d’impulsion,
on doit intégrer sur toutes ses valeurs et la restriction cinématique sur k2 ne peut
être imposée.
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4.5 L’interaction faible des fermions

Dans une théorie de jauge, l’interaction fermions–champs de jauge est toujours
de la forme

LI =
∑
A

gAAA
µ j

Aµ,

avec un courant fermionique

jAµ = (TA
� )

I
J [ψLIγ

µψJ
L] + (TA

r )
I
J [ψRIγ

µψJ
R]

= 1
2

[
(TA

� )
I
J + (TA

r )
I
J

]
ψIγ

µψJ + 1
2

[
(TA

� )
I
J − (TA

r )
I
J

]
ψIγ

µγ5ψ
J .

(4.113)

Pour une interaction invariante de parité, TA
� = TA

r ≡ TA et le courant axial
ψIγ

µγ5ψ
J n’intervient pas. C’est le cas de l’électromagnétisme (gA = e, (TA)IJ =

QIδ
I
J) ou de la chromodynamique quantique (gA = gs, T

A = TA
3 = 1

2
λA) qui ont

été discutés plus haut.

L’interaction entre quarks ou leptons et bosons de jauge faibles W± ou Z0,
telle que contenue dans le Modèle standard, est donc nécessairement de la forme

LW,Z =
1√
2
gW+

µ j
−µ +

1√
2
gW−

µ j
+µ + gZµj

0µ, (4.114)

avec des facteurs 2−1/2 qui sont conventionnels. Elle contient une constante de
couplage universelle g, la constante de jauge faible,

g = 2[
√
2GF ]

1
2MW ! .65,

GF ! 1.166·10−5 GeV−2 étant la constante de Fermi. Comme LW,Z est hermitique
et W−

µ = (W+
µ )†,

j+µ = (j−µ)†.

Le courant j±µ , qui est couplé au W∓ porte une charge électrique ±1:

[Q,W±
µ ] = ∓eW±

µ , [Q, j±µ ] = ∓ej±µ .

Les termes correspondants dans LW,Z sont les interactions à courant chargé.
Par contre l’interaction Z0–fermions est à courant neutre, sans charge électrique
échangée. Les trois courants faibles sont évidemment invariants sous les trans-
formations du groupe de la couleur. On pourra donc écrire

j+,−,0µ = j+,−,0(had.)µ + j+,−,0(lept.)µ, (4.115)

en séparant les contributions hadroniques (had.) et leptoniques (lept.).

La forme des courants chargés découle des informations suivantes:

i. Seuls les fermions de Weyl gauche ψI
L participent à l’interaction faible à

courant chargé. Autrement dit, (T±
r )IJ = 0.
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ii. Le courant hadronique chargé contient tous les termes permis par la con-
servation de la charge et de la couleur.

iii. Le courant leptonique chargé conserve les nombres leptoniques de chaque
génération (nombres leptoniques électronique, muonique, du tau19).

iv. La constante de couplage est universelle, aux angles de mélange entre
générations près.

Ces informations sont expérimentales, sauf la troisième qui est une conséquence de
l’absence de masse des neutrinos dans la version minimale du Modèle standard.
En utilisant la notation des champs des quarks et leptons introduite dans les
expressions (4.73), les courants chargés s’écrivent donc20:

j+(lept.)µ =
3∑

a=1

ψ
(a)

ELγµψ
(a)
NL =

1

2

3∑
a=1

ψ
(a)

E γµ(1 + γ5)ψ
(a)
N ,

j+(had.)µ =
3∑

a,b=1

3∑
i=1

V ab [ψ
(a)

DiLγµψ
(b)i
UL ] =

1

2

3∑
a,b=1

3∑
i=1

V ab [ψ
(a)

Diγµ(1 + γ5)ψ
(b)i
U ].

(4.116)
Les nombres V ab forment la matrice unitaire de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa.
Elle dépend de trois angles de mélange entre générations et d’une phase complexe,
qui viole CP . On en déduit les règles de Feynman suivantes:

ig

2
√
2
γµ(1 + γ5)

ig

2
√
2
V abγµ(1 + γ5)

Puisque W+
µ = (W−

µ )†, un W− entrant au vertex est équivalent à un W+ qui
en sort. Et l’effet sur les règles de Feynman d’un renversement des orientations
des trois lignes est uniquement de conjuguer l’élément de matrice de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa: V ab → (V ab)∗.

La forme du courant neutre est plus compliquée. Sa caractéristique la plus
importante est que l’interaction faible à courant neutre conserve la saveur des

19Par exemple, le nombre leptonique électronique vaut 1 pour l’électron et le neutrino
électronique νe, −1 pour leurs antiparticules et 0 pour tous les autres quarks et leptons.

20Nous supposons qu’il existe trois générations de quarks et leptons. S’il en existait Ng, on
sommerait sur a, b = 1, . . . , Ng.

W
m

E

(a)
y

N

(a)
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Ð W
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quarks: il n’y a pas de “flavour changing neutral currents” (FCNC). On obtient
dans le Modèle standard:

j0(lept.)µ =
1

cos θW

3∑
a=1

[
CELψ

(a)

ELγµψ
(a)
EL + CERψ

(a)

ERγµψ
(a)
ER +

1

2
ψ
(a)

NLγµψ
(a)
NL

]
,

j0(had.)µ =
1

cos θW

3∑
a=1

3∑
i=1

[
CDLψ

(a)

DiLγµψ
(a)i
DL + CDRψ

(a)

DiRγµψ
(a)i
DR

+CULψ
(a)

UiLγµψ
(a)i
UL + CURψ

(a)

UiRγµψ
(a)i
UR

]
.

(4.117)
Cette expression dépend de l’angle de Weinberg θW . Les différentes constantes
sont:

CEL = −1
2
+ sin2 θW , CER = sin2 θW ,

CDL = −1
2
+ 1

3
sin2 θW , CDR = 1

3
sin2 θW ,

CUL = 1
2
− 2

3
sin2 θW , CUR = −2

3
sin2 θW .

(4.118)

Les règles de Feynman des interactions décrites par les expressions (4.114–
4.118) peuvent être déduites de la prescription suivante. A l’interaction

V I
J

[
CLψLIγµψ

J
L + CRψRIγµψ

J
R

]
Bµ

on associe le vertex

Sa règle de Feynman est

iV I
J [CLγµPL + CRγµPR]ab =

i

2
V I
J [(CL + CR)(γµ)ab + (CL − CR)(γµγ5)ab].
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Sur les symétries P , C et T et leur rôle en théorie quantique des champs (théorème
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Sur l’interaction forte et la chromodynamique quantique:
Huang [5], chapitres 2 et 12; Halzen et Martin [8], chapitres 2 et 10; Aitchison et
Hey [9], chapitre 9; Ynduráin [20].

Sur l’interaction faible:
Commins et Bucksbaum [21], Georgi [22]; Halzen et Martin [8], chapitres 12 et
13; Aitchison et Hey [9], 4ème partie.

Exercices

4.1 Ecrire la densité lagrangienne de la théorie de jauge suivante:

– groupe de jauge U(1) avec champ de jauge Aµ,

– un champ spinoriel de chiralité gauche ψL et de charge QL,

– un champ spinoriel de chiralité droite λR et de charge QR,

– un champ scalaire complexe de charge q.

Déterminer les conditions sur les charges qui permettent un terme de masse
des champs spinoriels ou l’existence d’interactions de Yukawa. Déterminer
toutes les règles de Feynman.

4.2 Répéter l’exercice précédent en demandant de plus que ψL et λR forment
un spineur de Majorana. L’équation (4.24) est alors valable sous la forme
λR = (ψL)

c. Indiquer la condition sur QL et QR que cette égalité implique.

4.3 Construire la densité lagrangienne de la théorie de jauge du groupe SU(2)
dans les deux cas suivants:

– un doublet réel de champs scalaires ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
= ϕ†;

– un doublet complexe de champs scalaires φ =

(
φ1
φ2

)
�= φ†.

Un doublet se transforme dans la représentation bidimensionnelle 2 de
SU(2),

δϕ =
i

2

3∑
A=1

αAσaϕ, δφ =
i

2

3∑
A=1

αAσAφ,

où σA désigne les trois matrices de Pauli et αA les paramètres de la trans-
formation infinitésimale. Les générateurs de SU(2) pour la représentation
2 sont dont TA = σA/2.



Chapitre 5

Applications

Ce chapitre est consacré à l’étude de quelques applications du formalisme pertur-
batif développé dans les chapitres précédents. L’objectif est à la fois de concrétiser
les développements théoriques des premiers chapitres et d’introduire quelques
concepts ou méthodes caractéristiques de la physique des particules. Les proces-
sus suivants seront successivement discutés:

• L’annihilation électron-positon (sect. 5.1): présentation détaillée d’un cal-
cul simple de section efficace.

• La diffusion Compton, un exemple classique de processus électromagné-
tique mettant en évidence l’invariance de jauge d’un élément de matrice S
impliquant des photons (sect. 5.2). La variante de la diffusion quark–gluon
montre que la symétrie de jauge non abélienne requiert l’interaction à trois
champs de jauge.

• Désintégrations duW± et du Z0 (sect. 5.3). Un exemple simple de désinté-
gration en deux particules.

• Désintégration du muon (sect. 5.4), qui utilise le propagateur du champ
massif de spin un et illustre le lien entre le Modèle standard et la théorie de
Fermi de l’interaction faible. Calcul d’espace de phase de trois particules.

• La diffusion profondément inélastique et le modèle des partons (sect. 5.5):
une excursion vers la description des hadrons en termes de quarks et glu-
ons dans le domaine des processus à grands transferts d’impulsion (“hard
processes”). Facteurs de forme et fonctions de structure.

• La désintégration en deux photons du boson de Higgs (sect. 5.6), un pro-
cessus absent de l’ordre perturbatif le plus bas mais généré à l’ordre des
diagrammes à une boucle. Introduction de la notion de densité lagrangien-
ne effective.
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5.1 Annihilation électron–positon

Nous allons calculer la section efficace du processus :

e+e− −→ fermion− antifermion,

où le fermion de l’état final n’est pas un électron. Les particularités du processus
e+e− −→ e+e− (diffusion de Bhabha) seront évoquées plus loin. L’équation (3.99)
donne l’expression de la section efficace différentielle en fonction de l’amplitude
M = 〈k1, k2, in|iτ |p1, p2, in〉, qui est l’élément de matrice S réduit du processus.
Nous allons calculer cette amplitude à l’ordre le plus bas de son développement
perturbatif en puissances de la constante de couplage électromagnétique e. La
première contribution apparâıt à l’ordre e2. A cet ordre, la fonction de Green
et l’élément de matrice S sont donnés par la contribution du diagramme unique
de la figure 5.1, où F est un fermion de masse M et de charge eQ autre qu’un
électron. Les lignes fermioniques sont orientées selon le sens du flot de charge de
la particule: un positon d’impulsion p2 dans l’état initial correspond à une ligne
sortant du diagramme portant une impulsion −p2 dans le sens de la ligne.

Fig. 5.1 Annihilation e+e−: diagramme d’ordre e2

Bien que nous soyions avant tout intéressés au calcul de l’élément de matrice
S, nous allons premièrement donner l’expression de la fonction de Green à l’ordre
e2. Les règles de Feynman pour les fonctions de Green conduisent à l’expression
suivante:

G(p1, p2, k1, k2) = (2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)

· i3 −� p2 +m

p22 −m2 + iε
(−eγµ) � p1 +m

p21 −m2 + iε

· i3 � k1 +M

k21 −M2 + iε
(eQγν)

−� k2 +M

k22 −M2 + iε

· −i
(p1 + p2)2 + iε

(
ηµν +

1− λ
λ

(p1 + p2)µ(p1 + p2)ν
(p1 + p2)2 + iε

)
.

(5.1)
Lors de l’écriture de G, il faut prendre garde à ordonner correctement le produit
de matrices correspondant à chaque ligne fermionique. Les règles de Feynman

e
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Ð

p
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Ðp
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k
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Ðk
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indiquent que l’ordre correct des facteurs est obtenu en commençant par la fin de
chaque ligne et en la remontant dans le sens inverse de son orientation.

L’élément de matrice réduit τ = 〈k1, k2, in| iτ |p1, p2, in〉 est obtenu à partir de
la fonction de Green dans l’espace des impulsions en remplaçant les propagateurs
externes par les fonctions d’onde des spineurs. D’après la formule de réduction,
il faut effectuer dans (5.1) les substitutions suivantes: pour l’état initial,

i
� p1 +m

p21 −m2 + iε
−→ u(α1)(p1) (électron entrant),

i
−� p2 +m

p22 −m2 + iε
−→ v(α2)(p2) (positon entrant),

et pour l’état final,

i
� k1 +M

k21 −M2 + iε
−→ u

(β1)
F (k1) (fermion F sortant),

i
−� k2 +M

k22 −M2 + iε
−→ v

(β2)
F (k2) (antifermion F sortant).

αi = 1, 2 et βj = 1, 2 sont les polarisations des quatre particules dans le processus
et l’indice F indique un spineur du fermion F de masse M . L’élément de matrice
réduit τ s’écrit donc:

M ≡ 〈k1, k2, in| iτ |p1, p2, in〉

= −iQe2
[
v(α2)(p2)γ

µu(α1)(p1)
] [
u
(β1)
F (k1)γ

νv
(β2)
F (k2)

]

· 1

(p1 + p2)2 + iε

(
ηµν +

1− λ
λ

(p1 + p2)µ(p1 + p2)ν
(p1 + p2)2 + iε

)
.

(5.2)

Les expressions (5.1) et (5.2) dépendent apparemment du choix de la jauge, par
l’intermédiaire du terme du propagateur photonique contenant le paramètre λ.
La fonction de Green, qui n’est pas une grandeur physique dépend clairement
du choix de la jauge. Mais l’élément de matrice S, qui est une amplitude de
probabilité et donc une quantité significative, ne dépend pas de λ: le terme en
cause s’annule en utilisant l’équation de Dirac, dont les spineurs u(α)(p) et v(β)(k)
sont des solutions. En effet,

[
v(α2)(p2)γ

µu(α1)(p1)
]
(p1 + p2)µ = v(α2)(p2)(� p2 +m+ � p1 −m)u(α1)(p1)

= 0,

et le terme dépendant de λ du propagateur du photon ne contribue pas àM: en
général, tout élément de matrice S est invariant de jauge et donc indépendant de
λ. Notez qu’il aurait été plus simple d’utiliser directement la jauge de Feynman
λ = 1 dans laquelle ce terme est directement absent.
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Dans l’amplitude M, on doit prendre la limite ε → 0. Comme la quantité
(p1+ p2)

2 = s, qui correspond au carré de l’énergie dans le centre de masse, n’est
jamais nulle, la limite est triviale et on peut écrire:

M = −iQe2s−1
[
v(α2)(p2)γ

µu(α1)(p1)
] [
u
(β1)
F (k1)γµv

(β2)
F (k2)

]
, (5.3)

qui est l’expression finale de l’élément de matrice réduit 〈k1, k2, in|iτ |p1, p2, in〉.

Il s’agit ensuite de calculer le carré de l’amplitude. Pour évaluer la section
efficace de diffusion d’un état initial non polarisé, il faut également prendre la
moyenne sur les états de polarisation de l’électron et du positon: chaque polari-
sation apparâıt dans l’état initial avec la même probabilité. Ensuite, si l’on ne
s’intéresse pas à détecter les polarisations des particules de l’état final, il faut
sommer sur celles-ci. La section efficace non polarisée sera donc obtenue à partir
de

1

4

∑
α1,α2,β1,β2=1,2

|M|2 ≡ 1

4

∑
Polar.

|M|2.

On remarque tout d’abord que

|M|2 =
Q2e4

s2

[
v(α2)(p2)γ

µu(α1)(p1)
] [
u(α1)(p1)γ

νv(α2)(p2)
]

·
[
u
(β1)
F (k1)γµv

(β2)
F (k2)

] [
v
(β2)
F (k2)γνu

(β1)
F (k1)

]

=
Q2e4

s2
Tr
{[
v(α2)(p2)v

(α2)(p2)
]
γµ
[
u(α1)(p1)u

(α1)(p1)
]
γν
}

·Tr
{[
u
(β1)
F (k1)u

(β1)
F (k1)

]
γµ
[
v
(β2)
F (k2)v

(β2)
F (k2)

]
γν
}
.

Ensuite,

1

4

∑
Polar.

|M|2 = Q2e4

4s2
Tr
{[∑

α2

v(α2)(p2)v
(α2)(p2)

]
γµ
[∑
α1

u(α1)(p1)u
(α1)(p1)

]
γν
}

·Tr
{[∑

β1

u
(β1)
F (k1)u

(β1)
F (k1)

]
γµ
[∑
β2

v
(β2)
F (k2)v

(β2)
F (k2)

]
γν

}
.

Les sommes sur les polarisations ont été évaluées dans le chapitre 11:

∑
α

u(α)(k)u(α)(k) =
� k +m

2m
,

∑
α

v(α)(k)v(α)(k) =
� k −m
2m

.

1Equations (1.144).
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En conséquence, il vient2

1

4

∑
Polar.

|M|2 =
Q2e4

4s2
1

16m2M2
Tr [(� p2 −m)γµ(� p1 +m)γν ]

·Tr [( � k1 +M)γµ(� k2 −M)γν ]

=
4Q2e4

s2
1

16m2M2

[
2(p1k1)(p2k2) + 2(p1k2)(p2k1)

+2M2(p1p2) + 2m2(k1k2) + 4m2M2
]
.

(5.4)

Cette expression peut être exprimée en fonction des variables de Mandelstam s,
t et u, à l’aide des relations cinématiques suivantes:

p1p2 =
1
2
s−m2, k1k2 =

1
2
s−M2,

p1k1 = p2k2 = −1
2
t+ 1

2
(m2 +M2),

p1k2 = p2k1 = −1
2
u+ 1

2
(m2 +M2).

(5.5)

Il vient alors:

1

4

∑
Polar.

|M|2 = 4Q2e4

s2
1

16m2M2

[
1

2
(t2 + u2) + 2s(m2 +M2)− (m2 +M2)2

]
,

ou encore:

1

4

∑
Polar.

|M|2 = 4Q2e4

s2
1

16m2M2

[
2(p1k1)

2 + 2(p1k2)
2 + s(m2 +M2)

]
. (5.6)

Comme cette quantité est invariante de Lorentz, elle peut être calculée dans
n’importe quel référentiel. Il est naturel de choisir celui du centre de masse dans
lequel:

p1 = −p2, p01 = p02 =
√
s/2,

k1 = −k2, k01 = k02 =
√
s/2,

ainsi que3:

p1k1 =
s

4
− p1 · k1, p1k2 =

s

4
+ p1 · k1,

|k1| =
√
s

2

√
1− 4M2

s
, |p1| =

√
s

2

√
1− 4m2

s
.

En introduisant l’angle θ entre p1 et k1, l’expression (5.6) devient:

1

4

∑
Polar.

|M|2 = Q2e4
1

16m2M2

[
1 + 4

m2 +M2

s
+ (1− 4m2

s
)(1− 4M2

s
) cos2 θ

]
.

(5.7)

2Les résultats des traces sont donnés dans l’appendice A.
3Clairement, l’énergie dans le centre de masse

√
s est supérieure à 2M et 2m pour que le

processus existe.
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Cette expression ne dépend que de la direction de l’impulsion k1, par l’intermé-
diaire de la variable θ.

L’expression (5.6) contient l’ensemble de l’information sur la dynamique du
processus. Dans la section 3.4, nous avons établi la formule de la section efficace
différentielle dσ

d cos θ
en fonction de l’élément de matrice S, dans le référentiel du

centre de masse:

dσ

d cos θ
=

1

32πs

|k1|
|p1|

(16m2M2)
1

4

∑
Polar.

|M|2

=
πQ2α2

2s

|k1|
|p1|

[
1 + 4

m2 +M2

s
+ (1− 4m2

s
)(1− 4M2

s
) cos2 θ

]
.

(5.8)

Le facteur 16m2M2 rend compte de la présence de quatre fermions dans le pro-
cessus et la constante de structure fine

α =
e2

4π
! 1

137
(5.9)

caractérise l’intensité de l’interaction électromagnétique.

Pour obtenir la section efficace totale, il suffit d’intégrer sur la variable −1 ≤
cos θ ≤ 1:

σ =
4

3
π
Q2α2

s

√
1− 4M2/s√
1− 4m2/s

[
1 + 2

m2 +M2

s
+ 4

m2M2

s2

]
. (5.10)

Le facteur [1 − 4M2/s]1/2 contrôle le comportement de la section efficace au
voisinage du seuil de production de la paire fermion–antifermion. La section
efficace serait à l’évidence nulle pour 2m <

√
s < 2M .

La masse de l’électron m ∼ .5 MeV est en très bonne approximation négli-
geable par rapport à la masse de n’importe quel autre fermion: M ≥ mµ ∼ 106
MeV, la masse du muon. En négligeant 2m face à

√
s ≥ 2M , les sections efficaces

deviennent:

dσ

d cos θ
=

πQ2α2

2s

√
1− 4M2

s

[
1 + 4

M2

s
+ (1− 4M2

s
) cos2 θ

]
,

σ =
4

3
π
Q2α2

s

√
1− 4M2

s

[
1 + 2

M2

s

]
.

(5.11)

Ces formules approximatives sont applicables à la production de paires lep-
toniques µ+µ− ou τ+τ−, mais aussi pour des paires de quarks s, c, b, qui con-
duisent à des états finals hadroniques4. Lorsque l’énergie dans le centre de masse

4Le fait que chaque saveur de quark peut être produite en trois couleurs ajoute un facteur
3 à la section efficace.
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Fig. 5.2 Annihilation e+e−: contribution du Z0

Fig. 5.3 Annihilation e+e− hadronique

est très supérieure au seuil de production,
√
s >> 2M , elles deviennent,

dσ

d cos θ
=

1

2
π
Q2α2

s
[1 + cos2 θ], σ =

4

3
π
Q2α2

s
. (5.12)

La section efficace décrôıt comme s−1 dans la limite de haute énergie dans le
centre de masse.

Il est cependant illusoire d’utiliser ces résultats pour des valeurs de
√
s supé-

rieures à ∼ 40 GeV: l’annihilation e+e− y est dominée par la contribution du Z0,
par l’intermédiaire du diagramme de la figure 5.2.

La section efficace (5.11) appliquée à

e+e− −→ quark− antiquark

peut être utilisée pour évaluer celle du processus inclusif

e+e− −→ hadrons.

Dans le modèle des partons, un processus élémentaire produisant un ou plusieurs
quarks ou antiquarks mène avec probabilité unité à un état final comprenant des
hadrons (fig. 5.3). La section efficace σ(e+e− −→ hadrons) se calcule alors en
additionnant celles des processus e+e− −→ qq pour toutes les saveurs de quarks
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q permises par l’énergie dans le centre de masse
√
s:

σ(e+e− −→ hadrons) =
∑

quarks qi

σ(e+e− −→ qiqi)

=
4

3
π
α2

s
3
∑

u,d,s,...

Q2
i

√
1− 4M2

i

s

(
1 +

2M2
i

s

)
,

(5.13)

la somme portant sur les quarks dont la masse Mi vérifie 2Mi ≤
√
s. Le

facteur 3 vient du fait que les quarks existent en trois couleurs: l’interaction
électromagnétique n’étant pas sensible à la charge de couleur, chaque couleur
de quark est un état final possible du processus, avec la même probabilité. La
conservation de la couleur par l’interaction électromagnétique implique cepen-
dant que l’état final est un singlet de SU(3). La couleur de l’antiquark est donc
complètement déterminée par celle du quark de l’état final5.

Il est d’usage de normaliser σ(e+e− −→ hadrons) en la rapportant à

σ(e+e− −→ µ+µ−) =
4πα2

3s

pour
√
s� 2mµ. On considère alors

R(s) =
σ(e+e− −→ hadrons)

σ(e+e− −→ µ+µ−)
= 3

∑
u,d,s,...

Q2
i

√
1− 4M2

i /s
(
1 + 2M2

i /s
)
.

Pour
√
s suffisamment éloigné du seuil de production,

√
s� 2Mi, la contribution

de chaque saveur de quark est simplement 3Q2
i .

Fig. 5.4 Diffusion élastique e+e−: diagramme d’échange

Finalement, il faut remarquer que le calcul présenté dans cette section n’est
pas valable pour le processus

e+e− −→ e+e−

(diffusion de Bhabha). L’amplitude de probabilité est en effet obtenue en ajoutant
à la contribution du diagramme d’annihilation de la figure 5.1 celle du diagramme
d’échange de la figure 5.4.

5Section 4.2, équation (4.76). On a donc un facteur 3 pour la couleur du quark, sans facteur
supplémentaire pour celle de l’antiquark.
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5.2 Diffusion Compton

Il s’agit du processus électromagnétique γe− −→ γe−, dont l’étude a permis de
mettre en évidence le caractère corpusculaire du photon (Compton, 1923). Par
extension, il s’agit aussi de la diffusion fermion–champ de jauge, dans une théorie
non abélienne telle que la chromodynamique quantique.

5.2.1 Diffusion électron–photon

Les variables cinématiques du processus sont définies dans la figure 5.5, avec

ki + pi = kf + pf .

Les quadrivecteurs εi et εf décrivent les polarisations transverses des photons.
Nous les avons définies au moyen des conditions invariantes de Lorentz6

εiki = εfkf = εin = εfn = 0,

le quadrivecteur n donnant “l’axe du temps”: n2 = 1, n0 > 0. Il va être judicieux
de choisir

n =
1

m
pi, (m = masse de l′électron).

Dans ce cas,
εipi = εfpi = 0, (5.14)

un choix qui simplifiera les calculs. Dans le référentiel du laboratoire, pi =
(m,0), il vient εi,f = (0,εi,f ), les vecteurs de polarisation n’ont pas de composante

temporelle, et εi,f · ki,f = 0.

Fig. 5.5 Diffusion Compton: cinématique

A l’ordre le plus bas de l’interaction électromagnétique, deux diagrammes de
Feynman contribuent à l’amplitude de probabilité de transition (fig. 5.6). Ils
diffèrent par l’inversion de l’ordre des interactions le long de la ligne fermionique.
Comme LI est un invariant de Lorentz contenant le produit de deux champs

6Chapitre 2, équations (2.105–2.109). Nous omettrons ici la dépendance en k de ces vecteurs.
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Fig. 5.6 Diffusion Compton: diagrammes d’ordre e2

spinoriels, le signe relatif des deux contributions est positif. D’après les règles de
Feynman, l’élément de matrice réduit s’écrit

M ≡ 〈kf , εf ; pf , in|iτ |ki, εi; pi, in〉

= i(−ie)2 u(β)(pf )
[
� εf

� pi + � ki +m

(pi + ki)2 −m2 + iε
� εi

+ � εi
� pi − � kf +m

(pi − kf )2 −m2 + iε
� εf
]
u(α)(pi).

(5.15)

Les lignes fermioniques internes sont hors de la couche de masse:

(ki + pi)
2 −m2 = 2piki �= 0,

(kf − pi)2 −m2 = −2pikf �= 0,

et on peut directement poser ε = 0 dans les dénominateurs. L’amplitude (5.15)
est invariante sous la symétrie de croisement

(εi, ki)←→ (εf ,−kf ), (5.16)

qui échange les photons des états initial et final.

L’expression (5.15) est de la forme

M = εµi ε
ν
fAµν .

Nous avons vu dans la section 2.4 qu’ajouter une composante longitudinale aux
polarisations des champs de jauge,

εi,f −→ εi,f + λki,f , (5.17)

correspond à effectuer une transformation de jauge qui doit laisser la physique
inchangée. Le tenseur Aµν doit donc vérifier

kµi Aµν = 0 = kνfAµν . (5.18)
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Pour vérifier par exemple que kµi Aµν s’annule, il suffit d’observer que

(� ki + � pi +m)� kiu(α)(pi) = (� ki + � pi +m)(� ki + � pi −m)u(α)(pi)

= [(ki + pi)
2 −m2]u(α)(pi),

u(β)(pf )� ki(� pi − � kf +m) = u(β)(pf )(� ki − � pf +m)(� pi − � kf +m)

= −u(β)(pf )(� pi − � kf −m)(� pi − � kf +m)

= −u(β)(pf )[(pi − kf )2 −m2],

d’après l’équation de Dirac et la conservation d’énergie-impulsion.

Nous allons calculer la section efficace différentielle pour des polarisations εi et
εf des photons fixées. Pour cela, il faut calculer le carré du module de l’amplitude
M, sommer sur la polarisation β de l’électron sortant et prendre la moyenne sur
la polarisation α de l’électron initial:

1

2

2∑
α,β=1

|M|2 = 1

2
e4

2∑
α,β=1

[u(β)(pf )Mu(α)(pi)][u
(α)(pi)Mu(β)(pf )], (5.19)

avec

M = � εf
� ki + � pi +m

(ki + pi)2 −m2
� εi + � εi

� pi − � kf +m

(pi − kf )2 −m2
� εf ,

M = γ0M †γ0 = � εi
� ki + � pi +m

(ki + pi)2 −m2
� εf + � εf

� pi − � kf +m

(pi − kf )2 −m2
� εi.

(5.20)

On peut également écrire:

1

2

2∑
α,β=1

|M|2 = 1

2
e4 Tr

{[∑
β

u(β)(pf )u
(β)(pf )

]
M
[∑
α

u(α)(pi)u
(α)(pi)

]
M
}
.

Un spineur u(α)(p) vérifie [éq. (1.144)]

2∑
α=1

u(α)(p)u(α)(p) =
� p+m

2m
,

et donc
1

2

2∑
α,β=1

|M|2 = e4

8m2
Tr
[
(� pf +m)M(� pi +m)M

]
.

Avec le choix de polarisations (5.14), il vient

� εf (� pi + � ki +m)� εi = −� εf � εi(� pi + � ki −m),

� εi(� pi − � kf +m)� εf = −� εi � εf (� pi − � kf −m),

et, puisque (� pi −m)(� pi +m) = p2i −m2 = 0,

(� pf +m)M(� pi +m)M = (� pf +m)

[
−
� εf � εi � ki
2piki

−
� εi � εf � kf
2pikf

]
(� pi +m)M.
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En répétant la même opération pour M , on obtient finalement:

1

2

2∑
α,β=1

|M|2 = e4

32m2
Tr

[
(� pf +m)

(
� εf � εi � ki
piki

+
� εi � εf � kf
pikf

)

·(� pi +m)

(
� ki � εi � εf
piki

+
� kf � εf � εi
pikf

)]
.

(5.21)

Un calcul de trace sans intérêt particulier conduit à

1

2

2∑
α,β=1

|M|2 = e4

4m2

[
4(εiεf )

2 − 2 +
pikf
piki

+
piki
pikf

]
, (5.22)

qui est l’expression à insérer dans la formule générale de la section efficace (3.99):

dσ =
1

4(kipi)
(4m2)

1

2

2∑
α,β=1

|M|2 dLips

=
e4

4(kipi)

[
4(εiεf )

2 − 2 +
pikf
piki

+
piki
pikf

]
dLips.

(5.23)

Notez que le facteur 4m2 dans la formule de section efficace, qui est dû à la
présence de deux électrons dans le processus, compense le dénominateur obtenu
lors de la somme sur leurs polarisations: ces deux contributions dépendent unique-
ment du choix de normalisation des spineurs u(α)(k); elles disparaissent évidem-
ment de la probabilité.

Nous allons calculer la section efficace dans le référentiel du laboratoire où
l’électron cible est au repos7: pi = (m,0). On a:

dLips =
d3pf

(2π)32p0f

d3kf
(2π)32k0f

(2π)4δ4(pi + ki − pf − kf )

=
1

8π2
dΩ k0f dk

0
f θ(m+ k0i − k0f )δ

(
2mk0i − 2k0f [m+ k0i (1− cos θ)]

)

=
1

16π2mk0i
dΩ k0f

2
dk0f δ

(
k0f − k0i

[
1 +

k0i
m

(1− cos θ)
]−1
)
.

Dans ces égalités, dΩ est l’élément d’angle solide sous-tendu par le photon émis,
d’impulsion kf , mesuré par rapport à l’impulsion ki du photon incident, et θ est
l’angle de diffusion du photon:

cos θ =
ki · kf
k0i k

0
f

.

7En réalité, ceci signifie que l’impulsion du photon incident est suffisamment grande pour
admettre que les électrons atomiques de la cible au repos dans le laboratoire sont eux-mêmes
au repos.
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La distribution de Dirac indique que

k0f = |kf | =
|ki|

1 + |!ki|
m
(1− cos θ)

, (k0i = |ki|). (5.24)

Le maximum k0f = k0i (et pf = 0) est atteint lorsque θ = 0, le minimum k0f =
m

m+2k0
i
k0i (et |pf | = 2mk0

i

2k0
i +m

) lorsque θ = π. La section efficace différentielle dans le

référentiel du laboratoire devient finalement:

dσ

d cos θ
=
πα2

2m2


 |kf |
|ki|



2 
4(εiεf )2 − 2 +

|kf |
|ki|

+
|ki|
|kf |


 , α =

e2

4π
. (5.25)

C’est la formule de Klein-Nishina. L’énergie du photon émis y est donnée par
l’expression (5.24), qui détermine la dépendance en θ de la section efficace.

5.2.2 Rayonnement de freinage (Bremsstrahlung)

Le processus de rayonnement électromagnétique par un électron se déplaçant
dans le potentiel coulombien

A0(x) =
Ze

4π|x| (5.26)

d’un noyau fixe (en x = 0) de charge Ze peut être décrit au premier ordre de
la théorie des perturbations à partir de l’amplitude de diffusion Compton (5.15).
Pour passer de la diffusion Compton à la diffusion dans le potentiel A0(x), on
remplace la fonction d’onde libre du photon incident, e−ikixεiµ(ki), par le champ
externe coulombien Aµ = (A0(x),0). Puisque le champ externe n’est pas invariant
sous les translations d’espace, l’élément de matrice S ne contiendra pas de facteur
(2π)3δ3(pi − pf − k): l’impulsion n’est pas conservée par l’interaction avec le
potentiel externe. Il possédera par contre une contribution 2π δ(p0i − p0f − k0)
conservant l’énergie. Comme la transformée de Fourier de A0 est

A0(x) = Ze
∫ d4q

(2π)3
δ(q0)e

−iqx 1

|q |2 = Ze
∫ d3q

(2π)3
ei!q·!x

1

|q |2 ,

l’élément de matrice S à l’ordre le plus bas sera

S =
−iZe3

|pf + k − pi|2
2π δ(p0i − p0f − k0)

·u(β)(pf )
[
� ε
� k + � pf +m

(k + pf )2 −m2
γ0 + γ0

� pi − � k +m

(pi − k)2 −m2
� ε
]
u(α)(pi).

(5.27)
Il correspond aux diagrammes de Feynman de la figure 5.7, pour un photon émis
d’impulsion k et polarisation ε.
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Fig. 5.7 Rayonnement de freinage: diagrammes d’ordre e3

La section efficace obtenue à partir de l’élément de matrice S (5.27) est la
formule de Bethe-Heitler 8.

5.2.3 Quark–gluon −→ quark–gluon

Le processus d’interaction forte

Q G −→ Q G (Q = quark, G = gluon)

est le pendant pour la chromodynamique quantique de la diffusion Compton
électron–photon. Il contribue9 par exemple à la production de deux jets hadro-
niques dans une collision proton–proton ou proton–antiproton. Sa description
diffère cependant en un point essentiel de celle de la diffusion Compton: la chro-
modynamique quantique est une théorie de jauge non abélienne et l’interaction
de jauge trilinéaire10 intervient à l’ordre perturbatif le plus bas.

Fig. 5.8 QG −→ QG: diagrammes d’ordre g2s

A l’ordre g2s de la chromodynamique quantique, trois diagrammes de Feynman
contribuent à l’élément de matrice S; ils sont représentés dans la figure 5.8. La
sommeMI+II des deux premiers diagrammes est similaire à celle obtenue pour
la diffusion Compton, la seule différence résidant dans la règle de Feynman du

8Voir par exemple Itzykson et Zuber [1], paragraphe 5.2.4.
9Ou le processus QQ→ GG relié par croisement.

10Sa règle de Feynman a été établie dans la section 4.3.
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Fig. 5.9 QG −→ QG: cinématique

vertex quark–gluon11:

MI+II = −ig2s u
(β)
j (pf )

[
(TB

3 T
A
3 )ji � εf

� pi + � ki +m

(pi + ki)2 −m2 + iε
� εi

+(TA
3 T

B
3 )ji � εi

� pi − � kf +m

(pi − kf )2 −m2 + iε
� εf
]
u(α) i(pi).

(5.28)

Les variables cinématiques et les indices de couleur i, j, A et B sont définis dans
la figure 5.9,

pi + ki = pf + kf ,

m est la masse du quark et, comme précédemment, on choisit des vecteurs de
polarisation vérifiant

εiki = εfkf = εipi = εfpi = 0.

En utilisant la règle de Feynman (4.96) et la jauge de Feynman pour le propaga-
teur du gluon12, l’amplitude correspondant au troisième diagramme de la figure
5.8 est

MIII =
g2s
2
fABC(TC

3 )ji
1

kikf

·u(β)j (pf )

[
2(kiεf )� εi + 2(kfεi)� εf − (εiεf )(� ki + � kf )

]
u(α) i(pi).

(5.29)
Les amplitudesMI+II etMIII possèdent comme il se doit la symétrie de croise-
ment

(εi, ki, A) ←→ (εf ,−kf , B),

qui échange les gluons incident et sortant13. L’élément de matrice S réduit du
processus sera ensuite donné par la somme

M =MI+II +MIII . (5.30)

11Section 4.2.
12Le résultat est indépendant de la jauge: nous calculons un élément de matrice S.
13Les constantes de structure sont antisymétriques: fABC = −fBAC .

A,
i
,k

i

'

G

Q Q

G

B,
Ä
,k

Ä

'

i,a,p
i

j,b,p
Ä



198 APPLICATIONS

Comme dans le cas de la diffusion Compton ci-dessus, on peut vérifier l’inva-
riance de jauge de la théorie en remplaçant l’une des polarisations εi ou εf par
l’impulsion du gluon correspondant. Par exemple:

MI+II |εi→ki
= ig2s

(
[TA

3 , T
B
3 ]
)j
i
u
(β)
j (pf )� εfu(α) i(pi),

MIII |εi→ki
= g2sf

ABC(TC
3 )ji u

(β)
j (pf )� εfu(α) i(pi).

La dernière égalité utilise u
(β)
j (pf )� kfu(α) i(pi) = u

(β)
j (pf )[� pi − m + � ki − � pf +

m]u(α) i(pi) = u
(β)
j (pf )� kiu(α) i(pi). Cependant, comme [TA

3 , T
B
3 ] = ifABCTC

3 ,

M|εi→ki
= MI+II |εi→ki

+MIII |εi→ki
= 0,

etM est invariant sous la transformation de jauge εi → εi+λki, pour tout nombre
λ. Par symétrie de croisement, le même résultat s’applique à la transformation
εf → εf + λkf . L’invariance de jauge exige donc la présence de l’interaction à
trois gluons, un fait déjà observé lors de la dérivation de la densité lagrangienne,
dans la section 1.5.

L’amplitudeM peut être mise sous la forme

M =
i

4
g2s {TA

3 , T
B
3 }

j
i u

(β)
j (pf )

[
� εf � εi � ki
piki

+
� εi � εf � kf
pikf

]
u(α) i(pi)

+
1

4
g2s f

ABC(TC
3 )ji u

(β)
j (pf )

[
� εf � εi � ki
piki

−
� εi � εf � kf
pikf

+
4

kikf

(
(kiεf )� εi + (kfεi)� εf − (εiεf )� ki

)]
u(α) i(pi).

Au facteur g2s {TA
3 , T

B
3 }

j
i près, la première ligne est identique à l’amplitude obte-

nue lors de la description de la diffusion Compton. La nature non abélienne de
la théorie est présente par les termes proportionnels aux constantes de structure
fABC .

La section efficace est obtenue en calculant tout d’abord

1

3

3∑
i,j=1

1

8

8∑
A,B=1

1

2

2∑
α,β=1

1

2

∑
εi,εf

|M|2,

en moyennant sur la couleur i et la polarisation α du quark initial, en moyennant
sur la couleur A et la polarisation εi du gluon initial, en sommant sur les couleurs
j et B et sur les polarisations β et εf des particules de l’état final. Cette opération
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introduit les facteurs de couleur suivants:

3∑
i,j=1

8∑
A,B=1

{TA
3 , T

B
3 }

j
i {TA

3 , T
B
3 }ij = 2

8∑
A,B=1

Tr(TA
3 T

B
3 T

A
3 T

B
3 + TA

3 T
A
3 T

B
3 T

B
3 )

= 2
8∑

A,B=1

Tr(2TA
3 T

A
3 T

B
3 T

B
3 + i

8∑
C=1

fABCTA
3 T

B
3 T

C
3 ),

3∑
i,j=1

8∑
A,B,C=1

{TA
3 , T

B
3 }

j
i f

ABC(TC)ij = 0,

3∑
i,j=1

8∑
A,B,C,D=1

fABC(TC
3 )ij f

ABD(TD
3 )ji =

8∑
A,B,C,D=1

fABCfABD Tr(TC
3 T

D
3 ).

Les générateurs de SU(3) vérifient:

Tr(TC
3 T

D
3 ) = 1

2
δCD (normalisation, choix arbitraire),

8∑
C,D=1

fACDfBCD = 3δAB,
8∑

A=1

(TA
3 T

A
3 )ij =

4

3
δij,

fABC = −2iTr(TA
3 [TB

3 , T
C
3 ]).

(5.31)

En conséquence,

3∑
i,j=1

8∑
A,B=1

{TA
3 , T

B
3 }

j
i {TA

3 , T
B
3 }ij =

28

3
,

3∑
i,j=1

8∑
A,B=1

fABC(TC
3 )ij f

ABD(TD
3 )ji = 12.

Les facteurs de couleur de ce type sont caractéristiques des calculs de chromody-
namique quantique; ils se calculent en général à partir des égalités (5.31).

5.3 Désintégrations du W± et du Z0

Dans le Modèle standard des interactions électrofaibles, les bosons de jauge W±

et Z0 possèdent une interaction avec un courant fermionique qui permet leur
désintégration en un fermion (quark ou lepton) et un antifermion. Cette inter-
action découle du principe d’invariance sous les transformations du groupe de
jauge SU(2)L×U(1)Y qui caractérise l’interaction électrofaible14. Sa forme a été
présentée dans la section 4.5.

La règle de Feynman pour l’interaction du W± et des leptons peut être re-
constituée à partir des informations suivantes. Premièrement, il s’agit d’une

14Section 1.5 et chapitre 8.
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interaction de jauge ne faisant intervenir que les fermions de chiralité gauche:
facteur γµPL = 1

2
γµ(I + γ5). Ensuite, elle conserve les trois nombres leptoniques

associés à chaque génération de quarks–leptons. Enfin, sa force est universelle,
caractérisée par la constante de couplage faible

g√
2
=

e√
2 sin θW

=
√
2[
√
2GF ]

1
2M,

θW étant l’angle de Weinberg, GF la constante de Fermi et M la masse du W±.
La règle de Feynman pour chaque interaction entre W± et leptons est donc

ig

2
√
2
γµ(I + γ5).

La seule modification qui intervient dans l’interaction entre W± et quarks est
l’existence de mélange entre générations: il s’ajoute un élément de matrice de
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa, V ab.

5.3.1 Désintégration W− −→ �−ν0

Le lepton chargé l− et son antineutrino ν� peuvent appartenir à n’importe quelle
génération. Il y a donc trois processus

W− −→ e−νe , µ−νµ , τ−ντ .

Comme l’interaction est universelle, ces processus ne diffèrent que par les masses
des leptons, qui sont négligeables face à celle du boson W .

Nous utiliserons la notation suivante:

• W−: masse M , polarisation ε(κ)µ , impulsion P ;

• �−: masse m, polarisation α, impulsion p;

• ν: masse mν , polarisation β, impulsion q.

Par conservation d’impulsion, P = p + q. La masse du neutrino n’est introduite
que comme paramètre intermédiaire, afin de pouvoir utiliser dans le calcul les
normalisations des spineurs introduites dans le paragraphe 1.4.2, qui n’ont de
sens que pour des fermions massifs. Les grandeurs physiques ne dépendant pas
du choix des normalisations, il n’y a pas de difficulté à poser mν = 0 dans ces
quantités.

A l’ordre le plus bas dans la constante de couplage g, l’élément de matrice S
réduit est obtenu à partir du diagramme de Feynman de la figure 5.10:

M = ε(κ)µ u
(α)
(�) (p)

ig

2
√
2
γµ(I + γ5)v

(β)
(ν) (q). (5.32)
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Fig. 5.10 Désintégration leptonique du W− à l’ordre g

En sommant sur les polarisations α et β à l’aide de l’équation (1.144), il vient

∑
α,β=1,2

|M|2 = g2

8
ε(κ)µ ε(κ)ν Tr

[
� p+m

2m
γµ(I + γ5)

� q −mν

2mν

γν(I + γ5)

]
. (5.33)

Dans cette expression apparâıt le rôle joué par le paramètremν , au dénominateur.
Puisque

(I + γ5)(� q −mν)γ
ν(I + γ5) = 2� qγν(I + γ5),

l’expression (5.33) se simplifie:

∑
α,β=1,2

|M|2 =
g2

4
ε(κ)µ ε(κ)ν

1

4mmν

Tr [ � pγµ � qγν(I + γ5)]

= g2
1

4mmν

[
2(ε(κ)p)(ε(κ)q)− (ε(κ)ε(κ))(pq)− iεµνρσε(κ)µ ε(κ)ν pρqσ

]
,

(5.34)
le dernier terme, qui est la contribution de γ5 à la trace, étant nul. Cette ex-
pression décrit la désintégration d’un W− de polarisation ε(κ). Pour un W− non
polarisé, la moyenne sur les trois polarisations κ s’effectue à l’aide de15:

1

3

3∑
κ=1

ε(κ)µ ε(κ)ν = −1

3

(
ηµν −

PµPν
M2

)
.

La probabilité de transition est alors donnée par:

1

3

∑
α,β,κ

|M|2 = −g
2

12

(
ηµν −

PµPν
M2

)
1

4mmν

Tr [ � pγµ � qγν ]

=
g2

3

1

4mmν

[
(pq) + 2

(Pp)(Pq)

M2

]
.

(5.35)

Puisque P = p+ q, la cinématique impose les relations

Pp = m2 + pq, Pq = m2
ν + pq,

pq = 1
2
(M2 −m2 −m2

ν).

15Equation (4.105).

W
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P
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D’après l’expression générale pour la largeur de désintégration en deux particules
(3.110),

Γ�ν =
1

16πM3

√
∆(M2,m2,m2

ν) 4mmν
1

3

∑
α,β,κ

|M|2

=
g2

48πM3

√
∆(M2,m2,m2

ν)

[
pq + 2

(Pp)(Pq)

M2

]
.

(5.36)

On peut ici poser mν = 0 sans difficulté pour obtenir finalement

Γ�ν =
g2M

48π

(
1− m2

M2

)2 (
1 +

m2

2M2

)
. (5.37)

La masse du lepton peut certainement être négligée face à M :

Γ�ν =
g2M

48π
=
GFM

3

6
√
2π
! 4.37× 10−7 GeV−2 M3, (5.38)

en introduisant la constante de Fermi

GF√
2
=

g2

8M2
, GF ! 1.166× 10−5 GeV−2.

En fait, dans l’expression (5.38), seul le facteur (48π)−1 n’est pas trivial: la largeur
a les unités d’une masse et la seule masse dans le problème est M , l’amplitude
est d’ordre g, il suit donc que Γ�ν = Cg2M , C étant un nombre dont la valeur
est fixée par le calcul de l’amplitude. Avec M = 80.4 GeV, il vient

Γ�ν = .23 GeV,

pour chaque mode leptonique �ν. La contribution totale des trois modes e−νe,
µ−νµ et τ−ντ à la largeur du W− est donc

Γlept. = .68 GeV.

5.3.2 Désintégration W− −→ DaU b

La désintégration de W− en un quark de charge −1/3 et un antiquark de charge
−2/3 comprend six modes permis par la cinématique: Da = (d, s, b) et U b =
(u, c). Il y a deux différences avec les processus leptoniques étudiés ci-dessus.
Premièrement, l’amplitude fait intervenir l’élément V ab de la matrice de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa. Deuxièmement, chaque quark existe en trois couleurs, ce
qui multiplie par trois le nombre d’états finals ouverts à la désintégration. En
négligeant la masse des quarks face à M , la largeur de chaque mode est donc
donnée par l’expression (5.38), multipliée par 3|V ab|2:

Γab = 3|V ab|2 GFM
3

6
√
2π

. (5.39)
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Les valeurs expérimentales des éléments de la matrice de Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa indiquent que les modes dc, su, bu et bc qui mélangent les générations
sont très nettement dominés par du et sc. A l’ordre le plus bas de la théorie des
perturbations, tous les états finals hadroniques sont obtenus à partir du processus
élémentaire W− → DaU b. La largeur hadronique totale est donc

Γhadr. =
∑

a=1,2,3

∑
b=1,2

Γab = 6
GFM

3

6
√
2π

, (5.40)

puisque ∑
a=1,2,3

|V ab|2 = 1

par unitarité de la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (qui est une consé-
quence de l’existence de trois générations de quarks seulement). Pour M = 80.4
GeV, d’après (5.38),

Γhadr. = 1.36 GeV. (5.41)

5.3.3 Largeur totale, rapports de branchement

A l’ordre g2 (ou GF ), les modes �ν� et DaU b sont les seules contributions à la
désintégration du W−, étant entendu que les quarks conduisent avec probabilité
unité à des états finals hadroniques. La largeur totale de désintégration de W−

est

Γ = Γlept. + Γhadr. = 9
GFM

3

6
√
2π

= 2.05 GeV, (5.42)

à l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations. Cette valeur est à comparer
avec la valeur expérimentale [49]

Γexp. = 2.12± .05 GeV.

Le rapport de branchement de chacun des trois modes leptoniques e−νe, µ−νµ et
τ−ντ est

B =
Γ�ν
Γ

=
1

9
! 11%, (5.43)

les valeurs expérimentales étant [49]

e−νe : Bexp. = 10.66± .20 %,
µ−νµ : Bexp. = 10.49± .29 %,
τ−ντ : Bexp. = 10.4± .4 %.

5.3.4 Désintégration du Z0

Dans le Modèle standard, Z0 se désintègre de manière très dominante en ff , f
étant n’importe quel quark ou lepton de masse inférieure à MZ/2. Ces modes de
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désintégration apparaissent à l’ordre le plus bas (g2) de la théorie des perturba-
tions. La règle de Feynman du vertex Z0ff a été discutée dans la section 4.5.
Par rapport à l’interaction du W± utilisée ci-dessus, deux différences principales
sont à relever: l’interaction de jauge du Z0 fait intervenir les composantes de
chiralités gauche et droite de chaque fermion, l’exception étant le neutrino dont
seule la composante gauche apparâıt. D’autre part, il n’y a pas de mélange entre
générations, pas de “courants neutres à changement de saveur”16. Il n’y a donc
pas d’interaction Z0UaU b ou Z

0DaDb, avec a �= b.

La règle de Feynman pour le vertex Z0ff est de la forme

ig

cos θW
γµ
[
CL

I + γ5
2

+ CR
I − γ5

2

]
.

Les coefficients CL et CR dépendent du fermion f (lepton chargé, neutrino, quark
de charge 2/3 ou −1/3). Ils ne dépendent cependant pas de la génération à la-
quelle f appartient. Leurs valeurs sont complètement déterminées dans le Modèle
standard et sont données dans les expressions (4.117) et (4.118).

A l’ordre g, l’amplitude de la désintégration Z0 −→ ff est

M =
ig

cos θW
ε(κ)µ u(α)(p)γµ

[
CL

I + γ5
2

+ CR
I − γ5

2

]
v(β)(q). (5.44)

La notation est la suivante:

Z0: impulsion P , polarisation ε(κ)µ , masse MZ ;

f : impulsion p, polarisation α, masse m;

f : impulsion q, polarisation β, masse m.

Et P = p+ q. En sommant sur les polarisations des fermions, on arrive à

∑
α,β

|M|2 = g2

cos2 θW
ε(κ)µ ε(κ)ν

1

4m2
Tr
{
(� p+m)γµ

[
CL

I + γ5
2

+ CR
I − γ5

2

]

·(� q −m)γν
[
CL

I + γ5
2

+ CR
I − γ5

2

]}
.

(5.45)

La moyenne sur la polarisation du Z0 [à l’aide de l’équation (4.105)] et le calcul
de la trace conduisent à:

1

3

∑
α,β,κ

|M|2 = 4g2

3 cos2 θW

1

4m2

[
1

2
(C2

L + C2
R)

(
pq + 2

(Pp)(Pq)

M2
Z

)
+ 3CLCRm

2

]
.

(5.46)
Comme

pq + 2
(Pp)(Pq)

M2
Z

=M2
Z −m2,

16“Flavour changing neutral currents” (FCNC).
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il vient finalement

1

3

∑
α,β,κ

|M|2 = 2g2M2
Z

3 cos2 θW

1

4m2

[
(C2

L + C2
R)(1−

m2

M2
Z

) + 6CLCR
m2

M2
Z

]
. (5.47)

D’après (3.110), la largeur de désintégration s’écrit

Γff =
1

16πM3
Z

√
∆(M2

Z ,m
2,m2) 4m2 1

3

∑
α,β,κ

|M|2

=
g2MZ

24π cos2 θW

√
1− 4m2

M2
Z

[
(C2

L + C2
R)(1−

m2

M2
Z

) + 6CLCR
m2

M2
Z

]
.

(5.48)

Comme m�MZ , on peut écrire en bonne approximation

Γff =
g2MZ

24π cos2 θW
(C2

L + C2
R) =

GFM
3
Z

3
√
2π

(C2
L + C2

R). (5.49)

La dernière égalité suit de GF√
2
= g2

8M2
W
, avec de plus

MW =MZ cos θW

dans le Modèle standard (à l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations)17.
L’expression (5.49) s’applique directement aux désintégrations leptoniques. Avec
MZ = 91.2 GeV, sin2 θW = .231 [49], on obtient

Γ�� = .08 GeV, � = e, µ, τ,

Γinvisible =
∑

f=νe,νµ,ντ

Γff = 3Γνeνe = .50 GeV,

La quantité Γinvisible rassemble les modes indétectables, l’état final ne contenant
que des neutrinos. La largeur de désintégration hadronique est obtenue en som-
mant sur les trois couleurs et les cinq saveurs de quarks (u, d, s, c, b) permises
dans l’état final. Avec les valeurs appropriées des coefficients CL et CR, on trouve:

Γhadr. = 1.68 GeV,

si bien que la largeur totale calculée à l’ordre le plus bas en théorie des pertur-
bations devient

ΓZ = 2.42 GeV.

La valeur expérimentale est [49] ΓZ = 2.4952± .0026 GeV. Pour les rapports de
branchement, les valeurs entre parenthèses étant expérimentales:

B�� = 3.5%, � = e, µ, τ, (3.3688± .0026%),

Binvisible = 21%, (20.02± .06%),

Bhadr. = 69%, (69.89± .07%).

17Chapitre 8.
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5.4 Désintégration du muon

La désintégration du muon,
µ− −→ e−νeνµ,

est l’exemple le plus simple de désintégration β, la manifestation la plus courante
de l’interaction faible. A l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations (g2),
l’amplitude de probabilité du processus est donnée par le diagramme de Feynman
représenté dans la figure 5.11. L’amplitude fait appel au propagateur du champ
de jauge massif W obtenu dans la section 4.4. Et le calcul de la largeur de
désintégration comprend une intégration sur un espace de phase à trois particules.

Fig. 5.11 Désintégration du muon: diagramme d’ordre g2

Les règles de Feynman de l’interaction faible à courant chargé (sect. 4.5) et
du champ massif de spin un conduisent à l’amplitude suivante:

M = −g
2

8

[
u(α2)
ν (p2)γ

ρ(I + γ5)u
(α1)
µ (p1)

] −i
q2 −M2 + iε

(
ηρσ −

qρqσ
M2

)

·
[
u(α4)
e (p4)γ

σ(I + γ5)v
(α3)
ν (p3)

]
.

(5.50)

M est la masse du W et les polarisations de µ−, νµ, νe et e− sont respectivement
α1, α2, α3 et α4. Par conservation d’impulsion à chaque vertex,

q = p1 − p2 = p3 + p4.

Avant de calculer le carré de l’amplitude, il convient de simplifier cette expression:
le second terme du propagateur massif peut être modifié à l’aide de l’équation de
Dirac. Considérons par exemple le terme

J ≡ u(α2)
ν (p2)� q(I + γ5)u

(α1)
µ (p1).

Comme q = p1 − p2, cette expression peut s’écrire

J = u(α2)
ν (p2)(I − γ5)� p1u(α1)

µ (p1)− u(α2)
ν (p2)� p2(I + γ5)u

(α1)
µ (p1).

W
Ð

e
Ð

Ð

p
1

q

p
2

p
4

Ðp
3

m
Ð

n
e

n
m
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Le neutrino étant de masse nulle, l’équation de Dirac s’écrit

(� p1 −mµ)u
(α1)
µ (p1) = 0, u(α2)

ν (p2)� p2 = 0

(mµ: masse du muon). En conséquence,

J = mµ u
(α2)
ν (p2)(I − γ5)u(α1)

µ (p1).

Une manipulation similaire peut être appliquée au terme proportionnel à qσ dans
l’amplitude. On arrive ainsi à:

M =
ig2

8(q2 −M2)

{
[u(α2)

ν (p2)γ
ρ(I + γ5)u

(α1)
µ (p1)][u

(α4)
e (p4)γρ(I + γ5)v

(α3)
ν (p3)]

−mµme

M2
[u(α2)

ν (p2)(I − γ5)u(α1)
µ (p1)][u

(α4)
e (p4)(I + γ5)v

(α3)
ν (p3)]

}
.

(5.51)
La limite ε→ 0 peut être prise sans problème puisque q2 �=M2. Le second terme
dans l’accolade peut être négligé: le facteur mµme/M

2 étant d’ordre 10−8, il est
clairement négligeable face au premier terme ainsi que face aux corrections de
l’ordre suivant (g4) de la théorie des perturbations omises ici. De plus, comme
q2 ∼ m2

µ �M2, il est légitime de faire l’approximation

1

q2 −M2
! − 1

M2
.

Avec ces approximations, la contribution à l’amplitude du propagateur massif se
réduit à la constante iM−2ηρσ.

Puisque 1√
2
GF = g2[8M2]−1, l’amplitude s’écrit finalement:

M = −iGF√
2

[
u(α2)
ν (p2)γ

µ(I + γ5)u
(α1)
µ (p1)

][
u(α4)
e (p4)γµ(I + γ5)v

(α3)
ν (p3)

]
. (5.52)

Cette amplitude est identique à celle utilisée dans la théorie “V − A” formulée
pour l’interaction faible avant l’avènement du Modèle standard: un produit de
deux courants électronique et muonique de chiralité gauche.

Nous allons calculer la largeur de désintégration du muon sans fixer de pola-
risations. Il s’agit donc d’évaluer

1

2

2∑
α1,α2,α3,α4=1

|M|2,

c’est-à-dire de moyenner |M|2 sur les polarisations du muon, et sommer sur celles
des fermions de l’état final.

Nous avons déjà observé que les normalisations choisies pour les spineurs im-
posent de conserver les masses des neutrinos lors du calcul du carré de l’amplitude.
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On peut ensuite annuler ces masses dans les grandeurs physiques qui sont indépen-
dantes des normalisations. Pour simplifier le calcul, nous allons utiliser la règle
suivante pour les sommes de polarisations des neutrinos:

2∑
α=1

u(α)ν (p)u(α)ν (p) −→ � p
2m

,

2∑
α=1

v
(α)
ν (p) v

(α)
ν (p) −→ � p

2m
.

(5.53)

Le paramètre de masse m n’est introduit que dans le dénominateur: il disparâıtra
simplement de l’expression de la largeur. Avec cette règle pour les neutrinos, on
obtient:

1

2

∑
α1,α2,α3,α4

|M|2 = GF

64

1

m2mµme

LρσMρσ.

Les quantités Lρσ et Mρσ sont définies par

Lρσ = Tr [� p2γρ(I + γ5)(� p1 +mµ)γ
σ(I + γ5)] ,

Mρσ = Tr [(� p4 +me)γρ(I + γ5)� p3γσ(I + γ5)] .

A l’aide des résultats de l’appendice A, un calcul sans difficulté conduit à

LµνMµν = 4Tr [� p2γµ � p1γν(I + γ5)] Tr [� p4γµ � p3γν(I + γ5)]

= 256(p1p3)(p2p4),

et finalement,

1

2

∑
α1,α2,α3,α4

|M|2 = 4G2
F

1

m2mµme

(p1p3)(p2p4).

D’après (3.101), la largeur de désintégration s’écrit:

dΓ =
32

(2π)5
G2
F

mµ

d3p2
2p02

d3p3
2p03

d3p4
2p04

δ4(p1 − p2 − p3 − p4)(p1p3)(p2p4),

qui est comme annoncé indépendante de la masse fictive m introduite pour les
neutrinos.

L’état final contient trois particules. Cette situation a été étudiée dans le
paragraphe 3.4.3 dont nous emprunterons simplement les résultats. Les deux va-
riables conduisant aux intégrations non triviales seront choisies comme étant p03
et p04. D’autre part, comme la masse de l’électron est inférieure à celle du muon
par un facteur ∼ 200−1, nous allons négliger me et admettre que l’état final
contient trois particules sans masse. Dans ce cas, les contraintes cinématiques
(conservation énergie-impulsion) sur p03 et p04 sont

mµ

2
− p04 ≤ p03 ≤

mµ

2
,

0 ≤ p04 ≤
mµ

2
.

(5.54)
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Nous allons calculer la largeur dans le référentiel au repos du muon, p1 = (mµ,0).
L’angle θ entre p3 et p4 vérifie alors

cos θ =
1

2p03p
0
4

[m2
µ − 2mµ(p

0
3 + p04) + 2p03p

0
4],

et

p1p3 = mµp
0
3, p2p4 = mµp

0
4 − p03p04(1− cos θ) =

1

2
mµ(mµ − 2p03).

D’après (3.123),

dΓ

dp03 dp
0
4

=
G2
F

2π3
mµ p

0
3(mµ − 2p03); (5.55)

et, en tenant compte des contraintes cinématiques (5.54),

Γ =
G2
F mµ

2π3

∫ mµ/2

0
dp04

∫ mµ/2

mµ/2−p04
dp03 p

0
3(mµ − 2p03)

=
G2
F m

5
µ

192π3
.

(5.56)

Numériquement,

Γ = 3.01× 10−16 MeV, τµ = 2.18× 10−6 s.

La largeur totale dépend donc de la cinquième puissance de la masse du µ−.
Ce résultat suit simplement de l’observation que l’ordre g2 et la présence d’un
propagateur duW apportent un facteur g4/M4 ∼ G2

F au carré de l’amplitude, qui
doit être compensé dans la largeur Γ par la seule autre masse (non négligée) dans
le processus, mµ. Une analyse semblable peut être faite pour la désintégration
du τ−, par exemple. Le rapport des masses mτ/mµ étant

mτ

mµ

! 16.8,

on s’attend à trouver

ττ→e−ντνe !
(
mµ

mτ

)5
τµ ! 7.5× 10−7τµ = 1.64× 10−12 s.

Expérimentalement,

τµ = 2.20× 10−6 s.,
ττ = 2.9× 10−13 s.

Mais, alors que le muon se désintègre presque uniquement en e−νµνe, le rapport
de branchement du τ dans cet état final est de 17.8%. Donc

ττ→e−ντνe = 1.63× 10−12 s.
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5.5 Diffusion profondément inélastique,

modèle des partons

Lors d’une diffusion électron–proton à grand transfert d’impulsion, le proton ne
se comporte pas comme une particule élémentaire. L’effet de sa structure est
sensible. L’électron interagit avec les composantes élémentaires du proton, c’est-
à-dire en priorité avec les quarks puisque les gluons n’ont pas de charge électrique.
La diffusion électron–proton dans ce régime cinématique ne peut donc se calculer
en considérant le proton comme une particule ponctuelle et en lui appliquant les
règles de l’électrodynamique quantique.

Nous allons discuter ce processus en trois étapes. Premièrement, nous allons
calculer la diffusion électron–quark à l’ordre le plus bas de l’électrodynamique
quantique et à grand transfert d’impulsion. Ensuite, nous dériverons une expres-
sion pour la diffusion élastique électron–proton, et finalement nous établirons le
lien entre le processus inélastique inclusif

e− p −→ e− X,

où X est n’importe quel état final de nombre baryonique B = 1, et la diffusion
électron–quark en introduisant les idées de base du modèle des partons.

5.5.1 Diffusion électron–quark

La figure 5.12 contient l’unique diagramme de Feynman qui contribue à l’élément
de matrice du processus e−Q −→ e−Q à l’ordre le plus bas. Le transfert d’énergie-
impulsion q = p−p′ entre le courant électronique et celui du quark est caractérisé
par l’invariant de Lorentz

q2 = (p− p′)2 = (k′ − k)2 = 2m2
e − 2pp′.

Nous allons nous intéresser au cas où les énergies des électrons E = p0 et E
′ = p′0

sont grandes par rapport à la masse de l’électron me qui peut donc être négligée.

Fig. 5.12 Diffusion électron–quark: diagramme d’ordre e2

Q

p p'

k k'

q
g

b

a

b'

a'
e
Ð

e
Ð

Q
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Alors

q2 ! −2pp′ ! −2EE ′(1− cos θ) = −4EE ′ sin2
θ

2
< 0. (5.57)

θ est l’angle entre la direction p ′/E ′ de l’électron sortant par rapport à celle (p/E)
de l’électron incident. L’élément de matrice S correspondant à ce diagramme est
indépendant du choix de la jauge. Il est donc plus simple de l’écrire directement
dans la jauge de Feynman:

M = − i

q2
(−ie)(ieQ)[u(α

′)(p′)γµu(α)(p)][u(β
′)

Q (k′)γµu
(β)
Q (k)], (5.58)

pour un quark de charge Qe. En sommant et moyennant sur toutes les polarisa-
tions α, α′, β, β′, on obtient facilement, pour un quark de masse M ,

1
4

∑
pol.

|M|2 =
Q2e4

4q4
1

16m2
eM

2
Tr[� p′γµ � pγν ] Tr[(� k′ +M)γµ(� k +M)γν ]

=
8Q2e4

q4
1

16m2
eM

2

[
(pk)(p′k′) + (pk′)(p′k)−M2(pp′)

]
.

(5.59)

Dans le référentiel du laboratoire où le quark cible est au repos,

k = (M,0), kp =ME, kp′ =ME ′.

D’autre part, en introduisant la variable

ν = E − E ′, (5.60)

le fait que k2 = k′2 = (k + q)2 implique 2kq = −q2 et, comme p2 = p′2 = 0,

−2pp′ = (p′ − p)2 = q2 = −2kq = −2Mν ←→ sin2
θ

2
=

Mν

2EE ′ . (5.61)

Une seule variable cinématique suffit à décrire l’état final. Il vient alors

1

4

∑
pol.

|M|2 = 8Q2e4

q4
1

16m2
eM

2
2M2EE ′

[
cos2

θ

2
− q2

2M2
sin2

θ

2

]
, (5.62)

qui ne dépend que de E ′ ou de θ, ces deux variables étant reliées par (5.61).
D’après (3.98), la section efficace différentielle dans le laboratoire est donnée par

dσ =
(2π)4

4ME
(16m2

eM
2)δ4(p+ k − p′ − k′) d3p′

(2π)32E ′
d3k′

(2π)32k′0

1

4

∑
pol.

|M|2. (5.63)

Il est naturel de commencer par intégrer sur d3k′ puisque 1
4

∑
pol. |M|2 est une

fonction de E ′ = |p ′| uniquement. Avec d3p′ = E ′2dE ′dΩ′, l’élément d’angle
solide dΩ′ étant dans la direction p ′/E ′ de l’électron sortant, on obtient:

dσ =
E ′

64π2M2E
(16m2

eM
2)dE ′ dΩ′ θ(M + ν)δ

(
ν +

q2

2M

)
1

4

∑
pol.

|M|2.
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La distribution de Dirac impose la condition (5.61), qui implique aussi la posi-
tivité de ν et donc θ(M + ν) = 1. Finalement, l’expression (5.62) conduit à

dσ

dE ′ dΩ′ =
α2Q2

4E2 sin4 θ
2

[
cos2

θ

2
− q2

2M2
sin2

θ

2

]
δ

(
ν +

q2

2M

)
, (5.64)

où la constante de structure fine est α = e2/4π. Comme

δ

(
ν +

q2

2M

)
= δ

(
E ′ − E +

2EE ′

M
sin2

θ

2

)
=
E ′

E
δ

(
E ′ − E

1 + 2E
M

sin2 θ
2

)
,

on peut intégrer sur l’énergie E ′ et obtenir

dσ

dΩ′ =
α2Q2

4E2 sin4 θ
2

E ′

E

[
cos2

θ

2
− q2

2M2
sin2

θ

2

]
, (5.65)

avec
E ′

E
=
[
1 +

2E

M
sin2

θ

2

]−1
.

L’expression (5.65) est la formule de Rosenbluth pour la diffusion électron–quark,
dans le référentiel du laboratoire. Cette formule s’appliquerait également à la
diffusion à grand transfert d’impulsion d’un électron sur un proton, si celui-ci
pouvait être considéré comme une particule ponctuelle de charge Q = 1, ce qui
n’est pas le cas.

5.5.2 Diffusion élastique électron–proton

Du fait de la structure du proton, la formule de Rosenbluth n’est pas directement
applicable au processus e−p −→ e−p. Les équations (5.59) et (5.64), qui sont
valables pour la diffusion d’un électron et d’une particule sans structure de charge
Qe et de masse M , peuvent cependant s’écrire de la manière suivante:

1
4

∑
pol.

|M|2 =
Q2e4

4q4
LµνWµν ,

dσ

dE ′ dΩ′ =
Q2e4

256π2
1

q4M2

E ′

E
δ

(
ν +

q2

2M

)
(16m2

eM
2)LµνWµν ,

(5.66)

où

Lµν =
1

4m2
e

Tr[� p′γµ � pγν ] =
1

m2
e

[p′µpν + p′νpµ − (pp′)ηµν ] (5.67)

est la contribution du courant électronique alors que la contribution hadronique
dans la diffusion électron–quark est

Wµν =
1

4M2
Tr[(� k′+M)γµ(� k+M)γν ] =

1

M2
[k′µkν+k

′
νkµ−(kk′−M2)ηµν ]. (5.68)
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La factorisation de la section efficace en deux tenseurs électronique et hadronique
suit de la description du processus par l’échange d’un photon virtuel (q2 < 0), qui
est caractéristique de l’électrodynamique quantique (à l’ordre le plus bas de la
théorie des perturbations). Cette propriété, ainsi que les lois de conservation et
d’invariance de jauge de l’électrodynamique, resteront valables pour la diffusion
d’un électron sur un hadron non ponctuel, avec le même tenseur électronique Lµν .
On peut donc supposer que les équations (5.66) et (5.67) resteront valables. La
forme (5.68) de la contribution hadronique devra cependant être remplacée par
une expression appropriée à la diffusion électron–proton.

Dans les expressions (5.67) et (5.68), tant Lµν que Wµν sont des tenseurs
symétriques formés à partir des impulsions p et p′ des électrons ou k et k′ des
quarks. La conservation du courant électromagnétique impose

qµLµν = qνLµν = qµWµν = qνWµν = 0. (5.69)

La forme précise de la contribution hadronique (5.68) est due à la forme de
l’interaction électromagnétique photon-quark. Comme celle-ci n’est pas connue
pour l’interaction photon-proton, la contribution Wµν dans le cas e−p −→ e−p
doit être obtenue en imposant les conditions (5.69) à un tenseur symétrique Wµν

qui sera fonction des vecteurs k et q (puisque k′ = k + q). La forme la plus
générale de Wµν sera une combinaison linéaire des quatre contributions

ηµν , qµqν , kµkν , qµkν + kµqν ,

les coefficients de la combinaison étant des fonctions des invariants non triviaux
formés avec q et k, c’est-à-dire q2 et kq. Les conditions (5.69) conduisent à:

Wµν = W él.
1 (q2, kq)

(
−ηµν +

qµqν
q2

)
+

1

M2
W él.

2 (q2, kq)

(
kµ −

kq

q2
qµ

)(
kν −

kq

q2
qν

)
,

(5.70)
où M est la masse du proton. Dans le cas de la diffusion élastique,

kq = −1

2
q2,

et les fonctions de structure élastiques W él.
1 et W él.

2 ne dépendent que d’une va-
riable:

W él.
1 = W̃1(q

2), W él.
2 = W̃2(q

2).

En comparant avec l’expression (5.68), valable pour un fermion ponctuel,

Wµν = −
q2

2M2

(
−ηµν +

qµqν
q2

)
+

2

M2

(
kµ +

1

2
qµ

)(
kν +

1

2
qν

)
,

on en déduit que le cas ponctuel correspond à

W él.
1 = − q2

2M2
, W él.

2 = 2, (5.71)
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une déviation de ces formes signalant une structure du proton. La section efficace
différentielle pour la diffusion élastique e−p s’obtient en revenant à la deuxième
expression (5.66). En observant que

LµνWµν =
4EE ′

m2
e

[
W él.

1 sin2
θ

2
+

1

2
W él.

2 cos2
θ

2

]
,

cette section efficace s’écrit

dσ

dE ′ dΩ′ =
4α2E ′2

q4
δ

(
ν +

q2

2M

)[
1

2
W̃2 cos

2 θ

2
+ W̃1 sin

2 θ

2

]
, (5.72)

les fonctions W̃1 et W̃2 dépendant de q
2 uniquement. En intégrant sur E ′, il vient

dσ

dΩ′ =
α2

4E2 sin4 θ
2

E ′

E

[
1

2
W̃2 cos

2 θ

2
+ W̃1 sin

2 θ

2

]
. (5.73)

Ces deux résultats se réduisent bien aux expressions (5.64) et (5.65) avec les choix
(5.71) propres à la particule ponctuelle, et Q = 1.

Les fonctions W̃1 et W̃2 ne peuvent être précisées théoriquement. Elles sont
reliées aux facteurs de forme du proton, qui peuvent être définis par un argument
similaire à celui conduisant à l’expression (5.70), mais cette fois au niveau de
l’amplitude de probabilité et du courant hadronique. Il s’agit d’écrire la forme la
plus générale de l’amplitudeM, qui, dans le cas de la diffusion électron–quark,
est donnée par (5.58). Pour le processus e−p −→ e−p, cette amplitude aura la
forme générale

M = −ie
2

q2
jµ(e)j(p)µ,

jµ(e) = u(α
′)(p′)γµu(α)(p),

jµ(p) = u(β
′)(k′)Mµ(k, k′)u(β)(k),

où Mµ(k, k′) est l’expression la plus générale compatible avec la conservation du
courant électromagnétique, qµj

µ
(p) = 0, et l’invariance sous parité. Pour obtenir

Mµ(k, k′), on commence par écrire la matrice la plus générale se transformant
sous parité comme un vecteur:

Mµ(k, k
′) =M−1

(
G1(k+k

′)µ+G2qµ
)
+G3γµ+M

−1[γµ, γν ]
(
G4(k+k

′)ν +G5q
ν
)
,

la masse du proton M étant introduite pour uniformiser la dimension physique
des différents termes, et q = k′ − k. Les coefficients Gi sont des fonctions de q

2.
A l’aide de l’équation de Dirac

(� k −M)u(β)(k) = 0, u(β
′)(k′)(� k′ −M) = 0,

on montre facilement l’identité de Gordon,

2M u(β
′)(k′)γµu(β)(k) = u(β

′)(k′)
(
(k + k′)µ − 1

2
[γµ, γν ](k′ − k)ν

)
u(β)(k),
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ainsi que

u(β
′)(k′)[γµ, γν ](k + k′)νu(β)(k) = 2(k′ − k)µ u(β

′)(k′)u(β)(k).

Ces deux identités impliquent que, par exemple, les deux fonctions G1 et G4 sont
inutiles et peuvent être choisies nulles sans restreindre la généralité:

Mµ(k, k
′) =M−1G2qµ +G3γµ +M−1G5[γµ, γν ]q

νMµ(q).

Comme d’autre part u(β
′)(k′) � q u(β)(k) = 0, il vient:

u(β
′)(k′) [qµMµ(q)]u

(β)(k) =M−1q2G2 u
(β′)(k′)u(β)(k),

dont l’annulation requiert simplement G2 = 0. Le courant électromagnétique du
proton s’exprime donc au moyen de deux facteurs de forme, qu’on définit par

jµ(p) = u(β
′)(k′)

[
F1(q

2)γµ − κ

4M
F2(q

2)[γµ, γν ]qν

]
u(β)(k), (5.74)

κ étant le moment magnétique anormal du proton, κ = 1.79. Les fonctions F1 et
F2 sont réelles par hermiticité du courant.

Le lien entre les facteurs de forme F1 et F2 et les fonctions W̃1 et W̃2 suit de

Wµν =
∑
β,β′

j(p)µj(p)
†
ν

=
1

4M2
Tr
[
(� k′ +M)Mµ(q)(� k +M)γ0M †

ν(q)γ
0
]
.

En comparant avec l’expression (5.70), on trouve

W̃1 = −
q2

2M2
(F1 + κF2)

2, W̃2 = 2F 2
1 −

κ2q2

2M2
F 2
2 , (5.75)

et la limite d’une particule ponctuelle correspond à F1 = 1 et F2 = 0, c’est-à-dire
à jµp = u(β

′)(k′)γµu(β)(k).

Les facteurs de forme ou les fonctions de structure contiennent l’information
sur la structure du proton qu’une diffusion par un photon virtuel est en mesure
de mettre en évidence, à l’ordre α2. Elles peuvent être extraites de la mesure de
la section efficace différentielle (en fonction de θ ou E ′).

5.5.3 Diffusion inélastique profonde

Il s’agit du processus inclusif e−p −→ e−X, X étant n’importe quel état de
nombre baryonique unité. Par rapport au cas élastique, la cinématique diffère
uniquement par le fait que k′2 n’est plus fixé. Les relations (5.61) ne sont plus
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valables et deux invariants de Lorentz sont indépendants. Comme la masse in-
variante de X est donnée par

M2
X = k′2 = (k + q)2 =M2 + 2Mν + q2 (5.76)

dans le référentiel du laboratoire où k = (M,0), il est commode de prendre

q2 = −4EE ′ sin2
θ

2
, ν = E − E ′ =

1

M
kq,

comme variables invariantes de Lorentz, ou l’angle θ et l’énergie E ′ de l’électron
sortant, comme variables indépendantes propres au référentiel du laboratoire.

L’état X ayant nombre baryonique unité, on a nécessairement l’inégalité
MX > M qui implique, puisque ν > 0 et q2 < 0,

0 < xB = − q2

2Mν
< 1, (5.77)

d’après (5.76).

La section efficace différentielle peut à nouveau s’exprimer en utilisant les
équations

1
4

∑
pol.

|M|2 = e4

4q4
LµνWµν ,

Wµν =W1(q
2, kq)

(
−ηµν +

qµqν
q2

)
+

1

M2
W2(q

2, kq)

(
kµ −

kq

q2
qµ

)(
kν −

kq

q2
qν

)
.

Elle contient deux fonctions de structure inélastiques W1 et W2, qui dépendent
des deux variables q2 et ν. Par contre, la deuxième expression (5.66) n’est plus

valable puisque la contribution δ(ν + q2

2M
), qui est équivalente à 2Mδ(k′2 −M2),

n’a plus lieu d’être: la masse invariante de l’état final X n’est pas fixée. Dans
la section efficace, le facteur d’espace de phase contiendra une intégration sur
les quatre composantes de k′, d4k′, qui sera effectuée en utilisant la conservation
d’impulsion δ4(k+p−k′−p′). Il est conventionnel d’écrire dσ avec la substitution

4M2(2π)4δ4(p+ k − p′ − k′) d3k′

(2π)32k′0
−→ 8πM

dans l’expression (5.63) de la diffusion élastique. Cette convention fixe la nor-
malisation du tenseur Wµν . La section efficace inélastique est alors donnée par

dσ =
1

4ME
(8πM)

d3p′

(2π)32E ′ (4m
2
e)
1

4

∑
pol.

|M|2,

le premier facteur correspondant au flux incident de particules. Avec à nouveau

4m2
e L

µνWµν = 16EE ′
[
1

2
W2 cos

2 θ

2
+W1 sin

2 θ

2

]
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dans le référentiel du laboratoire et d3p′ = E ′2dE ′ dΩ′, on obtient finalement

dσ

dE ′ dΩ′ =
α2

4E2 sin4 θ
2

[
W2(q

2, ν) cos2
θ

2
+ 2W1(q

2, ν) sin2
θ

2

]
. (5.78)

En comparant avec l’expression (5.64), il apparâıt que la section efficace de diffu-
sion élastique d’une particule ponctuelle de charge Qe est obtenue en effectuant
dans (5.78) les substitutions

W1(q
2, ν) −→ − q2

4M2
Q2δ
(
ν +

q2

2M

)
=

Q2

2M
δ(1− xB),

W2(q
2, ν) −→ Q2δ

(
ν +

q2

2M

)
=

Q2

ν
δ(1− xB).

La dépendance en q2 est supprimée par la condition xB = 1.

5.5.4 Partons

Pour |q2| assez grand, il apparâıt expérimentalement que l’électron incident inter-
agit avec des constituants ponctuels du proton, les partons, qui sont identifiés aux
quarks (et aux gluons qui n’interagissent cependant pas avec le photon à l’ordre
le plus bas de la théorie des perturbations). Dans le modèle des partons, la sec-
tion efficace du processus e−p −→ e−X est donnée par la somme (incohérente)
des sections efficaces de toutes les diffusions électron–quark/parton possibles sur
un proton cible, le parton diffusé étant considéré comme un fermion de Dirac
libre. Les hypothèses sous-jacentes sont les suivantes: premièrement, la présence
d’autres partons dans le nucléon n’a pas d’influence sur le processus élémentaire
e−Q −→ e−Q, qui est caractérisé par une distance ∼ |q2|−1/2 très petite par
rapport à la taille du nucléon (∼ 1 GeV−1); ensuite, chaque quark/parton diffusé
conduit avec probabilité unité à un état final hadronique, la conversion du parton
en hadrons (hadronisation) n’interférant pas avec le processus élémentaire.

Pour concrétiser ce modèle, on introduit la probabilité qi(x) qu’un parton
(quark) de l’espèce i porte une fraction x de l’impulsion du proton. L’indice i se
réfère aux saveurs u, d, s, c, b, t des quarks, ainsi qu’aux saveurs d’antiquarks. Il
est cependant clair que les fonctions qi(x) n’auront des valeurs importantes que
pour les quarks de valence u et d du proton. Par définition,

∑
i

∫ 1

0
dx xqi(x) = 1.

Un parton d’impulsion xk aura donc une “masse” [x2k2]1/2 = xM , et le pro-
cessus élémentaire sera la diffusion d’un quark de charge Qe, Q = 2/3,−1/3 et
de “masse” xM par l’électron. Sa section efficace différentielle est donnée par
l’expression (5.64), avec une masse de la particule cible égale à xM . Comme
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les quarks/partons sont ponctuels, les fonctions W1 et W2 pour la diffusion d’un
parton de saveur i et de “masse” xM seront données par

MW1,i,x(q
2, ν) = −Q2

i

q2

4x2Mν
δ
(
1 +

q2

2xMν

)
= Q2

i

xB
2x
δ(x− xB),

νW2,i,x(q
2, ν) = Q2

i δ
(
1 +

q2

2xMν

)
= Q2

i x δ(x− xB).

La section efficace du processus e−p −→ e−X est alors donnée par

dσ =
∑
i

∫ 1

0
dx qi(x)dσi,x , (5.79)

où dσi,x est la section efficace différentielle de la diffusion d’un parton d’impulsion
xk et de saveur i. Elle est de la forme générale (5.78), avec

MW1 =
∑
i

∫ 1

0
dx qi(x)MW1,i,x =

1

2

∑
i

Q2
i qi(xB),

νW2 =
∑
i

∫ 1

0
dx qi(x)νW2,i,x = xB

∑
i

Q2
i qi(xB).

(5.80)

Les fonctions
F1 =MW1, F2 = νW2

ne dépendent que de la variable sans dimension xB = − q2

2Mν
. Cette invariance

d’échelle est due au fait que le processus e−p −→ e−X est vu dans ce modèle
comme une somme de diffusions de partons ponctuels. Finalement, l’égalité

F2 = 2xBF1

est la relation de Callan-Gross, une conséquence du spin 1/2 des quarks/partons.
Expérimentalement, vérifier cette relation donne un test de la valeur du spin des
quarks, alors que la vérification de l’invariance d’échelle est un test du modèle
des partons. Dans le Modèle standard cependant, l’invariance d’échelle n’est
qu’approximativement vérifiée: les corrections d’ordres supérieurs de la théorie
des perturbations introduisent des violations dont la mesure teste le Modèle stan-
dard par rapport au modèle “näıf” des partons.

5.6 Désintégration en deux photons du boson

de Higgs

Le Modèle standard des interactions fortes, faibles et électromagnétiques contient
un champ scalaire réel H0, le boson de Higgs. La densité lagrangienne ne com-
prend pas d’interaction de ce champ avec le photon: une telle interaction serait
dictée par le principe d’invariance de jauge et serait proportionnelle à la charge
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électrique de H0, qui est nulle. Le boson de Higgs possède par contre des interac-
tions de Yukawa avec les quarks et les leptons, ou des interactions de jauge avec
W±, qui sont chargés et interagissent avec le photon. L’interaction de Yukawa
est de la forme ∑

i

λiH
0ψiψi, (5.81)

où la sommation sur l’indice i parcourt tous les quarks et leptons massifs. Cette
interaction conserve la parité. La constante de couplage est proportionnelle à la
masse mi du fermion décrit par le spineur ψi:

λi =
e

2 sin θW

mi

MW

= [
√
2GF ]

1/2mi, (5.82)

où θW est l’angle de Weinberg, MW la masse du boson de jauge W± et GF la
constante de Fermi18. Par rapport à l’ordre de grandeur typique d’une constante
de couplage de l’interaction faible, λi est multiplié par un facteur mi/MW qui est
très petit (< .06) sauf pour le quark top.

Lorsque la cinématique le permet, l’interaction (5.81) induit la désintégration

H0 −→ FjF j,

Fj étant un quark ou un lepton massif. La règle de Feynman qui lui correspond
associe un facteur iλj au vertex H0–Fj–F j. L’amplitude du processus est donc
simplement

MFjF j
= iλju

(α1)(q1)v
(α2)(q2),

en désignant respectivement par q1, α1 et q2, α2 les impulsions et polarisations de
Fj et F j. D’après l’équation (3.110), la largeur de désintégration est alors

ΓFjF j
=

1

16πM
4m2

j

√
1−

4m2
j

M2

∑
pol.

∑
couleurs

|MFjF j
|2

= Nj

GFm
2
j

4
√
2π

M

[
1−

4m2
j

M2

]3/2
.

(5.83)

La somme sur les trois couleurs des quarks introduit la constante Nj qui vaut
donc 3 pour un quark, 1 pour un lepton. Pour un boson de Higgs de masse
M = 115 GeV, on aurait par exemple19

Γbb ∼ 2.0 MeV, Γτ+τ− ∼ .24 MeV, Γµ+µ− ∼ .83 keV.

Si le boson de Higgs a une masse supérieure à 2MZ , sa désintégration est forte-
ment dominée par les modes H0 −→ W+W− et H0 −→ Z0Z0: la constante de
couplage de l’interaction H0 – bosons de jauge est d’ordre G

1/2
F MW , au lieu de

18Chapitre 8.
19La masse du quark b à M = 115 GeV est ∼ 3 GeV (“running mass”).
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(5.82) et la largeur est une fonction rapidement croissante de M . Si par con-
tre M < 2MW , la petitesse de la largeur ΓFjF j

, elle-même due à la faiblesse

de l’interaction de Yukawa (5.82), rend des modes d’ordres supérieurs tels que
H0 −→ γγ expérimentalement intéressants.

La contribution perturbative dominante au calcul du processus H0 −→ γγ est
due aux boucles de fermions (quarks et leptons) et de W±. Les fermions massifs
et chargés sont couplés à la fois au boson de Higgs (par l’interaction (5.81)) et
au photon (du fait de leur charge électrique). Comme la constante de couplage
de Yukawa est proportionnelle à la masse du fermion, on s’attend à ce que la
contribution des quarks lourds (singulièrement celle du top) soit dominante.

Le calcul de la contribution des bosons de jauge W± implique l’utilisation de
l’ensemble du Modèle standard à l’ordre d’une boucle. Certaines sophistications
liées à la symétrie de jauge non abélienne et à la brisure spontanée de cette
symétrie20 ne sont pas développées ici et ce calcul est donc hors d’atteinte. Par
contre, la contribution d’un fermion massif et chargé peut être évaluée avec le
formalisme dont nous disposons. Ce calcul donne un exemple d’une contribution
finie à l’ordre d’une boucle à un processus qui n’est pas présent à l’ordre des
diagrammes de Feynman “en arbres”.

5.6.1 Le modèle

Le modèle que nous allons considérer correspond à l’électrodynamique d’un fer-
mion ψ de masse m, interagissant avec un champ de spin zéro réel et donc sans
charge électrique H, de masse M . Il est défini par la densité lagrangienne

L = −1
4
F µνFµν +

1
2
(∂µH)(∂µH)− 1

2
M2H2

+ψ(iγµDµ −m)ψ + λψψH + iλ′ψγ5ψH

−1
3
δ3H

3 − 1
4
δ4H

4.

(5.84)

Les couplages de Yukawa λ et λ′ correspondent respectivement à des couplages
scalaire et pseudoscalaire. L’hermiticité de L impose que λ et λ′ soient réels.
Pour un fermion de charge eQ, la dérivée covariante est

Dµ = ∂µ − ieQAµ,

Aµ étant le champ du photon. De plus, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. La théorie (5.84)
est invariante sous les transformations de jauge abéliennes


ψ −→ eiα(x)Qψ
H −→ H
Aµ −→ Aµ + e−1∂µα

comme il se doit.
20Chapitre 7.
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Fig. 5.13 H −→ γγ: diagrammes d’ordre λe2, λ′e2

Le terme λ′, qui viole la conservation de la parité, est absent dans le Modèle
standard où λ est donné par (5.82) avec mi = m. Nous allons cependant garder
le couplage de Yukawa le plus général puisque ceci n’introduit pas de complica-
tion importante. Les interactions scalaires −1

3
δ3H

3 − 1
4
δ4H

4 sont requises par la
cohérence de la théorie mais ne joueront pas de rôle dans le processus qui nous
intéresse.

La densité lagrangienne libre peut être quantifiée par les méthodes discutées
dans le chapitre 2, en ajoutant un terme de fixation de la jauge. Les règles de
Feynman des interactions sont simples. Le vertex Aµ–ψ–ψ est celui de l’électro-
dynamique quantique; on lui associe donc un facteur ieQγµ. Le vertex H–ψ–ψ
correspond au facteur

i(λ+ iλ′γ5).

Les contributions du plus bas ordre au processus H −→ γγ sont données par
les deux diagrammes de Feynman de la figure 5.13. Ils sont topologiquement
distincts. D’après les règles de Feynman, la contribution du diagramme I s’écrit:

MI = −i6e2Q2
∫ d4k

(2π)4
εµ1ε

ν
2tµν

[(k − q2)2 −m2][k2 −m2][(k + q1)2 −m2]
,

tµν = Tr [(λ+ iλ′γ5)(� k − � q2 +m)γν(� k +m)γµ(� k + � q1 +m)].

(5.85)

Le signe négatif est dû à la boucle fermionique. En effectuant la trace, il vient

tµν = 4λm [4kµkν − k2ηµν − 2kµq2ν + 2kνq1µ − q1µq2ν + q2µq1ν

−(q1q2)ηµν +m2ηµν ]− 4λ′mεµνρσq
ρ
1q

σ
2 .

(5.86)

La contributionMII du second diagramme est obtenue par l’échange

ε1, q1 ←→ ε2, q2

dans l’amplitude (5.85). Mais l’expression εµ1ε
ν
2tµν et le dénominateur apparais-

sant dansMI restent inchangés lorsqu’on substitue

q1, ε1, q2, ε2, k −→ q2, ε2, q1, ε1,−k.

I : II :

H

k k

kÐq
2

k+q
1

+

k+q
2

kÐq
1

H

q
2
,
2

' q
2
,
2

'q
1
,
1

' q
1
,
1

'
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Il en résulte que les contributions des deux diagrammes sont égales,MII =MI ,
et l’amplitude totale est donc

M = 2MI .

Les polarisations des photons de l’état final sont transverses: q1ε1 = q2ε2 = 0.
On a alors:

εµ1ε
ν
2tµν = 4λmεµ1ε

ν
2[4kµkν − k2ηµν ]

+4λm[(ε1q2)(ε2q1)− (ε1ε2)(q1q2 −m2)]− 4λ′mεµνρσε
µ
1ε

ν
2q

ρ
1q

σ
2 .

Le premier terme semble indiquer que l’intégrale d4k présente dansM est loga-
rithmiquement divergente:

M =
∫
d4k F (k), F (k) ∼ k−4, k grand.

Lorsqu’une intégrale est finie, nous pouvons par exemple changer de variable
d’intégration sans changer la valeur de l’intégrale et obtenir de l’information sur
cette valeur. Dans le cas qui nous intéresse, l’argument suivant serait valable.

Comme F (k +∆) = F (k) + ∂F
∂kµ∆

µ + . . ., avec ∂F
∂kµ ∼ k−5 à grand k,∫

d4k F (k) =
∫
d4k F (k +∆),

et un changement de variable de la forme k′ = k+∆ laisse l’intégrale inchangée.
On utilise alors l’identité suivante21:

1

(k + q1)2 −m2

1

(k − q2)2 −m2

1

k2 −m2
=

= 2
∫ 1

0
dx
∫ 1

0
dy
∫ 1

0
dz δ(1− x− y − z)

·
[
x{(k + q1)

2 −m2}+ y{(k − q2)2 −m2}+ z{k2 −m2}
]−3

= 2
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy
[
k′2 −m2 + xyM2

]−3
,

(5.87)
en utilisant la variable

k′ = k + xq1 − yq2, (5.88)

et la conservation d’impulsion

q1q2 =
1

2
[(q1 + q2)

2 − q21 − q22] =
1

2
M2.

Comme le dénominateur de l’intégrant deM est une fonction paire de la variable
k′, seuls les termes pairs du numérateur εµ1ε

ν
2tµν contribuent à l’intégration sur

d4k′. Ainsi, l’amplitude devient

M = 16me2Q2εµ1ε
ν
2

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy Iµν , (5.89)

21Dans ce paragraphe, nous utilisons quelques méthodes ou résultats qui seront discutés
dans le chapitre suivant (à la section 6.3 notamment), dans le cadre du traitement général des
intégrales divergentes des diagrammes en boucles.
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où

Iµν = I1µν + I2µν ,

I1µν = λ
∫ d4k

(2π)4
[k2 −m2 + xyM2]−3

{
4kµkν − [k2 −m2 + xyM2]ηµν

}
,

I2µν =
{
λ(1− 4xy)(q2µq1ν − 1

2
M2ηµν)− λ′εµνρσqρ1qσ2

}

·
∫ d4k

(2π)4
[k2 −m2 + xyM2]−3.

(5.90)
L’intégrale I2µν est finie et vérifie qµ1 I

2
µν = 0 = qν2I

2
µν . En fait22,

I2µν = −
i

32π2
[m2 − xyM2]−1

{
λ(1− 4xy)(q2µq1ν −

1

2
M2ηµν)− λ′εµνρσqρ1qσ2

}
.

(5.91)
L’évaluation de l’intégrale I1µν est plus problématique puisque chaque terme est
potentiellement divergent. On peut l’écrire également sous la forme

I1µν = 4λ
∫ d4k

(2π)4
kµkν

[k2 −m2 + xyM2]3
− ληµν

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2 + xyM2]2
.

(5.92)
Elle ne dépend que de la quantité scalaire m2−xyM2 et doit donc être le produit
de ηµν et d’une fonction de cette quantité. L’invariance de jauge de la théorie
impose que l’amplitudeM reste inchangée lorsqu’on ajoute au vecteur de pola-
risation ε1 une contribution proportionnelle à q1 (de même pour q2 ajouté à ε2).
Ceci implique les conditions

qµ1 Iµν = 0 = qν2Iµν (5.93)

qui ne peuvent être vérifiées par I1µν que si cette intégrale proportionnelle à ηµν
s’annule. L’invariance de jauge semble donc exiger

I1µν = 0,

auquel cas l’amplitude deviendrait23

M = − iλ

2π2m
e2Q2

[
(ε1q2)(ε2q1)−

1

2
M2(ε1ε2)

] ∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

1− 4xy

1− M2

m2 xy

+
iλ′

2π2m
e2Q2 [εµνρσε

µ
1ε

ν
2q

ρ
1q

σ
2 ]
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy [1− M2

m2
xy]−1.

(5.94)
Le problème est donc de montrer l’annulation de I1µν , qui semble diverger. Pour
cela, il convient de régulariser l’intégrale, c’est-à-dire de la rendre finie par une

22L’évaluation de telles intégrales sera discutée dans le chapitre 6 [sect. 6.3, éq. (6.51)]; nous
utilisons ces résultats ici, ainsi que dans l’évaluation de I1

µν , ci-dessous.
23Ce résultat a été obtenu par J. Steinberger (1949) [23].
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modification, puis de montrer que l’intégrale modifiée s’annule et que cette an-
nulation survit lorsque, par une procédure de limite, la modification est re-
tirée. Notez que puisque l’annulation est prédite par l’invariance de jauge, la
régularisation utilisée devrait préserver cette invariance. Il est donc légitime de
l’évaluer en régularisation dimensionnelle24, ceci d’autant plus que l’intégrale I1µν
apparâıt dans le secteur de la théorie qui ne fait intervenir ni γ5, ni εµνρσ. On
passe donc en dimension n pour calculer l’intégrale sous forme analytique. En
utilisant les formules:

∫ dnk

(2π)n
kµkν

[k2 −m2 + xyM2]3
=

iπn/2

4(2π)n
Γ(2− n

2
)ηµν [m

2 − xyM2]
n
2
−2,

∫ dnk

(2π)n
1

[k2 −m2 + xyM2]2
=

iπn/2

(2π)n
Γ(2− n

2
)[m2 − xyM2]

n
2
−2,

il vient immédiatement
I1µν = 0, (5.95)

comme demandé par l’invariance de jauge, indépendamment de n et donc aussi
lorsque n = 4. Le résultat (5.94) est donc confirmé par l’évaluation directe de
l’intégrale, mais il est essentiel pour cela d’utiliser une procédure de calcul de I1µν
qui soit compatible avec l’invariance de jauge.

D’après (3.111), la largeur de la désintégration H −→ γγ est alors donnée par

Γγγ =
1

2

|q |
8πM2

∑
pol.

|M|2, (5.96)

un facteur 1/2 tenant compte de la présence de deux particules identiques dans
l’état final. Dans le référentiel au repos de H, les impulsions des deux photons
sont

q1 = (|q |, q), q2 = (|q |,−q), |q | = M

2
;

on peut ensuite choisir

ε1 = (0,ε1), ε2 = (0,ε2), ε1 · ε1 = ε2 · ε2 = 1

comme vecteurs de polarisation. Avec ces choix,

M =
iλ

2π2m
e2Q2

[
(ε1 · q)(ε2 · q)−

1

2
M2(ε1 · ε2)

] ∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

1− 4xy

1− M2

m2 xy

− iλ
′M

2π2m
e2Q2 [q · (ε1 × ε2)]

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy [1− M2

m2
xy]−1.

(5.97)
Pour les polarisations physiques qui sont transverses,

ε1 · q1 = ε1 · q = 0 = ε2 · q2 = −ε2 · q,
24Section 6.3, équations (6.52) et (6.51).
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il vient finalement

M = −iλM
2

4π2m
e2Q2 (ε1 · ε2)

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

1− 4xy

1− M2

m2 xy

− iλ
′M

2π2m
e2Q2 [q · (ε1 × ε2)]

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy [1− M2

m2
xy]−1.

(5.98)

Pour effectuer la somme sur les polarisations dans la largeur (5.96), on commence
par choisir

q = (0, 0,M/2),

et à écrire l’amplitudeM sous la forme

M = εµ1ε
ν
2Mµν .

L’invariance de jauge qµ1 ε
ν
2Mµν = εµ1q

ν
2Mµν = 0 conduit à

M0ν = −M3ν , Mµ0 = −Mµ3.

La sommation sur les polarisations physiques n’implique que les directions trans-
verses 1 et 2: ∑

pol.

|M|2 = |M11|2 + |M12|2 + |M21|2 + |M22|2.

Mais l’invariance de jauge permet de lui ajouter les polarisations non physiques
pour obtenir une expression manifestement covariante:∑

pol.

|M|2 = ηµνηρσMµρM∗
νσ;

les contributions des directions non physiques s’annulent mutuellement. On en
déduit une règle de sommation des polarisations:∑

pol.

εµ1ε
ν
1
∗ −→ −ηµν ,

∑
pol.

ερ2ε
σ
2
∗ −→ −ηρσ. (5.99)

Cette règle25 n’est une égalité que lorsqu’on l’associe à un élément de matrice
invariant de jauge:∑

pol.

|M|2 =
∑
pol.

εµ1ε
ν
1
∗ ερ2ε

σ
2
∗MµρM∗

νσ

=
∑
pol.

ηµνηρσMµρM∗
νσ = MµνM∗

µν .

Dans le cas général que nous avons étudié jusqu’ici,
∑

pol. |M|2 contient en principe

trois termes d’ordre λ2, λλ′ et λ′2. On voit cependant facilement que le terme
d’interférence s’annule:

Γγγ =
α2Q4

16π3
M3

m2

[
λ2|I1|2 + λ′2|I2|2

]
, (5.100)

25Similaire à l’équation (2.114).
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avec

I1 =
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

1− 4xy

1− M2

m2 xy
,

I2 =
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

1

1− M2

m2 xy
.

(5.101)

Notez que

I1 = 2
m2

M2
+ [1− 4

m2

M2
] I2.

La contribution d’un quark q de masse m à Γγγ dans le Modèle standard peut
être estimée en posant

λ =
em

2MW sin θW
, λ′ = 0,

dans (5.100), et en ajoutant dans l’amplitudeM un facteur N = 3 indiquant que
chaque couleur de quark contribue aux diagrammes de manière équivalente. Il
vient alors

Γ =
α3N2Q4

16π2 sin2 θW

M3

M2
W

|I1|2 =
α2N2Q4

8
√
2π3

GFM
3|I1|2. (5.102)

Seule l’intégrale I1 dépend de la masse du quarkm. Elle s’annule lorsquem�M ,
ce qui est le cas des quarks et leptons autres que le top. D’autre part, comme
0 ≤ xy ≤ x(1− x) ≤ 1/4, I1 est réelle lorsque

M < 2m,

c’est-à-dire lorsque le processus H0 −→ qq est cinématiquement interdit. C’est
par exemple le cas de la contribution du quark top si M < 2MW . Lorsque
M < 2m, on obtient

I1 = 2s− 2s(4s− 1)[arcsin

(
1

2
√
s

)
]2, s =

m2

M2
>

1

4
. (5.103)

Cette fonction décrôıt de I1(1/4) = 1/2 vers sa valeur asymptotique à grand s,

I1(s) −→
1

3
+O(s−1).

Elle diffère très peu de la valeur 1/3 lorsque m > M , si bien que N2|I1|2 est
proche de l’unité26. En fait, pour la contribution du top, on peut poser I1 ! 1/3,
puisque le cas M < 2MW est considéré ici. Numériquement, pour M = 115 GeV,

Γ ∼ 5× 10−4 MeV.

Il faut cependant noter que l’expression (5.102) est calculée dans le modèle sim-
ple défini par la densité lagrangienne (5.84); elle ne comprend pas les contribu-
tions des boucles de W±, qui s’ajoutent dans l’amplitudeM et créent un terme

26L’écart entre I1 et 1/3 est de 6% lorsque m =M .
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d’interférence avec la contribution des quarks et leptons. La contribution de W±

augmente la largeur en deux photons d’environ un ordre de grandeur si bien que
le rapport de branchement du processus H0 −→ γγ est de l’ordre de 10−3 dans
le Modèle standard.

L’expression (5.102) peut également être utilisée pour la désintégration en
deux gluons, pour laquelle il n’y a pas de contribution due aux W±. La seule
différence est le remplacement du facteur α2N2Q4 par

Ngα
2
s,

αs étant la constante de couplage forte et Ng un facteur de couleur résultant de
la somme sur les couleurs du quark sur la boucle et des gluons de l’état final. En
termes des matrices de Gell-Mann λa,

Ng =
8∑

a,b=1

[
Tr

λa

2

λb

2

]2
= 2

puisque Trλaλb = 2δab. Il vient donc

Γgg =
α2
s

4
√
2π3

GFM
3|I1|2 =

αα2
s

8π2 sin2 θW

M3

M2
W

|I1|2 ∼
αα2

s

72π2 sin2 θW

M3

M2
W

, (5.104)

en n’incluant que la contribution du quark top. Numériquement, Γgg ∼ .1 MeV,
avec αs = .12. Par rapport à l’expression (5.83), Γgg ∼ .06× Γbb.

Finalement, la désintégration en deux photons d’une particule pseudoscalaire,
pour laquelle

λ = 0, λ′ �= 0,

est décrite par la largeur

Γps. =
λ′2α2Q4

16π3
M3

m2
|I2|2. (5.105)

Ce résultat peut par exemple être utilisé pour la désintégration en deux photons
du méson η, ou dans une moindre mesure pour celle du π0.

5.6.2 Une densité lagrangienne effective

Le modèle défini par la densité lagrangienne (5.84) est une théorie de champs
quantique (renormalisable) qui prédit la désintégration H −→ γγ avec l’amplitu-
de (5.94) et la largeur (5.100). Ce résultat est obtenu en théorie des perturbations
à l’ordre e2λ ou e2λ′ du calcul de l’amplitude. La largeur est exprimée en fonction
des paramètres de L, c’est-à-dire les masses, la charge électrique du fermion ψ et
les constantes de Yukawa λ et λ′. Ces quantités peuvent être mesurées à partir
d’autres processus tels que des collisions fermion–photon ou fermion–scalaire.
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Fig. 5.14 Vertex de l’interaction effective H–γ–γ

Dans la limite où le fermion est beaucoup plus lourd que le scalaire, m�M ,
il peut être intéressant de décrire les processus physiques impliquant des énergies
E � m au moyen d’une densité lagrangienne effective qui ne contienne que
le champ scalaire H et le photon. Cette théorie devra inclure une interaction
permettant la désintégation H −→ γγ, qui n’est pas nécessairement négligeable.
D’après (5.100), la largeur se comporte comme λ2m−2 ou λ′2m−2. Si, comme dans
le Modèle standard, la constante de couplage λ est elle-même proportionnelle à
m, Γ ne dépend que faiblement de m par l’intermédiaire de l’intégrale I1. Cette
théorie effective dépendra de nouveaux paramètres et ne sera pas renormalisable:
elle ne peut être utile que dans le domaine des énergies inférieures à la masse du
fermion m.

L’invariance de jauge de l’interaction électromagnétique doit être imposée à
l’interaction effective H–γ–γ. Il y a deux termes possibles,

LI,eff. =
1

2
αHFµνF

µν +
1

4
βHεµνρσF

µνF ρσ, (5.106)

et l’interaction contient deux paramètres arbitraires α et β, les constantes de
couplage de la théorie. Ces paramètres ont une dimension physique (masse)−1

et l’interaction effective (5.106) n’est pas renormalisable27. Si le boson H est
un scalaire, la conservation de la parité par les interactions électromagnétiques
indique que β = 0. L’interaction d’un pseudoscalaire utilisera l’autre terme,
α = 0.

La règle de Feynman pour l’interaction (5.106) associe un facteur

−iα[(q1q2)ηµν − q1νq2µ]− iβεµνρσqρ1qσ2

au vertex de la figure 5.14. Il en résulte que l’amplitude du processus H −→ γγ
est donnée par

Meff. = εµ1ε
ν
2 {−iα[(q1q2)ηµν − q1νq2µ]− iβεµνρσq

ρ
1q

σ
2 }

= iα[(ε1q2)(ε2q1)− 1
2
M2(ε1ε2)]− iβεµνρσεµ1εν2q

ρ
1q

σ
2 .

27Voir la section 6.6.
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La comparaison des amplitudes M [éq. (5.94)] et Meff. montre la même dé-
pendance dans les impulsions et les polarisations: la description effective est
suffisante pour déterminer la forme de l’amplitude de probabilité. Mais celle-ci
est exprimée en fonction des paramètres α et β, alors que la connaissance de la
théorie (5.84) implique que

α = − λ

2π2m
e2Q2I1,

β = − λ′

2π2m
e2Q2I2,

les intégrales I1 et I2 étant définies dans (5.101). D’un point de vue pratique, la
mesure de la largeur Γγγ est une mesure de α, si on suppose que H est scalaire
(β = 0). La relation ci-dessus, entre α, λ, eQ et m est inutile tant que l’existence
du fermion ψ et les valeurs des nombres quantiques eQ et m ne sont pas connues.
Dans le Modèle standard, λ et λ′ sont connus:

α = − e3

4π2MW sin θW
I1 ! −

e3

12π2MW sin θW
, β = 0.
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Pour l’électrodynamique quantique, voir également:
Akhiezer et Berestetskii [24].
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Ynduráin [20], ou encore l’ouvrage de Feynman [25].

Les problèmes d’états liés sont traités par exemple dans:
Itzykson et Zuber [1], chapitre 10.

Exercices

5.1 Etablir l’identité de Gordon:

2m u(β
′)(k′)γµu(β)(k) = u(β

′)(k′)
(
(k + k′)µ − 1

2
[γµ, γν ](k′ − k)ν

)
u(β)(k),
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lorsque (� k −m)u(β)(k) = 0. Montrer que

u(β
′)(k′)[γµ, γν ](k + k′)νu(β)(k) = 2(k′ − k)µ u(β

′)(k′)u(β)(k).

5.2 Adapter la discussion de la diffusion inélastique profonde électron–proton
(sect. 5.5) au cas de la diffusion neutrino+nucléon → lepton chargé+X,
par échange d’un boson W± (interaction faible à courant chargé):

– calculer le tenseur leptonique Lµν à partir de l’interaction faible à
courant chargé des leptons (sect. 4.5);

– calculer qµJ+
(lept.)µ, q étant l’impulsion transférée (par échange du W±)

du courant leptonique au courant hadronique. En déduire que la con-
servation du courant leptonique faible est violée par la différence de
masse entre le neutrino et le lepton chargé;

– donner l’expression la plus générale du tenseur hadronique Wµν , dans
la limite où toutes les impulsions sont grandes par rapport aux masses
des leptons;

– identifier dans Lµν et Wµν les contributions violant la parité P ;

– donner l’expression de la section efficace différentielle dσ
dE′dΩ (selon la

notation utilisée dans la section 5.5).



Chapitre 6

Renormalisation

Dans le chapitre 3, nous avons développé la théorie des perturbations en divisant
la densité lagrangienne en une partie libre, quadratique dans les champs, qui peut
être résolue et quantifiée exactement, et une partie d’interaction qui ne contient
que des termes d’ordres supérieurs à deux dans les champs et qui est traitée
comme une perturbation. Il s’avère cependant impossible d’utiliser sans modifi-
cation ce développement perturbatif au-delà de l’ordre le plus bas de l’expansion.
On rencontre en effet rapidement des quantités divergentes, par l’intermédiaire de
diagrammes de Feynman comprenant des boucles et donc des intégrations d4k sur
des impulsions internes non contraintes par la conservation d’énergie-impulsion
aux vertex. Il apparâıt alors des intégrales telles que par exemple

I =
∫ d4k

(2π)4
1

k2 −m2 + iε

1

(p− k)2 −M2 + iε
,

qui diverge dans le domaine ultraviolet des grandes valeurs de l’impulsion k cir-
culant sur la boucle, d’où le qualificatif de divergence ultraviolette.

L’apparition de divergences dans certains termes de l’expansion perturbative
n’est pas nécessairement le signe d’une incohérence fatale de la théorie de champs
en interaction. Elle peut plus simplement indiquer que la théorie des perturba-
tions utilisée n’est pas appropriée. La contribution d’un diagramme de Feynman
n’a pas de signification physique propre: seuls les éléments de matrice S ont un
sens physique (ainsi que dans une certaine mesure les fonctions de Green qui
permettent de les calculer par la formule de réduction). Le problème posé par
l’apparition de divergences est alors celui de l’existence d’une formulation de la
théorie des perturbations qui conduise à des éléments de matrice S finis et des
fonctions de Green bien définies à chaque ordre perturbatif 1.

Pour aborder ce problème, il s’avère utile de commencer par introduire une
généralisation de la théorie des perturbations faisant usage de contre-termes. Il
convient ensuite de se donner une prescription permettant d’“évaluer les infinis”

1Sans même parler de convergence ou de sommabilité de l’expansion perturbative.
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de manière non ambiguë: c’est la régularisation. Les contre-termes seront ensuite
utilisés pour renormaliser la théorie, de manière à obtenir par une procédure de
limite mathématique une expansion perturbative des grandeurs physiques qui
soit finie et bien définie à chaque ordre. La théorie sera renormalisable, et donc
utilisable comme théorie physique, si l’ensemble de cette procédure peut être
menée à bien.

Ce chapitre n’a pas l’ambition de traiter de manière complète la renormalisa-
tion des théories de champs utiles à la description des interactions fondamentales.
Il se bornera à introduire les idées et les techniques de la renormalisation en con-
sidérant l’exemple concret de l’électrodynamique quantique, une théorie de jauge
abélienne, et à l’ordre d’une boucle uniquement. Bien que les techniques utilisées
dans cet exemple soient applicables dans un contexte plus général, la renormali-
sation des théories de jauge non abéliennes telles que la chromodynamique quan-
tique ou la théorie de Glashow, Salam et Weinberg de l’interaction électrofaible
nécessite l’introduction, entre autres subtilités, de champs “fantômes” (de Fad-
deev et Popov) qui ne seront pas discutés ici.

6.1 Contre-termes et théorie des perturbations

L’approche de la théorie des perturbations utilisée jusqu’ici n’est certainement pas
unique puisque, en particulier, la division entre partie libre et partie d’interaction
est arbitraire. Pour concrétiser ce point, considérons la densité lagrangienne de
l’électrodynamique quantique d’un fermion de Dirac de charge e 2,

L = ψ[iγµDµ −m]ψ − 1

4
F µνFµν + δL, (6.1)

avec

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Dµ = ∂µ − ieAµ.

Ainsi qu’expliqué dans la section 2.4, il convient d’ajouter un terme fixant la
jauge: nous avons utilisé

δL = −λ
2
(∂µAµ)

2.

Pour développer la théorie des perturbations, nous avons précédemment défini la
partie libre par

L0 = ψ[iγµ∂µ −m]ψ − 1

4
FµνF

µν − λ

2
(∂µAµ)

2, (6.2)

et la densité lagrangienne d’interaction par

LI = eψγµAµψ. (6.3)

2Les ordres normaux seront omis.
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Supposons maintenant que les normalisations des champs Aµ et ψ soient modifiées
par des facteurs constants (réels):

Aµ =
√
Z3A

r
µ,

ψ =
√
Z2 ψr.

(6.4)

Les indices r indiquent des champs renormalisés. La densité lagrangienne devient
alors

L = −1

4
Z3 F

r
µνF

r µν + Z2

[
ψr(iγ

µ∂µ −m)ψr
]
+ eZ2Z

1/2
3 ψrγ

µAr
µψr + δLr,

avec
F r
µν = ∂µA

r
ν − ∂νAr

µ.

On peut de même renormaliser les paramètres m (la masse du fermion) et e (sa
charge électrique) en posant:

m = Z0Z
−1
2 mr,

e = Z1Z
−1
2 Z

−1/2
3 er,

(6.5)

pour obtenir

L = −1

4
Z3F

r
µνF

r µν + Z2ψriγ
µ∂µψr − Z0mrψrψr + erZ1ψrγ

µAr
µψr + δLr. (6.6)

Chacun des quatre termes, décrivant la propagation du photon, celle du fermion,
la masse du fermion et l’interaction, fait apparâıtre une constante de normalisa-
tion. On peut montrer3 que le paramètre λ apparaissant dans le terme fixant la
jauge n’a pas besoin d’être renormalisé; nous utiliserons donc

δLr = −1

2
λ(∂µAr

µ)
2.

A l’exception de δL, la théorie (6.6) est invariante sous les transformations de
jauge

Ar
µ −→ Ar

µ + e−1
r ∂µα ,

ψr −→ eiα(Z1/Z2)ψr,
(6.7)

pour une fonction α(x) arbitraire. Ceci n’a de sens que si le rapport Z1/Z2 reste
fini. Et si Z1/Z2 est un nombre fini, on peut toujours choisir Z1 = Z2 par une
redéfinition finie de e. Nous verrons plus loin4 que Z1 = Z2 à l’ordre d’une boucle.
La généralisation de cette égalité à tous les ordres est une identité de Ward. On
en déduit que

eAµ = Z1Z
−1
2 erA

r
µ = erA

r
µ,

Dµ = ∂µ − ieAµ = ∂µ − ierAr
µ.

3Nous le verrons à l’ordre d’une boucle dans le paragraphe 6.4.2, et dans la section 6.5.
4Dans le paragraphe 6.4.4 et à la section 6.5.
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La notion de couplage minimal par l’introduction de dérivées covariantes est pré-
servée par l’introduction des constantes de renormalisation.

Dans la densité lagrangienne (6.6), le champ de jauge Ar
µ est couplé par un

terme Z1A
r
µj

µ
r au courant

jµr = erψrγ
µψr. (6.8)

Par le théorème de Noether et l’invariance de jauge (6.7), ce courant est conservé:
∂µj

µ
r = 0.

Dans la limite er −→ 0, la théorie est libre. Il n’y a donc pas lieu d’introduire
des constantes Zi, i = 0, . . . , 3 dans cette limite. On posera donc

Zi = 1 +∆i, lim
er→0

∆i = 0, i = 0, 1, 2, 3. (6.9)

Chaque quantité ∆i est, formellement, d’ordre er, et la présence de ces grandeurs
est donc caractéristique de la théorie interactive. Il est alors naturel de considérer
la densité lagrangienne (6.6) comme une somme

L = L0 + LrI (6.10)

d’une partie libre L0, quadratique dans les champs, identique à (6.2) mais fonction
des champs renormalisés Ar

µ et ψr, et de

LrI = erψrγ
µAr

µψr

−1
4
∆3F

r
µνF

r µν + ψr (∆2iγ
µ∂µ −∆0mr)ψr + er∆1ψrγ

µAr
µψr,

(6.11)

la seconde ligne contenant les contre-termes. Bien que cette expression comprenne
également des contributions quadratiques dans les champs, nous allons la traiter
en théorie des perturbations comme une interaction: elle s’annule en effet dans
la limite er −→ 0, d’après (6.9).

L’intérêt de l’utilisation de la densité lagrangienne (6.10), au lieu de (6.1),
est que la même physique est décrite au moyen de paramètres arbitraires plus
nombreux du fait de la présence des quantités ∆i. L’idée à la base de la renor-
malisation est d’utiliser la liberté de choix de ces quantités pour compenser les
divergences de certains diagrammes de Feynman de manière à assurer que la
somme de toutes les contributions à un élément de matrice S soit finie, à chaque
ordre de la théorie des perturbations. Ceci impose cependant d’admettre des
valeurs infinies pour les constantes ∆i, et une procédure de limite qui permette de
sommer formellement des quantités divergentes. La forme des contre-termes in-
troduits par l’intermédiaire des constantes ∆i ne pourra donc être établie qu’avec
l’adoption d’une régularisation.

Il est important de remarquer que nous ne disposons que de quatre5 grandeurs
arbitraires ∆i à ajuster pour renormaliser toutes les divergences potentielles de
l’expansion perturbative de toutes les amplitudes physiques de la théorie.

5Trois avec l’identité de Ward Z1 = Z2.
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Les règles de Feynman utilisées lors du traitement perturbatif de la théorie
(6.10), contiennent quatre vertex correspondant aux quatre termes de la partie
interactive LrI . Le premier terme est l’interaction fermion–fermion–photon usuelle
de l’électrodynamique quantique, dont la règle de Feynman est, en omettant les
indices r :

ie(γµ)ba

Les règles de Feynman associées aux trois interactions générées par les contre-
termes seront:

i∆3 (p
µpν − p2ηµν)

i∆2(� p)ba + i∆0mδba

ie∆1 (γ
µ)ba

Ces trois nouvelles “interactions” seront respectivement d’ordres e2, e2 et e3

puisque le calcul des ∆i montrera qu’ils sont d’ordre e2. Elles seront utilisées
pour construire l’ensemble des diagrammes de Feynman qui contribuent à un
ordre fixé ek de la théorie des perturbations.

A l’ordre non banal le plus bas, les quantités ∆i peuvent être évaluées à partir
des fonctions de Green:

• 〈0|Tψa(x)ψb(y)|0〉 (fonction à deux points du fermion, propagateur fermio-
nique), à l’ordre e2.

• 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 (fonction à deux points du photon, propagateur pho-

a

m

b

m n

p

a b
p

a

b

m
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tonique), à l’ordre e2.

• 〈0|Tψa(x)ψb(y)Aµ(z)|0〉 (fonction à trois points, vertex), à l’ordre e3.

Le calcul est effectué en espace des impulsions, à l’aide des règles de Feynman
établies dans le paragraphe 3.3.4 et ci-dessus.

A l’ordre e2, la fonction à deux points du fermion est donnée par la somme
des diagrammes de la figure 6.1. D’après les règles de Feynman, cette somme
s’écrit6

i

� p−m +
i

� p−m [i∆2 � p+ i∆0m]
i

� p−m +
i

� p−m [−iΣ̃(p)] i

� p−m

≡ i

� p−m [−iσ(p)] i

� p−m,

(6.12)

où −iΣ̃(p) est la contribution du diagramme à une boucle amputé de ses propa-
gateurs externes et on a défini la quantité

σ(p) = � p−m−∆2 � p−∆0m+ Σ̃(p).

La contribution Σ̃(p) contient une intégrale divergente sur l’impulsion parcourant
la boucle. Notez qu’à l’ordre e2, on peut écrire

[−iσ(p)] i

� p−m = 1− ∆2 � p+∆0m− Σ̃(p)

� p−m =

[
1 +

∆2 � p+∆0m− Σ̃(p)

� p−m

]−1

et la fonction à deux points du fermion devient

i

� p−m+∆2 � p+∆0m− Σ̃(p)
.

La quantité
� p−m+∆2 � p+∆0m− Σ̃(p) ≡ � p−m− Σ(p),

est alors le propagateur inverse du fermion, et

Σ(p) = −∆2 � p−∆0m+ Σ̃(p) (6.13)

est la self-énergie du fermion.

Il existe une généralisation de cette discussion valable au-delà de l’ordre
e2. Supposons que −iΓ(p) soit la somme de tous les diagrammes de Feynman
irréductibles à une particule (1PI 7) de l’expansion perturbative de la fonction à

6Nous utilisons
1

�p−m+ iε
=

�p+m

p2 −m2 + iε
.

Et les contributions iε aux dénominateurs seront presque toujours omises dans ce chapitre.
71PI: one-particle irreducible.
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Fig. 6.1 Propagateur fermionique à l’ordre d’une boucle.

Fig. 6.2 Propagateur photonique à l’ordre d’une boucle.

deux points; un diagramme est 1PI s’il reste connexe lorsqu’on coupe n’importe
laquelle de ses lignes internes; on amputera de plus l’expression de ces diagrammes
des deux propagateurs externes. La fonction de Green à deux points s’écrit alors

i

� p−m +
i

� p−m [−iΓ(p)] i

� p−m +
i

� p−m [−iΓ(p)] i

� p−m [−iΓ(p)] i

� p−m + . . .

=
i

� p−m
∑
n≥0

(
Γ(p)

� p−m

)n
=

i

� p−m

(
1− Γ(p)

� p−m

)−1

=
i

� p−m− Γ(p)
,

et le propagateur inverse est simplement � p−m− Γ(p). En conséquence,

Σ(p) = Γ(p). (6.14)

A l’ordre e2, −iΓ(p) = i∆2 � p+ i∆0m− iΣ̃(p).

La fonction de Green à deux points du photon est donnée à l’ordre e2 par la
somme des diagrammes de la figure 6.2. Son expression est de la forme:

−i
p2

[
ηµρ +

1− λ
λ

pµpρ
p2

]
[−iΠρσ(p)]

−i
p2

[
ησν +

1− λ
λ

pσpν
p2

]
, (6.15)

avec
Πµν(p) = (1−∆3)(pµpν − p2ηµν)− λpµpν + Π̃µν(p), (6.16)

la contribution du diagramme à une boucle amputé des lignes externes étant
décrite par la quantité −iΠ̃µν(p), qui comprend également une intégrale diver-
gente.

Finalement, la figure 6.3 contient les diagrammes à inclure dans le calcul
jusqu’à l’ordre e3 de la fonction de vertex. Comme précédemment, on peut écrire
cette somme de diagrammes sous la forme:

−i
(q − p)2

[
ηµν +

1− λ
λ

(q − p)µ(q − p)ν
(q − p)2

]
i

� q −m [ieΛν(p, q)]
i

� p−m. (6.17)

p p
+ +

p

m

p

+ +

p p

n m n m n
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Fig. 6.3 Fonction de vertex à l’ordre d’une boucle.

Les impulsions p et q sont respectivement liées aux lignes fermioniques entrantes
et sortantes. Le photon aura donc une impulsion entrante q − p.

Les contributions des six derniers diagrammes de la figure 6.3 sont clairement
obtenues à partir de celles correspondant aux figures 6.1 et 6.2. Par opposition
aux diagrammes 1PI, ces six diagrammes sont qualifiés de réductibles: il est
possible de les rendre non connexes en coupant une ligne interne. Contrairement à
celle d’un diagramme 1PI, la contribution d’un diagramme réductible est toujours
factorisée, chaque facteur pouvant être tiré d’un diagramme de Feynman plus
simple.

Avec les résultats (6.12) et (6.15) et en ne tenant compte que des termes
d’ordre e et e3, on peut certainement écrire:

ieΛν(p, q) =

[
1 +

Σ(q)

� q −m

]
Γρ(p, q)

[
1 +

Σ(p)

� p−m

]

· −i
(q − p)2

[
ηρσ +

1− λ
λ

(q − p)ρ(q − p)σ
(q − p)2

]
[−iΠσν(q − p)],

(6.18)
où Γν(p, q) est la fonction de Green irréductible à une particule (1PI) de ver-
tex, amputée des lignes externes, aussi appelée fonction de vertex propre. Son
expression suit des trois premiers diagrammes de la figure 6.3:

Γν(p, q) = ie
[
(1 + ∆1)γ

ν + Λ̃ν(p, q)
]
, (6.19)

la contribution divergente du deuxième diagramme amputé de ses lignes externes
étant représentée par ieΛ̃ν(p, q).

+

+

+ + +

+ +

+
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Chacune des trois fonctions de Green considérées ci-dessus comprend un dia-
gramme à une boucle divergent: les infinités sont cachées dans les quantités Σ̃(p),
Π̃µν(p) et Λ̃ρ(p, q). On peut alors déterminer les quatre constantes de renorma-
lisation ∆i au deuxième ordre de la théorie des perturbations en demandant
que les fonctions de Green soient libres de divergences8. Prouver à cet ordre
la renormalisabilité de l’électrodynamique quantique revient à montrer que les
quatre constantes ainsi déterminées suffisent à supprimer les divergences de toutes
les fonctions de Green calculées à cet ordre perturbatif.

6.2 L’électrodynamique à l’ordre d’une boucle:

divergences

Dans la section précédente, nous avons mis en évidence trois diagrammes à une
boucle divergents qui apparaissent dans le calcul des fonctions à deux points
du fermion et du photon à l’ordre e2, ainsi que dans la fonction de vertex à
l’ordre e3. Avant de construire une procédure de régularisation qui permette
d’évaluer les quantités divergentes Σ̃(p), Π̃µν(p) et Λ̃ρ(p, q), il convient de con-
sidérer brièvement l’ensemble des divergences susceptibles d’apparâıtre dans un
calcul de fonction de Green à l’ordre d’une boucle.

Les règles de Feynman en espace des impulsions associées à la densité lagran-
gienne (6.1) indiquent qu’un diagramme de Feynman à une boucle contenant
nF propagateurs fermioniques et nγ propagateurs photoniques aura un degré de
divergence “näıf” donné par

d = 4− nF − 2nγ ,

puisque son expression contient une intégration d4k sur une impulsion interne. Le
diagramme ne peut diverger que si d ≥ 0. Seules les fonctions de Green pour deux
fermions [propagateur fermionique, (nF , nγ) = (1, 1)], deux photons [propagateur
photonique, (nF , nγ) = (2, 0)], deux photons et un fermion [vertex, (nF , nγ) =
(2, 1)], trois photons [(nF , nγ) = (3, 0)] et quatre photons [(nF , nγ) = (4, 0)] sont
donc susceptibles d’être divergentes à l’ordre d’une boucle. L’invariance sous
conjugaison de charge de l’électrodynamique (ou le théorème de Furry9) impose
cependant l’annulation de l’interaction à trois photons, et donc du diagramme
avec (nF , nγ) = (3, 0). D’autre part, la fonction de Green à quatre photons est
finie. Son calcul montre que les conditions imposées par l’invariance de jauge sont
parfois capables de réduire le degré de divergence d’un diagramme de Feynman.
Nous allons également le voir en étudiant le propagateur du photon à l’ordre
d’une boucle. On en conclut que les trois diagrammes de Feynman des figures
6.4, 6.5 et 6.6 contiennent toutes les divergences de l’électrodynamique quantique

8Autres que les pôles physiques des fonctions de Green, sur la couche de masse des champs
externes.

9Paragraphe 3.3.4.
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Fig. 6.4 Propagateur fermionique: diagramme divergent à une boucle.

à l’ordre d’une boucle. Avant d’en donner une régularisation, il est utile d’étudier
rapidement leur structure.

Propagateur fermionique, diagramme D1

A l’ordre e2, la fonction à deux points du fermion est donnée par l’expression
(6.12), correspondant aux diagrammes de la figure 6.1. La contribution du dia-
gramme divergent D1 de la figure 6.4 est:

i

� p−m
[
−iΣ̃(p)

] i

� p−m, (6.20)

avec

−iΣ̃(p) = (ie)2
∫ d4k

(2π)4
1

k2 + iε

[
ηµν +

1− λ
λ

kµkν

k2 + iε

]
γµ

� p− � k +m

(p− k)2 −m2 + iε
γν .

(6.21)
L’intégrant se comporte comme k−3 aux grandes valeurs de k: si on introduisait
une coupure Λ de l’intégration10 à grand k, on s’attendrait à voir l’intégrale
diverger linéairement en Λ. D’autre part, la quantité Σ̃(p) a la dimension d’une
énergie, elle dépend de l’impulsion p et du paramètre m. Il est tentant de poser

Σ̃(p) = A
( p2
m2

)
� p−B

( p2
m2

)
m,

avec deux fonctions A et B de la variable sans dimension p2/m2 déterminées par
l’intégrale (6.21). Celle-ci est cependant divergente et cette décomposition n’a
guère de sens tant que l’intégrale n’est pas régularisée.

Propagateur du photon, diagramme D2

Le propagateur du photon, calculé à l’ordre e2, correspond aux diagrammes de
la figure 6.2 et aux expressions (6.15) et (6.16). La contribution du diagramme
D2 (figure 6.5) s’écrit:

−i
p2 + iε

[
ηµρ +

1− λ
λ

pµpρ
p2 + iε

] [
−iΠ̃ρσ(p)

] −i
p2 + iε

[
ησν +

1− λ
λ

pσpν
p2 + iε

]
,

10Un cut-off Λ.

D
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Fig. 6.5 Propagateur photonique: diagramme divergent à une boucle.

avec

−iΠ̃µν(p) = −(ie)2
∫ d4k

(2π)4
Tr

[
γµ

i(� k +m)

k2 −m2 + iε
γν

i(� k − � p+m)

(k − p)2 −m2 + iε

]
. (6.22)

Le signe − est dû à la boucle fermionique. Il est à noter que Π̃µν(p) ne dépend
pas du paramètre de jauge λ.

L’expression (6.22) contient une intégrale infinie qui se comporte apparem-
ment comme

∫
d4k k−2 à grand k: la divergence est potentiellement quadra-

tique. Nous allons pour l’instant manipuler cette intégrale indéfinie sans nous
préoccuper de lui donner un sens. Premièrement,

pµΠ̃µν(p) = −ie2
∫ d4k

(2π)4
Tr

[
� p � k +m

k2 −m2 + iε
γν

� k − � p+m

(k − p)2 −m2 + iε

]
.

Ensuite, puisque � p = � k −m− (� k − � p−m), il vient:

pµΠ̃µν(p) = −ie2
∫ d4k

(2π)4
Tr

[
γν

� k − � p+m

(k − p)2 −m2 + iε
− γν

� k +m

k2 −m2 + iε

]
.

En passant de la variable d’intégration k à k′ = k− p dans la première intégrale,
une manipulation qui n’a cependant guère de sens pour une intégrale quadra-
tiquement divergente, on obtient

pµΠ̃µν(p) = 0. (6.23)

En fait, le résultat (6.23) est une conséquence de l’invariance de jauge. Il est en
particulier vérifié par le propagateur inverse11 à l’ordre le plus bas,

Πµν(p) = pµpν − ηµνp2,

lorsque le terme fixant la jauge −λpµpν est omis. Puisqu’en général

Π̃µν(p) = C(p2)ηµν +D(p2)pµpν , (6.24)

la condition (6.23) conduirait à

Π̃µν(p) = (pµpν − p2ηµν)Π̃(p2). (6.25)

11Equation (6.16).
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Fig. 6.6 Vertex: diagramme divergent à une boucle.

Alors,

Π̃(p2) = − 1

3p2
ηµνΠ̃µν(p)

=
ie2

3p2

∫ d4k

(2π)4
Tr

[
γµ

� k +m

k2 −m2 + iε
γµ

� k − � p+m

(k − p)2 −m2 + iε

]

=
8ie2

3p2

∫ d4k

(2π)4
2m2 − k2 + kp

[k2 −m2 + iε] [(k − p)2 −m2 + iε]
.

(6.26)

La décomposition (6.24) suit uniquement du caractère tensoriel de Π̃µν qui ne
dépend que du vecteur pµ: les seuls tenseurs symétriques possibles sont alors pµpν
et ηµν . Par contre, l’équation (6.25) suit du résultat (6.23) qui n’est applicable
qu’après régularisation des intégrales, et pour autant que cette régularisation
respecte l’invariance de jauge de la théorie.

Vertex, diagramme D3

A l’ordre e3, la fonction de vertex reçoit les contributions des diagrammes de la
figure 6.3, rassemblées dans les expressions (6.17) et (6.18). La contribution du
diagramme D3 de la figure 6.6, amputé des lignes externes, s’écrit

ieΛ̃µ(p, q) = −i3(ie)3
∫ d4k

(2π)4
1

k2 + iε

[
ηρσ +

1− λ
λ

kρkσ
k2 + iε

]

· γρ � k + � q +m

(k + q)2 −m2 + iε
γµ

� k + � p+m

(k + p)2 −m2 + iε
γσ.

(6.27)
L’intégrale infinie se comporte à grand k comme

∫
d4k k−4; elle diverge logarith-

miquement.

Il s’agit ensuite d’introduire une régularisation des divergences apparaissant
dans les expressions (6.21), (6.22) et (6.27) des diagrammes D1, D2 et D3.
La régularisation n’est pas une opération physique; il s’agit d’une procédure

D
3
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mathématique qui doit rester sans influence sur les résultats de la théorie des
perturbations. Il existe différentes méthodes de régularisation. Dans le cas con-
sidéré ici d’une théorie de jauge invariante sous parité, la régularisation dimen-
sionnelle est la plus satisfaisante puisqu’elle préserve explicitement les symétries
de la théorie de champs.

6.3 Régularisation dimensionnelle

Le problème consiste à donner un sens à des intégrales divergentes du type

I =
∫ d4k

(2π)4
1

k2 −m2 + iε

1

(p− k)2 −M2 + iε
, (6.28)

sans détruire les symétries de la théorie (symétrie de jauge, invariance de Lorentz).
On aimerait également que des manipulations analogues à celles menant à l’équa-
tion (6.23) soient valables puisque cette condition reflète l’invariance de jauge de
la théorie. Ces manipulations utilisent des changements de variables tels que
k′ = k − p et il n’est donc pas judicieux de régulariser les intégrales en limitant
le domaine d’intégration par une coupure sur la variable kµ: une telle coupure
générerait des termes de bord lors de changements de variables d’intégration. De
même, les propagateurs résultent de la densité lagrangienne qu’on aimerait ne
pas modifier.

Sans être unique, la régularisation dimensionnelle remplit naturellement ces
conditions. L’idée de base est l’observation que des intégrales telles que I de-
viennent finies en dimension d’espace-temps suffisamment petite. Il est ensuite
possible de les définir par continuation analytique pour les dimensions d’espace-
temps n complexes. Finalement, les divergences apparaissant en n = 4 seront
précisément définies comme la limite pour n −→ 4 de la valeur de l’intégrale
en n complexe. Cette procédure permet de formellement sommer des quantités
divergentes: ces quantités sont bien définies dans le plan complexe n où il est
possible de les sommer; ensuite, la somme sera finie si la limite n −→ 4 est finie.

6.3.1 La fonction gamma

La fonction gamma, Γ(α), joue un rôle important dans la procédure de régularisa-
tion dimensionnelle. Ce bref paragraphe a pour but de mentionner ses propriétés
utiles dans la suite. Tout d’abord, l’égalité

αΓ(α) = Γ(α+ 1) (6.29)

sert en fait de définition de Γ(α). Ensuite, Γ(α) est une fonction méromorphe12

de la variable complexe α qui possède des pôles simples lorsque

α = −n, n = 0, 1, 2, 3, . . .

12Ses seules singularités sont des pôles.
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Le résidu du pôle en α = −n est (−1)n/n!. Il en existe une représentation
intégrale (dite d’Euler), qui est valable (analytique) dans le demi-plan complexe
droit:

Γ(α) =
∫ ∞

0
dt e−ttα−1, Reα > 0. (6.30)

Une continuation analytique dans le plan complexe entier amputé des pôles en
α = −n, (n = 0, 1, 2, 3, . . .) existe. La propriété (6.29) peut en particulier être
utilisée pour prolonger la représentation (6.30) dans la région Reα < 0, Imα �= 0.
Il suit de (6.30) et de (6.29) que

Γ(1) = 1, Γ(n) = (n− 1)!, n = 2, 3, 4, . . . (6.31)

D’autre part, Γ(1/2) =
√
π. Nous utiliserons également les deux limites:

lim
α→0

Γ(α) =
1

α
− γ +O(α),

lim
α→0

Γ(α)Aα =
1

α
− γ + lnA+O(α),

(6.32)

où γ est la constante d’Euler,

γ = .577215 . . . (6.33)

Finalement, par le changement de variable Du = t dans (6.30), on obtient

1

Dα
=

1

Γ(α)

∫ ∞

0
du uα−1e−uD, Reα > 0, D > 0. (6.34)

Cette égalité sera utilisée pour représenter les dénominateurs D des propagateurs
(élevés à une puissance entière α) sous la forme d’une intégrale sur un paramètre
de Schwinger u.

6.3.2 Une intégrale en dimension n

Considérons tout d’abord l’intégrale

I =
∫ dnk̃

(2π)n
1

(k̃2 + A)α
,

où le vecteur k̃ = (k̃1, . . . , k̃n) est euclidien, c’est-à-dire

k̃2 = (k̃1)2 + (k̃2)2 + . . .+ (k̃n)2.

D’après (6.34), on peut écrire13

I =
1

Γ(α)

∫ ∞

0
du uα−1e−uA

∫ dnk̃

(2π)n
e−uk̃

2

.

13Il faut pour cela que A soit positif.
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L’intégration sur dnk̃ est gaussienne:

∫ dnk̃

(2π)n
e−uk̃

2

=
1

(2π)n

(∫ ∞

−∞
dx e−ux

2
)n

=
1

(2π)n

(√
π

u

)n
=

1

(4πu)n/2
.

Il vient:

I =
1

Γ(α)(4π)n/2

∫ ∞

0
du uα−

n
2
−1e−uA.

Par comparaison avec (6.34), on trouve finalement que

∫ dnk̃

(2π)n
1

(k̃2 + A)α
=

1

(4π)n/2
Γ(α− n

2
)

Γ(α)
A

n
2
−α. (6.35)

Cette expression a un prolongement naturel pour les valeurs complexes de n.

Pour relier le résultat (6.35) aux intégrales divergentes de la théorie quan-
tique des champs, considérons par exemple l’extension en dimension entière n de
l’intégrale (6.28):

In =
∫ dnk

(2π)n
1

k2 −m2 + iε

1

(p− k)2 −M2 + iε
. (6.36)

Dans cette expression, les vecteurs tels que p et k possèdent n composantes,
p = (p0, p1, . . . , pn−1), et, par exemple, p2 = (p0)2−p 2, p 2 = (p1)2+ . . .+(pn−1)2.
La généralisation du facteur (2π)−4 en dimension n est purement conventionnelle.
La première étape consiste à récrire cette intégrale en introduisant un paramètre
de Feynman x défini par l’identité

1

AB
=
∫ 1

0
dx [Ax+B(1− x)]−2. (6.37)

Avec (6.37), et après le changement de variable d’intégration

q = k − xp,

qui est permis dans une dimension n qui évite les divergences, l’intégrale (6.36)
devient

In =
∫ 1

0
dx
∫ dnq

(2π)n

[
M2x+m2(1− x)− p2x(1− x)− q2 − iε

]−2
, (6.38)

en permutant l’ordre des intégrations. Cette expression est de la forme

In =
∫ 1

0
dx In,α=2(x), In,α(x) =

∫ dnq

(2π)n

[
A(x)− q2 − iε

]−α
, (6.39)

avec
A(x) =M2x+m2(1− x)− p2x(1− x).

L’intégrale In,α(x) est proche de celle calculée en (6.35), mais il s’agit ici d’intégrer
sur une variable q minkowskienne.
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Fig. 6.7 Rotation de Wick: contour d’intégration.

Pour se ramener à une intégration sur une variable euclidienne et pouvoir
utiliser (6.35), il convient d’effectuer une rotation de Wick dans l’intégrale In,α(x).
Comme

A− q2 − iε = A− (q0)2 + q 2 − iε,

l’intégrant de In,α(x) est singulier en

q0 = ±ω, ω = [q 2 + A− iε]1/2. (6.40)

Supposons que q 2 + A > 014. Le pôle avec Re q0 > 0 est dans le demi-plan
inférieur, celui avec Re q0 < 0 est dans le demi-plan supérieur. Considérons
ensuite une intégrale dans le plan q0 complexe le long du contour C défini par la
figure 6.7, les quarts de cercle étant à |q0| → ∞. L’intégrale s’annule puisque le
contour n’entoure pas de pôle de l’intégrant. Elle ne reçoit pas de contribution
lorsque |q0| → ∞. Il vient donc:

0 =
∫
C
dq0
[
A− q2 − iε

]−α

=
∫ ∞

−∞
dq0
[
A− q2 − iε

]−α
−
∫ i∞

−i∞
dq0
[
A− q2 − iε

]−α
.

Avec le changement de variable15

qn = −iq0,

dans le deuxième terme, on obtient

∫ ∞

−∞
dq0
[
A− q2 − iε

]−α
= i
∫ ∞

−∞
dqn

[
A+ q 2 + (qn)2

]−α
, (6.41)

14Le contour et l’argument sont identiques si �q 2 +A < 0; mais la position des pôles change.
15n est un indice et non un exposant.

Imq
0

Req
0

Ðw

w

C
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la limite ε → 0 pouvant être prise sans difficulté dans le membre droit qui n’est
jamais singulier. L’égalité (6.41) est le résultat de la rotation de Wick. Finale-
ment,

In,α =
∫ dnq

(2π)n

[
A− q2 − iε

]−α
= i
∫ dnq̃

(2π)n

[
A+ q̃2

]−α
, (6.42)

où la variable d’intégration q̃ désigne le vecteur euclidien q̃ = (q1, . . . , qn), avec
q̃2 = (q1)2+ . . .+(qn)2. La valeur de In,α est alors donnée par l’expression (6.35).

D’après (6.39) et avec Γ(2) = 1,

In =
i

16π2
Γ(2− n

2
)(4π)2−

n
2

∫ 1

0
dx
[
M2x+m2(1− x)− p2x(1− x)

]n
2
−2
. (6.43)

Ce résultat, qui est l’expression régularisée de l’intégrale In, diverge lorsque n est
un entier pair supérieur ou égal à quatre. Dans le voisinage de la valeur d’intérêt
physique, n = 4, la seconde limite (6.32) indique que

lim
n→4

In =
i

16π2

[
2

4− n − γ + ln (4π)
]

− i

16π2

∫ 1

0
dx ln

[
M2x+m2(1− x)− p2x(1− x)

]
.

(6.44)

La partie divergente de l’intégrale est contenue dans le premier terme, avec la
constante d’Euler γ qui accompagne toujours le pôle et la contribution ln(4π) qui
est due à l’extension conventionnelle (2π)4 → (2π)n dans l’expression (6.36).

6.3.3 D’autres intégrales

La régularisation dimensionnelle de l’intégrale In présentée ci-dessus se généralise
facilement à l’ensemble des intégrales qui apparaissent dans le calcul des dia-
grammes de Feynman comprenant des boucles. Les représentations des dénomi-
nateurs des propagateurs sous la forme d’intégrales paramétriques de Schwinger:

1

Dα
=

1

Γ(α)

∫ ∞

0
du uα−1e−uD, Reα > 0, D > 0, (6.45)

et de Feynman:
1

AB
=
∫ 1

0
dx [Ax+B(1− x)]−2, (6.46)

y jouent un rôle important. L’égalité (6.46) possède une généralisation à des
produits arbitraires:

1

A1A2 . . . Am

= (m− 1)!
∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 . . .

∫ 1

0
dxm δ(x1 + . . .+ xm − 1)

· [Aix1 + A2x2 + . . .+ Amxm]
−m.

(6.47)
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En général, le problème est de régulariser une intégrale de la forme

Iµ1...µm =
∫ dnk

(2π)n
kµ1kµ2 . . . kµm

A1A2 . . . As

, (6.48)

où chaque dénominateur Ai provient d’un propagateur et s’écrit

Ai =M2
i − k2 − 2kpi − iε, i = 1, . . . , s,

les quantités M2
i et pµi étant indépendantes de la variable d’intégration kµ. A

l’aide de (6.47), (6.48) se ramène à une intégrale sur les paramètres de Feynman
de l’expression plus simple

Jµ1...µm =
∫ dnk

(2π)n
kµ1kµ2 . . . kµm

[M2 − k2 − 2kp− iε]s , (6.49)

où M2 et pµ dépendent des paramètres x1, x2, . . . , xs:

M2 =
x∑
i=1

xiM
2
i , p =

s∑
i=1

xipi.

Notez cependant que

Jµ1...µm =
1

2(s− 1)

∂

∂pµm

∫ dnk

(2π)n
kµ1 . . . kµm−1

[M2 − k2 − 2kp− iε]s−1
, (6.50)

et en particulier,

Jµ =
∫ dnk

(2π)n
kµ

[M2 − k2 − 2kp− iε]s

=
1

2(s− 1)

∂

∂pµ

∫ dnk

(2π)n
1

[M2 − k2 − 2kp− iε]s−1
.

Mais, avec k′ = k + p et d’après (6.42) et (6.35),∫ dnk

(2π)n
1

[M2 − k2 − 2kp− iε]α =
∫ dnk′

(2π)n
1

[M2 + p2 − k′2 − iε]α

=
i

16π2
(4π)2−

n
2
Γ(α− n

2
)

Γ(α)
[M2 + p2]

n
2
−α,

(6.51)
et l’équation (6.50) permet ensuite de calculer par itérations les intégrales (6.49).
Par exemple,∫ dnk

(2π)n
kµ

[M2 − k2 − 2kp− iε]α = − ipµ

16π2
(4π)2−

n
2
Γ(α− n

2
)

Γ(α)
[M2 + p2]

n
2
−α,

∫ dnk

(2π)n
kµkν

[M2 − k2 − 2kp− iε]α =
i

16π2
(4π)2−

n
2

1

Γ(α)
[M2 + p2]

n
2
−α

·
{
Γ(α− n

2
)pµpν − 1

2
ηµν [M2 + p2]Γ(α− 1− n

2
)
}
.

(6.52)
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Finalement, puisqu’en n dimensions ηµνη
µν = n, il vient

∫ dnk

(2π)n
k2

[M2 − k2 − 2kp− iε]α = ηµν

∫ dnk

(2π)n
kµkν

[M2 − k2 − 2kp− iε]α

=
i

16π2
(4π)2−

n
2

1

Γ(α)
[M2 + p2]

n
2
−α
{
Γ(α− n

2
)p2 − n

2
[M2 + p2]Γ(α− 1− n

2
)
}
.

(6.53)
Les quatre intégrales (6.51), (6.52) et (6.53) sont suffisantes pour régulariser les
diagrammes divergents de l’électrodynamique quantique à l’ordre d’une boucle.

6.4 Régularisation dimensionnelle de

l’électrodynamique

Le principe de la régularisation dimensionnelle est d’effectuer le calcul des fonc-
tions de Green en dimension n d’espace-temps, de manière à assurer la conver-
gence des intégrations. Il s’avère également judicieux de généraliser la densité
lagrangienne (6.1) en dimension n.

6.4.1 La densité lagrangienne

En dimension n, l’action devient

Sn =
∫
dnxLn ,

avec la densité lagrangienne habituelle16

Ln = ψ̄[iγµ(∂µ − ienAµ)−m]ψ − 1

4
FµνF

µν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Comme Sn est une quantité sans dimension, la dimension de Ln est [masse]n. Les
dimensions physiques des quantités apparaissant dans l’action en n dimensions
sont alors:

x : [masse]−1, ∂µ , m : [masse]1,

Ln : [masse]n,

Fµν : [masse]
n
2 , Aµ : [masse]

n
2
−1,

ψ : [masse]
n−1

2 ,

en : [masse]2−
n
2 .

(6.54)

16Le terme fixant la jauge est ici omis: il ne joue aucun rôle dans l’argument.
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Pour tenir compte de la dimension physique inusitée de la constante de couplage
en, on introduit une masse arbitraire µ et on pose

en = eµ2−
n
2 = e exp [(2− n

2
) lnµ] = e+

4− n
2

e lnµ+O
(
(4− n)2

)
. (6.55)

Le rôle du paramètre µ sera d’assurer que les quantités calculées par la procédure
dimensionnelle gardent leur dimension physique lorsque la limite n→ 4 est prise.
La règle de Feynman du vertex en n dimensions fait intervenir en et non e.

En n dimensions, il est clair que

ηµνηνµ = ηµµ = Tr(In) = n, (6.56)

et l’algèbre des matrices de Dirac

{γµ, γν} = 2ηµνI (6.57)

impose une généralisation en dimension n. On aura donc

γµγµ = 1
2
ηµν{γµ, γν} = n I,

γµγνγµ = −γµγµγν + 2ηµνγ
µ = (2− n)γν ,

(6.58)

et ainsi de suite. L’opération de trace sur les produits de matrices de Dirac
pose cependant un problème puisqu’il est impossible de réaliser matriciellement
l’algèbre (6.57) dans un nombre n arbitraire et continu de dimensions. La métho-
de que nous utiliserons consiste à procéder au calcul des traces en quatre dimen-
sions et à ensuite étendre le résultat en dimension quelconque. Dans (6.58), I
sera donc la matrice unité en quatre dimensions, avec Tr I = 4. Par contre, les
produits de matrices γµ seront calculés en dimension n, comme dans les égalités
(6.58). On aura par exemple:

Tr(γµγν) =
1

2
Tr{γµ, γν} = ηµν Tr I = 4ηµν . (6.59)

Le point le plus délicat de la procédure dimensionnelle est la généralisation de la
matrice γ5 qui en quatre dimensions est donnée par γ5 = −iγ0γ1γ2γ3. L’existence
d’une matrice jouant un rôle analogue à γ5 n’est garantie que pour les dimensions
paires. Ce problème est sans importance pour le cas de l’électrodynamique quan-
tique qui est invariante sous parité: γ5 n’apparâıt pas dans les règles de Feynman.
Il existe cependant lorsqu’on applique la procédure dimensionnelle au cas d’un
processus d’interaction faible17. Le tenseur antisymétrique εµνρσ en n dimensions
conduit à une difficulté similaire.

En résumé, les substitutions

d4k −→ dnk,

e −→ eµ2−
n
2 ,

(2π)4 −→ (2π)n,

ηµµ = 4 −→ ηµµ = n,

(6.60)

17Pour plus de détails, voir par exemple Collins [11], sections 4.5 et 4.6.
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déterminent la généralisation en dimension n des règles de Feynman de l’électro-
dynamique quantique.

Avec ces règles, nous allons maintenant établir les expressions dimensionnelle-
ment régularisées des diagrammes à une boucle D1, D2 et D3 des figures 6.4, 6.5
et 6.6 de la section 6.2.

6.4.2 Propagateur du photon: polarisation du vide

En n dimensions, la contribution au tenseur de polarisation du vide (6.22) due
au diagramme D2 de la figure 6.5 devient

Π̃µν(p) = −ie2µ4−n
∫ dnk

(2π)n
Tr

[
γµ
� k +m

k2 −m2
γν
� k − � p+m

(k − p)2 −m2

]
. (6.61)

On effectue premièrement la trace:

Tr[γµ (� k +m) γν (� k − � p+m)] = m2Tr[γµγν ] + Tr[γµ � kγν(� k − � p)]

= 4[(m2 − k2 + kp)ηµν + 2kµkν − kµpν − kνpµ].
On introduit ensuite deux paramètres de Feynman avec l’identité (6.47):

Π̃µν = −4ie2µ4−n
∫ dnk

(2π)n

∫ 1

0
dx
∫ 1

0
dy δ(1− x− y)

·[(m2 − k2 + kp)ηµν + 2kµkν − kµpν − kνpµ]

·[k2(x+ y)−m2(x+ y)− 2xpk + xp2]−2

= −4ie2µ4−n
∫ dnk

(2π)n

∫ 1

0
dx [(m2 − k2 + kp)ηµν + 2kµkν − kµpν − kνpµ]

·[−k2 + 2xpk − xp2 +m2]−2.

Les intégrales (6.51–6.53) mènent ensuite à:

Π̃µν = −
e2

2π2
Γ
(
4− n
2

)
(pµpν − p2ηµν)

∫ 1

0
dx x(1− x)

(
4πµ2

m2 − x(1− x)p2

) 4−n
2

.

(6.62)
Il est à remarquer que le dernier facteur est sans dimension grâce à l’introduction
de µ. Lorsque n est proche de la valeur d’intérêt physique n = 4, puisque

Γ
(
4− n
2

)
A

4−n
2 =

2

4− n − γ + lnA+O(4− n),

on obtient

Π̃µν(p) = − α

3π
(pµpν − p2ηµν)

[
2

4− n − γ + ln(4π)

−6
∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)p2 − iε

µ2

)]
,

(6.63)
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avec la constante de structure fine α = e2/4π et en négligeant les contributions
s’annulant lorsque n→ 4. Le tenseur de polarisation du vide Π̃µν est transverse:
pµΠ̃µν(p) = 0, une conséquence de l’invariance de jauge qui implique (6.25).

L’expression (6.63) est la somme d’une partie infinie

Π̃∞
µν(p) = Π̃∞ (pµpν − p2ηµν), Π̃∞ = − α

3π

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)

(6.64)

et d’une partie finie,

Π̃F
µν(p) = Π̃F (p2) (pµpν − p2ηµν),

Π̃F (p2) =
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)p2

µ2

)
.

(6.65)

Cette division en parties finie et infinie est évidemment arbitraire. Cependant,
comme la contribution −γ+ln(4π) est générée par la procédure de régularisation
utilisée, par l’intermédiaire du développement de Γ(2 − n

2
), il est naturel de

l’associer à la partie divergente.

L’expression régularisée du diagramme à une boucle D2 nous permet ensuite
d’obtenir le tenseur de polarisation du vide à l’ordre e2, correspondant aux dia-
grammes de la figure 6.2 et à l’équation (6.16). En divisant le coefficient ∆3 en
une partie divergente ∆∞

3 et une contribution finie ∆F
3 , il vient

Πµν(p) =
[
1 + (Π̃∞ −∆∞

3 ) + (Π̃F (p2)−∆F
3 )
]
(pµpν − p2ηµν)− λpµpν . (6.66)

Le terme fixant la jauge ne reçoit pas de correction: il n’est pas nécessaire de
renormaliser λ, une observation qui reste vraie à tous les ordres. Pour obtenir un
résultat fini lorsque n→ 4, il suffit de choisir

∆∞
3 = Π̃∞ = − α

3π

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)
, (6.67)

alors que la partie finie du contre-terme, qui ne dépend pas de p, permet d’imposer
une condition de normalisation du tenseur de polarisation du vide: le choix de
cette condition fait partie de la définition d’un schéma de renormalisation. On
peut par exemple imposer

Πµν(p)|p2=µ2 = pµpν − p2ηµν − λpµpν ,

la masse µ étant arbitraire, en choisissant

∆F
3 =

2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2

µ2
− x(1− x)

)
,

c’est-à-dire

Πµν(p) = (pµpν− p2ηµν)
[
1 +

2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)p2
m2 − x(1− x)µ2

)]
−λpµpν .
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Un autre choix couramment utilisé18 exige

Πcm
µν (p)

∣∣∣
p2=0

= pµpν − p2ηµν − λpµpν , (6.68)

qui se traduit par le choix

∆cm,F
3 =

α

3π
ln

(
m2

µ2

)
.

Dans ce schéma,

Πcm
µν (p) = (pµpν − p2ηµν) [1 + Π(p2)]− λpµpν ,

Π(p2) =
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
1− x(1− x) p

2

m2

)
,

(6.69)

et la constante de renormalisation ∆cm
3 s’écrit

∆cm
3 = − α

3π

[
2

4− n − γ + ln(4π)− ln

(
m2

µ2

)]
. (6.70)

L’étude du tenseur de polarisation du vide à l’ordre α et de son contenu physique
sera poursuivie dans la section 6.7.

6.4.3 Propagateur du fermion, self-énergie

En dimension n, l’expression (6.21) du diagramme D1 de la figure 6.4 devient

Σ̃(p) = −ie2µ4−n
∫ dnk

(2π)n
1

k2

[
ηµν +

1− λ
λ

kµkν

k2

]
γµ
� p− � k +m

(p− k)2 −m2
γν , (6.71)

en omettant les contributions iε. Cependant,

ηµνγµ(� p− � k +m)γν = (2− n)(� p− � k) + nm,

kµkνγµ(� p− � k +m)γν = k2(m− � p− � k) + 2(pk)� k.

La fonction Σ̃(p) dépend du choix de la jauge par l’intermédiaire du paramètre
λ: nous calculons une fonction de Green et non un élément de matrice S. Pour
simplifier, nous allons évaluer Σ̃(p) dans la jauge de Feynman λ = 1, où

Σ̃(p) = −ie2µ4−n
∫ 1

0
dx
∫ dnk

(2π)n
(2− n)(� p− � k) + nm

[k2 − 2xpk + xp2 − xm2]2
,

d’après (6.37). Par le changement de variable k − xp→ k, il vient:

Σ̃(p) = −ie2µ4−n
∫ 1

0
dx
∫ dnk

(2π)n
(2− n)[−� k + (1− x)� p] + nm

[−k2 − x(1− x)p2 + xm2]2
.

18Il s’agit du schéma de renormalisation sur la couche de masse (on-shell), d’où la notation
Πcm

µν (p).
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D’après (6.51) et (6.52),

Σ̃(p) =
e2

16π2
Γ
(
4− n
2

) ∫ 1

0
dx

(
4πµ2

xm2 − x(1− x)p2

)2−n
2

·
{
4m− 2(1− x)� p+ (4− n)[(1− x)� p−m]

}
.

(6.72)

Pour n proche de la valeur physique 4,

Σ̃(p) =
α

4π

[ (
2

4− n − γ + ln(4π)
)
[4m− � p] + � p− 2m

−
∫ 1

0
dx [4m− 2(1− x)� p] ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)]
+O(4− n).

(6.73)
La partie divergente de cette expression est

Σ̃∞(p) =
α

4π
[4m− � p]

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)
,

la partie finie étant

Σ̃F (p) =
α

4π

[
� p− 2m−

∫ 1

0
dx [4m− 2(1− x)� p] ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)]
.

Il en résulte que la self-énergie du fermion, définie par l’équation (6.13) et calculée
à l’ordre e2, est donnée par

Σ(p) = � p
[
− α

4π

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)
−∆2 +

α

4π

+
α

2π

∫ 1

0
dx (1− x) ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)]

−m
[
−α
π

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)
+∆0 +

α

2π

+
α

π

∫ 1

0
dx ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)]
.

Pour obtenir un résultat fini lorsque n→ 4, il suffit de poser

∆2 = − α

4π

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)
+∆F

2 ,

∆0 =
α

π

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)
+∆F

0 ,

(6.74)
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les contre-termes finis ∆F
2 et ∆F

0 étant fixés par le choix du schéma de renorma-
lisation. En conséquence,

Σ(p) = A(p2)� p−B(p2)m,

A(p2) =
α

4π
−∆F

2 +
α

2π

∫ 1

0
dx (1− x) ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)
,

B(p2) =
α

2π
+∆F

0 +
α

π

∫ 1

0
dx ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)
.

(6.75)

Comme le propagateur inverse est

� p−m− Σ(p) = [1− A(p2)]� p− [1−B(p2)]m

= [1− A(p2)]
(
� p− [1 + A(p2)−B(p2)]m

)
+O(α2),

le propagateur de la théorie en interaction calculé à l’ordre α aura un pôle en

� p ≡ mF = [1 + A(m2
F )−B(m2

F )]m,

c’est-à-dire en

mF =

[
1− α

4π
− (∆F

0 +∆F
2 )−

α

2π

∫ 1

0
dx (1 + x) ln

(
xm2 − x(1− x)m2

F

µ2

)]
m.

(6.76)
La position de ce pôle correspond à la valeur physique de la masse du fermion,
qui est donc mF . Cette grandeur physique est reliée par l’expression (6.76) aux
paramètres e et m de la densité lagrangienne (renormalisée), par l’intermédiaire
du contre-terme arbitraire ∆F

0 +∆F
2 . Un choix naturel, mais non indispensable,

de ce contre-terme revient à identifier la masse physique du fermion mF avec m.
Le schéma de renormalisation sur la couche de masse revient ainsi à choisir

∆F
0 +∆F

2 = − α

4π
− α

2π

∫ 1

0
dx (1 + x) ln

(
x2m2

µ2

)
=
α

π

[
1− 3

4
ln

(
m2

µ2

)]
, (6.77)

pour obtenir
m = mF .

Le paramètre m [noté mr dans la densité lagrangienne renormalisée (6.6)] est
alors la masse physique du fermion, à l’ordre α de la théorie des perturbations.

Avec ce premier choix, le propagateur inverse devient

[1− A(p2)]
(
� p−

[
1− α

2π

∫ 1

0
dx (1 + x) ln

(
xp2 +m2 − p2

xm2

)]
m

)
,

A(p2) dépendant de ∆F
2 . Et la self-énergie s’écrit

Σ(p) = A(p2)[� p−m]− αm

2π

∫ 1

0
dx (1 + x) ln

(
xp2 +m2 − p2

xm2

)
.
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Comme deuxième condition de normalisation à imposer pour déterminer ∆F
2 , on

peut demander que le résidu du pôle du propagateur lorsque � p = m soit unité19.
Ce résidu peut être obtenu en calculant

[
� p−m

� p−m− Σ(p)

]
�p=m

= 1 +

[
Σ(p)

� p−m

]
�p=m

+O(α2).

Il faut donc annuler le coefficient du premier terme du développement en puis-
sances de ( � p−m) de Σ(p), qui, d’après (6.75), est

2m2

[
∂

∂p2
[A(p2)−B(p2)]

]
p2=m2

+ A(m2) =
α

π

∫ 1

0
dx

1− x2
x

+ A(m2),

puisque p2 = � p2. La condition est alors

∆F
2 = − α

2π
+

α

4π
ln

(
m2

µ2

)
+
α

π

∫ 1

0
dx

1− x2
x

. (6.78)

Cette équation contient une divergence en x→ 0 de la dernière intégrale. Il s’agit
d’une divergence infrarouge due à l’absence de masse du photon. Pour le voir, il
suffit de modifier le dénominateur k2 de l’expression (6.71) en lui ajoutant une
masse fictive du photon M : k2 −→ k2 −M2. L’effet de cette modification est
la substitution

xm2 − x(1− x)p2 −→ xm2 + (1− x)M2 − x(1− x)p2

dans les expressions (6.75), et le dernier terme de (6.78) devient

α

π

∫ 1

0
dx

x(1− x2)
x2 + (1− x)M2

m2

,

qui diverge logarithmiquement lorsqu’on annule la masseM du photon. Le traite-
ment des divergences infrarouges dues à l’absence de masse de certaines particules
ne sera pas abordé ici20: la nature de ces infinités est entièrement différente des
divergences ultraviolettes éliminées par renormalisation. Nous nous bornerons à
considérer l’expression (6.78) comme définissant la partie finie du contre-terme
∆2.

En conclusion, le propagateur inverse à l’ordre α est

[
1− α

2π

∫ 1

0
dx (1− x) ln

(
xp2 +m2 − p2

xm2

)
+
α

π

∫ 1

0
dx

1− x2
x

]

·
(
� p−

[
1− α

2π

∫ 1

0
dx (1 + x) ln

(
xp2 +m2 − p2

xm2

)]
m

)
,

19C’est-à-dire que la singularité du propagateur [�p−m−Σ(p)]−1 en �p = m soit de la forme
1

�p−m .
20Voir par exemple: Peskin et Schroeder [6], sections 6.4 et 6.5, Weinberg [2], chapitre 13.
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dans le schéma de renormalisation sur la couche de masse. La self-énergie devient

Σ(p) = (� p−m)

[
3α

8π
+

α

2π

∫ 1

0
dx x ln

(
1− x p

2

m2

)
− α

π

∫ 1

0
dx

1− x2
x

]

−m
[
5α

8π
+

α

2π

∫ 1

0
dx (2− x) ln

(
1− x p

2

m2

)]
.

(6.79)

Son développement en puissances de � p−m,

Σ(p) = [Σ0(p)]�p=m + [Σ1(p)]�p=m[� p−m] +O
(
(� p−m)2

)
,

débute à l’ordre (� p−m)2 seulement: [Σ0(p)]�p=m = [Σ1(p)]�p=m = 0.

Et les constantes de renormalisation utilisées pour définir le propagateur du
fermion s’écrivent:

∆2 = − α

4π

[
2

4− n − γ + ln(4π) + 2− ln

(
m2

µ2

)
− 4
∫ 1

0
dx

1− x2
x

]
,

∆0 =
α

π

[
2

4− n − γ + ln(4π) +
3

2
− ln

(
m2

µ2

)
−
∫ 1

0
dx

1− x2
x

]
,

(6.80)

aux corrections de l’ordre suivant (α2) de la théorie des perturbations près.

6.4.4 Correction de vertex

Dans la jauge de Feynman λ = 1, la contribution (6.27) du diagramme de vertex
D3 (fig. 6.6) s’écrit

ieµ2−
n
2 Λ̃ν(p, q) = e3µ6−

3n
2 Iν ,

Iν =
∫ dnk

(2π)n
1

k2
γρ
� q + � k +m

(q + k)2 −m2
γν
� p+ � k +m

(p+ k)2 −m2
γρ.

(6.81)

Comme le dénominateur est d’ordre k6, la partie infinie sera clairement due au
terme

γρ � k γν � k γρ = (2− n)γµ(2kµkν − k2ηµν)
présent au numérateur de l’intégrant.

Afin d’évaluer l’intégrale Iν , introduisons deux paramètres de Feynman x et
y, et la variable d’intégration k′ = k + xq + yp:

Iν = 2
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy
∫ dnk

(2π)n
γρ(� q + � k +m)γν(� p+ � k +m)γρ

[k2 + 2xqk + 2ypk + xq2 + yp2 − (x+ y)m2]3

= −2
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy
∫ dnk′

(2π)n

γρ(� k′ + (1− x)� q − y � p+m)γν(� k′ + (1− y)� p− x � q +m)γρ

[(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq − k′2]3

= I∞ν + IFν ,
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la partie divergente étant contenue dans l’intégrale

I∞ν = −2(2− n)γµ
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy
∫ dnk

(2π)n
(2kµkν − k2ηµν)

· [(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq − k2]−3,

(6.82)

alors que l’intégrale

IFν = −2
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy γρ[(1− x)� q − y � p+m]γν [(1− y)� p− x � q +m]γρ

·
∫ dnk

(2π)n
[(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq − k2]−3,

(6.83)
dont l’intégrant se comporte comme k−6 à grand k, est finie en n = 4 dimensions.
A l’aide des résultats (6.51–6.53) et de l’expansion (6.32), on obtient:

Λ̃ν(p, q) = −ie2µ4−n[I∞ν + IFν ]

= −ie2 [1 + (4− n) lnµ] [I∞ν + IFν ] +O(4− n),

I∞ν =
i

16π2
γν

[
2

4− n − γ + ln(4π)− 2− 2
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

· ln
[
(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq

]]
+O(4− n),

IFν =
−i
16π2

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

γρ[(1− x)� q − y � p+m]γν [(1− y)� p− x � q +m]γρ
(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq

.

A ce stade du calcul, la fonction de vertex propre définie par l’équation (6.19)
s’écrit

Γν(p, q) = ie

[
γν

{
1 + ∆1 +

α

4π

(
2

4− n − γ + ln(4π)
)
− α

2π

− α

2π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy ln

(
(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq

µ2

)}

−ie2IFν
]
.

Cette expression est libre de divergence ultraviolette si on pose

∆1 = −
α

4π

[
2

4− n − γ + ln(4π)
]
+∆F

1 , (6.84)

avec une contribution finie ∆F
1 à déterminer en prescrivant le schéma de renor-

malisation.

Pour étudier la partie finie, il est utile de revenir à une amplitude physique
au lieu d’une simple fonction de Green. Considérons donc la quantité

Mν(p, q) = u(q) ieΛν(p, q)u(p), (6.85)



RÉGULARISATION DIMENSIONNELLE DE L’ÉLECTRODYNAMIQUE 259

les deux fermions étant sur la couche de masse p2 = q2 = m2 et les spineurs
vérifiant l’équation de Dirac

(� p−m)u(p) = (� q −m)u(q) = 0.

La comparaison avec la fonction de Green (6.17) montre que cette quantité peut
être vue comme l’élément de matrice S réduit pour le vertex fermion–photon,
calculé ici à l’ordre e3.

D’après l’équation (6.18) et dans la jauge de Feynman,

Mν(p, q) = −
1

(q − p)2Πνρ(q − p)
[
u(q)

σ(q)

� q −m Γρ(p, q)
σ(p)

� p−m u(p)
]
.

Dans le schéma de renormalisation sur la couche de masse utilisé pour définir
le propagateur fermionique, le développement en puissances de (� p − m) de la
self-énergie débute à l’ordre (� p−m)2. Donc, si p2 = m2,

σ(p)

� p−m = 1 +
Σ(p)

� p−m = 1 +O(� p−m),

σ(p)

� p−m u(p) = u(p),

(p2 = m2).

En conséquence,

Mν(p, q) = −
1

(q − p)2Πνρ(q − p)
[
u(q) Γρ(p, q)u(p)

]
, (6.86)

avec

− 1

(q − p)2Πνρ(q − p) = ηνρ − Π
(
(q − p)2

) [(q − p)ν(q − p)ρ
(q − p)2 − ηνρ

]
,

Π((q − p)2) =
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
1− x(1− x)(q − p)

2

m2

)
.

Comme u(q)[� q − � p]u(p) = 0, il vient à l’ordre e3

Mν(p, q) = u(q)Γν(p, q)u(p) + ieΠ
(
(q − p)2

)
u(q)γνu(p).

D’autre part,

u(q) Γν(p, q)u(p) = ie

[
u(q)γνu(p)

{
1 + ∆F

1 −
α

2π

− α

2π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy ln

(
(x+ y)2m2 − xy(p− q)2

µ2

)}

− α

4π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

Yν
(x+ y)2m2 − xy(p− q)2

]
,
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avec

Yν = u(q)
{
γρ[(1− x)� q − y � p+m]γν [(1− y)� p− x � q +m]γρ

}
u(p)

= u(q)
{
2[(x+ y − 2)2 − 2]m2γν − 2(1− x)(1− y)(p− q)2γν

+4[x(1− y)− y2]mpν + 4[y(1− x)− x2]mqν
}
u(p).

A l’aide de l’identité de Gordon

2mu(q)γµu(p) = u(q)
(
(p+ q)µ − 1

2
[γµ, γν ](q − p)ν

)
u(p)

et de

(q − p)µ u(q)u(p) = 1

2
u(q) [γµ, γν ](p+ q)ν u(p),

on obtient
pµ u(q)u(p) = u(q)

(
mγµ − 1

2
[γµ, γν ]pν

)
u(p),

qµ u(q)u(p) = u(q)
(
mγµ + 1

2
[γµ, γν ]qν

)
u(p),

et

Yν = −2u(q)γνu(p)
{
m2[(x+ y + 1)2 − 3] + (p− q)2(1− x)(1− y)

}

−mu(q)[γν , γρ]u(p)
{
(p− q)ρ(x+ y)(1− x− y)

+(p+ q)ρ(x− y)(1 + x+ y)
}
.

A l’exception du dernier terme de Yν , l’amplitude u(q) Γν(p, q)u(p) ne dépend
que de l’impulsion transférée au photon,

k = p− q,

et les paramètres de Feynman n’apparaissent que dans les combinaisons symétri-
ques x+ y et xy; cependant, pour toutes fonctions f(x, y) et g(x+ y, xy),

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy f(x, y) =

∫ 1

0
dy
∫ 1−y

0
dx f(x, y) =

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy f(y, x),

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy (x− y)g(x+ y, xy) =

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy (y − x)g(x+ y, xy) = 0,

et le terme en question s’annule. Comme u(q)(� q − � p)u(p) = 0,

u(q)Γν(p, q)u(p) (q − p)ν = 0,

comme exigé par l’invariance de jauge, et on peut alors poser

Mν(p, q) = ie u(q)
{
γν + F1(k

2)γν −
1

4m
[γν , γρ]k

ρ F2(k
2)
}
u(p), (6.87)
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les deux facteurs de forme étant donnés par les expressions

F1(k
2) = − α

2π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy ln

(
(x+ y)2m2 − xyk2

µ2

)
− α

2π
+∆F

1

+
α

2π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

m2[(x+ y + 1)2 − 3] + k2(1− x)(1− y)
(x+ y)2m2 − xyk2

+
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
1− x(1− x) k

2

m2

)
,

F2(k
2) = −αm

2

π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

(x+ y)(1− x− y)
(x+ y)2m2 − xyk2

= −αm
2

π

∫ 1

0
dz
∫ z

0
dx

z(1− z)
z2m2 − x(z − x)k2 .

(6.88)
Le facteur de forme F1 est une correction à la charge du fermion: à l’ordre α0,
Mν(p, q) = ie u(q)γνu(p). Une condition naturelle de normalisation du facteur
de forme F1 est d’imposer

F1(k
2 = 0) = 0, Mν(p, q)|k2=0 = ie u(q)γνu(p)−

ie

4m
u(q)[γν , γρ]u(p)k

ρF2(0).

(6.89)
Dans ce cas, e est la charge électrique du fermion dans la limite k2 = 0 d’un
photon “test” d’impulsion k. Ce choix correspond à:

∆F
1 =

α

2π

[
1 +
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

(
ln
[
(x+ y)2

m2

µ2

]
− (x+ y + 1)2 − 3

(x+ y)2

)]
.

Comme pour une fonction g de la variable x+ y,

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy g(x+ y) =

∫ 1

0
dz g(z)

∫ z

0
dx =

∫ 1

0
dz zg(z),

on obtient

∆F
1 =

α

4π

[
ln

(
m2

µ2

)
− 2 + 4

∫ 1

0
dx

1− x2
x

]
, (6.90)

et ∆1 = ∆2, conformément à l’identité de Ward. La forme finale du facteur de
forme F1(k

2) est:

F1(k
2) =

2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
1− x(1− x) k

2

m2

)

+
α

2π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

[
m2[(x+ y + 1)2 − 3] + k2(1− x)(1− y)

(x+ y)2m2 − xyk2

− ln

(
1− xy

(x+ y)2
k2

m2

)]
− 3α

4π
+
α

π

∫ 1

0
dx

1− x2
x

,

(6.91)
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le dernier terme contenant la divergence infrarouge. Notez que la première con-
tribution est identique à la correction d’ordre α au tenseur de polarisation du
vide, obtenue dans l’équation (6.69).

Comme F2(0) = − α
2π
, il vient alors

Mν(p, q)|k2=0 = ieu(q)γνu(p) +
ieα

8πm
u(q)[γν , γρ]u(p)(p− q)ρ. (6.92)

Le second terme décrit le moment magnétique anormal du fermion. Il suit de la
définition (6.87) des facteurs de forme que le moment magnétique du fermion est

µ =
e

2m

[
1− F2(0)

]
=

e

2m

[
1 +

α

2π

]
.

La correction d’ordre α a été obtenue par Schwinger en 1948. Notez que le calcul
du facteur de forme F2(k

2), et donc du moment magnétique, ne dépend que des
termes finis de la fonction de vertex. La procédure de renormalisation n’intervient
que par le biais de la normalisation de la charge électrique, F1(0) = 0.

6.4.5 Résumé

Le schéma de renormalisation sur la couche de masse que nous avons établi utilise
les constantes de renormalisation suivantes:

Z0 = 1 +
α

π

[
2

4− n − γ + ln(4π) +
3

2
− ln

(
m2

µ2

)
−
∫ 1

0
dx

1− x2
x

]
,

Z1 = 1− α

4π

[
2

4− n − γ + ln(4π) + 2− ln

(
m2

µ2

)
− 4
∫ 1

0
dx

1− x2
x

]
,

Z2 = 1− α

4π

[
2

4− n − γ + ln(4π) + 2− ln

(
m2

µ2

)
− 4
∫ 1

0
dx

1− x2
x

]
,

Z3 = 1− α

3π

[
2

4− n − γ + ln(4π)− ln

(
m2

µ2

)]
.

(6.93)
L’identité de Ward Z1 = Z2 est bien vérifiée. Les valeurs obtenues dépendent de
la jauge utilisée, sauf pour la constante Z3 dont le calcul ne dépend pas du pro-
pagateur photonique21. Les parties finies des contre-termes ont été déterminées
en imposant quatre conditions qui définissent le schéma de renormalisation:

1. Le propagateur photonique est normalisé sur la couche de masse du photon,
en p2 = 0. Cette condition détermine Z3 qui est la constante de renormali-
sation de la fonction d’onde du photon [éq. (6.4)].

21A l’ordre d’une boucle seulement.
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2. Le propagateur fermionique a un pôle en � p = m, qui est donc la masse
physique du fermion. Cette condition définit en fait Z0, la constante de
renormalisation de la masse du fermion [éq. (6.5)].

3. Le propagateur fermionique est normalisé sur la couche de masse, � p = m:
cette condition détermine Z2, la constante de renormalisation de la fonction
d’onde fermionique [éq. (6.4)].

4. La constante de couplage (la charge électrique du fermion) est définie à
partir de la fonction de vertex pour un photon avec k2 = 0. Elle est égale
à e: cette condition fixe la constante de renormalisation de la constante de
couplage de jauge, Z1 [éq. (6.5)].

La densité lagrangienne renormalisée (6.6), avec les valeurs (6.93) des constantes
de renormalisation, permet d’effectuer n’importe quel calcul perturbatif jusqu’à
l’ordre d’une boucle sans rencontrer de divergence ultraviolette. La procédure
de renormalisation a donc permis de construire une théorie des perturbations
cohérente à cet ordre. C’est le propre des théories renormalisables de permettre
l’extension de cette procédure à tous les ordres perturbatifs.

Des quatre conditions imposées pour définir les constantes de renormalisation,
il ressort que la fonction de chaque contre-terme est de soustraire une divergence
et une partie finie afin de définir une fonction de Green normalisée à une échelle
d’énergie choisie. Dans le schéma de renormalisation22 sur la couche de masse,
les échelles utilisées sont k2 = 0 (masse du photon) dans les conditions 1 et 4, et
m, la masse physique du fermion.

Le choix des quatre conditions imposées pour définir les parties finies des
contre-termes est arbitraire. Nous verrons plus loin que ce caractère arbitraire
est formellement exprimé par le groupe de renormalisation, qui décrit l’effet sur
les grandeurs physiques d’un changement de schéma de soustraction. Il faut noter
que les conditions de normalisation n’influent pas sur les valeurs régularisées des
divergences ultraviolettes: en particulier, l’identité de Ward ∆∞

1 = ∆∞
2 pour les

parties divergentes des contre-termes sera vérifiée dans n’importe quel schéma de
renormalisation.

6.5 L’identité de Ward

Pour localiser l’origine de la relation observée entre Z1 et Z2, reprenons tout
d’abord l’expression régularisée (6.81) du diagramme de vertex D3 de la figure
6.6, lorsque p = q et dans la jauge de Feynman:

Λ̃ν(p, p) = −ie2µ4−n
∫ dnk

(2π)n
1

k2
γρ

1

� k + � p−m γν
1

� k + � p−m γρ . (6.94)

22On utilise aussi le terme de schéma de soustraction.
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Puisque
∂

∂pν
1

� k + � p−m = − 1

� k + � p−m γν
1

� k + � p−m,

on peut écrire

Λ̃ν(p, p) =
∂

∂pν

[
ie2µ4−n

∫ dnk

(2π)n
1

k2
γρ
� k + � p+m

(k + p)2 −m2
γρ

]
.

Et, en comparant avec l’expression (6.71) du diagramme de self-énergie,

Λ̃ν(p, p) = −
∂

∂pν
Σ̃(p). (6.95)

Cette égalité sera vraie dans n’importe quelle jauge, puisque sa dérivation n’utilise
pas la forme du propagateur du photon.

D’autre part, nous avons choisi les constantes ∆0, ∆1 et ∆2 de manière à
soustraire les divergences de la self-énergie

Σ(p) = −∆2 � p−∆0m+ Σ̃(p)

et de la fonction de vertex propre

Γµ(p, q) = ie[(1 + ∆1)γ
µ + Λ̃µ(p, q)].

Il suit alors de (6.95) que

Γµ(p, p) + ie
∂

∂pµ
Σ(p)− ieγµ = ie(∆1 −∆2)γµ. (6.96)

Comme le membre gauche de l’égalité est sans divergence, les parties divergentes
de ∆1 et ∆2 doivent nécessairement cöıncider. Et si (∆1 −∆2) est fini, on peut
toujours l’annuler par une renormalisation finie23 de e:

e(1 + ∆1 −∆2) = Z1Z
−1
2 e −→ e,

c’est-à-dire Z1 = Z2.

L’extension de ce résultat à q �= p est simple: à l’aide des expressions régulari-
sées (6.71) et (6.81), on montre facilement que

(p− q)µΓµ(p, q) = ie(1 + ∆1)(� p− � q)− ieΣ̃(p) + ieΣ̃(q)

= ie[� p−m− Σ(p)]− ie[� q −m− Σ(q)]

+ie(∆1 −∆2)(� p− � q)

= −ieΣ(p) + ieΣ(q) + ieZ1Z
−1
2 (� p− � q),

(6.97)

23Comparer avec (6.5).
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une relation entre propagateurs inverses et fonction de vertex. A nouveau,
puisque les fonctions de vertex et de self-énergie sont sans divergence, ∆1 − ∆2

est fini. En fait, le résultat (6.96) est la limite p→ q de l’équation (6.97).

Les égalités (6.97) suivent d’un calcul perturbatif à l’ordre d’une boucle (e2).
On peut en fait montrer qu’une telle égalité existe à tous les ordres, et qu’elle est
la conséquence de l’existence d’une symétrie continue de la densité lagrangienne.
L’argument utilise le courant de Noether conservé jµ(x) associé à cette symétrie
qui, dans le cas de la théorie (6.6), est donné par l’expression (6.8). Ce courant
vérifie les règles de commutation suivantes24:

[j0(x, t), ψ(y, t)] = −eψ(y, t)δ3(x− y), [j0(x, t), ψ(y, t)] = eψ(y, t)δ3(x− y),

[Q,ψ(x)] = −eψ(x), [Q,ψ(x)] = eψ(x),

la charge (indépendante du temps) étant Q =
∫
d3x j0(x, t). Considérons ensuite

la fonction de Green
〈0|Tjµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉.

Un calcul simple qui utilise la conservation du courant ∂µj
µ = 0 conduit à

∂

∂xµ
〈0|Tjµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉 = δ(x0 − y0)〈0|T [j0(x), ψ(y)]ψ(z)|0〉

+δ(x0 − z0)〈0|Tψ(y)[j0(x), ψ(z)]|0〉

= −eδ4(x− y)〈0|Tψ(y)ψ(z)|0〉

+eδ4(x− z)〈0|Tψ(y)ψ(z)|0〉.

La dérivée de la fonction de Green 〈0|Tjµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉 est donc reliée à la fonc-
tion à deux points, au propagateur du fermion. Et ce résultat est une conséquence
de l’existence de la symétrie puisque la conservation du courant a été utilisée. En
transformée de Fourier, cette relation s’écrit

kµV
µ(k, q,−p) = −e(2π)4δ4(k + q − p)[S̃(q)− S̃(p)], (6.98)

avec les définitions

V µ(k, q,−p) =
∫
d4x
∫
d4y
∫
d4z eikx+iqy−ipz〈0|Tjµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉

et

〈0|Tψ(y)ψ(z)|0〉 =
∫ d4r

(2π)4
e−ir(y−z) iS̃(r)

pour la fonction à deux points, S̃(r) étant le propagateur en espace des impulsions.

A l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, il vient avec jµ(x) = e :
ψ(x)γµψ(x) : et à l’aide du théorème de Wick,

V µ(k, q,−p) = e(2π)4δ4(k + q − p) i

� q −mγµ
i

� p−m,

24Voir par exemple les sections 2.2 et 2.3.
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qui vérifie bien (6.98) avec S̃(p) = [� p−m]−1. Comme à cet ordre, la fonction de
vertex est Γµ(p, q) = ieγµ, ce dernier résultat suggère que

V µ(k, q,−p) = i(2π)4δ4(k + q − p)S̃(q)Γµ(p, q)S̃(p). (6.99)

Cette égalité est en fait vraie au-delà de l’ordre le plus bas. En effet, puisque
l’interaction du champ de jauge est de la forme jµA

µ, on se convainc facilement25

que la fonction de Green 〈0|Tjµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉 est obtenue à partir de la fonction
à trois points

〈0|TAµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉
en omettant26 dans celle-ci le propagateur du champ de jauge externe Aµ(x), d’où
l’égalité (6.99).

En conséquence, il vient

(p− q)µΓµ(p, q) = −ie[S̃−1(q)− S̃−1(p)], (6.100)

qui est l’identité de Ward-Takahashi27. En écrivant le propagateur inverse sous
la forme S̃−1(p) = � p−m− Σ(p), on obtient

(p− q)µΓµ(p, q) = ie[� p−m− Σ(p)]− ie[� q −m− Σ(q)].

Il est clair que la procédure utilisée pour dériver la relation (6.100) à partir
de l’invariance continue de la théorie peut être appliquée à n’importe quelle fonc-
tion de Green impliquant le courant. Il existe donc une infinité d’identités de
Ward-Takahashi similaires à (6.100). L’une d’entre elles implique que la partie
longitudinale du propagateur du photon qui est générée par le terme de fixation
de la jauge ne reçoit pas de correction. En conséquence, le terme

−1

2
λ(∂µA

µ)2

de la densité lagrangienne ne requiert pas de contre-terme.

6.6 Ordres plus élevés, renormalisabilité

Considérons un diagramme de Feynman connexe irréductible à une particule28

(1PI) comprenant:

25En se référant à l’expansion perturbative des fonctions de Green, l’expression (3.81).
26A un facteur i près.
27Due à Takahashi (1957). L’équation obtenue dans la limite p− q → 0,

Γµ(p, p) = ie
∂

∂pµ
S̃−1(p),

est due à Ward (1950).
28C’est-à-dire qui reste connexe lorsque n’importe quelle ligne interne est coupée.
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• mγ et mF lignes photoniques et fermioniques externes,

• nγ et nF lignes photoniques et fermioniques internes,

• N vertex de l’interaction fermion–photon.

Ce diagramme intervient dans le calcul de la fonction de Green pour mγ photons
et mF fermions, en espace des impulsions et à l’ordre N de la théorie des per-
turbations. Les règles de Feynman associent à chaque vertex une distribution de
Dirac δ4(. . .) de conservation d’impulsion. Puisque l’une d’entre elles exprime la
conservation des impulsions externes, il y aura N − 1 impulsions associées aux
lignes internes qui seront fixées par la conservation d’impulsion. L’expression du
diagramme contiendra alors

M = nγ + nF −N + 1 (6.101)

intégrations d4ki (i = 1, . . . ,M) sur des impulsions internes non contraintes; M
est le nombre de boucles du diagramme. Une première contrainte lie les nombres
de lignes et de vertex: chaque ligne photonique interne est connectée à deux
vertex, chaque ligne photonique externe à un vertex, et chaque vertex comprend
une ligne photonique:

N = mγ + 2nγ .

Un argument similaire appliqué aux lignes fermioniques conduit à

2N = mF + 2nF .

(Par conservation du moment cinétique, mF est toujours pair). Comme les di-
mensions (en énergie) des propagateurs photonique et fermionique sont respec-
tivement −2 et −1, le degré de divergence näıf29 du diagramme sera

d = 4M − 2nγ − nF = 4−mγ −
3

2
mF ,

qui ne dépend que du nombre de lignes externes. Le nombre de fonctions de Green
potentiellement divergentes (d ≥ 0) est donc fini, avec un degré de divergence
indépendant de l’ordreN . Il suffira d’un nombre fini de contre-termes pour définir
la théorie des perturbations et la théorie est renormalisable. La liste des fonctions
de Green potentiellement divergentes en théorie des perturbations est la suivante:

• mγ = 1, mF = 2, d = 0: fonction de vertex, logarithmiquement divergente.

• mγ = 0, mF = 2, d = 1: propagateur fermionique inverse. En fait, le
propagateur inverse est toujours de la forme A(p2)� p− B(p2)m, et le degré
de divergence de A et B est seulement logarithmique.

29Le degré de divergence näıf du diagramme est d si, lorsqu’on multiplie les impulsions
intégrées ki par une constante λ, l’intégrant et les mesures d’intégration d4ki se comportent
comme λd. Si d = 0, l’intégrale se comporte comme

∫
dκκ−1 et diverge logarithmiquement; si

d > 0, l’intégrale se comporte comme
∫
dκκd−1, et diverge comme une puissance; l’intégrale

converge si d < 0.
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• mγ = 2, mF = 0, d = 2: propagateur photonique inverse; par invariance de
jauge, la divergence n’est que logarithmique.

• mγ = 3, mF = 0, d = 1: par invariance sous conjugaison de charge, cette
fonction de Green est nulle à tous les ordres30.

• mγ = 4, mF = 0, d = 0: par invariance de jauge, les diagrammes de
Feynman contribuant à cette fonction de Green sont convergents.

On constate d’après cette énumération que l’invariance de jauge ou des arguments
purement dimensionnels peuvent conduire à un degré de divergence réel inférieur
au degré näıf d. Ces divergences correspondent à celles obtenues dans le calcul à
l’ordre d’une boucle de la section 6.4.

L’évaluation du degré de divergence näıf peut être effectuée pour une théorie
comprenant des interactions arbitraires. Une interaction (de type i) a la forme
d’un produit de piB champs bosoniques (champs scalaires ou de jauge) et de
piF champs fermioniques, elle comprend pi dérivées spatiales et une constante
de couplage λi. Puisqu’une interaction est un terme d’une densité lagrangienne
de dimension quatre (en énergie), que les dimensions des champs bosoniques et
fermioniques sont respectivement31 1 et 3/2, la dimension de la constante de
couplage est

δi = 4− piB −
3

2
piF − pi.

Considérons à nouveau un diagramme de Feynman connexe avec:

• mB lignes bosoniques externes, mF lignes fermioniques externes,

• nB lignes bosoniques internes, nF lignes fermioniques internes,

• Ni vertex de l’interaction de type i.

Puisque le nombre total de vertex est N =
∑

iNi, on devra intégrer sur M =
nB+nF −N +1 impulsions internes non contraintes: le diagramme a M boucles.
Le degré de divergence näıf est donc

d = 4M − 2nB − nF +
∑
i

piNi,

puisque chaque dérivée dans une interaction introduit une impulsion en espace
des impulsions. La structure des interactions requiert d’autre part les conditions

∑
i

Nip
i
F = 2nF +mF ,

∑
i

Nip
i
B = 2nB +mB,

30A l’ordre d’une boucle, le théorème de Furry impose cette annulation.
31On le voit par exemple dans les termes cinétiques iψγµ∂µψ, (∂µϕ

†)(∂µϕ) ou FµνF
µν de la

densité lagrangienne, ou dans les règles de commutation obtenues dans le chapitre 2.
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si bien que

d = 4−mB −
3

2
mF −

∑
i

Niδi. (6.102)

Le degré de divergence peut augmenter avec l’ordre de la théorie des perturba-
tions, défini par le nombre de vertex

∑
iNi, si un ou plusieurs δi sont négatifs,

c’est-à-dire si la théorie possède une ou plusieurs constantes de couplage dont la
dimension est une puissance inverse de l’énergie. Dans ce cas, il y aura un nom-
bre infini de fonctions de Green divergentes et un nombre infini de contre-termes
seront en principe nécessaires pour les rendre finies, introduisant un nombre infini
de paramètres arbitraires (les parties finies des contre-termes) et vidant la théorie
de son contenu prédictif. La théorie est alors qualifiée de non renormalisable.

En fait, on peut démontrer rigoureusement que la théorie de champs renor-
malisable la plus générale combine tous les termes permis par la condition

δi ≥ 0,

en imposant de plus que les interactions de chaque champ de spin un soient
invariantes sous une symétrie de jauge. Cette théorie a été décrite dans la section
1.5.

6.7 Groupe de renormalisation, couplages

effectifs

Il est temps de revenir sur la signification en termes de grandeurs physiques des
paramètres de la densité lagrangienne renormalisée, en relation avec le problème
du choix du schéma de renormalisation. Au niveau de la densité lagrangienne
classique, on identifie les deux paramètres e et m avec la charge électrique et la
masse du fermion. Cette identification suit des équations d’Euler-Lagrange de
la théorie (Maxwell et Dirac). Notez cependant que changer la normalisation
des champs Aµ et ψ influe sur cette identification qui n’est exacte que lorsque
les champs sont canoniquement normalisés, comme dans la densité lagrangien-
ne (6.1). Dans la théorie quantique renormalisée, nous avons des éléments de
matrice S et des fonctions de Green, calculés dans un schéma perturbatif de
renormalisation (qui introduit parfois une masse arbitraire telle que µ) en fonc-
tion de paramètres renormalisés er et mr, mais aussi en fonction des variables
cinématiques du processus. Le lien entre grandeurs physiques (éléments de ma-
trice S) et paramètres renormalisés, dans un schéma de soustraction donné, se
fera donc dans une configuration cinématique qui est arbitraire mais qui doit être
définie.

Dans la section 6.4, nous avons obtenu les expressions régularisées suivantes
pour l’électrodynamique quantique à l’ordre d’une boucle:
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Propagateur photonique inverse, polarisation du vide (jauge de Feynman λ = 1):

Πµν(p) = (pµpν − p2ηµν)
[
1 +

2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)p2

µ2

)
−∆F

3

]

−pµpν .

Self-énergie fermionique:

Σ(p) = A(p2)� p−B(p2)m,

A(p2) =
α

4π
+

α

2π

∫ 1

0
dx (1− x) ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)
−∆F

2 ,

B(p2) =
α

2π
+
α

π

∫ 1

0
dx ln

(
xm2 − x(1− x)p2

µ2

)
+∆F

0 .

Fonction de vertex:

Γν(p, q) = ieγν

{
1 + ∆F

1 −
α

2π

− α

2π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy ln

(
(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq

µ2

)}

−ie α

4π

∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy

γρ[(1− x)� q − y � p+m]γν [(1− y)� p− x � q +m]γρ
(x+ y)m2 − x(1− x)q2 − y(1− y)p2 + 2xypq

.

Ces expressions contiennent des contre-termes finis qui sont fixés par le choix d’un
schéma de renormalisation. On les déduit de la densité lagrangienne renormalisée

L = −1

4
Z3F

r
µνF

µν
r + iZ1 ψrγ

µ(∂µ − ierAr
µ)ψr − Z0mrψrψr,

en omettant le terme de fixation de la jauge et en réintroduisant la notation de
la section 6.1 pour distinguer les quantités renormalisées des quantités nues, non
renormalisées, dépourvues d’indice r. Dans le schéma de renormalisation sur la
couche de masse de la section 6.4, par exemple, on veut pouvoir directement
interpréter les paramètres er et mr comme étant la charge électrique et la masse
du fermion, ces quantités étant définies à partir d’amplitudes physiques évaluées
(ou mesurées) dans une situation cinématique précise: amplitude de vertex en
k2 = 0 ou pôle du propagateur fermionique en � p = mr. La densité lagrangienne
nue ou non renormalisée

L0 = −
1

4
FµνF

µν + iψγµ(∂µ − ieAµ)ψ −mψψ

ne conduit à des résultats perturbatifs finis qu’en imposant

m = Z0Z
−1
1 mr, e = Z

−1/2
3 er,

Aµ = Z
1/2
3 Ar

µ, ψ = Z
1/2
1 ψr.
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Les paramètres e et m sont alors dépourvus de sens physique: ils doivent être
choisis divergents et définis à l’aide d’une régularisation spécifique, elle-même
sans signification physique.

Le choix d’un schéma de renormalisation résulte d’un ensemble de conventions,
de conditions de normalisation de certaines amplitudes de la théorie. Il est donc
arbitraire. On pourrait par exemple poser simplement

∆F
1 = ∆F

2 = ∆F
3 = ∆F

0 = 0, (6.103)

et adopter un schéma de soustraction minimale32. L’identité de Ward ∆1 = ∆2 est
évidemment vérifiée. Dans ce cas, les amplitudes physiques dépendent explicite-
ment de la masse µ apparue lors de la procédure de régularisation dimensionnelle,
en plus des paramètres renormalisés er et mr.

Pour discuter le contenu du schéma de renormalisation, nous allons nous con-
centrer sur le tenseur de polarisation du vide calculé dans trois schémas de sous-
traction différents.

Soustraction sur la couche de masse

Le schéma utilisé dans la section 6.4 est basé sur des conditions sur la couche
de masse du photon ou de l’électron, appliquées aux fonctions de Green de la
théorie. La dépendance en µ des quantités calculées à l’ordre d’une boucle est
entièrement éliminée par le choix des parties finies des contre-termes, au profit
d’une dépendance dans la masse physique m (= mr) du fermion. Les grandeurs
physiques sont en général des fonctions du rapport p2/m2. Le tenseur de polari-
sation du vide

Πµν(p) = −p2ηµν + (pµpν − p2ηµν)Π(p2), (6.104)

(jauge de Feynman), qui sera abondamment utilisé dans cette section, s’écrit

Π(p2) =
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
1− x(1− x) p

2

m2

)
. (6.105)

Il est normalisé par la condition

Π(p2 = 0) = 0,

sur la couche de masse du photon. Notez également que Π(p2) devient complexe
lorsque l’argument du logarithme peut être négatif, c’est-à-dire, puisque 0 ≤
x(1− x) ≤ 1/4, lorsque

p2 > 4m2,

qui est le seuil de production d’une paire fermion–antifermion.

Pour des valeurs de genre espace ou euclidiennes33 telles que |p2| � m2, le
schéma sur la couche de masse n’est pas nécessairement le plus approprié. Par

32Il s’agit du schéma de soustraction “MS”.
33C’est-à-dire p2 < 0. On les rencontre lorsque le photon virtuel d’impulsion p est échangé

dans les canaux t ou u, par exemple dans la diffusion profondément inélastique, section 5.5.
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exemple, dans cette limite,

Π(p2) =
α

3π

[
ln

(
− p2

m2

)
− 5

3

]
, (6.106)

d’après l’équation (6.105), et le logarithme de |p2|/m2 peut facilement devenir
grand. En fait, la théorie des perturbations pourrait être mise en danger lorsque

|p2| ! Λ2,
α

3π
ln

(
Λ2

m2

)
≡ 1.

Pour l’électrodynamique quantique,

Λ = me
3
2
πα−1 ! m× 10280, (6.107)

et l’échelle d’énergie |p2| ! Λ2 est bien au-delà du domaine de validité de la
théorie. Il faut cependant noter que l’expression (6.106) n’est pas compatible
avec la limite de masse nulle, m→ 0.

Soustraction minimale

Dans le schéma minimal de soustraction (6.103), la polarisation du vide est

Πs.m.(p
2) =

2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)p2

µ2

)

= Π(p2) +
α

3π
ln

(
m2

µ2

)
,

(6.108)

l’indice s.m. distinguant la soustraction minimale du schéma sur la couche de
masse, sans indice. Elle cöıncide avec l’expression obtenue en soustrayant sur la
couche de masse lorsque µ = m. Dans la limite |p2| � m2,

Πs.m.(p
2) =

α

3π

[
ln

(
− p

2

µ2

)
− 5

3

]
(6.109)

ne dépend pas de la masse du fermion et s’annule en p2 = −µ2e5/3.

Soustraction à l’échelle M

La soustraction minimale a l’inconvénient d’être fortement reliée à la séparation
des parties finies et infinies des contre-termes, effectuée en régularisation dimen-
sionnelle. La condition de normalisation de la polarisation du vide dans la sous-
traction minimale n’est pas particulièrement intuitive. Il peut être utile de définir
un autre schéma de renormalisation adapté au calcul de processus impliquant des
photons virtuels d’impulsion |p2| � m2 et défini par une condition de normali-
sation de Π(p2) dans ce domaine de la variable p2. Le schéma va donc dépendre
d’une masse arbitraire M et les grandeurs définies dans ce schéma porteront un
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indice M . Comme condition de normalisation du contre-terme fini ∆F
3,M , on

impose l’annulation de Π(p2) lorsque34 p2 =M2:

Π(p2 =M2) = 0.

Il vient alors

∆F
3,M =

2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)M2

µ2

)
, (6.110)

et

ΠM(p2) =
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)p2
m2 − x(1− x)M2

)
. (6.111)

La relation avec les schémas de soustraction précédents est simplement

ΠM(p2) = Π(p2)− Π(M2) = Πs.m.(p
2)− Πs.m.(M

2). (6.112)

Dans la limite de masse du fermion nulle, on obtient

∆F
3,M

m→0−→ α

3π

[
ln

(
−M

2

µ2

)
− 5

3

]
,

ΠM(p2)
m→0−→ α

3π
ln

(
p2

M2

)
.

(6.113)

Dans cette limite, ce dernier schéma est relié à la soustraction minimale par

µ2 = −M2 e−5/3. (6.114)

L’intérêt de ce schéma de renormalisation réside dans la possibilité de choisir
l’échelle d’énergie arbitraire M de manière à minimiser les logarithmes qui appa-
raissent lors du calcul d’un processus physique à l’ordre d’une boucle au moins.
Il est en cela similaire à la soustraction minimale si la masse m peut être négligée.
Par exemple, dans une diffusion profondément inélastique35 échangeant un pho-
ton d’impulsion q, q2 � 0, choisir M2 = −q2 supprime les corrections d’ordre α
à la polarisation du vide de ce photon.

Nous avons donc obtenu trois expressions différentes (6.105), (6.108) et (6.111)
de la polarisation du vide, dans trois schémas de soustraction appliqués à la même
théorie renormalisée. Les trois cas contiennent cependant la même information
en termes de grandeurs physiques. La différence réside dans l’interprétation des
paramètres

α =
e2r
4π

et mr par rapport à la mesure de ces grandeurs physiques. Pour mettre en
évidence le rôle du schéma de renormalisation dans la signification des paramètres

34L’utilisation de M2 a pour but de rappeler la dimension de p2; à ce stade, M2 peut être
positif ou négatif (euclidien).

35Section 5.5.
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de la densité lagrangienne renormalisée, considérons le propagateur photonique
à l’ordre d’une boucle (e2r), dans la limite de basse énergie, p2 � m2. Dans la
jauge de Feynman,

Dµν(p) =
−i
p2
ηµρ [−iΠρσ(p)] ησν

−i
p2

=
i

p4
Πµν(p)

= − i

p2
ηµν −

i

p2

(
ηµν −

pµpν
p2

)
(Π̃(p2)−∆F

3 )

= − i

p2
1

1− Π̃(p2) + ∆F
3

[
ηµν −

pµpν
p2

(Π̃(p2)−∆F
3 )

]
+O(α2),

avec

Π̃(p2) =
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)p2

µ2

)
.

Comme ∆F
3 est une constante indépendante de p2, on peut écrire, pour |p2| petit

par rapport à m2,

Dµν(p) = −
i

p2
ηµν

[
1 +

α

3π
ln

(
m2

µ2

)
−∆F

3 −
α

15π

p2

m2

]
+O(p4) +O(α2)

+termes de jauge.
(6.115)

Les termes de jauge incluent les contributions proportionnelles à pµpν . Ils dépen-
dent du choix de la jauge et ne contribuent pas aux amplitudes physiques puisque
le photon est couplé à un courant fermionique conservé.

La quantité Dµν(p) est la transformée de Fourier de la fonction de Green à
deux points du champ du photon renormalisé 〈0|TAr

µ(x)A
r
ν(y)|0〉 qui, d’après

(6.4), est reliée à celle du champ non renormalisé Aµ(x) par

〈0|TAr
µ(x)A

r
ν(y)|0〉 = Z−1

3 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 =
1

1 + ∆3

〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉.

Dµν(p) est une grandeur finie, alors que ∆3 et 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 évalués à partir
de la densité lagrangienne nue divergent.

Le terme d’ordre α obtenu dans l’équation (6.115) conduit dans le cas statique
p2 = −p 2 à une correction au potentiel de Coulomb. En effet, comme∫

d3x e−i!p·!x
1

4π|x| =
1

p 2
,

il vient36∫
d3x e−i!p·!x

(
1− α

15π

∆

m2

)
1

4π|x| =
∫
d3x e−i!p·!x

(
1

4π|x| +
α

15πm2
δ3(x)

)

=
1

p 2

(
1 +

α

15π

p 2

m2

)
.

36∆ est ici l’opérateur Laplacien.
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L’énergie potentielle d’un électron de charge −e dans le champ d’un noyau de
charge Ze (en x = 0) devient alors

Epot. = −4πZα
∫
d3x |ψ(x)|2

(
1

4π|x|

[
1 +

α

3π
ln

(
m2

µ2

)
−∆F

3

]
+

α

15πm2
δ3(x)

)
,

(6.116)
ψ(x) étant la fonction d’onde stationnaire de l’électron. Le dernier terme37 ap-
porte une contribution aux niveaux d’énergie atomiques de moment cinétique
orbital � = 0 (états S) puisque seules les fonctions d’onde � = 0 ne s’annulent
pas à l’origine. Il constitue l’une des contributions au déplacement de Lamb,
qui lève la dégénérescence des niveaux atomiques 2S1/2 et 2P1/2 en abaissant le
niveau 2S1/2. L’expression (6.116), complétée par l’ensemble des contributions
au déplacement de Lamb, est directement accessible par la mesure des niveaux
d’énergie atomiques. On peut donc directement mesurer la quantité

α

[
1 +

α

3π
ln

(
m2

µ2

)
−∆F

3

]
+O(α2), (6.117)

comme étant le coefficient de la contribution coulombienne −Z|x|−1 à l’énergie
potentielle électrostatique.

Soustraction sur la couche de masse

Dans le schéma de renormalisation sur la couche de masse,

∆F
3 =

α

3π
ln

(
m2

µ2

)

et

Epot. = −4πZα
∫
d3x |ψ(x)|2

(
1

4π|x| +
α

15πm2
δ3(x)

)
.

Par définition du schéma, le coefficient du terme coulombien est

α =
e2r
4π

= (137.035 . . .)−1, (6.118)

la constante de structure fine. Le potentiel coulombien exprimé en fonction de er
n’est pas corrigé à l’ordre α puisqu’on a imposé Π(p2 = 0) = 0. Dans ce schéma, er
est la constante de couplage électromagnétique statique; c’est la charge électrique
du fermion mesurée par son interaction statique dans le potentiel de Coulomb.

Soustraction minimale

Puisque ∆F
3 = 0 dans le schéma minimal, le coefficient du terme coulombien est

αs.m.(µ)

[
1 +

1

3π
αs.m.(µ) ln

(
m2

µ2

)]
= (137.035 . . .)−1, (6.119)

37Le terme de Uehling.
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pour toute valeur de µ. Il est exprimé en fonction de la constante de couplage
αs.m.(µ) caractéristique de la soustraction minimale et dépendant de l’échelle de
soustraction arbitraire µ. Puisque

αs.m.(µ = m) = α = (137.035 . . .)−1, (6.120)

on aura pour une échelle arbitraire

αs.m.(µ) =
αs.m.(m)

1 + 1
3π
αs.m.(m) ln

(
m2

µ2

) +O(α3
s.m.), (6.121)

qui est la solution de l’équation différentielle

µ
d

dµ
αs.m.(µ) =

2

3π
α2
s.m.(µ) +O

(
α3
s.m.

)
. (6.122)

Comme cette équation est du premier ordre, fixer sa solution requiert une cons-
tante d’intégration fournie par l’égalité (6.120). Les équations (6.120) et (6.122)
déterminent complètement la valeur de la constante de couplage renormalisée
er dans la soustraction minimale, quelle que soit l’échelle µ. La première est de
nature expérimentale alors que la seconde est une équation du groupe de renorma-
lisation qui décrit l’évolution du paramètre αs.m.(µ) lorsque l’échelle de référence
µ est variée. Elle exprime l’absence de dépendance des grandeurs physiques dans
le choix de l’échelle de soustraction µ; dans notre exemple, le coefficient du terme
coulombien ne dépend pas de µ grâce à (6.122). La solution (6.121) permet
d’exprimer αs.m.(µ) en fonction de sa valeur pour n’importe quelle autre échelle
µ′, pas nécessairement égale à m.

Il convient ici de préciser la définition du schéma de soustraction minimale
avec une échelle arbitraire µ′. Dans l’expression (6.117) dont découle (6.119),
l’apparition de l’échelle µ est le résultat de la régularisation dimensionnelle in-
troduite dans la section 6.4. Il n’y a aucune raison d’identifier cette échelle à
priori fixée avec une échelle de soustraction variable. L’introduction de l’échelle
variable µ′ dans (6.119) doit être effectuée en utilisant dans l’expression (6.117)
le contre-terme fini

∆F
3 =

α

3π
ln

(
µ′2

µ2

)
. (6.123)

Il s’annule lorsque µ′ = µ: c’est ce choix qui a servi à définir la soustraction
minimale dans les équations (6.103).

L’équation (6.121) définit αs.m.(µ) en fonction de la constante de structure
fine (statique) αs.m.(m) = α ! 137−1. On peut de même définir αs.m.(µ) par

αs.m.(µ) =
3π

ln
(
Λ2

µ2

) . (6.124)

L’échelle

Λ = µ exp

(
3π

2αs.m.(µ)

)
(6.125)
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est un invariant du groupe de renormalisation:

µ
d

dµ
Λ = 0,

grâce à (6.122). La valeur de Λ est indépendante du choix de µ qui doit rester
arbitraire et sans effet physique. On peut donc par exemple choisir µ = m dans
(6.125) et

Λ ! m exp
(
3π

2
137
)
! m× 10280, (6.126)

une échelle déjà rencontrée plus haut38. Notez que αs.m.(µ) diverge en µ = Λ:
c’est le pôle de Landau qui signale que la théorie n’a de sens en théorie des
perturbations que pour des énergies µ < Λ. L’électrodynamique quantique est
une théorie de champs asymptotiquement divergente: elle est bien définie dans
l’intervalle d’énergie 0 < µ < Λ, borné supérieurement par le pôle de Landau.

La notion de groupe de renormalisation peut se comprendre de la manière
suivante. A l’ordre α, dans la soustraction minimale à l’échelle µ,

Πµν(p) = (pµpν − ηµνp2)[1 + Πs.m.(p
2|µ2)]− pµpν ,

Πs.m.(p
2|µ2) = Π(p2) +

α

3π
ln

(
m2

µ2

)
.

Π(p2), le résultat obtenu en soustrayant sur la couche de masse, ne dépend pas
de µ. La notation Πs.m.(p

2|µ2) vise à mettre l’échelle de soustraction en évidence.
Comme µ est arbitraire, on peut en changer:

µ −→ µ′ : Πs.m.(p
2|µ2) −→ Πs.m.(p

2|µ′2) = Πs.m.(p
2|µ2) + α

3π
ln

(
µ2

µ′2

)
.

Autrement dit, à l’ordre α,

1 + Πs.m.(p
2|µ′2) = Z(µ′2, µ2)[1 + Πs.m.(p

2|µ2)],

Z(µ′2, µ2) = 1 +
α

3π
ln

(
µ2

µ′2

)
.

(6.127)

Changer d’échelle de soustraction revient à multiplier la fonction de Green par
Z(µ′2, µ2).

Il existe une loi de composition des facteurs Z(µ′2, µ2):

Z(µ′2, µ2)Z(µ2, µ′′2) = Z(µ′2, µ′′2); (6.128)

et comme

Z(µ2, µ′2)Z(µ′2, µ2) = Z(µ2, µ2) = 1, (6.129)

38Equation (6.107).
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chaque Z(µ2, µ′2) possède un inverse pour l’élément neutre Z(µ2, µ2) = 1. Ces
propriétés suggèrent que les quantités Z(µ′2, µ2) forment un groupe, d’où l’appel-
lation de groupe de renormalisation. La structure reste cependant incomplète (et
la terminologie abusive) puisque le produit

Z(µ2, µ′2)Z(µ′′2, µ′′′2)

n’est pas une loi interne lorsque µ′2 �= µ′′2.

Les propriétés (6.128) et (6.129) suivent généralement du caractère multipli-
catif de la renormalisation. Par exemple, la fonction de Green renormalisée à
deux points du photon est

〈0|TAµ
r (x)A

ν
r(y)|0〉 = Z−1

3 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉.

La constante de renormalisation Z3 dépend du schéma de soustraction alors que la
fonction de Green nue 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 en est indépendante39. Un changement
de schéma se manifestera ainsi par

〈0|TAµ
r (x)A

ν
r(y)|0〉schéma 1 =

[
Z−1
3 schéma 1 × Z3 schéma 2

]
〈0|TAµ

r (x)A
ν
r(y)|0〉schéma 2,

(6.130)
et donc par l’apparition d’un facteur similaire à Z(µ2, µ′2) et vérifiant les mêmes
propriétés. L’argument conduisant à l’équation (6.130) se généralise évidemment
à n’importe quelle fonction de Green de la théorie, avec un autre facteur Z. Notez
aussi que ce résultat implique, puisque

αr =
e2r
4π

= Z3α,

que dans la soustraction minimale

Z(µ′2, µ2) =
(Z3)s.m.,µ2

(Z3)s.m.,µ′2
=

αs.m.(µ)

αs.m.(µ′)
,

une égalité qui peut être vérifiée à l’ordre α à l’aide de (6.123), (6.121) et (6.127).

Soustraction à l’échelle M

Selon l’équation (6.110), le coefficient du terme coulombien est cette fois

αM(M)

[
1− 2

π
αM(M)

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
1− x(1− x)M

2

m2

)]
= (137.035 . . .)−1,

(6.131)
en distinguant la constante de couplage dans la soustraction à l’échelle M par
un indice M . L’égalité (6.131) étant valable pour toute valeur de l’échelle de
soustraction M , on en déduit l’équation du groupe de renormalisation

M
d

dM
αM(M) =

4

π
α2
M(M)

∫ 1

0
dx

x2(1− x)2

x(1− x)− m2

M2

+O
(
α3
M(M)

)
. (6.132)

39Mais ces quantités divergent: elles sont soumises au choix de la procédure de régularisation.
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Comme le contre-terme fini (6.110) dépend de la masse m du fermion (contraire-
ment à la soustraction minimale) l’équation d’évolution de αM(M) dépend aussi
de m. Dans la limite m = 0, elle devient

M
d

dM
αM(M)

∣∣∣∣∣
m=0

=
2

3π
α2
M(M) +O

(
α3
M(M)

)
, (6.133)

qui est identique à l’équation (6.122) de la soustraction minimale: dans la limite
de masse nulle, la soustraction à l’échelle M est équivalente à la soustraction
minimale40.

Le facteur Z(M ′2,M2) similaire à celui défini dans l’équation (6.127) pour la
soustraction minimale et contrôlant le changement d’échelle de M2 à M ′2 est

Z(M ′2,M2) = 1 + ∆F
3,M −∆F

3,M ′

= 1 +
2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
m2 − x(1− x)M2

m2 − x(1− x)M ′2

)
,

d’après (6.110). Il vérifie les propriétés (6.128) et (6.129).

L’intégrale paramétrique contenue dans l’équation (6.132) peut être effectuée:

∫ 1

0
dx

x2(1− x)2

x(1− x)− m2

M2

=
1

6
+
m2

M2
+
m4

M4

∫ 1

0
dx
(
x(1− x)− m2

M2

)−1

=
1

6
+
m2

M2
+
m4

M4

2√
1− 4m2

M2

ln


1−

√
1− 4m2

M2

1 +
√
1− 4m2

M2


 ,

en supposant que M2 > 4m2.

Dans les deux schémas de renormalisation impliquant une échelle de soustrac-
tion arbitraire µ ou M , il est possible de formuler la théorie des perturbations en
fonction de la constante de couplage αs.m.(µ) ou αM(M) pour n’importe quelle
valeur de µ ouM . La valeur numérique de la constante de couplage est fixée par la
mesure d’une grandeur physique, par exemple par les relations (6.119) ou (6.131).
Dans la soustraction minimale, choisir µ = m conduit à αs.m.(m) = α ! 137−1 et
le terme coulombien (6.119) est particulièrement simple. Par contre un processus
impliquant un photon d’impulsion q, −q2 � m2, sera décrit par une expression
dépendant du propagateur du photon et donc de la quantité

A ≡ αs.m.(m)
[
1 + Πs.m.(q

2)
]

= αs.m.(m)

[
1 +

2

π
αs.m.(m)

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

(
1− x(1− x) q

2

m2

)]

! αs.m.(m)

[
1 +

1

3π
αs.m.(m)

[
ln

(
− q2

m2

)
− 5

3

]]
.

40Equation (6.114).
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Comme −q2/m2 � 1, la force de l’interaction électromagnétique dans la région
cinématique du photon n’est pas correctement décrite par αs.m.(m) ! 137−1: le
logarithme de −q2/m2 est grand et l’expansion perturbative dans cette région
cinématique est organisée en puissances de

αs.m.(m) ln

(
− q2

m2

)
� αs.m.(m),

au lieu de puissances de la constante de structure fine αs.m.(m). Par construction,
αs.m.(m) est la constante de couplage appropriée à la limite de basse énergie.
Cependant, l’équation du groupe de renormalisation (6.121) indique que

αs.m.(m) = αs.m.(Q)

[
1 +

1

3π
αs.m.(Q) ln

(
m2

M2

)]
+O

(
α3
s.m.(Q)

)
,

où nous choisissons Q =
√
−q2. En conséquence,

A = αs.m.(Q)
[
1− 5

9π
αs.m.(Q)

]
+O

(
α3
s.m.(M)

)
.

La transformation du groupe de renormalisation dem à l’échelle Q caractéristique
du processus a permis d’éliminer le grand logarithme41. Il reste comme seule cor-
rection perturbative un terme d’ordre α2

s.m.(Q). On en conclut que la constante
de couplage αs.m.(Q) dont la valeur est tirée de l’équation (6.121) décrit cor-
rectement la force de l’interaction électromagnétique dans la région cinématique
Q2 = −q2 � m2. Il y a donc une information physique dans la dépendance
d’échelle des paramètres αs.m.(µ) ou αM(M): elle décrit l’évolution de l’intensité
de l’interaction selon le régime cinématique dans lequel elle agit.

En général, on qualifie la constante de couplage α(µ) définie dans un schéma de
renormalisation impliquant une échelle de soustraction arbitraire µ, de constante
de couplage effective42. Elle vérifie une équation du groupe de renormalisation de
la forme

µ
d

dµ
α(µ) = β

(
α(µ)

)
. (6.134)

La fonction bêta β(α(µ)) peut aussi dépendre d’autres paramètres tels que la
masse m du fermion. Elle admet une expansion perturbative dans le domaine de
µ où la constante de couplage effective α(µ) est petite:

β(α) =
∑
n≥1

bnα
n+1. (6.135)

Chaque coefficient bn résulte en principe d’un calcul à n boucles, par exemple de
la polarisation du vide: il faut obtenir ∆3 puisque la renormalisation de la cons-
tante de couplage de jauge est contrôlée par ce contre-terme. Nous avons montré

41“Leading logarithm”.
42“Running coupling constant”.
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que pour l’électrodynamique quantique d’un fermion de charge e en soustraction
minimale ou à l’échelle M dans la limite de masse nulle m = 0,

b1 =
2

3π
.

L’extension de ce résultat à une théorie décrivant un ensemble de fermions (de
Dirac, à quatre composantes) de charges Qie, i = 1, . . . , n est

b1 =
2

3π

n∑
i=1

Q2
i . (6.136)

Il suffit en effet de remplacer pour chaque fermion e par Qie au long de cette
section.

La généralisation au cas d’une théorie de jauge non abélienne joue un rôle
important dans la physique du Modèle standard des interactions fortes, faibles
et électromagnétiques. Le calcul de la fonction bêta non abélienne est hors
d’atteinte: le formalisme requis pour quantifier les théories de jauge non abé-
liennes n’a pas été développé ici. Pour une théorie décrivant:

• les champs de jauge du groupe G,

• des fermions de Weyl (à deux composantes) se transformant selon la repré-
sentation Rf du groupe de jauge,

• des champs scalaires réels se transformant selon la représentation Rs du
groupe de jauge,

l’équation d’évolution de la constante de jauge effective s’écrit

µ
d

dµ
α(µ) =

1

2π
β0α

2(µ),

β0 = −11

3
C(G) +

2

3
T (Rf ) +

1

6
T (Rs),

(6.137)

à l’ordre d’une boucle, les corrections perturbatives négligées étant d’ordre α3.
Le nombre C(G) est le Casimir quadratique du groupe de jauge G. Il se calcule
à l’aide des constantes de structure de G:

C(G)δAB =
∑
C,D

fACDfBCD. (6.138)

Le nombre T (R) se calcule à partir des générateurs TA
R de l’algèbre de Lie de G

pour la représentation R:

T (R)δAB = Tr(TA
RT

B
R ). (6.139)
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Pour les représentations 3 de SU(3) et 2 de SU(2)L qui interviennent dans le
Modèle standard43,

T (3) = T (2) =
1

2
,

qui peut être vu comme une normalisation des générateurs. Il suit alors que

C
(
SU(N)

)
= N.

Le groupe de jauge de l’électrodynamique quantique est U(1): C
(
U(1)

)
= 0.

Et un fermion de Dirac de charge Qe est équivalent à deux spineurs de Weyl de
charge Qe; sa contribution à β0 est donc

2

3
× 2×Q2 =

4

3
Q2,

en accord avec le résultat (6.136).

L’information cruciale contenue dans les équations (6.137) est le signe de la
contribution à β0 due aux interactions entre champs de jauge non abéliens. En
résolvant, on obtient

α(µ) =
α(M)

1− β0

4π
α(M) ln

(
µ2

M2

) , (6.140)

pour deux échelles arbitraires d’énergie µ et M . Cette égalité peut aussi s’écrire

α(µ) =
4π

β0 ln
(
Λ2

µ2

) , (6.141)

où

Λ = µ exp

(
2π

β0α(µ)

)
(6.142)

est l’échelle à laquelle la constante de couplage effective α(µ) diverge. Λ est un
invariant du groupe de renormalisation:

µ
d

dµ
Λ = 0,

d’après (6.137). Il caractérise la force de l’interaction.

Si le coefficient β0 est positif, comme dans le cas de l’électrodynamique, alors la
constante de couplage effective α(µ) crôıt lorsque l’échelle d’énergie augmente: la
théorie est asymptotiquement divergente, elle possède un pôle de Landau de haute
énergie Λ. Les équations (6.140) et (6.141) n’ont de sens que pour µ,M < Λ. Le
domaine perturbatif des petites valeurs de α(µ) est à basse énergie, µ� Λ.

Par contre, si β0 est négatif et dominé par la contribution des champs de jauge
non abéliens, la théorie est asymptotiquement libre. La constante de couplage

43Chapitre 8.



RÉFÉRENCES 283

effective décrôıt lorsque l’échelle d’énergie µ augmente. Les équations (6.140) et
(6.141) n’ont de sens que pour µ,M > Λ. Le domaine perturbatif où α(µ) est
petit se situe à haute énergie. Il n’y a en principe pas d’objection à prolonger
le domaine de validité de la théorie jusqu’aux énergies asymptotiques, µ → ∞.
A basse énergie par contre, µ ∼ Λ, α(µ) est grand et la dynamique est non
perturbative.

La chromodynamique quantique avec nf quarks, pour laquelle

C(G) = 3, T (Rf ) = nf , T (Rs) = 0,

est asymptotiquement libre lorsque nf ≤ 16:

βQCD = −11 + 2

3
nf .

La valeur expérimentale de la constante de couplage forte αs(90 GeV) ! .12
implique approximativement44

ΛQCD ∼ 100− 200 MeV

(avec nf = 5; le quark t dont la masse est supérieure à 90 GeV n’intervient pas
ici).
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La littérature citée dans la bibliographie propose en général un traitement de la
renormalisation plus complet que celui donné ici. On y trouvera en particulier
d’autres méthodes de régularisation, des discussions des théories de jauge non
abéliennes et du problème des divergences infrarouges. Pour une présentation
particulièrement étendue, voir:
Collins [11].

Sur la renormalisation des théories de jauge non abéliennes, une revue:
Abers et Lee [26].

Sur la régularisation dimensionnelle:
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Sur la fonction gamma, par exemple:
Morse et Feshbach [47], pages 419–424; Magnus, Oberhettinger et Soni [48], sec-
tion 1.1.

Sur les problèmes infrarouges, voir aussi:
Yennie, Frautschi et Suura [28].

44Le traitement à l’ordre d’une boucle seulement n’est évidemment pas fiable à basse énergie.
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Anomalies dans les identités de Ward: par exemple, les revues et articles rassem-
blés dans:
Treiman, Jackiw, Zumino et Witten [29]. Ou Peskin et Schroeder [6], chapitre
19.

Groupe de renormalisation: parmi beaucoup d’excellentes revues, voir:
Coleman [30], Gross [31] ou Politzer [32].

Exercices

6.1 Moment magnétique anormal et facteur de Landé. Par comparaison avec
la diffusion d’un électron non relativiste dans un champ magnétique, il est
d’usage d’écrire le moment magnétique de l’électron sous la forme

µ = g
(
e

2m

)
S,

où S est le vecteur de spin de l’électron et g est le facteur de Landé. Ainsi,
selon le paragraphe 6.4.4,

µ = |µ| = g
(
e

4m

)
, g = 2 +

α

π
,

puisque le spin de l’électron est 1/2. Le facteur de Landé vaut 2 à l’ordre le
plus bas, mais les corrections perturbatives quantiques se manifestent par
une valeur non nulle de g − 2.

Supposons qu’en plus de son interaction électromagnétique avec le pho-
ton, l’électron interagit avec un champ scalaire réel ϕ(x) et avec un champ
pseudoscalaire σ(x).

– La densité lagrangienne d’interaction du champ scalaire et de l’électron
est de la forme

λh(x)ψ(x)ψ(x).

Calculer le moment magnétique anormal de l’électron induit par cette
interaction, à l’ordre des diagrammes à une boucle. En déduire la
valeur de g − 2.

– La densité lagrangienne d’interaction du champ pseudoscalaire et de
l’électron est de la forme

iασ(x)ψ(x)γ5ψ(x).

Calculer le moment magnétique anormal de l’électron induit par cette
interaction, à l’ordre des diagrammes à une boucle.
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Utiliser le propagateur scalaire obtenu dans la section 2.5. Les règles de
Feynman associent un facteur iλ au vertex électron–scalaire et un facteur
−αγ5 au vertex électron–pseudoscalaire.

6.2 Vérifier l’identité à la base des paramètres de Feynman,

1

AB
=
∫ 1

0
dx [Ax+B(1− x)]−2,

et sa généralisation, l’équation (6.47).

Dans une première étape, récrire l’identité ci-dessus sous la forme

1

AB
=
∫ 1

0
dx dy δ(1− x− y)[Ax+By]−2,

et obtenir une identité pour 1
AmBn par dérivation par rapport à A ou B.

Procéder par induction pour établir l’identité généralisée.

6.3 Montrer à l’ordre d’une boucle que la fonction de Green à quatre photons
〈0|TAµ(x1)Aν(x2)Aρ(x3)Aσ(x4)|0〉 est libre de divergence. Utiliser l’espace
des impulsions.





Chapitre 7

Symétrie spontanément brisée

La quantification des champs de spin un ne s’avère possible que si chacun d’eux
est associé à une symétrie de jauge. La conséquence est alors que ces champs de
jauge restent sans masse. Cette situation est satisfaisante pour les interactions
électromagnétiques et fortes, qui font intervenir un photon et des gluons de masse
nulle. Elle est certainement inacceptable pour les interactions faibles et leurs
bosons massifs Z0 et W± de spin unité.

La description des interactions des Z0 et W± au moyen d’une théorie quan-
tique de champs impose donc de concevoir une généralisation de la théorie de
jauge qui admette des champs vectoriels massifs sans détruire la cohérence de
la théorie quantifiée. Cette généralisation fait appel au phénomène de brisure
spontanée de la symétrie, qui est décrit à l’aide de deux résultats fondamentaux,
le théorème de Goldstone, qui s’adresse aux symétries continues d’une théorie
de champs, qu’elles soient globales ou locales, et le mécanisme de Higgs qui in-
tervient lorsque des symétries de jauge sont spontanément brisées. En plus de
l’apparition de champs massifs de spin un, la brisure spontanée de symétries de
jauge a pour conséquence inévitable l’existence de particules élémentaires de spin
nul dénommées génériquement bosons de Higgs.

7.1 Le théorème de Goldstone

La quantification canonique du champ scalaire réel libre et massif telle qu’elle
a été décrite dans le chapitre 2 implique que la valeur moyenne dans le vide de
l’opérateur de champ ϕ(x) est nulle:

〈ϕ(x)〉 ≡ 〈0|ϕ(x)|0〉 = 0.

287
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Ce résultat découle de l’équation de Klein-Gordon (✷+m2)ϕ(x) = 0, qui interdit
ϕ(x) = v �= 0 lorsque m �= 0. L’expansion en ondes planes du champ,

ϕ(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk
[a(k)e−ikx + a†(k)eikx],

ne comprend pas de terme constant puisque k0 = ωk ≥ m. Pour un champ de
masse nulle par contre, il existe un opérateur hermitique a(0)+a†(0) qui commute
avec tous les opérateurs de création et d’annihilation de la théorie puisque ωk=0 =
0:

[a(0) + a†(0), a(q)] = [a(0) + a†(0), a†(q)] = 0.

Cet opérateur est donc proportionnel à l’opérateur identité dans l’espace de Fock
et la constante de proportionnalité réelle est définie par l’action de a(0) + a†(0)
sur l’état du vide,

[a(0) + a†(0)]|0〉 = v|0〉,

qui correspond à

〈ϕ(x)〉 = v.

Une valeur moyenne dans le vide v non nulle n’entre pas en conflit avec la cova-
riance relativiste: comme ϕ(x) est scalaire, v est un invariant de Lorentz. Elle
est permise par l’équation de Klein-Gordon ✷ϕ = 0. Dans une théorie libre de
masse nulle cependant, la valeur de v n’a aucune signification physique. Dans
une théorie interactive, elle interviendrait dans la physique du modèle.

Considérons ensuite une théorie classique d’un ensemble de champs scalaires
ϕi(x), qui seront choisis réels sans restreindre la généralité. Ces champs sont
solutions des équations du mouvement (d’Euler-Lagrange) obtenues à partir de
la fonctionnelle d’action. On peut envisager cette théorie scalaire comme la limite
d’une théorie de jauge dans laquelle les champs de jauge et les spineurs ont été
annulés, un choix compatible avec les équations du mouvement et les symétries de
la théorie de jauge. Il peut alors exister des solutions des équations du mouvement
pour lesquelles les valeurs moyennes des champs scalaires sont constantes sans être
nulles. La densité lagrangienne de la théorie scalaire est simplement

Lscal. =
1

2
(∂µϕ

i)(∂µϕi)− V (ϕi), (7.1)

le potentiel V étant un polynôme du quatrième degré en ϕi. Et les équations
d’Euler-Lagrange s’écrivent

✷ϕi +
∂V

∂ϕi
= 0. (7.2)

Ces équations admettent des valeurs constantes des champs, ϕi(x) = ci, pour
autant qu’elles vérifient [

∂V

∂ϕi

]
ϕi=ci

= 0. (7.3)
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D’autre part, comme l’Hamiltonien est

H =
∫
d3x

[
1

2
(∂0ϕ

i)(∂0ϕ
i) +

1

2
(∇ϕi) · (∇ϕi) + V (ϕi)

]
,

la solution ϕi = ci correspond à une densité d’énergie V (ϕi = ci). Classiquement,
cette solution est stable si les valeurs ci minimisent localement le potentiel, c’est-
à-dire si

V (ci + δϕi) ≥ V (ci)

pour des petites fluctuations δϕi arbitraires des champs. C’est le cas si la matrice
des deuxièmes dérivées partielles,

[
∂2V

∂ϕi∂ϕj

]
ϕk=ck

,

n’a que des valeurs propres positives ou nulles. Dans la théorie classique, chaque
minimum local de V est un état stable. Quantiquement, seul un minimum absolu
du potentiel est stable. Cet état fondamental ou état du vide sera désigné par
les valeurs ϕi = vi. Son existence est indispensable; le potentiel V doit donc être
inférieurement borné. Comme V est un polynôme de degré quatre, ceci impose
des conditions sur les coefficients de ses termes quartiques.

Supposons que la densité lagrangienne Lscal. est invariante sous un groupe G
de transformations continues, dont l’action sur les champs scalaires est

ϕi −→ U(αA)ijϕj, (7.4)

ou infinitésimalement,

ϕi −→ ϕi + δϕi, δϕi = iαA(TA
s )

ijϕj. (7.5)

Les matrices TA
s forment un ensemble de générateurs hermitiques (TA

s = TA
s

†
)

de l’algèbre de Lie du groupe de symétrie et les paramètres infinitésimaux αA

sont des nombres réels. La réalité des champs impose TA
s

∗
= −TA

s et les ma-
trices TA

s sont imaginaires et antisymétriques. Ceci indique que le groupe de
symétrie est nécessairement un sous-groupe de O(N), N étant le nombre de
champs scalaires ϕi, i = 1, . . . , N et O(N) le groupe des rotations d’un vecteur
à N composantes. Comme les termes cinétiques de la densité lagrangienne sont
invariants sous O(N),

δ [
1

2
(∂µϕ

i)(∂µϕi)] = iαA(TA
s )

ij(∂µϕ
i)(∂µϕj) = 0

par antisymétrie de TA
s , le groupe de symétrie ne dépend que de la forme du

potentiel. L’invariance du potentiel V (ϕi + δϕi) = V (ϕi) s’écrit

∂V

∂ϕj
δϕj = iαA

∂V

∂ϕj
(TA

s )
jkϕk = 0, (7.6)
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ou
∂V

∂ϕj
(TA

s )
jkϕk = 0, A = 1, 2, . . . (7.7)

puisque les paramètres αA sont arbitraires. Ces équations sont vraies pour toutes
les valeurs des champs. Elles peuvent être vues comme déterminant le groupe de
symétrie pour une théorie donnée (c’est-à-dire des équations pour TA

s , V étant
donné) ou comme des contraintes sur le potentiel V , le groupe de symétrie étant
fixé à priori.

Supposons que l’état fondamental de la théorie soit donné par 〈ϕi〉 = vi. Si
vi = 0, i = 1, . . . , N , alors l’état fondamental est invariant sous le groupe de
symétrie de Lscal.:

δ〈ϕi〉 = 0. (7.8)

Par contre, si certains vi sont non nuls, on peut diviser les générateurs de l’algèbre
de Lie en deux catégories notées T̃A

s et /TA
s et définies par

i : (T̃A
s )

ijvj = 0,

ii : (/TA
s )

ijvj �= 0.
(7.9)

L’état fondamental est laissé invariant par les symétries T̃A
s . L’ensemble des

générateurs T̃A
s génère un sous-groupe H du groupe de symétrie G de Lscal. qua-

lifié de petit groupe de vi 1. Les générateurs /TA
s correspondent aux symétries de

G spontanément brisées par l’état fondamental.

L’invariance de la densité lagrangienne implique que si vi est un état du vide
avec les symétries non brisées de H, alors

v′i = U ijvj

est encore un état du vide pour n’importe quel élément U du groupe G; l’état
du vide est ainsi (continûment) dégénéré dans une théorie avec une symétrie
spontanément brisée. Et si UH est un élément de H, UH

ijvj = vi, alors

(UUHU
−1)ijv′j = v′i.

Pour chaque U fixé, le petit groupe de v′i est donné par les éléments UUHU
−1,

UH ∈ H: il est donc à nouveau égal à H 2.

Notons qu’il est en principe possible que vi �= 0 ne brise pas de symétrie.
C’est le cas si les transformations des champs (7.5) n’agissent pas sur une ou
plusieurs composantes de ϕi. Si par exemple la composante ϕ1 est elle-même
invariante sous les transformations de G, δϕ1 = 0, alors il est clair qu’une valeur
〈ϕ1〉 = v1 �= 0 ne brise pas de symétrie.

1Ou de stabilisateur de vi dans G, ou encore de groupe d’isotropie de vi.
2Le lien entre théorie des groupes et symétries spontanément brisées est développé par

O’Raifeartaigh [44].
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Une théorie dont l’état fondamental correspond à des valeurs dans le vide
〈ϕi〉 = vi non nulles peut toujours être reformulée en fonction de nouveaux
champs

ϕ̃i = ϕi − vi, (7.10)

pour lesquels l’état du vide est

〈ϕ̃i〉 = 0.

La densité lagrangienne est alors

Lscal. =
1

2
(∂µϕ̃

i)(∂µϕ̃i)− Ṽ (ϕ̃i), Ṽ (ϕ̃i) = V (ϕ̃i + vi). (7.11)

Le potentiel s’écrit également

Ṽ (ϕ̃i) = 〈V 〉+
[
∂V

∂ϕi

]
ϕk=vk

ϕ̃i +
1

2

[
∂2V

∂ϕi∂ϕj

]
ϕk=vk

ϕ̃i ϕ̃j

+ termes cubiques et quartiques en ϕ̃i,

(7.12)

où 〈V 〉 = V (vi). Le premier terme, la constante 〈V 〉, est sans signification
physique: on peut toujours choisir le “zéro de l’énergie” tel que 〈V 〉 = 0 3.
Le deuxième terme, linéaire en ϕ̃i, s’annule d’après (7.3). Le terme quadratique
en ϕ̃i est la matrice du carré des masses des nouveaux champs scalaires,

(M2
ϕ̃)ij =

[
∂2V

∂ϕi∂ϕj

]
ϕk=vk

. (7.13)

Puisque vi correspond au minimum de V , elle n’a que des valeurs propres positives
ou nulles.

En prenant la dérivée de l’équation d’invariance du potentiel (7.7) par rapport
à ϕi et en l’évaluant en ϕi = vi, il vient, pour chaque générateur TA

s ,

[
∂2V

∂ϕi∂ϕj

]
ϕ�=v�

(TA
s )

jkvk = 0. (7.14)

Seuls les générateurs des symétries brisées /TA
s contribuent à ces équations, qui

deviennent

(M2
ϕ̃)ij(/T

A
s )

jkvk = 0. (7.15)

Comme (/TA
s )

jkvk �= 0, la matrice de masse des champs scalaires possèdera une
valeur propre nulle pour chaque générateur d’une symétrie spontanément brisée.
D’après (7.15), les vecteurs propres hA associés à chaque masse nulle et à chaque
générateur de symétrie brisée ont pour composantes (hA)j = (/TA

s )
jkvk.

3La prescription d’ordre normal joue ce rôle (§ 2.2.1).
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Nous avons ainsi obtenu le théorème de Goldstone [38]:

A chaque symétrie continue (globale ou locale) de l’action qui n’est pas une
symétrie de l’état du vide, il correspond un champ scalaire réel de masse
nulle qui est le boson de Goldstone de la symétrie spontanément brisée.

La discussion ci-dessus est formulée dans le cadre de la théorie classique.
Son extension à des champs scalaires quantifiés est schématiquement la suivan-
te. L’état du vide de la théorie quantique n’est pas défini à partir du potentiel
classique V présent dans la densité lagrangienne. Il est défini à partir du po-
tentiel scalaire effectif, qui inclut les corrections quantiques ∆Vquant. au potentiel
classique4 V :

Veff. = V +∆Vquant..

On calcule ce potentiel effectif5 en principe en théorie des perturbations, après
quantification des champs. Selon la procédure décrite dans le chapitre 2, cette
quantification se fait à partir de la densité lagrangienne, en déterminant l’état du
vide classique vi et en séparant la partie quadratique libre des termes d’interac-
tions. Le fait que vi minimise le potentiel classique V n’implique pas que ce soit
le cas du potentiel quantique Veff.. En général l’état du vide quantique v̂i, pour
lequel [

∂Veff.
∂ϕi

]
ϕj=v̂j

= 0,

diffère de l’état du vide classique. La situation la plus commune est que si le
potentiel classique V détermine complètement les valeurs vi, alors les corrections
quantiques v̂i − vi sont de natures perturbatives: le sous-groupe des symétries
non brisées H n’est pas modifié par les corrections quantiques. Mais il peut
arriver que le sous-groupe H des symétries non brisées par l’état du vide de la
théorie quantique ne soit correctement identifié qu’en tenant compte des correc-
tions quantiques.

La dérivation du théorème de Goldstone donnée ici utilise explicitement la
densité lagrangienne ou le potentiel scalaire effectif. Il est également possible de
l’obtenir à partir de l’existence des courants conservés associés par le théorème
de Noether à chaque symétrie continue6.

L’exemple le plus simple de brisure spontanée d’une symétrie continue fait
appel à un champ scalaire complexe φ avec le potentiel

V (φ, φ†) =
λ

2

(
φ†φ− µ2

2λ

)2
= −µ

2

2
φ†φ+

λ

2
(φ†φ)2 +

µ4

8λ
. (7.16)

4Complété par les contre-termes nécessaires à la renormalisation de la théorie.
5Pour une discussion du potentiel effectif et de son évaluation, voir par exemple Weinberg

[2], chapitre 16, Peskin et Schroeder [6], chapitre 11, ou Itzykson et Zuber [1], paragraphe 9.2.2.
6Voir par exemple, Weinberg [2], section 19.2, Itzykson et Zuber [1], paragraphe 11.2.2.
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La constante réelle λ est positive afin d’assurer que V (et donc l’énergie) soit
inférieurement borné et on choisit µ2 > 0. Ce potentiel est invariant sous les
transformations continues

φ −→ φ′ = eiαQφ, (7.17)

du groupe unitaire U(1). Une variation infinitésimale s’écrit δφ = iαQφ, le
nombre (fixé) Q étant le générateur unique de la symétrie U(1) et α le paramètre
arbitraire. Le minimum du potentiel est atteint lorsque 〈φ†φ〉 = µ2/2λ, ou lorsque

〈φ〉 = eiβ v, v =
√
µ2/2λ, β réel.

La symétrie U(1) est donc spontanément brisée. On introduit ensuite le champ
φ̃ pour lequel le minimum du potentiel correspond à 〈φ̃〉 = 0:

φ̃ = φ− eiβv.

Il convient également de décomposer φ̃ en deux champs réels selon

φ̃(x) =
1√
2
eiβ [A(x) + iB(x)].

Finalement, la transformation (7.17) indique que la valeur de β correspond à un
choix de jauge; il est donc légitime de choisir β = 0. En fonction des nouveaux
champs A et B, le potentiel s’écrit:

V (A,B) =
1

2
µ2A2 +

λ√
2
v A(A2 +B2) +

λ

8
(A2 +B2)2, v =

√
µ2/2λ. (7.18)

Il ne possède plus d’invariance U(1). Il décrit un champ réel A de masse µ, en
interaction avec un champ réel de masse nulle B, le boson de Goldstone de la
symétrie brisée.

7.2 Le mécanisme de Higgs

Le mécanisme de Higgs [39] crée le lien entre symétries continues locales spon-
tanément brisées et bosons de jauge massifs.7 Le paramètre de chaque symétrie
de jauge est une fonction, un champ. L’invariance de jauge implique que cette
fonction est inobservable, qu’on peut la choisir arbitrairement sans modifier la
physique du modèle. Elle a pour conséquence de rendre non physique l’une des
composantes du champ Aµ(x): un champ de jauge n’a que deux composantes,
deux polarisations transverses.

Nous allons voir que lorsqu’une symétrie de jauge est spontanément brisée,
son champ de jauge acquiert une masse et le boson de Goldstone associé n’est pas

7L’usage commun de la terminologie “mécanisme de Higgs” ne rend pas compte de la con-
tribution de Brout et Englert.
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un état physique indépendant. La liberté de formuler la théorie dans n’importe
quelle jauge subsiste et il existe une jauge particulière dans laquelle le boson de
Goldstone n’est plus présent: il est “absorbé” par le champ de jauge massif. Le
champ de jauge et le boson de Goldstone forment donc une entité. Ce phénomène
est en accord avec la nécessité de compléter le champ de jauge et ses deux états
transverses par un troisième degré de liberté: un champ massif de spin un a trois
composantes, de polarisations transverses (deux) ou longitudinale. Le boson de
Goldstone joue ce rôle.

Pour décrire le mécanisme de Higgs, il convient de coupler les champs scalaires
ϕi aux champs de jauge d’une symétrie locale8. La théorie de champs s’écrit9

L = Ljauge +
1

2
(Dµϕ

i)(Dµϕi)− V (ϕi), (7.19)

avec

Ljauge = −
1

4
FA
µνF

Aµν , FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + gA
∑
BC

fABCAB
µA

C
ν ,

et
Dµϕ

i = ∂µϕ
i − i

∑
A

gAAA
µ (T

A
s )

ijϕj. (7.20)

Supposons à nouveau que le potentiel conduit à l’état du vide 〈ϕi〉 = vi �= 0. En
introduisant comme dans la section précédente des champs de valeur moyenne
dans le vide nulle ϕ̃i = ϕi − vi, la densité lagrangienne devient

L = Ljauge +
1

2
(Dµϕ̃

i)(Dµϕ̃i)− V (ϕ̃i + vi)

+
1

2

∑
AB

gAgB[vi(TA
s T

B
s )ijvj]AA

µA
B µ − i

∑
A

gAAA
µ (D

µϕ̃i)(TA
s )

ijvj,
(7.21)

puisque Dµv
i = −i∑A g

AAA
µ (T

A
s )

ijvj. Deux nouveaux termes quadratiques dans
les champs apparaissent: premièrement des termes de masse des champs de jauge
de la forme

1

2
MAB

1 AA
µA

B µ, MAB
1 = gAgB[vi(TA

s T
B
s )ijvj]; (7.22)

deuxièmement des termes de propagation mélangeant les champs de jauge AA
µ et

les champs scalaires10:

−i
∑
A

gAAA
µ (∂

µϕ̃i)(TA
s )

ijvj = i
∑
A

gA(∂µAA
µ )ϕ̃

i(TA
s )

ijvj + ∂µ(. . .). (7.23)

Il est clair que seuls les champs de jauge associés aux symétries de jauge brisées
pour lesquelles (/TA

s )
ijvj �= 0 contribuent aux expressions (7.22) et (7.23).

8Les fermions n’interviennent pas et sont donc omis.
9Section 1.5.

10Ce terme est réel: les générateurs TA
s sont imaginaires et antisymétriques.
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La théorie (7.19) est invariante sous les transformations de jauge

ϕi −→ ϕ′i = [eiα
ATA

s ]ijϕj,

∑
A

gAAA
µT

A
s −→

∑
A

gAA′A
µT

A
s = eiα

BTB
s

[
i∂µ +

∑
A

gAAA
µT

A
s

]
e−iα

CTC
s ,

(7.24)
mais la décomposition ϕi = ϕ̃i + vi et la densité lagrangienne (7.21), qui dépend
du vide vi, ne le sont pas. On peut cependant récrire (7.19) dans n’importe quelle
jauge.

Pour identifier le contenu physique de la théorie et éliminer le terme de
mélange (7.23), il est utile d’adopter une paramétrisation particulière du mul-
tiplet de champs scalaires. Nous avons N champs réels ϕi, et nous supposerons
que l’algèbre de Lie du groupe de jauge G a dimension M et que le vide vi brise
p symétries. Il y a donc p bosons de Goldstone et, nécessairement, p < N . Les
p vecteurs (/TA

s )
ijvj, A = 1, . . . , p, dans l’espace N -dimensionnel des champs en-

gendrent les directions des bosons de Goldstone. On peut donc représenter les
champs de Goldstone par

[exp (iξA(x)/TA
s )]

ijvj,

avec p champs ξA(x). Les autres champs scalaires sont ensuite ajoutés en posant

ϕi = [exp (iξA(x)/TA
s )]

ij
(
hj(x) + vj

)
(7.25)

étant entendu que le vecteur hi(x) ne contient que N − p champs réels, et qu’il
est orthogonal aux directions des bosons de Goldstone,

hi(x)(/TA
s )

ijvj = 0. (7.26)

Notez que le vecteur h(x)vi est toujours solution de cette équation puisque les
générateurs sont antisymétriques: il y a toujours au moins un champ réel dans
hi(x) (et donc N − p > 0). L’expression (7.25) peut être directement introduite
dans la densité lagrangienne invariante de jauge (7.19). Mais on peut aussi la
simplifier en lui appliquant une transformation de jauge (7.24) avec les paramètres

αA(x) = −ξA(x) (7.27)

lorsque A correspond à une symétrie brisée, TA
s = /TA

s , et αA = 0 pour les
générateurs du petit-groupe H de vi. Donc,

ϕi −→ ϕ′i = [exp (−iξA/TA
s )]

ijϕj = hi(x) + vi.

Exprimée en fonction de ϕ′i, la densité lagrangienne ne dépend pas des bosons
de Goldstone qui ont été éliminés lors du choix de jauge:

Lunit. = −1

4
FA
µνF

Aµν +
1

2
MAB

1 AA
µA

B µ

+
1

2
(Dµh

i)(Dµhi)− V (hi + vi),

(7.28)
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la matrice de masse des champs de jauge étant

MAB
1 = gAgB[vi(/TA

s /T
B
s )

ijvj],

comme dans (7.22). Le terme de mélange (7.23) est absent du fait de l’équation
(7.26). Ce choix correspond à la jauge unitaire (ou jauge physique). La théorie
décrit donc un ensemble de champs de spin un massifs correspondant aux symé-
tries de jauge spontanément brisées, en interaction avec les champs de jauge sans
masse du groupe de jauge non brisé H et avec un multiplet de bosons de Higgs
hi qui comprend au moins un champ scalaire. Il est à noter que les interactions
sont entièrement déterminées par la structure de la théorie de jauge originale et
par l’état du vide vi; les interactions de jauge sont fixées par les constantes de
structure et les générateurs du groupe G. Et les masses des champs de jauge
sont reliées (par diagonalisation de la matrice de masse MAB

1 ) aux valeurs de
〈ϕi〉 = vi, et donc aux paramètres du potentiel.

Une autre méthode de dérivation de la jauge unitaire consiste à éliminer le
terme de mélange (7.23) par une transformation des champs de jauge associés
aux symétries brisées. La densité lagrangienne (7.21) contient en particulier les
termes quadratiques suivants11:

X ≡ 1

2

[
(∂µϕ̃

i)(∂µϕ̃i) +MAB
1 AA

µA
B µ − 2igAAA

µ (∂
µϕ̃i)(/TA

s )
ijvj
]

= −1

2

[
gAAA

µ (/T
A
s )

ijvj + i(∂µϕ̃)
i
] [
gBAB µ(/TB

s )
ikvk + i(∂µϕ̃)i

]
.

Comparons la dernière expression avec la transformation de jauge (7.24) multi-
pliée par vj, au premier ordre puisqu’on ne retient ici que les termes quadratiques
de la densité lagrangienne:

gAA′A
µ (/T

A
s )

ijvj = gAAA
µ (/T

A
s )

ijvj + (∂µα
A)(/TA

s )
ijvj.

On choisit alors des paramètres vérifiant

αA(/TA
s )

ijvj = iϕ̃i,

une équation reliant p paramètres associés aux symétries spontanément brisées à
p composantes du multiplet de champs ϕ̃i. On arrive ainsi à

X = −1

2

[
gAA′A

µ (/T
A
s )

ijvj
] [
gBA′B µ

(/TB
s )

ikvk
]
+

1

2
(∂µh

i)(∂µhi)

=
1

2
MAB

1 A′A
µA

′B µ
+

1

2
(∂µh

i)(∂µhi),

les champs hi représentant les N − p composantes de ϕ̃i laissées inchangées par
la transformation de jauge:

ϕ̃i = hi − iαA(/TA
s )

ijvj, hi(/TA
s )

ijvj = 0.

11Les générateurs sont antisymétriques.
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Cette dernière expression correspond bien à la jauge unitaire (7.27) appliquée à
la paramétrisation (7.25) des champs au premier ordre, et à la condition d’ortho-
gonalité (7.26).

La jauge unitaire est particulièrement utile à l’identification des états physi-
ques de la théorie. Elle s’avère cependant à l’origine de complications excessives
si on l’adopte pour quantifier la théorie et développer la théorie des perturbations.

A titre d’illustration, revenons à la symétrie U(1) spontanément brisée exa-
minée à la fin de la section précédente, mais avec cette fois une invariance de
jauge. Comme auparavant le potentiel scalaire est

V =
λ

2

(
φ†φ− µ2

2λ

)2
,

qui conduit à 〈φ〉 = eiβv, v =
√
µ2/2λ. Au lieu de poser φ = 1√

2
eiβ[A + iB + v],

on utilise la paramétrisation

φ(x) = eiσ(x)+iβ[
1√
2
h(x) + v],

avec deux champs scalaires réels σ et h. Comme le potentiel scalaire ne dépend
que de φ†φ, σ est de masse nulle: c’est le boson de Goldstone. On change ensuite
de jauge,

φ(x) −→ φ′(x) = e−iσ(x)−iβφ(x) =
1√
2
h(x) + v,

pour passer à la jauge unitaire qui ne contient plus que le boson de Higgs h, de
masse µ. Et le boson de jauge de la symétrie U(1) acquiert une masse M = gQv,
d’après la transformation de jauge (7.17).

7.3 Un exemple: le doublet scalaire complexe

A titre d’exemple, étudions la brisure spontanée de la symétrie d’une théorie
décrivant un doublet de champs scalaires complexes,

H =

(
H1

H2

)
, H† = (H†

1 H†
2). (7.29)

Cet exemple est à la fois simple et important puisqu’il correspond au secteur
scalaire du Modèle standard de l’interaction électrofaible12. Le potentiel scalaire
est de la forme

V (H,H†) = −µ2(H†H) +
λ

2
(H†H)2, (7.30)

12Chapitre 8.
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avec

µ2 > 0, λ > 0, µ2, λ réels,

et H†H = H†
1H1 +H†

2H2. Le minimum du potentiel se trouve en

〈H†H〉 = µ2/λ. (7.31)

Le potentiel (7.30) est invariant sous les transformations du groupe13 SU(2) ×
U(1)Y [ou de manière équivalente U(2)]. Ces symétries agissent sur le doublet H
par

U(1)Y : H −→ H ′ = eiαYH,

SU(2) : H −→ H ′ = UH,
(7.32)

où la matrice (2× 2) U est unitaire, U †U = I, et unimodulaire (detU = 1). On
peut écrire

U = eiw
aTa

, T a =
1

2
σa, a = 1, 2, 3, (7.33)

les matrices σa désignant les trois matrices de Pauli. Les générateurs de l’algèbre
de Lie de SU(2) vérifient

[T a, T b] = iεabcT c, εabc = −εbac = εcab, ε123 = 1.

La constante réelle Y est le générateur de U(1)Y . Comme sa valeur est arbitraire,
nous allons poser

Y = −1

2
. (7.34)

En fait, le potentiel (7.30) possède une symétrie plus étendue que SU(2)×U(1)Y ;
il est invariant sous les rotations O(4) ∼ SU(2)×SU(2) des quatre composantes
réelles de H. Nous ne nous intéressons ici qu’au sous-groupe SU(2)× U(1), qui
sera promu au rang de symétrie de jauge.

A ce stade, les paramètres α et wa peuvent être constants ou locaux. La con-
dition de minimum (7.31) est évidemment invariante sous l’ensemble du groupe
de symétrie et l’état du vide est continûment dégénéré. Il est donc possible de
choisir

〈H〉 = 1√
2

(
v
0

)
, v =

√
2µ2

λ
, (7.35)

et n’importe quel état du vide est alors obtenu en agissant sur cette forme de 〈H〉
avec une transformation de SU(2)× U(1) de paramètres constants.

L’état du vide (7.35) brise spontanément SU(2)×U(1)Y . On vérifie facilement
que la symétrie résiduelle laissant 〈H〉 invariant est

exp
(
iw[T 3 + Y ]

)
〈H〉 = 〈H〉. (7.36)

13L’indice Y identifie le groupe U(1)Y par rapport à un autre groupe U(1) qui apparâıtra
plus loin.
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Le petit groupe de 〈H〉 est donc U(1)Q, généré par

Q = T 3 + Y, (7.37)

dont l’action sur les composantes de H est:

U(1)Q : H1 −→ H1, H2 −→ e−iwH2.

Trois symétries sont spontanément brisées. Les quatre composantes réelles de H
se divisent donc en trois bosons de Goldstone et un boson de Higgs massif.

Poursuivons en couplant le doublet scalaire aux champs de jauge de SU(2)×
U(1)Y qui devient donc une symétrie locale. Il faut introduire les champs de jauge
W a

µ , a = 1, 2, 3, de SU(2), celui de U(1)Y noté Bµ et deux constantes de couplage
de jauge g et g′ pour respectivement SU(2) et U(1)Y . La densité lagrangienne
invariante de jauge est

L = −1

4
W a

µνW
aµν − 1

4
BµνB

µν + (DµH)†(DµH)− V (H,H†), (7.38)

avec, en reprenant les résultats de la section 1.5,

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ + gεabcW b
µW

c
ν ,

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ,

DµH = ∂µH − i
2
gW a

µσ
aH − ig′BµY H, (Y = −1

2
).

(7.39)

La forme de la dérivée covariante de H suit de la transformation de jauge (7.32).
Avec la valeur moyenne dans le vide 〈H〉, il est plus facile d’identifier le contenu
physique de la théorie en se plaçant dans la jauge unitaire. Selon la discussion
de la section précédente, on l’obtient en paramétrisant les champs de Goldstone
par

exp
[
iξ1(x)T 1 + iξ2(x)T 2 + iξ(x)(T 3 − Y )

]
〈H〉,

les trois symétries brisées étant générées par T 1, T 2 et

T 3 − Y =

(
1 0
0 0

)
.

On pose ensuite

H =
1√
2
exp
[
iξ1(x)T 1 + iξ2(x)T 2 + iξ(x)(T 3 − Y )

] ( h(x) + v
0

)
, (7.40)

avec un champ réel h(x) qui sera le seul boson de Higgs physique de la théorie. La
vérification de la condition d’orthogonalité (7.26) requiert quelques précautions
puisque nous utilisons ici des champs complexes et des générateurs non anti-
symétriques. Dans notre cas, la condition devient

hi(x)(/T
A
s )

ij〈H∗
j 〉 = [hi(x)(/T

A
s )

ij〈H∗
j 〉]† h1(x) = h(x), h2(x) = 0.
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Et elle est bien vérifiée ici:

〈H〉τT 1

(
h(x)
0

)
= 〈H〉τT 2

(
h(x)
0

)
= 0,

alors que

〈H〉τ [T 3 − Y ]

(
h(x)
0

)
= vh(x)

et h(x) est un champ réel. Il suit de (7.40) que le doublet scalaire H se ramène à

Hunit. =
1√
2

(
h(x) + v

0

)
(7.41)

dans la jauge unitaire. La densité lagrangienne dans cette jauge sera obtenue en
substituant simplement Hunit. dans l’expression invariante de jauge (7.38). Afin
de diagonaliser les termes de masse des champs de jauge, il convient d’utiliser les
redéfinitions suivantes:

W+
µ = 1√

2
(W 1

µ − iW 2
µ), W−

µ = 1√
2
(W 1

µ + iW 2
µ) = (W+

µ )†,

Zµ = cos θWW
3
µ − sin θWBµ, Aµ = sin θWW

3
µ + cos θWBµ,

(7.42)
l’angle de mélange θW étant défini par

cos θW =
g√

g2 + g′2
, sin θW =

g′√
g2 + g′2

. (7.43)

Dans le Modèle standard, θW est l’angle de Weinberg, ou l’angle de mélange
faible. Avec les définitions

Aµν = ∂µAν − ∂νAµ, Zµν = ∂µZν − ∂νZµ,

W+
µν = ∂µW

+
ν − ∂νW+

µ , W−
µν = ∂µW

−
ν − ∂νW−

µ ,

on obtient alors:

Lunit. = −1

4
AµνA

µν − 1

4
ZµνZ

µν − 1

2
W+

µνW
−µν

+
1

2

g2 + g′2

4
v2ZµZ

µ +
g2

4
v2W+

µ W
−µ

+
1

2
(∂µh)(∂

µh)− µ2h2 −
√
λ

2
µh3 − λ

8
h4 +

µ4

2λ

+Lint..

(7.44)

La première ligne contient les termes de propagation des champs de jauge, la
deuxième les masses des champs de jauge associés aux symétries brisées et la
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troisième la densité lagrangienne du boson de Higgs. Finalement, Lint. contient
les interactions de jauge:

Lint. = −ig sin θW
[
(Aµ + cotgθW Zµ)(W+

µνW
− ν −W−

µνW
+ ν)

−(Aµν + cotgθW Zµν)W
+µW− ν

]

+(g sin θW )2
[
(AµW

+µ)(AνW
− ν)− (AµA

µ)(W+
ν W

− ν)

+cotgθW
{
(ZµW

+µ)(AνW
− ν) + (ZµW

−µ)(AνW
+ ν)

−2(AµZ
µ)(W+

ν W
− ν)
}

+cotg2θW
{
(ZµW

+µ)(ZνW
− ν)− (ZµZ

µ)(W+
ν W

− ν)
}]

−1

2
g2
[
(W+

µ W
−µ)2 − (W+

µ W
+µ)(W−

ν W
− ν)
]

+
g2

4
(h2 + 2vh)

[
W+

µ W
−µ +

1

2 cos2 θW
ZµZ

µ
]
.

(7.45)
La théorie décrit donc:

• Un champ de jauge de masse nulle14 Aµ associé à la symétrie non brisée
U(1)Q;

• Un champ complexe et son conjugué, W−
µ et W+

µ , de spin un et de masse

MW =
gv

2
. (7.46)

Par rapport à la symétrie de jauge exacte U(1)Q, leur charge est
15 Q = ±1;

• Un champ Zµ de spin un et de masse

MZ =
1

2

√
g2 + g′2 v =

MW

cos θW
, (7.47)

invariant (neutre, sans charge) sous U(1)Q;

• Un champ scalaire réel h(x) invariant (neutre, sans charge) sous U(1)Q et
de masse

m2
h = 2µ2 = λv2 =

4λ

g2
M2

W , (7.48)

le boson de Higgs unique de la théorie.

14Le champ du photon dans le Modèle standard.
15Comme U(1)Y n’agit pas sur les champs de jauge de SU(2), Y = 0 et Q = T 3 pour ces

états.
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Il est à noter que toutes les interactions du champ de jauge Aµ de la symétrie de
jauge résiduelle U(1)Q sont contrôlées par la constante de couplage

g sin θW =
gg′√
g2 + g′2

.

En effet, les interactions de Aµ proviennent uniquement des contributions aux
courbures de jauge W a

µν de la combinaison

gW 3
µT

3 = g sin θW (Aµ + cotgθWZµ)T
3 = g sin θW (Aµ + cotgθWZµ)Q,

puisque Y = 0 pour les champs de jauge de SU(2). La dérivée covariante agissant
sur Hunit. ne dépend pas de Aµ: le boson de Higgs parallèle à la direction de
l’état du vide 〈H〉, qui existe dans toute théorie avec des symétries spontanément
brisées, est nécessairement neutre sous le groupe de jauge non brisé qui laisse 〈H〉
invariant. Dans notre exemple, il n’y a pas d’autre boson de Higgs.

La densité lagrangienne définie par les expressions (7.44) et (7.45) décrit dans
la jauge unitaire les contributions des champs bosoniques au Modèle standard
des interactions fortes, faibles et électromagnétiques. Elle réapparâıtra dans le
chapitre 8, avec les termes impliquant les quarks et les leptons.

Références

Le phénomène de brisure spontanée de la symétrie ne concerne pas que les
symétries de jauge des théories de champs. On le rencontre en particulier en
relation avec la symétrie chirale (globale) associée aux quarks légers, dans les
théories effectives qui en découlent, dans l’algèbre des courants:
Itzykson et Zuber [1], chapitre 11; Weinberg [2], chapitre 19; Treiman, Jackiw,
Zumino et Witten [29].
Ou en physique statistique; par exemple:
Parisi [71], Itzykson et Drouffe [68].
En physique de la matière condensée, en supraconductivité (théorie de Ginzburg–
Landau):
Weinberg [2], section 21.6.
Il joue également un rôle important en cosmologie (défauts topologiques):
Vilenkin et Shellard [33]; Peebles [34].

Le potentiel scalaire effectif est dérivé à l’ordre d’une boucle dans:
Coleman et Weinberg [35].
Voir également Weinberg [36], Coleman [37] ou encore:
Peskin et Schroeder [6], chapitre 11; Itzykson et Zuber [1], paragraphe 9.2.2;
Weinberg [2], chapitre 16.
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Les aspects de théorie des groupes sont décrits dans:
O’Raifeartaigh [44].

Exercices

7.1 On considère la théorie de jauge (7.19) utilisée dans la description du
mécanisme de Higgs (sect. 7.2). Dans la jauge unitaire, la densité la-
grangienne (7.28) décrit des champs massifs de spin un dont le propaga-
teur a été discuté dans la section 4.4. Ce propagateur a un comportement
problématique dans le domaine des grandes impulsions qui rend difficile le
calcul des corrections quantiques. Nous allons utiliser l’invariance de jauge
de la théorie pour construire une autre jauge possédant un comportement
plus favorable mais sans éliminer les bosons de Goldstone.

Pour simplifier, limitons le groupe de jauge à U(1) et le multiplet de scalaires
à un champ complexe φ:

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)
†(Dµφ)− V (φ) + Lfix. ,

où Fµν = ∂µXν − ∂νXµ et Dµφ = ∂µφ− igXµφ. Le choix du potentiel

V =
α

2

(
φ†φ− µ2

2α

)2

implique que le champ scalaire complexe φ brise spontanément la symétrie

de jauge avec 〈φ〉 = v =
√
µ2/2α choisi réel. Le terme fixant la jauge ajouté

à la théorie invariante de jauge est

Lfix. = −
λ

2

(
∂µXµ +

igv

λ
(φ† − φ)

)2
.

En l’absence de valeur moyenne sur le vide, ce terme de fixation de la jauge
est identique à celui utilisé pour quantifier le champ de jauge (sect. 2.4).

– Montrer que la densité lagrangienne (à une dérivée près) ne contient
pas de terme mélangeant φ et Xµ: le terme fixant la jauge compense
les contributions (7.23).

– En introduisant les champs réels A et B par φ = 1√
2
(A + iB) + v,

calculer la densité lagrangienne libre.

– Montrer que le propagateur de Xµ en espace des impulsions est

−1
p2 −M2 + iε

[
ηµν +

1− λ
λ

pµpν
p2 − λM2

]

=
−1

p2 −M2 + iε

[
ηµν −

pµpν
M2

]
− pµpν/M

2

p2 −M2/λ+ iε
,
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avec M2 = 2g2v2. Il se comporte comme 1/p2 pour p très grand et
non comme 1/M2 dans la jauge unitaire.

– Montrer que les propagateurs de A et B sont respectivement

1

p2 − µ2 + iε
et

1

p2 −M2/λ+ iε
.

On retrouve la jauge unitaire dans la limite λ→ 0: le propagateur du boson
de Goldstone B s’annule et celui de Xµ a la forme attendue pour un champ
de spin un massif. Le choix λ = 1 est la jauge de ’t Hooft–Feynman.

7.2 Pour la densité lagrangienne de l’exercice précédent, dériver les règles de
Feynman des interactions des champs A, B et Xµ.

Ecrire à l’ordre le plus bas l’élément de matrice S du processus

A+Xµ → A+Xµ

et montrer qu’il ne dépend pas du paramètre de jauge λ. Vérifier qu’un
calcul effectué dans la jauge unitaire conduit au même résultat. (Utiliser
le fait que le produit ε(k)k = 0 s’annule pour le vecteur de polarisation du
champ vectoriel.)

Il est possible de prouver à tous les ordres que la matrice S ne dépend pas
du paramètre de jauge λ. La jauge ainsi définie est souvent qualifiée de
renormalisable: tous les propagateurs ont un bon comportement à grandes
impulsions, mais le boson de Goldstone B est présent dans les lignes internes
des diagrammes.

7.3 Généraliser l’exercice 7.1 au cas d’une symétrie de jauge non abélienne
quelconque et donc à la densité lagrangienne (7.19).



Chapitre 8

Le Modèle standard

Le Modèle standard de Glashow, Salam et Weinberg [40], qui décrit les in-
teractions fortes, faibles et électromagnétiques des quarks et des leptons, est
une théorie de jauge dont la densité lagrangienne est construite selon les règles
énoncées dans la section 1.5. Sa structure est motivée par l’observation de
multiples processus physiques élémentaires et par quelques principes théoriques
développés dans le cadre de la théorie quantique des champs. Des expériences
en grand nombre ont vérifié la presque totalité de ses prédictions, souvent avec
une précision extraordinaire, sans rencontrer de contradiction1. Le but de ce
chapitre est de construire la densité lagrangienne qui définit le Modèle standard
sans cependant discuter ses justifications ou vérifications expérimentales.

Le groupe de jauge du Modèle standard est

GMS = SU(3)× SU(2)L × U(1)Y . (8.1)

Le premier facteur, SU(3), est le groupe de jauge de la chromodynamique quan-
tique (QCD), le groupe de la couleur. Le facteur SU(2)L × U(1)Y est le groupe
de jauge unifiant les interactions faibles et électromagnétiques dans la théorie
électrofaible. Il contient l’isospin faible SU(2)L, l’indice L indiquant que seuls
les fermions de chiralité gauche se transforment sous ce groupe, et l’hypercharge
faible U(1)Y . Le groupe de jauge de l’interaction électromagnétique U(1)e.m. est
contenu dans SU(2)L × U(1)Y .

Le mécanisme de Higgs est utilisé pour briser spontanément les symétries de
SU(2)L × U(1)Y autres que U(1)e.m. et générer la masse des bosons de jauge
faibles W± et Z0. Les symétries de jauge non brisées sont donc celles du groupe
de jauge SU(3) × U(1)e.m. des interactions fortes et électromagnétiques, dont la
théorie de champs a été brièvement discutée dans la section 4.2.

1Les quatre grandes expériences du collisionneur électron–positon du CERN, le LEP,
ont notamment collecté une quantité considérable de résultats de très haute précision.
Une synthèse [41] peut être consultée sur le site du “LEP Electroweak Working Group”
(http://lepewwg.web.cern.ch/LEPEWWG/).
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8.1 Groupe et bosons de jauge

Pour nos besoins, il est suffisant de définir les groupes U(N) à partir de leur
représentation la plus simple, formée de matrices N × N unitaires U , U †U =
UU † = I. Le groupe SU(N) est alors le sous-groupe de U(N) des matrices de
déterminant unité, ou unimodulaires. L’algèbre de Lie est obtenue en posant

U = eiT ,

l’unitarité imposant T † = T , et l’unimodularité TrT = 0. Il en résulte que
l’algèbre de Lie de U(N) est engendrée par N2 générateurs hermitiques alors que
la dimension de celle de SU(N) est N2− 1 puisqu’une condition supplémentaire,
l’absence de trace, est appliquée:

T =
d∑

A=1

ωATA, U(N) : d = N2, SU(N) : d = N2 − 1. (8.2)

Les groupes SU(3), SU(2) et U(1) ont donc respectivement 8, 3 et 1 générateurs
(chacun associé à un paramètre réel ωA). Le groupe U(1) est représenté par les
phases complexes

eiωT , ω = paramètre réel,

le générateur T étant un nombre réel appelé charge du champ sur lequel la trans-
formation de phase agit. Pour SU(3) et SU(2), nous utiliserons les représenta-
tions des générateurs suivantes:

• La représentation tri-dimensionnelle 3 de SU(3) (section 4.2): les huit
générateurs sont des matrices 3× 3 hermitiques de trace nulle

TA
3 =

1

2
λA, A = 1, . . . , 8, λA = matrices de Gell−Mann.

Il n’est pas nécessaire d’en donner une réalisation; elles vérifient les relations

[TA
3 , T

B
3 ] = ifABCTC

3 , Tr(TA
3 T

B
3 ) =

1

2
δAB, (8.3)

les nombres réels fABC étant les constantes de structure de SU(3); la se-
conde relation est une normalisation conventionnelle des générateurs.

• La représentation bi-dimensionnelle 2 de SU(2): les trois générateurs sont

T a
2 =

1

2
σa, a = 1, 2, 3, σa = matrices de Pauli;

ils vérifient

[T a
2 , T

b
2] = iεabc T c

2, Tr(T a
2T

b
2) =

1

2
δab. (8.4)

Les constantes de structure de SU(2) sont εabc = −εbac = εcab, ε123 = 1.
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Le principe de jauge associe un champ de jauge à chaque symétrie locale et
donc à chaque paramètre ou générateur. En conséquence, le Modèle standard
contient 12 bosons de jauge:

SU(3) : AA
µ , A = 1, . . . , 8, (gluons),

SU(2)L : W a
µ , a = 1, 2, 3,

U(1)Y : Bµ.

(8.5)

Les quatre bosons de jauge W a
µ , a = 1, 2, 3 et Bµ donneront naissance après

brisure spontanée de la symétrie aux bosons W+, W−, Z0 et au photon. D’après
l’équation (1.171), les courbures de jauge qui apparâıtront dans la densité lagran-
gienne s’écrivent:

SU(3) : FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + gs f
ABCAB

µA
C
ν ,

SU(2)L : W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ + g εabcW b
µW

c
ν ,

U(1)Y : Bµν = ∂µBν − ∂νBµ.

(8.6)

Elles contiennent les constantes de couplage de la chromodynamique quantique
gs et de l’interaction faible g.

8.2 Quarks et leptons

Les champs spinoriels du Modèle standard décrivent les quarks et les leptons.
Ils se différencient par leurs interactions, c’est-à-dire par l’existence ou non d’un
couplage aux gluons ou aux bosons de jauge de SU(2)L et par l’intensité de
leur interaction avec Bµ caractérisée par l’hypercharge faible du fermion. Les
interactions faibles violent la conservation de la parité; d’après la discussion du
paragraphe 4.1.3, une violation de parité dans l’interaction fermions–champs de
jauge apparâıt lorsque les transformations de jauge des composantes de chiralités
gauche et droite des spineurs diffèrent. Il est alors commode de caractériser les
transformations de jauge indépendamment pour chaque chiralité. En fait, il sera
plus simple de travailler uniquement avec des fermions de chiralité gauche, en
remplaçant les fermions droits par leur conjugué de charge2:

ψR −→ (ψR)
c = Cγ0(ψ†

R)
τ = (ψc)L.

Puisque la conjugaison de charge comprend une conjugaison hermitique, elle con-
jugue aussi les nombres quantiques de jauge: elle échange particules et antipar-
ticules. Ainsi, au lieu d’introduire les composantes gauches et droites des quarks
et des leptons, nous définirons les composantes gauches des quarks, antiquarks,
leptons et antileptons.

2Paragraphe 4.1.1.
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Les quarks et les leptons sont classifiés selon leurs transformations de jauge,
c’est-à-dire selon la représentation du groupe de jauge GMS qu’ils portent. Cette
classification suit de l’expérience. Il y a trois règles de base:

1. Les quarks interagissent fortement, ils sont triplets de couleur, c’est-à-dire
qu’ils se transforment selon la représentation 3 de SU(3). Les antiquarks se
transforment selon la représentation conjuguée 3. Les leptons et antileptons
n’ont pas d’interaction forte, ils sont singlets (invariants) de SU(3).

2. Les fermions (quarks et leptons) de chiralité gauche sont des doublets de
SU(2)L: ils se transforment selon la représentation 2 de SU(2)L. Les an-
tifermions de chiralité gauche, et donc les fermions de chiralité droite, sont
des singlets de SU(2)L.

3. La classification des fermions forme une séquence de générations identiques
du point de vue des nombres quantiques de SU(3), SU(2)L et U(1)Y .
L’observation a mis en évidence trois générations3.

Ces règles empiriques conduisent à la classification suivante:

Notation Représentation

Quarks gauches ψ
(n) jα
Q (3,2, 1/6)

Antiquarks gauches ψ
(n)
Uc j (3,1,−2/3)

ψ
(n)
Dc j (3,1, 1/3)

Leptons gauches ψ
(n)α
L (1,2,−1/2)

Antileptons gauches ψ
(n)
Ec (1,1, 1)(

ψ
(n)
Nc

)
(1,1, 0)



n = 1, 2, 3,
j = 1, 2, 3,
α = 1, 2.

La notation utilisée pour les champs spinoriels est celle de la section 4.2. L’indice
L de chiralité gauche est omis: sauf mention du contraire, tous les spineurs sont
gauches. Les fermions sont caractérisés par un indice Q,U c, Dc, L, Ec, N c lié à
la valeur de l’hypercharge faible4. Ensuite, n numérote les trois générations de
quarks et leptons; j est un indice de SU(3), de triplet 3 lorsqu’il se trouve en po-
sition supérieure, d’antitriplet 3 en bas; et α est un indice de doublet 2 de SU(2).
L’identification de ces champs spinoriels avec les quarks u, d, s, c, b, t, les leptons
e, µ, τ et leurs neutrinos interviendra plus bas, après construction de l’ensemble
du modèle. Les parenthèses entourant les champs ψ

(n)
Nc , qui correspondent aux

composantes de chiralité droite des neutrinos, indiquent que ceux-ci peuvent être
omis du modèle: en fait, le Modèle standard minimal ne contient pas de neutrino
droit. Nous y reviendrons plus bas.

La dernière colonne de la table ci-dessus contient les nombres quantiques de
SU(3), SU(2)L et U(1)Y de chaque fermion. Elle indique que, par exemple, la

3Mais il n’y a pas de contrainte théorique sur le nombre de générations.
4Et à celle de la charge électrique, voir plus bas.
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transformation de jauge du doublet de quarks gauches ψ
(n) jα
Q est celle d’un triplet

de SU(3) (représentation 3), d’un doublet de SU(2) (représentation 2), avec une
hypercharge faible Y = 1/6:

δψ
(n) jα
Q = iωA(TA

3 )jkψ
(n) kα
Q + iωa(T a

2 )
α
βψ

(n) jβ
Q +

1

6
iωψ

(n) jα
Q , (8.7)

pour une transformation de paramètres infinitésimaux ωA, ωa et ω pour respec-
tivement SU(3), SU(2)L et U(1)Y . Ou encore, pour l’antiquark gauche U c dans
la représentation (3,1,−2/3),

δψ
(n)
Uc j = −iωA(TA

3 )kjψ
(n)
Uc k −

2

3
iωψ

(n)
Uc j. (8.8)

Par rapport à la transformation (8.7), le premier signe négatif est caractéristique
de la représentation 3, au lieu de 3. Par conjugaison de charge, la transformation
de jauge du quark droit U sera alors:

δψ
(n) j
U,R = iωA(TA

3 )jkψ
(n) k
U,R +

2

3
iωψ

(n) j
U,R . (8.9)

Sa représentation est (3,1, 2/3).

Chaque génération de quarks et leptons du Modèle standard minimal com-
prend donc quinze spineurs de chiralité gauche, dans des représentations de GMS

dont le choix ne relève pas à ce stade de contraintes théoriques5.

8.3 Champs scalaires

Le mécanisme de Higgs requiert la présence de champs scalaires se transformant
sous les symétries de jauge qui doivent être spontanément brisées. Le Modèle
standard utilise un multiplet de champs scalaires complexes Hα, α = 1, 2, dont
les nombres quantiques de GMS sont

(1,2,−1/2).

Les transformations de jauge infinitésimales sont alors

SU(3) : δHα = 0,

SU(2)L : δHα = iωa(T a
2 )

α
βH

β,

U(1)Y : δHα = −1
2
iωHα.

(8.10)

5A l’exception de la condition d’absence d’anomalie, discutée dans l’appendice B.
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Il va être utile de définir6

H =

(
H1

H2

)
, H = iσ2H∗ =

(
H2†

−H1†

)
. (8.11)

En effet, puisque σa∗ = iσ2 σa iσ2, il vient

SU(3) : δH
α

= 0,

SU(2)L : δH
α

= iωa(T a
2 )

α
βH

β
,

U(1)Y : δH
α

= +1
2
iωH

α
.

(8.12)

Les nombres quantiques du conjugué H
α
sont donc

(1,2,+1/2).

La quantité

εαβH
α
Hβ = H1†H1 +H2†H2 = H†H, εαβ = −εβα, ε12 = 1,

est un invariant de GMS qui sera utile à la construction de la densité lagrangienne.
En fait, tout invariant construit avec H et H est une fonction de ce seul invariant
de GMS.

8.4 Dérivées covariantes, densité lagrangienne

Les nombres quantiques des fermions et des scalaires permettent de construi-
re leurs dérivées covariantes7. Pour un multiplet de champs φ (spinoriels ou
scalaires) dans la représentation (n3,n2, Y ) de GMS, l’expression générale est:

Dµφ = ∂µφ− igsm3A
A
µ (T

A
3 φ)− ig m2W

a
µ (T

a
2φ)− ig′ Y Bµφ,

avec

n3 = 3 : m3 = 1, n3 = 3 : m3 = −1, n3 = 1 : m3 = 0,

n2 = 2 : m2 = 1, n2 = 1 : m2 = 0.

Il est sous-entendu que (TA
3 φ) et (T

a
2φ) contiennent la sommation appropriée sur

les indices de SU(3) et SU(2)L des générateurs et de φ. Pour les champs spinoriels

6Les matrices de Pauli sont

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

et, pour des champs quantifiés, H∗ = H†τ .
7Selon la procédure décrite dans la section 1.5, et l’équation (1.170).
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et scalaires du Modèle standard, il vient:

Dµψ
(n) jα
Q = ∂µψ

(n) jα
Q − igsAA

µ (T
A
3 )jkψ

(n) kα
Q − igW a

µ (T
a
2 )

α
βψ

(n) jβ
Q

−1
6
ig′Bµψ

(n) jα
Q ,

Dµψ
(n)
Uc j = ∂µψ

(n)
Uc j + igsA

A
µ (T

A
3 )kjψ

(n)
Uc k +

2
3
ig′Bµψ

(n)
Uc j,

Dµψ
(n)
Dc j = ∂µψ

(n)
Dc j + igsA

A
µ (T

A
3 )kjψ

(n)
Dc k − 1

3
ig′Bµψ

(n)
Dc j,

Dµψ
(n)α
L = ∂µψ

(n)α
L − igW a

µ (T
a
2 )

α
βψ

(n)β
L + 1

2
ig′Bµψ

(n)α
L ,

Dµψ
(n)
Ec = ∂µψ

(n)
Ec − ig′Bµψ

(n)
Ec ,(

Dµψ
(n)
Nc = ∂µψ

(n)
Nc

)
,

DµH
α = ∂µH

α − igW a
µ (T

a
2 )

α
βH

β + 1
2
ig′BµH

α,

DµH
α

= ∂µH
α − igW a

µ (T
a
2 )

α
βH

β − 1
2
ig′BµH

α
.

(8.13)

Avec ces expressions, la densité lagrangienne à la base du Modèle standard
est de la forme

L = Lcin. + LY uk. − V (H,H†) + LNc . (8.14)

Les trois premiers termes contiennent respectivement les termes cinétiques et les
interactions de jauge de tous les champs, les interactions de Yukawa fermions–
scalaires et le potentiel scalaire. Le quatrième terme rassemble les contributions
des antineutrinos gauches: ce dernier terme est absent du Modèle standard mi-
nimal. Les interactions de jauge sont toutes obtenues par covariantisation des
dérivées [éq. (8.13)] ou par l’intermédiaire des courbures de jauge (8.6):

Lcin. = −1
4
FA
µνF

µν A − 1
4
W a

µνW
µν a − 1

4
BµνB

µν

+i
3∑

n=1

[
ψ
(n)

Qjαγ
µDµψ

(n) jα
Q + ψ

(n) j

Uc γµDµψ
(n)
Uc j + ψ

(n) j

Dc γµDµψ
(n)
Dc j

+ψ
(n)

Lαγ
µDµψ

(n)α
L + ψ

(n)

Ec γµDµψ
(n)
Ec

]

+(DµH)†(DµH).

(8.15)

Les interactions de Yukawa sont obtenues en formant tous les invariants de
jauge fermion–fermion–scalaire:

LY uk. = −
3∑

n,m=1

[
λnmD εαβH

α(ψ
(n)
Dc j)

τCψ
(m) jβ
Q + λnmU εαβH

α
(ψ

(n)
Uc j)

τCψ
(m) jβ
Q

+λnmE εαβH
α(ψ

(n)
Ec )τCψ

(m)β
L

]
+ conjugué hermitique.

(8.16)
Puisque pour n’importe quel spineur8 ψL

τC = ψ
c

R, ces interactions s’écrivent

8Paragraphe 4.1.1.
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également sous la forme

LY uk. = −
3∑

n,m=1

[
λnmD εαβH

α (ψ
(n)

D,R jψ
(m) jβ
Q,L ) + λnmU εαβH

α
(ψ

(n)

U,R jψ
(m) jβ
Q,L )

+λnmE εαβH
α (ψ

(n)

E,Rψ
(m)β
L,L )

]
+ conjugué hermitique,

(8.17)
en réintroduisant les indices de chiralité L et R. Notez que puisqu’il n’existe
pas d’invariant de GMS de la forme fermion–fermion, aucun terme de masse
fermionique ne peut être ajouté à la densité lagrangienne: le fait que SU(2)L ne
transforme que les composantes gauches des quarks et des leptons l’interdit. Ceci
est vrai avant la brisure spontanée de la symétrie: le mécanisme de Higgs qui
produira la masse de W± et Z0 générera également la masse des fermions.

Finalement, le potentiel scalaire est le polynôme du quatrième degré le plus
général en H et H† (ou H) laissé invariant par les transformations du groupe de
jauge GMS:

V (H,H†) = −µ2H†H +
1

2
λ(H†H)2. (8.18)

A ce stade, la théorie contient les constantes de couplage (sans dimension) arbi-
traires

gs, g, g
′, λnmU , λnmD , λnmE , λ,

et le paramètre µ qui introduit une échelle d’énergie elle aussi arbitraire. Con-
trairement aux constantes de couplage de jauge, les constantes de Yukawa sont
des nombres complexes. Il faut cependant remarquer que les phases de certaines
d’entre elles n’ont pas de signification physique: elles peuvent être éliminées par
une redéfinition de la phase des champs spinoriels et ne sont pas observables.

La contribution des composantes de chiralité droite des neutrinos ψ
(n)
N,R (ou de

chiralité gauche des antineutrinos ψ
(n)
Nc,L) est:

LNc = i
3∑

n=1

ψ
(n)

Nc,Lγ
µ∂µψ

(n)
Nc,L

−1

2

3∑
n,m=1

Mnm (ψ
(n)
Nc,L)

τCψ
(m)
Nc,L + conjugué hermitique

−
3∑

n,m=1

λnmN εαβH
α
ψ
(n)

N,Rψ
(m)β
L,L + conjugué hermitique.

(8.19)

A une dérivée près, le premier terme est égal à i
∑3

n=1 ψ
(n)

N,Rγ
µ∂µψ

(n)
N,R. Comme le

neutrino de chiralité droite est lui-même invariant de jauge, il n’a pas d’interaction
de jauge: il ne peut être directement détecté par un processus d’interaction faible,
forte ou électromagnétique. La deuxième ligne contient les masses de Majorana
des neutrinos droits9. L’invariance de jauge qui n’agit pas sur les spineurs ψ

(n)
Nc

9Paragraphe 4.1.2.
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n’interdit pas ce terme. Les trois valeurs propres de la matrice Mnm seront
donc les masses des neutrinos droits, trois paramètres arbitraires. Finalement,
l’existence d’une interaction de Yukawa avec les doublets leptoniques ψ

(n)
L aura

une conséquence importante: la présence dans le modèle de neutrinos droits con-
duit naturellement à des neutrinos gauches et droits massifs; par contre, l’absence
des neutrinos droits implique l’absence de masse des neutrinos gauches.

La densité lagrangienne (8.14) devrait encore être complétée par des termes
fixant l’invariance de jauge pour permettre la construction de la théorie quantifiée.
Ce problème ne sera pas abordé ici.

8.5 Mécanisme de Higgs et jauge unitaire

La brisure spontanée de la symétrie SU(2)L × U(1)Y par un doublet scalaire
soumis au potentiel (8.18) a été abondamment discutée dans la section 7.3, dont
nous reprenons ici les résultats. Dans la jauge unitaire,

Hunit. =
1√
2

(
h(x) + v

0

)
, v2 =

2µ2

λ
, (8.20)

en supposant que µ2 > 0, λ > 0. La valeur moyenne dans le vide 〈H〉 brise
SU(2)L × U(1)Y , laissant invariant le sous-groupe U(1)Q généré par

Q = T 3 + Y. (8.21)

Le générateur Q est la charge électrique et U(1)Q est la symétrie de jauge de
l’interaction électromagnétique, U(1)Q = U(1)e.m.. Comme le doublet scalaire H
est invariant sous les transformations du groupe de jauge de la chromodynamique
quantique SU(3), le sous-groupe de GMS laissé non brisé par la valeur moyenne
dans le vide 〈H〉 est SU(3)×U(1)e.m.. Ce groupe est la symétrie de jauge exacte
du Modèle standard.

Les charges électriques des fermions de chiralité gauche d’une génération sont
récapitulées dans la table ci-dessous, avec leurs autres nombres quantiques du
Modèle standard minimal. Chaque génération contient donc les trois couleurs et
les quatre composantes (spineurs de Dirac) d’un quark U (n) de charge 2/3 et d’un
quark D(n) de charge −1/3, les quatre composantes d’un lepton E(n) de charge

−1, ainsi qu’un neutrino N
(n)
L de chiralité gauche seulement, la composante droite

étant supposée absente.



314 LE MODÈLE STANDARD

Champ GMS T3 Y Q = T3 + Y

ψ
(n) jα
Q =

(
ψ
(n) j
U

ψ
(n) j
D

)
(3,2, 1/6)

1/2
−1/2 1/6

2/3
−1/3

ψ
(n)
Uc j (3,1,−2/3) 0 −2/3 −2/3

ψ
(n)
Dc j (3,1, 1/3) 0 1/3 1/3

ψ
(n)α
L =

(
ψ
(n)
N

ψ
(n)
E

)
(1,2,−1/2) 1/2

−1/2 −1/2 0
−1

ψ
(n)
Ec (1,1, 1) 0 1 1

La densité lagrangienne dans la jauge unitaire est obtenue en substituant la
forme (8.20) du doublet scalaire dans les expressions (8.14), (8.15), (8.17) et
(8.18) et en effectuant les redéfinitions des champs de jauge et des fermions qui
diagonalisent leurs matrices de masse. Nous allons la diviser en trois parties,

Lunit. = Lbos. + Lferm.,1 + Lferm.,2, (8.22)

décrivant respectivement les contributions des bosons, les termes de masse des
fermions, leurs interactions (et termes cinétiques).

Bosons

La partie bosonique Lbos. a été entièrement dérivée dans la section 7.3. Son
expression est donnée par les équations (7.44) et (7.45), en termes des nouveaux
champs vectoriels

W+
µ = 1√

2
(W 1

µ − iW 2
µ), W−

µ = 1√
2
(W 1

µ + iW 2
µ) = (W+

µ )†,

Zµ = cos θWW
3
µ − sin θWBµ, Aµ = sin θWW

3
µ + cos θWBµ,

(8.23)
et de l’angle de mélange faible ou angle de Weinberg θW , défini par

cos θW =
g√

g2 + g′2
, sin θW =

g′√
g2 + g′2

. (8.24)

Le champ Aµ, de masse nulle, est le champ de jauge de la symétrie exacte U(1)Q,
le champ du photon. Au-delà du simple fait qu’il est le seul champ de jauge
de SU(2)L × U(1)Y resté sans masse, on peut s’en convaincre en observant par
exemple que les dérivées covariantes (8.13) font intervenir la combinaison

gW 3
µT

3 + g′BµY = g sin θW
[
AµQ+ Zµ(cotg θWT

3 − tg θWY )
]
.

Le champ Aµ est bien couplé à la charge électrique Q et la constante de couplage
de l’interaction électromagnétique est

e = g sin θW =
gg′√
g2 + g′2

. (8.25)
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Les interactions entre champs de jauge de l’équation (7.45) correspondent au cas
particulier Y = 0 puisque ces champs n’ont pas d’hypercharge faible. Chaque
champ Aµ y est associé à la constante de couplage e = g sin θW , alors que Zµ est
accompagné par g sin θW cotg θW = g cos θW . Pour le boson de Higgs par contre,
T 3 = 1/2 = −Y ; la constante de couplage associée à chaque Zµ est alors

1

2
g sin θW [cotg θW + tg θW ] =

g

2 cos θW
,

qui se retrouve dans la dernière des interactions de (7.45). Les interactions cu-
biques et quartiques des gluons sont contrôlées par la constante de couplage forte
gs, alors que l’interaction à quatre W± est d’ordre g2. Le boson de Higgs a des
interactions de jauge avec W+–W− et Z0–Z0, mais ses interactions purement
scalaires sont contrôlées par la constante λ.

La connaissance de la masse de W± détermine la combinaison

MW =
1

2
gv , (8.26)

alors que la relation10

MW = cos θW MZ (8.27)

découle de l’utilisation d’un doublet scalaire pour briser la symétrie SU(2)L ×
U(1)Y . La masse du boson de Higgs est

mh =
√
2µ =

√
λv , (8.28)

indépendante de MW ou MZ . La mesure de MW , MW/MZ et e permet ainsi de
déterminer g, g′ et v.

Masse des fermions

L’interaction de Yukawa (8.17) est à l’origine des masses des fermions lorsque le
doublet H prend sa valeur moyenne dans le vide 〈H〉. Il vient

Lferm.,1 = − v√
2

3∑
n,m=1

[
λnmD (ψ

(n)

D,R jψ
(m)j
D,L ) + λnmU (ψ

(n)

U,R jψ
(m)j
U,L )

+λnmE (ψ
(n)

E,Rψ
(m)
E,L)
]
+ conjugué hermitique.

(8.29)

Dans cette base des champs spinoriels, les matrices de masse ne sont pas na-
turellement diagonales. Comme jusqu’ici l’indice de génération n ou m n’a pas
de signification physique, on effectue un changement de base des spineurs au
moyen de matrices unitaires:

ψ
(n)j
D,L = (UD)nmΨ

(m)j
D,L , ψ

(n)j
D,R = (OD)

n
mΨ

(m)j
D,R ,

ψ
(n)j
U,L = (UU)nmΨ

(m)j
U,L , ψ

(n)j
U,R = (OU)

n
mΨ

(m)j
U,R ,

ψ
(n)
E,L = (UE)nmΨ

(m)
E,L, ψ

(n)
E,R = (OE)

n
mΨ

(m)
E,R.

(8.30)

10Cette relation reçoit des corrections en théorie des perturbations.
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On les choisit11 de manière à diagonaliser les matrices O†
DλDUD, O

†
UλUUU et

O†
EλEUE, avec des valeurs propres réelles:

(O†
DλDUD)nm = λD,nδ

nm,

(O†
UλUUU)nm = λU,nδ

nm,

(O†
EλEUE)nm = λE,nδ

nm.

(n,m = 1, 2, 3) (8.31)

Il est d’usage d’ordonner les valeurs propres en valeurs croissantes:

λ+,1 < λ+,2 < λ+,3, B = D,U,E.

Avec ces manipulations, les termes de masses (8.29) deviennent simplement

Lferm.,1 = −
3∑

n=1

[
mD,n(Ψ

(n)
D,R jΨ

(n)j
D,L) +mU,n(Ψ

(n)
U,R jΨ

(n)j
U,L ) +mE,n(Ψ

(n)
E,RΨ

(n)
E,L)
]

+ conjugué hermitique.
(8.32)

C’est dans cette nouvelle base des états propres des matrices de masse fermio-
niques que les champs spinoriels sont identifiés aux quarks u, d, s, c, b, t et aux
leptons chargés e, µ, τ . La génération n = 1 contient les fermions les plus légers
e, d et u,

me = mE,1 = λE,1
v√
2
, md = mD,1 = λD,1

v√
2
, mu = mU,1 = λU,1

v√
2
,

le neutrino associé à l’électron, νe, étant sans masse. La génération n = 2 com-
prend µ, s, c et νµ, la dernière (n = 3) τ, b, t et ντ . Notez cependant que la base
naturelle des champs des neutrinos n’a pas encore été fixée: sans masse des neu-
trinos, cette base ne peut se définir que par l’interaction faible de ces particules.

Les masses des quarks et des leptons sont données par les valeurs propres
des matrices des couplages de Yukawa multipliées par v/

√
2: elles sont donc

arbitraires. Le Modèle standard ne prédit pas de relation entre les masses des
fermions.

Interactions des fermions, termes cinétiques

Les interactions des fermions sont de deux types: premièrement les interactions de
jauge contenues dans les dérivées covariantes de l’expression (8.15) et naturelle-
ment associées aux termes de propagation des champs spinoriels; et deuxième-
ment les interactions de Yukawa avec le boson de Higgs qui suivent de l’équation
(8.17). On posera donc

Lferm.,2 = Ljauge + LY uk. (8.33)

pour distinguer ces deux types d’interactions.

11C’est toujours possible.
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Puisque le groupe de jauge non brisé est SU(3)×U(1)Q, on peut certainement
écrire les termes cinétiques des fermions à l’aide de dérivées covariantes de ce
groupe. Et puisque les interactions de ce groupe de jauge respectent la parité, on
peut les formuler en termes de spineurs de Dirac (à quatre composantes):

Ljauge =
3∑

n=1

[
iΨ

(n)
Djγ

µD̃µΨ
(n)j
D + iΨ

(n)
Uj γ

µD̃µΨ
(n)j
U + iΨ

(n)
E γµD̃µΨ

(n)
E

+iΨ
(n)
N,Lγ

µ∂µΨ
(n)
N,L

]
+ LWZ .

LWZ contient toutes les interactions des fermions avec les bosons massifs W±
µ et

Zµ et les dérivées covariantes de SU(3)× U(1)Q sont

D̃µΨ
(n)j
D = ∂µΨ

(n)j
D − igsAA

µ (T
A
3 )jkΨ

(n)k
D + 1

3
ieAµΨ

(n)j
D ,

D̃µΨ
(n)j
U = ∂µΨ

(n)j
U − igsAA

µ (T
A
3 )jkΨ

(n)k
U − 2

3
ieAµΨ

(n)j
U ,

D̃µΨ
(n)
E = ∂µΨ

(n)
E + ieAµΨ

(n)
E ,

avec à nouveau e = g sin θW . L’interaction électromagnétique est de la forme

eAµj
µ
e.m., jµe.m. =

3∑
n=1

[
−Ψ(n)

E γµΨ
(n)
E +

2

3
Ψ

(n)

Uj γ
µΨ

(n)j
U − 1

3
Ψ

(n)

Djγ
µΨ

(n)j
D

]
.

Ces résultats reproduisent ceux de la théorie des interactions fortes et électroma-
gnétiques développée dans la section 4.2.

L’interaction faible des fermions prend la forme suivante:

LWZ =
g√
2
W+

µ j
−µ +

g√
2
W−

µ j
+µ + gZµj

0µ. (8.34)

Cette forme générale déjà évoquée dans la section 4.5 va recevoir une expression
précise en termes des paramètres de la théorie de jauge. Les courants fermioniques
chargés sont

j−µ =
3∑

n=1

Ψ
(n)
N,Lγ

µΨ
(n)
E,L +

3∑
m,n=1

(U)mnΨ
(m)
U,Ljγ

µΨ
(n)j
D,L,

j+µ =
3∑

n=1

Ψ
(n)

E,Lγ
µΨ

(n)
N,L +

3∑
m,n=1

(U †)mnΨ
(m)

D,Ljγ
µΨ

(n)j
U,L = [j−µ]†.

(8.35)

Le courant leptonique chargé définit la base naturelle des champs spinoriels des
neutrinos Ψ

(n)
N,L. Nous avons posé

ψ
(n)
N,L = (UE)nmΨ

(m)
N,L (8.36)

et défini le neutrino associé au lepton chargé Ψ
(n)
E comme étant celui qui lui

est couplé par l’interaction faible du boson chargé W±. Cette définition est
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légitime puisqu’il n’y a pas de matrice de masse des neutrinos à diagonaliser et pas
d’autre base naturelle de ces champs. La notion de mélange entre générations est
donc absente de l’interaction faible chargée des leptons dans le Modèle standard
minimal sans neutrinos de chiralité droite. Il y a alors un nombre leptonique
conservé indépendant pour chaque génération.

Il existe par contre un mélange entre générations dans l’interaction faible à
courant chargé des quarks, par l’intermédiaire de la matrice

Umn = (U †
U UD)mn, (8.37)

qui est la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. Comme U est unitaire, U †U =
I, elle contient en principe neuf paramètres réels, y compris les trois angles d’une
rotation dans l’espace des trois générations. Il est cependant encore possible de
redéfinir les six phases des spineurs Ψ

(n)j
U,L et Ψ

(n)j
D,L sans altérer la structure diago-

nale des matrices de masse des quarks ou celle des autres interactions12. Comme
une phase globale est sans effet sur U , cinq des neuf paramètres de U sont sans si-
gnification. Il en résulte que la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa contient
trois angles décrivant le couplage faible entre quarks de différentes générations et
une phase complexe. Cette dernière signale une source de violation de CP dans
les interactions faibles à courant chargé13. En effet, la transformation de CP du
terme hadronique contenu dans W+

µ j
−µ est14

3∑
m,n=1

W+
µ (U)mnΨ

(m)

U,Ljγ
µΨ

(n)j
D,L

CP−→
3∑

m,n=1

W−
µ (U τ )mnΨ

(m)

D,Ljγ
µΨ

(n)j
U,L .

Le terme obtenu diffère de celui présent dans l’interaction W−
µ j

+µ lorsque la
matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa est complexe: U τ �= U †. Même si elle
se manifeste dans l’interaction quarks–W±, l’origine de la violation de CP est
à rechercher dans la forme des couplages de Yukawa λmn

D et λmn
U . C’est en effet

de leur diagonalisation (8.31) que découle la forme de la matrice U et donc la
présence ou non d’une phase violant CP .

12Il suffit pour cela d’appliquer la redéfinition opposée aux spineurs Ψ(n)j
U,R et Ψ(n)j

D,R qui
n’interviennent pas dans le courant chargé.

13Avec deux générations seulement, U aurait quatre paramètres, un angle de rotation et trois
phases. Comme on peut éliminer 4− 1 phases dans ce cas, le seul paramètre de mélange avec
deux générations est l’angle de Cabibbo et la symétrie CP n’est pas violée.

14Paragraphe 4.1.4.
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Le courant neutre apparaissant dans l’interaction fermions–Zµ est

j0µ =
1

cos θW

3∑
n=1

[
1

2
Ψ

(n)
N,Lγ

µΨ
(n)
N,L

+
(
−1

2
+ sin2 θW

)
Ψ

(n)
E,Lγ

µΨ
(n)
E,L + sin2 θW Ψ

(n)
E,Rγ

µΨ
(n)
E,R

+
(1
2
− 2

3
sin2 θW

)
Ψ

(n)
U,Ljγ

µΨ
(n)j
U,L −

2

3
sin2 θW Ψ

(n)
U,Rjγ

µΨ
(n)j
U,R

+
(
−1

2
+

1

3
sin2 θW

)
Ψ

(n)
D,Ljγ

µΨ
(n)j
D,L +

1

3
sin2 θW Ψ

(n)
D,Rjγ

µΨ
(n)j
D,R

]
.

(8.38)
L’interaction faible à courant neutre ne permet pas le mélange entre générations:
il n’y a pas de courants neutres à changement de saveur15.

Dans la jauge unitaire et dans la base des fermions diagonalisant leurs matrices
de masse, les interactions de Yukawa s’obtiennent d’après (8.20) en remplaçant
v par h dans Lferm.,1. Il vient donc:

LY uk. = −
1√
2
h

3∑
n=1

[
λD,n(Ψ

(n)

D,R jΨ
(n)j
D,L) + λU,n(Ψ

(n)

U,R jΨ
(n)j
U,L ) + λE,n(Ψ

(n)

E,RΨ
(n)
E,L)
]

+ conjugué hermitique,
(8.39)

en fonction des valeurs propres (8.31). La constante de couplage d’un fermion de
masse mf au boson de Higgs est donc

mf

v
=
g

2

mf

MW

.

Elle est proportionnelle à la masse du fermion. Il s’agit d’une interaction faible (la
constante g) avec un facteur de suppression mf/MW � 1 pour tous les fermions
autres que le top.

Masse des neutrinos

Pour que les neutrinos deviennent massifs, il suffit d’introduire les champs ψ
(n)
Nc

des antineutrinos gauches (ou des neutrinos droits) et d’ajouter les termes (8.19)
à la densité Lagrangienne. Nous avons défini les champs des neutrinos νe, νµ et
ντ par leur couplage faible aux trois leptons chargés, par le biais du changement
de base unitaire (8.36). Nous allons conserver cette base des champs et obtenir la
matrice de masse des neutrinos, qui ne sera pas diagonale, dans cette base. Les
termes de masse découlant de (8.19) s’écrivent alors

−1

2

3∑
n,m=1

(
M∗

nm (Ψ
(n)
N,R)

τCΨ
(m)
N,R +

√
2vλ̃N nmΨ

(n)
N,RΨ

(m)
N,L

)

+ conjugué hermitique ,

(8.40)

15“Flavour changing neutral currents” (FCNC).
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avec λ̃N nm = λnpN (UE)pm, en notant cependant que la matrice UE n’est pas ob-
servable. La matrice de masse des neutrinos implique ainsi à la fois les masses
de Majorana Mmn des neutrinos droits et les termes induits par la brisure de
symétrie et proportionnels aux couplages de Yukawa λ̃N nm. Clairement, cette
modification du Modèle standard minimal permet l’introduction de masses des
neutrinos, sans aucune prédiction ou contrainte sur celles-ci.

Interactions à trois champs de jauge: règle de Feynman

La formulation du Modèle standard donnée ici est suffisante pour effectuer des
calculs de diagrammes de Feynman “en arbres”. Elle doit être modifiée au-delà
de l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, comme pour toute théorie
de jauge non abélienne. Les règles de Feynman peuvent être obtenues par les
méthodes développées pour l’électrodynamique dans le chapitre 3 et pour les
interactions dérivatives ou les champs de spin un massifs dans le chapitre 4.

La discussion de la section 4.3 et la règle de Feynman (4.96) trouvent une
application dans l’interaction dérivative entre bosons faibles et photons, γ –W+–
W− et Z0–W+–W−. Cette interaction est définie par les deux premières lignes
de l’expression (7.45),

LWWZA = i(g cos θWZ
µ + eAµ)[W ν+(∂µW

−
ν − ∂νW−

µ )

−W ν−(∂µW+
ν − ∂νW+

µ )]

−i∂µ(g cos θWZν + eAν)[W
µ−W ν+ −W µ+W ν−].

En utilisant le résultat (4.96), la règle de Feynman pour l’interaction γ–W+–W−

(fig. 8.1) est la suivante:

ie [(q − p)ν ηµρ + (p− p′)ρ ηµν + (p′ − q)µ ηνρ] . (8.41)

La règle de Feynman du vertex de l’interaction Z0–W+–W− s’obtient en rem-
plaçant e par g cos θW dans (8.41).

Fig. 8.1 Vertex γ–W+–W−

W
+

W
Ð

p,m p',n

q,p

g
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8.6 Paramètres et valeurs numériques

Au total, le Modèle standard contient dix-huit paramètres16:

• Trois constantes de couplage de jauge gs, g et g′.
L’usage recommande de les caractériser au moyen de

αs =
g2s
4π
, (constante de couplage forte),

sin θW =
g′√

g2 + g′2
, (θW : angle de Weinberg),

α =
e2

4π
! (137)−1, e = g sin θW , (constante de structure fine).

Expérimentalement17, sin2 θW (MZ) = .231, αs(MZ) = .12, α(me) = 137−1

(alors que α(MZ) ! 128−1).

• La masse MW du boson faible W±, ou la constante de Fermi GF .
A l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, ces deux quantités sont
reliées par18

g2

8M2
W

=
1

2v2
=

1√
2
GF .

En conséquence, v = (
√
2GF )

−1/2 ! 246 GeV. Et, avec MW = 80.4 GeV,

g ! .65 ( g
2

4π
! .034).

• Les neuf masses des quarks u, d, s, c, b, t et des leptons e, µ, τ .
Les quarks ne se manifestant que sous la forme d’états liés, les hadrons,
la mesure de leurs masses peut être difficile et ambiguë. Celles des quarks
légers u, d et s ne peuvent être évaluées directement: ces quarks forment
des états liés dont la masse, qui est mal comprise théoriquement, est en
grande partie due à la dynamique de la chromodynamique quantique et
non à la masse des constituants. On les évalue à partir de leurs interactions
faibles, dont certaines contributions dépendent des masses: mu = 1 − 5
MeV, md = 3 − 9 MeV et ms = 75 − 170 MeV. Les quarks c et b forment
des états liés plus ordinaires; les masses des états cc (charmonium) et bb
(bottomonium) en particulier donnent une bonne évaluation des masses:
mc = 1.15−1.35 GeV et mb = 4.0−4.4 GeV. La masse du quark t s’obtient
par l’observation directe de processus impliquant ce quark: mt = 174.3±5.1
GeV.

16Il faudrait leur ajouter un paramètre de nature non perturbative résultant de la structure
de l’état du vide de la couleur SU(3), la symétrie non abélienne exacte du Modèle standard.

17Il s’agit de constantes de couplage effectives, dépendant de l’échelle d’énergie (sect. 6.7).
18Sections 5.3 et 5.4. Les processus d’interaction faible aux énergies très inférieures à MW

donnent une mesure de GF (par exemple section 5.4).
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• Les quatre paramètres (trois angles et une phase violant CP ) de la matrice
de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa.
Leurs valeurs se mesurent à partir des processus faibles à courants chargés,
qui mélangent les générations, et la violation de CP est (difficilement) ac-

cessible dans les systèmes19 K0–K
0
et B0–B

0
.

• La masse du boson de Higgs mh [éq. (8.28)].
L’existence du boson de Higgs n’est pas encore avérée, et sa masse n’est
pas connue.

19Les mésons neutres K0 et B0 sont des états sd et bd.



Appendice A

Formulaire, conventions et
notations

Groupe de Lorentz

Les composantes d’un vecteur ou d’un tenseur relativement aux transformations
du groupe de Lorentz (propre, orthochrone) portent un ou plusieurs indices grecs
µ, ν, τ , etc. . . prenant les valeurs 0, 1, 2, 3. En particulier, les coordonnées d’un
point de l’espace-temps sont notées xµ, avec x0 = ct (c: vitesse de la lumière,
t: temps) et x = (x1, x2, x3). Les composantes spatiales d’un vecteur seront
également notées xi, i = 1, 2, 3. Par convention, nous utilisons des unités dans
lesquelles c = h̄ = 1.

La métrique de l’espace-temps de Minkowski, notée ηµν , est

ηµν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 . (A.1)

Cette notation est conforme à la pratique usuelle en relativité générale, où gµν
est la métrique de l’espace-temps dans des coordonnées quelconques alors que
ηµν est la métrique d’un espace de Minkowski, sans courbure, donnée par (A.1)
dans des coordonnées dites de de Minkowski. Elle diffère cependant de beaucoup
d’ouvrages dans lesquels la métrique de Minkowski est notée gµν . La métrique
inverse ηµν est numériquement égale à ηµν :

ηµνηνρ = δµρ , ηµνηµν = δµµ = 4.

La convention de sommation sur les indices répétés (ou indices contractés) est
systématiquement utilisée:

ηµνηνρ =
3∑

ν=0

ηµνηνρ.

323
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Le “produit scalaire” de deux vecteurs xµ et yν est alors

xy ≡ xµyνηµν = x0y0 −
3∑
i=1

xiyi = x0y0 − x · y. (A.2)

Avec
xµ = ηµνx

ν ,

ce produit scalaire s’écrit également

xy = xµy
µ = xµyµ.

Lorsqu’un vecteur est désigné sans indiquer son indice, il s’agit pas convention
du quadrivecteur contravariant: x désignera xµ, dont les composantes sont (x0, x)
et non xµ, de composantes (x0,−x).

Avec la métrique (A.1), si p est le quadrivecteur énergie-impulsion d’une par-
ticule de masse m, p = (p0 = E/c, p) [E: énergie],

p2 = m2c2 = m2.

Le quadrivecteur des dérivées partielles est

∂µ ≡
∂

∂xµ
, ∂µ = ηµν∂ν =

∂

∂xµ
. (A.3)

Puisque xµ = (x0 = t, x),

∂µ = (
∂

∂t
, ∇), ∂µ = (

∂

∂t
,−∇),

∇ étant l’opérateur gradient. Il suit de (A.3) que

∂µjµ(x) =
∂

∂t
j0(x) + ∇ ·j(x),

sans le signe − caractéristique du produit scalaire minkowskien (A.2). L’opéra-
teur d’alembertien est

✷ = ∂µ∂µ =
∂

∂t

2

−∆, ∆ = ∇ · ∇. (A.4)

La notation suivante est également utilisée:

A(x)
↔
∂µ B(x) = A(x)[∂µB(x)]− [∂µA(x)]B(x). (A.5)

La convention utilisée pour le symbole antisymétrique de Levi-Civita εµνρσ est

ε0123 = 1.
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Comme εµνρσ = ηµαηνβηργησδε
αβγδ,

ε0123 = −1.

Les identités suivantes sont utiles:

εµνρσεµαβγ = −
(
δναδ

ρ
βδ

σ
γ + δνβδ

ρ
γδ

σ
α + δνγδ

ρ
αδ

σ
β − δνβδραδσγ − δναδργδσβ − δνγδ

ρ
βδ

σ
α

)
,

εµνρσεµναβ = −2
(
δραδ

σ
β − δ

ρ
βδ

σ
α

)
,

εµνρσεµνρα = −6 δσα,
εµνρσεµνρσ = −24.

(A.6)

Matrices de Dirac

L’algèbre des matrices de Dirac est

{γµ, γν} = 2ηµνI4, (A.7)

(I4: matrice unité de dimension 4). On définit ensuite

γµ = ηµνγ
ν , γ0 = γ0, γi = −γi (i = 1, 2, 3).

Comme (γ0)† = γ0, (γi)† = −γi, i = 1, 2, 3,

γµ† = γ0γµγ0 = γ0γ
µγ0. (A.8)

Dans les représentations utilisées ici,

• γ0, γ1 et γ3 sont réelles, γ2 est imaginaire: (γµ)∗ = γ2γµγ2.

• En conséquence de (A.8), γ0 et γ2 sont symétriques, γ1 et γ3 sont anti-
symétriques: (γµ)τ = γ0γ2γµγ2γ0.

Ces deux dernières propriétés ne découlent cependant pas de l’algèbre de Dirac
mais d’un choix de sa représentation.

La matrice γ5 est:

γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 = iγ0γ1γ2γ3. (A.9)

Elle vérifie (I ≡ I4)

{γ5, γµ} = 0, γ5
2 = I, γ5

† = γ5,

et permet de définir les projecteurs de chiralité

PL = 1
2
(I + γ5), PR = 1

2
(I − γ5),

P 2
L = PL, P 2

R = PR, PLPR = PRPL = 0, PL + PR = I.
(A.10)
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Avec la notation (“Feynman slash”)

� k = kµγµ,

les projecteurs d’énergie pour un quadrivecteur impulsion vérifiant k2 = m2 sont:

Λ+ =
� k +m

2m
, Λ− = −� k −m

2m
,

Λ2
+ = Λ+, Λ2

− = Λ−, Λ+Λ− = Λ−Λ+ = 0, Λ+ + Λ− = I.

(A.11)

Nous utilisons deux représentations des matrices de Dirac. Celle de Weyl (ou
représentation chirale):

γ0 =

(
0 I2
I2 0

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, i = 1, 2, 3, I2 =

(
1 0
0 1

)
,

(A.12)
pour laquelle γ5 est diagonale

γ5 =

(
I2 0
0 −I2

)
.

Les matrices de Pauli σi vérifient:

{σi, σj} = 2δijI2.

Et la représentation de Dirac:

γ0 =

(
I2 0
0 −I2

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, γ5 =

(
0 I2
I2 0

)
, (A.13)

qui, par rapport à (A.12), échange γ0 et γ5.

Matrices de Dirac: traces, identités, etc.

La trace du produit d’un nombre impair de matrice de Dirac est nulle:

Tr[γµ1 . . . γµ2n+1 ] = Tr[γ25γ
µ1 . . . γµ2n+1 ] = Tr[γ5γ

µ1 . . . γµ2n+1γ5]

= −Tr[γ25γ
µ1 . . . γµ2n+1 ] = −Tr[γµ1 . . . γµ2n+1 ] = 0.

La deuxième égalité utilise la cyclicité de la trace alors que la troisième utilise
{γ5, γµ} = 0 pour ramener la matrice γ5 en deuxième position dans le produit.
Donc:

Tr γµ = 0, Tr[γµ1 . . . γµ2n+1 ] = Tr[γµ1 . . . γµ2n+1γ5] = 0. (A.14)

En général, la trace d’un produit de 2n matrices γµ peut se ramener à une trace
de 2n− 2 matrices de Dirac en utilisant l’algèbre de Dirac (A.7) et la cyclicité de
la trace:

Tr[γµ1 . . . γµ2n ] = Tr[γµ2 . . . γµ2nγµ1 ]

= −Tr[γµ2 . . . γµ1γµ2n ] + 2ηµ1µ2n Tr[γµ2 . . . γµ2n−1 ]

= −Tr[γµ1 . . . γµ2n ] +X
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où X est une combinaison de 2n − 1 termes comprenant une trace de 2n − 2
matrices de Dirac, tels que 2ηµ1µ2n Tr[γµ2 . . . γµ2n−1 ]. Donc:

Tr[γµ1 . . . γµ2n ] =
1

2
X.

A partir de

Tr[γµγν ] =
1

2
Tr[{γµ, γν}] = ηµν Tr[I4] = 4ηµν ,

on obtient par exemple

Tr[γµγνγργσ] = 4(ηµνηρσ − ηµρηνσ + ηµσηνρ),

Tr[γµγνγργσγαγβ] = ηµν Tr[γργσγαγβ]− ηµρTr[γνγσγαγβ]

+ηµσ Tr[γνγργαγβ]− ηµαTr[γνγργσγβ]

+ηµβ Tr[γνγργσγα].

(A.15)

D’après (A.15),
Tr γ5 = Tr[γµγνγ5] = 0, (A.16)

alors que
Tr[γµγνγργσγ5] = −4iεµνρσ. (A.17)

Identités de contraction:

γµγµ = 1
2
ηµν{γµ, γν} = 4I,

γµγνγµ = −2γν , γµ � kγµ = −2� k,

γµγνγργµ = 4ηνρI, γµ � k � pγµ = 4 kp I.

(A.18)

Finalement,

� k � k =
1

2
kµkν{γµ, γν} = k2 I.

Spineurs

Conjugué de Dirac:
ψ = ψ†γ0 = ψ†γ0. (A.19)

Les spineurs de chiralité gauche ou droite sont:

ψL = PLψ =
1

2
(I + γ5)ψ, ψR = PRψ =

1

2
(I − γ5)ψ.

Leurs conjugués de Dirac sont notés:

ψL = ψL
†γ0 = ψ†PLγ0 = ψPR, ψR = ψL

†γ0 = ψPL.

Dans la représentation chirale (A.12),

ψL =

(
χL
0

)
, ψR =

(
0
χR

)
,



328 FORMULAIRE, CONVENTIONS ET NOTATIONS

les spineurs à deux composantes χL et χR étant qualifiés de spineurs de Weyl.

Champ de Dirac

Expansion en ondes planes:

ψ(x) =
∫ d3k

(2π)3
m

ωk

2∑
α=1

[
bα(k)u

(α)(k)e−ikx + d†α(k)v
(α)(k)eikx

]
,

avec k = (ωk, k) et

u(α)(k) = 1√
2m(m+ωk)

(� k +m)u(α),

v(α)(k) = 1√
2m(m+ωk)

(−� k +m)v(α).

Anticommutateurs non nuls:

{b†α(k), bβ(q)} = {d†α(k), dβ(q)} = (2π)3
ωk
m
δαβ δ

3(k − q).

Les normalisations utilisées sont:

u(α)(k)u(β)(k) = δαβ, v(α)(k)v(β)(k) = −δαβ,

u(α)(k)v(β)(k) = v(α)(k)u(β)(k) = 0,

u(α)†(k)u(β)(k) = v(α)†(k)v(β)(k) = ωk

m
δαβ,

ainsi que

2∑
α=1

u(α)(k)u(α)(k) =
� k +m

2m
= Λ+,

2∑
α=1

v(α)(k)v(α)(k) =
� k −m
2m

= −Λ−.

Champ de Klein-Gordon

Expansion en ondes planes:

φ(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

[
a(k)e−ikx + b†(k)eikx

]
, k = (ωk, k), ωk =

√
k2 +m2.

Commutateurs non nuls:

[a(k), a†(q)] = [b(k), b†(q)] = (2π)32ωkδ
3(k − q).

Pour un champ réel (ou hermitique), a(k) = b(k).

Champ vectoriel de masse nulle, de jauge

Expansion en ondes planes:

Aµ(x) =
∫ d3k

(2π)32ωk

3∑
κ=0

[
a(κ)(k)ε(κ)µ (k)e−ikx + a(κ)†(k)ε(κ)∗µ (k)eikx

]
,
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avec ωk = |k| puisque k2 = 0. Dans la jauge de Feynman,

[a(κ)(k), a(κ
′)†(q)] = −2ωk(2π)3ηκκ

′
δ3(k − q).

Les autres commutateurs s’annulent. La base des vecteurs de polarisation ε(κ)(k)
est choisie réelle avec les normalisations

ε(κ)(k)ε(κ
′)(k) = ηκκ

′
,

3∑
κ,κ′=0

ηκκ′ε
(κ)
µ (k)ε(κ

′)
ν (k) = ηµν .

Les polarisations κ = 1, 2 sont transverses:

κ = 1, 2 : kε(κ)(k) = nε(κ)(k) = 0,

n étant un vecteur unitaire de genre temps (n2 = 1, n0 > 1) fixé quelconque.

Section efficace différentielle

Pour une collision de particules d’impulsions k1 et k2 et un état final d’impulsions
p1, . . . , p�, la section efficace différentielle est:

dσ =
1

S

(2π)4

4
√
(k1k2)2 −m2

1m
2
2

�∏
i=1

d3pi
(2π)32ωpi

δ4(k1 + k2 − p1 − . . .− p�)

|〈p1, . . . , p�, in|iτ |k1, k2, in〉|2,

(A.20)

le facteur 1/S évitant le comptage multiple d’états finals identiques. Pour chaque
fermion de masse m, ajouter un facteur 2m à dσ.

Largeur de désintégration

La désintégration d’une particule de masse M en un état final d’impulsions
p1, . . . , p� est décrite par la largeur

ΓA→f =
(2π)4

2M

1

S

∫ d3p1
(2π)32ωp1

. . .
∫ d3p�

(2π)32ωp�

δ4(P − p1 − . . .− p�)

·|〈p1, . . . , p�, in|iτ |P, in〉|2.
(A.21)

La signification de S est comme dans dσ ci-dessus. Chaque fermion de masse
m ajoute un facteur 2m à cette expression. Pour une désintégration en deux
particules d’impulsions p1 et p2 (et sans polarisation),

Γ =
1

16πM3

√
∆(M2,m2

1,m
2
2) |〈p1, p2, in|iτ |P, in〉|2, (A.22)

avec un facteur 1/2 lorsque l’état final contient deux particules identiques, et

∆(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz.
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Espace de phase

L’expression d’une section efficace ou d’une largeur de désintégration contient une
intégrale d’espace de phase invariant de Lorentz (Lorentz invariant phase space,
Lips): ∫ d3p1

(2π)32ωp1
. . .
∫ d3p�

(2π)32ωp�

δ4(P − p1 − . . .− p�) . (A.23)

Cette intégration pour une collision ou désintégration avec un état final à deux
ou trois particules est discutée dans le paragraphe 3.4.3.

Règles de Feynman

Localisation des règles de Feynman en espace des impulsions et pour les éléments
de matrice S mentionnées dans le texte:

Section Equation Page
Propagateur, champ scalaire 2.5 2.153 83
Propagateur, champ spinoriel 2.5 2.160 85

3.3 127
Propagateur, champ de jauge 2.5 2.166 87

3.3 128
Propagateur, champ de spin un massif 4.4 4.110 178
Théorie ϕ4 3.3 121
Electrodynamique 3.3 127
Interaction à trois champs de jauge 4.3 4.96 174
Interaction à quatre champs de jauge 4.2 4.77 168
Interaction scalaire–scalaire–champ de jauge 4.3 4.97 175
QCD: interaction à trois gluons 4.3 4.96 174
QCD: interaction à quatre gluons 4.2 4.77 168
Interaction γ–W+–W− 8.5 8.41 320
Interaction Z0–W+–W− 8.5 8.41 320
Interaction W±–quarks/leptons 4.5 180
Interaction Z0–quarks/leptons 5.3.4 204
Contre-termes, électrodynamique 6.1 235

Constantes physiques, unités, facteurs de conversion [49]

Constante de structure fine, à basse énergie:

α =
e2

4πε0h̄c
= (137.036)−1;

à la masse du Z, α(MZ) = (127.9 ± .2)−1. Cette expression de α est valable
dans le système d’unités SI (ou MKSA), dans lequel la charge de l’électron est
e = −1.602×10−19 C et ε0 = 107(4πc2)−1. Il est d’usage en physique des particules
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d’utiliser le système d’unités de Heavyside-Lorentz pour la charge électrique, avec
ε0 = 1, α = e2(4πh̄c)−1, qui conduit à α = e2

4π
lorsqu’on prend h̄ = c = 11.

Constante de couplage forte2:

αs(MZ) = .1185± .0020, αs(10 GeV) ! .18.

Angle de Weinberg:

sin2 θW (MZ) = .231.

Constante de Fermi:
GF

(h̄c)3
= 1.166× 10−5 GeV−2.

Masses:

W± : 80.419± .056 GeV Z0 : 91.1882± .0022 GeV
p : 938.27 MeV n : 939.57 MeV
e : .5110 MeV µ : 105.7 MeV
τ : 1.777 GeV

Masses des quarks: mu = 1 à 5 MeV, md = 3 à 9 MeV, ms = 75 à 170 MeV,
mc = 1.15 à 1.35 GeV, mb = 4.0 à 4.4 GeV, mt = 174.3± 5.1 GeV.

Unités d’énergie: 1 GeV = 109 eV, 1 MeV = 106 eV, 1 keV = 103 eV, 1 eV
= 1.602× 10−19 Joule.

En posant h̄ = c = 1, on mesure les longueurs et les temps en unité d’énergie
inverse (GeV−1), et les sections efficaces en (énergie)−2. Comme

h̄ = 6.582× 10−22 MeV s,
c = 2.998× 108 m s−1,
h̄c = 197.33 MeV fm,

(h̄c)2 = .3894 GeV2 mbarn,

avec 1 fm = 10−15 m, 1 barn = 10−28 m2, on aura les conversions suivantes:

Largeur, en MeV −→ temps de vie, en secondes:

Γ = X MeV −→ τ = h̄Γ−1 = 6.582× 10−22 ×X−1 s.

Section efficace, en GeV−2 −→ section efficace, en barn:

σ = X GeV−2 −→ σ = .3894×X mbarn.

1La valeur de α, qui est un nombre pur (sans dimension physique) ne dépend pas des unités.
2Une valeur très précise des constantes des interactions faibles et fortes dépend des conven-

tions choisies pour les définir (schéma de renormalisation).



332 FORMULAIRE, CONVENTIONS ET NOTATIONS

Glossaire des symboles

† Conjugué hermitique (d’un opérateur)
∗ Conjugué complexe
τ Transposée d’une matrice (avec la signature de la

permutation des opérateurs fermioniques)
δµν , δ

i
j, δ

ij Symbole de Kronecker (1 si µ = ν ou i = j, 0 sinon)
εijk Symbole antisymétrique (εijk = εjki = −εjik, ε123 = 1)
εµνρσ Symbole antisymétrique (Levi-Civita)
δ4(. . .) Distribution de Dirac dans l’espace-temps
δ3(. . .) Distribution de Dirac dans l’espace
θ(u) Fonction de Heavyside (1 si u ≥ 0, 0 sinon)
∆(x, y, z) x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz
d4x Mesure d’intégration sur l’espace-temps
d3x Mesure d’intégration sur l’espace
I Matrice unité
σi Matrices de Pauli
[A,B] Commutateur AB −BA
{A,B} Anticommutateur AB +BA
� p “Feynman slash” pµγ

µ

∂µ Dérivée partielle ∂
∂xµ

✷ D’Alembertien ∂µ∂µ

A
↔
∂µ B A(∂µB)− (∂µA)B

|0〉 Etat du vide
L Densité lagrangienne
Π(x) Impulsion canonique du champ ϕ(x)
H Opérateur hamiltonien
Tµν Tenseur énergie-impulsion
: . . . : Produit ou ordre normal
T . . . Produit ou ordre chronologique
ϕ̂ Opérateur de champ omis dans un produit
σ Section efficace
Γ Largeur de désintégration
fABC Constantes de structure
ψL,R Spineur de chiralité gauge (L) ou droite (R)
ψc,p,t Conjugué de charge, de parité,

de renversement du temps du spineur ψ
C Opération de conjugaison de charge,

ou: matrice de conjugaison de charge du spineur
C Opérateur de conjugaison de charge,

réalise C dans l’espace des états
P Opération de parité
P Opérateur de parité,

réalise P dans l’espace des états
T Opération de renversement du temps

ou: matrice de renversement de temps du spineur
T Opérateur de renversement du temps,

réalise T dans l’espace des états



Appendice B

L’anomalie chirale

Dans le chapitre 1, nous avons vu que le théorème de Noether associe un courant
conservé à chaque symétrie continue, locale ou globale, de l’action définissant la
théorie de champs. Et dans la section 6.5, nous avons montré par un exemple
seulement que les équations de conservation de ces courants se transcrivent en
identités de Ward reliant leurs fonctions de Green. Dans la théorie de champs
quantifiée, la preuve des identités de Ward équivaut à la preuve de l’existence de
la symétrie.

Supposons que la densité lagrangienne d’une théorie de champs classique
possède une symétrie globale et donc un courant classiquement conservé. Il n’est
pas garanti que la quantification de la théorie respecte cette symétrie: une anoma-
lie peut apparâıtre lors du calcul des corrections quantiques à l’une des identités
de Ward, impliquant que la symétrie classique n’est pas présente dans la théorie
quantifiée. L’exemple typique d’une symétrie classique anormale est offert par
la symétrie chirale caractéristique des théories de fermions de masse nulle, déjà
rencontrée dans la section 1.5. Dans le cas d’une symétrie globale, l’anomalie
signale une brisure quantique de la symétrie. Elle implique que les relations entre
certaines grandeurs physiques prédites par la symétrie sont violées par des cor-
rections quantiques calculables et conduit donc à des prédictions nouvelles sur la
physique du modèle. Mais elle n’a pas de conséquence néfaste à la cohérence de
la théorie quantifiée.

La situation est différente si la symétrie anormale est locale. Une symétrie de
jauge est nécessairement réalisée à l’aide d’un champ de jauge dont la quantifi-
cation n’est cohérente que si la symétrie de jauge est exacte (ou spontanément
brisée). L’anomalie d’une symétrie de jauge est donc fatale à la cohérence de la
théorie quantifiée et il faut imposer l’absence d’anomalie comme une contrainte
à la construction de la densité lagrangienne.

Ce problème a cependant un traitement extrêmement simple du fait de deux
observations importantes. Premièrement, il n’existe qu’un seul type d’anomalie,
celle liée à la présence de symétries classiques chirales. Et deuxièmement, la
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présence d’une anomalie est entièrement reliée à la non-annulation d’une con-
tribution bien identifiée d’un seul diagramme de Feynman à une boucle1. Ce
dernier résultat, dont la formulation rigoureuse est le théorème d’Adler-Bardeen,
implique qu’il suffit d’annuler cette contribution unique pour garantir l’absence
d’anomalie à tous les ordres de la théorie des perturbations.

Considérons une théorie de jauge décrivant un multiplet de spineurs de Weyl
de chiralité gauche2, sans masse, dans une représentation du groupe de jauge
caractérisée par les générateurs TA

� . Dans la notation de la section 1.5, la densité
lagrangienne est

L = −1
4
FA
µνF

Aµν + iψLJγ
µDµψ

J
L ,

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + gfABCAB
µA

C
ν ,

Dµψ
J
L = ∂µψ

J
L − igAA

µ (T
A
� )

J
Kψ

K
L ,

(B.1)

g étant la constante de couplage de jauge. La règle de Feynman du vertex
d’interaction fermions–champ de jauge est donc

ig(TA
� )

J
K γ

µPL =
ig

2
(TA

� )
J
K γ

µ(I + γ5). (B.2)

La densité lagrangienne conduit aux équations du mouvement suivantes:

γµDµψ
J
L = 0,(

∂µδAC + gfABCABµ
)
FC
µν + g(TA

� )
J
KψLJγνψ

K
L = 0.

Comme ∂µ∂νFA
µν = 0, la seconde assure la conservation des courants

JAν = (TA
� )

J
KψLJγνψ

K
L + fABCABµFC

µν , ∂µJAµ = 0, (B.3)

que le théorème de Noether associe aux symétries de jauge.

L’anomalie chirale est alors générée par la somme des deux diagrammes de la
figure B.1, qui ne diffèrent que par l’orientation de la boucle. Si on ampute les
lignes externes, ces diagrammes peuvent être vus comme des contributions à une
boucle à la fonction de Green de trois courants fermioniques:

GABC
µνρ (x, y, z) = 〈0|TjAµ (x)jBν (y)jCρ (z)|0〉, jAµ = (TA

� )
J
KψLJγµψ

K
L .

L’équation de conservation (B.3) permet de dériver trois identités de Ward pour
les quantités

∂

∂xµ
GABC
µνρ (x, y, z),

∂

∂yν
GABC
µνρ (x, y, z) et

∂

∂zρ
GABC
µνρ (x, y, z).

1Plus précisément: des deux orientations d’un diagramme de Feynman à une boucle.
2Ce choix peut toujours être fait; nous l’avons utilisé dans l’appendice 8, sur le Modèle

standard. Un spineur de Dirac est équivalent à un spineur de Weyl de chiralité gauche et un
spineur de Weyl de chiralité droite. Un spineur de Weyl de chiralité droite peut toujours être
remplacé par son conjugué de charge de chiralité gauche.
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Fig. B.1 Diagrammes générant l’anomalie chirale.

Par exemple3,

∂

∂xµ
GABC
µνρ (x, y, z) = δ(x0 − y0)〈0|T [jA0 (x), jBν (y)]jCρ (z)|0〉

+δ(x0 − z0)〈0|TjBν (y)[jA0 (x), jCρ (z)]|0〉

−fADE〈0|T ∂

∂xµ

(
FD
µσ(x)A

Eσ(x)
)
jBν (y)J

C
ρ (z)|0〉.

Cette expression est à calculer à l’ordre le plus bas, et donc avec des champs
libres; le dernier terme s’annule4 et

[jA0 (t, x), j
B
ν (t, y)] = iδ3(x− y)fABCjCν (t, y), (B.4)

à l’aide des relations d’anticommutation des spineurs libres. On obtient finale-
ment

∂

∂xµ
GABC
µνρ (x, y, z) = iδ4(x− y)fABD〈0|TjDν (y)jCρ (z)|0〉

+iδ4(x− z)fACD〈0|TjBν (y)jDρ (z)]|0〉,
(B.5)

une relation entre fonctions de Green à deux et trois courants qui dépend des
constantes de structure fABC . Cette identité doit être vérifiée pour assurer
l’invariance de jauge de la théorie, ainsi que les deux identités analogues pour
∂
∂yν

GABC
µνρ (x, y, z) et ∂

∂zρ
GABC
µνρ (x, y, z).

L’expression en espace des impulsions de la somme des diagrammes de la figure
B.1 peut facilement être écrite au moyen de la règle (B.2) et des propagateurs

3Le calcul est identique à celui précédant l’équation (6.98), section 6.6.
4Le théorème de Wick interdit les contractions sur un seul point x.

A,m A,m

C,r B,n C,r B,n

p k q

+

p k q
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fermioniques. En omettant les lignes externes, il vient5

ΓABC1µνρ(p, q) = −
1

2
(ig)3Tr(TA

� T
C
� T

B
� ) Iµρν(p, q),

Iµρν(p, q) =
∫ d4k

(2π)4
i3

k2(k + q)2(k − p)2 Tr [(I − γ5)γµ(� k − � p)γρ � kγν(� k + � q)] ,
(B.6)

pour le premier diagramme, et

ΓABC2µνρ(p, q) = −
1

2
(ig)3Tr(TA

� T
B
� T

C
� ) Iµνρ(q, p) (B.7)

pour le second qui diffère du premier par l’échange q, B, ν ↔ p, C, ρ. Ensuite,

Tr(TA
� T

B
� T

C
� ) = 1

2
Tr(TA

� [T
B
� , T

C
� ]) + 1

2
Tr(TA

� {TB
� , T

C
� })

= i
2
τ�f

ABC + dABC ,

avec τ�δ
AB = Tr(TA

� T
B
� ), et les diagrammes de la figure B.1 génèrent en principe

une première contribution proportionnelle aux constantes de structure et une
seconde proportionnelle au coefficient symétrique dABC = 1

2
Tr(TA

� {TB
� , T

C
� }).

L’identité de Ward (B.5) en espace des impulsions relie la quantité

(q + p)µΓABCµνρ (p, q), ΓABCµνρ (p, q) = ΓABC1µνρ(p, q) + ΓABC2µνρ(p, q)

aux fonctions à deux points multipliées par les constantes de structure fABC .
Deux identités similaires existent pour qνΓABCµνρ (p, q) et pρΓABCµνρ (p, q). Le problème
consiste donc à évaluer (q + p)µΓABCµνρ (p, q), qui contient par exemple la trace

Tr [(I − γ5)(� p− � k + � k + � q)(� k − � p)γρ � kγν(� k + � q)]

= −(p− k)2Tr
[
(I − γ5)γρ � kγν(� k + � q)

]
+ (q + k)2Tr

[
(I − γ5)γρ � kγν(� k − � p)

]

= 4iεµνρσk
µ
[
(p− k)2qσ + (q + k)2pσ

]
+ . . . ,

à montrer que les termes proportionnels à fABC sont ceux prédits par (B.5)
et à calculer ceux proportionnels à dABC qui devraient s’annuler selon (B.5).
Les intégrales apparaissant dans (p+ q)µIµνρ(p, q) sont linéairement divergentes.
Comme la quantité εµνρσ n’a pas d’extension naturelle en dimension continue, la
régularisation dimensionnelle est inapte à évaluer leur divergence linéaire; il faut
donc utiliser une autre procédure de régularisation. Nous ne décrirons pas ici ce
calcul6. Le résultat ce résume en deux points:

• les contributions proportionnelles aux constantes de structure sont celles
prédites par l’identité de Ward de la symétrie de jauge,

5Avec un signe négatif pour la boucle fermionique.
6Voir en particulier: Weinberg [2], section 22.3.
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• les contributions proportionnelles à dABC ne peuvent être annulées simul-
tanément pour les trois identités de Ward requises. Elle portent donc
l’anomalie chirale.

En conséquence, la condition à vérifier pour garantir l’absence d’anomalie de la
symétrie de jauge est

dABC =
1

2
Tr(TA

� {TB
� , T

C
� }) = 0 (B.8)

pour tous les générateurs de la représentation des fermions qui sont tous de
chiralité gauche. L’équation (B.8) est donc une contrainte sur le contenu en
fermions de la théorie de jauge. Elle n’est cependant significative que lorsque le
groupe de jauge comprend des facteurs SU(N) ou U(1). Dans les autres cas, dABC

s’annule quel que soit le choix de la représentation des fermions. Mais l’absence
d’anomalie est une condition significative dans le cas du Modèle standard.

Sous conjugaison de charge,

TA
�

C−→ −TA
� , dABC

C−→ −dABC .

On en déduit qu’une première catégorie de solutions à la condition (B.8) est
fournie par les théories dont l’interaction fermions–champ de jauge est invariante
sous parité7, quelle que soit la représentation des fermions gauches. Seules les
interactions de jauge violant la parité sont donc susceptibles d’être anormales.

Lorsque le groupe de jauge contient des facteurs SU(N) ou U(1), la condi-
tion d’absence d’anomalie (B.8) impose toujours des contraintes sur le choix des
fermions. Des solutions violant la parité existent cependant: le Modèle standard
est l’une d’elles.

Absence d’anomalie chirale dans le Modèle standard

Pour élucider le contenu de la condition (B.8) dans le Modèle standard, il faut
étudier tous les choix possibles de champs de jauge externes dans les diagrammes
de la figure B.1 et dans les coefficients symétriques dABC . On utilisera la notation
suivante:

Indices A,B ou C: générateurs de SU(3);

Indices a, b ou c: générateurs de SU(2)L;

Indice Q: générateur de la charge électrique.

Comme Q = T 3 + Y , l’hypercharge faible Y n’est pas directement nécessaire.
Certaines conditions (B.8) sont banalement vérifiées:

7Et donc sous conjugaison de charge C puisque cette interaction conserve toujours CP .
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1. dABC = dABQ = dAQQ = dQQQ = 0: les interactions fortes et électromagné-
tiques conservent la parité.

2. Les générateurs de SU(2)L et de SU(3) sont sans trace: daBC = daBQ =
daQQ = dAbc = dAQQ = 0.

3. Comme Tr(σa{σb, σc}) = 2δbcTr(σa) = 0, dabc = 0.

Il reste une seule condition non triviale, dabQ = 0. Sous SU(2)L, les fermions sont
soit des doublets,

T a
2 =

1

2
σa, {T a

2 , T
b
2} =

1

2
δabI,

soit des singlets T a
1 = 0. Comme

dabQ =
1

2
Tr(Q{T a, T b}),

la condition dabQ = 0 s’écrit ∑
I

QI = 0, (B.9)

l’indice I parcourant les fermions de chiralité gauche d’isospin faible T 3 = ±1
2

uniquement. Sur une génération de quarks et leptons, la contribution leptonique
est −1 (le lepton chargé ψ

(n)
E,L); celle des quarks est

3
(
2

3
− 1

3

)
= 1;

chaque quark ψ
(n) j
U,L et ψ

(n) j
D,L y contribue avec un facteur 3 puisqu’il possède trois

couleurs j = 1, 2, 3. Les contributions des quarks et des leptons se compensent
et chaque génération est donc libre d’anomalie.

Il est à noter que la condition d’absence d’anomalie chirale (B.9), imposée
par la cohérence quantique de la théorie de jauge, est la seule relation entre
les nombres quantiques des quarks et ceux des leptons dans la construction du
Modèle standard. Avec la structure séquentielle en générations identiques de
fermions, elle impose la quantification de l’hypercharge faible Y : si on normalise
Y en choisissant la valeur −1/2 pour les doublets leptoniques, alors l’hypercharge
des doublets de quarks doit être 1/6 pour annuler l’anomalie avec trois couleurs.
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édité par A. Zichichi (Academic Press, London, 1975), ou dans Aspects of
Symmetry, Selected Erice Lectures (Cambridge University Press, Cambridge,
1985).

[38] Goldstone J. (1961), “Field Theories with Superconductor Solutions”, Nuovo
Cimento 9, 154–164;
Nambu Y. & Jona-Lasinio G. (1961), “Dynamical Model of Elementary Par-
ticles Based on an Analogy with Superconductivity”, Physical Review 122,
345–358;
Goldstone J., Salam A. & Weinberg S. (1961), “Broken Symmetries”, Phy-
sical Review 127, 965–970.

[39] Englert F. & Brout R. (1964), “Broken Symmetry and the Mass of Gauge
Vector Bosons”, Physical Review Letters 13, 321–323;
Higgs P. W. (1964), “Broken Symmetries, Massless Particles and Gauge
Fields”, Physics Letters 12, 132–133;



342 BIBLIOGRAPHIE

Guralnik G. S., Hagen C. R. & Kibble T. W. B. (1964), “Global Conservation
Laws and Massless Particles”, Physical Review Letters 13, 585–587.

[40] Glashow S. L. (1961), “Partial Symmetries of Weak Interactions”, Nuclear
Physics B 22, 579–588;
Weinberg S. (1967), “A Model of Leptons”, Physical Review Letters 19,
1264–1266;
Salam A. (1968), “Weak and Electromagnetic Interactions”, dans: Elemen-
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Proca, équation de, 67, 176
Produit chronologique, 81
Projecteur

de chiralité, 15
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