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Préface

Nous avons commencé la rédaction de cet ouvrage en 1968 pour combler un
vide que chacun de nous ressentait intensément aprés plusieurs années passées
& enseigner la physique des solides aux étudiants en physique, en chimie, en
sciences de l'ingénieur et en science des matériaux de 'université de Cornell.
Pour l'enseignement des deuxiéme et troisiéme cycle, nous avions recours a
une liste de lecture disparate, constitué d’une demi-douzaine de textes et
de traités. Ce n’était que partiellement & cause de la grande diversité du
sujet ; le probléme principal résidait dans sa nature double. D’une part, une
introduction & la physique des solides doit décrire de facon détaillée le vaste
domaine des solides réels, en insistant sur les données significatives et en les
illustrant par des exemples. D’autre part, il existe maintenant une théorie
élémentaire des solides bien établie, avec laquelle tout étudiant sérieusement
intéressé doit se familiariser.

A notre grande surprise, il nous a fallu sept ans pour produire ce dont
nous avions besoin : un texte d’introduction d’un seul volume présentant les
deux aspects du sujet, descriptif et analytique. Notre objectif était d’explorer
la variété des phénoménes associés aux formes majeures de la matiére cris-
talline, tout en jetant les bases d’une compréhension efficace des solides &
I’aide de traitements clairs, détaillés et élémentaires des concepts théoriques
fondamentaux.

Notre livre est congu pour des cours d’introduction en deuxiéme et en troi-
siéme cycle. La mécanique statistique et la théorie quantique sont au coeur
de la physique des solides. Bien que leurs formalismes ne soient utilisés que
lorsque le besoin s’en fait sentir, nous avons essayé, particuliérement dans
les chapitres les plus élémentaires, de tenir compte du fait que de nombreux
lecteurs, en particulier ceux du deuxiéme cycle, n'ont pas encore acquis les
connaissances techniques nécessaires. Autant que possible, nous avons clai-
rement séparé les thémes fondés entiérement sur des méthodes classiques de
ceux exigeant un traitement quantique. Dans ce dernier cas, et dans des ap-
plications de la mécanique statistique, nous avons procédé avec soin & partir
des principes fondamentaux que nous énoncons explicitement. Le livre est
donc adapté & un cours d’introduction suivi en paralléle avec les premiers
cours de théorie quantique et de mécanique statistique. Ce n’est que dans les
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chapitres plus avancés et les appendices que nous supposons les lecteurs plus
expérimentés.

Les problémes situés en fin de chapitre sont étroitement liés au texte et
se regroupent en trois catégories générales : (a) des étapes de routine de dé-
veloppement analytique sont parfois reléguées dans les problémes, en partie
pour éviter d’alourdir le texte avec des formules sans intérét intrinséque, mais,
plus important, parce que de telles étapes sont mieux comprises si elles sont
complétées par le lecteur a I’aide d’indications et de suggestions ; (b) des com-
pléments du chapitre (que le spectre d’un ouvrage en deux volumes nous évita
d’inclure) sont présentés sous forme de problémes quand ils se prétent 4 ce type
d’exposé ; (c) des applications numériques et analytiques supplémentaires sont
données en probléme, soit pour donner des informations complémentaires, soit
pour tester des outils nouvellement acquis. Les lecteurs devraient donc exami-
ner ces problémes, méme s’ils n’ont pas l'intention d’essayer de les résoudre.

Bien que nous ayons respecté 'adage selon lequel une image vaut mieux
qu’un long discours, nous avons aussi conscience qu’une illustration unique-
ment décorative prendrait un espace qui pourrait étre utilement rempli par
une petite discussion. Le lecteur rencontrera ainsi des passages sans aucune
illustration & coté de sections dont il pourra prendre connaissance en exami-
nant uniquement les figures et leurs légendes.

Nous anticipons 'utilisation de ce livre & plusieurs niveaux en mettant
principalement I'accent sur différents domaines. Un cours enseigné ne suit
probablement pas les chapitres dans I’ordre ot ils sont présentés ici, et nous
les avons écrits de maniére 4 permettre une sélection et un réarrangement
faciles. L’enchainement des chapitres suit certains thémes majeurs du sujet,
partant d’un premier exposé élémentaire et allant jusqu'a des aspects plus
avancés, avec un minimum de digression.

Nous commencons le livre! avec les aspects élémentaires classiques [1] et
quantiques [2] de la théorie des électrons libres dans les métaux, car celle-
ci requiert un minimum de connaissances et introduit immédiatement, par
I’entremise d’exemples choisis, presque tous les phénoménes auxquels la théo-
rie des isolants, celle des semiconducteurs et celle des métaux doivent faire
face. On épargne ainsi au lecteur 'impression qu’il ne peut rien comprendre
sans maitriser au préalable une multitude de définitions obscures (relatives
aux structures périodiques) et d’explorations quantiques élaborées (des sys-
témes périodiques).

Les structures périodiques ne sont introduites qu’aprés une étude des pro-
priétés métalliques [3] qui peuvent et ne peuvent pas étre comprises sans
rechercher les conséquences de la périodicité. Nous avons essayé d’alléger
les difficultés liées & un premier contact avec le langage des systémes pério-
diques (a) en séparant les conséquences trés importantes de la seule symétrie
de translation [4,5] des aspects restants, mais moins essentiels, liés aux ro-
tations [7], (b) en séparant la description dans ’espace ordinaire [4] de celle

1. Les références aux numéros des chapitres sont données entre crochets.
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dans Pespace réciproque moins familier [5], et (c) en séparant le traitement
abstrait et descriptif de la périodicité de ses applications élémentaires & la
diffraction des rayons X [6].

Armés de la terminologie des systémes périodiques, les lecteurs peuvent
poursuivre vers les chapitres abordant la résolution des difficultés du modéle
des électrons libres des métaux ou, alternativement, ils peuvent s’embarquer
directement vers I’étude des vibrations du réseau. Le livre suit la premiére
ligne. Le théoréme de Bloch est décrit et ses implications examinées [8] de ma-
niére générale, pour insister sur le fait que ses conséquences transcendent les
cas pratiques instructifs et trés importants des électrons presque libres [9] et
des liaisons fortes [10]. La plus grande partie du contenu de ces deux chapitres
s’adapte bien & un cours plus avancé, comme 'étude des méthodes utilisées
pour calculer les structures de bandes réelles [11]. Nous introduisons ensuite la
mécanique semi-classique et donnons ses applications élémentaires [12] avant
de les incorporer dans la théorie semi-classique du transport plus élaborée [13].
La description des méthodes de mesure des surfaces de Fermi [14] est plus
adaptée aux lecteurs avancés, mais la plus grande partie de I’étude des struc-
tures de bandes des métaux réels [15] s’incorpore facilement dans un cours
élémentaire.

Mise & part la discussion de l'effet d’écran, un cours élémentaire peut
éventuellement éluder les problémes concernant 'approximation du temps de
relaxation [16] et des interactions électron-électron [17].

Les travaux d’extraction et autres propriétés des surfaces [18] peuvent
étre abordés n’importe quand aprés ’étude de la symétrie de translation dans
Pespace réel. Notre description de la classification conventionnelle des so-
lides {19] a été séparée de 'analyse des énergies de cohésion [20]. Nous avons
placé ces deux chapitres aprés Pintroduction aux structures de bandes, car
c’est en termes de structure électronique que les catégories se distinguent le
plus nettement.

Pour motiver I’étude des vibrations du réseau (que les lecteurs peuvent
aborder dés le chapitre 5), un résumé [21] dresse la liste des propriétés des
solides qui ne peuvent étre comprises sans les prendre en compte. Nous don-
nons une introduction élémentaire a la dynamique du réseau en traitant sé-
parément les aspects classiques [22] et quantiques [23] du cristal harmonique.
Les maniéres de mesurer les spectres des phonons [24], les conséquences de
Panharmonicité [25], et les problémes spéciaux associés aux phonons dans les
métaux [26] et les cristaux ioniques [27] sont étudiés & un niveau élémen-
taire, bien que certaines parties de ces quatre derniers chapitres puissent étre
réservées 4 un cours plus avancé. Aucun des chapitres sur les vibrations du ré-
seau ne repose sur l'utilisation des opérateurs de création et d’annihilation de
modes normaux ; ceux-ci sont décrits dans plusieurs appendices & 'attention
des lecteurs qui veulent approfondir le sujet.

Les semiconducteurs homogénes [28] et hétérogénes [29] peuvent étre exa-
minés n’importe quand aprés lintroduction du théoréme de Bloch et la
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discussion élémentaire de la mécanique semi-classique. L’étude des défauts
cristallins [30] peut étre envisagée dés 'introduction des cristaux eux-mémes,
bien qu’ils se référent & des parties de chapitres précédents.

Aprés une étude récapitulative du magnétisme atomique, nous examinons
comment celui-ci est modifié dans un environnement solide [31], nous explo-
rons I’échange et les autres interactions magnétiques [32], et nous appliquons a
lordre magnétique les modéles qui en résultent [33]. Cette bréve introduction
au magnétisme et le texte de conclusion sur la supraconductivité [34] sont,
dans une large mesure, indépendants. Ils sont placés 4 la fin du livre ; ainsi
ces phénoménes peuvent étre vus, non en termes de modéles abstraits, mais
en tant que propriétés frappantes des solides réels.

C’est avec consternation que nous avons découvert qu’il est impossible, &
la fin d’un projet de sept ans, élaboré non seulement & Cornell, mais aussi
durant de longs séjours & Cambridge, Londres, Rome, Wellington et Jiilich, de
rappeler toutes les occasions ol des étudiants, des stagiaires postdoctoraux,
des visiteurs et des collégues nous ont fait des critiques inestimables, nous ont
conseillés et donné des directives. Parmi d’autres, nous sommes redevables &
V. Ambegaokar, B. W. Batterman, D. Beaglehole, R. Bowers, A. B. Bringer,
C. di Castro, R. G. Chambers, G. V. Chester, R. M. Cotts, R. A. Cowley,
G. Eilenberger, D. B. Fitchen, C. Friedli, V. Heine, R. L. Henderson, D. F.
Holcomb, R. O. Jones, B. D. Josephson, J. A. Krumhansl, C. A. Kukkonen,
D. C. Langreth, W. L. McLean, H. Mahr, B. W. Maxfield, R. Monnier, L. G.
Parratt, O. Penrose, R. O. Pohl, J. J. Quinn, J. J. Rehr, M. V. Romerio, A. L.
Ruoff, G. Russakoff, H. S. Sack, W. L. Schaich, J. R. Schrieffer, J. W. Serene,
A. J. Sievers, J. Silcox, R. H. Silsbee, J. P. Straley, D. M. Straus, D. Stroud,
K. Sturm et J. W. Wilkins.

Une personne, cependant, a influencé presque tous les chapitres. Michael
E. Fisher, « Horace White Professor » de chimie, de physique et de mathé-
matiques, ami et voisin, rigoriste et poéte, commenga & lire le manuserit il y
a six ans et continua depuis lors, nous suivant sans relache 3 la trace, a tra-
vers chaque chapitre et, a I’occasion, & travers les révisions et les re-révisions,
se jetant sur les obscurités, condamnant les malhonnétetés, décriant les om-
missions, nommant les axes, corrigeant les fautes, redessinant les figures, et
rendant souvent nos vies beaucoup plus difficiles par son insistance inflexible
& nous pousser & étre plus cultivés, précis, intelligibles et minutieux. Nous
espérons qu’il sera content de constater que nombre de ses apostilles rouges
illisibles ont été suivies dans notre texte, et nous souhaitons connaitre de sa
part celles qui n’y sont pas.

L’un de nous (N.D.M) remercie tout particulierement la fondation Al-
fred P. Sloan et la fondation John Simon Guggenheim pour leur soutien
généreux aux étapes critiques de ce projet, et ses amis de I'Imperial Col-
lege de Londres et de 'Istituto di Fisica G. Marconi, ou des parties de ce
livre ont été rédigées. Cet auteur est aussi profondément redevable & R. E.
Peierls, qui lui a appris combien la physique des solides est une discipline
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de beauté, de clarté et de cohérence. Le second auteur (N.W.A), ayant ap-
pris la discipline par J. M. Ziman et A. B. Pippard, n’a jamais ressenti de
besoin de conversion. Il souhaite aussi reconnaitre avec gratitude le soutien
et I'hospitalité de la Kernforschungsanlage Jiilich, de 'université Victoria de
Wellington et du laboratoire Cavendish et du Clare Hall de Cambridge.

Ithaca N. W. Ashcroft
Juin 1975 N. D. Mermin
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On trouvera ci-dessous la liste des tables de données? ou de résultats théo-
riques les plus importants. Pour aider le lecteur & chercher une table par-
ticuliére, nous les avons toutes regroupées en plusieurs grandes catégories.
Les résultats théoriques apparaissent uniquement sous ce titre, et les données
concernant les métaux magnétiques ou supraconducteurs sont indiquées dans
la catégorie « magnétisme » et « supraconductivité », plutdt que dans celle
des métaux. Des données précises des constantes fondamentales se trouvent
a la page 903.

Résultats théoriques

Groupes ponctuels cristallographiques non cubiques 143
Groupes ponctuels cristallographiques cubiques 142
Comparaison des propriétés des électrons de Sommerfeld et de Bloch 253
Comparaison du traitement général des collisions dans 'approximation du
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Comparaison des phonons et des photons 555
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2. Ces données sont présentées afin de permettre au lecteur d’apprécier les ordres de
grandeur et les tailles relatives. Nous nous sommes donc contentés de citer des nombres
4 un ou deux chiffres significatifs et n’avons pas fait d’efforts particuliers pour indiquer
des valeurs les plus précises. Les lecteurs qui souhaitent des données pour une recherche
fondamentale sont invités & consulter les sources appropriées.
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CONSTANTES FONDAMENTALES

Quantité CGS MKS (SI)

Charge de 1’électron (e) 1,60219 x - 10~ 9¢coulomb
4,80324 x 10~ Yesy -

Electron-volt {(eV) 1,60219 x 107 '2ergev—! 10~19J.ev—1

Masse de I’¢lectron au repos (m) 9,1095 X 10~28gm 10~31Kg

Constante de Planck (h) 6,6262 X 107?7erg-sec 1073475

Constante de Planck (h) 4,1357 X 10715¢V sec 10~ BeVs

Constante de Planck (#) 1,05459  x 10~ *7erg-sec 1073475

Constante de Planck (%) 6,5822 x 107 1%eV.sec 10~16ev.s

Rayon de Bohr (ag = ii2/me?) 0,529177 x 107%cm 1071%m

Rydberg (Ry = k2/2maZ) 13,6058 x 1€V 1ev

Vitesse de la lumiére (c) 2,997925 x 10'%m-sec 103m-s~1

Constante de structure fine

(o = €2 /he) 7,2973 x 1073 1073

(@~ 1) 137,036 x 1 1

Nombre d’Avogadro (N 4) 6,022 X  10%3mol~1 1023mol—1

Constante de Boltzmann (kg) 1,3807 x 107 16erg- K1 10-28).K-!

Constante de Boltzmann (kg) 8,617 x 10~5ev.K—! 107 %eV. K~}

Constante des gaz parfaits (R) 8,314 x  107erg K~!mol=! 1J-K~'mol~!

Equivalent mécanique

de chaleur 4,184 x 107erg-cal~! 1J-cal™!

Energie kT (T = 273,15 K) 2.3538 x 107 2%ev 10~2eV

Constante dans fw/kgT

(h/kp) 7,6383 x  10712K-sec 10712K s

Magnéton de Bohr

(uB = efi/2mc) 92741  x 10~ 2lerg-G~! 102471

Magnéton de Bohr (up) 5,7884 x  107%v.G~! 10~ 5ev. 7!

Constante dans (upH/kgT)

(e /kB) 6,7171 x 1075K.G™1! 1071K-T-1

Masse du proton au repos (mp) 1,6726 x 10~%4gm 10~ 27kg

Rapport des masses électron-proton  1836,15 x 1 1

Magnéton nucléaire

(un = efi/2mpc) 5,0508 x 107 %%erg.G! 10-27).7}

1 eV/particule = 2,306 x 10%cal mol~!

1eV =2,41796 x 1014Hz
= 8,0655 x 103cm !
=1,1604 x 104K

Source : E. R. Cohen et B. N. Taylor, Journal of Physical and Chemical Reference
Data 2(4), 663 (1973).






Chapitre 1

Théorie de Drude des métaux

Hypotheses de base du modele

Temps de relaxation

Conductivité électrique en courant continu
Effet Hall et magnétorésistance
Conductivité électrique en courant alternatif
Fonction diélectrique et résonance plasma
Conductivité thermique

Effets thermoélectriques

ES METAUX OCCUPENT une place assez particuliére dans I’étude des solides
L et partagent de nombreuses propriétés qui sont inexistantes dans d’autres
solides, comme le quartz, le soufre, ou le sel. Ce sont d’excellents conducteurs
de chaleur et d’électricité, ductiles et malléables ; ils présentent un lustre écla-
tant sur des surfaces récemment exposées. Le défi que représente ’explication
de ces propriétés est a Vorigine de la théorie moderne des solides.

Malgré le fait que la plupart des solides dans la nature ne sont pas mé-
talliques, les métaux ont toujours joué un role prépondérant dans la théorie
des solides depuis la fin du XIX® siécle jusqu’a nos jours. En effet, 1'état
métallique s’est avéré étre 'un des plus importants états fondamentaux de la
matiére. Les éléments chimiques, par exemple, préférent 1’état métallique :
plus des deux tiers le sont. Méme pour comprendre les non-métaux, on doit
d’abord comprendre les métaux, puisque pour expliquer pourquoi le cuivre
est si bon conducteur, il faut commencer par comprendre pourquoi le sel ne
Pest pas.

Durant le siécle dernier, les physiciens ont essayé de construire des modéles
simples pour expliquer, de maniére qualitative et méme quantitative, les pro-
priétés caractéristiques des métaux. Ces essais ont connu autant de brillants
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succés que d’échecs désespérants. Méme les premiers modéles, pourtant er-
ronés par certains aspects, continuent & étre, quand ils sont correctement
utilisés, d’une grande valeur pour les physiciens du solide d’aujourd’hui.

Dans ce chapitre, nous allons étudier la théorie de la conduction métal-
lique avancée par P. Drude! au tournant du siécle. Les succés du modéle
de Drude furent considérables et on l'utilise encore aujourd’hui en tant que
moyen pratique et rapide pour se faire une idée simple et obtenir des estima-
tions grossiéres de certaines propriétés, dont la compréhension approfondie
nécessiterait une analyse trés complexe. Les échecs de ce modéle dans la re-
production des résultats expérimentaux et les difficultés conceptuelles qu’il a
soulevées ont défini les problémes que la théorie des métaux allait affronter
pendant les quatre décennies qui suivirent. Ceux-ci ont trouvé leur solution
dans le concept riche et subtile de la théorie quantique des solides.

1.1 Hypothéses fondamentales du modéle
de Drude

La découverte de I’électron en 1897 par J. J. Thomson eut un impact im-
médiat sur les théories de la structure de la matiére et suggéra un mécanisme
évident de la conductivité dans les métaux. Trois ans aprés la découverte de
Thomson, Drude construisit sa théorie de la conductivité électrique et ther-
mique par application de la théorie cinétique des gaz & un métal, vu comme
un gaz d’électrons.

Dans sa forme la plus simple, la théorie cinétique traite les molécules
d’un gaz comme des sphéres solides et identiques, se déplagant en ligne droite
jusqu’a ce qu’elles entrent en collision les unes avec les autres®. Le temps
d’une seule collision est supposé négligeable, et les forces qui interviennent
de facon momentanée dans chacune de ces collisions sont les seules forces qui
agissent sur les particules.

Bien qu’il n’existe qu'un seul type de particules dans les gaz les plus
simples, un métal doit comprendre au moins deux types de particules, puisque
les électrons possédent une charge négative, alors que le métal est neutre.
Drude supposa que la charge positive manquante pouvait étre attribuée & des
particules beaucoup plus lourdes et considérées comme fixes. A son époque,
il n’existait pas de notion précise sur origine des électrons, légers et mobiles,
et des particules plus lourdes, chargées positivement et fixes. La résolution
de ce probléme est I'un des succés fondamentaux de la théorie quantique des
solides moderne. Au cours de cette ¢tude du modéle de Drude, nous allons
simplement supposer (ce qui peut étre justifié pour de nombreux métaux)

1. Annalen der Physik 1, 566 et 3, 369 (1900).

2. Ou avec les parois du récipient qui les contient. Cette possibilité est en général ignorée
dans I’étude des métaux, sauf quand on s’intéresse a des fils trés fins, des couches fines ou
des effets de surface.
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D Electrons de coeur Electrons de coeur

@ Electrons de valence E Electrons de conduction

(a) (b)

F1G. 1.1 - (a) Représentation schématique d’un atome isolé (I’échelle n’est pas
réelle). (b) Dans un métal, le noyau et le cceur ionique maintiennent la configuration
de P’atome libre, mais les électrons de valence quittent 'atome pour former un gaz
d’électrons.

que lorsque les atomes d’un élément métallique se rassemblent pour former
un métal, les électrons de valence se détachent et se déplacent librement dans
le métal, pendant que les ions métalliques restent intacts et jouent le réle des
particules immobiles de charge positive de la théorie de Drude. Ce modéle est
schématisé sur la figure 1.1.

Un atome isolé d’'un élément métallique a un noyau de charge eZ,, ou Z,
est le numeéro atomique et e la valeur absolue de la charge de ’électron® :
e = 4,80 x 1071° unités électrostatiques (esu) = 1,60 x 1071 C. Autour du
noyau, il y a Z, électrons de charge totale —eZ,. Quelques-uns de ceux-
ci, au nombre de Z, sont des électrons de valence assez faiblement liés. Les
Z, — Z électrons restants sont, eux, fortement liés au noyau et jouent un role
beaucoup moins important dans les réactions chimiques. Ils sont connus sous
le nom d’« électrons de ceur ». Quand les atomes isolés se condensent en un
métal, les électrons de coeur restent liés au noyau pour former 'ion métallique,
alors que les électrons de valence ont la possibilité de se déplacer librement
dans le métal et de s’éloigner de leurs atomes d’origine. Dans le contexte
métallique, ils sont appelés électrons de conduction®.

Drude a appliqué la théorie cinétique a ce « gaz » d’électrons de conduction
de masse m, qui, contrairement aux gaz ordinaires de molécules, se déplacent &

3. Nous prendrons toujours e positif.

4. Lorsque les électrons de coeur, comme dans la théorie de Drude, jouent un réle passif et
que I’ion agit comme une entité inerte, on désigne habituellement les électrons de conduction
tout simplement par « les électrons », en gardant le terme complet pour des situations
nécessitant une distinction entre les électrons de conduction et les électrons de coeur.
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Pencontre d’un fond d’ions lourds et immobiles. La densité du gaz d’électrons
peut étre calculée comme suit :

Un ion métallique contient 0, 602 2 x 16°* atomes par mole (nombre d’Avo-
gadro) et p,,/A moles par ¢cm3, p,, étant la masse volumique (en grammes
par centimétre cube) et A la masse atomique de 1’élément. Puisque chaque
atome contribue avec Z électrons, le nombre d’électrons par centimétre cube,
n = N/V, est donné par :

024

z
n:Oﬁm2x1mt£i (1.1)

La table 1.1 présente les densités d’électrons de conduction de quelques
métaux. Elles sont de I'ordre de 10?2 électrons de conduction par centimétre
cube, variant de 0,91 x 10?2 pour le césium, jusqu’d 24,7 x 10%2 pour le
béryllium®. Dans la méme table se trouve la mesure, largement utilisée, de
densité électronique, ry, définie comme étant le rayon d’une sphére dont le
volume est égal au volume par électron de conduction, c’est-a-dire :

dmrd 3\
K:%:wm.u:(_o (1.2)

37 4mn

La table 1.1 donne r, en angstroms (10~® cm) et en unités de rayon de
Bohr ag = K?/me? = 0,529 x 10~ ® cm ; cette longueur, qui est la valeur
du rayon de Patome d’hydrogéne dans son état fondamental, est une unité
de mesure des distances atomiques. Remarquons que le rapport rs/ag a une
valeur comprise entre 2 et 3 dans la plupart des cas. Cependant, il prend
des valeurs entre 3 et 6 pour les métaux alcalins, et peut atteindre 10 dans
certains composés métalliques.

Ces densités sont typiquement mille fois plus grandes que les densités d’un
gaz classique dans des conditions normales de température et de pression.
Malgré cela et malgré les interactions électromagnétiques fortes entre élec-
trons et entre les électrons et les ions, le modéle de Drude décrit, de maniére
audacieuse, le gaz métallique dense d’électrons avec les méthodes de la théorie
cinétique d’un gaz dilué neutre, moyennant quelques modifications mineures.
Les hypothéses fondamentales sont :

1. Entre deux collisions, Pinteraction d’un électron donné avec, d’une part,
les autres électrons et, d’autre part, les ions est négligée. Donc, en ’absence
de tout champ électromagnétique externe, les électrons se déplacent selon
un mouvement rectiligne uniforme. En présence de champs extérieurs, le
mouvement de chaque électron est déterminé par le principe fondamental de
la dynamique de Newton, en tenant compte de ces champs, mais en négligeant
les autres champs provenant des interactions mutuelles entre électrons et entre

5. C’est 'intervalle pour les éléments métalliques dans des conditions normales. Des
densités plus élevées peuvent étre atteintes en appliquant une pression qui tend a favoriser
I’état métallique. Des densités plus faibles sont trouvées dans les composés.
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TAB. 1.1 — Densités d’électrons libres de quelques éléments métalliques®.

Elément Z n(102em™%)  r,(A)  r./a
Li (78K) 1 4,70 1,72 3.25
Na(5K) 1 2.65 208  3.93
KGK) 1 1,40 257 486
Rb (5K) 1 1,15 275 5.20
Cs (5K) 1 0.91 208 562
Cu 1 847 141 267
Ag 1 5.86 160 302
Au 1 5.90 159 3,01
Be 2 247 0.99 187
Mg 2 8.61 141 2,66
Ca 2 4,61 173 327
Sr 2 3.55 189 357
Ba 2 3.15 196 371
Nb 1 5.56 163 307
Fe 2 17,0 112 212
Mn («) 2 16,5 1,13 2,14
Zn 2 13.2 122 230
Cd 2 9.97 137 2,59
Hg (18 K) 2 8.65 140 2,65
Al 3 181 110 207
Ga 3 15.4 116 2,19
In 3 11.5 127 2.41
Tl 3 10,5 131 248
Sn 4 148 117 222
Pb 4 132 122 230
Bi 5 141 119 225
Sb 5 16,5 1,13 2,14

* A température ambiante (environ 300K) et & pression atmosphérique, sauf in-
dication contraire. Le rayon r, de la sphére d’électron libre est défini dans
Péquation (1.2). Nous avons sélectionné de maniére arbitraire une valeur de Z
pour les éléments ayant plus d’une valence chimique. Le modéle de Drude ne donne
aucune justification théorique de ces choix. Les valeurs de n ont été extraites de
R. W. G. Wyckoff, Crystal Structures, 2° éd., Intersciences, New York, 1963.

les électrons et les ions®. L’approximation consistant & négliger les interactions
électron-électron entre les collisions est connue sous le nom d’« approzimation

6. A strictement parler, on ne néglige pas complétement l'interaction électron-ion,
puisque le modeéle de Drude suppose, de maniére implicite, que les électrons sont confi-
nés a intérieur du métal. En effet, ce confinement est engendré par 'attraction des ions
chargés positivement. On peut prendre en compte les effets de telles interactions électron-
électron et électron-ion en ajoutant aux champs extérieurs un champ interne bien défini
représentant, en moyenne, les interactions électron-électron et électron-ion.
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FIG. 1.2 — Trajectoire d'un électron de conduction diffusé par les ions, selon I'image
naive de Drude.

des électrons indépendants », et celle correspondant aux interactions électron-
ion est dite « approzimation des électrons libres ». Nous verrons aux chapitres
suivants que méme si 'approximation des électrons indépendants est, dans
différents contextes et de maniére étonnante, trés bonne, ’approximation des
électrons libres doit étre abandonnée pour pouvoir obtenir ne serait-ce qu’une
compréhension qualitative du comportement métallique.

2. Les collisions dans le modéle de Drude, comme dans la théorie cinétique,
sont des événements instantanés qui changent de maniére abrupte la vitesse
d’un électron. Drude les attribua aux rebonds des électrons sur les coeurs
impénétrables des ions, et non aux collisions électron-électron qui constituent
le mécanisme prépondérant des collisions dans un gaz ordinaire. Nous verrons
par la suite que la diffusion électron-électron est en effet I'un des mécanismes
de collision les moins importants dans un métal, sauf sous certaines conditions
particuliéres.

Cependant, le mécanisme simple schématisé sur la figure 1.2 d’un élec-
tron rebondissant d’ion en ion est loin de décrire la réalité”. Heureusement,
pour nombre de nos objectifs, c’est sans importance : on peut comprendre
de maniére qualitative (et souvent quantitative) la conduction métallique en
supposant simplement l’existence d’un certain mécanisme de diffusion, sans
vraiment en préciser la nature.

En faisant uniquement appel, dans notre analyse, & certaines généralités
sur les processus de collision, nous évitons de nous compromettre en adoptant
un point de vue particulier concernant la facon dont la diffusion des électrons
se produit. Ces caractéristiques imprécises sont décrites dans les hypothéses
qui suivent.

3. Nous supposons qu'un électron prend part & une collision (c’est-a-dire
subit un changement abrupt de sa vitesse) avec une probabilité par unité de
temps 1/7. Ce qui signifie que la probabilité pour qu’un électron subisse une
collision dans un intervalle de temps infinitésimal dt est simplement dt/r.
Le temps 7 est connu sous différentes dénominations, telles que temps de

7. Pendant un certain temps, les physiciens ont été amenés a considérer des problémes
difficiles mais sans intérét concernant le pointage correct d’un électron sur un ion dans
chaque collision. Une interprétation si littérale de la figure 1.2 doit étre impérativement
évitée.
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relaxation, ou temps de collision, ou encore temps de libre parcours moyen,
et joue un roéle fondamental dans la théorie de la conduction métallique. 11
ressort de cette hypothése qu’un électron pris au hasard & un instant donné
va, en moyenne, se déplacer pendant un temps 7 avant sa prochaine collision,
et a, en moyenne, voyagé pendant un temps 7 depuis sa derniére collision.®
Dans les applications les plus simples du modéle de Drude, le temps de col-
lision 7 est supposé indépendant de la position et de la vitesse de 1’électron.
Nous verrons plus tard que ceci s’avére étre une bonne hypothése pour de
nombreuses applications (mais certainement pas toutes).

4. On suppose que les électrons établissent un équilibre thermique avec leur
entourage uniquement par le biais des collisions®. Ces collisions sont suppo-
sées maintenir ’équilibre thermodynamique local de maniére particuliérement
simple : immédiatement aprés chaque collision, 1’électron émerge avec une vi-
tesse indépendante de sa vitesse immédiatement avant la collision, mais ayant
une direction aléatoire et une vitesse correspondant & la température domi-
nante au lieu ot la collision s’est produite. Donc, plus la température de
la région ou se déroule la collision est grande, plus la vitesse de ’électron
émergeant est importante.

Dans le reste de ce chapitre, nous allons illustrer ces notions par leurs
applications les plus importantes, en indiquant dans quelle mesure elles ont
réussi ou échoué a décrire les phénoménes observés.

1.2 Conductivité électrique d’un métal
en courant continu

D’aprés la loi ’Ohm, le courant I dans un fil métallique est proportionnel &
la chute de tension V le long du fil : V = RI, od R, la résistance du fil, dépend
de ses dimensions, mais est indépendante de I'intensité du courant ou de la
chute de tension. Le modéle de Drude permet d’expliquer ce comportement
et également de donner une estimation de la résistance du fil.

On peut, en général, se débarrasser de la dépendance de R vis-a-vis de
la forme du fil en introduisant une quantité caractérisant la matiére dont
le fil est constitué. La résistivité est définie comme étant la constante de
proportionnalité entre le champ électrique E en un point du métal et la densité
de courant j qu’il induit!'? :

E=yj (13)

La densité de courant j est un vecteur, paralléle au flux de charges, dont la
norme donne la quantité de charge traversant une unité de surface normale

8. Voir probléme 1.

9. Compte tenu de ’approximation des électrons libres et indépendants, c’est le seul
mécanisme restant.

10. En général E et j ne sont pas obligatoirement paralléles. On définit alors un tenseur
de résistivité (voir chapitres 12 et 13).
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au flux par unité de temps. Alors, si un courant uniforme traverse un fil de
longueur L et de section S, la densité de courant est j = I/S. La chute de
tension le long du fil étant V' = EL, alors V = IpL/S, et ainsi on obtient
R=pL/S.

Si maintenant n électrons par unité de volume se déplacent ensemble avec
une vitesse v, alors la densité de courant qu’ils engendrent est proportionnelle
av. De plus, en un temps d¢, les électrons se sont déplacés d’une distance égale
4 vdt dans la direction de v, de telle maniére que n(vdt)S électrons traversent
la surface S normale & la direction du flux. Puisque la charge portée par
chaque électron est —e, la charge totale traversant S pendant l'intervalle de
temps dt est —nevSdt, et par conséquent la densité d’électrons est donnée
par :

j=-—nev (1.4)

En tout point d’un métal, les électrons se déplacent dans différentes direc-
tions et avec différentes énergies thermiques. Le courant résultant est donc
donné par (1.4) o v est maintenant la vitesse électronique moyenne. En
I’absence de champ électrique, la vitesse d’un électron a autant de chance
d’étre orientée dans un sens que dans un autre, si bien que la vitesse moyenne
est nulle, et, comme on pouvait s’y attendre, il n’y a aucune densité de cou-
rant résultante. En revanche, la présence d’un champ électrique E induit une
vitesse électronique moyenne dirigée dans le sens opposé de celui de E (la
charge électrique étant négative), vitesse que nous pouvons calculer comme
suit.

Considérons un électron a Vinstant zéro. Soit ¢ le temps écoulé depuis sa
derniére collision. La vitesse de I’électron & l'instant zéro est donc la somme
de sa vitesse vo immédiatement aprés cette collision et de la vitesse supplé-
mentaire —eEt/m qu’il a acquise pendant le temps ¢. Puisque nous supposons
que Pélectron émerge de la collision dans une direction aléatoire, v ne contri-
bue pas & la vitesse électronique moyenne, qui est donc donnée uniquement
par la moyenne de —eEt/m. Or la moyenne du temps t est égale au temps de
relaxation 7. Alors

eET ) ne?r
Vmoy:_w; J=< m )E (15)

On réécrit habituellement ce résultat en termes de l'inverse de la résistivité,
c’est-a-dire de la conductivité g = % :

(1.6)

Ceci établit une dépendance linéaire de j vis-a-vis de E et donne une esti-
mation de la conductivité en fonction des quantités qui sont toutes connues,
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excepté le temps de relaxation. Cependant, on peut utiliser ’équation (1.6)
et les résistivités mesurées pour estimer le temps de relaxation :

m
T= e (1.7)

La table 1.2 donne les résistivités de quelques métaux représentatifs pour
quelques températures. Notons la forte dépendance vis-a-vis de la tempéra-
ture. En effet, & température ambiante, la résistivité est approximativement
linéaire en T, mais elle diminue plus rapidement vers les basses températures.
Les résistivités a température ambiante sont de Iordre du micro-ohm centi-
métre (pu$).cm) ou, dans les unités atomiques, de 'ordre 1078 statohm.cm 1.
Si p,, est la résistivité exprimée en micro-ohms centimétres, alors il est plus
convenable d’exprimer le temps de relaxation comme suit :

0,22 s\
T = ( ) ) (T—> x 10715 (1.8)
Pu Qo

Les temps de relaxation obtenus & partir de ’équation (1.8) et des résisti-

vités dans la table 1.2 sont présentés dans la table 1.3.
Nous remarquons qu’a température ambiante, 7 est de 'ordre de 107!* 3
107" 5. Pour voir si ce nombre est raisonnable, examinons le libre parcours
moyen, £ = vyT, ol vy est la vitesse électronique moyenne. La longueur ¢ est
une mesure de la distance moyenne parcourue par V’électron entre deux colli-
sions successives. A I’époque de Drude, il était tout & fait naturel d’estimer
vo & partir du théoréme d’équipartition de I'énergie : smv3 = 2kgT. En
utilisant la masse de ’électron, on trouve un vy de l'ordre de 107 cm.s™! &
température ambiante, et un libre parcours moyen de 1 & 10 A. Puisque cette
distance est comparable aux distances interatomiques, le résultat est en ac-
cord avec le point de vue original de Drude, & savoir que les collisions sont
essentiellement dues aux rebonds des électrons sur les ions plus grands et plus
lourds.

Cependant, comme nous le verrons au chapitre 2, cette estimation classique
de vy est d’un ordre de grandeur trop faible 4 température ambiante. De plus,
aux températures plus basses de la table 1.3, 7 est d’un ordre de grandeur plus
grand qu’a température ambiante, alors que vg est en réalité indépendante de
la température (voir chapitre 2). Cela peut entrainer une augmentation du

11. Pour convertir les résistivités du microhm-cm au statohm-cm, on utilise le fait qu’une
résistivité d’un pohm-cm correspond a un champ électrique de 10™% V.em~—1! en présence

d’un courant de 1 A.cm~2. Puisque 1 A est égal 4 3x10° esu.s—!, et 1 V est 5(1)—0 statvolt,

une résistivité de 1 pQ.cm correspond 4 un champ de 1 statvolt.cm™! pour une densité
de courant de 300x10% x 3 x 10° esu.cm~2.572. Le statohm-centimétre est ’unité électro-
statique de résistivité, et correspond ainsi & 1 statvolt.cm~! pour une densité de courant
de seulement 1 esu.cm™2.572, Alors, 1 ufl.cm est équivalent & é x 10717 statohm.cm.
Pour éviter d’utiliser le statohm-centimétre, on peut évaluer ’équation (1.7) en prenant p
en chm-métre, m en kilogrammes, n en électrons par métre cube et e en coulombs. (Les
formules ainsi que les constantes et les facteurs de conversion les plus importants utilisés
dans les chapitres 1 et 2 sont résumés dans appendice A.)
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TAB. 1.2 — Résistivités électriques de quelques éléments®.

Elément 77 K 273 K 373 K (p/T)s73 K

(p/T)273 K
Li 1,04 8,55 12,4 1,06
Na 0,8 42 Fondu
K 1,38 6,1 Fondu
Rb 2,2 11,0 Fondu
Cs 4.5 18,8 Fondu
Cu 0,2 1,56 2,24 1,05
Ag 0,3 1,51 2,13 1,03
Au 0,5 2,04 2,84 1,02
Be 2,8 5,3 1,39
Mg 0,62 3,9 5,6 1,05
Ca 3,43 5,0 1,07
Sr 7 23
Ba 17 60
Nb 3,0 15,2 19,2 0,92
Fe 0,66 8,9 14,7 1,21
Zn 1,1 5,5 7,8 1,04
Cd 1,6 6,8
Hg 5,8 Fondu Fondu
Al 0,3 2,45 3,55 1,06
Ga 2,75 13,6 Fondu
In 1,8 8,0 12,1 1,11
Tl 3,7 15 22 .8 1,11
Sn 2,1 10,6 15,8 1,09
Pb 4,7 19,0 27.0 1,04
Bi 35 107 156 1,07
Sb 8 39 59 1,11

@ Les résistivités en micro-ohms centimétres sont données a 77 K (point d’ébullition
de Pazote liquide & pression atmosphérique), 273 K, et 373 K. La derniére colonne
donne le rapport p/T 4 373 K et 273 K pour illustrer la dépendance approximative-
ment linéaire de la résistivité vis-a-vis de la température proche de la température
ambiante.

Source : G. W. Kaye et T. H. Laby, Table of Physical and Chemical Constants,
Longmans, London, 1966.

libre parcours moyen jusqu’a 103 A et plus ; ce qui est environ mille fois plus
grand que la distance entre les ions. Aujourd’hui, en travaillant 4 des tem-
pératures suffisamment basses, et en utilisant des échantillons soigneusement
préparés, on peut atteindre des valeurs du libre parcours moyen de l'ordre
du centimétre (c’est-a-dire 10® distances interatomiques). Ceci constitue une
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TAB. 1.3 — Temps de relaxation de Drude en unités de 107! s®.

Elément 77 K 273 K 373K

Li 7.3 0,88 0,61
Na 17 3,2

K 18 4,1

Rb 14 2,8

Cs 8,6 2,1

Cu 21 2,7 1,9
Ag 20 4,0 2,8
Au 12 3,0 2,1
Be 0,51 0,27
Mg 6,7 1,1 0,74
Ca 2,2 15
Sr 1,4 0,44

Ba 0,66 0,19

Nb 2,1 0,42 0,33
Fe 3,2 0,24 0,14
Zn 2.4 0,49 0,34
Cd 2.4 0,56

Hg 0,71

Al 6,5 0,80 0,55
Ga 0,84 0,17

In 1,7 0,38 0,25
T 0,91 0,22 0,15
Sn 1,1 0,23 0,15
Pb 0,57 0,14 0,099
Bi 0,072 0,023 0,016
Sb 0,27 0,055 0,036

* Les temps de relaxation sont calculés a partir des données des tables 1.1 et 1.2, et
de 'équation (1.8). La légére dépendance en température de n a été négligée.

preuve importante que les électrons ne font pas que rebondir sur les ions
comme Drude le pensait.

Heureusement, nous pouvons continuer & utiliser le modéle de Drude sans
nous soucier de la véritable cause des collisions. En I’'absence de toute théorie
du temps de collision, il est important d’obtenir des prédictions du modéle de
Drude qui soient indépendantes de la valeur du temps de relaxation. En effet,
plusieurs quantités, indépendantes de 7, sont jusqu’a aujourd’hui d’un intérét
fondamental, puisqu’une étude quantitative précise du temps de relaxation
constitue toujours le maillon le plus faible des traitements modernes de la
conductivité métallique. Par conséquent, les quantités indépendantes de 7
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sont d’une grande importance, car elles permettent d’obtenir des informations
beaucoup plus fiables.

Deux cas présentent un intérét particulier : le calcul de la conductivité
électrique dans un champ magnétique statique et uniforme et celui dans un
champ électrique uniforme mais dépendant du temps. Ils peuvent étre traités
simplement en se basant sur la constatation suivante : & tout instant ¢, la
vitesse électronique moyenne v est p(t)/m, ot p est la quantité de mouvement
totale par électron. Ainsi la densité de courant est donnée par :

. _nep(t)
j=-— (1.9)
Etant donnée la quantité de mouvement p(t) & l'instant ¢, calculons la
quantité de mouvement par électron p(t + dt) aprés un intervalle de temps
infinitésimal d¢. Un électron pris au hasard i l'instant ¢ subira une collision
avant le temps ¢ + dt, avec une probabilité dt/7, et évoluera donc jusqu’au
temps ¢ + dt sans subir de collision avec une probabilité 1 — d¢/7. En ab-
sence de collision, I’électron est soumis uniquement & la force f(¢) (due au
champ électrique uniforme et/ou au champ magnétique) et acquiert donc une
quantité de mouvement supplémentaire'? £(t)d¢ + O(dt)2. La contribution de
tous les électrons ne subissant pas de collisions entre les instants ¢ et ¢t + dt
a la quantité de mouvement par électron & l'instant ¢ 4+ dt est donnée par la
fraction (1 — dt/7) du nombre total d’électrons, multipliée par leur quantité
de mouvement moyenne par électron, p(t) + f£(¢)dt + O(dt)?.
En négligeant pour 'instant la contribution a p(t+dt) de tous les électrons
subissant une collision entre les instants t et ¢ + d¢, on obtient'® :

p(t+dt) = (1 - %) [p(t) + £(t)dt + O(dt)?]
=p(t) - (%) p(t) + £(t)dt + O(dt)? (1.10)

La contribution des électrons qui ont subi une collision dans l'intervalle
allant de t & t + dt est seulement de I’ordre de (dt)?. En effet, ces électrons
constituent une fraction dt/7 du nombre total d’électrons. De plus, étant
donné que la direction de la vitesse électronique (et de la quantité de mouve-
ment) est distribuée de fagon aléatoire immédiatement aprés chaque collision,
la contribution de chacun de ces électrons & p(t + dt) résulte uniquement
de leur quantité de mouvement provenant de la force f depuis la collision
précédente. Cette derniére contribution est acquise pendant un temps non
supérieur & dt, et est donc de I'ordre de f(t)dt. Ainsi, la correction 4 la contri-
bution (1.10) est de Pordre (dt/7)f(t)dt, ce qui n’affecte pas la contribution

12. O(dt)? signifie un terme d’ordre (dt)?.

13. Si la force exercée sur les électrons n’est pas la méme pour tous les électrons,
Péquation (1.10) reste valable si I’on interpréte f comme étant la force moyenne par électron.
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linéaire en dt. Il vient alors :

p(t+dt) — p(t) = — (%) p(t) + £(t)dt + O(dt)? (1.11)

ou nous avons pris en compte la contribution de tous les électrons a p(t+ dt).
En divisant par dt et en prenant ensuite la limite d¢ — 0, on obtient :

dp(¢) p(t)
TR +£(t) (1.12)
Ce résultat montre simplement que Ueffet des collisions individuelles des élec-
trons est d’introduire un terme d’amortissement dans I’équation du mouve-
ment de la quantité de mouvement par électron.
Maintenant, nous allons appliquer l’équation (1.12) & plusieurs cas de
grand intérét.

1.3 Effet Hall et magnétorésistance

En 1879, E. Hall essaya de comprendre si la force subie par un fil condui-
sant un courant et plongé dans un champ magnétique, est exercée sur la to-
talité du fil ou uniquement sur (ce qu’on appellerait maintenant) les électrons
en déplacement dans le fil. Hall soupgonna, la derniére éventualité, si bien que
son expérience fut fondée sur le raisonnement suivant : « si le courant élec-
trique dans un conducteur fixe est lui méme attiré par un aimant, le courant
devrait étre attiré vers I'un des cotés du fil, et ainsi la résistance de celui-ci
devrait augmenter ».!* Bien que Hall n’ait pas abouti dans ses efforts pour
détecter cette résistance supplémentaire,'® il ne se résigna pas : « L’aimant
doit avoir tendance & dévier le courant, mais sans vraiment y arriver. Il est
évident dans ce cas qu'il devrait exister une contrainte dans le conducteur
vers un c6té du fil. » Cette contrainte devrait apparaitre sous forme d’une
différence de potentiel (connue aujourd’hui sous le nom de tension de Hall)
que Hall a pu observer.

L’expérience de Hall est schématisée sur la figure 1.3. Un fil électrique
placé le long de 'axe z, soumis & un champ électrique F,, transporte un
courant électrique de densité j,. De plus, un champ magnétique est appliqué
dans le sens des z positifs. Il en résulte alors une force de Lorentz!%

Sy AH (1.13)
C

14. Am. J. Math. 2 (1879) 287.

15. L’augmentation de la résistance, connue sous le nom de magnétorésistance, apparait
bel et bien, comme nous le verrons dans les chapitres 12 et 13. Cependant, le modéle de
Drude prédit le résultat nul de Hall.

16. Quand il s’agit de matériaux non magnétiques (ou faiblement magneétiques) nous
désignerons le champ par H, la différence entre B et H étant infime.
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-eva H
++++++|++++++++

»E, :

—_—a ) h - = - = = = ———»/X

F1G. 1.3 — Schéma de Pexpérience de Hall.

_._»m

qui tend & dévier les électrons dans le sens des y négatifs, la vitesse de dérive
de Délectron étant opposée au flux du courant. Cependant, les électrons ne
peuvent pas aller trés loin dans la direction y sans heurter les parois du fil.
Au fur et & mesure qu'ils ’accumulent sur les parois, un courant électrique
nait dans la direction y s’opposant au mouvement des électrons et a toute
accumulation ultérieure. Une fois Péquilibre atteint, ce champ transverse {(ou
champ de Hall) E, compense la force de Lorentz, et le courant est conduit
uniquement dans la direction z.

Deux quantités importantes sont & considérer. La premiére est le rapport
du champ E, le long du fil 4 la densité de courant 7.,

p(H) = == (1.14)

appelée magnétorésistance!”. Hall montra que cette quantité est indépendante
du champ. La deuxiéme quantité importante est amplitude du champ trans-
verse . Etant donné que ce champ compense I’effet de la force de Lorentz,
on peut s’attendre & ce qu’il soit proportionnel au champ appliqué H et au
courant j, le long du fil. On définit alors une quantité, connue sous le nom
de constante de Hall, par

By

B =7

(1.15)

Puisque le champ de Hall est dirigé dans le sens des y négatifs (voir fi-
gure 1.3), Ry doit étre négative. Si, par ailleurs, les charges des porteurs
étaient positives, alors le signe de leur vitesse dans la direction z serait in-
versé et la force de Lorentz resterait inchangée. Par conséquent, le champ

17. Plus précisément, cette quantité est la magnétorésistance transverse. Il existe aussi
une magnétorésistance longitudinale qui est mesurée avec un champ magnétique paralléle
au courant.



Physique des solides 15

de Hall aurait une direction opposée a celle qu’il prend quand la charge des
porteurs est négative. Ce résultat a une grande importance, puisqu’en mesu-
rant le champ de Hall on peut déterminer le type des porteurs de charge. Les
mesures de Hall coincidérent avec le signe de la charge électrique, déterminé
ultérieurement par Thomson. L’un des résultats remarquables de effet Hall
est le fait que, dans certains métaux, le signe de la constante de Hall est po-
sitif, suggérant que les porteurs ont une charge opposée a celle de U'électron.
C’est une autre énigme dont la solution devait attendre Parrivée de la théorie
quantique des solides. Dans ce chapitre, nous ne considérerons que ’analyse
du modéle de Drude qui est en bon accord avec I'expérience, bien qu’il soit
impossible de prédire une constante de Hall positive.

Pour calculer la constante de Hall et la magnétorésistance, nous détermi-
nons d’abord les densités de courant j, et j, en présence d’un champ électrique
de composantes arbitraires E, et £y, et d'un champ magnétique H le long de
’axe z. La force {indépendante de la position) agissant sur chaque électron est
f=—e(E+v AH/c), et ainsi ’équation du mouvement (1.12) de la quantité
de mouvement devient!'®
P

—e (E+% A H) -2 (1.16)

dp _
dt

En régime permanent, le courant est indépendant du temps, et ainsi p,. et p,
satisfont aux équations suivantes :

0= —elE, —wcpy — Pe
-
0= —eE, +weps — 2 (1.17)
T
ou
H
w, = 2L (1.18)
mce

Multiplions ces équations par —ner/m et introduisons la densité de courant
en utilisant ’équation (1.4), pour obtenir

00E; = weTjy + Ja
—WeTJz + Jy (1.19)

O’()Ey

ol gg est simplement la conductivité électrique de Drude en courant continu
et en ’absence de champ magnétique, donnée par ’équation (1.6).

18. Remarquons que la force de Lorentz n’est pas la méme pour tous les électrons
puisqu’elle dépend de la vitesse v. La force f dans I’équation (1.12) doit alors étre considérée
comme étant la force moyenne par électron (voir la note 13). Cependant, puisque la force
dépend de ’électron sur lequel elle agit uniquement par I’intermédiaire d’un terme linéaire
dans la vitesse de ’électron, la force moyenne est obtenue en remplacant cette vitesse par
la valeur moyenne, p/m.
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Le champ de Hall E, peut étre déterminé en imposant la nullité du courant
transverse j,. En effet, en posant j, = 0 dans la deuxiéme équation du
systéme (1.19), il vient

WeT \ . H .
E,=- =1 — ) ja 1.2
Y ( p )J. <nec> J (1.20)

Alors, la constante de Hall (1.15) est donnée par :

Ry = —L (1.21)
nec

Ce résultat est tout i fait remarquable, puisqu’il suggére que la constante de
Hall ne dépend d’aucun paramétre du métal, excepté la densité des porteurs
de charge. Ayant déja calculé la densité n en supposant que les électrons de
valence atomiques deviennent des électrons de conduction métalliques, une
mesure de la constante de Hall nous permet d’effectuer un test direct de cette
hypothése.

Cependant, ’obtention de la densité d’électrons n & partir de la mesure des
constantes de Hall, s’avére problématique en raison de leur dépendance avec
le champ, contrairement & la prédiction faite a partir de I’équation (1.21). En
fait, elles dépendent aussi de la température et de la méthode de préparation
de ’échantillon. Ce résultat est en quelque sorte inattendu, puisque le temps
de relaxation 7, qui peut dépendre fortement de la température et des condi-
tions de préparation de ’échantillon, n’intervient pas dans ’équation (1.21).
Cependant, & trés basse température, dans des échantillons en champs forts
trés propres et soigneusement préparés, les constantes de Hall mesurées s’app-
rochent d’une valeur limite. Les théories plus élaborées des chapitres 12 et 13
prédisent en effet que, pour la plupart des métaux (mais pas tous), cette valeur
limite est précisément le résultat simple de Drude (1.21).

La table 1.4 donne quelques constantes de Hall en champ fort et en champ
modéré. Remarquons les occurrences des cas out Ry est positif, correspondant
apparemment & des porteurs de charge positive. La figure 1.4 montre un cas
frappant de dépendance avec le champ qui est totalement inexplicable dans
le cadre de la théorie de Drude.

Le résultat de Drude confirme 'observation de Hall selon laquelle la résis-
tance ne dépend pas du champ, puisque, quand j, = 0 (comme c’est le cas en
régime permanent quand le champ de Hall est établi), la premiére équation
de (1.19) se réduit & j, = ooFE,, qui est le résultat attendu pour la conduc-
tivité en Pabsence du champ magnétique. Cependant, des expériences plus
soignées, effectuées sur un certain nombre de métaux, ont révélé une dépen-
dance de la résistance vis-a-vis du champ magnétique, qui peut étre tout 4 fait
spectaculaire dans certains cas. La encore, la théorie quantique des solides
est nécessaire pour expliquer pourquoi le résultat de Drude est valable dans
certains cas, et pour rendre compte de certaines déviations extraordinaires de
ce résultat dans d’autres.
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TAB. 1.4 — Constantes de Hall de quelques métaux en champs modérés a forts®.

Métal Valence —1/Rpgmnec

Li 1 0,8
Na 1 1,2
K 1 1,1
Rb 1 1,0
Cs 1 0,9
Cu 1 1.5
Ag 1 1,3
Au 1 15
Be 2 —0,2
Mg 2 -0,4
In 3 -0,3
Al 3 -0,3

® Ces nombres sont des valeurs limites prises par Ry quand le champ devient trés
fort (de Pordre de 10? G), et la température trés basse, dans des échantillons soi-
gneusement préparés. Les données sont représentées sous la forme no/n, ol no est la
densité pour laquelle la formule de Drude (1.21) est en accord avec la valeur mesurée
de Ry : ng = —1/ecRu. D’aprés cette table, on voit que le résultat de Drude est
trés bien vérifié pour les métaux alcalins, moins bien pour les métaux nobles (Cu,
Ag, Au), et pas du tout pour le reste des éléments.

Avant de terminer cette discussion sur les phénoménes en courant continu
et en champ magnétique uniforme, remarquons, pour les applications a venir,
que la, quantité sans dimension w,T est une grandeur importante qui permet
de mesurer l'intensité d’'un champ magnétique. Quand la valeur de w.r est
faible, ’équation (1.19) donne un vecteur densité de courant j presque pa-
ralléle au champ électrique E, comme en [’absence de champ magnétique.
En général, j fait un angle ¢, appelé angle de Hall, avec E, ou (1.19) donne
tan¢ = w.r. La quantité w., appelée fréquence cyclotron, est la fréquence
angulaire de révolution'? d’un électron libre dans un champ magnétique H.
Par conséquent, w.T est petit si les électrons n’effectuent pas une révolution
compléte entre deux collisions, et trés grand s’ils peuvent effectuer plusieurs
révolutions. En outre, quand w.7T est petit, le champ magnétique déforme
légérement les orbites électroniques, mais quand w.T est comparable 4 1 ou
plus grand, l'effet du champ magnétique sur les orbites électroniques est tres

19. Dans un champ magnétique uniforme, la trajectoire d’un électron est une spirale
d’axe le long du champ, et dont la projection sur le plan perpendiculaire au champ est un
cercle. La fréquence angulaire we est telle que I’accélération centripéte w?r est égale & la
force de Lorentz, (e/c)(wer)H.
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FiG. 1.4 - La quantité no/n = —1/necRy en fonction de w.T, pour 'aluminium.
La densité d’électrons libres n correspond a une valence chimique nominale de 3.
La valeur élevée du champ suggére qu’il y a un seul porteur par maille élémentaire,
avec une charge positive. (D’aprés : R. Liick, Phys. Stat. Sol. 18 (1966) 49.)

important. Voici une évaluation numérique utile de la fréquence cyclotron :

v.(10° Hz) = 2,80 x H (kG), W, = 27V, (1.22)

1.4 Conductivité électrique en courant
alternatif

Pour calculer le courant induit dans un métal par un champ électrique
dépendant du temps, nous écrivons le champ sous la forme

E(t) = Re(E(w)e™™") (1.23)

Dans ce cas, I’équation (1.12) pour la quantité de mouvement par électron
devient

dp(t) p(t)
— L = —eE 1.
dt T € (1.24)
Nous cherchons ensuite une solution stationnaire de la forme
p(t) = Re(p(w)e™™") (1.25)

En substituant les quantités complexes p et E dans (1.24), qui doit étre vérifiée
par les parties réelle et imaginaire de toute solution, on voit que p(w) doit
satisfaire ’équation suivante :

p(w)

—iwp(w) = — ~eBE(w) {1.26)
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Puisque j = —nep/m, la densité de courant est donnée par :

§(0) = Re(i(w)e™")
_nep(w) _ (ne?/m)E(w)

W) =-— = =" (1.27)

On a 'habitude d’écrire ce résultat sous la forme
i) = o(w)EW) (1.28)

ol o(w), appelée conductivité en courant alternatif dépend de la fréquence et
est donnée par

0o ne‘r
> Oo =
1—iwr m

o(w) = (1.29)
Remarquons que cette expression se réduit au résultat de Drude (1.6) pour la
conductivité électrique en courant continu a fréquence nulle.

L’application la plus importante de ce résultat concerne la propagation
du rayonnement électromagnétique dans un métal. Il pourrait sembler que
les hypothéses qui ont permis de dériver ’équation (1.29) la rende inappli-
cable dans ce cas, puisque d’une part le champ E est accompagné, dans une
onde électromagnétique, d’'un champ magnétique H, que nous avons omis
dans 'équation (1.24), qui lui est perpendiculaire et de méme amplitude®®, et
d’autre part les champs dans une onde électromagnétique varient aussi bien
dans I’espace que dans le temps, alors que 'équation (1.12) a été obtenue en
supposant que la force f était uniforme.

La premiére difficulté peut toujours étre ignorée. Elle conduit & un terme
supplémentaire, —ep/mc A H, dans Péquation (1.24), qui est plus petit que
le terme en E d’un facteur v/c, v étant la norme de la vitesse électronique
moyenne. Mais, méme avec un courant aussi important que 1 Amm~2, v =
j/me est seulement de I'ordre 0,1 cm.s~!. Ainsi, le terme magnétique est 10
fois plus petit que le terme électrique, et peut ainsi étre légitimement négligé.

Le deuxiéme point souléve des questions plus sérieuses. Nous avons obtenu
I’équation (1.12) en supposant qu’a chaque instant la méme force agissait sur
chaque électron, ce qui n’est pas le cas quand le champ électrique varie dans
Pespace. Remarquons, cependant, que la densité de courant en un point r est
parfaitement déterminée par 'action du champ électrique sur chaque électron
se trouvant en r depuis sa derniére collision. Cette derniére collision, dans la
majorité des cas, se déroule & une distance de r qui n’est pas plus grande que
quelques fois le libre parcours moyen. Par conséquent, si le champ électrique
ne varie pas de maniére appréciable sur des distances comparables au libre
parcours moyen de ’électron, on peut alors calculer la densité de courant

20. L’une des propriétés les plus attrayantes des unités CGS.
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j(r,t) au point r, en supposant que le champ reste égal a sa valeur E(r, t) au
point r et partout dans son voisinage. Il vient

j(r,w) = o(w)E(r,w) (1.30)

Ce résultat est donc valable dans le cas ou la longueur d’onde du champ
électrique est plus grande que le libre parcours moyen ¢ de ’électron. Cette
condition est souvent satisfaite dans un métal par la lumiére visible, de lon-
gueur d’onde de Pordre de 103 4 10 A. Quand ce n’est pas le cas, il faut avoir
recours aux théories dites non locales qui sont bien plus complexes.

En supposant que la longueur d’onde du champ électrique est plus grande
que le libre parcours moyen ¢ de I'électron, nous procédons alors de la fagon
suivante : en présence d’une densité de courant donnée j, les équations de

Maxwell peuvent s’écrire?!,
10H
VE =0; E=——
0; VA c Ot
dr 10E

VH =0; V/\H*—J-i* (1.31)

c ot

Nous recherchons une solution qui ait une dépendance en temps de la forme
e” " en utilisant le fait que, dans un métal, j peut s’écrire en fonction de E

grace A 'équation (1.28). On obtient alors :

' 4
A(V AE)=-V’E = %VAH-— ~ (—WCEE——E> (1.32)
ou
2 4dmio
~V2E = c— 1+ E (1.33)

C’est une équation d’onde que 'on peut réécrire sous la forme

—VQE_ W s€(w)E (1.34)

avec une constante diélectrique complexe donnée par

i
fw)=1+ 2 (1.35)
w
Pour des fréquences assez élevées telles que
wr > 1 (1.36)

21. Nous considérons ici le cas d’une onde électromagnétique dans laquelle la densité
de charge induite est nulle. Nous examinons plus bas la possibilité d’oscillations dans la
densité de charge.
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les équations (1.29) et (1.35) donnent, en premiére approximation,

w2

ew)y=1- a% (1.37)

ol wp, appelée fréquence plasma, est donnée par :

4mrne?
2= - (1.38)

Si € est réel et négatif (w < wp), les solutions de ’équation (1.34) dé-
croissent de maniére exponentielle dans I’espace, ¢’est-a-dire qu’aucun rayon-
nement ne se propage. Par ailleurs, quand € est positif (w > w,) les solutions
de (1.34) deviennent oscillatoires, si bien que le rayonnement peut se propager,
et ainsi le métal devient transparent. Cette conclusion n’est valable que dans
le cas ol notre hypothése de haute fréquence (1.36) est satisfaite dans le voi-
sinage de w = wp,. Nous pouvons maintenant exprimer le temps de relaxation
7 en fonction de la résistivité grace a ’équation (1.8) et & ’équation (1.38) de
la fréquence plasma. On obtient alors,

rs \*? [ 1
wpT = 1,6 x 10° (—) (—) (1.39)
ap Pu

Puisque la résistivité en micro-ohm centimétres, p,,, est au plus de 'ordre de
I'unité, et que rs/ag se trouve dans intervalle de 2 4 6, la condition de haute
fréquence (1.36) est satisfaite a la fréquence de plasma.

On a observé que les métaux alcalins deviennent effectivement transparents
dans l'ultraviolet. Une application numérique de ’équation (1.38) nous donne
une estimation de la fréquence a laquelle la transparence a lieu, c’est-a-dire

w re\ T2
vp=-L =11,4x (-) x 10'° Hz (1.40)
2 agp
ou
c T 3/2
dp=—=0,26 (—) x 10% A (1.41)
Vp ap

Dans la table 1.5 nous donnons une liste de longueurs d’onde de seuil calculées
4 partir de (1.41), ainsi que les valeurs expérimentales correspondantes.
L’accord entre théorie et expérience est trés satisfaisant. Cependant, comme
nous le verrons plus tard, la constante diélectrique d’un métal est en réalité
beaucoup plus compliquée que ce que suggere ’équation (1.37), si bien que le
fait que les métaux alcalins suivent le comportement de Drude est, dans un
sens, une véritable chance. Dans d’autres métaux, différentes contributions a
la constante diélectrique entrent en compétition de maniére non négligeable
avec le « terme de Drude » (1.37).
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TAB. 1.5 — Longueurs d’onde théoriques et expérimentales au-dessous desquelles
les métaux alcalins deviennent transparents.

Elément A Théorique® (10% A) A Expérimental (10° A)

Li 1,5 2,0
Na 2,0 2,1
K 2.8 3,1
Rb 3,1 3,6
Cs 3,5 4.4

¢ a partir de I'équation (1.41).
Source : M. Born et E. Wolf, Principles of Optics, Pergamon, New York, 1964.

Une autre conséquence de Péquation (1.37) concerne le fait que le gaz
d’électrons peut entretenir des oscillations de densité de charge, c’est-a-dire
une perturbation dans laquelle Ia densité de charges électriques®? a une dé-
pendance en temps oscillante en e~®*. A partir de ’équation de continuité

Vi= -2 Vi) = iwplw) (1.42)
et du théoréme de Gauss
VE(w) = 4mp(w) (1.43)
on obtient, en vertu de (1.30),
iwp(w) = 4ro(w)p(w) (1.44)

Cette équation posséde une solution si la condition

dmio(w) _, (1.45)

est satisfaite. C’est exactement la condition que nous avons trouvée ci-dessus
pour Détablissement de la propagation du rayonnement. Dans le contexte
présent, elle réapparait comme étant la condition que doit, vérifier la fréquence
pour qu’une onde de densité de charge puisse se propager.

La nature de cette onde de densité de charge, appelée oscillation plasma
ou plasmon, peut étre élucidée dans le cadre d’un modéle trés simple??. Ima-
ginons un déplacement global de tout le gaz d’électrons sur une distance d

22. 11 faut distinguer la densité de charges p de la résistivité, aussi généralement notée
par p. Le contexte permettra toujours de distinguer les deux.

23. Puisque le champ créé par un plan chargé uniformément est indépendant de la
distance & ce plan, le raisonnement consistant & placer toute la densité de charges sur deux
surfaces opposées, n’est pas aussi naif qu’il parait & premiére vue.
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N électrons

o=+ nde "
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F1G. 1.5 — Modéle simple d’oscillations plasma.

par rapport au référentiel fixe lié a I'ensemble de la charge positive portée par
tous les ions (voir figure 1.5)?4. La charge surfacique qui en résulte induit un
champ électrique de 47a, oil o est la charge par unité de surface®® sur chaque
coté de la plaque.

Par conséquent, le gaz d’électrons dans son ensemble obéit & 'équation du
mouvement, :

Nmd = —Ne |4ro| = —Ne(dnnde) = —4mne’Nd (1.46)

qui conduit & des oscillations & la fréquence plasma.

Quelques observations directes de plasmons ont été réalisées. L’une des
plus notables est I’observation des pertes d’énergie par multiples de fiw, quand
des électrons sont envoyés & travers une cible de films métalliques®®. Néan-
moins, on doit garder & ’esprit la possibilité d’excitation de ces plasmons dans
d’autres processus électroniques.

1.5 Conductivité thermique d’un métal

Le succeés le plus impressionnant du modéle de Drude au moment ou il fut
proposé a été son explication de la loi empirique de Wiedemann-Franz (1853).
Cette loi stipule que le rapport /¢ de la conductivité thermique par rapport
a la conductivité électrique de nombreux métaux est directement proportion-
nelle a la température, avec une constante de proportionnalité qui est, avec
une bonne précision, la méme pour tous les métaux. La table 1.6 montre cette

24. Nous avons déja pris en compte ’'interaction entre les électrons et les ions en re-
marquant que Pattraction exercée par les ions sur les électrons a pour effet de confiner
ces derniers a intérieur du métal. Dans ce modéle simple d’oscillations de plasma, c’est
justement cette attraction qui constitue la force de rappel.

25. La densité de charge surfacique o ne doit pas étre confondue avec la conductivité,
aussi généralement notée par o.

26. C. J. Powell et J. B. Swan, Phys. Rev. 115, 869 (1959).
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remarquable régularité en présentant des conductivités thermiques mesurées
pour plusieurs métaux a 273 K et 373 K, ainsi que les rapports «/o (appelés
nombre de Lorenz), aux deux températures.

Pour rendre compte de cette loi, le modéle de Drude suppose que le cou-
rant thermique volumique dans un métal est transporté par les électrons de
conduction. Cette hypothése est fondée sur une observation empirique selon
laquelle les métaux conduisent la chaleur beaucoup mieux que les isolants.
Par conséquent, la conduction thermique due aux ions?’, présents aussi bien
dans les métaux que dans les isolants, est beaucoup moins importante que la
conduction due aux électrons de conduction, qui eux sont présents uniquement
dans les métaux.

Pour définir et ensuite estimer la conductivité thermique, considérons une
barre métallique le long de laquelle la température peut varier lentement. En
I’absence de sources de chaleur aux extrémités de la barre pour maintenir un
gradient de température non nul, Pextrémité la plus chaude va se refroidir et
Pextrémité la plus froide va se réchauffer, autrement dit, I’énergie thermique
va se propager dans le sens opposé au gradient de température. En fournis-
sant de la chaleur & Dextrémité la plus chaude aussi rapidement qu’elle se
propage vers l'autre bout, on peut établir un régime permanent ot 'on a &
la fois un gradient de température et un flux uniforme d’énergie thermique.
Nous définissons alors la densité de courant thermique j¢ comme le vecteur
paralléle & la direction du flux de chaleur, dont la norme est égale & I’énergie
thermique traversant par unité de temps une unité de surface normale au flux
de chaleur®®. Pour de faibles gradients de température, on observe que le
courant thermique est proportionnel & VT (loi de Fourier)

j1= —KkVT (1.47)

La constante de proportionnalité x est appelée conductivité thermique. Elle
est positive puisque le courant thermique se propage dans la direction opposée
au gradient de température.

A titre d’exemple, considérons le cas ou la chute de température est uni-
forme dans le sens positif de la direction . En régime permanent, le cou-
rant thermique se propage également dans la direction z, et il est égal &
j% = —xdT /dz. Pour calculer le courant thermique, remarquons qu’aprés
chaque collision les électrons émergent avec une vitesse en corrélation avec la
température locale (hypothése 4, page 7). Par conséquent, bien que la vitesse
électronique moyenne puisse s’annuler en un point (contrairement au cas de
la propagation d’un courant électrique), Pénergie des électrons, arrivant en ce

27. Bien que les ions dans les métaux soient incapables de se déplacer, ils peuvent tout de
méme transporter de I’énergie thermique (mais pas de charge électrique) : en effet, les ions
peuvent vibrer légérement autour de leur position d’équilibre moyenne, conduisant ainsi &
une transmission de I’énergie thermique sous forme d’ondes élastiques se propageant dans
le réseau des ions (voir chapitre 25).

28. Remarquons ’analogie avec la définition de la densité de courant électrique j, ainsi
que ’analogie entre les lois d’Ohm et de Fourier.
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TAB. 1.6 — Valeurs expérimentales de la conductivité thermique et du nombre de
Lorenz pour quelques métaux.

273 K 373 K
Elément K k/oT K k/oT
(Wem LK) (WOQK™2)  (Wem K1) (W.QK2)
Li 0,71 2,22 x 108 0,73 2,43 x 108
Na 1,38 2,12
K 1,0 9,23
Rb 0,6 2,42
Cu 3.85 2,20 3,82 2.29
Ag 4,18 2,31 4,17 2,38
Au 3.1 2,32 3,1 2,36
Be 2.3 2,36 1,7 2,42
Mg 1,5 2,14 1,5 2,25
Nb 0,52 2.90 0,54 9,78
Fe 0,80 2,61 0,73 2.88
Zn 1,13 2,28 1,1 2.30
Cd 1,0 2,49 1,0
Al 2,38 2,14 2,30 2,19
In 0,88 2,58 0,80 2,60
T 0,5 2.75 0,45 2.75
Sn 0,64 2,48 0,60 2,54
Pb 0,38 2,64 0,35 2,53
Bi 0,09 3,53 0,08 3,35
Sb 0,18 2,57 0,17 2,69

Source : G. W. C. Kaye et T. H. Laby, Table of Physical and Chemical Constants,
Longmans Green, London, 1966.

point du coté des températures élevées, est plus grande que celle des électrons
arrivant en un point du c6té des basses températures, conduisant ainsi & un
flux d’énergie thermique qui se propage vers les basses températures (voir
figure 1.6).

Pour obtenir une estimation de la conductivité thermique & partir de
cette image, considérons d’abord un modéle « & une dimension » simplifié
a l'extréme dans lequel les électrons peuvent se déplacer uniquement sur ’axe
z, de telle sorte qu’en un point x la moitié des électrons vient des hautes
températures et Pautre moitié des basses températures. Si £(T) est ’énergie
thermique par électron dans un métal & Péquilibre & une température T,
alors, un électron ayant subi sa derniére collision en un point z’, aura, en
moyenne, une énergie thermique £(T'[x']). Les électrons arrivant en x par les
hautes températures, auront subi, en moyenne, leur derniére collision au point
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F1G. 1.6 — Vue schématique de la relation entre le gradient de température et le
courant thermique. Les électrons arrivant au centre de la barre depuis la gauche ont
eu leur derniére collision dans la région des hautes températures, ceux qui arrivent
de droite dans la région des basses températures. Ainsi, les électrons se déplacant
vers la droite au centre de la barre ont tendance & étre plus énergétiques que ceux
qui se dirigent vers la gauche, livrant un courant thermique global orienté vers la
droite.

x — vT, et posséderont une énergie thermique par électron £(T'[z — vr]). Leur
contribution & la densité de courant thermique au point x sera donc égale au
produit du nombre de ces électrons par unité de volume, n/2, par leur vitesse
v, et par leur énergie, c’est-a-dire (n/2)vE(T[x — vr]). La contribution a la
densité de courant des électrons arrivant en z par les basses températures est
(n/2)(—v)E(T[x + v7]), puisqu’ils sont venus de la direction des z positifs et
qu’ils se déplacent vers les x négatifs. La somme de ces deux contributions
donne

9= %nv E(T[z — vr]) - E(T[z + v7))] (1.48)

Si la variation de température est trés faible?® sur une distance comparable
au libre parcours moyen (¢ = v7), on peut développer la densité de courant
au voisinage du point z pour trouver :

T ,
Jji= nvaﬁ <—d—> (1.49)

Pour en déduire le résultat correspondant & trois dimensions, il suffit de

remplacer v par la composante v, et prendre la moyenne sur toutes les direc-
2

tions. Sachant®® que (v2) = (vZ) = (vZ) = %, et nd€ /dT = (N /V)dE/

29. Sa variation par rapport a £ est égale au produit de (¢/L) par sa variation par rapport
4 la longueur L de ’échantillon.

30. A D’équilibre, la distribution des vitesses est isotope. Les correction & ce gradient de
température sont trés petites.




Physique des solides _ 27

dT' = (dE /dT) /V = ¢,, on ¢, est la chaleur spécifique électronique, il vient :

1.
j*= §v27(zl,(fVT) (1.50)

ou

K= %UZTCU = %vﬁcv (1.51)
v? étant la vitesse quadratique moyenne électronique.

Nous voudrions souligner le caractére grossier de ces arguments. Nous
avons parlé « & la légére » de Iénergie thermique par électron transportée par
un groupe particulier d’électrons, une quantité dont on pourrait exiger une
définition précise. Nous n’avons pas non plus apporté beaucoup de soin en
remplacant certaines quantités, a diverses étapes du calcul, par leurs moyennes
thermiques. On pourrait objecter, par exemple, que si I’énergie thermique par
électron dépend de la direction d’on viennent les électrons, il en est de méme
de leur vitesse moyenne puisqu’elle dépend de la température du lieu ou la
derniére collision s’est produite. Nous verrons plus tard que cette derniére
omission est en fait compensée par une autre, et nous montrerons au chapitre
13, par un raisonnement plus rigoureux, que le résultat (1.51) est trés proche
du résultat exact (et dans certains cas, méme identique).

Etant donné I’équation (1.51), nous pouvons obtenir un autre résultat
indépendant des mystéres dissimulés dans le temps de relaxation 7, en divisant
la conductivité thermique par la conductivité électrique (1.6) :

1 2
K 3Comu
e (1.52)

Pour Drude, il était naturel d’utiliser la loi des gaz parfaits classiques pour
calculer la chaleur spécifique et la vitesse quadratique moyenne. Il prit alors
¢y égal & Snkp et $mo? égal & 3kpT, kp = 1,38 x 1071% erg K~! étant la
constante de Boltzmann. Ceci conduit au résultat suivant :

K_3 (k—B>QT (1.53)

o 2 e

Le membre de droite de cette équation est linéaire en température et ne dé-
pend que des constantes fondamentales kg et e, ce qui est en parfait accord
avec la loi de Wiedemann-Franz. L’équation (1.53) donne un nombre de
Lorenz égal &

3 (kg\’
L2 (—B> =1,24 x 10713 (erg.esu LK 1)? (1.54)
ol 2\ e

=1,11 x 107 W.Q.K2
qui est la moitié de la valeur typique donnée dans la table 1.6. Dans son
calcul original, Drude trouva, par erreur, la moitié du résultat (1.6), c’est-a-
dire %5 = 2,22 x 1078 W.Q.K~2, en parfait accord avec I’expérience.
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Ce résultat, bien que complétement fortuit, était tellement impression-
nant qu’il incita d’autres investigations du modéle. Cependant, il était trés
intriguant qu’une contribution électronique 4 la chaleur spécifique, & peu prés
comparable & %nkB, n’ait jamais été observée. En effet, aucune contribution
électronique a la chaleur spécifique n’a été étudiée & température ambiante.
Nous verrons au chapitre 2 que la loi des gaz parfaits classiques ne peut
étre appliquée au gaz d’électrons dans un métal. Le succés impressionnant de
Drude, en laissant de c6té son erreur de facteur 2, est en réalité la conséquence
de deux erreurs d’environ 100 qui se compensent : i température ambiante,
la véritable contribution électronique a la chaleur spécifique est 100 fois plus
faible que la prédiction classique, mais la vitesse quadratique moyenne est
100 fois plus grande.

Nous examinerons au chapitre 2 la théorie correcte des propriétés de
I’équilibre thermique d’un gaz d’électrons libres, et nous reviendrons, au cha-
pitre 13, & une analyse plus approfondie de la conductivité thermique d'un
métal. Avant de terminer cette étude du transport thermique, nous voulons
rectifier une simplification excessive de notre analyse qui a dissimulé un phé-
nomeéne physique important :

Nous avons calculé la conductivité thermique en ignorant toute manifes-
tation du gradient de température, excepté le fait que I’énergie thermique
transportée par un groupe d’électrons dépend de la température & ’endroit
de leur derniére collision. Cependant, si les électrons émergent d’une colli-
sion avec des énergies plus grandes quand la température est plus élevée, ils
auront des vitesses plus grandes. Ceci impliquerait que la vitesse électro-
nique ainsi que sa contribution a ’énergie thermique devraient dépendre de
P’endroit de la derniére collision. Néanmoins, il s’avére qu’un tel terme sup-
plémentaire ne modifie le résultat final que par un facteur proche de l'unité,
et nous avons donc eu raison d’ignorer une telle correction. Cependant, im-
médiatement aprés établissement du gradient de température, il y a bien une
vitesse électronique moyenne non nulle dirigée vers la région de basse tempé-
rature. Puisque les électrons sont chargés, cette vitesse conduit a l'existence
d’un courant électrique. Mais, les mesures de la conductivité thermique sont
effectuées dans des conditions de circuit ouvert, ol aucun courant ne peut cir-
culer. Par conséquent, le courant électrique continue de se propager jusqu’au
point ot assez de charges se sont accumulées a la surface de I’échantillon pour
donner naissance & un champ électrique s’opposant 4 toute accumulation ul-
térieure de charges, ce qui compense Deffet du gradient de température sur la
vitesse électronique moyenne!. Une fois le régime permanent atteint, aucun
courant électrique ne circule, ce qui justifie le droit de supposer que la vitesse
électronique moyenne s’annule.

Ainsi, nous sommes amenés A considérer un autre effet physique : dans une
barre longue et fine, un gradient de température doit étre accompagné d’un
champ électrique de sens opposé. L’existence de tel champ, appelé champ

31. Voir 1’étude analogue sur ’origine du champ de Hall, page 14.
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thermoélectrique, est connue depuis un certain temps sous le nom d’effet
Seebeck. Ce champ s’écrit conventionnellement sous la forme :

E =QVT (1.55)

ou la constante de proportionnalité @ est connue sous le nom de pouvoir
thermoélectrique. Pour Pestimer, nous remarquons que dans le cadre de notre
modéle unidimensionnel, la vitesse électronique moyenne en un point z due
au gradient de température est donnée par :

v = = (e —vr) —v(z+or)] = —To o

. ("’2—2> (1.56)

32

DO | =

Nous pouvons encore généraliser ce résultat & 3 dimensions °¢ en faisant le
“pe - . ’ 2
remplacement v? — v2, et en utilisant les identités (v2) = (v2) = (v2) = %.
1l vient alors
7 dv?

vo =~ 5 (V1) (1.57)

et la vitesse moyenne due au champ électrique est donnée par3? :

E
vp = - (1.58)
m
Pour avoir vg 4+ vg = 0, nous exigeons ’égalité suivante :
1\ d me? Co
- =\ = _ 1.59
< (36) dT" 2 3ne (159)

Ce résultat est également indépendant du temps de relaxation. Drude
I’évalua, par une application a nouveau inadéquate de la mécanique statistique
classique, en posant ¢, égal & 3nkp/2 pour obtenir

Q= —’;—i =-0,43x 1074 VK™! (1.60)
Les pouvoirs thermoélectriques des métaux que I'on observe, & température
ambiante, sont de 'ordre du microvolt par degré, c’est-a-dire 100 fois plus
faibles. C’est la méme erreur de facteur 100 qui est survenue deux fois dans
la démonstration de la loi de Wiedemann-Franz par le modéle de Drude, mais
n’étant maintenant plus compensée, elle fournit une preuve sans équivoque
du fait qu’il est incorrect d’utiliser la mécanique statistique classique pour
décrire le gaz d’électrons dans un métal.

32. Voir la discussion permettant le passage de I’équation (1.49) & (1.50).
33. Voir la discussion, page 8.
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La mécanique statistique quantique permet de résoudre ce désaccord. De
plus, dans certains métaux, le signe du pouvoir thermoélectrique — le sens du
champ thermoélectrique — est ’opposé de celui prédit par le modéle de Drude.
Ceci est aussi mystérieux que les désaccords dans le signe de la constante de
Hall. La théorie quantique des solides peut également rendre compte du chan-
gement de signe dans le pouvoir thermoélectrique, mais le triomphe doit étre
tempéré dans ce cas puisqu’une théorie compléte du champ thermoélectrique
manque toujours. Nous verrons par la suite que certaines spécificités de ce
phénoméne font que son calcul précis est particuliérement difficile.

Ces derniers exemples nous ont montré de fagon claire qu’on ne peut aller
plus loin avec une théorie d’électrons libres sans avoir recours a la mécanique
statistique quantique. Ceci constitue ’objet du chapitre 2.

1.6 Problémes

1. Distribution de Poisson

D’aprés le modéle de Drude, la probabilité pour qu’un électron entre en
collision dans un intervalle de temps infinitésimal dt est dt/r.

(a) Montrer qu’un électron pris au hasard & un certain instant n’a subi
aucune collision durant le temps ¢ précédant cet instant avec une probabilité
e~¥/7. Montrer qu’il ne subira aucune collision pendant le temps ¢ & venir
avec la méme probabilité.

(b) Montrer que la probabilité pour que 'intervalle de temps entre deux
collisions successives d’un électron ait pour bornes t et ¢ +dt, est (dt/7)e™*/".

(c) Montrer que, comme conséquence de (a), & chaque instant le temps
moyen depuis la derniére collision (ou jusqu’a la collision suivante) moyenné
sur tous les électrons est 7.

(d) Montrer que, comme conséquence de (b), le temps moyen entre deux
collisions successives d’un électron est 7.

(e) La question (c¢) implique qu’a chaque instant le temps T entre la der-
niére et la prochaine collision moyenné sur tous les électrons est 27. Expliquer
pourquoi ceci n’est pas compatible avec le résultat de la question (d). Une
explication compléte devrait faire intervenir le calcul de la distribution de pro-
babilité pour T'. L’échec dans ’appréciation de cette subtilité conduisit Drude
a une conductivité électrique égale seulement & la moitié du résultat (1.6). Il
ne fit pas la méme erreur dans la conductivité thermique, d’ou le facteur 2
dans son calcul du nombre de Lorenz (voir page 27).

2. Effet Joule

Considérons un métal & une température uniforme dans un champ élec-
trique E uniforme. Un électron subit une premiére collision, et aprés un temps
t, une deuxiéme. D’aprés le modéle de Drude, ’énergie n’est pas conservée
lors des collisions, puisque la vitesse moyenne d’un électron émergeant d’une
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collision ne dépend pas de I’énergie acquise par I’électron dans le champ élec-
trique depuis la derniére collision (hypothése 4, page 7).

(a) Montrer que ’énergie moyenne perdue au profit des ions durant la
deuxiéme des deux collisions séparées par un temps t est (eE7)%2/2m. (La
moyenne porte sur toutes les directions prises par ’électron aprés sa premiére
collision.)

(b) Montrer, en utilisant le résultat du probléme 1 (b), que P’énergie
moyenne perdue au profit des ions par électron et par collision est (eET)?/m.
En déduire que la perte moyenne par centimétre cube et par seconde est
(ne*r/m)E? = o E?. Déduire que la puissance perdue dans un fil de longueur
L et de section A est I2R, ou I est le courant et R est la résistance du fil.

3. Effet Thomson

Supposons qu’en plus du champ électrique appliqué dans le probléme 2,
il y ait un gradient de température uniforme V7T dans le métal. Comme
I’énergie d’un électron émergeant d’une collision est déterminée par la tempé-
rature locale, la perte d’énergie dans les collisions va dépendre de la distance
parcourue par Pélectron, entre les collisions, dans le sens des valeurs descen-
dantes du gradient de température. Elle va aussi dépendre de la quantité
d’énergie recue du champ électrique. Par conséquent, la puissance perdue
contiendra un terme proportionnel & E - VT (qui peut étre facilement séparé
des autres termes puisque c’est le seul qui soit du second ordre par rapport a
la perte d’énergie et qui change de signe quand le champ E change de sens).
Montrer que cette contribution est donnée, dans le modéle de Drude, par un
terme proportionnel & (ner/m)}(d€/dT)(E - VT'), ou £ est énergie thermique
moyenne par électron. (Calculer I’énergie perdue par un électron subissant
une collision au point r et qui a subi sa derniére collision au point r —d. En
supposant un temps de relaxation fixe (c’est-a-dire indépendant de I’énergie),
d peut étre obtenue, au premier ordre par rapport au champ et au gradient de
température, par des raisonnements cinématiques simples, ce qui est suffisant
pour obtenir la perte d’énergie & Pordre deux.)

4. Ondes hélicon

Supposons qu’un métal soit placé dans un champ magnétique uniforme
H dirigé le long de 'axe z, et qu'un champ électrique alternatif Ee~*¢ soit
appliqué normalement a4 H.

(a) Si le champ électrique a une polarisation circulaire (E, = +iE,),
montrer que 'équation (1.28) doit étre généralisée a

. g0 . . .
o= —2  _ \E, j,=+4ij, j.=0 1.61
o= (s ) B =i (1.61)

(b) Montrer que, en conjonction avec (1.61), Péquation de Maxwell (1.31)
a une solution de la forme :

E, = EpelF*=wY B — +iF,, E,=0 (1.62)
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3 condition que k?c? = ew?

ew)=1- %’% <—u):Fu11—+'L/7'> (1.63)

(c) Tracer e(w) pour w > 0 (en prenant la polarisation E, = iE;) et
démontrer qu'il existe des solutions de I’équation k%c? = ew? pour un k quel-
conque & des fréquences w > wy, et w < w.. (Supposer que la condition de
champ élevé w.T > 1 est vérifiée, et remarquer que, méme pour des champs
de plusieurs centaines de kilogauss, wp/w. > 1.)

(d) Montrer que, pour w < w,, la relation entre k et w correspondant & la
solution & basse fréquence est donnée par :

k.2 2
W = we (—2) (1.64)
(Up

, oll

Cette onde de basse fréquence, connue sous le nom d’hélicon, a été observée
dans de nombreux métaux®*. Donner une estimation de la fréquence hélicon
pour une longueur d’onde d’un centimeétre et un champ de 10 kG, et pour des
densités typiques des métaux.

5. Plasmons de surface

Une onde électromagnétique se propageant le long d’une surface d’un métal
rend difficile toute observation de plasmons (de volume) ordinaires. Supposons
que le métal est contenu dans le demi-espace z > 0, le demi-espace z < 0 étant
vide. Supposons que la densité de charges électriques p qui intervient dans
les équations de Maxwell est nulle aussi bien a l'intérieur qu’a extérieur du
métal. Ceci n’empéche pas existence d’une densité de charges surfacique
concentrée dans le plan z = 0. Le plasmon de surface est une solution des
équations de Maxwell de la forme :

E, = Ae'®e K2 E =0, E,=Be%e X2 >0  (1.65)
E, = CeéeK'?  E, =0, E,=De%e K2 ;<0
g, K, K' réels, K, K' positifs.

(a) Prendre des conditions aux limites habituelles (B continue, (¢E)
continue) et utiliser les résultats de Drude (1.35) et (1.29), trouver trois équa-
tions reliant ¢, K, et K’ comme fonctions de w.

(b) Pour wr > 1, tracer ¢g%c® en fonction de w?.

(¢) A la limite gc > w, montrer qu’il y a une solution de fréquence w =
wp/v/2. Montrer, en examinant K et K’, que Ponde est confinée a la surface.
Décrire sa, polarisation. Cette onde est connue sous le nom de plasmon de
surface.

34. R. Bowers et al., Phys. Rev. Letters 7, 339 (1961).
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Théorie de Sommerfeld
des métaux

Distribution de Fermi-Dirac

Electrons libres

Densité de vecteurs d’ondes permis

Quantité de mouvement, énergie et température de Fermi
Energie de I'état fondamental et module de compression
Propriétés thermiques d'un gaz d'électrons libres

Théorie de Sommerfeld de la conduction

Loi de Wiedemann-Franz

~

L’EPOQUE de Drude, et de nombreuses années aprés, il a semblé rai-
A sonnable de supposer que la distribution des vitesses des électrons &
Péquilibre & la température T était donnée, comme celle d’un gaz classique
ordinaire de densité n = J—‘\,’—, par la distribution de Maxwell-Boltzmann. Celle-
ci fournit le nombre d’électrons par unité de volume, dont les vitesses sont
comprises dans un intervalle! dv autour de v, par fz(v)dv, ou:

3/2
— _L —muv?/2kpT 91
fe(v) =n <2kaT> ¢ (2.1)

Nous avons vu au chapitre 1 qu’en conjonction avec le modéle de Drude cette

1. Nous utilisons la notation standard des vecteurs. Ainsi, par v nous désignons la norme
de v : une vitesse est dans intervalle dv autour de v si sa +® composante se trouve entre
v; et v; + dv;, pour ¢ = z,y,z ; nous utilisons également dv pour désigner le volume de
la région de ’espace des vitesses dans I'intervalle dv autour de v : dv =dvzdvydv, (nous
suivons ainsi 'usage commun des physiciens qui consiste & utiliser ]Ja méme notation pour
une région et son volume, le contexte clarifiant la signification du symbole).
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expression conduisait au bon ordre de grandeur pour la loi de Wiedemann-
Franz, mais prédisait aussi une contribution a la chaleur spécifique d’'un métal
égale a %kBT par électron alors que celle-ci n’était pas observée?.

Ce paradoxe jeta une ombre sur le modéle de Drude pendant un quart
de siécle et ne fut supprimé que par I’apparition de la théorie quantique et
la reconnaissance du fait que, pour les électrons®, le principe d’exclusion de
Pauli exige le remplacement de la distribution de Maxwell-Boltzmann (2.1)
par la distribution de Fermi-Dirac :

(m/h)? 1
473 expl(2mv? — kpTo)/kpT] + 1

fv) = (2.2)

Ici A est la constante de Planck divisée par 2w, et Ty est une température
déterminée par la condition de normalisation? :

n = /dvf(v) (2.3)

et est de 'ordre d’une dizaine de milliers de degrés. Aux températures qui
nous intéressent (c’est-a-dire moins de 10® K), les distributions de Maxwell-
Boltzmann et de Fermi-Dirac sont spectaculairement différentes pour les den-
sités d’électrons que 1’on rencontre dans les métaux (figure 2.1).

Dans ce chapitre, nous décrirons la théorie qui sous-tend la distribution de
Fermi-Dirac (2.2) et nous passerons en revue les conséquences de la statistique
de Fermi-Dirac pour un gaz d’électrons métalliques®.

Peu apreés la découverte du fait que le principe d’exclusion de Pauli était
nécessaire pour expliquer les états liés électroniques dans les atomes, Som-
merfeld appliqua le méme principe au gaz d’électrons libres des métaux, et
résolut ainsi les anomalies thermiques les plus flagrantes du modéle de Drude.
Dans la plupart des applications, le modéle de Sommerfeld n’est rien d’autre
que le gaz classique d’électrons libres de Drude avec pour unique modification
une distribution des vitesses électroniques qui suit la distribution quantique
de Fermi-Dirac plutot que la distribution classique de Maxwell-Boltzmann.
Pour justifier & la fois Putilisation de la distribution de Fermi-Dirac et son
implantation audacieuse dans une théorie classique, nous devons étudier la
théorie quantique du gaz d’électrons.

2. Car, comme nous allons le voir, la contribution électronique réelle est environ 100 fois
plus petite & température ambiante, et devient plus petite encore lorsque la température
diminue.

3. Et pour toute autre particule obéissant a la statistique de Fermi-Dirac.

4. Noter que les constantes dans la distribution de Maxwell-Boltzmann (2.1) avaient déja
été choisies de telle sorte que (2.3) soit satisfaite. L’équation (2.2) est démontrée plus bas ;
voir I’équation (2.89). Dans le probléme 3d, le préfacteur qui apparait dans Péquation (2.2)
est mis sous une forme qui facilite la comparaison directe avec I’équation (2.1).

5. Dans tout ce chapitre, nous désignerons par « gaz d’électrons » un gaz d’électrons
libres et indépendants (voir page 6) & moins que nous ne considérions explicitement des
corrections dues aux interactions électron-électron ou électron-ion.
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Fi1G. 2.1 — (a) Distributions de Fermi-Dirac et de Maxwell-Boltzmann pour des
densités métalliques typiques & température ambiante. (Les deux courbes sont don-
nées pour une densité vérifiant 7' = 0,017p.) L’échelle est la méme pour les deux
distributions et a été normalisée de telle sorte que la distribution de Fermi-Dirac
approche 1 a basse énergie. Au-dessous de la température ambiante, les différences
entre les deux distributions sont encore plus marquées. (b) Une vue de la partie de
des f a été comprimé d’un facteur 500 environ pour contenir toute la distribution
de Maxwell-Boltzmann sur la figure. A cette échelle, le graphe de la distribution de
Fermi-Dirac ne se distingue pas de Paxe des x.

2.1 Propriétés de I’état fondamental d’un gaz
d’électrons

Nous devons étudier les propriétés de I’état fondamental de N électrons
confinés dans un volume V. Puisque les électrons n’interagissent pas les uns
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avec les autres (approximation des électrons indépendants), nous pouvons
déterminer ’état fondamental d’un systéme de N électrons en trouvant tout
d’abord les niveaux d’énergie d’un électron unique dans le volume V, et en
remplissant ensuite ces niveaux de maniére cohérente vis-a-vis du principe
d’exclusion de Pauli, ce qui permet & au plus un électron d’occuper n’importe
quel niveau électronique®.

Un électron unique peut étre décrit par une fonction d’onde ¥(r) et par
la donnée de 'une des deux orientations possibles de son spin. Si I’électron
n’interagit pas, la fonction d’onde & un électron associée & un niveau d’énergie
£ satisfait & Péquation de Schrédinger indépendante du temps’ :

R (02 o2 0? K2
2 (ot a ) VO = g ) =) (24)

Nous représenterons le confinement de ’électron (par ’attraction des ions)
dans le volume V par une condition aux limites sur 'équation (2.4). Le choix
d’une condition aux limites, quand on étudie des problémes qui ne sont pas ex-
plicitement liés aux effets de la surface métallique, est, dans une large mesure,
laissé & notre discrétion et peut étre déterminé par convenance mathématique.
En effet, si le métal est suffisamment grand, nous nous attendons & ce que
ces propriétés de volume ne soient pas affectées par la configuration détaillée
de sa surface®. Dans cet esprit, sélectionnons tout d’abord la forme du métal
afin qu’elle s’adapte 4 notre convenance analytique. Le choix consacré par
I'usage est celui d’un cube® de coté L = V1/3,

Ensuite, nous devons ajouter une condition aux limites & ’équation de
Schrédinger (2.4), reflétant le confinement de ’électron dans ce cube. Nous
faisons aussi ce choix dans idée qu’il n’affectera pas les propriétés de volume
calculées. Une possibilité est d’imposer que la fonction d’onde 1 (r) s’annule
quand r est & la surface du cube. Cependant, ce n’est souvent pas satis-
faisant car ceci conduit & des solutions stationnaires de (2.4), alors que le
transport de charge et d’énergie par les électrons est décrit de fagon beaucoup
plus pratique en termes d’ondes progressives. Un choix plus satisfaisant est
de mettre en relief le fait que la surface n’a pas d’importance en s’en débar-
rassant complétement. Nous pouvons le faire en imaginant que chaque face

6. Noter qu’ici et dans la suite, nous réserverons le terme d’« état » & I’état du systéme
a4 N électrons, et le terme de « niveau » 4 un état & un électron.

7. Nous faisons I’approximation de 1’électron libre, de telle sorte qu’aucun terme d’énergie
potentielle n’apparaisse dans 1’équation de Schrédinger.

8. C’est I’approche la plus universellement suivie en théorie de la matiére condensée. Des
preuves rigoureuses de P'indépendance des propriétés de volume vis-a-vis des conditions de
bord peuvent étre maintenant établies dans de nombreux contextes. Le travail le plus
pertinent en physique des solides est celui de J. L. Leibowitz et E. H. Lieb, Phys. Rev.
Lett. 22, 631 (1969).

9. Dans la suite, nous trouverons beaucoup plus pratique de prendre non pas un cube mais
un parallélépipéde de cotés non nécessairement égaux ou perpendiculaires. Pour le moment,
nous utilisons un cube pour éviter de petites complications géométriques ; mais vérifier que
tous les résultats de cette section restent valables pour le parallélépipéde constitue un trés
bon exercice.
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du cube est jointe & la face qui lui est opposée de telle sorte qu'un électron
arrivant sur la surface n’est pas réfléchi vers lintérieur mais quitte le métal et
y repénétre simultanément en un point correspondant sur la surface opposée.
Ainsi, si notre métal était unidimensionnel, nous remplacerions le segment de
0 & L dans lequel les électrons seraient confinés, par un cercle de circonfé-
rence L. A trois dimensions, la représentation géométrique de la condition
aux limites, dans laquelle les trois paires de faces opposées sur le cube se re-
joignent, devient topologiquement impossible & construire dans un espace &
trois dimensions. Néanmoins, la forme analytique de la condition aux limites
se généralise facilement. A une dimension, le modéle circulaire d’un métal
découle de la condition aux limites ¢(z + L) = 9(z), et la généralisation &
trois dimensions est évidemment

¥(z,y,2+ L) = ¥(z,y,2)
w(x,y+L,z) = 1/’(15’?/»2) (25)
w(ﬂf + L,y,z) = 11’(33, Y, Z)

Les équations (2.5) sont appelées conditions aux limites de Born-Von Karman
(ou conditions aux limites périodiques). Nous les rencontrerons souvent (quel-
quefois sous une forme légérement plus générale®).

Résolvons maintenant (2.4) avec les conditions aux limites (2.5). On peut
vérifier, par dérivation, qu’en négligeant les conditions aux limites, une solu-
tion est donnée par

1 .
Yi(r) Zﬁelk" (2.6)
d’énergie
h2k?
E(k) = Y= (2.7)

ot k est un vecteur indépendant de la position. Nous avons choisi la constante
de normalisation dans (2.6) de telle sorte que la probabilité de trouver un
électron quelque part dans tout le volume V soit égale & ’unité :

1= [arpwr (2.8)

Pour voir la signification du vecteur k, remarquons que le niveau ¢ (r)
est un état propre de 'opérateur quantité de mouvement,

p= Eg - -’EV, Pz = —fzi, etc. (29)
10r 1 1 0z

de valeur propre p = ik, car
io

ik-r ik-r
- =hk 2.1
R FEke (2.10)
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Puisqu’une particule qui se trouve dans un état propre d’un opérateur pos-
seéde une valeur définie de 'observable correspondante, donnée par la valeur
propre, un électron dans le niveau ¢y (r) posséde une guantité de mouvement
proportionnelle & k :

p=~hk (2.11)
et une vitesse v = p/m égale a
hk
=— 2.12
— (2.12)

Compte tenu de ceci, I’énergie (2.7) peut étre écrite sous la forme classique
familiére,
p L 9
E="—=-mvu 2.13
2m 2 . ( )
Nous pouvons aussi interpréter k comme un vecteur d’onde. L’onde plane
e’®T est constante sur tout plan perpendiculaire & k (puisque de tels plans
sont définis par 'équation k- r = constante) et est périodique le long des
lignes paralléles 4 k, avec une longueur d’onde

_27r

A
k

(2.14)
appelée longueur d’onde de de Broglie.

Nous faisons maintenant appel aux conditions aux limites (2.5). Celle-ci
n’autorise que certaines valeurs discrétes de k, puisque (2.5) ne sera satisfaite
par la fonction d’onde générale (2.6) que si
ihol _ gikyL _ oikaL _ | (2.15)
Puisque ¢* = 1 seulement si z = 27in, ot n est un entier'?, les composantes
du vecteur d’onde k doivent étre de la forme :

_ 27N,

kz— Tv ky

21n,

2mn,
= 5 kz = s
L

L 3

Ng, Ny, N, entiers (2.16)

Ainsi, dans un espace & trois dimensions en coordonnées cartésiennes muni
d’axes kg, ky et k. (appelé espace des k), les vecteurs d’onde autorisés sont
ceux dont les coordonnées sur les trois axes sont données par des multiples
entiers de 27/ L. Ceci est illustré (en deux dimensions) sur la figure 2.2.

En général, le seul usage pratique que l’on fait de la condition de quantifi-
cation (2.16) est le suivant : on a souvent besoin de savoir combien de valeurs
de k sont contenues dans une région de I’espace des k£ qui est énorme devant

10. Nous utiliserons toujours le mot « entier » pour désigner les entiers négatifs et zéro,
aussi bien que les entiers positifs.
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FI1G. 2.2 — Points de l'espace des k bidimensionnel de la forme k, = 2mwn,/L,
ky = 2mwny /L. Remarquer que la surface par point est exactement (2x/L)?. A d
dimensions, le volume par point est égal 4 (2x/L)%.

Vintervalle 27w/, et qui contient donc un grand nombre de points autorisés.
Si la région est grande!!, alors, avec une excellente approximation, le nombre
de points autorisés est le volume de 'espace des k contenu dans la région, di-
visé par le volume associé 4 un point de cet espace dans le réseau des valeurs
autorisées de k. Ce volume élémentaire (voir figure 2.2) est égal a (27/L)>.
Nous concluons donc que la région de I'espace des k de volume ) contiendra

Q Qv

@r/L)? ~ 8r3 (2.17)

valeurs autorisées de k, ou, de maniére équivalente, que le nombre de valeurs
autorisées de k par unité de volume de I’espace des & (également appelé densité
de niveaux dans I'espace des k) est égal &

14

5 (2.18)
En pratique, nous rencontrerons des régions de l'espace des k si grandes
(~ 10?2 points) et si réguliéres (des sphéres, typiquement) que, dans toutes
les situations, (2.17) et (2.18) peuvent étre considérées comme exactes. Nous
commencerons a appliquer ces formules de comptage d’ici peu.

Puisque nous supposons que les électrons n’interagissent pas, nous pouvons
construire I’état fondamental & N électrons en les placant dans les niveaux &
un électron permis que nous venons de trouver. Le principe d’exclusion de
Pauli joue un réle crucial dans cette construction (comme dans celle des états
des atomes & plusieurs électrons) : nous pouvons placer au plus un électron
dans chaque niveau électronique. Les niveaux & un électron sont spécifiés par
les vecteurs d’onde k et par la projection du spin électronique le long d’un

11. Et de forme assez réguliére ; seule une fraction négligeable de points doit étre a
P’intérieur d’un intervalle de largeur O(2n /L) autour de la surface.
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axe arbitraire, qui peut prendre les deux valeurs #/2 ou —#/2. Ce sont donc
deuzx niveaux électroniques qui sont associés a chaque vecteur d’onde autorisé
k, un pour chaque direction du spin de Pélectron.

Ainsi, en construisant I’état fondamental & N électrons, nous commencons
par placer deux électrons dans le niveau & un électron k = 0, qui posséde la
plus basse énergie possible £ = 0 pour un systéme & un électron. Nous conti-
nuons ensuite 4 ajouter des électrons, remplissant successivement les niveaux
a un électron de plus basse énergie qui ne sont pas déja occupés. Puisque
I’énergie d’'un niveau & un électron est directement proportionnelle au carré
de son vecteur d’onde (voir (2.7)), quand N est immense, la région occupée
pourra étre confondue avec une sphére'?. Le rayon de cette sphére est appelé
kr (F pour Fermi), et son volume  est 47k3./3. D’aprés (2.17), le nombre
de valeurs permises pour k a l'intérieur de la sphére est

Ak [V k2,
— | == 2.1
( 3 ) (8#3) 671'2V (2.19)

Puisque chaque valeur permise de k donne deux niveaux & un électron (un
pour chaque valeur de spin), on doit avoir, pour placer N électrons

N—2~ﬁV—ﬁV (2.20)
7 6r2 3m2 '
Ainsi, si nous avons N électrons dans un volume V' (c’est-a-dire une densité
électronique n = N/V), alors I’état fondamental du systéme & N électrons est
formé en remplissant tous les niveaux & une particule avec k plus petit que
kr, et en laissant tous ceux avec k plus grand que kg inoccupés, ou kr est
donné par la condition :

_ ki

=25 (2.21)

Cet état fondamental de approximation des électrons libres et indépen-
dants est décrit par une terminologie qui ne fait pas preuve d’imagination.

La sphére de rayon kr (le vecteur d’onde de Fermi) contenant les niveaux
& un électron qui sont occupés est appelée sphére de Fermi.

La surface de la sphére de Fermi, qui sépare les niveaux occupés de ceux
qui ne le sont pas, est appelée surface de Fermi. (Nous verrons, a partir du
chapitre 8, que la surface de Fermi est 'une des constructions fondamentales
de la théorie moderne des métaux ; en général, elle n’est pas sphérique.)

La quantité de mouvement fikp = pr des niveaux & un électron de plus
haute énergie occupés est appelée quantité de mouvement de Ferm: ; leur
énergie, & = h%k%/2m est Vénergie de Fermi ; et leur vitesse, vp = pr/m,

12. Si elle n’était pas sphérique, ce ne serait pas ’état fondamental, car nous pourrions
alors construire un état d’énergie plus basse en déplacant les électrons le plus loin possible
de k = 0 vers des niveaux inoccupés plus prés de ’origine.
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est la vitesse de Fermi. Cette derniére joue, dans la théorie des métaux,
un role comparable & la vitesse thermique, v = (3kgT/m)'/2, dans un gaz
classique.

Toutes ces quantités peuvent étre évaluées en terme de densité d’électrons
de conduction, via I’équation (2.21). Pour les estimer numériquement, il est
souvent plus pratique de les exprimer en fonction du paramétre sans dimension
rs/ag (voir page 4) qui varie d’environ 2 4 6 dans les éléments métalliques.
Prises ensemble, les équations (1.2) et (2.21) donnent

(9r/H)'3 1,92

kp = (2.22)
Ts Ts
ou
3,6
fp = 203 -1 (2.23)
Ts/a()

Puisque le vecteur d’onde de Fermi est de 'ordre de I'inverse d’angstroms, la
longueur d’onde de de Broglie des électrons les plus énergétiques est de 'ordre
de I’angstrom.

La vitesse de Fermi est

h 4,20
vp = (—) kp=—— x10% cm.s! (2.24)
m rs/ag

C’est une vitesse appréciable (environ 1 % de la vitesse de la lumiére). Du
point de vue de la mécanique statistique classique, c’est un résultat tout a
fait surprenant, car nous décrivons I’état fondamental (T' = 0), et toutes les
particules d’un gaz classique possédent une vitesse nulle & 7 = 0. Méme &
température ambiante, la vitesse thermique (c’est-a-dire moyenne) d’une par-
ticule classique avec une masse comparable & celle de P’électron est seulement
de Vordre de 107 cm.s™!.

L’énergie de Fermi est écrite de fagon pratique sous la forme (puisque
ag = h?/me?)

ﬁ2k2 2
(‘:F = 2mF = <2€_ao> (kFao)Q (225)
Ici, €2 /2ay, appelé rydberg (Ry), est ’énergie de liaison de I’état fondamental
de Patome d’hydrogeéne, égale & 13,6 eV'3. Le rydberg est une unité d’énergie
atomique aussi pratique que le rayon de Bohr l'est pour les distances ato-
miques. Puisque krao est de Pordre de I'unité, I'équation (2.25) montre que
I’énergie de Fermi posséde la valeur typique d’une énergie de liaison atomique.

13. Strictement parlant, le rydberg est I’énergie de liaison dans Papproximation de masse
infinie du proton. Un électron-volt (eV) est I’énergie gagnée par un électron traversant un
potentiel de 1 V ; 1 eV=1,602x10"1? J.
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En utilisant (2.23) et ag = 0,529 x 1078 cm, on trouve la forme numérique
explicite :

~50,1eV

—————(rs/ao)Q (2.26)

F

indiquant une valeur des énergies de Fermi, pour les densités que ’on rencontre
dans les métaux, comprise entre 1,5 et 15 eV.

La table 2.1 regroupe les énergies, les vitesses et les vecteurs d’onde de
Fermi des métaux dont les densités d’électrons de conduction sont données
dans la table 1.1.

Pour calculer I’énergie de I’état fondamental de N électrons dans un vo-
lume V, nous devons additionner les énergies de tous les niveaux & un électron
a Vintérieur de la sphére de Fermi'? :

E=2 ﬁsz 2
= Z% (2.27)

k<kp

De facon générale, pour sommer une fonction réguliére quelconque F(k) sur
toutes les valeurs possibles de k, on procéde comme suit :

Puisque le volume de Pespace des k par valeur permise de k est Ak =873 /V
(voir équation (2.18)), il est pratique d’écrire

Y Pk = SV? Y F(k)Ak (2.28)
k k

car, & la limite, quand Ak — 0 (c’est-a-dire V — c0), la somme Y F(k)Ak
approche lintégrale [ dk F'(k), & la seule condition que F'(k) ne varie pas de
facon appréciable!® sur des distances dans I'espace des k de 'ordre de 27/ L.
Nous pouvons donc réarranger (2.28) et écrire

lim %;Hk) _ / %F(k) (2.29)

V—oo

En appliquant (2.29) a des systémes finis mais macroscopiquement grands,
on suppose toujours que (1/V) " F(k) différe de fagcon négligeable de sa limite
a volume infini (par exemple, on suppose que I’énergie électronique par unité
de volume dans un cube de 1 cm?® de cuivre est la méme que dans un cube de
2 cm?).

14. Le facteur 2 rend compte des deux niveaux de spin permis pour chaque k.
15. Le cas le plus célébre pour lequel F' ne satisfait pas cette condition est la condensation
du gaz parfait de Bose. Dans les applications aux métaux, ce probléme ne survient jamais.
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TAB. 2.1 — Energies, températures, vecteurs d’onde et vitesses de Fermi de quelques

métaux représentatifs”.

Elément 7, /ag

&

Li
Na
K
Rb
Cs
Cu
Ag
Au
Be
Mg
Ca
Sr
Ba
Nb
Fe
Mn
Zn
Cd
Hg
Al
Ga
In
Tl
Sn
Pb
Bi
Sh

3,25
3,93
4,86
5,20
5,62
2,67
3,02
3,01
1,87
2,66
3,27
3,57
3,71
3,07
2,12
2,14
2,30
2,59
2,65
2,07
2,19
2,41
2,48
2,22
2,30
2,25
2,14

1,07
0,86
0,81
0,75
1,57
1,39
1,40
2,25
1,58
1,28
1,18
1,13
1,37
1,98
1,96
1,83
1,62
1,58
2,03
1,92
1,74
1,69
1,90
1,83
1,87

ER TF kF
4,74¢V 5,51 x 10* K 1,12 x 108 cm~! 1,29 x 108 cm/sec
3,24 3,77 0,92
2,12 2,46 0,75
1,85 2,15 0,70
1,59 1,84 0,65
7,00 8,16 1,36
5,49 6,38 1,20
5,53 6,42 1,21

14,3 16,6 1,94
7,08 8,23 1,36
4,69 5,44 1,11
3,93 4,57 1,02
3,64 4,23 0,98
5,32 6,18 1,18

11,1 13,0 1,71

10,9 12,7 1,70
9,47 11,0 1,58
7,47 8,68 1,40
7,13 8,29 1,37

11,7 13,6 1,75

104 12,1 1,66
8,63 10,0 1,51
8,15 9,46 1,46

10,2 11,8 1,64
9,47 11,0 1,58
9,90 11,5 161

10,9 12,7 1,70

1,96

¢ Les données de la table ont été calculées a partir des valeurs de r,/ag fournies dans
la table 1.1 en utilisant m = 9,11 x 1072 g.

En prenant (2.29) pour évaluer (2.27), on trouve que la densité d’énergie

du gaz d’électrons est :

E

-‘7:

=,
— dk
473 k<kp

h2k2 1 h2k3,
2m w2 10m

(2.30)
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Pour trouver I’énergie par électron, F/N, dans l’état fondamental, nous de-
vons diviser ce résultat par N/V = k%./372, ce qui donne

E 3 m%% 3
- = - ¢ 2.31
N 10 m 57 (2.31)

Nous pouvons également, écrire ce résultat sous la forme

E 3
== kT 2.32
N 5 BF (2.32)

ou Tr, la température de Fermi, est

: 2
Ty = Er _ —58’—2 x 10* K (2.33)
ke (rs/ao)

Notons, en opposition avec ce résultat, que ’énergie par électron dans un gaz
parfait classique, %k gT, s’annule & T = 0 et n’atteint une valeur aussi grande
que (2.32) qu'a T = 2T ~ 10* K.

L’énergie E de ’état fondamental étant donnée, on peut calculer la pres-
sion exercée par le gaz d’électrons a partir de la relation P = —(0E/0V)n.
Puisque E = %N Er et que £ est proportionnelle & k%, qui ne dépend que
de V par un facteur n%/3 = (N/V)?/3 il s’ensuit que'®

2F
=-— 2.34
% (2.34)
On peut également calculer la compressibilité, K, ou le module de com-
pression, B = 1/K, défini par :
1 oP
B=—==-V— 2.35
K ov ( )
Puisque E est proportionnel 3 V~2/3 I’équation (2.34) montre que P varie
comme V53 et donc

B=°pP=_—__"="2n¢ 2.
3 gV 3"F (2.36)
ou
1 5
B= (6’ 3) x 107 Pa (2.37)
Ts/ag

Dans la table 2.2, nous comparons les modules de compression dans
I’approximation des électrons libres (2.37) calculés & partir de r,/ag, avec
ceux mesurés, pour plusieurs métaux. L’accord pour les métaux alcalins les

16. A température non nulle, la pression et la densité d’énergie continuent d’obéir & cette
relation. Voir (2.101).
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TAB. 2.2 — Modules de compression en unités de 10° Pa de quelques métaux
représentatifs®.

Métal B (électrons libres) B (mesuré)

Li 23,9 115
Na 9,23 6,42
K 3,19 281
Rb 2,28 1,92
Cs 1,54 1,43
Cu 63,8 134,3
Ag 34,5 99,9
Al 228 76,0

“La valeur donnée dans Dapproximation des électrons libres est celle d’un
gaz d’électrons libres & la densité observée du meétal, calculée a partir de
léquation (2.37).

plus lourds est fortuitement bon, mais, méme quand le calcul s’écarte de la
valeur expérimentale de maniére appréciable, comme c’est le cas pour les mé-
taux nobles, sa valeur reste encore dans le bon ordre de grandeur (bien qu’elle
varie d’un facteur un tiers 4 un facteur trois dans la table). Il est absurde
d’espérer que la pression du gaz d’électrons libres seule puisse complétement
déterminer la résistance d’un métal & la compression, mais la table 2.2 dé-
montre que cette pression est au moins aussi importante que n’importe quel
autre effet.

2.2 Propriétés thermiques du gaz d’électrons
libres : distribution de Fermi-Dirac

A température non nulle, il est nécessaire d’examiner les états excités du
systéme & NN électrons autant que son état fondamental, car, d’aprés les prin-
cipes de base de la mécanique statistique, si un systéme a N particules est en
équilibre thermique & température 7', ses propriétés doivent étre calculées en
faisant la moyenne sur tous les états stationnaires & N particules, en assignant
a chaque état d’énergie £ un poids Py (E) proportionnel 4 e=£/knT .

e~ E/kiT

Pn(B) = S~

(2.38)

(Ici, Bl est Iénergie du o/®™® état stationnaire du systéme & N électrons, la
somme portant sur tous ces états.)

Le dénominateur de (2.38) est appelé fonction de partition et est relié a
I’énergie libre de Helmholtz, ' = U — T'S (on U est ’énergie interne et S,
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Pentropie) par
N e Bl kT = o Fi/kaT (2.39)
Nous pouvons donc écrire (2.38) de maniére plus compacte par :
Py(E) = e~ (B-Fx)/ksT (2.40)

A cause du principe d’exclusion, pour construire un état & N électrons, il
faut remplir N niveaux & un électron différents. Ainsi, chaque état station-
naire & N électrons peut étre spécifié en donnant la liste des niveaux & un
électron qui sont remplis. Une quantité trés importante & connaitre est fi",
la probabilité qu’il y ait un électron, dans le niveau & un électron particulier
i, lorsque le systéme & N électrons est & 1’équilibre '7. Cette probabilité est
simplement la somme des probabilités indépendantes de trouver le systéme &
N électrons dans I'un quelconque de ces états & N électrons dans lesquels le
1¢ niveau est occupé :

(somme sur tous les états & NV électrons o
N = Py(EY) dans lesquels il y a un électron (2.41)
dans le niveau & un électron ¢)

Nous pouvons évaluer f7¥ en faisant les trois observations suivantes.

1. Puisque la probabilité qu’un électron soit dans le niveau ¢ est précisément
égale & un moins la probabilité qu’il n’y ait aucun électron dans le niveau
i (seules possibilités autorisées par le principe d’exclusion), nous pouvions
écrire (2.41) de maniére équivalente par

(somme sur tous les états & N électrons vy
N =1—-% Py(EY) dans lesquels il n’y a aucun électron 2.42
i gl

dans le niveau & un électron ¢)

2. En prenant n’importe lequel des états a (N + 1) électrons dans lequel il y
a un électron dans le niveau & un électron i, nous pouvons construire un état
a N électrons dans lequel il n’y a aucun électron dans le niveau ¢, en enlevant
simplement 1’électron du niveau i, laissant 'occupation des autres niveaux
inchangée. De plus, n’importe quel état & N électrons sans électron dans le
niveau a un électron 7 peut étre ainsi construit & partir d’un seul état & (N +1)
électrons avec un électron dans le niveau i'®. Evidemment, les énergies d’un
état & N électrons et de I’état & (N +1) électrons correspondant différent de &;,
I’énergie du seul niveau & un électron dont 'occupation est différente dans les

17. Dans le cas qui nous intéresse, le niveau ¢ est désigné par le vecteur d’onde k et la
projection s de son spin sur un axe.

18. C’est-a-dire celui obtenu en remplissant tous les niveaux occupés dans ’état & N
électrons plus le ¢ niveau.
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deux états. Ainsi, ’ensemble des énergies de tous les états 3 N électrons avec
le niveau 7 inoccupé est le méme que 'ensemble des énergies de tous les états
a (N 4+ 1) électrons avec le niveau i occupé, & condition que chaque énergie
dans ce dernier ensemble soit réduite de &;. Nous pouvons donc réécrire (2.42)
sous la forme particuliére

(somme sur tous les états & (N + 1)
fN=1-3Pn(EN*! — &) électrons a dans lesquels il y a un électron
dans le niveau & un électron @) (2.43)

Mais I’équation (2.40) nous permet d’écrire
Py(EN* - &) = &—w/ksTpy  (ENFY) (2.44)
ou u, appelé potentiel chimique, est donné & température 1" par
p=Fyni1— Fy (2.45)
En substituant cette relation dans (2.43), on trouve :

{(somme sur tous les états & (N + 1)
N =1—el&=m/ksT 5™ Py (EN*Y) ¢lectrons o dans lesquels i y ¢ un
électron dans le niveau & un
électron 1) (2.46)

En comparant la somme dans (2.46) avec celle dans (2.41), on constate que
(2.46) exprime simplement le fait que

FN =1 eEmm/knT gN+1 (2.47)

?

3. L’équation (2.47) donne une relation exacte entre la probabilité qu’un ni-
veau & un électron 7 soit occupé i la température 7' dans un systéme a N
électrons, et dans un systéme a (N + 1) électrons. Quand N est trés grand
(et nous nous intéressons au cas ou N est typiquement de Pordre de 102?), il
est absurde d’imaginer que, par addition d’un seul électron supplémentaire,
nous puissions altérer de maniére appréciable cette probabilité'®. Nous pou-
vons donc remplacer fiN +1 par f dans (2.47), ce qui permet de trouver
'expression de fN :
[ — (2.49)
i e(fi—,u)/kBT +1 :
Dans les formules qui suivront, nous laisserons de coté toute référence a
la dépendance en N de f;, qui est, dans tous les cas, portée par le potentiel
chimique p (voir (2.45)). f; étant donné, la valeur de N peut toujours étre

19. Pour un niveau typique, changer N d’une unité change la probabilité d’occupation
d’un facteur de l'ordre de 1/N. Voir le probléme 4.
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calculée, en remarquant que f; est le nombre moyen d’électrons dans le niveau
a un électron?® . Puisque le nombre total d’électrons N est la somme sur
tous les niveaux du nombre moyen dans chaque niveau, on a

1
N:Zfizzm (2.49)
7

i

ce qui détermine N en fonction de la température et du potentiel chimique
. Dans de nombreuses applications cependant, ce sont la température et N
(ou plutot la densité, n = N/V) qui sont donnés. Dans de tels cas, (2.49) est
utilisé pour déterminer le potentiel chimique i en fonction de n et de T, ce qui
permet de I’éliminer des formules en faveur de la température et de la densité.
Cependant, le potentiel chimique est en lii-méme d’un intérét thermodyna-
mique considérable. Quelques-unes de ses propriétés les plus importantes sont
résumées dans Pappendice B2!.

2.3 Propriétés thermiques du gaz d’électrons
libres : applications de la distribution
de Fermi-Dirac

Dans un gaz d’électrons libres et indépendants, les niveaux & un électron
sont spécifiés par le vecteur d’onde k et le nombre quantique de spin s, avec
des énergies indépendantes de s (en 'absence de champ magnétique) et sont
donnés par l’équation (2.7), c’est-a-dire

H2k?

Ek) =" (2.50)

Veérifions tout d’abord que la fonction de distribution (2.49) est cohérente avec
les propriétés de ’état fondamental (T = 0) obtenues plus haut. Dans Pétat
fondamental, seuls les niveaux tels que £(k) <&p sont occupés, et ainsi la
fonction de distribution de I’état fondamental doit étre

fis =1, Ek) <&p
=0, &£k)>& (2.51)

20. Preuve : Un niveau peut contenir soit 0 soit 1 électron (le principe d’exclusion
interdit toute autre valeur). Le nombre moyen d’électrons est donc 1 fois la probabilité pour
1 électron plus 0 fois la probabilité pour 0 électron. Ainsi, le nombre moyen d’électrons
dans le niveau est numériquement égal & la probabilité qu’il soit occupé. Noter que ce ne
serait pas le cas si une occupation multiple des niveaux était permise.

21. Le potentiel chimique joue un rdle plus fondamental lorsque la distribution (2.48)
est obtenue dans I’ensemble grand-canonique. Voir, par exemple, F. Reif, Statistical and
Thermal Physics, McGraw-Hill, New York, 1965, p. 350. Notre démonstration, quelque
peu non orthodoxe, qui peut étre également trouvée chez Reif, utilise seulement ’ensemble
canonique.
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D’autre part, quand T — 0, la forme limite de la distribution de Fermi-
Dirac (2.48) est

%imofks =1, &k)< p
=0, &k)>u (2.52)

P()ur que cecl S()lt C()herent, 11 est necessalre (Ille
T0 ﬁl’ I ( )

Nous verrons trés bientdt que, pour les métaux, le potentiel chimique reste
égal a I'énergie de Fermi & un trés haut degré de précision, et ceci jusqu’a la
température ambiante. La conséquence en est que nombreux sont ceux qui
ne font fréquemment aucune distinction entre les deux lorsqu’ils étudient les
métaux. Ceci, cependant, peut étre dangereusement trompeur. Pour des
calculs précis, il est essentiel de surveiller dans quelle mesure le potentiel
chimique, p, différe de sa valeur & température nulle, £p.

L’une des applications les plus importantes de la statistique de Fermi-Dirac
est le calcul de la contribution électronique & la chaleur spécifique & volume
constant d’un métal,

T [0S du U
CUZV<8—T>V— (6_T>V y U—v (254)

Dans 'approximation des électrons indépendants, I’énergie interne U est seule-
ment la somme des £(k) sur les niveaux & un électron multipliée par le nombre

moyen d’électrons dans le niveau®?:

U=2) Ek)f(EK) (2.55)
k

Nous avons introduit la fonction de Fermi f(£) pour mettre en avant le fait
que fi dépend de k uniquement par I'intermédiaire de I’énergie électronique
Ek) :

1

IO = a1 ") (2.56)

Si nous divisons les deux membres de (2.55) par le volume V), alors (2.29)
nous permet d’écrire la densité d’énergie u = U/V sous la forme

5= / X e 7(e0)) (2.57)

473

22. Comme d’habitude, le facteur 2 refléte le fait que chaque niveau k peut contenir deux
électrons de spin opposé.
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Si nous divisons également les deux membres de (2.49) par V, on peut alors
compléter (2.57) par une équation pour la densité électronique n = N/V, et
Putiliser pour éliminer le potentiel chimique :

n= / ) (2.58)

473

Pour évaluer des intégrales telles que (2.57) et (2.58) de la forme

/ %F(ﬁ(k)) (2.59)

on exploite souvent le fait que I'intégrande dépend de k seulement par l'inter-
médiaire de la densité d’énergie £ = A%k%/2m, en calculant l'intégrale en
coordonnées sphériques et en passant, par un changement de variable, de &
ag:

[ e = / TR o) = / TaEgOFE)  (260)

3 2
4 s oo
Ici

m 2mé
mem2 VR (2.61)

=0, £<0

Puisque 'intégrale (2.59) est une approximation de (1/V)> ., F(£(k)), la
forme (2.60) montre que

g(&)dE = (%) x [le nombre de niveaux

& un électron dont I'énergie (2.62)

est comprise entre £ et £ + d€]

Pour cette raison, g(€) est appelée densité de niveaux par unité de volume (ou
souvent, plus simplement, densité de niveaux). On peut écrire g de maniére
plus transparente dimensionnellement par

3n [ £\
9(&) = 54 <—> , £€>0
28r \&r (2.63)

=0, £ <0

ou Er et kr sont définis par les équations & température nulle (2.21} et (2.25).
Une quantité tout particuliérement importante est la densité de niveaux a
I’énergie de Fermi, dont (2.61) et (2.63) donnent deux formes équivalentes :

mk
9(Er) = 335 (2.64)
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ou

| W

9(€r) = (2.65)

n
Er

En utilisant cette notation, nous pouvons réécrire (2.57) et (2.58) sous la
forme :

U= /oo dEg(E)EF(E) (2.66)
et
n= /00 d€g(E)f(E) (2.67)

Nous avons fait ce remplacement a la fois pour simplifier les notations et parce
que, sous cette forme, approximation des électrons libres n’apparait que par
I'intermédiaire de I’évaluation particuliére (2.61) ou (2.63) de la densité de ni-
veaux g. Nous pouvons définir une densité de niveaux, via (2.62), de telle sorte
que (2.66) et (2.67) restent valables pour tout ensemble d’électrons sans inter-
actions (c’est-a-dire indépendants)?®. Ainsi, nous serons capables d’appliquer
les résultats déduits de (2.66) et de (2.67) & des modéles considérablement
plus sophistiqués d’électrons indépendants dans des métaux.

En général, les intégrales (2.66) et (2.67) ont une structure assez complexe.
Il existe, cependant, un développement simple et systématique qui exploite le
fait qu’a presque toutes les températures qui nous intéressent pour les métaux,
T est trés petit devant la température de Fermi (2.33). Dans la figure 2.3, la
fonction de Fermi a été tracée & T = 0 et & température ambiante pour des
densités metalliques typiques (kgT/p ~ 0,01). Evidemment, f différe de sa
forme & température nulle seulement dans une petite région autour de p de
largeur égale & quelques kpT'. Ainsi, la maniére dont les intégrales de la forme
75 H(E)f(E)dE different de leurs valeurs & température nulle f_g; H(&E)dE,
sera entiérement déterminée par la forme de H{E) au voisinage de £ = p.
Si H(&) ne varie pas trop rapidement dans un domaine d’énergie de I'ordre
de kT autour de p, la dépendance en température de l'intégrale devrait
étre donnée, avec une bonne précision, en remplagant H(E) par les quelques
premiers termes de son développement de Taylor autour de £ = i :

H(E) - i (5 — .LL)”

n!
n=0

i H(E) (2.68)

E=n

23. Voir chapitre 8.
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FIG. 2.3 — Fonctions de Fermi, f(£) = 1/[e?¢~#) 4+ 1], & u donné, et pour (a)
T =0cet (b) T~ 0,01 p (de 'ordre de la température ambiante, pour des densités
métalliques typiques). Les deux courbes ne différent que dans une région de largeur
ksT autour de pu.

Cette procédure est développée dans 'appendice C. Le résultat est une
série de la forme :

d2n—1
dg?n—l

H(E)
E=p
(2.69)

[ N H(E)f(E)AE = /_ ' H(E)AE + i(kBT)%an

appelée développement de Sommerfeld.?* Les a,, sont des constantes sans di-
mension de Pordre de I'unité. Les fonctions H que ’on rencontre typiquement
possédent de grandes variations sur une échelle d’énergie de I'ordre de p, et
généralement (d/d€)" H(E)|g_, est de 'ordre de H(u)/p". Quand c’est le
cas, les termes consécutifs dans le développement de Sommerfeld sont plus
petits de O(kpT/p)? qui vaut O(107%) & température ambiante. En consé-
quence, dans les calculs réels, seul le premier et (trés occasionnellement) le
second terme sont retenus dans la somme (2.69). La forme explicite de ceux-ci

24. Le développement n’est pas toujours exact, mais reste trés sir & moins que H(E) n’ait
une singularité trés proche de £ = p. Si, par exemple, H présente une singularité en £ =0
(ce qui est le cas de la densité d’électrons libres (2.63)), alors le développement néglige des
termes de Pordre de exp(—su/kgT) qui sont typiquement de 1’ordre de e=190 ~ 1043, Voir
aussi le probléme 1.



Physique des solides o3

est (appendice C) :

/ T HEpeae = [ HEE + %Z(kBT)QH’(,u)
oo =, Ea T (2.70)
-+ %(kBT)4H///(/L) + O <T>

Pour évaluer la chaleur spécifique d’un métal & des températures petites
devant Tr, nous appliquons le développement de Sommerfeld (2.70) & I’énergie
et & la densité électroniques (équations (2.66) et (2.67)) :

v= /OH EGENE + T (ko Tug' (1) + g(w)] + O(TY)  (271)

L’équation (2.72), comme nous allons le voir en détail, implique que u différe
de sa limite & T = 0, £, par des termes d’ordre T2. Ainsi, nous pouvons
écrire correctement au deuxiéme ordre en T'

mn Er

H(&E)dE = H(EYE + (p— ERYH(EF) (2.73)

0 0
Si nous appliquons ce développement aux intégrales dans (2.71) et (2.72),
et remplagons p par £r dans les termes qui sont déja d’ordre T2 dans ces
équations, nous trouvons

Er 2
u= [ eoeras + e { (- erratém) + g Er) |
+%2(k:BT)2g(€F) +0(T") (2.74)
Er 2
n= [ e {(u-enaten) + TaTrE| @

Les premiers termes indépendants de la température des membres de droite
de (2.74) et (2.75) représentent simplement les valeurs de u et de n dans ’état
fondamental. Puisque nous calculons la chaleur spécifique a densité constante,
n est indépendant de la température, et (2.75) se réduit a

2
T
0=(u—Er)g(lr)+ 'G—(kBT)QQI(EF) (2.76)
ce qui détermine I’écart entre le potentiel chimique et £p :

29 (EF)
9(€r)

2
s
p=Ep — —(kpT)

; (2.77)
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Puisque, pour des électrons libres, g(£) varie comme £'/2 (voir équation (2.63)),

ceci donne
1 7TkBT 2
= y I e Sl
K gF[ 3 ( 26r )

ce qui représente, comme nous ’avons affirmé plus haut, un décalage de I'ordre
de T? et ne vaut typiquement qu’environ 0,01 %, méme & température am-
biante.

L’équation (2.76) rend le terme entre accolades dans (2.74) égal & zéro,
simplifiant, par 14 méme, la forme de la densité d’énergie thermique & densité
électronique constante :

(2.78)

7[.2

U = ug + F(kBT)Qg(SF) (2‘79)

oll ug est la densité d’énergie dans ’état fondamental. La chaleur spécifique
du gaz d’électrons est donc

aT 3

¢ = (8“) = T k3 Ty(er) (2.80)

ou, pour des électrons libres (voir équation (2.65)),
7'('2 ICBT
Co = — <—> nkp (2.81)

En comparant ceci avec le résultat classique pour un gaz parfait, ¢, = 3nkg/2,
nous voyons que Peffet de la statistique de Fermi-Dirac est de diminuer la cha-
leur spécifique d’un facteur (72/3)(kpT/EF) qui est proportionnel & la tempé-
rature et, méme & température ambiante, est de I'ordre de 1072. Ceci explique
I’absence de toute contribution observable des degrés de liberté électroniques
a la chaleur spécifique d’un métal & température ambiante.

Si l’on veut se passer du coefficient numérique précis, il est possible de com-
prendre ce comportement de la chaleur spécifique simplement 4 partir de la dé-
pendance en température de la fonction de Fermi elle-méme. L’augmentation
de ’énergie des électrons quand la température croit & partir de 7' = 0 se
produit intégralement parce que quelques électrons ayant une énergie dans un
intervalle O(kpT') au-dessous de £f (la région grisée sombre de la figure 2.4)
ont été excités vers un intervalle d’énergie O{kpT') au-dessus de £p (la région
grisée claire de la figure 2.4). Le nombre d’électrons par unité de volume qui
ont été ainsi excités est égal a la largeur, kg7, de 'intervalle d’énergie multi-
plié par la densité de niveaux par unité de volume g(Er). De plus, 'énergie
d’excitation est de l'ordre de kgT, et ainsi la densité d’énergie thermique to-
tale est de I'ordre de g(€F)(kpT)? au-dessus de I’énergie de I’état fondamental.
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P
(A& ~kgT)

F1G. 2.4 — Fonction de Fermi a T non nulle. La distribution différe de sa forme a
T = 0 parce que quelques électrons juste au-dessous de Ep (région sombre) ont été
excités a des niveaux situés juste au-dessus de £r (région claire).

Ceci s’écarte du résultat précis (2.79) par un facteur 72/6, mais donne une
image physique simple, et est utile pour des estimations rapides.

La prédiction d’une chaleur spécifique linéaire est I'une des conséquences
les plus importantes de la statistique de Fermi-Dirac. Elle fournit un test
supplémentaire simple de la théorie du gaz d’électrons libres dans un métal, &
condition d’étre sir que des degrés de liberté autres que ceux des électrons ne
contribuent pas de maniére significative. Précisément, les degrés de libertés
ioniques dominent complétement la chaleur spécifique 4 haute température.
Cependant, bien au-dessous de la température ambiante, leur contribution
s’effondre comme le cube de la température (chapitre 23), et, & trés basse
température, elle passe au-dessous de la contribution électronique, qui ne
décroit que linéairement avec 7. Pour séparer ces deux contributions, la
pratique veut que I’on trace c,/T en fonction de T? car, si les contributions
électroniques et ioniques possédent les formes suivantes 4 basse température,

¢y =T + AT? (2.82)
alors
%’:’ =+ AT? (2.83)

On peut ainsi trouver « en extrapolant linéairement la courbe ¢, /T en
T? = 0, et en notant I'endroit ou elle coupe 'axe ¢,/T. Les chaleurs spé-
cifiques métalliques mesurées contiennent typiquement un terme linéaire qui
devient comparable au terme cubique pour quelques degrés Kelvin2®.

Les données de chaleurs spécifiques sont en général indiquées en joules (ou
en calories) par mole et par degré Kelvin. Puisqu’une mole d’un métal dans
l’approximation des électrons libres contient Z N4 électrons de conduction (ol
7 est la valence et N4 le nombre d’Avogadro) et occupe un volume ZN4/n,

25. Puisqu’une densité constante est difficile & réaliser expérimentalement, on mesure en
général la chaleur spécifique & pression constante, ¢,. Cependant, on peut montrer (voir
le probléme 2) que, pour un gaz d’électrons libres métalliques a température ambiante et
au-dessous, cp/cy = 1+ O(kgT/Er)?. Ainsi, pour des températures ol la contribution
électronique a la chaleur spécifique devient observable (quelques degrés Kelvin), les deux
chaleurs spécifiques différent d’une quantité négligeable.
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nous devons multiplier la capacité calorifique par unité de volume, ¢, par
ZNa/n, afin d’obtenir la capacité calorifique par mole, C' :

2 kgTg(EFr)

C=ZR (2.84)

n

ot R=kgNs=8,314 J.mol~! = 1,99 cal.mol~*.K~!. En utilisant la densité
des niveaux dans I’approximation des électrons libres (2.65) et I’évaluation
(2.33) de Er/kp, on trouve une contribution & la capacité calorifique par
mole : C =~T, ou

2
v = LoapZ _ 0,169 Z (T—> x 107* cal.mol " 1. K2 (2.85)
2 TF ag

Quelques mesures approximatives de -y sont présentées dans la table 2.3, ac-
compagnées des valeurs qu’implique (2.85) au vu des valeurs de rs/ao de la
table 1.1. Noter que les métaux alcalins continuent d’étre raisonnablement
bien décrits par la théorie des électrons libres, comme les métaux nobles (Cu,
Ag, Au). Cependant, il faut noter également les disparités frappantes du
Fe et du Mn (Pexpérience donnant une valeur de l'ordre de 10 fois celle de
la théorie) ainsi que celles du Bi et du Sb (’expérience donnant 0,1 fois la
valeur théorique). Ces grandes déviations sont maintenant qualitativement
comprises sur des bases assez générales, et nous y reviendrons au chapitre 15.

2.4 Théorie de Sommerfeld de la conduction
dans les métaux
Pour trouver la distribution des vitesses des électrons dans les métaux,
considérons un petit?® élément de volume de I’espace des k autour du point

k, de volume dk. En autorisant la double dégénérescence du spin, le nombre
de niveaux & un électron dans cet élément de volume est (voir (2.18))

(%) dk (2.86)

La probabilité que chaque niveau soit occupé est f(£(k)), et donc le nombre
total d’électrons dans ’élément de volume de ’espace des k est

21,2
RNk, k) =

Puisque la vitesse d’un électron libre de vecteur d’onde k est v = ik/m
(équation (2.12)), le nombre d’électrons dans un élément de volume dv autour

. (2.87)

26. Assez petit pour que la fonction de Fermi et d’autres fonctions d’intérét physique
varient de fagon négligeable dans 1’élément de volume, mais assez grand pour qu’il contienne
un grand nombre de niveaux & un électron.
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TAB. 2.3 — Quelques valeurs expérimentales approximatives du coefficient & de la
chaleur spécifique molaire des métaux, et les valeurs données par la simple théorie
des électrons libres.

Elément + (Electrons libres) ~ Mesure Rapport®

(en 107 cal.mol=1.K~2) (m*/m)
Li 18 12 2.3
Na 2,6 3,5 1,3
K 4,0 4,7 1,2
Rb 46 5,8 1,3
Cs 5,3 7.7 1,5
Cu 1,2 16 13
Ag 1,5 1,6 1,1
Au 1.5 1,6 1,1
Be 1,2 0,5 0,42
Mg 2.4 3.2 13
Ca 3,6 6,5 18
Sr 43 8,7 2,0
Ba 47 6,5 1,4
Nb 1,6 20 12
Fe 1,5 12 8.0
Mn 1,5 40 27
Zn 1,8 1,4 0,78
Cd 2,3 1,7 0,74
Hg 2.4 5,0 2,1
Al 9.2 3,0 1,4
Ga 2.4 15 0,62
In 2,9 4.3 1,5
Tl 3,1 3.5 1,1
Sn 3.3 4.4 1,3
Pb 36 7.0 1,9
Bi 43 0,2 0,047
Sh 3.9 1,5 0,38

“Puisque la valeur théorique de <y est proportionnelle & la densité des niveaux a
I’énergie de Fermi, qui est & son tour proportionnelle & la masse m de 1’électron,
on définit parfois une masse effective de chaleur spécifique m™* de telle sorte que
le rapport m”/m soit le rapport de la valeur mesurée de v & celle donnée par la
théorie. Il faut prendre garde a ne pas identifier cette masse de chaleur spécifique
avec tout autre masse effective utilisée en physique des solides. (Voir, par exemple,
dans l'index, les entrées pour « masse effective ».)
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de v est le méme que le nombre dans un élément de volume dk =(m/h)3dv
autour de k =mv/k. En conséquence, le nombre total d’électrons par unité
de volume de I’espace réel dans un élément de volume de ’espace des vitesses
dv autour de v est

f(v)dv (2.88)

(m/h)? 1

fv) = 4m3  exp[(3mv? — p)/kpT]+1

(2.89)

Sommerfeld réexamina le modéle de Drude et remplaca la distribution clas-
sique des vitesses de Maxwell-Boltzmann (2.1) par la distribution de Fermi-
Dirac (2.89). Utiliser une distribution des vitesses construite & partir d’argu-
ments quantiques dans une théorie classique exige quelques justifications®?.
On peut décrire le mouvement d’un électron classique si ’on peut spécifier sa
position et sa quantité de mouvement aussi précisément que nécessaire, sans
violer le principe d’incertitude?®.

Un électron dans un métal posséde typiquement une quantité de mouve-
ment de 'ordre de hkp, et donc lincertitude sur sa quantité de mouvement,
Ap, doit étre petite comparée & hkp pour une bonne description classique.

Puisque, d’apres (2.22), kg ~ 1/rg, U'incertitude sur la position doit satisfaire

h 1
ou 7, est de 'ordre de la distance interélectronique moyenne — c’est-a-dire de
I’ordre de quelques angstréms (voir (1.2)). Ainsi, une description classique est
impossible si ’on doit considérer des électrons localisés sur des distances ato-
miques (aussi de Pordre de Pangstrom). Cependant, les électrons de conduc-
tion dans un métal ne sont pas liés 4 des ions particuliers, mais peuvent se
déplacer librement & travers le volume du métal. Dans un spécimen macro-
scopique, pour la plupart des situations, il est inutile de spécifier la position
avec une précision de 1078 em. Le modéle de Drude suppose une connaissance
de la position d’un électron essentiellement dans les deux contextes suivants.

27. Une justification analytique détaillée est assez compliquée & construire, de méme
que savoir, de fagon générale et précise, a quel moment la théorie quantique peut étre
remplacée par sa limite classique est une question subtile. La physique derriére tout ceci
est, cependant, incontournable.

28. 1l existe également une limitation quelque peu plus subtile & 'utilisation de la mé-
canique classique dans la description des électrons de conduction. L’énergie de mouvement
d’un électron dans le plan perpendiculaire 4 un champ magnétique uniforme est quantifié
en multiples de fw. (chapitre 14). Méme pour des champs de 'ordre de 10* gauss, c’est une
trés petite énergie, mais pour des échantillons convenablement préparés 4 des températures
de quelques degrés Kelvin, ces effets quantiques deviennent observables et sont, en fait,
d’une grande importance pratique.
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1. Lorsque des champs magnétiques variables ou des gradients de tempé-
rature sont appliqués, on doit étre capable de spécifier la position d’un
électron sur une petite échelle comparée & la distance A sur laquelle
les champs appliqués ou les gradients de température varient. Pour la
plupart des applications, les champs appliqués ou les gradients de tempé-
rature ne varient pas de maniére appréciable sur une échelle de quelques
angstrémes, et la précision nécessaire sur la position de I’électron peut
ne pas conduire 3 une incertitude trop grande sur sa quantité de mou-
vement. Par exemple, le champ électrique associé & la lumiére visible
varie de manieére appréciable sur une distance de I'ordre de 103 A. Si,
cependant, la longueur d’onde est beaucoup plus courte (des rayons X,
par exemple), il faut utiliser la mécanique quantique pour décrire le
mouvement des électrons induit par le champ.

2. Il y a également une supposition implicite dans le modele de Drude, en ce
que 'on peut localiser un électron & 'intérieur d’une zone sensiblement
plus petite que le libre parcours moyen ¢, et I'on devrait étre méfiant
vis-a-vis des arguments classiques lorsque surviennent des libres par-
cours moyens beaucoup plus petits que quelques dizaines d’angstréms.
Heureusement, comme nous allons le voir plus bas, les libres parcours
moyens dans les métaux sont de l'ordre de 100 A a température am-
biante, et deviennent plus grands & mesure que la température diminue.

Il y a ainsi un vaste ensemble de phénoménes dans lesquels le comportement
d’un électron métallique est bien décrit par la mécanique classique. Cepen-
dant, il n’est pas évident, partant de cette constatation, que le comportement
de N électrons puisse étre décrit par la mécanique classique. Puisque le prin-
cipe de Pauli affecte si profondément la statistique de N électrons, pourquoi
naurait-il pas d’effets aussi drastiques sur leur dynamique 7 Le fait qu’il n’en
ait pas découle d’un théoréme élémentaire que nous énoncons sans preuve, car
celle-ci, bien que simple, requiert des notations relativement lourdes.

Considérons un systéme de N électrons dont les interactions mutuelles
sont négligées et qui sont soumis & un champ électromagnétique variant dans
le temps et dans l'espace. Formons ’état & N électrons & linstant 0 en
remplissant un groupe particulier de N niveaux a un électron, % (0), ...¢on(0).
Soit 1;(t) le niveau vers lequel ¢;(0) évoluerait & I'instant ¢ sous I'influence
du champ électromagnétique s’il n’y avait qu’un seul électron présent, ayant
été dans le niveau 1;(0) a l'instant zéro. Alors I'état a N électrons correct &
Pinstant ¢ sera celui formé par le remplissage de 'ensemble des /N niveaux a
un électron 91 (t), ...,¢¥n (t).

Ainsi, le comportement dynamique de N électrons qui n’interagissent pas
entre eux est complétement déterminé si ’on considére N problémes indépen-
dants & un électron. En particulier, si Papproximation classique est licite pour
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chacun de ces problémes & un électron, elle le sera également pour le systéme
de N électron dans son ensemble??.

L’utilisation de la statistique de Fermi-Dirac affecte seulement les pré-
dictions du modéle de Drude qui requiérent une certaine connaissance de la
distribution des vitesses électroniques pour leur évaluation. Si le taux 1/7
de collisions subies par un électron ne dépend pas de son énergie, alors seuls
notre estimation du libre parcours moyen des électrons et notre calcul de la
conductivité thermique et du pouvoir thermoélectrique seront affectés par un
changement dans la fonction de distribution & ’équilibre.

Libre parcours moyen En utilisant vF (équation (2.24)) comme une me-
sure typique de la vitesse électronique, nous pouvons évaluer le libre parcours
moyen £ = vpT & partir de 'équation (1.8) comme suit :

PGNP (2.91)
Pu

Puisque la résistivité en pfl.cm, p,, vaut typiquement entre 1 et 100 a tem-
pérature ambiante, et puisque r/ag vaut typiquement entre 2 et 6, des libres
parcours moyens de l'ordre d’une centaine d’angstréms sont possibles & tem-
pérature ambiante®°.

Conductivité thermique Nous continuons & estimer la conductivité ther-
mique par 'équation (1.51) :

1
K= -jv?m, (2.92)

La chaleur spécifique correcte (2.81) est plus petite que celle qu’avait devinée
Drude d’un facteur de lordre de kg7 /EF ; 'estimation correcte de v? n’est
pas la vitesse quadratique moyenne classique de I’ordre de k5T /m, mais v% =
2Epr/m, qui est plus grande que la valeur classique d’un facteur de 'ordre de
Er/kpT. En insérant ces valeurs dans (2.92) et en éliminant le temps de
relaxation en faveur de la conductivité grace a (1.6), on trouve

2 2
A <k_3> =2,44x 1078 W.QK? (2.93)
e

oT 3
C’est remarquablement proche de la valeur que Drude avait trouvé par ha-
sard, grace aux deux corrections de lordre de kgT/EF qui se compensent, et

29. Noter que ceci implique que toute configuration classique cohérente avec le principe
d’exclusion au temps ¢ = 0 (c’est-a-dire ayant moins d’un électron de chaque spin par
unité de volume, dans toute région de I’espace des quantités de mouvement de volume
dp = (27h)3/V) restera cohérente avec ce principe pour les temps futurs. Ce résultat peut
aussi étre prouvé par un raisonnement purement classique et étre vu comme un corollaire
direct du théoréme de Liouville. Voir chapitre 12.

30. C’est peut-étre ainsi que Drude estima ¢ en utilisant la vitesse thermique classique
qui est beaucoup plus basse, ou bien a-t-il été dérouté par de si grands libres parcours
moyens au point d’abandonner toute recherche supplémentaire.
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c’est en excellent accord avec les données de la table 1.6. Nous verrons (au
chapitre 13) que cette valeur du nombre de Lorenz est bien meilleure que ce
que la démonstration de {2.93) pourrait laisser supposer.

Pouvoir thermoélectrique La surestimation de Drude du pouvoir ther-
moélectrique est également résolue par I'utilisation de la statistique de Fermi-
Dirac. En substituant la chaleur spécifique, de (2.81) dans (1.59), on trouve

7'('2 kB kBT kBT
=—-——|=—]=-1,42( =— ) x107* VK 2.94
o--Th (D) e (%) « (290
ce qui est plus petit que 'estimation de Drude (équation (1.60)) d’un facteur
O(kpT/EF) ~ 0,01 & température ambiante.

Autres propriétés Puisque la forme de la distribution des vitesses élec-
troniques ne jouait pas de role dans le calcul des conductivités en courant
continu ou alternatif, du coefficient de Hall, ou de la magnétorésistance, les
estimations données dans le chapitre 1 restent les mémes si 'on utilise les
statistiques de Maxwell-Boltzmann ou de Fermi-Dirac.

Ce n’est pas le cas, cependant, si 'on utilise un temps de relaxation dé-
pendant de I’énergie. Si, par exemple, on imagine que les électrons entrent en
collision avec des centres de diffusion fixes, alors il serait naturel de prendre
un libre parcours moyen indépendant de 1'énergie, et ainsi un temps de relaxa-
tionT =40/v~ ¢/ 5}/ 2. Peu de temps aprés que Drude lanca le modéle du gaz
d’électrons dans un métal, H. A. Lorentz montra, en utilisant la distribution
classique des vitesses de Maxwell-Boltzmann, qu’un temps de relaxation dé-
pendant de ’énergie conduirait 4 une dépendance en température des conduc-
tivités en courant continu et alternatif, ainsi qu’a une magnétorésistance non
nulle et & un coefficient de Hall dépendant de la température et du champ.
Comme on peut maintenant s’y attendre compte tenu du fait que la distri-
bution classique des vitesses est inappropriée, aucune de ces corrections ne
furent capables d’apporter d’explication aux écarts entre le modéle de Drude
et les faits observés pour les métaux®!. De plus, nous verrons (au chapitre 13)
que, lorsque la. distribution des vitesses de Fermi-Dirac est utilisée, ajouter
une dépendance en énergie au temps de relaxation n’a que peu d’effet sur la
plupart des quantités d’intérét dans les métaux>2. Si I’on calcule les conducti-
vités en courant continu et alternatif, la magnétorésistance ou le coeflicient de
Hall en supposant un 7(€) dépendant de I’énergie, les résultats que I’on trouve
sont les mémes que ceux que ’on aurait obtenus en supposant 7 indépendant
de I'énergie, et égal & 7(Er). Dans les métaux, ces quantités sont déterminées
presque complétement par la maniére dont les électrons sont diffusés pres

31. Le modéle de Lorentz est cependant d’une importance considérable dans la descrip-
tion des semi-conducteurs (chapitre 29).
32. Le pouvoir thermoélectrique en est une exception notable.
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du niveau de Fermi®?. C’est une autre conséquence importante du principe

d’exclusion de Pauli, dont la justification sera donnée au chapitre 13.

2.5 Problémes

1. Gaz d’électrons libres et indépendants 4 deux dimensions

(a) Quelle est la relation entre n et kr & deux dimensions ?

(b) Quelle est la relation entre kr et rs & deux dimensions ?

(c) Prouver qu'a deux dimensions, la densité de niveaux d’électrons libres
g(€) est une constante indépendante de £ pour € > 0, et 0 pour £ < 0. Quelle
est cette constante ?

(d) Montrer que, parce que g(£) est constante, chaque terme dans le déve-
loppement de Sommerfeld de n s’annule, excepté le terme 7' = 0. En déduire
que i = £F a toute température.

(e) Déduire de (2.67) que, lorsque g(&) est comme en (c), alors

p+ kpTIn(l + e #/*eTy = g5 (2.95)

(f} Estimer & partir de (2.95) la quantité dont y différe de £¢. Commenter
la signification numérique de cet « échec » du développement de Sommerfeld,
et la raison mathématique de cet « échec ».

2. Thermodynamique du gaz d’électrons libres et indépendants
(a) Déduire, en partant des identités thermodynamiques

() -r(2) 50

A partir des équations (2.56) et (2.57), et & partir de la troisiéme loi de la
thermodynamique (s — 0 quand T — 0) que la densité d’entropie, s = S/V,
est donnée par :

s=—ha [ SIS+ (1= D)1= ) (2.97)
ou f(E(k)) est la fonction de Fermi (équation (2.56)).

(b) Puisque la pression P satisfait I’équation (B.5) de 'appendice B, P =
—(u — T's — pn), déduire de (2.97) que

P= k:BT/ Zd% In (1 +exp [—%D (2.98)

33. Ces affirmations sont correctes au premier ordre en kT /Ep, mais dans les métaux
c’est toujours un bon paramétre de développement.
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Montrer que (2.98) implique que P est une fonction homogene de p et T de
degré 5/2, c’est-a-dire

P, XT) = X°/2P(u, T) (2.99)

pour toute constante .
(c) Déduire des relations thermodynamiques de ’appendice B que

<g_i>T —n, <%>H —s (2.100)

(d) Dériver (2.99) par rapport & A, montrer que la relation & 1’¢tat fonda-
mental (2.34) est valable quelle que soit la température, sous la forme

P==Zu (2.101)

(e) Montrer que, quand kT < £, le rapport des chaleurs spécifiques &
pression constante et & volume constant satisfait a

2 4
&) 7 (kT (keT
Cy 3 Er Er
(f) Montrer, en retenant des termes supplémentaires dans les développe-

ments de Sommerfeld de u et n, que la capacité calorifique électronique est
donnée de facon correcte jusqu’au troisiéme ordre en T par

Cy = ngTg(Sp)

LA gEN\ . d"(Er)
— o BT 9(Er) {15 (g(&w)) 2 } (2.102)

3. Limite classique de la statistique de Fermi-Dirac

La distribution de Fermi-Dirac se réduit & celle de Maxwell-Boltzmann, &
condition que la fonction de Fermi (2.56) soit beaucoup plus petite que 'unité
pour toute valeur positive de £, car, dans ce cas, on doit avoir

F(E) e (E-W/kaT (2.103)

La condition nécessaire et suffisante pour que (2.103) soit valable pour toute
valeur positive de £ est

e kBT 5 q (2.104)
(a) Supposer que (2.104) est valable, montrer que

e = e #/3keT 313,16 omEpT)~1/? (2.105)
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Conjointement avec (2.104), ceci requiert que

ﬁ2 1/2
e > <2kaT> (2.106)

qui peut étre envisagé comme une condition de validité de la statistique clas-
sique.

(b) Quelle est la signification de la longueur que r, doit dépasser ?

(¢) Montrer que (2.106) conduit a la condition numérique

. 105 K\ /?
Z—;)>>< 7 ) (2.107)

(d) Montrer que la constante de normalisation m?/4n3#3 qui apparait
dans la distribution des vitesses de Fermi-Dirac (2.2) peut étre également
écrite comme (3+/7/4)n(m/27kpTr)?? de telle sorte que fz(0)/f(0) =
(4/3vm)(Tr/T)*>.

4. Insensibilité de la distribution vis-a-vis de petites variations

du nombre total d’électrons

En démontrant la distribution de Fermi (page 47), nous avons affirmé que
la probabilité pour qu’un niveau donné soit occupé ne devait pas changer
de maniére appréciable quand le nombre total d’électrons changeait de un.
Veérifier que la fonction de Fermi (2.56) est compatible avec cette supposition :

(a) Montrer, lorsque kT < Ep, que quand le nombre d’électrons change
d’une unité a température fixée, le potentiel chimique change de

1

ou g(£) est la densité des niveaux.
{b) Montrer, comme conséquence de ce qui précéde, que la probabilité
pour qu’un niveau quelconque soit occupé ne peut changer au plus que de
1 & 1
Af =—-—~— 2.109
/ 6 kgT N ( )
Utiliser 1’évaluation (2.65) de g(Er) pour des électrons libres. Bien que des
températures de quelques millidegrés Kelvin puissent étre atteintes, pour les-
quelles &p/kpT ~ 10%, quand N est de V'ordre de 10?2, Af est toujours
négligeable.



Chapitre 3

Défauts du modéle
des électrons libres

A THEORIE DES ELECTRONS libres rend compte avec succés de nombreuses
L propriétés métalliques. Dans la forme avancée & Porigine par Drude,
les déficiences les plus frappantes du modéle étaient dues & Putilisation de
la. mécanique statistique classique pour décrire les électrons de conduction.
En conséquence, les champs thermoélectriques et les capacités calorifiques
prédites étaient cent fois trop grandes, méme & température ambiante. La
difficulté était masquée par le fait que la statistique classique donnait, de
maniére fortuite, une forme de la loi de Wiedemann-Franz qui n’était pas si
erronée. L’application de la statistique de Fermi-Dirac par Sommerfeld aux
électrons de conduction élimina cette classe de difficultés, tout en retenant
toutes les autres hypothéses de base du modéle des électrons libres.

Cependant, le modele de Sommerfeld des électrons libres fait toujours
de nombreuses prédictions quantitatives contredites de maniére tout a fait
indiscutable par ’expérience et laisse beaucoup de questions de principe fon-
damentales sans réponse. Plus bas, nous dressons la liste des imperfections
du modéle des électrons libres qui ont surgi & la suite des applications faites
dans les deux chapitres précédents!®.

3.1 Difficultés du modéle des électrons libres

Imperfections dans les coeflicients de transport

(a) Constante de Hall La théorie des électrons libres prédit une cons-
tante de Hall qui, pour des densités d’électrons métalliques, posséde

1. Ces exemples et les remarques qui composent le reste de ce bref chapitre n’ont pas
pour intention de donner une image détaillée des limitations du modéle des électrons libres.
Elles surgiront dans les chapitres suivants, avec les solutions aux difficultés posées par le
modéle. Notre but, dans ce chapitre, est seulement d’attirer lattention sur la variété et le
nombre de points faibles, indiquant, par 14 méme, la raison pour laquelle il faut recourir &
une analyse considérablement plus élaborée.
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une valeur constante Ry = —1/nec, indépendante de la température,
du temps de relaxation, ou de I'intensité du champ magnétique. Bien
que les constantes de Hall observées soient de cet ordre de grandeur, elles
dépendent en général a la fois de 'intensité du champ magnétique et de
la température (et vraisemblablement du temps de relaxation, qu'il est
plutot difficile de maitriser expérimentalement). Souvent cette dépen-
dance est tout & fait spectaculaire. Pour 'aluminium, par exemple (voir
figure 1.4), Ry n’est jamais inférieur & trois fois la valeur donnée par le
modéle des électrons libres, il dépend fortement de 'intensité du champ
magnétique, et pour des champs forts, n’a méme pas le signe prédit par
la théorie des électrons libres. De tels cas ne sont pas atypiques. Seules
les constantes de Hall des métaux alcalins s’accordent assez bien avec
les prédictions de la théorie des électrons libres.

Magnétorésistance La théorie des électrons libres prédit que la ré-
sistance d’un fil perpendiculaire & un champ magnétique uniforme ne
devrait pas dépendre de l'intensité du champ. Or presque toujours, elle
en dépend. Dans quelques cas (notamment les métaux nobles, le cuivre,
Pargent et ’or) on peut la faire croitre, apparemment sans limite, au
fur et & mesure que le champ augmente. Dans la plupart des métaux, le
comportement de la résistance dans un champ dépend fortement de la
maniére avec laquelle Péchantillon est préparé et, pour certains échan-
tillons, de I'orientation de ’échantillon vis-4-vis du champ.

Champ thermoélectrique Le signe du champ thermoélectrique,
comme le signe de la constante de Hall, n’est pas toujours celui prédit
par la théorie des électrons libres. Seul l'ordre de grandeur est correct.

Loi de Wiedemann-Franz Ce grand triomphe de la théorie des élec-
trons libres, la loi de Wiedemann-Franz, est magnifiquement vérifiée &
haute température {température ambiante) et aussi probablement & trés
basse température (quelques degrés K). Pour des températures intermé-
diaires, il n’y a plus accord, et /0T dépend de la température.

Dépendance en température de la conductivité électrique en
courant continu Rien dans la théorie des électrons libres ne peut
rendre compte de la dépendance en température de la conductivité en
courant continu (révélée, par exemple, dans la table 1.2). Elle doit
étre insérée artificiellement dans la théorie en tant que dépendance en
température ad hoc dans le terps de relaxation 7.

Dépendance directionnelle de la conductivité électrique en cou-
rant continu Dans quelques métaux (mais en aucun cas tous), la
conductivité en courant continu dépend de l'orientation de 1’échantillon
(s’il a été préparé convenablement) par rapport au champ. Dans de tels
matériaux, le courant j n’est pas nécessairement paralléle au champ.
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(8)

Conductivité en courant alternatif Il existe une dépendance en
fréquence des propriétés optiques des métaux beaucoup plus subtile que
la simple constante diélectrique du modéle des électrons libres ne peut
espérer traduire. Méme le sodium qui est, sous d’autres aspects, un
bon métal & électrons libres, ne passe pas le test de la dépendance en
frequence de sa réflectivité. Pour d’autres métaux, la situation est bien
pire. Nous ne pouvons pas commencer 3 expliquer les couleurs du cuivre
et de l'or en termes des réflectivités calculées & partir de la constante
diélectrique du modele des électrons libres.

Imperfections dans les prédictions thermodynamiques statiques

(a)

Terme linéaire dans la chaleur spécifique La théorie de Som-
merfeld rend assez bien compte du terme linéaire en T dans la chaleur
spécifique & basse température des métaux alcalins, moins bien pour les
métaux nobles, et presque pas du tout pour les métaux de transition
tels que le fer ou le manganése (prédiction trop petite), ainsi que pour
le bismuth et Pantimoine (prédiction trop grande).

Terme cubique de la chaleur spécifique 1l n’y a rien dans le mo-
déle des électrons libres pour expliquer pourquoi la chaleur spécifique &
basse température devrait étre dominée par la contribution électronique.
Cependant, il est évident, d’aprés 'expérience, que la correction en T3
au terme linéaire est tout i fait dominée par quelque chose d’autre,
puisque la simple théorie de Sommerfeld donne le mauvais signe pour la
contribution électronique au terme en T3 et est des millions de fois trop
petit.

Compressibilité des métaux Bien que la théorie des électrons libres
estime miraculeusement bien les modules de compression (et les com-
pressibilités) de nombreux métaux, il est clair qu’il faut attacher plus
d’attention aux ions et aux interactions électron-électron si 'on veut
obtenir une estimation plus précise de I’équation d’état d’'un métal.

Mystéres fondamentaux

(a)

Qu’est-ce qui détermine le nombre d’électrons de conduction ?
Nous avons supposé que tous les électrons de valence devenaient des élec-
trons de conduction, les autres restant liés aux ions. Nous n’avons pas
réfléchi & 1a raison pour laquelle il doit en étre ainsi, ou & I'interprétation
& donner dans le cas d’éléments comme le fer qui présentent plus d’une
valence chimique.

Pourquoi certains éléments ne sont pas métalliques 7 Une in-
suffisance plus grave de notre régle empirique qui détermine le nombre
d’électrons de conduction est mise en relief par l'existence des isolants.
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Pourquoi, par exemple, le bore est un isolant alors que son voisin ver-
tical dans le tableau périodique, I’aluminium, est un excellent métal ?
Pourquoi le carbone est isolant sous la forme du diamant, et conducteur
sous la forme du graphite ? Pourquoi le bismuth et 'antimoine sont-ils
de si mauvais conducteurs 7

3.2 Reécapitulation des hypothéses de base

Pour avancer dans la résolution de ces problémes, nous devons réexaminer
les hypothéses de base sur lesquelles repose la théorie des électrons libres. Les
plus notables sont celles-ci.

1. Approximation des électrons libres? Les ions métalliques jouent un
role mineur. Entre les collisions, ils n’ont aucun effet sur le mouvement
d’un électron, et bien que Drude les rendait responsables des collisions,
Vinformation quantitative que nous avons pu extraire du taux de colli-
sions n’avait aucun sens si on l'interprétait en termes de collisions des
¢électrons avec des ions fixes. La seule chose que les ions semblent faire
correctement dans les modéles de Drude et de Sommerfeld est de main-
tenir la neutralité électrique globale.

2. Approximation des électrons indépendants® Les interactions des
électrons entre eux sont ignorées.

3. Approximation du temps de relaxation? Le résultat d’une collision
est supposé ne pas dépendre de la configuration des électrons au moment
de la collision.

Toutes ces simplifications doivent étre abandonnées si nous voulons parve-
nir & un modéle précis d’un solide. Cependant, un grand progrés peut étre
fait en se concentrant tout d’abord sur amélioration de quelques aspects de
I’approximation des électrons libres, tout en continuant & utiliser les approxi-
mations des électrons indépendants et du temps de relaxation. Nous revien-
drons sur ces deux derniéres approximations dans un examen critique aux
chapitres 16 et 17, en nous limitant ici aux observations générales suivantes.

Il existe un grand nombre de circonstances dans lesquelles I’approximation
des électrons indépendants ne diminue pas de maniére drastique la validité
de I'analyse. Dans la résolution des problémes liés & la théorie des électrons
libres dont nous avons fait la liste plus haut, ’'amélioration de ’approximation
des électrons indépendants ne joue un role majeur que dans le calcul des

2. Voir page 6.
3. Voir page 6.
4. Voir page 7.
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compressibilités métalliques (2¢)®'6. Une indication de la raison pour laquelle
nous ignorons apparemment les interactions électron-électron est donnée au
chapitre 17, avec d’autres exemples dans lesquels ces interactions jouent un
role direct et crucial.

Quant & D'approximation du temps de relaxation, méme i ’époque de
Drude, il existait des méthodes en théorie cinétique pour corriger cette sim-
plification excessive. Elles conduisent & une analyse beaucoup plus complexe
et sont, dans certains cas, d’une importance essentielle pour comprendre les
phénoménes métalliques avec une plus grande précision. Des difficultés deé-
crites précédemment, seul le probléme de la loi de Wiedemann-Franz aux
températures intermédiaires (1d) posséde une solution qui exige "abandon de
Papproximation du temps de relaxation méme pour une explication qualita-
tive sommaire’. Au chapitre 16, nous décrirons la forme que doit prendre une
théorie si elle veut aller au-deld de 'approximation du temps de relaxation,
avec d’autres exemples de problémes qui requiérent une telle théorie pour leur
résolution.

L’approximation des électrons libres est la source majeure des difficultés
dans les théories de Drude et de Sommerfeld. Plusieurs simplifications y sont
faites.

(i) L’effet des ions sur la dynamique d’un électron entre deux collisions est
ignorée.

(i) Le role joué par les ions en tant que source des collisions n’est pas précisé.

(iii) La possibilité que les ions eux-meémes, en tant qu’entités dynamiques
indépendantes, contribuent & des phénoménes physiques (tels que la
chaleur spécifique ou la conductivité thermique) est ignorée.

Le fait que les hypothéses (ii) et (iii) ne soient pas vérifiées joue un role es-
sentiel dans I'explication des déviations de la loi de Wiedemann-Franz aux
températures intermédiaires (1d) et dans celle de la dépendance en tempéra-
ture de la conductivité électrique (le). Le fait que I’hypotheése (iii) ne soit pas
vérifiée rend compte du terme cubique dans la chaleur spécifique (2b). Laisser
de coté ces deux hypothéses est également essentiel pour expliquer de nom-
breux phénoménes qui restent a étudier. De tels phénoménes sont briévement
décrits au chapitre 21, et les conséquences de I'abandon des hypothéses (ii)
et (iil) sont explorées en détail du chapitre 22 au chapitre 26.

C’est hypothése (1), selon laquelle les ions n’ont pas d’effet significatif
sur le mouvement des électrons entre deux collisions, qui est responsable de

5. Les nombres entre parenthéses renvoient aux numeéros des paragraphes au début de
ce chapitre.

6. Il existe également quelques cas pour lesquels Papproximation des électrons indépen-
dants n’est plus valable (chapitre 10, p. 220 et chapitre 32) et rend ainsi impossible la simple
distinction entre métal et isolant que nous établirons aux chapitres 8 et 12.

7. Elle doit aussi étre abandonnée pour expliquer la dépendance détaillée en température
de la conductivité en courant alternatif (1e).
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la plupart des insuffisances des théories de Drude et Sommerfeld décrites plus
haut. Le lecteur désirant faire la différence entre les hypothéses (i) et (ii)
restera peut-étre perplexe, car il est loin d’étre évident que effet des ions sur
les électrons puisse étre séparé en un aspect lié aux collisions et un autre sans
rapport avec elles. Nous verrons, cependant (en particulier aux chapitres 8
et 12), qu’une théorie qui prend en compte le champ produit par un réseau
statique d’ions mais qui ignore la possibilité de mouvement ionique (« approxi-
mation des ions statiques » ) se réduit, dans de nombreuses circonstances, 3
une modification relativement simple des théories d’électrons libres de Drude
et de Sommerfeld, dans lesquelles les collisions sont complétement absentes !
C’est seulement lorsque 'on autorise le mouvement des ions que leur role de
source des collisions peut étre correctement compris.

Nous nous séparerons donc de Papproximation des électrons libres en deux
étapes. Tout d’abord, nous examinerons la richesse d’une nouvelle structure
et les conséquences qui en découlent lorsque 'on considére que les électrons
ne se déplacent plus dans un espace vide, mais en présence d’un potentiel
statique d0 & un réseau fixe d’ions stationnaires. Seulement aprés (& partir du
chapitre 21), nous examinerons les conséquences des déviations dynamiques
des positions des ions sur leur réseau statique.

Le seul fait important concernant les ions est qu’ils ne sont pas distribués
au hasard, mais sont placés sur un réseau périodique régulier. Ceci a été
suggéré par les formes cristallines macroscopiques prises par de nombreux
solides (les métaux inclus), confirmé dans un premier temps directement par
des expériences de diffraction aux rayons X (chapitre 6) et reconfirmé par la
suite par diffraction de neutrons, microscopie électronique et de nombreuses
autres mesures directes.

L’existence d’un réseau périodique d’ions est au cceur de la physique des
solides moderne. Il fournit la base du cadre analytique de la discipline, et, sans
lui, peu de progrés auraient pu étre réalisés. S’il y a une raison pour laquelle
la théorie des solides est beaucoup plus développée que la théorie des liquides,
méme si ces deux états de la matiére ont des densités comparables, ¢’est que
les ions sont rangés périodiquement dans 1’état solide mais sont spatialement
désordonnés dans les liquides. C’est I’absence d’un réseau périodique d’ions
qui a laissé I'étude des solides amorphes dans un état si primitif comparé a la
théorie cristalline des solides si développée®.

8. Bien qu’il y ait eu un grand regain d’intérét pour les solides amorphes (depuis la
fin des années 1960), le sujet doit encore mettre au point des principes qui unifient aussi
puissamment que ceux fournis par les conséquences de Pexistence d’un réseau périodique
d’ions. De nombreux concepts utilisés dans la théorie des solides amorphes sont empruntés,
sans justification ou presque, a la théorie des solides cristallins, méme s’ils ne sont bien
compris qu’en tant que conséquences de la périodicité du réseau. En vérité, le terme de
« physique des solides », si on le définit comme le sujet des manuels de physique des
solides (celui-ci inclus), est actuellement presque entiérement restreint a la théorie des solides
cristallins. C’est, pour une large part, en raison du fait que 1’état normal de la matiére
solide est ’état cristallin, et aussi car sous sa forme présente, il manque encore a ’étude des
solides amorphes le type de principes de base appropriés qui permettrait leur étude dans
une approche élémentaire.
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Pour faire de plus amples progrés dans la théorie des solides, qu’ils soient
métalliques ou isolants, nous devons donc nous tourner vers ’étude des ré-
seaux périodiques. Les propriétés fondamentales de tels réseaux sont déve-
loppées dans les chapitres 4, 5 et 7, sans considérations particuliéres pour les
applications physiques. Dans le chapitre 6, ces concepts sont appliqués & une
discussion élémentaire sur la diffraction des rayons X qui fournit une manifes-
tation directe de la périodicité des solides et constitue un paradigme pour la
large variété des autres phénoménes ondulatoires que nous rencontrerons par
la suite. Les chapitres 8 & 11 explorent les conséquences directes de la périodi-
cité des réseaux d’ions sur la structure électronique de tout solide, métallique
ou isolant. Dans les chapitres 12 a4 15, la théorie qui en résulte est utilisée
pour réexaminer les propriétés des métaux décrites aux chapitres 1 et 2. De
nombreuses anomalies de la théorie des électrons libres sont ainsi éliminées,
et ses mystéres sont éclaircis dans une large mesure.






Chapitre 4

Réseaux cristallins

Réseaux de Bravais et vecteurs primitifs

Réseaux cubiques simple, centré et a faces centrées

Maille primitive, maille de Wigner-Seitz et maille conventionnelle
Structures cristallines et réseaux a motifs

Structure hexagonale compacte et structure du diamant

Structures du chlorure de sodium, du chlorure de césium et de la blende

EUX QUI NE SE SONT PAS PROMENES dans les départements de minéralo-
C gie des musées d’histoire naturelle sont souvent surpris d’apprendre que
les métaux, comme la plupart des autres solides, sont cristallins, car bien que
Pon soit habitué aux aspects trés évidents des cristaux tels que le quartz, le
diamant et le sel gemme, les faces planes & angles aigus qui les caractérisent
n’apparaissent pas dans les formes les plus courantes des métaux. Cepen-
dant, les métaux qui se présentent naturellement dans 1’état métallique voient
leur caractére cristallin complétement masqué dans les produits manufactu-
rés, en raison de leur grande malléabilité, qui leur permet d’étre faconnés sous
n’importe quelle forme.

Le vrai test du caractére cristallin ne réside pas dans ’apparence super-
ficielle d’un grand échantillon mais dans le fait de savoir si, au niveau mi-
croscopique, les ions sont distribués de maniére périodique!. Cette régularité
microscopique sous-jacente de la matiére cristalline a longtemps été supposée
comme une maniére évidente de rendre compte des régularités géométriques
simples des cristaux macroscopiques, dans lesquels les faces planes font entre

1. Souvent, un échantillon est constitué de plusieurs petites piéces, chacune de Pordre de
I’échelle microscopique et contenant un grand nombre d’ions disposés de maniéere périodique.
L’état « polycristallin » se rencontre plus communément qu’un seul cristal macroscopique,
dans lequel la périodicité est parfaite et s’étend sur tout I’échantillon.
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elles certains angles bien définis. Cette hypothése recut une confirmation ex-
périmentale directe en 1913 par les travaux de W. et L. Bragg qui fondérent
la discipline de la cristallographie aux rayons X et qui commencérent & re-
chercher comment les atomes étaient répartis dans les solides.

Avant que nous ne décrivions comment la structure microscopique des so-
lides est déterminée par la diffraction des rayons X et comment les structures
périodiques ainsi révélées affectent les propriétés physiques fondamentales, il
est utile d’examiner quelques-unes des propriétés géométriques les plus impor-
tantes des réseaux périodiques dans ’espace a trois dimensions. Ces considéra-
tions purement géométriques sont implicites dans presque toutes les analyses
que l’on rencontre en physique des solides, et seront étudiées dans ce chapitre
et dans les chapitres 5 et 7. La premiére des nombreuses applications de ces
concepts concernera, la diffraction des rayons X et sera détaillée au chapitre 6.

4.1 Reéseaux de Bravais

Un concept fondamental dans la description de tout solide cristallin est
celui du réseau de Bravais qui spécifie ordre périodique dans lequel les uni-
tés élémentaires répétées du cristal sont disposées. Ces unités elles-mémes
peuvent étre des atomes uniques, des groupes d’atomes, des molécules, des
ions, etc., mais le réseau de Bravais représente seulement la géomeétrie de la
structure périodique sous-jacente, sans considérer la nature des unités. Nous
donnons deux définitions équivalentes d'un réseau de Bravais®.

(a) Un réseau de Bravais est un ensemble infini de points discrets avec un
arrangement et une orientation qui apparait exactement la méme lorsqu’elle
est vue d’un point quelconque.

(b) Un réseau de Bravais (tridimensionnel) est un ensemble de points aux-
quels en associe un vecteur position R de la forme

R = nja; + noay + nias (41)

ol a1, as, et ag sont trois vecteurs quelconques n’appartenant pas tous a un
méme plan, et ny, ny, et n3 peuvent prendre toutes les valeurs entiéres®. Ainsi
le point ¥n;a; est atteint en se déplacant de n; pas* de longueur a; dans la
direction a; pour i = 1,2, et 3.

Les vecteurs a; qui apparaissent dans la définition (b) d’un réseau de
Bravais sont appelés vecteurs primitifs et 'on dit qu’ils engendrent le réseau.

11 faut réfléchir quelque peu pour voir que les deux définitions d’un ré-
seau de Bravais sont équivalentes. Que tout réseau satisfaisant a (b) satisfait

2. La raison pour laquelle le nom de Bravais apparait est donnée au chapitre 7.

3. Nous continuons d’utiliser la convention selon laquelle un « entier » est un entier
négatif ou zéro, aussi bien qu’un entier positif.

4. Quand n est négatif, n pas dans une direction signifie n pas dans la direction opposée.
Le point atteint ne dépend pas, bien sir, de ’ordre dans lequel les n; + n2 + n3 pas sont
faits.
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Fi1G. 4.1 — Un réseau de Bravais bidimensionnel sans symétrie particuliére : le
réseau oblique. Les vecteurs primitifs a; et ap sont indiqués. Tous les points du
réseau sont des combinaisons linéaires de ceux-ci avec des coeflicients entiers ; par
exemple, P =a; +2ag, et Q = —aj + as.

FiG. 4.2 — Un réseau de Bravais tridimensionnel cubique simple. Les trois vecteurs
primitifs peuvent étre pris perpendiculaires deux & deux, avec une norme commune.

4 (a) devient évident dés que ’on comprend les deux définitions. L’argument
selon lequel tout réseau satisfaisant & la définition (a) peut étre engendré
par un ensemble approprié de trois vecteurs n’est pas si évident. La preuve
consiste en une recette explicite pour construire les trois vecteurs primitifs.
La construction est donnée dans le probléme 8a.

La figure 4.1 montre une portion d’un réseau de Bravais bidimensionnel.
La deéfinition (a) est clairement satisfaite, et les vecteurs primitifs a; et ap
exigés par la définition (b) sont indiqués dans la figure. La figure 4.2 montre
un des réseaux de Bravais tridimensionnels les plus connus, le réseau cubique
simple. Il doit sa structure spéciale au fait qu’il peut étre engendré par trois
vecteurs primitifs perpendiculaires entre eux d’égales longueurs.



76 Chapitre 4 : Réseaux cristallins

FIG. 4.3 — Les nceuds d’un nid d’abeilles bidimensionnel ne forment pas un réseau
de Bravais. L’ensemble des points a la méme apparence vu du point P ou du point
Q. Cependant, la vue du point R est tournée de 180°.

Il est important que non seulement l’arrangement, mais aussi I’orientation
apparaissent les mémes quel que soit le point de vue. Considérez les nceuds
d’un nid d’abeilles bidimensionnel (figure 4.3). L’ensemble des points semble
étre le méme vu de points adjacents seulement si on tourne la page de 180°
chaque fois que ’on se déplace d’un point vers le suivant. Les relations struc-
turales sont clairement identiques, mais pas les relations d’orientation, et ainsi
les nceuds d’un nid d’abeilles ne forment pas un réseau de Bravais. Un cas
d’un intérét plus pratique, satisfaisant aux exigences de structure mais pas
d’orientation de la définition (a), est le réseau hexagonal compact, décrit plus
bas.

4.2 Réseaux infinis et cristaux finis

Puisque tous les points sont équivalents, le réseau de Bravais doit étre
d’étendue infinie. Les cristaux réels sont, bien sir, finis, mais s’ils sont assez
grands, la plus grande majorité des points sera assez loin de la surface pour
ne pas étre affectée par son existence. Le fantasme d’un systéme infini est
ainsi une idéalisation trés utile. Si les effets de surface sont pris en compte,
la notion de réseau de Bravais est toujours pertinente, mais on doit alors
penser que le cristal physique ne remplit qu'une portion finie du réseau idéal
de Bravais.

Fréquemment, on considére des cristaux finis, non parce que les effets de
surface sont importants mais simplement pour des convenances conceptuelles,
comme dans le chapitre 2 ot nous avons placé le gaz d’électrons dans une boite
cubique de volume V = L3. On prend en général le réseau de Bravais de forme
la plus simple. Etant donnés trois vecteurs primitifs a;, a2, et a3, on considére
habituellement le réseau fini des N sites comme étant I’ensemble des points
de la forme R = nja; 4+ ngas + ngzag, o1 0 < n; < N3, 0 < ny < No,
et 0 < ng < Ns, avec N = NyN3N3. Cet artifice est relié de prés a la
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FiG. 4.4 — Plusieurs choix possibles de paires de vecteurs primitifs pour un réseau de

Bravais bidimensionnel. Ils sont dessinés, pour plus de clarté, a partir de différentes
origines.

généralisation, dans la description des systémes® cristallins, de conditions aux
limites périodiques que nous avons utilisée au chapitre 2.

4.3 Tllustrations supplémentaires et exemples
importants

Des deux définitions d’un réseau de Bravais, la définition (b) est mathé-
matiquement la plus précise et constitue un point de départ évident pour
une étude analytique. Elle présente, cependant, deux défauts mineurs. Tout
d’abord, pour tout réseau de Bravais, ’ensemble des vecteurs primitifs n’est
pas unique — en fait, il existe une infinité de choix inéquivalents (voir fi-
gure 4.4) — et il est désagréable (et parfois trompeur) de trop compter sur
une définition qui met Paccent sur un choix particulier. D’autre part, quand
on est confronté & un réseau particulier de points, on peut facilement dire en
un instant si la premiére définition est satisfaite, alors que ’existence d’un en-
semble de vecteurs primitifs, ou une preuve qu’il n’existe pas de tel ensemble,
peut étre plus difficile & apprécier immédiatement.

Considérons, par exemple, le réseau cubique centré(cc). Il est formé par
P’addition d’un point B, au centre de chaque petit cube du réseau cubique
simple de la figure 4.2 (dont nous étiquetons maintenant les sites par A)
(figure 4.5). On pourrait penser, & premiére vue, que les points B au centre
et les points A aux coins ont un rapport différent avec 'ensemble. Cependant,
le point B au centre peut étre vu comme un point au coin d’un second réseau
cubique simple.

Dans ce nouveau réseau, les points A aux coins du réseau cubique original
deviennent les points du centre. Ainsi, tous les points ont des voisinages

5. Nous ferons un usage tout particulier de ceci dans les chapitre 8 et 22.
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F1G. 4.5 — Quelques sites d'un réseau de Bravais cubique centré. Noter qu’il peut
étre envisagé soit comme un réseau cubique simple formé par les points A avec les
points B aux centres des cubes, ou bien comme un réseau cubique simple formé par
les points B avec les points A aux centres des cubes. Cette observation établit que
nous avons bien affaire 4 un réseau de Bravais.

identiques, et le réseau cubique centré est un réseau de Bravais. Si le résean
cubique simple original est engendré par les vecteurs primitifs

aX, ay, az (4.2)

oll X, ¥, et z sont trois vecteurs orthonormés, alors un ensemble de vecteurs
primitifs pour le réseau cubique centré pourrait étre (figure 4.6)

=

-~

ay=aX, ap=ay, az=-(X+y+2) (4.3)

[\

Un ensemble plus symétrique (figure 4.7) est donné par
Q.. . a, . o~ a4, A A
ar = 5(y+2-%), a2:§(Z+X—Y), ag = 5(X+y -2 (4.4)

Un autre exemple tout aussi important est le réseau de Bravais cubique
d faces centrées(cfc). Pour construire le réseau cubique & faces centrées, on
ajoute au réseau cubique simple de la figure 4.2 un point supplémentaire au
centre de chaque face carrée (figure 4.8). Pour simplifier la description, on
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F1G. 4.6 — Trois vecteurs primitifs, spécifiés dans 'équation (4.3) pour le réseau
de Bravais cubique centré. Le réseau est formé en prenant toutes les combinaisons
linéaires des vecteurs primitifs & coefficients entiers. Le point P, par exemple, est
donné par P = —a; — az + 2as.

N3

\

Fi1G. 4.7 = Un ensemble plus symétrique de vecteurs primitifs, spécifies dans
léquation (4.4), pour le réseau de Bravais cubique centré. Le point P, par exemple,
a la forme P = 2a; + a3 + as.

peut considérer que chaque cube dans le réseau cubique simple posséde des
faces horizontales haute et basse, et quatre faces verticales sur les cotés dirigées
vers le nord, le sud, P’est et Pouest. 1l pourrait sembler que tous les points
dans ce nouveau réseau ne sont pas équivalents, mais, en fait, ils le sont. On
peut, ainsi, considérer un nouveau réseau cubique simple formé par les points
ajoutés aux centres de toutes les faces horizontales. Les points du réseau
cubique simple original sont maintenant aux centres des faces horizontales du
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F1G. 4.8 — Quelques points d’un réseau cubique & faces centrées.

nouveau réseau cubique simple, alors que les points qui ont été ajoutés aux
centres des faces nord-sud du réseau cubique original sont dans les centres des
faces est-ouest du nouveau réseau, et vice versa.

De la méme maniére, on peut aussi considérer le nouveau réseau cubique
simple comme composé de tous les points aux centres des faces nord-sud
du réseau cubique simple original. Dans les deux cas, les points restants se
retrouvent aux centres des faces du nouvel ensemble cubique simple. Ainsi,
tout point peut étre considéré soit comme un point au coin soit comme un
point au centre de n’importe laquelle des trois types de faces, et le réseau
cubique & faces centrées est donc un réseau de Bravais.

Un ensemble symétrique de vecteurs primitifs pour le réseau cubique &
faces centrées (voir figure 4.9) est donné par

ai = (¥ +3), ay = S(3+ %), agzg(§+y) (4.5)

Les réseaux de Bravais cubique & faces centrées et cubique centré sont
d’une grande importance, puisqu’une énorme variété de solides cristallisent
dans ces formes avec un atome (ou un ion) sur chaque site du réseau (voir les
tables 4.1 et 4.2). (La forme cubique simple correspondante est trés rare, la
phase alpha du polonium étant le seul exemple connu parmi tous les éléments
dans les conditions normales.)

4.4 Note sur 'usage

Bien que nous ayons défini le terme « réseau de Bravais » comme s’appli-
quant & un ensemble de points, il est aussi généralement utilisé pour faire



Physique des solides 81

ND

-

A
X

Fi1G. 4.9 — Un ensemble de vecteurs primitifs, comme donné dans I’équation (4.5),
pour le réseau de Bravais cubique a faces centrées. Les points marqués sont P =
a; +as+as, Q =2a,, R=aztas, et S=—a +az+ az.

TAB. 4.1 — Eléments possédant une structure cristalline monoatomique cubique a
faces centrées. Les données des tables 4.1 & 4.7 sont extraites de R.W.G. Wyckoft,
Crystal Structures, 2° édition, Interscience, New York, 1963. Dans la plupart des
cas, les données sont indiquées & température ambiante et & pression atmosphé-
rique normale. Pour les éléments qui existent sous de nombreuses formes, c’est la
forme (ou les formes) stable & température ambiante qui est donnée. Pour des in-
formations plus détaillées, des constantes de réseau plus précises et des références
bibliographiques, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de Wyckoff.

Elément a (A) Elément a (A) Elément a (A)
Ar 526 (4,2K) I 3,84 Pt 3,92
Ag 4,09 Kr 5,72 (58 K) 5-Pu 4,64
Al 4,05 La 5,30 Rh 3,80
Au 4,08 Ne 4,43 (42 K) Sc 4,54
Ca 5,58 Ni 3,52 Sr 6,08
Ce 5,16 Pb 4,95 Th 5,08
3Co 3,55 Pd 389 Xe (58 K) 6,20
Cu 3,61 Pr 5,16 Yb 5,49

référence 4 'ensemble des vecteurs joignant deux points quelconques de cet
ensemble. (Puisque les points forment un réseau de Bravais, cet ensemble
de vecteurs ne dépend pas du point qui est pris pour origine.) Cependant,
un autre usage du terme provient du fait que tout vecteur R détermine une
translation ou un déplacement, dans lequel tout est déplacé en bloc dans
I’espace d’une distance R dans la direction R. Le terme « réseau de Bravais »
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TAB. 4.2 — Eléments possédant une structure cristalline monoatomique cubique

centrée.
Elément a (A) Elément a (A) Elément a (A)
Ba 5,02 Li 349 (78 K) Ta 3,31
Cr 2,88 Mo 3,15 Tl 3,88
Cs 6,05 (78K) Na 4,23 (5K) v 3,02
Fe 2.87 Nb 3,30 W 3,16
K 523(5K) Rb 559 (5K)

est donc également employé pour faire référence a I’ensemble des translations
déterminées par les vecteurs, plutot que pour les vecteurs eux-mémes. En
pratique, le contexte permet toujours de savoir si I’on fait référence aux points,

aux vecteurs ou aux translations®.

4.5 Nombre de coordination

Les points d’un réseau de Bravais qui sont le plus prés d’un point donné
sont appelés plus proches voisins. En raison de la nature périodique d’un
réseau de Bravais, chaque point posséde le méme nombre de plus proches voi-
sins. Ce nombre est ainsi une propriété du réseau et est appelé nombre de
coordination du réseau. Un réseau cubique simple a un nombre de coordi-
nation égal & 6 ; un réseau cubique centré, 8 ; et un réseau cubique & faces
centrées, 12. La notion de nombre de coordination peut étre étendue de ma-
niére évidente & certains réseaux de points simples qui ne sont pas des réseaux
de Bravais, & condition que chaque point du réseau ait un méme nombre de
coordination.

4.6 Maille primitive

Un volume de Vespace qui, translaté par tous les vecteurs d’un réseau de
Bravais, remplit complétement 1’espace sans se recouvrir lui-méme ou laisser
des vides est appelé une maille primitive du réseau’. Il n'y a pas de ma-
niére unique de choisir une maille primitive pour un réseau de Bravais donné.

6. L’utilisation plus générale du terme fournit une définition élégante du réseau de Bravais
avec la précision de la définition (b) et la nature non préjudiciable de la définition (a) : un
réseau de Bravais est un ensemble discret de vecteurs qui ne sont pas tous dans le méme
plan, cet ensemble forme un espace vectoriel par rapport a ’addition et & la soustraction
(autrement dit, la sornme et la différence de deux vecteurs quelconques de cet ensemble
sont aussi dans cet ensemble).

7. Des mailles primitives translatées peuvent posséder des points communs sur la surface ;
la condition de non-recouvrement est seulement destinée & interdire que des régions de
volume non nul se recouvrent.
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F1G. 4.10 - Plusieurs choix possibles de mailles primitives pour un seul réseau de
Bravais bidimensionnel.

Plusieurs choix possibles de mailles primitives pour un réseau de Bravais bi-
dimensionnel sont illustrés dans la figure 4.10.

Une maille primitive doit obligatoirement contenir un point du réseau
(4 moins qu’elle soit positionnée de telle sorte qu’il y ait des points sur sa
surface). Il s’ensuit que si n est la densité de points dans le réseau® et v le
volume de la maille primitive, alors nv = 1. Ainsi v = 1/n. Puisque ce résultat
est valable pour toute maille primitive, le volume d’une maille primitive est
indépendant du choix de la maille.

1l découle également de la définition d’une maille primitive que, étant
donné deux mailles primitives de formes quelconques, il est possible de décou-
per la premiére en morceaux qui, translatés par les vecteurs primitifs appro-
priés, peuvent étre réassemblés pour donner la seconde. Ceci est illustré sur
la figure 4.11.

La maille primitive évidente & associer & un ensemble particulier de vec-
teurs primitifs a,, as, et az, est ’ensemble des points r de la forme

r =1x1a; + To9as + r3as (46)

pour x; variant continiment de 0 & 1 ; c’est-a-dire, le parallélogramme engen-
dré par les trois vecteurs aj, as, et az. Ce choix a le désavantage de ne pas
montrer la symétrie compléte du réseau de Bravais. Par exemple (figure 4.12),
la maille primitive (4.6) pour le choix des vecteurs primitifs (4.5) du réseau
de Bravais cfc est un parallélipipéde oblique qui n’a pas la symétrie cubique
compléte du réseau dans lequel il est intégré. Il est souvent important de

8. La densité n de points d’un réseau de Bravais n’a pas besoin, bien str, d’étre identique
a la densité des électrons de conduction dans un métal. Quand la confusion est possible,
nous distinguerons les deux densités avec des symboles différents.
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FI1G. 4.11 — Deux mailles primitives d’un réseau de Bravais bidimensionnel. La
maille en forme de parallélogramme (ombrée) est a Pévidence primitive ; des mailles
hexagonales supplémentaires sont indiquées pour démontrer que la maille hexagonale
est également primitive. Le parallélogramme peut étre découpé en morceaux qui,
translatés par des vecteurs du réseau, se réassemblent pour former I’hexagone. Les
translations pour les quatre régions du parallélogramme sont : région I — CO ;
région I1 — BO ; région ITI — A0 ; tégion IV — pas de translation.

F1G. 4.12 — Maille primitive et maille conventionnelle du réseau de Bravais cubique
a faces centrées. La maille conventionnelle est représentée par le grand cube. La
maille primitive est constituée par la figure grisée. Elle représente un quart du
volume du cube, et posséde moins de symétrie que le réseau.

travailler avec des mailles qui possédent la symétrie compléte de leur réseau
de Bravais. 1l existe deux solutions trés répandues de ce probléme.
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F1G. 4.13 — Maille primitive et maille conventionnelle du réseau de Bravais cubique
centré. La maille primitive (ombrée) a un volume égal a la moitié de celui de la
maille conventionnelle cubique.

4.7 Maille primitive ; maille conventionnelle

On peut remplir 'espace avec des mailles non primitives (appelées mailles
conventionnelles, ou simplement mailles). Une maille est une région qui rem-
plit ’espace sans se recouvrir lorsqu’elle est translatée par un sous-ensemble
de vecteurs du réseau de Bravais. La maille conventionnelle est en général
choisie de maniére & étre plus grande que la maille primitive et & posséder la
symeétrie requise. Ainsi, on décrit fréequemment le réseau cubique centré par
une maille cubique (figure 4.13) deux fois plus grande que la maille primitive
cc, et le réseau cubique & faces centrées par une maille cubique de volume
quatre fois plus grand que celui de la maille primitive cfe. (Le fait que les
mailles conventionnelles soient deux et quatre fois plus grandes que les mailles
primitives peut étre vu facilement si ’on se demande combien de points du
réseau la maille conventionnelle doit contenir quand elle est placée de telle
sorte qu’elle n’ait aucun point & sa surface.) Les nombres qui caractérisent la
taille d’une maille (tel que 'unique nombre g dans les cristaux cubiques) sont
appelés constantes de réseau.

4.8 Maille primitive de Wigner-Seitz

On peut toujours choisir une maille primitive possédant la symétrie com-
pléte du réseau de Bravais. Le choix de loin le plus commun est celui de
la maslle de Wigner-Seitz. La maille de Wigner-Seitz autour d’un point du
réseau est la région de 'espace qui est plus proche de ce point que tout autre
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FIG. 4.14 — Maille de Wigner-Seitz d’un réseau de Bravais bidimensionnel. Les six
faces de la maille coupent en leur milieu les droites joignant le point central & ses six
plus proches voisins (en pointillé). A deux dimensions, la maille de Wigner-Seitz est
toujours un hexagone 4 moins que le réseau ne soit rectangulaire (voir probléme 4a).

point du réseau”. A cause de la symétrie de translation d’un réseau de Bravais,
la maille de Wigner-Seitz d’un point quelconque du réseau doit étre transfor-
mée en la maille de Wigner-Seitz d’un autre point du réseau, aprés avoir été
translatée par le vecteur du réseau qui joint les deux points. Puisque tout
point de Pespace n’a qu’un point du réseau, en tant que plus proche voisin!®,
il appartiendra a la maille de Wigner-Seitz d’un point précis du réseau. Ii
s’ensuit qu'une maille de Wigner-Seitz, translatée par tous les vecteurs du
réseau, remplira 'espace sans se recouvrir, autrement dit que la maille de
Wigner-Seitz est une maille primitive.

Puisque rien dans la définition de la maille de Wigner-Seitz ne fait référence
4 un choix particulier de vecteurs primitifs, la maille de Wigner-Seitz est aussi
symétrique que le réseau de Bravais!!.

La figure 4.14 illustre la maille de Wigner-Seitz pour un réseau de Bravais
bidimensionnel et les figures 4.15 et 4.16 celle pour les réseaux de Bravais
tridimensionnels cubiques centrés et cubiques a faces centrées.

Notez que les mailles de Wigner-Seitz autour d’un point du réseau peuvent
étre construites en dessinant les segments de droites reliant ce point & tous les
autres'? points du réseau, en coupant chaque segment par son plan et média-
teur, et en prenant le plus petit polyédre limité par ces plans et contenant ce
point.

9. Une telle maille peut étre définie pour tout ensemble discret de points qui ne forme pas
nécessairement un réseau de Bravais. Dans ce contexte plus large, la maille est appelée po-
lyédre de Voronoy. En contraste avec la maille de Wigner-Seitz, la structure et I’orientation
d’un polyédre de Voronoy quelconque dépendront du point du réseau qu’il entoure.

10. Excepté pour les points situés sur la surface commune de deux (ou plusieurs) mailles
de Wigner-Seitz.

11. Une définition précise de ’expression « aussi symétrique que » sera donnée au cha-
pitre 7.

12. En pratique, seul un nombre relativement petit de points proches donne réellement
des plans qui limitent la maille.
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Fic. 4.15 — Maille de Wigner-Seitz du réseau de Bravais cubique centré (un « oc-
taédre tronqué »). Le cube qui 'entoure est une maille conventionnelle cubique
centrée avec un point du réseau en son centre et a chaque noeud. Les faces hexago-
nales coupent en leur milieu les droites joignant le point central aux points situés
sur les nceuds (dessinées en lignes épaisses). Les faces carrées coupent en leur milieu
les droites joignant le point central aux points centraux des six mailles cubiques
voisines (non dessinées). Les hexagones sont réguliers (voir probléme 4d).

F1G. 4.16 — Maille de Wigner-Seitz du réseau de Bravais cubique a faces centrées
(un « dodécaédre rhombique »). Le cube qui 'entoure n’est pas la maille cubique
conventionnelle de la figure 4.12, mais une dans laquelle les points du réseau sont
au centre du cube et au centre des 12 arétes. Chacune des 12 faces (congruentes)
est perpendiculaire 4 une droite joignant le point central & un point au centre d’une
aréte.

4.9 Structure cristalline ; réseau & motif

Un cristal physique peut étre décrit en donnant son réseau de Bravais
sous-jacent, ainsi qu’une description de 'arrangement des atomes, molécules,
ions, etc., & l'intérieur d’une maille primitive particuliére. Lorsqu’on met
Paccent sur la différence entre ’ensemble des points constituant le réseau de
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FI1G. 4.17 — Le réseau en nid d’abeilles, dessiné de maniére & mettre 'accent sur le
fait qu’il constitue un réseau de Bravais avec un motif & deux points. Les paires de
points reliés par les lignes continues sont placées de fagon identique dans les mailles
primitives (parallélogrammes) du réseau de Bravais sous-jacent.

Bravais et un cristal physique réel'® incarnant ce réseau, le terme technique de

« structure cristalline » est utilisé. Une structure cristalline est constituée de
copies identiques de la méme unité physique, appelée motif, située sur tous les
points du réseau de Bravais (ou, de maniére équivalente, translatée par tous
les vecteurs d’un réseau de Bravais). On emploie parfois & la place le terme
de réseau a motif. Cependant, ce terme de « réseau & motif » est aussi utilisé
dans un sens plus général pour faire référence a une structure périodique méme
quand 'unité de base n’est pas un objet physique, mais un autre ensemble de
points. Par exemple, les nceuds d’un réseau en nid d’abeilles bidimensionnel,
bien que ne constituant pas un réseau de Bravais, peuvent étre représentés
par un réseau de Bravais triangulaire bidimensionnel'? avec un motif & deux
points (figure 4.17). Une structure cristalline avec un motif consistant en un
seul atome ou ion est souvent appelé réseau de Bravais monoatomique.

On peut aussi décrire un réseau de Bravais comme un réseau a motif en
choisissant une maille conventionnelle non primitive. Ceci est souvent fait
pour mettre 'accent sur la symétrie cubique des réseaux de Bravais cc et cfc,
qui sont souvent décrits, en tant que réseaux cubiques simples engendrés par
aX, ay, et az, respectivement avec un motif & deux points

2

0, 5(2 +y+17z) (cc) 4.7
ou un motif 4 quatre points
~ o~ a, . @ .
0, g(x +¥), §(y +2), §(z +%) (cfc) (4.8)

13. Mais toujours idéalisé dans le fait qu’il est infini.
14. Engendré par deux vecteurs primitifs d’égales longueurs, faisant un angle de 60°.
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Fi1G. 4.18 — Maille cubique conventionnelle du réseau du diamant. Pour plus de
clarté, les sites correspondant a chacun des deux réseaux cubiques a faces centrées
qui s'interpénétrent ne sont pas de la méme couleur (ombrés pour Pun et blancs pour
Pautre) (dans la structure de la blende, les sites ombrés sont occupés par un type
d’ion et les autres par un autre type). Les liaisons avec les plus proches voisins ont
été indiquées. Les quatre plus proches voisins de chaque point forment les nceuds
d’un tétraédre régulier.

4.10 Exemples importants de structures
cristallines et de réseaux & motif

Structure du diamant

Le réseau du diamant!'® (formé par les atomes de carbone dans un cristal
de diamant) est constitué de deux réseaux de Bravais cubiques a faces centrées
qui s’interpénétrent. L’un des réseaux est décalé le long de la diagonale de
la maille cubique de Pautre d’un quart de la longueur de cette diagonale.
Elle peut étre considérée comme un réseau cubique & faces centrées avec le
motif & deux points 0 et (a/4)(X + ¥ + z). Le nombre de coordination est 4
(figure 4.18).

Le réseau du diamant n’est pas un réseau de Bravais, car ’environnement
de tout point différe en orientation des environnements de ces plus proches
voisins. La table 4.3 donne les éléments qui cristallisent dans la structure du
diamant.

15. Nous utilisons le mot « réseau », sans qualificatif, pour faire référence soit & un réseau
de Bravais, soit & un réseau & motif.
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TAB. 4.3 — Eléments possédant la structure cristalline du diamant.

Elément Aréte du cube a (A)

C (diamant) 3,57
Si 5,43
Ge 5,66
a-Sn (gris) 6,49

TAB. 4.4 — Eléments possédant la structure cristalline hexagonale compacte.

Elément a(d) ¢ ¢/a Elément a(A) ¢ c/a

Be 2,20 3,58 1,56 Os 2,74 4,32 1,58
cd 208 562 1,89 Pr 3,67 592 1,61
Ce 365 596 1,63 Re 276 446 1,62
a-Co 251 4,07 1,62 Ru 270 4,28 1,59
Dy 359 565 157 Sc 331 527 159
Er 356 559 1,57 Tb 360 569 158
Gd 364 578 1,59 Ti 2,95 4,69 1,59
He 2K) 3,57 583 1,63 Tl 346 553 1,60
Hf 320 506 1,58 Tm 354 555 157
Ho 358 562 157 Y 365 573 157
La 3,75 6,07 1,62 7n 2,66 495 1,86
Lu 350 555 1,59 Zr 323 515 1,59
Mg 321 521 1,62 - -

Nd 366 590 1,61 «Ideéal» 1,63

Structure hexagonale compacte

Bien que n’étant pas un réseau de Bravais, la structure hezxagonale com-
pacte (hc) se situe au méme rang, dans 'ordre d’importance, que les réseaux
de Bravais cubique centré et cubique & faces centrées ; 30 éléments environ
cristallisent dans la forme hexagonale compacte (table 4.4).

Sous P’appelation hc, on retrouve un réseau de Bravais hexagonal simple,
donné par 'empilement de réseaux triangulaires bidimensionnels'* directe-
ment les uns sur les autres (figure 4.19). La direction d’empilement (ag,
ci-dessous) est appelée axe c. Les trois vecteurs primitifs sont

N a. 3a . N
a; =aX, as= §x + —-2———y, az = ¢z (4.9)
Les deux premiers engendrent un réseau triangulaire dans le plan z-y, et

le troisiéme empile les plans & une distance ¢ les uns des autres.
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N}

la,i=iaz=a

FiG. 4.19 - Réseau de Bravais hexagonal simple. Les réseaux triangulaires bidi-
mensionnels (représentés a droite) sont empilés directement les uns sur les autres et
espacés d’une distance c.

F1G. 4.20 - Structure hexagonale compacte. Elle peut étre vue comme deux réseaux
de Bravais hexagonaux simples gui s’interpénétrent, déplacés verticalement d’une
distance ¢/2 le long de I’axe ¢ commun, et déplacés horizontalement de telle sorte que
les points de I'un des réseaux soient directement au-dessus des centres des triangles
formés par les points de I'autre.

La structure hexagonale compacte est constituée par deux réseaux de Bra-
vais hexagonaux simples qui s’interpénétrent, déplacés 'un par rapport 3
Yautre de a;/3 + az/3 + a3/2 (figure 4.20). Le nom refléte le fait que des
sphéres solides peuvent étre rangées dans une telle structure.

Imaginons que nous empilions des boulets de canon (figure 4.21), en com-
mencant par un réseau triangulaire compact pour la premiére couche. La
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F1G. 4.21 — Vue de dessus des deux premiéres couches dans une pile de boulets de
canon. La premiére couche s’organise en un réseau triangulaire plan. Les boulets
de la seconde couche sont disposés au-dessus des interstices de la premiére. Si les
boulets de la troisiéme couche sont placés directement au-dessus de ceux de la pre-
miére, sur les sites du type indiqué par le triangle (a), les boulets de la quatriéme
sont directement au-dessus de la seconde, etc., la structure qui en résulte sera hexa-
gonale compacte. Si, au contraire, les boulets de la troisiéme couche sont disposés
directement au-dessus des interstices de la premiére qui n’étaient pas recouverts par
des boulets dans la seconde, i.e. sur des sites du type indiqués par le triangle (b),
alors les boulets de la quatriéme couche seront placés directement au-dessus de ceux
de la premiére, les boulets de la cinquiéme directement au-dessus de ceux de la se-
conde, etc., la structure résultante sera cubique A faces centrées (avec la diagonale
principale du cube orientée verticalement).

seconde couche est formée en plagant un boulet dans les creux laissés au centre
de chaque triangle de la premiére couche, formant ainsi une seconde couche
triangulaire, décalée par rapport & la premiére. La troisiéme couche est for-
mée en placant des boulets dans les creux de la seconde couche. Ces boulets
se trouvent ainsi disposés directement au-dessus des boulets de la premiere
couche. La quatriéme couche repose directement au-dessus de la seconde, et
ainsi de suite. Le réseau qui en résulte est hexagonal compact avec la valeur
particuliére (voir probléme 5) :

8
c= \/;a =1,63299¢a (4.10)

Cependant, en raison du fait que la symétrie du réseau hexagonal compact
est indépendante du rapport ¢/a, le nom n’est pas restreint 4 ce cas. La
valeur ¢/a = \/8/73 est parfois appelée « idéale » , et la structure compacte
parfaite, avec la valeur idéale de c/a, est appelée structure hc idéale. Par
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F1G. 4.22 — Comment découper le réseau de Bravais cubique 3 faces centrées pour
obtenir les couches représentées dans la figure 4.21.

ailleurs, a& moins que les unités physiques dans la structure hc soient des
sphéres compactes réelles, il n’y a aucune raison pour que ¢/a soit idéal (voir
table 4.4).

Notez que, comme dans le cas de la structure du diamant, le réseau he n’est
pas un réseau de Bravais, car 'orientation de ’environnement d’un point varie
d’une couche a l'autre le long de I’axe ¢. Notez également que, lorsqu’ils sont
vus le long de I’axe ¢, les deux types de plan se fondent I'un dans autre pour
former le réseau en nid d’abeilles bidimensionnel de la figure 4.3 qui n’est pas
un réseau de Bravais.

Autres possibilités compactes

Notez que la structure hc n’est pas la seule maniére de ranger des sphéres
de maniére compacte. Si les deux premiéres couches sont déposées comme on
I’a décrit plus haut, mais que la troisiéme est placée dans I’autre ensemble de
creux de la seconde — c’est-a-dire, ceux situés au-dessus des creux inutilisés
dans & la fois la premiére et la seconde couche (voir figure 4.21) — et ensuite
que la quatriéme couche est placée dans les creux de la troisiéme directement
au-dessus des boulets de la premiére, la cinquiéme au-dessus de la seconde, et
ainsi de suite, on engendre un réseau de Bravais. Ce réseau de Bravais n’est
rien d’autre que le réseau cubique A faces centrées, avec la diagonale du cube
perpendiculaire aux réseaux triangulaires plans (figures 4.22 et 4.23).

Il existe une infinité d’autres rangements compacts, puisque chaque couche
successive peut étre disposée dans une des deux positions. Seul le compactage
cfc donne un réseau de Bravais, et les structures cfc (...ABC ABC ABC...) et
he (...AB AB AB...) sont de loin les structures les plus fréquentes. Cependant,
on observe d’autres structures compactes. Certaines terres rares, par exemple,
prennent une structure de la forme (... ABAC ABAC ABAC...).
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Fi1G. 4.23 — Une section cubique de quelques sphéres compactées en cubes & faces
centrées.

Structure du chlorure de sodium

Nous sommes forcés de décrire le réseau hexagonal compact et le réseau
du diamant comme des réseaux & motif, & cause de I’arrangement géométrique
intrinséque des points du réseau. Toutefois, un réseau & motif est également
nécessaire pour décrire les structures cristallines dans lesquelles les atomes
ou les ions se situent seulement aux points d’un réseau de Bravais, mais dans
lesquelles il manque la symétrie de translation compléte, car plus d’une espéce
d’atome ou d’ion est présente. Par exemple, le chlorure de sodium (figure 4.24)
est constitué d’un nombre égal d’ions sodium et d’ions chlorure placés alterna-
tivement sur les points d’un réseau cubique simple, de telle sorte que chaque
ion posséde six ions de I’autre espéce pour plus proches voisins!®. Cette struc-
ture peut étre décrite par un réseau de Bravais cubique & faces centrées avec
un motif constitué par un ion sodium en 0 et un ion chlorure au centre de la
maille cubique conventionnelle, i.e. en (a/2){(X+¥ + Z).

Structure du chlorure de césium

De maniére similaire, le chlorure de césium (figure 4.25) est constitué d’un
nombre égal d’ions de césium et d’ions chlorure, disposés aux points d’un ré-
seau cubique centré de telle sorte que chaque ion posséde huit ions de 'autre
espéce pour plus proches voisins!”?. La symétrie de translation de cette struc-
ture est celle du réseau de Bravais cubique simple, et elle est décrite par un
réseau cubique simple avec un motif constitué par un ion de césium & ’origine
0 et un ion chlorure au centre du cube en (a/2)(X +¥ + Z).

16. Pour des exemples, voir la table 4.5.
17. Pour des exemples, voir la table 4.6.
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F1G. 4.24 — Structure du chlorure de sodium. Un type d’ion est représenté par des
boules noires, I'autre par des boules blanches. Les boules noires et blanches forment

des réseaux cfc qui s'interpénétrent.

TAB. 4.5 — Quelques composés possédant la structure du chlorure de sodium.

Cristal a(A) Cristal a(A) Cristal a(A)

LiF 4,02 RbF 5,64 Ca$ 5,69
LiCl 5,13 RbCI 6,58 CaSe 5,91
LiBr 5,50 RbBr 6,35 CaTe 6,34
Lil 6,00 RbI 7.34 SrO 5,16
NaF 4,62 CsF 6,01 SrS 6,02
NaCl 5,64 AgF 4,92 SrSe 6,23
NaBr 5,97 AgCl 5,55 SrTe 6,47
Nal 6,47 AgBr 5,77 BaO 5,52
KF 5,35 MgO 4,21 Ba$ 6,39
KCl 6,29 MgS 5,20 BaSe 6,60
KBr 6,60 MgSe 5,45 BaTe 6,99
K1 7,07 Ca0 4,81

TAB. 4.6 — Quelques composés possédant la structure du chlorure de césium.

Cristal a(A) Cristal a(A)
Cscl 4,12 TICI 3,83
CsBr 4,29 T1Br 3,97
Csl 4,57 TII 4,20




96 Chapitre 4 : Réseaux cristallins

Fi1G. 4.25 — Structure du chlorure de césium. Un type d’ion est représenté par des
boules noires, 'autre par des blanches. Les boules noires et blanches forment des
réseaux cubiques simples qui s’interpénétrent.

TAB. 4.7 — Quelques composés possédant la structure de la blende.

Cristal a(A) Cristal a(A) Cristal a(A)
CuF 4,26 ZnS 5,41 AlSb 6,13
Cu(Cl 5,41 ZnSe 5,67 GaP 5,45
CuBr 5,69 ZnTe 6,09 GaAs 5,65
Cul 6,04 CdS 5,82 GaSb 6,12
Agl 6,47 CdTe 6,48 InP 5,87
BeS 4,85 HgS 5,85 InAs 6,04
BeSe 5,07 HgSe 6,08 InSb 6,48
BeTe 5,54 HgTe 6,43 SiC 4,35
MnS (rouge) 5,60 AlP 5,45
MnSe 5,82 AlAs 5,62

Structure de la blende

La blende (sulfure de zinc) posséde un nombre égal d’ions de zinc et d’ions
sulfure distribués sur le réseau du diamant de telle sorte que chacun posséde
quatre ions de l'autre type pour plus proches voisins (figure 4.18). Cette
structure'® est un exemple de réseau & motif qui doit étre ainsi décrit d’une
part en raison de la position géométrique des ions et d’autre part car deux
types d’ions entrent en jeu.

18. Pour des exemples, voir la table 4.7.
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4.11 Autres aspects des réseaux cristallins

Ce chapitre s’est concentré sur la description de la symétrie de transla-
tion des réseaux cristallins dans 1’espace physique réel. Nous traiterons deux
autres aspects des réseaux périodiques dans les chapitres suivants : au cha-
pitre 5, nous examinerons les conséquences de la symétrie de translation non
dans Pespace réel, mais dans ce qu’on appelle I’espace réciprogue (ou espace
des vecteurs d’onde) et au chapitre 7, nous décrirons quelques aspects de la
symétrie de rotation des réseaux cristallins.

4.12 Problémes

1. Dans chacun des cas suivants, indiquer si la structure est un réseau de
Bravais. Si c’est le cas, donnez ses trois vecteurs primitifs ; sinon, décrivez-le
comme un réseau de Bravais avec le plus petit motif possible.

(a) cubique & bases centrées (cubique simple avec des points supplémen-
taires aux centres des faces horizontales de la maille cubique).

(b) cubique & cotés centrés (cubique simple avec des points supplémentaires
aux centres des faces verticales de la maille cubique).

(c) cubique & arétes centrées (cubique simple avec des points supplémen-
taires aux milieux des droites joignant les plus proches voisins).

2. Quel est le réseau de Bravais formé par tous les points de coordonnées
cartésiennes (nq,n2,n3) si :

(a) les m; sont soit pairs soit impairs ?

(b) on impose que la somme des n; soit paire ?

3. Montrer que I'angle entre deux droites (liaisons) quelconques joignant un
site du réseau du diamant a ses quatre plus proches voisins est arccos(—1/3) =
109°28".

4. (a) Prouver que la maille de Wigner-Seitz pour tout réseau de Bravais
bidimensionnel est soit un hexagone soit un rectangle.

(b) Montrer que le rapport des longueurs des diagonales de chaque face
des parallélogrammes de la maille de Wigner-Seitz du réseau cubique & faces
centrées (figure 4.16) est v/2:1.

(c) Montrer que chaque c6té du polyédre limitant la maille de Wigner-
Seitz du réseau cubique centré (figure 4.15) est v/2/4 fois la longueur de la
maille conventionnelle cubique.

(d) Prouver que les faces hexagonales de la maille de Wigner-Seitz cc
sont des hexagones réguliers. (Noter que laxe perpendiculaire & une face
hexagonale passant par son centre n’a qu'une symétrie triple, et ainsi cette
symeétrie seule est insuffisante.)
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5. (a) Prouver que le rapport idéal ¢/a de la structure hexagonale compacte
est \/8/3 =1,633.

(b) Le sodium se transforme du cc en he & environ 23 K (transformation
« martensitique » ). En supposant que la densité reste constante pendant
la transition, trouver la constante de réseau a de la phase hexagonale, étant
donné que a = 4,23 A dans la phase cubique et que le rapport ¢/a ne se
distingue pas de sa valeur idéale.

6. Le réseau cubique & faces centrées est le plus dense et le cubique simple
est le moins dense des trois réseaux de Bravais cubiques. La structure du
diamant est moins dense que toute autre. Une mesure de cet aspect est
que les nombres de coordination sont : cfc, 12 ; cc, 8 ; cs, 6 ; diamant,
4. Une autre est la suivante : supposons que des sphéres solides identiques
soient distribuées dans I'espace de telle sorte que leurs centres coincident avec
les points de chacune de ces quatre structures, et que des sphéres voisines
se touchent, sans se recouvrir. (Un tel arrangement de sphéres est appelé
arrangement compact.) En supposant que ces sphéres aient une densité égale
a un, montrer que la densité d’un ensemble de sphéres compactes dans chacune
des quatre structures (la « compacité » ) est :

cfc V216 = 0,74
cc V37/8 = 0,68
cs /6 = 0,52

diamant : v/37/16 = 0,34

7. Soit N, le nombre des n'®™® proches voisins d’un point d’un réseau de
Bravais donné (par exemple, dans un réseau de Bravais cubique simple N; = 6,
Ny = 12, etc.). Soit 7, la distance du ni*™® proche voisin exprimée comme
multiple de la distance des plus proches voisins (par exemple, dans un réseau
de Bravais cubique simple, 71 = 1, 72 = /2 = 1,414). Dresser une table de
N, et de r,, pour n = 1,...,6 pour les réseaux de Bravais cfc,cc, et cs.

8. (a) Pour un réseau de Bravais donné, soit a; un vecteur joignant un point
particulier P A I'un de ses plus proches voisins. Soit P’ un point du réseau,
n’appartenant pas a la droite passant par P de direction a;j, aussi proche de la
droite que n’importe quel autre point du réseau, et soit as le vecteur joignant
P a P’. Soit P” un point du réseau n’appartenant pas au plan passant par P
déterminé par a; et ap, aussi proche du plan que n’importe quel autre point
du réseau, et soit az le vecteur joignant P & P”. Prouver que aj, a, et ag
constituent un ensemble de vecteurs primitifs pour le réseau de Bravais.

(b) Prouver que le réseau de Bravais peut étre défini comme un ensemble
discret de vecteurs, n’appartenant pas tous au méme plan, et que cet ensemble
forme un espace vectoriel par rapport a 'addition et & la soustraction {comme
décrit page 82).



Chapitre 5

Le réseau réciproque

Définitions et exemples
Premiére zone de Brillouin
Pians réticulaires et indices de Miller

E RESEAU RECIPROQUE joue un role fondamental dans la plupart des études
L analytiques des structures périodiques. Diverses voies nous y conduisent
comme la théorie de la diffraction cristalline, 1’étude abstraite des fonctions
possédant la périodicité d’un réseau de Bravais, ou la question consistant &
savoir ce qui peut étre sauvé de la loi de conservation de la quantité de mou-
vement quand la symétrie de translation dans le vide est réduite & celle d’'un
potentiel périodique. Dans ce court chapitre, nous allons décrire quelques as-
pects élémentaires importants du réseau réciproque d’un point de vue général
sans se lier & des applications particuliéres.

5.1 Définition du réseau réciproque

Considérons un ensemble de points R constituant un réseau de Bravais, et
une onde plane, ¢, Pour un k quelconque, une telle onde plane ne possédera
pas, bien entendu, la périodicité du réseau de Bravais, mais, pour certains
choix du vecteur d’onde, elle aura. L’ensemble de tous les vecteurs d’onde
K donnant une onde plane de périodicité égale a celle d’un réseau de Bravais
donné est appelé réseau de Bravais réciproque. Analytiquement, K appartient
au réseau réciproque d’un réseau de Bravais de points R, si la relation

e'iK»(r—O—R) — ei,K-r (51)

est vraie pour tout r, et pour tout R du réseau de Bravais. En factorisant
e'®r nous pouvons caractériser le réseau réciproque comme 'ensemble des
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vecteurs K satisfaisant a
e KR — 1 (5.2)

pour tout R du réseau de Bravais.

Notons qu'un réseau réciproque est défini par rapport & un réseau de Bra-
vais particulier. Le réseau de Bravais qui détermine un réseau réciproque
donné est souvent appelé réseau direct, lorsqu’on s’intéresse a sa relation avec
le réseau réciproque. Notons également que, bien que 'on puisse définir un
ensemble de vecteurs K satisfaisant & (5.2) pour un ensemble arbitraire de vec-
teurs R, un tel ensemble de K n’est appelé réseau réciproque que si ’ensemble
des vecteurs R est un réseau de Bravais!.

5.2 Le réseau réciproque est un réseau
de Bravais

Le fait que le réseau réciproque est lui-méme un réseau de Bravais découle
simplement de la définition d’un réseau de Bravais donné dans la note 6 du
chapitre 4, et du fait que si K; et K satisfont a (5.2), alors, évidemment, il
en va de méme pour leur somme et leur différence.

11 est intéressant de considérer une preuve moins immédiate de ce résultat
qui a Pavantage de fournir un algorithme explicite pour construire le réseau
réciproque. Soient aj, az, et ag un ensemble de vecteurs primitifs du réseau
direct. Alors le réseau réciproque peut étre engendré par les trois vecteurs
primitifs

A
b, = gp_ 22/r83
a; - (az Aag)
A
by = 27— 2 AL (5.3)
a; - (a2 N a3)
N
b3 =27 A a2

ap (ag A 83)

Pour vérifier que (5.3) donne un ensemble de vecteurs primitifs du réseau
réciproque, notons tout d’abord que les b; satisfont? &

bi a; = 271’(51']' (54)

1. En particulier, si I’on travaille avec un réseau & motif, on utilise le réseau réciproque
déterminé par le réseau de Bravais sous-jacent, plutot que par un ensemble de K satisfaisant
a (5.2) pour des vecteurs R décrivant a la fois le réseau de Bravais et les points du motif.

2. Quand i # j, I’équation (5.4) découle du fait que le produit vectoriel de deux vecteurs
est normal 4 ces deux vecteurs. Quand i = j, elle s’obtient & partir de I'identité

a;-(azg Aaz)=ay- (a3 ANay) =a3z- (a1 Aag).
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ol d; ; est le symbole de Kronecker :

8;; =0, 1% ]

Sij=1, i=j (5:5)
A présent, tout vecteur k peut étre écrit comme une combinaison linéaire?
des b; :

k = k1b; + koba + ksbg (5.6)
Si R est un vecteur quelconque du réseau direct, alors

R = n;a; + noas + naas (5.7)
o1 les n; sont des entiers. Il découle de (5.4) que

k-R= 27r(k1n1 + kong + kgn?,) (58)
Pour que ™R soit égal a I'unité pour tout R (équation (5.2)), k- R doit
étre égal & 27 multiplié par un entier quelconque, quel que soit le choix des
n;. Ceci impose aux coefficients k; d’étre entiers. Ainsi, la condition (5.2)
pour que K soit un vecteur du réseau réciproque est satisfaite par les com-
binaisons linéaires (5.6) des b; a coefficients entiers. Donc {comparez avec
Péquation (4.1)), le réseau réciproque est un réseau de Bravais, et les b,
peuvent étre pris comme vecteurs primitifs.

5.3 Réseau réciproque du réseau réciproque

Puisque le réseau réciproque est lui-méme un réseau de Bravais, on peut
construire son réseau réciproque. Il se trouve que celui-ci n’est autre que le
réseau direct original.

Une maniére de le prouver est de construire ¢, c2, et c3 a partir des b,
selon la méme formule (5.3) par laquelle les b, ont été construits & partir des a;.
Il en découle alors, en utilisant des identités vectorielles sitples (probléme 1),
quec; =a;,i=1,2,3.

On obtient une preuve plus simple en observant que, d’aprés la définition
(5.2), le réseau réciproque du réseau réciproque est l'ensemble de tous les
vecteurs G satisfaisant a

elGK -1 (5.9)

pour tout K du réseau réciproque. Puisque tout vecteur direct R posséde
cette propriété (& nouveau en raison de (5.2)), tous les vecteurs directs sont

3. C’est vrai pour trois vecteurs quelconques n’appartenant pas tous au méme plan. Il
est facile de vérifier que les b; ne sont pas tous dans un méme plan tant que les a; ne le
sont pas.
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dans le réseau réciproque du réseau réciproque. De plus, aucun autre vecteur
ne peut l'étre, car un vecteur qui n’est pas dans le réseau direct est de la
forme r = zja; + roas + rzag avec au moins un x; non entier. Pour cette
valeur de i, e ¥ = e2™%« £ 1 et la condition (5.9) n’est plus remplie pour le
1® vecteur du réseau réciproque K.

5.4 Exemples importants

Le réseau de Bravais cubique simple, de maille primitive cubique d’aréte
a, posséde un réseau réciproque cubique simple de maille primitive cubique
d’aréte 27 /a. Ce résultat peut étre obtenu, par exemple, a partir de la construc-
tion (5.3), car si

a; =aX, ap=ay, az=az (5.10)
alors
2 . 2 . 27,
b1 = —EX, bQ = —Try, b3 = —7—TZ (511)
a a a

Le réseau de Bravais cubique ¢ faces centrées de maille conventionnelle cu-
bique d’aréte a a un réseau réciproque cubique centré de maille conventionnelle
cubique d’aréte 47 /a. Ce résultat s’obtient en appliquant la construction (5.3)
aux vecteurs primitifs cfc (4.5). Le résultat est

47 1 47 1 47 1
R S .8 Yoy _Arl 3
1= 2(y+z X); bo " 2(z+x y); bs p 2(x+y Z)

C’est précisément la forme des vecteurs primitifs du réseau cc (4.4), & condi-
tion de remplacer ’aréte de la maille cubique par 47 /a.

Le réseau cubique centré de maille conventionnelle cubique d’aréte a a un
réseau réciproque cubique a faces centrées de maille conventionnelle cubique
d’aréte 4m/a, ce qui peut & nouveau étre prouvé a partir de la construc-
tion (5.3). On peut également démontrer ceci & partir du résultat pour le
réseau réciproque du réseau cfc, ainsi qu’avec le théoréme montrant 'identité
entre le réseau réciproque du réseau réciproque et le réseau direct.

Le lecteur pourra vérifier, & titre d’exercice (probléme 2), que le réseau
réciproque du réseau de Bravais hexagonal simple de constantes de réseau c
et a (figure 5.1a) est un autre réseau hexagonal de constantes 2 /c et 47/v/3a
respectivement (figure 5.1b), tourné de 30° autour de l’axe ¢ par rapport au
réseau direct?.

4. La structure hexagonale compacte n’est pas un réseau de Bravais, et donc le réseau
réciproque utilisé dans ’analyse des solides hc est celle du réseau hexagonal simple (voir
note 1).
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’

»

60 6 Oo

@) (b)

Fi1Gg. 5.1 — (a) Vecteurs primitifs du réseau de Bravais hexagonal simple. (b) Vec-
teurs primitifs du réseau réciproque de celui-ci engendré par les vecteurs primitifs
du (a). Les axes ¢ et ¢* sont paralléles. Les axes a* sont tournés de 30° par rapport
aux axes a dans le plan perpendiculaire aux axes ¢ ou ¢*. Le réseau réciproque est
également hexagonal simple.

5.5 Volume de la maille primitive du réseau
réciproque

Si v est le volume® d’une maille primitive dans le réseau direct, alors la
maille primitive du réseau réciproque a un volume égal & (27)3/v. La preuve
est donnée dans le probléme 1.

5.6 Premiére zone de Brillouin

La maille primitive de Wigner-Seitz (page 85) du réseau réciproque est
appelée premiére zone de Brillouin. Comme le suggére le nom, on définit des
zones de Brillouin d’ordre plus élevé, constituant des mailles primitives d’un
type différent et qui apparaissent dans la théorie des niveaux électroniques
dans un potentiel périodique. Elles sont décrites au chapitre 9.

Bien que les termes de « maille de Wigner-Seitz » et de « premiére zone
de Brillouin » se référent & des constructions géométriques identiques, en
pratique, le dernier terme n’est appliqué qu’a la maille de I'espace des k.
En particulier, lorsqu’on fait référence a la premiére zone de Brillouin d’un
réseau de Bravais particulier de 'espace réel (associé a une structure cristalline
particuliére), il faut toujours comprendre la maille de Wigner-Seitz du réseau

5. Le volume de la maille primitive est indépendant du choix de la maille, comme nous
I’avons prouvé au chapitre 4.
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(a) (b)

F1G. 5.2 — (a) Premiére zone de Brillouin du réseau cubique centré. (b) Premiére
zone de Brillouin du réseau cubique a faces centrées.

réciproque associé. Ainsi, puisque le réseau réciproque du réseau cubique
centré est cubique a faces centrées, la premiére zone de Brillouin du réseau
cc (figure 5.2a) est simplement la maille de Wigner-Seitz cfc (figure 4.16).
Inversement, la premiére zone de Brillouin du réseau cfc (figure 5.2b) est
simplement la maille de Wigner-Seitz cc (figure 4.15).

5.7 Plans réticulaires

Il existe une relation étroite entre les vecteurs du réseau réciproque et
les plans constitués par les points du réseau direct. Cette relation a son
importance dans la compréhension du role fondamental joué par le réseau
réciproque dans la théorie de la diffraction, et sera appliquée & ce probléme
dans le prochain chapitre. Nous ne décrirons ici la relation qu’en termes
géométriques généraux.

Etant donné un réseau de Bravais particulier, un plan réticulaire est défini
par tout plan contenant au moins trois points non alignés du réseau de Bravais.
En raison de l'invariance par translation, tout plan ainsi défini contiendra
un nombre infini de points du réseau qui formeront un réseau de Bravais
bidimensionnel dans le plan. Quelques plans d’un réseau de Bravais cubique
simple sont représentés i la figure 5.3.

Par famille de plans réticulaires, nous entendons un ensemble de plans
réticulaires paralléles, équidistants qui contiennent dans leur ensemble tous
les points du réseau de Bravais tridimensionnel. Tout plan réticulaire est
membre d’une telle famille. Evidemment, la décomposition d’un réseau de
Bravais en une famille de plans est loin d’étre unique (figure 5.3). Le réseau
réciproque fournit un moyen simple de classer toutes les familles possibles de
plans réticulaires grace au théoréme suivant :

Pour toute famille de plans réticulaires séparés d’une distance d,
il existe des vecteurs du réseau réciproque perpendiculaires aux
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F1G. 5.3 — Quelques plans (ombrés) d’un réseau de Bravais cubique simple ; (a) et
(b) montrent deux manieres différentes de représenter les réseaux en tant que famille
de plans réticulaires.

plans, dont le plus court est de longueur 27/d. Inversement, pour
tout vecteur K du réseau réciproque dont la longueur du plus
court est égale & 2x/d, il existe une famille de plans réticulaires
perpendiculaires a K et séparés d’une distance d.

Ce théoréme est une conséquence directe de (a) la définition (5.2) des vec-
teurs du réseau réciproque envisagés comme les vecteurs d’onde d’ondes planes
égales & I'unité sur tous les sites du réseau de Bravais et (b) du fait qu’une
onde plane posséde la méme valeur sur tous les points appartenant 4 une
méme famille de plans réticulaires perpendiculaires & son vecteur d’onde et
séparés par un nombre entier de longueurs d’onde.

Prouvons la premiére partie du théoréme : étant donnée une famille de
plans réticulaires, soit fi un vecteur unitaire normal aux plans, Le fait que
K = 27/d i soit un vecteur du réseau réciproque découle du fait que 'onde
plane T est constante sur des plans perpendiculaires 3 K et possede la
méme valeur sur des plans séparés par A = 2n/K = d. Puisqu’un des plans
réticulaires contient le point du réseau de Bravais r = 0, e/ doit étre égal &
I'unité pour tout point appartenant a I’'un quelconque de ces plans. Puisque
les plans contiennent tous les points du réseau de Bravais, e R = 1 pour tout
R, de telle sorte que K est ainsi un vecteur du réseau réciproque. De plus,
K est le plus petit vecteur du réseau réciproque normal aux plans, car tout
vecteur d’onde plus petit que K donnera une onde plane de longueur d’onde
plus grande que 27/ K = d. Une telle onde plane ne peut avoir la méme valeur
sur tous les plans de la famille, et ne peut donc pas donner une onde plane
valant I'unité sur tous les points du réseau de Bravais.

Prouvons la réciproque du théoréme : étant donné un vecteur du réseau
réciproque et soit K le vecteur du réseau réciproque le plus petit qui lui
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soit paralléle. Considérons l’ensemble des plans de 'espace réel sur lesquels
I'onde plane e’®* vaut 'unité. Ces plans (dont l'un contient le point r = 0)
sont perpendiculaires & K et séparés par une distance d = 27/K. Puisque
les vecteurs R du réseau de Bravais satisfont tous a e ®® = 1 pour tout
vecteur K, ils doivent tous appartenir & ces plans ; autrement dit, la famille
de plans doit contenir une famille de plans réticulaires. De plus, la distance
entre les plans réticulaires est également d (plutot quun multiple entier de d),
car si chaque n® plan de la famille contenait des points du réseau de Bravais,
alors, compte tenu de la premiére partie du théoréme, le vecteur normal aux
plans de longueur 27/nd, c’est-a-dire le vecteur K/n, serait un vecteur du
réseau réciproque. Ceci contredirait notre hypothése du début selon laquelle
aucun vecteur du réseau réciproque paralléle & K n’est plus petit que K.

5.8 Indices de Miller des plans réticulaires

La correspondance entre les vecteurs du réseau réciproque et les familles
de plans réticulaires fournit un moyen pratique de définir les orientations d’un
plan réticulaire. De maniére tout & fait générale, on décrit 'orientation d’un
plan en donnant un vecteur normal & ce plan. Puisque nous savons qu’il existe
des vecteurs du réseau réciproque qui sont normaux a toute famille de plans
réticulaires, il est naturel de choisir un vecteur du réseau réciproque pour
représenter la normale. Pour rendre le choix unique, on utilise le plus petit
de ces vecteurs. De cette facon, on arrive aux indices de Miller d’un plan.

Les indices de Miller d’un plan réticulaire sont les coordonnées du vecteur
du réseau réciproque le plus petit et normal & ce plan, dans la base d’un
ensemble de vecteurs primitifs du réseau réciproque. Ainsi, un plan d’indices
de Miller A, k, I, a pour normale le vecteur du réseau réciproque hb; +kbg +
I bgs.

Ainsi définis, les indices de Miller sont des entiers, puisque tout vecteur du
réseau réciproque est une combinaison linéaire & coefficients entiers de trois
vecteurs primitifs. Puisque la normale & ce plan est définie par le plus petit
des vecteurs du réseau réciproque, les entiers h, k, [ ne peuvent avoir aucun
facteur commun. Notez également que les indices de Miller dépendent du
choix particulier des vecteurs primitifs.

Dans les réseaux de Bravais cubiques simples, le réseau réciproque est
aussi cubique simple et les indices de Miller sont les coordonnées d'un vecteur
normal au plan réticulaire dans un systéme de coordonnées cubiques évident.
En régle générale, les réseaux de Bravais cubiques centrés et & faces centrées
sont décrits en termes de maille conventionnelle cubique, c’est-a-dire en tant
que réseaux cubiques simples a4 motif. Puisque tout plan réticulaire dans
un réseau cfc ou cc est également un plan réticulaire dans le réseau cubique
simple sous-jacent, le méme indexage cubique élémentaire peut étre utilisé
pour spécifier les plans réticulaires. En pratique, c’est seulement dans la
description de cristaux non cubiques que 'on doit se souvenir que les indices
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F1G. 5.4 — Illustration de la définition cristallographique des indices de Miller d’un
plan de réseau. Le plan ombré peut étre une portion du plan continu qui contient
les points du plan de réseau, ou bien tout autre plan paralléle au plan de réseau.
Les indices de Miller sont inversement proportionnels aux x;.

de Miller sont les coordonnées de la normale dans un systéme de coordonnées
donné par le réseau réciproque, plutot que par le réseau direct.

Les indices de Miller d’un plan réticulaire possédent une interprétation
géométrique dans le réseau direct qui est parfois proposée comme alternative
pour les définir. Puisqu’un plan d’indices de Miller A, k, [ est perpendiculaire
au vecteur du réseau réciproque K = hbi + k bo +1 bg, il est confondu avec le
plan d’équation K - r = A, pour un choix convenable de A. Ce plan coupe les
axes déterminés par les vecteurs primitifs du réseau direct a; aux points x1ay,
Toag et zza (figure 5.4), ou les z; sont tels que x;a; satisfasse & I’équation du
plan : K- (z;a,) = A. Puisque K-a; = 27h, K-a; = 27k, et K- a3 = 27,
il s’ensuit que

A A A

N o T ok T 2m

Ainsi, les intersections avec les axes du cristal d’un plan réticulaire sont in-
versement proportionnelles aux indices de Miller du plan.

Les cristallographes « mettent la charrue avant les beeufs », en définissant
les indices de Miller comme un ensemble d’entiers sans facteurs communs,
inversement proportionnels aux intersections du plan cristallin avec les axes
du cristal :

(5.13)

1
h:k:il=—:—:— (5.14)

5.9 Quelques conventions pour spécifier
les directions

Les plans réticulaires sont habituellement indiqués en donnant leurs in-
dices de Miller entre parenthéses : (h, k,1). Ainsi, dans un systéme cubique,
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©10) (110) (11

F1Gg. 5.5 — Trois plans réticulaires et leurs indices de Miller dans un réseau de
Bravais cubique simple.

un plan de normale (4, —2,1) (ou, du point de vue cristallographique, un plan
d’intersections (1, —2,4) avec les axes cubiques) est appelé un plan (4, —2,1).
Les virgules sont éliminées sans confusion en écrivant n & la place —n, simpli-
fiant ainsi la notation en (421). Il faut savoir quel ensemble d’axes est utilisé
pour interpréter ces symboles sans ambiguité. Les axes cubiques simples sont
toujours employés quand le cristal est & symétrie cubique. Quelques exemples
de plans dans des cristaux cubiques sont représentés dans la figure 5.5.

Une convention similaire est utilisée pour spécifier les directions dans le
réseau direct, mais pour éviter toute confusion avec les indices de Miller (di-
rections dans le réseau réciproque) on emploie des crochets a la place des
parenthéses. Ainsi, la diagonale principale d’un réseau cubique simple se si-
tue dans la direction [111] et, en général, le point du réseau nia;+nqas+nszag
est dans la direction [nynang] vu de Dorigine.

1l existe également une notation spécifiant & la fois une famille de plans
réticulaires et toutes les autres familles qui lui sont équivalentes en vertu
des symétries du cristal. Ainsi, les plans (100), (010), et (001) sont tous
équivalents dans un cristal cubique. On les désigne collectivement par les
plans {100}, et en général on utilise {hkl} pour faire référence aux plans (hkl)
et & tous ceux qui leur sont équivalents en vertu de la symétrie du cristal. Une
convention similaire est utilisée pour les directions : [100], [010], [001], [100],
[010] et [001] dans un cristal cubique sont désignées collectivement par (100).

Ceci termine notre discussion géométrique générale du réseau réciproque.
Dans le chapitre 6, nous allons étudier un exemple important montrant 1’utilité
et la puissance de ce concept dans la théorie de la diffraction des rayons X
par un cristal.
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5.10 Problémes

1. (a) Prouver que les vecteurs primitifs du réseau réciproque définis en (5.3)
satisfont a

(2m)?

bi-(bzAby) = Ty

(5.15)

(Indication : écrire by (mais pas by ou bs) en fonction des a;, et utiliser les
relations d’orthogonalité (5.4).)

(b) Supposons que les vecteurs primitifs aient été construits & partir des
b; de la méme maniére (Eq. (5.3)) que les b; le sont & partir des a;. Prouver
que ces vecteurs sont les a; ; autrement dit, montrez que

b2 A b3

2r—
b - (bg AN b3)

=a;, etc. (5.16)

(Indication : écrire by au numérateur (mais pas by) en fonction des a;, utiliser
Pidentité vectorielle AA (BAC)=B(A-C) - C(A - B), et faire appel aux
relations d’orthogonalité (5.4) ainsi qu’au résultat (5.15) ci-dessus.)

(¢c) Prouver que le volume de la maille primitive d’un réseau de Bravais est

V= |a1 . (ag A a3)| (517)

oil les a; sont les trois vecteurs primitifs. (Avec (5.15), ceci établit que le
volume de la maille primitive du réseau réciproque est (2m)%/v.)

2. (a) En utilisant les vecteurs primitifs donnés dans ’équation (4.9) et la
construction (5.3) (ou par tout autre méthode), montrer que le réseau réci-
proque du réseau de Bravais hexagonal simple est également hexagonal simple,
avec des constantes de réseau 27 /c et 47/ \/?_)a, tourné de 30° autour de axe
¢ par rapport au réseau direct.

(b) Pour quelle valeur de ¢/a, le rapport des constantes de réseau posséde
la méme valeur dans les réseaux direct et réciproque 7 Si ¢/a est idéal dans
le réseau direct, quelle est sa valeur dans le réseau réciproque ?

(c) Le réseau de Bravais engendré par trois vecteurs primitifs de méme
longueur a, faisant un angle 0 égal entre chacun d’eux, est appelé réseau
de Bravais trigonal (voir chapitre 7). Montrer que le réseau réciproque du
réseau de Bravais trigonal est aussi trigonal, avec un angle 6* donné par
—cos@* = cos8/(1 + cos), et un vecteur primitif de longueur o*, donné par
a* = (2m/a)(1 + 2cosf cos 6*)~1/2.

3. (a) Montrer que la densité de points (par unité de surface) dans un plan
de résean est d/v, ol v est le volume de la maille primitive et d la distance
séparant deux plans voisins de la famille a laquelle appartient le plan.
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(b) Prouver que les plans réticulaires de plus grande densité de points sont
les plans {111} dans un réseau de Bravais cubique a faces centrées et les plans
{110} dans un réseau de Bravais cubique centré.

(Indication : ce résultat pourra étre démontré trés facilement en exploitant
la relation entre les familles de plans réticulaires et les vecteurs du réseau
réciproque.)

4. Prouver que tout vecteur du réseau réciproque K est un multiple entier
du plus petit vecteur du réseau réciproque K.

(Indication : supposer le contraire, et en déduire que, puisque le réseau réci-
proque est un réseau de Bravais, il devrait alors exister un vecteur paralléle &
K plus petit que Kj.)



Chapitre 6

Détermination des structures
cristallines par diffraction
de rayons X

Formulation de Bragg et de von Laue

Condition de Laue et construction d'Ewald

Méthodes expérimentales de Laue, du cristal tournant des poudres
Facteur de structure géométrique

Facteur de forme atomique

ES DISTANCES INTERATOMIQUES typiques dans un solide sont de 'ordre
de Pangstrom (107® cm). Pour sonder la structure microscopique d’un
solide & l'aide d’une onde électromagnétique, il faut que sa longueur d’onde
soit au moins aussi petite, ce qui correspond & une énergie de 'ordre de
hc he
Fw=—=——~12,3x 10° eV 6.1
A 10-8 cm (6.1)
De telles énergies, de I'ordre de plusieurs milliers d’électron-volt (kilo-électron-
volts ou keV), sont caractéristiques des énergies des rayons X.
Dans ce chapitre, nous décrirons comment la distribution des rayons X
diffractés par un réseau rigide! et périodique? d’ions réveéle les positions de

1. En reéalité, les ions vibrent autour de leur site d’équilibre idéal (chapitres 21-26).
Ceci n’affecte pas les conclusions de ce chapitre (bien que, dans les premiéres années de la
diffraction des rayons X, la raison pour laquelle de telles vibrations n’altéraient pas le motif
caractéristique d’une structure périodique n’apparut pas clairement). Il se trouve que les
vibrations ont deux conséquences importantes (voir I’appendice N) : (a) I'intensité des pics
caratéristiques qui révélent la structure cristalline est diminuée, mais pas nulle ; et (b) une
radiation de fond continue beaucoup plus faible (“fond diffus”) est produite.

2. Les solides amorphes et les liquides ont sensiblement la méme densité que les solides
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ces ions & l'intérieur de la structure. Il existe deux maniéres équivalentes de
voir la diffraction des rayons X par une structure parfaitement périodique,
dues & Bragg et a von Laue. Les deux points de vue sont encore largement
utilisés. L’approche de von Laue, qui exploite le réseau réciproque, est plus
proche de V'esprit de la théorie moderne de I’état solide, mais celle de Bragg est
toujours d’un usage courant chez les cristallographes spécialistes des rayons X.

6.1 Formulation de Bragg de la diffraction
des rayons X par un cristal

En 1913, W. H. et W. L. Bragg découvrirent que des substances dont
la forme macroscopique était cristalline donnaient des motifs caractéristiques
de rayonnement X réfléchi, et tout & fait différents de ceux produits par des
liquides. Dans des matériaux cristallins, pour certaines longueurs d’ondes et
certaines directions incidentes définies avec précision, ils observérent des pics
intenses de rayonnement diffracté {appelés maintenant pics de Bragg).

W. L. Bragg les expliqua en considérant un cristal comme étant composé
de plans d’ions paralléles, séparés d’une distance d (c’est-a-dire, les plans ré-
ticulaires décrits au chapitre 5). Les conditions d’obtention d’un pic aigu
de rayonnement diffracté étaient (1) que les rayons X devaient étre réfléchis
comme dans un miroir® par les ions dans chaque plan et (2) que les rayons
réfléchis par des plans successifs devaient interférer de maniere constructive.
Des rayons réfléchis comme dans un miroir par des plans contigus sont repré-
sentés sur la figure 6.1. La différence de marche entre deux rayons est égale
a 2dsiné, ot # est 'angle d’incidence!. Pour les rayons qui interférent de
maniére constructive, cette différence de chemin doit étre égale & un nombre
entier de longueurs d’onde, ce qui nous méne & la célébre condition de Bragg :

nA = 2dsinf (6.2)

L’entier n est appelé ordre de la réflexion correspondante. Pour un faisceau
de rayons X contenant un ensemble de difféerentes longueurs d’onde (« rayon-
nement blanc »), on observe plusieurs réflexions différentes. On peut non
seulement avoir des réflexions d’ordre plus élevé A partir d’un ensemble donné
de plans réticulaires, mais il faut aussi savoir qu’il existe de nombreuses fa-
cons de décomposer le cristal en plans, chacune d’elle produisant de nouvelles
réflexions (voir, par exemple, la figure 5.3 ou la figure 6.3).

cristallins, et sont également susceptibles d’étre sondés par des rayons X. Cependant, on ne
retrouve pas les pics discrets et aigus de rayonnement diffracté, caractéristiques des cristaux.

3. C’est-a-dire, avec un angle d’incidence égal a I’angle de réflexion.

4. L’angle d’incidence, en cristallographie aux rayons X, est mesuré, de maniére conven-
tionnelle, & partir du plan de réflexion plutot qu’a partir de la normale & ce plan (comme
c’est le cas en optique classique). Noter que € est exactement égal & la moitié de I’angle de
déviation du faisceau incident (figure 6.2).
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F1G. 6.1 — Reflexion de Bragg a partir d’une famille particuliére de plans réticulaires,
séparés par une distance d. Les rayons incidents et réfléchis sont indiqués pour les
deux plans voisins. La différence de marche est 2dsin 6.

m“? 26

Fi1G. 6.2 — L’angle de Bragg est exactement égal 4 la moitié de 'angle de déviation
du faisceau incident.

6.2 Formulation de von Laue de la diffraction
des rayons X par un cristal

L’approche de von Laue différe de celle de Bragg en ceci qu’aucune décom-
position particuliére du cristal en plans réticulaires n’est choisie, et qu’aucune
hypothése ad hoc sur la réflexion n’est imposée®. Au contraire, on considére
le cristal comme composé d’objets microscopiques identiques (ensemble d’ions
ou d’atomes) placés sur les sites R d’un réseau de Bravais, chacun pouvant
réémettre le rayonnement incident dans toutes les directions. Des pics aigus

5. L’hypothése de Bragg concernant la réflexion comme dans un miroir est, cependant,
équivalente & I’hypothése selon laquelle les rayons diffusés par chaque ion & Dlintérieur de
chaque plan cristallin interférent de maniére constructive. Ainsi, les approches de Bragg
et de von Laue sont fondées sur les mémes hypothéses physiques, et ’on peut s’attendre a
leur équivalence exacte (voir page 116).
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Fi1G. 6.3 — La méme portion du réseau de Bravais que celle de la figure 6.1, avec une
décomposition différente en plans réticulaires. Le rayon incident est le méme que
dans la figure 6.1, mais la direction (indiquée dans la figure) ainsi que la longueur
d’onde (déterminée par la condition de Bragg (6.2) avec d remplacé par d’) du rayon
réfléchi sont différentes de la figure 6.1. Des réflexions sont possibles, en général,
quelle que soit la maniére de décomposer le réseau en plans.

deosf =-d /'

Fi1G. 6.4 — Nlustration du fait que la différence de marche entre des rayons diffusés
par deux points séparés par d est donnée par 1’équation (6.3) ou (6.4).

seront observés seulement dans des directions et pour des longueurs d’onde
pour lesquelles les rayons diffusés par tous les points du réseau interférent de
maniére constructive.

Pour trouver la condition d’interférence constructive, considérons tout
d’abord deux centres de diffusion, séparés par un vecteur déplacement d (fi-
gure 6.4). Prenons un rayon X incident, provenant de trés loin, suivant une
direction fi, de longueur d’onde A, et de vecteur d’onde k = 27ii/A. On ob-
serve un rayon diffusé dans une direction i’ avec une longueur d’onde® X et

6. Ici (et dans la représentation de Bragg), nous supposons que les rayonnements incident
et réfléchi ont la méme longueur d’onde. En terme de photons, ceci signifie qu’aucune énergie
n’a été perdue lors de la diffusion, autrement dit que la diffusion est élastique. Avec une
bonne approximation, la majeure partie du rayonnement réfléchi est diffusée de maniére
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un vecteur d’onde k' = 27i'/); si la différence de marche entre les rayons
diffusés par chacun des deux ions est égale & un nombre entier de longueurs
d’onde. D’aprés la figure 6.4, on peut voir que cette différence de marche est
égale a

dcos® +dcos® =d - (i — i) (6.3)
La condition d’interférence constructive est ainsi
d-(a—i')=m\ (6.4)

pour un entier m quelconque. En multipliant les deux membres de (6.4) par
27/, on obtient une condition sur les vecteurs d’onde incident et réfléchi :

d-(k-k)=2mm (6.5)

pour un entier m quelconque.

Maintenant, considérons non pas seulement deux mais un ensemble de
centres diffuseurs, sur les sites d’un réseau de Bravais. Puisque les sites du
réseau sont décalés les uns des autres par les vecteurs de Bravais R, la condi-
tion pour que tous les rayons diffusés interférent de maniére constructive est
que la condition (6.5) soit valable simultanément pour tous les d, i.e. pour
toutes les vecteurs du réseau de Bravais :

pour un entier m quelconque
R- (k- k') =2mm, et tout vecteur R (6.6)
du réseau de Bravais

Ce qui peut étre écrit sous la forme équivalente

kKR _ 1, pour tout vecteur du réseau de Bravais R (6.7)

En comparant cette condition avec la définition (5.2) du réseau réciproque,
nous arrivons a la condition de Laue selon laquelle une interférence construc-
tive se produit si la variation du vecteur d’onde, K =k — k', est un vecteur
du réseau réciproque.

Il est souvent pratique d’avoir une formulation alternative de la condi-
tion de von Laue, exprimée entiérement en termes du vecteur d’onde incident
k. Tout d’abord, notons que, puisque le réseau réciproque est un réseau de
Bravais, si k — k’ est un vecteur du réseau réciproque, k’—k ’est aussi. En
appelant ce dernier vecteur K, la condition pour que k et k' aient la méme
norme est

k= k- K| (6.8)

élastique, cependant, il y a beaucoup & apprendre de ’étude de cette petite composante du
rayonnement qui est diffusé de maniére inélastique (chapitre 24 et appendice N}).
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FiG. 6.5 — Condition de Laue. Sila somme de k et de —k’ est un vecteur K, et si k
et k' ont méme longueur, alors 'extrémité du vecteur k est équidistante de l'origine
O et de Pextrémité du vecteur K, et elle appartient donc au plan médiateur du
segment joignant l'origine & 'extrémité de K.

En élevant les deux membres au carré, on obtient la condition

Al
kK=K (6.9)

autrement dit, que la composante du vecteur d’onde incident k le long du
vecteur du réseau réciproque K doit avoir une longueur égale a la moitié de
celle de K.

Ainsi, un vecteur d’onde incident k satisfera & la condition de von Laue
si et seulement si extrémité du vecteur appartient au plan médiateur d’une
droite joignant ’'origine de ’espace des k£ & un point K du réseau réciproque
(figure 6.5). De tels plans de Pespace des k sont appelés plans de Bragg.

L’équivalence des points de vue de Bragg et de von Laue, démontrée dans
la section suivante, entraine que le plan de Bragg de ’espace des k associé &
un pic de diffraction particulier dans la formulation de von Laue est paralléle
4 la famille des plans réticulaires du réseau direct responsable du pic dans la
formulation de Bragg.

6.3 Equivalence des formulations
de Bragg et de von Laue

L’équivalence de ces deux critéres d’obtention d’une interférence construc-
tive de rayons X par un cristal découle de la relation entre les vecteurs du
réseau réciproque et les familles de plans du réseau direct (voir chapitre 5).
Supposons que les vecteurs d’onde incident et diffuse, k et k', satisfont a la
condition de Laue selon laquelle K =k’ — k est un vecteur du réseau réci-
proque. Puisque les ondes incidente et diffusée ont méme longueur d’onde, k'’
et k ont méme norme. Il s’ensuit (voir figure 6.6) que k' et k font le méme
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K=k'-k

(-k)

F1G. 6.6 — Le plan du papier contient le vecteur d’onde incident k, le vecteur
d’onde réfléchi k', et leur différence K satisfaisant & la condition de Laue. Puisque
la diffusion est élastique (k' = k), la direction de K est la bissectrice de I’angle entre
k et k. La droite en pointillé est 'intersection du plan perpendiculaire & K avec le
plan du papier.

angle € avec le plan perpendiculaire & K. Donc, la diffraction peut étre vue
comme une réflexion de Bragg, avec un angle de Bragg égal 4 6, sur la famille
de plans du réseau direct perpendiculaires au vecteur du réseau réciproque K.

Pour démontrer que cette réflexion satisfait a la condition de Bragg (6.2),
notons que le vecteur K est un multiple entier” du plus petit vecteur du réseau
réciproque Ky paralléle 4 K. D’aprés le théoréme de la page 104, la norme
de Ky est égale & 27/d, ou d est la distance entre deux plans successifs de la
famille perpendiculaire & Kg ou K. Ainsi

2
K= %" (6.10)

D’autre part, il découle de la figure 6.6 que K = 2ksin 6, et ainsi

ksing = % (6.11)

Puisque k = 27/, ’équation (6.11) implique que la longueur d’onde satisfasse
4 la condition de Bragg (6.2).

Ainsi, un pic de diffraction de Laue correspondant 4 une variation de vec-
teur d’onde donnée par le vecteur du réseau réciproque K correspond & une
réflexion de Bragg sur la famille des plans du réseau direct perpendiculaires
a K. Lordre, n, de la réflexion de Bragg est égal d la longueur de K divisée
par celle du plus petit vecteur du réseau réciproque paralléle ¢ K.

Puisque le réseau réciproque associé & un réseau de Bravais donné est beau-
coup plus facilement visualisable que ’ensemble de tous les plans possibles en

7. C’est une conséquence élémentaire du fait que le réseau réciproque est un réseau de
Bravais. Voir chapitre 5, probléme 4.



118 Chapitre 6 : Détermination des structures cristallines...

lesquels le réseau de Bravais peut étre décomposé, la condition de Laue pour
les pics de diffraction est de loin plus simple & manipuler que la condition
de Bragg. Dans le reste de ce chapitre, nous allons appliquer la condition de
Laue & la description de trois des plus importantes méthodes d’analyses cris-
tallographiques aux rayons X des échantillons réels, et nous verrons comment
extraire des informations non seulement sur le réseau de Bravais sous-jacent,
mais aussi sur I'arrangement des ions & Pintérieur de la cellule primitive.

6.4 Géométries expérimentales suggérées
par la condition de Laue

Un vecteur d’onde incident k conduit & un pic de diffraction (ou & une « ré-
flexion de Bragg ») si et seulement si I'extrémité du vecteur d’onde appartient
au plan de Bragg de I’espace des k. Puisque I’ensemble des plans de Bragg
constitue une famille discréte de plans, cette derniére ne remplit pas du tout
Pespace tridimensionnel des k, et en général, 'extrémité de k n’appartiendra
pas & un plan de Bragg. Ainsi, pour un vecteur d’onde incident fixé — c’est-
a-dire, pour une longueur d’onde de rayon X fixée et une direction incidente
fixée par rapport aux axes du cristal — il n’y aura, en général, aucun pic de
diffraction.

Si I'on veut rechercher expérimentalement les pics de Bragg, il faut donc
relacher la contrainte d’un k fixé, ou bien faire varier la norme de k (c’est-
a-dire, faire varier la longueur d’onde du faisceau incident) ou faire varier sa
direction (en pratique, faire varier 'orientation du cristal par rapport a la
direction incidente).

Construction d’Ewald

Une construction géométrique simple, due & Ewald, est d’une grande aide
pour visualiser ces diverses méthodes et pour déduire la structure du cristal
A partir des pics ainsi observés. Dessinons une sphére dans l’espace des &
centrée sur extrémité du vecteur d’onde incident k de rayon k (de telle sorte
qu’elle passe par l'origine). Evidemment (voir figure 6.7), il y a un vecteur
d’onde k' satisfaisant & la condition de Laue si et seulement si il existe un
point du réseau réciproque {(en plus de origine) qui appartient  la surface de
la sphére, auquel cas il y aura une réflexion de Bragg sur la famille des plans
du réseau direct perpendiculaires a ce vecteur du réseau réciproque.

En général, une sphére dans P'espace des k avec l'origine sur sa surface
n’aura aucun autre point du réseau réciproque sur sa surface, et donc la
construction d’Ewald confirme notre observation selon laquelle un vecteur
d’onde incident quelconque ne donnera aucun pic de Bragg. On peut, cepen-
dant, s’assurer que quelques pics de Bragg seront produits grace & quelques
techniques.
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FIG. 6.7 — Construction d’Ewald. Etant donné un vecteur d’onde incident k, on
trace une sphére autour du point k. Des pics de diffraction correspondant a des
vecteurs du réseau réciproque K seront observés si et seulement si K donne un
point du réseau réciproque situé sur la surface de la sphére. Un tel vecteur du
réseau réciproque est indiqué sur la figure, ainsi que le vecteur d’onde k' du rayon
de Bragg réfléchi.

1. Méthode de Laue On continue & produire la diffraction par un seul
cristal d’orientation fixée dans une direction incidente fi, mais on peut
rechercher les pics de Bragg en utilisant non pas un faisceau monochro-
matique de rayons X, mais un faisceau contenant des longueurs d’ondes
comprises entre \; et Ag. La sphére d’Ewald va donc s’étendre dans
la région contenue entre les deux sphéres définies par ko = 27h/ )¢ et
ki = 2mia/ Ay, et des pics de Bragg correspondant & tout vecteur du ré-
seau réciproque appartenant a cette région seront observeés (figure 6.8).
En étalant les longueurs d’onde suffisamment, on peut étre str de trou-
ver quelques points du réseau réciproque a l'intérieur de la région ; alors
qu’en les concentrant, on peut éviter un nombre trop élevé de réflexions,
et garder I'image relativement simple.

La méthode de Laue est probablement la meilleure pour déterminer
Porientation d’un échantillon constitué d’un seul cristal dont la structure
est connue, puisque, par exemple, si la direction incidente se situe sur un
axe de symétrie du cristal, la figure que dessinent les taches produites
par les rayons de Bragg réfléchis auront la méme symétrie. Puisque
les physiciens du solide étudient en général des substances de structure
cristalline connue, la méthode de Laue est probablement celle du plus
grand intérét pratique.
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F1G. 6.8 — Construction d’Ewald pour la méthode de Laue. Le cristal et la direc-
tion du rayon X incident sont fixes, et la longueur d’onde varie dans un intervalle
continu, correspondant & des vecteurs d’onde compris entre ko et k1 en norme. Les
sphéres d’Ewald, pour le continuum de vecteurs d’onde incidents, remplissent la
région ombrée entre la sphére centrée sur extrémité du vecteur ko et celle centrée
sur 'extrémité de ki. On observera des pics de Bragg correspondant aux points dun
réseau réciproque appartenant a la région ombrée. (Pour simplifier l'illustration, la
direction incidente a été prise dans le plan du réseau, et seuls les points du réseau
réciproque appartenant a ce plan ont été représentés.)

2. Méthode du cristal tournant Cette méthode utilise des rayons X
monochromatiques, mais permet la variation de ’angle d’incidence. En
pratique, la direction du faisceau de rayons X est maintenue fixe, et ¢’est
Porientation du cristal qui varie. Dans la méthode du cristal tournant,
le cristal tourne autour d’un axe fixe, et tous les pics de Bragg qui ap-
paraissent pendant la rotation sont enregistrés sur une pellicule. Quand
le cristal tourne, le réseau réciproque correspondant tourne d’une méme
quantité autour du méme axe. Ainsi, la sphére d’Ewald (qui est déter-
minée par le vecteur d’onde incident fixe k) est fixe dans lespace des k,
alors que le réseau réciproque entier tourne autour de ’axe de rotation
du cristal. Pendant cette rotation, chaque point du réseau réciproque
décrit un cercle autour de ’axe de rotation du cristal, et une réflexion de
Bragg se produit & chaque fois qu’un point du réseau réciproque coupe
la sphére d’Ewald. Ceci est illustré sur la figure 6.9 pour une géomeétrie
particuliérement simple.
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F1G. 6.9 — Construction d’Ewald pour la méthode du cristal tournant. Pour sim-
plifier, on a représenté le cas ou le vecteur d’onde incident appartient & un plan réti-
culaire, et I’axe de rotation est perpendiculaire a ce plan. Les cercles concentriques
sont les orbites balayées, lors de la rotation, par les vecteurs du réseau réciproque
appartenant au plan perpendiculaire & 'axe contenant k. Chaque intersection d’un
de ces cercles avec la sphére d’Ewald donne le vecteur d’onde d’un rayon de Bragg
réfléchi. (Les vecteurs d’onde de Bragg réfléchis associés aux vecteurs du réseau
réciproque dans d’autres plans ne sont pas représentés.)

3. Méthode des poudres ou de Debye-Scherrer Elle est équivalente
a Pexpérience du cristal tournant dans laquelle 'axe de rotation pren-
drait toutes les orientations possibles. En pratique, cette moyenne iso-
trope des directions incidentes est réalisée en utilisant des échantillons
polycristallins ou une poudre, dont les grains restent énormes 4 1’échelle
atomique et donc capables de diffuser les rayons X. Puisque les axes des
cristaux de chaque grain sont orientés de maniére aléatoire, la figure de
diffraction produite par une telle poudre est celle qui serait produite en
combinant les figures de diffraction de toutes les orientations possibles
d’un seul cristal.

Les réflexions de Bragg sont maintenant déterminées en fixant le vecteur
incident k, et avec lui la sphére d’Ewald, et en permettant au réseau
réciproque de tourner de tous les angles possibles autour de lorigine,
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FIG. 6.10 — Construction d’Ewald pour la méthode des poudres. (a) La sphére
d’Ewald est la spheére la plus petite. Elle est centrée a 'extrémité du vecteur d’onde
incident k de rayon k, de telle sorte que origine O soit sur sa surface. La sphére la
plus grande est centrée & 'origine et est de rayon K. Les deux sphéres se coupent
en un cercle (représenté en perspective par une ellipse). Les réflexions de Bragg
se produiront pour les vecteurs d’onde k’ reliant tout point du cercle d’intersection
4 Pextrémité du vecteur k. Les rayons diffusés appartiennent donc & ce cone qui
s’ouvre dans la direction opposée & k. (b) Section plane de (a), contenant le vecteur
d’onde incident. Le triangle est isocéle, et ainsi, K = 2ksin %(}5.

de telle sorte que chaque vecteur du réseau réciproque K engendre une
sphére de rayon K autour de l'origine. Une telle sphére coupera la
sphére d’Ewald en un cercle (figure 6.10a) si K est plus petit que 2k. Le
vecteur joignant tout point de ce cercle 4 'extrémité du vecteur incident
k est un vecteur d’onde k’, pour lequel un pic de diffraction sera observé.
Ainsi, chaque vecteur du réseau réciproque de norme plus petite que 2k
engendre un cone de rayonnement diffracté d’angle ¢ dirigé vers 'avant,
ol (figure 6.10b)

K = 2ksin %qﬁ. (6.12)

En mesurant les angles ¢ pour lesquels les réflexions de Bragg se pro-
duisent, on connait donc les longueurs de tous les vecteurs du réseau ré-
ciproque plus petits que 2k. Muni de cette information, de certaines don-
nées concernant la symétrie macroscopique du cristal, et du fait que le
réseau réciproque est un réseau de Bravais, on peut en général construire
le réseau réciproque lui-méme (voir, par exemple, le probléme 1).
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6.5 Diffraction par un réseau monoatomique
a motif ; facteur de structure géométrique

La discussion précédente était fondée sur la condition (6.7) selon laquelle
les rayons diffusés & partir de chaque maille primitive devaient interférer de
maniére constructive. Si la structure cristalline est celle d’un réseau monoato-
mique avec un motif de n atomes (par exemple, le carbone dans la structure
du diamant ou le béryllium hexagonal compact, pour lesquels n = 2), alors
le contenu de chaque maille primitive peut étre analysé en un ensemble de
centres diffuseurs de positions dj, ..., d,, & l'intérieur de la maille. L’intensité
du rayonnement dans un pic de Bragg donné dépendra de la fagon dont les
rayons diffusés par les sites du motif interférent les uns avec les autres ; elle
sera la plus grande pour une interférence constructive compléte et sera nulle
pour une interférence destructive.

St le pic de Bragg est associé a une variation du vecteur d’onde k' — k = K,
alors la différence de phase (figure 6.4) entre deux rayons diffractés en d; et
d; est K- (d, — d;) et les amplitudes de deux rayons différeront d’un facteur
eK(d;=d5) - Ainsi les rapports entre les amplitudes des rayons diffusés en
di,...,d, sont e di _ e®dn [e rayon diffusé par I’ensemble de la maille
primitive est la somme des rayons individuels, et a donc¢ une amplitude conte-
nant le facteur

Sk =y efd (6.13)
j=1

La quantité Sk, appelée facteur de structure géométrique, exprime dans
quelle mesure I'interférence des ondes diffusées par les ions identiques & 'inté-
rieur du motif peut diminuer 'intensité du pic de Bragg associé 4 un vecteur
du réseau réciproque K. L'intensité du pic de Bragg, qui est proportionnelle au
carré du module de 'amplitude, contiendra un facteur |SK|2 . Il est important
de noter que ce n’est pas la seule source de dépendance en K de l'intensité.
Une dépendance supplémentaire vis-a-vis de la variation du vecteur d’onde
provient 3 la fois de la dépendance angulaire ordinaire de toute diffraction
électromagnétique, et de linfluence sur la diffraction de la structure interne
détaillée de chaque ion individuel dans le motif. Donc, le facteur de structure
seul ne peut étre utilisé pour prédire I'intensité absolue d’un pic de Bragg®. 1l
peut, cependant, mener & une dépendance en K caractéristique qui se discerne
facilement méme si d’autres dépendances en K moins typiques se superposent.
Le seul cas dans lequel le facteur de structure peut étre utilisé avec assurance
est lorsqu’il s’annule, ce qui se produit quand les éléments du motif sont
arrangés de telle sorte qu’il y ait interférence destructive compléte pour les K

8. Une discussion bréve mais profonde de la diffraction d’un rayonnement électromagné-
tique par un cristal, incluant la démonstration des formules détaillées de I’intensité pour les
diverses géométries expérimentales décrites plus haut, est donnée par Landau et Lifschitz,
Electrodynamique des milieur continus, chapitre 15, éditions Mir, 1968.



124 Chapitre 6 : Détermination des structures cristallines...

en question ; dans ce cas, aucune propriété des rayons diffusés par les éléments
individuels du motif ne peut éviter la disparition du rayon final.
Nous allons illustrer 'importance d’un facteur de structure nul pour deux

cas®.

1. Réseau cubique centré considéré comme un réseau cubique simple
A motif Puisque le réseau cubique centré est un réseau de Bravais, nous
savons que des réflexions de Bragg surviendront lorsque la variation K du
vecteur d’onde sera un vecteur du réseau réciproque, cubique & faces centrées.
Parfois, il est pratique de considérer le réseau cc comme un réseau cubique
simple engendré par les vecteurs primitifs aX, a§ et aZ, avec un motif & deux
points consistant en d; = 0 et ds = (a/2)(X + § + ). De ce point de vue,
le réseau réciproque est aussi cubique simple, avec une maille cubique d’aréte
27/a. Cependant, il y a maintenant un facteur de structure Sk associé &
chaque réflexion de Bragg. Dans le cas présent, (6.13) donne

1
Sk =1 +exp[iK-§a(f{+y+2)] (6.14)

Un vecteur quelconque du réseau réciproque cubique simple est de la forme

2n
K = —(mX+nzy+ns2) (6.15)

En substituant cette expression dans (6.14), on trouve le facteur de structure

S = 1 4 efm(mutnatns) _q o (_‘1>(n1+n2+n3)
- {2, n1+no+n3 pair }

0, ny+ns+ng impair

(6.16)

Ainsi, les points du réseau réciproque cubique simple dont la somme des
coordonnées dans la base des vecteurs primitifs cubiques est impaire ne pro-
duira aucune réflexion de Bragg. Ceci convertit le résean réciproque cubique
simple en une structure cubique & faces centrées que nous aurions obtenue
si nous avions traité le réseau direct cubique centré en tant que réseau de
Bravais plut6t qu’en tant que réseau & motif (voir figure 6.11).

De cette maniére, si, par inadvertance ou pour des raisons de plus grande
symétrie dans la description, on choisit de décrire le réseau de Bravais en tant
que réseau a motif, on retrouve toujours le motif correct de la diffraction des
rayons X, & condition de prendre en compte la nullité du facteur de structure.

2. Réseau monoatomique du diamant Le réseau monoatomique du
diamant (carbone, silicium, germanium, ou étain gris) n’est pas un réseau de
Bravais et doit étre décrit en tant que réseau & motif. Le réseau de Bravais
sous-jacent est cubique a faces centrées, et le motif peut étre décrit par d, = 0,
dy = (a/4)(X+F +2), ol X, ¥, et 2, sont sur les axes cubiques et a est

9. D’autres exemples sont présentés dans les problémes 2 et 3.
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F1G. 6.11 — Les points du réseau réciproque cubique simple d’aréte 2w /a, pour
lesquels le facteur de structure (6.16) s’annule, sont ceux (boules blanches) que
Pon atteint en parcourant un nombre impair de liaisons entre plus proches voisins a
partir de Uorigine. Quand de tels sites sont éliminés, les sites restants (boules noires)
constituent un réseau cubique & faces centrées de maille cubique d’aréte 47 /a.

I’aréte de la maille conventionnelle cubique. Le réseau réciproque est cubique
centré de maille conventionnelle d’aréte 47 /a. Si nous prenons comme vecteurs
primitifs

bj=—F+z-%), b,=—(2+%-9), by=—&+y—-2) (6.17)

alors le facteur de structure (6.13) pour K = Yn;b; est égal &

1
Sk =1+ exp[—éiw(n1+n2+ns)]

2, n1+ns+ns deux fois un nombre pair
= < 1414, ny-+no+ns impair (6.18)
0, ni-+nz+ng deux fois un nombre impair

Pour interpréter géométriquement ces conditions sur n;, notons que si nous
substituons (6.17) dans K = ¥n;b;, nous pouvons écrire un vecteur du réseau
réciproque quelconque sous la forme

4
K = —(n&tv2§+vs8) (6.19)

ol
1 2 1
vj = §(n1+n2+n3) —nj, ZVj = 5 (m+na+ns) (6.20)

&

=1
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F1G. 6.12 — Réseau cubique centré de maille cubique d’aréte 47 /a, réciproque du
réseau cubique a faces centrées de maille cubique d’aréte a. Quand le réseau cfc est
le réseau qui sous-tend la structure du diamant, alors les cercles blancs indiquent
un facteur de structure nul. (Les cercles noirs sont des sites de facteur de structure
égal & 2, et les gris sont des sites de facteur de structure égal 3 1 +4.)

Nous savons (voir chapitre 5) que le réseau réciproque du réseau cfc de
maille cubique d’aréte a est le réseau cc de maille cubique d’aréte 4m/a.
Considérons ce dernier comme composé de deux réseaux cubiques simples
d’arétes 4m/a. Le premier, contenant 'origine (K = 0), doit avoir tous les
v; entiers (d’aprés (6.19)) et donc doit étre donné par K avec ni+na+ns
pair (d’aprés (6.20)). Le second, contenant les points « cubiques centrés »
(4r/a) (% + § + 2), doit avoir tous les v; demi-entiers (d’aprés (6.19)) et donc
doit étre donné par K avec ny+no+ns impair (d’aprés (6.20)).

En comparant avec (6.18), nous trouvons que les points ayant un facteur
de structure de 1 £ 7 sont ceux contenus dans le sous-réseau cubique simple
des points « cubiques centrés ». Ceux dont le facteur de structure S vaut 2
ou 0 sont dans le sous-réseau cubique simple contenant 1’origine, ou ¥v; est
pair quand S = 2, et impair quand S = 0. Ainsi, les points ayant un facteur
de structure nul sont & nouveau enlevés en appliquant, pour le sous-réseau
cubique simple contenant Porigine, la méthode illustrée dans la figure 6.11, le
convertissant ainsi en une structure cubique & faces centrées (figure 6.12).
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6.6 Diffraction par un cristal polyatomique ;
facteur de forme atomique

Si les ions du motif ne sont pas identiques, le facteur de structure (6.13)
prend la forme

Sk = zn: fi(K)eds (6.21)
j=1

ou f;, appelé facteur de forme atomique, est entiérement déterminé par la
structure interne de I'ion qui occupe la position d; dans le motif. Des ions
identiques possédent des facteurs de forme identiques (sans considérer leur
position), et ainsi (6.21) se réduit & (6.13), multiplié par la valeur commune
des facteurs de forme, dans le cas monoatomique.

Dans des traitements élémentaires, le facteur de forme atomique associé
4 une réflexion de Bragg donnée par le vecteur du réseau réciproque K est
pris proportionnel i la transformée de Fourier de la distribution de charge
électronique de 'ion correspondant!©:

HiK) = —% / dre™ Ty, (r) (6.22)

Ainsi, le facteur de forme atomique f; dépend de K et des caractéristiques
détaillées de la distribution de charge de I'ion qui occupe la position d; dans
le motif. En conséquence, on ne s’attend pas a ce que le facteur de structure
s’annule pour tout K & moins qu’il n’existe quelque relation fortuite entre
les facteurs de forme des différents types d’ions. En faisant des hypothéses
raisonnables sur la dépendance en K des différents facteurs de forme, on peut
souvent distinguer de maniére pertinente les diverses structures cristallines
possibles sur la base de la variation des intensités des pics de Bragg avec K
(voir, par exemple, le probléme 5).

Ceci conclut notre discussion de la réflexion de Bragg des rayons X. Notre
analyse n’a exploité aucune propriété des rayons X autre que leur nature on-
dulatoire!!. Par conséquent, nous verrons de nombreux concepts et résultats
de ce chapitre réapparaitre dans des discussions futures concernant d’autres
phénomeénes ondulatoires dans les solides, comme les électrons (chapitre 9) et
les neutrons (chapitre 24)2.

10. La densité de charge électronique p;(r) est celle d’un ion de type j placéenr =0 ;
ainsi, la contribution de I'ion en R 4 d; a la densité électronique de charge du cristal est
p;j(r—[R +d;]). (La charge électronique est habituellement factorisée devant le facteur de
forme atomique pour le rendre sans dimension.)

11. En conséquence, il n’a pas été possible de donner des relations précises pour I’intensité
absolue des pics de Bragg, ou pour le fond diffus de rayonnement dans des directions
interdites par la condition de Bragg.

12. Considérée du point de vue de la mécanique quantique, une particule de quantité de
mouvement p peut étre vue comme une onde de longueur d’onde A = h/p.
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Faisceau incident

1.54

Echantillon

Pellicule

F1G. 6.13 — Vue schématique d’une caméra de Debye-Scherrer. Les pics de diffrac-
tion sont enregistrés sur une pellicule.

6.7 Problémes

1. Des échantillons de poudre de trois cristaux cubiques monoatomiques dif-
férents sont analysés avec une caméra de Debye-Scherrer. On sait que 'un
des échantillons est cubique & faces centrées, un autre est cubique centré, et
le dernier a la structure du diamant. Les positions approximatives des quatre
premiers anneaux de diffraction dans chacun des cas sont données dans le
tableau 6.1 (voir figure 6.13) :

TAB. 6.1 — Valeurs de ¢ pour les échantillons.

A B C
42 2° 28,8° 42,8°
49,2° 41,0° 73,2°
72,0° 50,8° 89,0°

87,3° 59,6° 115,0°

(a) Identifier les structures cristallines de A, B, et C.

(b) Si la longueur d’onde du faisceau incident de rayons X est égale a
1,5 A, quelle est la longueur de l'aréte de la maille conventionnelle cubique
dans chaque cas 7

(c) Sila structure du diamant était remplacée par la structure de la blende
avec une maille cubique de méme aréte, pour quels angles les premiers anneaux
apparaitraient-ils 7

2. Tl est souvent pratique de représenter un réseau de Bravais cubique & faces
centrées en tant que cubique simple, de maille primitive cubique d’aréte a et
avec un motif & quatre points.
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(a) Montrer que le facteur de structure (6.13) est alors égal a 4 ou 0 pour
tous les points du réseau réciproque cubique simple.

(b) Montrer que, lorsque les points de facteur de structure nul sont en-
levés, les points restants du réseau réciproque constituent un réseau cubique
centré de maille conventionnelle d’aréte 47 /a. Pourquoi fallait-il s’attendre &
ce résultat ?

3. (a) Montrer que le facteur de structure pour la structure cristalline hexa-
gonale compacte monoatomique peut prendre 'une des six valeurs 1+ e"7/3,
n = 1,...,6, quand K parcourt les points du réseau réciproque hexagonal
simple.

(b) Montrer que tous les points du réseau réciproque ont un facteur de
structure non nul dans le plan perpendiculaire 4 I’axe ¢ contenant K = 0.

{(c) Montrer que les points de facteur de structure nul se trouvent sur des
plans alternés dans la famille des plans du réseau réciproque perpendiculaires
alaxe c.

(d) Montrer que, dans un tel plan, un point déplacé depuis K = 0 par un
vecteur paralléle a 'axe ¢ a un facteur de structure nul.

(e) Montrer que I’élimination, dans un tel plan, de tous les points de facteur
de structure nul réduit le réseau réciproque triangulaire & un réseau en nid
d’abeille (figure 4.3).

4. Considérons un réseau avec un motif a n ions. Supposons que le i€ ion du

motif, lorsqu’il est translaté vers r = 0, peut étre considéré comme composé

de m; particules ponctuelles de charges —z;;e, de positions b;;, j = 1,...,m;.
(a) Montrer que le facteur de forme atomique f; est donné par

my
fi= Z Zi]‘eiK'b” (6.23)
j=1

(b) Montrer que le facteur de structure total (6.21) induit par (6.23) est
identique au facteur de structure que I’on aurait trouvé si le réseau avait été
décrit de maniére équivalente comme possédant un motif composé de m; +
... + m, ions.

5. (a) La structure du chlorure de sodium (figure 4.24) peut étre envisagée
comme un réseau de Bravais cfc d’aréte a, avec un motif consistant en un ion
chargé positivement & ’origine et un ion chargé négativement en (a/2)%. Le
réseau réciproque est cubique centré, et les vecteurs de ce réseau réciproque
ont la forme (6.19), avec des coeflicients v; soit entiers soit demi-entiers. Si
les facteurs de forme atomique pour les deux ions sont f, et f_, montrer que
le facteur de structure est Sx = f. + f_, si les v; sont entiers, et fy — f_,
si les v; sont demi-entiers. (Pourquoi S s’annule dans le dernier cas quand
fr=1-7)

(b) La structure de la blende (figure 4.18) est aussi un réseau de Bravais
cubique & faces centrées d’aréte a, avec un motif consistant en un ion chargé
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positivement & P'origine et un ion chargé négativement en (a/4)(X + ¥ + Z).
Montrer que le facteur de structure Sk est égal & f +4if_ siles v; sont demi-
entiers, f4 + f_ si les v; sont entiers et Xv; est paire, et f, — f_ siles v; sont
entiers et Yv; impaire.

(¢) Supposons que Pon connaisse un cristal cubique composé d’ions a
couches complétes (et ainsi & symétrie sphérique), de telle sorte que fy(K)
ne dépende que de la norme de K. Les positions des pics de Bragg révélent,
que le réseau de Bravais est cubique & faces centrées. Discuter comment dé-
terminer, & partir des facteurs de structure associés aux pics de Bravais, si la
structure cristalline est susceptible d’étre du type du chlorure de sodium ou
de la blende.



Chapitre 7

Classification des réseaux
de Bravais et des structures
cristallines

Opérations de symétrie et classification des réseaux de Bravais
Les sept systémes cristallins et les quatorze réseaux de Bravais
Groupes ponctuels cristallographiques et groupes d’espace
Notation de Schoenflies et notation internationale

Exemples pris parmi les éléments

ANS LES CHAPITRES 4 et 5, seules les symétries de translation des réseaux

de Bravais ont été décrites et exploitées. Ainsi, 'existence et les proprié-

tés de base du réseau réciproque dépendent seulement de ’existence de trois

vecteurs primitifs a; du réseau direct, et non de relations particuliéres entre

eux'. Les symétries de translation sont de loin les plus importantes pour la

théorie générale des solides. Néanmoins, les exemples déja décrits montrent

clairement que les réseaux de Bravais se regroupent naturellement en catégo-

ries sur la base de symétries autres que celles de translation. Les réseaux de

Bravais hexagonaux simples, par exemple, sans considérer le rapport c/a, se

ressemblent beaucoup plus entre eux qu’ils ne ressemblent & n’importe quel
autre réseau de Bravais déja décrit.

Le sujet de la cristallographie est de rendre ces distinctions systématiques

et précises®. Ici, nous n’indiquerons que les bases des classifications cristal-

1. Un exemple d’une telle relation est la condition d’orthonormalité a; - a; = a26,1j,
valable pour des vecteurs primitifs appropriés du réseau de Bravais cubique simple.

2. On pourra trouver une présentation détaillée de ce sujet dans M. J. Buerger, Elemen-
tary Crystallography, Wiley, New York, 1963.
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lographiques, en ne donnant que quelques catégories principales, ainsi que
le langage dans lequel elles sont décrites. Dans la plupart des applications,
I'important réside dans les caractéristiques des cas particuliers, plutdt que
dans une théorie systématique générale et, de fait, peu de physiciens des so-
lides ont besoin de maitriser 'analyse compléte de la cristallographie. Ainsi,
le lecteur ayant peu de prédilection pour le sujet pourra passer ce chapitre
sans que sa compréhension des chapitres qui suivent soit menacée, et pourra
s’y référer occasionnellement pour comprendre certains termes obscurs.

7.1 Classification des réseaux de Bravais

Le probléme posé par la classification de toutes les structures cristallines
possibles est trop complexe a affronter, et nous ne considérerons tout d’abord
que la classification des réseaux de Bravais®. Du point de vue de la symétrie,
un réseau de Bravais est caractérisé par la donnée de toutes les opérations
rigides* qui transforment le réseau en lui-méme. Cet ensemble d’opérations
est appelé groupe de symétrie ou groupe d’espace du réseau de Bravais®.

Les opérations du groupe de symétrie d’un réseau de Bravais comprennent
toutes les translations engendrées par tous les vecteurs du réseau. De plus, il
y a en général des rotations, des réflexions, et des inversions® qui transforme-
ront le réseau en lui-méme. Un réseau de Bravais cubique, par exemple, est
transformé en lui-méme par une rotation de 90° autour d’une droite de points
du réseau de direction (100), une rotation de 120° autour d’une droite de
points du réseau de direction (111), une réflexion de tous les points par rap-
port au plan réticulaire {100}, etc. ; un réseau de Bravais hexagonal simple
est transformé en lui-méme par une rotation de 60° autour d’une droite de
points du réseau paralléle & I’axe ¢, par une réflexion par rapport & un plan
réticulaire perpendiculaire & ’axe ¢, etc.

Toute opération de symétrie sur un réseau de Bravais peut étre décomposée
en une translation Ty de vecteur R appartenant au réseau et une opération
rigide laissant au moins un point du réseau fixe’. Ce n’est pas immédiatement
évident. Un réseau de Bravais cubique simple, par exemple, est invariant par
une rotation de 90° autour d’un axe (100) qui passe par le centre d’une maille

3. Dans ce chapitre, nous envisagerons un réseau de Bravais comme une structure cristal-
line formée en plagant en chaque point d’un réseau de Bravais abstrait un motif de symétrie
la plus grande possible (telle qu’une sphére centrée sur le point du réseau) de telle sorte
qu’aucune symétrie du réseau de Bravais ne soit perdue par insertion du motif.

4. Opérations qui préservent la distance entre tous les points du réseau.

5. Nous éviterons le langage mathématique de la théorie des groupes, puisque nous
n’utiliserons pas les conclusions analytiques auxquelles elle méne.

6. Une réflexion par rapport 4 un plan remplace un objet par son symétrique par rapport
4 ce plan, comme dans un miroir ; une inversion par rapport & un point P transforme le
point de coordonnées r (avec P pris pour origine) en —r. Tous les réseaux de Bravais ont
une symeétrie d’inversion en tout point du réseau (probléme 1).

7. Noter qu’une translation de vecteur appartenant au réseau (différent de 0) ne laisse
aucun point invariant.
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(b)

Fi1G. 7.1 — (a) Un réseau cubique simple est transformé en lui-méme par une rotation
de 90° autour d’un axe ne contenant aucun point du réseau. L’axe de rotation est
perpendiculaire & la page, et seuls les quatre points du réseau les plus proches de
I’axe dans le plan de la page sont indiqués. (b) Voici comment le méme résultat final
peut étre décomposé en une translation (a gauche) de vecteur égal & une constante
du réseau et en une rotation autour du point du réseau numéro 1.

primitive de ce réseau. C’est une opération rigide qui ne laisse aucun point
invariant. Cependant, elle peut étre décomposée en une translation de vecteur
appartenant au réseau de Bravais et en une rotation autour d’une droite de
points du réseau, comme lillustre la figure 7.1.

Le fait qu’une telle représentation est toujours possible peut étre vu ainsi :

Considérons une opération de symétrie S qui ne laisse aucun point in-
variant. Supposons qu’elle transforme lorigine du réseau 0 en un point R.
Considérons ensuite I'opération que 1’on obtient en appliquant tout d’abord
S, puis une translation de vecteur —R, que nous noterons 7_gr. L’opération
composée, que nous appellerons T_g.S, est aussi une symétrie du réseau, mais
elle laisse l'origine invariante, puisque S transforme l'origine en R alors que
T_gr le raméne a Porigine. Ainsi, T_gr.S est une opération qui laisse au moins
un point du réseau (origine) invariant. Si, de plus, aprés avoir appliqué
I'opération T"_gr.S, nous appliquons 'opération Tr, le résultat est équivalent
a l'opération S seule, puisque 'application de Tr ne fait que défaire la pré-
cédente action de T_gr. Donc S peut étre décomposée en T_g 5, qui laisse un
point invariant, et en Tg, qui est une pure translation.

Ainsi, le groupe de symétrie d’un réseau de Bravais® contient uniquement
des opérations de la forme suivante :

1. translations par des vecteurs du réseau de Bravais ;

8. Nous verrons plus bas qu’une structure cristalline générale peut posséder des degrés
de symétrie supplémentaires qui ne sont pas de type (1), (2) ou (3). Ils sont appelées « axes
hélicoidaux » et « plans de glissement ».
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F1G. 7.2 — (a) Toute opération de symeétrie d’un cube est également une opération de
symétrie d’un octaédre régulier, et vice versa. Ainsi, le groupe cubique est identique
au groupe octaédrique. (b) Toute opération de symétrie d’'un cube n’est pas une
opération de symétrie d’un tétraédre régulier. Une rotation de 90° autour de l'axe
vertical indiqué transforme le cube en lui-méme, mais pas le tétraédre.

2. opérations laissant un point particulier du réseau invariant ;

3. opérations qui peuvent étre construites par des applications successives
d’opérations de types (1) ou (2).

Les sept systémes cristallins

En examinant les symétries qui ne sont pas des translations, on considére
souvent non pas le groupe d’espace entier du réseau de Bravais, mais seule-
ment les opérations qui laissent un point particulier invariant (c’est-a-dire,
les opérations de la catégorie (2) ci-dessus). Ce sous-ensemble du groupe de
symétrie complet du réseau de Bravais est appelé groupe ponctuel du réseau
de Bravais.

On dénombre sept groupes ponctuels distincts pour un réseau de Bravais®.
Toute structure cristalline appartient 4 un des sept systémes cristallins, selon
le type du groupe ponctuel du réseau de Bravais sous-jacent. Les sept systémes
cristallins sont énumérés dans la section suivante.

9. Deux groupes ponctuels sont identiques ’ils contiennent précisément les mémes opéra-
tions. Par exemple, I’ensemble de toutes les opérations de symétrie d’un cube est identique
4 Pensemble de toutes les opérations de symétrie d’un octaédre régulier, comme on peut
le voir en inscrivant correctement ’octaédre dans un cube (figure 7.2a). D’autre part, le
groupe de symétrie du cube n’est pas équivalent au groupe de symétrie du tétraédre régulier.
Le cube posséde plus d’opérations de symétrie (figure 7.2b).
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Les quatorze réseaux de Bravais

Lorsqu’on ne se restreint plus aux opérations ponctuelles, mais que ’on
considére le groupe de symétrie complet du réseau de Bravais, on recense
quatorze groupes d’espace distincts!?. Ainsi, du point de vue de la symétrie,
il existe quatorze types différents de réseaux de Bravais. Cette énumération
a été faite pour la premiére fois par M. L. Frankenheim (1842). Celui-ci fit
cependant une erreur de comptage, avancant quinze possibilités. A. Bravais
(1845) fut le premier a compter ces catégories correctement.

Enumération des sept systémes cristallins
et des quatorze réseaux de Bravais

Nous dressons ci-dessous la liste des sept systémes cristallins et des réseaux
de Bravais appartenant a chacun d’eux. Le nombre de réseaux de Bravais dans
un systéme est indiqué entre parenthéses aprés le nom de ce systéme.

Cubique (3) Le systéme cubique contient les réseaux de Bravais dont le
groupe ponctuel est simplement le groupe de symétrie d’un cube (figure 7.3a).
Trois réseaux de Bravais avec des groupes d’espaces complets différents pos-
sédent le méme groupe ponctuel cubique : le cubique simple, le cubique centré
et le cubigue a faces centrées. Tous ont été décrits au chapitre 4.

Tétragonal (2) On peut réduire la symétrie d'un cube en tirant sur deux
faces opposées pour le déformer en un prisme rectangulaire de base carrée,
donc avec une hauteur qui n’est plus égale & 'aréte du carré (figure 7.3b).
Le groupe de symétrie d’un tel objet est le groupe tétragonal. En étirant
ainsi le réseau de Bravais cubique simple, on construit le réseau de Bravais
tétragonal simple qui peut étre caractérisé par un réseau de Bravais engendré

10. L’équivalence de deux groupes d’espace de réseaux de Bravais est une notion quelque
peu plus subtile que Péquivalence de deux groupes ponctuels (bien que les deux se réduisent
au concept d’« isomorphisme » dans la théorie des groupes abstraits). 1l ne suffit plus de
dire que deux groupes d’espace sont équivalents s’ils possédent les mémes opérations, car
les opérations de groupes d’espace identiques peuvent différer sans conséquence visible. Par
exemple, deux réseaux de Bravais cubiques de constantes de réseau a et a’ sont considérés
comme possédant les mémes groupes d’espace bien que les translations dans ’un soient de
pas a, alors que celles de ’autre de pas a’. De maniére similaire, nous voudrions considé-
rer tous les réseaux de Bravais hexagonaux simples comme possédant les mémes groupes
d’espace, quelle que soit la valeur de c¢/a, qui n’affecte clairement pas la symétrie totale de
la structure.

Nous pouvons contourner ce probléme en remarquant que, dans de tels cas, on peut
déformer continttment un réseau d’un type donné en un autre du méme type sans jamais
perdre en chemin aucune opération de symétrie. Ainsi, on peut dilater uniformément les
axes du cube de a a @/, en maintenant toujours la symétrie cubique simple, ou dilater (ou
réduire) I'axe ¢ (ou Paxe a), en maintenant toujours la symétrie hexagonale simple. Donc,
deux réseaux de Bravais possédent le méme groupe d’espace s’il est possible de transformer
continiment 'un en 'autre de telle sorte que toute opération de symétrie du premier est
transformée continiment en une opération de symeétrie du second, et s’il n’existe aucune
opération de symétrie du second qui ne puisse étre ainsi obtenue & partir de celles du
premier.
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F1G. 7.3 — Objets dont les symétries sont celles des groupes ponctuels des réseaux

de Bravais appartenant aux sept systémes cristallins : (a) cubique ; (b) tétragonal ;
(c) orthorhombique ; (d) monoclinique ; (e) triclinique ; (f) trigonal ; (g) hexagonal.

par trois vecteurs primitifs perpendiculaires entre eux, deux étant d’égales
longueurs. Le troisiéme axe est appelé axe c. En étirant de maniére similaire
les réseaux cubiques centrés et A faces centrées, on construit un seul autre
réseau de Bravals, le tétragonal centré.

Pour comprendre pourquoi il n’existe aucune distinction entre le tétra-
gonal centré et le tétragonal & faces centrées, considérons la figure 7.4a, qui
représente un réseau de Bravais tétragonal centré vu selon I'axe c. Les points
2 se situent sur un plan réticulaire & une distance ¢/2 du plan contenant les
points 1. Si ¢ = a, la structure n’est rien d’autre que le réseau de Bravais cu-
bique centré, tandis que, pour un ¢ quelconque, elle peut étre évidemment vue
comme le résultat de ’étirement du réseau cc le long de I’axe c. Cependant, le
méme réseau peut étre vu selon I’axe ¢, comme sur la figure 7.4b, avec les plans
réticulaires pavés de carrés centrés de coté a’ = v2a. Si ¢ = a'/2 = a/ V2,
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(b)

Fi1G. 7.4 — Deux maniéres de voir le méme réseau de Bravais tétragonal centré. La
vue est réalisée selon 1’axe c. Les points marqués 1 se situent sur un plan réticulaire
perpendiculaire & l'axe c, et les points marqués 2 sur un plan paralléle au précédent
distant de ¢/2. En (a), les points 1 sont vus comme un simple réseau carré, insistant
ainsi sur le fait que le réseau tétragonal centré est une distorsion du cubique centré.
En (b), les points marqués 1 sont vus comme un réseau carré centré, soulignant
le fait que le réseau tétragonal centré est également une déformation du cubique &
faces centrées.

la structure n’est autre que celle du réseau de Bravais cubique a faces centrées,
et, pour une valeur de ¢ quelconque, elle peut donc étre vue comme le résultat
de Pétirement du réseau cfc le long de I’axe c.

Inversement, les réseaux cubiques centrés et & faces centrées sont tous les
deux des cas particuliers du tétragonal centré, dans lequel la valeur particu-
liere du rapport ¢/a introduit des symétries supplémentaires qui sont révé-
lées trés clairement lorsqu’on regarde le réseau comme sur la figure 7.4a (cc)
ou 7.4b (cfc).

Orthorhombique (4) En continuant les déformations de maniére & dimi-
nuer les symétries du cube, on peut réduire la symétrie tétragonale en défor-
mant les faces carrées de I'objet de la figure 7.3b en rectangles, produisant
un objet dont les cotés sont perpendiculaires entre eux et de longueurs toutes
les trois différentes (figure 7.3c). Le groupe orthorhombique est le groupe de
symétrie d'un tel objet. En étirant un réseau tétragonal simple le long de I'un
des axes a (figures 7.5a et b), on produit le réseau de Bravais orthorhombique
simple. Cependant, en étirant le réseau tétragonal simple le long d’une diago-
nale de carré (figure 7.5¢ et d), on produit un second réseau de Bravais dont
les symétries correspondent au groupe ponctuel orthorhombique, le réseau
orthorhombique @ bases centrées.

De la méme maniére, on peut réduire la symétrie ponctuelle du réseau
tétragonal centré de deux fagons, en étirant soit selon un ensemble de droites
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(2)

fc) (d)

F1G. 7.5 — Deux maniéres de déformer le réseau de Bravais tétragonal simple. La
vue est prise le long de l’axe ¢, et un seul plan réticulaire est représenté. En (a), les
liaisons sont dessinées pour insister sur le fait que les points du plan peuvent étre
vus comme un simple réseau carré. En étirant selon un c6té de ce réseau, on obtient
un réseau rectangulaire (b), le réseau en trois dimensions n’étant qu'un empilement
direct des réseaux rectangulaires bidimensionnels les uns sur les autres. Le réseau
de Bravais résultant est orthorhombique simple. En (c), les droites sont dessinées
pour accentuer le fait que le méme réseau de points qu’en (a) peut également étre
vu comme un réseau carré centré. En étirant selon un cété de ce réseau (c’est-a-
dire, selon une diagonale du réseau carré (a)), on obtient un réseau rectangulaire
centré (d), le réseau tridimensionnel n’étant encore une fois quun empilement direct
des réseaux rectangulaires centrés bidimensionnels les uns sur les autres. Le réseau
de Bravais résultant est orthorhombique & bases centrées.

paralléles dessinées sur la figure 7.4a pour produire le réseau orthorhombique
centré, soit selon un ensemble de droites paralléles de la figure 7.4b, produisant
le réseau orthorhombique & faces centrées.

Ces quatre réseaux de Bravais forment le systéme orthorhombique.

Monoclinique (2) On peut réduire la symétrie orthorhombique en défor-
mant les faces rectangulaires perpendiculaires & Paxe ¢ de la figure 7.3c en
parallélogrammes quelconques. Le groupe de symétrie de ’objet résultant
(figure 7.3d) est le groupe monoclinique. En déformant ainsi le réseau de
Bravais orthorhombique simple, on produit le réseau de Bravais monoclinique
simple qui n’a aucune autre symétrie que celle requise par le fait qu’il peut
étre engendré par trois vecteurs primitifs, I'un d’entre eux étant perpendicu-
laire au plan des deux autres. De maniére similaire, en déformant le réseau de
Bravais orthorhombique & bases centrées, on obtient un réseau avec le méme
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F1G. 7.6 — Vue suivant ’'axe ¢ d’un réseau de Bravais monoclinique centré. Les
points marqués 1 sont situés sur un plan perpendiculaire & ’axe c¢. Les points marqués
2 sont situés sur un plan paralléle & ce dernier distant de ¢/2 et sont directement
au-dessus des centres des parallélogrammes formés par les points 1.

groupe d’espace monoclinique simple. Par ailleurs, en déformant les réseaux
de Bravais orthorhombiques centrés ou 4 faces centrées, on obtient le réseau
de Bravais monoclinique centré (figure 7.6).

Remarquez que les deux réseaux de Bravais monocliniques correspondent
aux deux réseaux tétragonaux. Le dédoublement dans le cas orthorhombique
refléte le fait qu’un réseau rectangulaire et un réseau rectangulaire centré ont
des groupes de symétrie bidimensionnels différents, alors qu'un réseau carré
et un réseau carré centré ne sont pas distincts, pas plus qu’un réseau de
parallélogrammes et un réseau de parallélogrammes centrés.

Triclinique (1) La destruction du cube est compléte si 'on incline I’axe
¢ de la figure 7.3d de telle sorte qu’il ne soit plus perpendiculaire aux deux
autres, produisant ainsi 'objet dessiné sur la figure 7.3e, sur lequel n’existe
plus aucune restriction, excepté le fait que les paires de faces opposées soient
paralléles. En déformant ainsi le réseau de Bravais monoclinique, on construit
le réseau de Bravais triclinique. Ce réseau est engendré par trois vecteurs pri-
mitifs n’ayant aucun rapport particulier entre eux, et qui constitue donc le
réseau de Bravais de symétrie minimale. Le groupe ponctuel triclinique n’est
pas, cependant, le groupe d’un objet sans aucune symétrie, puisque tout ré-
seau de Bravais est invariant sous une inversion par rapport a un point du
réseau. C’est, cependant, la seule symétrie requise par la définition géné-
rale d’un réseau de Bravais, et donc la seule opération'! du groupe ponctuel
triclinique.

En torturant ainsi un cube, nous sommes arrivés 4 générer douze des
quatorze réseaux de Bravais et & cing des sept systémes cristallins. Nous
pouvons trouver le treiziéme réseau et le sixiéme systéme en retournant au le
cube original et en le déformant différemment.

11. Autre que lidentité (qui laisse le réseau ou il se trouve) qui est toujours comptée
parmi les éléments d’un groupe de symeétrie.
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Trigonal (1) Le groupe ponctuel trigonal décrit la symétrie d’un objet pro-
duit en étirant un cube le long de sa diagonale principale (figure 7.3f). Le
réseau fabriqué en déformant ainsi I'un quelconque des trois réseaux de Bravais
cubiques est le réseau de Bravais trigonal (ou rhomboédrique). 11 est engendré
par trois vecteurs primitifs d’égales longueurs faisant des angles égaux entre
eux!?.

Enfin, sans rapport avec le cube, il reste le systéme :

Hexagonal (1) Le groupe ponctuel hexagonal est le groupe de symétrie
d’un prisme droit & base hexagonale réguliére (figure 7.3g). Le réseau de
Bravais hexagonal simple (décrit au chapitre 4) posséde un groupe ponctuel
hexagonal et est le seul réseau de Bravais du systéme hexagonal'®.

Les sept systémes cristallins et les quatorze réseaux de Bravais décrits ci-
dessus épuisent toutes les possibilités, ce qui est loin d’étre évident (sinon les
réseaux auraient porté le nom de Frankenheim). Cependant, il importe peu
de comprendre les raisons pour lesquelles ce sont les seuls cas distincts ; 1l
suffit de savoir pourquoi ces catégories existent, et ce qu’elles représentent.

7.2 Groupes d’espace et groupes ponctuels
cristallographiques

Nous allons maintenant décrire les résultats d’une analyse similaire, ap-
pliquée non pas aux réseaux de Bravais mais aux structures cristallines gé-
nérales. Considérons la structure obtenue en translatant un objet arbitraire
par un vecteur d’un réseau de Bravais quelconque et essayons de classer les
groupes de symétrie des réseaux ainsi obtenus. Ils dépendent a la fois de
la. symétrie de I'objet et de celle du réseau de Bravais. Puisque 'on ne re-
quiert plus des objets qu’ils possédent la symétrie maximale (par exemple,
sphérique), le nombre de groupes de symétrie augmente grandement : un ré-
seau A motif peut avoir 230 groupes de symétrie différents ; ce sont les 230
groupes d’espace. (A comparer avec les quatorze groupes d’espace obtenus en
imposant au motif d’étre complétement symétrique).

Les groupes ponctuels possibles d’une structure cristalline générale ont
été également énumérés. Ils décrivent les opérations de symétrie qui trans-
forment la structure cristalline en elle-méme en laissant un point invariant
(c’est-a-dire, les symétries autres que les translations). Une structure cristal-
line peut posséder trente deux groupes ponctuels distincts ; ce sont les trente

12. Des valeurs particuliéres de ces angles peuvent introduire des symétries supplémen-
taires, auquel cas le réseau peut étre en réalité I'un des trois types cubiques. Voir, par
exemple, le probléme 2(a).

13. Si P'on essaie de produire de nouveaux réseaux de Bravais par des déformations
du réseau hexagonal simple, on constate que changer Pangle entre deux vecteurs primitifs
d’égales longueurs perpendiculaires a ’axe ¢ conduit au réseau orthorhombique & bases
centrées, que changer aussi leurs longueurs méne au monoclinique, et qu’incliner ’axe ¢ par
rapport & la perpendiculaire méne, en général, au triclinique.
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TAB. 7.1 — Groupes ponctuels et d’espace des réseaux de Bravais et des structures
cristallines.

réseau de Bravais structure cristalline
(motif & symétrie sphérique)  (motif & symétrie arbitraire)
Nombre de groupes 7 32
ponctuels : (« les 7 systémes cristallins »)  (« les 32 groupes ponctuels
cristallographiques »)
Nombre de groupes 14 230
d’espace : (« les 14 réseaux de Bravais ») (« les 230 groupes d’espace »)

deuz groupes ponctuels cristallographiques. (A comparer avec les sept groupes
ponctuels que 'on peut avoir lorsqu’on impose que le motif soit complétement
symétrique).

Ces différents nombres et leurs relations entre eux sont résumés dans la
table 7.1.

Les trente deux groupes ponctuels cristallographiques peuvent étre cons-
truits & partir des sept groupes ponctuels des réseaux de Bravais en consi-
dérant systématiquement toutes les maniéres possibles de réduire la symétrie
d’un objet (figure 7.3) caractérisée par ces groupes.

Chacun des vingt cing nouveaux groupes construits de cette maniére est
associé a 'un des sept systémes cristallins selon la régle suivante : tout groupe
construit en réduisant la symétrie d’un objet caractérisé par un systéme cris-
tallin particulier continue d’appartenir & ce systéme tant que la symétrie n’a
pas été réduite au point que toutes les opérations de symeétrie restantes de
I’objet se trouvent également dans un systéme cristallin moins symétrique ;
quand ceci se produit, le groupe de symétrie de ’objet est assigné au systéme
moins symétrique. Ainsi, le systéme cristallin d’un groupe ponctuel cristal-
lographique est celui du moins symétrique'* des sept groupes ponctuels des
réseaux de Bravais qui contient toutes les opérations de symétrie du groupe
cristallographique.

14. La notion de hiérarchie des symétries d’un systéme cristallin demande quelques ex-
plications. Sur la figure 7.7, chaque systéme cristallin est plus symétrique qu’aucun de ceux
que l’on peut atteindre & partir de lui en suivant les fléches ; autrement dit, le groupe ponc-
tuel correspondant du réseau de Bravais ne posséde pas d’opération qui ne soit pas déja
dans les groupes & partir desquels on puisse Vatteindre. Il apparait une légére ambiguité
dans cette description puisque les quatre paires cubique-hexagonal, tétragonal-hexagonal,
tétragonal-trigonal, et orthorhombique-trigonal ne sont pas reliées par les fléches. Ainsi, on
peut imaginer un objet dont toutes les opérations de symétrie appartiendraient & la fois aux
groupes tétragonal et trigonal mais & aucun groupe plus bas que ceux-ci. On pourrait dire
du groupe de symétrie d’un tel objet qu’il appartient au systéme tétragonal ou bien trigonal,
puisqu’il n’y aurait aucun systéme unique de symétrie plus basse. Il se trouve, cependant,
4 la fois dans ce cas, ainsi que dans les trois autres cas ambigus, que tous les éléments de
symétrie communs aux deux groupes d’une paire ambigiie appartiennent également & un
groupe situé plus bas dans la hiérarchie. (Par exemple, tout élément commun a la fois au
groupe tétragonal et au groupe trigonal appartient aussi au groupe monoclinique.) Il y a
donc toujours un unique groupe de symeétrie plus basse.



142

Fia.

Chapitre 7 : Classification des réseaux de Bravais...

Cubique

Hexagonal Tétragonal

¥ b

Trigonal Orthorhombique

‘————>Mon£clinique
|

Triclinique

7.7 — Hiérarchie des symétries entre les sept systémes cristallins. Chaque

groupe ponctuel d’un réseau de Bravais contient tous ceux qui peuvent étre atteints
a partir de lui en suivant les fléches.

Des objets possédant les symétries des cinq groupes ponctuels cristallo-
graphiques du systéme cubique sont représentés dans la table 7.2. Des objets
possédant les symeétries des vingt sept groupes cristallographiques non cu-
biques sont indiqués dans la table 7.3.

Les groupes ponctuels cristallographiques peuvent contenir les types
d’opération de symétrie suivants.

1.

Rotations de multiples entiers de 27/n autour d’un axe L’axe
est appelé axe de rotation d’ordre n. On montre facilement (probléme 6)
qu’un réseau de Bravais peut contenir seulement des axes d’ordre 2, 3,
4 et 6. Puisque les groupes ponctuels cristallographiques sont contenus
dans un groupe ponctuel du réseau de Bravais, ils ne peuvent eux aussi
avoir que ces axes.

. Rotations-Réflexions Méme quand une rotation de 27 /n n’est pas

un élément de symétrie, parfois une telle rotation suivie d’une réflexion
dans un plan perpendiculaire 4 Paxe peut ’étre. L’axe est alors appelé
axe de rotation-réflexion d’ordre n. Par exemple, les groupes Sg et Sy
(table 7.3) ont des axes de rotation-réflexion d’ordre 6 et 4.

. Rotations-Inversions De la méme maniére, parfois une rotation de

27 /n suivie d’une inversion par rapport & un point situé sur Paxe de
rotation est un élément de symétrie, méme si la rotation seule ne l’est
pas. L’axe est alors appelé axe de rotation-inversion d’ordre n. L’axe
dans S4 (table 7.3), par exemple, est aussi un axe de rotation-inversion
d’ordre 4. Cependant, l'axe dans Sg n’est seulement qu’un axe de
rotation-inversion d’ordre 3.

Réflexions Une réflexion transforme chaque point en son point image
par rapport & un plan, appelé plan miroir.

Inversions Une inversion n’a qu’un seul point fixe. Si ce point est
pris pour origine, alors tout autre point r est transformé en —r.
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TAB. 7.2 — Objets possédant la symetrie des cinq groupes ponctuels cristallogra-
phiques cubiques®.

0y

(m3)

@ A gauche de chaque objet est indiqué le nom de Schoenflies de son groupe de
symétrie et a droite son nom international. Les faces qui ne sont pas dessinées
peuvent étre déduites par une rotation de 120° autour de la diagonale principale qui
constitue une opération de symétrie pour ces cing objets. (Un tel axe est indiqué
sur le cube sans décoration.)

Nomenclature des groupes ponctuels

Deux systémes de nomenclature, le systéme de Schoenflies et le systéme
international, sont largement utilisés. Les deux désignations sont données
dans les tables 7.2 et 7.3.
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TAB. 7.3 — Groupes ponctuels cristallographiques non cubiques (suite page sui-

vante)
SCHOEN. g & AN N ORTHO- INTEI?A
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TAB. 7.3 — (suite). Les faces non dessinées peuvent étre déduites en imaginant
que les objets repésentés sont tournés autour de 'axe d’ordre n, qui est toujours
vertical. Le nom de Schoenflies du groupe est donné a gauche de Uobjet, et la
désignation internationale & droite. Les groupes sont organisés en colonnes par sys-
témes cristallin, et en lignes par type de Schoenflies ou international. Noter que
les catégories de Schoenflies (données a I'extréme gauche de la table) divisent les
groupes d’une maniére légérement différente des catégories internationales (données
4 Pextréme droite). Dans la plupart des cas (mais pas tous), les objets représentés
ont été réalisés en colorant simplement les faces des objets utilisés pour représenter
les systémes cristallins (groupes ponctuels des réseaux de Bravais) sur la figure 7.3.
Les exceptions sont les groupes trigonaux et deux des groupes hexagonaux, ot les
figures ont été changées pour mettre 'accent sur la similitude a Pintérieur des caté-
gories (horizontales) de Schoenflies. Pour une représentation des groupes trigonaux
en colorant un objet de la figure 7.3f, voir le probléme 4.

Notation de Schoenflies pour les groupes ponctuels cristallogra-
phiques non cubiques Les catégories de Schoenflies sont illustrées en re-
groupant les lignes de la table 7.3 selon les symboles donnés sur le c6té gauche.
Elles sont!® :

C,, : Ces groupes contiennent seulement un axe de rotation d’ordre n.

Cyrv : En plus de Paxe d’ordre n, ces groupes possédent un plan miroir qui
contient I’axe de rotation, plus autant de plans miroir que ’existence de ’axe
d’ordre n Dexige.

Cnpn : Ces groupes contiennent en plus de ’axe d’ordre n, un seul plan miroir
perpendiculaire & 'axe.

S, : Ces groupes contiennent seulement un axe de rotation-réflexion d’ordre n.
D,, : En plus de 'axe de rotation d’ordre n, ces groupes contiennent un
axe d’ordre 2 perpendiculaire & ’axe d’ordre n, plus autant d’axes d’ordre 2
supplémentaires requis par ’existence de ’axe d’ordre n.

Dy, : Ceux-ci (les plus symétriques des groupes) contiennent tous les éléments
de D, plus un plan miroir perpendiculaire & 'axe d’ordre n.

D,.q : 1ls contiennent les éléments de D,, plus des plans miroir contenant ’axe
d’ordre n, qui coupe en deux les angles entre les deux axes d’ordre 2.

Il est instructif de vérifier que les objets représentés dans la table 7.3
possédent vraiment les symétries exigées par les noms de Schoenflies.

15. C est mis pour « cyclique », D pour « diédral », et S pour « spiegel » (miroir). Les
indices h, v et d sont mis pour « horizontal », « vertical » et « diagonal », et font référence
au placement des plans miroir par rapport a I’axe d’ordre n, considéré vertical. (Les plans
« diagonaux » dans D,g4 sont verticaux et coupent en deux les angles entre les deux axes
d’ordre 2.)



146 Chapitre 7 : Classification des réseaux de Bravais...

Notation internationale pour les groupes ponctuels cristallographi-
ques non cubiques Les catégories internationales sont illustrées en regrou-
pant les lignes de la table 7.3 selon les symboles donnés sur le coté droit. Trois
catégories sont identiques aux catégories de Schoenflies :

n est la méme que C,.

nmm est la méme que C,,,. Les deux m font référence a deux types dis-
tincts de plans miroir contenant ’axe d’ordre n. La nature de ces plans est
évidente au vu des objets illustrant 6mm, 4mm, et 2mm. Ceci démontre qu’un
axe d’ordre 25 transforme un plan miroir vertical en j plans miroir, mais en
plus j autres plans miroir apparaissent automatiquement, coupant en deux
les angles formés par les 7 premiers plans miroir. Par ailleurs, un axe d’ordre
(2j 4+ 1) transforme un plan miroir en 2j + 1 autres équivalents, donc'® Cj,
est seulement appelé 3m.

n22 est la méme que D,,. La discussion est 1a méme que pour nmm, mais,
maintenant, des axes d’ordre 2 perpendiculaires & 'axe principal d’ordre n
entrent en jeu a la place des plans miroir verticaux.

Les autres catégories internationales et leur relation & celles de Schoenflies
sont les suivantes :

n/m est la méme que C,,, ¢ l’exception du fait que le systéme international
préfére considérer Cs;, comme contenant un axe de rotation-inversion d’ordre
6, le désignant par 6 (voir la catégorie suivante). Noter également que Cip
devient simplement m, plutot que 1/m.

71 est un groupe avec un axe de rotation-inversion d’ordre n. Cette catégorie
contient Cly,, déguisé en 6. Elle contient aussi S4, qui se transforme en 4.
Cependant, Sg devient 3 et Sy devient 1 en vertu de la différence entre un axe
de rotation-réflexion et un axe de rotation-inversion.

%%%, abrégeé en n/mmn, est simplement D,;,, exception faite de Dgy,
que le systéme international préfére envisager comme contenant un axe de
rotation-inversion d’ordre 6, le désignant donc par 62m (voir la catégorie
suivante, et noter la similitude avec le rejet de Csp, de n/m vers 7). Noter
également que 2/mmm est conventionnellement abrégé en mmm. Le nom in-
ternational complet est supposé rappeler que D, peut étre vu comme un
axe d’ordre n avec un plan miroir perpendiculaire, accompagné de deux en-
sembles d’axes d’ordre 2 orthogonaux 4 1’axe principal d’ordre n, chacun avec
ses propres plans miroir perpendiculaires.

72m est la méme que D, 4, exception faite de Dsj est inclus dans 62m.
Le nom est censé suggérer un axe de rotation-inversion d’ordre n avec un axe
d’ordre 2 perpendiculaire & Paxe principal d’ordre n et un plan miroir vertical.
Le cas n = 3 fait de nouveau exception, le nom complet étant 3% (abrégé en
3m) pour mettre I'accent sur le fait que, dans ce cas, le plan miroir vertical

est perpendiculaire & ’axe d’ordre 2.

16. En insistant sur les différences entre axes d’ordre pair et impair, le systéme interna-
tional, contrairement a celui de Schoenflies, traite ’axe d’ordre 3 comme un cas particulier.
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Nomenclature des groupes ponctuels cristallographiques cubiques
La désignation internationale et celle de Schoenflies des cinq groupes cubiques
sont données dans la table 7.2. Oy, est le groupe de symétrie complet du cube
(ou octaédre, d’oit le O) incluant les opérations de symétries impropres'”,
admises par le plan de réflexion horizontal (k). O est le groupe cubique (ou
octaédrique) sans opération impropre. Ty est le groupe de symétrie complet
des tétraédres réguliers excluant toutes les opérations impropres, et T}, est ce
qui résulte de ’ajout d’une inversion a 7.

Les noms internationaux des groupes cubiques se distinguent convention-
nellement de ceux des autres groupes ponctuels cristallographiques en ce qu’ils
contiennent un 3 en second nombre, se référant i ’axe d’ordre 3 présent dans
tous les groupes cubiques.

Les 230 groupes d’espace

Nous n’aurons heureusement que peu a dire sur les 230 groupes d’espace,
sinon signaler que leur nombre est plus élevé que ce que I’on aurait pu deviner.
Pour chaque systéme cristallin, on peut construire une structure cristalline
avec un groupe d’espace différent en placant un objet avec les symétries de
chacun des groupes ponctuels du systéme dans chacun des réseaux de Bravais
du systéme. De cette maniére, nous ne trouvons que 61 groupes d’espace
comme le montre la table 7.4.

Nous pouvons en obtenir péniblement cing autres en remarquant qu’un
objet de symétrie trigonale donne un groupe d’espace qui n’a pas encore été
énuméré, lorsqu’il est placé dans un réseau de Bravais hexagonal'®.

17. Toute opération qui transforme un objet chiral en son image dans un miroir est
appelée impropre. Toutes les autres sont propres. Des opérations contenant un nombre
impair d’inversions ou de symétries par rapport a un plan sont impropres.

18. Bien que le groupe ponctuel trigonal soit contenu dans le groupe ponctuel hexagonal,
le réseau de Bravais trigonal ne peut pas étre obtenu & partir du réseau hexagonal simple par
une distorsion infinitésimale. (A la différence de toutes les autre paires de systémes reliées
par des fléches dans la hiérarchie des symétries de la figure 7.7.) Le groupe ponctuel trigonal
est contenu dans le groupe ponctuel hexagonal parce que le réseau de Bravais trigonal peut
étre vu comme un réseau hexagonal simple avec un motif & trois points consistant en

o 1 1 2 2 2
,3a1, 3ag, 30, et 3a1, 3a2, 3c.

Il en résulte que placer un motif avec un groupe ponctuel trigonal dans un réseau de Bravais
hexagonal produit un groupe d’espace différent de celui que ’on aurait obtenu en plagant le
méme motif dans un réseau trigonal. Ceci ne se retrouve dans aucun autre cas. Par exemple,
un motif de symétrie tétragonale placé dans un réseau cubique simple donne exactement
le méme groupe d’espace que s'il avait été placé dans un réseau hexagonal simple (& moins
qu’il n’y ait une relation particuliére entre les dimensions de Pobjet et la longueur de ’axe
c). Ceci se refléte physiquement dans le fait qu’il existe des cristaux & motif trigonal dans
des réseaux de Bravais hexagonaux, mais aucun de motif tétragonal dans des réseaux de
Bravais cubiques. Dans ce dernier cas, il n’y aurait rien dans la structure d’un tel objet pour
faire en sorte que ’axe c ait la méme longueur que les axes a ; si le réseau restait cubique,
ce serait une pure coincidence. En revanche, un réseau de Bravais hexagonal simple ne peut
pas étre déformé continiment en un réseau trigonal, et peut donc étre mis dans sa forme
hexagonale simple méme pour un motif de seule symétrie trigonale.
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TAB. 7.4 — Enumération de quelques groupes d’espace simples.

Systéme Nombre de groupes Nombre de réseaux Produit
ponctuels de Bravais
Cubique 5 3 15
Tétragonal 7 2 14
Orthorhombique 3 4 12
Monoclinique 3 2 6
Triclinique 2 1 2
Hexagonal 7 1 7
Trigonal ) 1 )
Totaux 32 14 61

On en obtient sept autres lorsqu’un objet possédant la symétrie d’un cer-
tain groupe ponctuel peut étre orienté de plus d’une maniére dans un réseau
de Bravais donné faisant alors apparaitre plus d’un groupe d’espace. Ces
73 groupes d’espace sont appelés symmorphiques.

La majorité des groupes d’espace est constituée de groupes non symmor-
phiques, contenant des opérations supplémentaires qui ne peuvent pas étre
simplement décomposées en translations du réseau de Bravais et en opérations
de groupes ponctuels. Pour qu’il y ait de telles opérations supplémentaires,
il est essentiel qu’il existe des relations particuliéres entre les dimensions du
motif et les dimensions du réseau de Bravais. Quand le motif posséde une
taille en rapport avec les vecteurs primitifs du réseau, deux nouveaux types
d’opérations peuvent survenir.

1. Axes hélicoidaux Une structure cristalline avec un axe hélicoidal se
transforme en elle-méme par une translation de vecteur n’appartenant
pas au réseau de Bravais, suivie par une rotation d’axe défini par la
translation.

2. Plans de glissement Une structure cristalline possédant un plan de
glissement se transforme en elle-méme par une translation de vecteur
n’appartenant pas au réseau de Bravais, suivie par une réflexion par
rapport & un plan contenant ce vecteur.

La structure hexagonale compacte offre des exemples de ces deux types d’opéra-
tion, comme le montre la figure 7.8. Elles n’apparaissent que parce que la

Puisque les groupes ponctuels trigonaux peuvent caractériser une structure cristalline
avec un réseau de Bravais hexagonal, les cristallographes soutiennent parfois qu’il n’existe
que six systémes cristallins. La cristallographie insiste en effet sur la symétrie ponctuelle
plutot que sur la symétrie de translation. Cependant, du point de vue des groupes ponctuels
des réseaux de Bravais, il existe incontestablement sept systémes cristallins : les groupes
ponctuels D3y et Dgp, sont tous les deux des groupes ponctuels de réseaux de Bravais, et
ne sont pas équivalents.
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F1G. 7.8 — Structure hexagonale compacte vue le long de ’axe c. Les plans réticu-
laires perpendiculaires & ’axe ¢ sont séparés par c/2 et contiennent, alternativement,
des points de type 1 et des points de type 2. La droite paralléle & axe ¢ passant
par le point au centre de la figure est un axe hélicoidal : la structure est invariante
par une translation de ¢/2 le long de ’axe suivie par une rotation de 60° (mais n’est
pas invariante par la translation ou la rotation seule.) Le plan paraliéle & P'axe ¢
qui coupe la figure sur la droite en pointillé est un plan de glissement : la structure
est invariante par une translation de ¢/2 le long de I’axe ¢ suivie par une réflexion
dans le plan de glissement (mais n’est pas invariante par la translation ou la rotation
seule).

séparation des deux points du motif le long de Paxe c est précisément égale
la moitié de la distance entre les plans réticulaires.

Si besoin, on pourra trouver dans le livre de Buerger, cité en note 2,
un systéme de Schoenflies et un systéme international de nomenclature des
groupes d’espace.

7.3 Exemples pris parmi les éléments

Au chapitre 4, nous avons dressé la liste des éléments possédant la struc-
ture cubique centrée, & faces centrées, hexagonale compacte ou celle du dia-
mant. Plus de 70 % des éléments s’inscrivent dans ces quatre catégories.
Les autres sont répartis parmi une variété de structures, la plupart avec
des mailles primitives polyatomiques qui peuvent parfois étre trés complexes.
Nous concluons ce chapitre par quelques exemples supplémentaires dont la
liste est donnée dans les tables 7.5, 7.6 et 7.7. Les valeurs sont extraites du
livre de Wyckoff (cité page 81) et sont données & température ambiante et
pression atmosphérique normale, sauf exception mentionnée.
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TAB. 7.5 ~ Eléments de réseau de Bravais rhomboédrique (trigonal)®.

Atomes

Elément dans la maille

a(A) 0 primitive Motif
Hg (5K) 2,99  70°45 1 2 =0
As 4,13 54°10/ 2 r = 0,226
Sb 4,51 57°6 2 T = £0,233
Bi 4,75 57°14/ 2 r = +0,237
Sm 9,00 23°13 3 r=0; 10,222

“La longueur commune des vecteurs primitifs est a, et 'angle entre deux d’entre
eux est §. Dans tous les cas, les points du motif exprimés en fonction de ces vecteurs
primitifs ont la forme x(a;+as-+a3). Noter que (probléme 2(b}) Parsenic, 'antimoine
et le bismuth sont trés proches d’un réseau cubique simple, déformé le long de la
diagonale principale.

TAB. 7.6 — Eléments de réseau de Bravais tétragonal®.

Elément a(A) c(A) Motif

In 4,59 4,94 En position face centrée
de la maille conventionnelle
Sn (blanc) 5,82 3,17  En 000, 035, 304, 533,
par rapport aux axes de la
maille conventionnelle

“ La longueur commune de deux vecteurs primitifs perpendiculaires est a, et la lon-
gueur du troisiéme, qui leur est perpendiculaire, est c. Ces deux exemples ont des
réseaux de Bravais tétragonaux centrés, avec un motif & un atome pour I'indium, et
a deux atomes pour I’étain blanc. Cependant, ils sont tous les deux plus communé-
ment décrits par un réseau tétragonal simple & motif. La maille conventionnelle de
I'indium est choisie pour insister sur sa structure cfc légérement déformée (le long
d’un c6té du cube). La structure de I’étain blanc peut étre vue comme la structure
du diamant comprimée suivant 'un des axes du cube.
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TAB. 7.7 - Eléments de réseau de Bravais orthorhombique®.

Elément a(A) b(A) c(A)
Ga 4511 4,517 7,645
P (noir) 3,31 4,38 10,50
Cl (113 K) 6,24 8,26 4,48
Br (123 K) 6,67 8,72 4,48
I 7,27 9,79 4,79
S (rhombique) 10,47 12,87 24,49

¢ Les longueurs des trois vecteurs primitifs perpendiculaires deux a deux sont a, b,
et ¢. La structure du soufre rhombique est complexe, avec 128 atomes par maille.
Les autres peuvent étre décrits par une maille 4 huit atomes. Pour plus de détails,
le lecteur pourra consulter ouvrage de Wyckoff.

7.4 Problémes

1. (a) Prouver que tout réseau de Bravais posséde une symétrie d’inversion
par rapport & un point du réseau. (Indication : exprimer les translations
du réseau par des combinaisons linéaires de vecteurs primitifs & coefficients
entiers.)

(b) Prouver que la structure du diamant est invariante par une inversion
par rapport au centre de toute Haison entre deux proches voisins.

2. (a) Si trois vecteurs primitifs d’un réseau de Bravais font un angle de
90° entre eux, le réseau posséde & I’évidence plus que la symétrie trigonale,
puiqu’il est alors cubique simple. Montrer que si les angles sont égaux a 60°
ou & arccos(—1/3), le réseau posséde & nouveau plus que la symétrie trigonale,
puiqu’il est alors cubique centré ou cubique & faces centrées.

(b) Montrer que le réseau cubique simple peut étre représenté par un
réseau trigonal de vecteurs primitifs a; faisant un angle de 60° entre eux, avec
un motif & deux points i—i—(al + as + az). (Comparer ces nombres avec les
structures cristallines de la table 7.5.)

(c) Si P’on prend pour motif, dans le méme réseau trigonal, + % (a;+az+as),
quelle est la structure résultante ?

3. Sideux systémes sont reliés par des fléches dans la hiérarchie des symétries
de la figure 7.7, alors un réseau de Bravais d’un systéme plus symétrique peut
étre réduit a un autre moins symétrique par une déformation infinitésimale,
excepté pour la paire hexagonal-trigonal. Les déformations appropriées ont
été décrites en détail dans le texte pour tous les cas sauf pour les paires
hexagonal-orthorhombique et trigonal-monoclinique.
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(2) (b) (c) ()

F1G. 7.9 — Objets avec les symétries des groupes trigonaux de symétrie plus basse.
Lequel correspond a laquelle ?

(a) Décrire une déformation infinitésimale qui réduit un réseau hexagonal
simple en un réseau du systéme orthorhombique.

(b) Quel type de réseau de Bravais orthorhombique peut étre atteint de
cette maniére ?

(c) Décrire une déformation infinitésimale réduisant un réseau de Bravais
trigonal en un réseau du systéme monoclinique.

(d) Quel type de réseau de Bravais monoclinique peut étre atteint de cette
maniére 7

4. (a) Lequel des groupes ponctuels trigonaux décrits dans la table 7.3 est le
groupe du réseau de Bravais 7 Autrement dit, lequel des objets représentés
posséde la symétrie de I'objet indiqué sur la figure 7.3f 7

(b) Sur la figure 7.9, les faces de I'objet de la figure 7.3f sont grisées de
maniéres variées réduisant ainsi la symétrie pour produire des objets avec les
symétries des quatre groupes ponctuels trigonaux restants. En se référant a
la table 7.3, indiquer la symétrie ponctuelle de chaque objet.

5. Lesquels des 14 réseaux de Bravais autres que les cubiques centré et 4 faces
centrées ne possédent pas de réseau réciproque du méme type ?

6. (a) Montrer qu’il existe une famille de plans réticulaires perpendiculaires
a tout axe de rotation d’ordre n d’un réseau de Bravais, n > 3. (Le résultat
est également vrai pour n = 2, mais il requiert une démonstration quelque
peu plus élaborée (probléme 7).)
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(b) Déduire du (a) qu'un axe d’ordre n ne peut exister dans un réseau
de Bravais tridimensionnel 4 moins qu’il ne puisse exister dans un réseau de
Bravais bidimensionnel.

(c) Prouver qu’aucun réseau de Bravais bidimensionnel ne peut avoir d’axe
d’ordre n pour n=5o0un > 7.

(Indication : montrer tout d’abord que I’axe peut étre choisi de telle sorte qu’il
passe par un point du réseau. Ensuite, raisonner par l’absurde en utilisant
Pensemble des points en lesquels les plus proches voisins d’un point fixé sont
transformeés par les n rotations pour trouver une paire de points plus proches
que la distance supposée des plus proches voisins. (Noter que le cas n = 5
demande un traitement légérement différent des autres.))

7. (a) Montrer que si un réseau de Bravais posséde un plan miroir, alors il
existe une famille de plans réticulaires paralléles & ce plan.

(Indication : montrer & partir de 'argument de la page 133 que l'existence
d’un plan miroir implique ’existence d’un plan miroir contenant un point du
réseau. Il est ensuite suffisant de prouver que le plan contient deux autres
points du réseau non colinéaires avec le premier.)

(b) Montrer que si un réseau de Bravais posséde un axe de rotation d’ordre 2,
alors il existe une famille de plans réticulaires perpendiculaires & cet axe.






Chapitre 8

Niveaux électroniques
dans un potentiel périodique :
propriétés générales

Potentiel périodique et théoréme de Bloch
Condition aux limites de Born-von Karman

Une deuxiéme démonstration du théoréme de Bloch
Moment cristallin, indice de bande et vitesse
Surface de Fermi

Densité de niveaux et singularités de van Hove

UISQUE LES I0NS d’un cristal parfait sont disposés de maniére réguliére et
P périodique, nous sommes amenés a considérer le probléme d’un électron
dans un potentiel U(r) ayant la périodicité du réseau de Bravais sous-jacent,
c’est-a-dire :

Ur +R) = U(r) (8.1)

pour tout vecteur R du réseau de Bravais.

Puisque I'échelle de périodicité du potentiel U (~ 1078 cm) est de méme
ordre de grandeur que la longueur d’onde de de Broglie d’un électron dans
le cadre du modéle des électrons libres de Sommerfeld, il est nécessaire de
faire appel & la mécanique quantique pour tenir compte de Ueffet de la pério-
dicité sur le mouvement des électrons. Dans ce chapitre, nous allons étudier
les propriétés des niveaux électroniques qui dépendent uniquement de la pé-
riodicité du potentiel, sans nous préoccuper de la forme particuliére de ce
dernier. Cette étude se poursuivra dans les chapitres 9 et 10 dans deux cas
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limite, d’un grand intérét en physique, qui fournissent des illustrations plus
concrétes des résultats généraux de ce chapitre. Dans le chapitre 11, nous
résumerons quelques-unes des méthodes les plus importantes permettant le
calcul détaillé des niveaux électroniques. Dans les chapitres 12 et 13, nous
étudierons 'impact de ces résultats sur les problémes de la théorie du trans-
port électronique soulevés dans les chapitres 1 et 2, indiquant ainsi comment
disparaissent plusieurs anomalies de la théorie des électrons libres (chapitre 3).
Dans les chapitres 14 et 15, nous examinerons les propriétés de certains mé-
taux spécifiques illustrant et confirmant la théorie générale.

Soulignons dés maintenant que la périodicité parfaite est une idéalisation.
Les solides réels ne sont jamais absolument purs, et, au voisinage des impure-
tés, le solide ne ressemble & aucune autre région du cristal. De plus, il existe
toujours une probabilité non nulle, qui dépend légérement de la température,
d’avoir des ions manquants ou mal placés (chapitre 30) détruisant ainsi la
symeétrie de translation parfaite méme dans un cristal absolument pur. En-
fin, les ions ne sont pas stationnaires, mais sont constamment soumis & des
vibrations thermiques autour de leurs positions d’équilibre.

Ces imperfections sont toutes essentielles. Elles sont, par exemple, res-
ponsables du fait que la conductivité électrique des métaux n’est pas infinie.
Cependant, des progrés sont possibles en divisant, de maniére artificielle, le
probléme en deux parties : (a) le cristal parfait fictif idéal, dans lequel le
potentiel est vraiment périodique, et (b) les effets sur les propriétés d’un cris-
tal parfait hypothétique de toutes les déviations par rapport a la périodicité
parfaite, traitées comme de petites perturbations.

Soulignons également que le probléme des électrons dans un potentiel pé-
riodique n’apparait pas uniquement dans le contexte des métaux. La plupart
des conclusions générales que nous allons obtenir s’appliquent & tous les so-
lides cristallins et joueront un role primordial dans notre étude ultérieure des
isolants et des semi-conducteurs.

8.1 Potentiel périodique

Le probléme des électrons dans un solide est, en principe, un probléme a
plusieurs électrons, puisque ’hamiltonien total contient non seulement les po-
tentiels & un électron décrivant les interactions des électrons avec les noyaux
atomiques massifs, mais aussi les potentiels de paires décrivant les interac-
tions électron-électron. Dans I’approximation des électrons indépendants, ces
interactions sont représentées par un potentiel effectif & un électron. Le choix
de ce potentiel présente un probléme complexe ; nous y reviendrons dans les
chapitres 11 et 17. Nous remarquerons simplement que, quelle que soit la
forme de ce potentiel effectif & un électron, si le cristal est parfaitement pé-
riodique, il doit vérifier ’équation (8.1). Déja, de ce seul fait, on peut tirer
plusieurs conclusions importantes.
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Fi1G. 8.1 — Potentiel cristallin typique représenté le long d’une rangée d’ions et
le long d’une ligne passant par le milieu de la région entre deux plans d’ions. (Les
cercles pleins sont les sites d’équilibre des ions ; les courbes en trait plein représentent
le potentiel le long de la ligne d’ions ; les courbes en pointillé évoquent le potentiel
le long d’une ligne passant entre les plans d’ions ; les courbes en tirets symbolisent
le potentiel des ions isolés.)

Qualitativement, on peut s’attendre & ce qu’un potentiel cristallin typique
ait la forme représentée sur la figure 8.1, ressemblant aux potentiels atomiques
individuels tout prés de I'ion, et s’aplatissant dans les régions entre les ions.

Nous sommes ainsi amené & étudier les propriétés générales de I’équation
de Schridinger a un seul électron,

2
Hy = <~2h—mv2 + U(r)) A (8.2)

qui découlent du fait que le potentiel U a la périodicité (8.1). L’équation de
Schrodinger d’un électron libre (2.4) est un cas particulier de (8.2) (bien que
trés pathologique sous certains aspects, comme nous le verrons), le potentiel
nul étant 'exemple le plus simple de potentiel périodique.

Les électrons indépendants qui obéissent chacun & une équation de Schro-
dinger &4 un seul électron dans un potentiel périodique sont appelés électrons
de Bloch (par opposition aux « électrons libres », qui sont les électrons dans
un potentiel périodique partout nul). Les états stationnaires des électrons de
Bloch ont une propriété trés importante, conséquence générale de la périodi-
cité du potentiel U. Cette propriété va étre developpée dans ce qui suit.
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8.2 Théoréme de Bloch
Théoréme' :

Les états propres ¥ de hamiltonien & un électron H = —h2V?/2m+U (r),
ou U(r + R) = U(r) pour tout R appartenant au réseau de Bravais, peuvent
étre choisis sous forme d’ondes planes que multiplient une fonction ayant la
périodicité du réseau de Bravais :

Yk (r) = e“"”unk(r) (8.3)

ou
Unk(r + R) = unk(r) (8.4)

pour tout R appartenant au réseau de Bravais®.
Noter que les équations (8.3) et (8.4) impliquent que

Yni(r + R) = e™ By (1) (8.5)

Le théoréme de Bloch est parfois exprimé sous la forme alternative suivante? :
les états propres de H sont choisis de telle maniére qu’a chaque 1 soit associé
un vecteur d’onde k tel que :

P(r+ R) = ™ Fy(r) (8.6)

pour tout R appartenant au réseau de Bravais.

Nous allons donner deux démonstrations du théoréme de Bloch, la pre-
miére 3 partir des considérations générales de la mécanique quantique et la
seconde par une construction explicite?*.

8.3 Premiére démonstration
du théoréme de Bloch

Pour chaque vecteur R du réseau de Bravais, on définit un opérateur de
translation Tr qui, lorsqu’il agit sur une fonction f(r), déplace 'argument
de R :

Trf(r) = f(r+R) (8.7)

1. Ce théoréme a été initialement prouvé par Floquet dans le cas a une dimension, o il
est fréquemment appelé théoréme de Floquet.

2. L’indice n est appelé indice de bande. En effet, pour un k donné, il existe plusieurs
états propres indépendants.

3. L’équation (8.6) implique (8.3) et (8.4), puisqu’elle requiert de la fonction u(r) =
exp(—ik - r)(r) d’avoir la périodicité du réseau de Bravais.

4. La premiére démonstration est fondée sur des résultats formels de la mécanique quan-
tique. La seconde est plus élementaire, mais fait intervenir une notation plus encombrante.
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L’hamiltonien étant périodique, nous avons
TrHy =H(r+R)Y(r+R)=H(r)¥(r + R) = HTRY (8.8)

Puisque (8.8) est vraie pour tout ¥, nous obtenons I'identité entre opérateurs
suivante :

TrH = HTr (8.9)

De plus, le résultat de I'application de deux opérateurs de translation ne
dépend pas de I'ordre dans lequel ils sont appliqués, puisque pour tout ¢ (r)

TRTR/T/J(I') = TR/TRQ/J(I‘) = Qﬁ(l‘ +R+ Rl) (8.10)
Donc,
TRTr =Tw'Th = Tr+r’ (8.11)

Les équations (8.9) et (8.11) montrent que Tgr, pour tout vecteur R du
réseau de Bravais, et I’hamiltonien H forment un ensemble d’opérateurs qui
commutent. Il s’ensuit, d’aprés un théoréme fondamental de la mécanique
quantique®, que les états propres de H peuvent donc étre choisis simultané-
ment comme états propres de tous les Tr :

Hy =&y
Tt = o(R) (8.12)

Les valeurs propres ¢(R) des opérateurs de translation ne sont pas reliées
entre elles en raison de la condition (8.11), puisque, d’une part

TrTrY = c((R)Tr/ Y = c(R)c(R)¢ (8.13)
et d’autre part, d’aprés (8.11),
Tr'TrY = Trir'? = c(R+ Ry (8.14)
Il s’ensuit que les valeurs propres doivent vérifier
c(R+R)=cR)e(R) (8.15)

Soient maintenant a; trois vecteurs primitifs du réseau de Bravais. Nous
pouvons toujours écrire les ¢(a;) sous la forme

c(a;) = e*miw (8.16)

5. Voir, par exemple, D. Parks, Introduction to the Quantum Theory, McGraw-Hill, New
York, 1964, p. 123.
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par un choix approprié® des z;. Par applications successives de (8.15), ceci
implique alors que, si R est un vecteur quelconque du réseau de Bravais donné
par :

R = nia; + noas + naas (8.17)
alors
c(R) = c(a1)™ c(az)" c(a3)™ (8.18)
Mais ceci est précisément équivalent a
¢(R) = e'*R (8.19)
ou
k =z:b; + z2by + z3bs (8.20)

les b; étant les vecteurs du réseau réciproque vérifiant I’équation (5.4) :
bi ay; = 27r5ij.

En résumé, nous avons montré qu’on peut choisir les états propres ¥ de
H tels que, pour tout vecteur R du réseau de Bravais,

Try = ¥(r + R) = c(R)P = e Ry(r) (8-21)

C’est précisément le théoréme de Bloch, sous la forme (8.6).

8.4 Conditions aux limites
de Born-von Karman

En imposant des conditions aux limites appropriées aux fonctions d’onde,
on peut démontrer que le vecteur d’onde k est réel et arriver a une condition
limitant ses valeurs permises. La condition généralement choisie est une géné-
ralisation de la condition (2.5) utilisée dans la théorie des électrons libres de
Sommerfeld dans une boite cubique. Nous introduisons donc dans la théorie le
volume contenant les électrons par 'intermédiaire des conditions aux limites
de Born-von Karman de périodicité macroscopique (page 37). A moins, ce-
pendant, que le réseau de Bravais ne soit cubique et que L soit un multiple de
la constante de réseau a, il n’est pas pratique de continuer 4 utiliser un volume
cubique d’aréte a. 1l est préféerable de travailler dans un volume comparable
a une maille primitive du réseau de Bravais sous-jacent. Nous généralisons
donc les conditions aux limites périodiques (2.5) a

1/)(1‘ + Niai) = ZZ)(I‘) (822)

6. Nous allons voir que, pour des conditions aux limites adéquates, les x; doivent étre
réels, mais, pour I’instant, ils peuvent étre considérés comme des nombres complexes quel-
conques.
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ou les a; sont trois vecteurs primitifs du réseau de Bravais et les N; des entiers
de ordre de N'/3, ot N = NNy N3 est le nombre total de mailles primitives
du cristal.

Comme au chapitre 2, nous adoptons ces conditions aux limites en sup-
posant que les propriétés en volume ne dépendent pas de leur choix qui peut
alors étre dicté par commodité analytique.

Appliquant le théoréme de Bloch (8.6) aux conditions aux limites (8.22),
on obtient

Ynk(r + Nja,) = eNikaigy (1), i=1,2,3 (8.23)
avec la condition
etVikai — 1 ;=123 (8.24)
Dans le cas ot k a la forme (8.20), ’équation (8.24) implique que
e?mNiTi = (8.25)
et, par conséquent, on a
x; = _n]%-’ m; entier (8.26)

Donc, la forme générale des vecteurs d’onde de Bloch permis est”

3

k= ; %bi m; entier (8.27)

11 découle de (8.27) que le volume Ak de I'espace des k par valeur permise

de k est tout simplement égal au volume du petit parallélipipéde de cotés
bl/Nl :

b 1
Ak = E . <_2 A b3> = Nbl - (b2 A bs) (8.28)

Ny \N; Nj
Puisque b; - (bs A bs) est le volume de la maille primitive du réseau réci-
proque, ’équation (8.28) montre que le nombre de vecteurs d’onde permis
dans une maille primitive du réseau réciproque est égal au nombre de sites
dans le cristal.

Le volume d’une maille primitive du réseau réciproque est (27)3 /v, ott v =
V/N est le volume de la maille primitive du réseau direct, ainsi 'équation (8.28)
peut étre écrite sous la forme alternative :

(2m)°
v

C’est précisément le résultat (2.18) que nous avions trouvé dans le cas des
électrons libres.

Ak = (8.29)

7. Noter que (8.27) se réduit a la forme (2.16) utilisée dans la théorie des électrons libres,
quand le réseau de Bravais est cubique simple, les a; étant les vecteurs primitifs cubiques,
et Ny = No = N3 = L/a.
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8.5 Deuxiéme démonstration
du théoréme de Bloch

Cette deuxiéme démonstration du théoréme de Bloch® éclaircit sa signi-
fication d’un point de vue trés différent, que nous allons exploiter davantage
au chapitre 9. Nous commencons par observer que ’on peut développer toute
fonction obéissant aux conditions aux limites de Born-Von Karman (8.22) sur
I'ensemble de toutes les ondes planes satisfaisant & ces conditions et qui ont
donc des vecteurs d’onde de la forme (8.27)° :

Y(r) =D cqe'd” (8.30)

Puisque le potentiel U(r) est périodique sur le réseau, son développement en
ondes planes contiendra uniquement des ondes ayant la périodicité du réseau,
et donc de vecteurs d’onde appartenant au réseau réciproque'® :

Ur) = Uge™” (8.31)
K

Les coefficients de Fourier Uk sont liés & U(r) par!!

1 .
Uk = — / dr e TU(r) (8.32)
U Jmaille

Puisque I’énergie potentielle est définie 4 une constante prés, nous fixons cette
constante en imposant que la moyenne spatiale Uy du potentiel sur une maille
primitive soit nulle :

1
Up = —/ dr U(r) =0 (8.33)
maille

v

Noter que, puisque le potentiel est réel, il découle de (8.32) que les coeffi-
cients de Fourier vérifient

U_k = Uk (8.34)

8. Bien que cette démonstration soit plus élémentaire que la premiére, elle est plus
compliquée du point de vue de la notation, et d’une importance essentielle en ce qu’elle
constitue le point de départ des calculs approximatifs du chapitre 9. Le lecteur peut donc
éventuellement la passer.

9. Dans la suite, nous interpréterons les sommations indéfinies sur k comme des somma-
tions sur tous les vecteurs d’onde de la forme (8.27) permis par les conditions aux limites
de Born-Von Karman.

10. Une somme sur ’indice K signifiera toujours une somme sur tous les vecteurs du
réseau réciproque.

11. Voir appendice D, ot le role du réseau réciproque dans le développement de Fourier
des fonctions périodiques est étudié.
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Si nous supposons que le cristal posséde une symétrie d’inversion!? telle que,
pour un choix adéquat de Porigine, U(r) = U(—r), alors (8.32) implique que
Uk est réel, et ainsi

U_x =Ux =Ugk, (pour les cristaux ayant une symétrie d’inversion)
(8.35)

Insérons maintenant les développements (8.30) et (8.31) dans Véquation
de Schrodinger (8.2). Le terme d’énergie cinétique donne

p2

[ R,
% = —%V 1[1 = Z %q quzq~r (836)
q

Le terme d’énergie potentielle peut s’écrire sous la forme!'?

Uy = Z Uge¥r Z cqe'T
K q
= Z Ukcqe"KETaT = Z Ukcq—K eidr (8.37)
K,q K.q

Changeons les noms des indices dans (8.37) de K et ¢, en K’ et q, de
telle maniére que I’équation de Schrédinger devienne

. h?
Zezl}r (%QQ _ g) Cq + Z UK/Cq—K’ =0 (838)

q K

Puisque les ondes planes obéissant aux conditions aux limites de Born-von
Karman forment une famille orthogonale, le coefficient de chacun des termes
dans (8.38) doit s’annuler'?, et alors pour tous les vecteurs d’onde q,

ﬁQ
<——2m¢12 - 5) Cq+ E Ukcq-x =0 (8.39)
K/

I est pratique d’écrire q sous la forme q = k — K, ot K est un vecteur du
réseau réciproque choisi de telle maniére que k soit dans la premiére zone de
Brillouin. L’équation (8.39) devient

h?

(%(k — I()2 - 5> Ck—-K *+ Z UK/ Ck—-K-K' — 0 (8.40)
Kl

12. Le lecteur est invité a poursuivre I'argument de cette section (et le chapitre 9) sans
supposer la symétrie d’inversion qui est utilisée uniquement pour éviter des complications
inutiles de notation.

13. La derniére étape découle de la substitution K + q = q’, et du fait que, puisque K
est un vecteur du réseau réciproque, sommer sur tous les q comme dans (8.27), revient &
sommer sur tous les q’.

14. Ceci peut aussi se déduire de Péquation (D.12), appendice D, en multipliant
I’équation (8.38) par l'onde plane appropriée et en intégrant sur le volume du cristal.
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ou, si nous effectuons le changement de variable K’ — K’ — K,

ﬁ2
(2—(k ~-K)® - 5) Ck-K + Z Uk ck-x =0 (8.41)
m K

Soulignons que les équations (8.39) et (8.41) ne sont rien d’autre qu’une
reformulation de I’équation de Schrédinger (8.2) dans 'espace des quantités de
mouvement, simplifiées par le fait que, en raison de la périodicité du potentiel,
Uy est non nul uniquement quand k est un vecteur du réseau réciproque.

Pour un k fixé appartenant a la premiére zone de Brillouin, ’ensemble des
équations (8.41) pour tous les vecteurs K du réseau réciproque, ne couplent
que les coefficients ¢k, ck—K, Ck—K’, Ck—K", - - - dont les vecteurs d’onde ne dif-
ferent de k que par un vecteur du réseau réciproque. Ainsi, le probléme ori-
ginal a été décomposé en N problémes indépendants : un pour chaque valeur
permise de k dans la premiére zone de Brillouin. Chacun de ces problémes
posséde des solutions qui sont des superpositions d’ondes planes contenant
uniquement le vecteur d’onde k et les vecteurs qui différent de k par un vec-
teur du réseau réciproque.

En utilisant cette information dans le développement (8.30) de la fonction
d’onde 1, on voit que si le vecteur d’onde q prend uniquement les valeurs
k,k-K' k—-K" . .., lafonction d’onde aura la forme suivante :

Y= ok T (8.42)
K

Si nous I’écrivons

Pic(r) = e’T (Z Ck-K e‘“‘") (8.43)
K

nous obtenons alors la forme de Bloch (8.3) ou la fonction périodique u(r) est
donnée par'® :

u(r) = chwK e KT (8.44)
K

8.6 Remarques générales
sur le théoréme de Bloch
1. Le théoréme de Bloch introduit un vecteur d’onde k, qui s’avére jouer le

méme role fondamental en ce qui concerne le mouvement dans un potentiel
périodique que celui que joue le vecteur d’onde d’électron libre dans la théorie

15. Noter qu’il y aura une infinité de solutions & 'ensemble (infini) d’équations (8.41)
pour un k donné. Elles seront classées en fonction de I’indice de bande n (voir note 2).
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de Sommerfeld. Noter, cependant, que, bien que le vecteur d’onde d’électron
libre soit simplement p/#, ot p est la quantité de mouvement de I’électron,
dans le cas de Bloch, k n’est pas proportionnel & cette quantité de mou-
vement. Pour des raisons générales, ce résultat est clair, car ’hamiltonien
ne posséde pas l'invariance par translation compléte en présence d’un po-
tentiel non constant, et, par conséquent, ses états propres ne sont pas des
états propres de 'opérateur de quantité de mouvement. Cette conclusion est
confirmée par le fait que I'opérateur de quantité de mouvement, p = (A/#)V,
agissant sur 1¥,x donne

h h .
;V%Lk = ZV (6™ tnie(r))

= hikifpy + 5T ?Vunk(r) (8.45)

qui n’est, en général, pas simplement une constante que multiplie ¥, ; au-
trement dit, ¥,k n’est pas un état propre de 'opérateur de quantité de mou-
vement.

Néanmoins, a plusieurs égards, ik est une extension naturelle de p au
cas d’'un potentiel périodique. Il est appelé moment cristallin de Pélectron,
mais il ne faudrait pas penser que #ik est une quantité de mouvement, car ce
n’est pas le cas. Une compréhension intuitive de la signification dynamique
du vecteur d’onde k ne peut étre acquise qu’en considérant la réponse des
électrons de Bloch & un champ électromagnétique externe (chapitre 12). C’est
4 ce moment seulement qu’apparait la ressemblance avec p/fi. Pour 'instant
le lecteur devrait envisager k comme un nombre quantique caractéristique de
la symétrie de translation du potentiel périodique, tout comme la quantité
de mouvement p est un nombre quantique caractéristique de la symétrie de
translation compléte dans le vide.

2. Le vecteur d’onde k qui apparait dans le théoréme de Bloch peut toujours
étre limité & la premiére zone de Brillouin (ou & toute autre maille primitive
adéquate du réseau réciproque). La raison en est que tout k' n’appartenant
pas a la premiére zone de Brillouin peut s’écrire

K =k+K (8.46)

oli K est un vecteur du réseau réciproque et k est dans la premiére zone.
Puisque e®® = 1 pour tout vecteur du réseau réciproque, si la forme de
Bloch est valable pour k’, elle le sera aussi pour k.

3. Un indice n apparait dans le théoréme de Bloch car, pour un k donné, il
existe plusieurs solutions de I’équation de Schrédinger. Nous l’avons souligné
dans la deuxiéme démonstration du théoréme, mais on peut aussi le constater
4 partir du raisonnement suivant :

Cherchons toutes les solutions de I’équation de Schrédinger (8.2) ayant la
forme de Bloch

Y(r) = e Ty(r) (8.47)
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ou k est fixé et u a la périodicité du réseau de Bravais. En remplagant cette
expression dans ’équation de Schrddinger, on trouve que u est déterminé par
P’équation aux valeurs propres

Hyug(r) 2ﬁ_:1 (%V + k) + U(r) | uk(r)

avec la condition aux limites
uk(r) = uk(r + R) (8.49)

Grace a cette condition aux limites, on peut considérer (8.48) comme un
probléme aux valeurs propres hermitiennes restreint 4 une seule maille pri-
mitive du cristal. Puisque ce probléme est posé dans un volume fini fixé, on
s’attend, de maniére générale, 4 trouver une famille infinie de solutions avec
des valeurs propres espacées de maniére discréte'® que I’on repére a aide de
I'indice de bande n.

Remarquons que dans les équations (8.48) et (8.49), le vecteur d’onde k
apparait uniquement comme un parameétre de 'hamiltonien Hy. Nous nous
attendons alors & ce que chacun des niveaux d’énergie, pour un k donné, varie
de maniére continue avec k!7. De cette fagon, nous arrivons & une description
des niveaux d’énergie d’un électron dans un potentiel périodique en termes
d’une famille de fonctions continues'® &, (k).

4. Bien que 'ensemble complet des niveaux puisse étre décrit par des k
limités & une seule maille primitive, il est souvent utile de permettre a k
de prendre des valeurs dans Pespace des k tout entier, méme si cela conduit
a une description hautement redondante. Puisque I'ensemble de toutes les
fonctions d’onde et des niveaux d’énergie pour deux valeurs de k différant d’un
vecteur du réseau réciproque doivent étre identiques, nous pouvons attribuer
les indices n aux niveaux de telle sorte que, pour un n donné, les fonctions

propres et les valeurs propres soient des fonctions périodiques de k dans le

16. De méme que le probléme d’un électron libre dans une boite de dimensions finies
fixées posséde un ensemble discret de niveaux d’énergie, et que les modes normaux de
vibration d’un tambour fini possédent un ensemble discret de fréquences, etc.

17. Cette attente est implicite, par exemple, dans la théorie des perturbations ordi-
naire, qui n’est possible que parce que les petites variations des paramétres de I’hamiltonien
conduisent a de petites variations des niveaux d’énergie. Dans ’appendice E, les variations
des niveaux d’énergie induites par de petites variations de k sont calculées explicitement.

18. Le fait que les conditions aux limites de Born-von Karman limitent k & des valeurs
discrétes de la forme (8.27) n’a aucune influence sur la continuité de £,(k) en tant que
fonction de la variable continue k, puisque le probléme aux valeurs propres donné par (8.48)
et (8.49) ne fait aucune référence 4 la taille du cristal dans son entier et est bien défini pour
tout k. On doit aussi noter que ’ensemble des k de la forme (8.27) devient dense dans
I’espace des k a la limite du cristal infini.
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réseau Téciproque :

Vn k+K(r) = Pn k(T)

(8.50)
Enk+k = Enk

Ceci conduit & une description des niveaux d’énergie d’un électron dans un
potentiel périodique en termes d’une famille de fonctions continues &£, (ou
&, (k)), chacune ayant la périodicité du réseau réciproque. Les informations
contenues dans ces fonctions constituent la structure de bandes du solide.

Pour chaque n, 'ensemble des niveaux électroniques spécifiés par &, (k) est
appelé bande d’énergie. L'origine du terme de « bande » apparaitra au cha-
pitre 10. Remarquons simplement que, puisque chaque &, (k) est périodique
en k et continue, elle posséde une borne supérieure et une borne inférieure,
si bien que tous les niveaux &£,(k) se trouvent dans la bande d’énergie située
entre ces deux bornes.

5. On peut montrer de maniére générale (voir Pappendice E) qu’un électron
dans un niveau spécifié par I'indice de bande n et de vecteur d’onde k posséde
une vitesse moyenne non nulle, donnée par

v (k) = %ngn(k) (8.51)

C’est un résultat tout a fait remarquable. Il indique qu’il existe des niveaux
stationnaires (c’est-a-dire, indépendants du temps) pour un électron dans un
potentiel périodique dans lesquels, malgré l'interaction de ’électron avec le
réseau fixe des ions, il se déplace éternellement sans aucune diminution de sa
vitesse moyenne. Ceci est en contradiction frappante avec ’idée de Drude,
selon laquelle les collisions étaient simplement des rencontres entre 1’électron
et un ion statique. Ses implications sont d’une importance fondamentale, et
seront explorées dans les chapitres 12 et 13.

8.7 Surface de Fermi

L’état fondamental de N électrons libres!® se construit en occupant tous
les niveaux k & un électron d’énergies &,(k) = A%k?/2m inférieures a Ep,
ou £ est déterminée en imposant au nombre total des niveaux i un électron
d’énergies inférieures & EF d’étre égal au nombre total d’électrons (chapitre 2).

L’état fondamental de N électrons de Bloch se construit de maniére si-
milaire, mis & part le fait que les niveaux & un électron portent maintenant
des indices correspondant aux nombres quantiques n et k, que £,(k) n’a pas

19. Nous ne ferons aucune distinction de notation entre le nombre d’électrons de conduc-
tion et le nombre de mailles primitives quand le contexte indiquera clairement celui auquel
on fait référence ; ils ne sont cependant égaux que dans un réseau de Bravais monovalent
monoatomique (par exemple, dans les métaux alcalins).
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la forme explicite simple des électrons libres, et que k doit étre limité & une
seule maille primitive du réseau réciproque pour compter chaque niveau une
seule fois. Quand le plus bas de ces niveaux est occupé par un certain nombre
d’électrons, deux types de configurations distinctes peuvent apparaitre.

1. Un certain nombre de bandes peuvent étre complétement remplies, toutes
les autres restant vides. L’intervalle d’énergie entre le niveau occupé le
plus haut et le niveau inoccupé le plus bas (c’est-a-dire entre le « som-
met » de la bande occupée la plus haute et le « fond » de la bande vide
la plus basse) est appelé bande interdite (sa largeur est souvent désignée
par le terme anglais de « gap » ). Nous allons voir que les solides ayant
une bande interdite dont la largeur dépasse de beaucoup kT (T étant
proche de la température ambiante) sont des isolants (chapitre 12). Si
elle est de l'ordre de kT, le solide est un semi-conducteur intrinséque
(chapitre 28). Puisque le nombre de niveaux dans une bande est égal au
nombre de mailles primitives dans le cristal (page 161) et puisque chaque
niveau peut accueillir deux électrons (un de chaque spin), une configu-
ration avec une bande interdite peut (mais ne doit pas nécessairement)
survenir seulement lorsque le nombre d’électrons par maille primitive
est pair.

2. Quelques bandes peuvent étre partiellement remplies. Quand cela se
produit, I’énergie du niveau occupé le plus haut, ’énergie de Fermi &f,
se trouve dans Dintervalle d’énergie de I'une ou de plusieurs bandes.
Pour chaque bande partiellement remplie, il y aura une surface dans
I'espace des k séparant les niveaux occupés de ceux qui ne le sont pas.
L’ensemble de toutes ces surfaces est appelé surface de Fermi et consti-
tue la généralisation de la sphére de Fermi des électrons libres aux élec-
trons de Bloch. Les parties de la surface de Fermi émanant des bandes
individuelles partiellement remplies sont appelées branches de la sur-
face de Fermi?®. Nous verrons (chapitre 12) qu’un solide posséde des
propriétés métalliques a condition qu’une surface de Fermi existe.

Analytiquement, la branche de la surface de Fermi dans la n® bande est la
surface de I’espace des k (s’il y en a une) déterminée par?! :

En(k) =EF (8.52)

20. Dans la plupart des cas importants, la surface de Fermi tout entiére est située dans
une seule bande, et, dans le cas général, elle se trouve & I'intérieur d’un nombre assez faible
de bandes (chapitre 15).

21. Si Ep est en général définie comme étant ’énergie séparant le niveau occupé le plus
haut du niveau non occupé le plus bas, alors elle n’est pas spécifiée de maniére unique
dans un solide ayant une bande interdite, puisque toute énergie dans cette bande vérifie
ce critére. Néanmoins, on parle de !’énergie de Fermi d’un semi-conducteur intrinséque.
On désigne par 13 le potentiel chimique qui est bien défini & toute température non nulle
(appendice B). Quand T — 0, le potentiel chimique d’un solide ayant une bande interdite
approche 1’énergie du milieu de la bande (page 686), et l’on trouve parfois écrit que c’est
la « P’énergie de Fermi » d’un solide ayant bande interdite. Avec la définition correcte
(indéterminée) ou la définition familiére de £, 1’équation (8.52) affirme que les solides
ayant une bande interdite n’ont pas de surface de Fermi.
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Ainsi, la surface de Fermi est une surface d’énergie constante (ou un ensemble
de surfaces d’énergie constante) dans Pespace des k, de la méme maniére
que les équipotentielles, plus familiéres, de la théorie électrostatique sont des
surfaces d’énergie constante dans I'espace réel.

Puisque les &, (k) sont périodiques dans le réseau réciproque, la solution
compléte de (8.52) pour chaque n est une surface de l’espace des k avec la
périodicité du réseau réciproque. Quand une branche de la surface de Fermi
est représentée par la structure périodique compléte, on dit qu’elle est décrite
par un schéma des zones répétées. Cependant, il est souvent préférable de
prendre juste ce qu’il faut de chaque branche de la surface de Fermi pour que
chaque niveau physiquement distinet soit représenté par un seul point de la
surface. Ceci est réalisé en représentant chaque branche par la portion de
la surface périodique compléte contenue dans une seule maille primitive du
réseau réciproque. Une telle représentation est appelée schéma des zones ré-
duites. La maille primitive choisie est souvent, mais pas toujours, la premiére
zone de Brillouin.

La géométrie de la surface de Fermi et ses conséquences physiques seront
illustrées dans plusieurs des chapitres a venir, en particulier les chapitres 9
et 15.

8.8 Densité de niveaux??

On doit souvent calculer des quantités qui sont des sommes pondérées sur
les niveaux électroniques de diverses propriétés & un électron. Ces quantités
sont de la forme?3

Q=2 Qu(k) (8.53)

n,k

ot, pour chaque n, la somme porte sur tous les k permis conduisant & des
niveaux physiquement distincts, c¢’est-a-dire, tous les k de la forme (8.27)
contenus dans une seule maille primitive®?.

A la limite d’un grand cristal, les valeurs permises (8.27) de k deviennent
trés proches les unes des autres, et la somme peut étre remplacée par une
intégrale. Puisque le volume de I'espace des k par valeur permise de k (8.29)
a la méme valeur que dans le cas des électrons libres, la prescription obtenue

22, Le lecteur peut, sans perte de continuité, omettre cette section dans une premiére
lecture, et 8’y référer dans les chapitres suivants quand cela s’avérera nécessaire.

23. Le facteur 2 est d( au fait que chaque niveau spécifié par n et k peut contenir deux
électrons de spins opposés. Nous supposons que @r (k) ne dépend pas du spin s. Si c’est le
cas, le facteur 2 doit étre remplacé par une somme sur s.

24. Les fonctions @ (k) ont habituellement la périodicité du réseau réciproque, et ainsi
le choix de la maille primitive est sans importance.
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dans ce cas (Eq. (2.29)) reste valable, et 'on obtient?®

g = lim Q :22/(%5%(1{) (8.54)

oil l'intégrale porte sur une maille primitive.

Si, comme c’est souvent le cas®, @, (k) dépend de n et de k uniquement
par 'intermédiaire de &,(k), alors, & nouveau par analogie avec le cas des
électrons libres, on peut définir une densité de niveau par unité de volume {ou
« densité de niveaux » tout court) g(&) telle que ¢ ait la forme (cf. (2.60)) :

0~ [ dggE)ae) (8.55)
En comparant (8.54) et (8.55), on obtient
9(&) = ga(€) (8.56)
otl g, (€), densité de niveaux dans la n'*™° bande, est donnée par :
90(8) = [ 1508 = £a(10) (8.57)

ou l'intégrale porte sur n’importe quelle maille primitive.
Une autre représentation de la densité de niveaux peut étre construite en
remarquant que, comme dans le cas des électrons libres (Eq. (2.62)) :

(le nombre de vecteurs d’onde permis
gn(E)AE = (=) x dans la n'*™° bande dans Vintervalle (8.58)
d’énergie [€,€ + d€]

Le nombre de vecteurs d’onde permis dans la n'*™€ bande dans cet intervalle
d’énergie est simplement le volume d’une maille primitive de ’espace des k,
avec £ € E,(k) < € + d€, divisé par le volume par vecteur d’onde permis,
Ak = (27)3/V. Ainsi

dk (1, E<E(K)<E+AE
gn(E)dE = / & { : (k) } (8.59)

, sinon

Puisque d€ est infinitésimal, ceci peut encore s’exprimer comme une in-
tégrale de surface. Soit S, (£) une portion de la surface £,(k) = £ contenue
dans la maille primitive, et soit dk(k) la distance perpendiculaire entre les

25. Voir les remarques de précaution appropriées & la page 42.
26. Par exemple, si q est la densité d’électrons n, alors Q(€) = f(£), ou f est la fonction
de Fermi ; si q est la densité d’énergie électronique u, alors Q(&) = £f(E).
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S,(6+dE) ,

Fic. 8.2 — Illustration a4 deux dimensions de la construction exprimée dans
Iéquation (8.60). Les courbes fermées sont les deux surfaces d’énergie constante,
Vaire requise est celle qui se trouve entre elles (ombrée), et la distance dk(k) est
indiquée pour un k particulier.

surfaces S, () et S, (€ + d€) au point k. Alors (figure 8.2) :
ds
gn(E)dE :/ —0k(k) (8.60)
Su(e) 47

Pour trouver une expression explicite de dk(k), nous remarquons que,
puisque S, (€) est une surface d’énergie constante, le gradient de &, (k) par
rapport & k, VE&,(k), est un vecteur normal & la surface dont la norme est
égale au taux de variation de &,(k) dans la direction normale ; c’est-a-dire

E+dE =&+ |VE, (k)| 6k(k) (8.61)
et ainsi
d&

En substituant (8.62) dans (8.60), nous obtenons ’expression

das 1
(&) = /Sn(é') 473 [V E, (k)| (8.63)

qui donne une relation explicite entre la densité de niveaux et la structure de
bandes.

L’équation (8.63) et I'analyse qui y conduit seront appliquées dans les
chapitres & venir®”. Remarquons ici les propriétés suivantes assez générales
de la densité de niveaux :

Puisque la fonction &, (k) est périodique sur le réseau réciproque, bornée
au-dessus et au-dessous pour chaque n, et, en général, partout différentiable, il

27. Voir aussi le probléme 2.
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§2a48)

F1G. 8.3 — Singularités de van Hove de la densité de niveaux caractéristiques, indi-
quées par des fleches perpendiculaires a 'axe des £.

doit exister des valeurs de k dans chaque maille primitive telles que |[V&| = 0.
Par exemple, le gradient d’une fonction différentiable s’annule aux minima
et aux maxima locaux, mais le fait d’étre bornée et la périodicité de chaque
&, (k) garantissent pour chaque n lexistence d’au moins un maximum et un
minimum dans chaque maille primitive®®.

Quand le gradient de £,, s’annule, Pintégrande de ’équation (8.63) diverge.
On peut montrer qu’a trois dimensions?® ces singularités sont intégrables,
conduisant & des valeurs finies de g,. Cependant, elles aboutissent a des
divergences de la pente, dg,/d€. Celles-ci sont appelées singularités de van
Hove3°. Elles apparaissent pour des valeurs de £ pour lesquelles la surface
d’énergie constante S,(£)} contient des points en lesquels VE&,(k) s’annule.
Puisque les dérivées de la densité de niveaux interviennent dans tous les termes
du développement de Sommerfeld®!, excepté le premier, on doit prendre garde
aux anomalies du comportement & basse température s’il existe des points sur
la surface de Fermi ont V&, (k) s’annule. Des singularités de van Hove typiques
sont représentées sur la figure 8.3 et sont examinées dans le probléme 2 du
chapitre 9.

Ceci termine notre discussion des propriétés générales des niveaux & un
électron dans un potentiel périodique®2. Dans les deux chapitres qui suivent,
nous allons considérer deux cas limites trés importants, mais trés différents,
qui fournissent des illustrations concrétes de I'étude plutot abstraite de ce
chapitre.

28. Une analyse assez générale pour savoir en combien de points le gradient s’annule est
assez complexe. Voir, par exemple, G. Weinreich, Solids, Wiley, New York, 1965, pp. 73-79.

29. A une dimension, gn(£) sera elle-méme infinie en une singularité de van Hove.

30. Ce sont essentiellement les mémes singularités qui apparaissent dans la théorie des
vibrations du réseau. Voir le chapitre 23.

31. Voir, par exemple, le probléme 2f, chapitre 2.

32. Le probléme 1 poursuit I’analyse générale un peu plus loin dans le cas, facilement
contrdlable, mais en quelque sorte trompeur, d’un potentiel périodique a une dimension.
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FiG. 8.4 — Potentiel périodique unidimensionel U(z). Remarquer que les ions oc-
cupent les positions du réseau de Bravais de constante de réseau a. Il est pratique
de prendre ces points avec les coordonnées (n-+ %)a, et de choisir le zéro du potentiel
a la position de l'ion.

8.9 Problémes

1. Potentiels périodiques a une dimension

L’analyse générale des niveaux électroniques dans un potentiel périodique,
indépendante des propriétés précises de ce potentiel, peut étre menée consi-
dérablement plus loin & une dimension. Bien que le cas unidimensionel soit a
bien des égards atypique (il n’y a aucun besoin de concept de surface de Fermi)
ou trompeur (la possibilité — en fait, & deux et trois dimensions, la probabilité
— de recouvrement de bandes, disparait), il est néanmoins rassurant de voir
quelques-unes des particularités de la structure de bandes tridimensionnelle,
que nous allons décrire par des calculs approximatifs dans les chapitres 9, 10
et 11, émerger d’un traitement, exact a une dimension.

Considérons donc un potentiel périodique unidimensionel U (z) (figure 8.4).
Il est pratique de considérer les ions comme résidant aux minima de U, que
I’on prend pour définir le zéro de I’énergie. Nous choisissons de considérer le
potentiel périodique comme étant une superposition de barriéres de potentiel
v(x) de largeur a, centrées sur les points z = +na (figure 8.5) :

o0

U(z) = Z v(z — na) (8.64)

n=—o<

Le terme v(z - na) représente la barriére de potentiel, entre les ions situés
de part et d’autre du point na, & travers laquelle I’électron doit passer par
effet tunnel. Pour simplifier, nous supposons que v(z) = v(—z) (I'analogue
4 une dimension de la symétrie d’inversion supposée ci-dessus), mais nous ne
faisons pas d’hypothéses supplémentaires concernant la forme de v, si bien
que le potentiel périodique U est tout a fait général.

La structure de bandes d’un solide unidimensionel peut étre exprimée de
maniére trés simple en termes des propriétés d’un électron en présence d’une
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F1G. 8.5 — Particules arrivant de la gauche (a) et de la droite (b) sur une seule
barriére séparant les ions voisins dans le potentiel périodique de la figure 8.4. Les
ondes incidente, transmise et réfléchie sont indiquées par des fleches le long de la
direction de propagation, proportionnelles aux amplitudes correspondantes.

seule barriére de potentiel v(z). Considérons donc un électron arrivant de la
gauche sur une barriére de potentiel v(z) avec une énergie®® £ = h2K?/2m.
Puisque v(x) = 0 pour |z| > §, dans ces régions la fonction d’onde () aura
la forme

i(z) = KT et K g _g
— tetT p> g (8.65)
La figure 8.5a illustre ce résultat schématiquement.

Les coefficients de transmission et de réflexion ¢ et » donnent amplitude de
probabilité pour qu’un électron traverse par effet tunnel ou soit réfléchi par la
barriére : elles dépendent du vecteur d’onde incident K d’une maniére qui est
déterminée par les caractéristiques de la barriére de potentiel v. Cependant,
on peut déduire plusieurs propriétés de la structure de bandes du potentiel
périodique U en faisant simplement, appel aux propriétés générales de ¢ et r.
Puisque v est pair, 1,.(z) = ¥;(—z) est aussi une solution de I’équation de
Schrédinger d’énergie £. 1l découle de (8.65) que ¥,-(z) a la forme

Yrla) =t w3

= e KT L peiKe g > (8.66)

[N

Evidemment, ceci décrit une particule arrivant de la droite sur la barriére,
comme représenté sur la figure 8.5b.

Puisque v; et v, sont deux solutions de 'équation de Schrodinger cor-
respondant & la méme énergie, toutes les autres solutions de méme énergie

33. Dans ce probléme, K est une variable continue et n’a rien & voir avec le réseau
réciproque.
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seront données par la combinaison linéaire®* : ¢ = Ay + Bi,. En particu-
lier, puisque ’hamiltonien du cristal est identique & celui d’un seul ion dans
la région —§ < z < 4, toute solution de I'équation de Schrédinger du cris-
tal avec ’énergie £ doit étre une combinaison linéaire de ; et v, dans cette
région :

a

<z< = (8.67)

¥(@) = Atn(e) + Bur(@), — :

NS

Maintenant, le théoréme de Bloch affirme que I'on peut choisir i vérifiant
Y(x + a) = e*y(x) (8.68)

pour un k approprié. En dérivant (8.68), on trouve également que ¢/ = dv/dz
satisfait &

Y (x + a) = * (2) (8.69)

(a) En imposant les conditions (8.68) et (8.69) & z = —$, et en utilisant
les équations (8.65) a (8.67), montrer que I’énergie de I’électron de Bloch est
reliée au vecteur d’onde k par :

—r? 1 _ika S

iKa il —_
oo e £ (8.70)

coska =

2m

Veérifier que ceci donne le bon résultat dans le cas de I’électron libre (v = 0).
L’équation (8.70) est plus instructive quand on fournit plus d’informations

sur les coefficients de transmission et de réflexion. Ecrivons le nombre com-

plexe t en termes de son module et de sa phase :

t = |t|e? (8.71)

Le nombre réel § est appelé décalage de phase, car il précise le changement
de phase de 'onde transmise par rapport & 'onde incidente. La conservation
des électrons requiert que la somme des probabilités de transmission et de
réflexion soit égale & un :

1=t +|r)? (8.72)

Ceci, ainsi que d’autres informations utiles, peut étre prouvé comme suit :
soient ¢1 et ¢2 deux solutions quelconques de ’équation de Schrédinger & une
seule barriére avec la méme énergie :

hiK?

o Wi :172 .
et (8.73)

ﬁ2 17
—3=1 +voi =
2m

34. Un cas particulier du théoréme général selon lequel il existe n solutions indépendantes
d’une équation différentielle linéaire d’ordre n.



176 Chapitre 8 : Niveaux électroniques dans un potentiel périodique

Définissons w(¢1, ¢2) (le « wronskien ») par

w(r, ) = ¢y (2)p2(x) — P1(z)(z) (8.74)

(b) Prouver que w est indépendant de z en déduisant de (8.73) que sa
dérivée s’annule.

(c) Prouver (8.72) en évaluant w(v;, ;) pour * < —5 et © > 3, en
remarquant que, puisque v(z) est réel, ¢/ est une solution de la méme équation
de Schrédinger que ;.

(d) En évaluant w(yy, ¥}), prouver que rt* est imaginaire pur, et ainsi que
r doit étre de la forme

=i |r|e® (8.75)

ou d est le méme que dans (8.71).
(e) Montrer, comme conséquence de (8.70), (8.72) et (8.75), que I'énergie
et le vecteur d’onde de I'électron de Bloch sont reliés par

(K k) 2K2
%(“77"1') — coska, &€= h

o (8.76)

Puisque |t| est toujours inférieur & un, mais tend vers un pour K grand
(1a barriére devient moins efficace quand 1’énergie incidente croit), le membre
de gauche de (8.76) tracé en fonction de K a la structure représentée sur
la figure 8.6. Pour un k donné, les valeurs permises de K (et par la, celles
des énergies permises £ = A2K?2/2m) sont données par les intersections de la
courbe de la figure 8.6 avec la droite horizontale de hauteur cos(ka). Remar-
quons que les valeurs de K telles que

Ka+6=nr (8.77)

conduisent & |cos(Ka+9)|/|t| > 1, et ne sont donc permises pour aucun
k. Les régions d’énergie correspondantes sont des bandes interdites. Si § est
une fonction bornée de K (comme c’est généralement le cas), il y aura alors
une infinité de régions d’énergies interdites, ainsi qu’une infinité de régions
d’énergies permises pour chaque valeur de k.

(f) Supposons que la barriére est trés faible (telle que |¢{| =~ 1,6 ~ 0).
Montrer que les bandes interdites sont alors trés étroites, la largeur de celle
contenant K = n7w/a étant

h2
Eap X QWRW 7] (8.78)

(g) Supposons que la barriére est importante, telle que |t| = 0,]r| = 1.
Montrer que les bandes d’énergie permises sont alors trés étroites, de largeur

Emax — Emin = O(|tl) (879)



Physique des solides 177

F1G. 8.6 — Forme caractéristique de la fonction |cos(Ka + 8)| / |t|. Puisque |t(K)]| est
toujours plus petit que un, la fonction dépasse 'unité en valeur absolue au voisinage
des solutions de Ka+4§(K) = nw. L’équation (8.76) peut étre satisfaite pour k réel si
et seulement si la fonction est plus petite que un en valeur absolue. Par conséquent,
il y a des régions de K (et donc de £ = A*K?2/2m) permises (claires) et d’autres
interdites (ombrées). Remarquer que, lorsque [t] est trés proche de 'unité (potentiel
faible), les régions interdites sont étroites, mais si |t| est trés petit (potentiel fort),
ce sont les régions permises qui sont étroites.

(h) Comme exemple concret, on considére souvent le cas ot v(z) = gé(x),
ou &(x) est la fonction delta de Dirac (un cas particulier du « modéle de
Kronig-Penney »). Montrer, alors, que

K
cotd = — , |t] =cosé (8.80)

mg

Ce modéle est un exemple classique d’un potentiel périodique unidimensionel.
Remarquer, cependant, que la majeure partie de la structure que nous avons
établie est, dans une grande mesure, indépendante de la forme particuliére de
|t| et & en tant que fonctions de K.

2. Densité de niveaux

(a) Dans le cas des électrons libres, la densité de niveaux a ’énergie de
Fermi peut étre écrite sous la forme (Eq. (2.64)) g(£r) = mkr/h?n2. Montrer
que la forme générale (8.63) se réduit a celle-ci quand &,(k) = A%k?/2m et
quand la surface de Fermi (sphérique) est entiérement incluse dans une maille
primitive.

(b) Considérons une bande dans laquelle, pour k suffisamment petit,
En(k) = & + (R*/2)(k2/my + k2/my, + k2/m.) (comme cela peut étre le
cas dans un cristal de symétrie orthorhombique) ou m,,m, et m, sont des
constantes positives. Montrer que si £ est proche de &, pour que cette ex-
pression soit valable, alors g,,(£) est proportionnelle & (€ — )"/, et ainsi sa
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dérivée devient infinie (singularité de van Hove) quand £ tend vers le mini-
mum de la bande.

(Indication : utiliser la forme (8.57) de la densité de niveaux). En déduire
que, si la forme quadratique de &, (k) reste valable jusqu’a Ep, alors g,(Er)
peut étre écrite sous la forme obtenue par généralisation évidente de celle des
électrons libres (2.65) :

3 n

55“_—?0 (8.81)

gn(€r) =
ou n est la contribution des électrons dans la bande & la densité électronique
totale.

{(c) Considérons la densité de niveaux au voisinage d’un point selle, ou
En(k) = Eo + (R?/2) (k3 /my + k2 /my — k2/m.) et oit mg,my et m sont des
constantes positives. Montrer que, quand £ ~ &, la dérivée de la densité de
niveaux est de la forme

9,(E)

Q

constante, E>& (8.82)
(E-&)YV? £<&

Q



Chapitre 9

Electrons dans un potentiel
périodique faible

Théorie des perturbations et potentiels périodiques faibles
Niveaux d’énergie prés d'un seul plan de Bragg

Illustration & une dimension des schémas des zones étendues,
réduites et répétées

Surfaces de Fermi et zones de Brillouin

Facteur de structure géométrique

Couplage spin-orbite

N PEUT OBTENIR beaucoup d’informations sur la structure des niveaux
d’énergie électroniques imposée par un potentiel périodique, si ce der-
nier est trés faible. Cette approche aurait pu autrefois étre considérée comme
un exercice instructif mais académique. Nous savons maintenant que, dans de
nombreux cas, cette hypothése, apparemment irréaliste, donne des résultats
étonnamment satisfaisants. Les études théoriques et expérimentales modernes
des métaux des groupes I, IT, III et IV du tableau périodique (c’est-a-dire, les
métaux dont la structure atomique consiste en des électrons s et p au dehors
des couches complétes de la configuration des gaz nobles) indiquent que les
électrons de conduction peuvent étre décrits comme des entités se déplagant
dans ce qui équivaut & un potentiel presque constant. Ces éléments sont ap-
pelés métaux & « électrons presque libres », car le point de départ de leur
description est le gaz d’électrons libres de Sommerfeld, modifié par la pré-
sence d’un potentiel périodique faible. Dans ce chapitre, nous allons étudier
quelques caractéristiques générales essentielles de la structure de bandes du
point de vue des électrons presque libres. Des applications a des métaux
particuliers seront examinées dans le chapitre 15.
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Il n’est en rien évident que les bandes de conduction de ces métaux doivent
étre du méme type que celles des électrons libres. 1l existe deux raisons fon-
damentales pour lesquelles les fortes interactions des électrons de conduction
entre eux et avec les ions positifs peuvent avoir l'effet global d’un potentiel
trés faible.

1. L’interaction électron-ion est d’autant plus forte que la distance de sé-
paration est petite, mais les électrons de conduction ne peuvent pas (a
cause du principe de Pauli) pénétrer dans le voisinage immeédiat des ions
car cette région est déji occupée par les électrons de coeur.

2. Dans la région o les électrons de conduction sont permis, leur mobilité
abaisse davantage le potentiel global que ressent chaque électron, car
ils peuvent écranter les champs créés par les ions chargés positivement,
abaissant le potentiel effectif total.

Ces remarques nous offrent seulement une indication trés dépouillée des rai-
sons pour lesquelles ’étude qui suit est largement appliquée. Nous reviendrons
plus tard sur le probléme de la justification de ’'approche des électrons presque
libres, en reprenant le point 1 au chapitre 11 et le point 2 au chapitre 17.

9.1 Approche générale de I’équation de
Schrodinger quand le potentiel est faible

Quand le potentiel périodique est nul, les solutions de ’équation de Schré-
dinger sont des ondes planes. Un point de départ raisonnable du traitement
des potentiels périodiques faibles est donc le développement de la solution
exacte décrite dans le chapitre 8 en termes d’ondes planes. La fonction d’onde
d’un niveau de Bloch de moment cristallin k peut étre écrite sous la forme
donnée par équation (8.42) :

Yx(r) = Z cx_ke' KT (9.1)
K

ot les coeflicients ¢k et ’énergie du niveau £ sont déterminés par ’ensemble
d’équations (8.41) :

h2
oo (k= K)’ - g] ak+ > Uk k6 g =0 (9.2)
KI

La somme dans (9.1) porte sur tous les vecteurs K du réseau réciproque, et,
pour un k fixé, il existe une équation de la forme (9.2) pour chaque vecteur
K du réseau réciproque. Les différentes solutions (en nombre infini) de (9.2)
pour un k donné se distinguent par l'indice de bande n. On peut considérer
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(mais ce n’est pas nécessaire) que le vecteur d’onde k est limité a la premiére
zone de Brillouin de 'espace des k.

Dans le cas des électrons libres, toutes les composantes de Fourier Uk sont
nulles. L’équation (9.2) devient alors

(Ex — -k =0 (9.3)
ou nous avons introduit la notation :
0 h? 2
E = — 94
a 2mq (9.4)

L’équation (9.3) requiert que, pour chaque K, soit cx_x = 0 soit & = &L_.
La derniére possibilité peut se produire uniquement pour un seul K, sauf s’il
arrive que quelques £)_j soient égaux pour plusieurs choix différents de K. Si
une telle dégénérescence ne se produit pas, on obtient alors la classe attendue
de solutions d’électrons libres :

E=8) k, Uy xek"Kr (9.5)

Si, toutefois, il existe un groupe de vecteurs Ky, ... , K,, du réseau réciproque
satisfaisant a

‘C/ﬁvxl == 51(2—Km (9.6)

alors, quand & est égale 4 la valeur commune de toutes ces énergies d’électrons
libres, il existe m solutions d’ondes planes dégénérées indépendantes. Puisque
toute combinaison linéaire des solutions dégénérées est aussi une solution, on
a la liberté totale de choisir les coefficients ¢x_x pour Ky, ... ,K,,.

Ces observations simples acquiérent plus de substance lorsque les Uy ne
sont pas nuls, mais trés petits. I’analyse se divise naturellement en deux cas,
correspondant aux cas dégénéré et non dégénéré pour des électrons libres.
Cependant, la base de la distinction n’est maintenant pas I’égalité! exacte
de deux ou plusieurs niveaux d’électrons libres différents, mais I’égalité a des
termes d’ordre U prés.

Cas 1 Fixons k et considérons un vecteur particulier Ky du réseau réci-
proque tel que I'énergie Sﬁ_Kl. d’électrons libres soit trés éloignée des valeurs

de &) _k (pour tous les autres K) comparée & U (voir figure 9.1)? :

|€£7K1 — EE_K| > U, pour tout k fixé et tout K # K, (9.7)

1. Le lecteur familier de la théorie des perturbations stationnaires pourrait penser que
g’il n’y a pas de dégénérescence ezacte, on peut toujours prendre les différences entre les
niveaux trés grandes par rapport & U en considérant un U trés petit. Cela est en effet vrai
pour tout k donné. Cependant, une fois donné un U précis, aussi petit soit-il, on veut une
procédure valable pour tout k dans la premiére zone de Brillouin. Nous allons voir que,
pour un U aussi petit qu’il soit, nous pouvons toujours trouver quelques valeurs de k pour
lesquelles les niveaux non perturbés sont plus proches les uns des autres que U. Donc, ce
que nous faisons est plus subtil que la théorie conventionnelle des perturbations dégénérées.

2. Dans les inégalités de cette forme, U désignera une composante de Fourier typique du
potentiel.
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o

K; K k

F1G. 9.1 — Dans l'intervalle des k indiqué par la bande sombre, les niveaux £ _x,
et £_x d’électrons libres différent d’une énergie O(U).

Nous souhaitons étudier ’effet du potentiel sur le niveau d’électrons libres
donné par :

E=& _x,,» a-x=0, K#K, (9.8)

En posant K = K; dans ’équation (9.2) (et en utilisant la notation abré-
gée (9.4)), nous avons (en omettant le « prime » dans l'indice de sommation) :

(€& k)oK, = ZUK K, Ck—K (9.9)

Comme nous avons choisi la constante additive dans énergie potentielle de
telle sorte que Ug = 0 quand K = 0 (voir page 162), seuls les termes avec
K # K, interviennent dans le membre de droite de (9.9). Puisque nous étu-
dions la solution pour laquelle cx—x s’annule quand K # K, & la limite ou
U est nul, nous nous attendons & ce que le membre de droite de (9.9) soit
d’ordre 2 en U. Ceci peut étre confirmé en écrivant ’équation (9.2) pour
K # K, comme suit :

Uk, -KCk-K, Z Uk’ k'

1
el £ el (910

Ck-K =
K’ #K;

Nous avons extrait de la somme de (9.10) le terme en ck_k,, car il est d'un
ordre de grandeur plus grand que les termes restants, qui font intervenir
Cx_x' bour K +# K;. Cette conclusion dépend de I'’hypothése (9.7) se-
lon laquelle le niveau 512—1{1 n'est pas quasi dégénéré avec un autre & .
Cette quasi-dégénérescence pourrait entrainer que quelques-uns des numéra-
teurs dans (9.10) soient de lordre de U, éliminant ainsi le U explicite dans
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le numérateur et conduisant & des termes supplémentaires dans la somme
de (9.10) comparables au terme K = K;.
Par conséquent, pourvu qu’il n’y ait pas quasi-dégénérescence,

Uk, kCk-k,

Ck-K = g_gg <

+O(U?) (9.11)
En remplacant cette expression dans (9.9), on obtient :

Uk -k, Uk, -k
R L Z Kg KlgoK k-, + O(U?) (9.12)
k-K

Ainsi, le niveau d’énergie perturbé £ différe du niveau d’énergie Eﬁ_Kl d’élec-
tron libre par des termes d’ordre U?. Pour résoudre I’équation (9.12) en £ &
cet ordre, il suffirait alors de remplacer le £ dans le dénominateur du membre
de droite par £ y , conduisant & Pexpression® suivante pour &, correcte au
deuxiéme ordre en U :

U 2
E=& x, +. g(ﬂ—“_“gl— +OU?) (9.13)
K k—K

L’équation (9.13) affirme que les bandes non dégénérées faiblement pertur-
bées se repoussent, car tout niveau &) g en dessous de 512—1(1 donne un
terme dans (9.13) qui augmente la valeur de £, alors que tout niveau au-
dessus de Eﬁ_Kl donne un terme qui abaisse I’énergie. Cependant, I’aspect
le plus important qui ressort de cette analyse du cas non quasi dégénéré, est
simplement que le déplacement de I’énergie par rapport 4 la valeur d’électrons
libres est du second ordre en U. Dans le cas quasi dégénéré (comme nous al-
lons le voir maintenant), le déplacement de 1’énergie peut étre linéaire en U.
Par conséquent, a 'ordre dominant dans le potentiel périodique faible, ce sont
uniquement, les niveaux d’électrons libres quasi dégénérés qui sont déplacés de
maniére significative, et nous devons consacrer la plus grande part de notre
attention & ce cas important.

Cas 2 Supposons que la valeur de k est telle qu’il existe des vecteurs
Ki,... ,K,, du réseau réciproque d’énergies &y g ... ,Ep_g toutes dans
un intervalle d’ordre U les unes par rapport aux autres®, mais trés loin de
lautre valeur £2_p a I'échelle de U :

&0k — -k, |>U, i=1,...,m K+#K... K, (9.14)

Dans ce cas, nous devons traiter séparément les équations données par (9.2)
lorsque K est pris égal & n'importe laquelle des m valeurs Ky, -+ | K,,. Cela

3. Nous utilisons P’équation (8.34), U_k = Ug.
4. A deux dimensions, m ne peut pas depasser 2, mais & trois dimensions il peut étre
trés grand.



184 Chapitre 9 : Electrons dans un potentiel périodique faible

conduit & m équations correspondant & P'unique équation (9.9) dans le cas
non dégénéré. Dans ces m équations, nous séparons dans la somme les termes
contenant les coefficients ¢k-K;,J = 1,...,m, qui ne sont pas nécessairement
petits & la limite d’une interaction nulle, des cx_x restants, qui seront au plus
de l'ordre de U. Ainsi, nous avons

(5 - 5£~Ki)ck_Ki =

m
ZUKj_KzCkAK] + Z UKwKiCk,K, 1=1,...,m (9.15)
j=1 K#Kl,...aK'm

En faisant la méme séparation dans la somme, on peut écrire (9.2) pour les
niveaux restant comme suit :

1 m
k-K =z g0 % ZUKj—KCk—Kj + Z Uk’ K -k’
k-K ]:1 K, ;ﬁKl,»-- K

K#K,, ... K. (9.16)

(qui correspond & I’équation (9.10) dans le cas non quasi-dégénéré).
Puisque ck_k est au plus d’ordre U quand K # K,,... ,K,,, I’équation
(9.16) donne

_ 1
Ck-K = 5T

20 Z UKJ. ~KCk-K; t O(UQ) (9.17)
k—K

j=1

En remplacant dans (9.15), on trouve

m
0
(€ - &k, )ox-k, = Z Uk, -K,Ck K,
j=1

i Uk-x, Uk, -k
+ Z Z —g:?)_— Ck_Kj + O(US) (918)
=1 \K#£K,,... K, k-K

Comparons ceci avec le résultat (9.12) du cas non quasi dégénéré. Nous
avions trouvé une expression explicite du déplacement de I’énergie & I'ordre
U? (alaquelle Pensemble des équations (9.18) se réduit lorsque m = 1). Main-
tenant, nous trouvons qu’a une précision de lordre de U?, la détermination
de ces déplacements d’énergie dans les m niveaux quasi dégénérés se réduit
a la solution de m équations® couplées pour cx_xk,. De plus, les coefficients

5. Celles-ci sont en relation étroite avec les équations de la théorie dégénérée des per-
turbations, auxquelles elles se réduisent lorsque tous les SE-K sont rigoureusement égaux,
t = 1,---,m. (Voir L. D. Landau et E. M. Lifshitz, Mécanique quantique, Mir, 1975,
p. 164.)
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du second terme dans le membre de droite de ces équations sont d’ordre plus
élevé en U que ceux du premier® terme. Par conséquent, pour trouver les
contributions dominantes en U, on peut remplacer (9.18) par les équations
beaucoup plus simples :

(5 51( K, Ck K, ZUK —K,;Ck-K; 1=1,...,m (9.19)

qui sont naturellement les équations générales d’un systéme de m niveaux
quantiques’.

9.2 Niveaux d’énergie prés d’un seul
plan de Bragg

L’exemple le plus simple et le plus important de ’étude précédente est celui
de deux niveaux d’électrons libres situés dans un intervalle d’ordre U 'un par
rapport a lautre, mais trés loin de tous les autres niveaux en comparaison de
U. Quand cela se produit, ’équation (9.19) se réduit aux deux équations :

(€ — &k,)ek-K, = UKa—K,Ck-K,
(5 — 5£_K2)Ck—K2 = Uk, -K,Ck—K, (9.20)

Quand seulement deux niveaux interviennent, continuer a utiliser la conven-
tion de notation qui les indexe de maniére symétrique n’a plus de sens. Nous
introduisons donc les variables trés pratiques pour le probléme & deux ni-
veaux :

q=k—-K;, et K=K>-K; (9.21)
et nous écrivons (9.20) sous la forme

(5 - 58)0‘1 = UKCq_K
(€ — &3 k)tq-k = U_keq = Ugcq (9.22)

Nous avons :

0 ~ ¢0 (V] 0
ey~ e |68 ¢

(9.23)

6. Le numérateur est explicitement d’ordre U2, et comme seules les valeurs de K diffé-
rentes de K1, -- ,K,, interviennent dans la somme, il n’est pas d’ordre U lorsque £ est
proche de &) K, i=L,m

7. Remarquer que la regle empirique pour revenir de (9.19) 4 la forme plus précise (9.18)

consiste simplement & remplacer U par U’ , oll
Uk, -xUk-K;

£ — 50

/
Uk, K, = Uk;-k,; +
K#K,, K, k—-K
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F1G. 9.2 — (a) Si |q] = |q — K|, alors le point q doit se trouver sur le plan de Bragg
déterminé par K. (b) Si q est sur le plan de Bragg, alors le vecteur q—%K est
paralléle au plan.

Maintenant £J est égal & £}_x pour un certain vecteur du réseau réciproque
uniquement lorsque |q| = |q — K|. Cela signifie (figure 9.2a) que q doit étre
sur le plan de Bragg (voir chapitre 6) médiateur du segment qui joint I'origine
de Pespace des k au point K du réseau réciproque. L’affirmation selon laquelle
88 = SS_K, uniquement pour K = K requiert que q soit situé uniquement
sur ce plan de Bragg, et sur aucun autre.

Ainsi les conditions (9.23) signifient géométriquement que q doit étre
proche d’un plan de Bragg (mais pas proche de I'endroit ot deuz plans de
Bragg ou plus se coupent). Donc, le cas de deux niveaux quasi dégénérés
s’applique & un électron dont le vecteur d’onde satisfait presque & la condi-
tion d’une unique diffusion de Bragg®. Le cas général de plusieurs niveaux
quasi dégénérés s’applique également au traitement du niveau d’un électron
libre dont le vecteur d’onde est proche de celui on plusieurs réflexions de Bragg
peuvent se produire simultanément. Puisque les niveaux quasi dégénérés sont

8. Un faisceau de rayons X incident subit une réflexion de Bragg uniquement si son
vecteur d’onde se trouve sur un plan de Bragg (voir chapitre 6).
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les plus affectés par un potentiel périodique faible, on en conclut que les ef-
fets majeurs d’un potentiel périodigue faible se font sentir uniquement sur les
niveauz d’électrons libres dont les vecteurs d’onde sont proches de ceux ou les
réflexions de Bragg se produisent.

Nous étudierons de maniére systématique, aux pages 192 & 198, a quel
moment les vecteurs d’onde d’électrons libres sont, ou ne sont pas, sur des
plans de Bragg, ainsi que la structure générale que cela impose aux niveaux
d’énergie dans un potentiel faible. Tout d’abord examinons la structure des
niveaux que détermine (9.22) quand un seul plan de Bragg est & proximité.
Ces équations possédent une solution lorsque :

5_;53 . 5_(2[_]?( =0 (9.24)
Ce qui conduit & une équation quadratique
(€ —ENE - k) = Uk|? (9.25)
Les deux racines
) 50 3 g() 9 1/2
£=3(Eq+Eq )+ (——“ 2“’K> + Uk (9.26)

donnent Peffet dominant du potentiel périodique sur les énergies des deux
niveaux 82 et 5871( d’électrons libres lorsque q est proche du plan de Bragg
déterminé par K. Celles-ci sont représentées sur la figure 9.3.

Le résultat (9.26) est particuliérement simple pour les points se trouvant
sur le plan de Bragg puisque, si q est sur le plan de Bragg, £q = £3_g- D’on,

£ = 53 +|Uk|, q sur un seul plan de Bragg (9.27)

Ainsi, en tous les points du plan de Bragg, un niveau est uniformément élevé
de |Uk]| et Vautre est uniformément abaissé d’une méme quantité.
On peut aussi facilement vérifier  partir de {9.26) que, lorsque 88 = Eng,
o8 R, 1
3q —~(a-5K) (9.28)
autrement dit, lorsque le point q est sur le plan de Bragg, le gradient de & est
paralléle au plan (voir figure 9.2b). Puisque le gradient est perpendiculaire
aux surfaces sur lesquelles une fonction est constante, les surfaces d’énergie
constante au niveau du plan de Bragg sont perpendiculaires au plan®.
Lorsque q se trouve sur un seul plan de Bragg, on peut aussi déterminer
facilement la forme des fonctions d’ondes correspondant aux deux solutions

9. Ce résultat est souvent, mais pas toujours, vrai lorsque le potentiel périodique n’est
pas faible, car les plans de Bragg occupent des positions de symétrie assez élevée.
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o

F1G. 9.3 — Représentations des bandes d’énergie données par (9.26) pour q paralléle
a4 K. La bande inférieure correspond au choix du signe moins dans (9.26) et la bande
supérieure 3 celui du signe plus. Quand q :%K, les deux bandes sont séparées par
une bande interdite de largeur 2|Uk|. Lorsque q est trés loin du plan de Bragg, les
niveaux sont indistinguables (4 Pordre dominant) de leurs valeurs d’électrons libres
(représentées par des lignes en pointillé).

&= 58 + |Uk|. A partir de (9.22), lorsque & est donné par (9.27), les deux
coefficients cq et cq_x satisfont® a

cq = sgn{Uk )cq—x (9.29)

Puisque ces coeflicients sont les coefficients dominants du développement en
ondes planes (9.1), il s’ensuit que si U > 0, alors

1 2
lip(r)? (cos §K : r) , €=Eq+|Ukl
.1 2
() o (singK-x)" &= €5 Ukl
alors que si Uk < 0,
1 2
()] o (sin SK- r) , £ =EY+|Uk| (9.30)

1 2
()| o (COSEK.r)  E=E~ |Uk|

10. Pour simplifier, nous supposons ici que Uk est réel (le cristal posséde une symétrie
d’inversion).
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Parfois, les deux types de combinaisons sont appelés « type p » (JU°
sin? LK - r) et « type s » (J1o]> o cos? 3K - r) a cause de leur dépendance avec
la position prés des points du réseau. La combinaison de type s, comme un
niveau atomique s, ne s’annule pas la oul se trouve l'ion ; dans la combinaison
de type p, la densité de charge s’annule comme le carré de la distance & l'ion
pour des distances faibles, ce qui est aussi une caractéristique des niveaux
atomiques p.

9.3 Bandes d’énergie 4 une dimension

Nous pouvons illustrer ces conclusions & une dimension, ou la dégénéres-
cence la plus importante qui peut survenir est d’ordre deux. En l’absence
d’interactions, les niveaux d’énergie électroniques sont simplement des para-
boles en k (figure 9.4a). A I'ordre dominant dans le potentiel périodique faible
unidimensionel, cette courbe reste correcte sauf prés des « plans » de Bragg
(qui sont des points & une dimension). Lorsque ¢ est prés d’un « plan » de
Bragg correspondant au vecteur K du réseau réciproque (c’est-a-dire le point
%K ), les niveaux d’énergie corrigés sont déterminés en tragant une autre para-
bole d’électron libre centrée autour de K (figure 9.4b), en remarquant que la
dégénérescence au point d’intersection est levée et que les niveaux s’écartent
de 2|Uk]| de telle maniére que les deux courbes aient une pente nulle en ce
point, et enfin en retragant la figure 9.4b pour obtenir la figure 9.4c. La courbe
d’électron libre est alors modifiée comme indiqué sur la figure 9.4d. Lorsque
tous les plans de Bragg et leurs coefficients de Fourier associés sont inclus, nous
obtenons un ensemble de courbes telles que celles de la figure 9.4e. Cette fa-
¢on particuliére de représenter les niveaux d’énergie est appelée schéma des
zones étendues.

Si nous insistons pour spécifier tous les niveaux par un vecteur d’onde k
dans la premiére zone de Brillouin, nous devons alors translater les morceaux
de la figure 9.4e par des vecteurs du réseaun réciproque, vers la premiére zone
de Brillouin. Le résultat est indiqué sur la figure 9.4f. La représentation est
celle du schéma de zones réduites (voir page 169).

On peut aussi insister sur la périodicité de I'étiquetage dans 1'espace des
k en étendant périodiquement la figure 9.4f & travers tout 'espace des k pour
arriver & la figure 9.4g, qui souligne qu’un niveau particulier en k peut étre
décrit par n’importe quel vecteur d’onde qui difféere de & par un vecteur du
réseau réciproque. Cette représentation constitue le schéma des zones répétées
(voir page 169). Le schéma des zones réduites donne & chaque niveau un
indice k£ dans la premiére zone, alors que le schéma des zones étendues utilise
un étiquetage mettant en évidence la continuité avec les niveaux d’électrons
libres. Le schéma des zones répétées est la représentation la plus générale,
mais est hautement redondante, car le méme niveau est représenté plusieurs
fois, pour tous les vecteurs d’onde équivalents &k, k + K, k £ 2K, ...
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Fic. 9.4 - (a) La parabole &
en fonction de k pour I’électron
libre 3 une dimension. (b) Etape
1 de la construction pour déter-
miner la distorsion de la para-
bole d’électron libre au voisinage
d’un « plan » de Bragg, due a
un potentiel périodique faible. Si
le « plan » de Bragg est celui
déterminé par K, une deuxiéme
parabole d’électron libre est tra-
cée, centrée sur K. (c) Etape 2
de la construction pour détermi-
ner la distorsion de la parabole
d’électron libre au voisinage d’un
« plan » de Bragg. La dégénéres-
cence des deux paraboles a K/2
est levée. (d) Portions de la par-
tie (c) correspondant a la parabole
originale d’électron libre donnée
en (a). (e) Effet de tous les plans
de Bragg supplémentaires sur la
parabole d’électron libre. Cette
maniére particuliére de présenter
les niveaux électroniques dans un
potentiel périodique est appelée
schéma des zones étendues. (f)
Niveaux de (e) représentés selon
le schéma des zones réduites. (g)
Niveaux d’électrons libres de (e)
ou (f) dans le schéma des zones
Tépétées.

9.4 Courbes énergie-vecteur d’onde

a trois dimensions

A trois dimensions, la structure des bandes d’énergie est parfois représentée

en tracant £ en fonction de k le long de droites particuliéres dans I’espace des
k. De telles courbes sont, en général, présentées dans le schéma des zones
réduites puisque, pour des directions générales dans ’espace des k, elles ne
sont pas périodiques. Méme dans ’approximation des électrons parfaitement
libres, ces courbes sont, de maniére surprenante, trés complexes. La figure 9.5
en donne un exemple, construit en tracant, lorsque k varie le long des droites
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Quand Uk = 0, lorsque k traverse un plan de Bragg, ’énergie change
contintiment de la racine inférieure de (9.26) a la racine supérieure, comme
Pillustre la figure 9.4b. Quand Uk # 0, ce n’est plus le cas. L’énergie ne
change continiment avec k, lorsque le plan de Bragg est traversé, que si I'on
reste avec la racine inférieure (ou supérieure), comme V'illustre la figure 9.4c.
Pour changer de branche lorsque k varie de maniére continue, il est maintenant
nécessaire que l'énergie change de maniére discontinue d’au moins 2 |Uk]-

Nous verrons au chapitre 12 que cette séparation mathématique des deux
bandes se traduit par une séparation physique : quand 'action d’un champ
extérieur change le vecteur d’onde d’un électron, la présence de la bande
interdite requiert qu’en traversant le plan de Bragg, I’électron apparaisse dans
un niveau dont I'énergie reste dans la branche d’origine de £(k). C’est cette
propriété qui donne a la bande interdite son importance fondamentale pour
les propriétés de transport électronique.

9.6 Zones de Brillouin

L’utilisation de la théorie des électrons dans un potentiel périodique faible
pour déterminer la structure de bandes d’un cristal tridimensionel conduit 4
des constructions géométriques d’une grande complexité. Il est souvent trés
important de déterminer la surface de Fermi (page 167) et le comportement
de £(k) dans son voisinage immédiat.

En le faisant pour des potentiels faibles, la procédure consiste d’abord
A tracer la sphére de Fermi d’électron libre centrée sur k = 0. Ensuite, on
remarque que la sphére est déformée d’une maniére dont la figure 9.6 est ca-
ractéristique!! lorsqu’elle traverse un plan de Bragg, et d’une maniére propor-
tionnellement plus complexe lorsqu’elle passe prés de plusieurs plans de Bragg.
Quand les effets de tous les plans de Bragg sont pris en compte, ceci conduit
a représenter la surface de Fermi comme une sphére brisée dans le schéma
des zones étendues. Pour construire, dans le schéma des zones répétées, les
portions de la surface de Fermi situées dans les diverses bandes, on peut faire
une construction similaire, en commencant avec des sphéres d’électrons libres
centrées sur tous les points du réseau réciproque. Pour construire la surface
de Fermi dans le schéma des zones réduites, on peut revenir 4 la premiére zone
en translatant tous les morceaux de 'unique sphére brisée par des vecteurs
du réseau réciproque. Cette procédure est rendue systématique par la notion
géométrique de zones de Brillouin d’ordre supérieur.

Il faut se rappeler que la premiére zone de Brillouin est la maille primitive
de Wigner-Seitz du réseau réciproque (pages 85 et 103), c’est-a-dire 'ensemble
des points se trouvant plus prés de K = 0 que n’importe quel point du réseau
réciproque. Puisque les plans de Bragg coupent les droites joignant l'origine

11. Ceci se déduit de la démonstration de la page 187 selon laquelle une surface d’énergie
constante est perpendiculaire aux plans de Bragg quand ils se coupent, dans I’approximation
des électrons presque libres.
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(a) (b}

F1G. 9.6 — (a) Sphére d’électron libre coupant un plan de Bragg situé¢ a 1K de
Porigine (Ux = 0). (b) Déformation de la sphére d’électron libre prés d’un plan de
Bragg lorsque Uk # 0. La surface d’énergie constante coupe le plan en deux cercles
dont les rayons sont calculés dans le probléme 1.

aux points du réseau réciproque, on peut tout aussi bien définir la premiére
zone comme ’ensemble des points qui peuvent étre atteints & partir de ’origine
sans traverser aucun plan de Bragg'?.

Les zones de Brillouin d’ordre supérieur sont simplement des régions limi-
tées par les plans de Bragg, définis comme suit :

La premiére zone de Brillowin est Uensemble des points de 'espace des k
qui peuvent é&tre atteints & partir de lorigine sans traverser aucun des plans
de Bragg. La deuziéme zone de Brillouin est 'ensemble des points pouvant
étre atteints & partir de la premiére zone en traversant un seul plan de Bragg.
La (n+1)® zone de Brillouin est 'ensemble des points qui ne sont pas dans la
(n—1)° zone et qui peuvent étre atteints a partir de la n® zone en traversant
un seul plan de Bragg.

Autrement dit, la n zone de Brillouin peut étre définie comme étant
I’ensemble des points pouvant étre atteints a partir de l'origine en traversant
n — 1 plans de Bragg, mais pas moins.

iéme

Ces définitions sont illustrées & deux dimensions sur la figure 9.7. La sur-
face des trois premiéres zones pour des réseaux cfc et cc est représentée sur la
figure 9.8. Les deux définitions mettent en évidence le fait physique important
que les zones sont limitées par les plans de Bragg. Par conséquent, ce sont
des régions aux surfaces desquelles les effets d’un potentiel périodique faible
sont importants (c'est-a-dire, du premier ordre), mais a l'intérieur desquelles
les niveaux d’énergie d’électrons libres sont perturbés uniquement au second
ordre.

12. Nous ne prenons pas en considération les points se trouvant sur les plans de Bragg,
qui s’avérent étre communs aux surfaces de deux ou plusieurs zones. Nous définissons les
zones en termes de leurs points intérieurs.
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F1G. 9.7 — Illustration de la définition des zones de Brillouin pour un réseau de
Bravais carré bidimensionnel. Le réseau réciproque est aussi un réseau carré d’aréte
b. La figure montre tous les plans de Bragg (des lignes, en deux dimensions) se
trouvant dans un carré d’aréte 2b centré sur 'origine. Ces plans de Bragg divisent
ce carré en régions appartenant aux zones 1 4 6. (Cependant, seules les zones 1, 2
et 3 sont entiérement contenues dans le carré.)

Il est trés important de remarquer que toute zone de Brillouin est une
maille primitive du réseau réciproque. La raison en est que la n°® zone de
Brillouin est simplement I’ensemble des points ayant comme origine le n°
point du réseau réciproque le plus proche (un point K du réseau réciproque
est plus proche de k que k de Vorigine si et seulement si k est séparé de
Porigine par un plan de Bragg déterminé par K). Ceci étant donné, la preuve
que la n¢ zone de Brillouin est une maille primitive est identique & la preuve
de la page 85 selon laquelle la maille de Wigner-Seitz (c’est-a-dire la premiére
zone de Brillouin) est primitive, & condition que la phrase « n® plus proche
voisin » remplace « proche voisin » tout au long du raisonnement.

Puisque chaque zone est une maille primitive, il existe un algorithme simple
pour construire les branches de la surface de Fermi dans le schéma des zones
répétées!? :

1. Tracer la sphére de Fermi d’électron libre.

2. La déformer légérement (comme sur la figure 9.6) au voisinage immé-
diat de chaque plan de Bragg. (A la limite des potentiels extrémement
faibles, cette étape est parfois ignorée en premiére approximation).

13. La représentation de la surface de Fermi dans le schéma des zones répétées est la
plus générale. Aprés avoir examiné chaque branche dans toute sa splendeur périodique,
on peut prendre la maille primitive représentant, de la maniére la plus claire, la structure
topologique de I’ensemble (qui est souvent, mais en aucun cas toujours, la premiére zone
de Brillouin).
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(@ ®)

F1G. 9.8 — Surfaces de la premiére, seconde et troisiéme zones de Brillouin pour les
cristaux (a) cubiques centrés et (b) cubiques a faces centrées. (Seules les surfaces
externes sont représentées. Il découle de la définition de la page 193 que la surface
interne de la n° zone est identique A la surface externe de la (n — 1)° zone.) Les
surfaces limitant les zones deviennent évidemment de plus en plus complexes a
mesure que I'indice de zone augmente. Dans la pratique, il est souvent plus simple de
construire les surfaces de Fermi d’électrons libres en suivant des procédures (comme
celles décrites dans le probléme 4) qui évitent 'emploi de la forme explicite des
zones de Brillouin. (D’aprés R. Liick, these de Doctorat, Technische Hochschule,
Stuttgart, 1965.)

3. Prendre la portion de la surface de la sphére d’électron libre se trouvant
dans la n° zone de Brillouin, et la déplacer en utilisant tous les vecteurs
du réseau réciproque. La surface qui en résulte est la branche de la
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surface de Fermi (attribuée conventionnellement a la n® bande) dans le
schéma des zones répétées'?.

En régle générale, l'effet du potentiel périodique faible sur les surfaces
construites A partir de la sphére de Fermi d’électron libre sans I’étape 2, est
simplement d’arrondir les cotés et les sommets aigus. Si, cependant, une
branche de la surface de Fermi est constituée de petits morceaux de surface
(entourant des niveaux occupés ou inoccupés, appelés « poches d’électrons »
ou « poches de trous »), alors un potentiel périodique faible peut les faire
disparaitre. De plus, si la surface de Fermi d’¢lectron libre posséde des parties
de section efficace trés étroite, un potentiel périodique faible peut la rendre
discontinue en ces points.

D’autres constructions adaptées a 1’étude des électrons presque libres dans
des cristaux cfc sont illustrées sur la figure 9.10. Ces surfaces de Fermi
d’électrons presque libres sont d’une grande importance pour la compréhen-
sion des véritables surfaces de Fermi de nombreux métaux. Ceci sera illustré
au chapitre 15.

9.7 Facteur de structure géométrique
dans les réseaux monoatomiques & motif

Rien de ce qui a été dit jusqu’a présent n’a exploité d’autre propriété du
potentiel U(r) que sa périodicité, et par commodité, sa symétrie d’inversion.
Si nous prétons plus d’attention a la forme de U, en réalisant qu’il sera consti-
tué d’'une somme de potentiels atomiques centrés sur les positions des ions,
alors nous pouvons tirer d’autres conclusions qui sont importantes pour I’étude
de la structure électronique des réseaux monoatomiques & motif, telle que le
diamant et les structures hexagonales compactes.

Supposons que le motif est constitué d’ions identiques aux positions d;.
Le potentiel périodique U(r) est alors de la forme

Ur)=>"> ¢(r—R-d;) (9.31)
R J

14. Une autre procédure consiste & translater les morceaux de la surface de Fermi de
la premiére zone en utilisant les vecteurs du réseau réciproque qui déplacent les morceaux
de la n® zone dans laquelle ils se trouvent, vers la premiére zone. (De telles translations
existent puisque la n® zone est une maille primitive.) Ceci est illustré sur la figure 9.9. La
surface de Fermi dans le schéma des zones répétées est donc construite en translatant les
structures de la premiére zone qui en résultent par tous les vecteurs du réseau réciproque.
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(c} ) {e)

F1a. 9.9 — Sphére de Fermi d’électron libre d’'un métal cubique a faces centrées
de valence 4. La premiére zone se trouve entiérement a 'intérieur de la sphére,
et la sphére ne s’étend pas au-dela de la 4° zone. Par conséquent, les seules sur-
faces de la zone coupées par la surface de la sphére sont les surfaces (externes) des
deuxiéme et troisitme zones (cf. figure 9.8b). La surface de Fermi de la deuxiéme
zone est constituée des parties de la surface de la sphére se trouvant entiérement
dans le polyédre limitant la deuxiéme zone (c’est-a-dire, toute la sphére sauf les
parties s’étendant au-dela du polyédre en (a)). Quand ils sont translatés par des
vecteurs du réseau réciproque vers la premiére zone, les morceaux de la surface de
la deuxiéme zone donnent simplement la figure connexe représentée en (c). (Elle
est appelée « surface de trous » ; les niveaux qu’elle contient ont des énergies plus
élevées que ceux qui sont a 'extérieur). La surface de Fermi de la troisiéme zone est
constituée des parties de la surface de la sphére se trouvant en dehors de la deuxiéme
zone (c'est-a-dire, des parties dépassant le polyédre en (a)) qui ne se trouvent pas
a Pextérieur de la troisiéme zone (c’est-a-dire, qui sont contenues dans le polyédre
représenté en (b)). Quand ils sont translatés par des vecteurs du réseau réciproque
vers la premiére zone, ces morceaux de la sphére conduisent a la structure multi-
plement connexe représentée en (d). La surface de Fermi de la quatriéme zone est
constituée des parties restantes de la surface de la sphére se trouvant a I'extérieur
de la troisiéme zone (comme représenté en (b)). Quand elles sont translatées par
des vecteurs du réseau réciproque vers la premiére zone, elles forment des « poches
d’électrons » représentées en (e). Par souci de clarté, (d) et (e) représentent uni-
quement l'intersection des surfaces de Fermi des troisiéme et quatriéme zones avec
la surface de la premiere zone. (De R. Liick, op. cit.)
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Premiére zone Deuxiéme zone Troisiéme zone Quatriéme zone

Valence
Aucune Aucune

Valence
3 Aucune

F1G. 9.10 — Surfaces de Fermi d’électrons libres des métaux cubiques 4 faces centrées
de valence 2 et 3. (Pour la valence 1, la surface se trouve entiérement & 'intérieur
de la premiére zone et reste donc une sphére a 'ordre la plus bas ; la surface pour
la valence 4 est représentée sur la figure 9.9.) Toutes les branches de la surface de
Fermi sont représentées. Les mailles primitives dans lesquelles elles s’inscrivent ont
la forme et Dorientation de la premiére zone de Brillouin. Cependant, la maille est
en fait la premiére zone (c’est-a-dire, centrée sur K = 0) uniquement sur les figures
illustrant les surfaces de la deuxiéme zone. Sur les figures de la premiére et de la
troisiéme zones, K = 0 se trouve au centre de 'une des faces horizontales, alors que
pour la figure de la quatriéme zone, il se trouve au centre de la face hexagonale
en haut & droite (ou la face parallele opposée (cachée)). Les six petites poches
d’électrons constituant la surface de la quatriéme zone pour la valence 3 se trouvent
aux sommets de I’hexagone régulier obtenu en déplacant la face hexagonale dans la
direction [111] par la moitié¢ de la distance a la face qui lui est opposée. (D’aprés
W. Harrison, Phys. Rev. 118, 1190, (1960).) Des constructions analogues pour des
métaux cubiques centrés peuvent étre trouvées dans Particle de Harrison.

Si nous remplacons cette expression dans (8.32) pour Uk, il vient

1 .
Uk = _/ dre” T3 " ¢(r - R —d;)
U Jmaille R.j
_ 1 —iK-r
== /tout dre zqs(r —d;) (9.32)
’espace J

ou

Uk = ~6(K)Sk (9.33)
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ol p(K) est la transformée de Fourier du potentiel atomique,

oK) = rout dre T ¢(r) (9.34)
l’es()(}lace
et Sk est le facteur de structure géométrique que nous avons introduit lors
de notre étude de la diffraction des rayons X (chapitre 6) :

Sk =y e (9.35)
J

Par conséquent, lorsque le motif conduit & un facteur de structure nul
pour quelques plans de Bragg, c’est-a-dire lorsque les pics de diffraction des
rayons X sur ces plans sont absents, alors le coefficient de Fourier du potentiel
périodique associé & ces plans s’annule ; autrement dit, I'écart d’énergie a
l’ordre le plus bas entre les niveaux d’électrons libres disparait.

Ce résultat a une importance particuliére dans la théorie des métaux avec
une structure hexagonale compacte, dont le nombre dépasse 25 (table 4.4).
La premiere zone de Brillouin du réseau hexagonal simple est un prisme sur
une base hexagonale réguliére. Cependant, le facteur de structure associé aux
hexagones du haut et du bas du prisme est nul (probléme 3, chapitre 6).

Donc, selon la théorie des électrons presque libres, il n’y a, au premier
ordre, aucune décomposition des niveaux d’électrons libres sur ces faces. 1l
pourrait arriver que de petites décompositions, résultant d’effets du second
ordre (et d’ordres supérieurs), puissent encore se produire. Cependant, si
Phamiltonien & un électron est indépendant du spin, alors, dans la structure
he, on peut montrer que tout niveau de Bloch de vecteur d’onde k sur la face
hexagonale de la premiére zone de Brillouin est au moins deux fois dégénéré.
Par conséquent, la décomposition est rigoureusement nulle. Dans une telle
situation, il est souvent plus pratique de considérer une représentation de
la structure des zones dans laquelle on ignore en fait les plans sans bande
interdite. Les régions que l'on est alors amené & considérer sont appelées
zones de Jones ou zones larges.

9.8 Importance du couplage spin-orbite
aux points de symeétrie élevée

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré le spin de I’électron comme
étant dynamiquement inerte. Cependant, en réalité, un électron se déplacant
dans un champ électrique, tel que celui du potentiel périodique U(r), subit
un potentiel proportionnel au produit scalaire de son moment magnétique de
spin et du produit vectoriel de sa vitesse et du champ électrique. Cette in-
teraction supplémentaire est appelée couplage spin-orbite, et est d’une grande
importance en physique atomique (voir chapitre 31). Le couplage spin-orbite
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4

(a) Premidre zone (b) Deuxigme zone

(d) Quatriéme zone

©) Troisidme zone

F1G. 9.11 — Surface de Fermi d’électrons libres d'un métal hc divalent avec un rap-
port idéal c¢/a = 1,633. Puisque la structure hc est hexagonale simple avec deux
atomes par maille primitive, il faut placer quatre électrons par maille primitive.
La surface de Fermi qui en résulte apparait en plusieurs morceaux dont les noms
révélent un niveau intéressant d’imagination et de goit. (a) La casquette. La pre-
miere zone est presque entiérement remplie par la sphére d’électrons libres, mais
il existe des petites régions inoccupées dans les six coins supérieurs et les six coins
inférieurs. Celles-ci peuvent étre assemblées, par translations selon des vecteurs du
réseau réciproque, en deux des objets représentés. (b) Le monstre. Des portions
de la sphére d’électrons libres dans la deuziéme zone peuvent étre ramenées par
translation vers la premiére zone pour former I'une des grandes structures repré-
sentée dans le schéma de deuxiéme zone. Le monstre inclut les niveaux inoccupés.
(c) Des portions de la sphére d’¢lectrons libres dans la troisiéme zone peuvent étre
réassemblées en plusieurs surfaces entourant des électrons. Il y a une lentille, deux
cigares et trois papillons. (d) Les rares niveaux d’électrons libres occupés dans la
quatriéme zone peuvent étre réassemblés en trois poches du type dessiné.

Ces structures apparaissent quand il y a une décomposition significative des
niveaux d’électrons libres sur les faces hexagonales de la premiére zone due au cou-
plage spin-orbite. Lorsque le couplage spin-orbite est faible (comme c’est le cas dans
les éléments légers), la décomposition est négligeable sur ces faces, et les structures
appropriées sont celles représentées sur la figure 9.12. (D’aprés J. B. Ketterson et
R. W. Stark, Phys. Rev. 156, 751 (1967).)
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Fi1G. 9.12 — Une représentation de la surface de Fermi d’un métal hc divalent
obtenue en réassemblant les morceaux de la figure 9.11 qui étaient séparés les uns
des autres par les faces hexagonales horizontales de la premiére zone de Brillouin.
Les premiére et deuxiéme zones forment ensemble la structure de gauche, et les
nombreux morceaux de la troisiéme et de la quatriéme zone conduisent a la structure
de droite. Cette représentation ignore la décomposition due au couplage spin-orbite
a travers la face hexagonale. (D’aprés W. Harrison, Phys. Rev. 118, 1190 (1960).)

est important pour le calcul des niveaux d’électrons presque libres aux points
de 'espace des k de symeétrie élevée, puisqu’il arrive souvent que des niveaux,
qui sont rigoureusement dégénérés lorsqu’il est ignoré, se scindent en raison
du couplage spin-orbite.

Par exemple, la décomposition des niveaux électroniques sur les faces hexa-
gonales de la premiére zone des métaux hc est entiérement due au couplage
spin-orbite. Puisque Uintensité du couplage spin-orbite augmente avec le nu-
méro atomique, cette décomposition est appréciable dans les métaux hexago-
naux lourds, mais peut étre suffisamment faible pour étre négligée dans les
métaux plus légers. Il existe également deux procédés de construction des
surfaces de Fermi du type électron libre dans les métaux hexagonaux. Ils sont
illustrés sur les figures 9.11 et 9.12.

9.9 Problémes

1. Surface de Fermi d’¢électrons presque libres prés d’un seul plan
de Bragg

Pour étudier la structure de bandes d’électrons presque libres donnée
par (9.26) prés d’un plan de Bragg, il est pratique de mesurer le vecteur
d’onde q par rapport au point %K sur le plan de Bragg. Si nous écrivons
q= %K + k, et que nous séparions k en ses composantes parallele (k) et
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perpendiculaire (k1) 4 K, alors (9.26) devient

K2 K2 ) 1/2
£ =ERjy+ 5k (4% ps—ki + |Uk| (9.36)
2m 2m

Il est aussi pratique de mesurer énergie de Fermi £ par rapport & la valeur
la plus basse prise par 'une ou I'autre des bandes données par (9.36) dans le
plan de Bragg, en écrivant :

Er = Exy — U]+ A (9.37)

de telle sorte que, lorsque A < 0, aucune surface de Fermi ne coupe le plan
de Bragg.

(a) Montrer que, quand 0 < A < 2|Uk]|, la surface de Fermi se trouve
entiérement dans la bande inférieure et coupe le plan de Bragg suivant un
cercle de rayon

(9.38)

(b) Montrer que, si A > 2|Uk|, la surface de Fermi se trouve dans les
deux bandes, coupant le plan de Bragg suivant deux cercles de rayons p; et
p2 (figure 9.6), et que la différence d’aire des deux cercles est

dmm
T(p3 — p}) = Tz |Uk| (9.39)

(On peut mesurer 'aire de ces cercles directement dans certains métaux grace
a l'effet de Haas-van Alphen (chapitre 14), et, par conséquent, |Uk| peut étre
déterminé directement & partir de 'expérience pour ces métaux & électrons
presque libres.)

2. Densité de niveaux pour un modéle a deux bandes

Dans une certaine mesure, ce probléme est artificiel dans le sens o les
effets des plans de Bragg négligés peuvent conduire & des corrections d’ordre
comparable aux déviations que nous allons trouver ici & partir du résultat des
électrons libres. Toutefois, le probléme est instructif dans la mesure ou les
caractéristiques qualitatives sont générales.

Si nous écrivons q en termes de ses composantes paralléle (g;) et perpen-
diculaire (¢, ) a K, alors (9.26) devient

ﬁ2
E=_"10241+h .40
5L T +(qy) (9.40)
ou
1/2

o 10 1 : 2
hi(qﬂ):% qi|+§(K —h2qHK):|:i: [%§(K vQQHK)} +|UK|

(9.41)
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F1G. 9.13 — Densité de niveaux dans I'approximation a deux bandes. La ligne
en tirets est le résultat (2.63) des électrons libres. Remarquer que, contrairement
aux figures précédentes de ce chapitre, celle-ci montre explicitement les corrections
d’ordre deux au résultat des électrons libres loin du plan de Bragg.

est une fonction uniquement de g. La densité de niveaux peut étre évaluée &
partir de (8.57) en effectuant I'intégrale dans une maille primitive appropriée
sur les vecteurs d’onde q en coordonnées cylindriques avec l'axe z le long
de K.

(a) Montrer que, lorsque l'intégrale sur q est effectuée, le résultat pour
chaque bande est

1 2m max min
:W(—ﬁ;)(q” —q™) (9.42)

9(&)
ou, pour chaque bande, g™ et ql‘l’“‘n sont les solutions de £ = h(qy). Vérifier
que le résultat familier des électrons libres est obtenu 4 la limite [Uk| — 0.

(b) Montrer que

min 2mé max 1
a9 =\ e + O(Uf(), (€>0), q = §K (9.43)

pour la bande inférieure, si la surface d’énergie constante (& ’énergie £) coupe
le plan de la zone (c'est-a-dire, &y, — Uk | < £ < £ j, + |Uk|)-
(¢c) Montrer que la bande supérieure (9.42) devrait étre interprétée comme
conduisant & la densité de niveaux
1 2m, oo 1
9+(€) = m(ﬁ)(q“ - QK)’ pour £ > €z + |Uk]| (9.44)
(d) Montrer que dg/d€ est singulier en & = £k /2 & |Uk|, de telle sorte
que la densité de niveaux a la forme représentée sur la figure 9.13. (Ces
singularités ne sont particuliéres ni au potentiel faible ni aux approximations
a deux bandes. Voir page 172.)
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S

F1G. 9.14 — Premiére zone de Brillouin pour un cristal cubique a faces centrées.

3. Effets du potentiel périodique faible aux endroits de ’espace
des k ou les plans de Bragg se rencontrent

Considérons le point W (kw = (28)(1,3,0)) de la zone de Brillouin
de la structure cfc représentée sur la figure 9.14. Ici, trois plans de Bragg
((200),(111),(111)) se rencontrent, et, par conséquent, les énergies d’électrons

libres

£ = %1&

&) = % <k—2§(1,1,1))2

&Y = % (k—%ﬂu,m))g

&) = % (k—Q—;E(Q,O,O))Z (9.45)

sont dégénérées quand k = kyw, et égales 4 Ew = %k%v
(a) Montrer que, dans une région de ’espace des k prés de W, les énergies

au premier ordre sont données par les solutions'® de

Q- v, U U
U, &-¢ U U
U, U, &-€£ U
v, U, U £&9-¢

=0

ou Uy = Uagg, Uy = Urn = U1, et, qu’en W, les racines sont
E=Ew — U, (deuxfois), &€ =&w + U +2U; {9.46)

(b) En utilisant une méthode similaire, montrer que les énergies au point

15. Supposer que le potentiel périodique U posséde la symétrie d’inversion, de telle sorte
que les Uk soient réels.
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|
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(b}

F1G. 9.15 — (a) Les sept premiéres zones de Brillouin pour un réseau carré bidimen-
sionnel. A cause de la symétrie du résean, il est nécessaire de représenter seulement
le huitiéme de la figure. Le reste peut &tre reconstruit par réflexion par rapport aux
droites en tirets (qui ne sont pas les bords des zones). (b) Surface de Fermi dans
la troisiéme zone pour un réseau carré avec gquatre électrons par maille primitive.
(L’échelle en (b) a été dilatée de maniére considérable.)

U (kv = (%5)(1, , 7)) sont
1 A
E=Ey—Us, 8:8U+%U2i§(U22+8U12)1/2 (9.47)

2 «
ou &y = -h——ké.

2m

4. Définition alternative des zones de Brillouin

Soit k un point de l'espace réciproque. Supposons que des sphéres de
rayon k soient dessinées autour de chaque point K du réseau réciproque sauf
autour de lorigine. Montrer que, si k est a l'intérieur de n — 1 sphéres, et
sur la surface d’aucune d’elles, alors il se trouve & U'intérieur de la n® zone de
Brillouin. Montrer que, si k est a Uintérieur de n — 2 sphéres et sur la surface
de m sphéres supplémentaires, alors c’est un point commun aux bords des
n® (n+1)%, ..., (n+ m)® zones de Brillouin.
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5. Zones de Brillouin dans un réseau carré bidimensionnel

Considérons un réseau carré bidimensionnel de constante de réseau a.

(a) Ecrire, en unités de 27 /a, le rayon du cercle pouvant contenir m élec-
trons libres par maille primitive. Construire une table donnant la liste des
zones parmi les sept premiéres du réseau carré (voir figure 9.15a) qui sont
complétement pleines, qui sont partiellement vides et qui sont complétement
vides pour m = 1,2,... ,12. Vérifier que si m < 12, les niveaux occupés se
trouvent entiérement & lintérieur des sept premiéres zones, et que, lorsque
m > 13, les niveaux de la huitiéme zone et des zones supérieures deviennent
occupés.

(b) Dessiner des schémas dans des mailles primitives appropriées de toutes
les branches de la surface de Fermi pour les cas 1,2,...,7. La surface de la
troisiéme zone pour m = 4, par exemple, peut étre représentée comme sur la
figure 9.15b.



Chapitre 10

Méthode des liaisons fortes

Combinaisons linéaires d’orbitales atomiques
Applications aux bandes des niveaux S
Caractéristiques générales des niveaux de liaisons fortes
Fonctions de Wannier

U CHAPITRE 9, nous avons calculé les niveaux électroniques d’un métal en
le considérant comme un gaz d’électrons de conduction presque libres,
faiblement modifié par le potentiel périodique des ions. Nous pouvons aussi
prendre un point de vue tout 2 fait différent, en considérant un solide (métal
ou isolant) comme une collection d’atomes neutres intéragissant faiblement.
Comme exemple extréme, imaginons que l’on rassemble un groupe d’atomes
de sodium dans un réseau cubique centré avec une constante de réseau de
Pordre du centimétre plutét que de Vangstrom. Tous les électrons seraient
alors dans des niveaux atomiques localisés aux sites du réseau, sans aucune
ressemblance avec les combinaisons linéaires de quelques ondes planes décrites
au chapitre 9.

Si nous devions diminuer la constante artificiellement élevée de notre ré-
seau d’atomes de sodium & une certaine valeur plus grande que la constante
réelle du réseau du sodium métallique, il nous faudrait modifier I'identification
que nous venons de faire entre les niveaux électroniques du réseau et ceux des
atomes de sodium isolés. Ceci deviendrait nécessaire pour un niveau atomique
particulier, si la distance interatomique devenait comparable & 'extension
spatiale de sa fonction d’onde, puisqu’un électron dans le niveau en question
sentirait la présence des atomes voisins.

La situation réelle, en ce qui concerne les niveaux 1ls, 2s, 2p et 3s du
sodium atomique, est représentée sur la figure 10.1. Les fonctions d’onde
atomiques de ces niveaux sont dessinées autour de deux noyaux séparés de
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3,7 A, distance entre plus proches voisins dans le sodium métallique. Le re-
couvrement des fonctions d’onde 1s centrées sur deux sites est parfaitement
négligeable, indiquant que ces niveaux atomiques sont essentiellement inchan-
gés dans le sodium métallique. Le recouvrement des niveaux 2s et 2p est
extrémement faible, et ’on pourrait espérer trouver des niveaux dans le mé-
tal qui soient trés proches de ceux-ci. Cependant, le recouvrement des niveaux
3s (qui portent les électrons atomiques de valence) est considérable, et il n’y
a aucune raison pour que les niveaux électroniques réels du métal ressemblent
4 ces niveaux atomiques.

L’approzimation des liaisons fortes permet de traiter le cas ot le recouvre-
ment des fonctions d’onde atomiques est suffisant pour exiger des corrections
a la représentation d’atomes isolés, mais pas assez pour rendre la description
atomique complétement inappropriée. L’approximation est utile surtout pour
décrire les bandes d’énergie émanant des couches d partiellement remplies des
atomes d’un métal de transition et pour décrire la structure électronique des
isolants.

Mise & part son utilité pratique, ’approximation des liaisons fortes donne
une vision instructive des niveaux de Bloch, complémentaire de l'image des
électrons presque libres, permettant de réconcilier, d’une part, les caracté-
ristiques apparemment contradictoires des niveaux atomiques localisés, et,
d’autre part, les niveaux d’ondes planes du type électrons libres.

10.1 Formulation générale

Pour développer approximation des liaisons fortes, nous supposons qu’au
voisinage de chaque noeud du réseau, ’hamiltonien périodique total du cristal,
H , peut s’écrire approximativement comme ’hamiltonien H,¢ d’un seul atome
localisé au nceud du réseau. Nous supposons également que les niveaux liés
de ’hamiltonien atomique sont bien localisés ; autrement dit, si ¢, est un
niveau lié de H,; pour un atome situé & 'origine,

alors on impose a 1, d’étre trés petit lorsque r dépasse une distance de ’ordre
de la constante de réseau, que nous appellerons « portée » de .

Dans le cas extréme ot ’hamiltonien du cristal commence a différer de
H,; (pour un atome dont la position sur le réseau est prise pour origine),
uniquement & des distances de r = 0 dépassant la portée de 1, (r), la fonction
d’onde 9, (r) constituera une excellente approximation de la fonction d’onde
de I’état stationnaire de Phamiltonien total, de valeur propre E,. 1l en sera
aussi de méme pour les fonctions d’onde ¥, (r — R) pour tout R du réseau de
Bravais, puisque H a la périodicité du réseau.
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F1G. 10.1 — Fonctions d’onde électroniques calculées des niveaux du sodium ato-

mique tracées auntour de deux noyaux séparés par la distance entre plus proches
voisins dans le sodium métallique, 3,7 A. Les traits pleins représentent ri(r) pour
les niveaux 1s, 2s et 3s. La courbe en tirets représente r multiplié par la fonction
d’onde radiale pour les niveaux 2p. Noter que les courbes 3s se recouvrent de ma-
niére considérable, que les courbes 2s et 2p se recouvrent trés peu, et que les courbes
1s ne se recouvrent presque pas. Ces courbes sont extraites des calculs de D. R.
Hartree and W. Hartree, Proc. Roy. Soc. A193, 299 (1948). L’échelle sur I'axe des
r est en angstrom.

Pour calculer les corrections a ce cas extréme, nous écrivons I’hamiltonien
H du cristal comme suit :

H = Hy + AU(r) (10.2)

ou AU(r) contient toutes les corrections du potentiel atomique requises pour
reconstruire le potentiel périodique total du cristal (voir figure 10.2). Si
¥ (r) vérifie Péquation atomique de Schrodinger (10.1), elle satisfera aussi
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.

i

F1G. 10.2 — La courbe inférieure représente la fonction AU(r) tracée le long d’une
ligne de sites atomiques. Lorsque AU(r) est additionné & un seul potentiel atomique
localisé & ’origine, le potentiel périodique total U{(r) est reconstitué. La courbe su-
périeure représente r multiplié par une fonction d’onde atomique localisée & I’origine.
Lorsque r¢(r) est grand, AU(r) est petit, et vice versa.

a l’équation de Schrodinger du cristal (10.2), & condition que AU(r) s’annule
en tout point ot 1, (r) est non nul. Si ¢’était effectivement le cas, alors chaque
niveau atomique ¥, (r) donnerait N niveaux dans le potentiel périodique, de
fonctions d’onde 3, (r — R), pour chacun des N sites R du réseau. Pour
préserver la description de Bloch, on doit trouver N combinaisons linéaires
de ces fonctions d’ondes dégénérées satisfaisant a la condition de Bloch (voir
Eq. (8.6)) :

Y(r + R) = e Ryj(r) (10.3)

Les N combinaisons linéaires que nous recherchons sont

Ynk(r) = > e* Ry (r—R) (10.4)
R

ot k parcourt les N valeurs de la premiére zone de Brillouin compatibles avec
la condition aux limites de Born-von Karman'. La condition de Bloch (10.3)

1. Sauf lorsqu’on étudie explicitement les effets de surface, il faut éviter la tentation
de décrire un cristal fini en restreignant la sommation sur R dans (10.4) aux sites d’une
portion finie du réseau de Bravais. Il est beaucoup plus pratique de sommer sur un réseau de
Bravais infini (la somme convergeant rapidement a cause de la courte portée de la fonction
d’onde atomique ) et de représenter le cristal fini avec la condition aux limites habituelle
de Born-von Karman qui impose la restriction standard (8.27) & k, lorsque la condition
de Bloch est vérifiée. Si la somme est prise sur tous les sites, par exemple, il est alors
permis de remplacer la variable R’ par R = R - R, de la deuxiéme & la derniére ligne de
Péquation (10.5).
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est vérifiée pour les fonctions d’onde (10.4) en remarquant que

Yr+R) = ¢* Ry, r+ R-R) (10.5)
R/

— Rk (R Ry o (R -R))
R/

— oikR Z eikflwn(r ~R)
R

= e’ Ry(r)

Par conséquent, les fonctions d’onde (10.4) vérifient la condition de Bloch
avec un vecteur d’onde k, tout en gardant le caractére atomique des niveaux.
Cependant, les bandes d’énergie ainsi obtenues ont trés peu de structure,
En(k) étant simplement ’énergie du niveau atomique E,, quelle que soit la
valeur de k. Pour remédier & cette faiblesse, il faut prendre en compte une
hypothése plus réaliste qui consiste & prendre un v, (k) plus petit, mais pas
exactement nul, avant que AU(r) ne devienne appréciable (voir figure 10.2).
Ceci suggére de chercher une solution de I’équation de Schrédinger pour tout
le cristal qui retienne la forme générale de (10.4)? :

¥(r) =) e To(r —R) (10.6)
R

mais avec une fonction ¢(r) qui n’est pas nécessairement une fonction d’onde
atomique exacte de I’état stationnaire, mais une fonction qui reste a détermi-
ner par des calculs plus poussés. Si le produit AU(r)y,(r), bien qu’il ne soit
pas nul, est extrément petit, on pourrait s’attendre & ce que la fonction ¢(r)
soit trés proche de la fonction d’onde atomique v, (r) ou bien des fonctions
d’onde avec lesquelles 9, (r) est dégénérée. Dans cette attente, on cherche
un ¢(r) pouvant étre développé en un nombre relativement petit de fonctions
d’onde atomiques localisées®? :

$(r) = butla(r) (10.7)

2. Il s’avére que (voir page 221) toute fonction de Bloch peut étre écrite sous la
forme (10.6), la fonction ¢ étant appelée fonction de Wannier, et ainsi, cette hypothése
n’enléve aucune généralité & notre étude.

3. En n’incluant que les fonctions d’onde atomiques localisées (c’est-a-dire, liées)
dans (10.7), nous faisons notre premiére approximation sérieuse. Un ensemble complet
de niveaux atomiques inclut aussi les fonctions ionisées. C’est en ce point que la méthode
cesse de s’appliquer aux niveaux bien décrits par I’approximation des électrons presque
libres.

4. A cause de cette méthode d’approximation de ¢, la méthode des liaisons fortes est
parfois appelée méthode des combinaisons linéaires d’orbitales atomiques, (« linear combi-
nation of atomic orbitals ») (LCAO).
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Si nous multiplions I’équation de Schrodinger du cristal

Hip(r) = (Haw + AU(x))9(r) = E(k)(r) (10.8)

par la fonction d’onde atomique 17, (r), intégrons sur tous les r, et utilisons
le fait que

[ty = [ (Havn ) vleydr = B [ 65,0 (109)

nous trouvons que

) / Y (E)p(r)dr = / G5, () AU (r)(r)dr (10.10)

En insérant (10.6) et (10.7) dans (10.10) et en utilisant I’orthonormalité des
fonctions d’onde atomiques,

[ @0 =5, (10.11)

on aboutit & une équation aux valeurs propres déterminant les coefficients
by, (k) et les énergies de Bloch (k) :

(1B = ~(€0)-En) 3 | 3 [ 0iu(e)n(e - R T | b,

n R#0

Y ( / zp:n(r)AU(r)wn(r)dr) b

+3 Z/wm YAU (r)¢n (r — R)e™*Rdr | b, (10.12)

n R#0

Le premier terme dans le membre de droite de P’équation (10.12) fait in-
tervenir des intégrales de la forme®

/dr i () (r — R) (10.13)

Nous interprétons notre hypothése des niveaux atomiques bien localisés comme
signifiant que (10.13) est petit devant un. Nous supposons que les intégrales
dans le troisiéme terme du membre de droite de I'équation (10.12) sont petites,
car elles font aussi intervenir le produit de deux fonctions d’onde atomiques

5. Les intégrales contenant un produit de deux fonctions d’onde centrées sur différents
neeuds du réseau sont appelées intégrales de recouvrement. L’approximation des liaisons
fortes exploite la petitesse de ce recouvrement. Elles jouent aussi un role important dans
la théorie du magnétisme (chapitre 32).
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centrées sur des sites différents. Enfin, nous supposons que le deuxiéme terme
du membre de droite de ’équation (10.12) est petit car nous nous attendons
4 ce que les fonctions d’onde atomiques deviennent petites sur des distances
suffisamment grandes pour que le potentiel périodique dévie de maniére ap-
préciable du potentiel atomique’.

Par conséquent, le membre de droite de (10.12) (et ainsi (€(k)—Em)bm)
est toujours petit. Ceci est possible si £(k)—E,, est petit chaque fois que by,
ne lest pas (et vice versa). Ainsi, £(k) doit étre proche d’un niveau atomique,
Ey par exemple, et tous les b, sauf ceux correspondant & ce niveau, et aux
niveaux dégénérés (ou d’énergies proches) qui 'accompagnent, doivent étre
petits’ :

E(k) =~ Fy, bp=~0 saufsi B, ~FEp (10.14)

Si les estimations (10.14) étaient des égalités strictes, on reviendrait au
cas extréme ou les niveaux du cristal sont identiques aux niveaux atomiques.
Cependant, nous pouvons maintenant déterminer les niveaux dans le cristal de
maniére plus précise, en exploitant (10.14) pour estimer le membre de droite de
(10.12) en permettant & la somme sur n de parcourir uniquement les niveaux
dont les énergies sont soit dégénérées avec Ey soit trés proches de Fy. Si le
niveau atomique 0 n’est pas dégénéré®, c’est-a-dire un niveau s, alors, dans
cette approximation, (10.12) se réduit & une seule équation fournissant une
expression explicite de P’énergle de la bande émanant de ce niveau s (appelée,
en général, « bande s »). Si nous nous intéressons aux bandes émanant d’un
niveau atomique p, qui est trois fois dégénéré, alors (10.12) conduirait & un
ensemble de trois équations homogeénes, dont les valeurs propres fourniraient
les £(k) pour les trois bandes p, et dont les solutions b(k) fourniraient les
combinaisons linéaires appropriées des niveaux atomiques p construisant ¢
aux différents k de la zone de Brillouin. Pour obtenir une bande d & partir
des niveaux atomiques d, il faudrait résoudre une équation séculaire 5 x 5, etc.

6. Les bases de cette derniére hypothése sont moins stables que les autres, puisque les
potentiels ioniques ne décroissent pas nécessairement aussi rapidement que les fonctions
d’onde atomiques. Cependant, elle joue un role moins critique dans la détermination des
conclusions que nous voulons atteindre, puisque le terme en question ne dépend pas de k.
En un sens, ce terme corrige simplement les potentiels atomiques a l'intérieur de chaque
maille pour inclure les champs des ions a l’extérieur de celle-ci ; il peut &tre rendu aussi petit
que les deux autres termes par une redéfinition judicieuse de ’hamiltonien et des niveaux
« atomiques ».

7. Remarquer la similarité de ce raisonnement avec celui que nous avons utilisé, aux pages
180 4 185. La-bas, cependant, nous avions conclu que la fonction d’onde était une combinai-
son linéaire seulement d’un nombre faible d’ondes planes, dont les énergies d’électrons libres
étaient trés proches les unes des autres. Ici, nous concluons que la fonction d’onde peut
étre représentée, en utilisant (10.7) et (10.6), seulement par un nombre faible de fonctions
d’onde atomiques, dont les énergies atomiques sont trés proches les unes des autres.

8. Pour le moment, nous ignorons le couplage spin-orbite. Nous pouvons donc nous
concentrer entiérement sur les parties orbitales des niveaux. On peut tenir compte du spin
simplement en multipliant les fonctions d’onde orbitales par des spineurs appropriés, et en
doublant la dégénérescence de chacun des niveaux orbitaux.
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Si les £(k) déviaient considérablement des valeurs atomiques en un cer-
tain k, il serait nécessaire de répéter la procédure, en ajoutant au dévelop-
pement (10.7) de ¢ les niveaux atomiques supplémentaires dont les énergies
sont approchées par £(k). En pratique, par exemple, on résout une équation
séculaire 6 x 6 incluant aussi bien les niveaux d que les niveaux s dans le calcul
de la structure de bandes des métaux de transition, qui ont, a I’état atomique,
une couche s externe et une couche d partiellement remplie. Cette procédure
est appelée « mélange s-d » ou « hybridation ».

Les fonctions d’onde atomiques ont souvent une portée tellement courte
que seuls les termes de plus proches voisins doivent étre retenus dans la
somme sur R de (10.12), ce qui simplifie beaucoup ’analyse ultérieure. Nous
illustrons briévement la structure de bandes qui apparait dans le cas le plus
simple®.

10.2 Application & une bande s émanant
d’un seul niveau atomique s
Si tous les coefficients b dans (10.12) sont nuls sauf celui correspondant a

un seul niveau atomique s, alors (10.12) donne directement la structure de
bandes de la bande s correspondante :

£k) = 5, 7 - %;832:2 (10.15)
oit E, est I'énergie du niveau atomique s, et
f=_ / drAU(r) [¢(r)[? (10.16)
o(R) = / drg” (r)(r — R) (10.17)
et
Y(R) = — / drg™ (1) AU (r)é(x — R) (10.18)

Les coefficients (10.16) & (10.18) peuvent étre simplifiés en faisant appel
a une certaine symétrie. Puisque ¢ est un niveau s, ¢(r) est réel et dépend
uniquement de la norme r. Il g’ensuit que a{—R) = «(R). Ceci et la sy-
métrie d’inversion du réseau de Bravais, qui requiert que AU(—r) = AU(r),
impliquent aussi que v(—R) = ~v(R). Nous ignorons les termes en o dans
le dénominateur de (10.15), puisqu’ils conduisent & de faibles corrections du

9. Le cas le plus simple est celui d’une bande s. Le cas le plus compliqué suivant, une
bande p, est étudié dans le probiéme 2.



Physique des solides 215
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Fi1G. 10.3 — Les 12 plus proches voisins de l'origine dans un réseau cubique a faces
centrées avec la maille conventionnelle cubique d’aréte a.

numérateur. Une derniére simplification vient de 'hypothése selon laquelle
seules les distances entre plus proches voisins donnent des intégrales de recou-
vrement appréciables.

Mettant ensemble toutes ces observations, on peut simplifier (10.15) en

£(k) = E,— - Y 7(R)cosk-R, (10.19)

p.p-v.

otl la somme est effectuée uniquement sur les R du réseau de Bravais joignant
Porigine & ses plus proches voisins.

Pour étre explicite, appliquons (10.19) & un cristal cubique a faces centrées.
Les 12 plus proches voisins de Porigine (voir figure 10.3) sont situés en

R :g(il, +1,0), g(ﬂ,o, +1), g(o,il, £1) (10.20)
Si k = (ks, ky, k), alors les 12 valeurs correspondantes de k - R sont,
k-R:g(iki,ﬂ:kj), L,]=T,4;Y,2; 2, (10.21)

AU(r) = AU(z,y, z) posséde la symétrie cubique compléte du réseau, et
est donc invariant par permutation de ses arguments ou par changement de
leurs signes. Ceci, et le fait que la fonction d’onde ¢(r) du niveau s dépend
uniquement de la norme de r, impliquent que v(R) est la méme constante
pour les 12 vecteurs (10.20). Par conséquent, la somme dans (10.19) donne,
a laide de (10.21) :

k(I) k k kz kz
Ek)=E; — 3 —4v <cos Ta cos—yz-—CE + cos%acos 2a + cos 2a cos ——2——>
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Viry Niveaux d'énergie
r (Espacement)-!

Bandes,
chacune
avec

N valeurs
de k

e,
Niveaux N-fois (b)
dégénérés

FiG. 10.4 - (a) Représentation schématique des niveaux électroniques non dégénérés
dans un potentiel atomique. (b) Niveaux d’énergie pour ces N atomes dans un réseau
périodique, tracés en fonction de l'inverse de la distance interatomique moyenne.
Quand les atomes sont loin les uns des autres (intégrales de recouvrement faibles), les
niveaux sont presque dégénérés, mais quand les atomes sont plus proches (intégrales
de recouvrement importantes), les niveaux s’élargissent en bandes.

a

1= [@re @ DAV 0@ - 5oy - 5.2) (10.23)

L’équation (10.22) révele la propriété caractéristique des bandes d’énergie
de liaisons fortes : la largeur de la bande, c’est-a-dire, 'intervalle entre les
énergies minimale et maximale de la bande, est proportionnelle & la faible
intégrale de recouvrement ~. Par conséquent, les bandes de liaisons fortes
sont des bandes étroites, et plus le recouvrement est faible, plus la bande
est étroite. A la limite de recouvrement nul, la largeur de la bande s’annule
aussi, et la bande devient N fois dégénérée, correspondant au cas extréme ol
I’électron se trouve simplement sur n’importe lequel des N atomes isolés. La
dépendance de largeur de bande avec l'intégrale de recouvrement est illustrée
sur la figure 10.4.

En plus du fait qu’elle refléte l'effet du recouvrement sur la largeur de
bande, I'équation {10.22) illustre plusieurs propriétés générales de la structure
de bandes d’un cristal cubique & faces centrées qui ne sont pas propres aux
cas des liaisons fortes. Parmi celles-ci, on a typiquement les suivantes :

1. A la limite de ka petit, (10.22) se réduit a :

E(kK) = Ey — 8 — 12y + vk*a® (10.24)
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F1G. 10.5 — Premiére zone de Brillouin pour les cristaux cubiques a faces centrées.
Le point I' est au centre de la zone. Les noms K, L, W et X sont communément
utilisés pour les points de symeétrie élevée des bords de la zone.

Ceci est indépendant de la direction de k — autrement dit, les surfaces
10

d’énergie constante au voisinage de k = 0 sont sphériques™®.

2. Silon trace & le long de n’importe quelle droite perpendiculaire & I'une
des faces carrées de la premiére zone de Brillouin (figure 10.5), elle coupe
la face carrée avec une pente nulle (probléme 1).

3. Sil’on trace £ le long de n’importe quelle droite perpendiculaire & 'une
des faces hexagonales de la premiére zone de Brillouin (figure 10.5), en
général, elle ne coupe pas nécessairement la face avec une pente nulle
(probléme 1)1

10.3 Remarques générales sur la méthode
des liaisons fortes

1. Dans les cas d’intérét pratique, plus d’un niveau atomique interviennent
dans le développement (10.7), conduisant & une équation séculaire 3 x 3 dans
le cas de trois niveaux p, et 4 une équation séculaire 5 x 5 dans le cas de cing
niveaux d, etc. La figure 10.6, par exemple, présente la structure de bandes
qui ressort des calculs de liaisons fortes utilisant les niveaux atomiques 3-d
cinq fois dégénérés du nickel. Les bandes sont tracées pour trois directions
de symétrie dans la zone, chacune ayant son ensemble de dégénérescences

caractéristiques*?.

10. Ceci peut étre démontré de maniére trés générale pour toute bande non dégénérée
dans un cristal & symétrie cubique.

11. A comparer avec le cas des électrons presque libres (page 187), ot le taux de variation
de £ le long d’une droite normale a un plan de Bragg s’avérait toujours étre nulle lorsque
le plan était traversé en des points éloignés de tout autre plan de Bragg. Le résultat des
liaisons fortes illustre la possibilité, plus générale, qui survient en raison de I’absence de
plan de symétrie miroir paralléle 4 la face hexagonale.

12. Les bandes calculées sont tellement larges qu’elles jettent un doute sur la validité de
la totalité du développement. Des calculs plus réalistes devraient tenir compte, au moins,
des effets du niveau 4s.
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F1G. 10.6 — Calculs de liaisons fortes des bandes 3d du nickel. (G. C. Fletcher, Proc.
Phys. Soc. A65, 192 (1952).) Les énergies sont données en unités de & = 1, 349 eV,
ainsi les bandes ont une largeur de 2,7 €V environ. Les droites le long desquelles

& est tracée sont représentées sur la figure 10.5. Remarquez les dégénérescences
caractéristiques le long de I'X et I'L, ainsi que 'absence de dégénérescence le long
de TK. La grande largeur des bandes révéle 'insuffisance d’un traitement aussi
élémentaire.

2. Une caractéristique trés générale de la méthode des liaisons fortes est la
relation entre la largeur de bande et les intégrales de recouvrement

75 (R) = / drg} (1) AU(r)d5(r - R) (10.25)

Si les v;; sont petits, alors la largeur de bande est proportionnellement
faible. En régle générale, quand I’énergie d’un niveau atomique donné aug-
mente (c’est-a-dire, quand l’énergie de liaison diminue), il en va de méme
pour l'extension spatiale de sa fonction d’onde. Par conséquent, les bandes de
basse énergie dans un solide sont trés étroites, mais les épaisseurs de bande
augmentent avec I’énergie moyenne de la bande. Dans les métaux, la bande
(ou les bandes) la plus haute est trés large, puisque les portées spatiales des
niveaux atomiques les plus hauts sont comparables & la constante de réseau,
et la validité de ’approximation des liaisons fortes est donc douteuse.

3. Maeme si la fonction d’onde de liaisons fortes (10.6) est construite & partir
des niveaux atomiques ¢ localisés, un électron dans un niveau de liaisons fortes
se trouvera, avec la méme probabilité, dans n’importe quelle maille du cristal,
puisque sa fonction d’onde (comme toute fonction d’onde de Bloch) change
simplement d’un facteur de phase e’ a4 mesure que 'on se déplace d’une



Physique des solides 219

F1G. 10.7 - Variation spatiale caractéristique de la partie réelle (ou imaginaire) de
la fonction d’onde de liaisons fortes (10.6).

distance R d’une maille & une autre. Ainsi, lorsque r varie d’une maille
& lautre, une variation sinusoidale des amplitudes de Revy et Imi vient se
superposer, dans chaque maille, & la structure atomique, comme lillustre la
figure 10.7.

Une autre indication que les niveaux de liaisons fortes ont un caractére
d’onde en mouvement ou itinérant est donnée par le théoréme selon lequel la
vitesse moyenne d’un électron dans un niveau de Bloch de vecteur d’onde k et
d’énergie £(k) est donnée par v(k) = (1/h)(0€/0k). (Voir 'appendice E). Si
£ est indépendant de k, OE/0k est nul, ce qui est compatible avec le fait que,
dans des niveaux atomiques véritablement isolés (qui conduisent & une épais-
seur de bande nulle), les électrons sont effectivement liés aux atomes indivi-
duels. Si, cependant, il existe un recouvrement non nul des fonctions d’onde
atomiques, alors £(k) n’est pas constante dans toute la zone. Puisqu’une
faible variation de £(k} implique une valeur faible non nulle de 9€/k, et par
conséquent, une vitesse moyenne petite mais non nulle, tant qu’il existe un
recouvrement quel qu’il soit, les électrons sont capables de se déplacer libre-
ment & travers le cristal ! La diminution du recouvrement réduit simplement
la vitesse ; elle n’exclut pas le mouvement. On peut considérer ce mouvement
comme un effet tunnel quantique d’un site du réseau a un autre. Plus le re-
couvrement est faible, plus la probabilité de effet tunnel est faible, et par
conséquent, plus il faut de temps pour parcourir une distance donnée.

4. Dans les solides qui ne sont pas des réseaux de Bravais monoatomiques,
Papproximation des liaisons fortes est plus compliquée. Ce probléme apparait
dans les métaux de structure hexagonale compacte, qui est hexagonale simple
avec un motif & deux points. Formellement, on peut traiter le motif & deux
points comme une molécule, dont les fonctions d’onde sont supposées connues,
et procéder comme ci-dessus, en utilisant les fonctions d’onde moléculaires
plutoét qu’atomiques. Si le recouvrement des plus proches voisins reste faible,
alors, en particulier, il le restera dans chaque « molécule », et un niveau
atomique s conduira & deux niveaux moléculaires presque dégénérés. Par
conséquent, un seul niveau atomique s donnera deux bandes dans la structure
hexagonale compacte.

On peut également continuer & construire des combinaisons linéaires de
niveaux atomiques centrés sur les points du réseau de Bravais et sur les points
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du motif, en généralisant (10.6) &

P(r) =Y e (ag(r — R) + bp(r —d — R)) (10.26)

(ou d est la distance séparant les deux atomes du motif). C’est essentiel-
lement la premiére approche, dans laquelle on emploie des fonctions d’onde
moléculaires approximatives, ’approximation des niveaux moléculaires étant
combinée avec ’approximation des liaisons fortes des niveaux du cristal tout
entier 13.

5. Dans les éléments plus lourds, le couplage spin-orbite (voir page 199)
est d’une grande importance dans la détermination des niveaux atomiques,
et devrait donc étre pris en compte dans un traitement de liaisons fortes
de 1’élargissement de ces niveaux en bandes dans le solide. En principe,
Pextension est simple. Il faut simplement inclure dans AU(r) l'interaction
entre le spin de I’électron et le champ électrique de tous les ions, excepté celui
qui se trouve a l’origine, et incorporer ainsi cette interaction dans I’hamiltonien.
Ceci fait, on ne peut plus utiliser des combinaisons linéaires des fonctions
d’onde orbitales atomiques indépendantes du spin, mais on doit employer des
combinaisons linéaires & la fois des niveaux orbitaux et des niveaux de spin.
Ainsi, la théorie des liaisons fortes d’un niveau s, lorsque le couplage spin-
orbite est appréciable, donnera une approximation de ¢ non pas en termes
d’un seul niveau atomique s mais par une combinaison linéaire (& coefficients
dépendants de k) de deux niveaux ayant les mémes fonctions d’onde orbitales,
et des spins opposés. La théorie des liaisons fortes d’une bande d, passera d’un
probléme de déterminant 5 X 5 & un probléme de déterminant 10 x 10, etc.
Comme nous 'avons mentionné au chapitre 9, les effets du couplage spin-
orbite, bien qu’ils soient souvent faibles, peuvent étre fréquemment cruciaux
dans la mesure ou ils lévent la dégénérescence qui serait présente, de maniére
rigoureuse, si ce type de couplage était ignoré'*.

6. Toute I'étude des niveaux électroniques dans un potentiel périodique de
ce chapitre (et des deux précédents) a été réalisée dans le cadre de I'approxi-
mation des électrons indépendants qui soit néglige 'interaction entre élec-
trons, soit, au mieux, en tient compte en moyenne a I’aide du potentiel pério-
dique effectif subi par chacun des électrons. Nous verrons au chapitre 32 que
I’approximation des électrons indépendants peut échouer lorsqu’elle conduit
au moins i une bande partiellement remplie provenant des niveaux atomiques
bien localisés & faibles intégrales de recouvrement. Dans de nombreux cas
intéressants (notamment dans les isolants et pour les bandes les plus basses
dans les métaux), ce probléme ne survient pas, puisque les bandes de liaisons
fortes ont des énergies tellement basses qu’elles sont complétement remplies.

13. Les « fonctions d’onde moléculaires approximatives » dépendront donc de k.
14. La prise en compte du couplage spin-orbite dans la méthode des liaisons fortes est
étudiée par J. Friedel, P. Lenghart, and G. Leman, J. Phys. Chem. Solids 25, 781 (1964).



Physique des solides 221

Cependant, la possibilité d’un tel échec de ’approximation des électrons indé-
pendants doit étre gardée a ’esprit lorsque ’on obtient des bandes de liaisons
fortes étroites a partir des couches atomiques partiellement remplies — dans
les métaux, en général, ce sont les couches d et f. Il faut étre particuliérement
conscient de cette possibilité dans les solides ayant une structure magnétique.

Cet échec de I’approximation des électrons indépendants obscurcit 'image
suggérée par 'approximation des liaisons fortes : celle d’une transition conti-
nue de I'état métallique & Pétat atomique lorsque la distance interatomique
augmente de maniére continue'®. Si nous prenions I’approximation des liai-
sons fortes au pied de la lettre, alors, & mesure que la constante de réseau
dans un métal augmenterait, le recouvrement entre les niveaux atomiques
deviendraient finalement faible, et toutes les bandes, méme la bande (ou les
bandes) de conduction partiellement remplie, deviendraient en fin de compte
des bandes de liaisons fortes étroites. A mesure que la bande de conduction
devient étroite, la vitesse des électrons qui s’y trouvent diminue et la conduc-
tivité du métal baisse. Par conséquent, on s’attend & ce que la conductivité
diminue contintiment et s’annule avec les intégrales de recouvrement & mesure
que le métal se dilate.

En réalité, il est probable que des calculs complets allant au-dela de
I’approximation des électrons indépendants prédisent qu’au-deld d’une cer-
taine distance entre plus proches voisins, la conductivité tombe brutalement
a zéro, le matériau devenant ainsi isolant {ce qu’on appelle transition de Mott).

La raison de cette déviation par rapport & la prédiction des liaisons fortes
réside dans l'incapacité de 'approximation des électrons indépendants 4 trai-
ter la trés forte répulsion supplémentaire qu’un deuxiéme électron ressent en
un site atomique donné lorsqu’un autre électron s’y trouve déja. Nous com-
menterons cet effet plus en détail au chapitre 32, mais nous mentionnons ici
le probléme car il est parfois décrit comme étant une faille de la méthode
des laisons fortes'®. Ceci est quelque peu trompeur dans la mesure oil cette
difficulté surgit quand ’approximation des liaisons fortes du modéle des élec-
trons indépendants fonctionne au mieux ; c’est Papproximation des électrons
indépendants elle-méme qui n’est plus valable.

10.4 Fonctions de Wannier

Nous terminons ce chapitre par une démonstration du fait que les fonc-
tions de Bloch de n’importe quelle bande peuvent toujours étre écrites sous
la forme (10.4) sur laquelle se fonde Papproximation des liaisons fortes. Les
fonctions ¢ qui jouent le réle des fonctions d’onde atomiques sont appelées
fonctions de Wannier. Ces fonctions de Wannier peuvent étre définies pour

15. Une procédure difficile & réaliser au laboratoire, mais trés tentante en tant que
représentation théorique, pour comprendre la nature des bandes d’énergie.

16. Voir, par exemple, H. Jones, The Theory of Brillowin Zones and FElectron States in
Crystals, North-Holland, Amsterdam, 1960, p. 229.
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n’importe quelle bande, qu’elle soit ou non bien décrite par 'approximation
des liaisons fortes ; mais, si la bande n’est pas une bande de liaisons fortes
étroite, les fonctions de Wannier ne ressemblent 4 aucune des fonctions d’ondes
électroniques de ’atome isolé.

Pour établir que toute fonction de Bloch peut étre écrite sous la forme (10.4),
nous remarquons d’abord que, en tant que fonction de k pour un r fixé, 1,k (r)
est périodique sur le réseau réciproque. Elle posséde par conséquent un dé-
veloppement de Fourier en ondes planes de vecteurs d’onde appartenant au
réciproque du réseau réciproque, c’est-a-dire dans le réseau direct. Ainsi, pour
tout r fixé, on peut écrire

Ynk(r) =D fa(R, 1) (10.27)
R

ol les coefficients dans la somme dépendent aussi bien de r que des « vecteurs
d’onde » R, puisque, pour chaque r, c’est une fonction différente de k qui est
développée.

Les coeflicients de Fourier dans (10.27) sont obtenus par la formule
d’inversion!”

fr(R,r) = vi / dke ™ B¥qp (1) (10.28)
0

L’équation (10.27) est de la forme (10.4), & condition que la fonction
fn(R,r) dépende de r et de R uniquement par l'intermédiaire de leur dif-
férence, r — R. Mais si r et R sont tous les deux déplacés d’un vecteur Ry du
réseau de Bravais, alors f reste inchangée, ce qui est une conséquence directe
de (10.28) et du théoréme de Bloch, sous la forme (8.5). Ainsi, f,(R,r) est
de la forme

fo(R, 1) = ¢p(r — R) (10.29)

Contrairement aux fonctions atomiques de liaisons fortes ¢(r), les fonctions
de Wannier ¢,,(r — R) aux différents sites (ou d’indices de bande différents)
sont orthogonales (voir le probléme 3, Eq. (10.35)). Puisque 1’ensemble com-
plet des fonctions de Bloch peut s’écrire comme des combinaisons linéaires
de fonctions de Wannier, les fonctions de Wannier ¢, (r — R) pour tous les n
et R forment un ensemble complet orthogonal. Elles offrent donc une base
alternative pour une description exacte des niveaux d’électrons indépendants
dans un potentiel cristallin.

La similarité de forme entre les fonctions de Wannier et les fonctions de
liaisons fortes nous permet d’espérer que les fonctions de Wannier sont aussi
localisées, c’est-a-dire, lorsque r est largement plus grand qu’une certaine

17. Ici, vg est le volume dans Uespace des k de la premiére zone de Brillouin, et I’intégrale
porte sur la zone. Les équations (10.27) et (10.28) (ou r est considéré comme un paramétre
fixe) sont tout simplement les équations (D.1) et (D.2) de I’appendice D, avec les espaces
direct et réciproque interchangés.
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longueur A léchelle atomique, ¢, (r) est négligeable. Dans la mesure ou ceci
peut étre établi, les fonctions de Wannier offrent un outil idéal pour étudier
les phénoménes dans lesquels la localisation spatiale des électrons joue un role
important. Les domaines d’application sans doute les plus importants sont
les suivants.

1. Les tentatives visant & développer une théorie du transport pour les
électrons de Bloch. L’analogue des paquets d’ondes d’électrons libres,
niveaux électroniques dans un cristal qui sont localisés & la fois en r et
k, se construisent de maniére pratique a 1’aide des fonctions de Wannier.
La théorie des fonctions de Wannier est étroitement liée & I’étude des
limites de validité la théorie semi-classique du transport par les électrons
de Bloch (chapitres 12 et 13).

2. Les phénoménes faisant intervenir les niveaux électroniques localisés
dus, par exemple, aux impuretés attractives qui lient un électron. Un
exemple trés important est celui de la théorie des niveaux donneur et
accepteur dans les semi-conducteurs (chapitre 28).

3. Les phénoménes magnétiques, ol ’on constate ’existence de moments
magnétiques localisés sur des sites d’impuretés appropriés.

Les études théoriques concernant la portée des fonctions de Wannier sont en
général trés subtiles'®. Globalement, la portée de la fonction de Wannier
décroit a mesure que la largeur de la bande interdite augmente (comme on
pourrait s’y attendre dans I’approximation des liaisons fortes, ou les bandes
deviennent plus étroites & mesure que la portée des fonctions d’onde atomiques
décroit). Les différentes « ruptures » que nous mentionnerons au chapitre 12
et qui surviennent quand la bande interdite est petite sont liées au fait que
les théories fondées sur la localisation des fonctions de Wannier deviennent
moins fiables dans cette limite.

10.5 Problémes

1. (a) Montrer que le long des directions principales de symeétrie représentées
sur la figure 10.5, Vexpression des liaisons fortes (10.22) pour les énergies d'une
bande s dans un cristal cubique & faces centrées, se réduit & ce qui suit :

(i) Lelong de I'X (ky, =k.=0,k; =p2r/a, 0< <)

E=Es;— [ —4v(1 + 2cos pw)
18. Un argument relativement simple, mais uniquement a une dimension, est donné par

W. Kohn, Phys. Rev. 115, 809 (1959). On peut trouver une étude plus générale dans E.
I. Blount, Solid State Physics, Vol. 13, Academic Press, New York, 1962, p. 305.




224 Chapitre 10 : Méthode des liaisons fortes

(ii) Le long de TL  (k, = ky = k. = p2m/a, 0< p<3)
£ =FE,—3—12ycos® um
(iii) Le long de TK (k. =0, ky = k, = p27/a, 0< pu<3)
E = E, — B — 4vy(cos® um + 2 cos u)

(iv) Le long de TW  (k, = 0, k, = p27/a, ky = tp2n/a, 0< p<1)
E=FE, ‘ﬂ—4V(COSHW+COSHQE + oS pum cos %73)

(b) Montrer que, sur les faces carrées de la zone, la dérivée normale de £
est nulle.

(c) Montrer que, sur les faces hexagonales de la zone, la dérivée normale
de £ s’annule uniquement le long des droites joignant le centre de I’hexagone
4 ses sommets.

2. Bandes p de liaisons fortes dans les cristaux cubiques

Quand on étudie des cristaux cubiques, les combinaisons linéaires les plus
adéquates de trois niveaux p dégénérés sont de la forme x¢(r), yo(r) et z¢(r),
ol la fonction ¢ dépend uniquement de la norme du vecteur r. Les énergies des
trois bandes p correspondantes sont obtenues & partir de (10.12) en annulant
le déterminant

(EK)—Ep)diy + By + Fiz (k)| =0 (10.30)
ol

(k) = Y e™Fryi(R)
R

iy (R) = — / dr 7 (1) AU(0)35(r - R)

(Dans (10.30), nous avons omis un facteur multiplicatif de (£(k)—Ep), qui
conduit A des corrections trés faibles analogues & celles obtenues & partir du
dénominateur de {10.15) dans le cas de la bande s.)

(a) Comme conséquence de la symétrie cubique, montrer que

ﬁmz - /Byy = ﬂzz = ﬁ
(b) En supposant que les 7;;(R) sont négligeables sauf pour les plus

proches voisins R, montrer que %;;(k) est diagonal pour un réseau de Bravais
cubique simple, de telle sorte que zé(r), yo(r) et z¢(r) engendrent chacun
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des bandes indépendantes. (Remarquer que ce n’est plus le cas si ’on retient
les «v;;(R) pour les seconds plus proches voisins.)

(c) Pour un réseau de Bravais cubique & faces centrées ot uniquement les
7i; de plus proches voisins sont appréciables, montrer que les bandes d’énergie
sont données par les racines de

6( ) Eo(k) kga kya k
— in £z2 o3 v _ . a .. k,a
+4p cos —-cos%ﬁ 41 8in 5% sin =% 41 sin g% sin 2%
0
~ kya o kea E(k)—£°(k) o |
41 sin 4= sin =% +4’yocos%cos kga —4m sin Fud sm_zZ_ -9
Ek)—-E%(k
k2a . kza —471 Sin%—a‘Sin£2La ( ) . a( ) ko

+4yp cos =52 cos 4

kz kz k‘ k kz
go(k):Ep—5~4’)/2<0087ac0s——§+cos 2 Q e kya a)

2 2 2 2 2
== [ar [z —yty- D] ool + - 37+ (- 57 A

w= - [araty - Doeis(@- 92+ w27+ v

== [drata-Sema(e-537+ -9+ Dave) 10

(d) Montrer que les trois bandes sont dégénérées en k = 0, et que, lorsque
k est dirigé suivant soit une aréte (I'X) soit la diagonale (I'L) du cube, il y a
une double dégénérescence. Esquisser les bandes d’énergie (en analogie avec
la figure 10.6) le long de ces directions.

3. Prouver que les fonctions de Wannier centrées sur des sites différents du
réseau sont orthogonales,

/ 64(r — R)y (r — R )dr o< 6, 10p g (10.35)

en faisant appel & 'orthonormalité des fonctions de Bloch et & 'identité (F.4)
de l’appendice F. Montrer aussi que

/ dr ¢, (r)]> = 1 (10.36)

si Vintégrale de |¢,,k(r})|” sur une maille primitive est normalisée a un.






Chapitre 11

Autres méthodes pour calculer
la structure de bandes

Approximation des électrons indépendants
Caractéristiques générales des fonctions d'onde
de la bande de valence

Méthode cellulaire

Potentiels de muffin-tin

Méthode des ondes planes augmentées (OPA)
Méthode des fonctions de Green (KKR)

Méthode des ondes planes orthogonalisées (OPO)
Pseudopotentiels

ANS LES CHAPITRES 9 et 10, nous avons exploré des solutions approxi-
matives de I’équation de Schrodinger & un électron dans les cas limites
des électrons presque libres, et des liaisons fortes. Dans la plupart des cas,
l’approximation des liaisons fortes (au moins sous la forme simple dont nous
avons exposé les grandes lignes au chapitre 10) est adéquate uniquement pour
la représentation des bandes émanant des niveaux appartenant aux cceurs des
ions, alors que 'approximation des électrons presque libres ne peut étre di-
rectement appliquée a aucun solide réel'. Le but de ce chapitre est donc de
décrire quelques-unes des méthodes les plus courantes qui sont en fait utilisées
dans le calcul des structures de bandes réelles.

1. Cependant, des techniques plus sophistiquées se prétent souvent a une analyse qui
ressemble beaucoup A I’approximation des électrons libres dans un potentiel convenablement
modifié, appelé pseudopotentiel (voir ci-dessous).
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Nous avons souligné, au chapitre 8, qu’en écrivant simplement une équa-
tion de Schrodinger?

h2
(—%VQ +U (r)) Pi(r) = E(r)uc(r) (11.1)

séparée pour chaque électron, on simplifie énormément le probléme réel de
nombreux électrons en interaction dans un potentiel périodique. Dans un
traitement exact, un électron ne peut pas étre décrit par une fonction d’onde
déterminée par une équation de Schrodinger 3 une seule particule, indépen-
dante de toutes les autres.

En réalité, Papproximation des électrons indépendants ne néglige pas com-
plétement les interactions électron-électron. Elle suppose plutdt que leurs
effets les plus importants peuvent étre pris en compte par un choix suffisam-
ment judicieux du potentiel périodique U(r) intervenant dans I’équation de
Schrédinger a un seul électron. Par conséquent, U(r) contient non seulement
le potentiel périodique di uniquement aux ions, mais aussi des effets pério-
diques dus aux interactions de ’électron (dont la fonction d’onde apparait
dans (11.1)) avec tous les autres. Ces derniéres interactions dépendent de la
configuration des autres électrons ; autrement dit, elles dépendent de leurs
fonctions d’onde individuelles qui sont aussi déterminées par une équation de
Schrédinger de la forme (11.1). Par conséquent, pour connaitre le potentiel
dans (11.1), il faut connaitre toutes les solutions de (11.1). Puisque, pour
connaitre les solutions, on doit connaitre le potentiel, on est en face d’une
situation nécessitant des efforts mathématiques difficiles.

La procédure la plus simple (et souvent la plus pratique) est de commencer
avec un choix astucieux, Uy(r), de U(r), de calculer & partir de (11.1) les
fonctions d’onde des niveaux électroniques occupés, et, i partir de ceux-ci, de
recalculer U(r). Sile nouveau potentiel, Uy (r), est le méme que (ou trés proche
de) Uy(r), on dit que I'autocohérence a été atteinte, et 'on prend U = U,
comme étant le vrai potentiel. Si U; est différent de Uy, on répéte la procédure
en recommencant avec Uy, on prend alors Us comme étant le vrai potentiel
s’il est proche de U, sinon on poursuit le calcul avec Us. L’espoir est que
cette procédure converge, aboutissant finalement & un potentiel autocohérent
qui se reproduit lui-méme®.

Nous allons supposer dans ce chapitre (comme dans les chapitres 8-10)
que le potentiel U(r) est une fonction donnée, autrement dit, ou bien nous
sommes engagés dans la premiére étape de cette procédure itérative ou bien,
par un choix heureux, nous sommes capables de travailler avec un U(r) rai-
sonnablement autocohérent dés le début. La fiabilité des méthodes que nous
sommes sur le point de décrire est limitée non seulement par la précision des

2. Nous continuons i omettre la référence explicite 4 'indice de bande n, sauf si cela
conduit & une confusion.

3. On doit se rappeler, que méme la solution autocohérente n’est encore qu’une solution
approximative du probléme & N corps largement plus complexe.
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&(rydbergs)
&(rydbergs)

FiG. 11.1 — Bandes d’énergie du vanadium, calculées pour deux choix possibles du
potentiel cristallin U(r). Le vanadium est cubique a faces centrées et les bandes
sont tracées le long de la direction [100] & partir de lorigine jusqu’aux bords de
la zone de Brillouin. La structure atomique du vanadium est constituée de cing
électrons autour d’'une couche compléte correspondant a la configuration de Pargon.
Les bandes représentées sont les bandes 3d et 4s (et d’autres plus élevées). (a) Les
bandes représentées ont été calculées dans un potentiel U(r) obtenu & partir de
la configuration 3d*4s® du vanadium atomique. (b) Les bandes représentées sont
basées sur la configuration atomique 3d*4s'. (Extrait de L. F. Matheiss, Phys. Rev.
A970 134, (1964).)

solutions obtenues pour (11.1), qui peut étre assez bonne, mais aussi par la
précision avec laquelle nous avons été capables d’estimer le potentiel U(r).
Les &,(k) qui en résultent présentent une sensibilité déconcertante aux er-
reurs de construction du potentiel, et il arrive souvent que la précision finale
de la structure de bandes calculée soit limitée plus par la difficulté de trouver
le potentiel que par celle de résoudre I’équation de Schrédinger (11.1) pour
un U donné. Ceci est illustré de fagon évidente dans la figure 11.1.

Un autre point & souligner dés le début est le fait qu’aucune des méthodes
que nous allons décrire ne peut étre menée jusqu'au bout analytiquement,
sauf dans les exemples les plus simples & une dimension. Elles nécessitent
toutes des ordinateurs performants pour les exécuter. Les progrés du calcul
théorique des bandes d’énergie se sont fait & la méme allure que la mise au
point d’ordinateurs plus puissants et plus rapides, et le type d’approximations
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que l'on peut éventuellement considérer est influencé par les techniques de
calcul disponibles?.

11.1 Caractéristiques générales des fonctions
d’onde de la bande de valence

Puisque les niveaux de cceur de basse énergie sont bien décrits par des
fonctions d’onde de liaisons fortes, les techniques de calcul visent les bandes
d’énergies plus élevées (qui peuvent étre soit remplies, partiellement remplies,
ou vides). Dans ce contexte, contrairement aux bandes de cceur de liaisons
fortes, ces bandes sont appelées bandes de valence®. Les bandes de valence
déterminent le comportement électronique d’un solide dans toute une variété
de circonstances, les électrons dans le niveau de coeur étant inertes dans de
nombreux cas.

La difficulté principale des calculs pratiques des fonctions d’onde et des
énergies de la bande de valence se manifeste lorsqu’on se demande pourquoi
I'approximation des électrons presque libres du chapitre 9 ne peut pas étre
appliquée aux bandes de valence d’un solide réel. Une raison simple, mais
superficielle, est que le potentiel n’est pas faible. On pourrait, au moins
grossiérement, estimer que, bien & Pintérieur du cceur de lion, U(r) a la
forme de Coulomb

7,62

r

(11.2)

ol Z, est le numéro atomique. La contribution de (11.2) aux coeflicients de
Fourier Uk dans (9.2) est (voir p. 196 et équation (17.73)) :

AnZ,e?\ 1
Si 'on écrit ceci sous la forme
e [a 1 €2
Uk|l~ — 2 ) ——=81Z,, — =13,6€eV 11.4
Ul ~ e (%) Googe72en 3 = 13.6¢ (11.4)

on voit que Uk peut étre de I'ordre de plusieurs électron-volts pour un grand
nombre de vecteurs K du réseau réciproque, et est donc comparable aux
énergies cinétiques intervenant dans (9.2). Par conséquent, I’hypothése selon
laquelle Uk est faible par rapport aux énergies cinétiques n’est pas acceptable.

4. Voir, par exemple, Computational Methods in Band Theory, P. M. Marcus, J. F. Ja-
nak, et A. R. Williams, éds. Plenum Press, New York, 1971 ; et Methods in Computational
Physics : Energy Bands in Solids, Vol. 8, B. Adler, S. Fernbach, et M. Rotenburg, éds.,
Academic Press, New York, 1968.

5. Malheureusement, le méme terme de « bande de valence » est utilisé dans la théorie
des semi-conducteurs avec une signification beaucoup plus restreinte. Voir le chapitre 28.
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Re ¥,°

F1G. 11.2 — (a) Dépendance spatiale caractéristique d’une fonction d’onde de coeur
¥i(r). La courbe représente Ret en fonction de la position le long d’une rangée
d’ions. Remarquez les oscillations atomiques caractéristiques au voisinage de chaque
ion. L’enveloppe en tirets des parties atomiques est sinusoidale, de longueur d’onde
A = 2w /k. Entre les sites du réseau, la fonction d’onde est négligeable. (b) Dépen-
dance spatiale caractéristique d’une fonction d’onde de valence i (r). Les oscilla-
tions atomiques sont encore présentes dans la région du cceur. La fonction d’onde
n’est pas du tout nécessairement faible entre les sites du réseau, mais elle y varie
probablement lentement et est du type onde plane.

On peut acquérir une compréhension plus profonde de cet échec en consi-
dérant la nature des fonctions d’onde de cceur et de valence. Les fonctions
d’onde de coeur sont appréciables seulement au voisinage immédiat de l'ion,
ol elles ont une forme oscillatoire, caractéristique des fonctions d’onde ato-
miques (figure 11.2a). Ces oscillations sont une manifestation de la grande
énergie cinétique électronique & I'intérieur du coeur®, qui, en combinaison avec
la grande énergie potentielle négative, produit 'énergie totale des niveaux de
coeur. Puisque les niveaux de valence ont des énergies totales plus élevées que
les niveaux de cceur, dans la région du cceur, ot ils ont la méme énergie poten-
tielle négative importante que les électrons de cceur, les électrons de valence
doivent avoir des énergies cinétiques encore plus élevées. Par conséquent, &
Pintérieur de la région du cceur, les fonctions d’onde de valence doivent osciller
encore plus que les fonctions d’onde de ceeur.

6. L’opérateur de vitesse est (A/mi)V, ce qui signifie que plus la fonction d’onde varie
rapidement dans une région, plus la vitesse électronique dans cette région doit étre grande.
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On peut aussi arriver i cette conclusion & partir d’'un raisonnement en
apparence différent.

Les états propres d’un méme hamiltonien de valeurs propres différentes
doivent étre orthogonaux. En particulier, toute fonction d’onde de valence

/U

Y (r) et toute fonction d’onde de coeur ¥ (r) doit vérifier :

0= / dr (1) 0 (r) (11.5)

Les fonctions d’onde de cceur sont seulement appréciables dans le voisinage
immédiat de l’ion, et ainsi la contribution principale de cette intégrale doit
venir de la région du ceeur. Il suffit de considérer la contribution & (11.5) de
la région du coeur d’un seul ion, puisque le théoréme de Bloch (8.3) exige que
lintégrant reste le méme en allant d’une maille & Pautre. A Pintérieur de cette
région, ¥y (r) doit avoir des oscillations qui s’entrelacent soigneusement avec
celles de tous les 9 (r) pour que les intégrales (11.5) s’annulent pour tous les
niveaux de coeur.

L’un ou l'autre de ces raisonnements conduit & la conclusion selon la-
quelle une fonction d’onde de valence doit avoir la forme représentée sur la
figure 11.2b. Si, toutefois, les fonctions d’onde de valence ont une structure
oscillante & ’échelle de la région du cceur, un développement de Fourier tel
que (9.1) doit contenir plusieurs ondes planes de courte longueur d’onde, c’est-
a-dire, plusieurs termes avec de grands vecteurs d’onde. Ainsi, la méthode des
électrons presque libres, conduisant & une fonction d’onde approximative com-
posée d’'un nombre trés faible d’ondes planes, est certainement indéfendable.

D’une maniére ou d’une autre, toutes les méthodes de calcul utilisées main-
tenant sont des tentatives pour reproduire cette structure détaillée, de type
atomique, des fonctions d’onde de valence dans la région du cceur, tout en
faisant face au fait que les niveaux de valence ne sont pas du type des liai-
sons fortes, et ont, par conséquent, des fonctions d’onde appréciables dans les
régions interstitielles.

11.2 Meéthode cellulaire

Le premier essai sérieux pour calculer la structure de bandes (mise & part
Putilisation originale de la méthode des liaisons fortes par Bloch) a été la
méthode cellulaire de Wigner et Seitz”. La méthode commence par observer
qu’en raison de la relation de Bloch (8.6) :

dic(r + R) = "Ry (r) (11.6)

il suffit de résoudre ’équation de Schrodinger (11.1) & lintérieur d’une seule
maille primitive Cy. La fonction d’onde peut donc étre déterminée grace

7. E. P. Wigner et F. Seitz, Phys. Rev. 43, 804 (1933) ; 46, 509 (1934).
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4 (11.6) dans n’importe qu’elle autre maille primitive & partir de ses valeurs
dans Cj.

Cependant, il n’est pas vrai que toute solution de (11.1) dans Cy conduise
de cette fagon a une fonction d’onde acceptable pour tout le cristal, puisque
¥(r) et Vio(r) doivent étre continus lorsque r traverse le bord de la maille pri-
mitive®. A cause de (11.6), cette condition peut étre formulée entiérement en
termes des valeurs de 1 a I'intérieur et sur la surface de Cy. C’est cette condi-
tion aux limites qui introduit le vecteur d’onde k dans la solution cellulaire
et élimine toutes les solutions, excepté celles correspondant 4 un ensemble
discret d’énergies qui sont tout simplement les bandes d’énergie £ = £, (k).

Les conditions aux limites & 'intérieur de Cj sont

¥(r) = e y(r + R) (11.7)
et
n(r) - Vi(r) = —e " *Ba(r + R) - Vy(r + R) (11.8)

our et r + R sont tous les deux des points sur la surface de la maille et f est
la normale dirigée vers lextérieur (voir le probléme 1).

Le probléme analytique est donc de résoudre (11.1) & I'intérieur de la maille
primitive Cyy avec les conditions aux limites. Pour préserver la symétrie du
cristal, on prend la maille primitive Cy comme étant la maille primitive de
Wigner-Seitz (chapitre 4) centrée sur le point du réseau R = 0.

Ce qui précéde est une reformulation exacte du probléme. La premiére
approximation de la méthode cellulaire est le remplacement du potentiel pé-
riodique U(r) dans la maille primitive de Wigner-Seitz par un potentiel V(r)
a symétrie sphérique autour de Porigine (voir figure 11.3). On pourrait, par
exemple, choisir V(r) comme étant le potentiel d’un seul ion & Porigine, igno-
rant le fait que les voisins de Porigine contribueront aussi a U(r) a 'intérieur
de Cy, en particulier prés de ses bords. Cette approximation est faite entie-
rement pour des raisons pratiques, afin de rendre plus maniable un probléme
de calcul difficile.

Une fois qu’un potentiel a été choisi & symétrie sphérique a lintérieur
de Cq, alors, a lintérieur de la maille primitive, un ensemble complet de
solutions de I’équation de Schriodinger (11.1) peut étre obtenu sous la forme?

wlm(r) - Yim (0 ¢))Xl (T) (119)

8. Si ¢ ou V1 était discontinue au bord de la maille, alors V24 aurait des singularités
(qui sont soit des fonctions & ou des dérivées de fonctions &) sur le bord. Comme de tels
termes n’apparaissent pas dans Ui sur le bord, I’équation de Schrédinger ne pourrait pas
étre satisfaite.

9. Voir D. Park, Introduction to the Quantum Theory, McGraw-Hill, New York, 1964,
pp. 516-519, ou tout autre ouvrage de mécanique quantique. Il existe, cependant, une
différence importante avec le cas atomique familier : en physique atomique, la condition
aux limites (selon laquelle ¢ s’annule & Iinfini) est aussi & symétrie sphérique, et par
conséquent, un seul terme de la forme (11.9) conduit a un état stationnaire (autrement dit,
le moment cinétique est un bon nombre quantique). Dans le cas présent (mis a part le
modéle cellulaire sphérique décrit ci-dessous), la condition aux limites n’a pas la symétrie
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FiG. 11.3 — Equipotentielles (c’est-a-dire, courbes de U(r) constant) a lintérieur
de la maille primitive. Pour le vrai potentiel cristallin, celles-ci ont une symétrie
sphérique prés du centre de la maille ol le potentiel est dominé par la contribution
venant de 'ion central. Cependant, prés du bord de la maille, le potentiel déviera
considérablement de la symétrie sphérique. La méthode cellulaire fait une approxi-
mation du potentiel en le considérant comme un potentiel 4 symétrie sphérique
partout dans la maille, avec des équipotentielles comme celles représentées sur la
droite.

oil les Vi, (6, ¢) sont les harmoniques sphériques et x;(r) satisfait a ’équation
différentielle ordinaire

2m

2
X0+ 23 + 5 (8- v - 5 1Y

- — r)=0 11.10
=) e (11.10)

Etant donné le potentiel V' (r) et une valeur quelconque de &, il existe un
unique x; ¢, solution réguliére de (11.10) & origine!®. Ces x; ¢ peuvent étre
calculées numériquement, les équations différentielles ordinaires étant plus
faciles & manier sur des ordinateurs. Puisque toute combinaison linéaire de

sphérique. Donc, les fonctions d’onde stationnaires sont de la forme (11.11) & coefficients
non nuls pour plusieurs valeurs distinctes de [ et m ; autrement dit, le moment cinétique
n’est pas un bon nombre quantique.

10. Cette affirmation peut étre quelque peu choquante pour ceux qui, familiers de la
physique atomique, sont habitués au fait que on obtient seulement un ensemble discret
de valeurs propres, a savoir les niveaux d’énergie de ’atome pour le moment cinétique I.
Cela est du au fait que, dans le probléme atomique, nous avons la condition aux limites
selon laquelle x;(r) s’annule quand r — oco. Ici, nous nous intéressons uniquement & x; &
I'intérieur de la maille de Wigner-Seitz, et nous n’avons besoin d’aucune condition supplé-
mentaire de cette forme ; en fin de compte, les valeurs permises de £ seront déterminées
par les conditions aux limites du cristal (11.7) et (11.8). En les imposant, on aboutit bien
4 un ensemble discret d’énergies : les £, (k).
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solutions de ’équation de Schrodinger de méme énergie est elle-méme une
solution,

Y(r,E) = AimYim (8, $)x1,6(r) (11.11)

Lm

est une solution de (11.1) d’énergie £ pour des coefficients A, arbitraires.
Cependant, (11.11) conduit & une fonction d’onde acceptable uniquement si
elle vérifie les conditions aux limites (11.7) et (11.8). C’est en imposant ces
conditions aux limites que la méthode cellulaire fait sa seconde approximation
majeure.

Pour commencer, on prend autant de termes dans le développement (11.11)
qu'’il est possible d’en manier dans les calculs''. Puisqu’il y a un nombre fini
de coefficients dans le développement, nous pouvons, pour une maille géné-
rale, ajuster la condition aux limites uniquement en un nombre fini de points
sur sa surface. Imposer cet ensemble fini de conditions aux limites (choisies
en nombre égal aux coefficients inconnus) conduit & un ensemble d’équations
homogénes linéaires dépendantes de k pour les A;,. Les valeurs de £ pour
lesquelles le déterminant de ces équations s’annule sont les énergies &£, (k)
recherchées.

De cette fagon, on peut chercher les valeurs propres &, (k) pour chaque k
fixé. Sinon, on peut fixer £, faire une seule intégration numérique de (11.10),
et chercher ensuite des valeurs de k pour lesquelles le déterminant s’annule.
A condition de ne pas avoir été malchanceux au point de choisir £ dans une
bande interdite, de telles valeurs peuvent toujours étre trouvées, et ainsi les
surfaces d’énergie constante peuvent étre tracées.

Différentes techniques astucieuses ont été utilisées pour minimiser les dé-
fauts de la fonction d’onde sur les bords dus au fait que les conditions aux
limites ne peuvent étre imposées qu’en un nombre fini de points ; une telle in-
géniosité, et la capacité des ordinateurs & manier de trés grands déterminants
ont conduit & des calculs cellulaires d'une grande précision'?, produisant des
structures de bandes en trés bon accord avec quelques-unes des autres mé-
thodes que nous allons décrire.

L’application la plus célebre de la méthode cellulaire est le calcul original
de Wigner et Seitz du niveau d’énergie le plus bas dans la bande de valence
du sodium meétallique. Puisque le niveau le plus bas de la bande est situé
en k = 0, le facteur exponentiel disparait des conditions aux limites (11.7)
et (11.8). Wigner et Seitz firent une approximation supplémentaire en rem-
placant la maille primitive de Wigner-Seitz par une sphére de rayon ry de
méme volume, réalisant ainsi une condition aux limites de méme symétrie

11. Conforté par l’assurance que le développement doit finalement converger, puisque,
pour des valeurs assez élevées des moments cinétiques I, la fonction d’onde sera trés faible
partout dans la maille.

12. Notamment par S. L. Altmann et ses collaborateurs (voir Proc. Roy. Soc. A244,
141, 153 (1958)).
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. Cellulaire

rolan o
e AlOmique

F1G. 11.4 — Comparaison des fonctions d’onde 3s' cellulaire (courbe en trait plein)
et atomique (courbe en tirets) pour le sodium.

sphérique que le potentiel V(). Ils pouvaient ainsi imposer, de maniére cohé-
rente, A la solution ¥(r) d’avoir la symétrie sphérique, qui implique que seul
le terme [ = 0, m = 0 doit étre retenu dans (11.11). Avec ces conditions, les
conditions aux limites se réduisent &

Xb(ro) =0 (11.12)

Par conséquent, les solutions de I'unique équation (11.10) pour I = 0, vérifiant
la condition aux limites (11.12), conduisent aux fonctions d’onde cellulaires
et aux énergies a symétrie sphérique.

Nous remarquons que le probléme a la méme forme qu’un probléme ato-
mique, excepté le fait que la condition aux limites, selon laquelle la fonction
d’onde s’annule & Vinfini, est remplacée par la condition aux limites cellulaire,
a savoir que la fonction d’onde a une dérivée radiale nulle en 4. Les fonctions
d’onde atomiques et cellulaires 3s! sont tracées ensemble dans la figure 11.4.
Remarquez que la fonction d’onde cellulaire a des valeurs plus élevées que la
fonction d’onde atomique dans la région interstitielle, mais ces deux fonctions
différent trés peu dans la région du cceur.

La méthode cellulaire a peut-étre deux difficultés majeures.

1. Difficultés de calcul intervenant dans la vérification numérique de la
condition aux limites sur la surface de la maille primitive de Wigner-
Seitz, une structure polyédrique trés complexe.

2. La question, physiquement discutable, de savoir si un potentiel repré-
sentant un ion isolé constitue la meilleure approximation du potentiel
correct a U'intérieur de la maille primitive de Wigner-Seitz tout entiére.
En particulier, le potentiel employé dans les calculs cellulaires a une dé-
rivée discontinue chaque fois qu’on traverse la limite entre deux mailles
(figure 11.5), alors qu’en réalité, le potentiel est assez plat dans ces
régions.
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Fi1G. 11.5 — Le potentiel de la méthode cellulaire a une dérivée discontinue & mi-
chemin des nceuds du réseau, mais le potentiel réel est assez plat en ces endroits.

Un potentiel satisfaisant aux deux objections est le potentiel de muffin-tin,
qui est pris pour représenter un ion isolé & l'intérieur d’une sphére de rayon
ro autour de chaque nceud du réseau, et égal a zéro (c’est-a-dire, constant)
ailleurs (ro étant choisi assez petit pour que les sphéres ne se recouvrent pas).
(Voir figure 11.6). Le potentiel de muffin-tin atténue les deux problémes. En
effet, il est plat dans les régions interstitielles, et conduit & un ajustement des
conditions & une surface sphérique plutot qu’a une surface polyédrique.

Le potentiel de muffin-tin peut étre formellement défini (pour tout R) par :

U(r) =V (|r—R]), lorsque |[r—R| < ry (région de ceur ou atomique)
=V(ro) =0, lorsque |[r—R| > ro (région interstitielle)  (11.13)

ol T¢ est plus petit que la moitié de la distance entre proches voisins’3.
Si nous acceptons que la fonction V(r) s’annule lorsque son argument

dépasse 1y, alors nous pouvons écrire U (r) trés simplement comme
U(r) =Y V(r-R] (11.14)
R

Deux méthodes sont largement utilisées pour le calcul des bandes dans le
potentiel de muffin-tin : la méthode des ondes planes augmentées (OPA,
ou “augmented plane waves”, APW), et la méthode de Korringa, Kohn et
Rostoker (KKR).

13. ro est fréequemment pris égal a la moitié de la distance entre plus proches voisins ;
autrement dit, la sphére est celle inscrite dans la maille de Wigner-Seitz. Dans ce cas, il
vy a quelques complications techniques mineures, qu’on évite en imposant & ro d’étre plus
petit que cette distance.
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(a)

] Région du coeur = o
[JRégion interstitielle

(b)

F1G. 11.6 — (a) Potentiel de muffin-tin tracé le long d’une rangée d’ions. (b) Le
potentiel de muffin-tin est constant (nul) dans les régions interstitielles et représente
un ion isolé dans chaque région de coeur.

11.3 Meéthode des ondes planes augmentées
(OPA)

Cette approche, due & J. C. Slater'4, consiste & représenter ¥y (r) sous la
forme d’une superposition d’un nombre fini d’onde planes dans la région plate
interstitielle, et la force, en méme temps, a avoir un comportement. atomique
oscillatoire plus rapide dans la région du cceur. Ceci est réalisé en développant
Yk ¢ sur un ensemble d’ondes planes augmentées (OPA)'. La fonction ¢y ¢
des OPA est définie comme suit :

1. ¢x e = e¥T dans la région interstitielle. Il est important de remarquer
qu’il n’y a aucune contrainte reliant £ a k (telle que, par exemple, £ =
fi2k? /2m). On peut définir une OPA pour toute énergie £ et tout vecteur

14. Phys. Rev. 51, 846 (1937).
15. Nous rajoutons ’énergie d’un niveau comme indice supplémentaire quand sa spéci-
fication nous aide a éviter d’éventuelles ambiguités.
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d’onde k. Par conséquent, une OPA seule ne satisfait pas a l’équation
de Schridinger du cristal avec Uénergie € dans la région interstitielle.

2. ¢k.¢ est continue A la limite entre les régions atomiques et interstitielles.

3. Dans la région atomique autour de R, ¢k ¢ vérifie bien I’équation de
Schrédinger atomique :

ﬁ2
~ 2m

Ve (t)+V(Ir — Rl)ge(r) = Eue(r)
r—R|<7mp (11.15)

Puisque k n’intervient pas dans cette équation, ¢k ¢ acquiert sa dépen-
dance de k uniquement par l'intermédiaire de la condition aux limites
(2) et de la dépendance en k déterminée par (1) dans la région intersti-
tielle.

On peut montrer que ces conditions conduisent 4 une OPA ¢k ¢ unique
pour tous k et £. Remarquons que, dans la région interstitielle, 'OPA vérifie
non pas (11.15) mais Héy ¢ = (h2k?/2m)¢x . Remarquons aussi qu’en géné-
ral, ¢k ¢ aura une dérivée discontinue sur le bord entre les régions interstitielle
et atomique, de telle maniére que V¢ ¢(r) y aura des singularités de type
fonction é.

La méthode des OPA essaie d’écrire approximativement la solution cor-
recte de 'équation de Schrédinger du cristal (11.1) comme une superposition
d’OPA, ayant toutes la méme énergie. Pour tout vecteur K du réseau réci-
proque, la fonction ¢k ik ¢ de 'OPA vérifie la condition de Bloch avec un
vecteur d’onde k (probléme 2), et par conséquent, le développement de 1y (r)
sera de la forme

Yi(r) = Z CK Pr1K,£(k)(T) (11.16)
K

ol la somme porte sur les vecteurs du réseau réciproque.

En prenant 1’énergie de ’'OPA comme étant ’énergie réelle du niveau de
Bloch, nous sommes sirs que ¢k (r) vérifie ’équation de Schrédinger du cristal
dans les régions atomiques. L’espoir est qu’un nombre raisonnable d’OPA
suffit & donner une approximation des solutions de I’équation de Schrédinger
dans la région interstitielle!® et au bord. En pratique, prés d’une centaine
d’OPA peuvent étre utilisées ; dés que ce stade a été atteint, £(k) ne change
pas beaucoup lorsqu’on ajoute plus d’OPA, et I'on ressent avec une certaine
confiance qu’une bonne convergence a été atteinte.

16. Le lecteur est averti de ne pas tomber dans le piége qui consiste a penser que les
solutions exactes de —(/2/2m)V 2y = £ dans la région de forme complexe, ot le potentiel
de muffin-tin est plat, doivent &tre des combinaisons linéaires des ondes planes e*¥'* avec
& = h2k?/2m.
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En raison du fait que chaque OPA a une dérivée discontinue sur les bords
des régions atomiques et interstitielles, le mieux est de travailler non pas avec
I’équation de Schrédinger mais avec un principe variationnel équivalent :

Etant donnée une fonction (r) différentiable (mais pas nécessairement
deux fois différentiable)!”, définissons la fonctionnelle d’énergie :

/ (J—m Vo) +U(r) |¢(r>|2) dr
/|1/)(1')|2dr

On peut montrer'® qu’une solution de P’équation de Schriodinger (11.1) vé-
rifiant la condition de Bloch avec un vecteur d’onde k et une énergie £(k)
rend (11.17) stationnaire par rapport aux fonctions différentiables #(r) satis-
faisant a la condition de Bloch avec un vecteur d’onde k. La valeur de Eft)y]
est exactement I’énergie £(k) du niveau .

Le principe variationnel est exploité en utilisant le développement en
OPA (11.16) pour calculer E[y]. Il conduit & une approximation de £(k) =
E[yn] dépendant des coefficients cx. Le fait d’exiger que E{yx| soit station-
naire méne aux conditions OF/dcx = 0, qui forment un ensemble d’équations
homogeénes pour ck. Les coefficients de cet ensemble d’équations dépendent
de énergie recherchée £(k), a travers la dépendance des OPA en £(k) et &
cause du fait que la valeur de E[yx] au point stationnaire est £(k). Poser le
déterminant de ces coeflicients égal a zéro, conduit & une équation dont les
racines déterminent les £(k).

Comme dans le cas cellulaire, il est souvent préférable de travailler avec
un ensemble d’OPA d’énergie précise et de chercher le k pour lequel le déter-
minant séculaire s’annule, tragant ainsi les surfaces d’énergie constante dans
I’espace des k. En se servant des techniques de calcul modernes, on s’apergoit
qu’il est possible d’inclure assez d’ondes planes augmentées pour atteindre une
excellente convergence!?, et que la méthode des OPA est 1'un des procédés les
plus fructueux pour calculer la structure de bandes?’.

Dans la figure 11.7, nous présentons des portions de bandes d’énergies pour
quelques éléments métalliques, calculées par L. F. Mattheiss en utilisant la
méthode des OPA. L’un des résultats intéressants de cette analyse réside dans
la ressemblance des bandes du zinc, qui a une couche atomique d remplie, avec
les bandes d’électrons libres. Une comparaison des courbes de Mattheiss pour

E[j] = (11.17)

17. La fonction v peut avoir un nceeud 1a ou V¢ est discontinu.

18. Pour une preuve simple (et une formulation plus détaillée du principe variationnel),
voir appendice G.

19. Dans certains cas, un nombre faible d’OPA peut suffire pour donner une convergence
raisonnable pour les mémes raisons que dans les cas des ondes planes orthogonalisées, et
des méthodes de pseudopotentiels, étudiées plus bas.

20. Des détails complets de la méthode ainsi que des exemples de programmes numériques
peuvent étre trouvés sous forme de manuel dans : T. L. Loucks, Augmented Plane Wave
Method, W. A. Benjamin, Menlo Park, California, 1967.
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F1G. 11.7 — Bandes d’énergie d’OPA pour le fer, le cuivre et le zinc, calculées par
L. F. Mattheiss, Phys. Rev. 134, A970 (1964). Les bandes sont tracées a partir
de T'origine de I'espace des k jusqu’aux points indiqués sur les surface des zones.
Remarquez la ressemblance frappante entre les bandes du zinc calculées et les bandes
d’électrons libres (représentées a droite). Le zinc a une configuration avec deux
électrons s & l'extérieur d’une couche compléte. Les lignes horizontales en tirets

indiquent I’énergie de Fermi.

le titane avec les calculs cellulaires d’Altmann (figure 11.8) devrait, cependant,
inspirer une prudence toujours bienvenue : bien qu’il y ait des ressemblances
reconnaissables, il existe des différences notables. Celles-ci sont probablement
dues plus aux choix des potentiels qu’a la validité des méthodes de calcul, mais
elles servent a indiquer qu’il faut étre prudent dans I'utilisation des résultats
des calculs de structure de bandes d’aprés ces principes de base.

11.4 Méthode des fonctions de Green
de Korringa, Kohn et Rostoker (KKR)

Une approche alternative du potentiel de muffin-tin est fournie par la
méthode due & Korringa, et & Kohn et Rostoker?'. Celle-ci commence avec la

21. J. Korringa, Physica 13, 392 (1947) ; W. Kohn et N. Rostoker, Phys. Rev. 94, 1111
(1954).
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forme intégrale de I’équation de Schrodinger??

Ve (r) = / dr' Geqo (r — 1)U (Ve (') (11.18)
ou l'intégrale porte sur tout ’espace et
2m eiK|r—r'|

T R 4Ar|e—r|
K =/2m&/R?, £€>0
= i/2m(=E)JR2, E£<0 (11.19)

En substituant la forme (11.14) du potentiel de muffin-tin dans (11.18), et
en faisant le changement de variable r'’ = r' — R dans chacun des termes de
la somme obtenue, on peut réécrire (11.18) sous la forme

Q/Jk(l‘) = Z/dr” Gg(k)(l‘ — 1‘” — R)V(r”)wk(r” + R) (1120)
R

La condition de Bloch donne ¢y (r" + R) = Ry (r”), et I'on peut alors
réécrire (11.20) (en remplacant v’ par r') :

Y (r) :/dl‘/ gk,g(k)(r — r')V(r’)wk(r’) (11.21)
ou
Gee(r—r) =) Ge(r—r' —R)e™*® (11.22)
R

L’équation (11.21) a la caractéristique plaisante d’incorporer toute la dé-
pendance vis-a-vis du vecteur d’onde et de la structure du cristal dans la
fonction Gi g, qui peut étre calculée, une fois pour toute, pour une variété
de structures cristallines avec des valeurs précises de £ et de k*3. On montre
dans le probléme 3 que I’équation (11.21) implique que, sur la sphére de rayon

22. L’équation (11.18) est le point de départ de la théorie élementaire de la diffusion.
Son équivalence avec 1’équation de Schrodinger ordinaire (11.1) est due au fait (chapitre 17,
probléme 3) que G vérifie (£ +£2V2/2m)G(r — r') = §(r — r’). Pour une étude élémentaire
de ces aspects, voir, par exemple, D. S. Saxon, Elementary Quantum Mechanics, Holden-
Day, San Francisco, 1968, p. 360 ff. Dans la théorie de la diffusion, on a I’habitude
d’introduire un terme hétérogéne e*** dans (11.18), ot hk = v2mé, pour satisfaire a la
condition aux limites appropriée 4 une onde plane incidente. Ici, cependant, la condition
aux limites est la relation de Bloch qui est vérifiée par (11.18) sans terme hétérogéne.

23. Pour effectuer la somme sur R, on utilise les mémes techniques que pour calculer les
énergies réticulaires des cristaux ioniques (chapitre 20).
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FIG. 11.8 — Trois structures de bandes calculées pour le titane. Les courbes (a) et
(b) ont été calculées par la méthode cellulaire pour deux potentiels possibles. Elles
sont extraites de S. L. Altmann, in Soft X-Ray Band Spectra, D. Fabian (éd.), Aca-
demic Press-London, 1968. La courbe (c) est extraite du calcul d’OPA de Mattheiss.

o, les valeurs de ¢y sont contraintes de vérifier Péquation intégrale suivante :

T=Tro

/Y a Y
0= / 4 | Gic e (1089, 1o8'¢') 518/ )

—1p(rof'¢’) %gk,g(k)(mW, rd'¢") (11.23)

T=T0

Puisque la fonction ¥y est continue, elle garde la forme déterminée par le
probléme atomique ((11.9) & (11.11)) en rp. L’approximation de la méthode
KKR (qui est exacte pour le potentiel de muffin-tin jusqu’a maintenant) est de
supposer que ¥k est obtenue, & un niveau raisonnable de précision, en gardant
seulement un nombre fini (disons N) d’harmoniques sphériques dans le déve-
loppement (11.11). En substituant ce développement tronqué dans (11.23),
en multipliant par Y;,, (0, ¢}, et en intégrant le résultat sur 'angle solide dfd¢
pour tous [ et m intervenant dans le développement tronqué, on obtient un
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ensemble de N équations linéaires pour les Ay, intervenant dans le dévelop-
pement (11.11). Les coefficients de ce développement dépendent de £(k) et
de k par l'intermédiaire de Gy ¢ et de la fonction radiale x; ¢ ainsi que sa
dérivée x| . Poser le déterminant V x N des coefficients égal & zéro conduit
encore une fois 4 une équation donnant la relation entre £ et k. Comme dans
les méthodes décrites précédemment, on peut soit chercher des valeurs de £
conduisant & des solutions pour k fixé, soit fixer £ et tracer la surface dans
lespace des k sur laquelle le déterminant s’annule, ce qui conduit alors a la
surface d’énergie constante £(k) = £.

Les deux méthodes KKR et OPA peuvent étre considérées comme des
techniques qui, si elles sont appliquées de maniére exacte pour le potentiel
de muffin-tin, conduiraient & des conditions de déterminants d’ordre infini.
A partir de celles-ci, on fait ensuite une approximation consistant & prendre
seulement un sous-déterminant fini. Dans la méthode des OPA, on tronque
en K ; une approximation est faite sur la fonction d’onde dans la région
interstitielle. Dans la méthode KKR, la somme sur K est effectuée lorsque
Gy £ est calculée?. L’approximation réside plutot dans la forme de la fonction
d’onde dans la région atomique. Dans les deux cas, la procédure converge bien
si I’on retient suffisamment de termes ; en pratique, la méthode KKR semble
requérir moins de termes dans le développement en harmoniques sphériques
que la technique OPA n’en requiert dans le développement en K. Quand les
méthodes ’OPA et KKR sont appliquées au méme potentiel de muflin-tin,
elles donnent des résultats en trés bon accord.

Le résultat d’un calcul KKR pour les bandes 3s% et 3p' de 'aluminium
sont présentés dans la figure 11.9. Remarquez la ressemblance extraordinaire
entre les bandes calculées et les niveaux d’électrons libres représentés par des
lignes en tirets sur la méme figure.

Les seuls effets perceptibles de l'interaction entre les électrons et les ions,
comme le prédit la théorie des électrons presque libres, est de lever les dégé-
nérescences de bande. Ceci est une illustration frappante de notre ohserva-
tion (voir page 180) selon laquelle les métaux dont la configuration atomique
consiste en un nombre faible d’électrons s et p a ’extérieur de la configura-
tion des gaz rares, ont des structures de bandes qui peuvent étre trés bien
reproduites par les bandes d’électrons presque libres. Les deux méthodes qui
restent a étudier tentent d’éclaircir un peu ce fait remarquable.

24. 1l n’est pas nécessaire de calculer Gy ¢ pour toutes les valeurs de r, mais uniquement
les intégrales

/deQ/Y'ltn(97 d’)gk,ﬁ(roeéb’ 7'09,¢/)Yl"m’ (9/7 ¢/) et

. 0
[ 4909Y;5,0.0) £ Gueslrof6.10') Vi (01,
aT 7‘=7‘0
Elles ont été tabulées pour différentes structures cristallines sur un intervalle de valeurs de
£ et de k, ro étant habituellement pris comme le rayon d’une sphére inscrite dans la maille
de Wigner-Seitz.
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Fic. 11.9 — Bandes de valence calculées pour I'aluminium (trois électrons a
Pextérieur de la couche compléte correspondant & la configuration du néon) compa-
rées aux bandes d’électrons libres (lignes en tirets). Les bandes sont calculées par
la méthode KKR. (B. Segall, Phys. Rev. 124, 1797 (1961).)

11.5 Meéthode des ondes planes orthogonalisées
(OPO)

Une approche alternative, pour combiner les oscillations rapides dans la
région du ceeur ionique avec le comportement interstitiel du type onde plane,
est la méthode des ondes planes orthogonalisées due & Herring?®. La méthode
des OPO (ou, “orthogonal plane waves” OPW) ne requiert pes un potentiel de
muffin-tin pour rendre les calculs faisables, et a donc une valeur particuliére
st ’on insiste sur 'utilisation d’un potentiel qui ne soit pas trés soigné. De
plus, la méthode permet de mieux voir pourquoi ’approximation des électrons
presque libres réussit remarquablement bien & prédire les structures de bandes
de toute une variété de métaux.

Nous commencons par distinguer explicitement les électrons de cceur des
électrons de valence. Les fonctions d’onde de ceeur sont bien localisées autour
des sites du réseau. En revanche, les électrons de valence peuvent étre trouvés,
avec une probabilité appréciable dans les régions interstitielles, ot notre espoir
est que leurs fonctions d’onde peuvent s’écrire approximativement a l'aide
d’un nombre faible d’ondes planes. Dans cette section et dans la suivante,
nous ajouterons des indices ¢ et v aux fonctions d’onde pour indiquer si elles
décrivent des niveaux de cceur ou de valence.

La difficulté de 'approximation consistant & écrire une fonction d’onde
de valence a ’aide de quelques ondes planes partout dans l'espace (comine
dans la méthode des électrons presque libres) réside dans le fait qu’elle échoue
complétement & reproduire le comportement oscillatoire rapide requis dans

25. C. Herring, Phys. Rev. 57, 1169 (1940).
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la région du cceur. Herring nota que ceci pouvait étre réglé en utilisant non
pas les ondes planes simples, mais plutét des ondes planes orthogonalisées
avec les niveaux de coeur dés le début. Ainsi, nous définissons 'onde plane
orthogonalisée (OPO) ¢y par :

e = ™7+ > " betii(r) (11.24)

ou la somme porte sur tous les niveaux de cceur de vecteur d’onde de Bloch k.
Les fonctions d’onde de coeur sont supposées connues (elles sont généralement
prises comme étant des combinaisons de liaisons fortes des niveaux atomiques
calculés), et les constantes b, sont déterminées en imposant & ¢y d’étre ortho-

gonal & tout niveau de cceur?® :

[ vz @) =0 (11.25)
ce qui implique que

be = — / dry*(r)e® ™ (11.26)

La fonction ¢y des OPO posséde les propriétés suivantes qui sont caracté-
ristiques des fonctions d’onde d’un niveau de valence.

1. Elle est, par construction, orthogonale & tous les niveaux de cceur. Par
conséquent, elle présente aussi les oscillations rapides requises dans la
région du cceur. Ceci est particuliérement clair d’apres (11.24), puisque
les fonctions d’onde ¢ (r) intervenant dans les ¢ elles-mémes oscillent
dans cette région.

2. Puisque les niveaux de coeur sont localisés autour des nceuds du réseau,
le deuxiéme terme dans (11.24) est petit dans la région interstitielle, ol
¢k est trés proche d’une seule onde plane e?k'T.

Puisque 'onde plane '™ et les fonctions d’onde de ceeur ¢ (r) vérifient
la condition de Bloch avec le vecteur d’onde k, il en sera de méme pour les
¢ I’OPO. On peut donc, comme dans la méthode des OPA, chercher un
développement des états propres électroniques réels de I’équation Schrédinger

sous la forme de combinaisons linéaires des OPO :

Yk = ZCK¢k+K (11.27)
K

Comme dans la méthode des OPA, on peut déterminer les coeflicients ck
dans (11.27) et les énergies £(k) en insérant (11.27) dans le principe varia-
tionnel (11.17), et en demandant que les dérivées de I’expression obtenue par

26. Nous adoptons la condition de normalisation [ dr }1/1ﬁ|2 = 1. Remarquer que ¢} _est
aussi orthogonal a ¢¢, pour k/ # k 4 cause de la condition de Bloch.
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rapport a tous les ¢k soient nulles. Le potentiel cristallin U(r) interviendra
dans le probléme séculaire ainsi obtenu uniquement par I'intermédiaire de ses
éléments de matrice d’OPO :

/ b4k (P)U(r) i (r) dr (11.28)

La méthode des OPO doit son succés au fait que, méme si les éléments
de matrice d’ondes planes de U sont grands, ses éléments de matrice d’OPO
s’avérent beaucoup plus petits. Par conséquent, bien qu'il soit sans espoir
d’essayer d’obtenir une convergence en développant 4 en ondes planes, la
convergence du développement sur les OPO est beaucoup plus rapide.

En pratique, la méthode des OPO est employée de deux fagons trés diffé-
rentes. D’une part, on peut mener numériquement des calculs d’OPO selon les
principes de base, en commencant avec un potentiel atomique, en calculant ses
éléments de matrice d’OPO, et en travaillant avec des problémes séculaires
assez importants (qui, parfois, s’avérent remarquablement petits, mais qui
peuvent aussi demander prés d’une centaine d’OPQO) pour garantir une bonne
convergence. D’autre part, on rencontre fréquemment des « calculs » de struc-
ture de bandes qui ne sont rien d’autre que la théorie des électrons presque
libres du chapitre 9, dans laquelle les coeflicients de Fourier Uy du potentiel
sont traités comme des paramétres ajustables plutot que comme des quantités
connues. Les Uy sont déterminés en comparant les bandes d’électrons presque
libres soit aux données empiriques soit aux bandes calculées en détail par I'une
des méthodes les plus réalistes. Par exemple, les bandes KKR de 'aluminium,
représentées sur la figure 11.9, peuvent étre reproduites avec une précision re-
marquable & travers toute la zone par un calcul du type électrons presque
libres utilisant seulement quatre ondes planes et nécessitant uniquement deux
paramétres‘27 : U1 et Usgo.

Puisque la théorie des électrons presque libres ne peut sirement pas fonc-
tionner aussi bien, il se peut que le probléme séculaire apparemment d’électrons
presque libres soit en fait ’étape finale d’une analyse beaucoup plus compli-
quée, telle que celle de la méthode des OPO, les coefficients de Fourier U
étant du type OPO plutot que des éléments de matrice d’ondes planes du
potentiel. Ce genre de calcul est donc désigné comme calcul d’OPO. Dans ce
contexte, cette désignation est un peu plus qu’un rappel du fait que méme si
I’analyse est formellement identique & la théorie des électrons presque libres,
elle peut étre placée sur une base théorique plus stire.

Il n’est pas certain, cependant, que 'approche des OPO soit la meilleure
facon de réduire le vrai probléme d'un électron dans un potentiel périodique
a un calcul en réalité du type électrons « presque libres ». Une fagon plus

27. B. Segall, Phys. Rev. 124, 1797 (1961). (Un troisiéme paramétre est utilisé sous
la forme de P’énergie d’électrons presque libres qui est écrite sous la forme ah?k?/2m.) Ii
arrive que ces bandes ne conduisent pas 4 une surface de Fermi ayant une structure détaillée
correcte (une illustration de la difficulté d’obtenir des potentiels précis).
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systématique d’étudier ce probléme ainsi qu’une variété d’approches calcula-
toires supplémentaires, est fournie par les méthodes de pseudopotentiels.

11.6 Pseudopotentiel

La théorie du pseudopotentiel a débuté comme une extension de la mé-
thode des OPO. Mise & part la possibilité qu’elle fournit de raffiner les calculs
d’OPO, elle donne aussi une explication, au moins partielle, du succés des
calculs d’électrons presque libres dans 'ajustement aux structures de bandes
réelles.

Nous décrivons la méthode du pseudopotentiel uniquement dans sa toute
premiére formulation?®, qui est fondamentalement un remaniement de ’appro-
che des OPO. Supposons que nous écrivions la fonction d’onde exacte d’un ni-
veau de valence comme une combinaison linéaire d’OPO, comme dans (11.27).
Soit ¢y la partie en ondes planes de ce développement :

p(r) =) cge T (11.29)
K

Nous pouvons alors réécrire les développements (11.27) et (11.24) sous la
forme

() - o= ( dr'wﬁ*<r’>¢ﬁ<r'>) i) (1130)

c

Puisque v} est une fonction d’onde de valence exacte, elle vérifie I’équation
de Schrédinger de valeur propre £J :

Hy} = £ (11.31)
La substitution de (11.30) dans (11.31) conduit a

Hep > (/ dr'zpﬁ*qﬁﬁ) Hipg =& <¢;;— > (/ dr’ k¢k) w;() (11.32)

C Cc

En remarquant que Hyy = £y pour les niveaux de coeur exacts, alors on
peut réécrire (11.32) comme suit

(H+VF)gp = Eloi (11.33)

ol nous avons caché quelques termes encombrants dans l'opérateur V& qui
est défini par

VEp =3 (&1 - &) ( / dr’wﬁ*w) Ui (11.34)

28. E. Antoncik, J. Phys. Chem. Solids 10, 314 (1959) ; J. C. Phillips et L. Kleinman,
Phys. Rev. 116, 287, 880 (1959).
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Nous avons donc obtenu une équation de Schrédinger effective (11.33) vé-
rifiée par ¢}, la partie lisse de la fonction de Bloch. Puisque 'expérience
de la méthode des OPO suggére que ¢} peut étre écrit approximativement
comme une combinaison linéaire d’un faible nombre d’ondes planes, on pour-
rait s’attendre & ce que la théorie des électrons presque libres du chapitre 9
puisse étre appliquée pour trouver les niveaux de valence de H + V. Ceci
est le point de départ du calcul et de ’analyse du pseudopotentiel.

Le pseudopotentiel est défini comme étant la somme du vrai potentiel
périodique U, et de VF :

hz
H+VE= —%VQ 4 Ypseudo (11.35)

L’espoir est que le pseudopotentiel soit suffisamment faible pour justifier un
calcul des niveaux de valence par la méthode des électrons presque libres. On
peut trouver une indication de la concrétisation de cet espoir dans le fait que
méme si le vrai potentiel périodique est attractif prés des coeurs ioniques, et
par conséquent que (v,Uv) = [dry*(r)U(r)i(r) est négatif, 'élément de
matrice correspondant du potentiel V# est, d’aprés (11.34),

2

(b, Vi) =Y (& - &) (11.36)

C

/ dr g e

Puisque les énergies de valence se trouvent au-dessus des énergies de coeur,
ceci est toujours positif. Par conséquent, 'addition de V® a4 U conduit a
une compensation au moins partielle, et 'on pourrait espérer avec optimisme
qu’elle aboutisse 4 un potentiel suffisamment faible pour effectuer des calculs
de ¢} (appelée pseudo-fonction d’onde) selon la méthode des électrons presque
libres, en traitant le pseudopotentiel comme une faible perturbation.

1l existe quelques caractéristiques propres au pseudopotentiel. L’équa-
tion (11.34) implique que V* (et donc le pseudopotentiel) est non local ;
autrement dit, son effet sur une fonction d’onde ¥(r) n’est pas simplement
de la multiplier par une certaine fonction de r. De plus, le pseudopotentiel
dépend de I'énergie cherchée, £, ce qui signifie que plusieurs des théorémes
de base, que Pon utilise d’habitude sans réflexion supplémentaire (comme
Iorthogonalité des fonctions propres de valeurs propres différentes), ne sont
plus applicables a HPseudo,

L’autre difficulté peut étre surmontée en posant £, dans (11.34) et dans
ypseudo aoale 4 énergie des niveaux qui nous intéressent le plus, généralement
Iénergie de Fermi. Bien siir, une fois ce remplacement effectué, les valeurs
propres de H + V' ne sont plus exactement celles de ’hamiltonien de départ,
sauf pour les niveaux i ’énergie de Fermi. Puisque ceux-ci sont fréquemment
les niveaux de plus grand intérét, ce n’est pas nécessairement un grand prix
a payer. On peut ainsi trouver 1'ensemble des k pour lesquels £ = €, et de
cette facon tracer la surface de Fermi.
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Il s’avére qu’il existe plusieurs maniéres autres que (11.34) de définir un
VE tel que H+VE ait les mémes valeurs propres de valence que ’hamiltonien
cristallin réel H. A partir de ces choix, s’est constituée une science des pseu-
dopotentiels trés riche, dont P'utilité pour tout ce qui sort de la justification
des surfaces de Fermi d’électrons presque libres doit encore étre établie de
maniére convaincante?.

11.7 Meéthodes combinées

Il a bien sir été fait preuve d’une ingéniosité considérable dans la com-
binaison des différentes techniques. Ainsi, par exemple, il peut étre utile de
traiter les bandes d des éléments de transition de la maniére suggérée par
I’approximation des liaisons fortes tout en tenant compte du mélange s — d,
non pas en ajoutant des fonctions de liaisons fortes pour la bande s, mais en
combinant 'une des méthodes d’ondes planes que nous avons décrites d’une
maniére autocohérente appropriée. Il va sans dire que dans cet apergu des mé-
thodes de calcul des bandes d’énergie, nous n’avons fait qu’effieurer la surface
de quelques vastes domaines.

Ce chapitre et les trois précédents concernaient les aspects structurels de
la structure de bandes. Nous allons maintenant nous tourner vers des mani-
festations basées sur observation directe des bandes d’énergie électroniques.
Les chapitres 12 et 13 étudient la généralisation de la théorie du transport de
Drude et Sommerfeld aux électrons de Bloch ; le chapitre 14 aborde quelques-
unes des techniques d’observation directe de la surface de Fermi ; et le cha-
pitre 15 décrit les structures de bandes de quelques-uns des métaux les plus
familiers.

11.8 Problémes

1. Conditions aux limites pour les fonctions d’onde
dans les cristaux
Soit r le vecteur repérant un point immédiatement en dega du bord d’une
maille primitive Cp, et r’ un autre point déplacé par rapport & r immeédiate-
ment & l'extérieur du méme bord. Les équations de continuité de ¥(r) sont

lim [¢(r)—(r")]

r—r’

)
lim [Vo(r) — V()]

0 (11.37)
0

(a) Vérifier que tout point r sur la surface de la maille primitive est séparé

29. Une étude récapitulative du pseudopotentiel et de ses applications peut étre trouvée
dans Solid Sate Physics, Vol. 24, D, Turnbull et F. Seitz, éds., Academic, New York, 1970.
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par un certain vecteur R du réseau de Bravais d’un autre point de la surface,
et que les normales 3 la maille aux points r et r + R sont de sens opposés.
(b) En utilisant le fait que v peut étre choisi sous la forme de Bloch,
montrer que les équations de continuité peuvent étre également bien écrites
en termes des valeurs de ¥ situées entiérement i l’intérieur la maille primitive :

Y(r) = e" ™ Ry(r + R) (11.38)
= e *RYy(r+R)

pour des paires de points sur la surface séparés par des vecteurs R du réseau
direct.

{(c) Montrer que la seule information dans la deuxiéme des équations (11.38)
qui ne soit pas déja contenue dans la premiére se trouve dans 'équation

i(r)  Vi(r) = —e ®Ria(r + R)-Vy(r + R) (11.39)

ou le vecteur f est normal & la surface de la maille.

2. En utilisant le fait que 'OPA est continue sur les surfaces définissant
le potentiel de muffin-tin, donner un argument pour montrer que la fonction
ok+k.e d’OPA vérifie la condition de Bloch avec un vecteur d’onde k.

3. L’équation intégrale pour une fonction de Bloch dans un potentiel pé-
riodique est donnée par Péquation (11.21) of, pour les potentiels du type
muffin-tin, la région d’intégration est limitée & |r'| < ry.

(a) A partir de la définition (11.22) de G montrer que

ﬁ2
<%V’2+8> Gre(r—1)Y=9d6(r—1'), rr' <r (11.40)

(b) Montrer en écrivant
gV/Zw — V/ . (GV’w _ V/’lﬂg) + ¢V’29
que (11.21), (11.40) et I’équation de Schrodinger pour r’ < rg conduisent a
0= / dr'V’" - [Gk g1y (r — ) V() — i (x") V' Gie g1y (r — r')]

' <rp

(11.41)

(c) Utiliser le théoréme de Gauss pour transformer (11.41) en une intégrale
sur la surface d’une sphére de rayon 7’ = rg et montrer que, lorsque r est pris
égal a ry, on obtient Péquation (11.23).






Chapitre 12

Modéle semi-classique
de la dynamique des électrons

Paquets d'ondes d'électrons de Bloch
Mécanique semi-classique

Aspects généraux du modéle semi-classique
Champs électriques statiques

Théorie générale des trous

Champs magnétiques uniformes statiques
Effet Hall et magnétorésistance

A THEORIE de Bloch (chapitre 8) étend la théorie d’équilibre de Sommer-
feld des électrons libres (chapitre 2) au cas ot les électrons sont soumis &

un potentiel périodique (non constant). Dans la table 12.1, nous comparons
les aspects majeurs des deux théories.

Pour étudier la conduction, nous avons da étendre la théorie d’équilibre
de Sommerfeld aux cas hors d’équilibre. Nous avons affirmé au chapitre 2
que l'on pouvait calculer le comportement dynamique d’un gaz d’électrons
libres en utilisant la mécanique classique ordinaire, & condition qu’il ne soit
pas nécessaire de localiser un électron sur une échelle comparable 4 la distance
interélectronique. Ainsi, la trajectoire de chaque électron entre deux collisions
était calculée grace aux équations du mouvement classiques habituelles pour
une particule de quantité de mouvement %k :
. bk

r
m

. 1
hk = —e <E + -V A H> (12.1)
c



TAB. 12.1 — Comparaison des niveaux d’équilibre a un électron de Sommerfeld et de Bloch.

Sommerfeld

Bloch

Nombre quantique
(Spin exclu)

k (#ik est la
quantité de mouvement.)

k, n (fik est le moment cristallin
et n I'indice de bande.)

Intervalle de variation
Des nombres quantiques

k décrit tout I’espace des k
compatibles avec les conditions
aux limites périodiques de
Born-von Karman.

Pour chaque n, k décrit tous les
vecteurs d’onde dans une maille
primitive du réseau réciproque
compatibles avec les conditions
aux limites périodiques de
Born-von Karman ; n décrit un

ensemble infini de valeurs discrétes.

Energie

h2k?
:2m.

£(k)

Pour un indice de bande n donné,

&n(k) n’a pas de forme explicite

simple. La seule propriété générale

est la périodicité sur le réseau
réciproque :
Enk + K) = En(k).

Vitesse

La vitesse moyenne d’un électron
dans un niveau de vecteur d’onde
k est :

_hk  106€ )

T m  hok

La vitesse moyenne d’un électron

dans un niveau d’indice de bande n et

de vecteur d’onde k est :
1 8En (k)
n(k) = - ————-

Vel = § ok

Fonction d’onde

La fonction d’onde d’un électron

de vecteur d’onde k est :
ik-r
Yi(r) = Fi75-

La fonction d’onde d’un électron
d’indice de bande n et de vecteur
d’onde k est :

Yni(r) = elk‘r“nk(r)
ou la fonction u,k(r) n’a pas de
forme explicite simple. La seule

propriété générale est la périodicité

sur le réseau direct :
unk(r —+ R) = unk(r).

214
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Si Pon était contraint de justifier cette procédure d’un point de vue quan-
tique, nous maintiendrions que (12.1) décrit réellement le comportement d’un
paquet d’ondes de niveaux d’électrons libres,

o(r,1) = %:g(kl)exp {z <k’ v ﬁ;ﬁz‘)}

g(K)~0, [K'—k|> Ak (12.2)

ol k et r sont les position et quantité de mouvement moyennes autour des-
quelles le paquet d’ondes est localisé (avec la limitation AzAk > 1 imposée
par le principe d’incertitude).

Cette approche a une généralisation simple et élégante aux électrons dans
un potentiel périodique général, appelée modéle semi-classique. Justifier le
modéle semi-classique en détail est une tache redoutable, considérablement
plus difficile que la justification de la limite classique ordinaire pour des élec-
trons libres. Dans ce livre, nous ne proposerons pas une démonstration sys-
tématique. Nous mettrons plutét Paccent sur D'utilisation du modéle. Nous
le décrirons donc simplement, donnerons ses limites de validité, et extrairons
quelques-unes de ses conséquences physiques majeures®.

Le lecteur insatisfait des bases trés incomplétes et peu suggestives que nous
allons offrir du modéle semi-classique est invité & examiner le large domaine
des mystéres et des anomalies de la théorie des électrons libres que le modéle
résout. L’attitude convenable & adopter est peut-étre la suivante : §’il n’y
avait aucune théorie quantique microscopique sous-jacente des électrons dans
les solides, on pourrait encore imaginer une mécanique semi-classique (devinée
par quelque Newton des espaces cristallins de la fin du dix-neuviéme siécle)
qui serait brillamment confirmée par l'explication qu’elle donne du comporte-
ment électronique observé, tout comme la mécanique classique a été confirmeée
par son explication du mouvement planétaire, et seulement bien aprés démon-
trée de maniére plus fondamentale en tant que forme limite de la mécanique
quantique.

Comme avec les électrons libres, I’étude de la conduction par des électrons
de Bloch? souléve deux questions : (a) Quelle est la nature des collisions ?
(b) Comment se déplacent les électrons de Bloch entre les collisions ? Le mo-
déle semi-classique traite de la deuxiéme question, mais la théorie de Bloch
répond aussi & la premiére. Drude supposait que les électrons entraient en
collision avec des ions lourds fixes. Cette hypothése ne peut étre conciliée

1. L’un des efforts les plus récents d’une démonstration systématique se trouve dans
J. Zak, Phys. Rev. 168, 686 (1968). Les références aux travaux les plus récents y sont
indiquées. Un traitement trés séduisant des électrons de Bloch dans un champ magnétique
(sans doute le domaine le plus difficile dans lequel démontrer le modéle semi-classique) est
donné par R.G. Chambers, Proc. Phys. Soc. 89, 695 (1966), qui construit explicitement un
paquet d’ondes dépendant du temps dont le centre se déplace le long de Porbite déterminée
par les équations du mouvement semi-classiques.

2. Nous utiliserons le terme d’« électrons de Bloch » pour désigner des « électrons dans
un potentiel périodique général ».
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avec les libres parcours moyens trés longs qui sont possibles dans les métaux,
et échoue dans 'explication de leur dépendance observée en température®.
La théorie de Bloch 'exclut également pour des raisons théoriques. Les ni-
veaux de Bloch sont des solutions stationnaires de 'équation de Schrédinger
en présence du potentiel périodique complet des ions. Si un électron dans le
niveau 9,k posséde une vitesse moyenne non nulle (ce qui est le cas & moins
que 9¢&,(k)/0k ne s’annule), alors cette vitesse restera la méme pour tou-
jours®. On ne peut faire appel aux collisions avec des ions statiques en tant
que mécanisme de diminution de la vitesse, car l'interaction de I’électron avec
le réseau périodique des ions a été complétement prise en compte ab initio
dans I’équation de Schrédinger que résout la fonction d’onde de Bloch. Ainsi,
la conductivité d’un cristal périodique parfait est infinie.

Ce résultat, si déconcertant au regard du penchant classique de chacun qui
consiste & représenter les électrons comme subissant des chocs avec les ions qui
dégradent le courant, peut étre compris comme une simple manifestation de la
nature ondulatoire des électrons. Dans un réseau périodique de diffuseurs, une
onde peut se propager sans atténuation A cause de I'interférence constructive
cohérente des ondes diffusées®.

Les métaux ont une résistance électrique car aucun solide réel n’est un cris-
tal parfait. Il existe toujours des impuretés, des ions manquants, ou d’autres
imperfections qui peuvent diffuser les électrons, et 4 trés basse température ce
sont eux qui limitent la conduction. Méme si les imperfections pouvaient étre
entiérement éliminées, la conductivité resterait finie & cause des vibrations
thermiques des ions qui produisent des distorsions de la périodicité parfaite
dans le potentiel que les électrons subissent, et qui dépendent de la tempé-
rature. Ces déviations par rapport a la périodicité sont capables de diffuser
les électrons, et sont la source de la dépendance en température du temps de
relaxation électronique qui avait été notée au chapitre 1.

Nous remettons ’étude compléte des mécanismes récls de diffusion aux
chapitres 16 et 26. Nous ne ferons que remarquer ici que la théorie de Bloch
nous force maintenant & abandonner I'image naive de Drude de la diffusion
électron-ion. Nous continuerons néanmoins & extraire des résultats qui dé-
coulent de I’hypothése simple qu’un certain mécanisme de diffusion existe,
sans tenir compte de ses aspects détaillés.

Ainsi, le probléme principal auquel nous devons faire face est de décrire le
mouvement des électrons de Bloch entre des collisions. Le fait que la vitesse
moyenne d’un électron dans un niveau de Bloch défini 9,k est®

_ 106.(K)

vp(k) = T (12.3)

3. Voir page 9.

4. Voir page 167.

5. Pour une vision unifiée de tels phénomeénes, voir L. Brillouin, Wave Propagating in
Periodic Structures, Dover, New York, 1953.

6. Voir page 167. Le résultat est prouvé dans I'appendice E.
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est trés suggestif. Considérons un paquet d’ondes de niveaux de Bloch d’une
bande donnée, construit en analogie avec le paquet d’ondes d’électrons lib-
res (12.2) :

Pp(r,t) = Z (K Vnir (r) exp [~%€n(k')t}
I
oK) ~0, [K—k|>Ak (12.4)

Prenons une incertitude sur le vecteur d’onde petite comparée aux dimensions
de la zone de Brillouin, de telle sorte que &, (k) varie peu sur tous les niveaux
apparaissant dans le paquet d’ondes. La formule de la vitesse {12.3) peut alors
étre vue comme 'affirmation habituelle selon laquelle la vitesse de groupe d’un
paquet d’ondes est dw/0k = (0/Fk}E/R).

Le modéle semi-classique décrit de tels paquets d’ondes quand il n’est pas
nécessaire de donner la position d’un électron sur une échelle comparable avec
I'incertitude sur le paquet.

Estimons la largeur que le paquet d’ondes (12.4) doit avoir lorsque I’incerti-
tude sur le vecteur d’onde est petite comparée aux dimensions de la zone de
Brillouin. Examinons le paquet d’ondes en des points séparés par un vecteur
du réseau réciproque. En posant r = rg + R, et en utilisant la propriété de
base (8.6) des fonctions de Bloch, nous pouvons écrire (12.4) sous la forme

’lZ)n(I‘O + R, t) = z [g(k,)wnk/(l‘o)] exp I:Z (k’ ‘R — %&l(k')t)} (125)
"
Envisagé en tant que fonction de R & ry fixé, c’est exactement une superpo-
sition d’ondes planes, de la forme (12.2), avec un poids g(k) = [g(k)¢nxk(ro)].
Ainsi, si Ak mesure la région a lintérieur de laquelle g (et donc §) est ap-
préciable’, alors ¥, (rg + R), en accord avec les régles usuelles concernant les
paquets d’ondes, devrait étre appréciable & I'intérieur d’une région de dimen-
sions AR ~ 1/Ak. Puisque Ak est petit devant les dimensions de la zone, qui
sont de 'ordre de 'inverse de la constante de réseau 1/a, il s’ensuit que AR
doit etre grand comparé a a. Cette conclusion est indépendante de la valeur
particuliére de rg, et nous concluons donc qu’un paquet d’ondes de niveauz de
Bloch de vecteur d’onde bien défini 6 U’¢é chelle de la zone de Brillouin doit
étre réparti dans Uespace réel sur plusieurs mailles primitives.

Le modéle semi-classique décrit la réponse des électrons & des champs
électriques et magnétiques extérieurs qui varient lentement sur des dimen-
sions d’un tel paquet d’ondes (figure 12.1) et donc extrémement lentement
sur quelques mailles primitives.

Dans le modéle semi-classique, de tels champs donnent naissance & des
forces classiques ordinaires dans une équation du mouvement décrivant I’évolu-
tion de la position et du vecteur d’onde du paquet. La subtilité du modéle

7. Si g est appréciable seulement dans un voisinage de k petit comparé aux dimensions
de la zone, alors ¥, (rp) variera peu sur ce domaine, et, en tant que fonction de k, g ne
différera que peu d’une constante multipliée par g.
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Longueur d'onde du champ appliqué

Fi1G. 12.1 — Vue schématique de la situation décrite par le modele semi-classique.
La longueur sur laquelle le champ appliqué (ligne en pointillé) varie est beaucoup
plus grande que la largeur du paquet d’ondes de 1'électron (ligne continue), qui, a
son tour, est plus grande que la constante de réseau.

semi-classique, qui le rend plus complexe que la limite classique ordinaire des
électrons libres, réside dans le fait que le potentiel périodique du réseau varie
sur des dimensions qui sont petites comparées a la largeur du paquet d’ondes,
et ne peut donc pas étre traité classiquement. Ainsi, le modéle semi-classique
est une limite classique partielle : les champs extérieurs appliqués sont traités
classiquement, mais le champ périodique des ions ne 'est pas.

12.1 Description du modéle semi-classique

Le modéle semi-classique prédit comment, en l'absence de collisions, la
position r et le vecteur d’onde k de chaque électron® évolue en présence de
champs électrique et magnétique appliqués extérieurement. Cette prédiction
est fondée entiérement sur la connaissance de la structure de bandes du métal,
c’est-a-dire sur les formes des fonctions £,(k), et sur aucune autre informa-
tion explicite sur le potentiel périodique des ions. Le modéle considére les
E.(k) comme des fonctions données, et ne dit rien sur la maniére de les cal-
culer. Le but du modéle est de relier la structure de bandes aux propriétés
de transport, c’est-a-dire & la réponse des électrons aux champs appliqués ou
aux gradients de température. On utilise le modéle & la fois pour déduire
les propriétés de transport & partir d’une structure de bandes (calculée) et
pour déduire des aspects de la structure de bandes a partir des propriétés de
transport observées.

Les fonctions &,(k) étant données, le modéle semi-classique associe &
chaque électron une position r, un vecteur d’onde k, et un indice de bande
n. Au cours du temps et en présence de champs électrique et magnétique

8. Dans la suite, nous parlerons d’un électron comme possédant a la fois une position et
un vecteur d’onde. Nous faisons en fait, bien sfir, référence a un paquet d’ondes, comme
décrit plus haut.
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extérieurs E(r,t) et H(r,t), la position, le vecteur d’onde et P'indice de bande
peuvent évoluer selon les regles suivantes.

1. L’indice de bande n est une constante du mouvement. Le modéle semi-
classique ignore la possibilité de « transitions interbandes ».

2. L’évolution dans le temps de la position et du vecteur d’onde d’un élec-
tron d’indice de bande n est déterminée par les équations du mouve-

ment :
. _ 10&,(k)
ke = —¢ [B(r6) + Lva(k) A H(r ) (12.6b)

3. (Cette régle réexprime simplement les aspects de la théorie quantique
de Bloch compléte qui sont retenus dans le modéle semi-classique.) Le
vecteur d’onde d’un électron n’est défini qu’a un vecteur du réseau réci-
proque additif K prés. On ne peut avoir deux électrons distincts avec le
méme indice de bande n et la méme position r, et des vecteurs d’onde
k et X' qui different d'un vecteur du réseau réciproque K ; les indices
n, r, k et n, r, k + K sont des maniéres complétement équivalentes de
décrire le méme électron®. Tous les vecteurs d’onde distincts pour une
unique bande sont donc situés dans une seule maille primitive du réseau
réciproque. A ’équilibre thermique, la contribution 4 la densité électro-
nique des électrons de la n® bande de vecteurs d’onde dans I’élément de
volume infinitésimal dk de 'espace des k est donnée par la distribution
de Fermi habituelle (2.56)'° :

dk dk/ 473
f(gn( ))m = e(gn(k)'u)/kBT 1 (127)

12.2 Commentaires et restrictions

Une théorie & nombreux porteurs

Puisque les champs appliqués sont supposés ne causer aucune transition
interbandes, on peut considérer que chaque bande contient un nombre fixé
d’électrons d’'un type particulier. Les propriétés de ces types d’électrons

9. Les équations du mouvement semi-classiques (12.6) préservent cette équivalence a
mesure que le temps évolue. Si r(t), k(¢) sont une solution pour la n® bande, alors r(t),
k(t) + K le sont aussi pour tout vecteur du réseau réciproque K, en raison de la périodicité
de &,(k).

10. Ceci suppose que les interactions du spin des électrons avec tout champ magnétique
soit sans conséquence ; dans le cas contraire, chaque population de spin donne une contri-
bution & n donnée par la moitié de (12.7) ou &£n(k) doit inclure énergie d’interaction du
spin donné avec le champ magnétique.
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peuvent différer considérablement d’une bande & I'autre, puisque le type de
mouvement que les électrons d’indice de bande n peuvent posséder dépend de
la forme particuliére de &, (k). A (ou prés de) I'équilibre, les bandes d’énergies
situées trés au-dessus de P’énergie de Fermi £ sont inoccupées. Ainsi, il n’est
pas nécessaire de considérer une infinité de types de porteurs, mais seulement
ceux dans les bandes d’énergies situées a l'intérieur d’un intervalle de quelques
kgT autour de £ ou au-dessous de Eg. De plus, nous verrons plus bas que des
bandes dans lesquelles toutes les énergies sont de nombreux kg7 au-dessous de
Er — C’est-a-dire, des bandes complétement remplies &4 ’équilibre — peuvent
également étre ignorées | Par conséquent, seul un petit nombre de bandes (ou
de types de porteurs) a besoin d’étre considéré dans la description d’un métal
ou d’un semi-conducteur réel.

Le moment cristallin n’est pas la quantité
de mouvement

Remarquons qu’a 'intérieur de chaque bande, les équations du mouvement
(12.6) sont les mémes que les équations pour des électrons libres (12.1) mis &
part le fait que £, (k) apparait 4 la place de I'énergie d’électron libre A2k?/2m.
Néanmoins, le moment cristallin 7k n’est pas la quantité de mouvement d’un
électron de Bloch, comme nous I’avons déja fait remarquer au chapitre 8. La
vitesse de variation de la quantité de mouvement d’un électron est donnée par
la force totale exercée sur I’électron, mais la vitesse de variation du moment
cristallin d’un électron est donnée par les équations (12.6), dans lesquelles les
forces sont exercées uniquement par l'intermédiaire des champs extérieurs et
non par le champ périodique du réseau'!.

Limites de validité

A la limite de potentiel périodique nul, le modéle semi-classique doit
s’effondrer car, dans cette limite, I’électron est un électron libre. Dans un
champ électrique uniforme, un électron libre peut continuellement accroitre
son énergie cinétique aux dépens de Iénergie potentielle électrostatique. Ce-
pendant, le modéle semi-classique interdit les transitions interbandes, et re-
quiert donc que I’énergie d’un électron reste confinée i 'intérieur des limites
de la bande dans laquelle I’électron se trouvait lui-méme & Uorigine'2. Ainsi,

11. Bien que le champ périodique du réseau joue un réle crucial dans les équations
semi-classiques (par I'intermédiaire de la structure de la fonction &, (k) déterminée par ce
potentiel), ce role ne peut étre celui d’une force dépendant de la position. Pour étudier
une force possédant la périodicité du réseau, il faudrait localiser un électron a l'intérieur
d’une seule maille primitive. Une telle localisation n’est pas cohérente avec la structure du
paquet d’ondes qui sous-tend le modéle semi-classique (voir figure 12.1), le paquet d’ondes
s’étendant sur de nombreux sites du réseau.

12. Cette condition est violée a chaque fois que le vecteur d’onde de I’électron libre fran-
chit un plan de Bragg, puisque ’électron saute alors d’une bande d’électron libre inférieure
a une bande supérieure.
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le potentiel périodique doit avoir une intensité minimale avant que le modéle
semi-classique ne puisse étre appliqué. De telles restrictions ne sont pas faciles
A obtenir, mais ont une forme trés simple que nous donnons sans démonstra-
tion'3. En un point donné de I'espace des k, les équations semi-classiques sont
valables pour des électrons de la n® bande a condition que les amplitudes des
champs électrique et magnétique extérieurs variant lentement satisfassent a

eba < E’Eg—ikl (12.8)
2
o ot 20

Dans ces inégalités, la longueur a est de 'ordre de la constante de réseau,
Egap(k) est la différence entre &, (k) et I'énergie la plus proche de &, (k) au
méme point de lespace des k, mais dans une bande différente, et w, est la
fréquence cyclotron (Eq. (1.18)).

La condition (12.8) n'est jamais facilement violée dans un métal. Méme
avec une densité de courant de 102 A.cm~2 et une résistivité de 100 p.cm,
le champ dans le métal ne vaut que E = pj = 1072 V/ecm. D’ou, pour une
valeur de a de 'ordre de 1078 cm, eEa est de I'ordre de 1071V eV. Puisque
Er est de 'ordre d’un électron-volt ou plus, &ap(k) doit étre aussi petit que
1075 €V avant que la condition (12.8) ne soit violée. En pratique, des bandes
interdites de cette taille ne se rencontrent jamais sauf prés des points ou deux
bandes dégénérent, et alors seulement dans une région extrémement petite de
Pespace des k autour de tels points. Des bandes interdites petites typiques
sont de 'ordre de 10~ €V, et donc (12.8) est satisfaite avec une marge de 10°.
Dans la pratique, on ne considére la condition que pour des isolants et des
semi-conducteurs hétérogénes, o il est possible d’établir des champs élec-
triques immenses ; lorsque la condition est violée, les électrons peuvent subir
une transition de bande pilotée par le champ électrique, un phénoméne appelé
rupture électrique.

La condition (12.9) sur l'intensité du champ magnétique n’est pas aussi
difficile & violer. L’énergie fiw, est de 'ordre de 10~% eV dans un champ de
10* G, auquel cas (12.9) n’est plus vraie pour des bandes interdites de ’ordre
de 1072 eV. Bien que ce soit encore une bande d’énergie interdite petite, de
telles bandes sont tout a fait communes, tout particuliérement lorsqu’elles
sont entiérement dues & une levée de dégénérescence par couplage spin-orbite.
Quand la condition (12.9) n’est plus remplie, les électrons peuvent ne plus par-
courir les orbites déterminées par les équations du mouvement semi-classiques
{(12.6), un phénomeéne appelé rupture magnétique. La possibilité d une rupture
magnétique doit toujours rester a l'esprit dans interprétation des propriétés
électroniques dans des champs magnétiques forts.

13. Une justification rudimentaire est donnée dans ’appendice J.
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En plus des conditions (12.8) et (12.9) sur 'amplitude des champs appli-
qués, il faut ajouter une condition de basse fréquence sur les champs,

hw < Egap (12.10)

sinon un seul photon pourrait fournir assez d’énergie pour produire une transi-
tion interbandes. Il y a aussi une condition sur la longueur d’onde des champs
appliqués,

A>a (12.11)

nécessaire si ’on veut raisonnablement introduire les paquets d’onde'.

Base pour les équations du mouvement

Comme nous Vavons discuté ci-dessus, ’équation (12.6a) affirme simple-
ment que la vitesse d’un électron semi-classique est égale 4 la vitesse de groupe
du paquet d’onde sous-jacent. I’équation (12.6b) est considérablement plus
difficile & justifier. Elle est hautement plausible en présence d’un champ élec-
trique statique en tant que maniére la plus simple de garantir la conservation

de I’énergie, car si le champ est donné par E = —V ¢, alors nous nous atten-
dons & ce que chaque paquet d’ondes se déplace de telle sorte que ’énergie
En(k(t))—ed(r(t)) (12.12)

reste constante. La dérivée par rapport au temps de cette énergie est

agn ) .

que l’équation (12.6a) nous permet d’écrire comme

Vo (K)- [fik—eV @] (12.14)
Ceci s’annulera si

ik = eV = —cE (12.15)

qui n’est autre que l’équation (12.6b) en Pabsence de champ magnétique.
Cependant, (12.15) n’est pas nécessaire pour que l'énergie soit conservée,
puisque (12.14) s’annule si tout terme perpendiculaire & v, (k) est ajouté
a (12.15). Justifier avec rigueur que le seul terme supplémentaire doit étre

14. 11 est aussi parfois nécessaire de prendre en compte d’autres effets quantiques dus a la
possibilité d’orbites électroniques fermées dans espace des k dans un champ magnétique.
Ces effets peuvent étre traités par une ingénieuse extension du modéle semi-classique, et ce
n’est donc pas une limitation dans le sens des restrictions décrites ci-dessus. Le probléme se
pose dans la théorie de Veffet de Haas-van Alphen et des phénomeénes qui lui sont associés,
et est décrit au chapitre 14.
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[va(k)/c] A H, et que I’équation qui en résulte doit rester valable pour des
champs qui dépendent également du temps, est un sujet trés difficile que nous
ne poursuivrons pas plus avant. Le lecteur insatisfait est renvoyé & I’appendice
H ot nous indiquons une maniére de rendre les équations semi-classiques plus
plausibles. On y montre qu’elles peuvent étre écrites sous une forme ha-
miltonienne trés compacte. Pour trouver un ensemble vraiment convaincant
d’arguments, il est cependant nécessaire de se plonger assez profondément
dans la littérature (toujours croissante) concernant ce sujet'®.

12.3 Conséquences des équations du mouvement
semi-classiques

Le reste de ce chapitre étudie quelques conséquences directes fondamen-
tales des équations du mouvement semi-classiques. Au chapitre 13, nous nous
tournerons vers une voie plus systématique d’extraction des théories de la
conduction.

Dans la plupart des discussions qui suivent, nous considérerons une seule
bande & la fois, et nous abandonnerons I'indice de bande sauf dans la com-
paraison explicite des propriétés de deux ou plusieurs bandes. Par simplicité,
nous prendrons également la fonction de distribution d’équilibre des électrons
égale A celle de température nulle. Dans les métaux, les effets de température
finie auront une influence négligeable sur les propriétés discutées ci-dessous.
Les effets thermoélectriques dans les métaux seront analysés au chapitre 13,
et les semi-conducteurs seront traités au chapitre 28.

L’esprit de 'analyse qui suit est tout & fait similaire & celui dans lequel
nous avons étudié les propriétés de transport aux chapitres 1 et 2 : nous
décrirons les collisions en termes d’une approximation de temps de relaxation
simple, et nous concentrerons notre attention sur le mouvement des électrons
entre des collisions, déterminé (en contraste avec les chapitres 1 et 2) par les
équations du mouvement semi-classiques (12.6).

Les bandes remplies sont inertes

Une bande remplie est une bande dans laquelle toutes les énergies sont
situées au-dessous'® de £r. Les électrons d’une bande remplie, de vecteurs
d’onde situés dans une région de 'espace des k de volume dk, contribuent
de dk/47® & la densité électronique totale (Eq. (12.7)). Ainsi, le nombre
de tels électrons dans une région de ’espace des positions de volume dr est
égal & drdk/473. On peut donc caractériser de maniére semi-classique une
bande remplie par le fait que la densité d’électrons dans un espace rk A six

15. Voir, par exemple, les références données dans la note 1.

16. Plus généralement, les énergies devraient étre si inférieures au potentiel chimique g
comparées & kT que la fonction de Fermi devrait étre indistinguable de 'unité dans toute
la bande.
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dimensions (appelé espace des phases, en analogie avec l’espace rp de la mé-
canique classique ordinaire) est égale & 1/4x3.

Les équations semi-classiques (12.6) impliquent qu’une bande remplie reste
remplie & tout instant, méme en présence de champs électrique et magné-
tique variant dans le temps et Pespace. C’est une conséquence directe de
l’analogue semi-classique du théoréme de Liouville, qui s’énonce de la ma-
niére suivante!” :

Etant donné une région quelconque de I’espace des phases & six dimensions
Q,, considérons le point r’, k' vers lequel chaque point r, k de §2; est conduit
par les équations du mouvement semi-classiques entre les instants'® ¢ et ¢'.
L’ensemble de tous les r’, k’ constitue une nouvelle région €4, dont le volume
est le méme que le volume de ©; (voir figure 12.2) ; autrement dit, les volumes
de lespace des phases sont conservés par les équations du mouvement semi-
classiques.

Ceci implique immédiatement que si la densité dans I’espace des phases est
égale a 1/47 & l'instant zéro, elle doit garder cette valeur a tous les instants ;
considérons en effet une région quelconque €2 a linstant ¢. Les électrons dans
Q a linstant ¢ sont ceux qui étaient dans une autre région 2y a l'instant
zéro o, d’aprés le théoréme de Liouville, Qy posséde le méme volume que €.
Puisque les deux régions ont également le méme nombre d’électrons, ils ont
la méme densité d’électrons dans I’espace des phases. Puisque cette densité
était égale & 1/472, indépendamment de la région a instant zéro, elle doit
également valoir 1/473, indépendamment de la région a linstant ¢. Ainsi, le
mouvement semi-classique entre des collisions ne peut altérer la configuration
d’une bande remplie, méme en présence de champs extérieurs variant dans
’espace et dans le temps'?.

Cependant, une bande de densité constante 1/47> dans l'espace des phases
ne peut contribuer a un courant électrique ou thermique. Pour le voir, remar-
quons qu’'un élément de volume infinitésimal de 1’espace des phases dk autour

17. Voir ’appendice H ol 'on prouve que le théoréme s’applique au mouvement semi-
classique. D’un point de vue quantique, 'inertie des bandes remplies est une simple consé-
quence du principe d’exclusion de Pauli : la « densité dans I’espace des phases » ne peut
augmenter si chaque niveau contient le nombre maximum d’électrons permis par le prin-
cipe de Pauli ; de plus, si les transitions interbandes sont interdites, la densité ne peut non
plus décroitre, car le nombre d’électrons dans un niveau ne peut étre réduit que s’il existe
des niveaux incomplétement remplis dans la bande pour que ces électrons s’y déplacent.
Cependant, par cohérence logique, il est nécessaire de démontrer que cette conclusion dé-
coule également directement des équations du mouvement semi-classiques, sans réinvoquer
la théorie quantique sous-jacente que le modéle est censé remplacer.

18. Le temps ¢’ n’est pas nécessairement plus grand que ¢ ; autrement dit, les régions &
partir desquelles Q; a évolué possédent le méme volume que €2, ainsi que les régions vers
lesquelles Q; évolue.

19. Les collisions ne peuvent pas non plus altérer cette stabilité des bandes remplies, a
condition que nous retenions notre hypothése de base (chapitre 1, page 7 et chapitre 13,
page 290) selon laquelle, quels que soient leurs autres effets, les collisions ne peuvent altérer
la distribution des électrons lorsqu’elle a sa forme d’équilibre thermique. Car une fonction
de distribution de valeur constante 1/47% est précisément la forme d’équilibre & température
nulle pour toute bande dont I’énergie est située en dessous de I’énergie de Fermi.
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Fia. 12.2 — Trajectoires semi-classiques dans Vespace rk. La région {2; contient a
Pinstant t’ les points que le mouvement semi-classique a transporté de la région €
a linstant t. Le théoréme de Liouville affirme que €, et Q, ont le méme volume.
(L’illustration est donnée pour un espace 7k bidimensionnel situé dans le plan de la
page, c¢’est-a-dire pour un mouvement semi-classique & une dimension.).

du point k contribue au courant de dk/4m> électrons par unité de volume,
tous de vitesse v(k) = (1/H)0€(k)/0k. En sommant sur tous les k de la zone
de Brillouin, nous trouvons que la contribution totale aux densités de courant
électrique et d’énergie d’une bande remplie est

e [deroe

J=ie /47r3f10k

. fdk . 106 1 [dk18 . .,

Je = /H‘g(k)hﬁﬁ B 2/4W3ﬁ8k(5(k)) (12.16)

Mais elles s’annulent toutes les deux & cause du théoréme?® selon lequel
Iintégrale sur toutes les mailles primitives du gradient d’une fonction pé-
riodique doit s’annuler. ‘

Ainsi, seules des bandes partiellement remplies doivent étre considérées
dans le calcul des propriétés électroniques d’un solide. Ceci explique comment

20. Le théoréme est prouvé dans 'appendice I. Les fonctions périodiques dans ce cas
sont £(k) pour j, et (£(k))? pour je.
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on doit arriver & ce mystérieux paramétre de la théorie des électrons libres,
le nombre d’électrons de conduction : la conduction est due seulement auz
électrons qui se trouvent dans des bandes partiellement remplies. La raison
pour laquelle association de Drude & chaque atome d’un nombre d’électrons
de conduction égal & sa valence est souvent couronnée de succés est que,
dans de nombreux cas, les bandes obtenues & partir des électrons de valence
atomiques sont les seules qui sont partiellement remplies.

Evidemment, un solide dans lequel toutes les bandes sont complétement
remplies ou vides est un isolant électrique et (au moins dans la mesure ol
le transport électronique de la chaleur est concerné) thermique. Puisque le
nombre de niveaux dans chaque bande est le double du nombre de mailles
primitives dans le cristal, toutes les bandes peuvent étre remplies ou vides
seulement dans des solides possédant un nombre pair d’électrons par maille
primitive. Remarquons que l'inverse n’est pas vrai : des solides avec un
nombre pair d’électrons par maille primitive peuvent étre (et sont fréquem-
ment) des conducteurs, puisque le recouvrement des énergies de bandes peut
conduire & un état fondamental dans lequel plusieurs bandes sont partielle-
ment remplies (voir, par exemple, la figure 12.3). Nous avons ainsi obtenu
une condition nécessaire mais en aucun cas suffisante, pour qu’une substance
soit un isolant.

En parcourant le tableau périodique et en regardant les structures cristal-
lines de tous les éléments solides isolants, on trouvera qu’ils possédent tous
soit une valence paire ou {par exemple, les halogénes) une structure cristalline
qui peut étre caractérisée par un réseau avec un motif contenant un nombre
pair d’atomes, confirmant par 14 méme cette régle trés générale.

Mouvement semi-classique dans un champ électrique
appliqué en courant continu

Dans un champ électrique statique uniforme, l’équation du mouvement
semi-classique pour k (Eq. (12.6)) a pour solution générale

cEt

k() = k(0) -

(12.17)
Ainsi, en un temps ¢, chaque électron change son vecteur d’onde d’une méme
quantité. Ceci est cohérent avec notre observation du fait que des champ
appliqués peuvent n’avoir aucun effet sur une bande remplie dans le modéle
semi-classique. En effet, un décalage uniforme du vecteur d’onde de tous les
niveaux occupés n’altére pas la densité d’électrons dans l’espace des phases
quand cette densité est constante, ce qui est le cas pour une bande remplie.
Cependant, il semble quelque peu étrange a l'intuition classique de tout un
chacun qu’en décalant le vecteur d’onde de tous les électrons d’une méme
quantité, nous ne puissions pas obtenir une configuration portant un courant.
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F1G. 12.3 - Illustration bidimensionnelle de la raison pour laquelle un solide divalent
peut étre conducteur. Un cercle d’électrons libres, dont aire est égale a la celle de la
premiére zone de Brillouin (I) d’un réseau de Bravais carré, s’étend dans la seconde
zone (II), produisant ainsi deux bandes partiellement remplies. Sous l'influence d’un
potentiel périodique suffisamment fort, les poches de trous de la premiére zone et
celles d’électrons de la seconde peuvent se réduire a zéro. De maniére tout a fait
générale, cependant, un potentiel périodique faible conduit toujours a ce genre de
recouvrement (sauf & une dimension).

Pour le comprendre, il faut se souvenir que le courant transporté par un
électron est proportionnel & sa vitesse, qui n’est pas proportionnelle & k dans
le modéle semi-classique. La vitesse d’un électron & I'instant ¢ est

v(k(t)) = v (k(O) - e—g—t) (12.18)

Puisque v(k) est périodique sur le réseau réciproque, la vitesse (12.18) est
une fonction bornée dans le temps et, quand le champ E est paralléle & un
vecteur du réseau réciproque, c’est une fonction oscillante ! C’est en contraste
frappant avec le cas des électrons libres, ot v est proportionnelle & k et croit
linéairement avec le temps.

La dépendance en k (et, & un facteur d’échelle pres, la dépendance en t)
de la vitesse est illustrée sur la figure 12.4, ot a la fois £(k) et v(k) sont
représentées & une dimension. Bien que la vitesse soit linéaire en k prés du
minimum de la bande, elle atteint un maximum lorsque le bord de la zone est
approché, et s’effondre alors, tendant vers zéro a la limite de la zone. Dans
la région entre le maximum de v et la limite de la zone, la vitesse décroit en
réalité pour des k croissants, de telle sorte que 'accélération d’un électron est
opposée & la force électrique extérieure appliquée !

Ce comportement extraordinaire est une conséquence de la force supplé-
mentaire exercée par le potentiel périodique, qui, bien que n’apparaissant plus
explicitement dans le modéle semi-classique, est enterré en lui (par Pentremise
de la forme de la fonction £(k)). Lorsqu'un électron approche un plan de



268 Chapitre 12 : Modéle semi-classique de la dynamique des électrons

 Limite de zone ™

FiGc. 12.4 — £(k) et v(k) en fonction de k (ou en fonction du temps, par
l’intermédiaire de 1’équation (12.17)) & une dimension (ou a trois dimensions, dans
une direction paralléle & un vecteur du réseau réciproque qui détermine une des faces
de la premiére zone).

Bragg, le champ électrique extérieur le déplace vers des niveaux dans lesquels
il est, de maniére croissante, susceptible de subir une réflexion de Bragg dans
la direction opposée®!.

Ainsi, si un électron pouvait voyager entre deux collisions sur une dis-
tance dans l’espace des k plus grande que les dimensions de la zone, il serait
possible & un champ en régime continu d’induire un courant alternatif. Les
collisions, cependant, excluent catégoriquement cette possibilité. Pour des va-
leurs raisonnables du champ et du temps de relaxation, la variation du vecteur
d’onde entre deux collisions, donnée par (12.17), est une minuscule fraction
des dimensions de la zone?Z.

Mais, bien que les effets hypothétiques du mouvement périodique dans un
champ en régime continu soient inaccessibles & 'observation, des effets domi-
nés par des électrons assez proches de la frontiére de la zone pour étre décélé-
rés par un champ appliqué sont facilement observables par l'intermédiaire du
comportement curieux des « trous ».

21. Par exemple, c’est seulement au voisinage des plans de Bragg que les niveaux d’ondes
planes de différents vecteurs d’onde sont le plus fortement mélangés dans I’approximation
des électrons presque libres (chapitre 9).

22. Avec un champ électrique de ’ordre de 1072 V.cm™! et un temps de relaxation de
lordre de 10~ s, eE7/h est de I’ordre de 107! cm™!. Les dimensions de la zone sont de
l’ordre de 1/a ~ 10% cm ™1,
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Trous

L’un des succés les plus impressionnants du modéle semi-classique est son
explication des phénomeénes dont la théorie des électrons libres ne peut rendre
compte que si les porteurs ont une charge positive. Le plus notable de tous est
le signe anormal de la constante de Hall dans certains métaux (voir page 65).
Il y a trois points importants & saisir pour comprendre comment les électrons

d’une bande peuvent contribuer & des courants de maniére & suggérer des
porteurs chargés positivement.

1. Puisque les électrons dans un élément de volume dk autour de k contri-
buent de —ev(k)dk/4n® a la densité de courant, la contribution de tous les
électrons, dans une bande donnée, 4 la densité de courant est égale &

. dic
= (—e) / s (12.19)

ott l'intégrale porte sur tous les niveaux occupés dans la bande?®. En exploi-
tant le fait qu’une bande complétement remplie ne transporte aucun courant,

= _ — - k Rial )
’ /ZOHe 4rd V(k) /occupés 43 V( )+ [noccupés 473 V(k) (12 20)

nous pouvons aussi bien écrire (12.19) sous la forme :

dk
ji= (+e)/ —v(k (12.21)
inoccupés 4’/T3 )

Ainsi, le courant produit en occupant avec des électrons un ensemble défini
de nweauz est précisément le méme que le courant qui serait produit st (a) les
niveaux définis étaient inoccupés et (b) tous les autres niveauz étaient occupés
par des particules de charge +e (opposée a la charge de Vélectron).

Ainsi, méme si les seuls porteurs de charge sont des électrons, nous pou-
vons, quand cela est pratique, considérer le courant comme étant transporté
entiérement par des particules fictives de charge positive qui remplissent tous
les niveaux dans la bande qui ne sont pas occupés par des électrons?*. Ces
particules fictives sont appelées trous.

Lorsqu’on choisit de considérer que le courant est transporté par des trous
positifs plutdt que par des électrons négatifs, les électrons sont envisagés au
mieux simplement comme une absence de trous ; autrement dit, des niveaux
occupés par des électrons doivent étre considérés comme inoccupés par des

23. Ce n’est pas nécessairement ’ensemble des niveaux d’énergies inférieures a Ep,
puisque nous nous intéressons aux configurations hors équilibre qu’apportent les champs
appliqués.

24. Remarquons que ceci contient, comme cas particulier, le fait qu’une bande remplie
ne peut transporter aucun courant, car une bande remplie n’a pas de niveaux inoccupés et
donc pas de porteurs fictifs positifs.
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Occupé 2 l'instant ¢

Occupé a l'instant ¢ = 0

F1G. 12.5 — Illustration schématique de I'évolution temporelle des orbites dans
I’espace des phases semi-classiques (ici, r et k sont indiqués chacun par une seule
coordonnée). La région occupée a l'instant ¢ est déterminée par les orbites qui sont
situées dans la région occupée a I'instant ¢ = 0.

trous. Il faut insister sur le fait que ces représentations ne peuvent étre mélan-
gées 3 l'intérieur d’une bande donnée. Si l’on souhaite considérer les électrons
comme transportant le courant, alors les niveaux inoccupés ne donnent au-
cune contribution ; si ’on veut considérer les trous comme transportant le
courant, alors les électrons ne donnent aucune contribution. On peut, ce-
pendant, considérer certaines bandes dans une représentation d’électrons et
d’autres dans une représentation de trous, a la convenance de chacun.

Pour compléter la théorie des trous, nous devons prendre en compte la
maniére dont I’ensemble des niveaux inoccupés change sous linfluence des
champs appliqués :

2. Les niveauz tnoccupés dans une bande évoluent dans le temps sous
Uinfluence des champs appliqués précisément comme ils évolueraient s’ils étai-
ent occupés par de vrais électrons (de charge —e).

La raison en est que, étant donné des valeurs de k et r 4 ¢ = 0, les équations
semi-classiques, six équations du premier ordre & six variables, déterminent
uniquement k et r & tous les instants suivants (et précédents), comme en
mécanique classique ordinaire la position et la quantité de mouvement d’une
particule & chaque instant détermine son orbite entiére en présence de champs
extérieurs définis. Sur la figure 12.5, nous indiquons schématiquement les
orbites déterminées par les équations semi-classiques, par des lignes dans un
espace Tkt a six dimensions. Puisque tout point sur une orbite spécifie de
maniére unique l'orbite entiére, deux orbites distinctes ne peuvent avoir aucun
point commun. Nous pouvons donc séparer les orbites en orbites occupées
et inoccupées, selon qu’elles contiennent des points occupés ou inoccupés a
t = 0. A tout instant aprés ¢t = 0, les niveaux inoccupés sont situés sur
des orbites inoccupées, et les niveaux occupés sur des orbites occupées. Ainsi,
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I’évolution des niveaux occupés et inoccupés est complétement déterminée par
la structure des orbites. Mais cette structure dépend seulement de la forme
des équations semi-classiques (12.6), et non pas de la nature réelle (électron
ou trou) de la particule qui parcourt une orbite particuliére.

3. 1 suffit donc d’examiner comment les électrons répondent aux champs
appliqués pour apprendre comment le font les trous. Le mouvement d’un
électron est déterminé par ’équation semi-classique :

hk = (—e) <E+ %v/\H) (12.22)

Que lorbite de 1’électron ressemble ou non a celle d’une particule libre de
charge négative dépend de savoir si Paccélération, dv /dt, est ou non paralléle
a k. Si Paccélération est opposée a k, alors I’électron répondra plus comme
une particule libre chargée positivement. Précisément, le cas arrive souvent
ot dv(k)/dt est vraiment dirigé & I'opposé de k quand k est le vecteur d’onde
d’un niveau inoccupé, pour les raisons suivantes.

A Péquilibre et dans des configurations qui ne dévient pas beaucoup de
I’équilibre (comme c’est généralement le cas pour les configurations électro-
niques hors équilibre concernées), les niveaux inoccupés sont souvent situés
prés du sommet de la bande. Sil’énergie de la bande £(k) a sa valeur maxi-
mum en kg, alors si k est suffisamment proche de kg, nous pouvons développer
E(k) autour de kg. Le terme linéaire en k — k¢ s’annule au maximum, et si
nous supposons, pour le moment, que kg est un point de symétrie suffisam-
ment élevée (par exemple, cubique), alors le terme quadratique est propor-
tionnel & (k — ko). Ainsi

E(k) ~ E(kg)—A(k — ko)? (12.23)

ou A est positif (puisque £ est maximum en kg). Il est conventionnel de définir
une quantité positive m* de la dimension d’une masse par :

ﬁ2
2m*

—A (12.24)

Pour des niveaux de vecteurs d’onde proches de kg,

106 ik — ko)

VK =2k S T (12.25)
et donc
d .
a=—v(k)=-— f k (12.26)
dt m*

autrement dit, 'accélération est opposée a k.
En substituant la relation entre vecteur d’onde et accélération (12.26) dans
I’équation du mouvement (12.22), on trouve qu’aussi longtemps que l'orbite
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d’un électron est confinée dans des niveaux assez proches du maximum de
la bande pour que le développement (12.23) soit correct, Pélectron (chargé
négativement) répond aux champs moteurs comme s’il possédait une masse
négative —m*. En changeant simplement le signe des deux membres, nous
pouvons tout aussi bien (et de maniére beaucoup plus intuitive) considérer
l’équation (12.22) comme décrivant le mouvement d’une particule chargée
positivement avec une masse positive m*.

Puisque la réponse d’un trou est la méme que la réponse qu’un électron
aurait s’il était dans le niveau inoccupé (point 2 ci-dessus), ceci compléte la
démonstration du fait que les trous se comportent sur tous les plans comme
des particules ordinaires chargées positivement.

La condition selon laquelle les niveaux inoccupés doivent étre situés suffi-
samment prés d’'un maximum de bande hautement symétrique peut étre re-
lachée & un degré considérable?®. On pourrait s’attendre & un comportement
dynamique suggérant des particules chargées positivement ou négativement,
selon que Pangle entre k et Paccélération est ou non plus grand que 90° (k a
négatif ou positif). Puisque

d - d1og 1 . 9%¢

ka=k—v=k —=-oF == i ke )
ka=k—v TRok R k akiakjkg (12.27)

une condition suffisante pour que k - a soit négatif est que

ZA Gk 8k A < 0 (pour tout vecteur A) (12.28)

Lorsque k est en un maximum local de £(k), (12.28) doit étre valable, car si
V'inégalité était inversée pour tout vecteur Ay, I’énergie augmenterait & mesure
que k se déplacerait a partir du « maximum » dans la direction de Aq. Par
continuité, (12.28) est donc valable dans un certain voisinage du maximum, et
Pon s’attend & ce qu’un électron réponde d’une maniére suggérant une charge
positive, 4 condition que son vecteur d’onde reste dans ce voisinage.

La quantité m* déterminant la dynamique des trous prés des maxima de
haute symétrie d’une bande est appelée « masse effective du trou ». Plus
généralement, on définit un « tenseur de masse effective » :

1 9%8(k) j:1 Ov;

M1k +- =
M~ (k)5 = h2 Ok;0k; ki Ok

(12.29)

ou le signe est — ou + selon que k est prés d’un maximum de bande (trous)
ou d’un minimum (électrons). Puisque
_dv
T dt

25. Si la géomeétrie de la région inoccupée de I’espace des k devient trop complexe, ’image
des trous devient cependant d’une utilité limitée.

= +M 1 (k)ik (12.30)
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I’équation du mouvement (12.22) prend la forme
1
M(k)a = Fe (E+Ev(k) A H) (12.31)

Le tenseur de masse joue un rdle important dans la détermination de la dyna-
mique des trous situés prés de maxima anisotropes (ou des électrons prés de
minima anisotropes). Si la poche de trous (ou d’électrons) est assez petite, on
peut remplacer le tenseur de masse par sa valeur au maximum (ou au mini-
mum), ce qui méne & une équation linéaire un peu plus compliquée que celle
des particules libres. De telles équations décrivent précisément la dynamique
des électrons et des trous dans les semi-conducteurs (chapitre 28).

Mouvement semi-classique dans un champ
magnétique uniforme

Une profusion d’informations importantes sur les propriétés électroniques
des métaux et des semi-conducteurs proviennent des mesures de leur réponse
4 des sondes variées en présence d’un champ magnétique uniforme. Dans un
tel champ, les équations semi-classiques sont

F = v(k) = %8—‘2%(1‘—) (12.32)
hk = (~e)%v(k) ANH (12.33)

Il découle immédiatement des ces équations que la composante de k le long du
champ magnétique ainsi que ’énergie électronique £(k) sont toutes les deux
des constantes du mouvement. Ces deux lois de conservation déterminent
complétement les orbites électroniques dans ’espace des k : les électrons se
déplagant sur des courbes données par les intersections des surfaces d’énergie
constante avec des plans perpendiculaires au champ magnétique (figure 12.6).

Le sens de parcours de 'orbite s’obtient en observant que v{(k), étant pro-
portionnelle au gradient de & suivant k, est dirigée dans l'espace des k dans
le sens des énergies croissantes. En conjonction avec (12.33), ceci implique
que si 'on s’imaginait marcher dans 'espace des & le long de I'orbite dans
la direction du mouvement électronique avec un champ magnétique dirigé de
ses pieds & sa téte, le c6té de haute énergie de 'orbite serait situé sur notre
droite. En particulier, des orbites fermées dans espace des k entourant des
niveaux d’énergies plus grandes que celles sur l'orbite (orbites de trous) sont
parcourues dans le sens opposé aux orbites fermées entourant des niveaux
d’énergies plus basses (orbites d’électrons). Ceci est cohérent avec les conclu-
sions atteintes dans notre étude des trous, mais légérement plus général.

On peut trouver la projection de 'orbite dans l'espace réel sur un plan
perpendiculaire au champ, r; =r — ﬁ(I:I - 1), en prenant le produit vectoriel
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Ik;,H

FiG. 12.6 — Intersection d’une surface d’énergie constante avec un plan perpendi-
culaire au champ magnétique. La fléche indique la direction du mouvement le long
de lorbite si les niveaux délimités par la surface possédent une énergie inférieure a
celle des niveaux situés a 'extérieur.

des deux membres de (12.33) avec un vecteur paralléle au champ. Ceci donne

N . eH /. o (e =)\ eH .
qui s’intégre en
he
ri(t) —r (0)= —e—HH A (k(£)—k(0)) (12.35)

Puisque le produit vectoriel d’un vecteur unitaire avec un vecteur perpen-
diculaire est simplement le second vecteur tourné de 90° autour du vecteur
unitaire, nous concluons que la projection de 'orbite dans 1’espace réel sur
un plan perpendiculaire au champ est simplement 'orbite dans ’espace des k
tournée de 90° autour de la direction du champ et dilatée d’un facteur fic/e H
(figure 12.7)%6.

Remarquons que, dans le cas des électrons libres (£ = A%k?/2m), les sur-
faces d’énergies constantes sont des sphéres, dont les intersections avec des
plans sont des cercles. Un cercle tourné de 90° reste un cercle, et nous retrou-
vons le résultat familier selon lequel un électron libre se déplace sur un cercle

26. La composante de Porbite dans ’espace réel paraliéle au champ n’est pas si simple-
ment décrite. En prenant le champ le long de ’axe z, nous avons

1 0¢
h Ok,

2(t) = z(0) +/0 v (t)dt ; vy =

En contraste avec le cas des électrons libres, v, n’est pas nécessairement constante (méme
si k, Pest). Donc, le mouvement d’un électron le long du champ n’est pas nécessairement
uniforme.
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F1G. 12.7 - La projection de I'orbite dans 1’espace r (b) dans un plan perpendi-
culaire au champ est obtenue & partir de ’orbite dans I'espace des k (a) par un
changement d’échelle de facteur kic/eH et par une rotation de 90° autour de I'axe
déterminé par H.

lorsque son mouvement est projeté sur un plan perpendiculaire au champ.
Dans la généralisation semi-classique, les orbites ne sont pas nécessairement
circulaires, et dans de nombreux cas (figure 12.8), ce ne sont méme pas des
courbes fermées.

On peut aussi exprimer la vitesse avec laquelle Porbite est parcourue en
termes de certains aspects géométriques de la structure de bandes. Considé-
rons une orbite d’énergie £ dans un plan particulier perpendiculaire au champ
(figure 12.9a). Le temps mis pour parcourir la portion de I'orbite située entre

k; et ko est
k
2 dk
—~ 1y _/ dt = / (12.36)
K k‘

En éliminant k grace aux équations (12.32) et (12.33), nous avons

B2 [ke dk

TN ), TogoR) L

(12.37)

ou (0€/0k) | est la composante de € /0k perpendiculaire au champ, c¢’est-a-
dire sa projection sur le plan de l'orbite.

La quantité [(O€/0k) | | a l'interprétation géométrique suivante : soit A(k)
un vecteur du plan de lorbite perpendiculaire a l'orbite au point k reliant le



276 Chapitre 12 : Modele semi-classique de la dynamique des électrons

{100]

FiG. 12.8 ~ Représentation dans le schéma des zomes répétées d’une surface
d’énergie constante de symétrie cubique simple, capable de donner naissance a des
orbites ouvertes dans des champs magnétiques orientés convenablement. Une telle
orbite est représentée pour un champ magnétique paralléle. Pour un autre exemple
survenant dans les métaux réels, voir page 344.

point k & une orbite voisine dans le méme plan d’énergie £+ A€ (figure 12.9b).
Lorsque A& est trés petit, nous avons
o€ o€
= —— A(k)={ — . .

AE B (k) <8k>l A(k) (12.38)
De plus, puisque 9€/0k est perpendiculaire aux surfaces d’énergie constante,
le vecteur (0£/0k), est perpendiculaire a Porbite, et donc paralléle & A(k).
Nous pouvons donc remplacer (12.38) par

o0&
AE = || = .
£ \(ak)L A(k) (12.39)
et réécrire (12.37) sous la forme
h2c 1 [k
-t = —-— Ak .
ta — 1 . Ag/kl (k)dk (12.40)

L’intégrale dans ’équation (12.40) donne simplement 'aire du plan entre les
deux orbites voisines de ky & ko (figure 12.9). Ainsi, si I'on prend la limite
de (12.40) lorsque AE — 0, 0n a

ty—t] = — —L (12.41)
€

ot 0A;,2/0€ est la vitesse avec laquelle la portion de 'orbite entre ki et ko
commence & balayer la surface dans le plan donné quand £ croit.
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) (b)

Fi1G. 12.9 — Géométrie de la dynamique des orbites. Le champ magnétique H est
dirigé suivant ’axe 2. (a) Portions de deux orbites de méme k, situées sur des surfaces
d’énergies constantes £(k) = £ et £(k) = £ + AE. Le temps de parcours entre ky et
k2 est donné par (12.41). (b) Une section de (a) dans un plan perpendiculaire 3 H
contenant les orbites. L’élément de longueur dk et le vecteur A(k) sont indiqués.
L’aire ombrée est égale & (0A1,2/0E)AE.

Le résultat (12.41) se rencontre fréquemment dans le cas ou l'orbite est
une simple courbe fermée, et k; et kg sont choisis pour donner un seul circuit
complet (k; = ky). La quantité t; — t; est alors la période T de lorbite. Si A
est l'aire dans I’espace des k délimitée par 'orbite dans son plan, alors (12.41)
donne?”

K¢ O

T(g,kz) = E%

A(E, k) (12.42)

Pour faire en sorte que ce résultat ressemble a celui des électrons libres?®

-~ 2T 2mme

= 12.
T o oH (12.43)
il est habituel de définir la masse effective cyclotron m*(€,k,) :
B2 0A(E, k)
“(E k) = L TAG ) 12.4
(€, k) = 5 00 (12.44)

Nous insistons sur le fait que cette masse effective n’est pas nécessairement
la méme que les autres masses effectives qu’il est pratique de définir dans

27. Les quantités A et T dépendent de ’énergie £ de 'orbite et de son plan qui est
spécifié par k, ou ’axe z est pris le long du champ.

28. Voir page 15 et I’équation (1.18). L’équation (12.43) est obtenue & partir du résultat
général (12.42) dans le probléme 1.
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d’autres contextes, comme la masse effective de chaleur spécifique. (Voir le
probléme 2.)

Mouvement semi-classique dans des champs électrique
et magnétique uniformes perpendiculaires

Lorsqu’un champ électrique uniforme E s’ajoute au champ magnétique
statique H, équation (12.35) donnant la projection de ’orbite dans Vespace
réel sur un plan perpendiculaire & H acquiert un terme supplémentaire :

ri(t)—r, (0) = —f—;ﬂ A k()—k(0)] + wt (12.45)
ou
w = cg (E A H) (12.46)

Ainsi, le mouvement dans I'espace réel perpendiculaire & H est la superposi-
tion (a) de l'orbite dans I'espace des k tourné et dilaté comme ce serait le cas
si le champ magnétique était le seul présent et (b) d’une dérive uniforme de
vitesse w29,

Pour déterminer l'orbite dans I'espace des k, remarquons que, lorsque E
et H sont perpendiculaires, I’équation du mouvement (12.6b) peut étre écrite

sous la forme

. el d€
Pk = -2 - AH (12.47)
01\130
E(k) = E(k)—Fk-w (12.48)

L’équation (12.47) est 'équation du mouvement qu’un électron aurait si
le champ magnétique H était le seul présent, et si la structure de bandes
était donnée par £(k) plutét que par £(k) (Eq. (12.33)). Nous pouvons donc
conclure de ’analyse de ce cas que les orbites dans 'espace des k sont données
par les intersections des surfaces de € constant avec les plans perpendiculaires
au champ magnétique.

Nous avons donc trouvé une construction géométrique explicite des orbites
semi-classiques dans des champs électrique et magnétique croisés.

29. Le lecteur versé dans la théorie électromagnétique reconnaitra dans w la vitesse du
référentiel dans lequel le champ électrique s’annule.

30. Pour un électron libre, € est simplement 1’énergie de ’électron dans le référentiel qui
se déplace 3 la vitesse w (& une constante additive indépendante de k prés).
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Effet Hall en champ fort et magnétorésistance?'

Nous poursuivons I’analyse en champs électrique et magnétique perpendi-
culaires lorsque (a) le champ magnétique est trés grand (typiquement 10* G
ou plus ; la condition physique pertinente dépend de la structure de bandes
et apparaitra plus bas), et (b) £(k) ne difféere que légérement de £(k). La
seconde hypothése est presque certainement valable lorsque la premiére I’est,
puisqu’un vecteur d’onde typique k est au plus de Pordre de 1/ag. Par consé-

quent
h E 2 E
ke w < e = (%) (65;,0) (12.49)

Puisque eEag est au plus®? de l'ordre de 1070 eV et fiw. est de Pordre
de 107* eV dans un champ de 10* G, hk-w est de lordre de 10~¢ Ry.
Puisque £(k) atteint typiquement une fraction appréciable d’un rydberg, £ (k)
(Eq. (12.48)) est vraiment proche de £(k).

Le comportement limite du courant induit par le champ électrique dans
des champs magnétiques forts est tout & fait différent selon que (a) tous les
niveaux électroniques occupés (ou inoccupés) sont situés sur des orbites qui
sont des courbes fermées ou que (b) certains des niveaux occupés ou inoccupés
sont situés sur des orbites qui ne se ferment pas sur elles-mémes, mais qui
s’étendent ou sont « ouvertes » dans l'espace des k. Puisque £(k) est trés
proche de £(k), nous supposerons que, quel que soit, parmi ces critéres, celui
qui est satisfait par les orbites déterminées par £, il est aussi satisfait par les
orbites déterminées par £.

Cas 1 Lorsque toutes les orbites occupées (ou inoccupées) sont fermées, la
condition de champ magnétique fort signifie que ces orbites peuvent étre par-
courues de nombreuses fois entre des collisions successives. Dans le cas des
électrons libres, ceci se réduit & la condition w.T > 1, et nous la prendrons
comme indiquant I’ordre de grandeur du champ requis dans le cas général. Sa-
tisfaire & la condition nécessite non seulement des champs trés intenses (10! G
ou plus) mais aussi des monocristaux trés purs & trés basse température, pour
garantir de longs temps de relaxation. Avec quelques efforts, des valeurs de
weT de 100 ou plus ont été atteintes.

Supposons alors que la période T soit petite comparée au temps de relaxa-
tion 7, pour toutes les orbites contenant des niveaux occupés®®. Pour calculer

31. En appliquant I’analyse précédente des champs E et H perpendiculaires a la théorie
de I’effet Hall et de la magnétorésistance, nous nous restreignons & des géométries suffisam-
ment symétriques disposées, par rapport aux axes cristallins, de telle sorte qu’a la fois le
champ électrique appliqué et le champ de Hall soient perpendiculaires au champ magné-
tique. Cependant, des conclusions similaires peuvent étre obtenues par les méthodes plus
élaborées du chapitre 13, dans le cas général.

32. Voir le paragraphe qui suit 1’équation (12.9).

33. Concrétement, nous supposons que les niveaux occupés sont tous situés sur des
orbites fermées. Si ce sont les niveaux inoccupés, nous pouvons faire appel a la discussion
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la densité de courant 3 l'instant ¢ = 0, remarquons®* que j = —nev, ot v est la
vitesse moyenne acquise par un électron depuis sa derniére collision, moyennée
sur tous les états occupés. Puisque le temps moyen depuis la derniére colli-
sion est égal & 7, nous pouvons conclure de (12.45) que la composante de cette
vitesse perpendiculaire au champ magnétique pour un électron particulier est
simplement

M:_Eﬁ/\w+w (12.50)

T eH T

Puisque toutes les orbites occupées sont fermées, Ak = k{(0)—k(—7) est borné
dans le temps, et ainsi, pour des 7 suffisamment grands, la vitesse de dérive

w donne la contribution dominante & (12.50) et on a3®
nec -

lim ji =-new =" (EAH) 12.51

7'/’1]"300']L new H ( )

Si ce sont les niveaux inoccupés qui sont situés sur des orbites fermées, le
résultat correspondant est®6
neec N
lim jo =+ (E A H) (12.52)

7/T—00

sur les trous pour jusitifier essentiellement la méme analyse, & I’exception du fait que la
densité de courant sera donnée par j =+ ntev, ou n; est la densité de trous, et v la vitesse
moyenne qu’un électron obtiendrait en un temps 7 moyennée sur tous les niveaux inoccupés.

34, Voir ’équation (1.4). L’analyse qui suit est tout & fait similaire dans ’esprit a
la démonstration de Drude de la conductivité en régime continu du chapitre 1. Nous
calculerons le courant transporté par une seule bande, puisque les contributions de plus
d’une bande s’ajoutent simplement.

35. En écrivant la limite de champ fort sous cette forme, nous interprétons cette limite
comme un 7 grand & H fixé, plutét que comme un H grand a 7 fixé. Montrer que le méme
terme principal émerge dans ce dernier cas, ou estimer la valeur de w. pour laquelle le terme
principal commence 4 dominer, nécessite une analyse quelgue peu plus profonde. Nous
remarquons tout d’abord que si le champ électrique était nul, alors la contribution globale
au courant moyen du terme proportionnel & Ak dans (12.50) s’annulerait en calculant la
moyenne sur les orbites occupées (puisque a la fois j et w doivent s’annuler lorsque E = 0).
Lorsque E # 0, Ak ne s’annule plus aprés calcul de la moyenne sur les orbites, car le
remplacement de & par £ (Eq. (12.48)) déplace toutes les orbites dans 1’espace des k dans
la méme direction générale. On le constate le plus simplement dans le cas des électrons
libres, puisque si £(k) = h2k2/2m, £(k) est alors donné (& une constante additive prés
sans conséquence dynamique) par (k) = i%(k—mw/#)2/2m. Ainsi, aprés une moyenne
sur toutes les orbites, Ak ne donne plus zéro, mais mw/A. Il découle de (12.50) que la
contribution de Ak a la vitesse moyenne v, aprés une moyenne sur toutes les orbites, est
(mw/h)(he/eH)(1/7) = w/(weT). Cest plus petit de 1/weT que le terme principal w. Ainsi,
la forme limite (12.51) devient vraiment valable lorsque les orbites peuvent étre parcourues
de nombreuses fois entre des collisions. Pour une structure de bandes générale, la moyenne
de Ak est plus complexe (par exemple, elle dépend de lorbite particuliére), mais on peut
s’attendre A ce que D’estimation d’électrons libres donne le bon ordre de grandeur si m est
remplacé par une masse effective convenablement définie.

36. Puisque (12.51) et (12.52) sont manifestement différentes, il ne peut y avoir aucune
bande dans laquelle toutes les orbites (occupées et inoccupées) sont des courbes fermées.
Le lecteur versé en topologie est invité & déduire directement ce résultat de la périodicité
de £(k).
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Les équations (12.51) et (12.52) expriment le fait que, lorsque toutes les or-
bites pertinentes sont fermées, la déflexion de la force de Lorentz est si efficace
A empécher les électrons d’acquérir de Pénergie du champ électrique que la
vitesse de dérive uniforme w perpendiculaire & E donne la contribution domi-
nante au courant. Le résultat incarné par les équations (12.51) et (12.52) est
habituellement exprimé en termes de la constante de Hall, définie (voir (1.15))
comme la composante du champ électrique perpendiculaire au courant, divi-
sée par le produit du champ magnétique et de la densité de courant. Si le
courant dans son entier est transporté par des électrons d’une seule bande,
pour lesquels (12.51) ou (12.52) est valable, la constante de Hall en champ
fort est alors simplement3?

Ry = —i, électrons ; Ry = +—1—, trous (12.53)
nec niec

C’est simplement le résultat élémentaire (1.21) de la théorie des électrons
libres qui réapparait dans des circonstances remarquablement plus générales
a condition que (a) toutes les orbites occupées (ou inoccupées) soient fermeées,
que (b) le champ soit assez fort pour que chaque orbite soit parcourue de
nombreuses fois entre des collisions, et que (c) les porteurs soient des trous
si ce sont les orbites inoccupées qui sont fermées. Ainsi, la théorie semi-
classique peut rendre compte du signe « anormal » de quelques constantes
de Hall mesurées®® peut également préserver, sous des conditions générales
raisonnables, 'information trés précieuse sur le signe de la densité des porteurs
que donne la mesure des constantes de Hall (en champ fort).

Si plusieurs bandes contribuent & la densité de courant, chacune d’elle n’a
que des orbites fermées d’¢électrons (ou de trous), alors (12.51) ou (12.52) est
valable séparément pour chaque bande, et la densité de courant totale a la
limite de champ fort est

lim j, = —"‘}f;ec (E A H) (12.54)

T/THOO

oll neg est la densité totale d’électrons moins la densité totale de trous. La
constante de Hall en champ fort est alors

1
R = — (12.55)
NegeC

Des aspects supplémentaires du cas a plusieurs bandes, incluant la question
de savoir comment (12.55) doit étre modifiée lorsque la densité d’électrons

37. Ce résultat trés général n’est rien d’autre qu’une maniére compacte d’exprimer la
dominance dans le courant de la vitesse de dérive w & la limite de champ fort. 1l est valable
pour une structure de bandes tout & fait générale en raison précisément du fait que les
équations semi-classiques préservent le role fondamental que joue w dans la théorie des
électrons libres. Il n’est plus valable (voir plus bas) lorsque certaines orbites d’électrons ou
de trous sont ouvertes, car w ne domine plus le courant en champ fort.

38. Voir la table 1.4, la figure 1.4, et la page 65.
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est égale A celle des trous (matériaux dits compensés), sont explorés dans le
probléme 4.

On peut aussi vérifier (probléme 5) que puisque les corrections aux densités
de courant en champ fort {12.51) et (12.52) sont plus petites d’un facteur de
Pordre de 1/w,7, la magnétorésistance transverse®® approche une constante
indépendante du champ (elle « sature ») 4 la limite de champ fort*° & condition
que le courant soit porté par une seule bande avec des orbites d’électrons (ou
de trous) fermées. Le cas & plusieurs bandes est considéré dans le probléme 4,
ot ’on montre que si toutes les orbites d’électrons ou de trous sont fermées
dans chaque bande, la magnétorésistance continue & saturer & moins que le
matériau soit un matériau compensé, auquel cas elle croit sans limite avec le
champ magnétique.

Cas 2 Les conclusions ci-dessus changent drastiquement s’il existe au moins
une bande dans laquelle ni les orbites toutes occupées ni les orbites toutes
inoccupées sont fermées. C’est le cas si au moins quelques orbites a ’énergie
de Fermi sont des courbes ouvertes, sans limites (figure 12.8). Les électrons
sur de telles orbites ne sont plus forcés par le champ magnétique & subir un
mouvement périodique dans la direction du champ électrique, comme ils le
sont sur des orbites fermées. Par conséquent, le champ magnétique n’est plus
efficace pour frustrer la capacité de tels électrons & acquérir de I’énergie & par-
tir du champ électrique de dérive. Si les orbites non bornées s’étendent dans
I’espace réel dans la direction i, on s’attend donc & trouver une contribution
au courant qui ne s’annule pas & la limite de champ fort, dirigée suivant fi, et
proportionnelle 4 la projection de E sur i :

o(® — constante quand H — oo

() PP (1,
j=dYnH -E)+o E, o) - 0 quand H — o0

(12.56)
Cette attente est confirmée par les équations semi-classiques, car ’accroi-
ssement du vecteur d’onde (Ak) d’un électron émergeant d’une collision sur
une orbite ouverte n’est pas borné dans le temps, mais croit & une vitesse*!
proportionnelle 3 H, menant & une contribution a la vitesse moyenne (12.50)
qui est indépendante de 'intensité du champ magnétique et dirigée suivant la
direction, dans 1’espace réel, de orbite ouverte & la limite de champ fort?2.

39. Voir page 14.

40. Dans la théorie des électrons libres, la magnétorésistance est indépendante de
Iintensité du champ magnétique (page 15).

41. Puisque la vitesse avec laquelle l'orbite est parcourue est proportionnelle a H
(Eq. (12.41)).

42. Remarquons que, lorsque E = 0, cette contribution doit encore donner zéro aprés une
moyenne sur toutes les orbites ouvertes (puisque j et w sont nuls) et ainsi, il doit exister des
orbites ouvertes de directions opposées dont les contributions se compensent. En présence
d’un champ électrique, cependant, les orbites dirigées de maniére & extraire de I’énergie
du champ deviennent plus peuplées aux dépens de celles dirigées de maniére a perdre de
I’énergie (figurel2.10). Cette différence de population est proportionnelle 4 la projection de
la vitesse de dérive w le long de la direction de 'orbite dans I’espace des k, ou, de maniére
équivalente, a la projection de E le long de la direction de orbite dans P'espace réel. C’est
la source de la dépendance en @i - E dans (12.56).



Physique des solides 283

Ok

(a)

©On

F1G. 12.10 - Section de surfaces d’énergie constante dans un plan perpendiculaire au
champ magnétique H, montrant des orbites occupées ouvertes (ombrées) et fermées
(claires). En (a), aucun champ électrique n’est présent et les courants transportés
par les orbites ouvertes dans des directions opposées se compensent. En (b), un
champ électrique E est présent, menant en régime permanent & un déséquilibre dans
les orbites ouvertes peuplées de directions opposées, et donc & un courant. (Ceci
découle du fait que £ (Eq. (12.48)) est conservé par le mouvement semi-classique
entre des collisions.).

La forme de champ fort (12.56) est radicalement différente des for-
mes (12.51) ou (12.52) appropriées aux porteurs qui ont tous des orbites fer-
mées. Par conséquent, la constante de Hall n’a plus la limite de champ fort
simple (12.53). De plus, la conclusion selon laquelle la magnétorésistance en
champ fort approche une constante n’est plus valable ; en effet, le fait que la
magnétorésistance ne puisse plus saturer est 'un des signaux caractéristiques
qu’une surface de Fermi peut supporter des orbites ouvertes.

Pour comprendre les implications du comportement limite (12.56) sur la
magnétorésistance en champ fort, considérons une expérience (figure 12.11)
dans laquelle la direction du courant (déterminée par la géomeétrie de échanti-
llon) n’est pas la direction fi de 'orbite ouverte dans P'espace réel. A cause
de (12.56), ceci est possible a la limite de champ fort seulement si la projection
du champ électrique suivant fi, E - i, s’annule*®. Le champ électrique a donc
la forme (voir figure 12.11)

E=£%9a+ EWa (12.57)

ol i’ est un vecteur unitaire perpendiculaire & la fois a fiet & H (&' = i A H),
E9) est indépendant de H a la limite de champ fort, et E) g’annule quand
H — o0.

43. Dans Pexpérience (figure 12.11), la composante de E suivant j est précisée. Cepen-
dant, en régime permanent, il y a aussi un champ de Hall perpendiculaire & j (voir page 14),
ce qui rend possible 'annulation de E - fi 4 la limite de champ fort.
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F1G. 12.11 — Représentation schématique du courant j dans un fil perpendiculaire
4 un champ magnétique H, lorsqu’une orbite ouverte est située dans une direction
i de l'espace réel perpendiculaire au champ. A la limite de champ fort, le champ
électrique total E devient perpendiculaire & fi. Puisque la composante E, paralléle
a j est déterminée par le potentiel appliqué, c’est 'apparition du champ transverse
E,, du aux charges accumulées sur les surfaces de I’échantillon, qui donne cette
orientation. Ainsi, ’angle de Hall (’angle entre j et E) est simplement le complément
de 'angle entre j et la direction de 'orbite ouverte. Il ne peut donc pas approcher
90° (en contraste avec le cas des électrons libres, page 15) 4 la limite de champ fort.

La magnétorésistance est le rapport de la composante de E suivant j, & 7 :

E .

[SP3Y

p= (12.58)

y

Lorsque le courant n’est pas paralléle 4 la direction i de 'orbite ouverte, ceci
donne 4 la limite de champ fort

N
p= (fzf—> 'j (12.59)

J

Pour trouver E(©) /j, commencons par substituer le champ électrique (12.57)
dans la relation entre le champ et le courant (12.56) pour trouver, a la limite
de champ fort, le comportement principal

j=oPaE® 4 oW .y EO® (12.60)
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Puisque 1’ est perpendiculaire 3 fi, ceci implique que
p

7 j=FE% . o0 . q (12.61)
ou
E© i-j
— = a0 (12.62)

En substituant ce résultat dans I’équation (12.59), on trouve qu’a la limite de
champ fort, le terme principal de la magnétorésistance est
L 32
(@’ j)

3ol 1 (12.63)

p=

Puisque (1) s’annule 4 la limite de champ fort, ceci donne une magnéto-
résistance qui croit sans limite avec le champ, et qui est proportionnelle au
carré du sinus de l'angle entre le courant et la direction de l’orbite ouverte
dans D'espace réel.

Ainsi, le modéle semi-classique résout une autre anomalie de la théorie des
électrons libres, en fournissant deux mécanismes** possibles grace auxquels la
magnétorésistance peut croitre sans limite avec le champ magnétique.

Nous remettons au chapitre 15 quelques illustrations de la maniére dont
ces prédictions sont confirmées par le comportement des métaux réels, et nous
nous tournons maintenant vers une méthode plus systématique d’extraction
des coefficients de transport & partir du modéle semi-classique.

12.4 Problémes

1. Pour des électrons libres £(k) = A°k%/2m. Calculer dA(E, k,)/OE et mon-
trer que 'expression générale (12.42) pour la période dans un champ magné-
tique se réduit au résultat des électrons libres (12.43).

2. Pour des électrons prés d’un minimum de bande (ou d’un maximum),
£(k) a la forme

2
E(k) = constante + %(k —ko)-M71 . (k- ko) (12.64)

ott la matrice M est indépendante de k. (Les électrons dans un semi-conducteur
sont presque toujours traités dans cette approximation.)

44. Des orbites ouvertes ou (probléme 4) une compensation. Dans la théorie des électrons
libres, la magnétorésistance est indépendante du champ.
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(a) Calculer la masse cyclotron effective & partir de (12.44) et montrer
qu’elle est indépendante de &€ et k,, et donnée par

M| 1/2
m* = <-M—> (cyclotron) (12.65)

ol |M| est le déterminant de la matrice M.

(b) Calculer la chaleur spécifique électronique (2.80) résultant de la struc-
ture de bandes (12.64), et, en la comparant avec le résultat correspondant pour
des électrons libres, montrer que la contribution de la structure de bandes a
la masse effective de chaleur spécifique (page 56) est donnée par

m* = |M|1/3 (chaleur spécifique) (12.66)

3. Lorsque £(k) a la forme (12.64), les équations du mouvement semi-
classiques sont linéaires, et donc facilement résolues.

(a) Geénéraliser ’analyse du chapitre 1 pour montrer que, pour de tels
électrons, la conductivité en courant continu est donnée par

o =ne’rM™! (12.67)

(b) Redémontrer le résultat (12.65) pour la masse cyclotron effective en
trouvant explicitement les solutions dépendantes du temps de l’équa-
tion (12.31) :

dv v

M-S = ¢ (B+> AH) 12.6
dt e{bt c ( 8)

et en remarquant que la pulsation est reliée & m* par w = eH/m*c.

4. Le résultat de la théorie des électrons libres (1.19) pour le courant induit
par un champ électrique perpendiculaire & un champ magnétique uniforme
peut étre écrit sous la forme

E=p-j (12.69)

oll le tenseur de résistivité p a la forme

o= (Rf}{ _}ZH> (12.70)

(11 découle des deéfinitions (1.14) et (1.15) que p est égale & la magnétorésis-
tance et R A la constante de Hall.)

(a) Considérons un métal avec plusieurs bandes remplies partiellement,
dans lesquelles le courant induit est relié au champ par E,, = p,,j,, ot les p,,
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ont la forme (12.70)*° :

_ pn _R'n,H
Prn= (RnH On ) (12'71)
Montrer que le courant induit total est donné par E = p - j, avec
p=(Sp; )" (12.72)

(b) Montrer que, 8’il n’y a que deux bandes, la constante de Hall et la
magnétorésistance sont alors données par :
_ Rip%+ Rop} + RiRo(Ry + Ry)H?
(p1+ p2)? + (R1 + R2)?H?

(12.73)

_ 2P +p2) + (p1R3 + p2RZ)H?

12.74
(Pl + P2)2 + (R1 + R2)2H2 ( )

Remarquer la dépendance explicite vis-a-vis de l'intensité du champ magné-
tique méme si les R; et les p; sont indépendants du champ (comme ils le sont
pour des bandes d’électrons libres).

(¢) Déduire directement de (12.73) la forme (12.55) de la constante de Hall
en champ fort lorsque les deux bandes ont des orbites fermées, et discuter le
comportement limite en champ fort dans le cas neg == 0 (c’est-a-dire, pour un
métal compensé 3 deux bandes). Montrer que, dans ce cas, la magnétorésis-
tance croit comme H? avec le champ.

5. Puisque la correction du résultat en champ fort (12.51) est de lordre de
H?, la forme générale pour le courant induit dans une bande d’électrons avec
des orbites fermées est

j= —%(EAI”{) +oV . E (12.75)
ol
Jim H?eW < o0 (12.76)

Montrer que la magnétorésistance en champ fort est donnée par

p= lim H?o!) (12.77)

2 Hoo

(nec)

ou 'axe y est perpendiculaire au champ magnétique et & la direction du cou-
rant. Remarquer que ’équation (12.76) nécessite la saturation de la magné-
torésistance.

45. La forme (12.71) ne nécessite pas, en général, que chaque bande soit une bande
d’électrons libres, mais seulement que le champ magnétique soit situé le long d’un axe de
symétrie suffisante.
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6. La validité du résultat semi-classique k(t) = k(0) — eEt/A pour un élec-
tron dans un champ électrique uniforme est fortement soutenue par le théo-
réme suivant (qui fournit également un point de départ utile pour une théorie
rigoureuse de la rupture électrique) :

Considérons ’équation de Schrodinger dépendante du temps pour un élec-
tron dans un potentiel périodique U(r) et un champ électrique uniforme :

2
i %—f = —;—mVQ +U(r)+eE-r| ¢ = Hy (12.78)

Supposons qu’a Vinstant ¢ = 0, ¢(r, 0) est une combinaison linéaire de niveaux
de Bloch, de méme vecteur d’onde k. Alors, & U'instant ¢, ¢(r, t) sera une com-
binaison linéaire de niveaux de Bloch*®, de méme vecteur d’onde k—eEt/#.

Prouver ce théoréme en remarquant que la solution formelle de I’équation
de Schrodinger est

(r,t) = e” P (r,0) (12.79)

et en exprimant la propriété supposée du niveau initial et la propriété & prou-
ver du niveau final en termes de P'effet sur la fonction d’onde des translations
par des vecteurs du réseau de Bravais.

7. (a) L’orbite sur la figure 12.7 délimite-t-elle des niveaux occupés ou inoc-
cupés 7

(b) Les orbites fermées sur la figure 12.10 délimitent-elles des niveaux
occupés ou inoccupés ?

46. La théorie semi-classique d’un électron dans un champ électrique uniforme n’est pas
exacte en dépit de ce théoréme, car les coefficients dans la combinaison linéaire des niveaux
de Bloch dépendent, en général, du temps ; ainsi, des transitions interbandes pourront
survenir.



Chapitre 13

Théorie semi-classique
de la conduction dans les métaux

Approximation du temps de relaxation

Forme générale des fonctions de distribution hors équilibre
Conductivité électrique en courant continu

Conductivité électrique en courant alternatif

Conductivité thermique

Effets thermoélectriques

Conductivité dans un champ magnétique

OTRE ETUDE de la conduction électronique des chapitres 1, 2 et 12 a
N souvent été quelque peu qualitative et dépendait fréequemment de la ma-
niére de simplifier le cas particulier examiné. Dans ce chapitre, nous allons
décrire une méthode plus systématique de calcul des conductivités, applicable
au mouvement semi-classique général en présence de champs dépendant des
coordonnées et du temps ainsi que de gradients de température. Les approxi-
mations physiques qui sous-tendent cette analyse ne sont pas plus rigoureuses
ou sophistiquées que celles utilisées dans le chapitre 12, mais elles sont sim-
plement énoncées plus précisément. Cependant, la méthode avec laquelle les
courants sont calculés & partir des hypothéses physiques de base est plus gé-
nérale et plus systématique, et d’une forme telle, qu'une comparaison avec
des théories plus précises peut étre faite facilement (chapitre 16).

La description de la conduction dans ce chapitre utilise une fonction de dis-
tribution hors équilibre g, (r, k,t) définie de telle sorte que g, (r, k,t)dr dk/473
représente le nombre d’électrons dans la n® bande au temps ¢ dans le volume
de I’espace des phases semi-classique dr dk autour du point r, k. A I’équilibre,
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g se réduit a la fonction de Fermi,

gn(r, kt) = f(En(k))
1

f(&) = ERT 1 1 (13.1)

mais en présence de champs appliqués et /ou de gradients de température, elle
différera de sa forme d’équilibre.

Dans ce chapitre, nous allons obtenir une expression fermée de g, fon-
dée sur (a) ’hypothése selon laquelle entre deux collisions, le mouvement des
électrons est déterminé par les équations semi-classiques (12.6), et (b) un trai-
tement particuliérement simple des collisions, appelé approximation du temps
de relaxation, qui donne un contenu précis a 'image qualitative des collisions
que nous avons avancée dans les premiers chapitres. Nous utiliserons alors la
fonction de distribution hors équilibre pour calculer les courants électriques
et thermiques dans plusieurs cas dont l'intérét dépasse ceux que nous avons
considérés au chapitre 12.

13.1 Approximation du temps de relaxation

Notre représentation fondamentale des collisions retient les traits géné-
raux, décrits au chapitre 1, que nous allons maintenant formuler plus pré-
cisément sous la forme d’un ensemble d’hypothéses appelées approximation
du temps de relaxation. Nous continuons a supposer qu’un électron subit
une collision dans un intervalle de temps infinitésimal dt avec une probabilité
dt/T, mais maintenant, nous tenons compte de ce que le taux de collision dé-
pend de la position, du vecteur d’onde et de l'indice de bande de I’électron :
T = To(r, k). Nous exprimons le fait que des collisions conduisent le systéme
électronique vers un équilibre thermodynamique local par les hypothéses sup-
plémentaires suivantes.

1. La distribution des électrons émergeant des collisions & un instant quel-
conque ne dépend pas de la structure de la fonction de distribution hors
équilibre g, (r, k,t) immédiatement avant la collision.

2. Si les électrons dans une région autour de r suivent la distribution
d’équilibre appropriée 4 une température locale! T'(r),

1
— a0 —
gn(r.kot) = g(r, k) = S i R

) (13.2)

1. Le seul cas que nous étudierons dans lequel la distribution d’équilibre local n’est pas
la distribution d’équilibre (13.2) (avec T et p constants) se produit quand la température
variant dans l’espace T'(r) est imposée par application de sources et/ou de puits de chaleur,
comme lors de la mesure de la conductivité thermique. Dans ce cas, puisque la densité
électronique n est contrainte (électrostatiquement) a rester constante, le potentiel chimique
local dépend aussi de la position, de telle sorte que u(r) = psquitib(n, T(r)). Dans le cas
le plus général, la température et le potentiel chimique locaux peuvent dépendre du temps
autant que de la position. Voir, par exemple, le probléme 4 & la fin de ce chapitre, et le
probléme 1b du chapitre 16.
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alors les collisions ne changeront pas la forme de la fonction de distri-
bution.

L’hypothése 1 assure que les collisions oblitérent totalement toute infor-
mation concernant la configuration hors équilibre que les électrons auraient
pu porter. Ceci surestime trés certainement ’efficacité des collisions dans la
restauration de I’équilibre (voir chapitre 16).

L’hypothése 2 est une maniére particuliérement simple de représenter
quantitativement le fait que c’est le role des collisions de maintenir 1’équilibre
quelle que soit la température locale imposée par les conditions de 'expé-
rience?.

Ces deux hypothéses déterminent complétement la forme dg,(r,k,t) de
la fonction de distribution décrivant seulement les électrons qui ont émergé
d’une collision prés du point r dans lintervalle de temps dt autour de ¢.
D’aprés 'hypothése 1, dg ne peut dépendre de la forme particuliére de la
fonction de distribution hors équilibre g, (r, k,t). Il suffit donc de déterminer
dg pour toute forme particuliére de ¢g. Le cas le plus simple est celui ol ¢
posséde la forme d’équilibre local (13.2), car, d’aprés hypothése 2, Deffet des
collisions est alors de laisser cette forme inchangée. Nous savons, cependant,
que, dans lintervalle de temps d¢, une fraction d¢/7,,(r, k) des électrons de la
bande n de vecteur d’onde k prés de la position r subiront une collision qui
affecte leur indice de bande et/ou leur vecteur d’onde. Sila forme (13.2) de la
fonction de distribution doit néanmoins rester inchangée, alors la distribution
des électrons qui émergent des collisions vers la bande n de vecteur d’onde k
pendant le méme intervalle doit précisément compenser cette perte. Ainsi :

dt 0
dgn(rv kat) - mgn(rv k) (133)
L’équation (13.3) représente la formulation mathématique précise de 'approxi-
mation du temps de relaxation®.
Ces hypothéses étant posées, nous pouvons calculer la fonction de dis-
tribution hors équilibre en présence de champs extérieurs et de gradients de
température?.

13.2 Calcul de la fonction de distribution
hors équilibre

Considérons le groupe d’électrons de la n° bande qui se trouve & l'instant
t dans Pélément de volume dr dk autour de r, k. Le nombre d’électrons dans

2. Une théorie plus fondamentale démontrerait un tel réle des collisions, plutot que le
supposerait.

3. L’approximation du temps de relaxation est & nouveau examinée de maniére critique
au chapitre 16, ol elle est comparée a un traitement plus précis des collisions.

4. Noter les différents roles joués par les champs, qui déterminent les mouvements élec-
troniques entre les collisions, et le gradient de température qui détermine la forme (13.3)
prise par la distribution des électrons émergeant des collisions.
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ce groupe est donné en termes de la fonction de distribution par

dr dk
Nous pouvons calculer ce nombre en regroupant les électrons d’aprés le mo-
ment de leur derniére collision. Soit r,(t'), k,(#') la solution des équations
semi-classiques du mouvement dans la n°® bande qui passe par le point r, k
quand t =t :

r.(t)=r, k,(t)=k (13.5)

Les électrons dans I’élément de volume dr dk autour de r, k a I'instant ¢ dont
la derniére collision avant t a eu lieu dans U'intervalle dt’ autour de ', doivent
avoir émergé de cette derniére collision dans un volume de ’espace des phases
dr'dk’ autour de r,(t'), k,(t'), puisqu’aprés ¢’ leur mouvement est compléte-
ment déterminé par les équations semi-classiques, qui doivent les amener en
r, k. D’aprés approximation du temps de relaxation (13.3), le nombre total
d’électrons émergeant de collisions en r, ('}, k,(t') dans élément de volume
dr'dk’ dans Vintervalle dt’ autour de ¢’ est simplement :

dt’
T (Ta(t'), Ky (¢))

dr dk

ga(rn(t), K, (1)) A

(13.6)

oll nous avons utilisé le théoréme de Liouville® pour faire le remplacement
dr'dk’ = dr dk (13.7)

De ce nombre, seule une fraction P, (r,k,t;t") (que nous calculerons plus bas)
survit en réalité de U'instant ¢’ & Uinstant ¢t sans subir aucune autre collision.
Donc, dN s’obtient en multipliant (13.6) par cette probabilité et en sommant
sur tous les temps t’ possibles pour la derniére collision avant ¢ :

dr dk [ dt'g%(rn(t), k,,(t)Pa(r, Kt ;t")
W= T e ) (13
La comparaison avec (13.4) donne
Eodt' g (e (), k,, () Po(r, kot 5 )
" ,k,t — n y By n\l, B,0, .
snledet) = [ e ) (139

La structure du résultat (13.9) est quelque peu obscurcie par la notation,
qui nous rappelle explicitement que la fonction de distribution est valable pour
la n® bande, évaluée au point r, k, et que la dépendance en ¢’ de I'intégrande
est déterminée en évaluant g2 et 7, au point r,(t'), k,(') de la trajectoire

5. Le théoréme assure que les volumes de 'espace rk sont préservés par les équations du
mouvement semi-classiques; il est prouvé dans I’appendice H.
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semi-classique qui passe par r, k & 'instant ¢. Pour éviter d’obscurcir la sim-
plicité de quelques manipulations & venir sur (13.9), nous adoptons temporai-
rement une notation abrégée dans laquelle I'indice de bande n, le point r, k,
et les trajectoires r,,, k,, sont fixés et supposés implicites. Ainsi

gn(r,kt) = g(t),  gn(ra(t’) K, (t) — g°(t)
Tn(rn(t),k,, () = 7(t'), Pu(r,kt;t) — P(tt') (13.10)

de telle sorte que (13.9) s’écrit® :

o0 = [ LA e (13.11)

—o0 (')

Nous insistons sur la structure simple de cette relation. Les électrons dans un
élément de I'espace des phases donné au temps t sont groupés selon 'instant
de leur derniére collision. Le nombre d’électrons dont les derniéres collisions
se sont produites dans un intervalle de temps dt’ autour de ¢’ est le produit
de deux facteurs.

1. Le nombre total d’électrons émergeant de collisions dans cet intervalle
de temps dont les trajectoires sont orientées de telle sorte que si aucune
autre collision ne se produit, ils atteindront I'élément de Pespace des
phases donné 4 I'instant t. Ce nombre est déterminé par ’approximation
du temps de relaxation (13.3).

2. La fraction P(t,t') des électrons spécifiés en 1 qui survivent effective-
ment de ¢’ & ¢ sans collision.

1l reste & calculer P(t,t'), la fraction des électrons de la bande n qui suit
la trajectoire passant par r, k a U'instant ¢, sans subir de collision entre t’ et ¢.
La fraction qui survit de #’ a ¢ est inférieure a la fraction qui survit de ¢’ + dt’
a t d’un facteur [1 — d¢'/7(t')], qui donne la probabilité pour qu’un électron
subisse une collision entre ¢’ et t' + dt’. Ainsi

P(t,t") = P(t,t' + dt") [1 - ;(zz—:)} (13.12)

A la limite d#’ — 0, ceci donne Péquation différentielle

3] ~_ Ptt)
%P(t,t )= T(t)

6. Ce résultat et la méthode avec laquelle il a été construit sont associés au nom de R.G.
Chambers, Proc. Phys. Soc. (London) 81, 877 (1963).

(13.13)
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dont la solution, avec la condition aux limites
Pt,t)=1 (13.14)

est

P(t,t") = exp <— /t/t %) (13.15)

Nous pouvons utiliser ’équation (13.13) pour réécrire la fonction de dis-
tribution (13.11) sous la forme

t 0
g(t) = / dt'g°(t') = P(t,1). (13.16)
oo ot
11 est pratique d’intégrer I'équation (13.16) par parties, en utilisant ’équation
(13.14) et la condition physique selon laquelle aucun électron ne peut survivre
indéfiniment sans subir une collision : P(t, —oc) = 0. Le résultat est

g(t)zg“(t)—[ dt'P(t,t')%go(t’) (13.17)

qui exprime la fonction de distribution par la distribution d’équilibre plus une
correction.

Pour évaluer la dérivée par rapport au temps de ¢°, noter (voir les équa-
tions (13.10) et (13.2)) qu’elle dépend du temps uniquement par l'intermédiaire
de &, (k. (1)), T(r,(t')), et de u(r,(t')), de telle sorte que’

dg"(t) _ 0" 0€n dky 99°OT dry 99’ Ou dr,
dt/  98&, 6k dtr 9T Or dt' ' Ou Or dt

(13.18)

Si nous utilisons les équations semi-classiques du mouvement (12.6) pour éli-
miner dr,, /d¢’ et dk,,/dt’ de I'équation (13.18), alors I’équation (13.17) peut
étre écrite sous la forme

g(t) =g+ /t dt'P(t,t') _of vi{—eE—-Vu— E-n vT
e ’ o€ T
(13.19)
ou f est la fonction de Fermi (13.1) (évaluée avec les température et potentiel

chimique locaux), et ou toutes les quantités entre crochets® dépendent de t’
par l'entremise de leurs arguments r,(t') et k,(t').

7. 8i nous nous intéressions & des applications dans lesquelles la température et le poten-
tiel chimique local possédaient une dépendance temporelle explicite, nous devrions ajouter
4 (13.18) des termes en 9T/0t et Oy /8t. Un exemple est donné dans le probléme 4.

8. Noter qu’un champ magnétique H n’apparaitra pas explicitement dans (13.19) puisque
la force de Lorentz est perpendiculaire & v. (Il apparaitra, bien siir, implicitement par
Pintermédiaire de la dépendance temporelle de ry,(t') et ky(t').)



Physique des solides 295

13.3 Simplification de la fonction
de distribution hors équilibre
dans des cas particuliers

L’équation (13.19) donne la fonction de distribution semi-classique dans
Iapproximation du temps de relaxation sous des conditions trés générales, et
est donc applicable & une grande variété de problémes. Dans de nombreux
cas, cependant, des circonstances spéciales autorisent des simplifications sup-
plémentaires considérables.

1. Champs électriques et gradients de température faibles Comme
nous l’avons remarqué au chapitre 1, les champs électriques et les gradients de
température couramment appliqués aux métaux sont presque invariablement
assez faibles pour permettre le calcul des courants induits 4 I’ordre linéaire?.
Puisque le second terme de (13.19) est explicitement linéaire!® en E et V7,
la dépendance en t' de I'intégrant peut étre calculée pour un champ électrique

nul et une température T' constante.

2. Champs électromagnétiques et gradients de température uni-
formes, et temps de relaxation indépendants de la position'! Dans
ce cas, 'intégrande tout entier dans (13.19) est indépendant de r,,(t'). La seule
dépendance en ' (mise & part la dépendance temporelle explicite possible de
E et T') se fait par U'entremise de k,,(¢'), qui dépend du temps en présence d’un
champ magnétique. Puisque la fonction de Fermi f dépend de k seulement
par lintermédiaire de &,(k), qui est conservée dans un champ magnétique,
la dépendance en ¢’ de l'intégrande de (13.19) est entiérement contenue dans
P(t,t'), v(k,(t')), et (sils dépendent du temps) dans E et T

3. Temps de relaxation dépendant de 1’énergie Si + dépend du vec-
teur d’onde uniquement par l'intermédiaire de &, (k), alors, puisque &, (k) est

9. La linéarisation peut étre justifiée directement & partir de (13.19) en observant tout
d’abord que la probabilité pour qu’un électron ne subissant aucune collision dans un in-
tervalle de largeur donnée avant t, devient négligeable quand la largeur de ’intervalle est
suffisamment grande devant 7. Par conséquent, seuls les instants ¢ de P’ordre de 7 contri-
buent de maniére appréciable a intégrale (13.19). Cependant (voir page 268), pendant
un tel temps, un champ électrique perturbe le vecteur k électronique d’une quantité infime
devant les dimensions de la zone. Ceci implique immédiatement que la dépendance en E
de tous les termes de (13.19) est trés faible. De maniére similaire, on peut justifier la li-
néarisation du gradient de température a condition que la variation de température sur un
libre parcours moyen soit une petite fraction de la température qui prédomine. Toutefois,
il n’est pas possible de linéariser les champs magnétiques, puisqu’il est tout a fait possible
de produire des champs magnétiques dans les métaux si forts qu’un électron peut parcourir
des distances dans ’espace des k comparables a la dimension de la zone pendant le temps
de relaxation.

10. Le potentiel chimique varie dans ’espace uniquement parce qu’il en est de méme
pour la température (voir note 1), ainsi Vi est de ’ordre de VT.

11. En général, on pourrait souhaiter permettre & v de dépendre de la position afin
de tenir compte, par exemple, des distributions hétérogénes des impuretés, des effets de
diffusion spéciaux associés aux surfaces, etc.
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conservée dans un champ magnétique, 7(t') ne dépend pas de ¢/, et (13.15) se
réduit

P(t,t) = e=(t=t)/m (k) (13.20)

Il n’y a aucune raison particuliére qui contraindrait 7 & dépendre de k seule-
ment par I'intermédiaire de £, (k) dans des systémes anisotropes, mais, quand
la nature de la diffusion électronique dépend de maniére significative du vec-
teur d’onde, la validité de "approximation du temps de relaxation toute en-
tiére est probablement discutable {voir le chapitre 16). Aussi, la plupart des
calculs réalisés dans 'approximation du temps de relaxation font cette simpli-
fication supplémentaire, et utilisent méme souvent un 7 constant (indépendant
de I'énergie). Puisque la fonction de distribution (13.19) contient un facteur
0f/OE qui est négligeable sauf dans un intervalle de largeur O(kgT) autour
de I'énergie de Fermi, seule la dépendance en énergie de 7(£) au voisinage de
Er est significative dans les métaux.
Sous ces conditions, nous pouvons réécrire (13.19) sous la forme

dtfe— =)/ (E() <_ﬂ>

act) =g+ [ -

— o

Ek) —
x v(k(t)) - [—eE(t’) - Vu(t') - %VT(?&')] (13.21)
ol nous avons continué a supprimer la référence explicite & l'indice de bande
n, mais réintroduit explicitement les dépendances en k et t'2.
Nous concluons ce chapitre avec des applications de (13.21) a plusieurs cas
particuliers de grand intérét.

13.4 Conductivité électrique en courant continu

Si H =0, le vecteur k(t') qui apparait dans (13.21) se réduit a k, et
Pintégration sur le temps est élémentaire pour un E et un VT statiques. Si
la température est uniforme, on trouve :

g(k) = g°(k) — eE - v(k)T(£(k)) (‘%ch) (13.22)

Puisque le nombre d’électrons par unité de volume dans 1’élément de volume
dk est g(k)dk/4n3, la densité de courant dans une bande est!?

ji= —e/ %v(k)g (13.23)

12. La quantité k(t') est la solution de I’équation du mouvement semi-classique pour la
bande n dans un champ magnétique uniforme H, qui est égale & k quand ¢’ = ¢.

13. Ici et ailleurs dans ce chapitre, les intégrations sur k sont supposées étre faites sur
une maille primitive, sauf exception.
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Chaque bande partiellement remplie donne une contribution de cet ordre a la
densité de courant ; la densité de courant totale est la somme de ces contri-
butions sur toutes les bandes. D’aprés (13.22) et (13.23), elle peut s’écrire
j = oE, ou le tenseur de conductivité o est une somme de contributions de
chaque bande!* :

o= ot (13.24)
o= [ a0, (<5E) s

Les propriétés suivantes de la conductivité méritent d’étre remarquées.

1. Anisotropie Dans une théorie des électrons libres, j est paralléle a E,
autrement dit le tenseur o est diagonal 0, = 04,, . Dans une structure cris-
talline générale, j n’est pas nécessairement paralléle & E, et la conductivité
est un tenseur. Dans un cristal de symétrie cubique, cependant, j reste pa-
rallele & E, car, si les axes x, y et z sont choisis selon les axes du cube alors
Ozy = Oyy = 0,,. De plus, si un champ dans la direction z induit un courant
dans la direction y, en exploitant la symétrie cubique on pourrait de maniére
équivalente prévoir que le méme courant doit apparaitre dans la direction —y.
La seule possibilité cohérente est donc un courant nul, de telle sorte que o,y
doit s’annuler (et de méme, par symétrie, pour les autres composantes non
diagonales). D’ot ¢, = 06, dans des cristaux de symétrie cubique.

2. Les bandes remplies n’interviennent pas La fonction de Fermi
posseéde une dérivée négligeable sauf quand £ est dans un intervalle de largeur
kgT autour de £p. Ainsi, les bandes remplies ne donnent aucune contribution
a la conductivité, en accord avec Pétude générale des pages 263-266.

3. Equivalence des représentations particule-trou dans les métaux
Dans un métal, & une précision de 'ordre de (kBT/Ep)2, nous pouvons éva-
luer'® (13.25) & T = 0. Puisque (=8 f/0€) = (€ —EF), le temps de relaxation
peut étre évalué en Ep et sorti de I'intégrale. De plus, puisque!®

of 19
V(k) (*ég)(g:gn(k) = _E@ (5(1{)) (1326)

14. Puisqu’aucun courant ne circule a 1’équilibre, le premier terme de la fonction de
distribution, g°, ne contribue pas a (13.23). Nous utilisons une notation tensorielle dans
laquell