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Avant-propos

Le developpement spectaculaire de nouvelles sources de rayonnement
electromagnetique, couvrant un domaine de frequences allant des ondes
radio a 1'ultra-violet lointain (lasers, masers, rayonnement synchrotron,
sources millimetriques), a renouvele considerablement 1'interet porte aux
processus d'interaction entre photons et atonies. De nouvelles methodes
sont apparues permettant d'obtenir des informations de plus en plus
precises sur la structure et la dynamique des atomes et des molecules,
de controler leurs degres de liberte internes et externes ou de generer de
nouveaux types de rayonnements. Ces developpements font qu'un nombre
croissant de physiciens et de chimistes, de chercheurs et d'ingenieurs,
s'interessent aux processus d'interaction entre matiere et rayonnement a
basse energie. L'ambition de cet ouvrage est de mettre a leur disposition
les bases theoriques necessaires pour aborder 1'etude de ces processus
en partant d'un niveau en mecanique quantique et en electromagnetisme
classique correspondant a celui de la maitrise.

Un tel programme comporte naturellement deux volets. II faut, d'une
part, presenter le cadre theorique permettant de decrire la dynamique
quantique du systeme global champ electromagnetique + particules
chargees non relativistes, discuter le contenu physique de la theorie et les
diverses formulations que 1'on peut en donner. Tel est 1'objet du present
volume intitule « Photons et atomes — Introduction a Felectrodynamique
quantique ». II faut, d'autre part, decrire les processus d'interaction entre
matiere et rayonnement (emission, absorption, diffusion de photons par des
atomes...) et presenter les methodes theoriques qui permettent de les ana-
lyser (methodes perturbatives, resommations partielles de la serie des per-
turbations, equation pilote, equations de Bloch optiques, methode de
1'atome habille...). Ces questions sont abordees dans un autre volume inti-
tule « Photons et atomes — Les processus d'interaction ». Les objectifs
de ces deux volumes sont done clairement distincts et, suivant ses preoccu-
pations ou ses besoins, le lecteur pourra utiliser I'un, I'autre ou les deux
volumes de cet ouvrage.

L'expose des themes etudies montre clairement que cet ouvrage ne se
situe pas sur le meme plan que d'autres livres consacres a 1'electrodynami-
que quantique. En effet, la plupart de ceux-ci s'adressent a un public de
physiciens de la theorie des champs pour lesquels les notions de cova-
riance manifeste, d'invariance relativiste, de champ de matiere, de renor-
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malisation... sont fondamentales. Par ailleurs, les livres traitant de pro-
blemes d'optique quantique, et en particulier d'optique des lasers, sont
tres succincts sur les bases de I'electrodynamique et, notamment, sur les
problemes poses par la quantification du rayonnement. II y a entre ces
deux voies extremes, une approche intermediaire que nous avons qhoisie
ici, car elle repond, nous semble-t-il, a un besoin important et actuel.
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Introduction

Les manifestations du champ electromagnetique sont perceptibles en
permanence autour de nous. II assure la cohesion des atomes et molecules,
il est a 1'origine des phenomenes electriques et magnetiques. Les ondes
electromagnetiques de toute nature, et en particulier les ondes lumineuses
sont une source essentielle d'informations sur 1'univers qui nous entoure.

Le champ electromagnetique occupe egalement une place centrale dans
le developpement de la physique. Sans remonter a Maxwell, on peut
rappeler que c'est a propos de la lumiere qu'ont etc introduites la cons-
tante de Planck et la notion de dualite onde-corpuscule. Plus recemment,
le champ electromagnetique est devenu le prototype des champs de jauge
quantiques.

Toutes ces raisons montrent Finteret d'une comprehension approfondie
de la dynamique du champ electromagnetique couple a des particules
chargees, et en particulier de ses aspects quantiques. Pour parvenir a une
telle comprehension, il faut preciser comment le champ electromagnetique
peut etre quantifie, comment s'introduit le concept de photon et quelle
est sa signification physique, quelles sont les observables et les etats qui
decrivent les differents aspects du rayonnement, quel est Fhamiltonien
qui regit 1'evolution couplee des photons et des atomes. C'est a la dis-
cussion de ces questions et des diverses reponses qui peuvent leur etre
donnees qu'est consacre le present volume.

La quantification du champ electromagnetique est le probleme central
autour duquel s'articulent les divers chapitres. Cette quantification est
delicate par suite de 1'arbitraire de jauge et de la redondance qui sont
associes aux potentials vecteur et scalaire. Cest la raison pour laquelle
nous nous sommes efforces d'aborder ce probleme a plusieurs niveaux,
de difficultes croissantes.

Dans le chapitre I, nous partons des equations de Maxwell-Lorentz
qui decrivent 1'evolution couplee des champs electrique et magnetique
et d'un ensemble de particules chargees, et nous montrons qu'une trans-
formation de Fourier spatiale des champs permet d'identifier plus claire-
ment les degres de liberte reellement independants des champs. Nous
introduisons ainsi les variables normales qui decrivent les modes normaux
de vibration du champ en 1'absence de sources. La quantification est alors
effectuee de maniere elementaire en quantifiant les oscillateurs harmo-
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niques fictifs associes a chaque mode normal de vibration, les variables
normales devenant les operateurs de creation et d'annihilation d'un pho-
ton.

Le probleme est repris de maniere plus approfondie et plus rigoureuse
au chapitre II, a partir d'une formulation lagrangienne et hamiltonienne
de 1'electrodynamique. Une telle approche permet en effet de defmir sans
ambiguite les variables du champ qui sont canoniquement conjuguees
1'une de I'autre. Elle fournit par ailleurs un schema de quantification clair,
la quantification canonique, qui associe a deux grandeurs conjuguees
deux operateurs dont le commutateur vaut i/2. Nous montrons cependant
que ce schema theorique n'est pas directement applicable au lagrangien
le plus couramment utilise en electrodynamique : le lagrangien standard
Ceci tient au fait que les variables dynamiques de ce lagrangien, qui sont
les potentiels vecteur et scalaire, sont redondantes. La facon la plus simple
de resoudre ce probleme, puis de quantifier la theorie, consiste a choisir
la jauge de Coulomb. D'autres possibilites existent, ayant chacune leurs
avantages et leurs inconvenients; elles sont explorees plus loin dans les
chapitres IV (jauge de Poincare) et V Gauge de Lorentz).

Plusieurs aspects essentiels de 1'electrodynamique quantique en jauge
de Coulomb sont discutes en detail dans le chapitre III : equations d'evo-
lution quantiques pour un systeme de charges et de champs couples,
etude des etats et des observables du champ quantique libre, proprietes
du vide et des etats coherents, phenomenes d'interference et dualite onde
corpuscule en theorie quantique du rayonnement. Nous analysons egale-
ment en detail les proprietes de 1'hamiltonien qui decrit les couplages entre
particules et photons.

Ce dernier sujet est repris plus en detail dans le chapitre IV qui est
consacre a d'autres formulations equivalentes de 1'electrodynamique,
derivees de la jauge de Coulomb. Nous montrons comment il est possible
d'obtenir d'autres descriptions de 1'electrodynamique, mieux adaptees a
tel ou tel type de probleme, en changeant de jauge, en ajoutant au lagran-
gien standard en jauge de Coulomb la derivee totale d'une fonction des
coordonnees generalisees du systeme, ou encore en effectuant directement
sur 1'hamiltonien en jauge de Coulomb une transformation unitaire.
L'accent est mis sur la signification physique qu'ont les divers operateurs
mathematiques dans 1'ancien et dans le nouveau point de vue et sur
1'equivalence des predictions physiques faites dans un point de vue et
dans I'autre. C'est la qu'une comprehension satisfaisante des fondements
de 1'electrodynamique quantique est essentielle si Ton veut eviter des
interpretations erronees, concernant par exemple 1'equivalence des
hamiltoniens d'interaction « en A • p » ou « en E • r ».

Dans les points de vue etudies dans les chapitres II et IV, la symetrie
entre les quatre composantes du quadrivecteur potentiel n'est pas main-
tenue. Les formalismes correspondants ne sont done pas adaptes a une
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quantification covariante du champ. Ces problemes sont abordes dans le
chapitre V qui traite de la quantification du champ en jauge de Lorentz.
Nous expliquons les difficultes qui surgissent quand les quatre compo-
santes du potentiel sont traitees comme des variables independantes.
Nous indiquons egalement comment il est possible de les resoudre en
selectionnant, au moyen de la condition de Lorentz, un sous-espace d'etats
physiques dans 1'espace des etats du rayonnement.

Mentionnons enfin qu'a 1'exception des complements du chapitre V,
nous traitons les particules de maniere non relativiste, et les decrivons
par des fonctions d'onde de Schrodinger ou des spineurs de Pauli. Une telle
approximation est tres largement suffisante pour le domaine des basses
energies couvert par cet ouvrage. De plus, le choix de la jauge de Coulomb,
qui fait apparaitre de maniere explicite 1'interaction de Coulomb entre
particules, preponderante a basse energie, est tres commode pour 1'etude
des etats lies de particules chargees que sont les atomes et les molecules.
Un tel avantage subsiste pour les autres formulations de Felectrodyna-
mique derivees de la jauge de Coulomb et etudiees dans le chapitre IV.
Une description relativiste et quantique des particules necessite de les
considerer comme des excitations elementaires d'un champ de matiere
relativiste, comme le champ de Dirac pour les electrons et les positrons.
Nous abordons ces problemes dans deux complements du chapitre V et
montrons qu'il est possible de justifier les hamiltoniens non relativistes
utilises dans cet ouvrage, en les faisant apparaitre comme des « hamilto-
niens effectifs », agissant dans des multipliers a nombre bien determine
de particules, et derives de 1'hamiltonien de 1'electrodynamique quantique
relativiste pour lequel le nombre de particules, comme celui des photons,
est indetermine.

Ce volume comprend cinq chapitres et dix-neuf complements. Les
complements repondent a des objectifs tres varies. Us precisent les notions
physiques ou mathematiques introduites dans les chapitres auxquels ils
sont rattaches, ou prolongent ces chapitres en presentant des exemples
d'application, en proposant d'autres points de vue, ou en abordant des
problemes qui ne sont pas etudies dans les chapitres. Le dernier comple-
ment de chaque chapitre regroupe des exercices corriges. Une bibliogra-
phic succincte, non exhaustive, est donnee, soit sous forme de references
generates a la fin des chapitres et eventuellement des complements, soit
sous forme de references plus specialisees mentionnees dans des notes
en bas de page. Les livres sont cites simplement par le nom des auteurs,
sauf en ce qui concerne 1'autre volume de cet ouvrage qui est mentionne
par son titre, « Photons et atomes — Les processus d'interaction ». La
liste detaillee des livres, avec lews references completes, est donnee a la fin
du volume.

II est possible de lire chronologiquement ce volume du debut a la fin.
Nous 1'avons cependant concu de maniere que certains chapitres et
complements puissent etre sautes lors d'une premiere lecture.
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Un etudiant en fin de maitrise ou un chercheur desireux d'arriver le plus
rapidement possible a 1'etude des processus d'interaction eux-memes
pourrait par exemple lire le chapitre I, puis le chapitre III et le comple-
ment Ani. II aurait ainsi une connaissance serieuse de la quantification
du champ sous sa forme la plus simple, des aspects corpusculaire et
ondulatoire du rayonnement et de la dynamique du systeme champ +
particules. La lecture des complements AIV et Blv pourrait egalement lui
donner une idee simple de. 1'approximation dipolaire electrique et de
Pequivalence des hamiltoniens d'interaction « en A • p » et « en E • r »
pour 1'etude des processus a un ou deux photons.

Un etudiant de troisieme cycle ou un chercheur desireux d'approfondir
sa reflexion sur la structure de I'electrodynamique quantique et sur les
problemes lies a 1'arbitraire de jauge pourrait completer cette lecture par
celle des chapitres II, IV et V et choisir les complements qui repondent le
mieux a ses preoccupations et a ses domaines d'interet.



CHAPITRE I

Electrodynamique classique
Equations de base et variables

dynamiques fondamentales

Ce premier chapitre a pour but de rappeler les equations de base de
Felectrodynamique classique, et d'introduire un ensemble de variables
dynamiques permettant de caracteriser simplement 1'etat du systeme
global champ + particules a un instant donne.

Le chapitre debute (partie A) par un rappel des equations de Maxwell-
Lorentz qui decrivent 1'evolution couplee du champ electromagnetique
et d'un ensemble de particules chargees. Un certain nombre de resultats
importants, concernant les constantes du mouvement, les potentiels et
rinvariance dejauge sont egalement passes en revue.

En vue des developpements qui seront abordes dans les chapitres ulte-
rieurs (et notamment de la quantification), on montre ensuite (partie B)
que 1'electrodynamique classique prend une forme plus simple dans
Vespace reciproque, apres une transformation de Fourier spatiale des
champs. Une telle transformation permet de decomposer simplement
le champ electromagnetique en ses composantes longitudinale et transverse.
II apparait aussi clairement que le champ electrique longitudinal n'est
pas une vraie variable dynamique du systeme puisqu'il peut etre reexprime
en fonction des positions des particules.

L'etape suivante (partie C) consiste alors a introduire des combinaisons
lineaires simples des champs electrique et magnetique transverses dans
Tespace reciproque, qui ont la propriete importante d'evoluer indepen-
damment les unes des autres en Fabsence de particules, et qui decrivent
done les modes normaux de vibration du champ libre. Ces nouvelles
variables dynamiques, appelees variables normales, jouent un role central
dans la theorie, puisqu'elles deviendront, apres quantification, les opera-
teurs de creation et d"annihilation de photons. Toutes les observables du
champ s'expriment en fonction de ces variables normales (et des variables
des particules).
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Le chapitre se termine enfin (partie D) par une discussion de quelques
strategies possibles de quantification de la theorie precedente. Une methode
elementaire et economique (bien que non rigoureuse) consiste a quantifier
chacun des oscillateurs harmoniques fictifs associes aux divers modes
normaux de vibration du champ. On obtient ainsi toutes les relations de
commutation fondamentales necessaires a la lecture du chapitre III. Le
probleme sera repris de maniere plus approfondie au chapitre II a partir
d'une formulation lagrangienne et hamiltonienne de 1'electrodynamique.

Mentionnons enfin que le complement B, regroupe un certain nombre
de resultats relatifs au moment cinetique du champ electromagnetique
et au developpement du champ en ondes multipolaires.
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A — EQUATIONS DE BASE DANS L'ESPACE ORDINAIRE

1. Equations de Maxwell-Lorentz

Les equations de base se groupent en deux ensembles. Tout d'abord,
les equations de Maxwell reliant les champs electrique E(r, /) et magne-
tique B(r, t) aux densites de charge p(r, t) et de courant j(r, i)

Ensuite, les equations de Newton-Lorentz decrivant la dynamique de
chaque particule a, ayant une masse ma, une charge qa, une position ra(/),
une vitesse va(/), sous 1'effet des forces electrique et magnetique exercees
par les champs

Les equations (A. 2) ne sont valables que pour des particules lentes, non
relativistes (va <^ c).

De (A. 1. a) et (A. 1. d) on deduit que

Une telle equation exprime la conservation locale de la charge electrique
globale

L'expression de p et j en fonction des variables des particules est

On peut verifier que les expressions (A. 5) satisfont 1'equation de conti-
nuite(A.3).
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Les equations (A.I) et (A.2) forment deux ensembles d'equations
couplees. L'evolution des champs depend des particules par 1'intermediaire
de p et j. Le mouvement des particules depend des champs E et B. Les
equations (A.I) sont des equations aux derivees partielles du premier
ordre, alors que les equations (A.2) sont des equations differentielles du
second ordre. II s'ensuit que « Fetat » du systeme global champ + parti-
cules est determine, a un instant /0, par la donnee des champs E et B en
tous les points r de 1'espace, et par celle de la position ra et de la vitesse va

de chaque particule a

II importe de bien noter que, dans les equations de Maxwell (A. 1), r n'est
pas une variable dynamique (comme ra), mais un parametre continu
permettant de reperer les variables de champ.

2. Quelques constantes du mouvement importantes

A partir des equations de base (A. 1) et (A .2) et des expressions (A. 5)
de p et j, on peut montrer (voir exercice 1) que les fonctions suivantes de E,
B, ra, va :

sont des constantes du mouvement, c'est-a-dire independantes de /.
H est Venergie totale du systeme global champ + particules, P Vimpul-

sion totale, J le moment cinetique total. Le fait que ces quantites soient des
constantes du mouvement resulte de 1'invariance des equations du mou-
vement vis-a-vis d'un changement de 1'origine des temps, de Forigine et de
1'orientation des axes de coordonnees (le lien entre ces constantes du mou-
vement et les proprietes d'invariance du lagrangien de Felectrodynamique
sera analyse dans le complement B,,).

3. Potentiels. Invariance de jauge

Les equations (A. 1 .b) et (A. 1 .c) entrainent que les champs E et B
peuvent toujours etre ecrits sous la forme
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oil A est un champ vectoriel, appele potential vecteur, U un champ scalaire,
appele potentiel scalaire. Un premier avantage d'introduire A et U est
que les deux equations de Maxwell (A. 1. b) et (A. 1. c) sont automatique-
ment satisfaites. D'autres interets apparaitront dans la formulation
lagrangienne et hamiltonienne de Felectrodynamique (voir chapitre II).

En reportant (A. 10) dans les equations de Maxwell (A. 1. a) et (A. 1. d),
on obtient les equations du mouvement de A et U

qui sont des equations aux derivees partielles du second ordre, et non plus
du premier comme dans (A.I). En realite, comme d2U/dt2 n'apparait
pas dans (A. 11 .a ),cette equation n'est pas une equation du mouvement
pour U, mais relie plutot a chaque instant U a OA/dt. L'etat du champ
est determine maintenant par la donnee de A(r, 10) et dA(r, tQ)/dt pour
tout r.

De (A. 10) il decoule que E et B sont invariants dans la « transformation
de jauge » suivante

A(r, /) -» A'(r, 0 = A(r, /) + VF(r, /) (A. 12.a)

l/(r, 0 - (/'(r, 0 = l/(r, 0 - 1 F(r, /) (A. 12.b)

ou F(r, 0 est une fonction arbitraire de r et t. II y a done une certaine
redondance dans les potentiels puisque les memes champs physiques E
et B peuvent etre decrits par plusieurs potentiels A et U difTerents. Une
telle redondance peut etre reduite par le choix d'une condition de jauge
qui fixe V • A (la valeur de V x A est deja determinee par (A. 10.a)).

Les deux jauges les plus couramment utilisees sont la jauge de Lorentz
et la jauge de Coulomb.

(i) La jauge de Lorentz est definie par
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On peut verifier qu'il est toujours possible de choisir dans (A. 12) une
fonction F telle que la condition (A. 13) soit remplie. Dans la jauge de
Lorentz, les equations (A. 11) prennent une forme plus symetrique

ou D = d2/c2 dt2 — A est le Dalembertien. Ceci est du au fait que les
equations de Maxwell d'une part, la condition de Lorentz d'autre part,
sont invariantes relativistes (elles gardent la meme forme dans deux refe-
rentiels de Lorentz differents). Avec des notations covariantes, les equa-
tions (A. 13) et (A. 14) peuvent etre ecrites

ou A" ety sont des quadrivecteurs respectivement associes aux potentiels
et aux courants.

(ii) La jauge de Coulomb est definie par

les equations (A. 11) deviennent alors

L'equation (A. 18. a) est 1'equation de Poisson pour U. La covariance
manifeste est perdue, mais d'autres avantages de la jauge de Coulomb
apparaitront dans les chapitres ulterieurs.



I.B.I Electrodynamique dans 1'espace reciproque 13

B — ELECTRODYNAMIQUE DANS L'ESPACE RECIPROQUE

1. Transformation de Fourier spatiale. Notations

Nous notons <?(k, t) la transformee de Fourier spatiale de E(r, /). E
et & sont relies par les equations suivantes

Sur le tableau I sont indiquees les notations choisies pour les transformees
de Fourier de quelques autres grandeurs physiques. (Nous utilisons des
lettres « droites » pour les grandeurs dans 1'espace reel, des lettres « cur-
sives » pour les grandeurs dans 1'espace reciproque.)

La realite de E(r, t) entraine que

Dans la suite, nous utiliserons frequemment 1'identite de Parseval-Plan-
cherel

(ou 3F et ^ sont les transformees de Fourier de F et <7), et le fait que la
transformee de Fourier d'un produit est proportionnelle au produit de
convolution des transformees de Fourier
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Le tableau II donne quelques transformees de Fourier intervenant dans
la suite

Finalement, pour simplifier les notations, nous ecrirons souvent ra au
lieu de dra(r)/df, E au lieu de dE(r, t)/dt, $ au lieu de 52<£(k, t)/dt2...
lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion.

2. Equations des champs dans 1'espace reciproque

Comme 1'operateur gradient V dans 1'espace reel devient la multiplica-
tion par ik dans 1'espace reciproque, les equations de Maxwell (A.I)
s'ecrivent dans 1'espace reciproque

II apparait clairement sur (B. 5) que <f(k) et^(k) dependent seulement des
valeurs de <?(k), ^(k), p(k),y(k) au meme point k. Les equations de Max-
well, qui sont des equations aux derivees partielles dans 1'espace reel,
deviennent strictement locales dans 1'espace reciproque, ce qui introduit
une grande simplification.

L'equation de conservation de la charge (A. 3) s'ecrit maintenant

Les relations (A. 10) entre les champs et potentiels deviennent
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la transformation de jauge (A. 12)

et les equations des potentials (A. 11)

3. Champs vectoriels longitudinaux et transverses

Par definition, un champ vectoriel longitudinal V||(r) est un champ
vectoriel tel que

Une telle relation devient dans I'espace reciproque

Un champ vectoriel transverse Vj^r) est caracterise par

La comparaison de (B. 10.a) et (B. 10.b), oude(B . l l . a ) et(B.ll .b),
montre que la denomination longitudinal ou transverse a une significa-
tion geometrique claire dans I'espace reciproque : pour un champ vecto-
riel longitudinal, ̂ (k) est parallele a k pour tout k, pour un champ vec-
toriel transverse, ̂ (k) est perpendiculaire a k pour tout k.

II importe de bien noter qu'un champ vectoriel est longitudinal (ou
transverse), si et seulement si (B. 10) (ou (B. 11)) sont satisfaites pour tout r,
ou tout k. Par exemple, en presence d'une charge ponctuelle en ra, V • E
est, d'apres (A. I . a), egal a zero dans tout I'espace a 1'exception du point ra
oil se trouve la particule. En presence d'une charge, E n'est done pas un
champ transverse. Ceci est encore plus evident dans I'espace reciproque
puisque k • £ est alors proportionnel a e~ ik-r" qui est visiblement non nul
partout.

L'utilisation de I'espace reciproque permet egalement une decomposi-
tion tres simple de tout champ vectoriel en une partie longitudinale et une
partie transverse
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En tout point k, ^(k) est obtenu par projection de ̂ (k) sur le vecteur
unitaire K dans la direction k

Nous avons done

Vj|(r) et Vj/r) sont enfin obtenus par transformation de Fourier spatiale
des equations (B.I4).

Remarques

(i) Dans Fespace reciproque, la relation qui existe entre un champ vectoriel
V(k) et ses parties longitudinale ou transverse est une relation locale. Par
exemple, on deduit de (B.I4) que

oil i,j = x, y, z. Chaque composante de T^(k) au point k ne depend que des
composantes de i^(k) au meme point k. Par transformation de Fourier,
Pequation (B. 15) devient alors, compte tenu de (B.4)

ou

^•(r) est appelee aussi « fonction-<5 transverse ». L'existence du dernier terme
de (B.I7.a) entraine que la relation entre Vx(r) et V(r) rfest pas locale :
Vx(r) depend des valeurs V(r') de V en tous les autres points r'. Notons egale-
ment que le calcul explicite du dernier terme de (B.I7.a) exige quelques
precautions en r = 0. La double derivee de l/r doit etre calculee au sens des
distributions, et donne naissance a un terme identique, a un coefficient pres,
au premier terme du second membre de (B. 17. a). Le calcul correspondant,
detaille dans le complement A,, conduit a
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(ii) La decomposition d'un champ vectoriel (issu d'un quadrivecteur ou d'un
quadritenseur antisymetrique) en une partie longitudinale et une partie
transverse n'est pas une operation invariante relativiste. Un champ vectoriei,
apparaissant comme transverse dans un referentiel de Lorentz, n'est plus
necessairement transverse dans un autre referentiel de Lorentz.

(iii) Bien que la decomposition (B. 12) introduise des effets non locaux dans
1'espace reel et ne soit pas invariante relativiste, elle n'en est pas moins interes-
sante, dans la mesure ou elle simplifie la resolution des equations de Maxwell.
En effet, comme nous le verrons dans les paragraphes suivants, deux des
quatre equations de Maxwell ne font que fixer la partie longitudinale des
champs electrique et magnetique, alors que les deux autres equations donnent
la vitesse de variation des champs transverses. Un tel point de vue permet
alors d'introduire simplement un ensemble commode de variables normales
pour les champs transverses.

4. Champs electrique et magnetique longitudinaux

Revenons aux equations de Maxwell. II apparait maintenant clairement
que les deux premieres equations (B. 5. a) et (B. 5. b) donnent en fait les
parties longitudinales de <£ et 38. La deuxieme equation (B. 5. b) exprime
ainsi que le champ magnetique est purement transverse

La premiere equation (B. 5. a) relie, quant a elle, le champ electrique lon-
gitudinal ^(k) a la distribution de charges p(k)

£JI (k) apparait ainsi comme le produit de deux fonctions de k dont les
transformees de Fourier sont

D'apres (B. 4), il vient alors



18 Electrodynamique classique I.B.4

II apparait ainsi que le champ electrique longitudinal a Finstant t est le
champ de Coulomb associe a p et calcule comme si la densite de charge p
etait statique et figee a sa valeur prise a 1'instant / (champ de Coulomb
instantane).

Insistons sur le fait qu'un tel resultat est independant de tout choix
de jauge puisqu'il a ete derive directement des equations de Maxwell
pour les champs E et B sans faire aucunement appel aux potentiels.

Le fait que le champ electrique longitudinal suive instantanement
revolution de la distribution de charges n'implique pas 1'existence de
perturbations electriques se propageant plus vite que la lumiere. En effet,
seul le champ electrique total, E = EH + E±, a un sens physique, et on
peut montrer que le champ transverse Ex a, lui aussi, une composante
instantanee qui compense exactement celle de E|(, de sorte que le champ
total reste toujours purement retarde. Nous reviendrons ulterieurement
sur ce point (§ B. 6).

Considerons maintenant les parties longitudinales de (B. 5. c) et (B. 5. d).
Les deux membres de (B. 5 .c) sont transverses. La partie longitudinale de
(B.S.d)s'ecrit

Prenant le produit scalaire de (B.22) avec k, utilisant (B. 19) et le fait que
k • y(| = k • y, on obtient alors

qui n'est autre que 1'equation de conservation de la charge (B. 6) et n'ap-
porte done rien de nouveau.

Remarques

(i) Des expressions (A.lO.b), ou (B.7.b), reliant le champ electrique aux
potentiels, il decoule que

En jauge de Coulomb, nous avons A H =0, de sorte que

II s'ensuit que les parties longitudinale el transverse de E sont, en jauge de
Coulomb, respectivement associees a U et A. La comparaison de (B.25.a)
et (B. 21) montre qu'en jauge de Coulomb, U n'est autre que le potentiel cou-
lombien de la distribution de charges
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Un tel resultat pourrait etre egalement deduit directement de I'equa-
tion (A. 18.a). La solution de cette equation de Poisson (lendant vers zero
quand | r | -» oo) n'est autre que (B. 25. b).

(ii) II apparait clairement sur (B.S.a) qu'une transformation de jauge ne
change pas A±. II s'ensuit que le potent id vecteur transverse Ax est invariant
de jauge.

(iii) Nous regroupons ici les equations de Maxwell en deux ensembles :
(A. 1. a) et (A. 1. b) donnant les champs longitudinaux, (A. 1. c) et (A. 1. d)
donnant la vitesse de variation des champs transverses (§ B .6). Un tel regrou-
pement differe de celui effectue en relativite, ou les equations (A . l . b ) et
(A. 1 .c) d'une part, (A. 1 .a) et (A. 1 .d) de 1'autre, sont combinees en deux
equations covariantes

est le tenseur champ electromagnetique, /4M le quadrivecteur potentiel, j^
le quadrivecteur courant.

5. Contribution du champ electrique longitudinal a 1'energie totale, a
I'impulsion totale et au moment cinetique total

Utilisons maintenant 1'expression (B.I9) de ^(k) pour evaluer la
contribution du champ electrique longitudinal a quelques observables
physiques importantes

a) ENERGIE TOTALE

L'identite de Parseval-Plancherel (B. 3) permet d'ecrire :

Remplagonsalors^par^n + ^et utilisons^n • SL = 0. II vient

Le premier terme de (B. 30) est la contribution, //long, du champ electrique
longitudinal a 1'energie totale donnee en (A. 7)
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alors que le second, ajoute a 1'energie magnetique, donne la contribution,
7/trans' des champs transverses Ex et B

En reportant dans (B. 31. a) 1'expression (B. 19) de &\\ (k), on obtient

qui s'ecrit encore, compte tenu de (B. 3) et (B. 4)

#long
 est done 1'energie electrostatique coulombienne de la distribution

de charges. Calculons enfin /f,ong pour une distribution de charges ponc-
tuelles. II est commode pour cela d'utiliser 1'expression

de la transformee de Fourier de la distribution de charges donnee en
(A.5.a). En reportant (B.34) dans (B.32), on obtient

Le premier terme de (B. 35) peut s'ecrire £ e ,̂,,, ou
a

est 1'energie coulombienne propre de la particule a (en fait, une quantite
infinie, a moins qu'une coupure ne soit introduite dans 1'integrale sur k).
Le second terme de (B. 35) n'est autre que 1'interaction coulombienne entre
paires de particiiles (a, f$) de sorte que finalement
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En conclusion, nous avons done montre dans ce paragraphe que Fener-
gie totale (A. 7) du systeme peut s'ecrire

et apparait comme la somme de trois energies : 1'energie cinetique des par-
ticules (premier terme), leur energie coulombienne (second terme) et
1'energie des champs transverses (troisieme terme). Comme dans le para-
graphe precedent, ces resultats sont independants de tout choix de jauge.

b) IMPULSION TOTALE

Remplacons E par E(| + E± dans le second terme de (A. 8). L'impulsion
totale du champ apparait alors comme la somme de deux contributions
piong

 et ptrans donnas par

En utilisant 1'expression (B. 19) de £^ la relation (B.7.a) entre 88 et st
et 1'identite

on peut transformer (B. 39. a) en

Le terme entre crochets de (B. 41) n'est autre que la partie transverse de J2/,
de sorte que Plong prend la forme plus simple

(nous avons utilise 1'expression (A. 5. a) de p). Comme plus haut, un tel
resultat est independant de tout choix de jauge, puisque A± est, d'apres
(B. 26), invariant de jauge.
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Finalement, 1'impulsion totale P donnee en (A. 8) peut s'ecrire

et apparait comme la somme des « quantites de mouvement » ma rn des
particules, de 1'impulsion du champ longitudinal,

1'impulsion du champ transverse. L'expression (B. 43) suggere d'introduire,
pour chaque particule a, la quantite

de sorte que P peut encore s'ecrire

En fait, on peut montrer qu'en jauge de Coulomb, pa est le « moment
conjugue » de rn, ou encore « 1'impulsion generalisee » de la particule a
(voir le § C.3 du chapitre II). II apparait done qu'en jauge de Coulomb, la
difference entre 1'impulsion pa et la quantite de mouvement ma fa de la par-
ticule a n'est autre que 1'impulsion associee au champ longitudinal de la
particule a.

Remarque

Compte tenu de (B.44), 1'energie totale donnee en (B.38) peut s'ecrire

On peut montrer que H n'est autre que I'hamillonien du systeme en jauge de
Coulomb (voir le § C.3 du chapitre II).

c) MOMENT CINETIQUE TOTAL

Des calculs analogues aux precedents (voir aussi le § 1 du comple-
ment B,) permettent de montrer que le moment cinetique total J donne
en (A.9) peut s'ecrire

oil pa est defmi en (B .44), et ou

est le moment cinetique du champ transverse.
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6. Equations du mouvement des champs transverses

Revenons aux deux dernieres equations de Maxwell (B. 5. c) et (B. 5. d)
et considerons les parties transverses de ces deux equations qui peuvent
etre ecrites sous la forme

Les deux dernieres equations de Maxwell apparaissent done comme des
equations dynamiques donnant la vitesse de variation des champs trans-
verses ̂  et 8L.

II importe de noter que le terme source apparaissant dans Fequation
du mouvement (B.49.b) de S^ est^, et non pas/. Comme, dans I'espace
ordinaire, la relation entre jx et j n'est pas locale (voir remarque i du
§ B. 3 ci-dessus), la vitesse de variation de Ex(r, t), au point r et a 1'instant /,
depend du courant j(r', t) en tous les autres points r' au meme instant /.
II s'ensuit que Ex contient, comme Ej|, des contributions instantanees de la
distribution de charges, dont on peut montrer qu'elles se compensent
exactement (voir exercice 3), de sorte que le champ total E = Ey + Ex
est purement retarde.

Pour conclure ce paragraphe B, il peut etre utile de reconsiderer la
definition (A.6) de « 1'etat» du systeme global champ + particules a
1'instant t0. Comme le champ longitudinal peut en fait etre reexprime
entierement en fonction des ra (voir (B .21)), 1'etat du systeme est entiere-
ment determine par la donnee de

pour tout k et tout a. Nous verrons dans le paragraphe suivant C qu'il est
possible d'ameliorer encore le choix des variables dynamiques caracteri-
sant 1'etat du champ.

Remarque

Dans cette partie B, nous avons considere uniquement les equations (B.5)
relatives aux champs. II est possible aussi d'eludier les parties longitudinale
et transverse des equations (B.9) relatives aux potentiels. Comme le dernier
terme de (B. 9. b) est longitudinal, la partie transverse de (B. 9. b) s'ecrit

et devient dans I'espace reel
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Une telle equation est tres analogue a (A. 14. b), a part que nous avons main-
tenant Ax et j± au lieu de A et j. Si Ton prend la partie longitudinale de (B. 9. b)
et qu'on utilise (B.9.a) pour eliminer $, on obtient, une fois de plus, 1'equa-
tion de conservation de la charge (B.6). Comme pour (B.S.d), la partie
longitudinale de (B.9.b) n'apporte rien de nouveau. Finalement, il ne nous
reste plus que la seule equation (B. 9. a), qui peut etre ecrite

(puisque k • s/L = 0), et qui n'est pas suffisante pour determiner le mouve-
ment de si\\ et fy. Un tel resultat n'est pas surprenant puisque les potentiels
sont redondants. Pour determiner s&\\ et ,̂ il nous faut une condition sup-
plementaire, c'est-a-dire une condition de jauge. Si nous choisissons la jauge
de Coulomb, nous faisons «s/y = 0 et (B. 53) donne alors °U. Si nous choi-
sissons la jauge de Lorentz, la condition supplementaire (A. 13) s'ecrit dans
1'espace reciproque

Les equations (B. 53) et (B. 54) forment alors un systeme de deux equations
du premier ordre decrivant 1'evolution de <s4\\ et ^l. D'autres choix de condi-
tions de jauge sont bien sur possibles.
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C —VARIABLES NORMALES

1. Idee generate

Dans 1'espace ordinaire, les vitesses de variation E(r) et B(r) des champs
E et B au point r dependent des derivees spatiales de E et B, done des
valeurs de E et B au voisinage de r. Les equations de Maxwell (A . I ) sont
des equations aux derivees partielles.

En passant dans 1'espace reciproque, nous avons tout d'abord elimine
<£jl(k), qui n'est pas reellement une variable dynamique, puisqu'il peut etre
reexprime en fonction des ra, et nous avons alors montre que les vitesses
^±(k) et ̂ (k) dependent seulement des valeurs de ̂ (k) et ̂ (k) (et aussi de
yi(k)) au meme point k. Les equations (B.49) forment, en chaque point k,
un systeme de deux equations differentielles couplers.

L'examen du systeme differentiel lineaire (B.49) suggere alors d'essayer
d'introduire deux combinaisons lineaires de SL et ̂  qui evoluent inde-
pendamment Tune de 1'autre, au moins pour le champ libre, quandyx = 0.

2. Definition des variables normales

Reecrivons tout d'abord les equations (B. 49) sous la forme

Nous recherchons les fonctions propres d'un tel systeme quand j\ = 0.
On deduit alors de (C. 1) que

Nous sommes ainsi conduits a definir, meme si y'x ^ 0, deux nouvelles
variables a(k, t) et p(k, t) par
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ou JY\k) est un coefficient de normalisation qui sera choisi ensuite de
maniere a avoir pour 1'energie totale H une expression aussi simple et
suggestive que possible.

Avant d'aller plus loin, il importe de noter que a et P ne sont pas en fait
des variables dynamiques independantes. La realite de E± et B, qui est a
Torigine de relations telles que (B. 2) pour 8L et 38, entraine que

Inversant le systeme lineaire (C.4), et utilisant (C.5), on obtient alors

La connaissance de a(k, /) pour toutes les valeurs de k, est done equiva-
lente a celle de <?x(k, /) et ^?(k, t). De plus, les a(k, /) sont des variables
vraiment independantes, puisqu'il n'existe pas de conditions de realite
entre «(k, /) et a*(— k, t\ comme pour £L et ^. Nous pouvons done,
pour determiner 1'etat du systeme global, remplacer (B. 50) par

{ «(k, /0), r.(/0X r.(f0)} • (C.7)

3. Equation devolution des variables normales

Des equations de Maxwell (C.I), et de la definition (C.4.a) de a, on
deduit

Insistons bien sur le fait que, SL et 38 etant relies a a par (C.6), Fequa-
tion (C.8) est strictement equivalente aux equations de Maxwell. Elle est
cependant plus simple que les equations de Maxwell. Elle ressemble a
Pequation du mouvement de la variable x + i(p/moj) d'un oscillateur
harmonique (fictiQ, de frequence propre co, pilote par un terme source du
aux particules, proportionnel a y'i(k, /)•

Lorsque j± = 0 (cas du champ « libre »), 1'evolution de la variable
normale a(k, t) est completement decouplee de celle des autres. La solu-
tion de 1'equation (C. 8) est alors une oscillation harmonique pure, decri-
vant un « mode normal de vibration » du champ libre. C'est d'ailleurs la
raison pour laquelle les <x(k, t) sont appelees des « variables normales ».

Si les sources sont imposees de Fexterieur (c'est-a-dire independantes
de a), les variables a correspondant a des k differents continuent a evoluer
independamment les unes des autres, pilotees chacune par ,/j_(k, 0 (voir
par exemple le complement BIH).
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Enfin, si les sources sont des particules interagissant avec le champ, le
mouvement de ,/± depend des a, de sorte que 1'evolution des diverses
variables a(k, /) est en general couplee par Pintermediaire du courant
yi(k, /). II faut alors ajouter a (C. 8) 1'equation du mouvement de j±(k, t)
(determinee a partir de 1'equation de Newton-Lorentz (A.2), et de la
definition (A.5) du courant), et essayer de resoudre cet ensemble d'equa-
tions couplees.

Avant de terminer ce paragraphe, introduisons une nouvelle notation.
Comme a est (de meme que SL et £&) un champ vectoriel transverse, on
peut, pour chaque valeur de k, developper ot(k, /) sur deux vecteurs uni-
taires e et e', perpendiculaires entre eux et contenus tous deux dans le plan
perpendiculaire a K (Fig. 1)

Figure 1.— Vecteurs polarisation transverses £ et e'.

Nous avons done

ou

est la composante de a le long de £. L'ensemble { a£(k, /)}, pour toutes les
valeurs de k et de £, forme done un ensemble complet de variables inde-
pendantes pour le champ transverse. L'equation du mouvement de
a.(k, 0 est



28 Electrodynamique classique I.C.4

ou nous avons utilise E • jL = E • j.

4. Expression des observables physiques du champ transverse en fonction
des variables normales

Nous utiliserons toujours par la suite les variables normales ae(k, /)
(et les operateurs quantiques correspondants) pour caracteriser I'etat du
champ transverse. II est done important de donner, dans ce paragraphe,
1'expression des diverses observables physiques du champ transverse en
fonction des <xe.

a) ENERGIE DU CHAMP TRANSVERSE Hlrans

Reportons dans (B. 31. b) les expressions (C. 6) de SL et ̂  en fonction
de a et at [nous utilisons la notation plus concise a* pour a*(— k, *)]•
Nous respectons en outre 1'ordre entre a et a*, tel qu'il apparait dans les
calculs, meme si a et a* sont des nombres qui commutent. La raison en est
que des calculs tres semblables devront etre fails en electrodynamique
quantique, a et a* etant dans ce cas remplaces par des operateurs qui ne
commutent pas entre eux. Les resultats obtenus dans ce paragraphe pour-
ront alors etre generalises sans modifications au cas quantique.

De(C.6), ondeduit

de sorte que (B.31.b) devient

Le changement de k en — k dans 1'integrale du deuxieme terme permet de
remplacer a_ • a* par a • a*. Si Ton fixe maintenant pour le coefficient
de normalisation ^\k) la valeur

choisie de maniere a avoir en theorie quantique des relations de commu-
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tation simples entre les operateurs correspondant a oc£ et a*, 1'expression
(C. 14) prend la forme plus suggestive

Elle apparait comme la somme des energies d'un ensemble d'oscillateurs
harmoniques fictifs, un oscillateur de frequence co = ck etant associe a
chaque couple de vecteurs k, E (avec £ perpendiculaire a k). Un tel couple
(k, E) definit un « mode » du champ transverse.

b) IMPULSION Ptrans ET MOMENT CINETIQUE J,rans DU CHAMP TRANSVERSE

Des calculs analogues aux precedents permettent d'obtenir, a partir
de(B.39.b)

Pour le moment cinetique J,rans du champ transverse, donne en (B.48),
les calculs sont un peu plus laborieux que pour #lrans et P,rans (voir § 2b
du complement B,). Le resultat est le suivant

Remarque

Dans les expressions de Ptrans et Jtrans apparait le produit Ex x B. En theorie
quantique, Ex et B deviennent des operateurs, et on peut se demander s'il ne
faudrait pas symetriser Ex x B sous la forme (E± x B — B x E±)/2. En
fait, Ex et B sont pris au meme point r de 1'espace, et nous verrons au cha-
pitre III (§ A.2) que E±(r) et B(r) sont deux observables qui commutent, de
sorte que la symetrisation est inutile.

c) CHAMPS ELECTRIQUE ET MAGNETIQUE TRANSVERSES DANS L'ESPACE REEL

Les developpements de E±(r, /) et B(r, i) sont obtenus en prenant les
transformees de Fourier de (C.6.a) et (C.6.b) (dans 1'integrale sur k des
derniers termes de (C. 6. a) et (C. 6. b), on change egalement k en — k).
II vient ainsi
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/%

La realite (*) de E± et B est manifeste sur (C. 19) et (C. 20).
Pour le champ libre (J± = 0), la solution de 1'equation du mouve-

ment (C. 12) de ae est

Reportant (C. 22) dans (C. 19) et (C. 20), on obtient alors pour E± et B des
developpements en ondes planes progressives e l(k>r~wl), de vecteur d'onde k.
Par exemple,

II est facile aussi de verifier qu'avec la solution (C.22) pour un champ
libre, les expressions (C. 16), (C. 17) et (C. 18) de //trans, Plrans et Jlrans sont
des constantes du mouvement (independantes de t).

Insistons bien sur le fait que la definition (C.4) des variables normales,
de meme que les developpements (C. 16) a (C.20) qui en decoulent, sont
valables en presence ou en absence de sources. Par contre, la solution
simple (C.22) pour a£(k, /) ne s'applique qu'au champ libre. En presence
de sources, la solution de 1'equation du mouvement (C. 12) est plus com-
pliquee que (C.22), et les developpements (C. 19) et (C.20) de EL et B ne
sont plus des superpositions lineaires d'ondes planes progressives. De
meme, 1'energie du champ transverse donnee en (C.I6) n'est plus une
constante du mouvement. Des echanges d'energie se produisent entre le
champ transverse et les particules et, seule, 1'energie totale donnee en (B. 38)
est conservee. Les memes idees restent valables pour Ptrans et Jlrans.

II est d'usage de noter E^+)(r, t), la partie du developpement (C.I9)
contenant seulement des a£(k, t) (et non des af(k, /))

(*) Le vecteur polarisation E est reel. II est bien sur possible d'introduire des vecteurs
polarisation complexes pour decrire des modes du champ transverse ayant une polarisation
circulaire ou elliptique. II faut dans ce cas remplacer le second c de (C. 19) el (C. 20) par E*.
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La partie restante de (C. 19) est notee E^^r, /)

Pour un champ libre, E(
J
+) est la partie de frequence positive de Ex,

E^ la partie de frequence negative.

d) POTENTIEL VECTEUR TRANSVERSE Ax(r, /)

Pour la suite, il sera egalement utile de donner le developpement sur
les variables normales de la partie transverse A± du potentiel vecteur A.
Rappelons que A± est invariant de jauge (voir eq. (B. 26)).

Remarquons tout d'abord que les champs transverses Ex et B ne sont
relies qu'a A±. De (A. 10. a) et (B. 24. a), il decoule en efiet que

[puisque V x AH =0].
Montrons maintenant que Ax(r, /) peut s'ecrire

avec

Comme E est perpendiculaire a k, le champ vectoriel (C. 27) est transverse.
Si Ton prend le rotationnel de 1'expression (C.27), on retrouve le develop-
pement (C. 20) de B, de sorte que (C. 27) verifie (C. 26. b). Comme Ax est
de divergence nulle, 1'equation (C. 26. b) suffit a le determiner entierement
et les equations de Maxwell entrainent que (C. 26. a) est automatiquement
verifiee.

On peut egalement calculer la transformee de Fourier ^(k, /)
de A±(r, r). Apres changement de k en — k dans la deuxieme integrale de
(C.27), il vient

II est possible enfin de combiner (C. 29) et (C. 6. a) pour exprimer a en
fonction de s£L et SL (au lieu de &L et 06 comme dans (C. 4. a)).
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5. Analogies et differences entre les variables normales et la fonction
d'onde d'une particule de spin 1 dans 1'espace reciproque.

Considerons tout d'abord le cas du champ libre. L'equation (C.8) peut
s'ecrire

et apparait alors comme une equation de Schrodinger relative a une
« fonction d'onde vectorielle » a(k, r), 1'hamiltonien correspondant etant
diagonal dans 1'espace reciproque, avec des elements de matrice
ficoS(k — k'). L'equation (C.I6) peut aussi etre interpretee comme la
valeur moyenne d'un tel hamiltonien dans la fonction d'onde a(k, /). De
meme, puisqu'en mecanique quantique, 1'operateur impulsion d'une par-
ticule est diagonal dans 1'espace reciproque, avec des elements de matrice
#k<5(k — k'), 1'equation (C.I7) peut etre interpretee comme la valeur
moyenne de 1'operateur impulsion dans la fonction d'onde a(k, /). Enfin,
on peut montrer (voir § 2.c du complement B,) que 1'expression (C. 18),
donnant le moment cinetique du champ transverse, coincide avec la valeur
moyenne, dans la fonction d'onde ot(k, /), de J = L + S (ou L et S sont
les operateurs quantiques usuels moment cinetique orbital et moment
cinetique de spin). Le premier terme du crochet de (C.I8) correspond
a L, le second a S.

Tous les resultats precedents inciteraient a interpreter a(k, /) comme
la fonction d'onde, dans 1'espace reciproque, d'une particule de spin 1 (*),
qui serait le photon. Une telle analogic ne peut cependant etre poussee
trop loin, lout d'abord, on peut montrer que la transformee de Fourier
de oc(k, /) ne peut etre interpretee comme la fonction d'onde du photon
dans 1'espace ordinaire, et, plus generalement, qu'il est impossible de
construire un operateur position pour le photon (**). Ensuite, 1'equa-
tion devolution (C.8) de a n'a plus la structure d'une equation de
Schrodinger en presence de sources : elle n'est pas homogene. Un tel resul-
tat n'est d'ailleurs pas surprenant. L'equation de Schrodinger conserve la
norme de la fonction d'onde, et done le nombre des particules. Or, il est
bien connu qu'en presence de sources, des photons peuvent etre absorbes
ou emis. II est done impossible d'introduire une equation de Schrodinger
pour un seul photon en presence de sources. En fait, la quantification doit
porter sur le champ electromagnetique lui-meme, les photons apparais-
sant alors comme des excitations elementaires du champ quantifie. Nous
verrons dans les chapitres suivants que la « fonction d'onde », plus pre-
cisement le « vecteur d'etat», du champ quantifie est un vecteur d'un

(*) La valeur 1 du spin est liee au caractere vecloriel de a. (Voir Akhiezer et Berestelski,
chap. I.)

(**) Voir par exemple : E. Wigner and T. D. Newton, Rev. Mod. Hiys. 21 (1949) 400;
M. H. L. Pryce, Proc. Roy. Soc. 195A (1948) 62.
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espace de Fock ou le nombre de photons peut varier entre zero (etat vide)
et I'infmi.

L'analogie precedente peut cependant etre utile. Elle suggere par exemple
d'etudier les fonctions propres transverses de J2 et Jz dans 1'espace reci-
proque. Ceci conduit au developpement multipolaire du champ trans-
verse (voir complement B,), plus commode que le developpement en ondes
planes (donne plus haut) dans tous les problemes ou le moment cinetique
joue un role important.

6. Conditions aux limites periodiques. Introduction de notations plus simples

II est courant de considerer les champs comme etant contenus dans un
cube de cote L, et satisfaisant a des conditions aux limites periodiques
sur les parois du cube. A la fin des calculs, on fait tendre L vers I'infmi.
Toutes les predictions physiques (sections efficaces, probabilites de tran-
sition...) doivent bien sur etre independantes de L.

L'avantage d'une telle procedure est de remplacer des integrales de
Fourier par des series de Fourier. En d'autres termes, les integrales sur k
sont remplacees par des sommes discretes sur

ou nxjjir sont des entiers (positifs, negatifs ou nuls). Les variables ajk, /)
sont remplacees par des variables discretes akc(/) :

On peut meme utiliser des notations plus concises

oil 1'indice / designe 1'ensemble (k, c^). La correspondance entre les deux
types de somme obeit a la regie suivante

A titre de recapitulation, donnons maintenant les developpemenls en a,
et a? de #trans, Ptrans, A±, E1? B
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avec

Dans ces expressions, £ veut dire sommation sur les modes k,. £,. II con-
i

vient de noter aussi que, lors du passage des integrates de Fourier aux
series de Fourier, le facteur (1/2 7i)3/2 des equations (B. 1) est remplace
par 1/L3/2. Ceci explique pourquoi &mi contient L3 au lieu de (2 n)3 (com-
parer (C.21) et (C.40)). Finalement, 1'equation devolution de a,- est

avec

Remarque

La variable discrete a, n'a pas la meme dimension que la variable continue
a£(k). De facon plus precise,
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D — CONCLUSION :
DISCUSSION DE QUELQUES METHODES POSSIBLES

DE QUANTIFICATION

Apres ce rapide survol de 1'electrodynamique classique, se pose mainte-
nant le probleme de la quantification d'une telle theorie. Nous passons
en revue dans cette conclusion quelques strategies possibles de quantifi-
cation, ce qui nous permettra d'eclairer le lecteur sur les motivations et
Forganisation des chapitres qui suivent.

(i) Approche elementaire

La formulation de 1'electrodynamique classique que nous avons donnee
dans ce chapitre se prete particulierement bien a une telle approche.

Nous avons en effet montre que le systeme global champ electromagne-
tique + particules etait formellement equivalent a un ensemble de parti-
cules et d'oscillateurs interagissant mutuellement. L'idee la plus simple
qui vient alors a 1'esprit pour quantifier un tel systeme est de quantifier
particules et oscillateurs en associant a la position ra et a Fimpulsion pa

de la particule a des operateurs (*) (dont le commutateur vaut i/i), et en
remplagant les variables normales af et af de 1'oscillateur / par les opera-
teurs d'annihilation et de creation at et a*, bien conn us dans la theorie de
1'oscillateur harmonique quantique (et dont le commutateur vaut 1)

Toutes les grandeurs physiques qui, nous 1'avons vu, s'expriment en fonc-
tion des ra, pa, <x f , af, deviennent ainsi des operateurs agissant dans 1'espace
des etats quantiques du systeme global.

Une telle approche est cependant insuffisante. Comme elle ne repose
pas sur une formulation lagrangienne et hamiltonienne de 1'electrody-
namique, nous ne savons pas si ra et pa d'une part, a£ et af de 1'autre [plus
exactement qi = (a£ + af)N/^/2 et p-t = i(af — a,-)^//!/^] peuvent etre
considerees comme des variables dynamiques conjuguees vis-a-vis d'un
hamiltonien dont nous n'avons pas etabli 1'expression. Nous avons certes
donne dans ce chapitre 11'expression de 1'energie totale du systeme, mais
nous n'avons pas montre dans quelles conditions une telle expression peut
etre consideree comme 1'hamiltonien du systeme.

II est neanmoins possible de contourner cette difliculte. Postulons pour
1'hamiltonien 1'expression suivante en jauge de Coulomb

(*) Pour simplifier les notations, nous garderons les memes symboles pour designer les
variables classiques r, et pa relatives aux particules et les operateurs associes.
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qui n'est autre que 1'expression (B .46) de 1'energie totale (en jauge de Cou-
lomb, A = Ax), a(. et af etant remplaces dans 1'expression (C. 35) de //trans

par les operateurs a{ et a*. Postulons egalement les relations de commu-
tation suivantes, pour ra et pa d'une part

oil /, j = x, y, z (le <5a/J exprime que les variables de deux particules diffe-
rentes commutent), pour a,, et a* d'autre part

(Le dfj exprime que les variables de deux modes differents du champ
transverse commutent.) On peut alors montrer (§ B 2 du chap. Ill) que
les equations de Heisenberg, deduites de 1'hamiltonien (D. 2) et des rela-
tions de commutation (D.3) et (D.4), redonnent les bonnes equations
du mouvement, c'est-a-dire les equations ,de Maxwell-Lorentz entre
operateurs.

Le lecteur pret a admettre les points precedents, et desireux d'arriver
le plus vite et le plus simplement possible a la theorie quantique, peut done
sauter le chapitre II consacre a la formulation lagrangienne et hamilto-
nienne de 1'electrodynamique, et aborder directement le chapitre III qui
part des relations donnees dans ce paragraphs

(ii) Approche lagrangienne et hamiltonienne

Cette approche consiste a montrer tout d'abord que les equations de
base de Felectrodynamique classique, les equations de Maxwell-Lorentz,
peuvent etre considerees comme des equations de Lagrange deduites
variationnellement d'un certain lagrangien. La quantification (canonique)
du systeme est effectuee alors en associant a chaque couple forme par une
« coordonnee generalisee » et son moment « canoniquement conjugue »
deux operateurs dont le commutateur vaut i/j.

Bien que plus abstraite, une telle approche presente de nombreux
avantages. Elle permet tout d'abord d'identifier clairement quelles sont
les variables du champ qui sont canoniquement conjuguees 1'une de 1'autre
(par exemple, en jauge de Coulomb, le potentiel vecteur et le champ elec-
trique transverse), et d'obtenir directement 1'expression de 1'hamiltonien
sans qu'il soit necessaire de postuler une telle expression. Cette approche
permet ensuite une comprehension plus profonde des problemes lies au
choix de la jauge. La jauge de Coulomb apparait ainsi comme la jauge
la plus « economique », permettant d'eliminer le plus simplement possible
du lagrangien les variables dynamiques redondantes. Enfin, il est bien
connu que deux lagrangiens ne differant que par une derivee totale sont
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physiquement equivalents. II est done possible de construire ainsi plu-
sieurs formulations equivalentes de Pelectrodynamique quantique et de
discuter simplement les relations qui existent entre elles.

Le chapitre II qui suit presente Felectrodynamique classique a partir d'un
tel point de vue et la quantification canonique qu'on peut ensuite faire
d'une telle theorie. Les relations (D. 2), (D. 3) et (D. 4) seront ainsi justifiees
de maniere rigoureuse. Les changements de lagrangien et d'hamiltonien
seront discutes dans le chapitre IV, ainsi que les diverses formulations de
1'electrodynamique auxquelles Us donnent naissance.

Pour certains problemes, il est important d'utiliser un formalisme
manifestement covariant. Ceci conduit a choisir d'autres jauges que le
jauge de Coulomb et complique notablement la procedure de quantifi-
cation. Ces problemes seront abordes dans le chapitre V.

REFERENCES GENERALES ET CONSEILS DE LECTURE

Jackson, Feynman (tome II), Landau et Lifchitz (tome II), Messiah
(chap. XXI, § III), Akhiezer et Berestetski (chap. I), Cohen-Tannoudji (§ 1).
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COMPLEMENT A,

LA FONCTION « DELTA TRANSVERSE »

La fonction « delta transverse » <5,^.(p) permet de passer d'un champ
vectoriel a sa partie transverse. II est aise de comprendre qu'elle joue un
role important dans 1'electrodynamique en jauge de Coulomb, dans la
mesure ou les champs transverses sont privilegies dans cette jauge. Le but
de ce complement est d'etablir 1'expression et les proprietes de cette
fonction, et d'illustrer son utilite sur un exemple simple. L'expression de la
fonction « delta transverse » est particulierement simple dans 1'espace
reciproque. En revanche, nous verrons que le calcul de sa transformee de
Fourier <5^-(p) presente quelques difficultes qui justifient la presentation
detaillee que nous en donnons ici.

1. Definition dans 1'espace reciproque

a) BASE CARTESIENNE, BASE TRANSVERSE ET LONGITUDINALS

Nous utiliserons pour reperer les champs vectoriels deux types de bases :
une base cartesienne { e, } (/ = x, y, z), orthonormee, et la base constitute
du vecteur unitaire longitudinal K = k/k et de 2 vecteurs unitaires trans-
verses £ et £', introduite dans 1'espace reciproque (voir formule(C.9)). Les
composantes cartesiennes du vecteur "i^ seront notees i^.c Nous serons
souvent amenes a faire des sommations, sur les 2 polarisations transverses,
de produits de composantes de £ et £'. Nous en donnons ici les expressions.
Considerons d'abord

Envisageons maintenant :

ou nous avons utilise pour ecrire le second membre le fait que
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II apparait ainsi que le 2e membre n'est autre que la composante du produit
vectoriel £ x g' sur e, x e,, II vient alors

ou eijk est le tenseur completement antisymetrique. Enfin, en utilisant (3)
et(l), on trouve immediatement

b) PROJECTEUR SUR LE SOUS-ESPACE DES CHAMPS TRANSVERSES

La fonction delta transverse est etroitement liee a 1'operateur de pro-
jection sur le sous-espace des champs vectoriels transverses.

Pour le voir, considerons un champ vectoriel V(r) et sa transformee de
Fourier T^(k). Dans 1'espace reciproque, le passage de 1^(k) a "t\(k) se
fait simplement, en projetant, au point k, "/^(k) sur le plan perpendicu-
laire a k :

soit encore, en projetant sur e, et en utilisant (1)

Appelons Ax 1'operateur de projection agissant dans Tespace des champs
vectoriels et realisant la correspondance entre V et VJL

Cette relation, ecrite entre les composantes cartesiennes dans 1'espace
reciproque, devient

ou A^(VL, k') est 1'element de matrice de 1'operateur A1 dans la base
{ I k, e, > },

La comparaison avec (7) montre que cet element de matrice est egal a :

Dans 1'espace reel, la meme relation (8) s'ecrit
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Les elements de matrice de Poperateur A1 dans la base { | r, e(. > } etant
donnes par :

II apparait ainsi que la fonction delta transverse introduite en (B. 17)

est reliee a I'element de matrice de A1 dans la base { | r, e, > } par 1'equation

Remarque

On peut introduire de la meme facon le projecteur sur 1'espace des champs
longitudinaux A', qui est le complement a 11 de A1

2. Expression de la fonction delta transverse dans I'espace reel

Sur la definition (13), il apparait que d^(p) est la transformee de Fourier
d'une fonction qui ne tend pas vers zero quand | k | tend vers 1'infini. La
fonction delta transverse presente done une singularite en p = 0 que nous
aliens caracteriser soigneusement. Pour cela, nous aliens la regulariser en
coupant les frequences spatiales superieures a une borne kM. Nous ferons
ensuite tendre kM vers 1'infini. Physiquement, une telle procedure signifie
que Ton ne s'interesse pas aux variations des champs sur des distances
infiniment courtes, mais plutot a des moyennes de ces champs sur des
regions de I'espace tres petites, mais finies.

a) REGULARISATION DE 5^-(p)

Mathematiquement, nous effectuons la regularisation en multipliant
d^ — (kikj/k2) par k^/(k2 + /c^), qui vaut 1 pour k < kM, et decroit
comme l/k2 a 1'infini :
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Cette fonction regularisee peut encore s'ecrire, compte tenu des proprietes
de la transformation de Fourier

b) CALCUL DE g(p)

Faisons tout d'abord 1'integrale angulaire sur k :

Cette derniere integrate se calcule aisement par la methode des residus :

Soit fmalement

En dehors du voisinage de l'origine (p > l/kM\ g(p) est egal a 1/4 np qui
est bien la transformee de Fourier de 1/fc2. Mais lorsque p -» 0, ^(p) reste
fini et tend vers fcM/4 n.

c) CALCUL DES DERIVES DE 0(p)

La formule (17) exprime la fonction delta transverse en fonction des
derivees secondes de la fonction 0(p). Comme cette derniere n'est fonction
que du module de p, nous utiliserons pour calculer ses derivees
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ce qui donne

puis

Reportees dans (17), ces formules donnent 1'expression de <5,j(p):

Le calcul de g" et g'/p donne :

d) DISCUSSION DE L'EXPRESSION DE <5^.(p)

Des formules (21), (22) et (23) decoule 1'expression suivante de la fonc-
tion delta transverse regularisee (17)

La fonction ytj(p) est localisee autour de 1'origine. A la limite kM -> GO,
elle tend vers une distribution de support ponctuel centree en p = 0. Une
telle distribution peut s'ecrire a priori comme une somme d'une fonction
<5(p) et de ses derivees d'ordre 1, 2,..., somme que nous allons determiner.
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Remarquons tout d'abord que, pour une simple raison d'homogeneite,
I'integrale

est un nombre independant de kM. Au contraire, I'integrale de la meme
fonction avec un terme de degre m en p, est proportionnelle a (l//cM)'" et
tend vers zero lorsque kM -»• oo. Ainsi, dans I'integrale du produit de
Ti/P) avec une f°ncti°n '/'(p) developpable en p = 0, seul le premier terme
du developpement donne une contribution non nulle a la limite kM -> GO :

On en deduit done que

oil

La moyenne angulaire de p, pjp2 vaut <5y/3 et I'integrale radiale est la
somme de x e~x entre 0 et oo, de sorte que finalement

A la limite kM -»• oo, ytj(p) est done simplement

oil il est entendu que la fonction <5(p) a une extension \jkM.
La fonction f/(p) est une fonction de coupure qui vaut 1 pour p > 1 jkM

et qui demarre en /c^ p3/6 a 1'origine, de sorte que le deuxieme terme de (24)
ne diverge pas en p = 0. II s'agit d'un champ dipolaire regularise a 1'origine,
ayant des proprietes analogues, dans 1'espace a 3 dimensions, a celles de la
fonction partie principale !T(l/jc). En effet, integre sur un petit volume
centre a 1'origine, le deuxieme terme de (24) donne zero, bien qu'il prenne
dans cette region des valeurs de 1'ordre de /c^. Cette propriete vient de la
nullite de la moyenne angulaire de (3 pt Pj/p2) — 5,j, de la meme fagon que
I'integrale de (T(l /x) est nulle du fait du caractere impair de cette fonction.
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En definitive, la fonction delta transverse s'ecrit

oil */(p) est egale a 1 en dehors de 1'origine et supprime la divergence en
p = 0 .

Remarque

(i) Le facteur 2/3 de la formule (32) peut se retrouver tres simplement. En
effet, la trace sur i de 1'expression (13) donne immediatement

Dans 1'expression (33) de <5+, seul le premier terme contribue a la trace et le
facteur 2/3 de (32) est necessaire pour retrouver (34).

(ii) On peut se demander si le second terme de (24) ne donne pas naissance,
a la limite ku -» oo, a des derivees de la fonction <5(p). En fait, Fargument
dimensionnel deja developpe a propos de y,/p) s'applique : pour des fonctions
variant comme un monome de degre m en p, au voisinage de 1'origine, la con-
tribution du voisinage de 1'origine a 1'integrale du produit de ces fonctions
avec le second terme de (24) est d'ordre 1 /k"^ et tend vers zero lorsque kM ->• oo.

3. Application au calcul du champ magnetique cree par une densite de
magnetisation. Interaction de contact

Le champ magnetique B(r) cree par une densite de magnetisation
M(r) est donne par 1'equation de Maxwell

ou

est le courant associe a M(r). Reportons (36) dans (35) et passons dans
1'espace reciproque. II vient

Cette equation permet de determiner ̂ (k). En multipliant vectoriellement
les deux membres de (37) par k et en utilisant la transversalite de 38
(k • £& = 0), on obtient en effet 1'equation
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qui exprime que 38 est (au facteur 1 /e0 c
2 pres) la partie transverse de M.

Dans 1'espace reel, 1'equation (38) s'ecrit

L'utilisation de 1'expression (33) pour la fonction delta transverse
apparaissant dans (39) montre alors que B(r) est une somme de deux con-
tributions. La premiere, provenant du premier terme de (33), est tout
simplement proportionnelle a la densite M(r) prise au meme point r. La
seconde, associee au deuxieme terme de (33), represente physiquement
le champ dipolaire cree au point r par la densite de magnetisation M(r')
existant en tous les autres points r'. La presence de la fonction de regulari-
sation r\ dans le deuxieme terme de (33) rend en effet toutes les expressions
finies et des arguments de symetrie permettent alors de montrer que le
voisinage immediat de r ne contribue pas a Fintegrale sur r' du produit
du deuxieme terme de (33) par Af/(r') (voir § 2d ci-dessus).

Considerons maintenant une autre densite de magnetisation M'(r).
L'energie d'interaction de M'(r) avec le champ B(r) cree par M(r) est egale a

L'equation (39) permet de reecrire W sous une forme plus symetrique

La encore, 1'utilisation de (33) permet de separer deux contributions
dans W. La premiere

qui fait intervenir les densites de magnetisation M et M' au meme point r
est appelee, pour cette raison, interaction de contact. La seconde,

represente 1'interaction magnetique dipole-dipole entre les deux densites.
Comme plus haut, la regularisation introduite par r\ et des arguments
de symetrie permettent de montrer que le voisinage immediat de
I r - r' | = 0 ne contribue pas a W.
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Remarque

La demarche precedenle peut elre appliquee a 1'elude des interactions magne-
tiques entre le spin d'un noyau et le spin d'un electron dans un atome. Prenons
pour M(r) la densite de magnetisation du noyau. Cette densite ne prend de
valeurs notables que dans un volume de 1'ordre de r^, oil r0 caracterise les
dimensions du noyau, que nous supposerons place a 1'origine des coor-
donnees. L'integrale de M(r) n'est autre que le moment magnelique pN du
noyau

Nous supposons par ailleurs que M'(r) represenle la densite de magnetisation
de spin d'un electron dans fetal i/f(r), de sorte que

ou \ie est le moment magnetique de spin de Felectron. Des simplifications
importantes apparaissent dans 1'energie d'interaction W par suite des diffe-
rences d'extensions spatiales de M(r) et M'(r). L'extension spatiale de | <A(r)|2

est en effet de 1'ordre du rayon de Bohr a0, qui est beaucoup plus grand que le
rayon r0 du noyau Si Ton neglige les variations de | i^(r) |2 a 1'interieur du
noyau, 1 interaction de contact (42) devient

c'est-a-dire encore, compte tenu de (44) et (45)

Dans le meme ordre d'idees, on peut faire dans (43) un developpement multi-
polaire de M(r) et ne garder que le terme d'ordre le plus bas, ce qui revient a
ecrire

L'expression (43) devient alors

Finalement, le regroupement de (47) el (49) monlre que 1'energie d'inleraclion
magnetique entre les deux spins apparail comme la valeur moyenne dans
1'etat \l/(r) de I'hamillonien d'inleraclion,

ou r esl la posilion de 1'eleclron par rapport au noyau, et ou il esl sous-enlendu
que 1'inleraclion dipole-dipole esl regularisee en r = 0.
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COMPLEMENT B,

MOMENT CINETIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE
ONDES MULTIPOLAIRES

Une premiere motivation de ce complement est d'etablir un certain
nombre de resultats, enonces sans demonstration dans le chapitre I, et
relatifs au moment cinetique du champ electromagnetique. Nous mon-
trons ainsi (§ 1) que la contribution du champ electrique longitudinal au
moment cinetique du champ peut etre reexprimee en fonction des coor-
donnees ra des particules et du potentiel vecteur transverse Aj/rJ et
regroupee avec le moment cinetique des particules. Nous etablissons ega-
lement (§ 2) 1'expression du moment cinetique du champ transverse en
fonction des variables normales a(k), et montrons que 1'expression ainsi
obtenue est tres analogue a celle donnant la valeur moyenne du moment
cinetique total d'une particule de spin 1 dont la fonction d'onde vectorielle
a trois composantes dans Fespace reciproque serait precisement a(k).

L'analogie precedente suggere alors de rechercher des fonctions a(k)
qui soient « adaptees » au moment cinetique du champ transverse, de
maniere plus precise, des fonctions vectorielles transverses de k, definies
sur la sphere de rayon fc0, qui soient fonctions propres de J2 et Jz, ou J
est le moment cinetique total d'une particule de spin 1. Au lieu de composer
le moment cinetique orbital L, et le moment cinetique de spin S d'une telle
particule, nous presentons au paragraphe 3, une methode de construction
plus simple des fonctions propres de J2 et Jz, qui donne directement des
fonctions propres longitudinales ou transverses.

Lorsque les fonctions propres transverses ainsi determinees sont repor-
tees dans les developpements des champs electrique et magnetique en
variables normales, on obtient alors (§ 4) la structure, dans 1'espace reel,
des ondes electromagnetiques correspondant a un photon d'energie, de
moment cinetique et de parite bien definis. La seconde motivation de ce
complement est d'introduire simplement de telles ondes multipolaires qui
sont bien adaptees a tous les problemes de physique atomique ou nucleaire
ou les echanges de moment cinetique entre matiere et rayonnement jouent
un role important.

1. Contribution du champ electrique longitudinal au moment cinetique
total

Soit



48 Electrodynamique classique B,.l

la contribution du champ electrique longitudinal au moment cinetique
total du systeme champ + particules. Remplagons B par V x Ax (puisque
V x AH = 0), et utilisons la formula du double produit vectoriel (en
respectant Pordre relatif de V et Ax) pour transformer EH x (V x Ax).
II vient ainsi :

Le dernier terme de (2) s'ecrit encore, si Ton fait passer r a droite de V

Integrons par parties le premier terme de (3). Le terme tout integre donne
une integrate de surface a 1'infmi, qui est nulle si les champs tendent vers
zero suffisamment vite. Dans le terme restant, apparait V • EH qui n'est
autre que p/e0 d'apres 1'equation de Maxwell (A. 1 .a) du chapitre I. En
regroupant le resultat ainsi obtenu pour (3) et le premier terme de (2), et en
utilisant E(| = — VC7 oil U est le potentiel coulombien, on obtient fmale-
ment

Montrons maintenant que les deux derniers termes de (4) se compensent.
Si on les integre par parties, ils deviennent

Le premier terme de (6) est nul car V • Ax =0. Le deuxieme terme de (6)
se compense avec le dernier terme de (5). II ne reste finalement que le pre-
mier terme de (4) qui, compte tenu de 1'expression (A. 5. a) du chapitre I
pour p, donne

II apparait bien ainsi que Jlong peut etre reexprime en fonction des
coordonnees ra des particules et du potentiel transverse A±. Un tel resultat
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est independant de tout choix de jauge (rappelons que Ax est invariant de
jauge; voir (B. 26)).

Regroupons enfin Jlong avec le moment cinetique, £ ra x ma ra, des
a

particules. II vient

ou pa est defini par la formule (B .44) du chapitre I. En jauge de Coulomb
(A = Ax), pa est le moment conjugue de ra, ou encore 1'impulsion genera-
lisee de la particule a. II apparait ainsi qu'en jauge de Coulomb, la difference
entre le moment de 1'impulsion de la particule a, ra x pa, et le moment de
sa quantite de mouvement, ra x ma fa, n'est autre que le moment cine-
tique associe au champ electrique longitudinal de la particule a.

2. Moment cinetique du champ transverse

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de transformer 1'expression

du moment cinetique du champ transverse.

a) EXPRESSION DE Jtrans DANS L'ESPACE RECIPROQUE

Les calculs du debut du paragraphe ci-dessus demeurent valables, a
condition de remplacer partout EH par Ex. Comme V • E± = 0,1'integra-
tion par parties du terme correspondant au premier terme de (3) donne
maintenant un resultat nul, et il ne reste que les termes correspondant au
premier terme de (2) et au dernier de (3)

.Reexprimons maintenant Jtrans en fonction des transformees de Fourier
spatiales <fx et jtf\ de E± et Ax. Utilisons pour cela 1'identite de Parseval-
Plancherel et le tableau suivant
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resumant la correspondance entre les operateurs multiplication par r,
et gradient V par rapport a r dans 1'espace reel d'une part, multiplication
par k et gradient par rapport a k (note V pour le distinguer de V) dans
1'espace reciproque d'autre part. On obtient ainsi

(on a utilise k x P = — P x k).

b) EXPRESSION EN FONCTION DES VARIABLES NORMALES

Comme nous 1'avons vu au paragraphe C du chapitre I, &± et $0L s'ex-
priment en fonction des variables normales a(k) :

Rappelons que ^K*est un coefficient de normalisation donne par la for-
mule (C.I5) du chapitre I, et que ot_ est une notation abregee pour
a(— k, i). En reportant (12) et (13) dans (11), et en changeant k en — k
dans certains termes, on obtient

La contribution de la deuxieme ligne de (14) a Fintegrale est nulle. Tout
d'abord, le terme a_ x a est impair en k et son integrate s'annule. Ensuite,
en changeant k en — k dans le premier terme de la deuxieme ligne de (14),
et en 1'integrant par parties, on montre que la contribution de ce terme est
egale a son opposee, done nulle. II vient ainsi

expression equivalente a 1'equation (C. 18) du chapitre I.
Dans tous les calculs qui precedent 1'ordre entre a et a* a toujours etc

respecte tel qu'il apparait dans les equations. Si Ton ne tient pas compte
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de cet ordre, Texpression (15) se simplifie et devient

c) ANALOGUE AVEC LA VALEUR MOYENNE DU MOMENT CINETIQUE TOTAL
D'UNE PARTICULE DE SPIN 1

Nous aliens montrer maintenant qu'il est possible de donner une rein-
terpretation de Pexpression (16) de Jtrans.

Pour cela, oublions momentanement le probleme du moment cinetique
du champ electromagnetique et faisons quelques rappels de mecanique
quantique relatifs a une particule de spin 1.

Comme il y a trois etats de spin possibles pour une telle particule, la
fonction d'onde representant 1'etat | $ > de la particule sera une fonction
d'onde vectorielle a trois composantes. Dans 1'espace reciproque, ces
composantes seront notees

Nous avons pris une base { | a > } d'etats de spin qui n'est pas la base habi-
tuelle des etats propres de 5Z, mais la base car-
tesienne 'eliee a la precedente

Calculons maintenant la valeur moyenne, dans 1'etat | 0 >, du moment
cinetique total

d'une telle particule, oil L et S sont les moments cinetiques orbital et de spin.
D'apres le tableau I, L est represente dans 1'espace reciproque par 1'ope-
rateur

Comme L n'agit pas sur les nombres quantiques de spin
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Pour calculer la valeur moyenne de S, donnons tout d'abord 1'action de
Sz, Sy, Sz sur les etats de la base cartesienne | x >, | y >, | z > :

formula qui se deduit de Faction bien connue de Sz, S± = Sx ± iSy sur les
etats propres {| m > } de Sz et des formules de changement de base (18).
Comme S n'agit pas sur les nombres quantiques k, on deduit alors de
(22) que

Comparons alors (21) et (23) avec. les deux termes apparaissant au
second membre de 1'expression (16) de J,rans. Si Ton assimile les variables
normales a(k) a la fonction d'onde vectorielle <|>(k) d'une particule de
spin 1 dans 1'espace reciproque, Jtrans apparait alors comme la valeur
moyenne du moment cinetique total d'une telle particule, les premier et
second termes de (16) etant respectivement associes au moment cinetique
orbital et au moment cinetique de spin.

Remarques

(i) II ne faut pas oublier que les variables normales a(k) ferment un champ
vectoriel transverse. Si Ton reinterprete oc(k) comme la fonction d'onde du
photon dans 1'espace reciproque, il faut done egalement restreindre I'espace
des fonctions d'onde du photon a un sous-espace de I'espace des champs
vectoriels, le sous-espace des champs transverses, et ne considerer comme
physiques que les observables laissant un tel sous-espace invariant. Mon-
trons alors que L et S ne sont pas separement des observables physiques
alors que J = L + S Test. L'operateur L est en effet associe a une « rotation
orbitale » du champ de vecteurs : L fait tourner le point d'application k de
chaque vecteur a(k) du champ, sans faire tourner le vecteur a lui-meme.
Dans une telle operation, la perpendicularite entre k el a(k) est detruite. De
meme, S fait tourner le vecteur a, sans changer le point d'application, ce qui
detruit aussi le caractere transversal du champ. Par contre, J fait tourner ala
fois le vecteur et son point d'application, en conservant les angles, et done la
transversalite. La discussion precedente peut egalement etre eclairee par
P.argument suivant. Le spin d'une particule se reduit a son moment cinetique
total dans le referentiel ou elle est au repos. Un tel referentiel n'existe pas pour
le photon, qui se propage a la vitesse de la lumiere, de sorte que S (et par suite
L) n'est pas separement observable pour un photon.

(ii) Un raisonnement analogue permet d'ailleurs de comprendre pourquoi r
ne peut pas etre un operateur position pour le photon : r est le generateur des
translations dans I'espace reciproque, et ces operations, dans leur ensemble,
ne respectent pas Porthogonalite entre a et le rayon vecteur k.
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3. Base de fonctions vectorielles de k « adaptees » au moment cinetique

a) ID£E GENERALE

Comme nous 1'avons vu dans le paragraphe C du chapitre I, la donnee
de la fonction vectorielle complexe a(k) defmit entierement 1'etat du champ
electromagnetique. A la transversalite pres, sur laquelle nous reviendrons,
cette fonction est isomorphe a la fonction d'onde d'une particule de spin 1.
A tout choix d'une base dans Fespace des etats de cette particule corres-
pond un ensemble d'etats du champ electromagnetique pouvant engen-
drer, par combinaison lineaire, un etat quelconque du champ. Ainsi,
1'ensemble de fonctions

pour tous les kj et tous les E, perpendiculaires a k,, forme une base de
1'espace des fonctions vectorielles, a laquelle correspond le developpement
du champ en ondes planes utilise dans le chapitre I. Cette base est en fait
la base des etats propres de 1'impulsion de la particule de spin 1 associee.
Cette propriete est a relier a la simplicite de 1'expression (C. 17) de 1'im-
pulsion du champ transverse, lorsqu'on utilise cette base.

De facon semblable, nous aliens maintenant construire une autre base
« adaptee » au moment cinetique. Cest une base d'etats propres de J2

et Jz, J etant le moment cinetique total (19) de la particule de spin 1 que
nous avons associee au champ electromagnetique. II est bien connu que
1'operateur moment cinetique orbital L n'agit que sur les angles polaires
du vecteur k, c'est-a-dire encore sur le vecteur unitaire K = k//c. L'opera-
teur S quant a lui n'agit pas du tout sur k. Le fait de fixer les valeurs propres
de J2 et Jz n'indique done rien sur la partie radiale des fonctions propres.
Nous prendrons cette partie radiale proportionnelle a 6(k — /c0), ce qui
revient a imposer aux fonctions de base cherchees d'etre aussi fonctions
propres de Fenergie, de valeur propre HckQ (puisque 1'energie d'un photon
ne depend que de | k |). Nous poserons done

ou le facteur \/k0 a etc introduit pour la normalisation :

La fonction angulaire <J>JM(K) est elle-meme normalisee sur la sphere de
rayon 1 :
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et doit etre determinee de sorte que <J>fcoJM(k) soit fonction propre de J2 et
Jz avec les valeurs propres

Une premiere methode pour construire $JM(K) consiste a partir des
etats orbitaux propres a L2 et Lz (les harmoniques spheriques) et a les
coupler aux etats propres de S, en utilisant 1'algebre habituelle de compo-
sition des moments cinetiques. On construit ainsi les harmoniques sphe-
riques vectorielles. Cependant, ces fonctions vectorielles ne sont en general
ni longitudinales, ni transverses (<J)JM(K) n'est ni parallele, ni perpen-
diculaire a K). Pour obtenir des fonctions transverses, il faut combiner
entre elles des fonctions de memes nombres quantiques J et M, mais
correspondant a des valeurs propres diflerentes L(L + 1) ft2 de L2.

Nous aliens utiliser ici une autre methode plus simple, due a Beres-
tetski, Lifshitz et Pitayevski, qui donne directement des fonctions longi-
tudinales ou transverses.

b) METHODE DE CONSTRUCTION DE FONCTIONS PROPRES VECTORIELLES

DE J2 ET Jz

On peut generer des fonctions vectorielles en faisant agir un operateur
vectoriel V orbital sur une fonction scalaire %(K) definie sur la sphere de
rayon unite dans 1'espace reciproque.

Considerons 1'action de J sur une telle fonction

Comme V est un operateur vectoriel orbital, il a des relations de commu-
tation simples avec L

ce qui permet d'ecrire

Pour calculer SO(VX(K)), notons tout d'abord que la fonction d'onde vec-
torielle VX(K) est associee au ket ] est la partie

orbitale du ket, | b > la partie de spin. En utilisant (22), on obtient alors

ce qui donne pour la fonction d'onde associee

Ajoutons (28) et (30). II vient
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II s'ensuit immediatement que, si Ton choisit pour X(K) une harmonique
spherique YJM(K), qui est fonction propre de L2 et L, avec les valeurs
propres J(J + 1) H2 et MH , \YJM(K) est une fonction propre vectorielle
de J2 et Jz correspondant aux memes valeurs propres :

II suflit maintenant de choisir convenablement V pour que VYJM soil
longitudinale ou transverse.

C) FONCTIONS PROPRES LONGITUDINALES

Comme premier choix de V, prenons 1'operateur multiplication par
K. On obtient une fonction vectorielle, evidemment longitudinale, que
nous noterons NJM

et qui est normalisee sur la sphere de rayon unite.
Determinons 1'action de 1'operateur parite U sur la fonction NJM(K).

NJM etant un champ de vecteurs polaires, 1'operateur 77 change de signe
NJW en meme temps qu'il change son point d'application de K en — K.

Sachant que

on en deduit

NJM est done de parite (— 1)J.

d) FONCTIONS PROPRES TRANSVERSES

Comme deuxieme choix de V, nous prendrons 1'operateur gradient sur
la sphere de rayon unite. Un tel operateur, que nous noterons Fk, n'agit
que sur les angles polaires de K. II est relie a 1'operateur gradient ordinaire
F par

Le premier terme de (37) donne la composante radiale du gradient, le
second la composante perpendiculaire a K. II en resulte que PK YJM(K) est
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dans le plan tangent a la sphere de rayon unite, et est done une fonction
vectoriettV transverse. Nous poserons

oil le facteur a etc introduit pour la normalisation. Les fonc-
tions transverses ZJM sont orthogonales aux fonctions longitudinales
NJM. Elles sont de plus orthogonales entre elles. En effet,

Par integration par parties, on fait apparaitre — A K Yj.M., qui vaut
J'(J' + 1) Yj.M., de sorte qu'il vient finalement, compte tenu de 1'ortho-
normalisation des harmoniques spheriques

Notons enfin que, 1'operateur PK etant de nature polaire, ZJW a, comme
NJAf, une parite(- 1)J.

Comme troisieme choix de V, nous prendrons 1'operateur K x PK

et introduisons ainsi les fonctions

oil le facteur l/^/J(J + 1) est toujours introduit pour la normalisation. La
fonction \JM est perpendiculaire a la fois a NJM et ZJM, et est done aussi
orthogonale a ces deux fonctions (au sens du produit scalaire des fonctions
de K). Cest une fonction vectorielle transverse, reliee simplement a 2,JM

par

relation qui peut s'inverser pour donner

Notons qu'il existe un lien simple entre K x Ph et 1'operateur moment
cinetique orbital L. En effet, compte tenu de (37) et (20), K x Ph n'est
autre que k x F, c'est-a-dire encore iL//z, de sorte que
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Les composantes de XJM sont done faciles a calculer en fonction des
harmoniques spheriques, et, par Fintermediaire de (43), celles de ZJM

aussi. Les relations d'orthonormalisation des XJM resultent immediate-
ment de celles des ZJM, grace a la relation (42) qui ramene les integrales
des XJM ' Xj.M, a celles des ZJM • Zj-M-. Enfin, le vecteur K x FK etant
axial, XJM a une parite opposee a celle de NJM et ZJM, soit (— 1)J + 1 .

Ainsi, les trois families de fonctions N, X, Z forment en chaque point de
la sphere unite un triedre trirectangle sur lequel on peut decomposer un
champ de vecteurs quelconque : elles forment une base de fonctions
vectorielles sur cette sphere de rayon unite. Si Ton ne garde que les champs
X et Z, on engendre tous les champs transverses.

De facon plus precise, l'ensemble de fonctions

forme une base de champs transverses dans 1'espace reciproque. La donnee
des valeurs propres de 1'energie (fc/c0), de J2 et Jz [J(J + 1) ft2 el Mfi],
de la parite [(— 1)J + 1 ou(— 1)J] specific sans ambiguite la fonction propre
correspondante [(45. a) ou (45. b)]. L'energie, le moment cinetique total
(J2 et Jz) et la parite forment done un ensemble complet d'observables qui
commutent pour le photon. Tout etat <X(K) du champ transverse se deve-
loppe d'une maniere et d'une seule sur la base (45)

Les coefficients CC^MX ou ak0JMz ̂ e ̂  developpement (et leurs complexes
conjugues) deviendront, lors de la quantification, les operateurs de des-
truction (et de creation) d'un photon d'energie fick0, de moment cine-
tique J(J + 1) n2 et MH, de parite (- 1)J+1 ou (- I)-7.

Remarque

II n'y a pas de fonction X et Z avec J = 0 car yoo est une -constante
et FK yoo = 0. Cest pourquoi la somme sur J part de J = 1 dans (46).

4. Application : ondes multipolaires dans 1'espace reel

Lorsque tous les coefficients du developpement (46) sont nuls sauf un, la
fonction oc(k) se reduit a la fonction propre tykoJMX(ty ou $k0JMz(ty- Nous
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nous proposons dans ce paragraphe d'etudier la structure des ondes elec-
tromagnetiques obtenues en rempla^ant a(k)
dans les expressions (C.I9) et (C.20) du chapitre I donnant E^r, t) et
B(r, t) en fonction de a(k). De telles ondes, appe-lees ondes multipolaires,
sont les ondes associees a des photons d'energie, de moment cinetique et de
parite bien definis.

a) CALCUL DE QUELQUES TRANSFORMEES DE FOURIER

Lorsqu'on r e m p l a c e p a r la fonction propre (45.a) ou

(45.b) dans 1'expression (C.I9) du chapitre I relative a Ex, il apparait
immediatement qu'il faut calculer la transformee de Fourier de ces fonc-
tions. Pour cela, il est utile de rappeler 1'expression du developpement d'une
onde plane en ondes spheriques (*).

oil

est le vecteur unitaire dans la direction de r et ou jt(kr) est la fonction de
Bessel spherique d'ordre /. De (47) il decoule que

formule dont nous ferons usage ulterieurement.
Calculons tout d'abord la transformee de Fourier de <|>ko./Mx(k) que nous

noterons

Comme K x PK n'agit pas sur /c, on peut faire passer d(k — /c0) a droite de
K x Pk, qui s'ecrit encore, d'apres (37), k x F. II vient alors, compte tenu
du tableau I (p. 49)

(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Laloe, complement Avm.
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Le calcul de la transformee de Fourier du crochet, donne, compte tenu
de (49)

Comme r x V n'agit que sur p, on voit apparaitre la definition (41) de
XJM(p) et il vient finalement

Le calcul de

est un peu plus complique. Comme YJM(K) ne depend pas de fc, le crochet
peut s'ecrire plus simplement, en utilisant (37):

II vient alors, compte tenu du tableau I, p. 49

Calculons les deux transformees de Fourier de (56). La premiere est direc-
tement donnee par (49) a un facteur k0/(2 7t)3/2 pres. Pour calculer la
seconde, remarquons que dans 1'integrand de (49), (l//c0) d(k — k0) peut
aussi s'ecrire (l/k) d(k — fc0). La derivation des deux membres par rapport
a k0 fait alors apparaitre, au signe pres, la transformee de Fourier cherchee

Explicitons Faction de 1'operateur V en separant son action radiale et
angulaire, et introduisons la variable sans dimension x = k0 r
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II vient

En se referant a (33) et (38), nous remarquons que 1'expression (57) fait
apparaitre N/Ajf(p) et Z/M(p). Apres mise en facteur de (- ifc0), le terme
entre accolades de (57) s'ecrit:

Commejj(x) est solution de 1'equation radiale

le coefficient de NJM(p) est simplement (\/x)J(J + l)jj(x). En portant
rexpression (60) ainsi simplifiee dans (57), on obtient finalement:

b) ONDES MULTIPOLAIRES ELECTRIQUES

Ce sont les ondes correspondant a a(k) = <j>kojMZ(k). D'apres (C. 19),
(C. 20), Ex(r, t) et B(r, t) sont alors donnes par

On a suppose les champs libres (de sorte que 1'evolution temporelle est
purement harmonique) et donne cB plutot que B pour avoir une quantite
de meme dimension que E±.

Le champ magnetique au point r est perpendiculaire au rayon vecteur r,
car IfcoJM^r), proportionnel a XJAf(p), 1'esL L'expression du champ elec-
trique E± fait par centre intervenir a la fois ZJM(p) et NJM(p) (voir 1'expres-
sion (62) de I^jAfzW)- Ex(

r) n'est done pas perpendiculaire a r, ce qui est
d'ailleurs indispensable pour que E± x B ait un moment non nul par
rapport a 1'origine. Par centre, Ex et B sont perpendiculaires 1'un a 1'autre.
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Au voisinage de 1'origine

de sorte que

Les fonctions N, X, Z sont en moyenne du meme ordre de grandeur sur la
sphere unite. On a donC

Par rapport a une onde plane de meme champ electrique, le champ magne-
tique est, au voisinage de 1'origine, plus petit par un facteur de 1'ordre de
k0 r/J. De telles ondes se couplent done, au voisinage de 1'origine, essen-
tiellement a des moments multipolaires electriques, d'oii leur nom d'ondes
multipolaires electriques.

A grande distance (/c0 r > 1),

et les formes asymptotiques des champs sont

La partie radiale de E decroit en 1/r2, de sorte qu'il ne reste a 1'infmi qu'une
onde decroissante en 1/r, avec la structure d'une onde plane stationnaire,
transverse dans 1'espace des r.
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c) ONDES MULTIPOLAIRES MAGNETIQUES

Les ondes associees a ^./^(k) sont appelees ondes multipolaires
magnetiques. Les champs libres E± et B correspondants sont donnes par

EiWMzfc 0 = i(2 7T)3/2 ̂  lkoJMX(r) e-><•*>' + c.c.

c^koJMX(r, 0 = - i(2 ;r)3/2 ,̂0 Iko,MZ(r) e-'-1 + c.c.. (69)

En comparant (69) et (63), on constate que Ton a simplement interverti E±

et cB, et change le signe de 1'un des deux champs. Toutes les conclusions
du paragraphe precedent peuvent done etre transposees sans difficultes.

REFERENCES GENERALES ET CONSEILS DE LECTURE

Akhiezer et Berestetski (chap. I), Berestetski, Lifchitz et Pitayevski
(chap. I), Jackson (chap. 16), Blatt et Weisskopf (appendice B).

ExkoWr, 0 = i(2 7T)3/2 /^ lkoJMX(r) e->>°< + c.c.

c^koJMX(r, 0 = - i(2 ;r)3/2 ̂ 0 IkoJMZ(r) e-'-1 + c.c.. (69)
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COMPLEMENT C,

EXERCICES

Exercice 1 H et P constantes du mouvement
Exercice 2 Passage de la jauge de Coulomb a la jauge de Lorentz
Exercice 3 Compensation entre le champ electrique longitudinal

et le champ transverse instantane
Exercice 4 Variables normales et potentiels retardes
Exercice 5 Champ cree par une particule chargee en son propre

emplacement. Reaction de rayonnement
Exercice 6 Champ produit par un dipole electrique oscillant
Exercice 7 Section eflicace de diffusion du rayonnement par un elec-

tron classique elastiquement lie

1. H ET P CONSTANTES DU MOUVEMENT

a) Montrer que 1'energie d'un ensemble de particules et du champ en
interaction

est une constante du mouvement.

b) Demontrer le meme resultat en utilisant la decomposition du champ
transverse en variables normales.

c) Montrer que 1'impulsion totale

est egalement une constante du mouvement

Solution

et exprimons dvjdl a 1'aide de Tequation de Lorentz, dE/dt et 3B/3/ a 1'aide des equations de
Maxwell. II vient

puisque va • (v. x B) = 0.
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Reportons 1'expression (A. 5b) de j dans | d3r E • j. II vient

Calculons maintenant :

que Ton peut transformer en une integrate de surface, qui est nulle puisque les champs sont
mils a 1'infini. En utilisant (4), (5) et (6) nous trouvons finalement

b) Exprimee en fonction des variables normales, 1'energie s'ecrit:

Calculons dH/dt. L'acceleration dvjdt est donnee par 1'equation de Lorentz. D'apres la
conservation de la charge, p est egal a — ik • j. Quant a ae, il est donne par (C.8). Nous
en deduisons :

or, d'apres (B. 19), £n = - ipk/e0 k
2. Le second terme de (9) s'ecrit done :

Pour evaluer le dernier terme de (9), remarquons que,/'*(- k) =,/(k). Comme Jf(— k) =
yT(k), nous pouvons reecrire ce dernier terme sous la forme :

En utilisant

Nous en deduisons que (10) et (12) compensent le premier terme de (9).

c) Calculons dP/dt et utilisons les equations de Maxwell-Lorentz pour exprimer dv /dl,
dE/dt et dE/dt.
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Or 1'equation (A. 5. b) conduit a

ce qui annule le second terme de (14). Par ailleurs, pour un champ vectoriel X

L'integrale sur tout 1'espace des deux premiers termes de (16) peut etre transformee en une
integrate de surface qui est nulle si le champ decroit assez vite a 1'infini. Quant au dernier
terme, il vaut 0 dans le cas du champ B et Ep/£0 dans le cas du champ E. Nous en deduisons
en utilisant (A. 5. a) :

qui annule le premier terme de (14), En definitive, les equations (14), (15) el (16) donnent
dP/df = 0.

2. PASSAGE DE LA JAUGE DE COULOMB A LA JAUGE DE LORENTZ

On suppose connus les potentiels «s/ et °U en jauge de Coulomb. Quelle
equation doit verifier la fonction de jauge & permettant de passer en jauge
de Lorentz ?

Solution

Soil si' et W les nouveaux potentiels. La condition de Lorentz (A. 13) s'ecrit dans 1'espace
reciproque :

s&' et W s'expriment en fonction de si et °tt a Faide des relations (B.8). En combinant (1)
et (B. 8), nous obtenons :

La transversalite de s/ en jauge de Coulomb donne alors

soit, en utilisant 1'expression de Ql en jauge de Coulomb

II apparait clairement que ff depend des vitesses va. Cest pour cette raison que le passage de la
jauge de Coulomb a la jauge de Lorentz n'est pas equivalent a un changement de lagrangien
(voir remarque (i) du § B. 3. b du chap. II).

Notons enfin que 1'equation (3) s'ecrit dans 1'espace ordinaire
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3. COMPENSATION ENTRE LE CHAMP ELECTRIQUE LONGITUDINAL ET LE CHAMP
TRANSVERSE INSTANTANE

Une particule de charge qa est fixe a 1'origine O des coordonnees. Entre
les instants 0 et T, on la deplace de 0 a ra(T), suivant un chemin ra(t)
(0 ^ / ^ T). Soit r un point eloigne de 1'origine (r > | ra(0 |, cT). Le but
de cet exercice est de verifier directement, a partir des equations de Max-
well, que les variations instantanees du champ electrique longitudinal
cree par la charge qa en r sont exactement compensees par la composante
instantanee du champ electrique transverse produit par le deplacement
de la particule.

a) Calculer en fonction de ra(/) le champ electrique longitudinal
E||(r, /) produit au point r et a 1'instant / par la charge qa. Montrer que
E||(r, t) peut s'ecrire

ou <5E|| est donne par un developpement en puissances de | ra(/) \/r.
Montrer que le terme d'ordre le plus has de ce developpement s'exprime
simplement en fonction de qa ra(t) et de la fonction delta transverse <5^-(r).

b) Calculer le courant j(r, /) associe au mouvement de la particule.
Exprimer le courant transverse jx(r, /) au point d'observation r, en fonc-
tion de qa fa(/) et de la fonction delta transverse <5^-(r — ra(/)). Montrer
qu'a 1'ordre le plus has en | ra(/) |/r, on peut remplacer <5^.(r — ra(t))
par tjfc).

Ecrire 1'equation de Maxwell donnant dE±(r, t)/dt en fonction de
jx(r, /) et B(r, t). On commence par negliger la contribution de B a dEJdt.
Integrer 1'equation precedente entre 0 et /. Montrer que le champ elec-
trique transverse Ex(r, t) produit par jx(r, /) compense exactement (a
1'ordre ie plus bas en | ra(/) |/r) le champ-(5E|((r, /) calcule dans la ques-
tion a) ci-dessus.

c) En eliminant le champ electrique transverse entre les equations de
Maxwell pour les champs transverses, etablir 1'equation du mouvement
du champ magnetique B. Montrer que le terme source de cette equation
peut etre ecrit sous une forme qui ne fait intervenir que Ie courant total j.
Justifier 1'approximation faite plus haul et consistant a negliger la contri-
bution de B a dEJdt aux temps courts.

Solution

a) D'apres les resultats du paragraphic B.4, E(l(r, /) est le champ coulombien cree par la
charge qa, figee a 1'instant /

avec
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Developpons U en puissances de | ra(/)|/r

En reportant (3) dans(1), on obtient, pour la composante; de E|j(r, t) (i = x, y, z)

oil

La comparaison de (5) avec(B. 17. b), donne, compte lenu du fait que r esl non nul,

b) D'apres(A.S.b),

L'equation (B.I6) entraine alors que

Comme | r - r,(t) \ est non nul <5£-(r - r,(t)) varie en | r - ra(/) |~
3, qui a 1'ordre le plus bas

en | ra(0 |/r coincide avec r~ 3. On peut done, a cet ordre, ecrire

i

L'equation de Maxwell (B.49.b) s'ecrit, dans 1'espace ordinaire

Pour / < 0, Elf B et j^ sont nuls. Si Ton neglige la contribution de B, 1'integrale de (10)
entre 0 et t donne

ce qui donne, compte tenu de (9)

La comparaison de (6) et (12) montre que E±i(r, t) compense a chaque instant <5£||,(r, *)•

c) L'elimination de SL entre les 2 equations (B. 49) donne
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puisque k x j^ = 0. Dans Pespace reel, (13) devient

Comme le terme source, qui fait intervenir j, est localise en r = 0, la solution de (14) est
purement retardee et ne contient aucun terme instantane. B(r, t) est done identiquement nul
dans 1'intervalle [0, r/c], et il est legitime de negliger le premier terme du second membre de
(10) dans cet intervalle.

4. VARIABLES NORMALES ET POTENTIELS RETARDES

a) On considere un ensemble de particules chargees creant un courant
j(r, t). Integrer formellement 1'equation devolution des variables normales
du champ et exprimer les variables normales a 1'instant / sous forme d'une
integrate des courants entre — oo et /. En deduire la valeur du potentiel
vecteur .̂ (k, t) dans 1'espace reciproque.

b) Calculer, a partir des resultats precedents, 1'expression des potentiels
en jauge de Coulomb dans 1'espace reel.

c) En repartant des resultats de la question a) dans 1'espace reciproque,
calculer le champ electrique total <?(k, /). En deduire que le champ elec-
trique dans 1'espace reel est de la forme

et qu'il ne contient done aucun terme coulombien instantane.

Solution

a) La solution de 1'equation (C. 8) donnant 1'evolution de ot(k, /) est:

oil 0(-r) = 1 pour T > 0, 6(1) = 0 pour T < 0, et oil J/\k) = ̂ Jjoj/2 £0. A partir de (C.29),
nous obtenons :

soit, en utilisant la realite de j(r, /) :
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b) Le potentiel transverse est donne dans 1'espace reel par :

c'est-a-dire d'apres (4) :

Or, on peut montrer que

(II suffit d'effectuer tout d'abord 1'integrale sur les angles polaires de k, puis 1'integrale sur k.)
II s'ensuit que :

En jauge de Coulomb, A(r, t) = A1(r, t) et le potentiel scalaire est le potentiel coulombien
statique(B.25.b)

U est un terme instantane. Pour assurer la vitesse fmie de propagation du champ E, il doit y
avoir dans Ax un terme qui compense (9). En effet, Ax n'est pas purement retarde puisque
le courant transverse jL qui apparait dans (8) introduit une composante non locale.

c) Le champ electrique dans 1'espace reciproque est donne par :

Les equations (9) et (4) donnent alors

\- •/
Integrons par parties la derniere integrale

L'equation de conservation de la charge (B. 6) permet de transformer 1'integrale (12) en :

En portant (13) dans (11), nous trouvons
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ce qui, compte tenu des resultats de la question b), donne dans I'espace reel la formule (I) de
1'enonce. Le champ electrique E n'est autre que le champ deduil des potentiels relardes cal-
cules en jauge de Lorentz (*). On constate que le terme coulombien inslantane (premier
terme de (11)) a bien etc compense par un terme provenant de j± (premier terme de (13)).

5. CHAMP CREE PAR UNE PARTICULE CHARGEE EN SON PROPRE EMPLACEMENT.
REACTION DE RAYONNEMENT

On considers une particule chargee, de charge ga, de masse ma, liee au
voisinage de 1'origine O par une force F derivant d'une energie potentielle
exterieure V(r) : F = — VV. Le but de cet exercice est de calculer, a partir
de 1'equation d'evolution des variables normales, le champ cree par cette
charge en son propre emplacement, et d'obtenir ainsi 1'expression de la
« reaction de rayonnement» qui resulte de 1'interaction de la particule
avec son propre champ (**).

a) Donner 1'expression du courant associe a la particule dans I'espace
ordinaire et dans I'espace reciproque.

b) Ecrire 1'equation d'evolution des variables normales <xE(k, t) decri-
vant 1'etat du champ transverse. Soit a0 un ordre de grandeur des dimen-
sions spatiales de la zone dans laquelle la particule se trouve liee autour
de 0. On ne s'interessera dans tout cet exercice qu'aux modes kc du champ
transverse pour lesquels k ^ kM avec kM a0 <3 1. Reecrire, a 1'ordre zero
en kM aQ, 1'equation d'evolution de a£(k, f). Integrer formellement cette
equation entre 1'instant initial t0 et / et exprimer a£(k, /) en fonction de
a£(k, /0) et de la vitesse fa(/') de la particule entre t0 et /. Quelle est la signi-
fication physique des 2 termes obtenus ?

c) Dans le developpement des champs transverses Ex et B en modes,
on ne dent compte que de la contribution des modes k ^ kM. Montrer
qu'on peut alors prendre E1(0, t) et B(0, /) pour valeurs approchees des
champs transverses au point ra ou se trouve la particule.

Avec cette approximation (ordre zero en kM a0\ donner, en utilisant
les resultats de b\ 1'expression des champs transverses E1P(0, 0 et Bp(0, t)
produits par la particule en son propre emplacement. Effectuer la somme
sur les polarisations et 1'integrale sur les angles de k. Montrer que Bp(0, i)
est nul et que E1P(0, t) s'ecrit

ou

est une fonction delta de largeur

(*) Voir Feynman, tome II (chap. 21).
(**) Voir Feynman, tome II (chap. 28) et Jackson (chap. 17).
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d) Integrer par parties 1'integrale donnant E±P(0, /). On suppose
que t — tQ est tres grand devant l/coM et que ra varie peu sur un intervalle
de temps l/cuM. Montrer alors que E1P(0, 0 est la somme de deux contri-
butions, Tune proportionnelle a ra(/), 1'autre a *ra(r).

e) Ecrire 1'equation du mouvement de la particule. Montrer que Tun
des deux termes provenant de 1'interaction de la particule avec son propre
champ transverse peut etre interprete comme decrivant une modification
bma de la masse ma de la particule. Calculer 6ma. Quelle est 1'origine phy-
sique de dma ?

/) Pour interpreter physiquement 1'autre terme provenant du cou-
plage de la particule avec E±P(0, t\ on suppose que la particule effectue
un mouvement sinusoidal. Montrer que cet autre terme decrit alors un
amortissement du mouvement de la particule. Quelle est 1'origine phy-
sique de cet amortissement ? Justifier 1'appellation de reaction de rayon-
nement donnee a ce terme.

Solution

a) D'apres (A. 5. b)

b) La variable normale a£(k, /) obeit a ('equation (C. 12) qui s'ecrit, compte tenu de (C. 15)
et(l .b)

A I'ordre zero en kM a0, on peut remplacer dans le dernier lerme de (2) e" lk-r-(" par 1. L'inte-
gration de (2) donne alors

Le premier terme de (3) represente un champ evoluant librement entre /„ et / a partir de 1'etal
initial ac(k, /0). Le second terme decrit le champ cree par la parlicule entre /0 et /.

c) Dans le developpement en modes des champs E^ et B e values au point ra apparaissenl
les exponentielles e±ik-r-(I). Si les sommes sur k sont limitees a k ^ kM, il est correct, a I'ordre
zero en ku a0, de remplacer les exponentielles par 1, ce qui revient a confondre les champs en
ra avec les champs a 1'origine. Pour obtenir les champs produits par la parlicule en son propre
emplacement, il suffit done de reporter le dernier terme de (3) et son complexe conjugue •
dans le developpement de £^(0, /) et B(0, /) en modes. II vient ainsi, pour la composante i
deE1F
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La somme sur les polarisations donne

et 1'integrale angulaire conduit a

de sorte que

Evaluons 1'integrale sur k de (7). Elle vaut

oil

est une fonction delta de largeur l/coM. Finalement

Un calcul analogue peut etre fait pour Bf(0, /). La somme sur les polarisations conduit
alors a une fonction impaire de K = k/fe dont 1'integrale angulaire est nulle. On a done

d) Une double integration par parties de (10) donne, comple lenu du fait que 5M est une
fonction impaire de T et que 5M et 5U sont negligeables pour T =/ — /„,

D'apres (9), <5M(0) = cuM/n. D'autre part, puisque "r\ varie lentement a Fechelle de l/coM, on
peut remplacer dans la derniere integrate "rt(t - T) par 'r^(/) et sortir 'r^,(/) de 1'integrale qui
vaut alors 1/2 par suite du caractere pair de <5M(t) et du fait que / - /0 > l/ww. On obtient
ainsi finalement

e) Comme B,>(0, 0 est nul, 1'equation du mouvemenl de la particule s'ecrit

«. '.(') = - VK(ra) + qt E1P(0, 0 + q, Elibre(0, /). (14)

Le premier terme decrit reflet du potentiel exterieur lianl la particule au voisinage de 0, le
second 1'interaction de la particule avec son propre champ transverse (1'interaction de la
particule avec son propre champ longitudinal conduit a une force resullante nulle par raison
de symetrie), le dernier 1'interaction avec le champ libre (Elibre esl associe au premier terme de
(3) et decrit eventuellement un rayonnement incident).

Reportons (13) dans (14) et faisons passer le terme ra au premier membre. On obtient alors
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oil (5mB est donne par

Le terme en ra de (13) decrit done une modification de masse de la particule qui peut etre
interpretee comme « 1'inertie electromagnetique » de cette particule.

II est possible d'ailleurs de relier 5ma a 1'energie de Coulomb ej.ou, de la particule. En effet,
si Ton introduit la meme coupure, a ku, dans 1'integrale (B. 36) donnant e£ol)I, on obtient

A un facteur 4/3 pres, l'6nergie 5ma c
2 associee a Sma est done 1'energie de Coulomb de la

particule.

/) Si la particule effectue un mouvement oscillant de pulsation <w, on peut remplacer "ra

par — to2 if Le second terme de (15) decrit alors une force de friction — (q* cu2/6 JTCO c
3) ra

qui amortit le mouvement de la particule. Cette force n'est autre que la reaction de rayonne-
ment decrivant la perte d'6nergie d'une particule chargee en mouvement accelere par suite
du rayonnement qu'elle emet (voir exercice 7).

6. CHAMP PRODUIT PAR UN DIPOLE ELECTRIQUE OSCILLANT

Un systeme microscopique emetteur est constitue d'une particule de
charge — qa fixee a 1'origine, et d'une charge qa decrivant le mouvement

On s'interesse au champ produit par ce systeme loin de 1'origine, c'est-a-
dire a des distances r > a0 (ce qui correspond dans 1'espace reciproque,
a des vecteurs d'onde tels que ka0 <^ 1).

a) Determiner les densites de charge et de courant associees au sys-
teme, ainsi que leurs transformees de Fourier spatiales. Developper ces
dernieres a 1'ordre 1 en a0. En deduire les expressions de j(r, t) et p(r, /) a
1'ordre 1 en a0.

b) En portant les expressions ainsi trouvees dans 1'expression (1) de
1'exercice 4, montrer que le champ E(r, t) rayonne par le dipole peut
s'ecrire

Montrer que E est une somme de trois termes retardes en 1/r, 1/r2, 1/r3

respectivement (*).
c) Montrer que E(r, t) peut egalement s'ecrire comme une onde dipo-

laire electrique telle qu'elles sont definies dans le complement B, avec
J = 1, M = 0, Oz etant pris le long de a0. On donne 1'expression de la
fonction de Bessel spherique d'ordre 1

(*) Voir Feynman Tome II, chapitre 21.
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Solution

a) D'apres les formules (A. 5. a) et (A. 5. b) du chapilre I

Le developpement a I'ordre 1 en a0 des transformees de Fourier spaliales de (4) donne

On en deduit en revenant dans 1'espace reel

b) Inserons(6.a) et (6.b) dans Pexpression (1) de 1'exercice 4 et considerons tout d'abord
la contribution de j. La premiere integrale en r' vaut, compte tenu de (6. b)

D'apres 1'exercice 4, la contribution de j a E(r, /) s'obtienl en faisant agir — d/flt sur (7), ce
qui donne

La deuxieme integrale en r'de la formule(l)de Pexercice4 peut s'ecrire, comple tenu de(6.a)

oil

L'utilisation de 1'identite

permet de transformer (9) en

D'apres 1'exercice 4, la contribution de p a E(r, /) s'oblient en faisant agir — V sur (12), ce qui
donne, compte tenu de (10)

La somme de (8) et (13) redonne bien la formule (2) de Tenoned.
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Le calcul de la double derivee spatiale donne

On retrouve les trois termes bien connus du rayonnement du dipole, decroissanl respective-
ment comme 1/r3, 1/r2 et 1/r.

c) Pour faire le lien avec les ondes multipolaires definies dans le complement B,, il est
utile d'introduire les composantes radiates et tangenlielles de a0 vis a vis de r :

L'expression (14) peut ainsi etre ecrite sous la forme :

Comparons aux resultats du complement B,. Le champ electrique d'une onde dipolaire
electrique est, d'apres (63), proportionnel a lkllJMZ (r), avec J = 1, M = 0,1'axe Oz elant pris
le long de a0. Explicitons dans ce cas particulier la formule (62) de ce complement. Les fonc-
tions vectorielles spheriques Z10(r/r) et N10(r/r) sonl deduites de Tharmonique spherique
^io(r/r)' flui vaut- 3 un facteur pres :

D'apres les formules (33) et (38) du complement, on trouve, comptc tenu de (3)

La formule (62) s'ecrit done
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On retrouve done, a un facteur multiplicatif et a une phase pres, 1'expression (16). II faut tou-
tefois noter que (16) est une onde progressive sortante, alors que (19) est 1'amplitude d'une
onde spherique stationnaire, superposition d'une onde sortante et d'une onde entrante.

7. SECTION EFFICACE DE DIFFUSION DU RAYONNEMENT PAR UN ELECTRON
CLASSIQUE ELASTIQUEMENT LIE

Un electron classique, de charge q et de masse m, elastiquement lie a
1'origine par une force de rappel — ma>l r, est mis en mouvement force
par une onde incidente monochromatique de frequence co et emet dans tout
1'espace un rayonnement de meme frequence. Le but de cet exercice est de
calculer la section efficace totale de diffusion a(oi) d'un tel electron et de
discuter son ordre de grandeur ainsi que ses variations avec w (*).

a) L'electron effectue un mouvement force le long de Oz d'amplitude a
et de frequence o>

On rappelle que le champ electrique total rayonne en un point M tres
eloigne (OM > A = 2 nc/co) est dans le plan (Oz, OM), perpendiculaire
a OM, et a une amplitude (**)

oil r est la distance OM, 6 Tangle entre Oz et OM. Le champ B a une ampli-
tude E/c et une direction telle que E, B, OM forment un triedre direct.

Calculer la valeur moyenne (sur une periode 2 TT/W) du flux du vecteur
de Poynting e0 c

2 E x B a travers une sphere de rayon r tres grand et en
deduire Fenergie moyenne rayonnee par une unite de temps dW/dt.

b) L'interaction de 1'electron avec le champ qu'il cree en son propre
emplacement peut etre decrite par une force, appelee reaction de rayonne-
mtfnt (***), dont la composante sur Oz vaut

Pour le mouvement force (1), calculer la valeur moyenne (sur une periode
2 7t/co) du travail effectue par R sur 1'electron. Comparer le resultat obtenu
avec celui de a). Quelle est son interpretation physique ?

(*) Voir Jackson, chapitre 17.
(**) Ces proprietes peuvent etre demontrees a parlir des resullals de I'exercice 6.
(***) Voir I'exercice 5 pour une demonstration de ce resultat. L'interaction de 1'electron

avec son propre champ est egalement responsable d'une modification 6m dc sa masse qui esl
supposee reincorporee dans la masse m utilisee ici.
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c) On ecrit la reaction de rayonnement sous la forme

ou r0 est le rayon classique de 1'electron egal a

En 1'absence de rayonnement incident, 1'equation de la dynamique pour
1'electron s'ecrit

R (qui est proportionnel au facteur r0/20 <^ 1) peut etre traite comme
une perturbatioa Chercher les solutions de (5) de la forme e1"' et montrer,
qu'a 1'ordre 1 inclus en r0/20, on a

Donner Fexpression de y0 en fonction de r0, co0 et c. Que represente phy-
siquement le temps TO = yQ l ?

d) En presence d'un champ incident polarise le long de Oz et d'ampli-
tude a 1'origjne E cos cot, 1'equation de la dynamique de 1'electron s'ecrit

Calculer le mouvement d'oscillation forcee de 1'electron, et en deduire, a
partir des resultats de a), 1'energie rayonnee par unite de temps par 1'elec-
tron dans tout 1'espace.

e) Calculer le flux d'energie (moyenne sur une periode 2 TI/OJ) associe
a 1'onde incidente (supposee plane et se propageant suivanl Ox). En utili-
sant les resultats de d), en deduire la section efficace totale de diffusion
a(co). On exprimera a(co) en fonction de r^, w, co0, y0.

/) On suppose co <€ co0 (diffusion Rayleigh). Montrer que <r(co) est
alors proportionnelle a une puissance de co que Ton determinera.

g) On suppose co0 <^ co <^ c/r0 (diffusion Thomson). Montrer que
a(co) est egale a une constante.

h) On suppose enfin co voisin de COQ (diffusion resonnante). Montrer
que les variations de a(co) avec co — co0 mettent en evidence un pheno-
mene de resonance. Quelle est la largeur de la resonance ? Que vaut la
section efficace a(coQ) a resonance ?
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Solution

a) Le flux du vecteur de Poynting a travers une sphere de rayon r est egal a

Apres integration angulaire, on trouve pour la moyenne de $ sur une periode

<{> n'est autre que 1'energie rayonnee par unite de temps, dW/dl, par la charge oscillantc.

b) Pendant le temps df, la charge se deplace de dz = z dt et le travail dW effeclue par R
vaut

De (10) il decoule que

Prenons la moyenne de (11) sur une periode 2 n/(u. Comme f if esl une fonction pcriodique
de / de periode 2 rt/w, la moyenne de d(z :)/di est nulle. Quant a la moyenne de (if)2, elle
vaut, d'apres (1), a2 a>4/2- Finalement,

Le travail moyen par unite de temps que R effectue sur la charge oscillante esl egal, au signe
pres, a 1'energie moyenne que cette charge rayonne dans tout I'espace par unite de temps.
La reaction de rayonnement decrit done bien, au niveau de I'electron, le phenomene dissipatif
associe a la perte par rayonnement.

c) Le remplacement de z par ein< dans(5) donne, compte tenu de (3. b) et de 20 = c/oj0

A 1'ordre 0 en r0/20, Q = ± w0. A Pordre 1, on peul remplacer fl3 par ± i»% au second
membre de (13) et Q2 — w2, par (Q — o0)(Q + oi0) ~ ± 2 (»0(Q + w0), ce qui donne (6)
avec

Si o)0 est une frequence hertzienne ou oplique, r0 <£ ?.0 ct y0 <? w0. Le temps TO = yj ' est
le temps d'amortissement de 1'energie d'oscillation du a la perte d'energie par rayonnement.
Comme a>0 IQ $> 1, I'electron effectue denombreuses oscillations avanldes'amortir.

d) Posons

On trouve alors, en portant (15) dans (7)



C,.7 Exercices 79

Pour obtenir Penergie moyenne rayonnee par unite de temps en regime slationnaire, il suffil
de remplacer dans (9), a2 par | z0 |

2, ce qui donne

e) Le flux incident $, est egal a

ce qui donne pour la section efficace totale a(<.»)

f) Si to <^ co0, le denominateur de (19) est del'ordre dew*, ce qui donne

La section efficace varie comme la puissance quatrieme de la frequence incidcntc.

g) La condition <a <^ c/r0, qui exprime que la longueur d'onde du rayonnement incident est
tres grande devant r0, entraine, d'apres (14), que at4 > y2, o>6/«->o- Si de plus u> est Ires grand
devant o>0, le denominateur de (19) se reduit a oi4 ce qui entraine

qui n'est autre que la section efficace de diffusion Thomson.

h) Au voisinage de la resonance, on peut remplacer dans le denominateur de (17) y% f/'/wo
par yo WQ, (&JQ — o»2)2 par 4 WQ(CO — u>0)

2, el dans le numerateur w4 par (»* ce qui donne

Les variations resonnantes de o(a>) sont celles d'une lorenlzienne de largeur totale a mi-
hauteur

A resonance, CT(COO) vaut, compte tenu de (14)

ou

est la longueur d'onde de resonance.
Pour un rayonnement optique, A0 est de 1'ordre de 5.10"7 m alors que /•„ est de I'ordre de

2,8.10"15 m. II y a done environ 16 ordres de grandeur de difference entre la section efficace a
resonance (24) et la section efficace Thomson (21).
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L'electrodynamique classique, qui a etc presentee au chapitre I a par-
tir des equations de Maxwell-Lorentz, peut egalement etre deduite d'un
principe variationnel tres general, le principe de moindre action.

En mecanique classique, le principe de moindre action permet de
selectionner, parmi tous les « chemins » possibles conduisant d'un etat
initial donne a un etat final donne, celui qui correspond au chemin eflec-
tivement suivi par le systeme (cf. Fig. 1 correspondant a un systeme a
un degre de liberte). On associe a chaque chemin un nombre, appele
action, qui est Fintegrale sur le temps d'une fonction importante, le lagran-
gien, et on recherche le chemin pour lequel Faction est extremale.

Figure 1. « Chemins » reliant Tetat initial .Y, / , a Petal final x2 I2- Le chemin
reel, effectivement suivi par le systeme, est celui pour lequel Faction est extremale.

La formulation lagrangienne de Felectrodynamique classique a partir
du principe de moindre action a ete proposee pour la premiere fois par
Schwarzchild en 1903. Elle necessite la generalisation du formalisme

CHAPTER II

Approche lagrangienne
et hamiltonienne de I’ electrodynamique

Legrangien standard
et jauge de Coulomb
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lagrangien habituel au cas ou le systeme dynamique a une infinite continue
de degres de liberte. En effet, pour reperer 1'etat du champ electroma-
gnetique, il faut fixer les champs (ou les potentiels) en tous les points
de 1'espace. Outre un incontestable caractere esthelique et compact, cette
formulation a 1'avantage d'introduire sans ambiguite toutes les quantites
necessaires a la quantification canonique (impulsion, hamiltonien). De
plus, les progres recents en theorie des champs, comme par exemple
1'unification des interactions electromagnetiques et faibles, reposent sur
une telle formulation de la theorie.

Dans la partie A de ce chapitre, nous rappelons tout d'abord brieve-
ment 1'essentiel du formalisme lagrangien sur le cas simple d'un systeme
ayant un ensemble discret de degres de liberte. La generalisation au cas
d'un champ ayant une infinite continue de degres de liberte est ensuite
exposee ainsi que quelques resultats concernant 1'utilisation de variables
complexes dans le formalisme lagrangien. II esl apparu en efiet au cha-
pitre I que les equations de 1'electromagnelisme sonl souvent plus claires
dans 1'espace reciproque. Les variables qui reperenl les champs sont alors
complexes.

La partie B est consacree a une presentation de la formulation lagran-
gienne standard de 1'electrodynamique classique, les particules etant
decrites de maniere non relativiste. On montre que les equations de
Lagrange associees a un certain lagrangien (lagrangien standard) se
reduisent aux equations de Maxwell-Lorentz. En fait, le lagrangien stan-
dard utilise les potentiels pour decrire le champ electromagnetique : il
en resulte une redondance des degres de liberte pour le champ, qui intro-
duit des difficultes, notamment en ce qui concerne la quantification de
la theorie. Une des facons de resoudre ces difficultes consiste a eliminer
certains degres de liberte comme le potentiel scalaire et a se placer dans
la jauge de Coulomb.

La partie C est precisement consacree a une presentation de 1'electro-
dynamique en jauge de Coulomb et a une discussion de quelques carac-
teristiques importantes de cette theorie. On montre comment Pappli-
cation, dans cette jauge, du formalisme lagrangien, puis hamiltonien,
permet de proceder a la quantification canonique de 1'electrodynamique
classique et de justifier ainsi les relations de commutation introduites
de maniere heuristique au chapitre I.
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A —RAPPEL SUR LE FORMALISME LAGRANGIEN
ET HAMILTONIEN

Nous rappelons ici, sans entrer dans le detail des calculs, les grandes
lignes du formalisme lagrangien et hamiltonien dans le cas d'un nombre
fini (§ 1), puis dans le cas d'une infinite continue (§ 2) de degres de liberte.
Le lecteur peu familier avec les notions introduites dans le paragraphe 2
pourra se reporter utilement a 1'exercice 2 consacre a Fetude d'une chaine
lineaire d'oscillateurs mecaniques couples de proche en proche. Le pas-
sage a la limite continue d'un tel systeme lui rendra plus plausibles les
resultats du paragraphe 2 (apparition de derivees spatiales dans la densite
de lagrangien, remplacement des symboles de Kronecker par des fonc-
tions delta de Dirac...).

1. Systemes ayant un nombre fini de degres de liberte

a) VARIABLES DYNAMIQUES, LAGRANGIEN ET ACTION

Pour un systeme ayant N degres de liberte, la donnee des N coordon-
nees generalisees xt ... XN et des vitesses correspondantes je, ... XN a un
instant donne determine entierement le mouvement ulterieur. Les 2 N
grandeurs xl ... XN, xl ... XN constituent un ensemble de variables dyna-
miques. Les accelerations-X^ ... XN s'expriment a chaque instant en fonc-
tion de ces variables. Ce sont les equations du mouvement qui sont done
des equations differentielles du second ordre en temps. Le mouvement
du systeme est determine par integration de ces equations.

II est egalement possible de specifier 1'evolution du sysleme au moyen
d'un principe variationnel. Dans 1'approche lagrangienne, on postule
qu'il existe une fonction L(xp Xj, t\ appelee lagrangien, dependant des
coordonnees, des vitesses (et eventuellement explicitemenl du temps),
telle que 1'integrale de L entre deux instants ̂  et /2 soil extremale quand
Xj(t) correspond a 1'evolution reelle du systeme entre /, et 12 (les coor-
donnees initiales et finales *//i) et xj(l2) etant supposes determinees).
L'integrale :

est Yaction, et le principe variationnel correspondanl, principe de moindre
action.

Ainsi, en mecanique du point materiel, le lagrangien est egal a la dif-
ference entre Fenergie cinetique et Fenergie potentielle. En parliculier,
pour une particule evoluant dans un champ de forces independant du
temps, le lagrangien ne depend pas explicitement du temps. On conservera
dans la suite, pour les systemes isoles, cette invariance par translation
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dans le temps et on ne mentionnera done pas de dependance explicite en
temps dans le lagrangien qui sera note L(x}, x}).

b) EQUATIONS DE LAGRANGE

Dans le paragraphe precedent, deux approches possibles a 1'etude du
mouvement ont ete evoquees : 1'une, locale en temps (equations du mou-
vement), Fautre globale (principe de moindre action). Rappelons brieve-
ment comment les equations du mouvement peuvent etre deduites du
principe de moindre action.

En exprimant la stationnarite de 1'action par rapport a toute variation
de « chemin » <5.v,.(r) (verifiant <5.v//i) = dxj(l2) = 0) autour du chemin
reel, effectivement suivi par le systeme, on demontre qu'a chaque instant,
les variables dynamiques doivent verifier, sur ce chemin, des relations
qui sont equivalentes aux equations du mouvement. Ce sont les equations
de Lagrange

La derivation explicite de ces equations peut etre trouvee dans le comple-
ment A,, et dans de nombreux ouvrages (voir references a la fin du cha-
pitre).

c) LAGRANGIENS EQUIVALENTS

Le lagrangien d'un systeme n'est pas determine de facon unique. Par
exemple,si Ton rajoute au lagrangien L la derivee totale par rapport au
temps d'une fonction arbitraire / dependant des coordonnees xj et du
temps, on obtient une nouvelle fonction L' :

qui possede les memes proprietes que le lagrangien initial L vis-a-vis
du principe de moindre action. En eflet, 1'inlegrale d'aclion S' relative a L'
s'ecrit, d'apres (A.I),

Comme les positions initiales et finales, A'^/J) et xJ(t2), sont fixees, il
s'ensuit que S' et S ne different que d'une constante et ont done meme
extrema. L' et L sont done des lagrangiens equivalents pour etudier la
dynamique du systeme. La transformation (A.3) permet ainsi de trans-
former un lagrangien en un autre lagrangien equivalent.
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Remarque

La fonction / ne doit pas dependre des vitesses \., de maniere que le nou-
veau lagrangien L' ne depende, comme 1'ancien, que des variables dynami-
ques Xj et x} et non des accelerations x}.

d) MOMENTS CONJUGUES ET HAMILTONIEN

Le moment conjugue (ou impulsion) relatif a la coordonnee Xj est
defini comme etant la derivee partielle du lagrangien par rapport a la
vitesse Xj

La derivee par rapport au temps de PJ est obtenue a Taide de 1'equation
de Lagrange (A.2)

La simplicite de 1'equation (A.6) incite a utiliser les coordonnees et les
impulsions comme variables dynamiques plutot que les coordonnees et
les vitesses. II est alors preferable de substituer au lagrangien une autre
fonction, /'hamiltonien. Celui-ci est considere comme une fonction de Xj
et de PJ et est defini par :

II suffit alors de differencier (A.7) et d'utiliser (A.5) pour constaler que
d// n'est fonction que des d;c, et dpp ce qui conduit, compte tenu de (A. 6),
aux equations suivantes, dites equations de Hamilton

Pour decrire la dynamique du systeme, les N equations de Lagrange
(A.2), qui sont des equations differentielles du 21' ordre, ont ete ainsi
remplacees par un systeme de 2 N equations differentielles du premier
ordre (A.8.a) et (A.S.b). Par rapport au formalisme lagrangien intro-
duit precedemment, le formalisme hamiltonien presente plusieurs avan-
tages. Tout d'abord, si le lagrangien ne depend pas explicitement du
temps, H est une constante du mouvement qui correspond en general a
Penergie (*) et a done une signification physique claire. Ensuite, coor-

(*) Dans certains cas, on peut trouver des hamilloniens diffcrents dc Pcncrgic (voir exer-
cice 1). Ce ne sera jamais le cas dans la suite.
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donnees et impulsions jouent un role bien plus symetrique que coor-
donnees et vitesses (cela apparait par exemple dans les equations du
mouvement (A.8.a) et (A. 8.b)). II s'ensuit que les changements de varia-
bles sont a priori plus souples que dans le cadre du formalisme lagrangien,
puisqu'on peut envisager de melanger coordonnees et impulsions. Enfin,
1'introduction des impulsions et de rhamiltonien est indispensable pour
la quantification de la theorie.

e) CHANGEMENT DE VARIABLES DYNAMIQUES

a) Changement de coordonnees generalises dan a le lagrangien

On peut etre amene, pour resoudre un probleme, a elTectuer un chan-
gement de variables dynamiques. Dans le cadre du formalisme lagrangien,
seuls les changements de coordonnees qui substituent aux coordonnees
x1 ... XN les coordonnees Xl ... XN telles que :

sont admis. II suflit de deriver (A. 9) par rapport au temps, pour obtenir la
relation entre anciennes et nouvelles vitesses. Le nouveau lagrangien
s'obtient en remplacant dans L(,v,, Xj), les variables A, et Xj en fonction
de Xk et de Xk et la nouvelle action est egale a Fancienne.

La transformation (A.9) ne peut pas en general faire intervenir
les vitesses Xk, car les accelerations Xk apparaitraient alors dans le
lagrangien.

/?) Cos particulier oil une vitesse if apparait pas dans le lagrangien

II y a cependant un cas ou une transformation du type (A .9) incluant
les vitesses est possible. Cest lorsqu'une des vilesses n'apparait pas expli-
citement dans le lagrangien. II est possible en eflel dans ce cas d'eliminer
completement le degre de liberte correspondant et de substituer au
lagrangien initial un lagrangien dependant d'un nombre moins eleve de
variables dynamiques.

Supposons, par exemple, que dans le lagrangien L, la vitesse XN n'appa-
raisse pas explicitement. Le lagrangien L est alors fonclion de N coor-
donnees et de N — 1 vitesses, et sera ecrit, de facon abregee, L(x^ XN, Xj).
Montrons qu'il est possible de remplacer ce lagrangien par un autre
lagrangien L qui ne depend que de N — 1 coordonnees A', ... xN_t et
de N — 1 vitesses xl ... xN_1. L'equation de Lagrange relative a XN est :

Cette equation permet d'exprimer XN en fonction des N — 1 a*utres coor-
donnees Xj et des vitesses correspondantes .Y,., soit :
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Si Ton remplace, dans L, XN par son expression (A. 11), on obtient une
fonction de Xj et de Xj qui est le lagrangien L cherche :

Remarquons tout d'abord qu'aucune acceleration n'apparait dans L
en depit de la forme de la transformation (A. 11). Cela est du, bien entendu,
au fait que L ne depend pas de XN. Pour montrer que L a bien les pro-
prietes d'un lagrangien, il suffit de remarquer que si 1'action relative a L
etait extremale pour toute variation independante des coordonnees Xj
et A'N, il en ira de meme pour 1'action relative a L lorsque XN est fixe par
(A. 11).

Remarque

Verifions directement que les equations de Lagrange associees a L ont bien
la forme attendue. Calculons, a cet effet, les derivees partielles de L relatives
a Xj et .Vj :

Lorsque 1'equation de Lagrange (A. 10) relative a .\N est verifiee, L el L ont
les memes derivees partielles par rapport a Xj et Xj. Les equations de Lagrange
relatives aux Xj et deduites de L entrainent done cellcs associees a L. Nolons
egalement que, comme le dernier lerme de (A. 13.b) esl nul, les moments
conjugues de .v7- par rapport a L et £ sont alors egaux.

y) Transformation des vitesses et des impulsions

II est interessant d'etablir les lois de transformation des vitesses el des
impulsions lors d'un changement de variables dans le lagrangien. Les
relations (A. 9), permettant de passer des anciennes coordonnees Xj aux
nouvelles coordonnees Xk, donnent par differentiation :

avec

Appelons respectivement PJ et Pk les moments conjugues de Xj et de Xk.
II vient :
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c'est-a-dire encore, compte tenu de (A. 14):

Les relations (A. 14) et (A. 17) peuvent etre reecrites de facon matricielle.
En appelant A la matrice N x N dont les elements sont ajk puis (jc),
(X), (j)) et (P) les vecteurs colonnes dont les elements sont respectivement
Xj, Xk, PJ et Pk on trouve :

La matrice transposee A1 est evidemment supposee inversible de sorte
que la relation entre les impulsions peut etre reecrite en allant, comme
pour les vitesses, des anciennes aux nouvelles variables

II apparait done que les impulsions ne se transforment comme les vitesses
que si la matrice A est orthogonale.

6) Changement de variables dans le formalism? hamiltonien

Les changements de variables dans le cadre du formalisme hamiltonien
sont a priori plus vastes que les transformations du type (A.9) qui ne
portent que sur les coordonnees. Certaines transformations du type :

sont a priori possibles. Les equations du mouvement pour les nouvelles
variables X et P n'ont cependant une forme analogue a (A.8) que si
certaines restrictions sont imposees a ces transformations. On peut mon-
trer que les conditions correspondantes s'ecrivent :

ou le crochet de Poisson { a, b } des deux fonctions a et b est defini par

Les grandeurs X et P satisfaisant (A.21) sont diles canoniquement conju-
guees.
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/) UTILISATION DE COORDONNEES GENERALISEES COMPLEXES

a) Introduction

Jusqu'ici nous avons envisage exclusivement le cas ou les coordonnees
et les vitesses sont des quantites reelles. II peut cependant etre interessant,
pour resoudre certains problemes, d'introduire des quantites complexes.
Considerons, a titre d'exemple, un lagrangien dependant de deux coor-
donnees *! et x2 et de leurs vitesses et introduisons la variable complexe :

Le lagrangien est maintenant une fonction de X et de X* ainsi que de
leurs derivees par rapport au temps.

Nous allons montrer ci-dessous que le formalisme lagrangien et hamil-
tonien peut etre generalise aux coordonnees complexes X et X * (reliees
a *! et x2 par (A.23)), et que tous les resultats obtenus precedemment
demeurent valables (moyennant quelques amenagements des definitions,
notamment pour 1'impulsion), a condition de considerer formellement
X et X* comme des variables independantes.

Remarque

On pourrait aussi considerer d'emblee un lagrangien dependant de variables
dynamiques complexes. II ne faut pas oublier alors que ruction doit etre
reelle, puisque le principe de moindre action consiste a trouver le minimum
de 1'action. Le lagrangien est clone aussi une quantile reelle, et depend par
suite necessairement de X et de X *.

/?) Equations de Lagrange

Le passage des variables x1 et x2 aux variables X et X* est lineaire
et biunivoque. On en deduit les relations suivantes :

et des relations semblables pour les derivees relatives aux vitesses. Les
equations de Lagrange pour les variables complexes s'obtiennent alors
en combinant les equations de Lagrange relatives a jq et x2- On obtient
ainsi deux equations de Lagrange, 1'une relative a X et 1'autre relative
a X* qui ont la forme habituelle (A .2).
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y) Moments conjugues

Plutot que de definir le moment conjugue de X par dL/OX, nous pre-
ferons ici poser :

Pour justifier un tel choix, notons tout d'abord que les lois de transfor-
mation des derivees partielles (A.24) entrainenl que :

La comparaison de (A .23) et de (A .26) montre alors que les parties reelle
et imaginaire de 1'impulsion P correspondent respectivement aux mo-
ments conjugues des parties reelle et imaginaire de la coordonnee gene-
ralisee X, ce qui justifie le choix de (A.25). Les formules (A.24) mon-
trent par ailleurs que :

En fait, cette propriete est generate et est une consequence de la realite
du lagrangien. Une definition equivalente de P est done :

6) Hamiltonien

L'hamiltonien introduit en (A.7) depend de la quantite ^XJPJ. En
j

appliquant (A.23) et (A.26), on trouve sans difficulte :

II s'ensuit que I'hamiltonien //, exprime en fonclion des variables com-
plexes, s'ecrit :

H est evidemment reel.

e) Changement de variables complexes

II est possible, comme plus haut, d'envisager un changement de varia-
bles complexes, transformant un ensemble de coordonnees complexes
X1 ... XN, X? ... Xfi en un autre ensemble Z, ... Zw, Zf ... Z£. Si Ton
impose aux impulsions (definies en (A.25)) de se transformer comme
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les vitesses, il en resulte certaines contraintes sur la matrice des derivees
partielles des anciennes coordonnees par rapport aux nouvelles. Une
demarche analogue a celle du paragraphe 1 .e.y, permet de montrer que
cette matrice doit etre unitaire.

g) COORDONNEES, IMPULSIONS ET HAMILTONIEN EN MECANIQUE QUANTIQUE

Les diverses grandeurs physiques du systeme deviennenl en mecanique
quantique des operateurs. Ces operateurs agissent dans un espace abstrait,
appele espace des etats, qui a les proprietes d'un espace de Hilbert. Les
relations de commutation canoniques entre composantes cartesiennes
des operateurs position x et impulsion p sont egales a :

En mecanique quantique, 1'etat d'un systeme est decrit par un vecteur
| \l/ > de 1'espace de Hilbert. On peut, a ce stade, adopter essentiellement
deux points de vue : soil supposer que le vecteur d'etat esl fixe et que les
operateurs evoluent dans le temps (c'est le point de vue de Heisenberg),
soit supposer que les operateurs sont fixes et que le vecteur d'etat evolue
dans le temps (c'est le point de vue de Schrodinger).

Dans le premier point de vue, 1'evolution d'une grandeur physique G
est decrite par 1'equation de Heisenberg :

ou H est 1'operateur quantique associe a 1'hamiltonien. Dans le cas ou
1'operateur G correspond a une coordonnee ou a une impulsion, les
equations deduites de (A.32) sont les correspondants quantiques des
equations de Hamilton (A. 8).

Dans le second point de vue, les operateurs sont fixes et 1'evolution du
vecteur d'etat est determinee par 1'equation de Schrodinger :

Mathematiquement, le passage d'un point de vue a 1'autre correspond a
une transformation unitaire sur le vecteur d'etat.

Remarque

Dans le cas ou une vitesse n'apparait pas dans le lagrangien initial, le moment
conjugue associe a la coordonnee correspondante est identiquement nul.
Ceci pose evidemment un serieux prpbleme pour la quantification puisqu'il



92 Approche lagrangienne et hamiltonienne II.A.2

est alors impossible de postuler la relation de quantification canonique
(A.31). On peut resoudre cette difficulte en transformant le lagrangien de
fagon a fairedisparaitre la coordonnee associeea cette vilesse(voir § A. 1 .e.p).
Les moments conjugues sont alors calcules a parlir du nouveau lagrangien
(a nombre reduit de variables dynamiques) et les relations de quantification
canoniques (A.31) sont ensuite imposees.

Nous avons introduit au paragraphe A. 1./ des variables complexes.
Etudions ce que deviennent les relations de commutation canoniques
dans ce cas. Les relations (A.23) et (A.26) entrainent que :

II decoule alors de (A.31) que :

(les autres commutateurs, entre deux X ou entre deux P, sont nuls). La
definition (A .25) que nous avons choisie pour le moment conjugue mene
ainsi a une relation de commutation non nulle entre Poperateur X et
1'adjoint de 1'operateur associe au moment conjugue.

2. Systeme ayant un ensemble continu de degres de liberte

a) VARIABLES DYNAMIQUES

L'etat du systeme est maintenant determine par un nombre, non plus
discret, mais continu de variables dynamiques. Cette extension est neces-
saire dans la mesure ou nous voulons etudier le champ electromagnetique
qui est defini par sa valeur en tous les points de Tespace. Nous conside-
rons done maintenant des coordonnees generalises qui dependent d'un
indice continu (note r, point courant de Tespace a 3 dimensions, en pre-
vision de 1'application au champ electromagneuque) et d'un indice discrety
(j variant de 1 a N).

Tout comme dans le cas discret, les coordonnees Aj(r) et les vitesses
Aj(r\ definies par

constituent un ensemble de variables dynamiques pour le systeme. II
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convient d'insister sur le fait que, dans le formalisme lagrangien deve-
loppe ci-dessous, r n'est pas une variable dynamique, mais un mdice (au
meme litre que j).

b) LAGRANGIEN

Le lagrangien L, qui est une fonction des variables dynamiques A fir)
et A fir) (ou j et r prennent toutes les valeurs possibles), peut avoir une
tres grande variete de structures. Nous supposons ici qu'il peut s'ecrire :

ou la fonction & est appelee « densite de lagrangien ». 5£ est une fonction
reelle des coordonnees A fir), des vitesses A fir) el egalement des derivees
spatiales (notees diAi avec dt = dx, dy, d.), dont la presence exprime sim-
plement que revolution de la coordonnee A fir, f) est couplee a revolu-
tion de la coordonnee en un point voisin, de la meme maniere que, dans
un probleme a variables discretes q-}, 1'evolution de q^ peut dependre de
#,-_! et de qj+1 (voir exercice 2). II doit etre clair que ces derivees spatiales
ne sont pas des nouvelles variables dynamiques independantes, mais des
combinaisons lineaires des coordonnees generalisees. On peut, a priori,
inclure dans la densite de lagrangien des derivees spatiales de tout ordre
(rappelons que, seule, la derivee temporelle d'ordre un est aulorisee).
Cependant, compte tenu de 1'application ulterieure au champ electro-
magnetique, nous n'etudierons que des densites de lagrangien de la forme
&(AJt Aj, dtAj).

Remarques

(i) On peut envisager une dependance explicite de y en fonction du point r
et du temps t. Nous ne le ferons pas pour ne pas alourdir les notations.

(ii) La densite de lagrangien que nous utiliserons en electrodynamique fail
intervenir des derivees spatiales. Une telle structure se comprend aisement.
En effet, les equations de Maxwell decrivenl revolution de champs couples
de proche en proche dans 1'espace, et Tabsence des derivees spaliales dans
la densite de lagrangien conduirait a une theorie ou le champ evoluerait de
facon independante en chaque point de 1'espace. Le fail que les equations
de Maxwell fassent intervenir les derivees spaliales des champs nous oblige
done a prendre une densite de lagrangien dependant egalement de ces deri-
vees spatiales. Cetle remarque suggere evidemmenl d'eludier la densile de
lagrangien dans 1'espace reciproque plutot que dans 1'espace reel, puisque
nous avons vu au chapilre I que les equations de Maxwell sont striclemenl
locales dans 1'espace reciproque. Nous reviendrons sur ce point dans la
partie B de ce chapitre.

c) EQUATIONS DE LAGRANGE

Dans le passage du cas discret au cas continu, la plupart des equations
ecrites au paragraphe 1 restent formellement valables. Cependant, cer-
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taines operations (derivee du lagrangien par rapport a des variables
continues, par exemple) ne sont pas mathematiquement evidentes et il
peut etre utile de preciser certains points.

Notons d'abord que 1'action S est, tout comme dans le cas discret,
1'integrale sur le temps du lagrangien. En raison de la forme que nous
avons postulee pour la densite de lagrangien, nous pouvons done ecrire :

Le principe de moindre action est, bien entendu, inchange : 5 est extremal
quand Aj(r, t) correspond a revolution reelle du champ enlre les instants
*i et t2.

Pour etablir les equations du mouvement a partir du principe de moin-
dre action, la meme demarche que dans le cas discret peut etre suivie :
on etudie la modification de S quand on fait varier le champ d'une quan-
tite 6Aj(r, t) par rapport au « chemin » extremal (SAj(r, /) etant nul, d'une
part aux bornes temporelles / t et 12 de 1'inlegrale, d'autre part lorsque
| r | tend vers 1'infini). En exprimant que 5 est extremal, on oblient alors
(voir complement A,,) les equations de Lagrange qui peuvent s'ecrire
sous la forme :

Remarque

L'equation (A.39) fait intervenir la densite de lagrangien y et non le lagran-
gien L, comme dans le cas discret (A. 2). Cependant, il est possible d'ecrire
(A.39) sous une forme identique a (A.2). II faut pour cela introduire la
notion de « derivee fonctionnelle » (extension de la notion de derivee par-
tielle au cas continu) qui est presentee dans le complement A,,. L'introduc-
tion de la densite de lagrangien <£ est mathematiquemenl commode en ce
sens que, & ne dependant que d'un ensemble fini de variables, la notion de
derivee partielle est parfaitement claire.

Le lagrangien d'un systeme continu, tout comme le lagrangien d'un
systeme discret, n'est pas determine de facon univoque. On peut ajouter
a la densite de lagrangien la derivee temporelle d'une fonction et la diver-
gence d'un champ arbitraire (mais tendant suffisamment vite vers 0 a
1'infini), dependant eventuellement des coordonnees generalisees Aj(r) :

En effet, pour calculer le nouveau lagrangien L', il faut integrer £" sur
1'espace. L'integrale de V • f se transforme alors en une integrale de sur-
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face a 1'infmi qui s'annule par hypothese et L' ne differe de L que par la
derivee par rapport au temps d'une fonction. L' est done equivalent a L.

d) MOMENTS CONJUGUES ET HAMILTONIEN

Le moment conjugue est defini, dans le cas continu, par generalisation
des formules obtenues dans le cas discret. Pour un lagrangien du type
(A. 37), le moment conjugue associe a la variable Aft) a une expression
simple en fonction de la densite de lagrangien :

Remarque

II est assez facile de comprendre en quoi la formule (A.41) est la generali-
sation au cas continu de la formule (A. 5) du cas discrel. Transformons pour
cela 1'integrale (A.37) defmissant le lagrangien en une somme sur de petits
elements d'espace, de volume a3, centres sur des points rm (xm, ym, zm) :

Le dernier terme a Tinterieur du crochet symbolise les diverses quantiles
tendant, a la limite a -» 0, vers les derivees partielles d,-/^. Le moment conju-
gue associe a la variable Aftm) peut, pour le lagrangien Lu, elre calcule
comme dans le cas discret et vaut :

II apparait alors que le moment conjugue f l f t ) defini en (A.41) est egal a
la valeur limite de a~3 /7j'(rm) quand a tend vers 0. Or, la limite de
a~3 dLJdAftn), quand a tend vers zero, n'est autre que la derivee fonc-
tionnelle &L/d~AJ{r) du lagrangien (voir complement A,, pour plus de details).
L'equation (A.41) peut done etre ecrite sous la forme equivalente :

Une demarche analogue a celle du cas discret permet de passer des
couples de variables dynamiques coordonnee-vitesse (Aft), Aft)) a
d'autres couples constitues de la coordonnee Aft) et de son moment
conjugue lift), puis d'introduire 1'hamiltonien H et la densite d'hamil-
tonien Jf :



96 Approche lagrangienne et hamiltonienne II.A.2

Remarque

II est possible egalement d'introduire 1'impulsion et la densite d'impulsion
du champ, ainsi que le moment cinetique et la densite de moment cinetique
(voir exercice 5).

Tout comme dans le cas discret, le passage au formalisme hamiltonien
introduit de nouvelles equations pour la dynamique (equations de Hamil-
ton). On peut exprimer simplement ces equations a 1'aide de la densite
d'hamiltonien 2tf :

Ces equations peuvent etre ecrites directement en fonction de 1'hamil-
tonien H, a 1'aide de la derivee fonctionnelle (voir complement An). Elles
sont alors identiques aux equations de Hamilton du cas discret (A.8).

e) QUANTIFICATION

Lors de la quantification, la relation de commutation fondament^le
relie, comme dans le cas discret, les operateurs associes a une coordorinee
et a son moment conjugue. Dans le cas ou le champ est exprime en fonc-
tion de ses coordonnees cartesiennes, et ou les trois coordonnees sont
des variables dynamiques independantes, les relations de commutation
canoniques s'ecrivent :

Remarques

(i) Dans le cas continu, la distribution de Dirac <5(r — r') a remplace le
symbole de Kronecker du cas discret. Cela peut se comprendre si Ton revient
a la situation envisagee dans la remarque du paragraphe precedent (§ A .2.d)
ou 1'espace avait etc decoupe en cellules de dimension a3. Dans ce cas, les
regies du cas discret donnent :
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Puisque /7m(r,) est la limite de a~3 //^(r,) quand a tend vers 0, il s'ensuit
que :

8M vaut 1 si rt et r, appartiennent a la meme cellule de volume o3, et 0 ailleurs.
II apparait done, qu'exprimee en fonction de rk et de r,, la valeur limite de
la fonction au second membre de (A.49) n'est autre que la distribution de
Dirac 5(rk — r,).
(ii) Les relations de commutation (A.47) ne sont evidemment valables que
si les trois composantes du champ Ax, Ay et A. sont des variables dynamiques
independantes. Nous verrons qu'il existe en electrodynamique des situations
ou ce n'est pas le cas. II est important alors d'identifier les variables dynami-
ques reellement independantes afin d'ecrire les relations de commutation
correctes.

L'etat du systeme est decrit par un vecteur d'un espace des etats et,
tout comme dans le cas discret, on peut decrire la dynamique dans le
point de vue de Heisenberg ou dans le point de vue de Schrodinger.

/) FORMALISME LAGRANGIEN AVEC DES CHAMPS COMPLEXES

La generalisation des resultats precedents au cas d'un champ complexe
est particulierement importante, puisqu'en electrodynamique, il est sou-
vent plus interessant d'etudier les equations dans 1'espace reciproque.

Considerons done un lagrangien L et une densite de lagrangien <£
dependant de champs complexes jtfj et de leurs vitesses jtff Comme L
doit etre reel, & doit aussi dependre de jtff et de silj*^ de sorte que :

le point courant de 1'espace etant maintenant appele k en vue d'appli-
cations ulterieures evidentes et di signifiant d/dk^

Remarque

Le lagrangien de 1'electrodynamique est plus simple que (A.50). En effet,
comme les equations de Maxwell sont strictement locales dans 1'espace
reciproque, il en est de meme pour la densite de lagrangien. 11 n'y a done pas
de derivees en d/dkj dans le lagrangien de 1'electrodynamique (mais il y a,
en revanche, une dependance explicite en A' qui provient de la transformation
de Fourier des derivees spatiales). Nous conserverons cependant la forme
(A.50) du lagrangien pour 1'etude generale de ce paragraphic, les resullats
pouvant, d'une part, s'appliquer a d'autres situations physiques (voir exer-
cice 7 ou 1'equation de Schrodinger est deduite d'un principe variationnel)
et permettant, d'autre part, une comparaison plus claire avec le cas des champs
reels.
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Introduisons les combinaisons lineaires suivantes :

qui permettent de remplacer dans (A.50) les variables complexes par
les variables reelles «c//(k) et J//(k). II est alors possible de developper
avec ces variables reelles le formalisme lagrangien et hamiltonien pre-
cedemment expose, puis de reexprimer les equations obtenues en fonction
de s4j et de j^-*. Une telle demarche a deja etc exposee dans le cas discret
(§ A.I./), et nous avons vu que Ton obtient le meme resultat en consi-
derant d'emblee formellement les variables dynamiques complexes et
leurs complexes conjugues comme des variables dynamiques indepen-
dantes. On etablit ainsi deux equations de Lagrange relatives a s4-} et s#j*

Pour le moment conjugue relatif a la variable .c/;(k), il est defini de
maniere analogue au cas discret (A .25) :

Ce choix assure, comme dans le cas discret, que les parties reelles et
imaginaires de TT/k) sont bien les moments conjugues de J#JR et de jtff.
C'est pour cette raison (voir aussi la remarque ci-dessous) que nous choi-
sissons la definition (A.53) de preference a la convention habituelle (ou
il n'y a pas de complexe conjugue au second membre de (A. 53)).

La realite de 3C entraine que (A.53) peut encore s'ecrire :

ce qui permet de montrer que le moment conjugue associe a ĵ .* est TTf.

Remarque

La definition (A.53) du moment conjugue presenle un aulre avanlage lors-
que les champs ^/,(k) sont les transformecs de Fourier des champs A fir).
Les impulsions TT^k) sont alors les Iransformees de Fourier des moments
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conjugues /77-(r) des variables /4/r). Pour comprendre cc resultat, conside-
rons tout d'abord le passage des coordonnees Aj(r) aux coordonnees .^-(k)
comme un changement de variables auquel peuvent elrc appliques les resul-
tats du paragraphe A.I . / Nous avions alors mentionne, pour des variables
discretes, que les impulsions se transforment commc les vilesscs si la matrice
de transformation est unitaire. Cette propriete est generalisable au cas conti-
nu et est bien verifiee par la transformation de Fourier. De surcroit, celte
transformation etant lineaire, les coordonnees se transfonncnl dc la meme
fagon que les vitesses et done que les impulsions. II est egalcmcnt possible dc
donner une demonstration directe de ce resultat en ulilisanl la definition du
moment conjugue en termes de derivee fonctionnelle(A .44). On peut, en eflcl,
ecrire :

Or, par derivation de la relation liant le champ dans I'espace reel au champ
dans I'espace reciproque (chap. I, formule (B. 1)), il vient :

Comme ['equation (A.53) peut encore s'ecrire :

II s'ensuit que :

ce qui demontre Fidentite des transformations pour les variables el leurs
moments conjugues.

g) FORMALISME HAMILTONIEN ET QUANTIFICATION AVEC DES CHAMPS
COMPLEXES

Pour trouver les relations concernant tant la densite d'hamiltonien que
les equations de Hamilton ou les relations de commutation canomque,
il suffit de partir des expressions trouvees aux paragraphes A.2.*/ et
\.2.e pour des champs reels s/jR et s4f, et de les combiner pour obtenir
les expressions correspondantes avec des champs complexes. Cette
demarche etant calquee sur celle realisee dans le cas discret (§§ A.I./
et A. 1.0), nous donnons directement les resultats en omettant les inter-
mediaires de calcul.

Pour la densite d'hamiltonien, nous trouvons ainsi :

qui generalise 1'expression (A.30) relative au cas discret.
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Les equations de Hamilton s'ecrivent :

Les relations de commutation canoniques, pour des champs quanti-
ques, sont enfm :

Les autres commutateurs, entre X,(k) et -c/m(k'), ou entre TT^k) el TTJk')
etant nuls. Tout comme dans le cas discret (A.35), on a une relation de
commutation non nulle entre 1'operateur champ et 1'adjoint de 1'ope-
rateur associe au moment conjugue.

Remarques

(i) Dans tout ce qui precede, la quantif ication a etc realisee en associant
aux variables dynamiques et a leurs moments conjugues des operateurs
satisfaisant aux relations de commutation (A.61) . En fail, I'exigence fonda-
mentale a respecter en theorie quantique concerne les equations devolution
quantiques des variables ,c/n et 7TB. Ces equations, qui s'ecrivent:

expriment que I'hamiltonien H est le gcncratcur des translations dans le
temps. Elles doivent avoir une forme analogue a celle des equations classiques

Une telle condition est satisfaite simplement si Ton impose les relations de
commutation (A.61) entre les ,c/n et les 7T(1 puisque ces relations entrainenl
que:

Pour certains hamiltoniens quadratiques, il est egalement possible de satis-
faire la meme exigence en remplacant dans (A .61) les commuiaieurs [A, B] —
AB — BA par des anticommutateurs [A, B}+ = AB + BA
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les autres anticommutateurs etant nuls. Par exemple, nous montrons dans
1'exercice 8 que la quantification de Tequation de Schrodinger, consideree
comme equation devolution d'un champ classique i/^(r), peul etre effecluee
de maniere coherente, soit avec des commutaleurs, soil avec des anticom-
mutateurs. Dans les deux cas, 1'equation de Heisenberg pour le champ
quantique f(r) associe au champ classique (/'(r):

a bien la forme d'une equation de Schrodinger:

Notons que les postulats concernant la mesure des grandeurs physiques
sont inchanges. Par exemple, deux grandeurs physiques relatives au champ
quantifie ne peuvent etre mesurees simultanemenl que si les deux operaleurs
correspondants commutent, que la theorie soil quanlifiee avec les relations
de commutation (A.61) ou d'anticommutation (A.65) : il faut cependanl
mentionner ici que les champs eux-memes ne sont pas necessairemenl des
grandeurs physiques. Ainsi, dans 1'exemple de la quantification de liquation
de Schrodinger par des anticommutateurs, on trouve qu'il n'est pas possible
d'associer a Toperateur f(r) (ou a ses parties reelle et imaginaire) un sens
physique (comme celui d'un champ electrique ou magnelique). Seules les
fonctions quadratiques et hermitiques de f represenienl des grandeurs phy-
siques auxquelles s'appliquent les postulals de la mesure. Par exemple
<yf + ( r ) f(r) est Toperateur associe a la densite de charge au point r. Le
fait que *F(r) ne soit pas physique rend moins troublantes certaines pro-
prietes de f(r), comme par exemple le fait que V(r) anticommule avec lui-
meme.

(ii) Suivant que la quantification du champ repose sur des commutateurs
ou des anticommutateurs, les particules associees aux excitations elemen-
taires du champ quantifie sont des bosons ou des fermions (voir par exemple
1'exercice 8). Lorsque le champ est relativiste, il existe un lien profond entre
le « spin » du champ et la statistique des particules qui lui sonl associees.
Des considerations tres generates (invariance relativisle, causalilc, positivite
de 1'energie) permettent de montrer que la quantification d'un champ rela-
tiviste de spin entier ne peut etre effectuee de maniere satisfaisante (c'est-a-
dire sans violer les grands principes precedents) que si elle repose sur des
commutateurs. Par contre, si le spin est demi-entier, il faul utiliser des anti-
commutateurs (*). Ainsi, le champ electromagnetique, qui est vecloriel et
done de spin 1, doit etre quantifie avec des commutaleurs, de sorte que les
particules qui lui sont associees, les photons, sont des bosons. Par conlre,
le champ de Dirac est spinoriel (spin 1/2), et les parlicules qui lui sont asso-
ciees, les electrons et les positrons, sont des fermions. Le complement Av

du chapitre V donne une idee du lien qui existe dans ce cas entre la posilivite
de Tenergie et la necessite d'une quantification par des anticommutaleurs.

(*) II s'agit-la du theoreme « spin-slatistique » demontre par W. Pauli, Phys. Rev. 58,
716(1940).
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B —LE LAGRANGIEN STANDARD DE
L'ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE

Dans cette partie B, nous commencons (§ 1) par donner 1'expression
du lagrangien le plus couramment utilise en electrodynamique classiqoe
et que nous appelons pour cette raison le « lagrangien standard ». Nous
verifions ensuite(§ 2) que les equations de Maxwell-Lorenlz apparaissent
bien comme les equations de Lagrange pour un lei lagrangien. Nous
analysons enfin (§ 3) certaines proprietes generales du lagrangien stan-
dard : comportement vis-a-vis d'une transformation de symelrie et inva-
riance de jauge, redondance des variables dynamiques du champ.

1. Expression du lagrangien standard

a) LE LAGRANGIEN STANDARD DANS L'ESPACE REEL

Le lagrangien du systeme forme par les particules et le champ electro-
magnetique en interaction s'exprime en fonction des variables dynamiques
relatives a chacun de ces sous-systemes. Les variables dynamiques des
particules forment un ensemble discret : il s'agit des composantes de la
position ra et de la vitesse fa des diverses particules indicees par la lettre a.
En ce qui concerne le champ electromagnetique, ce sont les potentiels,
et non les champs, qui apparaissent comme les « bonnes » coordonnees
generalisees dans le formalisme lagrangien. Ceci n'est pas etonnant dans
la mesure ou les equations du mouvement des potentiels sont des equa-
tions du deuxieme ordre en temps, comme les equations de Lagrange,
alors que les equations de Maxwell pour les champs sont du premier
ordre. En chaque point r de Pespace, il faut done se donner quatre coor-
donnees generalisees, qui sont les trois composantes A fir) du potentiel
vecteur A(r)^ et le potentiel scalaire C/(r), et les quatre vitesses corres-
pondantes Afir) et U(r) de sorte que les variables dynamiques du champ
sont :

La dynamique du systeme particules + champ electromagnetique peut
etre deduite du lagrangien standard :

les champs E et B etant exprimes en fonction des potentiels A et U :
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Nous verrons plus loin qu'un tel lagrangien redonne bien les equations
de Maxwell-Lorentz, ce qui justifiera, a posteriori, le choix de (B.2). Ce
lagrangien se compose de trois termes : le lagrangien propre des parti-
cules LP (premier terme de (B.2)), le lagrangien du champ electromagne-
tique LR (second terme de (B. 2)), et le lagrangien d'interaction L, (dernier
terme de(B.2))

En utilisant les densites de charge p(r) et de courant j(r) introduces dans
le chapitre I (voir formules (A. 5. a) et (A. 5. b)), on peut d'ailleurs reecrire
Lj sous la forme

Finalement, le regroupement de (B.4.c) et (B.4.e) permet d'introduire
la densite de lagrangien &

et de reexprimer le lagrangien standard L sous la forme

Notons que le lagrangien d'interaction (B.4.e) esl local : la densite
de courant (ou de charge) au point r est multipliee par le potentiel vecteur
(ou scalaire) au meme point. Dans le lagrangien propre du champ (B. 4. c)
apparaissent aussi, par 1'intermediaire de E et B, des derivees spatiales
des potentiels qui expriment un couplage de proche en proche entre les
variables du champ, a 1'origine de la propagation du champ.

b) LE LAGRANGIEN STANDARD DANS L'ESPACE RECIPROQUE

Nous avons vu au chapitre I que les equations de Maxwell sont beau-
coup plus simples dans 1'espace reciproque. De la meme facon, il est
interessant d'exprimer le lagrangien standard en fonction des potentiels
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dans 1'espace reciproque. L'egalite de Parseval-Plancherel permet efiec-
tivement de reecrire (B. 5) sous la forme :

L'expression (B.6) suggere de choisir comme variables dynamiques les
composantes des potentiels dans 1'espace reciproque et leurs vitesses. II
faut prendre cependant quelques precautions. En effet, le passage de
1'espace reel a 1'espace reciproque correspond a un changement de varia-
bles qui transforme des quantites reelles en quantites complexes. Les
nouvelles variables semblent done avoir deux fois plus de degres de liberte
que les anciennes. En fait, il n'en est rien, car il existe entre elles des rela-
tions de contrainte liees a la realite de A(r) et 17 (r) :

Si les potentiels sont conn us dans un « demi-espace reciproque », ils sont
done connus partout. On est ainsi amene a prendre comme variables
independantes les potentiels et leurs complexes conjugues dans une moitie
seulement de 1'espace reciproque. Les egalites :

qui decoulent de (B.7), permettent de reecrire le lagrangien (B.6) en

fonction des variables du champ dans un demi-espace. En notant \ d3k

I'integrale etendue a un demi-volume de 1'espace reciproque, et en appe-
lant Jz? la densite de lagrangien dans 1'espace reciproque, on obtient
alors :

ou encore, en explicitant <? et 08 en fonction de «£/ et ^,
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Cette nouvelle forme equivalente du lagrangien standard presente un
certain nombre d'avantages. Tout d'abord, la densite de lagrangien est
strictement locale en k : il n'apparait pas de derivees de stf et °U par rapport
a k (il n'y a pas de couplage entre points voisins comme dans 1'espace
reel). Un autre interet de 1'expression (B.9) est qu'y apparaissent expli-
citement les contributions des divers modes du champ. Comme nous le
verrons plus loin, il est alors tres simple de separer la contribution des
modes non relativistes, ou celle des modes de grande longueur d'onde
pour lesquels une approximation dipolaire electrique est possible.

2. Derivation des equations de 1'electrodynamique classique a partir du
lagrangien standard

a) EQUATION DE LAGRANGE POUR LES PARTICULES

Comme les variables associees aux particules sont discretes, il faut
appliquer 1'equation de Lagrange (A.2) au lagrangien standard (B.2).
Calculons tout d'abord 3L/d(ra),. et dL/d(ra);

ce qui, compte tenu de 1'identite vectorielle,

devient

Par ailleurs,

L'equation de Lagrange decrivant le mouvement de la particule a s'obtient
en derivant (B. 15) par rapport au temps.
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et en egalant 1'expression ainsi obtenue a (B. 14). Nous trouvons finale-
ment :

qui n'est autre que 1'equation de Lorentz.

b) EQUATION DE LAGRANGE RELATIVE AU POTENTIEL SCALAIRE

Pour les equations relatives au champ, on peut utiliser la densite de
lagrangien dans 1'espace reel ou dans 1'espace reciproque. Nous prendrons
cette deuxieme option, car elle conduit a des calculs plus rapides. A partir
de(B. l l ) , il vient :

Par ailleurs, comme <%* n'apparait pas dans 3P,

L'equation de Lagrange (A. 52. b) s'ecril done ici :

c'est-a-dire encore

et n'est autre que 1'une des equations de Maxwell ecrile dans 1'espace
reciproque (voir 1'expression (B.S.a) du chapilre I).

c) EQUATION DE LAGRANGE RELATIVE AU POTENTIEL VECTEUR

Partant toujours de 1'expression ( B . l l ) de !£\ el utilisant Fidentite

on en deduit :
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Par ailleurs

L'equation de Lagrange relative a j/,* est done :

c'est-a-dire encore, d'apres (B. 10)

On retrouve ainsi une seconde equation de Maxwell exprimee dans
1'espace reciproque (voir 1'expression (B.5.d) du chap. 1).

En conclusion, 1'application du principe de moindre action au lagran-
gien standard nous a permis, d'une part, de retrouver 1'equation de Lorentz
d'une particule dans un champ electromagnetique (B.I7), d'autre part,
le second couple des equations de Maxwell, celui qui relie les champs
a leurs sources. (Le premier couple d'equations de Maxwell resulte direc-
tement des equations (B.10) reliant les champs f> el .4? aux potentiels
rf et <^).

3. Proprietes generates du lagrangien standard

a) SYMETRIES GLOBALES

La forme du lagrangien est invariante dans un certain nombre de
transformations geometriques : translation, rotation, symelrie par
rapport au systeme d'axes dans lequel sont reperes les particules et le
champ. Le lagrangien est egalement invariant dans un changemenl de
1'origine des temps. De ces proprietes d'invariance, il est possible de
deduire Texpression d'un certain nombre de grandeurs conservatives :
1'impulsion, le moment cinetique, 1'energie du systeme total champ +
particules (une telle demarche est presentee dans le complement B,, sur
la forme que prend le lagrangien standard en jauge de Coulomb).

Le lagrangien standard (B.2) ne se transforme pas simplement dans
une transformation de Lorentz. En effet, il esl clair que le lagrangien
standard ne traite pas les particules de maniere relativisle, le lagrangien
propre des particules, egal a £ ma ra/2, etanl purement galileen. Nous

a

aliens montrer cependant que le lagrangien (B.2) peut elre obtenu, a
la limite des faibles vitesses (v/c <^ 1), a partir d'un lagrangien relativiste,
c'est-a-dire conduisant a une action invariante relaliviste.

Notons tout d'abord que la densite de lagrangien du champ eleclro-
magnetique est un champ scalaire relativiste : elle s'exprime en effet
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en fonction du tenseur champ electromagnetique F"v (voir chap. I, for-
mule (B. 28)) sous la forme suivante :

manifestement invariante dans une transformation de Lorenlz. La contri-
bution a 1'action de la densite de lagrangien du champ libre s'ecrit :

Or, yR d'une part, 1'element de volume dt d3/- d'autre part, sont des
invariants relativistes. II apparait ainsi clairement que 1'action SR est un
invariant relativiste.

Montrons maintenant que le lagrangien d'interaction entre particules
et champ contribue egalement a 1'action de maniere covariante. II sufiit
pour cela de noter que la variation infinitesimale d'action, relative a
1'interaction de la particule a avec le champ, apparait comme le produit
scalaire du quadrivecteur d.v£ par le quadripotentiel Afl

En definitive, il suffirait de transformer le lagrangiert propre des parti-
cules LP pour obtenir un lagrangien relaliviste. Remplacons a cette fin
LP par

La variation infinitesimale d'action, correspondant a (B.30) s'ecrit alors :

ou

est le temps propre de la particule a. Comme dra, et par suite dS, sont
des invariants relativistes, le lagrangien (B.30) est bien un lagrangien
relativiste. Par ailleurs, le developpement de (B.30) en puissance de
r2/c2 redonne bien, au terme constant — £ ma c

2 pres, le lagrangien LP

donne en (B.4.b).
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II apparait done possible, en conclusion, cTintroduire un lagrangien
entierement relativiste :

pouvant servir de base a 1'electrodynamique classique. Cependant, si
Ton poursuivait dans cette voie, des diflicultes apparaitraienl au niveau
de la quantification de la theorie, par suite notamment de rimpossibilite
de construire une theorie quantique relativiste a nombre determine de
particules.

Remarques

(i) II s'avere en fait que la demarche correcle, pour construire une theorie
a la fois relativiste et quantique, consisle a parlir d'une theorie classique ou
les particules sont decrites, comme le rayonnement, par un champ relaliviste
(champ de Klein-Gordon, champ de Dirac...), couple au champ de Maxwell.
Lors de la quantification d'une telle theorie, les particules, en nombre inde-
termine, apparaissent comme les excitations elementaires du champ de
matiere quantique, et interagissent avec les photons qui sonl les excitations
elementaires du champ de Maxwell quantique (voir complement Av).
(ii) II est possible de justifier 1'utilisation du lagrangien standard non rela-
tiviste (B.2), et par suite celle de 1'hamillonien en jauge de Coulomb que
nous en deduirons plus loin, en partant de relectrodynamique quantique
relativiste et en etudiant la limite de cette theorie a basse energie. On retrouve,
a 1'ordre le plus bas en u/c, la dynamique decrite par (B.2). On obtienl ega-
lement les termes d'interaction lies aux spins des particules (voir comple-
ment Bv).

b) INVARIANCE DE JAUGE

La theorie de Maxwell-Lorentz de 1'electrodynamique est manifeste-
ment invariante dans un changement de jauge puisque, seuls, les champs
electrique et magnetique apparaissent dans les equations de base. L'inva-
riance de jauge est moins evidente pour la theorie lagrangienne qui utilise
les potentiels comme variables pour decrire le champ. II convient done
d'examiner comment se traduit dans le formalisme lagrangien un chan-
gement de jauge.

D'apres les formules (A. 12) du chapitre I, un changement de jauge est
defini par :
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F peut etre une fonction explicite de r et de / mais peul aussi dependre
des variables du champ qui sont, elles-memes, fonction de r et t.

Dans la transformation (B.34), le lagrangien des particules n'est evi-
demment pas modifie, le lagrangien propre du champ, qui ne dejgend en
fait que des champs electrique et magnetique, est lui aussi inchange. Seul
est done transforme le lagrangien d'interaction. Le changement de jauge
revient a ajouter a la densite de lagrangien 11' du champ donnee par
(B.S.a), la quantite J2\ :

que Ton peut encore mettre sous la forme :

Les deux premiers termes rajoutent a la densite de lagrangien une diver-
gence et une derivee par rapport au temps. D'apres (A.40), ils transfor-
ment le lagrangien en un lagrangien equivalent (voir toulefois la remarque
ci-apres). Quant au dernier terme de (B.36), il est nul d'apres 1'equation
de conservation de la charge. II apparait ainsi clairement que la conser-
vation de la charge est une condition necessaire pour qu'il y ait invariance
de jauge.

Remarques

(i) II n'y a pas totale equivalence entre Ics changements de lagrangien et
les transformations de jauge. Par exemple dans (B.34), F peut dependre
de A, U, A, U, qui sont eux-memes fonclions de r el /. Toutes ces transfor-
mations, qui laissent invariants les champs E ct B el les equations de Max-
well, sont bien des transformations^ jtiuge. En revanche, c'esl seulement
quand F ne depend pas des vilesses A el t), qu'clles correspondent egalement
a un changement de lagrangien, car aulremenl les accelerations A el U
apparaitraient dans le lagrangien. Reciproquemenl, les changements de
densite de lagrangien definis par (A.40) ne correspondent pas forcement a
une transformation de jauge. En comparanl (A.40) et (B.36), on voil qu'il
faut pour cela qu'il existe une fonclion F lelle que :

Or, il n'est pas possible, en general, de salisfaire simullanement ces deux
conditions.
(ii) Dans les theories de champs de jauge, I 'invariancc de jauge joue un role
beaucoup plus fondamental. Partant des champs represenlant les particules
materielles, on impose a la theorie d'etre invarianle dans un changement
local de la phase des champs. Pour realiser cetle invariance, il apparail alors
qu'il faut introduire un champ vecloriel (le champ electromagnelique) couple
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au champ de particules d'une facon telle que les changements dc phase du
champ de matiere se traduisent dans le Iagrangien par des changements de
jauge du champ vectoriel (voir exercice 9). On introduit ainsi un lien fonda-
mental entre changement de phase du champ de matiere el changemenl de
jauge du champ electromagnetique.

c) REDONDANCE DES VARIABLES DYNAMIQUES

Dans la description de 1'eleclrodynamique par le Iagrangien standard,
le champ est decrit, en chaque point r, par les potentiels A et U et les
vitesses correspondantes (B.I). En d'autres termes, les variables dyna-
miques pour le champ sont au nombre de hull en lout point de 1'espace.
Or, 1'approche de 1'electrodynamique du chapitre 1, reposant sur les
equations de Max well-Lorentz, introduit six degres de liberte pour le
champ en chaque point (les trois composantes des champs electrique et
magnetique E(r) et B(r)). En outre, 1'ecriture des equations de Maxwell
dans 1'espace reciproque permet de montrer que les composantes longi-
tudinales ^(k) et 38\\(k) sont fixees par des equations algebriques (equa-
tions (B.S.a) et (B.5.b) du chap. I), 1'evolution des quutre autres varia-
bles dynamiques (les champs electrique et magnetique transverses) etant
decrite par des equations difierentielles du premier ordre en temps (equa-
tions (B. 49. a) et(B.49.b) duchap. I). II est done evident qu'en decrivant
le champ electromagnetique par les potentiels s# et ^, on introduit des
degres de liberte surabondants. Des relations de contraintes doivent done
exister entre les variables dynamiques du champ.

Examinons maintenant comment apparaissent ces contraintes. L'ana-
lyse de la densite de Iagrangien 5? ecrite en (B. 11) montre que "U n'appa-
rait pas dans cette densite de Iagrangien. Cela entraine, d'une part, que
le moment conjugue associe a la variable °U esl identiquement nul el que,
d'autre part, 1'equation de Lagrange (B.20) associee a °tt relie °U aux
autres variables dynamiques par une equation algebrique. Ce lype de
probleme a deja ete envisage au paragraphe A. 1 .c. Lorsque la vilesse
associee a une coordonnee generalisee n'apparail pas dans le Iagrangien,
il est possible d'eliminer cette coordonnee, en rexprimant en fonclion
des aulres variables dynamiques, et d'obtenir ainsi un Iagrangien reduit.
Une telle demarche nous permet ici d'eliminer le potenliel scalaire °U
et d'obtenir un Iagrangien ou ne figurenl que les Irois composanles du
potentiel vecteur $4 et leurs derivees temporelles. On peut reduire davan-
tage le nombre de degres de liberte du champ eleclromagnelique en fai-
sanl un choix de jauge. II ressort en eflet des formules (B.S.a) et (B.26)
du chapilre I qu'un choix de jauge revienl a delerminer la cornposanle
longitudinale du potentiel vecteur, jtf\\, qui peut done elre arbilrairemenl
fixee. On aboutit ainsi a une situation physiquement satisfaisanle, ou
le champ possede en chaque poinl quatre variables dynamiques indepen-
danles, qui correspondenl aux deux composantes transverses orthogo-
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nales du potentiel vecteur j^E(k) et stft.(\C) et a leurs derivees temporelles
s/M et <,(k).

Remarques

(i) cG/£(k) est considere dans un demi-espace reciproque et verifie

ou £ est 1'un des deux vecteurs unitaires (reels) transverses. Dans 1'autre demi-
espace, nous defmissons

ou £ est le meme vecteur pour k et — k.

(ii) Comme les champs dans 1'espace reciproque sont complexes, on pour-
rait croire que la composante jtfc(k), par exemple, correspond a deux degres
de liberte reels (parties reelle et imaginaire). En fail, comme

il n'y a, pour 1'ensemble des points k et — k, que deux degres de liberte
reels, soil en tout un en chaque point.

La demarche exposee ci-dessus, consistant a aboutir a un lagrangien
reduit ou le champ n'est plus decrit que par quatre variables dynamiques,
detruit la symetrie manifeste presente dans le lagrangien standard entre
les quatre composantes du quadripotentiel. On peut done se demander
s'il ne serait pas possible de passer au stade de la quantification avec le
lagrangien standard, quitte a introduire ensuite les relations de con-
trainte entre variables dynamiques. Une telle demarche est en fait impos-
sible parce que le moment conjugue U^ associe a <% est identiquement
nul d'apres (B.I9). II est alors exclu d'imposer aux operateurs associes
a fy et 71 y la relation de commutation canonique (A.61 .b). La conser-
vation de la symetrie entre les quatre composantes du quadripotentiel
n'est done possible que moyennant 1'utilisation d'un autre lagrangien
(voir chap. V).

La demarche naturelle pour proceder a la quantification a partir du
lagrangien standard consiste done a eliminer ̂  pour avoir un lagrangien
reduit, puis a choisir une jauge en fixant s/^. Le choix le plus simple
possible est evidemment s/^ = 0, ce qui correspond a la jauge de Cou-
lomb (voir chap. I, § A.3). Nous sommes done conduits naturellement
a etudier l'electrodynamique en jauge de Coulomb. D'autres choix de
jauge, correspondant a d'autres valeurs de sf\\, peuvent, bien sur, etre
consideres (des exemples en sont donnes au chap. IV).
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C — ELECTRODYNAMIQUE EN JAUGE DE COULOMB

Dans cette derniere partie C, nous montrons comment eliminer les
variables dynamiques redondantes du lagrangien standard (§ 1), ce qui
nous conduit au lagrangien en jauge de Coulomb dont nous etudions
les proprietes (§ 2). Nous procedons ensuite au passage au formalisme
hamiltonien (§ 3) et a la quantification canonique de la theorie (§ 4). Nous
degageons enfm les caracteristiques importantes de la theorie ainsi
obtenue (§ 5).

1. Elimination des variables dynamiques redondantes du lagrangien
standard

a) ELIMINATION DU POTENTIEL SCALAIRE

Suivant la demarche exposee au paragraphe B.3.c, nous utilisons
1'equation de Lagrange relative a °U pour exprimer le potentiel scalaire
en fonction des autres variables dynamiques du systeme et obtenir ainsi
un lagrangien dependant d'un nombre plus petit de degres de liberte.

L'equation de Lagrange (B.20) permet en effet d'ecrire :

ou

En remplagant ^ par 1'expression (C.I) dans le lagrangien standard
(B.ll), nous obtenons un lagrangien dependant d'un nombre reduit de
variables dynamiques (les composantes du potentiel vecteur et les vitess£s
associees) que nous notons encore L :

De la meme facon, on elimine W. des expressions de toutes les grandeurs
physiques qui en dependaient. Ainsi, le champ electrique dans 1'espace
reciproque (B. 10.a) s'exprime maintenant comme :

II depend a la fois des variables du champ (s&'_,_) et des positions des par-
ticules (qui figurent dans p).
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En revenant au lagrangien (C. 3) et en groupant les termes, nous obte-
nons :

b) CHOIX DE LA COMPOSANTE LONGITUDINALE DU POTENTIEL VECTEUR

La composante longitudinale ,c/|( de .c/ n'apparait que dans la densite
JSf II figurant dans le dernier terme de (C. 5)

L'equation de Lagrange pour j/|(, deduite de (C.6), s'ecril

et n'est autre que 1'equation bien connue de conservation de la charge
(dans 1'espace reciproque). Nous constatons ainsi qu'il n'y a pas d'equa-
tion du mouvement pour s/\\, ce qui entraine que .rf^ peul prendre n'im-
porte quelle valeur.

Ce dernier point apparait encore plus clairement si 1'equation de
conservation de la charge (C.7) est utilisee pour exprirnery'n en fonction
de p. On trouve alors que (C.6) s'ecrit :

ce qui donne pour le lagrangien (C.5)

Comme deux lagrangiens qui ne different que d'une derivee lotale par
rapport au temps d'une fonction des coordonnees sont equivalents, il
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apparait que 1'evolution du systeme ne depend pas de la valeur de .rf\\
qui intervient exclusivement dans une telle derivee totale. <rf\\ n'est done
pas une vraie variable dynamique puisque sa valeur peut etre arbilraire-
ment choisie sans que la dynamique du systeme ne soil changee.

Remarque

La possibilite de choisir arbitrairement sf\\ est evidemment reliee a 1'inva-
riance de jauge. En efiet, dans un changement de jauge, .rf^ ne change pas
et .s/ii devient (voir (B.8), chap. I) :

Dans un changement de jauge, seul est done modifie le dernier tcrme du
lagrangien (C.9) qui est une derivee totale par rapport au temps.

On peut imaginer divers choix possibles pour la composante longitu-
dinale du potentiel vecteur. Le choix le plus simple est evidemment :

ce qui revient a imposer a V • A d'etre nul dans tout 1'espace reel et done
a choisir la jauge de Coulomb.

A partir de maintenant, et sauf mention contraire, nous travaille-
rons en jauge de Coulomb ou le potentiel vecteur est puremenl
transverse :

Pour simplifier les notations, nous omettrons desormais 1'indice J_.

2. Le lagrangien en jauge de Coulomb

Le lagrangien, dans 1'espace reciproque, en jauge de Coulomb se
deduit de(C.9) :

Les variables dynamiques des particules, ra et ra, apparaissent, non seu-
lement dans le terme £ ma i"a/2» mais aussi dans la densite de charge p

a
et le courant/'. Le second terme de (C.I3.a) peut etre transforme en
une integrale sur tout 1'espace grace a la condition de realite
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On retrouve alors exactement 1'integrale (B. 32) du chapitre I, qui n'est
autre que 1'energie de Coulomb du systeme de charges :

ecoui etant 1'energie du champ de Coulomb de la particule a definie par
1'expression (B.36) du chapitre I.

Le lagrangien propre du champ et le lagrangien d'interaction peuvent
etre egalement ecrits en fonction des champs dans 1'espace reel. Apres
transformation des integrates sur un demi-espace reciproque en integrate
sur un espace entier et application de I'egalite de Parseval-Plancherel,
nous obtenons :

II faut bien prendre garde cependant au fait qu'en chaque point r de
1'espace, le potentiel vecteur A n'a que deux degres de liberte. La relation
de contrainte qui etait d'un maniement simple dans 1'espace reciproque
(voir (C. 11)), devient d'un emploi plus delicat dans 1'espace reel puisqu'il
faut imposer :

En consequence, nous utiliserons le plus souvent la densite de lagrangien
dans 1'espace reciproque. Ainsi, dans 1'exercice 4, les equations de Lagrange
sont derivees directement du lagrangien (C. 13).

Remarque

Toutes les transformations qui ont permis de passer du lagrangien standard
(B.2) aux lagrangiens (C. 13) ou (C. 15) en jauge de Coulomb n'ont jamais
concerne le lagrangien des particules ]T ma r^/2. La meme demarche aurait

done pu etre menee avec le lagrangien relativiste (B.33). 11 s'ensuit que le
lagrangien suivant :

ou Z£c a la meme expression qu'en (C. 13.b), est relaliviste aussi bien pour
les particules que pour le champ. En revanche, un tel lagrangien n'est pas
manifestement covariant; cela est lie au choix de jauge (C. 16) qui n'est pas
invariant par transformation de Lorentz.



II. C. 3 Electrodynamique en jauge de Coulomb 117

3. Formalisme hamiltonien

a) MOMENTS CONJUGUES ASSOCIES AUX PARTICULES

Pour trouver le moment conjugue associe a la variable ra, nous utili-
sons 1'expression (C.I5) du lagrangien ou le courant j est remplace par
son expression en fonction de ra et fa

Les seuls termes dependant de la vitesse des particules dans le lagrangien
sont :

II s'ensuit que le moment conjugue associe a la variable discrete (ra),.
est egal a :

Le moment conjugue associe a ra est different de la quantite de mouve-
ment ma fa. Nous aurons 1'occasion de revenir sur ce point.

Remarque

Nous pouvons egalement calculer le moment conjugue a partir du lagran-
gien relativiste (C.I7). Nous obtenons ainsi

qui correspond bien a (C. 19) a la limite vjc <£ 1.

b) MOMENTS CONJUGUES ASSOCIES AUX VARIABLES DU CHAMP

Pour calculer les moments conjugues associes aux variables du champ,
nous utilisons le lagrangien (C. 13). En chaque point k, le champ a
deux coordonnees generalisees independantes stft et s$z.. La definition
(A.53) du moment conjugue dans 1'espace reciproque, conduit a :

Le vecteur complexe U dont les deux composantes sont 7C£ et 7T£, :
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est le moment conjugue associe ajtfet peut done elre ecrit d'apres (C.21) :

Remarques

(i) En toute rigueur, nous n'avons calcule 7T(k) que dans un demi-espace,
celui sur lequel portent les integrates sur k de (C.I3.a) . On peut definir
7T(k) pour tout k en elendant 1'egalite (C.23) dans tout 1'espace. La realile
de A entraine alors que

soit encore, en derivant (B.40) par rapport au temps el en ulilisant (C.23)

(ii) Le moment conjugue dans 1'espace reel s'obtienl par transformation de
Fourier de (C.23) defini dans tout 1'espace (voir (A.58)). On obtienl ainsi :

Notons qu'un tel resultat aurait pu etre obtenu directement en derivant la
densite de lagrangien (C . lS .b ) par rapport a A. Une telle demarche n'esl
cependant pas correcte en toute rigueur puisque les trois composantes de
A sont liees par la relation de contrainte (C. 16) el ne peuvent done elre
variees independammenl.

c) HAMILTONIEN EN JAUGE DE COULOMB

La demarche des paragraphes k.l.d et A.2.y appliquee au lagran-
gien (C. 13) conduit a I'hamiltonien suivant :

Utilisant les relations (C. 19) et (C.23) pour eliminer les vitesses au profit
des impulsions, nous trouvons alors :

II est egalement possible d'exprimer I'hamiltonien en fonction des champs
dans 1'espace reel :
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Compte tenu de (C.I9) et (C.26), 1'hamiltonien en jauge de Coulomb
apparait bien comme la somme de 1'energie cinetique des particules, de
leur energie de Coulomb et de 1'energie des champs transverses.

Remarque

En utilisant (C.27) et 1'expression relativisle (C.20) du moment conjugue
pa, nous trouvons 1'hamiltonien :

dont la limite non relativiste est (C.29).

d) LES GRANDEURS PHYSIQUES

Dans ce paragraphs, diverses grandeurs physiques relatives aux par-
ticules et au champ sont exprimees en fonction des variables et de leurs
moments conjugues.

La vitesse des particules se deduit d'abord facilement de (C. 19) :

En exprimant «o/ en fonction du moment conjugue 7t dans la for-
mule (C. 4), nous trouvons :

Cette meme expression devient, par transformation de Fourier, dans
1'espace reel :
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Pour le champ magnetique, les formules ne dependent pas du moment
conjugue et il suffit de reproduire (B. lO.b) et (B.3.b)

On peut enfm exprimer la quantite de mouvement P et le moment
cinetique J du systeme global particules + rayonnement (qui sont defi-
nis au chap. I par les formules (A.8) et (A.9)) en fonction des variables
et de leurs moments conjugues. On trouve

Notons d'ailleurs que les expressions (C.28), (C.29), (C.35) et (C.36)
obtenues plus haut pour H, P, J peuvent etre deduites directement des
proprietes de symetrie du lagrangien en jauge de Coulomb (voir com-
plement Bn).

4. Quantification canonique en jauge de Coulomb

a) RELATIONS DE COMMUTATION FONDAMENTALES

Les principes generaux de la quantification canonique ont etc rappeles
respectivement dans les paragraphes A. 1 .y et A .2 .<y pour les cas d'un
nombre discret et continu de degres de liberte. II suffit done d'appliquer
ces resultats au cas particulier des variables et moments conjugues intro-
duits au paragraphe precedent.

Dans le cas des particules, la relation de quantification fondamentale
fait intervenir les operateurs associes a (rj^ et (p^- :

En ce qui concerne le champ electromagnetique, nous avons montre
qu'en tout point k d'un demi-espace reciproque, il y a deux variables
dynamiques complexes independantes, X-(k) et -rf,..(k), auxquelles sont
associes deux moments conjugues 7C£(k) et nc.(k). Les relations de
commutation entre les operateurs associes a ces variables se deduisent
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de (A. 61) et s'ecrivent :

les autres commutateurs etant nuls.

Remarque

Dans les expressions (C.38), k et k' appartiennent a un meme demi-espace.
II est possible de generalise! (C.38) dans tout 1'espace reciproque, en utili-
sant les relations entre operateurs

qui decoulent des relations (B.40) et (C.25) entre grandeurs classiques. Les
relations (C. 38) deviennent alors

les autres commutateurs restant toujours nuls.
Pour demontrer (C.40.a), il suffit de noter que si k et k' sont dans un

meme demi-espace reciproque, k + k' ne peut jamais etre nul, de sorte que
(C. 40. a) se reduit a (C. 38. a). Par centre, si k et k' ne sont pas dans le meme
demi-espace, il suffit, compte tenu de (C.39.b), de remplacer TT^k') par
Tli(— k') et d'utiliser (C.38.b) (ce qui est possible puisque k el — k' sont
alors dans le meme demi-espace) pour demontrer (C.40.a). Une meme
demarche peut etre suivie pour demontrer (C. 40. b).

b) IMPORTANCE DE LA TRANSVERSALITE DANS LE CAS DU CHAMP ELECTRO-
MAGNETIQUE

Les relations de commutation (C. 38) et (C. 40) apparaissent comme la
consequence naturelle de la demarche poursuivie pour aboutir a la quan-
tification, II faut insister sur le fait qu'une des etapes les plus importantes
dans cette demarche a etc de degager les variables dynamiques du champ
reellement independantes. En particulier, le fait que le potentiel vecteur
soit transverse (de divergence nulle dans 1'espace reel) entraine que les
trois composantes /^(r) (/ = x, y, z) ne sont pas independantes. Cette
contrainte se manifeste au niveau de la relation de commutation entre
A^r) et /7,.(r'). Nous allons voir, en effet, que :

On ne peut pas appliquer brutalement les relations de commutation
(A.47) tant que les variables dynamiques du champ independantes n'ont
pas etc clairement cernees.
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Pour trouver quel est le commutateur entre /4,(r) et /7y(r), nous partons
du commutateur entre quantites correspondantes dans 1'espace recipro-
que. La composante cartesienne ^(k), en fonction des composantes
transverses, est egale a :

avec

La composante cartesienne TTj(k') est definie par des relations analogues
a (C.42). En utilisant le commutateur (C.40.b), on trouve :

Puisque { £, £', K } forment une base de 1'espace, Texpression (C.43) peut
etre remplacee par :

Nous avons vu plus haut que la relation (C.40.b) est vraie pour toute
valeur de k et de k'. II en est done de meme pour (C.44). En multipliant
les deux membres de (C.44) par e~ lk- r elk 'r/(2 rc)3, et en integrant deux
fois sur tout 1'espace reciproque, on obtient, par transformation
de Fourier, dans le membre de gauche [X,(r), /T,*(/•')] et dans le
membre de droite la fonction d^(r — r') introduite au chapitre I (voir
formules (B.17) du chap. I et le complement A,). En utilisant finale-
ment le fait que /7j(r) est hermitique, nous trouvons :

c) OPERATEURS DE CREATION ET D'ANNIHILATION

Nous avons introduit au chapitre 1 des variables normales classiques
a(k) qui sont des combinaisons lineaires de ,s/(k) et de ̂ (k) (voir equa-
tion (C.30) du chap. I). En utilisant la relation (C.32.C), nous pouvons
exprimer <^x(k) en fonction du moment conjugue 7T(k) et aboutir ainsi
a 1'expression suivante de a£(k) = c • a(k)

Comme nous Favons deja indique dans le chapitre 1,1'interet des variables
normales est qu'elles evoluent independamment les unes des autres en
1'absence de sources. De plus, il n'y a pas de relations entre <x(— k) et
a*(k), analogues aux relations de contrainte (B.V.a) et (C.24) liees a la
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realite de A etll, de sorte que les variables normales a et a* en chaque
point k sont independantes des variables normales au point — k.

Apres quantification, «s/E(k) et 7T£(k) deviennent des operateurs. La
meme combinaison lineaire de ces operateurs (celle ecrite en (C.46)) per-
met de definir des operateurs aE(k) qui sont les correspondants quantiques
des variables normales a £(k) (les operateurs a£

+ e'tant associes a af)

Pour trouver les relations de commutation des operateurs af(k) et a*(k),
il suffit d'utiliser leur definition (C.47) et les relations de commutation
(C. 40) (qui sont valables quels que soient k et k'). Un tel calcul donne

Ces relations sont identiques aux relations (D.4) postulees au chapitre I
(au remplacement pres des indices discrets par des indices continus).
Elles montrent que les operateurs a£(k) et a£

+(k) sont des operateurs
d'annihilation et de creation de 1'oscillateur harmonique associe au
mode kc. Nous verrons dans le chapitre HI que a£(k) ou ac

+(k) detruisent
ou creent un photon ke.

Finalement, il est possible de reexprimer toutes les observables du
systeme en fonction des operateurs a et a+ et de verifier que Ton obtient
ainsi les memes expressions que celles donnees dans le chapitre I (§ C. 4).

5. Conclusion : quelques caracteristiques importantes de I'electrodynami-
que en jauge de Coulomb

Pour conclure ce paragraphic C consacre a 1'electrodynamique en jauge
de Coulomb, nous degageons maintenant quelques caracteristiques im-
portantes de la theorie qui vient d'etre elaboree.

0) LES VARIABLES DYNAMIQUES SONT INDEPENDANTES

Un des grands avantages de la theorie developpee precedemment est
que Ton a elimine les variables redondantes du champ pour arriver, sans
difficulte, a une situation ou le nombre de variables dynamiques du champ
est egal au nombre minimum necessaire pour decrire la dynamique du
champ. II en est resulte la possibilite de quantifier le champ avec une
grande economic de formalisme.
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b) LE CHAMP ELECTRIQUE EST SEPARE EN CHAMP DE COULOMB ET CHAMP

TRANSVERSE

Les formules (C.4) et (C.33) montrent clairement que le champ elec-
trique apparaft comme la somme de deux termes : Pun, dependant des
coordonnees des particules, est le champ de Coulomb, 1'autre est le champ
transverse. De facon identique, dans les autres grandeurs physiques,
1'hamiltonien en particulier, les termes d'origine coulombienne sont
separes des termes lies au champ transverse. Cette separation semble
poser, au premier abord, un probleme. En efFet, 1'interaction coulom-
bienne est instantanee puisqu'elle depend de la position des particules a
et ft a 1'instant t. II est clair cependant que 1'interaction reelle entre les
particules a et /? s'effectue avec un retard lie a la propagation du champ
a la vitesse c. En fait, le caractere retarde des interactions eleclromagne-
tiques resulte d'une compensation exacte entre les deux parties instan-
tanees venant du champ coulombien et du champ transverse. Nous avons
deja discute ce point au chapitre I (voir § B. 6, et exercice 3). Globalement,
le caractere retarde des interactions est conserve, mais il n'est pas mani-
feste.

En revanche, cette separation a Fimmense avantage pour la physique
atomique et moleculaire de degager d'emblee 1'interaction coulombienne.
Pour des particules animees de faibles vitesses (v/c <£ 1), ce terme est une
excellente approximation de 1'interaction entre particules et permet, en
particulier, d'aborder simplement 1'etude des etats lies. Les termes cor-
respondant au champ transverse apparaissent alors comme des correc-
tions (en general d'ordre v2/c2 par rapport a 1'interaction coulombienne),
et decrivant des effets de retard ou magnetiques. Cette separation est done
un avantage decisif pour la physique des basses energies.

C) LE FORMALISME N'EST PAS MANIFESTEMENT COVARIANT

Dans un formalisme manifestement covariant, les trois composantes
du potentiel vecteur et le potentiel scalaire forment un quadrivecteur. En
eliminant U du lagrangien et en choisissant A y =0, nous avons delibe-
rement abandonne un tel point de vue. Neanmoins, il faut bien garder a
1'esprit que perdre la covariance manifeste, n'est pas perdre 1'invariance
relativiste. Les predictions sur le champ electromagnetique sont en accord
avec la theorie de la relativite meme dans le cadre de la jauge de Coulomb.

II y a cependant des situations ou il est necessaire de ne manier que
des expressions manifestement covariantes (par exemple pour eliminer
sans ambiguite des expressions infmies dans les problemes de renorma-
lisation). Dans ces conditions, U doit etre conserve. Cependant, comme
le moment conjugue de U est nul dans le lagrangien standard, il faut
pour conserver la symetrie entre U et A modifier le lagrangien standard
(voir chap. V). La quantification du rayonnement est alors eflectuee
dans un espace ou le champ a plus de degres de liberte qu'il n'en faut
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physiquement. Ceci conduit a imposer des relations de contrainte sur les
etats possibles du champ dans cet espace trop grand. En outre, si Ton
veut trailer correctement les particules, il faut les considerer comme des
excitations d'un champ de matiere relativiste (champ de Dirac, champ
de Klein-Gordon...).

En definitive, pour les problemes de la physique des basses energies
que nous traitons dans cet ouvrage, une telle approche entrainerait beau-
coup de complications formelles sans aider reellement a la comprehension
des processus physiques.

d) L'INTERACTION DES PARTICULES AVEC LES MODES RELATIVISTES N'EST

PAS CORRECTEMENT DECRITE

Dans le lagrangien en jauge de Coulomb (C. 13), les particules peuvent
interagir avec des modes de frequence arbitrairement elevee. De facon
analogue, 1'interaction coulombienne (C. 14) est supposee exacte a des
distances arbitrairement petites. Or, il est bien connu que dans une theorie
quantique relativiste, 1'interaction avec les modes de frequence v telle
que hv > me2 entraine un certain nombre d'effets (creation de paires
electron-positron, polarisation du vide, recul relativiste) qui ne sont
absolument pas inclus dans la theorie developpee dans ce chapitre. Ces
memes effets (polarisation du vide) font que 1'interaction coulombienne
est modifiee pour des distances petites devant H/mc.

Pour resumer la situation, 1'interaction resonnante avec des modes du
champ de frequence optique ou hertzienne (hv <£ me2) est correctement
decrite dans le formalisme de ce chapitre. En ce qui concerne les processus
d'emission et d'absorption virtuelles de photons par un atome isole, seule
est correctement evaluee la contribution des modes de basse frequence.
Par centre, le lagrangien (C. 13) ne peut rendre compte de maniere satis-
faisante des effets lies aux interactions avec les modes de frequence elevee.

Remarque

Plutot que de conserver dans (C. 13) les termes d'interaction avec les modes
haute frequence, qui conduiraient a des resultats errones, il est possible de
les decoupler des particules en faisant une « coupure » qui annule ces termes
d'interaction. Nous renon?ons ainsi a inclure dans la theorie tout couplage
avec ces modes de frequence elevee. Pour effectuer la coupure de 1'interaction
avec les modes de frequence elevee, nous multiplions le courant / et la densite
de charge p du lagrangien standard (B. 11) par une fonction g(k) dont 1'allure
est donnee sur la figure 2.
Par suite de 1'introduction de la fonction g(k), les integrates du lagrangien
d'interaction sont limitees a des valeurs de k inferieures a kc ou kc est de
1'ordre de mc/fi. Les particules ne peuvent done plus interagir avec les modes
relativistes. II est egalement possible de visualiser reflet de cette coupure
dans 1'espace reel : la transformee de Fourier de p(k) y(k), par exemple,
apparait comme une fonction dont les contours sont dilues sur une distance
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Figure 2. Fonction de coupure 0(/c) inlroduitc dans Ic lagrangicn standard
pour eliminer 1'interaction avec les modes de haute frequence.

de 1'ordre de \/kc. Une particule ponctuelle apparait ainsi, apres cette cou-
pure, avec une charge repartie sur des dimensions de 1'ordre de l/lcc. Cela
ne correspond pas a la realite physique, mais est seulement un moyen pour
ne pas envisager de fagon inexacte les eflels se produisant a des distances
petites devant ]/kc.

Etudions maintenant comment esl modifie le developpement menant du
lagrangien standard au lagrangien en jauge de Coulomb apres introduction
de la coupure. Pour eliminer <^, il faut ecrire 1'equation de Lagrange relative
a cette variable. Partant du lagrangien suivant deduit de (B. 11)

Nous en deduisons :

expression qui differe de (B.20) par le facteur y(k). En eliminanl ̂  et en se
placant en jauge de Coulomb, on obtienl finalement :

Nous trouvons ainsi que, dans le terme d'interaction avec le champ trans-
verse (dernier terme de (C.51)), la fonction de coupure y(k) decouple les
particules des modes transverses de frequence elevee. La fonction g(k) appa-
rait egalement dans le terme d'interaction coulombienne (deuxieme terme
de (C.51)) qui peut s'ecfire
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ou 0(x) est une fonction qui tend vers zero quand x tend vers I'infini. Les
resultats obtenus en (C.52) sont conformes a I'image que nous donnions
de Feffet de la coupure dans 1'espace reel. Pour des distances grandes devant
l/kc = n/mc, 1'interaction entre particules chargees est Finteraction cou-
lombienne avec une excellente precision. Ceci justifie pleinement Tutilisation
de 1'interaction coulombienne dans le traitement d'un systeme comme
1'atome d'hydrogene ou le rayon de Bohr est grand devant la longueur d'onde
de Compton. La contribution des modes basse frequence a la self-energie
coulombienne est donnee par (C. 52. b). Son ordre de grandeur est 1'energie
coulombienne d'une sphere de charge qa et de rayon n/mc.

REFERENCES GENERALES ET CONSEILS DE LECTURE

— Pour la description lagrangienne des systemes a un nombre fini de
degres de liberte, voir Landau et Lifchitz (tome I), Goldstein.

— Pour la description lagrangienne des systemes continus et la quanti-
fication canonique d'un champ, voir Goldstein (chap. XI), Schiff
(chap. XIII), Messiah (chap. XXI, § I), Roman (chap. I).

— Pour la description lagrangienne du champ electromagnetique, voir
Sommerfeld (§ 32), Landau et Lifchitz (tome II, chap. 4), Schiff (chap.
XIV), Power (chap. 6),Kroll, Healy (chap. 3).

— Les ouvrages de niveau plus avance, traitant des champs relativistes
et utilisant des lagrangiens covariants, sont cites dans le chapitre V.
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COMPLEMENT A,,

DERIVEE FONCTIONNELLE.
INTRODUCTION SIMPLE ET QUELQUES APPLICATIONS

La notion de derivee fonctionnelle generalise celle de derivee partielle
pour les fonctions dependant d'une infinite continue de variables (§§ 1 et 2).
Get outil se revele tres utile toutes les fois qu'une loi physique peut se
deduire d'un principe variationnel. Par exemple, le principe de moindre
action se traduit mathematiquement par la nullite des derivees fonction-
nelles de 1'action. Le calcul explicite de ces derivees fonctionnelles redonne
alors les equations de Lagrange (§ 3). Un autre interet de la derivee fonc-
tionnelle est qu'elle permet d'ecrire les equations du mouvement d'un sys-
teme continu (comme un champ) sous une forme analogue a celle d'un
systeme discret, aussi bien dans le formalisme lagrangien (§ 4) qu'hamil-
tonien (§ 5).

1. Passage d'un systeme discret a un systeme continu. Limite des derivees
partielles

Considerons une chaine de N points materiels de masse m, situes a une
distance a les uns des autres le long de Ox, et se deplagant parallelement
a une meme direction Oy. Soit vn la vitesse de la /z-ieme particule. Son
energie tinetique vaut :

et 1'energie cinetique totale est egale a :

Ec apparait done comme une fonction des N variables reelles vn (les vitesses
de chaque particule). Calculons alors la differentielle de Ec. Nous pouvons
exprimer celle-ci sous diverses formes :

Etudions maintenant ce qui se passe quand le nombre de particules
croit, mais que leur masse et leur distance decroissent, de maniere a ce que
la masse par unite de longueur \n = m/a et la longueur / = Na restent
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constantes. Schematiquement, on passe de la chaine a un fil en mouvement
dans la direction Oy. Lors du passage a la limite continue, les formules (2)
et (1) deviennent respectivement:

L'indice discret n a etc remplace par un indice continu x caracterisant
la position de 1'element de longueur considere. L'energie cinetique Tn est
remplacee par la densite d'energie cinetique T(x) et 1'energie cinetique
totale devient fonction d'un ensemble continu de variables { v(x)}.

Etudions ce que devient la formule (3) donnant la differentielle de Ec a la
limite continue. Aux variations independantes dvn des N vitesses (Fig. la)
se substitue maintenant une fonction dv(x) decrivant des petites variations
de v qui peuvent prendre des valeurs arbitrages en des points x differents
(Fig. Ib).

Figure la Figure Ib

La generalisation de (3) est alors :

La notation &EJdv(x) correspond a la derivee fonctionnelle de Ec par
rapport a v(x). Cette derivee fonctionnelle decrit comment Ec varie lorsque
v varie de dv(x) dans 1'intervalle [x, x + djc]. Plus precisement, ffEc/&v(x)
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est le coefficient de proportionnalite entre I'accroissement <5£c et la cause,
6v(x) dx, de cet accroissement. Une telle derivee fonclionnelle qui genera-
lise 1'ensemble des derivees partielles dEJOvn quand n devient infiniment
grand, est done une fonction de x, qui vaut en 1'occurrence jj.v(x). Notons
enfin, que, dans (6), dT(x)/dv(x) est une derivee au sens habituel puisque,
d'apres (5), la densite d'energie cinetique T(x) apparait comme une fonc-
tion de la variable reelle v(x).

2. Notion de derivee fonctionnelle

Les notions precedentes peuvent etre generalisees de maniere elemen-
taire. Considerons une application qui associe un nombre_0(w) reel a toute
fonction u(x) de la variable reelle x. L'application 0 est appelee « fonction-
nelle ». Celle-ci est differentiate si, pour toute variation infinitesimale
du(x) de M(X), la variation correspondante d<j> de 0 peut s'exprimer comme
une fonctionnelle lineaire de du(x) sous la forme :

Si Ton suppose que les variations 5u(x) en des points diflerents peuvent
etre choisies independamment, la derivee fonctionnelle de 0 par rapport
a u(x) est :

Intuitivement, 8ty/dii(x) est le coefficient de proportionnalite entre
1'accroissement 6$ et la variation du(x) dx qui lui donne naissance.

Remarque s
(i) La definition de la derivee fonctionnelle par la relation (8) suppose que
1'espace des fonctions u(x) est suflisammenl vaste pour qu'on puisse varier
independamment u(x) en des points diflerenls. Une exigence analogue existe
pour la definition des derivees partielles d'une fonction de plusieurs variables
0(.Xj, x2,.... XN) : les variations dx,, djc2,..., dxN doivent etre independantes.

(ii) Les notions precedentes peuvenl etre generalisees aisemenl a des fonc-
tions M de plusieurs variables reelles A-, y, z et au cas oil it est un vecteur de R"
ou C". Dans ce dernier cas, D(x) est un vecteur de meme dimension.

3. Derivee fonctionnelle de Faction et equations de Lagrange

La notion de derivee fonctionnelle esl particulieremenl ulile toutes les
fois qu'une loi physique est decrite par un principe variationnel, en par-
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ticulier, dans le cadre de la formulation lagrangienne de la mecanique,
puisque les trajectoires reelles y apparaissent alors comme des extrema
de 1'action :

(Nous adoptons les memes notations que dans le § A.I). La fonction-
nelle S depend ici de N fonctions independantes xj(t). En effet, la
donnee de la trajectoire Xj(t\ t variant de tl a t2, impose automatiquement
la donnee de la vitesse xj(t) sur ce meme domaine de variation de t. Le
principe de moindre action exprime que raccroissement 6S de S, qui,
d'apres le paragraphe 2 precedent, peut s'ecrire :

doit etre nul pour n'importe quelle variation dXj(t) autour de la trajectoire
reelle. II entrainedonc 1'equation :

Montrons que cette equation n'est autre que 1'equation de Lagrange
relative a xr Reexprimons pour cela dS en fonction de L. En utilisant (9),
nous trouvons :

Les variations dxj et dXj = d(6Xj)/dt ne sont pas independantes dans (12).
Pour reeexprimer les dXj en fonction des dXj, integrons le second terme
du crochet par parties. II vient:

Dans le cadre du principe de moindre action, les extremites de la trajec-
toire sont supposees fixes. II s'ensuit que Ton doit se restreindre a des
variations telles que 5x£t^) = <5x//2) = 0. Le second terme de (13) dis-
parait done. La comparaison avec (10) et (11) donne alors :

La condition (11) sur la derivee fonctionnelle de 1'action redonne ainsi
les equations de Lagrange de la mecanique.
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4. Derivee fonctionnelle du lagrangien d'un systeme continu

Dans le cas d'un systeme dynamique dependant d'un nombre continu
de degres de liberte, le lagrangien apparait lui-meme comme une fonction-
nelle. Plus precisement, avec les notations du § A.2, L apparait comme
une fonctionnelle de ̂ .(r) et de AJ(r) qui s'ecrit :

Remarquons que, meme si la densite de lagrangien depend des derivees
spatiales d^^celles-ci ne doivent pas etre considerees comme des variables
independantes des A} dans la fonctionnelle L. En effet, la donnee de AJ(T)
entraine automatiquement celle de r^fr). Par centre, a un instant donne,
Aj(r, t) et Aj(r, t) sont des variables independantes. Calculons la differen-
tielle de L :

Pour reexprimer les d(dif^j(r)) en fonction des dAj, integrons par parties
le dernier terme du crochet et utilisons le fait que les AJ(T) correspondent,
en pratique, a des champs qui sont nuls a 1'infini. II vient :

En utilisant les derivees fonctionnelles de L, nous pouvons egalement
ecrire la differentielle de L sous la forme :

L'identification de (17) et (18) entraine alors que

Etablissons mainteriant les equations de Lagrange pour un systeme
continu a partir du principe de moindre action. L'action
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est une fonctionnelle des Aj(r, t). En effet, la donnee de A/r, /) entre tl

et tz entraine automatiquement celle de Afa t) dans le meme intervalle
de temps. Alors que le lagrangien L, defini a chaque instant par (15), est une
fonctionnelle des Aj et AJt 1'action S defmie en(21) est une fonctionnelle des
seuls Aj. Sa differentielle 5S est egale a :

et le principe de moindre action s'exprime par :

Pour calculer ces derivees, faisons apparaitre dans 6S les derivees fonc-
tionnelles du lagrangien :

et reexprimons 6Aj = d(6A^/dt en fonction de 5Aj en integrant le dernier
terme par parties par rapport au temps. En utilisant le fait que le principe
de moindre action s'applique a des variations 6Aj nulles aux instants t\
et t2, nous trouvons :

La differentielle de 1'action etant nulle le long d'un chemin reel, nous en
deduisons les equations de Lagrange

L'utilisation de la derivee fonctionnelle conduit done a des equations
formellement identiques a celles obtenues dans le cas discret (14). Pour
obtenir les equations de Lagrange exprimees a 1'aide de la densite de lagran-
gien (formule (A.39)), il faut bien sur remplacer 8L/ffAj(r) et ffL/dA^r)
par leurs expressions (19) et (20). II est cependant avantageux, dans le
cadre de calculs formels, de conserver les derivees fonctionnelles du lagran-
gien, puisque les equations (et les demonstrations) sont alors calquees
sur celles developpees dans le cas discret. Nous montrons au paragraphe
suivant comment appliquer cette methode pour passer au formalisme
hamiltonien.
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5. Derivee fonctionnelle de I'hamiltonien d'un systeme continu

Dans le cas ou le lagrangien depend d'un nombre discret de variables,
1'impulsion associee a la grandeur xn est la derivee partielle du lagrangien
par rapport a xn (cf. formule (A. 5)). L'extension logique de cette formule
au cas d'un ensemble continu de variables est:

Remarquons que, sur 1'exemple du paragraphe 1, une telle definition con-
duit a une impulsion egale a iw(x\ qui n'est autre que la valeur limite de
1'impulsion par unite de longueur a~1 mvn du systeme discret quand a
tend vers 0. Remarquons egalement que cette definition est identique a
1'expression (A .41) a cause de I'egalite (20).

L'hamiltonien H est introduit par une relation identique a celle du cas
discret :

Cette relation peut ensuite etre transformee (voir formules (A.45.a)
et (A. 45. b)) afin d'introduire une densite d'hamiltonien <#*. II est cepen-
dant plus simple de deduire directement les equations de Hamilton de la
dynamique de la forme (28) de I'hamiltonien. Pour cela, calculons la diffe-
rentielle de H, H etant considere comme une fonction de Aj(r) et de /7/r).
Nous avons d'une part

et d'autre part, en utilisant (28) :

La definition (27) de /I/r) entraine que les termes lineaires en SAj de (30)
disparaissent. Par ailleurs, on peut, en vertu des relations (26) et (27), rem-
placer &L/&Aj(r) par /77(r). En identifiant alors les formes (29) et (30) de la
differentielle 6H, nous trouvons:
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Ces equations peuvent etre reexprimees en utilisant la densite d'hamil-
tonien 3? (tout comme 1'equation de Lagrange (26) pouvait etre reexpri-
mee a 1'aide de la densite de lagrangien grace aux relations (19) et (20)).
En procedant ainsi, on aboutit aux equations (A. 46. a) et (A. 46. b). La
encore, 1'utilisation des derivees fonctionnelles de H permet d'ecrire les
equations de Hamilton-Jacobi d'un systeme continu sous une forme
analogue a celles du cas discret.
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COMPLEMENT Bn

SYMfiTRIES DU LAGRANGIEN EN JAUGE DE COULOMB
ET CONSTANTES DU MOUVEMENT

Dans ce complement, nous montrons qu'il est possible de deduire du
lagrangien en jauge de Coulomb 1'expression de grandeurs physiques
conservatives relatives au systeme particules + champ en interaction.
Pour trouver 1'expression de ces constantes du mouvement, nous calculons
Faction le long d'un chemin reel et nous relions les variations infinitesi-
males de cette action a 1'hamiltonien et a 1'impulsion. Nous utilisons ensuite
1'invariance du lagrangien (et done de 1'action) dans certaines transfor-
mations (invariance par translation dans le temps, par translation dans
Fespace, par rotation dans Fespace) pour trouver des constantes du mou-
vement (energie totale, impulsion totale, moment cinetique total).

1. Variation de Faction entre deux mouvements reels infiniment voisins

Le principe de moindre action exprime que Fintegrale du lagrangien
entre deux instants t1 et t2 est extremale quand x(t) correspond a Fevolu-
tion reelle de la coordonnee generalisee x entre les instants tl et t2, les
valeurs extremes x(t^) et x(tz) etant prealablement fixees. Dans un tel
point de vue, on evalue Faction S sur plusieurs chemins fictifs dans le plan
(x, i) et on recherche celui qui minimise 5. Une autre possibilite est de
considerer tous les chemins reels partant de x(^) = x1 et d'etudier la
variation S' — S de Faction lorsqu'on fait varier Fautre extremite de
(x2, ?2) a (x'2, t2) (Fig. 1). Cest ce point de vue que nous adoptons'ici.

Supposons les deux chemins infiniment voisins et posons :
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Figure 1. Deux mouvements reels du systeme partant tous deux de (xl, /,)
et aboutissant respectivement en (x2, *2) et en (x'2, t'2). S' — S est la variation
d'action d'un chemin a 1'autre.

A des tennes du second ordre pres, la derniere integrate de (2) s'ecrit :

La premiere integrale de (2) peut etre transformee grace a la formule (13)
du complement A,,, de sorte que :

Comme le mouvement x(0 est reel, les equations de Lagrange sont satis-
faites et le premier terme de (5) est identiquement nul, de sorte que dS
s'exprime simplement sous la forme :

Nous avons utilise la definition (A. 5) de 1'impulsion et le fait que
dx(ti) = 0. Relions enfin 6x(t2) a dx2. Compte tenu de (3. d) et (3. c)
nous avons :

Finalement, en regroupant (6) et (7), nous obtenons :
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ou H est 1'hamiltonien.
Plus generalement, si Ton varie non seulement x2 et t2 mais aussi Xj

et t± et s'il existe plusieurs coordonnees generalisees Xj, dS s'ecrit:

Nous aliens montrer maintenant sur un cas simple comment la formule
precedente peut etre appliquee pour trouver des lois de conservation.

2. Constantes du mouvement dans un cas simple

Nous considerons dans ce paragraphe un ensemble de particules en
interaction ayant pour lagrangien :

Un tel lagrangien est manifestement invariant dans la transformation
t -»• t + e (translation de e dans 1'espace des temps). L'action ne change
pas si les instants ^ et t2 sont deplaces de la meme quantite e, les coor-
donnees initiales et finales du chemin etant, par ailleurs, conservees. Pour
une translation infinitesimale dti = dt2 = e, nous obtenons done d'une
part :

et d'autre part, d'apres (9) :

Nous en deduisons done que //(!) = H(2). II y a conservation de H pour
un lagrangien independant du temps. L'hamiltonien //, dans ces condi-
tions, correspond a Fenergie totale qui est done une constante du mouve-
ment.

Le lagrangien (10) est egalement invariant dans toute translation
d'espace (ra -> ra + i|). Une telle operation ne change ni les vitesses des
particules (et done leur energie cinetique), ni leurs positions relatives (et
done leur energie potentielle). Pour une translation spatiale infinitesimale :
drla — dr2a = i\ (pour tout a), d^ = dt2 = 0, la variation infinitesimale
de S s'ecrit d'apres (9) :

Comme, par ailleurs, dS est nul par suite de 1'invariance de L par transla-
tion, il s'ensuit que I'impulsion totale £ pa est une constante du mouve-

ment.
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Le lagrangien (10) est enfin invariant dans toute rotation. Si nous
considerons une rotation infinitesimale d'angle dcp autour d'un axe n
(ra -> ra + dcp n x ra pour tout a), un raisonnement analogue au prece-
dent conduit a :

L'axe n etant quelconque, on en deduit que le moment cinetique £ ra x pa
a

est une constante du mouvement.
En definitive, nous avons pu associer une constante du mouvement a

chaque groupe continu de transformations de symetrie du lagrangien L.

3. Conservation de Fenergie totale pour le systeme charges + champ en
interaction

La demarche que nous suivons dans ce paragraphe (et dans les para-
graphes suivants) est conceptuellement identique a celle introduite pre-
cedemment dans le cas discret. Etendue au cas de I'electrodynamique en
jauge de Coulomb, la formule (9) devient :

ou H est 1'hamiltonien du systeme particules + champ, ra et pa les coor-
donnees et moments conjugues des particules a, 7T(k) les moments con-
jugues associes aux variables dynamiques j?/(k) du champ transverse. dS
est la variation d'action entre deux « mouvements reels » dont les extre-
mites initiale et finale different respectivement de dr la, d^^k), dtl et
dr2a, d«B/2(k), df2.

Or, le lagrangien en jauge de Coulomb, etudie dans le paragraphe C
du chapitre II, et dont nous rappelons ci-dessous 1'expression :

est visiblement invariant par translation dans le temps. Un raisonnement
analogue a celui du paragraphe precedent permet alors de montrer que
dS = 0 si d^ = dt2 et si toutes les autres variations drla, dr2a, dj^k),
d«c/2(k) sont nulles, ce qui donne, compte-tenu de (15), //(2) = ^(1).
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Ainsi, Tin variance du lagrangien (16) par translation dans le temps
entraine que 1'hamiltonien du systeme « particules + champ » est une
constante du mouvement. Rappelons qu'un tel hamiltonien s'ecrit (voir
formule(C.28)).

et represente la somme des energies cinetiques des particules, de leur
energie de Coulomb et de 1'energie du champ transverse.

4. Conservation de 1'impulsion totale

Le lagrangien de 1'electrodynamique est egalement invariant par
translation dans 1'espace. Verifions le sur son expression (16.b) dans
1'espace reciproque. Supposons que Ton translate simultanement les par-
ticules et le champ d'une meme quantite i\. Les nouvelles coordonnees
des particules sont :

quant au champ translate A'(r, /), il est egal a :

soit, dans 1'espace reciproque

(Remarquons que «s/' est transverse tout comme «s/.) Le lagrangien
des particules (semblable a (10)) est inchange dans la transformation (18).
Le lagrangien propre du champ qui fait intervenir des quantites du type
jtf'* • s0' est aussi inchange d'apres (20). Le lagrangien d'interaction
n'est pas modifie pour la meme raison, les termes /"* • s#' etant inchanges
puisque la loi de transformation dey', a la meme forme que (20). L'inva-
riance de L par translation entraine done que S ne varie pas lors d'une
translation.

Calculons maintenant dS en utilisant la formule (15). Pour cela, il faut
auparavant relier d«c/ a r\ grace a 1'equation (20) ecrite pour T| infinitesimal

En portant cette valeur dans (15), en remplacant 71 par — e0 ffL et en
etendant 1'integrale sur k a tout 1'espace reciproque, nous trouvons la
grandeur conservative suivante :
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Grace a la transversalite de <f±, le dernier terme de (22) peut etre reecrit
comme un double produit vectoriel et il vient finalement

Cette expression est identique a la formule donnant 1'impulsion totale
telle qu'elle a etc evaluee au chapitre I (formule (B. 45) et (B. 39. b)). L'inva-
riance par translation du lagrangien entraine done la conservation de
l'impulsion totale du systeme particules + champ.

5. Conservation du moment cinetique total

Montrons d'abord que le lagrangien (16) est invariant dans une rotation
^ de 1'ensemble des particules et du champ d'un angle d<p autour de 1'axe
n. Les nouvelles coordonnees des particules sont :

Le champ A' obtenu apres rotation est egal a

soit encore dans 1'espace reciproque :

(Pour passer de (25) a (26), il suffit de noter que le produit scalaire k • r
apparaissant dans la transformee de Fourier est inchange dans une rota-
tion simultanee de k et de r. Remarquons egalement que la formule (26)
assure la transversalite de s/'.) Notons enfin que, pour une rotation infi-
nitesimale, (26) s'ecrit :

soit, a 1'ordre 1 en dq> :

ou V est 1'operateur gradient dans 1'espace reciproque.
Dans la rotation, le lagrangien des particules est invariant puisque la

distance relative des particules est inchangee (interaction de Coulomb).
Le lagrangien propre du champ transverse fait intervenir des integrates
sur 1'espace reciproque de quantites du type $0 '*(k, t) - s4 '(k, t) qui,
d'apres (26), sont encore egales a stf *(@t ~1 k, /) • st(9l ~l k, /). Le chan-
gement de variable d'integration k' = ^ ~ 1 k montre alors 1'invariance
de ce terme. Enfin, le lagrangien d'interaction entre particules et champ
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fait intervenir le produit scalaire/'*(k, /) • j/ '(k, /). Le courant j se trans-
formant par rotation comme A, 1'invariance de ce terme se demontre de
facon identique. En definitive, le lagrangien total (16) est invariant dans
une rotation d'angle dq> autour de n. II s'ensuit que la differentielle de
1'action correspondant a cette transformation des coordonnees est nulle
(dS = 0).

Evaluons maintenant dS en utilisant la formule (15). Pour cela, rem-
placons dra et d«s/ par leurs valeurs exprimees en fonction de d</>. En
exprimant de surcroit 7T en fonction de <?± et en etendant 1'integrale a tout
1'espace reciproque, nous en deduisons que la quantite suivante :

\— /

est conservee. L'expression (29) peut encore etre ecrite :

Cette quantite etant conservee independamment de la direction du vec-
teur n, on en deduit une nouvelle constante du mouvement:

On reconnait le moment cinetique total qui est la somme du moment
cinetique des particules et du champ longitudinal (premier terme, voir
formule (8) du complement B,) et du moment cinetique du champ trans-
verse (second terme, voir formule (11) du complement B,).

REFERENCES GENERALES ET CONSEILS DE LECTURE

Les resultats obtenus dans ce complement constituent un exemple
d'application du theoreme de Noether qui relie les symetries du lagran-
gien aux constantes du mouvement. Le lecteur interesse par ce theoreme
pourra se reporter a des ouvrages plus avances de theorie des champs
comme Bogolubov et Chirkov (chap. I), Itzykson et Zuber (chap. 1).
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COMPLEMENT Cn

ELECTRODYNAMIQUE EN PRESENCE
D'UN CHAMP EXTERIEUR

Dans le chapitre II, les particules et le champ electromagnetique ont etc
consideres comme formant un systeme isole. Or, il est souvent necessaire
de decrire la dynamique des particules et du champ electromagnetique en
presence d'un champ exterieur applique. Nous montrons d'abord (§ 1)
comment distinguer dans le formalisme le champ exterieur du champ
total. Nous donnons ensuite le lagrangien (§ 2) puis 1'hamiltonien (§ 3) du
systeme constitue par les particules et le champ electromagnetique en
presence d'un champ exterieur applique.

1. Separation du champ exterieur

Dans la theorie de 1'electrodynamique developpee precedemment, le
champ electromagnetique est une variable dynamique dont la valeur ne
peut pas etre fixee a priori. Si Ton veut etudier revolution du systeme
particules + champ electromagnetique dans un champ exterieur applique,
il faut proceder dans la theorie comme dans la pratique, c'est-a-dire dis-
poser, autour du systeme, des sources exterieures qui seront determinees
par rexperimentateur pour realiser le champ exterieur souhaite. Les
particules vont alors evoluer sous 1'action simultanee du champ exterieur
et du reste du champ electromagnetique, en particulier du champ cree
par leur dynamique propre. En revanche, nous supposons que les sources
du champ exterieur ne sont pas partie integrant e du systeme dynamique :
les densites de charge et de courant de ces sources, pe(r, r) et je(r, t), sont des
fonctions donnees du temps, determinees independamment du champ des
particules. Nous supposerons done, soit que la reaction du champ sur les
sources exterieures est negligeable, soit qu'elle est compensee automati-
quement par le dispositif experimental.

Le champ exterieur applique peut etre decrit par les potentiels Ac(r, t)
et Ue(r, t) qui sont solutions des equations (analogues aux equations (A. 11)
du chapitre I)

(Remarquons qu'il n'est pas necessaire de choisir la jauge de Coulomb
pour decrire le champ des sources.)
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Solent A, et Ut les potentiels correspondent au champ electromagne-
tique total. II est interessant d'introduire de nouvelles variables dyna-
miques du champ A et U telles que :

La structure des equations (1) et (2) montre clairement que A et U sont les
potentiels correspondant a la somme du champ libre et du champ cree
par les particules. De la linearite des equations de Maxwell, il resulte que A
et U doivent verifier des equations analogues a (1) mais ou les densites
de charge et de courant correspondent aux seules particules du systeme.
Quant a la dynamique des particules, elle est determinee par les equations
de Lorentz ou le champ est le champ total correspondant aux potentiels
Af et Ut.

Nous introduisons au paragraphe suivant un lagrangien dont les equa-
tions de Lagrange correspondent precisement a ces specifications.

2. Lagrangien en presence d'un champ exterieur

a) INTRODUCTION D'UN LAGRANGIEN

Considerons le lagrangien suivant ou les variables dynamiques du champ
sont { A(r), C7(r), A(r), tf(r) }

Dans ce lagrangien, pp(r, t) et jp(r, t) sont les densites de charge et de cou-
rant des particules du systeme exclusivement. Des calculs analogues a
ceux du paragraphe B.2 donnent les equations de Lagrange suivantes,
respectivement pour les particules et le champ

La dynamique des particules est done bien liee a la valeur du champ elec-
tromagnetique total (E, = Ee + E, Bt = Be + B) tandis que les variables
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dynamiques du champ A et U ne sont reliees qu'aux densites de charge
et de courant des particules.

b) LE LAGRANGIEN EN JAUGE DE COULOMB

L'elimination de U et le choix de la jauge de Coulomb pour les variables
dynamiques du champ se font de la meme fagon que dans la partie C.
Nous obtenons ainsi un lagrangien semblable a celui donne par la for-
mule(C.13)

Dans ce lagrangien, le potentiel «G/ est transverse (choix de la jauge de
Coulomb)

En revanche, nous n'avons pas necessairement choisi la meme jauge pour
le champ exterieur. C'est pourquoi dans la formule (5. b) peuvent appa-
rakre % et j/e\\. De la meme facon, les relations (2) donnant ies potentiels
du champ electromagnetique total prennent maintenant, dans 1'espace
reciproque, la forme suivante :

3. Hamiltonien en presence d'un champ exterieur

fl) LES MOMENTS CONJUGUES

Pour trouver les moments conjugues, nous calquons notre demarche
sur celle du paragraphe C.3. Nous trouvons ainsi de fagon immediate la
formule generalisant (C. 19) pour les particules :

et la formule generalisant (C. 21) pour le champ

ou 7T£ = d&c/drf* est le moment associe a la variable dynamique s/t.
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b) HAMILTONIEN

L'hamiltonien en jauge de Coulomb du systeme est calcule comme au
paragraphe C. 3. En utilisant la formule (C. 27), nous trouvons

II est possible de decomposer H en trois termes :

qui sont detailles ci-dessous. Ces trois termes correspondent respective-
ment a I'hamiltonien HP des particules evoluant dans le champ coulom-
bien et dans le champ exterieur, a I'hamiltonien HR du rayonnement libre,
a 1'hamiltonien d'interaction Hl decrivant le couplage entre le champ de
rayonnement et les particules

ou nous avons note

Precisons que c'est pa qui est le moment conjugue de ra, et non p* qui est
une grandeur physique utile qui lui est reliee.

HR et Hj sont egaux a

ou pi a ete introduite en (13).

C) QUAISFTIFICATION

La quantification de la theorie se fait comme au paragraphe C.4 et
aboutit aux relations de commutation suivantes pour les particules et le
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champ :

II convient de noter que les relations de commutation pour les particules
sont donnees avec pa et non p*. Remarquons, a titre d'exemple, que les
composantes cartesiennes de p* ne commutent pas entre elles :

Soulignons, pour terminer, qu'en 1'absence de particules, le champ total
ne se reduit pas a ce que nous appelons le champ exterieur. En effet, nous
verrons dans le chapitre III suivant que le champ quantique associe au
potentiel vecteur s/±, figurant dans (7. a), et dont la dynamique est decrite
par (14), n'est nul qu'en valeur moyenne. Les fluctuations de sfL consti-
tuent ce qu'on appelle les fluctuations du vide. En 1'absence de particules,
le champ total est done la superposition du champ exterieur et des fluc-
tuations du vide.
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COMPLEMENT Dn

EXERCICES

Exercice 1 Exemple d'hamiltonien different de 1'energie
Exercice 2 Passage d'un systeme discret a un systeme continu :

introduction des densites de lagrangien et d'hamiltonien
Exercice 3 Equations de Lagrange pour les composantes du champ

electromagnetique dans 1'espace reel
Exercice 4 Equations de Lagrange pour le lagrangien standard en

jauge de Coulomb
Exercice 5 Impulsion et moment cinetique d'un champ quelconque

Exercice 6 Lagrangien de variables complexes, lineaire vis-a-vis
des vitesses.

Exereice 7 Description lagrangienne et hamiltonienne du champ
de matiere de Schrodinger

Exercice 8 Quantification du champ de Schrodinger

Exercice 9 Equation de Schrodinger d'une particule dans un champ
electromagnetique : arbitraire de phase et invariance de
jauge

1. EXEMPLE D'HAMILTONIEN DIFFERENT DE L'ENERGIE

On considere le lagrangien

a) Ecrire les equations de Lagrange associees a L. A quel systeme phy-
sique est associe L ? Quelle est, a priori, 1'expression de Penergie E pour
un tel systeme ?

b) Calculer 1'hamiltonien H associe a L. Comparer H et E.

Solution

0) Nous deduisons de (1)

Les equations de Lagrange

sont celles de deux oscillateurs harmoniques de meme frequence co0. L'energie totale E pour
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ces deux oscillateurs est a priori

b) Les moments conjugues associes a x et y se deduisent de (2. a) et (2. c) et conduisent a
1'hamiltonien suivant :

qui differe de 1'energie (4).

2. PASSAGE D'UN SYSTEME DISCRET A UN SYSTEME CONTINU : INTRODUCTION
DBS DENSITES DE LAGRANGIEN ET D'HAMILTONIEN

Le but de 1'exercice est d'introduire de fagon intuitive les notions de
densite de lagrangien et d'hamiltonien d'un systeme continu en etudiant
comment evolue un systeme mecanique discret que Ton fait tendre vers
un systeme continu.

A — ETUDE DU SYSTEME DISCRET

On considere un ensemble infini de points materiels, de masse m, alignes
le long de 1'axe Ox, la distance a 1'equilibre entre deux points voisins etant
egale a a. Le deplacement, le long de Ox, du n-ieme point materiel (dont la
position a 1'equilibre est no) est note qn. L'etat du systeme a 1'instant t est
determine par la donnee des variables dynamiques qn(f) et qn(t). L'energie
potentielle du systeme des points materiels depend de leurs distances
respectives et est egale a :

a) Ecrire le lagrangien de ce systeme. En deduire les equations du mou-
vement (equations de Lagrange).

b) Chercher une solution de la fonne

Quelle relation existe-t-il entre co et k ?
On appelle v la vitesse de phase v = a>/k. Donner la valeur VQ de v a la

limite des grandes longueurs d'onde (k -»• 0).
c) Calculer le moment conjugue pn de la coordonnee qn et etablir

1'expression de l'hamiltonien. Donner la relation de commutation cano-
nique entre qn et pn.

B — SYSTEME CONTINU OBTENU PAR PASSAGE A LA LIMITE

On fait tendre vers 0 la distance a entre deux points materiels conse-
cutifs ainsi que la masse m de chaque point tout en conservant la masse
par unite de longueur n = mja constants De meme, a>1 varie de facon
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que v0 reste constant lorsque a tend vers 0. On obtient ainsi a a limite une
tige continue de masse par unite de longueur \i et ou la vitesse du son est v0.

La variable dynamique discrete qn(t\ qui reperait le deplacement du
point d'abscisse no, devient la variable continue q(x, t) mesurant le depla-
cement du point de la tige dont la position a 1'equilibre est x. De fagon
analogue, qn(t) devient, a la limite continue, dq(x, t)/dt. On passe ainsi
d'un indice discret n a un indice continu x.

a) Montrer qu'a la limite continue le lagrangien L peut se mettre sous

la forme L = I dx & ou & est une fonction que Ton determinera.
•/

b) Quelle est la limite continue des equations du mouvement obtenues
dans le cas discret. Ce resultat est-il identique a celui obtenu en utilisant
la densite de lagrangien et les equations de Lagrange pour un systeme
continu ?

c) Le moment conjugue IJ(x) de la variable continue q(x) est defini
par n(x) = dy/dq(x). Montrer que 77(x) correspond a la limite de pja
quand a tend vers 0. Ecrire 1'hamiltonien du systeme continu sous la forme

H = \dx 3ff et donner 1'expression de la densite d'hamiltonien 3P.
v

d) Indiquer pourquoi la relation de commutation [qn,pn] = ifi 5nn.
du cas discret devient [q(x\ /7(x')] = ifi d(x — x') dans le cas continu.

Solution

A - a) Le lagrangien de ce systeme de points materiels est

Des relations

nous deduisons les equations du mouvement:

6) L'expression (2) de qn est solution de (5) si

Calculons la vitesse de phase et sa limite v0 quand A' -* 0
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c) En utilisant les resultats de la partie A. 1 du chapitre II, nous obtenons de facon imme-
diate

B - a) Le lagrangien (3) peut encore s'ecrire

puisque p. = m/a et v0 = o>i a.
Quand a tend vers 0, (qa + l — qn)/a tend vers dq(x)/dx et 1'expression (10) de L devient:

II apparait ainsi une densite de lagrangien <£ donnee par

b) L'equation du mouvement (5) peut etre reecrite sous la forme

Quand a -+ 0

et done 1'equation (12) tend vers

equation que Ton trouve egalement en utilisant (11. b) et 1'equation de Lagrange (A. 39)

c) En utilisant (11), nous trouvon«

qui correspond bien a la limite de pja quand a tend vers 0. L'hamiltonien H du systeme
discret

a pour limite quand a -»• 0
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soit en utilisant (11. b)

d) La relation de commutation (9. c) divisee par a devient:

La fonction du second membre est nulle pour n ^ n' et prend, a la limite a -» 0, une valeur
infinie pour n = n'. En outre, nous avons

ce qui correspond, i la limite continue, a Ax' 8(x - x') - 1. Nous en concluons que la
limite continue de (18) est •*

qui est eflectivement la relation de quantification canonique (A.47.c) pour un systeme con-
tinu.

3. EQUATIONS DE LAGRANGE POUR LES COMPOSANTES DU CHAMP ELECTRO-
MAGNETIQUE DANS L'ESPACE REEL

On rappelle 1'expression du lagrangien standard

Trouver les equations de Lagrange pour le champ et montrer qu'elles
coincident avec les equations de Maxwell. On utilisera les composantes
des champs dans 1'espace reel (et non dans Pespace reciproque comme cela
a etc fait dans le paragraphe B.2). Les variables dynamiques des champs
sont les potentiels U(T) et A(r) et leurs derivees temporelles U(r) et A(r).

Solution

On remplace dans (1) E et B par :

L'equation de Lagrange relative a U se deduit de la donnee de d&/dU, d^/dU, d-Sf/d^t/),
ou 3f est la densit6 de lagrangien :

d'ou 1'equation de Lagrange

c'est-a-dire
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L'equation de Lagrange relative a Ak necessite la connaissance de dS£jdAk, d5?/dAk,
d^/d(djAk)

d'ou 1'equation de Lagrange

qui est la projection sur et de 1'equation :

4. EQUATIONS DE LAGRANGE POUR LE LAGRANGIEN STANDARD EN JAUGE DE
COULOMB

On considere le lagrangien de 1'electrodynamique en jauge de Coulomb

avec

Ecrire les equations de Lagrange et trouver les equations du mouve-
ment pour les variables dynamiques (ra)i des particules et sf^k) du champ
electromagnetique. Montrer, en particulier, que le terme source de 1'equa-
tion devolution de A(r) est la composante transverse jx(r) du courant.

Solution

Considerons d'abord les variables des particules et calculons dL/d(ra), et SL/f^T,),. En uti-
lise nt (1), (2.a) et (2.c), nous obtenons

les derniers termes de (3) provenant du remplacement de j par sa forme explicite. Nous en
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deduisons, en utilisant une demarche analogue a celle du paragraphe B.2.«, 1'equation de
Lagrange associee a rtt. En rearrangeant les termes (comme dans le § B. 2. a) nous trouvons
I'equation suivante du mouvement:

Considerons maintenant les deux variables J<(k) et .stfc.(\t) du champ. Calculons d]?cld.sf*et
d&c/djj,* en utilisant (2.b) :

L'equation de Lagrange (A.52.b) donne alors I'equation decrivant la dynamique de s/e

"O

En regroupant cette equation et celle associee a sfe., nous obtenons dans 1'espace reel

Le terme source de I'equation devolution de A est j± qui depend de j de facon non locale
(voir formule (B. 16) du chapitre I).

5. IMPULSION ET MOMENT CINETIQUE D'UN CHAMP QUELCONQUE

Soil un champ defini par ses composantes AJ(T) (j = 1,2,..., ri) suppo-
sees independant^. Sa dynamique est decrite par une densite de lagrangien
y [... ^-(r)...;... ^.(r>...;... d^/r)] (3, = djdx, d/dy, 0/dz).

a) On considere un mouvement reel allant de Petat du champ defini
par Ajl)(r) a 1'instant tlt a /4J2)(r) a 1'instant /2. Soit S 1'integrale d'action
correspondante

avec

Un autre mouvement reel infiniment voisin va dans le meme intervalle
de temps, d'un etat Aj(l\r) a Af2\r). S' est 1'integrale d'action correspon-
dante. On pose

En s'inspirant du complement B,,, calculer dS en fonction de d-dj^r) et
cL4J2)(r).
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b) Calculer la variation dAj de Aj correspondant a une translation
infinitesimale du champ d'une quantite i\. Montrer que, si & est invariant
par translation spatiale,

est une constante du mouvement. Par definition, la grandeur physique P
est appelee impulsion du champ (meme si $£ n'est plus invariant par
translation spatiale). On pourra la aussi s'inspirer du complement Bu.

c) De facon analogue, montrer que le mouvement cinetique du champ
est

Solution

Integrons par parties le second terme par rapport a t et le dernier par rapport a xt. Comme
les champs s'annulent a I'infini, il vient

L'integrant de 1'integrale restante est le produit de d/4j(r, /) par un terme identiquement nul
pour un mouvement reel obeissant aux equations de Lagrange. II reste seulement le terme
tout integre sur le temps

b) Dans une translation infinitesimale r\, le champ Aj devient Aj avec

de sorte que

En particulier
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Si la forme de & est invariante par translation, dS est identiquement nul pour une telle trans-
formation. L'equation (9) entraine alors que

L'expression (5) de Fenonce a done bien la meme valeur en /, et t2. Cest une constante du
mouvement.

c) Les variations des champs dans une rotation dq> autour de 1'axe u valent

Le meme type de demonstration qu'en (b) permet alors de montrer que si 3! est invariant par
rotation, le moment cinetique du champ, donne en (6), est une constante du mouvement.

Remarquons que le moment cinetique du champ s'exprime comme 1'integrale d'une densite
de moment cinetique,/, de meme que 1'impulsion est la somme d'une densite d'impulsion ̂  :

^(r) et #(t) s'expriment en fonction du champ, de son gradient et de son moment conjugue
au meme point r.

6. LAGRANGIEN DE VARIABLES COMPLEXES, LINEAIRE VIS-A-VIS DES VITESSES

Get exercice etudie un lagrangien L dependant d'une variable complexe
z. Comme la structure de L est analogue a celle des densites de lagrangien
utilisees pour decrire la dynamique des champs de matiere de Schrodinger
et Dirac, 1'etude du present exercice doit faciliter la comprehension et la
resolution des 3 exercices suivants et des exercices 5 et 6 du chapitre V.

On considere le lagrangien suivant L qui depend de la variable com-
plexe z :

ou / est une fonction reelle de z et z*.

a) Ecrire les equations de Lagrange relatives a L et montrer que la
donnee de z(t0) determine completement revolution du systeme.

b) Calculer dL/dz et dL/dz* ainsi que

c) En utilisant les resultats des deux questions precedentes, montrer
qu'il y a redondance de variables dynamiques dans le lagrangien (1).
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d) On pose z = x + iy. Ecrire le lagrangien en fonction de jc, y, x et y.
(on posera /(z, z*) = g(x, y)).

e) Montrer qu'en ajoutant a L la derivee totale par rapport au temps
d'une fonction de x et de y, on peut faire disparaitre y du lagrangien. On
appellera L' le lagrangien ainsi obtenu.

/) Montrer, sans entrer dans le detail des calculs, qu'il est possible de
trouver un lagrangien L' dependant seulement de x et x en eliminant y
de L' a 1'aide de 1'equation de Lagrange relative a y. En deduire que, le long
d'un mouvement reel, on a :

Que vaut le moment conjugue de x pour le lagrangien L ? Trouver Thamil-
tonien H' associe d IL.

g) On precede a la quantification de la theorie bade sur L'. Calculer le
commutateur [x, y].

h) On veut exprimer les resultats precedents en fonction des variables
complexes initiales z et z*. Montrer d'abord que H' coincide avec H.
Calculer ensuite la valeur du commutateur [z, z+] obtenue apres quanti-
fication. Montrer que le resultat ainsi obtenu differe de celui que Ton aurait
trouve en quantifiant hativement la theorie et en prenant dL/dz* comme
moment conjugue associe a z.

Solution

a) Calculons dL/dz* et dL/dz* :

De 1'equation de Lagrange, nous deduisons 1'equation du mouvement suivante :

qui est une equation du premier ordre en temps. La donnee de z(t0) determine done totalement
1'evolution ulterieure du systeme.

6) dL/dz* est donne en (4. b) et coincide, a un facteur multiplicatif pres avec z. De meme
dL/dz est proportionnel a z*. En utilisant ces expressions, nous obtenons :

c) Dans le formalisme lagrangien, 1'evolution du systeme est determinee par la donnee des
coordonnees et des vitesses a 1'instant initial. Le fait que la donnee de z(/0) suffise a determiner
1'evolution du systeme prouve que Ton ne peut pas considerer z, z*, z et z* comme des va-
riables independantes. De meme, les moments conjugues des variables z et z* coincident (a un
facteur multiplicatif pres) avec ces variables et ne peuvent done etre consideres comme des
variables independantes, ce qui empeche de batir une theorie hamiltonienne a partir de H.
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d) En remplacant z par x + iy, nous trouvons

e) Considerons L' = L + dw(x, y)/dt avec

on obtient immediatement

/) L'equation de Lagrange relative a y s'ecrit :

c'est-a-dire

La resolution de cette equation permet d'exprimer a chaque instant y en fonction de x et de x.
Si nous reportons cette valeur dans L', nous obtenons un nouveau lagrangien L qui est fonc-
tion exclusivement de x et de x. Calculons d L/dx

L'egalite (3) de fenonce decoule de (14) et (12). Cette egalite permet d'obtenir, compte tenu
de(ll),

ou y est la fonction de x et x determinee par (13). L'hamiltonien //' associe a L' est egal a :

g) Sachant que [x, px] = ift, nous obtenons en utilisant (15)

h) La comparaison de (16) et de (7) montre que H' et H sont egaux.
Calculons le commutateur [z, z*] en utilisant (17) :

soit

Si nous avions pris dL/dz* comme moment conjugue de z, nous aurions obtenu en appli-
quant la relation (A. 35. c) un commutateur [z, z+] egal a 2 au lieu de 1. Ceci montre qu'il faut
prendre des precautions au niveau de la quantification de la theorie quand il y a surabon-
dance de variables dynamiques. En revanche, nous notons que, si Ton est conscient de ces
difficultes, il est possible de calculer 1'hamiltonien a 1'aide de la formule (2), a condition de se
souvenir que z et z"*" satisfont a la relation (19).
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7. DESCRIPTION LAGRANGIENNE ET HAMILTONIENNE DU CHAMP DE MATIERE
DE SCHRODINGER

On considere le lagrangien

Dans ce lagrangien ij>(r) est considere comme un champ complexe clas-
sique, appele champ de matiere de Schrodinger. Le but de 1'exercice est
tout d'abord de deriver 1'equation de Schrodinger du lagrangien (1), puis
de montrer que les grandeurs physiques du champ (energie, impulsion)
apparaissent comme les valeurs moyennes dans 1'etat i//(r) des operateurs
habituels de la mecanique quantique.

a) Montrer que les equations de Lagrange associees a (1) coincident
avec 1'equation de Schrodinger.

b) L'equation de Schrodinger etant une equation du premier ordre
en temps, la donnee de \l/(r, /0) suffit a determiner revolution ulterieure du
systeme. II s'ensuit que le lagrangien L considere comme fonction de ^(r)
et i^*(r) et de leurs derivees temporelles contient un nombre surabondant
de variables dynamiques. Avant de chercher les moments conjugues et de
passer au formalisme hamiltonien, il convient done d'eliminer du lagran-
gien (1) les variables dynamiques redondantes. La demarche suivie ici
etant tres proche de celle effectuee sur un cas discret dans 1'exercice 6,
le lecteur peut avoir interet a etudier cet exercice au prealable.

a) Soient \f/r et il/t les parties reelle et imaginaire de \l/

Exprimer & en fonction de ^r(r), ^,(r) et de leurs derivees temporelles et
spatiales.

/?) Montrer qu'en ajoutant a L la derivee par rapport au temps d'une
fonction de ^r(r) et «/^.(r) que Ton determinera, on obtient un nouveau
lagrangien L' equivalent a L et ne contenant plus ^;(

r)-
y) Sans entrer dans le detail des calculs, montrer qu'il est possible

d'utiliser 1'equation de Lagrange relative a ^f(r) pour eliminer i^,(r) du
lagrangien L'. Le nouveau lagrangien ainsi obtenu, fonction exclusivement
de \j/r(r) et \J/r(T), est note L.

8) Montrer que, le long d'un mouvement reel, on a :

et en deduire le moment conjugue /7r(r) de ^r(r) vis-a-vis de L. Exprimer
\l/(r) en fonction de \l/r(r) et /7r(r).
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c) Montrer que 1'hamiltonien H associe a L peut s'ecrire

d) On rappelle (voir exercice 5) que Fimpulsion totale d'un champ ̂ r(r)
est egale a :

Montrer que Fimpulsion totale du champ de matiere de Schrodinger peut
s'ecrire :

On notera que les expressions (4) et (6) coincident avec les valeurs moyen-
nes des operateurs hamiltonien et impulsion en mecanique quantique.

e) Pour proceder a la quantification canonique de la theorie, on rem-
place les champs classiques \l/(r) et ^*(r) par des operateurs Y(r) et Y +(r).
Calculer, a 1'aide des relations de commutation canoniques entre
operateurs associes a ^r(

r) et ^r(r'X les commutateurs [V(r), ^+(r')] et
[yoo, noi-
Solution

a) Calculons les derivees partielles de la densite de lagrangien apparaissant dans 1'equation
de Lagrange (A. 52. b)

En portant ces expressions dans (A. 52. b), nous obtenons 1'equation

qui n'est autre que 1'equation de Schrodinger d'une particule de masse m dans le potentiel
V(r).

b) Pour resoudre les equations de Lagrange, il faut connaitre les coordonnees et leurs
vitesses a 1'instant initial. Le fait que la seule donnee de ̂ (r, /0) suffise a determiner 1'evolution
ulterieure montre qu'il y a surabondance de variables dynamiques.

a) Compte tenu de (2), la densite de lagrangien (1) devient
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jS) Considerons le lagrangjen L' suivant :

II est clair que L' et L sont des lagrangiens equivalents puisque leur difference est la derivee
par rapport au temps d'une fonction des coordonnees. A partir de (9) et (10), nous obtenons
pour la densite de lagrangien $£' associee a L' :

qui ne depend pas de </>;.

y) L'equation de Lagrange relative a i/r{

permet d'exprimer a chaque instant i^(r) en fonction de i^r(r). En portant cette expression
de ̂ j(r) dans L', nous obtenons un lagrangien L qui ne depend plus que de i/»r(r) et ^r(r).

S) Calculons fl"L/zVr(
r) en fonction des derivees fonctionnelles de L'

ce qui, compte tenu de 1'equation de Lagrange (12), conduit bien a la relation (3). Le moment
conjugue Ur(r) de i^r(r) est done egal a

c'est-a-dire d'apres (11) :

Les equations (2) et (16) donnent alors

c) La densite d'hamiltonien Jf est donnee par (A .45. b), ce qui, compte tenu de(l 1) et (16),
donne :

La fonnule dormant rhamiltonien peut etre transformee au moyen d'une integration par
parties

les champs i// etant supposes nuls a 1'infini. Nous obtenons ainsi:
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Fn nolant que :

(resultat qui se demontre au moyen de deux integrations par parties) nous pouvons reexpri-
mer (20) en fonction de if/ et if/* et oblenir ainsi 1'expression (4) de I'enonce.

d) Remplacons dans (5), /7r(r) par sa valeur (16). Nous obtenons ainsi :

En exprimant \l/r(v) et i/r,-(r) en fonction de i/»(r) et i^*(r), nous trouvons alors

Une integration par parties permet de montrer que la seconde integrate esl Popposee de la
premiere. Quant aux deux dernieres integrates, elles conduisent a un resultat nul, puisque le
terme a integrer est de la forme Vi^2/2. En definitive, nous trouvons

formule qui coincide avec celle de I'enonce.

e) Partons de la relation de commutation canonique

et exprimons, dans le commutateur [f(r), Y + (r')], les operaleurs V(r) et V +(r) en fonction
de «Pr(r) et nr(r) a 1'aide de (17). II vient

Les deux premiers commutateurs sont nuls. Les deux derniers commutateurs donnent,
compte tenu de (25) :

Le commutateur [!P(r), V(r')] peut etre calcule de facon analogue, le resultat obtenu etant

Les developpements concernant les proprietes du champ de Schrodinger quantifie sont
presentees dans Pexercice suivant 8. Dans la premiere partie de cet exercice, nous partons du
commutateur (27) et montrons que les excitations elementaires du champ quantifie ainsi
obtenu correspondent a des bosons. Dans la seconde partie, nous substituons a la relation
de commutation canonique (25), une relation d'anticommutation, ce qui conduit a remplacer
(27) et (28) par :

Nous montrons alors que les particules obtenues apres quantification de la theorie sont des
fermions.
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8. QUANTIFICATION DU CHAMP DE SCHRODINGER

"Nous considerons le champ de matiere de Schrodinger (dont les pro-
prietes classiques ont etc etudiees dans 1'exercice 7). Apres quantification
de la theorie, les expressions classiques de 1'energie et de 1'impulsion du
champ deviennent des operateurs donnes par :

ou ^(r) est 1'operateur champ au point r. Le but de cet exercice est de
montrer que la quantification du champ peut etre realisee, soit a partir
de relations de commutation entre operateurs et moments conjugues (§ A),
soit a partir de relations d'anticommutation (§ B). Un autre but de cet
exercice est de montrer que les particules associees au champ sont des
bosons dans le premier cas, des fermions dans le second (*).

A - Nous postulons dans cette partie que les champs f et f + obeissent
aux relations suivantes :

a) L'equation de Heisenberg pour 1'operateur f s'ecrit :

Calculer le commutateur de (4) en utilisant 1'expression (1) de H et les
relations (3) et montrer que 1'equation (4) coincide alors avec 1'equation
de Schrodinger pour 1'operateur V.

b) Montrer que le commutateur [^(r), P], ou P est defini par la rela-
tion (2), est egal a — iH VF(r). Quels sont les operateurs de translation
spatiale et temporelle pour le champ quantique T(r).

c) On pose p(r) = f +(r) !P(r). Montrer que p(r) verifie une equation
de la forme

ou j(r) est un operateur que Ton calculera.
d) On appelle <pB(r) les fonctions propres de 1'operateur [ — (ft2/2 m) A +

F(r)] dont le spectre sera suppose discret :

(*) Voir aussi Schiff (chap. XIII).
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Solent cn et cn
+ les operateurs definis par la relation

et la relation adjointe. Calculer les commutateurs [cn, cm] et [cn, c+].

e) Montrer que 1'operateur H, defini en (1), peut se mettre sous la forme

/) On suppose que dans 1'espace des etats du champ quantique ou
agissent les operateurs ^(r), ?P+(r), cn, cn

+, il existe un etat | 0 > appele
le vide tel que pour tout n

Get etat est suppose norme« 0 | 0 > = 1). Montrer que(cn
+)p | 0 >, oupest

un entier positif, est un etat propre de //, de valeur proprepEn. En deduire
une interpretation corpusculaire des excitations elementaires du champ
quantique.

g) Soit N 1'operateur defini par :

Montrer que N est egal a £ Nm ou Nm = c+ cm. A quoi est egal N ?
m

Comment interpretez-vous ce resultat ?

B - Nous postulons maintenant que les champs V et V + obeissent
aux relations d'anticommutation :

a) A partir de 1'equation de Heisenberg (4) pour 1'operateur ¥ et des
relations (11), montrer que ^(r) est toujours solution de 1'equation de
Schrodinger. Calculer egalement le commutateur [!P(r), P] et montrer
qu'il a la meme valeur que dans la partie precedente. Que peut-on en con-
clure ?

b) Montrer que la relation (5) demeure valable. Calculer le commu-
tateur [p(r), p(r')]. Que peut-on en conclure sur la compatibilite des
mesures de ces grandeurs ? Ce resultat depend-il des relations de com-
mutation ou d'anticommutation entre ^(r) et f+(r') postulees pour
quantifier le champ ?
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c) En utilisant (6) et la definition (7) des operateurs cn, calculer les anti-
commutateurs [cn, cm]+ et [cn, c*]+. Montrer que 1'expression (8) de H
en fonction des operateurs c* cn est encore valable.

d) On pose (comme dans la partie A) Nm = c* cm. Montrer que cet
operateur verifie la relation

En deduire que les valeurs propres de Nm ne peuvent etre egales qu'a 0 ou 1.
e) Montrer que c* \ 0 > (le vide 1 0 > etant defini comme dans la par-

tie A) est un etat a une particule d'energie Em. Peut-il y avoir des etats
contenant plus d'une particule dans 1'etat Em ? Que peut-on en conclure
sur la nature (bosons ou fermions) des particules associees au champ ?

Solution

A — CHAMP DE BOSONS

a) Pour calculer le commutateur [¥*(r), //], nous utilisons la relation

ce qui donne

I

J L \ ~ "• / _J

La relation (3. b) entraine que le second terme de (14) est nul. Le premier terme se calcule a
1'aide de (3. a) et il vient :

c'est-a-dire encore, d'apres (4)

L'equation d'evolution de 1'operateur champ !P(r) a la meme forme que 1'equation d'evolution
du champ classique i/^(r) qui est 1'equation de Schrodinger. Notons bien que V(r) est ici un
operateur de champ et non une fonction d'onde. C'est pourquoi la procedure que nous
suivons ici est appelee parfois « seconde quantification ».

Le second terme de (17) est nul a cause de (3. b) et le premier terme vaut, compte tenu de (3. a)

Cette relation montre que P est le generateur des translations spatiales de 1'operateur champ
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*P (tout comme H est le generateur des translations temporelles). II s'ensuil que

c) Calculons p(r)

En utilisant (16) et I'equation adjointe, nous obtenons

le terme dependant de V(r) disparaissant. Transformons le terme du second membre de (21)
en introduisant

11 vient dp/dt = — V • j, qui coincide avec I'equation (5) de 1'enonce et qui generalise la
relation decontinuite (conservation de la probabilite) aux operateurs quantiques.

d) Le commutateur [cn, cm] est egal a :

et est done nul d'apres (3. b)

Le commutateur [cn, c*] se calcule de facon analogue :

ce qui, d'apres (3.a), est egal a

Comme les { <pa(r)} sont orthonormees, on a :

e) Multiplions les deux membres de (7) par q>n(r') et sommons sur n. Compte tenu de la
relation de fermeture, nous obtenons alors :

equation qui ressemble beaucoup a celle donnant le developpement d'une fonction d'onde
\l/(r) sur une base orthonormee { q>a(i)}. Notons bien cependant que, dans (28), f ( r ) et cn

sont des operateurs. En portant cette expression dans (1) et en utilisant (6), nous trouvons

n,m J

soit encore; en utilisant Porthonormalisation des fonctions d'onde <pn(r),
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/) La forme (8) de H et les relations de commutation (24) et (27) sont ceiies d'un ensemble
d'oscillateurs harmoniques independants. Une fois postulee 1'existence du vide | 0 >, les ope-
rations mathematiques sont identiquesjt celles utilisees dans le cas de Toscillateur harmo-
nique. Nous savons alors que [(O'V-x//7 !] I 0 > est un etat propre (normalise) de H de valeur
propre pEn. En faisant agir p fois 1'operateur creation c* sur le vide, il est possible d'obtenir
un 6tat du systeme dont 1'energie estp fois 1'energie £„. Ceci conduit a interpreter cet elal du
champ comme un etat a p particules dans 1'etat En. Le fait que p puisse etre un enlier quel-
conque, positif ou nul, est caracteristique d'-un systeme de bosons.

g) En utilisant (28), nous transformons (10) en :

L'orthonormalisation des fonctions d'onde donne alors :

Pour calculer Nm, partons de 1'equation de Schrodinger (16) et decomposons V(r) selon la
formule (28); nous trouvons

soit encore, en utilisant (6) et le fait que les {<pm(r)} ferment une base

La derivation de Nm par rapport au temps donne alors

c'est-a-dire encore, compte tenu de (34),

Nous avons vu dans la question /) que Nm pouvait etre interprete comme 1'operateur
nombre de particules dans 1'etat d'energie Em (puisque Faction de Nm sur (cJJ )p | 0 > donne p
fois ce meme 6tat). II s'ensuit que N = £ Nm peut etre interprete comme 1'operateur nombre

m

total de particules. L'equation (36) montre que pour le champ de Schrodinger quantifie, le
nombre de particules dans 1'etat d'energie Em reste constant. Notons aussi que N peut s'ecrire

N = d3r p(r) et que la conservation de N peut etre deduite direclement de 1'equation de

continuite (5).

B — CHAMP DE FERMIONS

a) Pour calculer [!P(r), H], nous utilisons la relation suivanle reliant le commutateur
[A, BC] aux anticommutateurs

Nous obtenons ainsi
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Le second terme de (38) est nul & cause de (11 .b), le premier se calcule a 1'aide de (11 .a) et
conduit a

iM(r) = [«P(r), tf] = (- ji A + V(r)\ V(r). (39)

II apparait ainsi que, tout comme dans la partie A, 1'operateur V(r) obeit a I'equation de
Schrodinger.

Le calcul de [9*(r), P] est analogue au precedent

Le second terme est nul par suite de la relation (11. b); le premier se calcule a 1'aide de (11. a):

Nous trouvons la aussi une relation identique a celle de la partie A. II apparait ainsi claire-
ment que la quantification de la theorie au moyen des anticommutateurs est compatible avec
le fait que les operaleurs H et P introduits en (1) et (2) doivent etre les generateurs des transla-
tions temporelles et spatiales.

b) La demonstration de la relation (5) ne fait intervenir que I'equation de Schrodinger (39).
Elle est done identique a celle de la parlie A. Calculons maintenant le commutateur

En utilisant la relation (37), nous reecrivons (42)

que nous simplifions en utilisant les relations d'anticommutation ( 1 1 ) :

On constate done que p(r)et p(r')commutent, bienque f(r)el f(r')anticommulenl. Ceresul-
tat sur 1'operateur associe a la densite de particules se comprend bien physiquement. II est en
effet satisfaisant que deux operateurs associes a des grandeurs physiques locales, pris au
meme instant et en des points diflerenls, commutent entre eux (voir la remarque (i) a la fin du
§ A.2.0). Un resultat identique pour [p(r), p(r')] aurail bien entendu etc obtenu si 1'on avail
postule les relations de commutation (3) au lieu des relations (11).

c) L'anticommutateur [cn, cm]+ est egal a

a cause de (11 .b). Pour l'anticommutaleur [cn, <•*] + , un calcul analogue, utilisant (11 .a),
donne

La demonstration de 1'egalite (8) faile dans la question e) de la partie A ne fail pas intervenir
les relations de commutalion et reste done valable.

d) D'apres la definition de Nm, nous avons

i«!P(r) = [!P(rX ̂ ] = (- J
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En utilisant Fanticommutateur [cm, c*]+ = 1, nous obtenons

Or, le fait que Fanticommutateur [cm, cm]+ soil nul entraine que cm cm = 0, ce qui demontre
(12). Les valeurs propres de Poperateur hermitique Nm verifient done I'equation

A2 = A (49)
et ne peuvent valoir que 0 ou 1.

e) Calculons Faction de Nm sur c * | 0 >

En utilisant la relation d'anticommutation [cm, c*]+ = 1 et le fait que cm \ 0 > = 0, nous
obtenons '

c* | 0 > est done etat propre de JVm associe a la valeur propre 1. 11 est clair en outre que
c* | 0 > est non nul : sa norme < 0 | cm c* | 0 > peut etre calculee a 1'aide de [cm, c^] + = 1
et est egale a 1. Par centre, comme c+ anticommute avec lui-meme, (c,* )2 = 0, et plus genera-
lementfc*)" = 0 sip > 1. II est done impossible de construire, comme nous Favons fait dans
la partie A, des etats contenant plus d'une particule dans le meme etat Em. Un tel resultat ne fait
que traduire le fait que les valeurs propres de Nm se reduisent a 0 et 1. II exprime que les par-
ticules associees au champ quantifie sont des fermions.

9. EQUATION DE SCHRODINGER D'UNE PARTICULE DANS UN CHAMP ELECTRO-
MAGNETIQUE I ARBITRAIRE DE PHASE ET INVARIANCE DE JAUGE

On considere le l a g r a n g j e r e s t la densite de lagran-
gien reelle

Dans ce lagrangjen, \j/(r) est un champ classique complexe. Le but de
1'exercice est de montrer d'abord que les equations de Lagrange associees
a L coincident avec I'equation de Schrodinger d'une particule dans un
champ electromagnetique defini par les potentiels A(r, /) et (7(r, /). On
montrera ensuite que toute modification de la phase du champ de matiere
i^(r) est equivalente a un changement de jauge du champ electromagne-
tique.

a) Trouver les equations de Lagrange associees a (1).

b) On effectue le changement de variable

ou F(r,.f) est une fonction quelconque de r et de t. Exprimer <£ en fonc-
tion de \jj' et F et montrer que ce changement de phase de i// est mathema-
tiquement equivalent a un changement de jauge.
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Solution

a) Pour expliciter 1'equation de Lagrange (A. 52. b), il faut calculer les derivees partielles
suivantes :

Nous obtenons alors 1'equation de Lagrange

qui est bien 1'equation de Schrodinger d'une particule dans un champ electromagnetique
exterieur.

b) Dans la transformation (2), les derivees temporelles et spatiales de i/' deviennent :

Le report de ces expressions dans la densite de lagrangien (1) donne

Nous constatons que la meme densite de lagrangien aurait pu etre oblenue en conservant le
champ $ et en faisant un changement de jauge sur les potentiels A et U



CHAPITRE III

Electrodynamique quantique
en jauge de Coulomb

Ce chapitre est consacre a une presentation generate de Felectrodyna-
mique quantique en jauge de Coulomb. II s'agit de mettre en place les
elements de base d'une description quantique des interactions entre
particules chargees (non relativistes) et photons et de souligner quelques
aspects physiques importants de la theorie ainsi obtenue.

Nous commen^ons dans la partie A par introduire le cadre general d'une
telle theorie quantique. Nous rappelons les relations de commutation
fondamentales (introduces de maniere elementaire a la fin du chapitre I,
et justifiees de maniere rigoureuse au chapitre II), explicitons 1'expression
des operateurs quantiques associes aux diverses grandeurs physiques du
systeme, et analysons la structure de Vespace des etats dans lequel agissent
ces operateurs.

Le probleme de revolution temporelle est aborde ensuite dans la partie B.
Dans le point de vue de Schrodinger, le vecteur d'etat du systeme global
evolue au cours du temps. Les elements de matrice de 1'operateur d'evo-
lution entre deux etats du systeme sont les amplitudes de transition entre
ces deux etats. Le point de vue de Heisenberg conduit a des equations
devolution des diverses observables du systeme qui sont tres analogues
aux equations classiques. En particulier, les equations de Maxwell-
Lorentz demeurent valables entre operateurs. Un autre interet de ce
point de vue est de permettre d'introduire aisement des fonctions sta-
tistiques importantes comme les fonctions de correlation symetriques ou
les susceptibilites lineaires.

La partie suivante C est consacree a une discussion de quelques aspects
physiques importants du champ libre quantifie. Divers types de mesures
possibles et divers types d'etats quantiques sont passes en revue et analyses.
On montre en particulier que les excitations elementaires du champ
quantique peuvent etre analysees en termes de particules ayant une
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energie et une impulsion bien defmies, lesphotons. Un etat particulierement
important est 1'etat fondamental du champ, appele encore le « vide »
(de photons). On introduit egalement les etats coherents ou quasi classiques
qui sont les etats quantiques du champ qui se rapprochent le plus possible
d'un etat classique donne. Mentionnons enfin que la discussion de la
partie C est prolongee, dans le complement A,,,, par une analyse des
phenomenes cTinterference (a un ou plusieurs photons) et de la dualite
onde-corpuscule dans le cadre de la theorie quantique du rayonnement.

On aborde enfin, dans la partie D, 1'etude de Vhamiltonien ^interaction
entre matiere et rayonnement. Les divers termes de cet hamiltonien sont
explicites et leurs ordres de grandeur evalues. Les regies de selection
auxquelles obeissent les elements de matrice sont egalement precisees.

Mentionnons pour terminer que 1'hamiltonien global du systeme parti-
cules + champ peut etre transforme et mis sous forme plus commode a la
limite desgrandes longueurs d'onde. Les complements AIV et BIV du chapitre
suivant introduisent et utilisent de maniere elementaire la transformation
unitaire qui permet de passer de 1'hamiltonien habituel (« en A • p ») a
1'hamiltonien dipolaire electrique (« en E • r »). II s'agit la d'un exemple de
transformation permettant de passer de 1'electrodynamique en jauge de
Coulomb a une autre formulation equivalente, probleme qui est etudie de
maniere plus approfondie dans le chapitre IV lui-meme.
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A — CADRE GENERAL

1. Variables dynamiques fondamentales. Relations de commutation

Les variables dynamiques fondamentales de chaque particule a sont
la position ra et 1'impulsion pa de cette particule, satisfaisant aux relations
de commutation

Comme nous 1'avons deja indique a la fin du chapitre I (puis justifie
auchapitre II), les variables normales { af, af }, qui caracterisent 1'etat du
champ transverse classique, deviennent, lors de la quantification, les
operateurs de destruction et de creation at et a* des oscillateurs harmo-
niques fictifs associes aux divers modes du champ, et satisfont aux relations
de commutation

Remarque

Nous utilisons implicitement, dans ce qui precede, le point de vue de Schro-
dinger, ou les operateurs sont independants du temps. Les relations de com-
mutation (A.I) et (A.2) demeurent cependant valables dans le point de vue
de Heisenberg pourvu toutefois que les deux operateurs apparaissant dans
le commutateur soient pris au meme instant.

2. Expression des operateurs associes aux diverses grandeurs physiques
du systeme

Commengons par les diverses observables de champ. Les operateurs
associes aux champs transverses E±(r), B(r), Ax(r), en chaque point r
de 1'espace, s'obtiennent en remplacant, dans les developpements des
grandeurs classiques correspondantes (voir expressions (C.38), (C.39)
et (C .37) du chap. I), a; par at et af par a*
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avec

Le champ electrique total E(r) est donne par

ou

La position ra de la particule a dans la formule (A. 8) est maintenant un
operateur.

Comme nous avons respecte 1'ordre entre a,- et af dans les calculs
conduisant aux expressions (C. 16) et (C. 17) du chapitre I pour 1'hamil-
tonien //,rans et 1'impulsion Ptrans du champ transverse, il n'est pas neces-
saire de refaire de tels calculs dans le cas quantique, et nous pouvons done
ecrire Poperateur Htnns sous la forme

(nous avons utilise (A.2) pour remplacer ata^ par a* at + 1). De meme,

(nous avons utilise la relation £ fikJ2 = 0).
i

Enfin, puisque nous sommes en jauge de Coulomb (*), nous avons

U est simplement le potentiel electrostatique de la distribution de charges.

(*) Comme dans le chapitre II (voir encadre de la page 115), nous omettrons desormais
1'indice 1 dans A± puisqu'en jauge de Coulomb A coincide avec A±.
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Remarques

(i) A partir des developpements (A.3) a (A.5) des champs transverses en a-t

et a* et des relations de commutation (A.2), on peut etablir les expressions
suivantes pour les commutateurs entre deux composantes de champs prises
en deux points differents r et r' (voir exercice 1) :

ou /, j = x, y, z et ou dfj est la « fonction delta transverse » definie par la
formule (B.17.b) du chapitre I

II apparait en particulier sur (A. 15) que, la derivee de <5(r — r') s'annulant
en r = r' par suite du caractere pair de <5(r — r'), E±(r) et B(r) commutent
lorsqu'ils sont pris au meme point. Cest cette propriete qui rend inutile la
symetrisation de Ex(r) x B(r) dans Texpression de Plrans et J,rans.

Comme E||(r) peut etre reexprime en fonction des ra [voir (A. 8)], qui com-
mutent avec ̂  et af

+, les equations (A. 14) et (A. 15) demeurenl valables si Ex

est remplace par le champ total E.

(ii) Tous les commutateurs (A. 13) a (A. 15) sont evalues dans le point de
vue de Schrodinger. Us demeurent valables dans le point de vue de Heisenberg
si les deux champs figurant dans le commutateur sont pris au meme temps.

(iii) En fait, les commutateurs (A. 13) et (A. 14) onl etc etablis directement
dans le chapitre II, avant les relations de commutation (A. 2) qui apparaissent
alors comme une consequence des precedents (voir § C.4, chapitre II).
La raison en est que, dans la formulation lagrangienne de relectrodynamique
en jauge de Coulomb, A(r) et — £0 E±(r) apparaissent comme des grandeurs
canoniquement conjuguees, de sorte que la quantification canonique de la
theorie conduit directement a (A. 13) et (A. 14) (le fait que ce soil d±(r — r'),
et non 5tj 8(r — r'), qui apparaisse dans (A. 14) est lie au caractere transverse
des champs — voir le § C.4.6 du chapitre II) .

Un operateur particulierement important de la theorie est Fhamiltonien,
dont nous rappelons 1'expression en jauge de Coulomb

Physiquement, 1'operateur (A. 16) est associe a Fenergie totale du systeme,
la premiere ligne de (A. 16) representant 1'energie cinetique des particules,
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la seconde leur energie d'interaction coulombienne (e£ou, etant l'6nergie
coulombienne propre de la particule a donnee par la formule (B. 36) du
chapitre I), la troisieme, 1'energie du champ transverse.

Remarques

(i) L'expression (A. 16) de 1'hamiltonien en jauge de Coulomb, qui a etc
postulee a la fin du chapitre I, trouve sa justification dans 1'approche lagran-
gienne et hamiltonienne du chapitre II (voir § C. 3 de ce chapitre). Pour les
lecteurs n'ayant pas lu le chapitre II, le fait que 1'hamiltonien (A. 16) conduise,
compte tenu des relations (A. 1) et (A. 2), aux equations de Maxwell-Lorentz
quantiques (comme nous le montrerons dans la partie B suivante) pourra etre
considere comme une justification a posteriori de (A.I), (A.2) et (A. 16).

(ii) II sera utile, pour la suite, de donner I'expression de 1'hamiltonien H en
presence de champs exterieurs, c'est-a-dire de champs statiques ou dependant
du temps, dont 1'evolution est imposee de 1'exterieur. Soient Ae(r, t) et Ue(r, t)
les potentiels vecteur et scalaire decrivant de tels champs exterieurs (la jauge
de Coulomb n'est pas forcement utilisee pour Ae et C/e). Nous avons montre
dans le complement C,, que I'expression de H est alors

Nous montrerons plus loin (voir remarques a la fin des §§ B. 2. a et B. 2. b)
que 1'hamiltonien (A. 17) conduit, avec les relations de commutation (A.I)
et (A. 2), aux « bonnes » equations du mouvement pour les particules et pour
le champ.

Nous terminerons cette revue des divers operateurs de la theorie
quantique en dormant 1'expression de I'impulsion totale P

et celle du moment cinetique total J

ou I'expression de 1'operateur J,rans est donnee par la formule (C.I8)
du chapitre I (les a et a* etant remplaces par a et a+).
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3. Espace des etats

L'espace des etats £ du systeme est le produit tensoriel de 1'espace des
etats &p des particules, dans lequel agissent ra, pa... par 1'espace des etats
du rayonnement £R dans lequel agissent les operateurs ait a*...

L'espace SR est lui-meme le produit des espaces des etats Si des divers
oscillateurs / associes aux modes du champ

Une base orthonormee possible de 8{ est {| nt > }, ou nf = 0, 1, 2, 3...
repere les niveaux d'energie de 1'oscillateur /. Si {| ̂  > } est une base
orthonormee de ̂ ,, nous pourrons prendre dans 1'espace total £ la base
suivante

et le vecteur d'etat le plus general de g est une superposition lineaire des
vecteurs de base (A. 22).
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B — EVOLUTION TEMPORELLE

1. Point de vue de Schrodinger

Dans ce point de vue, les diverses observables du systeme particules +
champ sont fixes, et c'est le vecteur d'etat | \l/(t) > qui evolue conformement
a 1'equation de Schrodinger

ou H est 1'hamiltonien global donne en (A. 16).
Si | \l/(f) > est developpe sur la base orthonormee (A. 22)

et si le developpement (B.2) est porte dans (B.I), on obtient un systeme
lineaire d'equations differentielles pour les coefficients cxnin2 (t).

Le point de vue de Schrodinger est tres commode pour introduire les
amplitudes de transition

ou

est Foperateur devolution. Physiquement, I'expression (B.3) represente
1'amplitude de probabilite pour que le systeme, partant de 1'etat initial
| (j/i >, aboutisse, au bout d'un temps /, dans 1'etat final | \j/f >. Ces amplitudes
permettent de decrire diverses manifestations de 1'interaction entre matiere
et rayonnement (absorption, emission ou diffusion de photons par des
atomes, photoionisation, corrections radiatives...). L'un des objectifs
essentiels de la theorie sera le calcul de ces amplitudes de transition, soil
de maniere perturbative, so it de maniere plus elaboree (*).

Dans le present chapitre, qui se situe a un niveau plus general, nous
insisterons davantage sur le point de vue de Heisenberg qui se prete
mieux a des comparaisons entre theories classique et quantique.

2. Point de vue de Heisenberg. Les equations de Maxwell-Lorentz quantiques

Dans le point de vue de Heisenberg, c'est au contraire le vecteur d'etat
| ̂  > du systeme global qui reste fixe alors que les observables (7(0 de ce
systeme evoluent conformement a 1'equation de Heisenberg

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes — Les processus d'interaclion » (chapitres I
et III).
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Dans cette formule, H est rhamiltonien donn6 en (A. 16) dans lequel
tous les op6rateurs sont pris a 1'instant t.

a) EQUATIONS DE HEISENBERG POUR LES PARTICULES

L'equation de Heisenberg pour ra

n'est autre que la relation bien connue entre la quantite de mouvement
ma va de la particule a et son impulsion pa

(va = ra est la vitesse de la particule a). L'equation (B.44) du chapitre I
apparait done ici comme une equation du mouvement.

Pour les calculs qui suivent, il sera utile d'evaluer le commutateur entre
les deux composantes ua7- et val de va (/, / = x, y, z)

Considerons maintenant Tequation de Heisenberg pour ma v^.

et calculons les contributions des trois termes apparaissant dans 1'expres-
sion (A. 16) de H. La contribution du premier terme de H (energie cine-
tique) s'ecrit, compte tenu de (B. 8)
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et peut etre consideree comme la composante sur 1'axe j de la partie
magnetique de la force de Lorentz symetrisee

Le second terme de H (energie de Coulomb) donne

qui n'est autre que la composante sur 1'axey de la force electrique longi-
tudinale <?aE||(ra). Enfin, le dernier terme de //(energie du champ trans-
verse) donne

En utilisant, d'une part le commutateur [a^ a* a(] = at, d'autre part les
developpements (A.3) et (A.5) de E± et A, on montre que (B. 13) n'est
autre que la composante de la force electrique transverse ^aEj_(ra) sur
1'axey.

En regroupant tous les resultats precedents, nous obtenons finalement

ou E = EH 4- Ex est le champ electrique total. L'equation (B. 14) est la
forme quantique de 1'equation de Newton-Lorentz

Remarque

En presence de champs exterieurs, il faut partir de 1'hamiltonien (A. 17).
L'equation (B.6) devient alors

et contient le potentiel vecteur exterieur Ae. Avec celte nouvelle expression
de ma va, le calcul du commutateur (B.8) fait apparaitre le rotationnel de
A + A.e, c'est-a-dire le champ magnetique total

somme du champ magnetique quantique B et du champ magnetique exterieur
B,

De plus, comme la nouvelle expression (B. 15) de ma va contient un terme
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dependant explicitement du temps, — qa Ac(ra, r), 1'equation de Heisenberg
(B. 9) de ma va est modifiee et devient

Le calcul du commutateur de (B. 18) est tres analogue au precedent. Comme
il faut utiliser (B. 17) au lieu de (B. 8), c'est le champ total B, qui figure main-
tenant dans la force magnetique de Lorentz (B. 11). L'autre terme nouveau
qui apparait dans ce calcul provient du couplage des charges avec le potentiel
scalaire exterieur (terme £ qx Ue(rtt, t) de (A. 17)). II s'ecrit

a

En regroupant (B.I9) avec le premier terme de (B.I8), on fait apparaitre

c'est-a-dire la force due au champ electrique exterieur. Les equations (B. 12)
et (B. 13) demeurent inchangees et donnent naissance a la force due au champ
electrique quantique E, qttE(ra, t\ qui s'ajoute a (B.20) pour faire apparaitre
le champ electrique total

Finalement, en regroupant tous les resultats precedents, on obtient la nouvelle
equation de Newton-Lorentz

qui fait intervenir maintenant les champs totaux E, et Br

b) EQUATIONS DE HEISENBERG POUR LES CHAMPS

Les memes relations lineaires existent entre les champs transverses
classiques et { a,-, af } d'une part, les champs transverses quantiques et
{ at, a* } d'autre part. Si nous montrons que a, et at obeissent a des
equations similaires, nous aurons du meme coup montre que les equations
du mouvement des champs sont les memes dans les theories classique et
quantique. Au lieu d'ecrire les equations de Heisenberg pour E±, B, A,
il est done plus simple de considerer une telle equation pour at

Comme pour ma va, calculons maintenant les contributions des trois
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termes de H. Le dernier terme donne — iw, a,. Le second commute avec at

et sa contribution est nulle. Finalement, le premier terme donne

Nous avons utilise [ai,f(a*)] = df/da* qui decoule de (A.2). Si Ton
introduit le courant symetrise

on peut alors transformer (B.24) en

ou

est la composante de Fourier de j (sur le mode i). Finalement, 1'equation
du mouvement de at s'ecrit

et a exactement la meme forme que 1'equation du mouvement de a,
(equation (C.41) du chapitre I). Le raisonnement donne au debut de ce
paragraphe permet alors de montrer que les equations de Maxwell
demeurent valables entre operateurs.

Finalement, toutes les equations de base de 1'electrodynamique classique
peuvent etre generalisees au domaine quantique (pourvu toutefois que
Ton symetrise les produits d'operateurs hermitiques ne commutant pas
entre eux, comme la force de Lorentz magnetique ou le courant des
particules chargees).

Remarques

(i) En presence de champs exterieurs, 1'equation devolution de ut garde la
meme forme (B.28). En effet, la troisieme ligne de (A. 17) donne toujours
— ico, a,-, la contribution de la deuxieme est nulle el celle de la premiere
est la meme que plus haut. (II faut noter toutefois que les vitesses va appa-
raissant dans 1'expression (B.25) du courant sont maintenanl reliees aux
impulsions pa par 1'equation (B.15), et non plus par (B.7).) En etudiant



III.B.2 Evolution temporelle 183

1'equation du mouvement de ait on ne s'interesse en fail qu'a revolution du
champ transverse quantifie. Ceci est bien normal puisque revolution de Ae

et Ue est supposee imposee de I'exterieur. Comme le terme source de 1'equa-
tion (B.28) ne depend que du courant des particules, le champ exlerieur ne
peut influencer 1'evolution du champ transverse quanlifie que par Tinler-
mediaire du courant. Plus precisement, la presence du champ exterieur
modifie le mouvement des particules (voir equation (B.22)), done le courant
qui leur est associe, et par suite le champ qu'elles rayonnenl.

(ii) En 1'absence de particules (j.= 0), la solution de Pequation (B.28) est
tres simple :

Les expressions des champs libres dans le point de vuede Heisenbergs'obtien-
nent done en remplacant dans les developpements (A.3), (A.4) et (A.5) de
£_,_, B, A, at par (B.29) et a? par 1'expression adjointe. Par exemple

On obtient ainsi un developpement des champs libres en ondes planes pro-
gressives, dont les coefficients a,(0) et fl*(0) sont maintenant des operaleurs
satisfaisant aux relations de commutation (A.2). A partir de (B.30) et de
1'equation analogue pour Blibrc(r, /), on peut calculer les commulateurs entre
composantes de champs libres prises en deux points d'espace-temps diffe-
rents r, / et r', /' (voir complement C,,,). On trouve en parliculier que les
commutateurs des champs electrique et magnetique sonl loujours nuls des
que r, t et r', t' sont separes par un intervalle genre espace. Un lei resultal
exprime physiquement que deux mesures de champ en r, I el r', / ' ne peuvent
alors se perturber mutuellement puisqu'aucun signal physique ne peut relier
les deux evenements r, t et r', /'.

C) AVANTAGES DU POINT DE VUE DE HEISENBERG

Un premier avantage de ce point de vue est qu'il permet de discuter
simplement les analogies et differences entre theories classique et quanti-
que. Comme nous venons de le voir, il conduit en effet a des equations
du mouvement analogues, mais ces equations concernent desormais
des operateurs et non plus des grandeurs classiques.

Un second avantage du point de vue de Heisenberg est qu'il permet de
definir des « moyennes a deux temps », c'est-a-dire des valeurs moyennes,
dans 1'etat | \l/ > du systeme (rappelons que | ̂  > est independant du temps),
d'un produit de deux operateurs F(f) et G(l') pris a deux instants differents
re t t'

D'importants exemples de moyennes a deux temps sont donnes par
les fonctions de correlation symetriques ou les fonctions de reponse
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lineaire. qui decrivent respectivement la dynamique des fluctuations exis-
tant au sein d'un systeme et la reponse lineaire du systeme a une petite per-
turbation exterieure. Nous reviendrons plus loin (§ C.3.c et complement
C,,,) sur les fonctions de correlation symetriques et les susceptibilites
lineaires du champ libre quantique (voir aussi 1'exercice 6 du chapitre IV).
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C — OBSERVABLES ET ETATS DU CHAMP
QUANTIQUE LIBRE

Pour pouvoir discuter des proprietes physiques d'un systeme quantique,
il faut connaitre a la fois les observdbles G associees aux diverses grandeurs
physiques du systeme, et le vecteur d'etat \ \jj > (ou Voperateur densite p)
decrivant 1'etat du systeme au moment ou Ton effectue la mesure. Cest
a partir de ces deux objets mathematiques distincts, G et | ̂  > (ou G et p)
que Ton peut ensuite faire des previsions sur les divers resultats qui peuvent
etre observes lors d'une mesure de la grandeur physique etudiee sur le
systeme.

Ainsi, si | \j/ > coincide avec Tun des etats propres de G, le resultat est
certain : c'est la valeur propre correspondante de G. Si | \l/ > n'est pas un
etat propre de G, le resultat de la mesure peut etre a priori n'importe
quelle valeur propre de G, avec des probabilites bien defmies, la valeur
moyenne des resultats obtenus sur un grand nombre de mesures identiques
(repetees sur le meme etat | ̂  » etant < ̂  | G \ \l/ >. Si deux grandeurs
physiques sont incompatibles, c'est-a-dire si les observables correspondan-
tes G et F ne commutent pas, il est impossible de trouver une base de
vecteurs propres communs a F et a G : il n'y a pas d'etat 11/> > qui soit
a la fois bien « adapte » a F et a G. On peut dans ce cas chercher a realiser
un compromis, par exemple chercher un etat 11/^ > tel que les valeurs
moyennes de F et G dans cet etat soient egales aux valeurs correspondantes
de ces grandeurs physiques dans un systeme classique.

La demarche generate precedente s'applique bien sur au champ elec-
tromagnetique, et nous allons la suivre dans ce paragraphic C pour etudier
quelques proprietes importantes du champ quantifie. Afin de centrer
la discussion sur les grandeurs physiques du champ, nous considererons
uniquement le champ libre, c'est-a-dire le champ en 1'absence de sources.

1. Revue de quelques observables du champ libre

a) ENERGIE TOTALE ET IMPULSION TOTALE DU CHAMP

En 1'absence de particules, H et P se reduisent a //trans et Ptrans dont nous
avons donne plus haut les expressions en (A. 9) et (A. 10). Notons qu'il
s'agit la d'observables de type global, dans la mesure ou elles s'expriment
comme integrales dans tout 1'espace (espace libre ou volume du cube de
quantification) de fonctions des champs E et B.

b) CHAMPS EN UN POINT DONNE r DE L'ESPACE

Contrairement a Htrans et Ptrans, ces observables sont «locales ». La
mesure d'un champ en un point donne necessite de placer en ce point une
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« charge d'epreuve ». Les expressions de Ex(r) (qui est egal a E(r) en 1'ab-
sence de particules, puisque EH est alors nul), B(r), A(r) sont donnees plus
haul en (A.3), (A.4), (A.5).

Etudions plus precisement le champ electrique et considerons la
contribution d'un mode a E(r). Au lieu d'utiliser les operateurs a et a+,
on peut leur substituer des combinaisons lineaires ap = (a + a+)/2 et
aQ = (a — a+)/2 / analogues a la position x et 1'impulsion p d'un oscilla-
teur harmonique. II est facile de voir que ap et aQ correspondent a deux
composantes en quadrature du champ electrique (voir exercice 6). On peut
alors utiliser 1'analogie avec 1'oscillateur harmonique pour etablir des
resultats relatifs au champ de rayonnement quantique. Par exemple, la rela-
tion de Heisenberg pour Ax A/? devient ici A«P AaQ ^ 1/4 et exprime que
les mesures du champ sur deux composantes en quadrature ne sont pas
compatibles. Si Ton veut mesurer une composante avec une grande
precision, il en resultera une augmentation de 1'indetermination sur la
composante en quadrature. Un autre resultat interessant concerne la
distribution des valeurs possibles de chaque composante ap et aQ lorsque
le mode est dans 1'etat fondamental (pas de photon dans le mode). Cette
distribution est une gaussienne tout comme la distribution des valeurs
possibles de x et p dans 1'etat fondamental d'un oscillateur harmonique.

c) OBSERVABLES CORRESPONDANT A DES MESURES PHOTOELECTRIQUES

Dans le domaine optique, on utilise le plus sou vent, pour faire des
mesures locales sur le champ, des detecteurs bases sur Veffet photoelec-
trique. Tres schematiquement, on place un atome dans le rayonnement,
au point r, et on observe les photo-electrons produits par la photoioni-
sation de cet atome. De telles mesures sont destructives dans la mesure
ou les photons responsables du signal photoelectrique disparaissenL

Nous utilisons ci-dessous les resultats de la theorie des signaux photo-
electriques qui relient ces signaux a des observables locales du champ
(voir les references a la fin du chapitre). Ces resultats nous seront utiles
pour les discussions physiques de ce chapitre et celles du complement Am.

(i) Signaux de comptage simple

Supposons qu'un detecteur a large bande spectrale soit place au point r
dans un champ de rayonnement libre dans 1'etat | ̂  >. On peut montrer
que la probabilite d'observer une photoionisation dans ce detecteur
entre les instants t et / + dt est proportionnelle a w>,(r, t) At ou

E(+)(r, f) et E(~}(r, t) sont les composantes de frequence positive et negative
du champ libre (B. 30), ne contenant respectivement que des operateurs
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de destruction a{ ou de creation a*

(Pour simplifier les notations, nous omettons 1'indice libre et ecrivons at

et a+ pour ^(0) et a+(Q).)
Le «taux de comptage simple » wl est la valeur moyenne, dans 1'etat

| \l/ > du champ, de 1'observable

exprimee dans le point de vue de Heisenberg. 7(r, /) est un operateur
hermitique, range dans Vordre «ormfl/(c'est-a-dire avec tous les operateurs
de destruction a droite, tous les operateurs de creation a gauche), qu'on
peut appeler « Vintensite lumineuse » au point r a 1'instant t.

Remarque

II est egalement possible de donner un traitement semiclassique de 1'effet
photoelectrique, ou seul le detecteur est quantifie et non le champ (voir les
references a la fin du chapitre). Pour le taux de comptage simple, on trouve,
au lieu de (C.I)

ou E(
cf

} et E£f' sont les composantes de frequence positive et negative du
champ electrique classique, et ou 7cl = | E^* |2 est 1'intensite classique.

(ii) Signaux de comptage double

Considerons maintenant deux photodetecteurs en r et en r'. La pro-
babilite d'observer une photoionisation au point r' entre /' et t' + d/',
et une autre au point r entre t et t + dt, se trouve etre proportionnelle
a w,,(r, t;r', r ' )d td t 'ou

avec m, n = x, y, z. Le « taux de comptage double » wu est egal a la valeur
moyenne de 1'observable rangee dans 1'ordre normal

Comme E^V* t'} et E(+)(r, t) ne commutent pas, il n'est pas possible
d'ecrire une telle observable sous la forme /(r, 0 7(r', t'), c'est-a-dire
comme le produit des deux intensites lumineuses en r, t et r', t'.
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Remarque

L'expression semiclassique du taux de comptage double est

Pour un champ classique fluctuant, il faut prendre la moyenne de (C.7)
sur toutes les realisations possibles du champ. Le taux de comptage double
est alors egal a la fonction de correlation de 1'intensite lumineuse.

2. Excitations elementaires du champ quantique libre. Photons

a) ETATS PROPRES DE L'ENERGIE ET DE L'IMPULSION TOTALES

Considerons tout d'abord 1'oscillateur / (mode /)• Les valeurs propres
de a* at sont tous les entiers positifs ou nuls «,

et les vecteurs propres | nt > obeissent aux relations bien connues

Comme a* af commute avec a/ a^ les etats propres de //trans et Ptrans

sont les produits tensoriels des etats propres | «,- > de a,+ a{

L'etat fondamental du champ correspond a tous les nt egaux a zero et
sera note | 0 >

De (C. 10) il resulte que tous les etats propres | n1 n2 . . .«,- . . .> peuvent
etre obtenus en faisant agir un certain nombre d'operateurs de creation
sur 1'etat fondamental | 0 >
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b) INTERPRETATION EN TERMES DE PHOTONS

Par rapport a 1'etat fondamental | 0 >, 1'etat | /?,... «,...) a une energie
£ «£ Hcoi et une impulsion £ nt /zk(.. Tout se passe comme si cet etat

t i

representait un ensemble de n^ particules d'energie fiuj^ et d'impulsion
Tzkj, . . . , rtf particules d'energie /zo^ et d'impulsion /zk£,.... Ces particules
sont appelees des « photons ». Elles decrivent les excitations elementaires
des divers modes du champ electromagnetique quantifie.

L'etat fondamental ne contient aucun photon (tous les «, sont nuls) et est
done appele le vide. De (C. 9) il resulte que a* cree un photon / alors que at

detruit un photon i. Le nombre total de photons est decrit par 1'operateur

Finalement, comme le champ a etc quantifie avec des commutateurs,
les photons sont des bosons. Effectivement le nombre de photons /, n,-,
peut etre superieur a 1.

Remarques

(i) Les energies des etats ont etc reperees par rapport au vide. Mais 1'energie
absolue du vide, egale a ^ /JCOj/2, est infinie. Nous reviendrons plus loin

i

sur ce point a propos de 1'etude des fluctuations du vide.

(ii) Au lieu de developper le champ en ondes planes transverses, on pourrait
aussi le developper en ondes multipolaires (voir complement B,). On obtien-
drait alors, lors de la quantification, des excitations elementaires (pho-
tons), caracterisees par une valeur bien definie de 1'energie (ficy), du carre
du moment cinetique J2(J(J + 1) /ii2), de J,(MTt) et de la parite (+ ou —).

(iii) Une equation d'onde relativiste, comme les equations de Maxwell,
Fequation de Klein-Gordon, ou 1'equation de Dirac, a des solutions en
e~"°f et e+ia>t, qu'on peut aussi interpreter comme des solutions d'energie
positive et negative. Lors de la seconde quantification d'une telle equation,
les coefficients du developpement du champ sur les solutions d'energie
negative deviennent des operateurs de destruction d'une particule d'energie
negative qu'on reinterprete comme des operateurs creation d'une antiparti-
cule d'energie positive. L'operateur champ apparait alors comme une super-
position lineaire de a (operateur de destruction d'une particule) et de b+

(operateur de creation d'une antiparticule). Pour le champ de Maxwell
n'apparaissent que des a et a+. Ceci est du au fait que le champ de Maxwell
est reel et que le photon coincide avec son antiparticule (b+ = a+).

c) ETATS A UN PHOTON. PROPAGATION

L'operateur de creation a£ agissant sur le vide | 0 > donne un etat a un
photon k. De tels etats peuvent etre superposes lineairement pour donner
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Une telle combinaison lineaire est un etat propre de 1'operateur N donne
en(C.14)

mais non de //trans et P(rans (car plusieurs valeurs de k apparaissent dans
(C. 15)). II s'ensuit que | \j/ > decrit en general un etat non stationnaire
a un photon.

Pour discuter la propagation d'un tel etat, considerons un modele
simple a une dimension. Tous les modes apparaissant dans le developpe-
ment (C. 15) sont supposes avoir leurs vecteurs d'onde paralleles a 1'axe
Ox, et la meme polarisation, de sorte que E( + )(r» 0 sera note simplement
£(+)(*, 0

Le taux de comptage simple w{(x, t) dans 1'etat (C. 15) est alors donne par

II apparait clairement sur (C. 18) que w,(jc, t) ne depend que de x — ct
et se propage done sans deformation a la vitesse c.

Remarques

(i) Une mesure de Ptrans sur le champ dans I'etat (C.I5) donne (pour la
composante x) la valeur Hk avec la probabilite | ck |

2. [Nous supposons
< ty | ̂  > = £ | ck |

2 = 1.] La quantite | ct |
2 peut done etre consideree

k

comme une distribution de probabilite pour Plrans.

(ii) Le taux de comptage simple w,(x, /) est proportionnel a la probabilite
d'observer un photoelectron au point x. II serait tentant de considerer wt(x, I),
dans le sous-espace a un photon, comme la probabilite pour le photon
d'etre au point x. Ceci introduirait 1'idee d'une « position » pour le photon.
Pour confirmer une telle interpretation, il serait necessaire de montrer qu'il
est possible de construire un ensemble complet d'etats localises pour le
photon, c'est-a-dire un ensemble complet d'etats pour lesquels vf,(r, /) est
partout nul sauf en un point. En fait, ceci est impossible a cause du caractere
transverse du champ. Supposons par exemple que Ton veuille localiser un
photon de polarisation parallele a 1'axe Oz. La transversalite impose de
n'utiliser que des ondes planes ayant leurs vecteurs d'onde dans le plan xOy,
ce qui entraine alors que vt>,(r, t) est completement delocalise le long de Oz.
En fait, il est impossible de definir un operateur position pour le photon,
comme nous 1'avons deja indique dans le paragraphe C.5 du chapitre I.
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3. Etude de quelques proprietes du vide

a) DISCUSSION QUALITATIVE

Pour un oscillateur harmonique reel, il est bien connu que la relation
de commutation fondamentale [jc, p] = ih empeche d'annuler simulta-
nement 1'energie potentielle (proportionnelle a x2) et 1'energie cinetique
(proportionnelle a p2). L'etat d'energie le plus has resulte d'un « compro-
mis » entre ces deux energies qui varient en sens inverse en fonction de la
largeur de la fonction d'onde. On comprend ainsi pourquoi 1'etat fonda-
mental a une energie absolue non nulle (« energie de point zero » Ha)/2)
et pourquoi dans cet etat, les variances Ax2 et A/?2 de x et p sont non
nulles.

Les memes phenomenes se produisent pour le champ quantique. Les
relations de commutation fondamentales (A. 2) entre af et af (voir aussi
(A. 15)) empechent d'annuler simultanement les energies electrique et
magnetique. II s'ensuit que 1'etat fondamental du champ quantique,
c'est-a-dire le vide | 0 >, a une energie absolue non nulle, et que, dans cet
etat, les variances de E et B sont non nulles. II s'agit la d'un effet purement
quantique.

b) VALEURS MOYENNES ET VARIANCES DES CHAMPS DANS LE VIDE

A partir du developpement (A. 3) de E en a, et af et de

on demontre que

c'est-a-dire encore, en remplagant la somme discrete par une integrale
(voir la formule (C. 34) du chapitre I)

La variance du champ electrique en un point donne r est done, dans le vide,
proportionnelle a n (effet quantique) et diverge en k$, si la borne superieure
kM de 1'integrale (C. 22) tend vers 1'infini. Des resultats analogues peuvent
etre etablis pour cB(r) qui a, dans le vide, meme valeur moyenne et meme
variance que E(r).

Ainsi, la theorie quantique du rayonnement predit que, meme dans le
vide de photons, existe en tout point de Pespace un champ electromagne-
tique, de valeur moyenne nulle et de variance infinie.
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Remarque

Au lieu de considerer les champs en un point r de J'espace, moyennons les
champs dans un volume fini, entourant le point r, et d'extension lineaire rQ.
Plus precisement, introduisons le champ moyenne

ou /(p) est une fonction reelle (Fig. la), ne dependant que de | p |, de lar-
geur r0, telle que

En utilisant le developpement (A.3) dc E, on transforme alors (C.23) en

ou 0(k) est, a un facteur pres, la transformee de Fourier de /(p)

0(k) ne depend que de | k |, tend vers zero quand | k | > 1//-0. De plus, d'apres
(C.24)et(C.26)

L'allure de gf(k) est representee sur la figure 1 b.

Figure 1. Allures de la fonction /(p) servant a definir le champ moyen,
et de sa transformee de Fourier </(k).

On voit ainsi que moyenner les champs sur un volume fini, d'extension
lineaire r0 autour de r, revient a introduire une « fonction de coupure » g(k)
dans le developpement du champ en modes, qui supprime les contributions
des modes de vecteurs d'onde superieurs a 1//-0. Les memes calculs que plus
haut donnent alors
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L'integrale de (C.29) converge si g(\ k |) tend suffisamment vite vers zero
quand | k | -» oo. Ainsi, la variance dans le vide du champ moyenne E peut
rester finie.

c) FLUCTUATIONS DU VIDE

Dans le paragraphe precedent, nous avons calcule les valeurs moyennes
des champs et des carres des champs a un instant donne. Pour etudier la
dynamique du champ existant en un point r dans le vide, il vaut mieux utilj-
ser le point de vue de Heisenberg et calculer les fonctions de correlation
symetriques

En utilisant le developpement (B. 30) du champ libre E(r, t) dans le
point de vue de Heisenberg, on trouve que (voir aussi le complement
On):

La fonction de correlation Cmn est reelle, et ne depend que de r (ceci est du
au fait que le vide est un etat stationnaire, dont les proprietes sont inva-
riantes par translation dans le temps). La largeur en T de Cmn(i) est de
1'ordre de l/ckM et est done tres faible (rappelons qu'il faudrait faire
tendre kM vers 1'infmi, a moins que Ton ne moyenne les champs sur un
volume fini, d'extension lineaire r0, ce qui revient a prendre kM de 1'ordre
de l/r0). II s'ensuit que les fluctuations du vide ont un temps de correlation
tres court. II apparait aussi sur (C.31) que Cmn(t) est la transformee de
Fourier d'une « densite spectrale » proportionnelle a | co |3. Nous precisons
dans le complement C,n 1'allure des variations de Cmn(i) avec T, pour i court
(de 1'ordre ou inferieur a \/ckM) et pour T long devant l/ckM (auquel cas
C^T) decroit en r~4).

La presence dans le vide d'un champ fluctuant tres rapidement autour
de zero suggere des images physiques interessantes pour interpreter
remission spontanee de rayonnement par un atome excite et les correc-
tions radiatives comme le deplacement de Lamb (*).

(*) Voir par exemple J. Dalibard, J. Dupont-Roc et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique,
43 (1982), 1617 et les references qui y sont citees.
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4. Etats quasi classiques

a) IDEE GENERALE

Considerons le champ libre classique. D'apres les resultats du chapitre I,
1'etat de ce champ est caracterise par 1'ensemble { a f } des variables nor-
males. Une fois 1'ensemble { a £ } connu, toutes les quantites relatives
au champ sont connues. Par exemple :

et ainsi de suite...
Pour le champ quantique libre, la situation est plus complexe. Comme

les diverses observables de champ ne commutent pas entre elles, il est
impossible de trouver des etats propres communs a ces observables avec
des valeurs propres egales aux valeurs des grandeurs classiques corres-
pondantes.

Dans ce paragraphe, nous aliens essayer de trouver 1'etat quantique
| { at} > qui « reproduit» de la meilleure maniere possible les proprietes
de 1'etat classique { <Xj }. L'idee generate est de rechercher un etat quantique
| { a-i} > tel que, pour toutes les observables importantes, les valeurs
moyennes de ces observables dans 1'etat | { a,.} > coincident avec les
grandeurs classiques correspondantes. Plus precisement, nous voulons
avoir

(nous avons retranche 1'energie £vide du vide car toutes les energies sont
reperees par rapport au vide).

pour tout r et tout f, plus des equations analogues pour B et A.

b) CARACTERISATION DES ETATS QUASI CLASSIQUES

Si les developments (A.9), (A. 10), (B.30) de //trans, />trans, E(r, /)
en at et a* sont reportes dans le membre de gauche de (C.3^, (C.36),
(C.37), et compares aux expressions (C.32), (C.33), (C.34) de H^ns,
Trans' ^ci( ( ai}» r» 0» on trouve que les conditions (C. 35) a (C. 37) sont
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equivalentes a

Introduisons alors 1'operateur

ou H est 1'operateur unite. Les equations (C. 38) et (C. 39) peuvent s'ecrire

L'equation (C.42) exprime que la norme de bt \ { a;} > est nulle, de sorte
que la solution de (C. 41) et (C. 42) est

c'est-a-dire encore

II s'ensuit que 1'etat | { « f} > est un produit

avec

L'etat quasi classique j { a,} >, appele encore etat coherent, est done le
produit tensoriel des etats propres des divers operateurs de destruction
at, les valeurs propres o^ etant precisement les variables normales clas-
siques correspondantes.

De (C. 46) il decoule que

ainsi que

oil E(+)(r, r) et E^^r, /) sont les composantes de frequence positive et
negative du champ libre dans le point de vue de Heisenberg, donnees en
(C.2). Plus generalement, toutes les observables rangees dans 1'ordre
normal ont une valeur moyenne dans 1'etat | { a£ } > egale a la valeur
de la grandeur classique correspondante dans 1'etat classique { a,}.
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C) QUELQUES PROPRIETES DES ETATS QUASI CLASSIQUES

Nous passons maintenant en revue quelques proprietes importantes
des etats | { a £ } >, et plus precisement de 1'etat propre | a,. > de 1'opera-
teur a{. Pour simplifier les notations, nous omettrons 1'indice /. Pour plus
de details, le lecteur interesse pourra se reporter aux references a la fin
du chapitre.

En projetant (C. 46) sur le bra < n — 1 |, on obtient la relation de
recurrence

d'ou Ton deduit

La probabilite $(ri) d'avoir n photons dans un etat quasi classique | a >
est done donnee par une loi de Poisson

de valeur moyenne

et de variance

Les relations d'orthonormalisation et de fermeture des etats quasi clas-
siq ues peuvent etre deduits de (C. 51):

Dans (C.56) nous avons note d2a=d3le(a) d 3m(a).
Finalement, il est possible de montrer que, en representation x, un

etat quasi classique est represente par un paquet d'ondes gaussien qui
oscille sans se deformer.

Remarque

Les etats quasi classiques | a > forment une base (surcomplete) sur laquelle
il est possible de developper 1'operateur densite p du mode. Dans de nom-
breux cas, p peut etre ecrit sous la forme
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ou P(o, a*) est une fonction de a et a* qui est reelle et normalisee

(ceci resulte de p = p+ et Trp = 1). La fonction P(a, a*) est appelee la
« representation P » de 1'operateur densite (voir references a la fin du cha-
pitre ainsi que 1'exercice 5). L'interet essentiel de la representation P est
qu'elle conduit a des formules simples pour les valeurs moyennes d'opera-
teurs ranges dans Vordre normal, comme (a+)m(a)'. Ainsi, 1'utilisation de
(C.57) dans

conduit, compte tenu de (C.46) et (C.47), a

Les relations (C.58) et (C.60) font apparaitre P(<x, a*) comme une densite
de probabilite donnant la distribution des valeurs possibles de a et a*. Une
telle analogic est cependant trompeuse. Tout d'abord, des resultats aussi
simples que (C. 60) ne peuvent etre obtenus que pour des operateurs ranges
dans Vordre normal. Us ne seraient pas valables par exemple pour < (a)1 (a+)m >.
Ensuite, on peut montrer qu'il existe des etats p pour lesquels P(a, a*) peut
prendre des valeurs negatives. C'est la raison pour laquelle P(a, a*) est
appelee parfois « densite de quasi-probabilite ».

La representation P permet une discussion simple des effets purement quan-
tiques. Une vraie densite de probabilite est en effet une fonction definie posi-
tive, ce qui permet d'etablir certaines inegalites. Pour certains etats quantiques
du champ, les valeurs negatives prises par P(o, a*) peuvent entrainer une
violation de ces inegalites. Mentionnons enfin que 1'equation pilote decrivant
ramortissement de p sous Feffet de processus de relaxation prend souvent la
forme d'une equation de Fokker-Planck pour P(o, a*).

d) OPERATEUR DE TRANSLATION POUR a ET a+

Considerons 1'operateur T(a) defmi par

ou a est un nombre complexe. Get operateur est unitaire puisque

Un premier interet des operateurs T(a) et T+(a) est qu'ils permettent
de relier simplement 1'etat coherent | a > au vide | 0 >
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Pour demontrer (C.63.a), il suffit d'utiliser 1'identite

valable si A et B commutent avec [A, B]. En prenant A = <xa+, B = — a* a,
et par suite [A, B] = — | a \2[a+,a] = | a |2 qui commute bien avec a
et a+, nous pouvons en effet transformer (C.62) en

Faisons alors agir (C. 65) sur le vide apres avoir developpe en serie les
deux premieres exponentielles de (C. 65). En utilisant a \ 0 > = 0 et
(a+)n | 0 > = ^/n~i | n >, nous retrouvons bien le developpement (C.51),
ce qui demontre (C. 63).

Un autre interet de la transformation unitaire T est qu'elle conduit a
des resultats tres simples pour les transformees de a et a+ :

Pour demontrer (C.66.a), partons de :

et utilisons (C.65) ainsi que [a,f(a+)~\ = df/da+ pour calculer le com-
mutateur de (C. 67). II vient :

II suffit alors de multiplier a gauche les deux membres de (C. 68) par T
et d'utiliser TT+ = 1 pour obtenir (C.66.a). Nous aurons 1'occasion,
dans la suite de cet ouvrage, d'utiliser a plusieurs reprises les egalites
(C.66) qui expriment que T est un operateur de translation pour a et a+.
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D — HAMILTONIEN D'INTERACTION
ENTRE PARTICULES ET CHAMP

1. Hamiltonien des particules. Hamiltonien du rayonnement Hamiltonien
d'interaction

II sera interessant pour la suite de decomposer 1'hamiltonien H du
systeme global en trois parties :

ou Hp ne depend que des variables ra et pa des particules (hamiltonien
des particules), HR ne depend que des variables a{ et a* du champ (hamil-
tonien du rayonnement), Hl depend a lafois de ra, pa et de «,, a,+ (hamil-
tonien d'interaction). A partir de Fexpression (A. 16) de //, on obtient :

ou Hn est lineaire par rapport aux champs :

(Nous avons utilise la transversalite de A, en jauge de Coulomb, qui
entraine pa • A(ra) = A(ra) • pj, et HI2 quadratique :

Jusqu'ici, nous avons considere uniquement des particules chargees,
sans degres de liberte internes. II est possible de lever cette restriction
en ajoutant aux observables ra et pa de la particule a 1'operateur de spin Sa.
A cause du moment magnetique associe a un tel spin :

ou ga est le facteur de Lande intrinseque de la particule a, un nouveau
terme doit etre ajoute a Ht :

representant les couplages des moments magnetiques de spin des diverses



200 Electrodynamique quantique en jauge de Coulomb III.D.2

particules avec le champ magnetique du rayonnement B, evalue aux points
ou se trouvent ces particules.

Remarques

(i) En presence de champs exterieurs, il faut, d'une part, partir de Texpres-
sion (A. 17) de H, d'autre part, ajouter les couplages des moments magne-
tiques de spin avec le champ magnetique exterieur. Comme \e(r, t\ Ue(r, /),
Be(r, t) sont des grandeurs classiques, imposees de 1'exterieur, les operateurs
obtenus en remplacant dans ces grandeurs le point courant r par 1'opera-
teur ra sont des operateurs atomiques. On obtient ainsi pour HP et H, les
nouvelles expressions suivantes :

ou

avec

flt """<*

///! et HI2 gardant les memes expressions qu'en (D.8) et (D.6).

(ii) Tous les termes dependant du spin introduits dans ce paragraphe Tont
etc de maniere heuristique. Pour des electrons, ils peuvent etre justifies par
1'etude de la limite non relativiste de 1'equation de Dirac (voir aussi comple-
ment Bv). On trouve alors que le facteur g d'un electron est egal a 2.

2. Ordres de grandeur des divers termes d'interaction pour des systemes
de particules liees

Considerons tout d'abord le rapport HI2/Hn. Les ordres de grandeur
de A et p sont pris egaux a leur ecart quadratique moyen dans 1'etat
considere :

Pour de faibles intensites du rayonnement, le rapport HnIHP est petit,
ce qui entraine que H12IH1^ Test aussi. En revanche, a tres haute intensite
(quand le champ de rayonnement incident devient de 1'ordre du champ
intra-atomique), HI2 peut devenir du meme ordre ou plus grand que Hn.

II convient de noter toutefois que, dans certains processus de diffusion,
comme la diffusion Rayleigh, Thomson ou Compton, HI2 peut intervenir
des 1'ordre 1 de la theorie des perturbations (un seul element de matrice
de HI2 suffit en effet pour decrire le processus a deux photons cones-
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pondant a la destruction du photon incident et a la creation du photon
diffuse), alors que Hn ne peut jouer un role qu'a 1'ordre 2 (les elements
de matrice de Hn correspondent a des processus a un photon et il en
faut deux pour decrire un processus de diffusion). Meme si HI2 est plus
petit que Hn, la contribution de HI2 a 1'ordre 1 peut etre de 1'ordre de
celle de Htl a 1'ordre 2, et meme parfois superieure.

Remarque

Pour une particule libre, ou une particule faiblement liee, H]2 (plus preci-
sement, les elements de matrice diagonaux de HI2) peut etre interprete
comme etant 1'energie cinetique de vibration de la particule dans le champ
de rayonnement. En effet, pour un champ de frequence co, A ^ E/a>, et par
suite

On reconnait en (D. 14) 1'energie cinetique d'une particule vibrant dans un
champ E de frequence co, avec une amplitude qEjmco2 et une vitesse yE/mca.
Notons qu'une telle image demeure valable dans le vide de photons. II faut
dans ce cas remplacer E par <?„, et H12 represente alors 1'energie cinetique
de vibration de la particule dans les fluctuations du vide.

Considerons maintenant le rapport Hf1/Hn. En utilisant (D. 7), (D. 8)
et le fait que B ~ kA (puisque B = V x A), on obtient :

c'est-a-dire le rapport entre I'impulsion Jik du photon et celle, p, de la
particule. Pour des photons de faible energie et un electron lie (par exem-
ple, dans le domaine optique ou microonde), un tel rapport est tres petit
devant 1.

3. Regies de selection

En 1'absence de champs exterieurs (ou en presence de champs exterieurs
invariants par translation spatiale), on peut montrer, a partir des relations
de commutation (A.I) et (A.2), que :

ou P est I'impulsion totale donnee en (A. 18) (voir exercice 3).
Un tel resultat peut se comprendre physiquement si Ton note que P

est le generateur infinitesimal des translations spatiales du systeme global
champ + particules. Le fait qu'un operateur commute avec P exprime



202 Electrodynamique quantique en jauge de Coulomb III.D.4

done que la grandeur physique correspondante est invariante dans une
translation du systeme global. Ainsi, la vitesse de chaque particule ne
change pas lors d'une translation, de sorte que 1'energie cinetique totale
(premiere ligne de (A. 16)) reste inchangee. De meme, une translation
globale ne change pas les distances entre particules, done leur energie
coulombienne (deuxieme ligne de (A. 16)), ainsi que 1'integrale dans tout
1'espace de E2 + c2 B2 (troisieme ligne de (A. 16)). Enfin, pour compren-
dre pourquoi Hj commute avec P, il suffit de noter que A(ra) et B(ra)
ne changent pas quand on translate de la meme quantite les champs A
et B et le point ra ou Ton evalue ces champs.

II decoule de (D. 16) que, dans le point de vue de Heisenberg, 1'impulsion
totale est une constante du mouvement, comme en theorie classique :

Une autre consequence de (D. 16) est que H, n'a d'elements de matrice
non nuls qu'entre etats propres de HP + HR ayant la meme impulsion
totale. (Comme P commute avec Hf + HR, on peut en effet utiliser une
base de vecteurs propres communs a P et HP + HR.) Une telle regie de
selection exprime la conservation de 1'impulsion globale lors des pro-
cessus d'absorption ou d'emission de photons par des systemes de par-
ticules chargees. Combinee avec la conservation de 1'energie qui apparait
lorsqu'on resout 1'equation de Schrodinger sur des temps assez longs,
la conservation de 1'impulsion globale permet de comprendre des effets
physiques importants comme 1'effet Doppler et 1'energie de recul.

On pourrait, de la meme maniere, montrer que le moment cinetique
total donne en (A. 19) commute avec //, HP, HR, H, (en 1'absence de
champs exterieurs ou en presence de champs exterieurs invariants par
rotation). Une consequence de ce resultat est que //, n'a d'elements de
matrice non nuls qu'entre etats propres de HP + HR ayant meme mo-
ment cinetique total (conservation du moment cinetique lors de 1'absorp-
tion ou de remission de photons par des systemes de particules chargees).

4. Introduction d'une coupure (*)

Les hamiltoniens (A. 16) ou (A. 17) etudies dans ce chapitre ne sont
bien sur valables que pour des particules lentes (non relativistes). Us ne
peuvent done pas decrire correctement 1'interaction de telles particules
avec les « modes relativistes » du champ (c'est-a-dire les modes tels que

(*) Une coupure analogue a deja etc introduite au paragraphe C.S.d du chapitre II
sur le lagrangien standard d'interaction. Pour le lecteur n'ayant pas lu le chapitre II, nous
suivons ici une demarche analogue, mais directement sur l'hamiltonien d'interaction, sans
passer par le lagrangien.
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ftco > me2), puisque de telles interactions pourraient communiquer aux
particules des vitesses elevees, ou meme creer de nouvelles particules,
comme des paires electron-positron.

Or, le developpement en modes des champs A et B apparaissant dans
1'hamiltonien d'interaction etudie plus haut contient des modes de fre-
quence arbitrairement elevee. Plutot que de conserver les termes de
couplage avec les modes relativistes, qui sont certainement inexacts, nous
preferons ici les eliminer de l'hamiltonien d'interaction. Une telle elimi-
nation est realisee en introduisant une coupure dans tous les developpe-
ments des champs apparaissant dans Hj. Plus precisement, toutes les
sommations sur kf sont limitees a :

avec

La frequence de coupure coc est choisie cependant grande devant les fre-
quences caracteristiques co0 du mouvement des particules :

de maniere a conserver dans Hl un intervalle spectral suffisamment
etendu, et pouvoir decrire ainsi correctement les interactions electro-
magnetiques importantes des particules, en particulier les process us
d'absorption ou d'emission resonnantes de photons. En fait, avec la
coupure (D.I8), nous renongons pour 1'instant a decrire reflet sur les
particules d'emissions et de reabsorptions « virtuelles » de photons haute
frequence.

A ce stade de la discussion, il convient de se souvenir, qu'en reexprimant
le champ longitudinal en fonction des coordonnees ra des particules,
nous avons en fait inclus dans 1'hamiltonien des particules une partie
des interactions electromagnetiques des particules (terme d'interaction
coulombienne de (A. 16)). Pour etre coherent avec ce qui precede, il
convient done d'introduire la meme coupure dans KCoul. Revenons
pour cela au calcul de VCoul dans 1'espace reciproque, c'est-a-dire a la
formule (B .35) du chapitre I donnant VCou} sous forme d'integrales sur k,
et introduisons une borne superieure kc dans ces integrales. L'energie
coulombienne propre de la particule a, £"„„,, devient finie et egale a :

On obtient en fait 1'energie de Coulomb d'une charge qa repartie dans un
volume d'extension lineaire \/kc, ce qui n'est pas surprenant puisqu'une
coupure a kc est equivalente a un moyennage spatial sur un volume k~*
(voir remarque du § C.3 .b ci-dessus). Quant au terme d'interaction cou-
lombienne entre particules, il demeure pratiquement inchange si l//cc
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est petit devant les distances entre particules, ce que nous supposons
realise ici.

Illustrons la discussion precedente sur le systeme atomique le plus
simple, a savoir 1'atome d'hydrogene. La figure 2, qui n'est pas a Fechelle,
donne quelques energies caracteristiques importantes fico et les longueurs
d'ondes correspondantes % = c/co = l/k.

Figure 2. Quelques energies et longueurs d'onde caracteristiques
pour 1'atome d'hydrogene (figure non a 1'echelle).

Une premiere energie importante est r energie au repos me2 de 1'elec-
tron. D'apres (D. 19), 1'energie de coupure 7zcoc doit etre a gauche de me2.
La longueur d'onde correspondant a me2 est la longueur d'onde de Comp-
ton %c, plus petite que le rayon de Bohr a0 par un facteur a = 1/137 (a est
la constante de structure fine). Pour une energie de coupure fia>c de 1'ordre
de me2, les charges sont done reparties sur un volume d'extension lineaire
l/kc = %c petit devant la distance moyenne a0 entre les deux charges,
et il est done legitime de negliger les modifications de 1'energie d'interac-
tion coulombienne entre 1'electron et le proton.

Les energies atomiques caracteristiques (notees na>0 plus haut) sont ici
de 1'ordre de 1'energie a" ionisation, c'est-a-dire de 1'ordre de a2 me2. Une
telle energie est plus petite que me2 par au moins quatre ordres de gran-
deur, et il n'y a done aucune difficulte a trouver une frequence de coupure
coc, satisfaisant (D.20).

Finalement, comme le rayon de Bohr a0 est egal a £c/a, une longueur
d'onde de 1'ordre de aQ correspond a une energie not de 1'ordre de ounc2,
beaucoup plus petite que me2, mais egalement beaucoup plus grande que
a2 me2. L'intervalle [0 — txmc2] de la figure 2, qui est tres grand devant
1'energie atomique typique a2 me2, correspond done a des longueurs
d'ondes grandes devant les dimensions atomiques. Si Ton s'interesse
uniquement a 1'interaction de 1'atome d'hydrogene avec des photons
d'energie tombant dans cet intervalle, il est possible de faire « rapproxi-
mation des grandes longueurs d'onde », qui consiste a negliger la variation
spatiale du champ electromagnetique sur 1'etendue du systeme atomi-
que (*). Les consequences d'une telle approximation sur Thamiltonien

(*) II existe bien sur des effets physiques, comme 1'existence des transitions quadrupolaires,
qui sont lies aux premieres corrections a I'approximation des grandes longueurs d'ondes.
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d'un ou plusieurs systemes de charges localises sont etudiees dans le
complement A,v.
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gent, Scully et Lamb (chap. XI et XVI); Klauder et Skagerstam.
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COMPLEMENT Am

ANALYSE DES PHENOMENES D'INTERFERENCE
EN THEORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT

L'aspect ondulatoire de la lumiere est revele experimentalement par
son aptitude a donner naissance a des phenomenes d'interference. Un
autre aspect, tout aussi essentiel, se manifeste par le caractere discret
des echanges d'energie et d'impulsion entre matiere et rayonnement :
c'est 1'aspect corpusculaire.

C'est a propos de la lumiere que 1'idee de dualite onde-corpuscule a
ete introduite pour la premiere fois en physique par Einstein en 1909,
avant d'etre etendue ensuite, avec le succes que Ton connait, a tous les
objets physiques. II n'est done pas etonnant que la plupart des ouvrages
de physique quantique commencent par une discussion du caractere
indissociable des aspects ondulatoire et corpusculaire de la lumiere,
pour introduire ensuite 1'idee simple que ces deux aspects peuvent etre
integres dans une description quantique des phenomenes oil « 1'onde
permet de calculer la probabilite pour que le corpuscule se manifeste ».

Si elle a 1'avantage de faire appel a des phenomenes physiques bien
connus, une telle discussion a toutefois Finconvenient de pouvoir faire
croire au lecteur (malgre les mises en garde qui lui sont adressees) que
les ondes de Maxwell sont des fonctions d'onde pour le photon. II est
en quelque sorte dommage que les phenomenes d'interferences les plus
familiers des physiciens soient relatifs a un systeme, la lumiere, pour
lequel il n'existe pas d'approximation non relativiste : on peut introduire
des fonctions d'onde non relativistes ^(r) pour un electron (lent), mais
pas pour le photon qui est fondamentalement relativiste.

II n'est done pas sans interet de reprendre ici 1'analyse des phenomenes
d'interference et de la dualite onde-corpuscule pour le champ electro-
magnetique dans le cadre general de la theorie quantique du rayonne-
ment qui a ete mis en place dans ce chapitre. Nous avons en effet
maintenant a notre disposition tous les elements nous permettant de
discuter valablement d'un certain nombre de problemes relatifs aux phe-
nomenes d'interference. Peut-on construire des etats | ty > du champ
quantique tels que des signaux locaux, comme les signaux de detection
photoelectrique ^(r, t), varient sinuso'idalement en fonction de r a / fixe
(ou en fonction de / a r fixe) ? Peut-on observer egalement des franges
d'interference sur les signaux de comptage double w{l ? Peut-on observer
des franges avec deux faisceaux independants ? Que se passe-t-il s'il n'y
a qu'un seul photon dans le champ ? Puisque 1'onde de Maxwell n'est
pas la fonction d'onde du photon, quelles sont les grandeurs qui inter-
ferent ?

Nous commencons (§ 1) par preciser le modele simple utilise dans ce
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complement pour discuter les phenomenes d'interference. Nous ana-
lysons ensuite les phenomenes d'interference observables sur des signaux
de comptage simple (§ 2) et double (§ 3). Nous pourrons alors interpreter
les resultats obtenus en termes d'interferences entre amplitudes de tran-
sition (§ 4) et conclure sur la description de la dualite onde corpuscule
donnee par la theorie quantique du rayonnement (§ 5).

1. Presentation d'un modele simple

Afin de simplifier au maximum les calculs, nous supposons que le
champ libre a etc prepare dans un etat ou deux modes settlement, 1 et 2,
contiennent des photons, tous les autres modes / =£ 1, 2 etant vides.

Concretement, une telle situation peut etre realisee en faisant reflechir un
faisceau de lumiere parallele sur deux miroirs plans, faisant entre eux
un petit angle (miroirs de Fresnel), ou encore en utilisant deux faisceaux
laser independants. Les deux modes 1 et 2 sont supposes avoir meme
polarisation, de sorte que le caractere vectoriel du champ sera ignore
dans tout ce qui suit.

La forme la plus generate du vecteur d'etat 11/>12 > apparaissant dans
(1) est une superposition lineaire des etats de base \nl,n2 > relatifs a
1'ensemble des deux modes 1 et 2.

II peut se produire que | ij/12 > soil factorise (c'est ce qui se passe notam-
ment lorsqu'on utilise deux faisceaux laser independants)

Un etat quasi classique est un cas particulier de (3) (voir le § C.4 de ce
chapitre)

II sera utile enfin de considerer des etats a un photon :

dans lesquels le photon a une amplitude de probabilite c, d'etre dans le
mode 1, c2 d'etre dans le mode 2.

Remarque

L'etat du champ est decrit en (1) par un vecteur d'etat (cas pur). Plus gene-
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ralement, il faudrait utiliser un operateur densite p (melange statistique
d'etats)

Si p(l, 2) admet une representation P(voir remarque a la fin du § C.4.c), on a

ou | aj, a2 > est 1'etat quasi classique (4), et ou P(ctl, a2) (notation simpli-
fiee pour P(ax, aj1, a2, aj)) est une densite de quasi-probabilite pour a t, a2,
reelle, normee, mais non necessairement positive. L'etat du champ apparait
alors comme un « melange statistique » d'etats quasi classiques avec une
« fonction poids » P(cil, <x2) non necessairement positive.

Le champ libre etant dans 1'etat (1) (ou (6)), nous supposons main-
tenant que nous plapons un photodetecteur en r. Comment varie le taux
de comptage simple w,(r, /) (voir § C. 1 .c) en fonction de r pour / fixe (ou
en fonction de t pour r fixe) ? Nous pouvons egalement placer deux
photodetecteurs, Fun en r et 1'autre en r', et etudier les correlations entre
les signaux qu'ils fournissent. Plus precisement, comment varie le taux
de comptage double w,,(r, /; r', /') (defini lui aussi dans le § C. 1 .c) en
fonction de r — r' pour / = /' (ou en fonction de t — t' pour r = r') ?

Comme vt>, et wn sont des valeurs moyennes de produits d'operateurs
ranges dans 1'ordre normal (voir expressions (C. 1) et (C.5)), et que tous
les modes i ^ 1, 2 sont vides, la contribution des modes i =£ 1,2, dans le
developpement (en af et a+) des operateurs de champs E(+) et E(~} appa-
raissant dans w, et w,,, s'annule. En effet, les operateurs at, avec / ^ 1, 2,
apparaissant dans E(+\ donnent zero lorsqu'ils agissent sur | Of >. II en est
de meme pour les operateurs af apparaissant dans E(~) et agissant sur
< 0£ |. Pour tous les calculs de signaux qui suivent, il est done suffisant de
ne garder que les modes 1 et 2 dans le developpement de E(+} et E(~\
Nous pouvons done ecrire :

ou, d'apres les formules (B. 30) et (A. 6) :
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2. Phenomenes d'interference observables sur les signaux de photo-detec-
tion simple

a) CAS GENERAL

En reportant (8), et la formule adjointe pour E(~\ dans 1'expression
de w,, on obtient :

qui peut encore s'ecrire :

Si < \J/i2 I ai a2 \ ̂ 12 ) est non nul, il apparait sur (11) que le signal de
comptage simple a une dependance sinusoidale en r pour t fixe, et qu'il
permet done d'observer des phenomenes d'interference.

b) ETATS QUASI CLASSIQUES

Supposons que | ̂ 12 > soit un etat quasi classique (4). Comme | a,, a2 >
est ket propre de E[+\r, t) et E^+)(r, t) avec des valeurs propres respec-
tivement egales a E[+/({ at }; r, /) et E^({ a2 }; r, t), et que < a,, a2 | est
bra propre des operateurs adjoints avec les valeurs propres conjuguees
(voir (8) et les formules (C.48) et (C.49)), il vient :

Pour un etat quasi classique, w,(r, t) apparait done bien comme le carre
du module de la superposition de deux ondes de Maxwell classiques.
Dans ce cas particulier, il est possible de raisonner sur des ondes electro-
magnetiques classiques et de les faire interferer pour calculer la probabilite
pour que le photon manifeste sa presence en r, t.

c) ETATS FACTORISES

Supposons maintenant que | \j/12 > soit un etat factorise (3) (cas de
deux faisceaux lasers independants). L'expression generale (11) devient
alors :
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Les franges d'interference n'existent que si < i/^ \ai \^l yet(\J/2\a2\\ls2y
sont simultanement non nuls, c'est-a-dire si les valeurs moyennes des
champs < El > et < E2 > sont toutes deux non nulles.

En particulier, si

c'est-a-dire si le nombre de photons dans chaque mode a une valeur bien
definie, il n'y a pas de franges car < «j | a^ \ n1 > = < «2 | a2 \ n2 > = 0.
Un etat | n > est en quelque sorte 1'analogue quantique d'un champ mono-
mode classique d'energie bien definie, mais de phase aleatoire, equipartie
entre 0 et 2 n. Or, pour observer des interferences entre deux faisceaux, les
phases relatives des champs des deux faisceaux doivent etre bien definies.

La discussion qui precede montre qu'il est en principe possible d'obser-
ver des franges d'interference sur H>, avec deux faisceaux lasers indepen-
dants. En effet, a un instant donne, les phases des champs des deux lasers
ont une valeur bien definie. Cependant, dans la pratique, ces phases
changent independamment 1'une de 1'autre au cours du temps (par suite
de phenomenes de bruit), et au bout d'un temps de 1'ordre de id (temps de
diffusion de la phase), la phase relative entre les deux lasers a perdu tout
souvenir de sa valeur initiale (*). Pour observer des franges, il faut done
que le temps d'observation soit court devant id de maniere que le pheno-
mene de diffusion de phase ne brouille pas les franges en les faisant glisser
de plusieurs interfranges.

Notons enfin que, en general :

de sorte que

Le taux de comptage simple ne peut done pas etre considere comme
resultant de 1'interference entre les deux champs moyens < El > et < E2 >.

d) ETATS A UN SEUL PHOTON
Considerons enfin les etats a un seul photon (5). L'action de £"{+)(r, t)

sur un tel etat donne

Detruire un photon dans un etat qui contient un seul photon donne en
effet le vide. Une formule analogue peut etre etablie pour E2

+)(r, /), de
sorte qu'il vient finalement

(*) Dans 1'experience des miroirs de Fresnel, les deux faisceaux qui interferent provien-
nent du dedoublement d'un meme faisceau initial. La phase relative de ces deux faisceaux
reste fixe meme si la phase du faisceau initial fluctue. Cest ce qui explique pourquoi les
franges d'interference sont beaucoup plus faciles a observer dans ce cas.
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II apparait ainsi qu'il est tout a fait possible d'observer des interferences
sur un champ quantique qui ne contient qu'un photon, pourvu toutefois
que ce photon ait une amplitude non nulle d'etre dans deux modes dif-
ferents (concretement, 1'experience doit etre recommencee un grand nom-
bre de fois avec les memes conditions initiales, puisque chaque detection
fait disparaitre le photon).

Remarques

(i) Pour 1'etat a un seul photon (5), on peut montrer que

Ils'ensuitquel'ondecj <?, e"1'"1'"""" apparaissant dans(18)lie.stpasle champ
electrique moyen dans le mode 1, qui est nul (il en est de meme pour 1'autre
terme de (18)). Les deux ondes qui interferent dans (18) ne sont done pas
reliees a des champs moyens.
(ii) Les franges d'interference n'apparaitraient pas dans un etat qui serait un
melange statistique des etats | 1,, 02 > et | 0,, I 2 > avec des poids | c, |2 et
| r, \~. La relation de phase entre les deux etats apparaissant dans le deve-
loppement (5), (reliee a Targument du nombre complexe <• f c2) est essentielle
pour 1'apparition des franges.

3. Phenomenes d'interference observables sur les signaux de photodetec-
tion double

Si Ton remplace les quatre operateurs E( ± > apparaissant dans 1'expres-
sion de wu par E(±) + E^\ on obtient 24 = 16 termes presentant des
dependances sinusoidales variees par rapport aux variables (r, t), (r', /').
(r + r', t + t'), (r — r', t — t'). II apparait ainsi tres generalement que
des phenomenes d'interference peuvent etre observes sur des signaux de
comptage double. Examinons plus en detail quelques cas particuliers.

a) ETATS QUASI CLASSIQUES

A partir de (4), (8) et des formules (C.48) et (C.49), on obtient pour de
tels etats

ou 7cl({ a ls a2 } ; r, t) est 1'intensite classique

Dans ce cas particulier, w,, est tout simplement le produit des deux
intensites classiques en r, t et r', t'. II apparait done ainsi que, lorsque le
champ est dans uri etat quasi classique, les resultats de la theorie quan-
tique du rayonnement coincident avec ceux des theories semi classiques
(voir remarque a la fin du § C. 1. c).
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b) ETATS A UN SEUL PHOTON

Pour de tels etats, on trouve que

En effet, le premier des deux operateurs E(+) apparaissant dans 1'expres-
sion de w, donne le vide | 01? 02 > lorsqu'il agit sur 1'etat a un seul pho-
ton (5). Le second operateur E(+\ agissant sur le vide, donne alors zero.
Ce resultat exprime physiquement qu'il est impossible de detecter deux
photons dans un etat qui n'en contient qu'un.

Alors qu'il est possible d'observer des signaux de comptage simple w,
non nuls dans 1'etat (5) (voir le § 2. d ci-dessus), les signaux de comptage
double H>,, sont identiquement nuls pour toutes les valeurs de r, t et r', t'.
Une telle situation ne pourrait jamais se produire avec un champ clas-
sique. II est en effet impossible de trouver un champ classique Ecl, tel que
w? ^ 0 et w$ = 0 pour tout r, / et tout r', t'.

Donnons un autre exemple de situation typiquement quantique. Dans
1'experience representee sur la figure 1, un photon unique emis par un
atome unique initialement excite, est envoye vers une lame separatrice,
et les signaux donnes par deux photomultiplicateurs A et B places syme-
triquement de part et d'autre de la lame sont enregistres. La theorie
quantique predit que Ton peut observer un photoelectron en A ou en B,
mais jamais en A et en B. Une theorie semi classique predirait au contraire
des coincidences possibles entre A et B, car les deux photodetecteurs sont
soumis simultanement aux deux paquets d'ondes resultant de la division
en deux du paquet d'ondes incident apres traversee de la lame separatrice.

Figure 1. Schema d'une experience de comptage double sur un photon unique.

Remarques

(i) Notons qu'une experience voisine de celle representee sur la figure 1 a
etc realisee sur la lumiere de fluorescence emise par un jet atomique tres
dilue excite par un faisceau laser resonnant (references a la fin du comple-
ment). Au lieu d'avoir un photon unique emis par un atome unique, on a
une suite de photons emis par un atome unique reexcite en permanence par
un faisceau laser. On peut alors observer en A et B un taux de comptage
double non nul. Mais, comme 1'atome ne peut emettre qu'un seul photon
a la fois, et qu'un certain temps separe deux emissions successives, on trouve
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que M',, est nul pour t = t', et est une fonotion croissante de | t — t' \ au voi-
sinage de / — t' = 0 (rappelons que A et B sont symetriques par rapport a
la lame semi transparente de la figure 1, de sorte que tout se passe comme si
Ton avail r = r' dans WH). Un tel effet de « degroupement » des photoelec-
trons (« antibunching ») est typiquement quantique, car on peut montrer
qu'il viole des inegalites semi classiques prevoyant que H$ est, pour r = r',
une fonction non croissante de 1 1 — t' \.
(ii) A ce stade de la discussion, il peut etre utile de preciser comment appa-
raissent les differences entre predictions quantiques et semi classiques. Sup-
pose ns tout d'abord que I'operateur densite p12 du champ admette une
representation P (voir remarque du § 1 ci-dessus). En reportant 1'expression
(7) de p12 dans les expressions de w, et WH) on trouve que ces quantites sont
donnees par une «moyenne» des resultats (12) et (20) trouves plus haut
pour les etats quasi classiques | ap a2 >,« ponderes » par la fonction /*(«,, «2)
(qui, rappelons-le, est reelle et normee du fait que p,2 = pj*"2 et Tr p12 = 1)

Si la fonction P(a.1, <x2) est positive, les signaux (23) et (24) sont alors iden-
tiques a ceux que donnerait une theorie semi classique (voir § C.I .c) pour
un melange statistique d'etats classiques { a,, a2 } avec des vrais poids
/*(«!, a2). II n'y a alors pas de difference entre theories quantique et
semi classique. Les effets typiquement quantiques apparaissent lorsque
P(at, a2) n'existe pas ou prend des valeurs negatives. Les signaux (23) et
(24) peuvent alors violer des inegalites semi classiques deduites du caractere
defini positif de la densite classique PC,(<XI, <x2). On peut done dire en conclu-
sion que 1'ensemble des etats quantiques du rayonnement est beaucoup plus
vaste que celui des melanges statistiques d'etats classiques. II s'ensuit en
particulier qu'il n'est pas possible d'interpreter tous les phenomenes d'inter-
ference observables en optique en termes de superposition d'ondes de Max-
well classiques, ou de melanges statistiques de telles superpositions.

c) ETATS A 2 PHOTONS

Nous considererons ici un exemple tres simple d'etat a deux photons

a savoir un etat ou il y a un photon dans le mode 1 et un autre dans le
mode 2.

En reportant (25) dans les expressions de w, et vvn, on obtient, compte
tenu de (8)
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II apparait ainsi qu'il est possible d'observer des effets d'interference sur
les signaux de comptage double (associes au dernier terme de (27)) dans
des conditions ou ils ne sont pas observables sur les signaux de comptage
simple. L'absence de termes d'interferences dans (26) est due au fait,
mentionne plus haut, que dans un etat comme (25), ou le nombre de
photons dans chaque mode est bien defini, les champs moyens < £", > et
< EI > dans chaque mode sont nuls (phases aleatoires). Aucun point de
1'espace n'est privilegie par rapport aux autres pour detecter un photo-
electron : d'apres (26), w,(r, i) est independant de r. Par centre, une fois
qu'on a detecte un photoelectron en un point r', la probabilite d'en detec-
ter un second tout de suite apres en un autre point r depend de r — r'.
Les detections des deux photons ne sont done pas independantes et
donnent lieu a un phenomene d'interference. C'est ce qu'exprime (27).

Le signal de comptage double w,, est egalement tres utile lorsque les
phases des champs dans les deux modes fluctuent independamment avec
un temps de diffusion rd (cas de deux faisceaux lasers independants). Nous
avons vu plus haut (§ 2. c) qu'il est possible, dans ce cas, d'observer des
franges sur H>,, a condition toutefois que le temps d'observalion soit court
devant id. Le signal accumule pendant un tel temps est cependant en gene-
ral tres faible, de sorte qu'il est necessaire de recommencer 1'experience plu-
sieurs fois. On se heurte alors a la difficulte que, d'une experience a 1'autre,
il n'est pas aise de controler la phase relative entre les deux faisceaux laser.
Un signal comme M>,,, qui contient des termes, comme (27), independants
des phases des deux faisceaux, est beaucoup plus commode car il peut
etre accumule sur de nombreuses experiences. Ceci explique pourquoi
les phenomenes d'interference entre deux faisceaux laser independants ont
etc observes experimentalement, non sur H>,, mais sur des signaux de
comptage double, et meme multiple (voir references a la fin du comple-
ment). Un autre exemple interessant est celui de 1'observation du rayon-
nement venant d'une etoile. Le signal H>, est tres facilement brouille par
les fluctuations de phase introduites par 1'atmosphere (*), alors que WH

contient des termes independants de ces fluctuations de phase. La mesure
des variations de wn avec | r — r' | permet de determiner le diametre
apparent de 1'etoile.

(*) Dans 1'interferometrie de tavelures (« speckle inlcrferometry »), le temps cfobser-
vation est court devant le temps de correlation de ces fluctuations de phase, et il est possible
alors d'extraire des informations interessantes de w,.
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4. Interpretation physique en termes d'interferences entre amplitudes de
transition

Dans le paragraphe 2 ci-dessus, nous avons mentionne a plusieurs
reprises que w, n'apparaissait pas en general comme le carre du module
de la somme de deux ondes classiques. On peut done se demander quelles
sont les entites qui, dans le cas general, interferent dans w,.

Pour le voir, inserons la relation de fermeture

relative a un ensemble orthonorme complet d'etats du champ { | \l/f > }
entre les deux operateurs E(~} et E(+) apparaissant dans 1'expression de
Wp II vient

II est possible alors d'interpreter 1'expression (29) de la maniere suivante.
II y a deux « chemins » difierents permettant de passer de 1'etat « initial »
| \l/ y du champ a 1'etat « final » | \j/f > (Fig. 2). Le premier chemin cor-
respond a 1'absorption d'un photon du mode 1 en r, t, le second a 1'absorp-
tion d'un photon du mode 2 en r, t. Les amplitudes associees a ces deux
chemins sont < $f \ E[+\r, t) $ > et < \f/f \ E{

2
+\r, t) \l/ >, de sorte que

1'amplitude totale pour aller de | ̂  > a | \l/f > s'ecrit

La probabilite de transition \ \[/ > -> | \l/f > s'obtient en elevant au carre
le module de la somme des deux amplitudes apparaissant en (30). Comme
on n'observe pas 1'etat final du champ, il faut sommer ces probabilites
sur tous les etats possibles | \l/f >. (Eventuellement, si 1'etat initial n'etait
pas un etat pur | \l/ > mais un melange statistique d'etats, il faudrait en
plus moyenner (29) sur tous les etats possibles de ce melange.) Les franges
d'interference observables sur vt>, sont done dues aux interferences entre
les amplitudes de transition associees aux deux « chemins » de la figure 2.

Une interpretation analogue peut etre donnee pour wn. En inserant
la relation de fermeture (28) entre les deux operateurs E(~} et les deux
operateurs E(+) apparaissant dans 1'expression de w,,, on peut montrer
que 1'amplitude | if/ > -> | \l/f >, dans un processus de detection double,
est la somme de quatre amplitudes correspondant aux quatre chemins
differents representes sur la figure 3. Pour chacun de ces chemins, nous
avons absorption de deux photons, 1'un en r', t' 1'autre en r, /, chacun de
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Figure 2. Representation schematique des deux amplitudes qui interferent
dans une experience de comptage simple. | ̂  > est 1'etat initial, | \l/f > 1'etat final.
E/ + )(r> 0 represente 1'absorption d'un photon du mode / au point r a 1'instant t.

Figure 3. Representation schematique des quatre amplitudes qui interferent
dans une experience de comptage double. Les symboles ont la meme significa-
tion que sur la figure 2.

ces deux photons pouvant appartenir soit au mode 1, so it au mode 2,
d'ou les 22 = 4 possibilites. Ces quatre amplitudes interferent lorsque le
module de 1'amplitude globale est eleve au carre, pour obtenir la proba-
bilite de transition | if/ > -> | \j/f >, puis somme sur les etats non observes
| \l>f >. En particulier, les franges dependant de r — r' et / — ?', et appa-
raissant par exemple dans 1'expression (27) de wn pour 1'etat a deux pho-
tons (25), correspondent a une interference entre deux processus ou les
deux photons des modes 1 et 2 sont absorbes dans des ordres differents :
1 en r', t' et 2 en r, t ou 2 en r', /' et 1 en r, /.
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L'idee generale qui ressort de la discussion precedente est que ce sont
les amplitudes de transition qui interferent en theorie quantique. Souvent,
pour expliquer que les franges d'interference sur w, sont observables
meme lorsque les photons arrivent un par un, on dit avec un abus de
langage, que «chaque photon n'interfere qu'avec lui-meme», et que
« des interferences entre 2 photons differents sont impossibles ». La dis-
cussion precedente montre que ce ne sont pas les photons qui interferent,
mais des amplitudes de transition, et que ces amplitudes peuvent mettre
en jeu plusieurs photons. Ainsi, les franges observables sur wn revelent
des interferences entre amplitudes a deux photons (Fig. 3). On pourrait
aisement generaliser et montrer que des amplitudes a trois, quatre...
photons peuvent aussi interferer.

5. Conclusion : la dualite onde-corpuscule en theorie quantique du rayon-
nement

Les calculs presentes dans ce complement permettent de mieux preciser
comment apparait la dualite onde-corpuscule en theorie quantique du
rayonnement.

L'aspect ondulatoire est lie au fait que les operateurs E des divers modes
se superposent lineairement, et ont chacun une dependance sinusoidale
en r et /. Cest parce que E(±) = E[±} + E2

±} que, dans les signaux de
detection quadratique E(~} E(+\ apparaissent, en plus des termes carres
E[~} E[+) et £<-> E(

2
+\ des termes rectangles E[~} E(

2
+} et E(

2
}E\ + ). Les

calculs ressemblent beaucoup aux calculs classiques correspondants. II
ne faut pas oublier cependant que E est un operateur, et non un nombre.

L'aspect corpusculaire est contenu dans les etats | ̂  > du champ, qui
indiquent en quelque sorte quels sont les modes peuples et combien de
photons ils contiennent. II ne faut pas oublier d'ailleurs que les etats
aussi sont lineairement superposables, et que cette propriete peut etre
tres importante pour 1'observation des effets d'interference. Les etats j \l/ >
et | ifsf > des figures 2 et 3 ne peuvent pas etre quelconques en general
si Ton veut que plus d'un chemin permette d'aller de 1'un a 1'autre. Par
exemple, un etat a 1 photon qui est un melange statistique de | 1 j, 02 >
et | Oj, 12 > avec des poids | c1 \

2 et | c2 \
2 ne donne pas de franges sur wl

alors que ces dernieres sont observables sur Petal cl \ 11,02 > + c2 \ 0,, 12 >•
On voit ainsi la richesse du formalisme quantique liee a la description

des systemes physiques par deux objets differents, les observables pour
les grandeurs physiques, le vecteur | if/ > (ou 1'operateur densite p) pour
l'etat du systeme.
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COMPLEMENT BHI

CHAMP QUANTIQUE RAYONNE PAR
DES SOURCES CLASSIQUES

Le but de ce complement est d'etudier un probleme simple d'electro-
dynamique montrant 1'importance des etats coherents introduits dans le
paragraphe C.4 de ce chapitre. Nous nous proposons de calculer le
champ quantique rayonne par des sources classiques, dont le mouvement
est tres peu perturbe par le champ, et de montrer que 1'etat d'un tel champ
est, a tout instant, un etat coherent.

1. Hypotheses sur les sources

Nous supposons qu'avant 1'instant initial / = 0, aucune source n'est
presente. Le rayonnement est done initialement dans 1'etat vide

A partir de t = 0, des sources sont « branchees ». Les courants j(r) qui
leur sont associes sont supposes tres peu affectes par les rayonnements
qu'ils creent (eventuellement, on peut imaginer que ramortissement
radiatif des sources est compense par le dispositif experimental qui pilote
ces sources). L'hypothese precedente revient done a supposer que les
sources n'ont pas de dynamique propre, et que cette dynamique est
imposee de 1'exterieur. De plus, nous supposons que les sources sont
macroscopiques, c'est-a-dire que les fluctuations quantiques des courants
autour de leurs valeurs moyennes sont negligeables. L'ensemble de ces
deux hypotheses permet done d'approximer les courants quantiques
j(r) par des fonctions classiques donnees de r et t, jcl(r, t). Compte tenu
de cette approximation, quel est alors 1'etat | \l/(t) > du champ pour
t > 0?

Telle qu'elle est posee, la question precedente privilegie le point de vue
de Schrodinger, dans lequel 1'evolution temporelle ne concerne que le
vecteur d'etat | \l/(t) > du systeme, et non les operateurs. En fait, par suite
des approximations faites plus haut sur les courants, le calcul de 1'evolu-
tion temporelle est beaucoup plus simple dans le point de vue de Heisen-
berg, ou ce sont les operateurs qui evoluent et le vecteur d'etat qui reste
fixe et egal a (1). Nous utiliserons done un tel point de vue dans le para-
graphe suivant 2, pour calculer 1'evolution de 1'operateur d'annihilation
a{(t) du mode i. Une transformation unitaire nous permettra ensuite au
paragraphe 3 de passer du point de vue de Heisenberg au point de vue
de Schrodinger et de determiner ainsi le vecteur d'etat | \l/(t) > du systeme
a 1'instant t.
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2. Etude de revolution des champs dans le point de vue de Heisenberg

L'equation d'evolution de at(t) (equation (B. 28)) peut s'ecrire

ou

En toute rigueur, le courant j(r) s'exprime en fonction des variables des
particules formant les sources (voir equation (A.S.b), chapitre I), qui
elles-memes evoluent sous 1'effet des forces exercees sur elles par les champs.
L'evolution du second membre st de (2) est done en fait couplee a celle
de tous les a-, et la solution de 1'equation (2) n'est pas simple a trouver
dans le cas general. II faudrait adjoindre a (2) 1'equation du mouvement
des particules, et essayer de resoudre ces equations couplees.

La situation est beaucoup plus simple, s'il est possible, comme nous le
supposons ici, de remplacer 1'operateur j(r) par la fonction jc,(r, i). L'equa-
tion (2) devient alors

ou le second membre .sf (f) est, en ce qui concerae les particules, une fonc-
tion classique donnee de t

L'equation (4) s'integre alors immediatement pour donner

Le premier terme figurant au second membre de (6) est le champ quan-
tique initial ^(0) ayant evolue librement de 0 a /, le second terme le champ
rayonne par les sources.

Remarques

(i) Au lieu d'introduire les hypotheses simplificatrices sur j(r) au niveau de
1'equation d'evolution (2) de a-t, on pourrait le faire plus tot, au niveau de
Fhamiltonien. L'hamiltonien d'un champ quantique couple a des courants
classiques donnes jcl(r, /) s'ecrit en effet, en jauge de Coulomb

ou HR est 1'hamiltonien du rayonnement quantique libre, A(r) 1'operateur
potentiel vecteur transverse (donnes respectivement par les expressions
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(A. 9) et (A. 5)). L'operateur (7) n'agit done que sur les variables de rayonne-
ment et il est facile de verifier que 1'equation de Heisenberg pour at deduite
de cet hamiltonien coincide avec (4).
(ii) L'expression (6) de at(t) permet de determiner le champ transverse quan-
tique a 1'instant t. II suffit de reporter (6) et 1'expression adjointe dans les
developpements des champs transverses en at et a*. Pour avoir le champ
total, il faut ajouter a ces champs transverses les champs longitudinaux,
c'est-a-dire le champ de Coulomb de la densite des charges pcl(r, t) associee
aux sources, qui est supposee, comme jcl(r, t), etre une fonction classique
donnee de r et /.

Avant d'aller plus loin, ecrivons egalement 1'equation d'evolution des
champs dassiques couples aux courants classiques jc,(r, t). II suffit pour
cela de remplacer, dans 1'equation (4), 1'operateur at par la variable nor-
male classique Oj(0 du mode i. On obtient ainsi 1'equation

dont la solution, correspondant a la condition initiale af(0) = 0 (pas de
rayonnement a 1'instant initial) s'ecrit

Le dernier terme du second membre de (6) peut done s'interpreter comme
le champ classique a^f) rayonne par les sources classiques donnees, et
nous reecrirons (6), compte tenu de (9)

Appliquons enfin les deux membres de 1'equation operatorielle (10)
sur 1'etat (1), qui est 1'etat du systeme pour tout t dans le point de vue de
Heisenberg. Comme

on obtient

II apparait ainsi que 1'etat | ̂ (0) > du rayonnement est etat propre de
1'operateur at(t) avec, comme valeur propre, la variable normale classique
0^(0 du champ classique rayonne par les sources.

3. Point de vue de Schrodinger. Etat quantique du champ a 1'instant t

Soit U(t, 0) 1'operateur d'evolution de 0 a t dans le point de vue de
Schrodinger. Appliquons U(t, 0) aux deux membres de 1'equation (12)
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et, dans le premier membre, inserons et
| iKO) >. II vient

Le vecteur U(t, 0) | i/f(0) > n'est autre que le vecteur d'etat | i(/(t) > du
systeme a 1'instant / dans le point de vue de Schrodinger. Comme U(t, 0)
peut etre aussi considere comme 1'operateur unitaire permettant de
passer, a 1'instant t, du point de vue de Heisenberg au point de vue de
Schrodinger(les deux points de vue coincidant a / = 0), U(t, 0) at(t) U +(t, 0)
coincide avec 1'operateur d'annihilation at, independant du temps, du
point de vue de Schrodinger. Finalement, 1'equation (13) devient

et exprime que 1'etat quantique du champ a 1'instant t n'est autre que
1'etat coherent associe au champ classique rayonne par les sources au
meme instant /.

Un tel resultat est satisfaisant physiquement. Lorsque les sources sont
quasi classiques, 1'etat quantique du champ qu'elles rayonnent est 1'etat
quantique qui se rapproche le plus du champ classique rayonne { a^t)},
c'est-a-dire 1'etat coherent | { a,-(0 } >• U ne s'en ecarte que par les fluc-
tuations quantiques qui, dans un etat coherent, sont minimales et egales
a celles du vide.
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COMPLEMENT Cm

RELATIONS DE COMMUTATION DES CHAMPS LIBRES
A DES INSTANTS DIFFERENTS.

SUSCEPTIBILITES ET FONCTIONS DE CORRELATION
DES CHAMPS DANS LE VIDE

A partir des relations de commutation fondamentales entre at et a*,
nous avons etabli dans la partie A (voir aussi exercice 1) les relations de
commutation entre les observables Ax(r), E±(r), et B(r) prises en des
points differents, mais au meme instant. II est interessant de considerer
ces relations pour les memes champs, pris dans le point de vue de Heisen-
berg a des instants differents. II faut pour cela connaitre 1'evolution tem-
porelle des champs. Ce complement a pour objet de determiner ces rela-
tions de commutation dans le cas du champ libre, pour lequel revolution
temporelle a etc determinee au paragraphe B. 2. b(equation (B.29)).

Apres avoir introduit au paragraphe 1 les fonctions singulieres carac-
teristiques du champ electromagnetique dont nous aurons besoin, nous
evaluons les divers commutateurs au paragraphe 2.

Physiquement, ces relations permettent de determiner les observables
du champ qui peuvent etre mesurees independamment 1'une de 1'autre.
Les commutateurs jouent par ailleurs un role fondamental dans la theorie
de la reponse lineaire : si le champ, initialement libre, est couple a une
source exterieure j(f) par un terme de couplage — j ( t ) M, ou M est une
observable du champ, 1'evolution de la valeur moyenne d'une autre obser-
vable du champ, N, dans 1'etat ainsi perturbe est donnee a 1'ordre 1 en j par

ou la « susceptibilite » %NM n'est autre que la moyenne, dans 1'etat quan-
tique initial, du commutateur des champs libres N(t) et M(t')

La denomination champs libres signifie que 1'evolution temporelle des
operateurs N(i) et M(t') apparaissant dans (2) est calculee en 1'absence de
sources j. La connaissance des commutateurs des champs libres a deux
instants differents permet done de determiner au premier ordre les champs
moyens crees par une source quelconque. Une application de cette demar-
che est presentee dans 1'exercice 6 du chapitre IV.

Nous avons deja rencontre au paragraphe C.3.c une autre fonction
importante relative aux champs libres, la fonction de correlation syme-
trique. Pour des raisons fondamentales (theoreme fluctuation-dissipa-
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tion), le calcul de ces fonctions de correlation dans le vide se presente de
fa?on tres semblable a celui des commutateurs et nous en donnerons
1'expression au paragraphe 3.

1. Calcul preliminaire

Nous aurons dans la suite a utiliser la fonotion D+(p, T) definie par
sa transformee de Fourier

ou co = ck. On peut remarquer sur 1'expression (3) que D+ est solution
de 1'equation d'onde

et se propage done a la vitesse c.
Pour calculer explicitement (3), placons-nous en coordonnees spheri-

ques et appelons u le cosinus de Tangle entre k et p. L'integrale devient

En regularisant les integrates par un facteur de convergence e~k'; (oil r\
est un infiniment petit positif), on obtient :

II est interessant de separer les parties reelleetimaginairedeD+ dans (6):
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La fonction D est infmiment petite en dehors du cone de lumiere
(p2 = c2 t2) et est impaire en T. Elle est done nulle pour T = 0, et sa
derivee par rapport a t en ce point se calcule directement sur 1'expression
(3) et vaut c <5(p) :

De la relation (8), nous deduisons egalement que D peut s'exprimer, a
la limite ou r\ -»• 0, comme une somme de deux fonctions <5 :

Dl est paire en T, diverge comme une partie principale au voisinage du
cone de lumiere et decroit en dehors comme [p2 — c2 T2]'1. On peut
regrouper les deux termes de 1'expression (9) pour exprimer Dl en fonction
dep2

2. Commutateurs des champs

Partons de 1'expression des champs libres dans le point de vue de
Heisenberg

ou

Les commutateurs des composantes m et n (m, n = x, y, z) de deux quel-
conques de ces champs se presentent sous forme d'une combinaison
lineaire des commutateurs [0^,0^.^.], [(i£t,a£e.] et [ake, a£e,]. Les deux
premiers sont nuls et le dernier vaut (5ee. ^kk,. On obtient ainsi:
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d) REDUCTION DES EXPRESSIONS EN FONCTION DE D

Dans chacune des expressions (15), la somme £ se decompose en une
kc

somme sur les deux polarisations transverses c et £', puis une somme sur k.
Les sommations sur les polarisations ont deja etc effectuees dans le para-
graphe 1. a du complement A, et donnent :

smni etant le tenseur completement antisymetrique.
Pour simplifier les notations, nous noterons simplement (1) I'ensemble

(rl5 tj et (2) I'ensemble (r2, t2\ Les differences entre (1) et (2) seront notes :

En utilisant les sommes (16), ces notations et les expressions (14) de j^,,
<%>' &«>' on obtient

La somme discrete sur k peut etre remplacee par une integrale (voir la
formule (C.34), chapitre I). On peut ensuite faire apparaitre la fonction
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^+(P» T) (ou ses derivees et primitives par rapport a p ou T) de la facon
suivante

Dans (19. c), nous avons utilise le fait que D+ decroit comme 1 /t2 a 1'infini,
de sorte que sa primitive donne une contribution nulle a la borne inferieure
de 1'integrale. La contribution du terme complexe conjugue apparaissant
dans (18) fait disparaitre la partie imaginaire de D+, de sorte que finale-
ment c'est sa partie reelle £>(p, T) qui apparait :

p et T sont definis en (17).

b) EXPRESSIONS EXPLICATES DES COMMUTATEURS

Les expressions (20) permettent de discuter 1'essentiel des proprietes
des commutateurs en les reliant a celles de la fonction D etudiees au para-
graphe 1. On peut neanmoins aller plus loin en reportant dans (20 a, b, c)



228 Electrodynamique quantique en jauge de Coulomb CHI-2

1'expression (11) de D et en calculant explicitement les derivees. Les deri-
vations en pm ou pn se font en utilisant

On obtient ainsi :

6(x) est la fonction de Heaviside pour
x > 0).

Remarque
Les expressions (22), (23), (24) sont ambigues lorsque T -» 0. En effet, elles font
intervenir dans ce cas des produits de fonctions 6(p) avec des fonctions diver-
gentes en p = 0. II faut done revenir a des expressions avec r\ fini, ou bien
aux expressions (18). Ainsi, avec r\ fini, 1'expression (20a) n'est plus singuliere.
Comme D(p, T) est impaire en T, elle est nulle en T = 0, ainsi que ses derivees
secondes :
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d'apres(20b)et(10)

Enfin, d'apres(lSd), pour T = 0,

Nous retrouvons ainsi les resultats etablis de mantere plus elementaire dans
Fexercice 1.

c) PROPRIETES DES COMMUTATEURS

Tous les commutateurs (20) ne dependent que de p = rl — r2 et
T = f t — t2. Cette propriete reflete 1'invariance de la theorie dans les
translations d'espace et de temps. Vis-a-vis des rotations, les commutateurs
sont des tenseurs d'ordre 2.

Tous les commutateurs sont des nombres, et non des operateurs. Cette
propriete est directement reliee a la linearite des equations des champs.
On peut aussi la formuler en disant que la « susceptibilite » du champ est
independante de son etat: le champ cree par une source connue est inde-
pendant du champ anterieur.

Les commutateurs des champs electrique et magnetique sont nuls en
dehors du cone de lumiere defini par p2 = c2 i2 (seules apparaissent des
fonctions <5(p ± ex) ou leurs derivees). Les grandeurs physiques corres-
pondantes peuvent etre mesurees independamment les unes des autres.
Enfin, meme sur le cone de lumiere, les composantes de E et B sur un meme
axe commutent toujours : elles correspondent a des degres de liberte du
champ independants.

Les commutateurs de A^ et E se presentent de facon differente : outre
une partie nulle en dehors du cone de lumiere comme pour les commuta-
teurs des champs, ils comportent un terme, produit d'une fonction de p
par (9(cT — p) — 0(ct + p)). Ce facteur est nul pour les intervalles genre
temps (c2 t2 > p2) et vaut — 1 pour les intervalles genre espace (p2 > c2 r2).
Les commutateurs sont done non nuls en dehors du cone de lumiere. Cela
met en evidence une fois encore 1'existence dans Ax d'une partie instan-
tanee.

3. Fonctions de correlation symetriques des champs dans le vide

Le produit de deux champs exprime en fonction des operateurs creation
et annihilation fait apparaitre quatre types de produit
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Lorsqu'on prend la moyenne dans le vide, tous donnent une contribution
nulle, sauf le second, qui vaut Sce. <5kk,

Les expressions au second membre sont identiques a celles des formules
(15, a, b, c), au remplacement pres de — c.c. par + c.c. II est done inutile
de refaire les calculs; il suffit de remplacer dans le second membre de
(20. a, b) la partie reelle D de D+ par sa partie imaginaire iD,. On obtient:

ou Dj est donne par les expressions (9) et (12).
En dehors du cone de lumiere (p2 =£ c2 r2), Dt est fini et vaut simplement,

quand on fait // = 0 dans (12):

Les derivations ne presentent pas de difficulte et on obtient:

Les fonctions d'autocorrelation de E ou de B, decroissent a 1'infini.comme
1/p4 ou 1/T4; entre composantes differentes (m ^ «), la decroissance est
plus rapide, en 1/r6. Les Ibnclions de correlation entre E et B decroissent
comme 1/p5 et 1/r5.
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La forme explicite des fonctions de correlation au voisinage du cone de
lumiere est assez complexe. Pour les obtenir, il faut partir de 1'expression
(12) en gardant r\ fini et deliver deux fois en p et T. Le resultat est une
fraction rationnelle en p et cr dont le numerateur est de degre 8 et le deno-
minateur de degre 12 dans le cas general. Nous donnerons simplement le
resultat dans le cas particulier des fonctions de correlation temporelles
des champs en un point donne (p = 0). On peut les calculer a partir de
(28.d et e) ou bien revenir aux sommes du type (28.a) et (28.b), qui se
simplifient notablement pour p = 0. On obtient :

Le second resultat est evident : puisque Dl est paire en p, sa derivee par
rapport a pl est impaire en p,, done nulle en p = 0. La fonction d'auto-
correlation des champs (31 .a) est evidemment paire en T. Elle decroit
comme 1/r4 a 1'infini, et son allure generate est representee sur la figure 1.

Figure 1. Variation avec i de la fonction (^autocorrelation du champ elec-
trique dans le vide (formule (31 .a)), rj est infiniment petit. Pour i > r\jc, la fonc-
tion est positive et decroit comme | T |~4.

REFERENCES GENERALES ET CONSEILS DE LECTURE

Les commutateurs entre les composantes du champ libre et les pro-
prietes des fonctions speciales comme D,D1 ... sont etudies dans la plupart
des ouvrages d'electrodynamique quantique relativiste, par exemple
Akhiezer et Berestetskii (§ 13), Heitler (chap. II, §§ 8 et 9).
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COMPLEMENT DIH

EXERCICES

Exercice 1 Commutateurs de A, Ex, B en jauge de Coulomb
Exercice 2 Hamiltonien d'un systeme de 2 particules de charges

opposees couplees au champ electromagnetique
Exercice 3 Relations de commutation de 1'impulsion totale P avec

Hp> HR> HI
Exercice 4 Distribution de Bose-Einstein

Exercice 5 Densites de quasi-probabilite et fonctions caracteris-
tiques

Exercice 6 Composantes en quadrature d'un champ monomode.
Representation graphique de 1'etat du champ

Exercice 7 Etats comprimes du rayonnement
Exercice 8 Generation d'etats comprimes du rayonnement dans

une interaction a deux photons

Exercice 9 Densite de quasi-probabilite d'un etat comprime

1. COMMUTATEURS DE A, Ex, B EN JAUGE DE COULOMB

Exprimer les commutateurs (X,,(r), ^(r')]* [^,H(rX ^±n(r')],
[E^m(r), £^(r')] et [£±m(r), Bn(r')] (w, w = x, y, z) en fonction de ceux des
operateurs creation et annihilation a* et a, des diflerents modes. En
deduire leur valeur.

Solution

Soient vm et wa, deux composantes quelconques des diflerents champs. Elles s'expriment
comme des combinaisons lineaires des a, et af (cf. (A. 3) (A. 4) (A. 5))

D'apres les relations de commutations fondamentales (A. 2), cette expression se reduit a

Appliquons cette formule dans diflerents cas :
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car les contributions des modes k et — k sont opposees dans la sommation qui apparait
dans (5). Le calcul est identique pour le commutateur entre composantes du champ electrique,
a la multiplication pres de s/a par ia>.

Pour le commutateur entre Am et E±n, (4. a) reste inchange et

II vient:

Nous avons utilise 1'expression (A. 6) de s/^ et le fait que les contributions des deux termes de
la parenthese du second membre de (8) sont egales (il suffit, pour le voir, de changer k en — k
dans la sommation sur les modes). Remplacons maintenant cette sommation discrete sur les
modes par une integrate (voir formule (C.34) du chapitre I), et utilisons la formule (1) du
complement A,. II vient

On voit apparaitre la fonction 5^n(r — r') definie par la formule (B. 17) du chapitre I, ce qui
donne

Calculons enfin le dernier commutateur :

La somme sur £ de em i(k x t)B vaut, d'apres la formule (4) du complement At, i £ emn/ kt.
i

Le facteur ik, peut etre remplace par Faction de Poperateur — V, sur la fonction de r resultant
de 1'integration sur k. II vient ainsi

qui redonne (A. 15).
Remarquons enfin que (5), (6), (10) et (12) sont des cas particuliers des relations de commu-

tations entre champs a deux instants differents discutees dans le complement C°n|.
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2. HAMILTONIEN D'UN SYSTEME DE 2 PARTICULES DE CHARGES OPPOSEES
COUPLEES AU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

On considere un systeme de deux particules 1 et 2, de masses m, et m2,
de charges opposees q1 = — q2 = q, de positions rl et r2 et d'impulsions
P! et p2. Ces deux particules sont supposees former un etat lie dont les
dimensions, de 1'ordre de a, sont petites devant la longueur d'onde A des
modes du champ de rayonnement qui seront pris en compte dans 1'hamil-
tonien d'interaction. Tous les calculs seront fails a 1'ordre 0 en a/A (approxi-
mation des grandes longueurs d'onde) et les couplages magnetiques des
spins seront negliges.

a) Ecrire 1'hamiltonien en jauge de Coulomb pour un tel systeme de
deux particules interagissant avec le champ electromagnetique, decrit
par le potentiel transverse A. On exprimera les resultats en fonction des
variables du centre de masse des deux particules (variables externes)

et des variables relatives (variables internes)

ou m est la masse reduite

On appellera M = mt + w2 la masse totale
b) Calculer 1'element de matrice de 1'hamiltonien d'interaction entre

1'etat | K, b; 0 > (centre de masse dans un etat d'impulsion /zK, etat ato-
mique interne b, 0 photon) et Fetat | K', a; ke > (centre de masse dans un
etat d'impulsion TzK', etat atomique interne a, un photon k£). Comment la
conservation de 1'impulsion globale apparait-elle sur cet element de
matrice ?

Solution

(on a omis les energies de Coulomb propres des deux particules, qui sonl des constantes)
en fonction des variables (1) et (2) est bien connue (*):

(*) Cohen-Tannoudji, Diu, Laloe, chapitre VII, paragraphe B.
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Dans 1'hamiltonien d'interaction Hn + HI2 avec

on peut, a 1'ordre 0 en a/A, remplacer A(rj) et A(r2) par A(R) puisque | r, — R | el | r2 — R |
sont de 1'ordre de a et que A varie tres peu sur cette distance. Comme c/, = — <y2 = y, il vient
alors

Les variables externes n'apparaissent que dans A, qui est evalue uu centre de masse R du
systeme. Les variables internes n'apparaissent que dans Hn, par Tintermediaire de la vitesse
relative p/m.

b) Dans ('element de matrice

seul intervient //,, (terme lineaire en aet«+). De plus, pour creer un photon kt, il faut prendre
dans le developpement de A(R) le coefficient de a^e On oblient alors pour (10)

Les elements de matrice de p, e~ lk-R, af, se factorisent pour donner

Le dernier element de matrice est proportionnel a d*K e~'K ' -R
c- ' k-« c

i K «, c'esl-a-dire

encore a 6(K. — k — K'), qui exprime que ('impulsion totale de 1'etal initial, /;K. doit etre
egale a 1'impulsion totale de 1'etat final, UK.' + fik.

3. RELATIONS DE COMMUTATION DE L'IMPULSION TOTALE P AVEC //,„ HR, H,

Soit P rimpulsion totale du systeme particules chargees + champ
electromagnetique quantifie. Soit H son hamiltonien. On rappelle que P
et //sont donnes respectivement par
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Verifier en utilisant les relations de commutation fondamentales que P
commute avec Hp, HR, Hn et HI2-

Solution

Pour resoudre 1'exercice, nous aurons besoin des relations de commutation suivantes entre
pa, flj, a^et un operateur quelconque M :

Etudions d'abord [P, HP], Comme a{ et a* commutent avec les operateurs dependant des
particules, nous avons :

Pour une paire donnee ft, y de particules dans Kcoul, les commutateurs relatifs a pf et py ont
des signes opposes, de sorte que (5) est nul.

Le commutateur [P, //„] est nul de facon evidente puisque 1'operateur N, = af at apparatt
a la fois dans P et HR.

Pour etudier les commutateurs [P, //,,] et [P, HI2], nous allons au prealable montrer que
[P, Aj(rJ] = 0. Pour cela, etudions separement les 2 termes de (1) et ulilisons le developpe-
ment (A. 5) de A(rJ :

En sommant(6)et(7), il apparait que [P, Aj(rJ] est nul. Les expressions(3. c) et(3. d) montrent
que Hn et H12 sont construits a partir des operateurs (pj, el Ay(ra) qui commutent, 1'un
et 1'autre, avec P. II en resulte qu'ils commutent eux-memes avec P.

4. DISTRIBUTION DE BOSE-EINSTEIN

On considere un mode du champ electromagnetique a 1'equilibre
thermodynamique a la temperature T. La matrice densite du champ est
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avec0 = 1/kTet

a) Calculer Z en utilisant la propriete Tr p = 1.
b) Calculer la valeur moyenne < N > et la variance (AN)2 =

< (N — < N »2 > du nombre de photons dans le mode.
c) Exprimer la probabilite 1T(«) d'avoir n photons dans le mode en

fonction de n et < N > (loi de distribution de Bose).

Solution

d) La condition de normalisation de p

s'ecrit

c'est-a-dire encore, en faisant la sommation sur n

d'ou nous deduisons

b) Le nombre moyen de photons dans le mode n est donne par

ou pna est evalue en utilisant (5)

Pour calculer < N >, partons de la relation suivante utilisee pour passer de (4.a) a (4.b)

ou x = fiH(o et derivons les deux membres par rapport a x. II vient:

En comparant cette expression a celle deduite de (6) et (7), nous trouvons que le nombre
moyen de photons dans le mode considere est

Pour obtenir la variance (AN)2, il faut calculer au prealable



238 Exercices Dm.5

Pour cela, il suflit de deriver (9) par rapport a x :

ce qui donne

Le premier terme de (13) n'est autre que < N >2, de sorle que :

expression que Ton transforme au moyen de (10) en

Nous en concluons que AN est de 1'ordre de < N > pour < N > grand el est de 1'ordre de
petit.

c) La probabilite :f(«)estdonneeen(7). Pourl'exprimeren fonclionde < N >, nous utilisons
(10) pour eliminere~'"'"'au profit de < N > el obtenons ainsi

On remarque que, contrairement a la distribution de Poisson (C. 52) oblenue pour un etat
quasi-classique, tf(n) decroit toujours avec n.

5. DENSITES DE QUASI-PROBABILITE ET FONCTIONS CARACTERISTIQUES

Dans tout cet exercice, on se limite a un seul mode du champ electro-
magnetique dont les operateurs de creation et d'annihilation sont a* et a.
Soit p 1'operateur densite du champ dans ce mode. Le but de 1'exercice
est de presenter quelques proprietes de deux densites de quasi-probabilite
PA(CL, a*) et PN(OL, a*) et des « fonctions caracteristiques » associees.

a) X etant un nombre complexe, on definit a partir de p les fonctions
CN(A, A*) et CA(k, A*) par les relations :

En utilisant la relation de Glauber

etablir la relation existant entre

b) On considere les fonctions classiques /(A, A*) et 0(a, a*) telles que
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ou d2a = d fte a d 3m a. En posant

ou ap, aQ, uelv sont reels, montrer que/et 3 sont lies par une transformee
de Fourier a deux dimensions et que

c) On considere la fonction de a

ou | a > est un etat quasi classique. Demontrer les deux relations suivantes :

En deduire que PA(u, a*) est une densite de quasi-probabilite bien adaptee
a 1'ordre antinormal.

d) En utilisant la definition (2) de CA(A., A*), montrer qu'il existe entre
CA(X, 1*) et /^(a, a*) des relations de transformation de Fourier du type
(4) et (6).

On dit que CA(X, A*) est la fonction caracteristique de PA(a, a*).
Comment peut-on exprimer <(#)'"(#+ V > en fonction des derivees de
CX(A, A*) par rapport a A et A* (considerees comme variables indepen-
dantes) et evaluees en A = A* = 0 ?

e) On suppose que p admet une representation P, c'est-a-dire qu'il
existe une fonction reelle PN(ot~, a*) telle que :

ou | a > est un etat quasi classique. Montrer que
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En deduire que PN(<x, a*) est une distribution de quasi-probabilite bien
adaptee a 1'ordre normal.

/) En utilisant (1) et (9), montrer que C^A, A*) et PN(cn, a*) sont lies
par des relations de transformation de Fourier du type (4) et (6). CW(A, A*)
est, pour cette raison, appelee fonction caracteristique pour Fordre normal.

Exprimer < (a+)' am > en fonction des derivees partielles de CW(A, A*)
par rapport a A et A* (considerees comme variables independantes) et
evaluees en A = A* = 0.

g) Calculer < ft \ p \ fi > a 1'aide de la relation (9) (| fl > etant un etat
quasi classique) et en deduire la relation liant PA(P, ft*) et PN(CL, a*).

Pouvait-on etablir directement cette relation a partir des resultats de
la question a) sur les transformees de Fourier CW(A, A*) et C^A, A*) de
PN(a, a*) et Px(a, a*) ?

ti) Pour illustrer, sur un exemple concret, les developpements prece-
dents, on se propose de calculer les fonctions PA(OL, a*) et ^(a, a*) pour
un rayonnement en equilibre thermodynamique a la temperature T pour
lequel (voir exercice 4)

ou jg = \/kT, Z etant tel que Tr p = 1.
Calculer, dans ce cas particulier, PA(OL, a*) et /^(a, a*) en utilisant les

r6sultats des questions precedentes.

Solution

a) La relation (3) donne immediatement 1'egalite

qui, portee dans (1), conduit a :

b) En utilisant les relations (5. a) et (5. b), nous reecrivons (4) sous la forme :

Nous en deduisons que /(A, A*) et 2 7H/(o, a*) sont reliees par une transformation de Fourier.
La transformation inverse de (14) s'ecrit:

ce qui coincide avec la formule (6) de 1'enonce puisque d2/. = (dw dv)/4.

c) Pour demontrer (8. a), nous partons de
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et introduisons la relation de fermeture (C. 56) entre < n \ et p

ce qui correspond a (8. a). Calculons maintenant < am(a+)' >

soit, en introduisant la relation de fermeture (C. 56) entre am et (a +)'

qui coincide bien avec (8. b).
Les relations (8. a) et (8. b), jointes au fait que PA(a, a*) est reel et positif par suite des pro-

prietes generales de la matrice densite, montrent que PA(ct, a*) a des proprietes proches de
celles d'une densite de probabilite. En fait, il ne s'agit pas d'une vraie densite de probabilite,
mais d'une densite de quasi-probabilite. En effet, pour un systeme dans 1'etat quasi classique
| /? >, on s'attendrait a trouver une densite de probabilite nulle quand a est different de ft.
.Cette propriete n'est pas vraie pour PA(a, a*) qui est egal, d'apres (C.55), a (l/n) e"1"""'2

quand p = \ ft > < ft \ . PA(a., a*) est une densite de quasi-probabilite bien adaptee a 1'ordre
antinormal, car la valeur moyennede 1'operateur (a)"1 (a+)', oil les a et a+ sont ranges dans
1'ordre antinormal, s'exprime tres facilement (voir (8. b)) en fonction de PA(OL, a*).

d) Introduisons la relation de fermeture (C. 56) entre e"A'" entre eA"* dans la formule (2) :

Ceci montre que CX(A, A*) est relie a PA(a,.a*) par une relation de la forme(4).
Calculons 5"I+rC4/(d/l*)"I(d/l)' en utilisant (2) :

dont la valeur prise en X = A* = 0 est :

ce qui montre la.relation existant entre les derivees de la fonction caracteristique et les valeurs
moyennes des puissances des operateurs a et a* ranges dans 1'ordre antinormal.

e) Les relations (10.a) et (lO.b) sont demontrees dans la remarque du paragraphe C.4.c.
PN(OL, a*) est une distribution de quasi-probabilite bien adaptee a 1'ordre normal car la valeur
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moyenne d'un produit d'operateurs a et a* ranges dans 1'ordre normal s'exprime simplement
au moyen de(10.b).

f) Calculons CN(A, A*), p etant defini par la relation (9).
En portant cette relation dans (1), nous trouvons :

La propriete cyclique de la trace permet d'ecrire

= e - - e»« (24)

ce qui donne pour

qui coincide avec (4).
En procedant comme dans la question d), nous trouvons

dont la valeur prise pour A = A* = 0 est egale a (— 1)"' < (« + )' («)"' > .
g) Calculons 1'element de matrice diagonal < fi \ p \ /? > en utilisanl (9) el (C. 55) :

ce qui montre, compte tenu de (7), que PA(fi, ft*) est le produit de convolution de PN(OL, a*)
et d'une fonction gaussienne :

Ce resultat peut etre trouve par une autre methode. En eflet, la relation (13) montre que
C^(A, A*) est le produit de CW(A, A*) par exp(— | A |2). En prenant la transformee de Fourier
des deux membres, on trouve d'une part PA et d'autre part le produit de convolution des
transformees de Fourier de CN et de exp(— | A |2), c'est-a-dire, comme dans (28), le produit
de convolution de PN et de la distribution gaussienne.

h) Partons de la forme suivante de p

deduite de la formule (16) de 1'exercice 4 et Calculons < a | p \ a > :

d'ou nous deduisons :
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En utilisant (20) et le fait que la transformee de Fourier d'une fonction gaussienne est une
gaussienne, nous trouvons :

CN(A, A*) se calcule alors en utilisant (13)

et on en deduit PN(OL, a*) par transformation de Fourier

La representation PN(ct, a.*) d'un rayonnement a I'equilibre thermodynamique est done une

gaussienne centree a Torigine et dont la largeur est de Pordre de.

6. COMPOSANTES EN QUADRATURE D'UN CHAMP MONOMODE. REPRESENTA-
TION GRAPHIQUE DE l/ETAT DU CHAMP

Dans tout 1'exercice, on suppose qu'un seul mode du champ ke contient
des photons, tous les autres modes etant vides (champ « monomode »),
et on ne s'interesse qu'a la contribution de ce mode au champ electrique
libre, qui s'ecrit dans le point de vue de Heisenberg

avec

a) On introduit les deux combinaisons lineaires hermitiques des opera-
teurs de creation et d'annihilation a+ et a du mode, definies par

Calculer le commutateur [ap, aQ] et en deduire que Aap AaQ ^ 1/4, ou
Aap et AaG sont les dispersions de ap et aQ dans Tetat considere du mode.

Montrer que rhamiltonien H du mode peut s'ecrire

b) Exprimer le champ electrique E(r, /) en fonction de ap et aQ. Montrer
que les operateurs ap et aQ representent physiquement deux composantes
en quadrature du champ. Quelle est la consequence physique de la valeur
non nulle du commutateur [ap, aQ] ?
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c) Montrer que

represente physiquement la composante du champ dephasee de 6 par
rapport a celle decrite par ap. Montrer que H/Hco peut s'ecrire aussi

d) On suppose que 1'etat du champ est un etat quasi classique | a >,
et Ton pose

Calculer les valeurs moyennes < ap >, < aQ >, < a0 > des operateurs ap,
aQ, ae dans 1'etat | a >, ainsi que les dispersions Aa,,, AaQ, Aa0. Montrer
que ces trois dispersions sont egales et determiner leur valeur commune d.
En utilisant des resultats bien connus pour un oscillateur harmonique,
montrer que les distributions des valeurs possibles de ap, aQ, ag dans 1'etat
| a > sont des gaussiennes.

e) Soit un champ classique monomode dont 1'etat est decrit par la
variable normale a. On convient de representer un tel etat par un point M,
d'abscisse ap et d'ordonnee afi dans un plan rapporte a 2 axes orthogonaux
Ox et Oy. Ce plan peut egalement etre considere comme le plan complexe,
dtp et «G etant les parties reelle et imaginaire du nombre complexe a.
Montrer que ae s'obtient en projetant M sur un axe 00 passant par O et
faisant un angle 6 avec Ox. Comment peut-on caracteriser graphiquement
la phase q> et 1'energie Hcl/Ha) (exprimee en unites de hoj) du champ clas-
sique dans 1'etat a ?

/) On considere maintenant un champ quantique dans 1'etat quasi
classique | a >. L'incompatibilite de ap et aQ suggere de representer 1'etat
de ce champ, non plus par un point, mais par une surface centree autour
du point M representant 1'etat classique a. Montrer que si Ton prend
une surface circulaire de rayon 6, ou d a etc calcule plus haut en d), on
obtient, en projetant tous les points de cette surface sur les axes Ojc, Oy, 09,
3 segments correctement centres en < ap >, < aQ >, < a0 >, et dont la largeur
2 6 donne une bonne idee des dispersions Aap, AaQ, A«0.

g) Le champ quantique est toujours dans 1'etat | a >, mais on suppose
maintenant en plus que | a | > 1.

En utilisant les resultats relatifs a un etat quasi classique, montrer que
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la dispersion AN du nombre de photons dans 1'etat | a > est simplement
reliee a la longueur du segment OM.

Soit 2 A<p Tangle sous lequel on voit de I'origine la surface circulaire
centree en M et associee a 1'etat | a >. Justifier de maniere qualitative (et
sans chercher a definir un operateur phase de maniere precise) pourquoi A<p
donne un ordre de grandeur de la dispersion de phase dans 1'etat | a >.
Exprimer (a la limite | a | > 1) A<p en fonction de 6 et OM. Quelle relation
existe-t-il entre A<p et AN ?

K) II existe des etats du champ qui, tout en etant minimaux comme
1'etat | a > (c'est-a-dire tels que Aap AaQ = 1 /4), et tout en conduisant aux
memes valeurs moyennes de ap, aQ, ae que 1'etat | a >, n'ont pas des dis-
persions egales pour ces diverses observables. Ces etats peuvent etre
representes qualitativement par des ellipses centrees en M, de meme sur-
face que les cercles consideres en / et g. Us sont appeles etats « comprimes ».
Des exemples de tels etats sont etudies dans 1'exercice 7.

Pour un rapport donne entre le grand axe et le petit axe de 1'ellipse,
dessiner les ellipses representant les etats comprimes correspondant aux
divers cas suivants :

(i) la dispersion est minimale sur ap

(ii) la dispersion est minimale sur aQ

(iii) la dispersion est minimale sur ae

(iv) la dispersion est minimale sur (p
(v) la dispersion est minimale sur 1'amplitude.

Solution

a) De [a, a + ] = 1 et des equations (2), il decoule que

La relation generate

donne alors

Enfin, la relation (3) est une consequence de (2).

b) En remplacant e*'*-'"™0 par cos (k • r — to/) ± i sin (k • r — on) dans (1), et en utili-
sant (2), nous pouvons ecrire E(r, /) sous la forme

ce qui montre que ap et aQ decrivent deux composantes en quadrature du champ.
La relation (7) exprime que ces grandeurs physiques sont incompatibles. Toute augmenta-

tion de la precision sur une composante du champ se traduit par une augmentation de 1'incer-
titude sur la composante en quadrature.
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c) Le changement de 6 en 0 + ^ dans (4) donne

A partir de (4) et (11), il est possible d'exprimer ap et aQ en fonction de att el a0 + n/2. Le report
de ces expressions dans (10) donne alors

ce qui montre que les composantes du champ associees a a,, et a0 sont dephasees de 0.
II decoule egalement de (4) et (11) que

ce qui, compte tenu de (3), redonne bien (5).
d) Le calcul des valeurs moyennes des operateurs (2. a), (2. b) et (4) dans Fetal | a > donne,

compte tenu des relations a \ a > = a | a > et < a | a+ = a* < a | et des definitions (6)

Calculons maintenant A0,2,

Des calculs analogues peuvent etre fails pour Aog el M2,,. On Irouve ainsi que

Les equations (3) et (5), jointes a 1'equalion (7) el une equation analogue pour [ag, a0+n/2],
montrent que les operateurs hermiliques a,, e\.aQ,oua0 et a0 + n/2, sont analogues a la position x
et a l'impulsion/> d'un oscillateur harmonique a une dimension. Comme les distributions de x
et p dans un etat quasi classique sont des gaussiennes et que cet elat est un etat minimal,
il s'ensuit que les distributions de aP,aQ, a0 sont des gaussiennes, dont la dispersion a la valeur
minimale (16) compatible avec la relation d'incertilude (9).

e) La definition (6.c) de a.0 entraine que a,, esl bien la projection de
sur 1'axe

La phase (p du champ est decrite par Tangle q> enlre O.v el OM. Enfin, d'apres (3), H^Tua
est egal a OM2, carre de la distance de 0 a M.

f) La projection du cercle de centre M et de rayon 6 = 1/2 sur Ox, Oy, OO donne bien
3 segments de largeur 2 6 = \, centres en ap, ac, atf. On oblienl ainsi une bonne representa-
tion des valeurs moyennes et des dispersions de ap, aQ, au dans 1'elal | a >.

g) Dans un etat quasi classique (voir § C. 4. c)
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Figure 1

Par ailleurs, de (6. a) et (6. b), il decoule que | a |2 = «£ + O.Q de sorte que | a | = OM. On a
done

Par ailleurs, si | a | > 1,

A<p correspond bien a la dispersion des valeurs de <p associees aux divers points a 1'inte-
rieur du cercle dc la figure. A<p represente done bien une dispersion de phase. Finalement,
la combinaison de (18) et (19) donne

Le nombre de photons dans le mode et la phase du champ apparaissent comme des grandeurs
incompatibles.

h) Le grand axe de Pellipse centree en M est

— parallele a Oy dans le cas (i)
— parallele a Ox dans le cas (ii)
— perpendiculaire a OO dans le cas (iii)
— parallele a OM dans le cas (iv)
— perpendiculaire a OM dans le cas (v).

Considerons plus en detail le cas iv. La figure 2 represente le cercle centre en M associe a
1'etat | a > et 1'ellipse de meme surface dont le grand axe est parallele a OM.

Comme les surfaces du cercle et de 1'ellipse sont les memes, le petit axe, perpendiculaire
a OM est plus petit que le rayon 8 du cercle. L'angle sous lequel 1'ellipse est vue de 0 est plus
petit que Tangle correspondant au cercle. L'incertitude A<p sur la phase est done plus petite
pour cet etat comprime que pour 1'etat coherent. Par centre, le grand axe de 1'ellipse est plus
grand que le rayon du cercle. La dispersion des distances a O, c'est-a-dire la dispersion des
amplitudes, est plus grande pour 1'ellipse que pour le cercle. Au gain de precision sur la phase
est done associee une augmentation de 1'incertitude sur 1'amplitude.

Des considerations analogues peuvent etre developpees a propos des autres cas.
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Figure 2

7. ETATS COMPRIMES DU RAYONNEMENT

Le but de cet exercice est d'introduire des etats du champ qui ont des
dispersions inegales sur deux composantes en quadrature du champ,
le produit de ces dispersions ay ant la valeur minimale compatible avec la
relation d'incertitude (*).

On considere 1'operateur suivant agissant sur un mode du champ

ou r est un nombre reel et a+ et a sont les operateurs de creation et d'annihi-
lation du mode.

a) Calculer les commutateurs [a, B] et [a+, B].
b) Soit T = eB. Montrer que T est un operateur unitaire.
c) En utilisant la relation entre operateurs

calculer

d) On introduit les operateurs ap et aQ caracterisant des composantes
en quadrature du champ par les relations (voir exercice precedent) :

(*) Voir par exemple D. F. Walls, Nature 306,141 (1983).
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Calculer
e) On suppose que le champ est dans 1'etat | c > = T+ | a >, ou | a >

est un etat quasi classique. Calculer les valeurs moyennes de ap et aQ dans
1'etat | c >, ainsi que les dispersions Aap et A«Q correspondantes.

Solution

a) Calculons d'abord fa, 51

Considerons maintenant [a+, B]

b) L'expression de T +

montre que

c) Calculons TaT* en utilisant la relation (2)

que Ton peut transformer en utilisant (4) et (5)

II est facile de s'assurer en etudiant les termes suivants du developpement que le facteur de a est
bien ch r et celui de a+, sh r

La relation adjointe de (9) s'ecrit :

d) En combinant (9) et (10), nous obtenons :

et de facon analogue

Les relations (11) et (12) definissent des changements d'echelle sur les observables ap el UQ.
Calculons maintenant Taj, T +
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et de facon identique

e) La moyenne de ap, aQ, a\, a^ dans I'etat | c > est identique a celle de A,,, bQ, b],, h^ dans
I'etat | a >. En utilisant(l l)et(3.a), ainsique(C.46)et(C.47), nous trouvons :

et en utilisant (12) et(3.b) :

Quant a < b\ >, il vaut d'apres (13) et (3. a)

4

ce qui donne finalement, compte tenu de (15) et (17)

Un calcul analogue fait pour bQ et utilisant (3. b), (14) et (16) donne

Nous en concluons que I'etat T"1" | a > est un etat minimal (puisque Act,, AaQ = 1/4) mais
pour lequel les incertitudes sur ap et aQ sont differentes. Dans la representation graphique
de 1'exercice 6, on obtient la surface representant I'etat T* | a > en effectuanl sur le cercle
associe a | a > une dilatation le long de Ox d'amplitude e\ et une contraction le long de Oy
d'amplitude e~r. Le cercle associe a 1'etat | a > se transforme ainsi en une ellipse dont le grand
axe est parallele a Ox et le petit axe parallele a Oy.

8. GENERATION D'ETATS COMPRIMES DU RAYONNEMENT DANS UNE INTER-
ACTION A DEUX PHOTONS

Le but de cet exercice est de montrer comment il est theoriquement
possible de generer des etats comprimes du champ de rayonnement pour
lesquels les dispersions sur deux composantes en quadrature du champ
sont differentes, le produit de ces dispersions etant egal a la valeur mini-
male compatible avec la relation d'Heisenberg. (II est conseille au lecteur
d'avoir au prealable resolu les exercices 6 et 7.)

On considere un mode kc du champ electromagnetique, de frequence a>,
dont I'hamiltonien H s'ecrit :

ou a+ et a sont les operateurs de creation et d'annihilation du mode. Le



D,,,.8 Exercices 251

premier terme de (1) est 1'energie du mode pour le champ libre. Quant au
second, il schematise un processus d'interaction a 2 photons tel que
1'amplification parametrique (une onde classique de frequence 2 GJ gene-
rant deux photons de frequence ca). A est une quantite reelle caracterisant
la force de 1'interaction.

a) Ecrire, dans le point de vue de Heisenberg, 1'equation d'evolution de
a(t). On pose

Quelles sont les equations devolution de b(t) et b +(t) ?
b) La contribution du mode k£ au champ electrique s'ecrit dans le

point de vue de Heisenberg

ou a(t) est la solution de 1'equation etudiee en a). Montrer que

ou b(t) est defini en (2), representent physiquement deux composantes en
quadrature du champ. Trouver les equations devolution de bp(t) et bQ(t)
et donner leur solution sachant que bp(0) et bQ(0) sont connus.

c) On suppose qu'a 1'instant t = 0,1'etat du champ electromagnetique
est le vide. Calculer a 1'instant t le nombre de photons < N > dans le mode
kc ainsi que les dispersions A6P(0 et A6Q(/) sur les deux composantes
du champ en quadrature. Commenter ce resultat.

Solution

a) L'equation de Heisenberg pour a

s'ecrit, compte tenu de (1)

Avec le changement de variables (2), 1'equation (5. c) devient alors :

1'equation adjointe s'ecrivant

6) Exprimons o(0 et a+(t) en fonction de b(t) et b*(t) au moyen de (2) et de 1'equation
adjointe, puis en fonction de bp(t) et bQ(t) au moyen de (4.a) et (4.b). Reportons enfin les
valeurs ainsi obtenues dans 1'expression (3) de E(r, /). Un calcul analogue a celui de 1'exercice 6
donne
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ce qui montre que bp(t) et bQ(t) representent deux composantes en quadrature du champ
(dont 1'amplitude varie au cours du temps a cause de I'interaction paramelrique decrite par le
dernier terme de (1)).

Des equations devolution(6) de b(t) et b+(t) et des definitions (4), nous deduisons

dont la solution est

c) Le nombre de photons dans le mode ke est donne par 1'operateur

En inversant les relations (4), nous pouvons exprimer b(i) et A + ( / ) en fonction de b,,(t) et
bQ(t), soil encore, compte tenu de (8. a) et (8. b)

Nous en deduisons, puisque b{0) = a(0)

dont la valeur moyenne dans le vide est egale a

L'expression E du champ electrique a 1'instant / se deduit de (3') et (8) :

II apparait ainsi que reflet de I'interaction parametrique est d'augmenter une quadrature du
champ et de diminuer 1'autre quadrature. Plus precisement, nous avons d'apres (8. a) et (8. b):

En utilisant (4), nous trouvons alors

Ceci montre bien que I'incertitude sur Tune des composantes du champ, en 1'occurrence bQ,
peut etre rendue extremement petite. Ce resultat est obtenu au detriment de la composante
en quadrature en bon accord avec la relation d'Heisenberg &bp AAQ ^ 1 /4 (voir exercice 6).
Notons epfm que le resultat obtenu ici realise le minimum de cette inegalite et que cette
compression de I'incertitude sur 1'une des composantes du champ s'accompagne d'une
augmentation du nombre moyen de photons (13).

9. DENSITE DE QUASI-PROBABILITE D'UN ETAT COMPRIME

Le but de cet exercice est de calculer, pour un etat comprime du rayon-
nement, les fonctions caracteristiques et distributions de quasi-probabilite
adaptees a 1'ordre normal et antinormal. La resolution de 1'exercice
necessite 1'etude prealable des exercices 5 et 7.

a) Soil un mode du champ du rayonnement et | 0 > 1'etat vide de ce
mode. On peut construire un etat comprime en faisant agir 1'operateur e~B
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sur | 0 > ou B = r(a2 — a+2)/2, r etant un nombre reel et a et a+ les ope-
rateurs d'annihilation et de creation du mode. L'operateur densite pour
le champ est alors

Calculer, pour un tel champ, les fonctions caracteristiques CN(A, A*)
et CX(A, A*) respectivement adaptees a 1'ordre normal et antinormal et
introduites dans 1'exercice 5. On pourra utiliser la relation de Glauber

valable si X et Y commutent avec [X, y ].
b) Calculer la distribution de quasi-probabilite PA(a, a*) associee a

un tel etat du rayonnement. On exprimera PA(a, a*) en fonction des
parties reelle <xp et imagjnaire <XQ de a.

Peut-on trouver une distribution de quasi-probabilite PN(OL, a*) decri-
vant un tel etat du rayonnement ?

Solution

a) Partons de la definition de CW(A, A*) donnee dans Texercice 5 (formule (I)) et introdui-
sons Foperateur densit6 p de Penonce

En utilisant la propriete cyclique de la trace et en introduisant e~B eB = 1 entre eAo+ et e~A*°,
nous obtenons :

Les relations (9) et (10) de 1'exercice 7 donnent alors

ce qui permet d'obtenir pour (4)

Notons ex et er les operateurs du second membre de (5 .a) et (5.b). Le commutateur [X, Y]
est un nombre egal a

ce qui permet d'utiliser la relation de Glauber et de transformer (6) en :

Utilisons a nouveau la relation de Glauber pour separer les exponentielles relatives a a*
des exponentielles relatives a a.



254 Exercices Dm-9

En portant cette expression dans (8), nous trouvons alors :

puisque

La relation (13) de 1'exercice 5 permet de trouver CA(A, A*)

b) Nous avons montre dans 1'exercice 5 que PA et CA sonl relies par une transformation
de Fourier

Les notations (5. a) et (5. b) de 1'exercice 5, permettent de reecrire (13. a) sous la forme :

CX(A, A*)etantdeduitde(12)

II faut done calculer la transformee de Fourier de deux fonctions gaussiennes de largeur
differentes. Nous obtenons

c'est-a-dire un produit de deux gaussiennes de largeur tres differente en a.P el aQ(ce qui reflete
le comportement different des deux quadratures du champ, voir exercice 7).

Les memes calculs menes dans le cas de CW(A, A*) conduisent a

II apparait clairement que pour r ^ 0, une des composantes de CN(A, A*) diverge a 1'infini.
Le calcul de la transformee de Fourier de CW(A, A*) n'est alors pas possible dans le cadre
habituel. Get etat du champ n'a pas de representation P au sens des fonctions.

Pour comprendre ce point, on peut noter que Fetal | 0 > est represente par une densite de
quasi-probabilite /*w(o, a*) qui est une distribution de Dirac £<2)(a). Un etal pour lequel
Aflp = Aac = 1/2 est done represente par une dislribulion-ponctuelle. Dans 1'etat comprime
du rayonnement considere, on reduit rindetermination sur Tune des quadratures du champ.
Le long de cette direction, la distribution de quasi-probabilite doit etre plus etroite que pour
1'etat | 0 >. Ceci n'est evidemment pas possible a partir d'une distribution ponctuelle. En
revanche, dans le cas de la distribution correspondant a 1'ordre antinormal, 1'etat | 0 > est
represente par une distribution gaussienne dont il est possible de reduire la largeur.



CHAPITRE IV

Autres formulations equivalences
de 1'electrodynamique

Dans les chapitres precedents, et notamment dans le chapitre II, nous
avons suivi la demarche la plus simple possible pour construire 1'electro-
dynamique quantique. Partant du lagrangien standard, nous avons eli-
mine le potentiel scalaire en le reexprimant en fonction des autres varia-
bles dynamiques, puis nous avons choisi la jauge de Coulomb, ce qui
revient a prendre le potentiel vecteur longitudinal AH nul. Le formalisme
ainsi obtenu peut etre utilise dans n'importe quelle situation, pourvu que
les vitesses des particules et les frequences des champs soient dans le
domaine non relativiste.

II est clair cependant qu'une telle description n'est pas la seule possible.
On peut en construire d'autres, equivalentes quant a leurs previsions phy-
siques, mais differentes formellement. Le but recherche est en general
d'obtenir une nouvelle formulation dans laquelle tel ou tel type de pro-
bleme puisse se trailer plus commodement que dans le formalisme stan-
dard. Le but de ce chapitre est de presenter et d'etudier des exemples de
telles demarches (*).

Nous commencons, dans la partie A, par passer en revue diverses
methodes qui peuvent etre suivies pour construire d'autres descriptions
de I'electrodynamique. Une premiere possibilite est d'utiliser Parbitraire
de jauge, et de choisir A|( different de zero. On peut egalement ajouter
au lagrangien standard en jauge de Coulomb la derivee par rapport au
temps d'une fonction des coordonnees generalisees du systeme. Le nou-
veau lagrangien est equivalent a 1'ancien et donne les memes equations
du mouvement. Cependant, les nouveaux moments conjugues qui en
resultent sont en general differents des anciens, et lorsqu'on applique la
procedure de quantification canonique, les memes operateurs mathe-

(*) Nous n'aborderons pas ici la formulation de 1'eleclrodynamique en jauge de Lorentz,
qui fera 1'objet du chapitre V.
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matiques representent dans le nouveau point de vue des grandeurs phy-
siques generalement differentes. La relation entre les deux points de vue
sera etudiee en detail et nous montrerons que les deux representations
quantiques se deduisent 1'une de 1'autre par une transformation unitaire.
Le changement de jauge evoque precedemment n'est en fait qu'un cas
particulier de ce type de transformation. On peut enfin obtenir une nou-
velle description de 1'electrodynamique en effectuant sur la representation
standard en jauge de Coulomb une transformation unitaire plus generate
que celle qui correspond au passage a un lagrangien equivalent. II s'agit
la d'une methode plus puissante que les precedentes, de la meme facon
qu'en mecanique classique, les transformations canoniques sont plus
generates que les changements de lagrangien.

Nous presentons ensuite, dans la partie B, quelques exemples simples
de telles transformations s'appliquant au cas d'un systeme localise de
charges (comme un atome ou une molecule) interagissant avec une onde
electromagnetique exterieure de grande longueur d'onde : un change-
ment de jauge d'abord, puis la transformation de Goppert-Mayer qui
permet de passer du point de vue standard, ou 1'hamiltonien d'interaction
entre le systeme de charges et le champ est en « A • p » au point de vue
ou 1'hamiltonien d'interaction est en « E • r » (« hamiltonien dipolaire
electrique »). L'equivalence entre les deux points de vue sera discutee a
nouveau, etant donne 1'importance pratique de cette transformation. Un
exemple de transformation sur 1'hamiltonien, ne se ramenant pas a un
changement de lagrangien, est fourni par la transformation de Henne-
berger, qui est utilisee pour etudier certains processus d'interaction avec
des ondes electromagnetiques intenses.

Dans la partie C, nous revenons au cas general ou le champ electro-
magnetique est considere, non comme un champ exterieur de.dependance
temporelle donnee, mais comme un systeme dynamique couple aux par-
ticules. Nous presentons la transformation de Power-Zienau-Woolley qui
generalise celle de Goppert-Mayer et donne pour hamiltonien d'interac-
tion du systeme de charges avec le champ electromagnetique le develop-
pement multipolaire complet sous une forme compacte. Le systeme de
charges est decrit par une densite de polarisation et de magnetisation et
1'induction electrique s'introduit naturellement comme moment conjugue
du potentiel vecteur transverse.

Nous etudions enfin dans la partie D comment 1'equivalence entre
deux points de vue se deduisant 1'un de 1'autre par une transformation
unitaire se traduit sur les matrices S de diffusion. Nous montrons que
1'egalite des amplitudes de transition prend, dans ce cas, une forme plus
simple dans la mesure ou les memes kets peuvent etre utilises pour decrire
1'etat initial et 1'etat final dans les deux points de vue. Cette propriete
de la matrice S justifie la pratique courante consistant a attribuer (a tort !)
la meme signification physique a 1'hamiltonien « non perturbe » quel que
soit le point de vue utilise.
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A — COMMENT OBTENIR D'AUTRES FORMULATIONS
EQUIVALENTES DE L'ELECTRODYNAMIQUE

Nous passons en revue dans cette partie A differentes methodes qui
peuvent etre utilisees pour obtenir des formulations de Telectrodynamique
equivalentes a celle construite dans les chapitres II et I I I . L'accent sera
mis ici sur les correspondances entre les differentes descriptions ainsi
obtenues et sur 1'equivalence des theories quantiques qui leur sont asso-
ciees.

1. Changement de jauge et changement de lagrangien

Rappelons brievement la demarche suivie au chapitre II. Comme le
lagrangien standard ne depend pas de la vitesse *// relative au potentiel
scalaire ^, 1'equation de Lagrange relative a <?/ fournit une relation
(relation (C.I) du chapitre II)

qui permet de reexprimer ̂  en fonction des autres variables dynamiques.
Une fois que ̂  a etc ainsi elimine, le lagrangien standard ne depend
plus que de ra,ra,«a/i, stf^ s/\\, ,c/|, else met sous la forme (equation (C. 5)
du chapitre II) :

Nous avons alors constate que sf\\ n'est pas une vraie variable dyna-
mique, dans la mesure ou 1'equation de Lagrange qui lui est associee
n'est pas une equation du mouvement pour s/\\ (*), qui peut done prendre
n'importe quelle valeur. Le choix de la jauge de Coulomb (sf\\ = 0)
apparait alors comme le plus simple possible, mais il n'est nullement
obligatoire. II est tout a fait possible a ce stade de garder s&\\ ^ 0 (en
modifiant le potentiel scalaire conformement a (A. 1)), et de continuer la
procedure de quantification canonique. On peut par exemple prendre
pour «s/|| une fonction arbitraire de k et t, qui peut egalement dependre

(*) En fait, cette equation de Lagrange se reduit a 1'equation de conservation de la charge
qui n'apporte rien de nouveau dans la mesure ou elle decoule direclement de la definition
de p et j en fonction des variables dynamiques ra et ix des particules.
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eventuellement des autres (vraies) variables dynamiques du systeme,
ra et s4L (*). Les consequences de ce choix peuvent etre entrevues des
maintenant : fa figurant dans le dernier terme de (A.2), par 1'interme-
diaire dey'n et eventuellement de j/y, le moment conjugue de ra sera
modifie. Si jtf\\ depend de «s/±, il en sera de meme du moment conjugue
de j*±(k).

Une autre maniere de comprendre pourquoi ,a/^ n'est pas une vraie
variable dynamique consiste a noter, comme nous 1'avons fait dans le
paragraphe C.l.b du. chapitre II, que le dernier terme de (A.2) (ou
apparaissent jtf\\ et j^) peut s'exprimer egalement comme la derivee
totale par rapport au temps de la fonction :

Ainsi, le passage de la jauge de Coulomb a une autre jauge est une illus-
tration de la regie generate qui permet de passer d'un lagrangien a un
lagrangien equivalent en ajoutant la derivee par rapport au temps d'une
fonction des coordonnees generalisees. Nous allons etudier maintenant
comment de telles transformations se traduisent dans le formalisme quan-
tique et montrer qu'elles reviennent a faire une transformation unitaire
sur la representation quantique initiale.

2. Changement de lagrangien et transformation unitaire associee

Le probleme pose n'est pas specifique du systeme constitue par le champ
electromagnetique et les particules chargees. Nous allons done 1'etudier
sur le cas beaucoup plus simple d'un systeme a un seul degre de liberte,
repere par la coordonnee x, et nous generaliserons ensuite les resultats
obtenus. L'interet de commencer par un cas simple est que nous pour-
rons utiliser des notations evitant toute ambiguite. Ensuite, pour sim-
plifier 1'ecriture dans le cas du champ electromagnetique, nous revien-
drons a des notations plus compactes.

Soit done L(JC, jc) un lagrangien decrivant la dynamique de ce systeme.
Comme nous envisagerons d'autres lagrangiens, nous prenons la pre-
caution de noter pL le moment conjugue de x par rapport au lagrangien L :

C'est une grandeur qui s'exprime en fonction de x et x L'equation du
mouvement est 1'equation de Lagrange :

(*) Par centre, J^N ne peut pas dependre des vitesses f7 et .</,, car il apparaitrait alors des
accelerations dans le lagrangien (A.2).
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a) CHANGEMENT DE LAGRANGIEN

En ajoutant a L la derivee par rapport au temps d'une fonction F(x, t),
on obtient un nouveau lagrangien L' :

equivalent a L, dans la mesure ou il donne pour x la meme equation du
mouvement (A. 5) (voir § A. 1. c du chapitre II). Le moment conjugue de x
par rapport au nouveau lagrangien L' est :

L'expression de pL. en fonction de x et x est differente de celle de pL.
Passer d'un lagrangien L a un lagrangien equivalent L' a done pour
consequence de changer le moment conjugue de x. En tant que fonctions
de jc et Jc, 1'ancien et le nouveau moments conjugues sont lies par la rela-
tion

Un meme etat dynamique du systeme, caracterise par la donnee des
valeurs de x et x, sera done decrit par des valeurs diflerentes des moments
conjugues pL et pL,, liees par la relation (A.8). On peut verifier, que si
cette relation est verifiee a un instant, les equations de la dynamique
assurent qu'elle le reste ulterieurement.

Les grandeurs physiques du systeme sont des fonctions de x et Jc. Leurs
valeurs ne dependent que de 1'etat dynamique du systeme, caracterise
par x et x. Considerons une telle grandeur (par exemple 1'energie cine-
tique) decrite par la fonction <&(x, x). Dans le formalisme hamiltonien,
on utilise, comme variables dynamiques, x et son moment conjugue pL.
La valeur de la grandeur physique ̂  sera une fonction GL(x, pL). L'indice
L rappelle que cette fonction depend du lagrangien qui a ete utilise pour
definir pL. La valeur de GL lorsqu'on remplace pL par son expression
(A.4) doit comcider avec 0(x, x) :

ce qui determine entierement GL. Pour le nouveau lagrangien L', GL, est
different de GL et la relation (A. 9) s'ecrit :



260 A litres formulations 6quivalentes IV. A. 2

Les relations (A. 8), (A. 9) et (A. 10) permettent d'ailleurs d'exprimer sim-
plement le lien entre GL. et GL :

Cette relation assure que, pour un meme etat dynamique, les valeurs de
GL.(x, pL.) et de GL(x, pL) sont identiques, pL et pL. etant lies par (A. 8).
Les previsions physiques concernant la grandeur ̂  sont identiques dans
les deux points de vue.

Considerons maintenant Fhamiltonien. Sa forme, en tant que fonction
de x et de pL., depend du lagrangien choisi. De plus, sa valeur pour un
etat dynamique donne, n'est pas forcement identique dans les deux points
de vue, puisque :

ou pL, et pL sont lies par (A.8). II apparait ainsi que 1'hamiltonien ne se
comporte comme une grandeur physique que si F est independant du
temps (comparer (A. 12) et (A. 11)).

b) LES DEUX DESCRIPTIONS QUANTIQUES

Lorsqu'on applique la procedure de quantification canonique stan-
dard a partir des lagrangiens L d'une part et L' d'autre part, on obtient
deux descriptions quantiques du systeme. Pour eviter toute ambiguite,
nous notons avec 1'indice superieur (1) tous les elements de la premiere
representation, et avec 1'indice (2) ceux de la seconde. Ainsi, X ( 1 ) est
1'operateur representant la grandeur physique « position » dans la pre-
miere representation; | \l/(2) > est le vecteur d'etat reperant 1'etat dynami-
que du systeme dans la deuxieme representation. Enfin, nous introduisons
les deux operateurs mathematiques fondamentaux, 1'operateur « multi-
plication par ;c» que nous notons X, et 1'operateur (fi/i) d/dx que nous
notons P :

Si 1'on applique la procedure de quantification canonique standard a
partir du lagrangien L, on obtient une premiere description quantique.
La coordonnee x est represented par 1'operateur « multiplication par x »,
et son moment conjugue pL par 1'operateur (ft/i) d/dx. On a done :
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La grandeur physique ^ est representee par 1'observable :

ou GL est la fonction definie par la relation (A.9). L'hamiltonien est :

Nous avons garde 1'indice L pour //[1} et pour P(
L

l} pour rappeler que
le moment conjugue de x et 1'hamiltonien dependent dans le cas general
du lagrangien a partir duquel ils ont ete definis. L'etat du systeme a un
instant donne est repere par le vecteur d'etat | \l/(1} >.

En appliquant la meme procedure de quantification a partir de L',
on obtient une deuxieme description du systeme, dans laquelle la coor-
donnee est toujours representee par 1'operateur X et le nouveau moment
conjugue PL, par 1'operateur P :

La grandeur physique ^ est representee par

ou la fonction GL. est definie par (A. 10). Le nouvel hamiltonien HL, est
represente par :

En general, les fonctions GL et GL. sont differentes de sorte que la meme
grandeur physique <$ est representee par des operateurs mathematiques dif-
ferents dans les deux representations :

Partant des lagrangiens L ou L', on aboutit ainsi a des descriptions des
observables du systeme qui sont differentes. De la meme facon, les vec-
teurs d'etats qui decrivent 1'etat du systeme ne sont pas les memes :

Rappelons qu'il en est de meme classiquement: un meme etat dynamique
du systeme est repere par des valeurs differentes de pL et de pL,.

C) CORRESPONDANCE ENTRE LES DEUX DESCRIPTIONS QUANTIQUES

Etudions maintenant la correspondance entre les deux descriptions
quantiques. De facon evidente, la coordonnee est representee par le
meme operateur (cf. (A. 15) et (A. 19)). Pour les moments conjugues, il
faut se souvenir que nous en avons introduit deux, pL et pL., et qu'ils repre-
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sentent des grandeurs physiques diflferentes, ainsi qu'on peut le voir sur
leur expression en fonction de x et x. Nous aurons done a considerer les
quatre operateurs P(

L
l\ P(

L
2), P\\\ P(

L
2}. Le premier et le dernier sont deja

connus (relations (A. 16) et (A.20)). Les deux autres peuvent se deduire
de la relation (A. 8) entre pL, et pL. Si on la traduit dans la representation
(1), on obtient par exemple :

en utilisant (A. 16). De la meme facon, en exprimant la relation (A.8)
dans la representation (2), et en utilisant (A. 20), on obtient 1'expression
de P[2> :

Recapitulons les expressions des operateurs representant les difle-
rentes grandeurs dans les deux representations :

La comparaison des deux representations suggere que le passage de 1'une
a 1'autre se fait par la'transformation unitaire

qui revient a translator P de — dF/dX. II est possible en effet de passer
des expressions (A.26) de X(l\ P(

L
l), P$} aux expressions (A.27) de X{2\

P(2\ P(f par les relations

~ L, ~ ~ L*~ ~ \ ~ /

ou T est 1'operateur unitaire (A. 28).
Plus generalement, verifions que la transformation T met bien en

correspondance les deux representations G ( 1 ) et <7(2) d'une meme gran-
deur physique ^ quelconque :

G(1) et G(2) etant definis par les relations (A. 17) et (A.21). La relation
(A. 11) qui existe entre les deux fonctions GL. et GL peut etre ecrite en
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remplagant les variables classiques x et pL par les operateurs X et P.
On obtient ainsi la relation :

Transformons les deux membres de cette equation par T, et faisons agir
dans le premier membre la transformation sur les operateurs a Finterieur

de la fonction. X est inchange et P + -=-77 est transforme en P de sorte
Qj\

que :

Compte tenu de (A. 17) et (A.21), ceci n'est autre que (A.30). La repre-
sentation (2) des observables du systeme s'obtient done simplement en
effectuant sur la representation (1) la transformation T.

Les vecteurs d'etat se correspondent par la meme transformation :

En effet, si Ton imagine que 1'etat du systeme resulte de la mesure d'une
grandeur physique ^ (ou d'un ensemble de telles grandeurs) 1 1 / > ( 1 > > et
| \]/(2) > sont respectivement les vecteurs propres de G(*) et de G< 2 ) cor-
respondant a la meme valeur propre, ce qui implique, d'apres (A.30),
la relation (A. 33). Les relations (A. 30) et (A. 33) suffisent ainsi a assurer
Fidentite des valeurs moyennes et des mesures dans les deux points de
vue.

Les evolutions temporelles de | ̂ (1) > et 11/^(2) > sont respectivement
gouvernees par H^ et Hffi\ la relation entre ces deux operateurs n'est
pas du type (A.30). En partant de la relation (A. 12) entre les fonctions
classiques et en faisant la meme demarche que pour G, on trouve en
effet que :

Cette relation est precisement celle qui assure que la relation (A. 33) entre
| \{/(1) > et | \l/{2) > subsiste au cours du temps. En effet, si Ton compare
les vitesses de variations de | i//(2) > d'une part, et de T \ «/^ (1 ) > d'autre
part, on trouve :

et
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Les deux vitesses sont egales, compte tenu de (A.33) et (A.34). Ainsi, la
correspondance (A.33) entre les deux points de vue est preservee au
cours du temps.

d) APPLICATION AU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Les considerations precedentes se generalisent aisement pour un sys-
teme plus complexe, et en particulier au cas du champ electromagnetique
interagissant avec un ensemble de particules.

Ainsi, tout changement de jauge (Ay ^ 0), ou lout passage du lagran-
gien de Coulomb a un lagrangien equivalent, se traduit par un change-
ment de representation quanlique. A chacune de ces transformations, est
associee une transformation unitaire T de la forme :

ou F est une fonction des coordonnees generalisees du systeme ra et
«a/j_(k), et eventuellement du temps. Pour simplifier Pecriture, nous
n'utilisons plus, comme dans le paragraphe precedent, des notations dif-
ferentes pour les coordonnees generalisees (position ra, potentiel vecteur
transverse ^(k)...) et les operateurs correspondants.

Toutes les equations etablies dans le paragraphe precedent et reliant
les descriptions du systeme dans un point de vue et dans 1'autre (equa-
tions (A.30), (A.33), (A.34), reliant C(2) a C(1), 11^(2) > a | i/>(1) >, H™
a Hl1}) demeurent valables a condition de remplacer (A.28) par (A.37).
Nous etudierons en detail des exemples concrels de transformation
(A .37) dans les parties B et C qui suivent. Auparavant, nous allons intro-
duire des transformations unitaires plus generales que (A.37) puis mon-
trer 1'equivalence entre les amplitudes de transition calculees dans deux
points de vue qui se deduisent Pun de 1'autre par une transformation
unitaire.

3. Transformation unitaire generate. Inequivalence entre les differentes
formulations de I'electrodynamique quantique

La transformation unitaire T, definie par (A. 37), ne depend que des
coordonnees generalisees. On peut envisager des transformations plus
generales, dependant egalement des moments conjugues du type (*) :

La presence des moments conjugues dans (A.38) entraine qu'une telle
transformation n'est pas associee a un changement de lagrangien. Elle

(*) Pour les calculs qui suivent, il est commode d'uliliser la notation T(t) exprimant
que T depend explicitement de / si c'est le cas aussi pour F.
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est appliquee directement aux etats et observables du systeme, suivant
les relations

qui sont analogues a (A.33) et (A.30). Notons en passant que la pre-
sence de pa dans (A. 38) entraine que la transformation T(/) ne laisse pas
en general les coordonnees invariantes : dans le nouveau point de vue,
1'operateur « multiplication par ra » ne represente plus la position de la
particule a, mais une autre grandeur physique.

Soit //(1)(0 1'hamiltonien decrivant 1'evolution temporelle dans le point
de vue (1) (*). Pour obtenir 1'equation de Schrodinger satisfaite par le
vecteur 1\ti(2\i) > relie a chaque instant / a | ̂ (l\t) > par (A .39), il suffit
de deriver les deux membres de (A. 39) par rapport a / et d'utiliser 1'equa-
tion de Schrodinger pour | ̂ (1)(f) >. II vient :

L'hamiltonien H(2) dans le point de vue (2) s'ecrit done

La presence simultanee des coordonnees generalisees et des moments
conjugues dans 1'operateur F de (A.38) entraine que OF/dt ne commute
pas en general avec F. G'est ce qui explique pourquoi le dernier terme de
(A.42) ne peut pas etre ecrit — dF/dt comme dans (A.34).

Etablissons maintenant une relation importante entre les operateurs
d'evolution l/(1)(r, r0) et U(2\t, r0) des deux points de vue. Comme la
relation (A. 39) est valable quel que soit /, nous pouvons ecrire

On en deduit que

Une telle relation, jointe a (A. 39), assure 1'identite des previsions phy-
siques dans les deux points de vue. Pour le montrer, considerons 1'ampli-

(*) Comme les deux points de vue (1) et (2) ne sont plus maintenant associes a 2 lagran-
giens L et L, il n'est plus justifie d'utiliser la notation ///" et //)2'.
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tude de probabilite pour que, partant a 1'instant /0 d'un etat initial, decrit
respectivement par

dans chacune des deux representations, on se trouve a 1'instant t dans
un etat final

Les relations (A.44), (A.45) et (A.46) entrainent 1'egalite des amplitudes
de transition calculees dans les deux representations

et done 1'egalite de toutes les previsions physiques. L'identite (A.47)
etablie pour la transformation unitaire generale (A. 38) est bien sur valable
aussi pour (A.37).

Ainsi, 1'equivalence de toutes les descriptions differentes de 1'electro-
dynamique quantique que 1'on peut construire en utilisant les precedes
decrits dans cette section A est assuree de facon fondamentale par 1'exis-
tence d'une transformation unitaire reliant ces diverses descriptions.

Les considerations precedentes sur 1'equivalence entre les diverses des-
criptions peuvent paraitre a premiere vue bien elementaires et memes
superflues. En fait il n'en est rien. Leur traduction dans un cas concret
est loin d'etre toujours facile, et donne lieu quelquefois a des interpretations
incorrectes ou a des erreurs subtiles. II convient, dans chaque cas, de bien
preciser quels operateurs representent les differentes grandeurs physiques
dans 1'une et 1'autre des representations, et de s'assurer que les vecteurs
d'etat utilises pour representer le systeme dans les 2 points de vue decri-
vent bien le meme etat physique (par exemple, sont etats propres de la
meme.. grandeur physique avec la meme valeur propre) (*).

Remarques

(i) La correspondance entre la description de I'eleclrodynamique en jauge
de Coulomb et celle que Ton obtient par la quantification covariante decrite
au chapitre V n'est pas aussi simple que celle associee aux transformations
unitaires precedentes. En eflet, dans la description covariante, le champ
electromagnetique est decrit avec un plus grand nombre de degres de liberte,
et 1'espace des etats n'a pas la meme structure. Nous reviendrons sur ce
probleme dans le complement Bv.

(ii) Une erreur subtile peut par exemple s'introduire lorsqu'on fait interagir
soudainement a 1'instant / = 0 le systeme avec un champ decrit par un

(*) Voir par exemple la discussion presentee dans Y. Aharonov et C. K. Au, Phys. Lett.,
86A, 269(1981).
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potentiel. Faire passer brusquement un potentiel vecteur de 0 a une valeur
finie-s'accompagne en fait d'une impulsion de champ electrique. Cette impul-
sion serait absente si Ton decrivait le champ electrique par un polentiel
scalaire. Ainsi, on peut avoir 1'impression que de$ calculs menes dans deux
jauges differentes donnent des resultats non identiques, alors qu'en realite
on a fait interagir le systeme avec des champs electriques tlifferenls dans les
deux cas. (Un exemple concret est discute dans 1'exercice 1.)
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B — QUELQUES EXEMPLES SIMPLES POUR
DES CHARGES COUPLEES A UN CHAMP EXTERIEUR

Avant d'envisager des transformations concernant Fensemble du champ
et des particules considere comme un systeme dynamique, nous allons
tout d'abord etudier des situations plus simples relatives a un systeme
de particules chargees localisees autour de 1'origine des coordonnees
(constituant par exemple un atome ou une molecule) et interagissant
avec une onde electromagnetique exterieure. Nous commencons (§ 1)
par rappeler 1'expression du lagrangien et de rhamiltonien d'un tel sys-
teme. Nous illustrons ensuite les considerations generates de la partie A
au moyen de trois exemples : un changement de jauge simple qui nous
permet de preciser ce que Ton entend par invariance de jauge (§ 2), la
transformation de Goppert-Mayer qui fait apparaitre explicitement
1'interaction dipolaire electrique a la limite des grandes longueurs d'onde
(§ 3), la transformation de Henneberger qui est une transformation uni-
taire dependant des moments conjugues (§ 4).

1. Lagrangien et hamiltonien du systeme

Le lagrangien et 1'hamiltonien d'un systeme de charges en presence d'un
champ exterieur ont ete introduits dans le complement C,,. Supposons
que les particules soient suffisamment proches les unes des autres pour
que 1'interaction de Coulomb soil une tres bonne approximation de leurs
interactions reelles. Dans le lagrangien et 1'hamiltonien du probleme, il
est alors possible de negliger les termes relatifs au champ transverse libre
et a 1'interaction entre les particules et ce champ transverse. Par centre,
nous gardons les termes de couplage avec le champ exterieur decrit par
les potentiels :

Le lagrangien L et 1'hamiltonien H, qui sont alors des fonctions des seules
variables dynamiques des particules, s'ecrivent :

Le moment conjugue paL de ra a pour expression :

En theorie quantique, les operateurs fondamentaux verifiant les rela-
tions de commutation canoniques sont ra et pa = — \h Va. Dans la repre-
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sentation quantique standard construite a partir de L, que nous noterons
(1) et qui nous servira de reference, 1'operateur representant la position
de la particule a est :

et celui qui represente son moment conjugue paL est :

L'operateur hamiltonien s'obtient en remplacant dans (B. 3) ra et paL par
les operateurs correspondants (B. 5) et (B. 6). En separant « Fhamilto-
nien des particules » et « Thamiltonien d'interaction », on obtient :

Nous allons considerer maintenant d'autres descriptions du meme sys-
teme construites en utilisant les methodes discutees dans la partie A.

2. Changement de jauge simple, invariance de jauge

Considerons tout d'abord la transformation de jauge definie par la
fonction x(r, t\ qui ne depend que de r et /. Le champ exterieur est main-
tenant decrit par :

a) LE NOUVEAU POINT DE VUE

Le nouveau lagrangien s'ecrit :

Les nouveaux moments conjugues definis par :

sont differents des anciens. L'hamiltonien HL. a une expression semblable
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a HL, mais dans laquelle paL, Ae, Ue sont remplaces respectivement par
P«L , A;, i/;

Dans la nouvelle representation quantique, la position de la particule
est toujours representee par ra, et paL, par pa = — \h Va :

Le nouvel operateur hamiltonien est done :

b) TRANSFORMATION UNITAIRE RELIANT LES DEUX POINTS DE VUE. INVA-
RIANCE DE JAUGE (*)

D'apres (B.ll), le nouveau lagrangien L' diftere de 1'ancien par une
derivee totale. La demarche du paragraphe A.2 ci-dessus montre alors
que Ton passe de la representation (1) a la representation (2) par la trans-
formation unitaire

Ainsi, si t^(1)(..., ra,...) est la fonction d'onde representant 1'etat des par-
ticules dans le premier point de vue, le meme etat est represente dans
le nouveau point de vue par :

Les operateurs representant une meme grandeur physique dans les
deux points de vue se correspondent egalement par T. Considerons par
exemple la vitesse de la particule a. D'apres (B. 4) et (B. 6) :

De meme

et on verifie alors que :

(*) Cohen-Tannoudji, Diu et Laloe (complement Hm).



IV. B. 3 Quelques exemples simples 271

Par centre, il n'en est pas de meme pour les hamiltoniens :

De la meme facon, H(
p^ et H$., ou h^ et hffi. ne se correspondent pas

par T. Ainsi 1'operateur mathematique :

appele hamiltonien des particules, H(
P^ ou H$,, selon (B.8) ou (B. 14.b),

ne represente pas la meme grandeur physique dans Tun et 1'autre point
de vue. Un etat propre de cet operateur ne decrit done pas le meme etat
physique dans 1'une et 1'autre des deux representations. De plus, 1'hamil-
tonien des particules (B.21) ne coincide generalement pas avec 1'energie
propre des particules, definie comme la somme de leur energie cinetique
et de leur energie potentielle mutuelle, puisque 1'operateur pa/ma ne decrit
pas en general la vitesse de la particule (voir (B. 17) et (B. 18)).

Notons enfin que la demonstration generate du paragraphe A.3 ci-
dessus concernant 1'equivalence des predictions physiques s'applique ici.
Comme le changement de jauge est decrit en theorie quantique par une
transformation unitaire, les amplitudes de transition calculees avec une
jauge (Ae, Ue) et 1'autre (\'e, U'e) sont identiques (voir equation (A.47)).
II faut bien sur que les kets decrivant 1'etat initial et 1'etat final dans une
jauge et 1'autre se correspondent bien par la transformation unitaire
(B.I5) (voir equations (A.45) et (A.46)). Le fait que les amplitudes de
transition, et par suite toutes les previsions physiques, soient les memes
quelle que soit la jauge reflete \in\ariance de jauge de 1'electrodynamique
quantique.

3. La transformation de Goppert-Mayer (*)

a) L'APPROXIMATION DES GRANDES LONGUEURS D'ONDE

Supposons que les charges <ja, localisees au voisinage de 1'origine,
forment un systeme globalement neutre

dont 1'extension spatiale a est petite devant la distance caracteristique
des variations spatiales de Ae et Ue (par exemple, la longueur d'onde
pour un rayonnement incident). On peut alors, dans 1'expression (B.2)
du lagrangien, developper les potentiels Ae(ra, t) et l/e(ra, /) en puis-
sances de ra, ce qui fait apparaitre les moments multipolaires d'ordre

(*) M. Goppert-Mayer, Ann. Phys., (Leipzig) 9, 273 (1931).
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croissant du systeme de charges par rapport a 1'origine. L'approximation
dipolaire electrique consiste a ne retenir dans ce developpement que les
termes d'ordre le plus has, qui font intervenir le moment dipolaire electri-
que du systeme par rapport a 1'origine :

Avec cette approximation, le lagrangien (B. 2) s'ecrit, compte tenu de
(B.22)

On en deduit 1'expression du moment conjugue pa^ de ra

et celle de 1'hamiltonien HL

b) CHANGEMENT DE JAUGE FAISANT APPARAITRE L'INTERACTION DIPO-
LAIRE ELECTRIQUE

Choisissons une nouvelle jauge \'e, U'e. Les nouvelles expressions de
L\ paL,, HL., s'obtiennent en remplagant dans (B.24), (B.25) et (B.26),
Ae(0, 0 par A;(0, t\ et Vt/e(0, t} par Vt/^O, /). La transformation de
Goppert-Mayer vise a obtenir A'e(Q, t) = 0, de facon a simplifier au
maximum 1'expression de paL, et, par suite, celle du premier terme de HL.,
Elle utilise pour cela le changement de jauge defini par

ou, ce qui revient au meme, le changement de lagrangien obtenu en
ajoutant a (B. 24), la derivee totale

Les nouveaux potentiels A'e et U'e valent en effet, compte tenu de (B. 10)
et(B.27)
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ce qui donne

ou Ee(0, 0 est le champ electrique exterieur total en 0. II suffit alors de
reporter (B.30) dans les equations (B.24), (B.25), (B.26) ecrites dans la
nouvelle jauge pour obtenir

Outre leur forme plus simple, les equations (B.31) et (B.33) ont 1'avan-
tage de faire apparaitre explicitement 1'interaction dipolaire electrique
entre d et Ee.

En theorie quantique, le passage du point de vue habituel (1) au point
de vue de Goppert-Mayer (2) est realise, d'apres (A. 28) et (B. 28), par
la transformation unitaire

II est possible d'ailleurs d'etudier directement 1'effet de la transformation
unitaire (B. 34) sur la representation initiale. Cest ce qui est fait dans le
complement AIV pour introduire de maniere elementaire I'hamiltonien
dipolaire electrique sans utiliser le formalisme lagrangien.

C) AVANTAGES DU NOUVEAU POINT DE VUE

Dans le nouveau point de vue, 1'operateur pa = — in Va decrit la
grandeur physique paZ/ donnee en (B. 32), c'est-a-dire la quantite de mou-
vement de la particule. II s'ensuit que 1'hamiltonien des particules H$,,
donne en (B.14.b), represente, dans le nouveau point de vue, 1'ener-
gie du systeme de particules, c'est-a-dire la somme de leur energie cinetique
et de leur energie de Coulomb. Par consequent, les etats propres | <pa >
de H$,, de valeur propre Ea, sont, dans le nouveau point de vue, des
etats physiques ou 1'energie des particules a une valeur bien definie, Ea.
Les amplitudes

sont les amplitudes de transition entre un etat initial d'energie Ea a 1'ins-
tant t0 et un etat final d'energie Eb a 1'instant tf. Notons enfin que le
calcul de U(2)(t, ?0) fait intervenir I'hamiltonien d'interaction du point
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de vue (2)

qui est beaucoup plus simple que celui du point de vue (1) qui, d'apres
(B.26), s'ecrit

-»

h(Q ne contient en effet qu'un terme. De plus, il est lineaire en champ et ne
depend que du champ Ee et non des potentiels.

II apparait ainsi clairement que les calculs sont plus simples et plus
directs dans le nouveau point de vue. Ceci ne doit pas faire oublier cepen-
dant que, s'ils sont menes correctement, les calculs doivent conduire aux
memes resultats dans le point de vue initial. Etant donnee Pimportance
pratique des hamiltoniens d'interaction « A • p » et « E • r », nous aliens
discuter en detail leur equivalence.

d) EQUIVALENCE ENTRE LES HAMILTONIENS D'INTERACTION A • p ET E • r

a) Cas simple ou les potentiels sont nuls aux instants initial et final
Supposons tout d'abord que les potentiels Ae(0, /) et J7e(0, /) soient

nuls aux instants initial t0 et final t f . II en est alors de meme pour le champ
Ee(0, /). Une telle situation correspond par exemple au passage d'un
paquet d'ondes incident sur 1'atome, les instants /0 et tf etant respecti-
vement anterieur et post6rieur au passage du paquet d'ondes en 0.

Comme Ae(0, t) est nul pour t = t0ei t = tj-, il decoule de (B.34) que

La nullite de Ae(0, t0) et Ae(0, tf) entraine egalement que paL co'incide a
t = t0 et t = tf avec la quantite de mouvement de la particule a (voir
(B.25)), de sorte que les etats propres | <pa > et | <ph > de Hp^ (voir(B.8))
representent bien a t = t0 et t = tf des etats d'energie bien definie Ea et
Eb dans le point de vue (1). II s'ensuit que 1'amplitude de transition entre
un etat initial d'energie Ea a t = t0 et un etat final d'energie Eb a t = tf

s'ecrit dans le point de vue (1) :

L'egalite entre les deux amplitudes (B.35) et (B.38) decoule d'ailleurs
directement de (A.44) et (B.37).

II est possible egalement de verifier directement 1'egalite des ampli-
tudes (B. 35) et (B. 38) en les calculant explicitement. Cest ce qui est fait
dans le complement B,v pour des processus a un ou deux photons induits
par un paquet d'ondes quasi monochromatique dont la duree de pas-
sage T tend vers 1'infini. Les amplitudes (B.35) et (B.38) (evaluees en
representation d'interaction par rapport a 1'hamiltonien des particules)
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sont alors les elements de la matrice S de diffusion. Le probleme de 1'equi-
valence des matrices S de diffusion dans deux points de vue qui sont
relies par une transformation unitaire est repris de maniere plus generale
dans la partie D de ce chapitre (le champ de rayonnement n'est plus decrit
comme un champ exterieur, mais comme un systeme dynamique quan-
tique).

ft) Cos general

Si Ae(0, 0 n'est pas nul en f0 et t f , 1'expression (B.38) de 1'amplitude
de transition n'est plus correcte, car les etats | <pa > et | q>h > ne repre-
sentent plus alors, dans le point de vue (1), des etats d'energie bien definie
(d'apres (B.25), paL differe de la quantite de mouvement ma fa des que
Ac(0, t) est non nul). Par centre, comme | <p(l > et | q>h > representent tou-
jours dans le point de vue (2) des etats d'energie Ea et E6, que Ae so it
nul ou non (voir (B.32) et (B.33)), il est toujours possible d'obtenir
1'expression des etats correspondants dans le point de vue (1) au moyen
des transformations T+(t0) et T+(tf) qui font passer de (2) a (1). Les
etats initial et final s'ecrivent done dans le point de vue (1)

et 1'amplitude de transition vaut alors

II ne faut pas commettre 1'erreur consistant a oublier les deux exponen-
tielles de(B.40).

L'egalite entre les amplitudes (B.35) et (B.40) decoule de la propriete
generale (A.47) qui a etc etablie plus haut. II est possible egalement de
verifier directement une telle egalite en calculant explicitement ces ampli-
tudes, par exemple a un ordre donne en qa. Le lecteur interessc pourra
trouver un exemple de tel calcul dans le paragraphe y) qui suit.

•y) Verification directe de Fegalite des deux amplitudes de transition au
premier ordre

Developpons en puissance de qa les deux exponentielles de (B.40) et
utilisons le developpement perturbatif bien connu de 1'operateur d'evo-
lution U associe a //[u
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ou U0 est Foperateur devolution non perturbe associe a HP\} et V(t)
la « perturbation » hft donnee par (B.36.b). A 1'ordre 1 en qa, (B.40)
s'ecrit

ou (oa = EJH, cab = Ejn, wab = a>a — cob. Un calcul analogue donne
pour Tamplitude (B.35), V(t) etant remplace maintenant dans (B.41)
par I'hamiltonien h(Q ecrit en (B. 36. a)

Remplacons dans (B.42.a) 1'element de matrice de pa par celui de ra,
grace a la relation algebrique :

obtenue en prenant les elements de matrice entre | q>a > et | cph > de 1'iden-
tite :

Integrons egalement .par parties le terme en pa • Ae(0, T) de (B. 42. a)
pour faire apparaitre Ae. Le terme tout integre compense alors la deuxieme
ligne de (B.42.a) et les termes restants coincident exactement avec
(B.42.b). Nous avons ainsi demontre 1'identite des amplitudes (B.35) et
(B.40) a 1'ordre 1 en qa. Des relations similaires entre elements de matrice
de transition existent a tous les ordres.

e) GENERALISATION

La transformation que nous avons presentee en a) peut etre generalisee
dans deux directions. II est possible tout d'abord d'introduire une trans-
formation analogue pour les modes de grande longueur d'onde du champ
transverse, considere comme un systeme dynamique : la fonction x depend
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alors des variables du champ et la transformation modifie les moments
conjugues du champ. Une telle approche est etudiee en detail dans le
complement AIV.

On peut egalement essayer de s'affranchir de I'approximation des
grandes longueurs d'onde, et chercher un changement de jauge qui eli-
mine A au profit des champs electrique et magnetique. Nous verrons
dans la partie C de ce chapitre qu'il est possible de realiser un tel objectif
au moyen d'un changement de lagrangjen. Nous verrons egalement dans
le complement DIV qu'un tel changement de lagrangien est, dans certains
cas, equivalent a un changement de jauge, caracterise par la fonction

qui generalise (B. 27).

4. Une transformation ne se ramenant pas a un changement de lagrangien :
la transformation de Henneberger (*)

a) MOTIVATION

L'un des interets de la transformation de Goppert-Mayer est de retablir
entre la vitesse d'une particule et le moment conjugue de sa coordonnee
une relation plus simple que dans le point de vue standard, grace a un
changement de ce moment conjugue. On peut atteindre le meme but en
changeant de « coordonnee » pour les particules. Plus precisement, cher-
chons dans la theorie classique quelle est la grandeur Ra dont la vitesse
soit pa/ma (dans le point de vue standard). Nous supposons toujours les
particules localisees pres de 1'origine et les conditions de validite de
I'approximation des grandes longueurs d'onde remplies. L'equation (B. 4)
donne alors

Si Ton introduit le nouveau potentiel Zc(r, /) defini par :

1'expression de Ra devient alors :

avec

(*) W. C. Henneberger, Phys. Rev. Lett., 21, 838 (1968).
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La signification physique de Ra est simple : si la particule a n'etait
soumise qu'a 1'action du champ electrique derivant de Ae(0, /), 1'equation
de son mouvement serait :

et Ton aurait done

La grandeur Ra decrirait alors le mouvement d'une particule libre. Si
Ae correspond a un champ oscillant, Ra represente en quelque sorte la
« position moyenne » autour de laquelle la particule execute un mouve-
ment d'oscillation forcee decrit par ^(t\ En presence d'autres forces,
celles creees par Ue et 1'interaction entre particules KCoul, le mouvement
de Ra ne sera pas si simple. Mais, si 1'action de \e est dominante, le choix
de Ra comme variable dynamique s'impose, puisqu'il prend deja en
compte la dynamique de la particule dans Ae.

b) DETERMINATION DE LA TRANSFORMATION UNITAIRE. TRANSFORMES DES
DIVERS OPERATEURS

Dans le paragraphe precedent, nous avons montre 1'interet qu'il y avait
a considerer la grandeur physique Ra, « position moyenne » de la particule
a. Nous recherchons maintenant une transformation unitaire T telle que,
dans le nouveau point de vue (2), 1'operateur Ra

2) representant cette posi-
tion moyenne Ra soit simplement 1'operateur « multiplication par ra»

alors que, dans le point de vue (1), ce meme operateur represente la posi-
tion instantanee ra

u

En utilisant (B.48), (B.51) et (B.52), nous obtenons pour T 1'equation

qui exprime que T est un operateur de translation spatiale

La transformation laisse le moment pa inchange :
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D'apres (A.42), 1'hamiltonien de la nouvelle representation est :

Partant des expressions (B. 8) et (B. 36. b) de H$ et h(,*L\ et utilisant le fait
que T ne change pas pa et change ra en ra + (qjma) Ze(0, /), on obtient :

De (B.54) et (B.47), il decoule que :

Au total, (B.56) devient :

C) DISCUSSION PHYSIQUE

L'interpretation physique de H(2) est simple : le premier terme repre-
sente 1'energie cinetique associee au mouvement de la « position moyen-
ne ». Pour le voir, il suffit de noter que 1'equation de Heisenberg pour ra
s'ecrit

et de se souvenir que ra represente dans le point de vue (2) la position
moyenne (voir (B.51)). Le deuxieme terme, qui est un nombre, et qui a
done la meme expression dans les .deux points de vue, peut etre ecrit,
d'apres (B.47) et (B.48.b), £ ma t£(t)/2. II represente done 1'energie

a.

cinetique du mouvement d'oscillation forcee sous 1'effet de Ae. Le troi-
sieme terme represente 1'energie coulombienne du systeme de charges,
dependant de la position moyenne ra des particules et de leur ecart
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qa Ze(0, i)lma par rapport a cette position moyenne. Les quatrieme et
cinquieme termes representent le couplage du potentiel exterieur avec
respectivement la « position moyenne » et « le mouvement d'oscillation »
(toujours dans Fapproximation des grandes longueurs d'onde).

Notons enfin que dans le nouveau point de vue, le seul terme ou appa-
raissent a la fois ra et les champs derivant de Ae fait intervenir FCoul (troi-
sieme terme de (B. 59)) : le mouvement de rn n'est couple au champ que
par rintermediaire de KCoul. C'est d'ailleurs ce dernier point qui explique
1'interet de la transformation de Henneberger. Considerons en effet un
electron soumis a un rayonnement incident de frequence w. Si 1'electron
est libre, il ne peut absorber de maniere reelle (avec conservation simul-
tanee de 1'energie et de Fimpulsion) un ou plusieurs photons incidents.
Par centre, si 1'electron est soumis simultanement au potentiel coulombien
d'autres charges, de telles transitions reelles peuvent se produire, le
potentiel fournissant Pimpulsion necessaire. Le point de vue de Henne-
berger, qui separe clairement le mouvement de vibration de 1'electron dans
1'onde incidente (qui peut etre aussi interprete en termes d'absorptions
et de reemissions « virtuelles » de photons incidents), de son mouvement
moyen (qui change sous 1'effet de transitions reelles) se prete bien a 1'ana-
lyse de tels processus. L'exercice 4 montre notamment comment le troi-
sieme terme de (B. 59) permet de calculer simplement (a tous les ordres
vis-a-vis du champ transverse et a 1'ordre 1 vis-a-vis de KCouI) la section
efficace de diffusion d'un electron par un potentiel coulombien en pre-
sence d'un rayonnement laser intense.

d) GENERALISATION A UN CHAMP QUANTIQUE I LA TRANSFORMATION DE
PAULI-FEERZ-KRAMERS

Considerons a present le champ electromagnetique comme un systeme
quantique ayant sa dynamique propre et supposons que Ton s'interesse
a 1'interaction du systeme de charges localisees autour de Forigine avec
les seuls modes de grande longueur d'onde. Dans ces conditions, nous
pouvons, dans 1'hamiltonien en jauge de Coulomb (formule (A. 16) du
chapitre III), remplacer A(ra) par A(0) et obtenir ainsi :

La generalisation au cas quantique de la transformation (B.54) est (*)

(*) Cette transformation a, en fait, etc introduite par Pauli et Fierz bien avarU celle de
Henneberger et avec des motivations tout a fait differentes : W. Pauli, M. Fierz, Nuovo
Cimento, 15, 167 (1938).
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ou Z(r) est le champ quantique

Ce champ est 1'analogue quantique du potentiel exterieur introduit en
(B.47). En effet, pour des champs libres, dans le point de vue de Heisen-
berg, on trouve la relation suivante :

qui generalise (B. 47).
Les operateurs relatifs aux particules se transforment selon des lois

qui generalisent simplement (B. 53) et (B. 55). Cependant, c'est au niveau
de la transformation des operateurs relatifs au champ que la transfor-
mation de Pauli-Fierz se revele particulierement interessante. II est en
effet possible de verifier, qu'a 1'approximation des grandes longueurs
d'onde, la transformation de Pauli-Fierz permet de soustraire du champ
transverse une partie du champ lie aux particules. Dans le formalisme du
chapitre III, le champ transverse ne decrit pas seulement le rayonnement
libre (en particulier les fluctuations du vide) et le rayonnement emis par
les particules. II contient aussi la partie du champ dependant de la vitesse
des particules (par exemple, le champ magnetique produit par leur mou-
vement). Ce champ est en quelque sorte lie aux particules, tant que leurs
vitesses ne changent pas. C'est cette derniere contribution au champ
transverse qui peut, en premiere approximation, etre soustraite de la
dynamique du champ transverse par la transformation (B. 62). On congoit
done qu'une telle separation constitue une premiere approche de 1'idee
de « renormalisation ». Meme si une telle demarche, tentee par Kramers,
ne peut pas etre menee a son terme, elle permet cependant de comprendre,
au moins qualitativement, certaines proprietes de corrections radia-
tives (*).

(*) Une etude detaillee de la transformation de Pauli-Fierz esl presentee dans le comple-
ment Bu de « Photons et Atomes — Les processus d'interaction ».
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C — LA TRANSFORMATION DE POWER-ZIENAU-WOOLLEY :
FORME MULTIPOLAIRE DE L'INTERACTION

ENTRE CHARGES ET CHAMP

Revenant a 1'electrodynamique proprement dite, ou le champ est
considere comme un systeme dynamique, nous aliens maintenant cons-
truire une generalisation de la transformation de Goppert-Mayer, qui ne
se contente pas de decrire le systeme de charges par son moment dipo-
laire, mais qui tient compte de la distribution exacte des charges (et des
courants). Une telle transformation, qui a etc introduite par Power et
Zienau, et d'un point de vue different par Woolley, conduit a une nou-
velle description de 1'electrodynamique, rigoureusement equivalente a la
description standard.

Cette nouvelle description presente deux avantages : tout d'abord, le
couplage entre le champ et les charges s'exprime en fonction des champs
electrique et magnetique eux-memes, et non plus en fonction du poten-
tiel vecteur. Ensuite, le systeme de charges est decrit par des densites de
polarisation et de magnetisation, qui s'expriment directement en fonction
des observables microscopiques (position et vitesse des particules). On
dispose ainsi d'une base rigoureuse pour 1'electrodynamique des milieux
materiels; en particulier, 1'induction electrique D s'introduit naturelle-
ment comme moment conjugue du potentiel vecteur A.

On peut egalement utiliser ce nouveau point de vue pour introduire
les differents moments multipolaires electriques et magnetiques du sys-
teme de charges et obtenir ainsi un developpement multipolaire de 1'in-
teraction entre le systeme de charges et les champs electriques et magne-
tiques. En revanche, il est egalement clair que ces differents moments, et
done I'hamiltonien de couplage, sont d'autant plus grands (en ordre de
grandeur) que le systeme est plus etendu. II en resulte que, bien qu'en
principe valable en toute circonstance, le point de vue expose ci-apres
n'est utilisable en pratique que pour des systemes localises de charges,
ou des ensembles de tels systemes.

Nous commencons (§ 1) par decrire le systeme localise de charges par
une densite de polarisation et de magnetisation, ce qui nous permet d'in-
troduire simplement la transformation de Power-Zienau-Woolley et
1'expression correspondante du nouveau lagrangien (§ 2). Nous en dedui-
sons alors 1'expression des nouveaux moments conjugues et du nouvel
hamiltonien auxquels cette transformation conduit (§ 3). Nous analysons
enfin la nouvelle description de 1'electrodynamique quantique qui en
resulte (§ 4) et son equivalence avec la description en jauge de Coulomb
(§5).
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1. Description des sources par une densite de polarisation et de magne-
tisation (*)

Dans le paragraphs 3 de la section B precedente, le systeme de charges
etait assimile a un dipole ponctuel localise a 1'origine. Pour decrire comple-
tement une repartition des charges d'extension finie a, il faut introduire
une densite de polarisation P(r) qui lui soit strictement equivalente.

a) DENSITE DE POLARISATION ASSOCIEE A UN SYSTEME DE CHARGES

Construisons tout d'abord le champ de polarisation associe a une seule
charge qa de position ra. La notion de polarisation suppose que Ton
considere .1'ecart de la distribution de charge par rapport a une distri-
bution de reference. Prenons pour origine O le point par rapport auquel
est repere 1'ecart de la charge qa. La distribution de charge de reference
est done la charge qa en 0. La distribution de charge reelle (Fig. 1 a) peut
etre obtenue en ajoutant a la distribution de reference une ligne de n dipo-
les electriques (non ponctuels) constitues chacun de deux charges, — qa

et + qa distantes de rjn, et disposes de facon que la charge — qa d'un
dipole soit superposee a la charge + qa du precedent (Fig. 1 b). En faisant
tendre n vers 1'infini, on obtient une distribution continue de dipoles
ponctuels, ou densite de polarisation, donnee par

Figure 1. La distribution de charge reelle, qa en ra, representee en (a) est
equivalente a la distribution de reference (qa en O), plus n dipoles qa ra/n, (b).

Par construction, la densite de charge correspondant a qa en 0, plus
la densite de polarisation P est strictement identique a celle qui corres-
pond a qa en ra. La densite de polarisation est repartie uniformement
sur le segment de droite entre O et ra. II apparait done d'emblee que la
description de la charge qa en ra a 1'aide d'une densite de polarisation
n'est vraiment interessante que si la charge ne s'eloigne pas a une trop
grande distance du point O, c'est-a-dire si la charge est liee.

(*) La definition microscopique de ces notions est discutee en detail par S. R. de Groot
« The Maxwell Equations » North Holland, 1969.
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Remarque

Au lieu de disposer les dipoles le long de la droite joignant 0 a ra, on aurait
pu les aligner tangentiellement a n'importe quelle courbe ayant les memes
extremites. On pourrait egalement ajouter un nombre arbitraire de courbes
fermees du meme type. Toutes ces distributions de polarisation correspon-
draient a la meme densite de charge. II y a done un certain arbitraire dans la
definition du champ de polarisation correspondant a une densite de charge
donnee (outre la definition meme de la distribution de reference par rapport
a laquelle on mesure 1'ecart), de la meme facon qu'un meme champ electro-
magnetique peut etre decrit par toute une classe de potentiels. Le choix
consistant a aligner les dipoles sur le segment de droite est en quelque sorte
le champ de polarisation minimum.

La meme demarche permet de decrire un systeme de charges par sa
charge totale £ <ja au point 0, et la distribution de polarisation

a

repartie sur tous les segments Ora et done localisee dans un domaine
d'extension a. Nous utiliserons egalement la transformee de Fourier de
P(r)

Bien que cette integrate puisse etre evaluee facilement, il est plus commode
pour la suite de la conserver sous la forme (C. 3).

Remarque

Lorsque k est petit devant I/a, on peut faire exp(- ik • ra u) = 1 dans (C.3)
On retrouve alors 1'expression approchee de la densite de polarisation uti-
lisee dans le complement A,v (formule (24.b) de ce complement).

b) L'INDUCTION ELECTRIQUE

La divergence de P est directement reliee a la densite de charge. De
(C.3), il decoule en effet que :
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ce qui donne, dans 1'espace reel

ou p0(r) est la densite de charge de reference

et p(r) la densite de charge reelle donnee par la formule (A. 5. a) du cha-
pitre I. En rapprochant (C. 5) de 1'equation

on voit que Ton peut construire un champ, 1'induction electrique,

dont la divergence est

Contrairement a E, dont la divergence est reliee a la densite de charge
reelle p qui depend des variables dynamiques ra, la divergence de D est
reliee a la densite p0, qui a le double avantage d'etre connue et statique.
Si E0 est le champ electrique statique produit par p0, alors :

Remarque

Si certaines charges du systeme ne sont pas liees et peuvent se deplacer tres
loin de 1'origine, on ne peut pas les inclure dans la definition de P. On les
retrouve alors avec p0 au deuxieme membre de (C.9.a). Cest la densite
de «charges libres » de 1'electrodynamique des milieux materiels. Nous
supposons ici que toutes les charges sont liees.

Pour un systeme globalement neutre, p0 est identiquement nul et D
est alors un champ transverse.

II en resulte alors, d'apres (C. 8), que

On peut tirer parti de cette relation pour exprimer Penergie coulom-
bienne du systeme de charges (qui est aussi 1'energie du champ longitu-
dinal, voir (B.31 .a), chapitre I), sous une forme qui nous sera utile par la
suite
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C) COURANT DE POLARISATION ET COURANT DE MAGNETISATION

Le mouvement des charges q^,, qui est a 1'origine des courants decrits
par j entraine egalement un mouvement de la densite de polarisation P.
II y a done necessairement une relation entre la densite de courant j et
la vitesse de variation P de P.

Pour etablir une telle relation, derivons (C. 5) par rapport au temps.
Comme la densite de reference p0 est independante du temps, il vient :

La comparaison de (C. 13) et de 1'equation de conservation de la charge,
p + V • j = 0, montre alors que j — P est un vecteur de divergence nulle.
Nous pouvons done ecrire le courant j sous la forme d'une somme de
deux termes :

ou le premier terme

qui est lie au mouvement de P, est appele courant de polarisation, et ou
1'autre terme, jm, de divergence nulle, est appele courant de magnetisation
pour des raisons qui apparaitront plus loin.

Pour obtenir 1'expression de jm, reecrivons (C. 14) dans 1'espace reci-
proque, en utilisant (C.3) et 1'expression de la transformee de Fourier
de j :

Une integration par parties dans le deuxieme terme donne comme terme
tout integre Poppose du premier terme. L'integrale restante se regroupe
avec le troisieme pour donner :

soit encore, dans 1'espace reel :

ou
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Le courant jm apparait ainsi comme le rotationnel d'un champ vecto-
riel M(r) qui peut etre interprete comme une densite de magnetisation.
Pour voir Torigine physique de cette densite, revenons a la definition de
la polarisation P. Elle est constitute par un ensemble des dipoles elemen-
taires. Le dipole elementaire qa ra du, localise en ura, est represente par
la petite fleche le long de ra sur la figure 2.

Figure 2. Lorsque la particule a se deplace de r0 en ra 4- dra, le dipole elemen-
taire qa ra du, localise en ura se deplace de AB en A 'B'. Ce transport est equivalent a
un courant qjdt parcourant le quadrilatere ABB'A', auquel est associe un dipole
magnetique, et deux elements de courant radiaux BA et A 'B', qui forment le cou-
rant de polarisation.

Quand la particule a se deplace de ra en ra + dra pendant le temps dt,
les charges — qa et + qa du dipole se deplacent respectivement de A en A',
et de B en B'. Les courants associes a ces deplacements sont de sens opposes
et valent qjdt. On peut refermer Tun sur 1'autre ces deux elements de cou-
rant en introduisant des courants de meme intensite le long de ra du et
(ra + drj du. Au circuit ainsi forme, est associe un moment magnetique
(qjdt) (ra du) x (u drj, localise en wra. Cest le moment magnetique ele-
mentaire de la densite de magnetisation (C. 19). Les elements de courant
radiaux en AB et B' A' doivent etre compenses par deux densites localisees
en ura et w(ra + drj, respectivement proportionnelles a — qa ra du/dt et
qa(ra + drj du/dt. La densite de courant correspondante

est le courant de polarisation elementaire dP.

Remarques

(i) Nous avons suppose la distribution de charges de reference immobile.
On peut generaliser les expressions precedentes lorsque ce n'est pas le cas.
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A cote de la densite de courant de polarisation et de magnetisation, il appa-
rait alors d'autres densites de courant correspondant au transport de la
charge totale et de la densite de polarisation (*).

(ii) Si les particules portent des moments magnetiques jia, il faut ajouter
£ |ia <5(r — ra) a la densite de magnetisation (C. 19).
a

(iii) Suivant Power et Woolley, nous avons defini les densites de polarisation
et de magnetisation sous forme d'integrales sur la variable muette u. Pour
retrouver les expressions donnees par de Groot, il faut developper les fonc-
tions <5(r — wrB) en puissance des composantes de wra, et effectuer les inte-
grales sur u. Le resultat est un d6veloppement infini en puissances de ra,
faisant intervenir toutes les derivees de la fonction <5(r).

2. Changement de lagrangien

O) LA TRANSFORMATION DE PoWER-ZlENAU-WoOLLEY

Cette transformation consiste a ajouter au lagrangien standard L en
jauge de Coulomb, donne par 1'expression (C. 15) du chapitre II, la
derivee par rapport au temps d'une fonction F des coordonnees
...ra..., A(r)..., qui generalise (B.28), dans la mesure ou le systeme de
charges n'est plus assimile a un dipole electrique.

La fonction F, introduite par Power, Zienau et Woolley a pour expres-
sion :

Cest, au signe pres, le produit scalaire de P et A. Le potentiel vecteur A
etant transverse, seule la partie transverse Px de P contribue en fait a 1'in-
tegrale.

Remarque

Dans le cas ou les ecarts de toutes les charges sont reperes par rapport au
meme point (ici 1'origine), on peut montrer (voir complement Dlv) que la
transformation precedente est equivalente a un changement de jauge.

b) LE NOUVEAU LAGRANGIEN

Dans 1'expression du nouveau lagrangien

(*) E. A. Power, T. Thirunamachandran, Proc. Roy. Soc. Lond., A, 372, 265 (1980).
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il est interessant de regrouper dF/dr avec le lagrangien d'interaction L7

des particules avec le champ transverse. Le nouveau lagrangien d'inter-
action LI s'ecrit :

On voit apparaitre le produit scalaire de A avec j — P qui, d'apres (C. 14),
(C. 15) et (C. 18), n'est autre que V x M :

Une integration par parties du premier terme permet de reporter Faction
du rotationnel sur A et d'obtenir le champ magnetique B(r). Comme A
n'est autre que — E±, il vient finalement:

qui fait apparaitre 1'interaction de la densite de magnetisation avec le
champ magnetique et celle de la densite de polarisation avec le champ
electrique transverse.

L'expression complete du nouveau lagrangien L' est done :

c) DEVELOPPEMENT MULTIPOLAIRE DE L'INTERACTION ENTRE LES PARTI-
CULES CHARGEES ET LE CHAMP

Pour pouvoir ulterieurement faire des developpements de type multi-
polaire en puissances de a/A, il peut etre utile de limiter la transformation
du lagrangien aux seuls modes de grande longueur d'onde, c'est-a-dire
dont le module du vecteur d'onde k est inferieur a une borne kM, telle que
kua ^ 1.

Distinguons pour cela dans le developpement du champ transverse
A(r) les contributions des modes de grande longueur d'onde et celle des
autres :
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ou

les symboles < (resp. >) signifiant que la somme sur k porte sur toutes les
valeurs de k de module inferieur (resp. superieur) a kM. La fonction F est
alors choisie de maniere a ne porter que sur les modes de grande longueur
d'onde :

et permet d'aboutir a :

Comme par definition B<(r) et E<(r) varient peu sur une distance de
1'ordre de a, on peut developper ces champs en serie de Taylor au voisinage
de rorigine. Les integrates sur r de (C.30.c) reviennent a projeter les
densites de magnetisation et de polarisation M(r) et P(r) sur des monomes
de degre croissant en x, y, z. Ces projections sont les moments multipo-
laires du systeme de charges et de courants. Compte tenu des fonctions
6(r — wra) apparaissant dans les definitions (C.2) et (C.I9) de P(r) et
M(r), rintegrale sur r est immediate. II ne reste plus qu'a integrer sur u pour
obtenir 1'expression de ces moments multipolaires en fonction de ra et fa.
Le lagrangien d'interaction s'ecrit alors sous forme d'un developpement
multipolaire dont nous ne donnons ici que les trois premiers termes

'j •
avec
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On retrouve evidemment 1'interaction du dipole electrique d avec le champ
electrique transverse en 0, comme au paragraphe B. 3, mais apparaissent
egalement les termes suivants, du 2e ordre en a : interaction du moment
magnetique m avec le champ magnetique en 0, et du moment quadrupo-
laire electrique qtj avec le gradient du champ electrique transverse en 0
(on a retire au tenseur rai raj sa trace qui ne contribue pas a (C. 31) puisque
Ej_ est de divergence nulle).

3. Nouveaux moments conjugues et nouvel hamiltonien

a) EXPRESSION DE CES GRANDEURS

Dans 1'expression (C.26) de L', la vitesse ra apparait dans 1'energie
cinetique et dans le terme d'interaction magnetique. Ce dernier s'explicite
sous la forme :

La derivee de L' par rapport a fa donne done :

Dans la meme expression (C.26) de L',A, qui n'est autre que — E±,
figure dans 1'energie du champ et dans le lagrangien d'interaction ou il est
multiplie par P. Comme cela a etc fait au paragraphe C. 3 du chapitre II,
il convient, avant d'en prendre la derivee, de bien exprimer L' en fonction
des variables dynamiques independantes du champ transverse, c'est-a-dire
des «c/(k) et sd *(k) pris sur un demi-espace reciproque. On a alors :

En effet, «c/ etant transverse, seul ̂ ± contribue a 1'interaction et apparait
done dans la derivee.

Le nouvel hamiltonien a pour expression :

On peut verifier que Hv coincide bien avec HL lorsqu'il est reexprime en
fonction des vitesses (voir (A. 12) avec dF/dt = 0) : c'est la somme de
1'energie cinetique des particules, de 1'energie du champ transverse et de
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1'energie du champ longitudinal (energie coulombienne). En fonction des
nouvelles variables canoniques, HL, s'ecrit:

£coui est defini par la formule (B. 36) du chapitre I. On peut separer dans
HL., une premiere partie, HPL., qui ne depend que des variables des parti-
cules ra et pal/, une deuxieme partie, HRL., qui ne depend que des nouvelles
variables du champ transverse $/ et UL., et un hamiltonien d'interaction,
HIL,, qui depend des deux a la fois :

b) SIGNIFICATION PHYSIQUE DES NOUVEAUX MOMENTS CONJUGUES

Dans Tapproximation ou les effets magnetiques sont negliges (B=0),
paL, coincide avec la quantite de mouvement ma ra comme a 1'approxima-
tion dipolaire electrique. La difference entre paL, et ma fa est d'autant plus
petite que 1'extension du systeme de charges est plus faible (1'ecart est pro-
portionnel a ra). Enfm, cet ecart est exprime directement en fonction du
champ magnetique et non plus du potentiel vecteur.
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Remarque

En fait 1'expression (C.34) peut etre reecrite sous la forme

ou

u

On peut verifier en calculant son rotationnel que A'(r) est un potentiel vec-
teur particulier du champ magnetique B(r). II s'agit d'une generalisation du
potentiel vecteur B x r/2 d'un champ constant. II a la propriete d'etre nul
a 1'origine, de s'exprimer en fonction de B lui-meme et d'etre en tout point
perpendiculaire a r (Jauge de Poincare, voir complement D,v).

Le moment conjugue UL.(k) du potentiel vecteur est transverse d'apres
(C.35). Comme A est egal a — Ex 1'expression (C.35) peut s'ecrire

ou D est 1'induction electrique defmie par (C. 8). Le moment conjugue de
A apparait ainsi comme etant la partie transverse de 1'induction D, alors
que dans le point de vue standard, il correspondait a la partie transverse du
champ electrique E. Comme, d'apres (C.9), D|( est en fait un champ cou-
lombien independant du temps (celui cree par la distribution de charge
de reference p0), on peut dire qu'a un champ constant pres, Y\L, represente
1'induction electrique D dans sa totalite. L'induction D(r) etant reliee
de facon locale au champ electrique total par la relation (C. 8), il en est
done de meme pour TIL,, alors que dans la representation standard, I1L

est relie a Ex et non pas au champ electrique total. Ce lien entre n; ,(r)
et E(r) est encore plus manifeste pour un systeme globalement neutre
(Po = 0)- On a al°rs :

Systeme neutre =>

En dehors du systeme de charge (P = 0), il y a meme identite (au facteur
— e0 pres) entre ITL, et E. On peut dire encore que nr(r) represente la
meilleure description possible du champ electrique total (qui a une partie
longitudinale) par un champ transverse. Cette description est exacte
dans tout 1'espace, sauf dans le volume fini occupe par le systeme de
charges.

Cette relation locale entre HL, et E fait tout 1'interet du nouveau point
de vue : en dehors du systeme de charges, P est identiquement nul et
IIL, se propage, comme E, a la vitesse c. II ne contient aucune partie
instantanee, comme c'etait le cas de I1L dans le point de vue standard
Cette propriete a des consequences importantes pour 1'etude de 1'inter-
action entre deux systemes de charges eloignes (voir complement C,v).
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Remarque

En toute rigueur, il subsiste a rinlerieur du systeme de charges des eflets
de propagation instantanee pour HL. : en efiet P(r) est relie de facon non
locale et instantanee a la position des charges. II en resulte que, E se propa-
geant a la vitesse c, l\L, a aussi une partie instanlanee. Mais, sauf dans cette
petite region de 1'espace ou les eflets de retard seronl de toule facon faibles,
la nouvelle variable dynamique Fl,. se propage a la vitesse c.

c) STRUCTURE DU NOUVEL HAMILTONIEN

L'hamiltonien du champ transverse, HRL., est, comme dans le point
de vue standard, la somme d'hamiltoniens d'oscillateurs harmoniques
independants correspondant a chacun des modes. La dynamique propre
du champ, decrite en termes des variables conjuguees, est done la meme
que dans le point de vue standard. Cependant, le champ electrique lui-
meme ne s'exprime pas de la meme facon en fonction de 11 ,̂ et Y\L, de
sorte qu'a un meme mouvement de HL et TIL., correspondent des mouve-
ments differents du champ electrique.

L'hamiltonien propre des particules, HPL,, exprime en termes des varia-
bles canoniques est peu modifie. Seul est ajoute le dernier terme de (C. 38)
qui apparait comme une correction a 1'energie coulombienne. II doit
etre regroupe avec les corrections radiatives resultant du couplage du
systeme de charges avec le champ libre. Notons cependant que ce terme
joue un role important quand on considere le cas de 2 systemes de charges
separes yA et «^B. II apparait alors (voir complement CIV) que la contri-
bution a 1'integrale sur k de &>*A • ̂ ±B + c.c. annule 1'interaction de
Coulomb instantanee entre les deux systemes de charges. II n'y a plus de
termes d'interaction directe entre yA et ^B; 1'interaction s'effectue via
les champs B et I1L, qui se propagent a la vitesse c.

L'hamiltonien d'interaction HIL. entre les particules et les champs B
et IIL, est donne par (C. 40). II comprend trois termes.

Le premier terme peut etre reecrit dans 1'espace reel sous la forme :

(nL, etant lui-meme transverse, on peut dans 1'integrale remplacer Px

par P). Ce premier terme decrit 1'interaction de la densite de polarisation P
du systeme de charges avec D± (ou encore D pour un systeme globalement
neutre).

Le deuxieme terme peut etre reecrit a 1'aide d'une densite de magneti-
sation :
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sous la forme :

II decrit 1'interaction paramagnetique entre la densite de magnetisation
M'(r) du systeme de charges et le champ magnetique B(r). II est a noter
que, dans la mesure ou pal/ est different de ma fa (cf. C. 34), M'(r) est diffe-
rent de la vraie densite de magnetisation M(r) introduite en (C. 19). Mais
la densite M'(r) est plus commode a utiliser dans le formalisme hamilto-
nien que M(r) dans la mesure ou elle s'exprime directement en fonction
des variables dynamiques ra et pa£/.

Le dernier terme, quadratique en B, represente 1'energie diamagnetique
du systeme de charges dans le champ magnetique B, c'est-a-dire 1'energie
associee a la variation des densites de courant lorsqu'on branche le champ.
Nous noterons HJL, (dia) ce dernier terme.

Au total :

Les deux premiers termes de HIL, pourraient aussi se mettre sous la forme
d'une somme de termes decrivant 1'interaction des moments multipo-
laires electriques et magnetiques du systeme de charges avec les ondes
multipolaires electromagnetiques correspondantes.

4. L'electrodynamique quantique dans le nouveau point de vue

On peut maintenant proceder a la quantification canonique de la
theorie precedente, exactement de la meme maniere qu'au chapitre II
(§C.4).

a) QUANTIFICATION

Pour la particule a, la position ra et son moment conjugue paL. devien-
nent des operateurs r^2) et p .̂ satisfaisant aux relation de commutation
fondamentales. Une facon commode de satisfaire ces relations de commu-
tation est de prendre pour r^2) et p ,̂ les memes operateurs ra (multiplica-
tion par ra) et pa = — 'ih Va que ceux qui ont etc utilises dans le premier
point de vue pour representer les variables conjuguees rl,1' et p^J
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De faQon plus generate, quand nous utiliserons dans la suite un operateur
mathematique G sans indice superieur, il s'agira toujours de I'operateur
qui represente la grandeur physique G(1) dans le premier point de vue

De la meme facon, le champ electromagnetique est decrit dans le nou-
veau point de vue par les deux champs transverses conjugues s& et 71L.
qui deviennent des operateurs «c/(2) et K(£} satisfaisant aux relations de
commutation canoniques (C. 44) du chapitre II. Comme plus haut, il est
commode de prendre pour «c/(2) et n(fi les memes operateurs si et n
que ceux qui representaient $4(1) et Tt\]} dans le premier point de vue

Comme dans le paragraphe C.4.C du chapitre II, 1'operateur d'annihi-
lation a£(k) est introduit comme combinaison lineaire de j/£(k) et 7Te(k).
Les transformees de Fourier A(r) et II(r) de «fi/(k) et 7T(k) s'ecrivent
alors

Ces divers operateurs mathematiques, ainsi que B = V x A(r), seront
utilises dans la suite pour exprimer les diverses observables dans le
nouveau point de vue. Ainsi, les relations (C. 51) deviennent dans 1'espace
reel

b) EXPRESSION DE QUELQUES GRANDEURS PHYSIQUES

Comme nous 1'avons explique au paragraphe A.2 ci-dessus, une
meme grandeur physique est generalement representee par 2 operateurs
differents G(2) et G(1), lies par (7(2) = TG(1) T+, dans les points de vue
nouveau (2) et ancien (1).

Considerons par exemple la grandeur physique vitesse de la particule a.
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Dans le point de vue de Coulomb, cette grandeur est representee par
1'operateur

alors que, dans le point de vue de Power-Zienau-Woolley, on a d'apres
(C.34)

Un autre exemple de grandeur physique est le champ electrique total qui
s'ecrit, dans le point de vue (1)

et dans le point de vue (2), compte tenu de (C. 8), (C. 9. b) et (C. 42)

ou E0(r) est le champ statique cree par la distribution de charge de reference
PoW

Inversement, un meme operateur mathematique n'a pas le meme sens
physique suivant qu'on le considere dans un point de vue ou dans 1'autre.
Ainsi, I'operateur Il(r) ecrit en (C.52.b) est lie so it au champ electrique
transverse, soit a 1'induction transverse (voir (C. 42)).

Donnons enfin Pexpression, H{2\ de 1'hamiltonien dans le nouveau
point de vue. II suffit de remplacer dans (C. 38), (C. 39), (C .40) les divers
variables et moments conjugues ra, paL,, A(r), nL.(r) par les operateurs
correspondants ra, pa, A(r), Il(r). On obtient ainsi

avec
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Le nouvel hamiltonien des particules H'p = H$. differe de Fancien
Hp = H(p^ par le dernier terme de (C. 58. a). Par centre les hamiltoniens
de rayonnement coincident H$*. = H$ = HR. Enfm, dans le nouvel
hamiltonien d'interaction : H', = H\]l, qui differe de 1'ancien H, = H(,1L\
nous avons symetrise correctement, dans le terme de couplage para-
magnetique, le produit de pa par la fonction de ra qui le multiplie.

5. Equivalence entre les deux points de vue. Quelques ecueils a eviter

Les deux formulations de 1'electrodynamique quantique, construites a
partir du lagrangien standard en jauge de Coulomb el du lagrangien de
Power-Zienau-Woolley, sont bien sur equivalentes puisque, d'apres les
considerations generates de la partie A ci-dessus, elles sont reliees par une
transformation unitaire T, dont 1'expression s'ecrit, compte tenu de
(A.37)et(C.21):

II arrive cependant que le caractere general de cette equivalence soil oublie
et que des erreurs de calcul ou d'interpretation donnent 1'illusion qu'un des
deux points de vue est plus valable que 1'autre.

Pour eviter de telles erreurs, il convient tout d'abord de bien identifier les
etats physiques et les grandeurs physiques qui interviennent dans le pro-
cessus etudie. Par exemple, si 1'etat initial du processus est un etat ou les
particules ont une vitesse bien definie, il faut identifier 1'operateur associe
a la grandeur physique vitesse car 1'etat initial est un etat propre de cet
operateur.

Une fois que le probleme est bien pose en termes physiques, il ne faut
pas oublier ensuite que sa formulation mathematique est generalement
differente dans un point de vue et dans 1'autre. Par exemple, 1'operateur
associe a la vitesse n'a pas la meme forme dans le point de vue de Coulomb
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et dans le point de vue de Power-Zienau-Woolley (voir (C.54.a) et
(C.54.b)). Plus generalement, les operateurs G (1 ) et G< 2 ) associes a une
meme grandeur physique dans les points de vue 1 et 2 doivent se corres-
pondre par Tet sont done le plus souvent differents. II se peut que 1'opera-
teur associe a une grandeur physique ait une forme plus simple dans un
point de vue que dans 1'autre. Les vecteurs propres associes a cette gran-
deur physique sont alors plus simples a trouver dans ce point de vue, et il est
toujours possible de leur appliquer Tou T + pour obtenir leur expression
dans 1'autre point de vue. II se peut egalement que la diagonalisation
exacte de 1'operateur associe a une grandeur physique ne soil possible dans
aucun point de vue, et qu'il soit alors necessaire d'avoir recours a des
developpements perturbatifs en puissances d'un parametre de couplage
comme la charge qa des particules. II convient alors, si Ton veut comparer
les predictions des deux points de vue, de bien pousser les developpements
au meme ordre de perturbation dans un point de vue et dans 1'autre. Par
exemple, les amplitudes de transition, qui sont les elements de matrice
de 1'operateur devolution entre un etat physique initial et un etat physique
final, n'auront la meme valeur dans les deux points de vue, a un ordre
donne .sen qa, que si les developpements de 1'etat initial, de 1'etat final et de
1'operateur devolution sont pousses partout jusqu'au meme ordre ,v.

Revenons enfin sur la decomposition de 1'hamiltonien total en trois
parties relatives aux particules, au champ et a 1'interaction. Comme T ne
depend pas explicitement du temps, les hamiltoniens totaux H{2) et H ( l }

se correspondent dans la transformation unitaire (voir A. 34):

En revanche, des relations analogues n'existent pas entre HP
2,*. et H(

P^
H$ et H\]^ ou H$. et H$. En d'autres termes, la transformation unitaire
redistribue de facon differente certains termes de l'hamiltonien entre les
trois parties que nous avons distinguees en (C. 58. a, b, c). Une consequence
importante est que les etats propres de //j,1^ et Hffl. ne se correspondent
pas par T : 1'etat fondamental de HP\} ne represente pas le meme etat phy-
sique que celui de H$.. On peut alors se poser la question : quel est le
« vrai» etat fondamental d'un atome ou d'une molecule ? Celui de H(

P^ ou
celui de H$. ? Ce n'est en fait ni 1'un ni 1'autre. En effet, dans la realite,
on ne peut pas « supprimer » 1'interaction des charges avec le champ
transverse et observer 1'etat fondamental de H(

PI} ou Hff.. Ce que nous
appelons etat fondamental d'un systeme de charges est en fait 1'etat fon-
damental du systeme total « charges + champ transverse », done un
etat propre de H(l) ou de H(2). Ces operateurs se correspondent bien par T,
d'apres (C. 60), de sorte que les etats fondamentaux dans les deux points
de vue decrivent bien le meme etat physique. Les etats propres de HP

1^
ou H$, sont des approximations differentes des etats reels, consistant a
negliger telle ou telle partie des effets du champ transverse sur le systeme
de charges.
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D — FORME SIMPLIFIES DE INEQUIVALENCE
POUR LES MATRICES S DE DIFFUSION

L'approche rigoureuse du probleme de 1'equivalence entre deux points
de vue que nous avons evoquee dans le paragraphe (C. 5) precedent est
valable dans tous les cas. Comme nous 1'avons vu dans la partie A, elle
s'applique de facon generale a toute transformation se traduisant finale-
ment par une transformation unitaire dans Tespace des etats. Elle peut
cependant conduire a des calculs complexes. Nous aliens voir dans cette
derniere partie que, si le probleme physique peut etre pose en termes de
collisions, des simplifications importantes apparaissent. Les amplitudes
de transition sont egales dans les deux points de vue, meme si Ton ne
prend pas la peine de transformer les vecteurs d'etats representant 1'etat
initial et 1'etat final.

Pour le montrer, nous allons suivre une methode qui generalise en
quelque sorte celle du paragraphe B.3.d.a ci-dessus ou les potentiels
exterieurs etaient pris nuls a Finstant initial tt et a 1'instant final t f , et
n'etaient « branches » qu'entre t( et t f , de sorte que la transformation
unitaire T(t) reliant les deux points de vue se reduisait a Fidentite pour
t < tt et / > t f . Une telle methode n'est pas directement applicable a
Pelectrodynamique quantique que nous etudions ici, puisque les champs
quantiques sont des operateurs et non des fonctions donnees du temps.
On peut neanmoins s'en inspirer pour « brancher » et « debrancher adia-
batiquement » le couplage entre les particules et le champ, grace a un
parametre A(?) qui est introduit formellement dans 1'hamiltonien d'inter-
action, et dont les variations avec / correspondent au deroulement temporel
d'un processus de collision.

1. Introduction de la matrice 5

Commencons par expliquer comment il est possible d'analyser de
cette facon un processus de collision dans le premier point de vue. De
maniere plus generale, considerons un hamiltonien H(l) qui peut etre
decompose sous la forme :

ou H0 est un hamiltonien « non perturbe » decrivant 1'energie propre de
systemes physiques dont 1'interaction est decrite par Hj. Introduisons
alors formellement un nouvel hamiltonien //(I)(A) defini par :

ou 1 est un parametre reel compris entre 0 et 1. Pour /I = 0, //(1)(A) se
reduit a HQ alors que pour A = 1, H(1\X) est egal a //(1). Pour decrire
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un processus de collision, il est commode alors de prendre pour A une
fonction X(f) croissant lentement de 0 a 1 entre t\ et /,. puis decroissant
lentement de 1 a 0 entre tf et t'f (Fig. 3).

Figure 3. Evolution temporelle du parametre de couplage.

En effet, supposons que le systeme global parte a 1'instant t\ d'un etat propre
| <pa > de H0, d'energie Ea, decrivant des systemes non perturbes. Le
passage de A(f) de 0 a 1 entre t\ et tt est une maniere commode de simuler
1'arrivee 1'un sur 1'autre de deux paquets d'onde « quasimonochromati-
ques » qui, au debut, n'interagissent pas parce qu'ils sont trop eloignes.
De meme, le passage de 1(0 de 1 a 0 entre tf et t'f simule la fin de la colli-
sion, les paquets d'ondes se separant et n'interagissant plus. L'interaction
entre les systemes s'etablit done entre /j et f,, agit entre /, et l f , puis dis-
parait entre tf et t'f. A t'f, le systeme a evolue vers un etat | \l/f > qui, A(/)
variant tres lentement, se trouve sur la meme « couche d'energie » que
| cpa y. Le produit scalaire de | \}/f > avec un autre etat propre | <pb > de
H0 n'est alors different de zero que si Eb = Ea et represente 1'amplitude
de diffusion de | cpa > vers | <pb >.

Le branchement et le debranchement du couplage par la fonction A(/)
de la figure 3 n'est en fait qu'une maniere commode et intuitive (*) d'intro-
duire la matrice S de diffusion, en prenant pour etats asymptotiques des
etats propres de H0 comme | (pa > et | cpb >. Le calcul de Pelement de
matrice entre | <pa > et | <pb > de 1'operateur d'evolution (**) U(J}(t'f, fj)
associe a 1'hamiltonien H0 + A(f) Hl donne 1'element de matrice de S
entre | q>a > et | cpb > dont on demontre qu'il peut s'ecrire :

La fonction d(Eb — Ea) exprime le fait deja mentionne plus haut que
1'etat final | <pb > doit etre sur la meme couche d'energie que 1'etat initial

(*) II existe bien sur des methodes plus rigoureuses sur le plan mathemalique comme la
theorie formelle des collisions (voir references a la fin du chapitre).

(**) En fait, cet operateur d'evolution doit etre pris en representation d'interaction par
rapport a H0, de maniere a eliminer les exponentielles d'evolution non perturbee, qui n'ont
pas de limite bien definie quand t'f — t\ -> oo.
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I 9a )• t'ba* est la matrice de transition qui peut etre calculee perturbati-
vement en puissances de Hl (developpement de Born) :

2. Matrice S dans un autre point de vue. Etude de ('equivalence

. Considerons maintenant un deuxieme point de vue, deduit du premier
par la transformation unitaire exp(iF/7z), ou F est independant du temps.
Le nouvel hamiltonien H(2} est done relie a //(1) par :

II est tres commode pour la suite d'introduire formellement dans T le
meme parametre A que celui qui a permis de definir //(1)(A) en (D.2)
Nous poserons done :

et nous definirons Fhamiltonien //(2)(/l) comme etant le transforme de
//(1)(A) par T(A) :

Pour A = 0, T(A) est egal a 1'identite et //(2)(A) se reduit a //0 tout comme
//(1)(A). Pour A = 1 on retrouve (D. 5). II est done possible d'ecrire :

ou nous avons regroupe tous les termes dependant de A dans A//7'(/l).
Ce dernier terme (pris pour A = 1) constitue done Phamiltonien d'inter-
action dans le second point de vue que nous noterons //,'. Notons que
cet hamiltonien n'est pas en general le transforme de H, par T.

Ayant ainsi introduit une correspondance entre les deux points de vue
pour chaque valeur de A, nous pouvons maintenant analyser comment le
processus de collision associe a la fonction A(/) de la figure 3 apparait dans
le second point de vue. A Tinstant initial /j, A(/,') = 0 et T(A(/j)) se reduit
a 1'identite. L'etat initial est done decrit par le meme ket | <ptl > dans les
deux points de vue puisque | q>a > coincide alors avec son transforme. II
en est de meme a 1'instant final t'f, puisque A.(t'f) = 0 : Petal final est done
egalement decrit par le meme vecteur | q>b > dans les deux points de vue.
Entre /) et t'f, le vecteur d'etat evolue dans le premier point de vue sous
Peffet de Phamiltonien H0 + A(0 H,. Comme la transformation unitaire
T(A(0) depend du temps via A(t), Pevolution dans le second point de vue
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est regie, d'apres (A.42) et (D.6), par I'hamiltonien :

L'element de matrice entre < (pb \ et | <pa > de 1'operateur d'evolution
associe a I'hamiltonien H0 + A(t) H, est done identique a I'element de
matrice entre les memes etats < q>b \ et | cpa > de 1'operaleur d'evolution
associe a (D. 9) :

En fait, comme A(f) varie tres lentement avec /, le dernier terme de
(D.9), A(r) F, est beaucoup plus petit que le second. Sa contribution a
1'operateur d'evolution associe a (D. 9) peut done en general etre negli-
gee (*). L'operateur U ( 2 ) peut alors etre calcule en ne considerant que la
perturbation A(f) ///(A(0) qui croit lentement de 0 a //7' entre l\ et /i?
reste egale a H't entre f f et t f , et decroit ensuite lentement de H', a 0 entre tf

et t'f. On retrouve ainsi pour I'hamiltonien d'interaction a prendre en
compte pour U(2) un comportement temporel semblable a celui qui nous
a permis d'introduire dans le premier point de vue la matrice S. A la limite
tj — ti -* oo, 1'egalite (D.10) devient :

L'identite (D.ll) entre (D.3) et (D.12.a) entraine finalement 1'identite
entre TGfif et "Sg^ lorsque Ea = Eb (par suite de la presence des fonctions
delta) :

L'egalite (D. 13) peut etre etablie de facon plus rigoureuse a partir de la
theorie formelle des collisions, pour toutes les transformations F du type
de celles rencontrees dans ce chapitre (voir references a la fin du chapi-
tre).

(*) II est possible de construire (K. Haller, communication privee) des transformations F
suffisamment singulieres pour que A(t) F ne puisse pas etre neglige. Nous supposerons que
ce n'est pas le cas pour les transformations envisagees ici.
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L'identite (D.I3) entre les matrices de transitions "G(1) et 7S(2) sur la
couche d'energie est un resultat remarquable, qui simplifie considerable-
ment les calculs pratiques. En effet, la plupart des parametres physiques
accessibles experimentalement (sections efficaces, probabilites de tran-
sition...), s'expriment directement en fonction des elements de la matrice
de transition, et il est bien commode de pouvoir les calculer soit avec
Hj, soit avec H'j, dans la meme base cT etats, celle des etats propres de H0,
sans se pr6occuper du fait que H0 n'est pas invariant par T et que ses
etats propres ne representent done pas les memes etats physiques dans
les deux points de vue.

Remarque
Pour insister sur le fait que 1'hamiltonien est change quand on passe du
membre de gauche au membre de droite de (D. 13) mais pas les etats, certains
auteurs parlent de « transformation hybride ». D'autres auteurs appellent
HI — Ht une « pseudo perturbation » puisque cette difference n'a aucun
effet sur la matrice de transition.

3. Commentaires sur Putilisation de 1'equivalence entre les matrices 5

Pour conclure cette partie, il nous semble utile d'attirer 1'attention du
lecteur sur quelques dangers que comporterait une utilisation trop native
de(D.13).

Tout d'abord, il ne faut pas oublier que (D. 13) n'est applicable que si
le probleme etudie peut etre pose en termes de collisions. Le fait de pouvoir
prendre le meme ket | <pa > (ou | <pb » pour decrire 1'etat initial (ou final)
dans les deux points de vue ne resulte pas d'un « miracle » mais de ce que,
dans une collision, 1'interaction peut etre ignoree loin dans le passe et
loin dans le futur. C'est d'ailleurs pour faire sentir physiquement ce point
precis que nous avons prefere suivre ici une approche qualitative basee
sur le branchement et le debranchement de A plutot que de donner une
demonstration plus rigoureuse basee sur la theorie formelle des colli-
sions.

II est clair que si | cpb > n'est pas 1'etat final d'un process us de diffusion,
par exemple si | cpb > est un etat atomique excite susceptible de se desin-
tegrer par emission spontanee, le raisonnement precedent n'est plus
valable car on ne peut plus faire tendre tf et t'f vers 1'infini et garder le
meme etat | (pb >. II faut done bien s'assurer avant d'appliquer (D.I3)
que les etats physiques initial et final sont stables (ou tout au moins que
leur instabilite peut etre negligee dans le probleme etudie). Sinon, il faut
« inclure » le processus etudie dans un processus plus complexe corres-
pondant a une vraie diffusion (*), ou revenir a la methode generale du
paragraphs C.5 ci-dessus.

(*) II est possible de resoudre ainsi completement les contradictions apparentes dans les
resultats donnes par les deux points de vue sur la forme de la raie 2 .$• -> 2p de 1'hydrogene
(transition de Lamb). (Voir complement B1V, § 3. b).
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Une autre erreur a eviter serait d'appliquer (D. 13) en dehors de la
couche d'energie. T^y n'a aucune raison d'etre egal a 75 '̂ si Eb est different
de Ea. Par centre, le systeme peut tres bien passer intermediairement
par des etats | q>c > d'energie non perturbee Ec differente de Ea = Eb.
C'est ce qu'expriment les termes d'ordre superieur des developpements
de Bora (D.4) et (D.12.b)

Notons enfm que 1'identite entre TJ{,̂  et T^ sur la couche d'energie
n'implique pas 1'identite separee des contributions d'un chemin interme-
diaire donne dans les termes d'ordre superieur des developpements (D.4)
et (D.12.b). En particulier, meme si un etat intermediaire semble jouer
un role preponderant par suite d'une quasi resonance, il serait incorrect
de negliger systematiquement tous les autres etats intermediaires. Les
deux elements de matrice de transition calcules dans les deux points de
vue en ne gardant que 1'etat intermediaire quasi resonnant sont en general
differents. II est possible bien sur que I'approximation consistant a negliger
tous les autres etats intermediaires soit valable dans 1'un des deux points
de vue. II est rare qu'elle le soit dans les deux a la fois (voir exercice 2).

REFERENCES GENERALES ET CONSEILS DE LECTURE

Pour la transformation de Power-Zienau-Woolley, voir les articles
originaux : E. A. Power et S. Zienau, Philos. Trans. Roy. Soc. A 251, 427
(1959) et R. G. Woolley, Proc. Roy. Soc. Lond. A 321, 557 (1971). Voir
aussi Power (chap. 8) et Healy (chap. 7). Une discussion simple est donnee
dans E. A. Power et T. Thirunamachandran, Am. J. Phys. 46, 370 (1976).

Pour 1'introduction de la matrice S et la theorie formelle des collisions
voir Goldberger et Watson (chap. 5) et Schweber (chap. 11).

Pour 1'etude de 1'equivalence des matrices S au moyen de la th6orie
formelle des collisions (transformations hybrides, pseudo-perturbations...)
voir K. Haller et S. B. Sohn, Phys. Rev. A 20, 1541 (1979); Y. Aharonov
et C. K. Au Phys. Rev. A 20, 1553 (1979); E. Kazes, T. E. Feuchtwang,
P. H. Cutler et H. Grotch, Annals of Physics 142, 80 (1982).
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COMPLEMENT AIV

INTRODUCTION ELEMENTAIRE DE L'HAMILTONIEN
DIPOLAIRE ELECTRIQUE

Considerons un ensemble de particules chargees formant un systeme
localise, d'extension spatiale de 1'ordre de a. Cest le cas par exemple
d'atomes ou de molecules, constitues d'electrons et de noyaux associes
dans des etats lies dont les dimensions spatiales son! de 1'ordre de quelques
rayons de Bohr. Si un tel systeme interagil avec des rayonnements de
longueur d'onde A grande devant a, il est legitime de negliger les variations
spatiales du champ electromagnetique sur 1'etendue du systeme. Cette
approximation, dite « des grandes longueurs d'onde », a ete ulilisee dans
le paragraphe B.3 du chapitre pour obtenir une formulation equivalente
et plus simple de 1'electrodynamique d'un systeme localise de charges
couplees a un champ exterieur. La transformation correspondante
(transformation de Goppert-Mayer) a ete presentee comme un change-
ment de lagrangien ou un changement de jauge. Nous reprenons ici (§ 1) le
meme probleme en etudiant directement la transformation unitaire qui
permet d'obtenir l'hamiltonien dipolaire electrique en « E - r » a partir
de l'hamiltonien habituel en « A • p »(*). Nous generalisons ensuile la
transformation de Goppert-Mayer au cas ou le champ electromagnetique
n'est plus un champ exterieur mais un systeme quantique ayant sa dyna-
mique propre (§ 2). Nous envisageons enfin quelques prolongemenls pos-
sibles de la methode utilisee (§ 3).

1. Hamiltonien dipolaire electrique pour un systeme localise de charges
couplees a un champ exterieur

a) TRANSFORMATION UNITAIRE SUGGERI'-E PAR L'APPROXIMATION DES
GRANDES LONGUEURS D'ONDE

Soil Ae(r, /) le potentiel vecteur decrivanl le rayonnemenl exterieur (le
potentiel scalaire Ue(r, /) est suppose nul). L'approximation des grandes
longueurs d'onde consiste a negliger dans I'hamiltonien du systeme les
variations spatiales de A£,(r, /). On peut done remplacer, dans le terme
d'energie cinetique, les quantites At,(ra, /) par A(.(R, /), ou R est un point
pris a Finterieur du systeme de charges. Nous considerons dans ce qui
suit R comme un point fixe que nous prendrons pour origine des coor-
donnees (R = 0), ce qui revient a ignorer tout deplacemenl d'ensemble de
1'atome ou de la molecule (voir cependant la remarque du § 1 . h plus loin).

(*) Comme nous rf utilisons pas ici le form;ilismc lagrangien, la lecture de cc complement
ne necessile pas la connaissance des notions inlroduiles dans les chapitres II el IV.
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Dans ces conditions, 1'hamiltonien s'ecrit

ou FCoul est 1'energie de Coulomb du systeme.
La forme simple que prend le terme d'energie cinetique a Fapproxima-

tion des grandes longueurs d'onde suggere d'appliquer une transforma-
tion unitaire T(f) qui translate chaque operateur pa d'une quantite
<ZaAe«U)

L'operateur de translation T(t) qui realise cette transformation a pour
expression

ou

est le moment dipolaire electrique de la distribution de charges par rapport
a 1'origine. L'expression (3) coincide avec celle trouvee dans le chapitre a
partir du formalisme lagrangien (voir formule (B. 34)).

Remarque

Nous n'avons pas inclus dans (1) les lermes d'interaction dcs moments
magnetiques de spin des particules avec le champ magnclique du rayonne-
ment exterieur. Ces termes sont en effet plus petils que les lermes d'intcraclion
en At, • p par un facteur de Tordre de nk/p(vo\r TormulefD. I5)du chap. Ill),
c'est-a-dire encore de 1'ordre de #//, puisque n/p ~ a. Us sont done du meme
ordre de grandeur que les termes d'inleraction qui out etc negliges en rcm-
placant Ae(ra,/) par Ae(0, 0-

b) HAMILTONIEN TRANSFORME

Dans le nouveau point de vue, 1'evolution temporelle du vecteur d'etat
transforme, est regie par rhamiltonien

En utilisant (1) et (2), nous trouvons



308 Autres formulations equivalences AIV.1

et en utilisant (3)

ce qui donne en definitive

Nous trouvons ainsi qu'a 1'approximation des grandes longueurs d'onde,
1'interaction avec le champ exterieur est simplement decrite, dans le nou-
veau point de vue, par un terme de couplage entre le moment dipolaire d
de 1'atome et le champ electrique exterieur evalue a remplacement de
1'atome.

Remarque
II est possible de ne pas negliger le mouvement global de 1'atome el de reperer
les positions des charges qa par rapport a un point R qui, au lieu d'etre un
point fixe, est pris au centre de masse de 1'atome (voir exercice 3). On trouve
alors que, si la charge totale Q = £ qa est nulle, 1'expression (8) demeure

a

valable (au remplacement pres de 0 par R dans Ec(0, /)). Par centre, si le
systeme etudie est un ion (Q ̂  0), des termes nouveaux apparaissent dans
1'hamiltonien ff'(t). Us decrivent le couplage du mouvement global de 1'ion
avec le champ exterieur \e. Dans toute la suite de ce complement, nous ne
considerons que des systemes globalement neutres :

c) L'OPERATEUR VITESSE DANS LE NOUVEAU POINT DE VUE

Dans le point de vue initial, la vitesse de la particule est represented par
l'ope>ateur

alors que dans le nouveau point de vue elle est representee par

qui est egal d'apres (2) et (10) a

Nous trouvons ainsi dans le nouveau point de vue une relation beaucoup
plus simple entre vitesse et impulsion.
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2. Hamiltonien dipolaire electrique pour un systeme localise de charges
couplees au rayonnement quantique

Nous considerons maintenant le champ de rayonnement comme un
systeme quantique ayant sa dynamique propre.

a) ETUDE DE LA TRANSFORMATION UNITAIRE

Si le couplage entre particules et rayonnement fait intervenir de facon
preponderate les modes du rayonnement dont la longueur d'onde est
grande devant a, nous pouvons, en premiere approximation, negliger la
contribution des autres modes. L'operateur A(ra)

peut alors etre remplace par A(0) puisque, pour tous les modes consideres,
| k; • ra | ^ 1. A cette approximation, 1'hamiltonien en jauge de Coulomb
s'ecrit

Un argument similaire a celui presente au paragraphe 1 suggere alors
d'appliquer a (13) la transformation unitaire

qui, tout en rappelant 1'expression (3), differe de cette derniere. Dans (14),
A(0) est en effet un operateur champ, independant du temps, alors que
Ae(0, r) dans (3) etait une fonction classique dependant du temps. II est
d'ailleurs interessant pour la suite de reexprimer (14) a 1'aide des opera-
teurs dj et af en utilisant le developpement (12) de A(0). Nous obtenons
ainsi

avec

b) TRANSFORMATION DES GRANDEURS PHYSIQUES

Considerons d'abord les operateurs relatifs aux particules. Comme ra
commute avec T, c'est le meme operateur qui represente la position de la
particule dans les deux points de vue. En ce qui concerne la vitesse, Pope-
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rateur A(0) agissant comme un nombre vis-a-vis des parlicules, nous
obtenons de facon identique a (10) et (11)

Etudions maintenant les operateurs relatifs au champ. Notons d'abord
que les quantites A,., introduites en (16), sont des operateurs purement
atomiques commutant entre eux, qui peuvent done etre consideres comme
des nombres vis-a-vis des operateurs de rayonnement a. et a?'. L'opera-
teur T, exprime sous la forme (15), apparait alors comme un operateur de
translation pour Oj et af (voir les formules (C.61) et (C.66) du cha-
pitre III)

Nous allons utiliser ces relations pour calculer Foperateur E^(r) decrivant
le champ electrique transverse dans le nouveau point de vue. Partant de
1'expression du champ electrique transverse en jauge de Coulomb.

nous trouvons

ou Ex(r) est 1'operateur mathematique donne en (19). Le dernier terme de
(20) sera interprete plus loin. Considerons enfin le champ magnetique.
Comme A(r) et A(r') commutent entre eux pour lout r et tout r' (voir
relation (A. 13) du chap. Ill), B(r) = V x A(r) commute egalement
avec A(r'). II s'ensuit que A(r) et B(r) commulenl avec T. En particulier, le
champ magnetique reste decrit par le meme operaleur dans les deux
points de vue

c) DENSITE DE POLARISATION ET INDUCTION ELECTRIQUE

Pour interpreter physiquement le dernier terme de (20) et pour identi-
fier la grandeur physique representee, dans le nouveau point de vue, par,
1'operateur mathematique E±(r) donne en (19), il est commode de decrire le
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systeme de charges localisees par une densite de polarisation P(r), puis
d'introduire a partir du champ electrique et de la densile de polarisation
P(r), 1'induction electrique D(r). Pour une discussion plus complete de ce
probleme (non limitee a 1'ordre le plus has en «/A, comme nous le faisons
ici), le lecteur interesse pourra se reporter au paragraphe C. 1 du cha-
pitre qui peut etre etudie independamment des autres parties de ce cha-
pitre.

La densite de charge associee au systeme localise de charges c/a s'ecrit,
dans Tespace reel

et dans Tespace reciproque

Comme les charges sont localisees pres de 1'origine (| ra | < a) et que nous
supposons que le couplage avec le rayonnement fail intervenir essentielle-
ment les modes de grande longueur d'onde (ka < 1), il est justifie de deve-
lopper Fexponentielle de (22 .b) et de ne garder que le premier terme non
nul (calcul d'ordre le plus has en a/A). On obtient ainsi, comple tenu de
(9)et(4)

et par transformee de Fourier

L'expression (23. b) suggere d'introduire la densite cle polarisation

P(r) = d<5(r) (24. a)

correspondant a un dipole d localise en r = 0, ainsi que sa transformee de
Fourier spatiale

L'equation (23.b) s'ecrit ainsi

La forme simple de 1'equation (25) montre alors que, si Ton introduit
1'induction electrique D(r) par
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ou E(r) est le champ electrique total, 1'equation de Maxwell V • E = p/e0
et 1'equation (25) entrainent que

ce qui montre que D(r) est un champ transverse. L'equation (27.a) peut
encore s'ecrire, compte tenu de (26)

L'importance de D(r) tient au fait que, en dehors de 1'origine, P(r) est nul
(voir (24.a)), de sorte que d'apres (26) D(r) co'incide avec e0 E(r). Ainsi,
D(r) est un champ transverse qui, en dehors du systeme de charges, coincide
avec le champ electrique total (a un facteur e0 pres). Comme le champ
electrique total est purement retarde, il s'ensuit que Finduction electrique
est, en dehors de I'atome, un champ transverse retarde.

Revenons maintenant a 1'equation (20). En transformant la somme
discrete de la derniere ligne en une integrate nous obtenons

La comparaison avec (24. b) montre que (28) n'est autre que la transformee
de Fourier de — ̂ (k)/^, de sorte que 1'equation (20) peut s'ecrire

Calculons enfin 1'operateur D'(r) qui represente 1'induction electrique
dans le nouveau point de vue. Compte tenu de (27. b), D'(r) s'ecrit

En utilisant (19), (20), (29) et le fait que P^r) commute avec T, on obtient
alors

II apparait ainsi que le meme operateur mathematique, a savoir la combi-
naison lineaire des a, et a^ figurant au second membre de (31), decrit deux
grandeurs physiques differentes suivant la representation utilisee : le champ
electrique transverse dans 1'ancienne representation, 1'induction electrique
(divisee par EO) dans la nouvelle. L'avantage du nouveau point de vue est
que, comme nous 1'avons souligne plus haut, un tel operateur mathema-
tique decrit un champ transverse qui, en dehors de I'atome, est purement
retarde.
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d) EXPRESSION DE L'HAMILTONIEN DANS LE NOUVEAU POINT DE VUE

L'hamiltonien H' dans la nouvelle representation est donne par

Dans ce dernier paragraphe, nous allons calculer la transformee par T
de 1'expression approchee (13) de H. L'interpretation physique des resul-
tats obtenus sera alors degagee, en attribuant aux operateurs apparaissant
dans 1'expression mathematique de H' le sens physique qu'ils ont dans la
nouvelle representation. La transformee du premier terme de (13) est sim-
plement

et represente d'apres (17) 1'energie cinetique des particules. Le second terme
de (13) est un operateur atomique qui ne depend que des positions ra des
particules et est done inchange dans la transformation. II reste done a
calculer la transformee du troisieme terme de (13), c'est-a-dire de 1'opera-
teur appele HR dans le point de vue initial et qui decrit, dans ce point de vue,
1'energie du champ transverse. En utilisant (18), nous obtenons

En plus de Poperateur HR, nous obtenons un operateur lineaire en A^ et
A? et un operateur bilineaire en A, et AJ. Considerons tout d'abord le terme
lineaire qui, d'apres (16), peut encore s'ecrire

Nous obtenons le produit scalaire de d (qui est egal a d' puisque r^ = ra)
avec un operateur coincidant avec D'(0)/e0. L'operateur mathematique
apparaissant dans la formule(35) doit, en effet, etre interprete comme etant
1'induction electrique (divise par e0) puisque nous etudions 1'hamiltonien
dans le nouveau point de vue. Nous obtenons done pour le terme de
H'R lineaire en Oj et aj1"
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Considerons finalement le dernier terme de (34). D'apres (16), il est egal a

Ce terme ne depend que de 1'operateur d (egal a d'). II represente physique-
ment une energie propre dipolaire du systeme de particules que nous
noterons edip. L'expression (37) donnant f;dip semble divergente. En fait,
il faut limiter la somme aux valeurs de kj pour lesquelles 1'approximation
des grandes longueurs d'onde est valable.

En regroupant les differents termes, nous obtenons 1'expression suivante
pour //'

La structure du nouvel hamiltonien //' est tres simple. Nous avons d'abord
un hamiltonien purement atomique representant la somme de 1'energie
cinetique, de 1'energie coulombienne et de 1'energie propre dipolaire. Puis,
nous avons un hamiltonien propre du rayonnement HR et enfin un hamil-
tonien d'interaction dipolaire electrique couplant le moment dipolaire du
systeme de charges a 1'induction electrique en 0. Le fait que le nouvel
hamiltonien d'interaction soil purement lineaire en champ, et ne contienne
plus, comme 1'ancien, de terme quadratique (terme H12 introduit dans le
paragraphe D.I du chapitre III) constitue un avantage important du
nouveau point de vue.

Remarque

Dans le nouveau point de vue, HR ne represenle plus 1'energie du champ trans-
verse puisque celle-ci est decrite dans la nouvelle representation par H'K qui
differe de HR par les deux derniers termes de (34). Les operateurs D'(r)//:0

(31) et B'(r) (21) ayant dans le nouveau point de vue la meme expression
mathematique que E1(r) et B(r) dans le point de vue initial, nous avons

(on a remplace e0 c
2 par 1///0)-

3. Quelques prolongements

Nous envisageons maintenant deux extensions possibles du traitement
precedent.

a) CAS DE DEUX SYSTEMES SEPARES DE CHARGES

Considerons deux systemes de charges .f/'A et .(/'K localises autour des
points R^ et RB bien separes, chacun des systemes etanl globalemenl neulre.
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La transformation T qui generalise (14) est

d^et dB etant les moments dipolaires des deux systemes de charges.
L'hamiltonien en jauge de Coulomb decrivant ce systeme est, a 1'approxi-

mation des grandes longueurs d'onde, egal a

ou ^COMI et ^cfui sont IGS energies coulombiennes des systemes de charges
&A et <^B et ou ^aipdip est 1'energie d'interaction electrostatique entre les
dipoles AA et dB des deux systemes de charges.

L'hamiltonien H' dans le nouveau point de vue s'obtient a 1'aide de la
transformation unitaire (40) et on trouve qu'il est egal a

La structure du nouvel hamiltonien H' est tres simple. Nous avons tout
d'abord deux hamiltoniens purement atomiques pour yA et yB represen-
tant, pour chacun de ces deux systemes, la somme de 1'energie cinetique, de
1'energie coulombienne (a rinterieur de yA ou ̂ B\ et de 1'energie propre
dipolaire. Puis nous avons un hamiltonien de rayonnement HR, et enfin,
un hamiltonien d'interaction dipolaire electrique, couplant les dipoles
de SfA et .9̂  a 1'induction electrique en Rx et RB. Le point important est
qu'il n'y a plus dans (42) de termes d'interaction electrostatique instanta-
nee entre les deux systemes de charges. Le terme ^aipdip a> en ^a^» ete

compense par le terme dipolaire (37) qui contient, outre les termes d'energie
propre e^ip ou e*ip, des termes croises faisant intervenir simultanement dx

et dB. Les calculs correspondant ne sont pas detailles ici puisqu'ils sont
repris dans le cas general dans le complement CIV. On peut cependant
comprendre ce point en notant que le nouvel hamiltonien contient le
couplage entre le moment dipolaire electrique d'A de 6fA et 1'induction elec-
trique totale en Rx, D'(RX), qui inclut en particulier 1'induction electrique
creee en RA par 5fB. Or, 1'induction creee par ̂ B en dehors de ̂ B coincide
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avec le champ electrique total cree par SfB en dehors de yB. II s'ensuit
que le terme de couplage — d^ • D'(RA)/B0 de (42) contient Pinteraction
de SfA avec le champ electrique aussi bien transverse que longitudinal
cree par SfB en R^.

b) CAS D'UN CHAMP QUANTIQUE COUPLE A DBS SOURCES CLASSIQUES

Dans le paragraphic 1 ci-dessus, nous avons etudie le couplage d'un sys-
teme de particules quantiques avec un champ classique. Le probleme
symetrique, que nous envisageons maintenant, est celui d'un champ
quantique interagissant avec des courants classiques. L'hamiltonien en
jauge de Coulomb pour un tel systeme a etc donne dans le complement
BH, (formule (7)); nous le rappelons ici:

Le courant j^r, /) est produit par des particules classiques de charge qa,
dont les positions et les vitesses sont decrites par des fonctions classiques
ra(0 et ra(0 dont la dependance en t est donnee

Si les charges creant ce courant evoluent au voisinage de 1'origine dans un
volume d'extension a et si Ton ne considere dans (43) que la dynamique
des modes de longueur d'onde grande devant a, il est possible de simplifier
1'hamiltonien d'interaction

en remplacant A(ra) par sa valeur a 1'origine. Nous obtenons ainsi:

d(r) etant le moment dipolaire electrique de la distribution de charges egal
a £ qa ra(t\ Appliquons alors a 1'hamiltonien

a

une transformation unitaire semblable aux transformations etudiees dans
les paragraphes 1 et 2 et visant a faire apparaitre un terme d'interaction
dipolaire electrique. Nous considerons la transformation

analogue a (3) et (14) mais ou d(/) est maintenant une fonction classique
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dependant du temps et A(0) un operateur agissant sur les variables du
rayonnement. L'hamiltonien transforme est donne par la formule (5). Le
calcul de THR T + est identique a celui presente en (34) et donne

oil D'(0)/e0 correspond a Poperateur mathematique de la formule (31)
calcule en r = 0 et ou edip est maintenant une fonction classique du temps
obtenu en remplacant 1'operateur d de la formule (37) par la fonction
d(f). THj T+ est inchange puisque Ht commute avec T. Enfin, le terme en
iH(dT/dt) T + est egal a d(0 • A(0) et compense done Hl (voir (46)). Le
nouvel hamiltonien est done

Le dernier terme est ici une fonction classique du temps et peut eventuelle-
ment etre omis.

Notons que, tout comme dans le paragraphe 2, D'(r) represente 1'induc-
tion electrique. L'interaction entre champ quantique et source classique
est done, dans la nouvelle representation, proportionnelle au produit
du dipole electrique classique par 1'induction electrique au point autour
duquel est localise le dipole.
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COMPLEMENT B,v

PROCESSUS A UN OU DEUX PHOTONS :
EQUIVALENCE ENTRE LES HAMILTONIENS

D'lNTERACTION EN A • p ET E • r

Nous montrons dans ce complement que les amplitudes de transition,
calculees a partir des hamiltoniens d'interaction en A • p et E • r, sont
identiques pour un processus d'absorption resonnante a un ou deux
photons. L'egalite entre les deux amplitudes est verifiee par un calcul direct
des elements de matrice de 1'operateur devolution. Nous considerons
ensuite quelques extensions possibles de cette demonstration et montrons
en particulier comment les processus non resonnants a un photon se
ramenent souvent a des processus resonnants a deux photons. Ceci permet
de resoudre plusieurs paradoxes concernant 1'equivalence des deux hamil-
toniens pour le calcul des formes de raies.

1. Notations. Principe du calcul

Considerons un atome, place en R = 0, qui interagit avec un paquet
d'ondes incident de frequence centrale <w. Le champ exterieur associe a ce
paquet d'ondes est decrit par un potentiel vecteur dont la valeur en R = 0
est de la forme :

oil F.; est le vecteur polarisation de 1'onde et A(t)Tenveloppe de A(i)
(voir fig. h). La duree de passage du paquet d'ondes est caracterisee par un
temps T, qui est de 1'ordre de la largeur a mi-hauteur de A(t). Nous
supposons que le champ oscille un grand nombre de fois pendant le
temps T, c'est-a-dire que

Nous nous proposons d'etudier 1'absorption resonnante a un ou deux
photons induite par un tel champ entre deux niveaux atomiques a et b
tels que

ou

Pour cela, considerons 1'element de matrice entre a et b de 1'operateur
devolution < b \ U(t2, tj) \ a >, t1 et t2 etant des instants respectivement
anterieur et posterieur au passage du paquet d'ondes (fig. 1). II est clair
que < b | t/(/2, tt) | a > doit presenter un caractere resonnant pour
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Figure 1. Allure de Penveloppe A ( i ) de /}(/). Lc Icmps 0 do hranchement cl
de coupure du champ incident est suppose pclil devant la durec de Pinleraction T.
Entre — T/2 et -f T/2, A ( t ) est constant et egal a Ai}. On suppose quc T el 0
sont tres grands devant 1/w.

d)h<l ^ a) ou cohll ~ 2 co (on a pose <»bll = (Eh — Etl)/li). En fait, pour les
developpements ulterieurs, nous calculerons plutot la matrice S dont
1'element de matrice Sba est egal a :

ou H0 est 1'hamiltonien non perturbe (hamiltonien atomique en Fabsence
de champ incident).

Un tel calcul peut etre fait, soit a partir de 1'hamiltonien en jauge de
Coulomb, soit a partir de Fhamiltonien de Goppert-Mayer (voir la for-
mule (B.33) du chapitre ou la formule (8) du complement AIV). Soit
U'(t2, t i ) 1'operateur d'evolution dans le nouveau point de vue, conduisant
a la nouvelle matrice S'. Si nous supposons que A(t) est nul pour / ^ /,
et t ^ /2 (voir fig. 1), les hamiltoniens et les vecteurs d'elats coincident
dans les deux points de vue pour / < /, et / ^ /2. II s'ensuil que la demons-
tration generale du chapitre (§ B. 3. d. a) conduit alors a 1'identile :

Plutot que d'utiliser cette demonstration generale, nous allons, dans ce
complement, calculer Sba, Sba et verifier direclement, sur les expressions
obtenues, 1'egalite entre ces deux amplitudes de transition.

2. Calcul des amplitudes de transition dans les deux points de vue

«) HAMILTONIEN D'INTERACTION BN A • p

Considerons tout d'abord le cas d'une transition rcsonnuntc a un seul
photon, <aba ~ co. A 1'ordre 1 en q, et a 1'approximation dipolairc eiec-
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trique, 1'element de matrice Sba vaut

Le caractere resonnant de Sba au voisinage de o) = ojbll provient du terme
en exp(— icor) du cos COT apparaissant dans 1'expression (1) de A(0, T).
Si Ton neglige la contribution du terme en exp(icor) (qui, au voisinage de
a) = coba, est beaucoup plus petite et varie peu), il vient en effet

ou

Precisons la valeur de Sba quand A(t) correspond a la courbe representee
sur la figure 1 (A(t) croit de 0 a A0 sur un intervalle de temps 0, reste
constant entre — T/2 et + T/2, puis decroit de A0 a 0 sur le meme inter-
valle 0). Quand la duree T de 1'interaction (que nous supposons tres
superieure a 0) devient tres grande, 1'integrale en T de (7. a) tend vers une
fonction delta de largeur 1/T (que nous notons <5(T)), et 1'expression (7.a)
s'ecrit

II apparait clairement sur (7.c) que Sba n'est important qu'a resonance.
Supposons maintenant que les niveaux a et b ne puissent pas etre relies

par une transition a un photon. Par exemple, a et b sont de meme parite,
de sorte que 1'element de matrice de 1'operateur impair c, • p entre a et b
est nul. II faut alors calculer Sba a des ordres superieurs en q. A 1'ordre 2,
il vient ainsi (la contribution du terme en A2 etant nulle a 1'approximation
dipolaire electrique, car proportionnelle a < b \ a »

W

La somme ]T porte sur tous les niveaux intermediaires | r > qui sont couples
r

a | < 2 > e t a | 6 > a 1'approximation dipolaire electrique. 0(t — T') est la
fonction de Heaviside qui est nulle quand T < T' et egale a 1 quand
T > T'. On a pose co,- = E,/fi (i = a, b, r). En ne conservant que les termes
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en exp(— icot) et exp(— icor') de cos COT et cos COT' qui donnent naissance
a une resonance en o)ba = 2 co, nous obtenons alors pour Shtl

Pour pouvoir integrer independamment sur T et T' dans (9), il est commode
d'introduire la representation integrate suivante :

ou e est un nombre positif infmiment petit. Notons que 1'equation (10)
peut etre verifiee tres simplement en integrant le second membre par la
methode des residus. Compte tenu de (10), 1'expression (9) devient

Transformons enfm 1'expression (11) en introduisant la transformee de
Fourier s4 (Q) de A(i) definie par :

II vient :

La fonction j/(Q) est centree autour de Q = 0. S'il n'y a pas de transition
resonnante a un photon (co — cora ^ 0), et si la largeur de .c/((2) est
suffisamment etroite, on peut remplacer Q par 0 au denominateur de (13)
et supprimer le facteur ie. Si la fonction A(f} a la forme representee sur la
figure 1, la fonction j/(Q) comporte un pic de largeur 1/T superpose a
un fond de largeur I/O. Pour que les calculs qui suivent soient valablcs,
nous supposons | co — a)ra \ > 1/0. En utilisant cette approximation,
nous trouvons alors



322 Autres formulations equivalentes B,v.2

II ne reste plus qu'a utiliser la transformee de Fourier d'un produit de
convolution pour obtenir

avec

La comparaison de(7.a) el(15.a) monlre quc, an niveau de I'amplilude
de transition, tout se passe comme si Ton avail unc perturbation
[A(i)j2~]2 exp(— 2 not) couplant les niveaux a et h via tons les niveaux
relais /•, avec un element de matrice efleclif Qhll donne en (15. b-).

En prenant comme enveloppe A(i) la courbe de la figure I , nous trouvons

II apparait clairement sur cette formule que 5,,,, n'est important qu'a
resonance (ojha = 2 co). Shtl est done bien une amplitude de transition
resonnante a deux photons.

Remarque

La formule (15.a) monlre que, dans le cas ou il n'y a pas dc niveau interme-
diaire /• qui puisse etre excite de facon resonnanle a un photon, Pamplilude
de transition fait inlervenir le carre du polcnliel vcclcur plulol que le produil
des potentiels vecleurs a deux inslanls diffcrenls. Un tel rcsullal correspond
au fait que, dans ces conditions, 1'absorplion des deux photons est pralique-
ment simultanee.

b) HAMILTONIEN D'INTERACTJON EN E • r

Pour comparer les resultats obtenus avec les deux hamiltoniens d'inler-
action en A • p et E • r, il faut que A(/) et E(/) rcprcscnlenl les memes
champs physiques. De la forme (1) postulee pour A(0, t), nous dcduisons :

Remarque

II serait a priori plus salisfaisant de parlir de la depemlancc I cm po relic du
champ electrique, qui est la quant i tc ayanl un sens physique clair, el d'en
deduire la dependance temporclle du polentiel vectcur. Unc lelle demarche
conduirait bien sur a des resultats equivalents, mnis pent soulever une dilTi-
culte. Le fait que le champ electrique soil mil pour /', -C / , ct i'2 ^ /, n'assure
pas effel que le polentiel vectcur soil egalenient mil dans les mcmcs inter-
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valles de temps. Puisque A(t) est obtenu par integration de E(/), \(t'2) - A(f,')
peut etre egal & une constante non nulle. II n'est pas alors possible d'annuler
rhamiltonien d'interaction dans le point de vue A • p a la fois pour t ^ /, et
pour t ^ t2. Dans le cas general, ceci n'est evidemment qu'une difficulte for-
melle. Le champ electrique oscille un tres grand nombre de fois entre t l et t2,
et la constante ne depend en fait que de la contribution d'une fraction de
periode, dont Teffet relatif devient negligeable lorsque T -> vj.

Le calcul de 1'amplitude S^a est analogue a celui du paragraphe pre-
cedent, 1'hamiltonien d'interaction etant desormais egal a — qr • E
ou E est donne par (16). Notons que E est la somme de deux termes et que
le second terme de E est, en ordre de grandeur, egal a (A(t)/0) cos ojt. II
est done, en moyenne, plus petit que le premier par un facteur (uO et sa
contribution dans le calcul de la probabilite d'excitation sera negligeable.
A la limite ou T > 0 > 1/co, nous pouvons done calquer la demonstration
sur celle du paragraphe precedent, en ne retenant que le premier terme
de (16). Nous obtenons ainsi, pour les transitions resonnantes a un pho-
ton, les expressions

qui correspondent a (7.c) et (7.b), et pour les transitions resonnantes a
deux photons

qui correspondent a (15.c) et (15.b).

c) VERIFICATION DIRECTE DE L'IDENTITE ENTRE LES DEUX AMPLITUDES

Nous partons de la relation :

liant les elements de matrice des operateurs p et r (voir B.43).
La comparaison de (7.b) et (17.b) montre alors, compte tenu de (19),

que

c'est-a-dire que
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Les deux amplitudes (7.c) et (17.a) sont done identiques : en effet, a
resonance, 1'egalite resulte de la relation (20.b) et hors resonance, les
fonctions delta etant egales a 0, 1'amplitude de transition est nulle dans
les deux points de vue.

Montrons maintenant que les deux amplitudes a deux photons (15.c)
et (18.a) sont identiques. Pour cela, il suffit de verifier que

Utilisons pour cela 1'identite (19) pour transformer (15.b). Qba n'est egal
a Qba que si

Pour demontrer algebriquement la relation (22), introduisons la diffe-
rence D entre les deux membres de (22) :

et montrons que, lorsque coba = 2a>, D est egal a 0. La condition de
resonance entraine que :

et done :

D, defini en (23), peut done etre transforme en :

Considerons maintenant le commutateur [r,-,/?,] = i#, et calculons
< b | [r,-, /?J | a >. Nous trouvons :

puisque | b > et | a > correspondent a des etats propres distincts de H0.
Compte tenu de (19), il vient :

En utilisant la condition de resonance a deux photons (24), nous trouvons
finalement :
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La comparaison de (26) et (29) montre done que D = 0, ce qui entraine
que Qba = Q'ba si coba = 2 co, et done 1'identite des amplitudes Sba donnee
en (15. c) et Sba donnee en (18. a).

Remarques

(i) Dans tout ce qui precede, nous avons calcule uniquement des amplitudes.
Pour obtenir la probabilite de transition de a vers b, il faut prendre le carre
du module de (7.c) ou (17.a) pour une excitation a un photon, de (15.c) ou
(18.a) pour une excitation a deux photons. On trouve alors le carre d'une
fonction 5(r\x). A des termes en 0/T pres, negligeables puisque nous avons
suppose T > 0, S(T\x) s'ecrit

Nous constatons que [<5(T)(jc)]2 est une fonction valant T2/4 nz au sommet
en x = 0 et dont la largeur est de 1'ordre de 2 n/T. La surface de cette courbe
etant proportionnelle a T, nous pouvons prevoir qu'aux grandes valeurs de T,
[<5<T)(x)]2 est proportionnel a T <5(T)(x). Un calcul plus precis mene a partir
de (30) donne

II apparait ainsi qu'au voisinage de la resonance (cofca = w ou ioba = 2 co),
la probabilite de transition de a vers b, \ Sba \

2 = \ Sba |
2, est proportionnelle

a la duree T de 1'excitation, ce qui permet de definir une probabilite de tran-
sition par unite de temps

Pour les transitions resonnantes a un photon, on obtient ainsi compte tenu
de(7.c), (17.a)et(31)

(ou Ton a remplace <5(T)(w6a — co) par h~ d(T}(ha>ba — Hui)) et pour les transi-
tions resonnantes a deux photons, compte tenu de (15.c), (18.a) et (31)

Les resultats (33) et (34) ont une forme analogue a celle de la « regie d'or de
Fermi».
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(ii) Dans la pratique, il est evidemment exceptionnel que Ton puisse efiec-
tuer la sommation sur tous les niveaux relais dans les series (15.b) el (18.b).
II est done utile de savoir quelle formule donnera la meilleure approximation
de la realite quand la sommation est limitee a quelques niveaux relais. Dans
le cas d'une transition a deux photons entre deux niveaux lies, la formule
deduite de 1'hamiltonien d'interaclion — c/r • E donnera le plus souvent
la meilleure approximation si on se limite aux niveaux relais essentiels. Cela
tient au fait que le rapport entre deux termes correspondanl au meme niveau
relais et deduits respectivement des hamiltoniens A • pe tE • rest(oj/)rf/jr(()/oj2.
Tous les niveaux relais situes au-dessus des niveaux | a > el | b > (voir fig. 2)

Figure 2. Transitions a deux photons entre les niveaux a et b.
Les niveaux non resonnants r,, /-,,... servent de relais.

auront une contribution plus importante dans la serie correspondant a
rhamiltonien A • p que dans celle correspondant a E • r. Comme les deux
sommes sont egales, il s'ensuit que la convergence de la premiere serie est
generalement plus lente que celle de la seconde. Un exemple classique est
celui de la transition I s - 2s de 1'atome d'hydrogene (*). Si on se limite au
seul niveau relais 2p dans la somme, on obtienl un resultat nul avec A • p,
alors qu'avec E • r, le terme obtenu differe de moins de 50 % du resultat
exact. Si la somme porte sur les trois premiers niveaux p(2p, 3/7,4/j), on obtient
avec E • r un resultat qui differe de moins de 20 % du resultat exact, alors
qu'avec A • p cette somme est trois fois plus petite que le resultat exact
(voir exercice 2).

(Hi) L'egalite entre les amplitudes de transition a resonance suppose bien
entendu que Ton utilise des fonctions d'onde exactes pour les niveaux | a >
et | b >. II est clair que si Ton utilise des fonctions d'onde approchees, des
resultats differents peuvent etre obtenus dans un point de vue et dans 1'autre.
II est possible que Tun des hamiltoniens d'interaction soil mieux adapte
aux approximations fakes sur les fonctions d'onde et conduise ainsi a des
resultats plus precis.

(*) La contribution de chaque niveau relais dans les approches A • p el E • r a etc etudiee
par F. Bassani, J. J. Forney et A. Quattropani (Phys. Rev. Lett. 39, 1070 (1977)).
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3. Generalisations

a) EXTENSION A D'AUTRES PROCESSUS

Les demonstrations precedentes peuvent etre elendues a d'autres
processus, par exemple des absorptions resonnantes a deux photons, ou
1'atome interagit avec deux champs elect romagnetiques de frequences
Wj et w2 differentes, la condition de resonance devenant oj,,(/ = w, +<i}2.
II apparait dans ce cas deux types d'amplitudes correspondanl a des
ordres temporels differents pour les deux interactions, d'abord avec le
champ W j puis avec le champ o>2, ou Tordre inverse. Cest uniquement
quand ces deux ordres sont pris en compte que les predictions des points
de vue A • p et E • r coincident.

D'autres exemples importants de processus a deux photons, sont les
processus de diffusion : un photon incident o dispa rait ct un photon
nouveaucu' apparait, Tatome passant du niveau a au niveau a'. La condition
de resonance s'ecrit alors Eu + fio) = Ea. + Tu»'. L'exercice 7 propose une
verification directe de 1'egalite entre les deux amplitudes de transition, en
utilisant Texpression generate de ces amplitudes donnee par les expres-
sions (D. 3), (D. 4) et (D. 12) du chapitre.

D'autres processus impliquant plus de deux photons peuvent etre ega-
lement envisages.

b) PROCESSUS NON RESONNANTS

L'identite entre les elements de matrice de transition Mhll el M'hll donnes
par (7. b) et (17. b) pour les transitions a un photon, Qlnl el Q'hu donnes par
(15.b) et (18.b) pour les transitions a deux photons, et calcules a partir
des hamiltoniens A • p et E • r, n'est valable qu'a resonance. La demons-
tration directe du paragraphe 2 ci-dessus repose en effcl sur Putilisalion
de 1'equation (19) et des conditions de resonance (3 .a) ou (3.b) qui expri-
ment la conservation de Tenergie. Rappelons egalement que le raisonne-
ment general de la partie D conclut a 1'identite des matrices de transition
sur la couche d'energie.

Que se passe-t-il alors hors resonance ? On peut tres bicn imaginer par
exemple qu'un atome est excite a partir d'un etat a par un photon Tun qui
n'a pas tout a fait la bonne energie Tw>bu pour le porter dans un elat excite /;.
Si les etats a et b sont stables, la probabilite de transition par unite de
temps (33) est nulle lorsque co ^ ojha a cause de la fonclion delta. Si le
niveau b est instable eta une JargeurT, il peut etre tenlantdegeneraliser (33)
en remplacant la fonction de Dirac d(T}(Tu»bH — tw)) par une lorentzienne
de largeur TiT. Cependant, une telle demarche conduit immediatement a
une difficulte puisque les elements de matrice Mhll et M'bu nc sont pas egaux
quand w ^ cuba(voir equation(20.a)). Les deux lignesde(33) nc sont alors
plus egales. Peut-on envisager hors resonance, des probahilites d'excita-
tion non identiques dans les deux points de vue ?
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La reponse a une telle question est evidemment negative. L'utilisation
de la matrice S pour calculer le taux de transition suppose implicitement
que la duree d'interaction avec le champ electromagnetique a etc assez
longue pour que la definition de sa frequence soil meilleure que F. Cela
entraine done que la duree du processus a etc plus longue que la duree de
vie du niveau b. II n'est done pas correct dans ce cas de calculer la proba-
bilite de transition vers le niveau b, puisque ce dernier s'esl desintegre vers
d'autres etats, par exemple par emission spontanee. Le processus reel est
done, non pas une transition a un photon vers Petal instable b, mais un
processus a deux photons de diffusion Rayleigh (Fig. 3a) ou Raman
(Fig. 3/?), 1'atome aboutissant dans un etat final stable a' (*).

Figure 3. Excitation non resonnanle. Dans le processus complet, le photon
incident /Jeo disparait, et un nouveau photon apparait, de meme frequence (dif-
fusion Rayleigh, Fig. 3<x), ou de frequence differente (diffusion Raman, Fig. 3ft).

En cherchant a definir de maniere precise, experimentale, 1'absorption
d'un photon non resonnanl, nous sommes ainsi conduits tout naturelle-
ment a substituer au processus non resonnant a un photon, un processus
a deux photons conservant 1'energie, pour lequel nous savons que la
probabilile de transition est identique dans les points de vue A • p et E • r.
II serait incorrect dans cet exemple de calculer les amplitudes non reson-
nantes a un photon, car Petal « final » apparaissant dans ces amplitudes
(atome dans Pelat excite b) n'est pas un veritable etal final mais un etat
intermediaire. II convient de noter egalement que les amplitudes associees
aux processus des figures 3a et 3/? comportent une sommation sur tous
les etats intermediaires b. Meme si un niveau excite particulier est Ires
proche de resonance, le fait de negliger les autres conduirait a des predic-
tions incorrectes et differentes dans les deux points de vue. Le processus
non resonnant n'etant qu'une etape dans un processus resonnant d'ordre
plus eleve, il n'est pas possible de preciser avec certitude par quel niveau
intermediaire 1'atome est passe et, seule la somme sur tous les « chemins »
possibles a un sens physique.

(*) Un probleme analogue est analyse par G. Grynberg et E. Giacobino, 7. Phys. B 12,
L 93 (1979) et par Y. Aharanov et C K. Au Phys. Rev., A 20,1553 (1979).
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Un autre exemple important, qui a fait 1'objet de nombreuses etudes,
est celui de la forme de raie de la transition 2.v1/2 - 2/?,/2 de 1'hydrogene (*).
Rappelons brievement la situation experimentale. Des atomes d'hydro-
gene, initialement dans le niveau metastable 2sl/2, sont soumis a un champ
microonde de frequence to voisine de celle, co0, de la transition 2.v]/2 -
2/71/2. La resonance microonde est detectee sur les photons Lyman a
emis spontanement sur la transition 2/?1/2 - l.v1/2. Telle que nous venons
de la decrire, 1'experience ne semble concerner que les etats 2.v,/2 et 2/?]/2.
Un calcul limite a ces deux etats ne donne pas cependant le meme resultat
(dans les deux points de vue A • p et E • r) pour la forme de raie, c'est-a-
dire pour les variations de la probabilite de transition 2-s1/2 -> 2/>,/2 en
fonction de co - co0. Une telle anomalie est due au fait que 1'etat 2/?,/2
n'est pas un veritable etat final, mais un etat intermediaire parmi cTautres,
dans un processus resonnant a deux photons, emission induite d'un
photon co, emission spontanee d'un photon a/ (de frequence proche de
celle de Lyman a) avec Ha> + fico' = £(2s,/2) - E(\sl/2) (voir Fig. 4).
Meme si le niveau 2pl/2 semble avoir une importance preponderate
dans le processus d'emission a deux photons, il est incorrect de negliger
la contribution des autres niveaux intermediaires np (**).

Figure4. Transition non resonnante entre les etats 2 sll2 et 2/?, / 2 (transition
de Lamb). L'emission stimulee du photon microonde fiu) est accompagnee de
1'emission spontanee du photon ultraviolet fi<a'.

(*) Ce probleme a etc souleve par W. E. Lamb., Phys. Rev., 85, 259 (1952).
(**) Voir Z. Fried, Phys. Rev., A 8, 2835 (1973).
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COMPLEMENT CIV

INTERACTION ENTRE DEUX SYSTEMES LOCALISES
DE CHARGES DANS LE POINT DE VUE DE

POWER-ZIENAU-WOOLLEY

La transformation de Power-Zienau-Woolley a etc presentee au cha-
pitre IV dans le cas ou toutes les charges sont reperees par rapport a un
meme point de reference pris pour origine des coordonnees. La generali-
sation au cas de deux sous-systemes &'A et .(/'K, separes spatialement et
localises autour de deux points differents R^ et RB, ne presente pas de
diflicultes. Nous donnons, dans ce complement, i'expression de Fhamilto-
nien de Power-Zienau-Woolley pour un tel systeme, dans Thypothese
ou yA et yB sont chacun globalement neutres. La motivation essentielle
de ce complement est de montrer que, dans le nouvel hamiltonien, tous les
termes d'interaction instantanee entre particules de .(/'A el particules de £fB

ont disparu. Les deux systemes &'A et yR interagissent uniquement via
des champs retardes qui sont 1'induclion eleclrique et le champ magne-
tique.

1. Notations

Les charges du systeme ,(/'A, reperees par Pindice a, sont regroupees
autour du point RA; leur ecart par rapport a ce point est note sa:

De fagon analogue, les charges du systeme //'w, reperees par Findice ft,
sont confinees autour de RB et leur ecart par rapport a ce point est note st, :

La repartition des charges du systeme ,C/'A peut elre decrite par sa charge
totale en R^, que nous avons d'ailleurs supposee nulle, et par la densite
de polarisation :

formule qui generalise (C.2). Le champ electrique longitudinal cree par
5fA est donne par (C. 11) :

Des formules analogues peuvent etre ecrites pour la polarisation PB(r)
du systeme «9^ et pour le champ electrique longitudinal cree par f/'B.
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La densite de polarisation totale P(r) est la somme des polarisations
relatives a SfA et yB :

De la meme facon, la densite de magnetisation totale est la somme des
contributions des systemes yA et 5^B :

2. Expression de Thaniiltonien

Dans la partie C du chapitre, nous avons obtenu le lagrangien de
Power-Zienau-Woolley (C.26) en ajoutant dF/d/ au lagrangien en
jauge de Coulomb, F etant egal a (C. 20):

Dans le cas envisage ici de deux systemes localises de charges, il faut utiliser
la meme transformation, mais P(r) est maintenant la polarisation totale
donnee en (5). Tous les resultats obtenus dans la partie C demeurenl
done valables a condition de remplacer P(r) et M(r) par leurs expres-
sions (5) et (6). Nous obtenons en particulier, pour rhamillonien, Texpres-
sion suivante qui generalise (C. 37) :

Les differents termes de HL. peuvent etre regroupes sous la forme suivante :

HRL, est identique a Thamiltonien donne par la formule (C.39). ///}• et
HfL, sont les transcriptions, pour chacun des systemes .(/'A et ,(/'a, de
rhamiltonien d'interaction (C.40). De meme, H$j: et ////,. sont les hamil-
toniens respectifs des particules de yA et des particules de ,f/'H, donnes
par des expressions analogues a (C.38). Le seul terme nouveau est VAH

qui vaut :
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C'est la somme (Fun terme d'energie propre de la polarisation transverse
et de 1'energie d'interaction coulombienne V^\ entre les charges du sys-
teme 9*A et celles du systeme «^B.

Nous allons maintenant montrer que VAB est identiquement nul. Pour
cela, notons que le dernier terme de (10) peut s'ecrire :

En utilisant (4) et 1'expression analogue pour E|)B, nous obtenons finale-
ment :

de sorte que 1'expression (10) peut se reecrire dans Fespace reel :

Comme PA(r) est rigoureusement nul en dehors du systeme de charges
£fA, et PB(r) en dehors de £fB, nous en deduisons que VAB se reduit a un
terme de contact, nul des que la distance | RA — RB | est superieure a la
somme des rayons des systemes de charges. Ainsi, dans le nouveau point
de vue, il n'y a plus d'interaction de Coulomb instantanee entre deux sys-
temes de charges separes et globalement neutres. L'interaction entre ces
deux systemes se fait uniquement via les champs B(r) et HL-(r) qui se pro-
pagent tous deux a la vitesse fmie c. (Rappelons que, en dehors des systemes
de charges, I1L- coincide, au facteur — e0 pres, avec le champ electrique
total.)

Remarque

Les resultats precedents peuvent etre generalises au cas ou les systemes de
charges SfA et yB ne sont pas globalement neutres : il faut alors ajouter a VAB

1'energie de la densite de polarisation PA de yA dans le champ statique produit
par la distribution de reference pOB de 5^ et le terme symetrique, ainsi que
1'energie coulombienne d'interaction entre les distributions de reference

PCM et POB-
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COMPLEMENT D^

TRANSFORMATION DE POWER-ZIENAU-WOOLLEY
ET JAUGE DE POINCARE

Nous montrons dans ce complement que, lorsque la polarisation du sys-
teme de charges est defmie par rapport a un seul centre de reference, la
transformation de Power-Zienau-Woolley se ramene a un changement de
jauge faisant passer de la jauge de Coulomb (V • A = 0) a une autre jauge,
la jauge de Poincare, dans laquelle A(r) est orthogonal a r en tout point r.
En outre, dans cette jauge, A et U s'expriment de fagon simple en fonction
des champs B et E. Les formules donnant A et U generalisent les expres-
sions A = B0 x r/2 et U = — r • E0 valables pour des champs statiques
et uniformes B0 et E0.

1. La transformation de Power-Zienau-Woolley considered comme un
changement de jauge (*)

Dans une transformation de jauge definie par une fonction #(r, /), les
potentiels deviennent :

Le lagrangien est lui aussi transforme et devient (voir B. 11):

Nous savons par ailleurs que le lagrangien de Power-Zienau-Woolley
se deduit du lagrangien standard en jauge de Coulomb, L, par la transfor-
mation (**) (voir (C.20) et (C.22)) :

En utilisant la relation (C. 2) donnant P(r), nous obtenons :

(*) R. G. Woolley, J. Phys., B7, 488 (1974). M. Babiker et R. Loudon, Proc. Roy. Sot.,
A 385, 439 (1983).

(**) Nous utilisons de nouveau la notation Ax car, dans la jauge de Poincare, A' n'est plus
transverse.
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II apparait alors clairement que les equations (2) el (4) peuvent etre iden-
tifiees si Ton choisit la fonction #(r, /) suivante :

(La dependance en / de la fonction #(r, /) est associee aux variations tem-
porelles des variables dynamiques AJL(r).) Notons bien que, pour trouver la
fonction de jauge (5), nous avons utilise la definition (C.2) de la polarisa-
tion valable pour un systeme de charges reperees par rapport a un seul
point de reference, pris comme origine des coordonnees. Dans le cas ou le
systeme de charges comprend plusieurs sous-systemes localises autour de
plusieurs points diflferents RA, RB... (ce qui est, par exemple, la situation du
complement C1V), la demonstration precedente ne peut pas etre genera-
lisee. En effet, la formule qui generalise (C.2) est alors :

ou Tindice a designe les particules localisees autour de RA et Tindice ft celles
localisees autour de RB. Quand on reporte (6) dans (3), on constate, a cause
de la multiplicite des points de reference, que 1'identification entre (3) et (2)
n'est plus possible. La transformation de Power-Zienau-Woolley ne se
reduit done a un changement de jauge que si toutes les charges sont
reperees par rapport a un seul point de reference. Nous n'envisageons que
cette situation dans la suite du complement.

2, Proprietes du potentiel vecteur dans la nouvelle jauge

Dans la nouvelle jauge, le potentiel vecteur n'esl plus transverse puisque
nous trouvons, en utilisant (1 .a) et(5), Texpression suivanle pour A'|( :

La partie transverse Ax de A' reste inchangee :

Calculons le produit scalaire de r et de A' :
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Pour transformer (8), utilisons 1'identite :

qui permet de reecrire (8) sous la forme :

L'integrale de la formule (10) se calcule immedialemenl. Sa valeur
(— r • Ax(r)) annule exactement le premier terme de (10) de sorte que :

II apparait ainsi que le nouveau potentiel vecteur esl perpendiculaire en
tout point au rayon vecteur r. La nouvelle jauge, appelee jauge de Poin-
care (*), apparait en quelque sorte comme symetrique de la jauge de Cou-
lomb : dans 1'une, stf(k) est perpendiculaire a k en tout point k, dans 1'autre,
A'(r) est perpendiculaire a r en tout point r.

3. Les potentials dans la jauge de Poincare

Un interet majeur de la jauge de Poincare esl que les potenliels s'expri-
ment simplement en fonction des champs magnetique B et electrique E.
Nous aliens en effet montrer que :

II est d'ores et deja interessant de conslater que ces potentiels gene-
ralisent les potentiels bien connus d'un champ magnetique uniforme
A0 = — r x B0/2 et d'un champ electrique uniforme t/0 = — r • E0.
II est clair egalement que (12. a) verifie bien la relation d'orlhogonalile (11)
entre A' et r.

Detaillons maintenant les calculs permettant de trouver les formules( 12)
a partir de(l) et(5). Considerons tout d'abord le potentiel scalaire. Dans la
jauge de Coulomb, nous avons :

(*) B. S. Skagerslam, Am. J. ritys., 51, II4S (iyx.1).
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C/(r) peut done etre obtenu comme etant, a une constante globale pres,
la circulation de — EH sur la droite joignant 1'origine 0 au point r

En utilisant (1 .b), (5), (14) et le fait que E± = — A±, nous obtenons :

Jo

Etudions maintenant le potential vecteur et calculons tout d'abord
le gradient de % qui apparait dans 1'expression (1. a) de A' :

L'integration par parties du premier terme de (16) donne :

le second terme de (17) ay ant etc obtenu a 1'aide de 1'egalite (9). Exprimons
A' a 1'aide de (1 .a), (16) et (17). Le premier terme de (17) annule le premier
terme de (1 .a). II reste :

II suffit alors de noter que :
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pour obtenir finalement :

qui coincide bien avec la formula annoncee en (12.a).

Remarque

II est possible de verifier directement sur les equations (12) que :

Les champs E et B derivent done bien des potentiels A' et U'. De plus, il est
evident sur (12.a) que A'(r) est perpendiculaire a r en tout point r. Montrons
que cette derniere condition definit de maniere unique la jauge de Poincare
(a une constante globale pres). Supposons en effet qu'une autre jauge
{ A", U" }, reliee a la premiere { A', U'} par la fonction %', possede la
meme propriete. La relation A" = A' + V#'jointe a A" • r = 0 et A' • r = 0
entraine que :

ce qui donne, en coordonnees spheriques :

La fonction %' en un point quelconque de 1'espace est done egale a sa valeur
a Forigine des coordonnees. Elle se reduit a une constante.
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COMPLEMENT E^

EXERCICES

Exercice 1 Exemple d'effet produit par un branchement soudain du
potential vecteur

Exercice 2 Excitation a deux photons de 1'atome d'hydrogene :
calculs approches faits a partir des hamiltoniens en A • p
etE • r

Exercice 3 Hamiltonien dipolaire electrique pour un ion couple a
un champ exterieur

Exercice 4 Diffusion d'une particule par un potentiel en presence
d'un rayonnement laser

Exercice 5 Equivalence entre les hamiltoniens d'interaction en
A • p et Z • (VF) pour le calcul des amplitudes de tran-
sition

Exercice 6 Reponse lineaire et susceptibilite; application au calcul
du rayonnement d'un dipole

Exercice 7 Diffusion non resonnante : verification directe de 1'ega-
lite des amplitudes de transition calculees dans les points
de vue A • p et E • r

1. EXEMPLE D'EFFET PRODUIT PAR UN BRANCHEMENT SOUDAIN DU POTENTIEL
VECTEUR

On considere un atome place en R = 0 dont les niveaux | a >, | b >... ont
pour energie Ea, Eb...

a) Cet atome interagit avec un champ dont le potentiel vecteur en
R = 0 est

avec :

Calculer 1'amplitude de transition de | a > vers | b >, Uba(T'/2, - T'/2),
au premier ordre en champ, en utilisant 1'hamiltonien — (q/m) p • Ae(0, /).
(On prendra 7" > T.)

b) On suppose maintenant que 1'atome interagit avec le champ elec-
trique
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Calculer 1'amplitude de transition U'ba(T'/2, — T'/2), au premier ordre
en champ, en utilisant 1'hamiltonien — qr • E'e(Q, t).

c) Montrer qu'a 1'instant t = ~ T'/2, le ket | a > represente le meme
etat physique dans les deux points de vue. Montrer que cette meme pro-
priete reste vraie pour le ket | b > a 1'instant T'/2. Comparer les amplitudes
de transition calculees en a) et b). Pourquoi different-elles quand oj =£ ojba ?

Solution

a) En appliquant la theorie des perturbations dependant du temps au premier ordre, nous
trouvons en representation d'interaction

b) En procedantde la meme faconavec 1'hamiltonien — qr • E'r(0, I), nouslrouvons

c) Aux instants — T'/2 et T'/2, le potentiel vecleur A(.(0, t) est nul. L'operateur p/m repre-
sente alors la grandeur physique vitesse et 1'hamiltonien des particulcs csl associe a la meme
grandeur physique (la somme de 1'energie cinetique el de 1'energic potentielle) dans les points
de vue A • p et E • r. II s'ensuit que | a > et | b > representent les memes ctals physiques dans
les deux points de vue a — T'/2 et T'/2. Si Ac(0, /) et E,(0, /) correspondaient au meme champ
physique, les amplitudes de transition L/ta(T'/2, - T'/2) et U'ha(T'l2, - T/2) devraient etre
identiques, quel que soit co, d'apres (A .47).

Or, si nous transformons(3) en utilisant la relation (B.43) reliant les elements dc matrice
de p, a ceux de z, nous trouvons

qui ne coincide manifestement pas avec (4) lorsque <aha ^ w. Cetle difTerence provient du
fait que Ae(0, /) et E^(0, /) ne representent pas le meme champ. Plus prccisemenl

E;(0, 0 ^ - Ae(0, / ) . (6)

La difference entre.— Ae et E^ provient des discontinuiles de A,,(0, /) a — T/2 et T/2 qui
introduisent dans Ae des fonctions 5(l + T/2) et 5(l — T/2). Le champ E(.(0, /) associe a
Ae(0, 0 s'ecrit

Le second terme de(7) donne une contribution U£a(T'/2, — T'/2) a Tampliludc dc transition,
egale au premier ordre a :
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que Ton peut encore ecrire

En additionnant (4) et(9), on trouve un resultat identique a (5). Ceci montre bien que 1'ampli-
tude de transition est la meme dans les deux points de vue, a resonance et hors resonance,
a condition que Ae et Ee correspondent au meme champ physique.

2. EXCITATION A DEUX PHOTONS DE L'ATOME D'HYDROGENE : CALCULS
APPROCHES FAITS A PARTIR DES HAMILTONIENS EN A • p ET E • r

Le but de 1'exercice est de comparer diverses approximations utilisees
dans le calcul de la probabilite d'excitation a deux photons du niveau
metastable 2s de 1'atome d'hydrogene a partir du niveau fondamental 1 s.

On rappelle que lorsqu'un atome interagit avec une onde incidente de
frequence o>, il peut etre excite d'un niveau | a > a un niveau | b > lorsque
Eb — Ea = 2 Ha>. L'amplitude de transition est proportionnelle a un
element de matrice effectif dont 1'expression, dans le cas d'une onde pola-
risee le long de Paxe Oz, est:

dans le point de vue A • p, et

dans le point de vue E • r (voir complement B,v, § 2). Les valeurs de Qba

et Qka sont egales quand on somme sur tous les niveaux relais | r >, mais
peuvent differer si la somme est limitee a un nombre fini de niveaux relais.
II est alors important de savoir lequel des resultats est le plus proche du
resultat exact

a) Montrer que les seuls etats discrets qui contribuent aux sommes (1. a)
et (1 .b) dans le cas de la transition Is - 2s, sont les etats np, m = 0 (on
nSgligera le spin de Felectron).

b) Evaluer la contribution de 1'etat discret np, m = 0 aux sommes (1. a)
et (1 .b). On ecrira cette contribution sous la forme

pour la somme (2. a) et une expression analogue ou Jn est remplace par
J'n pour la somme (2. b) (aQ etant le rayon de Bohr et Et 1'energie d'ionisa-
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tion de 1'atome d'hydrogene). On exprimera les quantites sans dimension
J'n et Jn en fonction de n et des integrates radiales

faisant intervenir les fonctions d'ondes radiales de 1'atome d'hydrogene
(voir la fin de Penonce).

c) Comparer les valeurs approchees obtenues pour Qba et Qba en ne
tenant compte que d'un seul etat relais, 1'etat 2p, ou de deux etats relais
2p et 3/>. Comparer ces diverses valeurs approchees a la valeur exacte
tenant compte de tons les etats relais du spectre discret et continu (*)

d) Une approximation frequemment utilisee pour calculer des sommes
de la forme (1 .a) ou (1 .b) consiste a remplacer tous les denominateurs
d'energie fi(co — eorfl) par un seul que Ton notera xEt ou x est une quantite
sans dimension. Montrer que Qba et Qba sont alors respectivement propor-
tionnels a < 2s \ r2 \ Is > et < Is \ p2 \ Is >.

On prend x = — 0,5. Ce choix vous semble-t-il raisonnable ? Calculer
alors Qba et Qba et comparer les resultats obtenus au resultat exact.

Donnees sur 1'atome d'hydrogene

— Energje d'un etat nlm: En = — E,/n2

— Quelques fonctions d'onde radiales

— Quelques integrates radiales (**)

(*) F. Bassani, J. J. Forney et A. Quattropani, Phys. Rev. Lett., 39, 1070(1977).

(**) H. A. Bethe et E. E. Salpeter Quantum mechanics of one and two electron atoms, (§ 63),
Springer-Verlag (1957).
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Solution

a) L'operateur vectoriel r ne peut coupler un niveau .v(/ = 0) qu'a un niveau p(l = I).
Les niveaux r des sommes (1 .a) et (1 .b) sonl done necessairemenl dcs niveaux p. Le calcul
de 1'element de matrice < r \ z \ a > se decompose en un produil d'une integrate radiale el
d'une integrate angulaire qui est difierente de 0 seulement pour m = 0. Plus precisement,
dans le cas d'un niveau relais discret

De facon identique, nous trouvons

b) La contribution d'un niveau relais a la somme( 1./>)est

Le produit des elements de matrice se calcule a parlir de (7) el (8). Pour calculer le denomina-
teur d'energie,rappelons la condition de resonance a deux photons

d'ou fna = 3 E,/S. Comme fi(ara = — (EJn2) + E,, nous pouvons reecrire(9) sous la forme

En identifiant cette expression avec la formule (2) de I'enonce, nous obtenons

Entre un element de la somme(l .b) et ('element correspondanl de la somme (1 .a), il y a un
facteur multiplicatif (iohr a>ra/<o2). Les relations EH = — E,jn2 el Tu» = 3 £;/8 permettenl
de calculer ce facteur

et d'obtenir

c) Pour calculer Jn et J'n (n valant 2 ou 3), nous calculons les inlegrales radiales necessaires
en ulilisant (6.a) et (6.b). Nous trouvons R2£ = 1,29, R?(] = 0,52 et R}<\ = 3,06, R^ etanl
donnepar(6.c).Enportantcesvaleursdans(12)et(14),noustrouvonsJ2 = 17,9,j; = - 3,1
alors que J2 — 0 et J3 = 2,7.

Nous avons dans le tableau suivant rassemble ces resullats ainsi que ccux obtenus en ajou-
tant la contribution d'autres niveaux relais np afin d'eclairer la discussion.
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Tableau. — Etude de la contribution des niveaux relais a /'amplitude de transition
a 2 photons entre les niveaux Is et 2s.

Point de vue A • p Point de vue E • r

Resultat exact (incluant les niveaux
du continuum) 11,8 11,8

1 niveau relais 2p 0 17,9

2 niveaux relais 2p, 3p 2,7 14,8

3 niveaux relais 2p, 3p, 4p 3,6 14,1

10 niveaux relais discrets 2p, 3/>
\\p 4,5 13,5

II apparait clairement sur ce tableau que, si on se limite a une somme partielle, les resullats
les plus satisfaisants sont obtenus dans le point de vue E • r. Par exemple, J'2 + J'3 ne differe
du resultat exact que d'environ 25 %. Notons que dans le point de vue E • r, la contribution
du niveau 2p a un signe oppose a celle des niveaux plus excites. Dans ce point de vue, la somme
sur tous les niveaux discrets est egale a 13,4, la contribution du continuum elanlegale a — 1,6.

Dans le point de vue A • p, la sommation sur deux niveaux relais conduit a un resultat Ires
mediocre, different du resultat exact par presque un ordrc de grandeur. Meme si Ton tient
compte de tous les niveaux discrets, le r6sultat obtenu (4.7) est encore tres different du
resultat exact. Cela tient & la contribution du continuum (7.1) qui est predominante dans
ce point de vue a cause du facteur w^ o>ra w2 qui favorise les niveaux tres excites et
entraine une convergence beaucoup plus lente de la sommation sur les niveaux relais.

d) Lorsque tous les denominateurs d'energie sont remplaces par .v/s',, Q'ha devient

puisque les niveaux | b > et | a > sont des etats A el done invariants par rotation.
Pour utiliser de facon analogue la relation de fermeture dans le cas de Qha, il suffit d'expri-

mer Felement de matrice < r \ z \ a > en fonction de < r |p. \ a > a Paide de (B.43). Nous
trouvons alors

ou encore

puisque Pelement de matrice de //„ = (p2/2 m) — (^2/4 m:0 r) est nul enlrc les etats orthogo-

naux Is et 2s.
Pour les niveaux relais discrets, les denominateurs d'energie varienl enlre — 3 £,/8 pour

n = 2 et — 5 £,/8 pour n = oo, la valeur — 0,5 E, semble done un compromis raisonnable.
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Notons cependant que cette approximation entraine une surevaluation de la contribution
des niveaux relais du continuum pour lesquels les denominateurs d'energie sont en module
plus grands que 5 £,/8(et a fortiori que 0,5 E,).

En prenant x = — 0,5 et en utilisant les fonctions d'onde radiaies (5.a) et (5.bX nous
trouvons a partir de (15) et (17)

Si on compare ces resultats approches au resultat exact (4), on constate que ('amplitude
obtenue dans le point de vue E • r est deux fois trop petite alors qu'elle est deux fois trop
grande dans le point de vue A • p. Dans les deux cas, I'utilisation d'un denominateur d'energie
unique augmente la contribution des niveaux relais les plus excites (et en particulier ceux du
continuum). Dans le point de vue E • r, la contribution de ces niveaux a un signe oppose a la
contribution predominante du niveau 2p. II est done normal que le resultat obtenu dans cette
approximation soil plus petit que le resultat exact. En revanche, dans le point de vue A • p,
les contributions etant de meme signe, on surestime le resultat en prenant un denominateur
d'energie unique egal a 0,5 E, (il est bien sur possible, connaissant le resultat exact, d'ameliorer
le resultat approche en changeant le denominateur, mais le choix, a priori, d'un denominateur
deux fois plus grand ou deux fois plus petit n'est nullement evident).

En conclusion, pour le probleme precis etudie dans cet exercice, la meilleure des approxi-
mations envisagees consiste a faire le calcul dans le point de vue E • r en retenant les premiers
niveaux intermediaires discrets.

3. HAMILTONIEN DIPOLAIRE ELECTRIQUE POUR UN ION COUPLE A UN CHAMP
EXTERIEUR

Le but de cet exercice est de montrer que, si un systeme localise de
charges couplees a un champ exterieur n'est pas globalement neutre
(cas d'un ion), des termes nouveaux apparaissent dans 1'hamiltonien
dipolaire electrique qui peut etre utilise pour decrire un tel systeme. Ces
termes decrivent le couplage du mouvement de la charge globale de 1'ion
avec le champ exterieur.

Les diverses particules a de charge qa et de masse ma formant un ion
de charge totale

sont localisees autour du centre de masse

de cet ion dans un volume d'extension spatiale a. Cet ion interagit avec un
champ exterieur decrit par le potentiel vecteur Ae(r, /). L'approximation
des grandes longueurs d'onde (A > a) consiste a remplacer Ae(ra, /) par
Ae(R, t) dans 1'hamiltonien de 1'ion qui s'ecrit alors
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d) On considere la transformation unitaire

est le moment dipolaire electrique de 1'ion par rapport au centre de masse.
Calculer 7X0 pa T

+(t). On tiendra compte du fait que R depend de ra
dans T(0, mais on negligera les derivees spatiales de Ae(R, t) qui intro-
duisent des corrections d'ordre superieur en a/L

b) Calculer 1'hamiltonien H'(i) qui decrit 1'evolution temporelle dans
le nouveau point de vue. Quelle est Interpretation physique des termes
nouveaux qui apparaissent par rapport au cas d'un systeme globalement
neutre (Q = 0) ?

Solution

a) Les formules (4) et (5) generalised les expressions (3) el (4) du complement A1V. Au lieu
d'etre reperees par rapport a un point fixe, pris pour origine des coordonnees, les diverses
charges 4, sont reperees maintenant par rapport au centre de masse R. Comme R figure dans
1'expression (4) de T(t) et que R depend, d'apres (2.a), des ra qui ne commutenl pas avec pa,
la formule (2) du complement A,v n'est plus valable et doit etre remplacee par

Nous avons utilise (1) et neglige les termes provenanl de Vra A.XR, /)* qui sonl d'un ordre
superieur en a/X.

b) L'hamiltonien qui decrit 1'evolution temporelle dans le nouveau point de vue est egal a

Les equations (3) et (6) donnent
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ou

est 1'impulsion totale du systeme de charges. Quant au dernier terme de (7), un calcul analogue
a celui du complement A,v donne, compte tenu de (5)

Finalement, en ajoutant (8) et (10), on obtienl

Les deux derniers termes de (11) sont nouveaux par rapport a I'expression (8) de AIV. Us
n'existent que pour un ion et s'annulenl si Q = 0. Us ne dependent que dcs variables R, P
du centre de masse. Us decrivent I'interaction avec le champ exterieur A,, d'une particule
fictive de masse Af, de charge Q, de position R, compulsion P.

4. DIFFUSION D'UNE PARTICULE PAR UN POTENTIEL EN PRESENCE D'UN
RAYONNEMENT LASER

Une particule chargee, diffusee par un potentiel statique V(v) et inter-
agissant simultanement avec un rayonnement laser, peut absorber (ou
emettre de maniere stimulee) plusieurs photons laser au cours du pro-
cessus de diffusion. Le but de cet exercice est de montrer comment la
transformation de Henneberger permet de calculer simplement de tels
processus a 1'ordre le plus bas en F(r) (*).

Une particule de charge q, de masse m, interagit d'une part avec un
potentiel statique F(r), localise pres de 1'origine, et d'autre part avec un
rayonnement incident monochromatique considere comme un champ
exterieur. Ce dernier est decrit par le potentiel vecteur Ae(r, /) (le potentiel
scalaire Ue(r, t) est nul). On negligera I'interaction de la particule avec les
modes vides du champ electromagnetique et on supposera la longueur
d'onde du rayonnement incident grande devant la portee du potentiel
statique K(r). L'hamiltonien de la particule s'ecrit alors (dans le cadre de
1'approximation des grandes longueurs d'onde)

avec

(rayonnement incident d'amplitude A0, de frequence a> et de polarisation
e2)-

(*) Voir Y. Gontier et N. K. Rahman, Lett, al Nuov. dm., 9, 537 (1974); voir aussi N. M.
Kroll et K. M. Waston, Phys. Rev., A 8,804(1973).
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a) On effectue la transformation unitaire

avec

Soient 11^(1)(0 >et | ^<2)(/) > = T(0 | iA(1)(') > les vecteurs d'etat decrivant
respectivement 1'etat du systeme dans 1'ancien et le nouveau point de vue.
Donner Pexpression de Phamiltonien H(2} decrivant revolution de
| ^(2)(/) >. Montrer que //<2) peut s'ecrire

H«\t) = T- + P(r, /) (4)2. m

et donner 1'expression de V(r, t).
b) Interpreter physiquement £(/). En deduire une interpretation « geo-

metrique » de la transformation (3.a). Quelle est, dans la nouvelle repre-
sentation, la signification physique de 1'operateur r (multiplication par
x, y, z) ?

c) Developper le nouveau potentiel K(r, /) en serie de Fourier tempo-
relle sous la forme

Exprimer Vn(r) comme une integrale faisant intervenir la transformee de
Fourier spatiale T^(k) de V(r) et la fonction de Bessel d'ordre n, Jn. On
rappelle que

d) On s'interesse dans cette question a la partie statique K0(r) du deve-
loppement (5) de V(r, t). On se limite de plus au cas d'un potentiel cou-
lombien V(r) = — q2/4 ne0 r.

A. 1'aide de 1'equation de Poisson, determiner la repartition des charges
electrostatiques que Ton peut associer au potentiel K0(r) ? On pourra
utiliser la relation

Quelle est 1'interpretation physique du resultat obtenu ?
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e) On s'interesse maintenant au probleme de la diffusion d'un electron
par le potentiel K(r) en presence du champ exterieur Ae(r, t). L'electron
passe d'un etat initial d'energie Et et d'impUlsion pf a un etat final d'energie
Ef et d'impulsion p^

En appliquant les resultats de la theorie des perturbations dependant
du temps au premier ordre, montrer a partir du developpement (5) que les
energies finales possibles Ef associees a une energie initiale donnee £,
forment une serie de valeurs discretes reperees par un entier relatif n.
Interpreter physiquement un tel resultat.

/) Calculer, au premier ordre en V(r\ 1'amplitude de diffusion associee
a un transfer! d'energie et d'impulsion donne. Que deviennent les ampli-
tudes de diffusion elastique (Ef = £,) et inelastique (Ef ^ E^ lorsque
^ o - O ?

g) A partir des resultats precedents, pouvez-vous obtenir sans calcul
une expression de la section efficace differentielle de diffusion (dff/dQ)i_tf

pour un processus inelastique associe a 1'une des energies Ef de la serie
definie dans la question (e) ? On rapportera cette section a la section
efficace differentielle elastique (d <r/d£2)0 associee a un electron diffuse par le
potentiel V(r) en 1'absence de tout champ exterieur. On ne cherchera pas a
determiner (dff/di2)0.

Solution

a) Comme F(t) depend de /, le nouvel hamiltonien //(2) s'ecrit

Comme dF/dt commute avec F, le dernier terme de (8) est egal a

c'est-a-dire encore, d'apres (3 .c) et (2), a

Par ailleurs, T(t) est un operateur de translation pour r

T(OrT + (0 = r + ^(0 (II)

de sorte que le premier terme de (8) s'ecrit, d'apres (1)

Finalement, la somme de (10) et (12) donne

La transformation T(t) n'est autre que la transformation de Henneberger etudiee dans le
paragraphic B.4, le dernier terme de (3.b) permettant de faire disparaitre </2A^(0, t)/2m
(qui se reduit a un nombre pour un champ exterieur).
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b) Comme nous 1'avons vu dans le paragraphe B. 4, £(/) represente le mouvement de vibra-
tion de la particule dans 1'onde incidente. Dans la nouvelle representation, 1'operateur r
represente la position moyenne de la particule autour de laquelle elle efTectue le mouvement
de vibration decrit par £(<)• Sous 1'efTet de 1'onde incidente, la particule explore done le poten-
tiel statique autour du point r sur un intervalle caracterise par £(<). Cest ce qu'exprime le
dernier terme de (13).

c) Soit T^(k) la transformee de Fourier spatiale de K(r)

Remplacons dans (14) r par r + £(/) et utilisons (3. c) et (6). II vient

avec

ou nous avons pose

A cause de sa vibration a la frequence a> dans le potentiel V(r), la particule « voit » un poten-
tiel periodique en f, dont (15) donne le developpement en serie de Fourier.

d) SiK(r) = - q2/4 ne0 r, ^(k) = - q2/(2n)3'2 e0 £
2,desorteque,d'apres(16)

^o(r) = - ^ (T^3 |d3^ p ̂ o(k ' ^o) eik" . (18)

Soit p0(r) la densite de charge effective qui creerait, pour la particule de charge q, 1'energie
potentielle V0(r), p0(k) la transformee de Fourier de pe(r).L'equation de Poisson A(K0/q) =
— p0/e0 s'ecrit dans 1'espace reciproque p0 = c0 k

2 ^/q ou T^0(k) est la transformee de
Fourier de VQ(r). Comme TT0 est donne par (18), on en deduit

et par suite

ou ^0 = qA0/m<j> est 1'amplitude maximale de la vibration. II suffit alors d'utiliser (7) pour
obtenir (*)

(*) W. C. Henneberger, Phys. Rev. Lett., 21, 838 (1968).
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Pour interpreter (20), notons que dans son referentiel au repos, la particulc voit la charge
— q, creant le potentiel V(r\ osciller a la frequence in le long de Oz avec une amplitude £0.
L'expression (20) donne la charge statique apparente associee a cette charge — q oscillante.
Elle est bien sur localisee sur 1'axe Oz. Par ailleurs, la fonction de z ecrite en (20) n'est autre que
la densite de probabilite classique de trouver la charge — q en un point z de I'axe Oz, qui
diverge bien sur aux points de rebroussement — £0 et + <!;„, puisque la vitesse de la charge
— q est nulle en ces points.

e) D'apres la theorie des perturbations dependant du temps au I1'1 ordrc, 1'amplitude de
transition d'un elat initial | y>t > d'energie E-t vers un ctat final | ipf > d'encrgie Kf est propor-
tionnelle a la transformee de Fourier de < <pf \ V(r, t) \ </>, > evaluec a la frequence (Ef - /;,)//z.
Comme K(r,/) est une somme d'exponentielles e"""1", 1'amplitudc dc transition ne sera
importante que pour

avec n entier positif, negatif ou nul. Le cas n > 0 correspond a Tabsorption de n photons inci-
dents par la particule au cours du proccssus de diffusion, Ic cas n < 0 a remission stimulee dc

• n photons (*).

/) L'amplitude de diffusion { p, = ^k,-, £ , -}->{ p/ = /?kp Ef } avec absorption de
u photons incidents vaul

ou T est la duree de la collision. L'integrale sur / de (22) donnc 2 nh SP\Ef — £, — nhu>).
Quant a 1'element de matrice de Vn(r) \\ est proporlionnel a

A cause de la conservation de 1'energie, kf et k{ sont lies par la relation

L'amplitude de diffusion elastique (Ef = E() correspond a n = 0. Comme J0(0) = I, on
retrouve bien, a la limite £0 -» 0,1'amplitude de Born V(\if — k,) (avec | kf \ = | k,-1). Pour
n ^ 0, JB(0) = 0 et les amplitudes de diffusion inelasliquc lendcnt vers zero avec A0 comme
AQ. L'existence de termes d'ordre n quelconquc en A0 montrc le caraclere non perturbalif
vis-a-vis de A0 d'un tel calcul.

g) Soit (d ff/dfl)0 la section efficace differentielle en ('absence de champ exterieur. (d ff/dQ)0

est proportionnelle a | ̂ (kf — k,-) |2 et a la densite d'elals finals p(Ef = £,). En presence de
champ exterieur, et pour le processus ou n photons sont absorbes au cours de la diffusion,
il faut remplacer *r(kf — k,) par (23). D'autre part, comme Ef ^ E, a cause de (24), la densite
d'etats finals est differente. Comme p(E) est proportionnelle a ^/E pour une particule de
masse m, on a done

(*) Une observation experimentale de ces processus est presentee dans A. Weingarlshofer
et a/., Phys. Rev. Lett., 39, 269 (1977).
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5. EQUIVALENCE ENTRE LES HAMILTONIENS D'INTERACTION EN A • p ET
Z • (VK) POUR LE CALCUL DES AMPLITUDES DE TRANSITION

On considere une particule liee au voisinage de 1'origine par un poten-
tiel statique K(r). Cette particule interagjt egalement avec un champ
electromagnetique exterieur decrit par un potentiel vecteur dont la valeur
a 1'origine est :

ou A(i) est une fonction lentement variable du temps.
L'hamiltonien de cette particule dans le point de vue de Henneberger

(voir § B.4) est, a 1'approximation dipolaire electrique, egal a

devolution de A(t) etant supposee lente, on pourra prendre :

On utilisera dans la suite la decomposition de H(2} en un hamiltonien
des particules H0

et un hamiltonien d'interaction avec le champ electromagnetique H\ =
H(2} — H0. Le but de cet exercice est de montrer que Felement de matrice
de transition (a un photon ou deux photons) est, a resonance, le meme
dans ce point de vue que dans le point de vue habituel ou 1'hamiltonien
d'interaction est en A • p (*).

a) Calculer le developpement de H\ a 1'ordre 2 inclus en q.

b) Demontrer, en utilisant le commutateur [pz, //0], la relation

liant les elements de matrice de dV/dz et ceux de/?z (| a > et | b > sont deux
etats propres de H0 de valeurs propres Ea et Eh, avec na)ha = Eh — Ea).
En deduire que, dans le cas d'une transition resonnante a un photon, les
elements de matrice de transition sont identiques dans les deux points
de vue.

c) Dans le cas d'une transition a deux photons, 1'amplitude de transi-
tion est proportionnelle a 1'element de matrice Qhil d'un operateur efiectif
reliant le niveau initial au niveau final (voir complement Biv, § 2 .a). Dans

(*) W. C. Henneberger, Phys. Rev. Lett., 21, 838 (1968).
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le point de vue A • p, cet element de matrice s'ecrit

Expliquer pourquoi cette expression doit etre remplacee par

si les calculs sont developpes dans le point de vue de Henneberger.
d) En utilisant la relation (5) et le commutateur [pz, dV/dz] montrer

directement 1'egalite Qba = Q"a dans le cas d'une excitation a deux photons
resonnante (on pourra s'inspirer de la demonstration du § 2. c du com-
plement B,y).

Solution

a) Le developpement de v( x, y, z + — Z.(0, /) J a 1'ordre 2 en q

donne pour H\

b) Partons de I'6galite

et calculons les elements de matrice des deux membres de (10) entre deux elats propres

En divisant les deux membres de cette egalile par (— i/;), nous trouvons la relation (5) de
Penonce.

Dans le point de vue habituel, Tamplitude de transition S,,n esl proportionnelle a Mha =
— q(P;)bJm(V01T(7-a) et (7.b), complement BIV). Dans le point de vue dc Henneberger, on
obtient pour 1'amplitude de transition Sha une formule identique a la formule (7.a) du com-
plement B,v, mais 1'element de matrice qui intervient esl, compte lenu de (3) et (9):

En effet, des trois termes de (9), seul le terme lineaire en q a une composanle oscillant en e"'""
pouvant induire une transition a un photon. La relation (5) entraine

qui est manifestement egal a Mha a resonance ((ohn = r«).

c) Dans le nouveau point de vue, il y a deux contributions a Tamplitude dc transition a
deux photons. La premiere contribution fait intervenir le premier lerme de (9) (operateur a un
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photon) au 2e ordre et correspond a 1'absorption successive de deux photons avec passage
intermediate de 1'atome dans des niveaux relais r. Le calcul de cette contribution se fait en
remplasant - (q/m) ps(A(t) e-i<0')/2 par (q/m)(dV/d:) (A(t) e~'"")l2 iw dans la formule (9)
du complement BIV et conduit done, compte tenu des formules (15) de ce meme comple-
ment, a

II y a une seconde contribution a 1'amplitude de transition, qui provient du second terme de (9)
(operateur a deux photons au ler ordre), et qui correspond a une absorption simultanee de
deux photons. La contribution S^ de ce terme se calcule par la theorie des perturbations
au premier ordre en ne conservant que la composante oscillant en e~2'"" dans Z.2(0, /) et
conduit a :

d'ou nous deduisons

Le dernier terme de (9) ne contribue pas a la transition a deux photons puisque c'esl un
nombre. La somme de (14) et (16) coincide avec la formule (7) de Tenoned et permet d'etudier
la transition a deux photons dans le nouveau point de vue.

d) Appelons D' la difference

L'identite (5) permet de reecrire D' sous la forme

Or, dans le cas d'une transition resonnante a deux photons (voir formule (25) du comple-
ment BIV)

En portant (18) dans (17.b), nous trouvons

Considerons maintenant le commutateur

dont nous prenons les elements de matrice entre | b > et | a > :

(21)

La relation (5) permet de transformer (21) en



354 Exercices E,v.6

qui peut encore s'ecrire puisque whr = 2 la — ujra

La comparaison de (19) et (23) donne alors :

Consid6rons enfin Q"a — Qba. Compte tenu des relations (6) el (7) et la definition (17.a) de D',
nous avons

expression qui est nulle d'apres(24).
II est done theoriquement indifferent pour calculer une transition a deux photons d'uliliser

les formules(15.b) ou(18.b) du complement B,v dans les points de vue A • p et E • r, ou la
formule(7) dans le point de vue de Henneberger a condition, bien entendu, de faire la somma-
tion sur tausles niveaux relais. II faut cependanl noterque, par suite du rapport (— to^ wr(I/o>2)
entre les contributions de chaque niveau relais r dans le premier terme de (7) el (6), la somma-
tion sur les niveaux relais dans le nouveau point de vue converge encore plus lenlement que
dans le point de vue A • p qui etait deja, pour le probleme de I'absorplion a deux photons
entre niveaux discrets, moins bien adapte que le point de vue E • r(voir exercice 2).

6. REPONSE LINEAIRE ET SUSCEPTIBILITE ; APPLICATION AU CALCUL DU
RAYONNEMENT D'UN DIPOLE

Soit un systeme d'hamiltonien //0, dont Fetat d'equilibre est decrit par
1'operateur densite peq (peq commute avec //0). On soumet ce systeme
a une perturbation

ou k(t) est un parametre dependant du temps et M une observable du
systeme. Le but de 1'exercice est de calculer la reponse lineaire (*) du sys-
teme a cette perturbation, telle qu'elle apparait sur revolution des valeurs
moyennes d'autres observables, et d'appliquer ce resultat au champ
electromagnetique.

Soit p(i) 1'operateur densite decrivant le systeme perturbe a 1'instant /.
a) Determiner 1'equation d'evolution de 1'operateur densite en repre-

sentation interaction

en fonction de 1'operateur M en representation interaction

(*) Voir par example P. Martin in Many Body Physics, Les Houches, 1967, edited by C.
de Witt and R. Balian (Gordon and Breach, 1968).
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b) Integrer 1'equation du mouvement de p, au premier ordre en K,
en supposant que le systeme etait dans Petat pcq a / = -co. Montrer
que la valeur moyenne d'une observable N a 1'instant / dans Petat perturbe
calcule au premier ordre en V peut s'ecrire sous la forme

ou < N >eq est la valeur moyenne d'equilibre de N (dans Petal non perturbe
peq), et ou XNM est ^a moyenne d'un operaleur dans 1'etat d'equilibre pcu.
Donner 1'expression de

c) L'hamiltonien d'un champ quantique couple a une source classique
constituee par un dipole electrique classique d(/) localise pres de Porigine 0,
dans une region d'extension a, peut s'ecrire (voir complement AIV, § 3b)

ou HR = £ noj^af at + 1/2) est Phamiltonien du rayonnemenl et ou
i

D'(0) est Pinduction electrique en 0. On rappelle que

coincide avec le champ electrique total en dehors du systeme de charges.
En utilisant les resultats de la question precedente et les commutateurs

calcules dans le complement Cm, calculer la valeur moyenne du champ
electrique total rayonne par le dipole en un point r tel que r > a.

Exprimer ce champ en fonction des composantes du dipole, de sa vitesse
et de son acceleration. Montrer que le champ rayonne au loin est relie
a Pacceleration du dipole.

d) Appliquer les resultats precedents au cas ou le dipole est oscillant :

Comparer au resultat de Pexercice 6 du chapitre I.

Solution
a) Derivons par rapport au temps 1'equation (2)

La vitesse de variation de p(t) est donnee par 1'equation d'evolution de la malrice densite
sous 1'action de 1'hamiltonien perturbe HQ + V(t)
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Ceci donne pour le dernier terme de (8)

exp

d'ou

La condition initiate estdonnee par p(t) -» peq pour/ -» — GO. Commepeq commute avec//0,
on en deduit

b) Si -1(0 reste identiquement nul, dp,/d/ Test aussi et

A 1'ordre 1 en A, on peut remplacer p,(t) par p^ dans ('equation (11) qui s'ecril alors

et s'integre en

Revenons a p(t) en utilisant (2) et le fait que peq commute avec H0

On peut etendre 1'integrale sur /'jusqu'a 4- oo, en multipliant 1'integrant par la fonction de
Heaviside 6(t — /') qui est nulle pour t' > t.

Prenons la moyenne de 1'observable N a 1'instant /. II vient:

ou

Utilisons 1'invariance de la trace par permutation circulaire des operateurs dans le deuxieme
terme
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Remarquons que M,( — t) n'est autre que 1'observable M ayant evolue dans le point de vue de
Heisenberg de 0 a — T sous 1'action de H0 (evolution libre). Ainsi, %NU est la moyenne dans
1'etat peq d'un commutateur faisant intervenir des operateurs non perturbes pris a des instants
differents (N a 1'instant 0, M a 1'instant — i auparavant). L'expression (17) montre que XNM
definit la reponse lineaire du systeme dans 1'etat p^ a une perturbation faible. Cest done une
susceptibilite lineaire.

c) Nous cherchons la reponse lineaire du champ a la perturbation causee par son couplage
au dipole classique d(i). Cette reponse est mesuree sur les composantes du champ electrique
total E'(r), en un point r situe bien en dehors de la region d'extension a autour de I'origine ou se
trouvent les charges constituant le dipole.

II a etc montre dans le complement AIV qu'on a alors :

ou D' est 1'induction electrique donnee par 1'expression (6). On peut done appliquer la theorie
de la reponse lineaire de la question b) en prenant

Remarquons d'abord que, d'apres 1'expression (6), la moyenne de D'(r) dans le vide est nulle.
II reste alors le deuxieme terme de (17) qui s'ecrit ici:

L'expression (6) montre que 1'expression mathematique de D'/c0
 es^ dans le nouveau point

de vue, identique a celle de E± en jauge de Coulomb. L'hamiltonien du rayonnemenl HR est
egalement le meme dans les deux cas. II en resulte que la valeur du commutateur de 1'expres-
sion (23) est identique a celle du commutateur des composantes de Ex calcule dans le com-
plement C,,,(voir formule(22)), ou Ton fait f j = r, / t = 0; r2 = 0, /2 = — r. II vient:

Les fonctions ayant r + cc comme argument ne contribuent pas car 0(r) vaut 0 pour T = — r\c.
Portons (24) dans (22), et utilisons les proprietes de la fonction 5 et de ses derivees
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II vi*»nt silrtrc

A grande distance, seul subsiste le terme en !//• qui decrit le champ rayonne. II esl propor-
tionnel a ('acceleration du dipole, ou plutot a la parlie de cede derniere orthogonalc au rayon
vecteur r.

cf) En appliquant la formule(26) au cus oil le dipole csl donnc par(7), on oblienl, en posanl

*o = wo/f :

On retrouve ainsi le resultat de 1'exercice 6 du chupilre I (formule( 14)): la moyenne du champ
quantique est identique au champ classique.

7. DIFFUSION NON RESONNANTE : VERIFICATION DIRECTE DE L'EGALITE DES
AMPLITUDES DE TRANSITION CALCULEES DANS LES POINTS DE VUE A • p
ETE • r

On considere un electron lie au voisinage de i'origine par un potentiel
statique K(r). Get electron peut passer d'un etat | a > d'energie Ea a un etat
| a' > d'energie Ea, dans un processus de diffusion, au cours duquel un
photon incident de vecteur d'onde k et de polarisation c est absorbe et un
photon k' c' est emis dans un mode different (k ^ k'). On riotera ( ( / > , . > =
| a, kc > et | <pf > = | a', k' e' > les etats initial et final du systeme global
d'energies Et = Ea + Hco et Ef — Ea. + tio) (il n'y a pas de photons
dans les autres modes et | ke > = a£

+(k) | 0 >, | 0 > etant le vide de pho-
tons). On supposera que le processus de diffusion est non resonnant,
c'est-a-dire qu'il n'existe pas de niveau atomique discret | b > dont 1'energie
Eb soit egale a E{. Le but de 1'exercice est de montrer que I'eJement de
matrice de transition au deuxieme ordre en charge electrique q

a meme valeur dans le point de vue A • p et dans le point de vue E • r
sur la couche d'energie, c'est-a-dire lorsque Et = Ef (*). (E(, Ef et Ej cor-
respondent a 1'energie du systeme global atome + rayonnement.) A

(*) Voir egalement Dirac (§ 64).
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1'approximation dipolaire electrique, les hamiltoniens d'interaction sont
dans chacun des points de vue :

les champs quantiques en R = 0 etant

a) Calculer T ,̂. dans le point de vue E • r a 1'ordre 2 en charge elec-
trique q. Montrer que le resultat obtenu est de la forme

ou C est une constante que Ton calculera et ou la somme porte sur les
niveaux electroniques | b >.

b) Calculer au meme ordre en charge electrique T>y, en utilisant Fhamil-
tonien d'interaction Ht donne en (2.a). On notera ^/,(2) la contribution
du terme quadratique de H, et t>fi(\)-\a. contribution du terme lineaire
au second ordre.

c) Soit D la quantite

Montrer que, lorsque Ea. + Ha)' = Ea + fioj, D est egal a :
*

(on pourra au prealable verifier que a)a,b o)ba + axo' = (a> — ojha) x
(0)' + O) J).

d) En deduire que les valeurs de "6^ obtenues aux questions a) et b)
sont egales sur la couche d'energie.

Solution

a) Dans le point de vue E • r, 1'hamiltonien d'interaclion (2. b) est lineaire en a el a + et ne
peut done coupler directement | </>,-> a | <pf >. Le passage de | <pt, > a | <pf > se fail done exclusi-
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vement via un etat intermediaire (second terme de (1)). Cel etat | q>j > peut etre un etat a
0 photon | b, 0 > ou un etat a deux photons | h, ke, k' c' ). Dans le premier cas, il y a absorption
du photon ke puis emission du photon k' e', 1'energie E} du niveau intermediaire etant Eb.
Dans le second cas, remission du photon k' e' precede 1'absorption du photon ke et 1'energie
Ej du niveau intermediaire est (Eh + Tito + fiui').

Calculons maintenant < b, 0 | H\ | a, ke >. En utilisant (2. b) et (2. d) il vient:

| ke ) etant egal a o£
+(k) | 0 ), nous obtenons en utilisant le commulateur

Considerons

Le calcul des elements de matrice < b, ke, k' e' | H', \ a, ke > el < a', k' c' | //,' | A, ke, k' e' >
se fait de facon identique, ce qui donne finalement pour H'fi

Cette formule coincide avec celle de Tenonce si Ton pose

(Nous avons suppose qu'aucun denominaleur de (10) ne peul s'annuler ce qui permet de
prendre e = 0 dans la formule (1).)

b) Contrairement a la situation precedente, il est maintenant possible de coupler directe-
ment | q>(,) a | cpf > en utilisant le terme quadralique en q de //,. Calculons celte premiere
contribution a 1yfi notee T»y,-(2). Comme A2(0) est un nombre vis-a-vis des particules,
il est clair d'abord que (y,-(2) est proportionnel a c)0. „. Pour calculer relemcnt de matrice, il
suflit de conserver dans A2(0), exprime a Taide de (2.c), les produits «£|(k'|)^.(k^) et
tf£;.(k^') «£t(k2). Apres integration sur k^' et k"2 nous obtenons en utilisanl (7):

Le second terme TY,.(|) fait intervenir une somme sur les niveaux intermediaires | q>j >. Ce
second terme se calcule comme T>}(. dans la question a) en remplacanl - qr • E par - <yp • A/m.
En utilisant I'expression (2 .c) de A(0), on trouve :

La relation (B.43) reliant les elements de matrice de (p • c) a ceux de (r • c) permel de trans-
former (13) en
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c) Pour verifier

notons que lorsque Ea. = Ea + h(ca — eo'), on peut remplacer caa.b par

dans le premier terme de (15) et identifier les deux membres de (15).
L'equation (15) pennet alors de reecrire(4) sous la forme :

Or, sur la couche d'energie, co — u>ba = w' + u>a.b. En transformanl le second terme du
crochet a 1'aide de cette egalite, nous trouvons :

apres avoir, a nouveau, utilise (B.43) pour ecrire la seconde somme sur | b >. Compte tenu
de la relation de fermeture, il vient alors :

Le premier commutateur est nul et le second est un nombre egal a iht • c' ce qui conduit a la
formule (5) de 1'enonce.

d) En utilisant (4), (10), (12) et (14), nous pouvons ecrire

L'egalite (5) donne alors

La matrice de transition sur la couche d'energie est done la meme dans les points de vue
A • p et £ • r. Notons que la demonstration de cette egalite ne suppose rien sur les valeurs de
QJ et to', a Fexception de 1'approximation des grandes longueurs d'onde et de 1'absence de
niveaux atomiques resonnants. Le resultat precedent peut done etre applique a divers pro-
blemes comme la diffusion Rayleigh, la diffusion Thomson ou la diffusion Raman.
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CHAPITRE V

Introduction a la formulation covariante
de 1'electrodynamique quantique

Ce dernier chapitre a pour but de dormer au lecteur un premier apergu
sur I'electrodynamique quantique relativiste, et d'introduire les notions
necessaires pour 1'etude d'ouvrages plus avances dans ce domaine.

Jusqu'ici, nous avons, en choisissant la jauge de Coulomb, delibere-
ment renonce a ecrire des equations manifestement covariantes pour le
champ electromagnetique. Nous avons egalement traite la dynamique
des particules de maniere non relativiste. Une telle approche est suffisante
pour la physique des basses energies tout en simplifiant au maximum le
formalisme theorique.

Nous revenons maintenant sur ces deux points el nous essayons de
donner une idee sur d'autres approches plus elaborees qui sont indis-
pensables a haute energie (particules rapides ou photons incidents de
frequence elevee devant ma c

2jh\ ou pour 1'etude des corrections radia-
tives (emission et reabsorption virtuelles de photons de frequence elevee,
identification covariante des charges et masses renormalisees). Le present
chapitre traite essentiellement de la formulation covariante de 1'electro-
dynamique classique et quantique en jauge de Lorentz. Pour simplifier,
nous etudierons soit le champ libre (pas de sources), soit le champ en
presence de sources exterieures dont le mouvement est impose. Le
probleme de la description relativiste des particules et de leur dynami-
que sous 1'effet du couplage avec le champ est beaucoup plus vaste et
beaucoup plus complexe. Les particules doivent etre alors considerees
comme des excitations e"lementaires d'un champ de matiere relativiste
quantifie, couple au champ de photons. Nous presentons, dans le
complement Av, une introduction elementaire a la theorie des champs
de Dirac et Maxwell couples en jauge de Lorentz. Nous montrons
6galement, dans le complement Bv, comment il est possible de justifier,
a partir d'une telle the"orie completement relativiste, les hamiltoniens
non relativistes en jauge de Coulomb utilises dans le reste de cet
ouvrage.
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Rappelons tout d'abord la demarche que nous avons suivie au cha-
pitre II pour quantifier 1'electrodynamique. Partant du lagrangien stan-
dard qui conduit aux equations de Maxwell-Lorentz, nous avons elimine
tous les degres de liberte redondants des potentials pour transformer ce
lagrangien en un lagrangien equivalent ou ne figurent plus que des varia-
bles dynamiques essentielles, possedant chacune un moment conjugue.
La quantification canonique de la theorie ne presente alors aucune
difficulte.

Si elle a Favantage de la simplicite, une telle demarche presente cepen-
dant 1'inconvenient de ne pas preserver la covariance manifesto du champ.
Ainsi, meme si elle ne remet pas en cause le caractere relativiste du champ,
1'elimination du potentiel scalaire a brise la symetrie manifeste entre les
quatre composantes du quadrivecteur potentiel. De meme, les variables
dynamiques du potentiel vecteur en jauge de Coulomb, a savoir les compo-
santes transverses jtfe(k) et ^..(k) dans 1'espace reciproque, ne se trans-
forment pas simplement dans une transformation de Lorentz. Or, il
existe des problemes en electrodynamique quantique, comme la renor-
malisation et 1'elimination de quantites divergentes, pour lesquels il est
essentiel de ne manier que des expressions manifestement covariantes.

Nous allons done trailer ici de maniere symetrique les potentiels
vecteur A et scalaire U. L'approche simple du chapitre II doit alors etre
abandonnee. En effet, la symetrie que nous desirons preserver entre A
et U nous interdit d'eliminer les degres de liberte redondants des poten-
tiels au niveau du lagrangien lui-meme, comme nous 1'avons fait dans le
chapitre II. Nous sommes obliges maintenant de considerer A et U
comme des variables dynamiques independantes dans le lagrangien,
possedant chacune un moment conjugue, ce qui conduit, apres quantifi-
cation canonique, a quatre types de photons associes aux quatre compo-
santes du quadrivecteur potentiel. Le probleme de la redondance des
potentiels, que nous avons ainsi ignore au niveau du lagrangien, res-
surgit alors necessairement plus loin, au niveau des solutions des equations
du mouvement, qui ne coincident plus en general avec les solutions des
equations de Maxwell. II faut done introduire, en plus du lagrangien de
depart, une condition supplemental, permettant de selectionner, parmi
toutes les solutions possibles, les solutions physiques interessantes.
L'un des buts essentiels de ce chapitre est precisement de discuter les
problemes soul eves par un tel programme en theorie quantique et de
donner une idee de la maniere dont on peut les resoudre (construction
d'un espace des etats pour le rayonnement avec quatre types de photons
independants, puis caracterisation d'un sous-espace d'etats physiques
au moyen de la condition supplementaire).

Nous commencons (partie A) par introduire un nouveau lagrangien
pour les champs classiques, manifestement covariant, different du lagran-
gien standard dans la mesure ou il doit contenir U pour que U ait un
moment conjugue. Ce lagrangien conduit a des equations du mouvement
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qui ne coincident avec les equations de Maxwell que si une condition sup-
plementaire, a savoir la condition de Lorentz, est imposee aux potentiels.
A partir de ce lagrangien, nous calculons ensuite les moments conjugues
des potentiels et Thamiltonien, ainsi que les variables normales classiques
du champ, c'est-a-dire les variables evoluant independamment les unes
des autres en 1'absence de sources. La quantification canonique de la
theorie precedente est effectuee dans la partie B, les variables normales
devenant les operateurs de creation et d'annihilation de photons trans-
verses, longitudinaux et scalaires. Nous etablissons des expressions
manifestement covariantes pour les commutateurs des potentiels libres
et nous analysons les difficultes soulevees en theorie quantique par la
condition de Lorentz. Nous etudions ensuite (partie C) une solution
possible a ces difficultes consistant a introduire une metrique indefmie
dans 1'espace de Hilbert du rayonnement. Les notions precedentes sont
enfin illustrees sur un exemple simple : 1'effet sur le champ de son inter-
action avec deux charges fixes est etudie, ce qui permet de retrouver
1'interaction de Coulomb et de 1'interpreter comme resultant d'un echange
de photons entre les deux charges (partie D).
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A — ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE
EN JAUGE DE LORENTZ

1. Formalisme lagrangien

a) NOTATIONS COVARIANTES. NOTATIONS ORDINAIRES

Avant de commencer, precisons les notations que nous utiliserons
pour les potentials.

Les « notations covariantes » A11 pour le quadrivecteur potentiel
utilisent un indice grec /i pouvant prendre quatre valeurs, 1, 2, 3 pour
les composantes spatiales, 0 pour la composante temporelle. II convient
alors de distinguer les « composantes contravariantes » A11 (indice en
haut) des « composantes covariantes » Afl (indice en has), reliees par :

ou g^ est le tenseur diagonal (g00 = + 1, cju = c/22 = y33 = - 1).
Les notations ordinaires pour le polentiel vecteur, Aj, utilisent un

indice latin pouvant prendre les valeurs A% y, z. Pour le polentiel scalaire U,
nous utiliserons egalement la notation :

de maniere a avoir un potentiel de meme dimension que le potentiel
vecteur. La position superieure ou inferieure des indices /el .v n'a aucune
importance dans Aj et As.

Donnons enfin les equations reliant les diflerenles composantes qui
viennent d'etre introduites :

6) CHOIX D'UN NOUVEAU LAGRANGIEN POUR LE CHAMP

Dans le lagrangien standard (donne par Texpression (B.5) du cha-
pitre II), le potentiel scalaire U n'a pas de moment conjugue puisque
dy/dUest identiquement nul. Si nous voulons trailer de fagon symetrique
U(r) et Aj(r), il faut modifier le lagrangien standard de maniere que U(r) ait
un moment conjugue. Cette propriele devanl elre, a priori, vraie pour le
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champ libre, il faut a coup sur modifier la densite de lagrangien ^R du
rayonnement. Nous devons imposer deux conditions a ££R :

(i) ^CR doit etre manifestement covariant.
(ii) &R doit contenir 17.
Considerons alors la densite de lagrangien suivante:

Elle s'ecrit encore, en notations ordinaires

L'expression (A. 4) est manifestement covariante, et U a un moment
conjugue puisque U apparait explicitement dans (A. 5).

Analysons quelques proprietes de 3?R. Notons tout d'abord que yR ne
fait intervenir que des fonctions quadratiques des A^. Ceci assure que les
equations de Lagrange deduites de (A. 4) ou (A. 5) seront lineaires en fonc-
tion des potentiels. Par ailleurs, *£R ne fait intervenir que les derivees pre-
mieres des potentiels, ce qui est logique puisque, seules, les derivees tem-
porelles d'ordre 1 sont autorisees dans le formalisme lagrangien et que la
covariance manifeste impose la meme propriete pour les derivees spatiales.
Notons enfin, et c'est la le point le plus important, que ce nouveau lagran-
gien rfest pas equivalent au lagrangien standard donl la densite pour le
champ libre, &R, s'ecrit (voir la formule (B. 26) du chapitre II)

ou

est le tenseur champ electromagnetique. Nous verrons en effet dans
le paragraphic suivant que les equations de Lagrange associees a (A.4)
different en general de celles deduites de (A .6) qui, rappelons le, sont les
equations de Maxwell. On ne pourra retrouver les equations de Maxwell
qu'en imposant une condition supplementaire aux potentiels.

Jusqu'ici, nous n'avons considere que le champ libre. Pour decrire
1'interaction entre le champ et les particules, nous conservons la meme
densite JS?7 que celle figurant dans le lagrangien standard (voir la for-
mule (B. 4. e) du chapitre II)

ouy^ est le quadrivecteur courant (cp, j). Dans la suite du chapitre, nous
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nous interesserons essentiellement aux champs (equations du mouvement
des champs, relations de commutation des champs...) et nous utiliserons
uniquement les densites de lagrangien yR et ys.

Remarques

(i) En electrodynamique quantique relativiste, les particules sont elles aussi
decrites par un champ relativiste, qui est le champ de Dirac si les particules
sont des electrons et des positrons. Le lagrangien des particules Lf est alors
le Jagrangien du champ de Dirac libre, et le courant j^x) est egal a
qcij/(x) yM ^(x), ou les yM sont les matrices de Dirac, if/ le champ de Dirac
et i{/ son adjoint relativiste. Lors de la quantification, le champ de Dirac devient
un champ quantique dont les excitations elementaires decrivent les electrons
et les positrons (voir complement Av).

(ii) Dans les formulations covariantes de 1'electrodynamique quantique,
on utilise frequemment une autre densite de lagrangien pour le champ,
appelee densite de lagrangien de Fermi :

qui diflere de &R mais qui lui est equivalente. Un calcul elementaire montre
en effet que la difference entre (A .4) et (A. 9) est une quadridivergence :

Le premier terme de (A .9) n'est autre que la densite de lagrangien standard
<££. Ainsi, pour passer de , il faut ajouter un terme proportionnel a

qui n'est pas une quadridivergence. Les d e n s i t e s , et

par suite , ne sont done pas equivalentes.

c) EQUATIONS DE LAGRANGE DU CHAMP

Comme la nouvelle densite de lagrangien & = yR + &, n'est pas equi-
valente a &x + y^il n'y a aucune raison pour que les nouvelles equations
de Lagrange pour le champ coincident avec les equations de Maxwell
(A. 11. a et b) cm chapitre I. Ces dernieres peuvent se mettre sous la forme
suivante
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ou D est le Dalembertien et ou

La forme (A. 11) des equations de Maxwell rendra plus aisee leur compa-
raison avec les nouvelles equations de Lagrange.

La nouvelle densite de lagrangien est la somme de (A. 5) et (A. 8)

Considerons d'abord 1'equation de Lagrange relative a la composante
At(r) du potentiel vecteur. Ai et les derivees spatiales de At n'apparaissent
que dans la densite de lagrangien propre du champ (A. 5), alors que A{

n'apparait que dans le terme d'interaction (A. 8). II s'ensuit que

En appliquant les equations de Lagrange relatives a un systeme possedant
un ensemble continu de degres de liberte (equation (A. 39) du chapitre II),
nous trouvons alors

c'est-a-dire encore,

Un calcul analogue donne, pour 1'equation de Lagrange relative au
potentiel scalaire :

Les equations (A. 15.a et b) different des equations de Maxwell (A. 11 .a
etb).

Remarque

Nous n'avons considere ici que les equations de Lagrange des champs. Si Ton
prend pour lagrangien des particules, lejagrangien du champ de Dirac \l/(x\
et si Ton prend pour courant j^ = go/% i/' (voir remarque (i) du § \ .b),
1'equation de Lagrange relative a i]s n'est autre que 1'equation de Dirac en
presence du potentiel A^ (voir exercices 5 et 6).
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d) CONDITION SUPPLEMENTAIRE

II existe cependant un choix des potentiels pour lesquels les equations
(A. 11) et (A. 15) coincident. II suffil d'imposer :

c'est-a-dire de se placer dans la jauge de Lorentz. La condition (A. 16.a)
s'ecrit encore, en notations covariantes :

Les deux approches (lagrangien standard, nouveau lagrangien) conduisent
done au meme resultat, a condition d'imposer la condition de Lorentz
(A. 16) comme condition supplementaire.

Montrons maintenant que la condition (A. 16) est bien compatible
avec les equations du mouvement (A. 15). Une combinaison de (A. 15.a)
et (A. 15. b) conduit a Fequation devolution suivanle pour A :

par suite de la conservation de la charge. Ainsi, si initialement A = A = 0,
A reste identiquement nul dans la suite. Or, il esl toujours possible, a
1'instant initial, d'imposer la condition A =.0 enlre les coprdonnees
generalisees A, U et les vitesses generalisees A, U. Quant a A, on peut
calculer sa valeur a 1'instarrt initial, en utilisant Pequation du mouvement
(A. 15. b) pour reexprimer U en fonction de AU et p. II vient

qui est bien nul si les conditions initiales sont lelles que E obeisse a 1'equa-
tion V • E = p/e0. On peut done bien choisir A = A = 0 a 1'instant
initial et avoir par suite, d'apres(A. 17), A = 0 a tout instant.

Notons enfin que la condition (A. 16) autorise encore certains change-
ments de jauge

II sufilt que

pour que A'^ soil aussi un potentiel verifiant la condition de Lorentz.
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e) DENSITE DE LAGRANGIEN DANS L'ESPACE RECIPROQUE

Pour conclure ce paragraphe, ecrivons la densite de lagrangien J$?rt du
champ, obtenue quand les variables dynamiques sont developpees dans
Pespace reciproque

(Rappelons que 1'integrale sur k dans (A.21) ne porte que sur un demi-
espace; voir § B. 1. b du chapitre II). En utilisant la relation de Parseval-
Plancherel pour transformer 1'integrale sur r de (A. 5), et en utilisant As

et sa transformee de Fourier j/s au lieu de U et ̂  (voir (A. 2)), on obtient

avec (a = ck. La densite de lagrangien (A.22) decrit quatre oscillateurs
harmoniques independants, respectivement associes aux trois compo-
santes spatiales et a la composante temporelle du quadripotentiel. Pour
«a/s, le signe differe du signe habituel, ce qui, nous le verrons, aura des
consequences importantes au niveau de la quantification.

2. Formalisme hamiltonien

a) MOMENTS CONJUGUES DES POTENTIELS

Soient 71 -t et 71 s les moments conjugues de j/7 et .rfx. En utilisant la
definition (A.54) du chapitre II pour les moments conjugues et (A.22),
on obtient (avec j = x, y, z)

ce qui donne egalement dans 1'espace reel

Les expressions (A. 23) et (A. 24) demeurent valables en presence d'inter-
action car le lagrangien d'interaction ne contient pas rf] et .c/v, et ne
contribue done pas a 7T, et 7TS.

II est interessant pour la suite de reecrire la condition supplementaire de
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Lorentz (A. 16.a) dans 1'espace reciproque en utilisant (A.23.b) pour
reexprimer tft = jtfjc en fonction de 7CS

b) HAMILTONIEN DU CHAMP

L'hamiltonien HR du seul champ peut etre deduit de yR. HR est done
donne par 1'integrale sur un demi-espace reciproque de la densite d'hamil-
tonien 3^R egale a (voir la formule (A. 59) du chapitre II)

c'est-a-dire encore, d'apres (A.23),

Nous voyons apparaitre dans 1'expression (A.27) quatre hamiltoniens
d'oscillateur harmonique, trois avec le signe + pour les trois composantes
du potentiel vecteur, (s#j, 71 j), 1'un avec le signe — pour le potentiel
scalaire(j/s, 7TS). Ce signe — semble poser un probleme puisque Fenergie
propre du rayonnement parait pouvoir devenir negative. Nous verrons
ulterieurement que la condition supplemental (A .25) empeche une telle
situation de se produire.

Remarques

(i) Le lagrangien LR du champ est invariant par translation d'espace. Une
demarche analogue a celle du complement /?,, (§ 4) permel done de determiner
la constante du mouvement qui est associee a cette invariance de LR, el qui
n'est autre que I'impulsion globale PK du rayonnement. (Voir aussi 1'exercice 5
du chapitre II). L'expression de PR s'ecrit ici

(ii) Comme nous n'avons pas precise 1'expression du lagrangien L,, des par-
ticules, il est impossible ici de calculer 1'hamiltonien total H. Si par centre les
sources sont des sources exterieures, dont la dynamique esl imposee, LP

n'apparait plus dans le lagrangien qui se reduil a LK + L,. On trouve alors
pour 1'hamiltonien H du champ couple a des sources exterieures 1'expression

ou les courants^e/( sont des fonctions donnees de k et /.
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c) EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI DU CHAMP LIBRE

L'application des relations (A .60) du chapitre II a la densite d'hamilto-
nien (A. 27) donne les equations devolution de j^ et 71 j

et celle de jtfs et TCS

Les equations (A. 30. a) et (A. 31. a) ont deja etc obtenues en (A. 23. a) et
(A.23.b). II convient de noter la difference de signe entre les seconds
membres de (A. 30) et (A. 31), elle-meme due a la difference de signe entre
les premiers et derniers termes de (A. 27).

Remarque

En presence de sources exterieures, il faut utiliser (A.29). Les equations
(A.30.a) et (A.31.a) demeurent inchangees. II faut ajouterye, au second
membre de (A. 30. b) et — Je0 = — cpe au second membre de (A. 31. b) ce qui
donne

3. Variables normales du champ classique

a) DEFINITION

Les variables normales du champ classique sont des combinaisons
lineaires des variables dynamiques du champ et de leurs moments conju-
gues qui ont la propriete d'evoluer independamment les unes des autres en
1'absence de sources (champ libre). Ainsi, si Ton pose

il decoule de (A. 30. a) et (A. 30. b) que
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En 1'absence de sources, la variable normale o^k, /) n'est done couplee
qu'a elle-meme, et evolue en exp(— ion). Notons que la definition (A.32)
coincide avec celle utilisee dans les chapitres I et II (voir la formule (C.46)
du chapitre II).

En revanche, a cause de la difference de signe entre les seconds membres
des equations (A. 30) et (A. 31), il faut poser

pour avoir, pour as, une equation analogue a (A. 33)

Si Ton prenait le signe + au second membre de (A. 34), comme en (A. 32),
as evoluerait en exp(io>/) et non en exp( — ioji).

Les solutions de (A. 33) et (A. 35) s'ecrivenl

Remarque

Les relations (A. 32) el (A. 34) continuenl a dcfinir a, ct av en presence d'inter-
action. Mais les equations d'evolulion (A . 33) et (A . 35) contiennent alors des
termes sources. Par exemple, avec des sources exlerieures, (A.33) el (A.35)
doivent etre remplacees par (voir (A. 30. b') el (A. 31. b')) :

b) DEVELOPPEMENT DES POTENTIELS EN VARIABLES NORMALES

Rappelons tout d'abord que les potentiels Aj et Ax son! reels, ce qui
entraine

et des relations analogues pour 7Tyet 7TV.
Remplagons alors k par — k dans (A.32) et (A.34) et prenons le

complexe conjugue. En utilisant (A.37) el en posant v.f_ = a*(— k, /),
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nous obtenons

A partir de (A. 32), (A. 34), (A. 38. a) et (A. 38. b), nous deduisons alors les
composantes de Fourier des potentiels en fonction des variables normales

V u

Reportons enfin (A. 39) dans les integrales de Fourier definissant Aj(r, t)
et As(r, t) et changeons k en — k dans les integrales des seconds termes de
(A. 39). Nous obtenons les equations

qui donnent le developpement des potentiels en variables normales.
Dans le cas particulier du champ libre, il est possible d'utiliser les equations
(A.36) et d'obtenir

Les equations (A.40.c) et (A.40.d) donnent les developpements des
potentiels vecteur et scalaire libres en ondes planes progressives.

Comme les potentiels vecteur et scalaire sont consideres comme des
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variables dynamiques independantes dans le lagrangien de depart, il existe,
en chaque point k de 1'espace reciproque, quatre degres de liberte indepen-
dants decrits par les trois composantes cartesiennes a;(k) de a(k) et par
as(k). Au lieu de projeter a(k) sur une base cartesienne fixe de 1'espace
reciproque, on peut projeter a(k) sur les deux vecteurs unitaires trans-
verses £ et £', c'est-a-dire perpendiculaires a k et perpendiculaires entre eux
(voir Fig. 1 du chap. I), et sur le vecteur unitaire K = k/k le long de k.
Les variables normales transverses a£(k) = £ • a(k) et a£.(k) = E' • a(k)
sont les memes que celles utilisees dans les chapitres I et II. En plus de
ces variables transverses, on a maintenant une variable normale longitu-
dinale

et, bien sur, la variable normale as(k) associee au potentiel scalaire. Pour
chaque valeur de k, il y a done maintenant quatre modes normaux de
vibrations des potentiels libres, deux transverses, un longitudinal et un
scalaire, decrits par 1'ensemble

Les excitations elementaires de ces quatre types de modes donneront
naissance, lors de la quantification, a quatre types de photons pour chaque
valeur de k.

c) FORME DE LA CONDITION SUPPLEMENTAL POUR LE CHAMP CLASSIQUE
LIBRE. ARBITRAIRE DE JAUGE

Jusqu'ici nous avons considere le potentiel vecteur et le potentiel scalaire
comme des variables dynamiques independantes. Introduisons maintenant
la condition supplementaire (A. 16.a) qui s'ecrit pour le champ libre,
compte tenu de (A. 40. c) et (A. 40. d)

Si Ton veut que la condition supplementaire soil satisfaite pour tout r
et tout t, il faut que le coefficient de chaque exponentielle dans (A.43)
soit nul, c'est-a-dire, compte tenu de la definition (A. 41) de a, (qui entraine
que

La condition supplementaire prend done, pour le champ libre, une
forme tres simple en termes de variables normales. Parmi toutes les solu-
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tions (A.40.c) et (A.40.d) des equations du mouvement, seules sont
physiques celles pour lesquelles, en tout point k, la variable normale longi-
tudinale <x,(k) est egale a la variable normale scalaire as.(k).

La forme tres simple de la condition supplementaire (A.44) suggere
d'introduire, pour chaque valeur de k, deux combinaisons lineaires
« orthogonales » de a, et as, dont 1'une fait intervenir precisement a, — as.
Posons ainsi

Nous avons ainsi introduit deux nouveaux types de variables normales
otd et ctg. Avec ces nouvelles notations, la condition supplementaire (A .44)
s'ecrit

La condition (A.46) restreint le nombre de degres de liberte pour les
champs physiques : la variable normale a.d est nulle pour un champ
physique libre. Etudions maintenant comment se manifeste 1'arbitraire
de jauge associe aux transformations de jauge (A. 19) satisfaisant (A. 20).
Un meme champ physique peut en effet etre decrit par plusieurs ensembles
de variables normales (A.42), satisfaisant (A.44), et se deduisant les uns
des autres par une transformation de jauge. Comme toute fonction reelle
/ satisfaisant (A. 20) peut s'ecrire

la transformation de jauge associee a /(A' = A + V/", A's = As — (df/c dt))
se traduit pour les variables normales (A.42) par la transformation

Exprimes en fonction des variables ad et ag definies en (A .45), les relations
(A.48) deviennent
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Une transformation de jauge ne modifie pas ad (qui est nul pour un champ
physique) et ne transforme que la variable normale ag. En definitive,
1'arbitraire de jauge se manifeste exclusivement sur la valeur de ag.

Remarque

Comme ad = 0, on voit, qu'en choisissant & — — o>.u/ik^/2, on peut loujours
(dans un referential de Lorentz donne) annuler y.'a(ei done aj et <x.'s) et montrer
ainsi, comme dans les chapitres I el II, que les degres de liberle essentiels du
champ physique sont decrits, en chaque point k, par les deux variables nor-
males transverses a£ et a'K. 11 est cependant impossible d'annuler v., el ctx dans
tous les referentiels de Lorentz a lafoix(s\ As esl nul dans un referenliel, il ne
Test plus dans un autre). Ceci explique pourquoi la construction d'une theorie
manifestement covariante exige de conserver les quatre lypes de variables
normales, et d'ajouter la condition (A. 46) et 1'arbitraire de jauge (A. 49).

II sera utile pour la suite de reexprimer les potentiels libres en fonction
des variables ad et ug. Pour cela, utilisons les relations (A. 40. c) et (A. 40. d)
qui s'ecrivent encore sous forme covariante (*)

ou k* est le quadrivecteur (w/c, k) avec oj = c \ k | satisfaisant done a

Pour exprimer ap et a* en fonction des variables a£, a,.,, a.d et «9, partons
de la relation

eM et £^ sont deux quadrivecteurs, n'ayant que des composantes spatiales
et construits a partir des vecteurs transverses £ et c'

K^ est un quadrivecteur n'ayant que des composantes spatiales et construit
a partir du vecteur longitudinal K

(*) Pour simplifier les notations, nous utilisons dans les exponentielles la convention de
sommation sur les indices repetes
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rip est enfin un quadrivecteur n'ayant qu'une composante temporelle

Reexprimons ensuite les deux derniers termes de (A. 52) en fonction de
ad et afl, grace aux relations (A .45). II vient

i

Ecrivons enfin

ou A*, A£, A£ sont les contributions respectives a A^ des termes en a£

et ae., en afl et en ctd de a^. A* est le potentiel vecteur transverse n'ayant
que des composantes spatiales et transverses. II coincide avec celui etudie
dans le chapitre I

w - Id3* v£S{[£> a<(k) + e; axk)1 e"ifc"+

+ [£„ a*(k) + E; a?(k)] eik^v }. (A. 58)

Avant d'ecrire A£, remarquons que le quadrivecteur ic*4 + ^ qui mul-
tiplie ag dans (A.56), a, d'apres (A.54) et (A.55), pour composantes
(K, 1) = k~l(k,k) et n'est done autre que le quadrivecteur k^jk. Comme
d'autre part : k^ exp(— ikv jc

v) = i d^ exp(— ikv x
v), on voit qu'on peut

ecrire

/satisfait a 1'equation

puisque J] kv k
v = 0. Af a done la structure d'un terme de jauge. Enfin,

V

compte tenu de (A. 56), A^ s'ecrit
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Un etat physique du champ est caracterise, en vertu de (A. 46), par A£ = 0.
Considerons enfin les champs electrique et magnetique, c'est-a-dire

le tenseur FMV = d^ — dvA^. A% ne contribue pas a FMV, en raison de
(A. 59), ce qui est nature! pour un terme de jauge. Nous trouvons finale-
ment pour un etat physique (ad = 0)

Les champs electrique et magnetique libres sont purement transverses
et leur expression en fonction des variables a£, ae>, a* et af., coincide
avec celle du chapitre I puisqu'il en est ainsi pour le potentiel transverse.

d) EXPRESSION DE L'HAMILTONIEN DU CHAMP

Pour obtenir 1'expression de HR en termes de variables normales, il
suffit de reporter dans (A.27) les expressions (A.39) de s/^ et j^s, et des
expressions analogues pour 71 j et 7IS deduites de (A.32) et (A.38.a),
(A.34) et (A.38.b). Comme dans le paragraphe C.4 du chapitre I, on
conserve i'ordre entre a et a*, tel qu'il apparait dans les calculs (de maniere
a obtenir un resultat immediatement generalisable en theorie quantique),
et on obtient ainsi, apres des calculs tres analogues a ceux du chapitre I

T v<*/ u., -r I*/ IAJ ) — v<*4. «A. -T i*s i*s ;j • \n..\J-t)

On voit alors clairement comment la difficulte liee au signe — de
(A.64) est resoiue par la condition supplementaire. Alors que l'energie
(A. 64) peut parfaitement etre negative pour des valeurs quelconques des
variables normales, la condition supplementaire (A.44) entraine que,
pour un etat physique, l'energie associee aux variables longitudinales
compense exactement celle associee aux variables scalaires, la seule
contribution non nulle provenant, comme il se doit, des variables trans-
verses.

Remarques

(i) En exprimant au moyen des relations (A.45) a, et as en fonction de ad et
afl, nous pouvons ecrire HR sous la forme

II apparait ainsi clairement que pour un etat physique(ad = 0), ag ne contribue
pas a l'energie du champ libre (qui est due exclusivement au champ transverse
et qui est positive).
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(ii) Un calcul analogue donne pour 1'impulsion PK du champ ecrite en (A. 28)
(apres symetrisation des produits)

Comme pour 1'energie HR, seules les variables normales transverses contri-
buent a P^ dans un etat physique. En utilisant des notations covariantes P^
pour le quadrivecteur impulsion energie du champ (composantes ordinaires :
HR/c, PR), et k" pour le quadrivecteur d'onde (cu/c, k), les deux expressions
(A. 64) et (A. 66) peuvent etre regroupees sous la forme

(iii) Avant de passer a la quantification, revenons sur la definition (A. 34) de
ocs, et imaginons que nous prenions le meme signe, +, qu'en (A .32), rempla-
cant ainsi (A. 34) par

Quelles seraient les modifications des resultats etablis dans ce paragraphe ?
Tout d'abord, comme nous 1'avons deja signale plus haut, a; evoluerait en
exp(ico/) et non en exp( — icot). L'annulation du coefficient en exp[i(k • r — (at)]
dans la condition supplemental entrainerait alors, au lieu de (A .44)

<x,(k) - cc;*(-k) = 0 (A.44')

qui est moins agreable que (A. 44). Enfm, on peut aisement verifier que 1'ex-
pression (A.64) de HR demeurerait inchangee, alors que I'expression (A.66)
de PR serait modifiee (tous les signes devenant positifs), ce qui interdit alors de
regrouper les deux expressions en une seule, comme en (A.67). Toutes ces
raisons montrent bien que la definition (A.34) de a, doit etre preferee a
(A.34)' dans l'etablissement d'une theorie covariante.
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B — DIFFICULTES POSHES PAR LA QUANTIFICATION
DU CHAMP LIBRE

1. Quantification canonique

Nous procedons dans ce paragraphe a la quantification canonique de
la theorie precedente, sans nous preoccuper pour 1'instant de considera-
tions physiques, c'est-a-dire en traitant tous les degres de liberte comme
independants. Nous discuterons ensuite dans le paragraphe suivant des
difficultes qui apparaissent lorsqu'on essaie, en theorie quantique, d'in-
troduire la condition supplemental et de construire des etats physiques
contenant un nombre quelconque de photons.

a) RELATIONS DE COMMUTATION CANONIQUES

Comme dans le paragraphe A.2.e du chapitre II, nous associons des
operateurs aux variables dynamiques et a leurs moments conjugues. Les
conditions de realite de la theorie classique deviennent ici

et des relations analogues pour As et jtfs, flj el 7T,-, /7S et 7TV. Lorsque
1'excursion de k est limitee a un demi-espace reciproque, toutes les varia-
bles dynamiques precedentes peuvent etre considerees comme indepen-
dantes. La quantification s'effectue alors au moyen des relations de
commutation canoniques (A.61) du chapitre II

tous les autres commutateurs etant nuls. L'extension des relations (B.2)
lorsque k et k' parcourent tout 1'espace s'effectue, comme dans le para-
graphe C. 4. a du chapitre II, en utilisant (B. 1. b) et les relations analogues
pour n}, j/set Us.

Les commutateurs (B.2) sont des commutateurs a temps egaux (point
de vue de Schrodinger). La quantification canonique privilegie ainsi le
temps, ce qui peut, a premiere vue, sembler mal adapte a un formalisme
covariant. Nous verrons cependant plus loin qu'elle conduit, dans le point
de vue de Heisenberg, a des expressions manifestement covariantes pour
les commutateurs des potentiels libres en deux points d'espace-temps
quelconques r, t et r', t'.
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b) OPERATEURS D'ANNIHILATION ET DE CREATION

Les variables normales a; et as de la theorie classique deviennent, lors
de la quantification canonique, des « operateurs d'annihilation » ai et as

relies aux operateurs j/Jt 71,., j/s, 7CS par des expressions identiques a
(A.32) et (A.34)

Les operateurs adjoints af et as
+ de a-} et as sont les « operateurs de crea-

tion ».
La difference de signe entre les derniers termes des seconds membres de

(B. 3. a) et (B. 3. b) va avoir des consequences importantes au niveau des
commutateurs entre les operateurs de creation et d'annihilation. Les
relations de commutation canoniques (B. 2) entrainent en effet pour les
operateurs definis en (B. 3) et leurs adjoints (k et k' parcourant maintenant
tout 1'espace)

tous les autres commutateurs etant nuls. Pour les trois degres de liberte
spatiaux -(/, j = x, y, z), on retrouve bien les relations de commutation
habituelles pour un oscillateur harmonique quantique. Par centre, pour
le degre de liberte scalaire, la relation (B.4.b) diflfere par un signe — de
la relation habituelle. Nous verrons plus loin les diflicultes que souleve
ce signe — lors de la construction de 1'espace des etats. Notons enfin que
les relations (B.4.a) et (B.4.b) peuvent etre regroupees en une seule
avec des notations covariantes

Remarques

(i) 0^ est 1'operateur associe a la variable normale a,,. II convient de noter que,
en depit des notations employees, les o^ ne sont pas les composantes d'un
quadrivecteur.

(ii) Les operateurs ax ay az peuvent toujours etre remplaces par ac ac. at.
Comme la transformation correspondante est orthogonale, les relations
(B.4.a) deviennent

tous les autres commutateurs etant nuls.



384 Introduction a la formulation covariante V.B.I

II est clair egalement que les grandeurs physiques importantes, comme
1'energie HR du champ, 1'impulsion P^, les champs,... peuvent etre expri-
mees en fonction des operateurs de creation et d'annihilation. Ainsi,
1'energie HR du champ s'obtient en remplasant dans 1'expression (A. 64)
les variables normales a et a* par les operateurs a et a+, ce qui donne

et plus generalement, a partir de (A. 67)

c) RELATIONS DE COMMUTATION COVARIANTES ENTRE LES POTENTIELS
LIBRES DANS LE POINT DE VUE DE HEISENBERG

Les potentiels libres dans le point de vue de Heisenberg s'obtiennent en
remplagant dans 1'expression classique (A.50) «„ et a* par a^ et a*, ce
qui donne, avec des notations covariantes

Les relations de commutation (B.5) entrainent alors que

L'integrale triple de (B.10) peut etre transformee en une integrate qua-
r

druple d4/c, la contrainte (A.51) etant introduite par 1'adjonction d'une
• «/

fonction delta

ce qui a en plus 1'avantage d'absorber le facteur l/o> = 1/c | k | de (B. 10).
En introduisant la fonction signe de k0, */(/:0), on peut fmalement reecrire
(B.10) sous la forme manifestement covariante
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avec

Notons enfin qu'il est possible de calculer directement 1'integrale triple
de (B.10) et d'etablir ainsi que

ce qui montre que D est nul partout sauf sur le cone de lumiere.

Remarques

(i) Notons que la fonction D a deja etc introduce dans le complement C,,,. A
partir de (B.12), il est possible d'obtenir les commutateurs entre les compo-
santes du champ electromagnetique. On obtient alors des expressions iden-
tiques a celles calculees dans ce complement (formules 20).
(ii) A partir de 1'expression (B. 8) de Pfl et des relations de commutation (B. 5),
il est possible de montrer que

et par suite, compte tenu de (B. 9)

Les Pp apparaissent ainsi comme les generateurs des translations d'espace-
temps dans 1'espace des etats. Nous avons ici deduit (B. 16) des relations de
commutation canoniques (B.5). Une quantification completement cova-
riante suivrait le chemin inverse. Elle partirait de 1'etude des symetries du
lagrangien pour etablir 1'expression des grandeurs physiques associees aux
generateurs du groupe de Lorentz, postulerait (B.I6) el des relations ana-
logues pour les autres generateurs du groupe, pour en deduire ensuite (B. 5).

2. Problemes ^interpretation physique poses par la quantification cova-
riante

L'approche que nous avons suivie dans les paragraphes precedents
nous a permis d'etablir des relations de commutation manifestement
covariantes, comme (B.12) ou (B.16), et de construire ainsi un cadre
theorique plus esthetique et mieux adapte a la relativite que celui du
chapitre II, ou la symetrie entre A et U n'est pas respectee. Nous allons
aborder maintenant les problemes d'interpretation physique poses par
la quantification covariante et montrer tout d'abord que des difficultes
surgjssent a ce niveau, beaucoup plus serieuses que dans la theorie classique
exposee dans les paragraphes precedents, ou il suffisait d'imposer la
condition supplementaire (A .44) pour obtenir les bons elats physiques.



386 Introduction a la formulation covariante V.B.2

a) FORME DE LA CONDITION SUPPLEMENTAIRE EN THEORIE QUANTIQUE

Un calcul identique a celui du paragraphe A.3.c ci-dessus conduirait,
pour le champ libre, a une condition analogue a (A. 44), ou a, et as sont
respectivement remplaces par at et as. II est clair cependant qu'une identite
telle que (A. 44) ne peut etre satisfaite par des operateurs comme al et as

qui agissent dans des sous-espaces difierents de 1'espace des etats (sous-
espace des photons longitudinaux et sous-espace des photons scalaires).
Dans la theorie quantique covariante, lex equations cle Maxwell ne peuvent
done pas etre satisjaites entre operateurs, puisqifil n'est pas possible
d'imposer la condition supplementaire comme une identite operatorielle.

On peut alors essayer d'utiliser la condition supplementaire pour
selectionner les etats physiques | fy > en leur imposant d'etre vecteurs
propres de ^d^A11 de valeur propre nulle

n

Cette relation devant etre vraie pour tout r et pour tout /, un developpe-
ment analogue a (A.43) conduit aux deux conditions (valables pour
tout k)

En fait, une telle condition est trop forte, et il est possible de montrer que
les equations (B.I7) ou (B.I8) n'ont pas de solution physique. Une
condition moins forte que (B. 17) ou (B. 18) est que, pour tout r et tout /,
on ait

Les etats physiques | \ji > sont alors tels que la condition supplementaire
est satisfaite en valeur moyenne dans ces etats. L'ennui avec la condition
(B.19) est que ses solutions ne forment pas necessairement un sous-
espace vectoriel de 1'espace des etats. C'est la raison pour laquelle on
prefere utiliser la condition supplementaire sous la forme

ou A(+}>t est la composante de frequence positive de A1* (ne contenant que
des termes en exp(— ia)t)). Pour le champ libre, 1'expression (B.9) montre
que cette condition est satisfaite pour tout r et tout / si
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Les solutions de (B.20) ou (B.21) forment un sous-espace vectoriel de
1'espace des etats et sont toutes solutions de 1'equation (B. 19).

Cest sous la forme (B .21) que nous utiliserons desormais la condition
supplemental pour caracteriser les etats physiques du champ quantique
libre (*).

b) PROBLEMES POSES PAR LA CONSTRUCTION DE L'ESPACE DES ETATS

II semble tout d'abord logique de postuler 1'exislence d'un etat | 0 >,
vide de tout photon, et sur lequel 1'action de tout operaleur d'annihilation
aM(k) donne zero puisqu'il est impossible d'enlever un photon au vide
qui n'en contient aucun

Notons en particulier que 1'equation (B. 22) entraine que le vide obeit a
(B. 21) et est done un etat physique, ce qui est un resultal satisfaisant.

L'etape suivante consiste alors a essayer de construire des etats a un
nombre quelconque de photons par action repetee des operateurs de
creation a* sur le vide. Pour les photons transverses et longitudinaux,
ceci ne pose aucun probleme, car les relations de commutation (B.4.a)
ou (B .6) ont la forme habituelle. Par exemple, un etat a nc(k) photons ke,
n£.(k') photons k' c', n,(k") photons k", K" s'ecrit (avec des notations sim-
plifiees)

En revanche, pour les photons scalaires, des difliculles serieuses surgissent.
Calculons par exemple la norme de 1'etat a un photon scalaire

En utilisant la relation de commutation (B.4.b) et (B.22), on obtient

(*) Dans le paragraphe D.3.a ci-dessous et dans le paragraphe 3.c du complement Xv ,
nous indiquerons comment on peut generaliser Inequation (B.21) pour un champ de rayon-
nement quantique couple a des sources exterieures ou au champ de Dirac.
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II apparait ainsi que le vide | 0 > et 1'etat | \l/ > a un photon scalaire ont
des nonnes de signes opposes, ce qui est tout a fait anormal dans un
espace de Hilbert ou toutes les normes doivent etre positives pour per-
mettre une interpretation probabiliste.

II convient done de generaliser la notion de norme dans Pespace des
etats, de maniere a pouvoir admettre, dans cet espace, des etats de norme
negative, tout en conservant des etats physiques qui soient de norme finie
et positive.

Remarque

II peut etre tentant de considerer que 1'interpretation de ax(a*) comme un
operateur d'annihilation (de creation) est erronee, et qu'il faut intervenir ces
roles. Posons alors

et considerons bs comme un operateur d'annihilation, b* comme un operateur
de creation satisfaisant, compte tenu de (B.4.b) et (B.26), la relation de
commutation

identique a (B. 4. a). Le vide de photons scalaires satisfait maintenant a

En revanche, la condition supplemental (B .21) qui s'obtient en annulant le
coefficient de expi(k • r — cot) dans d^A^^ demeure inchangee et s'ecrit
avec les notations (B. 26)

Mais on voit alors surgir de nouvelles difficultes. Tout d'abord, le nouveau
vide defini en (B. 28) ne satisfait plus (B. 29) et ne peut done plus etre considere
comme un etat physique. De plus, il est possible de montrer (cf. exercice 2) que
les solutions de (B .29), avec cette nouvelle interpretation de as = b* comme
un operateur de creation, ne sont pas normalisables. Ainsi, le signe — appa-
raissant dans (B.4.b) nous conduit, soil a des etats a un photon scalaire de
norme negative, si nous considerons as comme un operateur d'annihilation,
a* comme un operateur de creation; soit a des etats physiques de norme
infinie, si nous intervertissons les interpretations de as et a*. La seconde
eventualite est en fait encore plus grave que la premiere, car elle concerne des
etats physiques, alors que les etats a un photon scalaire (B. 24) n'en sont pas.
C'est la raison pour laquelle nous revenons a 1'interpretation initiale de as et

«;.
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C — QUANTIFICATION COVARIANTE AVEC
UNE METRIQUE INDEFINIE

Dans cette troisieme partie nous presentons une methode qui permet
de resoudre les difficultes que nous venons de discuter au paragraphe B. 2.
Nous commencons (§1) par montrer qu'il est tout a fait possible d'intro-
duire dans un espace de Hilbert un deuxieme produit scalaire, conduisant
a une deuxieme norme, non necessairement defmie positive (metrique
indefinie). Ce nouveau produit scalaire permet de definir un nouvel
adjoint pour chaque operateur et une nouvelle valeur moyenne. La quanti-
fication canonique est alors effectuee (§ 2) en remplacant partout dans la
theorie precedente les operateurs hermitiques conjugues par les nouveaux
adjoints, la nouvelle metrique etant choisie de maniere a resoudre les
difficultes associees au potentiel scalaire. Nous construisons ensuite (§ 3)
les kets physiques, obeissant a la condition supplemental (B.21), et
montrons enfin (§ 4) que, pour ces kets, toutes les previsions concernant
des grandeurs physiques ne font intervenir que les degres de liberte
transverses et sont conformes a 1'interpretation quantique habituelle.

1. Metrique indefinie dans un espace de Hilbert

Soit un espace de Hilbert, avec les notations de Dirac habituelles
(ket | i/r >, bra < </> |), avec le produit scalaire habit uel < 0 | i / ' > = < ^ | ^ > > * ,
lineaire par rapport a | \]/ >, antilineaire par rapport a < 0 |, donnant une
norme < \l/ \ if/ > defmie positive (c'est-a-dire strictement positive et nulle
si et seulement si | \l/ > = 0).

A partir d'un operateur lineaire M de cet espace, hermitique et unitaire,
c'est-a-dire tel que

introduisons un deuxieme produit scalaire defini par

Nous utilisons des notations de Dirac « rondes » | 3 et C | pour ce nou-
veau produit scalaire. II est equivalent de dire qu'on associe aux anciens
ket | \l/ > et bra < (j) \ de nouveaux | if/ D et C </> | defmis par

De (C. 1) et (C. 2) il decoule que
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et que C (f> \ \l/ D est lineaire par rapport a | \l/ D , antilineaire par rapport
a C $ |. Le nouveau produit scalaire a done un certain nombre des pro-
prietes habituelles d'un produit scalaire ordinaire. Par contre, la nouvelle
norme C \j/ \ \l/ 3 n'est pas necessairement definie positive. Pour le voir,
considerons les vecteurs propres | m{ > de M, de valeurs propres m(- Par
suite de (C.I), m, est reel et forcement egal a + 1 ou — 1. En remplacant
M par £ mi \ mi > < mi \ dans (C.2), on obtient

i

Comme certains m, peuvent etre egaux a — 1, il apparait clairement sur
(C. 5) que C ̂  | ̂  D , tout en etant reel, peut prendre des valeurs negatives
ou nulles. La nouvelle metrique associee a M est dite, dans ce cas, indefi-
nie.

A partir du nouveau produit scalaire, on peut introduire de nouveaux
elements de matrice pour un operateur lineaire A

et un nouvel adjoint de A, que nous noterons A pour le distinguer de
1'ancien A +, et qui est defmi par

pour tout \l/ et tout <j>. Les relations (C. 4) et (C. 7) entrainent egalement
que

Quelle est la relation entre le nouvel adjoint A et 1'ancien A + ? Pour
1'obtenir, il suffit d'exprimer les deux termes de 1'equation (C. 7) au moyen
des kets habituels

La comparaison de (C.9.a) et (C.9.b) donne alors, MA = A+ M+,
c'est-a-dire encore, comme M2 = l e t A / = A / +

A est hermitique dans la nouvelle metrique si

et a alors, d'apres (C.7), des elements diagonaux reels. Par definition,
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nous appellerons « nouvelle valeur moyenne » dans 1'etat \l/ d'un opera-
teur A, la quantite

qui est reelle si A = A, et qui generalise dans la nouvelle melrique, 1'expres-
sion bien connue de la valeur moyenne habituelle. (Nous supposons bien
SUT dans (C. 12) que C \l/ \ \l/ D estnonnul.)

Remarques

(i) La notion de vecteur propre et de valeur propre esl independanle de toute
metrique. Les valeurs propres A, d'un operateur lineaire A sont done les memes,
que Ton utilise 1'ancienne ou la nouvelle metrique. On peut dire encore que,
d'apres (C. 3. a), 1'egalite

entraine

Notons en passant que la valeur propre A,- de A peut elre consideree aussi bien
comme 1'ancienne valeur moyenne de A dans Petal propre correspondant <p{

que la nouvelle. En projetant (C.I3.a) sur < < / > , - 1 el (C. 13.b) sur C <pf |, on
obtient en effet, si C q>t \ </>,- D est non nul (rappelons que < (p( \ </>, > est tou-
jours non nul, sauf si | <pt > est nul)

Si est nul, la deuxieme egalite (C. 14) n'esl bien sur plus valable
(forme indeterminee).
(ii) Supposons que A = A mais que A ^ A +, par exemple A — — A +

(operateur A antihermitique au sens habituel). Comme < <ps M | < / > , - > =
est alors imaginaire pur, la premiere

egalite (C. 14) entraine que A,- est imaginaire pur. Par centre, comme A = A,
C (Pi | A | (pj 3 est reel et la seconde egalite (C. 14) semble indiquer que A, est

reel. Cette contradiction n'est qu'apparente car on peut montrer (cf. exercice 3)
que, si A = A et si A, n'est pas reel, alors C </>, I </>, D esl necessairement nul,
de sorte que (C. 14.b) n'est plus valable.

(iii) Soil { ! « „ > } une base de I'espace des etats, orlhonormee au sens habi-
tuel, satisfaisant la relation de fermeture
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Comme, d'apres (C. 3. b), < un \ = C ua \ M (puisque M2 = 1), cette relation
s'ecrit encore

Ces deux relations sont utiles pour relier entre elles les deux types de compo-
santes < un \ ty > et c "„ I <A D d'un vecteur | ̂  > de 1'espace des etats (exer-
cice 3).

Insistons enfm sur le fait que la nouvelle valeur moyenne n'a pas le
meme contenu physique que 1'ancienne. Meme si A = A, il n'est pas
possible en general de donner une interpretation probabiliste a Fexpres-
sion (C. 12), du type de celle donnee a la valeur moyenne habituelle d'un
operateur hermitique dans 1'ancien sens, A = A +. Rappelons cette inter-
pretation : lorsque A = A +, < A >^ = < ̂  | A \ \l/ >/< ̂  | \j/ > est la
moyenne des valeurs propres /I, de A (qui sont reelles puisque A = A "*"),
ponderees par les probabilites n{ = \ < q>(, | ̂  > |2/< ^ \_tj/ > de trouver le
resultat A,, sur le systeme dans 1'etat | \l/ >. Lorsque A = A, et que A ^ A +,
certaines valeurs propres de A peuvent ne pas etre reelles, et il est alors
exclu de les interpreter comme des resultats de mesure possibles. On
peut se demander alors quel est 1'interet d'introduire (C.I2). En fait, la
nouvelle valeur moyenne est interessante pour les potentiels qui, tout en
etant reels dans la theorie classique, ne sont pas des grandeurs veritable-
ment physiques dans la mesure ou leur valeur precise depend d'un arbi-
raire de jauge. Les postulats quantiques de la mesure ne s'appliquent done
pas en fait aux potentiels, et il n'est pas scandaleux de leur associer des ope-
rateurs A ^ A + (cela peut meme etre utile comme nous le verrons plus
loin !). Cependant, il est important que les potentiels verifient A = A de
facon que leur valeur moyenne, au nouveau sens (C.I2), soit reelle.
En effet, ceci est necessaire si Ton veut que la valeur moyenne des equa-
tions quantiques du mouvement coincide avec les equations classiques ou
les potentiels sont des fonctions reelles de r et /. Si Ton abandonne ainsi
ITiermiticite des potentiels au sens de 1'ancienne metrique pour la rempla-
cer par 1'hermiticite au sens de la nouvelle, il faudra bien sur s'assurer que
les anciennes et nouvelles valeurs moyennes des grandeurs veritablement
physiques, comme les champs electriques et magnetiques, coincident
lorsqu'elles sont calculees dans les bons etats physiques.

Finalement, la generalisation presentee dans ce paragraphe offre la
possibilite d'avoir des etats de nouvelle norme negative, de considerer
des operateurs non hermitiques jdans 1'ancien sens (A ^ A +), mais her-
mitiques dans le nouveau (A — A\ ce qui permet d'associer a ces opera-
teurs des nouvelles valeurs moyennes reelles. Cest cette « flexibilite »
du formalisme qui nous permettra plus loin de resoudre les difficultes
associees au potentiel scalaire.
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2. Choix de la nouvelle metrique pour la quantification covariante

Pour essayer de resoudre les difficultes mentionnees a la fin de la
partie B, nous aliens maintenant introduire une nouvelle metrique dans
1'espace des etats du rayonnement. Comme toutes les valeurs moyennes
vont etre ensuite calculees avec cette nouvelle metrique, et que ces nou-
velles valeurs moyennes doivent etre reelles pour les potentiels, nous
devons done imposer aux operateurs potentiels d'etre hermitiques dans
le nouveau sens

et des conditions analogues pour 77M et 7TM. Tous les calculs du paragra-
phe B ci-dessus restent done valables, a condition de remplacer partout
les anciens adjoints par les nouveaux, en particulier a* par a^. Par exemple,
on obtient a partir des equations (A.40.a) et (A.40.b), (B.4) et (B.7)

Comment choisir la metrique M ? Comme tous les ennuis viennent
du signe — de (C. 18. b), I'idee la plus simple consiste a jouer sur la diffe-
rence possible entre as

+ et as pour corriger ce signe. Supposons par exemple
que Ton ait reussi a trouver M tel que

En d'autre termes, M commute avec a^ mais anticommute avec as. Les
relations de commutation (C.I8.a) demeurent valables pour les opera-
teurs at et af relatifs aux degres de liberte spatiaux, alors que (C. 18. b)
devient

as et as
+ deviennent alors des operateurs d'annihilation et de creation

tout a fait « normaux », et permettent de construire sans difficulte 1'espace
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des etats des photons scalaires. De plus, comme (C.20.a) entraine que
~at = a*, ae, = a f , a, = a f , 1'hamiltonien (C.I9), exprime en fonction
des anciens adjoints, devient, compte tenu de (C.20.b)

et ne contient que des signes + . L'energie devient done definie positive
(rappelons que les valeurs propres d'un operateur sont independantes de
la metrique; voir remarque (i) du paragraphe C. 1 ci-dessus).

Avant d'aller plus loin, notons que la relation ax = — as
+ entraine

que le potentiel scalaire As est maintenant antihermitique dans Fancien
sens (A* = — As), puisqu'on lui impose d'etre hermitique dans le nou-
veau (equation (C.I7)). Le retablissement du signe + dans (C.21) est
done obtenu au prix de 1'abandon de 1'hermiticite de As au sens habituel.
II n'est done plus possible d'appliquer les postulats de la mecanique
quantique a As. Cela n'est cependant pas grave, car As n'est pas une
grandeur veritablement physique.

Montrons maintenant comment il est possible de satisfaire aux rela-
tions (C.20). Introduisons tout d'abord, pour chaque mode scalaire (*),
une base d'etats

V"-v ;

normes au sens habituel

L'action de as et as
+ sur | ns > est bien connue puisque la relation de com-

mutation [as, fls
+] = 1 est « normale »

et celle de as s'en deduit d'apres (C. 20. b)

(*) Pour alleger les notations, nous omettons 1'indice k du mode. Nous supposons egale-
ment le champ quantifie dans un cube de maniere a avoir des modes k discrels.



V.C.3 Quantification covariante 395

Considerons alors 1'operateur M hermitique et unitaire defini par

De(C.25.a),(C.26)et(C.27), ildecoulealorsque

ce qui, comme Fensemble { | ns > } forme une base, entraine que Ma* =
— as

+ M et prouve done (C.20.b). La relation (C.27) permet alors de
calculer les nouveaux produits scalaires

Alors que le vide a une nouvelle norme positive, les etats a un photon
scalaire ont une nouvelle norme negative. La generalisation presentee dans
ce paragraphe permet done d'inclure dans le formalisme des situations du
type de celles rencontrees plus haut (§ B. 2).

Remarque

Changeons les facteurs de phase des vecteurs de base (C. 23), en posanl

de maniere a avoir une expression plus agreable de | //, > en fonclion de ax et
.10.)

Les relations (C.26), (C.25.b) et (C.25.a) deviennent alors

La relation (C.27) qui ne depend pas du facleur de phase de | nx > demeure
inchangee, de meme que la relation (C.29) qui en decoule. Suivant le choix
(C.23) ou (C.30), on peut done dire, si Ton utilise uniquement Tis et us, que,
par rapport a la theorie de Toscillateur harmonique ordinaire, il suffit d'ajou-
ter un signe —, soil aux elements de matrice de Tix (pour le choix C.23), soit
aux elements de matrice de as (pour le choix C. 30).

3. Construction des kets physiques

La forme tres simple de la condition supplemental (B.21) suggere
d'introduire, pour chaque valeur de k, deux combinaisons lineaires
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« orthogonales » de at et as generalisant ainsi au cas quantique les variables
normales (A. 45). Posons ainsi

Les nouveaux operateurs ad et ag ainsi introduits satisfont, compte tenu de
(C.I8.a), (C.20.a) et(C.21), aux relations

Les relations (C. 33) permettent ainsi d'introduire, pour chaque valeur de
k, deux nouveaux types de modes, d et g, auquels correspondent des
« photons d» et des « photons g ». Notons en passant que le vide de
photons det g coincide avec le vide de photons /et s, car les relations (C. 33)
entrainent

ce qui demontre que

Avec ces nouvelles notations, la condition supplementaire (B.21) s'ecrit

qui generalise (A. 46) et exprime que les ketsphysiques tie contiennent aucun
photon d. La condition supplementaire ne precise rien, en revanche, sur
1'etat du mode g, qui peut etre quelconque (ni bien sur sur 1'etat des modes
transverses e et e').

Construisons maintenant une base de 1'espace des kets physiques.
Pour chaque valeur de k, nous avons

Les nombres de photons transverses nc et nc. peuvent etre quelconques, de
meme que le nombre ng de photons g. En revanche, le nombre de photons d
est necessairement nul, d'apres (C.37). L'ensemble des vecteurs (C.38)
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forme une base orthonormee au sens habituel dans le sous-espace des kets
physiques

Que peut-on dire par centre des nouveaux produits scalaires des vec-
teurs de base (C. 38) ? Comme C ne nt. \ rir n'r, D = ^ntnt.\ n'r n'r. > =
(5Bcn. <5ni,n.., il suffit de calculer C Od ng \ Od n'g D . Comme | na D coincide
avec | ng > et s'exprime, d'apres (C. 38), en fonction de a*, il nous faut, pour
calculer C Od ng |, determiner auparavant le nouvel adjoint «fl

+ de a*. Or,
les relations de definition (C.33) donnent

ce qui montre que

De plus, comme d'apres (C.34.c), ad commute avec a* et que, d'apres
(C.40.a), Og = iad,ona

On peut alors ecrire, compte tenu de (C. 40. a), (C. 41) et (C. 42)

Finalement, tous les vecteurs de base du sous-espace des kets physiques,
ont un nouveau produit scalaire nul et ont une nouvelle norme nulle, sauf si
ng = V

Considerons maintenant (pour une valeur de k), un ket physique | t/f >
du rayonnement

decrivant une situation ou les degres de liberte transverses sont dans



398 Introduction a la formulation covariante V.C.4

1'etat | \I/T > et les degres de liberte longitudinaux et scalaires dans 1'etat
physique

it

dans lequel nd est toujours nul. Compte tenu de (C.44), la nouvelle norme
de | \l/ > vaut

Cette relation peut etre aisement generalisee a une situation ou | \lt > se
developpe sur tous les modes k (transverses), | \J/LS > sur tous les modes
(k, g) (nd etant toujours nul). La relation (G.47) reste valable, CQ represen-
tant la composante de | \I/LS > sur le vide de tous les modes (k, cl) et (k, g).
II apparait ainsi que la nouvelle norme d'un ket physique est proportion-
nelle a 1'ancienne norme de sa composante transverse, le coefficient de
proportionnalite | c0 \

2 etant le carre du module de la composante de
| \I /L S > sur le vide des modes det g, ou encore, d'apres (C. 36), sur le vide
des modes / et s.

4. Valeurs moyennes des grandeurs physiques dans un ket physique

Apres avoir caracterise les kets physiques par la condition (C.37),
nous calculons maintenant la valeur moyenne dans ces kets des diverses
grandeurs physiques (potentiels, champs, energie).

d) VALEUR MOYENNE DES POTENTIELS ET DES CHAMPS

Comme en (A. 57), nous ecrivons les potentiels Afl sous la forme

ou A*, A°, A£ sont donnes par des expressions identiques a (A.58),
(A.59), (A.62) au remplacement pres des variables normales classiques
a£, a£,, ad, <x.g, a*, a*., aj1, a* par les operateurs «,.,«,,, ad, afr a,, Z7,,, a^ ag.

Comme les operateurs apparaissant dans A't n'agissent que sur les
degres de liberte transverses, il s'ensuit que
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La nouvelle valeur moyenne du potential transverse coincide done avec
1'ancienne, ce qui est satisfaisant dans la mesure ou /lj, invariant dans un
changement de jauge, peut etre considere comme une grandeur veritable-
ment physique.

D'apres (A.62), A% est une superposition lineaire des operateurs ad et
ad. Comme la condition supplemental (C. 37) entraine que ad \ ̂  D = 0
la nouvelle valeur moyenne de A% dans le ket physique \ \l/ > est nulle

Considerons enfin A^. Comme A% n'agit pas sur les degres de liberte
transverses, cette moyenne ne fait intervenir que \ \I/1S > et s'ecrit, d'apres
(A. 59)

oil C / D est la nouvelle valeur moyenne dans Petal \ \js > de 1'operaleur /
obtenu en remplagant dans (A .60) ag et a* par ag el 7ig.

Finalement la nouvelle valeur moyenne de (C. 48) s'ecrit, compte tenu de
(C.49),(C.50),(C.51)

Elle ne differe de 1'ancienne valeur moyenne du potentiel transverse que
par une transformation de jauge.

La moyenne dutenseur champ electromagnetique Fflv = /)/( Av — dv Afl
se deduit des resultats precedents : C F^v D = 0 a cause de (C.50) el
C F;fv 3 estnulcar C A^ 3 est un termedejauge((C.51)). Ils'ensuitque

La nouvelle valeur moyenne des champ coincide done avec 1'ancienne,
calculee en ne tenant compte que des degres de liberte transverses.

b) ARBITRAIRE DE JAUGE ET ARBITRAIRE SUR LES KETS PHYSIQUES ASSOCIES
A UN ETAT PHYSIQUE

Les resultats precedents permetlent de comprendre le role joue par les
modes g sur 1'excitation desquels la condition supplemental ne precise
rien.

A un meme etat physique du champ transverse correspondent tout un
ensemble de ketsphysiques de la forme (C.45). Dans ces kels, | \l/r > est
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fixe, mais | \I/LS > peut decrire une excitation arbitraire des modes g, les
modes d etant par centre toujours dans 1'etat vide. Get arbitraire corres-
pond a 1'arbitraire de jauge sur les potentiels. Deux excitations differentes
des modes g correspondent a deux jauges differentes, done a deux valeurs
moyennes differentes pour les potentiels, mais bien sur aux memes valeurs
moyennes pour les grandeurs veritablement physiques comme F ou
Al.

La quantification covariante avec une metrique indefinie nous a done
permis de faire apparaitre explicitement, au niveau des kets physiques,
1'arbitraire de jauge, tout en conservant pour les grandeurs veritablement
physiques des predictions identiques a celles des chapitres II et III.

c) VALEUR MOYENNE DE L'HAMILTONIEN

A partir de (C. 33), il est possible de montrer que

On peut done ecrire en utilisant (C. 22)

ou //J est I'hamiltonien purement transverse des chapitres II et III, et ou
Hks s'ecrit pour une valeur donnee de k (et en omettant Fenergie de point
zero)

On a tenu compte de (C.40) pour remplacer a* par iad et a£ par — \ag.
(L'expression obtenue est la generalisation naturelle de Texpression clas-
sique (A.65)). Comme dans un etat physique ad \ i// D et C \\i \ ad sont
nuls, il s'ensuit que

et par suite

La nouvelle valeur moyenne de I'hamiltonien total HR dans un ket phy-
sique coincide done avec 1'ancienne valeur moyenne de 1'energie du champ
transverse.
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Finalement, par une generalisation de la metrique dans 1'espace des
etats du rayonnement, nous avons pu resoudre tous les problemes poses
par la condition supplemental et le signe des relations de commutation
des operateurs relatifs au potentiel scalaire. Nous avons identifie les diffe-
rents kets physiques correspondant a un meme etat physique donne, relie
la multiplicite de ces kets a 1'arbitraire de jauge, et montre 1'equivalence de
la theorie ainsi elaboree avec celle des chapitres II et III pour toutes les
previsions conceraant des grandeurs physiques et des etats physiques.
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D — EXEMPLE SIMPLE D'lNTERACTION :
CHAMP QUANTIQUE COUPLE A DEUX CHARGES

EXTERIEURES FIXES

La plupart des developpements presentes dans les paragraphes prece-
dents concernent le champ libre. II s'agissait en eflet de comprendre com-
ment il est possible de concilier la presence dans la theorie covariante de
quatre types de photons avec le fait que, seuls, les photons transverses
libres sont physiques. De plus, comme nous n'avons pas precise la forme
du lagrangien des particules, il ne pouvait etre question d'aborder Petude
de Felectrodynamique quantique relativiste en presence d'interactions.

Nous avons cependant, et a plusieurs reprises, considere plus haut le
cas plus simple de champs couples a des sources exterieures, c'est-a-dire
n'ayant pas de dynamique propre et dont le mouvement est impose. II
suffit alors, pour etudier revolution des champs, d'ajouter au lagrangien ou
a 1'hamiltonien du champ libre un terme d'interaction.

Nous considerons dans cette derniere partie un exemple particuliere-
ment simple de probleme de ce type, celui d'un champ quantique couple a
deux charges exterieures fixes. Notre ambition est d'illustrer, sur cet
exemple simple, 1'importance du role joue dans les interactions par les
nouveaux types de photons (longitudinaux et scalaires) introduits par la
theorie covariante.

1. Hamiltonien du probleme

Considerons deux charges fixes </, et q2 situees en TJ et r2. La densite de
charge exterieure correspondante s'ecrit dans 1'espace reel

et dans 1'espace reciproque

En presence d'un quadrivecteur courant jeil, il faut, pour etudier 1'evo-
lution du champ quantique, ajouter a Thamiltonien HR du champ libre le

terme d e c o u p l a g e ( v o i r equation (A.29)). L'hamil-

tonien H du champ en presence des deux charges s'ecril done

ou HR est donne en (C.I9). Comme la seule composante non nulle de
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En utilisant le developpement (C. 17) des potentials, on obtient

c'est-a-dire encore, compte tenu de (D. 2)

2. Deplacement de 1'etat fondamental du champ. Reinterpretation de la loi
de Coulomb

En 1'absence de sources (pe = 0), 1'etat fondamental de HR est le vide
de photons | 0 >. Lorsqu'on introduit les deux charges ql et q2 en rl
et r2, le nouvel etat fondamental du champ, c'est-a-dire 1'etat fondamental
de (D.3), est modifie et deplace d'une quantite AE dependant de q, et
q2. Nous aliens, dans ce paragraphe 2, calculer A£en traitant tout d'abord
1'effet de V sur 1'etat fondamental de HR par la theorie des perturbations.
Nous montrerons qu'on obtient ainsi 1'energie de Coulomb du systeme
des deux charges, ce qui nous permettra d'interpreter, dans ce point de vue,
la loi de Coulomb comme liee a un echange de photons scalaires entre les
deux charges. Nous verrons enfm que 1'expression obtenue pour A£ au
deuxieme ordre de la theorie des perturbations est en fait valable a tous les
ordres.

a) CALCUL PERTURBATIF DU DEPLACEMENT

Nous avons deja mentionne plus haul que les valeurs propres d'un
operateur sont independantes de la metrique (remarque (i) du para-
graphe C.I). Pour determiner le deplacement A£ de 1'etat fondamental
| 0 > de H sous 1'effet de V, nous pouvons done appliquer la formule
habituelle de la theorie des perturbations, avec les elements de matrice de V
evalues dans la metrique usuelle de 1'espace de Hilbert. Au deuxieme ordre
inclus en V, nous obtenons ainsi, comme 1'etat | 0 > est non degenere
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ou EQ est 1'energie non perturbe de | 0 > et ou Q est le projecteur sur le sous-
espace orthogonal a | 0 >. Comme les elements diagonaux de as et ~as qui
apparaissent dans 1'expression (D. 6) de V sont nuls, le terme d'ordre un de
(D.7) est nul. Par ailleurs, comme V ne peut que creer ou detruire un
photon scalaire, le seul type d'etat intermediate susceptible d'apparaitre
dans le deuxieme terme de (D. 7) est 1'etat | ks > a un photon scalaire k,
dont 1'energie est superieure a celle du vide par la quantite /ki>, de sorte que
le denominateur d'energie de (D.7) vaut E0 — (E0 + Tiw) = — not.
Finalement, il vient pour A£

D'apres les regies de selection des operateurs as et ax

Enfin, nous avons vu plus haul que les elements de matrice de as et as

avaient toujours des signes opposes, quelle que soit la convention choisie
pour les etats | ns > (voir equations (C. 25. b) et (C. 26) ou (C. 32)) de sorte
que

Le report de (D. 9) et (D. 10) dans (D. 8) donne finalement

On reconnait dans (D. l l ) 1'expression de 1'energie de Coulomb de la
distribution de charges caracterisee par pe(k) (voir formules (B.32) et
(B. 37) du chapitre I), ce qui permet d'ecrire

Les deux premiers termes de (D.I2) representent 1'energie de Coulomb
propre de chaque charge q1 et q2, le dernier terme 1'energie d'interaction de
Coulomb entre les deux charges.

Remarque

II convient de noter 1'importance du signe — apparaissant dans (D. 10), qui
entraine que le produit des deux elements de matrice de V apparaissant au
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numerateur de (D.8) est negatif, de sorte que A£ est fmalement positif (voir
aussi D. 11)). Si 1'operateur associe au potentiel scalaire etait hermitique au
sens habituel, il en serait de meme de V et le numerateur de (D. 8) serait positif,
conduisant a un deplacement AE < 0. Un tel resultat exprime tout simple-
ment que le deplacement de 1'etat fondamental d'un systeme sous reflet d'un
potentiel hermitique est toujours negatif au deuxieme ordre (1'etat fondamen-
tal est toujours repousse vers le has par les etats excites). Cest parce que
1'operateur associe au potentiel scalaire est antihermitique dans le point de
vue de la metrique initiale (mais hermitique au sens de la nouvelle metrique)
que nous trouvons fmalement une energie de Coulomb positive.

b) DISCUSSION PHYSIQUE. ECHANGE DE PHOTONS SCALAIRES ENTRE LES

DEUX CHARGES

L'energie de Coulomb apparait ainsi comme etant associee au terme de
perturbation du second ordre (D.8). La structure de cette expression
suggere alors 1'interpretation physique suivante. Le champ, initialement
dans 1'etat vide, passe sous 1'effet de V dans 1'etat intermediate | k.y >. En
d'autres termes, un photon scalaire k est emis virtuellement puis reabsorbe,
le champ retournant dans 1'etat initial.

Le terme en ql q2 de AE s'obtient, soit en prenant le terme en q^ de p
dans 1'element de matrice < k$ | V \ 0 >, le terme en q2 dans < 0 | V \ k.v >,
auquel cas c'est la charge q1 qui emet virtuellement un photon scalaire
reabsorbe ensuite par q2; soit 1'inverse, auquel cas c'est q2 qui emet vir-
tuellement un photon et ql qui 1'absorbe. L'electrodynamique quantique
en jauge de Lorentz permet done d'interpreter 1'interaction de Coulomb
entre deux charges fixes comme resultant de 1'echange de photons scalaires
entre les deux charges.

Notons enfin que les termes en ql (ou ql) de A£, c'est-a-dire ECOU, (ou
£coui)> s'obtiennent en prenant le meme terme en q} (ou q2) dans les deux
elements de matrice de V. L'energie de Coulomb propre d'une particule
apparait done comme liee a 1'emission virtuelle et a la reabsorption d'un
photon scalaire par cette meme particule.

c) CALCUL EXACT

Comme 1'hamiltonien de couplage V est lineaire en ax et as, il est en fait
possible de diagonaliser exactement 1'hamiltonien total H = HR + V.
Consider,ons la partie Hs de H relative aux modes scalaires (V n'agit que
sur ces modes). Elle s'ecrit

avec
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A(k) etant donne d'apres (D. 6), par

Le principe de la diagonalisation de Fhamiltonien //s(k) du mode scalaire
k consiste a effectuer sur as et a,, une translation de maniere a faire dispa-
raitre les termes lineaires en as et as de (D. 14) et a obtenir un hamiltonien
d'oscillateur harmonique. _

Introduisons pour cela les nouveaux operateurs hs et bs definis par

La relation de commutation (C. 18. b) donne pour bs et bs

de sorte que bs et bs peuvent bien etre consideres comme des operateurs
d'annihilation et de creation (*). Par ailleurs, comme

il est possible de reecrire Hs (k) sous la forme

qui est bien, a une constante pres, un hamiltonien d'oscillateur harmo-
nique. Soit alors | 0 > Petat defini par

c'est-a-dire encore

L'etat | 0 > est done un etat coherent du mode (k.s), vecteur propre de
as(k) de valeur propre A(k). Compte tenu de (D. 20), | 6 > est etat propre de
Hs(k)

(*) Comme bs et bs obeissent aux memes relations de commutation que «s el iTv, on peut
d'ailleurs trouver une transformation T unitaire (au nouveuu sens, c'est-a-dire telle que
TT = TT = 1), faisant passer des operateurs ax el «s aux operateurs />vet />v(voirexercice 4).
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avec une valeur propre fta> On en conclut que le depla-

cement exact A£ de Fetat fondamental du champ, du a la presence des
charges, est la somme sur tous les modes scalaires de #o>A*(k) A(k), c'est-a-
dire encore, compte tenu de (D. 15)

qui n'est autre que (D.ll). Le resultat du calcul perturbatif au second
ordre de A£ coincide done avec la valeur exacte de ce deplacement.

Remarque

II est aise d'obtenir les autres etats et valeurs propres de Hx. A partir de la
relation de commutation (D. 17) et de (D. 20), on peut montrer en efiet que

L'etat (6s(k))p | 0 > est un etat propre de Hs situe a une distance pJio) au-dessus
du nouvel etat fondamental | 0 >. Tous les niveaux de 1'oscillateur harmonique
associe au mode scalaire k sont done deplaces en bloc de la meme quanlile A£.

3. Quelques proprietes du nouvel etat fondamental du champ

a) CONDITION SUPPLEMENTAIRE EN PRESENCE D'INTERACTION. CARAC-
TERE PHYSIQUE DU NOUVEL ETAT FONDAMENTAL

Pour voir comment il est possible de generaliser les equations (B.20)
et(B. 21) qui caracterisent les etats physiques pour le champ libre, commen-
cons par calculer £ d^ A* a partir du developpement (C. 17) de A^ en a

Considerons alors, a un instant donne /0, les etats | \l/ > qui sont, pour
tout k, solutions de 1'equation

II decoule de (D. 25) que la valeur moyenne dans ces etats de Foperateur
^d^/4" est nulle a 1'instant t0. II est possible par ailleurs d'exprimer la
n
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vitesse as = [as, H]/ifi figurant dans (D.26) au moyen de 1'equation du
mouvement de as, qui est la generalisation quantique de 1'equation du
mouvement (A. 35') de la variable normale classique as

Le report de (D. 27) dans (D. 26) donne alors, compte tenu de 1'expression
(D.15)de A(k)

equation qui redonne bien (B .21) en 1'absence de sources (X = 0).
Une propriete importante de 1'equation (D.28) est que ses solutions ne

dependent pas de 1'instant t0 choisi. En d'autres termes, le sous-espace des
etats physiques selectionnes par (D. 28) est stable vis-a-vis de 1'evolution
temporelle : un etat | \l/ >, qui est physique a t0, demeure physique a tout
instant ulterieur. Nous demontrerons ce point important dans le para-
graphe 3.c du complement Av, en etudiant 1'evolution temporelle de
1'operateur at — as + A qui figure dans le crochet de (D. 28). Cette pro-
priete assure que £ d^A ** reste nul en valeur moyenne pour tout r et tout

M
t. Ainsi, les equations de Heisenberg du champ quantique coincident en
valeur moyenne avec les equations de Maxwell et (D.28) constitue bien
la generalisation de (B. 21) en presence d'interaction.

Revenons maintenant au nouvel etat fondamental du champ | 6 >
defini en (D. 21). II est facile de voir que | 0 > satisfait (D. 28) et est done un
etat physique. Tout d'abord, comme les modes longitudinaux ne sont pas
excites par les charges fixes

II suffit alors d'utiliser (D. 29) et la definition (D. 21) de | 0 > pour voir que
|0>satisfaitbien(D.28).

b) VALEUR MOYENNE DU POTENTIEL SCALAIRE DANS LE NOUVEL ETAT
FONDAMENTAL DU CHAMP

A partir du developpement en modes scalaires de As(r), on obtient pour
la valeur moyenne (au sens de la nouvelle metrique) de AS(T) dans le nouvel
etat | 6 >
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qui s'ecrit encore, compte tenu de (D. 21)

La condition de realite de pe(r) entraine que A(k) = A*( — k), ce qui, par
un changement de k en — k dans Fintegrale de (D. 31), permet de montrer
que le terme complexe conjugue double le premier. En utilisant (D. 15),
on obtient alors pour la valeur moyenne de l/(r) = cAs(r)

qui n'est autre que la transformee de Fourier de pe(k)/e0 /c2, c'est-a-dire
encore le potentiel de Coulomb associe a la distribution de charges pc(r).
(Pour le voir il suffit de noter que, par transformation de Fourier, 1'equa-
tion de Poisson AC/ + pe/e0 =.0 donned = pe/K0k

2.)

4. Conclusion et generalisation

Nous avons ainsi montre qu'il etait possible de transformer 1'hamilto-
nien du champ quantique couple a des charges fixes de maniere a faire
apparaitre explicitement 1'interaction de Coulomb entre les charges.
Nous avons egalement verifie que la valeur moyenne (nouvelle) du potentiel
scalaire dans 1'etat fondamental perturbe du champ coi'ncidait avec le
potentiel de Coulomb cree par les charges.

Une telle demarche peut etre etendue au cas ou les sources sont des
particules formant un systeme dynamique. Nous verrons en eflet dans le
complement Bv qu'il est possible d'appliquer a 1'hamiltonien des champs
quantiques de Dirac et Maxwell couples en jauge de Lorentz une transfor-
mation unitaire (au nouveau sens) qui generalise celle etudiee ici et qui fait
apparaitre explicitement 1'interaction de Coulomb entre les particules.
Jointe a la condition supplemental selectionnant les etats physiques,
une telle transformation permet d'etablir une correspondance entre les
deux formulations possibles de 1'electrodynamique quantique envisagees
dans cet ouvrage, celle en jauge de Lorentz et celle en jauge de Coulomb.
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COMPLEMENT Av

INTRODUCTION ELEMENTAIRE A LA THEORIE
DU CHAMP ELECTRON-POSITRON COUPLE AU CHAMP

DE PHOTONS EN JAUGE DE LORENTZ

La description des particules utilisee dans les chapitres precedents n'est
valable que pour des particules se deplagant a des vitesses faibles devant
celle de la lumiere. De plus, le cadre theorique mis en place ne permet pas
de decrire des processus dans lesquels le nombre total de particules varie
(creation de paires et annihilation entre particule et antiparticule).
II apparait egalement que le rayonnement et la matiere sont traites de
maniere dissymetrique : un champ quantique relativiste decrit le rayonne-
ment avec un nombre arbitraire d'excitations elementaires (photons),
alors que nous ne considerons qu'un nombre fixe de particules chargees,
representees par des fonctions d'onde non relati vistes.

Le but de ce complement est de montrer de maniere tres elementaire
comment la matiere, et plus precisement les electrons et les positrons,
peuvent etre decrits par un champ relativiste quantifie. Nous commencons
(§ 1) par une breve revue de 1'equation de Dirac, consideree comme une
equation d'onde relativiste a un seul electron (*). Nous quantifions ensuite
la fonction d'onde de cette equation selon la procedure habituelle de
seconde quantification (§ 2) et nous obtenons ainsi le champ de Dirac
quantifie dont les excitations elementaires decrivent electrons (e~) et
positrons (e+). Nous introduisons enfin (§ 3) 1'expression de 1'hamiltonien
decrivant les champs de Dirac et de Maxwell quantifies en interaction.
Cet hamiltonien s'exprime en termes des operateurs de creation et d'annihi-
lation des electrons, positrons et photons. II constitue le point de depart de
tout calcul d'electrodynamique quantique.

1. Brefs rappels sur 1'equation de Dirac

a) MATRICES DE DIRAC

Un precede heuristique pour obtenir une equation d'onde pour une
particule consiste a partir de la relation de dispersion E = /(p) entre
1'energie E et 1'impulsion p, et a faire les substitutions :

(*) Le lecteur trouvera des exposes plus detailles dans les ouvrages cites en reference a la
fin du complement.
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En presence d'un champ electromagnetique decrit par les potentiels A et U,
on utilise les substitutions suivantes :

ou q est la charge de la particule. Cette regie est reliee a la possibilite de
changer localement la phase de la fonction d'onde (voir 1'exercicc 5).

Si Ton cherche pour la fonction d'onde ty une equation diflerentielle du
premier ordre en t, comme 1'equation de Schrodinger, et dans laquelle r
et t jouent des roles symetriques comme 1'exige la relativite, on est conduit
naturellement a une relation lineaire en E et p du type

ou ft et a sont reels et sans dimensions. De plus, la relation (2) doit etre
compatible avec la relation de dispersion relativiste bien connue

Le carre de 1'equation (2) donne :

ou i,j = x, y, z. La comparaison avec (3) conduit aux relations suivantes :

Elles montrent clairement que /? et a ne peuvent pas etre des nombres. On
peut par centre trouver des matrices, de rang au moins 4, qui verifient ces
relations. La fonction d'onde if/ est done necessairement un spineur (avec
au moins 4 composantes), ce qui implique 1'existence de degres de liberte
internes pour la particule, decrits par a et /?, en plus de ses degres de liberte
externes decrits par r et p.

L'equation de Dirac correspond a la realisation de dimension 4 des
equations (5). On peut verifier que les quatre matrices de Dirac

dans lesquelles H est la matrice unite de dimension 2 et ai est 1'une des
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matrices de Pauli

veriffent bien les relations (5).
Donnons pour terminer quelques relations verifiees par les matrices (6),

qui seront utiles pour la suite. Des relations de commutation bien connues
des matrices de Pauli

(eijk = tenseur completement antisymetrique), on deduit les relations sui-
vantes pour les matrices a,

ou

Jointe a la relation (5. c), cette equation fournit :

Si A et B sont deux vecteurs (n'agissant pas sur les variables internes),
il en resulte la relation suivante generalisant (10) :

b) HAMILTONIEN DE DIRAC ; DENSITES DE CHARGE ET DE COURANT

L'equation de Dirac decrit 1'evolution temporelle du spineur \l/, de
composantes

D'apres (1) et (2), tfD s'ecrit

pour un electron libre et
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pour un electron en presence d'un champ electromagnetique. Soit ft le
transpose de ty (c'est un vecteur ligne) et soit $* son adjoint. A partir
de 1'equation (12) et de son adjointe, on peut montrer que les densites

verifient 1'equation de conservation

Les quantites p et j s'interpretent comme des densites de charge et de
courant respectivement. II est remarquable que les equations (15) et (16)
gardent la meme forme en presence de champ electromagnetique.

c) LBEN AVEC LES NOTATIONS COVARIANTES

Plutot que les matrices af et )8 introduces precedemment, les matrices
yM sont frequemment utilisees pour obtenir une forme symetrique de
1'equation de Dirac :

En multipliant 1'equation (12) par fl/fic, nous pouvons reecrire 1'equation
obtenue sous la forme

dans le cas d'un electron libre, et

avec

dans le cas d'un electron dans un champ defmi par le quadri-potentiel A^.
Plutot que 1'adjoint $* de [//, on utilise alors une autre quantite appelee

adjoint relativiste et defmie par

Avec ces notations, les expressions (15.a) et (15.b) peuvent etre rassem-
blees sous la forme d'un quadrivecteur courant /
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d) SPECTRE D'ENERGIE DE LA PARTICULE LIBRE

Pour un electron libre, p et JtFD commutent, de sorte qu'il existe un
systeme de vecteurs propres communs, les ondes planes. Pour chaque
valeur propre p, 3CD a 2 valeurs propres :

Le spectre d'energie de 3FD est done forme de deux continuums, Tun
au-dessus de me2,1'autre au-dessous de — me2.

La forme des etats propres est particulierement simple pour p = 0,
car JifD se reduit alors a /?mc2. On trouve deux etats propres :

et deux autres :

Ainsi, un electron d'impulsion nulle ef d'energie me2 peut exister dans
deux etats internes differents, correspondant aux deux etats d'un spin 1/2.
Ce resultat subsiste pour les etats d'impulsion p ^ 0, les spineurs corres-
pondants ay ant alors en general leur quatre composantes non guiles.
Ceux relatifs a la valeur propre + ^/p2 c2 + m2 c4 se deduisent des
spineurs (23. a) par la transformation

Nous les noterons wp(r). Pour simplifier les notations, 1'indice p designe
collectivement les trois composantes de p et la composante de spin +
ou —. Les spineurs relatifs a la valeur propre opposee se deduisent de
(23. b) par T(p) et seront notes up(r).
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Remarque

Les spineurs up et vp introduits en (25) sont normalises comme des ondes
planes, car la transformation T(p) est unitaire. Dans la formulation cova-
riante, up et vp se deduisent de u0± et v0± par une transformation de Lorenlz
(qui n'est pas unitaire), et ont une normalisation diflerenle.

e) ETATS D'ENERGIE NEGATIVE. THEORIE DES TROUS

L'existence de valeurs negatives jusqu'a — GO pour MJ
D pose un pro-

bleme d'interpretation physique.
On peut d'abord essayer de considerer les etats correspondants comme

des solutions mathematiques, sans signification physique, et ne conserver
que les etats d'energie positive pour decrire 1'electron. Mais 1'interaction
avec le champ de rayonnement couple les etats d'energie positive aux etats
d'energie negative. Un electron initialement dans un etat d'energie posi-
tive pourrait, par emission de photons, tomber dans un etat d'energie
negative.

Cette difficulte a conduit Dirac a considerer que tous les etats d'energie
negative sont occupes. Comme les electrons sont des fermions, le principe
d'exclusion de Pauli empeche alors les electrons d'energie positive de tom-
ber dans ceux d'energie negative, deja remplis. La stabilite des etats d'ener-
gie positive est ainsi retablie. De plus, ce point de vue suggere de nouvelles
idees. L'absence d'un electron d'energie negative E, de charge q, d'impul-
sion p, de spin n est equivalente a la presence d'une particule d'energie
— E positive, de charge — q, d'impulsion — p, de spin — fi. Une telle
particule n'est autre que le positron, Pantiparticule de 1'electron, qui
apparait ainsi comme un trou dans la « mer » des electrons occupant le
continuum des etats d'energie negative. D'autres predictions en decoulent
directement. Par absorption de photons, un electron d'energie negative
peut etre promu dans un etat d'energie positive, laissant un trou dans le
continuum des etats d'energie negative. Un tel processus correspond a la
formation d'une paire electron-positron (e+, e~). Le processus inverse,
I'annihilation d'une paire, s'interprete comme une recombinaison entre
1'electron et le trou.

Les considerations precedentes montrent clairement que 1'equation de
Dirac ne peut decrire de facon coherente une seule particule relativiste.
En relativite, la masse est une forme d'energie et des particules peuvent
done etre creees ou disparaitre. La prescription ad hoc de Dirac n'est
qu'une facon de realiser cette necessite avec des electrons preexistant dans
les etats d'energie negative. Pour eviter 1'introduction de ces electrons
peu physiques, il est preferable de quantifier la fonction d'onde de Dirac
i/f(r) selon la procedure de seconde quantification. Les excitations du
champ quantique Y(r) permettent alors de decrire un nombre arbitraire
de particules et d'antiparticules.
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2. Quantification du champ de Dirac libre

a) PROCEDURE DE SECONDS QUANTIFICATION

Nous suivons la procedure generale, utilisee aussi en mecanique quan-
tique non relativiste pour decrire un ensemble de fermions identiques.

Commengons par developper la fonction d'onde i^(r) de 1'equation
de Dirac sur une base orthonormee. Une telle base peut etre, par exemple,
la base des ondes planes (25), etats propres de JJ?D et p :

L'indice p designe 1'ensemble des nombres quantiques (— E, — p, — /*),
opposes a ceux designes par p. Comme nous 1'avons vu au paragraphe
precedent, un trou de fonction d'onde vf decrit, dans le point de vue de
Dirac, un positron de nombres quantiques p.

La fonction d'onde i//(r) est alors quantifiee en remplagant les coeffi-
cients yp et y? de (26) par des operateurs cp et cf annihilant un electron
dans 1'etat correspondant :

Comme les electrons sont des fermions, des relations d'anticommutation
sont imposees a ces operateurs

Ces relations d'anticommutation sont necessaires pour preserver le
caractere positif de 1'energie du champ (voir la fin du § b suivant).

En suivant 1'idee generale du paragraphe 1. d, nous reinterpretons les
operateurs cp et cp

+. Annihiler un electron (- p, - Epy - fi) est equi-
valent a creer un positron (p, Ep,n); nous posons done :

et inversement

ou bp et bp sont les operateurs d'annihilation et de creation d'un positron
d'impulsion p, d'energie Ep et de spin \L.

Finalement le champ de Dirac quantifie ^(r) et son hermitique conju-
gue <P+(r) sont donnes par :
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y + est le spineur dont les composantes f/ sont les hermitiques conju-
gues de celles de ¥*. Les relations d'anticommutation des c et des b
decoulent directement de (28) et (29) :

On peut egalement tirer de (30) et (31) les relations d'anticommutation
des composantes du champ lui-meme, en utilisant le fait que 1'ensemble
(up, up)forme une base complete de Fespace des fonctions d'onde

b) HAMDLTONIEN DU CHAMP QUANTIFIE. NIVEAUX D'ENERGIE

La valeur moyenne de 1'hamiltonien de Dirac dans Fetat decrit par la
fonction ij/(r) est

L'hamiltonien HD en seconde quantification s'obtient en remplacant
la fonction d'onde \l/(r) par le champ Y (r).

L'utilisation des developpements X30) et du fait que up et y? sont des
fonctions propres de 3^D de valeurs Ep et — Ep conduit a Fexpression
suivante de HD

f r

Or, d'apres (26), bp bp = 1 - bp bp, de sorte que

L'interpretation physique de (36) est tres claire. L'energie
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est 1'energie du vide et n'est pas directement observable, cp cp est le
nombre d'electrons d'energie Ep, qui contribuent a 1'energie totale
par la quantite Ep cp cp. Les valeurs propres de cp cp ne peuvent etre
que 0 ou 1. Cette propriete, demontree dans 1'exercice 8 du chapitre II,
est une consequence des relations d'anticommutation et justifie le prin-
cipe d'exclusion de Pauli. De meme, hp hp est le nombre de positrons
d'energie Ep, qui contribuent de facon semblable a 1'energie totale,
avec un signe positif. II est a noter que, si Ton avail impose a bp et bp des
relations de commutation au lieu d'anticommutation, le signe — present
dans (35) aurait subsiste dans (36), et 1'energie totale aurait pu devenir
infiniment negative. Les relations d'anticommutation sont done neces-
saires pour obtenir que 1'energie soil bornee inferieurement.

Remarques

(i) L'energie du vide E0 n'a pas vraiment de signification physique. On pour-
rait la supprimer en definissant Hl} de facon plus symetrique entre particules
et antiparticules.

(ii) En presence d'un champ exterieur, il faut remplacer dans I'expression (34)
de //D, 1'operateur J^j,, par Texpression (14) plulot que (13).

Pour classer les niveaux d'energie du champ de Dirac, il est interessant
d'introduire la charge totale Q

L'importance de cette quantite vient du fait qu'elle est conservee, meme
en presence d'interaction avec le champ electromagnetique.

Les premiers niveaux d'energie du champ sont representes sur la figure 1.

Figure 1. Premiers etats du champ de Dirac quantifie.



Av.2 Theorie du champ electron-positron 419

Le vide a pour energie E0 que nous prendrons pour origine, et la valeur
de Q correspondante est 0. Cest Fetat fondamental du champ. Les pre-
miers etats excites commencent a E = me2 et ferment deux continuums
caracterises par Q = + q et Q = — q, s'etendant jusqu'a + GO. Ce sont
les etats a 1 electron, et 1 positron respectivement. Trois doubles conti-
nuums commencent a E = 2 me2, avec Q = + 2 q, 0, — 2 q, decrivant
respectivement deux electrons, une paire electron-positron, 2 positrons.
On trouverait ensuite des etats a 3 particules, certains de charge + q,
au-dessus des etats a 1 electron, d'autres de charge 3 q; et ainsi de suite...

Le formalisme non relativiste utilise dans les chapitres precedents
permet de decrire les processus dont le deroulement se situe entierement
a Pinterieur d'une multiplicite du type de celles que nous venons de decrire.
Dans la theorie presente, des transitions entre multiplicites de meme
valeur de Q (transitions verticales sur la figure 1) peuvent etre etudiees,
comme nous le verrons au paragraphe 3 en etudiant Fhamiltonien de
couplage avec le champ de rayonnement.

c) TRANSLATIONS TEMPORELLES ET SPATIALES

Pour terminer ce paragraphe sur la quantification du champ de Dirac,
nous montrons que Phamiltonien HD et Foperateur impulsion P, dont
nous allons donner Fexpression, sont bien les generateurs des translations
dans le temps et dans 1'espace du systeme, comme pour tout systeme
quantique libre.

Pour HD, la propriete est evidente puisque Pequation de Heisenberg
pour Poperateur champ s'ecrit

qui s'integreen

L'operateur impulsion du champ P s'obtient selon une methode iden-
tique a celle qui nous a fourni HD (voir aussi exercice 6).

Prenons en le commutateur avec ^A(r)
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^(r) anticommute avec ^(r'), done aussi avec V!^A,(r'). En le faisant
passer a gauche dans le premier terme, on obtient 1'anticommutateur de
*P£(r') et ^(r), qui vaut <5(r — r') du.. Apres integration sur r',(41) devient

P est done bien le generateur des translation spatiales

Notons que les formules (38) et (42) peuvent se condenser en une seule
en posant P° = HD/c

Dans une approche plus elaboree de la quantification, cette relation
fondamentale, que nous demontrons ici a partir des relations d'anti-
commutation des champs, est au contraire postulee pour que les trans-
lations soient representees par une transformation unitaire des operateurs
champ, generee par P*. L'utilisation des relations d'anticommutation pour
les champs constitue Tune des facons de realiser cette exigence. L'autre
consisterait a utiliser des relations de commutation, mais elle conduirait
a une energie non bornee inferieurement et doit done etre rejetee.

3. Champ de Dirac et champ electromagnetique en interaction

a) HAMBLTONIEN DU SYSTEME TOTAL, HAMILTONIEN D'INTERACTION

Dans le chapitre V, nous avons etudie le champ de Maxwell quantifie
en jauge de Lorentz en presence de sources exterieures je(r, i) et pe(r, t)
dont la dynamique est imposee. L'hamiltonien du champ libre HR est
donne par (C. 19) ou (C.22). L'hamiltonien d'interaction avec les sources
s'ecrit (voir (A.29) et (A.8))

\ ~~/

Par ailleurs, Thamiltonien du champ de Dirac en presence de champs
electrique et magnetique exterieurs dont la dynamique est imposee
s'obtiendrait en utilisant dans (34) 1'expression (14) de J^D au lieu de (13).
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Cela revient a ajouter a 1'hamiltonien HD du champ libre

ou les operateurs densite de charge et densite de courant sont les analogues
de (15.a) et (15.b) en seconde quantification

Lorsque chacun des deux systemes, champ de rayonnement et champ
de matiere, a sa dynamique propre, il semble naturel de generaliser (45)
ou (46) en rempla?ant les grandeurs exterieures je(r, t), pe(r, /), Ae(r, /),
Ue(r, 0/c par les operateurs quantiques j(r), p(r), A(r), As(r). On obtient
ainsi, pour rhamiltonien des deux champs quantiques en interaction,
1'expression suivante qui peut etre justifiee plus precisement a partir du
formalisme lagrangien (voir exercice 6).

ou HD est rhamiltonien des particules libres (36) (en laissant de cote la
constante E0)

HR est 1'hamiltonien propre du champ, decompose en modes transverses,
longitudinaux et temporels,

et Hj, 1'hamiltonien d'interaction

Ce dernier est lineaire en a et a pour les photons, et fait intervenir les
produits Cp cp,, bpb*., c* b*., bpcp. pour les particules. Une interaction
fait done varier le nombre de photons d'une unite, et le nombre de parti-
cules de 0 (termes en cp cp. et bp bp.\ ou de 2 (les produits cp bp. et bp cp,
creent et detruisent respectivement des paires electron-positron).

A des amenagements techniques pres (utilisation de produits dans



422 Introduction a la formulation covariante Av.3

1'ordre normal), (48) est 1'hamiltonien de base pour calculer tout processus
en electrodynamique quantique.

b) EQUATIONS DE HEISENBERG DES CHAMPS

Comme nous n'avons pas introduit 1'hamiltonien (48) a partir des pre-
miers principes, il est interessant de verifier a quelles equations de
Heisenberg il conduit pour les champs quantiques.

Pour le champ electromagnetique, determinons 1'equation devolution
des operateurs a^k)

Le premier terme donne simplement — icoa^. Dans le second terme,
it faut remplacer //, par son expression (51) dans laquelle A(r) et As(r)
sont developpes en fonction des operateurs a^.(k') et tf^(k') (formule (C. 17)
du chapitre). Seul le commutateur [«„(£), a^,(k')] est non nul et vaut
— Gw'dQL — k')- L'integrale sur r dans 1'expression (51) de H, projette
le quadrivecteury = (cp, j) sur le mode k :

L'equation (53) est a rapprocher des equations (A.33') et (A.35') du
chapitre, elles-memes equivalentes aux equations de Maxwell classiques
en jauge de Lorentz. L'equation (53) est done la bonne equation du mou-
vement des champs quantiques, dans le sous-espace d'etats satisfaisant
la condition supplementaire de Lorentz (qui sera precisee dans le § c
suivant). Notons egalement que la source jft est ici un operateur dans
1'espace des particules, et non pas un nombre.

Pour le champ de Dirac, 1'equation de Heisenberg s'ecrit :

V-'-V
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En utilisant les relations d'anticommutation de facon analogue a ce qui
a etc fait pour passer de 1'equation (41) a (42), on obtient :

Cette equation est semblable a 1'equation de Dirac en presence d'un
champ electromagnetique decrit par les potentiels As(r) et A(r). Mais
ces deux quantites sont maintenant des operateurs du champ de Maxwell,
¥* etant lui-meme un operateur du champ de Dirac. A partir de (56),
on demontre sans difficulte 1'equation quantique de conservation du
courant, verifiee par les densites p et j definies en (47. a) et (47. b).

ou encore dans Fespace reciproque

c) FORME DE LA CONDITION SUPPLEMENTAIRE EN PRESENCE D'INTERACTION

Dans le cas du champ libre, nous avons montre qu'il existait des vecteurs
d'etat physiques | % > tels que la condition de Lorentz

soit verifiee en moyenne quels que soient r et /. Pour cela, nous avons
utilise le developpement du champ libre en ondes planes progressives
(B.9) pour identifier les composantes de Fourier spatiales et temporelles
de^5MM et les annuler en moyenne par la condition (B.21), exprimee

n
pour toutes les valeurs de k. Nous avons ainsi utilise explicitement 1'evo-
lution temporelle simple des operateurs a et a+ pour le champ libre.

En presence d'interaction, 1'evolution des champs en representation
de Heisenberg n'est plus aussi simple, et l'identification des composantes
de Fourier de frequence donnee suppose la connaissance complete de
1'evolution du systeme « champ de matiere + champ electromagnetique »
en interaction. Fort heureusement, bien que le champ Alt ait une evolution
compliquee, 1'operateur

qui figure dans (58) a, quant a lui, un comportement simple. Pour le voir,
il suffit de se reporter a 1'equation (A. 17) verifiee par la grandeur classique
correspondante. Cette equation resulte d'une part des equations du
mouvement de A^ d'autre part de 1'equation de conservation du courant.

/
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Ces equations restent vraies pour les operateurs en theorie quantique et
A verifie done 1'equation :

Dans 1'espace reciproque, la transformee de Fourier spatiale A(k) de
A(r) verifie

de sorte que A(k) a une evolution simple, caracterisee par les deux expo-
nentielles exp(± icot).

Identifions plus precisement les parties de A(k) associees a chacune des
frequences + CD. A 1'aide de (C. 17), A(k) s'exprime en fonction des ope-
rateurs a et a:

La vitesse as peut etre remplacee par sa valeur donnee par (53) et ik • a
par \kav Montrons que 1'operateur /d<+)(k), defini par

evolue au cours du temps sous 1'action de Vhamiltonien total H, comme
exp(— \(of). Pour cela, calculons sa derivee A(+}(k). Elle fait intervenir
ah as et p dont les valeurs sont donnees en (53) et (57. b). On obtient ainsi

ce qui demontre la propriete annoncee.
De la meme fa?on

v--/
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evolue comme exp( + icot).
Ainsi, la condition (58) pour tout r et tout / se ramene a deux conditions

initiates, a verifier pour tout k :

Ces conditions sont realisees pour les etats du sous-espace defmi par

qui constitue le sous-espace des etats physiques. Cette equation generalise
les equations (B.21) et (D.28) discutees dans le chapitre pour le champ
libre, ou le champ en presence de sources exterieures.

REFERENCES GENERALES ET CONSEILS DE LECTURE

Pour 1'equation de Dirac, voir par exemple Berestetskii, Lifchitz et
Pitayevski (chap. 4), Bjorken et Drell (chap. 1 a 7), Messiah (chap. XX).

Pour la quantification du champ de Dirac et I'electrodynamique
quantique relativiste, voir par exemple Berestetskii, Lifchitz et Pitayevskii,
Bogoliubov et Chirkov, Feynman, Heitler, Itzykson et Zuber, Jauch et
Rohrlich, Schweber.
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COMPLEMENT Bv

JUSTIFICATION DE LA THEORIE NON RELATIVISTS
EN JAUGE DE COULOMB A PARTIR

DE L'ELECTRODYNAMIQUE QUANTIQUE RELATIVISTS

Introduction

Dans le complement Av precedent, nous avons donne I'expression de
1'hamiltonien qui decrit la dynamique des champs quantiques de Dirac
et Maxwell couples. Un tel hamiltonien utilise la jauge ck> Lorentz pour
le champ electromagnetique, de sorte que 1'interaction de Coulomb
entre particules n'apparait pas explicitement dans I'hamillonien. De plus,
le nombre de positrons el a" electrons nest pas une constante du mouvement
et peut varier au cours du temps. Un tel cadre theorique semble done tres
eloign6 de celui mis en place dans les chapitres precedents. Nous avions
alors considere des particules, en nombre fixe, decrites par des fonctions
d'ondes de Schrodinger (ou des spineurs a 2 composantes de Pauli), et
utilise pour le champ de rayonnement la jauge de Coulomb (ou des jauges
derivees de la jauge de Coulomb) faisant apparaltre explicilement rinter-
action de Coulomb dans r hamiltonien des particules. Le but de ce com-
plement est d'etablir un lien entre'ces deux traitements et de montrer
comment la theorie non relativiste des chapitres I a IV peut etre justifiee
a partir de I'electrodynamique quantique relativiste en jauge de Lorentz,

. dont nous avons donne les grandes lignes dans le complement Av.
Nous allons pour cela proceder en deux etapes. Tout en conservant

la description des particules par un champ quanlique de Dirac, nous
commencons par effectuer sur rhamiltonien du complement Av une
transformation unitaire (au sens de la nouvelle norme) qui fait apparaitre
explicitement 1'interaction de Coulomb entre particules. Si Ton utilise
en plus la condition supplemental, caracterisant les etats physiques dans
1'espace des etats, une telle transformation revient a passer de la jauge
de Lorentz a la jauge de Coulomb (§•!)(*). A la limile non relativiste, les
couplages entre etats avec des nombres differents de parlicules (electrons +
positrons) sont faibles et peuvent etre traites perturbativement. Nous
montrons alors (§ 2) que, pour un nombre donne de particules, la dynami-
que du systeme particules + photons est equivalente a celle decrite par les
hamiltoniens non relativistes des chapitres precedents.

(*) Une demarche de ce type est suivie par K. Haller, R. B. Sohn, Phys. Rev., A 20, 1541
(1979).
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1. Passage de la jauge de Lorentz a la jauge de Coulomb en electrodyna-
mique quantique relativiste

a) TRANSFORMATION SUR LES PHOTONS SCALAIRES FAISANT APPARAITRE
L'INTERACTION DE COULOMB

Partons de Fhamiltonien (48) du complement Av que nous reecrivons
sous la forme

en separant dans Thamiltonien du rayonnement HR el dans 1'hamiltonien
d'interaction H, les contributions des photons transverses, longitudinaux,
scalaires (reperees par des indices superieurs T, L, S respectivement).

Considerons tout d'abord la partie de H faisant intervenir les photons
scalaires. Elle se reduit a //| + Hf. En utilisant les formules (50) et (51)
du complement Av, ainsi que le developpement du potentiel scalaire
As(r) en as et as (voir formule (C. 17) du chapitre), nous oblenons

a deja ele introduit dans le complement Av (voir (68)). Comme dans Ic
paragraphe D.2.c du chapitre V, nous pouvons alors reecrire le crochet
de (2) sous la forme

Les operaleurs de particules A*(k) et A(k) commutent avec les operaleurs
de rayonnement as(k) et as(k), et aussi entre eux, car ils ne dependent,
d'apres (3), que de p(r), et on peut montrer (voir exercice 7) que p(r) com-
mute avec p(r'). II s'ensuit que les operateurs ax — A* el ax — A salisfonl
aux memes relations de commutation que as et ax. I I doit done exisler
un « operateur de translation » T transformanl ax — A* en Tis el ux — A
enas

el generalisanl les operaleurs de Iranslation introduils dans le paragra-
phe CA.d du chapilre III pour des operaleurs a el a* adjoinls Tun de
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1'autre vis-a-vis du produit scalaire habituel. II est possible de verifier
(voir exercice 4) que 1'operateur

qui est unitaire vis-a-vis du nouveau produit scalaire

satisfait bien aux relations (5). Compte tenu de (2), (4), (5) et (3), on obtient
alors

Le dernier terme de (8) n'est autre que Penergie de Coulomb du systeme
de charges (voir formules (B. 32) et (B. 33) du chap. I)

Ainsi la transformation T nous a permis d'eliminer le terme d'inter-
action Hf avec les photons scalaires et de le remplacer par Tinteraction
de Coulomb.

Remarque

Dans la nouvelle representation, le potenliel scalaire /4v(r) est represente
par 1'operateur mathematique

Nous avons utilise le developpement de As(r) en ax el ̂  (voir formule (C. 17)),
ainsi que les equations (5). Le dernier terme de (11) se calcule aisement a
partir de 1'expression (3) de A(k). II coincide avec le potentiel scalaire /4/(r)
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cree par la densite de charges p(r) des particules

Reportons (12) dans (11). II vient

II apparait clairement sur (13) que 1'operateur mathematique Ax(r) (donne
par la formule (C.17)), qui decrit, dans le point de vue initial, le polentiel
scalaire total, decrit dans le nouveau point de vue la grandeur physique
A'x(r) — Af(r) = A's(r) — (Af(r))' puisque A'' commute avec T et est done
egal a (Af(r))'. Dans le nouveau point de vue, 1'operateur As(r) decril done la
difference entre le potentiel scalaire total et le potenliel scalaire cree par les
particules.

b) EFFET DE LA TRANSFORMATION SUR LES AUTRES TERMES DE L'HAMIL-
TONIEN EN JAUGE DE LORENTZ

Pour etudier ce que deviennent les autres termes de (1) dans la trans-
formation T, reecrivons T en reportant dans (6) Texpression (3) de A(k).
II vient

est un champ quantique qui n'agit que sur les photons scalaires et qui
commute avec lui-meme

[S(r),S(r')] = 0 (16)

T agit sur les particules par 1'intermediaire de la densite p(r) qui apparait
dans(14). La simplicite des relations de commutation de p(r) = q*V +(r) V(r)
avec les operateurs de Dirac YA(r) et ^/(r) et la propriete (16) permettent
de calculer simplement les transformees de fA et f / par T(voir exercice 7).
Comme T~1 = T d'apres (7), les equations (6) de 1'exercice 7 s'ecrivent
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Revenons maintenant a 1'hamiltonien (1). Comme //J et Hfc ne depen-
dent que des variables du champ transverse et longitudinal, sur lesquelles
T n'agit pas

On peut reecrire Hj + H\ sous la forme

ou A est le potentiel vecteur (transverse et longitudinal), de sorte que

Comme T commute avec A, et que S(r) commute aussi bien avec A qu'avec
*7", I'integrale de (20) se reduit a celle de (19), de sorte que

Une demonstration analogue s'applique au terme en jimc2 de HD (donne
par la formule (34) du complement Av)

II ne reste plus qu'a etudier le terme en (/zc/i) a • V de HD

Le regroupement de (22) et (23) donne
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Finalement, compte tenu de (10), (18), (21) et (24), nous avons monlre que

n'agit que sur les variables des particules, et ou

agit sur les variables des particules et sur celles des photons longiludinaux
et scalaires. On peut enfm reexprimer AH en fonction de at et al et VS
en fonction de as et as a partir de (15), et obtenir

c'est-a-dire encore, en introduisant les operaleurs «d(k) et Tid(k) definis
dans le chapitre V (formule (C. 33. a))

II apparait ainsi que, dans le nouveau point de vue (c'est-a-dire apres la
transformation T), le nouvel hamiltonien d'interaction avec les photons
longitudinaux et scalaires ne depend que des operaleurs ad et ad. Nous
verrons plus loin Fimportance de ce point.

Remarque

II existe une grande analogic entre le champ S(r) defini en (15) et le champ
Z(r) introduit dans le chapitre IV (voir 1'equation (B.63)). Pour des champs
libres, dans le point de vue de Heisenberg, S(r, /) est (au signe pres) 1'integrale
dans le temps du potentiel scalaire As(r, /), alors que Z(r, /) est 1'integrale dans
le temps du potentiel vecteur transverse Ax(r, /). De meme, on peut monlrer
qu'il existe une certaine analogic entre la transformation eludiee ici el la
transformalion de Pauli-Fierz-Kramers, que nous avons menlionnec dans le
paragraphe B.4.c/du chapitre IV. La transformation de Pauli-Fierz-Kramcrs
essaie en effet de soustraire du potentiel vecteur transverse total le polentiel
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vecteur transverse lie aux particules (*), de la meme facon que T soustrait ici le
potentiel scalaire lie aux particules (voir remarque a la fin du paragraphe a
ci-dessus).

c) CONDITION SUPPLEMENTAIRE. ABSENCE D'EFFETS PHYSIQUES DBS PHO-
TONS SCALAIRES ET LONGITUDINAUX

Nous avons vu dans le complement Av que, dans la representation
initiale en jauge de Lorentz, les etats physiques | % > doivent satisfaire
la condition

ou A(k) est donne en (3). Pour determiner ce que devient cette condition
pour les etats transformes

multiplions (30) a gauche par T, inserons TT = 1 entre le crochet et
| x > et utilisons (5. b). II vient

c'est-a-dire encore, en termes des operateurs ad et ad

Dans la nouvelle representation, la condition supplementaire a done
la meme forme que pour le champ libre (voir equation (C. 37) du chapitre V
et 1'equation adjointe).

Les relations (33) jointes a 1'equation

que nous avons demontree dans le chapitre V (voir (C.42)), entrainent
que 1'hamiltonien d'interaction H^ introduit dans le paragraphe precedent
(voir (27) et (29)) ne contribue pas aux amplitudes de transition entre un
etat physique initial | xl > et un etat physique final | %'f > obeissant tous
deux aux relations (33). Pour le voir, il suffit de noter qu'une telle ampli-
tude est une somme de termes faisant intervenir des elements de matrice
entre | xl > et < #/1 d'un produit d'hamiltoniens d'interaction en repre-
sentation d'interaction, fi^t^), HI(t2)... Or, dans Pexpression (25) du
nouvel hamiltonien, l'hamiltonien d'interaction est Hf + H\"s. Par
ailleurs, Hj s'exprime en fonction de ae exp( — icot), ac, exp( — io>/),

(*) Voir par exemple « Photons et atomes — Les processus d'interaction », Comple-
ment B,,.
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a£ exp(ico/), a£- exp(io>?) alors que, d'apres (27) et (29), H'jS s'exprime en
fonction de <zdexp( — ico/) et adexp(iojt). Comme ad et ad commutent
entre eux d'apres (34) et avec tous les operateurs de photons transverses
ae, ae., ae, ae>, il est possible, des que H^s intervient a un ordre superieur
ou egal a 1, de faire passer ad a 1'extreme droite, ou 7id a 1'extreme gauche
dans le produit ///(f,) Hj(t2\.. et d'obtenir ainsi une amplitude de tran-
sition nulle, compte tenu des relations (33). Les seuls termes non nuls
entre etats physiques sont done d'ordre 0 en H\"s. Ceci montre que pour
tout calcul physique, H\"s peut etre ignore.

d) CONCLUSION : HAMILTONIEN DE L'ELECTRODYNAMIQUE QUANTIQUE
RELATIVISTE EN JAUGE DE COULOMB

Nous venons de montrer que 7//"s peut etre ignore dans le calcul d'une
amplitude de transition entre deux etats physiques | y'{ > et | y'f >. Prenons
alors pour etats physiques initiaux | y'{ > des etats qui ne contiennent
aucun photon longitudinal et aucun photon scalaire. De tels etats satisfont
bien aux relations (33) puisque ad | 0, Os > = 0. Comme il est possible
d'ignorer //7

LS dans (25), et qu'aucun des autres termes de (25) ne peut
creer de photons longitudinaux ou scalaires, n, et ns restent toujours nuls
au cours du temps et H^ et H^ se reduisent alors a des constantes dans (25).

Finalement, pour tout processus physique, il est possible d'ignorer
completement dans (25) tous les termes relatifs aux photons longitudinaux
et scalaires et de ne conserver que les trois premiers termes relatifs aux
particules et au champ transverse. Nous retrouvons ainsi, en combinant
la transformation T effectuee sur 1'hamiltonien en jauge de Lorentz et la
condition supplementaire caracterisant les etats physiques, que les degres
de liberte reellement independants du champ sont les degres de liberte
transverses. L'hamiltonien

ave<
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est 1'hamiltonien de I'electrodynamique quantique relativiste en jauge
de Coulomb.

2. Limite non relativiste en jauge de Coulomb : justification de I'hamilto-
nien de Pauli pour les particules (*).

a) TERME PREPONDERANT HQ DE L'HAMILTONIEN A LA LIMITE NON RELA-
TIVISTE I ENERGIE DE MASSE DBS PARTICULES

L'hamiltonien (35) est strictement equivalent a 1'hamiltonien relativiste
(48) du complement Av. Les particules peuvent avoir une energie cinetique
grande devant me2, et les frequences des photons ne sont soumises a
aucune restriction.

Interessons-nous maintenant aux etats decrivant des situations non
relativistes (particules lentes, energie des photons petite devant me2).
La terme preponderant de 1'hamiltonien est alors 1'energie de masse des
particules, qui est bien plus grande que leur energie cinetique ou 1'energie
des photons. Dans 1'hamiltonien (35), elle est decrite par le terme

de (36). Nous aliens considerer HQ comme une premiere approximation
de H et etudier ses niveaux d'energie. Le reste de 1'hamiltonien, que nous
noterons V, sera traite comme une perturbation. II comprend 1'energie
cinetique des particules et leur interaction avec le champ transverse,

(Ax est donne par (39)), ainsi que 1'energie de Coulomb des particules, et
1'hamiltonien propre du champ transverse

L'hamiltonien total s'ecrit alors

Dans le complement Av, nous avons utilise un developpement du champ
de Dirac quantifie sur une base de fonctions spinorielles adaptee a 1'ha-
miltonien jff donne par la formule (13) de ce complement. II est preferable

(*) Ce probleme est egalement discute dans Cohen-Tannoudji (§ 6) et dans I. Bialynicki-
Birula in Quantum Electrodynamics and Quantum Optics, ed. by A. O. Barut, Plenum Press
(1984) p. 63.
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ici de faire un autre developpement, mieux adapte a H0. Pour cela, conside-
rons la base des spineurs u(£}(r) et v(£}(r), etats propres communs aux

operateur!

avec

Le developpement de f (r) s'ecrit alors, en notant p<r = — p, — a :

Cpa, (resp. B*a) etant 1'operateur de destruction d'une particule (resp. de
creation d'une antiparticule) d'impulsion p et de spin a. Les operateurs
Cpa et Bfa anticommutent les uns avec les autres. En utilisant une demarche
analogue a celle du paragraphe 2.6 de Av, on peut mettre //0 sous la
forme

Les operateurs C+ C et B+ B ont pour valeurs propres 0 et 1, de
sorte qu'a la constante E'0 = ]£(— me2) non observable pres, le spectre

P<T

de H0 est un spectre discret, constitue de Tensemble des multiples de
me2. Si Ton introduit la charge to tale

le diagramme des niveaux d'energie de H0, classes suivant la valeur de Q,
a Failure donnee par la figure 1. Sur cette figure, chacun des niveaux pre-
sente une grande degenerescence puisqu'il faut specifier Pimpulsion et le
spin des particules, ainsi que le nombre de photons du champ transverse.
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Figure 1. Niveaux d'energie de Thamillonien //„ decrivant 1'cnergie de masse
du champ de Dirac quantifie.

II apparait clairement sur les expressions (44) que les spineurs u(^
n'ont que leurs deux premieres composantes non nulles, alors que ce sont
les deux dernieres pour v(^ (ce n'etait pas le cas dans le complement Av,
car les spineurs up et vp avaient leurs quatre composantes non nulles pour
p 7^ 0). Dans le developpement (46), les operateurs C et B sont done
associes aux deux premieres et aux deux dernieres composantes du champ
V(r) respectivement. Compte tenu des roles diflerents que jouent ces deux
types d'operateurs, il est utile de decomposer f(r) en deux spineurs a deux
composantes, 3>(r) et &+(r).

Leurs composantes ^(r) et ^ff
+(r), (a = + 1 ou — 1), s'expriment en

fonction des operateurs Cet B +, en utilisant 1'expression (44) des spineurs

II faut noter la presence de ~$a = — p, — a dans 1'expression de &CT
+(r).

La densite de charge
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peut alors se mettre sous la forme

Elle se decompose en deux densites de signes opposes, associees aux nou-
veaux champs # et Q. La contribution de la constante n0, qui apparait lors-
qu'on retablit 1'ordre normal des operateurs Q, represente la densite de
charge du vide. Elle est non physique et disparait avec une definition de p
symetrique vis-a-vis des particules et antiparticules, ou en definissant les
observables par des produits dans 1'ordre normal directement.

b) HAMELTONIEN EFFECTIF DANS UNE MULTIPLICITE

Revenons maintenant a I'hamiltonien total (43). Le lerme supplemen-
taire V, decrivant 1'energie cinetique des particules, leur couplage avec
le champ transverse, et I'hamiltonien du champ transverse, va modifier
le diagramme d'energie de la figure 1. Dans la mesure ou les multiplicites
sont bien separees, et ou nous considerons des situations caracterisees
par de faibles valeurs de V, il est possible de determiner 1'efiet de V par la
theorie des perturbations. Pour cela, il convient de calculer ses elements
de matrice dans la base des etats propres de H0.

Partons de 1'expression (42) de V, et considerons d'abord //J. II est
clair que //J commute avec H0 et Q. II n'a done d'elements de matrice
qu'a 1'interieur d'une multiplicite de la figure 1.

L'operateur V^^ peut etre reecrit en fonction des densites ne et np

Les densites ne(r) et np(r) commutent avec ne(r') et np(r') (la demons-
tration est la meme que celle donnee dans 1'exercice 7 relatif a p(r)). Elles
commutent done egalement avec les nombres de particules Ne et Np,
qui sont les integrales sur tout 1'espace des densites precedentes. Comme
j/0 et Q sont des fonctions de Ne et Np, ils commutent avec V^i, qui
n'a done pas d'elements de matrice entre multiplicites.
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Quant a H ^ , son expression en fonction de tf> et Q s'ecril, en utilisant
Texpression (6) du complement Av pour les matrices a :

Dans ces expressions, < a \ <s \ a' > represenle les elements de matrice
des matrices de Pauli entre les etats propres de a,, | a > el | a' >. En
utilisant les developpements (50) de <P et Q+, /-/,+ + et //,~~ se mettent
sous forme de sommes discretes d'elements de matrices de 1'operateur

entre des ondes planes | p, a > et | p', a' > de particules de Pauli

Sous cette forme, il apparait clairement que 7/,+ + augmente, et H^~
diminue, le nombre des electrons de 1 et celui des positrons de la meme
quantite. Ainsi, Hf + et //f ~ ont des elements de matrice entre des mul-
tiplicites dont 1'energie differe de 2 me2, et qui correspondent a la meme
valeur de Q.

Dans la recherche d'une approximation non relativiste des energies
du systeme, nous nous limiterons aux termes d'ordre 0 en 1/c. Pour
cela, il suffit de calculer Feffet de //J et KCoul a 1'ordre 1 dans chaque
multiplicite. Dans la mesure ou ils sont tous deux diagonaux vis-a-vis
des multiplicites, leur effet a Tinterieur des multiplicites est decrit par les
operateurs eux-memes.

A cause de la presence du facteur c, //, est d'un ordre de grandeur plus
important. II faut chercher son effet a 1'ordre 2 de la theorie des pertur-
bations pour obtenir des termes d'ordre 0 en 1/c Son eflet a 1'ordre 1 est
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nul, puisque Hl est purement non diagonal. A 1'ordre 2, les niveaux
d'energie dans une multiplicite sont obtenus en diagonalisant Phamilto-
nien effectif /d (2 ) obtenu par la theorie des perturbations du deuxieme
ordre. D'apres les regies de selection de H} et en raison de la simplicite du
spectre de HQ, les denominateurs d'energie dans les termes du deuxieme
ordre de la theorie des perturbations sont simplement ± 2 me2. L'expres-
sion de A<2) se compose de deux termes :

En utilisant les expressions (58) de Hf + et //j~ ~, le calcul du commuta-
teur se ramene a une expression du type

Les indices q, r, s, t representent des nombres quantiques du type p, a
et les indices surlignes les nombres quantiques opposes. Les relations
d'anticommutation des operateurs B et C permettenl de calculer :

i

(61)

La relation de fermeture sur les etats | p, a > permet de meltre # sous la
forme

Pour calculer le carre de 1'operateur ^ = a • [p — t/A(r)], utilisons les
proprietes des matrices de Pauli a( (formule (8) du complement Av et
la relation d'anticommutation ai ffj + Oj oi = 2 du). II vient
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ou B(r) = V x A(r) est le champ magnetique du rayonnement. L'expres-
sion de A(2) peut ainsi s'ecrire sous la forme d'une somme d'un operateur
electronique A(2\ d'un operateur A(

p
2) relatif aux positrons et d'une cons-

tante que nous negligerons dans la suite.

et une expression du meme type pour A(
p

2}.
Finalement, a 1'ordre 0 en ]/c, les niveaux d'energie de 1'hamiltonien

total H sont identiques, a des termes constants pres el pour les etats
« non relativistes » du systeme, a ceux de 1'hamiltonien eflectif

Remarque

II est possible d'obtenir une expression de A(^ se prelant a une interpretation
physique simple. Appelons ^/(f| 1'operateur deduil de °ti. en changeant q en
— q, et | per >f une base de spineurs qui different d'un facteur de phase + /
par rapport a la base | p, a >.

Un simple calcul des elements de matrice montre que

Une formule analogue pour (^(r|)2 el ̂ 2 s'en deduit immedialement. L'hamil-
tonien A(

p
2) pour les positrons s'ecrit alors :

II a la meme forme que A(
e
2} en remplacant q par — q, les operateurs C par B,

et en faisant les changements(68) sur la base de spineurs. Cetle transformation
est la realisation particuliere dans noire cas simple de la transformation
generale de conjugaison de charge (*).

(*) Voir par exemple Berestetskii, Lifchitz et Pitayevski, paragraphes 23 et 26.
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C) DISCUSSION PHYSIQUE

Considerons les etats ne contenant que des electrons. Hcf{ se reduit
alors a

Par construction meme, H$ est diagonal par blocs, chaque bloc etant
relatif a une multiplicite a un nombre donne Ne d'electrons. L'expression
(71) coincide en fait avec la forme que prend, en seconde quantification,
Fhamiltomen non relativiste decrivant un ensemble d'electrons couples
au champ de rayonnement. De maniere plus precise, les elements de
matrice de (71), entre 2 etats a meme nombre N d'electrons, reperes par
les nombres d'occupation (0 ou 1) des etats p<r, coincident avec ceux de
1'hamiltonien suivant a N electrons (indices par a)

evalues entre deux etats formes par des produils antisymetrises de N spi-
neurs a 2 composantes, relatifs aux etats pa occupes.

L'hamiltonien (72) coincide avec celui que nous avons introduit dans
le chapitre III. Les divers termes de (72) decrivent respectivement 1'energie
au repos des N electrons, leur energie cinetique non relativiste, le cou-
plage des moments magnetiques de spin des electrons avec le champ
magnetique du rayonnement, 1'energie de Coulomb des N electrons et
1'energie du champ transverse quantifie. Nous justifions ainsi, a partir
de l'electrodynamique quantique relativiste, la theorie non relativiste
en jauge de Coulomb qui a servi de base a tout le reste de cet ouvrage.
L'avantage d'un tel traitement est qu'il introduit naturellement le spin
de 1'electron et le moment magnetique de spin associe

correspondant a un facteur g = 2 (voir formule (D.7) du chapitre III),
ainsi que la statistique de Fermi-Dirac a laquelle obeissent les electrons.
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En effet, les relations d'anticommutation des operateurs C+ et C de (71)
sont des consequences des relations d'anticommutation du champ
quantique de Dirac, qui decoulent elles-memes de la necessite d'avoir une
energiepositive(voir complement Av, §2.6). Mentionnons enfin qu'il serait
possible de calculer les termes d'ordre superieur en (1/c) de H$ et d'obtenir
ainsi 1'expression des premieres corrections relativistes (correction masse-
vitesse, interaction spin-orbite, terme de Darwin).
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COMPLEMENT Cv

EXERCICES

Exercice 1 Autres lagrangiens covariants du champ electromagne-
tique

Exercice 2 Operateurs d'annihilation et de creation de photons sca-
laires : peut-on echanger leur signification ?

Exercice 3 Quelques proprietes relatives a la metrique indefinie

Exercice 4 Operateur de translation pour les operateurs de creation
et d'annihilation d'un photon scalaire

Exercice 5 Lagrangien du champ de Dirac. Lien entre phase du
champ de Dirac et jauge du champ electromagnetique

Exercice 6 Lagrangien et hamiltonien des champs de Dirac et Max-
well couples

Exercice 7 Operateurs champ de Dirac et densite de charge. Etude de
quelques relations de commutation

1. AUTRES LAGRANGIENS COVARIANTS DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Le but de 1'exercice est d'etudier des lagrangiens qui, tout comme le
lagrangien utilise dans ce chapitre, peuvent servir de point de depart a une
quantification covariante du champ electromagnetique. On considere

ainsi une famille de lagrangiens LR(X) = d3r yR(X) dependant d'un

parametre reel L La densite de lagrangien dans 1'espace reel, J2^(A), s'ecrit

a) Deux lagrangiens correspondant a des valeurs difierentes de A
sont-ils equivalents ?

b) Exprimer LR(A) en fonction des composantes transverses, longitudi-
nale et scalaire du quadrivecteur potentiel dans 1'espace reciproque

. Montrer que les equations de Lagrange relatives
! f

s s'ecrivent:
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En deduire que les equations relatives aux composantes longitudinale et
scalaire du potentiel sont celles de deux oscillateurs independants quand
A = 1.

c) Montrer que les equations (2) coincident avec les equations
de Maxwell du champ libre, pour tout A, quand la condition de Lorentz
est verifiee.

Solution

a) La difference entre deux densites de lagrangiens correspondant a des valeurs de JL diffe-

rentes e s t proportionnelle a q u i n'est p a s u n e quadridivergence. Ces lagrangiens

ne sont done pas equivalents. En particulier le lagrangien standard (A = 0) et Ic lagrangien
de Fermi (). = 1) ne sont pas equivalents.

b) Le lagrangien LR(X) est 1'integrale dans un demi-cspacc reciproquc de la densile de
lagrangien ^(A)

ou yR(l) sededuit de ( l ) e t dela relation (A. 7) definissanl /r/(1.

Pour obtenir les equations de Lagrange, calculons

Nous deduisons de (4. a) et (4. b) 1'equation de Lagrange relative a .'dt qui correspond a(2.a).
Les equations (5.a) et (5.h> donnent

En ecrivant le terme proportionnel a ),si/{ sous la forme (). — 1) .</, + .'4( et en regroupant les
termes, nous trouvons (2.b). De meme(6.a) et (6.b) conduisenl a

qui, apres transformation, donne (2.c).
Si nous faisons A = 1 dans les equations (2), nous irouvons des equations d'oscillateurs

harmoniques independants pour les quatre composantes .c/J., .</,.., .rf, el .«/,. Ce resultat est
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satisfaisant dans la mesure ou le lagrangien de Fermi (A = 1) est equivalent au lagrangien 0£R

(A .22) qui decrit, dans le cas du champ libre, quatre oscillateurs harmoniques independants.
Notons d'ailleurs qu'en developpant (3. b), nous obtenons

ce qui demontre bien cette equivalence dans le cas A = 1.

c) La condition de Lorentz (A. 16. b) s'ecrit dans 1'espace reciproque

Si cette equation est verifiee, les derniers termes de (2. b) et (2. c) s'annulent et les equations (2)
deviennent dans Fespace ordinaire

qui sont equivalentes aux equations de Maxwell du champ libre dans le cadre de lu jauge de
Lorentz. Tous les lagrangiens Ljj(A) conduisent done aux memes equations du mouvement
si on leur impose la condition supplemental (1 0). Ce resultat n'est pas reellement surprenant
dans la mesure ou LR(A) difiere du lagrangien standard par un terme proportionnel a Finte-
grale sur tout 1'espace du carre d'une quantite dont la valeur est prise egale a 0 quand la condi-
tion supplemental est imposee en theorie classique.

Notons finalement que le moment conjugue relatif a s^s, donne en (6. b), est non nul des
que A ̂  0. II est done possible de proceder a la quantification du champ libre et de trailer de
facon symetrique les quatre composantes du potential en partant de LR(A) avec A ̂  0. Les
rfesultats physiques doivent evidemment etre independants de A, mais les intermediates de
calcul peuvent en dependre.

2. OPERATEURS D'ANNIHILATION ET DE CREATION DE PHOTONS SCALAIRES :
PEUT-ON ECHANGER LEUR SIGNIFICATION ?

On a montre dans la partie B du chapitre que, dans le cadre de la quanti-
fication covariante, 1'espace des etats est plus vaste que 1'espace des etats
physiques. Ces derniers forment un sous-espace defini par la relation
suivante deduite de la condition de Lorentz :

(Pour simplifier les notations, nous supposons ici que le champ est quan-
tifie dans une boite, de sorte que 1'indice continu k est remplace par Pindice
discret i). La difficulte de la quantification canonique habituelle est qu'elle
conduit a un commutateur pour le champ scalaire

dont le signe differe du signe habituel (pbtenu pour les variables trans-
verses et longitudinales du champ).

Pour remedier a cette difficulte, on peut etre tente d'intervertir les roles
des operateurs d'annihilation et de creation. On pose ainsi
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bis et 6,5 satisfaisant aux relations habituelles pour des operateurs d'annihi-
lation et de creation.

Le but de 1'exercice est d'etudier les consequences de ce changement
sur le sous-espace des etats physiques defmi par la condition (1).

a) On considere un etat | \l/ > qui est un produit tensoriel d'elats relatifs
a chaque mode du champ

Ecrire, en utilisant (3) et (4), 1'equation verifiee par | 0, >. Le vide de photons
scalaires et longitudinaux est-il un etat physique dans ce nouveau point
de vue ?

b) | {j/g > etant decompose sur la base { | nit = n, nix = « ' )>} , notee
simplement { !« ,« '>}

trouver une relation de recurrence entre les coefficients b(n, n'). Que
vaut b(n, 0) pour n > 0 ?

c) Montrer que la composante | \l/t > d'un etat physique est, dans cette
approche, de la forme

Que vaut ? Commenter ce resultal.

Solution

a) Avec les nouveaux operaleurs inlroduits en (3), les clals physiques sent solutions de
1'equation

Si | ̂  > est de la forme (4), cette equation devient

puisque au et b*. n'agissent que sur le mode /'. II esl clair que | 0, 0 > n'cst pas solution de (8)
puisque b£ \ 0 > = 11 >. L'etat « vide » de photons scalaires ct longiludinaux n'cst done pas
un etat physique dans ce nouveau point de vue.

b) Calculons
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L'utilisation de la condition (8) donne alors

c) Calculons d'abord b(n, n') dans le cas /?' ̂  n. En ulilisant (10.a), nous trouvons

Dans le cas n' < n, un calcul analogue donne

resultat qui est nul d'apres (10.b). En ulilisant (11) el (12), on montrc ainsi quc la Forme la
plus generate de | ̂ , > est donnee par (6). Nolons que | ty, > devanl elre different dc 0, Pun au
moins des b(Q, m) est non nul.

En utilisant (6), nous trouvons

II apparait clairement que la somme sur n conduit a un resullat infini . Lcs elals physiques,
dans le nouveau point de vue, ont done une norme infinic. Un tcl resultat soulcve, dc facon
evidente, des difficultes au niveau de rutilisation des postulals de base dc la mecaniquc quan-
tique (voir aussi remarque du § B.2.A).

3. QUELQUES PROPRIETES RELATIVES A LA METRIQUE 1NDKF1NII-

fl) Soit A un operateur hermitique dans la nouvelle metrique, A = A,
et soil | u > un etat propre de A de valeur propre A. Monlrer que, si A n'est
pas reel, la nouvelle norme de | u >, c u \ u D , est nulle.

b) Soit { ! « „ > } une base orthonormee au sens habituel, et soient
cn = < un \ \l/ > et yn = C un \ \J/ D les composantes du ket 11// > sur | un >
defmies respectivement avec Tancien et le nouveau produit scalaire.
Montrer qu'il existe entre les deux types de composantes une relation
faisant intervenir les elements de matrice de 1'operateur M servant a
definir le nouveau produit scalaire. Exprimer la nouvelle norme c \\> \ & D
en fonction des

Solution

a) Considerons ('equation aux valeurs propres

et 1'equation adjointe dans le nouveau sens, qui s'ecrit
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puisque A = A. En prenant le nouveau produil scalaire des deux membres de ( I ) avec | u >,
on obtient

Par ailleurs, 1'equation (2) donne

Par soustraction, les equations (3) et (4) conduisent a

ce qui montre que si X ^ A*, c'est-a-dire si A n'est pas reel, C u \ it D est nul.

b) La relation

(voir (C ^. b)) entraine que

On a utilise la relation de fermeture habituelle

Enfm, toujours a cause de M2 = 1,1'equation (6) entraine que

de sorte que (8) peut s'ecrire encore

(voir (C. 15. b)). Inserons alors (11) entre C ̂  | et | ̂  D dans la nouvelle norme c & \ i^O - II
vient, cornpte tenu de (10)

4. OPERATEUR DE TRANSLATION POUR LES OPERATEURS DE CREATION ET
D'ANNIHILATION D'UN PHOTON SCALAIRE

Solent fls(k) et as(k) les operateurs d'annihilation et de creation d'un
photon scalaire de vecteur d'onde k, satisfaisant la relation de commuta-
tion
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On considere 1'operateur

ou A(k) est, soit une fonction classique de k, soil un operateur de particules
qui commute avec lui-meme et avec son adjoint A*(k).

a) Montrer que T est unitaire vis-a-vis de la nouvelle norme

b) Montrer que T est un operateur de translation pour a,, et as, c'est-a-
dire que

c) Les vecteurs d'onde k sont supposes discretises et on considere un
seul mode scalaire, d'operateurs d'annihilation et de creation as et as avec

Les etats | ns > a ns photons scalaires sont definis par

ou | Os > est le vide de photons scalaires et ou

est Fadjoint habituel de as (dans 1'ancienne metrique definie positive).
On se limite dans cette question au cas ou A et A* sont des nombres dans
T = exp { A5S - A* as}.

Calculer le developpement dans la base { | ns > } de Petat

Est-ce un etat coherent ? Quelles sont son ancienne et sa nouvelle normes ?

a) Le nouvel adjoint de A(k)as(k) - A*(k)as(k) est egal a A*(k)av(k) - /l(k)a,(k),
c'est-a-dire a son oppose. On en deduit que

ce qui demontre (3).
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b) Comme as el as commutent avec leur commutaleur ( I ) qui esl un nombre el que /I el A*
commutenl enlre eux el avec a, et as, il esl possible d'appliquer rideniile(C. 64) du chapilre I I I
a (2) el d'oblenir ainsi :

Calculons mainlenanl le commulaleur [«v(k), T]. Le premier icrme de (9) esl le seul a ne pas
commuter avec as(k). Comple lenu de (1), il vienl

de sorle que

c'esl-a-dire encore

II suflil alors de multiplier les deux membres de (12) a droile par T pour oblenir (4.a), puis
de prendre le nouvel adjoinl de(4.a) pour obtenir (4.b).

c) Dans le cas d'un seul mode, ('equation (9) devient

d'ou Ton deduit

(Noler la differenceavec la formule(C.65) du chapitre III) . Dcvclopponsen serie la deuxieme
exponentielle de (13.b). Comme a, I 0, > = 0, seul le premier tcrme de cc developpemenl
(ordreO) donne un resultat non nul quand Tagil sur le vide | Ov >. On a done

Par ailleurs, le developpement en serie de expf/w*) el I'utilisulion de (6.a) donncnl

Comme [as, a*] = 1, les elats | nx > definis en (6. a) sonl les elals de base habitucls d'un oscil-
lateur harmonique. Le developpement (15) est proporlionnel a cclui dc Petal coherenl | ). >
defini par

(voir la formule(C.51) du chap. III). Cependant, commc le coclTicicnt mull ipl iant la somme
sur ns dans (15) est exp(| ). p/2), et non exp(— | A |2/2), Pandemic norme de | Os > n'esl pas
egalea 1, maisa

Par conlre, comme T est unitaire vis-a-vis de la nouvelle norme, on a
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II est d'ailleurs possible d'etablir directement (18) a parlir du developpement (15) el de rela-
tions d'orthonormalisation

dans la nouvelle metrique (voir (C. 29)).
Notons enfm que le fait que | 6, > soil un etat coherent peut elre elabli direclemcnt a partir

de (4.a). Faisons agir les 2 membres de cette equation sur | Ov > et utilisons ax \ Os > = 0. II
vient

11 sufpt alors de faire agir T a gauche sur les deux membres de celte equation el d'utiliser (3)
el (7) pour obtenir

5. LAGRANGIEN DU CHAMP DE DIRAC. LIEN ENTRE PHASE DU CHAMP DE
DlRAC ET JAUGE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Le but de 1'exercice est de montrer que 1'equation de Dirac peut etre
deduite d'un lagrangien. On montrera egalement que tout changement de
phase du champ de Dirac est equivalent a un changemenl de jauge du
champ electromagnetique.

On considere un champ classique complexe a quatre composantes
•/^(r) (avec A = 1, 2, 3 ou 4) dont 1'evolution se deduil d'un lagrangien

ou a et ft sont les matrices de Dirac (voir complement Av, § 1).
a) Ecrire les equations de Lagrange associees a (1). Montrer qu'elles

coincident avec 1'equation de Dirac d'une particule libre.
Reecrire (1) en utilisant les notations covariantes y" pour les matrices

de Dirac (y° = jS,y = ^a) et 1'adjoint relativiste \l/(r) = i^*(r) y°.

b) On considere la densite de Lagrangien

- me" W (2)

ou les A* sont les composantes d'un quadrivecteur potentiel exterieur.
Montrer que les equations de Lagrange associees a (2) correspondent a
1'equation de Dirac d'une particule dans un champ exterieur.
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Montrer que & est la somme de &D et d'un terme d'interaction Sfv
Ecrire 1'expression de ̂  et en deduire la forme du courant y" associe
au champ de Dirac.

c) On fait le changement de variable

ou F(r, t) est une fonction quelconque de r et de t (et independante de A).
Montrer que ce changement de phase de \l/ est mathematiquement equi-
valent a un changement de jauge sur les potentiels du champ exterieur.

Solution

a) Pour etablir les equations de Lagrange, calculons

L'equationdeLagrange(A.52.b)duchapitre II donnealors I'equation devolution suivante :

Reecrivons (5) en utilisant p = — i//V et le vecleur colonne ^(r) de composantes ^^(r)
(;. = 1, 2, 3 et 4). Nous obtenons

qui est bien I'equation de Dirac d'une particule libre.
La densite de lagrangien (1) peut elre ecrite sous une autre forme en utilisant les matrices

de Dirac / et 1'adjoint relativiste ̂ (r) = ^ *(r) fi:

Outre son aspect compact, cette forme est mieux adaptee au formalisme covarianl.

b) Exprimons (2) sous une forme analogue a (1). Pour cela, introduisons les composantes
(U/c,A.) du quadripotentiel A*.

Les relations (4. a), (4. b) et (4. c) sont alors remplacees par :
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ce qui donne comme equation d'evolution pour le vecteur colonne i/f :

qui est 1'equation de Dirac d'une particule dans un champ exterieur decril par les potentiels
A eetC/ e .

A partir de (2) et (7), nous reecrivons <f sous la forme If = Y'H + U't avec :

c) La transformation (3) donne :

En portant ce resultat, ainsi que (3), dans F equation (2), nous obtenons unc nouvcllc dcnsile dc
lagrangien. Celle-ci est identique au resultat que Ton obtiendrail .en faisanl Ic changcmcnt
de jauge (A *)' = A^ — d^F dans la densite de lagrangien (2).

6. LAGRANGIEN ET HAMILTONIEN DES CHAMPS DE DIRAC ET MAXWELL
COUPLES

On considere un champ dont la densite de lagrangien est definie par la
formule (1) de 1'exercice 5.

a) En s'inspirant de la demarche des exercices 6 et 7 du chapitre II,
montrer que I'hamiltonien du champ de Dirac est de la forme

Quelle est Fimpulsion P d'un tel champ ?
b) On considere le systeme constitue par un champ de Dirac et un champ

electromagnetique en interaction. Justifier le fait que la densite de lagran-
gien du systeme couple puisse etre prise egale a :
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ou DM = dp + \qAJTi. Quelle est la condition a imposer aux composantes
Ap du potentiel ?

c) Quel est 1'hamiltonien associe a (2) ?

Solution

a) Le lagrangien de Dirac a une forme analogue aux lagrangiens ctudics dans les cxercices 6
et 7 du chapitre II. (Comme pour ces exercices, les equations de Lagrange sont du premier
ordre en temps, ce qui prouve qu'il y a surabondance des variables dynamiqucs). Nous y
avons montre que pour une densile de lagrangien dc la Forme

la densite d'hamiltonien est /(^,., ^*). La meme demarche appliquce a yn conduit a un
hamiltonien egal a :

En integrant par parties le second terme du crochet, nous trouvons, puisquc les champs sont
nuls a rinfini, un terme egal au premier terme du crochet

En remplacant — i/JV par p, nous relrouvons la form ule ( I ) de I'enonce.
La demonstration faite a la question il) de I'exercice 7 du chapitre II pcut etre immediale-

ment utilisee ici pour trouver I'impulsion. Notons que cette demonstration, qui conccrne I'im-
pulsion du champ de Schrodinger, ne Fait pas intervcnir la Forme explicite de la densile
/(^i« ^ *) de la Form ule (3). Le raisonnemenl Fait sur le champ de Schrodinger peul done elre
adapte de Facon immediate aucasdu champ de Dirac et conduit a

b) La densite de lagrangien (2) depend a la Fois des variables du champ de Dirac et de cclles
du champ electromagnetique. Comme le dernier terme de (2) ne depend que du champ de
rayonnement, il n'intervient pas dans les equations de Lagrange pour le champ de Dirac. Or,
1'autre terme de J5f (entre accolades) est identique a celui donne par la Form ule (2) de 1'exer-
cice 5. Les memes calculs que ceux Fails dans cet exercice monlrent done que Tequalion de
Lagrange pour ty s'ecrit

et coincide avec 1'equation de Dirac dans le champ decril par les polcntiels A el U.
Considerons maintenant les equations de Lagrange pour Ap. Regroupons les lermes de(2)

oil apparaissent les variables du champ eleclromagnelique. II vienl

avec f = cq\liy* \ji. La densite (8) esl la meme que celle utilisee dans le paragraphe A. 1 ./> du
chapitre V. Les memes calculs que ceux du paragraphe A. I .c monlrent que les equations de
Lagrange pour Afl s'ecrivent
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Elles coincident avec les equations de Maxwell du chamo en nresencc des sources / . si les

Ap satisfont en plus a la condition de Lorent;

Ainsi, la densite de lagrangien (2) conduit, moyennant la condition de Lorentz, a 1'equation
de Dirac pour \J/ en presence du champ Af, et aux equations de Maxwell du champ Aft en pre-
sence des sources/1 = cqij/y \]/. Elle decrit done correctement la dynamique des champs de
Dirac et Maxwell couples et peut etre prise pour point de depart de la formulation de releclro-
dynamique en jauge de Lorentz.

c) Comme <f, ne depend pas des vitesses A et U des variables du champ dc Maxwell, le
calcul des moments conjugues /7; et /7S de Aj et As fait dans le paragraphic A. 2.11 rcsle valable
et donne

11 est done possible de reexprimer dans la densite (2) A} et Ax en fonction dc /7; et /7S.. Par
ailleurs, la densite (2) a, en ce qui concerne iA, et (AT, une structure analogue a cclle de (3)

En suivant la meme demarche que dans les exercices 6 et 7 du ch a pi Ire II, on monlre alors
que la densite d'hamiltonien associee a (11) est

En explicitant g au moyen de (2), (11) et (10), on obtienl alors

ou HD est donne en (1), ou

(expression qui, apres passage dans 1'espace reciproque, coincide avec cclle deduile de (A. 27)
et conduit done en termes de variables normales a (A .64)) et oil

Notons enfin que, comme dans la question e) de Pexercice 7 du chapilre II, la quantification
canonique est faite en associant a i^A(r) et a i^J.(r'), deux operateurs dont le commutateur ou
I'anticommutateur vaut 5U. 6(r — r'). Le commutateur conduisant a une energie non bornee
inferieurement, il faut prendre ranticommutateur, ce qui donne

Nous justifions ainsi, a partir du formalisme lagrangien, 1'hamiltonien et les relations d'anli-
commutation utilises dans les paragraphes 2 et 3 du complement Av et servant de point de
depart a 1'electrodynamique quantique relativiste en jauge de Lorentz.
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7. OPERATEURS CHAMP DE DIRAC ET DENSITE DE CHARGE. ETUDE DE
QUELQUES RELATIONS DE COMMUTATION

Soient ^(r) les composantes du champ de Dirac quantifie au point r et

1'operateur densite de charge au point r.
a) En utilisant les relations d'anticommutation entre les operateurs de

champ !PA(r) et ̂ (r'), etablir que

b) On considere 1'operateur

ou p(r) est defini en (1) et ou S(r) (qui peut etre un operateur de rayonne-
ment) commute avec les operateurs de champ VA(r) et V^t (r'). Montrer que

c) On suppose que S(r) commute avec 5(r') et on pose

Montrer que

Solution

a) Les relations d'anticommutation (32) du complement Av permetlent d'ecrire

Anticommutons V/(r) et VAt(r'), ainsi que VA(r) et VA.(r') dans le premier lerme de (7),
ce qui donne un double changement de signe et done ne change rien, puis anticommutons
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A cause de la fonction <5(r — r'), on peut remplacer r' par r dans le crochet du dernier terme
de (8), ce qui montre qu'il est nul et redonne bien (2).

b) Comme S commute avec les operateurs de champ

Or, les relations d'anticommutation (32) du complement Av permettent d'ecrire

c'est-a-dire encore

II suffit alorsde reporter(ll)dans(9)et d'integrer sur r' pour obtenir(4.a). Une demonstra-
tion analogue permet d'etablir (4. b).

c) Partons de 1'identite

D'apres (4.a), le premier commutateur de (12) vaut iqcS(r) V,(r)//j. Comme S(r) commute
avec S(r'), le double commutateur vaut simplement

et peut etre lui aussi calcule a partir de (4. a), et ainsi de suite. II vient ainsi

On reconnait dans 1'accolade le developpement en serie de exp[iyc S(r)/7i], ce qui demontre
(6. a). Une demonstration analogue permet d'etablir (6. b).
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I N D E X

N.B. : Les references suivies de e sont relatives a des exercices

A Antiparticule 189, 415, 435
Approximation

Absorption (de photons) 318, 327, - non relativiste 107, 124, 202
340e, 346e, 350e, 351e - des grandes longueurs d'onde 204,

Action 271, 277, 306, 344e
- principe de moindre 81, 83
- pour un systeme discret 83
- pour un champ 94 B
- derivee fonctionnelle de Faction 130
- le long d'un mouvement reel 136, Base

154e - dans 1'espace reciproque 27, 38
Adiabatique (branchement) 301 - de fonctions vectorielles 53, 57
Adjoint (relativiste) 413 Bessel

(voir aussi operateur) - fonctions de 347e
Amortissement radiatif 73e, 78e - fonctions de Bessel spheriques
Amplitudes de transition (ou de diffu- 58,73e

sion) Born (developpement de) 302
-definition et calcul 178, 273, 318, Bose-Einstein (distribution de) 236e,
339e, 340e, 348e 240e

-interference entre 215 Bosons 101, 163e, 189
- 6galit6 dans les divers points de vue

266, 271, 275, 299, 318, 323, 351e,
358e C

Annihilation
(voir op6rateurs de creation et Canoniques (relations de commuta-
d'annihilation) tion)

Anticommutation (relations d') - pour un systeme discret 91, 92, 149e,
-pour un champ complexe 100 157e, 260
-pour le champ de Schrodinger 101, -pour un champ 96, 100, 150e, 160e,

164e 382
-pour le champ de Dirac 416, 417, (voir aussi commutation, quantifica-

455e, 456e tion)
-et positivite de 1'energie 101, 418, Centre de masse 234e, 344e
442, 455e Champs (en general)

Antihermiticite - transverses et longitudinaux 15, 39
(voir potentiel scalaire) - reels 92
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-complexes 97 Coherent (etat)
(voir aussi dnergie, hamiltonien, (voir quasi-classique)
impulsion, lagrangien, moment cine- Commutation (relations de)
tique, quantification) . pour )es partjcuies 35f ]20, 147, 173

Champ eiectrique . pour les Operateurs a et a+ 36, 173,
-total 68e, 119, 174, 293, 297, 312, 243e, 383, 396, 445e
332, 337e _ canoniques pour un systeme discret

-longitudinal 17, 66e, 119, 174, 285 9^ ^49^ 157^ 260
-transverse 23, 26, 29, 34, 66e, 119, -canoniques pour un champ quelcon-

173, 289, 297, 312 que 96, ]00j 150e

- d'un dipole oscillant 73e, 355e . des champs electromagnetiques dans
-en jauge de Coulomb 119, 124, 174 I'espace reciproque 121, 147, 382
- dans le point de vue de Power-Zie- . des champs electromagndtiques dans

nau-Wooley 297 I'espace reel 122, 175, 232e
(voir aussi champ electromagnet!- . des champs libres dans le point de
que, deVeloppements) vue de Heisenberg 225, 357e, 384

Champ electromagnetique . des champs avec r<snergie et 1'impul-
-dans I'espace reel 9 sion 235e, 385, 419
-dans I'espace rdciproque 14 . ̂ ^ ,es Operateurs a et a 393, 397
-libre 30, 60, 183, 185, 223, 232e, . covariantes 383, 384
243e

- tenseur Fuv 19, 108, 367, 380 Complexes . . . . .M* ' ' (voir champs, variables dynamiques)
- associe a une particule 70e
-valeur moyenne dans la mdtrique Compton

indefinie 398 " longueur d'onde de 204
(voir aussi developpements, exte- "diffusion 20°
rieur) Condition aux limites periodiques 33

Champ magn6tique 23, 26, 29, 34, 44, Condition supplemental (de Lorentz)
120, 173 -en theorie classique 11, 12, 24, 370,
(voir aussi developpements) 372, 376, 444e, 445e

Champ de matiere - pour le champ quantique libre 386,
-quantification 100, 163e, 363, 416 388, 396
-de Schrodinger 159e, 163e, 169e -en presence d'interaction 407, 423,
- de Dirac 368, 410, 416, 435, 453e, 432
456e Conjugaison de charge 440

Changement Conjugues
- de coordonn6es 86, 90 (voir moments, variables)
- de variables dynamiques 88, 262 Conservation
- de representation quantique 262, 264 - de la charge 9,14,110, 370, 413,418,

(voir aussi jauge, lagrangien, trans- 423
formation) - de 1'energie totale 10, 63e, 139, 202

Charge -de ('impulsion totale 10, 63e, 140,
- totale 418 202, 234e
-conservation de la 9, 14, 110, 370, - du moment cin£tique total 10, 141,
413, 418, 423 202
(voir aussi density) Constante du mouvement 10, 63e, 136,

Classique 154e, 202, 372
(voir electrodynamique) Contact (interaction de) 44
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Continue (passage a la limite) 128, -de polarisation 283, 294, 310, 330
149e - de magn6tisation 44, 286, 294

Convolution (produit de) 13 (voir aussi quasiprobabilit6)
Coordonnees gdn6ralis6es Derivee fonctionnelle 94, 128
- r6elles 83, 86 D6veloppement en variables normales
- complexes 89, 90 - des champs glectrique et magnetique

(voir aussi changement) 29, 30, 34
Correlation(s) - du potentiel vecteur transverse 31,
- fonction de 183, 193, 229 33
- d'intensit6 188 - de 1'hamiltonien du champ transverse

Coulomb 26, 29, 33
-champ de 18, 124, 174, 297 -de 1'impulsion du champ transverse
- potentiel de 18, 69e, 174, 409 29, 33
- interaction de 20, 124, 332, 403, 428, . du moment cin<§tique du champ
437 transverse 29, 50

- interaction de Coulomb par 6change - du quadrivecteur potentiel 374, 378
de photons 405 - de 1'hamiltonien et de 1'impulsion en
(voir aussi 6nergie, 6nergie propre, jauge de Lorentz 380, 381
jaugede Coulomb, photonsscalaires) Ddveloppement en a et a+ (ou en

Coupure 126, 192, 202, 289 fl et 1̂
Courant (quadrivecteur) 12, 367, 413 . dgs ch electrique et magn6tique

(voir aussi densit6, magnetisation, ^ 243e

polarisation) du potentiei vecteur transverse 173
Covanantes de i»hamiltonien et de 1'impulsion du
- formulations 363 champ transverse m

- notations et equations 12, 19, 366, . du quadrivecteur potentiel 393
413, 4Me de i'hamiitonien et de 1'impulsion en

- relations de commutation 383, 384 . de Lorentz 3g4 393

- densitds de lagrangien 108, 367, 371,
443 Developpement multipolaire 289

Creation Diamagnetique (energie) 292, 295
(voir opelateurs de creation et Diffusion
d'annihilation) - section efficace de 76e, 348e

- processus de 327
- resonnante 77e
- non resonnante 358e
- en presence de rayonnement 346e

^ . , . ,„ _,_ (voir aussi amplitude de transition,Dalembertien 12, 369 ^ t „ n , • ^ r™_ , _.- Compton, Raman, Rayleigh, Thom-
Ddgroupement 213 \
Delta transverse (fonction) 16, 38, 40,

44, 66e, 122, 175, 233e Dipolaire (onde) 73e
Densite Dipolaire electrique
- de charge 9, 103, 311, 412, 421, 436, - rayonnement 73e
456e - moment 272, 290, 308, 345

-de courant 9, 103, 117, 412, 421 - energie propre 314
-de lagrangien 93, 103, 108, 115, - interaction 272, 290, 306, 308, 314,

149e, 159e, 169e, 367, 371, 443e 315
- d'hamiltonien 95, 99,149e, 160e, 372 - approximation 272
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Dipolaires magndtiques (moment et Energie
interaction) 290 - du systeme champ + particules 10,

Dip61e-dip61e 21, 118
- interaction magnetique 45 - coulombienne 20, 116, 175, 285, 403,
- interaction electrique 315 405, 428
Dirac - conservation de 10, 63e, 139, 202
- fonction de 96 - du champ transverse 29, 33,
-equation de 410, 451e, 454e - du champ libre 185, 381
- matrices de 410 - etats d'energie negative 415
- hamiltonien de 412 (voir aussi les rubriques hamiltonien)

(voir aussi champ de matiere, spi- Energie propre
neur) - coulombienne d'une particule 20,

Discretisation 33 73e, 203
- dipolaire 314
- de la polarisation transverse 292, 332

Equations (voir Dirac, Hamilton, Hei-
E senberg, Lagrange, Maxwell,

Newton-Lorentz, Poisson, Schrodin-
ger)

Effectif (hamiltonien) 437, 440 Equivalence
Einstein 206 . entre les diverses formulations de
Electrodynamique classique l'61ectrodynamique 255, 302, 304
- dans 1'espace r6el 9 . entre les points de vue A.p et
- dans 1'espace reciproque 13 E.r 274, 298, 318, 323, 339e,
- lagrangien standard 102 340e, 358e
- en jauge de Coulomb 113, 123 _ entre les points de vue A.p et
-dans le point de vue de Power-Zie- Z.V y 35]e

nau-Woolley 288 . entre ies 61ectrodynamiques quanti-
- en jauge de Lorentz 366 ques relativistes en jauge de Lorentz
Electrodynamique quantique et en jauge de Coulomb 426
- en jauge de Coulomb 171 Espace des etats

- dans le point de vue de Power-Zie- . en jauge de Coulomb 177
nau-Woolley 295 . dans ,a formuiation covariante 387

- relativiste en jauge de Lorentz 363, . des photons scalaires 394, 445e
42" (voir aussi condition supp!6mentaire)

- relativiste en jauge de Coulomb 426, — , , . , . ._1 6 ' Espace reel et espace reciproque 13,
, 33, 38, 104

Electron
- elastiquement lie 76e Etats du chamP de rayonnement
- rayon classique 77e 'a un Photon 189> 207> 210> 212> 387

- facteur g 441 ' a deux Photons 213
(voir aussi champ de matiere) 'factorises 2°7, 209

Elimination ' comPrimes 245e« 248e> 250e, 252e
- d'une variable dynamique 87, 156e, ' reprdsentation graphique 243e

i cpe (voir aussi quasi-classique, physique,

-du potentiel scalaire 113 vide)
Emission (de photons) 346e, 350e, Etats initial et final d'un processus 266,

351e 273, 298, 302, 304, 319, 328, 339e
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Extdrieur H
- glectrodynamique dans un champ

exterieur 143, 176, 180, 182, 200 Hamilton (6quations de)

- particules dans un champ exterieur . pour un systeme discret 85

(voir les rubriques lagrangien et - pour un champ 96, 134, 373
hamiltonien en presence d'un champ , , . , . / , ,. - , ,^, . » Hamiltomen (formalisme general)

., . / , - pour un systeme discret 85, 149e- sources ext6neures (pour le rayonne- r , «.. ' ™ « -,,,
ment) 26, 219, 316, 372, 374, 402, ' pour U" champ 95'"' \5°* .
42f) - avec des variables dynamiques

complexes 90, 99, 156e, 159e
- en mdcanique quantique 91, 261

P - transformation de Fhamiltonien 260,
263, 265

P : - hamiltonien et energie 85, 138, 148e

- regie d'or de 325 (voir aussi densit6> effectif)
- lagrangien de 368 Hamiltonien total

Fermion 101, 163e, 415, 416 -en jauge de Coulomb 22, 35, 118,
Fierz (voir transformation de Pauli- 140, 175, 441

Fierz-Kramers) - en jauge de Coulomb avec des
Fluctuations du vide 193, 201, 281 champs exterieurs 146, 176, 200
Fock (espace de) 33, 177 - dans le point de vue de Power-Zie-
Fonction d'onde du photon 32, 52 nau-Woolley 291, 294, 297, 331
Fonctionnelle (voir derivee) - des champs de Dirac et Maxwell
Fourier (transform6e de) 13, 14, 17, couples 421, 433, 453e

58, 98 Hamiltonien des particules
- expression 146, 199
- sens physique dans divers points de

vue 273, 299
® - cas de deux particules de charges

opposdes 234e
Goppert-Mayer (transformation de) 'cas de 2 systemes s6Pare* de charges

271, 306 315> 33°
Grandeurs physiques ' hamiltonien de Pauli 434
- en thdorie classique 259 ' hamiltonien de Dirac 412
- en theorie quantique 261, 298 'du chamP de Dirac quantifie 417

-transformation des op6rateurs asso- Hamiltonien des particules dans un
cies 262, 265 champ ext6rieur

- repr6sentation math6matique dans - point de vue standard (en A.p)
divers points de vue 118, 119, 273, 146, 200, 268, 319
279, 296, 308, 312 - point de vue dipolaire 61ectrique (en

-valeur moyenne dans la m6trique E.r) 273, 306, 322
inde'finie 398 - point de vue de Henneberger 279
(voir champ 61ectrique, champ - cas d'un ion 344e
magn6tique, energie, impulsion, - particule de Dirac 412
moment cin6tique, photod<§tection, - champ de Dirac quantifid 421
position, signification physique des Hamiltonien du rayonnement
operateurs, vitesse) -en fonction des champs 20, 314
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- en fonction des variables conjugudes - d'une particule 22, 179
118, 146, 292, 298, 372 - impulsion et quantity de mouvement

-en fonction des variables normales 22, 179, 273, 292
29, 33, 380 - d'un champ quelconque 154e

- en fonction des opdrateurs a et - du systeme champ + particules 10,
a+ 174, 199, 243e, 298, 384 21, 120, 141, 176, 202

- 6tats propres de 188 - contribution du champ 61ectrique
- en fonction des opdrateurs a et longitudinal 21, 22

a 393, - du champ transverse 21, 29, 34, 174,
-en jauge de Lorentz 372, 400 185, 190
- sens physique 294, 314 - du champ electromagnetique en
Hamiltonien du rayonnement couple" a jauge de Lorentz 372, 381

des sources ext6rieures - du champ de Schrodinger 160e
- en jauge de Coulomb 220 - du champ de Dirac 453e
- dans le point de vue dipolaire electri- (voir aussi commutation, developpe-
que 316, 355e ments)

- en jauge de Lorentz 372, 402, 420 Independantes (variables) 97, 111,
Hamiltonien d'interaction entre parti- 123, 364

cules et rayonnement (voir aussi redondance)
- en jauge de Coulomb 199, 234e Induction dlectrique 284, 293, 294,
- dans le point de vue dipolaire electri- 310, 312

que 273, 309, 314, 315 Instantane
- dans le point de vue de Power-Zie- . champ de Coulomb et champ trans-

nau-Woolley 292, 294, 298, 330 verse 18, 23, 66e, 69e, 124
- en (Slectrodynamique quantique rela- -interactions instantanees 20, 124,
tiviste 420 315^ 332

Heisenberg (voir aussi non-localit6)
-equations de 91 Jntensite lumineuse 187
-equations pour les particules 179 Interactions
-equations pour a et a+ 181, 220, (voir contactj Coulomb, dipolaire

251e, 422 electrique, dipolaire magnetique,
- Equations pour les champs de matiere dipole-dipole, instantanees, quadru-

101, 163e, 422 polaire, retardees et les rubriques
-point de vue de 91, 178, 187, 220, hamiltonien)
223 Interferences

- relations de 243e, 250e . |umineuses (theorie quantique) 206
Henneberger (transformation de) 277, _ & ] photon 209

346e, 35le - a 2 photons 211
Hilbert (espace de) 91, 389 . entre 2 faisceaux laser 210, 214
Hydrogene -entre amplitudes de transition 215
- transition de Lamb 329 Invariance
- transition ls-2s a 2 photons 326, 340e _ de jauge 11, 109 169e 271

-relativiste 12, 17, 108, 116
- par translation et rotation 136, 155e,

I 202, 372
(voir aussi covariante)

Impulsion Ion (hamiltonien d'interaction avec le
- conservation de 10, 63e, 140, 202 rayonnement) 344e



Index 467

J -d'un champ 93, 97, 149e
- avec des variables dynamiques

Jauge (g6neralites) complexes 89, 97, 156e, 159e
-transformation de 11, 15, 110, 257, - lagrangiens equivalents 84, 94, 110,
269, 272, 333, 370, 377, 399 258

- invariance de 11, 109, 271 -elimination d'une variable dynami-
-changement de jauge et phase du que redondante 86, 156e, 159e

champ de matiere 169e, 451e - lineaire vis-a-vis des vitesses 156e,
Jauge de Coulomb 159e
-definition 12, 115 (voir champ de matiere, densite de
- 61ectrodynamique en 12, 115, 123, lagrangien, derived fonctionnelle,

171, 441 Schrodinger)
-<§lectrodynamique quantique relati- Lagrangiens covariants

viste en 426, 433 . pOur |e champ 61ectromagnetique
(voir aussi les rubriques hamiltonien, (standard) 108, 367
transformation) . pour ,e champ electromagn6tique

Jauge de Lorentz (en jauge de LO^Z) 367) 371, 443e

-definition 11 - d'interaction 108, 367
- 61ectrodynamique classique en 370 . de Fermi 368
- electrodynamique quantique relati- . pour ,es particuies classiques 108

viste en 363, 426 . pour ,e champ de Dirac 45le

(voir aussi condition supplemental) . ,es ch de D5rac et Maxwell
Jauge de Poincare 333, 335 couples 453e

Lagrangien en jauge de Coulomb 115,
K 139

Lagrangien de Power-Zienau-Woolley
Kramers 289

(voir transformation de Pauli-Fierz- Lagrangien en presence d'un champ
Kramers) exterieur 144, 145, 268, 273, 451 e

Kronecker (symbole de) 96, 150e Lagrangien standard
- expression 102
- symetries 107

L - difficult^ pour la quantification 112
Lamb (transition de) 329

Lagrange (Equations de) Libres (champs et potentiels) 30, 60,
- pour un systeme discret 84,131,149e 185, 207, 375, 378, 384
- pour un champ 94, 98, 149e, 152e Limite non relativiste 426, 434, 441
- avec des variables dynamiques Localises (systemes de charges) 283,

complexes 89, 98, 156e 306, 309
-pour les particuies 105, 144, 153e Localite 14, 17, 18, 22, 105, 293
- pour les potentiels 61ectromagn6ti- (voir aussi instantand, non localite)

ques 106, 144, 152e, 153e, 368 Longitudinal
-pour un champ de matiere 159e, - champ vectoriel 15

169e, 369, 451e -champ 61ectrique 66e, 174, 285
(voir aussi lagrangien) - contribution du champ electrique

Lagrangien (gendralites) longitudinal a l'6nergie, a Pimpul-
- formalisme 81, 83 sion, au moment cinetique 19, 20, 22
-d'un systeme discret 83, 149e - potentiel vecteur 114, 257
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- base de fonctions vectorielles longitu- (voir developpements, variables nor-
dinales 55 males)

- projecteur sur sous-espace 40 Moment cinetique
-variables normales longitudinales - conservation du 10, 141, 202
•*'" - d'une particule sans spin 139

-photons longitudinaux 387, 432 . d<une particule de spin 1, 51
Longueurs d'onde (echelle de) 204 . fonctions propres pOUr une particule

(voir aussi Compton, approximation) de spjn j 55
Lorentz (equations de) 106, 180 . d-un champ quelconque 154e

(voir aussi condition supplemental, . du systeme champ + particules 10,
jauge de Lorentz) 22, 120, 176, 202

- contribution du champ electrique
longitudinal 22, 47

M - du champ transverse 22, 29, 49
(voir aussi developpements, multipo-

Magn6tisation laire)
- density de 44, 286, 294 Moments conjugues (gendralites)
- courant de 286 . d>une C00rdonnee gendralisee dis-
Masse crete 85, 149e, 258
- correction de 71e . d.un champ 95> 98> ]50e

- 6nergie de 434 . d'une Coordonn6e g6ne"ralis6e
Matiere (voir champ de matiere) complexe 90, 98, 156e
Matrices . transformation dans un changement
- de Pauli 412, 439 de COOrdonnees gendralisees 87
- de Dirac 410 . transformation dans un changement
Matrice de transition 301, 358e de iagrangien 259
Matrice S - en theorie quantique 260, 268
-definition 301, 319 „ . , . . ,
- processus a un ou deux photons 320, Moments conJugue* de* Part.cules

322 323 351e "en )'du&e Coulomb 22, 117, 145
-equivalence dans divers points de -transformation dans un changement

vue 300, 304, 323, 351e, 358e de jauge 269
Maxwell (equations de) 'dans le Point de vue de G6PPert'
- dans I'espace reel 9 Mayer 273
- forme covariante 19, 368 ' ̂ ns le Pomt de vue de Henneberger
-dans I'espace rdciproque 1 4 , 1 5 , 2 3 . . .
- pour les potentiels 11, 12, 368 ' dans

x^ l»mt^ V
0
U'de,^OWer-Zie-

- quantiqueV 181 nau-Woolley 291, 292, 295
(voir aussi Heisenberg, variables nor- ' Pour les chamPs de matiere 159e

majes\ Moments conjugues (des potentiels
M6trique ind6finie electromagnetiques)
-definition et proprietes 389, 393, - en jauge de Coulomb 117, 118, 145
447e - dans le point de vue de Power-Zie-

- incompatibility avec une interpreta- nau-Woolley 291, 293, 296
tion probabiliste 392, 394 -e n Jauge de Lorentz 371

(voir aussi potentiel scalaire) Moment dipolaire
Mode (normal de vibration) 26, 29, (voir dipolaire electrique, dipolaire

376 magnetique)



Index 469

Moment magn6tique -de photons 35, 123, 296, 383
-orbital 290 -relations de commutation 123, 173,
- de spin 46, 199, 441 383, 393
Multiphotoniques (calcul des amplitu- -Equation devolution 181, 220, 251e,

des de transition dans divers points 422
de vue) 318, 327, 340e, 346e, 350e, - de photons scalaires 383, 388, 393,
351e 445e, 448e

Multipolaire(s) - operateurs aM et aM 393
- ondes 47, 57, 60, 62 - op6rateurs ad et ag 396, 431
- d6veloppement 289 - d'electrons et de positrons 416, 435

- relations d'anticommutation 165e,
416

N (voir aussi d6veloppement en a et
a*, op6rateurs de translation)

N6gative Operateurs de translation
- composante de fr6quence 31, 186, - pour la position d'une particule 278

195, 424 - pour 1'impulsion d'une particule 307
- 6tats d'6nergie 415 - gdnerateurs infinitdsimaux 165e,

Newton-Lorentz (6quations de) 9,106, 201, 385, 419
180 -pour les operateurs a et a+ 197,

Non-localit6 16, 17, 18, 23, 154e 310
(voir aussi instantane, localitg) - pour les operateurs a et a 406, 427,

Non-relativiste 448e
(voir approximation, limite) Ordre

Non-resonnant (processus) 327, 358e -normal 187, 197, 239e
Normal (voir mode, ordre, variables) - antinormal 239e
Norme
- negative 388 p
- dans la mdtrique indefinie 390, 447e,
449e paires (electron-positron) 125, 415,

419
Parseval-Plancherel (identity de) 13

O Particules
(voir champ de matiere, hamiltonien,

Observables (voir grandeurs physi- moment conjugue)
ques) Pauli

Ondes - matrices de 412, 439
- planes progressives 30 - principe d'exclusion de 165e, 415,
- multipolaires 47, 57 418
Onde-corpuscule (dualit6) 206, 217 - hamiltonien de 434
Op6rateurs (dans la m£trique ind6fi- (voir aussi transformation de Pauli-

nie) Fierz-Kramers)
- adjoint 390 P6riodiques (conditions aux limites) 33
- hermitique 390, 447e Phase
- valeurs propres et vecteurs propres - d'un mode du champ 61ectromagn6ti-

391, 447e que 210, 214, 245e
Op6rateurs de creation et d'annihila- - du champ de matiere et invariance

tion dft jauge 169e, 45 le
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Photodetection (signaux de) Positive
- signaux de comptage simple 186, - composante de frequence 31, 186,

190, 208, 209, 216 424
-signaux de comptage double 187, - etats d'energie 414

208, 211, 216 Positron 410, 415
(voir aussi interf6rences) Potentiels electromagnetiques

Photon(s) . definition et transformation de jauge
- comme excitation elementaire du ] ]
champ de rayonnement quantifie - quadrivecteur potentiel 12, 366, 378
32>189 - equation devolution 11,12, 368, 369

-op^rateur nombre de 189 . retardes 68e
-fonction d'onde dans Tespace r<§ci- - relations de commutation covariantes

proque 32 334
-non existence d'un operateur posi- - valeur moyenne dans la m<§trique
tion 32, 52, 190 indefinie 398, 408

-transverses 188, 387, (voir aussi |ibres et Ies rubriques
- longitudinaux et scalaires 387, 394, jauge)
405, 427, 432, 445e, 448e _ . ., . 1on „„ „,„ Potentiel scalaire-etats a un photon 189, 207, 210, . . .-absence de moment conjuguS pour
. . ' _ . „ . . , , , le lagrangien standard 112, 364
(voir Bose-Einstem, etats d u champ - • • • » • 1 1 • . j jj ,. r - elimination du lagrangien standardde rayonnement, interferences, -
matrice S, onde-corpuscule, op6ra- . , ^ . . to .. ,.

. , . „r., . . . , * • -en jauge de Coulomb 18, 24, 69eteurs de creation et d annihilation, • j n • * o-»c. . . -en jauge de Pomcare 335
vide) * • j„, . ., . ,„, „„, -moment conjugue en jauge de

Physiques (etats) 386, 396, 398, 407, Lorentz 371
425, 432, 445e antihermiticit6 dans la jauge de
(voir aussi condition supplementaire, Lorent 394
grandeur physique, signification phy- (vojr aussj deve, t)

sique)
D1 , - Potentiel vecteur longitudinalrlancK j .
n . , ,. , \ m ,-,c -en jauge de Coulomb 18, 115Pomcar6 (jauge de ) 333, 335 . . „ . , „„..
Poisson - en jauge de Pomcar6 334

j 11 IAI -en jauge de Lorentz 24- equation de 12, 347e J B

- crochets de 88 Potentiel vecteur transverse
Polarisation - invariance de jauge 19
-densite de 283, 294, 310, 330 -relations de commutation 121, 122,
-courant de 286 225, 232e
Polarisation du rayonnement -moment conjugue 117, 291
- vecteur polarisation 27, 378 (voir aussi developpement, instan-
- somme sur Ies polarisations transver- tane, non-localite)

ses 38 Power
Position (opdrateur) (voir transformation de Power-Zie-
- pour Ies particules 35, 120, 265 nau-Woolley)

" 277 347Tnt ̂  VUC ̂  HennebCrger Principe de moindre action 81, 83

(voir aussi operateurs de translation, Probabilite de transition (par unite de
photon) temps) 325
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Processus Quasi-probabilite (densite de)
(voir absorption, diffusion, dmission, -adaptee a 1'ordre normal 197, 208,
matrice S, multiphotoniques, non- 213, 238e, 252e
rdsonnants, r^sonnants) - adaptee a 1'ordre antinormal 238e,

Produit scalaire 252e
- dans un espace de Hilbert 389
- avec une m6trique ind6finie 389,

397, 447e R

Raman (diffusion) 328
Rayleigh (diffusion) 77e, 200, 328

Q Rayonnement
- reaction de 70e, 76e

_ . . - d'un dipole oscillant 73e, 354e
Quadnvecteur , . . . , .... . (voir aussi champ, harm tonien,
-potenne. 2366,378 Irznsvtrse)
-courant 12 367, 413 Reaction de rayonnement 70e, 76e
- impulsion-<Snergie du champ 381 Reciproque
Quadrupolaires 61ectriques (moment ««l^ia iav „„„ " espace u, jo

et interaction 290 _ demi-espace 104
Quantification (g6neralit<§s) Redondance (des variables dynami-
- canomque 36, 91, 260, 382 , ]56e> ]59e ^
- d un champ reel 96, 150e R ,es de s6,ection 2Q] 235e

- d un champ complexe 100, 101, 163e R6 ,e d,Qr de Fermj 325

-avec des anticommutateurs 100, Reiativiste(s)
e' e - description relativiste des particules

- seconde quantification 416, 441 classiques 109
(voir aussi champ de matiere) _ ch de Djrac 36gi 4]Qj 4]6> 435>

Quantification du champ eiectroma- 4-3 4^^
8n6uqT , a. ^ -mod;s125

- methodes de 35, 36 (yojr aussj covarianteSj electrodyna-
- approche 616mentaire 35 . ,KK _ mique quantique, lagrangiens cova-
- canomque en jauge de Coulomb 120, . t ^

146 " 'Reponse lineaire 223, 354e
-canomque dans le point de vue de Representation P 197, 208, 213, 238e,

Power-Zienau-Woolley 295 2^2

- covariante en jauge de Lorentz 382, R,

385, 389, 393 processus resonnants 318, 328, 351 e
Quantite de mouvement 22, 179, 273, _ diffusjon resonnante 77e

^ , • * u Retard6
Quasi-classiques (6tats du champ) potentiel 68e
- definition 194 . ch 23> 312> 332

- propnetes 196, 449e (vojr aussj instantan6)
-interferences avec 209, 211
- representation graphique 244e
- produits par des sources ext6rieures S

219, 406
(voir aussi photodetection, quasi- Scalaire (voir potentiel, photon, pro-
probabilite) duit)
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Schrodinger tonien, lagrangien, unitaire et les
- Equation de 91,159e, 169e, 178, 263, diverses rubriques jauge)

265 Translation (voir operateurs de)
- point de vue de 91, 178, 221 Transverse
-lagrangien et hamiltonien du champ -champ vectoriel 15, 39, 52

de 159e, 169e - champ 61ectrique 23, 26, 29, 34, 66e,
-quantification du champ de 163e 119, 173, 289, 297, 312
Schwarzchild 81 - champ magnetique 23, 26, 29,34,44,
Section efficace de diffusion 76e, 348e 120, 173
Signification physique des operateurs - potentiel vecteur 19, 121, 173, 225,
- gen<§ralit6s 261, 271 296,379,398
- dans le point de vue de Goppert- - induction eiectrique 285, 293, 297,

Mayer 273, 308, 312 312
- dans le point de vue de Henneberger - 6nergie, impulsion et moment cin6ti-

279, 347e que du champ transverse 20, 21, 22,
-dans le point de vue de Power-Zie- 29, 49, 50, 176, 314

nau-Woolley 292, 296 - equations du mouvement des
Spin champs transverses 23
-moment magndtique de 46, 199, 441 -base de fonctions vectorielles trans-
- th^oreme spin-statistique 101 verses 27, 39, 55
Spineur - projecteur sur sous-espace 40
- a deux composantes (de Pauli) 436 - somme sur les polarisations transver-
- de Dirac 412, 414, 435 ses 38
Soudain (branchement d'un potentiel) - relations de commutation pour les

266, 338e champs transverses 121, 225, 232e
Sources (classiques ou exte"rieures) (voir aussi delta transverse, d6velop-

(voir exterieur) pement, instantane", non-localit6,
Susceptibilit6 Iin6aire 223, 354e photons)
Syme'tries Trous (theorie des) 415
- du lagrangien standard 107
- et lois de conservation 136

U

Unitaire (transformation)
- associee a une transformation de

Thomson (diffusion) 77e, 200 jauge 270, 273
_ , v . ' - associee a un changement de lagran-
Transformation . 0,.0 0/:. ono, . , gien 262, 264, 298
- des vitesses et des impulsions dans „, ... . «... 0-0 aft/: a,c, „ - sur Ihamiltomen 264, 278, 306, 345e

un changement de coordonndes 87 , . . . . j * i *• \, _ 6 ,, „„„ ... (voir aussi operateurs de translation)
-de Goppert-Mayer 271, 306 v v

- de Henneberger 277, 346e, 351e
- de Pauli-Fierz-Kramers 280, 431 V
- de Power-Zienau-Woolley 282, 288,

330, 333 Valeur moyenne (dans la m6trique
- de la jauge de Lorentz a la jauge de ind6finie) 391, 398, 400, 408

Coulomb 65e, 427 Variables dynamiques
-du vecteur d'6tat 263, 265, 270 - pour un systeme discret 83

(voir aussi grandeur physique, hamil- - pour un champ 92
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-complexes 89,92 Vide 188, 191, 254e, 387, 388, 396
- changement de (dans le lagrangien) (voir aussi fluctuations du vide)

86 Vitesses generalisees
- changement de (dans 1'hamiltonien) (transformation des) 87
88, 262 Vitesse des particules

-canoniquement conjuguees 35, 88, -en jauge de Coulomb 119, 179
95, 259, 260, 371 -dans le point de vue de Goppert-

-redondantes 111, 115, 156e, 159e, Mayer 273, 308
364 - dans le point de vue de Henneberger

Variables normales du rayonnement 279
-definition et expression 25, 27, 31, -dans le point de vue de Power-Zie-

373 nau-Woolley 292, 297
- discretisation 33
-Equations devolution 26, 28, 34,
68e, 221, 373, 374 w

- analogic avec une fonction d'onde 32
- transverses 27, 31, 376 Woolley (voir transformation de
- quantification 35, 173 Power-Zienau-Woolley)
- longitudinales et scalaires 374, 376,
381

- variables ad et ag 377, 378, 380
- condition supptementaire de Lorentz Z

376
(voir aussi de"veloppements en varia- Zienau (voir transformation de Power-
bles normales) Zienau-Woolley)
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