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Introduction 

A THÉORIE QUANTIQUE DES CHAblPS est a la base d’une partie notable des L développements théoriques de la physique du vingtième siècle. Le modèle 
qui décrit toutes les interactions fondamentales à l’échelle microscopique, en 
dehors de la gravitation, est une théorie quantique des champs. De façon 
plus surprenante, la théorie quantique des champs a permis de comprendre 
les propriétés niacroscopiques singulières d’une large classe de transitions de 
phase au voisinage de la transition. 

Cependant, à la différence de la mécanique newtonienne ou quantique non 
relativiste, la théorie quantique des champs daris sa formulation la plus irri- 
médiate conduit à de graves difficultés conceptuelles à cause de l’apparition 
d’infinis dans le calcul des observables physiques. Le problème des infinis a 
d’abord été résolu de façon empirique par une méthode appelée renormalisa- 
tion. Cette méthode n’a trouvé une interprétation satisfaisante que plus tard, 
dans le cadre du groupe de renormalisation. Le problènie des infinis a ainsi 
été relié à un phénomène inattendu, le non-découplage des différentes échelles 
de physique. 

C’est dans le cadre de la physique statistique et des transitions de phase 
continues que la discussion de ces problèmes conceptuels est la plus simple. 
Cet ouvrage tente donc d’introduire de façon élémentaire les notions de limite 
continue et d’universalité dans les systèmes aléatoires à un grand nonibre 
de degrés de liberté. Nous insisterons sur l’importance des mesures gaus- 
siennes et leurs relations avec l’approximation de champ moyen et la théorie 
de Landau. Nous montrerons que les approximations quasi-gaussiennes ou de 
champ moyen ne peuvent pas décrire correctement les transitions de phase. 
Nous attribuerons cette difficulté au couplage d’échelles de physique très dif- 
férentes, alors même que les interactions sont locales, c’est-à-dire à courte 
portée. Pour analyser ce problème, un concept nouveau est nécessaire : le 
groupe de renormalisation, dont les points fixes permettent de comprendre 
l’universalité de la physique à grande distance au-dclà du champ moyen. 

Les arguments de groupe de renormalisation conduisent alors à l’idée que 
les corrélations à grande distance près de la température de transition peuvent 
être décrites par des théories statistiques locales des champs, formellenient des 
théories quantiques des champs en temps imaginaire. 
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Cet ouvrage, issue de .;rois années d’enseignement à l‘université Paris 7, 
est organisé de la nianière suivante. 

Au chapitre 1, nous commençons par une courte introduction semi- 
historique, qui essaie de d6crire l’évolution des idées depuis les premiers pas 
de la théorie quantique des champs [l-41 jusqu’à l’application des méthodes 
de groupe de renormalisation à la théorie des transitions de phase. 

Dans le chapitre 2 ,  nolis avons rassemblé un certain nombre de résult’ats 
techniques sur les fonctions génératrices, les mesures gaussiennes et la méthode 
du col qui sont indispensables pour la compréhension de l’ouvrage. 

Le chapitre 3 aborde plusieurs sujets essentiels de l’ouvrage : les notions 
de limite continue et d’universalité, à travers les exemples du théorème de la 
limite centrale et de la rnaixhe au hasard. Yous montrons que l’universalité a 
comme origine l’hypothèse de faible déviation de la valeur moyenne des dis- 
tributions de probabilité, ce qui se traduit) par une hypothèse de localité de la 
marche au hasard. Dans lei; deux cas, la propriété d‘universalité se traduit par 
l’apparition de distributions gaussiennes asymptotiques. Nous montrons alors, 
qu’au-delà du calcul direct l’universalité peut aussi se comprendre coniriie 
résultant de points fixes de transformations agissant sur l’espace des distri- 
butions de probabilité. Cela nous permettra, déjà à travers ces exemples très 
simples, d’introduire le langage du groupe de renormalisatioii. Enfin, l’exis- 
tence de limites continues. conduit naturellement à décrire les processus en 
ternie d’intégrales de chemin. 

Dans IC chapitre 4> noue, abordons le sujet principal de l’ouvrage, l’etude de 
systèmes de la physique statistique classique, à travers l’exeniple de modèles 
uni-diniensionnels. Cela nous permet d’introduire le langage de la physique 
statistique, coniine les forictions de corrélation, la limite therniodyriamique, 
la longueur de corrélation., . hlêiiie si les systèmes iirii-dirrierisionriels avec in- 
teractions de courte portée n’oiit pas de transition de phase, il est possible de 
définir une limite continue au voisinage de la tenipératiire nulle. De plus, dans 
le cas d’interactions à portée finie, ces modèles peuvent btre résolues exacte- 
nient par la niéthode de le matrice de transfert, ce qui en fait des exemples 
pkdagogiques intéressants. 

La limite continue des modèles uni-dimensionnels conduit, de nouveau à 
des intégrales de chemin‘ dont nous discutons quelques propriétés au chapitre 5 
(pour plus de détails voir, par exemple, la réf. 151). 

Au chapitre 6, nous definissons des systènies statistiques pliis généraux, 
en dimension d’espace arbitraire. Par coiiimodité, iioiis utilisons le langage 
ferromagnétique même si, A travers les propriétés d‘universalité, les résultats 
qui seront obtenus dans 13 suite de l‘ouvrage s’appliquent à des systèmes 
statistiques plus généraux. Au-delà des fonctions de corrélation générales et 
coiinexes (dont nous rappelons les propriétés de décroissance ou propriét,é 
d’amas), que iious avons déjà définies daris les chapitres précédents, nous 
introduisons les fonctions de vertex, qui sont liées au potentiel thermody- 
namique. Énergie libre et potentiel thermodynamique, coirinie forictions de 
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corrélation connexes et fonctions de vertex, sont reliés par une transformation 
de Legendre dont nous étudions quelques propriétés. 

Le chapitre 7 est dédié à la notion de transitions de phase, une notion 
qui est loin d’être triviale dans la mesure où une transition de phase ne peut 
être engendrée que par l’interaction d’un nombre infini de degrés de liberté. 
Nous commençons par résoudre exactement un modèle dans la limite où le 
nombre de dimensions de l’espace tend vers l’infini. Un tel modèle exhibe une 
transition de phase de type quasi-gaussien ou de champ moyen, comme nous 
le verrons plus loin. Ensuite, nous discutons de l’existence de transitions de 
phase en fonction de la dimension d’espace. Nous insistons sur la différence 
entre modèles avec symétries discrètes et continues en dimension deux. 

Au chapitre 8, nous examinons en détail les propriétés universelles des 
transitions de phases dans les approximations qua.si-ga.iissienne ou de champ 
moyen. Nous étudions les singularités des fonctions thermodynamiques au 
point de transition ainsi que le coniportenierit à grande distance de la foric- 
tiori à deux points. Nous résumons les propriétés d’universalité sous la forme 
de la théorie de Landau [6]. Nous soulignons les particularités des modèles 
avec symétrie continue à basse température dues à l’apparition de modes de 
Goldstone. Enfin, nous évaluons les corrections au niodèle quasi-gaussien et 
montrons que l’approximation quasi-gaussienne n’est cohérente qu’en dinien- 
sion d’espace supérieure à 4 (nous inspirant de la présentation dans [7]). Nous 
mentionnons l’existence possible de points tricritiques. 

Au chapitre 9, nous introduisons la notion générale de groupe de renor- 
malisation [4] dans l’esprit de l’ouvrage [SI. Nous étudions le rôle des points 
fixes et leurs propriétés de stabilité. Nous exhibons un point fixe particulier, 
le point fixe gaussien qui est stable en diniension supérieure à 4. Nous identi- 
fions la perturbation principale au point fixe gaussien en dimension 5 4. Nous 
discutons la possibilité d’identifier un point fixe non-gaussirn au voisinage de 
la dimension 3. 

Au chapitre 10, nous montrons qu’avec les hypothèses formulées au cha- 
pitre 9, il est possible de trouver, en effet, un point fixe non-gaussien en 
dimension d = 4 - E [9], à la fois dans des moddes avec symétries de réflexion 
et de rotation. Nous introduisons brièvement les méthodes de théorie des 
champs [lo,  111 que nous reprenons dans les chapitres suivants. Enfiri, nous 
présentons une sélection de résultats numériques concernant des exposants 
critiques et certains rapports universels d’amplitude [ l a  161. 

Le chapitre 11 contient line discussion générale des équations de groupe de 
reriornialisation, et des propriétés des points fixes correspondants, de toute une 
classe de modèles qui possèdent des symétries plus générales que les groupes 
de réflexion et rotation considérés auparavant, généralisant quelque peu les 
résultats présentés dans [7,17]. En particulier, une intéressante conjecture. 
reliant décroissance des fonctions de corrélation et stabilité des points fixes, 
émerge ainsi. 
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Avec le chapitre 12, coninience une présentation plus systématique des nié- 
thodes de théorie des champs. Au-delà de la simple généralisation de méthodes 
perturbatives déjà présenti,es dans les chapitres précédents, plusieurs concepts 
nouveaux sont introduits comme le développement en nombre de boucles, le 
prolongement et la régularisation dimensionnels [ 181. 

Muni de ces outils techniques, nous pouvons alors justifier, au chapitre 13, 
les équations de groupe de renornialisation asymptotique de la théorie des 
champs [3,19-231. Des propriétés génerales d'universalité s'en déduisent, ainsi 
que le calcul de quantités universelles en puissances de la déviation E = 4 - d 
à la dimension 4. 

La théorie des champs avec symétrie de rotation de type O ( N )  peut être 
résolue dans la liniite N -f cxj, comme nous le montrons ail chapitre 14. 
Toutes les propriktés universelles démontrées dans le cadre du développement 
en E peuvent alors être dkmontrées, à dimension fixée, dans le cadre d'un 
développenient en 1/N I24-331. 

Dans les modèles avec s:qriiétrie continue, la phase de basse température est 
dominée à grande distance par l'interaction de modes de Goldstone (de masse 
nulle). Cette interaction e:,t décrite par le modèle c non-linéaire. Son étude, 
par le groupe de renormal: sation: permet de ghéraliser les lois d'échelles de 
la théorie critique à la transition à toute la phase de basse température et 
d'étudier les propriétés des transitions de phase au voisinage de la dirnen- 
sion 2 [33-371. 

Le groupe de renormalisation de la théorie quant,iqiie des champs est un 
groupe de renormalisa,tion asymptotique qui est basé sur l'hypothèse que le 
point fixe pertinent est prodie du point fixe gaussien. Dès l'origine, des formes 
plus générales du groupe de renornialisation ne nécessitant pas une telle liypo- 
thèse [38-40] ont été proposées. Elles prennent la forme d'équations fonction- 
nelles qui décrivent l'évolution de l'interaction effective, mais qiii sont d'un 
nianienient beaucoup plus dificile que les équations issues de la théorie des 
champs. Cependant ~ dans ilne période récente, elles ont inspiré divers schémas 
d'approxiniations différent:; des développenients perturbatifs de la théorie des 
champs [31]. Pour des raisons à la fois pédagogiques et, donc, pratiques' il 
nous a paru utile de les décrire dans cet ouvrage. 

Enfin, les appendices rassemblent differentes considérations techniques 
utiles pour la compréhension du texte, ou quelques développements siipplé- 
rnentaires. 
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Chapitre 1 

Théorie quantique des champs 
et groupe de renormalisation 

ANS IJNE COMPRÉHENSION MINIMALE des théories quaritique ou statistique S (reliks par le passage au tenips imaginaire) des champs, les fondements 
théoriques d‘une partie notable de la pliysiqiie du vingtième siècle demeureiit 
incoinpréhensibles. 

En effet, la théorie des chairips, dans des incarnations variécs, décrit toute 
la physique tlcs interactions fondamentales A l’échelle microscopique, les pro- 
priétés singulières des transitions de phase (liquide -vapeur, ferromagnétiques, 
superfluide, mélanges binaires.. .) au voisinage du point de transition, les pro- 
priétés des gaz quaiitiqiies dilués au-delà du modèle de la condensation de 
Bos<:-Eiristein, les propriétés statistiyucs des longues chaînes yolyrnériqiies 
(coiiiine de la niarche ail hasard avec auto-évitenient sur réseaii) , de la perco- 
lation ... 

En fait, la théorie quaiitiqiie des champs offre, jiisqu‘à présent, le cadre 
le plus fécond dans lequel il est possible d‘i.tudier des s y s t h e s  physiques 
qui sont, caractérises par une interaction forte entre un nombre très grand de 
degrés de liberté. 

Cependant, dès l‘origine, la théorie quantique des champs a été confrori- 
tée ii tin problème inattendu, le problème des infinis. La plupart des calciils 
tlc processus physiques conduisait à des résultats infinis. Une recette enipi- 
rique, la rerrormulisation, a finalement ét i i  découverte. Elle a permis de dé- 
duire d’expressions divergentes des prédictions finies. Elle n’aurait guère étdé 
convaincante si les prédictions n‘avaieiit pas ét,é confirmées avec une précision 
croissante par l’expérience. Un concept nouveau, le groupe de wn~orrn,alisa- 
tiori issii de la thkorie quantique des champs, mais dont la signification n’a 
ét6 coniplèt,eiiient apprkciée que dans le cadre plus général des t,ransitions de 
phase, a coiiduit, plus tard, à iinc interprétation satisfaisante de l’origine et 
di1 rôle des théorics quantiques des charrips renoririalisablcs et du processiis 
de renormalisat ion. 



2 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

Ce premier chapitre essaie de donner un bref aperçu historique des origines 
et du développement de la théorie quantique des champs, de l’évolution des 
idées sur les notions de renormalisation et groupe de renormalisation qui ont 
conduit à notre vision présente. 

Cette histoire a deux aspects, l’un très directement lié à la théorie des 
interactions fondamentales qui décrit les phénomènes physiques à l’échelle mi- 
croscopique, l’autre à la compréhension des transitions de phase de la physique 
macroscopique et leurs propriétés d’universalité. Le fait que deux domaines 
de la physique aussi différents aient nécessité le développement des mêmes 
concepts est extrêmement surprenant. C’est un des charmes de l’étude de la 
physique que de telles relations puissent parfois émerger. 

Quelques jalons utiles : 

1925 Heisenberg jette les bases de la Mécanique Quantique, sous la forme de 
la mécanique des matrices. 

1926 Schrodinger publie ia célèbre équation qui fonde la Mécanique Quan- 
tique sur la solution d’une équation d’onde non-relativiste. Comme la théorie 
de la relativité était déjà bien établie quand la mécanique quantique fut décou- 
verte, cela peut surprendre. En fait, pour des raisons accidentelles, le spectre 
de l’atome d’hydrogène est plus mal reproduit par une équation d’onde rela- 
tiviste sans spin’, l’bquation de Klein-Gordon (1926), que par l’équation de 
Schrodinger non-relativiste. 

1928 Dirac introduit une équation d’onde relativiste tenant compte du spin 
1 /2  de l’électron, qui conduit à des résultats en bien meilleur accord avec le 
spectre de l’atome d’hydrogène, et ceci ouvre la voie à une théorie quantique 
relativiste. Dans les deux ans qui suivent, Heisenberg et Pauli établissent, 
dans une série d’articles, les principes généraux de la théorze quantzque des 
chumps. 

1934 Premier calcul correct d’électrodynamique quantique (Weisskopf) et 
confirmation de l’existence de divergences, appelées ultraviolettes (car dues, 
dans ce calcul, aux photons de très courtes longueurs d’onde). 

1937 Landau publie sa théorie générale des transitions de phase. 

1944 Solution exacte du modèle d’king en dimension 2 par Onsager 

1947 Mesure du déplacement de Lamb (ou Lambshift) et accord avec les 
prédictions de l’électrody iamique quantique après compensation des infinis. 

1947-1949 Développement d’une méthode empirique générale pour élimi- 
ner les divergences appelée renormalzsatzon (Feynman, Schwinger, Tomonaga, 
Dyson ...). 

lMoinerit cinétique intrinsèque des particules, qui prend des valeurs demi-entières (fermions) 
ou entières (bosons) en unité h. 
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1954 Yang et Mills propose une généralisation des équations de Maxwell 
au cas de symétries de jauge non-abéliennes (associées à des groupes non 
commutatifs). 
1954-1956 Découverte d’une propriété formelle de la Théorie Quantique des 
Champs liée à l’existence d’un gi-oupe de  renormalisation dont la signification 
profonde est imparfaitement comprise (Peterman-Stückelberg, Gell-Mann- 
Low, Bogoliubov-Shirkov). 
1967-1975 Le Modèle Standard, une théorie quantique des champs renorma- 
lisable basée sur les notions de symétrie de jauge non-abélienne et de symétrie 
brisée spontanément, est construite. Elle décrit de façon précise toutes les in- 
teractions fondamentales, sauf la gravitation. 
1971-1972 Après un travail précurseur de Kadanoff (1966), VC7ilson, 
Wegner.. . développent un concept plus général de groupe de renormalisation 
qui inclut celui de la théorie des champs dans certaines liniites, et qui ex- 
plique les propriétés d‘universalité des transitions de phase continues (liquide- 
vapeur, hélium superfluide, systèmes ferromagnétiques) ou des chemins aléa- 
toircs auto-évitants. 
1972-1975 Plusieurs groupes, en particulier Bréziri, Le Guillou et Zinn- 
.Justin, développent de puissantes techniques de théorie quantique des champs 
qui permettent de démontrer les propriétés d’universalité des phénomènes cri- 
tiques et de calculer les quantités universelles. 
1973 Politzer, Gross-Wilczek établissent, par des arguments de groupe de re- 
nornialisation, la propriété de liberté asymptotique d’une classe de théories de 
jauge non-abéliennes, ce qui permet d’expliquer IC comportement de particule 
libre des quarks à I’intrrieur des nucléons. 
1975-1976 Des informations siipplémeiitaires sur les propriétés universelles 
des transitions de phase sont déduites de l’étude du modèle O non linéaire et 
du dévcloppenient en d - 2 (Polyakov, Brézin-Zinn-Justin). 
1977 À la suite d’une proposition de Parisi, Nickel calcule les coefficients du 
développenient en séries dps fonctions du groupe de renormalisation, par des 
méthodes de théorie des champs jusqu à un ordre élevé. Le Guilloii et Zinn- 
Justin en déduisent les premières estimations précises des exposants critiques 
dans les transitions dc phase. 

1.1 L’électrodynamique quantique : une théorie 
quantique des champs 

L‘électrodynamique quantique (QED) décrit, dans un cadre quantique et 
relativiste, les interactions entre toutes les particules électriquement char- 
gées et le champ électromagnétique. L’électrodynamique quantique n’est pas 
une théorie de particules individualisées, comme la mécanique quantique n o n  
relat,iviste, mais une T h h i e  Quantique des Champs. En effet, c’est aussi une 
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extension quantique d’une théorie des champs classique relativiste : l’élec- 
tromagnétisme dans laque He les variables dynamiques sont des champs, les 
champs électrique et magnétique. Par ailleurs, la découverte du fait qu’au 
champ électromagnétique c:st associé une particule de masse niille et de spin 
un, le photon, a conduit à postuler que toutes les particules sont également 
des manifestations de chanips quantiques. 

Or une telle théorie se distingue radicalement d’une théorie de particules 
en ce sens que les champs ont un nombre infini de degrés de  liberté. En effet, un 
point matériel de la mécanique classique a trois degrés de liberté ; il est défini 
par ses trois coordonnées cartésiennes. Par contraste, un chanip est défini par 
sa valeur en chaque point, d’espace, ce qui représente un nombre infini de 
données. La non conservation du nombre de particules dans les collisions de 
particules à haute énergie est une manifestation de cette propriété. 

Par ailleurs, les théories des champs qui apparaissent dans la physique 
microscopique ont une propriété de localité, une notion qui généralise la notion 
de particule ponctuelle. Elles n’ont pas de structure de courte distance. 

Le nonibre infini de degrés de liberté et la localité expliquent que la théorie 
quantique des champs pui:ise avoir des propriétés quelque peu (( exotiques D . 

Symétries de jauge. Dans ce qui suit, il sera beaucoup question de symé- 
trie de jauge et de théories de jauge comme l’Électrodynamique Quantique. 
En mécanique quantique iion-relativiste, en présence d’un champ magnétique, 
l’invariance de jauge correspond simplenient à la possibilité d’ajouter un terme 
de gradient au potentiel vecteur sans changer les équations du mouvement. En 
mécanique quantique non-relativiste, la physique ne change pas si l’on multi- 
plie la fonction d’onde par une phase eae (Correspondant à line transformation 
du groupe abélien U(1)). Dans le cas d’une particule chargée, eri présence 
d’un champ magnétique, on observe une symétrie beaucoup plus graride, une 
symétrie de jauge : on peut changer la phase de la fonction d’onde en chaque 
point d’espace indépendainnient : 

en modifiant de façon corrélée le potentiel vecteur. 
À la différence d’une symétrie ordinaire qui correspond à faire une trans- 

formation globale sur toutes les variables dynamiques, une symétrie de jauge 
correspondant alors à dei transformations indépendantes en tout point d’es- 
pace, voire d’espace-tem-?s. Imposer une symétrie de jauge est un principe 
dynamique qui engendre des interactions, au lieu simplement de les relier 
entre elles comme une syinétrie ordinaire ou globale. Pour rendre une théorie 
invariante de jauge, il est nécessaire d’introduire un potentiel vecteur couplé 
de façon universelle à toutes les particules chargées. En théorie relativiste, ce 
potentiel vecteur prend la forme d’un champ dit de jauge correspondant à une 
particule de spin un, le photon dans le cas de l’électrodynamique quantique. 

Unités e n  théorie quantique relativiste. Les phénomènes que nous décrivons 
ci-dessous apparaissent dans une limite relativiste et très quantique. 11 est alors 
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physiquement raisonnable de prendre la vitesse de la lumière c et la constante 
de Plaiick f i  comme unités. Airisi. daris une théorie relativiste les échelles de 
masse M ,  impulsion (ou quantité de rnouveirient) p et énergie E peuvent être 
reliées à travers la vitesse de la lumière c : 

E = pc  = Mc“. 

ct donc exprimées daris une unité coniniune comme l’électron-volt (cV). Aussi, 
parle-t-on de façoii équivalente de grande iiripulsion ou grande énergie. 

Par ailleurs? dans une théorie quantique, l’iiiiité d‘impulsion p (ou quantité 
de mouvenierit) peut être reliée à l’unité de distance par la constante de 
Planck : 

pE = h .  

Airisi, les expériences faites à haute énergie sondent-elles les propriktés de la 
matière à courte distarice. 

1.2 L’électrodynamique quantique 
et le problème des infinis 

À la f i r i  des années vingt: après la découverte de l’équation de Dirac, 
tout était en place pour la coristriictiori d‘une tlicioric quantique et relati- 
viste, permettant Urie doscriptioii précise des interactions électroniagnétiques 
entre protons et électrons. Cett,e théorie, dont les principes furent établis par 
Heiseiiberg et Pauli (1929-1930) était une théorie des cliariips et noil une théo- 
rie de particules individiialisécs, car la découverte qi ie  le charrip électroriiagrié- 
tiyiie pouvait se manifester sous forme de particules (les photons) siiggkrait 
que, de façoii plus générale: t o i i t cs  les particules étaient des rriaiiifestatioris de 
l’existeiice sous-jacente de champs. 

Pcii après les travaux de Heiseiiberg ct Pauli, Oppenheimer et Waller 
(1930) publicrent indépendamnient le calciil de l’effet du champ de photons 
sur la propagation dc l‘électron, au premier ordre dans la coiist,aiite de striic- 
ture fine, u~ ie  constante sans  dimension qui caractérise l’inteiisité de la forcc 
électrorriagnétiq~ie, 

-2 
C Y = - -  ‘, - 1/137, 

47rhc 
où e est la charge de l’électron définie ti partir du potentiel de Coiiloriib écrit 
e’/d.rrR. Conixrie cette const>aiite est niirriériqueriierit petite (une phrase qui a. 
un seris car c’est ilrie quantité saris diinension). un calciil aii preiiiicr ordrc est 
sigriificatif. 

Uiie des motivations pour un tel calcul était de déterminer les corrections 
à la niasse dc l’électron en klectrodynamique yiiantique et de résoudre ainsi 
le piixzle di1 niodèlc classique de l’électron. En théorie relativiste, la masse 
d’iiiie particule est proportionnelle 2 soli éncrgic au repos. Elle inclut donc des 
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termes d’énergie potentielk. Or il était bien connu que le (( modèle classique )) 
de l’électron comme une sphère chargée de rayon R conduisait à un résultat 
qui tendait vers l’infini comme e2/R quand on prenait la limite de rayon 
nul. On pouvait espérer qiie la mécanique quantique, qui est une théorie de 
fonctions d’onde, allait gumir ce problème engendré par la nature ponctuelle 
de l’électron. 

Toutefois, les premiers résultats se révélèrent tout à fait décevants. Non 
seulenient la contribution à la masse était infinie, mais elle divergeait plus 
fortenient que dans le modèle classique : introduisant une borne Ac2 sur 
l’énergie du photon, (ceci est équivalent à modifier la théorie à courte dis- 
tance R = h/cA), on trouvait une divergence quadratique A2 c( 1/R2. En 
fait, il fut bientôt découvrrt que ces résultats étaient erronés. En effet, les 
calculs perturbatifs avec l ~ s  outils de l’époque étaient laborieux. On utilisait 
des méthodes de calcul non expliciteirient relativiste; le rôle des <( trous >) 

de la théorie de Dirac (prédits être des anti-électrons ou positrons en 1931 
et expérimentalement démuverts en 1932) était peu clair, et l’invariance de 
jauge créait un problème supplémentaire. I1 fallut attendre 1934 pour que 
soit publié le résultat correct dans un article de Weisskopf (non sans qu’une 
dernière erreur ait été remarquée par Furry). Le processus physique respon- 
sable de cette contribution était un processus typique de la théorie quantique 
des champs : l’émission et la réabsorption par un électron d’énergie-impulsion 
(ou quadri-impulsion) q d’un photon virtuel (en pointillé sur la figure 1.1) de 
quadri-impulsion I C ,  coninie représenté par Ir diagramme de Feynman de la 
figure 1.1 (une représentation imaginée par Feynman des années plus tard). 

FIG. 1.1 - Contribution à la propagation de l’électron : le photon est en pointillé, 
l’électron en trait plein. 

Le résultat était à la fois plus favorable et profondément inquiétant. La 
contribution à la masse i tait  toujours infinie, quoique la divergence quadra- 
tique ait été remplacée 3ar une divergence logarithmique beaucoup moins 
sévère : 

SmBED = -3-min(mRc/h) , 
2T 
(Y 

où m est la masse de l’électron. 
La divergence résulte de la nécessité de bonimer sur les photons virtuels 

de quadri-impulsion arbitrairement élevée (à cause de l’absence de structure 
à courte distance) d’où le dénomination de divergence ultra-violette. De plus, 
à cause de la conservation des probabilités, tous les processus contribuent de 
façon additive. 
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Ainsi, la théorie quantique des champs (TQC) conduisait à un résultat 
moins singulier que le modèle classique. Néanmoins, le problème des infinis 
n’était pas résolu et aucune modification simple ne pouvait être trouvée pour 
sauver la théorie quantique des champs. 

De plus, ces divergences acquirent même line signification beaucoup plus 
profonde, semblant une conséquence inévitable de la localité (les particules 
sont ponctuelles, avec interactions de cont,act) et de l’unitarité (conservation 
des probabilités). Or, il paraissait très difficile d’imaginer une théorie relati- 
viste cohérente avec des particules non ponctuelles. 

Le problènie était donc très profond et touchait à l’essence même de la 
théorie. La QED Stait, une théorie incornplète, mais il semblait difficile de la 
modifier sans sacrifier quelque principe physique fondamental. I1 était possible 
de rendre la théorie finie en abandonnant l’unitarité, et donc la conservation 
des probabilités (coninie ce fut, proposé par Dirac (1942)), niais les consé- 
quences physiques étaient difficilement acceptables. Ce que nous appelons 
niaintenaiit régularisation de Pauli-Villars, une procédure ad hoc et tempo- 
raire pour rendre la théorie finie avant renormalisation (voir plus loin), est 
de cette nature. I1 paraissait encore plus difficile de l’incorporer dans une ex- 
tension relativiste non-locale (ce qui correspondrait à donner une structure 
interrie aux particules), qiioiqu’en 1938 Heisenberg ait proposé l’introduction 
d’une longueur fondamentale. En fait, il a fallu attendre les années quatre- 
vingt pour voir apparaître des candidats possibles sous le nom de théories de 
super-cordcs. 

La crise était si sérieuse que Wheeler (1937) et Heisenberg (1943) propo- 
sèrent d’abandonner complètement la théorie quant>ique des champs au profit 
d‘une théorie d’observables physiques, en fait les données de collision entre 
part,icules : la théorie de la niatrice S, une idée qui eut son heure de gloire 
dans les années soixante dans la théorie des Interactions Fortes (celles qui 
erigeridrent les forces niicléaires) . 

Les irifiriis et le problème des bosons scalaires chargés. Dans le même 
temps, des physiciens plus pragmatiques calculaient d’autres quantités phy- 
siques, explorant la forme et la nature de ces infinis. Je veux juste mentionner 
ici un autre article important de Weisskopf (1939) dans lequel l’auteur montre 
que les divergences logarithniiques persistent à tous les ordres de la théorie 
des perturbations, c’est-à-dire du développement en puissances de cy. Mais 
il remarque aussi que dans le cas de particules de spin nul (ou scalaires) 
chargées, la situation est bien pire : les divergences sont quadratiques ce qui 
est désastreux. En effet, si les divergences sont supprimées par un facteur 
de coupure (ou cut-off) A = h/Rc lié à quelque nouvelle physique et que 
A/m n’est pas trop grand (et pour quelque temps, 100 MeV qui est la por- 
tée des forces nucléaires seniblait un candidat raisonnable), alors le produit 
Q in( A/rrt) reste petit : une divergence logarithmique produit des corrections 
incalculables, mais néannioins petites, ce qui n’est plus le cas pour des di- 
vergences quadratiques. Ceci pouvait être pris comme une indication que des 
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particules scalaires chargées ne pouvaient être considérées comme fondamen- 
tales. 

Notons que ce problème est plus que jamais d’actualité puisque le Modèle 
Standard qui décrit avec précision tous les processus physiques entre par- 
tricules jusqu’aux énergies les plus élevées accessibles dans les accélérateurs, 
contient une particule scalaire (c’est-à-dire sans spin), le boson de Higgs, et 
est maintenant appelé le problème de l’ajustage fin ou de la hiérarchie. En 
effet, pour compenser les infinis, il faut ajuster un paramètre de la théorie 
initiale avec une précision liée au rapport de la masse de la particule scalaire 
et du cut-off, ce qui n’est pas naturel. Ce problème est devenu particulière- 
ment sévère depuis que nous avons pris conscience que des échelles de masse 
aussi grande que (misse d’unification) ou 10l9 GeV (masse de Planck) 
peuvent être impliquées. 11 est une des motivations principales pour l’intro- 
duction de la Supersymétrie (une symétrie qui, de façon très surprenante, relie 
des bosons à des fermions). La découverte expérimentale du boson de Higgs 
et la compréhension de SIS propriétés sont parmi les enjeux majeurs de la 
nouvelle génération d’accitlérateurs comme le Large Hadron Collider ou LHC 
actuellement en construction au CERN près de Genève. 

1.3 Méthode de renormalisation 
Calculant nombre de quantités physiques différentes, les physiciens no- 

tèrent que bien que beaicoup de quantités physiques étaient divergentes, 
c’étaient toujours les mêaes termes divergents qui apparaissaient. On pouvait 
donc trouver des conibina.isons qui étaient finies (Weisskopf 1936). Toutefois, 
la signification physique d’une telle propriété, la conipensation des infinis, était 
totalement obscure. En realité, en l’absence de toute compréhension profonde 
du problème, peu de progrès était possible. 

Chaque fois que les physiciens sont confrontés à de telles difficultés concep- 
tuelles, la réponse ne peut venir que de l’expérience. 

Ainsi, en 1947 Lamb tmt Retheford mesurèrent avec précision la séparation 
entre les niveaux 2s1/22p1/2 de l’atome d’hydrogène, tandis que le groupe de 
Rabi à Columbia mesurait le moment magnétique anormal de l’électron. De 
façon assez remarquable, -il fut possible d’organiser le calcul du déplacement de 
Lamb de telle sorte que les infinis se compensent (premier calcul approché par 
Bethe) et le résultat se trouva être en très bon accord avec l’expérience. Peu 
de temps après, Schwinger obtint le terme dominant du moment magnétique 
anormal de l’électron. 

Ces résultats entraînèrent d’extraordinaires développements théoriques 
(un travail antérieur de Kramers sur la renormalisation de masse de l’électron 
classique étendu se révéla important pour généraliser l’idée de compensation 
des infinis par soustraction, à l’idée de renormalisation). En 1949 Dyson, s’ap- 
puyant sur les travaux de Feynman, Schwinger et Tomonaga, donna la pre- 
mière preuve de la compensation des infinis à tous les ordres de la théorie 
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des pcrturbationa. Ce qui flit alors baptisée théorie de la renormalisation 
conduisait en QED à des résultats finis pour toutes les observables physiques. 

L’idée est la suivante : on cornnieiice avec une théorie appelée nue qui dé- 
pend de parairietirs coirime la rnasYe nue n i 0  et la chmye 71ue eo de l’électron 
(les niasse et charge eii l’absence d’interactions), ou: ce qui est équivalent , 
la constante de structure firie nue a0 = r0/47rkc. On introduit, de plus, une 
échelle de coupure des grandes impulsions CA, appelée cut-of (ce qui corres- 
pond à niodifier de façoii quelque peu arbitrairt. et non-physique la théorie à 
une très courte distance d’ordre /?/ch). On calcule alors les valeurs physiqucs 
(c’est-&-dire, celles qu’on mesure), appelées renmrnialisées‘ des rnèriies quaii- 
tités (coilime la charge observée e ,  et donc la constante de structure fiiie (1 et 
la niasse physiqiie nz) en fonction des paramètres nus et di1 cut-off : 

O = Cy0 ~ filai lïi(A/?no) $- . . . . 

p2, 71 et Cl sont trois constantes numériques. On inverse ces relations, expri- 
niant, iiitiiiitenant les quantités nues en fonction des quantités renornialisées. 
ilaiis cette substitution on kcliange par exemple la constante iiiie QO avec la 
corist ante physique ou renornialisée a comme paramètre de développenient : 

Oii exprime ensuite toute autre ohscrvable (c’est-&-dire, toute autre quantité 
niesurable) , initialement calcul& en termes des paramètres nus, en terines de 
ces quantith physiques ou reriorrriaiiskes. De façoii très surprenante, quarid on 
prend la limite du cut-off h infini, t,outes les observables physiques ont alors 
une limite finie. 

Crtte procédiire, a priori un peii étrange, la rerioririalisatioii, a permis 
et permet toiijours des calculs de précision croissante en QED, dont l’accord 
avec l‘expérience tléniontre de façon absolument) convaincante que la TQC 
reiiorrrialisée est le fornialisine adéquat pour décrire l’électrodyiiamiqiie au 
iiiveaii qiiaiitique (c‘est irièirie le doinairie de la physique où l‘accord entre 
thbr ie  et expérience a été v6rifii. avec le plus de précision). 

portant de théories r~~riorrnalisables. Seul un norribre limit6 de théories des 
champs condiiit à des resultats finis par cette proc6diire. Ceci contraint donc 
fortement la structure des théories possibles. 

Notons, ciifin, que pendant pliis de qiiirize ans les progrès théoriqucs 
avaient ét6 bloqués par le probl$rrie des divergences en TQC. Pourtant, une 
fois qiie l’expérirmce commença à procurer des informations décisives, en deux 
mis un cadre complet et cohérent pour des calculs perturbatifs fut développé. 

De plus, la théorie de la renormalisation a condiiit au concept t 
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L’énigme de la renorm.alisation. Quoiqu’il fut maintenant évident que la 
QED était la théorie correcte, la procédure de renormalisation permettant 
d’obtenir des réponses finies restait une énignie pour nombre de théoriciens. 
La signification de la recette de renormalisation, et donc des paramètres nus 
restait obscure. Beaucoup d’efforts furent alors consacrés à essayer de sur- 
monter cette faiblesse conceptuelle fondamentale. Plusieurs types de solutions 
furent proposés : 

(i) Le problème était lii: à la théorie des perturbations et une sommation 
correcte du développement en puissance de a ferait disparaître le pro- 
blème. Quelque peu relié à cette démarche, (i) fut le développement de 
ce qui fut appelé la TQC Axiomatique qui essayait d’extraire des résul- 
tats rigoureux et non-perturbatifs des principes généraux sur lesquels la 
TQC était basée. 

(ii) Le problème était dei nature mathématique : la procédure qui engendrait 
le développement reiiormalisé devait être modifiée pour éviter l’introduc- 
tion de divergences non-physiques et pour engendrer automatiquement 
des quantités finies. La théorie nue initiale avec ses paramètres (nus) in- 
finis n’avait simplement pas de signification physique. La ligne de pen- 
sée (ii) conduisit a i  formalisme BPHZ (Bogoliubov, Parasiuk, Hepp, 
Zimmerman), et finalement au travail d’Epstein-Glaser, où le problème 
des divergences dans l’espace des positions (plutôt que l’espace des im- 
pulsions) était rédiiit au problème mathématique d’une définition cor- 
recte de produits de distributions singulières. Les efforts correspondants 
furent très efficaces pour clarifier les principes de calculs perturbatifs, 
mais aussi pour déguiser le problème des divergences de telle manière 
qu’il semblait n’avoir jamais existé. 

(iii) Finalement, le cut-,3ff avait un sens physique et était engendré par des 
interactions supplémentaires, non-descriptibles par la TQC. Un candidat 
favori, jusqu’à la fin des années soixante, fut l’Interaction Forte (le cut- 
off étant procuré par la portée des forces nucléaires). I1 restait alors 
à comprendre le sens de la renormalisation, qui pouvait s’interpréter 
comme une certaine insensibilité des observables physiques à la structure 
de la théorie à courte distance. 

Ce dernier point de vue est le plus proche du point de vue moderne, 
quoique le cut-off nécessaire ne soit bien sûr plus procuré pa,r les Interactions 
Fortes. 

1.4 Théorie quantique des champs et groupe 
de renormalisation 

Au milieu des année$# cinquante, il fut noté par plusieurs groupes, eii par- 
ticulier Peterman-Stücki~lberg (1953), Gell-Mann-Low (1954) et Bogoliubov- 
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Shirkov (1955-1956), que dans la limite d’une QED réduite aux photons et à 
des électrons de niasse nulle, le développement perturbatif renornialisé avait 
une propriété formelle curieuse, conséquence directe du processus de renor- 
malisation lui-même. 

Dans une théorie massive, la charge renorrnalisée caractérise l’interaction 
électrique de particules au repos (la force de Coulonib). Cette définition de- 
vient inopérante pour des particules de niasse nulle qui se propagent toujours 

la vitesse de la lumière. Il devient alors nécessaire d’introduire une échelle 
de niasse (ou d’énergie, ou d’impulsion) p arbitraire pour définir la charge 
e reiiormalisée : elle est liée à l’intensit,é de la force électromagnétique me- 
surée dans des collisions d’une impulsion d’ordre cp. On peut appeler cette 
charge renormalisée la churge effective à l’échelle p. Toutefois, comme cette 
masse p est arbitraire, on peut trouver d’autres couples {e’, p’}  qui donne les 
mêmes résultats physiques. L’ensemble des transformations des paramètres 
physiques, associées à ces changements d’i.chelle de masse, et nécessaires pour 
niairitenir les résultats physiques inchangés‘ fut appelé groupe de renormali- 
satio,n, (GR). Faisant un changement d’échelle infinitésimal, on peut décrire 
la variation (ou le flot) de la charge effective par une équation différentielle : 

où la fonction p(a) peut être obtenue à partir de développements perturbatifs 
en puissances de a. 

Même dans une théorie massive, il est possible d’introduire cette défini- 
tion. I,a chô.rge effect,ivc a alors l‘intcrprétat,iori physique suivante. À graride 
distance, l’intensité de la force électromagnétique ne varie pas et a une valeur 
qu‘on peut mesurer ii travers la force de Coulomb. Toutefois, à des distances 
plus petites yiie la longueur d’onde f i lme associée à line particule (on ex- 
plore en quelque sorte <( l’intérieur )) de la particule), on observe des effets 
d’écrantage ou d’anti-écrantage. Ce qui est reniarqiiable c’est que ces effets, 
évideniirient de coiirte distance, sont aussi liés & la renormalisation. 

Cornnie la préoccupation principale était le problème des divergences de 
grande impulsion en TQC, Gell-Mann et Low essayèrent d’utiliser le GR pour 
étiidicr IC comportement de la charge nue à grand cut-off. La charge nue 
peut en effet s’irit,erpréter comme la charge effective à l’échelle du cut-off. 
Si la fonction p(a) avait eu un zéro avec line pente négat,ive, ce zéro aurait 
ét6 la limite finie à cut-off infini de la charge nue, au-del& de la théorie des 
perturbations. 

Malheureiisement~ la QED est une théorie libre à gra,nde distance (p2 > O ) ,  
ce qui signifie que la charge effective décroît à faible impulsion. et réciproque- 
nient, croît’ à grande impulsion jusqu’à ce que le développenient perturbatif de 
la fonction ,û ne soit plus valable. Cette variation est vérifiée expérimentale- 
nient puisque la valeur de o. mesurée près de la niasse du boson intermédiaire 
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des Interactions Faibles 2 vers 100 GeV, est environ 4 % plus grande que la 
valeur mesurée à basse énergie. 

I1 est frappant de constater que si ces auteurs n’avaient pas insisté pour 
prendre la limite du cut-oT infini, ils auraient été conduits à des conclusions 
plus intéressantes. 

Notons encore quelques spéculations reliées : Landau et Ponieranchuk 
(1955) remarquèrent que si, dans le calcul de la propagation de l’électron 
dans le champ électromagnétique, on somme les termes dominants à grande 
impulsion à chaque ordre, on prédit l’existence d’une particule de niasse hî : 

Cette particule aurait mal heureusement des propriétés physiquement inaccep- 
tables, conduisant à des violations de la conservation des probabilités, et fut 
donc appelée <{ fantôme >> #de Landau. Pour Landau, c’était le signe de quelque 
incohérence de la QED, quoique sans conséquence physique immédiate, parce 
que cy est si petit que cet état non-physique a une masse de l’ordre de lo3’ GeV. 
Bogoliubov et Shirkov montrèrent alors correctement que ce résultat corres- 
pondait à résoudre l’équation de GR (1.2) à l’ordre dominant. dans la liniite 
de faible charge effective. ‘Comme la charge effective devenait grande à grande 
inipulsion, la théorie des perturbations n’était pas crédible dans ce régime de 
grande masse. I1 est amusmt de noter que dans le point de vue moderne, nous 
croyons que l’intuition de Landau +tait fondamentalement correcte, même si 
son argument était yuelqiie peu naïf dans 5a formulation initiale. 

1.5 Le triomphe de la théorie quantique 
des champ:s : le Modèle Standard 

La théorie quantique des champs dans les années soixante. Après le 
triomphe de la QED, lei années soixante furent des années difficiles pour 
la TQC. La situation peut être décrite de la manière suivante : 

Il restait trois probkmes essentiels à résoudre correspondant aux trois 
autres interactions conmes : 

(i) Les Interactions Faibles étaient décrites par la théorie des champs non re- 
normalisable de Fer mi (Feynman-Gell-Mann) . Puisque le couplage était 
faible, et l’iriteractitm de type interaction entre courants, un peu comme 
en électrodynaniiqiie quand on ne quantifie pas le photon, il était conce- 
vable que cette théorie fût, en quelque sorte, l’approximation dominante 
à une théorie du gwre QED, mais avec au moins deux photons chargés 
et très lourds (masse de l’ordre de 100 GeV), parce que l’interaction 
apparaissait essentiellement comme ponctuelle. 



1. Théorie quantique des champs et groupe de renormalisatiori 13 

Des théories des champs classiques, appelées théories de jauge nori- 
abéliennes, c’est-à-dire des théories où les interactions sont engendrées 
par un principe de symétrie généralisé appelé symétrie de jauge, avaient 
bien été construites. Elles généralisaient la QED au cas de (( photons )) 
chargés (Yang-Mills 1954). Mais d’une part, leur quantification posait 
des problèmes nouveaux et) difficiles. D’autre part, une autre difficulté 
venait de ce que les théories de jauge ont une forte tendance à produire 
des particules de niasse nulle, conime le photon. Ainsi, quelques théo- 
riciens essayaient) à la fois de quantifier ces théories des champs et de 
trouver les moyens d’engendrer des termes de niasse, dans le cadre de 
théories renornialisables. 

(ii) Beaucoup pensaient, en revanche, que le cas de la TQC était désespéré 
dans la physique des Interactions Fortes : parce que les interactions 
étaient trop fortes, un calcul pertiirbatif n’avait pas de sens. Une théo- 
rie des observables physiques, appelée théorie de la matrice S, paraissait 
le cadre adéquat pour décrire cette physique, et la localit)@ stricte de- 
vait sans doute être abandonnée. On peut d’ailleurs noter line premiere 
incarnation de la théorie des Cordes dans ce contexte. 

(iii) Enfiri, la force gravitationnelle étant extrêniement faible à courte dis- 
tance, il n’y avait pas d’urgence immédiate à s’occuper de la gravitation 
quantique, et la solution de ce problème d’impact expérimerital incertain 
poiivait attendre. 

L e  t r iomphe  d e  la TQC renormalisable.  Vers la fin des années soixante, la 
situation évolua très rapidement. On trouva enfin une niéthode pour quanti- 
fier les tliéorics de jauge noli-abélieiiries (Faddeev-Popov, De Witt 1967). 011 
piit démontrer que ces nouvelles théories étaient renormalisables (’t Hooft. 
’t Hooft-Vcltman, Slaviiov, Taylor, Lee-Zinri-Justin, Becclii-Rouet-Stora, 
Zinn-Justin 1971-1975), niêrne dans une phase de symétrie brisée spontané- 
ment qui permettait de donner des niasses non nulles aux particules de jauge 
correspondantes (le niécanisine de Higgs, Brout-Englert. Guralnik ~-Hageii- 
Kibble 1964). Ces développements permirent de construire une version quan- 
tique d’un modèle pour les Interactions Faibles basé sur une syrriétric de jauge, 
qui avait été proposé auparavant (Weinberg 1967, Salani 1968) et qui unifiait, 
daris une certaine mesiire, l’électroiiiagnétisnie et l‘interaction faible. Ses pré- 
dictions devaient Ptre rapideirient confirmées par l’expérience. 

Dans la situation très confuse des Interactions Fortes, la solution vint 
comme soiivcnt clans de tels cas de l’expérience. Les expériences de Diffusion 
Profondérrierit~ Inélastique faites au SLAC (Stanford) , qui sondaient l’inté- 
rieur des protons et neutrons. riivélèrent que ces hadrons étaient composés 
de particules ponctuelles quasi librcs, appelées initialement, pa,rtons et fina- 
lenient identifiées avec les quarks, ces entités mathématiques qui avaient été 
introduites pour décrire de façon siniple le spectre dcs particules ayant des 
interactions fortes et ses symétries. 
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Pour comprendre ce phénomène particulier, on fit appel aux idées de GR 
dans une version modernitke (Callan, Symanzik 1970) valable aussi pour les 
théories massives. Cependant, le phénomène resta quelque temps mystérieux 
jusqu’à ce qu’une théorie des champs qui ait la propriété de liberté asympto- 
tique puisse être trouvée, c’est-à-dire, une théorie dans laquelle les interactions 
effectives deviennent faibles à très courte distance (par contraste avec la QED) 
de façon à expliquer les rcisultats du SLAC. Finalement, les mêmes progrès 
théoriques dans la quantification des théories de jauge non-abéliennes qui 
avaient permis de modéliser les Interactions Faibles, permirent de construire 
une théorie de l’Interaction Forte : la ChromoDynamique Quantique (QCD). 
En effet, les théories de ja,uge non-abéliennes, avec un nombre limité de fer- 
mions, sont asymptotiquenient libres (Gross-Wilczek, Politzer 1973). À la dif- 
férence de la QED, le premier coefficient p2 de la fonction B pour la charge 
forte est alors négatif. La Faiblesse des interactions entre quarks à courte dis- 
tance devient une conséquence par la décroissance de la charge forte effective. 

Ainsi, autour de 1973--1974, un modèle complet de TQC pour toutes les 
interactions fondamenta1e:j sauf la gravitation fut proposé, maintenant appelé 
le Modèle Standard. Ce modèle a survécu avec un succès croissant à plus de 
vingt-cinq ans de tests expérimentaux, à part quelques modifications mineures 
récentes nécessitées par les masses non-nulles et les oscillations de neutrinos. 
Ce fut le triomphe de toui,es les idées basées sur le concept de TQC renornia- 
lisable. 

Comme conséquence, il devenait tentant de conclure, qu’en quelque sorte, 
une nouvelle loi de la nature avait été découverte : toutes les interactions 
peuvent être décrites par des TQC renornialisables et par la théorie des per- 
turbations rcnormalisée. Le problème des divergences avait ii cette époque 
été si bien camouflé, que pour beaucoup de physiciens ce n’était plus un réel 
souci. 

Un problème potentiel restant était ce que Weinberg appelait la condi- 
tion de protection asymptotique (asymptotic safety) : l’existence de points 
fixes de grande impulsion du GR, dans le formalisme de l’équation (1.2) des 
solutions de 

semblait nécessaire pour la cohérence à toute échelle d’une TQC (l’option 
déjà considérée par Gell-Uann et Low). Les théories des champs asymptoti- 
quement libres partagent bien sûr cette propriété, niais les champs scalaires 
(comme requis par le mécanisme de Higgs) ont tendance à détruire la liberté 
as yniptot ique. 

Enfin, il restait à insc:ire la gravitation quantique dans ce cadre renorma- 
lisable, et ceci devint le but de beaucoup d‘études théoriques dans les années 
qui suivirent. L’échec, ju:jqu’à présent, de ce programme a conduit à l’intro- 
duction de la théorie des cordes. 
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1.6 Phénomènes critiques : d’autres infinis 

La théorie de phénomènes critiques a comme objet la description des tran- 
sitions de phase continues ou du second ordre dans les systèmes macrosco- 
piques. Des exemples simples sont fournis par les transition liquideevapeur, 
de séparation dans les mélanges binaires, de l’hélium superfluide, les transi- 
tions magnétiques. Le modèle sur réseau le plus simple qui exhibe une telle 
transition est le fameux modèle d’Ising. 

Ces transitions sont caractérisées par des comportements collectifs à 
grande échelle à la tenipératiire de transition (la température critique TC). 
Par exemple la longueur de corrélation, qui caractérise l’échelle de distance 
sur laquelle des comportements collectifs sont observés, devient) infinie. Près 
de T,, ces systèmes font donc apparaître deux échelles de longueur très diffé- 
rentes, une échelle microscopique liée à la taille des atonies, la niaille du cristal 
ou la, portée des forces, et une autre engendrée dynaniiquernent, la longueur 
de corrélation. À cette nouvelle échelle est associée une physique de longue 
distance ou macroscopique non-triviale. 

On s’attend alors à ce que cette physique, près de la température cri- 
tique, puisse faire l‘objet d’une description macroscopique, ne faisant inter- 
venir qu’un petit iionibre de paramètres adaptés à cette échelle, sans réfé- 
rence explicite aux paramètres niicroscopiques initiaux. Cette idée conduit à 
la Théorie du Champ Moyen (TCM) et daris sa fornie la plus générale à la 
théorie de Landau des Phénomènes Critiques (1937). Une telle théorie peut 
aussi être qualifiée de quasi-gaussienne, en ce sens qu’elle suppose implicite- 
ment que les corrélations entre variables aléatoires & l’échelle niicroscopique 
peuvent être traithes de façon pcrturbative, et donc les valeurs rrioyeiiiies 
inacroscopiques suivent des lois quasi-gaussienries, comme le théorème de la 
limite cent>rale des probabilités nous l’enseigne. 

Parnii les prédictions les plus simples et les plus solides d’une telle théorie, 
011 trouve l’un,iverso,lité des coniportements singuliers des quantités thermo- 
dyiiairiiques quand on s’approche de T, : par exemple la longueur de corréla- 
tion t diverge toujours coniine (T - TC)-’I2, l’aimantation spontanée s‘annule 
comme (T, ~ T)’/ ’..., ces propriétés étant indépendantes de la diniension de 
l‘espace, de la symétrie du système, et bien sûr des détails de la dynamique 
rnicroscopique, 

Aussi, les physiciens furent-ils très surpris quand quelques expériences ainsi 
que dcs calculs de systèmes-modèle de mécanique statistique sur réseau com- 
mencèrent à mettre en doute les prédictions de la TCAî. Un coup supplémen- 
taire à la TCAI fut porté par la solution exacte du modèle d’lsing à deux 
dinicnsioris par Orisager (1944) qui confirma les calculs numériques sur réseau 
correspondant. Dans les années suivant,es, les preuves empiriques s’accumu- 
lèrent, montrant que les Phénomènes Critiques en deux et trois dimensions 
d’espace ne pouvaient pas être décrits quantitativement par la TCAI. En fait, 
on trouva que le comportement critique variait avec la dimension d’espace 
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ainsi qu’avec d’autres prcpriétés générales des modèles. Néanmoins, il sem- 
blait aussi qu’une certair.e universalité survivait, mais d’une étendue plus 
limitée. Quelques proprié tés spécifiques paraissaient importantes, mais pas 
tous les détails de la dynamique microscopique. 

Le non-découplage de:; échelles. Pour comprendre combien le problème 
était profond, il faut prendre conscience que cette situation n’avait jamais 
été confrontée auparavant. En effet, l’ingrédient principal de la théorie de 
Landau est l’hypothèse que, comme d’habitude en physique, les phénomènes 
qui correspondent à des érhelles de distance trop différentes se découplent. 

Illustrons cette idée Far un exemple classique très simple. À un niveau 
naïf, on obtient 7 ,  la période du pendule, à un facteur numérique près, par 
analyse dimensionnelle, 

où ! est la longueur du pendule et g est l’accélération de la pesanteur. En réa- 
lité, dans cet argument se cache une hypothèse physique essentielle : à savoir 
qu’on peut oublier la structure atomique interne du pendule, la taille de la 
terre ou la distance terre soleil. Ces échelles de distance n’interviennent pas 
parce que beaucoup trop petites ou trop grandes par rapport à l’échelle du 
pendule. On s’attend à ce qu’elles donnent des corrections de l’ordre du rap- 
port X = (petite échelle/grande échelle) et donc négligeables avec une bonne 
approximation. Bien sûr, il existe des fonctions mathématiques qui ne sont 
pas très petites même quand le rapport X est petit telles que i/  1nX. Mais ces 
fonctions sont singulières et ,  la nature étant bonne fille, elle ne met pas en 
général des singularités lit où cela n’est pas indispensable. 

De niême, en mécanique Newtonienne, pour décrire le rnouveirient plané- 
taire on peut oublier dans une très bonne approximation, à la fois les autres 
étoiles et la taille du solril et des planètes, qui peuvent être remplacés par 
des objets ponctuels. De la niême manière encore, en mécanique quantique 
non-relativiste, on peut isnorer la structure interne du proton, et obtenir les 
niveaux d’énergies de l’at,ome d’hydrogène avec une excellente précision. 

L’échec de la théorie du champ moyen démontre, au contraire, que ceci 
n’est plus généralement vrai pour les Phénomènes Critiques, une situation 
inattendue et totalement nouvelle. En fait, si l’on essaye de calculer des cor- 
rections à la théorie du champ moyen, on trouve des divergences quand la 
température s’approche tile la température critique. Ces divergences font in- 
tervenir le rapport de la longueur de corrélation et de l’échelle microscopique, 
une situation réminiscente de la physique des particules, à ceci près que dans 
l’interprétation conventionnelle de la théorie des champs, c’est l’échelle micro- 
scopique qu’on veut faire tendre vers zéro, alors qu’ici c’est l’échelle macro- 
scopique (la longueur de corrélation) qui tend vers l’infini. 

Les divergences rencontrées dans la théorie des champs de la physique 
des particules et la théorie des phénomènes critiques ont, en fait, une origine 
commune : le non-découplage des différentes échelles de physiques. Les infinis 
apparaissent quand on essaye d’ignorer comme on en a l’habitude, et comme 

Ï- d z ’  
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il est généralement justifié, l’existence d’une échelle de physique ou les lois de 
la physique sont très différentes. 

On aurait pu craindre, dans ces conditions, que la physique niacroscopiqiie 
soit sensible & toute la structure de courte distance. que les phénomènes à 
grande distance dépendent de la dynamique riiicroscopiqiie détaillée et donc 
soient essentiellernent iniprédictibles. i,a survivance d’une universalité, iriênie 
réduite, était encore plus surprenante. Pour comprendre toutes ces observa- 
tions, un nouvcau cadre coiiceptuel devait évideninient Ctre iiivent,é. 

1.7 Le groupe de renormalisation 
de Kadanoff-Wilson 

En 1966, Kadanoff proposa une méthode pour attaquer ce problèrrir : 
calculer les observables physiqiies de façon récursive en somniant d’abord sur 
les degrés de liberté de courte distarice. On obtient ainsi une suite de modèles 
effectifs qui ont tous les rnênies propriktés de longue distance. Coniine lui. 
noiis allons illustrer l’idée par le rriodde d’king, niais avec un point de viic 
plus g6néral. 

Uri, exemple : le modèle  d’lsing. Le modèle d’king: est un rriodde de irié- 
cariiyiie statistiqiie s i x  rkseau. À chaque site i du reseau est associée une 
variable aléatoire S, qui ne peut prendre que les valeurs &l, un spin (( clas- 
s i c p  B. Les quantités thrrniodyriainiques sont obtonues en moyennant sur 
toutes les configurations dc: spins avec un poids de Boltzmann eëx’ , (S) IT ,  oi l  
T est la température, n la iriaillc du rkseau. et XFi , (S )  une énergie de coiifigu- 
ration correspondant ii une interaction de courte portée (par exeniplc, seuls 
lcs spiris proches voisins sur le réseau sont couplés). 

F IG.  1.2 ~ Réseau initial et réseau de maille double. 

Les transitions de phase ii’apparaisseiit que dans la limite de voluriie iii- 
fini, appelée limite thermodynamique. Bien sîir, en général on ne sait pas 
calculer les moyennes exactcment . Mais on voiidrait au moins comprendre les 
propriétés d’universalité. 
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L’idée alors est de sommer sur les spins S, à moyenne sur un sous-réseau 
de maille 2a fixée. Par exemple, sur un réseau carré on regroupe les spins sur 
des carrés disjoints et fixe la moyenne sur chaque carré (figure 1.2). Après 
cette sommation, la fonction de partition est donnée en sommant sur des 
configurations de ces spins moyens (qui prennent plus de deux valeurs) sur 
un réseau de maille double. À ces spins correspondent une nouvelle énergie 
de configuration ‘Hza(S) ,ippelée interaction eflectiwe à l’échelle 2a. On peut 
itérer cette transformation, 

aussi longtemps que la niaille du réseau reste petite comparée à la longueur de 
corrélation, c’est-à-dire l’échelle des phénomènes macroscopiques qu’on veut 
décrire. Si l’application rkpétée de cette transformation produit une interac- 
tion effective dont la forme asymptotique est indépendante dans une large 
mesure de l’interaction initiale, on peut comprendre l’universalité restante. 
De telles interactions apparaîtront comme points fixes ou surfaces fixes de la 
transformation 7 : 

? f * ( S )  -+ 1i2rza(S), W * ( S )  = I[’FI*(S)] .  
12-100 

Ce fut Wilson (1971) qui transforma une idée à l’origine un peu vague, en 
un cadre précis et opérationnel, unifiant finalement le groupe de renormalisa- 
tion de Kadanoff et celui de la théorie quantique des champs. Ceci conduisit 
à une compréhension de l’universalité, comme conséquence de l’existence de 
points fixes de longue dis;ance du groupe de renormalisation général. I1 devint 
possible de développer des méthodes de calcul précises des quantités univer- 
selles, avec l’aide de techniques déjà partiellement préexistantes de la théorie 
quantique des champs (Brézin-Le Guillou-Zinn-Justin 1973). 

Limite continue et théorie quantique des champs. La première étape 
consiste à comprendre que l’itération (1.3) conduit asymptotiquement à une 
théorie des champs dans l’espace continu. 

I1 est clair que dans le modèle d’king, après de nombreuses itérations, la 
variable de spin effective, qui est une moyenne locale d’un grand nombre de 
spins, prend essentiellement un continuum de valeurs. De même, la taille du 
réseau initial devient de plus en plus petfite par rapport à la maille du réseau 
itéré. On peut donc remplacer la variable de spin effective par un champ 
continu S ( X )  de l’espace continu. La somme sur les spins devient une intégrale 
sur les champs, ou intégrale fonctionnelle, (généralisation de l’intégrale de 
chemin) formellement analogue à celle qui permet de calculer les observables 
physiques en théorie quantique des champs, mais avec une interaction de forme 
beaucoup plus générale. 

Le point fixe gaussiex. Une propriété qui devient alors apparente est que 
le modèle gaussien est un point fixe du GR (ce qui est en rapport direct 
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avec le théorème de la limite centrale de la théorie des probabilités). À la 
température critique, dans la limite de grande distance, il prend la forme 
d’une théorie quantique de champs (scalaires) libres et sans niasses au sens 
de la théorie des interactions fondamentales. Par ailleurs, le niodèie gaussien 
faiblement perturbé reproduit tous les résultats connus de la TCM. 

Une analyse plus fine niontre cependant qu’un développement perturbatif 
systématique autour du modèle gaussien contient des contributions infinies, 
au moins en dimensions d’espace plus petites que quatre. Le modèle gaussien 
correspond à un point fixe instable du groupe de renornialisation. En outre, 
les ternies les plus singuliers sont engendrés par une TQC renormalisable dont 
il reste à étudier les propriétés A longue distance. Ce qui est frappant dans 
cette approche, c’est l’apparition naturelle d’une TQC renormalisable comme 
théorie effective pour décrire la physique de grande distance des phénoniènes 
critiques. Le groupe de renormalisation de la TQC apparaît alors conime une 
forme limite du groupe de renornialisation général à la Wilson-Kadanoff. 

I1 devient alors difficile de résister à la tentation d’appliquer les idées issues 
de la physique statistique des transitions de phase à la TQC qui décrit la 
physique des interactions fondamentales. 

1.8 Théories quantiques des champs effectives 
La condition que les interactions fondamentales devaient être décrites par 

des théories renornialisables a été un des principes de base dans la construction 
du Modèle Standard. Du succès de ce programme, il pouvait être conclu que 
le principe de renormalisabilité était une nouvelle loi de la nature. Ceci irnpli- 
quait évidemment que toutes les interactions incluant la gravitation devaient 
être descriptibles par de telles théories. L’incapacité d’exhiber une version re- 
normalisable de la théorie de la gravitation quantique a donc jeté un doute 
sur le progranime lui-même. En effet, si le Modèle Standard et ses extensions 
naturelles possibles n’étaient que des théories approchées, il devenait difficile 
de comprendre pourquoi elles devaient obéir à un principe aussi abstrait. 

La théorie des phénomènes critiques, et l’apparition naturelle de théories 
des champs renormalisables, a conduit à une interprétation beaucoup plus 
simple et  plausible. On peut niaintenant imaginer que les interactions fon- 
damentales sont décrites à l’échelle microscopique (bien sûr microscopique, 
comme la longueur de Planck, par rapport aux échelles de distance actuelle- 
ment accessibles), ou à très grande énergie, par une théorie finie qui n’a pas la 
nature locale d’une théorie quantique des champs. Bien que cette théorie ne 
fa,sse intervenir qu’une échelle microscopique, pour des raisons qui restent à 
comprendre, elle engendre, par l’effet coopératif d’un grand nombre de degrés 
de liberté, une physique de grande distance avec interactions entre particules 
de très faible masse. Dans ies phénomènes critiques, c’est l’expérimentateur 
qui ajuste la température à sa valeur critique pour faire diverger la longueur 
de corrélation. Dans la physique des interactions fondamentales, ceci doit se 
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produire naturellement, sinon on est confronté au fameux problème de l’ajus- 
tage fin. Comme la masse’ de Planck est au moins de l’ordre de 1013 fois la 
masse de la particule de Eggs,  dont l’existence est conjecturée par le Modèle 
Standard, il faudrait qu’un paramètre de la théorie soit, par accident proche 
de sa valeur critique avec une précision analogue. 

Quelques mécanismes possibles sont connus, qui engendrent des particules 
de masse nulle, les symétries brisées spontanément avec bosons scalaires dit 
de Goldstone, les particules au coeur des interactions de jauge tel le phot,on, la 
symétrie chirale qui produit des ferniions de masse nulle (niais aucun schéma 
n’est actuellement établi) 

Alors, comme conséquence de l’existence d’un point fixe de longue dis- 
tance, la physique de basse énergie de faible masse ou de longue distance, peut 
être décrite par une théorie des champs effective. Cette théorie des champs 
est munie naturellement d’un cut-off, réflexion de la structure microscopique 
initiale, et contient toutes les interactions locales permises par le contenu 
en champs et les symétries. Si la théorie des champs libres (c’est-à-dire la 
TCM) n’est pas une trop mauvaise approxiniation (le point fixe est suffisam- 
merit proche du point fixe gaussien), les interactions peuvent être classées 
par la dimension des couplages correspondants. Ainsi, les interactions de type 
non-renornialisables, qui apparaisseiit dans la présentation traditionnelle de 
la TQC comme très dangereuses, sont automatiquement supprimées par des 
puissances du cut-off (c’est sans doute le cas de la gravitation d‘Einstein). 
Les interactions renormalisables qui sont sails dimension n’évoluent que très 
lentement (logarithmiquement) avec l’échelle et survivent à longue distance. 
Ce sont elles qui déterminent la physique à basse énergie. Les interactions 
super-renornialisables (ceci inclut aiissi les termes de niasse), qu’on juge iriof- 
fensives dans la présentation conventionnelle de la TQC car elles engendrent 
le nioins de divergences, doivent être natiirelleiiient absentes ou très faibles 
car elles croissent à longue distance. La théorie nue est alors une version de la 
théorie effective dans laquelle toutes les interactions non-renornialisables ont 
déjà été négligées. Elle n’a nul besoin d’être physiquement cohérente à très 
courte distance oii elle nt’ constitue plus une approximation valable, et où on 
peut la modifier de façon largement arbitraire pour la rendre finie. 

Bien sûr, cette interprétation n’a aucune influence sur la manière dont 
les calculs perturbatifs sont effectués, et on pourrait donc se demander si le 
problème n’est pas de nature quasi philosophique. Pas tout à fait ! 

Nous avons mentionné ci-dessus, que prendre la théorie nue au sérieux, 
conduit, en particulier, à confronter le probkme de l’ajustage fin des masses 
des particules scalaires (ceci s’applique donc au boson de Higgs) et donc force 
à chercher des solutions (supersymétrie, état lié de fermions pliis fondanieii- 
taux?).  

Cette interprétation -résout le problème de la trivialité : des interactions 
renornialisées décroissant logarithmiqiiement avec le cut-off sont acceptables 
parce que le cut-off est fini. Reprenons l’exemple de la QED et utilisons 
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l’argument de Gell-Mann-Low en sens inverse. À charge nue niaintenant fixée‘ 
la charge effective à la niasse p tend vers zéro comme l / ln (A/pj ,  ce qui est 
acceptable pour toute valeur raisonnable du cut-off A si p est de l’ordre de 
grandeur de la niasse de l’électron. Ceci peut même expliquer la faible valeur 
de la constante de structure fine. 

Elle suggère la possibilité de découverte d’interactions de type non renor- 
malisables, bien qu‘elles soient a pri0r.i très faibles. Un mécanisme possible 
est le suivant. Dans les phénonièries critiques, on peut trouver des situations 
dans lesquels la théorie réduite aux interactions reriorrnalisables a plus de sy- 
niétrie que la théorie complète (la symétrie cubique du &seau conduit à une 
symétrie de rotation à grande distance). Alors de très petites violations de sy- 
métries pourraient être le signe d’interactions non-renormalisables (et corrime 
nous l’avons déjà mentionné la gravitation quantique est déjà peut-être un 
exemple). 

Ainsi, ce point de vue moderne, profondénient basé sur le groupe de re- 
normalisation et la notion d’intensité des interactions effectives qui dépendent 
de l’échelle d’observation, non seulenient procure une image plus cohérente de 
la théorie quantique des champs, mais égalerrient iin cadre dans lequel dc 
nouveaux phénomènes physiques peuvent être discutés. 

11 implique aussi que les théories quantiques des chanips sont des structures 
temporaires. À cause du couplage essentiel de la physique à des échelles très 
différentes, les théories des champs renorinalisables ont une cohérence limitée 
à la physique des basses énergies (ou de longue distance). On parle de théo- 
ries des  champs effectiues, approximations d’une théorie plus fondamentale 
de nature radicalernerit différente mais à ce jour inconnue. 





Chapitre 2 

Valeurs moyennes gaussiennes. 
Méthode du col 

ANS CET OUVRAGE, nous ferons un grand usage des intégrales et valeurs D moyennes gaussiennes. Elles apparaissent naturellement en théorie des 
probabilités parce que les moyennes d’un grand nombre de variables aléa- 
toires indépendantes obéissent à des lois gaussiennes. En physique, dans la 
théorie des transitions de pliase et phénomènes critiques, des considérations 
quelque peu analogues conduisent au modèle quasi-gaussien dont on vérifie 
qu’il reproduit tous les résultats de l’approximation de champ nioyen ou de 
la théorie de Landau. Nous rappelons donc quelques résultats mathématiques 
indispensables pour la suite de l’exposé. 

Pour des raisons techniques, il est commode d’introduire d’abord la notion 
de fonction génératrice des moments d’une distribution de probabilité. Nous 
calculons ensuite des intégrales gaussiennes et déniontrons le théorème de 
Wick pour des valeurs moyennes gaussiennes, un résultat simple mais d’un 
grand interêt pratique. 

La méthode du col est une méthode d’évaluation asymptotique, dans cer- 
taines liniites, d’intégrales réelles ou complexes. Elle conduit à des calculs de 
valeurs moyennes gaussiennes, ce qui explique sa place dans ce chapitre. De 
plus, la niéthode du col nous sera directement utile par la suite. 

Soulignons, enfin, que tous les résultats que nous établissons ici s’ap- 
pliquent à des intégrales impliquant un nombre arbitraire de variables et se 
généralisent donc à la limite où ce nombre devient infini, comme daris les 
intégrales de chemin ou intégrales de champs. 

Notation. Dans ce qui suit, nous utilisons des caractères gras pour indiquer 
des matrices ou des vecteurs, et les caractères italiques correspondants, munis 
d‘indice, pour indiquer les éléments de niatrice ou les composantes de vecteurs. 
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2.1 Fonction ghératrice 
Soit R(z l ,z2 ,  . . . '2,) une mesure positive ou une distribution de proba- 

bilité normalisée' définie dans tout IR". Par la suite, nous notons 

( F )  J' dnz F(x)R(x) , 

où d"z = n:=l dz,, la valeur moyenne d'une fonction F(x). Par définition, 

I1 est commode d'introduire la transformée de Fourier de la distribution' 
qui est aussi une fonction génératrice de ses moments. Ici, nous considérons 
une classe particulière de distributions dont les transformées de Fourier sont 
des fonctions analytiques qui sont définies niême pour des arguments imagi- 
naires. Nous définissons a.ors 

2(b)  = (eb.x) = J'dnzO(x)eb'x où b . x  = k b i z ,  (2.1) 

avec b réel. L'avantage de considérer cette fonction plutôt que la transformée 
de Fourier est que l'intégrant est encore une mesure positive. 

La fonction 2(b) est alors une fonction génératrice des moments de la 
distribution' c'est-à-dire ties valeurs moyennes de monômes. En effet, on re- 
connaît, après développement de l'intégrant en puissances des variables bk , la 

(1) = 1. 

2 = 1  

Les valeurs moyennes peuvent donc être obtenues en dérivant la fonction 2(b) 
par rapport à ses arguments. Dérivant les deux membres de l'équation (2.1) 
par rapport à b k ,  on obtient 

s d 
--2(b) = dnxak eb'"R(x). 
db 

Dérivant de façon répétée et prenant la limite b = O, on trouve donc 

( 2 . 3 )  

Cette notion de forictior génératrice est très utile et sera étendue en sec- 
tion 5.1.1 à la limite où 1'3 nonibre de variables est infini. 

2.2 Valeurs moyennes gaussiennes. 
Théorème de Wick 

À cause, en particulier' du théori.nie de la limite centrale, les distribu- 
tions de probabilités ga issiennes jouent un rôle important en théorie des 
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probabilités coninie en physique. De plus, elles ont des propriétés algébriques 
remarquables que nous rappelons maintenant. illéme si nous ne démontrons 
ces propriétés que pour des intégrales réelles, la plupart des résultats se gérié- 
raliserit aussi à des intégrales gaussiennes complexes. 

2.2.1 Intégrales gaussiennes paires 
L’intégrale gaussienne 

n 

2 ( A )  = dnx exp - S X , A , ~ X ~  .I’ [ 1 , 3 = 1  

converge si la matrice A d’éléments Aij est une matrice symétrique réelle po- 
sitive (et donc toutes ses valeurs propres sont st,rictement positives). Diverses 
méthodes permettent alors de démontrer 

2 ( A )  = ( 2 ~ ) ” / ~ ( d e t  (2.5) 
Nous ne démontrons ici ce résultat que pour des matrices réelles, mais comme 
l’expression ( 2 . 5 )  est une fonction algébrique des coefficients de la matrice, elle 
se généralise à des intégrales complexes. avec une détermination appropriée 
de la racine carrée. 

Démonstration,. L’intégrale simple se calcule aisément. Pour a > O. 

Plus généralement, la matrice symétrique réellc A dans l’intégrale (2.4) peut 
être diagonalisée par une transformation orthogonale. et donc être écrite 

A = O D O ~ .  (2.7) 

où la matrice O est orthogonale et la matrice D d’éléments D,, diagonale : 

OTO = 1 ,  D,, = ~ ~ 6 , ~ ’  a,  > O .  

Changeons alors de variables, x H y, dans l’intégrale (2 .3)  : 
n 

2 2  - - C013Y3 * XtAt3xJ = x L 0 ? k a k 0 3 k x j  = 1 %?I? . 

Le jacobien de la transformation est 1 det 01 = 1. L’intégrale se factorise alors 

3=1 2 4  W>1. 2 

z = 1  

Comme les valeurs propres a, de la matrice A sont positives, chaque integrale 
converge et 5e déduit du résultat (2.6). En conséquence, 

2 ( A )  = ( 2 ~ ) ~ ’ ~ ( a l a a . .  . : (2n)‘”’(det A)-112. 
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2.2.2 Intégrale gaiissienne générale 

Considérons maintenant l’intégrale gaussienne générale 

ri 

Z(A, b) = /dnz exp (- 2 Sz,ALJz3 + b,zt) . (2.8) 
2,3=1 a= 1 

Pour calculer 2 ( A ,  b), on cherche le minirnuni de la fornie quadratique : 

Introduisant la matrice inverse 

A = A-’, 

on peut écrire la solution 
n 

x, = 1 At3b3 

Après le changement de lariables z, H I/$ où 

J=1 

l’intégrale devient 

(2.9) 

(2.10) 

Le changrnient de variables a r6duit le calcul à l‘intégrale (2.4). On en déduit 

2 ( A ,  b) = ( 2 ~ ) ~ ”  (det exp (2.12) 

Remarque. L’intégral<: gaussicnne a une propriété remarquable : si l‘on 
intègre l’exponentielle d’une fornie quadratique sur un sous-ensemble de va- 
riables, le résultat est enzore l’exponentielle d’une fornie quadratique. Cette 
stabilité structurale expli,que la stabilité des distributions dc probabilité gaus- 
siennes et est, reliée égalmlent à certaines propriétés de l’oscillateur haririo- 
nique qui vont être discutées en section 5.1.2. 
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( F ( x ) )  = F - exp xib,A, jb ,  { (”> [ ] }  

2.2.3 Valeurs moyennes gaussiennes et théorème 
de Wick 

(2.16) 

b=O ’ 

Quand la matrice A est réelle positive, la fonction gaussienne peut être 
considérée comme une mesure positive sur IRn ou une distribution de proba- 
bilité. La valeur moyenne d’une fonction des variables x, est donnée par 

où la normalisation N est choisie de telle sorte que (1) = 1 : 

N = 2 - l ( A ,  O)  = (27rPn l2  (det . 

La fonction 
2 ( A ,  b)/Z(A, O) = (eb’x) , (2.14) 

où 2 ( A ,  b) est la fonction (2.8)’ est alors une fonction génératrice des nio- 
ments de la distribution, c’est-à-dire des valeurs moyennes gaussiennes de 
monômes (c f .  section 2.1). Les valeurs moyennes peuvent donc être obtenues 
en dérivant l’expression (2.14) par rapport aux variables b, : 

et, remplaçant 2 (A ,  b) par son expression explicite (2.12)’ 

De façon générale, si F ( x )  est une série entière dans I’ensenible des va- 
riables xz,  sa valeur moyenne est donnée par l’identité 

Théorème de Wick. L’identité (2.15) conduit au théorème de Wick. Chaque 
fois qu’une dérivée agit sur l’exponentielle du menibre de droite, elle en- 
gendre un facteur b. Une autre dérivée devra agir ultérieurement sur ce 
facteur, sinon le terme correspondant s’annulera dans la limite b = O. On 
en conclut que la moyenne du produit xkl . . . xkp avec le poids gaussien 
exp(-i Ca,, x,A2,x,)/2(A, O)  est obtenue de la manière suivante : on consi- 
dère tous les appariements possibles des indices I C I , .  . . , ke ( e  doit donc être 



(61'2) 
1 
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La normalisation 2 ( X )  est donnée par l'intégrale 

Z(X) = dnx e-A(x,X). (2.20) .I 
Cette intégrale peut être calculée en développant l'intégrant en série fornielle 
de X et en intégrant terme à terme : 

2 ( X )  = J' dTLx Vk(x) exp 
k=O 

(2.21) 

où ( o ) ~  signifie valeur moyenne avec la niesure gaussienne dkfinie par l'équa- 
tion (2.13). Chaque terme du développement, qui est la valeur moyenne 
gaussienne d'un polynôme, peut alors se calculer au moyen du théorème de 
Wick (2.17). 

Utilisant l'équation (2.16) avec F = eëXV, on en déduit aussi une repré- 
sentation formelle de la normalisation (2.20) : 

Exemple. Considérons la perturbation 

l n  
V(x) = - Ex:. 

a= 1 
4! 

À l'ordre X2, on trouve (AA = 1) 

. (2.22) 

b=O 

(2.23) 

= 1 - $ X - p / ,  + & P C A ; ? , C A : ,  
2. 2 3 

+ X2 (&A,,A,,A~3 + &A:3) + O(X3). (2.24) 
b3 

Une vérification simple des facteurs est obtenue en spécialisant au cas d'une 
seule variable. Alors, 

Z(X)/Z(O) = 1 - + %A2 + O p 3 ) .  
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2.3.2 C0ntribution.s connexes 

On remarque que les deux premiers termes de l'expression (2.24) s'expo- 
nentient de telle sorte que In 2 n'a plus que des ternies connexes, c'est-à-dire 
des ternies qui ne peuvent pas se factoriser en un produit de sommes : 

lnZ(X) -1n2(0)  = - ~ x C A f , + x 2 C ( ~ A i l A . l i A ~ . l  +&AsJ-) +O(X')). 
2 2 J  

(2.25) 
Discutons alors cette notion de contribution connexe plus en détail. 

En particulier, la prop--iété de connexité des contributions à l n 2  est une 
propriété générale. Pour le démontrer, daris le calcul de la valeur moyenne 
gaussienne ( V k ( x ) ) ,  nous distinguons les contributions du théorème de Wick 
qui contiennent des appai,iements entre tous les k facteurs V(x),  de toutes 
les autres qui peuvent se factoriser dans des produits de valeurs moyennes de 
puissances de V(x) plus petites que I C .  Noiis utilisons, ci-dessous, l'indice c 
pour indiquer la partie connexe d'une valeur moyenne. Dans ces conditions, 
par exemple, 

W ( 4 )  = (V(X)), 7 ( k T 2 ( X ) )  = (v2(x))c + ( V W C  1 

(V"X,) = (V30:)) ,  + 3 (V"X)), (V(x)),  + (V(X>>C 7 . .  . 

De façon générale, à l'ordre I C ,  on trouve 

$ ( ~ ' ( x ) )  = ( ~ ' ( x ) ) ,  + tcrmes non connexes . 

Un terme non connexe est un produit de la fornie 

(V"(x)), (V"(>C)),.. . (V"(x))c 3 k i  + k2 + .  . . k p  = k ,  

avec un poids l / k !  venant du développement de l'exponentielle, multiplié par 
un facteur combinatoire correspondant à toutes les façons de regrouper k 
objets en sous-ensembles de k l  + ka + . . .  + k ,  objets, si tous les ki sont 
distincts. On trouve 

1 - - 
1 k !  
- x  
k !  k l!Jc2! .  . . ICp!  k l ! k 2 ! .  . . k,! 

Si m puissances ICi sont égales, il faut diviser par un facteur combinatoire 
supplémentaire i /m! car ;e même terme a été compté m! fois. 

On remarque alors que le développement perturbatif peut être écrit 

confirmant la généralité de la compensation observée dans l'expression (2.25). 
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2.4 Diagrammes de Feynman 

À chaque contribution perturbative engendrée par le théorème de Wick, 
il est possible d’associer un graphe appelé diagramme de Feynman. Chaque 
monôme contribuant à une perturbation V(x) est représenté par un point (un 
vertex) d’où partent un nombre de lignes égal au degré du monôme (cf. fi- 
gure 2.1)’ et chaque appariement est représenté par une ligne joignant les 
vertex auxquels appartiennent les variables correspondantes. 

X 
FIG. 2.1 ~ Diagramnie de Feynman : vertex z4 de l’exemple ( 2 . 2 3 ) .  

Nous venons d’introduire la notion de contribution connexe. À cette no- 
tion correspond une propriété des graphes. Une contribution connexe est une 
contribution correspondant à un diagramnie connexe. Dans l’exeniple (2.23)’ 
les contributions connexes à la normalisation (2.20), c’est-à-dire les contribu- 
tions à In 2 ( A ) ,  sont représentées sur les figures 2.2 et 2.3. 

F IG.  2.2 ~ Diagramme de Feynman : contribution (z4)>, de l’ordre X dans 
l’exemple (2.23). 

FIG. 2.3 - Diagrammes de Feynman : contributions connexes provenant de ( z ~ z ~ ) ,  
de l’ordre X2 dans l’exemple ( 2 . 2 3 ) .  

Comnie V(x) est un polynôme homogène de degré 4, des vertex partent 
quatre lignes. Le diagramme de la figure 2.2 a un vertex dont les quatre 
lignes qui en sortent sont reliées deux à deux. Les deux diagrammes de la 
figure 2.3 contiennent deux vertex. Nous avons explicité ici les indices i et j 
sur lesquels portent des sommations dans les expressions (2.24). Dans la suite, 
nous n’expliciterons plus ces indices muets. 
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2.5 Valeurs moyennes. Fonction génératrice. 
Cumulant s 

Les moments de la distribution eëA(X.X)/2(X) où A(x,A) est le poly- 
nôme (2.19), 

n 

A ( x ,  A )  = SxiAajz j  + XV(x), 
a,,1=1 

c'est-à-dire les valeurs moyennes (x, ,x, ,  . . . x , , ) ~  que, en analogie avec la phy- 
sique statistique, nous appellerons aussi fonctions à ! points, sont données par 
le rapport 

2.5.1 La fonction ii deux points 
La fonction à deux points ( x , , ~ , , ) ~  implique le calcul de l'intégrale 
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FIG. 2.4 ~ La fonction à 2 points : contributions d’ordre 1 et A. 

00 8 
FIG. 2.5 ~ La fonction à 2 points : contributions d’ordre A’. 

Les diagrammes de la figure 2.5 représentent les trois contributions suc- 
cessives d’ordre A’. 

Justifions, par exemple, le facteur 1/6 devant le diagramme (e). Dévelop- 
pant l’exponentielle au second ordre, nous devons calculer la valeur moyenne 
gaussienne de 

que nous obtenons par le théorème de Wick. 
D’abord, xi1 peut être apparié à un facteur z daris le produit xzxt ; il 

y a huit choix équivalents et un des deux vertex est distingué. Ensuite, xt2 
doit être apparié avec un facteur x du vertex restant : quatre choix. Les 
facteurs x3 restants dans les deux vertex peuvent être appariés de toutes 
les façons possibles : 3! possibilités équivalentes. Prenant en compte tous les 
facteurs. on trouve 

1 
x 8 x 4 x 3! 1 - 

1 1  _ _ _  
2 (4!y 6 

Soulignons aussi que le facteur 1/6, qui est attaché au diagramme, a une inter- 
prétation en termes des isomorphismes du graphe. I1 s’interprète comme l’in- 
verse du nonibre 3! de permutations qui échangent les trois lignes qui joignent 
les deux vertex. I1 existe des expressions générales qui relient les facteurs qui 
apparaissent devant chaque diagramme aux symétries du graphe. 

De même, on pourrait calculer la fonction ii quatre points, c’est-à-dire 
les valeurs moyennes des monômes de degré quatre. Ori trouverait un grand 
nombre de contributions. Mais les résultats se simplifient notablement si l’on 
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calcule directement les cumulants de la distribution. Pour cela, il est com- 
mode de définir d’abord une fonction génératrice des moments ou des valeurs 
moyennes (x,, xZ2 . . . x Z K , )  

2.5.2 Fonctions génératrices. Cumulants 

Nous introduisons maintenant la fonction 

(2.29) 

qui généralise la fonction (2.8) de l’exemple gaussien. Elle est proportionnelle 
à la fonction génératrice des valeurs moyennes gaussiennes (2.27a) (cf. sec- 
tion 2.1) 

(eb.x)A = 2(b, A ) / Z ( A )  

qui généralise la fonction (2.14). En dérivant, on trouve 

Nous introduisons maintenant la fonction 

W(b, A) = l nZ(b ,  A). (2.31) 

Dans l’interprétation probabiliste, W(b, A) est la fonction génératrice des 
cumulants de la distribution. Comme conséquence de l’équation (2.26.). le 
développement perturbatif des cuniulants est beaucoup plus simple puisqu’il 
ne contient que des contributions connexes. En particulier, toutes les contri- 
butions à la normalisation (2.24) ne peuvent apparaître que dans W(0, A). 
Notons, enfin, que dans It, cas gaussien W(b)  se réduit à une forme quadra- 
tique en b. 

Remarque. Dans le cadre de la physique statistique, les cuniulants 

sont appelés fonctions de corrélation connexes à C points. 

que les fonctions à un point sont identiques 
Exemples. Développant la relation (2.31) en puissances de b, on trouve 

Pour la fonction à deux points, on trouve 
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C’est donc la fonction à deux points de variables auxquelles leur valeur 
moyenne a été soustraite. 

Dans le cas d’une perturbation paire V(x) = V(-x), comme dans 
l’exemple (2 .23 ) ’  

La fonction connexe à quatre points, qui s’annule exactement pour une mesure 
gaussienne, donne une première évaluation de l’écart à la mesure gaussienne. 

Dans l’exemple (2 .23 ) ’  on trouve alors à l’ordre A2 (cf. figure 2 . 6 )  : 

L’alternance de signe dans tous les développements de l’exemple ( 2 . 2 3 )  reflète 
l’alternance de signe dans le développement de l’exponentielle exp [-Ax4]. 

FIG. 2.6 - Diagrammes de Feynman : fonction à 4 points connexe. Contributions 
d’ordre X et X2 dans l’exemple (2.23). 

2.6 Méthode du col 

Pour évaluer certaines intégrales de contour dans le domaine complexe, 
on peut parfois utiliser la méthode du col, qui réduit leur évaluation à une 
somme (infinie) d’intégrales gaussiennes. 

Nous décrivons d’abord la méthode dans le cas d’une intégrale simple 
réelle puis complexe. Nous généralisons ensuite à un nombre quelconque de 
variables. 
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2.6.1 Intégrale réelle 

Considérons l’intégrale 

(2.34) 

où la fonction A(z) est une fonction réelle, analytique dans un voisinage du 
segment ( a ,  b ) ,  et X un pxamètre positif. Nous voulons évaluer cette inté- 
grale dans la liniite X --f O+. Dans cette limite, l’intégrale est dominée par 
les maxinia de l’intégrant e t  donc les minima de A(.). Deux cas peuvent se 
présenter : 

(i) Le minimum de A(z)  correspond à un bord du doniaine d’intégration. 
On développe alors A(z) au voisinage du minimum et on intègre. Ce 
n’est pas le cas qui nous intéresse ici. 

(ii) La fonction A(z )  a iin, ou plusieurs minima sur l’intervalle ( a ,  b ) .  Les 
minima correspondent à des points 2,  caractérisés par 

A’(z,) = O ,  

où génériquement A”(z,) > O (les cas où A”(z,) = O exigent une ana- 
lyse séparée). Pour des raisons qui apparaîtront phis tard, ces points 
sont appelés des cols (c f .  exemple (ii)). S’il y a plusieurs solutions, la 
contribution dominante est donnee par le miriinium absolu de A(z) .  

Par ailleiirs, si nous r égligeons des corrections d’ordre exp[-const./X], 
nous pouvons restreindre l’intégration à un voisinage fini (z, ~ E .  z, + E )  de 
x,, mais avec E arbitrairement petit. En effet, les contributions hors de cet 
intervalle sont bornées pa1 

-A” (z, ) E *  /2A ( b  - a )  e ’ 

où nous avons utilisé la condition E < 1 de sorte que 

Plus précisément, le domairie qui contribue est d’ordre fi. I1 est donc coni- 
mode de changer de variahles : 

z H y = (. - z,)/di. 

Le développement de la fonction A s’écrit alors 
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K 

3 x0 > O ,  { M K )  : V K  et O+ 5 x I x0 J(X) - J ~ X ~  
~ k=O 

On voit, qu’à l’ordre dominant, il sufit de garder le terme quadratique. Cela 
ramène le calciil à une intégrale gaussienne sur un intervalle fini : 

5 M ~ x ~ + ~ ,  

Dans cette intégrale, on peut alors intégrer sur [-CO, two]. En effet, les contri- 
butions pour lyl > &/fi sont de nouveau exponentiellenient négligeables. On 
est ramené à une intégrale gaussienne usuelle et donc 

Z(X) - 2 / ~ e - A ( S ~ ) / X  . (2.35) 

Pour calculer les corrections d’ordre supérieur, on développe l’intégrant en 
puissances de X et on intègre terine à terme. Posant 

Z(X) = 2/- eëA(sc )lx J ( x ) ,  

on trouve, par exemple, à l’ordre suivant 

X X 
24 2 x 62 

J ( X )  = 1 - -A(4) (y4) + -A”’2 (y6) + O(X2) 

où ( 0 )  signifie valeur moyenne gaussienne. 

Remarques. 

(i) La methode du col engendre un développement formel en puissances 
de X : 
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(ii) Souvent les intégrales ont la forme plus générale 

Alors, pourvu que lrip(x) soit analytique au col, il n’est pas nécessaire 
de prendre en compte le facteur p(x) dans l’équation du col. En effet, ce 
facteur induirait une modification d’ordre x ~ x, de la position du col, 
solution de 

et, donc, d’ordre X a.lors que la contribution à l’intégrale vient d’une 
région d’ordre fi beaucoup plus grande que ce déplacement. 

On peut donc développer toutes les expressions autour de la solution de 
A’(x) = O. À l’ordre doniinant, on trouve 

Z(X) N J m p ( z , )  C-A(z,)’X . 
Pour illustrer la méthode, r.ous l’appliquons maintenant à deux exemples clas- 
siques, une représentation de la fonction r qui généralise n! à des arguments 
réels et complexes. et une intégrale donnant la fonction B(cv,P) qui est un 
rapport de fonctions r. 

Exemples. 

(i) L’évaluation asymptotique de la fonction 

r(s) = dxz~- l e -2  . .iom 
pour s 4 +cc est uni  application classique de la méthode du col. Pour 
s non entier, 1‘intégr.ant est singulier à z = O,  niais la contribution du 
voisinage de l’origine est négligeable dans cette limite et donc la méthode 
du col peut s’appliqiier. 
L’intégrale n’a pas, telle quelle, la forme canonique (2.34) niais un chan- 
gement de variable linéaire la lui donne : x = (s ~ 1)x’, et on pose 
s - 1 = i / X .  Alors, 

et donc A(r)  = x ~ lnz .  La position du col est donnée par 

A’(x) = 1 - 1 / ~  = O =+- 2,  = I 

La dérivée seconde ail col est A”(x,) = 1. Le résultat à l’ordre doniinant 
est donc 

une expression aussi appelée formule de Stirling. 
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La méthode du col complexe. que nous expliquons plus loin, permet 
d’étendre ce résultat à s complexe avec 1 argsl < T .  

(ii) Évaluons l’intégrale 

pour 7% + +.x; par valeurs entières. 

L’intégrant est une fonction holomorphe dans un voisinage du contour 
et a directement la fornie adaptée à la niéthode du col. 

On peut récrire l’intégrant 

xn 
= eënA(z) 3 A(%) = 01 ln(1 + x) - In z 

(1 + x)“n 

L’équation du col est donnée par 

La dérivée seconde au col est donnée par 

On en déduit l’évaluation asymptotique 

La fonction F ( n ,  a) peut s’exprimer en termes des fonctions r (cf .  exer- 
cice précédent) et  B ,  définie ci-dessous, par 

L’application de la formule de Stirling redonne alors l’évaluation (2.37). 

2.6.2 Intégrale de contour complexe 

Considérons l’intégrale 

(2.38) 
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où A(z) est une fonction a.nalytique de la variable complexe z et X un para- 
mètre réel positif. Le contour C va du point a au point b du plan complexe, et 
est contenu dans le domaine d’holoniorphie de A. Comme cas limite, on peut 
considérer la situation où les points a et b s’éloignent à l’infini dans le plan 
complexe. 

On veut évaluer l’intégrale pour X + O+.  On pourrait penser a priori que 
l’intégrale est encore dominée par les points où le module de l’intégrant est 
maximum et donc la partie réelle de A(z)  est minimum. Cependant, la contri- 
bution du voisinage de tels points peut se compenser parce que la phase varie 
rapidement (un argument qui conduit à la méthode de la phase stationnaire). 

La méthode du col consiste à déformer le contour C de toutes les manières 
possibles dans le domaine d’holomorphie de A (sans évidemment franchir de 
singularité ce qui changerait la valeur de l’intégrale) de façon à ce que le 
module maximum de l’inttigrant soit minimum, c’est à dire que le minimum 
de ReA(z) sur le contour soit maximum. 

S’il est possible de déformer le contour C en un contour équivalent sur 
lequel ReA(z) est monotone, alors l’intégrale est dominée par une des extré- 
mités du contour. Dans le cas contraire, la partie réelle passe par un minimum. 
Sur le contour optimal, le minimum ne peut être dû qu’à une singularité de la 
fonction ou enfin, et c’est 1ii situation qui nous intéresse ici, à un point régulier 
où la dérivée de A s’annule : 

A’(z) = O .  

La structure de l’intégrarit se comprend mieux si l’on se souvient que les 
courbes Re A et Im A constant forment deux ensembles de courbes bi- 
orthogonales. Les seuls points doubles de ces courbes sont des singularités 
ou des cols. En effet, développons la fonction au voisinage de z, : 

A(z)-A(z,)  - $A”(z,) ( 2 ,  -z,) 2 =$ Re[A(z)-A(z,)] N ~ J A ” ( r c , ) l ( u 2 - w 2 ) ,  1 

où les coordonnées réelles u, w sont définies par 

Au voisinage du col, on peut choisir le contour déformé pour qu’il suive une 
courbe ImA constant, localement w = O, et donc la phase de l’intégrant reste 
constante : il n’y a plus de compensations. L’intégrale est dominée, à des 
contributions plus petites que toute puissance de X près, par le voisinage 
du col. Le reste de l’argument et du calcul sont les mêmes que dans le cas 
réel précédent, l’intégrale saussienne réelle étant remplacée par une intégrale 
gaussienne complexe ce qui oblige a préciser la détermination de la racine 
carrée dans l’expression (2.6). 

La notion de  col. Justifions ici l’appellation méthode du col. Pour cela, il 
faut examiner le module de l’integrant ou la fonction Re[A(z) - A(.,)], dans 
le plan complexe au voisinage du col z = 2,. Après une rotation, dans les co- 
ordonnées u, u ,  les courbe:, de module constant de l’intégrant sont localement 
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les courbes u2 - v2 constant, c'est-à-dire des hyperboles équilatères. Celle qui 
passe par le col, dégénère en deux droites, et c'est le seul point où les courbes 
se croisent (cf. figure 2.7). Le module de l'intégrant a donc une structure de 
col dans un sens topographique. 

FIG. 2.7 - Courbes de niveaux du module de l'intégrant dans le voisinage du col 
x = xc. 

Exemple. Le5 polynômes de Hermite, qui sont liés aux fonctions propres 
de l'oscillateur harmonique, ont ilne représentation intégrale de la fornie 

oil C est un contour fcrrné simple contenant l'origine à son intérieur et par- 
couru dans le sens positif. 

Nous nous proposons d'évaluer le polynôme Pn(z)  = X,,(z&) pour 
? L  + cc et z r6cl fixé par la méthode di1 col. Les polynômes W n ( z )  étant 
pairs ou impairs, 

nous pouvons donc nous restreindre à z 2 O. 
L'intégrant est une fonction mkrornorphe avec coirinie seule singularit6 un 

pôle multiple à p = O. Pour ramener l'intégrale à la forme standard de lu 
niétliode du col' il est commode de poser p = s f i ,  ce qui conduit à 

Y"(- x) = (-l)'rL7in(z), 

Posons 
A(s)  = i s2  - 2.52 + 111 S .  

Les cols sont donnés par 

A'(s) = s - 22 + 1/s = O =+- = z f 2/=. 
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Par ailleurs, 
1 

S2 
A”(s) = 1 - - .  

I1 faut alors distinguer les deux cas O 5 i < 1 et z > 1 ( z  = 1 exige un 
traitenient spécial). 

(i) z > 1. I1 est commode de poser z = coshû avec O > O. Alors, 

s& =e*’ j A(s*) = 1 ,  A”(s*) = 1 - e  ?=20 . 

En déplaçant le contour, il est simple de se convaincre que le col pertinent 
est s- car le contour au voisinage du col est parallèle à l’axe imaginaire 
et donc A” doit être négatif. Tenant compte du facteur supplémentaire 
l / s  dans l’intégrant, on conclut 

où la formule de Stirling (2.36) a été utilisée. 

(ii) /zl < 1. Au contraii.e, dans ce cas les deux cols, qui sont complexes 
conjugués, contribuent. Posant z = cos 8, on trouve 

- f 2 d  ‘220 &iû ~ 1 ,  s+ = e  , A(s*) = - Z e  A”(s*) = 1 - e i t 0  

On conclut 

exp [:,(ezi0 +i) - niû] + conjugué complexe. 
(2n)-1/4 

Pn(z) n& d”””= n(1 - e  ) 

2.7 Méthode du col à plusieurs variables. Calcul 
des fonctioris génératrices 

Nous généralisons maintenant la méthode du col aux cas de plusieurs 
variables, une généralisation qui, techniquement, n’est pas complètement 
triviale. 

2.7.1 Méthode du col 
Considérons l’intégrale générale sur n variables 

1 
Z(X) = J’ dnz exp [ - i ~ ( x l , .  . . , zn)]  , (2.39) 

où, pour siniplificr, nous supposons que la fonction A est entière dans toutes 
les variables et que I’intégiation porte sur tout R”. 
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Dans la limite X + O+,  l'intégrale est dominée par les cols solutions de 

(2.40) 

Dans le cas où il existe plusieurs cols, il faut classer les cols par la valeur de 
ReA. Le col dominant sera souvent celui qui correspond à ReA minimum. 
Toutefois, tous les cols ne contribuent pas nécessairement et il faut procéder 
par déformation du domaine d'intégration initial. Dans le cas de plusieurs 
variables, il peut ne pas être simple de reconnaître quels cols contribuent. 

Pour calculer la contribution dominante du col xc, nous changeons de 
variables, posant 

x = xc + y h .  

Nous développons alors A(x) en puissances de X (et donc de y) : 

(2.41) 
1 1 1 a2A(xc) 
-A(z l , .  . . , z,) = -A(x") + - x x 2! axzx3 

~ YzY3 + R(Y) > 

t > J  

avec 
O0 ~k/2-1  akA(xC) 

k=3 t 1 , 2 2 ,  ,u 
Y Z i  . ax,, . . .ax,, 

Après le changement de variables, le terme quadratique en 
de A. L'intégrale devient 

r 

.YÎI. . (2.42) 

y est indépendant 

- R ( y )  . (2.43) 1 
à chaque ordre, le Nous développons alors l'intégrant en puissances de 6 : I 

calcul se ramène à une valeur moyenne gaussienne de polynômes. À l'ordre 
dominant, on trouve 

z(x) N (27rX)n/2 (2.44) 
A-O 

où A(") est la matrice des dérivées partielles secondes au col : 

2.7.2 Calcul des fonction génératrices 
Noils introduisons la fonction génératrice 

2(b,X) = / d n x e x p [ - ; ( A ( x ) - b . x )  1 , (2.45) 
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où A(x) est maintenant ure  fonction régulière des x,. Définissons 

N = 1 /2 (0 ,  A). 

La fonction 2(b,X) a la Ornie générale (2.29), et est proportionnelle à la 
fonction génératrice des moments de la distribution Ne-A(x)IA. 

Les valeurs moyennes de polynômes avec le poids Ne-A(x)/x,  

dnx Xki X k 2  . . . Xk! e-A(x)’X, (2.46) J’ (Xkixk2 . . . Xk,) E N 

sont reliées aux dérivées de 2 par (cf. équation (2.30)) : 

Méthode du col. Calculons les contributions des deux premiers ordres de 
la méthode du col à l’intégrale (2.45). L’équation du col est 

(2.47) 

Nous développons A(x) autour du col xc, comme expliqué en section 2.6, et 
utilisons le résultat (2.44) : 

1 - i / 2  1 
2(b,  A) - (27rA)”” [det Ar ) ]  exp [ -x (A(x“) - b . xc) , 

A-O 

avec 

(2.48) 

Introduisons maintenant W(b) ,  la fonction génératrice des cumulants de 
la distribution qui sont aussi les fonctions de corrélation connexes (équa- 
tion (2.31)), avec une normalisation cornniode, 

W(b,X) = AlnZ(b,X). 

Utilisant le résultat (2.44) et l’identité (A.7) : lndet M = t r  l n M ,  valable pour 
toute matrice M, on trouve 

W(b,A) = -A(x“) + b xc + SnAln(27rX) - SAtrlnA(2) + O(A2). (2.49) 

Puisque 

les dérivées successives du développement (2.49) par rapport à b (se rappelant 
que x, est une fonction de b à travers l’équation (2.47)), calculées à b = 0, 
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fournissent le développenient des fonctions de corrélation connexes. À l’ordre 
dominant, par exemple, 

(2,) = xc + O(X), 

( x , ~ ~ ) ~  = X [Ap)]Ji + O(X2), 

où Ai2) est la matrice (2.48). 

Exercices 
Exercice 2.1. Soient deux variables aléatoires 2, y corrélées dont on suppose 
la loi de probabilité gaussienne. On trouve les cinq valeurs moyennes suivantes 

( z ) = ( y ) = O ,  ( x ) = a ,  2 ( x y ) = b ,  ( y 2 ) = c .  

En déduire les valeurs moyennes (x4), (x’y), (x2y2), ( ICY’) ,  (x3y3). 

les valeurs moyennes correspondantes ? 

particulier ac - b2 = 1 ? 

Quelles conditions doivent satisfaire les coefficients a ,  b,  c pour pouvoir être 

Quelle est la distribution gaussienne qui conduit à ces valeurs dans le cas 

Solution. Les valeurs moyennes sont, respectivement 

3 a 2 ,  sub,  a c + 2 b 2 ,  l5bc2* 6c3+9bac 

Comme clairement a, c > O,  la condition pour que la matrice 

soit positive se réduit à det A = ac - b2 > O. 
La distribution correspondante dans le cas ac ~ b2 = 1 est 

1 e- (ex’ -26xy+ay2) /2  

27r 

Exercice 2.2. Soient trois variables aléatoires 2, y, z corrélées dont on sup- 
pose la loi de probabilité gaussienne. On trouve les neuf valeurs moyennes 
suivantes 

(x) = (y) = ( 2 )  = O ,  (2:”) = (y2) = ( 2 2 )  = a, 
(xy) = b ,  (xz) = ( Z Y )  = C .  

En déduire. en fonctions de a, b,c, les valeurs moyennes (x‘), (x6), (x3y), 

Quelle est pour n = 2, b = 1 et c = O,  la distribution gaussienne qui conduit 
( & )  , (x2yz). 

à ces valeurs ? 
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Solution. 

(x') = sa2, (z') =: 15a3, (z3y) = 3ab, (x2y2) = u2 + 2b2, 

(x2yz) = uc + 2 6 ~ .  

Pour a = 2, b = 1 et c := O, la distribution gaussienne qui conduit à ces 
valeurs est 

exp [--A (4x2 + 4y2 + 3z2 - 4xy)] . 

Exercice 2.3. Démonstrcition du résultat (2.5) par méthode itérative. Le dé- 
terminant d'une matrice complexe quelconque A(n) n x n, d'éléments Ab:' 
peut être calculé de façon récursive en soustrayant à toutes les lignes un mul- 
tiple de la dernière ligne 'de façon à annuler la dernière colonne (supposant 
An",' # O, sinon il faut prendre une autre ligne et colonne). Cette méthode 
conduit à la relation entre déterminants 

pour retrouver I'expressioii (2.5) 

Solution. Nous considérons niaintenant l'intégrale (2.4). Nous intégrons sur la 
variable 2 ,  (supposant Re A,, > O ) ,  utilisant le résultat (2.6) : 

L'intégrale gaussienne restante devient une intégrale sur n - 1 variables : 

Comparant avec l'identité (2.50): nous remarquons que nous sommes en train 
de calculer l/z/detA. Notis concluons 

2 ( A )  = (27r)"/'(det (2.51) 
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Exercice 2.4. Évaluer par la méthode du col la fonction de Bessel modifiée 

(= J V ( i x ) )  avec v 2 O entier, pour II: + SIX). 

Solution. L’intégrale a la forme canonique pour l’application de la méthode du 
col (Z = 1/A),  et l’intégrant est une fonction entière. Pour trouver la position 
du col, on peut omettre le facteur e’”’. 

Les cols sont alors donnés par 

sine = O +- Q = O  (mod T ) .  

Pour II: -7’ +CO, le col dominant est 8 = O. Nous développons au voisinage du 
col 

X C O S ~ ’  = z - i d 2  + &2Q4 + O(0‘). 

La région contribuant à l’intégrale est d’ordre Q = O(l/&). Donc 

dQ e’”’ eëx’2/2 ( 1 + $d4) + O(ez /z’) 

- aeX 1 ( I +  82 1 - 4u2 + O ( $ ) ) .  

Exercice 2.5. Évaluer par la méthode du col la fonction de Bessel 

pour z réel tendant vers +CO. 

Solution. Les cols sont les mêmes que dans l’exercice précédent : 

sin8 = O + 8 = O (mod T )  . 

Tous les cols contribuent, Q = O et les moitiés de Q = &n, qui par périodicité 
reconstitue un col complet. 

Nous développons l’intégrant au voisinage du col Q = O : 

Pour prendre le col suivant la ligne de phase constante, il faut poser 

La contribution du col devient 
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Le deuxième col donne la contribution complexe conjuguée. On trouve donc 

Exercice 2.6. Évaluer par la méthode du col, pour z + +00, la fonction de 
Bessel de troisième espèce 

Solution. Posons 
A(t)  = i ( t  + i / t )  

Le col t ,  est donné par 

A’(t,) = $(I - l/tC) = O 3 t ,  = 1 .  

Exercice 2.7. Évaluer par la méthode du col l’intégrale 

en fonction du paramètre réel s dans la limite n + 00. On remarquera que la 
fonction est réelle. 

Solution. Introduisons la fonction 

A(û) = -iû tanh s - In cos û . 

La fonction est holomorp1.e sauf aux points 0 = ~ / 2  mod ( T ) .  La position des 
cols est donnée par 

A’(û) = -2 tanh s + tan û = O . 

1 
cosh2 s 

et au col 
A”(0) = 1 + tan2 0 = 1 - tan2 s = ~. 

L’équation a comme solution 



2. Valeurs moyennes gaussiennes. Méthode du col 49 

On en deduit 

A(O) = - i ( i s+m. i~) tanhs- lncoshs- im~ =+ ReA(û) = stanhs- lncoshs.  

Pour tous les cols, l’intégrant a donc le même module, mais par déformation 
de contoiir, on vérifie que seul le col 7n = O contribue. Donc, 

Exercice 2.8. Adapter la méthode du col au calcul de l’intégrale 

pour z -j +oc, où cette expression généralise la fonction de Bessel modifiée 
définie dans l’exercice (2.4) à des valeurs complexes Rev > -1/2. 

Solution. Pour z + +oo, l’intégrale est dominée par le voisinage de O = O. On 
peut doiic développer l’intégrant : 

On vérifie que ce résultat conduit à une estimation de la fonction I ,  qui est 
le prolongement de l’expression obtenue dans l’exercice 2.4. 





Chapitre 3 

Universalité et limite continue 

O U Ç  ABORDONS MAINTENANT deux des sujets principaux de cet ouvrage, 
les questions liées d’universalité et de limite continue macroscopique dans 

des systèmes aléatoires. 
Nous allons d’abord expliquer les notions d’universalité et de limite conti- 

nue à l’aide d’exerriples classiques siiriples, le théorème de la limite centrale 
de la théorie des probabilités et les propriétés de la marche au hasard sur 

eau. Dans lcs deux cas, nous nous intéressons à des propriétés collectives 
impliquant 1111 nonibre infini de variables aléatoires. 

Ces exemples ont eii coiriniun la caractéristique suivante : ce sont des 
processus aléatoires déterminés par des lois de probabilité dont les déviations 
par rapport A la valeur moyenne décroissent rapidement avec l’écart. 

Ils diffèrent en ce sens que la marche au hasard est basée sur une structiirc 
spatiale qui n’existe pas dans le théorème de la liniite centrale. 

Dc l’étude de ces premiers exemples émergera l’importance des distribu- 
tioris gaiissieiiries, cc qui justifiera les développenients du chapitre 2 .  Nous 
nioiitrerons’ par ailleurs, que ces lois gaussiennes sont des points fixes attrac- 
teurs de certaines transforniations sur les distributions qui ont, pour effet de 
diiriiriiier le nombre de variables a1éat)oires. Ce sont là de premières applica- 
tioiis, particulièrenient siiriples. de l’idée de groupe de renornialisation. 

Enfin, (laris le contexte de la marche au hasard, à l’existence d’une limite 
continue est associée l‘apparition d’intégrales de chemin. 

3.1 Théorème de la limite centrale 
des probabilités 

La tliéorie élénieritaire des probabilités nous fournit un premier exemple 
d’universalitt; : le théorème de la limite centrale, dont nous démontrons ici 
une version forte avec des hypothèses assez restrictives, niais bien adaptées 
aux problèmes que nous voulons étudier par la suite. 
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Considérons une variahle aléatoire réelle q caractérisée par une distribution 

Nous choisissons, pour des raisons de simplicité technique, p ( q )  d'une des 
de probabilité p(q) 2 O. 

deux classes qui seront utiles par la suite : 

(i) p(q) est une fonction (et non une distribution) positive, dérivable par 
morceaux à dérivée ,jommable. 

(ii) p(q)  est une distribution discrète, q ne prenant que des valeurs entières. 

De plus, dans les deux cas, nous supposons p(q) bornée à décroissance ex- 
ponentielle, c'est-à-dire qu'il existe deux constantes positives A l  et ,u telles que 

Dans ce5 conditions, les g-andes valeurs de 141 sont très peu probables. 
Avec ces hypothèses (très restrictives du seul point de vue du théorème 

de la limite centrale), on démontre que la distribution asymptotique de la va- 
leur moyenne de 11 variables aléatoires indépendantes de même distribution p, 
quand n 4 m, est une distribution gaussieiiiie. 

3.1.1 Transformat ion de Fourier 

Nous considérons d 'abxd la situation où la distribution p(q)  est une fonc- 
tion positive, dérivable par morceaux à dérivée sommable, 

et à variation bornée à cause de la positivité et de la condition de normalisation 
Sdqp(q)  = 1. 

Nous notons ( f )  la valeur moyenne d'une fonction f ( q )  : 

Pour démontrer le théorème. il est commode d'introduire la transformée de 
Fourier p ( k )  de la fonction p(q) ,  qui est aussi une fonction génératrice des 
moments de la distribution. ainsi que la fonction w(k)  = lnP(k) qui est la 
fonction génératrice de5 cuniulants. 

Transformre de Fourwr. La transformée de Fourier 
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de la distribution p ( q )  satisfait ( *  note ici la conjugaison complexe) 

/?*(IC) = P(-k ) ,  P(k = O) = 1 , IP(k)l 5 1 ;  

et de plus, avec nos hypothèses, lfi(k)l = 1 n’est possible que pour IC = O. 

plexe daris le domaine 
Avec la borne (3.1), l’intégrale définissant p ( k )  converge aussi pour IC com- 

IImkl < p .  

De plus, la fonction ,?(IC) est dérivable dans cette bande et est donc 
holomorphe. 

Les transformées de Fourier analytiques dans une bande de cette fornie 
correspondent aux distributions à décroissance exponentielle. Cette propriété 
illustre la dualite entre décroissance asymptotique d’une fonction et régularité 
de sa transformée de Fourier. Elle jouera un rôle tres important daris notre 
étude de l’iiniversalité et de la limite continue. 

En particulier, p ( k )  adniet un développement en série de Taylor convergent 
pour I I C l  < p. Elle est également la fonction génératrice des moments de la 
distribution p ( q )  puisque 

avec 

Enfin, les propriétés de dérivabilité de p ( q )  et les hypothèses (3.2) en- 

I1 est également coirirriode d’introdiiir e la fonction 
traînent que e ( k )  dbcroît coninle l/k pour lkl + x. 

( p i ) ”  
w ( k )  = i r i i (k )  = -w,kp. 

p= 1 P!  
( 3 . 5 )  

(notons w * ( k )  = w - k ) )  qui est une fonction génératrice des cumulants de la 
distribution : 

w1 = ( 4 )  - 1112 = (2) - (m2, U’3 = ( q 3 )  - 3 ( 4 2 )  ( q )  + 2 ( ( 4 ) ) : j  

La foiictiori u) satisfait 

w ( 0 )  = O ,  

Notons q i i ~  le coefficient L L ~ ,  qiii peut aussi s’écrire 

Rew(k) < O pour k # O 

(le carré de l ’kar t  quadratique moyen) est positif, sauf pour une distribution 
certaine que nous avons exclu : que dans le cas d’une distribution gaussieririe 
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tous les cuniulants wp avec p > 2 sont nuls puisque p ( k )  est aussi une fonction 
gaussienne. 

La fonction analytique w(k) a comme singularités les singularités de p ( k )  
et ses zéros. Comme p(0 )  = 1, il existe un cercle centré à l’origine, sans zéro, 
dans lequel w(k)  est analytique. 

3.1.2 Théorème de la limite centrale et conséquences 
On considère maintenmt n variables aléatoires indépendantes qi avec la 

niènie distribution p(q) ,  0.1 n tirages de la même variable (mais physiquenient 
c’est la première situation qui nous intéresse). 

Distribution, de la somme de  n variables. Nous partons de la remarque 
suivante : si QI et Q 2  sont deux variables aléatoires indépendantes de distri- 
butions pl et p2 respectivement, la soninie Q = QI + QZ a comme distribution 

R(C!) = / dQ’~ i (Q’ lm(Q - &’I. 

La distribution de la somme de n variables est donnée par 

n 

p , ( Q ) = ( q ~ + q a + . . . + q , )  avec cqi=Q. 
2= 1 

La distribution P,+I de n + 1 variables peut être déduite de la distribution 
Pn de n variables et de la distribution p de la dernière variable. Elle satisfait 
donc l’équation de récurrence 

n+ 1 

avec 1 q2 = Q Pn+i(Q) = (qi t- q 2  + . . . + qn + qn+i) 
i=l 

Cette équation de convolution prend une forme algébrique après transforma- 
tion de Fourier. Posant 

on trouve 
Pn+l(k) = f i ( k ) k ( k )  

P n ( k )  = p”(k) = enw(lc) . 
et donc 

On en déduit 
( 3 . 7 )  
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La fonction P,(k) décroît donc coninie l / lkln pour /kl  -7’ CO, de sorte que 
P,(Q) est - 1 fois dérivable. 

Dzstrzbuhon asymptot ique.  Comme Rew(k) < O pour IC # O, la contribu- 
tion du voisinage de k = 0 domine l’intégrale (3.8). Dans la limite n -7’ CO, 

on prwt donc restieiridre l’intégrale à un voisinage Ikl 5 E ,  E > O mais ar- 
bitrairement petit, négligeant des corrections décroissant exponentiellement 
en n. Corrinie dans la nibthode du col, on peut donc remplacer la fonction 
analytiqiie ul(k) par les premiers termes de son développement en série de 
‘l’aylor (3.5) : 

dk exp ( iQk  ~ inwlk - $nwzk2 + O ( k ” ) )  . (3.9) 

L‘intégrale gaiissienne donne 

où nous avons négligé des termes décroissant exponentiellement en n. 
À Q fixé, la piobabilité tend exponentiellenient vers zéro pour toiit w1 # O. 
En revanche, la variable alhtoire Q = (qi+q2+. . . + q n ) / n ,  valeur moyenne 

de5 12 variables. a comme distribution asymptotique 

(3.11) 

La moyenne de n variables est donc une variable aléatoire qui tend vers iine 
valeur certaine qui est la valeur moyenne 

(3.12) 

Enfin, la variable aléatoire 

(3.13) 

et donc ( X )  = O, a coninie distribution limite la distribution gaussienne 

Uriaversalztk. La distribution asymptotique de la moyenne de n variables 
indépendantes de valeur moyenne nulle est une distribution gaussienne. 
indbpendaniment de la distribution initiale (dans une certaine classe) ; en 
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particulier, elle ne dépend que du seul paramètre w2 = ( ( 4  - ( q ) ) 2 ) .  Cette iri- 
dépendance dans la distribution initiale est un premier exemple d’unwersaltté. 
Elle traduit une propriété collective d’un nombre infini de variables aléatoires 
non corrélées. 

I1 est facile de calculer les corrections à ce résultat asyniptotique. Si w3 # O,  
la correction principale ebt d’ordre nP1/’ et on trouve 

,w3 
e - .Y / 2 L ? Z  

L , ( X )  = ~- [I + ( X 3 / 6  - w 2 X / 2 ) 3 -  + O (31 
&GG; w2 fi 

Les cumulants wp, p > 2 caractérisent alors l’approche à la distribution 
gaussienne limite, le premier cumulant non-nul donnant la correction domi- 
nante. Ils modifient la gaiwsienne par des corrections relatives polynoniiales. 

Remarques. 

(i) Comme des ternies décroissants exponentiellement avec n ont été négli- 
gés, numériquement la forme asymptotique gaussienne n’est une bonne 
approximation pour n grand niais fini que si 

(ii) Seule une fonction affine, avec des coefficients dépendant explicitement 
de n, de la somme des n variables aléatoires initiales admet une dis- 
tribution asymptotique. La transforniation affine (3.13) est un premier 
exemple de renormalisation. 

3.1.3 Remarques diverses 
Méthode du col. De la représentation (3.8)’ on déduit la représentation de 

la distribution de la valeur moyenne Q = qi/n : 

(3.14) 

Comme w ( k )  est une fonction analytique, cette intégrale peut se calculer, pour 
n 4 CO, par la méthode du col. L’équation du col est 

w’(k)  + iQ = O .  

La méthode du col ne peut être justifiée que si le col est dans un voisinage de 
l’origine. Dans ce cas, on obtient 

(3.15) 

La combinaison iQk + w(k) ,  où k est solution de l’équation de col, est pro- 
portionnelle à la transformée de Legendre de w ( c f .  section 6.1.2). 
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Si le col est asymptotiqiiement proche de l’origine, on peut développer W. 

L’équation de col devient 

-iwi - w2k + iQ = O ( k 2 )  +- k = i (Q - L , ~ ) / L L ) ~  + O ( ( Q  - ~ 1 ) ~ ) .  

Substituant dans l’expression (3.15)’ on retrouve l‘évaluation (3.11). 

Cuniularits de la dis tr ibut ion.  La transformée R,  ( k )  de la distribution 
Rn(Q) SC déduit de l’expression (3.14) en changeant k en k / n .  On obtient 

fi,,(/) ~ en4k/n) (3.16) 

Les curriulants de la distribution Rn(Q) se dédiiisent donc sirriplement de5 
cumulants (3.5) de la distribution p(q) ,  

Cette cxpression montre que, pour n + m, tous les ciimulants de RTL(Q) avec 
p > 1 tendent vers zéro, ce qui correspond à la propriété que la valeur moyenne 
Q = ( Q )  devient certaine. Kotons que le comportement des nioirients de la 
distribution R, est beaucoup nioins simple. 

De même; la représentation de Fourier de la distribution L , ( X )  peut 
s’écrire 

L n ( X )  - dk ezk(-~-\/n+7w) , l I U ~ ( k )  9 27r 

Après le changement de variable K = IC&, 011 reconnaît la transformée de 
Fourier de L, , (X)  : 

(-2)4 U’q ,q +-- h + ” ’  ’ 
4! ri 

et donc la fonction génératrice des cuniulants de la distribution de X. Les 
cuniulants convergent vers les cuniiilants d’une distribution gaussienne uni- 
verselle. Les moments se déduisant des cumulants de façon algebrique, la même 
propriété s‘applique aux nionients. Soulignons que cette convergence se déduit 
d’hypothèses plus faibles. 

Exemples  e l  contre-exemples .  

(i) La distribiition uniforme sur le segment [-1, +i] et nulle rn dehors du 
segment, 

p(q) S(sggii(q + 1) - sgn(q - I ) ) ,  * (4) = O ,  ( q 2 )  = 4 , 
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(sgn est la fonction signe) est centrée en zéro, et satisfait aux hypothèses 
du théorème de la 1:mite centrale. Sa transformée de Fourier est 

Développons la fonction génératrice des cumulants 

w(k) =: In(sink/k) = - + k 2  - &k4 + ~ ( k ‘ ) .  

Le coefficient de k“ caractérise la déviation principale à la distribu- 
tion gaussienne asymptotique. Cet exemple montre bien que la forme 
gaussienne n’est pas une bonne approximation pour 1x1 > fi où la 
distribution exacte s’annule. 

(ii) La distribution 
p(q)  = Spe-fiIql ’ 4 E R ’  

satisfait également ,zux hypothèses. Sa transformée de Fourier est 

(iii) En revanche, la dist>ribution 

fournit un exemple <d’une distribution qui ne satisfait pas aux conditions 
du théorème de la limite centrale, même dans sa forme la plus faible. 
Elle n’a pas de second moment puisque l’intégrale q2p(q)dq diverge. 
Sa transformée de Fourier 

n’est pas dérivable à k = O. Nous remarquons 

et donc R(Q) = p(Q). Cette distribution est la distribution asympto- 
tique d’une autre c!asse d’universalité. 

3.1.4 Variables aléatoires à valeurs entières 
Le théorème de la limite centrale se généralise au cas d’une variable aléa- 

toire qui ne prend que des valeurs entières. Les intégrales sont remplacées par 
des sommes et, les transformées de Fourier deviennent des séries de Fourier. 

Soit q une variable aléatoire entière dont la loi de probabilité p(q) 2 O 
satisfait de nouveau la borne exponentielle (3.1). 

I 
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On introduit alors la série de Fourier convergente 

et la fonction w(k)  = lnp(k). 

holomorphe dans la bande IIm kl < p. 
Avec la borne (3.1)’ la fonction p ( k )  périodique, de période 27r, est aussi 

Par ailleurs, 
IP(k)l 5 1 .  

En général, dans l’intervalle -7r 5 k 5 7r, le maximum P ( k )  = 1 n’est atteint 
que pour k = O sauf si p(q) n’est différent de zéro que sur un sous-ensemble 
de la forme 

q = a + mb avec a ,  b fixés et b > 1 ,  m E E. 

Un exemple très simple de cette situation avec a = 1, b = 2 est 

p(q) = + pour q =  *i.  

Nous excluons cette situation dans Uri  premier temps, et la commenterons 
plus loin. 

Dans ces conditions, la série de Fourier a les propriétés qui permettent de 
démontrer le théorème de la limite centrale. 

La distribution de la somme de n variables indépendantes, 

satisfait la forme discrète de l’équation de récurrence (3.6) : 

La série de Fourier correspondante 

satisfait à l’équation de récurrence 
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En représentation de Fourier, on est ramené à la situation analogue à celle 
considérée en section 3.1.2. La variable aléatoire (41 + 42 + . . . + q n ) / n  tend 
vers une valeur certaine, la moyenne w1 = ( 4 ) .  

Les curriiilants de la distribution de la variable aléatoire 

(3.18) 

tendent vers les cumulants d’une distribution gaussienne universelle caracté- 
risée par le paramètre w2 

Soulignons, cependani,, que la distribution L,(X) n’a pas de limite au 
sens des fonctions, puisqu’elle n’est non nulle que sur un ensemble discret. En 
revanche, au sens des mes.ures, le caractère discret initial n’est pas important 
et dans la limite n 4 00, on trouve la même limite gaussienne. 

Du point de vue physique, on peut interpréter X corrirne une variable ma- 
croscopique, moyenne d’un grand nombre de variables microscopiques, qui 
n’est mesurée qu’avec une précision finie AX. D’une part, le concept de 
convergence au sens des mesures est alors approprié. Par ailleurs, dès que 
1/f i  > AX, le caractère discret des variables q ne joue plus de rôle. Nous 
pouvons alors considérer X comme une variable continue. Nous introduisons 
donc la notion de limite continue, la fonction continue vers laquelle les points 
de L, (X) convergent. La distribution gaussieririe, considérée coinnie une fonc- 
tion continue, est la limite continue de L,(X) .  

Exemple. 
s/2 pour q = fl 
1 - s ’(‘1 pour q = û i 

avec O < s < 1. Alors, 
p ( k )  = 1 - s + scosk 

varie entre 1 et 1 - 2s et n’a module 1 que pour k = O. On en déduit 

w(k)  = In(1 - s t scosk)  = -$sk2 + &s(s - 3)k4 + û ( k ‘ ) ) .  

La distribution gaussienrie limite est alors 

Autres maxima. Reprenons l’exemple précédent dans la limite s = 1. Dans 
ce cas, P ( k )  = cos k atteint son module maximum pour les deux valeurs de 
k = O et k = 7r. Ceci reflète la propriété que, suivant la parité de n, seules 
les valeurs paires ou impiiires de n ont une probabilité non nulle. Cependant, 
en calculant des moyenii,rs de fonctions continues avec la mesure L,(X), on 
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vérifie que les autres maxima qui engendrent des contributions oscillatoires, 
ne contribuent pas. Plus précisément, 

x [1+ (-1)" (eë""X"Q(k) +etTXfiQ(-k))] 

où Q( t )  est la fonction saut : Q(t)  = 1 pour t > O,  Q(t)  = O pour t < O. On 
observe que les deux contributions supplémentaires oscillent avec X avec une 
période 2 / f i  et ont donc, pour n + CO, une valeur moyenne nulle sur un 
intervalle fini. 

Cette analyse se généralise à tout autre maxiniuni. 

3.2 Universalité et points fixes 
de transformations 

Nous démontrons maintenant la propriété d'universalité, à savoir l'exis- 
tence d'une distribution gaussienne limite indépendante de la distribution ini- 
tiale, de façon très différente. I1 va être simple de supposer que nous partons 
de n y 2m variables indépendantes. Nous nioyennons alors ces variables deux 
par deux de façon itérative, diminuant le nombre de variables d'un facteur 
deux à chaque itération. 

Ceci constitue un premier exemple très simple de l'application des mé- 
thodes de groupe de renormalisation à la démonstration de propriétés d'iini- 
versalité. Par ailleurs. cet exemple va nous permettre de définir un langage 
adapté . 

La distribution de la somme de deux variables aléatoires indépendantes de 
même distribution p est obtenue par la transforniation 

Nous combinons cette transformation avec une renormalisation de la somme 
de paramètre l / X ,  X > O, ce qui conduit à la transformation 

Par exemple, X = 1 correspond à la somnie et X = 2 à la moyenne des deux 
variables initiales. 
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Sur la distribution p ( g ) ,  cette transformation a une forme un peu compli- 
quée mais sur la fonction w(k)  (définie par l’équation (3.5)) elle devient une 
application linéaire. En effet, introduisant la représentation de Fourier (3.4)’ 
on obtient 

X [ I X p ] ( q )  = ~ 1 dq’ dkl dka eLklq’+zkz(Xqpq’) P(k1 ) a k a  1. 

L’intégrale sur g’ donne 27r&(k1 - ka). Intégrant sur ka,  changeant k1 = k / X ,  
on trouve 

(27rI2 

[IxP1(4)  = J f dk eLkq P 2 ( k / X )  =+ [ 5 p ] ( k )  = f i 2 ( k / X ) .  

En ternies de w ( k )  = In f i [ k ) ,  la transformation s’écrit simplement 

[Ixw](k) = 2w(k/X). 

Cette transformation liniaire a une propriété importante pour ce qui suit : 
elle est indépendante de ni. Dans le langage des systèmes dynamiques, son ap- 
plication répétée engendrz une dynamique de type markovzenne statzonnazre 
ou anvaraante par  translataon du temps .  Notre but est d’étudier les propriétés 
de la transformation itérie 7,” pour rn 4 cc en fonction de la valeur de A. 

3.2.1 Situation geanérique 

Une distribution asymptotique est nécessairement un point fixe de cette 
transformation. Elle corrc:spond donc à une fonction w*(k) (où la notation * 
n’est pas reliée à la conjugaison complexe) qui satisfait 

[I: ,w*](k)  = 2w*(k/X) = w*(lc). 

Pour la classe de distributions étudiées dans ce chapitre, les fonctions w(k)  
sont régulières à k = O. Cln développe donc w,(k) en puissances de k ,  posant 
( 4 0 )  = 0) 

À l’ordre k ,  on trouve l’équation 

2w1lX = w1 

Dans la situation générique w1 # O, cette équation implique X = 2 et donc, 
identifiant les termes de degré plus élevés, 

21pew& = we + w& = O pour e > I 

Donc, 
w*(k) = - i ’W1k 
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Les points fixes forment une famille à un paramètre w1, qui peut être absorbé 
(si w1 # O) dans une normalisation de la variable aléatoire q. 

Le choix X = 2 correspond à calculer la distribution asymptotique de la 
moyenne. Comme attendu, les points fixes correspondent alors à des distribu- 
tions certaines q = ( q )  = w1. En effet, 

où S est la distribution de Dirac 
Convergence et stabilité du poin t  fixe. On peut maintenant étudier la 

convergence d’une distribution initiale quelconque vers ce point fixe. 
Pour une transformation non linéaire générale, il est souvent impossible 

de faire une analyse globale. On ne peut alors que linéariser la transformation 
au voisinage du point fixe et faire une étude locale. 

Ici, cela n’est pas nécessaire puisque la transformation est linéaire. Posons 

w(k)  = w*(k) + bw(k) .  

7xw = 7xw* + 7xSw = w* + 7 x S W .  

Puisque 6w est une fonction régulière, on peut la développer en série de 
Taylor : 

Alors, 

Alors, 
( - i k ) e  

e! [IxSw](k) = 26w(k/X) = 2 - 
e= 1 

Sur cette expression, on observe que les fonctions I c e ,  où e est un entier po- 
sitif, sont les vecteurs propres de la transformation 7 x  et les valeurs propres 
correspondantes sont 

Te z 2X-e = 21-e. (3.19) 

Dans la mesure où à chaque itération le nombre de variables est divisé par 
deux, on peut relier les valeurs propres au comportement en fonction du 
nombre initial n de variables. On définit l’exposant associé 

le = In re/ In 2 = 1 - e .  
Après m itérations, la composante 6we est multipliée par nZpe. En effet, 

7Amke = 2m(i-e)ke = ,i-eke 

Le comportement pour n + 00 des composantes de Sw sur les vecteurs propres 
dépend donc du signe de 1 - e. 
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Examinons les différentes valeurs de l : 

(i) t = i + 7 1  = 1, le = O. Si on ajoute un terme Sw proportionnel au 
vecteur propre IC à w,(k) ,  Sw(k) = -iSwlk, on change 

w1 H w 1 +  Sw1 . 

et donc de point fixe. Remarquons que ce changement peut s’interpréter 
comme une simple transformation linéaire sur k et donc sur la variable 
aléatoire q .  

De façon générale, l’existence d’un vecteur propre associé à la valeur 
propre 7 = 1, et donc 1 = O, est la conséquence de l’existence d’une 
famille à un paramètre de points fixes. En effet, soit a un tel paramètre 
et supposons que, qdel que soit CY, 

7 w ( a )  = w ( a ) ,  

et que w ( a )  soit une fonction dérivable de a. Alors, 

dw aw I-=-. 
d a  aCY 

Dans le langage du groupe d e  renormalisation, que nous discuterons de 
façon plus générale au chapitre 9 dans le cadre de la physique statistique, 
une perturbation propre correspondant à la valeur propre 1, et donc à 
un exposant nul, est appelé marginale. 

(ii) e > 2 + Te = 21-e <: 1, le < O. La composante de Sw sur un tel vecteur 
propre tend vers zéro quand n ou m + 00. 

Dans le langage du 5roupe de renormalisation, de tels vecteurs, qui cor- 
respondent à des valeurs propres plus petites en module que 1, et donc 
à des exposants négatifs (ou plus généralement à partie réelle négative), 
sont appelés inessentiels (irrelevant en anglais). 

L’universalité dans ce formalisme est liée ù la propriété que tous les 
vecteurs propres, sauf un  nombre fini, sont inessentiels. 

Dimension de la variable aléatoire. À la variable aléatoire qui a une 
distribution limite, on peut attacher une dimension d, définie par 

d, = lnX/ln2.  (3.20) 

Ici on trouve d, = I.. 

3.2.2 Distribution centrée 
Pour une distribution centrée, w1 = O,  la première équation est triviale- 

ment satisfaite, et on peul, développer à l’ordre suivant. À l’ordre k 2 ,  on trouve 
alors l’équation 

2 w2 = 2w2/x . 
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Puisque w2 est strictement positif, sauf pour une distribution certaine qui est 
un cas particulier de la situation précédente et que nous excluons maintenant, 
l’équation implique X = fi. De nouveau, les coefficients we s’annulent pour 
t > 2 et les points fixes sont de la fornie 

W * ( k )  = -+Jzk 2 

On trouve donc la distribution gaussienne 

Comme dans la transformation 7,  le nombre n de variables est divisé par 
deux, cette valeur de la renorrnalisation X correspond au facteur fi dans la 
transforniation (3.13). On peut attribuer à la variable aléatoire la dimension 
(définie en (3.20)) 

d, = 1 n ~ / 1 n 2  = + .  

Stabilité du point fixe. La valeur de X et donc la transformation TA étant 
déterminées, il est facile d’étudier de nouveau la stabilité du point fixe. Posons 

w(k)  = w*(k) + 6w(k) ,  

et cherchons les vecteurs et valeurs propres de la transformation 

[&Sw](k) = 26w(k/\/s) = 7Sw(k) 

Les vecteurs propres sont éviderrinient toujours de la forme 

En termes du nombre n de variables, cette valeur correspond à des exposants 

Examinons les différents cas : 

(i) = 1 + 71 = 4, le = i. Ceci correspond à une direction d’instabilité, 
une composante sur tel vecteur tend vers l’infini quand m 4 ocj. 

Dans le langage du groupe de renornialisation, une perturbation cor- 
respondant à un exposant 1 positif est appelée essentielle (relevant en 
anglais). Chaque itération augmente son amplitude et donc une telle 
perturbation éloigne du point fixe. 

Ce résultat a ici une interprétation simple : une perturbation linéaire 
en k viole la condition w1 = O et les transforniations et points fixes 
pertinents sont ceux étudiés en section 3.2.1. 
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(ii) = 2 + 7 2  = 1, 12 = O. Une valeur propre nulle caractérise une pertur- 
bation marginale.  Ici, cette perturbation ne fait que modifier la valeur 
de w2. Ceci peut de nouveau s’interpréter comme une transformation 
linéaire sur la variable aléatoire. 

(iii) e > 2 =+ Te = 21-e/‘’ < 1 , le = 1 - t / 2  < O. Enfin, toutes les pertur- 
bations t > 2 correspondent à des directions stables en ce sens que leur 
amplitude tend vers zéro quand m + 00 et sont inessentielles.  

Remarques .  

(i) Dans les cas ci-dessus, les perturbations marginales correspondent à de 
simples changements de normalisation de la variable aléatoire. Dans 
nombre de problèmt:s, cette normalisation ne joue aucun rôle. On peut 
alors considérer que tous les points fixes correspondant à des norma- 
lisations différentes ne doivent pas être distingués. Dans ce cas, il n’y 
a qu‘un point fixe, et la perturbation correspondant à la valeur propre 
nulle n’est plus appelée marginale mais redondante ,  en ce sens qu’elle 
ne change qu’une normalisat,ion de toute façon arbitraire. 

(ii) En changeant la valeur de A ,  il est facile de trouver aussi des points fixes 
de la fornie lkl“, O < cy < 2 ( a  > 2 est exclu car le coefficient de I C 2  
est strictement positif). Mais ces points fixes ne sont plus des fonctions 
régulières de k et correspondent à des distributions moins concentrées 
autour de la valeur moyenne. En particulier, ces distributions n’ont pas 
de second moment c:q2). 

Dans le langage dii groupe de renormalisation, elles correspondent à 
d’autres classes d’universali té,  c’est-à-dire d’ensembles de distributions 
qui convergent vers ces points fixes. 

Variables aléatoires entières.  Dans ce cas, la fonction initiale w ( k )  est une 
fonction périodique de période 27r. À chaque itération, la période est multipliée 
par A,  et les valeurs possi-des de la variable aléatoire q sont divisées par A. Le 
point fixe w*(k)  correspond à une fonction qui n’est plus périodique et donc 
une variable aléatoire q prenant des valeurs réelles. Cela reflète la propriété 
qu’il n’y a convergence qu’en mesure. 

3.3 Marche au hasard et mouvement brownien 
Nous considrrons n ia  ntenant un processus stochastique, une marche au 

hasard, en temps discrets. d’abord dans IRd, ensuite sur le réseau Zd des points 
de coordonnées entières. 

Un tel processus est spécifié par une distribution de probabilité Po au 
temps initial n = O et une densité de probabilité de transition p ( q , q ’ )  du 
point q‘ vers le point q que nous supposons indépendante du tenips n. 
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Ces conditions définissent une chaîne de Markov, un processus markovien, 
en ce sens que le déplacement au temps n ne dépend que de la position au 
temps n mais pas des positions aux temps antérieurs, et homogène ou sta- 
tionnaire, c’est-à-dire invariant par translation du temps. 

Notre but est de montrer, d’abord dans le continu, ensuite sur le réseau, 
qu’asymptotiquement dans le temps, pour la classe des niarches au hasard 
locales, une notion que nous définirons plus loin, on retrouve de nouveau des 
lois asymptotiques gaussiennes universelles. 

Cela nous permettra d’introduire aussi les notions de limite continue et 
d’intégrale de chemin. 

3.3.1 Marche dans l’espace continu 

Terminologie. Dans ce qui suit, pour ne pas alourdir le langage, nous par- 
lerons souvent de probabilités alors qu’il s’agit de densités de probabilité. 

Soit P,(q) la probabilité pour un marcheur d’être au point q au temps n. 
Pour une chaîne de Markov stationnaire, la distribution de probabilité P,(q) 
satisfait à l’équation d’évolution ou de récurrence 

(3.21) 

(appelée aussi équation maîtresse) du type Chapman-Kolmogorov. La conser- 
vation des probabilités implique la condition 

J’ ddq P ( 4 ,  s’) = 1 . 

On vérifie alors, en intégrant l’équation (3.21) sur q, 

(3.22) 

De façon générale, l’itération de l’équation (3.21) conduit à 

3.3.2 Invariance par translation et localité 

Symétries de translation. Nous avons déjà supposé que la marche est in- 
variante par translation du temps en choisissant p indépendant de n. Nous 
supposons maintenant, de plus, que la probabilité de transition est invariante 
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par translation d’espace et donc 

P ( q ’  9’) = p ( q  - cl’). (3.25) 

Dans ces conditions, l’équztion de récurrence prend la forme d‘une équation 
de convolution : 

ELtl(q) = ddg’p(q - q’)Pn(q’), (3.26) .I’ 
généralisation de l’équation (3.6). 

Localaté. Nous ne cons dérons que de5 fonctions de transition qui généra- 
lisent les distributions de la section 3.1, c’est-à-dire dérivables par morceaux 
et à variation bornée pour chaque variable, et satisfaisant une propriété de 
décroissance exponentielle appelée ici localaté, à cause de l’interprétation de 
marche au hasard : qualit ztivement, les grands déplacements ont une proba- 
bilité très faible. Plus précisément, nous supposons donc que les probabilités 
de transition p(q )  satisfont une borne du type (3.1)’ 

p(<q) 5 APepfiLqi, AI, p > O .  (3.27) 

De plus, nous supposons que la distribution initiale Po(q) est aussi locale, 
c‘est-à-dire satisfait la rnciime borne exponentielle, du moins pour 1q/ assez 
grand : 

p0(cl) 5 hfepfilql pour 141 > R .  (3.28) 

Comme cas limite, nous admettrons des distributions certaines de la forme 

Po(q) = m q -  9 0 ) .  

où 6 ( d )  est la distribution de Dirac à d dimensions. 

Représentataon de Fouraer. L’équation (3.26) est une équation de convolu- 
tion qui se simplifie après transformation de Fourier. Nous introduisons donc 

e , (k)  = ddq e-ik’q P,(q) ? s (3.29) 

qui est aussi une fonction génératrice des moments de la distribution Pn(q). 
La réalité de P,(q) et la condition (3.23) entraînent 

P;(k )  = P,(-k),  Pn(k = O )  = 1 

De même, nous introduisons 

P(k) = / ddq eë2k’q p(q) (3.30) 

qui est aussi une fonction génératrice des moments de la distribution p(q).  
Avec la notation 

(3.31) 
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le développement en puissances de k peut s’écrire 

La réalité de p(q)  et la condition ( 3 . 2 2 )  entraînent 

P*(k) = P(-k), p(0 )  = 1 .  

Prenant le module de l’équation (3.30), on trouve la borne 

Idk)I 5 1 ’  (3.33) 

De plus, la borne n’est atteinte qu’à l’origine k = O. Enfin, la condition de 
décroissance (3.27) implique que la fonction p(k) est une fonction analytique 
holoniorphe dans 1 Im kl < p. 

Vecteurs e t  valeurs propres. Notons que la représentation de Fourier (3.30) 
peut se récrire 

ddq’p(q ~ 9’) e-2k.q’ P(k) e-ak’q, (3.34) J’ 
et donc les fonctions eëzk.q et p(k) peuvent être considérées conime les vec- 
teurs propres et valeurs propres, respectivement, de p considéré comme un 
opérateur intégral. L’opérateur a un spectre continu et la condition (3.33) 
est en accord avec l’analyse plus générale de la section 3.4.1, mais pour des 
raisons un peu différentes : les modules des vecteurs propres ne sont pas in- 
tégrables. En particulier, le vecteur propre correspondant à la valeur la plus 
grande g(k = O)  = 1 est P(q) = 1 dont l’intégrale sur q n’existe pas. Avec 
l’hypothèse d’invariance par translation, la distribution P, (9) rie converge pas 
vers une distribution asymptotique. 

3.3.3 Fonction génératrice des cumulants 
I1 est aussi commode d’introduire la fonction 

w(k) = lnP(k) 5 w*(k) = w(-k), w(0) = O ,  (3.35) 

fonction génératrice des cumulants de p(q ) .  La régularité de ,6 et la condition 
p(0) = 1 impliquent que ,w(k) a un développement régulier à k = O. Posant 

et identifiant les coefficients du développenient de w avec les moments de la 
distribution p(q ) ,  on obtient la relation (2.32) : 
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La matrice w(') est définie positive, sauf pour une distribution certaine que 
nous excluons. En effet, pour tout vecteur 1x1 = 1, 

comme valeur moyenne d'une quantité strictement positive. 

à k = O. Nous posons aussi 
La décroissance de Po lit &(O)  = 1 implique que ln&(k)  est holoniorphe 

In &(k) = - i q o  . k + 0 ( 1 k l 2 ) ,  

où q o  est la position moyenne initiale. 

3.3.4 Marche au h.asard : comportement asymptotique 

En termes des compos,antes de Fourier, l'équation (3.26) prend la forme 

P,+i(k) = p(k)P,(k) 3 Fn(k) = P"(k)Po(k). 

Par conséquent, 

(3.36) 

Nous cherchons maintenant à déterminer le comportement asymptotique de 
la distribution P,(q) pour n + 00. 

Avec les hypothèses salisfaites par Po et p ,  le comportement asymptotique 
se déduit d'arguments t r& proches de ceux qui conduisent au théorème de la 
limite centrale. Pour n 4 cm, l'intégrale (3.36) est dominée par un voisinage 
d'ordre i/& de k = O et donc 

r 1 

avec 
Q = q - q o  - nw('). 

La distribution n'a pas de limite puisque elle tend vers zéro en tout point, 
niais seulement un Comportement asymptotique. 

De nouveau, les termes négligés sont de deux types, des corrections multi- 
plicatives d'ordre ilfi et des corrections additives décroissant exponentiel- 
lement avec n. 
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La probabilité de trouver le marcheur est centrée autour de la trajectoire 
rectiligne uniforme 

et w(') a donc une interprétation de vitesse moyenne. 

moyenne, 

a une distribution gaussienne asyniptotique universelle : 

q, = q o  + nw(l), 

La variable aléatoire qui caractérise la déviation par rapport à la trajectoire 

X = Q J n ,  

r 1 

Seule l'interprétation est ici un peu différente de celle du théorème de la 
limite centrale] car n est une variable de temps. Ce résultat implique que la 
déviation moyenne par rapport à la trajectoire moyenne augmente comme 
la racine carrée du temps. C'est une propriété caractéristique du mouvement 
brownien. 

3.3.5 Limite du temps continu 

donc w1 = O,  et nous faisons un changement affine de coordonnées tel que 
Pour simplifier la discussion, nous supposons maintenant p ( q )  = p( -9) et 

où w2 est un nombre positif. 
La distribution gaussienne liniit,e prend la forme 

En faisant un changement d'échelle de temps, on peut définir par continuit,é 
un processus de diffusion ou mouvement brownien associé en temps continu. 

Soit t et E deux réels positifs et n entier tel que 

rl = k /EI  7 (3.38) 

où [ O ]  dénote la partie entière. On prend alors la limite E + O à t fixé et donc 
n 4 03. 

Si le temps t est mesuré avec une précision finie At,  dès que At > E ,  

le temps peut être considéré comme une variable continue pour toutes les 
fonctions continues du temps. 

On fait aussi un changement d'échelle de distance 

q = x/&. (3.39) 
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Comme la fonction gaussienne est continue, la distribution asymptotique 
prend la forme 

(3.40) 

(Le changement de variables sur q entraîne un changement de normalisation.) 
Cette distribution est solution de l’équation aux dérivées partielles 

i3 
,-IT(t, ot x) = ;w,o;Iqt, x), (3.41) 

qui a la forme d’une équa,tion de diffusion ou équation de la chaleur. Dans 
la limite n 4 CO, et dans des variables niacroscopiques adaptées, on obtient 
donc un processus aléatoire qui peut entièrement être décrit dans un temps 
continu. 

La distribution asymptotique II(t, x) conduit à la loi d’échelle caractéris- 
tique du mouvement brownien. Les moments de la distribution satisfont 

(x2“) = J’ ddxxZmII(t, x) O( tm. (3.42) 

La variable x / d  a donc des moments indépendants du temps. Comme l’in- 
dique aussi le changemen.; (3.39), on peut donc attribuer au vecteur x une 
dimension 1 / 2  en unité de temps (ce qui correspond aussi à attribuer au 
chemin brownien une dimension de Hausdorf deux). 

3.3.6 Corrections à la limite continue 

I1 est simple d’étudier comment des perturbations à la distribution gaus- 

Nous choisissons une condition aux limites certaine, 
sienne limite décroissent a.vec E .  

où 6(d)(q) est la distribution de Dirac. Alors, (équation (3.36)) 

Nous supposons toujours que p(q )  est pair et que nous avons choisi un système 
de coordonnées tel que le développenient de la fonction régulière w (k), définie 
en (3.35), en puissances de k s’écrive 

1 i‘ 
- p ~ ~ ~ ~  ,,,, z, k,, . . .Ici, . r.  2 

w(k) = --u2k2 + 
T=3 71. ..., 7, 
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Après le changement d’échelle (3.38, 3.39), ce qui sur les variables de Fourier 
correspond à k = IF.&, on trouve 

7~w(k) = ~ u ( I F . ) ,  

eT (7) 
z w t l ,  ,t> 6 1 1  ’ ‘  ’ 

. W(.) = - - I F .  w2 2 + CC’2-1 

r=3 2 1 ,  > %  
2! 

On voit que les contributions décroissent d’autant plus vite que les puissances 
de k sont élevées quand E = t / n  tend vers zéro. 

Dans la limite continue, la distribution prend la forme 

Dérivant par rapport au temps t ,  on vérifie que rI(t,x) satisfait à l’équation 
aux dérivées partielles linéaire 

r 1 

utilisant la propriété que la multiplication par IF. de la transformée de Fourier 
correspond à la dérivation de la fonction par rapport à x. 

Dans ce développement, les contributions qui contiennent le plus de dé- 
rivées, tendent le plus vite vers zéro, puisque chaque dérivée supplémentaire 
est affectée d’un facteur fi. 

3.3.7 Marche au hasard sur réseau 
Le plus souvent les marches au hasard sont formulées sur un réseau. Nous 

considérons donc le réseau à d dimensions formé par les points de coordonnées 
entières q 

Soit alors Pn(q) la probabilité pour le marcheur d’être au point q au 
temps T L .  La probabilité P,(q) satisfait l’équation de récurrence (3.21) où les 
intégrales sont remplacées par des sommes : 

(41,. . . , q d ) .  

Pn+l (q )  = p(q,q’)Pn(q’). (3.43) 
q‘EZ” 

La conservation des probabilités implique les conditions 

q € Z “  q E Z “  q t Z ”  

De plus, nous supposons que le processus est ergodique, c’est-à-dire qu’il existe 
une probabilité non nulle de relier deux points arbitraires du réseau. 

Symétries. Nous nous liniitoris de nouveau aux probabilités de transition 
invariantes par translation d’espace, et donc 

d q ,  9’) = d q  ~ q’). (3.45) 
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Alors, l’équation de récurrence prend la forme d’une équation de convolution 

P n + l ( d  = p ( q  - q ’ ) P n ( q / ) ,  
q’EZ‘i 

généralisation de l’équation (3.17). 
De plus, nous supposons que les probabilités de transition p(q) possèdent 

les symétries du réseau correspondant à des transformations linéaires de type 
isométrie, c’est-à-dire qu’elles sont invariantes par le groupe cubique, un 
groupe fini à 2 d d !  éléments engendré par les transpositions et la réflexion 

(3.46) p(q1,. ‘ ’ , %+l’ 42, ’ .  ‘ 1 4 d )  = 4 9 1 , .  . . , q i ,  4,+l , .  ’ . > q d )  ‘Ji , 
p ( - 4 1 , .  . . , q d )  = p ( - 4 1 , .  . . , q d ) .  i 

Le groupe cubique est un :sous-groupe du groupe orthogonal O(d)  (rotations- 
réflexions dans Rd). I1 admet le groupe symétrique ou groupe des permutations 
q2 H qP(%) engendré par les transpositions, ainsi que toutes les réflexions 
qi H -qi comme sous-groupes. Par exemple, pour le réseau carré, son action 
sur un point (41, 4 2 )  engerdre les huit éléments 

( f l q l ,  f 2 4 2 )  et ( € 2 4 2 ,  El4l)’  

avec €1 = f l ,  € 2  = *1. 
Toutes les directions sur le réseau sont donc équivalentes. 
Localité. Nous nous re5treignons aux probabilités de transition p ( q )  ayant 

une propriété de localité, c’est-à-dire satisfaisant une borne du type (3.27) : 

p(,q) 5 M eëwlql, hf, p > o .  
Ceci comprend l’exemple classique où les seuls déplacements possibles corres- 
pondent aux voisins sur le réseau. 

De plus, nous supposoiis aussi que la distribution initiale P o ( q )  est locale, 
c’est-à-dire satisfait à la même borne exponentielle : 

Un cas particulier est une position de départ certaine q = 9 0 ,  et donc 

Avec ces hypothèses, on démontre que dans la limite asymptotique n 4 00, 
la variable aléatoire X = (9- q o ) / f i ,  où q o  dépend de la distribution initiale 
au temps n = O, a de fiouveau une distribution asymptotique gaussienne 
donnée par 

(3.47) 

où w2 dépend de la probabilité de transition. La démonstration du résultat 
découle d’une généralisation simple de la méthode utilisée en section 3.3.4. 
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3.3.8 Séries de Fourier 

Dans le cas d'une probabilité de transition invariante par translation, la 
distribution P, (q) peut se calculer par transformation de Fourier. Nous posons 

P,(k) = eëzk'qP,(q) 3 f';(k) = P,(-k), P,(k = O) = 1 ,  (3.48) 
q€z" 

ainsi que 

p(k) = eëik'qp(q) 3 p*(k) = P(-k), p ( 0 )  = 1 ,  (3.49) 
qEZd 

où les propriétés (3.44, 3.45) ont été utilisées. Les fonctions P, et f i  sont des 
fonctions périodiques des composantes k,  du vecteur k,  et ces composantes 
peuvent donc être restreintes à -7r 5 k ,  < 7r (un domaine appelé en physique 
une zone de  Brillouin). 

Prenant le module de l'équation de définition, on trouve la borne 

Si dans la zone de Brillouin, la borne est atteinte pour k # O, les contributions 
asymptotiques dues à ces autres maxinia ont un comportement oscillatoire et 
s'annulent, en moyenne (cf. la discussion en fin de section 3.1.4). Nous ne 
considérons dans la suite que le maximum à k = O. 

La borne exponentielle (3.27) implique de nouveau que la fonction p(k) 
est une fonction analytique holomorphe dans I Im k (  < p. Posons 

P(k) = ew(k) + w*(k) = w(-k), w(0) = O .  (3.51) 

La régularité de et la condition p(0) = 1 impliquent alors que w(k) a un 
développement convergent à k = O. 

On vérifie que, parce que k .  q a la forme d'un produit scalaire, la fonction 
P(k) est invariante par le groupe des transformations (3.46) appliquées au 
vecteur k. La symétrie (3.46) entraîne que la fonction P(k) est syniétrique et 
paire dans toutes les composantes du vecteur k et, en particulier, réelle. Aucun 
terme impair en k ne peut être pair dans toutes les composantes du vecteur. 
Un seul terme quadratique est symétrique, le carré scalaire du vecteur. La 
fonction w(k) admet un développement en série de Taylor ii k = O, que nous 
paramétrons comme 

w(k) = -wak2/2 + 0 ( k 4 ) ,  ~2 > O ,  (3.52) 

la positivité de w2 résultant de l'inégalité (3.50). 
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3.3.9 Comportement asymptotique. Limit e continue 

Après transformation de Fourier, l’équation (3.43) s’écrit 

Pn+l(k) = ji(k)Pn(k) + P,(k) = P”(k)Po(k). 

Par conséquent, 

(3.53) 

Pour n + CO, l’intégrale (3.53) est dominée par les valeurs maximales de 
Ip(k)l et,  comme expliqué en section 3.1.4, seul le voisinage du maxirriurri à 
k = O contribue au sens de:< mesures. À cause de la forme (3.52) de w(k), pour 
k --> O, seules les valeurs de k d’ordre l/& contribuent à l’intégrale (3.53).  
Nous pouvons donc négligcar les termes d’ordre IC4 dans w(k). 

De plus, avec l’hypothitse (3.28) In &(k), où &(k) est la série de Fourier 
associée à la distribution i-iitiale, est régulière et nous posons 

&(k) = exp [-zk. qo + 0 ( k 2 ) ]  , 

où q o  est la position initiale moyenne. Les termes d’ordre k 2  ou plus sont 
négligeables. 

Pour les mêmes raisons que dans la méthode du col, dans la limite n --> m, 
on peut intégrer dans ( 3 . 5 3 ) ,  dans l’approximation gaussienne, sur toutes les 
valeurs de k réelles sans restriction à une période (la zone de Brillouin). On 
en déduit la forme asymptotique 

(3.54) 

Nous sommes ramenés à uiie situation très semblable à celle de la section 3.3.2. 
Pour n 4 CO, la probabilité P,(q) prend une forme gaussienne universelle qui, 
de nouveau, ne dépend que de propriétés générales de la fonction de transition 
P ( q  - q’). 

Remarques. 

(i) De même que dans 112 cas du théorème de la limite centrale des probabi- 
lités discuté en section 3.1.4, la convergence vers la loi gaussienrie n’est 
valable qu’au sens drs mesures. 

(ii) La distribution asymptotique a une symétrie de rotation - elle ne dé- 
pend que du module du vecteur q - q o  - et admet donc un groupe 
de symétrie plus grand que la fonction de transition p ( q )  qui n’a que la 
symétrie du réseau. 

(iii) Cette forme gaussierine asymptotique est valable pour des temps grands 
et pour des distances (q/ < n. 
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Limite continue. Nous changeons maintenant d’échelles de temps et de 
distance, 

t = m ,  x = ( q - q o ) J ; ,  (3.55) 

et prenons une liniite E -+ O à t et x fixés, et donc n = û ( 1 / ~ )  (plus précisé- 
ment, n et les composantes de q - qo sont les parties entières des expressions 
correspondantes). 

Comme nous l’avons déjà noté, si les variables macroscopiques t et x sont 
niesurées avec une précision finie. du point de vue de toute fonction continue, 
elles peuvent être considérées comme des variables continues. La distribu- 
tion asymptotique, définie pour toute variable réelle par continuité, prend la 
forme (3.40) : 

rI(t,X) = 1 e-X2/2W2t 
(27rwat)d/2 

(3.56) 

Le temps t et les coordonnées x sont les variables qui décrivent, à l’échelle 
macroscopique, le mouvement brownien engendré par la dynaniique niicrosco- 
pique sur réseau (3.43). L’universalité a permis de définir une limite continue. 
dans la niesure où la structure de réseau et les détails du processus élémentaire 
ont disparu. 

Enfin, la distribution (3.56) est solution de l’équation (3.41). une équation 
du type diffusion ou de la chaleur isotrope dans l’espace continu Rd, 

a q t ,  x) 
= ;w2o:Iqt, x) at 

Exemple. On peut vérifier les propriétés démontrées dans cette section 
sur l’exemple de la marche au hasard avec déplacements limités aux proches 
voisins sur le réseau. Dans cet exemple, p(q )  s’annule sauf si q = *elL, où efi 
est le vecteur unitaire dans la direction p = 1 , .  . . , d. Dans ce dernier cas, p(q) 
vaut 1 /2d .  Alors, 

d . . d  
1 1 

P(k) = - 2d 
(e-zk’e~, + ezk’e~, ) = cos I C ,  =+ w(k) = -k2/2d + O(IC4), 

fi=l ,= 1 

où IC,  sont les composantes du vecteur k. Prenons comme condition initiale 
un point de départ certain q = O et donc 

De nouveau, p(k) a un autre maximum dans la zone de Brillouin, correspon- 
dant à ICI = k2 = . . .  = kd  = T .  hlais ce maximum ne contribue pas au sens 
de la convergence en mesure. Dans ces conditions, la distribution asympto- 
tique est 
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3.3.10 Dilatation cle l’échelle des temps et points fixes 
Si l’on ne s’intéresse qu’aux propriétés asymptotiques de P,(q) pour 

n i CO, on peut généraliser la stratégie utilisée en section 3.2 dans le cadre 
du théorème de la limite centrale pour justifier directement les propriétés 
d’universalité. 

Ici, l’idée naturelle est de faire un changement d’échelle de temps d’un 
facteur deux. Autrement dit, on part de n = 2”’ et on reniplace à chaque 
itération p par T p  : 

(7p)(q - 9’) = P ( q  - q ” ) P ( q ”  - 4’). 
q ” E 2 ‘ 1  

Ceci correspond en transformée de Fourier à la transformation 

( I w ) ( k )  = 2w(k). 

Développant en puissance:, de k, on vérifie qu’une telle transformation n’a, 
avec nos hypothèses, qu’un point fixe trivial w ( k )  = O. Mais l’étude 3.2 a 
montré qu’une plus grande classe de points fixes devient accessible si la trans- 
formation est combinée avec une renormalisation de l’échelle de distances, 
q H Xq, avec X > O. Nous considérons donc la transformation 

Remarquons, à nouveau, qu’à chaque itération, les périodes des fonctions w( k )  
dans chaque composante k., sont multipliées par A, ce qui du point de vue de 
l’ensemble des valeurs des variables q, correspond à un réseau dont le pas a 
été divisé par A. 

Les points fixes w* de cette transformation sont solutions de 

2 ~ , ( k / X )  = w,(k). 

Avec la condition de symétrie cubique (équation ( 3 . 5 2 ) )  

a!,(k) = -Swzk2 + O(k3). 

Pour lk( i O,  l’équation de point fixe entraîne 

2w2/;12 = w2, 

qui n’a de solution non-triviale que pour X = fi. Alors, les coefficients des 
termes de degré plus élevis s’annulent. On trouve les points fixes 

qui correspondent à des probabilités de transition gaussienne. 
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Suivant l’exemple de la section 3.2 dans le cas des distributions à va- 
leurs moyennes nulles, on peut alors étudier la stabilité du point fixe, et le 
taux de décroissance des perturbations dans le temps. La discussion est très 
semblable, la seule différence notable étant que les vecteurs propres sont des 
polynômes homogènes pairs de d variables, invariants par le groupe cubique. 
Par exemple, en dehors du terme marginal associé à un changement de w2, les 
ternies inessentiels les plus importants sont des polynômes de degré quatre 

Enfin, comme à une transformation d’échelle d’un facteur 2 du temps corres- 
pond une transformation d’échelle d’un facteur f i  des distances, on en déduit 
la loi d’échelle (3.42), 1x1 cx A, qui peut être interprétée comme attribuant 
une dimension 1 /2  en unité de temps à la variable de position. 

Les deux propriétés asymptotiques essentielles de la marche au hasard, 
convergence vers une distribution gaussienne et loi d’échelle sont donc repro- 
duites par cette analyse de type groupe de renornialisation. 

3.4 Marche au hasard : remarques 
complément aires 

Pour compléter cette étude, nous faisons des remarques générales sur 
les chaînes de Markov stationnaires, dans l’esprit du théorème de Perron- 
Frobenius. Dans cette section, nous supposons que le processus est ergodique 
et  apériodiquc, cc qui est rkalisé, par exemple par la condition p(q,q’) > O 
pour toute paire q, q‘. 

3.4.1 Distribution asymptotique 

Asymptotiquenient pour n 4 00, le comportement de P,(q) solution des 
équations (3.21) ou (3.43) dépend des valeurs propres de module le plus grand 
de p(q,q’) considéré comme opérateur. Nous nous plaçons dans le cas du 
réseau, et donc de l’équation (3.43), mais la généralisation t i  l’espace continu 
est simple. 

Les vecteurs propres V et valeurs propres T de p satisfont l’équation 

Sommant sur q et utilisant la condition (3.44), on en déduit 



80 Transitions de phase et  groupe de renormalisation 

pourvu que la somme converge. Si, de plus, la somme ne s’annule pas, la valeur 
propre T = 1. Passant aux valeurs absolues, on trouve l’inégalité 

q ’ € W  

et, donc, sommant sur q, si la somme converge, 

1: lV(q)I 2 Ir1 lV(q)I, 
qE1B“ qER“ 

ce qui entraîne  TI 5 1. Si Ir1 = 1, lV(q)l est une distribution stationnaire. 
De plus, V(q) doit avoir une phase constante et peut donc être choisi positif. 
Donc, seule la valeur propre T = 1 a module 1 et la solution stationnaire de 
l’équation est la limite asymptotique de Pn pour n + m, avec une convergence 
exponentielle. 

Dans le cas des fonctions de transition invariantes par translation, la condi- 
tion de sommabilité n’est pas satisfaite, ce qui explique les différences de com- 
portement. 

3.4.2 Équilibre dét’aillé 
Bien qiie cela ne soit pas utile dans ce chapitre, mais dans le but d’un 

rapprochement avec le chapitre 4, nous présentons brièvement une classe 
de processus aléatoires qui satisfont une condition d’équilibre détaillé. Cette 
condition s’exprime en termes de la probabilité de transition p(q, 9’) par une 
relation entre un processut et Ir processus inverse : 

où P, est une distribution de probabilité 

Pm(q) 2 0 ,  ddqPoo(q) = 1 .  I 
Intégrant l’équation (3.58) sur q’ et utilisant la condition (3.22), on obtient 

La distribution Pm(q) est donc la distribution asymptotique du proces- 
sus (3.21) quand n --f CO. 

Si P,(q) est strictement positif, ce qui par exemple est impliqué par la 
condition p(q, 9’) > O, on peut définir 

qui correspond à un opérateur symétrique réel. Avec quelques conditions tech- 
niques faibles supplémentaires, cet opérateur a un spectre discret réel et joue 
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le rôle de la matrice de transfert de la section 4.1.2, le temps du processus 
aleatoire devenant l’espace du modèle statistique sur réseau. 

Dans l’exemple invariant par translation de la section 3.3.2, la condition 
d’équilibre détaillé est formellement satisfaite si p(q)  = p(-q),  mais alors la 
fonction P, = 1 n’est pas nornialisable. Cependant, le spectre de p reste réel. 

3.5 Mouvement brownien et intégrale 
de chemin 

Si nous ne nous intéressons qu’à la distribution asymptotique, dont nous 
avons niontré qu’elle est indépendante de la probabilité de transition initiale, 
nous pouvons l’obtenir, dans la limite continue, à partir de probabilités de 
transition gaussiennes de la forme (nous supposons l’invariance par rotation) 

Dans le cas d’une position initiale certaine q = q o  = O, l’itération de l’équation 
de récurrence (3.43) conduit alors à (équation (3.24)) 

Introduisons les variables de temps niacroscopiques 

T E T e = & ,  r , = n & = t ,  

et un chemin X ( T )  continu, linéaire par niorceaux, (figure 3.1) 

(se - se-1) polir n-i 5 T 5 Te 1 7 - Te-1 
X(.) = \/E q e - 1  + I Te - re-1 

On vérifie que S peut alors s’écrire (avec la notation X(r) dx/dr) 

(3.60) 

avec les conditions aux limites 

x(0) = O ’ x ( t )  = &q = x .  
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FIG. 3.1 ~ Un chemin contribuant à l’intégrale (3.59) (d  = 1) avec X e  x(Q). 

Dans la limite continue E -+ O, n + cc avec t fixé, l’expression (3.61) devient 
une représentation de la distribution de la limite continue 

rI( t ,x)  N &-d’2Pn(q) 

sous forme d’une intégrale de  chemin, que nous notons symboliquement 

n(t, x) = [ ~ x ( T ) ]  e-s(x(T)) , (3.62) 

où J [ ~ x ( T ) ]  veut dire somme sur tous les chemins continus qui vont de l’origine 
au temps T = O à x au temps t .  Les trajectoires qui contribuent à l’intégrale 
de chemin correspondent EA mouvement brownien, line marche au hasard en 
temps et espace continus. Cette représentation du mouvement brownien par 
intégrale de chemin, initialement introduite par Wiener, est donc aussi appelée 
intégrale de Wiener. 

.I 

Calcul de  l’intégrale de chemin. Nous avons introduit la notion formelle 
d’intégrale de chemin. On pourrait craindre que son calcul nécessite un retour 
à sa définition comme limite d’intégrales avec des temps discrets. Heureuse- 
ment ce n’est pas le cas. L’intégrale de chemin peut être calculée sans faire 
référence au processus limite, à une normalisation globale près. C’est ce que 
nous montrons niaintenani,. 

Pour calculer l’intégrale, nous changeons de variables (une translation pour 
chaque temps T qui doit être considéré comme un index à valeurs continues) : 

X ( T )  H r(7) = X(T) - f(7),  

où f (T) est la solution de l’équation variationnelle 

6S=O H X(7)  = O  
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satisfaisant aux conditions aux limites x(0) = O, x(t) = x. Elle correspond au 
mouvement rectiligne unifornie qui joint l’origine au point x, dans le temps t : 

f (7)  = x 7 / t .  

Au sens du changement de variables, f (7)  doit être considéré comme un en- 
semble de constantes paramétré par la variable 7. Comme le changement de 
variables est une translation, le jacobien est égal à 1. 

Le chemin r(7) satisfait alors aux conditions aux limites 

r(0) = r ( t )  = O 

La translation conduit à 

Le terme linéaire en r s’intègre explicitement et s’annule à cause des conditions 
aux limites. On en déduit 

n(t, x) = Nee-x2/2W2t, 

où la normalisation N est donnée par l’intégrale de chemin 

N = [dr(r)] , J 
avec r(0) = r(t) = O .  Cette normalisation ne peut pas être calculée dans 
le continu, mais ne dépend plus de x et est donc une fonction de t qui est 
déterminée par la conservation des probabilités. 

L’intégrale de chemin permet donc de calculer la distribution de probabilité 
dans la limite du continu, par des méthodes du continu. 

Remarque importante. 

(i) La notation X semble suggérer que les chemins contribuant à l’intégrale 
de chemin sont dérivables. I1 n’en est rien. Dans la limite du continu, 
nous savons que 

( [x(T) - x(7’)I2) = /d:r>(r ~ z’ )~I I (~T - T ’ / , x  - x’) = w217 - 7’1. 

Nous voyons que les chemins typiques sont continus puisque le membre 
de gauche s’annule pour 7 + 7’. En revanche, pour calculer la moyenne 
de la dérivée au carré, il faut diviser par (7 - T ’ ) ~  et faire tendre 7 

vers 7’. Le membre de droite diverge alors. Les chemins typiques du 
mouvement brownien sont continus mais pas dérivables ; ils ne satisfont 
qu’une condition de Holder d’ordre 1/2 : 

Ix(7) ~ x(7’)l = O(l7 ~ 7 y ) .  
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Néanmoins, la notation X est utile car les chemins qui donnent les contri- 
butions dominantes Ci l’intégrale de chemin sont dans un voisinage des 
chemins dérivables. 

(ii) Comme l’expression ( 3.61) le montre, dans le symbole [ d z ( ~ ) ]  est cachée 
une normalisation inclépendante de la trajectoire, mais dont il est difficile 
de tenir compte dan:; la limite continue. C’est pourquoi on calcule, en 
général, le rapport dc, l’intégrale de chemin et d’une intégrale de chemin 
de référence dont le résultat est connu. 

Exercices 
Exercice 3.1. On considwe une marche au hasard markovienne sur un ré- 
seau carré bidimensionnel À chaque pas de temps, le marcheur, soit reste 
immobile avec probabilité 1 - s ,  soit se déplace d’une niaille de réseau dans 
une des quatre directions possibles avec la même probabilité s/4, où O < s < 1. 
Enfin, au temps n = O le marcheur est au point q = O. 

Trouver la distribution asymptotique de la position du marcheur après 72 

pas quand n 4 m. 

Solutaon. L’étude générale a montré que la distribution asymptotique est sini- 
plenient reliée à la série de Fourier associée à la probabilité de transition 

p ( k )  =: 1 ~ s + ;scoskl  + Sscoska. 

Alors, 

On en déduit la distribution gaussienne asymptotique ( q  

w(k) = infi(k) = -is ( k :  + k i )  + 0 ( k 4 ) .  

Iql) 

Exercice 3.2. On considhe une marche au hasard markovienne sur un ré- 
seau cubique, c’est-à-dire dans Z3. À chaque pas le marcheur, soit reste irri- 
mobile avec probabilité 1 -- s ,  soit se déplace d’une maille de réseau dans une 
des six directions possibles avec la même probabilité s/G, où O < s < 1. Enfin, 
au tenips n = O le marchew est au point q = O. 

Trouver la distribution asyniptotique de la position du marcheur après n 
pas quand n + 00. 

Solution. La série de Fourier associée à la probabilité de transition est main- 
tenant 

P ( k )  = 1 - s + + C O S k i  + ~ S C O S k ~  + + S C O S J L Q .  
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On en déduit la distribution gaussienne asymptotique 

Exercice 3.3. Étudier la stabilité locale du point fixe gaussien, correspon- 
dant à la loi de probabilité 

par la méthode de la section 3.2, mais appliquée directement à I’rquation 

[ I X P I ( d  = /- &’P(d)P(XY - 4’). (3.63) 

On déterminera d’abord la valeur de X pour laquelle la loi de probabilité 
gaussienne p~ est un point fixe de TA. 

Posant p = p~ + 6p, on drveloppera l’équation (3.63) au premier ordre en 
S p .  On montrera que les vecteurs propres de l’opérateur linéaire agissant sur 
Sp sont de la forme 

On en déduira les valeurs propres associées. 

Solutzon : quelques éléments. 011 retrouve x = Jz. On linéarise l’équation. 
On note que la conservation des probabilités entraîne 

où l’action de l’opérateur linéaire L sur une fonction Sp est donnée par 

on vérifie que les vecteurs propres de L ont la forme proposée en intégrant u r i  
certain nombre de fois par parties. 

Exercice 3.4. Marche au hasard suZr le cercle. Pour exhiber les propriétés 
asymptotiques quelques peu différentes de la marche au hasard sur des va- 
riétés compactes, or1 se propose d’étudier la marche au hasard sur le cercle. 
On suppose toujours l’invariance par translation. La niarche au hasard est 
alors spécifiée par une fonction de transition p(g ~ 9’) où y et g’ sont deux 
angles correspondant aux positions sur le cercle. La fonction p(q)  est, de plus, 
supposée périodique et continue. Déterminer la distribution asymptotique de 
la position du niarcheur partant de y = O au temps n O. 
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Solution. À cause de l’invariance par translation, l’équation d’évolution est en- 
core une convolution, qui se simplifie en transformée de Fourier. Mais, comme 
la fonction p ( q )  est périodique et continue, elle admet un développement en 
séries de Fourier : 

avec 

et donc 
Po = i/?7r, IFel < 1/27r pour l! # O .  

Donc au temps n, la distribution de la position du marcheur s’écrit 

~ , ( q )  = eiqe . 
e a .  

Pour n + oc), la somme converge exponentiellement vers la contribution e = O 
et donc 

1 

ce qui est la distribution uniforme sur le cercle. 

définit un temps 
La valeur maximum de IPei pour l! # O,  qui donne la correction dominante, 

1 
7 = max-- 

caractérisant la décroissance exponentielle des corrections, appelé t emps  d e  
relaxation. 

e#o In lpel ’ 

Exercice 3.5. On considiire un processus markovien avec, comme fonction 
de transition dans l’espace, continu, la fonction gaussienne 

où X est un paramètre réel avec /X I  < 1. 
Montrer que p ( q ,  4’) satisfait à la condition d’équilibre détaillée (3.58). En 

déduire la distribution asymptotique au temps n quand n + oc). Associer à 
p(q ,q ’ )  un opérateur symi:trique réel comme expliqué en section 3.4.2. Pour 
déterminer les valeurs propres de l’opérateur p de module inférieur à 1, on 
pourra alors utiliser les ré:;ultats de la section 4.6.1. 

Solution. Le rapport p ( q ,  q’) /p(q’ ,  q )  se factorise en un rapport de deux fonc- 
tions de q et q’ qui correspondent à des distributions normalisables. On en 
déduit (équation (3.58)) la distribution asymptotique 
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On introduit alors l’opérateur symétrique réel qui a le niéme spectre que p 
(cf. section 3.4.2) : 

Pour x > O, on peut poser X = eë8, û > O, et après une transformation linéaire 
sur q,  q’ on retrouve l’expression (4.32) et donc les valeurs propres sont 

Le cas X < O s’obtient par exemple en posant X = -e-’ et le spectre est 

T k = ( - l )  k e -k8 , k > O .  

Plus directement, on pourra étudier l’action de p sur les fonctions 

Le résultat est alors obtenu par des intégrations par parties successives. 





Chapitre 4 

Mécanique statistique classique : 
une dimension 

ANS CE CHAPITRE, nous plaçant dans le cadre de la mécanique statis- D tique classique, nous discutons des modèles sur réseau unidimensionnel. 
Bien que du point de vue de la physique, certains des modèles que nous allons 
décrire soient quelque peu artificiels, ils ont une utilité pratique en tant que 
versions simplifiées de modèles à plusieurs diniensions d’espace et nous rap- 
prochent donc pcvi à peu de la physique que nous voulons étudier. Par ailleurs, 
leur étude va nous permettre d’introduire un certain nombre de définitions et 
concepts nécessaires pour la suite. 

Ces modèles sont définis de la manière suivante. À chaque site du réseau. 
nous associons une ou plusieurs variables aléatoires à valeurs réelles. Les mo- 
dèles sont alors spécifiés par un poids de Boltzniann, c’est-à-dire une niesure 
de probabilité fonction de l’ensemble de ces variables aléatoires. 

Les quantités qui nous intéressent sont la fonction de partition et sur- 
tout les fonctions de corrélation qui sont les valeurs moyennes de produits de 
variables aléatoires en des sites différents. 

De nouveau, la notion de localité, dont nous donnerons une définition plus 
précise dans les chapitres suivants, joue un rôle essentiel : les corrélations 
directes entre sites différents induites par le poids de Boltzniann doivent dé- 
croître suffisanmient vite avec la distance. 

Dans ce chapitre, nous étudions l’exemple local le plus simple : celui de 
modèles qui ne comportent que des interactions de proches voisins sur le 
réseau. Pour de tels modèles, les fonctions de corrélation peuvent être calculées 
par un formalisme de matrice de transfert. 

Nous présentons donc d’abord quelques propriétés générales des matrices 
de transfert dans le cadre de modèles unidiniensionriels. Nous nous servons 
de ce formalisme pour établir certaines propriétés des fonctions de corré- 
lation, comme la limite thermodynamique ou limite de volume infini, le 
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comportement à grande distance de la fonction à deux points, et introdui- 
sons la notion très importante de longueur de corrélation. 

Les fonctions de corrélation connexes, cumulants de la distribution, jouent 
un rôle particulièrement important. En effet, ces fonctions décroissent à grande 
distance, une propriété appelée propriété d’amas. 

Nous appliquons le formalisme de matrice de transfert à l’exemple d’un 
poids de Boltzmann gaussien, que nous étudions en détail. Nous calculons 
la fonction de partition et les fonctions de corrélation explicitement. Nous 
observons que, dans la limite de basse température, la longueur de corrélation 
tend vers l’infini, ce qui permet de définir ù nouveau une limite continue. 

Nous montrons que les résultats de la limite continue peuvent être re- 
produits directement en I ésolvant une équation aux dérivées partielles dans 
laquelle toute trace de la :structure initiale de réseau a disparu. 

Enfin, nous exhibons line classe un peu plus générale de modèles qui ont 
la même propriété : longueur de corrélation qui diverge et limite continue. 

4.1 Interactions de proches voisins. Matrice 
de t r ans fer-t 

Nous considérons le réseau unidimensionnel des points de coordonnées 
entières de la droite réelle. À chaque point IC E Z du réseau sont attachées une 
ou plusieurs variables réelles q k  (par exemple, la déviation d’une particule de 
sa position d’équilibre). Dans ce qui suit, nous nous limitons à une variable 
réelle par site, mais la généralisation à plusieurs variables est simple. 

Nous définissons d’ahord un système sur un réseau fini de taille n, 
IC E [O,n], imposant par commodité des conditions aux limites périodiques : 
qn = 40, ce qui donne au riiseau une structure de cercle et permet de construire 
une suite de modèles invariants par translation. Mais notre but est d’étudier 
la limite de taille infinie 71 --f 03, appelée aussi dans ce contexte limite ther- 
modynamique. 

Le modèle statistique est alors spécifié par un poids statistique (une dis- 
tribution de probabilité) que nous écrivons sous la forme particulière 

où 2, est une normalisation, appelée fonction de partition, qui est déterminée 
par la condition 

et donc 
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On peut se demander pourquoi singulariser une normalisation qui n’est pas 
une quantité physique. La raison de son utilité est la suivante : les dérivées lo- 
garithmiques de la fonction de partition par rapport aux différents paramètres 
dont elle dépend (comme la température) sont elles des valeurs moyennes et 
donc des quantités physiques. 

4.1.1 Interactions de proches voisins 
La fonction Sn(q) peut souvent être écrite comme la somme de termes à 

un site w ( q )  qui spécifient la distribution des variables qk en l’absence d’in- 
teraction, et d’une énergie d’interaction E,(q) qui corrèlent les sites : 

le paramètre T étant physiquement la température. 
Pour un système invariant par translation sur le réseau, &(q) est inva- 

riant dans la substitution 4% H q,+l. Par ailleurs, l’interaction est locule si la 
corrélation directe entre deux sites décroît suffisamment vite avec la distance. 
Les interactions de la forme 

n 

En(q) =C~(qk ,qk+l:...’qk+rn), m > 0 ,  
k=l  

avec la convention q k  q k ,  si k = k’ (mod n) ,  sont appelées interactions de 
portée finie et fournissent un exemple d’interactions locales. C’est d’ailleurs 
une telle forme particulière de l’interaction qui donne son sens à la notion de 
r6seau et distingue la position k d’un simple index décrivant un ensemble de 
n variables. 

L’exemple particulier que nous étudions ici en détail est l’interaction de 
proches voisins m = 1 où chaque variable qk  n’est directement corrélée qu’aux 
variables attachées aux sites voisins sur le réseau. Dans ce cas, la fonction 
Sn(q) prend la forme particulière 

avec S(q”, q’) = S(q’, q”). 

la convergence des intégrales, nous imposons 
Nous supposons, de plus, S(q, 4’) continue par morceaux et, pour assurer 

S(4’4’) 2 A q I  + Iq’l), P > 0 .  (4.5) 
Cette restriction est un peu forte, mais conimode pour les systèmes que nous 
voulons étudier. 

Remarque. Avec l’hypothèse (4.4)’ la fonction de partition est donnée par 
une expression assez semblable à la distribution de probabilité (3.24)’ aux 
conditions aux limites périodiques près. 
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4.1.2 Matrice de transfert et fonction de partition 
Pour discuter la physique des modèles statistiques classiques sur réseau 

dans le cas d’interactions de proches voisins, un outil se révèle particulièrement 
utile : la matrice de transjèrt. 

Notons que le formalisme de la matrice de transfert, que nous allons in- 
troduire, se généralise à des systèmes statistiques classiques sur réseau en di- 
mension d’espace arbitraire, avec interaction de portée finie (avec un nombre 
fini de sites directement corrélés). 

Nous introduisons l’opgrateur T associé au noyau symétrique réel 

[T](q”, 9’) ~ e-s(d’,q’) , (4.6) 

L’opérateur T est appelé la matrice de transfert du modèle statistique. Cette 
dénomination provient de:; exemples où la variable q ne prend qu’un nombre 
fini de valeurs et donc T est une matrice. 

Dans cette représentation, le produit de deux opérateurs 01 et 0 2  repré- 
sentés par les noyaux Ol(q’, q )  et O2(q’, q )  prend la forme 

[ 0 2 0 1 ] ( d ,  4) = dq”O2(~’,”’)”(q’’, 9). (4.7) J’ 
I 

La trace est définie par 

t r  0 = ds O(q, 41, (4.8) 

une définition dont on vérifie en la combinant avec la règle de produit (4.7)’ 
qu’elle satisfait bien la condition cyclique t r  0 2 0 1  = t r  0 1 0 2 .  

On vérifie alors qu’avec la borne (4.5)’ les traces de toutes les puissances 
de T existent. 

Fonction de partition. Avec ces définitions, la fonction de partition (4.2) 
peut s’exprimer en terme de la niatrice de transfert par (40 = q n )  

(4.9) 

4.1.3 Espace de Hilbert et matrice de transfert 
Pour la suite, il est commode d’introduire un espace de Hilbert auxi- 

liaire 7i : il s’agit ici de l’espace vectoriel réel normé des fonctions de carré 
somniable d’une variable réelle q. Le produit scalaire de deux fonctions f , g  
est défini par 

Le formalisme d’espaces c8e Hilbert (mais en général complexes) joue un rôle 
central dans la construction de la mécanique quantique. L’étude de la matrice 
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de transfert qui suit, s’inspire directement des méthodes de la mécanique 
quantique. 

La matrice de transfert agit alors sur les fonctions par 

[TS>l(q) = /d4’ [Tl(q, 4 % 4 i ) .  

De l’existence de t r T 4  on déduit que, si f appartient à X, 

I l  Tf I l  5 I l  f I l  2(tr  T4) 1’2’ 

et donc Tf est de carré sommable et ,  de plus, l’opérateur T est borné dans IFt. 
L’opérateur T est symétrique réel. I1 est diagonalisable dans X, son spectre 

est réel et ses vecteurs propres réels et orthogonaux. Comme la trace de T2 
est fini, le spectre est, de plus! discret et les valeurs propres ont zéro comnif: 
seul point d’accumulation. 

Dans la suite, nous notons gu(q)  les vecteurs propres réels, riornialisés de 
T, associés aux valeurs propres (toutes réelles ) 70 2 1711 2 1721 . . . : 

/ d d l T 1 ( 4 , 4 ’ ) W  = 7uT,Siu(d, /d4i j t (4)  = 1 

Enfin, [T](q, 4’) peut alors s’exprinier comme une combinaison linéaire de 
projecteurs sur les valeurs propres sous la fornie 

x 

[Tl(4,4’) = .uS>,Y(4)Gh(d). (4.10) 

La fonction de partition peut aiissi s‘exprimer en terme des valeurs propres 
(équation (4.9)) : 

u=o 

3y 

(4.11) Z ,  = t r T n  = XT: 
V=O 

Opérateur posztzon. Pour l’étude des fonctions de corrélation, il est utile 
d’introduire également l’opérateiir (non borné) Q, analogue de l’opérateur 
position en mécanique quantique, qui agit par multiplication : 

[QT,SiI(d = 4S>(4) 3 IQTIk, 4’) = 4 [Tl(4’ 4’) . (4.12) 

Introduisant le noyau de l’identité b(q ~ q’), 

J’ d4 6(4” - 4 ) 0 ( 4 ’  4’) = Q(d’, d ) ,  

où 6 ( q )  est la distribution de Dirac, on peut écrire le noyau correspondant & 
Q sous la fornie rai (4.4’) = 4 S ( 4  - d ) .  



94 Transitions de phase et groupe de renormaiisation 

4.2 Fonctions de corrélation 
Fonctions de corrélation : définition. Nous définissons maintenant les fonc- 

tions de corrélation des variables q/c. Dans la suite, la notation ( o ) ~  signifiera 
valeur moyenne de 0 par rapport au poids statistique e ë S ~ ~  /Zn. Avec cette no- 
tation, nous définissons la fonction de corrélation à p points comme le moment 
de la distribution (40 = q n ) ,  

4.2.1 Fonction à un point 
La fonction à un point, qui est la valeur moyenne de qe, est donnée par 

Intégrant sur toutes les variables sauf qe, on trouve 

2 n  (4, = .I'd@ qe[T"l(qe, ue). 

2 n  (qe) ,  = /dile [QTnl(qe,4e). 

Introduisant maintenant l'opérateur (4.12)' on remarque 

[QTI(qe, 4e)  = 4e[TI(qe, qe) ,  

et donc 

L'intégrale restante donne la trace du produit d'opérateurs (équation (4.8)). 
La fonction à un point s'icrit donc 

(qe ) ,  = t r T n Q / t r T n .  (4.14) 

Invariance par transiution. L'expression (4.14) montre que la valeur 
moyenne est indépendante du point e. C'est en fait une conséquence directe 
de deux propriétés : la maatrice de transfert est indépendante des points sur le 
réseau ; nous avons choisi des conditions aux limites périodiques qui ont donné 
au réseau une structure de cercle. Ceci induit une invariance par translation 
sur le réseau. 
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4.2.2 Fonction de corrélation à p points 
La fonction de corrélation à deux points, valeur moyenne du produit des 

valeurs de y en deux points e, ,  e 2  du réseau, est définie par 

La fonction ZP’(l1, ( 2 )  est symétrique dans l’échange e1 H e,. Supposons par 
exemple ( 2  2 el .  La méthode utilisée pour la fonction à un point permet alors 
d’établir la relation 

De nouveau, comme conséquence de l’invariance par translation, la fonction à 
deux points ne dépend que de la distance entre les deux points sur le réseau. 

Plus généralement, si nous supposons les points ordonnés e ,  5 l 2  5 .  . .I l p ,  

Fonction génératrice. Comme nous l’avons fait dans le chapitre 2 ,  il est 
utile d’introduire la fonction génératrice des fonctions de corrélation 

(4.17) 
Elle est proportionnelle à la fonction de partition d’un système où un terme 
linéaire en q,  différent en chaque site, a été rajouté. 

4.3 Limite thermodynamique 
Nous évaluons maintenant la fonction de partition et les fonctions de cor- 

rélation dans la liniite de volume infini, appelée, dans ce contexte, liniite 
thermodynamique. À une dimension d’espace, le volume se réduit à la taille n 
du réseau. 

4.3.1 La  fonction de partition 

La limite thermodynamique fait intervenir directement le spectre et les 
vecteurs propres de l’opérateur T dans l’espace ‘Fl des fonctions de carré 
somrriable. 
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Valeur propre domznante de la matrzce de transfert. Pour les systèmes 
unidimensionnels que nous étudions ici, on démontre que TO,  la valeur propre 
de module maximum de I’, est posatave et non dégénérée ou simple, et que 
$o(q )  est une fonction de ;igne constant, qu’on peut donc choisir positive (cf. 
appendice B. 1). 

Lzmzte thermodynamaque. Pour n + 00, la fonction de partition, exprimée 
en termes des valeurs propres de la matrice de transfert (équation (4.11)), est 
dominée par la valeur propre de module maximum TO et donc 

La quantité 
Wn = T l n 2 , ’  (4.18) 

où, dans le contexte de la physique statistique, T est la température et W, 
l’énergie libre, est donc asymptotiquement proportionnelle à la longueur 71 et 
Wn/n,  la densité d’énergie libre, a une limite finie : 

1 
lim -W, = TlnT0 

n-ce n (4.19) 

Pour une grande classe cie systèmes de physique statistique à plusieurs di- 
mensions d’espace qui saiisfont à la propriété d’amas (c f .  section 4.4). cette 
propriété se généralise : dans la limite thermodynamique, l’énergie libre est 
proportionnelle au volume. De façon plus directe, cette propriété est une consé- 
quence de la portée finie des interactions. 

Dans ce qui suit, nous oinettroris en général le facteur de proportionnalité 
T ,  nécessaire à l’interprétation physique, mais qui ne joue le plus souvent 
aucun rôle pour les quest ons que nous voulons étudier. 

4.3.2 Fonction à iin point 

Nous utilisons maintenant l’expression (4.14) pour évaluer la valeur 
moyenne de q. Dans la 1irr.ite thermodynamique n + 00, la matrice Tn est do- 
minée par ses valeurs propres les plus grandes. Alors, du développement (4.10) 
on déduit 

~Tnl(q,q/) n-w = ~ o n $ o ( q ) $ o ( ~ ~ )  + O(Tln) 

et donc 

t r Q T n  n-OO - / d q q î . z ( q ) .  

La valeur moyenne de qe a une limite finie donnée par 

(qe)  = n-m lim t r Q T n / t r T n  = J’dqq$i(q). 
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Brisure spontanée de symétrie .  En général, la valeur moyenne (qe) ne joue 
pas de rôle particulier puisqu’il suffit de faire la translation 

qt ++ 4; = qa - (qe)  

pour la supprimer. Ce n’est que si une valeur de q est privilégiée que la situa- 
tion est différente. Par exemple, si le système est invariant dans la réflexion 
q H -q, line valeur moyenne non-nulle a un sens de brisure spontanée de  
symé t r i e  (cf. chapitre 7 ) .  

Cette situation se rencontre si l’interaction satisfait 

S(q” ,q ’ )  = S(-q”, -4’) + [ T ] ( q ” , q ’ )  = [T](-q”, -4’). 

À une dimension? avec interaction de proches voisins (ou de courte portée), une 
telle brisure spontanée de symétrie est impossible. L’argument est le suivant : 
pour qiic 

( 4 0  = 1 d 4  4 4 x 4 )  

soit différent de zéro, il faut que la fonction + ~ ( q )  ne soit pas symétrique, 
c’est-à-dire ne soit ni paire ni impaire. La valeur propre ‘TO est alors dégénérge 
(ici double) car l’état symétrique $ o ( - q )  est un vecteur propre indépendant : 

Or, avec les hypothèses de ce chapitre, on peut déniontrpr qu’à une dimension, 
la valeur propre TO est non dégénérée (cf. appendice B. l ) .  

Coniine la symétrie de réflexion ne peut pas être brisée spontanément, une 
transition de phase avec ordre est impossible. 

4.3.3 Fonction à deux points et longueur de corrélation 
L i m i t e  thermodynamique.  Pour la fonction à deux points, avec le même 

argument on trouve 

Compor temen t  à longue dastance. Examinons maintenant le comportement 
- !,I + 30 (supposant de la fonction à deux points à grande distance ! = 

pour simplicité 1721 < I ‘ T ~  I). Utilisant le développement (4.10)’ 

[ ~ 7 ~ 1 ( q ,  4’) ,, 7ons10(4)s>O(40 + ‘Tw(4)+i (4’) + w;), 
on obtient 

(qeqo) = (s) ,  + ~ S ( ~ i / 7 o ) ~  + 0 ((m/~)‘) , 
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Le terme dominant est une constante, le carré de la valeur moyenne de q .  
Comme noté plus haut, il peut être éliminé en redéfinissant les variables q k  : 

ainsi que 
Q’ = Q - (4) . 

La fonction à deux points de q’ décroît alors exponentiellement pour 
(supposant Al  # O,  sinon il faut prendre le terme suivant) : 

--f CO 

(4é40) = ((4e - ( (? ) ) (40  - ( 4 ) ) )  = AS(,l/To)e + 0 ( ( 7 2 / 7 0 ) e )  

De façon générale, on caractérise cette décroissance par la longueur de corré- 
lation 

B 

On trouve ici 
6-l = in(TO/q) (4.22) 

Limite continue. Supposons que la matrice de transfert dépende d’un para- 
mètre tel que, pour une certaine valeur de ce paramètre, la longueur de corré- 
lation tende vers l’infini. Alors, comme nous le montrons explicitement dans 
l’exemple gaussien, il est possible de définir une limite continue, et les fonc- 
tions de corrélation de la limite continue peuvent être calculées à partir d’une 
équation aux dérivées partielles ou d’une intégrale de clieniin (cf. chapitre 5). 

4.4 Fonctions connexes et propriété d’amas 

De façon générale, l’expression (4.16) montre que la fonction à p points a 
comme limite thermodynamique (pour e1 I k‘2 5 . . . I e,) 

La question que nous avons examinée dans le cas de la fonction à deux points 
se pose de façon plus gén5rale : identifier la combinaison qui décroît à grande 
distance et caractériser la décroissance des corrélations quand la longueur de 
corrélation est finie. 
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Nous avons montré en section 4.3.3 que c’est la fonction à deux points des 
variables auxquelles leur valeur moyenne a été soustraite, 

qui décroît à grande distance. La combinaison ainsi obtenue, qui est le 
deuxième cuniulant de la distribution, est aussi appelée fonction à deux points 
connexe et sera notée 

Cette propriété se généralise aux cumulants de degré plus élevé. Par exemple, 
il est simple de le vérifier pour la fonction à trois points. Le cumulant de degré 
trois ou fonction de corrélation connexe à trois points, est donné par 

(4e14e24e3)  = (4e1) b e 2 )  (4e3) + (Qe14ez) ,  (4e3)  + (Qei4e3)c ( @ e , )  + (4e34e1), ( q p , )  

+ (4ei4e29e3)c . 

Utilisant les expressions explicites (4.23)’ on vérifie que (qe, qe, qe3 ) ,  décroît 
exponentiellement quand I!, - 611 ou 16, - !,I tendent vers l’infini. 

Plus généralement, utilisant les techniques de la section 2.5.2, on introduit 
une fonction génératrice des cumulants, 

W(b) = l n 2 ( b ) ,  (4.24) 

où 2(b) est la limite thermodynamique de la fonction génératrice (4.17). Elle 
est par définition la fonction génératrice des fonctions de corrélation connexes : 

Notons qu’elle est aussi l’énergie libre d’un système où un terme couplé 
linéairement à q,  différent en chaque site, a été ajouté à l’énergie de confi- 
guration. 

Propriété d’amas. Ce sont les fonctions de corrélation connexes qui ont 
des propriétés de décroissance à grande distance. Elles s’expriment sous forme 
d’une propriété dite d’amas (cluster en anglais). 

Notons (qelqez . . . qep)c  la fonction à p points connexe. Séparons alors les 
p points !I, ! 2 , .  . . , .tP en deux sous-ensembles non vides disjoints I et J .  Ap- 
pelons distance entre ces deux sous-ensembles de points la quantité 
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Avec les hypothèses de CE. chapitre, on peut montrer plus précisément que la 
fonction de corrélation dkcroît au moins comme eëD/C, où < est la longueur 
de corrélation (4.22). 

Ce résultat est valable pour des systènies statistiques plus généraux que 
ceux étudiés ici. La démonstration à partir de la forme explicite (4.23) est 
assez semblable à l’argument combinatoire 2.3.2. 

4.4.1 Variable moyenne et limite thermodynamique 
I1 est instructif d’étudier le comportement des moments de la variable 

aléatoire moyenne 

dans la limite thermodynamique n + CO. 

D’abord, par invariance par translation, 

( Q ) n  = (d, 
Le second moment est lib à la fonction à deux points, et donc à deux points 
connexe, en effet, 

Dans la liniite thermodynamique, la fonction à deux points connexe décroît 
exponentiellement pour Ill -f 00 d’une façon déterminée par la longueur de 
corrélation. Si la longueur de corrélation est finie, la somme sur l converge. 
Le second cumulant de la distribution de Q tend alors vers zéro : 

De façon plus générale, corisidéroiis la fonction génératrice des sommes 

~ , ( b )  (enb&), . 

Comparant aux expressions (4.1), (4.2), (4.4), on vérifie que Zn(b) s’exprime 
en ternie de la fonction oe partition Zn(b) associée à la fonction 

S(4,4’: b )  = S(4, q’) - $44 + 4’) 

Zn(b) = Z,(b)/&(O). 
par 

Pour /b /  assez petit toute l’analyse de la limite thermodynamique est valable, 
et donc asymptotiquement 

inZn(b) N nW(b), 
n-oci 
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où la fonction W(b) est reliée à la fonction génératrice des fonctions de corré- 
lation connexes (4.24) par 

W ( b )  = W(b, = b ) / n .  

De plus, cette équation relie les coefficients du développement en puissances 
de b à des sonimes de fonctions de corrélation coniiexes. La propriété d’amas 
entraîne, au moins si la longueur de corrélation est finie, que toutes les sommes 
convergent sauf une qui correspond à l’invariance par translation et donne le 
facteur 71. La fonction W(b) est donc développable à b = O. On trouve des 
résultats tout à fait analogues à ceux du théorème de la limite centrale (cf. 
équation (3.8) avec la correspondance b = ik). Quand la longueur de corréla- 
tion est finie, les moments de la moyenne des variables qe, ont IC comportement 
prédit par le théorème de la liniite centrale, bien que les variables qe ne soient 
pas indépendantes. Ce résultat indique que des comportements collectifs ini- 
pliquant de fortes corrélations ne peuvent se produire que quand la longueur 
de corrélation tend vers l’infini. 

4.5 Modèles statistiques : exemples simples 
Avant d’aborder le cas gaussien, que nous étudions en détail, nous illustrons 

l’analyse précédente par quelques exemples simples. 

(i) Température infinie ou variables indépendamtes. Considérons l’expres- 
sion (4.3).  Quand l’énergie de configuration E est nulle ou la tempéra- 
ture T infinie, les variables en des sites différents sont indépendantes. 
La matrice de transfert se factorise : 

et prend la forme d’un projecteur sur le vecteur eëd(q)/’. Doric la valeur 
propre correspondant ii ce vecteur est positive et toutes les autres valeurs 
propres s’annulent. De façon peu surprenante. la longueur de corrélation 
est nulle. 

(ii) Systèmes invariants par translation. La limite opposée correspond à 
prendre S(q, 4’) de la forme 

où E(q)  est une fonction paire. 
Nous reconnaissons alors une version de la marche au hasard étudiée 
en section 3.3, à une dimension dans l’espace continu, la matrice de 
transfert jouant le rôle de la probabilité de transition. Dans cet exemple, 
la borne (4.5) n’est pas satisfaite et nous la remplaçons par 

E(4) 2 11.141. 
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La matrice de transfert se diagonalise par transformée de Fourier : 

[T](q, 4’) = J’ dk 

27r l J ’  

T ( k ) ,  

avec 
T ( k )  = - d q  e-Wk-E(Y)/S 

La matrice de transfert a donc un spectre continu avec valeurs propres 
~ ( k ) .  La limite therinodynamique est dominée par le voisinage de k = O. 
La longueur de corrélation est infinie. On peut alors définir une limite 
continue qui est directement reliée au mouvement brownien de la sec- 
tion 3.3.1. Dans ce problème. le temps est remplacé par la position sur 
le réseau et la prob,tbilité de saut par la matrice de transfert. 

(iii) Lamate de basse temp@ruture. Considérons maintenant l’exemple 

S(q, 4 = ;cs ~ 4’)2/s + ; ( 4 4  + w(q’)) 1 

où T est physiquement proportionnel à la température et la fonction 
w(q)  est une fonction régulière (par exemple un polynôme) positive avec 
un niininiurn unique à q = qo : 

4 q )  = Swz(4 - 4Ol2 + 0 ( ( 4  - q d 3 )  ’ 

Pour T 4 O,  la configuration dominante à la fonction de partition cor- 
respond à tous les q k  égaux. La fonction à p points se réduit à 

( q p )  = 1 dq q p  ë n d ( Y )  // dq epnd(y) . 

Alors, poui n 4 CO. seul le voisinage de la configuration q = qo contribue 
et (@), 4 90. Poui le calcul des fonctions connexes. on peut introduire 
la fonction générati ice 

La limite n 4 03 relève de la méthode du col. On peut donc approximer 
w ( q )  par ; w ~ ( q  - qi,)2. La fonction génératrice est donnée par 

Zn(b) = (eby)n. 

Zn(b) ,-( J’ dq e-nw2(Y-Y<i)2/2+bq c( e h ~ + b 2 / 2 r ~ ~ ~  

et donc la fonction génératrice des fonctions connexes par 

Wn(b) = bqo + b2/2nw2,  

un résultat analogue au théorème de la limite centrale. En particulier, 
puisque la fonction à deux points est constante, la longueur de corréla- 
tion est infinie ce qui se comprend puisque l’énergie de configuration est 
dominée par le terme invariant par translation. 
Enfin, pour étudier le voisinage de T = O, on peut aussi remplacer w(q)  
par l’approximation quadratique. On est alors conduit à une distribution 
gaussienne que nous discutons maintenant. 
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4.6 Le modèle gaussien 
Nous étudions maintenant de façon détaillée l’exemple d’un poids de Boltz- 

mann gaussien correspondant à une fonction (4.3) quadratique. 
À chaque point k E z du réseau est attachée une variable réelle x k  (par 

exemple, la déviation d’une particule de son point d’équilibre) et un poids 
statistique 

où nous choisissons la fonction Sn(x) de la forme particulière 

1.2, ’ pn(x) ~ (z) 

Dans l’interprétation physique, le paramètre positif T est la température, la 
constante J caractérise l’intensité de l’interaction entre proches voisins et w 
caractérise la distribution pour T = $03, qui peut être engendrée par un 
potentiel harmonique V ( x )  = sw2x2 correspondant à une force de rappel à 
l’équilibre. 

D’après l’analyse de la section 4.5, on s’attend à ce que les comportements 
collectifs apparaissent à basse température, où la corrélation entre points voi- 
sins est la plus forte. En effet, pour T + O, la configuration dominante est 
obtenue en minimisant l’énergie et correspond à tous les x k  égaux. 

I1 est conimode de changer de normalisation, posant 

2 2 
xk = X q k  avec X = 

w J z T i q 7 ’  
et d’introduire le paramètre 6’ > O défini par 

cosh 6’ = 1 + w2T/2  J , 

qui est proportionnel à fi pour T 4 O : 

(4.27) 

Dans ces nouvelles variables, la fonction S, (équation (4.3)) devient 

avec, dans la notation (4.4)’ 
1 

S(q,q’) = [ (q2 + q’2)  cosh 0 - 2qq’] . 

(4.28) 

(4.29) 

Nous calculons d’abord les quantités qui nous intéressent pour un réseau fini 
k E [O, n], imposant des conditions aux limites périodiques : qn = 40, et 
étudions ensuite la limite du système infini, n --f 00. 
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Pour simplifier les expressions, il est aussi commode de changer la norma- 
lisation de la fonction de partition et d’écrire la densité de probabilité 

où la fonction de partiti0.n est alors donnée par 

(4.30) 

(4.31) 

4.6.1 Matrice de transfert gaussienne : propriétés 
algébriques 

détails cf. section 4.1.2) : 
La matrice de transfer,t T est niaintenant associée au noyau (pour plus de 

1 1 
2 sinh 0 

exp [ -- ( ( q 2  + q12) coshû - 2qq’) . (4.32) [Tl(YIY’) = J-6 
1 

L’opérateur T est symétrique réel. Le noyau [T](q, 4’) satisfait la borne (4.5) 
et donc toutes les traces des puissances de T existent. Son spectre est discret, 
réel et borné, et ses vecteurs propres sont orthogonaux. 

De plus, on vérifie que T est positif (c f .  aussi section 4.8). En effet, utilisant 
l’identité 

on trouve, pour toute fonction f de l’espace de Hilbert X, 

Ses valeurs propres sont donc positives. 
Dans ce qui suit, nous utilisons directement les notations et résultats de la 

section 4.3. En particulier, nous notons v,, les vecteurs propres de T corres- 
pondant aux valeurs propres T ~ .  Nous introduisons aussi l’opérateur position 
Q. défini par l’équation (4.12). et qui agit de façon multiplicative sur les fonc- 
tions de l’espace de Hilbert : 

[$$I (Y) = 4 $ ( q ) .  

Pour des raisons qui seront explicitées plus loin, les vecteurs et valeurs propres 
de T peuvent être déterminés par une méthode algébrique inspirée de la so- 
lution de l’oscillateur harmonique quantique. 
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Opérateurs d’ansnihilation et d e  création. Dans le langage de la mécanique 
quantique, l’opérateur Q est l’opérateur position. I1 est utile d’introduire aussi 
l’opérateur D, proportionnel à l’opérateur impulsion P de la mécanique quan- 
tique] qui agit sur le sous-ensemble derise des vecteurs différentiables de l’es- 
pace de Hilbert par 

[ W I ( q )  = - dSl . (4.34) 
dq 

On vérifie la relation de corrimutation (avec la notation [U, V] UV - VU) 

[D‘Q] = 1 ,  

( f ,  ôY) = (ôtflY)l 

où 1 est l’opérateur identité. Utilisant la notation t pour indiquer la conju- 
gaison hermitienne avec la définition pour tout opérateur Ô : 

on remarque que 

Par exemple, 

Q = Q t ,  D = - D t ,  T = T t ,  

On définit alors deux opérateurs 

A t =  - D + Q  /A ,  (4.35) 
A =  ( D + Q ) / & ,  0 

appelés respectivement, dans le langage quantique, opérateurs d’annihilation 
et de crkation. Réciproquement, 

Q = ( A + A ~ )  Jz. (4.36) 

[A, At] = 1 .  (4.37) 

Le commutateur de A et At est 

Matrice de transfert et opérateurs A, At. Utilisant la forme expli- 
cite (4.32). on vérifie d’abord l’équation 

Faisant alors agir les opérateurs AT et TA sur un vecteur @ arbitraire, on 
obtient 
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après une intégration par parties. On en déduit les relations de commutation 

AT=e- ’TA + A t T = e ’ T A t .  (4.38) 

4.6.2 Matrice de -transfert. Vecteurs et valeurs propres 

Les relations de commutation (4.38) permettent de déterminer le spectre 

Si $,, est le vecteur propre de T associé à la valeur propre ru, 
et les vecteurs propres de la niatrice de transfert. 

AtT$” = rvAt$, = e’ TA’$,, . 

Donc, si At$+, ne s’annule pas et est de carré sommable, At$,, est aussi un 
vecteur propre, associé à ia valeur propre e-’ ru < ru. 

Montrons que la preiriiére condition est toujours satisfaite. L’équation 
At$ = O s’écrit expliciter nent 

-+’M + 4$s(4) = 0. 

$ ( q )  K eq”2, 
La solution est 

qui n’est pas de carré sonimable. I1 n’existe donc pas de vecteur + dans 3-1 tel 
que At$ = O. 

Le même raisonnement, appliqué à A, donne 

AT+, T,A$,/ = e-’ TA$,, . 

Donc, si A$,, est de carré somniable et ne s’annule pas, A$” est aussi un 
vecteur propre, associé à la valeur propre e’ ru > T,,. 

Mais comme l’opérateur T est borné, il existe nécessairement une valeur 
propre maximum TO. Le vecteur propre correspondant $0 est donc tel que 

A $ J O  = O .  (4.39) 

Explicitant l’équation (4.39) , on trouve l’équation différentielle 

4 ( 4 )  + Cls‘o(4) = 0 ’ 

s’o(q) c( e 4 2  

dont la solution 

est bien de carré sommahle. 
On en déduit que les vecteurs 

dont on vérifie qu’ils son, bien normalisables, sont les vecteurs propres de T 
associés aux valeurs propres 

T, = ëV8 70 ‘ 
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Calculant la trace de T de deux façons différentes, on trouve enfin 

On en déduit les valeurs propres 

Tv = e-(u+1/2)’, u 2 0 .  (4.40) 

Opérateur hamiltonien. L’opérateur 

H = A ~ A + $  (4.41) 

est analogue à l’opérateur hamiltonien de l’oscillateur harmonique en méca- 
nique quantique (dans un système d’unité où la constante de Planck f i  = 1 
et avec fréquence unité). I1 commute avec la matrice de transfert puisque 
(relations (4.38)) 

A ~ A T  = e-’ A ~ T A  = T A ~ A  , 
et a donc les mêmes vecteurs propres. Pour déterminer les valeurs propres 
correspondantes, on fait agir A t A  sur un vecteur propre : 

A ~ A ( A + ) ~ + ~ .  

Commutant l’opérateur A systématiquement avec les opérateurs At placés 
à sa droite au moyen de la relation (4.37)’ et utilisant finalement l’équa- 
tion (4.39), on en déduit 

H$” = (. + ;)$Y ’ (4.42) 

De ces valeurs propres, on déduit alors la relation entre matrice de transfert 
et haniiltonien quantique 

Enfin, notons que H, exprimé en termes des opérateurs Q et D, s’écrit 

T = exp (-BH) . (4.43) 

H = -‘fi2 2 + l 2 Q 2 .  2 (4.44) 

4.6.3 Fonction de partition. Fonctions de corrélation 
Fonction de partition. La fonction de partition peut s’écrire (section 4.1.2) : 

(4.45) 

Fonctions de corrélation. Comme la mesure est gaussienne, il suffit de 
calculer les fonctions à un et deux points, les autres s’obtenant par le théorème 
de Wick. 
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Le calcul explicite repose sur quelques identités simples. D'abord, utilisant 
les relations de commutation (4.38) et la cyclicité de la trace, on trouve 

t r  T"Am = tr  TnAtm = O pour m > O .  

Avec les mêmes ingrédients, on obtient 

t r  AA+T" = en* tr  A+A T". 

La relation de commutation (4.37) permet alors d'en déduire 

t r A i A T n  = - t r T n .  
e** -1 

Fonction à un point. La relation (4.36) entraîne que la fonction à un point 
est proportionnelle à 

tr  QTn  O( t r (A + At)Tn = O .  

C'est un résultat qui découle, en fait, directement de la symétrie [T](q, 4') = 

Fonction à deux points. La fonction à deux points est donnée par (équa- 

m - q ,  -4'). 

tion (4.15)) 
(qoq,?), = t r  TnpielQTielQ/ t r  T" . 

Utilisant l'équation (4.45), la relation (4.36) et les relations de conimuta- 
tion (4.38), on obtient le résultat explicite 

1 cosh((n/2 - l!l)6) 
2 sinh(n6/2) (Uod ,  = - (4.46) 

Lzmzte thermodynamzque. Dans la limite thermodynamique n + 03 (c f .  
section 4.3),  la fonction de partition (4.45) se comporte comme 

~ ( n ,  6) N eënQ/2 ,  

et donc la densité d'éner2ie libre (définie par l'équation (4.18)) W/n  a une 
limite finie : 

1 T O 
im -W E - l n 2  = -T - .  

"'03 n n 2 
Dans la limite de basse température T 4 O,  la relation (4.27) entraînent 
6 N w m  et donc 

T f l .  1 1 
lim -W N --w 

n+oo n 2 
De même, la fonction à deux points devient 

(4.47) 
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Comportement à grande distance. L’expression (4.47) montre que la fonc- 
tion à deux points décroît exponentiellement à grande distance. On caractérise 
cette décroissance par la longueur de corrélation (définie en (4.21)) 

1 - - 
1 - - e E =  1’ in1 - 

e-m In(l(q0qe)l) ln(70/.1) Q ’ 
en accord avec le résultat général (4.22) et le spectre (4.40). Pour T -+ O, 
c’est-à-dire à basse température, 

et donc la longueur de corrélation diverge. 
Par ailleurs, 

et donc la distribution I?,(&) de la variable moyenne Q = Ce qe/n tend vers 
la gaussienne (section 4.4.1) 

Iln(&) N J n  t a n h ( 8 / 2 ) / ~  e-n tanh(e/2)Q2 . 

4.7 Modèle gaussien : limite continue 
Puisque pour û --f 0 la longueur de corrélation diverge, nous introduisons 

la longueur macroscopique p = nQ et prenons la limite n + CO, Q -f O à nQ = 0 
fixé. Ceci correspond à fixes la longueur du système en unités de longueur de 
corrélation, en effet n. N PE. Cette limite est appelée limite continue, dans la 
mesure où pour les quantités définies à l’échelle de la longueur de corrélation, 
toute trace du réseau initial a disparu. 

En réalité, dans le modèle gaussien toutes les fonctions ont déjà sur le 
réseau leur fornie du continu. Ainsi, de l’équation (4.45) on déduit 

,-BI2 
t ; ’  

2(n ,8)  = 2(P) = ~ = iim 2(n,8) .  (4.48) 
1 - e-0 0 - 0 ,  ne=p fixé 

4.7.1 Limite continue et hamiltonien quantique 

La relation (4.43) entre l’opérateur hamiltonien de l’oscillateur harmonique 
quantique (4.44) et la matrice de transfert montre de même que 

Tn = e -  PH = lim T, 
0-0, nO=p fixé 

La fonction de partition dans la limite continue s’écrit alors 

2 ( p )  = trepOH . (4.49) 
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De façon assez remarquable, la fonction tre-BH, qui coïncide avec la limite 
continue de la fonction de partition classique, est aussi la fonction de par- 
tition quantique associée à l’opérateur hamiltonien H. Dans l’interprétation 
quantique, ,3 devient l’inverse de la température dans un système d’unités où 
la constante de Boltzmann k s  = 1 et la constante de Planck f i  est aussi égale 
à 1. 

Enfin, en terme de la variable de position macroscopique t = l e ,  l E Z, la 
fonction à deux points (4.46) s’écrit 

(4.50) 

Elle est donc égale à sa limite quand 6’ -7’ O, l + 00 avec t = e6’ fixé, une 
limite qui correspond de Iiouveau à fixer la distance entre les deux points en 
unités de longueur de corrélation : ! N t t .  

Ainsi, fonction de partition et fonctions de corrélation ont une limite dans 
laquelle toute trace du réseau initial a disparu, appelée donc limite continue. 
Une telle limite continue n’a pu être définie que parce qu’il existe une limite 
dans laquelle la longueur de corrélation tend vers l’infini. 

Enfin, dans la limite continue, la matrice de transfert, exprimée en ternie 
de l’hamiltonien quantique. T(P)  = eëBH, a une interprétation quantique : 
elle est la matrice densite à l’équilibre thermique à la température i /p qui 
sert à calculer les valeurs moyennes thermiques. L’équation 

écrite en termes de noyaJx dans la représentation où l’opérateur Q (l’opé- 
rateur position de la mécanique quantique) agit par niultiplication, prend la 
forme d’une équation aux dérivées partielles (et .  équation (4.44)) : 

avec la condition aux 1im:tes 

C’est une équation de Schrodinger en << temps >> imaginaire (en fait une équa- 
tion de type diffusion ou chaleur). 

Divergence de la longueur de corrélation e t  limite continue. Nous venons de 
mettre en évidence le premier exemple de limite continue associée à la diver- 
gence de la longueur de corrélation. L’existence d’une limite continue implique 
des propriétés d’universalité. Dans la limite O + O (ici basse température), 
les propriétés macroscopiques du modèle statistique sont indépendantes de la 
fornie détaillée de la matrice de transfert. Noiis aurions pu compliquer quelque 



4. Mécanique statistique classique : line dimension 111 

peu l’interaction de proches voisins et la distribution en chaque site et obtenir 
la même limite continue. Enfin, le résultat s’exprime en fonction de la solution 
d’une équation de diffusion dans l’espace continu dans laquelle toute trace du 
réseau initial a disparu. 

Limite thermodynamique. Dans la limite continue, la limite ,O + 03 cor- 
respond à la limite thermodynamique du modèle statistique classique et donc 

1 1 
lim - ln2(,8) = -- . 

P - f a  P 2 

C’est aussi la limite de température nulle du modèle quantique. Dans cette 
limite, la fonction de partition quantique est dominée par la valeur propre 
la plus petite, c’est-à-dire l’énergie de l’état fondamental de l’hamiltonien 
quantique. L’étude de la limite thermodynamique du système classique est 
donc reliée à l’étude du fondamental du système quantique. 

Dans cette limite, la fonction à deux points se réduit à 

( q ( t ) q ( û ) )  = e+ . (4.52) 

Mécaniques statistiques classique et quantique. Nous avons trouvé, dans 
la limite continue, une relation entre mécanique statistique quantique à zéro 
diniension (une seule particule) et mécanique statistique classique à une di- 
mension. En effet, dans la limite û 4 O,  nû = /3 fixé, la fonction de partition 
classique tend, à une normalisation triviale près, vers la fonction de partition 
d’une particule quantique. Ce type de relation n’est pas particulier à l’exemple 
gaussien, s’étend à certaines fonctions de corrélation et se généralise aux di- 
mensions supérieures : la mécanique statistique quantique à d - 1 dimensions 
d’espace a des liens, dans la limite de basse température, avec la mécanique 
statistique classique à d dimensions. Ainsi, dans cet ouvrage, nous nous inté- 
ressons surtout à la mécanique statistique classique, mais son étude dans la 
limite continue conduit à des résultats transposables à la théorie quantique. 

4.7.2 Décimation et limite continue 
Considérons de nouveau la matrice de transfert [T](q, q’) (équation (4.32)). 

De la représentation (4.43), on déduit 

T(û)T(O/) = T(Q + û’), 

où T(0) est l’opérateur de noyau [T](q, 4’) et paramètre 8, un résultat qu’on 
peut aussi vérifier directement par calcul explicite. 

Pour calculer la fonction de partition, on peut alors utiliser une méthode 
dite de décimation qui consiste à regrouper les sites du réseau deux par deux 
de façon itérative. C’est l’analogue, pour ce problème, des transformations 
discutées en section 3 . 2 .  Ceci induit sur toute matrice de transfert, la trans- 
format ion 

T H T2. 
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Dans le cas gaussien, puisque 

T 2 ( û )  = T(28), 

le paramètre 8 se transforme en 28 et l’itération de la transformation conduit 
donc à la suite Tm(B) = T(2mû) .  

Un point fixe doit satisfaire 

T(28) = T ( û ) ,  

ce qui n’a que la solution 8 = O et donc T = 1 (laissant de côté le point fixe de 
sites indépendants 6 = 00 avec longueur de corrélation nulle). C’est la situa- 
tion limite de température nulle où toutes les variables aléatoires sont égales et 
la longueur de corrélation infinie, que nous avons discutée dans l’exemple (iii) 
de la section 4.5. 

Notons maintenant que pour û > O la longueur de corrélation, qui est finie, 
est divisée par deux à chaque itération et tend donc vers zéro. Les itérations 
éloignent du point fixe qui correspond à une longueur de corrélation infinie et 
le paramètre B est donc associé à une direction d’instabilité, c’est-à-dire à une 
perturbation essentielle. 

Cependant, une universalité réduite au seul point 8 = O est d’un inté- 
rêt physique limité. Or nous avons montré qu’il existait une limite continue 
possédant des propriétés d’universalité. Montrons comment retroiiver, dans 
ce contexte, cette universalité asymptotique dans le voisinage d’un point fixe, 
ici pour O < 0 < 1, par une démarche qui va jouer un rôle important daris la 
suite de cet ouvrage. 

L’idée est d’itérer la transforniation ‘rn fois tel que 2” >> 1, mais Zm8 < 1, 
c’est-à-dire que la longueur de corrélation après m itérations soit encore grande 
par rapport à la maille du réseau. Une façon de réaliser cette situation est de 
diviser û par deux à chaque itération et donc de multiplier par deux la longueur 
de corrélation initiale. Ce13 correspond à la transformation combinée 

et donc T m ( û )  = T(û).  
Cette transformation est telle que la longueur de corrélation du système 

transformé reste constante, mais diverge dans l’échelle du réseau initial. 
Dans le modèle gaussien, la transformation (4.53) est une identité. Ceci 

reflète la propriété que meme sur le réseau, dans ce modèle, les perturbations 
inesseiitielles sont absentes. 

Cette façon d’ajuster l’amplitude initiale d’une perturbation essentielle de 
telle sorte que l’amplitude itérée reste finie, a un analogue en théorie statis- 
tique ou quantique des champs, où elle prend la fornie d’une renormalisation 
de masse. L’équivalent de l’universalité asymptotique que nous venons de dé- 
finir sera alors l‘universalité dans le domaine critique (cf. section 9.4.4). 
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4.8 Modèles plus généraux : limite continue 

Les résultats obtenus dans le cas gaussien se généralisent à la classe par- 
ticulière des fonctions (dans la représentation (4.4)) 

S(q’, 4 )  = ( 4  - y’)2/2& + $V(q) + +V(q’), (4.54) 

où V(q )  2 O est, par exemple, un polynôme et le paramètre E ,  qui joue le rôle 
de fi dans l’exemple gaussien, tend vers zéro. 

Nous définissons la matrice de transfert par 

(4.55) 

La fonction de partition (toujours avec conditions aux limites périodiques 
yo = qn) est donnée par 

Z”(E) = t r  T” . 

En utilisant, en particulier, l’identité (4.33), on peut montrer que l’opérateur 
T peut aussi s’exprimer en ternie des opérateurs (4.12, 4.34). On trouve 

T = ,-Ev($)/a ,ED2/2 e-EV($)/2 

où encore 
T = UUt, U = epEv(Q)/a 

ce qui montre aussi que l’opérateur T est positif. 

En effet. 
La trace de T est finie si V(q)  tend vers l’infini assez vite pour 141 + m. 

t r  T = 1 dq [T](q, y)  = dq . 

Donc la somme des valeurs propres r k  de T (qui sont positives) est bornée, 

ce qui entraîne que les valeurs propres s’accumulent à zéro. 

Limite continue E 4 O .  Puisque T est positif, on peut définir l’opéra- 
teur hermitien In T (il a les niêmes vecteurs propres que T et comme valeurs 
propres In Q ) .  

O. Pour obte- 
nir le comportement dominant de In T, il siiffit d’estimer T - 1. Développant 
le produit, 011 trouve 

Pour E + O, T tend vers l’opérateur identité, et donc In T 

T - l = - €  [ -- ; D 2  + V ( Q ) ]  + O(E2).  (4.56) 



114 Transitions de phase et  groupe de renormalisation 

On en déduit 

L’opérateur H est I’liamiltonien quantique d’une particule de masse unité, 
soumise au potentiel V(q) (dans un système d’unité où Fi = 1). Dans la liniite 
E --f O à nnE = ,LI fixé, on trouve donc 

Z ( P )  = trepBH . 

De nouveau, la fonction de partition classique, dans la limite continue, tend 
vers la fonction de partition quantique d’un système à une seule particule. 
Dans la limite thermodynamique, 

et donc la densité d’énergie libre classique est proportionnelle à l’énergie EO 
du fondamental quantique. 

Cette limite continue est associée à la divergence de la longueur de corré- 
lation 6. En effet 

oii EO < El sont les deux valeurs propres les plus petites de H. 
De nouveau, la limite continue peut être atteinte par une généralisation de 

la transformation (4.53) utilisée dans le cas gaussieri. Le choix naturel ici est 

<-’ = in(q,/Tl) - E ( E ~  - E O ) ,  

T m ( & )  H T m + i ( ~ )  = Tg(&/2) ,  TO(&) = T(&), 

qui, asymptotiquenient, correspond à une longueur de corrélation constante 
dans le modèle transform&. Techniquement, cette transformation correspond 
aussi à la formule de Trotter eA = limmioo(eA/m)m. L’itération de cette 
transformation supprime les corrections inessentielles puisque dans le déve- 
loppement de 1nT en puissances de E ,  les coefficients des termes de degré 
supérieur à un tendent tous vers zéro : 

lirn T,,(E) = epsH.  

Enfin, nous aurions pu construire une matrice de transfert sans corrections 
inessentielles, comme dans le cas gaiissien, en résolvant l’équation 

m-oo 

a 
-T(&) = -HT(&), a& 

qui en ternies de noyau s’exprime comme une équation aux dérivées partielles : 

Soulignons que puisqu’à chaque hamiltonien quantique est associée une limite 
continue, le point fixe T I= 1 a un nonibre infini de perturbations essentielles. 



4. Mécanique statistique classique : une dimension 115 

Exercices 
Exercice 4.1. Le segment. Nous considérons une fonction S(q - 4’) (équa- 
tion (4.4)) de la forme 

où q varie sur le segment [-1, 11 et T un paramètre positif qui, du point de 
vue physique, s’interprète comme la température. 

Les vecteurs propres $ ( q )  de la matrice de transfert correspondant à une 
valeur 7 satisfont alors 

S(q,q’) = 14 - q’l/T, 

(4.57) 

(i) Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice de trans- 
fert. On pourra penser à dériver l’équation. 
(ii) En déduire la longueur de corrélation. Que peux-t-on dire de la limite 
T i O ?  

Solution. Les vecteurs propres sont des fonctions paires ou impaires. 
Dérivant une première fois l’équation (4.57), on trouve 

où sgn(q) est la fonction signe de q : sgn(q > O)  = I ,  sgn(q < O)  = -1. 

trouve 
Pour q = *l, on peut relier les valeurs de la dérivée et de la fonction. On 

= 1 : $(1) = -T$’(l), = -1 : $(-1) = T$’(-1). (4.58) 

Dérivant à nouveau et utilisant l’équation (4.57), on obtient l’équation 
différentielle 

-2T$(q) + d 4 4 )  = .T2$”(d. 
11 est commode de poser 

Les solutions satisfaisant aux conditions aux limites (4.58) sont 

$+ ( q )  = cos k q  avec kT tan k = 1 , 
$-(q)  = sin kq avec tank = -kT .  

Combinant les deux équations, on trouve la condition spectrale 

2kT 
1 - k2T2 tan(2k) = - 



116 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

La situation intéressante est T 4 O où les corrélations sont les plus grandes. 
Alors (m entier positif), 

2T 
1 + T2m27r2/4 = Smn(1- T )  + O(T2:# ,  m > O ,  + Tm-l = + o(~4) .  

On en déduit la longueur cie corrélation 

La longueur de corrélation tend vers l’infini pour T + O. Le spectre complet 
de - 1nT dans cette limite prend la forme 

2 2 2  
- In( T ~ / ~ T )  N (m - 1) 7r T / 4 .  

La divergence de la longueur de corrélation permet de définir une limite conti- 
nue et une intégrale de chemin de type marche au hasard, mais avec des 
conditions de réflexion sur deux parois situées à q = il. 

Exercice 4.2. Le cercle. Nous considérons maintenant la situation où la va- 
riable aléatoire q appartient à un cercle de rayon l et la matrice de transfert 
est une fonction périodique définie par 

S(q ,  4’) = ~ cos(q - q’)/T. 

(i) Déterminer les vecteur: propres et valeurs propres de la matrice de trans- 
fert. 
(ii) En déduire la longueur de corrélation. Que peux-t-on dire de la limite 
T+O? 
(iii) Dans ce contexte, il n’est pas naturel de considérer les fonctions de corréla- 
tion de la variable q qui n’est définie que modulo 27r. On calculera donc les 
valeurs moyennes des produits de fonctions périodiques e*’qP pour un ou deux 
points, d’abord à taille finie, ensuite dans la limite thermodynamique. 

Solutzon. Les fonctions propres sont de la forme ezwq /& avec v entier. En 
effet, ces fonctions diagonalisent la matrice de transfert : 

et donc les valeurs propres sont 

La matrice de transfert peut alors s’écrire 
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Dans la limite T + O ,  les valeurs propres peuvent être calculées par la méthode 
du col. On trouve (cf. exercice 2.4) 

(ii) Dans la limite de basse température T + O, la longueur de corrélation 
(équation (4.22)), 

2 
N -  

1 

diverge. On peut alors définir une limite continue qui correspond aussi au 
mouvement brownien sur le cercle. 

Enfin, notons que le spectre asymptotique est le spectre exact d’une autre 
matrice de transfert sur le cercle qui peut s’écrire 

in(ro/r1) T 

Alors, 

J - C C  

(iii) L’invariance par translation implique d‘une part 

(e*zqp) = 0 

et d’autre part que la seule fonction à deux points non nulle est (e2@1 eëî.qpz). 
Utilisant l’expression (4.15)’ on trouve ( e  = ill - & I )  

Z ; Z ) < ~ >  = 2;ltrezQ T( e-zQ T”-( 

U 

Dans la limite thermodynamique, 

Exercice 4.3. Le modèle d’Ising : une dimension. Dans le cas du modèle 
d’king à une dimension avec interaction de proches voisins, et en présence 
d’un champ magnétique h, la fonction de partition s’écrit 
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avec l’énergie d’interaction 

e 
E(S) = - 1 JS,S,+1 - hS, ’ J > 0 .  (4.60) 

Résoudre ce modèle par la méthode de la matrice de transfert. Calculer l’éner- 
gie libre et la longueur de corrélation. 

a= 1 

Solution. La matrice de transfert est une matrice 2 x 2 qui peut être écrite 

(4.61) [T](S’, 5’:’ = exp [p(JSS’  + i h ( S  + S’))] ’ 
où les éléments de matrice correspondent aux valeurs fl de S et Sf. 

La limite thermodynamique correspond à faire tendre l vers l’infini. La 
fonction de partition est reliée à la plus grande valeur propre de la matrice de 
transfert. Les deux valeurs propres sont 

71 = eBJ [cosii(ph) & d-1 
La densité d’énergie libre mt donc 

w = P J  + in [cosh(pi>) + d-1. 
La longueur de corrélation est elle liée au rapport des deux valeurs propres 
(les plus grandes, mais il r ’ y  a que deux) 

La longueur de corrélation ne diverge qu’en champ nul, à température nulle : 
<(p, h = O) O: e4p5. 

Exercice 4.4. Le modèle O ( Y )  : une dimension. Dans le cas du modèle de 
spins avec symétrie O(u)  et interaction de proches voisins, la fonction de 
partition à une dimension peut s’écrire 

(4.63) 

(S appartient à la sphère Su- l )  avec une énergie d’interaction 

e 
E ( S )  = -J  s, ’ SZ+l , J > 0 .  (4.64) 

Trouver les deux valeurs propres dominantes de la matrice de transfert à basse 
température. 

a = l  
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Solution. La matrice de transfert correspond maintenant au noyau (posant 

[TI (S’, S) = eus”’, 
v = P J )  

avec comme niesure d’intégration la mesure uniforme sur la sphère S2 = 1. 
Pour toute matrice de transfert fonction uniquement du produit scalaire 

S . S’, les vecteurs propres se déduisent de considérations purement géomé- 
triques. Ils sont liés aux représentations irréductibles du groupe O ( v )  qui sont 
des tenseurs symétriques avec toutes les traces partielles nulles construits avec 
le vecteur S. Le vecteur propre correspondant à la valeur la plus grande est 
invariant par le groupe O ( v )  et est donc une constante. La valeur propre 
correspondante est 

où cos 0 = S . S’ et IV(.) est une fonction de Bessel modifiée (généralisée à v 
non entier). 

Pour u -j CO, cette intégrale s’évalue par la méthode du col légèrement 
adaptée (exercices 2.4, 2.8). On trouve 

La seconde valeur propre correspond à un vecteur propre proportionnel au 
vecteur S. On en déduit la valeur propre 

= 7 0  [1 - i ( v  - l ) / v  + O(1 /2 ) ]  . 

Cela permet d’obtenir le comportement de la longueur de corrélation : 

U 
r . -  

L o o  2(Y - 1) 

Exercice 4.5. Modèle gaussien. Dans le cas du modèle gaussien, la fonction 
de partition est donnée par une intégrale gaussienne qui peut donc être cal- 
culée directement. Pour ce calcul, il est suggéré de commencer par trouver les 
valeurs propres de la matrice associée à la forme quadratique (4.28). 

Solution. L’intégrale (4.31) est gaussienne. Appelant AZ3 la matrice telle que 
l’expression (4.28) s’écrive 

n 
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on trouve 
2 ( n ,  û) = (det A)-l12. 

On peut calculer le déterminant comme produit des valeurs propres X de la 
matrice A. L’équation aux valeurs propres s’écrit 

avec la condition qn = 90. À cause de la symétrie de translation sur le réseau 
avec conditions aux limites périodiques, les vecteurs propres sont de la forme 
4% = r’ où la constante r siitisfait rn = 1 et 

X = 2 cosh 0 - r - rpl  

Le paramètre r est une racine de l’unité, r = e22Te/n, et donc 

X = 2(coshO - c o s ( 2 ~ l / n ) ) ,  O 5 l < n 

On en déduit la fonction de partition 

2(coshû - COS(27r!/?2)) . (4.65) 1 
I1 est possible de calculer le produit explicitement. Utilisant la paramétrisa- 
tion (4.27), on trouve l’identité 

n- 1 n 2(coshû - c o s ( 2 ~ l / n ) )  = 2 (coshnû - 1) = 4sinh2(nû/2). 
e=o 

(On compare les racines el, la normalisation des deux polynômes dans la va- 
riable coshû.) On retrouve alors la forme explicite (4.45) de 2 ( n ,  e ) .  



Chapitre 5 

Limite continue et intégrale 
de chemin 

OUS AVONS ÉTUDIÉ AU CHAPITRE 4 des modèles sur réseau a une dimen- 
sion. Nous avons montré, en section 4.7, dans le cadre du modèle gaussien, 

que dans la limite où la longueur de corrélation diverge, il est possible de défi- 
nir line limite continue à condition de ne considérer que des quantités définies 
à une échelle de distance proportionnelle à la longueur de corrélation. Les 
quantités caractéristiques de la limite continue peuvent alors être calculées 
dans un formalisme de type mécanique quantique, dans lequel toute trace de 
la structure du réseau initial a disparu. 

Par exemple, la fonction de partition associée à la fonction (4.28) converge, 
dans la limite O + O, no = /3 fixé, vers une fonction de partition quantique. 

Enfin, nous avons montré que l’exemple gaussien peut être généralisé et 
que pour toute une classe de matrices de transfert une limite continue peut 
être définie. Cette limite continue a également iirie interprétation en terme de 
fonction de partition quantique. 

Nous montrons niaintenant que, comme dans le cas de la niarclie au ha- 
sard, on peut associer à la limite continue une intégrale de chemin qui gé- 
néralise l’intégrale de chemin (3.62) du niouvement brownien. Nous étudions 
d’abord l’exemple gaussien qui est plus simple, et ensuite le cas général. I1 
n’est cependant pas dans l’esprit de cet ouvrage de discuter de façon détaillée 
les intégrales de chemin, et le lecteur intéressé est renvoyé à la littérature 
spécialisée. 

5.1 Intégrale de chemin gaussienne 

La fonction de partition du modèle gaussien sur un réseau unidimen- 
sionnel de longueur n, avec condition aux limites périodiques, peut s’écrire 
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(équation (4.31)) 

(qn = uo) avec 

et (équation (4.29)) 

1 
S(4,4’) = [ ( q 2  + q12) cosh 8 ~ 244’1 . 

Dans la même limite O + O, S(n ,  O, q) se réduit à 

On associe alors aux positions k sur le réseau, les valeurs d’une coordonnée 
continue t avec 

t k  = ICO, t ,  = nO = p .  

Remarquons que si û + O à t = IC$ fixé, alors IC est proportionnel à = i/û, 
c’est-à-dire que les positions t k  sur le réseau sont proportionnelles à la longueur 
de corrélation. 

On introduit aussi la fonction 

qui interpole linéairement entre les points q k ,  comme dans l’exemple de la 
figure 3.1. 

Les deux identités suivantes : 

ainsi que, pour O + O, 

permettent de prendre la limite formelle du continu, 
trouve alors 

+ O, nO = p fixé. On 

lim S(n,O,q) = dt [Sq2(t) + $q2( t ) ]  . (5.3) 
= 8-10 ,  nû=O fixé 6” 
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La fonction de partition est alors donnée par l’intégrale de chemin gaussierine 

avec q(0 )  = q(P)  (conditions aux limites périodiques), où la notation J[dq(t)] 
signifie somme sur tous les cheniins. 

La quantité So(q) qui est proportionnelle à l’action classique d’un oscilla- 
teur harmonique en tenips imaginaire, est aussi appelée, dans le cadre de la 
physique quantique, action euclidienne. L’intégrale de chemin est aussi direc- 
tenient associée à l’haniiltonien quantique (4.44). 

Cette représentation par intégrale de chemin se généralise au noyau associé 
à l’opérateur statistique eëBH pour des hamiltoniens quantiques plus généraux 
du type considéré en section 4.8. 

Remarque. Ici, coninle dans l’exemple de l’intégrale de chemin (3.62)’ la 
notation q pourrait laisser supposer que les chemins contribuant à l’intégrale 
de chemin sont dérivables. Pour les mêmes raisons il n’en est rien. Pour 6’ + O, 
les clieniins typiques qui contribuent satisfont 

Mt + Q) - 
comme les chemins browniens. En particulier, [dq( t ) ]  ne représente pas une 
mesure sur les chemins. Le facteur exp[-i J q 2 ]  fait partie de la mesure et 
spécifie l’espace des chemins qui contribuent à l’intégrale. 

Néanmoins, la notation est utile car les chemins qui donnent les contribu- 
tions dominantes à l’intégrale de chemin sont dans un voisinage de chemins 
classiques qui eux sont dérivables. 

5.1.1 Fonctionnelle génératrice. Dérivée fonctionnelle 
Comme dans le cas des variables discrètes, pour discuter les propriétés algé- 

briques des fonctions de corrélation, il est utile d’introduire les concepts de 
fonctionnelle génératrice, généralisation de la fonction génératrice introduite 
en section 2.1, et de dérivée fonctionnelle. 

Fonctionnelle gén,érutrice. Nous introduisons d’abord la notion de fonc- 
tion génératrice (appelée aussi dans ce contexte fonctionnelle génératrice) des 
fonctions de corrélations. 

Soit { F ( ” ) ( t l , .  . . , t“)}, n = O ,  1,.  . ., une suite de fonctions symétriques de 
leurs arguments. Nous introduisons une nouvelle fonction d’une variable f ( t )  
et considérons la série formelle en f suivante : 

On appelle S ( f )  fonctionnelle génératrice de la suite des fonctions F(n) .  



124 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

En fait, nous admettrons pour les F(")  plus généralement aussi des distri- 
butions. Dans ce cas, la fonction f ( t )  doit appartenir à la classe des fonctions 
test correspondante, et donc être considérée implicitement comme continue 
ou même indéfiniment difkentiable. 

Par la suite, nous calculerons des fonctions de corrélation de la forme 

où y(t) est la valeur de la,  fonction aléatoire y au point t ,  et ( O )  veut dire 
valeur moyenne. Nous introduirons alors la fonction génératrice des fonctions 
de corrélation 

(5.6) 

Dérivée fonctionnelle. Pour calculer une fonction F(,) à partir de F ( f ) ,  
nous avons alors besoin de la notion de dérivée fonctionnelle, notée dans cet 
ouvrage 6 / 6 f ( t ) .  

La dérivée fonctionnelle est définie par les propriétés qu'elle satisfait aux 
règles algébriques habituelles de toute dérivation : 

et de plus, pour toute fonction G ( t ) ,  

la dérivée de F ( f ) ,  par exeniple, est 

En dérivant alors p fois et en prenant la limite f O, on trouve 
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Remarque. Ce formalisme s’étend aussi à la situation où les F(”) ne sont 
plus des fonctions niais généralement des distributions. Par exemple, 

= -6(t d - u ) .  
dt 

oil 6 ( t )  est la fonction (plus exactenient distribution) de Dirac. 
Ainsi, il est possible d’obtenir les équations du mouvement classique d’une 

théorie lagrangienne en annulant la dérivée fonctionnelle de l’action. C’est une 
manière de rendre algébrique le calcul des variations. 

ConsidGrons, par exemple. l’action, intégrale du lagrangien, 

S(q) = dt / 
Sa dérivée fonctionnelle est 

L’équation SS/Sq(7) = O est donc l’équation du mouvement classique. 

5.1.2 Fonctions de corrélations gaussiennes 
En section 5.1, nous avons introduit la notion fornielle d’intégrale de che- 

min. En section 2 . 2 ,  nous avons niontré que l’intégrale gaiissienne avec un 
terme linéaire était une fonction génératrice de valeurs moyennes de poly- 
nômes avec poids gaussien. Nous généralisons maintcnant cette niéthode à 
l’intégrale de chemin. 

I1 est commode de remplacer l’intervalle [O, p] par [-,!?/2, /?/LI, ce qui cor- 
respond à une simple translation sur le temps, t H t - p/2,  niais ce qui rend 
la limite thermodynamique plus transparente. 

Nous considérons donc l’intégrale de chemin 

[dq(t)l exp[-SG(q, b ) ]  (5.10) 

La fonction 2 ~ ( b ,  p) est une fonctionnelle de b ( t ) ,  fonction génératrice des 
fonctions de corrélation (généralisant la fonction génératrice (2.1)). En effet, 
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si l’on applique l’identité (la définition de la dérivée fonctionnelle a été donnée 
en section 5.1.1) 

à l’intégrale de chemin (5 .10) ,  on obtient 

et, plus généralement, par dérivations successives, 

La limite b O est donc proportionnelle à la fonction à p points. 

5.1.3 Calcul de l’intégrale gaussienne 
Généralisant le calcul du mouvement brownien, nous montrons mainte- 

nant que l’intégrale de chemin gaussienne (5 .10)  peut être calculée sans faire 
référence à la limite d’un processus discret, à une normalisation près. 

Pour éliminer le terme linéaire en q dans SG(Q, b ) ,  nous faisons le change- 
ment de variables (translation pour tout temps t )  : 

où la fonction q c ( t )  satisfait aux conditions aux limites 

(5 .12)  

et va être déterminée ci-dessous. Alors, 

P l 2  

dt [ f ( t ) Q c ( t )  + r(t)qc(t)  - b(t)r(t)l ’ s,, S G ( q ,  b )  = SO(.) f SG(( !c ,  b )  + 

Nous intégrons par partie:. le terme linéaire en i- : 

Tenant compte des conditions (5.12)’ nous notons que le terme linéaire en T 

s’annule si la fonction qc( t )  est la solution de l’équation différentielle 

- i i c ( t )  + 4 c ( t )  = b ( t ) ,  

avec les conditions aux liniites (5 .12)  et q c ( p / 2 )  = QC(-P/2) .  
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La solution peut s’écrire 

P l 2  

q c ( t )  = A(t - u)b(u)du ’ 

où la fonction A(t)  est aussi solution de l’équation 

(5.13) 

-A(t)  + A(t)  = 6 ( t )  

(6 est la fonction de Dirac) avec les conditions aux limites périodiques 

A (BPI  = A ( - P P I  ’ A (PPI = A (-PPI ‘ 

L’équation (5.13) est l’analogue continu de l’équation (2.9) et le noyau A(t-u) 
est l’inverse de l’opérateur différentiel -dt + 1 avec conditions aux limites 
périodiques. 

La solution de l’équation différentielle est 

(5.14) 

oil l’on reconnaît la fonction à deux points (4.50) 
On en déduit alors 

L’intégrale résiduelle 

N - J ’  [dr(t)l exp[-So(r)l, 
7- (P/2)=7- ( - /3 /2 )  

où So est la fonction (5 .3)’  ne peut pas être évaluée complètement dans le 
continu (cf. aussi la discussion de la section 3 . 5 ) .  Cependant, nous savons 
qu’elle ne dépend que de p et est égale à la fonction de partition 2 o ( B )  de 
l’oscillateur harmonique (équations (4.48) et (4.49)). Donc, 

SG ( b ,  P )  : 2, (p )  eësG(q, JJ) 

Limite thermodynamique. La fonction A(t) se simplifie dans la limite ther- 
modynamique, c’est-à-dire quand /3 + m. On trouve alors 

(5.16) 
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5.2 Corrélations gaussiennes. Théorème 
de Wick 

Dérivant deux fois l’expression (5.15)’ on trouve la fonction de corrélation 
à deux points 

(5.17) 

En général, 

Remplaçant dans le memhre de gauche de l’équation (5.18b) & ( b ,  p)  par le 
résultat explicite (5.15)’ OJ obtient 

Chaque dérivée fonctionnelle, quand elle agit sur l’exponentielle de la forme 
quadratique, fait apparaît re un nouveau facteur b : 

exp [ 1 du du A ( u  ~ u)b (u )b (u )  = du1 A(t1 - ul)b(ul)  I S  6 
6b(ti) 

Théorème de Wick. Les arguments de la section 2.2 s’appliquent alors de 
nouveau. Les seuls terme: qui survivent dans la limite b O correspondent 
à des appariements de toutes les dérivées fonctionnelles. On retrouve la pro- 
priété générale de la mesure gaussienne : toutes les fonctions de corrélation 
s’expriment en termes de la fonction à deux points d’une manière spécifiée 
par le théorème de Wick : 

c 
tous les appariements 

possibles P de {1,2, ... e }  
(5.19) 
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5.3 Mesure gaussienne perturbée 

Dans différentes situations, nous serons amenés à étudier l’effet d’une 
perturbation sur une mesure gaussienne. Par ailleurs, nous avons indiqué 
en section 4.8 comment des limites continues plus générales pouvaient être 
engendrées. 

Ainsi, la fonction de partition avec conditions aux limites périodiques, 
correspondant dans la limite continue à l’hamiltonien quantique 

H = ‘P2 2 + iQz + V,(Q), (5.20) 

est donnée par l’intégrale de chemin 

avec 4( -P /2 )  = 4(P /2 ) .  
Daris ce qui suit, nous supposons que la perturbation 

n= 1 

est un polynôme de la variable q,  même si certains résultats se généralisent 
au cas de toute fonction développable en puissances de q. 

L’intégrant (5.21) peut être développé en puissances de K ( q ) ,  ce qui 
conduit à 

où signifie moyenne par rapport à la mesure gaussienne eëS0 / z O  (équa- 
tion (5.3)) avec condition aux limites périodiques. Les arguments donnés en 
section 2.2 s’appliquent immédiatement ici aussi. Si V , ( q )  est un polynôme, les 
termes successifs du développement peuvent être calculés systématiquement 
en utilisant le théorème de Wick (2.18) sous la forme (5.19). Ceci fournit la 
base de la théorie des perturbations. 

Remarque. I1 est possible de donner une justification perturbative de l’inté- 
grale de chemin (5.21) en prenant la limite continue, ordre par ordre, dans 
le développement perturbatif discret. La fonction à deux points gaussienne 
et le théorème de Wick étant identiques, il suffit de montrer que les sommes 
convergent vers des intégrales. 
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Développement perturbatif et minimum du potentiel. L’intégrale de cheniin 
ne dépend en réalité que cie la somme 

appelée potentiel dans le contexte quantique. À toute décomposition d’une 
fonction V(q)  en une somme d’un terme quadratique et d’un reste & ( q )  est as- 
socié un développement perturbatif. Toutefois, l’intégrant est maximum dans 
le voisinage des chemins qui minimisent l’action. Clairement, les fonctions pé- 
riodiques qui minimisent l’action sont les fonctions constantes q ( t )  = qo, pour 
minimiser le terme ,[ q 2 ,  dont la valeur qo minimise le potentiel V ( q )  et donc 

V ’ ( q 0 )  = O ,  V”(q0) > o .  

La décomposition optimale consiste alors à poser 

Des problèmes particuliers sont associés à la dégénérescence du minimum du 
potentiel V(q) .  

Fonctions de corrélation. 
Les fonctions de corrélation ont un développement perturbatif analogue à 

la fonction de partition. Par exemple, le développement de la fonction à deux 
points peut s’écrire 

Le développement des fonctions de corrélation peut aussi se déduire du déve- 
loppement de la fonction génératrice correspondant à la mesure gaussienne 
perturbée. Cela conduit à développer directement l’intégrale de chemin 

avec 

(5.24) 

De nouveau, la fonction 

W b ,  P )  = ln Z(b, P )  

engendre les fonctions de corrélation connexes qui ont des propriétés d’amas 
(section 4.4) dans la limite thermodynamique ,û + CO. 
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5.4 Calculs perturbatifs : exemples 
Nous considérons la distribution eëS(q) /2, où 

(5.25) 

et 2 est la fonction de partition : 

Nous choisissons de nouveau des conditions aux limites périodiques. 
Comme application du théorème de Wick, nous calculons les premiers 

termes du développement en puissances du paramètre A de la fonction de 
partition et des fonctions à deux et quatre points. 

5.4.1 Fonction de partition 

à l’ordre A, on trouve (cf. expression (2.23) et figure 2.2) 
L‘algèbre est la même qu’en section 2.3. Appliquant le théorème de Wick 

Z(P, A) = Zo(P)  [1 - (A/24) x 3 x PA2(o)] + O(A2) 
1 

2 sinh(fl/2) 
- - [l - 13(A/32) (cotanh2(P/2))] + O  (A’) . 

où nous avons utilisé l’expression (5.14) de la fonction à deux points 
gaussienne. 

Dans la limite thermodynamique, on peut négliger les termes qui dé- 
croissent exponentiellenient pour @ + 30 et l’expression se siniplifie 
beaucoup : 

z(/Û, A) = eëB/’ (i - &PA) + o(A’). 

En particuliri , 

À l’ordre suivant, on trouve (e t .  expression (2.24)) : 

B/’ 

-O/’ 
+ &A2p 1 dt A4((t) + O (A3) , (5.26) 

où la périodicité de A(t)  a été utilisée. 
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Dans le logarithme, les termes non connexes, qui se comportent comme p2 
pour p --j 00. se compensent. On trouve (cf. expression ( 2 . 2 5 )  et figure 2.3) 

W(P, = ln 2 (P ,  A) 

où W O ( / ~ )  = ln20(P) .  
Pour p 4 CO, on peut remplacer la fonction A par sa forme asympto- 

tique (5.16) car les corrections sont exponentiellement petites. De plus, on 
peut intégrer sur t E (-CO. +m) avec, à nouveau, des erreurs exponentielles 
car A(t)  décroît exponentiellement pour t + CO. On trouve 

5.4.2 Fonctions de corrélation 
Fonctzon ù deux pomts .  Nous calculons maintenant la fonction à deux 

points ( q ( t ) q ( ~ ) ) ~  correspondant à la mesure spécifiée par la fonction (5.25)’ 
à l’ordre X2, et dans la liniite /3 + CO. Nous faisons le calciil avec les niênies 
conditions aux limites périodiques. 

L‘algèbre est la même qu’en section 2.5.1. 

Ordre A. Le développement à l’ordre X peut s’écrire 

. m t ’  u) = (q ( t )q (u ) )x  

où la fonction de partition 2(p ,  A) a été calculée à cet ordre plus haut et A(t)  
est donnée en (5.14). 

L’application du théorème de Wick et la compensation des termes non 
connexes dans le rapport conduit au développement à l’ordre X de l’expres- 
sion (2.28), la matrice A citant remplacée par la fonction A(t)  et les sommes 
étant remplacées par des intégrales : 

On en déduit (cf. aussi figure 2.3) 

Z(2)( t ,  u )  = A(t - u) - SAA(0) d.r A(t - T)A(T - u) + O(X2). 
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Dans la liniite /3 + CO, utilisant la forme (5.16) de A, on trouve 

d 2 ) ( t , u )  = + e-lt-UI [i - i~(i + It - .I>] + û(x2). (5.27) 

On a montré de façon générale en section 4.3.3, qu'à grande distance 

Z ( 2 ) ( t ,  7 ~ )  - Ae-lt-UI/c. 
(t-ul--oo 

On en déduit la variation de la longueur de corrélation : 

1 E- = 1 + gx + op2). 

2 ( 2 ) ( t , U )  = i(1 - ;X)e-lt-".1/< +O(X2). 

On conclut que la fonction à deux points peut, à cet ordre, s'écrire 

Représentation de Fourier. À cet ordre, la fonction à deux points a une 
transformée de Fourier simple, semblable à la fonction gaussienne : 

+ O(X2). (5.28) 
1 

Z ( 2 ) ( ~ )  = 1 dt e-"' Z ( 2 ) ( t ,  O)  = 
12.2 + 1 / 5 2  

Ordre X2. L'ordre X2 peut aussi se déduire directement, de l'expres- 
sion (2.28). On trouve (cf. figure 2 . 5 )  

x A ( u  - -ri) + +A(t  - -r1)A3('T2 - q)A(-r, - u)] 

Dans la limite p -i 00, il est commode de passer directement à la reprbserita- 
tioii de Fourier : 

J 

1 16 (12.2 + q-3 + $ (2 + 1)-2 

Le développement prend alors la forme 

t + (2 + 1)-2 (2 + 9)-l 

-) K 2  + 1 +O(X". 
(I + ;(K2 + 1) + 2 

6 2  + 9 

On démontre, de façon générale, que la fonction à deux points peut s'écrire 
comnie une somnie de pôles simples en K' avec résidus positifs et que la somnie 
des résidus est égale à 1. Ici, on vérifie 
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Fonction à quatre points connexe. La forme de la fonction à quatre points 
connexe se déduit en part.iculier de l’expression ( 2 . 3 3 ) .  On trouve ( c f .  aussi 
figure 2.6) 

+ S A 2  J’drl  dr2 {A2(71 - 7 2 )  [A(t1 - q)A( ta  - Tl)A(t3 - 72)A(t4 - 7 2 )  

+ A(t1 - Tl)A(t3 - 71:lA(t2 - ~ 2 ) A ( t 4  - 7 2 )  

+A(t1 - Tl)A(t4 - T I ) A ( ~ z  - .2)A(t3 - 7.211 

+A(O)A(ri - 7 2 )  [A@, - rl)A(t, - ~ ) A ( t 3  - 72)A(t4 - ~ 2 )  + 3 termes]} 

+ o(x3). (5.29) 

Les intégrales peuvent se calculer explicitement, mais une expression plus 
intéressante est obtenue en passant en représentation de Fourier. Conime la 
fonction W(4)( t l ,  ta, t 3 ,  t 4 )  est invariante par translation, elle est déterminée 
par sa valeur à t 4  = O. On pose alors 

W ( 4 ) ( ~ 1 .  ~ 2 , ~ 3 ,  6 4 )  = dt1 dta dtg e2(Kiti+n2tatn3tJj W ’ ( 4 ) ( t 1 , t 2 , t 3 ,  O ) ,  

(5.30) 
où la variable ~4 = - K I  - ~2 - yi3 a été introduite de façon à restaurer la 
symétrie entre les quatre ooints (cf. section 6.2.2). On trouve alors 

s - 

+ O(X3). 
1 1 1 1 

+! 2 (- K S + l  + -- n ; + 1  +- 6:+1+m)1} (5.31) 

Les quatre derniers ternies combinés avec le terme d’ordre X ont comme effet 
de remplacer + 1 par + 1/t2 dans les dénominateurs. 

Exercices 
Exercice 5.1. On considère la mesure associée à la fonction 

PI312 
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où y est une constante arbitraire. Déterminer l’énergie libre, par unité de 
longueur, dans la limite therniodynamique (qui est l’opposée de l’énergie du 
fondamental de l’hamiltonien quantique correspondant) à l’ordre A’. 

Exercice 5.2. Déterminer l’énergie libre, par unité de longueur, dans la li- 
mite thermodynamique à l’ordre X pour 

dt [$j2(t) + $ q 2 ( t )  + X q 6 ( t ) ]  

Solution. 

Exercice 5.3. Mêrrie question avec 

r B / 2  

où q dénote le vecteur à deux coniposantes 41, q2  et q2 son carré scalaire. 

Solution. 





Chapitre 6 

Systèmes ferromagnétiques. 
Corrélat ions 

OUÇ GÉNÉRALISONS MAINTENANT un certain riombre de concepts et d’ou- 
tils que nous avons développés dans les chapitres précédents à des modèles 

de physique statistique classique (c’est-à-dire non quantique) plus généraux. 
en particulier, en diniension d’espace arbitraire. 

Le concept de fonctions (ou fonctionnelles) génératrices de fonctions de 
corrélation sera de nouveau très utile. Ce chapitre contient donc quelques 
rappels techniques sur différents types de fonctions de corrélation et les fonc- 
tions génératrices correspondantes. 

En section 4.4, nous avons déjà inentionni. que les fonctions de corrélation 
connexes, en une dimension d‘espace pour des systèmes avec interactions de 
portée finie, ont une propriété d’amas. Cette propriété se généralise, en di- 
mension arbitraire, pour des systèmes avec interactions de courte portée (une 
notion que nous expliciterons plus loin). 

Pour étudier les transitions de phase, il est particulièrement utile d’in- 
troduire le potentiel t herniodynaniique, transformé de Legendre de l’énergie 
libre. Rappelons que la relation entre lagrangien et haniiltonien en mécanique 
classique a aussi la forme d’une transformation de Legendre. La relation par 
transformation de Legendre entre énergie libre et potentiel thermodynamique 
se généralise dans une relation entre fonction génératrice des fonctions de 
corrélation connexes et fonction génératrice des fonctions de vertex. Les fonc- 
tions de vertex qui, di1 point de vue des diagrammes de Feynnian sont une 
ligne irréductible, sont aussi appelées en théorie quantique des champs foric- 
tions 1PI (pour une particule irréductible). Les transformées de Fourier de 
ces fonctions ont de meilleures propriétés de régularité que les fonctions de 
corrélations connexes dont elles se déduisent, ce qui en fait des objets d’étude 
privilégiés. 
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Enfin, nous examinons les relations entre transformée de Legendre et mé- 
thode du col. Nous calculons les premiers termes du développement des fonc- 
tions de vertex à deux et quatre points dans un exemple simple. 

À partir de ce chapitre, nous adoptons, par commodité, un langage ferro- 
magnétique, même si de nombreux systèmes physiques auxquels ces considé- 
rations s’appliquent aussi. n’ont rien de magnétique. 

6.1 Systèmes ferromagnétiques : définition 
Nous considérons des modèles statistiques définis sur réseau, nous limitant 

au réseau Zd des points de coordonnées entières (la généralisation des réseaux 
carré et cubique) de l’espace à d dimensions. Ce réseau peut physiquement 
représenter un cristal, mais il peut être aussi un outil technique dans des 
situations où il est utile d’approximer l’espace continu par un réseau. 

À chaque sommet (ou site) du réseau sont associées une ou plusieurs va- 
riables aléatoires réelles, appelées maintenant spins (mais non quantiques) et 
notées S, où l’indice i caractérise un site du réseau et est une écriture symbo- 
lique pour les d coordonnées entières : 

i :: (721,122,. . . , n d ) ,  np t 72. 

Nous notons & ( S )  l’énergie d’interaction des spins en champ nul, f i  l’inverse 
de la température et p(S)  la distribution de spin (normalisée) qui pondère les 
configurations de spin en chaque site. 

L’énergie d’interaction contient des termes qui corrèlent les spins des dif- 
férents sites. Nous supposons que les interactions sont à courte portée ou 
locales, une notion que nous préciserons plus tard, mais dont les interactions 
de proches voisins fournissent l’exeinple le plus simple. Par ailleurs, nous sup- 
posons l’énergie d’interacion invariante par translation sur le réseau. 

Nous coniniençons par définir des systèmes sur le sous-ensemble fini C du 
réseau Ed (que nous appelons cube dans ce qui suit indépendamment de la 
dimension d d’espace) des points de coordonnées entières 

O < n p < L ,  f o r l < p < d d ,  L E Z .  

Le nombre de points de C #:le volume) est donc R = Ld .  De plus, sauf indication 
explicite contraire, nous supposons des conditions aux limites périodiques dans 
toutes les directions de sorte que l’invariance par translation est préservée pour 
L fini. 

Dans ce qui suit, toutes les expressions sont écrites pour une variable par 
site du réseau mais la généralisation à plusieurs variables est simple. 

La fonction de partition, dans un champ magnétique uniforme H I P  et 
pour un cube C de R sites, s’écrit alors 
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Nous supposons que le poids statistique est tel que la fonction de partition 
existe, pour un volume 52 fini, pour toute valeur de H .  Alors, la fonction de 
partition 2 n ( H )  est une fonction entière de H .  

Les valeurs moyennes des fonctions de spin sont données par 

où valeur moyenne 
Remarque. On peut se deniander pourquoi attacher une importance par- 

ticulière à la fonction de partition qui n'est qu'une normalisation du poids 
statistique? En réalité, si 2n n'a pas de signification statistique, ses dérivées 
logarithmiques par rapport à tous les paramètres dont elle dépend sont des 
valeurs moyennes, comme la section suivante va l'illustrer. 

signifie valeur moyenne dans un volume R. 

6.1.1 Distribution de spin moyen et énergie libre 

Sur un réseau fini à 52 sites, les moments de la distribution du spin moyen 
sur le réseau 

correspondant à la fonction de partition (6.1), sont donnés par 

La valeur moyenne est l'aimantation. 
Nous avons supposé l'invariance par translation sur le réseau infini. De 

plus, dans le cas d'un cube C avec conditions aux limites périodiques, l'in- 
variance par translation est préservée sur le réseau fini, et donc la valeur 
moyenne (Si) est indépendante du site i. On en déduit 

L'énergie libre par unité de volume W n ( H )  correspondante (notre définition de 
l'énergie libre diffère des définitions usuelles, ici et plus tard, par un facteur de 
température en général sans iniportance pour les questions que nous étudions) 
est définie par 

1 
o 

À cause de la positivité de la fonction de partition, la fonction Wn(H) est aussi 
indéfiniment différentiable sur un réseau fini. Elle est une fonction génératrice 
des cumulants ( ( o " ) ~ ) ~ ~ ~ ~ .  de la distribution du spin nioyen. On vérifie 

Wn(H) = - l n2n(H) .  (6.3) 
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En particulier, 

Transitions de phase et groupe de  renormalisation 

Positiwité. Comme nous l’avons déjà montré, la dérivée seconde 
d 2 W n / ( d H ) 2 ,  proportionnelle au second cumulant de la distribution de spin 
moyen, est strictement positive. En effet, la dérivée seconde peut être écrite 

La dérivée seconde ne s’annule que pour une valeur de cr certaine, situation 
triviale que nous excluons. 

6.1.2 Transformation de Legendre 

Comme nous le montrons dans l’étude des transitions de phase, au cha- 
pitre 7, il est plus commode de travailler à aimantation fixée qu’à champ 
magnétique fixé. Cela correspond à passer de l’énergie libre au potentiel ther- 
modynamique Ç ( M ) .  Les deux fonctions W(H) et Ç(M) sont reliées par une 
transformation de Legendre, une transformation qui sera discutée de façon 
plus générale en section 6.3. 

Le concept de transfcrmée de Legendre apparaît aussi dans d’autres do- 
maines de la mécanique statistique, ou plus généralement de la physique, 
comme en mécanique analytique où elle relie hamiltonien et lagrangien. Les 
variables conjuguées sont alors le vecteur vitesse 4( t )  et le vecteur moment 
conjuguée p ( t )  (l’impulsion dans les cas les plus simples) : 

Transformation de Lf:gendre : définition globale. Soit W ( H )  une fonction 
de H ,  partout définie et admettant une dérivée seconde continue et strictement 
positive. On appelle transformée de Legendre de W ( H ) ,  la fonction Ç(M), 
définie de la manière suivante 

W ( H )  + Ç ( M )  = H M ,  (6.6a) 

Avec les hypothèses sur la dérivée seconde 

(6.6b) 
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existe. La transformation est alors involutive. En effet, la première relation 
entraîne 

L’équation (6.6b) entraîne alors que le deuxième terme s’annule. Ainsi, 

Par ailleurs, dérivant l’équation (6.6b) par rapport à hi1 et utilisant l’équa- 
tion (6.7), on trouve 

d2W a2ç 
( a H ) 2  (anq2 
--=I. (6.8) 

La dérivée seconde de Ç ( M )  est donc aussi continue positive. 
Dans son domaine de définition, la transformation de Legendre est bi,jective 

puisque la fonction W’(H) est croissante et continue. Notons, cependant, qu’à 
la différence de W(H), la fonction Ç ( M )  n’est pas nécessairement définie pour 
toute valeur de M mais comme W ’ ( H )  est continue, le domaine de définition 
est connexe. 

Stationnarité. Une propriété algébrique importante de la transformation 
de Legendre est la suivante : supposons que W(H) dépende de façon dérivable 
d’un paramètre E .  Alors. 

d ç ( M )  - a [ p b f  - W(H)] 
de  de  

et donc à cause de (6.6b) 

En particulier, supposons que W ( H )  soit développable à E = O : 

W ( H )  = WO(H) + E W l ( H )  + O(E2). 

Ç(M) = Ç o ( M )  - E W l ( H ( 0 ) ( M ) ) .  

Soient ÇO(M) la transformée de Legendre de W o ( H )  et H(’) (M)  sa dérivée. 
Alors, 

AppLication. Dans le problème qui nous intéresse, la variable A4 est la 
valeur moyenne du spin, ou aimantation : 

M = (c). 
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La fonction Ç ( M )  est la densité de potentiel thermodynamique. À volume fini, 
l'énergie libre W ( N )  est une fonction régulière et l'équation (6.5) implique 
que sa dérivée seconde est positive. La transformation de Legendre est définie 
globalement et inversible. 

Lzmzte therrnodynarnoÿue. Dans le cas d'interactions locales, dans la limite 
du volume R infini (ou limite thermodynamique) : C + Z d ,  la densité d'énergie 
libre W ( H )  a une limite finie, une propriété qui généralise le résultat obtenu 
à une dimension. De la rc.lation (6.4) entre cumulants et dérivées de W ( H ) ,  
on conclut, en particulier, que le spin moyen tend vers une valeur certaine 
( a ( H ) ) .  De plus, pour les distributions et valeurs de H pour lesquelles la 
dérivée seconde de W(H) est finie, les cumulants de la distribution de a ont 
le comportement prédit par le théorème centrale, même si les spins ne sont 
pas des variables indépendantes. 

NOLIS avons vu (section 4.4.1) que pour n = 2 cette condition est satisfaite 
si la longueur de corrélation est finie et nous verrons que cette propriété se 
généralise. 

Cette question a un rapport direct avec l'inversibilité de la transformation 
de Legendre et est intimement liée au problèmes de transitions de phase. Si 
en effet la dérivée seconde de W ( H )  diverge pour certaines valeurs de H (ce 
qui implique, en particuller, que la longueur de corrélation diverge), Ç"(ll.1) 
s'annule et la relation (6.7) 

n'a plus nécessairement une solution unique en M .  
Une autre situation peut être réalisée où la dérivée de W(H)  a des dis- 

continuités, et le domaine de définition de Ç ( M )  n'est pas connexe. Alors la 
transformation de Legendre n'est plus bijective : c'est la situation réalisée 
dans les systèmes ayant une transition de phase, dans la région à plusieurs 
phases. 

6.1.3 Distribution du spin moyen et potentiel 
thermodynamique 

La distribution &(O) du spin moyen (6.2) est la transformée de Fourier 
de la valeur moyenne de rxp[-ik E, S,] (cf. section 3.1) : 

Cette valeur moyenne est obtenue directement à partir de W n ( H )  par prolon- 
genient analytique : 
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Donc, 

s &(a)  = -2G1(H) s1 dk en[iC‘kfWIl(H-zk)]. 
271 

Dans la limite thermodynamique R --$ 00, W n ( H )  tend vers une limite finie 
W ( H )  qui reste analytique, au moins si la longueur de corrélation reste finie. 
L’intégrale peut donc se calculer par la méthode du col (section 2.6). Le col 
est donné par l’équation 

a = W ’ ( H  ~ i k ) .  

L’équation a une solution au moins pour a et H suffisamment petits. À l’ordre 
dominant, la distribution &(a)  peut alors s’écrire 

Comparant ces expressions avec les équations (7.3, 7.13, 7.14)’ on en déduit 

Rn ( CT) N 26’ ( H )  d w  en[Hg-ç(“)], (6.10) 
n-00 

une relation asyniptotique entre potentiel thermodynamique et distribution 
de spin moyen. Notons, cependant, que cette relation n’est valable que dans 
le domaine de définition de Ç ( a ) ,  une subtilité importante dans le cas de 
transitions de phase. 

Dans la limite thermodynamique, la valeur de a tend vers une valeur 
certaine qui est l’aimantation M ,  minimum absolu de Ha - G(a) et donc 
solution de 

H = G ’ ( M ) .  

Si la dérivée seconde Ç”(M),  qui est toujours non négative, ne s’annule pas, 
la distribution peut être approximée par la distribution gaussienne 

(6.11) 

et a se comporte comme line moyenne de variables aléatoires indépendantes. 
Nous verrons que cette condition est réalisée si la longueur de corrélat,ion est 
finie. Les exceptions à ce comportement, longueur de corrélation infinie, cols 
multiples, sont toutes liées à l’existence d’une transition de phase. 

6.2 Fonctions de corrélation. Représentation 
de Fourier 

Nous considérons à nouveau la fonction de partition 2(H) d’un système 
ferromagnétique classique du type défini en section 6.1 (équation (6.1)), mais 
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en champ magnétique variable, c’est-à-dire, dont l’amplitude varie de site en 
site : 

Nous supposons que le poids statistique est tel que la fonction de partitlion 
existe pour toute valeur de H. 

La fonction de partition 2(H) est une fonction génératrice des fonctions 
de corrélation de spins en champ variable. En effet, 

Dans ce qui suit, nous ne considérons que des fonctions de corrélation en 
champ uniforme, qui correspondent à la limite Hi = H et,  en particulier, en 
champ nul, Hi = O. 

6.2.1 Fonctions connexes et propriété d’amas 

L’énergie libre associke W(H) (nous rappelons que notre définition de 
l’énergie libre diffère par lin facteur de température des définitions usuelles) : 

W(H) = l n Z ( H )  

est alors la fonction génératrice des fonctions de corrélation connexes (cf .  
section 4.4) 

En champ constant, la fonction W(H) diffère de la fonction W ( H )  définie en 
section 6.1 par un facteur de volume. 

Propriété d’amas. NOUS considérons maintenant la fonction à n points 
connexe W:zi,,,i72, n > 1 dans la limite therniodynamique, c’est-à-dire de 
volume infini : C + Zd. .Yous séparons les points i l ,  i2,. . . , i n  en deux sous- 
ensembles disjoints non vides E ,  E’. Nous définissons la distance D entre ces 
sous-ensembles par 

D = min Ii - i ’ l ,  
% € E ,  .L‘CE’ 

où nous avons noté Ii - i’ la distance entre les points i et i ’ .  Alors, la fonction 
de corrélation tend vers zéro quand la séparation D tend vers l’infini : 
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En l’absence de transition de phase, ou bien dans la phase de haute tempé- 
rature au-dessus de la transition de phase, la décroissance est exponentielle 
quand la séparation tend vers l’infini : on appelle longueur de corrélation l’in- 
verse E du plus petit taux de décroissance. En ternie de la fonction à deux 
points connexe, 

ln I (stmCon”. I = max lim - 
1 
- 

E ( Z - j ( i C c  / a  - j;l 
(6.13) 

Dans un système statistique avec transition de phase, à la température de 
transition et  dans la région à plusieiirs phases, la décroissance peut n’être 
qu’algébrique. 

Quand la longueur de corrélation [ est finie, il découle de la définition (6.2), 
de l’équation (6.5) et de l’invariance par translation sur le réseau. que 

Quand la longueur de corrélation est finie, la diirivée seconde W”(H) est donc 
finie. 

La propriété de décroissance exponentielle se généralise à toutes les fonc- 
tions de corrélation connexes. Dans le cas d’interaction de portée finie, pour 
lesquelles une matrice de transfert peut être définie, la représentation (4.16) 
se généralise et  forme de nouveau une base pour une démonstration. 

6.2.2 Invariance par translation et représentation 
de Fourier 

Dans ce qui suit, noils supposons que la limite therniodynaniiqiie a été 
prise. Par ailleurs, nous notons maintenant par ~ 1 ~ x 2 ,  . . . E zd les points 
sur le réseau d-dimcnsionnel. Nous utilisons explicitement l’invariance par 
translation du modèle statistique, ce qui implique que pour tout a E Zd, la 
fonction de corrélation connexe à n points satisfait 

Nous introduisons sa transforniée de Fourier 

où la fonction F(,) est périodique dans toutes les composantes des vecteurs p ,  . 
Utilisant l’invariance par translation, nous prenons conime arguments x, 

et y, = IC, - x, pour j < n : 

W(n)(x l , za , .  . . ,x,)=I/Ii(~)(x1-2,, . . . ,xl~-l-Z,,O)=W(n)(y/l,. . . ,yYn-1,O). 
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Après ce changement de variables, la somme devient 

x exp i y j  . p j  + ix,  .k p j )  i n-l j=l j=l 

Au sens des distributions 

n E Z  

où dans ce cas, 6(û) est la distribution de Dirac sur le cercle, concentrée à 
8 = O mod (27r). 

En d dimensions, 

e z x ~ ~ . l J  = ( 2 7 ~ ) ~ 6 ( 4 ( ~ )  avec P = Cpt, 
xi, EZ" 2 

où la fonction 6(d)  signifie pour chaque composante Pp de P ,  que Pp = O 
mod (27r). 

Nous factorisons alors la distribution de Dirac 6(d)  (pi +pa + . . . + p n ) ,  qui 
est donc une conséquence directe de l'invariance par translation, et posons 

où la fonction 

- 
 pl,. . . , p n )  = ~ ( ~ ) ( z l , .  . . , 1~ , -1 ,0 )  exp 

21 >.  . . ,x,< - 1 

(6.14) 

Comnie un point est fixé, la fonction connexe w ( ~ ) ( o ,  2 2  . . . , z,) décroît 
( p i ,  . . . , p,) a des propriétés de régularité 

Enfin, la relation entre fonction à n points et sa transformée de Fourier 

n'est définie que sur la surface E, p z  = O. 

quand zi tend vers l'infini et 
dans les variables p i .  

peut se récrire 

- 

(6.15) 
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Terminologie. Par la suite, par référence au formalisme quantique, nous 
appellerons souvent impulsions les arguments p i  des transformées de Fourier. 

Représentation de  Fourier et énergie libre en champ uniforme. Considérons 
d’abord un cube périodique C contenant R points. Dans ces notations, la 
fonction génératrice W n ( H )  se développe sous la forme 

En champ uniforme H ,  grâce à l’invariance par translation, l’expression de- 
vient 

Dans la limite R + 03, si les sommes convergent, utilisant la définition (6.14), 
on obtient 

6.3 Transformation de Legendre et fonctions 
de vertex 

I1 est utile de généraliser la transformation de Legendre au cas du champ 
magnétique ou de l’aimantation variable spatialement et, donc, de définir la 
transformée de Legendre pour un nombre quelconque de variables. Cela per- 
met, en particulier, de définir des fonctions de corrélation généralisées appelées 
fonctions de vertex qui jouent un rôle technique important en théorie statis- 
trique ou quantique des champs à cause de leurs propriétés de régularité. 

6.3.1 Transformation de Legendre : généralisation 

Soit W ( H )  une fonction des variables H,, partout définie et admettant des 
dérivées partielles secondes continues et telle que la matrice 
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soit définie positive : 

CX~W~-“(H)X, > O vx avec 1x1 = i 

On appelle transformée de Legendre de W(H), la fonction r (M)  définie par 
les relations suivantes : 

t > 3  

n’(H) + r (M)  = H z M t ,  
z 

(6.17a) 

(6.17b) 

On vérifie immédiatement que cette transformation est involutive: En effet, 
la première relation entraîne (8Hla.M est défini) 

Utilisant (6.17b), on trouve que le deuxième terme s’annule. Donc, 

d r  (Ml 
aMz 

Hz  = ~ (6.18) 

Notons cependant qu’à la, différence de W(H), la fonction r(M) n’est pas 
nécessairement définie pour toute valeur de M. En revanche, à cause de la 
continuité des dérivées premières, le domaine de définition est simplement 
connexe. 

De la transformation tie Legendre, on déduit une relation entre dérivées 
secondes. Dérivant l’équation (6.17b) par rapport à M3 et utilisant l’équa- 
tion (6.18), on trouve 

(6.19) 

La matrice des dérivées secondes de r (M)  est donc aussi définie positive. 
Stationnarité. La prcpriété algébrique (6.9) de la transformation de 

Legendre se généralise sans difficulté. Supposons que W(H) dépende de façon 
dérivable d’un paramètre E .  Alors, 

- 0 .  +-- aW(H) %(M) 
de a€ (6.20) 

Inuersibilité. La transformation de Legendre, dans son domaine de défini- 
tion, est toujours bijective. Cette propriété est vraie localement à cause de la 
positivité de la matrice des dérivées secondes. 
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Pour la démontrer globalenient, nous supposons que deux valeurs H et 
H’ correspondent à la même valeur de M. Nous introduisons l’interpolation 
linéaire 

H(t) = H + t (H’ - H) + M(H(1)) = M(H(0)). 

Considérons alors la fonction 

@(t )  = W(H(t)). 

Sa dérivée est donnée par 

(H’ - H), = C M , ( H ( t ) )  (H’ - H), . 
2 

Elle satisfait donc 
@’(l] = @’(O).  

La dérivée seconde 

est positive puisque la matrice est positive. La fonction @’(t) est donc une 
fonction strictement croissante et la condition @‘(I) = @‘(O) ne peut pas être 
satisfaite. 

Physique statzstique. Sur un réseau fini, toutes les hypothèses précédentes 
sont satisfaites. La fonction W(H) est indéfiniment différentiable. Par ailleurs, 

dW(H) - 1 82 
aH, Z(H)dH, 

et donc 

a22 a2 a 2  û2W(H) = 2- ( )- - 2-’(H)--. 
W:f)(H) = ûH,aH, aH,ûH, aH, ûH, 

Utilisant la définition (6.12), on trouve que la fonction à deux points connexe 
peut être écrite (cf. aussi la relation (2.32) et la section 3.3.3) 

W::% = ( ( S ,  - (S t ) )  (S ,  - (S , ) ) )  7 

où valeur moyenne ( O )  signifie valeur moyenne en présence du champ H,. 
Prenant la valeur moyenne de cette matrice symétrique dans un vecteur X ,  
non-nul, on trouve 
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l’égalité n’étant possible que pour une valeur de S certaine, situation triviale 
(2) que nous excluons. La matrice Wz3 (H) est donc définie positive, ce qui équi- 

vaut à dire que toutes ses valeurs propres sont strictenient positives. 
Limite thermodynamique. Dans la limite therniodynamique, la question 

de l’inversibilité devient plus subtile et est intimement liée à l’existence de 

s’accumulent à l’infini pour certaines valeurs de H. Ceci correspond à un 
point de transition de phase. Dans ces conditions, a2r(M)/aMZaM3 peut 
avoir des valeurs propres nulles et la relation (6.18) 

transitions de phase. En effet, WZ3 (2) (H) peut avoir des valeurs propres qui 

n’est plus localement inversible. 
Une autre situation peut être réalisée où les dérivées partielles de W(H) 

ont des discontinuités. Alors, la transformation de Legendre n’est plus bijec- 
tive : c’est la situation réalisée dans les systèmes ayant une transition de phase 
dans la région à plusieurs phases. 

6.3.2 Fonctions de vertex 
Les coefficients du développenient du potentiel thermodynamique en puis- 

sances de l’aimantation locale M ( x ) ,  

sont appelés fonctzons de vertex ou fonctions de corrélation I-irréductzbles 
(pour des raisons qui seront précisées dans le chapitre 12). 

Dans des modèles à interactions de courte portée (c’est-à-dire les modèles 
statistiques qui nous intéressent), ces fonctions ont de meilleures propriétés 
de décroissance que les fcnctions de corrélation connexes et donc, pour des 
systèmes invariants par translation, leurs transformées de Fourier 

(6.23) 
ont de meilleures propriétés de régularité. 

appliquant la relation (6.14) au cas n = 2,  on trouve 
Fonctions ti deux poznts. Dans un système invariant par translation, 

X 

(6.24) 

où le deuxième argument -p est généralement omis. 
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La condition de positivité devient simplement - 
W 2 ) ( p )  > o .  

De même, 
F(2) ( p )  = r(2) (0, z) eis.p . (6.25) 

2 

La relation entre les transformées de Fourier est alors algébrique : 
- 
W ( p ) F ( 2 j ( p )  = 1 .  (6.26) 

Remarque. Cette propriété se généralise à la fonction à n points. Dans un 
système invariant par translation, en représentation de Fourier, les relations 
entre fonctions connexes et fonctions de vertex n’impliquent aucune intégra- 
tion. 

Potentiel thermodynamique en champ uniforme et représentation de  
Fourier. Utilisant les arguments de la section 6.2.2, qui ont conduit à la re- 
présentation (6.16), on relie la densité de potentiel thermodynamique et la 
représentation de Fourier : 

(6.27) 

6.3.3 Modèle gaussien 
Considérons la fonction de partition donnée par l’intégrale gaussienne 

avec 

où la matrice 6 i j  est définie positive. Alors, 

1 
W(H) - W(0) = in (2(H) /2(0) )  = 5 H, [6-1]t3 H 3 .  

1>3 

On en déduit l’aimantation locale 

Enfin, le potentiel thermodynamique est donné par 

(6.28) 
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La transformée de Legendre d’une forme quadratique est aussi une forme 
quadratique. De plus, r (M)  est directement relié à la forme quadratique (6.28) 
qui apparaît dans l’intégrale initiale, à une constante additive près. En effet, 

I’(M) = -W(O) + ‘FI(M). 

Invariance par translaiion. Dans un système invariant par translation et 
en champ uniforme H,  = H ,  l’aimantation est uniforme. De plus, pour un 
cube C dans Zd de volume R ,  avec conditions aux limites périodiques 

6 ’ 1 . 3  = e(& - 5 2 ) ’  

la densité de potentiel thermodynamique est alors 

Si la somme sur 2 converge, on peut prendre la limite du volume infini. In- 
troduisant la transformée de Fourier de la fonction 6 ( x ) ,  

on peut récrire l’expression 

<;(&I) = Ç(0) + ;6 (o )M2.  (6.29) 

6.4 Transformation de Legendre et méthode 
du col 

La relation entre transformation de Legendre et méthode du col explique 
en partie le rôle important joué par le potentiel thermodynamique. 

Considérons la fonction de partition dans un champ externe H,, 

où ‘FI, comme fonction des variables S,, a des propriétés d’analyticité telles 
que la méthode du col soit applicable au calcul de l’intégrale. 

Les cols sont donnés par (cf. section 2.7.2) 

(6.30) 

Nous supposons que l’équation a une solution unique. L’ordre dominant est 
obtenu en remplaçant S dans l’intégrant par sa valeur au col. On trouve 

W ( H )  = Wo(H) = -;Ft(S) + H’S, , 
a 
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où S est une fonction de H à travers l’équation du col (6.30). Nous observons 
que la relation entre îi et W est une transformation de Legendre. Par ailleurs, 

et donc, 
r (M)  = ro(M) = îi(M). 

Le deuxième ordre de la méthode du col est ensuite donné par l’intégration 
gaussienne (équation (2.49)). Négligeant les facteurs 217, on obtient 

1 a2x 
2 astas, W,(H) = -- tr ln ___ .  

Utilisant la propriété de stationnarité (6.20), on en déduit 

1 û2W(M) 
2 aM,ûM, 

r l (M)  = - tr ln (6.31) 

Appliquée à l’exemple gaussien, la méthode du col est évidemment exacte. 

pées à tous les ordres de la méthode du col : 
Plus généralement, les fonctionnelles W(H) et r (M)  peuvent être dévelop- 

W(H)  = We(H), r (M) = Cr,(M). 
e=o e=o 

Nous verrons en section 12.4 que, du point de vue des diagranimes de Feyn- 
nian, .t compte alors le nombre de boucles des diagramnies. 

6.5 Fonctions de vertex à deux et quatre points 
Nous avons exhibé la relation entre fonction à deux points connexe et 

fonction de vertex à deux points. Etablissons, comme un exercice qui sera 
utile pour la suite, la relation entre fonctions à quatre points dans le cas de 
distributions de spin invariantes par la réflexion S, H -St. 

On part de l’identité établie precédemnient 

a2r a2w 
ûïLf,ûMk ûHkûH, = ‘ 

k 

On dérive par rapport à M L ,  

d 2 r  
-- 

a3r d2W a2r a3W 
- 0 ,  

+ ûh1,aAfk ûH,ûHkaH, i3iîf-M~ aMLahIaalcfk aHkaH, 
k , m  k 

(6.32) 
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où nous avons de nouveau 

H ,  = 

L’identité (6.32) peut être 

a3r 
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récrite 

Introduisons la notation 

Nous dérivons à nouveau (6.33) par rapport à hl et nous prenons la limite 
hf = O. À cause de la symétrie de réflexion, les fonctions de corrélation en 
champ nul d’un nombre impair de spins s’annulent dans la phase symétrique. 
Nous utilisons ici cette propriété pour la fonction à trois points. Nous en 
déduisons 

A 

(6.34) 

ou de façon équivalente 

L’identité générale, incluant une fonction à trois points non triviale, a une 
représentation graphique idonnée par la figure 12.4 en section 12.1. 

Exemple. En section 2 5, nous avons calculé le développement perturbatif 
à l’ordre X2 des fonctions tie corrélation à deux et quatre points connexes avec 
le poids e-7-1(2) / z ,  où 

(6.35) 

Nous l’avons exprimé en Germes de la fonction à deux points A de la limite 
gaussienne, inverse de la matrice A d’éléments A,, : 
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L'application de l'identité (6.34) aux développements perturbatifs (2.28, 2.33) 
des fonctions à deux et quatre points conduit à 

On note que dans les fonctions de vertex tous les diagrammes de Feynman 
un-réductibles, c'est-à-dire qui peuvent être rendus non connexes en coupant 
une seule ligne, ont disparu (figures 2.4, 2.5, 2.6). 

Si les indices représentent les sites d'un réseau cubique auxquels nous 
associons des coordonnées z et si nous supposons l'invariance par translation, 

Aij A(z ( i )  - ~ ( j ) )  + E A(z ( i )  - z ( j ) ) ,  

ces équations peuvent se récrire 

I?(')(") = A(z) + SA6(z)A(O) 

r(4)(z1, Q, z3: x4) = x6(zi - S ~ ) S ( Z ~  - ~ ~ ) 6 ( 5 ~  - z4) 

- SX26(zi - ZZ)6(r3 - s4)A2(zi  - ~ 3 )  

- SX"(21 - Zg)S(lz - z4)A2(Lc1 - z4) 

- S X 2 6 ( ~ l  - 24)6(1c2 - z3)A2(zi - 5 2 )  + 0 ( A 3 ) .  (6.37) 

Introduisant la représentation de Fourier de la fonction à deux points gaus- 
sienne, 

et donc, 
A ( P ) a ( P )  = 1 

(les composantes du vecteur p varie sur un intervalle 27r), on peut récrire ce 
développement en représentat,ion de Fourier 

- 
r ( ' ) ( p )  = A ( p )  + S A 0  - iX2ûB(0) - kX2C(p)  + O(X3), (6.38a) 

+ O P 3 )  ' (6.38b) 
F(4)(P1,P~,P3,P4) - $ A z  [B(pi + p a )  + B(pi + p 3 )  + B(pi + p 4 ) ]  
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avec 
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O = - 1 J ’ d d k A ( k ) ,  
(2.Id 

(6.39a) 

(6.39b) 

(6 .39~)  

1 
B ( p )  = - J’ d d k  A(IC)a(p - IC), 

C(P)  = & J’ d’h d’b A(h)a(ICz)A(p - kl - k 2 ) .  

Exercices 
Exercice 6.1. Méthode du col et développement perturbatif. Retrouver les 
contributions aux fonctions de vertex à deux et quatre points d’ordre X et X2, 
respectivement, dans le diweloppement (6.36) en développant en puissances 
de X l’expression (6.31)’ ohtenue par la méthode du col. 

Solution. Dans l’exemple (6.35)’ l’expression (6.31) s’écrit 

1 d2?i(M) 1 
2 aMtûMJ 2 

I‘l(M) = - t r l n  = - t r ln  (Av + . 

Comme t r  In = In det, 

t r l n A B  = t r l n A t r l n B  j t r l n ( A + B )  = t r l n A + t r l n ( l + B A - l )  

Donc, 

avec ( P A  = 1) 

Utilisant 

r l ( M )  - rl(0) = $ t r ln  (1 + SXK) , 

KÎ3 = M:AtJ.  

t r l n ( l + S , \ K )  = S X t r K -  $X2trK2+O(X3) ,  

on obtient 

r l ( M )  -rl(0) = $ X ~ M ~ A , ,  - & X 2 ~ M ~ A : j 1 2 1 ~ + O ( X 3 ) .  

Dérivant deux puis quatre fois par rapport à A l t ,  on retrouve, dans la limite 
ALz = O, les contributions d’ordre X à 1’(2) et X2 à 1’(4) dans (6.36) : 

a 



Chapitre 7 

Transitions de phase : généralités 
et exemples 

VANT D’ABORDER L’ÉTUDE des propriétés des transitions de phase conti- A nues ou du second ordre dans le cadre de la mécanique statistique clas- 
sique, nous voulons d’abord rappeler quelques subtilités de la notion générale 
de transition de phase. Pour ce qui suit, il est utile, niais pas indispensable, 
de connaître la phénoménologie élémentaire des transitions de phase dans des 
systèmes simples comme les systèmes liquide-vapeur ou les systèmes magné- 
tiques. 

Une première remarque importante est que les transitions de phase ne sont 
possibles que dans des systèmes de volunie infini, c’est-à-dire des systèmes 
ayant un nonibre infini de degrés de liberté. Ceci montre déjà que le concept 
de transitions de phase n’est pas en soi quelque chose d’évident. 

Les modèles que nous examinerons, et qui exhibent des transitions de 
phase, ont la propriété suivante : suivant la valeur d’un paramètre de controle, 
en général la température, le système peut être dans une région à une ou au 
contraire à plusieurs phases. Ces phases se distinguent par des sensibilités 
différentes aux conditions aux limites. La région à une seule phase ne garde 
pas trace de la manière spécifique dont la limite thermodynamique, c’est-à- 
dire de volume infini, est atteinte. I1 n’en est pas de niême dans la région à 
plusieurs phases où, par exemple, certaines fonctions de corrélation dépendent 
de la façon dont la limite thermodynamique est prise. Chaque limite distincte 
correspond à une phase. 

Pour les modèles simples que nous allons étudier, il est possible de trou- 
ver des observables locales dont les valeurs discriminent entre les différentes 
phases. On appelle une telle observable paramètre d’ordre. Par exemple, le 
spin est un paramètre d’ordre pour les transitions ferroniagnétiques. 

De plus, dans ces modèles, la transition de phase est associée à une brisure 
spontanée de symétrie. Par exemple, le poids statistique du modèle d’king 
ne change pas quand on change le signe de tous les spins. On s’attend donc 
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à ce que la valeur moyenne du spin soit nulle. Cependant, si l’on ajoute à 
l’énergie d’interaction un terme qui brise explicitement la symétrie du système 
(un terme de champ magnétique pour un système ferromagnétique), qu’on 
prend la liniite de volume infini et qu’on fait tendre ensuite l’amplitude du 
terme de brisure vers zéro, deux cas peuvent se présenter : dans la région 
de paramètre à une phase unique, la symétrie est restaurée en ce sens que 
toutes les fonctions de corrélation ont la symétrie du modèle ; dans la région 
de brisure de symétrie spontanée au contraire, la limite thermodynamique et 
la limite de brisure nulle ne conimutent pas. Dans le cas des spins, on trouve 
une valeur moyenne du spin non-nulle, c’est-à-dire une aimantation spontanée. 
Le signe de l’aimantation Jpontanée dépend du signe du champ magnétique 
qui tend vers zéro. 

Une autre caractérisation simple et assez générale d’une transition de phase 
est dynamique. On appelle ici espace de configuration l’ensemble des confi- 
gurations possibles d’un système. Par exemple, si nous considérons le modèle 
d’Ising, un modèle de spins classiques sur réseau où chaque spin ne peut 
prendre que deux valeurs, alors l’espace de configuration pour R spins est un 
ensemble de 2” éléments. 

Considérons alors une dynamique aléatoire ou déterministe dans l’espace 
de configurations qui admet, comme distribution asymptotique (on parle aussi 
de distribution d’équilibre:), le poids de Boltzmann d’un modèle exhibant une 
transition de phase. Un exemple d’une telle dynamique est l’équation d’évolu- 
tion (3.21) de la marche &II hasard qui conduit à une distribution gaussienne 
(mais qui n’exhibe pas de transition de phase). Les transitions que nous allons 
considérer ont alors le caracttre suivant : aussi longtemps que le volume du 
système est fini, tout élément de l’espace de configuration a une probabilité 
non nulle d’être atteint au cours de l’évolution temporelle et ceci, quelle que 
soit la température (si le système n’est pas discret comme dans le modèle 
d’king, tout élément doit (%re remplacé par un élément de volunie de l’espace 
de configuration aussi petit soit-il) et quel que soit le point de départ. On dit 
que le système est ergodique. Si le système converge alors vers un état d’équi- 
libre thermodynamique, c’est-à-dire une distribution de probabilité invariante 
par la dynamique, les nmyennes temporelles tendent vers les moyennes cal- 
culées en sommant sur toutes les configurations de l’espace de configuration 
avec le poids de Boltzmann. 

En revanche, dans la limite du volume infini (à densité fixée pour un sys- 
tème de particules), suivark les valeurs de la température, le système peut soit 
rester ergodique, ou au contraire subir une brisure d’ergodicité. Dans ce der- 
nier cas, l’espace de configuration se décompose en sous-ensembles disjoints. 
Quand le système est préparé initialement dans un de ces sous-ensembles, il 
y reste. Par exemple, pour un système de type king en dessous de la tem- 
pérature critique, les deux sous-ensembles correspondent aux deux valeurs 
opposées de l’aimantation spontanée. 
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Notre but est d’analyser le coniportement des quantités therinodyna- 
niiques au voisinage diune transition, en particulier leurs singularités comme 
fonctions de la température. Nous avons déjà souligné le rôle de la longueur 
de corrélation. Les: transitions qui vont nous intéresser plus particulièrement 
sont celles pour laquelle la longueur de corrélation diverge à la transition. 

Toutefois, avant de discuter les transitions de phase par des méthodes 
plus élaborées, nous illustrons certains aspects élémentaires des propriétés 
générales décrites ci-dessus en étudiant le comportement de certains systèmes 
ferromagnétiques simples sur réseau. 

Noiis commençons l’étude des transitions de phase par un modèle simple, 
mais un peu pathologique, correspondant suivant l’interprétation à une limite 
de diniension d’espace infinie ou de forces à longue portée. Ce modèle peut 
être résolu par des méthodes élémentaires et présente une transition de phase 
de type chump moyen ayant certaines propriétés du modèle quasi-gaussien, 
coninie on le verra par la suite. 

Nous mettons en évidence les propriétés universelles des comportements 
des quantités thermodynamiques à la transition (appelés comportements cri- 
tiques). 

Noils examinons ensuite les propriétés d’un système ferromagnétique avec 
interactions de proches voisins et dimension d’espace fixé. Un tel système n’ad- 
met pas en général de solution exacte. Cependant, des arguments de basse et 
haute température (qui peuvent être rendus rigoureux) permettent de montrer 
de façon convaincante, dans la limite du volunie infini, l’existence de transi- 
tions de phase dans des systèmes de type Ising, c’est-à-dire avec une symétrie 
de réflexion. 

Dans le cas d’interactions de proches voisins, une matrice de transfert peut 
être définie. La limite thermodynamique (de volunie infini) est alors dominée 
par la valeur propre la plus grande de la matrice. La possibilité d’une transition 
de phase est reliée à la divergence de la longueur de corrélation, et donc à une 
valeur propre dominante dégénérée (multiple). 

Le niodèle d’king est un exeniple caractéristique des modèles avec symé- 
tries discrètes, c’est-à-dire correspondant à des groupes finis. Une conclusion 
importante qui se dégage des arguments intuitifs (mais qui peuvent être ren- 
dus rigoureux) que nous présentons, est la suivante : les transitions de phase 
avec interactions de courte portée et brisure spontanée de symétrie, qui nous 
intéressent particulièrement, ne sont possibles qu’à partir de la diniension 2 
pour les brisures de symétrie correspondant à des groupes discrets et 3 pour 
des groupes continus. 

Modèles ferromagnétiques de type Ising. Les exemples que nous étudions 
dans ce chapitre appartiennent de nouveau à la classe des modèles ferroma- 
gnétiques classiques introduits au chapitre 6. À chaque site du réseau cubique 
sont attachées des variables aléatoires (réelles) ou spins classiques S,, où l’in- 
dice a caractérise le site du réseau (i est une écriture symbolique pour les d 
coordonnées entières, c’est-à-dire un élément de Z?). 
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Nous considérons le poids statistique, ou poids de Boltzmann, 

où p est l'inverse de la température et le champ magnétique H inclut un 
facteur de température PH H H .  p(S)  est la distribution de spin (normalisée) 
en chaque site et &(S) est l'énergie d'interaction des spins en champ nul. Enfin, 
2 ( H )  est la fonction de partition (cf. expression (6.1)) 

De plus, nous supposons maintenant, 

(i) que le modèle en champ nul a une symétrie de réflexion Zz, et donc 
&(S) = E( -S)  ainsi que p ( S )  = p(-S) ,  

(ii) que la distribution de spin p ( S )  décroît, pour IS/ + 03, plus vite qu'une 
gaiissienne : 

Plus loin dans ce chapitre, en section 7.5.2, nous généralisons l'analyse à des 
systèmes où le spin est un vecteur à v composantes et le groupe de symétrie 
Zz est remplacé par le groupe orthogonal O(v)  des rotations-réflexions de 
l'espace à v dimensions. 

7.1 Température infinie ou spins indépendants 

Pour mettre en oeuvre les concepts théoriques précédents, établir un en- 
semble de notations et quelques propriétés élémentaires, nous considérons 
d'abord un modèle à température infinie ( p  = O) ou sans interaction. Nous 
sommes alors ramenés à un ensemble de spins indépendants et donc à une 
situation analogue au théorème de la limite centrale (section 3.1),  mais dans 
un cadre plus spécifique. 

7.1.1 Modèle à un site 

La fonction de partition du modèle à un site est 

z ( h )  = 1 ds p ( s )  esh, z ( 0 )  = 1 (7 .3)  
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Elle est obtenue à partir de la transformée de Fourier de la distribution de 
spin par prolongement analytique h ++ ih (c f .  aussi section 2.1). Elle est une 
fonction génératrice des moments de la distribution en champ h. 

Par exemple, pour le modèle d’Ising où s ne prend que deux valeurs, 
s = *l, avec probabilité 1/2, on trouve 

La condition de décroissance (7.2) implique que l’intégrale converge pour tout 
h réel ou complexe et la fonction z ( h )  est donc entière. Elle est paire, à cause 
de la symétrie s H -s de la distribution, et positive pour h réel. De plus, 

z’(h) = /dsp(s )sesh  = /dsp(î )ss inh(sh)  + hz’(h) 2 O .  

La fonction z ( h )  est croissante pour h > O et décroissante pour h < O. 
Enfin, la borne (7.2) implique que l’intégrale 

K(X) = 1 ds p(s)  exlsl‘” 

converge pour X < p. Donc, 

5 K(X) exp const. lhla/(a-l)) . (7.4) ( 
Puisque cy > 2,  on trouve l’inégalité 

a / ( a  - 1) < 2 

La fonction génératrice des cuniulants 

A(h)  = inz(h) (7.5) 

est paire et, puisque z (  h)  est strictement positive, holomorphe dans un voi- 
sinage de l’axe réel. Sa dérivée est impaire et s’annule à h = O .  De plus, la 
remarque (6.5) implique A”(h) > O et la fonction A(h)  est donc convexe. Elle 
est croissante pour h > O. 

Enfin, comme conséquence de la condition (7 .2) ,  pour une grande classe 
de distributions p(s) ,  la variable aléatoire s tend vers une valeur certaine s (h )  
quand Ihl + 03 et A”(h), le second cumulant en champ, tend donc vers zéro : 

lim A”(h) = O 
IhlbW 

Nous nous limiterons à cette classe par la suite. 



162 îransitions de phase et groupe de renormalisation 

Pour ce qui suit, nous paramétrons le développement de A à h = O sous 
la forme 

A(h) = %hZp,  a2 > O 
2p! 

p= 1 
(7.7) 

La valeur m = A’(h) est l’aimantation en champ h. 

aussi la transformée de Legendre B(m) de A(h) par 
En plus de ces fonctions déjà introduites en section 3.1, nous définissons 

B(m) + A(h) = m h ,  m = A’(h). (7.8) 

Dans l’exemple du modèle d’Ising (s = kl), on trouve 

~ ( m )  = ;(I 4- m) in( i  + m) + f ( i  - m) ln(i  - m). (7.9) 

La fonction B(m) est paire. L’aimantation m a le signe de h. 
La relation (6.8) implique 

B’’(m) = l/A”(h). (7.10) 

Parce que A(h) est une fonction convexe de h,  B(m) est aussi convexe. Elle est 
analytique dans un voisinage de l’origine. Nous pouvons donc la paramétrer 
sous la forme 

B(na) = b2p m2p,  b2 > O .  
2p! 

p= 1 

(7.11) 

Les coefficients b, sont reliis aux coefficients (7.7) du développement de A(h) .  
Par exemple, 

Dans le modèle d’king, on trouve 

4 
b2 = l / a2 ,  b4 = -a4 /a2 .  

b 2 = 1 ,  b q = 2 .  

Enfin, la condition (7.6) entraîne soit que lml est borné soit que B(m) croît 
plus vite que m2 pour Iml -j CO. 

7.1.2 Spins indépendants 
Fonction de partition. I h  l’absence d’interactions ( I  = O),  ou pour ,8 = O 

(c’est-à-dire à température infinie), la fonction de partition (7.1) se calcule 
immédiatement : 

z J  

où R est le nombre de sites et z ( h )  la fonction (7.3). 

(7.12) 
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Énergie libre. La densité d’énergie libre est alors 

1 
R Wo(H) = - ln2o(H)  = A ( H ) ,  

où A(h)  est définie en (7.5). L’aimantation s’en déduit : 

(7.13) 

1 hl = - 
R (Sz) = A’(H)  

2 

Potentiel thermodynamique. La densité de potentiel thermodynamique, 
transformée de Legendre de Wo ( H )  , est donnée par 

Ço(M) = M H  - W o ( H )  avec hl = Wo(H), (7.14) 

et donc, (&(Al)  = B ( M )  (définition (7.8)). 

Distribution du spin moyen et potentiel thermodynamique. En sec- 
tion 6.1.3, nous avons relié la distribution Rn du spin moyen g sur le réseau au 
potentiel thermodynamique, sous l’hypothèse de régularité de l’énergie libre 
et du potentiel thermodynamique. Ces hypothèses sont toujours vérifiées en 
volume fini, et aussi pour des spins indépendants. La fonction B’’(M) est 
toujours positive. L’application de l’évaluation asymptotique (6.1 1) donne ici 

où M est l’aimantation. En champ nul, M = O et la largeur de la gaussienne 
est liée à B”(0) = b2. 

7.2 Transitions de phase en dimension infinie 
I1 existe un modèle simple, mais un peu pathologique, qui peut être ré- 

solu exactement. Dans ce modèle, tous les spins sont couplés deux à deux. Ce 
modèle a deux interprétations. À dimension d’espace finie, c’est un modèle 
avec des interactions de portée infinie, c’est-à-dire très différentes de celles 
qui nous intéressent réellement. Mais il peut aussi être interprété comme un 
modele avec des interactions de proches voisins, dans une limite où la dimen- 
sion de l’espace tend vers l’infini. En effet, à dimension infinie, un site sur un 
réseau cubique a un nombre infini de voisins. 

Dans ce modèle, chaque spin est soumis à l’action d’un nombre infini 
d’autres spins. Cette interaction peut être remplacée par l’action d’un champ 
magnétique moyen, et dans un tel modèle, l’approximation dite de champ 
moyen est exacte. 

Le modèle. L’énergie d’interaction, en champ nul, du modèle est donnée 
par 

R 
pr (s )  = -2 sis,, 

i+l 
R (7.15) 
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où le paramètre v est proportionnel à p, l’inverse de la température. Nous 
choisissons u > O, ce qui favorise des spins de même signe : on dit que l’inter- 
action est ferromagnétique. 

Dans ce modèle, la distribution spatiale des spins ne joue aucun rôle de 
sorte que nous les numérotons simplement i = 1 , .  . . , R. Par ailleurs, parce 
que le nonibre de termes qui couplent les spins est d’ordre R2, pour que la 
limite thermodynamique existe, il faut diviser l’interaction par un facteur R. 

Nous supposons une distribution de spin en chaque site paire, p(S)  = 
p(-S) ,  normalisée, et qui a toutes les propriétés décrites en section 7.1, en 
particulier, qui décroît plus vite qu’une gaussienne pour IS/ + 03. 

Coinme la distribution spatiale des spins ne joue aucun rôle, la seule quan- 
tité physique intéressante est la fonction de partition dans un champ magné- 
tique externe H que nous allons calculer exactement dans la limite thermo- 
dynamique R + 03. 

7.2.1 Distribution de spin moyen. Fonctions 
t hermodynarniques 

L’énergie d’interaction (7.15) peut aussi s’écrire 

Introduisons alors le spin moyen sur le réseau 

1 
R 

IT= - c s i .  

La fonction 

(7.16) 

est, à une normalisation près, la distribution du spin moyen 0.  

I1 est possible d’intégrer sur les spins en passant en transformée de Fourier 
comme dans le cas du théorème de la limite centrale (représentation (3.8)). 
On utilise 

Introduisant la transformée (7.3) de la distribution et son logarithme (équa- 
tion (7.5))’ 

z(A) = /dsp(s )e” ,  A(A) = ln.z(A), 
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on en déduit la représentation 

(7.18) 

Dans la limite thermodynamique R + 03, cette intégrale se calcule par la 
méthode du col. Le col est donné par 

a = A’(-ik). 

À l’ordre dominant de la méthode du col, et utilisant la définition (7.8) avec 
h = -ik, m = a et la relation (7.10)’ on trouve 

Posant 
G(a)  = B(a)  - va2, (7.20) 

on peut récrire l’expression 

&(a)  N d w e x p  [-RG(a)] . (7.21) 

Fonctions thermodynamiques. La fonction de partition en champ est définie 
par 

Utilisant l’équation (7.17)’ on vérifie alors qu’elle est donnée par 

(7.23) 

et donc, pour R --f 00, 

Pour R 4 00, l’intégrale se calcule aussi par la méthode du col. À l’ordre 
dominant, dans le cas d’un seul col dominant, la densité d’énergie libre est 
donnée par 

1 
n-cc R W(H,v) = lim - l n S n ( H . u )  = H a - G ( a )  (7.24) 

avec 
H = G / ( a ) .  (7.25) 
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Cette expression a naturellement la forme d’une transformée de Legendre. 
La valeur moyenne M du spin, ou aimantation, est alors (utilisant l’équa- 
tion (7.25)) 

1 âW(H,  ‘1 = a ( H ) ,  
i3H 

M = (S t )  == - 1 (Si)  = 
R 

2 

(7.26) 

La densité de potentiel thermodynamique s’en déduit immédiatement : 

Ç ( M ,  U) = H M  - W ( H ,  w) = -vM2 + B ( M )  = G ( M ) .  (7.27) 

L’aimantation M est aussi solution de 

X 
d M  H = ~ = -2vhl+ B ’ ( M ) ,  (7.28) 

une relation appelée équation d’état. 
Nous analysons maintenant les solutions de l’équation de col (7.25) et 

discutons leur interprétation physique, en fonction des deux paramètres w 
et H .  

7.2.2 Limites de basse et haute température 
La nature des cols est liée au signe de la dérivée seconde 

G”(0) = B”(cr) ~ 2w. 

La fonction B”(a) est positive, continue et ,  avec nos hypothèses, tend vers 
l’infini quand 1 0 1  + 00. 

Haute température. Pour v + O,  c’est-à-dire à haute température du point 
de vue physique, et plus précisément pour 

la dérivée seconde G”(a) est toujours positive et l’équation de col a une solu- 
tion unique, qui correspond au maximum de l’intégrant. 

Pour H = O, elle se réduit à la solution triviale a = O. Pour H + O, la 
position du col, et donc l’aimantation M ,  deviennent (dans la paramétrisa- 
tion (7.11)) 

1 
b2 - 2~ 

M a ( H )  = ~ H + O ( H 2 ) .  

qui s’annulent donc en champ nul. Notons que les limites H + O et R + 00 

commutent. 
Basse température. En champ nul, H = O,  la solution a = O correspond à 

un maximum local de l’intégrant aussi longtemps que 
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mais, pour t.1 > II,, la dérivée seconde devient négative à a = O et cette solution 
correspond à un minimum. En revanche, pour 1 0 1  + CO, B”(a) tend vers 
l’infini et la dérivée seconde est toujours positive. Ainsi, pour II > II,, G”(a) 
a au moins un zéro et comme c’est une fonction paire elle en a au moins 
deux. Une paire de zéros oppos4s correspond à un maximum de l’intégrant. I1 
y a deux cols dominants dégénérés fa ,  qui donnent la même contribution à 

Pour H # O, les deux solutions *oc sont déplacées, mais le point essentiel 
est que les deux cols ne sont plus à la même hauteur aussi petit que soit \HI .  
Pour R --$ oc), un seul col contribue et l’on trouve une aimantation induite 
non nulle. Prenant ensuite la limite H + O, on trouve 

W(0, V I .  

= signe(H)la,I. d W ( H ,  v) lim A l  (S,) = lim lim 
H-O H-On-00 a H  

Cette fois, les limites ne commutent plus puisque les limites prises dans l’ordre 
inverse conduisent à une valeur nulle par symétrie. 

Les conditions physiques du problème privilégient le résultat non trivial : 
en effet le point symétrique est l’équivalent d’un point d’équilibre instable 
en mécanique rationnelle. N’importe quelle brisure de symétrie, aussi faible 
soit-elle, induit une des deux solutions non-nulles. 

Ce modde présente donc une transition de phase qui a lieu pour une valeur 
de II 5 II, entre une situation avec une phase unique et symétrique, et une 
situation à deux phases différentes symétriques l’une de l’autre. On parle, 
dans ce dernier cas, de brisure spontanée de symétrie. 

Notons que dans cette sitiiation, la densité de potentiel thermodynaniique 
Ç ( M ,  u) donnée par l’équation (7.27),  n’est apparemment pas convexe, en 
contradiction avec les résultats généraux (6.5, 6.8). En réalité, elle n’est pas 
définie pour les valeurs de M telles que G”(M) < O. En effet, 

Par conséquent, on a toujours ( M ( H ) (  2 (ac\ et les valeurs intermédiaires 
JMl < lM(O)1 ne peuvent pas être atteintes. 

7.2.3 Distribution du spin moyen et transition de phase 

Nous examinons maintenant, de façon plus détaillée, les propriétés ther- 
modynamiques en champ magnétique nul. 

L’analyse des cols se réduit alors à l’étude de la fonction Rn, qui est 
proportionnelle à la distribution du spin moyen a,  sous la forme asympto- 
tique (7.21) : 

&(O) N J-exp [-nG(o)], 

et donc de la fonction G(a) .  
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FIG. 7.1 - Potentiel thermodynamique : transition de phase du premier ordre. 

Dans la limite thermodynamique, l’aimantation spontanée M est donnée 
par les minima absolus de G(a)  (équation (7.26)), dont il faut déterminer la 
position quand la température, et donc w, varie. 

Transition de phase du premier ordre. La propriété (7.6) implique que 
pour 1 0 1  assez grand, G(a) est une fonction croissante. Pour ‘u faible (c’est- 
à-dire à haute température), v a 2  est négligeable et le membre de droite de 
l’équation (7.20) est convt’xe. Le minimum de G(a)  est a = O ;  l’aimantation 
s’annule. En général, quand w croît, on rencontre une valeur de w pour laquelle 
d’autres minima locaux apparaissent qui ensuite deviendront des minima ab- 
solus de G(a). Quand cela arrive, la valeur de l’aimantation M saute de façon 
discontinue de zéro à une valeur finie correspondant à ces nouveaux minima 
absolus. Le système subit une transition de phase du premier ordre. Les fluc- 
tuations autour du coi sont gouvernées par la valeur de la dérivée seconde du 
potentiel au minimum. Dans cette situation, la dérivée seconde est strictement 
positive. 

Bien que les transitions de phase du premier ordre soient communes, elles 
ne nous intéressent pas particulièrement ici. En même temps, l’approximation 
de champ moyen ou modde quasi-gaussien (chapitre 8, et plus particulière- 
ment la section 8.10) qui partage nombre de propriétés avec ce modèle en di- 
mension infinie, donne une description qualitative satisfaisante de la physique. 

Transition de phase continue ou du second ordre. Au contraire, si aucun 
minimum absolu n’apparaît à une distance finie de l’origine, finalement à une 
température critique T,, correspondant à la valeur 

(7.29) 

de v, l’origine cesse d’être un minimum de G, et au dessous de cette tempéra- 
ture, deux minima s’éloignent continûment de l’origine. Puisque l’aimantation 



7. Transitions de phase : généralités et exemples 169 

FIG. 7.2 ~ Potentiel thermodynamique : transition de phase du second ordre 

reste cont’inue à uc, la transition de phase est appelée continue ou du second 
ordre. 

C’est la situation que nous analysons systéniatiquement maintenant. 
Notons qu’à la transition, la distribution de spin moyen se comporte 

comme e-Rb4a“/24, ce qui implique b g  > O, et qui est différent di1 comporte- 
ment d’une somme de variables indépendantes. La corrélation entre un nombre 
infini de spins joue donc un rôle crucial. 

Remarque. En champ nul, dans une situation de transition continue, exac- 
t>ement à la transition, la niéthode du col simple ne s’applique plus puisque 
la fonction G(a)  est d’ordre a4. Mais ceci n’affecte, pour R + cm. que les 
corrections aux fonctions thermodynamiques et non l’ordre dominant. 

7.3 Universalité en dimension infinie 
Nous examinons maintenant le comportenient de quelques quantités ther- 

modynaniiqiies importantes quand la température T s’approche de T,, c’est- 
à-dire u s’approche de u, dans le cas d’une transition continue. Nous verrons 
plus tard que les résultats universels obtenus, dans le cadre de ces modèles en 
dimension infinie, sont identiques à ceux obtenus dans le cadre de la théorie 
du champ moyen 011 du modèle quasi-gaussien. 

L’aimantation tend vers zéro pour T + T, et H + O. Dans cette limite, 
nous pouvons donc développer Ç ( M ,  u )  (équation (7.27))’ qui comme B ( M )  
est une fonction régulière paire, en séries de Taylor en M .  Dans la paramétri- 
sation (7. 11)’ 

(7.30) b2 b4 

2! 4! 
Ç ( M ,  u )  = -uM2 + -M2  + - M4 + . . . 
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La convexité de B ( M )  implique que 6 2  est positif. Le paramètre bg est aussi 
génériquement positif, parce que nous avons supposé qu’aucune transition du 
premier ordre n’a eu lieu à des températures plus élevées (la limite bg = O 
mais avec 66 > O derriande une analyse particulière et correspond à un point 
dit tricritique). 

Pour ‘u proche de v, et un champ magnétique appliqué H uniforme et 
faible, les premiers termes contribuant à l’équation d’état (7.28) sont 

H = 2(:vc - w ) M  + 6 b 4 M 3  + O ( M 5 )  . (7.31) 

Aimantation spontanée. En champ nul, l’équation d’état se réduit à 

Pour v > v, mais 1w - vel < 1, cette équation a deux solutions 

M N & [12(v - ~ , ) / b g ] l ’ ~  pour Iw - vel 4 O ,  (7.32) 

qui sont les deux valeurs possibles de l’aimantation spontanée. À la tempéra- 
ture critique T,, l’aimantation a donc un comportement en loi de puissances 
universel : 

M oc (T, - T)’ avec p = 1/2 ,  (7.33) 

où la valeur p = de l’exposant magnétique est la valeur quasi-gaussienne 
ou de champ moyen (aussi classique) de l’exposant. 

Susceptibilité magnétique. L’inverse de la susceptibilité magnétique x 
(c’est-à-dire la réponse de l’aimantation à un changement de champ magné- 
tique) est donnée par 

En champ nul, on trouve 

(7.34) 

où l’équation (7.32) a été utilisée en dessous de T,. La susceptibilité magné- 
tique diverge donc à T, airec des exposants de susceptibilité magnétique y, y’ 
universels 

x+ ’” c+ (T - TJY’ y = 1’  

X -  C- (T, - T)-’ , 7’ = 1 ,  

et le rapport des amplitudes des singularités a la valeur universelle 

(7.35) 

c+/c- = 2 .  (7.36) 
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Équation d’état. Revenons à l’équation générale (7.31). À T, (u = w,) pour 
H 4 O, on trouve 

On caractérise, plus généralement, le comportenient de H à T, pour M + O 
par l’exposant critique 6 : 

Ici, 

qui est la valeur universelle quasi-gaussienne ou de champ moyen (aussi clas- 
sique) de l’exposant. 

Plus généralement, pour H ,  T - T, + O et donc Ai -+ O, après un chan- 
gement de normalisation de champ magnétique, température et aimantation, 
l’équation d’état peut être mise sous une forme d’échelle universelle, 

H o < M 3 .  (7.37) 

H O< M’ . (7.38) 

6 = 3 ,  (7.39) 

H = M b f ( ( T  - 7’,)M-1/B), (7.40) 

ce qui signifie que le rapport H I M 6  n’est pas fonction des variables T et M 
indépendamment, mais seulement de la combinaison (T - Tc) /M1/B.  

La fonction f ( 5 )  peut se mettre sous la fornie 

f ( 5 )  = 1 + 5 .  (7.41) 

La valeur z = -1, où H s’annule avec hi non nul, correspond à la courbe de 
coexistence dans la région à deux phases, et redonne l’aimantation spontanée. 

Chaleur spéczjique. En champ nul, la dérivée par rapport à ,O (l’inverse de la 
température) de la densité d’énergie libre donne l’énergie moyenne. Comme u 
est proportionnel à 0, on peut dériver par rapport à v (un changement d’unité 
de température). Nous avons démontré (équation (6.9)) pour tout paramètre, 
et donc cela s’applique à u, la relation 

a Ç ( M )  a W ( H )  
+-=O.  au 

On trouve qu’au dessus de T,, l’énergie moyenne s’annule et qu’au dessous de 
T,, elle est proportionnelle au carré de l’aimantation spontanée. La dérivée de 
l’énergie moyenne par rapport à la température est la chaleur spécifique C. 
Calculant la dérivée par rapport à w à u,, on obtient un résultat proportionnel 
à la chaleur spécifique. Utilisant l’expression (7.32)’ on trouve 

C(T + TC+) = O ,  C(T 4 TC-) 1 2 / b 4 .  (7.42) 

Dans ce modèle, comme dans l’approximation de champ moyen, la chaleur 
spécifique a donc une discontinuité à T, dont la valeur n’est pas universelle. 
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Remarques. 

(i) D’autres modèles peuvent être résolus en dimension infinie par la même 
méthode. Par exemple, le spin peut être un vecteur dans RN et le nio- 
dèle invariant par les transformations du groupe orthogonal O ( N )  des 
rotations-réflexion de l’espace à N dimensions. On vérifie que la plupart 
des propriétés d’universalité reste inchangée. En dimension infinie, les 
propriétés universelles dépendent peu du groupe de symétrie. 

(ii) Plus généralement, on peut définir des modèles avec interactions de 
portée finie en dimension d’espace d et calculer les quantités thermo- 
dynamiques sous forme d’un développement en l /d .  Les corrections au 
modèle d = CO ne modifient pas les quantités universelles. 

7.4 Transformations, points fixes et universalité 
Comme nous l’avons déjà fait aux chapitres 3 et 4, nous associons main- 

tenant les propriétés d’universalité aux points fixes d’une transformation. 
Comme toutes les propriélés des modèles sont déterminées par la densité de 
potentiel thermodynamique Ç ( M ) ,  nous pouvons exprimer la transformation 
sur Ç directement. Nous procédons de la maniPre suivante, nous regroupons 
les spins deux par deux, et pour chaque paire, nous intégrons sur un spin, 
la moyenne des deux étant fixée. Nous utilisons la représentation (7.18) qui 
exprime la distribution de spin moyen en termes d’une intégrale correspon- 
dant à un modèle de spin:, indépendants. Nous avons déjà noté que, dans ce 
cas, la fonction génératrice des cumulant5 avait une transformation simple (c f .  
section 3.2). Ici, on trouve 

7 : C? H !2/2, ‘u H 2 v ,  A(h) H 2A(h/2).  

La transformée de Legendre B ( M )  de A est alors multipliée par un facteur 2.  
On en déduit la transformée du potentiel thermodynamique 

[ I Ç ] ( M )  = 2Ç(M) .  

Comme en section 3.2, nous combinons cette décimation du nombre de va- 
riables aléatoires avec une renormalisation de l’aimantation : M H C M ,  et la 
transformation générale devient 

L’équation de point fixe e:it donc 

Point fixe gaussien. Comme la fonction Ç ( M )  est holomorphe à M = O, 
elle est développable en série de Taylor. Identifiant les coefficients de M 2 ,  
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on trouve 
‘U - b2/2 = 2(v - b 2 / 2 ) C 2 .  

Pour w # v, = 6212 et choisissant ( = l/d, on trouve le point fixe 

G*(M) = ( b 2 / 2  - w ) M 2  

La distribution de spin correspondant à ce point fixe est une distribution 
gaussienne, qui est une limite singulière des distributions que nous avons sup- 
posées. Par ailleurs, le point fixe n’est pertinent que pour v < vc. domaine où 
l’aimantation spontanée s’annule. 

Ce point fixe est stable en ce sens que le coefficient 6ap du ternie d’ordre 
M2p est multiplié par 2l-p < 1 pour p > 1. 

Point fixe à la température critique. Pour v = v,, il faut développer jusqu’à 
l’ordre 4 et pour C = 2-114, on trouve le point fixe 

b4 G * ( M )  = -A14 4! 

Notons que dans les deux cas C < 1, ce qui permet de comprendre pourquoi 
le point fixe correspond au premier terme du développement en puissances 
de M. 

Le coefficient bZp devient 

De l’analyse de stabilité, on conclut donc : 

(i) Uri terme en M2 est lié à une perturbation essentielle. 

(ii) Un terme en M4 est lié à des perturbations redondantes. 

(iii) Tous les autres termes correspondent à des perturbations inessentielles. 

Par ailleurs, si nous interprétons le système comme un modèle de spin en 
dimension d avec interactions de portée infinie, alors le nonibre de spins est 
proportionnel à Ld où L caractérise la dimension linéaire du réseau. Diviser le 
nombre de spins par deux correspond à diviser L par 2lI” I1 est alors commode 
d’exprimer le comportenient des différentes variables en inverse d’unité de 
longueur (pour que la dimension des variables essentielles soit positive). Dans 
cette unité, l’aimantation a une dimension d/4 et v - v, a dimension d / 2 .  

Universalité dans le domaine critique. Suivant une stratégie qui a déjà été 
utilisée en section 4.7.2, il est possible d’établir des propriétés d’universalité 
asymptotique dans un voisinage infinitésimal du point fixe, appelé domaine 
critique, de la manière suivante. On modifie la transformation 7 en renorma- 
lisant la différence 

v - LIc H (v - u,)/&. 
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Cela correspond à faire tendre la valeur initiale de u - u, vers zéro. Dans ces 
conditions, le coefficient de M 2  garde une valeur fixe alors que les coefficients 
des termes inessentiels tendent vers zéro. Asymptotiquement, 

Ç( M )  = (vc - v ) M 2  + -M4, b4 

4! 

c’est-à-dire une combinaison linéaire des termes de dimension d. Ceci conclut 
l’analyse pour H = O. 

H M  qui devient 2ÇHM el; donc 
Srunsformution en chump H # O .  I1 faut rajouter à l’énergie libre le terme 

I H  = 2CH = 2 3 / 4 H .  

Le champ magnétique est donc une perturbation essentielle. I1 a une dimension 
3d/4. De nouveau, pour que le terme de champ magnétique ait une limite finie, 
il faut renormaliser H en H T 3 l 4  ce qui correspond à faire tendre le champ 
magnétique initial vers zéro. 

Enfin, prenant en compte les dimensions de H ,  v - v,, M ,  on vérifie que 
la propriété d’échelle (7.40) de l’équation d’état s’interprète comme la consé- 
quence d’une analyse dimt:nsionnelle. 

7.5 Interactions de portée finie en dimension 
finie 

Nous examinons maintenant le problème des transitions de phases pour des 
modèles avec interactions de portée finie en dimension d’espace fini. Comme 
les modèles ne peuvent plus, en général, être résolus exactement, nous utilisons 
d’abord des arguments de basse et haute température pour établir l’existence 
de transitions et en déduire quelques unes de leurs propriétés. 

Nous considérons d’abord un système sur le réseau fini C appartenant à 
Zd des points r de coordonnées entières, défini par 

I1 est comniode de choisir des conditions aux limites périodiques dans les d 
dimensions, ce qui, pour les systèmes invariants par translation d’espace qui 
seront étudiés, préserve l’invariance par translation sur le réseau fini. 

Pour illustrer le formaiisme par un exemple concret, nous considérons des 
modèles de spins avec une interaction de proches voisins sur le réseau, mais 
les résultats obtenus seront plus généralement valables pour tout système 
avec interactions de portime finie. Un résultat très important, qui émerge de 
l’analyse heuristique qui :suit, est l’importance des groupes de symétries et, 
en particulier, de leur caractère discret ou continu. 
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7.5.1 Symétries discrètes : le modèle d’Ising 
Comme exemple de modèle avec symétrie discrète, nous étudions le modèle 

d’Ising, où les spins ne prennent que les valeurs f l ,  avec une interaction 
de proches voisins sur le réseau. Ce modèle a une symétrie de réflexion Z2, 
correspondant à changer le signe de tous les spins : S --f -S. Les résultats que 
nous obtiendrons seront plus généralement valables pour tout modèle ayant 
une symetrie de réflexion et des interactions de portée finie, et représentatifs 
des modèles avec symétries discrètes. 

La fonction de partition en champ nul du modèle d’king en d dimensions 
avec interaction de proches voisins (en anglais nearest nezghbours : n.n.) s’écrit 

(7.43) 

où ,5, l’inverse de la température, inclut aussi un facteur caractérisant I’in- 
tensité de l’interaction supposée ferromagnétique et R est le nombre de sites 
dans C : R = Ld .  Le nombre de configurations de spin est alors 2”. 

Dans les deux limites de haute et basse température, il est possible d’éva- 
luer la distribution du spin moyen O = E, Si/s1 dans la limite thermodyna- 
mique. 

Distribution de spin moyen : haute température. Dans la limite de haute 
t>empérature (/3 + O ) ,  les spins deviennent des variables indépendantes. La 
distribution de spin moyen obéit donc au théorème de la limite centrale et 
a une forme gaussierine asymptotique centrée autour de = O, une situa- 
tion décrite en section 7.1.2. Pour R = 00, O = O est line valeur certaine et 
l’aimantation en champ nul est nulle. 

Busse température. Comme le nonibre de configurations total est 2”.  à 
basse température (,Cl + 00)’ la distribution de spin moyen est dominée 
par l’énergie d’interaction. Les deux configurations les plus probables cor- 
respondent à tous les spins alignés S, = S = i11. Pour que dans la limite 
s1 + 00, le spin moyen ait une distribution qui ne soit pas réduite à O = f l ,  
il faut qu’il existe des configurations avec des spins + et ~ occupant chacun 
une proportion finie du volume R = Ld qui aient une probabilité non nulle. 
Supposons que les spins + soient majoritaires. La probabilité relative d’une 
configuration du type représenté en figure 7.3 pour la dimension 2, par rapport 
à la probabilité des configurations avec spins alignés, est, à basse température, 
de l’ordre de N eë/JAE, où A& est la différence d’énergie d’interaction et N le 
nombre de configurations Correspondant. 

Par rapport à la configuration de référence avec tous les spins égaux à +1, 
la probabilité d’un domaine de spins -1 est proportionnelle à eë20A, où A 
est la mesure de la frontière du domaine. À d dimensions, un domaine de 
frontière minimale est une sphère. Si nous appelons ! son rayon, la mesure de 
la frontière est d’ordre &edp1 (& est l’aire de la sphère S d - 1 )  et la probabilité 
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FIG. 7.3 ~ Domaine de spins - dans un environnement de spins + pour d = 2. 

est d’ordre N ( l )  e-2cdpe‘* - I .  Par ailleurs, on peut vérifier que le nombre de 
configurations N ( t )  est borné par eKe“-’, où K est une constante, de sorte 
que pour ,!? suffisamment grand, le terme d’énergie domine toujours. 

Dans la limite thermodynamique, pour que le spin moyen correspondant 
soit inférieur à 1, il faut que t / L  reste finie. Les conclusions sont donc : 

(i) Pour d = 1, la probabilité de ln1 < 1 reste finie et aucune transition de 
phase n’est possible. 

(ii) Au contraire, pour ti > 1, la probabilité de ln1 < 1 tend vers zéro pour 
L + 03 et donc, à basse température la distribution se réduit ?i O = 41. 
C’est une situation que nous avons déjà examinée dans le cas du modèle 
en dimension infinie. Elle correspond à une région à deux phases avec 
aimantation spontanée non-nulle. En effet, l’ajout d’un terme de champ 
magnétique change l’énergie de f H L d  et favorise une des deux configu- 
rations aussi petit que soit H .  La distribution liniite est concentrée sur 
une seule valeur de (7 qui est l’aimantation spontanée. 

Clairement, dans la limite du volunie infini, il n’y a pas de prolongement 
analytique possible entre line phase unique à haute température et une région 
à deux phases à basse température, et donc les quantités thermodynamiques 
doivent avoir au moins urte singularité en /3 à une valeur finie Pc. 

7.5.2 Symétries continues : l’exemple du groupe 
orthogonal 

Nous discutons maintenant brièvement une famille de modèles à symé- 
trie continue, pour exhiber quelques différences importantes avec le cas des 
symétries discrètes. 

Nous considérons de nouveau un système de spins classiques, mais où les 
spins S, sont des vecteurs à v composantes de longueur unité, qui ont des 
interactions à deux spins ferromagnétiques de proches voisins. La fonction de 
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partition prend la forme 

(7.44) 

où nous choisissons l’énergie de configuration 

I ( S )  = - S, .S , ! .  
r .r’n.n 

Le modèle a alors une symétrie continue correspondant au groupe orthogo- 
nal O ( Y )  des rotations-réflexions de l’espace à v dimensions agissant sur les 
vecteurs S,. Nous considérons, ci-dessous, Y arbitraire et sans lien avec la 
dimension d de l’espace. 

À haute température ( p  + O),  comme dans le cas du modèle d’Ising, le 
modèle tend vers un systèmes de spins indépendants et le spin moyen a une 
distribution limite donnée par le théorème de la limite centrale. En particulier, 
l’aimantation spontanée est nulle. 

À basse température, de nouveau la distribution du spin moyen est domi- 
née par les configurations d’énergie minimale, c’est-à-dire tous les spins alignés 
dans une direction déterminée et donc = 1. Pour que les configurations 
avec la1 < 1 aient une probabilité non-nulle dans la limite thermodynamique, 
il faut trouver des configurations de spin qui interpolent entre deux directions 
de spin. La diffbrence essentielle avec le cas de la symétrie discrète est qu’il est 
possible d’interpoler entre deux directions asyniptotiques différentes, d’angle 
relatif a ,  en faisant tourner les spins d’un angle a/! entre sites adjacents. 
Ceci doit être contrasté avec le cas d’une symétrie discrète, où la transition se 
passe entre deux sites (ou plus généralement un nombre fini de sites) seiile- 
ment. Considérant donc une sphère centrée en r = O et appelant Q(T = 1.1) 
l’angle des spins dans le plan formé par les directions des spins initiale et 
finale, on peut prendre 

O ( T )  = Q T p ,  O 5 T 5 e .  
Pour ! grand, la variation du produit scalaire Si . Sj entre spins adjacents est 
proportionnel à 1 ~ cos(6û(r))  O( ~ ~ / t ! ~ ( d r ) ~ .  La variation totale de l’énergie 
de configuration est donc proportionnelle à 

Pour que le spin moyen soit modifié, il faut de nouveau que dans la limite du 
volume infini L + CO, le rapport ! / L  reste fini. On en conclut : 

(i) Pour d 5 2, la variation d’énergie reste finie, et donc la distribution de 
spin moyen a un support non trivial dans la sphère de rayon unité. En 
conséquence, même à basse température l’aimantation spontanée reste 
nulle. 
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(ii) En revanche, en dimension d > 2, à basse température, la distribution 
de spin se réduit à la sphère I C I  = 1. De nouveau, un terme de champ 
magnétique arbitrairement faible sélectionne une direction de spin et 
détermine une aimantation spontanée. 

7.6 Modèle d’Ising : matrice de transfert 
Dans le but d’analyser de façon plus détaillée ce problème de transition de 

phase, nous étudions de nouveau le modèle d’king avec interactions de proches 
voisins, mais avec un formalisme de matrice de transfert. Nous considérons 
d’abord le modèle sur un réseau fini dans lequel, en dimension d > 1, nous 
distinguons une direction que nous appelons direction de temps par commo- 
dité, quand aucune confusion n’est possible. Le réseau correspond alors aux 
points de coordonnées enIlières r = ( t ,  p ) ,  avec 

I1 est commode de prendre des conditions aux limites périodiques dans les 
d - 1 dimensions transverses. 

7.6.1 Matrice de transfert 
Lorsque les interactions sont de portée finie, il est possible d’introduire 

le formalisme de matrice de transfert, que nous avons déjà discuté en sec- 
tion 4.1.2 dans le cas particulier de modèles statistiques à une seule dimension 
d’espace. 

Nous définissons la matrice de transfert dans la direction de temps. En 
terme de la matrice de transfert T qui fait passer du temps t au temps t + 1, 
la fonction de partition, en dimension d arbitraire, avec condition aux limites 
périodiques dans la direction de temps, peut alors s’écrire 

Z ( t ,  L )  = t r  Te. (7.45) 

Nous supposons l’interaction isotrope ce qui permet de choisir une matrice de 
transfert symétrique. 

Dans l’exemple du modèle d’king à d dimensions avec interactions de 
proches voisins (en anglais nearest neighbours, n.n.) dont la fonction de parti- 
tion est donnée par l’expression (7.43), les éléments de la matrice de transfert 
correspondante sont 

où p est la position sur le réseau transverse à d - 1 dimensions et S repré- 
sente l’ensemble des spins du réseau transverse. Un vecteur est associé à une 
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distribution de spins dans l’espace transverse qui a d - 1 dimensions. Pour un 
réseau de taille transverse L ,  l’espace vectoriel est donc de dimension 2L“-’. 

S y m é t r i e  252. Le modèle d’king est caractérisé par une symétrie discrète 
252, une réflexion, correspondant à changer le signe de tous les spins. Agissant 
sur l’espace vectoriel précédent, la réflexion est représentée par une matrice P, 
dont les éléments de matrice, dans la notation (7.46), sont 

(7.47) 

Elle satisfait P2 = 1 et ses valeurs propres sont fl. 
La matrice P commute avec la matrice de transfert. 

et donc P et T peuvent être diagonalisés simultanément. Les vecteurs propres 
de T peuvent aussi être choisis vecteurs propres de P. 

Notons ~ k , ~  les valeurs propres de T correspondant aux vecteurs propres 
Si,n tels que 

p S*,n = W & , n  ’ T +*,n = T*,n.S-t,n. 

La fonction de partition peut alors s’écrire 

(7.48) 
n = O  

I1 est utile pour la discussion qui suit d’introduire aussi la fonction de partition 
avec conditions aux limites anti-périodiques dans la direction de temps 

O 
T - , n )  ’ 

(7.49) 
n=O 

Paramè t re  d’ordre. Le spin Su au site c du réseau transverse est un para- 
mè t re  d’ordre, en ce sens que dans la région où plusieurs phases coexistent, 
sa valeur moyenne discrimine entre les phases. En effet, la matrice corres- 
pondante Su, dont les éléments de matrice entre deux configurations de spin 
sont 

[Su]  (S’, S) = s u  II &y;, ’ (7.50) 
P 

est impaire par réflexion : 

P-lSuP = -su (7.51) 
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Lim%te L finz, e 4 00. Aussi longtemps que la dimension transverse dii 
réseau reste finie, l’analyse générale de la section 4.1.2 reste valable. Le vecteur 
propre unique de la matrice de transfert associé à la plus grande valeur propre 
est symétrique 

P,rl,+,o = $+,O . 

En effet, le vecteur propre $+,O a toutes ses composantes positives et l’équa- 
tion (7.47) montre que P ne change pas le signe des vecteurs de base. 

En conséquence, la valeur moyenne du spin est nulle : 

(S) = ($+,O, SO@+,O) =: -(~+,O,p-lsOplci+,o) = -(++,O, SO.S+,O) = 0 .  
(7.52) 

De plus, aucun croisenient de niveaux ne peut se produire et l’énergie libre 
La symétrie S -f -5’ n’est brisée à aucune température. 

W ,  qui dans la limite l -. O;) est donnée par : 

W N l lnT+,o,  ( 7 . 5 3 )  

est une fonction régulière de la température T = l / ,O  pour T > O. On conclut 
de cette analyse que, dans un modèle de spin avec interactions de portée finie 
et symétrie de réflexion, aucune transition de phase n’est possible menie sans 
brisure de symétrie ; l’énergie libre est une fonction régulière de la tempéra- 
ture, et la longueur de corrélation ( ne peut diverger qu’à température nulle. 
Ces résultats se généralisent à toutes les interactions de courte portée. 

7.6.2 Limite de dimension transverse infinie : transitions 
de phase 

Quand la dimension ixansverse L tend vers l’infini, de nouveaux phéno- 
mènes peuvent se produire qu’une analyse des limites de haute et basse tem- 
pératures met en évidence. 

Haute température. À haute température ( p  - O) ,  les spins sur des sites 
différents se découplent. À température infinie, les spins deviennent des va- 
riables indépendantes ; tous les éléments de matrice de T deviennent égaux 
et T devient un projecteur sur le vecteur propre $0 qui a des composantes 
égales sur toutes les configurations de spin. Toutes les valeurs propres sauf une 
s’annulent. La longueur corrélation est donc nulle également. Ces propriétés 
sont indépendantes du volume et  donc les résultats précédents restent vrais 
même pour L infini. À haute température, on trouve, comme attendu, une 
phase désordonnée où (S) = O et la symétrie de réflexion n’est pas brisée. 

Basse température. À basse température, c’est-à-dire pour ,!? + 03, les 
contributions dominantes à la fonction de partition correspondent aux deux 
configurations où tous le:j spins sont égaux soit à il, soit à -1 : 
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On en déduit 
2 ( k ,  L , p )  = t rT '  - 2e13deL"-', (7.54) 

où le facteur 2 correspond aux deux configurations. 
À basse température, les contributions dominantes à la fonction de parti- 

tion avec conditions aux limites anti-périodiques (7.49) correspondent à une 
région avec spins +I séparée de spins -1. Par rapport aux contributions uni- 
formes qui dominent 2(l, L ,  p) ,  la variation d'énergie est proportionnelle à 
l'aire de la surface qui sépare les deux régions. L'aire niinimale est une surface 
plane t = t o  avec 1 5 t o  5 e. Le rapport Za/Z est alors 

t r  P Te - - 2,(!, L ,  p)  e e-@L"-l .(e, L )  = ~ 

t r  Te 2(l, L ,  p)  i (7.55) 

où le facteur e correspond à toutes les positions possibles de la surface de 
séparation. 

Pour e -j 00, les fonctions de partitions sont dominées par les valeurs 
propres les plus grandes de la matrice de transfert. L'expression (7.54) montre 
que deux valeurs propres dominent la sonime (7.48). Comme 2,(l, L ,  3) est 
plus petit que 2(l, L ,  p) ,  ces deux valeurs propres sont asymptotiquement 
égales et correspondent à des vecteurs propres pair et impair. Ainsi, 

En terme de la longueur de corrélation &. = l /  In(T+,o/T-,o)> 

On en déduit que 
1 B L d - 1 .  

<L - Te 

(7.56) 

(7.57) 

Partant des configurations où tous les spins sont alignés, et prenant en compte 
des configurations où un nombre fini de spins a été retourné, on peut ensuite 
obtenir les valeurs et vecteurs propres comme un développement de basse 
température. Mais les comportements ne sont pas modifiés qualitativement. 

Transitions de phase. Pour L fini, la longueur de corrélation [ L  ne diverge 
qu'à température nulle, comme à une dimension. Toute transition de phase 
est impossible. 

En revanche, pour d > 1, à température suffisamment basse fixée, la lon- 
gueur de corrélation diverge dans la limite L 4 CO, et la valeur propre maxi- 
male de la matrice de transfert est double. La limite thermodynamique dépend 
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alors des conditions aux limites. En particulier, une brisure infinitésimale de 
symétrie sélectionne non pas un vecteur propre pair mais un des vecteurs 
propres correspondant à des spins alignés. Dans ce cas, l’aimantation est dif- 
férente de zéro. Les deux phases possibles correspondent aux deux valeurs 
possibles opposées de l’aimantation spontanée. 

Dans la limite du volume infini, les fonctions thermodynamiques doivent 
avoir au moins une singularité à une valeur finie PC de P qui sépare une 
région à une phase à haute température et à une région à deux phases à basse 
température. 

Notons que la longueur de corrélation [ L  n’a de sens qu’en volume fini. En 
effet, elle suppose qu’on moyenne sur toutes les configurations possibles. Or si 
le système se trouve dans une des phases de symétrie brisée (une phase pure), 
on doit calculer la fonction de partition en ne sommant que sur une partie des 
configurations, les configurations d’aimantation de signe donné. La divergence 
de [ L  est un précurseur de la propriété que la fonction de corrélation à deux 
spins en volunie infini ne tend plus vers zéro à grande distance, mais vers le 
carré de l’aimantation spontanée. 

Remarques 

(i) Cette analyse de la limite du volume infini est qualitativement correcte 
dans toute la phase de basse température. À p,, la situation change ; un 
nombre infini de valeurs propres s’accumule à la même valeur T+,o. 

(ii) Nous avons vu que le rapport (7.55) fournit un critère de brisure sponta- 
née de symétrie. Cette analyse peut être généralisée à d’autres groupes 
de symétrie. On considère alors le rapport 

t r R T e  .(e, L )  = ~ 

t r T e  ’ (7.58) 

où R est un élément du groupe de symétrie 

Dans la phase symétrique, le vecteur propre dominant de la matrice de 
transfert est invariant par les transformations du groupe de symétrie et ,  donc, 
r(! = m, L )  = 1. 

Au contraire, si la symétrie est brisée spontanément, R échange les vec- 
teurs propres dégénérés el, donc r(! = 00, L )  s’annule dans la limite du volume 
infini L i m. 

Une autre limite de ce rapport, r ( L ,  L )  pour L + 00, est intéressante. Elle 
correspond à la limite thermodynamique qui est prise en faisant tendre toutes 
les dimensions vers l’infini de la même manière. On est alors ramené à calcu- 
ler le rapport de deux fonctions de partition sur un réseau à d dimensions de 
dimension linéaire L avec: des conditions aux limites différentes : le dénomi- 
nateur correspond à des conditions aux limites périodiques dans la direction 
de temps, le numérateur correspond à des conditions aux deux bords qui dif- 
fèrent par des transformations du groupe de symétrie. Dans des systèmes de 
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type Ising, le seul élément du groupe est la réflexion P et,  donc, ces conditions 
aux limites sont anti-périodiques. Cette limite fournit, à basse température, 
un critère direct de brisure spontanée de symétrie. La probabilité est alors 
d’ordre 

(7.59) 
t r P T L  -BLd-i  

r ( L , L )  = - - e  
t r  TL 

7.7 Symétries continues et matrice de transfert 

Nous discutons de nouveau la famille de modèles avec symétrie orthogo- 
nale introduite en section 7.5.2, pour montrer comment les différences entre 
symétries continues et discrètes se manifestent dans le cadre du formalisme 
de la matrice de transfert. 

Nous considérons les systèmes de spins classiques dont la fonction de par- 
tition est donnée par l’expression (7.44). Les spins s, sont des vecteurs à v 
composantes de longueur unité qui ont des interactions à deux spins ferroma- 
gnétiques de proches voisins. 

Ces modèles ont une symétrie continue correspondant au groupe orthogo- 
nal O ( v )  des rotations-réflexions de l’espace à v dimensions. 

Matrice de transfert. Ici aussi, nous pouvons écrire la fonction de partition 
(7.44) en fonction d’une matrice de transfert T, dont les éléments sont 

où p est la position dans l’espace transverse à d - 1 dimensions. 
À haute température (p  + O ) ,  comme dans le cas du niodèle d’king, le 

vecteur propre de la matrice de transfert correspondant à la valeur propre 
maximale a des composantes uniformes sur toutes les configurations et est 
donc invariant par les transformations du groupe orthogonal O( v) . 

Pour discuter la phase de basse température, instruit par l’exemple du mo- 
dèle d’king, nous introduisons la généralisation du rapport (7.55). L’opération 
de symétrie est ici une rotation R(a) d’angle CY. Nous définissons 

~ ( a ,  e,  L ,  0) = t r  R(Q)T[ (7.61) 

avec un choix de conditions aux limites périodiques dans toutes les directions 
transverses. Nous examinons le coniporternent du rapport 

(7.62) 

pour p >> 1 dans la limite L + CO. 



184 Transitions de phase e t  groupe de renormalisation 

La fonction de partition 2(a ,  e, L ,  /3) est la fonction de partition sur un 
réseau à d dimensions, avec conditions aux limites modifiées dans la direction 
de temps où l’on impose 

St=e,p . = cosa .  (7.63) 

À basse température, les configurations d’énergie minimale correspondent à 
prendre tous les spins alignés dans d-1 dimensions, et tournant d’un angle cv/t 
entre deux sites adjacents le long de l’axe de temps. Ceci doit être contrasté 
avec le cas d’une symétrie discrète, où la transition entre les configurations 
imposées par les conditions aux limites se passe entre deux sites (ou plus 
généralement un nombre fini de sites) seulement. 

La variation d’énergie A€ due à la rotation est alors 

A€ = e x Ld-l x [cos (a!/t) - 11 (7.64) 

et donc 
T ( Q ,  e,  L )  c( exp [ p e ~ ~ - l  (cos (a/!)  - î)] . 

Pour e>> 1, on peut développer 

 a. e,  L )  oc exp [ - S P L ~ - ’ ~ ~ / C ]  . (7.65) 

Ce résultat est le même clue pour un modèle O ( v )  à une dimension, à basse 
température, avec f i  H PL’-’. L’exercice 4.4 présente le calcul de la longueur 
de corrélation correspondante. On trouve ici 

(7.66) 

Un calcul équivalent consiste à remplacer, à basse température, tous les spins 
S, et les spins SL dans la matrice de transfert par deux spins constants. Le 
résultat est de nouveau la matrice de transfert du modèle unidimensionnel, 
avec une interaction p H  PL^-'. 

Ce résultat semble indiquer, de nouveau, que la longueur de corrélation 
diverge à partir de la dimension 2 ,  comme dans le cas discret. Ce résultat 
n’est correct qu’en dimension plus grande que 2.  

En dimension 2 ,  l’estimation prédit que la longueur de corrélation croît 
comme L,  c’est-à-dire que < L / L  reste constant. C’est un cas assez subtil où les 
fluctuations autour des configurations constantes influent sur le calcul même 
à basse température et qui doit être étudié avec des arguments plus fins. En 
fait, ce résultat n’est valable que pour v = 2 (cas où le groupe des rotations 
SO(2)  est abélien). Pour u > 2 la longueur de corrélation ne diverge qu’à 
température niille. 

Par ailleurs, même pour v = 2 ,  bien que la longueur de corrélation di- 
verge, parce que <L/L  reste fini, l’aimantation spontanée dans la phase de 
basse température est niille, (S) = O,  et la symétrie O(2)  n’est pas brisée. 
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On trouve une phase de basse température caractérisée par une décroissance 
algébrique des fonctions de corrélations connexes (phase dite de Kosterlitz- 
Thouless). Ainsi qu’un argument de type ergodique le suggère, pour que la 
valeur moyenne du spin soit différente de zéro, il faut que <L/L  + 03 pour 
L + 00. 

Remarque. Conlnle critere de brisure de symétrie, on peut aussi utiliser le 
rapport des fonctions de partition (7.65) pour ! = L. On trouve 

r ( a ,  L ,  L )  K exp [ - S p ~ ~ - ’ a ~ ]  . (7.67) 

Ainsi, dans le cas d’une symétrie continue, il est plus facile de passer d’un 
minimum de l’énergie à un autre. Cette propriété a comme conséquence directe 
qu’il est plus difficile de briser la symétrie et que des modes de Goldstone 
apparaissent dans la phase de symétrie brisée (voir section 7.8). Pour d 5 2 ,  
~ ( a ,  L ,  L )  a une limite finie et la symétrie n’est jamais brisée. Ce résultat, 
pour lequel nous avons donné des arguments heuristiques, peut être déniontré 
rigoureusement (théorème de Mermin-Wagner-Coleman) . 

Pour d > 2 au contraire, la symétrie est brisée à basse température. I1 
existe une température finie T,, où une transition de phase a lieu. 

7.8 Symétries continues et modes de Goldstone 
Si la variable initiale de spin S, est un vecteur à u coniposantes, et si à la 

fois l’interaction et la distribution de spin ont une symétrie continue (associée 
à un groupe de Lie compact), l’existence de plusieurs fonctions et  longueurs de 
correlation quand l’aimantation est différente de zéro, induit quelques proprié- 
tés nouvelles. En particulier, en champ nul, à toute température au dessous 
de T, certaines longueurs de corrélation, associées à des modes appelés modes 
de Goldstone, divergent. 

Nous illustrons de nouveau ces remarques par l’exemple de modèles ayant 
une symétrie orthogonale O ( Y )  (u  > 1). 

Modes de Goldstone : symétrie O ( u ) .  La symétrie ort>hogonale O ( v )  ini- 
plique que la densité de potentiel thermodynamique G(M) en champ uniforme 
n’est qu’une fonction du carré du vecteur aimantation, et donc peut s’écrire 
(IMI = M )  

G(M) = G ( M 2 / 2 ) .  

En conséquence’ la relation entre composantes Ha et Al, du champ magné- 
tique et, de l’aimantation, respectivement, prend la forme 

H ,  = Af,G‘(M2/2),  (7.68) 

et donc en module 
IH1 E H : AlG’(M2/2). (7.69) 
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La fonction à deux points connexe est maintenant une matrice 

@(<. - r’) = (SQ(r)SB(r’))conn 

La fonction de vertex, inverse de la fonction à deux points, en représentation 
de Fourier, à argument nul, est donnée par (cf. équation (6.27)) 

La matrice f‘$(k = O) a deux sous-espaces propres correspondant au vecteur 
Ma et aux v - 1 vecteurs X, orthogonaux à Ma : 

P 

CF$(O)Xr = X,G’(M2/2). 
B 

- ( 2 )  - Notant les valeurs propres rL , r$’, respectivement, on trouve 

??’(O) = Af2G”(n/f2/2) + G’(M2/2), 

?$’(O) = G’(M2/2) = H / M ,  

(7.71) 

(7.72) 

- où nous avons utilisé l’équation (7.69) dans (7.72). 

les inverses de celles de 
points connexe à argument nul est donc 

Les valeurs propres de la fonction à deux point connexe W(’)(k = O)  sont 
La valeur propre transverse de la fonction à deux 

(7.73) 

Modes de Goldstone. Au dessus de T,, l’aimantation s’annule linéairement 
en H et la fonction à deux points a une limite finie pour H -7’ O. En revanche, 
en dessous de T,, quand H tend vers zéro, M tend vers l’aimantation spon- 
tanée qui est non nulle, et donc la fonction à deux points transverse diverge. 
Ceci implique la divergence de la longueur de corrélation transverse corres- 
pondant à v - 1 modes appelés modes de  Goldstone (des particules de masse 
nulle au sens de la théorie des interactions fondamentales). 

Autre argument. Ce resultat peut aussi être obtenu de la manière suivante. 
En champ nul! au-dessous de T,, l’aimantation est non nulle alors que le poten- 
tiel est symétrique. Si un vecteur M correspond à un minimum, tout vecteur 
déduit de M par une rotation (une transformation orthogonale), correspond 
aussi à un niinimum. Cela entraîne que le potentiel thermodynamique, par 
symétrie, a une sphère de minima /Ml = M. Une rotation infinitésimale cor- 
respond à l’addition à M d’un vecteur tangent à la sphère et donc orthogonal 
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à M. Appelant X un tel vecteur, 1x1 < 1, et développant la condition d’ex- 
tremum au premier ordre en X, on obtient la condition 

On retrouve les v - 1 vecteurs propres de valeur propre nulle, correspondant 
aux modes de Goldstone. 

Note mathématique. De façon plus générale, considérons un modèle ayant 
une symétrie correspondant à un groupe continu (groupe de Lie) 6, et tel que 
cette symétrie soit brisée spontanément par une v.aleur moyenne non-nulle M 
du paramètre d’ordre. Soit fi le sous-groupe de 6 qui laisse le vecteur M in- 
variant (le groupe de symétrie résiduel). Dans l’exemple précédent, 6 = O ( Y )  
et fi = O ( v  - 1). Enfin, soit g le nombre de générateurs de l’algèbre de Lie de 
6 et h celui de fi. Une généralisation simple de l’argument précédent montre 
qu’il existe g - h modes de Goldstone, associés aux générateurs de 6 qui ne 
sont pas dans fi. Dans l’exemple orthogonal, 

g = S v ( v - l ) ,  h = i ( v - l ) ( v - 2 )  =+ g - h = v - 1 .  

Exercices 
Exercice 7.1. Modèle avec symétrie orthogonale en dimension infinie. Gé- 
néraliser l’étude de la section 7.2 à un modèle avec des spins S appartenant de 
nouveau à la sphère S,-1 avec la même distribution isotrope qu’en section 7.7, 
mais avec l’énergie d’interaction invariante par le groupe O ( Y ) ,  

R 

et un terme de champ magnétique 

On introduira la distribution de spin moyen u,  un vecteur à u composantes. 

Solution. Quelques éléments. En termes du spin moyen u, 

-PE(S) = ova2 

La distribution de spin moyen est proportionnelle à 
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où A(h) = In z ( h )  est l’énergie libre du modèle à un site, déduit de la fonction 
de partition à un site 

2,v/2-1/2 7r 

z ( h  = (hi) = dQ (sinQ)”-2 ehcose.  
r(;(”- 1)) O 

Pour R + 03, cette intégrale peut être calculée par la méthode du col. Le col 
est donné par 

5 = kA’( -Zk)/k .  

Le résultat s’exprime de nouveau en terme de la transformée de Legendre de 
la fonction A.  



Chapitre 8 

Approximation quasi-gaussienne : 
universalité, dimension critique 

ANS CE CHAPITRE, nous poursuivons l’étude des transitions de phase dans D des systèmes avec interactions de courte portée commencée dans le cha- 
pitre 7. Nous utilisons encore la terminologie des systèmes ferromagnétiques, 
ce qui n’est partiellement qu’une restriction de langage. En effet, comme consé- 
quence de la propriété d’universalité des phénomènes critiques, une propriété 
que nous allons décrire et analyser, les résultats que nous allons obtenir s’ap- 
pliquent à de nombreux autres systèmes physiques qui n’ont rien de magné- 
tiques, comnie la transition liquide-vapeur, les transitions de séparation des 
mélanges binaires, la transition superfluide de l’hélium etc. À cette liste, il 
convient d’ajouter un problème qui ne semble pas, & première vue, relever 
des phénomènes critiques, les propriétés statistiques des polynières, ou du 
point de vue théorique, des chemins aléatoires sur réseau, sans intersection ou 
auto-évitant (SAW ou self-avoiding walk). 

Pour des raisons que nous avons déjà évoquées, nous ne nous intéressons 
qu’aux transitions de phase du second ordre, au voisinage de la température 
de transition. Pour ces transitions, la longueur de corrélation, qui caracté- 
rise la décroissance à grande distance des fonctions de corrélation connexes, 
diverge au point de transition (la température critique par exemple). Ainsi, 
une échelle de distance, grande par rapport) à l’échelle des longueurs niicrosco- 
piques (portée des forces, maille de réseau), est engendrée dynamiquenient. 
Alors, une physique macroscopique ou de grande distance apparaît qui a des 
propriétés d’universalité, c’est-à-dire des propriétés indépendantes, dans une 
large mesure, des détails des interactions microscopiques. 

Nous avons déjà montré qu’aussi longtemps que la longueur de corrélation 
reste finie, c’est-à-dire dans la phase de haute température, les quantités ma- 
croscopiques, comme l’aimantation moyenne, ont le coniportement prédit par 
le théorème de la limite centrale. À volume infini, elles tendent vers des valeurs 
certaines avec des fluctuations gaussiennes. Ce résultat se comprend dans la 
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mesure où les degrés de liberté microscopiques peuvent être remplacés par 
des spins moyens indépendants, attachés à des volumes ayant la longueur de 
corrélation coninie dimension linéaire. Dans un premier temps, nous étudions 
donc les propriétés des modèles gaussiens. 

À la température de transition T,, et en dessous de T,, ces arguments ne 
sont plus valables. Néanmoins, on peut se demander si la mesure gaussienne 
asymptotique peut être simplement remplacée par une niesure gaussienne 
perturbée, c’est-à-dire si les corrélations résiduelles entre des spins moyens 
peuvent être traitées perturbativement. Une telle approximation peut être 
qualifiée de quasi-gaussienne. L’approximation quasi-gaussienne prédit des 
propriétés de longue distance remarquablement universelles, indépendantes 
dans une large niesure de la géométrie, de la dimension d’espace, ... Pour les 
quantités homogènes, elles coïncident avec celles du modèle en dimension in- 
finie que nous avons étudi6 en section 7.2. Cependant, l’approximation quasi- 
gaussienne prédit que le comportenient singulier des fonctions de corrélation 
pour T 4 T, et en faible champ est également universel. 

Dans la première partie de cette étude, nous nous limitons à des modèles 
avec symétrie discrète. Cependant, en dessous de T, ou en champ magné- 
tique, les modèles avec symétries continues ont des propriétés particulières, 
dues en particulier à l’apparition de modes de Goldstone, qui nécessitent une 
discussion spéciale (cf. section 7.8). 

Un calcul systématique des corrections à l’approximation quasi-gaussienne 
permet de vérifier sa cohérence et son domaine de validité. Mous mettons ainsi 
en évidence le rôle de la aimension 4, qui sépare les dimensions supérieures, 
où l‘approximation est jusTifiée, des dimensions inférieures où elle ne peut pas 
être valable. 

La description la plus ancienne et la plus simple des transitions de phase 
est la théorie du chanip nioyen (TCM). On suppose que l’infinité de degrés 
de liberté microscopiques peut être remplacée par un petit nombre de degrés 
de liberté macroscopiques, les effets résiduels pouvant être traités de façon 
perturbative. L’approximation de chanip moyen peut être qualifiée de quasi- 
gaussienne, en ce sens qu’elle prédit les mêmes résultats universels. L’approxi- 
mation de champ nioyen peut être introduite par plusieurs méthodes : somma- 
tion partielle du développement de haute température, principe variationnel, 
ordre dominant de la niétliode du col. Cette dernière méthode permet de cal- 
culer les corrections à l’approxiniation de champ nioyen et donc de discuter 
son domaine de validité, qui, en effet, est le même que celui de l’approximation 
quasi-gaussienne. 

Systèmes ferromagnét,iques de type Ising. Nous considérons de nouveau 
un système de spins classiques S, sur le réseau d-dimensionnel des points de 
coordonnées entières, i ditnotant un site du réseau. Nous imaginons que les 
spins classiques sont en réalité des spins moyens dans un volume physique 
grand à l’échelle des interactions microscopiques (ce qui justifie le caractère 
classique), niais petit à l’échelle des phénomènes que nous voulons étudier. 
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Ceci conduit à admettre aussi des spins ayant une distribution continue même 
si la distribution initiale est discrète. Par ailleurs, nous supposons que les spins 
fluctuent peu autour de S = O et donc que la distribution de spin p(S) ,  en 
chaque site, satisfait les conditions de la section 7.1 et décroît, pour (SI + CO, 

plus vite qu’une gaussienne (condition (7.2)). Nous supposons enfin que le 
système a une symétrie de réflexion (de type Ising) S w -S. La distribution 
de spin est donc paire, p(S)  = p(-S). Nous choisissons une interaction à deux 
spins ferromagnétique qui généralise celle des exemples (7.22) et (7.43), de la 
forme 

-PE(S) = KJSZS, , (8.1) 
Z J  

caractérisée par une matrice V,, à éléments positifs, invariante par translation, 
de courte portée (une notion qui est définie ci-dessous). 

La fonction de partition (6.12), dans un champ magnétique local H, qui 
brise la symétrie explicitement, s’écrit alors 

où, de nouveau, H inclut un facteur /3 = 1/T. 
Grâce à la condition de décroissance (7.2), la fonction de partition est 

définie, au moins dans un volume fini, pour toute interaction de paires (8.1) 
et toute température. 

8.1 Interactions à deux spins de courte portée 
Dans le modèle 7.2, l’espace ne joue aucun rôle, l’interaction ayant une 

portée infinie. Les systèmes que nous vouions étudier, en revanche, ont des 
interactions à courte portée, une notion que nous précisons ici dans le cas 
d’interactions à deux spins, et  dont nous décrivons quelques propriétés. 

Nous ne considérons que des interactions de paires dites ferromagnétiques, 
c’est-à-dire telles que V,, = V,, 2 O. Nous supposons aussi que les interactions 
sont invariantes par translation, c’est-à-dire 

V,, V(r, - r3) = V(r, - r,) L O 

où r, et r, sont les vecteurs joignant les sites 2 et j à l’origine. 
Enfin, nous appelons, par définition, znteractaons de courte portée des zn- 

teractzons à décroassance exponentzelle. Pour l’interaction à deux spins, ceci 
implique 

I1 est commode d’introduire le paramètre 
V(r) 5 ~ ~ e - K l r l ,  r; > O .  (8.3) 



192 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

qui est proportionnel à /3, l’inverse de la température (dans ce qui suit, nous 
caractériserons la température par la valeur de i / v )  et la fonction 

Nous supposons que U(r) satisfait la condition d’ergodicité de la classe des 
probabilités de saut de la marche au hasard (section 3.3.7). Avec cette condi- 
tion, le minimum de l’énergie d’interaction est obtenue pour des spins tous 
de même signe. Enfin, nous nous limitons à des potentiels ayant la symétrie 
cubique du réseau (définie en (3.46)), parce que c’est plus simple. Le poten- 
tiel normalisé, c’est-à-dire la fonction U(r),  appartient donc à la classe des 
probabilités de saut 3.3.7. 

Toutefois, l’hypothèse de symétrie cubique n’est pas essentielle ; la symétrie 
par réflection V(r) = V(-r) suffit puisque, dans la limite continue, il est 
toujours possible de faire des transformations linéaires sur les coordonnées. 

L’interaction étant invariante par translation, il est naturel d’introduire 
les transformées de Fourier 

V(k) = II Ü(k) = V(r) exp ( ik  . r) . (8.6) 
rEZ“ 

La fonction V(k) est paire et périodique dans toutes les composantes k ,  du 
vecteur k. On peut donc restreindre ces composantes à ce qu’on appelle une 
zone de Brillouin : ( I C ,  1 < T .  Le vecteur k est parfois appelé vecteur impulsion 
en analogie avec la mécanique quantique où position et impulsion sont duaux 
dans la transformation de Fourier. 

La condition de courte portée (8.3) implique que les transformées de 
Fourier v(k)  et U(k) sont holomorphes pour 1 Imkl < K .  La positivité des 
coefficients qj entraîne, de plus, 

IU(k)/ 5 U(r)  = Ü(0) = 1 
rEZd  

La fonction o(k)  admet alors, pour k + O, un développement de la forme 

U(k) = 1 - a2k2 + O (k4) ~ (8 .8)  

où k 2  est le carré de la longueur du vecteur k, et a une constante positive. 

Exemple : interaction de proches voisins. Une interaction de proches voi- 
sins sur le réseau est un exemple d’une interaction de courte portée. Appelant 
e,  les d vecteurs unitaires correspondant aux liens du réseau, nous pouvons 
l’écrire 

d 
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où 6 est ici le synibole de Kronecker. La transformée de Fourier V ( k )  est alors 
V 

V ( k )  = V(r) exp (ik . r)  = - [exp ( ik  . e,) + exp ( - i k .  e,)]  
rEZ“  2d 

où IC, sont les composantes du vecteurs k. 
Pour / k J  + 0, 

Développement de  haute température. I1 est possible de calculer la fonction 
de partition et les fonctions de corrélation en développant l’expression (8.2) en 
puissances de l’interaction V,, et en évaluant les termes successifs (dévelop- 
pement de haute température). Le développement s’exprime en fonction des 
moments de la distribution locale (section 7.1), 

Comme dans le cas des perturbations 6, la mesure gaussienne, l’énergie libre a 
un développement plus simple que la fonction de partition car les contributions 
<< non connexes >) se compensent : 

où par exemple, 

Dans la différence, tous les termes avec les quatre indices i ,  j ,  k ,  1 différents se 
cornpenserit. Cette propriété est liée à l’extensivité de l’énergie libre. 

Le développement de haute température diverge & la température critique 
où les fonctions thermodynamiques sont singulières. À condition d’être ca- 
pable de calculer assez de ternies du développement, on peut l’utiliser, com- 
biné avec des méthodes numériques d’analyse de séries (méthode de rapports, 
extrapolation par table de Neville et ses généralisations, approxirnants de Padé 
logarithmiques, approximants différentiels,.. .) pour obtenir des informations 
numériques sur le comportement critique. 

Remarque. I1 est techniquement commode, dans le cadre du développe- 
ment de haute température comme de l’approximation de champ moyen (cf. 
section 8.10)’ de supposer que V,, s’annule (par invariance par translation V,, 
est indépendant du site i), une telle contribution à un site pouvant être incluse 
dans la mesure p(S). 
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8.2 Le modèle gaussien : la fonction 
à deux points 

Considérons d’abord les systèmes ferromagnétiques dans la phase désor- 
donnée T > T,. Parce que la longueur de corrélation est alors finie, comme 
nous l’avons déjà indiqué en section 6.1.3 on s’attend à pouvoir décrire leurs 
propriétés macroscopiques en termes de spins classiques O,, qui sont déjà des 
moyennes des spins microscopiques dans des petits volunies. On s’attend, de 
plus, dans l’esprit du théorème de la limite centrale, à ce que les fluctuations 
des spins a soient faibles et que leur distribution soit en première approxi- 
mation gaussienne. Cette idée nous conduit au modèle gaussien que nous 
présentons maintenant. 

Une mise en oeuvre formelle et plus precise de cette idée sera présentée en 
section 8.10. 

Modèle gaussien. Comme dans la phase désordonnée, les spins fluctuent 
autour d’une valeur moyenne nulle par symétrie O + -a, une distribution 
gaussienne en chaque site a la forme 

, b2 > O .  ~ bz c 2 / 2  
((0) = e 

L’interaction à deux spins de type (8.1) est directement quadratique. Elle peut 
être considérée comme le premier terme d’un développement en puissances 
de CT. Avec cette interaction, la fonction de partition gaussienne s’écrit 

(8.11) 

où 
1 x(a) = 2 G,,az~j , et, = b2&, - 2V,, (8.12) 

et V,, a la forme discutée en section 8.1. En particulier, Gt3 ne dépend que 
de r, - r,, où r , ,  r3 sont lm positions des sites z et 

t i l  

: 

Le modèle n’est défini que si la matrice G,, est définie positive. Dans la limite 
thermodynamique, les valeurs propres de la matrice G prennent la forme d’un 
spectre continu donné par la transformée de Fourier 

T 

En effet, cette équation peut être récrite comme une équation aux valeurs 
propres (cf. équation (3.34)),  
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Avec les définitions (8.5) et ( 8 . 6 ) ,  on trouve 

6 ( k )  = b2 - 2 ~ U ( k ) ,  (8.13) 

et à cause de la borne (8.7), la condition de positivité est donc 

Sbz V, > V. (8.14) 

Comme nous le verrons, cette condition implique que la longueur de corré- 
lation est finie, ce qui est cohérent avec les hypothèses qui ont conduit au 
modèle gaussien. 

Nous pouvons alors utiliser les résultats de la section 6.3.3. Le potentiel 
thermodynamique est simplement 

(8.15) 

8.2.1 Quantités homogènes 

En champ magnétique uniforme H,  = H ,  l’aimantation M est uniforme. 
La fonction r ( M )  est alors proportionnelle au nombre de sites R,  et nous 
posons 

0-l [r(M) - r(o)] G Ç ( M )  = ; (bz  - 2 4 ~ ~ ’  (8.16) 

où la définition (8.4) a été utilisée. 

née par 
La distribution du spin moyen O = C,SZ/Q est gaussienne et est don- 

On retrouve la valeur particulière (8.14) : u, = b2/2.  Pour u < uc, G ( M )  est 
minimum à M = O, et donc l’aimantation s’annule en champ nul : 

La phase de haute température est une phase désordonnée. 

le modèle n’a plus de sens car la distribution &(a) n’est pas sommable. 
Pour u = uc, l’aimantation est indéterminée et à plus basse température, 

L’équation d’état est linéaire : 

H = Ç’(hl) = (u,  - ,u)M 

La susceptibilité magnétique, qui est la dérivée de l’aimantation par rapport 
au champ magnétique, prend la forme 

1 
- 

d M  
d H  V , - V  

x=---. 
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La susceptibilité magnétique diverge donc pour u = u,, qui peut être interprété 
comme un point de transition correspondant à une température critique T,. 
Le comportement 

x lx (T - T C ) Y ’  

coïncide avec celui obtenu en champ nul dans le modèle en dimension infinie 
en section 7.3. 

On ne s’attend, en génkral, à une telle divergence qu’en champ nul mais. 
dans le modèle gaussien, la, susceptibilité ne dépend pas du champ appliqué. 

8.2.2 Fonction à deux points 
La fonction à deux points en champ nul, pour u < ‘uc: 

est l’inverse de la matrice 6 (équation (8.12)) : 

À cause de l’invariance par translation, à la fois Ga? et AZj ne dépendent que 
de r, ~ r3,  où rZ, rj sont les positions des sites i et j .  L’équation précédente 
est donc une équation de convolution qui devient simple après transformation 
de Fourier. La transformér de Fourier 

est l’inverse de la transformée de Fourier (8.13) : 

(8.18) 

Pour u < uC, le dénominateur ne s’annule pas dans un voisinage de l’axe 
réel. La fonction &(k) reste donc analytique dans une bande et la fonction 
A(r) décroît exponentiellement pour Ir( CO, confirmant que la longueur de 
corrélation est finie. 

En revanche, pour ‘u = uc (c’est-à-dire à la température de transition 
T = TC), le dénominatem se comporte pour /kl -7‘ O comme (utilisant la 
paramétrisation (8.8)) 

2v,(l - Ü(k)) = 2u,a2k2 + O(k4). 

D’ailleurs, c’est le seul point où le dénominateur peut s’annuler (à cause de la 
borne (8.7)). La longueur de corrélation est infinie. ce qui est cohérent avec 
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une interprétation de ce point comme correspondant à une température de 
transition. La fonction A(k) est singulière, 

et cela conduit à une décroissance algébrique de A(r )  pour d > 2. 
Pour d = 2 et w = v,, l'intégrale 

(8.19) 

diverge à k = 0 et donc le modèle gaussien ne peut pas décrire le point de 
transition T = TC en dimension 2. 

8.2.3 Le comportement critique 

pathologiques, examinons le comportement de la fonction à deux points, 
Bien que certaines propriétés du point de transition v = v, soient un peu 

pour d > 2, au point critique v = w, quand X + +CO. Le calcul explicite 
de l'intégrale est présenté en section 8.4.3, mais le comportement peut être 
obtenu par des arguments simples. 

Après le changement k ++ k/X, l'intégrale devient 

où maintenant les composantes i t p  du vecteur k varient dans l'intervalle 

À cause de la régularité de A(k) pour k # O, on peut prendre la limite 
-AT 5 k,  5 AT. 

X + ce dans l'intégrant et les bornes d'intégration et, donc, 

Comme le dénominateur est maintenant invariant par rotation, dans cette 
limite, A(r)  n'est fonction que de T = Irl. On en déduit 

(8.20) 

La fonction à deux points a une décroissance algébrique et donc la longueur 
de corrélation est infinie. 
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De plus, asymptotiquement, A(r)  a une symétrie de rotation O(d)  (celle 
de l’espace continu), plus étendue que les symétries discrètes du réseau (une 
propriété analogue a été obtenue pour la marche au hasard en section 3.3.9). 

On montrera que dans des modèles plus généraux, la transformée de 
Fourier de la fonction à deux points se comporte, à la température critique 
T = T, pour r -+ 03, comme 

A(r)  c( l/rd-’+7, (8.21) 
/1.l-= 

ce qui correspond, par les inèmes arguments, au comportement 

(8.22) 

Ici, des formes (8.19) ou (5.20) de la fonction à deux points, on déduit 

q = O ,  (8.23) 

qui est la valeur gaussienne ou classique de l’exposant q. 

8.2.4 Domaine critique 

le ternie domiriant de l / a ( k )  est 
Pour %r < wc,  mais uc -71 -f O et k d’ordre (uc - c ) ’ / ~  (le domaine critique), 

2vc - 2vÜ(k) = 2(uC - u) + 2w,u2k2 + O(k4, ( u  - v c ) k 2 ) ,  (8.24) 

et donc 
A(]<) N ; (21, - ?J + .,,,u”k”)-l. 

À cause du développement (8.8), dans cette limite, A(k)  a encore une symétrie 
de rotation O(d) ,  plus étendue que les symétries du réseau. 

De plus, dans cette limite, la fonction à deux points a une forme 
d’ornstein-Zernike ou de champ libre (voir section 8.4). 

On en déduit que A(r) décroît exponentiellement (équations (8.40) 
et (8.42)) avec le comportement asymptotique : 

où la longueur de corrélat ion diverge pour T 4 T, comme 

Dans une grande classe de modèles, on trouve 

(8.25) 

et v = 1/2 est la valeur gaussienne de l’exposant de corrélation 
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Dans le cadre restreint de la théorie gaussienne sur réseau, nous avons 
obtenu des comportements universels de la fonction à deux points à grande 
distance à TC et près de T, quand la longueur de corrélation est grande par 
rapport à l’échelle microscopique, ainsi que la singularité universelle de la 
longueur de corrélation. 

Tous les coniportenients unzversels ainsi obtenus sont également ceux 
qu’on retrouvera dans l’approximation quasi-gaussienne (section 8.5)’ qu’on 
déduit des hypothèses générales de la théorie de Landau (section 8.7), ou qui 
apparaissent très généralement dans l’approximation de champ moyen (sec- 
tion 8.10). 

8.3 Modèle gaussien et marche au hasard 
Montrons, à titre d’exercice et parce qu’une telle propriété a des généra- 

lisat>ions, coniment la fonction à deux points gaussienne peut être reliée à un 
processus de marche au hasard, tel qu’il est défini en section 3.3.7. 

Nous partons de l’expression (8.18) : 

-1 
&(k) = [ u t i ,  - 2d?(k)] , 

que nous développons en puissances de v 

(8.26) 

Inversant la représentation (8.6), nous exprinions maintenant U(k) en terme 
de sa transformée de Fourier : 

o(k)  = eézr’k U(r).  

Alors, 

Nous introduisons maintenant un point initial q o  arbitraire sur le réseau et 
changeons de variables, posant 

re = q e  - g e - 1 ,  15 e 5 n .  

L’expression devient 



200 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

Nous avons déjà noté que la fonction U(r)  a toutes les propriétés des fonctions 
de saut de la marche au hasard invariante par translation. Définissons alors 
le processus correspondant (équation (3.43)) par l’équation d’évolution 

Pn(q) = 1 U(q’ - q)E-i(q) ,  
q‘EZd 

où Pn(q) est la probabilité pour le marcheur d’être au point q au temps n 
avec comme point de départ qo au temps 0. 

L’itération de cette équation donne 

L’expression (8.27) peut donc s’écrire (qn H q) 

(8.28) 

Le coefficient de wn est donc une fonction génératrice des moments de la 
distribution au temps n. De façon générale, le coniportement de la distribution 
Pn(q) pour n + 00 est lié à la singularité de A(k), comme fonction de u, la 
plus proche de l’origine. Ici, comparant avec l’expression (8.26), on obtient 
directement 

q 

On peut ensuite développer en puissances de k. Par exemple, le second mo- 
ment est le coefficient de k2 : 

1 
na2k2 = - 

2 Pn(q)(k.  (q - qo))2 
q 

et donc, 
2 pn(q:)(q - qo)a(q - qo)o = 2na 6,B. 

q 

Nous retrouvons, comme nous l’avons déjà démontré, que la distribution 
asymptotique de q - 9 0  est isotrope et (q - q0)2 croît en moyenne linéai- 
rement avec le temps. 

8.4 Modèle gaussien et intégrale de champ 
Au chapitre 5, nous avons montré que les propriétés de longue distance de 

modèles sur réseau unidimensionnel, peuvent être décrites, quand la longueur 
de corrélation diverge, par une intégrale de chemin. En diniension arbitraire, 
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les propriétés universelles du modèle gaussien sur réseau peuvent être déduites 
d’une théorie statistique des champs (qui remplacent les configurations de 
spin) dans l’espace continu et  isotrope. 

Soient o(z) un champ dans l’espace continu à d dimensions Rd et H ( z )  
un champ magnétique arbitraire. 

Nous considérons l’intégrale de champ, ou intégrale fonctionnelle, gaus- 
sienne 

2(H) = /[da(x)] exp [-Hjo) + /ddza(x)H(z)] 

avec 

(8.29) 

et la notation 8, d/dx,, où nî. > O est un paramètre lié à la déviation à la 
température critique, comme nous le vérifions plus loin. La fonctionnelle W ( a )  
est souvent appelée hamiltonien dans ce contexte (une dénomination eniprun- 
tée à la théorie statistique des gaz classiques). 

L’intégrale de champ généralise à CE dimensions l’intégrale de chemin, et le 
symbole [da(z)] signifie qu’on intègre sur tous les champs a(.). 

Dans le cadre de la théorie quantique des champs qui décrit les interac- 
tions fondamentales à l’échelle microscopique, le cas gaussien correspond à 
une théorie de champs libres. La forme quadratique dans les champs (8.29) 
est alors appelée action euclidienne et le paramètre m est la niasse de la 
particule associée au champ o. 

Comme dans le cas du réseau, quand cela s’avère nécessaire, nous défi- 
nissons la limite de volunie infini ou thermodynamique en partant d’un cube 
avec des conditions aux limites périodiques. 

8.4.1 Maximum de l’intégrant et fonction à deux points 

Le calcul de l’intégrale gaussienne est une généralisation simple du calcul 
de l’intégrale de chemin (5.1 1). On cherche d’abord le maximum de l’intégrant 
et donc le minimum de 

W ( a ,  H )  = W ( O )  - ddz  a ( ~ ) H ( z ) .  (8.30) J’ 
Pour cela on pose 

4.) = adz) + c(z) ,  (8.31) 

où la fonction a,(x) est déterminée par la condition que le terme linéaire en 
F s’annule : 
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On intègre le terme linéaire en ~ , E ( z )  par parties (par rapport à x p )  : 

parce que les termes tout int,égrés s’annulent à cause des conditions aux limites 
périodiques. On trouve alors l’équation 

(--O$ + m2)ac(x)  = H ( z ) ,  

où O: est le laplacien à d dimensions : 

P 

La solution peut s’écrire 

gc(:c) = /ddxA(x - y)H(y) ,  

où A ( s  - y) est aussi la fonction à deux points gaussienne en champ nul 
(équations (2.9, 2.17)) : 

( 4 Z ) 4 Y ) ) H = O  = A(z - Y). 

(-0: + m2)A(s) = S ( d ) ( r ) ,  

Elle satisfait 

où 6 est la distribution de Dirac, comme on le vérifie en appliquant -0; + m2 
à ac. Cette équation se résout par transformation de Fourier. Dans la limite 
du volume infini, on trouve 

avec 

(8.32) 

(8.33) 

comme on le vérifie en appliquant -0; + m2 à A(z) ( J d d k  e-zk.x = 

Enfin, la fonctionnelle i(8.30) pour a = ce, après une intégration par par- 
( 2 7 r ) W )  (x)). 

ties, prend la forme 

î-t(ac, H )  = J’ ddzaC(x) [-SO$ + im2 - ~ ( z ) ]  ac(x) 

(8.34) 
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8.4.2 Intégration gaussienne 

fonctionnelle (8.30) devient 
On fait maintenant le changement de variable (8.31)’ a(.) H E(.). La 

L’intégrale gaussienne résiduelle sur E ( Z )  donne une normalisation, 

S ( 0 )  = [ d ~ ( z ) ]  J 
indépendante de H ,  et qui ne peut être évaluée entièrement qu’en remplaçant 
le continu par un réseau ( c f .  aussi la discussion des sections 3.5 et 5.1.3). 

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation connexes est donc 
(équation (8.34)) 

W ( H )  = In 2 ( H )  = W(0)  + ddz ddy H(z )A(z  - y)H(y) .  (8.35) 

En champ uniforme, la densité d’énergie libre devient 

W ( H )  = ( W ( H )  - W(0) )  /volume 

= ;H2 ddzA(z)  = SH’A(0) = S H 2 / m 2 ,  .I‘ 
d’où l’on déduit la densité de potentiel thermodynamique 

Ç(M) = Sm2M2. (8.36) 

Comparant ces expressions avec la partie asymptotique universelle des ex- 
pressions sur réseau, par exemple G(M) avec l’expression (8.16)’ on identifie 
le paramètre m2 : 

m2 N 2(v, - w) cx T ~ T,. (8.37) 

8.4.3 Calcul explicite de la fonction à deux points 

Nous calculons maintenant la fonction à deux points dans l’espace continu 

À T,, il faut évaluer 
explicitement. 
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Pour calculer cette intégrale, nous utilisons l’identité 

00 1 
= 1 dt e-tk2 . 

L’intégrale sur IC devient alors gaussienne. Après intégration, 

Après le changement de variables u = r2/4t, l’intégration sur u donne 

(8.38) 
2d-2  1 

A(r)  = ~ r ‘ ( d I2  - (47442 

Pour la fonction i / ( k 2  + m 2 ) ,  la stratégie est la même. On trouve alors 

où K v ( r )  est une fonction tie Bessel de troisième espèce (cf. définition ( 2 . 5 2 ) ) .  
Pour t -j +m, Kv(z) peut être évaluée par la méthode du col (cf. exer- 
cice 2.6). On en déduit 

(8.40) 

La constante E = l / m ,  qui caractérise la décroissance exponentielle de la 
fonction à deux points, est la longueur de corrélation. 

Remarque. Pour avoir une idée de la classe des champs typiques qui contri- 
buent à l’intégrale fonctionnelle, on peut évaluer la fonction à deux points dans 
la limite des points coïncidents : 

~ d - 2  1 

(a(x)o(y)) N A(x - y, m = O )  = ~ 

I 

Ix-YI-0 (4:)d/2 r(d/2 - Ix - yld-2 

On voit que cette classe de fonctions est si singulière que la valeur moyenne 
de ~ ’ ( x )  diverge, et ce d’autant plus vite que la dimension d’espace d est plus 
grande. Cette singularité cie la mesure gaussienne correspondant au hamilto- 
nien (8.29) ne manquera pas de poser des problèmes par la suite. 

Pour d = 2, le comportement prend la forme 
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8.4.4 Réseau et limite continue 

Nous étudions niaintenant comment quand la longueur de corrélation tend 
vers l’infini, la fonction à deux points sur le réseau converge, à grande distance, 
vers la fonction du continu. 

À T,, la fonction sur le réseau s’écrit 

(8.41) 

Si nous restreignons l’intégrale sur t à un intervalle fini t < t,,,, la fonction 

tr,,,, 
dt e-t[”r -G(k)l 

est analytique dans une bande et suivant l’analyse de la section A.5.2, sa 
transformée de Fourier décroît exponentiellement pour Ir1 + CO. Donc le 
voisinage de t = 03, qui engendre la singularité à k = O, donne la contribution 
dominante à grande distance. On se retrouve alors dans la situation de la 
méthode du col. Le col se trouve à k = O. On développe donc v, ~ V(k) pour 
k 4 O ,  et le terme dominant est proportionnel à I C 2 .  De plus, on peut intégrer 
sans restriction sur k. On retrouve donc le résultat du continu (8.38). 

L’analyse se généralise à la situation 1v ~ vcl << 1. Après le changement de 
variables k = (1 - v/v,)1/2k’/n et donc (équation (8.24)) 

2vc ~ 2 ~ Ü ( k )  = 2 ( ü ,  ~ ü ) ( l  + k”) + O ((v ,  - u ) ~ ) ,  

l’intégrale (8.41) devient 

où nous avons posé 

Quand v 4 vCl la borne A 4 CO et on peut donc intégrer sans restrictions sur 
les composantes du vecteur k. Le calcul devient alors identique au calcul du 
continu et E s’identifie bien à la longueur de corrélation. 

8.5 Approximat ion quasi-gaussienne 
En dessous du point de transition, le modèle gaussien n’est certainement 

plus valable puisque la forme quadratique (8.12) n’est plus positive et donc 
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l’intégrale gaussienne (8.11) n’est plus définie. On remarque aussi que la dis- 
tribution du spin moyen, dims cette limite quadratique, n’est plus sonimable. 

Cependant, même dans le cadre du théorème de la limite centrale, la 
distribution gaussienne n’est qu’asymptotique. L’analyse du modèle gaussien 
montre qu’en dessous du point de transition, les corrections à la distribution 
gaussienne, c’est-à-dire les termes de degré plus élevé dans la distribution 
effective de spin, même s’ils sont petits, ne peuvent plus être négligés. 

Nous montrons ici que la méthode du col conduit naturellement à une 
approximation quasi-gaussienne qui reproduit, à l’ordre dominant, les résul- 
tats du modèle en dimension infinie. Cependant, à la différence du modèle 
en dimension infinie, elle permet également d’étudier le comportement des 
fonctions de corrélation à la transition. 

Modèle effectif. Pour aller au-delà du modèle gaussien, nous considérons 
donc une distribution en chaque site plus générale, 

p ( 0 )  = e-B(g) 

où, suivant l’analyse en fin de section 7.1.2 (cf. équation (6.10))’ nous choi- 
sissons une fonction B(a)  de la forme (7.11)’ qui est le potentiel thermody- 
namique d’un modèle à un site. Nous avons montré qu’une telle fonction est 
analytique et nous paramétrons son développement à a = O, sous la forme 

B ( t r )  = c r Z p ,  bZ > O .  
2p! 

p= 1 

(8.44) 

Nous supposons aussi b4 > O puisque nous voulons étudier des transitions 
continues. 

La fonction génératrice des fonctions de corrélation s’écrit alors 

où l’hamiltonien X ( a )  prend la forme 

(8.45) 

(8.46) 

Approxzmatzon quasz-gnusszenne. Comme l’intégrale (8.45) n’est plus gaus- 
sienne, elle ne peut plus être calculée exactement. Mais puisque B(a)  est ana- 
lytique, nous pouvons évaluer l’intégrale sur les spins par la méthode du col. 
Si nous supposons que les fluctuations autour du col varient lentement, nous 
pouvons approxinier l’intégrale par la contribution dominante, une approxima- 
tion qu’on peut qualifier de quasi-gaussienne. Une telle hypothèse implique, 
en particulier, que les spins az sont la somme d’une valeur moyenne Mz et 
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d’une partie fluctuante faiblement corrélée. Cette hypothèse va au-delà d’une 
idée de théorème de la limite centrale en ce sens que la valeur moyenne Mt 
n’est plus liée seulement à la distribution en chaque site mais est aussi un 
résultat des interactions. 

Méthode du col. Le maximum de l’intégrant dans l’intégrale (8.45) est 
donné par une solution de l’équation de col 

(8.47) 

et, à l’ordre dominant, 

où a est une fonction de H à travers (8.47). 
Comme nous l’avons déjà noté, W ( H )  est la transformée de Legendre de 

%(a).  En conséquence, le potentiel thermodynamique r ( M ) ,  transformé de 
Legendre de W ( H ) ,  est simplement 

Dans le cas des modèles invariants par translation d’espace que nous étu- 
dions, l’aimantation en champ uniforme est uniforme. La densité de potentiel 
thermodynamique est alors 

Ç ( M )  = rlr(hf) = -.u~f2 + ~ ( n f ) ,  (8.49) 

où .u est le paramètre (8.4). 

et température, s’en déduit : 
L’équation d’état, qui est la relation entre champ magnétique, aimantation 

82 
f3M 

H = - = -2vM + B’(M) .  (8.50) 

Nous retrouvons exactement les expressions (7.27) et (7.28) du modèle en 
dimension infinie, et la discussion du comportement universel des quantités 
homogènes est identique à celle présentée en sections 7.2, 7.3. 

8.6 La fonction à deux points : universalité 
Contrairement au modèle en dimension infinie, l’approximation quasi- 

gaussienne engendre une fonction à deux points non triviale dont nous étu- 
dions maintenant les propriétés. 
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Divergence de la longueur d e  corrélation e t  transition continue. Une tran- 
sition continue est caractérisée par la propriété 

(8.51) 

et donc par la divergence de la susceptibilité magnétique x = d 2 W / ( a H ) 2  en 
champ nul. Par ailleurs, 

d H  

( 2 )  où Wzj est la fonction à deux points connexe. À cause de l’invariance par 
translation en champ uniforme, 

où r, et r j  sont les vecteurs joignant les points i et j à l’origine. Ainsi, 

Nous introduisons maintenant les transformées de Fourier des fonctions 
connexe et de vertex 

- 
W(2)(k) = W(2)(r) exp (ik . r) , 

r 

f’(2)(k) = C I ’ ( ” ) ( r ) e x p ( i k . r ) .  
r 

Alors, 

où la dernière équation découle de l’équation (6.26). 
La somme Er W ( 2 )  (r) ne diverge que si la longueur de corrélation diverge. 

La condition de transition continue (8.51) entraîne donc la divergence de la 
longueur de corrélation en aimantation nulle. 

La fonction ù deux points. De façon générale, de l’équation (8.48) on déduit 
la relation entre champ magnétique et aimantation locale 

(8.53) 
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En dérivant it nouveau, on obtient la fonction de vertex à deux points à 
aimantation fixée 

ou en notation plus explicite 

Sa transformation de Fourier est donnée par 

F(2)(k) = B ” ( M )  - 2V(k). (8.55) 

La transformée de Fourier de la fonction à deux points connexe s’en déduit 
(équation (6.26)) : 

(8.56) 

En champ nul, au-dessus de T,, l’aimantation s’annule et l’on retrouve la 
forme (8.18) du modèle gaussien 

- 
W(2)(k) = +ruc - V(k)]-’, (8.57) 

où v, = b2/2. Si la transition est du second ordre, cette expression reste 
valable jusqu’à v = u, (T = T,) où la longueur de corrélation diverge parce 
que la dérivée seconde de r(M) s’annule, et c’est la source de propriétés 
d’universalité spatiale. En particulier, on retrouve les valeurs gaussiennes ou 
classiques des exposants (définitions (8.21, 8.25))’ 7 = O, v = 1/2.  

Plus généralement pour lu - w,l, lkl, M << 1 (ce qui implique aussi champ 
magnétique faible), dans la paramétrisation (’7.11), on trouve 

W(2)(k) N [2v, + +b4M2 - 2 ~ ( 1  - a2k2)]p1.  (8.58) 

La fonction de corrélation garde une forme d’ornstein-Zernike ou de champ 
libre. Les équations (8.42, 8.43) se généralisent immédiatement et la longueur 
de corrélation pour M # O s’en déduit : 

- 

(8.59) 

En champ magnétique nul, utilisant en dessous de T, l’expression (7.32) de 
l’aimantation spontanée, on trouve 

E-’ = a-’ (1 - v/u,) pour T > T,, 
5:’ = 2 ü 2  (v/v, - 1) pour T < T,. 
+ (8.60) 
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Introduisant, également, de façon générale, un exposant de longueur de cor- 
rélation Y’ pour T + TC-.’ et définissant les amplitudes critiques f* pour 
IT - T,I + O par 

E+ N f+ (T - T , ) y ’  e- N f- (T, ~ T)-”” (8.61) 

on déduit de la relations (8.60) la valeur quasi-gaussienne de l’exposant 

et le rapport d’amplitudes 
f + / f -  = Jz. (8.62) 

Notons qu’on définit parfois la longueur de corrélation à partir du second 
moment El de IV:;) qui est proportionnel à E 2 ,  et qui a donc les mêmes 
propriétés universelles 

f’(2)(k) = [%(2)(k)]-1 N Ï‘(2)(0) (1 + k2<t + O(k4)) . (8.63) 

I1 y a encore d’autres rapports d’amplitudes universels. Par exemple, si 
pour u = ucl H -f O, on pose 

et en champ nul, 

on trouve la combinaison 

qui est donc universelle. 

8.7 Approximation quasi-gaussienne et théorie 
de Landau 

Les résultats universels que nous avons obtenus dans le cadre de l’approxi- 
mation quasi-gaussienne découlent également de la théorie de Landau que 
nous rappelons ici. La théorie de Landau est basée sur des hypothèses très 
générales concernant les propriétés des systèmes avec interactions à courte 
portée, dont nous avons utilisé certains aspects pour justifier l’approximation 
quasi-gaussienne. 

Nous supposons qu’en champ nul le système physique est invariant par 
translation d’espace. La théorie de Landau prend alors la forme de plu- 
sieurs conditions de régularité du potentiel thermodynamique fonction de la 



8. Approximation quasi-gaussienne : universalité, dimension critique 21 1 

température et de l’aimantation locale (plus généralement, d’un paramètre 
d’ordre local) : 

(i) Le potentiel thermodynamique I ‘ (M),  fonction de l’aimantation locale 
M(r) (engendrée par un champ magnétique inhomogène), qui est aussi 
une fonction génératrice des fonctions de vertex, est développable en 
puissances de A l  à M = O. 

(ii) Nous introduisons la représentation de Fourier du champ d’aimantation : 

M(r) = ddk eik’r M(k). s 
Le potentiel thermodynaniique I‘(M) peut alors être développé en puis- 
sances de M(k) (e$ les définitions sur réseau (6.22, 6.23)) : 

r(11.1) = I J’ ddki . . . ddk, A?(kl) . . . &l(kn) 
n! n 

où les fonctions S de Dirac sont la conséquence directe de l’invariance 
par translation qui implique que la somme des variables de Fourier doit 
s’annuler. 

Alors, les fonctions de vertex p ( n ) ,  qui apparaissent dans ce développe- 
ment, sont régulières à ki = O. 

(iii) Les coefficients du développement sont des fonctions régulières de la 
température pour T proche de T,, la température à laquelle le coefficient 
de f‘(2)(k = O)  s’annule. 

Enfin, une condition nécessaire pour que la transition soit du second ordre 
est que F(4) (O, O ,  O, O) soit positif. 

Ces conditions sont motivées par quelques hypothèses générales : les spins 
effectifs sont des moyennes de variables microscopiques faiblement couplées 
dont les fluctuations peuvent être traitées de façon perturbatjive. Ceci s’ex- 
prime aussi comme un découplage des différentes échelles de physique, et 
conduit à la conclusion que les phénomènes critiques peuvent être décrits, 
à l’ordre dominant, en termes d’un nombre fini de variables macroscopiques 
effectives, comme dans la théorie du chanip moyen. 

Ces remarques rendent encore un peu plus troublante la constatation em- 
pirique que les résultats universels du champ moyen sont en désaccord quan- 
titatif (et parfois même qualitatif) avec les résultats expérimentaux et ceux, 
exacts ou numériques, provenant de modèles sur réseau. Un examen des correc- 
tions principales à la théorie gaussienne va nous fournir quelques indications 
sur les origines de cette difficulté. 
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8.8 Symétries continues et modes de Goldstone 

Si la variable initiale de spin S, est un vecteur à N composantes, et si à la 
fois l’interaction et la distribution de spin ont une symétrie continue (associée 
à un groupe de Lie compact), la plupart des résultats obtenus dans le cadre 
de l’approximation quasi-gaussienne reste inchangée. Cependant’ l’apparition 
de plusieurs fonctions et longueurs de corrélation quand l’aimantation est dif- 
férente de zéro, induit quelques propriétés nouvelles. En particulier en champ 
nul, à toute température au dessous de T,, certaines longueurs de corrélation, 
associées à des modes appelés modes  de Goldstone divergent comme nous 
l’avons montré de façon générale en section 7.8. 

Nous vérifions ces propriétés dans l’approximation quasi-gaussienne dans 
le cas de modèles ayant une symétrie orthogonale O ( N )  ( N  > 1)’ c’est-à-dire 
invariant par le groupe des rotation-réflexions de l’espace à N dimensions 
agissant sur les N composantes du vecteur S. 

Approx imat ion  quasi-gcmssienne. I1 est simple d’examiner les propriétés de 
l’approximation quasi-gaussienne dans ce cas plus général. Le potentiel ther- 
modynamique a une structure analogue à l’expression (8.48)’ à la différence 
près que l’aimantation locale M, est maintenant un vecteur à N composantes 
et que le potentiel thermodynamique est invariant par les transformations 
orthogonales agissant sur le vecteur M,. 

L’invariance par le groupe O ( N )  implique que le potentiel thermodyna- 
mique s’exprime en termes de produits scalaires et donc peut s’écrire : 

où la fonction B est une fonction développable de M 2  avec des propriétés 
semblables à la fonction (7.11) : 

b2 b4 

2 4! 
B ( X )  = -x + -x2  + avec 

où l’hypothèse de transition continue implique aussi 64 > O. 

Équa t ion  d’état.  En champ uniforme, la densité de potentiel thermodyna- 
mique s’écrit alors 

G(M) = -vM2 + 13(M2). 

L’équation d’état s’en déduit 

H aç(M) - Ma (-2v + B’(M2)) .  an& a -  
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Prenant le module des deux membres, on obtient une forme analogue à la 
forme (7.31) : 

où H ,  h.î sont maintenant les longueurs des vecteurs H, M. 
La discussion de l’existence d’une transition de phase continue à O, = b2/2  

et des propriétés universelles correspondantes de l’équation d’état est alors en 
tout point identique à la discussion déjà donnée en section 7.3 dans le cas de 
la symétrie de réflexion &. 

H = M ( - ~ u  + B’(M2) ) ,  (8.65) 

Fonction ù deux poznts. Dérivant une fois l’expression (8.64)’ on trouve 

(8.66) 

où Ma,z (a  = 1, ..., N )  sont les composantes du vecteur aimantation M,. 

vertex, inverse de la fonction connexe à deux points, 
La dérivée de l’équation (8.66) donne, pour M uniforme, la fonction de 

= (-2V,, + 26,,B’(M2)) S N / j  + 4S,,M,h.!f~B,”(h1~). (8.67) 

Après transforniation de Fourier, 

Ffi(k) = (-2V(k) + 2B’(M2))6,,3 + 4M,Mpü”(M2) .  (8.68) 

La fonction f?Ei(k) reste une matrice dans l’espace des composantes vecto- 
rielles. et son inverse au sens des matrices est la fonction de corrélation connexe 
@$ (k) . 

Introduisons un vecteur unité le long de la direction de l’ainiantation 

M = Mu avec u2 = 1 .  

La matrice r$ a deux sous-espaces propres correspondant au vecteur u et 
au sous-espace orthogonal à u. La fonction (8.68) peut alors être décomposée 
en parties transverse et longitudinale : 

(8.69) 

où Ff), F$) sont les deux valeurs propres, respectivement. Elles sont don- 
nées par 

rf’(k) = 2B’(M2) + 4M2B”(M2)  - 2V(k), 

f‘F’(k) = 2B’(M2) - 2V(k). 

(8.70a) 

(8.70b) 
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Les expressions (8.7Oa) et  (8.58) sont similaires. Utilisant l’équation (8.65)’ 
on peut récrire 

l?$)(k) = H / M  + 2 [ V ( O )  - T/(k)] . (8.71) 

Ce résultat est clairement cohérent avec le résultat général (7.72). Comme 
f’f) et f‘g) sont les valeurs propres de la matrice f’(2), la matrice des fonctions 
connexes a comme valeurs propres les inverses 

À toute température T < T,, le rapport H I M  tend vers zéro pour H 4 O. 
Cette équation montre alors qu’en champ nul dans la phase ordonnée, la 
fonction de corrélation à deux points transverse diverge comme 1/k2 pour 
k + O, ce qui est cohérent avec le résultat général de la section 7.8 qui implique 
l’existence de N - 1 modes de Goldstone. 

8.9 Corrections à l’approximation 
quasi-gaussienne 

Pour décrire la phase de basse température, il a été nécessaire d’aller au- 
delà du modèle gaussien. Alais I’approxiniation quasi-gaussienne n’est justifiée 
que si la méthode du col est justifiée. Formellement, cette condition semble 
réalisée si tous les coefficients bap du développement (7.11)’ sauf le coeffi- 
cient b2 du terme quadratique, sont <( petits ». 

I1 faut cependant que les corrections inévitables au résultat de l’ordre do- 
minant ne changent que les coefficients du développement du potentiel ther- 
modynamique, sans affecter ses propriétés de régularité. 

C’est ce que nous voulons vérifier en calculant les premières corrections 
à la dérivée seconde Ç ” ( M )  de la densité de potentiel thermodynamique à 
aimantation nulle, c’est-à-dire dans la phase désordonnée au-dessus de T, 
(u < u C ) ,  et en champ nul 

Nous déterminons d’abord la valeur de u pour laquelle Ç”(0) s’annule, de 
façon à trouver la première correction à w, et donc à la température critique. 
La valeur v, n’étant pas universelle, cette correction ne joue pas de rôle. Nous 
en déduisons ensuite la première correction au comportement de Ç”(O), qui est 
aussi l’inverse de la susceptibilité magnétique x en champ nul, pour v 4 v,, 
ce qui est le résultat intéressant. 

8.9.1 Calcul de la correction 
Dans la phase désordonnée v < uc,  en champ nul, l’aimantation M = (a )  

s’annule et le col dominant est juste B = O. La première correction à la mé- 
thode du col est alors aussi la première correction au modèle gaussien. 
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Le5 corrections au résultat gaussien sont obtenues en développant l’expres- 
sion (8.45), séparant dans l’hamiltonien %(a) une partie quadratique d’un 
reste appelé perturbation : 

f i (0)  = - V,jgtaJ + C R ( a , )  = X o ( 0 )  + C(R(gt) - ;bag:), 
,LI 2. 1 

avec 
1 

%O(.) = 2 C G t j ~ , n , ,  Gt3 = b2SÎ3 - LV,,  . 
, > J  

À l’ordre dominant, les contributions ne viennent que du terme quartique de 
B(cT). I1 suffit donc de considérer la fonction de partition 

La dérivée seconde du potentiel thermodynamique est aussi l’inverse de la 
fonction à deux points connexe en représentation de Fourier, à argument nul. 
La première correction au résultat gaussien de la fonction à deux points est 
donnée par la contribution d’ordre b4. De plus, comme l’aimantation est nulle, 
la fonction à deux points connexe est égale à la fonction à deux points com- 
plète. On peut donc utiliser le résultat général (2.28) avec X = b4 et A = O-’ : 

JV;:) = (a,a,) = A,? - Sb4 CA,kAskAk,  + O(bq). 
k 

L’inverse de la fonction à deux points connexe (au sens des matrices) est la 
fonction de vertex I?!:) (équation (6.19)). On trouve ici 

rw 13 = Gt3 + i b . A l & 3  + O(bi) .  

À cause de l’invariance par translation, At, est indépendant du point 2 et donc 
A,, = A(r  = O). 

En représentation de Fourier (équations (8.13, 8.18))’ 

La transformée de Fourier de r::) est alors donnée par 

l?‘2’(k) = bz - 2V(k) + Sb4- (8.72) 
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Le coefficient de M 2  dans le développement de la densité de potentiel ther- 
modynamique Ç ( M ) ,  qui est aussi l’inverse de la susceptibilité magnétique en 
champ nul (cj .  aussi l’équation (6.19)), est donné par 

où nous avons introduit la transformée de Fourier Ü = v / u  de la fonction (8.5) 
(équation (8.6)). 

Correctaon ù la méthode du col. Alternativement, on peut se servir du 
résultat général (6.31), qui donne la première correction de la méthode du col 
et qui, ici, prend la forme 

F ( M )  = - 1 V,,MtM, + B(M, )  + $ t r ln  [-2V,, + B”(M,)&,]. (8.74) 
%3 2. 

Si M est constant, le calcul de la correction se simplifie à cause de l’invariance 
par translation. La matrice 

L,, = in [-2K3 + B”(M)6,,], 

en notation plus explicite, est de la forme 

L,, = L(r, - r,). 

Donc, 
t r L  = L,, = RL(O) 

z 

La densité de potentiel thermodynamique s’en déduit : 

Ç ( M )  = -vM2 + B ( M )  + $L(O). 

Dans la limite du volume infini, à cause de l’invariance par translation, les 
matrices -2V,, + B”(M)&, et L,, se diagonalisent par transformation de 
Fourier (équation (8.55)). Les valeurs propres de L,, sont les logarithmes des 
valeurs propres de -2V,, f B”(M)&,. On en déduit 

- c  

ddpz(p )  = J’ & In [-20(p) + B ” ( M ) ]  . 

On obtient alors 

Ç ( M )  = -vM2 
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et pour la dérivée seconde à n/f = O : 

xP1(M = O)  = Ç”(O) = - 2 ~  + b2 + ddp +O(bz) ,  (8.75) 

ce qui coïncide avec le résultat (8.73). 

8.9.2 Le comportement critique 

La condition de criticalité est maintenant 

Ç”(0) = -2w + b2 + - (8.76) 

Le premier effet du ternie correctif est de modifier la valeur critique v,, et donc 
la température critique. Dans le terme d’ordre bq, nous pouvons remplacer Y, 

par b 2 / 2 ,  sa valeur à l’ordre doniinant, et l’équation devient 

Pour p i O (équation (8.8)) : 

2 2  1 - U(p) - a p . 

Nous vérifions de nouveau le caractère pathologique du modèle en dimension 
d = 2 où l’intégrale diverge à p = O : les transitions de phase continues en 
dimension 2 ne peuvent pas être décrites par le modèle gaussien, et donc 
gaussien perturbé. 

Nous dérivons maintenant Ç”(0) par rapport à v : 

- - - 2 + b q  + O ( b i ) .  (8.77) 8Ç”(O) 
th ( b 2  - 2wU(p)) 

À cet ordre, la valeur de la dérivée pour Y = w, est obtenue en remplaçant vc 
par b 2 / 2  dans la correction d’ordre b g .  On trouve 

Si l’intégrale a une limite finie quand Y + vc, la dérivée existe à v = vC et la 
correction à Ç”(0), au-delà de la contribution gaussienne, est proportionnelle 
àv -21 , :  
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Dans ce cas, Ç”(0) s’annule toujours linéairement au point critique comme 
w - wc ou T - T,, comme dans la théorie quasi-gaussienne et seul le coefficient, 
non universel, est légèrement modifié. 

Pour p 4 O,  le numérateur de l’intégrale dans l’expression (8.78) tend vers 
1 et le dénominateur se comporte comme p4. L’intégrale ne converge donc 
que pour d > 4. Cette analyse met donc en évidence le rôle particulier de la 
dimension 4. 

Pour d > 4, la perturbation à la théorie gaussienne est petite, et ne modifie 
que des quantités non universelles. La susceptibilité magnétique continue à 
diverger comme l/(T-T,) et l’exposant critique y (définition (7.35)) conserve 
sa valeur gaussienne : y = 1. 

Pour 2 < d 5 4, au contraire l’intégrale diverge quand w 4 we. Ainsi, aussi 
petit que soit l’amplitude b4 du terme correctif à la distribution gaussienne, 
pour d 5 4 quand la longueur de corrélation E diverge, la contribution d’ordre 
b4 finit par l’emporter sur le terme gaussien. Le développement perturbatif ne 
peut donc pas être valable au voisinage de Te, et les prédictions universelles 
du modèle gaussien et du modèle gaussien perturbé ne sont pas confirmées. 

I1 est instructif d’évaluer plus soigneusement le comportement de l’inté- 
grale (8.77) quand w 4 w:. Nous voyons que la contribution principale vient 
du voisinage de p = O. Nous pouvons donc approximer 1 - o(p)  par u2p2 : 

Pour d < 4, l’intégrale ainsi approximée converge à l’infini. Une intégration 
jusqu’à l’infini modifie le résultat d’une constante négligeable pour w 4 v,. 
Nous faisons alors le changement de variable p = p ’ J m / a ,  ce qui donne 

Calculant l’intégrale et introduisant la longueur de corrélation (8.43) à l’ordre 
gaussien, = u/d*i, on en déduit 

Pour d = 4, la correction a une divergence logarithmique : 
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En résumé : 

Pour les dimensions d > 4, la correction ne modifie pas les prédictions 
universelles de l’approximation quasi-gaussienne. On trouve bien des 
corrections singulières mais elles sont sous-dominantes. 

Pour les dimensions d 5 4, des singularités dites << infrarouges >> (IR), 
une dénomination empruntée à la théorie quantique des champs, dues au 
comportement à grande distance de la fonction à deux points gaussienne 
(appelée aussi propagateur), ou à argument nul de sa transformée de 
Fourier, entraînent que les prédictions gaussiennes ne peuvent pas être 
correctes en général. 

Une inspection des corrections d’ordre plus élevé confirme ces résultats. 
Pour d 5 4, les corrections sont de plus en plus singulières quand l’ordre 
augmente, alors que pour d > 4, elles le sont de moins en moins, ce qui 
confirme la validité de l’analyse du premier ordre. 

Les termes perturbatifs responsables de cette difficulté font intervenir le 
rapport r / u  entre la longueur de corrélation et l’échelle microscopique. Ceci 
donne une indication sur le mécanisme responsable de l’échec d’approximation 
quasi-gaussienne : la physique à l’échelle microscopique ne se découple pas de 
la physique à longue distance. 

est négligeable 
quand E diverge, ce qui signifie que dans l’espace direct, les degrés de liberté 
correspondant à des distances d’ordre de la longueur de corrélation ou plus 
grande jouent un rôle négligeable. Au contraire, pour d 5 4, à T, toutes les 
échelles contribuent. C’est cette propriété qui met en échec l’idée du théorème 
de la limite centrale, à savoir qu’un petit nombre de degrés de liberté effectif 
avec une distribution quasi-gaussienne peut remplacer l’infinité des degrés de 
liberté microscopiques initiaux. 

C’est pour résoudre ce problème de couplage entre toutes les échelles qu’un 
outil nouveau est nécessaire, le groupe de renormalisation. 

Notons enfin que la première contribution singulière ne dépend que du 
coefficient de a4 dans le développement (8.44) et de la forme asymptotique de 
type Ornstein-Zernike du propagateur (la fonction à deux points gaussienne) . 
L’effet du réseau s’est limité à borner le domaine d’intégration en p à la zone 
de Brillouin. 

Une étude systématique montre alors que les termes les plus singuliers, à 
chaque ordre du développement de la méthode du col, peuvent être reproduits, 
dans la limite critique, par une théorie statistique des champs avec interaction 
de type a4, dans l’espace euclidien continu. En conséquence, si la somme 
des termes les plus divergents suffit pour déterminer les propriétés critiques 
des modèles que nous étudions, alors des propriétés de limite continue et 
d’universalité en découlent puisqu’on démontre que la théorie des champs 
correspondante ne dépend que d’un petit nombre de paramètres. 

En effet, pour d > 4, la contribution d’arguments IpI 5 
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8.10 Approximation de champ moyen 
et corrections 

Nous présentons maintenant un formalisme systématique, basé sur la mé- 
thode du col, qui permet de retrouver, à partir d’un modèle microscopique 
sur réseau assez général de type (8.2) avec l’interaction (8.1), les résultats 
précédents. 

À l’ordre dominant, il conduit à l’approximation du champ moyen qui re- 
produit les résultats de l’approximation quasi-gaussienne. Les termes suivants 
du développement permettent une étude des corrections au champ moyen. 
De nouveau, les corrections les plus importantes au point critique et dans 
son voisinage, le domaine critique, ont la forme exhibée par les corrections à 
l’approximation quasi-gaiissienne. 

Nous considérons la fonction de partition en champ variable, ou fonction 
génératrice des fonctions de corrélation, 

avec une interaction à deux spins : 

Notons qu’ici, comme pour le développement de haute température, il est 
techniquement commode de supposer que V,, s’annule, une telle contribution 
à un site pouvant être incluse dans la mesure p ( S ) .  Dans le cas contraire, il 
est nécessaire de modifier légèrement la méthode qui est expliquée ci-dessous. 

8.10.1 Représentation de spins moyens et méthode 
du col 

Puisque la fonction de partition peut facilement être calculée quand tous 
les sites sont découplés, une idée simple est d’écrire le facteur, qui dans la 
somme sur les configurat,ions couple les spins en différents sites, comme une 
intégrale sur un poids de Boltzmann de spins découplés. Plus explicitement, 
nous introduisons la fonction 6, dans sa représentation de Fourier, 

dans l’expression (8.80) de la fonction de partition. Nous utilisons cette iden- 
tité en tout point i ,  remplaçant S, par u, dans l’interaction. La fonction de 
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partition s’écrit alors 

L’intégration sur les variables S, est alors immédiate. Elle conduit à remplacer 
la distribution en chaque site par sa représentation de Fourier. Introduisant 
l’énergie libre du modèle à un site A(h)  définie en (7.5) (qui est une fonction 
analyt,ique), 011 trouve 

Méthode d u  col. Nous évaluons alors l’intégrale (8.82) par la méthode du 

Les dérivées par rapport à A, et O, donnent les deux équations de col. 
col et ce, malgré l’absence de paramètre associé. 

Posant h, = -A,, on trouve 

( 8.83a) 

(8.83b) 

L’énergie libre, dans l’approximation du champ moyen, est alors 

où u,, h, sont les solutions des équations de col (8.83). 
Comme l’expression (8.84) est stationnaire par rapport aux variations de 

u, et h,, l’aimantation locale Ag, dans l’approximation du champ moyen est 
donnée par la dérivée explicite par rapport à H : 

(8.86) 

Discussion. Comparant les équations (7.26) et (8.83a)’ on remarque que h, 
a un sens de champ magnétique effectif. L’équation (8.83b) le détermine alors 
comme la somme du champ appliqué et d’un champ moyen dû aux autres 
spins. Le sens de cette approximation est que l’interaction entre spins a été 
remplacée par un champ magnétique moyen. Une analyse détaillée montre que 
cette approximation devient exacte quand la dimension d d’espace devient 
grande, de sorte que l’action d’un grand nombre de sites sur un site donné 
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peut, en effet, être remplacée par un chanip magnétique moyen. On retrouve 
alors un modèle limite de type 7.2. 

L’avantage de cette formulation algébrique de l’approximation de champ 
moyen est qu’elle permet m e  discussion systématique des corrections, à la 
différence d’autres méthodes classiques comme, par exemple, celles basées sur 
des principes variationnels. 

Potent ie l  thermodyna7nique et  transi t ion de phase.  Des équations (8.84) 
et (8.86), on déduit, le pot,entiel thermodynamique, transformé de Legendre 
de W ( H ) ,  

où B ( M )  est la transformée de Legendre (7.14) de A ( H ) .  Nous reconnais- 
sons une expression identique à l’équation (8.48). L’approximation de champ 
moyen a donc les mêmes propriétés que l’approximation quasi-gaussienne, en 
particulier, les mêmes propriétés universelles. 

8.10.2 Méthode du col : un paramètre de développement 

Avant de discuter les corrections à l’approximation de champ moyen, il est 
instructif d’introduire un paramètre qui caractérise le développement autour 
du champ moyen. Rempleçons donc les coefficients V,, dans l’expression (8.1) 
par eK, et le spin S par la moyenne O de ! spins indépendants de même 
distribution p(S)  : 

Le cas ! = 1 correspond à la distribution initiale. Cette modification réalise 
l’idée que O est un spin macroscopique effectif, moyenne locale de nombreux 
spins microscopiques faiblement couplés. 

Par la méthode déjà utilisée dans le cas du théorème de la limite centrale, 
nous exprimons la distribution &(a) de la variable aléatoire O en terme de la 
transformée de la distribution p et donc de la fonction (7.5) : 

La fonction de partition devient (à un changement de normalisation trivial 
près) 

(8.88) 
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où nous avons supposé que le champ magnétique est couplé à la somme des 
spins. 

Cette expression montre que la méthode du col semble a priori justifiée 
dans la limite ! 4 m : le calcul de la fonction de partition par la méthode du 
col engendre un développement formel en puissances de il!. 

I1 est commode de définir l’énergie libre par 

1 W ( H )  - In 2(H), e (8.89) 

de sorte que l’ordre dominant soit indépendant de e. 
Développement perturbatif. Un calcul systématique des corrections au 

charrip moyen est maintenant obtenu en développant autour du col. I1 est 
conimode de poser 

avec 
N dX eeA(-zA) 

Pour cette intégrale, comme nous l’avons déjà noté plusieurs fois, le col est 
donné par g = A’(-iA), et l’ordre dominant de la méthode du col fait donc 
intervenir la transformée de Legendre de A. On en déduit 

J 

À l’ordre l/!, on trouve donc deux types de corrections. 
En premier lieu, les coefficients b2 et b4 qui apparaissent dans r ( M )  sont 

modifiés. En particulier, la température critique est modifiée. Mais les pro- 
priétés universelles que nous avons exhibées sont indépendantes de ces valeurs 
explicites et restent donc inchangées. 

Pour calculer les autres corrections, nous pouvons remplacer E(a, e) par 
B ( r ) .  Dans cette approximation (et avec un changenient trivial de normali- 
sation), 

où l’hamiltonien prend la forme 

Z(a)  = - 1 V,jaiaj + 1 B(a,). 

(8.91) 

(8.92) 

Dans ‘Fl(o), nous reconnaissons le potentiel thermodynamique de l’approxi- 
mation de champ moyen, qui est aussi un potentiel thermodynamique ayant 
les propriétés postulées dans la théorie de Landau. 
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Pour t = 1, nous retrouvons le modèle (8.46)’ que nous avons étudié dans 
l’approximation quasi-gaussienne. Pour t # 1, faisant le changement de va- 
riables gi H g i / ~ ,  nous reconnaissons aussi le modèle (8.46) où la fonction 
B(u)  a des coefficients modifiés bZp H !?‘-Pb2,. Tous les coefficients sauf le 
terme gaussien b2 tendent vers zéro pour 12 -+ CO, ce qui justifie formellement 
un traitement perturbatif. 

Au-dessus de T,, en champ nul, l’aimantation s’annule et le col est (T = O. 
Le développement de la méthode du col correspond à la théorie des perturba- 
tions et la correction provient, uniquement du terme quartique d’ordre g4 dans 
B(a) ,  traité au premier ordre. Par exemple, l’expression (8.72) de la transfor- 
mée de Fourier f’(2)(k) de l’inverse de la fonction à deux points devient 

Pour u proche de v, et I < d < 4, la contribution dominante (8.79) à la 
susceptibilité magnétique est remplacée par 

On observe qu’aussi grand que soit !?, pour d 5 4, la correction au terme 
principal diverge pour -+ CO. 

8.11 Points tricritiques 
Jusqu’ici, nous avons supposé que nous ne pouvions ajuster qu’un seul 

paramètre de contrôle, la température, et qu’ainsi, le coefficient b4 du terme 
M4 dans le développement de r ( M )  était générique c’est-à-dire un nombre 
d’ordre unité. Toutefois, il existe des situations où d’autres paramètres phy- 
siques peuvent être variés, et les coefficients b2 et bq de M 2  et M 4  peuvent 
être annulés à la fois. Cela arrive, par exemple, dans les mélanges He3-He4 ou 
dans certains systèmes métamagnétiques. Dans les modèles de type king que 
nous avons étudié jusqu’ici, cela peut, êt,re obtenu en ajustant la distribution 
de spin. Si le coefficient b,; de Ad6 est positif, on trouve un point appelé tricri- 
tique et une nouvelle anadyse doit être faite. De façon plus générale, on peut 
étudier le voisinage du point tricritique, où à la fois les coefficients de M 2  et 
M 4  sont petits : 

En particulier pour w = 21, = b 2 / 2 ,  si à partir d’une valeur positive b4 décroît, 
on trouve une ligne de points critiques ordinaires jusqu’à ce que b4 s’annule au 
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point tricritique. Après le point tricritique, bq devient négatif et la transition 
de phase devient du premier ordre. 

Les exposants du point tricritique ont des valeurs différentes de celles trou- 
vées pour un point critique ordinaire, par exemple /3 = 1/4, S = 5. 

Les corrections & la théorie tricritique peuvent être étudiées par des mé- 
thodes similaires à celle de la section 8.9. Analysant le développement pertur- 
batif, on trouve maintenant qu’au-dessus de trois dimensions, la théorie du 
champ moyen prédit correctement les quantités universelles alors qu’elle n’est 
définitivement pas valable en trois diniensions et en dessous : la dimension 
critique supérieure est 3. De plus, pour d 5 3, les corrections les plus singu- 
lières sont reproduites par une théorie des champs dans l’espace continu avec 
interaction qP. 

Exercices 
Exercice 8.1. Calculs préliminaires. On considère la mesure gaussienne nor- 
malisée ( 2 ~ ) - ~ / ~ d S  où S t RN, invariante par le groupe orthogonal 
O ( N )  (rotations-réflexions à N diniensions). Calculer, en utilisant le théorème 
de Wick, les moyennes ( S , S O ) ~ ,  (S,SpSyS~)G, où les Sa sont les composantes 
du vecteur S. 

Passant en coordonnées radiale et angulaires, en déduire les mêmes valeurs 
moyennes avec la mesure NdSS(S2 - I ) ,  où la normalisation N est définie 
par la condition (1) = 1. Vérifier les résultats en reliant (S,S~S,S~),,,, à 

( P a W s p h .  et ( S 0 S d s p h .  à (Wsph. = 1. 
Remarque. Utilisant l’identité 

où 6 est la distribution de Dirac, on peut écrire 

] dS f ( S )  2 R d R d S S ( R 2  ~ S 2 ) f ( S ) .  

On fait alors le changement de variables S = RS’. On note 

6(R2 - S2) = RPS(1 - S’2) 

L’équation devient (en oubliant le prime) 

ce qui correspond à une factorisation de la mesure initiale dS, dans IRN, dans 
deux mesures radiale et angulaire (ou sur la sphère unité). 
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Solution. Directement, 
('CYSO)G sCVO 

et donc, par le théorème tie Wick, 

(s,sps,s6)G = bCYp6,6 + 6CV,6f16 + 6CY66fl,' 

On passe alors en coordonnées radiale-angulaires en posant S = S S  avec 
S2 = 1. On obtient 

(S'XSP). = (ScuSfl),ph. I l / I O  ? 

(ScYS,s,S6), = (SCYS/3SyS6),ph. 1 2 / 1 0 ,  

00 
avec 

I P  = 1 d S  s N - 1 + 2 p  eS2/2 = 2 N / 2 + p - l ~  (N/2 + P l ?  

où I l / l o  et I 2 / I o  sont les valeurs moyennes radiales. 
En particulier, 

Il/&) = N ,  I 2 / I O  = N ( N  + 2). 

Ainsi, avec la mesure N d S  S(S2 - 1)' 

1 1 
(&2fl6,6 + 6a,6p6 + L d p , ) .  N ( N  + 2) (SCVSO) = j+" (SCYSPS,S6) = 

(8.95) 
Sommant les deux valeur:; moyennes pour Q = p sur Q et utilisant S2 = 1, on 
vérifie les normalisations. 

Exercice 8.2. Le modèle O(2). Déterminer le développement du potentiel 
thermodynamique du modèle à un site avec symétrie 0 ( 2 ) ,  c'est-à-dire pour 
un spin S à deux composantes appartenant au cercle S2 = 1 avec une niesure 
unifornie sur le cercle, jusqu'à l'ordre 4. 

Même exercice pour un modèle avec symétrie O(3)  et un spin appartenant 
à la sphère 5'2. 

Solution. Dans le cas du groupe O ( N ) ,  la fonction de partition à un site s'écrit 

z (h)  = N dS 6 ( S 2  ~ 1) es.h, J 
où la normalisation N est définie par la condition z ( 0 )  = 1. 

À cause de l'invariance par rotation, on peut toujours choisir h = ( 0 , h )  
et utiliser la paramétrisation pour cy < N ,  S, = n, sin 8, où O et n sont des 
vecteurs à N ~ 1 composantes avec n2 = 1, et SN =  COS^, O 5 û < T .  Alors, 
S .  h = hcosû. Pour N 2, 

- 1 + i h 2  + &h4 + O(h6).  
1 "  

" O  
z(h) = - J' do ehcose ~ 
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Plus généralement, 

dS6(S2 - 1) = dn6(n2 ~ 1)dB (sinB)N-2, 

où (sin 

O ( N ) .  En particulier, pour O(3) ,  

vient du changement de variables et l /  sin2 û de la fonction S. 
Après intégration sur n, on obtient la mesure dû(sin û)N-2  pour le groupe 

sinh h 
h 

dt eth = - = 1 + i h 2  + i h 4  + O(h6) .  120 z ( h )  = +JOT dû sin û ehcose = 

Une méthode alternative utilise une approche plus géométrique. Développant, 

z(h) = 1 + + h,ho (S,Sp) + & h,hoh,hd; (S,SoS,Sd;) + O(h6) ,  
a,P a,B,,J 

où ( O )  veut dire moyenne sur la sphère  SN-^ avec la mesure invariante. On 
peut alors utiliser les résultats (8.95) qui se déduisent aussi de l’invariance 
par rotation. On en conclut que W ( h )  = lnz(h) et B(m) sa transformée de 
Legendre ont le développement suivant : 

h4 + O(h6),  
1 1 

W ( h )  = -h2 - 
2N 4N2(N+2)  

Exercice 8.3. Avec la même distribution en chaque site et dans le cas d’une 
interaction à deux spins 

-p&(s) = v,jsi. sj , 

calculer le potentiel thermodynamique dans l’approximation de champ moyen. 

Solution. Le résultat généralise simplement l’expression (8.87) et on trouve 

Exercice 8.4. Calculer, dans le même modèle, la première correction au 
champ moyen dans le cas de la fonction de vertex à deux points à argument 
nul dans la limite T + TC+. 

Solution. La fonction à deux points est diagonale : 
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Dans les notations de la section 8.10, on trouve alors un résultat de la fornie 

où ici b4(N) = N 2 .  

Exercice 8.5. On considère de nouveau un spin à deux composantes sur 
réseau. On suppose que le modèle statistique a la symétrie du carré, c’est-à- 
dire qu’il est invariant par les trois transformations 

SI H -271, s2 H -sa, SI - s2. 

si - S2’ s1 H -SI. 
Montrer que les densités d’énergie libre W ( H 1 ,  H2) et de potentiel thermody- 
namique Ç(M1, M2) ont alors les mêmes symétries. 

Se plaçant dans le cadre de l’approximation quasi-gaussienne ou de champ 
moyen, écrire la densité de potentiel thermodynamique Ç(M1, Mz) ,  en champ 
uniforme, ayant la symétrie du carré, la plus générale, développée jusqu’à 
l’ordre 4 dans l’aimantation { M I ,  M2} pour In/irl + O. 

On considère un exemple particulier d’un tel potentiel thermodynamique 

Ç(Ml ,M, )  = S r ( A l ~ + n / ~ ~ ) + ~ g ( n / ~ ~ + l L ~ ~ + 2 c o s 8 n / l ~ l L ~ ~ ) ,  

avec r oc T ~ T,, g > C, -T < 8 < T .  Calculer l’aimantation spontanée 
en champ magnétique nul pour r < O. En déduire la matrice des dérivées 
secondes 

dans cette situation. On rappelle que la matrice des susceptibilités magné- 
tiques 

d2W 
8HaaHp ’ X a B  = 

est l’inverse de la matrice Gao. En déduire la matrice xap en champ magné- 
tique nul pour r < O. Montrer qu’il existe une valeur de 8 pour laquelle une 
des valeurs propres de x a p  diverge pour tout r < O. Que peut-on dire du 
modèle pour cette valeur spéciale ? 

Solution. On trouve l’aimantation spontanée 
7- 

1l.1; = n.12” = - 
g( 1 + cos 8) 

La matrice des dérivées secondes d’éléments Ç,B est 
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Les valeurs propres de cette matrice sont 

1 - cose 
1 + cose 

- 2 7 ,  -27 

Pour la valeur 8 = O, la deuxième valeur propre s’annule et donc une valeur 
propre de z a p  diverge. On note alors que la symétrie du modèle correspondant 
devient une symétrie continue associée au groupe O(2) .  La divergence de la 
susceptibilité transverse est une manifestation du phénomène de Goldstone. 





Chapitre 9 

Groupe de renormalisation : 
formalisme général 

U CHAPITRE 8, NOUS AVONS ÉTUDIÉ des systèmes de type king (et plus A généralement, des systèmes ferromagnétiques avec symétrie O ( N ) )  avec 
interactions de courte portée et déterminé le comportement des fonctions ther- 
modynamiques près d’une transition de phase continue, dans le cadre des ap- 
proximations quasi-gaussienne et de champ moyen. Nous avons montré que 
ces approximations prédisent un ensemble de propriétés universelles, c’est-à- 
dire des propriétés qui sont indépendantes de la structure détaillée de l’énergie 
d’interaction ou de l’hamiltonien microscopique. 

Toutefois, de nombreuses observations expérimentales ainsi que des résiil- 
tats numériques et ana1yt)iques venait de systèmes modèles montrent que de 
tels résultats ne peuvent pas être quantitativement corrects, du moins en di- 
niensions 2 ou 3. Par exemple, la solution exacte du modèle d’Ising en 2D 
donne des exposants comme /3 = 1/8, 77 = 1/4 ou v = 1 clairement différents 
des prédictions du modèle quasi-gaussien. 

En examinant les corrections principales à l’approximation gaussienne, 
nous avons identifié l’origine de la difficulté. Nous avons trouvé qu’au-dessus 
de quatre dimensions, ces corrections n’affectent pas les quantités universelles. 
Au contraire, en dessous de quatre dimensions, les corrections divergent à la 
température critique et donc les hypothèses qui sont à la base de l’approxi- 
mation quasi-gaussienne (ou de champ moyen) ne peuvent certainenient pas 
être correctes. 

De plus, cette analyse indique que le couplage des degrés de liberté cor- 
respondant à différentes échelles de physique joue un rôle essentiel : il est 
impossible de ne considérer que des degrés de liberté effectifs macroscopiques. 
On pourrait craindre dans ces conditions qu’en dimension d 5 4, la phy- 
sique, même de longue distance, soit sensible à la structure microscopique 
détaillée des systèmes. Toutefois, de façon assez surprenante, des propriétés 
universelles survivent, quoique différentes de celles du modèle quasi-gaussien. 
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Mais ces propriétés sont moins universelles dans le sens suivant : les sys- 
tèmes statistiques qui ont les mêmes propriétés dans l’approximation quasi- 
gaussienne, sont divisés en classes d’universali té caractérisées par la dimension 
de l’espace, les symétries et quelques autres propriétés qualitatives. 

Pour expliquer ce phénomène quelque peu paradoxal, un outil tout à fait 
nouveau a été d’abord suggéré par Kadanoff (1966), puis développé par Wilson 
(1971), Wegner ..., et ensuite nombre d’autres physiciens, le Groupe de Renor -  
ma l i sa t ion  (GR). Dans l’approche de Wilson, l’idée fondamentale est d’in- 
tégrer successivement sur les degrés de liberté correspondant aux échelles les 
plus courtes. On obtient ainsi une suite de modèles qui tous décrivent la même 
physique de longue distance mais dans lesquels, la structure de courte distance 
est progressivement éliminée. Si cette suite a une limite, ce qui suppose que les 
transformations de groupe de renormalisation admettent des points  f ixes ,  alors 
les propriétés d’universalité sont expliquées : tous les modèles statistiques qui, 
après ces transformations: convergent vers le même point fixe, appartiennent 
à la même classe d’universalité. 

Dans ce chapitre, nous cominençons par décrire les idées fondamentales du 
groupe de renormalisation dans un cadre assez général, même si la formulation 
restera assez imprécise et les arguments très largement heuristiques. Le rôle 
des points fixes du groupe de renormalisation sera mis en évidence. 

Dans la pratique, ce groupe de renormalisation est très difficile à construire 
puisqu’il agit dans l’espace de dimension infinie des modèles statistiques pos- 
sibles. Seules les mesures gaussiennes peuvent, être discutées de façon générale. 
Nous identifierons donc le point fixe le plus simple, le po in t  fixe gaussien,  qui 
appartient à la classe des modèles gaussiens décrits précédemment. De plus, 
une analyse locale compkte au voisinage de ce point fixe est possible. Elle 
permet de classer les perturbations au modèle gaussien en essentielles,  c’est- 
à-dire des perturbations qui deviennent de plus en plus importantes à longue 
distance, inessentielles dans le cas contraire et marginales dans la situation 
limite. 

Les idées générales de groupe de renormalisation, quoique a priori  un peu 
vagues, sont extrêmement suggestives et, en effet, ont été mises en oeuvre 
sous beaucoup de formes approchées et ont induit une grande variété de 
calculs pratiques. Notre but ici n’est pas de les passer en revue. Toutefois, 
dans le contexte plus spkifique de la théorie des chânips, les hypothèses à 
la base du groupe de renormalisation ont été clarifiées et vérifiées dans de 
nombreux exemples d’intkrèt physique, confirmarit de manière très directe les 
relations profondes, d’abord reconnue par Wilson, entre la théorie quantique 
des champs décrivant la physique des interactions fondamentales à l’échelle 
microscopique et la théorie des phénomènes critiques. (En fait, il s’agit de la 
théorie quantique des champs en temps imaginaire qui est aussi une théorie 
statistique des champs.) 
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9.1 Théorie statistique des champs. 
Hamiltonien de Landau 

Dans ce qui suit, nous nous plaçons directement dans l’espace continu, 
plutôt que sur un réseau. En effet, nous avons vu que même pour des modèles 
initialement définis sur réseau, les propriétés universelles du modèle quasi- 
gaussien sont liées à l’existence d’une limite continue. Il en est de même des 
corrections les plus singulières qui ne font intervenir que les propriétés de la 
fonction à deux points gaussienne à grande distance. Dans ces conditions, les 
modèles sur réseau peuvent être remplacés par une Théorie Statistique des 
Champs. En fait, le réseau n’est intervenu que pour borner les arguments des 
transformées de Fourier dans les intégrales. Au sens de la théorie statistique 
des champs, il joue le rôle de <( cut-off », c’est-à-dire d’échelle de coupure des 
grandes impulsions (comme nous l’avons déjà expliqué, cette dénomination 
est empruntée à la théorie quantique où les arguments des transformées de 
Fourier sont des impulsions). 

9.1.1 Théorie statistique des champs effective 

Comme dans la théorie des champs gaussienne de la section 8.4, le pa- 
ramètre d’ordre local est donc un champ, que nous notons .(.) (. E Etd), 
équivalent des variables sur réseau oz des sections 8.2, 8.5 et 8.10. Le champ 
0 est un spin moyen local et donc une variable continue, même si le spin 
microscopique initial a des valeurs discrètes comme dans le modèle d’Ising. 

Le modèle statistique est alors défini par une fonctionnelle locale K ( a )  
du champ O, généralisation de la forme quadratique (8.29), et de la fornie 
sur réseau (8.46) du modèle quasi-gaussien. Les fonctions de corrélation cor- 
respondantes sont obtenues en intégrant sur les champs a ( z )  avec le poids 

121 e-x(u) 

où 2 est la fonction de partition en champ nul déterminée par la condition 
(1) = 1. 

La fonction de partition dans un champ externe variable H ( z ) ,  

(et donc 2 S(0)) engendre les fonctions de corrélation. La fonctionnelle 
K ( a )  est souvent appelée haniiltonien dans le contexte de la physique sta- 
tistique. Elle est aussi une généralisation de l’action euclidienne, c’est-à-dire 
l’action classique en tenips imaginaire, de la théorie quantique des interactioiis 
fondament ales. 
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I1 découle de la définition de la dérivée fonctionnelle que 

Les fonctions de corrélation sont donc obtenues en faisant agir des dérivées 
fonctionnelles sur 2 ( H )  : 

9.1.2 Hamilt onien de Landau 

Le hamiltonien K ( a )  est une fonction du champ a(.). Nous supposons qu'il 
possède les propriétés générales du potentiel thermodynamique de la théorie 
de Landau (section 8.7). 31 (O) généralise donc le hamiltonien du modèle quasi- 
gaussien ou le hamiltonien effectif qui conduit à l'approxiniation de champ 
moyen. 

Cette hypothèse est cohérente avec l'analyse de la section 8.10. En effet, 
nous avons montré que l'hamiltonien effectif (8.92) dans l'expression (8.91) a 
les propriétés du potentiel thermodynamique du champ moyen, de sorte que 
celui-ci se déduit de l'approximation dominante de la méthode du col. 

Nous supposons donc que l'haniiltonien, qui dans ce contexte est aussi 
appelé hamiltonien de Landau-Ginzburg-Wilson, a les propriétés suivantes : 

(i) Le hamiltonien IFI est une fonction régulière de tous les paramètres tlier- 
modynaniiques comme la température (sauf à température nulle). 

(ii) I1 est développable en puissances du champ a : 

1 
n. K ( a )  = J' ddJ1ddz2. .  . ddz, K ( " ) ( z l ,  2 2 , .  . . , z,)a(x1). . . ~(z,). 

n=O 

(9.2) 

(iii) Nous ne discutons, en général, que des systèmes invariants par transla- 
tion et donc 

K(n)(z1'x2,. . . ,Tn) = K(,)(z1 + a,z2  +a , . . . , 2 ,  + u )  va  E Rd. 

Dans ces conditions, les transformées de Fourier des coefficients (fonc- 
tions ou distributions) IFt(") prennent la forme ( c f .  section 6.2.2) 
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(iv) L’hypothèse de courte portée des forces (avec décroissance exponen- 
tielle), ou de localité au sens de la théorie quantique des champs, en- 
traîne que les coefficients 7?(”) sont holomorphes dans des bandes du 
type 1 Imp,/ < K .  

Notons qu’en termes des composantes de Fourier du champ e : 

e(.) = ddk ezk2 5 ( k ) ,  s 
le développement de 7-l s’écrit 

Rem,arque. On peut se demander pourquoi considérer immédiatement des 
hamiltoniens aussi généraux, alors que nous n’avons pas encore réussi à déter- 
miner le comportement critique de systèmes plus simples. Bien sûr, il est 
possible de représenter ainsi une classe de systèmes plus large. Mais c’est 
surtout parce que, comme nous le verrons, les transformations du groupe de 
renormalisation engendrent de tels hamiltoniens, même quand l’hamiltonien 
initial est beaucoup plus simple. 

9.2 Fonctions de corrélat ion connexes. 
Fonctions de vertex 

Au chapitre 6, nous avons déjà introduit, sur le réseau, différentes fonction- 
nelles génératrices des fonctions de corrélation. Nous nous contentons donc de 
récrire les définitions et relations entre fonctionnelles génératrices dans l’es- 
pace continu, une majeure partie de la discussion du chapitre 6 s’appliquant 
aussi ici. 

En section 6.2.1, nous avons introduit, la fonctionnelle génératrice (qui est 
aussi l’énergie libre en champ variable à un facteur de température près) 

W ( H )  = InZ(H) 

des fonctions de corrélation connexes 

(9.5) 
Dans la suite, nous ne considérons que des fonctions connexes parce qu’elles 
ont des propriétés de décroissance à longue distance, dites propriétés d’amas 
(cf. section 6.2.1). 



236 Transitions de phase et groupe de renormdisation 

Représentation de Fourier. Nous avons supposé que la théorie des champs 
est invariante par translation. Cette hypothèse implique que pour tout a E IRd, 
la fonction de corrélation connexe à n points satisfait 

W(n) (x1  + a , .  . . , 2,  + a )  = W(")(Zl,. . . , xn). 

La relation entre fonction à n points et sa transformée de Fourier peut s'écrire 
/ n  \ 

qui est la forme, dans le continu, de la représentation (6.15). La fonction 
de corrélation connexe W(n)(zl ,  x2, . . . , 2,) satisfait à une propriété d'amas 
(section 6.2.1), qui se traduit dans des propriétés de décroissance quand ses 
arguments tendent vers l'infini. Des propriétés de régularité dans les variables 
p ,  de 

Fonctionnelle génératrice des  fonctions de vertex. En section 6.3, nous 
avons aussi défini par transformation de Legendre la fonctionnelle génératrice 
r(M) des fonctions de vertex : 

( p i ,  . . . , p,) en découlent. 

r ( M )  = 1 d d q  . . . ddxn l?(n)(zl,. . . , xn)M(zl) . . . M(x,) .  
n = O  

Dans le continu, la transformation de Legendre prend la forme 

W ( H )  + r ( M )  = ddx H ( z ) M ( x ) ,  s (9.7a) 

(9.7b) 

En mécanique statistique, r(M) est le potentiel thermodynamique fonction 
de l'aimantation locale. 

La transformée de Fourier de la fonction de vertex à n points est définie 
par (cf .  la définition (6.23)) 

Les fonctions de vertex, à cause des propriétés de régularité des f ' (n) ,  joue un 
rôle particulier en théorie des perturbations. 
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9.3 Le groupe de renormalisation : idée générale 
Au chapitre 8, nous avons montré que des propriétés d’universalité 

émergent dans l’étude du coniportement asymptotique à grandes distances de 
la fonction connexe à deux points gaussienne au voisinage du point critique. 
Dans le cadre d’un modèle général, nous voulons donc explorer les propriétés 
du coiriporternent à grande distance des fonctions de corrélation connexes. 

9.3.1 
Techniquement, nous voulons déterminer le comportenient des fonctions à 

n points connexes W(”)(XzI,. . . , Ax,), au point critique, quand le paramètre 
de dilatation réel positif X tend vers l’infini où, pour des raisons qui apparaî- 
tront plus tard (mais qui ne sont pas sans rapport avec la remarque de la fin 
de la section 8.4.3)’ il est nécessaire de supposer que t ous  les points  x, son t  
dist incts.  

L’idée du groupe de renormalisation (GR) est alors de construire un lia- 
miltonien X x ( a )  dépendant du paramètre de dilatation A, tel que 

Équations de groupe de renormalisation 

Xx=l(a) = X ( a ) ,  

et dont les fonctions de corrélation W y )  (xt) satisfont 

W p ( x l ’ .  . . ’ 2 , )  - Z-n’2 ( X ) W ( n ) ( X ~ l , .  . . ,AX,) = RA ( 7 1 )  ( 2 1 , .  . . ,x,) 

wx,l(zl,. . . , 2 n )  3 W(n) (x l , .  . . ,xn), 

(9.9) 

Z(1) = 1,  Rx=l (x i , .  . . ’X,) = 0 .  

avec 
in) (7%) 

L’équation de groupe de renormalisation (EGR) (9.9) fait intervenir des fonc- 
tions R(n) qui ne satisfont qu’une condition : elles décroissent pour X + 00, 

par exemple plus vite que toute puissance de A. En l’absence d’un tel terme, 
on parle de GR linéaire (cf. section 16.2.4 pour plus de détails). 

Les fonctions Z-n/2(X)W(n)(Xz1, . . . , Xz,) sont les fonctions de corréla- 
tion connexes du champ o(Xx)/Jzz(x) : le facteur Jz(x) renormalise le 
champ a(.). On note ici une différence avec les situations que nous avons 
rencontrées précédemment : la renormalisation prend a priori  la forme d’une 
fonction quelconque de X et pas uniquement une puissance. 

L’haniiltonien Ex(a)  est aussi appelé hami l ton ien  effectif à l’échelle X et 
la transformation Z ( a )  ti X X ( F )  est appelée transformation de GR. 

Diverses transformations de GR peuvent différer par la forme des fonc- 
tions et la fonction Z(X). Dans les constructions explicites, les sont 
engendrés par l’intégration sur les modes de grande impulsion de a(.) (cJ  
chapitre 16). Quand R(n) 0 et  à la fois l’espace et les champs sont des 
variables continues, la transformation de GR est réalisée par un changement 
d’échelle d’espace et des champs : 

X x ( a ( x ) )  = X k l  (Z””(X)o(x/X)). (9.10) 
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Toutefois, en dehors des modèles gaussiens, une telle transformation n'a pas, 
en général, de point fixe el, il est donc nécessaire de considérer des transfor- 
mations plus générales. Ci-dessous, nous omettons les ternies et donc 
les égalités entre fonctions de corrélation devront être comprises modulo des 
termes décroissants plus vite que toute puissance de A. Nous discutons ainsi, 
un GR linéaire asymptotique. 

Représentation de Fourier. L'équation (9.9), après transformation de Fou- 
rier (équation (9.6)) et négligeant R,, s'écrit aussi 

Utilisant la propriété 

on en déduit 

En particulier, pour n = 2,  

i q 2 ) ( p )  = z-'(A)A-dW(2)(p/A). (9.12) 

9.3.2 Fonctions génératrices et fonctions de vertex 

La relation asymptotique (9.9), 
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se traduit aussi par une relation entre fonctions génératrices : 

= $ J 'ddxl. .  . ddx, Z 
n=O 

x H ( x ~ / X ) .  . . H(x,/X) 

= W(X-dZ-1'2(X)H(x/X)). 

De même pour l'aimantation locale 

= $ /d"zI . .  .ddz, Z-("+')12(X)W("+')(X~, Xx1,. . . , Xxn)H(x l )  
n=O 

x . . .H(x , ) ,  

et donc 
M ( Y / X )  = z-IWôH(l i)  ' W(X-dZ-1/2(X)H(x/X)). (9.13) 

L'inversion de cette relation, par définition de la transformation de Legendre, 
donrie 

6 
~ - d ~ - 1 / 2  ( X ) H ( ~ / X )  = -r( .N2(,qhqY/,q) 

H ( ~ / x )  = Xdz1/z((X)_____r(z1/2(X)M(Y/X)), 
6 M ( J )  

H ( z )  = - r A ( W Y ) ) .  

JM(x) 
et donc 

6 

à comparer à 
s 

JM(x) 
Comparant alors à l'équation (9.13)' on observe que le passage de W ,  H à 
r, A l  s'accompagne du changement X-dZ-1/2 en Z1l2. On en conclut que 

h ( M ( Y ) )  = r(z1/2(x)M(Y/4), 

rx')(xl,. . . , xn) = zn/2(X)Xndr(n)(Xx1,. . . , X X ~ ) .  

qui est en cohérence avec la relation (9.10), et donc aussi 

Remplaçant dans l'équation (9.11) W par I' et de façon simultanée X-dZ-1/2 
par 21/2, on obtient la forme du GR pour la transformée de Fourier de la 
fonction de vertex à n points ( c f  la définition (9.8)) : 

i y ( p l , .  . . , p n )  = 2 " / 2 ( X ) X d P ( p 1 / X , .  . . ,p,/X). (9.14) 
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En particulier, pour la fonction de vertex à deux points 

f y ( d  = Z ( X ) X  d r - (2) ( P l X ) ,  (9.15) 

ce qui est cohérent avec la relation (9.12) puisque r ( 2 ) ( p )  est l’inverse de - 
W(2)(p). 

9.3.3 Hamiltonien de point fixe 
Un hamiltonien général local dépend d’un nombre infini de paramètres. 

Les paramètres qui apparaissent dans ‘HA sont des fonctions de A. Supposons 
qu’il existe une transformation de GR telle que, quand X + KI, l’hamiltonien 
3-Ix(a) ait une limite %*(a) ,  un hamiltonien de point fixe. Nous notons W(”’ 
les fonctions de corrélation correspondantes. Alors l’équation (9.9) implique 

W(n)(Xx1,. . . ,Ax,) - Z@(X)W(n)(xC1,. . . ,xn). (9.16) 

Introduisant un seconde dilatation p > O, on peut calculer W(n)(Xpx,) à 
partir de l’équation (9.16) de deux manières différentes : 

A-00 

W(n)(Xpx: i , .  . . , Xpx,) N Zn/2(X)W(n)(px1,. . . , pxn)  
A-00 

Éliminant ( X p , ) ,  on obtient la relation 

(9.18) 

L’équation (9.17) étant valable pour p arbitraire, cela implique immédiate- 
ment que Z,(X) forme une représentation du semi-groupe des dilatations : 

Z*(Xl)Z*(X2) = Z*(XIX2). (9.19) 

Ainsi, avec des hypothèses raisonnables, Z,(X) a un comportement en loi de 
puissances : 

Z*(X) = (9.20) 

On en déduit le comportement dit d’échelle 

W(”)(XZ~, . .’AX,) = X - n d w ( n ) ( X l , .  . . ,xn). (9.21) 

Le nombre positif d,, qui caractérise le comportement en loi de puissances 
des fonctions de corrélation au point fixe, est appelé dimension du champ ou 
paramètre d’ordre a(x), exprimée en inverse d’unité de longueur. 
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De l'équation (9.18), on conclut alors que Z(X) a aussi asymptotiquement 
un comportement en loi de puissances. Enfin, l'équation (9.16) entraîne que 
les fonctions de corrélation connexes ont un comportement d'échelle à grande 
distance de la forme 

W ( " ) ( X q , .  . . ,Ax,) O( X-"dW(") (21, .  . . , z n ) ,  (9.22) 
A + m  

déterminé par le point fixe. 
Comme le membre de droite de l'équation, qui détermine le comportement 

critique des fonctions de corrélation, ne dépend que de l'haniiltonien de point 
fixe, les fonctions de corrélation correspondant à tous les haniiltoniens qui 
convergent après des transformations de GR vers le même point fixe, ont le 
même comportement critique. Une telle propriété d'universalité divise donc 
l'espace des haniiltoniens en classes d'universalité. L'universalité, au-delà de 
la TCM, est liée à l'existence de points fixes de longue distance (IR) du GR 
dans l'espace des haniiltoniens. 

Appliquée à la fonction à deux points, ce résultat montre en particulier que 
si 2d, < d,  la longueur de corrélation E diverge et donc que les kianiiltoniens 
correspondants sont nécessairement critiques. Les hamiltoniens critiques défi- 
nissent, dans l'espace des hamiltoniens, la surface critique qui est invariante 
par le GR. Dans le cas générique où < est finie, la longueur de corrélation [ /A 
correspondant à 'HA tend vers zéro. Les composantes de Fourier des fonctions 
de corrélation deviennent indépendantes des impulsions et donc les fonctions 
de corrélation deviennent des fonctions b dans l'espace direct. Ce point fixe 
trivial de variables indépendantes correspond à 2d, = d. 

9.4 Flots des hamiltoniens : points fixes 
et stabilité 

Nous supposons maintenant qu'il existe une transformation de l'hamilto- 
nien compatible avec l'équation (9.16). 

Nous supposons, de plus, que cette transformation est de type markovien, 
c'est-à-dire que la transformation ne dépend que de 3-Ix et non du chemin qui a 
conduit de 'H à 'HA. Dans l'espace continu, A, le paramètre de dilatation, peut 
être varié de façon continue (alors que sur un réseau, X ne peut prendre que 
des valeurs discrètes). C'est pourquoi, nous pouvons écrire la transformation 
sous une forme différentielle en ternies d'une transformation 7 de l'espace des 
haniiltoniens sur lui-même et d'une fonction réelle D, définie sur l'espace des 
hamiltoniens. L'EGR satisfaite par l'liamiltonien prend alors la forme 

d 
dX 

A - Z A  =T[IFtx], 

d 
dX 

A- In Z ( X )  = - 2 0 ,  [ZA]. 

(9.23) 

(9.24) 
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Nous supposons, de plus, un processus markovien stationnaire, de sorte que 
le membre de droite ne dépend de X qu’à travers XA (et donc pas de X ex- 
plicitement). Ceci est une des caractéristiques principales de ces équations 
et explique nombre de rérultats qui vont suivre. L’apparition de la dérivée 
Xd/dX = d/dlnX reflète le caractère multiplicatif des dilatations ou chan- 
gements d’échelle. Les équations de GR définissent donc un processus dy- 
namique dans le temps In A. Par ailleurs, nous supposons, et c’est aussi une 
hypothèse très importante, que l’application 7 est siiffisamment différentiable 
(par exemple infininient différentiable). 

Un exemple explicite d’une transformation (9.23) est donnée par l’équa- 
tion (16.51). 

9.4.1 Points fixes et flot linéarisé 
Un hamiltonien de point fixe X* est nécessairement une solution de l’équa- 

I [X*] = o .  (9.25) 
tion de point fixe 

La dimension d, du champ O est alors 

d, = D, [E*]. (9.26) 

EGR linéarisée. Le point fixe du GR étant déterminé, nous appliquons 
1’EGR (9.23) à un hamiltonien ît proche du point fixe ît*. Posant K A  = 
E* + AXA, nous linéarisons I’EGR qui prend la forme 

d 
dX 

A-AXA 1 L* ( A X A ) ,  (9.27) 

où L* est un opérateur linéaire indépendant de A, agissant sur l’espace des 
hamiltoniens. I1 est alors possible d’étudier le flot du GR dans iin voisinage 
du point fixe et d’en déduire les propriétés de stabilité locale du point fixe. 

La solution formelle de l’équation (9.27) est 

AXA = AL*AX1. (9.28) 

Supposons que L* ait un spectre discret avec des valeurs propres Z,, corres- 
pondant à un ensemble de vecteurs propres O,. Pour X + 00, le flot va être 
dominé par les valeurs propres les plus grandes (de partie réelle la plus grande 
si elles sont complexes). Développons alors AXA sur les vecteurs propres O, 
de L* : 

AXA = h,(X)O, . (9.29) 
2 

L’équation de flot (9.27) est équivalente à 

d 
dX 

X-hz(X) = Zih%(X), (9.30) 
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qui s’intègre en 
h,(X) = Xllht(l). (9.31) 

Aucun résultat général n’iniplique que toutes les valeurs propres soient réelles. 
Néanmoins, pour la classe de modèles que nous étudions, il se trouve empiri- 
quement qu’il en est ainsi. Dans la suite, nous ne discutons donc que de cette 
situation. 

9.4.2 Classification des vecteurs propres 

Les vecteurs, ou perturbations, propres O, peuvent alors être classés en 
quatre familles suivant le signe des valeurs propres 1, correspondantes ( c f .  
section 3.2) : 

(i) Vuleurs propres positives. Les vecteurs propres correspondants sont ap- 
pelés essentiels (relevant en anglais). Si LIKA a une composante sur un 
de ces vecteurs, cette composante croîtra avec X et KA s’éloignera de 
Y*. Ces vecteurs correspondent à des directions d’instabilité au voisi- 
nage du point fixe. Par exemple, les vecteurs associés à des déviations 
à la criticalité sont clairenient essentiels puisqu’une dilatation décroît la 
longueur de corrélation effective. 

(ii) Valeurs propres nulles. Les vecteurs propres correspondant à une valeur 
propre nulle sont appelés marginaux. Dans la section 9.5, nous mon- 
trons que J d z a 4 ( z )  est marginal à quatre dimensions. Pour résoudre 
1’EGR (9.23) et déterminer le coniportement de la composante corres- 
pondante, il est nécessaire d’aller au-delà de l’approxiniation linéaire. 
Génériquement, on trouve 

d 
dX 

A-h,(X) N %?(A).  (9.32) 

Suivant le signe de la constante B et le signe de h,, le point fixe est alors 
marginalement instable ou stable. Dans ce dernier cas, pour X -f 03, la 
solution se comporte coninie 

1 i 2 ( X )  N - i / (B lnX) .  (9.33) 

La présence d’un vecteur propre marginal conduit, généralement, à une 
convergence logarithmique vers le point fixe. 

Un exemple exceptionnel est fourni par le modèle XY en deux dimen- 
sions (modèle avec spin à deux composantes et symétrie O(2)) qui, au 
lieu d’un point fixe isolé, a une ligne de points fixes. Le vecteur propre 
qui correspond au mouvement le long de la ligne est évidemment mar- 
ginal (c f .  section 15.10.2). 
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(iii) Valeurs propres négatives. Les vecteurs propres correspondant sont ap- 
pelés inessentiels (en anglais, irrelevant). Les composantes de LIKA sur 
ces vecteurs propres convergent vers zéro à grande dilatation. 

(iv) Enfin, quelques vecteurs propres n'affectent pas la physique. Un exemple 
est donné par le vecteur propre réalisant une renormalisation multipli- 
cative constante des variables dynamiques O(.). Ces vecteurs propres 
sont appelés redondants. 

Classification des point fixes. Les points fixes peuvent être classés d'après 
leurs propriétés de stabilité locale, c'est-à-dire le nombre de vecteurs propres 
essentiels linéairement indépendants. Ce nombre est aussi le nombre de pa- 
ramètres qu'il est nécessaire de fixer pour imposer à un hamiltonien général 
d'être sur la surface qui forme le bassin d'attraction du point fixe. Pour un 
point fixe non trivial correspondant à des hamiltoniens critiques, il est la 
Co-dimension de la surface critique. 

9.4.3 EGR : autre forme 
L'équation (9.9) peut être écrite de façon équivalente (en négligeant le 

reste R,) 

Z~~"A)W~)(_CI /A ' .  . . ,Xn/X) = W(,)(21,. . . 'X,). (9.34) 

Nous supposons maintenant que l'hamiltonien KA est paramétré en termes 
de constantes h,(A) (en général, en nombre infini). Alors, on peut changer de 
notation et écrire 

Wp)(Z1, .  . ,Xn) E W(")({h(X)}; 2 1 , .  . . 'IL,), 

où ici, {h(A)} représente l'ensemble des hi(>). Nous dérivons alors l'équa- 
tion (9.34) par rapport à A. Le membre de droite n'en dépend pas et donc 

Zn/A)] = o .  (9.352 

Introduisons l'opérateur différentiel 

avec les définitions 

d 
dX 

2D,({h}) = -A- lnZ(X). 

(9.36) 

(9.37) 
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Ces deux équations sont équivalentes aux équations (9.23) et (9.24). La pro- 
priété markovienne stationnaire implique que pi et Du ne dépendent pas de 
X explicitement, mais seulement à travers les paramètres hi(X). L'équation 
(9.35) peut alors être écrite (par utilisation de la propriété de dérivée en 
chaîne) 

Enfin, puisque dans la nouvelle équation X ne joue plus de rôle explicite, nous 
spécialisons à X = 1. L'équation devient une équation aux dérivées partielles 
pour les fonctions de corrélation : 

(9.38) 
autre forme très fréquente des EGR. Dans ce formalisme, un point fixe est 
défini par la solution simultanée de toutes les équations 

et l'équation (9.38) iniplique alors le comportement d'échelle déjà obtenu di- 
rectement puisque 

W(")({h*};  2 1 , .  . . , qL) = o .  (9.39) 

De même, partant de l'équation (9.14), on déduit 

(9.40) 

9.4.4 Le domaine critique : propriétés d'échelle 

Nous avons montré que le modèle quasi-gaussien implique des propriétés 
d'universalité non seulement à la température critique où la longueur de cor- 
rélation est infinie, mais aussi dans un voisinage du point critique, appelé 
domaine critique. Le domaine critique est caractérisé par la propriété que la 
longueur de corrélation est grande par rapport à l'échelle microscopique, et 
donc IT ~ T,I << 1 et champ magnétique lH1 << 1. 

On s'attend qu'une telle universalité apparaisse aussi pour des points fixes 
généraux du GR. En effet, si la longueur de corrélation est finie. on peut 
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faire des transformations d'échelle jusqu'à des X d'ordre E .  Après ces transfor- 
mations, la longueur de corrélation est ramenée à une taille d'ordre 1. L'ha- 
miltonien 'HA transformé n'est plus critique, et le modèle peut être résolu de 
façon perturbative. Mais en même temps. toutes les composantes de 'HA sur 
des vecteurs propres inessentiels s'annulent asymptotiquement pour + 00. 

Ainsi, 'HA ne dépend plus que d'un nombre de paramètres égal au nombre de 
vecteurs propres essentiels indépendants ( c f .  aussi les sections 4.7.2 et 7.4). 

L'universalité est la conséquence de la disparition, pour X = O ( ( )  >> 1, de 
toutes les composantes SUI les vecteurs inessentiels. Par ailleurs, nous suppo- 
sons l'absence de perturbations marginales qui exigent une analyse spéciale. 

Techniquement, comme nous l'avons déjà montré sur des exemples, cette 
limite asymptotique universelle est obtenue en renormalisant les coefficients 
des perturbations essentielles de façon à compenser l'effet de la dilatation. 

Récrivons pour cela, l'equation (9.9) sous la forme 

W(" ) ( {~ (X) } ;X~ , . .  .,xn) = Zp"'2(X)W(R)({h(l)};Xzi, . . . ,  Xx,). (9.41) 

Quand X + CO, les composantes sur les perturbations inessentielles tendent 
vers zéro. Par ailleurs, faisons varier les composantes initiales sur les pertur- 
bations essentielles, en fonction de A, pour compenser le facteur de dilatation : 

h , ( l )  H (hZ),XpLr Vz E E ,  

où E est l'ensemble des composantes essentielles. 
Dans ces conditions, W(")({h(X)}: xl, . . . ,x,) tend asymptotiquement 

vers une fonction W("'({h(X)}; 2 1 , .  . . '2,) qui ne dépend plus que des co- 
efficients ( f ~ ~ ) ~ .  On en déduit la relation asymptotique 

XduW(")(h,(l) , j  E ; ( ~ L ~ ) ~ X - ' < , ~  E E;Xzi, . . . ,  Ax,) 

Cette équation s'applique directement à la forme asymptotique et donc 

Cette loi de transformation par dilatation des fonctions de corrélations asymp- 
totiques universelles dans le domaine critique W("' est aussi appelée propriété 
d'échelle. 

9.5 Le point fixe gaussien 
Dans un cadre assez gknéral, nous avons montré que l'existence de points 

fixes du GR, dans l'espace des hamiltoniens, entraîne des propriétés d'uni- 
versalité du comportement critique. I1 reste maintenant à construire explici- 
tement ces transformations et déterminer leurs points fixes. Dans un nombre 
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liniité de modèles (mais qui appartiennent à des classes d’universalité impor- 
tantes du point de vue physique), il a été possible de montrer des points fixes 
et d’étudier leur stabilité locale. En revanche, mênie dans ces exemples, une 
analyse globale du flot de GR reste à faire. 

I1 existe cependant un sous-espace de l’espace des hamiltoniens qui peut 
être exploré complètement et dans lequel les transformations du GR peuvent 
être construites explicitement : le sous-espace des harriiltoniens quadratiques 
qui correspond aux niodéles gaussiens. Dans ce cas, on peut prendre f O 
dans les transformations de GR. 

Les points fixes peuvent alors être identifiés : les haniiltoniens critiques 
convergent vers le point fixe gaussien, dont les prédictions au-dessus de T, 
coïncident avec l’approximation de champ moyen. Conime nous allons le mon- 
trer, la discussion a beaucoup de points en conimun avec celle de la marche 
au hasard en section 3.3.10. Notons, enfin, qu’une seule fonction de corréla- 
tion connexe est différente de zéro, la fonction à deux points, ce qiii siniplifie 
notablement l’analyse. 

9.5.1 Le point fixe gaussien 

dèle gaussien peuvent être déduites du hamiltonien 
En section 8.4, nous avons montré que les prédictions universelles du mo- 

et (a, a/a,) est défini dans l’espace continu à d dimensions. 
À T,, l’hamiltonien se réduit à 

et la fonction à deux points est donnée par l’kquation (8.38) : 

Elle a un comportement d’échelle (9.21) caractéristique d’un hamiltonien de 
point fixe. En effet, la transformation de la fonction dans une dilatation 
IC w X z  prend la fornie 

Des équations (9.9) et (9.20)’ on déduit alors la renornialisation du champ 
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et la dimension du champ gaussien critique 

d, = S(d - 2).  (9.44) 

(9.45) 

dont la seule fonction de corrélation connexe non nulle a un comportement 
d’échelle, est donc un haniiltonien de point fixe : le point fixe gaussien. I1 est 
invariant dans les transformations d’un GR qui est dans ce cas, linéaire : 

ff(x) H 21’2(A)o(x/A) = A(2-d)’2ff(x/A). (9.46) 

En effet, la substitution entraîne 8, H 8,/A, et donc 

après le changement de variables xp H Ax,. 
Nous avons donc exhibé un point fixe, le point fixe gaussien, dont les 

prédictions coïncident avec les prédictions universelles de l’approximation de 
champ moyen. 

9.5.2 Hamiltonien quadratique isotrope général 

Nous considérons maintenant un hamiltonien général quadratique en CT, du 
type envisagé en section 8.2. Dans le cas de forces à courte portée, la transfor- 
mée de Fourier du coefficient du terme quadratique en O est régulière et peut 
être développée en série cle Taylor. Dans l’espace direct, cela signifie que le 
terme quadratique en o peut être développé en puissances de l’opérateur déri- 
vée. Dans l’espace continu, un hamiltonien invariant par rotations-réflexions 
d’espace ne peut dépendre que du carré scalaire de l’opérateur gradient V, 
et prend donc la forme 

(9.47) 

où les coefficients u $ ~ )  sont des constantes et le carré scalaire de D, est le 
laplacien à d dimensions : 

d 

,= 1 

Un hamiltonien de réseau peut contenir aussi des termes ayant la symétrie du 
réseau mais non isotrope de type E, 8; par exemple. 
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Les transformations de GR (9.46), qui ont conduit au point fixe gaussien, 
après le changement de variables z,,, H Xz, entraînent maintenant 

Cette expression est donc directement un développement sur les vecteurs 
propres. Le coefficient du terme avec 2r dérivées se transforme comme 

H @(A) = X 2 - 2 p .  (9.48) 

Enfin, dérivant u$”(X) (équation (9.48)) par rapport à A, on trouve l’équi- 
valent de l’équation (9.23), qui est aussi l’équation (0.27) car la transformation 
7 est linéaire, sous la forme (9.30) : 

Le flot complet du GR s’en déduit. En particulier, pour X 4 CO, ce sont les 
vecteurs propres avec le moins de dérivées qui dominent. 

Perturbation essentielle. Le coefficient du terme r = O croît ce qui n’est 
pas surprenant. Le vecteur propre est essentiel pour le point fixe gaussien car 
il induit une longueur de corrélation finie, qui éloigne du point fixe. 

Perturbation redondante. Le ternie r = 1, dont le coefficient est invariant, 
est proportionnel à l’hamiltonien de point fixe. I1 correspond à une simple 
changenient de la nornialisation de 0’ sans effet physique et est donc redon- 
dant. 

Perturbations in,essentielles. Tous les termes avec r > 1 décroissent pour 
X 4 m et sont donc inessentiels. 

La conclusion est la suivante : le point fixe gaussien est stable dans la classe 
des modèles critiques gaussiens. Dans la classe générale des modèles gaussiens, 
il n’y a qu’une seule direction d’instabilité, qui correspond à la déviation de 
la température critique. 

Brisure de la symétrie de réflexion. Notons enfin que si l’on élargit la 
discussion à des termes linéaires en 0 qui brise la symétrie d’king, on peut 
ajouter un terme H J d d z a ( z ) .  Ce terme de champ magnétique dans une 
dilatation devient 

et est donc également essentiel avec valeur propre d / 2  + 1. 



250 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

Opérateurs. Dans le cadre de la théorie quantique des champs, aux poly- 
nômes dans le champ a(.) sont associés des opérateurs quantiques. Pour cette 
raison, on appelle souvent ces polynômes opérateurs, bien qu’ici les champs 
soient classiques. Ainsi, on parle d’opérateurs essentiels, marginaux, inessen- 
tiels, un langage traditionnel que nous utiliserons parfois aussi. 

Domaine critique. La 1,héorie dans le domaine critique est obtenue en re- 
normalisant les coefficients des perturbations essentielles, de façon à ce que 
les coefficients transformés restent constants. Par exemple, 

~~ A-2 (2) H ~ ~ - d / 2 - 1  
uo ’ 

Dans ce point de vue, les coefficients à l’échelle X sont fixes, et il existe un flot 
des paramètres initiaux du hamiltonien. Dans la théorie de la renormalisation 
en théorie quantique des champs, cela correspond à fixer les paramètres de la 
théorie renormalisée. 

9.6 Perturbations propres : analyse générale 

Nous étudions maintenant les propriétés de transformation de fonctions 
locales générales, paires (c’est-à-dire ayant la symétrie du modèle d’king), du 
champ. I1 n’est plus question ici d’étudier le GR général, niais seulement la 
version linéarisée au voisinage du point fixe gaussien. 

9.6.1 perturbations propres 
L’analyse de la section précédente ainsi que l’hypothèse d’interactions de 

courte portée permet de faire un développement en dérivées. On considère 
donc une perturbation de la forme générale 

où les OQ>‘(a) sont des intégrales de monômes Vc>‘(a) dans a(.) et ses dé- 
rivées, de degré n (pair) en a et avec exactement r dérivées ( r  également 
pair) : 

OE”(a) = dd.Voil’r(a(z),d,a(z),. . .). 

L’indice a est là pour rappeler qu’il existe, en général, plusieurs polynômes 
homogènes à n, T fixés. 

En plus des ternies quadratiques déjà étudiés, les termes V;*>‘(a) de degré 
le moins élevé sont, par exemple, 

J’ 

a 4 ( 4  IT6 (.I, .2(.) (a,.(.)) 2,  .5(.)%7(.), 
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Appliquant la transformation (9.46) du GR et après le changement 
z ++ Xz, on trouve 

q J ( X ,  a) = z " / 2 ( X ) X d - ' q q o )  = X d - " ( d - W - ' e ) " J  a (a) .  (9.50) 

Nous voyons que les OU,'(a) sont des vecteurs propres que nous pouvons 
classer suivant les valeurs décroissantes de ln,r = d ~ n(d - 2)/2 - r : 

(i) 

(ii) 

(iii) 

Pour n = 2 et r = O, l z , ~  = 2. Ainsi, la perturbation Ja2(z)ddz est 
essentielle, et correspond à une déviation de la température critique. 

La perturbation quadratique n = 2, r = 2 est redondante ; elle ne cor- 
respond qu'à une simple renormalisation du champ o. 

Au-dessus de la diniension 4, toutes les autres perturbations sont in- 
essentielles (irrelevant) : sur la surface critique (T = TC), le point fixe 
gaussien est donc stable. 

En dimension 4, la perturbation n = 4, T = O, c'est-à-dire Ja4(z)ddz 
devient marginale et toutes les autres perturbations restent inessentielles. 
L'analyse linéaire ne permet pas de déterminer les propriétés de stabilité 
du point fixe gaussien. Pour cela, il faut construire un GR qui prenne en 
compte les déviations à la théorie gaussienne de façon à pouvoir aller au-delà 
de l'approximation linéaire. Si le point fixe gaussien est stable, on s'attend à 
une convergence logarithmique. 

Au-dessous de la dimension 4, 14,o = 4 - d > O et donc Ja4(z)ddz  est 
essentielle : le point fixe gaussien est instable. Quand la diniension décroît, 
de nouvelles perturbations deviennent également essentielles. Par exemple en 
dimension 3, oû(z)ddn: est marginale et  pour d < 3 essentielle. Toutefois, il 
faut noter que cette classification est spécifique du point fixe gaussien et n'a 
aucune raison d'être valable pour un autre point fixe. 

Nous remarquons enfin que cette analyse conduit aux mêmes conclusions 
que le calcul des corrections dominantes à l'approximation gaussienne en sec- 
tion 8.9.2. 

Forme différentielle du flot. Une autre façon d'écrire l'équation (9.50) est 
de développer A 7 l ~  sur une base fixe, par exemple les vecteurs propres 
C?:,T(a), avec des coefficients variables : 

n=2r=O a 

où les coefficients h(""'(X), comme conséquence de l'équation (9.50), satisfont 

h ( n d  (A) Xd-n("2)/2- 'h(">') 
a (1). 

La forme différentielle 
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avec 
ln,T = d - S n ( d  - 2 )  - T 

est un exemple de l'équation (9.30). 

(9.52) 

9.6.2 Représentation de Fourier 
En passant en représentation de Fourier, on obtient une autre expression 

des EGR sous forme différentielle. Introduisons la représentation de Fourier 
du champ 

a ( z )  = d d k  ezkx 6 ( k ) .  J' 
Nous développons A'H alors en puissances de 6 (cf .  équation (9.4)) : 

03 

A'H(a) = J'ddkl . . . ddk, O . ( k i ) .  . . 6 ( k , ) ( 2 ~ ) ~ 6 ( ~ )  (E k.) ~ ( ~ ) ( k , ) .  
2 n. 

(9.53) 
Répétant le raisonnement précédent, on vérifie que l'équation (9.9) mène aux 
transformations k,  H k z / A  et donc 

ainsi que 
6 ( k )  k i  Z'/"A)6(k) = r ( d - 2 ) / 2 -  4 k ) .  

On en déduit 

@ ( k , )  = X d Z n / 2 ( X ) u ( 4  ( k l / X )  = X d - n ( d - 2 ) / Z u ( n )  ( h / X ) .  (9.54) 

Dérivant par rapport à A, on trouve l'équivalent de l'équation (9.27)' dévelop- 
pée en puissances de 6 ( k ) .  Utilisant 

on obtient 

(9.55) 

Cette équation est écrite pour la transformation du GR qui admet le point 
fixe (9.43 et 9.45). L'équation aux valeurs propres est alors 
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L'équation (9.56) montre que les vecteurs propres sont des fonctions homo- 

ne sont pas couplés) et des impulsions IC, (la représentation de Fourier des 
dérivées dans l'espace direct). 

Nous avons supposé que les fonctions u y ' ( k )  sont régulières (hypothèse de 
courte portée des interactions). Elles peuvent donc être développées sur une 
base de polynômes homogènes P(""" de degré r en k : 

gènes des variables dynamiques CT (les .:'(IC) ( pour différentes valeurs de R 

l'indice Q: rappelant qu'il existe, en général, plusieurs polynômes homogènes 
de degré T .  Posant 

T > a  

on trouve alors que les coefficients hp 'T)  satisfont l'équation (9.51) avec les 
valeurs propres ln,T données par l'équation (9.52). 

9.7 Un point fixe non gaussien : 
le développement en E 

Nous avons montré que le point fixe gaussien est instable pour d < 4. 
Nous supposons maintenant, qu'au moins au sens d'un développement per- 
turbatif autour du point fixe gaussien, nous avons le droit de considérer la 
dimension d de l'espace comme un paramètre continu (pour plus de détails, 
voir la section 12.5). Nous nous plaçons alors dans le voisinage immédiat de la 
dimension 4, considérant la déviation E = 4 - d de la dimension 4 comme un 
paramètre de développement. Par ailleurs, nous ajustons un paramètre pour 
que le système que nous étudions reste critique (T = T,) ce qui a comme 
effet de supprimer la perturbation essentielle qui engendre une longueur de 
corrélation finie (n  = 2, T = O pour le point fixe gaussien). 

Nous faisons une hypothèse supplémentaire, dont nous vérifierons par des 
calculs explicites au moins la cohérence : 

Nous avons déjà supposé que 1'EGR (9.23) était développable dans les 
perturbations au point fixe, et donc ici, dans les déviations à la théorie gaus- 
sienne. Nous supposons, de plus, que I'EGR est développable dans le para- 
mètre E = 4 - d. 

9.7.1 Points fixes 

Nous supposons que l'hamiltonien initial est critique (T = T,) et appar- 
tient à un voisinage du point fixe gaussien tel que pour des dilatations X pas 
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trop grandes, l’équation (9.23) puisse être approximée par la forme linéari- 
sée (9.27), où AX est la déviation par rapport au point fixe gaussien. En 
particulier, les composantes h, (A) sur tous les vecteurs propres inessentiels 
décroissent. Seule la composante sur ddx g4(x). que nous notons maintenant 
g(X), croît. Cependant, pour E << 1, g(X) N g(l)XE croît lentement. I1 existe 
donc des valeurs de X suffisamment grandes telles que toutes les composantes 
&(A) deviennent négligeables par rapport à g(X) avant que g(X) lui-même 
ne devienne si grand que le développement de l’équation (9.23) ne soit plus 
utilisable. 

Remarquons que pour de telles valeurs de A, g(X) doit être positif pour 
que X ( a )  soit positif pour 

Nous pouvons donc développer l’équation (9.23), projetée sur le veccteur 
propre correspondant, en puissances de g(X) : 

grand et que la mesure sur O soit définie. 

(9.57) 

et nous redéfinissons X di? telle sorte que pour X = 1, ces équations asymp- 
totiques soient déjà valables. Les termes négligés les plus importants sont le 
terme d’ordre g3 et des termes quadratiques proportionnels à hag. Avec nos 
hypothèses, les termes proportionnels à h,hp sont encore plus petits. 

En particulier, si les coefficients h, sont initialement nuls, leurs dérivées 
sont dominées par des ternies d’ordre g2 ou plus. Les termes négligés gh, sont 
donc au moins d’ordre g 3 .  

Le coefficient p2 dépend de la dimension d. Nous avons supposé qu’il était 
régulier au voisinage de la dimension 4 et donc, à l’ordre dominant pour E + O, 
nous pouvons le remplacer par sa valeur à d = 4. 

Nous remarquons immédiatement que le signe de &(4) joue un rôle crucial. 
Examinons les différents cas : 

(i) pz(4) < O. Dans ce cas, pour d 5 4, les deux termes ont le même signe, 
la dérivée de g(X) est positive et le point fixe gaussien est instable. Si 
initialement g ( l )  n’est pas nul, g(X) croît avec X jusqu’à ce que le dê- 
veloppement en g(A) ne soit plus valable, et on ne peut rien conclure 
de plus. En dimension 4, cependant, le flot est plus lent qu’en dimen- 
sions inférieures. Si initialement g(1) est voisin de zéro, g(X) n’augmente 
d’abord que logarithmiquement : 

Pour d > 4, et donc E < O, on trouve un point fixe non gaussien 

g* = E / P 2 ( 4 )  + 0 ( E 2 ) ,  

qui est un point fixe instable. Si initialement g ( l )  < g*, g(X) converge 
vers le point fixe gaussien. Si g(1) = g*, g(X) = g* pour tout A. 
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Si g(1) > g*, g(X) croît et de nouveau, nous ne pouvons rien conclure 
de plus dans ce cadre. 

Un cas particulièrement intéressant est g(1) < g* avec g* - g(1) < 1. 
Le couplage effectif g(X) s’éloigne d’abord très lentement du point fixe 
instable. On trouve, dans ces conditions, une transition lente (en anglais 
crosso’uer) entre un comportenient des fonctions de corrélations dominé 
par le point fixe instable, et un comportement dominé par le point fixe 
stable. 

Le cas p2 < O n’est pas réalisé dans le problème statistique que nous 
etudions ici. niais important pour la physique des interactions microsco- 
piques fondamentales ( d  = 4 dans ce cas). Par ailleurs, un exemple de 
cette situation, mais où la dimension 4 est remplacée par la dimension 2, 
sera rencontré en section 15.7.1 dans le cadre de l’@tilde du modèle O 

non linéaire. 

(ii) p2(4) = O. Dans ce cas exceptionnel, il faut aller à l’ordre suivant et 
prendre en compte le terme d’ordre g 3 .  

(iii) p2(4) > O. Dans ce cas, pour d > 4, on ne trouve que le point fixe 
gaussien qui est stable. 

En dimension 4, Jd4xa4(z)  est marginal. Le point fixe gaiissien est 
maintenant stable car g(1) est positif et l’approche au point fixe est 
alors logar it hmique. 

1 

en accord avec la discussion g6nérale du GR. 
En revanche, pour d < 4 (le cas physique), le point fixe gaussien est 
instable, niais, pour E petit, un autre point fixe apparaît, 

9* = E / P 2 ( 4 )  + 
qui lui, est stable. En effet, si initialement g < g*, alors g(X) croît, et 
si au contraire g > g*, alors g(X) décroît. Cette situation est particuliè- 
renient intéressante car elle permet d’envisager le calcul des quantités 
universelles sous forme d’un développement en E .  En fait, pour les mo- 
dèles que nous avons étudiés, les modèles de type Ising et les modèles 
avec symétries O ( N ) ,  c’est la situation qui est réalisée (Wilson et Fisher, 
1972). On peut s’en convaincre en calculant les premières corrections à 
la théorie quasi-gaussienne des fonctions à deux et quatre points ( c f .  
section IO). 

Linéarisant l’équation (9.57) au voisinage du point fixe, on trouve 

(9.58) 
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avec (propriété de la para,boie) 

w = & + 0 ( & 2 )  

Ainsi, au moins pour E petit, w est positif et 

(9.59) 

g(X) - g *  cx A-“ 
A-00 

tend vers zéro pour X + CO, ce qui confirme que le nouveau point fixe est 
stable par rapport à une perturbation de type ddx a4(5), à la différence du 
point fixe gaussien. 

L’exposant w caractérise la décroissance des corrections les plus impor- 
tantes au comportement universel prédit par l’haniiltonien de point fixe. C’est 
aussi une quantité universelle. 

Enfin, dans l’approximation quadratique, l’équation de flot (9.57) s’intègre 
exactement : 

et donc, pour g* O( E < 1, 

Dimension du champ .ou paramètre d’ordre. Une fois la valeur de point fixe 
g* déterminée, on obtient la dimension du paramètre d’ordre d, = D,(g*). 
Le calcul de la fonction it deux points au second ordre dans le paramètre g 
montre que la déviation 

v ( g )  = 20, (g )  - d + 2 (9.60) 

à la valeur gaussienne commence à l’ordre g2 et,  donc, la déviation Q v ( g * )  
à la dimension gaussienne (ou de champ moyen) du champ commence à 
l’ordre E ~ .  

9.7.2 Autres vecteurs propres 
Nous avons montré que, pour B2(4) > O, il existe un point fixe stable avec 

g* = O(&).  Mais dans l’analyse nous avons négligé les composantes sur les 
vecteurs propres inessentiels au sens du point fixe gaussien. Les plus impor- 
tants près de la dimension 4 sont tels que le total du nombre de dérivées et de 
facteurs a est 6, comme Sddxa6(x).  Pour montrer la cohérence de l’analyse, 
nous examinons maintenant l’effet de ces composantes sur le flot. 

Les équations correspondant aux composantes des vecteurs propres ines- 
sentiels h?’.) peuvent dépendre de g à partir de l’ordre quadratique. Consi- 
dérons un paramètre ha pour lequel c’est le cas. L’équation d’évolution prend 
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alors la forme 

(9.61) 

(LN < O) où les termes négligés les plus importants sont proportionnels à h,fg. 
A l’ordre dominant en E ,  on trouve la solution de point fixe 

où P h , , g ~ ,  /?a et la valeur propre gaussienne 1, peuvent être remplacés par 
leurs valeurs en dimension 4. Ainsi, les coefficients des termes inessentiels au 
point fixe sont au moins d’ordre E ~ .  Revenant à l’équation (9.57), qui prend 
la fornie plus générale 

on remarque que les termes négligés comme g3 et gh, sont tous au nioins 
d‘ordre et donc les corrections à g* et à la pente w sont d’ordre E’ : le 
développement en E est au moins une procédure cohérente, et le point fixe 
peut être déterminé comme un développement en E .  

On note cependant que l’hamiltonien de point fixe ne se réduit ii une 
combinaison du terme gaussien et di1 terme s ddx 04(x) qu’à l’ordre dominant 
en E puisque les autres coefficients ha ne s’annulent pas au point fixe. 

On peut calculer ensuite les valeurs propres correspondant au flot dans le 
voisinage de ce nouveau point fixe. Ori vérifie qiie les valeurs propres diffèrent 
des valeurs propres associées au point fixe gaussien à l’ordre E .  Donc, pour 
O 5 E << 1, la classification des perturbations propres reste celle du cas gaus- 
sien à d = 4 pour toutes les perturbations sauf une. Une seule perturbation 
propre est très sensible au changement de dimension : la perturbation qui à 
l’ordre dominant est s ddx 04(x), parce qu’elle est marginale à d = 4. Essen- 
tielle du point de vue du point fixe gaussien, elle devient inessentielle pour le 
nouveau point fixe. 

Groupe de  renormalisation perturbatzf. Cette analyse suggère qu’il doit 
être possible de déterminer les équations de flot par un développement per- 
turbatif autour du modèle gaussien, alors que nous avons vérifié que c’est 
inipossible pour les fonctions de corrélation. 

Flot entre points fixes. En particulier, il est alors possible de déterminer 
de façon perturbative la trajectoire du GR qui relie le point fixe gaussien au 
point fixe stable non gaussien. Supposant que la fonction g(X) soit inversible, 
g H X = X(g), ce qui est réalisé au nioins pour E < 1, on peut éliminer, dans 
les équations de flot des paraniètres h,, le paramètre de dilatation X au profit 
de la constante g. 



258 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

Reprenons l’exemple de l’équation (9.61). Sur une trajectoire du GR, h, 
peut être considéré comme une fonction de g et donc, en utilisant la propriété 
de dérivée en chaîne 

Le membre de gauche de l’équation (9.61) est d’ordre 
est d’ordre E ~ ,  a/ûg d’ordre l/& et h, d’ordre 
on peut le négliger et on trouve simplement 

puisque la fonction /3 
au moins. À l’ordre dominant, 

= P/L,,2g2(X)/L) + 
La dérivée ne contribue qu’à l’ordre suivant. I1 est ainsi possible de déterminer 
les amplitudes des perturbations propres inessentielles sous la forme d’un déve- 
loppement en puissances de g. Substituant les développements correspondants 
dans la fonction /3, on trouve une équation unique pour g(X) : 

(9.62) 

où p(g) est maintenant une série formelle en g seulement. La solution de 
cette dernière équation détermine complètement le flot de l’hamiltonien. Cette 
solution ne dépend que d’un paramètre puisque les conditions aux limites, à 
X = 1 pour les amplitudes des termes inessentiels, sont toutes reliées à la 
valeur de g(1). 

Le zéro g* de la fonction ,LI détermine alors le point fixe et sa dérivée au 
point fixe w est une quantité universelle qui caractérise les corrections les plus 
importantes au comportement d’échelle. 

C’est une stratégie de ce type qui est utilisée dans les calculs pratiques. 

9.8 Valeurs propres et dimensions 
des polynômes locaux 

Une fois le comportement asymptotique des fonctions de corrélation dé- 
terminé, on pourrait croire qu’on connaît aussi le comportement de valeurs 
moyennes de polynômes locaux dans les champs, comme par exemple ak((z) 
ou [Oa(z)l2, qu’on peut obtenir en prenant la limite d’un produit de champs. 
Par exemple, 

(a2(y)a(z1) .  . . +k)) = ‘im (a(y)a(y’)o(zd.. . a ( z n ) ) .  
Y -Y 

I1 n’en est rien car les fonctions de corrélation correspondant à l’hamiltonien 
de point fixe (équation (9.21)) sont en général singulières quand des arguments 
coïncident comme des exemples le montreront (cf .  aussi la remarque de la fin 
de la section 8.4.3). 
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Cependant, il existe un point fixe exceptionnel pour lequel cette propriété 
est vraie, c’est le point fixe gaussien que nous avons étudié en section 9.6. 

En général, les valeurs moyennes de 02(y)  ne sont pas définies, et il faut 
soustraire au produit a ( y ) a ( y ’ )  une fonction singulière de y - y’ pour obtenir 
une limite finie (on parle de renormalisation). Cette procédure se généralise 
à des puissances supérieures, ou des fonctions locales impliquant des dérivées 
de o. 

En section 9.4, nous avons discuté les perturbations propres du GR en un 
point fixe. L’étude du cas gaussien indique que ces perturbations propres ont 
la forme d’une intégrale d’une fonction locale des champs. En fait, à cause 
de la localité de la théorie, il existe aussi des perturbations propres locales 
C?,(o, x) de la forme de séries en a(.) et ses dérivées. Ils correspondent à des 
perturbations qui brisent l’invariance par translation. Leurs intégrales sur tout 
l’espace redonnent les perturbations propres que nous avons discutées. Ces 
fonctions locales O(a, x) des champs ont la propriété suivante : les fonctions 
de corrélation 

où par définition, do est la dimension de l’opérateur O(a, x). 
Considérons alors l’intégrale d’espace 

V ( a )  = ddll:O(c,z). s 
1 ddy W$’(v; 21, .  . ’ ’ 2 4  = ( V ( o )  4 x 1 )  . . ’ 4xn)Lonn. 

Ses fonctions de corrélation sont obtenues par intégration 

Avec des hypothèse raisonnables, mais à vérifier explicitement dans les 
exemples, de la relation 

on déduit, en utilisant le comportement asymptotique (9.63), 

Le membre de droite est la variation de la fonction à n points au premier 
ordre quand on ajoute un ternie proportionnel à V à l’hamiltonien : 

/[d<r]o(zl). . . a(z,) e-7-ipev = [da]a(z l ) .  . . ~ ( z , ) e - ~  (1 - i3V + O ( @ ) )  . I 
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Comparant ce ternie au ternie d’ordre zéro, nous observons que la perturbation 
V a engendré un facteur supplémentaire dans le comportement à grande 
distance. Ce facteur est donc lié à la valeur propre lv associée à la perturbation 
propre V .  Nous obtenons ainsi une relation générale entre dimension d’un 
opérateur propre local et valeur propre de la perturbation à I’haniiltonien 
correspondante : 

IV + d o  = d .  (9.64) 



Chapitre 10 

Groupe de renormalisation 
perturbatif : calculs explicites 

U CHAPITRE 9, NOUS AVONS MONTRÉ qu’au moins dans le voisinage de A la dimension 4, avec certaines hypothèses sur l’existence et les proprié- 
tés d’un groupe de renormalisation et l’existence d’un prolongement dimen- 
sionnel, on peut ramener l’étude du flot d’un haniiltonien général, dans un 
voisinage du point fixe gaussien, au flot du coefficient g du terme essentiel : 
1 ddz a4(z).  Nous supposons dans ce chapitre que l’analyse du chapitre 9 est 
pertinente. Nous montrons alors comment ces hypothèses permettent de dé- 
terminer le coefficient /32 du développement de la fonction /3(g), qui gouverne 
le flot de g (cf. équation (9.62)) et dont le signe est déterminant pour l’exis- 
tence d’un point fixe, à partir d’un calcul perturbatif des fonctions de vertex 
à deux et quatre points au premier ordre en g au-delà de l’approximation 
quasi-gaussienne. Ces contributions correspondent à l’intégration gaussienne 
dans la méthode du col ( c f .  l’expression (6.31)) et donc à des diagranimes de 
Feynman à une boucle. 

Au chapitre 13, nous justifierons de façon générale que les développe- 
ments perturbatifs combinés avec le prolongement dimensionnel, permettent 
d’étendre ces calculs à tous les ordres en g et en E = 4 - d. 

Dans la dernière partie du chapitre, nous généralisons le calcul à une boucle 
aux modèles avec symétrie orthogonale O ( N )  et nous concluons le chapitre en 
présentant quelques résultats numériques obtenus à partir de calculs d’ordre 
supérieur. 



262 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

10.1 Hamiltonien critique et développement 
pert urbat if 

Nous considérons les fonctions de corrélation d’un champ réel a ( z ) ,  z E IRd, 
associkes à la mesure eëx(g)  / Z  : 

où l’hamiltonien ‘Id, ou énergie de configuration, ne prend en compte que la 
correction indispensable au modèle gaussien, qui est aussi la perturbation 
dominante près de la dimension 4 : 

‘Fl(0) = ‘ F ~ G ( o )  + + -p4 (x )  ) , (10.1) 
4! 

avec 

(10.2) 
Le paramètre g caractérise l’amplitude de la perturbation gaussienne et le 
paramètre 

e=i  
est déterminé, ordre par ordre en g,  par la condition que le modèle reste 
critique pour toute valeur de g,  c’est-à-dire 

r ( 2 )  ( p  = O,  g )  = O ,  (10.3) 

où F(2) est la transformée de Fourier de la fonction de vertex à deux points. 
L’introduction du paramètre T,, appelé renormalisation de masse en théorie 
quantique des champs, est nécessaire car, comme nous l’avons déjà noté, la 
perturbation quartique modifie la t,empérature critique. 

En termes des composantes de Fourier du champ a,  

‘ I ~ G  prend la forme 

avec 
“;i(2’(p) = p 2  + u k p Z k  

k = 2  

(10.4) 

(10.5) 
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La fonction “;1(2)(p) doit être positive pour tout p # O pour que l’intégrale sur 
les champs existe en toute dimension d > 2. 

Comportement à courte distance ou à grande impulsion : divergemes 
{< ultraviolettes ». L’hamiltonien (10.2) diffère du hamiltonien du point fixe 
gaussien (9.45) par l’ajout de termes quadratiques en O avec plus de deux 
dérivées du type ~ ( x ) O ~ ’ o ( x ) ,  qui sont inessentiels à grande distance. Dans 
le continu, c’est un substitut nécessaire à la structure de réseau qui borne les 
composantes de Fourier du champ à une zone de Brillouin. En effet, pour pou- 
voir définir, au moins perturbativement, des valeurs moyennes de monômes 
locaux dans les champs, il faut que les limites de fonctions de corrélation de 
produits de champs à points coïncidents existent (cf. la discussion en sec- 
tion 9.8). Ceci implique que A(x - y), la fonction à deux points gaussienne 
appelée aussi propagateur, soit suffisamment régulière à courte distance et 
donc, que sa transformée de Fourier â ( p )  décroisse suffisamment vite à grande 
impulsion. 

Or, comme nous l’avons déjà remarqué en fin de section 8.4.3, le choix 
correspondant au point fixe gaussien, 

conduit à des singularités de courte distance puisque 

En représentation de Fourier, cette difficulté se traduit par une divergence à 
grande inipulsion (appelée ultraviolette pour des raisons historiques liées à la 
théorie quantique des champs) : 

Ce problème est engendré par le passage au continu puisque, sur le réseau, 
les points sont séparés au moins d’une maille et, en représentation de Fourier, 
les impulsions sont bornées par la zone de Brillouin. Le propagateur modifié 
coupe les contributions des grandes impulsions, introduisant une échelle de 
coupure dans le continu (cut-ofl en anglais). 

La nécessité de considérer des propagateurs ainsi modifiés est un autre 
signe du non découplage de la physique aux différentes échelles de distance. 
I1 est impossible d’ignorer l’échelle niicroscopique et d’utiliser directement le 
propagateur qui a une forme d’échelle asymptotique. 
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L’hamiltonien gaussieri (10.2) correspond à une fonction à deux points de 
la forme 

( 1 O. 6a) 

( 1 O. 6b) 
k=2 

Pour les calculs perturbatifs qui suivent une décroissance de A ( p )  en l/pG 
suffit. Si l’on veut construire un groupe de renormalisation perturbatif exact, 
il est nécessaire de prendre des fonctions à deux points gaussiennes régulières 
pour p réel et décroissant plus vite que toute puissance pour (pl --f 03 (cf. 
section 16.2). 

Groupe de renormalisation perturbatzf asymptotique. Nous utilisons main- 
tenant l’analyse de la section 9.7. De plus, nous exprimons les équations de 
groupe de renormalisation (EGR) sous la forme (9.14), c’est-à-dire en termes 
des transformées de Fourier f‘(.) ( p l ,  . . . , p,) des fonctions de vertex. Nous par- 
tons donc de l’équation (9.14)’ où nous négligeons dans le membre de gauche 
toute dépendance autre que le coefficient g(X) de a4. Dans le voisinage du 
point fixe gaussien et dans la logique du développement en E ,  cela correspond 
à négliger les contributions au comportement asymptotique des termes ines- 
sentiels au sens du point fixe gaussien, c’est-à-dire qui décroissent relativement 
au terme principal au moins comme 1 /X2  à des puissances de In X près, à tout 
ordre fini en g et E .  L’équation (9.14) se simplifie alors en 

où ces relations ne sont valables que dans le régime asymptotique p ,  4 O 
après une première dilatation p ,  H Alp, ,  X i  >> 1, qui a éliminé les termes 
inessentiels ( c f .  la discussion de la section 9.7). Par ailleurs (équation (9.37))’ 

10.2 Diagrammes de Feynman à l’ordre 
d’une boucle 

(10.8) 

Dans l’exercice 6.1, nous avons décrit le calcul des premières corrections à 
la méthode du col (les diagrammes 1-irréductibles à une boucle) contribuant 
aux fonctions de vertex ii partir de la contribution (6.31) à la fonction géné- 
ratrice. Ce calcul a été fait sur réseau et nous en présentons maintenant la 
version continue. En particulier, l’expression (6.31) prend alors la forme (c f .  
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aussi la section A.3 et l’équation (12.26)) 

1 S2X 
2 611.l(Zl)Sll .1(22) 

rl(M) = - t r ln  (10.9) 

Écrivons l’hamiltonien symboliquement 

%(a) = - 1 /ddzddya(x)7i(’)(r - y)a(y) + / dd2a4(5 ) .  
2 

Alors, 

= /ddyX(2)(x l  - y)  [S(y - 2 2 )  + SgA(y - 22)a2(52)] , 

oii A est l’inverse de au sens des opérateurs (équation (10.6)) : 

où K est l’opérateur associé au noyau 

2 
Ic(Z1,ZZ) = A(Z1 - Z 2 ) C  (z2). 

Utilisant la relation In det = t r  In et développant le logarithme, on en déduit 

O01  
Inde t ( i+  S g K )  = t r l n ( i  + S g K )  = - - (-:)‘trKn 

n 
n= 1 

Plus explicitenient, 

d d z K ( s , z )  = A(0) ddza2(z) ,  s 
t rK2  = ddzddyK(z ,y)K(y ,z)  = ddzddya2(x)A2(x - y)a2(y). s J 

Substituant u H M ,  on en conclut 
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On en déduit alors les contributions à une boucle aux fonctions à deux et 
quatre points par dérivées fonctionnelles successives par rapport à M ( z ) .  Par 
exemple, en posant 

Gg = J’ddxddyM2(r)A2(i. - y ) M 2 ( y ) ,  

on obtient successivement, 

qui sont obtenus en permutant 2 1 , 2 2 , 5 3 .  

Complétant le calcul, on trouve 

ri (4) (zl , .  . . ,zg) = - ig2  [a2(z1 - 2 2 ) 6 ( x 1  - x3)6(x2 - zg) + 2 termes] 

Après transformation de Fourier ( c j .  aussi équation (6.38a)), 

r y ’ ( p )  = /ddx eipCI‘y)(x,O) = i g A ( 0 )  = $ g / d ” p A ( p ) ,  (10.10) 

où nous avons inversé la relation (10.6a). De même (cf. équations (6.14) 
et (6.38b)), 

avec la définition 

Prolongement dimensionnel. Le prolongement dimensionnel peut être dé- 
fini à partir des intégrales gaussiennes. Ici, nous n’utiliserons que la propriété 

J ddz e-z2 = T d ~ 2 .  
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En passant alors en coordonnées radiale et angulaires, 

on en déduit la surface de la sphère Sd-1 : Ad = 27rd I2 / î (d /2 ) .  

10.3 Point fixe et comportement critique 

Puisqu’il n’y a que deux fonctions inconnues, p(g )  gouvernant le flot de 
s(X) et 

dg) = 2D,(g) - d + 2 

(introduit en (9.60)) reliée à Z(X), il suffit de calculer deux fonctions de vertex. 
I1 est commode de choisir les fonctions à deux et quatre points. Plus de détails 
sur les calculs perturbatifs peuvent être trouvés au chapitre 12. 

10.3.1 

Le calcul de la fonction de vertex à deux points de la section 8.9 reste 
valable (c f .  équation (8 .72) ) ,  à condition d’utiliser le propagateur A(q) du 
continu et d’intégrer sur les variables de Fourier sans restriction. Une autre 
forme du calcul sur le réseau a été présentée en section 6.5 (équation (6.38a)). 
Directement dans le continu, la première correction à la forme gaussienne a 
été calculée en section 10.2, et est donnée par l’équation (10.10). La fonction 
à l’ordre g2 s’en déduit : 

La fonction à deux points 

= p 2  + O(p4) + g(rc)i + -7 ddq8(q)  + 0(g2).(10.12) 

La première correction à la fonction de vertex à deux points F(2) est une 
constante. La condition de criticalité (10.3) fixe la valeur de (rc)l  : 

” 1  2 

(10.13) 

La fonction à deux points devient 

r(2)(P;g) = P2 + O b 4 )  + 0(g2) ,  

et garde donc, à l’ordre g pour p i 0, son comportement gaussien. Utilisant, 
pour p 4 O, I’EGR (10.7) pour n = 2, 

F 2 ) ( p ; g ( X ) )  N Z(X)XW2)(p/X; g ) ,  
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qui donne à cet ordre 

p* = Z ( X ) X d p 2 / X 2  + O(g2), 

on trouve que la renormalisation Z(X) garde sa forme gaussienne 

Z(X) = X2-d  + O($) ,  

et donc, en utilisant l’équation f10.8), 

d 
dX 

2D,(g) = d - 2 + q ( g )  = -A- lnZ(X) = d - 2 + O(g2). 

La fonction q(g)  est au moins d’ordre g2.  

10.3.2 La fonction à quatre points 

La partie algébrique des calculs conduisant à la première correction à 
l’approximation quasi-gaussienne, ou de champ moyen, de la fonction de 
vertex à quatre points a été présentée en section 6.5 sur le réseau (équa- 
tion (6.38b)) et en section 10.2 directement dans le continu (équation (10.11)). 
En représentation de Fourier 

J34)(Pi?P2,P3?P4) = 9 - ;S2(B(Pi +PZ1 + B ( P l  + P 3 )  + B ( P l  +P4)) + 0 ( g 3 )  
( 10.14) 

(10.15) 

Cette expression peut aussi être obtenue en développant la version continue 
de l’équation (6.31) (cf. section 6.5). 

À T, pour 4 + 0, a(q) qui est la transformée de Fourier de la fonction à 
deux points gaussienne, se comporte comme 1/q2. C’est pourquoi, pour d 5 4, 
la fonction B ( p )  tend vers l’infini pour p 4 O. 

En section 10.3.3, nous aurons besoin de la quantité XaB(p/X)/aX pour 
X + +m. Décomposons alors 

avec 
1 

B ( p )  = - / d 4 A ( 4 ) A ( P - 4 ) .  
(27rId 

où S est fixé, mais peut être choisi arbitrairement petit. 
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Pour B+, l'intégrant est analytique dans le domaine d'intégration. L'inté- 
grale peut être développée en puissance de i / X .  Le terme principal est une 
constante et donc 

= O  dB+ ( P / X )  
dX 

lim X 
X + + m  

Pour B-, on peut remplacer a(q) par sa forme asymptotique pour jq( + O : 

et donc 

Après le changement de variables q ++ q' = Xq, on obtient 

où nous avons posé 

Alors, 

~ = 4 - d  

(10.16) 
Dans le deuxième terme, la dépendance en X n'apparaît que dans la borne 
d'intégration. Pour X + +oo, 

dd 4 

où nous avons introduit des variables radiale et angulaires. L'intégrale sur les 
variables angulaires donne l'aire A d  de la sphère Sd-1 à d dimensions qui, par 
les règles du prolongement dimensionnel (cf. section 12.5.1), vaut 

Dans la liniite E + O, le premier terme dans (10.16) tend vers zéro et le second 

En conclusion, 

(10.17) 

un résultat indépendant de la forme explicite de a. 
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10.3.3 Point fixe 

Nous appliquons inaiiltenant, à la fonction à quatre points, la rela- 
tion (10.7) entre fonctions de vertex des hamiltoniens initial et effectif à 
l’échelle X : 

F ( 4 ) ( ~ l , .  . . ,p4;g(x)) Z ~ ( X ) X ~ F ( ~ ) ( P ~ / X , .  . . #4/X;g)1 (10.18) 

où le développement de f‘(4) est donné par l’expression (10.14) : 

p(4)(P~,P21P3,P4;9) =9-$g2 [B(Pi + p 2 )  +B(pi + p 3 )  + B(pi +p4) ]+o (g3 ) .  

Comnie nous venons de le voir (section 10.3.1 ), Z(X) = + O ( g 2 )  et donc 

W p l ,  . . . , p 4 ; g ( x ) )  X ~ F ( ~ ) ( P ~ / X , .  . . ,p4/x,g) + o ( ~ ~ ) ,  (10.19) 

( E  = 4 - d) où l’erreur est d’ordre g3 puisque la fonction f’(4) est d’ordre g. 
Dérivant les membres par rapport à A, on trouve 

d -  
dX 

+ m-r+)(p,/X,. . . .p4/x,g) + o ( ~ ~ ) .  

Nous développons les deux membres en g et E avec g = O(&).  Dans le membre 
de droite, le premier terme est d’ordre Eg et le second d’ordre g2. Comme 
aF(‘)/ag est d’ordre 1, .hdg/dX est d’ordre g2 ou eg. Nous pouvons donc 
omettre tous les termes d’ordre supérieur. À l’ordre principal, 

d 
2s dX [ ((Pl +P2)/’) + B ( ( P l  + p 3 ) / ’ )  + B ( ( P l  +p4)/’)] 

A- dg = ~ g -  2,.- B 
dX 

+ o(g3 ’g2E) .  

Utilisant alors l’évaluation (10.17)’ on trouve 

La dépendance possible clans les variables p ,  a donc disparu. 

donc 
À l’ordre principal, 1’Gquation implique que la dérivée de g(X) s’annule et 

Y(X) = g(1) = 9 + 0 ( g 2 , g d .  

On en déduit 

3 X W  = ëg(X) - -g2(X) + O(g3(X) ,y2(X)4 
dX 16n2 

En particulier, on vérifie que le niernbre de droite ne dépend de X qu’à travers 
g(X). en accord avec l’hypothèse (9.23). 
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Introduisant la notation traditionnelle (9.62)’ on définit la fonction 

( 1 O. 20) 

Alors, 

(10.21) 
3 

167r2 
On se trouve donc dans le cas (iii) envisagé en section 9.7.1 : le coefficient 
de g2 est positif. Pour d < 4, il existe un point fixe stable non gaussien, 
correspondant au zéro d’ordre E de la fonction p ( g )  : 

P ( g )  = -EQ + -g2 + 0 ( g 3 ,  Q 2 E ) .  

+ O(E2) 9 ’ = 3  
1 6 ~ ~ ~  

(10.22) 

L’existence de ce point fixe peut être confirniée à tous les ordres en E ,  et permet 
alors de démontrer des propriétés d’universalité des fonctions de corrélation et 
fonctions thermodynamiques. Les quantités universelles peuvent être calculées 
sous forme d’un développement en puissances de E déduit du développement 
perturbatif autour du modèle gaussien, suivant la méthode introduite par 
Wilson et Fisher (c f .  chapitre 13). 

10.3.4 
La première correction à la dimension d, du champ O nécessite un calcul de 

la fonction à deux points à l’ordre g2 (deux boucles au sens des diagrammes 
de Feynman, figure 2.5 de la section 2.5.1). La fonction à deux points, à 
l’ordre suivant sur le réseau, est alors donnée par l’expression (6.38a). Dans la 
notation de ce chapitre et en ajustant rc(g)  à l’ordre g2, on trouve ( c f .  aussi 
expression ( 12.18)) 

La dimension du champ à l’ordre 

fa(p; g )  = @2’(p)  - L 6 9  2 C ( P )  - c(0)l + O(g3))1 

où c ( p ) ,  qui correspond au diagramme (e) de la figure 2.5, est donné par 
l’équation (6.39~)  : 

C ( p )  = / d d h  ddk2 a ( l c l ) & ( k 2 ) & ( p  - kl  - k a ) .  

I1 est alors nécessaire d’évaluer C(p)  - C(0) pour p t O et  d -+ 4. On trouve 
(cf. équation (12.37)) 

où la constante A dépend de la forme spécifique de A. 
L’EGR (10.7) pour n = 2, dans la limite p 4 O, s’écrit à cet ordre 

p 2  + iKg2(X)p2 ln(h/p) = Z(X)Xd [p2/X2 + i K g 2  ln(AX/p)p2/X2] 
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On en déduit 

et donc, 

= 2 - d - i K g 2 ( X )  + O(g3) 
dlnZ(X) 

dX 

De façon générale, nous avons défini (équations (9.24 et 9.60)) 

X a l n z ( X )  z -2O,(g(X)) = 2 - d - q(g(X>)  ax 
Ainsi, 

Dimension du chump : correction ù la valeur gaussienne. Dans la limite 
X -7' 03, g(X) tend vers g*. La déviation à la valeur gaussienne est alors 
caractérisée par la valeur de l'exposant 

On en déduit le comportement asymptotique 

Z(X) c( 

avec 
d, = O,(g*) =: i ( d  - 2 + q)  = 1 - ;E  + + O(&3). 

L'application de ce résultat à la relation (10.7) détermine le comportement à 
grande distance des fonctions de vertex : 

Dans le cas particulier de la fonction à deux points, on obtient 

P ) ( p / X ;  g )  N X-2+"(2)(p; g*) =+ F ( p :  g )  oc p2-17, ( 10.23) 
IPl-0 

ce qui est en accord avec It: comportement de la fonction de corrélation connexe 
(cf. équation (9.21)) 
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10.4 Le domaine critique 
Dans la discussion générale du GR, nous avons souligné que si des points 

fixes existent, des propriétés d’universalité apparaissent non seulenient pour 
le hamiltonien critique mais aussi dans le cas des hamiltoniens critiques per- 
turbés de façon infinitésimale par des opérateurs essentiels. Dans le systènie 
ferromagnétique que nous étudions ici, les deux opérateurs essentiels corres- 
pondent à J a(z)dx qui est couplé au champ magnétique, et brise la symétrie 
de réflexion a H -a, et à l’opérateur Jo2(x)dx qui est couplé à la tenipé- 
rature. Nous considérons ici le second exemple et ajoutons au hamiltonien 
critique (10.1) un terme proportionnel à Ja2(x)ddx : 

t 
%(a)  = Z(a) + 5 J’ a2(x)ddz, (10.25) 

où le paramètre t ,  qui caractérise la déviation à la température critique est 
infinitésimal, dans un sens que nous avons déja expliqué : sa valeur initiale 
est telle qu’apres une grande dilatation A, sa valeur effective t ( X )  soit d’ordre 
1. Nous choisissons t c( T - T, positif dans ce qui suit, ce qui correspond à la 
phase de haute température. 

10.4.1 Fonction à deux points 
La transformée de Fourier de la fonction à deux points gaussienne a(q, t )  

est maintenant donnée par 

1 / i q q ,  t )  = t + i i ( 2 y q )  = t + q2  + 0 ( ~ 4 ) ,  

où a(q) = a(q, O) est la fonction définie par l’équation (10.6b). 

calcul de la section 8.9. La fonction de vertex à deux points devient 
À l’ordre g, le calcul est presque identique, à la paraniétrisation près, au 

où ( r c ) ~  a été remplacé par sa valeur donnée par l’équat,ion (10.13). 
La quantité utile est la dérivée (c f .  section 8.9.2) 

2% A 2 ( q ,  t )  + 0(g2).  
d W  ( p )  

at = - 3 .I’ ( 2 4 d  

Par ailleurs. dans la suite nous aurons besoin de la fonction 

(10.26) 

avec X > 0, dans la limite t 4 0, d + 4. 
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Dans l’intégrale, nous faisons le changement de variable q = q’& et faisons 
tendre t vers zéro. Alors. 

l / A ( y d i ,  t )  = t(1 + y2) + 0( t2) .  

L’intégrale, obtenue en ne retenant que le terme principal, converge pour 
141 --f 00 et donc on peut prendre la limite t + O dans l’intégrant : 

Cette expression a une liniite pour d --f 4 : 

Nous concluons 

( 10.27) 

10.4.2 Groupe de renormalisation 

g et t et donc l’équation (9.15) devient 
À l’ordre dominant en E ,  il faut maintenant prendre en compte le flot de 

rX’(p) W ( p :  t ( X ) :  g(X)) = Z ( X ) X W 2 ) ( p / X ;  t ;  9 ) .  (10.28) 

À l’ordre g, Z ( X )  est gaussien et l’équation de GR se réduit à 

P ( p :  t (X);g(X))  = P W ( p / X ; t ; g )  + 0(g2) .  

À l’ordre go (l’approximation gaussienne), 

t ( X )  = t X 2  

Ce résultat est en accord avec l’analyse de la section 9.6. 
Soulignons qu’en accord avec l’analyse générale de la section 9.4.4, nous 

supposons ici que t tend vers zéro avant que X ne tende vers l’infini de sorte 
que t ( X )  tende vers zéro. 

Dérivant l’équation par rapport à t ,  on trouve 



1 O. Groupe de renormalisation perturbatif : calculs explicites 275 

À l’ordre g,  pour p = O, la relation devient (équation (10.26)) 

ou, en divisant et en notant qu’à cet ordre g(X) = g, 

Utilisant l’équation (10.27)’ on en déduit 

9 
= X2 - -x2 in x + 0(g2 ,  g ~ ) .  at(x) 

at 16r2  

Notons que le membre de droite ne dépend plus de t .  En intégrant, on trouve 

Sous forme différentielle, cette équation de flot peut s’écrire 

X-t(X) d = t ( X )  2 - - d X )  + qg”A) ) )  
dX ( 16r2 

Sous cette forme, le second membre ne dépend donc de X qu’à travers les 
fonctions g(X) et t ( X ) ,  ce qui est cohérent avec l’hypothèse (9.23). 

Notons que l’équation de flot est linéaire en t parce que t est le coefficient 
d’une perturbation essentielle et  nous ne considérons que des valeurs de t 
infinitésimales. 

Introduisant la notation traditionnelle 

d 
dX X-t(X) = t ( X )  [2  + %(g(X))] > 

on trouve 
9 

Pour X + CO, g(X) tend vers g* et donc 

7?2(9) = -5 + 0(g2). 

t ( X )  c( t P t ,  

(10.29) 

(10.30) 

où dt est la valeur propre correspondant à l’opérateur propre Jddxg2(x) (à 
l’ordre dominant) associé à une déviation à la température critique : 

dt = 2 - ;E + (10.31) 

Nous remarquons que le résultat est universel, en ce sens qu’il est indépendant 
de tous les paramètres du hamiltonien comme les coefficients uk de l’expres- 
sion (10.2) et g. 
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La relation générale (9.64) permet d’en déduire la dimension de l’opéra- 

(10.32) 
teur .’(.) : 

On note, en particulier 

duz = d - dt = 2 - $E + O(&’). 

du- - 2d,  = ;E  + # O ,  

ce qui confirme que pour un point fixe non-gaussien les dimensions des poly- 
nômes locaux dans les champs ne sont plus liées de façon simple à la dimension 
des champs (c f .  section 9.8). 

10.4.3 Fonction à deux points : comportement d’échelle 
dans le domaine critique 

Le résultat (10.30) combiné avec le comportement général attendu (9.20) : 

Z(X) ~ ~ - ( d - 2 + 7 1 )  , 

et l’équation de GR (10.28) pour f’(’), entraîne 

F(’) (p :  t ( X ) ;  g*) K x 2 - W 2 )  (p/X;  t ;  g) 

ou, en changeant p en Xp,  

P ) ( p ;  t ;  g )  O( ( x p ;  t ( X ) ;  g * )  

Choisissant le paramètre de dilatation tel que 

t ( X )  = 1 * X 0: t-lldt (10.33) 

(équation (10.30)), ce qui correspond à la stratégie expliquée en section 9.4.4, 
on obtient la relation 

(10.34) 

où 
F ( ~ )  ( p )  = F(’) (const. x p ;  1; g*) , 

et où apparaissent les exposants v et y : 

1 2 v = l / d t  = i(1 + ~ , / 6 )  + O ( E ~ ) ,  y = ~ ( 2  - q )  = 1 + G E  + O(& ). 

Nous obtenons le résultat, remarquable qu’une fonction de trois variables p ,  t 
et g s’exprime en termes d’une fonction d’une seule variable. On appelle cette 
propriété comportement d’échelle. 

Comme f‘(’)(p = 0 ; t ; g) est l’inverse de la susceptibilité magnétique, y 
est l’exposant de susceptibilité magnétique défini en (7.35). 
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Par ailleurs, la forme (10.34) entraîne pour la fonction de corrélation 
connexe 

Elle ne dépend de la distance x qu’à travers le produit xt”. La fonction t-” 
est donc proportionnelle à la longueur de corrélation [ ( t )  : 

Suivant la définition (8.25)’ cette divergence de la longueur de corrélation 
implique que v est l’exposant de corrélation. 

En particulier, nous vérifions que la dilatation maximum (10.33) est de 
l’ordre de grandeur de la longueur de corrélation, en accord avec des arguments 
intuitifs. 

10.5 Modèle avec symétrie orthogonale O ( N )  
L’analyse précédente se généralise directement à un modèle avec un champ 

ou paramètre d’ordre à N composantes, ua. Q = 1,. . . , N .  invariant par le 
groupe orthogonal O ( N )  (groupe des rotations-réflexion dans l’espace à N di- 
mensions). En effet, la symétrie O ( N )  entraîne qu’il n’existe, sur la surface 
critique T = T,, qu’un seul opérateur essentiel pour d = 4 - E .  

Les propriétés de modèles avec symétrie O ( N )  ont déjà été étudiées dans 
le cadre de l’approximation quasi-gaussierine en section 7.8. 

Le hamiltonien effectif avec symétrie O ( N )  a la fornie 

(10.35) 
où les termes quadratiques avec plus de deux dérivées sont implicites et r ,  est 
déterminé par la condition (10.3). 

Dans le cas d’une aimantation nulle (T > T,, H = O ) ,  les EGR ont exacte- 
ment la même forme que pour les modèles N = 1 de type Ising. Les résultats 
explicites ne diffèrent du cas N = 1 que par des facteurs polynoniiaux en N 
deva nt les différentes contributions. 

Ainsi, la fonction à deux points dans le domaine critique prend la forme 
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avec 

et donc Z(X) garde sa forme gaussienne à cet ordre. 
La fonction à quatre points critique avec quatre indices égaux s’écrit 

- (4) h - + 8  2 raaaa (pl, pa, 133 p4 1 = g - -g (B ( p l  +PZ ) +B ( P I  +p3) +B ( p l  +p4) )  +O (g3 ) .  18 

Fonction p et poant fim. Dans les calculs de la section 10.3.3, il suffit de 
changer le coefficient de g 2 .  On en déduit la fonction p qui décrit le flot du 
paramètre g(X) à l’ordre g2 : 

Au premier ordre en E ,  le zéro non trivial de la fonction p(g )  est alors 

4 8 ~ ~  
N f 8  

g* = -E + O ( E ~ ) ,  =+ w G P’ (g* )  = E + O ( E ~ )  > O .  (10.37) 

Le point fixe correspondant est donc stable. Des propriétés d’universalité pour 
tous les modèles à N composantes avec symétrie O ( N )  s’en déduisent. 

Domaane crztique. De nouveau, le calcul du cas N = 1 se généralise en 
changeant le coefficient du terme d’ordre g. Le flot du coefficient t de la per- 
turbation essentielle [ ddx a 2 ( x )  est décrit par la fonction 

et, donc, 

Dimension du champ : correction à la valeur gaussienne. Le diagramme (e) 
de la figure 2.5 (section 2.5.1) qui détermine la déviation à la valeur gaussienne 
est maintenant affecté d’un facteur ( N  + 2)/18. De son comportement pour 
p + O et d + 4, on déduit 

et,, donc, 

+ E 2  + O(&3), 
2(N + 8 ) 2  r l =  r1(g*) = 

(10.38) 

1 + E 2  + 0 ( & 3 ) .  d - ‘ ( d - 2 t q )  = 1 -  T E +  
4(N + 8 ) 2  c -  2 
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10.6 Groupe de renormalisation 
près de la dimension 4 

Pour pousser plus loin l’analyse, il faut utiliser les méthodes de théorie 
quantique des champs que nous décrivons brièvement aux chapitres 12 et 13. 
Ces méthodes permettent, dans le cadre du développenient en E = 4 - d basé 
sur un développement autour du modèle gaussien, de démontrer des EGR 
asymptotiques, de confirmer l’existence d’un point fixe stable non gaussien 
au-delà du calcul du premier ordre que nous avons présenté ici. Un ensemble 
de propriétés d’universalité s’en déduisent, coninie les relations d’échelle dans 
le domaine critique (par exemple, la forme (10.34) de la fonction à deux points) 
ou les relations entre exposants critiques, qui avaient été proposées comme une 
conjecture dans le cadre de relations d’échelle phénoménologiques : tous les 
exposants critiques qui avaient été introduits auparavant comme a,  /3, y, 6’7, v 
ne sont fonctions que de deux d’entre eux. Par exemple, 

0 = 2 - d u ,  p = S v ( d - 2 + 7 ) ;  y = u(2 - q ) ,  p(s - 1) = y, 

relations valables uniquement pour un point fixe non-gaussien, donc pour 

Nous décrivons brièvement dans cette section les EGR satisfaites par les 
fonctions de corrélation connexes, formes asymptotiques à grande distance, 
dans le cadre d’un développement double dans le coefficient g de ddx 04(x) et 
E, des équations générales (9.38). Plus de détails seront donnés au chapitre 13. 

d < 4. 

10.6.1 Hamiltonien critique et EGR 

On définit d’abord un développement perturbatif autour de la théorie gaus- 
sienne, à partir de l’hamiltonien (10.1), 

c’est-à-dire un développement en puissances du paramètre g, en dimensions 
non entières quelconques. Pour le hamiltonien critique on démontre alors, à 
tous les ordres dans un développement double en puissances de g et E = 4 - d, 
des équations de la forme (9.38) mais avec un seul paramètre g qui décrit la 
trajectoire qui interpole entre le point fixe gaussien et le point fixe g* stable : 

où le symbole N signifie que des contributions qui tendent plus vite vers zéro, 
à grande distance, ont été négligées. 
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L'EGR (9.9) exacte, le paramètre g ( X )  et la renormalisation Z(X)  à 
l'échelle X solutions de 

(10.40) 

(10.41) -2D, (g (X) )  = A- lnZ(X), 

apparaissent alors dans la solution de l'équation (10.39) par la méthode des 
caractéristiques (cf. section 13.3.1). 

La solution de l'équation P ( g * )  = O donne la valeur de point fixe et 
d ,  = D,(g*) la dimension du paramètre d'ordre. 

Dans le cas d'un point fixe attractif (w = P'(g*)  > O ) ,  le comportement 
asymptotique des fonctions de corrélations est déterminé par les fonctions de 
la théorie de point fixe g = g*,  qui satisfont 

d 
P ( g ( 4 )  = -X&s(X) '  

d 
dX 

et, donc, 

10.6.2 Domaine critique 
Cependant, comme nous l'avons déjà indiqué, tout le domaine critique 

< >> 1 exhibe des propriétés d'universalité. Les quantités universelles sont 
obtenues à partir de l'hamiltonien 

(10.42)  %(a) = X ( o )  + / ddxa2(x ) '  

où le paramètre It( < 1 représente la déviation par rapport à la température 
critique. On démontre alors une équation plus générale : 

t 

DRG W ( " ) ( g ,  t ; x I , .  . . ,xn) N O ,  ( 1 0. 43) 

où la fonction supplémentaire 772(g) est directement liée au flot du coefficient 
t (X)  du terme ddx a2(x). Au point fixe g = g*' l'équation se simplifie puisque 

a 
at d t t -  + n d ,  DRG = C X ~ ,  - - 

a 
axe e 

avec 
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Elle iniplique la propriété d'homogénéité plus générale 

1 
(g * ,  i X d '  : X Z l ]  . . . . Axn) = xnd;;W('L) (g * ,  t ;  .r1, . . . , xn), 

Choisissant X tel que t X d l  = 1, on peut écrire cette relation 

W(")(g* ] t ;  5 1 ,  . . . ' 2 , )  = tnvd"Wn) (g * ,  1: t U q ,  . . . ' tux,). 

Cette relation démontre que les fonctions de corrélation au point fixe, et donc 
toutes les fonctions de corrélation asyniptotiquement dans le doniaine critique, 
ne dépendent pas des x, et du paramètre t indépendamment mais uniquement 
à travers le produit xt'. C'est la forme générale de la loi d'échelle que nous 
avons déjà exhibée dans le cas de la fonction à deux points : 

comme conséquence directe de l'équation (10.34). En représentation de 
Fourier, 

W ( g ,  t ; p )  N t - W 2 ) ( g * ,  l ; p / t " )  

y = 242 - q) .  
avec 

Au-dessus de T,, la fonction à deux points décroît exponentiellenient et cette 
relation d'homogénéité entraîne que la longueur de corrélation est propor- 
tionnelle à t p V .  Elle diverge donc à T, coninie 

Équations en  champ ou en  dessous de  T,. I1 est encore possible d'inclure 
les effets d'un faible champ magnétique, opérateur essentiel qui détruit la sy- 
métrie de réflexion, ou d'une aimantation finie. Les équations correspondantes 
permettent alors de relier de façon continue les phases ordonnées et la phase 
désordonnée, et de démontrer les mêmes lois d'échelle en dessous de T,. À 
aimantation M fixée, on trouve 

Chaleur spécifique. Une différence qualitative avec le modèle quasi-gaussien 
est le comportement de la chaleur spécifique C qui est la somme d'une partie 
régulière non universelle et d'une partie singulière universelle 

où a = 2 - du est l'exposant de chaleur spécifique. 
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I C 0  1 2 3 
y 1,000 1,1667 1,2438 1,1948 
q 0,O. .  . 0,O..  . 0,0185 0,0372 

10.7 Quantités universelles : résultats 

4 5 
1,3384 0,8918 
0,0289 0,0545 

numériques 

Au-delà de résultats généraux sur les propriétés d’universalité, les mé- 
thodes de théorie des champs et le groupe de renormalisation ont aussi per- 
mis des calculs précis d’un certain nombre de quantités universelles, comme 
les exposants critiques du modèle avec symétrie O ( N ) ,  des rapports d’ampli- 
tude, et l’équation d’état dans la limite d’échelle pour les modèles à symétrie 
d’Ising. 

I1 importe de signaler ici que les résultats les plus précis ne proviennent pas 
du développement en E ,  mais directement de la théorie des perturbations non- 
critiques à d = 3 (suivant une suggestion de Parisi, 1973)’ parce que les calculs 
analytiques et numériques des termes successifs du développement perturbatif 
sont plus simples. Ainsi, les fonctions P(g ) ,  v(g) et q2(g) sont connues jusqu’à 
l’ordre g7 à d = 3 ,  alors que les exposants ne sont connus que jusqu’à l’ordre 

dans le développement en E .  Cette méthode repose sur une hypothèse sup- 
plémentaire, que nous ne décrivons pas ici. Elle suppose, en particulier, de 
résoudre d’abord l’équation de point fixe P(g )  = O numériquement. 

Par ailleurs, quelle que soit la méthode, il faut affronter le problème de 
la divergence du développement perturbatif en théorie des champs ( c f .  ta- 
bleau 10.1)’ un problème générique des développements engendrés par la mé- 
thode dii col. On dit que le développement perturbatif est un développement 
asymptotique. On note, ce qui est typique d’un développement asymptotique, 
que les sommes partielles semblent d’abord converger, avant de diverger avec 
des oscillations d’amplitude croissante. 

Des méthodes de sommation sont nécessaires pour extraire de ces dévelop- 
pements des suites convergentes. Les résultats les plus précis ont été obte- 
nus en appliquant une transformation de Borel sur le développement, suivi 
d’un prolongement analytique basé sur une transformation conforme ( cf. ta- 
bleau 10.2). 

Dans les tableaux 10.3 et 10.4, nous présentons les valeurs des exposants 
critiques obtenues par des méthodes de théorie des champs, en fonction de 
l’entier N correspondant au groupe de symétrie O ( N ) .  Les résultats que nous 
présentons sont les valeurs obtenues par Guida et Zinn-Justin (1998)’ amélio- 
rant les résultats plus anciens de Le Guillou et Zinn-Justin (1977-1980). 
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IC 
3* 
u 
y 

2 3 4 5 6 7 
1,8774 1,5135 1,4149 1,4107 1,4103 1,4105 
0,6338 0,6328 0,62966 0,6302 0,6302 0,6302 
1,2257 1,2370 1,2386 1,2398 1,2398 1,2398 

Signalons quelques exemples de modèles ou systSmes physiques corres- 
pondant aux différentes valeurs de N .  Ainsi N = O correspond aux proprié- 
tés statistiques des polymères ou des chemins aléatoires avec auto-évitement, 
N = 1 à la transition liquide-vapeur, aux transitions de séparation de fluides 
miscibles ou aux transitions anti-ferromagnétiques uniaxes. Le représentant le 
plus important du cas N = 2 est la transition superfluide de l’héliuni. Enfin, 
N = 3 correspond à des transitions ferromagnétiques. 

Le tableau 10.3 est basé sur le développement perturbatif à dimension d = 
3 fixé. C’est pourquoi nous présentons les valeurs successives de g* obtenues 
par solution nuniérique de l’équation p(g )  = O. Par ailleurs, pour donner une 
meilleure idée de la grandeur du paramètre de développement, les valeurs de 
la combinaison 

YN, = ( N  + 8)g/(48-ir), 

qui est ajustée pour que les deux premiers termes du développement soient 
égaux, sont aussi reproduites. 

0 
1,413 f 0,006 
26,63 f 0,11 

1,1596 f 0,0020 
0,5882 i 0,0011 
0,0284 f 0,0025 
0,3024 f 0,0008 
0,235 f 0,003 
0,822 f 0,016 
0.478 f 0.010 

TAB. 10.3 - Exposants critiques du modèle O ( N ) ,  d = 3, obtenus par la théorie 
des champs a:. 

1 
1,411 f 0,004 
23,64 f 0,07 

1,2396 f 0,0013 
0,6304 f 0,0013 
0,0335 f 0,0025 
0,3258 f 0,0014 
0,109 f 0,004 
0,799 f 0,011 
0.504 f 0.008 

N 
G N i  

9’; 
Y 

rl 

U 

B 
cy 

W 

O = UJY 

2 
1,403 f 0,003 
21,16 i 0,05 

1,3169 f 0,0020 
0,6703 f 0,0015 
0,0354 f 0,0025 
0,3470 f 0,0016 

0,789 * 0,011 
0,529 f 0,009 

-0,011 f 0,004 

3 
1,390 & 0,004 
19,06 f 0,05 

1,3895 iz 0,0050 
0,7073 f 0,0035 
0,0355 f 0,0025 
0,3662 f 0,0025 

0,782 f 0,0013 
0,553 & 0,012 

-0,122 i 0,010 

À titre de comparaison, nous donnons aussi dans le tableau 10.4 les résul- 
tats tirés du développement en E après sommation. Les deux versions << libre D 
et << cont. D correspondent l’une à une sommation libre, l’autre à une mé- 
thode de sommation où des informations sur les comportements exacts quand 
d + 2, déduites du modèle O non linéaire (cf. chapitre 15) ont été utilisées 
explicitenient . 
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TAB. 10.4 - Exposants critiques du modèle O ( N ) ,  d = 3, obtenus par le dévelop- 
pement en E .  

2 
1,3110 + 0,0070 

1,317 
0,6680 f 0,0035 

0,671 
0,0380 f 0,0050 

0,0370 

0,3465 f 0,0035 

0,802 f 0,018 
0,536 i 0,015 

u (libre) 
u (cont.) 
17 (libre) 
17 (cont.) 
p (libre) 
B (cont.) 

3 
1,3820 i 0,0090 

1,392 
0,7045 5 0,0055 

0,708 
0,0375 f 0,0045 

0,0355 

0,3655 f 0,0035 

0,794 i 0,018 
0,559 f 0,017 

O 
1,1575 f 0,0060 
1,1571 f 0,0030 
0,5875 f 0,0025 
0,5878 f 0,0011 
0,0300 f 0,0050 
0,0315 f 0,0035 
0,3025 f 0,0025 
0,3032 f 0,0014 

0,828 & 0,023 
0,486 f 0,016 

1 
1,2355 f 0,0050 
1,2380 f 0,0050 
0,6290 i 0,0025 
0,6305 f 0,0025 
0,0360 f 0,0050 
0,0365 f 0,0050 
0,3257 f 0,0025 
0,3265 z!= 0,0015 

0,814 f 0,018 
0,512 f 0.013 

La comparaison avec les valeurs obtenues par d’autres méthodes, numé- 
riques (séries de haute température, simulations numériques de type Monte- 
Carlo), ou extraites d’expériences, montrent un excellent accord général. À 
titre d’illustration, nous présentons donc une courte compilation de résul- 
tats tirés de l’étude numérique de modèles particuliers sur réseau dans le 
tableau 10.5. 

TAB. 10.5 ~ Exposants critiques du modèle O ( N )  à partir de modèles sur réseau. 

1,400 f 0,006 
0,710 -t 0,006 

0,365 f 0,012 
0,54 f 0,lO 

0,3EiO f 0,007 
0,60 i 0,08 

Enfin, citons quelques résultats expérimentaux particulièrement précis : 
De l’étude des propriétés des longues chaînes polymériques, qui correspond 

au cas N = O, a été déduit 

u = 0,586 * 0,004. 

Des mesures sur les transitions de séparation de mélanges binaires de liquides 
( N  = I), on conclut par exemple que 

u = 0,625 f 0,010, ,8 = 0,325 0,005. 

C’est dans le cas de la transition superfluide de l’hélium, correspondant à 
N = 2, que les résultats les plus précis ont pu être obtenus (par des expériences 
en micro-gravité), par exemple, 

u = 0,6807 f 0,0005 



1 O. Groupe de renormalisation perturbatif : calculs explicites 

TAB. 10.6 - Rapports d’amplitude pour N = 1, la classe du modèle d’Ising. 

devt. en E ,  

d = 3  
séries de HT 

mél. bin. 
liqu. - vap. 
syst. magn. 

A+/A- 
0,527 4I 0,037 
0,537 f 0,019 
0,523 f 0,009 
0,560 4I 0,010 
0,56 f 0,02 
0,48-0,53 
0,49-0,54 

c+ /c- 
4,73 * 0,16 
4,79 f 0,10 
4,95 i 0,15 
4,75 f 0,03 
4,3 + 0,3 

4.9 f 0.5 
4,8-5,2 

R C  

0,0569 f 0,0035 
0,0574 f 0,0020 
0,0581 i 0,0010 

0,050 f 0,015 
0,047 f 0,010 

285 

Rx 
1,648 f 0,036 
1,669 I-t 0,018 

1,75 

1,75 f 0,30 
1,69 f 0,14 

Rapports universels d’amplitudes critiques. Le tableau 10.6 présente un 
certain nombre de rapports universels d’amplitudes critiques pour II - v, N 

t --t O ,  dans le cas de la classe d’universalité du modèle d’lsing ( N  = 1) à trois 
diniensions (Guida et Zinn-Justin 1996), et une comparaison avec d’autres 
résultats disponibles. Les différentes définitions ont été données en (7.35 et 
10.45) et en sections 8.6 et 10.6.1. De plus, R, = aA+C+/M;. 

Les deux premières lignes correspondent à des calculs de théorie des 
champs. Les séries de haute température (HT) sont obtenues à partir de nio- 
dèles sur réseau. Les trois dernières lignes correspondent à des résultats expéri- 
mentaux, transition de séparation de mélanges binaires de liquides, transitions 
liquide-vapeur et de systèmes magnétiques anisotropes. 





Chapitre 11 

Théories des champs g4 : champ 
à IV composantes 

ANS CE CHAPITRE, nous étudions le flot des paramètres essentiels à T,, D en dimension d = 4 - E ,  engendré par le groupe de renormalisation (GR) 
dans des modèles plus généraux avec un champ (ou paramètre d’ordre) ocu 
à N composantes. I1 existe en effet des systèmes physiques intéressants pour 
lesquels le hamiltonien n’a pas la symétrie orthogonale O ( N )  du modèle étudié 
en section 10.5. 

Une première catégorie de tels modèles est caractérisée par la présence de 
plusieurs longueurs de corrélation indépendantes : par exemple, dans le modèle 
gaussien les termes en a i  ont plusieurs coefficients distincts indépendants. De 
nianière générique, dans de telles situations, lorsque la température varie, une 
seule longueur de corrélation devient infinie à la fois. Alors, les composantes 
du paramètre d’ordre qui ne sont pas critiques se découplent et peuvent être 
ignorées dans l’étude du comportement asymptotique à longue distance. On 
peut donc se restreindre aux modèles qui, comme le modèle O ( N ) ,  n’ont 
qu’une seule longueur de corrélation dans la phase désordonnée. 

Modèles à une seule longueur de corrélation. Les modèles génériques avec 
une seule longueur de corrélation correspondent tous à des hamiltoniens inva- 
riants par un groupe de symétrie G agissant sur le champ 0, sous-groupe du 
groupe O ( N ) ,  tel que uz soit le seul invariant quadratique. Ceci implique, en 
particulier, que le chanip 0 se transforme par une représentation irréductible 
du groupe G. 

En conséquence, la fonction à deux points dans la phase désordonnée est 
proportionnelle à l’identité : 

(11.1) 
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Nous supposons, de plus, que le groupe G contient le groupe de réflexion Zz, 
u H -u, comme sous-groupe et qu’il admet plusieurs invariants quartiques 
indépendants de type cr4 comme l’illustrera l’exemple de l’anisotropie cubique 
étudié en section 11.3. Les hamiltoniens effectifs de ces modèles ont donc 
la même partie quadratique que l’hamiltonien (10.35), niais en diffèrent par 
les termes quartiques : ils contiennent plusieurs termes de type ddx 04(x)  
indépendants, l’un d’entre eux étant toujours le terme isotrope figurant dans 
l’hamiltonien (10.35). 

11.1 GR : remarques générales 
Nous établissons d’abord quelques propriétés générales des théories des 

champs de type o4 dans lesquelles le paramètre d’ordre est un vecteur a ( z )  
à N composantes et qui admettent une seule longueur de corrélation. 

Flot du hamiltonien. Nous supposons que l’hamiltonien contient p > 1 
termes quartiques de typt: o4 (x) linéairement indépendants avec des coeffi- 
cients g a ,  a = 1 , .  . . , p .  Les équations de flot à l’ordre g2,  qui remplacent 
l’équation de flot unique (9.62), prennent alors la forme générale 

(11.2) 

Avec ces conventions, une dilatation X 00 correspond au comportement à 
longue distance. 

Le vecteur tangent à une trajectoire du GR en un point ga est proportion- 
nel à &(g ) .  I1 est donc uriique en tout point où il est défini. Les trajectoires 
du GR ne peuvent donc SE croiser qu’en un point fixe, c’est-à-dire en un point 
solution de Pa(g)  = O. 

Dans le cadre du développement en E avec ga = O(&) ,  à l’ordre principal, 
les fonctions p peuvent s’écrire 

Pa(s) = -ESCL + B a ( S ) ,  (11.3) 

où B,(g) est un polynôme homogène du second degré. I1 satisfait donc 
l’identité 

(11.4) 

Points fixes e t  stabilitk. Dans le cas de p paramètres g a ,  le nombre maxi- 

P c  ( g * )  = -Es: + B a ( g * )  = 0 ’ (11.5) 

est 2p. La stabilité locale de ces points fixes peut être étudiée en linéarisant 
les équations (1 1.2) : 

mum de solutions ga des équations de point fixe 
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avec 

Elle dépend donc des signes des valeurs propres (dont on démontre qu’elles 
sont réelles, voir section 11.2.2) de la matrice de5 dérivées L*. Si toutes les 
valeurs propres de L* sont négatives, le point fixe est localement stable. Les 
propriétés globales dépendent des solutions complètes de l’équation (11.2) qui 
déterminent, dans l’espace des paramètres g, le bassin d’attraction de chaque 
point fixe stable. 

Valeur propre -E. De la propriété d’homogénéité (1 1.4) et de l’équation 
de point fixe (11.5), on déduit 

L O b g ;  = &gu - 2 s a ( g * )  = -&ga. 
b 

On en conclut que tous les points fixe5 non gaussiens ont au moins line di- 
rection de stabilité correspondant au vecteur propre g:, avec valeur propre 

On peut encore obtenir un résultat plus précis. Cherchons des solutions 
-& + 0 ( & 2 ) .  

particulières de l’équation (11.5) de la forme 

= P ( X ) d  ’ g* # 0 .  

Introduisant cet Ansatz dans l’équation (11.2)’ utilisant l’équation de point 
fixe (11.5) et l’homogénéité de B ,  on en déduit 

d 
dX YUX-P(X) = EP(X)SU - B a ( g * p P ) )  = 4 X ) g a  - P2(X)Ba(g*>  

= & P ( X ) d  - G?clP2(X). 

L’équation de flot est donc conipatible avec 1’Ansatz et la fonction p(X) satis- 
fait 

d 
X - P ( X )  dX = . P ( X ) ( i -  P ( 4 ) .  

Dans l’approximation (1 1.3)’ les demi-droites joignant le point fixe gaussien 
aux autres points fixes sont des trajectoires du GR, et sur ces trajectoires les 
points fixes non gaussiens sont stables. 

11.2 Flots de gradient 
I1 a été vérifié jusqu’à l’ordre (c’est-à-dire à tous les ordres connus) que 

du modèle o4 général peuvent s’écrire (cf. section 11.4.3 pour les fonctions 
l’ordre principal) 

(11.6) 
au 

@ a b )  c T a b ( g ) 3 y ; ; ’  
b 
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où la matrice T d’éléments T u b  est une matrice symétrique positive, fonction 
régulière des g,. L’équation (11.2) définit alors un flot de gradient. Soulignons, 
cependant, que certaines propriétés de la matrice T ne peuvent être vérifiées 
dans ce cadre qu’au voisinage du point fixe gaussien g, = O. 

11.2.1 Reparamétrisation 

La forme générale (11.6) est la seule forme d’un flot de gradient compa- 
tible avec les propriétés de transformations par reparamétrisation de l’espace 
des coefficients g, (des difféomorphismes). En effet, introduisons de nouveaux 
paramètres 8, et faisons le changement ga = g,(û) dans les équations de flot. 
Pour que la reparamétrisation soit compatible avec le développement en E ,  il 
faut que la matrice deb/&& soit inversible pour g = 0. 

Les règles de dérivées en chaîne conduisent alors à 

Par ailleurs, les matrices d&/dg ,  et dg,/d& sont inverses l’une de l’autre et 
donc 

avec 

On vérifie que si la matrice T est symétrique positive, la matrice transformée 
T’ d’éléments TAb est également symétrique et positive. 

En particulier, même si la matrice T est identique à la niatrice identité 
dans une paramétrisatiori particulière, cela n’est plus vrai dans une paramé- 
trisation générale. 

Enfin, on note que T, à cause de sa positivité et de ses propriétés de 
transformation par reparamétrisation, a les propriétés d’un tenseur métrique. 

11.2.2 Flots et variation du potentiel 

La propriété de flot de gradients a des conséquences importantes : 

(i) Le potentiel diminue le long d’une trajectoire du GR et donc les points 
fixes sont des extrema du potentiel, les points fixes stables étant des 
minima locaux. 

(ii) Les valeurs propres de la matrice des dérivées partielles premières en un 
point fixe sont réelles. 
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Démonstration. Calculons la variation du potentiel U le long d’une trajec- 

Comme la matrice T est positive, le membre de droite, qui est la valeur 
moyenne d’une matrice négative, est négatif. Donc le potentiel diminue le 
long d’une trajectoire. Les points fixes g* sont des extrema de la fonction U : 

Un point fixe stable est un minimum local de U ( g ) .  

-P sont donnés par 
À un point fixe, les éléments de la matrice L* des dérivées des fonctions 

(11.7) 

relation que nous écrivons symboliquement 

L* = -TU”. (11.8) 

Comme la matrice T est positive, elle peut s’écrire comme le carré d’une 
matrice X également symétrique et positive : 

T = X 2 ,  X > O .  

La matrice 
M = XP1L*X == -XU’/X, 

a les mêmes valeurs propres que L*, niais conime les niatrices Ur’ et X sont 
symétriques. c’est une matrice symétrique. La matrice L*, qui a donc les 
mêmes valeurs propres qu’une matrice symétrique réelle, a donc des valeurs 
propres réelles. 

Cette relation montre aussi que si la matrice U” est positive, la matrice 
XU”X l‘est aussi (et réciproquement), et le point fixe correspondant est donc 
localement stable. 

11.2.3 Points fixes et stabilité 

Dans le cadre du développenient en E ,  nous déniontrons maintenant deux 
autres conséquences de la propriété de flot de gradient : il existe, au plus, un 
point fixe stable; le point fixe stable correspond à la plus petite valeur du 
potentiel. 

En effet, supposons l’existence de deux points fixes g* et g‘*.  Considérons 
alors des paramètres g de la forme 

g(s) = sg* + (1 - s ) g / * ,  O 5 s 5 1 ,  
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et le potentiel correspondant 

4.1 = U ( g ( s ) ) .  

Notons que la condition de positivité (11.11) que doit satisfaire le terme quar- 
tique en a dans l’hamiltonien, qui est vérifiée pour tout point fixe et donc 
pour s = O et s = 1, est alors aussi vérifiée pour tous les paramètres g(s)  tels 
que O 5 s 5 1. 

Comme la forme explicite (11.27) le montre, l’ordre principal u ( s )  est un 
polynôme du troisième degré. La dérivée 

s’annule à cause des conditions de point fixe pour s = O et s = 1 : 

u’(0) = u’(1) = o .  

Comme u’(s) est un polynôme du second degré, il est nécessairement de la 
forme 

u’(s) = As(1 - s ) .  

La dérivée seconde u”(s) est donnée en termes de la matrice des dérivées 
partielles secondes de U ,  et donc des dérivées partielles des fonctions ,!?, par 

En particulier, pour s = O et s = 1, 

Comme nous l’avons montré en section 11.2.2, en tout point fixe stable, la 
matrice U” des dérivées partielles secondes de U est positive. Donc si g* et 
g’* sont des points fixes stables, les valeurs moyennes A et -A  sont positives, 
ce qui est exclu : les deux points fixes ne peuvent être tous deux stables. 

De façon générale, le signe de A caractérise en quelque sorte la stabilité 
relative de ces deux points fixes. Supposons, par exemple, A < O ce qui est 
cohérent avec l’hypothèse que g* est stable. Alors, u’(s) < O sur [O, 11 et 
U ( g ( s ) )  est décroissant. Donc, 

En particulier si g* est un point fixe stable, il correspond, parmi tous les points 
fixes, à la plus petite valeur du potentiel. 
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11.3 Modèle avec anisotropie cubique 

Pour illustrer les résultats précédents et  avant d’étudier d’autres propriétés 
des modèles généraux avec paramètre d’ordre à N composantes, nous exami- 
nons un modèle simple mais d’intérêt physique. 

Nous considérons un hamiltonien dépendant d’un champ oa, a = 1, . . . , N, 
invariant par le groupe cubique, le groupe fini des transformations engen- 
dré par 

oQ H -oa ,  oQ H C T ~  pour tous a et p. 

On espère ainsi modéliser un système de spins classiques dont les interactions 
sont niodulées par un réseau cubique sous-jacent ( c f .  section 3.3.7). 

Le groupe de symétrie cubique admet un seul invariant quadratique mais 
deux invariants indépendants de type 04. Utilisant les propriétés de symétrie, 
il est facile de vérifier que le hamiltonien critique dans l’espace continu, et  
tronqué à l’ordre o4 comme conséquence de l’analyse des opérateurs essentiels 
au voisinage de la dimension 4, a la fornie générale 

(11.9) 

Comme il n’existe qu’un invariant quadratique, la condition (11.1) est satis- 
faite, la fonction à deux points dans la phase désordonnée est proportionnelle 
à l’identité et r ,  est déterminé par la condition (10.3) : f’(2)(p = O) = O. 

L’apparition de deux termes de degré 4 entraîne que, sur la surface critique, 
le GR. en dimension d = 4 - E fait maintenant intervenir deux paramètres g 
et h correspondant aux deux opérateurs essentiels quartiques. 

Positiwité. On notera que les deux constantes g et h doivent satisfaire les 
deux conditions g + h 2 O et Ng + h 2 O pour que l’hamiltonien soit positif 
pour o 4 00 et donc que la transition puisse être du second ordre. La première 
condition est obtenue en prenant tous les na nuls sauf un, la deuxième en les 
prenant tous égaux. 

Ces conditions impliquent, en particulier, que si le flot di1 GR entraîne les 
paramètres g(X) et h(X) en dehors de cette région, les terines de degré supé- 
rieur, a priori négligeables, du développement du potentiel thermodynamique 
deviennent importants et la transition, en désaccord avec l’approximation 
quasi-gaussienne ou de champ moyen, est en fait génériquenierit faiblement 
di1 premier ordre. 
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11.3.1 Groupe de renormalisation et points fixes 
Les équations de flot ont la forme générale 

Un calcul simple, analogue au calcul présenté en section 10.3, détermine les 
deux fonctions p à l’ordre principal pour g et h = O(&), E 4 O : 

I1 s’agit alors d’étudier le flot des paramètres g et h en fonction du paramètre 
de dilatation A.  En particulier, il faut trouver les différents points fixes pour 
E = 4 - d > O et déterminer la symétrie des hamiltoniens correspondants, 
discuter leur stabilité pour X --f m comme fonction de l’entier N et en déduire 
la symétrie de l’hamiltonien de point fixe stable et enfin, déterminer la nature 
de la transition en fonction des valeurs initiales de g et h. 

Points fixes. Les équations pg = o h  = O se factorisent chacune en deux 
équations linéaires. Les combinant des quatre façons possibles, on trouve : 

(i) Le point fixe gaussien 
g = h = O .  

(ii) Le point fixe découplé 

g = O ,  h = 1 6 ~ ~ ~ 1 3 ,  

qui correspond à N copies identiques et découplées du modèle avec sy- 
métrie de réflexion & de type king. 

(iii) Le point fixe isotrope 

h = O ,  g = 48~-ir”/(N + 8 ) ,  

qui a une symétrie O(N) plus étendue que la symétrie cubique du ha- 
miltonien initial. 

(iv) Enfin, le dernier point fixe 

1 6 ~ ~ ~  167r2(N - 4 ) ~  
3N 

g=- h =  
N ’  

est nouveau et est appelé point fixe cubique. 
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Tous les points fixes sont dans le derni-plan g 2 O. Seul le point fixe 
cubique pour N < 4 est tel que h < O. Cependant, pour N 2 1, il 
satisfait la condition de positivité g + h 2 O (et donc aussi Ng + h 2 O). 
Donc, tous les points fixes satisfont à la condit>ion de positivité (ll.ll), 
en accord avec le résultat général démontré en section 11.4.1. 

11.3.2 Flot linéarisé et valeurs propres 
Les propriétés de stabilité locale des quatre points fixes sont déterminées 

par les valeurs propres de la niatrice L* des dérivées partielles par rapport à 
g et h des fonctions -Pg, -Ph. On trouve 

Pour les différents points fixes, les valeurs propres correspondantes de la nia- 
trice L* sont 

Point fixe gaussien : E ,  E ’  

Point fixe découplé (Ising) : $ E ,  -E  > 

Point fixe isotrope 

4 - N  
Point fixe cubique : -c -E  

3N “ ’  
L’existence d’une valeur propre -E  est une propriété générale de tous les 
points fixes non gaussiens (cf. section 11.1). 

Le point fixe gaussien a deux directions d’instabilité. Le point fixe de type 
Ising a toujours une direction d’instabilité. 

Pour le point fixe isotrope, on trouve un exemple particulier d’un résultat 
général (cf. section 11.4.2) : le point fixe isotrope est stable pour N < N ,  avec 
N ,  = 4 + O(&).  Enfin, le point fixe cubique n’est stable que si N > N,. À 
N = N,, les deux points fixes se rencontrent et ensuite échangent leur rôle. 

Remarque. Pour N < N,, le point fixe stable a une symétrie O ( N ) .  Le 
comportenient asymptotique des fonctions de corrélations dans le domaine 
critique, les singularités des quantités thermodynamiques à T,, exhibent donc 
plus de symétrie que le modèle microscopique initial. 

Nous avons déjà rencontré un phénomène similaire : la symétrie cubique 
du réseau engendre une symétrie spatiale û ( d )  continue à grande distance 
ou dans le domaine critique (cf. sections 3.3.9 et  8.2). Seul un examen des 
corrections au comportenient critique asymptotique révèle la symétrie plus 
restreinte du modèle niicroscopique. 

Le flot du GR. Les trajectoires du GR ne peuvent se couper qu’en un point 
fixe. Les droites h = O et g = O et la droite joignant l’origine au point fixe 
cubique sont des droites stables par le GR, un cas particulier d’une propriété 
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FIG.  11.1 - Anisotropie cubique : flot du groupe de renormalisation pour N > 4. 

générale démontrée en section 11.1, et ne peuvent donc pas être traversées. 
Dans ce cas planaire, ces conditions fixent complètement la topologie des 
trajectoires du GR (figure 11.1). 

En particulier, il existe des paramètres initiaux g et h pour lesquels les 
trajectoires du GR ne peuvent atteindre aucun point fixe, mais au contraire 
évoluent vers des régions non physiques, comme g < O pour tout N et h < O 
pour N > 4 ou h < ( N  - 4)/3g pour N < 4. Ces paramètres correspondent 
génériquement à des transitions faiblement du premier ordre : la longueur 
de corrélation reste finie quand T 4 Tc+ et,  dans l’unité de l’échelle mi- 
croscopique, prend une valeur qui est de l’ordre du paramètre de dilatation 
maximum tel que les paramètres g et h soient encore dans la région permise. 

11.4 Expressions générales explicites : étude 
détaillée 

Un hamiltonien général satisfaisant aux hypothèses peut s’écrire 

(11.10) 
où gi jk l  est un tenseur symétrique dans ses quatre indices zjkd. 

De plus, la condition de positivité de 7i pour la( 4 cc s’écrit 

g i j k l a i o j a k a l  > O  ai tel que 101 = 1.  (1 1.1 1) 
Gj,k,l 
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La condition de positivité donne à l’espace des paramètres g admissibles une 
structure de cône convexe. 

À cause de la condition (ll.l), qui exprime que la fonction de corrélation 
à deux points connexe dans la phase désordonnee est proportionnelle à la 
matrice identité, 

le tenseur g Î j k l  a des propriétés spéciales qui se traduisent par des contraintes 
successives sur le tenseur g z J k l  dans le développement perturbatif. 

11.4.1 Groupe de renormalisat ion 
L’équation de flot des paramètres gtJkl  (A) dans l’hamiltonien (I I. 10) s’écrit 

maintenant 
(1 1.13) 

d 
X - p J k l  (XI = -PLJkl (m). 

Les comportements à longue distance de la théorie des champs sont gouvernés 
par les points fixes solutions de l’équation 

PZjkl ( g * )  = 0 .  (1 1.14) 

Les propriétés de stabilité locale des points fixes sont reliées aux valeurs 
propres de la matrice 

(11.15) 

Les fonc tzons  du GR duns  le développement e n  E .  11 n’est pas dificile de 
calculer les fonctions de GR correspondant à une théorie c4 générale. Comnie 
dans le cas avec symétrie O ( N ) ,  les calculs ne diffèrent du cas N = 1 que par 
des facteurs géométriques. 

T,a fonction p, à l’ordre dominant, est donnée par 

+ O ( g 3 )  . (11.16) 

La dimension du champ se déduit de la fonction 

(1 1.17) 

et l’équation de flot pour la déviation t de la température critique peut s’écrire 
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(1 1.18) 

Dans les deux équations (11.17, 11.18), nous avons explicité la condi- 
tion (11.12) qui entraîne 

Par ailleurs, en un point fixe 

3 
16n2 g z j k l o z f l j o k g l  = - gzgj gz jmngmnkl  g k  pl 

z , j , k , l  w M , m , n  

- - 

Ainsi, tout point fixe non gaussien satisfait à la condition de positivité (11.11). 

11.4.2 Stabilité du point fixe isotrope 
Parmi les points fixes possibles, on trouve toujours, en plus du point fixe 

gaussien, le point fixe invariant par le groupe O(N) .  I1 est possible d’étudier 
sa stabilité locale, à l’ordre dominant, en E .  

On peut tout d’abord spécialiser les expressions (11.16)-(11.18) au cas de 
la théorie des champs de symétrie O ( N ) .  Pour cela, on substitue dans 
ces équations 

g z j k l  = ’ ( 6 z j d k l  + 6 z k d j l  + 6 d 6 j k ) .  (1 1.20) 
3 

Après un bref calcul, on retrouve les expressions (10.36) et (10.38) des fonc- 
tions p(g )  et q(g )  et la valeur de g* correspondante. 

Les conditions de stabilité sont données par les valeurs propres de la ma- 
trice L* (équation (11.15)). Posant 

gzjlcz = SZ,kl + Szgkl , (11.21) 

on trouve à l’ordre dominant 

où les cinq termes sont obtenus par permutation des indices i, j ,  I C ,  1 .  
En prenant s z j k l  proportionnel à g z j k z ,  on retrouve l’exposant w = B’ (g* )  

du modèle isotrope. Plus généralement, les vecteurs propres peuvent être clas- 
sés suivant leurs proprietés de trace. Nous paramétrons donc &jk l  sous la 
forme 

sZ3kl  = 7 ~ g : ~ k l  + ( v z j S k i  + 5 termes) + wzjlci , (11.23) 
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où les tenseurs w i j  et w i j k l  sont de trace nulle : 

2 k 

Les trois valeurs propres correspondant aux composantes u, w, v sont, respec- 
tivement, -w, -wanis. et -wl avec 

+ O  ( E ~ )  . (11.25) 4 - N  I 8 E  
N + 8  N S 8  

w = E + O ( E 2 )  , wanis, = E- + O ( E 2 ) ,  w=- 

La perturbation proportionnelle à u2j ne satisfait pas la première condi- 
tion (11.19). Elle lève donc la dégénérescence entre les longueurs de corré- 
lation des différentes composantes du champ. Ceci induit une transition vers 
une situation où quelques composantes se découplent. Cependant, on vérifie 
facilement que la valeur propre correspondante w’ produit, pour E petit, des 
effets sous-dominants par rapport à la valeur propre correspondant à l’opéra- 
teur quadratique en u. 

Pour l’ensemble des modèles satisfaisant la condition (1 1.19), la valeur 
propre dominante est wanis. On trouve alors le résultat très intéressant suivant 
(qui généralise un résultat obtenu pour l’anisotropie cubique) : le point fixe, 
invariant par le groupe O ( N ) ,  est stable par rapport à toutes les perturbations 
pour N plus petit qu’une certaine valeur Ne.  Le calcul de wanis. à l’ordre E 

fournit 
N, = 4 - 2E + O ( E 2 )  . (11.26) 

C’est un nouvel exemple de symétrie engendrée dynamiquement : pour 
N < Ne,  dans le domaine critique, les fonctions de corrélation du point fixe 
stable exhibent plus de symétrie que dans la théorie microscopique initiale. 

11.4.3 Flots de gradients : points fixes, stabilité 
et dimension du champ 

On vérifie que l’expression (11.16) de la fonction /3 dérive d’un potentiel. 
En effet, 

au(g) 
P i j k l ( g )  = - 

a g i j k l  

avec 

Stabilité du point fixe et exposant 77. Nous montrons maintenant que, dans 
le cadre du développement en E ,  le point fixe stable (ou du moins le plus stable) 
correspond à la plus grande valeur de l’exposant 7 et donc aux fonctions de 
corrélation qui décroissent le plus vite à grande distance. 
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Pour tout point fixe g * ,  l’annulation des fonctions p implique la relation 

3 
g z j k l p z j k l  0 3 gz jk lg t j k l  = 2 g z j k l g k l m n g m n z j  ’ 

Z,j,k,l z , j , k , l  (4T) z , j , k , l ,m ,n  

et donc 
w g * )  = - ; E  g z J k l g V k l  + o ( ~ ~ ) ,  

w , k J  

une valeur négative et donc inférieure à celle du point fixe gaussien 

en accord avec l’analyse de la section 11.2.3. 

l’ordre dominant, l’exposant q est donné par l’équation (1 1.17) et donc 
Par ailleurs, pour un système avec une seule longueur de corrélation, à 

(11.28) 

ce qui est, en particulier, en accord avec le résultat général de théorie quan- 
tique des champs ri 2 O. 

Comme nous l’avons montré, le point fixe stable correspond à la plus petite 
valeur de U .  I1 correspond donc aussi à la plus grande valeur de l’exposant v, 
c’est-à-dire de la dimension du du champ c : ce sont donc les fonctions de 
corrélations correspondant au point fixe stable qui décroissent le plus rapide- 
ment. 

La validité de cette propriété au-delà du développement en E reste une 
conjecture. 

Une borne sur l’exposant 7 .  Démontrons, en exercice, une borne générale 
de q. 

La première condition (1 1.19) peut s’écrire 
sur le coefficient dominant d’ordre 

(11.29) 

La fonction v(g) s’exprime à cet ordre en fonction de G (équation (11.18)) : 

1 
-- - 2 - -G + O(g2) .  
4 l )  2 

1 
(1 1.30) 

Prenant une moyenne gaussienne de l’inégalité (11.11) avec la mesure 
e ë x  u f / 2 ,  on obtient (en utilisant le théorème de Wick) 
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et donc 

Par ailleurs. 7 est donné par l’équation (11.17) : 
G>O.  (11.31) 

(11.32) 

De l’équation de point fixe , û i j k l ( g * )  = O, où P s j k l  est donné à l’ordre dominant 
par l’équation (11.16), on déduit 

Ainsi, à cet ordre, l’exposant 7 s’exprime aussi uniquement en fonction de G 
(et donc de v) : 

1 
24 

7 = - (EG* - SG*2) + 
Cette expression entraîne en particulier que le coefficient d’ordre E de G* est 
borné, 0 < G* < 2 ~ .  On peut améliorer cette borne en posant 

où E, = O. Alors, 

et combinant cette expression avec l’équation (1 1.33) : 

On en déduit 
(11.34) 

La borne supérieure correspond à un point fixe tel que g;Jkl = O et donc au 
point fixe avec symétrie O(N) .  

Enfin, l’expression (11.32) niontre que q est borné par sa valeur pour 
G* = E ,  si cette valeur est permise, sinon par la valeur correspondant à la 
valeur maximale de G*. On en conclut que 

pour N 2 4. 
La borne pour N 5 4 correspond au point fixe isotrope, c’est-à-dire avec 
symétrie O(N) .  Elle découle aussi directenient des propriétés de stabilité du 
point fixe isotrope (section 11.4.2) et de la correspondance entre point fixe 
stable et plus grande valeur de q. 
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11.5 Exercice : modèle général 
à deux paramètres 

Pour vérifier les résultats précédents dans une situation plus simple, nous 
considérons un niodèle général à deux paramètres, dont un exemple particulier 
est le modèle avec anisotropie cubique examiné en section 11.3. Nous suppo- 
sons, de plus, que nous avons trouvé deux points fixes non gaussiens gT et 95, 
dont l’un, nécessairement, est le point fixe isotrope avec symétrie O ( N ) ,  par 
exemple y;. L’espace des paraniètres g étant linéaire, g peut prendre toutes 
les valeurs contenues dans le plan sgT + tg ; .  Les conditions de positivité sont 
ail moins satisfaites dans le quart de plan s, t 2 O. 

À l’ordre E ~ ,  le potentiel U ( g ( s , t ) )  dépend a przorz de sept paramètres. 
Les conditions de point fixe pour s = 1, t = O et s = O, t = 1, 

a,u(s = 1, t = O) = & U ( s  = 1, t = O) = O ,  
a J ( S  = O, t = 1) = & U ( s  = O, t = I) = 0 .  

fixent quat,re paramètres. II prend alors la forme générale 

U ( S ,  t )  = - (Sas2 + bst + ;et2) + +as3 + bst(s + t )  + id3,  (11.35) 

où a. b,  c sont trois constantes qui, à cause de la positivité de 

satisfont les conditions 

a > O ,  c > O ,  b 2 - a c < 0  

Par exemple, pour le modèle avec anisotropie cubique, on trouve 

2 12N(N $- 2)&3 4 N E 3  4Nc3 , b =  (8~~)’- c = (87r2)’-. (N + 8)2 N + 8 ’  9 
a = ( 8 7 ~  ) 

et donc 
16N2(N - 1 ) ~ ~  

3 ( N  + 8)2 
ac - b2 = (87r ) 

Exprimant qu’au point fixe gaussien la valeur propre dégénérée est E ,  on ob- 
tient la matrice T, qui est ici une niatrice constante car la transformation 
g H { s , t }  est linhire et dans la paramétrisatiori (11.10) T = 1. Ici 
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est bien une matrice positive. Son action sur le vecteur (O,U, &V) conduit 
aux équations de flot 

1 ds 2 2 b ( b -  c)  
- A - = s - s  + st , 
E dX uc - b2 

2 2 b ( b - a )  
st 1 dt 

- A - = t - t  + 
E dX uc - b2 

2b(c - b)  2b(a - b)  Posons 
CY1 = Q2 = 

ac - b2 ' ac - b2 
Dans le modèle avec anisotropie cubique 

On trouve alors un quatrième point fixe 

La matrice des dérivées partielles des fonctions - p  est 

1 .  1 - 2s - ait 
-a2C 

-Q1S 

1 - 2t  - 02s ( L* = E  

Les valeurs propres aux différents points fixes sont 

pour s = t = O 
E X  (" -1,l-aZ p o u r s = l , t = O  

pour s = O , t  = 1 
pour s = 54, t = t 4 ,  

-1,1 - 01 

-1,l - a3 

où nous avons posé 

On voit que, du point de vue algébrique, les trois points fixes jouent un rôle 
complètement symétrique. 

La condition de st,abilité d'un point fixe est 

a, > 1 .  

Vérifions, qu'en accord avec le résultat général, les conditions a1 > 1 et a2 > 1 
sont incompatibles. Par exemple, al > 1 implique 

2b(c - b )  > ac - b2 + c(c  - a )  > ( b  - + c > a .  

I1 est clair que la condition a2 > 1 implique a > e, ce qui est incompatible. 
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Par ailleurs les valeurs du potentiel aux points fixes gT et g; sont res- 
pectivement, -a i6  et -c/6, et donc le point fixe stable correspond bien au 
potentiel le plus bas. 

Nous utilisons maintenant la propriété que le point fixe isotrope est tou- 
jours présent. Supposons que ce soit g:. Alors 

La valeur de a est celle di1 modèle avec anisotropie cubique. Le paramètre b 
est donné par 

et enfin 
1 G*2 c = E ( g ; ) Z j k l ( g ; ) , j k l  = (8n2)2NE (G ~ 3 2 ) ’ 

w,kl 

À cet ordre, tout s’exprime en fonction de Ga. Les paramètres 01, deviennent 

12 
a2 = - 

N + 8  (11 = G ~ / E ,  

On voit que a1 et 02 sont positifs et, à cause de la borne (11.34), 

a1 +a2 < 2 .  

Ensuite, l’équation (1 1.36) implique 

c y 3 > 0 ,  cr,+aj < 2 p o u r i # j .  

Enfin, l’équation (11.36) montre réciproquement que 0 < al, cy2 < 1 entraîne 
a3 > 1. Donc il existe toujours un point fixe stable. Comme dans le cas du 
modèle avec anisotropie cubique, si le quatrième point fixe est stable, s4 et 
t 4  > o. 

Notons enfin que la plupart de ces considérations se généralise à l’ordre 
suivant en E .  

Exercice 
Anisotropie cubique. Partant des expressions explicites des fonctions p de la 
section 11.3, trouver les rnatrices M telles qu’on puisse écrire 
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et déterminer la fonction potentiel U correspondante. Calculer les valeurs du 
potentiel pour les différents points fixes. 

Solution. Toutes les matrices sont proportionnelles à 

qui est bien une niatrice positive pour N > 1, et avec ce choix 

Les valeurs sont 

En particulier, on vérifie que 

change de signe à N = 4, en correspondance avec le changement de stabilité. 





Chapitre 12 

Théorie statistique des champs : 
développement perturbatif 

’ANALYSE DES CORRECTIONS DOMINANTES à l’approximation quasi- L gaussienne, ou de champ moyen, ainsi que des arguments de groupe de 
renormalisation, ont montré qu’au moins en dimension d = 4 - E ,  c’est-à-dire 
dans un voisinage infinitésimal de la dimension 4, les propriétés universelles 
des transitions de phase du second ordre peuvent être entièrement décrites 
par une théorie statistique des champs dans l’espace continu. Au chapitre 10, 
nous avons utilisé cette idée pour déterminer les fonctions de groupe de 
renormalisation au premier ordre non trivial en E .  Ce calcul était basé sur 
des hypothèses qu’il est nécessaire de justifier. Nous donnons donc dans ce 
chapitre, consacré au calcul perturbatif, et dans le suivant où nous relions 
théorie de la renormalisation et équations de groupe de renormalisation, 
un bref aperçu des méthodes de théorie des champs qui permettent de 
démontrer, dans le cadre du développement en E ,  c’est-à-dire au sens des 
séries formelles, les résultats du groupe de renormalisation et de calculer les 
quantités universelles. 

Dans ce chapitre, nous discutons donc le calcul perturbatif des fonctions 
de corrélation ou des fonctions de vertex exprimées en termes d’intégrales de 
champ ou intégrales fonctionnelles. Les contributions successives au dévelop- 
pement perturbatif sont des valeurs moyennes gaussiennes qui s’obtiennent, 
par exemple, par le théorème de Wick et qui ont une représentation graphique 
sous forme de diagrammes de Feynman (définis en section 2.4). Nous illustrons 
ainsi, de façon diagrammatique, les relations entre les premières fonctions de 
corrélation connexes et les fonctions de vertex correspondantes. 

Bien entendu, ces calculs ont une structure algébrique qui se distingue 
peu de celle des calculs présentés en sections 2.3  et 2.5 pour les intégrales 
ordinaires, et en section 5.3 dans le cas de l’intégrale de chemin. 
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Nous montrons aussi que le calcul de l'intégrale de champ par la méthode 
di1 col organise le développement perturbatif comme un développement en 
nombre de boucles au sens des diagrammes de Feynman. 

Enfin, iious avons déjà introduit l'idée de prolongement dimensionnel des 
diagrammes de Feynman. Nous précisons ici la définition du prolongement 
dimensionnel et définissons la régularisation dimensionnelle. 

12.1 Fonctionnelles génératrices 
Au chapitre 6 sur le réseau et en sections 9.1.1 et 9.2 dans le continu, nous 

avons déjà introduit les fonctionnelles génératrices des fonctions de corréla- 
tion. Nous nous contentons donc de rappeler par commodité les définitions ici. 

Soit .(x) un champ classique aléatoire muni d'une loi de probabilité, une 
mesure positive normalisée sur l'espace des champs [da] e-"(a) /2, où X ( a )  
est le hamiltonien et 2 la fonction de partition associée. 

La fonction de corrélation & ri points, 

peut se déduire de la fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation 

Z ( H )  = / I d a ]  exp [ - X ( D )  + J' d d z  H ( z ) a ( z ) ]  (12.2a) 

(12.2b) = Z(0) ( exp J' dds .(r)n(r)) 

(2 dans (12.1) est identique à Z(0)) .  En effet, 

La fonctionnelle 
W ( H )  = In 2 ( H ) ,  (12.4) 

engendre les fonctions de corrélation connexes : 

W ( H )  = J' ddzi . . . ddx, W ( n ) ( x ~ ,  . . . , s , ) H ( z i ) .  . . H(s,). n. 
n = O  

Dans les théories des champs locales (limites continues de systèmes statis- 
tiques avec forces à courte portée), les fonctions connexes satisfont à la pro- 
priété d'amas : M7(n)(xl, . . . , 2,) décroît , de façon algébrique ou exponentielle, 
quand les points 21, 2 2 ,  . . . , x, sont séparés en deux sous-ensembles non vides 
qu'on éloigne l'un de l'autre (section 6.2.1). 
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Fonctionnelle génératrice des fonctions de vertex. En section 9.2, nous 
avons aussi défini la fonctionnelle génératrice r(M) des fonctions de vertex 
(cf .  aussi section 6.3) : 

r(M) = / ddxl . . . ddx, r+)(zl,. . . , x n ) M ( z l )  . . . M(z,). n! 
n=O 

r ( M )  est la transformée de Legendre de W ( H )  (équations (9.7)) : 

12.2 Théorie des champs gaussienne. Théorème 
de Wick 

En théorie des champs, comme pour d’autres processus aléatoires, la me- 
sure la plus simple est la mesure gaussienne, dont un exemple a été discuté 
en section 8.4. 

Théorie gaussienne. Dans le cas gaussien, un hamiltonien invariant par 
translation peut s’écrire en toute généralité 

(12.5) 

Le noyau . F t ( 2 ) ( ~  - y) est symétrique, positif et local. Dans les cas les plus 
simples, H(’)(z - y)  est un opérateur différentiel polynôme en 05 : 

?-F1‘2)(2 - y )  K(-v;)6(”)(s -y ) .  

Plus précisément, nous pouvons écrire l’expression (12.5) sous la forme (c f .  
expression (10.2)) 

/ dds ddy a(z)?-f(2)(z - y)a(y) 

La limite m = O correspond à une théorie critique (ou théorie de masse nulle 
au sens des interactions fondamentales). Pour m > O (théorie massive), la 
longueur de corrélation E est finie : 

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation est alors donnée 
par l’intégrale de champ 

cx l /m .  

= /[do] exp [ -EG(F) + 1 ddz  c ( z )H(z ) ]  . 
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Le calcul de cette intégrale de champ est une simple généralisation du calcul 
présenté en section 8.4. En particulier, nous pouvons translater a(.) d’un 
champ indépendant de CT? pour éliminer le ternie linéaire en a. Nous notons 
A l’inverse de : 

ddz A(n: - z)lFl(”(z - y) =  CY(^)(^ - y). (12.6) J’ 
Kous posons 

a(.) =: CT’(S) + ddy A(x - y ) H ( y ) .  (12.7) 

La mesure est invariante dans ce changenient de variable et l’intégrant devient 

s 

La dépendance en H est maintenant explicite. L’integrale résiduelle ne donne 
que la normalisation. Son calcul peut être source de difficulté niais est éga- 
lenient sans intérêt pour le calcul des fonctions de corrélation. En effet, la 
mesure doit être normalisée de telle sorte que = 1, où ( o ) ~  signifie va- 
leur moyenne gaussienne (ou de champ libre dans le contexte de la théorie 
quantique des champs). Nous concluons 

Le noyau A, inverse de est donc la fonction à deux points gaussienne, 
et, est aussi appelé propagateur. Dans une théorie invariante par translation. 
il est commode d’introduire la représentation de Fourier : 

et donc 

A ( p ) W  ( p )  = 1 . 

Pour que l’intégrale fonctionnelle existe, il faut que ( p )  soit positif pour 
p # O. Si R ( 2 ) ( x )  est invariant par rotation d’espace (par le groupe O ( d ) ) ,  la 
fonction A(z) n’est fonction que de 1x1 et a ( p )  que de 1p1. 
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Fonctions connexes. La fonctionnelle WG = In 2, est alors particulière- 
ment simple, comme nous l’avons déjà noté : 

Dans le cas gaussien, les fonctions connexes à plus de deux points sont nulles. 
Fonctions de vertex. Enfin la transformée de Legendre r G ( h f )  est directe- 

ment liée à l’hamiltonien (section 6.1) puisque 

r G ( h f )  = r G ( 0 )  f X G ( M ) .  

Théorème de Wick. L’expression (12.8) combinée avec les arguments du 
chapitre 2.2, conduit à une généralisation immédiate des équations (2.13- 2.18) 
ou (5.19)’ qui exprime le théorème de Wick en théorie des champs : 

c 
tous les appariements 

de { l , Z ,  ..., 2s} 

A(zz, - z i 2 ) .  . . A ( z ~ ~ . - ~  - zV2,-). (12.10) - - 

12.3 Développement perturbatif 
Nous considérons maintenant un hamiltonien plus général de la forme 

où X G ( O )  est la forme quadratique (12.5) et &(O) est un polynôme dans le 
champ, qui dans le contexte de la théorie quantique des champs est appelé 
interaction. Dans une théorie locale, c’est-à-dire de la classe que nous avons 
introduit dans les chapitres précédents, VI  (O) est l’intégrale d’une fonction du 
champ et de ses dérivées : 

(12.12) 

Notons qu’en théorie quantique des champs, l’hamiltonien ‘Ft(a) est parfois 
appelé action euclidienne en ce sens qu’il est formellement obtenu à partir 
d’une action classique par le passage à une variable de temps imaginaire. 

Bien que la plupart des résultats présentés dans ce chapitre ne soient 
illustrés que par des hamiltoniens de type (10.1)’ ces résultats s’appliquent à 
des théories plus générales. 

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation est donnée par 

2(H) = / [da] exp [-%(a) + J’ ddz H(z)n(z )]  . (12.13) 
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12.3.1 Développement perturbat if 
Le développement perturbatif des fonctions de corrélation s’obtient en 

développant l’expression (12.13) en puissances de H et de V I ,  ne gardant que 
le terme quadratique 7-6’) dans l’exponentielle. L’interaction (12.12) est une 
somme de monômes appelés vertex d’interaction. Ce développement se réduit 
alors au calcul de valeurs moyennes gaussiennes de produits de champs de la 
forme 

(72.14) 
(les dérivées possibles n’ont pas été indiquées) et donc au théorème de Wick. 
Le théorème de Wick fait intervenir la fonction à deux points gaussienne 
ou propagateur A (équation (12.6)). Chaque contribution prend la forme 
d’un produit de propagateurs intégrés sur tous les points qui correspondent 
à des vertex d’interaction et a une représentation graphique en termes de 
diagrammes de Feynman (cf. section 2.4). 

Le développement perturbatif a une représentation globale formelle. Uti- 
lisant la propriété (9.1)’ 

il est possible d’exprimer Z ( H )  en termes de la fonctionnelle gaussienne 
ZG ( H )  sous la forme 

Combinant les identités (12.3) et (12.15), on peut calculer toutes les fonctions 
de corrélation du champ i~ comme des séries fornielles en puissances de l’2n- 
teractzon V I ,  pour utiliser le langage de la théorie quantique des champs. À 
chaque monôme contribuant à V I ,  correspond un opérateur différentiel : un 
produit de dérivées S/6H qui engendre un produit de propagateurs A. 

Remarque. Comme nous l’avons déjà noté dans le chapitre 10, le noyau 
.H(’)(J: - y)  ne peut pas être celui du point fixe gaussien - V 2 6 ( d ) ( ~  - y) ,  
car le développement per1 urbatif contient alors des divergences de courte dis- 
tance. C’est de nouveau une manifestation de couplage entre les différentes 
échelles de physique. Ces divergences n’ont pas de signification physique dans 
la théorie des transitions de phase puisque la fonction à deux points du point 
fixe n’est qu’une forme asymptotique à grande distance et le réseau, ou plus 
généralement la structure microscopique, régularise la théorie à courte dis- 
tance. 
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Dans le continu, il faut donc ajouter des termes inessentiels correspondant 
à des dérivées d’ordre supérieur, de façon à ce que le propagateur A(z - y)  
soit suffisamment régulier quand 11ç - y1 4 O, en contraste avec la fonction à 
deux points gaussienne (section 8.4.3), une opération appelée régularisatzon. 

En représentation de Fourier, les divergences de courte distance deviennent 
des divergences de grande impulsion, ou ultraviolettes (en théorie quantique 
des champs les arguments de la transformée de Fourier sont des impulsions 
ou des énergies). Sur le réseau, elles n’existent pas puisque les impulsions 
varient dans un domaine borné, une zone de Brillouin. Pour que la théorie 
des perturbations existe, il faut que a ( p )  décroisse suffisamment vite quand 
p + cx). Nous supposons donc, dans la suite de ce chapitre, que la décrois- 
sance à grande impulsion du propagateur, en représentation de de Fourier, est 
suffisamnient rapide pour rendre le développement perturbatif convergent à 
tous les ordres. 

12.3.2 Diagrammes de Feynman : boucles 
Les diagrammes de Feynman ont déjà été définis en section 2.4. À chaque 

monôme contribuant à l’interaction on associe un vertex, c’est-à-dire un point 
d’où part un nombre de lignes égal au degré du monôme. Un propagateur est 
représenté par une ligne qui joint les points qui correspondent à ses arguments. 
Ces points sont soit des vertex, soit un point correspondant aux arguments 
de la fonction de corrélation. Dans ce qui suit, on appelle ligne interne toute 
ligne qui relie deux vertex. Au contraire, une ligne externe joint un vertex à 
un point de la fonction de corrélation. 

Dans une théorie des champs locale, chaque vertex correspond à une in- 
tégrale d’espace d’un produits de champs et de leurs dérivées (représenta- 
tion (12.13)). Chaque vertex correspond à un argument sur lequel il faut 
intégrer. 

Après transformation de Fourier, à chaque ligne est attachée une impul- 
sion, argument du propagateur en représentation de Fourier. Ceci suppose de 
définir une orientation des lignes : changer l’orientation change le signe de 
l’inipulsion attachée à la ligne. En représentation de Fourier, à cause de l’in- 
variance par translation, à chaque vertex, la somme des irnpulsions entrantes 
est nulle : on retrouve les lois de Kirchoff pour les intensités de courant dans 
un circuit électrique. Enfin, on intègre sur toutes les impulsions libres. 

Remarque. Pour tout diagramnie connexe, on démontre la relation entre 
nombre de boucles L,  nombre I de lignes internes, ou de propagateurs reliant 
des vertex, et nombre de vertex n : 

L = I - 71 + 1 .  (12.16) 

Urie façon d’établir cette relation est de procéder de la manière suivante : 

(i) Si on coupe une ligne interne, on supprime aussi une boucle, donc L - 1 
est une constante. 
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(ii) Un diagramme sans boucle est un arbre. Chaque fois qu’on supprime 
un vertex sur la frontière d’un arbre, on transforme une ligne interne en 
ligne externe, donc I - n est constant. Enfin, tout diagramme se réduit 
de cette manière à un vertex, donc si L = I = O,  n = 1. 

En représentation de Fourier, L est aussi le nombre d’impulsions libres sur 
lesquelles il reste à intégrer. En effet, ce iionibre est égal au nombre de propa- 
gateurs moins le nombre de vertex à cause de la conservation de l’impulsion à 
chaque vertex plus un, car la conservation de l’impulsion totale rentrant dans 
le diagramme est déjà satisfaite. 

Remarque. Des interactions locales peuvent aussi contenir des dérivées du 
champ a(z) .  Dans ce cas, l‘évaluat,ion de l’expression (12.14) fait apparaître 
aussi des dérivées du propagateur. La représentation en termes de diagrammes 
de Feynman tels que nous les avons définis ici niest plus fidèle puisqii’elle 
n’indique pas l’emplacement des dérivées. I1 existe une représentation plus 
fidèle qui est obtenue en séparant les points aux vertex et en plaçant des 
flèches sur les lignes. 

12.3.3 Diagrammes connexes et 1-irréductibles 
Dans la représentation en diagrammes de Feynman, le développement per- 

turbatif de 2 ( H )  contient des contributions non connexes au sens des graphes. 
I1 découle des arguments de la section 2.3  que W ( H ) ,  en revanche, est la 
somme des contributions connexes. Enfin, la fonctionnelle r(M) a les pro- 
priétés perturbatives les plus simples : on demontre, en effet, que soli déve- 
loppement ne contient que des diagranimes 1-irréductibles, c’est-à-dire qu’il 
est impossible de séparer en plusieurs composantes connexes en ne coupant 
qu’une ligne. Ce sont ces diagrammes qui sont à la base de la théorie de la 
renormalisat ion. 

Représentons de rrianitke graphique les premières relations entre fonctions 
connexes et fonctions de vertex. Nous définissons : 

FIG. 12.1 
de la fonction de vertex à n points. 

Représentations de la fonction de corrélation à deux points connexe et 

Dans la représentation graphique de r (n) ,  nous avons mis en évidence la 
propriété qu’aux points de la frontière du graphe ne sont pas attachés des 
propagateurs, à la différence des fonctions connexes. 
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Explicitons d’abord la relation entre fonctions à deux points : 

I1 est commode de poser 

r(2)(z - y) = x(~)(z  - y) + X(Z - y), 

où nous avons séparé la contribution gaussienne X ( 2 )  de la somme C des 
contributions dues aux interactions engendrées par V I ,  appelée aussi opérateur 
de masse. En ternie de E, le développement perturbatif de peut être 
organisé comme une série géométrique (figure 12.2) : 

W ( 2 ) ( z  - y) = A(z - y) - ddzl ddz2 A(z  - zl)C(zi - z2)A(z2 - y) + 

La figure 12.1 donne la représentation d’un terme de la somme en termes de 
C, c’est-à-dire de somme de termes 1-irréductibles. 

FIG. 12.2 ~ Contribution à la fonction à deux points connexe IV(’). 

Les représentations graphiques des fonctions de corrélation 
par exemple, en termes des fonctions de vertex correspondantes et de W(’) 
sont alors données par les figures 12.3 et 12.4, respectivement. 

et 

FIG. 12.3 - La fonction connexe à trois points 

12.3.4 Exemple : l’interaction u4 

Considérons l’exemple particulièrement utile, du point de vue des phéno- 
mènes critiques, de l’interaction 

VI(.) -g 1 /ddzz4(z) 
4! , 

(12.17) 
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- + + 2 termes. 

F I G .  12.4 ~ La fonction connexe à quatre points W(4) 

Pour déterminer le premier ordre non trivial en g des fonctions de groupe 
de renormalisation, il faut développer les fonctions à deux et quatre points 
jusqu’à l’ordre g 2 .  On trouve alors des expressions directement adaptées des 
résultats (2.28) et (2.33) (cf aussi section 5.4.2). 

Fonction à deux points. La fonction à deux points à l’ordre g2 est don- 
née par 

(o(xl)o(~z)) = (a) - $g (b) + i g 2  (c) + :g2 (d) + ig2  (e) + 0 (g3) . 

Notons que trois contributions supplémentaires qui se factorisent, en 

(o(x1)c(x2))G (04(1/))G , (o(x~)~(~)a~(~i))~ (04 (yz ) )G  et 

m1 ) 4 2 2 ) ) G  (g4 ( ~ ~ ) 0 ~  (Y& 

se compensent après division par la fonction de partition 2. En théorie quari- 
tique des champs, les diagrammes connexes contribuant à In 2 sont aussi 
appelés diagrammes du vide, dans la mesure où du point de vue quantique 
ils contribuent à l’énergie de l’état fondamental, appelé aussi vide (cf. équa- 
tion (4.48)). 

Dans ce développement (a) est le propagateur et (b) le diagramme de 
Feyrinian qui apparaît à l’ordre g, et tous deux sont exhibés en figure 2.4 
(section 2.5.1). Les diagrammes (c), (d) et (e) sont exhibés en figure 2.5 (sec- 
tion 2.5.1). De façon plus explicite, on trouve donc (ici W ( 2 )  = Z(’)) (cf. 
équation (2.28)) 

Seul le diagramme (c) est 1-réductible et il disparaît dans la transformation 
de Legendre. Par ailleurs, il faut ôter les propagateurs externes. On trouve 
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qui est une expression plus siniple. 
Transformée de Fourier. Conirne nous l’avons déjà noté, dans une théorie 

invariante par translation les relations entre différents types de fonctions de 
corrélation ont des formes plus simples en représentation de Fourier. Nous 
introduisons donc les fonctions définis en (9.6) et (9.8) et les représenta- 
tions (12.9b) et (12.9a) du propagateur et de son inverse. Avec ces notations, 
la fonction de vertex à deux points devient 

La fonction à deux points s’en déduit alors en développant la relation 

$2) ( p ) p  ( p )  = 1 . 

La fonction à quatre points. La fonction à quatre points à l’ordre g2 est 
donnée par ( c f .  équation (2 .33 ) )  

.Y 
2 

6 I l  

(a(.l)a(.Z)a(23)a(.4)) = [ (a112 (ah4 + 2 termes] - - [ (.)I2 (b)34 

1 +5 termes] - g (f)  + g2 (a)n 4 ( ( c ) ~  + (d)34) + -(e)34 + 5 termes 

+ - [ (b)l2 (b)34 + 2termesl + - [(g) + 3 termes] + - [(h) + 2 termes] L12 .LI2 
c [‘ 

g 2  

+ 0 ( g 3 )  . 
4 2 2 

Les diagrammes (f) ,  (g) et (h) sont exhibés en figure 2.6 (section 2.5.2). La 
notsation, par exemple, (a)12 signifie le diagramnie (a),  contribuant à la fonc- 
tion à deux points, avec comme arguments 21 et 2 2 .  Enfin, les termes qu’il 
faut ajouter sont obtenus en échangeant les arguments externes de façon à 
restaurer la symétrie par permutation de la fonction à quatre points. 

Les diagrammes tels a12a34, qui s’expriment en termes de la fonction à 
deux points, ne sont pas connexes et se factorisent en un produit de fonctions 
qui dépendent de sous-ensembles disjoints de variables. L’origine de cette pro- 
priété a déjà été indiquée en section 2.3. 

De nouveau, comme dans le cas de la fonction à deux points, nous avons 
omis les diagrammes non connexes dans lesquels un facteur n’a pas d’argu- 
ments externes. Ces diagrammes sont compensés par les contributions pertur- 
batives de la fonction de partition 2 dans l’expression (12.3). 
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La fonction à quatre points connexe en notation plus explicite se réduit à 

La transformation de Legendre est simple aussi pour les fonction à quatre 
points dans cette théorie : il suffit ici d’enlever les contributions aux fonctions 
à deux points sur les lignes externes, et de changer de signe. On trouve (cf. 
section 6.5) 

Les transformées de Fourier respectives sont alors donnécs par 

et 

12.4 Développement en nombre de boucles 

I1 existe une autre manière d’organiser le développement perturbatif de 
l’intégrale de champ qui est basée sur son calcul par la méthode du col ( c f .  
section 2.6). Dans l’exemple de l’intégrale (12.2a), le col est donné par le 
minimum oc de la fonctionnelle 
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qui est solution de l’équation 

= O  W a ,  H )  
W x )  

Faisant le changement de variables u ++ x : 

O(.) = a,(H; x) + x(x), 
on développe %(a, H )  autour de la solution uc : 
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On garde le terme quadratique en x dans l’exponentielle et développe les 
termes d’ordre supérieur en x. On ramène ainsi le calcul à des intégrales 
gaussiennes. Les deux premiers termes d’un tel développement ont déjà été 
donnés dans le formalisme avec variables discrètes en section 6.4. 

12.4.1 Ordre dominant : diagrammes en arbre 
En approximant l’intégrale de champ par sa valeur au col, on trouve la 

contribution dominante à la fonctionnelle connexe 

W o ( H )  = -%(N, O,) = -%(up) + ddTH(x)g,(x).  (12.20) .I’ 
On vérifie alors que la transformée de Legendre To de W o ( H )  est donnée par 
(section 6.4) 

La théorie de5 perturbations ordinaire est obtenue en développant la solution 
a,(H) en puissance de H .  Les diagrammes ainsi obtenus sont des diagrammes 
en arbre (sans boucle). Pour l’hamiltoriien (12.11)’ le développement prend la 
forme 

ro(ni) = x(M) .  (12.21) 

où l‘argument A H  de VI représente la substitution 

a,(x) H A H  / d d y A ( r  - y)H(y) .  

Si, par exemple, 
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le développement de oc en puissances de H prend la forme diagrammatique 

FIG. 12.5 - Développement de gC en puissances de H .  

12.4.2 Ordre suivant : diagrammes à une boucle 

Ne gardant que le terme quadratique en x dans le développement de ‘FI(a), 
on calcule l’intégrale gaussienne et on trouve 

(12.23) 

où la normalisation indépendante de H dépend du processus limite qui fait 
passer du réseau au continu. Posant 

6ac(xi 62‘FI )6ac(.2) I r 2 ’  2 ( H )  c< & ( H )  [,et 

W ( H ) = W o ( H ) + W i ( H ) + . . .  (12.24) 

on trouve la contribution suivante à la fonctionnelle connexe (c f .  expres- 
sion (2.49)) 

1 &=‘FI 
2 bac(~i)~a,(~z) ’ 

Wi(II) = -- t r ln  (12.25) 

où l’identité In det = tr  In a été utilisée. On remarque que la fonctionnelle 
W1 ( H )  développée en puissances de H engendre tous les diagramnies connexes 
à une boucle. La figure 12.6 montre une contribution typique à W i ( H ) .  

FIG. 12.6 - Exemple de contribution connexe à une boucle. 

Enfin, comme conséquence de la propriété (6.20), les corrections domi- 
nantes à W et r sont opposées. Les contributions à une boucle à la fonction- 
nelle r sont donc engendrées par (cf. équations (6.31) et (10.9)) 

1 d2 ‘FI 
2 dM(z1)6M(x2) ’ r1(M) = - t r l n  (12.26) 

où M est l’aimantation locale. 
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Plus généralement, le développement par la méthode du col organise les 
diagrammes de Feynman par nombre de boucles croissantes. On l’appelle 
d’ailleurs développement en nonibre de boucles. 

Pour établir cette propriété, on introduit un paramètre tl et remplace 
IFl(a,H) par IFl(g,H)/h. La méthode du col produit un développement en 
puissances de f i .  I1 est commode de définir W = h l n S  de façon à ce que 
les contributions en arbre à W et r soient d’ordre ho. L’introduction du pa- 
ramètre h a pour effet de remplacer le propagateur A par kA (on inverse 
le coefficient de g’) et de diviser tous les vertex par h. Pour un diagramme 
1-irréductible et en appelant I le nonibre de propagateurs, n le nombre total 
de vertex, on trouve donc un facteur le dernier facteur h venant de 
la définition de W .  Utilisant la relation (12.16), on reconnaît le facteur hL où 
L est le nombre de boucles. 

FIG. 12.7 - Contribution à la fonctionnelle 1-irréductible à une boucle. 

Exemple. Considérons de nouveau la théorie o4 (équation (12.17)). Les 
deux premiers termes du développenierit ont déjà éti: donnés en section 10.2. 
Dans ce cas, symboliquement, 

où ahi2 est l’opérateur associé au noyau 

[All.f21(5, V I  = A(x - Y ) W Y )  

En développant en puissances de 111’ (cf. aussi section A.3), 

on engendre les diagrammes à une boucle 1-irréductibles de la figure 12.7 : 
n 

t r (AM2)n = J’ n d d x ,  M 2 ( x , ) A ( ~ ,  - x,-1) avec xn 1 20.  (12.27) 
z = l  

Introduisant les représentations de Fourier (12.9b) et 
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on peut récrire ce développement 

t r ( ) 

(12.28) 

avec 
41 = 4 ,  4j+l  ~ 4j = Pzj-1 + P Z j ,  q,+1 = 41.  

12.5 Prolongement et régularisation 
dimensionnels 

Une technique s’est révélée particulièrement utile autant dans l’étude de la 
théorie quantique des champs telle qu’elle s’applique à la théorie des interac- 
tions fondamentales, que dans celle des phénomènes critiques, le prolongement 
dimensionnel des diagrammes de Feynman. I1 conduit à une définition, mais 
qui est purement perturbative, d’une théorie des champs en dimension d non 
entière. La régularisation dimensionnelle et par conséquent, la soustraction 
minimale en sont issues, mais aussi les formes variées du développement en E 

que nous avons discutées au chapitre 10. 

12.5.1 Prolongement dimensionnel 
L’idée essentielle, qui permet d’aboutir à un prolongement dimensionnel 

des diagrammes de Feynman, consiste à représenter le propagateur comme 
une transformée de Laplace de la forme 

(12.29) 

où A est un paramètre caractérisant l’échelle de courte distance et la fonction 
e(t)  est positive et satisfait la condition 

11 - & ) I  < Ceput  (O > O) pour t -f +m. 

Un exemple simple est 

e( t )  = O 
e( t )  = 1 

pour t < 1, 
pour t 2 1. i 

Dans la limite A --f CO, on retrouve la fonction à deux points du point fixe 
gaussien pour m = O et en général la fonction à deux points gaussienne dans 
le domaine critique correspondant à l’hamiltonien (8.29). 
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De plus, on suppose que, pour IpJ + 03, le propagateur a ( p )  tend vers 
zéro suffisamment vite (c’est-à-dire plus vite que toute puissance) pour que 
les diagrammes de Feynman soient finis en toute dimension pour m # O et au 
dessus d’une dimension dmin > 2 pour la théorie critique. Ceci implique que 
la fonction p ( t )  s’annule plus vite que toute puissance pour t + O. 

Dans les diagramnies de Feynman, les intégrations sur les impulsions 
libres correspondant aux boucles deviennent des intégr ations gaussiennes qui 
peuvent être effectuées en toute dimension d. La dépendance dans la variable 
d devient alors explicite. 

À cause de la condition de décroissance rapide du propagateur, on ob- 
tient des fonctions méromorphes de d, analytiques pour Re d > &in pour des 
théories critiques (m = O) et  entières si la longueur de corrélation est finie 
(théories massives). 

12.5.2 Régularisation dimensionnelle 
Après prolongement dimensionnel, on choisit d complexe, Red < d, tel que 

naïvenient toutes les intégrales convergent au sens du comptage de puissances. 
Alors, les intégrales ont des limites indépendantes de  la fonction e( t )  pour 
h + m et définissent des fonctions méromorphes de la diniension, qui ont des 
pôles siniples ou multiples sur l’axe réel, correspondant aux divergences des 
diagrammes avec propagateur de la forme l/(pz + m2). Cette construction est 
appelée régularisation dimensionnelle. 

Prolongement et régularisation diniensionnels satisfont aux importantes 
propriétés formelles suivantes : 

(ii) 

translation 

dilatation 

Les deux premières conditions impliquent l’invariance par changement de 
variables affine. Cette invariance joue un rôle essentiel dans la préservation 
des symétries de certaines théories des champs. 

Dans le cas de la théorie o4 en dimension d ,  la régularisation dimension- 
nelle élimine, en particulier, automatiquement les déviations au point critique. 
Elle élimine aussi tous les contributions inessentielles. Mais elle introduit des 
divergences sous forme de pôles simples ou multiples quand E = 4 ~ d + O, qui 
remplacent des contributions qui divergent logarithmiquenient quand A 4 00, 
et qu’il faut éliniiner par line opération de renormalisation,, un sujet discuté 
au chapitre 13. 

Une cons6quence curieuse. On rencontre parfois l’intégrale 
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en particulier, dans les théories de masse nulle. Les propriété de la régulari- 
sation dimensionnelle (invariance par dilatation) impliquent 

j ddk K2" = O pour (Y # d/2 + ddk K2" = O s 
Examinons l'intégrale avec un facteur de coupure e( t )  qui la rend initialement 
convergente : 

On voit qu'en remplaçant g( t )  par 1, on retrouve bien l'intégrale de départ 
après intégration sur t .  En intégrant sur IC d'abord, on trouve 

On voit maintenant que l'intégrale converge pour Red > 2a, domaine dans 
lequel la fonction de d est holomorphe. Changeant tA2 en t ,  on obtient 

La singularité de l'intégrale est due au comportement à t 3 oc). On peut 
séparer les différentes contributions 

Ad-2a: 1 2 
(12.30) 

Les deux intégrales sont des fonctions entières de d et donc cette représentation 
définit la fonction dans tout le plan complexe. La seule singularité est le pôle 
simple à d = 2a. Suivant la procédure indiquée plus haut, nous choisissons d 
complexe, Red < 2a et faisant tendre A + CO : la limite est alors nulle. 

On peut vérifier sur un exemple que ce résultat, qui peut paraître quelque 
peu étrange, est bien cohhent avec la régularisation dimensionnelle. L'inté- 
grale 

peut être calculée de deux façons différentes. La première s'appuie sur la 
décomposition 
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On peut aussi faire le calcul direct. Le résultat se déduit immédiatement du 
premier calcul de la section 12.5.3 et est en accord avec le résultat ci-dessus. 

Régularisation dimensionnelle et théories critiques. Cette propriété doit 
inciter à une certaine prudence dans l’utilisation de la régularisation dimen- 
sionnelle dans des théories critiques, c’est-à-dire de masse nulle. Dans ces 
modèles (comme le modèle 0 non linéaire du chapitre 15), on rencontre une 
intégrale de ce type : Jddk/k2. En dimension 2, cette intégrale est à la fois 
divergente pour k + O et k --f 03. Dans ce cas, une utilisation naïve de la 
régularisation dimensionnelle conduit à un résultat indésirable. 

Pour s’en convaincre, prenons le point de vue du prolongement dinien- 
sionnel et partons de d > 2 avec un facteur de coupure (12.29). De l’expres- 
sion (12.30)’ on déduit 

ddk Ad-2 /y=. 
Quand d + 2, cette intégrale diverge. Cette divergence, pour k + O,  a un 
sens physique : elle interdit l’existence de bosons de Goldstone (des champs 
de masse nulle) à deux dimensions, et donc d’une brisure de symétrie continue 
(section 7.7). 

Si, au contraire, on introduit une niasse m et on part de d < 2, quand 
d 4 2 on trouve 

7r md-2 nLd-2 27rd/2 Ad = ~. 
r (d /2)  

N -Ad- / A & -  - Ad 2 sin(7rd/2) d-2 d - 2 ’ 
Cette fois, nous avons procédé à une régularisation dimensionnelle et le pôle 
à d = 2 est une divergence pour k + 03, d’ailleurs de signe opposé à la 
divergence précédente. En dimension 2, la régularisation diniensionnelle naïve 
conduit à compenser une divergence UV (IC + cm) par une divergence IR 
(IC + O)  ce qui est physiquement absurde. Dans les théories critiques, il ne 
faut utiliser la régularisation dimensionnelle que pour des dirrierisions où il 
n’apparaît pas de divergences de longue distance ou d’impulsion nulle. 

12.5.3 Exemples 
Fonction 6 deux points à une boucle. Le seul diagramnie à une boucle 

qui contribue à la fonction de vertex à deux points dans la théorie c4 est le 
diagramme (b) de la figure 2.4 (section 2.5.1) : 

(12.31) 
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À ce diagramme, il faut soustraire sa valeur à m = O de façon à ce que la 
théorie reste critique pour m = O. Par ailleurs, on modifie le propagateur à 
courte distance comme indiqué en (12.29) : 

Après intégration sur k ,  on obtient la forme prolongée en dimension : 

Cette intégrale converge pour Red > 2 où elle définit une fonction analytique. 
Nous ne nous intéressons qu'au comportement dans la limite m - O, qui est 
aussi le comportement A -7' 00, pour d = 4 - E ,  E positif et infinitésimal. Pour 
d < 4 fixé, la limite A - cc existe et on peut donc reniplacer e par 1. Mais 
la correction dominante est d'ordre A-" qu'on ne peut pas négliger dans la 
limite E - O. I1 nous faut donc les deux premiers ternies du développement : 

La première intégrale converge pour 2 < Red < 4 et, après intégration par 
parties, se ramène à une fonction r. La deuxième intégrale est une fonction 
de rn2 holomorphe à rn = O. Nous n'avons besoin que du premier terme et, 
donc, 

nd(m) - Q d ( O )  = '(l -- -- d/2)rndp2 + a(d)m2Adp4 + O(m4AdP6), (12.33) 
( 4 7 4 4 2  

Le terme dominant pour rn 4 O ne dépend pas de la fonction e et donc de la 
structure de courte distance. La fonction a ( d )  dépend de la fonction e explicite, 
mais, pour E = 4 - d - O, elle a un pôle dont le résidu est indépendant de e, 
qui compense le pôle du coefficient de mdf2 : 

Dans un développement en E ,  on trouve 
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où 

est un facteur fonction entière de d qu’il n’est pas utile de développer. En 
effet, le rapport N d / N 4  peut être absorbé dans une redéfinition du paramètre 
de développement. 

Le facteur ln(A/na) est directement lié au facteur 1nX de l’équation (10.27). 
Enfin, notons qu’en régularisation dimensionnelle l’expression se réduit à 

(12.35) 

La fonction r est méromorphe et cette expression est donc bien une fonction 
méromorphe de d avec un pôle simple à d = 2 correspondant à la soustraction 
du terme avec propagateur critique, et des pôles à d = 4 , 6 , .  . . qui sont consé- 
quences dirwtes de la divergence à grande impulsion (ultraviolette, UV), ou 
courte distance du diagramme de Feynman limite pour A + CO. 

Dans le développement en E ,  le terme m2 In m n’est pas affecté, mais un 
ternir singulier en m2/& s’y ajoute, qu’il faut compenser par renormalzsatzon. 

Fonctzon ù quatre poznts à une boucle. Considérons le diagramme à une 
boucle contribuant à la fonction de vertex à quatre points dans la théorie cr4 
(diagramme (g) de la figure 2.6, section 2.5.2). En régularisation diniension- 
nelle, on trouve 

La dépendance en d est maintenant explicite et l’intégrant défini pour tout d. 
En revanche, l’intégrale sur les variables restantes, ne converge que pour 
Red < 4 en l’absence de facteurs de convergence. 

Nous pouvons faire le calcul explicite pour m = O. Après le changement 
de variables t l ,  t 2  H t ,  s : 

t l  = t s ,  t 2  = ( 1  - t ) s ,  

l’expression devient 

expression définie pour 2 < d < 4. L’intégrale sur s donne 
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et enfin, l'intégrale sur t conduit au résultat explicite 

( 12.36) 

De nouveau, cette expression est une fonction méromorphe de d. Elle a un pôle 
à d = 2 correspondant à des divergences de longue distance ou à impulsion 
nulle car nous avons spécialisé le calcul à la théorie critique m = O, et des 
pôles à d = 4 '6 , .  . . qui sont conséquences directes de la divergence à grande 
impulsion du diagramme de Feynman. 

Le développement en E conduit à 

De nouveau, le simple prolongement dimensionnel avec propagateur modifié 
conduit à compenser le pôle en E et à le remplacer par In A, à une constante 
numérique dépendant de Q près. 

Le résultat obtenu ici permet de retrouver le résultat (10.17). 

Fonction ù deux points ù deux boucles : régularisation dimensionnelle. Pour 
obtenir la correction dominante à la dimension du champ O, il faut calculer 
le diagramme (e) de la figure 2.5 (section 2.5.1), contribuant à la fonction à 
deux points f'(2)(p), dans la théorie critique : 

Ce diagramme de Feynman se calcule plus facilement en utilisant les variables 
de position. En dimension d, comme fonction des variables de position, le 
propagateur est donné par l'expression (8.38) : 

Par ailleurs, 

(e) = J' ezpx A3(z)ddz.  

I1 faut donc calculer une intégrale de la forme 

avec ici Q = 3d - 6. On utilise la représentation 
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Successivement, après intégration sur z et le changement de variables 
s = p2/4t, qui ramène l'intégrale à une représentation de la fonction I?. on 
trouve 

Le résultat final est 

( 12.37) 
Le diagraninie est une fonction méromorphe de d,  avec un pôle double à d = 2 
qui correspond à des singularités de longue distance, et des pôles siniples à 
d = 3,4, . . . correspondant à des singularités de courte distance. 

Facteur de coupure. En présence d'un facteur de convergence Q, le pôle est 
remplacé par une constante ilon universelle. 

Exercice 
Exercice 12.1. Retrouver le résultat (12.36) en utilisant la méthode du cal- 
cul du diagramme (e). 





Chapitre 13 

Théorie des champs a4 
près de la dimension 4 

U CHAPITRE 10, nous avons montré comment des calculs perturbatifs ba- A sés sur une théorie statistique locale des champs de type J d d s a 4 ( x ) 3  
combinés avec l’hypothèse de l’existence d’un groupe de renormalisation de la 
forme postulée en section 9.7, permettent de déterminer certaines propriétés 
universelles de modèles statistiques critiques, au nioins dans un voisinage de 
la dimension 4. Utilisant l’idée du développement en E = 4 - d ,  où d est la 
dimension d’espace, introduite par Wilson et Fisher, nous avons ainsi exposé 
un point fixe non gaussien et calculé les exposants critiques correspondants 
au premier ordre, dans la déviation E > O, à la dimension 4. 

Dans ce chapitre, nous expliquons comment les équations de groupe de 
renornialisation (EGR) asymptotiques, introduites sans justification précise 
en section 10.6, peuvent être démontrées dans le cadre de la théorie stat,istique 
(ou quantique) des chanips à tous les ordres d’un développement double dans 
le coefficient, de ddx o4(z) et E = 4 - d. La démonstration s’appuie sur les 
niéthodes de la théorie statistique des champs perturbative introduites au 
chapitre 12,  et sur certaines hypothèses qu’il est ainsi possible d’expliciter 
clairement. 

Les EGR qui sont satisfaites par les fonctions de corrélation de la théorie 
statistique des champs, sont une forme particulière des EGR générales (9.38) 
introduites en section 9.1, dans la limite asymptotique où I’hamiltonien peut 
être décrit par un petit nombre de paramètres. Elles apparaissent comme une 
conséquence de la renormalisabilité de certaines théories locales des champs. 

La renormalisabilité d’une théorie des champs exprime, d’une manière un 
peu formelle, sa relative insensibilité à la structure de courte distance dans un 
voisinage du point fixe gaussien et est, donc, assez directement liée à l’univer- 
salité des phénomènes critiques. Elle est liée à la nature des divergences des 
diagrammes de Feynman calculés avec le propagateur critique. La dimension 
4 trouve une interprétation simple dans ce cadre. En effet, pour d < 4, le point 
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fixe gaussien est stable poiir le comportement à grande impulsion (comporte- 
ment ultraviolet). Ce phénomène cesse à d = 4, dimension où, par définition, 
la théorie des champs o4 est renormalasable. 

Quand il existe un point fixe stable, les EGR de la théorie des chanips per- 
mettent de démontrer les propriétés d’universalité des phénomènes critiques, 
de déterminer le comportement à grande distance des fonctions de corrélation 
connexes ou les singularités des fonctions thermodynamiques. 

Dans le chapitre 10, postulant l’existence d’un groupe de renormalisation, 
nous avons déterminé le point fixe non trivial du groupe de renormalisation 
au premier ordre en E .  

La solution de ces EGR permet de confirmer ces résultats, de les géné- 
raliser à tous les ordres dans un développement en E ,  et conduisent alors au 
calcul des quantités universelles sous la forme d’un développement en E .  

Dans ce chapitre, nous nous restreignons à des systèmes de type king et 
le champ c n’a qu’une composante. La généralisation au modèle à N compo- 
santes de symétrie O ( N )  est simple. 

Remarques. 

(i) La limitation de ces méthodes utilisées pour démontrer les propriétés 
d’universalité résident dans leur caractère perturbatif : elles ne sont ap- 
plicables que lorsqu’il existe un point fixe qiii, dans un sens qui deviendra 
progressivement plus clair, est proche du point fixe gaussien. 

(ii) Par ailleurs, la physique que l’on essaie de décrire correspond à des va- 
leurs entières de E ,  E = l, 2. Bien qu’on ne sache démontrer la validité des 
résultats du groupe de renormalisation que dans le cadre du développe- 
ment en E ,  on fait donc l’hypothèse que leur validité s’étend au-delà du 
voisinage infinitésimal de la dimension 4. On est alors confronté a une 
autre difficulté : le développement en E est divergent pour toute valeur 
de E .  I1 est nécessaire d’introduire des méthodes de sommation appro- 
priées pour en extraire les estimations précises des quantités universelles. 
Alternativement, il est également possible de sommer le développement 
perturbatif à dimension fixée. 

La comparaison des résultats obtenus, après sommation, avec des données 
expérimentales ou numériques pour une large classe de modèles statistiques 
( c f  section 10.7), fournit alors un test crucial pour la théorie. 

13.1 Hamiltonien effectif. Renormalisation 
Nous poursuivons donc l’étude de la théorie statistique des champs (TSC) 

dont le hamiltonien prend la forme (10.1) de la section 10.1, et plus générale- 
ment la forme (10.25) de la section 10.4. Cette TSC est locale, c’est-à-dire que 
le hamiltonien ne dépend que du champ et de ses dérivées, comme conséquence 
de l’hypothèse de forces de courte portée. 
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Nous décrivons d’abord les propriétés de renornialisabilité d’une telle théo- 
rie, qui sont à la base de la démonstration perturbative des EGR. 

13.1.1 Hamiltonien effectif 
Le hamiltonien effectif a la structure générale (12.11). 

x(o) = xG(0) + vI(o), (13.1) 

niais avec des formes plus spécifiques : 

I1 est la somme du hamiltonien de point fixe gaussien, des deux perturbations 
au modèle gaussien paires et essentielles, et de termes quadratiques dans le 
champ avec un nombre suffisant de dérivées, destinés à régulariser les diver- 
gences à grande impulsion, ou à courte distance (hamiltonien dit de Landau- 
Ginzbiirg-Wilson) . Ces divergences ne sont pas présentes dans les niodéles 
sur réseau parce que les impulsions sont bornées par la zone de Brillouin. Le 
paramètre ILO est ici la somme de la contribution T&) qui assure que le haniil- 
tonien reste critique, et d’une déviation essentielle infinitésimale t K T - TC 
à la théorie critique. Basée sur les analyses des chapitres précédents, nous 
supposons que tous les paramètres uk et g sont les fonctions régulières de la 
température pour T proche de T,. 

À l’ordre dominant, un tel haniiltonien reproduit tous les résultats du 
modèle quasi-gaussien ou de l’approxiniation de champ moyen. Au-delà, il 
conduit à un développement double, perturbatif et dimensionnel des quan- 
tités therniodyriamiques. En particulier, les fonctions de corrélation ont un 
développement j h i  à tous les ordres en  E = 4 - d et g sauf à Tc, à iinpiilsiori 
nulle. 

On appelle aussi une telle théorie des champs, théorie des  chumps eSfective 
pour souligner qu’il ne s’agit pas d’un modèle microscopique, mais seulement 
d’un modèle qui reproduit correctement les comportenients asymptotiques à 
longue distance (cette dénomination est aujourd’hui presque un pléonasme 
dans la mesure où presque toutes les théories des champs qui apparaissent en 
physique ont cette interprétation). 

13.1.2 Renormalisat ion gaussienne 
Dans le hamiltonien (13.1), il est coniniode de faire le changement d’échelle 

x = AX‘, (13.2) 
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où A est un paramètre qui a les dimensions d'une impulsion. Le but de ce 
changement est de faire apparaître, comme échelle de distance de référence, 
l'échelle macroscopique pertinente pour la physique de longue distance, plu- 
tôt que l'échelle microscopique initiale. Celle-ci est maintenant caractérisée 
par le paramètre l / A  (relié, par exemple, à la maille du réseau d'un modèle 
statistique initial). Au lieu d'étudier la limite de longue distance, on étudie 
alors la limite A 4 CO. 

Nous avons vu que la dimension du a(.) dans le modèle gaussien est 
(d  - 2)/2. Nous changeons donc la nornialisation du champ de façon corres- 
pondante : 

de façon à ce que l'hamiltonien du point fixe gaussien reste inchangé. On recon- 
naît les transformations (9.46) du groupe de renormalisation qui conduisent 
au point fixe gaussien. 

Dans ces nouvelles variables, l'hamiltonien s'écrit alors (en omettant main- 
tenant les primes) 

1 
X ( 0 )  = X G ( ~ )  -t -gA4pd 4! /ddxo4(z) ,  (13.4) 

1 + - 1 cldx Xuk+lA-"" Xdpa(x)(-C2)'aP~(x). (13.5) 
k = l  P 

2 

Dans le contexte de la théorie quantique des champs, le paramètre A, qui est 
le reflet de la structure microscopique initiale, est appelé paramètre ou échelle 
de coupure (cut-ofS en anglais). 

En fait, cette opération correspond à la première phase de la construction 
de la section 9.7.1, où une première dilatation supprime (à l'ordre dominant) 
les termes qui sont inessentiels du point de vue du point fixe gaussien, dans 
la mesure où, pour g < 1, le flot du groupe de renormalisation est d'abord 
dominé par le flot local auprès du point fixe gaussien. 

13.1.3 Analyse dimensionnelle et dimension critique 
Après l'introduction du paramètre A, toutes les quantités ont une dimen- 

sion en unité A. Les impulsions ont dimension 1, les coordonnées d'espace di- 
mension -1, le champ p a une dimension ; (d - 2) qui est égale à sa dimension 
du point de vue du point fixe gaussien. De façon générale, tous les monômes de 
l'hamiltoriien ont comme dimensions les valeurs propres des vecteurs propres 
correspondant au flot du groupe de renormalisation dans l'approximation li- 
néaire au voisinage du point fixe gaussien. 
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Il est facile de vérifier que cette propriété s’étend à des interactions avec 
des puissances plus élevées de O et plus de dérivées, que nous avons oniises 
puisque les transformations (13.2) et (13.3) sont analogues aux transforrria- 
tions (9.46). Par l’introduction du paramètre A, nous avons ramené le calcul 
de la dimension du champ et l’analyse de la stabilité du point fixe gaussien 
à de l’analyse dimensionnelle. En particulier, le point fixe gaussien est) stable 
et le modèle quasi-gaussien valable si les coefficients de tous les termes du ha- 
miltonien, sauf les deux premiers dans l’expression (13.5)’ tendent vers zéro 
pour A + oc. Pour les termes quadratiques à plus de deux dérivées, cette 
condition est toujours vérifiée. 

De plus, nous posons 

où uO,(g) correspond à la valeur de uo pour laquelle la théorie est critique 
(T = Tc) ,  c’est-à-dire à laquelle la longueur de corrélation diverge ou la masse 
s‘annule : 

UIJ = uoc(g) @ W ( p  = O) = o .  
La paraniétrisation 

correspond à faire une renormalisation de la déviation à la température cri- 
tique adaptée au voisinage du point fixe gaussien. En effet, le terme en u2 
est essentiel et a dimension 2 et cette renornialisation conipense donc le fac- 
teur d’échelle engendré par le groupe de renormalisation dans l’approximation 
linéaire. 

Après ce changement, les fonctions de corrélations ont une limite finie 
quand A + CO à { p i ,  t }  fixés si le point fixe gaussien est stable. Cette propriété 
s’étend aux fonctions de corrélation à aimantation fixée. Pour d > 4, on peut 
vérifier cette propriété par le calcul perturbatif. Par exemple, reprenons le 
calcul du diagramme (b) de la figure 2.4 (section 2.5.1) soustrait de sa valeur à 
t = O (équation (12.32)). Pour d > 4, la contribution principale est maintenant 
linéaire en t (cf aussi équation (12.33)) : 

U O  - uoC H t /A2,  

Cette contribution est multipliée par igA4-d et donc (équation (12.18)) 

De la même façon, on vérifie que la contribution d’ordre g2 à la fonction à 
quatre points tend vers une limite finie. Pour d > 4, l’effet de l’interaction 
quartique est de modifier les paramètres du modèle quasi-gaussien et d’en- 
gendrer les corrections dues aux opérateurs inessentiels, mises en évidence 
par l’étude du groupe de renormalisation local. 
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Pour d < 4, au contraire, on ne s’attend pas à ce que la limite soit finie 
puisque les dimensions du champ ainsi que celle de uo - uoC changent. C’est ce 
qu’on observe puisque, par exemple, ad(&) - &(O) a une limite finie quand 
A i 03, mais le diagramme est multiplié par gA4-d qui diverge. 

À quatre dimensions (la dimension critique) dans un développement en 
puissances de g et, plus généralement en dimension d < 4, dans un développe- 
ment double en g et E = 4 - d, ces divergences prennent la forme de puissances 
de In A, le degré augmentant avec l’ordre en g et en E .  

Fonctaons de vertex. Nous avons aussi besoin des dimensions des com- 
posantes de Fourier des fonctions de vertex. Pour les calculer, les remarques 
suivantes sont utiles. La dimension [a] des composantes de Fourier 5 du champ 
se déduit de 

.(x) = cidp eapx G ( p )  * [â] = - (d  + 2)/2.  

Les fonctions de vertex r i n ) ,  sont obtenues en développant le potentiel ther- 
modynamique en puissances de l’aimantation locale M ( z )  = (O(.)) ou plutôt 
de sa transformée de Fourier U(p) : 

On en déduit les dimensions 

[f“”)] = -nd  + n ( d  + 2)/2 + d = d - n ( d  - 2) /2 .  (13.6) 

En comparant ce résultat avec l’équation (9.14) pour Z(X) = X 2 - d ,  la forme 
gaussienne, on vérifie de nouveau que cette analyse dimensionnelle reconstitue 
les facteurs de dilatation engendrés par le groupe de renormalisation adapté 
au point fixe gaussien. 

13.1.4 Théorème de renormalisation 
Nous explicitons d’abord le théorème de renormalisation pour la théorie 

critique t = O. I1 s’applique, au sens des séries formelles, au développement 
double en série de puissances du coefficient g du terme quartique (l’interaction) 
et de E = 4 - d. 

Pour formuler le théorème de renormalisation, on introduit une impul- 
sion p,  dite échelle de renormalisation, et le paramètre d’interaction effective 
gr à l’échelle p appelé interaction renormalisée. I1 existe alors deux fonctions 
Z ( A / p ,  gr) et Z g ( A / p ,  gr) qui satisfont 
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calculables ordre par ordre dans un développenient double en puissances de 
gr et E ,  telles que toutes les fonctions de corrélation 

dites renormalisées, ont, ordre par ordre, des liiriites finies 
A 4 00 à p I ,  p, gr fixés. 

gr, p )  quand 

Remarques. 

(i) 11 y a un certain arbitraire dans le choix des constantes de renormalisa- 
tion 2 et 2, puisqu‘elles peuvent être niultipliées par des fonctions de 
gr arbitraires. Ces constantes peuvent être complètenient déterminées 
par des conditions d e  renormalisation, par exemple, 

où les Qz sont quatre vecteurs de somme niille et tels que 

On démontre alors, ordre par ordre, dans un développement en puis- 
sances de g et E, que les fonctions sont uniques, c’est-à-dire iridépen- 
dantes du choix particulier de la forme de IFlc(o) et donc des coefficients 
des ternies quadratiques inessentiels au sens du point fixe gaussien. Ce 
résultat peut être généralisé : on peut démontrer qu’au sens des séries 
formelles, les contributions de toutes les perturbations inesseritielles, du  
point de vue du point fixe gaussien, tendent vers zéro. 

(ii) Dans le langage de la théorie quantique’des champs, les paramètres ou 
fonctions de corrélation de la théorie initiale sont les paramètres ou 
fonctions de corrélation nus. 

(iii) Physiquement, l’impulsion p est l’inverse de l’échelle de distance ma- 
croscopique et le paramètre g,. joue le rôle de g ( h / p ) ,  où A / p  est le 
paramètre de dilatation (pour plus de détails cf. section 13.4). 

(iv) Au-delà du développement perturbatif, l’interprétation des fonctions de 
corrélation renornialisées est un peu subtile. Dans la théorie formelle de 
la renormalisation, ce sont les paramètres de la théorie renornialisée qui 
sont fixés, et les paramètres initiaux, qui sont les coefficients de tous les 
opérateurs essentiels ou marginaux par rapport au point fixe gaussien, 
qui sont des paramètres ajustables et qui donc varient quand le facteur 
d’échelle A / p  varie. Ceci correspond à appliquer, au voisinage du point 
fixe gaussien et pour d = 4 - E, une généralisation de la stratégie que 
nous avons déjà utilisée pour le coefficient de a2 et qui nous a perniis 
de définir des propriétés d’universalité dans le domaine critique. 
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En ce sens, l’existence de fonctions renormalisées impliquent des propriétés 
d’universalité dans le domaine critique le plus général possible autour du point 
fixe gaussien. 

Cependant, il n’est pas sûr qu’un tel domaine critique existe toujours, au- 
delà du développement perturbatif. L’étude des EGR nous donnera quelques 
informations sur ce problème. 

Enfin, bien sûr, le théorème de renormalisation n’a d’implication physique 
pour le comportement à longue distance des modèles statistiques que si la 
propriété de renormalisabilité reste vraie à dimension fixée. 

Théories des champs super-renormalisables. À dimension d < 4 fixée, la 
théorie des perturbations n’a pas de sens pour A + 00, ce qui se reflète dans 
le coefficient A4-d de l’interaction essentielle a4. En fait, on peut facilement 
montrer que, même à A fixé, la théorie critique ou de masse nulle n’a pas de 
développement perturbatif (on parle de divergences infrarouges). Ainsi, pour 
d = 3, la contribution d’ordre g4 à la fonction à deux points diverge. Dans le 
cadre du prolongement dimensionnel, quel que soit E = 4 ~ d > O ,  il existe 
un ordre k = 0(1/&) du développement en puissances de g tel que certains 
diagrammes divergent. 

En revanche, pour t > O et go = gA4-d/t2-d/2 - gA4-d(4-d fix é (( est 
la longueur de corrélation) , les fonctions de corrélation ont une limite pour 
A 4 00. Cette condition conduit à faire tendre g vers zéro en fonction du 
paramètre de dilatation avec une puissance appropriée au point fixe gaussien, 
de façon à compenser le facteur de dilatation, coniine nous l’avons fait systé- 
matiquement pour la déviation à la théorie critique due à l’opérateur a2. On 
obtient, alors un développement perturbatif fini, et la TSC correspondante est 
appelée super-renormalisable. 

La théorie intéressante, du point de vue de la physique statistique, corres- 
pond alors, en général, à la limite go 4 00. Cependant, il existe des situations 
exceptionnelles où une telle TSC trouve une application pratique, par exemple 
dans la physique des gaz ultra-froids et très dilués, où le paramètre g est na- 
turellement très petit et en même temps, les coefficients de tous les termes 
d’interaction de degré plus élevé dans le champ sont encore plus négligeables. 

Renormalisation et régularisation dimensionnelle. Dans le cadre de la 
régularisation dimensionnelle, la renormalisation du champ comme les rela- 
tions entre paramètres initiaux et paramètres renormalisés ont une limite finie 
pour A 4 00. Les constantes de renormalisation correspondantes deviennent 
ainsi des fonctions méroiriorphes de la dimension, singulières aux dimensions 
correspondant à des divergences logarithmiques en A (section 12.5.2). 

13.2 Équations de groupe de renormalisation 

Dans le cadre du développement en E ,  c’est-à-dire dans un développe- 
ment double en série de puissances de paramètre g et de E ,  le comportement 
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critique ne diffère du comportement quasi-gaussien que par des puissances de 
logarithme. Ce sont ces logarithmes qu’organisent les EGR. 

13.2.1 EGR pour la théorie critique 
De l’équation (13.9) et de l’existence de la limite A + CO. nous déduisons 

une nouvelle équation obtenue en dérivant l’équation par rapport à A, à p et 
gr fixés : 

14-1 g r , D  fixé5 
Zn’2(g, A/~)I?(”)(p,; g,  A) = o ( A - ~ + ~ ) ,  u > 0 ,  (13.10) 

où nous avons exprimé le facteur de renormalisation Z en fonction de g plutôt 

En accord avec la philosophie perturbative, nous négligeons dans un pre- 
mier temps toutes les contributions qui, ordre par ordre, décroissent conime 
des puissances de A.  Nous définissons donc les fonctions asymptotiques 
f ‘ g ) ( p t ;  g, A) et Z,,_(g, RIP) comme les sommes des contributions perturba- 
tives aux fonctions r’(n)(pt; g, A) et Z ( g ,  A l p ) ,  respectivement, qui ne tendent 
pas vers zéro quand A -+ CO. On peut montrer que de telles fonctions de 
corrélations peuvent aussi être obtenues en ajoutant au hamiltonien tous les 
termes inessentiels possibles et en ajustant, ordre par ordre, leurs coefficients 
comme fonction de g, de façon à éliminer systématiquement les contributions 
qui tendent ver5 zéro. Ceci correspond à la stratégie évoquée en fin de la 
section 9.7 et qui conduit à l’équation unique (9.62). 

Les fonctions asymptotiques satisfont alors l’équation (13.10) avec un 
membre de droite qui s’annule exactement. Utilisant la règle de dérivees en 
chaîne, on déduit de l’équation (13.10) 

que gr. 

où les fonctions ,û et 7 sont définies par 

(1 3.1 La) 

(13.12b) 

Cornnie elles sont sans dimension, elles ne peuvent dépendre de g,  A ou p qu’à 
travers les combinaisons sans dimension g et A / p .  De plus, les fonctions et 
q peuvent aussi être calculées directement en utilisant l’équation (13.11) en 
termes des fonctions de vertex initiales qui ne dépendent pas de p. Les fonc- 
tions ,û et q ne peuvent donc pas dépendre du rapport A / p .  L’équation (13.11) 
prend alors la forme plus simple (Zinn-Justin, 1973) 

(13.13) 
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Traduit dans le formalisnie avec paramètre de coupure A, l’idée fondamentale 
du groupe de renormalisation devient la suivante : il est possible de modifier le 
paramètre A, et de façon corrélée, la nornialisation du champ c, et les coeffi- 
cients de toutes les interactions de telle sorte que les fonctions de corrélations 
ne soient pas changées. 

L’équation (13.13) est satisfaite par les fonctions F ( n )  asymptotiquement 
dans la limite (pzl  << A.  I1 est possible de vérifier qu’à tout ordre fini du 
développement en g et E ,  les termes négligés sont de la forme ( l n 1 4 ) ~ / A ~ ,  où 
le degré L augmente avec l’ordre. 

Notatzon. Dans ce qui suit, les fonctions de vertex sont implicitement les 
fonctions Fg.) sans corrections qui satisfont les EGR exactement et nous omet- 
tons 1 ’zndice as. 

Remarque. L’équation (13.13) est équivalente à l’équation (10.39), que nous 
avions postulé au chapitre 10. En effet, la relation dimensionnelle (13.6) en- 
traîne 

d d n 
A- + Cpl- = d - - ( d  - 2 )  d -4 dPt 2 

et donc 

Après transformation de Fourier et transforniation de Legendre, on retrouve 
bien l’équation (10.39). 

13.2.2 Solution perturbative de 1’EGR 
Au vu de la discussioii qui précède, il est instructif de résoudre perturba- 

tivement I’EGR (13.13) pour la fonction de vertex à deux points F ( 2 ) ( p ) ,  à 
d = 4 pour simplifier. I1 est commode d’introduire la fonction 

Comme on le verra plus loin, les fonctions q et /3 sont d’ordre g 2  et donc cette 
fonction est développable en puissances de g. 

Nous posons alors 

La fonction Ç ( ~ )  satisfait l’équation 

(13.14) 
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qui exprime que c'est un invariant du GR. Nous développons Ç ( 2 )  et p(g )  en 
puissances de g ,  posant 

Introduisant ces développements dans l'équation (13.14), on trouve pour 
n 2 2 ,  

n- 1 

-zY;(z) + mPn-m+lYm(z) = 0 .  (13.16) 
m=l 

L'équation n = 1 est spéciale : 

-zyi(z) = O =+ Tl(%) = CI. 

Examinons le cas n = 2 : 

Cet exemple exhibe la structure générale. ~ ~ ( z )  est un polynôme de degré 
(n - 1) en lnz,  

rn(z) = Pn-l(lnz), 

qui satisfait la relation de récurrence 

n- 1 

PL(.) = mPm-i(z)Pn-m+l' ( 13.17) 
m = l  

Soulignons, en particulier, que la nouvelle information spécifique à l'ordre 
n est caractérisée par deux constantes, Pn qui entre dans le coefficient de 
In z ,  et C,, qui est une constante d'intégration (auxquelles il faut ajouter un 
coefficient de v(g), qui est caché dans la fonction ((9)). De plus, le ternie de 
degré le plus élevé de P, est entièrement déterminé par le calcul à une boucle, 
le terme suivant par le calcul à deux boucles, etc. Enfin, r ( 2 ) ( p )  est entièrement 
déterminée par les fonctions p ( g )  et q(g )  et, par exemple, f'(2)(1,g)/A2 qui 
est une troisième fonction de g. 

Enfin, soulignons, que si Ï" ' ) (p)  a une limite pour p = O : 

P ) ( p  = O)  = O ,  (1 3.18) 

il n'en est pas de même pour sa dérivée a f ' ( 2 ) / a p 2  qui diverge à p = O. I1 
est simple de vérifier qu'aucune autre fonction de vertex n'a de limite finie à 
impulsion nulle. 

Fonctions de  corrélation renormalisées et groupe de renormalisation. Les 
fonctions de corrélation renormalisées (13.9) et les fonctions physiques ini- 
tiales sont par construction proportionnelles et, par conséquent, ont les mêmes 
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comportements pour Ip, 1 -7' 0. On peut donc étudier le comportement asymp- 
totique en utilisant les fonctions renormalisées. Grâce à la régularisation di- 
mensionnelle et la renormalisation par soustraction minimale des pôles en 
i / ~ ,  les fonctions renormalisées sont les plus faciles à calculer. Par ailleurs, 
les fonctions renormalisées satisfont aussi à des EGR obtenues à partir de 
l'équation (13.9) (qui fait jouer un rôle symétrique aux fonctions de corréla- 
tion asymptotiques de la théorie initiale et aux fonctions renormalisées) en 
dérivant par rapport à p, à A et g fixés. On trouve 

(13.19) 

Une fois la limite A 4 CO prise, cette équation est exacte. Son étude est très 
semblable à celle de l'équation (13.13) que nous présentons ci-dessous. 

Mais l'étude des seules fonctions renormalisées ne permet pas de détermi- 
ner le comportement des paramètres de la théorie renormalisée en termes des 
paramètres initiaux, ou la nature des corrections au comportement asympto- 
tique. 

13.3 Solution des EGR : le développement en e 
L'équation (13.13) peut, par exemple, être résolue par la méthode des 

caractéristiques. Sa solution, combinée avec des calculs perturbatifs à une 
boucle, permet de démontrer l'universalité du comportement asymptotique à 
grande distance des fonctions de corrélations et de déterminer ce comporte- 
ment au premier ordre en E .  

13.3.1 Solution générale 
L'équation (13.13) peut être résolue par la méthode des caractéristiques. 

On introduit un paramètre de dilatation X et on cherche des fonctions g(X) et 
Z(X) telles que 

A- Z-"/2(X)?(n) ( p z ;  g(X), h/X)] = O .  (13.20) 

En dérivant explicitement par rapport à A, on trouve que l'équation (13.20) 
est compatible avec l'équation (13.13) à condition que 

dX d [  

(1 3.2 1 a) 

(13.21 b) 

d 
X;Gs(x = -P(g<X,) ,  g(1) = 9 ; 

Z(i)  = 1. 
d 

dX X-InZ(X) = -q(g(X)), 

Les équations (13.20) et (13.21) impliquent alors 

F(n)(p,; (I, A) = Z-""(X)F(") ( p z ;  g(X), h/X). (13.22) 
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Remarque. Nous observons la similarité entre cette équation et l'équa- 
tion (13.9) si l'on choisit X = A / p  et si l'on identifie gr avec g ( A / p ) ,  qui est 
le couplage effectif à l'échelle p, et Z ( h / p )  avec la renormalisation du champ. 
On peut alors se demander quel est l'intérêt du détour par l'équation aux dé- 
rivées partielles. La raison principale est la suivante : cela permet de montrer 
que les coefficients de 1'EGR ne dépendent pas du rapport p / A ,  contraire- 
ment aux constantes de renormalisation. Cette propriété des constantes de 
renormalisation n'est contenue dans l'équation (13.9) que de façon implicite. 
Elle démontre le caractère indépendant de X des équations de flot (13.21)' que 
nous avions postulé pour les EGR générales (9.23) et (9.24). 

Autres formes. I1 est d'abord commode de multiplier A par un fact>eur X 
dans l'équation (13.22) : 

F(")(pî; 9, AX) = Z-n/2(X)F(") ( p t ;  g(X), A) .  (13.23) 

Les considérations diniensionnelles de la section 13.1.3, en particulier la rela- 
tion (13.6), impliquent alors 

F(n)(pî; 9, AX) = Xd-(n/2)(d-2)r(")(p,/X; 9, A),  (13.24) 

de sorte que l'équation (13.23) peut se récrire 

F(n)(pt/X; g ,  A) = X - d + ( n / 2 ) ( d - 2 ) 2 - " / 2  (X)f'(") ( p t :  g(X), A),  

qui est identique à l'équation (9.14)' après la substitution Z H ZX2-d. 
Les équations (13.21) et  (13.25) réalisent asymptotiquement (parce que les 

termes sous-dominants en puissances de A ont été négligés) les idées générales 
du groupe de renormalisation. Le paramètre g(X) définit l'hamiltonien effectif 
KA à l'échelle A. Ainsi, l'équation (13.21a) caractérise le flot des hamiltoniens. 
Cependant, la fonction Z(X) définie en (13.21b) diffère de la fonction (9.24) 
par un facteur Ad-'. Ceci correspond à la renormalisation initiale du champ 
o effectuée en section 13.1.2, qui a la forme de la transformation du champ 
par le groupe de renormalisation adapté au point fixe gaussien. La fonction 
définie ici correspond au rapport entre la renormalisation générale (9.24) et la 
renornialisation gaussienne. Cette factorisation est bien adaptée à une situa- 
tion où un opérateur est marginal ou faiblement essentiel (du point de vue du 
point fixe gaussien), comme c'est le cas dans le cadre du développement en E .  

(13.25) 

Discusszon. Les équations (13.21) s'intègrent sous la forme 

( 1 3.26a) 
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L’équation (13.13) est I’EGR sous sa forme différentielle. Les équations (13.25) 
et (13.26) sont les EGR intégrées. Dans ce qui suit, nous supposons explicite- 
ment que les fonctions du GR, B ( g )  et q ( g ) ,  sont des fonctions régulières de 
g ,  pour g > O. 

Dans l’équation (13.23)’ on remarque qu’il est équivalent d’augmenter A 
ou A. Afin d’étudier la limite A + 00, il faut donc déterminer le comporte- 
ment de l’amplitude g ( X )  de l’interaction effective lorsque X tend vers l’infini. 
L’équation (13.26a) montre que g ( X )  augmente si la fonction /3 est négative, 
ou diminue dans le cas contraire. Les points fixes correspondent aux zéros g* 
de la fonction /3 qui, par conséquent, jouent un rôle essentiel dans l’étude du 
comportement critique. Ceux pour lesquels la fonction p a une pente négative 
sont des points fixes répulsifs dans l’IR : g(X) s’éloigne de tels zéros, sauf si 
initialement g( 1) = g*. Ail contraire, ceux pour lesquels la pente est positive, 
sont des points fixes attractifs du point de vue du comportement à longue 
distance. 

13.3.2 Calculs à l’ordre d’une boucle : point fixe et lois 
d’échelle 

L e s  fonctions /? et q .  Les fonctions du groupe de renormalisation et r/ 
peuvent être calculées perturbativement en exprimant que les fonctions à deux 
et quatre points satisfont aux EGR (il suffit de calculer les diagrammes (e) et 
(g) des figures 2.5 et 2.6, section 2 . 5 ) .  La correction à la fonction à deux points 
est une constante et n’induit qu’une modification du paramètre critique uoC 
de sorte que 

V ( p )  = p2 + O(g2) =+ q ( g )  = O ( g 2 ) .  ( 13.27) 

Les facteurs combinatoires de la fonction de vertex à quatre points ont été 
expliqués au chapitre 12. Avec les normalisations de la théorie des champs, on 
trouve (cf. équation (10.11)) 

avec 

À cet ordre, nous n’avons besoin de cette fonction que pour d = 4. Alors, 
dans la limite qui nous intéresse, il est commode d’exprimer B en terme des 
variables de position sous la forme 



13. Théorie des champs a4 près de la dimension 4 345 

En dimension 4, comme fonction des variables de position, le propagateur avec 
facteur de coupure peut s'écrire 

(13.28) 

où le comportement à longue distance est déterminé par l'expression (8.38) et 
le facteur de coupure assure la régularité à courte distance : 

lim d(z) = 1 ,  d ( z )  O( 2. 
X-00 x-O 

Pour A -7' 03, 

B ( p )  - KB In A 

et le coefficient KB est donné par 

d 1 d42 d 
K B  = A-B(0) = d4zA-A2(z) = - -A-d2(Az) dA j dA 167r4 / x4 dR 

- - 

1 2 1 
= - [192(O3) - 29 (O)] = - .  

87r2 87r2 

On en déduit que 

et, donc, 
&A"g ~ - 3g2  + P(g)A" = O(g3,g2&),  

167r2 
un résultat cohérent avec l'expression (10.21) : 

En dessous de quatre dimensions, si y est initialement petit, l'expres- 
sion (10.21) montre que g(X) augmente dans un premier temps, reflétant l'in- 
stabilité du point fixe gaussien. Mais, au sens du développement en E ,  p ( g )  a 
un autre zéro g* (équation (10.22)) : 

Alors, l'équation (13.26a) mont>re que la limite asymptotique de g(X) est g*. 
Notons w la pente de p(g)  au point fixe g* : 

w = P' (g* )  = & + O (&2) > O ,  (13.29) 
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(équation (9.59)) et linéarisons l’équation (13.26a) autour du point fixe : 

En intégrant, on obtient 

(13.30) 

(13.31) 

En-dessous de quatre dimensions, au moins pour des E infinitésimaux, ce point 
fixe non gaussien est stable dans l’IR. À quatre dimensions, ce point fixe est 
confondu avec le point fixe gaussien et la valeur propre w s’annule indiquant 
l’apparition d’un opérateur marginal. 

De l’équation (13.26b)’ on déduit alors le comportement de Z(A) pour 
X -f CO. L’intégrale dans le niembre de droite de l’égalité est dominée par le 
voisinage de s = O. Par conséquent, 

lnZ(X) N -vInX, 
A-Co 

(13.32) 

où l’on a posé 
7 = 7(9*).  

Fonctzons de corrélataon. Dans le cadre du développement en E ,  r (” ) (g*)  
est fini. Bien entendu, là aussi il faut supposer que cette propriété reste sa- 
tisfaite au-delà du développement en E .  L’équation (13.25) détermine alors le 
comportement de Ï‘(n)(pt: g, A) pour A + 03 ou p ,  --f O : 

r ( n ) ( p , / X ;  g,  A) X - d + ( n / 2 ) ( d - 2 + ? 7 ) ~ ( n ) ( p z ;  9* ,  A ) ,  (13.33) 

Cette équation montre que les fonctions de corrélation critiques ont un com- 
portement asymptotique en loi de puissances qui ne dépend pas de la valeur 
initiale du coefficient g de c4. 

En particulier, pour n = 2, l’équation (13.33) donne le comportement de 
l’inverse de la fonction à deux points connexe W(2)(p) .  En inversant, on en 
déduit 

A-Co 

- 

( 13.34) 

On vérifie que la définition de l’équation (13.32) coïncide avec la définition 
usuelle (8.21) de l’exposant critique 7. La représentation spectrale de la fonc- 
tion à deux points implique que ri > O. 

13.3.3 

Pour déterminer la première correction à la dimension du chanip a,  il faut 
calculer la fonction à deux points f “ 2 ) ( p )  à l’ordre g2 pour d = 4 et donc le 

La  fonction q ( g )  à deux boucles et l’exposant q 
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diagramme (e) de la figure 2.5 (section 2.5.1) : 

(Certains éléments du calcul peuvent être trouvés en section 12.5.3.) Ce dia- 
gramme de Feynman se calcule plus facilement en utilisant les variables de 
position où il prend la forme 

(e) = / eips A3(z)d4x.  

En dimension 4, comme fonction des variables de position, nous représentons 
le propagateur avec facteur de coupure sous la forme (13.28). 

La condition ?(2)(0) = O détermine uoC à l’ordre g2. La fonction de vertex 
prend alors la forme 

W ( p )  = p2 - - g2Kp2 ln(A/p) + O(g2 x 1, g2&). 
6 

Le coefficient K est donné par 

Remarquons que 

& (&) @ ( p 2 )  = 8@’(p2) + 4p2@”(p2). 
p=1 

Ainsi, 

L’intégrant est une dérivée. Seul l’infini contribue et le résultat est indépen- 
dant de la fonction d .  On trouve 

On en déduit 
2 

p ) ( p )  = p2 + -- g2 2 p 2  ln(A/p) + O(g2 x 1,g2&). 
24 (87r ) 

L’EGR (13.13) implique alors 

g2 P2 - rl(9)P2 = O ’  6 ( 4 ~ ) ~  
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en accord avec l’expression (10.38) pour N = 1. 

gaussienne de l’exposant 
Substituant la valeur de g*, on trouve la première correction à la valeur 

(cf. aussi section 10.3.4) : 

E2 

54 V = - + O ( E 3 )  (13.35) 

Le champ a(x), qui au point fixe gaussien a la dimension canonique (d - 2) /2 ,  
a acquis maintenant une dimension dite anormale 

d, = $ ( d - 2 + 7 7 )  

Universalité. Ces résultats appellent quelques commentaires. Dans le cadre 
du développement en E ,  on démontre que toutes les fonctions de corrélation 
ont, pour d < 4, un comportement à longue distance différent de celui prédit 
par le modèle quasi-gaussien. De plus, le comportement critique ne dépend 
pas de la valeur initiale du coefficient g de 04. Au moins pour E << 1, on 
peut espérer que l’analyse des singularités IR dominantes rest,e vahble et, 
par conséquent, qu’il ne dépend d’aucun autre paramètre du hamiltonien. Le 
comportement critique est donc universel, quoique moins universel que dans 
le modèle quasi-gaussien ou dans l’approximation de champ moyen, dans la 
mesure où il dépend d’un nombre limité de caractéristiques qualitatives du 
système statistique considéré. 

Par ailleurs, les fonctions de corrélation obtenues en négligeant, dans le dé- 
veloppement double en g et en E ,  les corrections en loi de puissances lorsque 
le cut-off est grand, et qui satisfont exactement aux EGR (13.13), définissent 
implicitement une famille à un paramètre d’hamiltoniens critiques. Ils corres- 
pondent à une trajectoire du GR qui va d’un voisinage du point fixe gaussien 
g = O, qui est instable pour des dimensions plus petites que 4, à un point fixe 
g* non trivial et stable. 

Enfin, la cohérence de cette analyse basée sur le développement en E re- 
pose sur l’observation suivante. Les divergences trouvées dans le développe- 
ment perturbatif à dimension fixée sont engendrées par un développement 
autour d’un point fixe inadapté, puisqu’il est répulsif. Le développement en E 

nous permet d’échanger les limites et de suivre perturbativement le point fixe 
stable. 

13.4 Interaction effective et interaction 
renormalisée 

Nous avons indiqué que le paramètre renormalisé gr (équation (13.7)) ca- 
ractérisait l’intensité de l’interaction effective à l’échelle p. Nous pouvons 
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maintenant rendre cette remarque plus précise. Récrivons l’équation (13.7) 
sous la forme 

g r  = G i A / p ,  9). (13.36) 

Alors, en dérivant par rapport à A à gr, p fixés, on trouve 

où les mêmes contributions que dans le cas des fonctions de corrélation ont 
été négligées : dans le développement de G(A/p,g) ,  on ne retient que les 
contributions qui divergent ou qui restent finies quand A + CO. 

En introduisant un paramètre de dilatation A, on en déduit 

Pour X = A / p ,  cette relation devient 

gr G i A / p >  9) = G(1, g(X)) 7 

avec, pour g -f O, 
gr = gix) + o(g2). 

Ainsi, gr n’est pas identique à g(A) sauf pour g + O,  mais c’est une fonction 

Dans la limite A / p  + 03, X tend vers l’infini et g(X) vers g*. On conclut que 
de g(A). 

Pour toute valeur initiale de g > O fixée, le paramètre renorrnalisé prend la 
même valeur de point fixe. Puisqu’à g* la théorie est invariante d’échelle, on 
déduit de I’EGR (13.19) de la théorie renornialisée que la valeur de gr est 
aussi solution de 

Pr(gr) = 0 g: = G( I ,g * ) .  

Plus précisément, 
gr - g,* = 0 ( ( P / A ) ~ )  . 

En particulier, à quatre dimensions, le point fixe reste gaussien, et donc gr + O 
quand A + oû, ce qui conduit au problème dit de trivialité dans le cadre de 
la théorie quantique des champs. 

Paramètre renormalisé fixé. Réciproquement on peut se demander s’il 
est réellement possible, au-delà de la théorie des perturbations, de trouver 
une valeur de g pour toute valeur de gr. Cela conduit à remplacer l’équa- 
tion (13.26a) par 
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À gr fixé, cette équation implique que pour A l p  -f CO, le paramètre initial g 
s’éloigne du point fixe de longue distance (ou IR). S’il existe un point fixe dit 
UV, c’est-à-dire un zéro de p(g )  avec une pente négative, g converge vers cet 
autre point fixe. 

Si initialement g(1) < g* ,  g ( p / A )  converge vers g = O, ce qui n’est pas 
surprenant puisque cela consiste à compenser l’effet des dilatations sur un 
paramètre essentiel au voisinage du point fixe gaussien : 

Notons que g(1) < g* implique aussi gr < g,*. En revanche, si initialement 
gr > g,*, g ( p / h )  croît et l’existence de solutions dépend de la possibilité de 
continuer à utiliser un groupe de renormalisation à un seul paramètre, et de 
l’existence d’un éventuel point fixe UV supplémentaire. Comme des arguments 
empiriques confortés par des analyses numériques semblent exclure un tel 
point fixe, on est tenté dt: conclure que gr est toujours plus petit ou égal à 
g,*. En particulier, à quatre diniensions, cela semble exclure une solution au 
problème de la trivialité (sr = O) basée sur une valeur exceptionnelle de 9. 

13.5 Le domaine critique au-dessus de Tc 
Nous étudions maintenant le domaine critique t # O. Nous modifions donc 

l’haniiltonien : 
X ( o )  H X ( a )  + 2 t J’ddxc2(x), 

où t ,  le coefficient de oz, caractérise la déviation à la température critique : 

Le théorème de renormalisation s’étend aux fonctions de corrélation de 
a(.) et de i 2 ( x ) ,  et entraîne l’apparition d’un nouveau facteur de renormali- 
sation &(Alp ,  gr) associé au paramètre t. Par les mêmes arguments que dans 
le cas critique, on en déduit une EGR plus générale, de la forme 

t O< T - T,. 

où une nouvelle fonction 772(g) apparaît. Le terme additionnel est propor- 
tionnel à t car il doit s’annuler pour t = O. La fonction sans dimension 172 

pourrait encore dépendre de façon régulière du rapport t / A 2 ,  mais nous négli- 
geons cette dépendance éventuelle comme nous avons négligé toutes les autres 
contributions du même ordre. 

Pour déterminer V Z ( g ) ,  on peut calculer la fonction à deux points et lui 
appliquer 1’EGR. À l’ordre g,  on trouve 

W ) ( p )  = p2 + t + - 
32r4 q2 + t  
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En utilisant 

et en appliquant l’EGR, on trouve 

et donc (cf. équation (10.29)) 

(13.38) 

13.5.1 Solution des EGR 
Examinons le comportement critique au-dessus de T,. Comme on l’a déjà 

fait pour les EGR précédentes, on intègre l’équation (13.37) par la méthode 
des caractéristiques. En plus des fonctions g(X) et Z(X) des équations (13.26)’ 
il est maintenant nécessaire d’introduire une fonction t ( X )  qui est déterminée 
en imposant que l’équation (13.37) soit compatible avec l’équation 

X b  dA [z-.12(X)ï(.)(p,;t(X),g(X),A/X)] = o .  ( 13.39) 

La condition de compatibilité est équivalente à l’ensemble des équations 

d 
dX X-g(X) = -P (S(A>) ,  g(1) = 9 ,  (13.40) 

d 
A- ln t ( X )  = 7 2  (S(4) ’ (13.41) 

dX 
d 

X-inZ(X) = -q(g(A)), ~ ( i )  = 1 .  (13.42) dX 

t(1) = t ,  

L’analyse dimensionnelle (cf. section 13.1.3) montre que 

F(n)(p,;t(X),g(X), A/A) = (A /X)d -n (d -2 ) /2~(n ) (Xp , /A;  X2t(X)/A2,g(X), 1). 
(13.43) 

La région critique est définie en particulier par It( < A2, et ceci est la source 
du comportement singulier IR qui apparaît dans la théorie des perturbations. 
Supposons que l’équation 

t ( X )  = A2/X2, (13.44) 

possède une solution en A. Alors, après cette dilatation A, la longueur de 
corrélation est d’ordre unité. Ceci correspond aussi, en reliant le paramètre 
de dilatation X et t ,  à choisir la valeur initiale (pour X = 1) du coefficient 
du terme essentiel o2 pour que la valeur, après cette dilatation, soit d’ordre 
unité. 
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En combinant les équations (13.39)-(13.44), on trouve 

I.<"> ( p t ;  t ,  g, A) Z - n / 2 ( X ) m ( d - n ( d - 2 > / 2 ) r ( n )  ( P h  l ,g(X),  I) ,  (13.45) 

où l'on a introduit la notation 

m = A I X .  

La solution de l'équation (13.41) peut être écrite 

En substituant cette relation dans l'équation (13.44), on obtient 

(13.46) 

(13.47) 

(13.48) 

où, pour relier la fonction 772(g) aux exposants standards, nous avons introduit 
la fonction 

4 9 )  = irla(g> + 21-1 . (13.49) 

On cherche une solution X dans la limite t /A2 << 1. Puisque u(g)  est une 
fonction positive, au moins pour g assez petit, comme les équations (13.38) 
et (13.49) le montrent, l'équation (13.48) implique que la valeur du paramètre 
X tend vers l'infini et, donc, que g(X) tend vers le point fixe IR g*. Dans cette 
limite, u(g (a ) )  peut être remplacé, à l'ordre dominant, par l'exposant critique 

u = u(g*)  = ;(l + ; E )  + O(&2), (13.50) 

(en utilisant le développement (13.38)). L'équation (13.48) entraîne 

1 
lnt/A2 N -- 1nX. 

U 

La forme asymptotique de Z(X) est donnée par l'équation (13.32) : 

(13.51) 

Z(X) cc X-7. (13.52) 

Enfin, dans la limite A + CO, ou bien X 4 03, utilisant les équations (13.51) 
et (13.52) ainsi que (13.45), on obtient un comportement asymptotique de la 
forme 

où 
(13.54) 
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En plus du comportement général d’échelle, un autre résultat a été obtenu. 
De l’équation (13.53), on déduit que la quantité m est proportionnelle à la 
masse physique ou à l’inverse de la longueur de corrélation. L’équation (13.54) 
montre alors que la divergence de la longueur de corrélation = mpi à T, est 
caractérisée par l’exposant v. 

Pour t # O, les fonctions de corrélation sont finies à impulsion nulle et se 
comportent comme 

En particulier, pour n = 2,  on obtient l’inverse de la susceptibilité magnétique 

La divergence de x est caractérisée par un exposant qui est noté habituel- 
lement y (c f .  équation (7.35)). L’équation (13.55) établit la relation entre 
exposants 

y = u(2 - 17). (13.57) 

Enfin, notons que puisque nous avons supposé que la théorie critique existe 
lorsque t tend vers zéro, les différentes puissances de t doivent se compenser 
dans l’équation (13.53). À partir de cette observation, on retrouve l’équa- 
tion (13.33) sous la forme 

13.5.2 Fonctions à aimantation fixée ou au-dessous de T, 
I1 est facile de généraliser les EGR aux fonctions de corrélation en champ 

extérieur H fixé, ou aux fonctions de vertex à aimantation M = (~(x)) fixée. 
En particulier, en présence d’un champ extérieur uniforme H, il existe une 
relation (l’équation d’état) entre champ extérieur H ,  aimantation AT, et dé- 
viation de la température critique t .  Dans le domaine critique, elle satisfait 
I’EGR 

L’équation peut se résoudre par les mêmes méthodes. Comme il n’y a pas 
de fonction coefficient nouvelle, la solution peut s’exprinier entièrement en 
terme des fonctions (13.40), (13.41) et (13.42). Asymptotiquement, dans la 
limite M ,  t et H < 1, on peut remplacer g par g*. Par ailleurs, l’analyse 
dimensionnelle nous apprend que H a dimension ;(a! + 2) et donc 

d d t - 2  d d - 2  a A - = - -  2t-  - - A G - ,  
d A  2 d t  2 d h l  
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de sorte qu’asymptotiquenient H est solution de 

d M  
d + S(d - 2 + H ( M ,  t )  = ! j (d + 2 - q ) H ( M , t ) .  

Cette équation implique la propriété d’homogénéité, ou forme d’échelle, 
asymptotique universelle de l’équation d’état 

H = M 6  f (t/M1’p), 

où la fonction f(z) est universelle, aux normalisations de f et z près, et les 
exposants B et 6 sont reliés à q et v par 

La variation du champ externe H permet, ensuite, de passer de manière 
continue de la phase désordonnée (T > T,,H = O) à la phase ordonnée 
(T < T,, H = O). Les EGR satisfaites par les fonctions de corrélation, 

permettent ainsi de démontrer des lois d’échelle en champ ou aimantation et, 
dans la limite H + O, T < T,, toutes les lois d’échelles dans la phase ordonnée. 



Chapitre 14 

Théorie (4’)’ avec symétrie 
O ( N )  : limite N + 00 

u CHAPITRE 13, nous avons indiqué comment on peut établir, par des A méthodes de théorie statistique ou quantique des champs, les propriétés 
universelles des systèmes critiques dans le cadre du développement formel en 
E = 4-d où d est la dimension d’espace. I1 est encourageant de pouvoir vérifier 
par des méthodes analytiques, au moins dans une limite particulière, que les 
résultats ainsi obtenus restent valables même quand E n’est plus infinitésimal. 
Dans ce chapitre, nous étudions la théorie statistique des champs avec symétrie 
ortliogonale O ( N )  et interaction (+2)2 (nous notons ici, + = ($1,. . . , le 
champ à N composantes plutôt que CJ à la différence des chapitres précédents), 
à dimension fixée, dans le cadre d’un autre schéma d’approximation, la limite 
N + CO. Nous vérifions qu’elle possède les propriétés universelles démontrées 
dans le cadre du développement formel en E .  Plus généralement, mais nous ne 
le ferons pas ici, on peut démontrer toutes les propriétés déduites du groupe 
de renormalisation, ordre par ordre, dans un développement en 1/N. 

Enfin, soulignons qu’il est aussi possible d’étudier directement un modèle 
de spins à N composantes sur réseau, dans la limite N + CO. Le choix de 
l’espace continu est une simplification technique mais n’affecte pas les résultats 
universels. 

Humiltonien symétrique général. Dans un premier temps, nous étudions 
un problème plus général et considérons un hamiltonien de la forme 

‘FI(+) = ‘FI(2)(+) + N ddz u(+2(z ) /N)  , (14.1) J’ 

Cet liamiltonien est invariant par le groupe O ( N )  agissant sur le vecteur 4. 
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La fonction D ( s )  satisfait aux conditions usuelles. Elle est normalisée : 
D(0)  = 1, strictement positive et analytique pour s 2 O. Enfin, pour s 4 t o o ,  
elle croît plus vite que s ( ~ - ~ ) / ~  de façon à ce que le développement perturbatif 
soit défini. Le paramètre A est le facteur de coupure. Par ailleurs, U(p)  est un 
polynôme en p avec, pour p 2 O,  un minimum unique à p # O où sa dérivée 
seconde ne s'annule pas. 

En termes des composantes de Fourier du champ définies par 

Nous voulons déterminer le comportement de la fonction de partition 

et des fonctions de corrélation pour N + 00 (à U fixé) 

14.1 Préliminaires algébriques 
Pour N 4 00, l'étude des modèles spécifiés par un hamiltonien de 

type (14.1) repose sur une idée du type théorème de la limite centrale (sec- 
tion 3.1) ou de champ moyen (section 8.10). On s'attend, en effet, à ce que 
les quantités invariantes par le groupe O ( N )  comme 

N 

i= 1 

s'auto-moyennent et donc, fluctuent peu, ce qui signifie par exemple que, 

(42(x:)42(Y)) N;m ( 4 " x ) )  (42(Y)) ' 

2 Par conséquent, il paraît judicieux d'essayer de prendre p(x) = 4 (x) comme 
variable dynamique plutôt que +(x). Dans ce but, nous introduisons deux 
champs supplémentaires X(x) et p ( x )  (cf. aussi section 8.10) et imposons la 
contrainte p(x)  = +2(x)/N par une intégrale sur X(z). En chaque point 5 de 
l'espace, nous utilisons l'identité 
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où b est la distribution de Dirac. L’insertion de cette identité dans l’inté- 
grale (14.3) conduit à la nouvelle représentation de la fonction de partition 

2 = /[d41 [dpl P X 1  exp [-W4, p ,  A)]  > (14.4) 

avec 

‘Ft(4, P’ A) = ‘Ft‘2’(4) + J’ [ N U ( P ( 4 )  ~ ;iAC4(4”4 - N P ( 4 ) ]  ddJ:. 
(14.5) 

L’intégrale de champ (14.4) est alors gaussienne en 4. Les intégrales sur les 
différentes composantes de 4 se factorisent et chaque intégrale donne le même 
résultat. Donc, 

ce qui rend la dépendance en N de la fonction de partition explicite. 
en une compo- 

sante CT, et N - 1 composantes 7r, et de n’intégrer que sur 7r (pour T < T, on 
peut même avoir intérêt à n’intégrer que sur N - 2 composantes). Cette mo- 
dification n’affecte pas la limite N i 00 mais permet de calculer directement 
les fonctions de corrélation de la composante CT du champ 4. Dans ce but, 
nous ajoutons un ternie de champ extérieur à l’haniiltonien. La fonctionnelle 
génératrice des fonctions de corrélations de e est alors donnée par 

En fait, il est commode de séparer les composantes de 

Fonctions de corrélation du chump +2(x). Dans ce formalisme, il est fa- 
cile d’engendrer aussi les fonctions de corrélation impliquant le champ p qui. 
par construction, sont proportionnelles aux fonctions de corrélation de +2. 

Le champ 42(z), qui est couplé à la variation de température, est la partie 
doniinante de l’énergie locale. 

14.2 Intégrale sur le champ 4 : le déterminant 
Dans le calcul de la section 14.1, l’intégrale sur chaque composante de @ 

a engendré le déterminant d’un opérateur différentiel, qui n’est pas un objet 
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simple puisque X(z) est un champ fluctuant. Heureusement, les calculs qui 
suivent n'en nécessitent qu'une définition perturbative, que nous précisons 
maintenant, valable quand X(z) fluctue peu autour d'une valeur constante 
imaginaire. 

14.2.1 

im2, m > O, on pose 

Le déterminant : définition perturbative 
Supposant que X(x) fluctue peu autour d'une valeur moyenne constante 

X(x )  = im2 + p(x), m > O ,  

et on définit le déterminant par (c f .  sections 10.2, 12.4) 

lndet [-V$D(-O:/A2) - i X ( o ) ]  = t r ln  [-V:D(-V;/A2) - i X ( o ) ]  

= tr  In [-OZD(-V$/A2) + m2] 

(14.8) 

où A est le propagateur, inverse de l'opérateur -V:D(-V:/A2) + m2 : 

[ -o$D(-v; /A~)  + d] - y) = s ( ~ ) ( ~  - y). 

Cette équation se résout en introduisant la représentation de Fourier 

On trouve 
(14.9) 

1 
m2 + p 2 D ( p 2 / A 2 )  A ( P )  = 

Dans le développement (14.8), on reconnaît une somme de diagrammes à une 
boucle du type discuté en section 12.4.2 et 

n 

tr(Ap)" I J' n ddx2 p(x2)A(z t  - ~ ~ - 1 )  avec xn = xo . 
2=1 

Introduisant la représentation de Fourier du champ 

4x1 = .i' ddP eipx X P ) ,  

on peut récrire l'expression 
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avec 
4z+i - 4z = Pz , 4n+i = 41 = 4 .  

Les trois premiers termes du développement vont jouer un rôle particulier. 
Pour n = 1 ,2 ,  

tr  A p  = A(0) ddzp(z )  = (2~)~b(O)s2d(m),  .i’ 
où nous avons défini 

La fonctions s l d  correspond au diagramnie à une boucle (b) de la figure 2.4 
sous sa forme 1-irréductible. Ce diagramme est déjà apparu dans les équa- 
tions (6.39a), (10.10), et a été discuté dans une forme identique, après l’iden- 
tification rn2 H t ,  en section 10.4. 

La fonction BA fait intervenir le diagramme (g) de la figure 2.6, sous sa 
fornie 1-irréductible, représenté de façon plus précise dans la figure 14.1. Pour 
m = 0, la fonction B ~ ( p , m )  se réduit à la fonction B ( p )  définie en (10.15) 
dont le comportement asymptotique pour p -+ O et d 4 4 est discuté en 
section 10.3.2. 

FIG. 14.1 ~ Le diagramnie (< bulle D B A ( ~ , w L ) .  

14.2.2 Premiers diagrammes à une boucle : discussion 

Pour la suite, nous avons besoin de quelques propriétés asymptotiques des 
fonctions Od(171) et  BA(^, rn) qui, pour A = 00, ont déjà été étudiées dans le 
cadre de la régularisation dimensionnelle en section 12.5.3. 

La fonction a d .  La fonction (14.11) s’écrit de façon plus explicite, 

(14.13) 
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Le changement de variables q/h H y montre que Qd est de la forme 

nd(m) = Ad-2wd(m/A). (14.14) 

Les premiers termes du développement de Rd(m) pour m2 + O se déduisent 
du développement de wd(.z) pour z -f O. Pour d > 2, ce développement a la 
forme (pour plus de détails, voir l'appendice C.l)  

wd(z) = L ' d ( 0 )  - K(d)zd-2 + a(d ) z2  f 0 (z4, Z d )  . ( 14.15) 

La constante K(d)  est universelle, c'est-à-dire indépendante de la fonction de 
coupure D : 

- 1 

(1 4.16a) 

(14.16b) 

où nous avons introduit, de nouveau, le facteur de boucle Nd. 

dans l'équation (14.15), est donnée par 
La constante a(d) qui caractérise, pour d < 4, la correction dominante 

( 14.17) 

(forme valable pour 2 < d < 4). Elle dépend de la forme explicite du propaga- 
teur et donc de la régularisation. Cependant, pour E = 4 - d 4 O,  elle diverge 
de façon universelle comme 

P I X  

a(d) - N4 kd-5dk - 1/(87r2&). (14.18) 
e=4 -- d -0 

Pour d = 4, le comportement de wd(z)  fait intervenir un logarithme 

1 
87r2 

L'd(z) - wd(O) -Z2 In z . (14.19) 

La fonction B ~ ( p , m ) .  Le développement de B ~ ( 0 , m )  pour m + O peut 
être déduit du développement (14.15). En effet, 

Dans la théorie critique (à cet ordre, m = O ) ,  pour 2 5 d 5 4, 

 BA(^, O) 2<;<4 b(d)p-' - a ( d ) h F  + O (AdP6p2,  A-2pd-2) , (14.21) 
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(14.22) 

Pour d = 4, la fonction a un comportement logarithmique de la fornie (cf. 
section 10.3.2) 

(14.23) 

Contribution ù l’énergie libre. Le premier terme dans le développe- 
ment (14.8), t r  in[-O~D(-O~/A2) + m2],  est proportionnel au volume et 
diverge quand le volume tend vers l’infini. De plus, il diverge aussi parce 
que l’intégrale sur le champ n’a pas été normalisée. La normalisation de 
la fonction de partition a comme effet de multiplier le déterminant par une 
constante qui doit être choisie pour que le produit soit fini. Cela correspond à 
soustraire, à son logarithme, une constante pour le rendre fini. I1 est coniniode 
de choisir la normalisation indépendante de m2. Nous définissons donc 

D ( m 2 )  = {trln [-V:D(-V:/A2) + m2] - trln[-V:D(-OZ/A2]} /volume. 
(14.24) 

La variation du déterminant, quand m2 varie de Sm2, se déduit du second 
terme du développement (14.8), en posant p(z)  = iSm2 : 

-i tr  Ap = 6m2A(0) ddz  = 6m2A(0) x volume .I’ 
En conséquence, 

En intégrant O d ( m )  sur m2, on trouve l’expression finie 

D ( m 2 )  = 1”’ 2sds fl,(s). (14.25) 

Pour A + 00, la fonction D peut être évaluée en utilisant l’expression régu- 
larisée (14.25), et exprimée en termes des quantités définies en (14.15). On 
trouve 

D(nx2) = -2-md K ( 4  + ad(O)m2 + @m4A4-d + O ( V L ~ A ~ - ~ ,  md+’A-’). 
d 2 

(14.26) 

14.3 Limite N + 00 : le domaine critique 
Nous étudions maintenant la limite N + 00, la fonction U(p)  étant sup- 

= O ( N 1 I 2 ) ,  p = 0(1), X = 0(1), posée indépendante de N .  Avec 1’Ansatz 
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tous les termes dans RN sont d’ordre N et l’intégrale peut s’évaluer par la 
méthode du col. Nous cherchons un col qui correspond à des champs classiques 
a ( z ) ,  p(x) ,  X(z) constants : 

a(.) = a ,  p(x)  = p ,  X(z) = im2 , ( 14.27) 

où nous avons explicité la positivité de - i X  au col (cf. (14.9)). 
Pour H = O. la densité du hamiltonien s’écrit alors 

N p )  + SND(m2) ,  ( 14.28) 

où la représentation (14.25) a été utilisée. En dérivant E par rapport à a,  p 
et m2, on trouve les équations de col (en utilisant la définition (14.11)) 

( 14.2 9a) m a = O ,  

$2 = U’(p) ,  (14.29b) 

(14.29~) 

2 

a2/N - p + n,(m) = o .  

Discussion. Dans l’expression (14.7), le terme t r  In provient de l’intégration 
sur les N - 1 composantes 7r. La valeur moyenne m2 du champ X provient 
du terme de masse du champ 7r et donc, à l’ordre dominant, m est la masse 
des N - 1 composantes 7r. L’équation (14.29a) implique soit = O, soit 
m = O. Cette alternative est une manifestation du phénomène de Goldstone 
(section 7.8) : si a = O,  la symétrie O ( N )  n’est pas brisée et les N composantes 
du champ ont la même niasse m ; au contraire, si a # O, la symétrie O ( N )  est 
brisée spontanément, m = O et donc la niasse du champ 7r s’annule, les N - 1 
composantes de 7r correspondant aux N - 1 niodes de Goldstone attendus. 

Nous considérons maintenant les équations de col dans les deux phases. 

(i) Phase ordonnée (symétrie brisée spontanément). Notons que l‘équa- 
tion (14.29~) n’est compatible avec une solution rn = O que pour d > 2 
puisque, pour d 5 2, l’intégrale diverge à m = O. Cette propriété est 
directement liée au théorème de Mermin-Wagner-Coleman : dans un 
modèle statistique n’impliquant que des forces à courte portée, une sy- 
métrie continue ne peut pas être brisée pour d 5 2, dans la mesure où 
la moyenne a du paramètre d’ordre s’annule nécessairement (voir aussi 
la discussion de la section 7.7). Dans le présent contexte, les modes 
de Goldstone sont à l’origine de cette propriété : étant de masse nulle, 
comme on le sait par des arguments généraux et comme le calcul à 
l’ordre dominant pour N + 00 l’a confirmé, leur présence induirait des 
divergences à impulsion nulle pour d 5 2. 

Les équations de col (14.29) se réduisent alors à 

U’(p) = O et (d  > 2) ,  
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a2/N - p + n,(o) = 0 .  

La première équation exprime que p est donné par le niinimum de U ,  
que nous avons supposé unique, et la deuxième équation détermine alors 
la valeur moyenne du 
du minimuni satisfait 

et alors 

champ. Une solution n’existe que si la position p 

(14.30) p > pc = %(O), 

a = 4% - P c ) .  (14.31) 

(ii) La phase désordonnée (symétrique). Dans le cas a = 0, les équations de 
col (14.29) peuvent s’écrire 

m2 = 2 ~ / ( p ) ,  p - pc = O,(m) - o ~ ( o ) .  (14.32) 

La deuxième équation implique p 5 pc. La valeur p = pc  correspond 
donc à une transition entre une phase ordonnée p > pc et une phase 
symétrique p 5 pc .  La condition 

U’(pc) = 0 (14.33) 

détermine les interactions U ( p )  critiques 

Le paramètre m est maintenant la masse du champ + et : l / m  la 
longueur de corrélation. La condition m < A, ce qui est équivalent à 

>> 1/A,  définit le domaine critique. Elle implique que p est proche 
de pc par la deuxième équation (14.32). La première équation entraîne 
que U’(p)  est petit et donc que p est proche de la position du minimum 
de U ( p ) .  Nous posons 

U’(pc)  = f., 1.1 < 1. (14.34) 

Nous développons alors U(p)  à pc : 

U(P)  = ;+ - P c )  + f C ( p  - + O ( ( p  - p 4 ” .  (14.35) 

Avec cette paramétrisation, 

m2 = 2~:(p - pc)  + T + ~ ( ( p  - p C I 2 ) .  

Nous avons supposé que U”(p)  ne s’annule pas au minimum et, donc 
que U” ne s’annule pas dans un voisinage. Comme p est proche de p c ,  
UT est strictement positif. Alors T est positif dans la phase symétrique 
et négatif dans la phase de symétrie brisée. 

Sans cette hypothèse, le point critique pourrait être un point multicri- 
tique, une situation que nous n’examinons pas dans ce contexte. 

Pour déterminer les coniportenients au voisinage du point critique, seul 
le développement jusqu’au second ordre est utile. Nous pouvons donc 
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réduire U ( p )  à un polynôme quadratique, comme dans le modèle quasi- 
gaussien, et le problème se réduit à la discussion de la même théorie des 
champs (4’)’ qui, dans le cadre du développement en E = 4 - d ,  décrit 
les comportements critiques universels. 

14.4 La théorie des champs (4’)’ pour N + 00 

La discussion qui suit est maintenant spécifique à la théorie des champs 

u 2  (14.36) 

l’hamiltonien, exprimé en terme du champ initial à N composantes 4, prend 
la forme 

(4’)’. Avec le choix 
1 
2 4! V(P) = - r p +  - p  , 

( 14.37) 

La limite N 4 03 est prise à U ( p )  fixé et ceci implique, avec nos conventions, 
que u, le coefficient de (+’)‘/IV, est fixé. 

Le potentiel U étant quadratique (équation (14.36))’ l’intégrale sur p(x) 
dans (14.6) est gaussienne et peut, dans ce cas, être effectuée explicitement. 
Notons, toutefois, que le champ p a une interprétation physique plus directe 
que le champ A. 

L’intégration conduit d’abord à translater p ( z )  de sa valeur au minimum 
de la forme quadratique. Cette valeur est solution de l’équation de champ 

(14.38) 

Après cette translation, l’intégration gaussienne résiduelle ne donne qu’un fac- 
teur constant. L’intégration correspond donc à remplacer, dans l’hamiltonien, 
p par la solution de l’équation (14.38). On trouve 

‘HN(o ,  A) = X(’)(O) - ddx [SiA(x)o’(x) + (3N/2u)(iA(x) + r)’] 

(14.39) 
S 

+ i ( N  - 1) t r ln  [-V:D(-V:/A’) - i X ( o ) ]  . 

La densité d’hamiltonien au col (14.28) prend la forme 

E = ;m’a2 - (3N/2u)(r - ma)’ + iND(rn2) .  (14.40) 

Interprétation diagrammatigue. Dans la théorie des champs (4’)’’ quand 
N + CO, à chaque ordre du développement perturbatif, les termes dominants 
proviennent des chaînes de diagrammes en << bulle D de la forme représentée 
dans la figure 14.2. Asymptotiquement, ces diagrammes forment une série géo- 
métrique que les techniques algébriques précédentes permettent de sommer. 
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; .... 

FIG. 14.2 - Les diagraninies dominants pour N + 00. 

Phase de busse température en champ nul. Dans la phase ordonnée p > p,. 
l’équation (14.31) donne la valeur moyenne non nulle du chanip 

a = d r n ,  
où pc = !&(O) (c f .  équation (14.30)). et la syniétrie O ( N )  est brisée sponta- 
nément. La constante p est alors donnée par l’équation (14.2913) qui se réduit 
à U’(p) = O. La condition (14.33) détermine le potentiel critique U : 

U’(p,) = O + T = r ,  = -up,/6. (14.41) 

La valeur moyenne du champ s’annule pour T = T,, qui donc correspond 
à la température critique T,. Introduisant le paramètre ‘T qui caractérise la 
déviation à la température critique (défini par l’équation (14.34)), 

7 = 2U’(p,) = T - T, .  

on obtient 
U’(p) = O 3 p - pc - ( ~ / u ) T .  (14.42) 

La symétrie O ( N )  est brisée pour 7 < 0, c’est-à-dire à basse température et 
l’équation (14.31) peut alors se récrire 

a2 = - ( ~ / u ) T  O< ( - ~ ) ~ f l  avec = 2. 1 (14.43) 

Ce comportement montre que, dans la limite N -+ CO, l’exposant p reste 
quasi-gaussien en toute dimension. 

Phase de haute température en  champ nul. Pour T > O, c’est-à-dire au- 
dessus de T,, a s’annule. De l’expression (14.7), on déduit la fonction à deux 
points du champ a qui, dans cette phase, est identique au propagateur (14.9). 
Asymptotiquenient, elle prend la forme (négligeant les corrections venant des 
termes inessentiels) 

(14.44) 

Par conséquent, m est la masse physique du champ 
composantes du champ 4) et son inverse 

(et donc de toutes les 

= i / m  (14.45) 
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est la longueur de corrélation. L’équation (14.29~) implique que ap/am est 
négative et que r est une fonction croissante de m. Le minimum de T ,  ob- 
tenu pour m = 0, est T,. Utilisant les définitions (14.34) et (14.41) dans les 
équations (14.32)’ on trouve alors 

m 2 = ( U / 6 ) ( P  - P c )  + 7- ’ (14.46a) 
(14.4613) 

Pour d > 4, le développement (14.15) implique que la contribution prin- 
cipale à p - pc est proportionnelle à m2, comme le membre de gauche 
de l’équation (14.46a) et, donc, 

p - pc = %(m) - %(O) .  

m2=<-2-7 j v = ’  2 ’  ( 14.47) 

ce qui est le résultat gaussien ou de champ moyen. 

Pour 2 < d < 4, en revanche, le terme principal est d’ordre md-’ et 
donc, 

p - pc N -K(d)md-2. 

La contribution dominante pour m + O dans l’équation (14.46a) 
provient maintenant de p - pc. Ne gardant que le terme dominant 
dans (14.15)’ on en déduit 

= t-1 r 1 / ( d - 2 )  (14.48) 

ce qui montre que l’exposant de corrélation 

1 
d - 2  

L I -  (14.49) 

et qu’il n’est donc plus gaussien 

Pour d = 4, la contribution principale dans l’équation (14.46a) provient 
encore de p - p c  et, donc, 

(14.50) 

La longueur de corrélation n’a plus un coniportement en loi de puis- 
sances mais plutôt iin comportement de type gaussien modifié par un 
logarithme. C’est un comportenient typique d’une situation où le point 
fixe gaussien est stable en présence d’un opérateur marginal. 

Si l’on examine l’équation (14.2913) pour c = O et d = 2, on trouve que 
la longueur de corrélation ne peut diverger que pour T -f -03. Cette 
situation particulière sera étudiée dans le cadre du modèle O non linéaire 
en section 14.10. 
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Enfin, dans la limite critique 7 = O, m s’annule et donc, de la forme (14.44) 
de la fonction à deux points du champ cr, on déduit que l’exposant critique r j  

reste gaussien pour tout d : 

q = 0  =+ d 4 = & - 2 ) .  1 (14.51) 

On vérifie aussi que, pour d 5 4, les exposants p,v,rj satisfont la relation 
d’échelle démontrée dans le cadre du développement en E : 

p = Sv(d ~ 2 + 7 )  = v d 4 .  

14.5 Partie singulière de l’énergie libre 
et équation d’état 

En présence d’un champ magnétique constant H dans la direction a,  la 
densité d’énergie libre W(H) (à cet ordre, l’opposée de la densité du hamil- 
tonien (14.40) dans laquelle les équations de col sont utilisées) est donnée par 

W( H )  = In Z/voiume = -& 

où p a été éliminé grâce à l’équation (14.2913) (ou (14.38)) et la contribution 
du déterminant a été exprimée par l’équation (14.25). Les valeurs au col m2 et 
c sont données par l’équation (14.29~) et l’équation de col (14.29a) modifiée 

m2cr = H .  (14.52) 

L’aimantation, valeur moyenne de 4, est 

puisque les dérivées partielles de W par rapport à m2 et c s’annulent comme 
conséquence des équations de col. La densité de potentiel thermodynamique 
Ç ( M ) ,  transformée de Legendre de W ( H ) ,  est alors 

Ç(hf) = H M  - W ( H )  

Le développement de D ( m 2 )  pour rn 4 0 est donné par l’équation (14.26). 
Le potentiel thermodynamique prend alors la forme 

U d 2u 
(14.53) 
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avec la définition 
u * 6  =-AE 

44 
(14.54) 

Notons que, pour d < 4, le terme proportionnel à m4 est négligeable pour 
m 3 O par rapport au terme singulier vad. Donc, à l’ordre dominant dans le 
domaine critique 

3 1 
U 2 d Ç ( M ) / N  = -rm2 + -m2M2/N  - u r n d  + const., (14.55) 

où r a été défini en (14.34). 
Comme conséquence de la propriété (6.9) de la transformation de 

Legendre, l’équation de col correspondant à m2 est maintenant obtenue en 
exprimant que la dérivée de 6 par rapport à m2 s’annule. On trouve 

( ~ / u ) T  + M 2 / N  - K(d)mdP2 = O )  

dont la solution est 

m = = [K(d)]1’(2-d) [(6/u)r + M’/NI l / ( d - 2 )  , 
une expression qu’on peut comparer à l’expression quasi-gaussienne (8.59). 

critique s’en déduit : 
La contribution dominante au potentiel thermodynamique dans le domaine 

Différentes quantités peuvent être calculées à partir de Ç ( M ) .  Par exemple, en 
dérivant par rapport à M .  on trouve l’équation d’état dans la limite d’échelle 

( 14.57) 

où ho et a0 sont deux constantes de normalisation. L’exposant 6 est donné par 

d + 2  6=- 
d - 2 ’  

( 14.58) 

en accord avec la relation générale entre exposants S = d / d 4  - 1, et la fonction 

f(x) = (1 + x)2’(d-2) .  (1 4.59) 
f(z) Par 

La forme asymptotique de f(z) pour x + +cc implique y = 2 / ( d  - 2 ) ,  ce 
qui est à nouveau en accord avec la relations d’échelle y = v(2 - 7) .  Enfin, en 
accord avec des résultats généraux, l’équation d’état peut être mise sous une 
forme paramétrique { M ,  r }  H {R, e }  : 
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Exposant de  chaleur spécifique. Rapports d’amplitudes. En dérivant Ç(M) 
deux fois par rapport à r ,  on obtient la partie singulière de la chaleur spécifique 
à aimantation M fixée : 

Pour M = O, la partie singulière de la chaleur spécifique s’annule donc comme 

Csiiig. l ~ l - ~  (14.61) 

avec comme exposant de chaleur spécifique 

d - 4  
cy=- 

d - 2 ’  
(14.62) 

qui est aussi égal à 2 - du, en accord avec les prédictions du groupe de renor- 
rnalisation. 

Notons que, pour N 4 03, le ternie dominant de la chaleur spécifique 
quand r 4 O n’est pas la partie singulière universelle, qui s’annule, mais 
la partie régulière en ‘T qui a une limite finie mais dont la valeur n’est pas 
universelle (par exeniple elle dépend de u). 

Parmi les rapports d’amplitudes critiques, on peut calculer, par exemple, 
RE’ = f? (c~A+)’ /~  et R, = aA+C+/M: (cf équation (7.35) et section 8.6) 

+ d -  4 N  I‘(3 - d/2) R 4 - d  (14.63) 
- ( d - 2 ) 3  ( 4 ~ ) d / 2  ’ - ( d - 2 ) 2  

Corrections dominantes aux lois d’échelles. Le terme proportionnel à ni4 
est la correction dominante à la forme d’échelle asymptotique. Le comparant 
au ternie principal, on trouve 

m4/lmd ~ q 7 ( 4 - d ) / ( d - 2 ) )  

L’exposant qui caractérise les corrections dominantes à la forme asymptotique 
dans la variable température, est wu (w est défini par l’équation (13.29)) et 
donc 

W U  = (4 - d)/(d - 2) + w = 4 - d .  (14.64) 

Remarquons que pour la valeur particulière u = u*, cette correction s’annule. 

2 2  14.6 Les fonctions à deux points (AX) et (4  4 ) 
Dans la phase de haute température, en dérivant deux fois le hamilto- 

nien (14.39) par rapport à X(x), et en remplaçant le champ X(x) par sa valeur 
moyenne im2, on obtient la fonction à deux points (AX), qui est aussi le propa- 
gateur du champ X dans le développement en 1/N. Pour la dérivée du trln, on 
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peut utiliser le terme n = 2 du développement (14.8). La partie quadratique 
en A du hamiltonien est 

une expression qui, en introduisant les composantes de Fourier 

A(z) = J’ ddp ezpx x(p), 

peut être récrite 

(14.65) 

où B ~ ( p , r n )  est la fonction (14.12) correspondant au diagramme de la figure 
14.1. On trouve alors 

où ax se déduit de l’expression (14.65) : 

(14.66) 

(14.67) 

Utilisant la relation (14.38), on obtient la fonction à deux points (pp) (en 
représentation de Fourier, la translation par une constante ne produit qu’une 
distribution 6 à p = O) et donc, suivant la remarque de la section 14.4, la 
fonction à deux points de &(z) (qui est la fonction de corrélation énergie- 
énergie) en représentation de Fourier : 

La valeur à impulsion nulle de cette fonction donne la chaleur spécifique. Le 
développement pour m 4 O de B ~ ( 0 , m )  est donné par l’équation (14.20). 
La partie singulière de la chaleur spécifique s’annule donc comme rn4-d, en 
accord avec l’équation (14.60) pour M = 0. 

Dans la théorie critique (rn = O à cet ordre), pour 2 5 d 5 4, le dévelop- 
pement (14.21) montre que, quand l’impulsion p tend vers zéro, le dénomina- 
teur est aussi dominé par la partie singulière de  BA(^, O ) .  On en déduit que 

2 & Nb(d) P4-d (14.69) 

On vérifie à nouveau la cohérence avec les relations d’échelle. De plus, la 
dimension [A]  du champ A, et donc de l’opérateur énergie, dans la limite 
N + 00 est 

[A] = S[d + (4 - d ) ]  = 2 ,  (14.70) 
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un résultat important pour la théorie des perturbations en 1/N. Ce résultat 
est cohérent avec les propriétés (relations (9.64), (10.32) et (10.34)) 

2 [A] = [ p ]  = [C#J ] = d - l / ~  = d ~ (d - 2). 

Remarques. 

Pour d = 4, Bn(p ,  O) a le comportement logarithmique (14.23) et domine 
encore le comportement de la fonction à deux points qui devient 

1 6 ~ ~  
Ax(’) Nln(A/p)’ 

Soulignons qu’en conséquence, pour d 5 4, les contributions engendrées 
par le ternie proportionnel à A2(x) dans (14.7) ont toujours été négli- 
geables dans le domaine critique. 

La, fonction (au)  à basse température. Dans la phase de symétrie brisée, 
après translation des valeurs moyennes, l’hamiltonien inclut un terme propor- 
tionnel à OX et donc les propagateurs des champs a et X sont les éléments 
d’une matrice M 2 x 2. En représentation de Fourier, 

(14.71) 

où a = ( a ( x ) )  et BA est donnée par l’équation (14.21). Pour d < 4, asympto- 
tiquement, le déterminant est donné par 

l /  det M(p) - N [b(d)p“’ + 67/u] . 

Cette expression définit une échelle de masse 

l / (d -2 )  ~ mcr ( - 7 / u ) l / ( d - 2 )  A ( ( T C  ~ W2) ~ A((rc  - .)/A2)”, (14.72) 

à laquelle est associée une transition (crossover en anglais) entre un compor- 
tement dominé par les modes de Goldstone et un comportement critique. 

À d = 4, BA(’, O)  est donné par l’expression (14.23) et 

T, ~ r 
mCr ln[A2/(r, - T ) ]  ’ 

(14.73) 

Enfin, pour d > 4, B*(p, O) a une limite finie à p = O et donc 

mcr c( \/T,-T. (14.74) 

En toute dimension, pour Ir 4 r,I 4 O, mcr a donc le même comportement 
d’échelle que la masse physique. 
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14.7 Groupe de renormalisation et corrections 
aux lois d’échelles 

Pour vérifier plus directement la cohérence de la limite N + CO avec 
le schéma du groupe de renormalisation (GR) perturbatif, nous calculons, 
à l’ordre dominant pour N i 03, les fonctions du GR et les corrections 
dominantes aux lois d’échelle. 

14.7.1 Les fonctions du groupe de renormalisation 
Nous posons ( c f .  équation (14.54)) 

u = N g A 4 - d ,  g* = u * A ~ - ~  / N  = 6 / ( N a )  > (14.75) 

où la constante a ( d )  a été définie en (14.15) et diverge pour E = 4 - d -7’ O 
comme 1/(87r2&) (équation (14.18)). 

La masse m est solution des équations (14.46) qui entraînent 

m2 ‘ ~ ~ 4 - d  6 9 [ W m )  - %(O)]  + 7 .  

Pour A - 00, nous retenons, dans l’équation, le terme principal et la cor- 
rection qui devient marginale à d = 4 (équations (14.14), (14.15) et (14.75)). 
L’équation devient 

E(m,  7 , g ,  A) = m2(1 - g / g * )  + ; N g K ( ~ l ) m ~ - ~ i l ~ - ~  - 7 = O .  (14.76) 

Dérivant l’équation par rapport à A ,  g ,  r ,  on en déduit 

d m  aE 1 
ûA dm 6 

A-- + (4 - d ) - N g K ( d ) m d - 2 A 4 - d  = O ,  

= O ,  

où, dans la dernière équation, r a été éliminé en utilisant l’équation E = O. 
En faisant une combinaison linéaire de ces trois équations avec les coefficients 
1, - ~ ( 1 -  g / g * ) ,  -Eg/g*,  respectivement, on vérifie, qu’à cet ordre, m satisfait 
une équation qui exprime que c’est un invariant du GR : 

où, dans le membre de droite, les contributions d’ordre 1 / A 2  ont donc été 
négligées. Les fonctions du GR, p ( g )  et 772(g) sont alors 

P(s) = - 4 1  - 9 / 9 * ) ,  (14.78) 
(14.79) 772(g) = -Eg/g* =+ V-’(g)  = 2 + r/2(g)  = 2 - Eg/g* .  
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Pour les régularisations les plus simples, a ( d )  est positif en toutes dimen- 
sions et l’équation de point fixe, p ( g )  = O a une solution non-triviale g = g* 
correspondant, pour d 5 4, à un point IR. Intégrant l’équation de flot 

on obtient 1 %  - 11 = (14.80) 

On trouve alors les exposants Y-’ = d - 2, ce dernier résultat étant cohérent 
avec les équations (14.64, 14.49), et w = p’ (g*)  = E .  Dans le cadre du déve- 
loppement en E ,  w est associée à la correction dominante au comportement 
d’échelle asymptotique. Dans la limite N + 00, w reste plus petit que 2 pour 
E < 2, ce qui étend cette propriété à toutes les dimensions 2 5 d 5 4. 

Enfin, en appliquant les équations du GR au propagateur (14.44), on 
trouve 

r1kl) = 0 > (14.81) 

ce qui est cohérent avec la valeur (14.51) de l’exposant 71. 
Signalons, toutefois, qu’il existe des situations où a(d) est négatif et dans ce 

cas, que nous évoquons brièvement plus loin, la méthode du GR est confrontée 
à une sérieuse difficulté. 

14.7.2 Corrections dominantes aux relations d’échelle 
De l’analyse générale du RG, on s’attend à ce que les corrections princi- 

pales au comportement d’échelle s’annulent pour u = ri* .  Cette propriete a 
déjà été vérifiée pour l’énergie libre. Considérons à nouveau la longueur de 
corrélation ou la masse m données par les équations (14.46). Gardant la cor- 
rection dominante à l’intégrale pour m + 0, on obtient l’équation (14.76) qui 
peut être rrcrite 

U 7 
1 - 7 + ( ~ / 6 ) K ( d ) m ~ - ~  + O ( r r ~ ~ - ~ A - ’ )  = - .  

U m2 

On note que pour la valeur particulière u 1 u* (g = g * ) ,  la correction d‘échelle 
dominante, qui devient marginale ou logarithmique à d = 4, s’annule. 

On vérifie que les corrections dues au fait que g # g* sont proportionnelles 
à (u - u * ) T ‘ / ( ~ - ‘ ) .  On en déduit que wu = ~ / ( 2  ~ E ) ,  ce qui est cohérent avec 
les équations (14.64) et (14.49). 

La fonction ù deux points (AX) .  De la même manière, si l’on garde les 
corrections dominantes à la fonction (AX)  dans la théorie critique (équa- 
tions (14.67) et (14.21)), on trouve 

& ( p )  = - - - - + b(d)p-E , 1 -l N 2 r  u U* 
(14.82) 
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où l’on a négligé les corrections d’ordre Ap2. Les corrections d’échelle domi- 
nantes s’annulent à nouveau exactement pour u = u* comme attendu. 

Discussion. 

(i) On peut montrer qu’une perturbation due à des opérateurs inessentiels 
est équivalente, à l’ordre dominant dans la région critique, à une mo- 
dification du coefficient de (42)2. Ceci peut être explicitement vérifié 
ici. L’amplitude de la correction dominante aux relations d’échelle est, 
comme on l’a vu, proportionnelle à 6/u ~ a(d)A-‘ où la valeur de a ( d )  
dépend de la forme du facteur de coupure et, donc, des contributions 
inessentielles. Notons u’ le coefficient de (42)2 dans un autre schéma où 
a est remplacé par u’. En identifiant la correction d’échelle dominante, 
on trouve la relation (9’ = ,’Adp4) 

1 a ( d )  - 1 a’(d) 
- 

y 6 g’ 6 ’  

qui est une relation homographique cohérente avec la forme spéciale 
(14.78) de la fonction p. En effet, utilisant l’équation de flot (14.80) 
entre deux valeurs XI et X2, on trouve 

(ii) L e  szgne de a ( d ) .  On suppose généralement que a ( d )  est positif. C’est 
d’ailleurs le cas pour les schémas de régularisation les plus simples. On 
voit, par exemple sur l’expression (14.17), qu’une condition suffisante est 
que D ( k ) ,  dans l’expression (14.9)’ soit croissante monotone. De plus, 
a ( d )  est toujours positif près de la dimension 4 où il diverge comme 

1 
a ( d )  d:4 =‘ 

Alors, daris la limite N + CO, il existe bien un point fixe u = u* pour 
la physique de longue distance, zéro non trivial de la fonction p. À 
cette valeur de u, les corrections principales aux formes asymptotiques 
d’échelle s’annulent. 

Toutefois, à d fixé, d < 4, ceci n’est pas la situation générale. I1 est facile 
de trouver des régularisations pour lesquelles, par exemple, a ( d )  est négatif à 
d = 3. 

Si a ( d )  est négatif, la méthode de GR, du moins dans sa version simplifiée 
réduite à un seul paramèlre, est confrontée à un sérieux problème pour N 4 

00. En effet, le paramètre effectif .(A) à l’échelle X croît pour X + 00 jusqu’à 
ce que le développement en 1/N ne soit plus valable. L’interprétation de ce 
phénomène n’est pas claire. Cela peut être un effet véritable : les hamiltoniens 
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de départ de ce type n’appartiennent pas au bassin d’attraction du point fixe. 
Cela peut être aussi un problème de groupe de renornialisation qu’il faut 
modifier pour assurer cette convergence. Enfin, cela peut être simplement une 
pathologie de la limite N + 00. 

Une autre façon de formuler le problème est d’examiner directement la 
relation entre les interactions nue et renormalisée. Notant grm4-d la fonction 
à quatre points renormalisée à inipulsion nulle, on trouve 

(14.83) 

Dans la limite m << A,  la relation peut s’écrire 

- - =) . (14.84) 

En conséquence, pour a(d) < 0, la valeur de point fixe renormalisée ne peut 
être atteinte en variant g > O pour aucune valeur finie de m/A. De mènie, les 
corrections dominantes au comportement de point fixe ne peuvent plus être 
annulées. 

1 ( d - 2 ) N K ( d )  

Sr 1 2  9 6  
- - + (?)ld (1 

14.8 Le développement en l /N 
Dans le calciil par la méthode du col de l’intégrale de champ (14.6), les 

termes d‘ordre supérieur engendrent un développement en 1/N. Pour étudier 
les propriétés de ce développement, il est utile de récrire d’abord I’hamilto- 
nien (14.7) de manière un peu différente, en translatant la valeur du champ 
X(x)  de sa valeur moyenne Zm2 (équation (14.27)), X(x) H im2 + X(z) .  On 
trouve 

14.8.1 Analyse dimensionnelle 
On peut maintenant analyser l’hamiltonien (14.85) du point de vue du 

groupe de renormalisation local, autour du point fixe IR. La dimension du 
chanip a(.) est (d  - 2)/2. Les ternies quadratiques en a avec plus de deux dé- 
rivées sont toujours inessentiels. La dimension [A] du champ A(x), déduite 
du comportement critique (14.69) du propagateur, est donnée par l’équa- 
tion (14.70) : 

Ainsi, X2 a une dimension 4 > d et donc la perturbation S d d x A 2 ( x ) ,  qui 
correspond à la valeur propre d - 4, est inessentielle, ce qui est cohérent avec 

[A] = 2 .  
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l’analyse de la section 14.7.2. Le terme d’interaction A(z)a2(z)ddz a pour 
dimension zéro. On peut vérifier que les interactions non locales qui dépendent 
du champ X et proviennent du développement (14.8) du déterminant, ont 
également toutes une dimension nulle quand on ne retient du propagateur 
que les termes dominants à grande distance : 

[tr(AA)’] = k [A] - 2k = O .  

Par conséquent, dans le cadre du développement en 1/N, la théorie a, au sens 
de l’analyse dimensionnelle, les propriétés d’une théorie renormalisable pour 
toutes les dimensions 2 < d 5 4. Contrairement à la théorie des perturbations 
usuelle, le développement en 1/N ne génère que des corrections logarithmiques 
au comportement à longue distance dominant. La situation est donc similaire 
à celle rencontrée pour le développement en E au point fixe et on s’attend à 
pouvoir calculer des quantités universelles, telles que les exposants critiques 
par exemple, comme des séries de puissances en 1/N. Toutefois, comme cer- 
taines interactions sont non locales, la démonstration de cette propriété n’est 
pas immédiate car les résultats habituels de la théorie de la renormalisation 
ne s’appliquent pas. Cependant, il est possible de construire une théorie des 
champs alternative quasi locale qui a les mêmes comportements asymptotiques 
à longue distance et à laquelle la théorie de la renormalisation s’applique. 

14.8.2 Application : développement perturbatif, 
singularités infrarouges et comportement 
à grande impulsion 

La correction d’ordre 1/N à la fonction à deux points permet de com- 
prendre le problème des divergences perturbatives dans la théorie de masse 
nulle pour d < 4. 

Nous avons vu que, dans le cadre du développement en 1/N, on peut faire 
des calculs à dimension fixée d < 4 dans la limite critique (T = Tc,m2 = 
O ) .  Ceci implique que les termes du développement en 1/N ne peuvent pas 
être développés dans une série de puissances du coefficient g de (qb2)2, au 
moins avec des puissances entières. Notons que le point fixe gaussien est un 
point fixe stable pour le comportement à grande impulsion des fonctions de 
corrélation renormalisées. Les comportements pour g 4 O sont donc liés aux 
comportements à grande impulsion. 

Pour comprendre ce phénomène, on considère la fonction à deux points 
(.a) à l’ordre 1/N. À cet ordre, un seul diagramme contribue (figure 14.3), 
contenant deux vertex Azo. Dans la limite A 4 CO, et après une renormalisa- 
tion de masse (pour que f’($ ( p  = O) = O ) ,  on trouve 
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Une étude analytique de l’intégrale montre qu’elle a iin développement de la 

k> 1 

Les coefficients a ! k , P k  peuvent être calculés à partir de la transformée de 
hîellin de l’intégrale considérée comme fonction de u (cf. appendice C.2). Les 
termes avec des puissances entières de u correspondent au développement per- 
turbatif qui existe pour E suffisamment petit en régularisation dimensionnelle. 
o k  a des pôles en E = (21+2)/k pour lesquels la puissance correspondante de p 2  
est -1, c’est-à-dire un entier. On vérifie que pl a un pôle pour la même valeur 
de E et que les contributions singulières se compensent dans la somme. Pour 
les dimensions correspondant aux pôles, des logarithmes de u apparaissent 
dans le développement. 

FIG. 14.3 - Le diagramnic contribuant à r(C! à l’ordre 1/N 

14.9 L’exposant 7 à l’ordre 1/N 
Afin d’illustrer la discussion précédente, calculons l’exposant à l’ordre 

l /N (figure 14.3). I1 suffit pour cela d’évaluer la fonction à deux points du 
champ & l’ordre 1/N, & T, et au point fixe IR. Dans la limite p + O, la 
contribution doniinante à l’expression (14.86) se réduit 

1 1 
ddq q4-d ~ ~ -1 + O  (&). (14.88) 

2 
F<2>(P) = p 2  + - NB(E) / 

Comme conséquence de l’analyse dimensionnelle de la section 14.8, on s’at- 
tend à ce qu’après une renormalisation de masse, l’intégrale sur q diverge 
logarithmiquement pour toute dimension ce qui est bien vérifié ici. On intro- 
duit donc un facteur de coupure A dont la forme spécifique ne joue aucun rôle 
à cet ordre. L’intégrale se comporte alors pour les grands A, ou les petites 
impulsions, comme 

(14.89) 

En comparant avec le développement de la fonction à deux points au point 
fixe IR, 

l y p )  K p2-q - - P (1 - 77 1nP + 0 (1/N2)) ’ (14.90) 
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on conclut 
r = 2A/(Nb(€)). 

L’expression (14.89) montre que le coefficient de lnp  peut être obtenu en 
évaluant la partie divergente de l’intégrale. Celle-ci correspond à des grandes 
valeurs de la variable d’intégration y dans (14.88) et est une fonction régulière 
de l’impulsion p .  On peut donc la développer pour p + O. On trouve 

Utilisant l’invariance par rotation, on peut substituer 

4 ( P . d 2  4 
H - .  1 

d 
%!!@ H -6,p et donc ~ 

q2 d P2Y2 

La partie divergente de l’intégrale est donc 

p21nA. (14.92) 
2(4 - d) 

d ( 4 ~ ) d / ~ r ’ (  d/2) 

En utilisant la définition (14.22) de b(&) ,  on en déduit la valeur de l’exposant 11. 
I1 est conimode de poser 

Après un peu d’algèbre, on obtient 

4 - d  r = -  Nd XI + O  ($) . 

(14.93) 

(14.94) 

14.10 Le modèle O non linéaire 

Nous avons souligné que le terme proportionnel à X2(z)ddz est négli- 
geable dans le domaine critique pour d 5 4 et peut donc être omis à l’ordre 
dominant. En section 14.8, nous avons relié cette observation à la dimension 
du monôme X2 dans le cadre du développement en 1/N : X2 a la dimension 4 
en toutes dimensions d’espace et donc est inessentiel pour d < 4. Pour d = 4, 
la situation est plus subtile, parce qu’il est marginal. Cependant, même dans 
ce cas, il n’introduit que des corrections logarithmiques au comportement do- 
minant. En fait, la partie constante de l’inverse du propagateur, telle qu’elle 
apparaît dans l’équation (14.82) joue le rôle d’un paramètre de coupure de 
grande impulsion. Considérons alors l’hamiltonien (14.85) sans le terme en 
X2. Si l’on réintroduit le champ initial + et on intègre sur X(z), on trouve 

(14.95) 
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avec 
4; = 6 (m2 - T )  l u .  

Sous cette forme, on reconnaît la fonction de partition d’un modèle de théorie 
des champs appelé modèle a non linéaire, dans une paramétrisation inhabi- 
tuelle. Ce modèle sera brièvement discuté au chapitre 15. Cette observation 
conduit à une Correspondance remarquable : à tous les ordres dans le dévelop- 
pement en 1/N, les fonctions de corrélation connexes du modèle a non linéaire 
et de la théorie des champs (q52)2 ont le même comportement asymptotique 
de grande distance. 

La limite N + CO. Le modèle CT non linéaire peut être résolu directement 
dans la limite N + O;). La solution dans une paramétrisation plus naturelle 
va montrer plus explicitement la correspondance avec la paramétrisation de 
la théorie des champs (42)2. 

La fonction de partition du modèle CT peut s’écrire 

(14.96) 

avec 
1 

‘H(4,X) = -‘E(’)(+) T - & J’ddzA(z)(4’(z) - 1)’ ( 14.97) 

où l’intégrale sur x assure la contrainte 4’ = 1 et le paramètre T est la 
température. En intégrant, comme on l’a fait à la section 14.1, sur N - 1 
composantes de 4 et en notant O la composante restante, on obtient 

2 = [da(z)dX(z)] exp [ - ‘ H H N ( ~ ,  A)] , (14.98) s 
où 

2 T  
1 
T 

+ - ( N  - 1) trln [-VZD(-V:/h2) - i X ( o ) ]  . 

‘HN (a, A) = -7d2)(a) - ddz  (~ ’ ( z )  - i)A(z) 

1 
2 

(14.99) 

On prend maintenant la limite N + O;) à T N  fixé. Les équations du col qui 
correspondent aux équations (14.29) sont 

m a = O ,  2 (14.100a) 

(14.100b) a2 = 1 - ( N  - l ) T R d ( r n ) ’  

ou l’on a posé im2 = (X(z)) et f l d  a été défini en (14.11). À basse température, 
CT est différent de zéro pour d > 2 et donc m, qui est la masse du champ 7r,  

s’annule. L’équation (14.100b) donne l’aimantation spontanée : 

a2 = 1 - ( N  - l)TRd(O). (14.101) 
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Pour T = T,, où nous avons défini 

1 / T c  = ( N  - l)fld(O), 

a s’annule. Par conséquent, l’équation (14.101) peut être récrite 

a2 = 1 ~ TIT,, (14.102) 

en accord, pour T + T,, avec le résultat (14.43). 

aux champs 7r et a, est donnée pour 2 < d < 4 par (équation (14.15)) 
Au-dessus de T,, a s’annule et m, qui est maintenant la masse commune 

(14.103) 

Pour T 4 T,, on retrouve la forme d’échelle (14.48) de la longueur de corré- 
lation E = i / m .  

Nous verrons au chapitre 15 que les fonctions de corrélation du modèle a 
satisfont des EGR qu’on peut démontrer dans un développement double en T 
et E = d - 2. Combinant les résultats (14.102) et (14.103) avec les expressions 
générales (15.52) et (15.51)’ on peut en déduire les fonctions du GR à l’ordre 
dominant pour N -f 03 : 

(14.104) 

La solution de l’équation p = 0 est, dans ce contexte, la température critique 
T,, p’(Tc) = - l / u  = 2 - d et <(TC) = 

Le calcul d’autres quantités physiques et le développement en 1/N dé- 
coulent des considérations des sections 14.1-14.8. 

(c f .  section 15.8). 



Chapitre 15 

Le modèle O non linéaire 

ANS CE CHAPITRE, nous discutons le modèle a non linéairc, une théorie D des champs caractérisée par une symétrie orthogonale O ( N )  réalisée non 
linéairement. I1 existe plusieurs motivations pour entreprendre une telle étude. 

Du point de vue de la physique statistique, le modèle apparaît dans l’étude 
des propriétés de longue distance de la phase ordonnée à basse température 
de modèles de spins sur réseaux avec symétrie û ( N )  et interactions à courte 
portée. En effet, dans le cas des symétries continues, toute la phase de basse 
température a une physique à longue distance non triviale due à l’apparition 
des modes de Goldstone de masse nulle ou de longueur de corrélation infinie. 

Par ailleurs, le modèle possède, à deux dimensions, la propriété de li- 
berté asgrnptotique (le point fixe gaussien est marginalement stable pour le 
comportement à grande impulsion ou à courte distance) et de spectre non 
perturbatif. Ces propriétés sont partagées, en dimension 4, par la Chrorrio- 
Dynamique Quantique (QCD en anglais), une théorie de jauge non abélienne, 
partie intégrante du Modèle Standard des interactions fondamentales décri- 
vant la physique à l’échelle microscopique. 

Du point de vue statistique, les propriétés du modèle O non linéaire 
déduites du groupe de renormalisation (GR), fournissent des informations 
supplémentaires sur les comportements à longues distances des modèles de 
spin, dans toute la phase ordonnée de basse température. Le GR permet de 
démontrer des propriétés universelles à température fixée en dessous de T,. 
Ces propriétés sont spécifiques des modèles ayant des symétries continues, 
puisqu’elles sont des conséquences directes des interactions entre niodes de 
Goldstone. 

De façon plus surprenante peut-être, dans le cas non abélien N > 2 ,  le 
modèle a permet d’étudier le comportement critique au voisinage de deux 
dimensions. Les résultats ainsi obtenus sont basés sur une analyse de l’insta- 
bilité de la phase ordonnée à basse température et près de deux dimensions, 
due aux interactions des modes de Goldstone. 
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De tels résultats sont plus aisément compréhensibles quand on se réfère à 
l’étude de la limite N 4 00 en section 14.10 : à tous les ordres du dévelop- 
pement en 1/N, dans le domaine critique, les modèles (42)2 et O non linéaire 
sont équivalents. 

Enfin, il est nécessaire de souligner, qu’à la différence de la théorie (42)2 ,  
le modèle O non linéaire ne peut être défini perturbativement que sur le réseau 
ou en utilisant la régularisation dimensionnelle (section 12.5.2). 

15.1 Le modèle O non linéaire sur réseau 

Le modèle O non linéaire est un modèle invariant par le groupe O ( N )  
agissant sur un champ (ou spin classique) &x> à N composantes appartenant 
à la sphère  SN-^ : 

@(x) = 1.  (15.1) 

Nous définissons d’abord un modèle sur réseau qui, techniquement’ peut être 
considéré comme une version régularisée de la théorie statistique des champs 
correspondante. Nous introduisons les différences finies 

où x appartient au réseau cubique des points de coordonnées entières et 
est le vecteur unité dans la direction p.  L’énergie de configuration est choisie 
de la forme 

La fonction de partition est alors donnée par 

où T est la température du modèle statistique. La mesure et l’intégrant sont 
explicitement invariants par le groupe O ( N ) .  

Dans l’expression (15.3), on reconnaît la fonction de partition d’un modèle 
de spins classiques sur réseau avec des interactions ferromagnétiques entre 
proches voisins. 

Modèles ferrornagnétzques à N composantes sur réseau. Le modèle statis- 
tique (15.3) fournit un exemple particulier (interaction de proches voisins) 
d’une classe de modèles à N composantes sur réseau : des spins S,, vecteurs à 
N composantes et de longueur unité, attachés à chaque site i d’un réseau, in- 
teragissent par l’intermédiaire d’une interaction de paire ferromagnétique V& ’ 



15. Le modèle a non linéaire 383 

à courte portée de la classe définie en section 8.1. En champ nul, la fonction 
de partition de tels modèles prend la forme générale 

Z = J’ dSi 6 (Ss - 1) exp [ -&(S) /T]  , 
ZEZd 

où l’énergie de configuration est 

&(S) = - v,,s,. s, 
2 J E Z “  

(15.4) 

(15.5) 

Rappelons que les propriétés critiques de tels modèles peuvent être déduites 
de l’analyse par le GR d’une théorie des champs (42)2 effective. La correspon- 
dance entre cette théorie des champs et les modèles sur réseaux est établie par 
la méthode suivante : on trouve d’abord une approximation pour la fonction 
de partition, l’approximation du champ moyen, valable pour les dimensions 
élevées (cf. section 8.10). On caractérise les propriétés critiques de toutes les 
quantités physiques dans le cadre de ce schéma d’approximation. On montre 
alors que l’approximation du champ moyen est le premier terme dans un dé- 
veloppement systématique. En examinant la première correction, on découvre 
le rôle de la dimension 4 où la validité de la théorie du champ moyen cesse (cf .  
section 8.9.2). Enfin, pour d 5 4, une somme, à tous les ordres dans le déve- 
loppement, des divergences IR dominantes mène à une théorie des champs 44 
effective dont les propriétés critiques peuvent être analysées par les méthodes 
du GR pour la dimension 4 - E ,  c’est-à-dire près de la dimension critique 
supérieure, ainsi que nous l’avons montré dans les sections 13.1.1 et 13.2.1. 

Ici, en revanche, nous nous intéressons aux propriétés de ces modèles de 
spin à basse température dans ia phase ordonnée ou en champ uniforme faible, 
ce qui conduit à un autre type de développement. 

15.2 Développement de basse température 
À basse température, en champ nul, les configurations dominantes sont 

celles qui minimisent l’énergie de configuration (15.2) et qui, donc, satisfont 

Les configurations dominantes correspondent donc à tous les spins alignés. 
Comme conséquence directe de la symétrie, l’énergie de configuration admet 
un ensemble continu de configurations dominantes équivalentes reliées par des 
transformations du groupe O ( N ) .  

Si l’on ne calcule que des fonctions de corrélation invariantes sous O ( N ) ,  
tous les minima donnent exactement la même contribution. En sommant sur 
tous les minima en obtient un facteur, le volume de la sphère  SN-^, qui 
disparaît dans la normalisation de la fonction de partition. 
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Cependant, dans le cas de fonctions de corrélation non invariantes sous 
O ( N ) ,  une somme sur tous les minima est équivalente à une moyenne sur 
le groupe O ( N ) .  Par conséquent, il semblerait que seules les fonctions de 
corrélation invariantes par le groupe O ( N )  soient non nulles. Ce problème est 
directement lié à la possibilité d’une brisure spontanée de symétrie. Dans la 
phase désordonnée, il est nécessaire de sommer sur toutes les configurations 
et donc toutes les configurations dominantes. Dans la phase ordonnée, au 
contraire, le système statistique n’est plus ergodique et ,  par conséquent, on 
ne doit sommer que sur un sous-ensemble de configurations de spins fluctuant 
autour de la direction d’aimantation spontanée. La configuration dominante 
à basse température est unique. 

Toute configuration dominante est le point de départ d’un développement 
de basse température. Par ailleurs, à cause de la forme (15.3)’ le développe- 
ment de basse température est techniquement un développement en nombre 
de boucles ( c f .  l’argument de la section 12.4.2). 

Enfin, en présence d’un champ magnétique uniforme, la dégénérescence est 
levée, l’aimantation et la configuration dominante à basse température étant 
alignées le long du champ magnétique. 

15.2.1 Paramét risat ion 
Prenons comme configuration minimale le vecteur n = (1, O) .  Afin d’en- 

gendrer le développement de basse température du modèle statistique, il est 
nécessaire de paraniétrer le vecteur de spin en termes de variables indépen- 
dantes. Une paramétrisation de la sphère (15.1) qui est adaptée au dévelop- 
pement de basse température est, par exemple, 

&.I = (.(.),4.)) > (15.6) 

où O est la composante de & le long de n et ~ ( x )  est un vecteur à ( N  - 1) 
composantes. La composante O(.) est alors une fonction de ~ ( z )  par l’équa- 
tion (15.1). L’équation peut être résolue localement. Comme 1 - O << 1, la 

(15.7) 
solution est 

La conséquence de la singularité de cette paramétrisation sera discutée plus 
loin. 

112 .(.) = (1 - 7r”z)) . 

Représentation du groupe SO( N )  . Dans ce qui suit, nous ne discutons que 
des transformations du groupe O ( N )  voisine de l’identité et donc appartenant 
au sous-groupe S O ( N )  des matrices de déterminant 1 (cf. section A.4). 

Le sous-groupe SO(N-1)  qui laisse O invariant agit linéairement sur ~ ( x )  : 

N-l  

où 0,p est une matrice orthogonale ( N  - 1) x ( N  - 1) de déterminant 1. 
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On peut alors décomposer l’ensemble des générateurs de l’algèbre de Lie 
de S O ( N )  en l’ensemble des générateurs de l’algèbre de Lie de SO(N - 1) et 
l’ensemble complémentaire. Cet ensemble complémentaire correspond à des 
transformations infinitésimales qui engendrent les variations 

(15.8) 7r H 7r + avec [ ~ ~ 7 r ] ( z )  = w(i  - 7rz(z)) , 

où les constantes w, sont les paramètres infinitésimaux de la transforniation. 
Comme le transformé du vecteur 7r est une fonction non linéaire de 7r. on 
parle ici de représentation non-linéaire du groupe O ( N ) .  

La loi de transforniation du champ a est alors une conséquence de la 
relation (15.7) et de la transformation (15.8) du champ 7r : 

1/2 

DUO(.) D,(i - ”2(’))1/2 = -(i - 7r(z))-1~z7r ’ [DU7r](.) = -w. 7r(z). 
(15.9) 

La fonction de partition et fonction génératrice. Dans la représenta- 
tion (15.6)’ l’énergie de configuration (15.2) prend la fornie 

(15.10) 
Utilisant la relation (15.7)’ on trouve 

a = (1 - T ~ ) ~ / ~  = 1 - $7r2 + O(7r4) =+ D,a(z) = -SD,7r2 + O(7r4), 

et donc 
(15.11) 

1 
2 

E ( T , ~ )  = - ‘j-(~,~(z))~ + o ( ~ ~ ) .  
Z > P  

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation est donnée par 

(15.12) 
où d r ( l  - 7 r Z ) - ’ I 2  est la mesure invariante sur la sphère dans la paramétri- 
sation (15.6). 

À cause de la paramétrisation (15.6)’ l’énergie de configuration n’est plus 
polynomiale, comme envisagée dans les modèles de théorie des champs étudiés 
jiisqu’ici. Par ailleurs, le terme de niesure 

développé en puissances de 7 r ,  engendre des interactions supplémentaires qui 
ne contribuent pas à l’ordre principal pour T + 0. 
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Rappelons, enfin, que la forme (15.12), n’a de sens que pour O(.) > O, 
c’est-à-dire dans une phase ordonnée avec aimantation le long du vecteur n. 

Remarque mathématique. Le champ 6 peut aussi être identifié à un élément 
d’un espace quotient homogène (symétrique) O ( N ) / O ( N  - 1). 

15.2.2 Développement perturbat if 
La paramétrisation (15.6) est adaptée au développement autour de la confi- 

guration ~ ( x )  = O. Dans l’intégrale de champ (15.3)’ la température T or- 
donne la théorie des perturbations. Pour T + O, les champs ~ ( x )  qui contri- 
buent à la fonction de partition sont alors tels que 

ce qui, combiné avec le choix de développer autour de ~ ( x )  = O, entraîne aussi 

(15.13) 

La dépendance en T de l’intégrant est typique des intégrales évaluables par la 
méthode du col (sections 2.6 et 2.7.1) Les valeurs de ~ ( x )  d’ordre 1 donnent 
des contributions exponentiellement petites à l’intégrale de champ (d’ordre 
exp(-const./T)) qui sont négligeables à tous les ordres de la théorie des 
perturbations. L’intégrale peut être développée autour de l’approximation 
gaussienne et le développement perturbatif se ramène à l’évaluation de valeurs 
moyennes gaussiennes. À tous les ordres dans le développement en puissances 
de T, dans les intégrales de champ on peut intégrer librement sur ~ ( x )  de 
+cc à -00, les contraintes imposées par la paramétrisation (15.7) (O(.) > O) 
et par 

14x11 5 1 1  

correspondant de nouveau à des corrections exponentiellement petites. 

champ de façon différente : 
Puisque 7r est d’ordre fi, il peut donc être commode de normaliser le 

7 r H 7 r f i .  ( 15.14) 

Alors, 

Cette normalisation montre que le développement de l’expression (15.10) en 
puissances de T, engendre une infinité de vertex différents avec des puissances 
paires arbitraires de 7r. Dans la normalisation initiale de 7r’ utilisant la relation 
entre développement en puissances de T et développement en nombres de 
boucles, il est toutefois facile de vérifier qu’à tout ordre fini en T et pour 
une fonction de corrélation donnée, seul un nombre fini de vertex contribue. 
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Notons que le terme de mesure ne contient pas de facteur l / T  et ne commence 
à contribuer qu’à l’ordre d’une boucle. I1 produit des vertex supplémentaires 
sans dérivées. 

Introduisant la représentation de Fourier du champ 

~ ( x )  = ddp eipx i?(p) ,  .I 
on note 

On en déduit 

En représentation de Fourier, le propagateur du champ 7r s’écrit alors 

(15.15) 

avec 
(15.16) 

À l’ordre principal, le champ 7r est donc de masse nulle ou de longueur de 
corrélation infinie : le développement de basse température suppose auto- 
matiquement que la symétrie O ( N )  est brisée spontanément et le champ 7r 

correspond alors aux modes de Goldstone de la symétrie brisée. Le partenaire 
massif du champ 7r dans la réalisation linéaire, la composante O, a été éliminé 
par la contrainte (15.1). 

Cette propriété explique l’existence d’une limite continue dans la phase de 
basse température que le développement permet d’étudier. 

Soulignons ici que ces propriétés sont indépendantes du choix particu- 
lier (15.6) de la paramétrisation de &z). 

15.2.3 Point fixe gaussien et perturbations 
La forme du propagateur (15.16) montre que le champ 7r a la dimension 

gaussienne habituelle d’un champ scalaire [7r] = $ ( d  - 2 ) .  
Tous les vertex sont affectés du facteur d - E, cos p ,  = $ p 2  + O(p4).  Nous 

changeons donc d’échelle de distance et de normalisation du champ comme 
indiqué en section 13.1.2 : 

2 AX + P/A,  T ( ~ )  A ( ~ - ~ ) / ~ + / A ) ,  (15.17) 

où 1/A est la maille du réseau dans cette nouvelle échelle. Étendons ensuite la 
définition de ~ ( z )  par une interpolation infiniment différentiable à des valeurs 
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réelles quelconques de 5.  Avec cette définition, D,7r admet un développement 
en puissances de A de la forme 

Le champ F a un développement en puissances de r2.  Une contribution à Dfic 
est de la forme 

On en déduit la forme des contributions à l’énergie de configuration. Factori- 
sant l’élément de volume A p d ,  on trouve qu’un vertex contenant n champs 7r 

et r puissances de 13, n 2 2, r 2 2, est affecté d’un facteur avec 

I,, = d - n ( d  - 2)/2 - r ,  

Comme nous l’avons montré en section 13.1.3, les changements d’échelle et de 
normalisation ramènent l’analyse des perturbations au point fixe gaussien à de 
l’analyse dimensionnelle et les quantités 2,, sont aussi les valeurs propres asso- 
ciées aux vecteurs propres du groupe de renormalisation (cf .  équation (9.50)). 
Par conséquent : 

(i) pour d > 2, l,, > O et donc tous les vertex sont inessentiels. On s’attend 
à ce que le comportement à longue distance pour T < T,, dans la phase 
ordonnée soit donné par une théorie quasi-gaussienne ; 

(ii) pour d = 2, les vertex avec r > 1 sont inessentiels et les vertex avec r = 1 
sont marginaux. I1 est donc nécessaire d’étudier systématiquement les 
corrections au modèle gaussien ; 

(iii) pour d < 2, les mêmes vertex deviennent essentiels. Ceci n’a rien de 
surprenant puisque nous avons montré qu’une transition de phase est 
alors impossible. 

Pour d > 2,  un problème cependant apparaît : la mesure engendre des 
vertex sans dérivées, qui donc semblent essentiels. En réalité, ces vertex main- 
tiennent la symétrie O ( N )  du modèle et ,  en particulier, compensent les cor- 
rections de niasse engendrées dans le développement perturbatif par les autres 
vertex. Ils jouent un rôle quelque peu équivalent au terme en r,a2 dans l’ha- 
miltonien (10.1). 

Cette analyse met en évidence le rôle de la dimension 2 et suggère donc 
d’étudier plus particulièrement le modèle à deux et au voisinage de deux 
dimensions. 
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15.3 Limite continue formelle 
Dans la mesure où la longueur de corrélation du champ 7r est infinie, il 

existe une physique de longue distance non triviale, et donc une liniite conti- 
nue. On peut essayer de décrire la limite continue, en prenant directement 
la limite continue du modèle sur réseau. Nous avons montré que les correc- 
tions les plus importantes au modèle gaussien viennent des vertex avec deux 
dérivées. L’énergie de configuration, ou action euclidienne, la plus générale 
invariante par le groupe O ( N ) ,  fonction de $ et de ses dérivées, et  qui inclut 
au plus deux dérivées, (les termes les plus importants à grande distance) est 

(15.18) 

à une constante multiplicative près. (L’invariance par translation et l’isotropie 
dans Rd sont implicites.) En effet, tout terme symétrique sans dérivée est une 
fonction de ( $ ) 2  et donc, à cause de la contrainte (15.1), se réduit à une 
constante et 6 .  ap$ s’annule. 

La fonction de partition s’écrit alors 

où dp($) est le produit sur tous les points des mesures invariantes sur la 
sphère. 

Dans la paramétrisation (15.6), adaptée au développement perturbatif 
pour T 4 O, l’énergie de configuration (15.18), ou action euclidienne, prend 
la forme géométrique 

où 
(15.21) 

est le tenseur métrique sur la sphère et T caractérise alors la déviation de la 
théorie statistique des champs à la théorie gaussienne. 

L’expression géométrique (15.20), qui fait intervenir le tenseur niétrique, 
est indépendante de la paraniétrisation de la sphère. 

Fonction de partition et fonction génératrice. La fonctionnelle génératrice 
des fonctions de corrélation est alors donnée par 
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Un problème apparaît imniédiatement : dans l’espace continu la mesure fonc- 
tionnelle n’est pas définie. Du point de vue formel, la mesure peut être inter- 
prétée comme un déterminant et donc, puisque In det = t r  In, son logarithme 
comme une trace : 

I n n  (1 - ~ ’ ( x ) )  -’” = exp [-$ t r  K] 
5 

avec 

K(x,y) = ad(x ~ y)ln( i  - ~ ’ ( z ) )  + t r K  = “bd(0)” ddx In (1 - ~ ’ ( x ) )  . 

( 15.23) 
I1 faut donc trouver une méthode pour régulariser ce qui apparaît comme une 
contribution supplémentaire infinie d’ordre T à un hamiltonien effectif. 

s 

15.4 Régularisation 

Même sans tenir compte des contributions de la mesure, les diagrammes 
de Feynman engendrés par la théorie (15.22) divergent à courte distance ou à 
impulsion nulle. I1 est donc nécessaire de modifier la théorie pour rendre les 
diagrammes finies, une opération appelée régularisation. 

Régulamsatzon par dérivées ou régulccresatzon de Paulz-Vzllars. Toute ver- 
sion régularisée du modèlc O non linéaire doit rester invariante par les trans- 
formations du groupe O ( N ) .  Cette condition est moins simple à satisfaire que 
dans un cas linéaire puisque, comme conséquence de la symétrie, les termes 
d’interactions dans l’expression (15.20) sont reliés à la partie quadratique. 
Une niéthode simple consiste à partir de la description du modèle en termes 
du champ $(x) parce que l’énergie de configuration (15.18) est formellement 
identique à un hamiltonien critique gaussien. Nous remplaçons donc E ( $ )  par 

En exprimant alors $(x) en termes de ~ ( x ) ,  on découvre que le comporte- 
ment à grandes impulsions du propagateur est amélioré, mais en même temps 
de nouvelles interactions encore plus singulières sont engendrées. Une analyse 
en comptage de puissances révèle alors que tous les diagrammes peuvent être 
régularisés, sauf les diagranimes à une boucle dont le comptage de puissance 
ne change pas. Cette propriété n’est pas indépendante d’une autre limita- 
tion de la régularisation de Pauli-Villars : elle ne régularise pas le terme 
divergent (15.23) engendré par la mesure. D’ailleurs, on peut vérifier que les 
divergences résiduelles à une boucle engendrées par l’interaction sont néces- 
saires pour compenser les divergences provenant de la mesure. 



15. Le modèle O non linéaire 391 

La régularisation dimensionnelle. La régularisation dimensionnelle (sec- 
tion 12.5.2) préserve la symétrie O ( N )  de l’énergie de configuration. De plus, 
comme conséquence de la règle 

le terme (15.23) provenant de la mesure peut être ignoré et, par conséquent, 
la théorie des perturbations n’a pas de divergences à randes impulsions pour 
d < 2. Gràce à sa simplicité technique, c’est la régularisation que l’on utilise 
généralement dans les calculs explicites. Un inconvénient théorique est que le 
rôle du terme de mesure est caché. Par conséquent, pour la discussion théo- 
rique de la renormalisation du modèle O non linéaire, il est utile de considérer 
à la fois la régularisation dimensionnelle et celle par le réseau. Une autre diffi- 
culté est qu’à deux dimensions apparaissent à la fois des divergences de courte 
et longue distance. Pour définir le développement perturbatif par régularisa- 
tion dimensionnelle, il est nécessaire de donner une masse (une longueur de 
corrélation finie) au champ r et donc de briser la symétrie O ( N )  explicite- 
ment. La manière la plus simple de le faire consiste à ajout,er un terme de 
champ magnétique couplé à O. 

Régularisation par réseau. L’expression (15.3)’ qui correspond à la formu- 
lation initiale du problème, fournit évidemment une régularisation par réseau 
tout à fait adéquate et perniet aussi l’utilisation de méthodes non perturba- 
tives pour étudier le modèle O non linéaire. De plus, c’est la seule régularisation 
qui permette de discuter le rôle de la mesure dans le développement pertur- 
batif. En revanche, les calculs perturbatifs sont techniquement compliqués et 
on ne peut définir qu’un groupe de renormalisation différentiel asymptotique 
dans la mesure où le paramètre de dilatation ne peut pas varier de façon 
continue. 

F .  

15.5 Divergences d’impulsion nulle 
ou infrarouges 

Puisque dans une théorie de masse nulle le propagateur se comporte comme 
1/p2, il est nécessaire de discuter le développement perturbatif du point de vue 
des divergences à impulsion nulle ou infrarouges (IR). Par exemple, calculons 
la valeur moyenne du champ O à l’ordre d’une boucle. Dans la normalisation 
initiale (1 5.12)’ 

(.(.)) = 1 - ; (r”.)) + O  (7r4) 

= 1 - ( N  - 1)T J’ ddp + O p )  
P2 + 0 ( P 4 )  

L’intégrale est finie pour d > 2, mais diverge à la dimension critique 
d = 2, dimension pour laquelle le modèle O non linéaire est renormalisable. 
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Cette propriété est directement liée à la physique de la brisure spontanée de 
symétries (BSS) continues. 

En section 7.7, nous avons montré que dans le modèle à N composantes, 
pour d > 2, la symétrie O ( N )  est spontanément brisée à basse tempé- 
rature. De façon cohérente, le développement perturbatif du modèle O, 

qui prédit aussi une brisure spontanée de symétrie (BSS), n’est pas di- 
vergent à impulsion nulle pour d > 2. Pour T < TC fixé, le comportement 
perturbatif à grande distance est dominé par les excitations de masse 
nulle appelées aussi ondes de spin. En revanche, le développement per- 
turbatif ne donne aucune indication sur l’existence possible d’une région 
critique T T,. 

Pour d 5 2, on sait d’après le théorème de Mermin-Wagner-Coleman, 
que la BSS avec ordre ((6) # O) est impossible dans un modèle avec 
une symétrie continue et interactions à courte portée, et ceci est de nou- 
veau cohérent avec l’apparition de divergences IR dans la théorie des 
perturbations (cf. la discussion de la section 7.7). Pour d 5 2, la tem- 
pérature critique TC s’annule et la théorie des perturbations n’a de sens 
qu’en présence d’une régularisation à impulsion nulle. Par conséquent, 
on ne peut rien conclure sur les propriétés à longue distance du modèle 
directement à partir du développement perturbatif. 

Régularisation IR. Pour engendrer une théorie des perturbations bien dé- 
finie à deux dimensions, il faut donc introduire une régularisation à impulsion 
nulle. En volume infini, cela nécessite de donner au champ x une masse ou 
longueur de corrélation finie. Puisque la masse nulle est une conséquence de 
la brisure spontanée de la symétrie O ( N ) ,  il est donc nécessaire de briser la 
symétrie explicitenient. On peut, par exemple, ajouter à l’expression (15.10) 
un terme de niasse explicite. Cependant, l’étude du mécanisme de brisure de 
syniétrie suggère une méthode plus commode qui consiste à ajouter un ternie 
de champ magnétique uniforme : 

H 
T € ( m ’ a )  ++ E ( T , o : H )  = E ( ~ , o )  - - ~ o ( x ) ,  H > O .  (15.25) 

Une conséquence immédiate de cette modification est que le minimum de 
l’énergie de configuration n’est plus dégénéré. I1 faut maintenant maximiser 
aussi le terme de champ magnétique et ceci implique x = O au minimum. 

De plus, si l’on développe O en puissances de x ,  

O = (1 - x 2 y 2  = 1 - + 2  + 0 ( ( x 2 ) 2 ) ,  ( 1 5.26) 

et que l’on regroupe dans E ( x , q H )  les termes quadratiques, on trouve le 
nouveau propagateur du champ x : 

(15.27) 
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Le terme linéaire u a donc engendré une masse H112 pour le champ IT. En 
même temps, il a engendré de nouvelles interactions sans dérivées. 

Rappelons que dans le cas de la théorie des champs (@)’, le terme de bri- 
sure Hu est linéaire dans une composante indépendante et, par conséquent, ne 
génère pas de nouvelle renormalisation. Le même résultat peut être démontré 
ici, bien que la composante a soit une fonction non linéaire du champ IT. 

15.6 Groupe de renormalisation 
Nous avons montré que la physique à grande distance du modèle avec 

symétrie O ( N )  peut être décrite, en dimension d > 2 ,  en dessous de T,, par le 
modèle a non linéaire. On sait que cette théorie des champs est renormalisable 
à deux dimensions. On procède donc de manière formellement analogue au 
cas de la théorie des champs (4’)’, c’est-à-dire qu’on étudie la théorie en 
dimension d = 2 + E à l’aide d’un développement en une série double en 
température T et en E .  De cette manière, le développenieiit perturbatif est 
renormalisable et des équations du groupe de renormalisation (EGR) peuvent 
être démontrées. 

15.6.1 Renormalisat ion et EGR 
Dans la limite continue formelle, en régularisation dimensionnelle, la fonc- 

tion de partition dans un champ magnétique uniforme H s’écrit 

2 ( H )  = J’ [(l - X ’ ( X ) ) - ~ ’ ~ ~ I T ( Z ) ]  exp[ - l ( r ,a :H) /7’ ] ,  (1 5.28) 

où 

Dans l’intégrale de champ, on substitue alors 

IT(2) = Z 1 w r r ( x ) ,  O(.) = Z1/’a,(x), (15.30) 

où 2 est la renormalisation du champ. La relation entre 7r et a devient 

(15.31) 

On introduit aussi une échelle de niasse p,  à laquelle va être définie la théorie 
renormalisée, et deux paramètres g,  h, la température et le champ magnétique 
renorrnalisés ou effectifs à l’échelle p. 

Dans certains schémas de renormalisation, comme la soustraction niini- 
male, les constantes de renormalisation sont indépendantes de h. C’est un 
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de ces schémas que nous adoptons aussi ci-dessous. Soulignons que dans ce 
qui suit, p joue le rôle d’une échelle intermédiaire caractéristique du domaine 
critique autour du point fixe gaussien. Le comportement à grande distance 
ultime correspond à des impulsions petites par rapport à p. 

Les relations entre paramètres initiaux et paramètres renormalisés 
prennent la forme 

(1 5.32) 

où 2, caractérise la renormalisation de la température et nous avons supposé 
que les constantes de renormalisation ont été choisies indépendantes de h. 

Avec nos conventions, le paramètre g, qui est proportionnel à la tenipéra- 
ture, est sans dimension. La relation entre fonctions de vertex régularisées et 
renormalisées est 

(15.33) 

où les fonctions f’p) ont, ordre par ordre dans un développement en puissances 
de g, une limite finie quand E 4 O. 

En dérivant par rapport à p, à paramètres initiaux T ,  H fixés, on obtient 
les EGR 

où les fonctions du GR sont définies par 

(15.35) 

Utilisant la première relation (15.32) et la définition de 2, on relie les fonctions 
du GR dans la théorie renormalisée aux constantes de renormalisation 2, Z, : 

(1 5.36a) 

( 15.36 b) 

où l’on a posé 
d = 2 + & .  (15.37) 
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Le coefficient de d l d h  peut être déduit de la deuxième équation (15.32) qui 
implique (en prenant le logarithme des deux membres) 

(15.38) 

et par conséquent 

(15.39) 

Afin de pouvoir discuter les fonctions de corrélation contenant le champ O ,  on 
a aussi besoin des EGR satisfaites par les fonctions de corrélation connexes 
w(”’ : 

15.6.2 

Les deux fonctions du GR peuvent être déduites du calcul de la fonction 
de vertex à deux points. À l’ordre d’une boucle le calcul utilise le vertex 
d’ordre 7r4 : 

Calculs à l’ordre d’une boucle 

Dans la représentation de Fourier (15.15), 

La contribution d’ordre 7r4 venant du développement de Ho(z )  a comme effet 
de remplacer (p3  + ~ 4 ) ~  par (p3  + ~ 4 ) ~  + H et conduit au vertex V(4) de la 
figure 15.1. 

Le calcul du diagramme à une boucle de la figure 15.2 s’en déduit. Ce 
diagramme se décompose, dans une représentation fidèle, dans la somme des 
deux diagrammes de la figure 15.3, où le flot des indices est apparent, et dont 
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FIG.  15.1 ~ Vertex 7r4 : représentation fidèle, la ligne pointillée ne correspond pas 
à des propagateurs mais permet de représenter fidèlement le flot des indices par les 
traits pleins. 

P Q 
F I G .  15.2 ~ Fonction à deux points : contribution à une boucle. 

FIG. 15.3 - Diagrammes fidèles à une boucle. 

la valeur est donnée en termes de la fonction fld introduite en section 12.5.3 
(équation (12.31)). 

Le deuxième diagramnie de la figure 15.3 est donné par 

La contribution proportionnelle à ddq est compensée par la première contri- 
bution de la mesure mais, de toute façon, s’annule en régularisation dimen- 
sionnelle. 

Pour la fonction de vertex à deux points, on trouve alors 

où (équation (12.31)) 
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Fonction de vertex renormalisée. A une boucle la fonction à deux points 
renormalisée, définie en (15.33)’ et exprimée en ternie des paramètres renor- 
malisés (15.32)’ s’écrit alors 

En régularisation dimensionnelle, la fonction a d  est donnée par l’équa- 
tion (12.35) qui peut se récrire 

(15.43) 

où Nd est le facteur de boucle ilsuel 

1 - -  2 
Nd = - + O ( & ) .  

271. 

Exprimant que la fonction à deux points est finie quand E = d - 2 4 O,  on 
déduit de l’expression de p:2) les constantes de renormalisation à l’ordre d’une 
boucle. Dans le schéma dit de soustraction minimale, on trouve 

Nd z = 1 + ( N  - 1 ) y g  + O  ( g 2 ) ,  
(15.44) 

Nd 
& 

2, = 1 + ( N  - 2)-g + O (g2) ’ 

Utilisant les expressions (15.36)’ on en déduit les fonctions du GR à l’ordre 
d’une boucle : 

(15.45a) 

(15.45b) 

Les deux fonctions du GR et les exposants critiques sont aujourd’hui connus 
jusqu’à l’ordre de quatre boucles. 

15.7 Solution des EGR. Points fixes 

Au voisinage de la dimension 2 ,  la nature des points fixes est liée aux 
zéros de la fonction p ( g )  donnée par l’équation (15.36a). Intégrant alors les 
EGR, on déduit de l’existence et de la stabilité des points fixes des propriétés 
d’universalité. 
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15.7.1 Points fixes 

Un examen de la fonction p ( g )  conduit immédiatement aux conclusions 

Pour d 5 2 ( E  5 O ) ,  g = O est un point fixe IR instable, cette instabilité 
IR étant induite par la masse nulle des bosons de Goldstone potentiels. Le 
spectre de la théorie n’est donc pas donné par la théorie des perturbations et 
l’hypothèse perturbative de brisure spontanée de symétrie à basse température 
est incohérente. Comme nous l’avons déjà mentionné, ce résultat est en accord 
avec des arguments plus rigoureux. 

La section 15.10.1 contient alors une brève discussion de la physique à 
deux dimensions. Notons que puisque le modèle ne dépend que d’un paramètre 
marginal, g = 0 est aussi un point fixe stable dans l’ultraviolet (la propriété 
de liberté asymptotique pour les grandes impulsions). I1 y a,  cependant, un 
cas pour lequel l’analyse ne s’applique pas : d = 2 ,  N = 2 ,  où la fonction p 
s’annule, qui doit être examiné séparément (section 15.10.2). 

Pour d > 2, c’est-à-dire E > O, g = O est un point fixe IR stable, la symétrie 
O ( N )  est spontanément brisée à basse température en champ nul. L’interac- 
tion effective, qui détermine le comportement à grande distance, approche 
l’origine pour toutes les températures effectives g < g*, g* étant le premier 
zéro non trivial de p(g ) .  Par conséquent, les propriétés à grandes distances du 
modèle peuvent être obtenues à partir du developpement de basse tempéra- 
ture et du groupe de renormalisation, en remplaçant les paramètres à l’échelle 
p par des paramètres effectifs obtenus en resolvant les EGR. 

suivantes. 

La température critique. Enfin, on observe qu’au moins pour O < E < 1 et 
N > 2 ,  la fonction p(g )  du GR a un zéro non trivial 

2 T E  

N - 2  
g* = ~ + O (E’)  + p ( g * )  = O ,  et p ’ (g * )  = -E + O ( E ~ )  , (15.46) 

qui correspond à un point fixe instable pour le comportement à longue dis- 
tance. Une valeur de la température qui a une telle propriété correspond à 
une température critique. Les conséquences de ce résultat seront étudiées plus 
loin. 

Notons seulement ici que g* est aussi un point fixe UV, c’est-à-dire qu’il 
gouverne le comportement à grande impulsion de la théorie renormalisée. Par 
conséquent, on ne peut pas se fier au résultat perturbatif qui indique que la 
théorie n’est pas renormalisable pour d > 2. En effet, les fonctions de cor- 
rélation ont, pour les grandes impulsions, un comportement non-perturbatif. 
Cela permet d’envisager l’existence d’une théorie quantique des champs dans 
le continu, cohérente à toute distance. 
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15.7.2 Intégration des EGR : d > 2, g < g* 

Nous discutons maintenant de façon plus précise les solutions des EGR. 
Nous examinons d’abord les implications des EGR pour le comportement 

à longue distance des fonctions de corrélation pour d > 2 où g = O est un 
point fixe IR. Conime en section 13.3.1, nous résolvons l’équation (15.34) en 
introduisant un paramètre d’échelle X et en cherchant une solution de la forme 

La compatibilité avec l’équation (15.34) implique 

(15.48a) 

(15.48b) 

(15.48~) 

la dernière équation pouvant s’intégrer sous la forme 

h(X) = X d - 2 W ( X ) - h .  g(X) 
9 

Avec nos conventions, f‘?’ a la dimension d et h la dimension 2 .  En tenant 
compte de l’analyse dimensionnelle, on récrit alors la relation (15.47) 

f’(n) (pi, 9, h,  p)  = Z-”l2 ( X)(p/X)df’!“) (Xpi/p, g( A), k( X)X2 / p 2 ,  1). (15.49) 

Pour h = O, le développement perturbatif a des singularités IR. En choisissant 
X solution de l’équation 

= (P /X )2 ’  (15.50) 

on s’assure que le développenient perturbatif dans la théorie effective à 
l’échelle X n’est plus singulier dans l’IR. 

I1 est facile de vérifier que, au moins dans un voisinage de g = O,  pour 
h << p2 l’équation implique X + cci et g(X) converge vers le point fixe IR 
gaussien g = O. Introduisons trois fonctions de la température 

(15.51) 
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L'intégrale dans l'équation (15.48~) a une limite quand g + O et donc 

+ hK(g) .  

Résolvant alors l'équation (15.50)' on trouve 

P I z / K o h .  (15.54) 

Les équations (15.48~~' b) déterminent alors les comportements de g(X) et de 
Z(X) : 

g (A) N X 2 - d  ( ~ [ ( g ) )  d p 2 ~  [K(g)](d-2)'2 ( p ( ( g ) )  d-2 ( h/p2)(d-2) '2,  (1 5.55) 
Z(X) W W .  (15.56) 

On en déduit 

f%%' 9,  h, P )  M i " ( 9 ) [ K ( g ) h l d ' 2 P  (Ptlh'(g)h1-1'2,8(X), 1'1) . 
( 15.57) 

En fait, il est facile de vérifier directement, en utilisant l'analyse dimension- 

que l'équation (15.57) donne la solution générale de l'équation (15.34). 

limite h --f O et p z  4 O peuvent alors être calculés de manière perturbative. 
Comme la température effective g(X) 4 O ,  les termes dominants dans la 

15.8 Fonctions de corrélation : forme d'échelle 
I1 est commode de récrire l'équation (15.57) sous la forme 

P % z ;  9, h' P )  = E - d ( 9 ) M n w )  (PzE(g), h l h o b ) ) ,  (15.58) 

( 1 5.59) 

L'équation (15.58) montre que <(g )  a, en champ nul, la nature d'une longueur 
de corrélation. 

Pour les fonctions de corrélation connexes la même analyse mène à 

La fonction à un point est l'aimantation et  donc 
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En inversant cette relation, on obtient la forme d’échelle de l’équation d’état 

(15.62) 

Les fonctions de vertex peuvent aussi être exprimées en fonction de l’aiman- 
tation sous la forme 

W P i ?  9’ M’ P )  = E - d ( g ) ~ ~ ~ ” ( g ) F ‘ ” ’ ( P , E ( g ) ,  WMO(9)). (15.63) 

Les formes d’échelle (15.62) et (15.63) sont cohérentes avec celles obtenues 
en résolvant les EGR pour la théorie (4’)’ (cf .  section 13.5) : l’apparition 
de deux fonctions différentes [ ( g )  et M o ( g )  correspond à l’existence des deux 
exposants critiques indépendants v ,p ,  dans la théorie des champs 44. Elles 
étendent dans la limite de grandes distances, la forme d’échelle des fonctions 
de corrélation, valable dans la région critique, à toutes les températures en 
dessous de g*. I1 y a cependant une différence importante entre les EGR de 
la théorie ( + 2 ) 2  et celles du modèle GT : la théorie (+2)2 dépend de deux para- 
mètres, le coefficient de +2 qui joue le rôle d’une température et le coefficient 
de (6’)’ qui n’a pas d’équivalent ici. Ce coefficient permet d’interpoler entre le 
point fixe gaussien et le point fixe IR. Les fonctions de corrélation de la théo- 
rie continue (4’)’ n’ont une forme exacte d’échelle (15.63) qu’au point fixe 
IR. Au contraire, dans le cas du modèle GT, il a été possible de se débarrasser 
de toutes les corrections d’échelle, liées aux opérateurs inessentiels, ordre par 
ordre dans le développement perturbatif. Nous sommes conduits par consé- 
quent à une conclusion remarquable : les fonctions de corrélation du modèle 
non linéaire de symétrie O ( N )  sont identiques aux fonctions de corrélation de 
la théorie des champs ( + 2 ) 2  au point fixe IR. Cette conclusion est en accord 
avec l’analyse du comportement d’échelle effectuée dans le développement en 
1/N en section 14.10. 

La courbe de coexistence. Appliquons cette analyse à la détermination des 
singularités près de la courbe de coexistence, c’est-à-dire à g fixé en dessous 
de la température critique lorsque le champ magnétique tend vers zéro. 

Avec les mêmes notations, l’aimantation renormalisée, qui est la fonction 
à un point, satisfait 

M(g ,  h,  p )  (a , (z))  = 2’ /2(X)Al (g(X) ,  1’1). ( 1 5.64) 

Pour calculer M ,  nous développons l’équation (15.31) : 

(a,(z)) = z-lqg) [I ~ ; Z , P ( ~ )  + 0 ( ~ 4 ) 1 .  

À l’ordre d’une boucle, dans un champ, M est donc donnée par (équa- 
tion (15.43)) 

+ 0 (g2) . = 1 - ( N -  1)-g- Nd ( N -  1) TNd g( h l p 2 ) ( d - 2 ) / 2  
2 E  4 sin(.ird/2) 
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Utilisant alors la relation (15.64)’ on trouve 

M ( g ,  h , p  = 1) = Mo(g) [l - ( N  1)Ml(g)h(d-2) /2  + O ( / ~ , h ’ - ~ ) ]  

avec 

Ce résultat montre que Mo(g) est l’aimantation spontanée et établit la forme 
de la singularité dominante sur la courbe de coexistence, c’est-à-dire à h = O, 
de l’équation d’état. 

15.9 Le domaine critique : exposants critiques 
Étudions maintenant ce qui se produit lorsque g s’approche de g* (pour 

N > 2). La fonction [ ( g )  diverge comme 

On en conclut que l’exposant de la longueur de corrélation est donné par 

(15.66) 

Pour d 4 2+, l’exposant u se comporte donc comme 

u N l / (d  - 2 ) .  (15.67) 

La fonction Mo(g) s’annule à g* : 

inhlo(g) = -iç(9*) ln(g* - g )  + const. (15.68) 

Ceci fournit l’exposant /3 = Sud$, et donc aussi q,  par la relation d4 = 

( 15.69) 

2 p ’ (g* )  

d - 2 + 7 :  
d 4  = <(9*), v =  <(9*) + 2 - d .  

À l’ordre dominant, on trouve 

N - 1  d - 2  
N - 2  N - 2  

d$ 1 ~ ( d - 2 ) + O ( ( d p 2 ) 2 ) ,  q = -  + O  ( ( d  - 2 ) 2 ) .  (15.70) 

Enfin, on vérifie que la singularité de rcn) pour g = g* provenant du préfacteur 
< - d M i n  coïncide avec le résultat obtenu dans la théorie (q62)2. 

La nature de la longueur de  corrélation [ ( g ) .  La longueur [ (g )  est liée 
à une échelle de transition (crossover en anglais) entre deux comportements 
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différents des fonctions de corrélation. Pour des distances grandes par rapport 
à [ ( g ) ,  le comportenient des fonctions de corrélation est gouverné par les 
modes de Goldstone et peut donc être déduit du développement perturbatif 
de basse température. Cependant, lorsque g s’approche de g*,  [ ( g )  diverge. 
I1 existe alors des distances grandes par rapport à l’échelle microscopique 
mais petites par rapport à E(g)  pour lesquelles les fonctions de corrélation ont 
un comportement critique. Dans cette situation, on peut construire dans le 
continu une théorie quantique des champs cohérente à toutes les échelles, le 
comportement critique étant aussi le comportement à grandes impulsions des 
fonctions de corrélation renormalisées. 

Commentaires généraux. À partir du développement de basse tempéra- 
ture, nous avons pu décrire, pour les théories avec symétries continues, non 
seulenient la structure coniplète de la phase de basse température, comme 
attendu, mais aussi dans le cas non abélien (le groupe des rotations S O ( N )  
est abélien, c’est-à-dire commutatif pour N = 2) le comport,ement critique 
près de deux dimensions. 

Ce qui est surprenant, dans une certaine mesure, dans ce résultat est que 
la série des perturbations n’est sensible qu’à la structure locale de la sphère 
J2 = 1 bien que le rétablissement de la symétrie implique la sphère glo- 
balement. Ceci explique, d’ailleurs, la particularité du cas abélien N = 2 : 
localement un cercle ne peut pas être distingué d’une ligne droite non com- 
pacte et donc le modèle O devient une théorie libre. Pour N > 2, en revanche, 
la sphère a une courbure caractéristique locale. Des variétés compactes ré- 
gulières différentes peuvent toutefois avoir la même métrique locale, et par 
conséquent la même théorie des perturbations. Elles ont toutes la même phy- 
sique à basse température. Cependant’ les résultats précédents concernant le 
comportement critique, ne sont physiquement pertinents que s’ils sont encore 
valables lorsque E n’est pas infinitésimal et que g approche g* ,  une condi- 
tion qui ne peut pas être vérifiée directement. En particulier, le développe- 
ment de basse température manque en général des termes décroissants comme 
exp(const./g) qui peuvent dans certains cas être essentiels pour la physique. 
Enfin, notons qu’une relation directe entre les modèles (q52)2 et O, est four- 
nie par le développement pour N + 03 (section 14.10). Ceci donne à penser 
que les considérations précédentes sont valables pour le modèle à N compo- 
santes, au moins pour des valeurs de N suffisamment grandes. En revanche, 
la physique pour N = 2 n’est pas bien reproduite, la transition de phase de 
Kosterlitz-Thouless, qui repose sur des effets invisibles dans le développement 
de basse température, est absente. Cardy et Hamber ont spéculé sur le flot du 
GR pour N près de 2 et pour la dimension d près de 2, en incorporant de façon 
phénoménologique la transition de Kosterlitz-Thouless dans leur analyse. 

15.10 Dimension 2 
Nous examinons niaintenant brièvement le cas de la dimension 2 ,  où le 

modèle procède certaines propriétés intéressantes. 
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15.10.1 Le modèle non-abélien 
Pour N > 2, le cas non-abélien, le modèle cr non linéaire partage alors une 

propriété importante avec la physique des interactions microscopiques fonda- 
mentales : le modèle cr est l’exemple le plus simple d’une théorie des champs 
asymptotiquement libre (dans l’ultraviolet), puisque le premier coefficient de 
la fonction f i  est négatif : 

P b )  = - (15.71) 

contrairement, par exemple, à la théorie des champs 44. Par conséquent, le 
comportement des fonctions de corrélation universelles pour les grandes im- 
pulsions est entièrement calculable à partir de la théorie des perturbations et 
des arguments du GR (la propriété de liberté asymptotique). En contre-partie, 
le point fixe gaussien est instable dans l’infrarouge et donc, en champ h nul, 
le spectre de la théorie n’est pas perturbatif. Ceci est cohérent avec l’absence 
attendue de brisure de symétrie, qui conduit à un spectre composé de N états 
massifs dégénérés. 

Si l’on définit maintenant la fonction 

(15.72) 

on peut intégrer les EGR de la même manière et on trouve que E(g) est la 
longueur de corrélation en champ nul. De plus, on peut utiliser l’expression ex- 
plicite de la fonction /3 à deux boucles pour calculer la longueur de corrélation 
ou la masse physique pour y 4 0 : 

Cependant, la constante d’intégration K ,  qui relie la masse physique à l’échelle 
du GR, ne peut être calculée que par des techniques non perturbatives. 

Enfin, les formes d’échelles (15.58) et (15.60) impliquent que le dévelop- 
pement perturbatif à champ magnétique fixé est valable, à petites impulsions 
ou à grandes distances, et pour h/ho(g) grand. 

La conjecture d’Elitzur. L’énergie de configuration (15.18) avec symétrie 
O ( N )  possède une sphère de minima classiques dégénérés. Pour définir une 
théorie des perturbations, on est obligé d’ajouter à l’énergie un terme linéaire 
de brisure de symétrie qui sélectionne un minimum classique particulier. Nous 
avons mentionné, et c’est facile de le vérifier, que pour d 5 2 les fonctions de 
corrélation ont des divergences IR lorsque le paramètre h tend vers zéro, une 
propriété qui est cohérente avec l’absence de BSS pour d 5 2 .  Cependant, pour 
faire des calculs perturbatifs, un autre méthode existe : on n’introduit pas un 
terme de brisure de symétrie mais plutôt un ensemble de coordonnées collec- 
tives qui paramètrent l’ensemble des minima classiques. On développe alors 
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en théorie des perturbations autour d’un minimuni fixé, mais on ne traite de 
manière perturbative que les niodes du champ qui ne correspondent pas à une 
rotation globale. Enfin, on somme sur tous les minima classiques. Clairement, 
après cette dernière somme, seules les fonctions de corrélation invariantes sous 
O ( N )  survivent. Elitzur a émis une conjecture, que David a démontrée, à sa- 
voir qu’à deux dimensions les fonctions de corrélation invariantes sous O ( N )  
obtenues par cette procédure ont un développement régulier de basse tenipé- 
rature. Cela signifie que si l’on calcule les fonctions de corrélation invariantes 
sous O ( N )  par la théorie des perturbations avec un champ non nul et que l’on 
prend la limite h = O, cette limite est finie. 

Pour avoir une idée du mécanisme de ces compensations de singularités IR, 
on peut calculer la fonction à deux points invariante à l’ordre d’une boucle : 

(a(x)o(O) + r ( x )  . r ( 0 ) )  = 1 - ; ((r(2) - *(0))2) + O(7r4) 

On observe que le numérateur dans l’intégrant s’annule à p = O. 

15.10.2 Le cas abélien N = 2 

Nous avons vu que le modèle a non linéaire de symétrie O(2) est particu- 
lier parce que la fonction /? du GR se réduit, près de deux dimensions, dans 
un développement de basse température. au terme dimensionnel ( d -  2)g. Par 
conséquent les propriétés, du point de vue du GR sont assez différentes de 
celles des modèles u non linéaires de symétrie O ( N )  génériques avec N > 2. 
En particulier, à deux dimensions le modèle de symétrie O(2) n’est pas asyrrip- 
totiquement libre. L’origine de cette différence se trouve dans la structure 
locale de la variété : pour N = 2 la sphère O ( N )  se réduit à un cercle qui 
est localement une variété plate, c’est-à-dire qui ne peut être distinguée d’une 
ligne droite. D’ailleurs, si l’on paramètre le spin &x) en {cosû(x) ,  sinO(x)}, 
l’énergie de configuration du modèle a non linéaire en champ nul devient 
l’hamiltonien d’un champ libre de masse nulle. En effet, 

i3,cosO(x) = -a,O(z) sinB(x), a,siiiO(x) = a,O(x) cosû(z), 

et donc 

La fonction ,!3 est donc identiquement donnée par son terme dimensionnel 
( d  - 2)g à tous les ordres. 

Puisque O est un champ libre de masse nulle, la longueur de corrélation 
reste infinie pour tout g. Cependant, une simple analyse de haute température 
du modèle de spins sur réseau correspondant, montre que la longueur de cor- 
rélation est finie à haute température. Une transition de phase à température 
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finie est nécessaire pour expliquer ce phénomène. Le hamiltonien du modèle 
c ne peut donc pas représenter les propriétés à longues distances du modèle 
sur réseau pour toutes les températures. 

La solution de ce paradoxe repose sur la remarque que Q est une variable 
cyclique, une condition qui n’est pas incorporée dans le modèle O parce qu’elle 
ne produit que des contributions exponentiellement petites en l / g ,  et ne joue 
pas de rôle à basse température. 

Modèle bidimensionnel. À deux dimensions, la fonction /? s’annule identi- 
quement. Notons, cependant, que ce ne sont pas les fonctions de corrélation 
du champ 0 qui sont physiques mais plutôt celles de sin0 ou cosQ ou de 
manière équivalente de Même dans une théorie des champs libres, ces 
champs doivent être renormalisés et ont donc une dimension non gaussienne 
pour toutes les températures g. 

Pour s’en convaincre il suffit de calculer les fonctions de corrélation corres- 
pondantes. Comme le propagateur de masse nulle n’existe pas, il est commode 
de faire le calcul d’abord dans la théorie massive correspondant au hamiltonien 

€ ( O )  = /d”s  [ 8 , 0 ( ~ ) ] ~  + m2Q2(z)  . 
29 f i  J 

Toutes les fonctions de corrélation de sin Q et cos Q se déduisent de 

avec E ,  = fl. Posant 
J ( z )  = i E i 6 ( J :  - zz), 

1 

on peut récrire l’intégrale 

L’intégration donne 

1 (Q ez‘Le(zt)) = exp [ 4 J’ d2x d2y J(z)A(x - y)J(y) 

où A(z) est le propagateur massif 

(15.75) 
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Dans le limite m + O, le propagateur diverge (cf. équation (A.6)). La somme 
des contributions divergentes est 

Donc, seules les fonctions de corrélations telles que Cie, = O, c’est-à-dire 
invariantes par le groupe de symétrie SO(2) qui agit sur O par translation, ne 
s’annulent pas dans la limite m + O. On en déduit que la symétrie O(2) n’est 
pas brisée à basse température. 

La fonction à deux points invariante a comme limite 

Malgré l’absence de brisure de symétrie, les fonctions ont une comportement 
algébrique à basse température avec un exposant variable 

77 = 9 / 2 ~  =+  CL^ = 9/4~, (15.77) 

comportement généralement associé à une ligne de points fixes. 
Enfin, soulignons qu’à deux dimensions, il est possible de construire une 

autre théorie des champs qui, à basse température, se réduit à la théorie libre, 
mais qui incorpore la propriété que O est une variable angulaire. Cela conduit 
à l’étude du modèle de sine-Gordon qui possède une transition de phase, 
la fameuse transition de Kosterlitz-Thouless (KT), qui sépare une phase de 
longueur de correlation infinie suns ordre (la phase de basse température du 
modèle O(2)) d’une phase avec longueur de corrélation finie. 

15.11 La théorie des champs (4’)’ à basse 
température 

Remarque préliminaire. Les calculs algébriques qui suivent se placent dans 
le cadre de la régularisation diniensionnelle (cf. section 12.5.2), mais il existe 
une version sur réseau qui ne nécessite que des modifications simples. 

À basse température, c’est-à-dire à T fixée, T < T,, dans un système dans 
lequel une symétrie discrète est brisée spontanément les fonctions de corréla- 
tion connexes décroissent exponentiellement à grande distance. La situation 
est tout à fait différente quand la symétrie est continue à cause de la présence 
de modes de Goldstone. Une physique non triviale de longue distance existe 
pour toute température dans la phase ordonnée. Cette physique est décrite 
par le modèle O non linéaire ainsi que nous allons le vérifier, directement dans 
l’espace continu, en étudiant la théorie des champs (42)2,  dont le hamiltonien 
a la forme 
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dans la phase de basse température ( r  < rc). La fonction de partition est 
donnée par l’intégrale de champ 

Nous changeons de variables, posant 

L’intégrale de champ devient 

avec 

2 
K ( p ,  4) = J’ ddx { i p 2 ( x )  [3 ,4 (x ) ]  + 

(15.81) 
Dans la phase ordonnée, à T fixé en dessous de T,, le champ p ( x )  a une valeur 
moyenne non nulle et est massif (la longueur de corrélation est finie) ; sa 
dynamique n’est donc pas critique. L’intégration sur le champ p(x)  engendre 
une énergie de configuration locale effective E ( $ )  pour le champ 6 : 

exp [ - E ( 6 ) ]  = / [pN- l (4dp(4 ]  exp [-.(P,6)] (15.82) 

De plus, l’intégrale fonctionnelle (15.82) peut être calculée de manière pertur- 
bative. Notons M la valeur moyenne de p(x)  à l’approximation des arbres et 
posons 

p(x )  = M + p / ( x ) .  (15.83) 

En termes de p’, l’hamiltonien (15.81) s’écrit 

‘Ft(p’, 4) = ddx { i ( M 2  + 2Mp’ + Q ’ ~ )  [&4(x ) ]  + [8,p’(x)l2 

I 1 
+;r ( M  + p’)2 + zu ( M  + p’l4 . 

En négligeant toutes les fluctuations du champ p’, on obtient à l’ordre domi- 

2 
nant 

€(O) (6) = i M 2  J’ ddx [a,6(x)] . (15.84) 

On reconnaît l’énergie de configuration du modèle a non linéaire. 
Les corrections en boucles provenant de l’intégration sur p’ engendrent 

des interactions supplémentaires en 4. Cependant, tant que l’on explore des 
impulsions beaucoup plus petites que la masse du champ p ou des distances 
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beaucoup plus grandes que la longueur de corrélation correspondante, l’éner- 
gie de configuration effective résultant de l’intégration sur le champ p peut 
être développée en termes locaux. Le terme dominant pour les grandes dis- 
tances est le terme ne contenant que deux dérivées. À cause de la symétrie 
O ( N ) ,  il est proportionnel à €(O) ($ )  et n’a comme effet que de renornialiser 
le coefficient M 2  qui apparaît dans l’équation (15.84). Les autres interactions 
ont quatre dérivées ou plus et correspondent à des opérateurs inessentiels. 
Notons que pour une température T près de T,, le domaine dans l’espace des 
inipulsions où ces arguments s’appliquent est 

IPil << (T, - T)” 

Dans une telle limite, le modèle O non linéaire (15.84) décrit complètement 
les propriétés à longue distance de la théorie des champs pour T fixé, 
T < T,. De plus, le coefficient devant I ( $ )  devient grand à basse température 
coninie dans le modèle sur réseau. 





Chapitre 16 

Groupe de renormalisation 
fonctionnel 

ANS CE CHAPITRE, nous décrivons de façon relativement brève une ap- D proche au groupe de renormalisation, proche des idées initialement déve- 
loppées par Wegner et Wilson. Ce groupe de renormalisation, dans ses diffé- 
rentes formulations, exprime l’invariance de la fonction de partition dans un 
changement corrélé du propagateur et des autres paramètres du hamiltonien. 

Polcliinski a montré ultérieurement qu’il pouvait fournir une nouvelle dé- 
monstration de la renormalisabilité des théories des champs. 

Plus récemment, des variantes ont été proposées. Elles ont permis de déve- 
lopper de nouvelles méthodes d’approximation basées non plus sur la théorie 
des perturbations mais, par exemple, sur un développement en dérivées. 

Dans l’approche de Wegner et Wilson, un groupe de renornialisation fonc- 
tionnel est construit explicitement par intégration partielle sur les modes de 
grande impulsion du champ. Des équations de groupe de renormalisation 
(EGR) fonctionnelles expriment de façon générale et exacte, dans le cadre 
de la théorie statistique locale des champs, l’équivalence entre un changement) 
du paramètre d’échelle lié à la physique microscopique et les paramètres de 
l’hamiltonien. D’ailleurs, on parle aussi de groupe de renormalisation exact. 
I1 est facile de vérifier, qu’en dehors du cas gaussien, ces équations ne sont 
ferniées que si toutes les interactions locales possibles sont prises en compte. 

I1 est alors possible d’en déduire diverses EGR satisfaites par les fonctions 
de corrélation. Suivant la forme choisie, ces EGR sont exactes ou ne sont 
exactes qu’à grande distance ou petites impulsions, à des corrections décrois- 
sant plus vite que toute puissance du paramètre de dilatation près. 

Dans ce chapitre, nous ne décrivons pas les différents schémas d’approxi- 
mation dans lesquels ces EGR satisfaites par le hamiltonien ont été résolues, 
niais montrons explicitement que ces EGR permettent aussi un calcul pertur- 
batif des fonctions de groupe de renormalisation comme la fonction /3 (dont 
il faut simplement adapter la définition à ce contexte plus général), même si 
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techniquement les méthodes usuelles de théorie quantique des champs basées 
sur la régularisation dimensionnelle sont beaucoup plus efficaces. 

16.1 Intégration partielle et variation 
du hamiltonien 

Nous démontrons d’abord, grâce à des identités qui n’impliquent que des 
intégrales de champ gaussiennes, l’égalité de deux fonctions de partitions cor- 
respondant à deux hamiltoniens différents. Cette relation peut être interpré- 
tée comme résultant d’une intégration partielle sur certaines composantes du 
champ. Nous en déduisons une condition suffisante pour que, dans une théo- 
rie statistique des champs, des modifications corrélées du propagateur et des 
interactions laisse la fonction de partition invariante. 

Nous supposons dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, que la 
théorie des champs est invariante par translation et donc que les propagateurs 
correspondent à des noyaux de la forme A(z - y) .  

16.1.1 Intégration partielle 
Nous établissons d’abord une relation simple entre les fonctions de parti- 

tion correspondant à deux hamiltoniens de la classe considérée en section 9.1 .l. 
Le premier hamiltonien dépend d’un champ 4 et nous l’écrivons sous la 

forme 
(16.1) 

où K1 est un opérateur positif et la fonctionnelle V i ( 4 )  est développable en 
puissances du champ 4 ,  locale et invariante par translation. À la partie qua- 
dratique explicite est associée une fonction à deux points gaussienne, ou pro- 
pagateur, A1 inverse de K I  : 

1 
7-11(4) = 5 J’dXdY 4(z)K1(z - ! / M Y )  + Vl(4), 

J’dt K l ( z  - z)Ai(z  - y)  = S(z - y). 

Le deuxième hamiltonien dépend de deux champs 41’ 4 2  sous la forme 

+ V l ( h  + 4 2 ) .  (16.2) 

De nouveau, nous définissons 

Les noyaux Ki ,  K2 et K sont positifs, ce qui est une condition nécessaire 
pour que les intégrales de champ existent, au moins dans un sens perturbatif. 
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De plus, les noyaux A,,  A2 et V (donc également positifs) ont la forme des 
propagateurs régularisés (12.29) de façon à garantir l’existence d’un dévelop- 
pement formel des intégrales de champ en puissances de l’interaction V i .  

Alors, si 

A1 = A2 + V =+ Ki = Kz(K2 + I C ) - l I C ,  (16.3) 

les fonctions de partition 

et 

(16.4) 

sont proportionnelles et leur rapport est explicite : 

où des facteurs 
régularisation qui donne un sens aux déterminants est implicite. 

ont été intégrés dans la mesure d’intégration et une 

Notation. Dans ce qui suit, nous utilisons la notation compacte 

Démonstration. Après le changement de variables {&, 4 2 }  {+1, 4 = 
4 2  + #I}, l’intégrale (16.4) prend la forme 

2 2  = /[d4] 2 ( 4 )  

avec 

Z(4) = /[d4,l exp {-+ [(41K24i) + ( (4  ~ 4,)K(@ - 41))]} 

= /[dOil exp {-; [(41(Ka + IC)Oi) - L(4lC41) + (4x41) 
= (det (Ka + IC)) ‘ I 2  exp [ ~ $ ($KI 4)] , 

où dans le calcul de l’intégrale gaussienne est intervenu la translatiori 

41 ++ x = 4, - (Ka + I C ) - l I C $ h .  

Autre forme de l’identité. On peut aussi définir 

= (detV)-’/2 J’Idy] exp [-$(pICp) - V l ( 4  + y ) ]  , (16.7) 
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ainsi que 
X2(4) = S(4K24) + V2(4). 

Alors l’identité (16.5) se récrit 

(16.8) 

Cette identité peut alors être interprétée comme le résultat d’une intégration 
partielle sur le champ 4 dans la mesure où le propagateur D est positif et 
donc, au sens des opérateurs, A2 < A,. 

16.1.2 Forme différentielle 
Nous supposons maintenant que le propagateur A est fonction d’un pa- 

ramètre réel s : A = A(s). De plus, A(s) est C” avec une dérivée négative. 
Nous définissons 

D ( s )  = ~ d a ( s )  < O ,  (16.9) 
ds  

où D ( s )  est représenté par le noyau D ( s ; z  - y) .  
Pour s < s’, nous identifions 

a, = qs), A, = a(d) et donc D(s ,s ’ )  = qs) - a(s’) > o .  (16.10) 

De même. 

Ki = K ( s )  = A-’(s), Kz = K(s’) ,  IC(.$, s ’ )  = [D(s ,  s’)]-’ > O .  (16.11) 

Comme les noyaux K ( s ) ,  IC(s, s’) sont positifs, toutes les intégrales gaus- 
siennes existent. 

Enfin, nous posons 

L’identité (16.8) prend alors la forme 

L’équation (16.7) devient 

eëv(d,”) = (det;n(s, s’))-i’2 

(16.12) 
Nous posons 

s ’ = s + a ,  a > O ,  
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et faisons tendre O vers zéro. Alors, 

I c - y s ,  s + O) = D(s ,  s + O) = -aD(s)  + 0 ( O 2 ) .  (16.13) 

Dans la limite O + O, le terme quadratique dans le champ p, dans l’expres- 
sion (16.12) est multiplié par un facteur 1/0 et, donc, les valeurs du champ 9 
contribuant à l’intégrale sont d’ordre fi. Nous développons alors V ( 4  + p, s )  
en puissances de 9 : 

Nous en déduisons le développement de ecV($+PJ). Dans la relation (16.12), 
le développement de l’intégrale en puissances de O se réduit à une somme d’in- 
tégrales gaussiennes qui s’évaluent par le théorème de Wick. En multipliant 
les deux membres par eV(@)s), on déduit de la relation (16.12) 

,V(4.s)-V(4,s+a) = 

oii (p(z)p(y)) est la valeur moyenne gaussienne correspondant, à cet ordre, 
au propagateur -oD(s)  : 

( cp (S)cP(Y) )  = -aD(s;  5 - Y )  + O b 2 ) .  

En identifiant les termes d’ordre m,  on obtient l’équation fondamentale 

Cette équation exprime donc une condition sufisante pour que la fonction de 
partit ion 

2 ( s )  = (det A(S))-’” [d4] e-%($,’) avec 

(16.15) 
J’ 

w 4 ,  s )  = ;(4K(44) + V(4,  SI, 

soit indépendante du paramètre s. 

de l’interaction, tout à fait dans l’esprit du groupe de renormalisation. 
Cette propriété relie une modification du propagateur à une modification 
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Remarques. 

(i) Si l’on pose 
V(4 ,  s )  = V ( 4  = O, s )  + V‘(4, 5-1’ 

le terme V ( 4  = O, s) se découple et l’équation se réduit à 

Dans la suite, c’est cette forme que nous utiliserons le plus souvent dans 
les calculs explicites, les soustractions de V ( 4 )  et de l’équation étant 
implicites pour ne pas alourdir la notation. 

(ii) Pour que 2 ( s )  soit indépendant de s, il suffit que l’équation (16.14) soit 
vraie en valeur moyenne avec la mesure eëX(4+). I1 est donc possible 
d’ajouter à l’équation des contributions de valeur moyenne nulle pour 
obtenir d’autres conditions suffisantes. 

16.1.3 Évolution du hamiltonien 
De l’équation (16.14), on déduit aussi l’évolution du hamiltonien (16.15). 

D’une part, 

d d 1 -‘H(4, S )  = -V(4,  S )  - -(~A~’(s)~(s)A-’(s)~). 2 
ds ds 

Par ailleurs, 

On en déduit que 

+ (4A-’(sP(s)A-l(.)4), 

où l’opérateur L ( s ) ,  de noyau L ( s  ; z - y),  est défini par 

d In A(s) 
ds  

L ( s )  = D(s)A-l(s) = ( 16.17) 
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En utilisant ces équations dans l’équation (16.14)’ on vérifie que les deux 
termes quadratiques en 4 se conipensent. On trouve alors 

-J’dzdym(z)L(s;s -y)- SN + h r L ( s ) .  (16.18) 
M Y )  2 

16.1.4 Fonctionnelle connexe et solution formelle 

Réciproquement, l’équation (16.14) est une équation différentielle du pre- 
mier ordre en s.  Si l’on se donne la valeur de la fonctionnelle V(q5,s) pour 
une valeur initiale so du paraniètre s ,  sa solution est definie pour tout s 2 S O .  

De la démonstration de l’équation (16.14), on s’attend à ce que la solution SC 

déduise directenient de l’équation (16.12) : 

exp [-4 ( Y O O ’  SIP) - V ( 4  + P, so)] . 
(16.19) 

Nous nous proposons de résoudre l’équation (16.14) pour le vérifier. Au pas- 
sage, noub allons donner une autre démonstration de l’équation (16.14). 

epV($,’) = (det D(s0. s ) )  /PPI 

Fonctaonnelle connexe. Nous changeons maintenant de variables 4+y c-) y 
dans l’intégrale (16.19)’ ce qui donne 

-112 ep+(w(’ll,s)$+) e-v(d>s) = (det D(so ,  s)) 

x /[clPl exp [-;(P“lc(s”’ .)Is) V(P, S ” )  + (4“lc(SO’ .)P)] ’ (16.20) 

Cette expression montre que V ( 4 ,  s )  est reliée à la fonctionnelle génératrice 
W ( H ,  s )  des fonctions de corrélation connexes du champ y : 

V ( 4 , s ) :  ~ l n d e t D ( s o , s ) +  + ( ~ K ( S O , S ) # )  -W(IC@,s) (16.21) 

dyK(s0. s: z - y)m(y), où avec la notation [ K p ] ( z )  

Cette représentation suggère une autre démonstration, algébriquement équi- 
valente, de l’identité (16.14) mais qui en cache la signification profonde. 

Autre démonstration de  1 ’équation (16.14). Partons de la définition 
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où nous supposons que le noyau K: dépend d’un paramètre s et est dérivable. 
Dérivant les deux membres par rapport à s ,  on obtient 

En utilisant, à l’intérieur de l’intégrale, la remarque habituelle 

on peut récrire cette équation 

et, donc, enfin 

hW bw . (16.23) 

En utilisant la relation (16.21) avec K ( s )  K ( s 0 , s )  pour exprimer W en 
fonction de V ,  après un peu d’algèbre on retrouve l’équation (16.14). 

La fonctionnelle V(q5, s) se déduit donc directement du calcul des fonctions 
de corrélation connexes correspondant au propagateur D(s0, s )  et à l’interac- 
tion initiale V ( 4 ,  so). 

Par ailleurs, cette démonstration suggère que l’équation (16.14) est en 
fait une équation de champ. Les calculs explicites de la section 16.3 et la 
démonstration des équations (16.14) et (16.28) de la section D.l  le confirment. 

dlC(s: 2 - y) +--I 
ds ds [ b H ( z )  SH(y) 

Solution de l’équation 
tion (16.23). en posant 

(16.23). Nous commençons par linéariser I’équa- 

2 ( H ,  s) = eW(H,s) . 
L’équation devient 

d 2  1 - - - -- dK:(s;z -y )  b 2 2  
dS 2 ds 6H(z)6H(y) ’ 

généralisation fonctionnelle d’une équation de diffusion ou de Fokker-Planck 
dépendante du temps. En particulier, on vérifie que le noyau dl î lds  est né- 
gatif, de sorte que l’opérateur dérivée fonctionnelle du membre de droite est 
formellement négatif, comme dans une équation de diffusion habituelle. 

On peut se demander pourquoi ne pas utiliser directement cette équation 
beaucoup plus simple car linéaire. La raison est la suivante : alors que V ( 4 ,  s) 
et donc W(H, s ) ,  sont par hypothèse des fonctionnelles locales du champ, ce 
n’est pas le cas de 2 ( H ,  s) et donc, il devient difficile d’exprimer la condition 
de localité. On verra plus loin comment cette condition de localité intervient 
dans la solution perturbative de l’équation (16.32). 
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Pour résoudre l’équation, on utilise une transformation de Fourier fonc- 
tionnelle, en posant 

2 ( H ,  s )  = [dP] e-x(<p,S)+ f d s  ff(z)P(T) . .I’ 
En utilisant la remarque (16.22)’ on transforme l’équation en une équation 
Dour ‘Ft : 

La solution est immédiate : 

WP’ s) = ;(P~(s)Cp) + V(P), 

où V(p)  est indépendant de s et donc déterminé par la condition aux limites. 
Pour le choix K ( s )  = IC(s0, s), on trouve V(p)  = V ( P ,  so).  

16.1.5 Fonctions de corrélation 

En introduisant un champ classique supplémentaire x ( x ) ,  nous pouvons 
substituer 

R(4)  H V i ( 4  + x) 
dans l’équation (16.8). L’identité (16.7) montre alors que le transformé de 
Vi (4 + x) est V2 (4 + x). L’hamiltonien correspondant s’écrit 

El(4,X) = S(4K14) + Vl(4  + X I .  

‘ F t I ( 4 , X )  ++ S(4K14) + Vl(4) - ( 4 K l X )  + S ( X K 1 X )  

Après le changement de variables 4 + x c-) q5 dans l’intégrale de champ, on 
trouve 

= ‘Fti(4) - ( 4 K l X )  + S ( X K 1 X ) .  

Nous obtenons ainsi une relation entre fonctions génératrices de fonctions de 
corrélat ion 

Choisissant alors 
K1 = K ( s ) ,  K2 = K(so),  

et posant 
X(X) = [A(so)Hl(X)’ 
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nous vérifions que la fonctionnelle 

est indépendante de s et satisfait à la condition aux limites 

16.1.6 Renormalisation du champ 

Dans le but de trouver des solutions de points fixes des EGR, il est néces- 
saire d’introduire une renormalisation de champ. Pour démontrer les identités 
correspondantes, nous posons 

= J z o 4 ’ ( 4 ,  w 4 .  s )  = ‘FIW? SI’ 
où Z ( s )  est une fonction arbitraire dérivable. Alors, par dérivation en chaîne, 

où nous avons défini 
d In Z ( s )  

ds 17(s) = (16.27) 

En omettant maintenant les primes, nous déduisons de l’équation de 
flot (16.18) la nouvelle équation (omettant le terme constant) 

16.2 Intégration sur les modes de grande 
impulsion et EGR 

L’équivalence (16.8) ou l’équation (16.19) et l’équation (16.14), qui en 
est la consequence, conduisent à des EGR. En effet, comme nous allons le 
vérifier, il est possible d’en déduire des équations qui correspondent à une 
intégration partielle sur les modes de grande impulsion du champ, ce qui, 



16. Groupe de renormalisation fonctionnel 42 1 

dans l’espace direct, correspond à une intégration sur des degrés de liberté de 
courte distance. 

Dans ce qui suit, nous prenons pour A un propagateur critique. Une dé- 
viation possible à la théorie critique est incluse dans V ( @ ) .  De plus, nous nous 
plaçons explicitement dans un espace à d dimensions. 

Paramètre de coupure et propagateur. Dans le formalisme précédent, nous 
identifions maintenant s - In A,  où A est le paramètre de coupure sur les 
grandes impulsions, qui représente aussi l’inverse de l’échelle microscopique. 
Une variation de s correspond alors à une dilatation du paramètre A. 

Nous choisissons un propagateur régularisé AA de la forme 

La fonction C ( t )  est régulière pour t 2 O, positive, décroissante, tend vers 1 
pour t -7’ O et tend vers zéro plus vite que toute puissance pour t + oc). Les 
composantes de Fourier du champ correspondant à des impulsions beaucoup 
plus grandes que A contribuent donc très peu à l’intégrale de champ. 

Nous introduisons aussi la dérivée DA(.) dont la transformée de Fourier 
est donnée par 

(16.30) 

Soulignons une propriété essentielle de la fonction DA : elle n’a pas de pôle à 
k = O et n‘est donc pas critique. La fonction 

décroît donc pour 1x1 + oc) plus vite que toute puissance si C( t )  est Cw, 
exponentiellement si C( t )  est analytique. La même propriété est vérifiée par 
le propagateur 

V(A0,  A) =  DA^ - DA avec A0 > A , 

dont l’inverse apparaît maintenant dans l’intégrale de champ (16.19). 

16.2.1 EGR 
Avec ces hypothèses et définitions, l’équation (16.16) devient 

(16.32) 
où la transformée de Fourier de DA(.) est donnée par l’équation (16.30) : 

a A * ( k )  2 
f i ~ ( k )  = -A- = -C’(k2/h2) .  

all A2 
(16.33) 
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L’équation (16.32) étant exacte, on parle ici aussi de groupe de  renormalisation 
exact. 

Remarque fondamentale. Comnie D A ( x )  est une fonction, au moins, à 
décroissance rapide, si initialement V ( $ )  est local, il le reste comme cela appa- 
raîtra plus clairement quand nous développerons cette équation en puissances 
de q5. De même, dans la forme intégrée (16.19), la propriété de décroissance 
de D(Ao,A)  entraîne que V ( 4 , A )  ne contient pas de singularités de longue 
distance. 

Autres remarques. 

(i) Les équations (16.32) et (16.34) se distinguent de l’équation géné- 
rale (9.23) introduite au chapitre 9 par la propriété que le paramètre 
d’échelle A y figure explicitement à travers la fonction DA. Nous allons 
éliminer plus loin cette dépendance explicite. 

(ii) Pour étudier l’existence de points fixes, il faut se donner une interaction 
initiale critique Yo(@) à l’échelle A0 et utiliser l’équation (16.32) pour 
calculer l’interaction effective V(4 ,  A) à l’échelle A < Ao. Un point fixe 
est défini par la propriété que V(@,A) ,  après une renormalisation du 
champ $ convenablement choisie (ce qui conduit à l’équation (16.28))’ 
tend vers une limite. 

(iii) Comme l’équation (16.32) peut aussi être démontrée à partir des équa- 
tions de champ quantiques (e$ appendice D. l ) ,  dans cette formulation, 
l’intégration partielle sur les modes de grande impulsion n’implique pas 
de perte d’information à la différence de ce qui se passerait sur un réseau 
dans le cas d’une intégration sur les modes de courte distance. 

16.2.2 Représentation de Fourier 
En termes des composantes de Fourier $ ( k )  du champ, 

la dérivée fonctionnelle devient (dérivée en chaîne) 

Introduisant cette représentation dans l’équation (16.32), on trouve 

d - ---] 6V 6V . (16.34) 
A-V(4, A) - dA 

Dans cette équation, la localité se traduit par la régularité des composantes de 
Fourier. Si les coefficients du développement de L’($,A) en puissances de 4, 
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après factorisation de la fonction 6, sont des fonctions régulières pour une 
valeur initiale de A = Ao, ils le restent pour A < A0 parce que f i ~ ( k )  est une 
fonction régulière de IC. 

Enfin, l'équation (16.18) pour l'hamiltonien complet, exprimée en termes 
des composantes de Fourier, 

d d I C $ ( k ) A i l ( k ) $ ( - k )  + V ( 4 , A ) ,  (16.35) 

prend la forme (omettant le ternie indépendant de 4) 

(16.36) 

avec (équation (16.17)) 

i A ( k )  = f i A ( k ) / A A ( k ) .  (16.37) 

Dans l'équation (16.36), nous avons implicitement soustrait à X ( 4 ,  A) et aux 
équations leurs valeurs à 4 = O. 

16.2.3 Développement en puissances du champ 
Nous notons V(n)  et V ( n )  respectivement, les coefficients du développe- 

ment de V ( 4 , A )  en puissances de $(x) et de &I), la transformée de Fourier 
du champ : 

x V ( n ) ( p l , .  . . , pn ) .  (16.39) 

L'équation (16.34) peut alors être exprimée en terme de ces composantes 

L 

1 

(16.40) 

où l'ensemble I {il, ia, . . . , il} parcourt tous les sous-ensembles distincts de 
{1 ,2 , .  . . ,n}. 
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En représentation de Fourier, 

où l’impulsion po est déterminée par la conservation de l’impulsion totale. 
Soulignons qu’une conséquence de ces équations est que, même si l’in- 

teraction initiale à l’échelle initiale A0 est proportionnelle à l’intégration 
des EGR engendre une interaction locale générale car toutes les fonctions p(n)  
sont couplées. Toutefois, dans l’esprit des méthodes perturbatives de la théorie 
des chanips, il est possible de résoudre l’équation (16.32) dans un développe- 
ment en puissances de u avec 1’Ansatz que les termes de V ( 4 ,  A) quadratiques 
et quartiques en 4 sont d’ordre u et le terme général de degré 2n d’ordre un-’. 
En section 16.3, nous calculons explicitement les premiers ternies. 

16.2.4 Fonctions de corrélation 
L’addition d’un terme de chanip externe à l’interaction, 

J 

permet d’engendrer les fonctions de corrélation. Toutefois, l’équation (16.32) 
montre que V ( 4 ,  A) devient alors, en général, une fonctionnelle compliquée du 
champ externe H ( z ) .  

Champ externe portzculaer. Une première solution à ce problème est la 
suivante : on prend un chanip externe H dont les composantes de Fourier 
B(k) s’annulent pour k 2  2 h2, ainsi qu’une fonction D h ( k )  qui s’annule 
identiquenient pour k 2  5 h2. Ceci implique que C’(t) s’annule identiquement 
pour t 5 1. Alors, JddzH(z )4 (z )  ne contribue pas au menibre de droite de 
l’équation (16.32). 

Cependant, les transformations de groupe de renormalisation sont alors 
telles que les fonctions de corrélation, correspondant à des hamiltoniens ‘FI( q5) 
associés à des échelles A différentes, ne coïncident que quand toutes les im- 
pulsions sont inférieures ii l’échelle A la plus petite. Les différences entre ces 
fonctions de corrélation sont des fonctions indéfiniment différentiables et donc, 
après transformation de Fourier, des fonctions décroissant, à grande distance, 
plus vite que toute puissance dans une dilatation des variables d’espace, ainsi 
qu’il a été supposé dans l’équation (9.9). 

De plus, la fonction C(t )  ne peut pas être analytique mais seulement in- 
définiment dérivable, ce qui affecte le domaine critique < < ix), et la définition 
de l’universalité y devient plus subtile. Enfin, de telles fonctions se prêtent 
mal à des calculs explicites. 
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Modification des EGR. I1 est aussi possible de choisir des fonctions C ( t )  
de type analytique et d'étudier les équations ainsi obtenues. Le problème 
évident est que si nous ajoutons un terme linéaire en 4, par exemple dans 
l'équation (16.36), le membre de droite va impliquer une contribution de la 
forme 

Par itération, l'équation va engendrer une fonctionnelle générale de H, q5 paire 

Cependant, nous remarquons que ce terme est proportionnel à une dérivée 
fonctionnelle de 'H dont la valeur moyenne avec la mesure eëH(4) est nulle. 
Cela suggère de modifier l'équation en ajoutant une contribution de valeur 
moyenne nulle. Nous substituons alors 

en {H, 4) {-H, -*I. 

W4) w 4 ,  H )  = 'H(4) - + ;(HUH), (16.42) 

où < et U sont deux noyaux que nous allons déterminer. De la relation entre 
dérivées 

on déduit 

Pour éliminer le terme additionnel dépendant de 'H, on utilise 

e -  H ( Q  / / )  

= O = (9 - J' ddz <(y - z ) H ( z )  ( "ai;;"' >L I / )  M Y )  

On voit que la forme (16.42) est stable si 

d 
A- [-(4CH)+S(HUN)]=(HCDACH)-S(HCDACH)-(4LA~H). ah 

On en déduit les deux équations, en représentation de Fourier, 

a -  
dA 

h - U ( k ,  A) = fi~(k)<'(k, A), 
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avec les conditions aux limites 

Utilisant les définitions (16.30) et (16.37)’ on trouve la solution de la première 
équation : 

G<k, A) = A A o ( k ) / A h ( k ) ,  

qui est une fonction régulière de k à k = O. Enfin, 

U ( k , A )  = A i C j ( k ) / A A ( k )  - A A ” ( k )  = Ailj(k) [KA(k) - K A I I ( ~ ) ]  ’ 

est aussi une fonction régulière de k à k = O. 
On vérifie que ces résultats sont cohérents avec l’identité (16.25). 
Le facteur C correspond à une renormalisation du clianip, mais qui n’est 

pas une constante puisque e dépend de k .  Cependant, comme la fonction est 
régulière à k = O, cette renormalisation n’affecte pas le comportement domi- 
nant à longe distance. De même, la fonction U est une addition à la fonction à 
deux points connexe. De nouveau, comme Ü est une fonction régulière, cette 
addition n’affecte pas le comportement à longue distance. 

En présence d’une renormalisation du champ, un terme s’ajoute à l’équa- 
tion (16.43) : 

Nous rappelons ici que la constante 77 dépend de A à travers l’hamiltonien. 
En terme de la fonction Z(A)  solution de 

a 
A-Z(A) = q ( A ) Z ( A ) ,  Z(A0) = 1 ,  BA 

et donc 

la solution peut s’écrire 

16.3 Solution perturbative : théorie 44 

(16.44) 

Nous montrons d’abord ici comment les équations (16.40) ou (16.41) 
peuvent être résolues de façon perturbative. Nous prenons l’exemple de la 
théorie $4 et nous allons poursuivre le calcul jusqu’à l’ordre u2 car l’algèbre 
de ces calculs nous sera utile plus loin. 



16. Groupe de renormalisation fonctionnel 427 

Conditions aux limites. Nous supposons que l’hamiltonien à l’échelle A0 

est de la fornie 

1 1 
V(4,Ao) = -uJ ’ddx4‘ (2)  4! + g c ( A o , u )  J’dd~4’(?.). 

où la constante ?-,(ho, IL) est ajustée pour que la théorie initiale à l’échelle ho 
soit critique : 

I’( - 2 )  ( p  = O, Ao) = O .  

En particulier, un calcul perturbatif direct à l’ordre u2 conduit à 

Nous prenons comme Ansatz à l’ordre u : 

et utilisons les EGR sous la forme (16.40). 

Ansatz : 
L’équation pour le coefficient de 44 à l’ordre u est compatible avec cet 

d 1 
dR 2 

A-rci(A) = -DA(O) 

En utilisant (16.30) et la condition de criticalité à A = Ao, on peut l’intégrer : 

rc l (A) = -;A*(O)’ 

et cette solution correspond bien à la condition de criticalité à l’échelle A .  
L’équation satisfaite par V(4), à l’ordre u2, fait intervenir le terme 

d’ordre u2 de V ( 6 )  qui s’exprime uniquement en terme de V(4) à l’ordre u. En 
effet (x = {x1,52,. . .}) 

Le wertex ù six points. En composantes de Fourier, en notant V,‘’ le coef- 
ficient de u2. on trouve 
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où I représente les 10 sous-ensembles appartenant à ( 2 ’ 3 ,  . . . ,6}. Pour intégrer 
cette équation, nous introduisons la fonction 

 DA(^) = AA(~(X)  - A A ( ~ ) .  (16.46) 

Cette fonction satisfait 

La propriété essentielle de sa transformée de Fourier 

1 f i ~ ( k )  = g [ C ( k 2 / A g )  - C ( k 2 / R 2 ] ,  

est d’être régulière à k = O. 
L’intégration alors est simple et donne 

En représentation de Fourier, 

I 

La fonction p(6) est donc aussi régulière à p l  = . . . = p6 = 0 et l’hamiltonien 
reste bien local. 

Le vertex à quatre points. Ce résultat permet d’expliciter l’équation satis- 
faite par IL;‘), le coefficient de V(4) à l’ordre u2 : 
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De nouveau, l’intégration est simple et donne 

On vérifie que dans la limite Ao/A + 03, v ( 4 ) ( p L ,  A) diverge logarithmique- 
ment pour d = 4, ce qui correspond à la renormalisation du coefficient de 44 
à l’ordre d’une boucle. 

Le coeficient v(2) à l’ordre u2.  Terminons cet exercice en calculant le 
coefficient d’ordre u2 de v ( 2 ) ( p ,  A).  I1 satisfait l’équation 

La valeur à p = O donne la condition de criticalité 

Nous connaissons la valeur de V ( ’ ) ( O )  = rc (A ,u )  a priori grâce au dévelop- 
pement perturbatif ordinaire. I1 y a d’une part la contribution (16.45)’ à 
l’échelle A,  à laquelle il faut ajouter les contributions provenant de Vi4) et 
Vi‘). On trouve donc 

On vérifie que r,z(A) satisfait bien l’équation de flot. L’expression peut aussi 
s’écrire 
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Enfin, cette condition au limite détermine le vertex à deux points 

Remarque. I1 résulte de l’équation (16.19) en section 16.1.4, que les mêmes 
résultats peuvent être obtenus en calculant perturbativement des fonctions de 
corrélation connexes avec l’interaction V ( 4 ,  Ao) et le propagateur D(&, A).  
L’utilité du calcul précédent est de montrer plus explicitement comment ces 
EGR exactes, avec les conditions aux limites à l’échelle initiale, déterminent 
la fonctionnelle V ( 4 ,  A). De plus, on vérifie que si la théorie est critique pour 
Ao, elle le reste pour tout A .  

16.4 EGR : forme standard 
Après une renormalisation du champ, nécessaire pour pouvoir atteindre 

des points fixes non gaussiens, 1’EGR prend la forme (16.28) avec s = - In A : 

La fonction q est a priori arbitraire avec, cependant, la restriction, comme 
nous l’avons expliqué au chapitre 9, que la fonction 7 ne dépende de A qu’à 
travers l i ( 4 ,  A). Elle doit être ajustée pour garantir l’existence des points 
fixes. 

L’équation (16.50) n’a pas une forme markovienne stationnaire parce que 
DA et LA dépendent explicitement de A : 

où ~ ? * ( k )  est défini par l’équation (16.37) et nous avons utilisé les rela- 
tions (16.31). Pour éliminer cette dépendance, nous faisons partout une dila- 
tation des variables de position de la forme 

Ceci a comme effet de substituer dans l’hamiltonien, 
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Nous définissons alors, 

La transformation de (p est simplement la renormalisation gaussienne. 
Puisque A(d-2)/2A(d+2)/2 = Ad,  ce changement compense le facteur A-d 

du changement de variable initial sur x quand le coefficient de W(") est ho- 
mogène à 4". En conséquence, 

1 ddx ddy DA(Z - y) H / d d x d d i D l ( x  -y ) ,  

On vérifie que toutes les puissances de A se compensent. 
Enfin, la relation entre 4 et 4' peut aussi s'écrire 

#(z) = A ( ~ - ~ ) / ~ ~ ( ~ / A ) ,  

de sorte que le membre de droite devient 

où nous avons noté x p  les d coordonnées de x. 
Dans ce qui suit nous omettons les primes. Par ailleurs, nous introduisons 

le paramètre de dilatation X = Ao/A qui relie l'échelle initiale A0 et l'échelle 
courante A et donc, 

Alors, les EGR prennent la forme standard (9.23) 

(16.51) 
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EGR en  composantes. En développant l'équation (16.51) en puissances 
de 4 ,  on trouve des équations pour les composantes sous une forme standard. 
Pour n # 2 (Dl D ) ,  

En représentation de Fourier, ces équations prennent la forme 

Pour n = 2, il faut distinguer les composantes de X et V .  Dans les deux cas, 
on trouve un terme supplémentaire dans l'équation : 

- 2 ddyL(zl  - Y ) ' F I ( ~ ) ( ~ ;  A). J' 
En représentation de Fourier, 

(16.54) 

P ( p ;  A) - 2L(p)f(2)(p; A) 
d -  

dA 
x - î - ( 2 ) ( p ;  A) = 

f i  

2 1 d d k  - 
- J' mD(k)1"(4)(p,  -p ,  k ,  - k ;  A) + B ( p )  

d -  

A)) , (16.55) 

1 d d k  2 

- B ( k ) f ( * ) ( p ,  -p, k ,  - k ;  A) + B(p) ( V r 2 ) ( p :  A)) . (16.56) 
- 2 J' (27r)d 
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16.5 Dimension 4 

Nous avons établi des EGR fonctionnelles générales. Nous les appliquons 
maintenant, à l’exemple de la théorie 4 ~ ~ ’  dans un cadre perturbatif. Notre but 
est de montrer explicitement de quelle manière le groupe de renormalisation 
fonctionnel permet de retrouver les résultats obtenus au chapitre 10, dans le 
cadre du groupe de renormalisation perturbatif asymptotique. 

Nous commençons par la dimension 4, où le point fixe gaussien est margi- 
nalement stable. Les hypothèses perturbatives et les calculs ont beaucoup de 
points communs avec ceux de la section 16.3. 

16.5.1 Conditions de renormalisation. Fonctions p et 

Conditions de renormalisation. En dimension 4, une théorie non triviale 
peut être obtenue comme une fonction du paramètre g(X) défini, par exemple, 

g(X) 7?(4)(pz = O,  A). (1 6.5 7) 

Toutes les autres interactions sont alors déterminées perturbativement comme 
fonction de g ,  en les supposant au moins d’ordre g2, en résolvant perturbative- 
ment les autres équations de flot, avec des conditions aux limites appropriées, 
par la méthode expliquée en fin de section 9.7.2 et comme nous l’avons fait en 
section 16.3. On supprime ainsi toutes les corrections dues aux opérateurs in- 
essentiels, ne conservant que l’effet de l’opérateur marginal. De cette manière, 
toutes les interactions deviennent des fonctions iniplicites de X à travers g(X) 
qui satisfait une équation unique (équation (9.62)) : 

comme la valeur de 7?(4)(pt, A) à p l  = . . . = p 4 = 0 :  

( 16.58) 

avec, comme nous l’avons déjà vu, B(g)  = O(g2) .  
La fonction v ( g )  est alors déterminée par la condition 

(16.59) 

qui supprime l’opérateur redondant qui correspond à un changement de nor- 
malisation du champ. 

Les deux conditions (16.57) et (16.59) jouent le rôle des conditions de 
renormalisation dans la théorie de la renormalisation habituelle (cf. sec- 
tion 13.1.2). 

EGR : autre forme. Dans l’équation (16.53)’ nous exprimons la dérivée par 
rapport à 1nX en fonction de la dérivée par rapport à g et de la fonction p, 
en utilisant la définition (16.58)’ 

A- d = - P ( g ) - .  d 
dX 49  
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Pour d = 4, l’équation s’écrit (n  # 2)  

+ i 1 s f i ( k ) f i ( n + 2 ) ( p ~ , p 2 , .  . . ,p,, k ,  - I C :  g )  

1 
- - fi(po)fi(l+l) (Pz, , ’ ’ . , P,, , Po; 9 )  

(PZl,, , ’ . ‘ 7 Pz,, ’ -Po; 9) .  

2 I  
f i (n- l+l)  

Dans le cas n = 2, l’équation satisfaite par V ( 2 )  s’écrit 

(16.60) 

2 

-p ,  k ,  - k ; g )  - D ( p )  ( v ( 2 ) ( p ; g ) )  . (16.61) 

Les fonctions /3 e t  7 .  En utilisant la condition (16.57) dans l’équation 
(16.60) pour n = 4, p ,  = O,  on trouve une équation pour la fonction p ( g )  : 

1 d4k 
P(g )  = 2gv(g) + 5 1 mB(k)fii“!(O, O, O, O ,  k ,  -k 9)  - 4 g m V 2 ) ( O ;  9) .  

(16.62) 
L’équation (16.61) se résout ensuite récursivement sous la forme 

+ ; J’ & B ( k ) f i ( 4 ) ( P ,  -p ,  k ,  4 9 ) .  

Pour p = O,  on obtient la condition de criticalité qui détermine 

r c ( g )  = V ( 2 ) ( ~ ;  g )  = $ ’ ) (O ;  g ) .  

(16.63) 

Cependant, notons aussi que si le membre de droite contient un terme en p2  
dans son développement en séries de Taylor à p = O, la solution de l’équation 
ne peut pas être régulière. En effet, l’équation 
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n’a que des solutions singulières de la fornie 

f ( p 2 )  = -p2 Inp + const. p2 

Or nous rie cherchons que des solutioiis régulières. En exprimant alors que la 
dérivée par rapport à p2  du membre de droite de l’équation (16.63) s’annule, 
on obtient donc la condition 

qui déterinine v(g). Ceci démontre, dans ce contexte, la nécessité de la fonc- 
tion q ( g )  et donc de la renormalisation du champ 4. 

16.5.2 Solution des EGR à l’ordre g 
Comme q(g) est au moins d’ordre g (en fait il est d’ordre g2) et que 

nous avons supposé 7?(G) d’ordre g2, l’équation (16.62) confirme que p ( g )  est 
d’ordre g2. 

À l’ordre g, comme Q(’)(p; y) est d’ordre g1 le membre de gauche de l’équa- 
tion (16.61) est négligeable. L’équation se réduit à 

Le menibre de gauche n’a pas de terine en p2 dans son développement à p = O 
et donc, q s’annule à l’ordre g. À l’ordre g, l’équation (16.61) se réduit donc à 

Noi is notons que l’équation homogène a des solutions régulières proportion- 
nelles à p 2  correspondant à l’opérateur redondant qui change la normalisation 
du champ. La solution générale est donc la somme de la solution de l’équa- 
tion homogène et d’une solution particulière constante. La condition (16.59) 
élimine le terme redondant et conduit à la solution constante 

- ( 2 )  . IJ ( p , g )  = iSD(O) + 0 ( g 2 ) .  

16.5.3 Solution des EGR à l’ordre g2 

Pour g(‘) ( p z ;  g) ,  le nienibre de gauche est d’ordre g 3  qui est négligeable et 
donc 
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Par ailleurs (A = A,=,), 

Dans le membre de gauche, on peut remplacer A ( p ) ,  qui est une fonction 
singulière à p = O, par la fonction 

qui est régulière. Nous notons que la fonction f i * ( p )  est la limite de la fonc- 
tion (16.46) pour ho + 00. 

La solution régulière de l’équation (16.65) peut alors s’écrire 

x ( 6 ) ( p i ; g )  = -g2 [fi*(pi +p2 + p 3 )  + 9 termes] + 0 ( ~ 3 ) .  

La fonction p. Dans l’équation (16.62)’ comme gq(g) est d’ordre g3,  

p(g) = g2 [ 3 k ( O )  - 2 ~ ( 0 ) f i , ( 0 ) ]  - g20(o)o(o) + o ( ~ ~ ) ,  
avec 

(16.67) 

Les deux derniers termes se compensent puisque 

D(0)  = 2C’(O) = -23*(0);  

et il reste à évaluer 

(16.68) 

B*(O) = - - - f i * ( k ) B ( k ) .  .I ( g 4  

On vérifie 

où la relation (16.66) a été utilisée. Ainsi, l’intégrant peut s’écrire comme une 
dérivée totale et l’intégrale est déterminée par le comportement asymptotique 

k 2 f i * ( k )  + 1 pour k + 00. 

On obtient 
1 

(16.69) 
l m d  

& ( O )  = - / dk - [;k4fi:(k)] = -. 
87r2 dk 16r2  
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On en déduit 
(16.70) 

3 
P(g )  = s g 2  + 0 ( g 3 ) ;  

en accord avec le résultat (10.21) pour E = O. 

La fonction 77. I1 est alors commode d’introduire la fonction 

F ( ~ ) ( ~ ~ : ~ )  = “;i(4)(pz;g) ~ W ( O ; ~ )  = o(g2). (16.71) 

À l’ordre g2, la fonction F(4) est solution de 

z 

Comme le membre de droite de l’équation s’annule pour p = O (ce qui, en fait, 
est une conséquence de l’équation de flot satisfaite par g(X)), l’équation a une 
solution régulière. Plus explicitement, 

+ 2 termes] + ;0(0)g2 ~ ( p , )  - (p = O). 
2 

En remarquant que l’équation 

a comme solution 

après quelques intégrations par parties et manipulations algébriques, on trouve 

avec 

De l’équation (16.64), on déduit alors, à l’ordre g2, 
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Pour ce calcul, il est commode de passer en variables d’espace. L’expression 
prend la forme 

q ( g )  = T g  1 2  8 J’ d42 ezpx D ( z ) @ ( z )  1 . 
8 P  p=O 

Notons 2 ( &)2  @ ( p 2 )  = 8@’(p2) + 4p2@”(p2). 
p=1 

En utilisant cette relation pour évaluer la dérivée par rapport à p 2 ,  on trouve 

q ( g )  = -1uog2 1 /d4x~2D(2)Dg(2)  

00 
7r2 

= -Tg2 1 d2x5D(2)D*(2).  

L’équation (16.66) entraîne 

où, comme dans la dernière intégrale, z est la coordonnée radiale. Alors, 

d d -d%l(2j = 6 2 ~ 2 ) * ( 2 )  + 3 2 5 ~ ~ ( 2 ) 2 z ~ ( 2 ) .  
8X 

L’intégrant est donc une dérivée explicite. La contribution à l’infini est nulle 
car toutes les fonctions sont à décroissance rapide. À l’origine, 

On retrouve donc le résultat (10.38) pour N = 1 : 

Remarques. 

(i) I1 est possible ensuite de démontrer que les EGR peuvent être résolues 
par la même méthode, à tous les ordres, dans un développement en puis- 
sances de g. Ainsi, on démontre aussi que la théorie des champs 44 est 
renormalisable. Comme toutes les fonctions sont régulières à impulsion 
nulle, il suffit de montrer que toutes les intégrales convergent à grande 
impulsion. En particulier, cette méthode de démonstration évite les pro- 
blèmes de combinatoire des diagrammes de Feynman des démonstrations 
usuelles. 
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(ii) On peut avoir l'impression que nous avons utilisé explicitement la pro- 
priété qu'il n'y avait qu'un seul paramètre g de type 44 pour éliminer 
A. En réalité, la solution que nous avons obtenue est déterminée par les 
conditions de degré en y(A) des fonctions 'FI("). Par exemple, dans le cas 
de plusieurs ternies de type 44' et donc plusieurs coefficients g i ,  il suffit 
de substituer 

et d'utiliser la propriété P2(g )  = O(g2). 

(iii) I1 est simple de voir que la même méthode s'applique pour les théories de 
type 4n dans les dimensions où ces opérateurs sont marginaux (comme 
la dimension 3 pour @). 

16.6 Point fixe : développement en E 

Pour compléter la vérification de la cohérence du groupe de renormalisa- 
tion fonctionnel avec le groupe de renornialisation asymptotique dans sa forme 
utilisée dans les chapitres 10 et 13, nous considérons maintenant la dimension 
d = 4 - E et développons les équations (16.53 et 16.56) en puissances de g 
et E .  

Au lieu de déterminer le point fixe directement, nous suivons la stratégie 
de la section précédente, et déterminons l'équation de flot satisfaite par le 
paramètre effectif g(X). Les calculs sont alors tr6s semblables. 

Nous partons de 

L'équation n = 2 s'écrit 
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Ordre g. La condition (16.57) implique 

P(g) = - i g + 2 g 7 ( g ) + 2 J ’ ~ D ( I C ) ~ ( 6 ) ( o ’  1 ddk - O, O, O ,  k ,  - I C ;  g ) - 4 g m W 2 ) ( O ;  9). 

(16.75) 
On vérifiera que 7 reste d’ordre g2 et qu’ainsi les termes sont au moins d’ordre 
g2 sauf le premier : 

P(s) = -ELI + O(g2). 

Dans ces conditions, à la différence du cas d = 4, le membre de gauche contri- 
bue à l’ordre dominant. 

À l’ordre g, V ( 2 ) ( p ;  g) est une constante et donc 

Notons la relation 
(d  - 2)A(O) + D(0)  = O ,  (16.76) 

et donc 
rc(g) = - ; g w  + 0(g2) .  

(6) Ordre g2. Nous avons ensuite besoin de ‘FI, (pi) qui est d’ordre g2. À cet 
ordre, il satisfait 

(16.77) 
En introduisant la fonction (16.66)’ la solution régulière de l’équation (16.77) 
peut alors s’écrire 

X(6)(pi;g) = -g2 [fi*(pi +p2 +p3) + 9 termes] + 0 ( ~ 3 ) .  

La fonction P est maintenant déterminée à l’ordre g2 : 

avec 

P(g) = -Eg + g2 [3&(0) - ZD(O)fi*(O)] + 2g2A(0)D(0) + O(g3), 

Dans le cadre du développement en E, on peut remplacer les contributions 
d’ordre g2 par leurs valeurs à d = 4, qui ont déjà été calculées (équa- 
tion (16.70)). On en déduit 
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en accord avec le résultat (10.21), et on retrouve le point fixe non gaus- 
sien (10.22), g* = 16-ir2&/3 + O(&’). 

Comme à d = 4, on pose 

F ( ~ ) ( ~ * , ~ )  = “;i(4)(p,;g) - ~ W ( O : ~ )  = qg2). (16.78) 

L’équation pour F ( 4 ) ( p 2 ;  g),  à l’ordre g2 ,  devient 

1 1 
+2B,(pi  + p 2 )  + 2 termes] + -g2a(û)  2 [ ~ ( p ~ )  + 3 termes - (p = O ) .  

On peut vérifier que la solution régulière est 

F ( 4 ) ( p  2 )  . g )  = -$ 9 2 a(pi+p2)+2termes+Sg2A(0) p * ( p l )  - 8*(0) + 3terrne4 

(16.79) 
avec 

I1 est ensuite possible de calculer q ( g )  à l’ordre g 2 .  À l’ordre E ~ ,  il suffit 
de la valeur de la fonction q ( g ) ,  à d = 4, qui a déjà été obtenue en fin de 
section 16.5.1. 

16.7 Stabilité locale du point fixe 

Une fois un point fixe X* identifié, on peut développer l’équation (16.51) 
au voisinage du point fixe : 

X(X) = X* + E(X) .  

On obtient aiors 1’EGR linéarisée 

d 
dX 

A-E(X) = C*E(X),  

où l’opérateur linéaire C,, après une intégration par parties, prend la forme 

- J’ ddxddy  L ( x  (16.80) 
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Nous cherchons les valeurs propres ! et les vecteurs propres Ee 
de C, : 

Ee(X = 1) 

C,Ee = [Et ' (16.81) 

et donc 

&(A) = PEt(1). 

L'équation (16.81) peut s'écrire de façon explicite en termes des composantes 
Bi")(pi) de Ee sous la forme 

16.7.1 Point fixe gaussien 

Au point fixe gaussien, = O et 'H, se réduit à l'hamiltonien quadratique, 
puisque V,(4)  = O,  et l'opérateur C, s'écrit 

Les vecteurs propres correspondent à prendre tous les 7dn) nuls pour n > N 
Le coefficient du terme d'ordre dN satisfait alors à l'équation homogène 

qui est identique à l'équation (9.56) et qui est une équation aux valeurs 
propres. Elle a comme solutions, des polynômes homogènes dans les impul- 
sions. Si T est le degré dans les variables pi, la valeur propre est donnée par 

1 
2 

1 = d - -N(d  -2)  - T .  
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Les autres coefficients X ( n ) ,  n < N sont ensuite entièrement déterminés par 
les équations 

(16.83) 

On peut être surpris de ces termes additionnels. En fait, on peut vérifier que 
si l’on pose 

la fonctionnelle Q(4) satisfait l’équation aux valeurs propres plus simple 
r 

dont les solutions sont alors de simples monômes. 
L’opérateur linéaire qui fait passer de n(d) à E(4) ,  

reniplace tous les monômes en 4 qui contribuent à R par leurs produits nor- 
muux. Le produit normal d’un monôme de degré N en 4 est tel que, 
pour tout n < N ,  les fonctions de corrélation gaussiennes 

avec le poids e-%* s’annulent. Soulignons que le 
plicitement du choix d’une mesure gaussienne. 

produit normal dépend ex- 

I1 est utile pour la suite de calculer le produit normal correspondant 
ddz 43(z) qui, dans l’approximation gaussienne, correspond à la valeur à 

propre (6 ~ d) .  On trouve 

3! ‘ J  - 1 Jddx4.’(x) H - ddx43(x) - 
3! 

De même, pour Jddxq54(x), on trouve 

1 ‘ J  4 8 

-/ddxq54(x) 1 H 4! d ‘ ~ 4 ~ ( 5 )  - ddxq52(x) + -A2(0). 
4! 

On reconnaît le terme d’ordre E du Iianiiltonien de point fixe. 
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16.7.2 Dimension d = 4 - E : perturbations +2 et +4 

Pour n = 2 ,  à l’ordre E ,  l’équation se réduit à 

Comme nous nous intéressons à la perturbation qui dans la limite gaussienne 
est une constante t ,  nous posons 

Ej2’(p) = t + O(&) 

I1 est cohérent de supposer l?j4)(p) d’ordre E ainsi que B j 6 ) ( p )  d’ordre E ~ .  En 
conséquence, la valeur propre e est de la forme 

e = 2 + O(&),  

et ( p )  satisfait à l’ordre dominant 

L’équation (16.66) permet d’intégrer : 

Enfin, nous reportons cette expression dans l’équation pour I?:”‘. À l’ordre 
dominant, 

x Ej2)(p) = O .  

Dans la limite p = O, utilisant de nouveau les conditions E ( 2 ) ( p  = O)  # O et 
de régularité à p = O, on trouve 
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Les deux premiers se compensent et dans l’intégrale, on reconnaît B,(O). Donc, 

e = dt = 2 - + E  + 0(2), 

en accord avec le résultat (10.31) obtenu par une autre methode. 

Perturbation 44. La même méthode, niais partant cette fois de 
= O(1), permet de calculer l’exposant w ,  qui correspond à une varia- 

tion de g, et donc à la dérivée de la fonction /3 comme dans les EGR de la 
théorie des champs. L’exposant 

d - -W = -P’(g*)  = -E  + 9 -  

est la valeur propre correspond à une perturbation de type 44. On en déduit 
la dimension d44 de l’opérateur propre qui est identique à 44(z) à l’ordre 
dominant 

d 4 4 = d - d 9 = 4 .  

Conime dd4 est plus grand que d ,  cet opérateur est inessentiel. 

16.7.3 Perturbations brisant la symétrie Z2 
Nous étudions maintenant les valeurs propres associées aux opérateurs 

essentiels brisant la symétrie de réflexion Z2. Nous allons montrer que ces 
valeurs propres s’cxpriment en fonction d’un exposant déjà connu. 

Pour cela nous partons de l’équation de point fixe 

(16.84) 

Nous en déduisons une nouvelle équation obtenue en faisant agir sur cette 
équation l’opérateur dz 6 / b 4 ( z )  et nous posons 

Nous notons que 

ddz L ( x )  = o ( 0 ) k l ( O )  = O .  

Après une intégration par parties, l’équation peut s’écrire 

p* - 2 (  d - 2 + q)]  E(3)  = O .  
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Nous avons donc identifié un vecteur propre, E ( 3 ) ,  et la valeur propre 

e = S(d - 2 + q) .  

Au premier ordre en E ,  ce vecteur propre essentiel a la forme 

Dans la limite gaussienne, il correspond à l’opérateur J d d ~ $ 3 ( x ) .  Le terme 
linéaire en 4 corrige $3 pour éliminer la composante sur $ dont on vérifie 
qu’elle est plus essentielle. En effet, l’action de C, sur un terme linéaire en $ 
donne 

C,J ’ddz$(z)  = S ( d + 2 - 7 7 )  d d Z $ ( z ) + f i ( 0 ) E ( 3 ) .  J’ 
On voit alors qu’il existe une autre valeur propre qui est 

t =  S(d+2-77) ,  

et qui correspond au vecteur propre 

E(1) = (1 - 77/2) ddx$(rC) + i f i ( 0 ) E ( 3 )  . .I 
Dans l’approximation gaussienne, ce vecteur propre, qui est le plus essentiel, 
se réduit à ddz $ ( z )  et est associé à la valeur propre 

e = S(d+ 2).  

Par la relation (9.64)’ on en déduit aussi la dimension d4 de l’opérateur $ : 

d $ = d - S ( d + 2 - q ) =  ! j ( d - 2 + 7 ) ,  

ce qui est bien cohérent avec l’interprétation initiale de l’exposant q comme 
étant lié à une renormalisation du champ. 



Appendice A 

Compléments techniques 

Nous rassemblons ici quelques résultats techniques supplénientaires utiles. 

A.1 Fonctions I?, +, S 
La fonction r ( z ) ,  qui interpole (z - l)! pour z non entier, peut être définie 

Par 
r(z) = LW dttz- l  eët  . (*.I) 

Cette représentation intégrale définit une fonction holomorphe pour Re z > O. 
Cette fonction satisfait une relation de symétrie 

qui la prolonge en une fonction méromorphe dans tout le plan complexe avec 
des pôles simples aux entiers négatifs. 

Une autre identité est la formule de duplication 

En ternies de la dérivée logarithmique de r, 

ces relations s’écrivent 

On appelle constante d’Euler 
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En particulier, 

Une autre fonction utile est 

r(i + S )  = 1 -7s + o(s2). (A.4) 

A . l . l  Distribution de Dirac 
Nous avons souvent utilisé la fonction ou distribution 6 de Dirac. La dis- 

tribution 6(z - 20) est une application linéaire continue qui, à toute fonction 
continue f(x), fait correspondre la valeur f(x0). I1 est commode de représenter 
l'action de 6 par une intégrale sous la forme 

1 d z  6 ( 2  - .o)f(.) = f(.o). 

Appliquant cette définition à la fonction ezPx avec p réel, on trouve 

dx 6(z) ezpz = 1. .I 
La transformée de Fourier de 6 est la fonction constante f 1. Récipro- 
quement, 

6(x) = 1 J'dp eëiPx. 
27r 

La distribution 6 peut être obtenue comme limite, au sens des distributions, 
de différentes fonctions, par exemple, 

e-X2/2E2 6(x) = lim - 
E'O E& 

Nous avons utilisé la fonction signe : 

sgn(z) = +i pour x > O ,  sgn(x) = -1 pour x < O .  

Une autre fonction, la fonction saut O(x) ou fonction de Heaviside lui est 
directement reliée : 

O(z) = 1 pour 2 > O ,  O(x) = O pour z < O =+ sgn(z) = O ( z ) - O ( - x ) .  

Enfin, au sens des distributions, 

Par ailleurs, nous avons aussi défini la fonction 6 à n variables xi 
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A.2 Le propagateur massif en dimension 2 
Nous étudions le comportement du propagateur massif (8.39)’ 

quand la masse m tend vers zéro et la dimension tend vers 2. 

tion (8.38)) : 
Pour d > 2, quand m + O, le propagateur a une limite finie (équa- 

Pour d 4 2, le propagateur de masse nulle diverge 

1 1 
- - (y + i n r  + 1rix2) + ~ ( d  ~ 2)’ (A.5) A(x,O) = 

2.ir(d-2) 4~ 

où le développement (A.4) de la fonction r a été utilisé. Le comportement de 
A(x. nii) pour d = 2 quand m 4 O ,  se déduit du comportement de KO(.) pour 
4‘ + O (7 est la constante d’Euler) : 

A.3 Déterminants d’opérateurs 

Le calcul d’intégrales de champ gaussiennes engendre souvent des déter- 
minants d’opérateurs (6.31), (10.9)’ (12.26) et (14.8). L’évaluation de ces dé- 
terminants peut être ramenée, si nécessaire après quelques transformations. 
au calcul de déterminants d’opérateurs de la forme M = 1 + K. À condition 
que les traces de toutes les puissances de K existent, l’identité 

In det M tr  In M , (A.7) 

développée en puissances du noyau K : 

( - l )p+l  
00 

lridet (1 + K) = ~ tr  KP, 
m 

p = l  l, 

peut se révéler utile pourvu que la série converge. 
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Dans le cas où les opérateurs K sont représentés par des noyaux de la 
forme K ( z ,  y) ,  le produit de deux opérateurs K I ,  K2 est défini par 

et la trace par 

t r  K = d z  K ( z ,  z), s 
dont on vérifie la propriété cyclique. 

Les traces successives des puissances de K s’écrivent alors explicitement 

Remarque. Le déterminant d’une matrice de taille nx  n, de la forme 1+XK 
est un polynôme en X de degré n. Si on le calcule par l’identité précédente, on 
trouve une série infinie. En exprimant que tous les termes à partir de l’ordre 
n + 1 s’annulent, on trouve des identités entre les traces des puissances de la 
matrice K. 

A.4 Le groupe orthogonal 

Le groupe O ( N )  est le groupe des matrices orthogonales réelles N x N 
satisfaisant 

OOT=1, 

où indique la transposit#ion. C’est le groupe qui conserve le produit scalaire 
dans RN. Géométriquement, c’est le groupe des rotations-réflexion de l’espace 
à N dimensions. La relation d’orthogonalité entraîne 

det OOT = (det O ) 2  = 1 

et donc 
det O = il. 

Les matrices de déterminant 1 forment un sous-groupe de O ( N )  noté Sû(N), 
qui géométriquement correspond aux rotations (transformations qui pré- 
servent l’orientation du système d’axes de coordonnées). Le groupe SO(N) 
est connexe à l’identité et toute matrice de S O ( N )  peut être obtenue par un 
produit fini de matrices appartenant à un voisinage de l’identité. Dans un voi- 
sinage infinitésimal de l’identité, une matrice de S O ( N )  peut se développer 
sous la forme 

O = 1 + L + o ( L ~ )  avec L + LT = 0 .  
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Les matrices antisymétriques indépendantes forment un espace vectoriel de 
dimension N ( N  - 1)/2.  Soient L,  une base de cet espace. La propriété de 
groupe des matrices orthogonales se traduit dans la relation de commutation 

[LCY, Lo1 = fLYBYLY ‘ 
Y 

Ces relations de commutation ou produits de Lie donnent à l’espace vectoriel 
des niatrices antisymétriques, une structure d’algèbre de Lie et  les coefficients 
f,or sont appelés constantes de structure. Enfin, toute matrice de S O ( N )  
peut être écrite comme l’exponentielle d’un élément de l’algèbre de Lie : 

L O = e  . 

Une base de l’algèbre de Lie forme donc un ensemble de générateurs de S O ( N ) .  
Pour engendrer O ( N ) ,  il faut ajouter une réflexion. 

Dans l’étude de la brisure spontanée de symétrie, nous avons considéré le 
sous-groupe O ( N  - 1) de O ( N )  qui laisse un vecteur donné v # O invariant. 
Au voisinage de l’identité, cela se traduit par la propriété des générateurs du 
groupe SO(N - I )  correspondants 

L v = O .  

I1 existe ( N  - 1)(N - 2)/2 tels générateurs. À l’ensemble complénientaire 
des N - 1 générateurs de S O ( N )  restants, sont associés les N ~ 1 modes de 
Goldstone. 

A.5 Transformation de Fourier : décroissance 
et régularité 

Dans cette section, nous rappelons, à travers quelques exemples utiles pour 
cet ouvrage, la relation entre décroissance asymptotique à grand argument des 
mesures positives et la régularité de leurs transformées de Fourier. Le lecteur 
intéressé par plus de détails est renvoyé à la littérature mathématique sur ce 
sujet. 

Nous examinons d’abord le cas des mesures discrètes définies sur Z qui est 
particulièrement simple. 

A.5.1 Mesures positives discrètes et séries de Fourier 
Décroissance exponentielle. Nous considérons une mesure positive discrète 

pn définie sur le réseau des points entiers de la droite réelle : 

n=-03 
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Nous supposons que pour (ni + 00, p n  décroît exponentiellement 

En conséquence, tous les moments 

n=-00 

de pn sont finis. La fonction analytique donnée par la série de Laurent 

+Co 

est holomorphe et uniforme dans l'anneau compris entre deux cercles 
eëp < IzI < ep où la série de Laurent converge. 

La fonction périodique p ( û ) ,  de période 27r, 

+Co 

p(û> = e-" f(eëz') = e-zno ,on j P*(Q) = ,+O), 
n=-m 

est donc holomorphe dans une bande 1 ImOl < p. De plus, la positivité de la 
mesure entraîne IP(Q)l 5 p ( O )  = 1. 

Réciproquement, les coefficients de Fourier pn sont donnés par 

(A.lO) 

Si la fonction f est holomorphe et uniforme dans un domaine e-p < IzI < ep, 
les coefficients de sa série de Laurent sont aussi donnés par 

1 21r 

pn = 1 d0 eane p ( S ) .  

Le domaine d'analyticité de f entraîne la convergence de la série de Laurent. 
En effet, suivant que n est positif ou négatif, on déforme le cercle dans les 
cercles de rayon ep ou e-@. On en déduit 

MR, O < R < ep : lim pnRn = O .  

Ces résultats qui établissent une relation entre les propriétés de dérivabilité 
de la fonction et les propriétés de décroissance des coefficients de la série de 
Fourier peut se généraliser de nombreuses manières. 

Décroissance rapide. Supposons, par exemple, que ,on décroisse, quand 
n + 00, plus vite que toute puissance de n : 

In1-m 
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Tous les moments 
+cm 

n=-03 

de pn sont de nouveau finis. C’est d’ailleurs une condition nécessaire et suffi- 
sante. 

I1 est alors siniple de vérifier que la fonction périodique p ( Q )  est dérivable, 
et la dérivée est obtenue en dérivant ternie à terme la représentation (A.lO) : 

La série converge pour tout 8. En effet, 

n 

La niesure np, étant également à décroissance rapide, l’argument se généralise 
aux dérivées successives : 

+W 

n=-cc 

et la fonction p ( Q )  est donc indéfiniment dérivable. Pour tout 0, 

Réciproquement, supposons que p (  0) soit indéfiniment dérivable. Comme p ( 0 )  
est dérivable, on peut intégrer par parties (pour n # O)  

pn=%-1 1 i 2T dOeinep’(0). 

De façon plus générale, intégrant p fois, on trouve 

et donc 

Décroissance algébrique. La seule condition de normalisation (A.9), qui 
implique la convergence uniforme des séries E, ezn6 pn, entraîne la continuité 
de P(0) .  De façon plus générale, la condition 

C P n I n J P < C C . 1  P E N ’  
n 
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entraîne l'existence et la continuité de la dérivée p-ième de p ( û ) .  Cette condi- 
tion est vérifiée si 

avec O > p 

Réciproquement, si p ( 0 )  est une fonction continue périodique de pé- 
riode 27r, les coefficients de Fourier tendent vers zéro pour In( 4 00. En 
effet, (choisissant, par exemple, n > O) 

La somme sur p est une somme de Riemann qui converge pour n 4 cc vers 
une intégrale puisque p est continue : 

et la convergence est uniforme en 8. En soustrayant à la somme, cette limite 
ne change pas l'intégrale sur T et donc 

qui tend vers zéro. On notera que seule la convergence uniforme en O de la 
somme de Riemann a joué un rôle, ce qui permet de relaxer la condition de 
continuité. 

L'existence d'une dérivée d'ordre p permet d'intégrer par parties et donc 
de déniontrer une décroissance, au moins d'ordre 1nl -P.  

Des résultats plus précis peuvent parfois être obtenus. Par exemple, si p(8 )  
a une singularité isolée à O = O en lelu, O > O, pn décroît comme lnlpl-u, 

p ( û )  = AI8(" + partie plus régulière + pn cx 1 ~ ~ l - ~ - ~ .  
lnI+m 

Ce résultat se démontre par exemple en intégrant par parties [O] + 1 fois, [O] 

étant la partie entière de O. On peut alors calculer la transformée de Fourier 
de 101 l u ]  pl explicitement. 

Réseau à d dimensions. Les résultats précédents se généralisent aux cas 
des probabilités de transition considérées en section 3.3. 
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Supposons pour p(n), n E Z d ,  des propriétés de décroissance exponentielle, 

p(n) < M eëplnl, p > O .  

La fonction 
p(k) = eëL-k’np(n), 

est holomorphe dans le tube 

IImkl < p .  

Réciproquement, si l’on suppose pour fi(k), le domaine d’holomorphie 
1 Im kl 5 p, alors dans l’intégrale sur une zone de Brillouin, 

1 
p ( n )  = / ddlc ein’k P(k), 

on peut déplacer le contour, dans le complexe, dans la direction 

Im k = m ,  6 = p/lnl, 

et on en déduit une décroissance exponentielle. 

A.5.2 Transformation de Fourier 
Les transformées de Fourier de mesures positives et plus généralement, 

de fonctions à décroissance rapide ou exponentielle du type envisagé en sec- 
tion 3.1, jouent aussi un rôle important dans différentes parties de cet ouvrage. 
I1 est donc utile de voir dans quelle mesure les propriétés démontrées dans la 
section précédente se généralisent. La différence technique principale avec la 
section précédente est que la transformation de Fourier est symétrique. En par- 
ticulier, la fonction initiale et sa transformée de Fourier ont toutes deux des 
propriétés de régularité et de décroissance à l’infini ce qui complique un peu 
l’analyse. Comme notre but est de faire comprendre la dualité entre régularité 
et décroissance à l’infini, nous l’illustrons ici uniquement par des exemples où 
les résultats peuvent être démontrés de façon élémentaire. 

Pour les problèmes physiques qui ont été étudiés dans ce cours, nous de- 
vons admettre comme mesures, non seulenient des fonctions, mais également 
des distributions au sens mathématique du ternie comme les << fonctions )> 6 
de Dirac. Dans ce cas, les fonctions f ( q )  pour être mesurables, c’est-à-dire 
pour que leur valeur moyenne soit définie, doivent être continues. I1 est alors 
nécessaire de faire appel à la théorie des distributions, et le lecteur intéressé 
est renvoyé à la littérature mathématique sur ce sujet. 

Fonctions continues. Dans un but d’illustration, nous nous restreignons 
à des fonctions p ( q )  continues. L’étude des relations entre décroissance et 
régularité de la transformée de Fourier devient alors assez semblable au cas 
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discret. Supposons, par exemple, que p(q) soit une fonction à décroissance 
exponentielle : 

Si p ( q )  caractérise une mesure, non seulement tous les moments de la distri- 
bution existent, mais ils satisfont 

1p(q)1 I Me-filql, p > O .  

La transformée de Fourier, 

p ( k )  = (e-2’4) J’dq e-iky p(q),  (A. l l )  

de p(q) est une fonction analytique, holomorphe pour I Imkl < p. En effet, 

(A.12) 

De même, si p(q) décroît plus vite que toute puissance, sa transformée de 
Fourier est indéfiniment dérivable. 

Enfin, si l’intégrale dq ( p ( q )  11qpl converge, 

la dérivée p-ième de p ( k )  est continue. 

Fourier, on démontre que si l’intégrale dans la représentation de de Fourier 
Réciproque. Par un argument similaire à celui utilisé pour les séries de 

p ( q )  = 2.ir dk eiky p ( k ) ,  
I J ’  

converge absolument, et si P(k) est continue, p(q)  tend vers zéro pour 1q/ + 00. 

En effet, 

2T 

Avec nos conditions, la somme de Riemann converge, pour IqI 4 03, uniformé- 
ment en k vers l’intégrale qui, intégrée avec eik, ne donne pas de contribution. 
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Si p ( k )  admet une dérivée p-ième continue, une intégration par parties 
répétée permet de démontrer que @p(q) tend vers zéro, avec l’hypothèse sup- 
plémentaire que J dk ~p(p ) (k ) l  converge. 

De même, dans les cas des fonctions indéfiniment dérivables ou analytiques 
dans une bande, on peut démontrer la décroissance rapide ou exponentielle de 
la transformée de Fourier avec quelques conditions de convergence à l’infini. 

Pour s’affranchir en partie de ses problèmes de convergence à l’infini il est 
nécessaire de se placer dans le cadre plus général des distributions. 





Appendice B 

Transitions de phase : généralités 

NOUS avons regroupé ici quelques propriétés supplémentaires des transi- 
tions de phase. 

B.1 Fondamental de la matrice de transfert 
La notion de matrice de transfert a été introduite en section 4.1.2. Nous 

démontrons ici que la fonction propre $ o ( q )  de la matrice de transfert, cor- 
respondant à la valeur propre maximale TO, est de signe constant et peut 
donc être choisie positive. En conséquence, la valeur propre TO est posit ive 
e t  simple.  En référence au formalisme quantique, nous appelons ci-dessous le 
vecteur propre, f ondamen ta l  de la matrice de transfert. Ainsi, le fondamental 
est non dégénéré. 

Montrons d’abord que $o(q )  est une fonction de signe constant, qu’on peut 
donc choisir positive. 

Toute fonction + ( q )  de carré sommable satisfait l’inégalité 

l’égalité n’étant possible que si $ ( q )  appartient à l’espace propre associé à TO. 

Cependant, puisque 7 ( q ’ ,  q )  est une fonction symétrique positive, 

l/dqdq’$(ii’)l(ii‘,<i)~(q)~ 5 /dqdq’ 1$(q’)17(q’,q)1$(q)1, 

alors que 
1 1 $ 1 1  = II (14) I l .  

Ainsi, si la fonction $ ( q )  n’est pas de signe constant, la 
une valeur moyenne plus grande. Nous concluons que 
nécessairement de signe constant. 

fonction 1$(q)1 donne 
la fonction $o(q)  est 
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Une conséquence directe de ce résultat est que la valeur propre TO est po- 
sitive et non dégénérée. En effet, supposons qu’il existe deux vecteurs propres 
indépendants $o(q )  et $o(q )  correspondant à la valeur propre ‘TO. Comme T 
est hermitien, on peut tou,jours les choisir orthogonaux 

Calculons alors la quantiti. 

où la condition que $o(q )  est vecteur propre avec la valeur propre TO a été 
utilisée. Cornnie l’intégrant dans le membre de droite est le produit de trois 
fonctions positives et compte-tenu de la forme particulière (4.6) des noyaux 7 ,  
qui implique que 7 ( y ’ ,  y)  est strictement positif pour tout couple (9, y’}, ceci 
est impossible. 

B.2 Paramètre d’ordre et propriété d’amas 
Quand la valeur propre la plus grande de la matrice de transfert est dégé- 

nérée, la détermination des fonctions de corrélation en volume infini devient 
une question subtile, qui dépend explicitement de la manière dont la limite 
therniodynaniique est atteinte. En particulier, elle peut dépendre des condi- 
tions aux limites. Cette sensibilité aux conditions aux limites est une autre 
caractéristique de la région à plusieurs phases. 

Examinons, dans cette situation, les propriétés de décroissance à grande 
distance des fonctions de corrélation. 

Nous considérons la région à deux phases d’un système de type Ising et 
appelons $+ et $- les vecteurs propres fondamentaux de la matrice de trans- 
fert, qiii sont échangés par l’opérateur de symétrie P (la réflexion qui renverse 
les spins) : 

et sont orthogonaux. Tout vecteur $(a)  de la forme 
$- = P$+ , 

$(a) =casa$+ + s i n a $ - ,  (B.1) 

est aussi un vecteur propre de la matrice de transfert avec la même valeur 
propre. Supposons qu’il soit possible de prendre la limite du volume infini de 
telle sorte que le vecteur $(a)  soit sélectionné. Les fonctions de corrélation 
font alors intervenir l’action de produits de matrices de spin en des points 
du réseau transverse sur le vecteur $(a) .  Pour des raisons de simplicité, nous 
nous restreignons à des produits de spin ayant la même position sur le réseau 
transverse, et notons S la niatrice correspondante (définie en (7.50)). Dans ce 
qui suit, nous omettons l’indice de position a.  
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Définissons 
(++S++) = m ,  

où m tend vers 1 dans le modèle d’king dans la limite de température nulle. 
Alors, 

($-s$-) = ($+P-~sP++) = -m.  (B.3) 

Nous avons aussi 

($+S$-) = -($-P-lsP $+) = -(+-S$+). (B.4) 

Comme S est une matrice symétrique, 

La matrice S, restreinte au sous-espace {$+, +-}, est diagonale dans la base 
I++, $-I. 

Les équations (B.2)-(B.5) impliquent en particulier : 

(+(a)S  +(a)) = m cos 2 0 ,  (B.6) 
($ (a )S  $(7r/2 + a ) )  = m sin 2 0 .  (B.7) 

Sauf pour a = 7r/4 (mod 7r/2), la valeur moyenne du spin ne s’annule pas et 
ceci caractérise la région à plusieurs phases. 

Calculons ce que naïvement on s’attendrait à être la fonction de corrélation 
de spin à deux points connexe (cf. section 4.3.2), c’est-à-dire la fonction à 
ùeux points de S- < S >, pour deux points séparés par une distance ! dans 
la direction de temps mais à la même position transverse. Elle est donnée par 

(B.8) 
(+(cy)(S - m c o s 2 a ) T e ( S - m c o s 2 a ) ~ ( a ) )  

W(2)(!) = 
($(a)Te$(a)) 

La matrice de transfert T projette sur les états fondamentaux pour ! + CO : 

T~ = (P+ + P- + O ,-el< , ( >> 
( P ( a )  + P(7r/2 + a )  + O (e-elc)) , = 

où P+, P- et P(0)  sont les projecteurs sur les vecteurs correspondants. On 
en déduit 

W2) ( e )  m2 sin2 2a + O O . (B.9) 

Ce n’est que pour a = n7r que les fonctions de corrélation satisfont à la 
propriété d’amas (cf. section 4.3.2, équation (4.25)). Les vecteurs propres cor- 
respondant sont alors $+ et $- qui sont échangés par P. La symétrie de 
réflexion est spontanément brisée. 
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Soulignons que les fonctions de corrélation calculées en sommant sur toutes 
les configurations de spin, correspondent à des moyennes sur les deux états 
fondamentaux et ne satisfont donc pas à la propriété d’amas. 

Comme nous l’avons souligné dans l’exemple 7.2, un des deux états $& 
est sélectionné dans la limite tliermodynaniique par la procédure suivante : on 
ajoute à l’énergie de configuration un ternie couplé linéairement au paramètre 
d’ordre (un champ magnétique pour des spins). Ce terme favorise ainsi, une 
des phases. On fait alors tendre l’aniplitude de ce terme vers zéro après avoir 
pris la limite thermodynamique. Cette procédure choisit un des états $+ ou 
?,!- suivant le signe du champ. Les fonctions de corrélation du système ainsi 
obtenues satisfont alors à la propriété d‘amas dans la limite du volume infini. 
Une solution alternative consiste à prendre la limite thermodynamique, avec 
coninie conditions aux limites, tous les spins aux bords fixés et égaux, soit 
à +1, soit à -1. 

On peut bien sûr se demander le sens physique de cette procédure : en 
section B.3, nous allons montrer que de tels systèmes dans la phase de symé- 
trie brisée ne sont plus ergodiques. Une fois préparés dans une phase, ils y 
restent. Si l’on veut, dans ces conditions, que les moyennes temporelles soient 
égales aux moyennes d’ensemble, il faut calculer la fonction de partition en 
restreignant la somme aux configurations dont le spin moyen a le signe de 
l’ainiantation spontanée. Le champ magnétique sélectionne autoniatiquement 
les configurations appropriées. 

B.3 Dynamiques stochastiques et transitions 
de phase 

Modèle de type Iszng. I1 est facile de construire une dynamique stochastique 
qui converge, asymptotiquement dans le temps, vers la distribution d’équi- 
libre du modèle d’king. On peut, par exemple, imposer le principe d’équilibre 
détaillé (cf. section 3.4.2) et choisir comme probabilité de transition d’une 
configuration {Si} vers une configuration {Sk}, 

où r appartient à un ensemble R de volunie Ld dans Zd et €(Sr) est l’énergie 
de configuration, par exemple, 

E(S)  = -JSrS: 
n.n .  

r,r’€nCZ“ 

(B. l l )  

Pour les arguments qui suivent, la connaissance précise des configurations qui 
sont directement reliées par les probabilités p n’est pas utile pourvu que le 
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système soit ergodique en volume fini, c’est-à-dire qu’il existe une probabilité 
non nulle de relier deux configurations de spin arbitraires. La propriété impor- 
tante, qui est vérifiée par toutes les dynamiques locales, est que la probabilité 
d’aller d’une configuration à une autre configuration de plus haute énergie est, 
à basse température, de l’ordre de e-PAE, où A& est la différence d’énergie. 

C’est pourquoi, à basse température, si nous partons d’une configuration 
où tous les spins valent par exemple +1, la probabilité de créer une bulle de 
spins -1 est proportionnelle à eëBJA, où A est l’aire de la surface de la bulle 
(conime la figure 7.3 l’illustre pour la dimension deux). À d dimensions, une 
bulle de surface minimale est une sphère. Si nous appelons L son rayon, la 
mesure de sa surface est d’ordre Ld-’ et la probabilité est d’ordre e- , 
où a est la tension de surface, à basse température a O< /3 = 1/T. 

Pour d = 1, le système reste donc ergodique à volume infini puisque la 
probabilité de transition reste toujours finie, et aucune transition de phase 
n’est possible. 

Pour d > 1, la probabilité de transition à basse température tend vers 
zéro quand L + 03 et,  donc, le même mécanisme qui conduit à l’existence de 
plusieurs phases est responsable d’une brisure d’ergodicité. 

gLd - I 

Modèles à symétrie continue. Prenons de nouveau l’exemple de la symétrie 
O ( N ) .  Considérons maintenant une bulle dans le centre de laquelle le vecteur 
de spin est tourné d’un angle Q par rapport à la direction d’aimantation spon- 
tanée. Dans ce cas, le bilan d’énergie défavorise les configurations où, comme 
précédemment, des spins sont tournés d’un angle Q à l’intérieur d’ une sphère. 
Ceci donnerait de nouveau une énergie de surface en Ldpl. Au lieu de cela, il 
est plus avantageux d’interpoler entre 6’ et zéro de façon linéaire sur une dis- 
tance L.  Le coût en énergie entre proches voisins est maintenant proportionnel 
à 1 - cos(Q/L) N Q2/2L2. Cette énergie doit être multipliée par le nombre de 
spins dans le sphère de rayon L. On trouve 

On conclut qu’en diniensions d 5 2, cette énergie reste finie quand L 4 03. I1 
existe donc une probabilité finie de faire tourner tous les spins d’un angle Q, 
et la symétrie û ( N )  ne peut pas être brisée. Au contraire, pour d > 2, une 
transition est possible. 

Conclusion. Les analyses de haute et basse température, statique et dyna- 
mique, permettent de mettre en évidence l’existence d’une transition de phase 
et la nature des phases. Toutefois, elles ne fournissent aucun renseignement sur 
la transition de phase elle-même, ou sur le comportement des quantités ther- 
modynamiques dans le voisinage de la température critique. Ces problèmes 
doivent être étudiés par d’autres méthodes. 





Appendice C 

Développement en l /N : quelques 
calculs 

Nous donnons ici quelques détails supplémentaires sur le calcul détaillé de 
deux diagrammes qui sont apparus dans le développement en 1/N. 

C.1 Diagramme de Feynman à une boucle 
Le diagramme (b) représenté sur la figure 2.4 (section 2.5.1), qui est aussi 

proportionnel à la contribution à une boucle à la fonction à deux points dans 
la théorie 44, a joué un rôle essentiel dans la limite N + CO. Nous évaluons son 
comportement quand la masse m tend vers zéro (avec échelle de coupure A).  

Diagramme régularisé. Considérons un propagateur régularisé de la forme 
générale (14.9). Le diagramme 2.4 prend la forme (14.13), 

où la fonction D ( t )  est positive et régulière pour t 2 O et normalisée par 
D(0)  = 1. En choisissant une fonction D ( k )  suffisamment croissante pour 
lkl + CO, il est possible de rendre tout diagramme convergent et en particulier 
le diagramme 2.4. 

Nous avons besoin des premiers termes du développement de nd(m) pour 
m2 + O. Nous présentons le calcul pour une fonction D particulière, 

où la constante Nd est le facteur de boucle (14.16a), mais le résultat exhibe 
la plupart des propriétés du cas général. La deuxième intégrale, où l’intégrale 
angulaire a été effectuée, définit une fonction holomorphe pour O < Red < 4, 
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ce qui est la situation la plus intéressante. Le dénominateur est un polynôme 
du second degré en I C 2  qui, pour z = O,  a comme racines k 2  = O et k 2  = -1. 
De façon générale, factorisons le polynôme 

t2 + k 2  + k4 = ( k t  + k 2 )  (k,Z + k 2 )  . 

Les deux racines sont des fonctions holomorphes en t2 dans un voisinage de 
t = O. À l’ordre z 2 ,  par exemple, 

IL; = 2 + 24 + o(P), IC; = 1 - z2 + o ( ~ ~ ) .  
Nous procédons par prolongement analytique à partir de O < Red < 2 et 
séparons l’intégrale en deux contributions : 

Chaque intégrale se calcule explicitement : 

En utilisant ce résultat pour w ~ ( z ) ,  nous reconnaissons la constante Kd définie 
en (14.16b) : 

Cette expression est maintenant régulière jusqu’à Red < 4. Les premiers 
termes pour z + O sont donc 

avec 
a ( d )  = (3  ~ d / 2 ) K ( d ) ,  

dont on vérifie qu’il est égal à la valeur (14.17) avec la forme particulière de D. 
De façon générale, le ternie proportionnel à /c ip2  engendre un développe- 

ment régulier en t2 et le terme proportionnel à kfp2  engendre un développe- 
ment régulier multiplié par td-’. On peut vérifier avec un peu d’analyse que 
cette structure est générale. 

C.2 La fonction à deux points à l’ordre l /N 
pour u + O 

À l’ordre 1/N, un seul diagramnie contribue à la fonction à deux points 
(go) (figure 14.3). Dans la limite A 4 os et après une renormalisation de 
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masse, on trouve 

Pour calculer les coefficients du développement de l?‘?(p), pour u 4 O,  qui 
est de la forme 

il est commode d’utiliser la transformée de Mellin de l’intégrale considérée 
comme fonction de u. En effet, si une fonction f(u) a,  pour u 4 O, un com- 
portement de la forme ut ,  alors la transformée de Mellin, 

P o o  

a un pôle à s = t .  Appliquant cette transformation à l’intégrale et 
l’ordre des intégrations q et u, nous sommes ramenés à l’intégrale 

03 u-l-s 

du (Glu) + b(d)q-“ 6 

inversant 

Le résultat de l’intégration restante sur q se déduit de l’intégrale générique 

dd4  - d-2 f i -2y  r ( P  + v - d / 2 F ( d / 2  - P) rYd /2  - u )  . 
(47r )”2r (p) r (~) r (d  - p - Y) & J’ ( p  + y)2P”q” - P  

(C.4) 
Les termes avec des puissances entières de u correspondent au développenient 
perturbatif qui existe pour E suffisamment petit en régularisation dimension- 
nelle. cyk a des pôles en E = (2 l+2) /k  pour lesquels la puissance correspondante 
de p 2  est -1 ,  c’est-à-dire un entier. On vérifie que pl a un pôle pour la même 
valeur de E et que les contributions singulières se compensent dans la somme. 





Appendice D 

Groupe de renormalisation 
fonctionnel : compléments 

Dans cette section, nous présentons une méthode générale qui permet de 
démontrer des équations de champ pour des théories statistiques ou quan- 
tiques. Nous montrons ensuite que les équations du groupe de renormalisation 
fonctionnel (GRF) obtenues au chapitre 16 s’en déduisent, ce qui fournit une 
autre démonstration de l’équation fondamentale (16.14). 

Enfin, nous montrons que la transformée de Legendre d’une fonctionnelle 
liée simplement à l’hamiltonien satisfait une équation de flot très utile. 

D.l GRF et équations de champ 

Équations de champ. Nous considérons l’intégrale fonctionnelle générale 

2 = [d4] . .I 
Les équations de champ peuvent se démontrer par une méthode simple, ba- 
sée sur l’invariance d’une intégrale par changement de variables infinitésimal 
4 H V :  

$(XI = c p ( X )  + &K(cp’ XI’ 

l’identité obtenue étant développée au premier ordre dans le paramètre 
constant E .  

Le jacobien de la transformation est 

où nous avons utilisé de nouveau l’identité In det = t r  In. 
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On en déduit l'équation générale 

où ( O )  signifie valeur moyenne avec le poids 

tégrale d'une dérivée totale est nulle et, donc, 
Une façon équivalente d'établir cette équation est de remarquer que l'in- 

Explicitant la dérivée, on obtient l'équation 

L'application de cette identité à une fonction K ( 4 ,  z), après intégration sur z, 
redonne l'équation (D.1). 

On peut bien sûr se demander si ces manipulations formelles sont toujours 
justifiées. Dans certains cas, un processus limite à partir d'une approximation 
de réseau, et même de réseau fini, peut se révéler nécessaire. Enfin, le plus 
souvent, il est possible de démontrer ces identités dans un sens formel, c'est- 
à-dire à tous les ordres du développement pertiirbatif. 

Équations de champ et  GRF. On suppose maintenant que l'hamiltonien 
'FI(@) dépend d'un paramètre s mais que la fonction de partition 2 n'en dépend 
pas et ,  donc, 

- d 2  =-($H(&) = o .  
ds 

Nous introduisons la notation 

Nous décomposons H ( 4 ,  s) en une somnie de trois termes 

où In det A = t r  In A doit être régularisé. 
L'équation devient alor s, 
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avec 
dA 
dS 

D ( s )  = - .  

un opérateur de noyau D(s ;  x - y). 
Nous avons l’identité 

d d 
- lndetA(s)  = - t r lnA(s)  = t rL(s ) ,  
dS ds 

avec la notation 
L ( s )  = D(s)A-’ (s ) .  

L’équation fondamentale (16.14) est alors obtenue avec le choix 

La contribution du jacobien devient 

Le second terme donne 

Éliminant alors le teririe quadratique entre les deux équations (D.l )  et (D.2), 
on obtient une équation qui exprime une condition suffisante pour que la 
fonction de partition soit invariante : 

On reconnaît l’équation (16.14) et en identifiant le paramètre s à -In A, on 
obtient les équations de groupe de renormalisation. 

Pour prendre en conipte la renormalisation du champ, on ajoute un terme 
linéaire en Q : ~ ( 4 ,  z) H IT($, z) + $~4(z ) .  Cela ajoute une constante infinie 
au jacobien, qui est compensée par un changement de normalisation de la 
fonction de partition, et 

De façon plus générale, on obtient d’autres équations de groupe de renor- 
malisation en ajoutant à K d’autres fonctionnelles locales de 4. Mais ces 
manipulations algébriques ne doivent pas faire perdre de vue que le but est 
de construire un groupe de renormalisation qui a des points fixes locaux. 
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D.2 GRF : transformation de Legendre 
Nous avons vu en section 16.1.4 (équation (16.21)), que la fonctionnelle 

W ( H ,  s) = -V(D(so, s ) H ,  s) + $ (HD(s0 ,  s ) H )  + lndet D(s0, s), (D.3) 

où D est défini en (16.10)’ avait une interprétation de fonctionnelle génératrice 
de fonctions de corrélation connexes. Elle satisfait l’équation de flot (16.23) : 

aw l 
d S  2 
- = -- 1 ddxddy 

où IC est défini en (16.11) : 
03.4) 

q s o ,  S)VSO,  .) = 1 

11 est aussi naturel d’introduire sa transformée de Legendre : 

Celle-ci satisfait une équation de flot qui est utile pour des calculs pratiques. 
La stationnarité de la transformation de Legendre implique 

d 

Par ailleurs, il est commode de poser 

lj2W 
S H ( Z ) S H ( Y )  ‘ 

E(p, S ,  X, y )  = d%zlC(so, S ;  IC - Z )  I 
Alors, la propriété (6.19) de la transformation de Legendre entraîne 

D(so,  S; z - ~’)C(cp, S, t ’ , y )  = 6 ( d ) ( ~  - y). (D.5) 
d2Ç 

M X ) M Z )  
1 ddz ddZ‘ 

L’équation (D.4) devient 

d 
- Ç ( P , ~ )  = -- 
d S  2 

2 

avec, au sens des opérateurs, 

c p ( X ) c p ( Y )  , (D.6) 
aqso ,  s; IC - Y) 

ddXddyL(so,s;x - g)C(~ ,s , z , y )  ‘J’ 
d S  

+ 1 ddx ddy 
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Avec ces définitions, pour V = O, 

Si l’on pose 

l’équation (D.6) devient 

Le noyau C(9, s ,  x, y)  est maintenant solution de 

De façon équivalente, la transformée de Fourier 

satisfait 

L’équation (D.7) prend la forme 

(D.lO) 
d 

s; k)C(p. s, k ,  - I C ) .  

La fonctionnelle Çr(cp, s )  est locale et satisfait une équation relativement 
simple. 

Pour expliciter ces équations, nous développons 61 et C en puissances de p. 
À l’ordre p0, en représentation de Fourier, C = CO est solution de 

Alors, en écriture symbolique, 



474 Transitions de phase et groupe de renormalisation 

et donc, 

Application à la théorie q54. Nous posons maintenant s = - In A. Nous 
substituons aussi D(s0, s) H V A  et appliquons ces identités à la théorie ~ 4 ~ .  
À l’ordre u l ,  on trouve 

On en déduit 

W ( H )  = 1 / ddz H K H  - 
2 
+ 0 ( u 2 ) .  

Par ailleurs, 
p(z) = [KHI(z) = 4(z) + 0 ( u )  

Utilisant la stationnarité de la transformation de Legendre qui implique 

dW aç 
- + - = O ,  au au 

on en déduit 

s ÇI =  ZUT,^ 1 ddz p2(z) + ddz p4(z) + 0 ( u 2 )  

À cet ordre, on retrouve l’équation donnant rcl ,  obtenue en section 16.3, 

De façon générale, les équations (D.8) et (D.lO) peuvent être résolues de 
façon itérative et fournissent un développement perturbatif. À cause de la 
transformation de Legendre, seuls les diagrammes 1-irréductibles contribuent. 
Ainsi, le terme de degré 6 en p est maintenant d’ordre u3. 

EGR en forme standard. Après élimination de la dépendance explicite en 
A et renormalisation du champ, on obtient l’équation de flot analogue de 
l’équation (16.51) : 
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D.3 GRF et régularisation dimensionnelle 
Le formalisnie général de la section 16.1 permet d'écrire d'autres équations, 

ce que nous illustrons maintenant par un exeniple. 
Dans le cadre de la régularisation diniensionnelle, la théorie n'a plus de 

divergences de grande impulsion, au moins pour des dimensions génériques. 
En revanche, les questions du comportement critique et des divergences pos- 
sibles associées restent ouvertes. Pour construire un groupe de renormalisation 
fonctionnel on peut introduire, dans le propagateur, un facteur de coupure m 
à petite impulsion et étudier le flot qui correspond à faire tendre m vers zéro. 
Par exemple, le propagateur 

pour IpJ > m. a le cornportenient d'un propagateur critique mais n'a pas de 
pôle à p = O. De façon générale, on peut prendre comme propagateur 

On exprime alors, comment l'interaction effective change quand nz 4 O. 
En d'autres termes, on exprime l'équivalence entre une théorie avec paramètre 
de coupure variable m et interaction V(p) qui est critique à m = O, 

F(')(p = O, m = O)  = O ,  

et line interaction V(d. m) qui correspond au propagateur fixe rion-critique 
7n = ma. Notons que la condition critique est facile & réaliser en régiilarisatioii 
dimcnsionrielle. 

EGR zntégrée. Dans les notations de la section 16.1, on peut aussi définir, 
pour ni0 > m, K ( m )  = A-'(rn). De plus, 

D(m0,  ?TL) = A(172") - A(m) , q m o ,  m) = ;T)-l(mo, In). 

Sous forme intégrée, l'équation (16.19) devient alors 

e - v ( dJ 1 

avec aussi, 
W$' m) = S(W(mo)d)  + V ( 4 '  m )  

Les calciils pertiirbatifs sont peii modifiés. Par exeniple, pour 
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à l’ordre u, 

1 
4 V ( 4 ,  m) = V ( 4 ,  mo) + -uD(x = O; r n o ,  m) 1 dds 42(x). 

Sous forme différentielle, la condition sufisante pour que les fonctions de par- 
tition soient identiques pour tout rn est semblable à l’équation (16.32), le 
paramètre m remplaçant A et le signe relatif des deux membres étant changé, 

avec, maintenant, 

Du point de vue perturbatif, les manipulations algébriques ne changent pas. 
Par exemple, le calcul de la fonction ,8(g), pour d = 4 à l’ordre g2,  se ramène 
au calcul de B(O), dans la limite m 4 O, où la fonction B ( p )  est donnée par 
l’expression (16.67) : 

Ici, 

Après le changement de variables k H mk, on peut prendre la limite m = O. 

c’est-à-dire un résultat identique à celui obtenu dans le formalisme de coupure 
à grande impulsion (équation (16.69)). 

Le calcul de q(g )  est un peu long mais on trouve de nouveau le même 
résultat. 
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