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C h a p i t r e 1
Mécanique

Les notes de cours de ce chapitre rappellent les grands principes et théorèmes
indispensables pour passer le concours du CAPES et enseigner la physique en
lycée et collège. Elles attirent d’autre part l’attention sur certains points précis dont
l’expérience montre qu’ils posent souvent des problèmes aux étudiants. Elles doivent
être conçues comme un guide pour les révisions. Leur contenu doit être connu
avec précision avant d’aborder les exercices et problèmes qui en permettront
l’assimilation.
Les exercices et problèmes ont été sélectionnés de manière à constituer un ensemble
pédagogiquement cohérent : ils recouvrent une très large partie du contenu du pro-
gramme, et requièrent l’utilisation de la plupart des méthodes mises en oeuvre pour
résoudre les problèmes de mécanique.

1. Dynamique du point matériel
1.1. Grandeurs cinétiques fondamentales
1.2. Principe de l’inertie ; référentiels galiléens (1re loi de Newton)
1.3. Principe fondamental de la dynamique. Référentiels galiléens (2e loi de Newton)
1.4. Principe des actions réciproques (3e loi de Newton)
1.5. Principe fondamental de la dynamique. Cas des référentiels non galiléens
1.6. Théorème du moment cinétique
1.7. Théorème de l’énergie cinétique
1.8. Interactions conservatives. Énergie potentielle, énergie mécanique
1.9. Forces centrales

2. Oscillateur harmonique à une dimension. Oscillations libres
2.1. Mouvement d’une particule au voisinage d’une position d’équilibre stable
2.2. Oscillateur harmonique unidimensionnel non amorti
2.3. Oscillateur harmonique unidimensionnel amorti par frottement fluide
2.4. Aspect énergétique

3. Oscillations forcées : l’oscillateur harmonique entretenu ; résonance
3.1. Recherche du régime permanent
3.2. Comportement de la réponse en amplitude en fonction de la fréquence
3.3. Aspect énergétique

4. Mécanique des systèmes
4.1. Préliminaire
4.2. Centre d’inertie ; référentiel barycentrique
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4.3. Quantité de mouvement
4.4. Moment cinétique
4.5. Énergie cinétique. Conservation de l’énergie
4.6. Théorèmes de Koenig
4.7. Réduction canonique du problème à deux corps

5. Mécanique du solide indéformable
5.1. Éléments de cinématique du solide
5.2. Moment cinétique, énergie cinétique, opérateur d’inertie
5.3. Solide en rotation autour d’un axe fixe
5.4. Moments d’inertie à connaître
5.5. Théorème de Huygens
5.6. Contact entre solides. Frottement de glissement, lois de Coulomb
5.7. Roulement sans glissement

6. Statique des fluides
6.1. Notion de pression
6.2. Loi fondamentale de l’hydrostatique
6.3. Théorème d’Archimède

14



�

�

�

�

�

�

�

�

1. DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL

1.1. Grandeurs cinétiques fondamentales

p

M

R

O

Pour un point matériel M, de masse m, animé d’une
vitesse −→v par rapport à un référentiel R donné, on
définit les grandeurs cinétiques suivantes :
* Quantité de mouvement :

−→p = m−→v

* Moment cinétique en un point A :

−→sA =
−−→
AM ∧ −→p

(moment en A de la quantité de mouvement).
* Énergie cinétique :

Ec =
1
2

mv2

1.2. Principe de l’inertie ; référentiels galiléens
(1re loi de Newton)

Principe : Il existe des référentiels privilégiés, appelés galiléens, dans lesquels la quantité de
mouvement d’une particule isolée est constante (cela correspond soit au repos, soit au mouvement
rectiligne uniforme).

VO1

R1

y1

z1

x1 O2

R2

y2

z2

x2

Cette loi fait des droites des objets cinéma-
tiques privilégiés. Ce sont aussi des objets
géométriques privilégiés (dans un espace
euclidien).
Les référentiels galiléens sont en transla-
tion rectiligne uniforme les uns par rap-
port aux autres. L’opérateur qui permet
de passer d’un référentiel à un autre est
la transformation de Galilée G(V ). Elle
contient l’homogénéité et l’isotropie de
l’espace ainsi que l’uniformité du temps. La vitesse de propagation de l’information
est supposée infinie. Dans l’hypothèse où R2 est en translation rectiligne uniforme de
vitesse V par rapport à R1, dans la direction parallèle à Ox (Fig. ci-dessus), la relation
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entre les deux référentiels s’écrit (dans les repères définis par les origines O1, O2 et les
trois axes de directions fixes associés) :


x1

y1

z1

t1


 =




1 0 0 V

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







x2

y2

z2

t2




Matriciellement, cette relation s’écrit :

[X1] =
[

G(
−→
V )

]
[X2]

Il est facile de montrer que l’ensemble
{[

G(
−→
V )

]}
des transformations de Galilée a une

structure de groupe :

[
G(

−→
V )

]
⊗

[
G(

−→
V ′)

]
=

[
G(

−→
V ")

]
où

−→
V ′′ =

−→
V 1

−→
V ′

Les lois de la mécanique classique sont invariantes dans les transformations du groupe
de Galilée.

1.3. Principe fondamental de la dynamique. Référentiels
galiléens (2e loi de Newton)

Principe : Dans un référentiel galiléen, la dérivée de la quantité de mouvement d’un point matériel
par rapport au temps est égale à la somme des forces qu’il subit.(

d−→p
dt

)
Rgal

=
∑−→

f

Dans un autre référentiel galiléen, le principe fondamental appliqué à ce point s’écrit
exactement de la même façon, puisque deux référentiels galiléens ne sont pas accélérés
l’un par rapport à l’autre.
Dans le cas où la masse du point est constante, ce principe s’écrit m−→a =

∑−→
f

1.4. Principe des actions réciproques (3e loi de Newton)

Principe : Si un point matériel 1 exerce sur un point matériel 2 une force
−−→
F1→2, alors le point

matériel 2 exerce sur 1 une force opposée
−−→
F2→1 = −−−→

F1→2

Cette loi suppose une transmission instantanée de l’information. Ainsi, le principe des
actions réciproques n’est-il plus valable dans le cadre de la théorie de la relativité restreinte.
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1.5. Principe fondamental de la dynamique. Cas des référentiels
non galiléens

O1

R1
Galiléen en translation non

rectiligne uniforme
par rapport à R1

y1

z1

x1 O2

R2

y2

z2

x2

M
• R2 est en translation par rapport à R1

(translation non rectiligne uniforme).

Principe : Le principe fondamental de la
dynamique dans R2 non galiléen s’écrit :

(
d−→p
dt

)
R2

=
∑−→

f 1
−→
fie(M)

−→
fie(M) est la force d’inertie d’entraînement du
point M due à l’accélération de R2 par rapport
à R1 galiléen.

Dans le cas d’une translation, l’accélération d’entraînement du point M ne dépend ni de
sa position par rapport à R2 ni de sa vitesse par rapport à R2 et on a :

−→
fie (M) = −m−→ae (M) = −m−→a (R2/R1) = −m

(
d2−−−→O1O2

dt2

)

où −→a (R2/R1) est l’accélération de R2 dans sa translation par rapport à R1.

O

M

H

R1 z1

x1

y1

R2
x2

z2

y2

• R2 est en rotation autour d’un axe par rap-
port à R1

Principe : Le principe fondamental de la dyna-
mique dans R2 non galiléen s’écrit :

(
d−→p
dt

)
R2

=
∑−→

f 1
−→
fie(M) 1

−→
fic (M)

où
−→
fie(M) est la force d’inertie d’entraînement du

point M due à la rotation de R2 par rapport à R1

galiléen et
−→
fic (M) la force d’inertie de Coriolis du

point M.

L’accélération d’entraînement du point M
comporte deux termes dépendant de la posi-
tion de M dans R2. L’un d’entre eux est la cause de la célèbre force d’inertie centrifuge,
l’autre n’intervient que si la rotation de R2 par rapport à R1 est non uniforme. Si

−→
V (R2/R1)
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désigne le vecteur rotation (ici parallèle à Oz1) de R2 par rapport à R1, on a :

−→
fie (M) = −m−→ae (M) = mV2−−→HM︸ ︷︷ ︸

force d’inertie
centrifuge (en mV2r)

−m
d
−→
V (R2/R1)

dt
∧ −−→

OM

où H est le projeté orthogonal de M sur Oz1

L’accélération de Coriolis du point M dépend de la vitesse de M dans le référentiel
entraîné R2, −→vR2 (M)

−→
fic (M) = −2m

−→
V (R2/R1) ∧ −→vR2 (M)

1.6. Théorème du moment cinétique

Théorème : La dérivée par rapport au temps du moment cinétique du point matériel M en un
point fixe O d’un référentiel galiléen est égale à la somme des moments en ce point des forces
subies par M : (

d−→s O

dt

)
Rgal

=
∑−→

MO(
−→
f ) où

−→
MO(

−→
f ) =

−−→
OM ∧

−→
f

Pour utiliser le théorème du moment cinétique dans un référentiel non galiléen, il faut
ajouter à la somme des moments les moments des forces d’inertie d’entraînement et de
Coriolis, soit

−−→
OM ∧ −→

fie (M) et
−−→
OM ∧ −→

fic (M).

1.7. Théorème de l’énergie cinétique

• Cas d’un référentiel galiléen

O

M1

M2
Rgal

Théorème : Dans un référentiel galiléen, la
variation d’énergie cinétique du point M entre
deux instants t1 et t2 est égale à la somme des
travaux des forces subies par M entre ces deux
instants.

DEc = Ec2 − Ec1 =
∑

W1→2(
−→
f )

où

W1→2(
−→
f ) =

∫ M2

M1

−→
f · d

−−→
OM

Si −→v désigne le vecteur vitesse de M, la puissance de la force
−→
f à un instant donné est :

P (
−→
f ) =

dW
dt

=
−→
f · −→v

18
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Il est utile de se rappeler qu’on peut calculer le travail en intégrant la puissance de
−→
f

entre deux instants :

W1→2(
−→
f ) =

∫ t2

t1
P (

−→
f )dt

• Cas d’un référentiel non galiléen : il faut ajouter à la somme des travaux des forces, les
travaux des forces d’inertie d’entraînement.

Remarque : la force d’inertie de Coriolis ne travaille pas, puisqu’elle est à chaque
instant normale à la vitesse du point dans le référentiel entrainé (sa puissance est
toujours nulle) :

P (
−→
fic (M)) =

−→
fic (M) · −→vR2 (M) = 0, (∀t)

1.8. Interactions conservatives. Énergie potentielle, énergie
mécanique

• Forces conservatives : une force est conservative si son travail lors du déplacement du
point matériel M d’un point A à un point B ne dépend pas du chemin suivi. En particulier
sur un contour fermé quelconque :∮

C

−→
f · d

−−→
OM = 0, ∀C, fermé

Il est alors facile de montrer qu’une force est conservative si et seulement s’il existe une
fonction scalaire Ep(x, y, z), ne dépendant que des coordonnées d’espace, telle que :

−→
f (x, y, z) = −−−→

gradEp(x, y, z)
On a alors

WA→B(
−→
f ) = Ep(A) − Ep(B)

L’énergie potentielle Ep(x, y, z) n’est pas, étant donné un champ de forces, définie de

façon univoque, mais à une constante additive près. On dit que le champ de forces
−→
f

dérive d’un potentiel.
Etant donné un champ de forces

−→
f , il est donc conservatif si −→rot(

−→
f ) =

−→
0

• Conservation de l’énergie mécanique : en appliquant le théorème de l’énergie ciné-
tique, dans le cas où les forces dérivent toutes d’un potentiel, on montre que :

Théorème : L’énergie mécanique Em = Ec 1 Ep d’une particule soumise uniquement à des forces
conservatives ne dépend pas du temps :

dEm

dt
= 0

Il est important de remarquer que cette propriété reste vraie si la particule est aussi
soumise à des liaisons (forces de contact avec une surface ou une courbe) à condition
que celles-ci ne travaillent pas. C’est en particulier le cas en l’absence de frottements,
mais aussi lorsqu’on a des frottements latéraux, de résultante orthogonale à la vitesse à
tout instant.
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1.9. Forces centrales

Un point matériel M est soumis à une force centrale de centre O si la droite d’action
de cette force passe par O quelle que soit la position de M. Une telle force dérive d’une
énergie potentielle qui est obligatoirement isotrope (les lignes de force sont orthogonales
aux surfaces d’égale énergie potentielle) de sorte qu’on l’écrit

−→
F = f (r)−→ur , où −→ur est le

vecteur unitaire radial des coordonneés sphériques, avec f (r) = −
dEp

dr
.

Propriétés : Soit un point matériel M soumis uniquement à une force centrale de centre O. On
observe les propriétés suivantes :

– Le moment cinétique en O −→s O(M) du point matériel est conservatif.

– Le mouvement de M s’effectue donc dans un plan perpendiculaire à −→s O(M) et passant par O.
On le décrira de manière pratique en coordonnées polaires.

– Le mouvement de M obéit à la loi des aires : pendant une durée Dt donnée, le rayon vecteur−−→
OM balaie des aires égales, quelle que soit la position de M.

– L’énergie mécanique du point M dans un champ de forces central
−→
F = f(r)−→ur est conservative.

Compte tenu de la conservation du moment cinétique, on peut passer des expressions
générales de la vitesse et de l’accélération en coordonnées polaires (r, u) à des relations ne
faisant plus intervenir le temps ; ce sont les formules de Binet. En définissant la constante
des aires C par ‖−→s O(M)‖ = mC, on a C = r2, et :

v2 = C2

[(
1
r

)2

1

(
d
du

(
1
r

))2
]

−→a = −C2

r2


1

r
1

d2
(

1
r

)
du2


−→ur

➜ Voir exercices 1 à 15

2. OSCILLATEUR HARMONIQUE À UNE DIMENSION.

OSCILLATIONS LIBRES

2.1. Mouvement d’une particule au voisinage d’une position
d’équilibre stable

Une position d’équilibre stable pour une particule placée dans un champ de forces dérivant
d’une énergie potentielle se définit par l’existence d’une force de rappel lorsqu’on l’écarte
de cette position ; comme

−→
F = −−−→

grad(Ep), cela se traduit par un minimum de l’énergie
potentielle. Dans le cas général multidimensionnel, l’étude des positions d’équilibre et de
leur stabilité peut être difficile car les surfaces équipotentielles peuvent avoir une topologie
compliquée (points selles,... )
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2.2. Oscillateur harmonique unidimensionnel non amorti

L’hypothèse harmonique suppose que la réponse est linéaire : la force de rappel est
proportionnelle au déplacement x de la particule par rapport à sa position d’équilibre
stable. L’énergie potentielle est donc quadratique par rapport aux déplacements.
• Étude dynamique : à une dimension Fx = −kx, où x repère le déplacement de la parti-
cule par rapport à l’équilibre, est la seule force qu’elle subit. Le principe fondamental de
la dynamique conduit à une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients
constants :

d2x
dt2 1 v2

0x = 0

La solution générale peut s’écrire x(t) = a sin(v0t 1 f) où v2
0 =

k
m

. v0 est la pulsation

propre de l’oscillateur ; a et f dépendent de deux conditions initiales.
Les oscillations d’un oscillateur harmonique non amorti sont isochrones : leur pul-
sation ne dépend pas de l’amplitude du mouvement.
• Aspect énergétique : l’énergie mécanique d’un oscillateur harmonique non amorti est

une intégrale première du mouvement. Em =
1
2

mv21
1
2

kx2 est constante, proportionnelle

au carré de l’amplitude des oscillations et au carré de la pulsation : Em =
1
2

ma2v2
0

Un oscillateur harmonique ne possède que des états liés : deux barrières de potentiel le
confinent dans une région finie de l’espace.

Théorème du viriel : L’énergie cinétique et l’énergie potentielle de l’oscillateur harmonique sont
oscillantes, de période égale à T0/2. Leurs moyennes temporelles sont égales.

2.3. Oscillateur harmonique unidimensionnel amorti par
frottement fluide

• Aspect dynamique ; mise en équation : en plus de la force de rappel Fx = −kx, la
particule est soumise à une force de frottement fluide

−→
f = −h−→v (h > 0). L’équation

différentielle du mouvement s’écrit :

d2x
dt2 1

1
t

dx
dt

1 v2
0x = 0 où v2

0 =
k
m

et
1
t

=
h
m

v0 est la pulsation propre de l’oscillateur et t correspond physiquement à un temps de
relaxation ; c’est le temps caractéristique du régime libre. Lorsqu’on écarte le système
de l’équilibre et qu’on le lâche, il revient à sa position d’équilibre et au repos après
« quelques t ».

• Solutions de l’équation différentielle ; représentation complexe : l’équation caracté-
ristique associée à l’équation différentielle est r2 1 (1/t)r 1 v2

0 = 0
La forme des solutions de l’équation différentielle dépend du signe de D = 1/t2 − 4v2

0
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– Si D > 0 (2v0t < 1), soit (h > 2
√

mk), le régime est apériodique : amortissement assez
important. L’équation caractéristique a 2 racines réelles négatives distinctes r1 et r2.
La solution générale s’écrit :

x(t) = a exp(r1t) 1 b exp(r2t)

La particule retourne à sa position d’équilibre sans effectuer d’oscillations. Il est important
de remarquer que le fait que les racines soient négatives assure le retour à l’équilibre (la
limite de la vitesse lorsque t tend vers l’infini est zéro).
– Si D < 0 (2v0t > 1), soit (h < 2

√
mk), le régime est oscillatoire : amortissement

assez faible. L’équation caractéristique a deux racines complexes distinctes c1 et c2 à partie
réelle négative ; la solution générale complexe s’écrit : X (t) = a exp(c1t) 1 b exp(c2t).
L’élongation est alors la partie réelle (notée x) de X ; il apparaît naturellement dans le
calcul la pulsation

V =
√

v2
0 − 1/4t2

On écrit la solution :

x(t) = exp(−t/2t)(a cos Vt 1 b sin Vt)

La particule retourne à sa position d’équilibre en effectuant des oscillations dont l’ampli-
tude décroît exponentiellement, avec un temps caractéristique de l’ordre de 2t ; bien que
la fonction x(t) ne soit pas périodique, on remarque qu’elle s’annule à des intervalles de
temps égaux permettant de définir une pseudo-période T = 2p/V.
La pseudo-période des oscillations amorties est toujours un petit peu plus élevée que la
période propre, mais en reste très proche dans la limite de l’amortissement faible.
Le décrément logarithmique d caractérise la rapidité de l’amortissement ; c’est le rapport
entre les deux temps caractéristiques qui apparaissent naturellement dans l’équation diffé-
rentielle, à savoir la période propre et le temps de relaxation. L’amplitude des oscillations
décroît d’autant plus vite que d est élevé.

x(t 1 T )/x(t) = exp(−T/2t) et d = T/2t

Le rapport des amplitudes des oscillations espacées d’une pseudo-période est une
constante égale à exp(−d).
– Si D = 0 (2v0t = 1), (soit h = 2

√
mk), le régime est critique : c’est le régime qui assure

la transition entre le régime apériodique et le régime oscillatoire. La solution générale
s’écrit :

x = (at 1 b) exp(−t/2t)

La particule retourne à sa position d’équilibre sans effectuer d’oscillations. Il est facile
de montrer que, pour des conditions initiales et pour v0 et t fixés, le temps que met la
particule pour retourner à l’équilibre est alors minimal.
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2.4. Aspect énergétique

À partir de l’équation différentielle, on multiplie chaque membre par ẋ, et on intègre
entre t1 et t2 :

mẍ(t)ẋ(t) 1 kx(t)ẋ(t) = −hẋ(t)2

E(t2) − E(t1) =
∫ t2

t1

−→
f · −→v dt = −

∫ t2

t1

hẋ(t)2dt

L’énergie mécanique d’un oscillateur harmonique amorti diminue au cours du temps : la
variation d’énergie mécanique du système entre deux instants est égale au travail de la
force de frottement entre ces deux instants.

➜ Voir exercices 16 à 17

3. OSCILLATIONS FORCÉES : L’OSCILLATEUR HARMONIQUE

ENTRETENU; RÉSONANCE

L’oscillateur harmonique entretenu est soumis de plus à une force extérieure périodique
et sinusoïdale F(t) de période T .

3.1. Recherche du régime permanent

À une dimension, le principe fondamental de la dynamique conduit à une équation
différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants. La solution générale est
la somme de l’intégrale générale de l’équation sans second membre et d’une intégrale
particulière de l’équation avec second membre :

ẍ(t) 1
1
t

ẋ(t) 1 v2
0x(t) = F (t)/m

La solution générale de l’équation sans second membre se caractérise par le fait que sa
limite tend vers 0 lorsque t tend vers l’infini, quel que soit le régime transitoire ; dans
la pratique, cette solution « s’écrase » sur un temps caractéristique de quelques t. Cela
sous-entend évidemment, que le frottement fluide n’est pas nul.
F (t) étant une excitation sinusoïdale, on est amené à chercher une réponse sinusoïdale
z(t) de même fréquence. On utilise la représentation complexe (x = Re(z)) :

z̈(t) 1
1
t

ż(t) 1 v2
0z(t) =

(
f0/m

)
eivt => z(t) = z0eivt

avec

z0 =
f0
m

3
1

(v2
0 − v2) 1 iv/t

1. MÉCANIQUE 23
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– En régime permanent, l’oscillateur répond à la fréquence fixée par l’excitateur.
– L’amplitude de la réponse est proportionnelle à l’amplitude de l’excitation (réponse
linéaire).
– L’amplitude de la réponse dépend des caractéristiques intrinsèques de l’oscillateur
(v0, t) et de la fréquence v de l’excitateur .
– La réponse présente en général un déphasage avec l’excitation.

On peut définir la réponse en vitesse par ż = v0 exp(ivt), où v0 = ivz0 :

v0 =
f0
m

3
iv

(v2
0 − v2) 1 iv/t

3.2. Comportement de la réponse en amplitude en fonction
de la fréquence

• Le phénomène de « résonance en amplitude »
Avertissement : Il importe de remarquer que le titre est entre guillemets. On dit qu’il
y a résonance lorsque la puissance cédée par l’excitateur à l’oscillateur est maximale ;
cela se produit lorsque la fréquence de l’excitateur est rigoureusement égale à la fréquence
propre de l’excitateur. La mise en évidence du phénomène de résonance proprement dit
nécessite l’étude de la réponse en vitesse ; on ne peut donc pas en toute rigueur parler de
« résonance en amplitude ».
z0(v) = ( f0/m).Fa(v) conduit à :

|Fa(v)| =
1√

(v2
0 − v2)2 1 (v/t)2

et tan f(v) = − v/t

v2
0 − v2

où f est le déphasage entre la force excitatrice F (t) et la réponse en amplitude x(t). La
seule donnée de tan f(v) ne suffit pas à déterminer la phase f(v). Pour la déterminer, on
peut remarquer que l’argument de Fa(v) est négatif.

1

Fa,max

Fa,max

2

2
1

Fa

 >>1

ωοτ <

m

Si l’oscillateur est assez faiblement amorti

(pour v0t >
1√
2

) l’amplitude de la réponse

présente un maximum pour une pulsation
excitatrice vm légèrement inférieure à la pul-
sation propre v0 de l’oscillateur ; la force
excitatrice est alors en avance de un peu
moins de p/2 sur le déplacement. On a

vm =
√

v2
0 − 1/2t2

• Réponse à basse fréquence : dans la limite des basses fréquences, la force excitatrice
est pratiquement en phase avec le déplacement.
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• Réponse à haute fréquence : dans la limite des hautes fréquences, la réponse tend vers 0
comme 1/v2 (l’oscillateur n’ a pas le temps de répondre à cause de son inertie). La force
est pratiquement en opposition de phase avec le déplacement.

• Acuité de la « résonance en amplitude » : dans la limite d’un amortissement nettement
faible (v0t � 1) vm est très voisin de v0 et l’acuité de la résonance en amplitude est
caractérisée par une largeur de bande passante telle que :

Dva = 1/t

La « résonance » en amplitude, lorsqu’elle existe est d’autant plus étroite que l’amortisse-
ment est faible. Il en va de même pour la résonance définie par la vitesse à la différence
qu’elle n’existe pas toujours.

• Principe de causalité : les effets ne peuvent précéder les causes. Cela se manifeste ici par
le fait que la réponse en amplitude est toujours en retard de phase sur la force excitatrice.

3.3. Aspect énergétique

• Bilan instantané : l’énergie cinétique et l’énergie potentielle sont des fonctions pério-
diques, de période T/2 dont l’amplitude dépend du module de la fonction de réponse.
L’énergie mécanique est en général dépendante du temps.
Ce n’est que dans le cas où la fréquence de l’excitateur est égale à la fréquence propre
de l’oscillateur que la puissance instantanée qu’il lui fournit est égale à la puissance
instantanée dissipée par l’amortissement.
• Puissance moyenne absorbée : résonance. La puissance moyenne absorbée est la
grandeur moyenne effectivement accessible à la mesure.

〈P〉T (v) =
1
T

∫ T

0
p(t)dt =

f 2
0 t

2m
1(

v2
0 − v2

v/t

)2

1 1

La puissance moyenne absorbée par l’oscillateur a un profil fréquentiel Lorentzien. Elle
est maximale lorsque la fréquence de l’excitateur est égale (rigoureusement) à la fréquence
propre de l’oscillateur ; la bande passante en puissance (largeur totale à mi-hauteur de
〈P〉T (v)) est telle que :

Dv〈P〉 3 t = 1

Le facteur de qualité Q ne dépend que des caractéristiques de l’oscillateur et rend compte
de l’acuité de la résonance :

Q =
v0

Dv〈P〉
≈ v0t

➜ Voir exercices 16 à 17
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4. MÉCANIQUE DES SYSTÈMES

Les définitions et théorèmes tels qu’ils sont énoncés ici sont valables aussi bien pour des
solides indéformables que pour des systèmes déformables.

4.1. Préliminaire

Au sens classique, un système S peut être défini comme un ensemble de points matériels
Mi, chacun étant affecté d’une masse mi. Le passage à des distributions continues de masse
s’impose souvent lorsque l’on calcule les grandeurs mécaniques (moments d’inertie ou
positions de centres de gravité,...). Il est cependant plus pratique de retenir les définitions
sous forme discrète et facile de retrouver rapidement tous les théorèmes de la mécanique
des systèmes en utilisant des sommes discrètes plutôt que des intégrales.
Le passage du discret au continu pour une grandeur mécanique A s’effectue en rempla-
çant : ∑

i

A(Mi)mi par
∫∫∫

A(M)dm.

4.2. Centre d’inertie ; référentiel barycentrique

Le centre d’inertie G du système matériel S, de masse totale m est défini par :

−−→
OG =

∑
Mi∈S

mi
−−→
OMi

m

ce qui peut s’écrire
−−→
OG =

∫∫∫
S

−−→
OMdm

m
dans le cas d’une distribution continue.

– La position de G ne dépend pas du choix de O.
– Si la distribution de masse du système présente des symétries (plans, axes), G est à
l’intersection de ses éléments de symétrie. Pour déterminer les éléments de symétrie de
S, l’examen de la forme géométrique ne suffit pas. Il faut penser à l’homogénéité de la
distribution de masse.
Le référentiel barycentrique (Rba) associé à R a son origine en G et est en translation
(généralement non rectiligne) par rapport à R ; les axes du repère barycentrique sont à
tout instant parallèles aux axes de R.

R

O G
G

Rba

Rba

Instant t1 Instant t2
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4.3. Quantité de mouvement

Définition : La quantité de mouvement du système S dans le référentiel R est :

−→p (S/R) =
∑
Mi∈S

mi
−→v (Mi/R)

Cette définition n’est généralement pas utilisable directement pour calculer des quantités
de mouvement dans un problème de mécanique. Il est donc crucial de se rappeler qu’il
découle de la définition de G la relation très utile :

−→p (S/R) = M−→v (G/R)

La définition même de Rba implique que la quantité de mouvement d’un système est
nulle à tout instant dans le référentiel barycentrique (−→p (S/Rba) =

−→
0 ) ; cette propriété

est utile pour traiter des problèmes de chocs.
• Principe de l’inertie : différents énoncés peuvent en être donnés. À ce titre-là, il est
intéressant de se reporter à l’ouvrage d’Isaac Newton De philosophiae naturalis principia
mathematica paru en 1687.

Principe : Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d’un système isolé est
constante.

Il importe de bien avoir présent à l’esprit que cela signifie que G est soit au repos, soit en
mouvement rectiligne et uniforme, et que le système peut se déformer et tourner autour
de G
• Théorème du centre d’inertie (ou résultante cinétique)

Théorème : Le mouvement du centre d’inertie d’un système est le même que celui d’un point
matériel dont la masse totale serait celle du système et auquel seraient appliquées toutes les forces
extérieures. (

d−→p (S/Rgal)
dt

)
Rgal

=
∑−→

Fext

Dans le cas où R n’est pas galiléen, il faut ajouter à la somme des forces extérieures, les
forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis (il faut en général intégrer sur la totalité
du système pour les calculer).

4.4. Moment cinétique

Définition : Le moment cinétique en un point quelconque A, du système S par rapport
à R est :

−→sA(S/R) =
∑
Mi∈S

−−→
AMi ∧ mi

−→v (Mi/R)
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Le moment cinétique dépend du point où on le calcule et se transforme comme un
torseur :

−→sA(S/R) = −→s B(S/R) 1
−→
AB ∧ −→p (S/R)

• Théorème du moment cinétique : il n’est applicable sous sa forme simple qu’en un
point fixe d’un référentiel galiléen ou au centre d’inertie.
– Point fixe O de Rgal : On a souvent intérêt à l’utiliser sous cette forme si O appartient
à S.

Théorème : La dérivée galiléenne par rapport au temps du moment cinétique d’un système en
un point fixe O d’un référentiel galiléen est égale à la somme des moments en ce point des forces
extérieures appliquées. (

d−→s O(S/Rgal)
dt

)
Rgal

=
∑−→

MO(
−→
Fext)

– Au centre d’inertie G : puisque Rba est en translation par rapport à R, le moment
cinétique en G est le même dans R et dans Rba.(

d−→s G(S)
dt

)
=

∑−→
MG(

−→
Fext)

u
Rgal

A

G

• Forme scalaire : le théorème du moment
cinétique peut se réduire à une relation sca-
laire dans le cas où le mouvement se fait par
rapport à un axe fixe D, ou un axe dont la
direction reste fixe. Le vecteur unitaire −→u
définissant la direction de cet axe :

sD(S/Rgal) = −→sA(S/Rgal) · −→u

et l’application du théorème du moment cinétique en A se ramène à :(
dsD(S/Rgal)

dt

)
Rgal

=
∑

MD(
−→
Fext)

sD = −→sA · −→u et MD(
−→
F ) =

−→
MA(

−→
F ) · −→u définissent respectivement le moment cinétique

et le moment scalaire des forces par rapport à l’axe D.

4.5. Énergie cinétique. Conservation de l’énergie

Définition : L’énergie cinétique du système S par rapport à R est :

Ec(S/R) =
∑
Mi∈S

1
2

miv
2(Mi/R)
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Théorème : La variation d’énergie cinétique du système S (dans Rgal) entre deux instants t1 et
t2 est égale à la somme des travaux de toutes les forces intérieures et extérieures appliquées au
système entre ces deux instants.

EC2(S/Rgal) − EC1(S/Rgal) =
∑

Wt1→t2(
−→
F )

Remarque : si R n’est pas galiléen, il faut ajouter le travail des forces d’inertie d’entraî-
nement.

Conservation de l’énergie : L’énergie totale d’un système S de points matériels se conserve si
les forces intérieures et extérieures qu’il subit dérivent toutes d’une énergie potentielle ; chaque
point matériel étant repéré par −→ri , cette énergie s’écrit :

E = EC 1 Eext
p
({−→ri

})
1 Eint

p
({−→ri

})
.

Il importe de remarquer qu’en toute généralité, cette expression de l’énergie prend en
compte les interactions microscopiques, donc l’énergie interne du système.

4.6. Théorèmes de Koenig

Ces théorèmes permettent de calculer le moment cinétique en un point quelconque par
rapport à R en fonction du moment cinétique en G et l’énergie cinétique dans R en
fonction de l’énergie cinétique dans Rba

−→sA(S/R) = −→s G(S) 1
−→
AG ∧ m−→vG(R)

Ec(S/R) = Ec(S/Rba) 1
1
2

m−→vG
2(R)

4.7. Réduction canonique du problème à deux corps

On désigne par S un système de deux point matériels M1 et M2 de masses m1 et
m2 en interaction. L’énergie potentielle qui décrit cette interaction est invariante par
translation de l’ensemble (donc elle dépend de la seule différence de leurs positions
−→r = −→r1 − −→r2 =

−−−→
M2M1) et par rotation de l’ensemble (donc elle dépend de la seule

norme de −→r ). Le système est supposé isolé par rapport à un référentiel galiléen Rgal.

Propriétés : Dans le référentiel barycentrique Rba, le mouvement de chaque point matériel est
un mouvement à force centrale (de centre G).
– Les deux équations traduisant la relation fondamentale de la dynamique se ramènent à

m
d2−→r
dt2 = −dEp(r)

dr
−→ur, où m =

m1m2

m1 1 m2
est la masse réduite du système et −→ur =

−→r
r

. On dit que

le mouvement se ramène à l’étude du mouvement à force centrale d’une particule dite « fictive »,
de masse m.
– Le moment cinétique de S en G est −→s G(S) = m−→r ∧ −̇→r
– L’énergie cinétique de S dans Rba est EC(S/Rba) =

1
2

m−̇→r
2

➜ Voir exercices 18 à 26
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5. MÉCANIQUE DU SOLIDE INDÉFORMABLE

Tous les théorèmes et définitions de la mécanique des systèmes restent valables. De plus,
le caractère indéformable du système implique les propriétés suivantes :

– La somme des forces intérieures est nulle ;

– La somme des travaux des forces intérieures est nulle.

5.1. Éléments de cinématique du solide

Classiquement, le solide indéformable est un ensemble de points matériels {Mi} tels
que :

∀(i, j),
∥∥∥−−−→MiMj

∥∥∥ = Cte.

A

B

VA
VB

Il est alors facile de montrer que le champ des
vitesses d’un solide est équiprojectif (antisy-
métrique), c’est-à-dire que :

∀(A, B) ∈ Solide,
−→
AB · −→VA =

−→
AB · −→VB

Il s’ensuit que ∀t, ∃−→v , (indépendant des
points du solide considéré) tel que :

−→
VA =

−→
VB 1

−→
AB ∧ −→v

−→v est le vecteur rotation instantanée du
solide à l’instant t.

M

H

O

V (M)

Le champ des accélérations n’est pas anti-
symétrique.
– Si le solide est en translation, −→v =

−→
0 ,∀t

– Si le solide est rotation autour d’un axe fixe,
il n’y a pas de translation par rapport à l’axe et
le vecteur rotation instantané conserve une
direction fixe, de vecteur unitaire −→uD. On a
−→v =

(
du

dt

)
−→uD où l’angle u repère la rota-

tion autour de l’axe D ; un point M du solide a
une trajectoire circulaire, d’axe D et sa vitesse
est

−→
V (M) = −→v ∧ −−→

OM.
L’accélération de M s’écrit par conséquent :

−→a (M) = v2−−→MH 1
d−→v
dt

∧ −−→
OM
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Le premier terme n’est autre que l’accélération centripète. Il est utile de se rappeler que
c’est à partir de cette expression que l’on écrit l’accélération d’entraînement d’un point
lors d’un changement de référentiel.

5.2. Moment cinétique, énergie cinétique, opérateur d’inertie

G

R

O

M

OM
x
y
z

Un point M est repéré par ses coordonnées
cartésiennes :

−−→
OM




x

y

z


 .

−→
V (S/R) étant le vecteur rotation instantané du solide S, il est facile de montrer que le
moment cinétique −→s O(S/R) peut s’écrire :

−→s O(S/R) = J (O/S) · −→V (S/R)

L’opérateur d’inertie en O du solide S est :

J (O, S) =




Jxx(O) −Jxy(O) −Jxz(O)

−Jxy(O) Jyy(O) −Jyz(O)

−Jxz(O) −Jyz(O) Jzz(O)




où Jxx(O), Jyy(O), Jzz(O) sont les moments d’inertie par rapport aux axes x′x, y′y, z′z pas-
sant par O. Les autres termes sont les produits d’inertie (on peut les interpréter comme
des moments d’inertie par rapport à des plans). dm étant la masse de l’élément de matière
infinitésimal entourant M, les termes de la matrice sont définis par :

Jxx(O) =
∫∫∫

S
(y2 1 z2)dm

Jxy(O) =
∫∫∫

S
xydm

Il importe de remarquer que l’expression de J (O, S) dépend de la base dans laquelle les
moments et produits d’inertie sont calculés. Les trois directions associées à la base dans
laquelle J (O, S) est diagonale définissent les axes principaux d’inertie en O du solide S.
On montre que l’énergie cinétique est :

Ec(S/R) =
1
2
−→s O(S/R) · −→V (S/R)

Du point de vue des dimensions :
– Le moment cinétique est homogène à : (moment d’inertie) 3 (vitesse angulaire)
– L’énergie cinétique est homogène à : (moment d’inertie) 3 (vitesse angulaire)2

Les relations telles qu’elles sont écrites ci-dessus permettent de traiter le mouvement d’un
solide autour d’un point fixe.
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5.3. Solide en rotation autour d’un axe fixe

R
O

M

axe fixe

H

Il ne faut jamais traiter un problème de rota-
tion autour d’un axe fixe en utilisant l’arsenal
du paragraphe précédent. En effet, il suffit de
projeter les relations sur l’axe, et le problème
s’écrit totalement en termes scalaires.
– Moment cinétique scalaire par rapport à
l’axe D :

sD(S) = −→s O∈D(S/R) · −→u

avec v =
du

dt
vitesse angulaire autour de l’axe

D et JD moment d’inertie du solide par rapport
à l’axe D :

JD =
∫∫∫

S
r2dm = −→u · J (O, S) · −→u

– Le moment cinétique du solide dans sa rotation autour de l’axe est :

sD(S) = JD · v

– L’énergie cinétique du solide dans sa rotation autour de D s’écrit :

Ec(S) =
1
2

JDv2

– Le théorème du moment cinétique peut s’écrire au point fixe O et se projeter sur l’axe.
Il vient :

dsD(S)
dt

=
∑

MD(
−→
Fext)

qu’il est plus pratique d’utiliser sous la forme :

JD

d 2u

dt2 =
∑

MD(
−→
Fext)

où la somme des moments est algébrique.
Dans ces conditions, le moment de la force par rapport à l’axe est scalaire. Si la direction
de cette force est perpendiculaire à l’axe de rotation, MD(

−→
Fext) est alors égale au produit,

affecté du signe convenable, de l’intensité de la force par le bras de levier.
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5.4. Moments d’inertie à connaître

Solide Schéma Moment d’inertie

Sphère homogène de rayon R et
de masse M. Axes passant par le
centre.

JD =
2
5

MR2

Cylindre homogène de rayon R
et de masse M. Axe de révolu-
tion.

JD =
1
2

MR2

Disque homogène de rayon R et
de masse M. Axe de révolution. JD =

1
2

MR2

Anneau de rayon R et de masse
M. Axe de révolution. JD = MR2

Tige de longueur l et de masse
M. Axe perpendiculaire passant
par le centre d’inertie.

G

JD =
Ml2

12
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5.5. Théorème de Huygens
Théorème : Le moment d’inertie d’un solide de masse M et de centre d’inertie G par rapport à
un axe D quelconque est égal à son moment d’inertie par rapport à un axe DG parallèle à D et
passant par G augmenté de Ma2 où a est la distance entre les deux axes D et DG :

JD = JDG 1 Ma2

G

G

a

Le moment d’inertie par rapport à D est toujours supérieur au
moment d’inertie par rapport à DG.

5.6. Contact entre solides. Frottement de glissement,
lois de Coulomb

On distingue trois types de frottement lors du contact entre deux solides : pivotement,
roulement, glissement. Il est indispensable de bien connaître les lois du frottement de
glissement.
• Frottement de glissement statique : lorsqu’un solide A est en contact statique avec
un solide B, le coefficient f de frottement statique définit le rapport entre la composante
normale et la composante tangentielle de la réaction de contact du support sur le solide à
partir duquel les deux solides glissent l’un sur l’autre (on ne représente que les forces de
liaison sur les schémas suivant).

N

Nf = tanφ

N
R

R

T

T

T

cône de frottement La réaction est dans le
cône de frottement :

pas de glissement

La réaction est sur le
cône de frottement :

glissement

φ
φ

< f NT = f 

Les deux solides commencent juste à glisser l’un sur l’autre quand la réaction est sur le
cône de frottement. f ne dépend que de la nature des corps en contact et de l’état des
surfaces. Il importe de retenir que la réaction ne peut pas sortir du cône de frottement.
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S

N

Vgl
T

• Lois de Coulomb du frottement de
glissement :

−→
Vgl étant la vitesse de glisse-

ment du solide A par rapport à B non
nulle, la composante tangentielle

−→
T est

colinéaire à
−→
Vgl et de sens contraire, avec∥∥∥−→T ∥∥∥ = fc
∥∥∥−→N ∥∥∥ où fc est le coefficient

de frottement dynamique. fc < f mais on
admet souvent que fc ≈ f .
Plus mathématiquement, on peut écrire :

−→
T ∧ −→

Vgl =
−→
0 et

−→
T · −→Vgl < 0

5.7. Roulement sans glissement

Il importe de bien comprendre que trois points sont impliqués dans le contact ponctuel
lors du mouvement d’un solide S sur une piste P :
– Le point géométrique I de contact, qui dépend de la position du solide S.
– Le point matériel I(S) appartenant au solide (S) (« collé à S ») qui coïncide avec I
à l’instant considéré ; sa trajectoire dans le référentiel R est représentée par la ligne en
pointillés (notez que cette trajectoire comporte un point de rebroussement lorsque I(S)
est confondu avec la surface de contact : sa vitesse dans R est à ce moment-là nulle) ;
– Le point matériel I(P) appartenant à la piste qui coïncide avec I à l’instant considéré.

S

R

O

I (S)

I (P)

C’est I, point géométrique de contact, qui permet de définir la condition de roulement
sans glissement : la vitesse de glissement est nulle à tout instant

−→
Vgl =

−→
VI (R) =

−→
0

et I est alors le centre instantané de rotation du mouvement. Cela se conçoit bien si on
remarque que le mouvement de I résulte à la fois de la rotation et de la translation de
S ; ces deux mouvements ne se font pas indépendamment dans le cas du roulement sans
glissement.
Dans le cas du roulement sans glissement d’un cylindre ou d’un cône sur un plan,
l’ensemble des points de contact est une droite D. Il y a roulement sans glissement si
∀t, ∀I ∈ D,

−→
VI (R) =

−→
0 et D est l’axe instantané de rotation.
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6. STATIQUE DES FLUIDES

6.1. Notion de pression

Étant donné un élément de surface
−→
dS autour d’un point M appartenant à une surface

finie placée dans un fluide au repos, la pression p(M) est la grandeur scalaire définie à

partir de la force
−→
dF exercée par le fluide sur cet élément :

−→
dF = p(M)

−→
dS

La force pressante élémentaire est donc toujours perpendiculaire à l’élément de surface.

6.2. Loi fondamentale de l’hydrostatique

Loi : L’équilibre d’un fluide de masse volumique r quelconque placé dans un champ de pesanteur−−−→
g(M) se traduit par la relation locale :

−−→
grad p = r

−→g

B

A

g

z
Dans le cas particulier d’un fluide homo-
gène et non compressible, placé dans un
champ de pesanteur uniforme, cette rela-
tion s’intègre facilement. La différence de
pression entre deux points ne dépend alors
que de leur différence d’altitude :

p(B) − p(A) = rg(zA − zB)

Cette relation n’est généralement pas vraie
pour un gaz.

6.3. Théorème d’Archimède

Théorème : Tout corps plongé dans un fluide
reçoit de la part de celui-ci une poussée verti-
cale et dirigée vers le haut, égale au poids du
volume de fluide déplacé.

C

uz

z

Si la masse volumique de fluide rf peut
être considérée comme constante dans la
totalité du volume immergé V , la poussée
d’Archimède

−→
P s’écrit alors :
−→
P = rf gV−→uz

Le centre de masse C du volume de fluide déplacé est appelé centre de poussée. C est le
point d’application de

−→
P . Pour qu’un corps flottant soit stable vis-à-vis du renversement

(bateau par exemple), C doit toujours être au-dessus du centre de gravité du corps.
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ÉNONCÉS

Mécanique du point : référentiels galiléens

Exercice 1 Mouvements de wagons dans une gare de triage

OA

horizontale

x

y
Ce problème, dont le niveau est proche de
celui des terminales scientifiques, a pour but
l’utilisation et l’exploitation de la relation
fondamentale de la dynamique sur un plan
incliné dans des cas de figure permettant
de passer en revue différent types de frot-
tements.
Le référentiel terrestre est supposé galiléen. On se propose d’étudier le mouvement de
translation d’un wagon de masse m sur une voie rectiligne placée selon une ligne de plus
grande pente d’un plan incliné d’angle a par rapport à l’horizontale. La position de son
centre d’inertie est repérée par x = OM.

1. Absence de tout frottement : on néglige tout frottement ; le wagon est lâché de O à
l’instant t = 0 avec une vitesse initiale nulle. Donner l’expression de sa vitesse V , puis de
x en fonction de g, a et du temps.

2. Frottement solide. La réaction de la voie sur le wagon se fait maintenant avec un
frottement solide de coefficient statique f ; on admettra que le coefficient de frottement
dynamique garde la même valeur. (En fait le wagon roule sans glisser, mais l’essieu est
le siège de frottements solides dont on admet qu’ils sont équivalents à un frottement
statique).

2.a Rappeler les lois de Coulomb du frottement solide. À quelle condition entre f et a

le wagon se met-il à glisser le long de la pente ?

2.b On suppose que la condition de la question précédente est réalisée. Le wagon est alors
lâché de O à t = 0 avec une vitesse initiale nulle. Donner l’expression de x en fonction
de g, a, f et du temps.

2.c On lance le wagon vers le haut de la pente avec une vitesse de valeur VA parallèle à
Ox depuis un point A tel que OA = L. Donner l’expression de x en fonction du temps
dans la phase où il remonte la pente. Quel critère sur les vecteurs vitesse et accélération
permet de savoir si le mouvement est accéléré ou décéléré ? Discuter ce qui se passe
ensuite, selon que la condition du 2.a est réalisée ou non.

3. Frottement fluide. Le wagon est soumis à une force de frottement fluide
−→
F = −k·−→V ;

il n’y a pas de frottement solide.

3.a. Quelle est la dimension de k ? Écrire l’équation différentielle en V du mouvement.
Montrer que le wagon atteint une vitesse limite Vl et l’exprimer en fonction de m, g, k, et
a. Comment peut-on définir une constante de temps t caractéristique du mouvement ?
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3.b. Donner l’expression de la vitesse en fonction de Vl , t et du temps si on lâche le wagon
de O à t = 0 avec une vitesse nulle. En cherchant les équivalents adéquats, préciser quel
est le mouvement du wagon dans les cas limites où t  t et t � t.

3.c. À t = 0, le wagon est lâché avec une vitesse initiale V0 non nulle ; donner l’expression
de la vitesse en fonction de Vl , V0, t et du temps. Tracer sur un même graphe l’évolution
de V en fonction du temps pour ce cas et celui du 3.b. Comment peut-on déterminer t ?

4. Frottements solide et fluide. Le wagon est soumis à la fois à un frottement solide
de coefficient f et à une force de frottement fluide

−→
F = −k · −→V . La condition du 2.a

étant vérifiée, écrire l’équation différentielle de son mouvement. (on suppose V > 0).
Donner l’expression de la nouvelle vitesse limite V ′

l du wagon en fonction de f , g, t, a.
Commenter.

Exercice 2 Chute d’un anneau sur une hélice d’axe vertical

y

z

x

O

uz u

u

Cet exercice a pour but l’utilisation de la
relation fondamentale de la dynamique dans
un système de coordonnées où les vecteurs
de la base dépendent du point, et aborde la
résolution d’un problème de mécanique par
une méthode énergétique.
Un anneau de masse m, assimilable à un
point matériel M peut glisser sans frotte-
ments sur un hélice d’axe vertical Oz. On
le repère en coordonnées cylindriques par
M (r, u, z). L’hélice se trouve sur une surface
cylindrique de révolution, d’axe Oz et de
rayon R ; son pas est 2pb. La vitesse angu-
laire dans la rotation autour de l’axe Oz est
v = u̇.

1. Écrire les équations de l’hélice en coordonnées cylindriques. Donner (ou retrouver)
l’expression générale du vecteur vitesse

−→
V du point M en coordonnées cylindriques en

fonction de ṙ, u̇, ż, et des vecteurs unitaires du repère. Exprimer
−→
V dans le cas particulier

de l’hélice en fonction de b, R, v. Donner l’expression de l’accélération −→a dans le cas de

l’hélice en fonction de b, R, v, v̇ =
(

dv

dt

)
.

2. La force de liaison (réaction) entre l’hélice et l’anneau sera notée
−→
F = Fr

−→ur 1Fu
−→uu 1Fz

−→uz .
Écrire les relations auxquelles conduit le principe fondamental de la dynamique. Quelle
relation peut-on écrire entre

−→
F et

−→
V si on néglige les frottements ? En déduire alors une

relation simple entre Fu, Fz, b et R.
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3. Exprimer v̇ =
(

dv

dt

)
en fonction de g, b, et R. En déduire l’expression de la com-

posante azimutale z̈ de l’accélération. Que peut-on dire de z̈ ? Sachant que les conditions
initiales s’écrivent z(0) = 0 et ż(0) = 0, donner l’expression de z en fonction du temps.

4. Exprimer les composantes de
−→
F en fonction du temps. Commenter le sens physique

de ces résultats.

5. Retrouver l’expression de v̇ par une méthode énergétique.

Exercice 3 Adhérence d’un véhicule dans un virage

Ce problème requiert la relation fondamentale de la dynamique et la connaissance des lois
du frottement solide. L’étude du cas où le virage est relevé est moins facile ; elle est cepen-
dant très intéressante, car proche d’une situation courante dans la « vie de tous les jours ».
Un véhicule de masse m, qu’on assimilera à un point matériel M, est en mouvement
circulaire uniforme de vitesse V sur un cercle horizontal de rayon L.

(axe vertical)

vue de dessus
vue dans le plan vertical

contenant O et M

O
O

M M
L

L

z

1. Montrer que le mouvement décrit ici est impossible en l’absence de frottement de
contact latéral ; on notera

−→
Rz la composante verticale de la réaction du support sur M et−→

RL la composante latérale.

2. f étant le coefficient de frottement latéral, écrire la relation entre f , RZ et RL imposée
par les lois du frottement solide. En déduire qu’il existe une vitesse limite Vl que le véhicule
ne peut pas dépasser pour conserver un mouvement uniforme sur ce cercle ; exprimer Vl

en fonction de f , de l’intensité du champ de pesanteur g, et de L.

3. Le virage est maintenant relevé : la piste est inclinée d’un angle a ∈
]
0,

p

2

[
sur

l’horizontale.
f , a, m, L étant fixés, le virage est abordé à une vitesse V . Quelle est la valeur idéale Vi de
la vitesse pour aborder ce virage, de manière à ce que la réaction de la piste soit normale
au support.
Discuter la condition pour que le véhicule ne glisse pas latéralement en distinguant les
cas où V < Vi et V > Vi. Calculer la nouvelle vitesse limite que le véhicule ne doit pas
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dépasser pour rester en mouvement circulaire uniforme sur le cercle de rayon L. Comparer
au résultat de la question 2. Commenter.

Exercice 4 Point matériel sur une sphère

r x

z

M

M0

Il s’agit d’étudier un cas où la relation fondamentale de la
dynamique ne s’intègre pas directement, (on aura intérêt
à travailler dans le repère de Frenet) et où son utilisation
conjointe avec le théorème de l’énergie cinétique permet
d’aller plus loin dans la résolution.
Un point matériel de masse m est mobile sans frottements
sur une demi-sphère de rayon r dont la base est horizon-
tale. À un instant t = 0, il est lâché sans vitesse initiale

d’un point Mo repéré par l’angle u0 = ̂(Oz,
−−→
OM0).

1. En utilisant le théorème de l’énergie cinétique et le principe fondamental de la
dynamique, calculer la valeur de la réaction

−→
R du support sphérique en fonction de

u = ̂(Oz,
−−→
OM) où M est la position du point matériel à l’instant t.

2. Comment varie R en fonction de u ? Pour quelle valeur ud de u le point M quitte-t-il
la sphère ? Quelle est alors la vitesse de décollage ?

Mécanique du point : forces d’inertie

Exercice 5 Référentiel en rotation uniforme : manège

zZ
y

Y

xX
A

O

I

Cet exercice très simple permet de comprendre la struc-
ture des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis
dans le cas où le référentiel entraîné est en rotation.
Le référentiel R, muni du repère absolu OXYZ est gali-
léen ; un plateau de rayon r tourne à vitesse angulaire
V constante autour de l’axe (vertical) OZ. On désigne
par Re le référentiel entraîné lié au plateau ; il est muni
d’un repère absolu Oxyz. Un point matériel M de masse
m, assujetti à se déplacer sur un segment de droite OA lié au plateau est animé d’un
mouvement sinusoïdal de pulsation v0, d’amplitude r/2, centré en I milieu de OA (on le
suppose en I à t = 0, de vitesse dirigée vers A ). Écrire les expressions des forces d’inertie
d’entraînement

−→
fie et de Coriolis

−→
fic subies par M dans le référentiel lié au plateau en

fonction de V, m, v0, r et du temps. Indiquer soigneusement la direction et le sens de ces
forces lorsque M va de O vers A, puis l’inverse.

Étudier la valeur de ces forces en fonction du temps, pour t ∈
[

0,
2p

v0

]
en les comparant

à la vitesse et aux coordonnées de M dans le référentiel entraîné Re.
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Exercice 6 Forces d’inertie subies sur un manège de fête foraine :
montagnes russes

La première partie du problème ne nécessite que la relation fondamentale de la dynamique
et le théorème de l’énergie cinétique dans les référentiels galiléens.
Une piste de « montagnes russes », contenue dans un plan vertical, (xOz) a le profil
indiqué sur la figure ci-dessous. Un véhicule, assimilable à un point matériel M de masse
m est assujetti à se déplacer sur cette piste sans jamais la quitter ; la liaison (réaction de
contact de la piste sur le véhicule) se fait sans frottement de glissement, et on négligera les
frottements fluides. Le référentiel terrestre R est considéré comme galiléen. Le véhicule
part du point A de cote h (OA = h où h > R) avec une vitesse initiale nulle.

{AB : Droite inclinée de l’angle a1 sur l’horizontale }.

{BCD : Arc de cercle de centre O1, de rayon R, tangent en C à Ox, en B et D aux pistes}.

{DQ : Droite inclinée de l’angle a2 sur l’horizontale}.

{QS : Arc de cercle de centre O2, de rayon R, tangent en Q à la piste }.

z

xO2

O1

1

1

2

2

u2
uz

u1

B

A

O

M D

Q S

C

1. Étude dynamique du mouvement du véhicule : calculer les vitesses VB, VC et VS en
fonction de g, h, R et a1.
Trajet AB : calculer l’accélération a1 du véhicule puis la réaction R1 de la piste en fonction
de m, g, a1.

Trajet BCD : M étant repéré par l’angle a = ĈO1M, donner l’expression des compo-
santes normale et tangentielle de l’accélération en fonction de R, g, h et a. Montrer que
la valeur de la réaction de la piste, notée F , s’exprime simplement en fonction des seuls
paramètres R, g, h et a. Préciser le sens et la valeur de l’accélération en C.
Trajet DQ : calculer l’accélération a2 du véhicule en fonction de g et a2 ; la réaction de
la piste sur le véhicule a-t-elle une valeur plus élevée entre A et B ou entre D et Q ?
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Trajet QS : écrire l’expression de l’accélération en S en fonction de g, h, R.

2. Aspect inertiel : on s’intéresse aux sensations (c’est-à-dire aux forces d’inertie) subies
par un personnage M′ de masse m′ (immobile et attaché dans le véhicule), se trouvant au
point M dont on a étudié précédemment le mouvement.
Le personnage subit-il une force d’inertie de Coriolis ? Pourquoi ? On note −→ae (M′)
l’accélération d’entraînement de M’ lors du mouvement du véhicule par rapport au sol ;
donner l’expression de la force d’inertie subie par M’ en fonction de sa masse m′ et de
−→ae (M′). Relier l’accélération −→a (M/R) du point M par rapport au sol à −→ae (M′).
Représenter la force d’inertie subie par M’ en un point des trajets AB, BCD, DQ, QS,
puis en C, et en S. Au point S, la force d’inertie tend-elle à « enfoncer » le personnage
dans le siège du véhicule ou à l’en « extraire » ?
Donner l’expression de la force d’inertie subie par le passager :

a. Entre A et B, puis entre D et Q en fonction de m′, g, a1 et a2.

b. En C, puis en S en fonction de m′, R et h.
Quelle doit être la relation entre h et R pour que le passager soit en état « d’impesanteur
artificielle » au point S ? Quel serait, dans ces conditions, la valeur du rapport entre la
force d’inertie et son poids au point C ? Commenter.

Exercice 7 Champ de pesanteur et champ de gravitation

M

O

Sud

Nord

y
λ

y1

z1

x1

x

u

Ce problème étudie quantitativement la cor-
rection sur le champ de gravitation dû à la
force d’inertie d’entraînement causée par la
rotation de la terre sur elle même.
On assimile la Terre à une sphère parfaite.
Le référentiel R1 représenté par le trièdre
{O, x1, y1, z1} est en mouvement de trans-
lation autour du Soleil, et on le considérera
comme galiléen. La Terre tourne sur elle-
même dans ce référentiel avec une période
TS = 2p/V, où TS est la durée du jour sidé-
ral. Le référentiel terrestre R{O, x, y, z} lié à
la Terre tourne donc avec la période TS autour
de l’axe des pôles Oz.
Soit un point matériel M, immobile dans le référentiel terrestre R et repéré en coordonnées
sphériques par

−−→
OM = r−→u . Comme la répartition de matière dans le globe terrestre est

à symétrie pratiquement sphérique, le champ de gravitation a aussi cette symétrie :−→
G (M) = −(KMT /r2)−→u où K = 6, 67.10−11 U.S.I. et MT est la masse de la Terre.
Puisque R est un référentiel tournant, il n’est pas galiléen et le point M est soumis, en plus
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de la force de gravitation
−→
F (M) = m

−−−→
G(M) à une force d’inertie d’entraînement

−−−→
Fie(M).

Le champ de pesanteur doit donc tenir compte de
−−−→
Fie(M).

1. En supposant M contenu dans le plan Oyz, exprimer
−−→
g(M) en fonction de

−−−→
G(M), de

V, de r et de la latitude l de M . Évaluer le rapport des ordres de grandeur de Fie(M) par
rapport à F (M). Conclure.
2. En faisant alors un développement limité adéquat, exprimer l’écart relatif dû à la

rotation de la Terre sur la valeur de g, soit

∣∣∣∣Dg
g

∣∣∣∣ ≈
∣∣∣∣g(M) − G(M)

G(M)

∣∣∣∣ en fonction de V, de

r, de la latitude l et de G(M). Comment varie cet écart relatif avec r et avec la latitude ?
Commenter.
3. Exprimer de même à l’ordre le plus bas, l’écart angulaire ´ entre la verticale (définie
par

−−→
g(M)) et

−−→
OM en fonction de V, r, l et G(M). Commenter.

Calculer numériquement

∣∣∣∣Dg
g

∣∣∣∣ et ´ pour l = 45◦ et r = 6 400 km. Commenter.

Exercice 8 Force d’inertie de Coriolis due à la rotation terrestre

Sud

Nord

y z

x

C

O

On étudie la force d’inertie de Coriolis subie par
quelques objets en mouvement au voisinage de
la surface terrestre ; la troisième partie, consa-
crée à la déviation lors d’une chute libre, per-
met de rappeler la résolution d’un système de
trois équations différentielles linéaires du pre-
mier ordre couplées. Le repère {O, x, y, z} est
appelé repère tangent en O : il est lié à la Terre et
tourne donc avec elle. Oz est défini par la verti-
cale du lieu (qui passe pratiquement par O) et le
plan Oxy lui est perpendiculaire (Oy est tangent
au méridien et Ox au parallèle du lieu O) ; CO
a la valeur du rayon de la Terre R = 6 400 km.
v désigne la vitesse angulaire de rotation de la
Terre sur elle-même.

1. Soit un point M, de masse m, en mouvement à la vitesse
−→
V par rapport au référentiel

terrestre ; on décrit son mouvement dans le repère tangent. Rappeler l’expression de la
force d’inertie de Coriolis

−−−→
fic(M) qu’il subit.

2. Mouvement de divers véhicules à la surface terrestre : donner l’expression de
−−−→
fic(M)

en fonction de m, V , V et l (dans l’hémisphère Nord). Indiquer sa direction et son sens,
puis calculer numériquement la valeur de cette force en un lieu de latitude 45◦ :
a. Pour un wagon de masse m = 20 tonnes se déplaçant du Nord au Sud le long d’un
méridien à la vitesse de 300 km/h ;
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b. Pour un avion de même masse se déplaçant d’Ouest en Est le long d’un parallèle à la
vitesse de 600 km/h. Cette force dépend-elle de l’altitude à laquelle vole l’avion ?
3. Déviation lors d’une chute libre (déviation « vers l’Est ») : À t = 0, le point
matériel M est lâché sans vitesse initiale d’un point M0 de l’axe Oz, d’altitude h. Écrire
les équations différentielles en x(t), y(t), z(t) de son mouvement en tenant compte de la
force d’inertie de Coriolis et en admettant que −→g est uniforme.
a. Après avoir intégré les équations permettant de calculer dy/dt et dz/dt, établir une
équation différentielle en x(t) et l’intégrer en tenant compte des conditions initiales.
b. Supposant Vt  1, montrer que x est proportionnel au cube du temps de chute.
Montrer que y  x.
c. Exprimer alors la valeur de la déviation x due à la force d’inertie de Coriolis en fonction
de h et de l, et la calculer pour h = 100 m en un lieu où la latitude est 45◦ ; commenter.

Forces centrales et potentiels newtoniens
Les exercices proposés dans cette partie s’enchaînent comme un problème qui traite les
mouvements dans des champs de forces centrales (pratiquement, l’ensemble constitue un
cours) ; on aura avantage à les traiter dans l’ordre dans lequel ils sont proposés.
Dans les exercices suivants, on utilisera les données astronomiques :
Terre : rayon RT = 6 400 km ; masse MT = 6.1024 kg
Lune : rayon RL = 1740 km ; masse ML = 7.1022 kg
Soleil : rayon RS = 7.105 km ; masse MS = 2.1030 kg
Constante de gravitation : K = 6, 67.10−11 U.S.I.
Distance moyenne Terre-Lune : dTL = 385 000 km
Distance moyenne Terre-Soleil : dTS = 150.106 km

Exercice 9 Lois de conservation. Énergie potentielle effective

1. Cas général : un point matériel M, de masse m est soumis à une force centrale
−−→
F (r) = f (r)−→ur où −→ur = −→r / ‖−→r ‖ avec −→r =

−−→
OM. Son mouvement est décrit par

rapport à un référentiel galiléen.
Montrer que le moment cinétique en O −→sO du point matériel est une intégrale première
du mouvement (c’est-à-dire qu’il est conservatif ). En déduire que le mouvement est plan.
Montrer alors que l’énergie mécanique est aussi intégrale première du mouvement et peut
s’écrire en fonction de la seule variable r :

E(r) =
1
2

m
(

dr
dt

)2

1 Weff(r)

où Weff(r) s’exprime en fonction de Ep(r), m, C, r et de la constante des aires C =
‖−→sO‖

m
.

Quel est son sens physique ? Quel est le sens physique de
1
2

m
(

dr
dt

)2

?

44



�

�

�

�

�

�

�

�

2. Cas de l’interaction gravitationnelle : l’interaction gravitationnelle donne lieu à

des forces centrales dérivant d’une énergie potentielle Ep(r) = −mk
r

(en adoptant la

convention d’une énergie potentielle nulle à l’infini). Dans un champ de gravitation, k est
toujours positif (k = K.M où K = 6, 67.10−11 U.S.I et M la masse du centre attracteur).
On supposera dans toute la suite que le centre attracteur de masse M est fixe en O.

a. Montrer que Weff (r) présente un minimum Wem pour une valeur de r qu’on notera rm.
Calculer rm et Wem en fonction de C, m et k. Représenter la courbe donnant les variations
de Weff(r) en fonction de r. Dans quelle région est-il répulsif ? Discuter. Comment la
position du minimum évolue-t-elle avec C ? Quel est le sens physique de la position
r = rm ?

b. Montrer que si l’énergie mécanique est négative, le point M est confiné dans une
région limitée de l’espace comprise entre deux cercles de centre O, de rayons r1 et r2 ; en
termes énergétiques, on dit que la particule est confinée dans un puits de potentiel entre
deux barrières situées aux distances r1 et r2 du centre de force, ce qui correspond à des
états liés.

c. Montrer que si l’énergie mécanique est positive, la particule peut aller à l’infini.
Discuter.

Exercice 10 Potentiels newtoniens

L’énergie potentielle d’une particule a pour expression :

• Ep(r) = −mk
r

, dans un champ de gravitation avec k = K.M, où K = 6, 67.10−11 U.S.I

et M est la masse du centre attractif ;

• Ep(r) =
qk
r

pour un champ électrique statique avec k = Q(1/4p´0), où Q est la charge

du centre qui peut être attractif ou répulsif.

1. Propriétés générales du champ de gravitation : en vous basant sur la forme mathéma-
tique de chacune des interactions, dresser un tableau présentant les correspondances entre
champ de gravitation et champ électrique statique : forces, champs, potentiels, propriétés
du rotationnel et de la divergence, forme intégrale du théorème de Gauss, relation entre
énergies potentielles et potentiels.

2. Champ de gravitation d’un astre à symétrie sphérique à l’extérieur de celui-ci : étant
donné un astre de rayon R, dont la masse M est répartie selon la symétrie sphérique,
calculer la valeur de G à l’extérieur de l’astre (à une altitude z), G0 étant la valeur du
champ à sa surface. Exprimer l’énergie potentielle d’interaction d’une particule de masse
m située à l’altitude z. Discuter le cas où z  R.

3. Champ de gravitation d’un astre homogène à l’intérieur de celui-ci : en supposant
maintenant que la masse volumique de l’astre est une constante r, calculer le champ de
gravitation à l’intérieur de l’astre. Commenter.
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Exercice 11 Vitesse de libération

Soit une particule se trouvant à une distance r de O, en mouvement à la vitesse V . On
appelle vitesse de libération Vl (r) de cette particule pour la distance r la vitesse minimale
qu’elle doit avoir pour pouvoir s’échapper à l’infini.

1. Calculer Vl (r) en fonction de K, M, et r.
2. Calculer numériquement la vitesse de libération de la Terre sur son orbite dans le
champ de gravitation solaire. La comparer à sa vitesse de révolution autour du Soleil et
conclure.
3. Calculer numériquement la vitesse de libération d’un objet à la surface du globe dans le
champ de gravitation terrestre. La comparer à la vitesse moyenne d’agitation thermique
des molécules d’oxygène à 25 ◦C sous une pression de 1 atm. Conclure.
4. Approche classique du trou noir : rayon de Schwarzschild d’un astre. On se place à la
surface d’un astre de masse M donnée et de rayon R . Le premier postulat de la relativité
restreinte impose une limite supérieure à la vitesse de tout objet : v < c, où c est la célérité
de la lumière dans le vide.
a. Montrer que si R est inférieur à une certaine valeur Rsc (rayon de Schwarzchild de
l’astre) que l’on exprimera en fonction de G, M et c, rien ne peut s’évader de la surface de
cet astre, y compris la lumière. On dit que l’astre est un trou noir.
b. Déterminer le rayon de Schwarzchild du Soleil.
c. Calculer la densité de matière d’un trou noir se trouvant à la limite de Schwarzchild.
La comparer à la densité de matière nucléaire. Pourquoi le Soleil ne peut-il pas devenir
un trou noir ?

Exercice 12 Lois de Kepler

1. Cas général : montrer que la trajectoire d’un point matériel plongé dans un potentiel

newtonien Ep(r) = −KmM
r

est une conique dont le centre de force est un des foyers,

c’est-à-dire que son équation en coordonnées polaires peut se mettre sous la forme (l’axe
polaire étant convenablement orienté) :

r =
p

1 1 e cos u

Calculer le paramètre p de la conique en fonction de la constante des aires C, de M et K.
e est l’excentricité de la conique. Un choix correct du sens de l’axe polaire permet de se
limiter à e > 0.
e = 0 : cercle de rayon p.
e = 1 : parabole.
e > 1 : hyperbole.
0 < e < 1 : ellipse.
Exprimer l’énergie mécanique du point en fonction de m, C, p, e ; commenter.
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2. Trajectoires elliptiques : dans l’hypothèse où la trajectoire est fermée, trouver une
relation entre le demi grand axe a, p, et e. Le périgée P correspond à la distance minimale
à laquelle la particule s’approche du centre de force, l’apogée A à la distance maximale.
Montrer que l’énergie de la particule dans le champ de l’astre s’écrit très simplement en
fonction de K, M, m et du demi grand axe a de l’ellipse. Commenter.
Quelle relation simple existe-t-il entre les vitesses au périgée et à l’apogée VA et VP ?
3. Lois de Kepler : c’est historiquement à partir des lois de Kepler que les potentiels
newtoniens sont entrés dans la physique.
1re loi : les orbites des planètes sont des ellipses dont le Soleil est un foyer.
2e loi : le rayon vecteur issu du Soleil balaie des aires égales pendant des durées égales.
3e loi : les carrés des durées de révolution sont proportionnels aux cubes des grands axes
des orbites.
Commenter ces lois, après avoir démontré la troisième en toute généralité en vous servant
des relations précédemment établies.

Exercice 13 Satellites circulaires

1. Cas général ; satellites géostationnaires : calculer (en fonction de R, z, Go) la vitesse
V et la période T d’un satellite de masse m suivant une trajectoire circulaire et gravitant à
l’altitude z autour d’un astre de rayon R, de champ Go en surface, la répartition de masse
de l’astre étant à symétrie sphérique. Calculer numériquement l’altitude d’un satellite
géostationnaire terrestre. Retrouver la troisième loi de Kepler dans ce cas particulier :

montrer que le rapport
(R 1 z)3

T 2 s’exprime simplement en fonction de Go et R, puis de

la masse du centre attracteur M et de K (m � M)
2. Satellites de Jupiter : on donne les rayons des orbites r et les périodes T pour les
quatre satellites galiléens de Jupiter (découverts par Galilée en 1610). En réalisant un
graphique, montrer que ces valeurs satisfont la troisième loi de Kepler. En déduire la
masse de Jupiter.

Nom du satellite Distance de Jupiter en km Période de révolution en j

Io 422 000 1,769

Europe 671 000 3,551

Ganymède 1 071 000 7,155

Callisto 1 884 000 16,69

Exercice 14 Effets des frottements atmosphériques sur un satellite

Un satellite gravite sur une orbite pratiquement circulaire, de rayon r autour d’un astre
de masse M, de rayon R. Il est de plus soumis à une force de frottement dépendant
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de sa vitesse :
−→
F (

−→
V ) = −h(V )

−→
V où h(V ) est

une fonction positive de
∥∥∥−→V ∥∥∥ uniquement. On

supposera cette force très petite devant la force
d’attraction gravitationnelle.

r

V

R1. Montrer que l’énergie mécanique E du satel-
lite dans le champ de pesanteur de l’astre dimi-
nue à cause de la force de frottements. Exprimer
dE
dt

en fonction de V et de h(V ).

2. Quelle relation a-t-on entre la vitesse V et le
rayon r ? Quelle relation peut-on déduire entre
dV
dt

et
dr
dt

? Compte tenu de la relation établie

au 1, exprimer
dV
dt

en fonction de V et de h(V ).

Comment varient V et r ? Commenter.

Exercice 15 Diffusion coulombienne : déviation d’une particule a

par un noyau d’or

On étudie dans un référentiel galiléen associé à un noyau d’or considéré comme cible, de
masse M et de charge Q = Zqe, le mouvement d’une particule a, de charge ponctuelle q
de masse m, soumise à la seule force coulombienne. La position de la particule est repérée

par
−−→
OM = r−→ur . O, centre des forces est la cible ; on pose k =

qZqe

4p´0

1. Montrer qu’il est légitime de négliger les forces gravitationnelles devant les forces
coulombiennes.

S
O x

D

b
y

2. En comparant qualitativement m et M, justifier l’ap-
proximation consistant à traiter le problème comme si
la cible était immobile.

3. On repère le point M dans le plan de sa trajec-
toire par ses coordonnées polaires r et u. Montrer que
r2u̇ = C, constante.
L’axe polaire étant orienté selon les conventions du
schéma, montrer que la particule a décrit alors une
branche d’hyperbole dont l’équation peut s’écrire :

r(u) =
p

cos u

cos b
− 1
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où b est l’angle entre la direction de l’asymptote et l’axe polaire (0 < b < p/2). Exprimer

p en fonction de C, m et k. On rappelle que l’excentricité de l’hyperbole est e =
1

cos b
.

4. Montrer que l’énergie mécanique E de la particule a est aussi une constante du mou-
vement et s’exprime très simplement en fonction de m, k, C, e. Quelle est la signification
physique du signe de E ?
5. Exprimer C en fonction du paramètre d’impact b défini sur le schéma et de la vitesse
initiale Vo de la particule a (lorsque u tend vers b). Calculer alors tan b en fonction de m,

k, b et Vo. En déduire la formule de Rutherford donnant tan
(

D
2

)
. Commenter le sens

physique de cette formule.

Oscillateurs

Exercice 16 Le sismographe pendulaire

Ce problème traite le régime permanent sinusoïdal d’un oscillateur harmonique amorti
par frottement fluide. Les notions qui y sont abordées se retrouvent dans de nombreux
domaines de la physique fondamentale ; il est nécessaire de bien les maîtriser.

y

x
X

h0

10

Y

O
G G

h1

h (t)

S (t)

A

y

x
X

Y

O
G

y

x

X

Y

O

A

A

partie sensible,
de masse m

au repos en présence d’un
tremblement de terre

La partie sensible du sismographe pendulaire est une masse munie d’un index et d’une
tige. Cet ensemble de masse m, assujetti à se déplacer verticalement, est suspendu à un
ressort de longueur à vide l0, de constante élastique k. Le ressort est fixé en A sur un
bâti. La partie sensible (masse 1 index 1 tige) est par ailleurs reliée à un amortisseur qui
exerce une force de frottement fluide

−→
f = −l

−→
V où

−→
V est le vecteur vitesse de la masse

dans le référentiel lié au bâti (donc au sol). On pose :
– GXYZ : référentiel galiléen RG du lieu ;
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– Oxyz : référentiel RS solidaire du bâti et lié au sol. Il est animé, sous l’effet d’un
tremblement de terre, d’un mouvement par rapport au référentiel galiléen du lieu.
Un tremblement de terre est modélisé en notation complexe par une vibration verticale
harmonique de translation exprimée dans GXYZ :

S(t) = S0 exp(ivt) (S0 réel)

où S(t) repère le déplacement vertical du sol par rapport au référentiel galiléen du lieu.
∗ h0 est la hauteur de l’extrémité inférieure du ressort à vide par rapport au sol, sans
tremblement de terre (S(t) = 0).
∗ h1 repère la hauteur de la masse à l’équilibre par rapport au sol dans les mêmes conditions.
∗ h(t) est la hauteur de la masse par rapport au sol à un instant quelconque.

1. Trouver une relation entre m, g, k, h0, h1, au repos.

2. Exprimer en fonction de m, So, v, t, −→uy la force d’inertie d’entraînement, à ajouter aux
autres forces dans le référentiel lié au sol (associé à Oxyz) en présence du tremblement de
terre défini plus haut.

3. On pose H (t) = h(t)− h1, grandeur qui repère le déplacement de la masse par rapport
au repos dans Oxyz. Établir l’équation différentielle en H (t) du mouvement de la masse
en utilisant le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel non galiléen.
Définir la pulsation propre v0 et le temps de relaxation t. Indiquer leur sens physique.

4. Définir le régime permanent sinusoïdal. Exprimer l’amplitude complexe Ha (v) des
vibrations de la masse en fonction de S0, v0, t, et v. Préciser le déphasage c entre S(t) et
H (t). Commenter.

5. Étude de la réponse en fréquence.

a. À quelle condition le module de l’amplitude |Ha(v)| présente-t-il un pic ? À quelle
pulsation vr cela se produit-il ? Que valent alors le déphasage cr entre S(t) et H (t) et
l’amplitude maximale |Ha (vr)|. Commenter.

b. Discuter le comportement de la réponse |Ha(v)| et de c(v) à basse, puis à haute
fréquence ; quelle en est la signification physique ?

c. Donner l’allure des deux types de courbes représentant le module |Ha(v)| et le
déphasage c(v) en fonction de v ; interpréter ces courbes.

6. Limite d’un oscillateur faiblement amorti v0t � 1. Montrer que Q = v0t mesure
(à l’ordre le plus bas) la valeur au pic de l’amplitude relativement à S0. Dans quelles
conditions un phénomène analogue est-il rencontré en électricité ?

À quelle fréquence vr se produit le pic en amplitude si Q � 1 (à l’ordre 0 en
1
Q

). Écrire

l’équation permettant de définir les fréquences de coupure, par |Ha (v)| =
|Ha (vr)|√

2
et la

résoudre. Donner l’expression des fréquences de coupure en fonction de v0 et Q, à l’ordre

1 en
1
Q

. En déduire l’expression de la largeur du pic en fonction de v0 et Q. Commenter.
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7. L’étude du spectre de Fourier des vibrations sismiques montre que leurs périodes
se répartissent sur une gamme qui va de 0,1 s à 100 s. En fait, l’essentiel de l’énergie
transportée par des ondes longitudinales, assez loin de l’épicentre, est dans le domaine
de période allant de 1 s à 10 s. On souhaite une réponse uniforme de l’appareil dans la
gamme de fréquence correspondante. Quel régime de fonctionnement doit-on choisir ?
Quel en est l’inconvénient majeur ? Comment doit-on choisir la masse ?

Exercice 17 Modèle du dipôle oscillant

Ce problème requiert la connaissance des régimes libre et permanent sinusoïdal d’un
oscillateur ; il développe un modèle classique de polarisation atomique et d’interaction
matière rayonnement qu’il est nécessaire de connaître.
Un atome neutre comporte Z électrons de masse m, de charge q = −e, et un noyau de
masse M � m. Ce dernier est supposé immobile et se trouve au point O. On repère
par

−−→
OM = −→r la position d’un des électrons. Pour un atome isolé, la symétrie impose

à la position moyenne d’un électron d’être nulle : 〈−→r 〉 =
−→
0 . Cette situation peut être

obtenue de manière stable si l’électron est soumis à une force centrale de rappel élastique
−→
Fc = −k−→r et à une force d’amortissement

−→
f = −mG

d−→r
dt

.

1. Écrire l’équation différentielle en −→r satisfaite par l’électron lorsque celui-ci est soumis,
en plus des forces définies ci-dessus à une force extérieure

−→
F . Définir la pulsation propre

v0 de l’oscillateur constitué par l’ensemble de l’atome et de l’électron.

2. Régime statique : on s’intéresse à l’évolution du dipôle électrique −→p associé au
déplacement d’un seul électron de l’atome : −→p = q−→r . Exprimer en fonction de G, v0,
−→
E , q et m, l’équation différentielle à laquelle obéit −→p lorsque la force

−→
F est due à un

champ électrique extérieur
−→
E .

3. Régime transitoire : à t = 0, le champ
−→
E passe instantanément de

−→
0 à

−→
E0 constant

(figure suivante). On cherche le comportement de −→p pour t � 0.

a. Montrer qu’il existe une solution particulière stationnaire (−→p0 indépendante du temps)
de l’équation différentielle obtenue. Exprimer alors, en fonction de q, m, v0, la polarisa-
bilité statique a0 définie par −→p0 = a0

−→
E0.

0

E0

E

t

b. Dans l’hypothèse où G  v0 et en négli-

geant les termes d’ordre
(

G

v0

)2

devant 1,

écrire (en revenant à une expression réelle)
l’évolution de −→p en fonction du temps (et
de G, v0 et −→p0 ) supposant que −→p =

−→
0 et(

d−→p
dt

)
=

−→
0 à t = 0. Selon quel régime le
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moment dipolaire atteint-il la valeur −→p0 ? Quelle est la durée caractéristique de ce régime
transitoire ? Quelle est la grandeur physique qui détermine cette durée ? Expliquer.

4. Réponse harmonique : le champ électrique est maintenant sinusoïdal de pulsation v :
−→
E =

−→
E0eivt

a. Calculer le dipôle −→p induit en régime permanent par le champ
−→
E . Exprimer la

polarisabilité complexe a(v) (fonction de réponse au champ électrique) définie par
−→p = a(v)

−→
E0eivt en fonction de v, v0, G et a0. Tracer la courbe donnant l’allure

des variations de |a(v)| en fonction de v dans l’hypothèse où G  v0 ; expliquer le sens
physique de ces variations. Quel est la signification physique de Arg(a(v)) ? Tracer la
courbe donnant l’allure des variations de Arg(a(v)) en fonction de v ; discuter.

b. On pose a = ar − iai (où ar et ai sont réels). On écrira par ailleurs :

−→p = |a(v)| eiw−→E0eivt

En revenant aux grandeurs physiques réelles, écrire l’expression de la puissance instantanée
P(t) fournie par le champ électrique à l’atome. Définir sa valeur moyenne sur une période
〈P(t)〉T , puis la calculer en fonction de v, E0 et de ai.Commenter. Que devient, dans le
cadre du modèle utilisé ici la puissance fournie par le champ électrique à l’atome ?

c. On s’intéresse à ce qui se passe au voisinage de v0 : on note l’écart à la pulsation propre
D = v − v0 et on suppose que |D|  v0. Écrire une expression approchée plus simple
pour la polarisabilité a en négligeant D devant v0. Exprimer ar et ai en fonction de a0,
v0, G et D. Représenter les variations de ar et ai en fonction de D. Quel est le profil de
ai ? Montrer alors que la valeur moyenne 〈P(t)〉T peut s’écrire :

〈P(t)〉T ≈ P0 3
1

4D2

G2 1 1

où P0 est fonction de v0, E0, G, et a0. Comment varie 〈P(t)〉T en fonction de D. Expliquer
la signification physique de ces résultats.

Chocs
Cette partie requiert les notions de mécanique des systèmes, en particulier la réduction
canonique du problème à deux corps pour l’étude des chocs dans le référentiel barycen-
trique.

Exercice 18 Coefficient de restitution : chocs unidimensionnels

Lors d’un choc, l’ensemble des deux particules concernées peut en général être considéré
comme isolé car les forces qui s’exercent entre elles lors du choc sont très grandes devant
les autres forces extérieures (puisqu’elles s’exercent pendant une durée « extrêmement
courte »).
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On appelle coefficient de restitution en vitesse le rapport de leurs vitesses relatives avant
et après le choc. On supposera le choc unidimensionnel. Si on appelle V1 et V2, les
vitesses respectives avant le choc, V ′

1 et V ′
2 , les vitesses après le choc dans le référentiel du

laboratoire, on a :

e = −
(

V ′
1 − V ′

2

V1 − V2

)
= −

(
V ′

r

Vr

)
Les vitesses sont algébriques.

1. Calcul des vitesses dans le référentiel du laboratoire Rlab, supposé galiléen : quelle(s)
grandeur(s) se conserve(nt) au cours du choc ? exprimer V ′

1 et V ′
2 en fonction de V1, V2,

m1, m2 et e.
2. Calculer la variation d’énergie cinétique du système au cours du choc en fonction de
V1, V2, m1, m2 et e.
3. Examiner les cas des chocs élastiques et des chocs mous.
4. Examiner le cas d’une réaction exothermique.

Exercice 19 Phénomène d’agrégation (collage)

Un objet P (cela peut être, par exemple un astéroïde) de masse initiale M0 et de vitesse
initiale �������V0 traverse une région de l’espace où se trouvent des objets C plus petits et
immobiles, de masse m. À chaque fois que P entre en collision avec une cible C, le choc
est mou. On note �������Vn la vitesse de l’objet juste après le choc numéro n et Mn sa masse.
Les chocs sont unidimensionnels.

V0 V1

avant après

choc n°1 P(M0) P(M1)C(m)

1. Rappeler la (les) loi(s) de conservation pour un tel choc, en précisant le système étudié.
2. Calculer V1 en fonction de V0, M0 et m ; calculer V2 en fonction de V1, M0 et m.
En déduire l’expression de V2 en fonction de V0, M0 et m. En étudiant le choc N◦ n,
exprimer Vn en fonction de Vn−1, M0 et m. Déduire de ce qui précède l’expression de Vn

en fonction de V0, M0 et m.

3. On pose a =
m

M0
. Ecrire Vn en fonction de V0 et a. Comment varie Vn avec n (a étant

fixé) ? Calculer le nombre n1/2 de chocs nécessaires pour que la vitesse de P soit égale à la
moitié de sa vitesse initiale. Quelle est alors la masse de P ? Commenter. A.N. a = 0,001.
4. Calculer l’énergie cinétique Ec(n) de P après le choc N◦ n en fonction de l’énergie
cinétique initiale Ec(0), de M0, m et n. Écrire Ec(n) en fonction de Ec(0), n et a. Comment
varie Ec(n) avec n à a fixé ? Quel est le sens physique de ce résultat ?
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Exercice 20 Collisions élastiques en mécanique classique

Un projectile N de masse m de vitesse �������V0 par rapport au référentiel du laboratoire Rlab

heurte une cible C de masse km au repos dans Rlab. Le vecteur vitesse ����������VN
′ du projectile

après le choc n’est pas forcément colinéaire à �������V0 ; on se propose de calculer l’énergie ciné-
tique moyenne du projectile après le choc en moyennant sur toutes les directions possibles.
Il est beaucoup plus commode de faire ce calcul dans le référentiel du centre de masse
(ou barycentrique) Rba. On appelle ����������VG le vecteur vitesse du centre de masse du système
{N , C} par rapport à Rlab, et on notera ��������uN, �������uC, ��������uN

′, �������uC
′ les vecteurs vitesses du projectile

et de la cible respectivement avant puis après le choc par rapport au référentiel Rba.
1. Relations générales
a. Calculer ����������VG, ��������uN et �������uC en fonction de �������V0 et k. Montrer qu’on a une relation très simple
entre ��������uN, �������uC et k.
b. Quelle équation relie ��������uN

′, �������uC
′ et k ?

c. Le choc est de plus supposé élastique ; montrer alors qu’on peut en déduire une relation
entre ‖��������uN‖ et ‖��������uN

′‖, puis entre ‖�������uC‖ et ‖�������uC
′‖.

2. Énergie cinétique moyenne du projectile après le choc
a. On note a l’angle entre les directions de ����������VG et de ��������uN

′ ; c’est la déviation mesurée dans
le référentiel du centre de masse. Exprimer l’énergie cinétique E′

C(N/Rlab) du projectile
après le choc par rapport au laboratoire en fonction de son énergie cinétique initiale

E0 =
1
2

mV 2
0 , de k et de a. Que peut-on dire du rapport entre E′

C(N/Rlab) et E0 ?

b. Toutes les directions sont permises dans Rba ; on admettra de plus que la répartition de
l’angle de déviation est isotrope dans Rba. Justifier l’expression de la valeur moyenne de
l’énergie cinétique du projectile après le choc par rapport au laboratoire :

〈E′
C(N/Rlab)〉 =

1
2

∫ p

0
E′

C(N/Rlab) sin ada

Montrer que la valeur moyenne de l’énergie cinétique E1 du projectile après un choc
s’écrit E1 = hE0, où le facteur d’efficacité du ralentissement h ne dépend que de k ;
le ralentissement est d’autant plus efficace que h est faible. Tracer l’allure de la courbe
donnant les variations de h en fonction de k. Commenter.
3. Cas où la cible est plus légère que le projectile : k < 1
Les diagrammes de collision permettent de représenter l’ensemble des lois de conservation
au cours d’un choc ; on les construit de la manière suivante.
Le lieu des extrémités des vecteurs vitesse −→u ′

N du projectile dans Rba après le choc est un
cercle de rayon r et le lieu des extrémités des vecteurs vitesse −→u ′

C de la cible dans Rba est
un cercle de rayon 1. Que vaut r pour un choc élastique ? Le vecteur ����������VG est parallèle à
l’axe Oz. a repère l’angle entre ����������VG et −→u ′

N et peut varier de 0 à 2p.
Représenter ��������uN, �������uC, −→u ′

N, −→u ′
C et ����������VG. Tracer alors les vecteurs vitesse ����������VN,

−→
V ′

N et
−→
V ′

C

dans le référentiel du laboratoire. Montrer alors que si k < 1, l’angle de déviation D du
projectile, mesuré dans le laboratoire est obligatoirement inférieur à une certaine valeur
Dmax ne dépendant que de k . Commenter.
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4. Cas où la cible est plus lourde que le
projectile : application à la thermalisation
des neutrons.
Tracer le diagramme de collision pour k>1,
et montrer qu’il n’existe pas de borne supé-
rieure de la déviation D mesurée dans le
référentiel du laboratoire.
La section efficace de fission de 235

92U
dépend très fortement de l’énergie du neu-
tron incident et présente des valeurs très
élevées lorsque cette énergie se situe dans
la gamme [0,002 eV; 0,5 eV]. On parle de
neutrons thermiques. Or dans un réacteur nucléaire, l’énergie cinétique des neutrons
immédiatement produits par la fission est de l’ordre du MeV. Les conditions pour qu’une
réaction en chaîne se produise en régime permanent sont complexes. Quoiqu’il en soit,
il est clair que les neutrons émis par une réaction de fission doivent être ralentis pour
produire de nouvelles fissions.
Après n chocs, l’énergie cinétique moyenne du neutron est En = hnE0. Calculer le
nombre de chocs nécessaires pour qu’un neutron d’énergie E0 = 2 MeV produit par une
fission devienne thermique (En = 0,05 eV), dans les cas des noyaux 1H, 2H, 12C et 16O.
Commenter.

Mécanique des systèmes et du solide

Exercice 21 Mouvement d’une moto (ou d’une mobylette)

Ce problème est construit de manière à aborder l’ensemble des méthodes habituellement
utilisées pour résoudre un problème de mécanique du solide. Il permet, en outre de
comprendre le rôle des frottements entre le sol et les roues dans la propulsion d’un
véhicule. On y retrouve de façon simple plusieurs résultats familiers dans le domaine du
comportement des véhicules motorisés.
On étudie le mouvement rectiligne sur un sol horizontal d’une moto, de masse totale M
avec le conducteur et dont les articulations sont parfaites : on suppose donc le système
{moto + conducteur} rigide. Les deux roues sont identiques, assimilables à des anneaux
parfaits homogènes de masse m et de rayon R. Seule la roue arrière est motrice ; g est
l’intensité du champ de pesanteur terrestre. Le référentiel terrestre Rt supposé galiléen est
muni du repère absolu

{
O, �����ux , ����uy , �����uz

}
, et on désignera par Rba le référentiel barycentrique

relatif au système S {moto 1 conducteur} de centre d’inertie G.
La moto démarre, et on suppose que les roues roulent sans glisser sur le sol. S avance à
la vitesse

−→
V = V �����ux par rapport au sol (V > 0). On considère d’autre part que les roues

sont les seules parties en rotation du véhicule. On néglige donc l’énergie cinétique et le
moment cinétique associés à la rotation du moteur et des organes de transmission.
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O2

I2

1. Calculer, dans le référentiel Rt , en fonction de M, m, R, V :

– la vitesse angulaire des roues (−→v = v����uy ) dans l’hypothèse du roulement sans glisse-
ment.

– l’énergie cinétique de la moto ;

– la quantité de mouvement −→p et le moment cinétique en G, −→sG de S.

Durant la phase de démarrage, on applique sur la roue arrière un couple de moment
constant

−→
G = G����uy , G > 0 (qui tend à faire tourner cette roue dans le sens des aiguilles

d’une montre sur le schéma.)

2. Calculer l’accélération −→a = a�����ux de la moto en fonction de M, m, R, G en utilisant le
théorème de l’énergie cinétique.

3. On appelle ��������T1 = T1 �����ux la composante tangentielle de la réaction exercée sur la roue
arrière par le sol et ���������N1 = N1 �����uz la composante normale de cette réaction. ��������T2 = T2 �����ux est
la composante tangentielle de la réaction exercée sur la roue avant par le sol, ���������N2 = N2 �����uz

sa composante normale. Dans le cas général, on prendra T1, T2, N1, N2 algébriques.

a. Écrire le théorème du moment cinétique pour le sous système {Roue avant} puis pour
le sous système {roue arrière}, et en utilisant les résultats précédents, exprimer T1 et T2

en fonction de M, m, R, et G.

b. Écrire le théorème de la résultante cinétique (relation fondamentale de la dynamique)
appliqué au système S . Compte tenu des relations du a), calculer a, puis T1 et T2 en
fonction de M, m, R et G.

c. Après avoir appliqué le théorème du moment cinétique en G pour le système S,
exprimer N1 et N2 en fonction de M, m, G, g, R, h et D. Interpréter le sens physique de
la différence observée entre N1 et N2 ; comment cette différence varie-t-elle avec G ? En
quoi cela correspond-il à votre expérience des voyages en deux roues ? À quoi correspond
le cas où N2 = 0 ?

4. On désigne par f0 le coefficient de frottement pour le contact sol-roues.
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a. À quelle condition sur G la roue arrière ne patinera-t-elle pas ? (Mouvement de la moto
sans glissement de la roue arrière). Commenter le sens physique de ce résultat.
b. Sur une route enneigée, lors d’un démarrage à vitesse de rotation du moteur fixée, on
constate que la roue motrice qui « patine » en première roule sans glisser si on adopte un
rapport supérieur de la boîte à vitesse. Pourquoi ?

Exercice 22 Mouvement d’une bille sur un plan incline

Rba

+

y

xα

z

O

G

I

La résolution de ce problème requiert la
connaissance des lois du frottement, la
notion de roulement sans glissement et les
théorèmes fondamentaux de la mécanique
du solide dans un référentiel galiléen.
Une bille homogène, de masse m, de rayon
r est placée sur un plan incliné d’un angle a

sur l’horizontale ; on appelle f le coefficient
de frottement entre la bille et le plan. Son
centre d’inertie G est en mouvement recti-
ligne selon la ligne de plus grande pente du plan incliné et est repéré par l’abscisse xG. Son
mouvement de rotation dans le référentiel barycentrique ne comporte pas de pivotement ;
la rotation se fait autour d’un axe passant par G et parallèle à Oz et est repérée par l’angle

f. On posera v =
dF

dt
; noter que le produit vectoriel impose ici le sens positif pour v :

v est négatif si la bille descend.
1. On décompose la réaction du support sur la bille en une composante normale

−→
N et

une composante tangentielle
−→
T . On notera algébriquement leurs projections N et T .

Expliciter les trois équations, dont deux équations différentielles en xG et f, obtenues à
partir des théorèmes fondamentaux de la dynamique.
2. Roulement sans glissement
a. Écrire la relation entre ẋG et Ḟ dans le cas où la bille roule sans glisser sur le plan.
b. Déterminer le mouvement de G.
c. Calculer N et T en fonction de m, g et a, puis montrer que le roulement sans glissement
n’est possible que si a est inférieur à une certaine valeur al .
d. On lâche la bille sans vitesse initiale à t = 0, l’abscisse de G étant nulle. Calculer xG en
fonction du temps. Calculer l’énergie cinétique de la bille en fonction de m et de VG = ẋG,
puis la variation d’énergie cinétique de la bille entre t = 0 et t en fonction du temps.
Calculer par ailleurs le travail du poids entre t = 0 et t en utilisant l’équation horaire.
En appliquant le théorème de l’énergie cinétique, en déduire le travail des forces de liaison.
Que peut-on dire du travail des forces de liaison lorsque l’on a roulement sans glissement ?
3. Cas où a > al

Calculer l’accélération de G, puis l’accélération angulaire de la bille en fonction de f , g, r et
a pour a > al . Tracer l’évolution de l’accélération de G en fonction de sin a ; commenter.
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Exercice 23 Équilibrage statique d’un solide mobile autour d’un
axe fixe

Il s’agit d’étudier l’équilibre d’un solide dans un référentiel non galiléen en rotation.
Un cylindre homogène, de rayon R, de masse M, de hauteur h est mobile autour d’un axe
OZ fixe parallèle à son axe de révolution mais qui ne passe pas par son centre de gravité ;
on appelle a la distance entre OZ et G. Deux paliers A et B situés à la distance L de
chaque extrémité du cylindre assurent la fixité de l’axe de rotation. On peut travailler soit
dans un référentiel fixe galiléen Rg muni d’un repère {OXYZ} qui lui est lié, soit dans un
référentiel R muni d’un repère {Oxyz} tournant avec le cylindre (G est sur Ox).

X

y

Y

L

L

h

x

A

B

O

G

G
a

RR

1. Déterminer les composantes des réactions ����������RA, et ����������RB à l’équilibre lorsque le système
ne tourne pas ; commenter.

2. Déterminer, en travaillant dans le référentiel tournant {Oxyz} les composantes des
réactions ����������RA, et ����������RB subies par les paliers lorsque l’ensemble tourne à la vitesse angulaire
constante v.
A.N. R = 30 cm ; h = 1 m ; L = 2 cm ; a = 0,1 mm ; rotation à 3 000 tours/min pour
un cylindre en acier (densité : 8,7). Commenter.

Exercice 24 Réalisation d’accélérations constantes

Il s’agit d’étudier la dynamique d’un système déformable. Cet exercice, très simple dans
son principe, permettent de clarifier deux notions qui posent souvent problème : a) La
notion de sous système et b) Les problèmes de signe liés à la projection de la relation
fondamentale de la dynamique.
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1. M est en mouvement sur un plan horizontal (on négligera tout frottement)

m

M

BA

C

D

x

y

(S1)

(S2)

Le solide S1 de masse M peut glisser d’un mouvement de translation sans frottements sur
le plan horizontal. La masse m(S2) est en translation verticale. La poulie, mobile autour
d’un axe horizontal a un moment d’inertie J par rapport à celui ci et un rayon r.
Calculer l’accélération de la masse M en fonction de m, M, J , r et g. Commenter.

Exercice 25 Mouvement d’une fusée à un étage

Ce problème permet de comprendre la propulsion par réaction. Il met en œuvre l’utilisa-
tion de la relation fondamentale de la dynamique pour un système déformable en faisant
un bilan de quantité de mouvement entre deux instants voisins.
Une fusée dont on désignera la masse à l’instant t par m fonctionne en éjectant des gaz

à une vitesse −→u constante par rapport à la tuyère, avec un débit constant D = −dm
dt

(positif ).

1 En étudiant la variation de quantité de mouvement entre les instants t et t 1 dt d’un
système convenablement choisi, établir l’équation du mouvement de la fusée en présence
de forces extérieures de résultante

−→
fe , en fonction de −→u ,

−→
fe , D, m et de son vecteur vitesse

−→
V (t). Comment peut-on définir la poussée du réacteur ?
2. La fusée de masse totale (M 1 m0) à t = 0 est placée sur son aire de lancement. La
masse initiale de propergol est m0 et la masse de l’ensemble de la structure est M. A quelle
condition peut-elle décoller du pas de tir ?
3. La condition de décollage étant réalisée, et la fusée en translation verticale, exprimer
sa vitesse Vf lorsque la totalité du propergol est consommée en fonction de M, m0, u, g et
D, en négligeant la résistance de l’air. Commenter.
4. Calculer alors l’altitude zf atteinte par la fusée lorsque tout le propergol est consommé
en fonction de M, m0, u, g et D ; discuter ce résultat en fonction des différents paramètres.
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Mécanique des fluides

Exercice 26 Forces subies par des murs de barrages verticaux

y
xL

h

z

B

C

D

A

Cet exercice est une application directe de la rela-
tion fondamentale de l’hydrostatique pour un fluide
incompressible.

1. Calculer la force résultante exercée par l’eau sur
le mur vertical rectangulaire ABCD dans le cas du
réservoir suivant :

2. Même question dans le cas où le mur vertical est semi-circulaire ; Conclure.

L

h

x

y

A

B
D

C

L

x

Exercice 27 Densimètre

Cet exercice est une application directe de la pous-
sée d’Archimède.
Un densimètre de masse M comporte un tube
cylindrique fermé, de masse m, de longueur L et de
section S, lesté à sa base par du mercure enfermé
dans une ampoule en verre de volume V0. On le
plonge dans un liquide de masse volumique r, et
l’équilibre est obtenu lorsque la partie immergée
du tube a une hauteur x. Établir la relation entre r

et x. La graduation en densité est-elle linéaire ?

Exercice 28 Tension artérielle ; influence de l’accélération d’iner-
tie.

Dans la seconde partie, on étudie la relation fondamentale de l’hydrostatique dans des
référentiels accélérés.
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La pression artérielle (moyenne) au niveau du cœur est supérieure de 100 mm Hg à la
pression atmosphérique. On prendra un individu tel que :
distance pieds-cœur : hp = 135 cm
distance tête-cœur : hT = 45 cm
1. Calculer la pression hydrostatique au niveau du cerveau et des pieds dans les cas
suivants :

– Individu debout à la surface de la terre ;

– Individu « la tête en bas, les pieds en l’air », les mains posées à la surface terrestre.

2. Les pilotes de chasse sont soumis, lorsqu’ils effectuent des virages serrés à grande vitesse
à des accélérations apparentes pouvant atteindre plusieurs fois le champ de pesanteur g.
Expliquer qualitativement ce phénomène. Les effets de ces accélérations sur la circulation
sanguine provoquent des troubles connus sous les noms de « voile rouge » ou « voile noir ».
Calculer la pression hydrostatique au niveau du cerveau et des pieds dans les deux cas
suivants, puis commenter ces résultats.

g

trajectoire

premier cas
vitesse de l’avion : 350 m/s
rayon du virage : 3,062 km

second cas
vitesse de l’avion : 350 m/s
rayon du virage : 6,125 km

Exercice 29 Fluide en équilibre dans un référentiel tournant

R

h

x

y

z

x

y

z
surface

libre

récipient
en rotation

Un récipient cylindrique, de rayon R,
contient un fluide parfait de masse volu-
mique r sur une hauteur h. Il tourne autour
de son axe de révolution, vertical, dans le
champ de pesanteur uniforme g à la vitesse
angulaire constante v. Trouver le profil de
sa surface libre à l’équilibre.
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y

mg

R

1 1. Absence de tout frottement : le sys-
tème étudié est le wagon, et le référentiel
dans lequel on étudie son mouvement est
galiléen. Le théorème du centre de masse
nous apprend que le mouvement de son
centre d’inertie noté M est le même que
celui d’un point matériel qui serait doté de sa masse totale et soumis aux mêmes forces
extérieures. On étudie donc le mouvement de ce point.
Les deux seules forces qu’il subit sont :

– Force à distance : poids m−→g
– Force de contact : réaction du support

−→
R

Le bilan des forces est présenté sur la figure ci-dessus. Puisqu’il n’y a aucun frottement
de contact,

−→
R ne travaille jamais, donc sa puissance

−→
R .

−→
V est nulle à tout instant ; la

direction de
−→
R est donc normale au plan incliné, puisque

−→
V est parallèle à Ox. La relation

fondamentale de la dynamique s’écrit :

m−→g 1
−→
R = m−→a

où −→a est l’accélération de M, ce qui donne en projection sur les axes Ox et Oy :
R = mg cos a et ẍ = g sin a. Le mouvement du wagon est à accélération constante.
Compte tenu des conditions initiales, on a :

x =
1
2

(
g sin a

)
t2

2.a. La réaction du support
−→
R travaille lorsque M se déplace ; elle a donc une composante

tangentielle
−→
RT, contenue dans le plan incliné et une composante normale

−→
RN. La figure

ci-dessous présente le bilan des forces, lorsque le wagon est supposé descendre la pente.
Il importe de bien comprendre que le frottement solide est un phénomène à effet de seuil
(donc non linéaire). Les lois de Coulomb du frottement solide de glissement imposent
que :

∗
∥∥∥−→RT

∥∥∥ � f
∥∥∥−→RN

∥∥∥
∗ Si le solide glisse avec une vitesse de glissement

−→
V , alors

∥∥∥−→RT

∥∥∥ = f
∥∥∥−→RN

∥∥∥ et
−→
RT et

−→
V

sont colinéaires avec
−→
RT.

−→
V < 0. Cette dernière relation exprime que le travail dû à des

forces de frottements est résistant.
Tant que l’angle a est inférieur à une certaine valeur limite, le wagon est immobile ; en
dessous du seuil de glissement, la force de frottement solide « s’ajuste » de manière à ce

que m−→g 1
−→
RT 1

−→
RN =

−→
0 , pourvu que la contrainte

∥∥∥−→RT

∥∥∥ < f
∥∥∥−→RN

∥∥∥ soit satisfaite avec
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−→
V =

−→
0 . En projetant

−→
R sur les axes, on a alors RN = mg cos a et RT = mg sin a, où

RT et RN sont comptés arithmétiquement.
La relation fondamentale de la dynamique m−→g 1

−→
RT 1

−→
RN = m−→a conduit en projection

à :

RN = mg cos a et ẍ = g sin a − RT

m

O

M
x

y

mg

RN

RT

le wagon est supposé descendre la pente

Il est facile de voir que le wagon glissera
à condition que mg sin a > RT, en tenant
compte de la contrainte due au glissement,
RT = fRN = fmg cos a. Le wagon se met
donc à glisser dès que mg sin a > fmg cos a,
c’est-à-dire dès que tan a > f .
La condition de glissement tan a > f étant
réalisée, on a ẍ = g

(
sin a − f cos a

)
, qui est strictement positif.

b. Si M est lâché de O sans vitesse initiale, on a x =
1
2

g
(
sin a − f cos a

)
t2 ; son

mouvement est rectiligne uniformément accéléré.

c. Le wagon est lancé vers le haut de la pente avec une vitesse de valeur VA et parallèle à
Ox depuis un point A distant de O de L ; pendant la phase où il remonte la pente, ẋ < 0
et la projection du principe fondamental sur l’axe Ox s’écrit :

mẍ = mg sin a 1 RT

avec RT = fRN = fmg cos a tant que sa vitesse ne s’annule pas. L’accélération vaut donc
ẍ = g

(
sin a 1 f cos a

)
; cette relation s’intègre en :

x =
1
2

g
(
sin a 1 f cos a

)
t2 − VAt 1 L

Le wagon s’arrête lorsque ẋ = 0, à tS =
VA

g
(
sin a 1 f cos a

) , en un point S d’abscisse

xS = L − V 2
A

2g
(
sin a 1 f cos a

) .

Ce dernier résultat se retrouve plus commodément en appliquant le théorème de l’énergie
cinétique au point M entre A et S :

0 − 1
2

mV 2
A = WA→S(m−→g ) 1 WA→S(

−→
RT) = −

∥∥∥−→AS
∥∥∥mg sin a −

∥∥∥−→AS
∥∥∥ .RT

avec
∥∥∥−→AS

∥∥∥ = L − xS, d’où on tire

1
2

mV 2
A = (L − xS)(mg sin a 1 fmg cos a)

Ce qui redonne bien la valeur de xS obtenue à partir de l’équation du mouvement.
Le produit scalaire −→a .

−→
V = g

(
sin a 1 f cos a

) ((
sin a 1 f cos a

)
t − VA

)
étant négatif

pour t < tS, le mouvement est décéléré.
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Pour t > tS deux cas sont à considérer :
– tan a < f : le wagon reste immobile en S ;
– tan a > f : le wagon repart en sens inverse : Il redescend la pente avec une accélération
ẍ = g

(
sin a − f cos a

)
.

3.a. k est homogène à [M] [T ]−1. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit
m−→g 1

−→
R − k

−→
V = m−→a , où

−→
R est perpendiculaire au plan incliné, ce qui donne,

en projection sur les axes Ox et Oy : R = mg cos a et mẍ = mg sin a − kẋ. Une

constante de temps t =
m
k

apparaît naturellement dans l’équation différentielle (linéaire)

du mouvement :
ẍ 1

1
t

ẋ = g sin a

En posant V = ẋ, on cherche à résoudre l’équation du premier ordre relative à la vitesse :

V̇ 1
1
t

V = g sin a

Le wagon atteint une vitesse limite Vl lorsque V̇ = 0, c’est-à-dire Vl = gt sin a ; c’est
une solution particulière de l’équation avec second membre.

3.b. L’équation sans second membre V̇ 1
1
t

V = 0 a pour solution générale V = Ce−
t
t .

La solution de l’équation différentielle du mouvement relative à la vitesse s’écrit comme
la somme de la solution générale de l’équation sans second membre et d’une solution
particulière de l’équation avec second membre.
Compte tenu des conditions initiales V = 0 et x = 0 à t = 0, on a :

V = Vl

(
1 − e−

t
t

)
, d’où on tire x = Vl

(
t 1 t

(
e−

t
t − 1

))
Lorsque t  t, V ∼ gt sin a : La vitesse a un comportement asymptotique linéaire en
temps, où l’accélération est celle du mouvement sur un plan incliné, sans frottements. En
effet, on se trouve dans des conditions dans lesquelles la vitesse est si faible que la force
de frottement fluide est négligeable devant la pesanteur.
Lorsque t � t, V ∼ gt sin a : Le mouvement est rectiligne et uniforme de vitesse
Vl : Lorsque la vitesse limite est atteinte, la force de frottement fluide et la pesanteur se
compensent.

O
t

V

Vl

3.c. Compte tenu de la condition initiale
V = V0 à t = 0, on a :

V =
(

V0 − gt sin a
)

e−
t
t 1 gt sin a

La figure ci-contre montre l’évolution de la
vitesse en fonction du temps pour V0 = 0

(trait foncé), V0 =
3
2

Vl (trait plein fin) et

V0 = −1
2

Vl (trait pointillé) ; il est facile de
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montrer que t est donné par l’intersection de la tangente à l’origine dans le cas où V0 = 0
avec la droite horizontale correspondant à la vitesse limite (c’est faux pour les autres cas).

4. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit m−→g 1
−→
RT 1

−→
RN − k

−→
V = m−→a . En

la projetant sur les axes, on obtient, supposant la condition tan a > f vérifiée et ẋ > 0 :
RN = mg cos a et donc mẍ = mg sin a − fmg cos a − kẋ, soit

ẍ 1
1
t

ẋ = g
(
sin a − f cos a

)
La vitesse limite V ′

l = gt
(
sin a − f cos a

)
est inférieure à celle calculée au § 3.b, du fait

des frottements solides supplémentaires.

2 1. Le point M est repéré en coordonnées cylindriques par
−−→
OM = r−→ur 1 z−→uz

L’hélice décrite est une courbe d’équations

{
r = R
z = −bu

. Le point M descend si v = u̇ > 0

La vitesse sur cette courbe a pour expression, en coordonnées cylindriques :
−→
V = ṙ−→ur 1 ru̇−→uu 1 ż−→uz = Rv−→uu − bv−→uz

Comme la dérivée d’un vecteur unitaire (−→uu ) par rapport à son angle polaire u est un
vecteur unitaire qui lui est directement perpendiculaire, (−−→ur ) on en tire directement
l’accélération : −→a = −Rv2−→ur 1 Rv̇−→uu − bv̇−→uz

2. La relation fondamentale de la dynamique appliquée au point matériel s’écrit
m−→g 1

−→
F = m−→a , ce qui donne les expression suivantes des composantes radiale,

orthoradiale et azimutale de
−→
F :


Fr = −mRv2

Fu = mRv̇

Fz − mg = −mbv̇

Ce système ne peut évidemment pas être intégré directement, puisqu’a priori les trois
composantes des forces peuvent être des fonctions du temps.
C’est l’absence de frottements qui permet d’obtenir une relation supplémentaire. La force
de liaison

−→
F ne travaille pas si sa puissance est nulle, ce qui se traduit par

−→
F .

−→
V = 0,∀t,

c’est-à-dire : −→
F .

−→
V =

(
Fr
−→ur 1 Fu

−→uu 1 Fz
−→uz

) (
Rv−→uu − bv−→uz

)
= 0

ce qui impose donc :
RFu = bFz

3. Compte tenu de l’expression des composantes de
−→
F tirées de la relation fondamentale

de la dynamique et de l’absence de frottement, on a :

mR2 dv

dt
= b

(
mg − mb

dv

dt

)
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soit
dv

dt
= g

b(
R2 1 b2

)
L’accélération angulaire autour de Oz est constante, donc z̈ aussi. Les conditions initiales
conduisent à :

z = −bu = −1
2

g
b2(

R2 1 b2
) t2

Le comportement de z montre que tout se passe comme si on avait une accélération

azimutale égale à g pondéré par un facteur géométrique
1(

1 1

(
R
b

)2
) qui n’est fonction

que du rapport entre le rayon de l’hélice et le pas (divisé par 2p), à savoir une fonction

lorentzienne en
(

R
b

)
.

Il est clair que ce facteur étant toujours inférieur à 1, l’accélération azimutale a toujours

une valeur inférieure à g. On retrouve la chute libre de direction verticale pour
R
b
→ 0

(hélice de rayon négligeable devant le pas), et le cercle horizontal pour lequel l’accélération

azimutale vaut 0 pour
R
b
→ ∞ (hélice de pas négligeable devant le rayon).

4. On peut alors exprimer les composantes des forces de liaison en fonction du temps :


Fr = −mR
(

gb
R2 1 b2

)2

t2

Fu = mg
(

Rb
R2 1 b2

)
Fz = mg

(
R2

R2 1 b2

)
La composante radiale est centripète, proportionnelle à v2, donc ici à t2 ; les composantes
orthoradiale et azimutale sont constantes.

5. L’énergie mécanique E du point matériel en mouvement sur l’hélice se conserve,
car le poids dérive d’un potentiel et les liaisons de contact

−→
F ne travaillent pas ; on a

E =
1
2

mV 2 1 mgz. Sa dérivation par rapport au temps donne :

dE
dt

= mV
dV
dt

1 mg
dz
dt

= 0

L’expression de la vitesse en coordonnées cylindriques est V =
√(

R2 1 b2
)

v2. Comme

ż = −bv, il vient alors v

√(
R2 1 b2

)
3 v̇

√(
R2 1 b2

)
= gbv (en supposant v > 0).

Cela implique v̇ = g
b(

R2 1 b2
) , qui est l’expression trouvée par la méthode dynamique.
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3 1. La figure ci-dessous présente le bilan des forces et définit les vecteurs de la base
de Frenet. Dans cette base, l’accélération a pour expression :

−→a =
V 2

L
−→n 1

(
dV
dt

)
−→t

où la vitesse du point M est
−→
V = V−→t . Le rayon de courbure de la trajectoire est constant

et égal à celui du cercle L, −→n et −→t désignent respectivement les vecteurs unitaires normal
et tangent à la trajectoire au point M. Le mouvement étant de plus uniforme, la valeur
de la vitesse est constante (mais évidemment pas le vecteur vitesse) de sorte que pour un
tel mouvement, l’accélération est purement normale :

−→a =
V 2

L
−→n

Notons alors que −→a → −→
0 , si V = 0, ce qui correspond à l’immobilité, ou si L → ∞, ce

qui correspond à un mouvement uniforme sur un objet géométrique de rayon de courbure
infini, à savoir une droite ; on retrouve évidemment le principe de l’inertie.

vue de dessus vue dans le plan vertical
contenant O et M

OM M

L

z

mg

n

τ

RL
RL

Rz

La relation fondamentale de la dynamique appliquée au point M dans le référentiel
galiléen lié à la terre, et exprimée dans la base de Frenet montre la nécessité d’une force
normale à la trajectoire, de valeur constante, qui se trouve être ici la composante latérale
de la réaction du support

−→
RL = m

V 2

L
−→n

(il importe de bien distinguer la normale à la trajectoire et la normale au sol). On note
qu’en l’absence totale de frottements, (situation proche d’un véhicule à pneus lisses sur
un sol gelé) la réaction de contact entre le véhicule et le sol est normale au sol, donc que
−→
RL =

−→
0 ; l’accélération est alors nulle, et le mouvement ne peut pas être courbe.

Le point M étant soumis à son poids m−→g , à
−→
RL et à la composante verticale

−→
Rz de la

réaction du sol, on a :
m−→g 1

−→
Rz 1

−→
RL = m−→a

ce qui donne
Rz = mg

en projection sur l’axe vertical en plus de la relation donnant
−→
RL.
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2. Il n’y a pas de glissement latéral (c’est-à-dire dans la direction normale à la trajectoire, de
manière centrifuge) tant que le rapport entre la composante de la réaction de contact nor-
male au support Rz et sa composante tangentielle latérale RL vérifie la relation RL < fRz.
Cela implique RL < fRz, soit V <

√
fgL. La vitesse limite est Vl =

√
fgL. Elle augmente

avec le coefficient de frottement entre le véhicule et la piste et le rayon de la trajectoire.

3.

OM
M

L
z

mg

n

τ

RT

RT

n

RN

 α

On désigne par
−→
RN la réaction normale au sol et

−→
RT la réaction latérale tangente au sol.

La figure ci-dessus présente le nouveau bilan des forces. La relation fondamentale de la

dynamique s’écrit : m−→g 1
−→
RN 1

−→
RT = m−→a , où l’accélération vaut −→a =

V 2

L
−→n si le

mouvement est circulaire et uniforme. En projetant sur les axes vertical et horizontal, on
obtient : 


mg = RN cos a − RT sin a

m
V 2

L
= RN sin a 1 RT cos a

où on note la réaction tangentielle algébriquement. (RT > 0 sur le schéma).
Il est naturel d’adopter le point de vue d’un conducteur pour lequel f , a, m, L étant fixés
le virage est abordé à une vitesse V que l’on prend comme variable. Les valeurs des
composantes de la réaction de la piste sur le véhicule se calculent facilement à partir des
deux égalités ci dessus : 


RN = m

(
V 2

L
sin a 1 g cos a

)

RT = m
(

V 2

L
cos a − g sin a

)
On peut donc dire que la vitesse idéale Vi pour aborder ce virage relevé de a, telle que
RT = 0, vaut Vi =

√
gL tan a.

Si V < Vi, on est dans le cas où RT < 0. Si on aborde le virage trop lentement, la projection
de RT sur la normale est « centrifuge ».
Si V > Vi, on a RT > 0.
On peut alors discuter la condition d’adhésion à la piste imposée par les lois de Coulomb
du frottement : Il n’y a pas de glissement dans la direction latérale tant que

∣∣RT
∣∣ < fRN.
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∗ Cas où V < Vi, donc RT < 0∣∣RT
∣∣ < fRN ⇒ m

(
g sin a − V 2

L
cos a

)
< fm

(
V 2

L
sin a 1 g cos a

)
,

ce qui conduit à :

V 2 > gL
(

sin a − f cos a

f sin a 1 cos a

)
Si tan a < f , cette condition est toujours vérifiée puisque le terme de droite est négatif .
Si tan a > f , elle devient une contrainte qui borne inférieurement la vitesse. La plage de
vitesse permise pour que le véhicule ne glisse pas est alors telle que :

gL
(

sin a − f cos a

f sin a 1 cos a

)
< V 2 < gL tan a.

En clair, cela signifie que si l’on aborde le virage à une vitesse inférieure à la vitesse « idéale »
et que l’angle a est supérieur à la valeur seuil arctan f , la vitesse doit être supérieure à une
certaine valeur pour que le véhicule ne glisse pas latéralement vers le bas de la pente.
Notons que la largeur de la plage de vitesse permise tend vers zéro, lorsque f → 0, car
les deux bornes tendent vers la même valeur Vi. Seule la vitesse ajustant la réaction dans
la direction normale à la piste est permise en l’absence de frottements.
∗ Cas où V > Vi, donc RT > 0∣∣RT

∣∣ < fRN ⇒ m
(

V 2

L
cos a − g sin a

)
< fm

(
V 2

L
sin a 1 g cos a

)
ce qui conduit à :

V 2 (cos a − f sin a
)

< gL
(
sin a 1 f cos a

)
Si cotana < f , cette inégalité est toujours vérifiée, et il suffit que V > Vi pour que le
véhicule ne glisse pas.
Si cotana > f , la plage de vitesse permise pour que le véhicule ne glisse pas est telle que :

gL tan a < V 2 < gL
(

sin a 1 f cos a

cos a − f sin a

)
Cette plage se réduit naturellement à un point si f = 0 pour les mêmes raisons que pour
le premier cas.
La situation où V > Vi est très différente de celle décrite dans le cas d’un sol horizontal.

On voit notamment que si le virage est suffisament relevé (cotan a < f ⇔ tan a >
1
f

), le

mouvement peut se faire sans glissement avec une vitesse aussi grande que l’on veut !
Le cas pertinent pour la sécurité routière est évidemment celui où cotana > f (les virages
des routes ne sont que « légèrement relevés » ; on retiendra alors que la vitesse critique VC

à ne pas dépasser pour rester en contact avec la route est :

VC =

√
gL

(
sin a 1 f cos a

cos a − f sin a

)
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VC

(VC = VI)

12

10

8

6

4

2

0
0,10 0,2 0,3 0,4 0,5

f = 0,8

f = 0,4

f = 0

Il est facile de montrer que VC est une
fonction croissante de a (a ∈

[
0, p/2

]
) à

f donné, et de f à a donné.
La figure ci-contre montre différentes
courbes donnant l’évolution de VC en fonc-
tion de a (en rad) pour différentes valeurs
de f et L = 10 m.

mg

R

n

r x

z

M

M0

4 1. Le bilan des forces est présenté sur
la figure ci-contre. La relation fondamentale
de la dynamique appliquée au point M dans
le référentiel galiléen projetée sur la base de
Frenet conduit aux deux relations :

mg cos u − R = m
V 2

r
et

mg sin u = m
(

dV
dt

)
Ces relations ne sont pas utilisables en l’état, puisque R et u dépendent du temps d’une
manière que l’on ne connaît pas ; remarquons que la vitesse V n’est pas une inconnue

supplémentaire, puisque V = r
du

dt
tant que le point M est sur la sphère.

On peut cependant aller plus loin en écrivant la conservation de l’énergie, puisqu’il n’y a
pas de frottements (ou en appliquant le théorème de l’énergie cinétique). Il importe de
bien comprendre que cette invariance permet de relier la variable de lieu (en l’occurrence u)
à la vitesse. Tant que M reste en contact avec la sphère, l’énergie du point M dans le
champ de pesanteur terrestre s’écrit :

E =
1
2

mV 2 1 mgz =
1
2

mV 2 1 mgr cos u

en choisissant l’origine des énergies potentielles en z = 0. Comme en M0, on a
E = mgr cos u0, il vient V 2 = 2gr(cos u0 − cos u). On peut alors calculer R en fonction
de u, en réinjectant la valeur de V dans la relation donnée par la projection de la relation
fondamentale de la dynamique sur la normale obtenue précédemment ; on trouve :

R = mg(3 cos u − 2 cos u0).

2. On note que R diminue lorsque u augmente. Le point M quitte la sphère lorsque la
réaction du support s’annule, c’est-à-dire pour un angle ud tel que :

cos ud =
2
3

cos u0
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La vitesse de décollage vaut alors :

Vd =

√
2gr cos u0

3

5 Le mouvement du point M s’effectue sur le segment de droite OA. La manière la plus
simple de décrire son mouvement est de le faire dans la base tournante liée au référentiel
en rotation Oxyz. Le mouvement est décrit par

−−→
OM =

r
2

(1 1 sin v0t)−→ux = x(t)−→ux .

L’expression générale de la force d’inertie d’entraînement du point M dans le cas d’un

référentiel en rotation est :
−→
fie (M) = −m−→ae (M) = mV2−−→HM − m

d
−→
V

dt
∧ −−→

OM, où
−→
V est

le vecteur rotation du référentiel entraîné et H le projeté orthogonal de M sur l’axe de
rotation (ici H = O).

−→
V étant indépendant du temps, seul le premier terme subsiste, si

bien que :
−→
fie (M) = mV2−−→OM = mV2 r

2
(1 1 sin v0t)−→ux = mV2x(t)−→ux

La force d’inertie de Coriolis est
−→
fic (M) = −2m

−→
V ∧ −→vRe(M), où −→vRe(M) est la vitesse

de M dans le référentiel entraîné (lié au manège). On a donc :

−→
fic (M) = −2mV−→uz ∧

(
d
−−→
OM
dt

)
Re

= −2mV−→uz ∧ ˙x(t)−→ux

= −mVv0r cos v0t −→uy = −2mV ˙x(t)−→uy ,

Il est crucial de comprendre que la dérivation de
−−→
OM par rapport à t se fait dans le

référentiel entraîné dans lequel −→ux est donc indépendant du temps.
La force d’inertie d’entraînement

−→
fie (M) est toujours centrifuge et sa valeur augmente

lorsque M va de O vers A. La figure ci-dessous montre l’évolution de
∥∥∥−→fie (M)

∥∥∥ en

fonction du temps, pour t allant de 0 à T =
2p

v0
comparée à celle de x.

x

t

r

r/2

T/2 tT/2

A I O A I O
mΩ2r

fie(M)

0
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La force d’inertie de Coriolis
−→
fic (M) est toujours perpendiculaire au vecteur vitesse de M

dans le référentiel du manège, c’est-à-dire à −→ux . Lorsque M va de O vers A,
−→
fic (M) a le

sens de −−→uy , (celui de −→uy lorsqu’il va de A vers O). La valeur de
−→
fic (M) est maximale

lorsque la vitesse de M par rapport au manège est maximale, soit en I ; elle s’annule en O
et en A. La figure ci-dessous montre l’évolution de la valeur algébrique fic(M) de la force
de Coriolis en fonction du temps, comparée à celle de la vitesse ẋ de M.

x

t
0

t

I I I I I
fie(M)

0

r 0 mΩ   0r

6 1. On s’intéresse au mouvement du centre d’inertie du véhicule, soumis à son poids
m−→g et à la réaction du support ; cette dernière ne travaille pas et reste donc normale
à la piste pendant toute la durée du mouvement. On applique le théorème de l’énergie
cinétique, où seul le poids travaille :
Entre A et B :
1
2

mV 2
B −0 = mg(zA−zB) = mg(zA−zC 1zC−zO1 1zO1 −zB) = mg(h−R1R cos a1)

⇒ VB =
√

2g(h − R 1 R cos a1)
Entre A et C :

1
2

mV 2
C − 0 = mg(zA − zC) = mgh ⇒ VC =

√
2gh

Entre A et S :
1
2

mV 2
S − 0 = mg(zA − zS) = mg(h − R) ⇒ VS =

√
2g(h − R)

−→
R1 désignant la réaction du support sur le véhicule entre A et B, et −→a1 son accélération,
la projection de la relation fondamentale de la dynamique sur le vecteur unitaire −→u1 et sur
celui qui lui est directement perpendiculaire conduit à : R1 = mg cos a1 et a1 = g sin a1

Entre B et D, a varie de −a1 à 1a2 ;
−→
F désignant la réaction du support sur le véhicule,

on projette la relation fondamentale de la dynamique sur la base de Frenet {−→n ,−→t }, en

prenant garde au signe de l’accélération tangentielle (entre B et C, a < 0 et
dV
dt

> 0). On

a donc :
m−→g 1

−→
F = m−→a = m

V 2

R
−→n 1 m

dV
dt

−→t
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d’où on tire :

m
V 2

R
= F − mg cos a et m

dV
dt

= −g sin a

On ne peut pas calculer facilement la vitesse (ou a) en fonction du temps à partir de
ces équations. Une information facile à exploiter est donnée par le théorème de l’énergie
cinétique qui permet de relier la vitesse V au lieu (ici repéré par a) ; entre A et M, il
s’écrit :

1
2

mV 2 − 0 = mg(h − R 1 R cos a),

d’où V 2 = 2g(h − R 1 R cos a)
En reportant cette expression de V 2 dans la première égalité donnée par la relation
fondamentale de la dynamique, il vient :

F − mg cos a = m
2g(h − R 1 R cos a)

R
On obtient donc :

F = mg
(

3 cos a − 2 1
2h
R

)
Au point C, a = 0, de sorte que l’accélération est centripète en ce point :

−→a (C) = 2g
h
R
−→n = 2g

h
R
−→uz

Entre D et Q, la projection de la relation fondamentale de la dynamique sur le vecteur
unitaire −→u2 et sur celui qui lui est directement perpendiculaire conduit à : R2 = mg cos a2

et a2 = −g sin a2, où
−→
R2 désigne la réaction du support sur le véhicule entre D et Q, et

−→a2 son accélération. La comparaison entre les deux plans inclinés est évidente : Puisque
a2 < a1, R2 > R1.
En S,

−→
F et m−→g sont normales, si bien que l’accélération l’est aussi. En ce point, on a

m−→g 1
−→
F = m−→a (S) = m

V 2
S

R
−→n = m

2g(h − R)
R

−→n , de sorte que

−→a (S) = 2g
(

h
R

− 1
)
−→n = −2g

(
h
R

− 1
)
−→uz

2. La vitesse relative de M′ dans le référentiel entraîné étant nulle, il ne subit pas de
force d’inertie de Coriolis. La force d’inertie d’entraînement est

−→
fie (M′) = −m−→aie(M′).

Comme M′ est immobile par rapport à M, on a :
−→a (M/R) = −→a (M′/R) = −→aie(M′)

L’accélération d’entraînement de M′ est donc égale à celle de M par rapport au référentiel
terrestre R, étudiée en détail précédemment. Pour représenter la force d’inertie subie par
le passager, il suffit de dessiner cette accélération et d’en changer le sens.
La force d’inertie d’entraînement s’écrit :

– entre A et B :
−→
fie (M) = −m′g sin a1

−→u1

– entre D et Q :
−→
fie (M) = m′g sin a2

−→u2
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– en C :
−→
fie (C) = −2m ’g

h
R
−→uz

– en S :
−→
fie (S) = 2m′g

(
h
R

− 1
)
−→uz

Le passager sera en état d’impesanteur artificielle au point S si la force d’inertie y compense
exactement son poids, c’est-à-dire :

m′−→g 1
−→
fie (S) =

−→
0 ⇒ −m′g−→uz 1 2m′g

(
h
R

− 1
)
−→uz =

−→
0 .

Il faut donc que h =
3
2

R.

Dans ces conditions, la force d’inertie au point C vaudrait trois fois le poids du passager :

−→
fie (C) = −2m′g

h
R
−→uz = −3m′g−→uz

La force d’inertie subie par le passager du véhicule est représentée en différents points du
trajet sur la figure ci-dessous.

n

u1

uz
u2

z

A

O O2

O1

1

1
2

2

B

C x

DM

Q
S

7 1. Dans le référentiel géocentrique Ox1y1z1 (qui ne tourne pas avec la Terre)
supposé galiléen, le point M, extérieur à l’astre est soumis à la force de gravitation
−→
F = −K

MTm
r2

−→u , radiale attendu que la distribution de masse de l’astre est à symétrie

sphérique ; en effet, le champ de gravitation obéissant au théorème de Gauss, le champ de
gravitation créé par l’astre est le même que celui que créerait un point matériel de masse
M placé en O.
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z

H M

O y

uz

uy

u

P

F

fie(M)

Dans le référentiel terrestre Oxyz, tour-
nant à vitesse angulaire constante de vec-
teur rotation

−→
V = V−→uz autour de l’axe des

pôles Oz1 = Oz, M est soumis de plus à
la force d’inertie d’entraînement :

−→
fie (M) = mV2−−→HM − m

d
−→
V

dt
∧ −−→

OM

= mV2−−→HM

où H est le projeté de M sur l’axe Oz.
En posant

−−→
OM = r−→u , on peut écrire

−→
fie (M) = mV2r cos l−→uy . Ainsi, le poids
qui est la résultante de la force de gravitation et de la force d’inertie centrifuge a pour
expression :

−→
P = m

(
−K

MT

r2
−→u 1 V2r cos l−→uy

)
= m−→g (M)

Ces forces sont représentées sur la figure ci-dessus. On peut donc définir le champ de

pesanteur−→g (M) en fonction du champ de gravitation
−→
G (M) = −K

MT

r2
−→u = −G(M)−→u

et d’une accélération centrifuge de valeur a = V2r cos l, due à la rotation de la Terre sur
elle même.
Cette expression fait apparaître une dépendance du champ de pesanteur avec la latitude
en cos l, due à la rotation de la Terre. Il existe une cause supplémentaire de la dépendance
du champ de pesanteur avec la latitude due à l’aplatissement de la Terre aux pôles (en fait
cet aplatissement a pour cause la rotation de la Terre sur elle-même, parce qu’elle brise la
symétrie sphérique de répartition de masse).
La valeur du champ de pesanteur s’écrit :

g2(M) = G2(M) 1
(
V2r cos l

)2 − 2G(M)V2r cos l−→u .−→uy

avec −→u .−→uy = cos l, puisqu’il importe de remarquer que ces deux vecteurs ne sont pas
orthogonaux. On a donc :

g2(M) = G2(M) 1
(
V2r cos l

)2 − 2G(M)V2r cos2 l

= G2(M)
(

1 1

( a
G

)2
− 2

( a
G

)
cos l

)
Si on se place à la surface de la Terre (r = RT ≈ 6 400 km) la valeur maximale de a
est obtenue à l’équateur et vaut aeq = V2RT ≈ 0,034 m · s−2. Il est donc loisible de se

contenter d’un développement de g(M) au premier ordre en
( a

G

)
. On a en définitive :

g(M) ≈ G(M)
(

1 −
( a

G

)
cos l

)
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2. La rotation de la Terre impose que l’on ait toujours g � G ; l’écart relatif sur la valeur

du champ de pesanteur, dû à la rotation de la Terre vaut :

∣∣∣∣Dg
g

∣∣∣∣ ≈ V2r
G

cos2 l

À l’équateur, cet écart est maximal :

∣∣∣∣Dg
g

∣∣∣∣ ≈ 0,35 %.

Sous les latitudes de la France métropolitaine :

∣∣∣∣Dg
g

∣∣∣∣ ≈ 0,175 %, avec l = 45◦.

3. Soit ´ l’angle entre les directions de
−→
G (M) et −→g (M) ; en effectuant le produit

vectoriel par −→g de chaque côté de l’égalité
−→
G = −→g 1 −→a , et en prenant la norme,

on a :
∥∥∥−→g ∧ −→

G
∥∥∥ = ‖−→g ∧ −→a ‖, ce qui conduit à : gG |sin ´| = ga

∣∣∣sin(−̂→g ,−→a )
∣∣∣, où

(−̂→g ,−→a ) désigne l’angle entre −→g et −→a . Si on se limite à l’hémisphère nord, convenant que

0 � l � p

2
et ´ � 0, on peut écrire : gG sin ´ = ga |sin(p − (l 1 ´))| = ga sin(l 1 ´)

L’angle ´ étant petit, on peut ne garder que les termes du premier ordre en ´ dans cette éga-
lité, de sorte que G sin ´ = a (sin l cos ´ 1 cos l sin ´) ⇒ G´ ≈ V2r cos l (sin l 1 ´ cos l)
L’expression de l’angle entre les directions de

−→
G (M) et −→g (M) est alors :

´ ≈ V2r cos l sin l

G − V2r cos2 l
≈ V2r

2G
sin 2l

r étant fixé, cet angle est maximal lorsque l = 45◦ ; à la surface de la terre, il vaut, dans
ces conditions ´ ≈ 1,74.10−3 rad ≈ 0,1◦.

8 1. L’expression de la force d’inertie de Coriolis est
−→
fic (M) = −2m

−→
V ∧

(
d
−−→
OM
dt

)
Rt

,

où
−→
V désigne le vecteur rotation de la Terre sur elle même. Il importe tout d’abord d’ex-

primer
−→
V dans le repère lié au référentiel tangent Rt ; comme il est parallèle à la direction

de l’axe des pôles, il est contenu dans le plan Oyz, et
−→
V = V

(
cos l−→uy 1 sin l−→uz

)
2.a. Pour un wagon se déplaçant dans l’hémisphère Nord, du Nord au Sud le long d’un
méridien dans le référentiel terrestre, on a localement

−→
V (M) = −V−→uy , (où V > 0), soit :

−→
fic (M) = −2mVV sin l−→ux

Cette force a donc la direction du parallèle local et est dirigée d’Est en Ouest. Pour un

wagon de masse égale à 20 tonnes se déplaçant à 300 km/h on trouve
∥∥∥−→fic (M)

∥∥∥ = 172 N

pour l = 45◦. Si une voie de chemin de fer est empruntée toujours dans le même sens,
ce sera donc le rail de droite dans l’hémisphère Nord et celui de gauche dans l’hémisphère
Sud.
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2.b. Pour un avion se déplaçant dans l’hémisphère Nord d’Ouest en Est le long d’un
parallèle dans le référentiel terrestre, on a cette fois

−→
V (M) = V−→ux , où V > 0, ce qui

conduit à : −→
fic (M) = −2mVV sin l−→uy 1 2mVV cos l−→uz

Elle comporte une composante horizontale dirigée vers le Sud et une composante verticale
dirigée vers le haut. Elle ne dépend pas de l’altitude à laquelle vole l’avion.

Pour un avion de même masse se déplaçant à 600 km/h on trouve
∥∥∥−→fic (M)

∥∥∥ = 488 N

pour l =
p

4
.

En conclusion, pour des véhicules se déplaçant à ces vitesses, la force d’inertie de Coriolis
n’excède pas quelques millièmes de leur poids.

3.a. On néglige les forces de frottement fluides avec l’air. La relation fondamentale
de la dynamique appliquée au pont M dans le référentiel terrestre non galiléen s’écrit :

m−→a (M/Rt) =
−→
F 1

−→
fie (M) 1

−→
fic (M), où la force de gravitation est

−→
F = −K

MTm
r2

−→u .

Compte tenu des résultats de l’exercice 7, le champ de pesanteur −→g (M) est tel
que :

−→
P =

−→
F 1

−→
fie (M) = m−→g (M) ; il inclut donc la force d’inertie centrifuge.

On fait l’hypothèse que la région dans laquelle a lieu la chute est suffisamment
restreinte pour que le champ de pesanteur puisse être considéré comme uniforme :

−→g (M) = −g−→uz . On note




Vx

Vy

Vz


 les composantes du vecteur vitesse de M dans

le référentiel terrestre tangent. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit
m−→a (M/Rt) = −g−→uz − 2m

−→
V ∧ −→

V (M/Rt), ce qui conduit à un système de trois
équations différentielles linéaires à coefficients constants couplées.



dVx

dt
= −2VVz cos l 1 2VVy sin l

dVy

dt
= −2VVx sin l

dVz

dt
= −g 1 2VVx cos l

On intègre tout d’abord les deux dernières équations, compte tenu des conditions initiales

à t = 0 :
−→
V




0

0

0


 et

−−→
OM




0

0

h




Il vient Vy = −2Vx sin l et Vz = −gt 1 2Vx cos l

On reporte ces expressions dans la première équation et on trouve :

d2x
dt

1 4V2x = 2Vgt cos l
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On résout cette équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants,
avec second membre par la méthode standard : Une solution particulière de l’équation

avec second membre est telle que
d2x
dt

= 0, soit xP(t) =
g cos l

2V
t ; la solution générale

de l’équation sans second membre étant xG(t) = a sin(2Vt 1 w), il est ensuite facile de
trouver la solution x(t) = xP(t) 1 xG(t) qui satisfait les conditions initiales x(t = 0) = 0
et ẋ(t = 0) = 0 :

x(t) =
g cos l

2V

(
t − sin 2Vt

2V

)

b. Si, conformément aux hypothèses, la région dans laquelle s’effectue la chute est assez
restreinte pour que le champ de pesanteur puisse être considéré comme uniforme, la durée

de la chute est alors petite devant la période (sidérale) de rotation de la Terre TS =
2p

V
;

l’on peut ainsi considérer que Vt  1 pendant toute la chute. On peut donc faire un
développement limité de sin 2Vt au voisinage de 0. On remarque qu’il est nécessaire

d’aller jusqu’à l’ordre 3 (sinon x = 0). On trouve : x(t) ≈ 1
3

gV(cos l)t3

c. Puisque x est positif, on observe dans l’hémisphère Nord une déviation vers l’Est pour
un objet tombant en chute libre. La dépendance en V permet tout de suite de conclure
que x reste petit (la durée de chute est assez petite). On obtient z(t) en intégrant la relation
dz
dt

= −gt 1 2Vx cos l, que l’on peut écrire, compte tenu de l’expression de x(t) :

dz
dt

= −gt 1
2
3

gV2(cos2 l)t3 = −gt
(

1 − 2
3

(Vt)2(cos2 l)
)

L’hypothèse Vt  1 montre qu’il est loisible de négliger l’infiniment petit du second

ordre devant 1 ; on a donc z(t) ≈ −1
2

gt2 1h. L’élimination du temps de chute tc =

√
2h
g

entre les expressions de x(tc) et z(tc) conduit à une expression de la déviation en fonction
de la hauteur de chute :

x(tc) ≈
2
3

√
2
g

V(cos l)h
3
2

Notons que l’intégration de l’équation différentielle en Vy donne une déviation vers
le Sud très petite devant la déviation vers l’Est, (attendu que Vx est très petit) :

y(t) = − 1
12

gV2(sin 2l)t4, puisque l’on a :

∣∣∣∣ y(tc)
x(tC)

∣∣∣∣ ≈
1
12

gV2(sin 2l)t4
c

1
3

gV(cos l)t3
c

=
1
2

sin l (Vtc)  1

Pour h = 100 m en un lieu où l = 45◦, on trouve x(tc) ≈ 1,55 cm. La mesure est
difficile dans des conditions correctes, car elle suppose l’absence de tous frottements avec
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l’air. C’est le pendule de Foucault qui constitue l’expérience la plus spectaculaire de mise
en évidence de la force d’inertie de Coriolis due à la rotation de la Terre sur elle même.

9 1. Le théorème du moment cinétique appliqué au point matériel M s’écrit en O :

d−→sO

dt
=

−−→
OM ∧ −−→

F (r)

Puisque la force est centrale, les vecteurs
−−→
OM et

−−→
F (r) sont parallèles, quelle que soit la

position de M ;
d−→sO

dt
est donc toujours nul et le moment cinétique est alors constant :

−→sO = m
−→
C

Comme −→sO = m
−−→
OM ∧ −→

V = m
−→
C , la définition du produit vectoriel permet d’en

déduire immédiatement que le mouvement est plan, puisque les vecteurs
−−→
OM et

−→
V sont

orthogonaux au vecteur constant
−→
C à tout instant.

Le mouvement dans un champ de forces central s’effectue dans un plan perpendiculaire
au moment cinétique −→sO. On se place dans ce plan et on repère le point matériel par ses
coordonnées polaires. Avec les notations habituelles, la vitesse s’écrit

−→
V = ṙ−→ur 1 ru̇−→uu .

L’énergie du point matériel de masse m dans le champ de forces central dérivant de
l’énergie potentielle Ep(r) s’écrit :

E =
1
2

m

((
dr
dt

)2

1 r2
(

du

dt

)2
)

1 Ep(r)

La conservation du moment cinétique s’écrit par ailleurs −→sO = m
−→
C , avec C = r2

(
du

dt

)
.

En remplaçant
(

du

dt

)
par

C
r2 dans l’expression de E, on obtient :

E =
1
2

m
(

dr
dt

)2

1
1
2

m
C2

r2 1 Ep(r)

Le potentiel effectif Weff(r) =
1
2

m
C2

r2 1 Ep(r) apparaît ainsi naturellement comme

incluant la conservation du moment cinétique ; la variable angulaire a été éliminée de la

conservation de l’énergie. Il importe de garder présent à l’esprit que le terme
1
2

m
(

dr
dt

)2

dans l’expression de E n’est pas l’énergie cinétique du point matériel, mais seulement sa
partie radiale.

2.a. Dans le cas de l’interaction gravitationnelle :

Weff(r) =
1
2

m
C2

r2 − m
k
r

avec k = KM > 0.
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dWeff

dr
= −m

C2

r3 1 m
k
r2 s’annule pour rm =

C2

k
. L’énergie vaut alors en rm :

Weff(rm) = Wem = −1
2

m
k2

C2

Weff

Wem

rm
r0

Les variations de Weff en fonction de r sont
représentées ci-contre.
Les variations de Weff en fonction de r sont
fixées si le moment cinétique, c’est-à-dire
C est donné. Pour r < rm, Weff est répulsif
(radialement) ; la force associée à la partie

répulsive est m
C2

r3 = mr
(
u̇
)2

, où on recon-

naît l’analogue d’une force d’entraînement
centrifuge. Le premier terme du potentiel

en
1
2

m
C2

r2 est une barrière centrifuge. Il

empêche le point matériel de s’approcher
du centre attractif : on voit que la conservation du moment cinétique imposerait à sa
vitesse angulaire u̇ de tendre vers l’infini lorsque r → 0.
Si C augmente, la position du minimum rm s’éloigne du centre attractif (rm augmente

comme C2), tandis que la profondeur du puits diminue (comme
1

C2 ). Cette barrière

centrifuge en
1
2

m
C2

r2 apparaît pour tout point matériel en mouvement dans un champ

central lorsqu’on cherche une équation radiale. Elle a son analogue dans une description
quantique : c’est elle qui est responsable de la présence du nombre quantique azimutal l
dans la partie radiale de l’équation de Schrödinger décrivant le mouvement de l’électron
de l’atome d’hydrogène.

M0

O

V0

r0

Pour r > rm, Weff est attractif ; la barrière
centrifuge devient négligeable devant la
force d’attraction gravitationnelle lorsque
r augmente.
−→r0 et

−→
V0 étant la position et la vitesse

initiales, on a C = r0V0 sin(−̂→r0 ,
−→
V0), où

(−̂→r0 ,
−→
V0) désigne l’angle entre les vecteurs

position et vitesse à t = 0. L’énergie vaut

alors E =
1
2

mV 2
0 − m

k
r0

. L’angle entre

les deux vecteurs n’intervient pas dans l’ex-
pression. Or, si le moment cinétique, c’est-à-dire C, est fixé, les variations de Weff(r)sont
données. Il reste encore la possibilité de faire varier l’énergie. Supposons, pour fixer les

idées, que −→r0 soit fixé ; C est constant tant que V0 sin(−̂→r0 ,
−→
V0), c’est-à-dire la projection
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de
−→
V0 sur une normale à −→r0 a la même valeur. La figure page précédente montre des

conditions initiales de même moment cinétique, mais d’énergie différente.

Si E = Wem, la conservation de l’énergie impose à la vitesse radiale
dr
dt

d’être nulle à tout

instant ; le mouvement est circulaire uniforme sur un cercle de rayon rm. Géométrique-
ment, on voit alors que −→r0 et

−→
V0 sont perpendiculaires, ce qui correspond à la plus petite

valeur possible de l’énergie à C fixé.

b. Si Wem < E < 0, le point matériel est confiné dans une région de l’espace limitée par les

valeurs r1 et r2 du rayon vecteur pour lesquelles vitesse radiale
(

dr
dt

)
s’annule parce que

les contraintes physiques imposent à Ecr =
1
2

m
(

dr
dt

)2

de ne pas pouvoir être négative ;

on a un état lié. La figure a ci-dessous montre l’évolution des différentes énergies en
fonction de r, à C fixé, et la figure b donne un exemple des trajectoires qui peuvent lui
être associées.

c. Si E > 0, aucune contrainte physique n’empêche le point matériel d’aller à l’infini ; on
a un état libre (ou de diffusion).

Weff

Ecr

E

r1 r2 r0

a

r1

r2

b

Les trajectoires d’énergie E négative sont telles que r1 � r � r2. Les barrières de potentiel sont liées au

mouvement radial ; ce sont des cercles de rayons r1 et r2.

10 1. Les forces électrostatique et d’interaction gravitationnelle ont la même forme
mathématique. Les lois de symétrie qui leur sont attachées sont donc les mêmes.
On passe de l’expression de la première à la seconde moyennant les transformations


charges → masses
1

4p´0
→ −K


.
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Le tableau ci-dessous met en correspondance les propriétés de ces forces et des champs
associés.

Force d’interaction entre deux particules
Charges {q, Q}. Masses {m, M}

�����Fe =
1

4p´0

qQ
r2

−→ur �������Fg = −K
mM
r2

−→ur

Forces électrostatique �����Fe et gravitation-
nelle �������Fg subies par des particules dans

des champs
−→
E et

−→
G

�����Fe = q
−→
E �������Fg = m

−→
G

Les champs électrostatique
−→
E et gravi-

tationnel
−→
G dérivent de potentiels sca-

laires V et Fg

−→
E = −−−→

gradV
−→
G = −−−→

gradFg

−→
E et

−→
G sont à circulation conservative −→rot

−→
E =

−→
0 −→rot

−→
G =

−→
0

Forme locale du théorème de Gauss :
re est la densité volumique de charge
électrique et r la masse volumique

div
−→
E =

re

´0
div

−→
G = −4pKr

Forme intégrale du théorème de Gauss :
re est la charge intérieure et Mint la
masse intérieure à la surface de Gauss

©
∫∫ −→

E .
−→
dS =

Qint

´0
©
∫∫ −→

G .
−→
dS = −4pKMint

Relations entre énergies potentielles et
potentiels Ee

p = qV 1 Cte Eg
p = mFg 1 Cte

Energies potentielles d’interaction entre
deux particules. Charges {q, Q}. Masses
{m, M}

Ee
p =

1
4p´0

qQ
r

1Cte Eg
p = −m

KM
r

1 Cte

C

R

O

P
2. C est le centre de l’astre, O se trouve à
sa surface et le point P est à une altitude
z = OP.
La répartition de masse étant invariante
dans toute rotation de centre C, le champ−→
G , (dont la direction appartient aux plans
de symétrie de la distribution de masse) est
alors radial. D’après le théorème de Gauss
pour z > 0,

−→
G est le même que celui que créerait la masse totale de l’astre concentrée en C :

−→
G (P) = −K

M
r2
−→ur = −K

M
(R 1 z)2

−→ur

En faisant apparaître le champ de gravitation à la surface de l’astre G0 = K
M
R2 , la valeur

du champ de gravitation à l’altitude z est :

G(z) = G0
1(

1 1 z
R

)2
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L’énergie potentielle d’une particule de masse m dans le champ de l’astre est :

Eg
p = −m

KM
r

= −m
KM

R 1 z

(elle augmente avec z). Si z  R, Eg
p s’écrit, au premier ordre en

z
R

:

Eg
p ≈ −m

KM
R

(
1 − z

R

)
≈ mG0z 1 Cte

avec l’axe des z orienté en sens inverse de celui de
−→
G . L’expression habituelle de l’énergie

potentielle de pesanteur dans un champ uniforme néglige donc les termes en
z
R

dès le

second ordre.

G(r)

G0

R r

3. À l’intérieur d’un astre dont la réparti-
tion de masse est à symétrie sphérique et
la masse volumique constante,

−→
G (qui est

encore radial) se calcule en appliquant le
théorème de Gauss à une surface sphérique
de centre C, de rayon

−→
G :

©
∫∫ −→

G .
−→
dS = −4pKMint

où
Mint =

4
3

pr3r

et
©
∫∫ −→

G .
−→
dS = −4pr2G(r)

en tenant compte de ce que ce flux est négatif (on désigne par G(r) l’intensité du champ
de gravitation). Il vient G(r) = G0

r
R

. On remarque qu’à l’intérieur d’un astre de masse

volumique constante, la force de gravitation aurait la forme d’une force de rappel élastique
par rapport au centre. Les variations de G(r) sont représentées sur la figure ci-dessus.

11 1. L’énergie mécanique d’un point matériel de masse m, animé de la vitesse V à
une distance r du centre attractif est :

E =
1
2

mV 2 − m
KM

r

Ainsi, avec la convention d’une énergie potentielle de gravitation nulle lorsque r tend
vers l’infini, les états d’énergie négative sont des états liés. Cela signifie que r est borné

supérieurement (sinon, il est clair que
1
2

mV 2 deviendrait négatif ). En revanche, les états

d’énergie positive sont des états libres au sens où aucune contrainte physique n’empêche r
de tendre vers l’infini. E = 0 correspond à la transition entre les états liés et les états libres ;
le point matériel a alors une énergie cinétique nulle à l’infini. Cela permet de définir la
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vitesse de libération pour un objet se trouvant à une distance r du centre attractif par :

Vl (r) =

√
2

KM
r

2. La vitesse de libération du champ de gravitation du Soleil pour la Terre, ou tout objet

se trouvant à la distance rTS du centre du Soleil, est V S
l =

√
2

KMS

rTS
≈ 42,2 km.s−1. Il

est instructif de la comparer à la vitesse de la Terre dans sa révolution autour du Soleil
(29,8 km.s−1) pour se convaincre que la Terre est bien liée au Soleil.

3. La vitesse de libération du champ de gravitation de la Terre pour un objet se trouvant à

la surface de celle-ci est V T
l =

√
2

KMT

RT
≈ 11,2 km.s−1. Il est intéressant de la comparer

à la vitesse moyenne 〈V 〉 d’agitation thermique des molécules de l’air à la surface terrestre
à température ambiante pour se rendre compte que la Terre retient son atmosphère (même
si une petite fraction de celle-ci s’en échappe chaque jour). Dans le cas d’un gaz parfait

diatomique, 〈V 〉 est donné par
1
2

m 〈V 〉2 =
5
2

kBT . Cette relation est issue de la théorie

cinétique des gaz, où l’on compte une énergie cinétique d’agitation thermique de
1
2

kBT

par degré de liberté. Pour le dioxygène, on obtient 〈V 〉 ≈ 0,622 km.s−1.

4.a. Le premier postulat de la théorie de la relativité impose que la vitesse d’un point
matériel soit toujours inférieure à la célérité c de la lumière dans le vide. Cela doit être
en particulier le cas de la vitesse de libération du champ de gravitation d’un astre de
masse M et de rayon R à sa surface. Le rayon de Schwarzchild d’un astre est donné par

Vl (RSC) = c, c’est-à-dire RSC = 2
KM
c2 . C’est le rayon limite que devrait avoir un astre

de masse M donnée pour que la lumière ne puisse pas en sortir ; en clair, c’est le rayon à
partir duquel l’astre deviendrait un trou noir.

b. Pour le Soleil, RSC ≈ 3 km. Si les 2 · 1030 kg de matière solaire étaient confinés dans
une sphère de rayon inférieure à 3 km, le Soleil serait un trou noir. À la surface de cet
hypothétique trou noir solaire, le champ de gravitation vaudrait

G∗(RSC) =
KMS

R2
SC

≈ 1,5 · 1013 m.s−2

à comparer à la valeur du champ de gravitation à la surface du Soleil actuel :

G(RS) =
KMS

R2
S

≈ 300 m.s−2.

c. La masse volumique moyenne de ce trou noir solaire vaudrait

r∗ =
MS

4
3

pR3
SC

≈ 1,8 · 1019 kg.m−3.
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Or, la valeur moyenne de la masse volumique de la matière nucléaire est de l’ordre
1017 kg.m−3 (la masse d’un noyau d’hydrogène vaut 1,66 · 10−27 kg, et son rayon est
de l’ordre du fermi, soit 10−15 m). A une densité 100 fois supérieure à celle de la
matière nucléaire, il est clair que les particules qui constituent le noyau (les hadrons)
ont subi une transition vers un état de la matière qu’il est difficile de décrire ; une telle
augmentation de densité produirait un déconfinement des quarks (qui sont les constituants
des hadrons). Quoiqu’il en soit, le Soleil ne pourra jamais devenir un trou noir, car il n’est
pas assez massif : son énergie gravitationnelle n’est pas assez importante pour provoquer
un effondrement conduisant à de telles densités.

12 1. Il est commode d’utiliser la deuxième formule de Binet qui donne une expres-
sion de l’accélération d’un point matériel soumis à une force centrale dans laquelle la
variable temps a été éliminée grâce à la conservation du moment cinétique. La relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

−→
f = −K

mM
r2

−→ur = −m
C2

r2




d2
(

1
r

)
du2 1

1
r


−→ur

d’où l’équation différentielle linéaire du second ordre en
1
r

à coefficients constants :

d2

(
1
r

)
du2 1

1
r

=
KM

C2

Sa solution, somme de la solution particulière de l’équation avec second membre et de la
solution générale de l’équation sans second membre s’écrit :

1
r

=
KM

C2 1 A cos(u − w)

w est l’angle de l’axe focal avec l’axe polaire (axe Ox). Si l’axe focal et l’axe polaire sont
confondus, w = 0. Dans ces conditions, l’équation de la trajectoire s’écrit :

r =
p

1 1 e cos u
, où p =

C2

KM
p est le paramètre de la conique et e son excentricité. Le centre attracteur O est un des
foyers de la conique.
Si e = 0, la trajectoire est un cercle, puisque r ne dépend pas de u.
Si 0 < |e| < 1, la trajectoire est visiblement bornée dans le plan (il n’existe pas de valeur
de u pour laquelle r tend vers l’infini) : il s’agit d’une ellipse.
Si |e| = 1, la trajectoire est une parabole d’axe Ox : r tend vers l’infini pour u = p si
e = 1, pour u = 0 si e = −1.
Si |e| > 1, la trajectoire est une hyperbole d’axe Ox.
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L’utilisation de la première formule de Binet permet d’exprimer la vitesse en fonction de
1
r

et de sa dérivée par rapport à l’angle polaire. L’énergie mécanique s’écrit :

E =
1
2

mV 2 − m
KM

r
=

1
2

mC2



(

1
r

)2

1




d
(

1
r

)
du




2− m
KM

r

=
1
2

mC2

(
(1 1 e cos u)2

p2 1

(
− e sin u

p

)2
)

− m
C2

p

(
1 1 e cos u

p

)
Tous calculs faits, on a :

E =
1
2

mC2

p2

(
e2 − 1

)
Il apparaît clairement que l’énergie des ellipses (et des cercles) est négative, celle des
paraboles nulle et celle des hyperboles positive.

VA

VP

A P 2b

2a

F2F1

OJ

I

x

y

2. Le cas représenté sur la figure ci-contre
correspond à 0 < e < 1. Les deux foyers
de l’ellipse sont F1 et F2 = O. Les dis-
tances au centre attractif à l’apogée A et
au périgée P sont obtenues respectivement

pour u = p (rA =
p

1 − e
) et u = 0

(rP =
p

1 1 e
). On conçoit bien que e pro-

cure une mesure de « l’écart au cercle » :
plus 0 < e < 1 est proche de 1, plus rA et
rP sont différents et plus l’ellipse est « aplatie ». Comme rA 1 rP = 2a, on a p = a(1− e2)
et l’énergie s’écrit :

E = −mC2

2ap
= −m

KM
2a

.

On remarque que le seul paramètre géométrique qui intervient dans l’expression de
l’énergie est le demi grand axe a ; on note par ailleurs que l’énergie mécanique d’une
particule en mouvement sur une ellipse de demi grand axe a est la même que l’énergie
potentielle d’une particule qui se trouverait à la distance 2a du centre attractif.
Puisque la composante radiale du vecteur vitesse est nulle en A et en P, l’égalité des
moments cinétiques en ces deux points s’écrit VArA = VPrP. On utilise alors l’expression
de la vitesse en fonction de u donnée en tout point par la première formule de Binet pour
exprimer VArA = VPrP et VArA = VPrP en fonction des paramètres géométriques de

l’ellipse. De V 2 =
C2

p2

(
1 1 2e cos u 1 e2), on tire :

VA =

√
MK

a

(
1 − e
1 1 e

)
et VP =

√
MK

a

(
1 1 e
1 − e

)
.
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3. La première loi de Kepler a été abondamment commentée au paragraphe précédent.
La seconde loi de Kepler, qui exprime la loi des aires est valable dans un cadre plus large
que celui des potentiels newtoniens : elle est vraie pour toute force centrale, qu’elle soit

en
1
r2 ou non.

La troisième loi de Kepler se démontre en toute généralité en utilisant les résultats du 2.
Il est de plus nécessaire de savoir que :

– l’aire d’une ellipse est pab, où a est le demi grand-axe et b le demi petit-axe.

– une ellipse de foyers F1 et F2 est le lieu des points Q qui vérifient F1Q 1 F2Q = Cte

La loi des aires s’écrit : A =
C
2

t, avec le choix d’une origine des temps convenable.

T étant la période de révolution, on a pab =
C
2

T . En reprenant les notations de la figure

page précedente, et en écrivant la seconde propriété des ellipses en P, on obtient :

F1P 1 F2P = rA 1 rP = 2a.

Puisqu’elle s’écrit F1I 1 F2I = 2a, on remarque qu’au point I, on a F1I = F2I = a.
Le théorème de Pythagore conduit à JF2

1 1 JI2 = F1I2, soit b2 = a2 − JF2
1. Comme

JF1 =
1
2

F1F2 et que F1F2 = F1P − F2P = rA − rp = 2ae, on a b2 = a2 − OF2
1. En

élevant au carré la relation exprimant la loi des aires, on obtient p2a4 (1 − e2) =
C2

4
T 2,

où C2 = KMp = KMa(1 − e2).
On en tire la relation : 4p2a3 = KMT 2 qui exprime la troisième loi de Kepler.

13 1. D’après l’exercice précédent, on a e = 0, donc V 2 =
C2

p2 =
KM

a
est constant,

et le mouvement est uniforme. On retrouve très vite directement toutes les relations
concernant le satellite circulaire en remarquant que, les vecteurs de la base de Frenet
sont confondus (au sens près) avec −→ur et −→uu . La relation fondamentale de la dynamique

s’écrit mG(z) = m
V 2

(R 1 z)
. Comme on a montré à l’exercice 10 que G(z) = G0

R2

(R 1 z)2

à l’extérieur d’un astre à symétrie sphérique, où G0 est la valeur du champ de gravita-

tion à l’altitude z = 0, on a V =

√
G0R2

(R 1 z)
. La vitesse angulaire du satellite étant

v =
2p

T
=

V
(R 1 z)

, on peut alors écrire la troisième loi de Kepler sous la forme :

T = 2p
(R 1 z)3/2√

G0R2
, soit

(R 1 z)3

T 2 =
G0R2

4p2

Un satellite géostationnaire est immobile dans un repère lié à la Terre. La répartition de
masse de la Terre étant supposée sphérique, le plan orbital du satellite passe par le centre
de la Terre. Un satellite ne peut donc être géostationnaire que si sa trajectoire est un cercle
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contenu dans le plan équatorial, et qu’il y tourne dans le sens de rotation terrestre en
faisant un tour complet en un jour sidéral (la Terre fait un tour complet sur elle même
en un jour sidéral, soit 23h56 min). On trouve que l’altitude à laquelle un tel satellite doit
graviter est z = 36 000 km.

2. On trace R3 en fonction de T 2 ; c’est une droite dont la pente vaut
KMJ

4p2 . D’après la

question précédente, la troisième loi de Kepler est ainsi vérifiée. On en déduit la masse
de Jupiter MJ = 1,9 · 1027 kg.

14 1. L’énergie mécanique d’un satellite de masse m en mouvement dans le champ

de gravitation à symétrie sphérique d’un astre de masse M est E =
1
2

mV 2 − m
KM

r
. Le

théorème de l’énergie cinétique s’écrit, dEC = dW (�������Fg ) 1 dW
(−→

F
)

, où le travail de la

force de gravitation �������Fg est dW (�������Fg ) = −dEp. On a donc dEC = −dEP 1 dW
(−→

F
)

,

d’où on tire
(

dE
dt

)
= P(

−→
F ) =

−→
F .

−→
V = −h(V ).V 2. Ainsi, l’énergie mécanique du

satellite diminue sous l’effet de la force de frottement. En dérivant l’énergie par rapport
au temps, on montre facilement que cela se manifeste par des variations de la vitesse et
de la distance au centre attracteur qui obéissent à l’équation :

mV
(

dV
dt

)
1 m

KM
r2

(
dr
dt

)
= −h(V ).V 2

Par ailleurs, l’orbite du satellite étant circulaire et
∥∥∥−→F ∥∥∥ 

∥∥�������Fg

∥∥, la projection du principe

fondamental de la dynamique sur la normale à la trajectoire s’écrit m
V 2

r
= m

KM
r2 , soit

V 2 =
KM

r
. Dans ces conditions, une variation dV de vitesse est reliée à une variation dr

de rayon par la relation 2V
(

dV
dt

)
= −KM

r2

(
dr
dt

)
. Il en ressort d’ores et déjà que r et

V varient en sens inverse : une diminution de r est liée à une augmentation de vitesse.

L’élimination de
(

dr
dt

)
entre ces deux équations conduit à

(
dV
dt

)
=

V .h(V )
m

> 0.

Les frottements atmosphériques provoquent une augmentation de la vitesse du satellite, ce
qui fait qu’il tombe sur l’astre puisque r diminue. Si son énergie mécanique diminue, c’est
parce que son énergie potentielle diminue plus vite que son énergie cinétique n’augmente.

15 1. Le rapport entre l’attraction gravitationnelle et la répulsion coulombienne qui
s’exercent entre un noyau de masse M, de numéro atomique Z et un noyau 4

2He, de

masse m distants de r vaut
FG

FC
=

KmM
r2

1
4p´0

2Zq2
e

r2

≈ 10−36. Cela justifie que l’on néglige
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l’attraction gravitationnelle devant la répulsion coulombienne, quelle que soit la distance
entre les deux noyaux.

2. Le rapport entre les masses du noyau d’or et du noyau d’Hélium vaut environ
197
4

≈ 50.

La quantité de mouvement de la particule a est pratiquement la même dans le référentiel
barycentrique et celui du laboratoire car la masse réduite du système constitué de la
particule a et du noyau d’or est pratiquement égale à celle de la particule a (à environ

2 % près) m =
mM

m 1 M
≈ 3.92. Dans ces conditions, le recul du noyau d’or est négligeable.

3. Les propriétés générales des forces centrales permettent d’affirmer que le moment
cinétique se conserve. Le mouvement de la particule a dans le champ de forces du noyau
d’or est donc plan et r2u̇ = C (exercice 9).
En utilisant l’expression de l’accélération donnée par la formule de Binet, la relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

d2
(

1
r

)
du2 1

1
r

=
−k

mC2

équation qui s’intègre en :
1
r

=
−k

mC2 1 A cos(u − w).

Avec les conventions de la figure de l’énoncé, l’axe polaire passe par le sommet S de

l’hyperbole, donc
(

dr
du

)
u=0

= 0, ce qui impose w = 0 ou w = p. Par ailleurs, les

asymptotes sont telles que limu→±b

(
1
r

)
= 0. b étant compris entre 0 et

p

2
, on ne

retient que la solution w = 0. On a alors :

A =
k

mC2 cos b

ce qui conduit à l’équation demandée :

r =
p

cos u

cos b
− 1

avec p =
mC2

k

4. Un problème analogue a déjà été traitée dans l’exercice 12, mais dans le cas d’une inter-
action gravitationnelle. L’énergie mécanique de la particule dans le champ coulombien
répulsif du noyau d’or s’écrit :

E =
1
2

mV 2 1
k
r

On utilise la première formule de Binet pour exprimer la vitesse en fonction de
1
r

et de

sa dérivée par rapport à l’angle polaire. Il vient :

E =
k2

2mC2

(
e2 − 1

)
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Comme e > 1, l’énergie mécanique est positive, ce qui correspond à des états libres (de
diffusion) pour un potentiel newtonien, au sens où la particule peut aller à l’infini (ici
pour u = ±b).

5. La constante des aires s’écrit :

C = r.V .

∣∣∣∣sin(−̂→r ,
−→
V )

∣∣∣∣
où (−̂→r ,

−→
V ) désigne l’angle entre les vecteurs vitesse et position. Lorsque u → b, r → ∞,

tandis que sin(−̂→r ,
−→
V ) → 0. En remarquant que r.

∣∣∣∣sin(−̂→r ,
−→
V )

∣∣∣∣ est la projection du

vecteur position sur la normale à l’asymptote, on obtient :

C = V0b.

Par ailleurs, l’énergie de la particule vaut E =
1
2

mV 2
0 lorsque r → ∞.

On réécrit alors la conservation de l’énergie en reprenant l’expression de E en fonction

de e =
1

cos b
établie dans l’exercice 12 :

E =
1
2

mV 2
0 =

k2

2mV 2
0 b2

(
1

cos2 b
− 1

)

Comme
1

cos2 b
− 1 = tan2 b, on a tan b =

mV 2
0 b

k
(avec la convention b � 0). On

remarque sur le dessin que D = p − 2b. On obtient la célèbre formule de Rutherford
donnant la déviation de la particule a :

tan
(

D
2

)
=

Zqqe

4p´0mV 2
0 b

Naturellement, pour des particules d’énergie (donc de vitesse) donnée, la déviation D
augmente lorsque b diminue .
– si b → 0, on a D → p : c’est la rétrodiffusion totale ;
– si b → ∞, on a D → 0.
Il est intéressant de remarquer que la déviation est fonction d’un simple rapport d’énergies :

tan
(

D
2

)
=

(
Zqqe

4p´0b

)
3

1

2 3

(
1
2

mV 2
0

)
=

Energie potentielle coulombienne à la distance b de la cible
2 3 Energie mécanique du projectile

Dire que la déviation augmente lorsque b diminue revient à dire que la particule a est
d’autant plus sensible à la présence de la cible que son énergie mécanique est petite devant
l’énergie potentielle coulombienne à la distance b.
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tan
(

D
2

)
n’est pas directement accessible expérimentalement. Un détecteur permet de

mesurer la section efficace différentielle de diffusion, dont on montre qu’elle varie comme
1

sin4

(
D
2

) si on ne tient pas compte des déflexions multiples (ce qui impose une cible de

très faible épaisseur).
En 1909, Geiger et Mardsen ont étudié l’interaction d’un faisceau de particules a pro-
duites par la désintégration radioactive d’un nucléide noté RaC avec de minces feuilles d’or
(environ 0,4 mm d’épaisseur). La vitesse des particules a était de l’ordre de 20 000 km.s−1.
Les résultats de cette expérience historique ont jeté les bases du modèle planétaire de
l’atome proposé par Rutherford en 1911 : d’une part la section efficace différentielle
est fortement piquée vers l’avant (cela signifie que la plus grande partie des particules
a∗ émises par la source est peu déviée), et d’autre part une particule a sur 20 000 est

rétrodiffusée, c’est-à-dire déviée d’un angle supérieur à
p

2
. Ce dernier point met en échec

le modèle de Thomson dans lequel la charge positive est répartie dans une sphère dont la
taille est celle de l’atome, car la rétrodiffusion n’est possible dans ce dernier cas qu’à très
basse énergie.
On se réfère souvent à l’expérience de Geiger et Mardsen pour parler de « structure
lacunaire de la matière » au sens où « l’essentiel de la masse d’un atome est concentré dans
une toute petite portion d’espace chargée positivement : le noyau ».

16 1. Le système étudié est la « partie sensible » de masse m. A l’équilibre, les deux
référentiels sont équivalents : GXYZ et Oxyz sont confondus. Ce système est soumis à
son poids

−→
P = −mg ����uy et à la force de rappel exercée par le ressort

−→
T = k (h0 − h1) ����uy .

La condition d’équilibre de ce système s’écrit
−→
P 1

−→
T =

−→
0 , et conduit donc à la relation

mg = k (h0 − h1).

2. En cas d’un tremblement de terre, le système est soumis dans le référentiel lié au sol à la
force d’inertie d’entraînement due à la translation de ce dernier par rapport au référentiel
galiléen du lieu. Cette force est donc proportionnelle à l’accélération de RS par rapport à
RG :

��������Fie (M) = −m−→a
(

RS/RG
)

= −m

(
d2−−→GO

dt2

)
et s’écrit en notation complexe ��������Fie (M) = mv2S0eivt−→u y.

3. Le principe fondamental de la dynamique appliqué au système de masse m dans le
référentiel non galiléen RS lié au sol s’écrit :

−→
P 1

−→
T 1

−→
f 1 ��������Fie (M) = m−→a .

−→
T = k (h0 − h(t)) ����uy est la force de rappel du ressort,

−→
f = −l

−→
V est la force de

frottement fluide. −→a = ḧ(t)����uy et
−→
V = ḣ(t)����uy désignent respectivement l’accélération et
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la vitesse de la masse dans le référentiel lié au sol. La projection de cette relation sur l’axe
Oy conduit à :

−mg 1 k (h0 − h(t)) − lḣ(t) 1 mv2S0eivt = mḧ(t)

En repérant la position de la masse par rapport à l’équilibre par H (t) = h(t) − h1 et
en tenant compte de la condition d’équilibre du système, l’équation différentielle du
mouvement s’écrit :

Ḧ (t) 1
l

m
Ḣ (t) 1

k
m

H (t) = v2S0eivt

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire dans laquelle de simples considérations liées
à l’analyse dimensionnelle font apparaître de façon naturelle deux temps caractéristiques.

On vérifie que l’homogénéité de chacun des termes permet de poser
1
t

=
l

m
et v2

0 =
k
m

.

t est le temps de relaxation lié à l’amortissement des oscillations sous l’effet de la force de
frottement fluide, c’est-à-dire le temps caractéristique au bout duquel le système oscillant
librement rejoint sa position d’équilibre stable (dans la pratique, cette position est atteinte

au bout de « quelques t »). T0 =
2p

v0
est la période propre de l’oscillateur, soit la période

de ses oscillations sous la seule action de la force de rappel élastique.
La linéarité de l’équation différentielle du mouvement permet d’écrire sa solution générale
comme la somme de la solution générale de l’équation sans second membre (transitoire)
et d’une solution particulière de l’équation avec second membre ; c’est cette dernière qui
définit le régime permanent sinusoïdal.
En régime permanent, l’égalité entre les deux membres de l’équation différentielle ne peut
être assurée que si H (t) est une fonction sinusoïdale de même fréquence que l’excitation.
On cherche H (t) = Haeivt . Il vient en reportant Ḣ (t) = ivH (t) et Ḧ (t) = −v2H (t)
dans l’équation différentielle :

Ha = S0
v2

(v2
0 − v2) 1 iv/t

Ha (v) = |Ha (v)| eic(v), où le déphasage entre la réponse en amplitude et la force excitatrice

est défini de façon pratique par sa tangente : tan c(v) =
−v/t

v2
0 − v2

. Il importe de remarquer

que la seule donnée de tan c(v) ne permet pas de déterminer c(v) de manière univoque ;
si l’on remarque que la partie imaginaire de Ha est toujours négative, on en déduit alors
que −p � c(v) � 0

5. Étude de la réponse fréquentielle

|Ha (v)| = S0
v2√

(v2
0 − v2)2 1 (v/t)2

a. Plutôt que de calculer directement la dérivée de |Ha (v)|, il est plus judicieux de poser :

|Ha (v)| = S0
1√

D(v)
où D(v) =

(v2
0 − v2)2 1 (v/t)2

v4
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|Ha (v)| présente alors un pic lorsque D(v) est minimum. Avec X =
1

v2 , on a :

D(X ) =
(
v2

0X − 1
)2

1
X
t2

et on calcule facilement :
dD
dv

=
(

dD
dX

)(
dX
dv

)
=

(
−2
v3

)(
2v2

0

(
v2

0X − 1
)

1
1
t2

)
(

dD
dv

)
= 0 ⇒ v2

0X = 1 − 1
2v2

0t2
. Or, les seules valeurs de X qui ont un sens physique

sont réelles, ce qui impose que v0t >
1√
2

. D(v) a alors un extremum pour la valeur

(positive) de la pulsation vr =
v0√

1 − 1
2v2

0t2

. On peut facilement montrer qu’il s’agit

d’un minimum en calculant

(
d2D
dv2

)
vr

= 8
v4

0

v6
r

> 0.

En conclusion, le module de l’amplitude |Ha (v)| présente un pic à condition que

v0t >
1√
2

, soit l <
√

2 km c’est-à-dire lorsque l’amortissement n’est pas trop important.

Ce pic s’observe pour une pulsation vr légèrement supérieure à la pulsation propre. On
retrouve que, si l’oscillateur n’est pas amorti, (dans la limite où t → ∞) ce pic est atteint
pour vr = v0.
En remplaçant v par vr dans les expressions du module et du déphasage, on trouve :

tan c(vr) =
√

2
√

2v2
0t2 − 1 et |Ha (vr)| = S0

2v2
0t2√

4v2
0t2 − 1

b. Limite des basses fréquences : |Ha(v)| ∼
v→0

S0
v2

v2
0

et tan c(v) ∼
v→0

− v

tv2
0

. Le module de

l’amplitude est faible et la réponse en amplitude est pratiquement en phase avec la force
excitatrice, donc en opposition de phase avec le déplacement S(t) dû au tremblement de
terre.
Limite des hautes fréquences : lim

v→∞
|Ha(v)| = S0 et lim

v→∞
c(v) = −p.

La réponse est alors en opposition de phase avec la force excitatrice.

c. Les figures ci-dessous montrent l’allure des variations du module et de la phase de la
fonction de réponse en fréquence pour trois valeurs différentes de t, à v0 fixé.

– oscillateur fortement amorti : v0t <
1√
2

(trait noir).

– oscillateur peu amorti : v0t >
1√
2

(trait coloré continu).

– régime intermédiaire de l’existence d’un pic : v0t =
1√
2

(trait coloré pointillé).
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Ha(   )

0

S0

0

–   /2

–

(   )

Ces courbes ont été abondamment discutées précédemment. On notera que les courbes

représentant c(v) ont un point fixe en
{

v0,−p

2

}
et que le déphasage varie très vite avec

la fréquence au voisinage de v0 si l’amortissement est faible.

6. Limite d’un oscillateur faiblement amorti v0t � 1. À l’ordre le plus bas, vr ∼ v0,
tan c(vr) � 2v0t et |Ha (vr)| � S0v0t. L’analogie avec le cas d’un circuit RLC série
en régime sinusoïdal montre que Q = v0t apparaît comme l’équivalent d’un facteur de
surtension (aux bornes de L ou C). On peut définir une bande passante par les valeurs

de la pulsation telles que |Ha (v)| =
|Ha (vr)|√

2
, ce qui conduit à une équation du second

degré en Y =
(v0

v

)2
:(v0

v

)4
1

(v0

v

)2
(

1
Q2 − 2

)
1

(
1 − 2

Q2

)
= 0

dont les solutions s’écrivent Y =
2Q2 − 1 ±

√
1 1 4Q2

2Q2 . Un développement à l’ordre le

plus bas en
(

1
Q

)
conduit à Y = 1 ± 1

Q
, d’où on déduit les deux fréquences de coupure

v± = v0

(
1 ± 1

2Q

)
.

La largeur typique du pic vaut Dv = v1 − v− =
v0

Q
=

1
t

. On retrouve que la largeur

du pic est inversement proportionnelle au temps de relaxation, et que Q =
v0

Dv
est le

facteur de qualité de l’oscillateur : plus Q est élevé, plus le pic est étroit.

7. On se place dans des conditions où la courbe de réponse ne comporte pas de pic ;

plus v0t se rapproche de
1√
2

, plus la courbe est plate. On choisira donc v0t =
1√
2

. Si

l’on souhaite une réponse uniforme dans la gamme de périodes des vibrations sismiques,
c’est-à-dire pour des pulsations comprises entre 0,63 rad · s−1 et 6,3 rad · s−1, il faut que
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v0  0,63 rad · s−1. Comme v2
0 =

k
m

, il faut que m soit élevé. Dans ces conditions, le

sismographe se comporte comme un capteur d’amplitude dont la réponse fréquentielle
est voisine de celle de chacune des composantes de Fourier de la vibration sismique.
L’inconvénient est qu’il n’y a aucune amplification.

17 1. Le référentiel étant supposé galiléen, le principe fondamental de la dynamique
appliqué à l’électron conduit à l’équation différentielle :

d2−→r
dt2 1 G

d−→r
dt

1
k
m
−→r =

−→
F
m

avec v2
0 =

k
m

2. En multipliant par q l’équation différentielle précédente avec
−→
F = q

−→
E , on obtient :

d2−→p
dt2 1 G

d−→p
dt

1 v2
0
−→p =

q2

m
−→
E

3.a. La solution particulière stationnaire de cette équation, qui correspond à −̇→p =
−→
0 est

�����p0 =
q2

mv2
0

��������E0 , ce qui permet de définir la polarisabilité statique par a0 =
q2

mv2
0

.

b. On cherche tout d’abord la solution générale de l’équation sans second membre ;
l’équation caractéristique associée est : x2 1 Gx 1 v2

0 = 0. Dans l’hypothèse où G  v0,

son discriminant est négatif et les solutions s’écrivent x± =
G

2
± iv0 en négligeant les

termes en
(

G

v0

)2

. La solution générale de l’équation sans second membre est donc en

notation complexe de la forme
−→
A e
(
−G

2 1iv0

)
t
1
−→
B e
(
−G

2 −iv0

)
t . En notation réelle, on l’écrit

e−
G
2 t

(−→a cos v0t 1
−→
b sin v0t

)
, d’où −→p = �����p0 1 e−

G
2 t

(−→a cos v0t 1
−→
b sin v0t

)
. Les

condition initiales conduisent à −→a = −�����p0 et
−→
b = − G

2v0
�����p0 , et l’on obtient finalement :

−→p = �����p0

(
1 − e−

G
2 t

(
cos v0t 1

G

2v0
sin v0t

))
.

Le moment dipolaire atteint donc la valeur statique �����p0 selon un régime transitoire oscil-

latoire exponentiellement amorti de temps caractéristique t =
2
G

, de pseudo période
2p

v0
.

4.a. On revient à la notation complexe. En régime permanent
−→
E (t) = ��������E0eivt , on cherche

alors −→p (t) =
−→
A (v)eivt . En reportant −̇→p (t) = iv−→p (t) et −̈→p (t) = −v2−→p (t) dans l’équa-

tion différentielle, la réponse linéaire au champ électrique, −→p (t) = a(v)
−→
E (t), permet de

définir la polarisabilité complexe a(v) =

q2

m
v2

0 − v2 1 iGv
= a0

v2
0

v2
0 − v2 1 iGv
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On a |a(v)| = a0
v2

0√
(v2

0 − v2)2 1 (Gv)2
et le déphasage Arg a(v) entre −→p (t) et

−→
E (t),

compris entre 0 et−p est commodément défini par sa tangente tan(Arg a(v)) =
−Gv

v2
0 − v2

La recherche d’un pic dans |a(v)| revient à celle d’un minimum du dénominateur

D(v) = (v2
0 − v2)2 1 (Gv)2

dD
dv

= 0 ⇒ v2 = v2
0 −

G2

2
.

On montre facilement que cet extremum est un minimum. L’existence d’un pic dans

la polarisabilité impose v0 >
G√
2

, condition satisfaite dans le cadre des hypothèses

envisagées ici. En négligeant les termes d’ordre 2 en
(

G

v0

)
devant 1, ce pic se produit en

vm = v0 et la polarisabilité vaut alors |a(vm)| = a0
v0

G
. Par ailleurs, |a(v)| ∼

v→∞
a0

v2
0

v2 .

On en déduit les courbes représentatives du module de la polarisabilité et du déphasage
entre le champ électrique et le moment dipolaire en fonction de v, reportées sur les figure
ci-dessous. La polarisabilité est importante si la fréquence du champ électrique se trouve
dans la bande passante ; le moment dipolaire est alors proche de la quadrature avec le
champ électrique.

Arg   (   )

0

–   /2

(   )
0

0

–
0

2

00

00

b. En revenant aux grandeurs physiques réelles,
−→
E = ��������E0 cos vt et −→p = |a(v)|

cos(vt 1 w)��������E0 , où w = Arga(v). La puissance instantanée fournie par le champ élec-
trique à l’atome est proportionnelle au carré de l’amplitude du champ électrique et sa
fréquence deux fois plus grande :

P(t) =
−→
F · −→V = q

−→
E · −̇→r =

−→
E · −̇→p = −v |a(v)| sin(vt 1 w) cos vtE2

0

Sa valeur moyenne est 〈P(t)〉T =
1
T

∫ T

0
P(t)dt = −v |a(v)|E2

0
1
T

∫ T

0
sin(vt1w) cos vtdt
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L’intégrale se calcule aisément en développant le sinus :

1
T

∫ T

0
sin(vt1w) cos vtdt =

[
cos w

1
T

∫ T

0
sin vt cos vtdt 1 sin w

1
T

∫ T

0
cos2 vtdt

]

=
1
2

sin w

En tenant compte du fait que a = ar − iai, on a ai = − |a| sin w et 〈P(t)〉T =
1
2

vaiE2
0

c. On fait apparaître l’écart à la pulsation propre D = v − v0 dans l’expression de la
polarisabilité :

a =
a0v2

0

v2
0 − v2 1 iGv

=
a0v2

0

−v0D(2 1 D/v0) 1 iGv0(1 1 D/v0)

2
00

00

–   /2 –   /2 Δ

α
En négligeant les termes en D/v0 devant 1

au dénominateur, on a a ≈ a0v0

−2D 1 iG
, et

les parties réelle et imaginaire de la polarisabi-
lité s’expriment alors simplement en fonction

de a0, v0, G et D : ar(D) ≈ −2a0v0D

4D2 1 G2 et

ai(D) ≈ a0v0G

4D2 1 G2 ; ar(D) est impaire en D et

ai(D) a un profil lorentzien. La figure ci-contre
montre des courbes typiques de l’évolution de
ar(D) (trait coloré) et ai(D) (trait noir) en fonc-
tion de l’écart D à la pulsation propre.
La puissance moyenne fournie par le champ à l’atome s’écrit :

〈P(t)〉T ≈ 1
2

v0aiE2
0 ≈ P0

1
4D2

G2 1 1
, où P0 =

a0v2
0E2

0

2G
.

Elle a un profil lorentzien de largeur G en D, comme ai.
Lorsque l’écart à la pulsation propre est nul, c’est-à-dire que la pulsation du champ
électrique est égale à la pulsation propre de l’atome, la puissance absorbée par l ‘oscillateur
que constitue ce dernier est maximale ; rappelons que c’est ainsi que se définit la résonance
de manière générale.

On remarquera que lorsque D = ±G

2
, la puissance absorbée par l’atome vaut la moitié de

sa valeur à la résonance, ce qui permet de définir la bande passante en puissance DvP = G,

et le facteur de qualité Q =
v0

DvP
=

v0

G
, qui est par hypothèse très grand devant 1.
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18 On notera algébriquement les vitesses, c’est à dire que V1, V2, V ′
1 , V ′

2 peuvent être
positives ou négatives.

1. La conservation de la quantité de mouvement de l’ensemble des deux particules dans
le référentiel du laboratoire au cours du choc s’écrit, en projection sur l’axe portant tous
les vecteurs vitesse :

m1V1 1 m2V2 = m1V ′
1 1 m2V ′

2

Pour pouvoir calculer les vitesses après le choc en fonction de leurs valeurs avant le choc ,
il est nécessaire d’avoir une relation supplémentaire concernant la nature du choc. De
manière générale, cette information est donnée par ce qu’on appelle le coefficient de
restitution, égal au rapport des vitesse relatives avant et après le choc (il est parfois défini
par le rapport de leurs carrés et mesure le rapport des énergies cinétiques du système avant
et après le choc) : −e(V1 − V2) = (V ′

1 − V ′
2 ). Le signe – assure e > 0, puisque les vitesses

relatives après le choc et avant le choc sont toujours opposées. Le système d’équations
décrivant le choc s’écrit : {

m1V1 1 m2V2 = m1V ′
1 1 m2V ′

2

−e(V1 − V2) = (V ′
1 − V ′

2 )

En multipliant la seconde équation par m2, et en l’additionnant à la première, on obtient :

V ′
1 =

1
m1 1 m2

(m1V1 1 m2V2 − em2 (V1 − V2))

En multipliant de même la seconde par m1, et en la soustrayant à la première, on a :

V ′
2 =

1
m1 1 m2

(m1V1 1 m2V2 − em1 (V2 − V1))

2. Le calcul de la variation d’énergie cinétique conduit à :

DEc =
1
2

m1m2

m1 1 m2
(V2 − V1)2(e2 − 1).

Il y apparaît la masse réduite du système m =
m1m2

m1 1 m2
et la vitesse relative des particules

Vr = (V2 − V1). Donc DEc =
1
2

mV 2
r (e2 − 1), résultat que l’on retrouve avec un calcul

dans le référentiel barycentrique.

DEC =
1
2

m1m2

m1 1 m2
(V2 − V1)2 (e2 − 1

)
3. Pour un choc élastique, le coefficient de restitution vaut 1 (la normes des vitesses
relative est invariante par le choc) et DEC = 0.
Pour un choc mou, le coefficient de restitution est nul (puisque V ′

1 = V ′
2 ), donc DEC est

négative et égale à −1
2

mV 2
r
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Pour un choc ni parfaitement élastique ni parfaitement mou, DEC est négative, compris

entre sa valeur minimale −1
2

mV 2
r et 0. C’est le choc mou qui dissipe le plus d’énergie

cinétique.

4. Une réaction exothermique entre particules correspondrait à DEC > 0, donc e > 1

19 1. Le système étudié étant {P(Mn), C(m)}, où P(Mn) désigne l’objet après n
collisions et C(m) la cible avec laquelle il va entrer en collision. La quantité de mouvement
de ce système se conserve au cours du (n 1 1)ième choc. Ceci est vrai pour tout choc,
c’est à dire quel que soit n.
Choc 1 : M0

�������V0 1
−→
0 = (M0 1 m)�������V1 = M1

�������V1

Choc 2 : M1
�������V1 1

−→
0 = (M1 1 m)�������V2 = M2

�������V2

2. Les deux chocs étant unidimensionnels, il vient :

V1 =
(

M0

M0 1 m

)
V0 et V2 =

(
M0 1 m

M0 1 2m

)
V1

Pour le n-ième choc, Mn−1Vn−1 = MnVn, où Mn = M0 1 nm. On a donc :

Vn =
(

M0 1 (n − 1)m
M0 1 nm

)
Vn−1

En remarquant que le dénominateur de l’expression donnant Vn−1 est le même que celui
du numérateur de l’expression donnant Vn, et en multipliant membre à membre les n
premières égalités, il vient :

Vn =
(

M0

M0 1 nm

)
V0.

3. En posant a =
(

m
M0

)
, on peut écrire :

Vn =
(

1
1 1 na

)
V0

On constate que Vn diminue d’autant plus vite avec n que le rapport a des masses est

élevé. Vn =
V0

2
⇒ n =

1
a

(si M0 est multiple de Mn = 2M0) soit Mn = 2M0. Ce

processus est additif : n =
1
a

chocs mous avec des objets immobiles et identiques de

masse m = aM0 ont le même effet qu’un seul choc avec un objet immobile de masse M0.

4. L’énergie cinétique de P(Mn) après le n-ième choc vaut :

EC(n) =
1
2

MnV 2
n =

1
2

M2
0

(M0 1 nm)
V 2

0
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En notant EC(0) =
1
2

M0V 2
0 l’énergie cinétique initiale de l’objet P, on a :

EC(n) =
(

1
1 1 na

)
EC(0).

La loi de décroissance est la même que pour la vitesse.
Il importe de remarquer que tous les chocs sont mous, et les objet avec lesquels P entre
en collision sont immobiles. La diminution d’énergie cinétique donnée par l’équation
ci-dessus montre que l’énergie mécanique ne se conserve pas au cours de ces chocs.
Pratiquement, cette diminution d’énergie mécanique se manifeste par un échauffement
de P. Un modèle plus fin du phénomène d’agrégation nécessite un traitement statistique,
dans lequel on tiendrait compte d’une distribution des vitesses des objets avec lesquels P
entre en contact et d’une distribution de leurs masses.

20 1.a. On désigne par N le projectile et C la cible. Le centre de masse de l’ensemble
est tel que :

−−→
OG =

m
−→
ON 1 km

−→
OC

m 1 km
=

−→
ON 1 k

−→
OC

k 1 1
On dérive cette relation dans le référentiel du laboratoire. Comme la vitesse de la cible

y est nulle, on obtient ����������VG =
�������V0

k 1 1
, en désignant par �������V0 la vitesse du projectile dans le

référentiel du laboratoire. La loi de composition des vitesses s’écrit : ����������VN = ��������uN 1 ����������VG pour
le projectile et ���������VC = �������uC 1 ����������VG pour la cible ; cela permet d’obtenir les vitesses dans Rba

avant le choc en fonction de �������V0 et k :

��������uN =
k

k 1 1
�������V0 et �������uC = − 1

k 1 1
�������V0

On vérifie que ��������uN 1 k�������uC =
−→
0 , ce qui traduit le fait que la quantité de mouvement de

l’ensemble est nulle dans le référentiel Rba (conséquence immédiate de la définition du
référentiel barycentrique). ����������VG reste constant, car le système {N, C} peut être considéré
comme isolé.

b. La nullité de la quantité de mouvement dans Rba après le choc s’écrit :

m−→u ′
N 1 km−→u ′

C =
−→
0 , soit −→u ′

N = −k−→u ′
C

c. Le choc étant élastique, l’énergie cinétique du système {N, C} se conserve au cours du
choc (on vérifie facilement que c’est vrai dans les deux référentiels). On peut donc écrire,
dans Rba :

1
2

mu2
N 1

1
2

kmu2
C =

1
2

mu′2
N 1

1
2

kmu′2
C

La nullité de la quantité de mouvement dans Rba permet d’exprimer uC en fonction de
uN, puis u′

C en fonction de u′
N, si bien que l’on a :

u2
N 1

u2
N

k
= u

′2
N 1

u
′2
N

k

100



so
lu

ti
o
n

s
d
es

ex
er

ci
ce

s

�

�

�

�

�

�

�

�

d’où on tire l’égalité des normes des vecteurs vitesses du projectile avant et après le choc
dans Rba : ‖��������uN‖ = ‖−→u ′

N‖. Les vitesses de la cible étant égales à celles du projectile divisé
par k, on a évidemment aussi ‖����uc‖ = ‖−→u ′

C‖.

2.a. L’énergie cinétique du projectile après le choc, dans Rlab vaut :

E′
C

(
N/Rlab

)
=

1
2

m
−→
V ′

N =
1
2

m
(−→u ′

N 1 ����������VG
)2

=
1
2

m
(

u
′2
N 1 V 2

G 1 2u′
N.VG cos a

)

où a désigne l’angle entre les vecteurs −→u ′
N et ����������VG. Comme ‖��������uN‖ = ‖−→u ′

N‖ =
k

k 1 1
V0

et VG =
1

k 1 1
V0, on peut écrire E′

C

(
N/Rlab

)
en fonction de E0 =

1
2

mV 2
0 , de k et de a :

E′
C

(
N/Rlab

)
= E0

k2 1 1 1 2k cos a

(k 1 1)2

Il est facile de voir que E′
C

(
N/Rlab

)
est toujours inférieur à E0 (quel que soit k > 0).

x

y

z

uN'

O

b. Les vecteurs vitesse des projectiles pour
un faisceau monocinétique sont tous égaux à
����������VN. Il importe de réaliser que la direction
dans laquelle particule et cible vont partir
après le choc dans Rba n’est pas déterminée ;
cela revient à dire qu’il y a une infinité de
manières d’assurer à la fois la conservation
de la quantité de mouvement et de l’énergie
cinétique du système {N, C} en faisant varier
l’angle a.
La figure ci-contre montre le repérage conve-
nable du vecteur ��������uN

′ : lorsqu’il balaie toutes
les directions de l’espace, son extrémité se
déplace sur une sphère de rayon k, avec a qui varie de 0 à p, et f qui varie de 0 à 2p. Le
problème étant invariant dans toute rotation autour de f, on appelle P(a) la probabilité
(par unité d’angle solide) pour que la direction du vecteur ��������uN

′ fasse un angle a avec
l’axe Oz, c’est-à-dire soit comprise dans la corolle représentée sur le schéma, dont l’angle
solide élémentaire vaut dV = 2p sin ada. (Il est facile de retrouver un angle solide en se
rappelant qu’il est égal à la surface définie sur la sphère, qui vaut ici le produit du périmètre
2pk sin a de la corolle par kda, divisée par le carré de son rayon, k2).
La moyenne angulaire d’une grandeur scalaire A(a) dépendant de a et distribuée selon

P(a) dans toutes les directions de l’espace s’écrit : 〈A〉 =
∫ p

0
P(a)A(a)2p sin ada

P(a) obéit à la condition de normalisation
∫ p

0
P(a)2p sin ada = 1.
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Si la répartition est isotrope dans Rba, P(a) est une constante et l’intégration de la

condition de normalisation conduit à :
∫ p

0
P(a)2p sin ada = 1, donc P(a) =

1
4p

.

Ainsi, la valeur moyenne de l’énergie cinétique du projectile après le choc s’écrit :

〈E′
C(N/Rlab)〉 =

1
2

∫ p

0
E′

C(N/Rlab) sin ada

On a donc〈
E′

C

(
N/Rlab

)〉
=

1
2

∫ p

0
E0

(
k2 1 1 1 2k cos a

)
(k 1 1)2 sin ada

=
E0

2 (k 1 1)2

[∫ p

0

(
k2 1 1

)
sin ada 1

∫ p

0
k sin 2ada

]

⇒
〈

E′
C

(
N/Rlab

)〉
= E0

k2 1 1

(k 1 1)2

0
1

0,5

k

On peut définir le facteur d’efficacité du

ralentissement par h =
k2 1 1

(k 1 1)2 . h est

toujours inférieur à 1 et le ralentissement
est d’autant plus efficace que h est faible.
La figure ci-contre montre l’évolution de h

avec k. Il tend vers 1 lorsque k tend vers 0,
ce qui correspondrait à la collision avec une
cible de masse nulle. L’étude des variations
de h avec k montre que h a un minimum
pour k = 1 ; cela correspond au modérateur le plus efficace, puisque l’énergie cinétique
du projectile est divisée par 2 à chaque choc, et qu’il est impossible de faire mieux.

H

D

u'N

uN

u'C

uC

VG

V'C

V'N

3. Il est utile de construire les vecteurs
vitesse dans le référentiel du laboratoire Rlab

, pour le projectile avant le choc, puis le pro-
jectile et de la cible après le choc en utilisant
la loi de composition des vitesses :

����������VN = ��������uN 1 ����������VG
−→
V ′

N

=
−→
u′

N 1 ����������VG
−→
V ′

C =
−→
u′

C 1 ����������VG

Le diagramme de collision est représenté
sur la figure ci-contre. Lorsque a varie de 0
à 2p, l’extrémité du vecteur −→u ′

N parcourt le
petit cercle, de rayon k. Le diagramme de
collision montre clairement que, si la cible est plus légère que le projectile, l’angle de
déviation D entre la direction du faisceau incident et celle du projectile après le choc (celle
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de
−→
V ′

N), (mesuré dans le référentiel du laboratoire) est borné supérieurement. Cette borne
est obtenue quand l’extrémité du vecteur −→u ′

N atteint le point H (ou son symétrique par
rapport à la direction du faisceau incident dans le plan du dessin). En clair, les projectiles
déviés ont leurs directions contenues dans un cône d’angle au sommet D. Une relation de

trigonométrie élémentaire dans le triangle rectangle en H conduit à sin(Dmax) =
‖−→u ′

N‖∥∥−→u ′
C

∥∥ ,

c’est à dire sin(Dmax) = k

u'N

u'C

D uC

VG

V'N

V'C

uN

4. Un examen du diagramme de collision repré-
senté sur la figure ci-contre permet de se rendre
compte qu’il n’existe pas d’angle de déviation
limite lorsque k > 1 : quand a varie de 0 à 2p,
D varie aussi de 0 à 2p.
Après n chocs, l’énergie cinétique du neutron
vaut : En

C = hnE0. Dans le cas d’une therma-
lisation pour des réactions de fission sur l’ura-
nium 235, un neutron est efficace pour une fis-
sion lorsque son énergie cinétique En

C est telle

que
En

C

E0
≈ 0,05

2 · 106 = 2,5 · 10−8. Le nombre de

chocs nécessaires est n =
�n

(
En

C

E0

)
�n h

. Le tableau ci-dessous donne les valeurs de n et h

pour différent modérateurs.

1H k = 1 h = 0,5 25 chocs
2H (deutérium) k = 2 h ≈ 0,55 29 chocs
12C k = 12 h ≈ 0,857 113 chocs
16O k = 16 h ≈ 0,889 149 choc

Théoriquement, 1H est le noyau le plus efficace pour ralentir les neutrons ; cependant, sa
section efficace de capture des neutrons est élevée, ce qui conduit à utiliser de l’uranium
enrichi (c’est le cas dans les filières de type PWR « pressurized water reactor » et BWR
« boiling water reactor », où l’eau légère joue à la fois le rôle de modérateur et de fluide
caloporteur). Le deutérium est un modérateur performant, puisqu’il est pratiquement
aussi efficace que 1H et a une section efficace de capture des neutrons faible, mais l’eau
lourde coûte très cher. Enfin on remarque que le graphite est nettement moins performant
comme modérateur (dans les filières graphite gaz, le modérateur est le graphite et le
dioxyde de carbone est le fluide caloporteur).

21 1. La condition de roulement sans glissement se traduit par une relation entre la
vitesse V de translation des roues par rapport au référentiel terrestre et leur vitesse de
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rotation v. Lorsqu’une roue tourne d’un angle a, son centre (dans le cas présent G) doit
se déplacer d’une distance d = aR (a en radians). On vérifie que le signe est correct : si
le véhicule se déplace vers la droite (V > 0), les roues tournent dans le sens des aiguilles
d’une montre (v > 0). La dérivation de cette égalité conduit à la relation qui exprime la
condition de roulement sans glissement :

V = Rv.

La méthode la plus générale pour exprimer une relation de roulement sans glissement
consiste à écrire que la vitesse du point géométrique de contact Ij de la roue j avec la route
est nulle ; la composition des vitesses s’écrit :

���������VIj (Rt) = �������������VOj (Rt) 1 ������VI (Rba) =
−→
V 1

−→
IOj ∧ −→v ,

où on désigne par Oj le centre de la roue j, j ∈ {1,2}. Cela conduit à V �����ux1R�����uz∧v����uy =
−→
0 ,

ce qui redonne évidemment V = Rv.
L’énergie cinétique du système {Moto1Conducteur}, (noté S) est donnée par le théorème
de Koenig :

EC(S/Rt) =
1
2

MV 2
G(Rt) 1 EC(Rba)

où l’énergie cinétique dans le référentiel barycentrique lié à S (son origine est en G) est

celle de rotation des roues sur elles-mêmes, EC(Rba) = 2
(

1
2

Jv2
)

, et où on désigne par

J le moment d’inertie d’une roue par rapport à son axe de rotation. Pour un anneau de
rayon R, de masse m, on a J = mR2, si bien que EC(Rba) = mR2v2 = mV 2 compte tenu
de la condition de roulement sans glissement. Il vient en définitive :

EC(S/Rt) =
(

1
2

M 1 m
)

V 2.

La quantité de mouvement de la moto est la même que celle d’un point matériel doté de
sa masse totale, en mouvement à la vitesse ����������VG(Rt) :

−→p (S/Rt) = M
−→
V

Le moment cinétique en G de la moto est le même dans Rt et dans Rba. Dans le référentiel
barycentrique, les seules parties en mouvement sont les roues. Le théorème de Koenig
pour le moment cinétique s’écrit pour une roue Oj :

−→s G(roue/Rba) = −→s Oj (roue/R′
ba) 1

−−→
GOj ∧ m−→v (Oj/Rba)

par rapport à la formulation originelle de ce théorème, on doit prendre garde au fait que
c’est Oj le centre d’inertie de la roue j ; on désigne donc par R′

ba le référentiel barycentrique
attaché à une roue (il ne diffère de Rba que par son origine). Cette relation exprime que
le moment cinétique en G de la roue est la somme de deux contributions : la première est
due à la rotation de la roue sur elle même, la seconde au mouvement de rotation du centre
d’inertie de la roue autour de G. Le second terme de l’égalité est nul, puisque la roue est
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fixe par rapport à G (approximation de la moto rigide). Compte tenu de la condition de
roulement sans glissement :

−→s G(S) = 2Jv����uy = 2mRV ����uy

2. Il est commode d’écrire le théorème de l’énergie cinétique sous la forme

dEC(S/Rt)
dt

= P(
−→
G ),

où P(
−→
G ) =

−→
G · −→v désigne la puissance du couple moteur appliqué à la roue arrière. Il

vient : 2V
(

1
2

M 1 m
)

dV
dt

= G
V
R

, d’où on tire l’accélération du centre d’inertie de la

moto : a =
G

(M 1 2m) R
.

3. On adopte des notations algébriques pour T1, T2, N1 et N2, bien que ces deux dernières
soient a priori positives.

a. Théorème du moment cinétique pour une roue :

d−→s 0j (roue)
dt

=
∑

������������������MOj (
−→
F )

avec −→s 0j (roue) = mRV ����uy .
Le système {Roue avant} subit son poids et la résultante des actions de contact sur l’axe,
de moments nuls en O2, ainsi que ��������T2 et ���������N2 . Il vient donc :

mR
dV
dt

����uy =
−−−→
O2I2∧T2 �����ux = −RT2 ����uy

de sorte que T2 = −ma
Le système {Roue arrière} subit son poids de moment nul en O1, la résultante des actions
de contact sur l’axe, de couple

−→
G , ainsi que ��������T1 et ���������N1 . Le théorème du moment cinétique

conduit donc à :

mR
dV
dt

����uy =
−−−→
O1I1∧T1 �����ux 1 G����uy = −RT1 ����uy 1 G����uy

d’où on tire la relation

T1 = −ma 1
G

R

b. La relation fondamentale de la dynamique appliquée à S s’écrit :
��������T1 1 ���������N1 1 ��������T2 1 ���������N2 1 M−→g = M−→a

L’accélération étant dirigée selon �����ux , la projection de cette relation donne :

N1 1 N2 = Mg et T1 1 T2 = Ma

La projection de la relation fondamentale de la dynamique sur l’axe Ox et les relations
du a. permettent de retrouver l’expression de l’accélération donnée par le théorème de
l’énergie cinétique.
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Les réactions tangentielles s’expriment alors facilement en fonction du couple moteur G,
du rayon des roues, de m et de M.

T2 = − m
(M 1 2m)

G

R
et T1 =

M 1 m
(M 1 2m)

G

R
On notera que T2 est négatif et T1 positif.

c. Théorème du moment cinétique pour S :
d−→s G(S)

dt
=

∑
���������������MG(

−→
F ) =

−→
GI1 ∧ (��������T1 1 ���������N1 ) 1

−→
GI2 ∧ (��������T2 1 ���������N2 )

2mRa����uy = (−D�����ux − h�����uz ) ∧ (T1 �����ux 1 N1 �����uz ) 1 (D�����ux − h�����uz ) ∧ (T2 �����ux 1 N2 �����uz )

2mRa = D(N1 − N2) − h(T1 1 T2)

Ce résultat permet de calculer les composantes normales des actions de contact, compte
tenu des égalités issues de la relation fondamentale de la dynamique :

N1 1 N2 = Mg et T1 1 T2 = Ma.
On a : {

(2mR 1 Mh)a = D(N1 − N2)

Mg = N1 1 N2

⇒




N1 =
Mg
2

1
(Mh 1 2mR)

2RD(M 1 2m)
G

N2 =
Mg
2

− (Mh 1 2mR)
2RD(M 1 2m)

G

La différence entre N1 et N2 est directement proportionnelle au couple moteur G et à

un facteur de forme (inverse d’une longueur) a =
(Mh 1 2mR)

2RD(M 1 2m)
qui ne dépend que

de la géométrie de la moto et des masses. N2 ne pouvant pas devenir négatif, le cas où
N2 = 0 correspond à la limite où la roue avant décolle. Cette situation s’observe lorsqu’on

démarre « brutalement » à savoir si le couple moteur est tel que G � Mg
2a

, la condition de

non glissement restant évidemment réalisée.

4.a. La roue arrière ne patinera pas tant que la condition de glissement n’est pas réalisée,
c’est-à-dire, d’après les lois de Coulomb :

‖��������T1‖ < f0 ‖���������N1‖
soit :

M 1 m
(M 1 2m)

G

R
< f0

(
Mg
2

1 Ga

)
ce qu’on peut réécrire :

G

(M 1 2m)R

(
M 1 m − f0

2mR 1 hM
2D

)
< f0

Mg
2

En posant fS =
2(M 1 m)D
(Mh 1 2mR)

, deux cas se présentent :

– Si f0 > fS, la condition de non glissement est toujours vérifiée, puisque le terme de
gauche est négatif. Toutes choses égales par ailleurs, cette condition est d’autant plus
aisément satisfaite que le frottement entre le sol et les pneus est important.
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– Si f0 < fS, la condition de non glissement conduit à :

2(M 1 m)D − f0 (Mh 1 2mR)
2(M 1 2m)D

G

R
< f0

Mg
2

Donc, si le coefficient de frottement est inférieur au seuil, le couple moteur doit être
borné supérieurement pour qu’il n’y ait pas de patinage :

G <
Mg
2

2RDf0(M 1 2m)
2D(M 1 m) − f0 (2mR 1 Mh)

b. Il est ainsi bien connu que lorsque f0 est très faible, par exemple sur une route verglacée,
il faut éviter de conduire en première, car c’est en première que le couple G est le plus
élevé, donc le risque de patinage maximal.

O
N

Rba

T

mg

G

I

x

y

z

+

22 1. La relation fondamentale de
la dynamique appliquée à la bille
s’écrit, dans le référentiel galiléen Rg,

m−→g 1
−→
T 1

−→
N = m��������aG où ��������aG désigne

l’accélération du centre d’inertie de la bille ;
sa projection sur les axes parallèle et perpen-
diculaire à la ligne de plus grande pente du
plan incliné conduit aux deux relations :

N = mg cos a

et

m
d2xG

dt2 = mg sin a 1 T

où T est algébrique. Le théorème du moment cinétique en G s’écrit :

d−→s G

dt
=

∑
���������������MG(��������������Fext ) = ���������������MG(

−→
T ) =

−→
GI ∧ −→

T

En l’absence de pivotement, le mouvement de la bille dans le référentiel barycen-
trique est une rotation autour d’un axe passant par G et parallèle à Oz, de sorte que
−→s G = JDG

−→v =
2
5

mr2v�����uz . Le théorème du moment cinétique conduit donc à une

troisième relation :
2
5

mr
dv

dt
= T

2.a. La condition de roulement sans glissement impose à la vitesse du point de contact I
de la bille avec le plan incliné d’être nulle. Compte tenu de la composition des vitesses :

�����VI (Rg) = ����������VG(Rg) 1 �����VI (Rba) = ����������VG 1
−→
IG ∧ −→v
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soit
dxG

dt
= −rv. On vérifie que le signe est correct : si la bille descend la pente

dxG

dt
est positif et elle doit alors tourner sur elle-même dans le sens négatif (celui des aiguilles
d’une montre sur le schéma) ce qui se traduit par v < 0.

b. Compte tenu de la condition de roulement sans glissement, le théorème du moment
cinétique permet d’écrire :

T = −2
5

m
d2xG

dt2 .

En reportant cette expression de T dans la relation fondamentale de la dynamique, on

obtient m
d2xG

dt2 = mg sin a − 2
5

m
d2xG

dt2 , ce qui donne

d2xG

dt2 =
5
7

g sin a

Dans ces conditions, le mouvement du centre d’inertie de la bille est rectiligne uniformé-
ment varié, d’accélération inférieure à celle qu’aurait un point matériel sur le même plan
incliné ; on notera qu’il ne dépend ni de la masse ni du rayon de la bille.

c. On en déduit la valeur de la composante tangentielle de la réaction du support :

T = −2
7

mg sin a ;

on a par ailleurs trouvé que N = mg cos a. Les lois de Coulomb du frottement imposent

que
‖−→T ‖
‖−→N ‖

< f pour qu’il n’y ait pas glissement, ce qui conduit à

2
7

tan a < f .

En clair, le roulement sans glissement n’est possible que si l’angle a est inférieur à la valeur
limite

al = arctan
(

7
2

f
)

.

d. Si la vitesse de G et sa position sont nulles à t = 0, l’équation horaire de son mouvement
est :

xG =
5
14

g sin a.t2

L’énergie cinétique de la bille est donnée par le théorème de Koenig

EC(Rg) =
1
2

MV 2
G 1 EC(Rba),

où EC(Rba) =
1
2

JDGv2. Dans le cas du roulement sans glissement,
dxG

dt
= −rv permet

d’écrire :
EC(R) =

7
10

mV 2
G.

La différence d’énergie cinétique entre t = 0 et t vaut DEC =
7
10

mV 2
G.
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Le travail du poids pendant ce temps vaut W0→t(m−→g ) = mghG, où hG désigne la
différence d’altitude de G entre ces deux instants (hG est positif puisque la bille descend ;

le travail du poids est moteur) ; ainsi W0→t(m−→g ) = mgxG sin a = mg
5
14

g sin at2 où

VG =
5
7

g sin a.t conduit à W0→t(m−→g ) =
7
10

mV 2
G. On a donc DEC = W0→t(m−→g ) ;

puisque
−→
N ne travaille pas, on retrouve ainsi que la réaction tangentielle

−→
T ne travaille

pas. En effet, la puissance de
−→
T est P(

−→
T ) =

−→
T .������VI (R) ; dans le cas du roulement sans

glissement elle est nulle à tout instant car �����VI (R) =
−→
0 ,∀t. L’énergie mécanique de la bille

est donc conservative.

aG

sin
sin   l

3. On reprend les trois égalités données par
la relation fondamentale de la dynamique et
le théorème du moment cinétique. Dans le
cas le plus général, on a :


N = mg cos a

m
d2xG

dt2 = mg sin a 1 T

2
5

mr
dv

dt
= T

Lorsque le glissement apparaît, on a
‖−→T ‖ = f ‖−→N ‖, ce qui donne :


d2xG

dt2 = g
(
sin a − f cos a

)
r

d2
f

dt2 = −5
2

fg cos a

Pour la vitesse de glissement positive
(T < 0), on trace le graphe ci-dessus.

RAz

a

z

x

Mg Rbz

B

A

RBx

RAx

L + h/2

L + h/2

+

23 1. On se place dans le référentiel
Oxyz, qui est galiléen si le système ne tourne
pas.
Le système étant soumis aux trois forces
M−→g , ����������RA, ����������RB une condition nécessaire de
son équilibre est que ces forces soient copla-
naires et concourantes. Il est judicieux de
décomposer ����������RA et ����������RB selon l’axe ver-
tical Oz et selon Ox. On travaille avec
des notations algébriques, c’est-à-dire que
RAx, RBx, RAz, RBz sont les projections des
forces affectées du signe convenable.

1. MÉCANIQUE 109



�

�

�

�

�

�

�

�

– Condition de non translation :

M−→g 1 ����������RA 1 ����������RB =
−→
0 ⇒

{
RAx 1 RBx = 0

RAz 1 RBz = Mg
, avec g > 0

– Condition de non rotation : on peut appliquer le théorème des moments en n’importe
quelle point (A,B ou G). Comme on cherche à déterminer les composantes des réac-
tions, on choisit un point où leurs moments ne soient pas nuls, c’est-à-dire G. On écrit
alors que la somme des moments scalaires de toutes les forces par rapport à un axe DG

normal au plan de figure et passant par G est nulle :

MDG (����������RA) 1 MDG (����������RB) 1 MDG (M−→g ) = 0

Comme dans ces conditions, le moment de chaque composante est égal au produit de la
valeur de la force par son bras de levier par rapport à l’axe, affecté du signe convenable,
on a :

RAx

(
L 1

h
2

)
− RBx

(
L 1

h
2

)
− RBza − RAza = 0

Les forces qui tendent à faire tourner le système dans le sens positif par rapport à DG ont
un moment positif. Cela signifie que, si RAx, RBx, RAz, RBz sont positives, alors RAx tend
à faire tourner dans le sens positif, RAz, RBz et RBx dans le sens négatif ; cette dernière
composante ayant intuitivement été schématisée comme étant négative, on vérifie qu’elle
tend bien à faire tourner le système dans le sens positif.

On réécrit cette dernière condition (RAx − RBx)
(

L 1
h
2

)
= (RBz 1 RAz) a ce qui,

compte tenu de la condition de non translation, conduit à : 2RAx

(
L 1

h
2

)
= Mga.

RAx = −RBx =
Mga

(2L 1 h)

Le système d’équations ne permet pas mathématiquement de calculer RAz et RBz. Mais
un argument physique, à savoir le fait que le système repose en B, permet de lever
l’indétermination et de conclure que RBz = Mg et RAz = 0

2. On se place dans le référentiel tournant Oxyz. Le solide y est en équilibre sous l’effet de
M−→g , ����������RA, ����������RB, et de la résultante ��������Fie des forces d’inerties d’entraînement qu’il subit. Le
cylindre étant homogène, ��������Fie a la même valeur que la force que subirait un point matériel
de masse M, se trouvant en G, et tournant à la vitesse angulaire v, soit ��������Fie = −Mv2a�����ux .
La projection de la condition de non translation dans le référentiel tournant conduit à :{

RAx 1 RBx = Mv2a

RAz 1 RBz = Mg
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La condition de non rotation reste inchangée, puisque le moment de ��������Fie par rapport à
tout axe passant par G est nul :

(RAx − RBx)
(

L 1
h
2

)
= (RBz 1 RAz) a

(
Mv2a − 2RBx

)(
L 1

h
2

)
= Mga ⇒ RBx = − Mga

(2L 1 h)
1

Mv2a
2

RAx =
Mga

(2L 1 h)
1

Mv2a
2

RBz = Mg et RAz = 0

Pour le cylindre décrit, M = rpR2h = 2 400 kg, et une vitesse angulaire v = 314 rd.s−1,
on a RAx ≈ RBx ≈ 12 130 N pour un écart de centrage de 0,1 mm sur un rayon de
300 mm. Pour des pièces tournant à grande vitesse, le moindre défaut de centrage peut se
traduire par des forces gigantesques sur les paliers de roulement ; ce problème est important
du point de vue de la sécurité d’un atelier, puisque l’usure peut conduire à leur rupture.

Mg

mg

R

A B

C

x

y

D

T

T'

–T

–T'

+

24 La relation fondamentale de la
dynamique appliquée au sous système
constitué du solide S1 de masse M s’écrit :

−→
R 1

−→
T 1 M−→g = M����a1 ,

ce qui donne en projection R = Mg et

����a1 =
T
M

�����ux , en utilisant des notations

arithmétiques (g, R et T sont positifs).
Pour le solide S2 de masse m, on a de
même :

−→
T ′ 1 m−→g = m����a2 , d’où ����a2 =

(
g − T ′

m

)
����uy .(T ′ > 0).

Le théorème du moment cinétique appliqué à la poulie s’écrit sous sa forme scalaire :
J ü = (T ′−T )r, avec le sens conventionnel positif indiqué sur le schéma. C’est parce que
les brins de fil AB et CD sont inextensibles (et toujours tendus) que les tensions des fils
en A et B sont opposées (respectivement en C et D).
Comme le déplacement horizontal du point A a la même valeur que celui (vertical) du
point D, les valeurs des accélérations des deux masses sont égales : a1 = a2.
Par ailleurs, le fil ne glissant pas sur la poulie, lorsqu’elle tourne d’un angle u, A (et D) se
déplacent de ru, de sorte que l’on a a1 = a2 = rü.
En réécrivant la relation associée au théorème du moment cinétique dans laquelle on
élimine T , T ′ et ü, il vient :

J
a1

r
= (mg − ma2 − Ma1)r d’où on tire a1 = a2 =

m

m 1 M 1
J
r2

g
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Le système S constitué des deux solides de masses M et m et de la poulie est déformable ;
les forces extérieures qu’il subit sont

−→
R , M−→g et m−→g . Les fils étant inextensibles, le travail

des forces intérieures
−→
T ,−−→

T ,
−→
T ′,−−→

T ′est nul. De plus les liaisons avec l’extérieur
−→
R

ne travaillent jamais, et les poids dérivent d’une énergie potentielle. L’énergie mécanique
de S est donc conservative.
Son énergie cinétique totale à un instant donné est :

EC =
1
2

MV 2 1
1
2

mV 2 1
1
2

Jv2 =
1
2

(
M 1 m 1

J
r2

)
V 2

où V est la vitesse de l’une des masses et v = u̇ =
V
r

.

L’énergie potentielle associée aux forces extérieures est Ep = −mgy 1 Cte, (où (-y) repère

l’altitude du centre de gravité de la masse m, avec V =
dy
dt

).

L’énergie mécanique est : Em =
1
2

(
M 1 m 1

J
r2

)
V 2 − mgy 1 Cte

La conservation de l’énergie mécanique
dEm

dt
= 0 donne immédiatement la valeur

a1 = a2 =
dV
dt

trouvée par la méthode dynamique.

25 1.

V
V + dV

u + V + dV

Référentiel terrestre (supposé galiléen)
Instant t
m(t) est la masse totale de la fusée en
translation à la vitesse

−→
V (t). Le vecteur

quantité de mouvement est
−→p (t) = m(t)

−→
V (t)

Instant t 1 dt
Le système étudié à l’instant t est mainte-
nant constitué de deux parties :
a) Fusée de masse m(t) 1 dm en translation
à la vitesse

−→
V (t)1d

−→
V . De vecteur quantité

de mouvement
�����pf = (m(t) 1 dm)

(−→
V (t) 1 d

−→
V
)

b) Gaz éjectés, de masse −dm > 0, de
vitesse −→u par rapport à la fusée, donc
−→u 1

−→
V (t) 1 d

−→
V par rapport à la terre,

de quantité de mouvement :
�������������pgaz = −dm

(−→u 1
−→
V (t) 1 d

−→
V
)

On a donc :−→p (t 1 dt) = m(t)
−→
V (t) 1 md

−→
V −−→u dm
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Remarque : écrire que la vitesse des gaz éjectés est −→u 1
−→
V (t) et non −→u 1

−→
V (t) 1 d

−→
V

revient à négliger un terme du second ordre (en dmd
−→
V dans �������������pgaz ). Cela est naturellement

cohérent avec le fait de négliger le terme du second ordre dans �����pf .

−→p (t 1 dt) −−→p (t) = md
−→
V −−→u dm ⇒

(
d−→p
dt

)
= m

d
−→
V

dt
−−→u dm

dt

La relation fondamentale de la dynamique s’écrit dans Rt

(
d−→p
dt

)
= �fe , où �fe désigne la

résultante des forces extérieures subies par la fusée ; On a donc :

m(t)
d
−→
V

dt
= �fe −−→u D

où le débit des gaz éjectés est D = −dm
dt

> 0.
−→
P = −−→u D peut être interprété comme

une force dirigée en sens inverse de la vitesse d’éjection du gaz (propulsion dite « par
réaction ») appelée poussée.

2. Condition de décollage : la fusée, placée sur le pas de tir, est soumise à la résultante des
actions de contact

−→
R et à son poids

−→
P = (M 1 m0)−→g , où m0 désigne la masse initiale

de propergol (combustible).
À t = 0, le réacteur est mis en marche et l’on a :

(M 1 m0)
d
−→
V

dt
=

−→
R 1

−→
P −−→u D.

En projection sur l’axe vertical Oz, cela conduit à :

(M 1 m0)
dV
dt

= R − (M 1 m0)g 1 uD,

où u, R et g sont notés arithmétiquement. La fusée décolle si
dV
dt

> 0, avec R → 0.

Cela n’est possible que si la poussée initiale est supérieure au poids initial, c’est-à-dire si
uD > (M 1 m0)g.

3. La fusée se déplaçant verticalement, la relation fondamentale de la dynamique à l’instant
t s’écrit, en projection selon Oz :

m
dV
dt

= −mg − u
dm
dt

.

Si le débit est constant pendant la totalité de la phase de combustion du propergol, on a
m(t) = M 1 m0 − Dt. Tout le propergol est donc consommé à l’instant tf =

m0

D
.

Comme m dépend du temps, on sépare les variables pour intégrer l’équation entre t = 0
et t � tf :

dV = −gdt − u
dm
m

⇒ V (t) = −gt − u �n
(

M 1 m0 − Dt
M 1 m0

)
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La vitesse finale est alors :

Vf = −g
m0

D
1 u �n

(
1 1

m0

M

)
La condition de décollage étant réalisée, Vf augmente avec m0 (toutes choses égales par
ailleurs).
Vf augmente linéairement avec la vitesse d’éjection des gaz, et ce d’autant plus rapidement
que la masse de propergol embarquée est élevée devant la masse de la structure.
Vf augmente avec le débit d’éjection D.
L’évolution de z avec t peut se calculer analytiquement en intégrant l’expression de V (t) :

z(t) =
∫ t

0

(
−gt ′ − u �n

(
M 1 m0 − Dt ′

M 1 m0

))
dt ′

= −1
2

gt2 − u
∫ t

0
�n

(
1 − D

M 1 m0
t ′
)

dt ′

La seconde intégrale se calcule facilement en posant X = 1 − D
M 1 m0

t ′

∫ t

0
�n

(
1 − D

M 1 m0
t ′
)

dt ′ = −M 1 m0

D

∫ (
1− D

M1m0
t
)

1
�n XdX

= −M 1 m0

D
[X �n X − X ]

(
1− D

M1m0
t
)

1

L’altitude maximale atteinte est obtenue pour t = tf =
m0

D
, soit

zf = −1
2

g
(m0

D

)2
1 u

M 1 mO

D

[
M

M 1 m0
�n

(
M

M 1 m0

)
− M

M 1 m0
1 1

]

zf = −1
2

g
(m0

D

)2
1

u
D

(
M �n

(
M

M 1 m0

)
1 m0

)

{D, 2u}

{2D, 2u}

{2D, u}

{D, u}

m0

On peut affirmer que, toutes choses égales par
ailleurs, zf augmente avec la vitesse d’éjection
des gaz.
En revanche, zf n’est pas une fonction mono-
tone croissante de la masse de carburant
embarqué (cette dernière est d’ailleurs bornée
par la condition de décollage). Les courbes
de la figure ci-contre montrent l’évolution de
zf en fonction de la masse m0 de propergol
embarqué, lorsque u et D évoluent pour m0

variant de M/2 à 8M.
Pour le réacteur de poussée la plus faible ({D, u}), emporter trop de propergol devient
contre performant, dès que m0 > 5M, puisque zf décroît avec m0.
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Un réacteur de poussée double sera moins performant (jusqu’à environ 5M) si l’augmen-
tation de poussée n’est obtenue qu’en doublant le débit, mais beaucoup plus performant
si elle est obtenue en doublant la vitesse d’éjection.
Enfin le réacteur de poussée quadruple n’est pas forcément plus efficace.
Une optimisation de la fusée met en jeu des effets compétitifs dont rendent compte les
termes qui entrent dans l’expression de zf . Ainsi, une augmentation du débit n’est pas
toujours favorable, car la phase de poussée dure ainsi moins longtemps. L’optimisation
d’un réacteur de poussée et de vitesse d’éjection fixée consiste à choisir la masse de
propergol à embarquer de manière à se placer au maximum de la courbe donnant zf en
fonction de m0.

y

L

h

z

B

C

D

A

26 1. Mur rectangulaire
La relation fondamentale de l’hydrostatique
s’écrit : −−→

gradP = r−→g
où r est la masse volumique du fluide, P la
pression en un point du fluide et −→g le champ
de pesanteur. Le fluide étant homogène, et le
champ de pesanteur uniforme, cette relation s’intègre en P(z) = Pa 1 rg(h − z), où
Pa désigne la pression atmosphérique. On vérifie que la pression augmente lorsque l’on
s’enfonce dans l’eau (z diminue). Seul le second terme entre en ligne de compte dans le
calcul des forces de pression dues à l’eau du barrage, car le premier est compensé par la
pression atmosphérique subie par la partie droite du mur.
Le morceau de mur hachuré sur le schéma, de largeur l , et de hauteur dz subit une force
pressante élémentaire, normale à l’élément de surface,

d
−→
F = rg(h − z)dS����uy = rg(h − z)ldz����uy .

Le mur délimité par les points ABCD subit donc une force totale :

−→
F =

∫ h

0
rgl(h − z)dz����uy = rgl

h2

2
����uy

On retiendra que cette force ne dépend pas de la longueur L de la retenue d’eau et qu’elle
croît comme le carré de la profondeur.

2. Mur cylindrique
La surface élémentaire (infiniment petit du second ordre) hachurée sur le dessin subit une
force :

d2−→F = P(z)d2−→S = P(z)dz
l
2

du−→u = P(z)dz
l
2

du
(
cos u�����ux 1 sin u����uy

)
La bande semi-circulaire de hauteur dz subit une force élémentaire (infiniment petit du
premier ordre) :

d
−→
F =

∫ u=p

u=0
P(z)dz

l
2

du
(
cos u�����ux 1 sin u����uy

)
= P(z)ldz����uy .
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La résultante des forces de pression subies par le mur est :

−→
F =

∫ z=h

z=0
rgl(h − z)dz����uy = rgl

h2

2
����uy

Ainsi, pour une largeur et une hauteur donnée, la force totale subie par le mur ne dépend
pas de sa forme.

27 Le densimètre subit son poids de valeur Mg et la poussée d’Archimède, de valeur
égale au poids de liquide déplacé ; la partie immergée du densimètre a un volume
V = V0 1 Sx, de sorte que :

P = r(V0 1 Sx)g

À l’équilibre, ces deux forces ont même valeur, ce qui conduit à la relation r =
M

V0 1 Sx
.

La graduation n’est donc pas linéaire.

T

C

P

hT

hP

28 1. La densité du sang est prise égale à celle de
l’eau ; la densité du mercure par rapport à l’eau vaut
13,6. Cela signifie que la différence de pression entre
deux points d’un lac séparés par une dénivellation de
10 m correspond à une dénivellation de mercure de
10

13,6
= 735 mm. On exprime habituellement la « ten-

sion artérielle » en cm ou en mm de mercure.

a. La relation fondamentale de l’hydrostatique s’écrit :

PC − PT = rghT et PP − PC = rghP
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La pression au niveau de la tête est donc égale à la pression au niveau du cœur diminuée

de la pression équivalente à hT = 450 mm d’eau, soit
450
13,6

= 33 mm de Hg.

Ainsi PT = 67 mm de Hg. hP = 1 350 mm d’eau, soit
1 350
13,6

= 99,3 mm de Hg. D’où

PP = 200 mm de Hg.

b. Comme cette fois PT − PC = rghT et PC − PP = rghP, on trouve facilement que
PP = 0 mm de Hg et PT = 133 mm de Hg.

2. Dans un avion en mouvement circulaire, tout point matériel de masse m est soumis, en
plus des forces extérieures, à une force d’inertie d’entraînement ��������Fie (M) = −m���ae (M). Si le
point matériel se déplace très lentement dans l’avion, la force de Coriolis est négligeable.
Dans la somme des forces, ajouter ��������Fie (M) au poids revient à remplacer−→g par−→g − ���ae (M).
La relation fondamentale de l’hydrostatique devient alors :

−−→
gradP = r(−→g − ���ae (M)) = r−→a (M)

Un fluide au repos dans le référentiel entraîné est donc soumis à une accélération effective
−→a (M).

a. V = 350 ms−1 ⇒ ae(M) =
V 2

R
=

3502

3 062
≈ 40 ms−2 = 4 g

a (M) = g – ae(M) = –3 g

a(M)g

V M

T

C

P

hT

hPae(M) = N = 4 g
V 2

R

PT − PC = ra(M)hT ⇒ PT = PC 1 3rghT ⇒ PT ≈ 200 mm de Hg
PC − PP = ra(M)hp ⇒ PP = PC − 3rghP ⇒ PP ≈ −200 mm de Hg
Le sang afflue à la tête du pilote sous l’effet de l’accélération d’inertie ; c’est le phénomène
du « voile rouge ».

b. V = 350 ms−1 ⇒ ae(M) =
V 2

R′ =
3502

6 125
≈ 20 ms−2 = 2 g
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ae(M) = –2 g

a(M)
V

M

a(M) = g – ae(M) = –3 g

T

C

P

hT

hP

PC − PT = ra(M)hT ⇒ PT = PC − 3rghT ⇒ PT ≈ 0 mm de Hg
PP − PC = ra(M)hp ⇒ PP = PC 1 3rghP ⇒ PP ≈ 400 mm de Hg
Le sang afflue aux pieds du pilote sous l’effet de l’accélération d’inertie, et la pression
artérielle au niveau du cerveau diminue ; c’est le phénomène du « voile noir ».
Ces phénomènes posent des problèmes aux pilotes lorsqu’ils négocient des virages serrés
(de petit rayon) à grande vitesse ; ils peuvent provoquer des troubles vasculaires sérieux.
On conçoit que ces troubles puissent aller jusqu’à l’évanouissement chez des sujets peu
entraînés. On comprend par ailleurs pourquoi un être humain ne peut pas supporter des
accélérations importantes (au maximum 10 3 g). Notons cependant que l’on néglige ici
tous les effets dynamiques : la mesure de la « tension artérielle » nécessite la pression
systolique (la plus élevée, lorsque le cœur ce contracte) et la pression diastolique. Elles
sont séparées par une quarantaine de mm de Hg.

29 La surface libre est définie à l’équilibre par P(x, y, z) = Pa, où Pa est la pression
atmosphérique.
Pour le récipient immobile :

−−→
gradP = r−→g ⇒ P(x, y, z) = Pa 1 rg(h − z)

La surface libre est une portion du plan horizontal de côte h. Pour le récipient en rotation
uniforme : −−→

gradP = r(−→g − ���ae (M))

comme déjà discuté dans l’exercice 28.
On se place en coordonnées cylindriques :

���ae (M) = v2r ����ur

Il vient :
≠P
≠r

����ur 1
1
r

≠P
≠u

�����uu 1
≠P
≠z

�����uz = r(−g�����uz 1 v2r ����ur )
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Comme cela impose
≠P
≠u

= 0, la surface sera de révolution autour de Oz. Elle est donnée

par les système d’équations aux dérivées partielles :


≠P
≠r

= rv2r

≠P
≠z

= −rg

qui s’intègre en : 
P(r, z) =

1
2

rv2r2 1 F (z)

P(r, z) = −rgz 1 G(r)

Ces deux relations sont compatibles, puisque les variables r et z sont séparées, et
conduisent à :

P(r, z) =
1
2

rv2r2 − rgz 1 C

La surface libre a donc pour équation :
1
2

rv2r2 − rgz 1 C = P0

La méridienne de la surface libre (u fixé) est une parabole ; la surface libre est un para-
boloïde de révolution d’axe z. La constante C se calcule en exprimant la conservation du
volume du fluide. En l’absence de rotation, ce volume est celui d’un cylindre de rayon R,
et de hauteur h :

V0 = pR2h

En coordonnées cylindriques :

V =
∫∫∫

rdrdudz =
∫ u=2p

u=0
du

∫ r=R

r=0
rdr

∫ z(r)

z=0
dz′

avec z(r) = Ar2 1 B, où B est à chercher. D’où :

V = 2p

∫ r=R

r=0
z(r)rdr = 2p

∫ r=R

r=0
(Ar2 1 B)rdr

qui s’intègre aisément en :

V = 2p

(
1
4

AR4 1
1
2

BR2
)

De l’égalité V = V0 = pR2h, on tire : h =
1
2

AR2 1 B ⇒ B = h − 1
2

AR2

L’équation de la méridienne est donc :

z =
v2

2g

(
r2 − R2

2

)
1 h

Cette équation ne dépend pas de la masse volumique du liquide.
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C h a p i t r e 2

Électromagnétisme

Ce chapitre est l’un des plus difficile à maîtriser parfaitement. Comme il lui est fait
appel tout au long de l’enseignement secondaire, de la 6e à la terminale, il en est
de même lors de l’épreuve écrite du CAPES. II est donc vivement conseillé de le
reprendre tout au long de l’année de préparation au concours.
La majorité des parties portent sur l’électromagnétisme du vide : les charges et
les circuits électriques ne sont pas environnés de matière. En électrostatique, les
charges et les champs électriques ne dépendent pas du temps. En magnétostatique,
les intensités de courant sont continues et créent des champs magnétiques indé-
pendants du temps. En électromagnétisme du vide, toutes ces grandeurs physiques
deviennent dépendantes du temps ; c’est le domaine de l’induction magnétique, les
champs électriques et magnétiques sont reliés entre eux par les équations de Max-
well. Enfin, les trois dernières parties portent sur l’électromagnétisme de la matière
(matériaux diélectriques ou magnétiques). Bien que le nombre d’épreuves écrites
portant sur ce dernier sujet soit restreint, les notions fondamentales de susceptibi-
lité électrique ou magnétique, d’aimantation ou de vecteur déplacement paraissent
nécessaires pour une connaissance minimum de la physique de la matière.
On s’attachera à maîtriser les conventions d’orientation en magnétostatique et
surtout en induction, à faire le parallèle entre une équation locale et une équation
intégrale, à noter immédiatement les conditions de symétries du système et à en
appliquer les propriétés.

1. Électrostatique : charges - forces - champ et potentiel électrostatiques
1.1. Les charges électriques
1.2. L’interaction coulombienne
1.3. Le champ électrostatique
1.4. Le potentiel électrostatique
1.5. Théorème de Gauss

2. Les équations locales de l’électrostatique
2.1. Circulation conservative
2.2. Expression locale du théorème de Gauss
2.3. Propriétés du potentiel
2.4. Définition et continuité des champs et des potentiels
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3. Les conducteurs en électrostatique
3.1. Conducteur en équilibre électrostatique – champ et potentiel
3.2. Capacité d’un conducteur seul dans l’espace
3.3. Plusieurs conducteurs en équilibre électrostatique
3.4. Influence totale
3.5. Condensateurs

4. Énergie potentielle d’interaction électrostatique
4.1. Système de charges ponctuelles
4.2. Distribution continue de charges
4.3. Distribution volumique de charges
4.4. Énergie associée au champ électrique
4.5. Utilisation de l’énergie pour le calcul des forces électrostatiques

5. Magnétostatique : champ et force magnétiques
5.1. Force magnétique
5.2. Champ magnétique : loi de Biot et Savart

5.3. Exemples de calcul de
−→
B à partir de la loi de Biot et Savart

6. Symétries du champ magnétique. Théorème d’Ampère
6.1. Symétries par rapport à un plan
6.2. Symétries par rapport à un plan 1 inversion du sens des courants (transformation S.I.)
6.3. Circulation du champ magnétique

7. Potentiel-vecteur. Flux et circulation du champ magnétique
7.1. Le potentiel-vecteur
7.2. Flux du champ magnétique
7.3. Équation locale portant sur le potentiel-vecteur
7.4. Relations de passage pour le champ magnétique

8. Induction électromagnétique
8.1. Expérience fondamentale de Faraday (1831)
8.2. Autres conditions de manifestation du phénomène d’induction
8.3. Induction mutuelle et auto-induction dans l’approximation des régimes
quasi-stationnaires
8.4. Étude d’une bobine réelle dans l’approximation des régimes quasi-stationnaires

9. Le moteur à courant continu
9.1. Constitution d’un moteur
9.2. Phénomène d’induction
9.3. Couple électromagnétique
9.4. Moteur à excitation indépendante (ou séparée)
9.5. Moteur à excitation série

10. Les équations de l’électromagnétisme en régime variable
10.1. Équation de continuité (conservation de la charge électrique)
10.2. Équation de Maxwell - Ampère
10.3. Potentiels
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11. Ondes électromagnétiques dans le vide
11.1. Équation de propagation
11.2. Une solution particulièrement simple : l’onde plane homogène
11.3. Ondes sinusoïdales. Polarisation
11.4. Énergie électromagnétique : densité volumique et flux
11.5. Vue d’ensemble des radiations électromagnétiques

12. Électromagnétisme de la matière : étude macroscopique des diélectriques
12.1. Mise en évidence du rôle des diélectriques en électrostatique : polarisation induite

12.2. Vecteur polarisation
−→
P

12.3. Susceptibilité électronique xe

12.4. Répartition des charges de polarisation
12.5. Potentiel et champ à l’intérieur du diélectrique
12.6. Équations de Maxwell et conséquences

13. Électromagnétisme de la matière : étude microscopique des diélectriques
13.1. Polarisation électronique des atomes
13.2. Polarisation des molécules
13.3. Bilan des polarisations des diélectriques

14. Électromagnétisme de la matière : milieux aimantés
14.1. Dipôle magnétique
14.2. Moments dipolaires magnétiques dans la matière
14.3. Description d’un échantillon de matière aimantée
14.4. Équations de Maxwell dans la matière aimantée
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1. ÉLECTROSTATIQUE : CHARGES - FORCES - CHAMP ET POTENTIEL

ÉLECTROSTATIQUES

1.1. Les charges électriques

– Elles peuvent être ponctuelles (q ou Q) ou réparties (l ou s ou r). Une distribution
surfacique de charges réparties sur une surface S est définie par la densité surfacique
de charges s liée à la charge Q totale par :

Q =
∫∫

S
sdS

De même, une densité volumique de charges r répartie dans un volume V correspondra
à la charge totale Q :

Q =
∫∫∫

V
rdt

– Il y a toujours conservation de la charge électrique au cours d’une interaction électro-
statique.

– La charge électrique est quantifiée.

– La valeur absolue de la charge de l’électron est égale à celle du proton.

1.2. L’interaction coulombienne

F1/2

q1 q2

F2/1

r12

u1/2

La loi de Coulomb exprime la force
−−→
F1/2 exercée par une

charge ponctuelle q1 sur une charge ponctuelle q2, les deux
charges étant distantes de r12.

−−→
F1/2 =

1
4p´o

q1q2

r2
12

−→u12

La constante diélectrique du vide ´o est fixée telle que 1/4p´o = 9 · 1019 u.S.I.

1.3. Le champ électrostatique

Le champ électrostatique est défini à partir de la force de Coulomb. Il faut distinguer les
charges sources qui créent le champ électrostatique et la charge témoin qui permet de mettre
en évidence ce champ électrostatique sans le perturber.

E(M)q0
Fq0

M
q0 > 0

Une charge témoin qo située en un point M où règne le
champ électrostatique

−→
E (M) sera soumise à la force :

−→
Fqo = qo

−→
E (M)
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• Expression du champ

E(M)

q

(q > 0)

M

u

Si la charge source est pontuelle et vaut q, elle crée au point M,
situé à la distance r de celle-ci, le champ :

−→
E (M) =

1
4p´o

q
r2
−→u

S’il s’agit d’un ensemble de charges sources ponctuelles qi situées respectivement aux
distances ri du point M, conformément au principe de superposition, le champ s’écrit :

−→
E (M) =

1
4p´o

∑ qi

r2
i

−→ui

r

u

P

Mρ

Pour une distribution volumique de charges
sources réparties dans le volume V , le champ
au point M vaut :

−→
E (M) =

1
4p´o

∫∫∫
V

r(P)−→u
r2 dt

La norme du champ électrostatique s’exprime
en V · m−1.

• Propriété fondamentale du champ électrostatique

– Le champ créé par une charge source ponctuelle est un champ vectoriel à symétrie
sphérique.

– Un champ vectoriel à symétrie sphérique et dont la norme varie en 1/r2 est conservatif.

– Tout champ électrostatique est dit « conservatif », ce qui signifie que sa circulation sur
une courbe fermée est nulle. Il dérive alors d’un potentiel scalaire V.

1.4. Le potentiel électrostatique

Définition : À partir du champ électrostatique, on définit le potentiel V :

– soit par l’équation locale, valable en tout point M de l’espace :

−→
E (M) = −

−−→
gradV(M)

– soit par l’équation intégrale définissant la circulation du champ
−→
E le long d’un circuit AB :

C−→
E /AB =

∫ B

A

−→
E ·

−→
d� = V(A) − V(B)

La circulation du champ
−→
E le long du circuit AB ne dépend pas du chemin suivi.
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• Expression du potentiel
Le potentiel est défini à une constante près. Pour choisir cette constante, on ne peut choisir
V (∞) = 0 que s’il n’y a pas de charge source située à l’infini. Le potentiel s’exprime en
volt (V).

– Pour une source ponctuelle située à la distance r du point M :

V (M) =
q

4p´0r
1 cte

– Pour un ensemble de charges ponctuelles, V s’écrit au point M :

V (M) =
1

4p´0

∑
i

qi

ri
1 cte

– Pour une distribution continue de charges, V s’écrit :

V (M) =
1

4p´0

∫∫∫
V

r(r)dt

r
1 cte

où V est le volume occupé par les charges sources.

• Signification physique du potentiel
V (M) représente le travail à fournir pour amener une charge témoin qo de l’infini au point
M, divisé par la charge qo.

L’énergie potentielle électrostatique d’une charge q située au point M où règne le potentiel
V (M) s’écrira donc :

U = qV (M)

Remarque : le fait que
−→
E dérive d’un potentiel découle de la conservation de l’énergie.

1.5. Théorème de Gauss

n
E

dS

• Notion de flux

– Le flux élémentaire du champ électrostatique
−→
E sortant d’une

surface élementaire dS définie par sa normale −→n est égal à :

dF =
−→
E · −→n dS

– Le flux global sortant d’une surface fermée S s’écrit :

F = ©
∫∫

S

−→
E · −→n dS
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Théorème de Gauss : Le flux du champ électrostatique, créé par une charge ponctuelle q, sor-
tant d’une surface fermée quelconque ne contenant pas q, est nul.

– Le flux du champ électrostatique, créé par une charge ponctuelle q, sortant d’une surface fermée
quelconque contenant q, vaut q/´0.

– Généralisation :

F = ©
∫∫

S

−→
E · −→n dS =

∑
qint

´0

où
∑

qint représente la somme des charges sources situées à l’intérieur de la surface fermée S.

• Utilisation pour les calculs de champ ou de potentiel électrosatiques
Ce théorème est très utile dans le cas de symétries fortes (cylindriques ou sphériques).
Pour calculer le champ ou le potentiel, il faut alors suivre le schéma directeur suivant :

E

Σqi
charges
sources

direction de E
et variables 

dont dépend 
sa norme

choix de 
la surface 
de Gauss S

ΦE/S

Σqint

V

– passant par M
– telle que E = Cte sur S
– telle que E soit // ou    à S

E.dl = VA – VB

E = grad V

A

B

symétries Théorème
de Gauss

ou

2. LES ÉQUATIONS LOCALES DE L’ÉLECTROSTATIQUE

2.1. Circulation conservative

• Conséquence de
−→
E = −−−→

grad V

En coordonnées cartésiennes, cette égalité conduit aux relations
≠Ez

≠y
−

≠Ey

≠z
= 0 ;

≠Ex

≠z
− ≠Ez

≠x
= 0 ;

≠Ey

≠x
− ≠Ex

≠y
= 0. On cherche ensuite une expression vectorielle

qui admet ces trois relations comme projections sur trois axes. On introduit l’opérateur
« rotationnel ».

• Notion de rotationnel

ni
AMi

Mi Γi

La projection du vecteur −→rot
−→
A , au point Mi, selon la normale à la

surface orientée DSi, est égale à la circulation DCi du vecteur
−→
A sur

le contour fermé Gi, limitant DSi, divisée par la surface DSi, ceci
quand DSi tend vers zéro :

(−→rot
−→
AMi ) · −→ni = Lim DSi−→0

DCi

DSi
.
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Relation de Stockes : la circulation d’un vecteur
−→
A le long d’un contour fermé G s’écrit :∮

G

−→
A ·

−→
d� =

∫∫
S
(
−→
rot

−→
A ) · −→n dS

où S est une surface quelconque s’appuyant sur le contour fermé G.

Rotationnel du champ électrostatique : en tout point M de l’espace, on a :

−→rot
−→
E (M) =

−→
0

En coordonnées cartésiennes, cette relation s’écrit :

(−→rot
−→
E )x =

≠Ez

≠y
−

≠Ey

≠z
= 0

(−→rot
−→
E )y =

≠Ex

≠z
− ≠Ez

≠x
= 0

(−→rot
−→
E )z =

≠Ey

≠x
− ≠Ex

≠y
= 0

En coordonnées cylindriques :

(−→rot
−→
E )r =

1
r

≠Ez

≠u
− ≠Eu

≠z
= 0

(−→rot
−→
E )u =

≠Er

≠z
− ≠Ez

≠r
= 0

(−→rot
−→
E )z =

1
r

≠(rEu)
≠r

− 1
r

≠Er

≠u
= 0

En coordonnées sphériques :

(−→rot
−→
E )r =

1
r sin u

[
≠(Ew sin u)

≠u
− ≠Eu

≠w

]
= 0

(−→rot
−→
E )u =

1
r sin u

[
≠Er

≠w
− 1

r
≠(rEw)

≠r

]
= 0

(−→rot
−→
E )w =

1
r

[
≠(rEw)

≠r
− ≠Er

≠u

]
= 0

2.2. Expression locale du théorème de Gauss

Divergence d’un champ vectoriel : La divergence d’un vecteur
−→
A , au point Mi, est égale

à la limite, quand le volume Dt tend vers zéro, du flux de
−→
A sortant d’une surface fermée

DSi, entourant Mi, divisée par le volume Dt contenu dans DSi :

div
−→
AMi = Lim

Dt−→0

DFi

Dt
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Relation d’Ostrogradzki : Le flux d’un vecteur
−→
A à travers une surface fermée s’écrit :

©
∫∫

S

−→
A · −→dS =

∫∫∫
t

(div
−→
A )dt

où t est le volume contenu dans la surface fermée S.
Divergence du champ électrostatique : en tout point M de l’espace où il existe une
densité volumique de charge rM et où règne le champ

−→
E (M), on a :

div
−→
E (M) =

rM

´0

Cette relation ne s’applique cependant pas si M se trouve sur une surface chargée, sur un
fil chargé ou sur une charge ponctuelle.
En coordonnées cartésiennes, la relation s’écrit :

div
−→
E =

≠Ex

≠x
1

≠Ey

≠y
1

≠Ez

≠z

En coordonnées cylindriques :

div
−→
E =

1
r

[
≠(rEr)

≠r
1

≠Eu

≠u
1

≠(rEz)
≠z

]
En coordonnées sphériques :

div
−→
E =

1
r2

≠(r2Er)
≠r

1
1

r sin u

≠(sin uEu)
≠u

1
1

r sin u

≠(Ew)
≠w

2.3. Propriétés du potentiel

• Équation locale

DV 1
r

´0
= 0

DV = div(
−−→
gradV ) est le laplacien de V . Si r = 0, DV = 0, la relation est appelée

équation de Laplace ; si r fi 0, c’est l’équation de Poisson.
En coordonnées cartésiennes :

DV =
≠2Ex

≠x2 1
≠2Ey

≠y2 1
≠2Ez

≠z2

En coordonnées cylindriques :

DV =
1
r

[
≠

≠r

(
r

≠V
≠r

)
1

≠

≠u

(
1
r

≠V
≠u

)
1

≠

≠z

(
r

≠V
≠z

)]
En coordonnées sphériques :

DV =
1
r2

≠

≠r

(
r2 ≠V

≠r

)
1

1
r2 sin2 u

≠2V
≠w2 1

1
r2 sin u

≠

≠u

(
sin u

≠V
≠u

)
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Propriété : Le potentiel ne présente aucun extrémum en dehors des charges.

En conséquence, un ensemble de charges ne peut être en équilibre stable sous la seule
action des interactions électrostatiques (théorème d’Ehrenfest).

2.4. Définition et continuité des champs et des potentiels
−→
E et V ne sont pas définis sur un fil chargé ni sur une charge ponctuelle.
−→
E et V sont définis pour toute distribution continue de charges, en volume ou en surface.

Propriété :
−→
E est discontinu à la traversée d’une distribution surfacique de charges

Exemple : à la surface d’une sphère ou d’un cylindre portant des charges en surface, sur
un disque ou un plan chargé, on observe une discontinuité du champ.

• Relations de passage à la traversée d’une surface chargée

n12

M

z

x

y

(1)

(2)

(S)

Soit deux milieux (1) et (2) séparés par une surface (S)
qui porte la densité superficielle de charges s. Soit xMy
le plan tangent à (S) en M et

−→
Mz un axe perpendiculaire

à ce plan. On appelle
−→
En la composante normale de

−→
E

en M, parallèle à
−→
Mz. On appelle

−→
Et la composante

tangentielle de
−→
E en M, perpendiculaire à

−→
Mz. Seule

la composante normale de
−→
E subit une discontinuité :

En2 − En1 =
s

´0
Et2 − Et1 = 0

Ce qui se généralise par la relation vectorielle :

−→
E2 −

−→
E1 =

s

´0

−→n12

Cette relation de passage n’est valable qu’en tout point M de la surface de séparation entre
les deux milieux et quelles que soient les densités volumiques de charges qu’ils contiennent
éventuellement.
Le potentiel ne subit aucune discontinuité :

V1 = V2
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3. LES CONDUCTEURS EN ÉLECTROSTATIQUE

3.1. Conducteur en équilibre électrostatique – champ et potentiel

• À l’intérieur du conducteur
−→
E =

−→
0 V = Cte r = 0

• Au voisinage du conducteur
Les charges portées par un conducteur ne peuvent se répartir que sur sa suface qui porte
alors une densité surfacique s.

Théorème de Coulomb : Au voisinage d’une surface chargée, le champ électrostatique est nor-
mal à la surface du conducteur et vaut :

−→
E =

s

´o

−→n

où −→n est un vecteur normal à la surface et dirigé vers l’extérieur. Le champ est donc dirigé vers
l’extérieur si s>0.

• À la surface du conducteur :
le champ produit par le reste du conducteur en un point de sa surface est égale à :

−→
Er =

s

2´o

−→n

On définit la pression électrostatique p :

p =
s2

´o
> 0

Les forces dues à cette pression électrostatique tendent à faire sortir les charges du
conducteur. Elles sont compensées par une force moléculaire antagoniste. Si s devient
important, il peut y avoir émission de charge par « effet de champ ».

• Dans la cavité d’un conducteur
Théorème des écrans : les charges extérieures au conducteur ainsi que celles portées par sa
surface externe donnent un champ nul dans une cavité du conducteur.

V = Cte
−→
E =

−→
0

Ces résultats sont valables quelle que soit la répartition des charges sur la surface externe
du conducteur.

3.2. Capacité d’un conducteur seul dans l’espace
Définition : Si Q est la charge portée par la surface externe d’un conducteur et V le potentiel du
conducteur ou de sa surface, la capacité du conducteur est :

C =
Q
V

C s’exprime en farad (F).
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Exemples : pour une sphère conductrice de rayon R : C = 4p´oR. La capacité de la
Terre vaut 0,7 mF.

A

B
– – – – –

–
– – – – – –

++ + +
+

+

+ + + +
+

3.3. Plusieurs conducteurs
en équilibre électrostatique

Le phénomène d’influence apparaît lorsque plusieurs
conducteurs chargés interagissent. Lorsque deux
conducteurs A et B sont en équilibre, il y a influence
mutuelle.

Théorème des éléments correspondants : Si (1) et (2)
sont deux lignes de champ quelconques, SA et SB sont appe-
lés des « éléments correspondants ». Les charges respectives
portées par ces éléments sont telles que :

qA = −qB

SB(qB)– – – – –

–
– – – – – –

++ + +
+

+

+ + + +
+

(1)
(2)

SA(qA)

3.4. Influence totale

Elle correspond au cas où le conducteur B entoure le
conducteur A. On a alors :

Qext
A = −Qint

B

3.5. Condensateurs

B

A

QB
int

QA
int

Un condensateur est constitué de deux conducteurs A
et B en influence totale. La capacité d’un condensateur
est égale à :

C =
QA

VA − VB

Exemple : un condensateur sphérique est formé
de deux conducteurs sphériques concentriques de
rayons R1 et R2 (R2 < R1) :

C = 4p´o
R1R2

R1 − R2

Exemple : pour un condensateur plan, si S est la surface en regard des armatures et e la

distance entre celles-ci, on a C = ´o
S
e
.
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4. ÉNERGIE POTENTIELLE D’INTERACTION ÉLECTROSTATIQUE

4.1. Système de charges ponctuelles

Cas de deux charges ponctuelles : l’énergie potentielle d’interaction U de deux charges
ponctuelles représente le travail qu’il faut fournir pour transporter la charge q2 depuis
l’infini jusqu’à sa position actuelle, à la distance r12 de la charge q1. C’est aussi le travail
qu’il faut fournir pour transporter q1 depuis l’infini jusqu’à sa position finale, c’est-à-dire
à la distance r12 de la charge q2 :

U =
q1q2

4p´or12

Cas de N charges ponctuelles : l’énergie potentielle d’interaction de N charges qi est :

U =
∑

couples(i, j)

qiqj

4p´orij
=

N∑
i=1

∑
j>i

qiqj

4p´orij
=

1
2

N∑
i=1

N∑
j=1
jfii

qiqj

4p´orij
=

1
2

N∑
i=1

qiVo(Pi)

où Vo(Pi) est le potentiel créé en Pi , position de qi, par les (N − 1) charges, autres que qi.

4.2. Distribution continue de charges

Condensateur : l’énergie associée à un condensateur de capacité C et soumis à une
différence de potentiel V s’écrit :

U =
1
2

Q2

C
=

1
2

QV =
1
2

CV 2

4.3. Distribution volumique de charges

U =
1
2

∫∫∫
t

r(P)V (P)dt

où V (P) est le potentiel régnant au point P contenu dans le volume t portant la densité
de charge r.

4.4. Énergie associée au champ électrique

La densité d’énergie électrostatique en un point P où règne le champ
−→
E (P) vaut :

u =
1
2

´o

∥∥∥−→E (P)
∥∥∥2
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L’énergie potentielle d’un ensemble de charges créant en P un champ
−→
E (P) vaut :

U =
∫∫∫

tout l’espace

1
2

´o

∥∥∥−→E (P)
∥∥∥2

dt

4.5. Utilisation de l’énergie pour le calcul des forces
électrostatiques

Si U est l’énergie électrostatique d’un solide chargé capable de se déplacer en translation
ou en rotation sous l’effet de forces électrostatiques celles-ci peuvent être exprimées en
fonction de U selon les relations suivantes.
En translation : Fx = −≠U

≠x
; Fy = −≠U

≠y
; Fz = −≠U

≠z
soit

−→
F = −−−→

gradU

En rotation : Gz = −≠U
≠u

; Gz est la projection selon l’axe de rotation Oz du moment des

forces électrostatiques appliquées au solide.

5. MAGNÉTOSTATIQUE : CHAMP ET FORCE MAGNÉTIQUES

5.1. Force magnétique

Tout commence en 1820 avec C. Oersted qui découvre qu’une aiguille aimentée est déviée
par un courant électrique.

Force de Lorentz : la force exercée sur une charge ponctuelle q par un champ électrique
−→
E et

un champ magnétique
−→
B s’écrit :

−→
F = q

−→
E 1 q−→v ∧ −→

B

Cette expression suppose que la charge q est indépendante de sa vitesse −→v .

Force de Laplace : La force élémentaire exercée sur un élément de conducteur de volume dt

parcouru par une densité de courant
−→
j et placé dans un champ magnétique

−→
B s’écrit :

−→
dF = dt

−→
j ∧ −→

B

Lorsqu’il s’agit de la force élémentaire exercée sur un élément de conducteur filiforme
de longueur d� parcouru par un courant d’intensité I et placé dans un champ magnétique−→
B , l’expression de la force de Laplace devient :

−→
dF = I

−→
d� ∧ −→

B

I est une grandeur algébrique, positive si le courant circule dans le sens de
−→
d� et négative

dans l’autre cas.
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5.2. Champ magnétique : loi de Biot et Savart

I

P(C)
M

u r

Elle exprime le champ magnétique créé en
un point M par une distribution de courant.

Circuit filiforme : l’expression du champ
magnétique créé en M par un circuit filiforme
(C) parcouru par un courant d’intensité I est :

−→
B (M) =

mo

4p

∮
(C)

I
−→
d� ∧

−→u
r2

Le courant d’intensité I circule dans le circuit (C) qui est orienté arbitrairement.
Le vecteur

−→
d� est tangent à (C) en l’un de ses points « baladeurs » P et son sens est

défini par l’orientation choisie. Le vecteur unitaire −→u est porté par PM et orienté de
P vers M. Enfin, PM = r. Cette loi fait intervenir la perméabilité magnétique du vide
mo = 4p.10−7 u.S.I., reliée à ´o, dans le système international, par la relation ´omoc2 = 1.

P

τ

M
u

r
j

Courant distribué en volume

−→
B (M) =

mo

4p

∫∫∫
t

−→
j (P) ∧ −→u (P)

r2 dt

Limite de validité : la loi de Biot et Savart n’est applicable qu’en régime permanent (I ou
−→
j indépendant du temps), domaine de la magnétostatique, ou bien en régime lentement

variable avec le temps, c’est-à-dire dans l’approximation des régimes quasi-stationnaires.

5.3. Exemples de calcul de
−→
B à partir de la loi de Biot et Savart

B

a uθ

z

M

O

I

ur

uz

• Champ magnétique créé par un fil recti-
ligne infini

−→
B (M) =

moI
2pa

−→uu

Ce résultat conduit à l’expression de la force
d’interaction entre deux fils rectilignes paral-
lèles parcourus par des courants d’intensité I1

et I2 et distants de a :
−−→
F2/1

d�2
= −

−−→
F1/2

d�1
= −moI1I2

2pa
−→u12.

La définition légale de l’ampère est déduite de cette interaction : si a = 1 m, la force
d’interaction par unité de longueur des fils vaudra 2.10−7 N.m−1 lorsque I1 = I2 = 1 A.
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uz

B(M)

R

z

M

O

I

θ r

• Champ magnétique créé par une spire circulaire en un
point de son axe

−→
B (M) =

moIR2

2r3
−→uz =

−→
B (M) =

moI sin3 u

2R
−→uz

• Champ magnétique créé sur l’axe d’un solénoïde

−→
Bext(M) =

monI
2

(cos u1 − cos u2)−→uz

−→
B int(M) =

monI
2

(cos u1 1 cos u2)−→uz

où n est le nombre de spires par unité de longueur du
solénoïde. Cette expression conduit à :

−→
B int(M) = monI−→uz

lorsque le solénoïde devient infiniment long.

θ1 θ2
uz

z

MI θ1

θ2
uz z

MI

6. SYMÉTRIES DU CHAMP MAGNÉTIQUE. THÉORÈME D’AMPÈRE

E' E

π

M'

E' //
E //

M  

E'
E

6.1. Symétries par rapport à un plan

B'

B

π

M'

B' //

B //

M  

B'

B

Vecteurs polaires : ils se transforment de la même
manière qu’un bipoint lors d’une opération de symé-
trie par rapport à un plan p.

−→
E′

// =
−→
E//

−→
E′

⊥ = −−→
E⊥

Si M ∈ p =⇒ −→
E ∈ p

Exemples de vecteurs polaires :
−−→
OM, −→v ,

−→
E ,

−→
j ,

−→
F , ...

Vecteurs axiaux ou pseudo-vecteurs
−→
B′
⊥ =

−→
B⊥

−→
B′

// = −−→
B//

Si M ∈ p =⇒ −→
B ⊥ p
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Exemples de vecteurs axiaux :
−→
G =

−−→
OM ∧ −→

F , −→s =
−−→
OM ∧ m−→v ,

−→
B , ...

Produit vectoriel - Rotationnel : Selon les opérations appliquées à des vecteurs polaires
et axiaux, le résultat final est l’un ou l’autre type de vecteur. On note

−→
Pi les vecteurs

polaires et
−→
Ai les vecteurs axiaux :

−→
P 1 ∧

−→
P 2 =

−→
A ;

−→
A1 ∧

−→
A 2 =

−→
A3;

−→
A ∧ −→

P 1 =
−→
P2; −→rot

−→
P =

−→
A ; −→rot

−→
A =

−→
P .

6.2. Symétries par rapport à un plan 1 inversion du sens
des courants (transformation S.I.)

B' B

π

M'

B' //
B //

M  

B'
B

et inversion du courant

Elle est réservée au champ magnétique.
−→
B′

// =
−→
B//

−→
B′
⊥ = −−→

B⊥

Si M ∈ p =⇒ −→
B ∈ p

• Exemples d’application :

– plan p perpendiculaire à un fil rectiligne parcouru par un courant

– plan p perpendiculaire au plan d’une spire parcourue par un courant

– plan p contenant l’axe d’un solénoïde infini.

• Symétrie cylindrique (de révolution autour d’un axe D)

– toute grandeur scalaire ou toute composante de vecteur est indépendante de u (ainsi
que de z si le circuit est infini dans la direction D),

– Si M ∈ D, tout vecteur d’origine M est parallèle à D,

– Si p est le plan contenant M et
−→
j alors

−→
B ⊥ p,

– Si p′ est le plan contenant M et perpendiculaire à
−→
j alors

−→
B ∈ p′.

• Symétrie sphérique

– toute grandeur scalaire ou toute composante de vecteur est indépendante de r,

– tout vecteur est radial et nul s’il a comme origine le centre de symétrie.

6.3. Circulation du champ magnétique

• Cas du fil conducteur infini

C−→
B /M1M2

=
moI
2p

(u2 − u1)
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Théorème d’Ampère : : La circulation du champ magnétique le long d’un contour fermé quel-
conque, orienté par −→n , est égale à mo fois la somme des intensités algébriques des courants, de
direction −→uz enlacés par ce contour :

C−→
B /G

=

∮
G

−→
B ·

−→
d� = moSIenlacés

Ces intensités algébriques sont comptées positivement si −→n · −→uz > 0 et négativement si
−→n · −→uz < 0.

Exemple : Sur la figure ci-contre :
C−→

B /G
= mo(−I1 1 I2 − I3)

I1

I2
I3

I4

+
(Γ)

n
Pour déterminer le champ magnétique en utilisant
le théorème d’Ampère, il faut choisir le contour
G dit « courbe d’Ampère » astucieusement. G doit
passer par le point M où l’on désire calculer

−→
B .

De plus, G doit être, si possible, une ligne de
champ et le lieu des points où ‖−→B ‖ = Cte.
La forme locale du théorème d’Ampère appelée
relation de Maxwell - Ampère s’écrit :

−→rot
−→
B = mo

−→
j

où
−→
j est la densité volumique de courant, dont la norme s’exprime en A.m−2.

• Applications
Le théorème d’Ampère permet de calculer facilement le champ magnétique de quelques
distributions particulières de courant.

– Fil infini (G =cercle (O, r)). Le champ à la distance r du fil vaut :
−→
B =

moI
2pr

−→uu

– Pour un câble infini de rayon a parcouru par un courant réparti uniformément dans son
volume, le champ à la distance r de l’axe vaut :

−→
Bint =

moIr
2pa2

−→uu ,
−→
Bext =

moI
2pr

−→uu

– Pour un câble infini de rayon a parcouru par un courant réparti uniformément sur sa
surface :

−→
Bint =

−→
0 ,

−→
Bext =

moI
2pr

−→uu

– Pour un solénoïde infiniment long (n spires/m) (G = rectangle parallèle à l’axe), le
champ s’écrit :

−→
Bext =

−→
0 ,

−→
Bint = monI−→uz
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7. POTENTIEL-VECTEUR. FLUX ET CIRCULATION DU CHAMP

MAGNÉTIQUE

7.1. Le potentiel-vecteur

Par opposition au champ électrique
−→
E qui dérive d’un potentiel scalaire V , le champ

magnétique
−→
B dérive d’un potentiel-vecteur

−→
A .

• Relation locale entre
−→
B et

−→
A

−→
B = −→rot

−→
A

• Expression de
−→
A

La relation précédente conduit à l’expression de
−→
A créé par un circuit filiforme C parcouru

par un courant d’intensité I , à la distance r de celui-ci :

−→
A =

mo

4p

∮
C

I
−→
d�

r

ou bien par une distribution volumique de courant contenue dans un volume t et définie
par sa densité volumique

−→
j :

−→
A =

mo

4p

∫∫∫ −→
j (P)dt

r

−→
A est un vecteur polaire, sa norme s’exprime en T.m

• Indétermination du potentiel - vecteur

–
−→
A n’est défini qu’au gradient d’une fonction près.

– En magnétostatique, on impose de plus la jauge de Coulomb div
−→
A = 0.

– Les expressions précédentes satisfont la jauge de Coulomb.

– La définition de
−→
A par

−→
B = −→rot

−→
A ainsi que le choix de la jauge de Coulomb div

−→
A = 0

laissent encore un grand nombre de possibilités pour
−→
A .

• Relation intégrale entre
−→
B et

−→
A

La circulation de
−→
A le long d’un contour fermé et orienté (C) est égale au flux de

−→
B

sortant d’une surface quelconque (S) limitée par le contour (C) :∮
C

−→
A · −→d� =

∫∫
S

−→
B · −→n dS
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• Application : calcul du potentiel-vecteur créé par un courant filiforme,
rectiligne et infini
En un point M situé à la distance r du fil qui est parcouru par un courant d’intensité I et
d’axe z′z :

−→
A (M) =

(
−mo

2p
�n r 1 Cte

)−→uz

7.2. Flux du champ magnétique

Cette notion intervient ici car les relations ci-dessous découlent de la propriété de la
divergence d’un rotationnel, qui est toujours nulle : div (−→rot

−→
A ) = 0.

• Divergence de
−→
B

div
−→
B = 0

• Le flux de
−→
B est conservatif

©
∫∫

S

−→
B · −→n dS = 0

Pour que cette relation soit valable, il faut que la surface S soit fermée.

Théorème de Maxwell : le travail W des forces magnétiques lors du déplacement d’un circuit
fermé parcouru par un courant d’intensité I, dans un champ magnétique extérieur est égal à :

W = dFC = I(Ff − Fi)

dFC est le flux coupé par le circuit au cours du déplacement, c’est à dire le flux du champ
magnétique à travers la surface balayée, et Ff et Fi sont les flux à travers le circuit dans
ses positions finale et initiale.

• Règle du flux maximal
Le flux du champ magnétique à travers un circuit est maximal lorsque celui-ci est dans sa
position d’équilibre.

7.3. Équation locale portant sur le potentiel-vecteur

• Le laplacien vectoriel D
−→
A

Il est défini par :
−→rot −→rot

−→
A =

−−→
grad(div A) − D

−→
A

où D
−→
A possède les trois composantes DAx, DAy, DAz en coordonnées cartésiennes.
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• Équation locale
Le laplacien vecteur D

−→
A est relié à la densité volumique de courant

−→
j par :

D
−→
A 1 mo

−→
j =

−→
0 associé à div

−→
A = 0

On notera l’analogie entre cette équation et l’équation de Poisson en électrostatique.

7.4. Relations de passage pour le champ magnétique

• Densité surfacique de courant
−→
js

L’intensité du courant traversant un arc de courbe MN est donnée par :

I =
∫

MN
(
−→
js · −→u )

−→
d�

où −→u est un vecteur unitaire tangent à la surface sur laquelle circule I et orthogonal à
l’arc MN.

• Relations de passage entre deux milieux 1 et 2
La composante normale de

−→
B est continue : Bz2 = Bz1

La composante tangentielle de
−→
B subit une discontinuité lorsqu’il existe une densité

surfacique de courant à l’interface entre les deux milieux de séparation. Cette discontinuité
s’écrit, en coordonnées cartésiennes :

Bx2 − Bx1 = mo jsy et By2 − By1 = −mo jsx

Elle se généralise par l’expression vectorielle :

−→
B 2 −

−→
B 1 = mo

−→
js ∧ −→n12

Le potentiel vecteur
−→
A est, par contre, continu à l’interface entre les deux milieux.

−→
A1 =

−→
A2

8. INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE

8.1. Expérience fondamentale de Faraday (1831)

• Définitions
On appelle inducteur la source de champ magnétique. Ce peut être un aimant ou un
électroaimant.
On appelle induit le circuit électrique, siège du phénomène d’induction, il peut être
ouvert (fermé par un voltmètre parfait par exemple) ou fermé (fermé par un ampèremètre
par exemple).
Le phénomène d’induction se traduit par une f.e.m. induite (induit ouvert ou fermé) et/ou
un courant induit (induit fermé seulement) dans l’induit lors du déplacement relatif de
l’inducteur par rapport à l’induit ou bien lors des variations temporelles du courant dans
l’inducteur.
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• Description de l’expérience de Faraday

V

induit mobile

inducteur fixe

induit en circuit ouvert

N S

A

induit mobile

inducteur fixe

induit en circuit fermé

N S

L’inducteur est un aimant fixe. L’induit est un circuit électrique mobile. Lorsque l’induit
est ouvert, le voltmètre dévie. Lorsque l’induit est fermé, l’ampèremètre dévie.

M

v

B   

N
– – 

+ + 

Em

• Interprétation dans le cas d’un induit ouvert

– Le champ électromoteur d’induction : l’induit est un conducteur rec-
tiligne animé d’une vitesse −→v dans un champ magnétique uniforme−→
B perpendiculaire à −→v et au barreau. Les électrons de l’induit, de
charge q, sont soumis à la force de Lorentz

−→
Fm = q−→v ∧ B. Ils se

déplacent, s’accumulent en N et quittent M. Il apparaît une d.d.p.
VM − VN dont le signe ne dépend que du sens de −→v et

−→
B .

Em

M

v

B   

N

+

1er cas

Em

M

v

B   

N

+

2e cas

L’induit se comporte comme un générateur
où règne un champ électromoteur d’induc-
tion : −→

Em = −→v ∧ −→
B

Attention :
−→
Em n’est pas un champ électro-

statique, sa circulation n’est pas conservative.

– La force électromotrice d’induction : ce générateur est caractérisé par une f.e.m.
d’induction e =

∫ −→
Em · −→d� dont le signe dépend du choix de l’orientation du conducteur :

e est positif dans le premier cas et négatif dans le second.

la loi de Faraday : la f.e.m. d’induction e est reliée au flux coupé Fc du champ magnétique par
le conducteur lors de son déplacement par :

e = −dFc

dt

• Interprétation dans le cas d’un induit fermé
La loi de Faraday fait alors intervenir le flux F à travers le circuit induit fermé :

e = −dF

dt

Un courant induit i circule dans l’induit, tel que i = e/R où R est la résistance électrique
de l’induit. Puisque l’induit se comporte comme un générateur :

e · i > 0

142



�

�

�

�

�

�

�

�

8.2. Autres conditions de manifestation du phénomène
d’induction

• Induit fixe et inducteur mobile
Il n’y a pas de force magnétique s’exerçant sur les porteurs de charge de l’induit. Le champ
électromoteur apparaît comme un champ électrique créé par les variations du champ
magnétique au cours du temps. Le couple

−→
E et

−→
B définit le champ électromagnétique.

La loi de Faraday est toujours valable.

• Induit et inducteur fixes, courant inducteur variable dans le temps

De même,
d
−→
B

dt
fi

−→
0 provoque l’apparition d’un champ

−→
E dans l’induit. La loi de

Faraday reste valable.

Loi de Lenz : le sens du courant induit est tel qu’il tend à s’opposer à la cause qui lui a donné
naissance.

Relation de Maxwell - Faraday : l’expression locale de la loi de Faraday, valable pour tout
régime variable dans le temps, s’écrit :

−→
rot

−→
E = −d

−→
B

dt

8.3. Induction mutuelle et auto-induction dans l’approximation
des régimes quasi-stationnaires

e1

M

i1 i2
• Induction mutuelle
Soit F1/2 le flux créé par le circuit C1 à travers le circuit C2 :

M12 =
F1/2

i1
; M21 =

F2/1

i2

M = M21 = M12 est appelée inductance mutuelle ; elle
s’exprime en henry (H) et peut être positive ou négative.

• Autoinduction
Les deux circuits inducteur et induit sont confondus. Soit F le flux propre créé par le
circuit à travers lui-même :

L =
F

i
=⇒ e = −L

di
dt

L s’appelle l’autoinductance du circuit, elle s’exprime en henry (H), elle est toujours
positive.
Attention : cette définition n’est pas applicable au cas d’une bobine contenant un noyau
de fer doux.
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8.4. Étude d’une bobine réelle dans l’approximation des régimes
quasi-stationnaires

Une bobine réelle peut être assimilée à une bobine idéale (autoinductance L) en série avec
sa résitance R.

• Variation temporelle du courant
À la fermeture du circuit, si la bobine est reliée à un générateur de f.e.m. eo :

eo = L
di
dt

1 Ri(t) =
eo

R
(1 − e−t/t)

À l’ouverture du circuit, 0 = L
di
dt

1 Ri , i =
eo

R
e−t/t avec t = L/R.

• Énergie emmagasinée dans une bobine
Lorsque le régime permanent est atteint pour une intensité I du courant dans la bobine,
celle-ci a emmagasiné l’énergie :

W =
1
2

LI 2

9. LE MOTEUR À COURANT CONTINU

Nous consacrons une partie entière aux moteurs car ce sujet figure rarement aux pro-
grammes de l’enseignement supérieur classique, alors qu’il est enseigné dans les classes
du secondaire. Il est donc au programme de l’écrit du CAPES.

9.1. Constitution d’un moteur

ligne neutre

axe des pôles 

balais (fixes)

collecteur
(mobile)

bobine

conducteur

noyau
polaire

Le stator représente l’inducteur. Il est formé
de noyaux polaires entourés de bobines qui
sont alimentées en continu. Dans l’entrefer, le
champ magnétique créé est uniforme, carac-
térisé par l’axe des pôles et la ligne neutre.
Le rotor correspond à l’induit. Il est constitué
de spires rectangulaires conductrices, logées
dans des encoches, alimentées en courant
continu et solidaires d’un support isolant
mobile.
Le collecteur et les balais relient l’induit au circuit électrique extérieur. Le collecteur
est constitué de lames de cuivre, solidaires du rotor et liées à chaque spire de l’induit.
Les balais sont fixes, ce sont des cylindres de carbone sur lesquels frottent les lames du
collecteur.
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9.2. Phénomène d’induction

• Flux du champ magnétique sortant d’une spire
Une spire conductrice CDEF, solidaire du rotor et solidaire des collecteurs a et b, tourne
à la vitesse angulaire V autour de l’axe des pôles du stator. Celui-ci comprend des bobines
qui créent un champ magnétique uniforme

−→
B , perpendiculaire à la ligne neutre. La spire

est orientée arbitrairement par sa normale sortante −→n . Si u = Vt est l’angle entre
−→
B et

−→n au temps t, le flux du champ magnétique sortant de la spire peut être défini par :

F(t) = BS cos Vt

F est positif pour 0 < u < p et négatif pour p < u < 2p

α

θ
β

M

C D

EF

N

+

Ω

n

B

α θ

β

M

C D

EF

N

+

Ω

n

B

• F.e.m. d’induction

e
N

C

F

M

+

e
N

C

F

M

+La spire est équivalente à un générateur dont le schéma équivalent
électrique est représenté ci-contre :

e = −dF

dt
= BSV sin Vt = FmaxV sin Vt > 0

d’où uNM = e > 0 dans le premier cas (pour 0 < u < p) et e < 0 d’où
uNM = −e > 0 après un demi-tour de la spire (p < u < 2p).
La spire se comporte comme un redresseur dont la tension varie périodiquement au cours
du temps.

T t

uNM

ΦmaxΩ
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La valeur moyenne de cette f.e.m. vaut :

emoy =
1
T

∫ T

0
e(t)dt =

2
T

∫ T/2

0
FmaxV sin Vtdt =

2FmaxV

p

emoy est donc proportionnel à la vitesse de rotation V.

T

t

UNM

ΦmaxΩ

E(t) = E = Cte

Pour N spires :
E = KFmaxV

avec K = p N/2pa où 2p est le nombre de pôles
inducteurs, N est le nombre de conducteurs actifs
et 2a est le nombre de voies d’enroulement asso-
ciées en parallèle.
(pour une spire, p = 1, N = 2 et 2a = 1).

9.3. Couple électromagnétique

α

β
M

C D

E

F

F

C

N

Ω

B

B

I

I

I
I

B

F'

F'

F B

+

α

β

M

C

D

EF

N

Ω

B

B

I

I
I

F'

F B

+

F

F

C

I

BF'

F

Les forces de Laplace s’exerçant sur chaque conducteur sont représentées ci-dessus, en
perspective puis en vue de face pour 0 < u < p puis pour p < u < 2p. Elles forment un
couple de moment :

T = FL| cos Vt| > 0
avec F = I�B.

T = ISB| cos Vt| = IFmax| cos Vt|

T t

I Φmax

T/2

T est donc proportionnel à IFmax. Ses varia-
tions temporelles sont représentées sur la figure
ci-contre.
La valeur moyenne de ce moment, calculé sur une
période et pour une spire, vaut :

Tmoy =
1
T

∫ T

0
IFmax |cos Vt| dt =

2FmaxI
p

Tmoy est donc proportionnel à I .
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Pour N spires : T = KFmaxI

Remarque : on peut retrouver ce résultat à partir du théorème de Maxwell :

dWem = IdF, d’où Pem = IdF/dt.

En remplaçant, il vient TV = EI or E = KFmaxI donc T = KFmaxI

9.4. Moteur à excitation indépendante (ou séparée)

Re

Ie

Ue

R I

UE

stator rotor

Dans ce type de moteur, l’alimentation de l’induc-
teur est indépendante de celle de l’induit.

• Schéma électrique équivalent
Aux bornes du stator (inducteur) :

Ue = ReIe

Aux bornes du rotor (induit) :

U = E 1 RI avec E = KFmaxV et T = KFmaxI

• Vitesse angulaire de rotation

U = E 1 RI = KFmaxV 1 RI d’où V =
U − RI
KFmax

– À vide :
I = 0, V = U/KFmax = Vv.

Attention, si Ie → 0, Fmax → 0, Vv →∝ : le moteur s’emballe et il y a danger.
Inconvénient : si Ie augmente, Fmax augmente également et le circuit magnétique se
sature ; Fmax et Vv deviennent constants : Ie ne commande plus Vv.
– En charge :

I fi 0 V = Vv −
RI

KFmax
V =

U
KFmax

− RI
KFmax

Les variations de la vitesse de rotation en fonction de I ou de U sont représentées
ci-dessous. La rotation dans les 2 sens est possible, il suffit de changer Ie ou I .

Inominal

I

Ωv

Ω

U = Cte
Ie = Cte

RI U

Ω

Ie = Cte
I  = Cte
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I

T  = Tem

T

Tr

Id

• Couple moteur
Soit Tr le moment du couple de frottement
du rotor et Tem celui des forces électroma-
gnétiques qui s’exercent sur lui. Le rotor
démarre si :

Tem > Tr, or Tem = KFmaxI .

Il faut donc que

KFmaxId > Ir, soit Id > Tr/KFmax

Si Tu est le moment utile, les pertes magné-
tiques et mécaniques seront

Tp = Tem − Tu

Tem

T

Tr

Ωv

Ω

U = Cte
Ie = Cte

Tu

KΦmaxU/R

En général, la puissance perdue Pp est proportion-
nelle à V donc Tp = Cte.
Lorsque Fmax est constant, Ie est constant et indé-
pendant de U .

 Tem = KFmaxI

V =
U − RI
KFmax

⇒ I =
U − VKFmax

R
;

Tem =
KFmax

R
(U −VKFmax) =

(KFmax)2

R
(Vv−V)

• Bilan énergétique

Pa = UI 1 UeIe Pem = EI = TemV Pu = TuV

PJ = RI 2 1 ReI 2
e Pp = TpV

= RI 2 1 UeIe (pertes magnétiques et mécaniques)

9.5. Moteur à excitation série

Re RI

U

E

inducteur induit

L’inducteur et l’induit sont alimentés par la même
source selon le schéma électrique ci-contre.

U = E 1 (Re 1 R)I or Ie = I

d’où Fmax = K′I et E = KFmaxV = KK’VI

TuV = EI = KK′VI 2 or Tu ≈ Tem ; Tp ≈ 0

donc Tu = KK′I 2 Tu est proportionnel à I 2 et est indépendant du sens de I .

148



�

�

�

�

�

�

�

�

Application : le « moteur universel » où le courant est alternatif (moulin à café, aspira-
teur, ...).
Avantage : une seule alimentation, qui peut être alternative.
Inconvénient : Td est plus important que pour un moteur à excitation indépendante.
Conclusion :

– moteur à excitation indépendante : Tem, min = Td = KFmaxId proportionnel à Id

– moteur à excitation série : Tem, min = KK′I 2
d proportionnel à I 2

d .

10. LES ÉQUATIONS DE L’ÉLECTROMAGNÉTISME EN RÉGIME VARIABLE

Les propriétés ci-dessous s’appliquent à tout milieu portant soit une densité volumique
de charges r(M, t), soit une densité volumique de courant

−→
j (M, t), situées dans le vide.

10.1. Équation de continuité (conservation de la charge électrique)

– Cas particulier de distribution linéaire de charge ou de courant �(x, t) ou
−→
j = j(x, t)−→ux :

≠�(x, t)
≠t

1
≠j(x, t)

≠x
= 0

– cas général :
≠�(M, t)

≠t
1 div

−→
j (M, t) = 0

10.2. Équation de Maxwell - Ampère

• Courant de déplacement

−→rot
−→
B = mo

−→
j 1 eomo

≠
−→
E

≠t

Ceci est l’équation de Maxwell-Ampère. Le terme eo
≠
−→
E

≠t
est appelé « courant de déplace-

ment ». La densité totale de courant
−→
J =

−→
j 1mo

≠
−→
E

≠t
est à flux conservatif (div

−→
J = 0)

• Forme intégrale : théorème d’Ampère généralisé

∮ −→
B · −→d� = moI 1 eomo

≠F−→
E

≠t
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• Récapitulatif des quatre équations de Maxwell

équation locale équation intégrale relation de passage

div
−→
E =

�

eo

∫∫ −→
E · −→n dS =

Qint

eo
E2⊥ − E1⊥ =

s

eo

−→rot
−→
E = −≠

−→
B

≠t

∮ −→
E · −→d� = e = −

≠F−→
B

≠t
E2// = E1//

div
−→
B = 0 ©

∫∫ −→
B · −→n dS = 0 B2⊥ = B1⊥

−→rot
−→
B = mo

−→
j 1 eomo

≠
−→
E

≠t

∮ −→
B · −→d� = moI 1 eomo

≠F−→
E

≠t
−→
B 2// −

−→
B 1// = mo

−→
js ∧ −→n12

10.3. Potentiels

Potentiel vecteur : −→
B = −→rot

−→
A

Potentiel scalaire : −→
E = −−−→

gradV − ≠
−→
A

≠t

• Indétermination des potentiels

– Tout couple (V ,
−→
A ) tel que

−→
A =

−→
A1 1

−−→
grad f et V = V1 1

≠f
≠t

où f = f (M, t) est

une fonction quelconque, permet de décrire un champ électromagnétique initialement
décrit par (V1,

−→
A1).

– La « condition de jauge » est une condition supplémentaire qui facilite l’utilisation de
ces potentiels.

– Jauges courantes :

jauge de Coulomb : div
−→
A = 0

jauge de Lorentz : div
−→
A 1 eomo

≠V
≠t

= 0

• Équations portant sur les potentiels

– équations générales :

DV 1
≠ div

−→
A

≠t
1

r

eo
= 0

D
−→
A −−−→

grad
(

div
−→
A 1 eomo

≠V
≠t

)
− eomo

≠2−→A
≠t2 1 mo

−→
j =

−→
0
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– avec la jauge de Coulomb :

DV 1
r

eo
= 0

D
−→
A −−−→

grad
(

eomo
≠V
≠t

)
− eomo

≠2−→A
≠t2 1 mo

−→
j =

−→
0

– avec la jauge de Lorentz :

DV − eomo
≠2V
≠t2 1

r

eo
= 0

D
−→
A − eomo

≠2−→A
≠t2 1 mo

−→
j =

−→
0

11. ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES DANS LE VIDE

Dates importantes : En 1873, Maxwell publie ses quatre équations. En 1888, Hertz
réalise le premier générateur d’ondes électromagnétiques.

11.1. Équation de propagation

Dans le vide, r = 0,
−→
j =

−→
0 ,

−→
E et

−→
B obéissent aux équations différentielles suivantes,

dites de d’Alembert :

D
−→
B − ´omo

≠2−→B
≠t2 =

−→
0

D
−→
E − ´omo

≠2−→E
≠t2 =

−→
0

−→
E et

−→
B se propagent à la vitesse de la lumière : c =

1
√

´omo

11.2. Une solution particulièrement simple : l’onde plane
homogène

Soit une onde plane se propageant dans le sens positif de l’axe Oz, sans déformation ni

aténuation : Ex, Ey, Ez, Bx, By, Bz sont des fonctions de
(

t − z
c

)
.

• Transversalité du champ électrique
La relation div

−→
E =0 entraîne Ez = 0. Si −→n est un vecteur unitaire porté par Oz, dirigé

dans le sens de la propagation :
−→
E est perpendiculaire à −→n
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• Détermination du champ magnétique

La relation −→rot
−→
E = −≠

−→
B

≠t
entraîne, en coordonnées cartésiennes : Bx = −Ey

c
,

By = −Ex

c
et Bz = 0, d’où

−→
B =

1
c
−→n ∧ −→

E

• Structure de l’onde

n

B

E

z

Il s’ensuit que le trièdre (
−→
E ,

−→
B , −→n ) est direct pour une onde

plane, à tout instant, et qu’en tout point de l’espace :

‖−→E ‖
‖−→B ‖

= c

11.3. Ondes sinusoïdales. Polarisation

• Expression des champs
Soit

−→
k =

v

c
−→n le vecteur d’onde, : Eox et Eoy les amplitudes, w et C les phases :

−→
E (M, t)

∣∣∣∣∣∣∣
Ex = Eox cos(vt − kz 1 w)

Ey = Eoy cos(vt − kz 1 C)

Ez = 0

−→
B (M, t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Bx = −
Eoy

c
cos(vt − kz 1 C)

By =
Eox

c
cos(vt − kz 1 w)

Bz = 0

E (r, t)

B (r, t)

k
O z

x

y

• Polarisation rectiligne
Si w = C ou w = C 1 p,
Ey

Ex
= Constante : la

direction de
−→
E reste inva-

riable dans le temps et
dans l’espace : l’onde est
polarisée rectilignement.
Exemple : les champs
electrique et magnétique
sont représentés ici à la même date t.
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• Polarisation circulaire ou elliptique

Si w = C 1
p

2
(mod 2p),

E2
x

E2
ox

1
E2

y

E2
oy

= 1. L’extrémité de
−→
E (ou de

−→
B ), en un point

donné M de l’espace, décrit une ellipse au cours du temps, d’axes parallèles à Ox et Oy :
l’onde possède une polarisation elliptique (droite ou gauche). Si, de plus, Eox = Eoy, la
polarisation est circulaire.

• Production du rayonnement électromagnétique polarisé
Il existe plusieurs types d’émetteurs d’ondes électromagnétiques polarisées : les émetteurs
de radio-diffusion, le rayonnement synchrotron, certains lasers, la lumière diffusée par les
atomes et les molécules dans certaines conditions.

11.4. Énergie électromagnétique : densité volumique et flux

• Expression de la conservation de l’énergie

div
−→
P 1

−→
j ·−→E 1

≠w
≠t

= 0

où w est la densité volumique d’énergie contenue dans le volume t :

W =
∫∫∫

t

w(M, t)dt,

et où
−→
P est le vecteur de Poynting dont le flux à travers une surface S est égal à la

puissance pénétrant dans t :

P =
∫∫

S

−→
P · −→n dS.

• Expression de w et de
−→
P

−→
P =

−→
E ∧ −→

B
mo

et w =
´oE2

2
1

B2

2mo

• Intensité d’une onde électromagnétique
C’est la puissance moyenne qui traverse un élément de surface d’onde d’aire unité :

I =
〈dP〉
dS

Dans le cas de l’onde plane homogène, on peut écrire :

I =

〈
E2

〉
moc

=
c
〈

B2
〉

mo

Dans le cas d’une onde plane homogène et sinusoïdale, on a :

I =
E2

ox 1 E2
oy

2
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11.5. Vue d’ensemble des radiations électromagnétiques

3.10–14

5.1019 3,4.1016 7,7.1014 4.1014 3.1011 1091022

5.10–11 10–8 3.10–7 7,8.10–7 10–3 0,3

f (Hz)

(m)

UV VisibleRayons γ Rayons X Ondes
radiofréquence

émetteur :
antenne +

dispositif électronique

émetteur et récepteur :
dispositif  électronique

application :
radar, four, téléphone

M
ic

ro
-

on
de

s

IR

λ0 

émetteur :
objet chaud
détecteur :

bolomètre, thermophile

émetteur :
transition électronique
des couches internes 

atomiques
détecteur :

film, chambre à ionisation

émetteur :
transition de

noyaux radioactifs
récepteur :

émulsion photo, compteur

émetteur :
objet à très haute 

température
détecteur :

tout détecteur de lumière 
visible sauf œil

émetteur :
objet très chaud

détecteur :
œil, film, photodiode

Les exercices correspondant à cette partie se trouvent dans la le chapitre « ondes »

12. ÉLECTROMAGNÉTISME DE LA MATIÈRE : ÉTUDE MACROSCOPIQUE

DES DIÉLECTRIQUES

12.1. Mise en évidence du rôle des diélectriques en
électrostatique : polarisation induite

• Expérience
La capacité d’un condensateur augmente quand on introduit un diélectrique entre ses
armatures. Cela se traduit par une augmentation de la charge portée par les armatures
lorsqu’elles sont maintenues sous tension constante, ou bien par une diminution de cette
tension lorsque la charge est maintenue constante.

• Interprétation qualitative
Des charges apparaissent sur les surfaces du diélectrique : celui-ci s’est polarisé sous l’effet
du champ électrique régnant entre les armatures (polarisation induite par

−→
E ).

12.2. Vecteur polarisation
−→
P

Soit −→p le moment dipolaire électrique d’un atome, d’une molécule ou d’un ion du diélec-
trique. Soit Dt un élément de volume de ce diélectrique contenant au moins 106 atomes
ou molécules. Le moment dipolaire par unité de volume du diélectrique est défini par :

−→
P =

S
−→p

Dt

‖−→P ‖ s’exprime en C.m−2.
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Dans le cas particulier de la polarisation induite,
−→
P = re

−→
d où re est la densité volumique

des charges électroniques et
−→
d le déplacement du barycentre des charges électroniques

induit par le champ électrique entre les armatures.

12.3. Susceptibilité électronique xe

Elle traduit la proportionalité entre le vecteur polarisation et le champ électrique qui lui
a donné naissance.

−→
P = ´oxe

−→
E

xe est une grandeur caractéristique du diélectrique sans dimension. xe rend compte de la
facilité de déplacement des électrons.
La définition ci-dessus n’est valable que si le diélectrique est gazeux ou bien solide LHI
(linéaire, homogène et isotrope) seulement.

12.4. Répartition des charges de polarisation

Densité surfacique des charges
Si −→n est la normale sortante au diélectrique :

sp =
−→
P · −→n

Densité volumique de charges

rp = − div
−→
P

Courant de polarisation

−→
jp =

≠
−→
P

≠t

12.5. Potentiel et champ à l’intérieur du diélectrique

Potentiel

V (M) =
1

4p´o

∫∫∫
t

rdt

r
1

1
4p´o

∫∫∫ −→
P · −→u dt

r2 où −→u =
−−→
PM

r
et r = PM

Champ électrique
−→
E =

−→
Eo 1

−→
Ed

où
−→
Eo est le champ électrique en l’absence de diélectrique et

−→
Ed le champ dépolarisant

créé par les charges de polarisation sp et rp.
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Il existe deux méthodes pour calculer
−→
E : la méthode itérative et la méthode self-

consistante (voir exercice 41).

12.6. Équations de Maxwell et conséquences

Forme locale du théorème de Gauss

div
−→
D = r

où
−→
D = ´o

−→
E 1

−→
P est le vecteur déplacement électrique. Seules les densités volumiques

réelles de charge sont à considérer.
Si le diélectrique est un gaz ou un solide LHI :

−→
D = ´

−→
E = ´o ´r

−→
E où ´r = 1 1 xe

est la permittivité relative et ´ = ´o ´r la permittivité absolue du diélectrique. ´r � 1 et
´ � ´o.

Théorème de Gauss ∫∫ −→
D·−→n dS = SQint

Relations de passage entre deux diélectriques

Dn2 − Dn1 = s et Et2 = Et1

Seules les densités surfaciques réelles de charge sont à considérer.
Équation de Maxwell-Ampère

−→rot
−→
B = mo

[
−→
j 1

≠
−→
D

≠t

]

≠
−→
D

≠t
est le courant de déplacement de Maxwell, il est en fait homogène à une densité

volumique de courant.

13. ÉLECTROMAGNÉTISME DE LA MATIÈRE : ÉTUDE MICROSCOPIQUE

DES DIÉLECTRIQUES

13.1. Polarisation électronique des atomes

Moment dipolaire induit
−→p = Ze

−−−→
G−G1

où G1 est le barycentre des charges positives de l’atome, G− est le barycentre des charges
négatives de l’atome et Ze est son numéto atomique.
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Modèle de l’électron élastiquement lié (atome d’hydrogène)

−→
d =

−−−→
G1G− = −4p´oa3

o

e
−→
E et −→p = ´oa

−→
E

ao représente le « rayon » de l’atome, a la polarisabilité atomique exprimée en m3.

Expression quantique de la polarisabilité

a =
e2

m

∑
n

fn
v2

on

fn est la force d’oscillateur du nième électron et von sa pulsation de résonance.

Relation entre polarisabilité et susceptibilité

xe = N a

où N représente le nombre d’atomes par unité de volume.

13.2. Polarisation des molécules

Molécules non polaires
La polarisabilité électronique s’écrit −→pe = ae ´o

−→
E , elle représente le déplacement des

électrons induit par
−→
E .

La polarisabilité atomique (ou ionique) s’écrit −→pa = aa ´o
−→
E : elle traduit la modification

des distances inter-atomiques ou des angles entre les liaisons.
La susceptibilité devient x = N (ae 1 aa).

Molécules polaires
Elles possèdent un moment dipolaire permanent. Par exemple, on mesure des moments
dipolaires de p = 1,1 D pour HCl, 1,47 D pour NH3, 1,85 D pour H2O et 9 D pour

NaCl. (D est le symbole du debye : 1 D =
1
3

10−29 C.m)

Influence de la température (théorie de Langevin) : si
pE
kT

 1,
−→
P =

Np2

3kT
−→
E et la

susceptibilité x =
Np2

3´okT
est inversement proportionelle à la température.

13.3. Bilan des polarisations des diélectriques

Cas des gaz
−→
P = ´o

(
xe 1 xa 1

Np2

3´okT

)
−→
E

Le 1er terme traduit la déformation du nuage électronique, le 2e celui des liaisons et le 3e

s’applique aux molécules polaires.
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Cas des matériaux condensés
On définit différents champs électriques :

– le champ macroscopique
−−−→
Emacro =

−→
Eext 1

−→
Ed.

−→
Ed est le champ dépolarisant dû aux

charges de polarisation. C’est
−−−→
Emacro qui intervient dans l’expression de

−→
P = ´ox

−−−→
Emacro

ainsi que dans les équations de Maxwell.

– le champ microscopique
−−−→
Emicro tel que

−→
E macro = 1

t

∫∫∫ −−−→
Emicrodt.

– le champ local
−→
El (M) qui est le champ créé en M par toutes les charges extérieures et

intérieures sauf celles situées en M :
−→
E l (M) =

−−−→
Emacro 1

−→
P

3´o
. Le champ local intervient

dans −→p = ´oa
−→
E�.

Cas des liquides et des matériaux LHI

–
−→
P = ´ox

−−−→
Emacro

– C’est le cas des électrets (utilisés dans certains haut-parleurs).

– C’est aussi le cas des matériaux ferroélectriques comme BaTiO3 : en dessous de la
température de Curie, apparaît une polarisation rémanente, un champ coercitif et une
courbe d’hystérésis P = f (Eext).

14. ÉLECTROMAGNÉTISME DE LA MATIÈRE : MILIEUX AIMANTÉS

14.1. Dipôle magnétique

• Potentiel à grande distance d’une boucle de courant plane
On définit son moment dipolaire magnétique par

−→
M = IS −→n

où I est l’intensité du courant circulant dans la bouche, S sa surface est �n sa normale
sortante.
Elle crée en tout point M, distant de r de son centre O, le potentiel-vecteur

�������������������������A(M) =
mo

4pr3

−→
M ∧ −−→

OM
M

n

I

• Généralisation pour une boucle de courant non plane

−→
M =

I
2

∮ −→
OP ∧ −→

d�

• Dipôle magnétique soumis à un champ magnétique extérieur uniforme

– La résultante des forces appliquées au dipôle magnétique est nulle :

S
−→
F =

−→
0
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Si le champ magnétique extérieur n’est pas uniforme : S
−→
F =

−−→
grad(

−→
M · −→Bext).

– Le moment résultant des forces appliquées au dipôle vaut :

−→
G =

−→
M ∧ −→

Bext

– L’énergie potentielle du dipôle s’écrit :

U = −−→
M · −→Bext

Elle entraîne deux positions d’équilibre : l’une est stable quand
−→
M et

−→
Bext sont parallèles

et de même sens, l’autre instable quand
−→
M et

−→
Bext sont parallèles et de sens opposés.

14.2. Moments dipolaires magnétiques dans la matière

• Matériaux dia-, para- et ferro-magnétiques
Si le champ

−→
Bext n’est pas uniforme :

– matériau diamagnétique : les moments
−→
M sont repoussés par les champs intenses avec

−→
M// −−→

Bext,

– matériau paragnétique : les moments
−→
M sont attirés par les champs intenses avec

−→
M//

−→
Bext,

– matériau ferromagnétique : l’attraction entre
−→
M et

−→
Bext est très importante.

On définit l’aimantation (ou polarisation magnétique) comme le moment magnétique
moyen par unité de volume :

−→
M =

S
−→
Mi

V

• Moment magnétique et moment cinétique atomiques
Dans une image « simplette » où l’électron est animé d’un mouvement circulaire uniforme
de rayon a, de vitesse −→v autour du noyau N, son moment cinétique vaut

−→
L = amv−→n .

Son moment magnétique orbital vaut :
−→
ML =

q
2m

−→
L

où
q

2m
est le rapport gyromagnétique.

Les résultats de la mécanique quantique relativiste conduisent à définir :

– le moment magnétique de spin :
−→
MS =

q
m
−→
S où

−→
S est le moment cinétique intrinsèque

de spin de l’électron,

– le moment cinétique total de l’atome :
−→
J =

−→
L 1

−→
S ,

– le moment magnétique total de l’atome :
−→
M = g

q
2m

−→
J où g est le facteur de Landé.
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14.3. Description d’un échantillon de matière aimantée

Vecteur aimantation : voir partie 14.2.

Courants ampériens : ils assimilent le mouvement des électrons à une boucle de courant
de quelques angströms de rayon.

Courant superficiel d’aimantation : si −→n est la normale sortante au matériau d’aiman-
tation

−→
M, on a :

−→
js =

−→
M ∧ −→n

Courant volumique d’aimantation

−→
j = −→rot

−→
M

14.4. Équations de Maxwell dans la matière aimantée

On définit l’excitation magnétique par

−→
H =

−→
B
mo

−−→
M

L’équation de Maxwell - Ampère devient :

−→rot
−→
H =

−→
j 1

≠
−→
D

≠t

Le théorème d’Ampère généralisé s’écrit :∮ −→
H · −→d� = Ienlacés 1

≠F−→
D

≠t

où F−→
D est le flux du vecteur déplacement

−→
D sortant de la surface définie par le contour

sur lequel on calcule la circulation de
−→
H .

Les relations de passage s’écrivent :
Bn2 = Bn2

−→
H2 −

−→
H 1 =

−→
js ∧ −→n12

où
−→
js représente les courants surfaciques autres que ceux d’aimantation ou de polarisation.

La susceptibilité magnétique xm et les perméabilités magnétiques relative mr et absolue
m sont définies par :

−→
M = xm

−→
H et

−→
B = mo(1 1 xm)

−→
H = momr

−→
H = m

−→
H

Ces relations sont valables pour des matériaux paramagnétiques (xm � 10−5) et diama-
gnétiques (xm � −10−8). Elles ne sont pas valables pour des matériaux ferromagnétiques
où xm dépend de H et peut atteindre 106.
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ÉNONCÉS

Forces, champs et potentiels électrostatiques

Exercice 1 Expérience de Millikan

Une petite goutte d’huile, assimilée à une sphère homogène de rayon r et de masse
volumique r est pulvérisée entre les armatures horizontales d’un condensateur plan.
Un générateur permet d’établir entre ces armatures, distantes de d , une différence de
potentiel U .
Dans le cas des très faibles vitesses, l’air, de masse volumique ro, exerce sur la goutte,
animée d’une vitesse−→v , une force de frottement qui peut s’exprimer selon la loi de Stokes :

−→
f = −6hpr−→v

où h est le coefficient de viscosité de l’air.
Lors du passage dans le « vaporisateur », la goutte s’est chargée et porte la charge q. Son
mouvement est ensuite observé au microscope.
Données : r = 885 kg.m−3 ; ro = 1,3 kg.m−3 ; h = 1, 85.10−5 uSI ; d = 6 mm ;
U = 200 V ; g = 9,81 m.s−2.

1. Faire le bilan des forces exercées sur la goutte sans oublier la poussée d’Archimède.
2. Établir l’équation différentielle à laquelle obéit la vitesse de la goutte. Montrer que la
vitesse atteint rapidement une valeur limite que l’on notera vl. Au bout de combien de
temps peut-on faire une mesure correcte de cette vitesse limite ?
3. En l’absence de champ électrostatique, que vaut la vitesse limite vo atteinte par la
goutte ? En déduire l’expression de son rayon r en fonction de vo.
A.N. Dans ces conditions la goutte parcourt 1 mm en 8,9 s. Calculer r. Une mesure
optique aurait-elle été possible ?
4. Calcul de la charge portée par la goutte : exprimer vl en fonction de vo et en déduire
l’expression de q. Calculer la charge de la goutte, sachant que celle-ci parcourt 1 mm en
6,4 s, en présence de champ électrique. Conclure.

Exercice 2 Champ et potentiel d’un disque de rayon R chargé
en surface

La densité surfacique de charge portée par le disque est notée s, elle est supposée
constante.

1. Quelle est, par raison de symétrie, la direction du champ électrostatique créé en un
point quelconque de l’axe du disque, situé à la distance z de son centre ? Calculer la norme
de ce champ.
Représenter graphiquement les variations de E en fonction de z. Le champ est-il continu
à la traversée du disque chargé ? Calculer la discontinuité éventuelle.
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2. Que vaut E loin du centre du disque (z � R) ? Interprétez le résultat.

3. Que vaut E, de part et d’autre du disque, lorsque R →∞ ? On obtient ainsi le champ
créé par un plan uniformément chargé.
4. Calculer le potentiel en un point M de l’axe situé à la distance z du centre du disque, à
partir de la définition du potentiel d’une charge ponctuelle.
Reprendre ce calcul à partir de l’expression du champ électrique obtenue à la question 1.
Représenter graphiquement V en fonction de z. Traiter le cas où z � R.Traiter le cas où
R → ∞ (plan infini).
Y a-t-il discontinuité du potentiel à la traversée du disque ?

Exercice 3 Champ et potentiel d’un dipôle électrostatique
à grande distance

– q + q

uA B z

O

L’ensemble des deux charges ponctuelles −q et
1q, situées en A et en B, telles que AB = d , forme
un dipôle électrostatique que l’on définit par son
moment dipolaire −→p = −q

−→
OA 1 q

−→
OB = qd−→u ,

où −→u est un vecteur unitaire porté par AB et dirigé de la charge −q vers la charge 1q.
1. Quels sont les plans de symétrie du système ? Quelles en sont les conséquences pour
le potentiel V (M) et le champ électrostatique

−→
E (M), en un point M quelconque de

l’espace ?
2. Calcul du potentiel V (M) à grande distance : soit O le milieu de AB, M un point
quelconque de l’espace défini par ses coordonnées polaires :

r = OM et u = (−̂→u ,
−−→
OM).

Donner l’expression de V (M), dans le cas où r � d :

– en fonction de q, d , r et u ;

– en fonction de p, r et u ;

– en fonction de −→p , −→r =
−−→
OM et r.

3. Calcul du champ électrostatique à grande distance (r � d) : connaissant l’expression
du potentiel V (M), déterminer les composantes Er, Eu et Ef de

−→
E (M) en coordonnées

sphériques.

Exercice 4 Cas de la molécule d’HCl

La distance entre le noyau de chlore et le noyau d’hydrogène vaut d = 1,28.10−10 m.
On suppose, dans une première approximation, que l’électron de l’hydrogène est transféré
entièrement sur l’atome de chlore. Il forme alors, avec les autres électrons du chlore, une
sphère chargée négativement, centrée sur le noyau de chlore.
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1. Calculer le moment dipolaire de la molécule HCl correspondant à cette hypothèse.

2. En réalité, le moment dipolaire électrique expérimental de la molécule vaut
3,6.10−30 C.m. En déduire la position exacte du barycentre des électrons dans la molécule.
Données : charge de l’électron : −1,6.10−19 C ; numéro atomique du Cl : 17.

Exercice 5 Dipôle électrique rigide dans un champ
électrostatique extérieur

1. Soit deux charges −q et 1q placées en A et B, distantes de AB = d et situées dans un
champ électrostatique

−→
Eext uniforme.

a. Exprimer la force résultante et le moment du couple s’exerçant sur le dipôle en fonction
de son moment dipolaire −→p .

b. Montrer que l’énergie d’interaction entre le dipôle et le champ extérieur vaut :

U = −−→p · −→Eext

c. Étudier les positions d’équilibre du dipôle et discuter leur stabilité.

2. Le dipôle est placé maintenant dans un champ électrostatique extérieur quelconque.

a. Établir l’expression de la force résultante s’exerçant sur le dipôle.

b. Établir l’expression du moment du couple agissant sur le dipôle.

c. Quelles sont les actions de ce couple et de la force résultante ? Existe-t-il une position
d’équilibre du dipôle ?

x

ur
u

r

A1 B1

O2

O1 p1

p2d. Que vaut l’énergie d’interaction entre le
dipôle et le champ extérieur ?

3. Le dipôle précédent −→p2 est maintenant
placé dans le champ d’un autre dipôle −→p1 .

a. Donner l’expression du champ électro-
statique créé par le dipôle −→p1 au centre O2

du dipôle −→p2 .

b. Exprimer l’énergie d’interaction entre
−→p1 et −→p2 .

p2p1

p2

p1

p2

p1

1er cas 2e cas 3e cas

c. Application : y a-t-il attraction ou
répulsion dans les trois représentations ci-
contre, les centres des deux dipôles étant
toujours distants de r ?

d. Conclusion : comment doivent être disposés les dipôles électrostatiques des macromo-
lécules polaires les plus stables ?
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Équations locales de l’électrostatique

Exercice 6 Détermination d’une répartition de charges

Une sphère S, de centre O et de rayon a, porte une densité volumique de charges r

ainsi qu’une densité surfacique s. La répartition des charges est telle que le champ
électrostatique

−→
E en tout point M intérieur à la sphère est de la forme :

−→
Eint = a

−−→
OM 1 E0

−→uz

où a et Eo sont des constantes et −→uz un vecteur unitaire porté par l’axe z′z.
La symétrie suggère que r et s sont des fonctions de r et de u seulement (en coordonnées
sphériques).

1. Exprimer les composantes de
−→
Eint(M) en coordonnées cartésiennes.

2. En déduire l’expression du potentiel électrostatique Vint(M) en fonction de x, y et z à
une constante additive près que l’on notera C. Montrer qu’en coordonnées sphériques, ce
potentiel s’écrit : Vint(M) = −(1/2)ar2 − Eor cos u 1 C

3.a. À partir de la forme locale du théorème de Gauss, déterminer la densité volumique
de charge r(M) dans S. Comment varie-t-elle ?

b. Retrouver ce résultat en utilisant l’équation de Poisson.

4. Calculer la composante radiale
−−→
Eint,r(M) du champ dans S en fonction de r et u. Quelle

est sa limite lorsque r tend vers a par valeurs inférieures, à u constant ?

5. À l’extérieur de S, le potentiel est de la forme :

Vext(M) = (aa3/r)1(l cos u/r2)

où l est une constante inconnue. Calculer C et l.

6. Calculer la composante radiale
−−→
Eext,r(M) du champ à l’extérieur de S, en fonction de r

et u. Quelle est sa limite lorsque r tend vers a par valeurs supérieures, à u constant ?

7. Déduire des résultats précédents la densité surfacique de charges s portée par S.
Comment varie-t-elle ?

8. Montrer que, lorsqu’on calcule la charge totale portée par S, la répartition surfacique
donne une contribution nulle. Calculer la charge totale Q de S.

9.a. En généralisant la définition du moment dipolaire en O de plusieurs charges ponc-
tuelles, définir le moment dipolaire −→pvol en O, dû à la charge volumique, ainsi que le
moment dipolaire −→psurf en O, dû à la charge surfacique.

b. Montrer que −→pvol =
−→
0 et que −→psurf est parallèle à −→uz .

c. Calculer le moment dipolaire total −→p de la sphère en O.

10. Réécrire Vext(M) en fonction de Q et p. Discuter l’expression obtenue.
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Conducteurs en équilibre électrostatique

Exercice 7 Condensateur sphérique

On considère, dans l’air, une sphère creuse (S1) conductrice de rayon R1 et une sphère
creuse (S2) concentrique, de rayon R2 > R1 et d’épaisseur infiniment mince. On désigne
par Q1 et Q2 les charges totales portées par chacune des sphères et par V1 et V2 leurs
potentiels respectifs.
1. Établir l’expression de la capacité C du condensateur sphérique ainsi formé.
A.N. R2 = 2R1 ; R1 = 9.10−2 m ; calculer C.
2. On applique une différence de potentiel Vo = V1 − V2 entre les armatures de ce
condensateur. Que vaut la charge du condensateur Qo ? A.N. Vo = 2 000 V.
3. Ce condensateur de capacité C est ensuite isolé, puis relié à un autre condensateur
sphérique de capacité C′, initialement neutre. Exprimer, dans le nouvel équilibre élec-
trostatique, les charges Q et Q′ de chacun des condensateurs en fonction de C, C′ et Vo.
Déterminer la différence de potentiel V aux bornes des condensateurs. Calculer Q, Q′ et
V dans le cas où C′ = 3C.

Exercice 8 Pression électrostatique

R

O

Sphère

C

O'Une sphère conductrice S, de rayon R, est suspendue à un fil isolant
OO′. Elle est portée au potentiel V .
Au point d’attache O, on interpose un petit disque circulaire C,
conducteur, d’épaisseur négligeable, de masse m et de rayon r  R.
Ce disque est en contact avec la sphère et peut coulisser sans frot-
tement le long de OO′. On admet que la répartition des charges à
la surface de l’ensemble (sphère + disque) est celle d’une sphère de
rayon R portée au potentiel V .
1. Exprimer la pression électrostatique en fonction de R et V .
En déduire la force électrostatique qui s’exerce sur le disque.
2. Pour quelle valeur Vo du potentiel V le disque décolle-t-il de la sphère ?
3. À quelle hauteur h au dessus du point O, le disque s’élève-t-il lorsque le potentiel de la
sphère vaut V > Vo ?

Exercice 9 Condensateur plan

Les armatures d’un condensateur plan ont chacune une surface S et sont distantes de d .
1. Calculer sa capacité.
2. Le condensateur ayant une charge Q, on éloigne les armatures en les conservant paral-
lèles et en regard, jusqu’à ce que leur distance soit égale à d ′ > d . Pendant ce déplacement,
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les armatures sont isolées et la charge Q reste constante. Calculer le travail fourni par
l’opérateur et le comparer à la variation d’énergie électrostatique du condensateur.

3. Même question lorsque le déplacement de d à d ′ est effectué sous une différence de
potentiel constante entre les plaques.

Exercice 10 Étude de décharges électriques (d’après CAPES 1993)

P
P0

e0

T

O1 O2

b1 b2l0

Pour mesurer les tensions importantes
qui peuvent prendre naissance lors
d’un phénomène météorologique, on
peut avoir recours au dispositif ci-
dessous, simplification de l’électro-
mètre d’Abraham.
Ce dispositif comporte essentielle-
ment un plateau (P) circulaire, de sur-
face S sur l’axe duquel est soudée d’un
seul côté une tige (T) ; la tige est
constamment maintenue horizontale
grâce à une suspension bifilaire (O1, b1, O2, b2) ; les barres b1 et b2 sont constamment
dans un plan vertical - celui de la figure -, et leur longueur commune est lo. La masse de
cet équipage mobile est m.
On met en regard du plateau (P) un plateau (Po) qui est relié à la terre. Lorsque l’ équipage
mobile est également au potentiel nul, b1 et b2 sont verticales et la distance P−Po vaut eo.
Si l’on soumet l’équipage mobile à un potentiel V , il se déplace sous l’effet d’actions
électrostatiques que l’on considérera comme situées exclusivement sur (P). Le champ
électrostatique régnant entre (P) et (Po) est supposé être celui qui y régnerait s’il n’y avait
pas d’effets de bord.

1. V étant donné et u supposé connu, quelle est l’expression de la force
−→
F qui s’exerce

sur le plateau (P) en fonction de ´o, V , S, eo, lo et u ?

2. En déduire l’équation qui donne la valeur de u à l’équilibre en fonction des paramètres
´o, V, S, eo, lo, m et g.

3. On suppose que V est suffisamment « faible » pour que u  1◦. Donner dans ce cas
une expression approchée de u en fonction des mêmes paramètres.

4. On prend S = 10−2 m2, eo = 10−1 m, lo = 1 m, m = 1 kg, g = 9,81 m.s−2.

a. Quelle est la valeur maximale que pourrait prendre u ?

b. On considère que l’appareil ne peut fonctionner que si u ne dépasse pas la moitié de
cette valeur maximale. À quelle tension maximale mesurable V ceci correspond-il ?
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Énergie potentielle d’interaction électrostatique

Exercice 11 Énergie potentielle d’une distribution volumique
de charges

On se propose de calculer, de trois façons différentes, l’énergie potentielle électrostatique
d’une sphère de rayon R, chargée uniformément en volume et portant une charge Q.

1. En calculant une intégrale faisant intervenir la charge volumique r et le potentiel V (r)
créé par la sphère en tout point de son intérieur.

2. En imaginant que la sphère est construite par couches successives, c’est-à-dire en
coquilles sphériques de charge volumique r, de rayon r et d’épaisseur dr.

3. En utilisant la densité locale d’énergie.

Exercice 12 Énergie potentielle d’un cristal ionique
à une dimension

Calculer l’énergie électrostatique d’une rangée infinie de charges ponctuelles portant
alternativement la charge 1e et −e, espacées chacunes de la distance a. (On pourra
utiliser le développement limité de Ln(1 1 x)).

Champ et force magnétiques : la force de Lorentz

Exercice 13 Particule libre dans un champ magnétique uniforme
(d’après agrégation, option chimie, 2002)

Une particule non relativiste de masse m et de charge q (de signe quelconque) se déplace
à la vitesse −→vo dans un référentiel galiléen ; cette vitesse est contenue dans le plan Oxy.
À partir de l’instant t = 0, elle pénètre dans un espace où règne un champ magnétique
−→
B = B−→uz (B > 0), uniforme et constant.

Nature de la trajectoire

1.a. Comment peut-on justifier que seule la force de Lorentz soit à prendre en compte pour
décrire le mouvement de la particule ? Écrire la relation fondamentale de la dynamique à
l’aide du vecteur vitessse −→v .

b. Montrer que la trajectoire est plane et que la vitesse est constante en module. Quelle
est cette trajectoire ? Exprimer en fonction de m, vo, |q| , et B, la période de rotation T
ainsi que le rayon de giration R. Dessiner la trajectoire orientée et le champ

−→
B dans le

cas où q < 0.

c. Quel est le rôle du champ magnétique sur la trajectoire ?

d. Comment la trajectoire est-elle modifiée si la vitesse initiale−→vo possède une composante
voz suivant l’axe Oz ?
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e. A.N. un électron libre, de vitesse initiale négligeable, est initialement accéléré sous une
d.d.p. DV = 10 kV. Quelle est alors sa vitesse vo au moment où il est injecté dans un
appareil de Crookes dans lequel règne un champ magnétique B = 5.10−3 T. Que valent
R et T ?

Stabilité de la trajectoire : pour étudier les petits mouvements de la particule au voisinage de
l’orbite d’équilibre dans le champ

−→
B , il est commode de se placer en coordonnées cylin-

driques (r, u, z) et de considérer les petites variations autour des grandeurs d’équilibre :

r = R 1 e ;
du

dt
= −vC 1 v′ ; z = 0 1 z

2.a. Projeter l’équation du mouvement sur les trois axes −→ur , −→uu et −→uz en introduisant la
grandeur algébrique vC = qB/m, dont la valeur absolue est la pulsation cyclotron 2p/T .

b. Montrer que la projection sur −→uu conduit, en se limitant aux termes d’ordre un, à une
relation simple entre les variations e du rayon et v′ de la vitesse angulaire.
c. En déduire que la projection sur −→ur conduit alors à une équation différentielle du
second ordre en e ; conclure quant à la stabilité radiale et à la stabiblité orthoradiale.
d. Qu’en est-il de la stabilité axiale pour voz quelconque ?

Exercice 14 Effet Hall dans un ruban conducteur (d’après agrégation,
option chimie, 2002)

z

x

yB

a

b

I

A

C

Une plaquette conductrice de
grande longueur suivant Ox, de lar-
geur a et d’épaisseur b, est par-
courue par un courant d’intensité
I réparti uniformément sur toute la
section droite.
En présence d’un champ magné-
tique uniforme et permanent−→
B = B−→uz perpendiculaire au ruban, les lignes de courant restent, en régime perma-
nent, des droites parallèles à Ox. AC est un segment parallèle à Oy.
1. En raisonnant qualitativement sur un porteur mobile de charge q (positive ou négative),
montrer qu’une différence de potentiel Vh = VA −VC prend naissance entre les points A
et C des deux côtés de la plaquette ; quel est son signe ? dépend-il de celui de q ?

2. Donner le champ de Hall
−→
Eh puis calculer algébriquement la tension de Hall Vh qui

apparaît aux extrémités du segment AC en fonction de I , B, b et Rh = 1/nq, constante
de Hall, où n est le nombre de porteurs par unité de volume.
3. Le matériau est un conducteur métallique, le cuivre, de masse volumique r et de masse
molaire M dont on admet que chaque atome met en jeu un électron libre.

– Donner l’expression puis la valeur numérique de n.

– En déduire la valeur de la constante de Hall Rh.
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– Calculer la tension de Hall Vh (à exprimer dans une unité adaptée) pour un champ
magnétique B = 1 T, une intensité I = 1 A et une épaisseur b = 0,1 mm. Commenter
ces valeurs numériques.

4. Citer une application de l’effet Hall que l’on retrouve dans les classes de lycée. Quel
type de matériau utilise-t-on dans cette application ?

Exercice 15 Mesure de e/m (d’après CAPES interne 1994)

On se propose d’étudier une expérience de cours mettant en évidence le mouvement d’une
particule chargée dans un champ magnétique uniforme et stationnaire, ainsi que la mesure
du rapport e/m de l’électron. Pour réaliser, dans un certain volume, un champ magnétique
sensiblement uniforme, on utilise le dispositif des bobines de Helmoltz. L’appareil utilise
un tube à électrons qui est centré sur l’axe des deux bobines. Pour visualiser la trajectoire
des électrons on n’opère pas dans le vide, mais dans une ampoule où l’on a introduit,
après que le vide a été fait, de la vapeur de mercure, à la pression de vapeur saturante. Les
électrons sont émis par une cathode chaude et sont ensuite accélérés par la différence de
potentiel existant entre la cathode et l’anode cylindrique. Une partie des électrons émis
sort du dispositif par une petite ouverture située au centre de l’anode cylindrique. Le
faisceau d’électrons, émis de façon continue, est focalisé par une grille prévue à cet effet,
et devient sensiblement homocinétique. Les collisions entre les électrons ayant acquis
une énergie cinétique suffisante et les atomes de mercure ionisent une fraction de ceux-ci.
La capture des électrons libres par ces ions permet l’émission du spectre du mercure et
sa radiation bleu-vert caractéristique. La recombinaison et l’émission ayant lieu près du
point d’ionisation, le trajet du faisceau d’électrons est rendu ainsi visible par la vapeur de
mercure.
On désigne par −e la charge de l’électron et m sa masse. Dans cette étude on supposera
le champ magnétique uniforme et stationnaire, et l’on admettra que le mouvement des
électrons a lieu dans le vide.

1. Dans le référentiel galiléen d’étude choisi, le champ magnétique
−→
B = B−→ez est dirigé

selon l’axe Oz. On se place dans le cas où le vecteur vitesse initiale −→vo est perpendiculaire
à la direction du champ magnétique ; −→vo sera dirigé selon l’axe Oy. À l’instant initial,
t = 0, on a alors : x = y = z = 0, vox = voz = 0 et voy = vo.
Montrer que la trajectoire est un cercle dont on déterminera le rayon r en fonction de
B, e, m et vo. Préciser sur un schéma le sens de parcours de l’électron sur cette trajectoire.

2. On note U la tension d’accélération entre la cathode émettrice et l’anode ; en déduire
l’expression du rapport e/m de l’électron en fonction de B, U et r.
A.N. U = 200 V, r = (4,1 ± 0,2) cm, B = 1,17 mT. Déterminer le rapport e/m de
l’électron en supposant que la plus importante cause d’erreur est celle sur la détermination
du rayon r de la trajectoire. En déduire la valeur de la masse de l’électron en supposant
que la valeur de sa charge est connue.
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3. Le vecteur vitesse initiale −→vo fait maintenant un angle a avec le champ magnétique.
Ceci peut être obtenu en tournant le tube. En choisissant les axes Ox et Oy tels que−→vo soit
dans le plan yOz, on a alors les conditions initiales suivantes : x = y = z = 0,vox = 0,
voz = vo cos a et voy = vo sin a. Donner l’équation et préciser la nature de la nouvelle
trajectoire.

Exercice 16 Principe de l’oscilloscope (d’après manuels de terminale
scientifique)

Les électrons, émis par effet thermoélectronique sur une cathode C, sont accélérés par une
anode A, traversent deux plaques horizontales Y et Y ′ de longueur l puis deux plaques
verticales X et X ′, ils rencontrent enfin l’écran E, situé à la distance L du milieu des
plaques Y ′Y . Soit z′z l’axe longitudinal de l’oscilloscope, dont l’origine O est située à
l’entrée des plaques YY ′. Soit x′x et y′y les axes de l’écran, centrés au milieu de l’écran.
On impose une tension UAC entre l’anode et la cathode.
1. Faire un schéma de l’appareil.
2. On impose une tension UY ′Y = U entre les plaques Y ′Y qui dévie les électrons vers le
haut.

– Établir l’équation y = f (z) de la trajectoire des électrons entre O et l’écran.

– Montrer que la déviation du spot sur
l’écran est proportionnel à U . Exprimer
le coefficient de proportionnalité.

t 

U' 

T' 

3. U est une tension sinusoïdale de période
T . La base de temps de l’oscilloscope est
une tension en dents de scie de période T ’
dont de la forme est représentée ci-contre.
Que voit-on sur l’écran lorsque T ′ = T ,
lorsque T ′ = 2T et lorsque T ′ = T/2 ?

Exercice 17 Principe d’un tube de télévision (d’après manuels
de terminale scientifique)

z

x

y

E

AC
P

I

K

S
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Les électrons sont injectés au centre de la cathode C avec une vitesse négligeable. Ils
sont ensuite accélérés par l’anode A. Ils sortent du centre de l’anode A avec la vitesse
vo = 2, 3.107 m/s.
1. Que vaut la tension UAC ? On donne la masse de l’électron :

me = 9, 1.10−31 kg.

Ces électrons sont ensuite soumis, dans la région P, à l’action de deux champs magnétiques
uniformes

−→
B1 et

−→
B2, tous les deux orthogonaux à Ox et orthogonaux entre eux. La largeur

de la région P vaut l = 2 cm le long de Ox. L’écran est situé à la distance D = 27 cm du
centre de la région P.

2. Si seul le champ
−→
B1 agit et que sa norme vaut 0,7 mT, les électrons sortent de la région

P en S et sont reçus sur l’écran au point I. Quel est le sens de
−→
B1 ? Que vaut le rayon de

la trajectoire des électrons dans P ? Quelle est leur vitesse en S ? Quelle est la nature de
leur trajectoire entre S et I ? Quelle est l’ordonnée du point d’impact I des électrons sur
l’écran ?
3. Si seul le champ

−→
B2 agit, quelle est sa direction, son sens et sa norme, sachant qu’il

provoque un déplacement horizontal des électrons sur l’écran, leur point d’impact étant
alors K tel que OK = OI/2 ?

Exercice 18 Principe d’un cyclotron (d’après manuels de terminale
scientifique)

Il comprend deux dees (enceintes semi-circulaires) D1 et D2 placées horizontalement
dans un champ magnétique uniforme, perpendiculaire à leur plan. Entre ces dees règne
un champ électrique alternatif d’amplitude 10 kV/m. Les particules ainsi accélérées sont
des protons (m = 1, 67.10−27 kg) injectés au centre sans vitesse initiale. Le rayon des dees
vaut R = 0,8 m.
1. Faire un schéma du système en précisant le sens des champs et la trajectoire des protons.
2. Quelle est la fréquence du champ électrique alternatif ?
3. Quelle est la nature du mouvement des protons entre et dans les dees ? Quelles sont les
accélérations auxquelles ils sont soumis ?
4. Quelle est l’énergie maximale (en eV) acquise par les protons à la sortie ?
5. Quelle tension U aurait-il fallu pour accélérer linéairement ces protons ?
6. Combien de demi-tours ont été accomplis dans chaque dee ?

Exercice 19 Principe d’un spectromètre de masse (d’après CAPES
agricole 2000)

Une forme de dopage chez les sportifs consiste à utiliser des stéroïdes anabolisants,
comme la testostérone, difficiles à mettre en évidence du fait de leur présence naturelle
dans l’organisme.
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(P)

(1)

(1)

(2)

(2)

(3)

(3) (4)

(4)

O O'

(P')

k
chambre d'ionisation
chambre d'accélération
chambre de déviation
détecteur ou compteur 
lié à un d'ordinateur

En 1996, une recherche a montré que
les rapports de concentration entre le
carbone 12 et le carbone 13 sont dif-
férents selon que la molécule est de
synthèse ou d’origine naturelle. Pour
mesurer ces taux, on procède à l’extrac-
tion de l’hormone à partir d’un prélè-
vement d’urine. Le dioxyde de carbone
provenant de la combustion du stéroïde
est ionisé (chambre 1) sous la forme CO1

2 . Les deux types d’ions sont alors accélérés entre
les plaques P et P′ sous une tension de 4 kV (chambre 2), puis soumis à un champ magné-
tique de 0,25 T dans une chambre semi-circulaire (3). On observe une déviation de la
trajectoire des deux ions. Un comptage des deux ions est effectué en sortie (zone 4). On
négligera l’action de la pesanteur.
Données : 12C1

2 : m = 7,31.10−26 kg ; 13C1
2 : m = 7,47.10−26 kg ; e = 1,6.10−19 C.

1. Calculer la vitesse de chaque ion à la sortie de la chambre d’accélération (2).
2. Dans la chambre de déviation (3) :

– indiquer le sens de
−→
B par rapport au vecteur unitaire

−→
k pour que l’impact ait lieu

en (4),

– montrer que le mouvement des ions est circulaire uniforme,

– calculer la valeur du rayon de chacune des trajectoires.

3. Calculer la distance qui sépare les points d’impacts des ions en (4).
4. Pour chaque échantillon analysé, on établit un coefficient d défini par :

d =
R − Ro

Ro
3 100

où R =
N1

N2
est appelé le rapport standard (pour Ro = N1,0/N2,0, N1,0 = 2307 et

N2,0 = 25), N1 et N2 étant le nombre d’impacts respectifs de 12C1
2 et de 13C1

2 . Un sportif
est dit « positif » si le coefficient d est inférieur à −27.
Un test a donné les résultats suivants : N1 = 2 : 320 et N2 = 26. Ce test est-il « positif » ?

Remarque : il serait bon, à se stade, de revoir également les principes de la microscopie
électronique (voir par exemple le livre de Terminale S, tronc commun, édité chez Nathan
p. 46-147) ainsi que les caractéristiques des champs magnétiques terrestre et solaire (voir
par exemple l’Encyclopédia Universalis).

Symétries du champ magnétique. Théorème d’Ampère

Exercice 20 Le fil rectiligne (d’aprés agrégation option chimie 2002)

On se place en coordonnées cylindriques de vecteurs unitaires −→ur , −→uu , −→uz .
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1. Un fil rectiligne illimité, de section circulaire de rayon a, dont l’axe de révolution
coïncide avec l’axe Oz, est parcouru par un courant d’intensité I ; la densité volumique
de courant

−→
j y est supposée uniforme sur une section.

Après avoir examiné les propriétés de symétrie et d’invariance, donner l’expression du
champ

−→
B créé en un point quelconque, intérieur ou extérieur au fil, à une distance r.

Tracer la courbe B(r). Le champ est-il continu en r = a ? Commenter cette propriété.

2. A.N. Calculer B à r = 1 cm pour I = 1 A et a = 1 mm ; comparer cette valeur à celle
de la composante horizontale du champ magnétique terrestre.

3. Au cours d’un orage, un éclair peut être assimilé à un fil rectiligne de rayon a = 12 cm
parcouru par un courant d’intensité I = 105 A. À moins de quelle distance du point
de chute de l’éclair, l’aiguille d’une boussole risque-t-elle d’être désaimantée sachant que
cela se produit lorsqu’elle est placée dans un champ supérieur à Bl = 2,4.10−3 T ?

Exercice 21 La spire circulaire (d’aprés agrégation option chimie 2002)

Une spire circulaire de centre O, d’axe Oz et de rayon a est parcourue par un courant
d’intensité I . À partir d’un point Mo de son axe, elle est vue sous un angle 2a.

1. Après avoir examiné les propriétés de symétrie, déterminer le champ
−→
B (Mo) en

fonction de a et de la valeur du champ au centre B(O) =
moI
2a

. Tracer la courbe Bo(z)

correspondante.

a

I

zO M0

2. Un point M voisin de Mo se trouve à
la même abscisse z, mais à une distance r
de l’axe. On note Bo(z) = Bz(r = 0, z).
Montrer à partir de la conservation du flux,
que si r est suffisamment petit devant a, la
composante radiale du champ en M s’écrit :

Br(r, z) ≈ − r
2

dBo(z)
dz

.

Quel est le signe de Br(r, z) ? Etait-il prévisible ? Esquisser et orienter les lignes de champ
autour de la spire et de son axe.

Exercice 22 Le solénoïde (Agrégation externe option chimie 2002)

Un solénoïde d’axe Oz est constitué d’un bobinage serré modélisé par n spires circulaires
par unité de longueur. Les spires ont un rayon a et sont parcourues par un courant
d’intensité I .
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α1
α2

z

MI

Pdz

α

On considère une épaisseur dz
de spires au point P de cote z
et un point M sur l’axe à par-
tir duquel les extrémités du solé-
noïde sont vues sous un angle a1

et a2 (orientés positivement dans le sens indiqué sur la figure).

1. Déterminer l’expression du champ
−→
B (M) en un point M quelconque de l’axe en

fonction de a1 et a2.
2. Quelle est, en fonction de a et de la longueur L du solénoïde, la valeur du champ
au centre de celui-ci. Que devient cette valeur si le solénoïde est infiniment long ? Pour
quelles valeurs du rapport L/2a peut-on considérer que le champ au centre diffère de
moins de 1 % de celui du solénoïde infiniment long ?
3. Montrer qu’à l’intérieur et à l’extérieur d’un solénoïde infiniment long le champ
magnétique est uniforme ; quelles sont ses valeurs respectives

−→
Bi et

−→
Be ? Le champ est-il

continu ? Commenter.

Exercice 23 Les bobines de Helmholtz (d’après CAPES interne 1994)

1. On considère une spire circulaire de rayon a parcourue par un courant d’intensité I . Les
notations sont les mêmes que celles définies dans l’exercice 21. Rappeler l’expression du
champ magnétique en un point de l’axe de la spire puis, en reprenant les résultats de cet
exercice, vérifier que la courbe B(z) présente un point d’inflexion pour z = a/2. Donner
la valeur numérique du rapport B(z = a/2)/B(z = 0).
A.N. Comparer à la valeur de la composante horizontale du champ magnétique terrestre
BT = 2.10−5 T, la valeur du champ magnétique créé au centre par une bobine plate
comportant N = 130 spires de rayon moyen a = 15,0 cm, parcourue par un courant
d’intensité I = 1,70 A.

a

I

xO

M
a

O1 O2x

N spires N spires

I

d

2. On considère un dispositif constitué
de deux bobines plates, identiques à celle
étudiée précédemment, de même rayon
a, de même axe et comportant chacune
N spires. Il est représenté sur la figure
ci-contre. Chacune de ces deux bobines
est parcourue par un courant électrique
constant, de même intensité I et de
même sens. La distance entre les centres
O1 et O2 des bobines vaut d . On appelle
O le milieu de O1O2 et x la distance d’un point M, sur l’axe, au point O. On se propose
de montrer que pour une certaine valeur de d , que l’on exprimera en fonction de a, le
champ magnétique varie très peu sur l’axe au voisinage du point O : le dispositif est alors
appelé « bobines de Helmholtz ».

174



�

�

�

�

�

�

�

�

Montrer que le champ magnétique au point M peut se mettre sous la forme :
B(x) = f (z = d/2 1 x) 1 f (z = d/2 − x) où f (z) est une fonction que l’on définira. En
effectuant un développement limité de B(x) pour x petit, faisant intervenir les dérivées
première, seconde et troisième de la fonction f (z) que l’on ne cherchera pas à exprimer,
montrer que pour une certaine valeur de d , que l’on exprimera en fonction de a, le champ
magnétique se met sous la forme :

B(x) = 2f (d/2) 1 o(x3).

A.N. Avec les valeurs numériques précédentes, calculer, dans cette configuration, le champ
magnétique au point O milieu de O1O2, et celle du champ magnétique au centre de l’une
des deux bobines. Conclure.

Potentiel vecteur. Flux et circulation du champ magnétique

Exercice 24 Potentiel vecteur d’un solénoïde et relations
de passage

On considère un circuit composé de spires jointives enroulées sur un cylindre de longueur
infinie, parcourues par un courant d’intensité I . Soit n le nombre de spires par unité de
longueur.

1. Quelle est la direction de
−→
B en un point quelconque ?

A

I B C

D

A

B C

D

A

B C

D
cas 3

cas 2

cas 1

2. On définit un contour
fermé ABCD et on applique
le théorème d’Ampère à la
circulation de

−→
B sur ce

contour. En admettant que
le champ

−→
B soit nul à l’in-

fini, en dehors du cylindre,
montrer que

−→
B est uni-

forme à l’intérieur (cas 1) et
nul à l’extérieur. Calculer son module à l’intérieur (cas 3) et déterminer son sens.

3. Ce solénoïde peut être considéré comme une nappe conductrice cylindrique parcourue
par un courant en surface de densité surfacique

−→
js . Déterminer

−→
js .Vérifier la relation de

passage pour le champ magnétique à la traversée d’une surface parcourue par un courant.

4.a. Quelle est la direction du potentiel-vecteur
−→
A (M) à l’intérieur et à l’extérieur du

solénoïde ?

b. Déterminer
−→
A en utilisant une relation locale. On utilisera l’expression du rotationnel

en coordonnées cylindriques donnée dans le paragraphe 7 du cours.

c. Déterminer
−→
A en utilisant une relation intégrale.

d. Connaissez-vous une troisième méthode pour déterminer
−→
A ? Comparer les méthodes.
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Exercice 25 Cadre au voisinage d’un fil

On considère un fil rectiligne SS′ parcouru par un courant d’intensité I1.

1. Déterminer, à l’aide du théorème d’Ampère, le champ magnétique
−→
B créé par le fil en

un point M, situé à la distance d du fil.

S

S'

I1

M

N P

Q

b

2a

e

I2

2. Un cadre rectangulaire indéformable MNPQ, de largeur 2a,
de hauteur b, est tel que ses côtés MN et PQ sont parallèles à SS′.
Le plan du cadre contient SS′. La médiane verticale de MNPQ
se trouve à la distance e de SS′ (e > a). Enfin le cadre est parcouru
par un courant I2 dans le sens indiqué sur la figure ci-contre.

a. Calculer la résultante des forces magnétiques agissant sur le
cadre.

b. Calculer le flux de
−→
B à travers le circuit MNPQ.

c. En appliquant le théorème de Maxwell, retrouver la résultante
de forces magnétiques s’exerçant sur le cadre.

Induction électromagnétique

Exercice 26 Tige mobile sur un plan incliné (d’après PLP2 1999)

Une tige PQ conductrice, de masse m = 50 g, de longueur L = 21 cm, peut glisser sans
frottement sur deux rails conducteurs MM′ et NN′ parallèles, coplanaires, distants de L
et inclinés d’un angle a par rapport à l’horizontale.
Lors du déplacement, la tige PQ reste perpendiculaire aux rails et l’ensemble tige - rails
est plongé dans un champ magnétique

−→
B uniforme, vertical, dirigé du bas en haut, de

valeur B = 0,40 T.
BN

P

Q

O
M

N'

M'

α
x

La distance parcourue par la tige sur les rails est
repérée sur l’axe Ox du plan incliné, parallèle aux
rails, O étant le milieu de MN.
On donne pour l’accélération de la pesanteur
g = 9,8 m.s−2 et on prendra a = 25◦.

1. À l’instant t = 0, la tige PQ est lâchée sans vitesse initiale depuis la position MN en haut
du plan incliné. Les rails ne sont en contact électrique entre eux que par l’intermédiaire
de la tige PQ.

a. La présence du champ magnétique influence-t-elle le mouvement de la tige ? Pourquoi ?
Quelle est la nature du mouvement ?

b. A quelle date la distance parcourue par la tige est-elle égale à d = 0,50 m ?

c. Déterminer littéralement et numériquement la force électromotrice induite dans la tige
à la date déterminée à la question précédente. On précisera le signe de cette f.e.m.

2. On relie les points M′ et N′ par un fil conducteur de résistance R = 0,50 V. On
néglige les résistances des rails et de la tige PQ devant R.
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a. On lâche à nouveau PQ depuis la position MN. Les rails étant supposés suffisamment
longs. Comment évolue le mouvement ultérieur de la tige ? Justifier brièvement l’existence
d’une vitesse limite en analysant les phénomènes physiques mis en jeu.

b. Calculer l’intensité du courant induit dans la tige lorsque la vitesse limite est atteinte.

c. Calculer la vitesse limite atteinte.

Exercice 27 Inductance propre et inductance mutuelle (d’après
CAPES 1999)

1. Définitions et propriétés

a. Définir l’inductance propre L d’un circuit filiforme.

b. Soient deux circuits filiformes orientés (1) et (2). Lorsque (1) est parcouru par un
courant d’intensité i1, il crée un champ magnétique

−→
B1 dont le flux à travers (2) a pour

expression F1/2 = M12 · i1. Définir le coefficient M21.

c. Quelle relation lie M12, M21 et l’inductance mutuelle des deux circuits ?

d1 d2 d3

(1) (2) (2)

(2)

(1)

(1)

d. Deux spires circulaires orientées
(1) et (2) sont placées successivement
selon les trois dispositions d1, d2 et
d3 ci-contre. Ces spires sont perpen-
diculaires au plan de la figure, la par-
tie en gras étant située en avant de ce
plan. Dans d1 et d2, les deux spires
sont coaxiales et dans d3 leurs axes sont
coplanaires et orthogonaux. Indiquer éventuellement le signe de M dans chaque cas.

2. On considère une bobine placée dans l’air et comptant 1 000 spires pratiquement
circulaires, enroulées sur un manchon non magnétique de 10 cm de long et de 4 cm
de diamètre. Calculer son inductance propre L en l’assimilant à un solénoïde très long
disposé dans le vide.

C CD D

S1 S2

3. On dispose de deux bobines identiques S1 et S2, chacune
d’inductance propre L et de résistance ohmique r = 8 V. On
repère les bornes des bobines par les lettres C et D.
Les deux bobines sont placées à proximité l’une de l’autre comme
l’indique la figure ci-contre et on les connecte en série sans les
déplacer créant ainsi un nouveau dipôle.
La connexion se fait selon les deux possibilités suivantes :

– dipôle (a) équivalent à une bobine Sa : la borne D de S1 est reliée à la borne C de
S2. L’inductance mutuelle entre les deux bobines S1 et S2 est notée M dans cette
configuration.

– dipôle (b) équivalent à une bobine Sb : la borne D de S1 est reliée à la borne D de S2.
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On alimente successivement chacun des deux dipôles (a) et (b) par un courant sinusoïdal
de fréquence f = 2 kHz.
La mesure du module de l’impédance donne Za = 375 V pour la bobine Sa et Zb = 225 V

pour la bobine Sb.

a. Exprimer les inductances propres respectives La et Lb des bobines Sa et Sb en fonction
de L et M.

b. Exprimer Za (resp Zb) en fonction de r, La (resp Lb) et f .

c. Calculer L et M.

4. Quand deux bobines d’inductances propres L1 et L2 sont placées en série et alimentées
en courant sinusoïdal basse fréquence, quelle expression de l’inductance propre de la
bobine équivalente donneriez-vous à des élèves et quelle précision apporteriez-vous quant
à la validité de cette expression ?
Étudier également le cas où deux bobines de résistances négligeables sont disposées en
parallèle.

Exercice 28 Inductance et conversion d’énergie (d’après CAPES 1999)

R0 = 10 Ω

u R

i

K

E = 2 V

1. Échange d’énergie entre une bobine et une
résistance. On réalise le montage de la figure
ci-contre comprenant un générateur de tension
de f.e.m. E = 2 V, une bobine d’inductance
propre L = 100 mH et de résistance ohmique
r = 10 V, une résistance ohmique Ro = 10 V,
un interrupteur K et une résistance ohmique
variable R réglée initialement à 200 V.
L’interrupteur K étant fermé depuis longtemps, on l’ouvre à un instant qui sera considéré
comme l’origine du temps t.

a. Calculer l’intensité io du courant éléctrique dans la bobine et la valeur uo de la tension
u à ses bornes avant l’ouverture de K.

b. Établir l’expression de l’intensité i(t) du courant électrique dans la bobine en fonction
du temps pour t > 0 ainsi que celle de la tension u(t) à ses bornes.

c. Tracer les courbes représentatives de l’intensité i(t) et de la tension u(t) pour t variant
de −0,5 ms à 2,5 ms.

d. Par un bilan énergétique, calculer l’énergie électrique consommée par la résistance R
entre t = 0 et t −→ ∞.

e. Illustrer par un graphique l’évolution des courbes i(t) et u(t) quand R devient grand,
puis petit devant 200 V.
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R1 = 10 Ω

u

iB

iK

machine
tournanteE = 10 V

m = 200 g

L = 5 H
rL = 20 Ω g

2. Échange d’énergie entre
une bobine et une machine
tournante. Le circuit élec-
trique de la figure ci-
contre comprend un géné-
rateur de tension idéal de
f.e.m. E = 10 V en série
avec une résistance ohmique
R1 de 20 V, un interrupteur K, une bobine d’inductance propre L = 5 H et de résistance
ohmique rL = 20 V, une diode idéale et une petite machine tournante.
La diode idéale a une tension de seuil nulle, un courant nul quand elle est bloquée et une
résistance interne nulle quand elle est passante.

m = 200 g

a = 2 cm

poulie

réducteurmachine
tournante

vitesse de 
rotation ω

vitesse de rotation 
ω1 = ω/C  avec C = 20

La figure ci-contre décrit
la liaison entre la machine
tournante et une poulie par
l’intermédiaire d’un réduc-
teur de vitesse. Si la vitesse
de rotation de l’arbre de la
machine tournante est v,
celle de la poulie à la sortie
du réducteur est v1 telle que v = Cv1 avec un rapport de réduction de vitesse C = 20.
Sur la poulie de rayon a = 2 cm est enroulé un fil inextensible auquel est suspendue une
masselotte de masse m = 200 g. On prendra g = 10 m.s−2 pour l’intensité du champ de
pesanteur.
La machine tournante comporte un rotor solidaire de l’arbre de rotation. Sur ce rotor se
trouve bobiné un fil électrique relié au circuit par des contacts glissants. Le déplacement de
ce conducteur dans le champ magnétique d’un aimant permanent appelé stator provoque
l’apparition d’une f.e.m. induite.

e

i

rm = 50 Ω

Sur le plan électrique, la machine tournante est équivalente à la
f.e.m. e = Kv en série avec une résitance ohmique rm. On prendra
K = 3.10−2 V.rad−1.s et rm = 50 V. Le schéma correspondant se
trouve ci-contre.
Par convention, l’axe de rotation est orienté de façon que la masselotte
monte quand v > 0.
Quand le bobinage du rotor est parcouru par le courant d’intensité i,
le champ magnétique de l’aimant permanent provoque l’apparition sur ce rotor de forces
magnétiques dont le moment par rapport à l’axe de rotation orienté est G = Ki. Le
coefficient K est le même que celui introduit dans l’expression de e.

a. L’interrupteur K étant fermé depuis longtemps et le rotor immobilisé, donner la valeur
io de l’intensité iB du courant électrique qui traverse la bobine. Quelle est la valeur de i,
intensité du courant électrique dans le rotor de la machine tournante ?
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b. À l’instant t = 0, on ouvre l’interrupteur K. À cet instant, le rotor de la machine tour-
nante est immobile, la masse m reposant sur un support que l’on enlève immédiatement.
On pose r = rL 1 rm. Établir l’équation (e1) tirée des lois de l’électrocinétique liant les

fonctions du temps i(t),
di
dt

et v(t) avec L, r et K comme paramètres. L’état de la diode

pour t > 0 est supposé être le même qu’à l’instant suivant l’ouverture de K.
c. L’ensemble de tous les éléments mobiles (machine tournante + réducteur + poulie
+ masselotte m + éléments de liaison) forme un système mécanique isolé noté (S) qui

possède une énergie cinétique EC que l’on écrira sous la forme EC =
1
2

Jv2 où J est le

moment d’inertie de (S) ramené à l’axe de rotation en amont du réducteur. On donne
J = 3.10−6 kg.m2.
c.1. Dans quelle proportion la masselotte contribue-t-elle à cette valeur de J ?
c.2. Tous les frottements sont négligés.

– Sans faire de calcul, justifier que la masse m va d’abord monter.

– En appliquant au système (S) le théorème de l’énergie cinétique entre les instants t

et t 1 dt, établir l’équation (me) liant i(t) et
dv

dt
(t) avec K, J , m, g, a et C comme

paramètres.

d. Donner l’équation différentielle (dif ) vérifiée par i(t) avec L, K, J , m, g, a et C comme
paramètres.
e. Sans résoudre l’équation (dif ) :

– Exprimer littéralement puis numériquement
di
dt

(t = 0),
dv

dt
(t = 0) et la tension aux

bornes de la bobine u(t = 01).

– Justifier que i(t) tend vers une valeur limite ilim quand t devient grand.

– Exprimer littéralement puis calculer ilim, vlim et ulim.

f. La résolution de l’équation (dif ) permet de tracer les courbes suivantes où sont repré-
sentées les grandeurs i(t) en mA et v(t) en rad.s−1 pour t variant de 0 à 2 s.

0
0

50

100

150

200

250

0,5 1 1,5 2 2,5 3 t (s)
– 150

– 100

– 50

0

50

100

0,5 1 1,5

t (s)courbe 1 courbe 2

f.1. Identifier chacune des courbes en justifiant qualitativement votre réponse.
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f.2. Préciser sur quels intervalles de temps la machine tournante se comporte soit en
moteur soit en génératrice.
f.3. Vérifier les valeurs numériques initiales et asymptotiques de i et v.

f.4. À partir de l’une de ces courbes, déterminer l’instant où la masselotte passe par son
altitude maximale.
f.5. Évaluer cette altitude maximale en mm en assimilant la partie de la courbe concernée
à un triangle, l’altitude étant prise nulle à l’instant t = 0.
f.6. Quand la masselotte est à son altitude maximale, calculer la fraction d’énergie initia-
lement stockée dans la bobine qui a été transformée en énergie potentielle de pesanteur.
Commenter.

Exercice 29 Étude simplifiée d’un haut-parleur électrodynamique
(d’après CAPES 1991)

Un haut-parleur électrodynamique est constitué (voir schéma) :
– d’un aimant annulaire, d’axe horizontal x′x, créant un champ magnétique

−→
B radial et

de norme constante B dans la région utile de l’entrefer,

N

S

membrane

coupe

S

N
u(t)

i(t)

xex

B

B
ex

– d’un solénoïde indéfor-
mable de même axe x′x, com-
portant N spires circulaires de
rayon a, placé dans l’entrefer
de l’aimant,
– d’une membrane M, per-
pendiculaire à l’axe x′x, soli-
daire du solénoïde et pouvant
effectuer de faibles déplace-
ments axiaux autour de sa
position d’équilibre grâce à
un système élastique que l’on
modélisera par un ressort
unique de raideur k.
1. L’ensemble mobile {membrane + solénoïde}, de masse m, repéré par l’abscisse x(t)
lorsqu’il est en mouvement, est soumis aux forces suivantes :

– son poids et la réaction du support verticale et opposée au poids,

– la force de rappel du ressort de raideur k,

– la résultante des forces de Laplace exercées par l’aimant sur le solénoïde lorsqu’il est
parcouru par un courant d’intensité i(t),

– une force de frottement fluide proportionnelle à la vitesse :

−→
F = −m

dx
dt

−→ex .
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Faire un schéma, en respectant les orientations données, où figure la force élémentaire−→
df s’exerçant sur un élément

−→
d� de courant du solénoïde (on supposera sur ce schéma

l’intensité i positive). Expliciter cette force élémentaire. En déduire les caractéristiques
de la résultante

−→
f s’exerçant sur l’ensemble du solénoïde (on posera � = 2pNa).

Le référentiel d’étude étant supposé galiléen, appliquer le théorème du centre d’inertie en
projection sur l’axe x′Ox, la position d’équilibre lorsque le solénoïde n’est parcouru par
aucun courant étant repérée par x = 0.
En déduire l’équation différentielle liant x(t) et ses dérivées à i(t) [équation 1].

2. Le solénoïde se déplaçant dans l’entrefer à la vitesse −→v =
dx
dt

−→ex , calculer la force

électromotrice induite e(t) par le déplacement en fonction de B, � et v. On adoptera la
convention habituelle selon laquelle e est positive si, seule dans le circuit fermé, elle y fait
circuler un courant d’intensité positive, et on précisera, à l’aide d’une figure, les autres
conventions choisies. La bobine, de résistance R et d’inductance propre L, est connectée à
une source idéale de tension délivrant la tension u(t). Montrer que l’équation différentielle
vérifiée par i(t) s’écrit :

Ri 1 L
di
dt

− B�v = u [équation 2]

3. La source idéale délivrant une tension sinusoïdale u(t) = U
√

2 cos vt, on se propose
d’étudier le régime forcé à la pulsation v imposée par la source. On associe à u(t) la forme
complexe u(t) = U

√
2e jvt avec j2 = −1. On cherche alors i(t) et v(t) sous les formes

complexes associées :

i(t) = I
√

2e j(vt−w) = I
√

2e jvt et v(t) = V
√

2e j(vt−C) = V
√

2e jvt.

À partir de l’équation 1, exprimer V en fonction de I . En utilisant l’équation 2, écrire la
relation liant U , I et V . Déduire des résultats précédents la relation entre U et I que l’on
mettra sous la forme U= ZI où Z est une impédance complexe.
On note ZL l’impédance complexe de la bobine en l’absence de mouvement de la mem-
brane. Exprimer ZL.
Montrer que l’on peut mettre Z sous la forme Z= ZL1Zm où Zm représente l’impé-
dance motionnelle du haut-parleur. Exprimer les parties réelle et imaginaire de Zm, soit
Zm = Rm(v) 1 jXm(v), où Rm représente la résistance motionnelle et Xm la réactance
motionnelle.
4. On se propose de tracer le diagramme d’impédance du haut-parleur. Soit P(v) le point
du plan complexe d’affine Zm(v). Montrer que le lieu décrit par le point P quand v varie
est un cercle de rayon Ro, tangent à l’axe imaginaire à l’origine, appelé cercle de Kennely.
Exprimer Ro en fonction de B, � et m.

– Placer les points correspondants à v −→ 0, v −→ ∞ et v = vo =
√

k
m

– L’énergie fournie par la source est dissipée en partie dans la résistance ohmique R
sous forme de chaleur et dans la résistance motionnelle Rm sous forme d’émission
acoustique. Dans quel intervalle de pulsation [v1, v2] la résistance motionnelle est-elle
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de valeur supérieure ou égale à Ro ? Placer les points correspondant à v1 et v2 sur la
courbe précédente. Exprimer v1 − v2 en fonction de m et de m.

Exercice 30 L’expérience d’Elihu Thomson, illustration de la loi
de Lenz

Un appareil expérimental dû à Elihu Thomson et figurant dans la collection de nombreux
lycées est composé de trois parties, représentées sur la figure ci-dessous.
– un solénoïde (S) vertical de longueur � = 13 cm, de rayon R = 3 cm, qui comprend
N = 320 spires jointives, donc un nombre de spires par mètre n = 24,6 spires/m. (S) est
parcouru par un courant sinusoïdal de fréquence f = 50 Hz.

z

(A)

(S)

(F)

O

P P

I0

– un cylindre plein (F) de fer doux, de longueur supérieure à � remplit
le solénoïde (S). On admettra ici, pour simplifier, qu’il a pour effet de
multiplier par 100 les champs magnétiques créés par (S).
– sur ce noyau de fer doux, qui dépasse largement la hauteur du solénoïde,
on enfile un anneau métallique cylindrique (A) en aluminium, de rayon
R = 3 cm, de hauteur et d’épaisseur négligeables. La résistance électrique
de l’anneau vaut X = 1,75.10−4 V et son coefficient d’auto-induction
vaut L = 9, 5 mH (on ne tiendra pas compte de L dans les deux premières
parties du problème). La masse de l’anneau vaut m = 13,4 g.
En l’absence de courant dans le solénoïde, l’anneau repose sur la face supérieure de (S).
Lorsque le courant sinusoïdal I (t) = Io sin vt est établi dans (S), l’anneau est éjecté de
façon spectaculaire vers le haut, le long du noyau de fer doux, d’une hauteur H de 30
à 40 cm. Il peut même, dans certaines conditions, atteindre une position d’équilibre et
rester en « lévitation magnétique ».
Si cette expérience est spectaculaire et très facile à mettre en oeuvre, son interprétation
théorique est plus délicate et une approche superficielle ne permet pas d’expliquer l’ob-
servation : il faut tenir compte non seulement du phénomène d’induction mais également
du phénomène d’auto-induction dans l’anneau.
On donne mo = 4p10−7 u.S.I et g = 10 m/s2.
1. Étude du seul solénoïde (S) (sans noyau de fer doux) parcouru par un courant d’intensité
Io constant
a. Montrer rapidement que le champ magnétique

−→
b (M) créé par une seule spire de (S)

en un point M de son axe z′z peut s’exprimer sous la forme :
−→
b (M)=

moIo

2R
sin3 u−→uz où u

représente l’angle sous lequel la spire est vue du point M et où −→uz est un vecteur unitaire
de l’axe de la spire. Faire un schéma.
b. En déduire l’expression du champ magnétique

−→
B (M) créé par (S) en un point M de

l’axe z′z, situé à l’extérieur de (S), et d’où l’on voit les deux faces nord et sud de (S) sous
les angles respectifs u1 et u2. Faire un schéma.
c. On repère par z = OM la position du point M par rapport au centre O de la face
supérieure de (S). Montrer que

−→
B (M) peut s’écrire

−→
B (M) = Bo f (z)−→uz où f (z) ne dépend

que de R, � et z.
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– Donner l’expression de Bo. Le calculer lorsque (S) est seul (sans noyau de fer doux) et
pour Io = 5 A.

– Donner l’expression de f (z). Calculer f (0) lorsque z = 0. En déduire la valeur numé-
rique de la norme de

−→
B (O) pour Io = 5 A.

d. Indiquer rapidement une méthode précise de mesure de B(M).

e. Si l’on déplace le point M sur l’axe z′z,
−→
B (M) peut-il être uniforme :

– à l’extérieur de (S) ?

– à l’intérieur de (S) ?

Si oui, à quelle condition ? Cette condition est-elle respectée ici ?

f. Soit P un point voisin de M, situé dans un plan parallèle aux spires de (S) et passant par
M. Soit r la distance entre P et l’axe z′z, r  �. On se place en coordonnées cylindriques
(−→ur ,−→uu ,−→uz ) et on appellera

−→
Br (P),

−→
Bu(P) et

−→
Bz(P) les composantes de

−→
B (P).

f.1. On admettra que
−→
Bz(P) =

−→
B (M). Pourquoi ?

f.2. Que peut-on dire de
−→
Bu(P) ? Pourquoi ?

f.3. De quelle(s) variable(s) dépend la norme de
−→
Br (P) ? Pourquoi ?

f.4. En utilisant la conservation du flux du champ magnétique, sous forme locale, exprimer
Br(P) en fonction de r, Bo et de la dérivée f ′(z) = df /dz de la fonction f (z) qui intervient
dans l’expression de B(M) (cf. question 1.c).
On rappelle qu’en coordonnées cylindriques :

div
−→
B =

1
r

[
≠(rBr)

≠r
1

≠Bu

≠u
1

≠(rBz)
≠z

]

f.5. Retrouver l’expression de Br(P) en utilisant la conservation du flux du champ magné-
tique cette fois sous forme intégrale. On décrira avec précision le cylindre élémentaire
utilisé pour l’intégration.

f.6. Dessiner l’allure des lignes de champ magnétique passant par M et P. Représenter
sur le même schéma les champs et ainsi que leurs composantes.

f.7. Calculer Bz(P) et Br(P) lorsque z = 0, pour Io = 5 A et r = R = 3,0 cm.

2. Étude de (S) 1 (F)
Lorsque le noyau de fer doux (F) est introduit dans le solénoïde ( S), calculer les nouvelles
valeurs numériques prises par Bo, B(O), Bz(P) et Br(P), définies dans la première partie,
lorsque Io = 5 A, z = 0 et R = 3,0 cm.
Ce sont ces valeurs numériques que l’on utilisera par la suite tout en conservant les
notations définies dans la première partie.

3. Étude de (S) 1 (F) 1 (A) : première interprétation de l’expérience d’Elihu Thomson.
Dans cette partie, on se contentera d’un raisonnement qualitatif, sans aucune application
numérique.
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3.a. Énoncer la loi de Lenz. L’appliquer ici pour expliquer le saut de l’anneau (A) lors de
l’établissement du courant dans le solénoïde (S). Donner une explication claire assortie
d’un schéma proprement annoté.
b. (S) est parcouru par le courant d’intensité I (t) = Io sin vt. Il crée en un point P voisin

de l’axe z′z, un champ magnétique
−→
B (P) = Bo f (z) sin vt−→uz − rBo f ′(z)

2
sin vt−→ur . En

déduire :
b.1. le flux F(t) créé par le champ du solénoïde à travers l’anneau, situé dans le plan
horizontal à l’altitude z. On appellera Fo l’amplitude de F(t). Exprimer Fo en fonction
de Bo, R et f (z).
b.2. la f.e.m. e(t) induite dans l’anneau . On appellera eo l’amplitude de e(t). Exprimer eo

en fonction de Fo, puis de f (z).
b.3. l’intensité i(t) du courant induit dans l’anneau . On appellera io l’amplitude de i(t).
Exprimer io en fonction de eo, puis de f (z).

b.4. la force élémentaire de Laplace
−→
dF s’exerçant sur un élément de l’anneau. Montrer

qu’elle comprend deux composantes
−→
dFr et

−→
dFz que l’on exprimera séparément.

Représenter sur un schéma, les composantes de
−→
B (P),

−→
B (P′),

−→
dF (P)et

−→
dF (P′) pour deux

points opposés P et P′ de l’anneau.

b.5. la force de Laplace résultante
−→
F s’exerçant sur l’anneau. La mettre sous la forme−→

F =
−→
Fog(t). Donner l’expression de

−→
Fo en fonction de R, v, Bo, X , f (z) et f ′(z).

Donner l’expression de g(t).

c. Que vaut la valeur moyenne de
−→
F sur une période ?

L’anneau est véritablement éjecté. Le raisonnement suivi ici (partie 3) permet-il donc
d’expliquer le saut de l’anneau ?
d. Que se passerait-il si le courant circulant dans (S) était continu ? L’explication déve-
loppée dans cette partie serait-elle satisfaisante ?
4. Étude de (S) 1 (F) 1 (A) : étude plus rigoureuse de l’expérience.
On tiendra compte, à partir de maintenant, de l’auto-inductance de l’anneau (A). On
rappelle que L = 9,5 mH.

4.a. Les réponses aux questions 3.a, 3.b.1 et 3.b.2 étant inchangées, on utilisera les
notations Fo et eo. Donner l’équation différentielle régissant les variations du courant
induit i(t) dans l’anneau. La résoudre en utilisant la méthode des nombres complexes.
Mettre la solution sous la forme i(t) = io cos(vt − w). Expliciter io en fonction de eo, X
et v. Expliciter sin w.

b. La force de Laplace résultante
−→
F exercée sur l’anneau, situé à la distance z de (S) obéit à

la même loi que celle trouvée à la question 3.b.5, c’est-à-dire
−→
F =

−→
Fog(t). Seule l’expres-

sion de i(t) a été modifiée : i(t) = io cos(vt −w). Exprimer
−→
F et la mettre sous la forme :

−→
F = Foa(z)b(t)−→uz .

Donner l’expression des fonctions a(z) et b(t).
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c. Exprimer la valeur moyenne de
−→
F dans le temps.

d. Montrer que l’anneau décolle de la position z = 0.

e. L’anneau, ainsi libéré, admet une position d’équilibre dans le champ de pesanteur.
En supposant l’anneau horizontal, comment pourrait-on calculer son altitude, mesurée à
partir de la surface supérieure du solénoïde (on ne fera que poser l’équation permettant
ce calcul).

5.a. Citer deux autres expériences mettant en évidence la loi de Lenz, mais peut-être
moins spectaculaires que celle étudiée ci-dessus. Les interpréter en une ligne et avec un
schéma. Ces expériences nécessitent-elles de faire appel au phénomène d’auto-induction
dans l’induit ?

b. Pourrait-on observer l’expérience de Thomson en introduisant l’anneau entre deux
bobines de Helmoltz ? Pourquoi ?

Les moteurs

Exercice 31 Production d’un champ tournant (d’après agrégation chi-
mie 2002)

O

Système

£ £
Un système (S) est constitué de deux solé-
noïdes identiques et coaxiaux comportant cha-
cun N spires circulaires de rayon a et possédant
chacun une longueur £ ; leurs faces en regard
sont distantes de 2�. Ils sont montés en série
de telle sorte que le courant d’alimentation
d’intensité I y circule dans le même sens.

u

O

(S')

(S)

B

C

A i
y

x

i

i'

i'

1. Montrer que le champ au centre O du sys-
tème (S) peut, en module, se mettre sous la
forme B = kI où k est un coefficient à expri-
mer en fonction des caractéristiques géomé-
triques du système.
A.N. Calculer k pour £ = 7 cm, � = 5 cm,
a = 3 cm, N = 800. En déduire la valeur de
B lorsque I = 4 A.
On met en place deux systèmes (S) et (S′)
identiques au précédent selon la disposition
de la figure ci-contre : les axes Oy de (S) et
Ox de (S′) sont orthogonaux et se coupent
en O, milieu commun. Chaque système a une
résistance électrique totale R et une inductance
totale L.
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Entre les points A et B sont branchés en parallèle :
– un générateur de tension de force électromotrice sinusoïdale :

u(t) = U
√

2 cos vot

– le système (S)
– le système (S′) monté en série avec un condensateur de capacité C.

2. À tension u(t) donnée, prévoir qualitativement le rôle de la capacité C sur le courant
i′(t) dans (S′) par rapport au courant i(t) dans (S). En s’appuyant par exemple sur le cas de
la polarisation des ondes électromagnétiques, prévoir qu’au point O le champ magnétique
total est un vecteur tournant dans le plan xOy.

3. Déterminer, en utilisant la méthode des complexes, les intensités instantanées i(t) et
i′(t) sous la forme :

i(t) = I cos(vot − w) et i′(t) = I ′ cos(vot − w′) (1)

et donner les expressions des intensités maximums I et I ′ ainsi que de tan w et tan w′.

4. Montrer, en supposant que R et vo sont imposées, qu’il est possible d’exprimer L et
C pour satisfaire la double condition : I = I ′ et w = w′ − p/2. Que valent dans ces
conditions I , I ′, w et w′ ?

5. A.N. Calculer L et C sachant que R = 25,1 V et fo = vo/2p = 50 Hz ;
– la valeur de L (inductance totale du système) est-elle plausible sachant que l’inductance

propre L′ d’une bobine unique est donnée par l’expression L′ = pmo
N 2a2

£
?

6. Déterminer dans les conditions de la question 4 le vecteur champ magnétique
−→
B au

point O en notant Bo son module (à exprimer en fonction de k, U et R) et −→ux et −→uy les
vecteurs unitaires des deux axes.
À quelle fréquence ce champ tourne-t-il dans le plan xOy ?
Quelle est la valeur numérique de Bo avec les conditions précédentes ?

7. Connaissez-vous un autre montage simple, susceptible de donner un champ magnétique
tournant ?

Exercice 32 Principe d’un moteur synchrone (d’aprés agrégation chi-
mie 2002)

Le montage de l’exercice précédent où les bobines sont parcourues par des courants
alternatifs de pulsation vo produit un champ magnétique

−→
B uniforme, d’amplitude Bo,

qui tourne dans le plan xOy autour de l’axe Oz avec la pulsation vo constante (le stator) ;
D’autre part, une pièce mobile autour de l’axe Oz (le rotor) constitué d’un petit aimant
portant un moment magnétique permanent

−→
M, orthogonal à Oz, tourne dans le plan

xOy d’un mouvement de rotation uniforme de pulsation v.
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M

B   

t = 0

z

O
α

ω

ω0

La valeur de l’angle (
−̂→
M,

−→
B ) à l’instant initial est noté

a comme indiqué sur la figure. On note −→uz le vecteur
unitaire de l’axe Oz.
Rappelons que le moment

−→
G (t) des forces exercées

par le champ
−→
B sur un dipôle magnétique

−→
M a pour

expression :
−→
G =

−→
M ∧ −→

B

1. Calculer la valeur instantanée de ce couple magnétique
−→
G (t) exercé par le champ

−→
B sur

la pièce mobile. En déduire sa valeur moyenne au cours du temps 〈−→G (t)〉 et commenter
le résultat en distinguant le cas v = vo du cas v fi vo.

2. Pour quelles valeurs de v et a ce dispositif fonctionne-t-il en moteur ? Justifier la
terminologie de « moteur synchrone » ; l’aimant suit-il ou précède-t-il alors le champ
magnétique dans son mouvement ?
Quelle est dans ce cas la puissance maximale Pm qu’il peut fournir en régime permanent ?
Où est précisément la source d’énergie dans ce montage ?

3. On note G =
∣∣∣〈−→G (t)〉

∣∣∣ le module de la valeur moyenne du couple magnétique, Gm

la valeur maximale de G et Gu � Gm le couple utile fourni par le moteur en régime
permanent. Tracer le graphe G(a) pour les valeurs de a correspondant à un dispositif
fonctionnant en moteur.
Quelle relation lie G et Gu en régime permanent de fonctionnement du moteur ? Que
constate-t-on alors graphiquement pour une valeur donnée de Gu ?
Énoncer le critère de stabilité de fonctionnement du moteur en régime permanent (lorsque
par exemple celui-ci prend accidentellement de l’avance ou du retard sur son régime
permanent), puis déterminer qualitativement à partir du graphe G(a) le domaine de a

correspondant à un régime stable.

Exercice 33 Moteur asynchrone

Par un montage convenable de bobines parcourues par des courants sinusoïdaux de
pulsation vo, on peut produire un champ magnétique tournant avec une vitesse angulaire
vo, appelée vitesse de synchronisme. Ce champ magnétique est supposé tourner dans le
plan xOy, autour d’un axe z′z perpendiculaire à ce plan.
Une petite bobine plate, de surface S, est placée dans le champ magnétique tournant et elle
est mobile autour de l’axe z′z. Soient R sa résistance électrique et L son inductance propre.
La bobine est animée d’un mouvement circulaire et uniforme de vitesse angulaire v.
On désigne par −→n le vecteur unitaire normal à la bobine mobile et on appelle a la valeur

à l’instant t = 0 de l’angle (−̂→n ,
−→
B ).
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1. Calculer à chaque instant le flux qui traverse la petite bobine mobile. On appelle Fo le
flux maximum à travers la bobine. Calculer la f.e.m. instantanée induite dans le circuit et
en déduire le courant induit.
2. Exprimer le moment magnétique de la bobine. En déduire le moment instantané G(t)
du couple de forces électromagnétiques s’exerçant sur cette bobine. Que vaut la valeur
moyenne Gm de ce moment ? À quelle condition le dispositif peut-il être considéré comme
un moteur ?
3. Étudier les variations de Gm avec v. On supposera que vo > L/R. Interpréter les
différentes branches de la courbe Gm(v).
4. La bobine, initialement au repos, est soumise à un couple résistant de moment Gr, dû
aux frottements. À quelle condition se met-elle en mouvement ? Montrer qu’elle atteint
un régime permanent stable dont on précisera la vitesse angulaire. Le couple résistant
augmente brusquement, décrire le fonctionnement ultérieur du moteur.

Exercice 34 Moteur linéaire

v

B(x,t)

O

z

y

x

Dans le référentiel du laboratoire (Oxyz)
un inducteur linéaire est constitué par des
bobinages créant dans l’espace considéré un
champ magnétique de la forme :

−→
B = Bo cos

(
2p

x
l
− vot

)−→uy

où l est une longueur constante et vo une
pulsation constante.
L’induit est représenté par un cadre carré,
de côté a, situé dans le plan xOz, de sorte
que ses côtés restent parallèles aux axes Ox
et Oz. Il se déplace alors selon un mouvement rectiligne et uniforme de vitesse v. On
suppose que a  l c’est-à-dire que le flux qui traverse l’induit à l’instant t correspond à
celui d’un champ uniforme sur toute la surface du cadre.
1. Exprimer le flux F traversant l’induit en fonction de t. On posera v = 2pv/l et
Fo = Boa2 (v peut être > 0 ou < 0 selon le signe de v). Calculer le courant induit i
circulant dans le cadre à l’instant t en régime permanent. Le cadre possède une résistance
R et une inductance propre L.

2. Montrer que l’induit est soumis à une force instantanée
−→
F = F−→ux . Calculer F et sa

valeur moyenne Fm. Étudier les variations de Fm avec v (on admettra que R < Lvo).
3. Pour quelle valeur de v le dispositif fonctionne-t-il comme un moteur ? Le moteur
est soumis de la part des liaisons et des pièces qu’il entraîne à une force de frottement−→
Ff = −Ff

−→ux (Ff > 0). À quelle condition le moteur démarre-t-il s’il est initialement au
repos ? Montrer qu’il atteint alors un régime de fonctionnement stable.
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Équations de l’électromagnétisme en régime variable

Exercice 35 Condensateur sphérique à fuite

Les électrodes d’un condensateur sphérique, de centre O, ont des rayons respectifs a et
b (a < b). L’électrode interne porte initialement une charge positive. Le milieu entre les
électrodes étant légèrement conducteur, cette charge « fuit » vers l’extérieur. Cela crée une
densité volumique de courant dans l’intervalle situé entre les électrodes.
1. Déterminer le vecteur densité de courant en un point M situé à la distance r du centre
O, en fonction de la charge Q(t) que porte l’électrode interne à la date t.

2. Déterminer le champ électrique
−→
E au point M. On admettra que la charge répartie en

volume entre les électrodes est négligeable devant celle portée par chaque armature.
3. Que peut-on dire du champ magnétique créé par le courant de fuite, compte tenu des
symétries du dispositif ?
4. On trace un contour quelconque sur une sphère de rayon r (a < r < b). Vérifier le
théorème d’Ampère généralisé sur ce contour.

Exercice 36 Conservation de la charge électrique

Un condensateur plan, perpendiculaire à l’axe Oz, est chargé par un courant d’intensité I
variable au cours du temps. Les plaques sont des disques de rayon R. Le courant est amené
au centre des plaques par un fil d’épaisseur négligeable. On considère que le courant est
superficiel sur les faces en regard des armatures. On admet enfin que :

– la densité superficielle de charge s est uniforme sur chaque armature et ne dépend donc
que du temps,

– il n’y a aucune concentration de charge aux bords du disque.
1. Préciser la direction du vecteur densité superficielle de courant

−→
js et les coordonnées

dont dépendent ses composantes.

2. Utiliser la conservation de la charge pour relier s et
−→
js .

3. Exprimer ds/dt en fonction du courant I et déterminer
−→
js .

Étude macroscopique des diélectriques

Exercice 37 Ordres de grandeur dans le diamant

Un échantillon de diamant (masse molaire M = 12 g/mol ; masse volumique
m = 3,5 g/cm3) acquiert un vecteur polarisation

−→
P (P = 10−7 C/m2) lorsqu’il

est placé entre les armatures d’un condensateur plan. La tension entre les armatures est
U = 100 V et la distance entre celles-ci vaut d = 2 cm. La surface de chaque armature
vaut S = 5 cm2.
Calculer, dans ces conditions :
1. le moment dipolaire électrique moyen −→p porté par chaque atome,
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2. la distance moyenne entre G1 et G− (barycentres des charges + et des charges - dans
l’atome de carbone),
3. la susceptibilité électrique de l’échantillon de diamant,
4. les charges surfaciques qui apparaissent sur le diamant,
5. les permittivités relative et absolue du diamant,
6. la capacité du condensateur avant et après introduction du diélectrique.

Exercice 38 Champ électrique créé par une sphère diélectrique

Une sphère diélectrique neutre, de centre O, de rayon R, est polarisée uniformément. Soit
z′z l’axe parallèle à son vecteur-polarisation.
Exprimer, en fonction de son vecteur-polarisation

−→
P :

1. le moment dipolaire électrique équivalent à la sphère, vue d’un point M tel que
OM = r � R ;
2. le potentiel électrique en M, point situé à l’extérieur de la sphère (on rappelle que le

potentiel créé en M par un dipôle −→p vaut V (M) =
1

4p´o

p cos u

r2 où u est l’angle formé

par O
−→
M et −→p ) ;

3. le potentiel électrique en un point M′ situé sur la surface de la sphère, que l’on exprimera
en fonction de la côte z de M′ ;
4. le champ électrique à l’intérieur et à l’extérieur de la sphère. On tracera l’allure des
lignes de champ.

Exercice 39 Barreau cylindrique neutre et polarisé longitudinalement

Un barreau cylindrique, de rayon R, d’axe z′z, de hauteur h est polarisé uniformément
dans une direction parallèle à son axe. Soit

−→
P son vecteur-polarisation.

1. Déterminer les charges portées par le cylindre.
2. Exprimer le champ électrique et le vecteur-déplacement créés en tout point M de
l’axe du cylindre en fonction de

−→
P et des demi-angles a1 et a2 des cônes de sommet M

s’appuyant sur les bases du cylindre. On distinguera les cas où M se trouve à l’intérieur
ou à l’extérieur du cylindre.
3. Étudier le cas limite où le diélectrique occupe un disque (h  R).
4. Étudier le cas limite où le diélectrique occupe un barreau infini (h � R).

Exercice 40 Cavité dans un diélectrique polarisé

Un matériau diélectrique de très grande dimension est polarisé uniformément. Il com-
porte une cavité interne. Pour les différentes formes de cavités suivantes, on étudiera la
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répartition des charges de polarisation sur les parois de la cavité, puis on calculera le
champ, au centre de la cavité, dû à ces charges de polarisation.

1. Cavité cylindrique, de rayon R, de hauteur h, d’axe parallèle à la direction du vecteur-
polarisation

−→
P .

2. Cas 1, mais la cavité est très plate (h  R).
3. Cas 1, mais la cavité est très allongée (h � R).

4. Cavité cubique ayant quatre arêtes parallèles à la direction de polarisation
−→
P .

5. Cavité cubique d’orientation quelconque.

Exercice 41 Champ électrique à l’intérieur d’une sphère
diélectrique

On étudie une sphère diélectrique L.H.I., de susceptibilité xe, plongée dans un champ
électrique extérieur uniforme

−→
Eo. Calculer le champ électrique à l’intérieur de la sphère :

1. par le méthode itérative, en précisant les conditions de validité de cette méthode ;
2. par la méthode self-consistante.
On rappelle le résultat obtenu dans l’exercice 38 : une sphère diélectrique, de polarisation

uniforme
−→
P , crée un champ électrique

−→
E = −

−→
P

3´o
à l’intérieur d’elle-même.

Exercice 42 Capacité d’un condensateur plan formé de deux
diélectriques

Un condensateur plan est rempli de deux diélectriques L.H.I., de permittivité ´1 et ´2,
d’épaisseur e1 et e2. L’armature supérieure, de surface S, est portée au potentiel V et porte
une densité surfacique de charges « libres » s uniforme. L’armature inférieure est portée
au potentiel nul. On néglige les effets de bords.
On rappelle qu’une feuille de diélectrique L.H.I. de susceptibilité xe, plongée dans un

champ électrique uniforme
−→
Eo, créait, en son intérieur, un champ électrique

−→
E =

−→
Eo

1 1 xe
.

1. Calculer le champ électrique en tout point du condensateur.
2. En déduire sa capacité. La comparer à celles du même condensateur rempli de l’un ou
de l’autre des deux diélectriques seulement.
3. Préciser la valeur des charges de polarisation portées par chacune des surfaces.

Exercice 43 Diélectrique L.H.I. chargé

Dans un diélectrique L.H.I., de permittivité relative ´r = 2, on introduit une densité
volumique de charges « libres » uniforme r.
Montrer qu’il apparaît une densité volumique de charges de polarisation rp que l’on
calculera.
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Exercice 44 Interface plane entre deux diélectriques

On étudie la surface plane de séparation entre deux diélectriques L.H.I., non chargés, de
permittivités relatives ´r1 = 2 et ´r2 = 4.

1. Écrire les relations de continuité vérifiées par le champ électrique en un point de
l’interface.
2. Soit u1 = 45◦ l’angle formé par le champ électrique

−→
E1 (dans le diélectrique 1) et la

normale −→n12 à l’interface. Calculer l’angle u2 formé par le champ électrique
−→
E2 et la même

normale −→n12.
3. L’interface porte-t-elle des charges de polarisation ? Si oui, donner leur expression en
fonction de Dn, composante normale du vecteur déplacement électrique.

Étude microscopique des diélectriques

Exercice 45 Susceptibilité d’un gaz non polaire et du liquide
correspondant

Sous pression normale et à 20 ◦C, l’oxygène gazeux, considéré comme un gaz parfait,
possède une susceptibilité x de 4,87.10−4. On donne M = 32 g/mol et R = 8,32 uS.I.

1. Calculer la susceptibilité x′ de l’oxygène liquide de masse volumique m = 1,19 g/cm3.
2. Expérimentalement on mesure x′ = 0,507. Peut-on affirmer que la susceptibilité ne
dépend que de la nature du diélectrique et de sa densité ?
3. Calculer la polarisabilité de l’oxygène gazeux.
4. Calculer le moment dipolaire électrique de la molécule d’oxygène à l’état gazeux.

Exercice 46 Relation de Clausius-Mossotti

Soit un diélectrique isotrope, de polarisation
−→
P uniforme, plongé dans un champ élec-

trique uniforme
−→
Eext.

1. Exprimer le champ local
−→
E en tout point du diélectrique.

2. Le diélectrique est un gaz ou un milieu L.H.I. de polarisabilité a, contenant N
molécules par unité de volume. Montrer que

−→
P est proportionnel à

−→
Eext et exprimer le

facteur de proportionnalité en fonction de N et a.
3. En déduire l’expression de la susceptibilité du diélectrique.
Discuter le cas où cette susceptibilité devient infinie, que l’on appelle « catastrophe
de polarisation ». Quelle serait la taille de la maille d’un tel cristal cubique simple et
monoatomique ? Est-ce compatible avec les résultats du modèle de Thomson de l’électron
élastiquement lié ?
4. Quelle relation relie la permittivité relative ´r du diélectrique à N et a ? Cette relation
est appelée relation de Clausius-Mossotti.
5. Si le diélectrique est constitué de molécules polaires, que montre cette relation ?
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6. Si le diélectrique est un gaz dilué, ´r est voisin de 1. Donner alors une expression
approchée de ´r . Quelle est la signification du résultat obtenu ?

Exercice 47 Susceptibilité et polarisabilité de l’eau

À la température u1 = 120 ◦C et sous la pression P1 = 0,75.105 Pa, la susceptibilité
de l’eau vaut x1 = 4,002.10−3. À la température u2 = 210 ◦C et sous la pression
P2 = 0,93.105 Pa, la susceptibilité de l’eau vaut x2 = 3,285.10−3.
On donne la constante de Boltzmann k = 1,38.10−23 J/K.
1. Que vaut le moment dipolaire permanent de la molécule d’eau ? Le comparer avec la
valeur donnée par les ouvrages de chimie p = 6,17.10−30 C.m.

2. Que vaut la polarisabilité électronique et atomique de la molécule d’eau ?

Exercice 48 Polarisation de BaTiO3

Le réseau du titanate de baryum BaTiO3 contient un ion Ba21 et un ion Ti41 par maille
cubique. Dans son état ferroélectrique, ces ions sont déplacés chacun de 10−11 m par
rapport aux nœuds du réseau, dans une direction parallèle à l’arête de celui-ci. La distance
entre deux ions Ba21 plus proches voisins vaut 2,83.10−10 m.
1. Que vaut la charge totale des ions positifs portés par une maille ?
2. Calculer le moment dipolaire de chaque maille du réseau.

3. Calculer la polarisation du cristal (on mesure expérimentalement 0,26 C/m2).

Exercice 49 Atome d’hydrogène dans un champ oscillant

On se place dans le modèle de l’électron élastiquement lié (modèle de Thomson) et l’atome
H est soumis à un champ oscillant E = Eo cos vt. On peut imaginer décrire ainsi
le comportement de l’atome d’hydrogène excité par une lumière monochromatique de
pulsation v.
On donne comme « dimension de l’atome » : ao = 10−10 m, e = 1,6.10−19 C,
m = 9.10−31 kg et h = 6,62.10−34 J/s.
1. On suppose d’abord que l’électron n’est soumis qu’à la force de rappel due au proton
−→
Fr = − e2

4pa3
om

−→x , ainsi qu’à la force électrique
−→
Fe due au champ

−→
E .

a. Écrire l’équation différentielle à laquelle obéit le déplacement x de l’électron.
b. Montrer que l’électron oscille avec une pulsation propre vo que l’on calculera.
c. Calculer numériquement la fréquence no, la longueur d’onde lo et l’énergie Wo = hno,
en eV, du photon incident ainsi absorbé par l’atome.
2. En fait, il existe des sources d’amortissement à ce mouvement oscillatoire, dues à la
réémission de photons. Celles-ci peuvent être modélisées par une force de « frottement »
supplémentaire agissant sur l’électron, de la forme

−→
Ff = −mg−→v . Quelle est l’unité de g ?

a. Écrire l’équation différentielle correspondante.
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b. Décrire qualitativement la solution « forcée », mouvement oscillatoire de pulsation v.
Pour quelles valeurs de g a-t-elle lieu ?

3. L’équation différentielle précédente étant linéaire, on peut, pour la résoudre, utiliser la
notation complexe. On pose E = Re(E) avec E = Eoe−jvt ; x = Re(x) avec x = xoe−jvt .
En remplaçant les grandeurs réelles par leurs expressions complexes dans l’équation
différentielle précédente, donner l’expression de l’amplitude complexe xo du mouvement
de l’électron.

4. Définir et exprimer le moment dipolaire électrique complexe p de l’atome. Montrer
qu’il est proportionnel à E. Définir et exprimer la polarisabilité complexe a de l’atome.
Comment vibrent −→p et

−→
E à la pulsation v ?

Soit a = a′ 1 ja′′. Quels phénomènes physiques représentent a′ et a′′ ?

5. On a vu précédemment que l’électron n’oscillait que si g < 2vo. Dans tous les cas
suivants on prendra g  vo.

a. Donner l’expression de a′ et a′′ quand v  vo. Comparer au cas statique. Comparer
les mouvements de l’électron aux variations de

−→
E .

b. Donner l’expression de a′ et a′′ quand v � vo. Comparer les mouvements de
l’électron aux variations de

−→
E .

c. Donner l’expression de a′ et a′′ quand v ≈ vo et que |vo − v|  g.

d. Montrer que la dérivée de a′ et a′′ par rapport à v s’annule pour v = vo ± g, puis
tracer a′ = f (v) et a′′ = g(v). Discuter les courbes obtenues.

Milieux aimantés

Exercice 50 Champ magnétique dans un barreau cylindrique
très long

1. Le cylindre est uniformément aimanté et son vecteur-aimantation
−→
M est parallèle

à l’axe du cylindre. Quelles sont les densités volumiques et surfaciques de courant qui
circulent dans le cylindre ? En déduire le champ magnétique régnant à l’intérieur du
barreau.

2. Le cylindre est maintenant constitué d’un matériau L.H.I. de perméabilité magnétique
relative mr. Il est soumis à un champ extérieur

−→
Bext uniforme, parallèle à l’axe du barreau.

Calculer le champ magnétique régnant dans le cylindre :

a. par la méthode itérative, en précisant ses conditions de validité ;

b. par la méthode self-consistante.

Exercice 51 Théorie du paramagnétisme de Langevin

On étudie un échantillon paramagnétique contenant N particules par unité de volume,
chacune possédant un moment magnétique −→m identique.
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1. Exprimer le nombre de particules dN contenues, par unité de volume, dans un cône
d’angle solide élémentaire dV = 2p sin u du (demi-angle au sommet u).

2. L’échantillon est soumis à un champ magnétique extérieur
−→
Bext uniforme. Quelle est

l’énergie potentielle U de chaque particule ? En toute rigueur, quel champ doit-on utiliser
dans l’expression obtenue ? Discuter.

3. La répartition des moments magnétiques n’est plus isotrope. Si on applique la répar-
tition de Boltzmann, quel est le nombre dN ′ de particules qui possèdent l’énergie U ,
parmi les dN particules précédentes ?

4. Quelle est la contribution de chacune de ces dN ′ particules au vecteur-aimantation
−→
M

de l’échantillon ?

5. Si mB  kT , calculer
−→
M. On obtient la loi de Curie. En déduire l’expression de

la susceptibilité magnétique de l’échantillon. Vérifier qu’il est bien paramagnétique. En
déduire une méthode de mesure de −→m .

6. Si mB  kT , mais si le milieu est très dense, on ne peut plus négliger le champ créé
par les autres dipôles magnétiques devant le champ extérieur. On suppose que le champ
créé par les autres dipôles

−−→
Bautre est proportionnel à

−→
M :

−−→
Bautre = mog

−→
M. Que devient

l’expression reliant
−→
M à

−→
Bext ? On obtient la loi de Curie-Weiss. Discuter l’existence d’une

température critique.

7. Si mB � kT (basse température, champ intense), que devient
−→
M ? Discuter.

Exercice 52 Théorie du diamagnétisme de Langevin

On étudie d’abord le cas de l’électron de l’atome d’hydrogène, de rayon a et placé dans
un champ magnétique variable

−→
B (t).

1. Montrer qu’au champ
−→
B , on peut associer un potentiel-vecteur

−→
A =

1
2
−→
B ∧ −→r au

point M tel que
−−→
OM = −→r .

2. À partir de t = 0 et jusqu’à la date t1, on fait croître le champ magnétique depuis une
valeur nulle jusqu’à la valeur

−→
B (t1) =

−→
B1 selon la loi :

−→
B (t) =

−→
b t, où

−→
b est un vecteur

constant.
Montrer qu’il existe alors, dans tout l’espace, un champ électrique

−→
E que l’on exprimera.

3. Donner l’expression de la force électrique s’exerçant sur l’électron et calculer son
moment

−→
G N par rapport au noyau. On fera intervenir les coordonnées cartésiennes x, y,

z décrivant la position de l’électron.

4. Que valent les valeurs moyennes 〈x2 1 y2 1 z2〉, 〈x2〉, 〈y2〉, 〈z2〉, 〈xy〉, 〈yz〉 et 〈zx〉 ?
En déduire 〈−→G N 〉 en fonction de

−→
b puis de

−→
B .

5. Écrire le théorème du moment cinétique appliqué à l’électron. En supposant ce moment
cinétique uniquement orbital, en déduire le moment magnétique de l’électron en fonction
de

−→
B .

196



�

�

�

�

�

�

�

�

6. Exprimer la susceptibilité magnétique d’un gaz d’hydrogène contenant N atomes
par unité de volume. Généraliser au cas d’atomes contenant Z électrons (on posera

Za2 =
i=Z∑
i=1

a2
i ). En quoi cette expression traduit-elle bien une propriété diamagnétique

du corps étudié ?

Exercice 53 Résonance paramagnétique électronique (R.P.E.)

Soit un atome de moment magnétique −→m dont le facteur de Landé vaut g. Cet atome est
placé dans un champ magnétique

−→
B uniforme et constant.

1. Quelle relation relie −→m au moment cinétique
−→
J de l’atome ?

2. Quelle est l’action de
−→
B sur −→m ?

3. Écrire le théorème du moment cinétique appliqué à l’atome et en déduire que :
a. −→m est indépendant du temps ;

b. l’angle entre −→m et
−→
B reste constant.

4. Soit z′z un axe parallèle à
−→
B . Comment évolue −→m au cours du temps ? Ce mouve-

ment est appelé « précession de Larmor ». Exprimer sa fréquence de rotation, appelée
« fréquence de Larmor ». La calculer numériquement en prenant g = 1 et B = 0, 1 T.

Exercice 54 Atome à deux niveaux

On étudie un échantillon magnétique, de volume V, formé de N atomes par unité
de volume. Chaque atome porte un moment magnétique −→m . Placé dans un champ
magnétique extérieur

−→
B , ce moment ne peut prendre que deux orientations : soit −→m et

−→
B sont parallèles et de même sens, soit ils sont parallèles et de sens opposés. On note T
la température de l’échantillon.
On confondra ici le champ local et le champ macroscopique avec le champ extérieur

−→
B .

1. Quelle est l’énergie U1 d’un atome dont le moment magnétique −→m est de même sens
que

−→
B ? Même question pour U−, énergie d’un atome pour lequel −→m est de sens opposé

à
−→
B .

2. En utilisant la répartition de Boltzmann, quelles sont les probabilités P1 et P− de
trouver un atome dans l’état −→m //

−→
B ou dans l’état −→m // − −→

B ? Préciser la valeur de la
constante de normalisation.
3. Calculer la valeur moyenne 〈−→m 〉 du moment magnétique porté par un atome en
fonction de −→m ,

−→
B , k et T .

4. Que vaut l’aimantation du système ?
5. On suppose que le champ est suffisamment faible pour que mB  kT .
a. Montrer alors que le milieu est L.H.I.
b. Que vaut sa susceptibilité magnétique ?
c. Comment qualifier l’état magnétique de ce corps ?
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SOLUTIONS

1 1. On choisit le cas où q > 0 et
−→
E est vertical descendant. On définit la masse

apparente de la goutte par m′ = (r−r0)
4
3

pr3 (qui prend en compte le poids et la poussée

d’Archimède).

f = – 6ηπr v

P + PA = m'g 
= (ρ – ρ0 ) — π r3g

F = – q E

3
4

2. Le principe fondamental de la dynamique projeté s’écrit :

m
dv
dt

= −6hprv 1 q
U
d

1 m′g

Cette équation différentielle du premier ordre en v admet
comme solution :

v = Ae−t/t 1

(
m′g 1

qU
d

)
1

6hpr

avec

t =
m

6hpr
et A = Cte.

Quand t −→ ∞, v tend vers la vitesse limite :

vl =
(

m′g 1
qU
d

)
1

6hpr

La constante de temps t =
m

6hpr
=

2r2r

9h
signifie que le mouvement rectiligne uniforme

est atteint au bout d’environ 10t, soit 10−4 s , si l’on prend r = 1,04 mm comme résultat
du calcul de la question suivante.

3. Quand U = 0, la vitesse devient

v0 =
m′g

6hpr
=

4pr3(r − r0)g
3 3 6hpr

=
2r2(r − r0)g

9h
d’où r = 3

√
hv0

2(r − r0)g
.

A.N. v0 = 1,12 10−4 m.s−1 d’où r = 1,04 mm. Ce rayon est de l’ordre de grandeur de
la longueur d’onde de la lumière visible (0,4 mm < l < 0,8 mm), toute mesure optique de
r sera donc floue à cause du phénomène de diffraction.

4.
vl = v0 1

qU
6hprd

d’où q =
6hprd(vl − v0)

U
= 3e.

On obtient toujours une charge qui est bien un multiple de la charge élémentaire e.

Remarque : cette expérience est réalisable lors de l’épreuve de montage. Le trajet de la
goutte peut être rendu visible par projection optique.
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O

z

z r
M

dS

dE

ρ

θ

uz
u

2 1. Un élément de surface dS
du disque porte une charge élémen-
taire dq = sdS qui crée un champ
−→
dE = k

sdS
r2

−→u . Deux surfaces élémen-

taires diamétralement opposées créeront
deux champs élémentaires en un point M
de l’axe dont la résultante aura comme
direction l’axe z′z du disque. Il en est de
même pour le champ global.
Autre raisonnement : le champ

−→
E est un

vecteur polaire, il appartient aux plans de symétrie du système. Or il y a une infinité de
plans de symétrie passant par un point M de l’axe du disque : tous ces plans contiennent
z′z.

−→
E est donc confondu avec l’axe du disque

−→
E = ‖−→E ‖−→uz .

Seule la projection dEz de
−→
dE sur z′z sera donc à intégrer sur toutes les charges élémen-

taires du disque pour le calcul de
−→
E :

Ez = ks

∫ R

0

∫ 2p

0

cos urdrdw

r2 =
s

2´0

∫ R

0

cos urdr

r2

(avec k =
1

4p´0
). En prenant comme variable d′intégration u, il vient pour z > 0 :

E = Ez =
s

2´0

(
1 − z√

R2 1 z2

)
Pour z < 0, il suffit de remarquer que Ez = −Ez(−z), soit

Ez = − s

2´0

(
1 1

z√
R2 1 z2

)
.

Les variations de E en fonction de z sont représentées sur la figure suivante.

z 

Ez 

σ/2ε0

– σ/2ε0

Elles mettent en évidence la discontinuité
de E en z = 0, qui vaut :

Ez1(0) − Ez−(0) = s/´0

2. Quand z � R, un développement
limité d’ordre 1 conduit, pour z > 0 à :

Ez ≈
sR2

4´0z2
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Or le disque porte la charge totale Q = spR2, on retrouve donc Ez ≈
Q

4p´0z2 , soit le

champ créé par une charge ponctuelle Q à la distance z.

3. Quand R → ∞, on retrouve le cas du plan infini chargé : Ez = s /2´0 quand z > 0
et Ez = −s/2´o quand z < 0. Ez est indépendant de z.

4. La surface élémentaire dS du disque porte la charge dq = sdS qui crée le potentiel

dV =
ksdS

r
, en prenant V (∞) = 0. Le potentiel en M s’écrira donc

V = ks

∫ 2p

0
dw

∫ R

0

r

r
dr.

La bonne variable d’intégration est encore u. Elle conduit, pour z > 0, à :

V =
sz
2´0

(√
R2 1 z2

z
− 1

)
On a de plus V (−z) = V (z).

z 

V 

σR/2ε0

Remarque : le même résultat peut être
obtenu à partir de l’expression de Ez trou-
vée à la question 1, puis en calculant la
circulation de Ez entre M et l’infini. Les
variations de V en fonction de z sont repré-
sentées sur la figure ci-contre. Il n’y a pas
de discontinuité du potentiel à la traversée
du disque.

Quand z � R, un développement limité identique à celui utilisé dans la question 2
conduit à

V =
sR2

4´0z
=

Q
4p´0z

,

soit au potentiel créé par une charge ponctuelle Q.
Quand R → ∞, on ne peut plus prendre V (∞) = 0 car il existe alors des charges à
l’infini. Il faut repartir de l’expression du champ créé par un plan infini : E1 = s/2´0 et
E− = −s/2´0 puis faire circuler ce champ entre O et M par exemple :

V0 − VM =
∫

OM

−→
E · −→d�

En choisissant V0 = 0 en tout point du disque, il vient V = −sz/2´0.

3 1. AB est un axe de symétrie du système. Tout plan contenant AB est donc un plan

de symétrie.
−→
E étant un vecteur polaire, il sera contenu dans le plan (M, AB). Sa norme

ainsi que le potentiel V ne dépendront que de la distance r de M à l’axe AB.
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θ

z
A B

M

O

rA rBr

+q–q

H

2. V (M) = VA(M) 1 VB(M)

= kq
(
− 1

rA
1

1
rB

)
Or r2

A = AH2
1 MH2

=
(

d
2

1 r cos u

)2

1 (r sin u)2

= r2

(
1 1

d
r

cos u 1
d2

4r2

)
.

Pour r � d , un développement limité conduit à r−1
A ≈

1
r

(
1 − d cos u

2r

)
et de même

r−1
B ≈

1
r

(
1 1

d cos u

2r

)
. D’où -

1
rA

1
1
rB

≈
d cos u

r2 . On obtient le potentiel en M :

V (M) =
kqd cos u

r2 =
kp cos u

r2 =
k−→p · −→r

r3

Remarque : le potentiel d’une charge ponctuelle varie en 1/r, celui de deux charges
ponctuelles varie en 1/r2, celui de quatre charges ponctuelles dont la somme est nulle
variera en 1/r3.

3. À partir de
−→
E = −−−→

gradV , on obtient :

Er = −≠V
≠r

=
2kp cos u

r3 ; Eu = −1
r

≠V
≠u

=
2kp sin u

r3 ; Ef =
≠V
≠f

= 0

−→
E ne dépend que de r et u, il est bien contenu dans le plan (

−→
AB,

−−→
OM).

4 1. La somme des charges étant nulle, le moment dipolaire −→p est indépendant
du choix de l’origine. Soit A le barycentre du noyau de chlore et B celui du noyau
d’hydrogène : en A se trouvent 17 protons et 18 électrons, en B se trouve un proton. En
prenant A comme origine, il vient :

−→p = 17e
−→
AA − 18e

−→
AA 1 e

−→
AB = e

−→
AB.

2. pexperimental < ptheorique. On se trouve dans la configuration suivante :

A BG

17 
protons

18 e– 1 proton

Soit G le barycentre des électrons de
la molécule, en prenant A comme ori-
gine :
−−−−−−→pexpérimental = −18e

−→
AG 1 e

−→
AB

= −18e
−→
AG 1

−−−−→pthéorique
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soit :
−→
AG =

−−−−→pthéorique −−−−−−−→pexpérimental

18e

A.N. AG > 0, donc G se trouve bien entre A et B. AG = 5,87. 10−12 m, AG/d = 0,046,
G est très proche du noyau de chlore.

A

B

α

O

+q

–q

FB

FA

Eext

5 1.a. −→
FA = −−→

FB = −q
−→
Eext

d’où
∑−→

F =
−→
O,

la force résultante agissant sur le dipôle
est nulle. Celui-ci est cependant soumis au
moment :
−→
G =

−→
OA ∧ −→

FA 1
−→
OB ∧ −→

FB = −→p ∧ −→
Eext

b. L’énergie d’interaction entre le dipôle et le champ extérieur vaut :

U = −qVA 1 qVB

Or
VB − VA = −−→

Eext ·
−→
AB,

d’où
U = −−→p · −→Eext

c. À l’équilibre
−→
G =

−→
0 impose deux positions : a = 0 (−→p et

−→
Eext sont colinéaires,

U = −pEext est minimum, l’équilibre est stable) et a = p (−→p et
−→
Eext sont de sens

opposé, U = pEext est maximum, l’équilibre est instable).

2.a. Le champ
−→
Eext n’est plus le même en A et en B. Ces deux points étant voisins, on

a cependant EB − EA ≈
dE
d�

d d′où
∑

F ≈ p
dE
d�

. Cette force peut être représentée au

milieu O du dipôle, tangente à la ligne de champ passant par O et dirigée dans le sens
des champs croissants.

b. Le moment de ces forces vaut :
−→
G =

−→
OA ∧ −→

FA 1
−→
OB ∧ −→

FB =
1
2
−→p ∧ (

−→
EA 1

−→
EB)

c. Une position d’équilibre est caractérisée par
−→
G =

−→
0 ce qui correspond a −→p parallèle à

−→
EA et

−→
EB.Le moment de ce couple tend donc à aligner le dipôle selon une ligne de champ

passant par O. Cependant le dipôle reste alors soumis à une force non nulle qui tend à le
déplacer dans le sens des champs croissants. Il n’y a donc pas de position d’équilibre.
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d. Le raisonnement est le même que dans le cas d’un champ uniforme (question 1-b) :

U = −−→p · −→Eext

3.a. Le dipôle −→p1 crée au point O2 le champ (voir exercice 3. question 3) :

−→
E1(O2) =

(
2kp1 cos u

r3
−→ur 1

kp1 sin u

r3
−→u u

)
que l’on peut encore exprimer sous la forme :

−→
E1(O2) =

k
r3

(
3(−→ur · −→p1 )−→ur −−→p1

)
b. L’énergie d’interaction entre −→p1 et −→p2 s’écrit : U12 = −−→p2 · −→E1(O2), soit encore :

U12 = − k
r3

[
3(−→p2 · −→u r)(

−→p1 · −→ur ) −−→p 2 · −→p1 )
]

c. 1er cas : −→p1 · −→ur = p1; −→p2 · −→ur = p2 ; −→p2 · −→p1 = p2p1 d’où

p2p1

u
ur

U12 = −2kp1p2

r3

Quand r décroît, U12 diminue, il y a donc attraction.

p2

p1

u

2e cas

ur

2e cas : −→p1 · −→ur = −→p2 · −→ur = 0 et −→p2 · −→p1 = p2p1 d’où

p2

p1

u

3e cas

ur

U12 =
kp1p2

r3

Quand r décroît, U12 augmente, il y a donc répulsion.

3e cas : −→p1 · −→ur = −→p2 · −→ur = 0 mais −→p2 · −→p1 = −p2p1

d’où
U12 = −kp1p2

r3

Quand r décroît, U12 diminue, il y a donc attraction.

d. En conclusion, seul l’arrangement ci-contre
satisfait les conditions d’équilibre décrites dans
les 1er et 3ème cas précédents.

6 1.
−−→
OM = x

−→
i 1 y

−→
j 1 z

−→
k donc

−→
Eint(M) = ax

−→
i 1 ay

−→
j 1 (az 1 Eo)

−→
k

2.
−→
Eint = −−−→

gradVint donc Eint, x = ax = −≠V
≠x

d’où V = −a
x2

2
1 C1(y, z) ;

Eint,y = ay = −≠V
≠y

d’où V = −a
y2

2
1 C2(x, z) ; Eint,z = az 1 Eo = −≠V

≠z
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d’où V = −a
z2

2
− Eoz 1 C3(x, y)

Il vient finalement :

V = −a

2
(x2 1 y2 1 z2) − Eoz 1 C = −ar2

2
− Eor cos u 1 C

3.a. div Eint =
r

´o
s’écrit en coordonnées cartésiennes :

div
−→
E =

dEx

dx
1

dEy

dy
1

dEz

dz
= 3a =

r

´o
,

d’où : r = 3a´o = Cte

b. DV = − r

´o
s’écrit en coordonnées cartésiennes :

DV =
≠2V
≠x2 1

≠2V
≠y2 1

≠2V
≠z2 = −3a = − r

´o

soit le même résultat pour r que précédemment.

4. −→
E int, r(M) = −≠V

≠r
−→ur = (ar 1 Eo cos u)−→ur

En r = a : −→
E int, a = (aa 1 Eo cos u)−→ur

5.
Vext =

aa3

r
1

l cos u

r2

En r = a,
Vext(a) = aa2 1

l cos u

a2

Or
Vint(a) = −aa2

2
− Eoa cos u 1 C

V est continu en r = a donc Vext(a) = Vint(a), ce qui conduit à

cos u

(
l

a2 1 aEo

)
= −3aa2

2
1 C.

Cette équation devant être vérifiée quel que soit u, il vient

l = −Eoa3 et C = 3aa2/2

6.

Eext,r(M) = −≠Vext

≠r
=

aa3

r2 1
2l cos u

r3 et Eext,a = aa 1
2l cos u

a3 .

7. La discontinuité de la composante normale du champ s’écrit :

Eext,a − Eint,a = s/´o
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soit : (
aa 1

2l cos u

a3

)
− (aa 1 Eo cos u) = s/´o,

avec l = −Eoa3. On obtient ainsi la densité surfacique de charges :

s = −3´oEo cos u

qui vaut −3´oEo pour u = 0, qui vaut 0 pour u = ±p/2 et qui vaut 13´oEo pour u = p.

s est négatif pour −p/2 � u � p/2 et positif dans l’autre hémisphère correspondant à
p/2 � u � 3p/2.

8. La charge totale portée par la surface s’écrit :

QS =
∫∫

S
sdS =

∫ 2p

0
(−3´oEo cos u)(2pa2du) = 0.

Celle portée par l’ensemble de la sphère s’écrit :

Q =
∫∫∫

rdt = rV = 4pa3a´o.

9.a. Le moment dipolaire de plusieurs charges ponctuelles s’écrit −→p =
∑

i q
−−→
iOAi.

Pour une distribution continue de charges, il s’écrit :

−→pV =
∫∫∫

r
−−→
OMdt =

∫∫∫
rr−→ur dt

ou bien −→pS =
∫∫

sr−→ur dS.

b.c. r = 3a´o = Cte, en prenant deux points M et M′ de la sphère diamètralement
opposés :

donc

−−→
OM 1

−−→
OM′ =

−→
0 ,

−→pV =
−→
0 .

Par contre,

s = −3´oEo cos u, dS = a2 sin ududw, r−→ur = a−→ur

d’où −→pS = −3´oEoa3−→uz

∫ 2p

0
dw

∫ p

0
cos2 u sin udu

−→p = −→pS = −4p´oEoa3−→uz

10. Vext =
Q

4p´or
1

p cos u

4p´or2

Le potentiel de la sphère est égal à celui d’une charge ponctuelle Q située au centre O de
la sphère, additionnée de celui d’un dipôle de moment −→p situé également en O.
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7 1. Méthode générale pour le calcul d’une capacité :

circulation de E V1 – V2

Ethéorème de Gauss 

définition de C C

Ici, le champ est radial :
−→
E = E(r)−→ur . On choisit une

surface de Gauss sphérique, de centre O et de rayon
r. Le flux du champ électrostatique sortant de cette
surface vaut F = 4pr2E. Soient

−→
E1,

−→
E2 et

−→
E3 les

champs dans les trois régions de l′espace délimitées
par les deux sphères.
Si r < R1,

Qint = 0, F = 0,
−→
E1 =

−→
0 .

Si R1 < r < R2,

Qint = Q1, F = Q1/´o,
−→
E2 =

Q1

4p´or2
−→ur .

Si r > R2,
Qint = Q1 1 Q2 = 0, F = 0,

−→
E3 =

−→
0 .

On en déduit

V1 − V2 = −
∫ 1

2

−→
E2 ·

−→
dr = − Q1

4p´o

∫ 1

2

dr
r2 =

Q1

4p´o

(
1

R1
− 1

R2

)
.

Puis la capacité :
C = Q1/(V1 − V2)

C = 4p´o
R1R2

R2 − R1

Remarque : Si R2 = R1 1 e avec e  R1 alors C ≈ 4p´o
R2

1

e
=

´oS
e

. On retrouve la
capacité d’un condensateur plan.

A.N. C = 2.10−11 F = 20 pF.

2. Vo = V1 − V2 =⇒ Qo = Q1 = CVo = 4.10−8 C = 40 nC.

3. La conservation de la charge s’écrit (Voir figure page suivante) :

Qo = CVo = Q 1 Q′.

Les condensateurs étant montés en parallèle, ils sont soumis à la même tension entre leurs
armatures :

V =
Q
C

=
Q′

C′ .

D’où :

Q =
C2Vo

C 1 C′ Q′ =
CC′Vo

C 1 C′ V =
CVo

C 1 C′

A.N. Q = 10 nC , Q′ = 30 nC , V = 500 V.
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C

+ Q0

– Q0

V0

état initial

C Q

état initial

V

C' Q'

– Q

– Q'

8 1. p = s2/2´o. La capacité d’une sphère vaut C = 4p´oR, La surface S porte la
charge Q = CV = 4p´oRV , donc la densité surfacique de charge vaut :

s =
Q
S

=
´oV
R

,

d’où :

p =
´oV 2

2R2

La petite surface du disque s = pr2 est soumise à la force F = ps, d’où :

−→
F =

´oV 2pr2

2R2
−→u

où −→u est un vecteur unitaire dirigé de O vers O′. Cette force repousse le disque vers le
haut.

2. Le système « disque » se soulève si F > P donc si
´oV 2pr2

2R2 > mg, soit pour un potentiel

V � Vo tel que :

Vo =
R
r

√
2mg
´op

3. Puisque V > Vo, le disque a décollé. Son centre M se trouve à la distance h du point O.
Or la sphère S crée, en M, le champ :

−→
E (M) =

Q−→u
4p´o(R 1 h)2 =

RV−→u
(R 1 h)2 .
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Comme le disque porte la charge

q = ss =
´oVopr2

R
,

il est soumis à la force
−→
F = q

−→
E (M) en plus de son poids. À l′équilibre :

−→
F +

−→
P =

−→
0 . Ceci

conduit à une hauteur h de « lévitation » telle que :

h = R

(√
2V
Vo

− 1

)

n

Σ

S S

+ Q
– Q

9 1. La méthode générale, décrite dans
l’exercice 7 est appliquée ici à une surface de
Gauss S située de part et d’autre de l’une des
armatures. La discontinuité du champ de part
et d’autre de cette armature peut aussi être uti-
lisée :

−→
E =

s

´o
n =

Q
´oS

−→n .

La circulation du champ entre les armatures
s’écrit :

V1 − V2 = −
∫ 2

1

−→
E · −→d� =

Qd
´oS

.

D’où la capacité :

C =
Q

V1 − V2
=

´oS
d

2. Soit
−→
Fel la force exercée par l’armature portant la charge −Q sur l’armature opposée,

portant la charge 1Q. L’opérateur exerce la force
−→
F op = −−→

Fel.
Or

−→
Fel = pS−→n =

s2S
2´o

−→n =
Q2

2´oS
−→n ,

d’où :
Wop =

∫ 2

1

−→
Fop ·

−→
d� =

Q2(d ′ − d)
2´oS

Or l’énergie électrostatique du condensateur dans l’état initial et dans l’état final valent
respectivement

Wi =
1
2

QV et Wf =
1
2

QV ′,

donc
DW = Wf − Wi =

Q2(d ′ − d)
2´oS

= Wop.

Le système étant électriquement isolé, il n’y a pas d’effet Joule, donc pas de perte d’énergie.
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3. Q dépend de la distance x entre les armatures selon la relation :

Q = CV =
´oSV

x
Quand cette distance x augmente, Q diminue. Un calcul identique au précédent conduit à :

F = pS =
´oSV 2

2x2 et Wop =
∫ f

i

−→
Fop ·

−→
d� =

´oSV 2(d ′ − d)
2dd ′

Dans ce cas DW = −Wop < 0 : le condensateur perd de l’énergie bien que l’opérateur
lui fournisse du travail. La charge Q diminue et (Q − Q′) passe dans le générateur qui
maintient la tension constante. Si cette tension était créée par un accumulateur et que
le déplacement était infiniment lent (donc sans provoquer d’effet Joule), cette différence
d’énergie correspondrait à l’augmentation d’énergie chimique de l’accumulateur qui se
rechargerait ainsi.

10 1. Dans le condensateur : E = V /e. Or chaque armature contribue pour moitié
au champ total. D’autre part, la charge portée par chaque armature vaut :

Q = CV =
´oSV

e

e0 – e

O1

l0

Donc chaque armature subira la force :

F = QE =
(

´oSV
e

)(
V
2e

)
D’après le schéma, eo − e = lo sin u et

F =
´oSV 2

2(eo − lo sin u)2

O1

l0

P 

F 

2. À l’équilibre, la somme des moments des forces s’annule :

G−→
F 1 G−→

P = 0,

soit Flo cos u − mglo sin u = 0, d’où :

´oSV 2lo cos u

2(eo − lo sin u)2 = mglo sin u

3. Au premier ordre, cosu ≈ 1, sinu ≈ u (en radian) et l’équation précédente devient :
´oSV 2 ≈ 2mgu(eo − lou)2 ≈ 2mgue2

o. D’où :

u ≈
´oSV 2

2mge2
o

4.a. On est limité par le contact entre (P) et (Po), soit pour sin umax = eo/lo = 0,1 donc
u = 5,74◦.
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b. Si u = umax/2 lorsque V = Vmax, alors
umax

2
≈

´oSV 2
max

2mge2
o

avec umax ≈ eo/lo.

On obtient :

Vmax =

√
mge3

o

´oSlo
= 333 kV

11 1. Il faut utiliser U =
1
2

∫∫∫
t

r(P)V (P)dt et pour cela trouver l’expression du

potentiel V (P) intérieur à la sphère. Le théorème de Gauss appliqué à une surface
sphérique de rayon r donne :

si r < R : Qint =
4
3

pr3r, F = 4pr2Eint =
Qint

´o
d’où Eint =

rr
3´o

et Vint = − rr2

6´o
1 C1

si r > R : Qint =
4
3

pR3r, F = 4pr2Eext =
Qint

´o
d’où Eext =

rR3

3´or2 et Vext = − rR3

3´or
1C2

Quand r tend vers l’infini, Vext tend vers 0, d’où C2 = 0.

La continuité du potentiel en r = R , Vint(R) = Vext(R) conduit à C1 =
rR2

2´o
, soit fina-

lement l’expression du potentiel cherché : Vint = − rr2

6´o
1

rR2

2´o
. L’énergie électrostatique

de la sphère vaut alors :

U =
1
2

∫ R

0
rVint4pr2dr

U =
4r2pR5

15´o
=

3Q2

20p´oR

2. Méthode de « la pelure d’oignon »
Soit une sphère de rayon r < R et portant la charge q. Le potentiel créé à sa surface

vaut V (r) =
q

4p´or
. Or si cette sphère est une partie de la sphère étudiée de densité

volumique r, q =
4
3

pr3r et V (r) =
rr2

3´o
. On désire recouvrir cette sphère par une calotte

sphérique de rayon r et d’épaisseur dr. Cette calotte portera la charge dq = 4pr2rdr. Le
travail nécessaire pour amener cette calotte depuis l’infini jusqu’à la surface de la sphère
de rayon r vaut dU = dqV (r). Si la sphère de rayon R est ainsi construite par calottes
successives, il aura fallu fournir le travail :

U =
∫ R

0
V (r)dq =

∫ R

0

(
rr2

3´o

)
(4pr2rdr) =

4r2pR5

15´o
=

3Q2

20p´oR

3. Il faut utiliser la densité d’énergie :

u =
1
2

´o
∥∥∥−→E (P)

∥∥∥2
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qui conduit à l’énergie :

U =
∫∫∫

tout l’espace

1
2

´o
∥∥∥−→E (P)

∥∥∥2
dt

L’intégrale portant sur tout l’espace, il faut distinguer l’espace intérieur à la sphère où

règne Eint =
rr

3´o
et l’espace extérieur où règne Eext =

rR3

3´or2 . On est amené à calculer la

somme des deux intégrales :

U =
´o

2

[∫ R

0

(
rr

3´o

)2

4pr2dr 1

∫ ∞

R

(
rR3

3´or2

)2

4pr2dr

]
.

On obtient évidemment le même résultat qu’aux deux questions précédentes.

Remarque : ce calcul peut être refait dans le cas d’une sphère portant la même charge
totale Q mais répartie uniformément sur sa surface. On obtient alors une énergie

électrostatique U =
Q2

8p´oR
inférieure à celle de sphère chargée en volume.

12 L’énergie de l’ensemble de la chaîne s’écrit, avec N −→ ∞,

+ e

a

– e + e – e+ e – e

a a a aU =
1
2

N∑
i=1

N∑
j=1
jfii

qiqj

4p´orij

L’énergie par ion vaudra :
Uion = LimN−→∞

U
N

.

Or ∑
jfii

qiqj

4p´orij
=

e2

4p´o

(
−1

a
1

1
2a

− 1
3a

1
1
4a

− ....

)
32.

La multiplication par 2 provient de la sommation sur les deux demi-droites à gauche et à
droite de l’origine. Dans cette suite, on reconnaît le développement limité de

Ln(1 1 x) ≈ x − x2

2
1

x3

3
− x4

4
1 ...

pour x = 1, soit pour Ln2. L’énergie par ion devient :

U = − e2Ln2
4p´oa

U < 0 signifie que l’opérateur fournit du travail pour former le cristal ionique, de plus, si
la distance a entre les ions diminue, ce travail augmente.
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13 1.a.
F � P = mg ; q−→v ∧ −→

B = m
d−→v
dt

b. L’accélération −→a =
d−→v
dt

est perpendiculaire à
−→
B , il en est de même pour −→vo , le

mouvement de la particule se fait donc dans un plan perpendiculaire à
−→
B .

Dans le repère de Frenet, −→a =
dv
dt

−→ut 1
v2

R
−→un et −→v = v−→ut . La relation fondamentale

de la dynamique s’écrit alors :

qv−→ut ∧ Bv−→uz = m
[

dv
dt

−→ut 1
v2

R
−→un

]
.

Or −→ut ∧ −→uz = −→un , d’où
dv
dt

= 0 et v = Cte = vo. De plus |q| voB =
mvo

R
d’où

R =
mvo

|q|B
= Cte : le mouvement est circulaire et uniforme, de période :

T =
2pR

vo
=

2pm
|q|B

.

Si q < 0 la trajectoire est représenté ci-contre.

v0

F

Bc.
−→
B maintient la trajectoire circulaire et plane.

d. La trajectoire devient hélicoïdale d’axe Oz.

e. L’accélération initiale de l’électron est soumise à la conservation de l’énergie :

1
2

mv2 = eDV d’où vo =

√
2eDV

m
= 5,96.107 ms−1, R = 6,7 cm et T = 7,1 ns.

2.a. En coordonnées cylindriques,

−→r = r−→ur 1 z−→uz ,−→v = vr
−→ur 1 vu

−→uu 1 vz
−→uz =

dr
dt
−→ur 1 r

du

dt
−→uu 1

dz
dt

−→uz

et −→a =
d2−→r
dt2 =

[
d2r
dt2 − r

(
du

dt

)2
]
−→ur 1

[
2

dr
dt

du

dt
1 r

d2
u

dt2

]
−→uu 1

d2z
dt2

−→uz .

La relation fondamentale de la dynamique q−→v ∧ −→
B = m

d−→v
dt

, projetée sur les trois axes

devient :

sur −→ur : vCvu = ar soit vCr
du

dt
=

d2r
dt2 − r

(
du

dt

)2

sur −→uu : − vCvr = au soit − vC
dr
dt

= 2
dr
dt

du

dt
1 r

d2
u

dt2

sur −→uz : 0 = az soit 0 =
d2z
dt2
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b. En introduisant r = R 1 e et
du

dt
= −vC 1 v′, la deuxième équation du trio ci-dessus

donne

−vC
de

dt
= 2

de

dt
(−vC 1 v′) 1 (R 1 e)

dv′

dt
.

À l’ordre 0, e = 0, v′ = 0. A l’ordre 1, vC
de

dt
= R

dv′

dt
ou encore :

vCe = Rv′

(la constante d’intégration doit être nulle, pour respecter le résultat à l’ordre 0).

c. Il en est de même pour la première équation du trio de la question 2-a, qui devient :

vC(R 1 e)(−vC 1 v′) =
d2

e

dt2 − (R 1 e)(−vC 1 v′)2.

En remplaçant v′ par vCe/R, elle s’écrit au premier ordre en e/R :

d2
e

dt2 = v2
Ce.

La solution de cette équation différentielle du second ordre est de la forme e = Ae−vCt ,
elle décroît et s’annulle rapidement quand t augmente. Il y a donc retour rapide à la valeur
r = R selon −→ur . De plus, si e s’annule rapidement, il en est de même pour v′. Il y a retour
à la position d’équilibre également selon −→uu .

d. La dernière équation du trio de la question 2.a conduit à

dz
dt

= Cte = voz = vz.

Le mouvement hélicoïdal se fait à vitesse constante selon l’axe de l’hélice.

14 1. La charge q est soumise à
−→
F = q−→v ∧ −→

B parallèle à y′y et dirigée dans le
sens négatif de l’axe, quelle que soit le signe de q. A se charge donc positivement, C
négativement, Vh >0, quelle que soit le signe de q.

2. Pour que le mouvement des charges reste rectiligne et uniforme (régime continu,
I = Cte) il faut qu’il existe une force

−→
Fh = −−→

F = q
−→
Eh = −q−→v ∧ −→

B , d’où le
champ de Hall

−→
Eh = −−→v ∧ −→

B dirigé selon Oy. Il lui correspond une tension de Hall
Vh = Eha = vBa. Or I = jab et j = rv = nqv. On obtient :

Vh =
IBRh

b

3. n =
rN
M

où N est le nombre d’Avogadro ;

Rh =
M

rNe
et Vh =

IBM
rNeb
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4. Cet effet est utilisé pour la mesure de B (teslamètre) dans la sonde à effet Hall. On
utilise un semi-conducteur qui permet d’amplifier la tension de Hall grâce aux deux types
de porteurs de charges : les trous et les électrons.

15 1.
−→
F = −e−→v ∧ −→

B = m
d−→v
dt

est projetée sur les trois axes, en coordonnées
cartésiennes :


 ẍ

ÿ
z̈


 = − e

m


 ẋ

ẏ
ż


 ∧


 0

0
B


 soit

ẍ = −eB
m

ẏ

ÿ =
eB
m

ẋ

z̈ = 0

La troisième équation donne ż = Cte = voz = 0, z = Cte = zo = 0 : le mouvement
est plan.
Méthode classique de la variable complexe : on pose Z = x 1 iy, les deux premières
équations reviennent alors à :

Z̈ = i
eB
m

Ż = ivCŻ

qui admet comme solution

Ż = ŻoeivCt = (ẋo 1 iẏo)eivCt = ivoeivCt

ou encore ẋ 1 iẏ = ivo(cos vCt 1 i sin vCt). On obtient ainsi les équations horaires du
mouvement :

x =
vo

vC
(cos vCt − 1)

y =
vo

vC
sin vCt

L’équation de la trajectoire est obtenue en éliminant le temps dans ces deux équations :(
x 1

vo

vC

)2

1 y2 =
(

vo

vC

)2

C’est l’équation d’un cercle de rayon

r =
vo

vC
=

mvo

eB

de centre O′ (xO′ = − vo

vC
, yO′ = zO′ = 0). Ce cercle appartient au plan xOy et il est

parcouru dans le sens trigonométrique à la pulsation cyclotron vC.

2. Le théorème de l’énergie cinétique entre anode et cathode s’écrit

1
2

mv2
o = eU
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d’où
vo =

√
2eU

m
puis r =

√
2mU
eB2

qui conduit à e
m

=
2U

r2B2

A.N. e/m = 1,74.1011 C.kg−1; D(e/m)/(e/m) = 2Dr/r = 10 % ;

e/m = (1,7 ± 0,2)1011 C.kg−1 m = (9,2 ± 0,9)10−31 kg

3. On a toujours z̈ = 0, donc ż = Cte = żo = vo cos a, d’où z = vot cos a. Les autres
équations horaires deviennent :

x =
vo sin a

vC
(cos vCt − 1) et y =

vo

vC
sin a sin vCt.

En projection sur xOy on obtient un cercle de centre O′′

(
xO′′ = −vo sin a

vC
, yO′′ = zO′′ = 0

)

et de rayon r =
mvo sin a

eB
. Puisque z = vot cos a, on obtient une hélice de base circulaire

et d’axe Oz.

16 Bien que cet exercice ne fasse intervenir que le champ électrique, il est placé ici
de manière à comparer la trajectoire d’un électron soumis à un tel champ (oscilloscope)
ou à un champ magnétique (télévision). On conclura ces deux exercices en faisant cette
comparaison : nature des trajectoires, formes différentes des deux appareils, pourquoi ne
pas inventer un oscilloscope à champ magnétique et une télévision à champ électrique ?...

1.

z

x

y

EAC

Y

Y' X

X'

l
L
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2.a. Entre les plaques Y′Y :

eU
d

= m
d2y
dt2 =⇒ eUt

md
=

dy
dt

=⇒ eUt2

2md
= y =⇒ y =

eUz2

2mdv2
o

0 =
d2z
dt2 =⇒ 0 =

dz
dt

=⇒ vot = z =⇒ t =
z
vo

z

y

y

v0

E

θO O'

M

Y

lH

Pour z = l , y = Y =
eUl2

2mdv2
o
.

En dehors des plaques, le mouvement
est rectiligne et uniforme :

tan u =
y
L

=
Y

l/2
=

2Y
l

=⇒ y =
eUlL
mdv2

o

auquel s’ajoute le théorème de l’éner-
gie cinétique entre C et A :

1
2

mv2
o = eUAC

b. sur l’écran y =
UlL

2dUAC
: la déviation est bien proportionnelle à U .

3. T ′ = T : on voit une période de la sinusoïde,
T ′ = 2T : on voit deux périodes de la sinusoïde
T ′ = T/2 : on voit une demi-période de la sinusoïde.

17 1. 1
2

mv2
o = eUAC =⇒ UAC =

mv2
o

2e
= 1,5 kV.

θ

OA

l

H'

C H

I

Ω

S

θ

D – l/2

2.
−→
B1 est dirigé dans le sens inverse de l’axe z′z

pour que la trajectoire soit concave et la force de
Lorentz dirigée vers l’intérieur de l’arc de cercle,

R1 =
mvo

eB1
= 0,187 m.

Dans P, le mouvement est uniforme,

vS = vo = 2,3.107 m.s−1.

Entre S et I, le mouvement est rectiligne et uni-
forme à la vitesse vo.
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OI = OH 1 HI = AC 1 HI = R(1− cos u) 1

(
D − l

2

)
tan u ≈

l2

2R1
1

Dl
R1

= 3 cm.

x

z

O

K

v0

F2
B2

v

y

3.
−→
F2 = −e−→v ∧ −→

B2 est parallèle à l’axe y′y à
l’entrée de P.

OK ≈
l2

2R2
1

Dl
R2

d’où R2 =
l(l 1 2D)

2OK
.

Or

OK = OI/2 d’où R2 ≈ 2R1

Comme R est inversement proportionnel à B,

B2 = B1/2 et
−→
B2 = 3,5.10−4−→uy .

D1

E

B1

v

B2

E

D2

d

18 1. Voir figure ci-contre

2. Dans un dee, R =
mv
eB

, la durée d’un demi-tour vaut

t =
pR
v

=
pm
eB

. Le champ électrique
−→
E régnant entre les

dees doit changer de sens à chaque demi-tour de la particule.
Sa période sera T = 2t et sa fréquence

f =
eB

2pm
= 2,8 GHz

3. Entre deux dees, le mouvement est rectiligne uniformément accéléré, d’accélération

a =
eE
m

= 8,8.1015 ms−2. Dans un dee, le mouvement est circulaire uniforme, d’accélé-

ration an =
v2

R

4. Rmax =
mvmax

eB
donc ECmax =

(mvmax)2

2m
=

(eBRmax)2

2m
en Joules, ou ECmax =

e(BRmax)2

2m
en eV. ECmax = 0,56 GeV

5. ECmax = eU d’où U = 0,56.109 V.

6. Entre chaque demi-tour : DEc = eUm. Le nombre total de demi-tours sera donc égal
à ECmax/eUm. Le nombre de demi-tours dans chaque dee sera deux fois plus petit, soit
égal à 28 000.

19 1. v =

√
2eU
m

: v1 = 1,32.105 ms−1 ; v2 = 1,31.105 ms−1.
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2. Pour que la force de Lorentz soit centripète,
−→
B doit être dans le même sens que

−→
k .

R =
mv
eB

. R est constant, le mouvement est donc circulaire et uniforme.

A.N. R1 = 24,1 cm ; R2 = 24,5 cm.

3. Les points d’impacts seront donc séparés de 2(R2 − R1) = 8 mm.

4. Ro = 92,28 ; R = 89,23 ; d = −33,05 le test est donc positif.

j

uθ

z

M+ ur

uz

Γ

20 1. Les plans de symétrie du système contiennent

M et z′z,
−→
B étant un vecteur axial, il est perpendiculaire

à ces plans :
−→
B = B−→uu . Il y a invariance par translation

selon z′z : B est indépendant de z. Il y a invariance par
rotation autour de z′z : B est indépendant de u. Soit
finalement : −→

B = B(r)−→uu .

La courbe d’Ampère sera un cercle (G) de rayon r,
passant par M et orientée selon z′z :∮

G

−→
B · −→d� = B · 2pr.

Si r > a :
∑

Ienlacés = I , d’où B · 2pr = moI et
−→
Bext =

moI
2pr

−→uu ,

si r < a :
∑

Ienlacés = j · pr2, d’où B · 2pr = jmopr2 et
−→
Bint =

mo jr
2

−→uu ,

si r = a : la densité surfacique de courant est nulle, js = 0 d’où

−→
Bint(a) =

−→
Bext(a) =

moI
2pa

−→uu

−→
B est continu en r = a.

a r

B

µ0I 
2πa

Les variations de B en fonction de
r sont représentées ci-contre.

2. B = 2.10−5 T = 100Bh.

3. Pour que la boussole soit désai-
mantée, il faut que Béclair > Bl.
Comme on se trouve à l’extérieur
de l’éclair, cela revient à écrire
moI
2pr

> Bl , soit r < 8,3 m.
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a

I

zM0

u1

u

dB

dB1

P1
1

r

z

21 1. L’infinité de plans perpendicu-
laires à la spire et contenant z′z sont des
plans d’anti-symétrie (symétrie S.I.).

−→
B

étant un vecteur axial, il est contenu dans
les plans d’anti-symétrie :

−→
B est donc coli-

néaire à z′z :
−→
B = B−→uz . Il y a invariance

par rotation autour de z′z : B est indépen-
dant de u et

−→
B = B(z)−→uz . La loi de Biot et

Savart permet d’exprimer le champ
−→
dB1 créé

en Mo par l’élément de conducteur
−→
d�1 :

−→
dB1 =

mo

4p

−→
d�1 ∧ −→u 1

r2

qui est perpendiculaire à P1Mo. Or seule sa projection sur l’axe z′z compte, soit
dB1z = dB1 sin a avec sin a = a/r. L’ensemble de la spire créera le champ :

−→
B =

∮
spire

dB1z
−→u =

moIa
4pr3

−→u
∮

d�1 =
moIa2

2r3
−→u .

Or B(O) =
moI
2a

, d’où :

−→
B (Mo) = B(O)

(a
r

)3 −→u = B(O)
(

1 1

(z
a

)2
)−3/2

−→u

z 

B(M0) 

– a/2 a/2

Les variations de B en fonction de z sont représentées
sur la figure ci-contre.

2. Le flux de
−→
B sortant d’une surface fermée est

nul. Or B = B(r, z), l’équation locale correspondante
s’écrit en coordonnées cylindriques :

div
−→
B =

1
r

[
≠(rBr)

≠r
1

≠Bu

≠u
1

≠(rBz)
≠z

]
= 0.

Elle conduit à ≠(rBr)
≠r

= −≠(rBz)
≠z

.

Si r  a, Bz ≈ Bo(z), d’où

≠(rBz)
≠z

= r
dBo(z)

dz
≠(rBr)

≠r
= −r

dBo(z)
dz

qui s’intègre :
rBr(r, z) = − r2

2
dBo(z)

dz
et donne :

Br(r, z) ≈ − r
2

dBo(z)
dz
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D’après les variations de B en fonction de z représentées dans

la question précédente,
dBo(z)

dz
< 0, quel que soit z, donc

Br(r, z) > 0, quels que soient r et z. C’est la seule possibilité
pour que les lignes de champ se referment à l’infini.

I

B

22 1. D’après la première question de l’exercice précédent,
le champ créé par une spire en M vaut :

−→
B (M) =

moI
2a

(a
r

)3 −→u =
moI
2a

sin3 a−→u .

Pour ndz spires, il vaudra

−→
dB(M) =

mondzI
2a

sin3 a−→u .

Or z = MP, tan a = a/z, dz = ada/ sin2 a, donc

−→
dB(M) = −monI

2
sin ada−→u et

−→
B (M) =

monI
2

(cos a1 − cos a2)−→u

2. Au centre du solénoïde, cos a1 = − cos a2 =
L

2
√

(a2 1 L2/4)
, d’où

−→
B (O) =

monIL

2
√

(a2 1 L2/4)
−→u

Si a  L/2 alors
−→
B ∞(O) = monI−→u . Pour le solénoïde réel, un développement limité

de
−→
B (O) au second ordre en a/L conduit à

−→
B (O) ≈ monI−→u (1 − 2a2/L2)

B∞(O) − B(O)
B∞(O)

< 1% si
L
a

< 14.

3. On applique le théorème d’Ampère à un contour rectangulaire dont deux côtés sont
parallèles à z′z et deux côtés lui sont perpendiculaires. Ce rectangle est situé soit entière-
ment à l’intérieur du solénoïde, soit entièrement à l’extérieur. Dans les deux cas, il n’enlace
aucun courant. Sachant de plus que

−→
B = B(z)−→u pour un solénoïde infiniment long, on

en déduit que
−→
Bext =

−→
Cte ainsi que

−→
Bint =

−−→
Cte′. D’où

−→
Bint = monI−→u et

−→
Bext =

−→
0 .

Il y a discontinuité du champ à la surface du solénoïde, qui respecte :

−→
Bint −

−→
B ext = mo

−→
js ∧ −→ur

avec la densité surfacique de courant
−→
js = −nI−→uu .
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23 1. En un point M de l’axe :

−→
B (M) =

moI
2a

sin3 a−→u =
moI
2a

(
1 1

(z
a

)2
)−3/2

−→u =
moI

2
a2

(a2 1 z2)3/2
−→u .

dB
dz

∝ − z
(a2 1 z2)5/2 ,

d2B
dz2 ∝ − 1

(a2 1 z2)5/2 1
5z2

(a2 1 z2)7/2 .

Cette dérivée seconde s’annule pour z = ±a/2 qui correspond bien à deux points
d’inflexion. B(a/2) = 0,716B(O) d’où B(a/2)/B(O) = 0,716 et B(a) = B(O)/2

√
2.

A.N. B(O) = 9,26.10−4 T = 46BT .

2.

B(x) =
moNI

2




a2[
a2 1

(
d
2

1 x
)2

]3/2 1
a2[

a2 1

(
d
2
− x

)2
]3/2




= f
(

z =
d
2

1 x
)

1 f
(

z =
d
2
− x

)
avec

f (z) =
moNI

2
a2

(a2 1 z2)3/2 .

f
(

z =
d
2
± x

)
= f

(
d
2

)
± xf ′

(
d
2

)
1

x2

2
f ′′

(
d
2

)
1 o(x3),

d’où :

B(x) = 2f
(

d
2

)
1 x2f ′′

(
d
2

)
1 o(x3)

On aura B(x) = 2f
(

d
2

)
si f ′′

(
d
2

)
= 0, ce qui correspond aux points d’inflexion de la

courbe B(z), obtenus pour
d
2

=
a
2

soit d = a.

A.N. B(O) = 1,32 mT, B(O1) = 1,25 mT = 0,95B(O) : le champ est uniforme à 5 %
près.

24 1. Tout plan passant par une spire est un plan de symétrie.
−→
B étant un vecteur axial,

il est perpendiculaire à ces plans de symétrie.
−→
B est donc parallèle à l’axe :

−→
B = B−→uz .

Toute translation parallèle à z′z ou toute rotation autour de z′z laisse B inchangé ; B ne
dépend ni de z ni de u :

−→
B = B(r)−→uz .
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A

I
B C

D

n

+

z' z

2. On oriente arbitrairement le
contour ABCD par la normale
−→n . Soient B1 et B2 les valeurs
algébriques de B le long de AD
et BC respectivement :∮

ABCD

−→
B · −→d� = B2BC 1 B1DA

= BC(B2 − B1).

Dans le cas 1, Ienlacés = 0, d’où B2 = B1 : le champ est uniforme à l’intérieur du solénoïde.
Dans le cas 2, Ienlacés = 0, d’où B2 = B1 : le champ est uniforme et nul à l’extérieur du
solénoïde.

Dans le cas 3,
∑

Ienlacés = nIBC > 0,
∮

ABCD

−→
B · −→d� = BC(Bext − Bint) = −BCBint,

d’où :
−→
Bint = −monI−→uz

3. La densité surfacique de courant circulant à la surface du solénoïde se définit par :

I
z' z

(1)

(2) n12 jσ

uθ

uρ
uz

d

∥∥∥−→js ∥∥∥ qui est l’intensité traversant un segment de longueur d parallèle à Oz donc∥∥∥−→js ∥∥∥ =
nId
d

= nI . Soit, en coordonnées cylindriques :

−→
js = −nI−→uu

On vérifie la relation de passage
−→
Bext −

−→
Bint = monI−→uz

et d’autre part −→
js ∧ −→ur = −nI−→uu ∧ −→ur = nI−→uz

d’où −→
Bext −

−→
Bint = mo

−→
js ∧ −→ur .

4.a. Tout plan passant par une spire est un plan de symétrie.
−→
A étant un vecteur polaire,

il est contenu dans ces plans : Az = 0. De plus

−→
A =

mo

4p

∮
C

I
−→
d�

r
,
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avec
−→
d�// − −→uu . Enfin toute translation parallèle à z′z ou toute rotation autour de z′z

laisse A inchangé donc −→
A = Au(r)−→uu .

b. On utilise
−→
B =−→rot

−→
A

À l’intérieur du solénoïde :
−→
Bint = −monI−→uz = (−→rot

−→
Aint)z

−→uz =
1
r

≠

≠r
(rAint)−→uz =⇒ ≠

≠r
(rAint) = −monIr

=⇒ rAint = −monIr2

2
1 Cte =⇒ −→

Aint =
(
−monIr

2
1

Cte
r

)
−→uu .

Si
−→
Aint =

−→
0 en r = 0, Cte = 0 :

−→
Aint = −monIr

2
−→u

À l’extérieur du solénoïde :
−→
Bext =

−→
0 =

1
r

≠

≠r
(rAext)−→uz =⇒ rAext = Cte =⇒ Aext = Cte/r.

La continuité du potentiel vecteur en r = R s’écrit :

−monIR
2

=
Cte
R

=⇒ Cte = −monIR2

2

−→
A ext = −monIR2

2r

−→uu

Iz' z

nB

uθ

uρ
uz

(C)

c. On utilise∮
C

−→
A · −→d� =

∫∫
S

−→
B · −→n dS.

(C) est un cercle de rayon r

orienté dans le sens du courant,
dont le centre se trouve sur l’axe
z′z.

−→
d� = −rdu−→uu (le sens de

parcours choisi est opposé au
sens de −→uu d’où le signe −) et −→

A = Au(r)−→uu .

À l’intérieur : ∮
C

−→
Aint ·

−→
d� = −

∮
C

Au(r)rdu = −Au(r)2pr.

D’autre part ∫∫
S

−→
B · −→n dS = monIpr2

soit finalement
−Au(r)2pr = monIpr2 et

−→
Aint = −monIr

2
−→uu .
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À l’extérieur : ∮
C

−→
Aext ·

−→
d� = −Au(r)2pr,

∫∫
S

−→
B · −→n dS = monIpR2

qui conduit à −Au(r)2pr = monIpR2 et
−→
Aext = −monIR2

2r

−→uu .

Remarque : les conditions aux limites en r = R et à l’infini ne sont pas utilisées dans
cette méthode.

d. On pourrait également utiliser D
−→
A 1mo

−→
j =

−→
0 . Cette méthode nécessiterait d’écrire

la continuité de
−→
A en r = R comme pour toute équation locale de départ.

25 1.
−→
B =

moI
2pd

−→uu (voir exercice VI.2)

N P

QM

I1

BPQ

FPQ

FMN
BMN

I2

I2F

2.a. −−→
BMN =

moI1

2p(e − a)
−→uu .

−→
F MN = I2

−−→
MN ∧ −→

B MN = mo
I1I2b

2p(e − a)
−→ur

De même :
−−→
BPQ =

moI1

2p(e 1 a)
−→uu =⇒

−−→
FPQ = I2

−→
PQ ∧ −−→

BPQ =
moI1I2b

2p(e 1 a)
−→ur .

Les côtés NP et QM sont soumis à des forces égales et
opposées dont la résultante est nulle.

−→
F =

−−→
FMN 1

−−→
FPQ = − moI1I2ab

p(e2 − a2)
−→ur .

Le cadre est attiré par le fil.

S

S'

I1

M

N P

Q

r

dS

B

n

+

b. Le flux élémentaire du champ magnétique sortant de
la surface dS, distante de r du fil et orientée par la normale
−→n comme indiqué sur la figure vaut :

dF =
−→
B · −→n dS =

moI1bdr
2pr

.

Le flux sortant du cadre vaut :

F =
∫ e1a

e−a

moI1bdr
2pr

=
moI1b

2p
Ln

e 1 a
e − a

> 0.

3. Si le cadre se déplace de dr = de perpendiculairement au fil, le travail des forces
magnétiques est donné par le théorème de Maxwell :

dW = Fde = I2dF =⇒ F = I2
dF

de
=

moI1I2ab
p(e2 − a2)

.
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26 1.a. Le circuit est ouvert, il n’y a donc pas de courant induit. Il ne peut pas y avoir

de force de Laplace venant freiner le mouvement de la barre.
−→
B n’influe donc pas sur le

mouvement de celle-ci, qui est uniformément accéléré selon l’axe Ox avec a = g sin a

comme accélération.

b. d =
1
2

g sin at2 d’où t =

√
2d

g sin a
= 0,49 s

c. Le circuit étant ouvert, c’est le flux coupé Fc qui intervient dans la loi de Faraday :

e = −dFc

dt

Fc =
∫∫ −→

B .−→n dS est défini à partir d’une orientation prélable de la surface coupée. On

peut orienter celle-ci dans le sens MPQN, la normale sortante −→n sera alors perpendicu-
laire à cette surface et orientée vers le haut, elle fera un angle a avec

−→
B et Fc = BLx cos a

(on aurait pu choisir l’orientation inverse, Fc serait alors de signe opposé). Avec l’orien-
tation choisie

e = −dFc

dt
= −dFc

dx
dx
dt

= −BL(cos a)g(sin a)t

(avec l’orientation inverse, e serait alors de signe opposé). En éliminant t (question 1.b)
il vient :

e = −BL cos a
√

2d sin a = −0,15 V < 0

(avec l’orientation inverse on aurait obtenu e = 10,15 V)

2.a. Le circuit est maintenant fermé. Un courant induit i = e/R apparaît. Une force de
Laplace de freinage

−→
F = i

−→
L ∧−→

B est créée qui est perpendiculaire à
−→
B donc horizontale

et dirigée vers la gauche. Plus la vitesse de la barre augmente, plus
−→
F augmente jusqu’à

ce que sa projection sur l’axe Ox soit égale et opposée à celle du poids de la barre. Le
mouvement devient alors uniforme et la barre atteint sa vitesse limite.

b. Ceci se produit quand |ilim|LB cos a = mg sin a soit pour

|ilim| =
mg tan a

BL
= 2,7 A

Remarque : avec l’orientation choisie précédemment (sens MPQN) on avait trouvé
e < 0. Le produit ei devant toujours être positif, i < 0 : le courant induit circule dans le
sens MNQP et donc de Q vers P dans la barre. La force de Laplace est bien une force
de freinage.

c. elim = Rilim = −BLvlim cos a (cf. question 1.c avec v = g(sin a)t). Il vient :

vlim = − Rilim

BL cos a
=

Rmg sin a

B2L2 cos2 a
= 100 m/s!
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27 1.a. L = F/i où F est le flux propre créé par un circuit au travers de lui-même.

b. M21 = F21/i2 où F21 est le flux créé par (2) dans (1) et i2 l’intensité du courant
circulant dans (2).

c. M = M12 = M21

d. L’orientation des spires est définie par le schéma et détermine leurs normales, en
particulier −→n2 .

d1 d2
d3

(1) (2) (2)

(2)

(1)

(1)

n2 n2

n2

B1 B1

B1

Supposons qu’un courant d’intensité i1 circule dans (1), dans le sens indiqué par l’orien-
tation : i1 > 0. Ce courant crée dans (2) un champ magnétique

−→
B1. Le flux de

−→
B1 à travers

(2) s’écrit F1/2 =
∫∫

(2)

−→
B1 ·−→n2 dS2, il est positif dans le premier cas, négatif dans le second

et nul dans le troisième. On obtient donc : M = M12 = F12/i2 > 0 pour d1, M > 0 pour
d2 et M = 0 pour d3.

2. B = monI = mo
N
h

I et F = NBS = mo
N 2

h
p

d2

4
I = LI où N est le nombre total de

spires et h la longueur du solénoïde, d’où :

L = mo
N 2

h
p

d2

4
= 15,8 mH

3.a. Fa = F11 1 F12 1 F22 1 F21 = 2(L 1 M)i d’où La = 2(L 1 M)
Dans le dipôle (b), F12 = F21 = −Mi d’où Lb = 2(L − M)

b. Za =
√

(2r)2 1 L2
a (2pf )2 ; Zb =

√
(2r)2 1 L2

b(2pf )2

c. Les deux dernières questions conduisent à :

L 1 M =
1

2pf

√
Z2

a

4
− r2 et L − M =

1
2pf

√
Z2

b

4
− r2

d’où L = 11,9 mH et M = 3 mH.

4. En série : Léq = L1 1 L2 si M  L1, L2. En parallèle Léq =
L1L2

L1 1 L2
si

r1, r2  L1v, L2v.
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28 1.a. En régime permanent, la bobine se comporte comme une résistance ohmique

r. Soit Réq=
rR

r 1 R
, la loi du diviseur de tension s’écrit uo = E

Réq

Ro 1 Réq
= 0,975 V d’où

io =
uo

r
= 97,5 mA.

b. À l’ouverture de K : L
di
dt

1 (R 1 r)i = 0 qui admet comme solution : i = ioe−(R1r)t/L

d’où u = −Ri = −Rioe−(R1r)t/L

c. Noter la tangente à l’origine de ces deux courbes qui coupe l’axe des temps à l’abscisse
t = t = L/(R 1 r) = 0,476 ms.

t

i

i0 = 97,5 mA

τ = 0,476 ms

t

u

u0 = 0,975 V

τ

– Ri0 = – 19,5 V

d. L’énergie consommée dans R par effet Joule s’écrit :

ER =
∫ ∞

0
Ri2dt = −Ri2

o

2
L

R 1 r
= 0,454 mJ

e. Si R augmente, io augmente, t diminue, uo augmente et Rio augmente, d’où les courbes
suivantes :

t

i

τ 

t

u

u0 i0 

τ

 – Ri0

Si R >> 200 Ω
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t

i

τ 

t

u

u0 

i0 

τ

 – Ri0

Si R << 200 Ω

2.a. En régime permanent, la bobine se comporte comme un conducteur ohmique de
résistance rL. Le rotor étant bloqué, il se comporte comme conducteur ohmique de
résistance infinie.

io =
E

R1 1 rL
= 250 mA et i = 0 car la diode est bloquée.

rm

uL

i

E = kω
L , rL 

b. Le schéma équivalent du circuit est représenté
sur la figure ci-contre. La loi des mailles s’écrit :

L
di
dt

1 ri 1 Kv = 0 (e1)

c.1. L’énergie cinétique de m s’écrit :

ECm =
1
2

mv2 =
1
2

m(av1)2 =
1
2

m
a2

C2 v2 =
1
2

Jmv2
1

d’où Jm = m
( a

C

)2
= 2.10−7 kg.m2.

c.2. (i) - Le moment du couple moteur vaut Go = Kio = 7,5 mN.m.

Le moment du poids de m transmis par le réducteur vaut : Gm =
mga

C
= 2 mN.m.

Go > Gm : m va monter.
(ii) - Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit dW = dEC.
Pour le système m : dz = av1dt =

a
C

vdt.

Pour le système {rotor 1 m} : Gvat − mga
C

vdt = d
(

1
2

Jv2
)

.

En simplifiant par v et avec G = Ki, il vient :

Ki − mga
C

= J
dV

dt
(me)
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d. En dérivant (e1) et en éliminant
dV

dt
entre (e1 dérivée) et (me), il vient :

L
d2i
dt2 1 r

di
dt

1
K2

J
i =

Kmga
J C

(dif )

e. (i) - En utilisant (e1) ainsi que la continuité de i et v :

di
dt

(t = 01) = − r
L

io = −3,5 As−1

En utilisant (me) :
dv

dt
(t = 01) =

Kio

J
− mga

J C
= 1,83.103 rad.s−2.

En utilisant (el) : v(t = 01) = L
di
dt

(t = 01) 1 rLio = −12,5 V.

(ii) - La solution générale de l’équation (dif ) sans second membre tend vers zéro quand
t → ∞. ilim représente alors la solution particulière de l’équation (dif ) avec second
membre.
(iii) - ilim =

mga
J C

= 66 mA ; vlim = − rilim

K
= −1,54 rad.s−1 ; ulim = rLilim = 1,32 V.

f.1. La courbe 1 correspond à i(t), la courbe 2 à v(t) car v(01) = 0 et i1(01) fi 0.

f.2. Soit t = to tel que v(to) = 0, d’après la courbe 2, to = 0,21 s.Pour t < to, le travail
du poids est négatif, la machine se comporte comme un moteur. Pour t > to, le travail du
poids est positif, la machine se comporte comme une génératrice.

f.3. i(0) = 250 mA v(0) = 0 rad/s ilim = 66 mA vlim = −154 rad/s.

f.4. L’altitude de la masselote est maximum quand
dz
dt

= 0, soit pour v = 0 qui

correspond à to = 0,21 s.

f.5. umax =
1
2
.60.0,21 = 6 rad zmax =

aumax

C
= 6 mm.

f.6. Pour z = zmax, Ep,max = mgzmax = 12 mJ en prenant Ep(z = 0) = 0. Or l’énergie

stockée initialement dans la bobine valait Wm =
1
2

Li2
o = 156 mJ. Une importante partie

de cette énergie a été dissipée par effet Joule dans les résistances et seulement 7 % de
l’énergie initiale a servi à remonter la masselote.

ex

df

B
i

a
+

29 1. La vue de face du solénoïde est représentée ci-contre :
−→
df = i

−→
d� ∧ −→

B = −iBd�−→ex or
∮

d� = 2pNa d’où
−→
f = −iB�−→ex .

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :
−→
P 1

−→
R 1

−→
f 1

−→
F 1

−→
Fr = m−→a
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xO

Ff Fr

La figure suivante représente le solénoïde vu de côté,
supposé se déplacer dans le sens des x positifs, avec
dx
dt

< 0. L’équation précédente, projetée sur l’axe x′x

devient : −iB� − kx − m
dx
dt

= m
d2x
dt2 ou encore

ẍ 1
m

m
ẋ 1

f
m

x = −B�

m
i (1)

2. Pendant la durée dt, chaque spire du solénoïde s’est déplacée de dx = vdt et elle a

coupé le flux |dFc| = |B�vdt|. D’où e = −dFc

dt
, |e| = B�v. Le déplacement entraîne

un courant induit de sens opposé à i (loi de Lenz), le courant induit est donc négatif, de
même que le f.e.m. e.

e = −B�v

R

uL

i
e

u

L 
Le schéma électrique équivalent du solénoïde est repré-
senté sur la figure ci-contre. La loi des mailles s’écrit :
u − e − uL = 0 soit encore :

u = Ri 1 L
di
dt

− B�v (2)

3. u(t) = U
√

2 cos vt , U = U , I = Ie−jw , V = Ve−jC d’où Ẍ = jvV et X =
V
jv

. En

remplaçant dans (1) :

V =
−B�I

m 1 j
(

vm − k
v

)
On fait de même dans (2) qui devient U = (R 1 jLv)I − B�V = Z I d’où

Z = (R 1 jLv) 1
B2�2

m 1 j
(

vm − k
v

) = ZL 1 Zm avec Zm = Rm 1 jXm.

Rm =
B2�2m

m2 1

(
vm − k

v

)2 et Xm =
B2�2

(
k
v
− mv

)

m2 1

(
vm − k

v

)2

4. L’équation d’un tel cercle est : (Rm − Ro)2 1 X 2
m = R2

o soit R2
m 1 X 2

m = 2RoRm. Elle
est vérifiée en prenant les expressions de Rm et Xm obtenues à la question précédente et

Ro =
B2�2

2m
.
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Pour v = 0, Rm = Xm = 0. Quand v → ∞, Rm = Xm = 0. Quand v = vo =
√

k
m

,

Rm =
B2�2

m
= 2Ro.

Xm 

2R0 ω = 0
ω  ∞ 

ω0 

ω1 

ω2 

Rm 

Pour 0 < v < vo, v2 <
k
m

d’où

Xm > 0 : le cercle est parcouru dans
le sens des aiguilles d’une montre.
Si Rm � Ro :

B2�2m

m2 1

(
vm − k

v

)2 � B2�2

2m

On aboutit à la résolution d’une inégalité du second degré en v :

m2(v2 − v2
o) − m2v2 � 0

qui admet deux solutions positives :

v1 =
−m 1

√
m2 1 4m2v2

o

2m
et v2 =

m 1
√

m2 1 4m2v2
o

2m

R0 

2R0 

ω0 ω1 ω2 ω 

Rm 
Pour v = v1 = v2, Rm = Ro,
d’où les points représentés sur le
diagramme de Kennelly ci-dessus.

v2 − v1 =
m

m

représente la bande passante du
haut-parleur. Elle est indépendante
de B et se comprend lorsque l’émis-
sion acoustique Rm est représentée
en fonction de v.

θ2
θ1

z

MI0I0

dz θ

(S) (N)

B

l

30 1.a. Voir la 1re question de
l’exercice 21.

b. voir la 1re question de l’exer-
cice 22 :
−→
B (M) =

moNIo

2�
(cos u2−cos u1)−→uz
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c. cos u1 =
z√

R2 1 z2
, cos u2 =

z 1 �√
R2 1 (z 1 �)2

d’où
−→
B (M) = Bo f (z)−→uz avec

Bo =
moNIo

2�
= 7,73 mT et f (z) =

z 1 �√
R2 1 (z 1 �)2

− z√
R2 1 z2

.

f (0) =
�√

R2 1 �2
= 0,97

d. Placer une sonde de Hall en M.

e.
−→
B ne peut pas être uniforme à l’extérieur de (S). Par contre,

−→
B peut être uniforme à

l’intérieur de (S) à condition que � > 10R. Ce n’est pas le cas ici car � = 4,3R < 10R,
−→
B

n’est donc pas uniforme dans (S).

f.1. P est voisin de M donc
−→
Bz(P) ≈

−→
B (M). En fait cette égalité n’est pas respectée

ultérieurement car si P appartient à l’anneau (A), alors r = R. En toute rigueur, il faudrait
prendre un noyau de fer doux, un anneau (A) de rayon r  R et interposer un carton au
début de l’expérience entre (A) et la face nord de (S) pour éviter que l’anneau ne tombe
dans le solénoïde.

f.2. Le plan contenant z′z, M et P est un plan d’antisymétrie.
−→
B (P) est contenu dans ce

plan :
−→
B u(P) =

−→
0 .

f.3. La norme de
−→
B (P) est invariante par rotation autour de z′z, elle ne dépend donc pas

de u, il en est de même pour
−→
Br (P) qui ne dépend que de r et z.

f.4. div
−→
B (P) = 0 avec

−→
B (P) = Bz(z)−→uz 1Br(r, z)−→uu et Bz(z) = Bo f (z). On obtient ainsi

div
−→
B (P) =

1
r

≠(rBr)

≠r
1

1
r

≠Bu

≠u
1 Bo f ′(z) = 0. Or

≠Bu

≠u
= 0 d’où

≠(rBr)
≠r

= −rBo f ′(z) et

en intégrant rBr = − r2

2
Bo f ′(z) 1 C(z). Soit finalement : Br(P) = − r

2
Bo f ′(z) 1

C(z)
r

.

Or Br = 0 quand r = 0, ∀z donc C(z) = 0 et

Br(P) = − r
2

Bo f ′(z)

z

(S)O

M Br(P)

Bz(P)

B(z)

B(z + dz)
z + dz/2

z – dz/2

dz

r

f.5. On utilise un cylindre de hauteur dz, d’axe

z′z, situé au dessus de (S) entre les cotes z − dz
2

et

z 1
dz
2

, comptées à partir de O.
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Le flux total sortant du cylindre s’écrit :

F = pr2Bz

(
z 1

dz
2

)
− pr2Bz

(
z − dz

2

)
1 2prdzBr(r, z)

= pr2
[

dBz

dz
dz

]
1 2prdzBr(r, z) = 0

En remarquant que
dBz

dz
dz = Bo f ′(z) il vient :

Br(P) = − r
2

Bo f ′(z).

(S)

M
P

Br(P)

Bz(P)B(M)

I

f.6. Les lignes de champ ont donc l’allure suivante : ( figure
ci-contre)

f.7. En z = 0,

Bz(P) = B(M, z = 0) = Bo
�√

R2 1 �2
= 7,53 mT

Br(P) = −R
2

Bo f ′(O). Or :

f ′(z) =
R2

[R2 1 (z 1 �)2]3/2 − 1√
R2 1 �2

d’où f ′(O) ≈
�2

[R2 1 �2]3/2 et Br(P) =
R�2Bo

2[R2 1 �2]3/2 = 0,825 mT.

(A)

(S)
I0

i
B

BinduitFaces Nord

2. Il suffit de multiplier toutes les normes précé-
dentes par 100 : Bo = 0,773 T, B(O) = 0,753 T,
Bz(P, z = 0) = 0,753 T et Br(P, z = 0) = 0,0825 T.

3.a. Lorsqu’ un courant s’établit dans (S), il se crée un
courant induit i dans (A) tel que le champ induit

−→
B induit

par i dans (A) s’oppose au champ
−→
B créé par (S) ( figure

ci-contre). L’anneau (A) présente donc une face nord à la
face supérieure de (S), qui est également une face nord : ces
deux « pôles » se repoussent et (A) s’éloigne de (S).

(A)

nb.1. F(t) =
∫∫

surface(A)

−→
B (P)−→n dS avec −→n = −→uz , S = pR2

et
−→
B (P) = Bo f (z) sin vt−→uz . D’où :

F(t) = pR2Bo f (z) sin vt = Fo sin vt avec Fo = pR2Bo f (z)
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b.2. e = −dF

dt
= −vFo cos vt = −eo cos vt avec eo = vFo = vpR2Bo f (z)

b.3. i =
e
X

= − eo

X
cos vt = −io cos vt avec io =

eo

X
=

vpR2Bo f (z)
X

b.4.
−→
dF = i

−→
d�∧−→B (P) = iRdu−→uu∧

[
Bo f (z) sin vt−→uz −

R
2

Bo f ′(z) sin vt−→ur

]
=

−→
dFr1

−→
dFz

avec
−→
dFr = i

−→
d� ∧ −→

B z = iRBoduf (z) sin vt−→ur et
−→
dFz =

iR2Bodu f ′(z)
2

sin vt−→uz

dFr(P')

dFz(P')

dFz(P)
dFr(P)

i

Br(P)

Br(P')

Bz

P'

P

b.5. Les forces
−→
dFr s’annulent deux à deux :

−→
dFr(P) = −−→

dFr(P
′). Par contre les forces

−→
dFz s’additionnent :

−→
F =

∫
(A)

−→
dFz =

∫ 2p

0

iR2Bodu f ′(z)
2

sin vt−→uz . Avec i = io cos vt il

vient
−→
F =

−→
Fog(t) où

−→
F o = −vp2R4B2

o f (z) f ′(z)
2X

−→uz et g(t) = sin 2vt.

c. 〈sin 2vt〉T = 0 d’où 〈−→F 〉T =
−→
0 . Cette interprétation ne peut pas justifier le saut

de l′anneau. Quand I passe de 0 à Io dans (S), un courant induit apparaît dans (A)
pendant l’établissement du courant dans (S). Le champ

−→
Br (P) est responsable d’une force

de Laplace
−→
F parallèle à −→uz : l’anneau saute pendant la fermeture du circuit mais retombe

dès que le courant Io est établi dans (S).

d. Il n’y aurait aucun phénomène d’induction.

4.a. e(t) = Xi(t) 1 L
di(t)
dt

avec e = eo cos vt. On pose e = eoe jvt et i = ioe jvt d’où

io =
eo

X 1 jLv
=

eo√
X 2 1 (Lv)2

e−jw avec tan w =
Lv

X
ou sin w =

Lv√
X 2 1 (Lv)2

,

i(t) = io cos(vt − w) et io =
eo√

X 2 1 (Lv)2
.

b.
−→
F = i(t)R2Bopf ′(z) sin vt−→uz . En remplaçant i(t) puis eo par leurs expressions,

il vient
−→
F = Foa(z)b(t)−→uz avec Fo = − vp2R4B2

o√
X 2 1 (Lv)2

, a(z) = f (z)f ′(z) et

b(t) = sin vt cos(vt − w) .
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c. sin vt cos(vt − w) =
1
2

[sin(2vt − w) 1 sin w], 〈sin vt cos(vt − w)〉 =
1
2

sin w d’où :

〈−→F 〉 = Foa(z)
sin w

2
−→uz

d. sin w = 0,998, a(0) = −6,93 m−1, Fo = −0,502 Nm−1,
〈
‖−→F ‖

〉
= 1,74 N. F > P :

(A) décolle.

e. A l’équilibre F (z) = mg soit Foa(z)
sin w

2
= mg. On en déduit l’équation dont

l’altitude d’équilibre est solution :

a(zéq) =
2mg

Fo sin w
où a(zéq) = f (zéq)f ′(zéq)

5.a. On peut citer l’expérience des rails de Laplace ou bien la rotation d’une bobine placée
entre deux bobines de Helmholtz (principe de l’alternateur). Aucune de ces expériences
ne nécessite de tenir compte de l’autoinductance de l’induit.

b.
−→
B serait uniforme et parallèle à −→uz . Or c’est la composante radiale

−→
Br (z) qui est

responsable de la force de Laplace qui fait sauter l’anneau. On n’observerait donc rien
dans ce cas.

31 1. Pour un solénoïde infiniment long B = monI . Les deux champs s’ajoutent en

O, d’où B = 2mo
N
£

I = kI . A.N. k = 0,0287 T/A et B = 0,11 T pour I = 4 A.

O

y

x

B
BS

B'S

θ

2. L’impédance du système (S′
1 C) est différente de celle du sys-

tème (S). Les deux systèmes étant alimentés par la même tension, les
amplitudes et les phases des courants qui les traversent seront diffé-
rentes. Le condensateur entraîne une avance de phase du courant i′(t)
par rapport à celle de i(t).

BS = ki(t), BS′ = ki′(t) donc tan u =
BS

B′
S

=
i(t)
i′(t)

. B est donc un

vecteur tournant de vitesse angulaire vo.

3. I = Y U =
U

R 1 jLvo
, I =

U√
R2 1 (Lvo)2

et tan w =
Lvo

R

I ′ = Y ′U =
U

R 1 j
(

Lvo −
1

Cvo

) , I ′ =
U√

R2 1

(
Lvo −

1
Cvo

)2
et tan w′ =

Lvo −
1

Cvo

R
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4. I = I ′ conduit à ±Lvo = Lvo − 1
Cvo

qui admet comme seule solution

possible : LC =
1

2v2
o
. w = w′ − p/2 conduit à tan w tan w′ = −1 soit à

Lvo

(
Lvo −

1
Cvo

)
= −R2. Ces deux résultats sont satisfaits pour L =

R
vo

et

C =
1

2Rvo
. Dans ces conditions : I = I ′ =

U

R
√

2
, w =

p

4
, w′ = −p

4

5. A.N. L = 0,08 H, C = 63 mF, L′ = 3,6 mH d’où 2L′  L. L’expression de L′ n’est
pas applicable ici ; un noyau de fer doux doit être placé à l’intérieur des deux solénoïdes.

6. I = I ′ =⇒ BS = B′
S. Ces deux champs sont perpendiculaires entre eux, leur

résultante est inclinée de 45◦ par rapport à chacun des axes, Bo =
BS

cos 45◦ =
√

2BS d’où

−→
Bo =

kU

R
√

2
(−→ux 1 −→uy ).

−→
Bo tourne à la vitesse angulaire vo dans le plan xOy.

7. Faire tourner un aimant autour de son axe.

32 1.
−→
G (t) =

−→
M ∧ −→

B = MBo sin(
−̂→
M,

−→
B )−→uz = MBo sin(vot − vt 1 a)−→uz .

〈−→G 〉 = MBo 〈sin(vot − vt 1 a)〉−→uz . Or 〈sin(vot − vt 1 a)〉 = 0 si v fi vo et
〈sin(vot − vt 1 a)〉 = sin a si v = vo =⇒ 〈−→G 〉 = 0 si v fi vo et 〈−→G 〉 = MBo sin a−→uz

si v = vo .

2. Le dispositif fonctionne en moteur s’il reçoit du travail, donc si G > 0, soit sin a > 0
et v = vo . Ces deux vitesses de rotation étant égales, elles justifient le nom de « moteur
synchrone ». En effet il faut alors que 0 < a < p : l’aimant suit le champ magnétique.
Pm = 〈G〉vo = MBo sin a en régime permanent. La source d’énergie est électrique, elle
provient de l’alimentation des bobines du stator.

αr

Γr

ππ/2 α

Γ

Γm

3. En fonctionnement moteur G > 0.

Gm = MBo. En régime permanent,
Gu = G − Gr où Gr = Cte est le
couple résistant. Pour Gu et a donnés,
si v fi vo, G = 0. Pour que le sys-
tème continue à tourner, il faut que Pm

augmente, donc que sin a et a aug-
mentent. Le domaine de stabilité cor-
respond à la partie de la courbe telle

que
p

2
< a < ar où a augmente quand

G diminue (en noir sur la figure).
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B   

z

x

y

α

ω

ω0

+

n

33 1. F =
∫∫ −→

B .−→n dS = BS cos(−̂→n ,
−→
B ). Or à

t = 0, a = (−̂→no ,
−→
Bo) et au temps t, (−̂→no ,−→n ) = vt,

(
−̂→
Bo,

−→
B ) = vot. D′où, en posant Fo = BS :

F = Fo cos[(vo − v)t 1 a]

On en déduit e = −dF

dt
= Fo(vo−v) sin[(vo−v)t1a].

D’autre part e = Ri 1 L
di
dt

. On cherche une solution de la forme i = Im(i) avec

i = Ie j[(vo−v)t1a] et I = Iejw. Les deux expressions de e conduisent à :

Fo(vo − v) = RI 1 jL(vo − v)I

d’où I =
(vo − v)Fo√

R2 1 L2(vo − v)2
et w = tan−1 L(v − vo)

R
.

i(t) = I sin[(vo − v)t 1 a 1 w]

2. La bobine, parcourue par un courant i, possède un moment magnétique
−→
M = iS−→n .

Sous l’action de
−→
B , elle est soumise au couple de moment

−→
G =

−→
M ∧ −→

B parallèle à z′z.
Le module de ce moment vaut :

G(t) = IFo sin[(vo − v)t 1 a] sin[(vo − v)t 1 a 1 w]

Or, 〈sin u sin(u 1 w)〉 =
1
2

cos w d’où

Gm =
1
2

IoFo cos w =
F2

oR(vo − v)
2[R2 1 L2(vo − v)2]

Dans une rotation de la bobine d’un angle élémentaire vdt , celle-ci reçoit le travail des
forces électromagnétiques qui vaut dW = Gmdu = Gmvdt. On est en présence d’un
moteur si dW > 0, soit Gm > 0 d’où (vo − v) > 0 et vo > v.

3. Gm(v = 0) =
F2

oRvo

2[R2 1 L2v2
o]

, Gm(v = vo) = 0.

dGm

dV
=

F2
oR
2

L2(vo − v)2 − R2

[R2 1 L2(vo − v)2]2 = 0 si vmax = vo −
R
L

qui n’existe que si vo >
R
L

.

Le dispositif est moteur au-dessus de l’axe des abscisses et résistant en dessous.
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ωmax
ω0

ω

Γm

Γr
P

moteur

résistant

Γm(0)

4. Si Gm(v = 0) > Gr,
dv

dt
> 0 tant que Gm −Gr > 0. Le point de fonctionnement atteint

est P sur la figure précédente. Si Gr augmente, v diminue mais Gm augmente : le couple
moteur équilibre le couple résistant, le point de fonctionnement est stable.

34 1. On choisit d’orienter arbitrairement le cadre carré dans le sens trigonométrique,

sa normale sortante est alors parallèle à Oy. F =
∫∫ −→

B −→n dS = Ba2 = Boa2 cos(2p
x
l
−vot).

Le cadre se déplace dans la direction x′x avec la vitesse v donc 2p
x
l

= 2p
vt
l

. Avec

Fo = Boa2 il vient :

F = Fo cos[(v − vo)t]

Or e = −dF

dt
= Fo(v − vo) sin(v − vo)t = Ri 1 L

di
dt

. La méthode est identique à

celle suivie dans l’exercice précédent. Elle aboutit en régime permanent à

i(t) = Io sin[(vo − v)t 1 w]

avec

Io =
(vo − v)Fo√

R2 1 L2(vo − v)2

et

w = tan−1 L(v − vo)
R

N P

QM

B
FPQ

FQM

FMN

FNP

i

z

x x + a x

2.
−−→
FQM et

−−→
FNP sont perpendiculaires au mouve-

ment et :
−−→
FQM = −−−→

FNP.
−→
F =

−−→
FQM 1

−−→
FNP

= ia[B(x 1 a) − B(x)]−→ux
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En remplaçant par les expressions de B en fonction du temps et dans la limite où a  l,
il vient :

−→
F = −i2p

Fo

l
sin[(v − vo)t]−→ux

= −2p
F2

o

l

(v − vo)√
R2 1 L2(vo − v)2

sin[(v − vo)t] sin[(v − vo)t 1 w]−→ux

ω0

ω0 + R/L

ω0 – R/L

ω

Fm

Fm,max
F0

C

A

B

La valeur moyenne du produit des sinus

vaut
cos w

2
=

R

2
√

R2 1 L2(vo − v)2
,

d’où :

Fm = −p
RF2

o

l

(v − vo)
R2 1 L2(vo − v)2

= −p
RF2

o

l

V

R2 1 L2V2

en posant V = v − vo. Fm(V) est
une fonction impaire qui s’annule pour
V = 0. Sa dérivée s’annule pour

VM = vM − vo = ±R
L

, soit pour

vM = vo ± R
L

si R < Lvo. On obtient alors Fm,max = p
RF2

o

2lL
. De plus

Fm(v = 0) = p
RF2

o

l

vo

R2 1 L2(vo − v)2 = F .

3. Le dispositif fonctionne en moteur s’il fournit de la puissance mécanique, donc si
−→
Fm · −→v =

l

2p
vFm > 0. Il faut alors que v(v − vo) soit négatif.

a. si v > 0, il faut que v < vo ou v <
lvo

2p

b. si v < 0, il faut que v > vo ou v >
lvo

2p
.

En présence de la force de frottement
−→
Ff = −Ff

−→ux , le moteur démarre si :

m
d−→v
dt

=
−→
Fm 1

−→
Ff >

−→
0 donc si Ff <

pRF2
o

l

vo

R2 1 (Lvo)2

Le cadre se met alors en mouvement et le point de fonctionnement décrit la courbe ABC.
Il trouve un régime stationnaire en C. Ce point est un point de fonctionnement stable
car si v augmente Fm diminue et inversement.
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Q(t) > 0

b

r

a

n

j
MO

35 1. Tout plan contenant OM est

un plan de symétrie, d’autre part
−→
j (M)

est un vecteur polaire, donc
−→
j = j−→ur .

– L’invariance par rotation autour de O
conduit à

−→
j = j(r)−→ur .

– L’intensité du courant sortant d’une
petite sphère S de centre O et de rayon
r s’écrit :

I = ©
∫∫

S

−→
j · −→n dS = j(r)4pr2.

D’où

j =
I

4pr2

avec I > 0.

– I =
dq
dt

, dq = −dQ (Q(t) diminue quand Qi augmente) et
dQ
dt

< 0.

−→
j = − 1

4pr2

dQ
dt

−→ur

2. La symétrie sphérique entraîne que
−→
E = E(r)−→ur . Le théorème de Gauss appliqué à

(S) s’écrit

©
∫∫

S

−→
E · −→n dS = 4pEr2 et

Qint

´o
=

Q(t)
´o

4pEr2 =
Q(t)
´o

−→
E =

Q(t)
4p´or2

−→ur

3.
−→
B est un vecteur axial, il est donc perpendiculaire aux plans de symétrie, qui sont

l’infinité de plans passant par OM. Donc
−→
B =

−→
0 .

4. On doit donc vérifier ∮ −→
B · −→d� = moIenlacés 1 ´omo

≠F−→
E

≠t
.

Or
−→
B =

−→
0 donc

∮ −→
B · −→d� = 0. D’autre part

moIenlacés = mo

∫∫
S

−→
j · −→n dS = −mo

−→ur

4pr2

∫∫
S

dQ(t)
dt

dS

et

´omo
≠F−→

E

≠t
= ´omo

∫∫
≠
−→
E

≠t
· −→n dS = ´omo

−→ur

4p´or2

∫∫
S

dQ(t)
dt

dS.

Le théorème d’Ampère généralisé est bien vérifié.
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36 1. Tout plan contenant Oz est un plan

de symétrie ,
−→
js est un vecteur polaire :
−→
js = j(r, u, z, t)−→ur .

−→
js est contenu dans les armatures, d’où
js,z = 0 et j est indépendant de z. Enfin
il y a invariance par rotation autour de Oz.

−→
js = j(r, t)−→ur

2. On choisit une couronne circulaire de
centre O, limitée par les cercles de rayons
r et r 1 Dr. La charge contenue à l’instant t
est Q(t) = s(t)2prDr et à l’instant t 1 Dt : Q(t 1 Dt) = s(t 1 Dt)2prDr. La variation

de charge entre ces deux instants s’écrit DQ = Q(t 1 Dt) − Q(t) =
ds

dt
Dt2prDr.

D’autre part la charge entrant dans la couronne pendant la durée Dt peut s’écrire :
DQin = I (r)Dt = [js(r, t)2pr]Dt et celle sortant de la couronne pendant la même durée :
Qout = −I (r 1 Dr)Dt = −js(r 1 Dr, t)2p(r 1 Dr)Dt. La variation de charge pendant
cette durée vaut DQ = DQin 1 DQout. En identifiant les deux méthodes de calcul de DQ
il vient :

≠[rjs(r, t)]
≠r

1 r
ds(t)

dt
= 0 ou encore div

−→
js 1

ds(t)
dt

= 0

3. dQ = I (t)dt, s =
Q

pR2 d’où
ds(t)

dt
=

I (t)
pR2 . En remplaçant dans l’équation de

conservation de la charge :
≠(rjs)

≠r
= −r

I (t)
pR2

d’où

rjs(r, t) = − r2I (t)
2pR2 1 C et js(r, t) = − rI (t)

2pR2 1
C
r
.

Puisqu’il n’y a pas d’accumulation de charge au bord du disque, js(R, t) = 0 d’où

C =
I (t)
2p

et
−→
js =

I (t)
2pr

(
1 − r2

R2

)
−→ur .

37 1. Si N est le nombre d’atomes contenus dans 1 cm3 de diamant,
−→
P = N−→p

avec N =
mN
M

où N est le nombre d’Avogadro. Le moment dipolaire induit vaut donc

−→p =
−→
P

M
mN

.
∥∥−→p ∥∥ = 5,7.10−37Cm.
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P

U
– QP QP

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+

–
–
–
–
–
–
–
–
–
–
–
–
–
–

2. −→p = q
−−−→
G1G− avec q = −6e

d’où
−−−→
G1G− =

−→p
6e

.
∥∥∥−−−→G1G−

∥∥∥ = 5,9.10−19 m.

3.
−→
P = ´ox

−→
E . Ici E =

U
d

d’où x =
Pd
´oU

= 2,3.

4. sp =
−→
P · −→n d’où Qp = PS = 5.10−11 C.

5. ´r = 1 1 x = 3,3 et ´ = ´o ´r = 2,9.10−11 Fm−1.

6. Co = ´o
S
d

= 2,2.10−13 F et C = ´rCo = 7,3.10−13 F.

38 1. La sphère crée, à l’extérieur, le même champ qu’un dipôle de moment dipolaire
−→p tel que −→p = v

−→
P où v =

4
3

pR3 d’où −→p =
4
3

pR3−→P .

2. Le potentiel créé par un dipôle s’écrit :

V (M) =
p cos u

4p´or2

d’où le potentiel créé par la sphère à l’extérieur :

V (M) =
R3P cos u

3´or2 .

3. Quand r = R, V (M′) =
RP cos u

3´o
or z = R cos u d’où V (M′) =

Pz
3´o

.

4. Quand r < R :
−→
P est uniforme, donc rp = − div

−→
P = 0. L’équation de Poisson s’écrit

DV 1
rp

´o
= 0 soit DV = 0 d’où

≠2V
≠z2 = 0,

≠V
≠z

= A et V = Az 1 B. La continuité du

potentiel en r = R entraîne que la solution V =
Pz
3´o

convient (on a alors V (O) = 0).

Enfin
−→
E = −−−→

gradV conduit à

E = Ez = −dV
dz

= − P
3´o

soit

−→
Eint = −

−→
P

3´o

le champ électrique est uniforme dans la sphère.

242



so
lu

ti
o
n

s
d
es

ex
er

ci
ce

s

�

�

�

�

�

�

�

�

z

θ = 0

θ = π

θ = π/2P

Quand r > R : on est en présence du champ
d’un dipôle :

Eext
r = −≠V ext

≠r
=

2R3P cos u

3´or3

et

Eext
u = −1

r
≠V ext

≠u
=

R3P sin u

3´or3 .

La discontinuité à la surface de la sphère s’écrit

s = sp =
−→
P · −→n = P cos u

et celle de la composante normale du champ :

−→
Eext −

−→
Eint =

sp

´o

−→n =
P cos u

´o

−→n .

Σ1

Σ2

P

39 1. rp = − div
−→
P = 0. sp =

−→
P · −→n : la surface S1 porte s1 = P

et la surface S2 porte s2 = −P.

2. Le champ créé en un point de son axe par un disque portant une
densité surfacique de charge s constante vaut

−→
E =

∫ R

0

s2prdr cos u−→uz

4p´or2 =
s

2´o
(1 − cos a1)−→uz .

O

E

ρ

θ α1

uz

r

z

σ1 > 0

σ2 < 0

E1

E2

Si M se trouve à l’intérieur du cylindre :

−→
E int = −

−→
P
´o

[
1 − cos a1 1 cos a2

2

]
et

−→
D int = −

−→
P
2

[
cos a1 1 cos a2

2

]
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σ2 < 0

E1

E2

Si M se trouve à l’extérieur du cylindre et en dessous :

−→
Eext = −

−→
P

2´o
[cos a1 − cos a2]

et

−→
D ext =

−→
P
2

[cos a1 − cos a2]

3. Si h  R, a1 = a2 =
p

2
, cos a1 = cos a2 = 0,

−→
Eint = −

−→
P
´o

,
−→
Eext =

−→
0 ,

−→
Dint =

−−→
Dext =

−→
0 .

4. Si h � R, a1 = a2 = 0,
−→
Eint =

−→
Eext =

−→
0 ,

−→
D int =

−→
P et

−−→
Dext =

−→
0 .

40

Σ1

Σ2

n1

n2

P

σ1 > 0

σ2 > 0

E1 E2=

1. rp = − div
−→
P = 0, s1 =

−→
P · −→n 1 = −P,

s2 =
−→
P · −→n2 = 1P. On est ramené au calcul du champ

créé par deux disques :

−→
E =

s

2´o
(1 − cos a).2−→uz =

−→
P
´o

(1 − cos a).

2.
−→
E = −

−→
P
´o

.

3.
−→
E =

−→
0 .

4. On rappelle que le champ créé par un disque vaut
−→
E =

s

2´o
(1 − cos a)−→uz =

−→
E =

sV

4p´o

−→uz

avec V = 2p(1 − cos a).
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P

Σ2

Σ1O
dS

S1 porte s1 = −P et S2 porte s2 = 1P.
Soit

−→
dEx le champ créé par l’élément dS de

S2 portant s2 :
−→
dEx =

sdS cos u

4p´or2
−→uz =

s

4p´or2 dV−→ux

où dV est l’angle solide sous lequel on voit
dS. Si V est l’angle solide sous lequel on
voit S2 à partir du point O :

−→
E = 2

s

4p´o
V−→ux =

2
−→
P V

4p´o
.

Or l’angle solide de tout l’espace vaut 4p et
les six faces du cube jouent le même rôle,

d’où V =
4p

6
et

−→
E =

2
−→
P 4p

4p´0.6
=

−→
P

3´o
.

5. Pour un cube d’orientation quelconque, on introduit le trièdre Oxyz lié aux côtés du
cube. Soient Px, Py, Pz les composantes de

−→
P sur ces axes pour les deux plans parallèles

à yOz il apparaît sx = ±Px qui créent Ex =
Px

3´o
. De même Ey =

Py

3´o
et ext

Pz

3´o
d’où

−→
E =

−→
P

3´o
quelle que soit l’orientation du cube par rapport à

−→
P .

41 1. Méthode itérative

−→
Eo crée

−→
P1 = ´oxe

−→
Eo ;

−→
P1 crée

−→
E1 = −

−→
P1

3´o
= −xe

3
−→
Eo ;

−→
E1 crée

−→
P2 = ´oxe

−→
E1 = − ´ox2

e

3
−→
Eo ;

−→
P2 crée

−→
E2 = −

−→
P2

3´o
= 1

x2
e

9
−→
Eo ;

−→
E2 crée

−→
P3 = ´oxe

−→
E2 =

´ox3
e

32

−→
Eo ;

−→
P3 crée

−→
E3 = −

−→
P3

3´o
= 1

x3
e

27
−→
Eo ;

−→
E3 crée

−→
P 4 = ´oxe

−→
E3 = − ´ox4

e

33

−→
Eo etc ...

−→
E =

−→
Eo 1

−→
E1 1

−→
E2 1

−→
E3 1 ... =

−→
Eo

(
1 − xe

3
1

x2
e

32 − x3
e

33 1
x4

e

34 1 ...

)
=

−→
Eo

1 1
xe

3

.

Ce résultat est valable si
xe

3
< 1 soit pour xe < 3.

2. Méthode self-consistante
−→
E =

−→
Eo 1

−→
Ed où

−→
Ed est le champ dépolarisant.

−→
E crée

−→
P = ´oxe

−→
E . On peut aussi

concevoir le vecteur polarisation
−→
P comme étant créé par le champ dépolarisant

−→
Ed tel

que
−→
Ed = −

−→
P

3´o
= −xe

3
−→
E . On obtient alors

−→
E =

−→
Eo 1

−→
Ed =

−→
Eo − xe

3
−→
E d’où

−→
E =

−→
Eo

1 1
xe

3

. Ce résultat est valable ici quel que soit xe.
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42 Pour une feuille mince :
−→
E =

−→
Eo

1 1 xe
et en l’absence de diélectrique :

−→
Eo =

s

´o

−→uz .

V A

B0

– σ1

– σ

+ σ

+ σ1
– σ2

+ σ2

uz

E0E1

E2

1

2

1. Dans le diélectrique 1 :

−→
E1 =

−→
Eo

´r1
=

s

´o ´r1

−→uz =
s

´1

−→uz .

De même dans le diélectrique 2 :

−→
E2 =

s

´2

−→uz .

2. Q = sS et VA − VB =
∫ B

A

−→
E · −→d�

d’où V = E1e1 1 E2e2 = s

(
e1

´1
1

e2

´2

)
. Or C =

Q
VA − VB

=
Q
V

d’où C =
S

e1

´1
1

e2

´2

.

Comme C1 = ´1
S
e1

et C2 = ´2
S
e2

,
1

C1
1

1
C2

=
1
S

(
e1

´1
1

e2

´2

)
=

1
C

: C est équivalent

à C1 et C2 montés en série.

3.
−→
P1 = ´ox1

−→
E1 =

´osx1

´1

−→uz =
sx1

´r1

−→uz . Or s1 =
−→
P1·−→uz d’où s1 =

sx1

´r1
= s

(
1 − 1

´r1

)
.

De même s2 =
sx2

´r2
= s

(
1 − 1

´r2

)
. À la surface de séparation entre les deux diélec-

triques apparaît au total :

sp = s1 − s2 = s

(
1

´r2
− 1

´r1

)
.

43 L’équation locale du théorème de Gauss div
−→
D = � avec

−→
D = ´o ´r

−→
E devient

div
−→
E =

�

´o ´r
. Si des charges de polarisation existent, elles sont telles que �p = − div

−→
P

or
−→
P = ´oxe

−→
E d’où �p = −´oxe div

−→
E . Finalement �p = − �xe

´r
=

1 − ´r

´r
�. Si

´r = 2, �p = − �

2
et �tot =

�

2
. div

−→
E =

�

2´o
est vérifiée.

44 1. � = 0 donc div
−→
D = 0 : Dn1 = Dn2 ou ´r1En1 = ´r2En2.

De plus −→rot
−→
E = −≠

−→
B

≠t
=

−→
0 entraîne Et1 = Et2.

2. sin u1 =
Et

E1
, sin u2 =

Et

E2
, cos u1 =

Dn

D1
,
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n12

(1)

(2)
E2

Dn

D1 D2

Et

E1

θ1

θ2

cos u2 =
Dn

D2
d’où tan u1 =

Et

E1

D1

Dn
= ´1

Et

Dn
,

tan u2 = ´2
Et

Dn
et finalement

tan u1

´1
=

tan u2

´2
.

A.N. : tan u2 =
´2

´1
tan u1 = 2 et u2 = 63,4◦.

3. sp1 =
−→
P1 · −→n12, sp2 = −−→

P2 · −→n12,

sp = sp1 1 sp2 = (
−→
P1 − −→

P2) · −→n12. Or
−→
P1 = ´oxe1

−→
E1 et

−→
E1 · −→n12 = En1. Il en

est de même pour
−→
P2, d’où sp = ´o(xe1En1 − xe2En2). Comme ´r1En1 = ´r2En2,

sp = ´o

(
xe1

´2

´1
− xe2

)
En2. Enfin Dn2 = ´2En2 = Dn, il vient finalement

sp = ´oDn

(
xe1

´1
− xe2

´2

)
= −Dn

4
.

45 1.
−→
P = n−→p = ´ox

−→
E où −→n est le nombre de molécules par unité de volume. −→p

est supposé être le même dans l’oxygène gazeux et l’oxygène liquide. Pour un même champ
−→
E , n est proportionnel à x d’où x′ = x

n′

n
. Or pour un gaz, si p représente sa pression et

N le nombre d’Avogadro, p =
n
N

RT d’où n =
pN
RT

= 2,5.1025 molécules/m3. Pour un

liquide, n′ =
mN
M

106 = 2,24.1028 molécules/m3. Finalement x′ = x
mRT106

Mp
= 0,436.

2. x′
exp � x′

théo : on a négligé l’interaction entre les dipôles induits qui intervient pour
14 % dans x alors que n′ ∼= 103n.

3. x = na d’où a =
xRT
pN

= 1,95.10−29 m3.

46 1. Le champ dû à ss est
−→
Es =

−→
P

3´o
(cf. la sphère diélectrique de l’exercice 38) or

−→
E =

−→
Eext 1

−→
Es d’où

−→
E =

−→
Eext 1

−→
P

3´o
.

2. Pour un gaz ou un milieu LHI,
−→
P = ´oN a

−→
E d’où

−→
P =

´oN a

1 − N a

3

−→
Eext.
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3.
−→
P = ´ox

−→
Eext d’où x =

N a

1 − N a

3

. La catastrophe de polarisation se produit si x → ∞

soit si N a → 3. Soit d la taille de la maille et V = d3 son volume. Dans l’hypothèse où

il y a un atome ou une molécule par maille, N = d−3 et
a

d3 → 3 soit d → 3

√
a

3
. Dans

le modèle de l’électron élastiquement lié où ao est la « dimension » de l’atome, a = 4pa3
o

d’où d → 3

√
4p

3
ao = 1,6ao. Ceci correspond à N = d−3 = 2,4.1029 atomes/m3,

c’est-à-dire une densité très élevée, pour laquelle l’expression obtenue pour x n’est plus
exacte.

4. ´r = 1 1 x = 1 1
N a

1 − N a

3

d’où
´r − 1
´r 1 2

=
N a

3
: relation de Clausius - Mosotti.

5. Si les molécules sont polaires : a � p2

3´okT
: ´r dépend de T .

6. ´r � 1, d’après le résultat de la 4e question, ´r ≈ 1 1 N a. Si on avait confondu
−→
E et−→

Eext, on aurait obtenu
−→
P = ´o(´r − 1)

−→
E et

−→
P = N a´o

−→
E d’où ´r = 1 1 N a, relation

valable pour un diélectrique très dilué seulement.

1/T2 1/T1 1/T

α1

α2

αe + αa

α47 1. a = ae 1 aa 1
p2

3kT ´o
d’où la

courbe a = f (1/T ) suivante.
Pour un gaz, on peut confondre

−−−→
Emacro et

−−→
Elocal, ce qui permet d’écrire : x � N a.

La droite obtenue possède la pente

a1 − a2

1
T1

− 1
T2

=

x1

N1
− x2

N2
1

T1
− 1

T2

.

En assimilant H2O(g) à un gaz parfait :

P = N kT d’où
1
N

=
kT
P

et la pente précédente s’écrit

k

x1T1

P1
− x2T2

P2
1

T1
− 1

T2

=
p2

3k´o
.

Finalement

p = k

√√√√√√√3´o




x1T1

P1
− x2T2

P2
1

T1
− 1

T2


 = 6,4.10−30 C.m fi pexp.
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2. L’ordonnée à l’origine de la courbe précédente vaut

ae 1 aa = a1 −
pente

T1
=

x1kT1

P1
− p2

3kT1 ´o
 p2

3kT1 ´o
(polarisation d’orientation).

48 1. Q1 = 6e/maille

2. −→p = Q1

−→
d soit ‖−→p ‖ = 6ed = 9,6.10−30 Cm/maille.

3.
−→
P =

S
−→p
V

. Le volume d’une maille vaut d3 avec d = 2,83.10−10 m, d’où

‖−→P ‖ = 0,42 C/m > Pexp.

49 1.a.
−→
F r = −k−→x et

−→
F e = −e

−→
E . Le principe fondamental de la dynamique s’écrit

alors mẍ = −kx − eE soit ẍ 1
k
m

x = − eE
m

avec k =
e2

4p´oa3
o
.

b. vo =
√

k
m

= 1,6.1016rad/s.

c. no = vo/2p = 2,5.1015 Hz, lo = c/no = 1,2.10−7 m, Wo = hno = 10,3 eV.

t

x2.a. ẍ 1 gẋ 1 v2
ox = − eE

m
où g est

homogène à une pulsation.

b. Les oscillations sont amorties si
D < 0, soit si g < 2vo. Sinon les oscilla-
tions sont forcées à la pulsation v.

3. −voXo − jvXo 1 v2
oXo = − e

m
Eo

d’où la solution

Xo =

e
m

Eo

(v2 − v2
o) 1 jvg

.

4. p = −ex = −eXoe−jvt =
− e2

m
(v2 − v2

o) 1 jvg
E proportionnel à E.Or p = a´oE

d’où a = − e2

m´o

1
(v2 − v2

o) 1 jvg
= a′ 1 ja′′. p = Re(p) = Re[´o(a′ 1 ja′′)E].

p = ´oa′Eo cos vt 1 ´oa′′Eo sin vt = ´o |a|Eo cos(vt 1 w) : −→p est déphasé de w par
rapport à

−→
E . a′ correspond à la dispersion (si a est réel, xe et ´r le sont également et

n = 1/
√

´r). a′′ correspond à l’absorption (cas statique).

5.a. v  vo, a′ � e2

´ok
= 4pa3

o : c’est le cas statique : p et E vibrent en phase.

a′′ � e2vg

m´ov4
o

=
a′vg

v2
o

 a′.
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b. v � vo, a′ � e2

m´ov2
o

tend vers 0 par valeurs négatives. Il en est de même pour a′′,

mais par valeurs positives. De plus |a′| � a′′ : l’électron n’a pas le temps de suivre les
variations de

−→
E .

ω0

α' α''

ω

γγ

c. v2
o−v2 = (vo1v)(vo−v) � 2vo(vo−v)

d’où a′ � 2e2(vo − v)
m´ovog2 = ±2a′

o
vo

g
� a′

o.

(a′
o représente la valeur de a′ quand v = 0)

et a′′ =
e2

m´ovog

d.
da′

dV
= 0 pour vo − v = ±g.

M uθ

uz

ur

50 1.
−→
M =

−→
Cte d’où

−→
j = −→rot

−→
M =

−→
0 . De plus

−→
js =

−→
M ∧ −→n = M−→uu montre que le cylindre est équivalent

à un solénoïde infiniment long. Or dans ce cas,
−→
Bint = monI−→uz

et
−→
js = nI−→uu soit

−→
Bint = mo js−→uz . Ici js = M d’où

−→
Bint = mo

−→
M

2.a.
−→
Bext crée

−→
M1=xm

−→
H ext =

xm

m

−→
Bext.

−→
M1 crée

−→
B1 = mo

−→
M1 =

xm

mr

−→
Bext.

−→
B1 crée

−→
M2 =

xm

m

−→
B1 =

xm

mmr

−→
Bext.

−→
M2 crée

−→
B2 = mo

−→
M2 =

(
xm

mr

)2 −→
Bext, etc

−→
B =

−→
Bext 1

−→
B1 1

−→
B 2 1 ... =

−→
Bext(1 1

xm

mr
1

(
xm

mr

)2

1 ...) qui converge si
|xm|
mr

< 1.

Dans ces conditions
−→
B =

−→
B ext

1 − xm

mr

. Or mr = 1 1 xm d’où
−→
B = mr

−→
Bext, résultat valable

si −mr < xm < mr soit pour mr > 1/2.

b. Soit
−→
B le champ dans le barreau :

−→
M = xm

−→
H =

xm

m

−→
B (LHI). Or

−→
M crée un champ

démagnétisant
−→
Bd = mo

−→
M =

xm

mr

−→
B d’après la question 1. Le champ total dans le barreau

vaut
−→
B =

−→
Next 1

−→
Bd =

−→
Bext 1

xm

mr

−→
B qui conduit à

−→
B =

−→
Bext

1 − xm

mr

= mr
−→
Bext. On obtient le

même résultat, mais cette fois la méthode utilisée est valable quelle que soit la valeur de mr.

Remarque : le résultat obtenu n’est valable que pour un cylindre où
−→
Bext est parallèle à

l’axe. Il dépend à la fois de la forme de l’échantillon et de la direction de
−→
Bext.
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51 1. dN = N dV/4p.

z

m
Bext θ

2. U = −−→m · −→Bext = −mBext cos u où on confond
−→
Bext et

−−→
Blocal donc les

interactions entre dipôles, le matériau est alors peu dense.

3. dN ′ = dNe−U/kT = dNemBext cos u/kT =
N dV

4p
exp

(
mBext cos u

kT

)
avec dV = 2p sin udu.

4. Seule compte la projection de −→m sur
−→
Bext, soit mz = m cos u.

5.
−→
M =

∫ p

0
m cos udN ′dz =

∫ p

0
m cos u

N
4p

exp
(

mBext cos u

kT

)
2p sin udu−→uz .

Si mBext � kT ,
mBext cos u

kT
� 1 et exp

(
mBext cos u

kT

)
� 1 1

mBext cos u

kT
. L’intégrale

précédente se simplifie et conduit à

−→
M =

m2NBext
−→uz

3kT
=

C
T
−→
Bext

On obtient la loi de Curie qui conduit à
−→
M = xm

−→
H d’où xm > 0 : le matériau est bien

paramagnétique.
On mesure xm pour différentes températures, on trace xm = f (1/T ) et la mesure de la
pente permet d’accéder à m.

6. Dans l’expression précédente, il faut remplacer
−→
B ext par

−→
Bext 1 mog

−→
M. On obtient

alors
−→
M =

m2N
3k

−→
Bext

T − mogm2

3k
N

=
C

T − TC

−→
Bext

TC T

χm

ferro para

c’est la loi de Curie-Weiss où

TC =
mogm2

3k
N

est la température de Curie. Cette théo-
rie du champ moléculaire s’applique aussi
aux corps ferromagnétiques, où l’interaction
entre dipôles est importante, pour des tem-
pératures supérieures à TC.

(TC = 1 045 K pour Fe, 627 K pour Ni,
1 385 K pour Co et 857 K pour Fe3O4).

7. Si mB � kT , la fonction

1
2

∫ p

0
cos u exp

(
mB cos u

kT

)
d(cos u)
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tend vers 1, d’où
−→
M = −→m N : tous les moments magnétiques −→m sont parallèles à

−→
Bext : il

y a saturation.

52 1. Si
−→
A =

−→
B ∧ −→r

2
=

1
2

∣∣∣∣∣∣
zBy − yBz
xBz − zBx
yBx − xBy

. Le calcul de −→rot
−→
A permet d’établir que

−→
B = −→rot

−→
A .

2.
−→
E = −≠

−→
A

≠t
= − ≠

≠t

[−→
B ∧ −→r

2

]
= −

−→
b ∧ −−→

OM
2

.

3.
−→
f = −e

−→
E =

e
2
−→
b ∧ −→r .

−→
GN =

−−→
OM ∧ −→

f =
e
2

[OM2−→b − (
−−→
OM.

−→
b )

−−→
OM]. En

coordonnées cartésiennes, on obtient :

−→
GN =

e
2

∣∣∣∣∣∣
(x2 1 y2 1 z2)bx − (xbx 1 yby 1 zbz)x
(x2 1 y2 1 z2)by − (xbx 1 yby 1 zbz)y
(x2 1 y2 1 z2)bz − (xbx 1 yby 1 zbz)z

4.
〈

x2 1 y2 1 z2
〉

= a2,
〈

x2
〉

=
〈

y2
〉

=
〈

z2
〉

=
a2

3
et 〈xy〉 = 〈yz〉 = 〈zx〉 = 0. D’où〈−→

GN

〉
=

ea2

3
−→
b =

ea2

3
≠
−→
B

≠t
.

5.
d
−→
J

dt
=

〈−→
GN

〉
. Ici

−→
J =

−→
L d’où

d
−→
L

dt
=

ea2

3
≠
−→
B

≠t
. Or

−→
M = − e

2m
−→
L .

L’équation différentielle sur
−→
M s’écrit

d
−→
M
dt

= −e2a2

6m
≠
−→
B

≠t
.

qui s’intègre en :
−→
M = −e2a2

6m
−→
B 1

−→
Cte.

La constante s’annule car, à t = 0,
−→
B =

−→
M =

−→
0 .

6.
−→
M = N

−→
M = −e2a2N

6m
−→
B = xm

−→
H = xm

−→
B
mo

d’où xm = −e2a2N mo

6m
< 0 : le matériau

est bien diamagnétique. Pour Z électrons

xm =
Z∑

i=1

−e2a2
i N mo

6m
.

Avec Za2 =
∑Z

i=1 a2
i il vient xm = −Ze2a2N mo

6m
.
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53 1. −→m = g
q

2m
−→
J .

2. L’atome étant placé dans un champ magnétique constant : S
−→
F =

−→
0 mais

−→
G = −→m∧−→B .

3.
d
−→
J

dt
=

−→
G d’où

d−→m
dt

= g
q

2m
−→m ∧ −→

B .

a. −→m · d−→m
dt

= g
q

2m
−→m · (−→m ∧ −→

B ) = 0 donc
d
dt

(m2) = 0 : m est indépendant de t.

b.
−→
B · d−→m

dt
= g

q
2m

−→
B · (−→m ∧ −→

B ) = 0 donc
d
dt

(
−→
B .−→m ) = 0 : l’angle entre −→m et

−→
B est

constamment égal à u.

B

m

r

θ

uθ
O

ur

4. L’extrémité de −→m décrit un cercle de rayon

r = ‖−→m‖ sin u

autour de
−→
B à la vitesse

−→v =
d−→m
dt

= g
q

2m
−→m ∧ −→

B = −g
q

2m
rB−→u u =

−→
Cte.

Sa fréquence de rotation vaut donc

fo =
v

2pr
= − gqB

4pm
= 1,4 GHz.

54 1. U = −−→m .
−→
B , U1 = −mB, U− = 1mB.

2. P1 = A exp
(
−U1

kT

)
= A exp

(
mB
kT

)
, P− = A exp

(
−U−

kT

)
= A exp

(
−mB

kT

)
avec P1 1 P− = 1 d’où A =

1

2ch
mB
kT

.

3. 〈−→m 〉 = P1
−→m − P−

−→m = m−→uz th
(

mB
kT

)
si
−→
B est parallèle à −→uz .

4.
−→
M = N 〈−→m 〉 d’où −→m = mN−→uz th

(
mB
kT

)
.

5.a. Quand
mB
kT

 1, th
(

mB
kT

)
≈

mB
kT

donc
−→
M ≈ N

m2B
kT

−→uz =
Nm2

kT
−→
B .

−→
M est proportionnel à

−→
B : le matériau se comporte comme un matériau LHI.

b.
−→
M = xm

−→
H ≈ xm

−→
B
mo

d’où xm =
Nm2mo

kT
.

c. xm > 0 : le matériau est paramagnétique. On retrouve la loi de Curie au facteur 1/3
près car toutes les orientations ne sont pas permises.
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C h a p i t r e 3

Électrocinétique

La partie importante de ce chapitre d’électrocinétique concerne la loi d’Ohm
algébrique et les lois générales des circuits. Le chapitre traite également l’interaction
électrique. Cependant le concours comporte assez peu d’électrostatique : seuls les
condensateurs ont vraiment besoin d’être étudiés. En régime sinusoïdal, il est
indispensable de maîtriser la notation complexe pour visualiser la représentation
de Fresnel et les écrans d’oscilloscope.
En régimes variables, il faut bien connaître la résolution des équations différentielles
du 2e ordre (linéaires, à coefficients constants), qui concernent les oscillations libres
ou entretenues, mais sont aussi très générales en physique (mécanique, électroma-
gnétisme...). Cette partie prépare à l’électronique (chap. 4). Comme bibliographie,
tout livre de 1er cycle convient (DEUG ou Prépas).

1. L’interaction électrique
1.1. Domaines d’étude
1.2. Les interactions en physique
1.3. Le champ électrique
1.4. Le potentiel électrique
1.5. Capacité électrique

2. Les circuits électriques
2.1. Courant électrique
2.2. Loi d’Ohm pour un conducteur
2.3. Dipôle électrocinétique
2.4. Résistance pure (conducteur ohmique)
2.5. Loi d’Ohm généralisée
2.6. Lois des circuits électriques (lois générales)
2.7. Loi de Joule, énergie, puissance

3. Les régimes sinusoïdaux
3.1. Grandeurs sinusoïdales
3.2. Intensité efficace (effet Joule)
3.3. Loi d’Ohm en régime sinusoïdal (circuit RLC série)
3.4. Circuit oscillant « parallèle » (circuit bouchon)
3.5. Puissance en régime sinusoïdal
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4. Les régimes variables
4.1. Régime transitoire avec R, L ou C
4.2. Charge et décharge d’un condensateur
4.3. Courant transitoire dans une bobine
4.4. Décharge d’un condensateur dans une bobine (RLC série)

5. Mesure de déphasage à l’oscilloscope

256



�

�

�

�

�

�

�

�

1. L’INTERACTION ÉLECTRIQUE

1.1. Domaines d’étude

L’électricité, au sens large, regroupe différents domaines :
– l’électrostatique : étude des interactions entre des charges électriques ;
– l’électrocinétique : étude des circuits électriques ;
– l’électronique : étude des circuits électriques parcourus des courants très faibles ;
– l’électromagnétisme : étude des phénomènes reliant électricité et magnétisme ;
– l’électrodynamique : étude des actions entre courants de charges ;
– l’électrotechnique : étude des appareils transformant l’énergie électrique (moteurs,

générateurs).

Ce chapitre ne concerne que l’électrocinétique.

1.2. Les interactions en physique

L’électromagnétisme est une des quatre interactions fondamentales de la nature, avec
l’interaction gravitationnelle (attraction entre les masses), l’interaction nucléaire forte
(cohésion des noyaux atomiques) et l’interaction nucléaire faible (radioactivité b).
La matière est électriquement neutre. C’est la raison pour laquelle, à grande distance,
seule intervient l’interaction gravitationnelle, pourtant beaucoup plus faible (10−40) que
l’interaction électromagnétique. L’interaction électromagnétique est caractérisée par un
champ f (−→r , t), lequel traduit une propriété de l’espace qui évolue en fonction du temps,
la fonction f étant vectorielle ou scalaire.

1.3. Le champ électrique

• Repères historiques : en 1733, Charles DUFAY (ou DU FAY) met en évidence l’existence
de deux sortes d’électricité. En 1750, Benjamin FRANKLIN introduit la notion de charges
électriques. Henry CAVENDISH, en 1771, découvre la loi F/q = Cste à une distance
donnée et en 1785, Charles de COULOMB vérifie la loi d’interaction en 1/r2 :

���F =
1

4p´0

q · q′

r2
−→u avec

1
4p´0

= 9 · 109 (SI)

Définition du champ électrique : des charges Qk créent un champ
−→
E dans tout l’espace.

Une des charges (notée ici q0) subit le champ dû à toutes les autres charges (on néglige le
champ dû à q0). Si la charge q0 est au point M de l’espace, on définit le champ électrique
−→
E au point M par :
pour un ensemble de charges discrètes :

��E(M) =
1

4p´0

∑
k

(
Qk

r2
k

����uk

)
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pour un ensemble continu de charges :

��E =
1

4p´0

∫
dq
r2

�u

La force d’interaction sur q0 est alors : ���F = q0
��E

Q1

Q2

Q3

q0
r1

r3

r2

1.4. Le potentiel électrique

On déplace une charge q0 sur un parcours quelconque AB, soumis au champ
−→
E d’une

distribution de charges. Le travail WAB de la force électrostatique au cours du déplacement
ne dépend que des points A et B, et non de la manière dont s’effectue ce parcours.

WAB = q0(VA − VB)

Les quantités VA et VB sont respectivement appelés potentiels électriques des points A
et B.

• Calcul du potentiel
– Pour un ensemble de charges discrètes Qk, le potentiel en un point M quelconque
s’écrit :

V (M) =
1

4p´0

∑
k

(
Qk

rk

)
1 Cste

– Pour un ensemble continu de charges dq(−→r ), le potentiel en un point M quelconque
s’écrit :

V (M) =
1

4p´0

∫
dq
r

Le potentiel est défini à une constante additive près.

• Relation différentielle entre E et V

dV = −��E · d�l ou ��E = −������������������grad(V )

Propriété : Sur un circuit (C) fermé, la circulation de
−→
E est nulle :∮

C

�E · d�l = 0

Remarque : le petit cercle sur le symbole d’intégration signifie « contour fermé ».
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1.5. Capacité électrique

qA

C

qB

A B

Soit U la différence de potentiel électrique (différence de
potentiel ou ddp) entre deux conducteurs en influence
totale. La charge Q de chaque conducteur est proportion-
nelle à U . Les deux conducteurs forment un condensateur.
C est une constante appelée capacité du condensateur. Sur l’armature du condensateur
reliée à A se trouve la charge qA (et qB sur l’autre armature). On a qA = C.(VA − VB) et
qB = C.(VB − VA). Les charges sont donc opposées :

qB = −qA

S

e

• Condensateur plan : il est formé de deux armatures
planes, distantes de e épaisseur du diélectrique. L’aire des
surfaces en regard vaut S. La capacité d’un condensateur
plan est :

C =
´.S
e

où ´ est la permittivité diélectrique de l’isolant compris entre les armatures du conden-
sateur. On écrit généralement ´ sous la forme ´ = ´r·´0. Le nombre ´r , sans dimension,
est appelé permittivité relative du diélectrique

Exemple : pour le vide, ´r = 1, pour l’air ´r = 1,0006 (soit ≈ 1), et pour le verre
´r = 6.

Entre les armatures d’un condensateur plan, le champ
−→
E est uniforme : les lignes de champ

sont parallèles entre elles, perpendiculaires aux armatures planes (on néglige les effets de
bord) et orientées dans le sens des potentiels décroissants. Les surfaces équipotentielles
(V = Cste ) sont des plans parallèles aux armatures.

Remarque : on parle d’un champ uniforme quand il est le même en tout point de
l’espace. On parle de champ constant quand il ne varie pas dans le temps.

• Groupement de condensateurs : considérons N condensateurs associés dont les capa-
cités sont notées Ck.

– En série, les différences de potentiel aux bornes des condensateurs s’ajoutent et les
inverses des capacités s’ajoutent ; la capacité totale équivalente CT est telle que :

1
CT

=
∑

k

(
1

Ck

)
Si les N condensateurs sont identiques, la capacité C est divisée par N .
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– En dérivation, la différence de potentiel aux bornes des condensateurs est la même pour
tous les condensateurs. Les charges s’ajoutent, donc QT =

∑
k

Qk à U constante soit :

CT =
∑

k

Ck

Remarque : bien distinguer l’élément électrique (le condensateur) de sa grandeur élec-
trique caractéristique (la capacité). Ne pas utiliser des expressions telles que « une capa »
ou « un condo ».

2. LES CIRCUITS ÉLECTRIQUES

2.1. Courant électrique

Le courant électrique correspond à un mouvement de charges. L’intensité du courant
électrique se définit comme un débit de charges à travers une surface. Il s’exprime en
coulomb par seconde (C/s) ou en ampère (A) :

I =
dQ
dt

On définit le vecteur densité de courant :

�j = n · q · �v

où n est le nombre de charges q par m3, circulant à la vitesse −→v dans le conducteur. Le
flux de �j à travers la section S du conducteur est alors l’intensité électrique :

I =
∫∫

S

�j · d�S

Remarques :

– le mot « intensité » est parfois remplacé par le mot « courant » ; c’est incorrect car le
courant désigne le déplacement des charges alors que l’intensité est la caractéristique
numérique de ce déplacement.

– la vitesse d’établissement du champ électrique dans un circuit est très grande : de
l’ordre de grandeur de c ≈ 3·108 m/s (vitesse de la lumière dans le vide) ;

– la vitesse de déplacement des électrons dans un conducteur est beaucoup plus faible :
de l’ordre de quelques fractions de millimètres par seconde seulement, éventuellement
1 mm/s.

Ces deux vitesses ne doivent pas être confondues : quand on ferme un circuit (interrup-
teur), une onde électromagnétique se propage dans tout le circuit (à la vitesse c) pour y
établir un champ électrique, puis les électrons se déplacent très lentement sous l’action
de ce champ électrique à la vitesse v  c.
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2.2. Loi d’Ohm pour un conducteur

Cette loi a été établie en 1827 par Georg OHM à partir d’un constat expérimental.

Loi : pour un conducteur donné soumis à une différence de potentiel variable U, l’intensité du
courant I qui circule est proportionnelle à U. La constante de proportionnalité se nomme la
conductance du circuit :

I
U

= Cste

Le rapport I/U ne dépend ni de I ni de U , mais uniquement du conducteur. La loi
d’Ohm locale pour un conducteur s’écrit :

�j = s · ��E

où �j est la densité de courant, ��E le champ électrostatique et s est la conductivité
électrique du matériau.

Exemple : pour les métaux très conducteurs (Ag, Cu), s ≈ 6 · 107 (V−1 · m−1) ; pour
les isolants (quartz, soufre), s ≈ 10−15 (V−1 · m−1).

La conductivité dépend de la température : pour les métaux, elle décroît quand T croît.
Elle devient infinie pour certains matériaux supraconducteurs (à basse température, la
résistance électrique devient nulle).

2.3. Dipôle électrocinétique

Définition : un dipôle électrocinétique est un ensemble de un ou plusieurs conducteurs, qui
comporte deux bornes.

Son rôle est de transformer l’énergie :

• dipôle passif : cas d’une résistance électrique qui transforme l’énergie électrique en
énergie thermique et énergie rayonnante ;

• dipôle actif :
– cas du générateur qui transforme l’énergie mécanique ou chimique en énergie élec-

trique ;
– cas du récepteur qui transforme l’énergie électrique en énergie mécanique ou chi-

mique.
• Caractéristique d’un dipôle : c’est la courbe I = f (U ) reliant le courant d’intensité I
dans le dipôle (l’effet) à la différence de potentiel U aux bornes du dipôle (la cause). On
écrit parfois la relation réciproque U = g(I ) reliant la cause (U ) à l’effet (I ). On parle
aussi de la caractéristique « courant-tension » d’un dipôle.
Elle peut prendre différentes formes. Voici quelques exemples ci-après.
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0

I

U

linéaire

résistance ohmique
0

I

UE
pile

0

I

U

thermistance
0

I

U

diode

• Point de fonctionnement d’un dipôle : c’est le couple de valeurs (U1, I1) correspondant
aux valeurs effectives de fonctionnement du dipôle dans un circuit donné. On l’obtient
par le calcul ou bien graphiquement, par l’intersection des caractéristiques des dipôles
associés du circuit.

Exemple : point de fonctionnement d’une résistance dans le circuit (pile 1 résistance)

0

I

UE

P1 : point de fonctionnement

U1

I1

P1

U
I = —

r 

U – E
I = ——

r   

U1 = R . I1

E  
I1 = ——

R + r

I1

U1
r

R

E

• Résistance statique et résistance dynamique (définitions) : la résistance statique d’un
dipôle soumis à une différence de potentiel U1 et parcouru par un courant d’intensité I1

est :

Rs =
U1

I1

Sa résistance dynamique est :

Rd =
(

dU
dI

)

La résistance dynamique est la pente (dU/dI ) de la tangente à la caractéristique au point
de fonctionnement (U1, I1).
• Champ électromoteur : Le champ ��E , responsable du déplacement des charges dans le
circuit, est la somme de deux termes : le champ électrostatique ������Es , dû aux charges, et le
champ ����������Em , champ électromoteur, fournissant l’énergie. Ce champ ����������Em ne dérive pas d’un
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potentiel. La circulation de ����������Em entre les bornes du dipôle A et B vaut :

e =
∫ B

A

����������Em · d�l

Le signe de e indique s’il s’agit d’un générateur ou d’un récepteur :

– si e > 0, c’est un générateur de force électromotrice e (f.e.m.)

– si e < 0, c’est un récepteur de force contre-électromotrice e (f.c.e.m.).

Remarque : le terme « force » est d’usage, mais hélas impropre.

2.4. Résistance pure (conducteur ohmique)

Pour obtenir la valeur de la résistance d’un conducteur ohmique, on calcule, dans le cas
général, la différence de potentiel entre A et B, bornes du dipôle :

U = VA − VB =
∫ B

A

��E · d�l

puis l’intensité dans le conducteur de section S :

I =
∫∫

S

�j · d�S avec �j = s · ��E

La résistance est égale au rapport U/I :

R =
U
I

=

∫ B

A

��E · d�l∫∫
S

s · ��E · d�S

• Unité : la résistance se mesure en ohms (V). La conductance G =
1
R

se mesure en

siemens (S).
Dans le cas d’un conducteur cylindrique (de section S constante), et uniquement dans ce
cas, en régime permanent, avec un champ ��E uniforme, la relation devient :

R = r · l
S

où r est la résistivité du matériau r =
1
s

(en V ·m). Pour les métaux habituels (Ag, Cu),

r ≈ 10−8 V · m.

Remarque : attention, cette relation (R = r · l/S) n’est utilisable que dans le cas des
conducteurs cylindriques.
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• Groupement de résistances : soient N conducteurs ohmiques associés. Les résistances
sont notées Rk.
– En série, l’intensité est la même en tout point du circuit, les différences de potentiel aux
bornes des conducteurs s’ajoutent ; la résistance totale RT de l’association des dipôles est
telle que :

RT =
∑

k

Rk

Si les N résistances en série sont égales, la résistance totale est multipliée par N :

RT = NRk.

– En dérivation, la différence de potentiel totale est la même pour tous les conducteurs
ohmiques et les intensités Ik dans chaque branche s’ajoutent, donc :

I =
∑

k

Ik

à U constante, soit :

1
RT

=
∑

k

(
1

Rk

)

Si les N résistances en dérivation sont identiques, la résistance totale est divisée par N :

RT = Rk/N

Exemple : pour deux résistances R1 et R2 en dérivation, on peut écrire directement

RT =
R1R2

R1 1 R2
(le rapport du produit des deux et de la somme des deux). Mais atten-

tion, s’il y a 3 résistances R1, R2 et R3 en dérivation, il est faux d’écrire que la résistance

équivalente est RT =
R1R2R3

R1 1 R2 1 R3
(on constate d’ailleurs que le numérateur de cette

expression est en R3 et le numérateur en R, donnant un nombre homogène à R2). On
doit calculer RT par la relation :

1
RT

=
1

R1
1

1
R2

1
1

R3

2.5. Loi d’Ohm généralisée

C’est une des lois physiques les plus importantes de l’électricité. Pour un conducteur
ohmique, la loi d’Ohm s’écrit simplement U = R · I . Qu’en est-il pour une portion de
circuit comportant un générateur par exemple ?
On a vu que le champ ��E (responsable du déplacement des charges dans le circuit) est la
somme de deux termes : le champ électrostatique ������Es , dû aux charges, et le champ ����������Em ,
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champ électromoteur, fournissant l’énergie. On calcule la circulation de ��E = ������Es 1 ����������Em

sur le parcours AB : ∫ B

A

��E · d�l =
∫ B

A

������Es · d�l 1

∫ B

A

����������Em · d�l

c’est-à-dire :

R · I = (VA − VB) 1 e

Pour une portion de circuit AB comportant un dipôle électromoteur de f.e.m. (ou de
f.c.e.m.) e, la loi d’Ohm (généralisée) s’écrit donc :

VA − VB = R · I − e

•Convention de signe pour cette relation : on choisit arbitrairement un sens positif pour
le courant I . On se déplace de A vers B. L’intensité est alors comptée algébriquement
en fonction du sens défini pour I .

Remarque : on écrit parfois la relation ainsi VA −VB = R · I − ´ · e où ´ est le signe de
la borne de « sortie » du dipôle électromoteur de f.e.m. e (au sens du parcours d’écriture
de la relation de A vers B). Si on « sort » par le pôle 1 alors ´ = 11 tandis que si on
« sort » par le pôle − alors ´ = −1.

La circulation de ����������Em s’écrit e =
∫ B

A

����������Em · d�l . Elle est positive si le dipôle électromoteur

est générateur quand le courant va de A vers B, et est négative sinon.

Exemple : dans un récepteur polarisé (et dans ce cas seulement), l’intensité Ip ne peut
être que positive ou nulle. Si, après le calcul de Ip, on trouve Ip < 0, il faut reprendre
tout le calcul en changeant le sens de ce courant. Soit I ′

P la nouvelle valeur calculée
dans cette branche.
Si I ′

P > 0, c’est la bonne valeur de l’intensité dans ce récepteur (et I ′
P est différent de

−IP). Si I ′
P < 0, alors c’est qu’il n’y a pas de courant dans ce récepteur (car la différence

de potentiel aux bornes n’est pas suffisante pour vaincre la f.c.e.m.) et IP = 0.

• Tension aux bornes d’un générateur de f.e.m. E et de résistance interne r :

– en circuit ouvert, U0 = E

– en débitant le courant I, U = E − r · I

• Loi de Pouillet (de Claude POUILLET, en 1837) : en circuit fermé, les f.e.m. en
série s’ajoutent algébriquement (elles se « retranchent » numériquement si elles sont en
opposition), tandis que les résistances en série s’ajoutent toujours arithmétiquement (elles
sont toutes positives).
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La somme de toutes les différences de potentiel de la forme VA − VB (= R · I − e) sur
tout le parcours fermé est nulle. On obtient la loi de Pouillet en circuit fermé :

I =
∑

e∑
R

où R désigne toute résistance (ohmique ou interne de générateur). La somme des e est
faite algébriquement, celle des R est faite arithmétiquement.

2.6. Lois des circuits électriques (lois générales)

Ce sont des lois numériques qui permettent de calculer les intensités (et/ou les tensions)
dans un circuit quelconque. On se place dans le cas où les f.e.m. sont constantes avec un
régime permanent : les courants à déterminer sont donc constants.

• Lois de KIRCHHOFF (1845) : on considère un réseau de N nœuds et n brins : il y a donc
n inconnues (les Ik pour k = 1... n). On choisit arbitrairement un sens positif de chacun
des courants. Les deux lois de Kirchhoff traduisent la conservation de la charge électrique
(loi des intensités à chaque nœud) et la conservation de l’énergie (loi des tensions pour
chaque maille fermée).

– Loi des nœuds : en chaque nœud du réseau, on a
∑

Ik = 0 (somme algébrique).

– Loi des mailles : sur chaque maille fermée, la somme algébrique des ddp est nulle ; si
la maille ne comporte que des générateurs, et/ou des récepteurs et des résistances, on a :∑

(Rk · Ik − ek) = 0

On doit écrire n équations : on applique la 1re loi à N − 1 nœuds seulement et la 2e loi
est appliquée n − N 1 1 fois aux mailles.

• Théorème de superposition : le circuit ne comporte que des générateurs de f.e.m. Ek

et des résistances Rk dans la k-ième branche. Ce théorème est une conséquence de la
linéarité de la loi d’Ohm (e et R ne dépendent pas de I ).
En régime permanent, les courants I (dans chaque branche) et les tensions U (aux bornes
de chaque branche) sont des fonctions linéaires des f.e.m. Ek. Les coefficients ak et bk ne
dépendent que des résistances Rk :

I =
∑

ak · Ek et U =
∑

bk · Ek

Si on modifie les Ek sans modifier les résistances Rk, on peut écrire avec les mêmes
coefficients ak et bk :

I ′ =
∑

ak ·E′
k et U ′ =

∑
bk ·E′

k

On superpose ces deux états :

i = I 1 I ′ =
∑

ak · (Ek 1 E′
k) et u = U 1 U ′ =

∑
bk · (Ek 1 E′

k)

Ce sont encore des relations linéaires, ce qui montre qu’on a un régime permanent.
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Exemple : dans la pratique, on superpose autant d’états qu’il y a de générateurs ; pour
chaque état, on « enlève » toutes les f.e.m. sauf une, tout en gardant toutes les résistances
(y compris les résistances internes des générateurs « éteints »), et on calcule les intensités
des courants « partiels » débités dans tous les brins par le seul générateur restant. Puis
on considère un 2e état en choisissant un autre générateur « allumé », etc. L’intensité
du courant total est la somme algébrique des intensités partielles ainsi déterminées.

• Théorème de THÉVENIN (1883) : ce théorème est une application du théorème de
superposition. Dans un circuit actif quelconque, on cherche le courant dans un brin
comportant uniquement la résistance pure notée ici R0 (ce peut être une résistance
équivalente). D’abord, on « isole » ce brin en « ouvrant » le circuit aux bornes de R0.
Ensuite, on calcule la tension U0 aux bornes A et B de ce circuit ouvert (dite tension « à
vide »), cette tension est due au reste du circuit actif.

R0U

A

B

circuit
actif

I0

R0

– U0

A

B

circuit
rendu
passif
(Rp)

I'

R0

– U0

A

B

circuit
actif

I = 0

circuit ouvert 
en AB

état (0) état (1) état (2)

R0
U0

A

B

circuit
actif

On place alors en série avec R0 une pile de f.e.m. −U0, en opposition, de façon à avoir
un courant nul dans R0, le circuit étant de nouveau fermé en A et B (c’est l’état (0))
Ce nouveau circuit peut être considéré comme la superposition de 2 états :
– 1er état : on « éteint » toutes les f.e.m. du circuit initial, de façon à le rendre « passif » (on
garde toutes les résistances et toutes les résistances internes des générateurs « éteints »).
Vu des points A et B, il est équivalent à une seule résistance Rp (résistance du circuit rendu

passif ). La pile de f.e.m. −U0 débite donc le courant I ′ dans R0 avec I ′ =
−U0

R0 1 Rp
(loi

de Pouillet)
– 2e état : le circuit est de nouveau actif et on enlève la pile de f.e.m. −U0. Il circule alors
le courant I0 (cherché) dans R0

– la superposition de ces 2 états (1) et (2) donne l’état (0) d’où I ′ 1 I0 = 0. On en déduit
I0 = −I ′.
L’application du théorème de Thévenin s’effectue en 4 étapes :

– 1re étape : on « isole » le brin en « ouvrant » le circuit aux bornes de R0 ;

– 2e étape : on calcule la tension U0 aux bornes A et B de ce circuit ouvert ;

– 3e étape : on calcule la résistance Rp du reste du circuit rendu passif (on supprime toutes
les f.e.m. mais pas leur résistance interne) ;
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– 4e étape : on calcule I0 par la relation I0 =
U0

R0 1 Rp

Remarques : Les quantités U0 et Rp sont parfois appelées eT et RT , respectivement la
f.e.m. et la résistance interne du générateur de Thévenin.
Le calcul de la résistance Rp n’est pas toujours aisé : le théorème de Kennelly est souvent
très utile...

• Théorème de KENNELLY (vers 1900) : (ou « transformation triangle-étoile ») Ce
théorème permet, entre autres, de calculer Rp (théorème de Thévenin) quand on a des
résistances en triangles dans les circuits.

R1

r1 r3

R2

r2

R3

A
A

B

C
C

B

Soient 3 nœuds A, B, C formant un triangle. Chaque brin contient uniquement une
résistance (éventuellement équivalente), notées ici R1, R2 et R3.
Ce circuit triangulaire est équivalent au circuit en étoile entre les 3 mêmes nœuds, avec un
point « central », relié aux 3 nœuds par les résistances r1, r2 et r3 (remarquer les notations :
la résistance R1 est « opposée » au nœud A relié à r1).
Le théorème de Kennelly permet de calculer facilement les résistances r1, r2, r3 par les
relations :

r1 =
R2R3

R1 1 R2 1 R3

et les deux autres par permutation circulaire (la résistance r1 est égale au produit des
deux résistances « adjacentes » R2 et R3, divisé par la somme des 3 résistances R1, R2,
R3).

Remarques : la relation inverse (étoile-triangle) n’est quasiment jamais employée.
Attention à bien identifier un triangle dans un circuit et à le remplacer par l’étoile
équivalente. Ainsi, à titre de réflexion, vérifier qu’un classique pont de Wheatstone ne
comporte qu’un seul triangle (une fois que ce triangle a été transformé en étoile, il n’y
a plus de triangle dans le circuit, mais deux branches en dérivation).
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A F

B

D

A F

B

D

• Application des théorèmes : il existe encore d’autres théorèmes généraux, mais ceux-là
sont généralement suffisants. Pour appliquer tel ou tel théorème, on doit tenir compte de
ce qui est demandé, et de la composition du circuit (nombre de générateurs) :

– les lois de Kirchhoff sont faciles à écrire, mais le calcul est long si le circuit comporte
beaucoup de brins (système de n équations linéaires à n inconnues) ; cependant, il
fournit toutes les intensités dans les différents brins, même s’il est rare qu’on doive
toutes les calculer ;

– le théorème de superposition est utile si on a 2 ou 3 générateurs dans le circuit, sur des
brins différents ;

– le théorème de Thévenin est utile si on ne calcule qu’un seul courant, car le calcul de
Rp et de U0 n’est pas toujours simple.

2.7. Loi de Joule, énergie, puissance

La puissance consommée P entre deux points d’un circuit soumis à la différence de
potentiel U et parcouru par le courant d’intensité I est :

P = U · I

L’effet Joule (de James JOULE, en 1841) est l’effet thermique de l’électricité. L’énergie
dégagée par la résistance R parcourue par le courant I pendant la durée t vaut :

W = R · I 2 · t

La puissance thermique dissipée par effet Joule vaut donc :

P = R · I 2

La puissance fournie par un générateur (f.e.m. E, résistance interne r) dans un circuit
est P = EI = UI 1 rI 2 (UI est la puissance disponible aux bornes, rI 2 est la puissance
thermique perdue dans le générateur).
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3. LES RÉGIMES SINUSOÏDAUX

3.1. Grandeurs sinusoïdales

Un courant alternatif transporte la même quantité d’électricité à chaque alternance (dans
un sens puis dans l’autre). L’intensité moyenne (sur un nombre pair d’alternances) est donc
nulle 〈i〉 = 0.
Un courant périodique est tel qu’il existe une durée T telle que i(t 1 T ) = i(t). La durée
T est la période du courant (ou de la tension). La fréquence n (en Hz) est l’inverse de la

période : n =
1
T

.

Un courant sinusoïdal est décrit par la fonction i(t) = IM · sin(v · t 1 w) où IM est

l’intensité maximale, (v · t 1 w) est la phase, v est la pulsation
(

v =
2p

T
= 2p · n

)
et

w la phase à l’origine des temps.

Remarque : un courant de la forme i(t) = I1 1 I2 · sin(v · t 1 w) n’est pas un courant
sinusoïdal (sa valeur moyenne sur une période n’est pas nulle) : c’est la somme d’un
courant constant (I1) et d’un courant sinusoïdal I2 · sin(v · t 1 w). On dit parfois que
c’est un courant qui possède une composante continue.

Théorème de FOURIER (1830) : toute fonction périodique f (t) est décomposable en une
somme infinie de fonctions sinusoïdales dont les fréquences sont des multiples entiers de
la fréquence fondamentale de f (t).
Ce théorème permet donc de se ramener au cas des fonctions sinusoïdales pour étudier
n’importe quelle fonction périodique.

I M

y

xϕ

ω

• Représentation par un vecteur (FRESNEL, 1819) : on asso-
cie un vecteur au scalaire i(t) = IM sin(vt 1 w). Ce vecteur
est représenté à l’instant t = 0, a pour module IM et pour
phase l’angle w. Quand le temps t croît, ce vecteur tourne
autour de l’origine à la vitesse angulaire v

y

x
ϕ

dY
——
dt

Y . dt

Y

Le vecteur associé à la fonction dérivée di/dt est en quadra-
ture avance de p/2, sur celui de i(t), tandis que le vecteur

associé à la primitive
∫

i(t) · dt est en quadrature retard de

p/2 sur celui de i(t). Ainsi, di/dt et
∫

i(t) · dt sont deux

grandeurs en opposition de phase.

• Représentation complexe (Kennelly, vers 1900) : au sca-
laire i(t) = IM · sin(v · t 1w), on associe le nombre complexe
z tel que z = IM · e jw · e jv·t avec j =

√
−1.

Remarque : pour indiquer que z est un complexe, on trace un trait au-dessous. On
utilise la notation j pour éviter toute confusion avec le courant i.
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La dérivée di/dt est associée à jv · z tandis que l’intégrale est associée à
z

jv
.

L’avantage de la notation complexe réside dans le fait que :

– la dérivation est remplacée par le produit par jv (correspond à une rotation de 1p/2)

– l’intégration est remplacée par le quotient par jv (correspond à une rotation de −p/2)

Ces opérateurs sont linéaires, ce qui sera très utile dans les équations différentielles.

3.2. Intensité efficace (effet Joule)

Définition : l’intensité efficace d’un courant variable est égale à l’intensité d’un courant continu
qui dégagerait la même énergie thermique que ce courant variable en passant dans le même
conducteur pendant la même durée.

L’énergie dégagée sur une période T par ce courant continu dans R vaut W = R · I 2
eff ·T .

Celle dégagée par le courant variable i(t) est
∫

T
R · i(t)2 · dt l’intégrale étant calculée

sur une période T , correspondant à la définition de i(t). D’où l’expression du carré de
l’intensité efficace :

I 2
eff =

1
T

∫
T

i(t)2 · dt

Exemple : pour i(t) = 5t/T (périodique, défini entre−T/2 et 1T/2). Alors Ieff =
IM√

3
avec IM = 5/2 A. Le facteur

√
3 au dénominateur provient de l’intégration de t2 en

t3/3.

• Cas particulier d’un courant sinusoïdal : avec i(t) = IM. sin(vt 1 w), on calcule que
1
T

∫
T

sin(vt)2 · dt =
1
2

. On en déduit le résultat « classique » :

Ieff =
IM√

2
Cette expression n’est valable que pour un courant sinusoïdal.

3.3. Loi d’Ohm en régime sinusoïdal (circuit RLC série)

BA

R
L

v

C
Soit une portion AB de circuit composée
des éléments suivants placés en série : une
résistance R, une bobine d’inductance L, un
condensateur de capacité C. On désigne habi-
tuellement ce montage par l’expression « cir-
cuit RLC série » ou « circuit oscillant série ».
Soit v(t) la tension aux bornes (A et B). La loi d’Ohm permet d’écrire l’équation diffé-
rentielle régissant cette portion de circuit :

v = R · i 1 L · di
dt

1
1
C

∫
i(t) · dt
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En remplaçant par les quantités complexes associées :

v = R · i 1 jv · L · i 1 1/(jvC) · i

ou encore

v = Z · i avec Z = R 1 j(Lv − 1
Cv

)

appelée impédance complexe du circuit. L’impédance (réelle) est le module Z de Z :

Z =

√
R2 1

(
Lv − 1

Cv

)2

La loi d’Ohm s’écrit v = Z · i en notation complexe, ou encore V = Z · I en valeurs
efficaces ou maximales, mais surtout pas v = Z · i (en réels) car cela impliquerait que v
et i soient en phase.

• Diagramme de Fresnel associé au circuit RLC série : on représente les trois tensions
avec leur phase par rapport à une référence. Cette référence peut être soit v soit i. Ici,
l’intensité étant commune à chaque composant, il peut sembler souhaitable de choisir
la référence sur le courant. Mais dans le cas général, avec des circuits comportant des
dérivations, l’intensité ne sera plus commune à ces éléments et il est alors préférable de
choisir la référence sur la cause (la tension) plutôt que sur l’effet (le courant).
Le choix est équivalent, tout dépend de l’expression imposée comme référence des phases,
de la forme v(t) = VM sin(v.t) ou bien v(t) = VM sin(v.t 1 w).
Les 3 vecteurs représentant les 3 tensions ont pour module :
UR = RI pour la tension aux bornes de R ;
UL = LvI pour celle aux bornes de la bobine, en avance de p/2 sur UR ;
UC = I/(Cv) aux bornes du condensateur, en retard de p/2 sur UR.
La somme vectorielle de ces 3 tensions conduit au vecteur « tension totale » de module
U , déphasé de l’angle w par rapport au vecteur « courant ».

équivalent à OURI
RI

RI

LωI

LωI LωI

I
—
Cω

I
—
Cω

I
—
Cω

U
U

U

ϕ ϕ

ϕ
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Pour calculer la phase w, on utilise, à partir de la loi d’Ohm v = Z · i, la relation sur les
arguments :

arg(v) = arg(Z) 1 arg(i)

– Si la référence des phases est le courant, alors arg(i) = 0 et w = arg(v) = arg(Z),
c’est-à-dire tel que :

tan w =
Lv − 1

Cv

R
ou encore

cos w =
R
Z

– Inversement, si la référence des phases est la tension, alors arg(v) = 0 et

w = arg(i) = − arg(Z) c’est-à-dire tel que tan w = −
Lv − 1

Cv

R
(noter le signe

moins). La relation cos w =
R
Z

est toujours valable.

UL

IL

  π
– —
  2

UC

IC

  π
+ —
  2

• Cas particuliers
– Résistance R seule : dans ce cas, v et i sont
en phase et on peut écrire la loi d’Ohm de
trois façons différentes : v = R · i (en réels)
ou v = R · i (en complexes) ou V = R · I
(en valeurs efficaces) ;
– Bobine seule d’inductance L : le courant iL

circulant est en retard de p/2 sur UL

– Condensateur seul de capacité C : le courant iC circulant est en avance de p/2 sur UC .

Résonance : l’impédance Z est minimale (et égale à R) quand la pulsation est égale à v0

telle que Lv0 −
1

Cv0
= 0 c’est-à-dire quand on a LCv2

0 = 1 (condition de résonance

pour la pulsation v0). Dans ce cas, v et i
sont en phase (car w = 0). L’intensité est
maximale et vaut U/R.

U
—
R

ω0

I

ω

∆ω

0

U
—
R2

R fort
R faible

1
L’acuité de la résonance traduit la qualité de
l’échange d’énergie entre le condensateur et
la bobine à chaque alternance (couplage élec-
tromagnétique). L’acuité se caractérise par le

rapport
Df
f0

(=
Dv

v0
), où Df est la « largeur »

(en échelle de fréquence) du pic de résonance
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à la hauteur
U

R
√

2
. De plus,

Df
f0

=
1
Q

=
R

Lv0

où Q est le facteur de qualité du circuit oscillant :

Q =
1

RCv0
=

Lv0

R

Si R croît, le pic s’élargit et sa hauteur diminue : la résonance est moins aiguë.

Remarque : on note que les termes RCv et Lv/R sont sans dimension.

• Surtension à la résonance : il est facile de voir qu’à la résonance, les tensions aux bornes
de la bobine (UL) et aux bornes du condensateur (UC) sont égales en module et de plus,
sont supérieures à la tension U car on a alors UL = UC = Q.U (avec Q > 1, facteur de
qualité).

3.4. Circuit oscillant « parallèle » (circuit bouchon)

R

L

C

iL

iC

Il est constitué d’une bobine et d’un conden-
sateur en dérivation. Lors de chaque alter-
nance, il y a échange d’énergie entre les
deux composants (L et C), les courants iL

et iC étant en opposition de phase lors de
l’antirésonance à la pulsation v0 définie par

LCv0
2 = 1 (ou Lv0 −

1
Cv0

= 0). Dans ce

cas, l’impédance est maximale et l’intensité
du courant circulant dans R est minimale, voire nulle : i(v0) = 0. Un tel circuit ne laisse
donc pas passer le courant de fréquence v0/2p : c’est un circuit « bouchon » utilisé comme
filtre coupe-bande autour de cette fréquence.

Remarque : lors de l’antirésonance, on a généralement une forte intensité dans chaque
branche. Par exemple 10 A dans la bobine, et 10 A dans le condensateur, mais rien
dans le circuit principal, car ces deux courants étant en opposition de phase, on a
10 1 (−10) = 0.

3.5. Puissance en régime sinusoïdal

Par définition, la puissance instantanée p(t) vaut :

p(t) = u(t).i(t)

274



�

�

�

�

�

�

�

�

En notation complexe,

p =
1
2

v . i∗

où i∗ est le complexe conjugué de i.
La puissance moyenne sur une période est :

P = Ueff . Ieff. cos w

Le terme cos w =
R
Z

est appelé facteur de puissance. La puissance s’exprime en watts

(W) ou en volts-ampères (V.A).
Calcul des énergies mises en jeu :

– dans une résistance (effet Joule) :

dWR = Ri2dt

– dans une bobine (énergie électromagnétique) :

dWL = Lidi

– dans un condensateur (énergie électrostatique) :

dWC =
1
C

qdq

A
i'

i

i1

C1

v
X

• Relever le facteur de puissance : les pertes
relatives d’énergie (effet Joule) sont inver-
sement proportionnelles à (U . cos w)2. Afin
de les diminuer, on a intérêt soit à augmen-
ter la tension U , soit à diminuer |w| donc
à augmenter (ou « relever ») le facteur de
puissance. Pour cela, on place un condensa-
teur en dérivation sur l’appareil X (récepteur
quelconque).

i1
i

i'

vABϕ ϕ'

Le courant i1 dans le condensateur est en
quadrature avance sur v et i′ = i 1 i1 d’où
I ′. sin w′ = I . sin w − I1 avec I1 = U .C1.v

Si on veut imposer w′ = 0, il faut placer en
dérivation sur le récepteur X un condensateur

de capacité C0 =
I . sin w

U .v
.
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4. LES RÉGIMES VARIABLES

Dans cette partie, on néglige le délai de transmission du signal dans l’ensemble du circuit
(à la vitesse c). C’est l’approximation dite AEQS (Approximation des États Quasi-
Stationnaires) ou ARQP (Approximation des Régimes Quasi-Permanents).
Dans un circuit à une seule maille fermée, l’intensité est la même en tout point du circuit.

4.1. Régime transitoire avec R, L ou C

La loi d’Ohm s’écrit en valeur instantanée (petites lettres i et u et non pas I ou U ). La
ddp aux bornes d’une résistance R, d’une bobine d’inductance L ou d’un condensateur de
capacité C s’écrivent respectivement :

uR = Ri uL = L
di
dt

et uC =
1
C

∫
i.dt

4.2. Charge et décharge d’un condensateur

C

circuit de charge circuit de décharge

1 2
I1

v

R

R'
E

Soit v la tension aux bornes du condensa-
teur. On le charge à travers une résistance
R puis on le décharge à travers la résistance
R′. On a ici un interrupteur à 2 positions
(1 pour la charge, et 2 pour la décharge).

• Charge de C à travers R : on a

E = Ri 1 v v = q/C i = dq/dt

0

A

q (t)

t

CE

τ

On tire l’équation différentielle du circuit :

R
dq
dt

1
1
C

q = E

0

A

8

5

u

tτ

avec la condition initiale q(0) = 0. La réso-
lution donne :

q(t) = C.E.
[
1 − exp

(
− t

t

)]
avec t = RC (constante de temps du circuit
de charge)
La tangente à l’origine a une pente E/R.
Elle coupe l’asymptote (CE) en t = t.

• Méthode des 5/8 : on calcule
q(t) = CE.(1 − 1/e) = CE.0,6321 tan-
dis que 5/8 = 0,625. On « confond » ces
deux valeurs pour déterminer expérimenta-
lement la constante de temps avec un oscil-
loscope : on dilate l’amplificateur vertical de
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manière à placer la variation de uC sur 8 « carreaux » de l’écran (entre 0 et CE). Le point
A de la courbe situé à 5 carreaux a pour abscisse tA = t. La précision de la méthode est

de 1,1 % (car
0,632 − 0,625

0,632
= 0,011).

La charge totale Qmax sera atteinte à 1 % près quand l’écart relatif sera égal à 1 %, après
l’instant t1 défini par :

Qmax − q(t1)
Qmax

=
1

100
.

De Qmax = CE, on tire exp(−t1/t) = 1/100 soit t1 = t. �n(100) ou t1 ≈ 4,6t.
On peut retenir qu’après 5t, le condensateur est chargé à 99 % ; après 7t, c’est à 99, 9 %.

0 tτ

A

q (t)

CE

• Décharge de C dans R′ : on a

v = q/C = R′i

i = −dq/dt (signe − car décharge)

On en déduit l’équation différentielle du
circuit :

R′ dq
dt

1
1
C

q = 0

avec la condition initiale q(0) = C.E. La
résolution donne :

q(t) = CE.
[
1 − exp

(
− t

t′

)]
avec t′ = R′C (constante de temps du cir-
cuit de décharge).

5

0

A

q (t)

tτ'

8

3

La méthode des 5/8 devient ici celle des 3/8
(car 3 = 8 − 5).

4.3. Courant transitoire dans une bobine

circuit RL
K

R

L

i
E

La loi de LENZ (1833) indique que la f.e.m.
induite aux bornes de la bobine tend à s’op-
poser au courant variable qui la crée :

e = −L
di
dt

à la fermeture de K

0

i (t)

tτ

E
—
R

Lors de la fermeture du circuit (interrupteur
K ), l’intensité i ne varie pas instantanément
de 0 à la valeur constante I = E/R mais
croît de façon exponentielle :

i(t) =
E
R

.
[
1 − exp

(
− t

t

)]
avec t = R/L

(constante de temps du circuit). Cela peut
produire un arc électrique (étincelle).
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à l’ouverture de K

0

i (t)

tτ

E
—
R

De même lors de l’ouverture, l’intensité
ne varie pas instantanément de la valeur
constante I = E/R à la valeur 0 mais décroît
de façon exponentielle :

i(t) =
E
R

.
[
exp

(
− t

t

)]

4.4. Décharge d’un condensateur dans une bobine (RLC série)

RLC série

L

C v

R

Le condensateur initialement chargé
q(0) = CE se décharge dans la bobine
inductive. Soit v la tension aux bornes du
condensateur.
On a

v = Ri − e

v = q/C

avec e = −L
di
dt

et i = −dq/dt ,

On obtient l’équation différentielle en q(t) :

L
d2q
dt2 1 R

dq
dt

1
1
C

q = 0

C’est une équation du 2e ordre, linéaire à coefficients constants. On cherche une solution
de la forme q(t) = A exp(x.t) ; L’équation caractéristique associée s’écrit :

Lx2 1 Rx 1 1/C = 0

C’est une équation du 2e degré en x. Le discriminant vaut :

D = R2 − 4
L
C

Le régime du circuit dépend du signe de D qui varie selon la valeur de R (terme de
dissipation d’énergie, ou d’amortissement).

• R = 0 : c’est le régime oscillant, sinusoïdal à la pulsation v0 =
1√
LC

;

• R « faible » (<
√

4L/C) : alors D < 0, c’est le régime pseudosinusoïdal (amorti en
exponentielle) à la pulsation v < v0 ;

• R « critique » (=
√

4L/C) : alors D = 0, c’est le régime critique ;

• R « grand » (>
√

4L/C) : alors D > 0, c’est le régime apériodique (fortement amorti).
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+ 1

– 1
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

0
t (ms)

q (t)
——
Q0

1

2

3

4

L = 1 mH C = 10 µF Rc = 20 Ω

Le graphique ci-dessus représente le rapport q(t)/Q0 en fonction du temps pour les 4 cas
précédents, selon la valeur de la résistance du circuit.

Remarque : la charge à partir d’une tension échelon (v(t) = 0 si t < 0 ; v(t) = E si
t � 0) se traite de la même manière.

0

v (t)

t

E
v (t)

K
R

L

E C

L’équation différentielle est alors : L.
di
dt

1 R.i 1
1
C

.

∫
i.dt = E

1

0
0

E = 1,5 V    L = 2,6 mH    C = 16 µF    R = 2,2 Ω

21 3 4 5 6 7

2

3

t (ms)

vC (t)

E
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5. MESURE DE DÉPHASAGE À L’OSCILLOSCOPE

Soient deux signaux (tensions ou intensités) de même fréquence sur les voies X et Y de
l’oscilloscope (ne pas dire « oscillo ») : x = a. cos(v.t) et y = b. cos(v.t − w) avec w

compris entre 0 et p. On choisit (ici) la référence des phases sur le signal x(t).
Sur l’écran, la composition des signaux donne une ellipse inscrite dans un rectangle de
côtés 2a et 2b (les axes de cette ellipse ne sont pas perpendiculaires). Le déphasage w est
déterminé par les rapports des longueurs des segments sur l’écran :

sin w =
ONx

OA
=

ONy

OB
(remarquer que c’est sin w dans les deux cas).

O

x

y

2b

2a

Nx

Ny

A

B

2A

2B

π ϕ = ± —
4 

π ϕ = ± —
2 

3πϕ = —
4

5πϕ = —
4 

ϕ = 0 ϕ = πou

En décalibrant les amplificateurs, on peut inscrire l’ellipse dans un carré : les 2 axes de

l’ellipse sont alors perpendiculaires et mesurent 2A et 2B d’où : tan(w/2) =
B
A

(ici, on

a w/2).
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ÉNONCÉS

Charges électriques, condensateurs

Exercice 1 Électroscope

électroscope

θ

qq m m

L

O

Un électroscope est constitué de deux petites billes de liège de
masse m = 1 g chacune, suspendues à un point fixe par des
fils de longueur L = 10 cm. Elles portent chacune la même
charge q.
Déterminer l’angle u que font les deux fils avec la verticale
quand l’équilibre est atteint.
A.N. q = 2.10−8 C ; q = 100.10−8 C ;
q = −30.10−8 C.

Calculs de résistances

Exercice 2 Vitesse de déplacement des électrons

1. Un conducteur en cuivre est parcouru par un courant électrique de densité constante
j = 1 A/mm2. En supposant que chaque atome de cuivre (Cu = 64) possède en
moyenne 1,4 électron mobile, calculer la vitesse de déplacement des électrons dans ce
conducteur. Quelle doit être la densité de courant pour que cette vitesse soit de 1 mm/s ?
Quelques valeurs utiles : r = 9 g/cm3, NA = 6 · 1023 atomes/mol, qe = 1,6 · 10−19 C,
me = 9,1 · 10−31 kg, s = 6 · 107 V−1m−1.

2. Le cuivre étant un milieu linéaire et isotrope, établir la loi d’Ohm locale �j = s.��E

3. En régime non permanent, établir l’équation différentielle du mouvement d’un élec-
tron.

4. On coupe brusquement le champ électrique à l’instant to. Étudier la loi v(t) pour
t > to. Après quelle durée la vitesse est-elle divisée par e = 2,718... puis par e2 ?

Exercice 3 Calculs de résistances

1. Calculer la résistance électrique d’un conducteur tronconique de longueur L = 1 km, de
rayons de bases circulaires r1 = 0,9 mm et r2 = 1 mm, et de résistivité r = 1,7·10−8 V.m.

2. Un anneau plat d’épaisseur e = 1 cm est fabriqué dans un matériau de résistivité r.
On maintient une différence de potentiel U entre les surfaces cylindriques (intérieure et
extérieure) de l’anneau, de rayons respectifs a et b. Calculer sa résistance électrique R.
A.N. r = 1 V.m et b/a = 10.
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Exercice 4 Résistances équivalentes

grille

O

A M B

P

CD Q

N

On considère une grille formée de 4 carrés,
dont les côtés ont chacun pour résistance
électrique r. En utilisant judicieusement les
symétries physiques, calculer (en fonction de
r) la résistance R de la grille quand on réalise
les branchements électriques entre A et C.
De même pour AO, puis MQ.

Lois d’Ohm et de Pouillet

Exercice 5 Loi de Pouillet

loi de Pouillet

R1

E

R2

R3

i2

i1

A

B

R0

I

Dans le circuit de la figure ci-contre, cal-
culer les courants I , i1, i2 dans chacune
des branches avec les valeurs suivantes :
E = 5 V, r0 = 0,1 V, R1 = 1 V, R2 = 2 V,
R3 = 3 V.

Exercice 6 Loi d’Ohm

loi d’Ohm

R2

R1

i

I

E1

E2

R

BA

Calculer les courants dans les brins du circuit
de la figure ci-contre contenant des géné-
rateurs de résistance interne négligeable,
avec les valeurs suivantes : E1 = 1,5 V,
E2 = 3,7 V, R1 = 10 V, R2 = 20 V et
R = 5 V. Trouver une condition sur E1, E2,
R1 et R2 pour que le courant passant dans R
soit nul.

Loi de Joule

Exercice 7 Ligne de transport

Une ligne de transport d’énergie électrique est constituée de deux câbles cylindriques.
Pour éviter un échauffement important, on limite la densité de courant à la valeur Jo.

1. Soit U la tension du générateur (supposé idéal) qui alimente la ligne en fournissant la
puissance P ; soit P ′ la puissance reçue par l’utilisateur. Calculer les pertes par effet Joule
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lors du transport d’énergie en fonction de U , de Jo, de la longueur L de la ligne et de la
résistivité r du matériau de section s.

2. En déduire le rendement du transport. Conclure.
A.N. r = 1,8 · 10−8 V.m, Jo = 1 A/mm2, U = 540 kV, L = 100 km, P = 500 MW.

Exercice 8 Fil non thermiquement isolé

Un fil non thermiquement isolé est parcouru par un courant d’intensité I constante.
Il dissipe de l’énergie thermique par sa surface latérale suivant la loi de Newton : « la
puissance perdue P est proportionnelle à l’écart de température (u − uo) avec le milieu
ambiant, et à la surface latérale S du matériau », ou encore P = k.S.(u− uo). On suppose
que la résistivité r du matériau reste constante quand la température varie.

1. En écrivant le bilan thermique, établir l’équation différentielle reliant la température
u du fil et le temps t.

2. En déduire la température d’équilibre um du fil.
A.N. Le fil mesure 1 m de long, a un diamètre de 0,1 mm, sa résistivité vaut
r = 10 · 10−8 V.m, sa masse volumique est m = 9 g/cm3, la chaleur massique est
c = 420 J/kg.K ; uo = 20 ◦C, la constante k vaut 1/400 (W/K · cm2) et on soumet le
fil à une différence de potentiel U = 1 V.

Lois des circuits

Exercice 9 Lois des circuits lois des circuits

r1

E1 r2

E2
i

I
A

B

R

Les éléments du circuit de la figure ci-contre ont pour carac-
téristiques E1 = 8 V, E2 = 3 V, r1 = 2 V, r2 = 3,5 V et
R = 10 V.
Calculer les intensités circulant dans les différentes branches
en utilisant d’abord les lois de Kirchhoff, puis le théorème de
superposition, et enfin le théorème de Thévenin.

A D

B

C

E

R1 R2

R3R4

r

r'    0

pont de Wheatstone
Exercice 10 Pont de Wheatstone

Le circuit de la figure ci-contre est alimenté par un
générateur de résistance interne r ′ ≈ 0 et de f.e.m.
E.
Calculer le courant i circulant dans le brin cen-
tral BC, de résistance r, en utilisant le théorème de
Thévenin. Établir la condition d’équilibre du pont,
c’est-à-dire la condition portant sur les résistances
R1, R2, R3 et R4 pour que ce courant i soit nul.
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Exercice 11 Galvanomètre

On dispose d’un galvanomètre de résistance interne g = 24 V pouvant mesurer des
intensités j inférieures à 20 mA. Avec cet appareil, on veut fabriquer un ampèremètre
capable de mesurer des courants d’intensité 10 mA et un voltmètre utilisable jusqu’à
100 mV. Comment peut-on s’y prendre ? Calculer les résistances nécessaires et indiquer
un schéma de montage possible.

Exercice 12 Circuit tétraédrique

Dans un circuit tétraédrique régulier, chaque face est un triangle équilatéral et chacun
des 6 brins possède une résistance électrique r. Calculer la résistance équivalente R entre
deux sommets.

Exercice 13 Relation de Millman

relation de Millman
B

A

5 V

0,25 Ω

10 V

1 Ω

8 V

0,5 Ω

K

R

Entre deux bornes A et B, on branche N dipôles
électrocinétiques en parallèle et le dipôle n◦k
(entier de 1 à N ) est caractérisé par sa f.e.m.
ek (pouvant être nulle) et sa résistance interne
rk = 1/gk.

1. Établir la relation de Millman :

VA − VB = UAB = −

∑
k

(gk.ek)∑
k

gk

2. Application au circuit de la figure ci-dessus : calculer VA − VB quand l’interrupteur K
est ouvert, puis le courant I circulant dans R = 2 V quand K est fermé.

3. Retrouver ce résultat (calcul de I ) par le théorème de Thévenin.

Régimes transitoires et régimes sinusoïdaux.

Exercice 14 Puissance électrique

Un circuit, alimenté par une source de tension continue E, contient en série une résistance
R et un condensateur de capacité C. On ferme l’interrupteur à l’instant t = 0.

1. Calculer la tension vC aux bornes du condensateur en fonction du temps t.

2. Calculer le courant i(t) et la tension vR aux bornes de la résistance.

3. En déduire la puissance stockée dans le condensateur Pc(t). Montrer qu’elle passe par
un maximum à un certain instant à déterminer. Tracer sa courbe d’évolution.

284



�

�

�

�

�

�

�

�

Exercice 15 Lampe à néon

Une source de tension continue (de f.e.m. E constante) alimente un circuit formé d’un
condensateur de capacité C et d’une résistance R en série. On place une lampe à néon en
dérivation sur le condensateur. La lampe à néon possède les caractéristiques suivantes :
– quand la lampe est éteinte, sa résistance est supposée infinie et quand elle est allumée,
sa résistance r est faible, mais non nulle,
– quand la tension V croît entre ses bornes, la lampe ne s’allume que pour une tension
supérieure (ou égale) à la valeur caractéristique Va, et quand la tension V décroît, la lampe
ne s’éteint que pour une tension inférieure (ou égale) à la valeur Ve (et Ve < Va < E).

lampe à néon

C

R

E r

1. Montrer que la lampe s’allume et s’éteint
périodiquement.

2. Si r est négligeable devant R, calculer la
période T de ce phénomène (oscillations de
relaxation).
A.N. E = 110 V, R = 20 · 106 V,
C = 0,35 mF, Ve = 70 V et Va = 80 V.

Exercice 16 Intensité efficace

1. Calculer l’intensité efficace du courant de période T représenté par i(t) = (2a/T ).t
sur l’intervalle ( −T/2, 1T/2) où a est une constante positive (courant en « dents de
scie »). En déduire l’énergie moyenne (sur un nombre entier de périodes) dépensée dans
une résistance R.

2. On considère le courant variable défini (en ampères) par i (t) = 3 1 2 cos(vt −p/4).
Dessiner le vecteur de Fresnel associé et donner son expression mathématique complexe
(avec j2 = −1). Représenter graphiquement ce courant. En déduire son intensité efficace.

Exercice 17 Circuit RLC série

On dispose d’une tension sinusoïdale de valeur efficace U = 100 V et de fréquence
50 Hz, ainsi que d’une résistance inductive (R = 10 V, L = 0,3 H) et d’un condensateur
(C = 20 mF).

1. Calculer l’intensité efficace et l’avance de phase du courant quand on applique la
tension dans les 4 cas suivants : aux bornes du condensateur, aux bornes de la bobine, aux
bornes du condensateur et de la bobine placés en série, aux bornes du condensateur et de
la bobine placés en dérivation.

2. Mêmes calculs pour la fréquence 65 Hz. Dans le quatrième montage, calculer la
fréquence pour laquelle l’intensité et la tension sont en phase.
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Exercice 18 Pont de Wheatstone en sinusoïdal

Un pont de Wheatstone, alimenté par une tension sinusoïdale U , contient deux résistances
R et R′ sur deux branches opposées, un condensateur de capacité C sur une troisième
branche, et, sur la quatrième, une bobine inductive de résistance x et de coefficient de
self-induction L.

1. Montrer que l’équilibre du pont n’est réalisable que si x = 0. Quelle relation existe
alors entre L, C, R et R′ ?
2. Montrer que si x n’est pas nul, on peut toutefois obtenir l’équilibre du pont en shuntant
le condensateur avec une résistance r que l’on calculera.
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SOLUTIONS

θ

qq

L

O

F

P

T

d

1 Les charges sont de même signe : il y a répulsion
(loi de Coulomb). Les masses sont soumises à 3 forces :
le poids (P = mg), la tension des fils (T ) et la force
électrostatique (F = k.q2/d2) avec k = 1/(4p´0). À
l’équilibre,

∑
���F = �0, ce qui s’écrit :

F/P = tan(u) avec d = 2L. sin(u).

D’où l’équation en u :

sin2 u. tan u =
1

4p´0
.

q2

4L2mg

C’est une équation non algébrique de la forme sin2 u. tan u = A que l’on résout graphique-
ment ou numériquement (par approximations successives). La fonction y(u) = sin2 u. tan u

est une fonction croissante de u (car produit de 2 fonctions croissantes).
Si A  1, on a aussi y(u)  1 or y(u) ≈ u3, d’où u ≈ 3

√
A.

Si A � 1, alors u ≈ p/2, car sin(u) est limité par 1.
Sinon, on résout numériquement par approximations successives.

1. q = 2 · 10−8 C, d’où A = 9,2 · 10−3  1 et u ≈ 3
√

A ≈ 0,21 rad ≈ 12◦

2. q = 100 · 10−8 C, d’où A = 22,9. C’est « presque grand » devant 1, et u ≈ p/2. On
peut affiner ce résultat : on part de u1 tel que tan(u1) = A/1 d’où u1 = 87,5◦ ; puis u2 tel
que tan(u2) = A/ sin2(u1) d’où u2 = 87,51◦, la convergence est rapide.

3. q = −30 · 10−8 C : les charges se repoussent avec A = 2,06. Comme A est supérieur à
1, on peut supposer u > 45◦. On part de u1 tel que tan(u1) = A/1 d’où u1 = 64,1◦ ; puis
u2 tel que tan(u2) = A/ sin2(u1) d’où u2 = 68,8◦ ; puis u3 tel que tan(u3) = A/ sin2(u2)
d’où u3 = 67,1◦. Le processus converge rapidement vers u = 67,5◦.
En fait, si la charge q est faible, u l’est aussi ; l’appareil sert à déterminer q par la mesure
de u avec q ≈ u

3
2 .

2 1. La densité de courant est j = nqv avec n = 1,4.r.NA/M (en C/m3) et
j = 106 A/m2 ; d’où v = j/nq = 0,05 mm/s. On a bien v  c.
Puisque j et v sont proportionnels, la densité de courant doit être de 20 A/mm2 pour
entraîner les électrons à la vitesse de 1 mm/s.

2. Loi d’Ohm : si un électron n’était soumis qu’à la force électrique ���F = q.��E , sa
vitesse croîtrait indéfiniment (accélération constante). Il y a donc une force antagoniste
de freinage, proportionnelle à la vitesse, telle que

∑
���F = �0 soit q.��E − k.�v = �0. Or

�j = nq.�v d’où �j =
nq2

k
.��E = s.��E . C’est la loi d’Ohm locale.
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vitesse des électrons

0

v

vL

tt0 τ

3. Régime transitoire :

m.
d�v
dt

1 k.�v = q.��E

d’où la vitesse limite vL = q.E/k

4. On coupe le circuit à t0, l’équation devient :

m.
d�v
dt

1 k.�v = �0

dont la solution est :
pour t > to, v(t) = vL. exp(−t/t)

avec t = m/k = 2 · 10−14 s. Soit v(t) = vL/e et v(2t) = vL/e2. L’électron s’arrête quasi
instantanément.

3 Les conducteurs envisagés n’ont pas
une forme cylindrique. On ne peut donc pas
appliquer la relation R = rL/S.

résistance

O
L

r2 r1r

1. On calcule la résistance du tronc de cône
en le « découpant » en rondelles (comme un
saucisson) d’épaisseur infinitésimale dL pla-
cées « en série ». Considérons la tranche de
rayon r, située à la distance � de l’extrémité
de rayon r2 : elle a une forme cylindrique et
sa résistance élémentaire vaut dR = r.dL/S
avec la relation dL/dr = L/(r2 − r1) (théo-
rème de Thalès). Ces rondelles étant en série, la résistance totale vaut la somme :

R =
∫

dR =
rL

pr1.r2
= 6 V.

I
I

a

b

e

dr

anneau plat
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2. On décompose l’anneau plat en couches cylindriques de rayon r d’épaisseur infini-
tésimale, placées en série de façon radiale : la longueur traversée par le courant est dr,
la section traversée est S = 2pr.e. La résistance élémentaire vaut dR = r.dr/S. Ces
éléments étant en série :

R =
∫ b

a
dR =

r

2p.e
. �n

(
b
a

)
= 37 V.

4 En utilisant les symétries géométriques, donc physiques, on cherche les points qui
sont au même potentiel.

grille

A C
M

N

B

O

P

Q
D

1. Pour le branchement AC : M et N sont
au même potentiel, ainsi que B, O, D puis en
3e lieu, P et Q. Le circuit se redessine donc
ainsi :

RAC = r/2 1 r/4 1 r/4 1 r/2

soit
RAC = 3r/2

2. Pour le branchement AO : M et N sont au
même potentiel, ainsi que P et Q. Il ne passe
donc aucun courant dans la branche PCQ.
Entre M (ou N) et O, on a en dérivation : r,
3r, 3r et r ce qui donne :

1/RMO = 1/r 1 1/3r 1 1/3r 1 1/r

d’où RMO = 3r/8 et RAO = 7r/8.

3. Pour le branchement MQ : les points O, P et N sont au même potentiel ; RMQ = r.

grille

A
M

N
O

r

r

r r

rr

r

r
3r

3r

3r

3r

grille

M
N

O
P

Q

r

r r

2r

2r

2r

2r

r

2r

2r

2r

2r
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5 Il faut calculer d’abord le courant principal :

I =
E∑

R
avec

∑
R = r0 1 R1 1 R23

où R23 est la résistance équivalente à R2 et R3 en dérivation :

R23 =
R2.R3

R2 1 R3

Puis la différence de potentiel entre A et B s’écrit :

R2.i2 = R3.i1 avec I = i1 1 i2

D’où I = 5/2,3 ≈ 2,2 A ; i1 = 2/2,3 ≈ 0,9 A ; i2 = 3/2,3 ≈ 1,3 A.

6 On écrit 3 fois la loi d’Ohm entre les points A et B en passant par chaque branche.
Le courant I − i circule dans la résistance R1 donc : VA − VB = R1.(I − i) − E1 ; puis
VA − VB = R2.(−I ) − (−E2) ; et enfin VA − VB = R.i.
On remplace par les valeurs numériques et le système de 2 équations à 2 inconnues conduit
à I = 0,18 A et i = 0,02 A.
Le courant i est nul si A et B sont au même potentiel, ce qui a lieu si E1/R1 = E2/R2.

7 1. Les pertes thermiques sont p = R.I 2 avec R = r.2L/s et I = Jo.s = P/U d’où

p = 2rLJ 2
o s

Pour P = 500 MW, on trouve p = 3,3 MW. Il faut se rappeler que 1 A/mm2 = 106 A/m2.

2. Le rendement se définit par le rapport de ce qui arrive en bout de ligne (P ′ = P − p)
à ce qui est produit au départ (P) :

h = P ′/P = (P − rI 2)/P
avec P = U .I d’où

h = 1 − 2rLJo/U = 0,993

On peut augmenter le rendement en augmentant la tension de transport (très haute
tension à 400 kV). On ne dépasse pas 800 kV à cause du champ disruptif de l’air (tension
de claquage de l’air isolant entre les câbles et le sol).

8 1. Le bilan d’énergie pendant la durée élémentaire dt conduit à écrire que l’apport
électrique (RI 2.dt) permet de chauffer le fil (m.c.du) puis se dissipe par la paroi latérale
(k.S.(u − uo).dt) soit :

RI 2.dt = m.c.du 1 k.S.(u − uo).dt

ou, en divisant par dt :
m.c.du/dt = (RI 2 − k.S.(u − uo))
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2. À l’équilibre thermique, la température n’évolue plus :

du/dt = 0
d’où

um − uo = RI 2/(kS)

Si r est le rayon du fil, la section est s = pr2. La résistance vaut R = rL/s. La masse est
m = m.s.L et S est la surface latérale S = 2pr.L. On trouve successivement : R = 12,7 V ;
I = 79 mA puis enfin um − uo = 10 K (ou 10 ◦C).

9 CONSEIL : cet exercice important à bien connaître présente les méthodes à utiliser dans l’étude des

circuits. Ici, la méthode des lois de Kirchhoff semble plus simple à appliquer mais cela est dû à la simplicité
du circuit. Généralement, la méthode de Thévenin est la plus rapide à appliquer car on n’a souvent qu’un
seul courant à calculer.

La f.e.m. E1 étant supérieure à E2, on peut penser que le générateur (1) impose son
courant au circuit. Le schéma donne les sens « convenus » des courants : i dans R est ici
compté positivement de A vers B. Le courant dans le générateur (2) est donc I − i.

1. Lois de Kirchhoff. Il faut écrire 2 équations de maille (
∑

(R.i−E) = 0) dans chaque
maille fermée :

Ri 1 r1I − E1 = 0
puis

r2(I − i) − Ri − E2 = 0
Ensuite on résout numériquement le système de 2 équations.
A.N. On obtient I = 69/31 ≈ 2,2 A et i = 11/31 ≈ 0,35 A.

2. Superposition. Il faut isoler les effets de chaque générateur seul, avec les résistances
équivalentes (R et r2 en dérivation dans le 1er état, de même que R et r1 pour le 2e état)
et calculer les courants partiels I1, I2 par la loi de Pouillet puis i1 et i2 par la différence
de potentiel entre A et B (de la forme R.i1 = E1 − r1.I1). On trouve successivement
I1 = 54/31 A, i1 = 14/31 A, I2 = 18/31 A et i2 = 3/31 A. Compte tenu des sens
choisis pour ces courants, on tire :

i = i1 − i2 et I = I1 1 (I2 − i2)

soit les mêmes résultats qu’en 1..

premier état

r1

E1

i1

I1

R r2
r1 r2

E2

i2

I2

R

deuxième état
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3. Théorème de Thévenin. On calcule le courant i circulant dans R. Après « coupure »
entre A et B, le courant I ′ circulant dans la maille formée par les deux générateurs placés
en série dans le même sens vaut :

I ′ = (E1 1 E2)/(r1 1 r2) = 2 A
La tension à vide est :

U0 = VA − VB = r2.I
′ − E2 = 4 V

On « annule » ensuite toutes les f.e.m. (tout en conservant les résistances internes des
générateurs). La résistance Rp du circuit rendu passif est formé de r1 et r2 en dérivation
(car vues depuis A et B). On tire alors i = U0/(R 1 Rp) = 11/31 ≈ 0,35 A.

application du théorème de Thèvenin :
calcul de U0

r2

E2
r1

E1

U0

I'

A

B

r1 r2

calcul de Rp

équivalent à

A

B

Rp

A

B

A D

B

C

E

R1 R2

R3R4

pont de Wheatstone

I2

I1

10 CONSEIL : Il s’agit ici d’un résultat classique
à bien connaître.

Puisqu’il n’y a qu’un seul courant à calculer, on
applique le théorème de Thévenin en ouvrant
le circuit entre B et C. Les résistances R1 et R2

ainsi que R3 et R4 sont en série deux à deux.
Soient I1 et I2 les courants circulant alors dans
(R1 1 R2) et (R3 1 R4) respectivement. La
différence de potentiel entre A et D s’écrit :

E = (R1 1 R2).I1 = (R3 1 R4).I2

ce qui donne les courants I1 et I2.
La tension à vide U0 = VB − VC se calcule algébriquement en passant par le point A :

VB − VC = (VB − VA) 1 (VA − VC)

= −R1.I1 1 R4.I2

d’où

U0 = E.
R2.R4 − R1.R3

(R1 1 R2).(R3 1 R4)
On « enlève » le générateur (de résistance interne nulle ici). Les points A et D sont au
même potentiel. Entre B et C, on a donc la résistance Rp (du réseau rendu passif ) formée
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par « R1 et R2 en dérivation », en série avec « R4 et R3 en dérivation » également d’où

Rp =
R1.R2

R1 1 R2
1

R3.R4

R3 1 R4

B
A

D
C

R1

R2

R4

R3

On calcule enfin le courant i dans r :

i = U0/(r 1 Rp)

Ce courant est nul si U0 = 0 c’est-à-dire si la

« condition d’équilibre du pont »
R1

R4
=

R2

R3
est remplie.

11 Pour obtenir un ampèremètre, il faut mettre une résistance en dérivation sur le gal-
vanomètre (shunt) ; pour avoir un voltmètre, on place une résistance de protection en série.

G

jI

I – j

g
a b

s

Le shunt s dérive la majeure partie du cou-
rant I , ne laissant passer que l’intensité j dans
le galvanomètre. L’égalité des tensions entre
a et b donne s.(I − j) = g.j d’où s = g.j/I
(car j  I ) avec j < 20 mA. La valeur de
s dépendant de celle de I , on utilisera diffé-
rentes bornes de branchement, correspondant
à différents « calibres » de l’appareil.

j

gG
a c

Rp

La résistance de protection Rp à placer en
série est telle que sous la tension maximale
Umax (= Uac), il ne passe que le courant jmax

dans le galvanomètre :

Umax = (g 1 Rp).jmax

d’où Rp ≈ 5 kV.
gG

I

U

C

Rp

s

Le montage utilise un interrupteur à 2 posi-
tions (au moins) avec les bornes d’entrées U
et I et la borne commune C.

A B

D

C

12 Pour des raisons de symétrie, les
points C et D sont au même potentiel. Il
ne passe aucun courant entre C et D et on
peut supprimer la branche CD. Le circuit
se ramène alors à 3 branches en dérivation
entre A et B, avec les résistance 2r, r et 2r.
De :

1/RAB = 1/(2r) 1 1/r 1 1/(2r)

on déduit RAB = r/2.
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A B

D

C

On peut aussi appliquer la transformation
« triangle-étoile » (Kennelly) au triangle
ADC, chaque branche de l’étoile possède
la résistance :

r ′ = r.r/(r 1 r 1 r) = r/3

Il reste à réduire les résistances en série
et/ou en dérivation. On obtient bien sûr
RAB = r/2.

A B

D

C

O

r'

r'

r'
r

r

r

B

r + r'

r + r'

r
A

O

r'

13 1. Dans chaque branche AB circule le courant Ik tel que :

VA − VB = UAB = rk.Ik − ek

d’où Ik = gk.(UAB 1 ek). En B, la loi des nœuds impose
∑

Ik = 0 ; alors∑
(gk.UAB) 1

∑
(gk.ek) = 0

qui constitue la relation de Millman.

Millman
B

2 Ω

A

5 V

0,25 Ω

10 V

1 Ω

8 V

0,5 Ω

K

R I
I3I2I1

2. Quand l’interrupteur K est ouvert, on
applique la relation au circuit à 3 branches
en dérivation, avec g1 = 1/r1 = 2 V−1,
g2 = 4 V−1 et g3 = 1 V−1 :

(UAB)0 = −g1(8) 1 g2(−5) 1 g3(10)
g1 1 g2 1 g3

= −6
7

V

Quand l’interrupteur K est fermé, on fait intervenir la 4e branche avec g4 = 0,5 V−1

et e4 = 0, ce qui ne modifie que le dénominateur précédent : U ′
AB = −6/7,5 V. D’où

I = U ′
AB/R = −0,4 A. Ce courant I est négatif, il circule donc de B vers A.
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3. Pour appliquer le théorème de Thévenin, il faut d’abord calculer les 3 courants (on
suppose qu’ils circulent de A vers B dans chaque branche). La loi d’Ohm généralisée
donne :

U0 =
(

VA − VB
)

0 = 0,5.i1 − 8 = 0,25.i2 − (−5) = 1.i3 − 10

La condition
i1 1 i2 1 i3 = 0

conduit à U0 = −6/7 V.
Le réseau rendu passif possède la résistance :

Rp =
1∑

gk
= 1/7 V

Le courant circulant dans R est alors I = U0/(R1Rp) = −0,4 A, même résultat qu’au 2..

Remarque : la relation de Millman est intéressante si toutes les branches sont en
dérivation.

14 1. La source de tension est continue mais le condensateur impose un régime
transitoire. Intensité et tension sont donc écrits en lettres minuscules (fonctions du temps).
La loi d’Ohm donne :

E = Ri 1 vC

avec i = dq/dt et q = CvC

vC

R

E

I
d’où l’équation différentielle du 1er ordre en
vC :

RC.
dvC

dt
1 vC = E

dont la solution est :

vC(t) = E.
[
1 − exp

(
− t

t

)]
avec t = RC et la condition initiale q(0) = 0.

2. Le courant est

i(t) = C
dvC

dt
=

E
R

exp(−t/t) et vR(t) = Ri(t) = E exp(−t/t)

0

1

2

3

0 10,69 2 3

4

P (t)

t/τ

Ei

Ri2

Pc

3. La puissance fournie (E.i) est en partie
perdue par effet Joule (R.i2) et le reste est
stocké dans C ; le bilan de puissance donne :

E.i = R.i2 1 PC

d’où

PC(t) = E2/R. exp(−t/t).[1−exp(−t/t)]

qui est de la forme K.(x − x2) avec
x = exp(−t/t). Cette fonction passe par
un maximum en x = 1/2, c’est-à-dire à
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l’instant t1 = t. �n(2) ≈ 0,69.t et PC(t1) = E2/(4R). D’autre part, la courbe présente
une inflexion en x2 = 1/4, c’est-à-dire à l’instant t2 = t. �n(4) = 2t1.

15 Il s’agit d’un phénomène périodique créé par une source de tension continue.

v

lampe à néon

C

R

E
r

1. Deux étapes se succèdent :

– charge de C à travers R : la tension vC(t)
croît de façon exponentielle en tendant
vers E. Quand vC atteint la valeur Va,
la lampe s’allume, sa résistance r étant
faible, le condensateur se décharge ;

– décharge de C dans r : la tension vC(t) diminue jusqu’à atteindre la valeur Ve, la lampe
s’éteint ; sa résistance devenant infinie, la décharge cesse. Puis le cycle recommence. La
lampe s’allume et s’éteint périodiquement (elle brille pendant la décharge).

0

v (t)

tt0

va

E

ve

t1 t2

2. Si r  R, la décharge est quasi ins-
tantanée (flash). La période T du phéno-
mène correspond à la durée pendant laquelle
la tension croît de Ve à Va c’est-à-dire entre
les instants t1 et t2. Or

vC(t) = E.
[
1 − exp

(
− t

t

)]
où t = RC.

Alors vC(t1) = Ve et vC(t2) = Va

d’où exp
[
−(t2 − t1)/t

]
=

E − Va

E − Ve
et :

T = RC. �n
(

E − Ve

E − Va

)
= 7. �n(4/3) = 2,0 s

La lampe émet un bref éclair toutes les
2 secondes.

0

v (t)

t

va

E

ve

t1

T

t2

Remarque : c’est un phénomène d’oscilla-
tions de relaxation, analogue à la vidange par
un siphon d’un bassin alimenté en perma-
nence ; le bassin se vide et se remplit pério-
diquement.

296



so
lu

ti
o
n

s
d
es

ex
er

ci
ce

s

�

�

�

�

�

�

�

�

16 Par définition, l’intensité efficace fournit le même effet Joule que le courant pério-
dique :

R.I 2
eff.T =

∫
(T )

R.i(t)2.dt

(l’intégration se fait sur l’intervalle périodique de définition du courant, et non systéma-
tiquement de 0 à T ).

1. Avec i(t) = (2a/T ).t, on obtient après intégration :

R.I 2
eff.T = 4a2.

R
T 2 .

[
t3

3

]1T/2

−T/2

d’où Ieff =
a√
3

Le résultat « classique »
Imax√

2
n’est valable que pour un courant sinusoïdal (ici, Imax = a).

2. Ce courant n’est pas sinusoïdal : c’est la superposition d’un courant continu (I1 = 3 A)
et d’un courant sinusoïdal i2(t) = 2. cos(vt − p/4). Son amplitude varie entre 1 A
(= 3 − 2) et 5 A (= 3 1 2). Le vecteur de Fresnel associé au courant continu est porté
par l’axe Ox, de longueur 3. Celui associé à i2 fait l’angle −p/4 avec Ox et mesure 2
unités. La somme vectorielle donne le vecteur résultant OM. Au cours du temps, le point
M décrit le cercle de rayon 2 A.

M

O

i

π 
– —

4 
i2

I1

0

1

2

3

4

5

i (t)

t

T

En complexes,

i = 3 1 2. exp
[
j(v.t − p/4)

]
Or exp(−j.p/4) = (1 − j)/

√
2 d’où i = 3 1

√
2.(1 − j).e jv.t .

L’intensité efficace se calcule par le carré de l’intensité :

I 2 = [3 1 2.cos(vt − p/4)]2 = 9 1 12.cos(vt − p/4) 1 4.cos2(vt − p/4)

d’où, en prenant la valeur moyenne sur une période, I 2
eff = 9 1 0 1 4/2 = 11 A2 et

Ieff =
√

11 ≈ 3,3 A.

Il est faux d’écrire ici Ieff =
Imax√

2
avec Imax = 5 A (et 5/

√
2 ≈ 3,5).
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Remarque : chacune des 2 composantes de ce courant donne un effet Joule Ri2 :

– composante continue : R.I 2
1 = 32.R = 9 R

– composante sinusoïdale : R.i2
2 = R.I 2

max/2 = 2R (car Imax = 2 A pour cette
composante),

soit 11 R au total. Enfin, R.I 2
eff = 11.R d’où le résultat.

17 CONSEIL : C’est l’exercice type sur l’impédance complexe ; il faut bien en connaître la méthode
de résolution.

Les relations utiles ici concernent la loi d’Ohm en notation complexe : v = Z.i avec

Z = R 1 j
(

Lv − 1
Cv

)
et arg(v) = arg(Z) 1 arg(i). On prendra la référence sur la

tension : arg(v) = 0 et la phase de i vaut donc w = − arg(Z)

v

π 
+ —

2 

iC
1. À 50 Hz, la pulsation v = 2p.f vaut 100p rad/s
– Condensateur seul. L’impédance du condensateur est :

ZC = −j/(Cv)

d’où iC = jCv.v ; le courant est en avance de 1p/2 sur la tension v.
Sa valeur efficace est IC = U/ZC = Cv.U = 0,63 A

– 84°

v

iB

– Bobine seule. L’impédance complexe vaut :

Z = R 1 jLv

et son module Z =
√

R2 1 L2v2 ≈ 95 V. La phase est donnée par

tan(w) = −Lv

R
car tan(arg(Z)) = Lv/R ; d’où tan(w) = −3p et

w ≈ −84◦ (le courant i retarde sur v). De plus, IB = U/Z = 1,05 A.

81°

iRLC

v

– RLC série. On a alors :

Z = R 1 j
(

Lv − 1
Cv

)

et Z =

√
R2 1

(
Lv − 1

Cv

)2

≈ 66 V.

En valeur efficace, I = U/Z = 1,52 A. La phase est donnée par :

tan(w) = −
Lv − 1

Cv

R
= 6, 49

d’où w ≈ 181◦ (i avance sur v).

– 75°

v

i

– Bobine et condensateur en dérivation. L’impédance équivalente est
donnée par :

1
Z

=
1

R 1 jLv
1 jCv
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que l’on transforme, avec l’expression conjuguée du dénominateur (R − jLv) après
quelques calculs simples en :

1
Z

=
R 1 jv.

[
R2C − L.(1 − LCv2)

]
R2 1 L2v2

puis numériquement en
1
Z

=
10 1 j.(37,81)

8 983
. On obtient le module de l’impédance

Z ≈ 230 V et l’intensité efficace I = U/Z = 0,44 A. On tire la phase de i = v.(1/Z)
soit w = 0 1 arg(1/Z) ; on a donc :

tan(w) =
v.

[
R2C − L.(1 − LCv2)

]
R

= −3,78

d’où w ≈ −75◦ (i retarde sur v).

2. À 65 Hz, la pulsation v = 2p.f vaut 130p rad/s. Les calculs sont analogues aux
précédents. On trouve les résultats ci-après :
– condensateur seul : IC = 0,82 A en avance de 1p/2 sur v ;
– bobine : Z = 123 V ; Ib = U/Z = 0,81 A ; tan(w) = −12,3 et w ≈ −85◦ (le courant
i retarde sur v) ;
– RLC série : le terme Lv − 1/Cv vaut alors 0,1 V, négligeable devant R. L’impédance
se réduit donc à Z = R = 10 V, et tan(w) = −0,01 d’où w ≈ −0,5◦ (le courant i est
presque en phase avec v, en léger retard). L’intensité efficace vaut I = U/Z = 10 A ;
– bobine et condensateur en dérivation : le terme v.[R2C−L.(1−LCv2)] vaut ici 0,91 V,
d’où Z ≈ 1 500 V et l’intensité efficace I = U/Z = 0,066 A. Puis tan(w) = 0,091 et
w ≈ 15◦ (i avance sur v).
Dans ce montage, i et v sont en phase si le terme R2C − L.(1 − LCv2) est nul. Cela a

lieu à la pulsation v =

√
L − R2C

L2C
≈ 406,9 rad/s soit à la fréquence 64,8 Hz, valeur

proche de 65 Hz.

A

B

e

g

Z1 Z2

Z4 Z3

18 De même qu’en régime continu, le pont est « équi-
libré » s’il ne passe pas de courant dans le détecteur cen-
tral (galvanomètre g), c’est-à-dire si les extrémités A et
B de cette branche sont au même potentiel. La condition
s’écrit en nombres complexes comme en valeurs continues :
Z1.Z3 = Z2.Z4 ; cette équation en complexes en représente
en réalité deux : égalité des parties réelles et égalité des parties
imaginaires.

1. Ici, dans le pont proposé, les impédances Z1 et Z3 sont réelles (égales à R et R′

respectivement). De plus,

Z2 = x 1 jLv et Z4 = −j/(Cv) = 1/(jCv)
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A

B

g

R
L

x

R'C

La condition d’équilibre du pont se traduit par :

R.R′ = (x 1 jLv)/(jCv)

ou encore par :

R.R′ = L/C − j.x/(Cv)

Le terme imaginaire s’annule pour x = 0. L’équi-
libre du pont n’est réalisable que si la bobine a une
résistance nulle (voire très faible devant Lv). On a
alors la relation R.R′ = L/C entre les caractéris-
tiques des composants.

r

C

B

2. On suppose x fi 0 et on shunte le conden-
sateur avec une résistance de « fuite » r placée en
dérivation.

L’impédance Z ′
C est telle que

1
Z ′

C
=

1
r

1 jCv. Le

produit Z2.Z ′
C vaut alors :

Z2.Z ′
C =

(x 1 j.Lv).r
1 1 j.rCv

qui se transforme en :

Z2.Z ′
C =

r.
[
(x 1 r.LCv2) 1 j.(Lv − x.rCv)

]
1 1 (rCv)2

Avant de poursuivre, il faut vérifier que cette expression un peu « complexe » est bien
homogène : x et r sont des résistances, le terme LCv2 est sans dimension, Lv s’exprime
en ohms, comme x (le terme rCv est sans dimension).
La condition d’équilibre du pont impose que le produit Z2.Z ′

C soit réel, ce qui implique
que le terme Lv − x.rCv soit nul, d’où

x.r = L/C = R.R′

soit r = R.R′/x, valeur grande devant 1 V si la résistance x de la bobine est faible.
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C h a p i t r e 4

Électronique

Ce chapitre est essentiellement envisagé par ses applications pratiques actuelles trai-
tées dans l’enseignement secondaire, comme lors des épreuves écrites du CAPES.
À l’ère du numérique et de la communication, les convertisseurs analogiques –
numériques et les différents types de modulation seront donc étudiés. Les cours et
exercices partiront d’applications pratiques, réalisables en montage ou en TP des
lycées et collèges. Pour comprendre les principes de fonctionnement des différents
composants de ces montages, il faut cependant posséder des connaissances fon-
damentales sur les diodes semi-conductrices, les transistors et les amplificateurs
opérationnels. Ce sera l’objet des quatre premières parties.
On s’attachera, dans ce chapitre, à isoler les différents composants d’un montage à
but pratique et à en déterminer leur fonction individuelle. On essaiera ensuite de
choisir le théorème de l’électrocinétique le plus adapté pour résoudre simplement
le problème posé.

1. Réseaux linéaires en régime permanent
1.1. Lois de Kirchhoff
1.2. Théorème de superposition
1.3. Théorème de Thévenin
1.4. Théorème de Norton
1.5. Théorème de Millman
1.6. Conseils d’utilisation

2. Diodes
2.1. Semi-conducteurs
2.2. Jonction p-n d’une diode semi-conductrice
2.3. Caractéristiques d’une diode
2.4. Applications

3. Transistors
3.1. Description du transistor bipolaire npn
3.2. Le transistor amplificateur

4. Amplificateur opérationnel ou amplificateur de différence intègre
4.1. L’amplificateur opérationnel
4.2. Fonctionnement de l’A.O. en régime linéaire
4.3. Fonctionnement en régime de saturation
4.4. L’amplificateur opérationnel réel
4.5. Écarts à la perfection des A.O. réels
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5. Modulations
5.1. Principe de la modulation
5.2. Modulation d’amplitude
5.3. Modulation de fréquence

6. Conversions numérique-analogique et analogique-numérique
6.1. Généralités sur la conversion
6.2. Conversion numérique-analogique (CNA)
6.3. Conversion analogique numérique (CAN)
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1. RÉSEAUX LINÉAIRES EN RÉGIME PERMANENT

Nous rappelons ici les lois et théorèmes fondamentaux de l’électrocinétique, vus dans
le chapitre précédent. Ils s’appliquent également pour tout circuit électronique. Nous
insisterons sur leurs méthodes d’application ainsi que sur le choix d’utilisation d’un
théorème plutôt qu’un autre.

1.1. Lois de Kirchhoff

Soit un réseau formé de n nœuds et b branches :

– à chaque nœud, la somme des intensités des courants s’écrit :∑
k

ik = 0

C’est la loi des nœuds. On obtient ainsi (n − 1) équations.

– dans chaque maille, la somme des tensions s’écrit :∑
k

uk = 0

C’est la loi des mailles. On obtient ainsi b − (n − 1) équations.

1.2. Théorème de superposition

Le courant (ou la tension) dans une branche d’un circuit comprenant des générateurs
indépendants, peut être considéré(e) comme la superposition des courants (ou des ten-
sions) dans cette branche créés individuellement par chaque source, les autres ayant été
éteintes et leur résistance interne ayant été maintenue.

Remarque : « Éteindre une source de tension » revient à la court-circuiter (e = 0).
« Éteindre une source de courant » revient à ouvrir la branche dans laquelle elle se
trouve (iCC = 0).

1.3. Théorème de Thévenin

Un réseau dipolaire et linéaire D, ne contenant que des générateurs indépendants, vu de
deux points A et B, est équivalent, de l’extérieur, à un générateur unique de f.e.m. eT et
de résistance rT telles que :

– eT est la tension à vide entre A et B (iext = 0) quand le reste du réseau est débranché ;

– rT est la résistance équivalente entre A et B quand tous les générateurs du réseau
considéré sont éteints.
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Méthode : le but est de remplacer

A

B

D par

A

B

eT

rT

Pour cela, il faut :
• isoler le dipôle D ;
• calculer de eT :
– annuler Iext sortant de D ;
– calculer le(s) courant(s) intérieur(s) à D ;
– calculer uAB ⇒ eT = uAB ;

• calculer de rT :
– éteindre les sources de courant ou

de tension ;
– calculer rAB ⇒ rT = rAB ;
• remplacer D par la source de tension

(eT, rT).

1.4. Théorème de Norton

Un réseau dipolaire et linéaire D, ne contenant que des générateurs indépendants, vu de
deux points A et B, est équivalent, de l’extérieur, à un générateur unique de courant de
court-circuit iN et de résistance interne rN telles que :

– iN est le courant externe qui circulerait entre A et B court-circuitées ;

– rN est la résistance équivalente entre A et B quand tous les générateurs du réseau
considéré sont éteints.

Méthode : le but est de remplacer

A

B

D par

A

B

iN rN

Pour cela, il faut :
• isoler le dipôle D ;
• calculer iN :
– court-circuiter AB ;
– calculer iext = iAB ⇒ iN = iAB ;

• calculer rN :
rN = rT (cf. théorème de Thévenin) ;

• remplacer D par la source de courant
(iN, rN).

1.5. Théorème de Millman

Soit n branches, montées en parallèle entre deux nœuds A et B. Chaque branche est
constituée d’un dipôle (ek, rk) où k est le numéro de chaque branche. La tension entre
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deux nœuds A et B s’écrit :

uAB =

n∑
k=1

gkek∑
k

gk

où gk =
1
rk

1.6. Conseils d’utilisation

Tous ces théorèmes sont applicables aux régimes lentement variables, en substituant
l’impédance à la résistance, l’admittance à la conductance. S’il existe un dipôle non
linéaire, il faut l’isoler et appliquer l’un des théorèmes ci-dessus au reste du circuit.
Ces théorèmes (surtout ceux de Thévenin et de Norton) évitent l’analyse complète du
réseau si on a seulement besoin de renseignements relatifs à une branche déterminée.
On choisira de préférence le théorème de Norton pour des associations en parallèle et le
théorème de Thévenin pour des associations en série.

2. DIODES

2.1. Semi-conducteurs

bande de conduction (vide)

bande interdite

énergie

T = 0 K

Ea

bande de valence (remplie)

• Semi-conducteur pur ou intrinsèque
Il est constitué d’atomes qui possèdent 4 électrons de
valence. Les plus couramment utilisés sont le silicium
et le germanium : 28

14Si ou 64
32Ge.

À T = 0 K, aucun électron n’occupe la bande de
conduction. Le semi-conducteur se comporte donc
comme un isolant parfait.

Exemple : l’énergie d’activation Ea vaut 0,75 eV pour Ge et 1,12 eV pour Si (à comparer
avec Ea ≈ 7 eV pour un isolant).

bande de conduction

bande interdite

énergie

T > 0 K

Ea

bande de valence t

e–

Lorsque T > 0 K, les électrons acquièrent une énergie
cinétique Ec. Si celle-ci devient supérieure à Ea :

– les e− sautent dans la bande de conduction et
deviennent des e− libres ;

– ils laissent des trous qui peuvent se mouvoir dans
la bande de valence.

Il y a double conduction (e− et trou).
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Soit n est le nombre d’e− libres par unité de volume, égal au nombre de trous par unité
de volume ; la conductivité g du semi-conducteur s’écrit :

g = e.n(me 1 mt)

où mt et me sont respectivement la mobilité des trous et des e− (remarque : mt < me)
Un semi-conducteur et un isolant se distinguent par l’ordre de grandeur de leur énergie
d’activation : Ea (semi-conducteur) ≈ Ea (isolant)/10.
Un semi-conducteur et un métal se distinguent par le comportement de leur résistance
électrique en fonction de la température :

– Rmétal = Ro(1 1 aT ). Si T augmente, R augmente ;

– Rsemicond = Roe−aT . Si T augmente, R diminue.

• Semi-conducteur dopé ou extrinsèque
Dans ce type de semi-conducteur, le nombre de porteurs de charges est augmenté par
l’ajout d’impuretés.

Type de dopage n p
Nature de l’impureté contient 5 e− de valence

donneur d’électrons
contient 3 e− de valence

accepteur d’électrons
Espèce majoritaire électron trou
Espèce minoritaire trou électron

Conduction par électron par trou
Exemple d’impureté As (arsenic) B (bore)

2.2. Jonction p-n d’une diode semi-conductrice

Une diode semi-conductrice est formée d’un semi-conducteur dopé p (anode) et d’un
semi-conducteur dopé n (cathode). Lorsque ces deux éléments sont mis en contact, un
régime électrique transitoire s’établit de part et d’autre de la jonction, suivi d’un régime
permanent. Une succession de phénomènes se produit ainsi, décrits ci-dessous, qui aboutit
à l’expression des intensités des courants circulant dans la jonction.

Jonction non reliée à une alimentation
Il y a diffusion des porteurs majoritaires.

NP

ED

ions > 0ions < 0

VD

NP

t

ED

e–

NP

ED

e– t

i1

NP

e–te–t

i1

i2 K

(P) (N)

Ai1 i2

1 2 3 4 5
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1 Établissement d’un champ électrique de diffusion ��ED et donc création d’une barrière
de potentiel VD = VN − VP ≈ 0,7 V de part et d’autre de la jonction.

2 La diffusion des porteurs majoritaires est arrêtée.
3 Il y a déplacement des porteurs minoritaires et donc apparition d’un courant i1.
4 Or la jonction p-n n’est pas reliée au circuit. Donc ∃i2 tel que i2 = −i1. Ce courant

i2 ne peut être dû qu’aux porteurs majoritaires qui ont réussi à franchir la barrière de
potentiel, grâce à la température et donc à leur énergie cinétique.

5 |i1| = |i2| = Ioe
eVD
kT

Jonction reliée à une alimentation dans le sens passant
Le sens « passant » d’une diode est défini par le sens des courants dus aux porteurs
majoritaires dans la jonction. Les e− majoritaires de la zone N auront tendance à se
diriger vers l’anode, les trous majoritaires de la zone P auront tendance à se diriger vers la
cathode. Le sens passant sera donc défini par un courant dirigé de l’anode vers la cathode.
Ce régime forcé sera obtenu avec le montage suivant :

NP

i1

i2

V > 0

VD
id

On a alors V = VP − VN > 0. L’intensité du courant dû
aux porteurs minoritaires s’écrit :

|i1| = Is = Ioe
−eVD

kT

Celle due aux porteurs majoritaires s’écrit :

|i2| = Ioe
−e(VD−V )

kT = ISe
eV
kT � |i1|

Le courant direct s’écrit donc :

id = |i2| − |i1| = Is(eeV /kT − 1) ≈ Ise
eV /kT � |i1|

Le courant direct id est dû au déplacement des porteurs majoritaires.

Jonction reliée à une alimentation dans le sens bloqué
Il suffit d’inverser les bornes de l’alimentation pour l’obtenir.

NP

i1

i2

V > 0

VD
iinv

Dans ce cas, on a V = VN − VP > 0.
La hauteur de la barrière de potentiel croît. L’intensité du
courant dû aux porteurs minoritaires s’écrit :

|i1| = Is = Ioe
−eVD

kT

Celle due aux porteurs majoritaires s’écrit :

|i2| = IOe
−e(VD1V )

kT ≈ Ise
−eV
kT  |i1|

d’où le courant inverse :
|iinv| = |i1| − |i2| = Is(1 − e

−eV
kT ) ≈ Is

Le courant inverse iinv est dû au déplacement des porteurs minoritaires.
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Remarque : il peut y avoir phénomène d’avalanche quand eV > Ea ⇒ réactions en
chaîne du phénomène de diffusion des porteurs majoritaires sous l’effet du champ
extérieur :

– dans le cas d’une diode normale, ce phénomène peut entraîner la destruction du
cristal ⇒ il faut donc limiter la tension V dans le sens bloqué ;

– dans le cas d’une diode Zener, ce phénomène est mis à profit pour obtenir des
alimentations stabilisées.

2.3. Caractéristiques d’une diode (convention récepteur)

• Diode réelle
i

u

Vseuil

Is

P

H

bloqué passant

0

On retrouve la loi exponentielle décrite
précédemment dans le sens passant et un
courant constant et très faible dans le sens
bloqué. On définit la résistance statique :

R =
1

pente de OP

et la résistance dynamique :

Rd =
1

pente de HP

La résistance dans le sens passant R d est de quelques V ; la résistance dans le sens bloqué
tend vers infinie ; le courant inverse Is est constant et vaut quelques mA et la tension seuil
Vseuil = VD = 0, 2 V pour Ge et 0,6 V pour Si.

• Modélisation i

u

Vs

Rd

limite 
d'échauffement

limite de 
claquage

À partir de ces caractéristiques, une diode
est modélisée par l’équation de la caracté-
ristique pour u > Vs qui s’écrit :

u = Vs 1 Rd i

KAid

Vs Rd

u

La diode peut dans ce cas être représentée
par le schéma équivalent ci-contre.
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Diode idéale : Pour une diode idéale, Rd = 0 et
Vs = 0. Sa caractéristique est représentée ci-contre.

i

uVZ

• Diode Zener idéale
La caractéristique d’une diode Zener idéale est repré-
sentée ci-contre. VZ se situe entre −10 V et −50 V
selon la diode.

2.4. Applications

Redressement simple et double alternance d’un courant alternatif : pour un courant
alternatif i(t) quelconque, on définit une intensité moyenne Imoy et une intensité efficace
Ieff par :

Imoy =
1
T

T∫
0

i(t)dt et I 2
eff =

1
T

T∫
0

i2(t)dt

Imoy se mesure avec un ampèremètre magnétoélectrique en position DC.
Ieff se mesure avec un ampèremètre RMS pour un signal de forme quelconque.
On définit également le facteur de forme F par :

F = Ieff/Imoy

et le taux d’ondulation :

t = Iond,max/Imoy

À partir de la loi de Joule, on peut montrer que F2 = 1 1 t2.

e GBF R

i

v

tension
créneaux

Commutation : lorsque qu’une diode est soumise à une tension
créneaux, sa réponse n’est pas instantanée. Les temps de com-
mutation ton et toff sont dûs au mouvement des charges stockées
dans la zone de transition. Ils sont de l’ordre de la ms. On les
appelle « temps de recouvrement direct ou inverse ». De plus
ton < toff  T (la première condition n’est pas respectée sur les
diagrammes ci-dessous pour mettre en évidence le phénomène).
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e

tT

i

2E/R

tT

v

t

ton toff

➜ Voir exercices 1 à 5

3. TRANSISTORS

Il existe deux types de transistors :

– le transistor bipolaire (bijonction) NPN ou PNP ;

– le transistor unipolaire (à effet de champ) JFET ou MOSFET (non traité ici).

3.1. Description du transistor bipolaire npn

Constitution : c’est une puce de semi-conducteur (Si en général) contenant deux jonctions
PN ayant des sens passants opposés.

iCiE

iB

PN
B

C

E

N

émetteur base collecteur
iCiE

iB
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La flèche sur le schéma du transistor indique :

– le sens passant de la jonction B/E ;

– le sens réel de iE.

iB

iC

iE

VCE

VBE

Polarisation du transistor : en émet-
teur commun (montage le plus clas-
sique). L’émetteur est relié à la masse
du montage. Le transistor présente les
caractéristiques suivantes :

iE = iB 1 iC et iB  iC.

La jonction B/E est passante donc la
résistance d’entrée RB/E est faible.
La jonction B/C est bloquée donc la résistance de sortie RB/C grande.
L’amplification statique est définie par b = iC/iB : 50 < b < 400.

Remarque : le nom ce dipôle électrique provient de ses propriétés : Rentrée faible→ Rsortie

grande, il y a TRANSfert de résISTORs, d’où le nom de transistor.

iC

iC = βiB
iB = Cte

VCE = Cte

iB

VCE

VBE

0,6 V

caractéristique
de sortie

caractéristique
d'entrée

caractéristique
de transfert
de courant

1 2

Caractéristiques statiques : elles sont
représentées graphiquement sur la
figure ci-contre.
Les ordres de grandeur des inten-
sités de courants mises en jeu sont
pour IB de quelques mA, pour IC de
quelques mA, de plus VCE < 10 V et
VBE < 0, 6 V.

iB

iC

iE

VCE

VBE
VBB

VCC

RC

RB

Point de fonctionnement : lorsque
le transistor est polarisé à l’aide de
deux alimentations VBB et VCC (fig.
ci-contre).
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– Rôle de RB : on veut que IB = Cste donc que (VBB, RB) soit équivalent à un générateur
de courant. Il faut donc que RB soit importante : RB ≈ 10 kV. Dans la maille 1 :
VBE = VBB − RBIB

– Rôle de RC : elle limite IC (Pmax vaut quelques 0,1 mW ) : 200 V < RC < 1 kV. Dans
la maille 2 : VCE = VCC − RCIC.

iC

iB

VCE

VBE

VBB

VCC

VCC /RC

0,6 V

S

B

P
droite de 

commande
statique

droite de 
charge

statique

P

Le point de fonctionnement P est représenté
sur la figure ci-contre. On distingue alors deux
modes de fonctionnement du transistor.

• En commutation :

– VBE < 0, 6 V ; IB très faible ; IB ≈ IC ≈ 0
donc VCE = VCC : le transitor est bloqué
(point B ) ;

– IB est maximum ; VBE ≈ 0, 6 V ;
VCE ≈ 0 V et IC ≈ VCC/RC le transistor
est saturé (point S ).

• En amplification : entre les points B et S,
sur la droite de charge statique : IC = bIB.

iB

iC

iE

VCE

VBE

VCC

RC
R2

R1

Le transistor peut être polarisé par une seule
alimentation VCC et un pont diviseur :

VBE =
R1

R1 1 R2
VCC

VCE = VCC − RCIC

3.2. Le transistor amplificateur

ie = iB

iS = iC

VCE = vS 
ve = VBE

Une fois le transistor polarisé, si possible au
milieu de sa droite de charge statique, on le
soumet à une tension alternative sinusoïdale
vBE = ve. Celle-ci est amplifiée, puis recueillie
entre le collecteur et l’émetteur : vs = vCE.
Les tensions de polarisation (grandes lettres)
ne sont plus représentées sur les schémas sui-
vants.

ve = Zeie et vs = e − Zsis

(on rappelle que Ze est faible et que Zs est importante).
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• Modèle équivalent du transistor en régime alternatif sinusoïdal

iB

VCE 

B

E E E E E

C

βiBVBE

iC

ZE ZS RC

• Performances
On définit :

– la fonction de transfert, ou amplification en tension :

H =
Vs

Ve
= Av

– l’amplification en courant :

Ai =
Is

Ie

– l’amplification en puissance :

Ap = Ai.Av

– le gain en puissance :

Gp = log |Ap| = log |Ps/Pe| (en Bel)

= 10 log |Ps/Pe| (en dB) (1dB = 0,1 B)

= 20 log |H | (en dB)

• Représentation graphique

ve

vs

1 2

La courbe de transfert est représentée ci-contre. La région
1 correspond à la fonction en amplification, la région 2 à
la saturation. La réponse en fréquence est donnée par le
diagramme de Bode, constitué en fait de deux courbes :

Gp = f (log v) et w = arg(H ) = g((log v)

où Gp est exprimé en dB et w en rad. Sur ces courbes, on définit deux intervalles de
pulsation v2 −v1 (ou de fréquence f2 − f1) caractéristiques : l’octave telle que v2 = 2v1

et la décade telle que v2 = 10v1.
Les pentes de Gp = f (log v) sont exprimées en dB/octave ou plus rarement en dB/décade.

➜ Voir exercices 6 à 8.
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4. AMPLIFICATEUR OPÉRATIONNEL OU AMPLIFICATEUR DE DIFFÉRENCE

INTÈGRE

4.1. L’amplificateur opérationnel

Composition : il est constitué d’un substrat (un seul cristal) de silicium, appelé couram-
ment « puce », sur lequel sont additionnés des transistors, diodes, résistances, condensa-
teurs et connexions. Ces apports sont réalisés simultanément sur la surface du cristal par
microphotographie et masques photochimiques, d’où le nom de circuit intégré.
Les avantages des amplificateurs opérationnels par rapport aux circuits comprenant des
bobinages sont qu’ils présentent une taille très faible et un prix de revient très bas.

e–

i–

e+

+ Valim

– Valim

i+

us

ε
+

–
S

E–

E+

Description : l’amplificateur opérationnel le
plus courant (l’A.O. « 741 ») comprend :

• 2 bornes d’entrée E1 et E− (respectivement
non inverseuse et inverseuse) ;

• 1 borne de sortie S ;

• 2 bornes de polarisation 1Valim et −Valim

pour polariser les composants actifs (en
général Valim = 15 V) ;

• 1 borne de réglage de la tension d’offset ;

• 1 borne de masse, à relier à la masse de l’alimentation.

Remarque : on ne représente pas les bornes d’alimentation sur le symbole de l’A.O..

Vsat

– Vsat

Vs2

Vs1

us

ε1

ε2 ε = (e+) – (e–)

Caractéristique : elle est représenté ci-contre
par la courbe us = f (´) (caractéristique sta-
tique de transfert). Les valeurs sont :

Vsat = 15 V, Vs1 = 12 V < Vsat,

Vs2 = −12,5 V, ´1 = 1,12 mV,

´2 = −0,125 mV.

Lorsque la tension d’offset est mal réglée,
la caractéristique ne passe pas par l’origine :
∃´ = Uoffset fi 0 lorsque us = 0. Il faut alors
jouer sur la borne de réglage de cette tension
d’offset pour l’annuler.
On distingue deux régimes de fonctionne-
ment.
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Régime linéaire
´2 < ´ < ´1 ⇒ Vs2 < us < Vs1 ⇒ us = Ad ´

– L’A.O. amplifie la différence ´ = (e1) − (e−), d’où son nom d’amplificateur de
différence.
us est une fonction linéaire de ´, d’où son nom de circuit intégré linéaire.

– Ad ≈ 105, c’est l’amplification différentielle, donc G = 20 log Ad = 100 dB, mais
on n’utilise pas directement cette amplification car on observe une grande dispersion
de Ad d’un A.O. à l’autre ainsi que des dérives importantes de Ad avec la température
ou lorsque Valim fluctue. Enfin à la moindre variation de ´, on passe en régime de
saturation.

– Si e1 = 0, us = Ad(e1 − e−) = −Ad(e−) : us et e− sont en opposition de phase, d’où
le nom de borne inverseuse pour E−.

– Si e− = 0, us = Ad(e1) : us et e1 sont en phase, d’où le nom de borne non inverseuse
pour E1.

Régime de saturation
∀´ tel que : ´ > ´1 : us = Vs1 ≈ Vsat

∀´ tel que : ´ < ´2 : us = Vs2 ≈ −Vsat

Ce régime correspond à une perte du pouvoir de commande de l’A.O..

uS 

S

Re RC

RS

eT

i–

i+

ε

E–

E+

Modélisation de l’A.O. (amplification de
petits signaux)
Re est très grand (quelques 100 kV), c’est
l’inverse du transistor. Rs est très petit
(quelques V) : us est donc équivalent à un géné-
rateur de tension. On peut donc schématiser
l’A.O. par le schéma ci-contre.

Vsat

– Vsat

us

ε = (e+) – (e–)

Avec eT = Ad ´ :

– Si Rc n’existe pas, us = eT = Ad ´

– Si Rc existe, us =
Rc

Rc 1 Rs
eT

– Si Rs  Rc, us ≈ eT.

Amplificateur opérationnel idéal
Rs = 0 ⇒ us = eT = Ad ´ = Ad(e1−e−), ∀Rc

Re → ∞, or ´ = Re(i1) fi ∞ ⇒ i1 = i− = 0
Ad → ∞ en régime linéaire, or
us = Ad ´ fi ∞ ⇒ ´ = 0.

D’où la caractéristique de l’A.O. idéal ci-
contre.
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4.2. Fonctionnement de l’A.O. en régime linéaire

Dans ce cas, la présence d’une boucle fermée reliant S à E− (contre-réaction) est obli-
gatoire. Pour trouver la relation us = f (ue), il est conseillé d’appliquer la méthode de
résolution suivante :

– choisir des mailles ne contenant que us ou que ue ;

– appliquer les loi des mailles (et des nœuds) ;

– écrire que l’A.O. est idéal : i1 = i− = 0, ´ = 0 si |us| < Vsat ;

– simplifier les lois des mailles (et des nœuds) ;

– préciser les limites de fonctionnement en régime linéaire : |us| < Vsat.

À partir d’un A.O. en régime linéaire, les montages les plus courants sont les suivants :

– un suiveur ;

– un amplificateur inverseur ou non inverseur ;

– un additionneur ou un soustracteur ;

– un dérivateur ou un intégrateur ;

– un filtre passe-bande ;

– un générateur de tension proportionnelle au courant débité (résistance négative).

Ces différentes opérations justifient le nom d’amplificateur opérationnel.

4.3. Fonctionnement en régime de saturation

Dans ce cas, la présence d’une boucle ouverte entre S et E− est obligatoire.

e–

e+ us

+

–

Montage comparateur

´ = (e1) − (e−) > 0 ⇒ e1 > e− : us = Vsat

´ = (e1) − (e−) < 0 ⇒ e1 < e− : us = −Vsat

Inconvénients du montage :

– il faut que e1 et |e−| < 15 V sinon l’A.O. est détérioré ;

– comme Ad fi ∞, la caractéristique de transfert est
inclinée et la commutation entre les deux tensions extrêmes n’est pas instantanée en
H.F. : il existe une fréquence maximum liée à Ad fi ∞. C’est le « slew rate » Sr .

Exemple : Sr = 0, 5 V/ms pour l’A.O.741. Pour passer de −15 V à 115 V, il faut donc
60 ms.
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us = e–

e+

us

+

–

R1

R2

Comparateur à hystérésis ou déclencheur de
Schmidt
e1 = us

R2

R1 1 R2
avec us = ±Vsat

– si us = 1Vsat, e1 = Vsat
R2

R1 1 R2
. Ceci

est vérifié si e1 − e− > 0. Donc si

e− <
R2

R1 1 R2
Vsat (partie AB de la carac-

téristique)

– si us = −Vsat, e1 = −Vsat
R2

R1 1 R2
. Ceci

est vérifié si e1 − e− < 0. Donc si

e− > − R2

R1 1 R2
Vsat (partie CD de la caracté-

ristique ). Ce qui conduit à la caractéristique

ci-contre, avec Ub =
R2

R1 1 R2
Vsat.

Il existe deux valeurs de us pour une valeur de ue,
ce qui correspond bien à une hystérésis.

Vsat

Ub

– Vsat

– Ub

us

us = e–

A B

D CLa largeur du cycle est modifiable, en faisant
varier R1 et R2.

Applications : comparateur de signe ; comparateur de tension (déclenchement de la base
de temps des oscilloscopes) ; transformation d’un signal sinusoïdal en créneaux.

4.4. L’amplificateur opérationnel réel

i1 i2

I

RC

T1 T2

T3

RB RC RB

RE

e– = e2
e+ = e1

Valim

– Valim

vs E–E+

Il s’agit d’un amplificateur
différentiel à transistors. Un
exemple simple est schéma-
tisé ci-dessous.
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vs 

βi1 βi2
RBRB

RC RC

i2i1 rr

e2e1 S

E–E+
L’ensemble {T3, RE} est équivalent
à une source de courant débitant un
courant d’intensité I ≈ Valim/RE,
indépendante de T1, T2, RC et RB.
On peut montrer que :

vs = −Rcb

2r
(e1 − e2) = AD(e1 − e2)

où r est la résistance d’entrée des
transistors T1 et T2 et b leur coef-
ficient d’amplification statique. Le schéma équivalent de cet amplificateur, en régime
sinusoïdal petits signaux, est représenté ci-contre.

4.5. Écarts à la perfection des A.O. réels

Taux de réjection en mode commun : en général, vs = AD(e1 − e2) 1 AC

(
e1 1 e2

2

)
. Le

premier terme correspond au signal de différence cherché. Le second terme correspond
au signal en mode commun. On définit le « common mode rejection ratio » ou taux de

réjection en mode commun par CMRR = 20 log
AD

AC
. Ce taux se mesure. Ce défaut ne

peut pas être compensé.

Tension d’« offset » ou de décalage d’entrée : la tension ´ = e1 − e− fi 0 quand vs = 0.
Ce défaut se mesure et se compense à l’aide d’un potentiomètre.

Courant de décalage d’entrée (« input offset current ») : I = |i1 − i−| fi 0. Ce défaut
se mesure et se compense par un montage approprié.

Vitesse maximale de variation du signal de sortie (« slew rate ») :
(

dvs

dt

)
max

≈ 0,5 V/ms

pour l’A.O. 741. Ce défaut n’est pas compensable. Il entraîne une limite en fréquence
pour les signaux de forte amplitude : pour (Dvs)max ≈ 30 V, on a Dt ≈ 60 ms. La période
et la fréquence des signaux à amplifier sont donc limitées : T > 60 ms et f < 17 kHz.

Bande passante : pour les signaux de faible amplitude, la fréquence de coupure vaut
10 Hz et la fréquence pour laquelle le gain s’annule vaut 1 MHz.

➜ Voir exercices 9 à 25.

5. MODULATIONS

5.1. Principe de la modulation

Plusieurs stations (émetteurs) veulent communiquer avec un auditeur (récepteur).
Le signal modulant B.F., de fréquence f , contient l’information :

100 Hz < fvoix < 7,5 kHz 30 Hz < forchestre < 20 kHz
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La porteuse H.F., de fréquence F , transporte cette information.

100 kHz < Fporteuse < 1 GHz

Elle peut être sinusoïdale ou numérique : PAM, PWM, PPM, PCM ou FSK.
Le signal modulé (ou transmis) contient le signal modulant et la porteuse.

Le récepteur sélectionne un émetteur (porteuse H.F. modulée par la B.F. ), puis il le démo-
dule pour ne garder que le signal modulant. La modulation permet ainsi de transmettre
un grand nombre d’informations.

Tout signal modulé peut s’écrire sous la forme :

s(t) = S(t) cos[u(t)] = S(t) cos[Vt 1 w(t)]

où S(t) est l’amplitude du signal modulé, u(t) est la phase instantanée du signal modulé,
du

dt
= V 1

dw(t)
dt

est la pulsation.

Deux cas se présentent :

– S(t) est une fonction du temps et w(t) est une constante : c’est la modulation d’amplitude

– S(t) est une constante et w(t) est une fonction du temps : c’est la modulation de
fréquence ou de phase.

5.2. Modulation d’amplitude

• Modulation d’amplitude à porteuse supprimée
La tension associée à porteuse H.F. s’écrit :

v(t) = Vm cos Vt

Le signal modulant B.F. s’écrit :

u(t) = Um cos vt avec v  V.

f 

F – f F + f 

s(t)
La modulation s’effectue à l’aide d’un multiplieur ana-
logique :

s(t) = ku(t)v(t) = kVmUm cos vt cos Vt

=
kUmVm

2
[cos(V − v)t 1 cos(V 1 v)]

Le spectre en fréquence est représenté ci-contre.
La démodulation est réalisée par multiplication du
signal modulé s(t) par la porteuse v(t) :

s(t)v(t) ∝ [cos(2Vt − v) 1 cos vt]

Le premier terme est éliminé par un filtre passe-bas ; le second est proportionnel au signal
modulant u(t) recherché.
L’inconvénient de ce montage réside dans la nécessité de posséder la porteuse lors de
la réception pour assurer la démodulation. Il a cependant l’avantage de ne consacrer la
puissance fournie par l’émetteur qu’au signal utile.
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• Modulation d’amplitude avec porteuse
La tension associée à la porteuse H.F. s’écrit :

v(t) = Vm cos Vt

Le signal modulant B.F. :

u(t) = Uo 1 Um cos vt

avec v  V et où Uo est une composante continue ajoutée.
La modulation dite « équilibrée » est obtenue à l’aide d’un multiplieur analogique :

s(t) = ku(t)v(t) = k(Uo 1 Um cos vt)(Vm cos Vt) = kUo

(
1 1

Um

Uo
cos vt

)
(Vm cos Vt)

= A(1 1 m cos vt) cos(Vt)

avec A = kUoVm et m =
Um

Uo
le taux de modulation.

L’amplitude du signal modulé est :

S(t) = A(1 1 m cos vt)

f 

A

Am/2 

F – f F F + f 

s(t)

C’est bien une fonction du temps.

A(1 − m) � S(t) � A(1 1 m)

En développant s(t), on obtient :

s(t) = A cos Vt 1 (Am/2) cos(V 1 v)t

1 (Am/2) cos(V − v)t

Le spectre en fréquence est représenté ci-contre.
Si m < 1, on obtient une modulation « positive » :

f 

A(1 + m)

– A(1 – m)

A(1 – m)

– A(1 + m)

s(t)

1/f
1/F

signal modulant signal modulé
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Si m > 1, on obtient une modulation « négative » :

f 

A(1 + m)

– A(1 – m)

A(1 – m)

– A(1 + m)

s(t)

1/f1/F

signal modulant signal modulé

L’inconvénient de ce type de modulation est que la puissance P =
(VmUm)2

2R

(
1 1

m2

2

)
sert surtout à transmettre la porteuse. Son avantage est qu’il est inutile de disposer de la
porteuse lors de la réception.

• Mise en évidence expérimentale

uBF(t)
vHF(t)

s(t)
AD  534 J

Pour obtenir une modulation d’amplitude, le mon-
tage ci-contre est utilisé.
Avec

u(t) = Uo 1 Um cos vt, Um = 4 V,

Uo = 5 V et f = 100 Hz,

v(t) = Vm cos Vt, Vm = 7 V, F = 100 kHz,

Le module AD 534 J est un multiplieur. s(t) est visualisé sur l’oscilloscope et synchronisé
sur la B.F. (gain 2V/div, balayage 2 ms/div).
On peut montrer que si Um est trop importante, on obtient une modulation négative.
On peut faire varier Uo, Um et Vm pour montrer la modulation avec ou sans porteuse puis
f et F pour montrer les conditions d’une bonne modulation.

• Démodulation à diode ou montage « détecteur de crête »

R

D

Cs(t) s’(t)

Ce type de démodulation n’est utilisable que pour la
modulation positive avec porteuse (m < 1).
Les conditions d’une bonne démodulation sont :

T (HF)  RC  T (BF)

De plus la diode doit être une diode rapide : ton et
toff  T (HF). Enfin sa tension seuil Vs doit être telle
que Vs < A(1 − m).
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Exemple : le montage complet de modulation-démodulation est ci-dessous :

R C s’(t)uBF(t)
vHF(t) s(t)

1N4148

t

A(1 + m)

A(1 – m)

s’(t)

T(BF)

T (HF)

La diode 1N4148 est une diode rapide.
Quand s(t) > 0 et que ds/dt > 0,
la diode est passante, le condensateur
se charge, s′max(t) vaut amplitude de
s(t) : s′max(t) = A(1 1 m cos vt). Quand
s(t) > 0 et que ds/dt < 0, le condensateur
ne peut pas se décharger dans R puisque
RC � T (HF). Il n’a pas le temps de
se décharger dans R avant le début de la
décharge suivante.
D’où l’allure de s′(t) ci-contre.

• Démodulation par détection synchrone
On multiplie s(t) par la porteuse et on ajoute un filtre passe-bas. Cette méthode est
idéale lorsque les signaux reçus sont faibles et elle fonctionne également dans le cas d’une
modulation négative avec porteuse ou bien sans porteuse.

• Démodulation BLU
On supprime une bande latérale par filtrage.

5.3. Modulation de fréquence

t

s(t)

1/f

1/F0

• Principe
Le signal modulant BF est : sm(t). La porteuse
HF possède la pulsation Vo. Le signal modulé
s’écrit :

s(t) = Ao cos[Vot 1 w(t)] = Ao cos[u(t)]

La pulsation instantanée du signal modulé est
définie par :

V =
du

dt
= Vo 1

dw

dt
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Deux cas sont à envisager :

– w(t) = ksm(t) : w(t) est proportionnel au signal modulant BF : c’est la modulation de
phase (non traitée ici),

– w(t) = 2p k
∫ t

0
sm(t)dt : c’est la modulation de fréquence, on en déduit :

V = Vo 1 2pksm(t), ce qui justifie le nom de cette modulation.

Le signal modulé s’écrit alors :

s(t) = Ao cos[Vot 1 2pk
∫ t

0
sm(t)dt]

Si le signal modulant est sinusoïdal, sm(t) = Am cos vt, le signal modulé s’écrit :

s(t) = Ao cos[Vot 1
2pkAm

v
sin vt]

On définit :

– l’ excursion crête de pulsation DV = 2pkAm telle que Vo − DV < V(t) < Vo 1 DV,

– l’ excursion crête de fréquence DF = kAm telle que Fo − DF < F (t) < Fo 1 DF

V(t) =
du

dt
= Vo 1 2pf Am cos vt = Vo 1 DV cos vt

F (t) = Fo 1 DF cos vt

On appelle « indice de modulation » le coefficient b =
2pkAm

v
=

DV

v
=

DF
f

, d’où

DF = bf
Finalement : s(t) = Ao cos[Vot 1 b sin vt].

F0 + f F0F0 – f F0 + 2f F0 – 2f 

• Analyse spectrale
D’après la règle de Carson, 98 % de la puis-
sance du signal est transmise dans la bande de
fréquence F (t) :

Fo − (b 1 1)f � F (t) � Fo 1 (b 1 1)f

La bande passante est donc définie par
B = 2(b 1 1)f .
En pratique, une station FM dispose d’une bande de largeur DF = 75 kHz, donc

b =
DF
f

≈ 75
f

et B ≈ 200 kHz.

La fréquence Fo de la porteuse doit donc être très élevée : Fo ≈ 100 MHz.

Le facteur de qualité vaut alors Q =
Fo

DF
=

108

2.105 = 500.

➜ Voir exercices 26 à 27.
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6. CONVERSIONS NUMÉRIQUE-ANALOGIQUE

ET ANALOGIQUE-NUMÉRIQUE

6.1. Généralités sur la conversion

• Principe

microphone
analogique

Conversion
A/N du signal numérique

Conversion
N/A analogique

haut
parleur

Signal SignalTransmission

• Avantages du signal numérique

– Le rapport signal/bruit est meilleur car il n’y a que deux valeurs possibles.

– Le stockage est possible (cf. oscilloscopes à mémoire qui sont tous numériques).

– La mise au point (adaptation d’impédance) est plus facile car il prend deux valeurs
seulement.

t3t2 t4 t5

t

s(t)

4

3

2

• Étapes d’une conversion A/N

– Échantillonnage périodique du signal ana-
logique aux dates to, t1, t2, t3, t4,. . ., ti.

– Quantification : lecture arrondie de la ten-
sion analogique aux dates précédentes : s(ti).

– Codage : passage du système décimal au
système binaire, par exemple, pour s(ti).

Exemple :
s(t2) = 4 → [1, 0, 0] (en binaire)
s(t3) = 4 → [1, 0, 0]
s(t4) = 3 → [0, 1, 1]
s(t5) = 2 → [0, 1, 0]

• Les différents codes : le système de numérotation est fixé par une base B qui contient
donc B caractères distincts.
Le système décimal : B = 10 donc 10 caractères : 0, 1, . . ., 8, 9. Un nombre N s’exprime
en fonction des puissances de 10.

Exemple : 852 = 8.102 1 5.101 1 2.100. Ici les chiffres 8, 5 et 2 ont un poids différent.
Chaque puissance de 10 constitue un digit : ici 852 nécessite 3 digits.

Le système binaire : B = 2 donc 2 caractères : 0, 1. Un nombre N s’exprime en fonction
des puissances de 2.

Exemple : 852 = 1.2911.2810.2711.2610.2511.2410.2311.2210.2110.2610.20

852 → [1101010100] nécessite 10 bits (le bit est ici équivalent au digit en base 10)
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Le premier bit (à gauche) représente le « most significant bit » ou encore le MSB. Le
dernier bit (à droite) représente le « less significant bit » ou encore le LSB.
Si un nombre N nécessite n10 digits en base 10 et n2 bits en base 2 : n10 = n2 log 2.
Le code DCB ou « décimal codé binaire » pour lequel le nombre de bits est réduit. Chaque
caractère décimal (0 à 9) est codé en binaire séparément. L’encombrement de chaque bit
est plus grand, mais la lecture est plus facile.

Exemple : N = 852 → [1000, 0101, 0010].

Codage du signe : on ajoute à gauche un bit de signe, qui devient le MSB. On choisit,
par convention : 0 pour 1, 1 pour −.

Exemple : 1852 → [0, 1000, 0101, 0010] ou bien −852 → [1, 1000, 0101, 0010] en
DCB.

Autres codes dérivés du binaire : les codes pondérés (qui minimisent le nombre de bits),
le code de Gray (utilisé comme détecteur d’erreur),...

6.2. Conversion numérique-analogique (CNA)

CNA
Soit N un nombre décimal représenté en binaire par (n11) bits. N
s’écrira en binaire : [An, An−1, . . . , Ak, . . . , A1, A0] avec Ak = 0
ou 1.

Donc N = An2n 1 An−12n−1 1 · · · 1 Ak2k 1 · · · 1 A121 1 A020 =
n∑
0

Ak 2k

Le but de la conversion est de passer des (n 1 1) poids Ak, qui valent « 0 » ou « 1 », à une
grandeur électrique proportionnelle à N .
Le principe est toujours le même, quelle que soit la méthode : générer des courants
d’intensités proportionnelles aux poids des bits à convertir. Puis, après sommation de ces
courants, faire une conversion courant → tension pour obtenir la valeur analogique de
sortie.
Deux méthodes principales sont utilisées et étudiées classiquement :

– le convertisseur à sommation de courant, appelé encore à réseau de résistances pondérées
ou plus simplement à résistances pondérées ;

– le convertisseur à réseau en échelle, appelé encore à réseau R − 2R (éventuellement
inversées).

Ces méthodes sont traitées dans les exercices de ce chapitre.

Application : création d’un signal en dents de scies ; amplification dont le gain est
commandé numériquement ; modulation d’amplitude numérique ; réglage numérique de
l’amplitude d’un signal audio.
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Évolution des CNA : Les structures des CNA mentionnés ci-dessus comportent toutes
des résistances montées en parallèle. Il existe également des architectures qui se prêtent
mieux à une intégration sur silicium en technologie CMOS : elles comportent des résis-
tances ou des condensateurs en série : leur surface est plus petite mais le temps de réponse
plus important.

6.3. Conversion analogique numérique (CAN)

CAN
Deux méthodes principales sont utilisées et étudiées classique-
ment :

– le convertisseur à rampe numérique (simple ou double rampe) ;

– le convertisseur à approximations successives.

Elles sont traitées dans les exercices de ce chapitre. Les diverses techniques utilisées
permettent d’atteindre des caractéristiques différentes :

– la meilleure précision est obtenue avec un CAN contenant un intégrateur (rampe
numérique) ;

– le plus économique et le plus rapide est obtenu avec des CAN utilisant des CNA ;

– le plus rapide est obtenu avec un CAN flash (parallèle).

Applications : traitement numérique : FFT, filtrage ; transmission numérique (modula-
tion) ; voltmètre numérique, ...

➜ Voir exercices 28 à 30.
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ÉNONCÉS

Diodes

Exercice 1 Caractéristique d’une diode

Pour observer simultanément le courant dans une diode et la tension à ses bornes, à l’aide
d’un oscilloscope, on utilise le montage suivant dans lequel :

– la résistance R = 100 V sert à protéger la diode ;

– la résistance r = 1 V sert à la visualisation du courant.

e

R

r

u

i
B

A

On observe ainsi :

– sur la voie A, la tension uA = ri, image du
courant dans la diode ;

– sur la voie B, la tension uB = ri 1 u ≈ u, car
ri  u, image de la tension aux bornes de la
diode.

Le générateur délivre un signal alternatif, triangulaire, de tension crête à crête égale à
10 V et de période 1 ms.
1. Les réglages de l’oscilloscope sont les suivants : voie A : 50 mV/cm, voie B : 2 V/cm.
La diode est supposée idéale (Vs = 0 V, rd = 0 V).

1.a. Calculer les valeurs extrêmes des intensités du courant.
b. Représenter en vraie grandeur les oscillogrammes uA(t) et uB(t).
c. Mêmes questions si la diode est réelle mais linéarisée (Vs = 0,6 V, rd = 10 V).
2. On remplace la tension de balayage interne par la tension uB(t) (fonctionnement
en XY). Représenter la nouvelle courbe observée dans le cas où :

– la diode est idéale ;

– la diode est réelle mais linéarisée (Vs = 0, 6 V, rd = 10 V).

Exercice 2 Redressement simple alternance

R

i
RG

uReG v

u

générateur

Dans le circuit ci-contre R = 70 V, la diode est
supposée parfaite et le générateur, de résistance
RG = 10 V, délivre une f.e.m. eG(t) périodique,
de fréquence 1 kHz, dont on peut choisir la forme
et l’amplitude.
Dans un premier temps, on choisit une f.e.m.
sinusoïdale de valeur efficace E = 50 V.

1. Calculer la période T et la valeur maximale
Emax de la f.e.m. eG(t). Tracer l’allure de i(t).
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2. Tracer, en fonction du temps, l’allure des courbes eG(t), u(t) et v(t). Pourquoi cette
dernière tension n’est-elle pas sinusoïdale ? Comment doit-on modifier la valeur de R
pour que v(t) soit sinusoïdale ?

3. Quelles sont les limites en courant Imax et en tension uinv, max que doit pouvoir supporter
la diode pour ne pas être détruite ?
4. Déterminer l’expression du courant moyen Imoy et de la puissance moyenne P dissipée
dans R, en fonction de E, RG et R. Calculer numériquement Imoy et P. Exprimer et
calculer l’intensité efficace Ieff, le facteur de forme F et le taux d’ondulation t.
5. Le générateur délivre maintenant une tension en créneaux symétriques variant de vmax

à −vmax avec vmax = 40 V.
a. Tracer les courbes représentant uR(t), u(t) et v(t).
b. Calculer le courant moyen Imoy, le courant efficace Ieff, le facteur de forme, le taux
d’ondulation et la puissance moyenne P dissipée dans R.

Exercice 3 Redressement double alternance (pont de Graetz )

R

i

D1

D3 D2

D4

iR
u

vG

Dans le circuit ci-contre, les diodes sont supposées idéales.
Le générateur G fournit la tension sinusoïdale d’ampli-
tude EG = 50 V, de résistance interne RG = 0 V et de
fréquence f = 50 Hz. De plus R = 100 V.

1. Montrer que, lorsque v(t) > 0, deux des diodes sont blo-
quées et deux des diodes sont passantes. Préciser lesquelles,
ainsi que le sens des courants i et iR.
2. Mêmes questions lorsque v(t) < 0.
3. Tracer les courbes représentant i(t), l’intensité du courant traversant les diodes id(t),
iR(t) et u(t). Comment seraient modifiées ces courbes si les diodes étaient toutes iden-
tiques mais réelles (vs, rd) ? Le cas des diodes idéales sera conservé par la suite.
4. Pourquoi ne peut-on pas, sur un oscilloscope, visualiser simultanément v(t) et u(t) ?
Que faudrait-il ajouter au montage pour le faire ?
5. Calculer IR moy, IR eff, le facteur de forme et le taux d’ondulation. Les comparer au cas
du redressement simple alternance.
6. La protection des diodes est-elle assurée si l’une d’entre elles est mal branchée ?

Exercice 4 Lissage après redressement double alternance

Dans le montage précédent, on ajoute un condensateur de capacité C en parallèle sur la
résistance R.

1. Comment est modifiée l’allure de la courbe u(t) ? On distinguera deux régions : celle
où u(t) croît, soit entre t et t1, et celle où u(t) décroît, soit entre t1 et t2.
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2. Entre t et t1, donner l’expression de u(t) en fonction de R, C, t, t1 et Emax.

3. Comment doit-on choisir C pour obtenir un bon lissage ? Entre t1 et t2, quelle est
approximativement la durée du phénomène observé en fonction de la période T du
générateur ?

4. En déduire l’amplitude d’oscillation de u(t) puis son taux d’ondulation.

5. Proposez une valeur de C correcte. Peut-on choisir un condensateur électrochimique ?

6. Proposez une méthode de mesure de ce taux d’ondulation à l’aide d’un oscilloscope
seulement et en utilisant ses touches AC et DC.

Exercice 5 Étude dynamique d’une diode Zener

Rp

ru(t)

i
Y2

Y1

Ueff = 24 V

La diode Zener du circuit ci-contre possède une
tension seuil (sens direct) Vs = 0,6 V, une ten-
sion Zener (sens inverse) qui vaut VZ = 24 V et
une résistance dynamique r = 2,6 V en inverse
et en direct. La diode peut supporter une puis-
sance maximale P = 50 W.

1. Calculer l’intensité maximale, en direct et en
inverse, que peut supporter la diode. En déduire la valeur de Rp.

2. Représenter u(t) ainsi que les oscillogrammes obtenus sur les voies Y1 et Y2.

Transistors

Exercice 6 Transistor et thermistance

Le transistor est un NPN dont le coefficient d’amplification en courant b vaut 100.

RL

E

R'

R (T)

1. R(T ) est une thermistance PTC dont la
résistance augmente avec la température. On
désire qu’à 20 ◦C, le transistor soit bloqué
(VBE < Vs < 0,6 V) et donc que la lampe de
résistance RL soit éteinte. Puis, en élevant la
température de R(T ), on désire que le transis-
tor se sature et que la lampe RL s’allume. On
utilise une lampe 3,7 V - 0,3 A et un générateur
parfait de f.e.m. E = 3,7 V.

a. Calculer la résistance RL de la lampe

b. Exprimer la condition de blocage du transistor pour T = Ta = 20 ◦C. Sachant que
R(Ta) = 30 V, calculer la valeur minimum qu’il faut donner à R′. Par la suite, on prendra
R′ = 200 V.
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c. Exprimer la condition de saturation du transistor pour T = Tb > Ta pour laquelle
R(T ) = R(Tb). En déduire la valeur minimale de R(Tb) à partir de laquelle la lampe
s’allume.
2. Refaire le raisonnement en prenant une thermistance NTC dont la résistance diminue
quand la température augmente et qui vaut R(Ta) = 1 kV à 20 ◦C. On désire inversement
qu’à 20 ◦C la lampe soit allumée puis qu’elle s’éteigne lorsque la température s’élève. On
calculera R′ et la valeur de R(Tb) à partir de laquelle lampe s’éteint.

Exercice 7 Transistor amplificateur : montage émetteur commun

Montage de base

1. Polarisation du transistor : le transistor NPN est caractérisé par sa résistance d’entrée
r = 500 V, sa résistance de sortie r = 10 kV, son coefficient d’amplification en courant
b = 100 et sa tension seuil VBE = 0,6 V. Dans le montage RC = 1 kV et VCC = 10 V.

RC

VCC

RB

FOn désire que le point de fonctionnement
se trouve au milieu de la droite de charge.
Pourquoi ?
a. Calculer VCEo, Ico et IBo.
b. Quelle valeur doit-on donner à RB ?
Dans la suite, on considèrera RB comme
infiniment grande devant les autres résis-
tances.
2. Régime dynamique

RC

Ru

VCC

RB

RG

C1

C2

F

B

eG

v1
v2

Un générateur sinusoïdal G (eG, RG) four-
nit une tension v1 = vBE entre la base et
l’émetteur.
La tension de sortie v2 est recueillie
aux bornes d’une résistance de charge
Ru = 1 kV. Les condensateurs de décou-
plage C1 et C2 ont des impédances négli-
geables devant les résistances du montage.
Leur présence est indispensable pour ne
pas modifier le point de fonctionnement
préalablement choisi, lorsque G et Ru sont ajoutés au montage.
a. Pour l’alternatif, à quel potentiel se trouve le point F du montage ? En déduire un
schéma équivalent en alternatif (avec RB infinie). Y représenter les courants d’entrée et
de sortie i1 et i2.
b. Écrire les cinq équations de fonctionnement du montage en notation complexe. Deux
de ces équations sont caractéristiques du transistor, l’une est liée au circuit d’entrée et les
deux dernières sont liées au circuit de sortie.
c. Exprimer les impédances d’entrée et de sortie Ze et Zs du montage. Les calculer.
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d. Exprimer le coefficient d’amplification en courant Ai en notation complexe. Le calculer.
On appellera Ro la résistance équivalente au circuit de sortie (Ro = Ru//RC//r).

e. Même question pour l’amplification en tension Av.

f. Même question pour l’amplification en puissance Ap. Pour quelle valeur de Ru cette
amplification est-elle maximum ?

g. Comment seraient modifiées les réponses précédentes si on ne considérait plus RB

comme infiniment grande ?

R2

R1

RC

VCC

Montage avec pont de base
On choisit R1 = 1 kV et on rappelle que VBE = 0,6 V.

3. Polarisation du transistor : on désire toujours que
le point de fonctionnement se trouve au milieu de la
droite de charge.

a. Calculer les intensités des courants dans les diffé-
rentes branches.

b. En déduire la valeur de R2.

4. Régime dynamique : le générateur d’attaque
G(eG, RG) et la résistance de charge Ru sont branchés
respectivement sur la base et le collecteur, ainsi que les deux condensateurs de découplage
C1 et C2.

a. Schématiser le montage.

b. Donner son schéma équivalent pour l’alternatif.

c. En déduire les expressions de Ze, Zs, Ai, Av et Ap. Il est inutile de refaire les calculs si
l’on remarque qu’il suffit de remplacer RB par R1/(R1 1R2) dans les expressions obtenues
à la question 2.g.

R2

RE

R1

RC

VCC

CE

Montage avec pont de base et résistance d’émetteur
découplée
La présence de RE permet de stabiliser plus aisément
le montage précédent. La présence de CE permet de
rester en montage émetteur commun. VCC = 10 V,
RC = 1 kV, RE = 100 V, R1 = 1 kV.

5. Polarisation du transistor
On désire toujours que VCE = VCC/2 et VBE = 0, 6 V.
Calculer les intensités dans les différentes branches. En
déduire la valeur de R2.

6. Régime dynamique
On ajoute les dipôles G(eG, RG), Ru, C1 et C2. À quel potentiel est porté l’émetteur pour
l’alternatif ? Qu’en conclure pour les différents coefficients d’amplification ?
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Exercice 8 Générateur de courant

R R'

RE

VCC

DZ

C
IB

M

Dans ce montage VCC = 15 V et R = 2,2 kV. Le
transistor est un 2N2222 (NPN supportant 0,5 W
au maximum) et la diode Zener est caractérisée par
VZ = 3, 6 V.
On suppose que VBE = 0,6 V et que IB  IZ.

1. Déterminer l’intensité du courant IZ et les puis-
sances dissipées dans la diode et dans la résistance R.
2. RE peut varier de 1 kV à 101 kV.
a. Si IB  IE, exprimer IC (en mA) en fonction de
RE (en kV).
b. Expliquer pourquoi ce dispositif est un générateur de courant.
c. On adopte RE = 1 kV. Sachant que la valeur minimale de VCE est de 0,4 V, dans quel
intervalle peut varier la résistance R′ pour assurer un bon fonctionnement du dispositif ?

Amplificateur opérationnel en régime linéaire
Dans tous les exercices suivants, l’A.O. sera toujours considéré comme idéal si aucune
précision supplémentaire n’est indiquée.

Exercice 9 Montage suiveur

vsve

ud
+

–L’A.O. est ici réel et possède un coefficient d’amplifi-
cation AD = 105, une résistance d’entrée différentielle
Re = 100 kV et une résistance de sortie Rs = 10 V.
La tension ud entre sa borne inverseuse et sa borne
non inverse est différente de zéro.

1. Tracer la caractéristique statique de transfert de l’A.O. ainsi que la caractéristique
vs = f (ud) du montage suiveur. Combien de points de fonctionnement existent ?
2. Qu’en serait-il si les entrées E− et E1 étaient permutées ?
3. Donner le schéma équivalent de l’A.O. lorsque celui-ci est relié à une résistance de
charge Ru = 1 kV et qu’il fonctionne en régime linéaire.
4. Exprimer l’amplification de tension Av = vs/ve en fonction de AD, Rs et Ru. La
calculer. On fera l’hypothèse : ie  is.
5. Exprimer et calculer l’impédance d’entrée Ze = ve/ie.
6. Exprimer et calculer l’impédance de sortie Zs = vs/is quand ve = 0.
7. La tension ve est fournie par un générateur de f.e.m. eg et de résistance interne Rg.
a. Si ce générateur alimentait directement Ru, que vaudrait vs ?
b. On interpose l’A.O. suiveur entre le générateur et Ru. Que vaut vs ? Quel est l’intérêt
d’un tel montage ?

332



�

�

�

�

�

�

�

�

Exercice 10 Montage amplificateur inverseur

vs
ve

+

–

R2

R1

R1 = 1 kV ; R2 = 100 kV.

1. L’A.O. étant supposé idéal, expri-
mer et calculer l’amplification en ten-
sion Ao, le gain en tension, la résis-
tance d’entrée et la résistance de sortie
du montage ci-contre.

2. L’A.O. n’est plus considéré comme
idéal : son amplification différentielle
vaut AD = 105 bien que sa résistance
d’entrée reste infinie et que sa résistance de sortie reste nulle. En utilisant le théorème de
Millman entre la borne inverseuse et la masse, exprimer l’amplification en tension Av en
fonction de AD, R1 et R2, puis de AD et Ao. Ce résultat est-il compatible avec le résultat
précédent ?

3. Pour des signaux sinusoïdaux, l’amplification différentielle varie selon la fonction :

A′
D =

AD

1 1 j
f
fo

avec AD = 105 et fo = 12,5 Hz.

a. Exprimer la nouvelle amplification A′
v en fonction de Ao, AD, f et fo.

b. Tracer le diagramme de Bode correspondant.

c. Calculer la fréquence de coupure à −3 dB.

4. Ce montage est maintenant étudié pour faire le bilan de puissance de l’A.O. réel.
Le montage entier et les mesures réalisées sont les suivants :

usue E, r

+

–

R2

E2

R1

E1

A

A2

A1

Ru

R1 = 10 kV, R2 = 100 kV,
Ru = 1 kV.
Ue = 0,607 V, E1 = 15,32 V,
E2 = 15,02 V, I = 0,06 mA,
I1 = 8,9 mA, I2 = 2,8 mA,
Us = 6,00 V.
Calculer :

– la puissance Pe fournie par le géné-
rateur d’entrée ;

– les puissances P1 et P2 fournies par
les générateurs d’alimentation de l’A.O. ;

– la puissance Ps fournie à la résistance de charge Ru.

En déduire le rendement total en puissance du montage. Conclure.
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Exercice 11 Montage amplificateur non inverseur

vsve

+

–

R2

R1

1. L’A.O. ci-contre fonctionne-t-il en régime de
saturation ou en régime linéaire ?

2. Exprimer la fonction de transfert H = vs/ve du
quadripôle. Discuter le nom du montage.

3. On désire obtenir un gain en tension de 20 dB en
prenant R1 = 10 kV. Calculer R2.

4. Le quadripôle est commandé par un générateur de
f.e.m. eG = 1 V et de résistance interne RG = 10 V.
Il est relié à une charge résistive Ru = 1 kV.

a. Calculer les puissances consommées à l’entrée et à la sortie du quadripôle. Discuter.

b. La tension de sortie vs ne doit pas dépasser Vsat = 15 V ; le courant de sortie ne doit
pas dépasser is, max = 5 mA. Quelles sont alors les limites imposées sur eG et Ru ?

Exercice 12 Montages opérationnels

vs

v2

v1

v3

+

–

R

R

R

R

vs

v1

v2

+

–

R2

R1

R1

1 2

1. Exprimer vs en fonction des tensions d’entrée et des résistances dans ces deux montages.

2. Quelles sont les fonctions réalisées par ces montages ? On prendra R1 = R2 dans le
second montage.

Exercice 13 Montage dérivateur

vs
ve

+

–

R

C

1. En régime variable quelconque, quelle relation
relie vs et ve ? Justifier le nom du montage.

2. En régime sinusoïdal, exprimer la fonction de
transfert. Donner le diagramme de Bode correspon-
dant.

3. Quel est l’inconvénient de ce montage aux très
hautes fréquences (THF) ?

4. Pour y remédier, on introduit une résistance R′ en série avec C. Exprimer la nouvelle
fonction de transfert et donner le diagramme de Bode correspondant (R′ < R).
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Exercice 14 Montage intégrateur

Dans le montage de l’exercice 13, inverser les positions de R et C et répondre aux mêmes
questions. On remplacera « THF » par « TBF » et on précisera comment monter la
résistance R′.

Exercice 15 Filtres

us
ue

+

–

R2

R1 C1

C2

1. Dessiner le schéma équivalent du montage
ci-contre aux basses fréquences. Quelle est la
fonction réalisée ?

2. Même question aux hautes fréquences.

3. Exprimer la fonction de transfert et tracer
le diagramme de Bode avec R2 = 10R1 et
C1 = 100C2. Quel type de filtre obtient-on ?
Préciser les pulsations de transition pour les-
quelles le gain est nul ainsi que les pulsations de
coupure à −3 dB.

Exercice 16 Circuit déphaseur

vs
ve

+

–

R’

R’

R
C

1. Exprimer la fonction de transfert H = vs/ve.

2. Montrer que l’on a réalisé un circuit dépha-
seur dont le déphasage peut être ajusté en modi-
fiant la valeur de C.

3. Calculer la valeur de C pour laquelle la ten-
sion de sortie est en quadrature retard par rap-
port à la tension d’entrée, quand R = 1 kV

et R′ = 10 kV et pour une fréquence égale à
100 p Hz.

Exercice 17 Convertisseur tension-courant. Générateur de courant

1. Que vaut le potentiel du nœud P ? Écrire la loi des nœuds en P en fonction de uE, u1,
us, R1 et R3.

2. Quelle est la fonction réalisée par l’A.O.2 ? Quel est le potentiel du nœud Q ? Écrire
la loi des nœuds en S.

3. Déduire l’expression du courant de court-circuit isCC, obtenu lorsque us = 0, en
fonction de uE et des résistances du montage.
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usu1

+

–

R

R2

R

ue

+

–

R1

R3

is

P

Q

S1
2

4. Déduire la tension de sortie
en circuit ouvert uso, obtenue
lorsque is = 0, en fonction de
uE et des résistances du mon-
tage.
5. Déduire des résultats pré-
cédents les éléments du géné-
rateur de Norton équivalent
à l’ensemble du montage, vu
entre le nœud S et la masse.
6. Quelle condition faut-il remplir pour obtenir ainsi une source de courant parfaite
commandée par la tension uE ? Quelle est alors l’expression de l’intensité du courant
débité par cette source ?

Exercice 18 Montage à resistance négative

Ce montage fournit un générateur de tension proportionnelle à l’intensité du courant
débité.

ug

v’

+

–

R1

R0

R2

CA

A
M

M

i

L, R

GBF

D

1 2

1. Étude du montage de la figure 1
a. Quelle relation lie ug à i ?
b. Dessiner la caractéristique ug = f (i) d’un tel générateur.
c. Préciser ses limites d’utilisation (limites du régime linéaire, pentes, domaines d’inten-
sité).
d. Quelle serait la résistance du dipôle vu des bornes A et M ? On appellera (D) le dipôle
ainsi constitué.
2. Étude du montage de la figure 2
a. On branche (D) aux bornes d’un circuit R, L, C série. Qu’observera-t-on, selon les
valeurs de R ? D’où provient l’énergie ?
b. Dans ce montage, L = 50 mH, R = 60 V, C = 0,1 mF, Ro = 800 V, R1 = 100 V et
R2 = 10 kV.
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– Calculer la résistance critique RC du circuit.

– En comparant la résistance totale du circuit à sa résistance critique, décrire v′(t).

– Montrer que, pour une valeur Rom de Ro, l’amortissement du circuit est supprimé.

– Ro = Rom, que se passe-t-il si on supprime le générateur ? D’où provient l’énergie
dissipée dans les conducteurs ohmiques ?

Exercice 19 Modélisation d’un oscillateur électrique par l’équa-
tion de Van Der Pol

u

+

–

R1

R0

R1

A S

M

i

Soit le montage à « résistance négative » ci-contre.

1. Retrouver rapidement l’équation de sa caractéristique
u = f (i) lorsque l’A.O. fonctionne en régime linéaire
et en régime de saturation. Tracer u = f (i).

2. L’ensemble de cette caractéristique peut être modé-
lisée par une équation unique :

u = ai 1 bi3

Exprimer a et b en fonction de Vsat et des résistances du
montage en faisant correspondre les abscisses des deux extréma de la courbe réelle et de
la courbe modélisée. Que vaut l’écart entre ces deux courbes si l’on étudie les ordonnées
de ces deux extréma ? Montrer que cet écart est négligeable si R1 � Ro.

3. On relie ce montage, entre les bornes A et M, à un circuit r, L, C série.
Montrer que l’on obtient alors une équation différentielle sur i de la forme :

d2i
dt2 − ´vo

(
1 − i2

i2
o

)
di
dt

1 v2
oi = 0

qui est appelée équation de Van Der Pol. Exprimer ´, io et vo en fonction des grandeurs
du montage. À quelle condition obtient-on des oscillations ?

4. A.N. R1 = 2,2 kV , Ro = 230 V , r = 185 V, L = 0,5 H, C = 5,0 mF. Calculer ´ et
vo. Discuter le résultat obtenu.

Exercice 20 Alimentation d’un haut parleur (d’après CAPES 1995)

R C

iR C

vs

A

B

On considère le circuit représenté ci-contre : vs est une
tension de forme quelconque fournie par une source
supposée parfaite. On désigne par i l’intensité du cou-
rant qui circule dans l’association R − C série et par ve

la tension VA − VB.

1.a. Établir la relation qui existe entre i, ve et dve/dt.
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b. En déduire l’équation différentielle du second ordre vérifiée par ve(t).

2. Le générateur de tension vs est en fait une source commandée de telle façon que l’on
ait : vs = Gve où G est une constante.

a. Écrire l’équation différentielle vérifiée par ve. Pour quelle valeur de G cette équation
admet-elle une solution sinusoïdale ?

b. Donner l’expression de la pulsation puis de la fréquence de cette solution.

c. Calculer la valeur de cette fréquence d’oscillation pour C = 100 nF et R = 4,7 kV.
On admet que, lorsque les conditions précédentes sont réalisées, il y a oscillation spontanée
du circuit à la suite des régimes transitoires consécutifs à la mise sous tension.

vsv2

+

–

R1

R2

A

B

3. Les conditions précédentes sont assurées par un ampli-
ficateur de tension dont l’entrée, d’impédance infinie, est
branchée en AB. La sortie, d’impédance nulle, constitue la
source de tension vs. L’amplificateur est réalisé suivant le
schéma ci-contre où l’A.O. est idéal et fonctionne de façon
linéaire dans le domaine −14 V < vs < 14 V. On donne
R1 = 55 kV.

a. Quelle doit être la valeur de R2 ?

b. Que se passe-t-il si accidentellement, G devient légère-
ment inférieur, puis supérieur à la valeur trouvée plus haut ?

4. Pour stabiliser l’oscillateur, on remplace la résistance R2 par une varistance VDR,
dont la résistance diminue lorsque la différence de potentiel v2 à ses bornes augmente.
Les couples de valeurs numériques caractérisant la VDR sont regroupés dans le tableau
ci-dessous :

R2 en kV 238 185 150 126 106 90 74 51 37

v2 en V 4 5 6 7 8 9 10 12 14

a. Déterminer l’expression de vs en fonction de G et de v2.

b. En déduire les valeurs numériques de G et de vs pour les différentes valeurs numériques
de v2 données.

c. Tracer la courbe G(vs). En déduire la valeur de l’amplitude de l’oscillation fournie par
le montage ; montrer que le système est bien stabilisé par la présence de la VDR.
Un tel montage constitue seulement le point de départ d’une alimentation pour haut-
parleur : il faut bien entendu insérer un amplificateur de puissance entre le circuit oscillant
et le haut-parleur.
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A.O. en régime de saturation

Exercice 21 Montage comparateur

usu2u1

+

–

1. Justifier le nom du montage.
2. On considère les valeurs suivantes : Vsat = 15 V,
u2 = 5 V et −10 V < u1(t) < 110 V.
a. Tracer us = f (u1).
b. Schématiser le montage permettant de visualiser cette
courbe sur l’oscilloscope.
3. Vsat = 15 V, u2 = −5 V et −10 V < u1(t) < 110 V. Tracer us = f (u1).
4. Vsat = 15 V, u2 = 5 V et u1(t) = 10 sin vt avec T = 3 ms.
a. Représenter sur le même graphe u1(t) et us(t).
b. Calculer la durée pendant laquelle us = Vsat.
c. Comment peut-on modifier cette durée ?
d. Quelle application connaissez-vous de ce résultat ?
e. Quel est son inconvénient aux hautes fréquences ?

Exercice 22 A.O. réel. Influence de la vitesse de balayage

Dans le montage comparateur précédent, alimenté comme à la question 4, les durées de
commutation de l’A.O. ne sont plus négligeables. La vitesse limite de balayage (Slew
Rate) de l’A.O. 741 utilisé vaut Sr = 0,5 V/ms.

1. Représenter us(t) lorsque T = 3 ms.
2. Représenter us(t) lorsque T = 0,3 ms.
3. Représenter us(t) lorsque T = 0,03 ms.
4. Quelle est la fréquence limite au-delà de laquelle us n’atteindra pas les valeurs de la
saturation ?

Exercice 23 Montage comparateur-inverseur

Dans le schéma de la figure 1 : R1max = R2 = 10 kV et Vsat = 15 V.

1. La tension u1 est constante.
a. Établir l’expression de u2 en fonction de R1 et R2.
b. R1 = 4 kV et u1 = 5 V. Calculer u2 et us.
2. u1(t) est une tension en dent de scie représentée sur la figure 2.
a. Représenter le graphe de us(t) lorsque u2 = 4 V.
b. Déterminer le rapport cyclique du signal de sortie dans ces conditions.
c. Entre quelles limites doit varier R1 pour que ce rapport cyclique varie entre 0 et 1 ?
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3. u1(t) = 10 sin vt avec f = 100 Hz et u2 = 0 V. Les tensions u1(t) et us sont visualisées
sur un oscilloscope dont le calibre de la base de temps vaut 2 ms/cm et la sensibilité vaut
5 V/cm sur les deux voies.
a. Représenter les oscillogrammes en vraie grandeur.
b. On supprime le balayage interne de l’oscilloscope, u1 est appliquée sur la voie hori-
zontale et us sur l’entrée verticale. Représenter la courbe obtenue. Justifier le nom du
montage.
4. u1 = 6 V et u2(t) = 10 sin vt. Les conditions d’observation sont les mêmes que
précédemment.
a. Représenter les oscillogrammes obtenus.
b. Comment pourrait-on appeler le montage ainsi alimenté ?

us

u1
u2

+

–

R2

R1

+ 15 C

t (s)

u1 (V)

0,1 0,2

5

0,3 0,4

1 2

Exercice 24 Déclencheur de Schmitt

us

ue

u

+

–

R1

R2

1. Exprimer u en fonction de R1, R2 et us.
2. Représenter et justifier la caractéristique de transfert
us = f (ue) du montage.
3. Comment appelle-t-on le cycle obtenu ? Pourquoi ?
4. Si R1 = R2 = 1 kV et que ue = 10 sin vt, comment varie
us(t) ?
5. Quel est l’intérêt de ce montage par rapport au compara-
teur précédemment étudié ?

A.O. dans ses différents régimes

Exercice 25 Étude d’un oscillateur à relaxation

Dans le circuit ci-dessous, les éléments résistifs et capacitifs ainsi que les A.O. sont
parfaits. L’A.O.2 fonctionne en régime de saturation et on appelle Vsat la tension de
saturation.
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+

–+

–

+

–

R1

R’1

R2

R’2

R

C

S2

S3

S1
1

2
3

1. Comment fonctionne le premier amplificateur opérationnel A.O.1 ?

2. Montrer que A.O.2. fonctionne en comparateur et préciser les conditions de bascule-
ment de la tension en S2.

3. Quelle est la fonction de A.O.3 ?

4. Préciser la forme des signaux apparaissant en S1, S2 et S3. Déterminer les expressions de
leurs amplitudes crête respectives ainsi que leur période. À cette fin, on pourra commencer
par considérer que, au temps t = 0, AO2 est en saturation haute, la tension en S1 étant
inférieure à R1Vsat/(R1 1 R2) et, sous ces hypothèses, en déduire les états de S1 et S3.

5. Les tensions de saturation haute et basse des A.O. étant respectivement 1 12 V et
− 12 V, déterminer un jeu possible de valeurs à adopter pour les composants passifs de
manière que, simultanément :

a. le signal en S1 ait une amplitude crête de 5 V ;

b. le signal en S3 ait une amplitude crête de 10 V ;

c. la fréquence des signaux soit voisine de 530 Hz.
À titre documentaire, on rappelle les valeurs nominales des résistances de la série E12
(avec une tolérance de± 10%, la valeur en ohms est Rn 3 la puissance de 10 qui convient).

Rn 10 12 15 18 22 27 33 39 47 56 68 82 100

6. On dispose de diodes idéales. Modifier le montage pour qu’il fournisse maintenant un
signal en dent de scies, la durée de montée et de descente étant respectivement de 5,3 ms
et 530 ms environ.
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Modulations

Exercice 26 Modulation d’amplitude

R CL

A

B

1. On étudie un dipôle en régime sinusoïdal forcé de pulsation
v. Soit le circuit ci-contre considéré entre les points A et B.

a. Écrire l’expression de l’admittance complexe Y du dipôle
AB en fonction de R, L, C et v.

b. On pose LCv2
o = 1, v/vo = x et Q = R/Lvo. Exprimer

le produit Y R sous la forme (1 1 jf (x, Q)) où f (x, Q) désigne une fonction simple de x et
de Q.

c. En déduire l’expression de l’impédance complexe Z du dipôle AB.

d. Préciser le comportement de ce dipôle aux basses fréquences et aux hautes fréquences :
on donnera une interprétation physique du dipôle équivalent obtenu.

2. Utilisation du dipôle précédent
Le dipôle précédent est alimenté par une source de tension alternative sinusoïdale
v(t) = Vo cos vt et on note i(t) = Io cos(vt 1 w) l’intensité instantanée traversant
le dipôle.

A

B

v(t) Z

a. Écrire, sans démonstration, l’expression de Io en fonction
de Vo, R, Q et x.

b. Définir par analogie avec un circuit R, L, C série, les fré-
quences de coupure ; établir une relation entre ces fréquences
et Q. Quel pourrait être un intérêt de ce dispositif ?

c. Quelle est l’expression du déphasage w en fonction de x ?
Tracer l’allure de la courbe représentative.

d. On utilise des pulsations très voisines de vo. Déterminer une expression approchée de
l’intensité complexe I en fonction de Vo, Q, R, vo et dv = v − vo.

3. Étude simplifiée d’une modulation d’amplitude : on considère une source de courant
d’intensité i(t) commandée par une tension e(t) et chargée par l’impédance complexe
étudiée précédemment. On se place en régime sinusoïdal forcé, pour des pulsations
voisines de vo.

a. Rappeler la modélisation de cet opérateur par un schéma-bloc ainsi que la définition
de la fonction de transfert caractéristique A.

b. Aux tensions d’entrée e(t) et de sortie s(t) de cet opérateur, on associe les tensions
complexes E et S. Ecrire l’expression approchée de la fonction de transfert complexe
H = S/E en fonction de A (supposé constant), R, Q, vo et dv.
Le signal e(t) est une tension sinusoïdale de pulsation vo, dont l’amplitude est modulée
lentement par un signal sinusoïdal de pulsation V(V  vo). On note e(t) sous la forme :
e(t) = Eo(1 1 m cos Vt) cos vot où m est appelé le taux de modulation.

c. Représenter l’allure de la courbe e(t) pour m = 1/2.
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d. Préciser un montage électrique permettant l’obtention de signaux du type
so cos Vt cos vot.

e. Montrer que le signal d’entrée peut être considéré comme la superposition de trois
signaux dont on précisera les amplitudes et les pulsations.

Exercice 27 Principe d’un oscillateur à fréquence modulée (d’après
CAPES 1996)

v(t) v2(t)

C2

C1

i = 01. Soit le quadripôle ci-contre.
Dans ce montage, C1 et C2 sont les capacités de
deux condensateurs ; v(t) et v2(t) sont les tensions
instantanées des tensions d’entrée et de sortie du
quadripôle.
On suppose que le régime de fonctionnement du quadripôle est sinusoïdal de pulsation v.
On utilisera la notation complexe V pour l’amplitude complexe de la tension v(t).

a. Donner le nom de ce montage classique et préciser son utilité. Exprimer le rapport
V2/V en fonction de C1 et C2. Quelle relation existe-t-il entre les phases de v2(t) et de
v(t) ?

v1(t) v(t) v2(t)

C2

C1

i = 0R

L

b. On considère maintenant le quadripôle ci-
contre.
On reconnaît en partie dans cette représentation,
le quadripôle précédent. Dans ce montage, v1(t)
est la tension d’entrée du nouveau quadripôle. On
note Z l’impédance complexe de l’ensemble formé de la bobine d’inductance L et des
deux condensateurs (C1 et C2). Établir l’expression de Z en fonction de L, C1, C2 et v.

c. Exprimer la rapport V /V1 en fonction de R et Z, puis en fonction de R, L, C1, C2 et
v.

d. En déduire l’expression de la fonction de transfert T (jv) = V2/V1 que l’on mettra

sous la forme : T ( jv) =
1

a 1
1

bjv
1 djv

. Expliciter les coefficients a, b et d en fonction

de R, L, C1 et C2. Quelles sont leurs dimensions ?

v–

i–

v+

i+
+

–

2. On envisage maintenant l’utilisation d’un
amplificateur opérationnel, supposé idéal, en
régime de fonctionnement linéaire. Dans ces
conditions, on a v1 = v− et i1 = i− = 0.
L’A.O. est inséré dans le montage ci-dessous. On
remarquera la présence du quadripôle précédent
dans ce montage.
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vs

v–ve

+

–

R2

R

R1

C2

C1
L

a. On envisage un régime de fonction-
nement sinusoïdal permanent.
Exprimer l’amplitude complexe V− de
deux manières différentes :

– tout d’abord en fonction de Ve, Vs, R1

et R2,

– puis en fonction de T et Vs.

En déduire une relation entre Ve et Vs

faisant intervenir T , R1 et R2.

b. On relie maintenant R1 directement
à la masse, ce qui revient à annuler la tension d’entrée (ve = 0).
Montrer que, sous certaines conditions, on peut malgré tout avoir vs(t) différente de zéro.
Dans cette situation, vs(t) peut être une fonction sinusoïdale du temps. Exprimer la
condition d’oscillation par une relation simple entre R1, R2, C1 et C2.
On pose C′ = C1C2/(C1 1 C2). Exprimer la pulsation des oscillations en fonction de L
et C′.

3. Étude d’un oscillateur à fréquence modulée.

a. Pour réaliser un tel oscillateur, on branche une diode à capacité variable (ou « varicap »)
en parallèle sur la bobine d’inductance L.
Une varicap peut être assimilée à un condensateur dont la capacité C(s) est fonction d’une
grandeur s, susceptible de varier avec le temps. Ici C(s) = Asn où A et n sont des constantes
positives.
Le quadripôle représenté sur la deuxième figure de l’exercice est alors modifié selon le
montage ci-dessous.

v1(t) v2(t)

C2

C1

i = 0R

LC(s)

La fonction de transfert T ′(jv) de ce
nouveau quadripôle peut s’écrire :

T ′( jv) =
1

a′ 1
1

b′jv
1 d ′jv

.

Expliciter les coefficients a′, b′ et d ′ en fonction de C(s), R, L, C1 et C2, en remarquant
qu’il suffit de remplacer l’impédance complexe de la bobine par celle de l’ensemble bobine
et varicap en parallèle.

b. On reprend l’avant dernier montage, dans lequel ve = 0, en y introduisant la varicap.
On obtient le montage ci-après.
On fixe s à la valeur constante So, pour laquelle C(So) = Co. Exprimer la pulsation vo de
l’oscillateur en fonction de Co, L, C1 et C2.
On impose maintenant s(t) = So 1 ´ cos(at) où ´ et a sont des constantes positives.

c. Sachant que ´  So, établir l’expression approchée au premier ordre de C(t).
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vs

+

–

R2

R

R1

C2

C1 C(s) L

d. En déduire l’expression de la pulsation ins-
tantanée v(t) de l’oscillateur.
On convient de poser :

v(t) = vo

(
1 − Dv

vo
cos V t

)
.

Établir les expressions de V et du taux de
modulation b = Dv/vo.
On parle, en langage courant, de « porteuse »
et de « signal modulant ». Quelles sont les
pulsations de ces deux signaux ? Quels sont
leurs rôles respectifs ?

e. Donner les ordres de grandeur des fréquences des porteuses pour les ondes radio, de
télévision et de télécommunication par satellite.

– Une grandeur introduite dans l’étude précédente intervient dans le réglage d’un récep-
teur lorsque l’on choisit de capter une émission parmi d’autres. Préciser cette grandeur
et donner son ordre de grandeur usuel dans les communications radio.

– Citer une autre méthode de modulation. La comparer succinctement à la modulation
de fréquence et discuter ses avantages et inconvénients.

Conversion numérique-analogique

Exercice 28 Convertisseur à sommation de courant ou à resis-
tances pondérées

Cet exercice correspond au matériel Electrome, qui est couramment utilisé lors de
l’épreuve de montage.

U

+

–

Uref d0 27R

d5 4R

d6 2R

d7 R
Les interrupteurs d0, d1, . . . , d7 sont,
soit reliés à la masse (position « 0 »),
soit reliés à la tension de référence
Uref = 5 V (position « 1 »). On appelle
Ak le poids de chaque bit, Ak = 0 ou 1
selon que l’interrupteur dk est en posi-
tion « 0 » ou « 1 ».

1. Quel est le type de fonctionnement
de l’A.O. supposé idéal ? Quel est son
rôle ?

2. Exprimer les intensités i0, i1, i2, . . ., i7 traversant les 8 résistances. Attention, à
l’intensité ik est associée l’interrupteur dk.
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3. En appliquant la loi des nœuds, déduire une relation entre la tension analogique de
sortie U et Ak. Montrer que l’on a bien réalisé une conversion numérique-analogique du
nombre N .

4. Préciser le nombre de bits maximal, la plus grande valeur de N possible, le MSB, le
LSB.

5. Calculer la plus petite tension délivrée par le CNA lorsque Uréf = 5 V. Cette tension
est appelée « quantum » ou « résolution ». Tracer la caractéristique de transfert du CNA
c’est-à-dire U = f (N ).

6. Quels sont les problèmes pratiques posés par un tel CNA ?

Exercice 29 Convertisseur à réseau R-2R ou réseau en échelle

Cet exercice correspond au matériel Pierron, qui est couramment utilisé lors de l’épreuve
de montage.
On veut réaliser la conversion d’un nombre binaire à 4 bits en utilisant le montage suivant :

U

+

–

A3Uref

2R

A2Uref

2R

A1Uref

2R

A0Uref

2R

R R R

2R

4
3 2 1

Les tensions AkUref sont obtenues comme dans le montage de l’exercice 28 : un inter-
rupteur relie chaque résistance 2R à Uref ou a la masse (Ak prenant alors les valeurs 1
ou 0).

1. Quel est l’intérêt de ce montage par rapport au précédent ?

2. Écrire les lois des nœuds aux 4 nœuds 1, 2, 3 et 4, en fonction des potentiels v1, v2, v3

et v4 de ces nœuds.

3. Éliminer de proche en proche tous ces potentiels sauf v1 et montrer que v1 est
proportionnel à N .

4. Quelle relation aurait-on trouvée pour v1 dans le cas d’une conversion d’un code
pondéré à n bits (au lieu de 4 bits ici) ?

5. Quelle est l’expression du quantum lors d’une conversion à 8 bits ?

6. Quelle est la tension maximale obtenue lors d’une conversion à 8 bits ?

7. Quel est le rôle joué par l’A.O. ?
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Conversion analogique-numérique

Exercice 30 Convertisseur à rampe numérique (simple rampe)

Cet exercice correspond au matériel Pierron, qui est couramment utilisé lors de l’épreuve
de montage. On appelle U la tension analogique à numériser.

Ur

U +

–

+

–

générateur
de rampe

= 1
ET

horloge

compteur
8 bits

a

b

c
d

Le générateur de rampe peut être un CNA ou bien le simple intégrateur ci-dessous où
Uref est une tension continue négative.

Ur
Uref

+

–
R

Ci
1. Étude du générateur de rampe :

– exprimer i en fonction de Uref et R puis en fonc-
tion de Ur et C ;

– en déduire l’évolution de Ur en fonction du
temps (à t = 0, Ur = 0).

2. Étude des comparateurs :

– donner les états logiques a et b des deux comparateurs selon les valeurs de U et de Ur ;

– à quelle date T se fait le basculement du comparateur du haut ?

3. Étude du circuit logique ( porte OU exclusif 1 porte ET ) : en fait, dans la plaquette
Pierron, le générateur de rampe fournit la tension Ur suivante :

t 

Ur

Tr

Donner la table de vérité du circuit logique en
précisant les différents états logiques de a, b, c et
d entre t = 0 et t = Tr.
4. Chronogrammes : soit Uh la tension en créneaux
délivrée par l’horloge pendant la période Th  Tr

et soit Us la tension à l’entrée du compteur.
Représenter les variations des tensions Ur et Us au
cours du temps. Bien préciser entre quelles dates
t1 et t2 le compteur est alimenté.
5. Le compteur reçoit N créneaux de période Th pendant la durée t, N = t/Th.
En déduire la loi de conversion analogique-numérique liant U à N .
6. Quelle est la résolution (tension analogique U minimum) du convertisseur ?
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7. Quelles sont les sources d’erreur d’une telle conversion.

Exercice 31 Convertisseur à approximations successives

Cet exercice correspond au matériel Electrome, qui est couramment utilisé lors de
l’épreuve de montage. On appelle U la tension analogique à numériser.

+

–

+

–

RR

αR(1 – α)R

+

–

+

RR

αR(1 – α)R

+

–

+

–

RR

A

– A – C

– B 

B 

C

αR(1 – α)R

v3v2

I1 I2 I3K1 K2 K3

C1 C2 C3
S3S2S1

v1

U

A B C

–

Principe : on essaie de déterminer chaque bit séparément, en commençant par le MSB.
Pour une conversion à n bits, il faudra n essais.

Exemple : soit la tension U analogique à convertir en un nombre à 3 bits [A, B, C]

N = A22 1 B21 1 C20

1er étape : on compare U à A, le poids du MSB (A = 4)
si U � 4 alors A = 1
si U < 4 alors A = 0

2e étape : on compare U − A à B (B = 2)
si U − A � 2 alors B = 1
si U − A < 2 alors A = 0

3e étape : on compare U − (A 1 B) à C (C = 1)
si U − (A 1 B) � 1 alors C = 1
si U − (A 1 B) < 1 alors C = 0

Amusez-vous à convertir U = 5,7 puis U = 7,2 puis U = 2,3 en 3 bits et vérifier vos
résultats.

Réalisation (schéma ci-dessus)

1. 1re étape : montrer que, lorsque I1 est ouvert v1 = −(U − A ) et lorsque I1 est fermé
v1 = −U donc que v1 = −(U − A ) quel que soit la position de I1.
2. 2e étape : montrer que v2 = U − (A 1 B) quelle que soit la position de I2.
3. 3e étape : trouver l’expression de v3

4. Discuter les avantages et les inconvénients d’un tel CAN.
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SOLUTIONS

1 La diode est supposée idéale dans les questions 1a, 1b et 2a.

1.a. La valeur maximum est imax =
emax

R 1 r
= 50 mA (diode passante) et imin= 0 (diode

bloquée).

b. Quand la diode est passante : uA(t) = ri(t) avec uAmax = 50 mV (1 cm) et T = 1 ms
(5 cm). On a alors uB(t) = u 1 uA(t) = uA(t) avec uBmax = 50 mV (0,25 mm). Quand
elle est bloquée, uA = 0 et uB = e avec uBmin = −5 V (2,5 cm).

t

TT/2

tT

uA(t) uB(t)

uAmax

– uBmin

T/2

e (V)

t

T

t

T/2

5

0,6

t

TT/2

– 5

0,6
1,1

45

uA(mV)

uB(V)

c. La diode est passante si
u > Vs = 0,6 V. On a alors

imax =
emax

R 1 r 1 rd
= 45 mA,

uAmax = rimax = 45 mV (0,9 cm)

La diode devient passante à la date to

lorsque e = Vs soit pour to = 0,03 ms
(0,15 cm). Dans ce domaine,

uB(t) = u 1 uA(t) = Vs 1 (r 1 rd)

i = 0,6 1 11i

avec uBmax = 1,1 V (0,5 cm).
Lorsque la diode est bloquée, on a tou-
jours uB = e.

4. ÉLECTRONIQUE 349



�

�

�

�

�

�

�

�

2.

uB

uB

uB

uB

diode idéale

2,5 cm 0,25 cm

1 cm

diode réelle

2,5 cm 3 mm 2 mm

0,9 cm

t

i(t)
2 1. T = 1/f = 1 ms.

Emax = EG

√
2 = 70,7 V. Quand la

diode est passante, i =
e

R 1 RG
et

imax = 0,88 A.

2. On a v = eG − Ri = u 1 uR.

Quand la diode est passante,
u = 0, v = Ri et vmax = 61, 9 V.
Quand elle est bloquée, u = e, i = 0,
v = eG et vmin = 70, 7 V.

t

u(t)

t

t

v(t)

eG(t)

eGmax

– eGmax

61,9 V

– 70,7 V

v(t) n’est pas une tension sinusoïdale car
|vmin| fi vmax. Pour la rendre sinusoï-
dale, il faudrait que v(t) ∼= eG(t) quand
la diode est passante, donc que RG  R

car v = eG − RGeG

R 1 RG
.

3. On calcule :

Imax �
eGmax

R 1 RG
= 0,88 A

et

|uinv,max| � eGmax = 70,7 V.

4. Par définition,

Imoy =
1
T

∫ T

0
i(t)dt

=
1
T

∫ T/2

0

eG(t)
R 1 RG

dt

=
1
T

∫ T/2

0

eGmax sin vt
R 1 RG

dt =
imax

p

=
eGmax

p(R 1 RG)
= 0,28 A.
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Pmoy =
1
T

∫ T

0
uR(t)i(t)dt =

1
T

∫ T/2

0
i2(t)dt =

Ri2
max

4
=

Re2
Gmax

4(R 1 RG)2 = 13,7 W.

I 2
eff =

1
T

∫ T

0
i2(t)dt =

Pmoy

R
d’où

Ieff =
imax

2
=

eGmax

2(R 1 RG)
= 0,442 A.

Le facteur de forme est défini par F =
Ieff

Imoy
=

p

2
= 1,57.

Le taux d’ondulation t est tel que F2 = 1 1 t2 d’où t = 1,21.

5.a. Quand la diode est passante, v = uR et quand elle est bloquée v = eG.

eG (V)

t t

40

– 40

35

uR (V)

u (V)

t t

40

– 40 – 40

35

v (V)

b. Comme précédemment, Imoy =
1
T

∫ T/2

0

eGmax

R 1 RG
dt =

Imax

2
= 0,25 A.

I 2
eff =

1
T

∫ T/2

0

(
eGmax

R 1 RG

)2

dt d’où Ieff =
imax√

2
= 0,35 A.

Pmoy = RI 2
eff =

RI 2
max

2
= 8,75 W.

F =
Ieff

Imoy
=

√
2 = 1,41 et t = 1.

Conséquence : pour voir immédiatement si un voltmètre est RMS, il suffit de lui faire
mesurer une tension en créneaux de valeur moyenne nulle. En position "alternatif ", on
doit alors lire Ueff = Umax s’il est RMS (et non pas Umax/

√
2).

4. ÉLECTRONIQUE 351



�

�

�

�

�

�

�

�

3 1. Quand v(t) > 0, i circule dans D1, R et D2. D1 et D2 sont donc passantes.

2. Quand v(t) < 0, i circule dans D3, R et D4. D3 et D4 sont donc passantes. De plus i
circule toujours dans le même sens dans R : i = iR > 0.

3. Le cas de la diode idéale est représenté en traits pleins, celui de la diode réelle en
pointillés.

i (t)

t t

id

iR

t

∆t

t

u = RiR

e (t)

2vs

– 2vs

t

∆t

Quand les diodes sont idéales :

imax =
eGmax

R
= 0,5 A

Lorsqu’elles sont réelles :

i′max =
eGmax

R 1 2rd

De plus elles ne sont alors passantes que
si |e| > 2vs. On peut mesurer, dans ce cas,
la durée Dt pendant laquelle aucune diode
n’est passante, en visualisant e(t).

R
G

Y1

Y2

D3

4. La masse de l’oscilloscope, com-
mune à ses deux voies, court-circuiterait
une diode. Sur le schéma ci-contre, la
diode D3 est court-circuitée. Pour visuali-
ser simultanément e(t) et u(t), il faut uti-
liser un transformateur d’isolement.

5. Les calculs sont les mêmes que dans l’exercice précédent. On obtient numériquement :
Imax = 0,5 A, IRmoy = 0,318 A, IReff = 0,35 A, F = 1,11 et t = 0,48. À partir du même
signal sinusoïdal i(t) = Imax sin vt les deux types de redressement donnent les résultats
suivants :
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Redressement simple
alternance

Redressement double
alternance

Imoy Imax/p < 2Imax/p

Ieff Imax/2 < Imax/
√

2

F p/2 > p/2
√

2

t 1,21 > 0,48

6. Si l’une des diodes est mal branchée, il faut qu’elle puisse supporter
EG

2
= 25 V

en inverse ! C’est éventuellement la résistance interne du générateur RG qui peut assurer
cette protection.

u (t)

Emax

t

t1 t2 T

2∆U

4 1. Entre t et t1 : le condensateur
se charge sous u(t) ; entre t1 et t2 : il se
décharge dans R.

2. Entre t et t1 la tension s’écrit :

uC(t) = uR(t) = u(t) = Emax sin vt.

3. Entre t1et t2 : u = Emaxe−(t−t1)/RC. Pour un bon lissage, la décharge doit être
suffisamment lente : RC � T/2. De plus la durée de la décharge vaut t2 − t1 � T/2.

(Rigoureusement, t1 = T/4 et t2 est tel que Emaxe−(t2−t1)/RC = Emax sin vt2)

4. Pour t = t1 : u(t1) = Emax. Pour t = t2 : u(t2) = Emaxe−(t2−t1)/RC � Emaxe−T/2RC.

Comme RC � T/2, T/2RC  1 et e−T/2RC � 1 − T/2RC. Finalement,

u(t2) � Emax

(
1 − T

2RC

)

On en déduit l’amplitude d’oscillations DU =
u(t1) − u(t2)

2
� EmaxT

4RC
et le taux d’on-

dulation t =
DU

Umoy
� DU

Emax
� T

4RC
.

5. Si R = 100 V et T = 20 ms, il faut que C � T/2R = 0,1 mF : on peut
prendre C = 1 mF. Seuls les condensateurs électrochimiques possèdent des capacités
aussi importantes. Il faut donc faire attention à la polarité de C (armature + reliée au point
A du schéma de l’exercice précédent). On a alors t = 0, 05 s.

6. Il faut utiliser la touche AC de l’oscilloscope qui permet de mesurer 2DU , puis la
touche DC qui fait grimper le signal de Umoy, qui est donc mesurable. On en déduit

t =
DU

Umoy
.
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5 1. La puissance vaut Pmax = rI 2
max d’où Imax =

√
Pmax

r
= 4,4 A (en direct et en

inverse). De même Umax = 24
√

2 V.
En direct, Umax = Vs 1 (Rp 1 r)Imax. On en déduit Rp = 5 V.

En inverse, Umax = Vz 1 (Rp 1 r)Imax. On en déduit Rp = 10,6 V. (Attention
Vz = −24 V). On choisit Rp de façon à protéger la diode dans les deux sens, soit la
valeur la plus grande Rp = 10,6 V.

2.

t

t

u (V)

u1 (V)

u2 (V)

Vs = 0,6

Vs = 0,6

VZ = – 24

VZ = – 24

24√2

7,2

passante directe

bloquée

passante inverse

8

– 26

– 26,8

t

1

1

2

2

3 32

l'échelle sur l'axe 
des ordonnées 
n'est pas respectée

Pour u1 :
∗ la diode est passante quand 0,6 V < u < 24

√
2 V. On a alors u1 = u 1 u2 avec

u1 = Vs 1 rip et u2 = −Rpip. D’où u1 =
ru 1 RpVs

r 1 Rp
avec u1max = 7,2 V.

∗ la diode est bloquée quand −24 V < u < 0,6 V. On a alors ip = 0 et u1 = u.
∗ la diode est passante en inverse quand −24

√
2 V < u < −24 V. On a alors u1 = u1u2

avec u1 = −(Vz 1 rip) et u2 = Rpip. D’où u1 =
ru − RpVz

r 1 Rp
avec uin = −26 V.

Pour u2 :

∗ quand la diode est passante en direct, u2 = −
Rp(u − Vz)

r 1 Rp
avec u2min = −26,8 V.
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∗ quand elle est bloquée, u2 = 0,

∗ quand elle est passante en inverse, u2 = −
Rp(u 1 Vz)

r 1 Rp
avec u2max = 8 V.

6 1.a. Avec les caractéristiques de la lampe, on calcule RL = 3,7/0,3 = 12,3 V.

b. Pour T = Ta, le transistor est bloqué lorsque IC = IB = 0 et VBE � Vs. Or

VBE =
R(Ta)E

R′ 1 R(Ta)
� Vs, qui est satisfait si R′ � R(Ta)

(
E
Vs

− 1
)

, soit R′ � 155 V.

RL

I' IC

IB

VBE
I

R'

R (T)

E

c. Pour T = Tb, le transistor est saturé. On calcule toutes
les intensités des courants.
On a IC =

E
RL

= 0,3 A. IB =
IC

b
= 3 mA.

I ′ =
E − VBE

R′ or VBE � Vs d’où :

I ′ � E − Vs

R′ = 15,5 mA

I = I ′ − IB < 12,5 mA.

Or I =
VBE

R(Tb)
, d’où R(Tb) =

VBE

I
> 48 V et dans ces

conditions, la lampe s’allume.

2. Pour T = Ta, le transistor est saturé, IC =
E

RL
= 0,3 A. IB =

IC

b
= 3 mA. Le courant

dans R(Ta) vaut I =
VBE

R(Ta)
= 0,6 mA. Le courant dans R′ vaut I ′ = I 1 IB = 3,6 mA.

Or I ′ =
E − VBE

R′ d’où R′ =
E − VBE

I ′ = 861 V. Il y a saturation pour VBE � Vs, soit

I > 0,6 mA, I ′ > 3,6 mA et R′ < 861 V.

Pour T = Tb, le transistor est bloqué, VBE � Vs, IB = 0 d’où R(Tb) � R′Vs

E − Vs
. La

lampe est donc éteinte pour R(Tb) � 155 V.

7 1.a. L’indice ”o” se rapporte à l’état de polarisation du transistor.

VCEo =
VCC

2
= 5 V ; ICo =

VCC

2RC
= 5 mA ; IBo =

ICo

b
= 50 mA.

b. RB =
VCC − VBEo

IB
= 188 kV, RB est donc beaucoup plus importante que toutes

les autres résistances du montage et peut dans un premier temps être considérée comme
infinie.
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2.a. Pour l’alternatif, on éteint la source de tension VCC, ce qui revient à la court-circuiter
(VCC = 0). Le point F se trouve donc au potentiel nul. VF = 0. D’où le schéma équivalent
suivant, valable en alternatif seulement et pour les faibles amplitudes de courant :

i1 = iB

VCE v1 v2 

B

E

C

E

βiB

RG

eG

iC

r ρ RC Ru

i2

transistorcommande polarisation
+ charge

b. Les équations caractéristiques du transistor sont :
Circuit base-émetteur : V1 = rI1 (1)

Circuit collecteur-émetteur : IC = bI1 1
V2

r
(2)

Equation caractéristique du circuit d’entrée : V1 = EG − RGI1 (3)

Equations caractéristiques du circuit de sortie : V2 = −RuI2 (4)

et V2 = − RuRC

Ru 1 RC
IC (5)

c. L’impédance d’entrée du montage est définie par : Ze =
V1

I1
. D’après (1), on a

Ze = r = 500 V.

v2 

B

E

C

E

RG r ρ RC

i2
L’impédance de sortie du montage est

définie par Zs =
V2

I2
, lorsque les

sources sont éteintes (eG remplacée par
un court-circuit et la branche conte-
nant biB ouverte) et quand la résistance
de charge Ru n’est pas branchée. On
obtient alors le schéma équivalent sui-
vant, où l’on voit que :

Zs =
rRC

r 1 RC
= 909 V.

d. Le coefficient d’amplification en courant est défini par Ai =
I2

I1
. (Ne pas confondre

avec le gain en courant, qui serait défini par Gi = 20 log

∣∣∣∣ I2

I1

∣∣∣∣) En éliminant IC entre
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les équations (2) et (5), puis en éliminant V2 grâce à l’équation (4), on obtient :

Ai =
b

Ru

(
1

RC
1

1
Ru

1
1
r

) . On reconnait, au dénominateur, la résistance équivalente

Ro au circuit de sortie, définie par :
1

Ro
=

1
RC

1
1

Ru
1

1
r
. Il vient alors : Ai =

b

RuRo
.

Ai est un nombre réel positif, cela signifie que les intensités des courants instantanés i1(t)
et i2(t) sont en phase. De plus, Ro = 476 V, d’où Ai = 47,6, valeur bien inférieure
au coefficient d’amplification b en courant du seul
transistor. Les variations de Ai en fonction de la
résistance de charge Ru sont représentées sur la
figure ci-contre. Elles montrent que le montage ne
se comporte comme un amplificateur de courant
que pour les faibles valeurs de Ru.

Ru

Ai

β

Ru

AvρβRC

r(RC + ρ)

e. De même, le coefficient d’amplification en ten-
sion est défini par :

Av =
V2

V1
=

−RuI2

rI1
= −Ru

r
Ai = −bRo

r

= −95,2

Ce coefficient est encore réel, mais négatif. Cela signifie que les tensions instantanées
v1(t) et v2(t) sont en opposition de phase. La figure ci-dessus représente les variations de
|Av| avec la résistance de charge Ru. A l’opposé du cas précedent, on voit que le montage
se comporte comme un amplificateur de tension pour les fortes valeurs de la résistance de
charge Ru.

Ru

Ap

909 Ω

4,5.103

4.106

1 kΩ

f. Ap = Ai Av = −b2R2
o

rRu
= −4 533. Pour étudier

les variations de
∣∣∣Ap

∣∣∣ en fonction de Ru, il faut

développer Ro. En posant
1

Rs
=

1
RC

1
1
r

, il vient∣∣∣Ap

∣∣∣ =
b2

r(
1√
Ru

1

√
Ru√
Rs

.
∣∣∣Ap

∣∣∣ en fonction de Ru

passe par un maximum pour Ru = Rs = 909 V (ce qui correspond au cas étudiée ici).
On a alors : ∣∣∣Ap

∣∣∣
max

=
b2R2

s

4r
= 4,13.106 !

En conclusion, pour Ru faible le montage se comporte comme un amplificateur de courant,
pour Ru important le montage se comporte comme un amplificateur de tension et pour
Ru � Rs il se comporte comme un amplificateur de puissance.
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g. Le schéma équivalent devient :

i1

VCE v1 v2 

B

E

C

E

βiB

RG

eG

iC

r ρ RCRB Ru

i2iB

L’équation (1) entre la base et l’émetteur est remplacée par : RB(i1−iB) = riB. Le raisonne-

ment suivi dans les questions précédentes conduit à : Z ′
e =

rRB

r 1 RB
= 499 V � Ze, Z ′

s = Zs,

A′
i = Ai

RB

RB 1 r
= 47,5 � Ai, A′

v = Av et A′
p = Ap

RB

RB 1 r
= −4 521 � Ap.

3.a. IC =
VCC − VCE

RC
= 5 mA ; IB =

IC

b
= 50 mA ; l’intensité du courant dans R1

s’écrit : I ′ =
VBE

R1
= 0,6 mA et celle du courant dans R2 : I ′′ = I ′ 1 IB = 0,65 mA.

b. Or I ′′ =
VCC − VBE

R2
d’où R2 =

VCC − VBE

I ′′ = 14,5 kV.

4.a.

RC

Ru

VCC

R2

R1

RG

C1

C2

B

eG

b. Sur ce schéma, on remarque que R1//R2 est équivalent à RB de la question 2.g. Il suffit

donc de remplacer RB par
R1R1

R1 1 R2
dans les résultats de la question 2.g.

i1

VCE v1 v2 

B

E

C

E

βiB

RG

eG

iC

ρ RCR1 R2 Ru

i2iB

r
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c. Z ′′
e = 500 V � Ze ; Z ′′

s = 909 V = Zs ; A′′
i = 23,0 < Ai ; A′′

v = −97,2 < Av ;

A′′
p = −2 190 :

∣∣∣A′′
p

∣∣∣  ∣∣∣A′′
p

∣∣∣ .
5. En régime continu, le condensateur de capacité CE se comporte comme un interrupteur

ouvert. IB  IC d’où IC � IE =
VCC − VCE

RC 1 RE
= 4,55 mA, IB =

IC

b
= 45,5 mA. L’in-

tensité du courant dans R1 vaut I ′ =
VBM

R1
=

VBE 1 VEM

R1
=

VBE 1 REIE

R1
= 1,05 mA.

Celui dans R2 vaut I ′′ = I ′ 1 IB = 1,1 mA. D’où R2 =
VCC − VBM

I ′′ = 8,14 kV.

6. En régime alternatif, le condensateur de capacité CE doit se comporter comme un

court-circuit. Pour cela il faut que
1

CEv
 RE. Dans ces conditions, le potentiel VE = 0

pour l’alternatif. On obtiendra donc les mêmes résultats qu’à la question 4.

VCC

VZ
DZ

R
IB

IZ

8 1. Vz =
Rz

R 1 Rz
VCC d’où Rz =

RVz

VCC − Vz
et,

comme Iz � IR, Iz =
Vz

Rz
=

VCC − Vz

R
= 5,18 mA.

La puissance dissipée dans la diode vaut
PD = VzIz = 18,6 mW, celle dissipée dans R vaut

PR =
(VCC − Vz)2

R
= 59,1 mW.

RE

VBE

C
IB

IB = IE  

VZ

2.a. Vz = VBE 1 REIC d’où IC =
Vz − VBE

RE
=

3
RE

.

Dans cette dernière relation, l’intensité IC est expri-
mée en ampère si RE l’est en ohm, ou bien IC est
exprimée en mA si RE l’est en kV.

b. IC est indépendante de la résistance de
charge R′, on a donc un générateur de courant.
Avec 1 kV < RE < 101 kV, on obtiendra
29,7 mA < IC < 3 mA.

R'

RE

VCC

C

IC

M

VZ

VCE

c. Pour cette valeur de la résistance, on a IC = 3 mA.
VCC = VCE 1 (RE 1 R′)IC, or VCE < 0,4 V, donc

R′ <
VCC − REIC − 0,4

IC
. On obtient l’encadrement :

0 < R′ < 3,87 kV
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vs

ve

ve

ud

P

9 1. La caractéristique statique de l’A.O. est
représentée en trait plein sur la figure. Dans le
montage suiveur, vs = ve−ud est représentée par
une droite en pointillés, de pente -1, sur le même
graphe. Il n’y a qu’une seule intersection, donc
un seul point de fonctionnement P apparaît : le
fonctionnement de ce montage est stable.

vs

ve
– ve ud

P1

P2

P3

2. En inversant les entrées de l’A.O., on
obtient le graphe ci-contre . En effet, on a alors
vs = ve 1 ud (ud = v1−v−) qui est représentée
par une droite de pente +1. Il peut y avoir 3 points
de fonctionnement, comme sur la figure (P1, P2

et P3) dont 2 correspondent à 1Vsat et −Vsat : le
régime est instable. Sinon, il n’y a qu’une seule
intersection, mais qui correspond à vs = ud = 0,
ce qui n’offre aucun intérêt. Conclusion : pour
obtenir un régime linéaire stable, il faut toujours
réaliser une contre-réaction entre E− et S, et non
entre E1 et S.

3.

ie

is – ie
vs Re

ve

Rs
Ru

Adud

is

vs

E– S

E+

4. On a vs = Adud −Rs(is − ie) � Adud −Rsis(is � ie). De plus is =
vs

Ru
et ud = ve −vs

d’où Av =
vs

ve
=

Ad

1 1 Ad 1
Rs

Ru

. Av � 1 : on est bien en présence d’un montage « suiveur »,

même si l’A.O. n’est pas idéal.
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5. Ze =
ve

ie
or ie =

ud

Re
et ud = ve − vs = ve(1 − Av) d’où :

Ze =
Re

(
1 1 Ad 1

Rs

Ru

)
1 1

Rs

Ru

= 1010 V

(Rappel : pour un A.O. idéal, Ze = ∞)

6. vs � Adud − Rsis. Quand ve = 0, ud = −vs d’où :

Zs =
Rs

1 1 Ad
� Rs

Ad
= 10−4 V

(Rappel : pour un A.O. idéal, Zs = 0)

RG

Ru

eG

vs

7.a. vs =
Ru

Ru 1 Rg
eg < eg.

b. Ze = ∞ =⇒ ie = 0 =⇒ Rgie = 0 =⇒ ve = eg.

Av = 1 =⇒ vs = ve =⇒ vs = eg : on a un adaptateur
d’impédance ”parfait”.

10 1. L’amplification vaut :

Ao =
vs

ve
= −R2

R1
= −100

et le gain :

Gv = 20 log |Ao| = 40 dB

La résistance d’entrée est égale à Re =
ve

ie
= R1 = 1 kV, et la résistance de sortie

Rs = ∞ (A.O. idéal).

R1

ve

R2

ud

vs

E–

S

M

E+

2. Le théorème de Millman s’écrit entre E− et M :

UEM = −ud =

ve

R1
1

vs

R2
1

R2
1

1
R1

Or vs = Adud d’où −ud = − vs

Ad
et finalement

Av =
vs

ve
=

AdAo

Ad 1 1 − Ao
� AdAo

Ad − Ao
� Ao = −100.
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3.a. A′
v =

A′
dAo

A′
d 1 1 − Ao

=
AdAo

Ad 1 (1 − Ao)
(

1 1 j
v

vo

) qu’il faut mettre sous la forme

Ho

1 1 j
v

v′

. Après calcul, on obtient :

A′
v =

Av

1 1 j
v

v′
o

avec v′
o = vo

Ad 1 1 − Ao

1 − Ao
� −vo

Ad

Ao
= 103vo

b. A′
v =

−102

1 1 j
v

103vo

= Ho H3 où Ho = Av = −100 < 0 et H3 =
1

1 1 j
v

103vo

. D’où

les diagrammes de Bode suivants avec G = 20 log
∣∣∣A′

v

∣∣∣ = 20 log
∣∣Ho

∣∣ 1 G3 = 40 1 G3

et w = wHo 1 w3 = −p 1 w3.

G (dB)

log ω

"– 1" 
= – 20 dB/décade

103 ω0

40

20

104 ω0

105 ω0

ϕ log ω103 ω0

 – π

 – 3π/2

c. Comme Gmax = 40 dB, à −3 dB, le gain vaut Gc = Gmax−3 = 37 dB, qui correspond

à
∣∣∣A′

v

∣∣∣ =

∣∣∣A′
v,max

∣∣∣
√

2
=

∣∣Av
∣∣

√
2

. Ce gain est obtenu pour vc = 103vo soit pour fc = 12,5 kHz.

4. Pe = UeI = 3,64 · 10−5 W, P1 = E1I1 = 0,136 W, P2 = E2I2 = 42,1 mW,

Ps =
U 2

s

Ru
= 36 mW. h =

Ps

Pe 1 P1 1 P2
= 20,2 % : le rendement d’un A.O. n’est

jamais important, mais on a toujours Pe  P1 et P2.

11 1. La contre-réaction entre E− et S atteste du fonctionnement en régime linéaire.

2. Soit i l’intensité du courant traversant R1 ou R2. On a ve = −R1i et vs = −(R1 1R2)i

d’où H = 1 1
R2

R1
. Cette fonction de tranfert est réelle et positive : cela signifie que la

tension de sortie est en phase avec la tension d’entrée et on a bien un montage non
inverseur.

3. G = 20 log |H | = 20 dB d’où |H | = 10 et
R2

R1
= 9. Or R1 = 10 kV, donc

R2 = 90 kV.
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4.a. À l’entrée, Pe = vei1 = 0 (i1 = 0). A la sortie, Ps =
v2

s

Ru
=

e2
G

Ru

(
1 1

R2

R1

)
= 0,1 W.

Ps est donc fournie par l’alimentation de l’A.O..

b. vs � Vsat donc |H | � Vsat

eG
et eG � 1,5 V.

De plus, is � is,max soit Ru =
vs

is
� vs

is,max
et donc Ru � 3 kV pour vs = Vsat.

Remarque : pour eG = 1 V, |H | = 10 =⇒ vs = 10V =⇒ Ru � 2 kV.

vs

v2

i2

v1

i1

v3

i3 +

–

R

R

R

R i1
12 Pour la figure 1, on peut écrire :

vs = −Ri, v1 = Ri1, v2 = Ri2, v3 = Ri3.

Or i = i11i21i3 d’où vs = −(v11v21v3) :
le montage est un additionneur - inverseur.

i2

i1

vs

v1

v2

+

–

R2

R1

R1

i1

i2

2

Pour la figure 2, on a v1 = R1i1 1 R2i2,

v2 = R1i2 1 R2i2 d’où vs = −R2

R1
(v1 − v2).

Si R2 = R1, le montage est un soustracteur,
sinon c’est un soustracteur amplificateur.

vs
ve

vC +

–

R

i C

q

i
13 1. On peut écrire : vs = −Ri

avec i =
dq
dt

et ve = vC =
q
C

d’où

vs = −RC
dve

dt
. Le montage réalise donc

bien une dérivation.

2. En régime sinusoïdal,
dve

dt
= jvve d’où H = −jvRC = Ho H1 avec Ho = −1,

H1 = j
v

vo
et vo =

1
RC

.
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On obtient les diagrammes de Bode suivants :

G = 20 log|H| ϕ = arg H

log ω

" 1" 

 ω0 = 1/RC

log ω

 – π/2

3. À très haute fréquence : si v → ∞ =⇒ |H | → ∞ et vs → ∞ : il y a saturation
(vs � Vsat). Il faut donc rajouter une résistance R′ en série avec C pour éviter que Ze ne
s’annule.

4. Soit Z l’impédance de la branche contenant R′ et C en série. Z = R′ 1
1

jCv
. On est

ramené au montage amplificateur inverseur d’où H = −R
Z

= − jRCv

1 1 jR′Cv
= −H1 H3

avec H1 = j
v

v1
et H3 =

1

1 1 j
v

v3

où v1 =
1

RC
et v3 =

1
R′C

. On obtient les diagrammes

de Bode suivants, en choisissant R′ < R.

G = 20 log|H|

20 log (R/R’)

ϕ = arg H

log ω

" 1"  ω1 = 1/RC

 ω3 = 1/R’C

log ω

 – π/2

 – π

 ω3 = 1/R’C

Remarque : à BF, donc pour v  v3,on a un dérivateur réel (pente ”1”),
à HF, donc, pour v � v3, on a un filtre passe-haut.

14 1. En régime variable, ve = Ri avec i =
dq
dt

et vs = −vC = − q
C

d’où

vs = − 1
RC

∫
ve(t)dt. Le montage effectue bien une intégration

2. En régime sinusoïdal, H= − 1
jvRC

= − 1
H1

. D’où les diagrammes de Bode suivants :
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G = 20 log|H| ϕ = arg H

log ω
" – 1" 

 ω1 = 1/RC

log ω

 – 3π/2

3. À TBF,
1

jvC
→ ∞ =⇒ H → ∞, or vs < Vsat : il y a saturation. Pour l’éviter, il suffit

de mettre une résistance R′ en parallèle avec C, entre E− et S.

4. On est une fois de plus ramené au montage amplificateur inverseur avec Z = C//R′.
On obtient :

H ′ = −
R
R′

1 1 jvR′C
= −HoH 3

où v3 = 1/R′C. D’où les diagrammes de Bode suivants :

G = 20 log|H|

20 log (R/R’)

ϕ = arg H

log ω

" – 1" 

 ω1 = 1/RC

 ω3

log ω

 – π

 – 3π/2

 ω3

Pour v  v3, on a un filtre passe-bas ; pour v � v3, on a un intégrateur.

vs
ve

+

–

R2

C1

15 1. Aux basses fréquences,
1

C1v
� R1 et

1
C2v

� R2, d’où la figure ci-contre.

On est en présence d’un dérivateur parfait.
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vs
ve

+

–

C2

R1

2. Aux hautes fréquences,
1

C1v
 R1 et

1
C2v

 R2, d’où la figure ci-contre :

On est en présence d’un intégrateur parfait.

3. On calcule la fonction de transfert : Z1 = R1 1
1

jC1v
, Y2 =

1
Z2

=
1

R2
1 jC2v d’où

H = − jR2C1v

(1 1 jR1C1v)(1 1 jR2C2v)
= −H1 H3 H ′

3

avec H1 = jv/v1, H3 =
1

1 1 jv/v3
, H ′

3 =
1

1 1 jv/v′
3

et v1 = 1/R2C1, v3 = 1/R1C1,

v′
3 = 1/R2C2. Avec les valeurs numériques fournies, v1 < v3 < v′

3 et il y a une décade
entre chacune de ces pulsations. Les diagrammes de Bode sont représentés ci-dessous.

G ϕ = arg H

log ω

" 1" 

" 0" 

" – 1" 

 ω1

 ω3  ω’3

10 ω’3

log ω

 – π/2

 – π

 – 3π/2

 ω3 ω1  ω’320

On est en présence d’un filtre passe-bande. Le gain s’annule pour v1 et 10v′
3. Il vaut

Gmax − 3 dB pour v3 et v′
3 donc la bande passante vaut v′

3 − v3 = 9/R1C1.

vs
ve

+

–

R’

R’

R
C

i2

i1

i1

i2

16 1. Il faut calculer la fonction de transfert.

Ve =
(

R 1
1

jCv

)
I2 et Vs =

I2

jCv
− R′I1. Or

R′I1 = RI2 donc H =
VS

Ve
=

1 − jRCv

1 1 jRCv
.

2. Le déphasage entre la tension d’entrée et de
sortie vaut : w = arg H = −2 arctan RCv. w

varie entre 0 et -p selon la valeur de C : on a
bien un ”déphaseur pur”.
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3. Quand w = −p/2, arctan RCv = 1p/4 d’où RCv = 1. On obtient alors
C = 500 nF.

Remarque : |H | =

√
1 1 (RCv)2

1 1 (RCv)2 = 1 = Cte d’où G = 0 dB. On a bien un montage

qui ne fait que déphaser vs par rapport à ve.

i = 0

us
u1uE

R3

R1

P

17 1. L’A.O. est idéal, donc (ud)1 = 0, d’où vp = uE.
La loi des nœuds en P s’écrit :

us − uE

R3
=

uE − u1

R1
(1)

2. Le deuxième A.O. est monté en amplificateur inverseur,
avec deux résistances identiques, c’est donc seulement un
inverseur : vQ = −u1.

us
uE

– u1

R3

R2

P S

Q

is

La loi des nœuds en Q s’écrit :

is =
uE − us

R3
1

(−u1) − u3

R2
(2)

3. us = 0 donc isCC =
uE

R3
− u1

R2
. Or (1) devient

−uE

R3
=

uE − u1

R1
d’où :

u1 = uE
R1 1 R3

R3
et isCC =

uE(R2 − R1 − R3)
R2R3

4. is = 0 , en reportant cette valeur dans (1) et (2), il vient : uso =
uE(−R2 1 R1 1 R3)

(−R2 1 R1 − R3)
.

Req

ususo

S

schéma de Thévenin

Req
us

S

schéma de Norton

isCC

5. On obtient les schémas de Thévenin
et Norton ci-contre.
Avec isCC =

uso

Réq
:

Réq =
R2R3

R2 − R1 1 R3

6. La source de courant est idéale si Réq = ∞, il faut donc que R2 = R1 1 R3. Dans ces

conditions, i = isCC = −2uE

R2
.
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ug

vs

+

–

R1

R0

R2

A i

j

j

i
18 1.a. En régime linéaire :

R1i = −R2j et ug = Roj d’où

ug = −RoR1

R2
i. Attention, le dipôle

(D) est étudié en convention récepteur (ug

et i en sens inverse).

b. En régime linéaire et en convention
récepteur, ug = f (i) est donc représen-
tée par une droite passant par l’origine et

de pente −RoR1

R2
.

ug

R0Vsat/(R0 + R2)

– R0Vsat/(R0 + R2)

R2Vsat/R1(R0 + R2)

– R2Vsat/R1(R0 + R2) i

pente R1

pente R1

pente – R0R1/R2

c. Les limites du régime linéaire sont défi-
nies par |vs| � Vsat. Or vs = (Ro 1 R2)j

d’où | j| � Vsat

Ro 1 R2
. De plus i = −R2

R1
j

donc |i| � R2Vsat

R1(Ro 1 R2)
. Enfin ug = Roj

d’où
∣∣ug

∣∣ � RoVsat

(Ro 1 R2)
.

En régime de saturation, ud = e1−e− fi 0
donc R1i fi −R2j. On a alors vs = ±Vsat.

Or i =
ug − vs

R1
d’où i =

ug ∓ Vsat

R1
et

ug = R1i ± Vsat. On obtient alors deux
demi-droites de pente R1 > 0. Ces résul-
tats sont résumés sur la caractéristique ci-
contre.

d. En régime linéaire et en convention récepteur, RD = −RoR1

R2
< 0, d’où le nom de

”résistance négative” donnée au montage.

2.a. On étudie un circuit {Rtot, L, C} série où Rtot = R 1 RD = R − RoR1

R2
.

– Si Rtot = 0, R =
RoR1

R2
: on observe des oscillations non amorties de pulsation

vo =
1√
LC

.

Si 0 < Rtot < RC = 2

√
L
C

, soit
RoR1

R2
< R <

RoR1

R2
1 2

√
L
C

: on observe des oscillations

amorties.

– Si Rtot = RC, soit R =
RoR1

R2
1 2

√
L
C

: on est en régime critique.

– Si Rtot > RC, soit R >
RoR1

R2
1 2

√
L
C

: on est en régime apériodique.
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Ces régimes nécessitent de l’énergie. Celle-ci provient de l’alimentation de l’A.O. et non
du générateur de créneaux. Ce dernier fournit une tension continue ou nulle, dont la déri-
vée est nulle. Il n’intervient donc pas dans l’équation différentielle du circuit {Rtot, L, C} :
On pourrait s’en passer.

b. – RC = 2

√
L
C

= 4472 V, Rtot = 52 V donc Rtot < RC : les oscillations sont amorties.

– Il n’y a pas d’amortissement si Rtot = 0, soit pour Rom =
RR2

R1
= 6 kV.

– Le générateur de créneaux n’est alors plus utile puisque les oscillations ne s’amortissent
plus.

19 1. En régime linéaire, u = −Roi et en régime de saturation, u = R1i ± Vsat.

2. u = ai 1 bi3. Pour que la caractéristique réelle et sa modélisation coïncident en régime
linéaire, il faut que a = −Ro.

La courbe modélisée est extrémum pour
du
di

= a 1 3bi2 = 0, soit pour i = ±
√

Ro

3b
. Or,

sur la courbe réelle, les abscisses de ces extréma valent i = ± Vsat

Ro 1 R1
. Pour que ces

abscisses correspondent, il faut que b =
Ro(Ro 1 R1)2

3V 2
sat

.

Lorsque i′o = ±
√

Ro

3b
: ucaractéristique = ∓Roi′o et umodélisation = ∓2

3
Roi′o. L’écart entre

la caractéristique et sa courbe modélisée vaut donc |Dumax| =
Roi′o

3
=

RoVsat

3(Ro 1 R1)
. Si

Ro  R1, |Dumax| 
Vsat

3
, cet écart est négligeable.

3. Pour le circuit RLC série, u = − q
C
−L

di
dt

−Ri = −Ro 1bi3. En dérivant par rapport

à t et en posant vo =
1√
LC

, il vient :

d2i
dt2 − (Ro − R)

Lvo
vo

(
1 − 3bi2

(Ro − R)

)
di
dt

1 v2
oi = 0

ou encore
d2i
dt2 − ´vo

(
1 − i2

i2
o

)
di
dt

1 v2
oi = 0

avec ´ =
(Ro − R)

Lvo
et i2

o =
(Ro − R)V 2

sat

Ro(Ro − R)2 . On obtient des oscillations si i2
o > 0 soit pour

Ro > R.

4. ´ = 0,14  1 : ´ n’est pas négligeable mais sa faible valeur permet d’appliquer la
méthode itérative de résolution de cette équation différentielle. On obtient To = 9,9 ms.
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R
C

iR C

vs

A

B

i1 i2
ve

20 1.a. Aux bornes de RC série :

vs − ve = Ri 1
1
C

∫
idt

Aux bornes de RC parallèle :

ve = Ri1 =
1
C

∫
i2dt

Or i = i1 1 i2. D’où

i =
ve

R
1 C

dve

dt

b. En dérivant la première équation et en ordonnant les termes, on obtient :

d2ve

dt2 1
3

RC
dve

dt
1

ve

(RC)2 =
1

RC
dvs

dt

2.a. En remplaçant vs par Gve, il vient :

d2ve

dt2 1
1

RC
(3 − G)

dve

dt
1

ve

(RC)2 = 0

qui admet une solution sinusoïdale non amortie quand G = 3.

b. Pour G = 3,
d2ve

dt2 1
ve

(RC)2 = 0, vo =
1

RC
et fo =

1
2pRC

.

c. A.N. fo = 338,6 Hz.

3.a. On est en présence d’un amplificateur non inverseur de gain G = 1 1
R2

R1
. Pour que

G = 3, il faut que R2 = 110 kV.

V 

t

– Vsat

Vsat

b. – Si G devient inférieur à 3,
une oscillation atténuée exponentiel-
lement apparaît en régime transi-
toire, donc il n’y a aucune oscillation
en régime permanent.
– Si G devient supérieur à 3, une
oscillation croissante exponentielle-
ment apparaît et on atteint le régime
de saturation.
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vsv2

+

–

R1

R2

A

B

ve

4.a. vs = Gve, ve = v1 − v−,

v2 = vs − v− = vs − ve. D’où vs =
G

G − 1
v2.

b. G = 1 1
R2

R1
avec R2 = f (v2) et v2 = g(vs). On obtient numériquement :

R2 (kV) 238 185 150 126 106 90 74 51 37
V2 (V) 4 5 6 7 8 9 10 12 14
G 5,32 4,36 3,72 3,29 2,92 2,64 2,34 1,93 1,67
Vs (V) 4,92 6,42 8,2 10,05 12,16 14 14 14 14

←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Fonctionnement non linéaire

us (V)

u1 (V)

– 15

15

5

21 1. ud = u2−u1. Quand ud > 0, u2 > u1 et
us = Vsat, quand ud < 0, u2 < u1 et us = −Vsat :
le montage permet de comparer u2 et u1.

2.a. Quand −10 V < u1 < 5 V, ud > 0 et
us = Vsat. Quand u1 > 5 V, ud < 0 et us = −Vsat.

b.
–

+

X
Y

5 V

u1

us (V)

u1 (V)

– 15

15

– 5

3. Le raisonnement est le même que précédem-
ment, on obtient la courbe ci-contre.

4.a. us (V)

us

u1

u2

t

15
10
5

– 10
– 15

4. ÉLECTRONIQUE 371



�

�

�

�

�

�

�

�

b. Il y a basculement quand u1 = u2, soit quand 10 sin vt = 5 et donc pour vt =
p

6
,

5p

6
,

13p

6
,

17p

6
, ... vs = Vsat entre les dates t1et t2 telles que vt1 =

5p

6
et vt2 =

13p

6
,

soit t2 − t1 =
2T
3

= 2 ms = t.

c. Pour modifier t, il suffit de faire varier u2 : si u2 augmente, t augmente.

d. On obtient ainsi une tension en créneaux disymétriques à partir d’un signal sinusoïdal.

e. En HF, t devient très faible, l’A.O. n’a plus le temps de basculer (”slew rate” de
0,5 V/ms pour un A.O. 741). Or us bascule de −15 V à 115 V, soit une variation
Dus = 30 V. Il lui faudra 30/0,5 = 60 ms pour basculer. La période du signal doit donc
être telle que T � 60 ms et sa fréquence f  17 kHz. Il suffit d’étudier l’exercice suivant
pour se convaincre des dégâts d’une tension trop rapide.

22 On rappelle que pour un A.O. 741, Dus = 30 V correspond à une durée de
basculement Dt = 60 ms (voir exercice précédent).

us (V)

us

t (ms)
1,25

0,25

1. Pour T = 3 ms, l’A.O. bascule aux dates
T/12, 5T/12, 13T/12, 17T/12,...La
durée de basculement Dt = 60 ms ne se
voit pas ici.

us (V)

us

t (µs)
100 300

∆t ∆t

2. Pour T = 300 ms, l’A.O. bascule aux
dates 25 ms, 125 ms, 325 ms, 425 ms,.. Ici,
la durée de basculement de 60 ms n’est plus
négligeable : Dt/T = 0,2.

3. Pour T = 30 ms, Dt/T = 2 : si us = Vsat à t = 0, l’A.O.n’aura jamais le temps de
basculer : us = Vsat = Cte, ∀t.

4. Rigoureusement, il faut que Dt < T/2 donc que f < 1/2Dt. Si Dt = 60 ms, f < 8,3 kHz.

23 1.a. i1 = 0 donc la loi du diviseur de tension s’applique dans la branche R1, R2 et

s’écrit : u2 = 15
R1

R1 1 R2
.
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b. A.N. u2 = 4,3 V et us = −15 V.

2.a. u1 atteint u2 = 4 V à la date t1 = 0,1.4/5 = 0,08 s. Si u1 < 4 V, us = 115 V et si
u1 > 4 V, us = −15 V.

us (V)

t (s)

15

0,08 1 0,18 2

– 15

b. t = Rapport cyclique

=
durée haute

période
= 0,8.

c. Durée en position haute = Tu2/5

= 3R1T/(R1 1 R2)

d’où t =
3R1

R1 1 R2
. Avec R2 = 10 kV,

0 < t < 1 entraîne 0 < R1 < 5 kV.

3.a.

us

u1

1 cm

1 cm

b. us

u1

3 cm

2,5 cm

4.a.

us

u2

t

10 V
6 V

b.
us

u2

seuil

24 1. i1 = 0 donc la loi du diviseur de tension s’applique dans la branche R1, R2 et

s’écrit : u =
R1

R1 1 R2
us.
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Vsat

Ub

– Vsat

– Ub

us

u2

2. Si us = Vsat, ud > 0 or

ud = u − ue d’où
R2Vsat

R1 1 R2
> ue.

Si us = −Vsat, ud < 0 d’où
−R2Vsat

R1 1 R2
< ue. On obtient alors

la caractéristique de transfert repré-
sentée sur la figure ci-contre.

avec Ub =
R2Vsat

R1 1 R2
.

3. On obtient un cycle d’hystéré-
sis (2 valeurs possibles de us corres-
pondent à une seule valeur de ue).

ue

us

t

10 V
15 V

Ub = 7,5 V

Ub = – 7,5 V

4. R1 = R2 = 1 kV,

Ub =
Vsat

2
= 7,5 V.

5. Ici, la durée de basculement de
l’A.O. intervient moins : le bascule-
ment est plus net et il peut se régler
à l’aide des résistances.

25 1. L’A.O.1 fonctionne en intégrateur inverseur : uS1 = − 1
RC

∫
uS3dt.

2. Pour l’A.O.2 :

e1 =
R1

R1 1 R2
uS2, e− = uS1

Donc si uS2 = 1Vsat, e1 − e− > 0 et uS1 <
R1

R1 1 R2
Vsat. Inversement, si uS2 = Vsat,

uS1 > − R1

R1 1 R2
Vsat. L’A.O. fonctionne en déclencheur (bascule de Schmitt).

3. L’A.O.3 fonctionne en amplificateur inverseur : uS3 = −R′
2

R′
1

uS2.

4. – Si, à t = 0, uS2 = 1Vsat, uS1 <
R1

R1 1 R2
Vsat. Or uS3 = −R′

2

R′
1

Vsat =⇒ uS1 =
R′

2

R′
1RC

Vsatt.

– Quand t croît, uS1 augmente jusqu’à t = t1 où uS1 =
R1

R1 1 R2
Vsat. On a alors

R′
2

R′
1RC

Vsatt1 =
R1

R1 1 R2
Vsat d’où t1 =

R1R′
1RC

R′
2(R1 1 R2)

. À cet instant, l’A.O.2 bascule

uS2 = −Vsat =⇒ uS3 = 1
R′

2

R′
1

Vsat et uS1 = − R′
2

R′
1RC

Vsatt 1
R1

R1 1 R2
Vsaten prenant

comme nouvelle origine des temps à la date t1.

374



so
lu

ti
o
n

s
d
es

ex
er

ci
ce

s

�

�

�

�

�

�

�

�

– Quand t croît encore, uS1 décroît jusqu’à t = t2 (comptée à partir de t1) où

uS1 = − R1

R1 1 R2
Vsat. On a alors :

− R1

R1 1 R2
Vsat = − R′

2

R′
1RC

Vsatt2 1
R1

R1 1 R2
Vsat

d’où t2 =
2R1R′

1RC
R′

2(R1 1 R2)
. À cet instant, l’A.O.2 bascule à nouveau, uS2 = −Vsat

=⇒ uS3 = −R′
2

R′
1

Vsat =⇒ uS1 =
R′

2

R′
1RC

Vsatt −
R1

R1 1 R2
Vsat.

– Quand t croît encore, uS1 augmente jusqu’à t = t3 (comptée à partir de

t2) tel que
R1

R1 1 R2
Vsat =

R′
2

R′
1RC

Vsatt3 − R1

R1 1 R2
Vsat d’où t3 = t2, etc... et

T = t2 1 t3 = 2t2 =
4R1R′

1RC
R′

2(R1 1 R2)
.

us1

R1Vsat/(R1 + R2)

– R1Vsat/(R1 + R2)

t

5.a. 7R1 = 5R2

b. 6R′
2 = 5R′

1

c. RC =
1

1 060
s.

On choisira R1 = 3,3 kV, R′
1 = 1,2 kV et R = 470 V.

6. Dans le montage précédent, on avait t1 = t2. La vitesse de montée et de descente

étaient les mêmes et valaient
R′

2Vsat

RCR′
1
. Pour modifier ces temps de montée et de descente

sans toucher aux amplitudes, il faut modifier 1/RC. Il faudrait donc que RC ait 2 valeurs
différentes en montée et en descente. Ceci peut être réalisé si C se charge et se décharge
dans 2 résistances différentes, d’où la modification suivante :

4. ÉLECTRONIQUE 375



�

�

�

�

�

�

�

�

+

–

C

D2R’’

D1R’

S3
S1

A.O.1

t 

uS2 uS3

R’2Vsat/R’1 

– R’2Vsat/R’1 t1 t2 t3

t 

Vsat

– Vsat
t1 t2 t3

Pour la montée : t ′3 =
2R1R′

1R′C
R′

2(R1 1 R2)
(D1 est passante), pour la descente t ′2 =

2R1R′
1R

′′
C

R′
2(R1 1 R2)

(D2 est passante). A.N. Avec t ′3 = 5,3 ms et t ′2 = 0,53 ms, R′/R′′ = 10.

26 1.a. L’admittance vaut : Y =
1
R

1 jCv 1
1

jLv

b. On calcule donc Y R = 1 1 j
(

RCvo
v

vo
− R

Lvo

vo

v

)
= 1 1 jQ

(
x − 1

x

)
.

c. Z =
R

1 1 jQ
(

x − 1
x

) .

d. En BF, x  1, Z � j
Rx
Q

� jLv : le dipôle est inductif.

En HF, x � 1, Z � −j
R

Qx
� 1

jCv
: le dipôle est capacitif.

2.a. Io = Y Vo =
Vo

R

√
1 1 Q2

(
x − 1

x

)2

.

b. On cherche xc tel que Io(x = xc) = Io,min

√
2 =

Vo

R

√
2. On a alors :

Vo

R

√
1 1 Q2

(
xc −

1
xc

)2

=
Vo

R

√
2, soit 1 1 Q2

(
xc −

1
xc

)
= ±1 dont les solu-

tions sont xc1 =
1
2

(√
D − 1

Q

)
et xc2 =

1
2

(√
D 1

1
Q

)
avec D =

1
Q2 1 4 >

1
Q2 .
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ϕ

x 

 – π/2

π/2

Elles correspondent aux fréquences de cou-

pure et à la bande passante f2 − f1 =
fo
Q

. On

est en présence d’un filtre coupe-bande ou
rejecteur.

c. tan w = Q
(

x − 1
x

)

d. On pose x = 1 1 ´ avec ´ =
dv

vo
.

On obtient alors, au premier ordre en ´,

I� Vo

R
(1 1 2jQ´) � Vo

R

(
1 1 2jQ

dv

vo

)
.

3.a. Le schéma bloc équivalent est le suivant e(t) i(t) = Ae(t)A avec

A =
i(t)

e(t)
.

b. H =
S
E

= ZA = AR
(

A − 2jQ
dv

vo

)
.

t

s(t)

e(t)

1/F (BF)
1/F0 (HF)

1,5 E0

0,5 E0

c. Pour m = 1/2,

e(t) = Eo(1 1 0,5 cos Vt) cos vot

dont l’amplitude varie entre 0,5Eo et 1,5Eo :

ω0ω0 – Ω ω0 + Ω 

1

m/2 m/2

d. Il faut utiliser un multiplieur.

e. e(t) = Eo

[
cos vot 1

m
2

cos(V 1 vo)t

1
m
2

cos(V − vo)t
]
.

27 1.a. Le montage "diviseur de tension" et la loi du même nom conduisent à
v2

v
=

C2

C1 1 C2
.
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b. Z = (C1sC2)//L d’où Z =
jLv(C1 1 C2)

(C1 1 C2) − LC1C2v2 .

c.
V
V1

=
jLv(C1 1 C2)

[(C1 1 C2) − LC1C2v2]R 1 jLv(C1 1 C2)
.

d. T =
V2

V
V
V1

=
1

a 1
1

jbv
1 jdv

avec a = 1 1
C1

C2
(sans unité), b =

LC2

R(C1 1 C2)
en s)

et d = RC1 (en s).

2.a. Le théorème de Millann, appliqué entre E− et la masse s’écrit : v− =
R2ve 1 R1vs

R1 1 R2
.

Or v− = T vs, d’où ve =
(

T (R1 1 R2) − R1

R2

)
vs.

b. ve = 0, vs fi 0 si T =
R1

R1 1 R2
est un réel positif. Or la partie réelle de

T vaut
R1

R1 1 R2
d’où

R2

R1
=

C1

C2
et annuler la partie imaginaire de T conduit à

v =
1√
bd

=
1√
LC′ .

3.a. Z ′
L = L//C(s) =

jLv

1 − LC(s)v2 . Il suffit de remplacer jLv par Z ′
L dans T ( jv) et on

obtient a′ = a, b′ = b et d ′ = d 1 RC(s)
C1 1 C2

C2
.

b. On utilise la même méthode que celle développée dans la question 2.b. :

vo =
1√
b′d ′

=
1√

L(C′ 1 Co)
.

c. Le développement limité de C(t) s’écrit : C(t) � AoSn
o

(
1 1

n´

So
cos at

)
avec

AoSn
o = Co.

d. Dans l’expression de vo précédente, on remplace Co par C(t) et vo par v(t). Il vient :

v(t) =
1√

L(C′ 1 Co

(
1 1

n´

So
cos at

) � vo

(
1 − LCon´ cos at

2So

)

On en déduit que V = a et que b =
Dv

vo
=

LCon´v2
o

2So
=

Con´

2So(C′ 1 Co)
.

v(t) est la pulsation du signal modulé, vo est la pulsation de la porteuse et V est la
pulsation du signal modulant.

e. Ondes radio : 30 kHz < fo < 0,3 GHz ( fo = vo/2p).
Ondes TV : 0,3 GHz < fo < 3 GHz.
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Télécommunications par satellites : fo � 30 GHz.
– On réalise l’accord sur la pulsation de la porteuse vo à l’aide d’un circuit bouchon
{L, Co} où la capacité Co est réglable (Co � qq nF, L � 1 mH).
– Voir les problèmes liés à l’A.O. dont la fréquence de coupure est inférieure à celle de la
porteuse.
– On peut citer comme autre méthode de modulation, la modulation d’amplitude (voir
résumé de cours).

28 1. L’A.O. est monté en suiveur. Il permet l’adaptation d’impédance : Zs = 0,
quelle que soit Ze. De plus l’A.O. est idéal, donc v1 − v− = U .

2. Les intensités des courants valnt : i0 =
AoUréf − U

27R
, i1 =

A1Uréf − U
26R

,

i2 =
A2Uréf − U

25R
, ..., i7 =

A7Uréf − U
20R

.

3. Comme i1 = 0 on a
∑

ik = 0 d’où :

Uréf

R

[
Ao

27 1
A1

26 1
A2

25 1 ... 1
A7

20

]
=

U
R

[
1
27 1

1
26 1 .... 1

1
20

]
.

En multipliant les 2 membres par 27, il vient : Uréf[Ao1A1211...1A727] = U [201211...127].

Le 2e crochet vaut 255 et le 1er vaut N . Finalement : U = Uréf
N

255
.

4. Ce convertisseur est un 8 bits (= 1 octet). Il permet de convertir une grandeur binaire,
codée sur un octet et donc comprise entre 0 et 255, en une valeur analogique. Le MSB
correspond à A7 (interrupteur d7). Le LSB correspond à A0 (interrupteur d0).

U

N

5 V

100 200

5. Le quantum correspond au LSB : Ao = 1, tous les

autres poids Ak étant nuls. Umin =
Uréf

255
= 19,6 mV.

Umax = 5 V et 0 < N < 255. On obtient la marche
d’escalier suivante où la hauteur de chaque marche
vaut 29,6 mV.

6. Les problèmes liés à ce montage sont les suivants :
– trouver un lot de résistances telles que Rk = 2kR ;
– Rk et Uréf ne doivent pas varier avec la température
(alimentation stabilisée, précision des résistances) ;
– l’A.O. utilisé est réel et donc limité ;
– les interrupteurs ne sont pas parfaits (résistance non nulle quand ils sont fermés).

29 1. Ce montage n’utilise que deux types de résistances. De plus, quelle que soit la
valeur des bits, le courant circulant dans ces résistances est toujours le même.
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2. Au nœud 1 :
v2 − v1

R
1

A3Uréf − v1

2R
= 0

Au nœud 2 :
v3 − v2

R
1

v1 − v2

R
1

A2Uréf − v2

2R
= 0

Au nœud 3 :
v4 − v3

R
1

v2 − v3

R
1

A1Uréf − v3

2R
= 0

Au nœud 4 :
−v4

2R
1

v3 − v4

R
1

A1Uréf − v′

2R
= 0.

3. Par substitutions successives, en partant de v4, on obtient :

v1 =
Uréf

16
(A020 1 A121 1 A222 1 A323) =

UréfN
16

.

4. v1 =
UréfN

24 donc si on effectue une conversion à n bits, on aura v1 =
UréfN

2n
. L’A.O.

étant monté en suiveur, U = v1 d’où U =
UréfN

2n .

5. Pour n = 8, le quantum correspond à N = 1 et vaut donc :

Uq =
Uréf.1

28 =
Uréf

256
.

6. Quand N =
7∑

k=0

27 = 255, alors U =
Uréf.255

256
= 0, 996Uréf.

7. Même réponse que pour la 1re question de l’exercice précédent.

30 1. L’A.O. est idéal, donc v1 = v− = 0, i− = 0 : c’est le même courant d’intensité
i qui traverse R et C :

i =
Uréf

R
et i =

dq
dt

= C
dUC

dt

avec UC = −Ur d’où i = −C
dUr

dt
.

De plus
Uréf

R
= −C

dUr

dt
d’où :

Ur = −Uréf

RC
t.

On rappelle que Uréf < 0 donc Ur > 0.

2. Pour le comparateur du haut : si Ur < U , alors a = 0 (Ua = 0 V), et si Ur > U , alors
a = 1 (Ua = 15 V).
Pour le comparateur du bas : si Ur < 0, alors b = 0 (Ub = 0 V), et si Ur > 0, alors b = 1
(Ub = 15 V).

Le basculement du comparateur du haut se fait à la date T telle que U = −UréfT
RC

, soit

à la date T = RC

∣∣∣∣ U
Uréf

∣∣∣∣ .
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3. a b c d
t < t1 0 0 0 0

t1 < t < t2 0 1 1 1
t2 < t < Tr 0 1 0 0

t 

Ur

Urmax

U
Trt2t1

t 

Us

b = 0
a = 0

b = 0
a = 0

b = 1
a = 0

b = 1
a = 1

Th

4. Figure ci-contre.

5. La durée du comptage vaut :

t2 − t1 = NTh

Or la pente de la rampe s’écrit :

p =
U

t2 − t1
=

2Urmax

Tr

En comparant les 2 résultats, il vient
U

NTh
=

2Urmax

Tr
soit N =

1
2

U
Urmax

Tr

Th
qui

est bien proportionnel à U .

6. Pour N = 1, on obtient Umin = 2Urmax
Th

Tr
.

7. On peut citer les défauts de stabilité de Uréf et U . De plus un A.O. non idéal implique
une durée de commutation non nulle. En conclusion, la conversion est relativement rapide
mais manque de précision. On compense en fait l’imprécision des composants (R, C) en
utilisant un CAN double rampe.

31 Exemples de conversion en 3 bits :
Si U = 5,7 : à la 1re étape : 5,7 > 4 =⇒ A = 1 et A = 4, à la 2e étape :
(5,7−4) = 1,7 < 2 =⇒ B = 0 et B = 0, à la 3e étape : (5,7−4−0) = 1,7 > 1 =⇒ C = 1.
Le nombre s’écrit [101], c’est-à-dire de la même façon que "5" en base 10. La conversion
entraîne une erreur DU = 0,7 V. Si U = 7,2, on obtient par le même raisonnement
[111] équivalent à "7" en base 10, d’où DU = 0,2 V. Si U = 2,3, on obtient par le même
raisonnement [010] équivalent à "2" en base 10, d’où DU = 0,3 V.

Fonctionnement du convertisseur :
1. Si U � A, C1 donne S1 = A = 1 quand I1 est ouvert et A = 4.

v1
+

–

R

R

R i1i

i’
– A

U

Si U < A, C1 donne S1 = A = 0 quand I1 est
fermé et A = 0.
Si I1 est ouvert : i1 = i 1 i′ ce qui s’écrit encore

−v1

R
=

U
R

− A
R

d’où v1 = −(U − A).
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v1
+

–

RR i1i

i’
– A

U

v = 0

αR(1 – α)R

Si I1 est fermé : i′ = 0 et i1 = i d’où
v1 = −U .

En résumé, v1 = −(U − A), quelle que
soit la valeur de A.

2. 2e étape : si −B � v− = v1 c’est-à-dire −B � −(U − A) =⇒ U − A � B
=⇒ S2 = B = 1 et v2 = −(v1 1 B) = U − (A 1 B) (I2 ouvert).
Si −B < v− = v1 c’est-à-dire U < A 1 B =⇒ S2 = B = 0 (I2 fermé) d’où et
v2 = −v1 = U − A. En résumé, v2 = U − (A 1 B), quelle que soit la valeur de B.

3. 3e étape : on obtient de même v3 = −(U − A − B − C).
Attention : il faut bien noter que c’est −B qui est relié à la borne 1 de l’A.O. appelée C2.
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C h a p i t r e 5

Ondes

Ce chapitre traite des propriétés des ondes, et plus particulièrement des ondes
électromagnétiques et acoustiques. La première partie présente les notions sur les
ondes à connaître absolument. Ces notions permettent de retrouver les résultats
obtenus pour des cas particuliers. Les ondes acoustiques seront principalement
développées dans les exercices. La partie cours présente simplement les principaux
résultats.

1. Introduction
1.1. Équations d’ondes
1.2. Propagation unidimensionnelle (ondes planes)
1.3. Dispersion

2. Ondes électromagnétiques dans le vide
2.1. Équations de Maxwell dans le vide
2.2. Propriétés des ondes électromagnétiques dans le vide
2.3. Détection des ondes centimétriques

3. Ondes électromagnétiques dans la matière
3.1. Équations de Maxwell dans les milieux matériels
3.2. Conditions de passage
3.3. Exemples de milieux matériels
3.4. Réflexion et transmission (incidence normale)
3.5. Onde « basse fréquence » dans un métal. Épaisseur de peau
3.6. Pression de radiation

4. Ondes acoustiques dans un fluide parfait
4.1. Équation d’ondes
4.2. Impédance acoustique caractéristique (ou itérative). Réflexion, transmission (incidence
normale)
4.3. Ultrasons

5. L’effet Doppler
5.1. La source S et le récepteur R ont des mouvements colinéaires
5.2. Cas général non relativiste
5.3. L’onde se réfléchit sur R avant d’être captée par S
5.4. Effet Doppler relativiste. Décalage vers le rouge
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1. INTRODUCTION

Cette partie, où sont présentées les notions de base sur les ondes, est à connaître absolu-
ment.

1.1. Équations d’ondes

Dans tout ce qui suit, nous nous intéresserons à des phénomènes de propagation. Ceux-ci
sont décrits par des grandeurs qui dépendent à la fois de �r et de t et qui satisfont, dans
le cas d’un milieu non dispersif, à l’équation de d’Alembert.
Par exemple, p(�r , t) et

−→
E (�r , t) étant respectivement des grandeurs scalaires et vectorielles,

nous aurons à considérer des équations de la forme :

≠2p
≠t2 = V 2Dp (1)

≠2−→E
≠t2 = V 2D

−→
E (2)

où V est une constante. Remarquons que les équations ci-dessus étant linéaires, elles satis-
font au théorème de superposition : toute combinaison linéaire, à coefficients constants,
de solutions est elle-même une solution. À noter que, dans (2), chacune des composantes
de

−→
E satisfait à une équation de la forme (1).

Exemple : en 3 dimensions, (2) équivaut donc à :

≠2Ex

≠t2 = V 2
(

≠2

≠x2 1
≠2

≠y2 1
≠2

≠z2

)
Ex

≠2Ey

≠t2 = V 2
(

≠2

≠x2 1
≠2

≠y2 1
≠2

≠z2

)
Ey

≠2Ez

≠t2 = V 2
(

≠2

≠x2 1
≠2

≠y2 1
≠2

≠z2

)
Ez

1.2. Propagation unidimensionnelle (ondes planes)

Si l’on se restreint, pour l’instant, à la propagation en 1 dimension (par exemple suivant
l’axe des x) d’une grandeur scalaire, (1) s’écrit :

≠2p
≠t2 = V 2 ≠2p

≠x2

(c’est le cas, par exemple, pour une onde plane, les surfaces d’onde étant, en l’occurence,
des plans d’onde d’équation x = constante.)
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On montre que le changement de variable u = t − x/V , v = t 1 x/V conduit à
l’équation :

≠2p
≠u ≠v

= 0

de solution générale : p(u, v) = f (u) 1 g(v)

soit p(x, t) = f (t − x/V ) 1 g(t 1 x/V )

Chaque terme, f ou g, représente une onde progressive qui se propage, sans se déformer,
à la célérité V , respectivement dans le sens des x croissants ou décroissants. Le point
d’abscisse x reproduit le mouvement de O avec le retard x/V , temps qu’il faut à l’onde
pour se propager de O en x. Les fonctions f et g sont déterminées par les conditions aux
limites (sources, réflexions éventuelles,...)

Soit une source émettant en x = 0 un signal sinusoïdal qui se propage dans le sens des
x croissants. En l’absence de réflexion, on aura g = 0 et l’on pourra écrire :

p(x, t) = Re(a.eiv(t−x/V )) (3)

= Re(a.ei(vt−k x)) = Re(a.ei(vt−�k .�x ))

�k est le vecteur d’onde, normal aux plans d’onde (x = constante), et dirigé, ici, dans le
sens des x croissants. Son module est :

k =
v

V
=

2p

l

avec l = V .T ; l, longueur d’onde, est la distance parcourue par l’onde pendant
une période de vibration.
La relation k = v/V , avec V constante, exprime que k est proportionnel à v. Elle est
caractéristique d’un milieu non dispersif.

Remarques :
– Re (partie réelle de...) sera parfois sous-entendu. Attention, toutefois, quand on
s’occupe d’énergie ou de puissance. Il faut, alors, instamment revenir aux grandeurs
réelles.

– Dans l’éq. (3), la constante a devant l’exponentielle (l’amplitude complexe) peut être
prise réelle avec un choix convenable des origines (de temps et d’espace).
Cependant, il faut remarquer que si l’on considère simultanément plusieurs ondes,
celles-ci peuvent être déphasées entre elles. On ne pourra pas, a priori, considérer
comme réelles toutes les amplitudes. Voir l’équation ci-dessous. (Si a est réelle, a.eiu

ne l’est pas en général).
– Dans le cas d’une onde plane sinusoïdale se propageant dans une direction quelconque
�k , (3) s’écrira :

p(�r , t) = Re
(

a.ei(vt−�k .�r ))
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Si l’on envisage, maintenant, une réflexion totale en x = L, on aura :

p(x, t) = Re
(

a.ei(vt−�k .�x ) 1 a.eiu.ei(vt1�k .�x ))
= 2a. cos(vt 1 u/2). cos(kx 1 u/2)

(u est le déphasage qui prend en compte les conditions aux limites en x = L). p(x, t)
représente alors une onde stationnaire (on n’a pas de propagation car pas de terme en
t ± x/V ).

Dans le cas où l’on a réflexion totale à la fois en x = 0 et x = L, le régime stationnaire
(résonant) ne pourra s’établir que pour certaines valeurs de v (pulsations propres ou
pulsations de résonance). Les fréquences admissibles sont donc quantifiées.

1.3. Dispersion

Dans un milieu dispersif, V dépend de v si bien qu’une onde non monochromatique se
déforme lors de sa propagation. Cela se traduira mathématiquement par le fait que v

n’est pas proportionnel à k. La fonction v(k) est appelée relation de dispersion.
On distinguera alors les vitesses :

Vitesse de phase : Vf =
v

k
(4)

Vitesse de groupe : Vg =
dv

dk
(5)

Vg (vitesse de groupe) représente, en général, la vitesse de propagation de l’énergie.
Vg ne peut pas dépasser la vitesse de la lumière. Dans un milieu non dispersif, v est
proportionnel à k ce qui implique Vf = Vg .
Concernant les ondes lumineuses, la dispersion se traduit par le fait que l’indice n dépend
de l. La vitesse de phase est Vf = c/n (c est la vitesse de la lumière dans le vide).
Enfin, dans certains cas, on rencontrera la relation :

Vg.Vf = constante = (V0)2 (6)

Le lecteur est invité, en utilisant les définitions (4) et (5), à chercher quelle est la relation
de dispersion qui conduit à (6).

2. ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES DANS LE VIDE

2.1. Équations de Maxwell dans le vide

L’espace considéré est caractérisé par les constantes e0 (permittivité diélectrique du vide)
et m0 (perméabilité magnétique du vide). Il comporte des densités volumiques de charge
r(�r , t) et de courant

−→
j (�r , t).
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Les quatre équations de Maxwell s’écrivent :

div
−→
E =

r

e0
(7)

−→rot
−→
E = − ≠

−→
B

≠t
(8)

div
−→
B = 0 (9)

−→rot
−→
B = m0

(
−→
j 1 e0

≠
−→
E

≠t

)
(10)

où e0
≠
−→
E

≠t
est le courant de déplacement.

(7) et (10) sont, respectivement, les formes locales des théorèmes de Gauss et d’Ampère
généralisé. (8) est la loi de l’induction de Faraday. Enfin, (9) traduit la conservation du
flux magnétique.
Des équations ci-dessus, l’on déduit l’équation de continuité (conservation de la charge
électrique) :

≠r

≠t
1 div

−→
j = 0 (11)

Avec les relations d’analyse vectorielle, on établit l’équation de conservation de l’énergie :

div
−→
P 1

−→
j .
−→
E 1

≠W
≠t

= 0 (12)

où W est la densité volumique d’énergie électromagnétique :

W =
e0E2

2
1

B2

2m0
(13)

et
−→
P le vecteur de Poynting :

−→
P =

−→
E ∧ −→

B
m0

(14)

Le module de
−→
P s’exprime en W/m2.

Propriété : Le flux de
−→
P à travers une surface fermée S est égal à la puissance pénétrant dans le

volume intérieur t.

Il faut donc penser à utiliser le vecteur de Poynting quand on étudie la propagation
d’énergie ou de puissance (voir les exercices 2, 3, 4).
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2.2. Propriétés des ondes électromagnétiques dans le vide

À partir des équations (7) à (10) avec r = 0 et
−→
j = �0, on montre que les vecteurs

−→
E et−→

B vérifient les équations de propagation :

D
−→
E = e0 m0

≠2−→E
≠t2 (15)

D
−→
B = e0 m0

≠2−→B
≠t2 (16)

et que
−→
E et

−→
B se propagent à la vitesse de la lumière :

c =
1

√
e0 m0

Des ondes planes sont solutions de (15) et (16).
Considérons une telle onde plane se propageant sans se déformer ni s’atténuer (son
amplitude ne décroît pas au cours de la propagation) selon l’axe Oz dans le sens z > 0
(vecteur unitaire : �n). On démontre que les vecteurs

−→
E ,

−→
B et �n forment un trièdre

trirectangle direct et que l’on a les relations :

E = c B

−→
B =

�n ∧ −→
E

c

Propriété : Les ondes électromagnétiques (et notamment les ondes lumineuses) planes sont
transversales.

On définit l’impédance itérative (ou caractéristique) du vide par :

Z0 =
m0E

B
= m0 c =

√
m0

e0

Z0 s’exprime en ohms (Z0 = 376 V).
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Pour une onde plane sinusoïdale se propageant selon Oz, on a pour
−→
E et

−→
B :

−→
E (�r , t) : Ex = E0x cos(vt − kz 1 f)

Ey = E0y cos(vt − kz 1 c)

Ez = 0
−→
B (�r , t) : Bx = −

E0y

c
cos(vt − kz 1 c)

By =
E0x

c
cos(vt − kz 1 f)

Bz = 0

−→
B =

�k ∧ −→
E

v

On distingue :
– la polarisation rectiligne : f = c (mod. p) ; Ey/Ex = cste ; le vecteur

−→
E a une

direction constante dans le temps et dans l’espace. (Voir la figure ci-dessous où l’onde est
représentée à un certain instant t.)

E

E

B

B

z

x

y

O

– la polarisation circulaire ou elliptique : f = c 1 p
2 (mod. p) ;

E2
x

E2
0x

1
E2

y

E2
0y

= 1

L’extrémité de
−→
E , en un point donné �r , décrit une ellipse (deux sens de parcours sont

possibles correspondant à une polarisation droite ou gauche). Si E0x = E0y, la polarisation
est circulaire.

D’une manière générale, l’intensité I d’une onde électromagnétique est la puissance
moyenne qui traverse un élément de surface d’onde d’aire unité :

I =
〈dP〉

ds
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(dP désigne la puissance qui traverse l’élément de surface d’onde d’aire ds ; 〈. . .〉 désigne
la moyenne temporelle).

Exemple : en utilisant le vecteur de Poynting, on obtient, pour une onde plane :

I =
〈E2〉
m0 c

=
c〈B2〉

m0

et, pour une onde plane sinusoïdale :

I =
E2

0x 1 E2
0y

2 m0 c

2.3. Détection des ondes centimétriques

E

Le détecteur de champ
−→
E est rectiligne, de longueur ≈ l/2. La diode

joue le rôle de redresseur. L’intensité du signal reçu est maximale lorsque
l’antenne est parallèle à

−→
E .

B

Détecteur de champ
−→
B : l’intensité est maximale lorsque le plan de

l’antenne est perpendiculaire à
−→
B .

➜ Voir exercices 1 à 3

3. ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES DANS LA MATIÈRE

Il est indispensable d’avoir étudié la partie 2 avant d’aborder celle-ci.

Le passage aux milieux matériels met en jeu des propriétés nouvelles. En effet, ces mi-
lieux peuvent se polariser sous l’action d’un champ

−→
E (chaque élément de volume dv

soumis à
−→
E devient un dipôle de moment électrique

−→
P dv ;

−→
P est le vecteur polarisation)

ou, encore, être conducteurs,... Les conséquences peuvent être importantes quant à la
propagation des ondes électromagnétiques : on verra même que, dans certains cas, la
propagation est impossible.

L’interaction entre les ondes lumineuses et la matière est à la base de la couleur des corps.
Un exemple frappant est la diffusion Rayleigh, dont l’amplitude est en l−4, de la lumière
du Soleil par les molécules de l’air atmosphérique qui montre que :
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– les faibles l sont les plus diffusés d’où la couleur bleue du ciel ;

– les grands l sont les plus transmis d’où la couleur rouge du soleil couchant...

Dans ce qui suit, on considèrera des milieux matériels non magnétiques (la perméabilité
magnétique m sera prise égale à m0 = 4p.10−7 SI), homogènes (e, la permittivité
diélectrique, est indépendante de �r ), linéaires et isotropes.

On introduit les vecteurs :

–
−→
D : déplacement électrique ;

–
−→
H : excitation magnétique.

Pour des milieux linéaires et isotropes, on a les relations de proportionnalité entre
vecteurs : −→

D = e
−→
E

−→
B = m

−→
H

e est une constante réelle ou complexe (dans un sens à préciser par la suite). Pour un
milieu non absorbant, e est réelle et positive. H s’exprime en A/m et D en C/m2.

3.1. Équations de Maxwell dans les milieux matériels

div
−→
D = r (17)

−→rot
−→
E = − ≠

−→
B

≠t
(18)

div
−→
B = 0 (19)

−→rot
−→
H =

−→
j 1

≠
−→
D

≠t
(20)

(à comparer avec les équations (7) à (10)).

3.2. Conditions de passage

Si l’espace considéré présente une surface (s) de discontinuité séparant deux milieux (1)
et (2), les équations précédentes conduisent aux relations :

−→
E t1 =

−→
E t2 (21)

−→
B n1 =

−→
B n2 (22)

−→
D n2 −

−→
D n1 = ss �n (23)

−→
H t2 −

−→
H t1 =

−→
js ∧ �n (24)
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où ss est la densité surfacique de charge au point considéré et �j s le vecteur courant
surfacique. �n est le vecteur unitaire normal à (s), orienté de (1) vers (2).

−→
E t1 est la

composante de
−→
E tangente à (s) dans le milieu (1),

−→
B n1 la composante de

−→
B normale à

(s) dans le milieu (1), . . .

La relation (21) exprime la continuité de la composante tangentielle de
−→
E .

La relation (22) exprime la continuité de la composante normale de
−→
B .

Exemple : pour des milieux non magnétiques et en l’absence de charges et de courants
en surface, on a :

−→
B 1 =

−→
B 2 ,

−→
E t1 =

−→
E t2 et e1

−→
E n1 = e2

−→
E n2 (25)

Exemple : lors du passage d’un milieu diélectrique dans un métal, les conditions aux
limites usuelles sont les suivantes :

−→
E est soit nul soit normal à la surface du métal.

3.3. Exemples de milieux matériels

Diélectrique parfait

r = ss = 0 , �j = �j s = �0 , m = m0 , e = e0 er

er est la permittivité relative du diélectrique. Dans un tel milieu, les ondes électromagné-
tiques se propagent à la célérité c′ :

c′ =
1

√
e m0

=
1

√
e0 m0

1√
er

=
c
n

L’indice n du milieu est donc :
n =

√
er

Le vecteur polarisation
−→
P étant égal au moment dipolaire par unité de volume, on a :

−→
D = e0

−→
E 1

−→
P

−→
P = x e0

−→
E

er = 1 1 x

(x est la susceptibilité diélectrique du milieu). En général, x dépendra de v : un tel
milieu sera dispersif.
Les diélectriques parfaits sont une bonne approximation de bon nombre d’isolants usuels
lorsque ceux-ci ne sont pas chargés (par frottement, par exemple). Pour les corps gazeux,
dans les conditions usuelles, er est voisin de 1 tout en étant supérieur à 1.
Enfin, pour l’essentiel (hormis la dispersion), ce qui a été dit pour la propagation d’une
onde progressive dans le vide reste valable pour les diélectriques parfaits (remplacer la
célérité c par c′ = c/n, l’impédance caractéristique Z0 par Z = Z0/n,... les ondes planes
sont encore transversales avec un trièdre (

−→
E ,

−→
B ,�n) trirectangle direct,... même expression

(14) pour le vecteur de Poynting, . . . ).
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Métal non magnétique

r = 0 , �j = g
−→
E (Loi d′Ohm) , m = m0

g est la conductivité. Pour un métal parfait : g = ∞. Cela implique notamment qu’à
l’intérieur d’un tel milieu

−→
E est nul afin que le vecteur courant �j reste fini. Une autre

conséquence de g = ∞ est une résistivité nulle donc pas de pertes par effet Joule : un
métal parfait sera un réflecteur parfait.

Pour les métaux réels, on distingue nettement deux types de comportements suivant la
fréquence :

– à « basse fréquence » (ondes radio, infrarouge et même domaine visible), les effets de
conductivité dominent (rôle important des électrons de conduction). On peut prendre,
dans ce cas, e ≈ e0 (on néglige les effets de polarisation). Pour les ondes radio (voire
jusqu’à des fréquences de l’ordre de 104 à 105 MHz ; ne pas se laisser abuser par l’expression
« basse fréquence »), on peut faire l’approximation du métal parfait. Il est bien connu qu’à
« basse fréquence » les métaux ont un pouvoir réflecteur élevé.

– à plus haute fréquence (domaine ultraviolet et au-delà), les effets de polarisation vont
être importants : les oscillations forcées des électrons liés aux ions du réseau cristallin vont
jouer un rôle prépondérant. Cela conduit à une diminution notable du pouvoir réflecteur :
bon nombre de métaux deviennent transparents dans l’ultraviolet.

3.4. Réflexion et transmission (incidence normale)

On suppose l’espace constitué de deux diélectriques parfaits :

– le milieu (1) d’indice n1 et occupant la partie x < 0,

– le milieu (2) d’indice n2 et occupant la partie x > 0.

Nous allons considérer le phénomène de réflexion-transmission d’une onde plane sinu-
soïdale arrivant du milieu (1), sous incidence normale, sur le plan x = 0 séparant les
deux milieux. De plus, on se limite à une onde polarisée rectilignement, une onde quel-
conque pouvant toujours être décomposée en deux ondes ainsi polarisées. On se propose
de calculer les coefficients de réflexion R et de transmission T en puissance.

Par définition, R est le rapport entre la puissance moyenne réfléchie par un élément
d’aire de la surface de discontinuité et la puissance moyenne incidente sur le même
élément d’aire.
La définition est analogue pour T .

Remarque : on pourra écrire « R = intensité de l’onde réfléchie / intensité de l’onde
incidente ». En revanche, écrire « T = intensité de l’onde transmise / intensité de l’onde
incidente » n’est valable que sous incidence normale. Pourquoi ?

5. ONDES 393



�

�

�

�

�

�

�

�

Les ondes se propagent suivant l’axe des x. Les champs incidents (
−→
E 1,

−→
B 1) sont coli-

néaires, respectivement, à Oy et Oz. Par symétrie, les champs réfléchis (
−→
E ′

1,
−→
B ′

1) et
transmis (

−→
E 2,

−→
B 2) auront les mêmes polarisations. Les célérités des ondes dans les deux

milieux sont c1 = c/n1 et c2 = c/n2.

En n’écrivant que les composantes non nulles, on a :

onde incidente E1y = a1. cos(vt − k1x)

B1z =
a1

c1
. cos(vt − k1x)

onde réfléchie E′
1y = a′

1. cos(v′t 1 k′1x 1 f′
1)

B′
1z = − a′

1

c1
. cos(v′t 1 k′1x 1 f′

1)

onde transmise E2y = a2. cos(v′′t − k2x 1 f2)

B2z =
a2

c2
. cos(v′′t − k2x 1 f2)

(les 3 ondes étant planes, les 3 trièdres « (
−→
E ,

−→
B , �k ) » doivent être trirectangles directs,

ce qui explique le signe – pour B′
1z).

Ici, tous les champs sont tangents à la surface de discontinuité (le plan x = 0). Les
milieux étant non magnétiques, les conditions de passage, équations (25), impliquent,
purement et simplement, la continuité des vecteurs

−→
E et

−→
B soit :

E1y 1 E′
1y = E2y

B1z 1 B′
1z = B2z

et ceci, pour x = 0, ∀t.
On en déduit, immédiatement, que :

v = v′ = v′′ et k1 = k′1 = n1
v

c
k2 = n2

v

c
En passant aux amplitudes complexes, on a :

a1 1 a′
1 = a2

1
c1

(a1 − a′
1) =

a2

c2

(les amplitudes des champs incidents sont choisies réelles avec, de plus, a1 > 0).
On trouve facilement :

a′
1 =

n1 − n2

n1 1 n2
. a1

a2 =
2n1

n1 1 n2
. a1
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d’où :

a′
1 =

|n1 − n2|
n1 1 n2

. a1 eif′
1

avec f′
1 = 0 si n1 > n2

f′
1 = p si n1 < n2

a2 =
2n1

n1 1 n2
. a1 eif2

avec f2 = 0

On observe que :

– la transmission s’effectue sans changement de phase (f2 = 0)

–
−→
E 1 et

−→
E ′

1 sont en opposition de phase si n1 < n2

–
−→
B 1 et

−→
B ′

1 sont en opposition de phase si n1 > n2.

Les intensités des ondes sont :

– onde incidente : a2
1/(2m0c1)

– onde réfléchie : (a′
1)2/(2m0c1)

– onde transmise : a2
2/(2m0c2)

On en déduit immédiatement les coefficients R et T sous incidence normale :

R =
(

n1 − n2

n1 1 n2

)2

(26)

T =
4n1n2

(n1 1 n2)2 (27)

On voit que R et T sont invariants dans l’échange 1 ←→ 2 c’est-à-dire si l’onde incidente
est dans le milieu 2 au lieu du milieu 1. Enfin, on vérifie la conservation de l’énergie :

R 1 T = 1 (28)

3.5. Onde « basse fréquence » dans un métal. Épaisseur de peau

On suppose e ≈ e0 (on néglige les effets de polarisation). À l’aide des équations de
Maxwell dans le milieu métallique, on montre que :

−→rot
−→
B = m0

(
g
−→
E 1 e0

≠
−→
E

≠t

)
(29)

D
−→
E = m0

(
g

≠
−→
E

≠t
1 e0

≠2−→E
≠t2

)
(30)
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Cette dernière équation est une nouvelle équation d’ondes qui n’est pas de type d’Alembert
mais qui reste néanmoins linéaire. En régime sinusoïdal, on a :

−→
E ∼ eivt ,

≠
−→
E

≠t
= i v

−→
E ,

≠2−→E
≠t2 = −v2−→E

(30) s’écrit donc :

D
−→
E = i g v m0

−→
E − e0 m0 v2−→E (31)

soit D
−→
E = − e′ m0 v2 −→E

avec e′ = e0 − i
g

v

Par comparaison avec le vide (e′vide = e0), on voit que le métal a une constante diélectrique
complexe : c’est un milieu absorbant. Dans le domaine de basses fréquences considéré,
on a :

g � ve0 (32)

On peut négliger le dernier terme de l’éq.(31), ce qui conduit à :

D
−→
E = i g v m0

−→
E

Pour une onde plane polarisée suivant Ox et se propageant dans le sens z′z, on aura :

≠2Ex

≠z2 = i g v m0 Ex = n2Ex

d’où Ex =
(

A.e−nz 1 B.e1nz
)

eivt

avec n =
√

(igvm0) =
(

1 1 i√
2

)
.
√

(gvm0)

Le terme en B.e1nz est à écarter car il correspond à une onde d’amplitude croissant
indéfiniment lors de sa propagation. Finalement :

Ex = A e−z/d ei(vt−z/d) (34)

avec d =

√
2

gvm0
(35)

Ainsi, l’onde ne pourra pas se propager dans la « masse » du conducteur : elle s’éteindra
sur une distance de l’ordre de d . d est appelée épaisseur de peau.

Conséquence : on voit que plus v est grand (tout en satisfaisant à (32)), plus d est faible.
Ainsi, un courant de fréquence suffisamment élevée circulera à la surface des conducteurs
(effet de peau). Dans ces conditions, on peut supprimer le « cœur » du conducteur et
ne garder que l’« enveloppe ». De plus, pour minimiser les pertes par rayonnement, on
utilise des câbles coaxiaux formés de deux conducteurs cylindriques en influence totale et
parcourus par des courants rigoureusement égaux et de sens opposés.
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3.6. Pression de radiation

Dans ce paragraphe, on considère la réflexion totale d’une onde plane sinusoïdale sur un
métal parfait. On se place en incidence normale.
Les conditions aux limites (incidence normale,

−→
E tangent à la surface du métal parfait

donc nul sur cette surface) impliquent que
−→
E subit un déphasage de p à la réflexion. En

avant du métal, il se forme un système d’ondes stationnaires (plans nodaux de
−→
E séparés

de l/2, nœuds de
−→
E = ventres de

−→
B ...). En particulier, si

−→
E est nul à la surface du métal,−→

B ne l’est pas.
Cela entraîne, notamment, l’existence de courants en surface qui, eux-mêmes, seront
soumis à des forces de Laplace dirigées normalement à la surface : l’onde exerce sur le
conducteur une pression dite pression de radiation.

Cela se comprend bien si l’on considère l’onde incidente comme formée de photons
(énergie hn, quantité de mouvement hn/c) qui rebondissent de manière parfaitement
élastique à la surface du métal. À chaque choc élastique sur la paroi, celle-ci recevra
la quantité de mouvement 2hn/c. n étant le nombre de photons incidents par unité
de volume, 1 m2 de paroi sera frappé, en 1 seconde, par nc photons, la quantité de
mouvement reçue par la paroi étant (nc)(2hn/c). Ainsi l’expression de la pression de
radiation (variation de la quantité de mouvement de la paroi par seconde et par m2) est :

Prad = 2nhn pour un métal parfait sous incidence normale

Remarque : nhn étant la densité d’énergie de l’onde incidente (et aussi de l’onde réfléchie
dans le cas d’une réflexion totale), Prad est la somme des densités d’énergie des ondes
incidente et réfléchie. Avec un coefficient de réflexion égal à R, on a (sous incidence
normale) :

Prad = nhn(1 1 R)

(pour un métal parfait, on a R = 1).

➜ Voir exercices 4 à 9

4. ONDES ACOUSTIQUES DANS UN FLUIDE PARFAIT

Les propriétés de ces ondes seront largement développées en exercices. Nous nous conten-
terons, ici, de rappeler quelques résultats.

Les ondes acoustiques sont longitudinales. En effet, un fluide parfait se caractérise par
son absence de viscosité. Les ondes transversales ne peuvent pas s’y propager. Considérons
une onde acoustique plane se propageant dans un tuyau de section constante S0 et d’axe
x′x.
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4.1. Équation d’ondes

Les ingrédients pour établir l’équation d’onde sont, de manière directe ou déguisée, au
nombre de trois :
– la relation fondamentale de la dynamique appliquée à une petite tranche de fluide (les
forces agissant sur cette tranche résultant de la surpression p liée au passage de l’onde) ;
– l’équation de continuité (conservation de la matière) ;
– l’équation d’état qui spécifie la nature des échanges thermiques ayant lieu dans le
fluide. Il est raisonnable de considérer que l’évolution de chaque tranche de fluide se
fait à entropie constante. En effet, la transmission d’une surpression est un phénomène
propagatif (rapide) tandis que les échanges thermiques sont des processus diffusifs (lents).

De plus, on fait l’approximation acoustique :
– la surpression p, la vitesse acoustique u ainsi que leurs dérivées sont des quantités petites
(ne pas confondre u avec la célérité c de l’onde) ;
– les variations relatives de la masse volumique r du fluide sont petites.

Dans ces conditions, on aboutit pour la surpression p à l’équation d’ondes suivante :

≠2p
≠t2 = c2 ≠2p

≠x2 (35)

où c =
1

√
r0 xS

(36)

et xS = − 1
V

(
≠V
≠P

)
S

(37)

xS est le coefficient de compressibilité adiabatique, r0 la masse volumique du fluide au
repos et S l’entropie. Remarquons que l’on obtiendrait la même équation d’ondes pour la
vitesse acoustique u et le déplacement acoustique c. (36) permet d’obtenir l’expression de
la vitesse du son dans un gaz parfait :

c =

√
g R T0

M
(38)

(g est le rapport des chaleurs massiques CP/CV , R est la constante molaire des gaz
parfaits, T0 la température du gaz au repos et M la masse molaire).

Enfin, la solution générale des équations de propagation pour u et p s’écrit :

u = f (t − x/c) 1 g(t 1 x/c)

p = r0 c
(

f (t − x/c) − g(t 1 x/c)
)

Pour une onde progressive, seul l’un des deux termes, f ou g, intervient. Le rapport de p

au débit volumique S0u est alors constant et a pour expression
p

S0u
= ±r0 c

S0
, le signe ±

étant lié au sens de propagation de l’onde.
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4.2. Impédance acoustique caractéristique (ou itérative).
Réflexion, transmission (incidence normale)

L’ impédance caractéristique Zc est égale au rapport

∣∣∣∣ p
S0u

∣∣∣∣ pour une onde progressive.

D’après ce qui précède, on a donc :

Zc =
r0 c
S0

(39)

Lors du passage d’un tuyau dans un autre, les conditions aux limites sont : la continuité
des surpressions et celle des débits volumiques.

On en déduit les coefficients R et T de réflexion et de transmission en puissance :

R =
(

Z1 − Z2

Z1 1 Z2

)2

(40)

T =
4Z1Z2

(Z1 1 Z2)2 (41)

R 1 T = 1 (42)

(Z1 et Z2 sont les impédances caractéristiques des 2 tuyaux).

(40) et (41) sont à comparer à (26) et (27). En fait, il s’agit de la même chose. Se souvenir
de la relation entre l’indice de réfraction n et l’impédance Z (Z =

√
(m0/e) = Z0/n) et

réécrire (26) et (27) en termes d’impédances.

4.3. Ultrasons

On nomme ainsi les ondes acoustiques de fréquence f supérieure à 20 kHz. Leur faible
longueur d’onde permet d’en faire des faisceaux fins très directifs (la notion de rayon
prend de plus en plus de sens au fur et à mesure que l diminue, les effets de diffraction
devenant négligeables).

Exemple de générateur d’ultrasons : la cellule piézoélectrique dont l’élément de base est une
lame de quartz qui, placée dans un champ électrique rapidement variable, effectue des
oscillations mécaniques forcées, engendrant des vibrations longitudinales (acoustiques)
de fréquence élevée. L’effet piézoélectrique étant réversible, une cellule piézoélectrique
peut aussi bien jouer le rôle de récepteur d’ultrasons.

Exemples d’utilisation des ultrasons : échographie, sondage sous-marin (SONAR), dé-
tection des défauts internes dans un solide, ...

➜ Voir exercices 10 à 13
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5. L’EFFET DOPPLER

Cette partie, plus spécialisée, peut être sautée en première lecture.

L’effet Doppler se manifeste lorsqu’une source S, animée d’une vitesse −→vS , émet un signal
de fréquence N0 (T0 = 1/N0). Le récepteur, R, animé d’une vitesse −→vR, reçoit le signal
qui a, alors, la fréquence N à la réception (T = 1/N ).

On considèrera d’abord l’effet Doppler non relativiste. Par exemple, pour une onde sonore
se propageant dans l’air avec la célérité c. (Dans tout ce qui suit, quel que soit le sens de
propagation de l’onde, on prendra c > 0).

5.1. La source S et le récepteur R ont des mouvements
colinéaires

On considère la situation décrite par la figure ci-dessous (vR et vS sont algébriques et
inférieures à c) :

vS

x' xS(t)
S vR

xR(t) x
R

c

À l’instant t = 0 : SR = d , xS(0) = 0, xR(0) = d
À l’instant t : xS(t) = vS.t, xR(t) = d 1 vR.t

Soit un signal émis à t = t0 par S et reçu à t ′0 par R. On a la relation très importante :

c(t ′0 − t0) = xR(t ′0) − xS(t0) = d 1 vR.t ′0 − vS.t0 (43)

On considère les deux cas t0 = 0 et t0 = T0 pour déduire la période T du signal reçu
par R.

i) t0 = 0, t ′0 = t1 ; (43) s’écrit c.t1 = d 1 vR.t1, soit t1 = d/(c − vR).

ii) t0 = T0, t ′0 = t2 ; (43) s’écrit c(t2 − T0) = d 1 vR.t2 − vS.T0. Donc :

t2 = d/(c − vR) 1 T0.(c − vS)/(c − vR).

Ce qui conduit à : T ≡ t2 − t1 = T0

(
c − vS

c − vR

)
(44)

et à la fréquence de l’onde reçue par R : N = N0

(
c − vR

c − vS

)
(45)

Remarque : si l’onde se propage dans le sens des x décroissants, il suffit de changer c en
−c dans les formules ci-dessus (avec toujours c > 0).
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Si |vR|, |vS|  c, alors on peut écrire :

N − N0

N0
≡ DN

N0
=

(
vS − vR

c

)
(46)

Si, en plus vR = 0, alors DN/N0 = vS/c > 0 si vS > 0, ce qui signifie que le récepteur
percevra une fréquence N plus élevée que la fréquence émise N0 si la source se rapproche
du récepteur, le contraire ayant lieu si S s’éloigne de R.

Au moment où S croisera R, ce dernier percevra un brusque changement de fréquence
(DN/N0 passant de vS/c à vS/(−c)).

5.2. Cas général non relativiste

x

x'

v'R

vR

vS

v'S

R

S

R

S

Dans le cas général, les relations (45) et
(46) restent valables à condition de rem-
placer les vitesses par leurs projections
sur SR.

N = N0

(
c − v′

R

c − v′
S

)
v′

R = ‖�vR‖ cos aR

v′
S = ‖�vS‖ cos aS

v′
R et v′

S sont algébriques. Pour vR = 0
et ‖�vS‖  c, on a :

N = N0
c

c − ‖�vS‖ cos aS

= N0
1

1 − (‖�vS‖ cos aS)/c
≈ N0

(
1 1

‖�vS‖
c

cos aS

)
D’où :

DN
N0

≈ ‖�vS‖
c

cos aS (47)

5.3. L’onde se réfléchit sur R avant d’être captée par S

S émet une onde de fréquence N0 ; l’onde reçue (puis réémise) par R a une fréquence N ′ ;
finalement, l’onde reçue par S a une fréquence N (voir la figure ci-dessous). On calcule
N en fonction de N0, c, vR et vS.

vS

x'
S

(N0)

(N)

(N')

(N')

vR

x
R

c

– c
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Fréquence N ′ de l’onde captée (puis réémise) par R :

N ′ = N0

(
c − vR

c − vS

)
Fréquence N de l’onde captée par S :

N = N ′
(
−c − vS

−c − vR

)
= N0

(
c 1 vS

c 1 vR

)(
c − vR

c − vS

)

|vR|, |vS|  c ⇒ DN
N0

≈ 2
(

vS − vR

c

)
L’effet est doublé à cause de la réflexion. (Comparer avec l’éq.(46)).

Exemple : Si S est immobile, alors DN/N0 = − 2vR/c. Cette quantité est négative
lorsque R s’éloigne de S.

x'
S vR

x
R

Le VÉLOCIMÈTRE SANGUIN à EFFET DOPPLER

Le dispositif est décrit sur la figure ci-dessous.

S (immobile) R (globule rouge)
x

R

v'R

vR

v′
R = ‖�vR‖ cos aR = −‖�vR‖ cos a

La source S, immobile, émet des ultrasons
qui se réfléchissent sur les globules rouges
R en mouvement (vitesse �vR) avant d’être
captés par S.

DN
N0

= − 2v′
R

c
=

2‖�vR‖ cos a

c

Cette quantité est positive si l’angle a est
aigu, c’est-à-dire si R se rapproche de S.

L’angle a étant connu, la mesure de DN/N0

permet d’avoir accès à ‖�vR‖ et donc de
connaître la vitesse des globules rouges.
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5.4. Effet Doppler relativiste. Décalage vers le rouge

En reprenant les notations de la figure p. 401, on considère une source S en mouvement
avec la vitesse �vS, le récepteur R étant immobile. S émet une lumière de fréquence N0 et
de célérité c.

Dans le cas où ‖�vS‖  c et aS fi p/2, la formule non relativiste (47) reste valable :

DN
N0

≈ ‖�vS‖
c

cos aS (48)

Passant aux longueurs d’onde, avec l =
c

N
, on obtient :

Dl

l
≈ −DN

N
≈ −DN

N0
≈ −‖�vS‖

c
cos aS =

vrad

c
(49)

+

S

R

vS

vrad
(vitesse radiale)

S >   /2

vrad est la vitesse radiale de la source (vrad est algé-
brique). Si vrad est positive (voir figure ci-contre),
alors la source lumineuse (par exemple, l’étoile)
s’éloigne de R et la relation (49) conduit à Dl > 0.
Ainsi, dans ce cas, on a un décalage vers les grandes
longueurs d’ondes dit « décalage vers le rouge » ou
encore « red shift ». Ce décalage, effectivement
observé par les astrophysiciens, est un des supports
expérimentaux de la théorie de l’expansion de l’uni-
vers.

➜ Voir exercice 14
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ÉNONCÉS

Exercice 1 Onde électromagnétique plane

On considère le vide en l’absence de toute charge et de tout courant.

1. Écrire les équations aux dérivées partielles auxquelles obéissent les vecteurs champs
électrique

−→
E et magnétique

−→
B .

2. On s’intéresse aux vecteurs
−→
E et

−→
B ne dépendant spatialement que de la coordonnée

z, c’est-à-dire aux ondes planes.

2.a. Écrire l’équation aux dérivées partielles à laquelle obéit
−→
E . La solution de cette équa-

tion est la somme de deux termes ; montrer qu’ils correspondent à deux ondes progressives
se propageant en sens contraires. Calculer la vitesse c de propagation de ces ondes.

2.b. On considère une de ces ondes progressives. Montrer qu’elle est transversale, que
−→
E

et
−→
B sont orthogonaux et que le trièdre (

−→
E ,

−→
B ,�c ) est direct (�c est le vecteur vitesse de

l’onde).

2.c. On suppose
−→
E de la forme :

−→
E =

−→
E 0. cos

(v

c
(z − ct)

)
(
−→
E 0 étant dirigé suivant l’axe Ox). Montrer que

−→
B s’écrit :

−→
B =

−→
B 0. cos

(v

c
(z − ct)

)
(
−→
B 0 étant dirigé suivant l’axe Oy). Quelle relation y a-t-il entre e0, m0, E0 et B0 ? Calculer

B0 et l pour E0 = 102 V.m−1 et une fréquence f = 1010 Hz.

Exercice 2 Onde électromagnétique plane. Énergie

Une onde électromagnétique plane, sinusoïdale, polarisée rectilignement (
−→
E est parallèle

à Oz) se propage dans le vide, dans la direction Ou du plan xOy ( ̂(Ox, Ou) = a). Les
variations de Ez au point O sont représentées par : Ez = E0 cos(vt).

1. Écrire les composantes du vecteur d’onde �k et des vecteurs champ électrique
−→
E (�r , t)

et magnétique
−→
B (�r , t) en un point �r quelconque à l’instant t.

Soit Z0 l’impédance itérative du vide : Z0 = m0E/B. Exprimer Z0 en fonction de m0 et
e0. Calculer numériquement Z0.

2. Calculer la densité volumique d’énergie électromagnétique dW (�r , t)/dv ainsi que sa
valeur moyenne au cours du temps 〈dW /dv〉.
3. Calculer les composantes du vecteur de Poynting

−→
P (�r , t) puis son module P(�r , t) ainsi

que la valeur moyenne 〈P〉 de celui-ci au cours du temps. Comparer 〈P〉 et 〈dW /dv〉.
Interprétation physique.
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Exercice 3 Interférences. Énergie

Soient deux ondes électromagnétiques Ond1 et Ond2, planes, polarisées rectiligne-
ment, se propageant dans le vide, dans deux directions Ou1 et Ou2 du plan xOy
((Ôx, Ou1) = −(Ôx, Ou2) = u).
En un point �r quelconque, les composantes non nulles des champs électriques

−→
E 1(�r , t)

et
−→
E 2(�r , t) de ces deux ondes sont données, respectivement, par :

E1z = E0. cos(vt − �k 1.�r ) pour Ond1 (50)

E2z = E0. cos(vt − �k 2.�r ) pour Ond2 (51)

On désignera par k le module commun des vecteurs �k 1 et �k 2 et l’on posera k cos(u) = a

et k sin(u) = b.

1. Déterminer les composantes de �k 1 et
−→
B 1 (champ magnétique de l’onde Ond1) ainsi

que les composantes de �k 2 et
−→
B 2 (onde Ond2).

2.a. Calculer les composantes du champ électrique
−→
E (�r , t) résultant de la superposition

de ces deux ondes. Calculer la moyenne dans le temps du carré du module de
−→
E . On

notera 〈E2〉 cette moyenne. Quelles sont les surfaces 〈E2〉 = constante ?

2.b. On suppose que la fréquence des ondes se trouve dans le domaine visible. L’œil étant
sensible à 〈E2〉, montrer que l’on peut observer des franges d’interférences dans un plan
perpendiculaire à Ox. Calculer dans ces conditions l’interfrange i en fonction de u et l.

2.c. Calculer la vitesse de phase Vf. Commenter ?

3. Calculer les composantes de
−→
B (�r , t), champ magnétique de l’onde résultante. Discuter

la polarisation de ce vecteur.

4.a. Calculer les composantes du vecteur de Poynting
−→
P (�r , t).

4.b. Étudier le transfert d’énergie à travers une portion d’un plan perpendiculaire à Oz,
puis d’un plan perpendiculaire à Oy.

4.c. Calculer la puissance moyenne 〈W 〉 qui traverse un domaine d’aire S, dont les
dimensions sont grandes devant l’interfrange i, et qui est situé dans un plan perpendicu-
laire à Ox.

4.d. Calculer la valeur moyenne, dans le temps et dans l’espace, de la densité d’énergie.
Calculer la vitesse de propagation VE de l’énergie. Quelle relation y a-t-il entre VE et Vf ?

Exercice 4 Réflexion. Réfraction. Formules de Fresnel

Cet exercice, plus délicat, peut être sauté en première lecture.

On considère deux milieux diélectriques parfaits, isotropes, homogènes et indéfinis de
constantes diélectriques e1 et e2, de perméabilités magnétiques égales à m0, séparés par
une surface S (le plan xOy) non chargée.
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1. Exprimer les indices n1 et n2 de ces deux milieux en fonction de e0, e1 et e2.
Une onde électromagnétique incidente, plane, monochromatique et de pulsation v, de
champ électrique :

−→
E i =

−→
E 0

i . ei(vt−�k .�r ) ,
−→
E 0

i réel ,

tombe sur S avec l’angle d’incidence i1.

2. On suppose d’abord que l’onde est polarisée rectilignement et que le vecteur
−→
E i est

normal au plan d’incidence. On admettra (par raison de symétrie) que les directions de
propagation des ondes incidente, réfléchie et transmise sont coplanaires et que les vecteurs
champ électrique,

−→
E r , de l’onde réfléchie, et

−→
E t , de l’onde transmise, sont normaux au

plan d’incidence (voir figure ci-dessous).

Er

Et

Ei

O

Bi
Br

Bt

i1 i'1

y

z

i2

n2

n1

2

1

2.a. Écrire les conditions de passage pour les vecteurs
−→
E et

−→
B en un point d’abscisse y

quelconque.

2.b. En déduire les relations entre les angles i1, i′1 et i2. Donner les expressions des rapports
des amplitudes E0

r /E0
i et E0

t /E0
i du champ électrique en fonction de i1, i2, n1 et n2.

2.c. Calculer les rapports des modules des vecteurs de Poynting (Rr/Ri)⊥ et (Rt/Ri)⊥ en
z = 0. En déduire les rapports (Pr/Pi)⊥ et (Pt/Pi)⊥ des puissances électromagnétiques
réfléchie et transmise à la puissance incidente (ces rapports sont appelés coefficients de
réflexion et de transmission de l’énergie). Indiquer graphiquement les variations de ces
coefficients en fonction de i1 dans le cas n1 < n2.
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3. Reprendre la question 2 avec les polarisations indiquées sur la figure ci-dessous.

Er

Et

Ei

O

Bi

Br

Bt

i1 i'1

y

z

i2

On désignera les coefficients de réflexion et de transmission, respectivement, par (Pr/Pi)‖
et par (Pt/Pi)‖. Que se passe-t-il lorsque tan(i1) = n2/n1 ? Conséquence pour de la
lumière naturelle tombant sur S sous cette incidence ?
4. Que deviennent les coefficients de réflexion et de transmission sous incidence normale ?

Exercice 5 Dispersion de la lumière

On se propose d’étudier un modèle schématique expliquant l’origine de la dispersion de
la lumière dans un milieu transparent, macroscopiquement neutre, constitué de noyaux
(très lourds) et d’électrons. On admettra que seuls ces derniers sont susceptibles de subir
des actions de la part d’un champ électromagnétique, leur mouvement restant toutefois
non relativiste.
En l’absence de champ électrique, pour un élément de volume dv d’un tel milieu, le
barycentre des charges négatives coïncide avec celui des charges positives ; sous l’action
d’un champ

−→
E , cette coïncidence cesse : le milieu se polarise et l’élément de volume

devient un dipôle de moment électrique
−→
P dv ;

−→
P est le vecteur polarisation. On rappelle

que, e0 étant la permittivité du vide, e la permittivité absolue du milieu, on a, pour un
diélectrique parfait, la relation

e
−→
E = e0

−→
E 1

−→
P

Les milieux considérés sont suffisamment dilués pour que le champ qui agit sur une
particule soit le champ électrique de l’onde, ce qui revient à négliger le champ local créé
par l’entourage, éventuellement polarisé.
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1. Une onde électromagnétique se propage dans un milieu isolant, homogène et isotrope.
Donner l’expression de la force qui s’exerce sur un électron de charge −e et de vitesse −→v .
Montrer que le terme dû au champ magnétique est négligeable vis-à-vis de celui dû au
champ électrique. Dans la suite, on considèrera que la force se réduit au seul terme dû au
champ électrique.
2. On considère un plasma, gaz sous faible pression et totalement ionisé ; les actions sur
une particule dues aux autres particules s’annulent en moyenne, de sorte qu’un électron
peut être considéré comme libre ; il n’y a aucune force de frottement ou d’amortissement.
a. Écrire l’équation différentielle du mouvement d’un électron (masse me) dans un champ
électrique

−→
E =

−→
E 0 cos vt ; la position de l’électron sera définie par son déplacement �r .

b. Intégrer et donner l’expression de �r en fonction du temps.
c. Sachant qu’il y a N électrons libres par unité de volume, donner l’expression du vecteur
polarisation

−→
P . En déduire l’expression de l’indice n en fonction de la pulsation v de

l’onde. On posera :

v2
P =

N e2

mee0

d. Étudier les variations de n avec v. Envisager les cas où v > vP et donner la signification
de vP ou de nP = vP/2p.
Connaît-on un milieu naturel dans lequel la propagation des ondes électromagnétiques
donne lieu aux phénomènes étudiés ici ?

Application Numérique : calculer le nombre N d’électrons libres par mètre cube dans un
plasma pour lequel nP = 20 MHz. Préciser les longueurs d’onde des ondes pouvant se
propager dans ce milieu.
3. On considère maintenant un gaz formé de molécules non polaires. On admet que tout
se passe comme si certains électrons avaient une position d’équilibre et étaient rappelés
vers elle par une force :

�f = −mev
2
0�r

On néglige tout frottement ou amortissement.
a. Écrire l’équation différentielle du mouvement d’un tel électron sous l’action d’un champ
électrique

−→
E =

−→
E 0 cos vt.

b. Considérer la solution correspondant aux oscillations forcées et donner l’expression de
�r en fonction du temps t.
c. En admettant que le milieu contient N électrons par unité de volume vibrant ainsi,
calculer le vecteur polarisation

−→
P et en déduire l’indice n.

d. Tracer la courbe représentant les variations de n2 avec la pulsation v. Discuter les
résultats suivant les différentes valeurs de v.
e. On considère le cas v ≈ v0 ; quelle force supplémentaire faut-il prendre en compte si
l’on veut que le modèle reste « réaliste » ?
f. Comment varie, expérimentalement, l’indice n avec la fréquence de l’onde ? Que savez-
vous de l’indice d’un cristal pour les rayons X ?
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Exercice 6 Lévitation d’une sphère dans un faisceau laser.
Pression de radiation

RO
r

zUne bille parfaitement conductrice (rayon R,
masse m) est placée dans un faisceau laser
homogène se propageant suivant la verticale
ascendante. On désigne par E l’éclairement
du faisceau, c’est-à-dire la puissance lumi-
neuse traversant l’unité de surface, et par N
le nombre de photons par unité de volume.
La bille est supposée immobile et les chocs
photon-bille sont supposés élastiques.

1. Calculer la quantité de mouvement cédée
par un photon à la bille lors d’un choc (voir
figure ci-contre). En déduire la pression exer-
cée par le faisceau sur un élément de surface
de la bille
2. Quelle est la force exercée par le faisceau sur la bille ?
3. Quel doit être le rayon d’une bille d’aluminium (masse volumique r = 2,7.103 kg/m3)
lévitant dans un faisceau laser de puissance 1 W et de section 1 mm2 ?

Exercice 7 Équation des télégraphistes

On considère une ligne de longueur D, parcourue par un courant haute fréquence, dont
la longueur d’onde l est du même ordre de grandeur que D. Dans ces conditions on ne
peut plus négliger les phénomènes de propagation : à un instant donné, l’intensité n’est
plus la même en tous les points de la ligne. Soit un point d’abscisse x. On désignera par
i(x, t) l’intensité et par u(x, t) la tension entre ce point et une masse de référence.
On modélise une portion de ligne de longueur dx selon le schéma ci-dessous.

x

A

N

i(x, t) B

N'

fil

fil

i(x + dx, t)

u(x + dx, t)

i(x + dx, t)i(x, t)

u(x, t)

X' x + dx X

1–––––
g dx

C dx

L dx
r dx
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L’ensemble est caractérisé par les grandeurs suivantes :

– r : résistance par unité de longueur ;

– L : inductance par unité de longueur ;

– C : capacité par unité de longueur ;

– g : conductance à travers l’isolant par unité de longueur (le courant de fuite pour une
portion de longueur dx est : if (x, t) = g.dx.u(x, t)).

Une ligne sans pertes sera caractérisée par : r = g = 0.

1. En appliquant la loi d’Ohm à un instant t entre A et B, montrer que l’on a la relation :

−≠u
≠x

= ri 1 L
≠i
≠t

(52)

En utilisant la loi des condensateurs ainsi que la loi des nœuds, montrer que :

− ≠i
≠x

= gu 1 C
≠u
≠t

(53)

Éliminer i entre les deux équations précédentes. En déduire l’équation différentielle
satisfaite par u.

Dans toute la suite, on considèrera une ligne sans pertes.
Montrer que, dans ce cas, on a :

L C
≠2u
≠t2 =

≠2u
≠x2 (54)

2. Le générateur G qui alimente la ligne étant un générateur de tension sinusoïdale,
vérifier que les solutions de l’équation (54) peuvent être mises sous la forme :

i = i0ei(vt−kx) 1 i1ei(vt1kx) (55)

u = ri0ei(vt−kx) − ri1ei(vt1kx) (56)

Calculer r ainsi que la vitesse de propagation V des signaux dans la ligne. Donner une
interprétation physique des deux termes apparaissant dans chacune des relations (55) et
(56).
3. L’extrémité de la ligne de longueur D est fermée sur une impédance complexe Z.

X' XD

G Z

0
Calculer i(x, t) et u(x, t) en fonction de i0,
r, Z, v, k et D.

Calculer Z(x) (impédance « ramenée en
x ») : Z(x) = u(x, t)/i(x, t).

Donner les expressions de Z(x) dans les
trois cas suivants :

– Z = ∞ (ligne ouverte en D) ;

– Z = 0 (ligne court-circuitée en D) ;

– Z purement imaginaire (Z = iY ) (ligne fermée sur une impédance purement réactive).
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Montrer que, dans chacun de ces cas, la ligne est le siège d’ondes stationnaires. Interpréter
énergétiquement.
Existe-t-il une valeur particulière R de Z telle que Z(x) ne dépende pas de x ? Montrer
que, dans ce cas, l’un des termes de chacune des relations (55) et (56) est nul. Donner
une interprétation physique de ce résultat.
On envisage le cas où la ligne alimente un récepteur d’impédance R′ = aR, a = 0,1.
Montrer qu’en utilisant un transformateur on peut éviter toute réflexion nuisible (on
réalise, ainsi, une adaptation d’impédance). Calculer le rapport de transformation du
transformateur à utiliser.
4. La ligne électrique est constituée d’un câble coaxial composé de deux cylindres conduc-
teurs (sans résistance), de même axe et de rayons R1 et R2 (R1 < R2), séparés par un
isolant de permittivité diélectrique relative er et de perméabilité magnétique égale à m0.
4.a. Calculer L et C.
4.b. Calculer numériquement la vitesse de propagation V de l’« onde de courant » ainsi
que l’impédance caractéristique (ou itérative) R. On donne R2 = 3R1 et er = 2, 25.
4.c. Quel est l’intérêt de prendre un câble coaxial alors qu’on aurait pu aussi bien réaliser
la ligne à l’aide de deux fils parallèles extérieurs l’un à l’autre ?

Exercice 8 Ondes électromagnétiques. Guide d’ondes

On considère un tuyau à section rectangulaire (guide d’ondes) dont les parois sont par-
faitement conductrices.
À l’intérieur de ce guide d’ondes, le champ électrique

−→
E satisfait à l’équation :

D
−→
E =

1
c2

≠2−→E
≠t2 (57)

(c est la célérité de la lumière dans le vide).

E

z

z'

y

y'

b a

O xx'
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On s’intéresse aux ondes, de pulsation v, se propageant dans la direction x′x et telles que
Ex = 0 (ondes transversales électriques). De plus, nous nous limiterons uniquement à
l’étude de la composante Ez (on pose Ey = 0).

Les conditions aux limites imposent que
−→
E , sur une paroi conductrice, est soit nul soit

normal à cette paroi.

1. Montrer que le vecteur
−→
E de composantes :

Ex = 0 , Ey = 0

et Ez = E0 cos(npy/a) cos(vt − k′nx) , avec n entier impair (58)

ou Ez = E0 sin(npy/a) cos(vt − k′nx) , avec n pair (59)

satisfait à ces conditions aux limites.

On parlera, alors, de mode transversal-électrique TEn0. Dans ce qui suit, on va s’intéresser
au mode TE10.

2. En utilisant les équations (57), (58) et (59), déterminer k′1 en fonction de v, c et a.
Montrer que seules les ondes de pulsation v supérieure à une certaine valeur vc1 peuvent se
propager selon le mode TE10. Déterminer vc1 (pulsation de coupure du mode considéré).
Calculer la vitesse de phase vf et la vitesse de groupe vg. Quelle relation y a-t-il entre vf,
vg et c ?
Tracer, sur un même graphique, les courbes représentant les variations de vf et de vg en
fonction de v.

3. Comment faut-il choisir la dimension a du guide afin que, v étant fixée, seul le mode
TE10 se propage à l’exclusion de tous les autres modes TEn0 avec n � 2 ?

Exercice 9 Vitesse de phase. Vitesse de groupe

Ces notions sont abordées, ici, en prenant l’exemple des ondes électromagnétiques. Tou-
tefois, les conclusions de l’exercice ont un caractère tout à fait général.

Une onde électromagnétique plane, polarisée rectilignement, est quasi-monochromati-
que. Son spectre est centré en v0 avec un étalement Dv. On considère Dv  v0.
Cette onde se propage suivant l’axe Ox dans un milieu linéaire, homogène, isotrope,
dispersif mais non absorbant. La relation de dispersion est v = v(k) avec v0 = v(k0).
On peut décrire cette onde comme la superposition d’ondes planes monochromatiques de
même amplitude, de vecteurs d’onde de normes comprises entre (k0−Dk/2) et (k01Dk/2)
avec Dk  k0. On suppose, de plus, ces ondes en phase à t = 0.

1. Exprimer, en notation complexe, le champ électrique de l’onde résultante. À l’aide
d’un développement limité de la relation de dispersion autour de k = k0, exprimer v en
fonction de k0, de k′ = k − k0, de vf et de vg.
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2. Calculer l’intensité de cette onde. Montrer qu’à un instant t l’onde est localisée dans
l’espace. Calculer son étendue spatiale Dx et montrer que la vitesse de propagation de
l’énergie est la vitesse de groupe.

Exercice 10 Propagation d’ondes acoustiques dans un fluide
(d’après Capes 1994)

On néglige l’action de la pesanteur ainsi que toute viscosité ou frottement.

1. Propagation d’une onde acoustique dans un tuyau de section constante contenant un
fluide unique.

au repos

lors du passage
de l’onde (instant t)

x'

x'

x

x x + dx

x

O

O

x +   (x, t) x + dx +   (x + dx, t)

Un tuyau cylindrique de section constante S, d’axe x′x, contient un fluide qui, au repos,
est à la pression P0 et à la température T0 ; sa masse volumique est r0.
On considère une tranche de fluide qui, au repos, est située entre les abscisses x et x 1 dx
(voir figure ci-dessus). Le passage de l’onde acoustique s’accompagne d’un déplacement
d’ensemble des molécules contenues dans le plan d’abscisse x : soit c(x, t) ce déplacement
à l’instant t ; ainsi la tranche de fluide considérée se trouve à l’instant t entre les plans
x 1 c(x, t) et x 1 dx 1 c(x 1 dx, t). On notera de façon comparable :

– u(x, t), la vitesse de déplacement de la section d’abscisse x à l’instant t ;

– p(x, t), la surpression liée au passage de l’onde en x à t ; ainsi la pression s’écrira
P(x, t) = P0 1 p(x, t) ;

– r(x, t), la masse volumique du fluide à l’abscisse x, à l’instant t.

On se limitera aux mouvements de faibles amplitudes ; ainsi le déplacement c(x, t), la
surpression p(x, t), la variation de la masse volumique r(x, t)−r0 et leurs dérivées peuvent
être considérés comme des infiniments petits du premier ordre. On négligera dans la suite
tous les infiniments petits d’ordre supérieur ou égal à deux (approximation acoustique).

1.a. En raisonnant sur la tranche de fluide considérée, établir, en précisant la loi utilisée,
que :

r0
≠2c

≠t2 = − ≠p
≠x
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1.b. L’évolution de la portion de fluide considérée est supposée isentropique.

1.b.a. Justifier brièvement cette hypothèse.

1.b.b. On rappelle que le coefficient de compressibilité isentropique d’un fluide est défini
par :

xS = − 1
V

(
≠V
≠P

)
S

où V est le volume du fluide et P sa pression ; pour le fluide contenu dans le tuyau
cylindrique, on supposera que xS est une constante. Montrer que l’on peut écrire :

p = − 1
xS

≠c

≠x

1.c.a. En utilisant les résutats des questions 1.a) et 1.b), établir l’équation vérifiée par la
grandeur c(x, t).

1.c.b. Quelle est la solution générale de cette équation ?

1.c.g. Montrer que l’on peut interpréter chacun des deux termes intervenant dans la
réponse 1.c.b) comme des ondes planes progressives se propageant à la célérité c (vitesse
du son).
Donner l’expression de c.

1.d. Montrer que les grandeurs p(x, t) et u(x, t) satisfont à la même équation de propaga-
tion que c(x, t).

1.e.a. Le fluide est de l’air considéré comme un gaz parfait :

– de g = Cp/Cv = 1,40 ;

– de masse molaire M = 29 g.mol−1 ;

– de température T0 = 293 K.

La constante molaire des gaz parfait est R = 8,32 J.mol−1.K−1.
Donner l’expression de c en fonction de g, R, T0 et M.

1.e.b. Application numérique : calculer c.

1.f. On considère la propagation dans le fluide d’une onde plane progressive sinusoïdale
de pulsation v qu’on représente en notation complexe par :

c1(x, t) = A1 ei(vt−kx)

où A1 est une constante et k un réel positif (module du vecteur d’onde).
On supposera dans cette question que le tuyau est infini et donc qu’il n’y a aucune onde
réfléchie se superposant à c1.

1.f.a. Dans quel sens se propage cette onde ? Déterminer l’expression de k en fonction
de v et c, et calculer sa valeur pour l’air avec une fréquence de l’onde de 1 kHz.

1.f.b. Exprimer alors p1(x, t) et u1(x, t), représentations complexes de la surpression et
de la vitesse acoustique.
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1.f.g. On appelle résistivité acoustique R, la grandeur caractéristique du milieu définie
par :

R = r0 c
Montrer que le rapport

p1

u1
s’exprime simplement en fonction de R.

1.g. Soit l’onde :
c′

1 = A′
1 ei(vt1kx) ,

p′
1 et u′

1 étant les ondes de surpression et de vitesse associées (notations complexes).

Exprimer le rapport
p′

1

u′
1

en fonction de la résistivité acoustique R du milieu.

2. Réflexion et transmission dans un tuyau de section constante contenant deux fluides.
Le tuyau est maintenant séparé en deux régions.

x' xO
fluide (1) fluide (2)

La région (1) (x < 0) contient un fluide (1) de résistivité acoustique R1 = r1c1.
La région (2) (x > 0) contient un fluide (2) de résistivité acoustique R2 = r2c2.
La surface de contact entre les deux fluides est donc le plan perpendiculaire en O à l’axe
x′x. Une onde acoustique plane sinusoïdale se propage du milieu (1) vers le milieu (2) et
est décrite en notation complexe par :

p1 = p01 ei(vt−k1x)

(onde de surpression d’amplitude p01). À l’interface entre les deux milieux, cette onde
incidente donne naissance à une onde réfléchie dans le milieu (1), p′

1, et à une onde
transmise dans le milieu (2), p2.
On admettra que les ondes réfléchie et transmise sont des ondes planes sinusoïdales
d’amplitude respective p′

01 et p02.

On précise que dans le plan x = 0 il y a continuité de la pression (donc de la surpression p) et
du débit volumique S.u c’est-à-dire ici continuité de la grandeur u car la section S du tuyau
est constante.

2.a. Montrer que les ondes réfléchie et transmise sont de même pulsation v que l’onde
incidente.

2.b. Exprimer p′
1 et p2 (notations complexes).

2.c. En exploitant les conditions de continuité, exprimer en fonction de R1 et R2 les
coefficients de réflexion r12 et de transmission t12 relatifs aux amplitudes des surpressions
( r12 = p′

01/p01, t12 = p02/p01).
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2.d. Coefficients de réflexion et de transmission en puissance.
On peut calculer pour chacune de ces trois ondes une puissance acoustique transportée,
définie par :

P = |p.u| S (S est la section du tuyau)

2.d.a. Déterminer les coefficients de réflexion R et de transmission T , relatifs aux puis-
sances acoustiques.

2.d.b. Quelle remarque (prévisible) peut-on faire au sujet de R et T ?

2.e. Application numérique. Le milieu (1) est de l’air, le milieu (2) est de l’eau. On prendra
respectivement : R1 = 4,50.102 uSI et R2 = 1,40.106 uSI.
Déterminer numériquement R et T . Commenter.

3. Réflexion et transmission dûes à un changement de section dans un tuyau sonore

x' xO
fluide (1) fluide (2)

Soit un tuyau sonore composé de deux parties cylindriques de même axe x′x, de sections
respectives S1 et S2, raccordées par la surface perpendiculaire en O à l’axe x′x.
Les deux parties cylindriques sont remplies respectivement des fluides (1) et (2).
Par définition, on appellera impédance caractéristique du milieu i, la grandeur Zi = Ri/Si,
rapport de la résistivité acoustique du milieu par la section correspondante.
On considère une onde plane acoustique incidente p1 (notation complexe) se propageant
dans le milieu (1) dans le sens des x positifs. Elle donne naissance à une onde réfléchie p′

1

et à une onde transmise p2, à l’interface entre les deux milieux.

3.a. En écrivant les conditions de continuité (cf. 2)), déterminer, en fonction de Z1 et
Z2, les coefficients de réflexion r12 et de transmission t12, relatifs aux amplitudes des
surpressions.

3.b. Déterminer les coefficients de réflexion R et de transmission T , relatifs aux puissances
acoustiques.

3.c. En supposant que les fluides (1) et (2) sont identiques, y a-t-il réflexion à l’interface
entre les deux milieux ?
Si oui, calculer r12 et t12 et préciser s’il y a changement de phase.

3.d. Dans le cas où les deux fluides sont de nature différente, retrouve-t-on les résultats
du 2) si S1 = S2 ?

416



�

�

�

�

�

�

�

�

Exercice 11 Propagation du son dans un barreau métallique

Dans ce qui suit, on négligera le poids ainsi que les frottements.

1. Question préliminaire : Loi de Hooke

Un barreau métallique cylindrique, d’axe x′Ox, de surface de section S, a une longueur au
repos �. Il s’allonge de d� lorsqu’il est soumis à deux forces opposées

−→
F et −−→

F appliquées
à ses faces terminales (voir figure ci-dessous).

x'
O

x

x'
O

x

�

i F– F

� +   �

On note
−→
F = F �i . Pour F suffisamment faible, la variation relative de longueur d�/�

est reliée à F par la Loi de Hooke :

d�

�
=

1
E

F
S

(60)

où E est une constante appelée module de Young (E dépend de la nature du métal
constituant le barreau). En quelle unité SI s’exprime le module de Young E ?

2. Pour calculer la vitesse du son dans un barreau métallique cylindrique homogène très
long, d’axe x′Ox, de surface de section S, on étudie l’évolution d’une tranche du barreau
sous l’effet de la perturbation sonore. (1) désigne la partie du barreau située à gauche de
la tranche, (2) la partie située à droite de la tranche.

a. au repos

b. lors du passage
de l’onde (instant t)

x'

x'

x

x x + dx

x

O (1) (2)

(1) (2)O

x1 x2

i F1 F2

Au repos (Figure a ci-dessus), la tranche a une longueur dx. Elle est comprise entre les
plans d’abscisses x et x 1 dx. La masse volumique, dans ce cas, est constante et égale à r0.
À l’instant t, sous l’effet de la perturbation sonore (Figure b), la tranche est comprise
entre les plans x1 et x2 avec x1 = x 1 c(x, t) et x2 = x 1 dx 1 c(x 1 dx, t). c(x, t) est le
déplacement acoustique. La masse volumique en x à l’instant t est r(x, t). La partie (1)
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exerce sur la tranche une force
−→
F1. De même, la partie (2) exerce sur la tranche une force

−→
F2. On a

−→
F1 = −F (x1, t)�i et

−→
F2 = 1F (x2, t)�i .

On se place dans le cadre de l’approximation acoustique. De plus, la surface de section S
ne dépend ni de x ni de t.
2.a. Exprimer la masse de la tranche en fonction de r0, S et dx. À l’aide de la relation
fondamentale de la dynamique, établir une relation entre ≠2c/≠t2 et une dérivée de F .
2.b. Calculer la variation relative de longueur de la tranche lors du passage de l’onde.
À l’aide de la Loi de Hooke, établir une relation entre F et une dérivée de c.
2.c. Déduire des questions précédentes, l’équation de propagation satisfaite par c.
Donner l’expression de la célérité, c, du son dans le barreau en fonction de E (module de
Young) et de r0.

Application numérique : calculer c, en m/s, pour un barreau en acier (E = 2.1011 SI,
r0 = 8 g/cm3).

Exercice 12 Ondes acoustiques. Énergie. Réflexion totale

On reprend les notations de l’exercice 10. On considère dans un premier temps une onde
plane progressive (absence de réflexion).

1. Montrer que l’on peut définir une densité volumique d’énergie cinétique ec(x, t) due à
l’onde par :

ec(x, t) = r0.u(x, t)2/2

L’énergie potentielle correspond au travail des forces de surpression lorsqu’on passe de
l’état où le fluide est au repos à un état où la surpression est p.
Montrer alors que la densité volumique d’énergie potentielle ep(x, t) de l’onde est :

ep(x, t) = xS.p(x, t)2/2

Attention : ces expressions de l’énergie ne sont pas correctes en notation complexe. Donc,
dans les relations ci-dessus, u(x, t) et p(x, t) sont réelles.

Montrer que, pour une onde harmonique, les densités d’énergie cinétique et potentielle
sont égales.
Montrer que l’énergie acoustique e(x, t) satisfait à l’équation d’onde et, donc, qu’elle se
propage à la vitesse c.
Donner l’expression de la puissance P(x, t) transportée par l’onde par unité de surface
normale à la direction de propagation.
2. On considère, maintenant, un tuyau fermé à droite en x = L et infiniment long vers la
gauche. Une onde harmonique, incidente, progressant dans le sens des x croissants subit
donc une réflexion en x = L. On suppose la réflexion totale.
Donner les expressions, pour x � L, du déplacement acoustique c(x, t) et de la surpression
acoustique p(x, t) (notations complexes).
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Définir les nœuds de déplacement ; combien vaut la distance entre deux nœuds consécu-
tifs ? Montrer que les nœuds de déplacement sont des ventres de pression et réciproque-
ment.

3. On envisage, maintenant, le cas d’un tuyau fermé à droite (en x = L) et ouvert à
gauche (en x = 0).
En utilisant les expressions du 2), montrer que la condition supplémentaire en x = 0
implique une quantification des fréquences admissibles par la cavité. Donner l’expression de
ces fréquences.

4. Reprendre la question 3) dans le cas où le tuyau est :

– ouvert aux deux bouts,

– fermé aux deux bouts.

Exercice 13 Interférences avec ultrasons

On dispose de cellules piézo-électriques pour engendrer des ultrasons. Ces mêmes cellules
peuvent également servir à les détecter.

1.a. Lorsqu’on applique une tension sinusoïdale de fréquence f = 40,0 kHz à une cellule
piézo-électrique, on observe devant la cellule une émission d’onde plane progressive
sinusoïdale de longueur d’onde l = 0,85 cm. En déduire la vitesse de propagation c des
ultrasons produits dans l’air.

1.b. On considère deux émetteurs connectés en parallèle à un générateur idéal de tension
délivrant une tension sinusoïdale de fréquence f = 40,0 kHz. Le circuit déphaseur (noté
F sur le schéma) n’est pas connecté pour l’instant.

S1

S2

O– D

x' x

y
M(0, y)

Ces deux émetteurs, situés en S1 (x = −D, y = a/2) et S2 (x = −D, y = −a/2), sont
supposés ponctuels et émettent sensiblement dans la même direction. On déplace une
troisième cellule, jouant le rôle de détecteur, perpendiculairement à cette direction, le
long de l’axe Oy.
On supposera que les deux ondes arrivant au point M de coordonnées (x = 0, y) sont des
ondes planes progressives de même amplitude se propageant selon S1M et S2M.
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Les distances a = 10,0 cm et |y| étant petites devant la distance D = 1,50 m, montrer que
l’on peut observer un phénomène d’interférence en déplaçant le détecteur le long de Oy.
En déduire l’expression littérale et numérique de l’interfrange i.
1.c. On intercale entre les bornes de sortie du générateur idéal de tension, délivrant
une tension sinusoïdale de pulsation v, et celles d’entrée de l’émetteur S2 un opérateur
électrique idéal, appelé déphaseur, dont la fonction de transfert s’écrit :

H (jv) =
Vs

Ve
= exp(jF)

(Vs et Ve en notations complexes).
Quelle en sera l’action sur le phénomène d’interférence observé lorsque F = −p/2 ?

–

+

R'

R'

R
Ve VsC

2. Pour réaliser ce circuit déphaseur on
propose le montage décrit sur la figure
ci-contre.
2.a. En admettant que l’amplificateur
opérationnel utilisé soit idéal, expri-
mer la fonction de transfert harmonique
H (jv) = Vs/Ve.
2.b. Montrer que l’on a réalisé ainsi un
circuit déphaseur dont le déphasage F

peut être ajusté par action sur la valeur de la capacité C du condensateur. Calculer C pour
que l’on ait F = −p/2 lorsque R = 1,00 kV et R′ = 10,0 kV.

Exercice 14 Effet Doppler. Interférences

1. Un haut-parleur (H.P.) est alimenté par une tension sinusoïdale de fréquence N0

constante. On étudie la propagation du son émis dans l’air (la célérité du son est appelée c).

MO
x' x

Au repos, la membrane du H.P. est située dans le plan vertical x = 0. À l’instant t, son
élongation est c(0, t) = a sin(2pN0t).
Donner l’expression de l’élongation du point M situé à l’abscisse x sur l’axe x′x. À quelle
condition le point M vibre-t-il en phase avec la source ?
Indiquer une méthode de mesure de c utilisant un H.P., un microphone et un oscilloscope.
2. Le H.P., toujours soumis à la tension de fréquence N0, est maintenant porté par un
véhicule en mouvement de translation suivant l’axe x′x. Le véhicule s’approche de M à
la vitesse constante v = 20 m/s. Donner l’expression de la fréquence N ′ du son reçu
en M en fonction de N0, v et c. Calculer N ′ avec N0 = 1 000 Hz et c = 340 m/s.
Que deviendrait l’expression de N ′ si la source s’éloignait de M ? Donner l’expression de
N ′ lorsque le véhicule et le récepteur M sont tous les deux en mouvement sur l’axe x′x,
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respectivement avec des vitesses de valeurs algébriques v et v′ (par rapport à x′x supposé
fixe). Comment s’appelle le phénomène étudié ? Citer un autre domaine de la physique
où il apparaît.
3. On s’intéresse, maintenant, aux interférences sonores réalisées à l’aide de deux H.P.
identiques placés face à face et alimentés par la même source de tension sinusoïdale de
fréquence N . On négligera la réflexion des ondes sonores.

A1 A2

x' x

oscilloscope

microphone

Les membranes A1 et A2 des deux H.P. ont, au repos, les abscisses respectives x1 = 0 et
x2 = d . On suppose d � l. Les déplacements algébriques, sur l’axe x′x, des membranes
A1 et A2 autour de leurs positions au repos sont notés c1(A1, t) et c2(A2, t).
3.a. Qu’observe-t-on sur l’écran de l’oscilloscope au cours d’une excursion assez large du
microphone sur l’axe x′x ?
3.b. Déterminer c(M, t) définissant l’état vibratoire d’un point M du segment A1A2,
d’abscisse x, sachant que c1(A1, t) = a sin(2pNt). Montrer qu’il existe deux familles de
points dont l’état vibratoire est particulier.
Quelle distance i sépare deux de ces points consécutifs appartenant à la même famille ?
Déterminer c sachant que N = 1250 Hz et i = 13,8 cm.

Exercice 15 Vibrations transversales d’une corde. Stroboscope

y

O x xx + dx

uy

T(x + dx, t)

– T(x, t)
y(x, t)

ds
(x + dx, t)

(x, t)
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Dans cet exercice, on se propose d’étudier la propagation de vibrations transversales de
faible amplitude le long d’une corde sans raideur, de longueur L et de masse linéique m.
L’élongation transversale d’un point M de la corde sera notée y(x, t). La force de tension
en ce point sera notée

−→
T . On négligera le poids et la résistance de l’air. De plus, on

supposera que :

|y|  L ,

∣∣∣∣≠y
≠x

∣∣∣∣  1

Cette dernière condition signifie que l’angle a reste petit.

1. Appliquer la relation fondamentale de la dynamique à un élément de la corde de
longueur ds (ds ≈ dx) dont on suppose le mouvement purement transversal.
Montrer que T cos a est indépendant de x. En négligeant la dépendance en t de cette
quantité, on notera T cos a ≡ T0 (≈ T au vu des hypothèses faites ci-dessus).
Établir l’équation de propagation à laquelle satisfait y(x, t).
Donner, en fonction de T0 et de m, l’expression de la célérité V des ondes transversales
se propageant le long de la corde.
2. La corde, horizontale, est reliée à un vibreur dont l’extrémité a un mouvement vertical
d’élongation :

y(0, t) = a. sin(2pN0t)

Une onde progressive se propage alors le long de la corde dans le sens des x > 0. On
néglige toute réflexion.
2.a. Donner l’expression de y(x, t).
2.b. On éclaire alors la corde avec un stroboscope émettant N éclairs par seconde. Décrire
ce que l’on observe dans les cas suivants où k est un entier positif :

– N0 = kN

– N0 = kN 1 d avec d  N .

Calculer, dans ce dernier cas, la fréquence apparente n du phénomène ainsi que la célérité
de propagation apparente V ′ de l’onde.

Exercice 16 Onde longitudinale sur une file d’atomes

On considère une file de particules identiques de masse m situées à l’équilibre aux points
d’abscisse xn = na (n est un entier relatif ) sur l’axe x′x. On désignera par −→ux le vecteur
unitaire de cet axe. Ces particules peuvent effectuer des déplacements suivant l’axe Ox
et l’on appelle un la valeur algébrique du déplacement de la particule n. On suppose
qu’il existe entre particules voisines (adjacentes) des forces élastiques proportionnelles à
l’allongement de la distance les séparant (coefficient de proportionnalité a).

1. Donner l’expression de la force
−→
F exercée par la particule n 1 1 sur la particule n.

2. Écrire l’équation différentielle du mouvement de la particule n.
3. Chercher les solutions de cette équation sous la forme d’une onde progressive, soit :

un = u.ei(vt−kxn)
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Donner l’expression de la relation de dispersion v = v(k).
Montrer que l’on peut se limiter pour l’étude de v(k) à −p/a < k � 1p/a.
Tracer la courbe v(k) dans ce domaine.
4. Soient vf et vg les vitesses de phase et de groupe.
Tracer les courbes vf(k) et vg(k). Discuter.

Exercice 17 Ondoscope (d’après Capes 2001)

(∆)

Un ondoscope est une association de tiges
régulièrement espacées et couplées par un
fil de torsion horizontal. Par construction
de l’appareil, les tiges restent perpendicu-
laires au fil de torsion. Les tiges peuvent
tourner autour de l’axe fixe (D) horizontal
qui passe par leur centre. L’axe (D) est confondu avec le fil de torsion. On note JD le
moment d’inertie d’une tige par rapport à (D). On désigne par C la constante de torsion
de chaque portion du fil de torsion qui est comprise entre deux tiges consécutives. On
indice par n l’ordre d’une tige sur l’axe (D). La situation « de repos » de l’ondoscope est
définie de la façon suivante :

– la torsion du fil est nulle sur chacune de ses portions ; par conception de l’ondoscope,
toutes les tiges sont alors coplanaires ;

– le plan qui contient alors toutes les tiges garde une direction fixe dans le référentiel
d’étude qu’est le laboratoire.

On note un l’écart angulaire de la tige n par rapport à sa position « au repos » et l’on
néglige les frottements.

1. Établir que l’équation différentielle vérifiée par le pendule n s’écrit sous la forme
suivante :

ün = −V2 ( 2 un − un−1 − un11 ) (61)

Exprimer V en fonction de JD et C. On supposera que le pendule n n’est pas situé à une
extrémité de l’échelle.
2. Soit a la distance constante qui sépare deux tiges consécutives sur l’axe (D). On
choisit l’origine des abscisses de sorte que l’abscisse sur (D) du n-ième pendule ait pour
expression xn = n a. On cherche pour les élongations des solutions de la forme
un(t) = A cos (kna − vt), k et v étant des réels, v étant positif.
2.a. À quoi correspondent les solutions de ce type ? On pourra distinguer les situations
où k est positif et où k est négatif.
2.b. On pose un = A exp[j(kna − vt)], avec j2 = −1. En reportant les expressions de
un, un−1 et un11 dans l’équation différentielle établie à la question 1, établir la relation de
dispersion donnant v en fonction de V, a et k.
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2.c. Quel est le domaine accessible aux valeurs de v ?
2.d. À quelle amplitude peut-on restreindre les variations de k, et pourquoi ?
2.e. Tracer la courbe représentant les variations de v en fonction de k. La variable k décrira
l’intervalle centré en 0 et de largeur l’amplitude déterminée à la question précédente.
3. L’ondoscope n’étant pas infini, quel est le problème qui se pose si l’on veut exposer
à une classe des oscillations répondant à la fonction un(t) = A cos (kna − vt) ?
Comment procéder pour résoudre cette difficulté ?
4. L’ondoscope comporte N 1 1 tiges, numérotées de 0 à N . Dans cette question et cette
question seulement, on bloque les tiges de numéro 0 et N , de sorte que u0 = uN = 0.
On cherche les solutions pour un(t) sous la forme :

un(t) = A cos (kna − vt) 1 B cos (kna 1 vt 1 f),

avec k et v réels positifs.
4.a. À quoi correspondent physiquement chacune des deux composantes de un(t) ?
4.b. Utiliser la condition limite portant sur u0 pour donner la valeur de f et la relation
entre A et B.
4.c. On veut écrire un(t) sous la forme un(t) = f (t) g(na). Expliciter les fonctions f (t) et
g(na). Préciser la nature des ondes harmoniques qui peuvent alors exister.
4.d. Utiliser la condition limite sur uN pour déterminer les valeurs possibles de k. Exprimer
ces valeurs de k en fonction d’un entier relatif p. Combien de ces valeurs de k sont situées
dans l’intervalle utile défini au 2.d ?
4.e. La relation de dispersion établie au 2.b est-elle toujours valable ? Pourquoi ? Donner
les valeurs de v correspondant aux valeurs possibles de k.
4.f. Décrire les oscillations de l’ondoscope pour p = 1, 2, 3 et N (N > 3). Sur l’exemple
de N = 10, tracer un en fonction de n à un instant d’élongation maximale pour la tige
no1. On demande un tracé pour chaque valeur de p mentionnée ci-dessus.
5. On continue de supposer le système non amorti.
5.a. Nommer les différentes contributions à l’énergie mécanique totale de l’ondoscope.
Le système évoluant sans excitation extérieure, que peut-on dire de l’énergie mécanique
totale du système ?
5.b. La tige N est maintenant bloquée. On appelle pulsations propres de l’ondoscope les
pulsations déterminées à la question 4.e. Qu’observerait-on si l’on débloquait la tige 0 et
qu’on l’excitait avec une pulsation égale à l’une des pulsations propres ?
6. Est-ce bien ce que l’on observe dans la réalité en réalisant l’expérience précédemment
décrite ? Pourquoi ?
7. Comment pourrait-on procéder pour mettre en évidence les phénomènes de réflexion
et de transmission liés à un changement du milieu de propagation ? Avec quel autre
domaine de la physique proposeriez-vous une analogie ?
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SOLUTIONS

1 CONSEIL : Cet exercice, ainsi que les deux suivants, ne peuvent être abordés de manière fructueuse
qu’après l’étude de la partie 2.

1. Les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent

div
−→
E = 0 (62)

−→rot
−→
E = − ≠

−→
B

≠t
(63)

div
−→
B = 0 (64)

−→rot
−→
B = e0 m0

≠
−→
E

≠t
(65)

Appliquons l’opérateur −→rot sur les deux membres de (63).
Avec la relation −→rot −→rot =

−−→
grad div − D on obtient l’équation d’onde :

D
−→
E = e0 m0

≠2−→E
≠t2 (66)

de même, (65) conduit à D
−→
B = e0 m0

≠2−→B
≠t2 (67)

2.a.
−→
E ne dépend que de z et t. (66) s’écrit :

≠2−→E
≠z2 = e0 m0

≠2−→E
≠t2 (68)

ce qui équivaut à :

≠2Ex

≠z2 = e0 m0
≠2Ex

≠t2 ;
≠2Ey

≠z2 = e0 m0
≠2Ey

≠t2 ;
≠2Ez

≠z2 = e0 m0
≠2Ez

≠t2

Solution générale :

Ex = f (t − z/c) 1 g(t 1 z/c) avec la célérité c =
1

√
e0 m0

(69)

De même pour Ey, Ez, Bx, By, Bz. Le premier (resp. deuxième) terme dans (69) correspond
à une onde progressive se propageant sans se déformer à la célérité c dans le sens z croissant
(resp. décroissant).

2.b. On ne considère que l’onde se propageant dans le sens z croissant.

div
−→
E = 0 =

≠Ex

≠x
1

≠Ey

≠y
1

≠Ez

≠z
=

≠Ez

≠z

On en déduit que Ez ne dépend pas de z. De plus, comme Ez est fonction de la variable
(t − z/c), Ez ne dépendra pas, non plus, de t. On a donc Ez = 0 (Ez = Cte fi 0 suppo-
serait une distribution statique de charges pour produire ce champ uniforme stationnaire,
ce qui est exclu d’après l’énoncé).
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Pour des raisons analogues, on aura Bz = 0. L’onde est transversale. D’autre part :

−→rot
−→
E = − ≠

−→
B

≠t
=⇒

−
≠Ey

≠z
= − ≠Bx

≠t
;

≠Ex

≠z
= −

≠By

≠t
(70)

En posant u ≡ t − z/c et E′
y =

dEy

du
, etc. . . , (70) s’écrit :

1
c

E′
y = −B′

x ; −1
c

E′
x = −B′

y (71)

D’où, en intégrant : Ey = −cBx, Ex = cBy. (La constante d’intégration est prise à 0, vu
l’absence de toute charge et de tout courant).
Finalement :

−→
E .

−→
B = ExBx 1 EyBy = cByBx − cBxBy = 0. On a donc

−→
E ⊥ −→

B .
En posant �c = c −→uz (−→uz est le vecteur unitaire de z′z), on montre facilement que−→
E ∧ −→

B = B2�c . On en conclut que le trièdre (
−→
E ,

−→
B ,�c ) est orthogonal direct.

2.c. On a :
Ex = E0 cos

(v

c
(z − ct)

)
Ey = 0

D’où :
Bx = −1

c
Ey = 0 By =

1
c

Ex =
E0

c
cos

(v

c
(z − ct)

)
B0 =

E0

c
=

√
e0 m0 E0 = 0,33.10−6 T , l =

c
f

= 3 cm

2 Dans cet exercice, on désigne par �n le vecteur de composantes ( cos a , sin a , 0 ).

De même,
−→
n′ désigne le vecteur de composantes ( sin a , − cos a , 0 ). Enfin, −→uz est le

vecteur unitaire de z′z.

1. On a �k = k�n avec k = v/c. De plus
−→
E (�r , t) = E0 cos(vt − �k .�r ) −→uz . Enfin :

−→
B =

�k ∧ −→
E

v
=

E0 cos(vt − �k .�r )
c

−→
n′

On a B = E/c, d’où Z0 = m0E/B = m0c =
√

m0/e0 = 377 V.

2. La densité volumique d’énergie électromagnétique s’écrit :

dW (�r , t)
dv

=
e0E(�r , t)2

2
1

B(�r , t)2

2m0
= e0E2

0 cos2(vt − �k .�r )

Or,
〈
cos2(vt − �k .�r )

〉
T = 1/2. D’où

〈
dW
dv

〉
= e0E2

0/2.

3. Le vecteur de Poynting s’écrit :

−→
P (�r , t) =

−→
E (�r , t) ∧ −→

B (�r , t)
m0

=
E(�r , t)2

m0 c
�n
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Son module est égal à :

P(�r , t) =
E(�r , t)2

m0 c
=

E2
0 cos2(vt − �k .�r )

m0c
D’où :

〈P〉 =
E2

0

2m0c
= c

e0E2
0

2
= c

〈
dW
dv

〉

Interprétation physique : soit ds un élément infinitésimal de surface d’onde et df le flux de
−→
P à travers ds.

−→
P étant orthogonal à la surface d’onde, on a 〈df〉 = 〈P〉 ds = c

〈
dW
dv

〉
ds.

D’autre part, l’énergie transportée par l’onde se propage à la célérité c. Pendant la durée
dt, une quantité d’énergie égale à (c dt ds)(dW /dv) traverse ds. (cds) 〈dW /dv〉 est donc
la puissance moyenne traversant ds. Elle est égale au flux moyen du vecteur de Poynting à
travers ds. Cela souligne l’importance du vecteur de Poynting pour les calculs d’énergie.

3 1. Les composantes de �k 1 sont (a, b, 0). Celles de �k 2 sont (a, −b, 0). De plus, on

a
−→
B i =

�k i ∧
−→
E i

v
, avec i = 1 ou 2. On en déduit les composantes de

−→
B 1 et

−→
B 2 :

−→
B 1 : B1x =

b

v
E0 cos(vt − ax − by), B1y =

−a

v
E0 cos(vt − ax − by), B1z = 0

−→
B 2 : B2x = −b

v
E0 cos(vt−ax1by), B2y =

−a

v
E0 cos(vt−ax1by), B2z = 0

2.a. L’équation d’ondes étant linéaire, le théorème de superposition conduit à :−→
E (�r , t) =

−→
E 1(�r , t) 1

−→
E 2(�r , t). On en déduit la seule composante non nulle de

−→
E :

Ez = E1z1E2z = E0
(
cos(vt − ax − by) 1 cos(vt − ax 1 by)

)
= 2E0 cos(by) cos(vt−ax)

La moyenne temporelle de E2(�r , t) s’écrit :〈
E2〉 =

〈
4E2

0 cos2(by) cos2(vt − ax)
〉

T = 2E2
0 cos2(by)

(rappelons que
〈
cos2(vt − ax)

〉
T = 1/2). Les surfaces

〈
E2

〉
= constante sont les surfaces

y = cst, c’est-à-dire les plans parallèles à xOz.

2.b. Dans un plan perpendiculaire à Ox (c’est-à-dire un plan x = cst) si l’on fait varier y,〈
E2

〉
passera par des maxima (obtenus pour cos2(by) = 1) et des minima (obtenus pour

cos2(by) = 0). Les franges brillantes correspondent donc à by = mp (m est un entier
relatif ) et l’interfrange i est égal à

i =
p

b
=

p

k sin u
=

l

2 sin u

2.c. D’après la question 2.a, on a

Ez = 2E0 cos(by) cos(vt − ax)
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ce qui montre que l’on a une propagation dans le sens des x croissants. En écrivant le
terme cos(vt − ax) sous la forme cos

(
v(t − x/Vf)

)
, on en déduit la vitesse de phase :

Vf =
v

a
=

c
cos u

> c

Le fait que Vf soit supérieure à c ne pose pas de problème théorique. La grandeur qui a
un sens physique, ici, est la vitesse de propagation de l’énergie, VE. On verra que VE < c.

3.
−→
B (�r , t) =

−→
B 1(�r , t) 1

−→
B 2(�r , t). D’où les composantes de

−→
B (�r , t) :

Bx = 2
b

v
E0 sin(by) sin(vt − ax) , By = −2

a

v
E0 cos(by) cos(vt − ax) , Bz = 0

On a encore propagation dans le sens des x croissants et l’on observe que :(
Bx

2 b

v
E0 sin(by)

)2

1

(
By

2 a
v

E0 cos(by)

)2

= 1

On a une polarisation elliptique (en un point donné, l’extrémité de
−→
B parcourt, en général, une

ellipse). Cas particuliers :

i) b sin(by) = a cos(by) =⇒ polarisation circulaire ;

ii) sin(by) = 0 =⇒ Bx = 0 =⇒ polarisation rectiligne suivant Oy ;

iii) cos(by) = 0 =⇒ By = 0 =⇒ polarisation rectiligne suivant Ox ;

4.a.
−→
P (�r , t) =

−→
E (�r , t) ∧ −→

B (�r , t)
m0

. D’où les composantes de
−→
P (�r , t) :

Px =
4aE2

0

m0v
cos2(by) cos2(vt − ax)

Py =
4bE2

0

m0v
cos(by) sin(by) cos(vt − ax) sin(vt − ax)

Pz = 0

4.b.
−→
P (�r , t) étant perpendiculaire à Oz, il n’y a pas de transfert d’énergie à travers une

portion de plan perpendiculaire à Oz.
Considérons, maintenant, une portion, d’aire ds, d’un plan perpendiculaire à Oy. La
puissance traversant ds sera donnée par le flux de

−→
P à travers ds soit Pyds. En prenant la

moyenne temporelle, avec 〈cos(vt − ax) sin(vt − ax)〉 = 〈(1/2) sin(2vt − 2ax)〉 = 0,
on a donc

〈
Pyds

〉
= 0. On en déduit qu’il n’y a pas non plus de transfert d’énergie dans

la direction Oy. On retrouve bien le fait que la propagation se fait selon Ox.

4.c.

〈W 〉 =
〈∫∫

S
Pxdydz

〉
T

=
2aE2

0

m0v

∫∫
S

cos2(by)dydz

On utilise
〈
cos2(vt − ax)

〉
T = 1/2. De plus, les dimensions du domaine étant grandes

devant l’interfrange, on peut remplacer cos2(by) par sa valeur moyenne, c’est-à-dire 1/2,
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dans l’intégrale restante. D’où, finalement :

〈W 〉 =
aE2

0 S
m0v

=
cos u E2

0 S
m0c

4.d. 〈
dW
dv

〉
= (e0/2)

〈
E2〉 1

〈
B2〉 /(2m0)

En moyennant sur le temps et l’espace, on a
〈
cos2(. . .)

〉
=

〈
sin2(. . .)

〉
= 1/2. D’autre

part, comme a2 1b2 = k2 , k = v/c et e0m0c2 = 1, on obtient
〈

dW
dv

〉
= e0E2

0. D’après

la dernière question de l’exercice corrigé en 2, on a :

〈W 〉 = VES
〈

dW
dv

〉
soit cos uE2

0S/(m0c) = VESe0E2
0. D’où :

VE = c cos u < c ; VE.Vf = c2

4 CONSEIL : Il est indispensable d’étudier la partie 3 et, notamment, les conditions de passage en
3.2. avant d’aborder cet exercice.

1. Par définition, c =
1

√
e0 m0

, c1 =
1

√
e1 m0

=
c

n1
et c2 =

1
√

e2 m0
=

c
n2

. On en

déduit :

n1 =
√

e1

e0
; n2 =

√
e2

e0

Dans les questions 2) et 3), on utilisera la continuité de
−→
B (milieux non magnétiques en

l’absence de courant) à la traversée du plan xOy soit
−→
B i 1

−→
B r =

−→
B t ∀t en tout point du plan xOy (72)

2.a. Les champs électriques
−→
E i,

−→
E r ,

−→
E t sont colinéaires à Ox et donc parallèles au plan

xOy de séparation des deux milieux. On aura donc, par continuité de la composante
tangentielle :

−→
E i 1

−→
E r =

−→
E t ∀t en tout point du plan xOy (73)

2.b. Si v′ et v′′ désignent les pulsations des ondes réfléchie et transmise et �k ′ et �k ′′ leurs
vecteurs d’onde respectifs, on peut réécrire (73) en termes d’amplitudes complexes :

E0
i ei(vt−kyy) 1 E0

r ei(v′t−k′y y) = E0
t ei(v′′t−k′′y y) ∀t, y (74)

Cette relation étant vraie quel que soit t, on en déduit que v = v′ = v′′. De même, (74)
étant vraie ∀y, on a ky = k′y = k′′y .
Or ky = (v/c1) sin i1, k′y = (v/c1) sin i′1 et k′′y = (v/c2) sin i2. (On suppose les angles i1,
i′1 et i2 compris entre 0 et p/2).
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ky = k′y =⇒ i1 = i′1.
ky = k′′y =⇒ sin i1/c1 = sin i2/c2 soit n1 sin i1 = n2 sin i2. On retrouve les lois de
Descartes. Remarquons que (74) se réduit à :

E0
i 1 E0

r = E0
t (75)

Examinons maintenant les conséquences de la relation (72). En projection sur Oy, on a :

−B0
i cos i1 1 B0

r cos i1 = −B0
t cos i2 (76)

De plus, B0
i = E0

i /c1 = E0
i n1/c, B0

r = E0
r /c1 = E0

r n1/c et B0
t = E0

t /c2 = E0
t n2/c. En

remplaçant B0
i , B0

r et B0
t dans (76), on obtient :

n1 cos i1(−E0
i 1 E0

r ) = −n2 cos i2 E0
t (77)

À partir des deux équations (75) et (77), on obtient :

E0
r

E0
i

=
n1 cos i1 − n2 cos i2

n1 cos i1 1 n2 cos i2
;

E0
t

E0
i

=
2n1 cos i1

n1 cos i1 1 n2 cos i2

2.c. On a, pour le vecteur de Poynting :

−→
R i =

−→
E i ∧

−→
B i

m0
soit, en module : Ri =

E0
i B0

i

m0
=

(
E0

i

)2

m0c1

De même Rr =

(
E0

r

)2

m0c1
et Rt =

(
E0

t

)2

m0c2
. On en déduit :

(
Rr

Ri

)
⊥

=
(

E0
r

E0
i

)2

=
(

n1 cos i1 − n2 cos i2

n1 cos i1 1 n2 cos i2

)2

(
Rt

Ri

)
⊥

=
(

E0
t

E0
i

)2

3

(
c1

c2

)
=

n2

n1

4n2
1 cos2 i1

(n1 cos i1 1 n2 cos i2)2

La puissance traversant un élément de surface s du plan xOy est égale au flux du vecteur de
Poynting à travers cette surface. On a Pi = Ri cos i1 s, Pr = Rr cos i1 s, Pt = Rt cos i2 s.
D’où les coefficients de réflexion et de transmission en puissance :(

Pr

Pi

)
⊥

=
(

Rr

Ri

)
⊥

=
(

n1 cos i1 − n2 cos i2

n1 cos i1 1 n2 cos i2

)2

(
Pt

Pi

)
⊥

=
(

Rt

Ri

)
⊥

3

(
cos i2

cos i1

)
=

4n1n2 cos i1 cos i2

(n1 cos i1 1 n2 cos i2)2

On a
(

Pr

Pi

)
⊥

1

(
Pt

Pi

)
⊥

= 1

D’après l’énoncé, on suppose n1 < n2. Pour toute valeur i1 entre 0 et p/2, on
aura une onde réfléchie et une onde transmise. n1 sin i1 = n2 sin i2 conduit à
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cos i2 =
√

1 − sin2 i2 =
√

1 − (n2
1/n2

2) sin2 i1. On reporte cos i2 dans les expres-

sions de
(

Pr

Pi

)
⊥

et
(

Pt

Pi

)
⊥

et on obtient les courbes suivantes :

O i1/2 O i1/2

( Pr  ––
  Pi ) ( Pt  ––

  Pi )

1 1

( n1 – n2  –––––––
  n1 + n2 )

2

   4n1n2  –––––––
 (n1 + n2)2

On observe que, sous incidence normale, le coefficient de réflexion en puissance est égal
à ((n1 − n2)/(n1 1 n2))2 ≈ 0,04 pour le dioptre air-verre. (L’air et le verre sont deux
milieux transparents dont les indices sont du même ordre de grandeur ; la puissance
électromagnétique est presque intégralement transmise).

3. La relation (72), qui traduit la continuité de
−→
B , conduit à

B0
i − B0

r = B0
t =⇒ E0

i

c1
− E0

r

c1
=

E0
t

c2
=⇒ n1(E0

i − E0
r ) = n2E0

t (78)

D’autre part, la composante de
−→
E suivant Oy est continue. Donc :

E0
i cos i1 1 E0

r cos i1 = E0
t cos i2 (79)

Ces deux relations conduisent à :

E0
r

E0
i

=
n1 cos i2 − n2 cos i1

n1 cos i2 1 n2 cos i1
;

E0
t

E0
i

=
2n1 cos i1

n1 cos i2 1 n2 cos i1
(80)

(
Rr

Ri

)
‖

=
(

n1 cos i2 − n2 cos i1

n1 cos i2 1 n2 cos i1

)2

;
(

Rt

Ri

)
‖

=
4n1n2 cos2 i1

(n1 cos i2 1 n2 cos i1)2

(
Pr

Pi

)
‖

=
(

n1 cos i2 − n2 cos i1

n1 cos i2 1 n2 cos i1

)2

;
(

Pt

Pi

)
‖

=
4n1n2 cos i1 cos i2

(n1 cos i2 1 n2 cos i1)2

On a, comme précédemment
(

Pr

Pi

)
‖

1

(
Pt

Pi

)
‖

= 1
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Si l’angle d’incidence i1 prend la valeur i1B avec tg i1B = n2/n1 (et, également,
n1 sin i1B = n2 sin i2) alors, on a : tg i1B = sin i1B/ sin i2. On en déduit sin i2 = cos i1B

et sin i1B = cos i2. D’où, dans ce cas
(

Pr

Pi

)
‖

= 0. Si de la lumière naturelle arrive sur S

sous cette incidence (dite de Brewster), elle sera, après réflexion, polarisée rectilignement
(
−→
E r sera perpendiculaire au plan d’incidence).

O i1i1B /2 O i1/2

( Pr  ––
  Pi )// ( Pt  ––

  Pi )//

1

i1B

1

( n1 – n2  –––––––
  n1 + n2 )

2

   4n1n2  –––––––
 (n1 + n2)2

4. Si i1 = i2 = 0, alors
(

Pr

Pi

)
⊥

=
(

Pr

Pi

)
‖

et
(

Pt

Pi

)
⊥

=
(

Pt

Pi

)
‖
.

Sous incidence normale, on ne plus distinguer les directions ⊥ et ‖.

5 CONSEIL : Cet exercice est à mettre en relation avec l’exercice 8 page 411 où un autre aspect de la
dispersion des ondes électromagnétiques est discuté.

1. Supposons qu’une onde électromagnétique plane agisse sur l’électron. Ce dernier, de
charge q = −e et de vitesse −→v , est alors soumis à la force de Lorentz :

−→
F = q(

−→
E 1 −→v ∧ −→

B )

avec ‖E‖ = c′‖B‖ (c′ est la vitesse de la lumière dans le milieu considéré). Or,

‖−→v ∧ −→
B ‖

‖E‖ � ‖−→v ‖.‖−→B ‖
‖E‖ =

‖−→v ‖
c′

Ce rapport est très inférieur à 1 pour un électron non relativiste. On en déduit que, dans
ces conditions, la force subie par l’électron se réduit à

−→
F = q

−→
E .

2.a. �r étant le déplacement de l’électron dû à l’onde, on aura, en appliquant la relation
fondamentale de la dynamique :

me
d2�r
dt2 = −e

−→
E 0 cos vt (81)
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2.b. En intégrant deux fois par rapport au temps et en supposant que�r est nul en l’absence
de l’onde, on obtient :

�r =
e

mev
2

(−→
E 0 cos vt

)
=

e
mev

2

−→
E (82)

2.c. Le moment dipolaire de l’élément de volume dv est :
−→
P dv = N dv(−e)�r =⇒ −→

P = − N e2

mev
2

−→
E

La relation e
−→
E = e0

−→
E 1

−→
P conduit à e = e0 −

N e2

mev
2 = e0er . Utilisant la notation de

l’énoncé, on obtient :

er = 1 − v2
P

v2 =⇒ n =
√

er =

√
1 − v2

P

v2

2.d. Seules les ondes de pulsation v supérieure à vP peuvent se propager dans ce milieu.
vP est la pulsation de coupure. nP = vP/(2p) est la fréquence de coupure.

n

1

O ωωp

Un tel milieu se rencontre par exemple dans l’ionosphère terrestre.
A.N. : N = 4,96.1012 électrons/m3 ; l < 15 m.

3.a. L’équation (81) devient, en présence de la force de rappel :

me
d2�r
dt2 = −mev

2
0�r − e

−→
E 0 cos vt (83)

3.b. En oscillations forcées à la pulsation v, on aura
d2�r
dt2 = −v2�r . En reportant dans

(83), on obtient après quelques calculs simples :

�r =
e

me(v2 − v2
0)

(−→
E 0 cos vt

)
=

e
me(v2 − v2

0)
−→
E (84)

3.c. −→
P = N (−e)�r = − N e2

me(v2 − v2
0)
−→
E

En adoptant la même démarche qu’à la question 2.c, on est conduit à un indice n :

n =

√
1 − v2

P

v2 − v2
0

(85)
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3.d.
n2

1

0 ωω0 ω0
2 + ωp

2 ω1 = 

Les ondes de pulsation v comprise entre v0 et v1 ne peuvent se propager dans ce milieu.
De plus, quand v → v0, on a n2 → ∞ et la théorie n’est plus correcte.

3.e v0 est la pulsation propre du système. Quand v → v0, l’amplitude des oscillations
des électrons devient de plus en plus grande, ainsi que l’énergie rayonnée par ces électrons
(des particules chargées en mouvement accéléré perdent de l’énergie par rayonnement).
Si l’on veut que le modèle reste réaliste, il faut rajouter un terme d’amortissement dans
l’équation différentielle (83).

3.f. Pour le verre, on a, dans le domaine visible (lumière de longueur d’onde l dans le
vide), la relation : n ≈ a 1 b/l2 (loi de Cauchy). Plus généralement, pour n2, on observe
expérimentalement, pour une onde de fréquence n, une variation de la forme :

n2 = a2 1

(
b1

n2
1 − n2

1
b2

n2
2 − n2

1 . . .

)
Cette formule généralise la relation (85).
Pour les rayons X, l’indice n d’un cristal est inférieur à 1 tout en en restant voisin.

6 CONSEIL : Il est souhaitable d’étudier la partie 3 et, notamment, le paragraphe 3.6. avant d’aborder
cet exercice.

1. On a réflexion totale des photons à la surface de la bille parfaitement conductrice.
En effet, l’onde électromagnétique associée ne peut se propager dans la « masse » du
conducteur ; elle est donc totalement réfléchie.
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∆p

∆p

O

pf

pf

pi
pi

Soient −→p i et −→p f les quantités de
mouvement du photon avant et après
réflexion et D

−→p la quantité de mou-
vement cédée par un photon à la bille.
On a −→p i = −→p f 1 D

−→p . La bille étant
immobile dans le faisceau et le choc
étant élastique, on a : pi = pf = hn/c.
D’après la figure ci-contre :

Dp = 2pi cos u = (2hn/c) cos u.

O

cdt

dS cos

dF

dS

Soit un élément de surface de la
bille, d’aire dS (voir figure ci-contre).
Le nombre de photons qui va frap-
per cet élément pendant dt est :
N cdtdS cos u (c’est le nombre de pho-
tons contenus dans le cylindre de hau-
teur cdt et de base dS cos u).
La quantité de mouvement cédée
à la bille sera : N cdtdS cos uDp =
2NhndS cos2 udt. La force qui en
résulte est normale à l’élément de sur-
face et s’obtient en divisant par dt :
dF = 2NhndS cos2 u d’où la pression
cherchée : P = dF/dS = 2Nhn cos2 u

2. La force totale
−→
F sera dirigée suivant

Oz par symétrie. On doit donc projeter
d
−→
F sur Oz et donc multiplier dF par

cos u avant de sommer.

F

z

Rd

R sin

d

O

R

En utilisant la symétrie de révolution
autour de Oz, on a la contribution de
la couronne hachurée à la force totale
(voir figure ci-contre) :

dF cos u = 2NhndS cos3 u

avec :
dS = (2pR sin u)(Rdu)

D’où, pour la force F , en supposant que
la bille est toute entière dans le faisceau
laser :

F =
∫ p/2

0
4pR2Nhn cos3 u sin udu

= pR2Nhn
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(
∫ p/2

0 cos3 u sin udu = (−1/4)
[
cos4 u

]p/2

0 = 11/4).

3 À l’équilibre, on a mg = F soit (4/3)pR3rg = pR2Nhn. D’où :

R =
3Nhn

4rg
(86)

De plus, désignant par P la puissance du faisceau laser et par s sa section, on a :

P = Nhncs =⇒ Nhn =
P

cs
En reportant dans (86), on a finalement :

R =
3P

4rgcs
= 9,4.10−2mm (87)

On vérifie que l’on a pR2  s : la bille est bien tout entière dans le faisceau laser.

7 1. La loi d’Ohm pour le dipôle AB s’écrit :

VA − VB = (rdx)i 1 (Ldx)
≠i
≠t

(88)

De plus, la loi des mailles conduit à :

VA − VB = u(x, t) − u(x 1 dx, t) (89)

Les deux expressions de VA −VB étant égales, on divise par dx qui est un infiniment petit
et on obtient :

ri 1 L
≠i
≠t

=
u(x, t) − u(x 1 dx, t)

dx
(90)

Soit :
ri 1 L

≠i
≠t

= −≠u
≠x

(91)

Loi des nœuds :
i(x, t) = i(x 1 dx, t) 1 if 1 iC (92)

avec if = g dx u. iC est le courant pénétrant dans le condensateur par son armature
supérieure. q est la charge de cette armature et donc :

iC =
≠q
≠t

= Cdx
≠u
≠t

(93)

On reporte dans (92) et on obtient :

i(x, t) = i(x 1 dx, t) 1 g dx u 1 Cdx
≠u
≠t

(94)

D’où

gu 1 C
≠u
≠t

=
i(x, t) − i(x 1 dx, t)

dx
(95)

Soit
gu 1 C

≠u
≠t

= − ≠i
≠x

(96)
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Pour éliminer i entre les équations (91) et (96), on dérive les deux membres de (91) par
rapport à x puis les deux membres de (96) par rapport à t. Ceci conduit à :

r
≠i
≠x

1 L
≠2i

≠x≠t
= −≠2u

≠x2 (97)

g
≠u
≠t

1 C
≠2u
≠t2 = − ≠2i

≠t≠x
(98)

On admet que
≠2i

≠x≠t
=

≠2i
≠t≠x

. On peut donc éliminer cette quantité entre les deux

équations précédentes. Ce qui donne :

≠2u
≠x2 = −r

≠i
≠x

1 gL
≠u
≠t

1 LC
≠2u
≠t2 (99)

Finalement, avec (96), on obtient :

≠2u
≠x2 = rgu 1 (rC 1 gL)

≠u
≠t

1 LC
≠2u
≠t2 (100)

qui est l’équation cherchée.
Pour une ligne sans pertes, on a : r = g = 0. L’équation (100) devient l’équation de
propagation :

≠2u
≠x2 = LC

≠2u
≠t2 (101)

La même équation sera satisfaite par le courant i.

2. (101) est de la forme :
≠2u
≠x2 =

1
V 2

≠2u
≠t2 (102)

C’est une équation de propagation et V est la célérité des signaux dans la ligne :

V =
1√
LC

(103)

Les ondes étant harmoniques, u(x, t) et i(x, t) sont la superposition de deux termes, l’un
fonction de (vt−kx) (onde progressive se propageant dans le sens des x croissants), l’autre
fonction de (vt 1 kx) (onde progressive se propageant dans le sens des x décroissants).
On aura donc :

i(x, t) = i0ei(vt−kx) 1 i1ei(vt1kx) (104)

u(x, t) = u0ei(vt−kx) 1 u1ei(vt1kx) (105)

(k est le module du vecteur d’onde ; k = v/V ). On reporte ces expressions dans (96) avec
g = 0, on a :

iki0ei(vt−kx) − iki1ei(vt1kx) = Civ
(

u0ei(vt−kx) 1 u1ei(vt1kx))
Par identification, on obtient :

ki0 = Cvu0 ; −ki1 = Cvu1
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soit :

u0 = ri0 ; u1 = −ri1 avec r =
k

vC
=

1
V C

=

√
L
C

D’où :
u(x, t) = r

(
i0ei(vt−kx) − i1ei(vt1kx)) (106)

3. Z ≡ Z(x = D) =
u(D, t)
i(D, t)

= r

(
i0e−ikD − i1e1ikD

i0e−ikD 1 i1e1ikD

)

D’où : i1 = i0 e−2ikD

(
r − Z
r 1 Z

)
Soit, en reportant dans les expressions de i(x, t) et de u(x, t) :

i(x, t) = i0ei(vt−kD)
(

e−ik(x−D) 1
r − Z
r 1 Z

e1ik(x−D)
)

(107)

u(x, t) = ri0ei(vt−kD)
(

e−ik(x−D) − r − Z
r 1 Z

e1ik(x−D)
)

(108)

Z(x) =
u(x, t)
i(x, t)

= r

(
Z cos(k(x − D)) − ir sin(k(x − D))
r cos(k(x − D)) − iZ sin(k(x − D))

)
(109)

– Z = ∞ =⇒ Z(x) = ir cotan(k(x − D))

– Z = 0 =⇒ Z(x) = −ir tan(k(x − D))

– Z = iY =⇒ Z(x) = ir
Y − r tan(k(x − D))
r 1 Y tan(k(x − D))

Montrons que, dans chaque cas, on a des ondes stationnaires c’est-à-dire que Re(i(x, t))
se met sous la forme f (t).g(x) (pas de terme de propagation).

– Z = ∞ =⇒ r − Z
r 1 Z

= −1. D’où, avec (107),

i(x, t) = i0ei(vt−kD)(−2i) sin(k(x − D))

Re(i(x, t)) = 2i0 sin(vt − kD). sin(k(x − D)) ≡ f (t).g(x)

– Z = 0 =⇒ r − Z
r 1 Z

= 1. D’où :

i(x, t) = i0ei(vt−kD)2 cos(k(x − D))

Re(i(x, t))) = 2i0 cos(vt − kD). cos(k(x − D)) ≡ f (t).g(x)

– Z = iY =⇒ r − Z
r 1 Z

=
r − iY
r 1 iY

≡ e−2iu. D’où :

i(x, t) = i0ei(vt−kD) (e−ik(x−D) 1 e−2iue1ik(x−D))
= i0ei(vt−kD−u) (e−ik(x−D)1iu 1 e1ik(x−D)−iu)
= i0ei(vt−kD−u) (2 cos(k(x − D) − u))

Re(i(x, t)) = 2i0 cos(vt − kD − u). cos(k(x − D) − u) ≡ f (t).g(x)
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Dans aucun des cas, il n’y a de propagation. La ligne ne fournit aucune énergie à la charge.
C’est logique car :

– Z = ∞ =⇒ rien n’est branché (ligne ouverte) ;

– Z = 0 =⇒ ligne court-circuitée ; aucune charge n’est susceptible de consommer ;

– Z = iY =⇒ une charge réactive (inductance pure ou condensateur parfait) ne
consomme pas.

Dans les trois cas, on a réflexion totale.
Si Z = r = R, alors Z(x) = r ; Z(x) est indépendant de x. Dans ce cas, on a : i1 = 0 et

i(x, t) = i0ei(vt−kx) ; u(x, t) = r i0 ei(vt−kx) = r i(x, t)

On est exactement dans la situation opposée à la précédente. Ici, on a de la propagation et
pas de réflexion. Seule subsiste l’onde progressive se propageant dans le sens x croissant.
Tout se passe comme si la ligne était infiniment longue. L’impédance étant résistive, la
ligne fournit de l’énergie à la charge.

Adaptation d’impédance : Si l’on ferme la ligne directement sur une impédance R′ fi R,
on aura une réflexion. Pour éviter cela, on utilise un transformateur (supposé parfait). La
ligne alimente alors le primaire de ce transformateur, le secondaire de celui-ci alimentant
à son tour le récepteur d’impédance R′. On aura :

u1

i1
= R au primaire ;

u2

i2
= R′ au secondaire

D’où R′/R = (u2/u1)(i1/i2) = m2. En effet, pour un transformateur parfait, le
rapport de transformation m est tel que m = u2/u1 = i1/i2. On en déduit :
m =

√
R′/R =

√
a = 0,316.

O r

R1
R2

B( r )

E( r )

4.a. Calcul de C : la figure
ci-contre représente les deux
cylindres coaxiaux en vue de des-
sus. C est la capacité par unité
de longueur d’un condensateur
cylindrique infiniment long. On
désigne par q la charge de l’ar-
mature interne par unité de lon-
gueur. E(r) étant le champ élec-
trique à la distance r de l’axe, on
a, d’après le théorème de Gauss :

E(r)2prh = qh/e0er

d’où :

E(r) = q/(2pre0er) = −≠V /≠r.
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Par intégration, on obtient la tension entre les armatures :

V1 − V2 =
q

2pe0er
�n

(
R2

R1

)
=

q
C

=⇒ C =
2pe0er

�n
(

R2
R1

) (110)

Calcul de L : l’armature interne étant parcourue par I et l’armature externe par (−I ),
on aura un champ magnétique uniquement entre les armatures (théorème d’Ampère).
D’après ce théorème, on a, entre les armatures : B(r).2pr = m0I . On en déduit l’énergie
magnétique par unité de longueur :

W =
1
2

LI 2 =
∫ R2

R1

B2(r)
2mo

2prdr =
∫ R2

R1

(
m0I
2pr

)2

2mo
2prdr =

m0I 2

4p
�n

(
R2

R1

)

=⇒ L =
m0

2p
�n

(
R2

R1

)

4.b. A.N. V = 1/
√

LC = 1/
√

e0erm0 = c/
√

er = 2.108 m.s−1. R =
√

L/C = 43,9 V.

4.c. Avec un câble coaxial, on évite les pertes par rayonnement.

8 CONSEIL : On met en évidence, ici, qu’un guide d’ondes est dispersif à cause des parois. C’est une
des causes de la dispersion rencontrée dans les fibres optiques.

1. Sur une paroi conductrice,
−→
E doit être soit nul soit perpendiculaire à la paroi.

−→
E

étant vertical, il est perpendiculaire aux parois horizontales. Les conditions aux limites
imposent donc uniquement que Ez = 0 pour y = ±a/2. Vérifions que les formes
proposées satisfont bien à ces conditions.

pour n impair : Ez ∝ cos(npy/a) = 0 si y = ±a/2 car cos(±np/2) = 0

pour n pair : Ez ∝ sin(npy/a) = 0 si y = ±a/2 car sin(±np/2) = 0

2. Pour n = 1, on a :
Ez = E0 cos(py/a) cos(vt − k′1x)

D’autre part, l’équation de propagation s’écrit :

DEz =
1
c2

≠2Ez

≠t2 =⇒ ≠2Ez

≠x2 1
≠2Ez

≠y2 1
≠2Ez

≠z2 =
1
c2

≠2Ez

≠t2 (112)

On reporte l’expression de Ez dans cette dernière équation et on obtient :

−
(

k′1
)2 −

(p

a

)2
= −v2

c2 =⇒
(

k′1
)2

=
v2

c2 −
(p

a

)2

Pour qu’il y ait propagation, on doit avoir k′1 réel donc :

v � pc
a

= vc1
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vf =
v

k′1
=

cv√
v2 − v2

c1

vg =
dv

dk′1
=

c
√

v2 − v2
c1

v

c

O ωc1 ω

vg

v

On remarque que vf vg = c2.

3. Pour le mode TEn0, à l’aide de l’équation (112), on obtiendrait :
(

k′n
)2

=
v2

c2 −
(np

a

)2

avec la pulsation de coupure : vcn =
npc

a
.

Pour que le mode TE10 se propage, il faut v > vc1 =
pc
a

.

Pour que les modes TEn0 avec n � 2 ne se propagent pas, il faut v < vcn =
npc

a
, ∀n � 2.

On doit donc avoir
pc
a

< v <
2pc

a
. D’où :

pc
v

< a <
2pc
v

9 1. En notation complexe, le champ électrique de l’onde résultante s’écrit :

E(x, t) = E0

∫ k01Dk/2

k0−Dk/2
dk ei(v(k)t−kx) (115)

E0 est l’amplitude complexe commune de toutes les ondes. De plus, Dk  k0. On peut
développer v(k) au voisinage de k0 et écrire approximativement :

v(k) = v(k0) 1 (k − k0)
dv

dk
|k0

(116)

Or, la vitesse de phase est donnée par vf = v0/k0 et la vitesse de groupe par :

vg =
dv

dk
|k0

On a donc :
v(k) = k0vf 1 k′vg avec k′ = k − k0 (117)

2. vt − kx = k0vft 1 k′vgt − k0x − k′x
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(115) devient alors :

E(x, t) = E0

∫ 1Dk/2

−Dk/2
dk′ ei(k0vft−k0x)eik′(vgt−x) (118)

= E0 eik0(vft−x)
∫ 1Dk/2

−Dk/2
dk′ eik′(vgt−x) (119)

D’autre part : ∫ 1a

−a

dk′ eik′b =
[

eik′b

ib

]1a

−a

=
2
b

sin ab

On en déduit :

E(x, t) =
2E0

vgt − x
eik0(vft−x) sin

(
Dk
2

(vgt − x)
)

(120)

L’intensité I de l’onde étant proportionnelle à |E|2, on a :

I ∝
(

sin X
X

)2

avec X =
Dk
2

(vgt − x) (121)

1

0 x2––2

(sin x
 
––––    x   )

2

I est localisée autour de X = 0 soit x = vgt. Il en va de même pour E(x, t). Pour calculer
l’extension spatiale de l’onde, on peut considérer que l’essentiel de l’onde est contenu dans
l’intervalle −p < X < p ce qui conduit à :

−p <
Dk
2

(vgt − x) < p =⇒ vgt − 2p

Dk
< x < vgt 1

2p

Dk
=⇒ Dx =

4p

Dk

Enfin, I est une fonction de (x − vgt). Cela montre que l’énergie se propage à la vitesse
vg (vitesse de groupe).
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10 CONSEIL : Cet exercice est très important aussi bien pour l’écrit que pour l’oral du concours.
L’expression de la célérité du son sera à retenir.

1.
à l’équilibre

lors du passage
de l’onde (instant t)

x'

x'

x

x x + dx

x

O

O

x1 x2

ux F1 F2

Posons x1 = x 1 c(x, t) et x2 = x 1 dx 1 c(x 1 dx, t). La masse de fluide contenue
dans la tranche hachurée est : dm = r0Sdx = rS(x2 − x1). De plus, le plan d’abscisse x
au repos a pour abscisse x 1 c(x, t) à l’instant t et x 1 c(x, t 1 dt) à l’instant t 1 dt. Sa
vitesse, la vitesse acoustique, est donc égale à :

x 1 c(x, t 1 dt) − (x 1 c(x, t))
dt

=
c(x, t 1 dt) − c(x, t)

dt
=

≠c(x, t)
≠t

De même, son accélération est
≠2c(x, t)

≠t2 .

1.a. On applique la relation fondamentale de la dynamique à la tranche considérée,
soumise aux seules forces de pression

−→
F 1 et

−→
F 2. D’où :

−→
F 1 1

−→
F 2 = dm

≠2c(x, t)
≠t2

−→ux (122)

−→ux est le vecteur unitaire de l’axe x′x. En projection sur cet axe, on a :

F1 − F2 = dm
≠2c(x, t)

≠t2 = r0Sdx
≠2c(x, t)

≠t2 (123)

Or

F1 − F2 = S [P(x 1 c(x, t), t) − P(x 1 dx 1 c(x 1 dx, t), t)]

≈ S(−dx)
≠P(x 1 c, t)

≠x
= S(−dx)

≠p(x 1 c, t)
≠x

Or, p(x 1 c, t) ≈ p(x, t) 1 c
≠p(x,t)

≠x ≈ p(x, t) d’après l’approximation acoustique. D’où,
en reportant l’expression de F1 − F2 dans (123) :

S(−dx)
≠p(x, t)

≠x
= r0Sdx

≠2c(x, t)
≠t2

Soit

r0
≠2c

≠t2 = −≠p
≠x

(125)
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1.b.a. L’absence de viscosité ainsi que la lenteur des échanges thermiques comparée à la
propagation de l’onde permettent de justifier le caractère adiabatique et réversible donc
isentropique de l’évolution de la tranche de fluide.

1.b.b. Afin d’utiliser la définition du coefficient de compressibilité, comparons l’état de
la tranche au repos avec son état à l’instant t :

– au repos, son volume est Sdx et sa pression P0

– à l’instant t, son volume est S(x2 − x1) et sa pression P0 1 p

Soit une variation de pression DP = P0 1 p − P0 = p et une variation de volume égale à

DV = S(x2 − x1) − Sdx = S(x 1 dx 1 c(x 1 dx, t) − x − c(x, t)) − Sdx ≈ Sdx
≠c

≠x

D’autre part, on a

xS = − 1
V

(
≠V
≠P

)
S

≈ − 1
V

DV
DP

≈ − 1
Sdx

Sdx ≠c

≠x

p

On en déduit facilement

p = − 1
xS

≠c

≠x
(126)

1.c.a. On dérive l’équation précédente par rapport à x et on reporte le résultat dans (125).
On obtient alors l’équation de propagation :

≠2c

≠x2 = r0xS
≠2c

≠t2 de la forme
≠2c

≠x2 =
1
c2

≠2c

≠t2 (127)

1.c.b. Solution générale de cette équation :

c(x, t) = f (t − x
c

) 1 g(t 1
x
c

) avec c =
1

√
r0xS

(128)

1.c.g. Considérons le premier terme, f (t − x
c

). On a :

f (t − x
c

) = f (t 1 Dt − x 1 c Dt
c

)

Le signal est donc le même en x à l’instant t et en x 1 cDt à l’instant t 1 Dt. Ceci signifie
que pendant la durée Dt, il a progressé sans se déformer de cDt. Il se propage dans le

sens x croissant à la célérité c =
1

√
r0xS

. De même, g(t 1
x
c

) représente un signal qui

progresse dans le sens x décroissant à la célérité c.
D’autre part, que ce soit pour f ou g, à un instant donné t, tous les points de même
abscisse x sont dans le même état de vibration. On est donc en présence d’ondes planes.
Les surfaces d’ondes sont des plans d’équation x = constante.
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1.d. On dérive les deux membres de (127) par rapport à x. En supposant que les opérations
de dérivations partielles par rapport à x et par rapport à t commutent et en utilisant la
relation (126), on établit facilement que :

≠2p
≠x2 = r0xS

≠2p
≠t2 (129)

De même, en dérivant les deux membres de (127) par rapport à t et en utilisant u =
≠c

≠t
,

on obtient :
≠2u
≠x2 = r0xS

≠2u
≠t2 (130)

1.e.a. Dans une transformation isentropique d’un gaz parfait, on a la relation
PV g = constante qui entraîne dP/P 1 gdV /V = 0.
On en déduit xS = (−1/V )(dV /dP) = 1/(gP). (P est la pression totale).
De plus, pour une masse m de gaz parfait à la température absolue T0, on a
PV = (m/M)RT0 =⇒ P = (m/V )RT0/M ≈ r0RT0/M. D’où :

c =
1

√
r0xS

=

√
gP
r0

=

√
gRT0

M
(131)

1.e.b. Avec M = 29.10−3 kg/mol, on obtient pour la vitesse du son c = 343 m/s.

1.f.a. c1(x, t) = A1 eiv(t−kx/v) = A1 eiv(t−x/c) avec c = v/k. D’après la question 1.c.g,
cette onde se propage dans le sens x croissant. On a k = v/c = 2pf /c = 18,32 m−1.

1.f.b.
p1 = − 1

xS

≠c1

≠x
=

ik
xS

c1 ; u1 =
≠c1

≠t
= ivc1

1.f.g. p1

u1
=

ik
xS

1
iv

=
1

cxS
= r0c = R (132)

1.g.

p′
1 =

−ik
xS

c′
1 ; u′

1 = ivc′
1 ;

p′
1

u′
1

= −R (133)

2.a. En prenant en compte les sens de propagation des ondes réfléchie et transmise, on a :

p′
1 = p′

01 ei(v′t1k′1x) (134)

p2 = p02 ei(v′′t−k2x) (135)

La continuité de la surpression en x = 0 s’écrit :

p1(x = 0, t) 1 p′
1(x = 0, t) = p2(x = 0, t) ∀t

=⇒ p01 eivt 1 p′
01 eiv′t = p02 eiv′′t ∀t

d’où l’on déduit v = v′ = v′′
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2.b. On a k′1 = v′/c1 = v/c1 = k1 et k2 = v′′/c2 = v/c2. (134) et (135) se réécrivent
alors :

p′
1 = p′

01 ei(vt1k1x)

p2 = p02 ei(vt−k2x)

2.c. Au vu de ce qui précède, la continuité de p en x = 0 s’écrit simplement :

p01 1 p′
01 = p02

D’autre part, la continuité de Su en x = 0 implique :

S u01 1 S u′
01 = S u02

D’après (132) et (133), on a u01 = 1 p01/R1, u′
01 = − p′

01/R1, u02 = 1 p02/R2. On
a donc le système de deux équations :

p01 1 p′
01 = p02

p01

R1
− p′

01

R1
=

p02

R2

ou encore, en divisant chaque équation par p01 :

1 1 r12 = t12

1
R1

− r12

R1
=

t12

R2

Ce qui conduit à

r12 =
R2 − R1

R2 1 R1
; t12 =

2R2

R2 1 R1

2.d.a.

R =
|p′

1u′
1|S

|p1u1|S
=

|p′
1(− p′

1

R1
)|

|p1(
p1

R1
)|

=

∣∣∣∣∣p′
1

2

p1
2

∣∣∣∣∣ =
(

p′
01

p01

)2

= r2
12 =

(
R2 − R1

R2 1 R1

)2

T =
|p2u2|S
|p1u1|S

=
|p2(

p2

R2
)|

|p1(
p1

R1
)|

=

∣∣∣∣∣p2
2

p1
2

∣∣∣∣∣ R1

R2
=

R1

R2
t2
12 =

4R1R2

(R2 1 R1)2

2.d.b. On a R 1 T = 1 (conservation de l’énergie).

2.e. A.N. R = 0,9987 ; T = 0,0013. La réflexion en puissance est pratiquement totale.
Elle est dûe à une rupture brutale d’impédance.

3.a. Cette fois, on a :

p1

S1u1
=

R1

S1
= Z1 ;

p′
1

S1u′
1

= −Z1 ;
p2

S2u2
= Z2
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Les continuités de la surpression et du débit volumique conduisent à :

1 1 r12 = t12

1
Z1

− r12

Z1
=

t12

Z2

D’où :

r12 =
Z2 − Z1

Z2 1 Z1
; t12 =

2Z2

Z2 1 Z1

3.b.

R =
|p′

1u′
1|S1

|p1u1|S1
= r2

12 =
(

Z2 − Z1

Z2 1 Z1

)2

T =
|p2u2|S2

|p1u1|S1
=

Z1

Z2
t2
12 =

4Z1Z2

(Z2 1 Z1)2

(R 1 T = 1).

3.c. Si les fluides sont identiques, alors Z1 = r1c1/S1, Z2 = r1c1/S2. D’où :

r12 = (S1 − S2)/(S1 1 S2) ; t12 = 2S1/(S1 1 S2)

t12 est toujours positif. Pour la surpression, on n’a pas de changement de phase à la
transmission. En revanche r12 sera négatif si S1 < S2. On aura un déphasage de p à la
réflexion si S1 < S2.

3.d. Si S1 = S2 = S, on a alors Z1 = R1/S et Z2 = R2/S. En remplaçant Z1 et Z2 par
leurs expressions, on vérifie facilement que les résultats de la question 3) se réduisent à
ceux de la question 2).

11 CONSEIL : Cet exercice reprend le précédent mais, cette fois, le son se propage dans un solide.
Une comparaison (méthodes et résultats) s’impose donc.

1.
E =

l
dl

F
S

=⇒ E est en N.m−2

2.a. La masse de la tranche est dm = r0 S dx. La relation fondamentale de la dynamique
appliquée à la tranche considérée s’écrit :

−→
F 1 1

−→
F 2 = dm �a =⇒ F2 − F1 = r0 S dx

≠2c

≠t2

Or,

F2 −F1 = F (x2, t)−F (x1, t) = F (x 1 dx 1 c(x 1 dx, t), t)−F (x 1 c(x, t), t) ≈ dx
≠F
≠x

d’après l’approximation acoustique. D’où :

≠F
≠x

= r0S
≠2c

≠t2 (142)
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2.b. dl/l = (x2 − x1 − dx)/dx. Or, x2 − x1 = dx 1 c(x 1 dx, t) − c(x, t). Donc
dl/l = (c(x 1 dx, t) − c(x, t))/dx = ≠c/≠x.
La Loi de Hooke conduit à :

≠c

≠x
=

F
ES

(143)

2.c. En dérivant les deux membres de (143) par rapport à x et en reportant dans (142),
on obtient :

≠2c

≠x2 =
r0

E
≠2c

≠t2 =⇒ c =

√
E
r0

= 5000 m/s (144)

12 CONSEIL : Dans cet exercice important, on étudie, entre autres, les ondes stationnaires appa-
raissant dans un tuyau semi-infini. On retiendra les dispositions relatives des nœuds et des ventres de
vibration.

1. On considère une tranche de fluide d’épaisseur infiniment petite, de volume v au repos
(d’après l’approximation acoustique, les variations du volume de la tranche seront très
faibles).
Énergie cinétique de la tranche : Ec = (r0v)u2/2.
Densité volumique d’énergie cinétique : ec = Ec/v = r0u2/2.

D’autre part, la surpression p′ variant de 0 à p, le travail des forces de surpression,

W = −
∫ v1Dv

v p′dv, est égal à Ep d’après l’énoncé. Or,

xS = −1
v

(
≠v
≠p′

)
S

=⇒ dv = −xS v dp′

D’où Ep =
∫ p

0 p′xS v dp′ = v xS
∫ p

0 p′dp′ = v xS p2/2.
Densité volumique d’énergie potentielle : ep = Ep/v = xS p2/2.
Pour une onde harmonique plane progressive se propageant dans le sens x croissant, on a
p/u = R = r0c =

√
r0/xS. En notations réelles :

p = p0 cos(vt − kx) ; u = u0 cos(vt − kx) ; p0 = Ru0

ec =
1
2

r0u2
0 cos2(vt − kx) ; ep =

1
2

xSp2
0 cos2(vt − kx)

Or, p0 = Ru0 =⇒ p2
0 = R2u2

0 =⇒ p2
0 = (r0/xS)u2

0. On a donc xSp2
0 = r0u2

0
ce qui entraîne que ec = ep.
e = ec 1 ep = r0u2

0 cos2(vt − kx) =⇒ e est une fonction de (t − x/c). Donc e
satisfait à l’équation d’ondes et l’énergie se propage à la célérité c dans le sens x croissant.
De même, pour une onde se propageant dans le sens x décroissant, p et u seraient des
fonctions de (t 1 x/c). On aurait encore ec = ep et e serait, elle-même, une fonction de
(t 1 x/c). L’énergie se propagerait donc à la célérité c dans le sens x décroissant.

dW étant l’énergie traversant l’unité de surface d’onde pendant la durée dt, on a :
dW = ecdt (l’onde a progressé de cdt ; l’énergie contenue dans le volume (cdt 3 1) a
traversé la surface considérée). D’où P = dW /dt = e c.
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2. c(x, t) = c1(x, t) 1 c′
1(x, t), p(x, t) = p1(x, t) 1 p′

1(x, t). En x = L, on a ∀t c = 0
(tuyau fermé). Or,

c1(x, t) = A1ei(vt−kx) (onde incidente) c′
1(x, t) = A′

1ei(vt1kx) (onde réfléchie)

c(x, t) = A1ei(vt−kx) 1 A′
1ei(vt1kx) ; c(L, t) = 0 =⇒ A1e−ikL 1 A′

1eikL = 0

D’où A′
1 = −A1e−2ikL et

c(x, t) = A1eivt (e−ikx − eikx−2ikL) = A1ei(vt−kL) (e−ik(x−L) − eik(x−L))
= −2i A1ei(vt−kL) sin(k(x − L)) (onde stationnaire) (145)

p(x, t) = − 1
xS

≠c(x, t)

≠x
=

2ikA1

xS
ei(vt−kL) cos(k(x − L)) (onde stationnaire)

(146)
Nœuds de déplacement (voir l’équation (145)) :

sin(k(x − L)) = 0 =⇒ k(x − L) = mp =⇒ x = L 1 m
p

k
= L 1 m

l

2
l est la longueur d’onde (k = 2p/l). L’entier m doit être choisi négatif ou nul car x � L.

Deux nœuds de déplacement consécutifs sont séparés par l/2.
Ventres de pression (voir l’équation (146)) :

cos(k(x − L)) = ±1 =⇒ sin(k(x − L)) = 0

Les ventres de pression sont donc des nœuds de déplacement. De même, pour les ventres
de déplacement, on aura :

sin(k(x − L)) = ±1 =⇒ cos(k(x − L)) = 0

Les ventres de déplacement sont donc des nœuds de pression. Leurs abscisses sont
données par :

x = L 1
l

4
1 m

l

2
, m étant un entier négatif.

Un nœud et un ventre de déplacement consécutifs sont séparés par
l

4
.

3. Si le tuyau est fermé à droite (en x = L) et ouvert à gauche (en x = 0), alors on a un
nœud de déplacement en x = L et nœud de pression (donc un ventre de déplacement)
en x = 0. D’où sin(k(x − L)) = ±1 pour x = 0 soit sin kL = ±1. Doù kL = p/2 1 mp

avec, ici, m entier positif ou nul (car k et L sont positifs).

=⇒ k =
1
L

(p

2
1 mp

)
=

v

c

=
2pf

c
=⇒ f = (2m 1 1)

( c
4L

)
, m = 0, 1, 2, . . .

Le tuyau n’admet que les harmoniques impairs du fondamental de fréquence f0 =
c

4L
.
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4. Si le tuyau est ouvert aux deux bouts, alors x = 0 et x = L sont des ventres de
déplacement. Or deux ventres (ou deux nœuds) de déplacement consécutifs sont sépa-
rés par l/2. On en déduit donc facilement que les conditions aux limites impliquent
L = ml/2 = mc/(2f ) d’où f = mc/(2L), m = 1, 2, . . ..
Si le tuyau est fermé aux deux bouts, alors x = 0 et x = L sont des nœuds de déplacement
et l’on a encore la condition L = ml/2, ce qui conduit à f = mc/(2L), m = 1, 2, . . ..
Le tuyau ouvert (ou fermé) aux deux bouts admet tous les harmoniques du fondamental

dont la fréquence est maintenant f ′
0 =

c
2L

.

En conclusion, on observe que la fréquence du fondamental est inversement proportion-
nelle à la dimension L de la cavité et, ceci, quelles que soient les conditions aux limites.
Plus un instrument de musique est petit et plus les sons qu’il émet sont aigus.

13 CONSEIL : C’est l’exercice classique sur les interférences. Les expressions de la différence de
marche et de l’interfrange doivent être parfaitement connues de tout candidat au CAPES ; les démonstrations
aussi.

1.a. l = c/f =⇒ c = l f = 340 m/s.

1.b. Le déphaseur n’étant pas connecté, les deux vibrations longitudinales arrivant en M
peuvent s’écrire :

s1(M, t) = a′ cos(vt − K S1M) (147)

s2(M, t) = a′ cos(vt − K S2M) avec K =
2p

l
(148)

Les directions S1M et S2M étant voisines, on peut considérer que les vibrations s1 et s2

sont pratiquement colinéaires. La vibration résultante s’écrit donc :

s(M, t) = s1(M, t) 1 s2(M, t) = 2a′ cos
(

K
2

(S2M − S1M)
)

cos
(

vt − K
2

(S1M 1 S2M)
)

(149)
Son amplitude 2a′ cos

(
K
2 (S2M − S1M)

)
varie, passant par des maxima et des minima,

lorsqu’on déplace le détecteur le long de Oy ; on observe un phénomène d’interférences.
Elle sera maximale si cos

(
K
2 (S2M − S1M)

)
= ±1 soit si :

D ≡ S2M − S1M = ml , m étant un entier relatif (150)

Or, pour la différence de marche, on a :

D ≡ S2M − S1M =

√
D2 1

(
y 1

a
2

)2
−

√
D2 1

(
y − a

2

)2

= D



√

1 1

(
y 1 a

2

D

)2

−

√
1 1

(
y − a

2

D

)2
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En utilisant
√

1 1 a ≈ 1 1 a/2 si a  1, on obtient :

D ≈ D

(
1 1

1
2

(
y 1 a

2

D

)2

− 1 − 1
2

(
y − a

2

D

)2
)

=
ay
D

La vibration en M aura une amplitude maximale si D = ml =
ay
D

soit y = m
(
lD/a

)
avec m entier. D’où l’interfrange : i = lD/a = 12,75 cm.

1.c. Avec le déphaseur, s1(M, t) est inchangé alors que s2(M, t) devient :

s2(M, t) = a′ cos(vt − K S2M 1 F) (151)

On voit que l’introduction du déphaseur conduit à changer K S2M en K S2M − F. La
condition (150) devient donc

S2M − S1M − F

K
= ml , ou encore

ay
D

=
(

m 1
F

2p

)
l (152)

On aura interférence constructive si :

y = m
(

lD
a

)
1

F

2p

(
lD
a

)
= m i − i

4
si F = −p

2

Donc l’interfrange est inchangée. Le système de franges est simplement translaté vers le
bas de i/4.

2.a. La même intensité i′ circule dans les deux résistances R′. Donc Ve − Vs = 2R′i′.
L’amplificateur opérationnel fonctionne en régime linéaire ; donc V1 = V− ce qui permet
d’écrire Ve −V1 = Ri = Ve −V− = R′i′ (i est le courant circulant dans R et, également,
dans C).
D’autre part,

i = jCvV1 = jCv(Ve − Ri) =⇒ i =
jCv

1 1 jCvR
Ve

+ jRCw

– jRCw z = 1 – jRCw

z = 1 + jRCw

1

/2

O

Finalement :
Ve − Vs = 2R′i′ = 2Ri

= 2VejCvR/(1 1 jCvR)

D’où :

H =
Vs

Ve
=

1 − jCvR
1 1 jCvR

= ejF (153)

H est le rapport de deux nombres com-
plexes conjugués, z = 1 − jCvR et
z̄ = 1 1 jCvR. Le circuit n’introduit donc
qu’un déphasage F entre Ve et Vs.

2.b. D’après la figure ci-dessus, on a
tan(F/2) = −CvR = −1 si F = −p/2.
D’où : C = 1/(vR) = 3,98 nF.
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14 CONSEIL : Il est indispensable d’avoir étudié la partie 5 avant d’aborder cet exercice.

1. Pour passer de c(0, t) à c(x, t), on change t en (t − x/c) soit

c(x, t) = a sin(2pN0(t − x/c))

M vibre en phase avec la source si 2pN0x/c = m2p (m entier) soit x = mc/N0 = ml.

Mesure de c : on mesure l et on en déduit c = lN0.
Le H.P. en x = 0 émet un son de fréquence N0. On visualise le signal qui l’alimente
en voie A de l’oscilloscope. Sur l’axe des x, on déplace un microphone relié à la voie B
de l’oscilloscope. On cherche deux coincïdences successives des signaux sur les voies A
et B en déplaçant le microphone sur l’axe des x. Deux positions correspondant à deux
coincïdences successives seront séparées de l.

2. Se reporter à la partie 5 sur l’effet Doppler dont on rappelle ici les résultats :
N ′ = N0c/(c − |v|) = 1062,5 Hz > N0 si la source s’approche de M ;
N ′ = N0c/(c 1 |v|) = 944,4 Hz < N0 si la source s’éloigne de M.
Cas général : N ′ = N0(c − v′)/(c − v)

L’effet Doppler apparaît en astrophysique. Il s’agit alors d’effet Doppler relativiste,
les ondes concernées étant alors les ondes lumineuses ou, plus généralement, électro-
magnétiques.

3.a. Au cours du déplacement du microphone sur l’axe x′x, on observe une sinusoïde dont
l’amplitude varie (elle est maximale en un ventre de vibration, minimale en un nœud).

3.b.

c1(A1, t) = a sin(2pNt) =⇒ c1(M, t) = a sin
(

2pN
(

t − x
c

))
En prenant en compte la disposition relative des deux H.P., on a :

c2(A1, t) = − a sin(2pNt) =⇒ c2(M, t) = − a sin
(

2pN
(

t 1
x − d

c

))
Avec la formule sin p − sin q = 2 cos((p 1 q)/2) sin((p − q)/2), on obtient :

c(M, t) = c1(M, t) 1 c2(M, t) = −2a cos
(

2pN
(

t − d
2c

))
sin

(
2pN

(
x − d

2

c

))

On a :

– des nœuds pour (2pN )(x − d/2)/c = mp =⇒ x = (d/2) 1 m(l/2)

– des ventres pour (2pN )(x−d/2)/c = (p/2)1mp =⇒ x = (d/2)1(l/4)1m(l/2)

On en déduit la distance i séparant deux nœuds (ou deux ventres) consécutifs
i = l/2 = c/(2N ). D’où c = 2Ni = 345 m/s.

452



so
lu

ti
o
n

s
d
es

ex
er

ci
ce

s

�

�

�

�

�

�

�

�

15 CONSEIL : Cet exercice est important aussi bien pour l’écrit que pour l’oral du Concours. L’expres-
sion de la célérité des ondes transversales est à connaître. Il en va de même pour la fréquence apparente
du phénomène observé au stroboscope.

1. Appliquons la relation fondamentale de la dynamique à l’élément de corde de longueur
ds :

−→
T (x 1 dx, t) − −→

T (x, t) = m ds ÿ −→uy . D’où, en projection sur Ox :

T (x 1 dx, t) cos(a(x 1 dx, t)) − T (x, t) cos(a(x, t)) = 0

La quantité T cos a est donc indépendante de x. T cos a ≡ T0.

En projection sur Oy : T (x 1 dx, t) sin(a(x 1 dx, t)) − T (x, t) sin(a(x, t)) = mds
≠2y
≠t2 .

Soit
≠

≠x
(T sin a) dx ≈ m dx

≠2y
≠t2 . D’où

≠

≠x
(T0 tana) ≈ m

≠2y
≠t2 .

Or,

tana =
≠y
≠x

=⇒ T0
≠2y
≠x2 = m

≠2y
≠t2 =⇒ ≠2y

≠x2 =
1

V 2

≠2y
≠t2

avec V =
√

T0/m. V est la célérité des ondes transversales se propageant le long de la
corde.

2.a. y(x, t) = a sin(2pN0(t − x/V ))

2.b. N0 = kN . On observe une corde immobile car entre deux éclairs la corde est le siège
de k vibrations complètes.
N0 = kN 1 d. Pendant la durée T (= 1/N ) entre deux éclairs, la corde fait, en réalité,
TN0 = k 1 Td vibrations. En apparence, elle en fait seulement Td. La fréquence du
mouvement apparent est donc n = (Td)/T soit n = d ou encore n = N0 − kN .
La longueur d’onde est inchangée et l’on a l = V /N0 = V ′/n. D’où V ′ = V d/N0.
Remarquons que si d = 0, on a alors V ′ = 0. La corde apparaît immobile : on retrouve
le cas précédent.

16 CONSEIL : Cet exercice classique de Physique du Solide est à aborder après l’étude de la partie 1.
On retiendra qu’un milieu discret est dispersif.

à l’équilibre

en mouvement

x' x

x' x

xn = na xn + 1 = (n + 1)a

un

ux Fn + 1      n

un + 1
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1.
−→
F n11→n = a

(−−→un11 −−→un
)

2. La particule n est soumise aux deux forces
−→
F n11→n et

−→
F n−1→n. On a donc :

−→
F n11→n 1

−→
F n−1→n = mün

−→ux d’où

a (un11 − un) 1 a (un−1 − un) = mün =⇒ a (un11 1 un−1 − 2un) = mün (155)

3.

un = u.ei(vt−kna) =⇒ un11 = e−ikaun ; un−1 = e1ikaun ; ün = −v2un

En reportant ces expressions dans (155), on obtient :

a
(
e−ika 1 e1ika − 2

)
= −mv2 =⇒ a (2 cos ka − 2) = −mv2

=⇒ 4a sin2 ka
2

= mv2 =⇒ v(k) = 2

√
a

m

∣∣∣∣sin ka
2

∣∣∣∣
w (k)

O k/a–   /a

–m2

La relation entre k est v est appelée relation
de dispersion.
On observe que v(k 1 2p/a) = v(k). On
peut donc se limiter à un intervalle d’am-
plitude 2p/a pour l’étude de v(k), soit, par
exemple, −p/a < k � 1p/a.

4. La vitesse de phase s’écrit :

vf =
v

k
= 2

√
a

m

∣∣∣∣sin ka
2

∣∣∣∣ 1
k

vf(−k) = −vf(k)

–ma

–m– a

/a
–   /a

vg

vg

v

v

kO

La vitesse de groupe s’écrit :

vg =
dv

dk

d’où : pour 0 < k � p

a
,

v = 2

√
a

m
sin

ka
2

, vg = a

√
a

m
cos

ka
2

pour −p

a
� k < 0,

v = −2

√
a

m
sin

ka
2

, vg = −a

√
a

m
cos

ka
2

(vg(−k) = −vg(k))
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On observe que vg ≈ vf quand ka  1 (ou, de manière équivalente, l � a). Le milieu est
alors peu dispersif. Ceci se voit aussi sur la relation de dispersion (v est approximativement
proportionnel à k quand ka  1). On observe également que vg = 0 en k = ±p/a (onde
stationnaire ; on peut montrer que, dans ces conditions, deux particules adjacentes vibrent
constamment en opposition de phase).

17 CONSEIL : Cet exercice est, essentiellement, le même que le précédent mais vu, cette fois, sous
l’angle de la rotation.

1. La tige d’ordre n est soumise au couple de torsion exercé par la portion de fil comprise
entre la tige n et la tige (n 1 1) mais aussi au couple de torsion exercé par la portion de fil
entre la tige n et la tige (n − 1). Ces deux couples ont, respectivement, pour moments :

Gn11→n = C(un11 − un) et Gn−1→n = C(un−1 − un).

Appliquons le théorème du moment cinétique à la tige n :

JDün = Gn11→n 1 Gn−1→n = C (un11 1 un−1 − 2un)

soit ün = −V2( 2 un − un−1 − un11 ) (159)

avec V2 =
C
JD

.

2.a. Posons c = v/|k|. Si k est positif, on a :

un(t) = A cos (kna − vt) = cos
(
v(t − xn/c)

)
.

On est donc en présence d’une onde progressive se propageant dans le sens des x croissants
à la célérité c. Si k est négatif, on a, cette fois, un(t) = A cos

(
v(t 1 xn/c)

)
. L’ onde se

propage maintenant dans le sens des x décroissants toujours à la célérité c.

2.b. On procède comme dans l’exercice précédent.
un = A exp[j(kna − vt)] ; un11 = exp(jka)un ; un−1 = exp(−jka)un ; ün = −v2un.
En reportant ces expressions dans (159), on obtient :

−v2 = −V2 (2 − exp(−jka) − exp(jka)
)

soit v = 2V

∣∣∣∣sin ka
2

∣∣∣∣
2.c. 0 � v � 2V.

2.d.

v(k 1 2p/a) = 2V

∣∣∣∣sin
(

ka
2

1 p

)∣∣∣∣ = v(k)

On peut donc se restreindre à un intervalle de k d’amplitude 2p/a.
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O k/a–   /a

2 Ω

2.e. −p/a � k � 1p/a.

3. Il faut supprimer l’onde réfléchie : la tige
à l’extrémité de l’ondoscope est libre de se
mouvoir et elle est reliée à un dispositif
qui crée des frottements visqueux. Si les
paramètres du dispositif sont correctement
déterminés, il n’y a pas d’onde réfléchie.

4.a. k étant positif, le premier terme cor-
respond à une onde se propageant dans le
sens des x croissants et le second à une onde se propageant dans le sens des x décroissants.
Les deux ondes ont la même célérité c = v/k.

4.b. u0 = 0 = A cos vt 1 B cos(vt 1 f) ∀ t.
– vt = 0 =⇒ A 1 B cos f = 0
– vt = p/2 =⇒ −B sin f = 0.

Si l’on rejette la solution triviale B = A = 0, on est conduit à choisir f = 0 ce qui
entraîne A = −B.

4.c On a alors :

un(t) = A cos(kna − vt) − A cos(kna 1 vt) = 2A sin(kna) sin(vt) ≡ f (t)g(na)

avec f (t) = 2A sin(vt) et g(na) = sin(kna). On est en présence d’ondes stationnaires.

4.d uN = 0 = f (t)g(Na) ∀ t =⇒ sin(kNa) = 0 soit kNa = pp (p entier). On en
déduit

k = p
( p

Na

)
, p = 0, 1, 2, . . . , N car 0 � k � p

a
4.e. L’équation différentielle linéaire établie à la question 1 conduit à une relation de
dispersion valable pour des ondes progressives de pulsation v se propageant dans un sens
ou dans l’autre car v(k) = v(−k). Cette relation est donc encore valable pour des ondes
stationnaires qui sont la superposition des ondes précédentes.

k = p
( p

Na

)
=⇒ v = 2V

∣∣∣∣sin ka
2

∣∣∣∣ = 2V

∣∣∣sin pp

2N

∣∣∣ , p = 0, 1, 2, . . . , N

4.f. un(t) = 2A sin vt sin
(ppn

N

)
0 � n � N

p = 1 =⇒ un(t) = 2A sin vt sin
(pn

N

)
, etc . . . ,

p = N =⇒ un(t) = 2A sin vt sin (pn) = 0 ∀t et ∀n
À un instant d’élongation maximale pour la tige no1, on aura sin vt = 1 et donc :

p = 1 : un = 2A sin
(pn

N

)
p = 2 : un = 2A sin

(
2pn
N

)
p = 3 : un = 2A sin

(
3pn
N

)
p = N : un = 0
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n

n

n

n

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p = 1

p = 2

p = 3

p = n

n

5.a. Les deux contributions à l’énergie mécanique de l’ondoscope sont l’énergie cinétique
et l’énergie potentielle de torsion. Le système est non amorti. De plus, il n’est soumis à
aucune excitation extérieure. Son énergie mécanique totale se conserve.

5.b. On devrait observer une résonance très aiguë car il n’y a pas d’amortissement.

6. En fait, les frottements fluides croissent quand l’amplitude des oscillations augmente.
Ils vont limiter l’acuité de la résonance.

(∆)

milieu 1 milieu 2

7. Il suffit de modifier la longueur des tiges,
ce qui modifie JD et donc V.
La célérité des ondes sera différente dans le
milieu 1 et dans le milieu 2 d’où des phéno-
mènes de réflexion-transmission.
On peut proposer une analogie avec l’optique
(réflexion-réfraction de la lumière à la traver-
sée d’un dioptre) ou, encore, avec l’acous-
tique (réflexion-transmission du son lors
d’un changement de milieu ; par exemple, lors du passage d’un tuyau dans un autre de sec-
tion différente, les deux tuyaux étant remplis du même fluide – voir l’exercice 10 page 413).
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C h a p i t r e 6
Optique géométrique
Ce chapitre expose les principales relations de l’optique géométrique et détaille
le fonctionnement des instruments optiques classiques. Si la seconde partie sur
l’optique de Gauss est la partie la plus importante, il est indispensable néanmoins
à la fois pour l’écrit et pour l’oral de maîtriser les lois fondamentales de l’optique et
de connaître les propriétés des instruments d’optique.

1. Lois de Descartes. Stigmatisme
1.1. Chemin optique
1.2. Principe de Fermat
1.3. Lois de Snell-Descartes
1.4. Stigmatisme
1.5. Image d’un point objet
1.6. Aplanétisme. Grandissement linéaire

2. L’optique de Gauss
2.1. Conditions de Gauss
2.2. Éléments cardinaux d’un système centré
2.3. Dioptres
2.4. Lentilles. Doublets

3. Qualités des instruments d’optique
3.1. Grandissement linéaire g

3.2. Puissance P (pour loupes et microscopes)
3.3. Grossissement G
3.4. Champ
3.5. Pouvoir séparateur. Limite de résolution

4. Fibres optiques
4.1. Fibres à saut d’indice
4.2. Fibres à gradient d’indice
4.3. Fibres multimodes. Fibres monomodes
4.4. Dispersion
4.5. Pertes. Coefficient d’atténuation linéique
4.6. Matériau utilisé. Procédé de fabrication
4.7. Utilisation et intérêt des fibres optiques

5. Compléments
5.1. Miroirs
5.2. Rétroprojecteur
5.3. Grandeurs photométriques
5.4. L’œil
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1. LOIS DE DESCARTES. STIGMATISME

Les notions de base et les lois fondamentales de l’optique géométrique sont introduites
dans cette partie. Il est bon de rappeler que les notions de stigmatisme et d’image ainsi
que les lois de Descartes font l’objet de questions récurrentes à l’oral du concours.

1.1. Chemin optique

A

 B
dl

(R)

On considère un milieu isotrope d’indice variable
n(�r ). v = c/n(�r ) est la vitesse de la lumière au
point �r .
Soit un rayon lumineux (R) allant de A à B. Le
temps mis par la lumière pour aller de A à B est :

t =
∫

(R)

dl
v

=
∫

(R)

n(�r ) dl
c

=
L(R)

c
(1)

où L(R) est le chemin optique (AB) défini par :

L(R) =
∫

(R)
n(�r ) dl (2)

1.2. Principe de Fermat

Principe : Le chemin optique L du trajet que suit effectivement la lumière est stationnaire, c’est-
à-dire maximum, minimum ou inflexionnel par rapport aux chemins infiniment voisins.

La durée de parcours est elle-même stationnaire.

1.3. Lois de Snell-Descartes

i2N I
i1

Ces deux lois peuvent être déduites du principe
de Fermat.
Réflexion : le rayon réfléchi est dans le plan d’in-
cidence et l’on a i1 = −i2.
Réfraction : lorsque la lumière passe d’un milieu
d’indice n1 dans un milieu d’indice n2, le rayon
réfracté est dans le plan d’incidence et l’on a
n1 sin i1 = n2 sin i2.
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Remarque : lorsque i1 est petit, la relation s’écrit n1i1 ≈ n2i2 (formule de Kepler).)

i1

N

n1 n2

I

i2

Si n2 > n1 (comme sur la figure ci-contre)
alors |i2| < |i1| donc, dans le milieu le plus
réfringent, le rayon est rabattu vers la nor-
male.

1.4. Stigmatisme

On a stigmatisme rigoureux pour le couple
de points (A, A′) s’il existe une infinité de
rayons lumineux joignant A et A′, le chemin
optique (AA′) étant alors constant (indé-
pendant du rayon considéré).

Exemple : Dans un miroir elliptique,
F1, F2 étant les foyers de l’ellipse, on
a stigmatisme rigoureux pour le couple
(F1, F2).

1.5. Image d’un point objet
F1 F2

NSi à tous les rayons incidents passant par
A correspondent des rayons émergeant du
système optique (S) passant par A′, on dit
que A′ est l’image du point objet A par le
système optique (S).
On a stigmatisme rigoureux pour le couple (A, A′), A et A′ sont dits conjugués par
rapport au système (S).

Exemple :

A

Σe

(S)

A'

Σs

Se étant la face d’entrée de la lumière dans le système (S) et Ss la face de sortie, on
définit :

l’espace objet réel situé en avant de Se ; l’espace objet virtuel situé en arrière de Se

l’espace image réel situé en arrière de Ss ; l’espace image virtuel situé en avant de Ss

Dans la figure ci-dessus, l’objet A est virtuel et son image A′ est réelle.
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1.6. Aplanétisme. Grandissement linéaire

(S)

A

I

u ’

I'

A’

B

B’
n’n

u

�e �s

Dans le reste du chapitre, on considèrera
la plupart du temps des systèmes centrés,
c’est-à-dire possédant un axe de révolution,
l’axe optique. Un plan de front est alors un
plan perpendiculaire à cet axe.
Supposons que l’on ait stigmatisme rigou-
reux pour le couple de points (A, A′) situés
sur l’axe optique. On démontre que l’on conserve le stigmatisme pour deux points (B, B′)
(au moins de manière approchée) avec B dans le plan de front de A, au voisinage de A,
si la condition suivante est vérifiée :

∀u , n AB sin u = n′ A′B′ sin u′ (3)

soit, finalement :

∀u ,
sin u
sin u′ = cste (4)

Cette condition constitue la condition des sinus d’Abbe pour les systèmes aplanétiques.
(Voir l’exercice 7 sur le microscope).
Pour les systèmes aplanétiques, l’image A′B′ d’un petit objet plan AB perpendiculaire
à l’axe optique est plane et perpendiculaire à l’axe optique.
Pour les systèmes aplanétiques, on définit le grandissement linéaire g par :

g =
A′B′

AB

➜ Voir exercices 1, 7 et 9

2. L’OPTIQUE DE GAUSS

Cette partie est la plus importante du chapitre. Tout candidat au CAPES doit la connaître
parfaitement. L’optique de Gauss est aussi appelée optique paraxiale ou encore approxi-
mation linéaire de l’optique.

2.1. Conditions de Gauss

Dans les conditions de Gauss, les rayons lumineux forment des petits angles avec l’axe
optique et les angles d’incidence sur les surfaces rencontrées sont faibles. Cela implique
qu’en pratique les rayons restent voisins de l’axe optique (rayons paraxiaux). Dans les
calculs, pour tous ces angles u petits, exprimés en radians, on écrira :

sin u ≈ tan u ≈ u
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2.2. Éléments cardinaux d’un système centré

Dans toute la partie 2, on s’intéressera aux systèmes dioptriques, c’est-à-dire ne contenant
pas de miroir. Dans le cadre de l’optique de Gauss, on considère un système quelconque.
Il peut être entièrement décrit par un petit nombre de points et de plans, appelés éléments
cardinaux que nous passons en revue dans les trois paragraphes suivants.

Foyers. Plans focaux

FF'

Le foyer image F′ est l’image d’un point situé à l’infini dans la direction de l’axe optique.
Le foyer objet F est le point dont l’image est rejetée à l’infini dans la direction de l’axe.

Définition : Un système est dit convergent si son foyer image F′ est réel.

Les plans focaux objet et image sont les plans de front passant, respectivement, par F
et F′.

F

Plan focal 
objet

Plans principaux. Points principaux

H H’F

F’

Plan principal
objet

Plan principal
image

Les plans principaux sont deux plans de
front conjugués pour lesquels le grandis-
sement linéaire est 11. H et H′ sont les
points principaux objet et image. Attention,
les distances focales sont définies à partir des
points principaux.

f = HF est la distance focale objet ;

f ′ = H′F′ est la distance focale image.

Si les milieux extrêmes sont identiques (ce qui est le cas le plus fréquent) alors f = −f ′.

Remarque : les plans antiprincipaux sont deux plans conjugués de grandissement −1.
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Points nodaux

L

I

I’ L’
N

N’

Les deux points nodaux N et N′ sont conju-
gués, situés sur l’axe et tels qu’à tout rayon
incident LI passant par N correspond un
émergent I′L′ passant par N′ avec LI// I’L’.
Si les milieux extrêmes sont identiques,
alors les points nodaux sont confondus
avec les points principaux correspondants
(H ≡ N, H′ ≡ N′).

Formules de conjugaison et de grandissement
Les milieux extrêmes sont supposés identiques. Pour construire l’image A′B′ d’un objet
AB par un système optique, on utilise les plans principaux et les foyers :

– le rayon incident BK passant par F émerge en K′B′ parallèle à l’axe optique ;

– le rayon incident BJ parallèle à l’axe optique émerge en J′F′.

Avec les notations p = HA ; p′ = H′A′ ; f = HF ; f ′ = H′F′ ; f ′ = −f ; s = FA ;
s′ = F′A′, on peut écrire les formules de conjugaison et de grandissement suivantes :

– formule de Descartes (origine aux points principaux)

1
p′ −

1
p

=
1
f ′ (5)

– formule de Newton (origine aux foyers)

ss′ = f f ′ = −f ′2 (6)

– grandissement linéaire

g ≡ A′B′

AB
=

p′

p
(7)

F HA

K K’

A’

J’J

B’

B

F’H’

Ce sont les mêmes formules et essen-
tiellement les mêmes démonstrations
que pour une lentille mince unique.

Formule de Gullstrand
Deux systèmes centrés disposés en
« série » le long de leur axe commun
sont équivalents à un système unique
dont on peut déterminer les éléments
cardinaux.
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H1

F1 F’1 F2 F’2

H’1 H2 H’2 H

F F’

H’

La distance focale f ′ (≡ H′F′) du système équivalent s’obtient par la formule de Gull-
strand qui, pour deux systèmes plongés dans l’air, s’écrit :

C = C1 1 C2 − e C1 C2 (8)

avec e = H′
1H2, C = 1/f ′, C1 = 1/f ′

1 et C2 = 1/f ′
2 .

Les vergences C = 1/f ′ = −1/f , etc..., s’expriment en dioptries d (1 d = 1 m−1).

Systèmes centrés afocaux

A
A’

B’

B1

2

Système centré afocal

Un système centré est afocal si ses
foyers sont rejetés à l’infini.
À un rayon incident 1 parallèle à
l’axe correspond un rayon émergent
2 parallèle à l’axe (voir figure ci-
contre).
Pour de tels systèmes, le grandisse-
ment linéaire g est indépendant de
la position de l’objet.

2.3. Dioptres

Le dioptre sphérique dans les conditions de Gauss

F’

Milieu d'indice n’
r’

C
i’

i’

F

A

A’

N

S β

milieu 
d'indice n

(S)

Un dioptre sphérique est un
ensemble de deux milieux d’indices
n et n′ différents séparés par une
surface sphérique (S) de centre C.
Sur la figure ci-contre, on consi-
dère le cas n < n′. On pose
CA = R = SC.
Ce dioptre présente les propriétés
suivantes :

– les rayons passant par C ne sont pas déviés (incidence normale) ;

– F′ est à l’intérieur du milieu n′, au delà de C ;

– F est en avant du sommet S ;

– tout point A appartenant à la surface (S) est confondu avec son image.
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S est point principal objet et image. Les distances focales sont définies par f ′ = SF′ et
f = SF (elles ne sont pas égales en valeur absolue, les milieux extrêmes n’étant pas identiques).
On les calcule en considérant des angles petits. On a A′S ≈ f ′b′ ≈ Ri′ ; i′ = b′ 1 r ′

ainsi que ni′ ≈ n′r ′ (Loi de Descartes). D’où b′ ≈ i′(1 − n/n′) et finalement :

f ′ = R
n′

n′ − n
; f = R

n
n − n′ (9)

La vergence de ce dioptre est donnée par :

C = −n
f

=
n′

f ′ =
n′ − n

R
=

n′ − n

SC
(10)

Le dioptre plan dans les conditions de Gauss

A'

O(S) S

N

i

i

r

r

A

air

milieu d’indice
n

Soit le système de la figure ci-contre où (S)
est un plan.
L’objet A a pour image le point A′ qui, par
symétrie, sera situé sur AO. Calculons AA′.
Pour cela, on considère un rayon lumineux
AS issu de A. Les angles étant petits, on a :
i ≈ n r et OS ≈ A′O i ≈ AO r.
D’où n A′O ≈ AO et finalement
AA′ ≈ AO (1 − 1/n), quantité qui est
indépendante du rayon choisi.

2.4. Lentilles. Doublets

Une lentille est une association de deux
dioptres sphériques coaxiaux.
Nous considèrerons dans la partie 2.4. des
lentilles plongées dans l’air.

Centre optique O d’une lentille
L

I

N O
N'

I'

L'

Un rayon qui traverse la lentille en passant
par O ne subit pas de déviation (LI//L′I′).

Lentilles minces. Conjugaison.
Grandissement
Une lentille est mince si son épaisseur est
très faible comparée aux rayons de courbure
de ses faces.
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A F F'

M

O

KB

B'

A'

Pour une lentille mince, points nodaux et
points principaux sont confondus avec le centre
optique O.
Les formules de conjugaison et de grandissement
linéaire sont :

formule de Descartes
1
p′ −

1
p

=
1
f ′ (11)

formule de Newton s′ = f f ′ = −f ′2 (12)

grandissement linéaire g ≡ A′B′

AB
=

p′

p
(13)

avec p = OA ; p′ = OA′ ; s = FA ; s′ = F′A′ ; f = OF ; f ′ = OF′ = −f .
La distance focale f ′ est positive pour une lentille convergente (à bords minces).
Démontration : les formules (11) et (13) s’obtiennent en utilisant le théorème de Thalès
dans des triangles semblables :

– les triangles KOF′ et KMB′ conduisent à :

OF ′

MB′ =
OK
MK

– de même, avec les triangles MOF et MKB, on obtient :

OF

KB
=

MO
MK

.

En sommant membre à membre, on a :

OF′

MB′ 1
OF
KB

= 1 soit
f ′

p′ 1
f
p

= 1

D’où, avec f ′ = −f :

1
p′ −

1
p

=
1
f ′

Avec les triangles OA′B′ et OAB, on obtient :

g =
A′B′

AB
=

OA′

OA
=

p′

p

6. OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE 467



�

�

�

�

�

�

�

�

Lentilles minces. Constructions de rayons
Rappelons les trois règles essentielles de constructions :

– les rayons passant par le centre optique O ne sont pas déviés ;

– à des rayons incidents parallèles correspondent des rayons émergents se coupant dans
le plan focal image ;

– à des rayons incidents se coupant dans le plan focal objet correspondent des rayons
émergents parallèles.

Attention : les foyers d’une lentille divergente sont virtuels. Ces règles sont illustrées
sur les figures suivantes.

F'

F' O O

G'

F'

F'

G'

O
O

OF

FO FO

G

G

O
F
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Exemple : on se propose de tracer le rayon incident correspondant au rayon émergent 1.

F F'O

1
I

a) Première méthode

F'F O

1
I

G'

F'F O

1

2
I

G'

– Le rayon 1 coupe le plan focal image en G′.

– On construit alors OG′. Le rayon incident cherché 2 est parallèle à OG′ et passe
par I.

b) Deuxième méthode

F'F O

1
I

G

F'F O

1

2
I

G

– On construit le rayon parallèle à 1 et passant par O.

– Ce rayon coupe le plan focal objet en G.

Le rayon cherché est GI.
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Associations de lentilles minces. Doublets
Lentilles minces accolées : la vergence du système est la somme des vergences :
C = C1 1 C2. (Formule de Gullstrand, équation (8), avec e = 0).
Lentilles minces non accolées : de tels systèmes sont utilisés, par exemple, dans les
téléobjectifs ou les oculaires.

F F1 F'1 F2

O2O1

(L1) (L2)

F'

F'2

Exemple : étudions le doublet de la figure ci-dessus en posant e = O1O2 et F′
1F2 = D.

Les distances focales de chacune des lentilles étant supposées connues ainsi que la
distance e, on place en premier lieu les éléments principaux du système. F′ est conjugué
de F′

1 par rapport à (L2). La relation de Newton s’écrit F′
2F′.F2F′

1 = −f 2
2 d’où

F′
2F′ = f 2

2 /D ; de même, F′
1F2.F1F = −f 2

1 conduit à F1F = −f 2
1 /D. On peut ainsi

placer F et F′.

D’autre part, la formule de Gullstrand, C = C1 1 C2 − e C1C2 permet de calculer la
distance focale du doublet et donc, de placer les points principaux H et H′.

Les lentilles sphériques épaisses dans les conditions de Gauss

S2C2

R1

R2

S1 C1

n

En appliquant la formule de Gullstrand (8)
page 465 à un ensemble de 2 dioptres sphé-
riques accolés (e = 0), on obtient la ver-
gence de la lentille épaisse :

C = (n − 1)
(

1
R1

− 1
R2

)
(14)

Attention, les rayons R1 et R2 des deux sphères sont, ici, algébriques :

R1 = S1C1 , R2 = S2C2
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Exemples :

– pour une lentille biconvexe comme sur la figure ci-desssus, on a R1 > 0, R2 < 0 et
C > 0, la lentille est convergente,

– pour une lentille biconcave, on a R1 < 0, R2 > 0 et C < 0, la lentille est divergente.

➜ Voir exercices 2 à 7

3. QUALITÉS DES INSTRUMENTS D’OPTIQUE

Les notions développées ci-dessous sont largement utilisées dans nombre de problèmes
de concours. Elles interviennent pratiquement à coup sûr dans tout montage d’optique
au CAPES.
On désigne par A′B′ l’image de l’objet AB donnée par l’instrument. Si cette image est
virtuelle, elle est vue sous un angle a′.

3.1. Grandissement linéaire g

C’est une quantité intéressante si AB et A′B′ sont réels et à distance finie :

g =
A′B′

AB
(15)

3.2. Puissance P (pour loupes et microscopes)

L’objet est réel et à distance finie. L’image est virtuelle. Par définition :

P =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ (16)

On définit également la puissance intrinsèque Pi par :

Pi =
∣∣∣∣ 1

f ′

∣∣∣∣ (17)

Les puissances P et Pi s’expriment en dioptries d. On a P = Pi lorsque l’œil est au
foyer image de l’instrument ou encore lorsque l’image est rejetée à l’infini.
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Exemple : on considère le microscope réduit de la figure ci-dessous.

A'

B'

A F1

F'1 F2

F'2A1

B1

O1 O2

(L1)

(L2)

B

le microscope réduit

'

A1B1 est l’image de AB donnée par l’objectif (L1). A1 est situé entre F2 et O2 tout en
étant proche de F2. A′B′ est l’image définitive de AB ; c’est l’image de A1B1 donnée
par l’oculaire (L2).
L’œil étant placé en F′

2, la puissance P s’écrit P = |a′/AB| = |(a′/A1B1).(A1B1/AB)|
d’où :

P = |g1|.P2 (18)

(g1 est le grandissement de l’objectif ; P2 est la puissance de l’oculaire).
D’autre part, la formule de Gullstrand conduit à :

Pi = |1/f ′| = |(1/f ′
1 ) 1 (1/f ′

2 ) − (e/f ′
1 f ′

2 )|

où e est, ici, égal à O1O2. En réduisant le membre de droite au même dénominateur,
on obtient :

Pi =
∣∣∣∣ D

f ′
1 f ′

2

∣∣∣∣ avec D = F′
1F2 (19)
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3.3. Grossissement G

– Pour les lunettes et les télescopes, le grossissement s’écrit :

G =
a′

a
(20)

a est l’angle sous lequel l’objet est vu à l’œil nu ; c’est le diamètre apparent de l’objet.

Exemple : considérons le cas d’une lunette astronomique afocale (voir figure ci-dessous).

f'1 f'2
O2O1 A1

F'1 = F2

f'1 = O1F'1
f'2 = F2O2

B1

(L1) (L2)

B

B'

A '

'

la lunette astronomique afocale

(L1) est l’objectif et (L2) l’oculaire. Le système étant afocal, les points F′
1 et F2 sont

confondus. D’autre part, les angles étant petits, on a : a′ ≈ A1B1/f ′
2 et a ≈ A1B1/f ′

1 .
D’où :

G ≈ f ′
1

f ′
2

(21)

– Pour le microscope, la définition (20) reste la même mais a désigne cette fois l’angle
sous lequel l’objet est vu par l’œil à la distance minimale de vision distincte dm (voir le
complément sur l’œil page 485).
On a a ≈ AB/dm ; G = a′/a ≈ (a′/AB)dm. D’où :

G = P dm (22)

On définit le grossissement commercial Gc en prenant dm = 0, 25 m, soit :

Gc =
P
4
≈ Pi

4
≈ 1

4f ′ (23)
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3.4. Champ

Le champ d’un instrument d’optique est la portion d’espace visible à travers l’instrument.
Plus précisément, c’est l’ensemble des points objets tels que :

– des rayons lumineux issus de ces points traversent l’instrument pour parvenir au récep-
teur (œil de l’observateur, plaque photographique, écran,. . . )

– les qualités des images de ces points (éclairement, netteté) sont suffisantes dans les
conditions d’emploi de l’instrument.

Le champ est donc un volume. Si l’instrument d’optique est un système centré, on
distingue :

– le champ en largeur ou champ transversal

– le champ en profondeur ou champ longitudinal ou axial.

i) Le champ en largeur
C’est le champ dans un plan de front objet. Il est caractérisé par son rayon si ce plan est
à distance finie ou par son diamètre apparent si ce plan est à l’infini.

Exemple : pour une lunette astronomique afocale, (L1) joue le rôle de diaphragme
d’ouverture et (L2) le rôle de diaphragme de champ.

r

O2O1 F'1 = F2

F'2

O1F'1 = f'1
O2F'2 = f'2

(L1)
(L2)

2 2

' '

champ moyen = 2

Pour cet instrument, le plan objet est pratiquement à l’infini et le champ transversal est
caractérisé par son diamètre apparent. Comme l’indique la figure ci-dessus, les rayons
lumineux pénétrant dans (L1) ne doivent pas être trop inclinés par rapport à l’axe optique
sinon ils ne seront pas captés par (L2). C’est donc bien (L2) qui limite le champ en largeur.
On définit le champ moyen 2v comme l’angle sous lequel l’oculaire (L2), de diamètre
2r, est vu du centre O1 de l’objectif.
Pour le grossissement, on a G = v′/v d’où :

2v =
2v′

G
≈ 2r

f ′
2

.
1
G

= K.
1
G

(24)
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où la grandeur K ne dépend que de l’oculaire. Cela montre que :
Pour un oculaire donné, le champ de la lunette est inversement proportionnel à son
grossissement.
ii) Le champ en profondeur.
Le champ en profondeur est limité par les plans de front extrêmes entre lesquels il faut
placer l’objet si l’on veut en obtenir une image nette à travers l’instrument.
ii.1) instrument objectif.
Le récepteur d’image a une structure discontinue, en grains (plaque photographique,
écran, . . . ). Il suffit que l’image d’un objet ponctuel soit une tache dont la taille n’excède
pas celle du grain. On peut donc faire varier la distance objet-instrument tout en restant
dans certaines limites (voir l’exercice 4 page 487 sur l’appareil photographique).
ii.2) instrument subjectif (l’image est virtuelle).
L’œil et sa faculté d’accomodation entrent en jeu. L’image donnée par l’instrument doit
se trouver entre les limites de vision distincte (voir le complément sur l’œil page 485). Là
aussi, on a une certaine latitude pour faire varier la position de l’objet. On parle alors de
profondeur d’accomodation.

3.5. Pouvoir séparateur. Limite de résolution

Ces deux grandeurs varient en sens inverse. Le pouvoir séparateur quantifie l’aptitude
d’un instrument à séparer les détails d’un objet.
La limite de résolution correspond à la plus petite distance de 2 points ou de 2 traits
parallèles que l’instrument peut séparer. Le pouvoir séparateur est essentiellement limité
par :

– les aberrations ;

– la structure granulaire du récepteur (par exemple, la rétine) ;

– la diffraction (voir l’exercice 7 page 490 où ce qui suit sera démontré explicitement
dans le cas du microscope).

Même quand le stigmatisme est réalisé, l’image d’un point A n’est pas, en réalité, un point
A′ mais une tache de diffraction de centre A′ et de rayon |0, 6l/(n′ sin u′)|.

A

B'

A'u'u

B

milieu d’indice n milieu d’indice n'

Deux images A′ et B′ seront séparées si, d’après le critère de Rayleigh, on a
A′B′ � |0, 6l/(n′ sin u′)| . Or la condition d’aplanétisme s’écrit n AB sin u = n′ A′B′ sin u′.
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D’où l’on déduit la limite de résolution d d’un instrument à optique parfaite :

AB � d =
0, 6l

n sin u
(25)

La quantité n sin u est l’ouverture numérique de l’objectif.

Remarque : Si l’objet est à l’infini, on considère la limite de résolution angulaire

a =
0, 6l

n R
où R est le rayon de l’objectif. (26)

Pour une lunette astronomique, appareil subjectif, on définit le grossissement utile Gu

par : Gu = a′/a où a′ est l’acuité visuelle (≈ 3 ou 4.10−4 rad) et où a est donné par la
relation (26).

Pouvoir de résolution d’un spectroscope à prisme
L’indice n d’un verre dépend de la longueur d’onde l. Un prisme permettra de séparer
des lumières de longueurs d’ondes différentes. Toutefois, son pouvoir de résolution R est
limité par :

– la diffraction.

– la largeur Dy de la fente-source (cet aspect est étudié dans l’exercice 8 page 496).
On montre alors que si les effets de diffraction sont négligés, on a, au minimum de
déviation :

R =
l

Dl
= 2 tan i

f ′
1

Dy
d(�n n)
d(�n l)

(27)

Dl est la limite de résolution en longueur d’onde ; f ′
1 est la distance focale du collimateur.

Exemple : calculons le pouvoir de résolu-
tion R du prisme dans le cas où la fente-
source est supposée infiniment fine et l’op-
tique parfaite.

A
N

B C

L
r

i

L cos i

e

/2 – rLa figure représente le prisme réglé
au minimum de déviation pour une
certaine longueur d’onde l. On pose
L = AB = AC et e = BC. Rappelons d’abord les formules du prisme :

sin i = n sin r ; sin i′ = n sin r ′ ; r 1 r ′ = A ; D = i 1 i′ − A (28)

Au minimum de déviation, on a

i = i′ ; r = r ′ =
A
2

(29)

Un ensemble de radiations de longueurs d’ondes voisines de l éclairent le prisme toutes
avec la même incidence i. En différentiant les équations (28) avec i et A constants,
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on obtient :

0 = dn sin r 1 n cos r dr (30)

cos i′ di′ = dn sin r ′ 1 n cos r ′ dr ′ (31)

dr 1 dr ′ = 0 (32)

dD = di′ (33)

Pour chacune des radiations, les relations (29) restent vraies de manière approchée. Des
équations ci-dessus, on déduit :

cos i di′ = 2 dn sin r (34)

soit : dD =
2dn sin r

cos i
=

dn(2 sin r cos r)
cos i cos r

= dn
sin A

cos i cos r
(35)

En utilisant la relation ci-dessous, valable dans un triangle quelconque :
e

sin A
=

L
sin(p/2 − r)

=
L

cos r
(36)

on a finalement :
dD = dn

e
L cos i

(37)

D’autre part, la largeur angulaire de la tache de diffraction est donnée par
a = l/(L cos i) car la lumière est diffractée par une fente de largeur L cos i. Deux
longueurs d’onde seront séparées si, d’après le critère de Rayleigh, dD � a. La limite
de résolution est atteinte lorsque l’égalité est réalisée. On a alors :

dn
e

L cos i
=

l

L cos i
(38)

On en déduit le pouvoir de résolution du spectroscope si la fente-source est très fine :

R =
l

dl
= e

dn
dl

où e est la longueur de la base du prisme. (39)

➜ Voir exercices 4 à 8

4. FIBRES OPTIQUES

Cette partie, d’une grande importance aussi bien pour l’écrit que pour l’oral du CAPES,
peut toutefois être sautée en première lecture vu son caractère plus spécialisé.
Une fibre optique est un guide d’ondes cylindrique dans lequel la lumière (ou un rayon-
nement infrarouge), convenablement injectée à une extrémité, reste confinée au cours de
sa propagation.
On distingue :

– les fibres à saut (ou échelon) d’indice

– les fibres à gradient d’indice.
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Dans ce qui suit, on utilisera l’optique géométrique, ce qui suppose que les diverses
longueurs caractérisant la fibre sont très supérieures à l.

4.1. Fibres à saut d’indice

0

a

i

n0

n2

n1

z

b

y

Le schéma représente le plan méridien d’une fibre à saut d’indice d’axe Oz. La région
|y| < a est le cœur de la fibre, d’indice n1 constant. La région a < |y| < b est la gaine,
d’indice n2 tel que 1 < n2 < n1. On pose :

D =
n1 − n2

n1
(40)

En général D  1 ; D est de l’ordre de 10−2. La propagation de la lumière se fait par
réflexions totales successives en y = ±a. Ceci implique que u < ua avec :

n0 sin ua =
√

n2
1 − n2

2 (41)

ua est l’angle d’acceptance de la fibre ; n0 sin ua est l’ouverture numérique (O.N.) de la
fibre (n0 = 1 en général). La puissance lumineuse qui peut être injectée dans la fibre croît
avec son ouverture numérique.

4.2. Fibres à gradient d’indice

Dans une fibre à gradient d’indice, l’indice n du cœur varie continûment avec y. Le plus
souvent, la fonction n(y), le profil d’indice, est de la forme :

n = n1

(
1 − D

∣∣∣ y
a

∣∣∣a) si |y| < a (42)

D est défini par (40). a = 2 correspond à un profil d’indice parabolique.
Dans la gaine, l’indice n est constant et égal à n2 avec 1 < n2 < n1.
Dans de telles fibres, la réflexion totale se fait par « effet de mirage », le rayon lumineux
s’incurvant vers la région d’indice élevé. Pratiquement, la trajectoire lumineuse, approxi-
mativement une sinusoïde, reste confinée au voisinage de l’axe de la fibre qui est la région
d’indice maximal.
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0

an0

n2

n(y)
z

b

y

grad n

eN

M

L’étude de la propagation de la lumière dans un milieu transparent
inhomogène conduit à la relation

�e N .
−−→
grad n =

n
R

> 0

où �e N est le vecteur unitaire porté par la normale principale au
rayon lumineux et R le rayon de courbure (R est positif ).
Les vecteurs �e N et

−−→
grad n formant un angle aigu, la concavité du

rayon est toujours tournée dans le sens du vecteur
−−→
grad n donc

des indices croissants.

Remarque : au voisinage d’un sol très chaud, la température de l’air diminue quand on
s’éloigne du sol, ce qui entraîne une augmentation de la masse volumique r de l’air ainsi
que de l’indice n d’après la Loi de Gladstone ((n − 1)/r = constante). Il en résulte
un rayon lumineux à concavité tournée vers le haut. C’est le phénomène de mirage
inférieur. Le phénomène est inversé si le sol est plus froid que l’air. On parle alors de
mirage supérieur.

4.3. Fibres multimodes. Fibres monomodes

Une fibre optique est un guide d’ondes. On sait que, du fait des conditions aux limites
imposées par les parois du guide, n’importe quelle vibration ne peut pas s’y propager.
Les vibrations particulières qui satisfont aux conditions aux limites sont les modes de
propagation du guide.
En termes d’optique géométrique, nous dirons que seuls certains rayons peuvent exister
dans la fibre : ceux qui correspondent aux modes de la fibre et qui sont en nombre fini.
Les fibres multimodes pour lesquelles N , le nombre de modes, est supérieur à 1 (en
général, N est grand pour de telles fibres) ont un rayon de cœur a grand devant l

(typiquement a est de l’ordre de 25 à 50 mm).
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En revanche, pour une fibre monomode, a est de l’ordre de l donc, au plus, de quelques
microns. Dans ce cas, l’approximation de l’optique géométrique n’est plus valable.

4.4. Dispersion

À l’entrée de la fibre, les signaux à transmettre sont presque toujours codés sous forme
numérique c’est-à-dire constitués de trains d’impulsions. Celles-ci sont d’autant plus
étroites que le débit d’information est élevé.
La dispersion se traduit par un élargissement des impulsions au cours de leur propa-
gation donc par une limitation du débit d’information - ou de la bande passante - de la
fibre.
On distingue la dispersion intermodale et la dispersion chromatique.

La dispersion intermodale
Elle provient du fait que vg (vitesse de groupe) dépend du mode de propagation utilisé.
Dans le langage de l’optique géométrique, nous dirons que le temps t mis par la lumière
pour parcourir une longueur l de fibre dépend de l’inclinaison des rayons par rapport à
l’axe de la fibre.
Si dt est l’écart de temps de trajet entre les modes extrêmes, on montre que :
dt
t � D pour une fibre à saut d’indice ;
dt
t � 1

2 D2 pour une fibre à profil d’indice parabolique.
D étant de l’ordre de 10−2, on comprend l’intérêt des fibres à gradient d’indice. dt

t est
considérablement réduit pour de telles fibres car les rayons s’écartant le plus de l’axe de la
fibre vont parcourir des distances plus grandes mais dans des régions d’indice plus faible
(donc à une vitesse plus grande), d’où une compensation partielle.

Remarque : les performances des fibres multimodes sont essentiellement limitées par
la dispersion intermodale. Par contre, celle-ci n’existe évidemment pas dans les fibres
monomodes.

La dispersion chromatique
Elle a elle-même deux causes :

– le matériau constituant la fibre est dispersif,

– un guide d’ondes est, par lui-même, dispersif (même si le milieu de propagation ne
l’est pas). Ceci provient des conditions aux limites sur les parois. On parle alors de
dispersion intramodale.

Par un ajustement convenable des paramètres de la fibre (a, D), la dispersion chromatique
peut être rendue très faible.
Les fibres monomodes ont donc des capacités de transmission très élevées (de l’ordre
d’une centaine de Gbits.s−1.km).
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Remarque : la capacité de transmission C s’exprime en bits.s−1.km. Ceci signifie que 2
impulsions très étroites émises aux instants t et t 1 1/C à l’entrée de la fibre seront encore
séparées après avoir parcouru 1 km de fibre malgré l’élargissement dû à la dispersion.

4.5. Pertes. Coefficient d’atténuation linéique

L’intensité lumineuse décroît au cours de la propagation de l’onde dans la fibre. Les pertes
ont deux origines : l’absorption et la diffusion.

a) La principale cause d’absorption est due aux vibrations des ions OH−, qui apparaissent
lors de la fabrication de la fibre (absorption dans le visible et l’infrarouge ; les longueurs
d’ondes choisies pour les télécommunications : 0, 8mm, 1, 3mm et 1, 5mm correspondent
à des minima dans ce spectre d’absorption). La silice présente également des bandes
d’absorption dans l’infrarouge (vibrations moléculaires).

b) La diffusion peut être, soit intrinsèque au matériau du cœur (diffusion Rayleigh
résultant de fluctuations d’indice et entraînant des pertes en l−4) soit due à l’existence de
centres diffusants (bulles, microfractures,...).
Le coefficient d’atténuation linéique a est donné par :

a (dB/km) =
10

L(km)
log

Pi

Ps
(43)

Pi est la puissance injectée, Ps la puissance sortant de la fibre de longueur L .
D’après ce qui précède, a dépend de la longueur d’onde. Typiquement, a est de l’ordre
de 0, 2 dB/km.
Cela dit, la transmission à longue distance ne peut se faire avec une fibre unique. On
utilise des répéteurs : stations relais qui reçoivent le signal dégradé, le remettent en forme
et le réinjectent dans la fibre suivante. Par exemple, une perte de 0, 5 dB/km nécessite un
répéteur tous les 50 km.

4.6. Matériau utilisé. Procédé de fabrication

Le matériau de base est la silice SiO2. Pour réaliser les profils d’indice souhaités, on y
introduit des dopants qui vont modifier n (le germanium et le phosphore augmentent
l’indice, le fluor le diminue).
Une des techniques utilisées consiste à partir d’une préforme (tube de silice creux) à
l’intérieur de laquelle on injecte les gaz dopants. Le tube est chauffé par un chalumeau
oxhydrique qui se déplace le long de celui-ci. En contrôlant la température, on contrôle la
diffusion des dopants dans la silice donc le profil d’indice. En étirant ensuite la préforme,
on réalise une fibre à gradient d’indice.
Cette méthode permet de réaliser des fibres optiques de très grandes longueurs (typique-
ment de l’ordre d’une centaine de km).
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4.7. Utilisation et intérêt des fibres optiques

Citons les utilisations dans les endoscopes (pour examiner des cavités d’accès difficile), les
capteurs, et, surtout, les télécommunications où elles présentent de nombreux avantages :
très grand débit d’information ; insensibilité aux parasites électromagnétiques ; aucun
rayonnement vers l’extérieur (discrétion des communications !) ; légèreté, souplesse, faible
encombrement,...

➜ Voir exercices 9

5. COMPLÉMENTS

Les miroirs sont enseignés au lycée en classe de première, de même que l’œil et, aussi,
le rétroprojecteur, qui associe lentilles et miroirs. Ces compléments doivent donc être
étudiés avec toute l’attention qui convient.

5.1. Miroirs

Le miroir plan
C’est le seul instrument d’optique qui soit rigoureusement stigmatique pour tout point
objet. Il donne d’un objet réel une image virtuelle et d’un objet virtuel une image réelle.

A
objet réel image virtuelle

A'

A'
image réelle objet virtuel

A

A et A′ sont symétriques par rapport au miroir.

Le miroir sphérique dans les conditions de Gauss
Comme dans cas du dioptre sphérique, les points principaux sont confondus avec S.
D’après la figure, FC = IF ≈ SF si l’on ne considère que les rayons très proches de
l’axe optique. Le foyer F est donc au milieu de SC et pour la distance focale on a :
SF = f = f ′ = R/2 (R = rayon du miroir).
A et A′ étant deux points de l’axe conjugués par rapport au miroir, on a la formule de
conjugaison (1/p′) 1 (1/p) = (1/f ) avec p = SA, p′ = SA′.
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Pour le grandissement linéaire, on a
g = −p′/p.
Remarquons que si R tend vers l’infini dans
les relations ci-dessus alors 1/f = 0 , ce
qui entraîne p′ = −p et g = 1 . On
retrouve le miroir plan.

Le miroir parabolique
Il est rigoureusement stigmatique pour le
couple de points (F, point à l’infini sur
l’axe) (propriété de la parabole, I n’est pas
forcément proche de S).
Ce type de miroir est utilisé dans les téles-
copes qui sont constitués essentiellement
d’un miroir parabolique (l’objectif ) et d’un
oculaire qui joue le rôle de loupe.

5.2. Rétroprojecteur

(P'')

(P')

(L)

(P)

(C)

(S)

(F)

(M)

écran

Le rétroprojecteur est constitué de :

– (S), source de lumière de forte puissance
(250 watts)

– (C), condenseur (lentille plan convexe de
courte distance focale)

– (F), lentille à échelons de Fresnel jouant
également le rôle de condenseur

– (P), plaque de verre sur laquelle sont dis-
posés les documents

– (L), lentille de projection qui donne de
(P) une image réelle (P′)

6. OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE 483



�

�

�

�

�

�

�

�

– (M), miroir (ou prisme à réflexion totale) qui donne de (P′) l’image définitive réelle
(P′′) sur l’écran ( (P′) joue le rôle d’objet virtuel pour le miroir).

Le condenseur (C) et la lentille de Fresnel (F) permettent de faire une image de la source
(S) au voisinage de la lentille (L). Toute la lumière émise par (S) est donc collectée par
(L) et contribue à la grande luminosité de l’image définitive sur l’écran.

5.3. Grandeurs photométriques

1) Flux lumineux à travers une surface (S). Unité : le lumen.

C’est la puissance lumineuse P traversant (S). 1 lumen = 1 W.

2) Éclairement E(O) d’une surface (S) en un point O. Unité : le lux.

E(O) =
dP
dS

(44)

dP est la puissance reçue par l’élément de surface dS entourant O. 1 lux = 1 W/m2.

3) Émittance d’une source (S′). Unité : le watt W. C’est la puissance totale émise par la
source dans tout l’espace qui l’entoure.

x

(S')

4) Intensité I d’une source ponctuelle (S′)
dans une direction donnée S′x.
Unité : la candela cd.

I =
dP
dV

(45)

dP est la puissance lumineuse émise par (S′)
dans l’angle solide dV. 1 cd = 1 W/sr.

5) Luminance (ou brillance) L d’une source étendue (S′). Unité : le nit nt.

dS'

dS'

N

x x

' '

N

L =
dI
dS

(46)

dS est la surface apparente de la source dans la direction S′x (dS = dS′ cos a′). dI est
l’intensité lumineuse émise par dS′ dans la direction S′x. 1 nt = 1 cd/m2 = 1 W/sr/m2.

Propriété : Si la luminance d’une source est indépendante de la direction, on dit que la source
obéit à la Loi de Lambert.
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5.4. L’œil rétine

tache
jaune

nerf
optique

cristallin

pupille

iris

humeur
vitrée

Pour qu’elle soit vue nettement, l’image d’un
objet doit se former dans la région de la tache
jaune (fovéa). Les liquides qui baignent le
cristallin ont un indice n ≈ 4/3. Le cris-
tallin, lentille biconvexe, a un indice légère-
ment supérieur. Le plan focal image de l’œil
(normal) au repos contient la tache jaune.

Accomodation : augmentation de la vergence de l’œil (augmentation des courbures des
faces du cristallin).

Punctum proximum (PP) : point de l’axe optique que l’œil voit nettement en accomodant
au maximum. (Voir figure ci-dessous). Sa distance dm à l’œil est la distance minimale de
vision distincte.

Punctum remotum (PR) : point de l’axe que l’œil voit nettement sans accomoder. Sa
distance Dm à l’œil est la distance maximale de vision distincte.
Pour un œil normal dm = 0, 25 m, Dm = ∞. Le punctum remotum est à l’infini et
l’observation d’objets très éloignés se fait sans fatigue.

PP
œil normal

PPPR

PP

PR (virtuel)

œil myope
(« trop convergent »)

œil hypermétrope
(« pas assez convergent »)

PR

La myopie (respectivement l ’hypermétropie) est corrigée par une lentille divergente (res-
pectivement convergente) qui donne du point à l’∞ une image au punctum remotum. La
presbytie est la diminution de la faculté d’accomodation due au vieillissement de l’œil ;
elle est corrigée par une lentille convergente. Un œil astigmate n’a pas la symétrie de
révolution.
La rétine a une structure discontinue, granulaire. Deux points objets trop proches l’un de
l’autre ayant leur image sur un même élément rétinien (ou même sur 2 éléments adjacents)
ne pourront être séparés. La limite de séparation (ou puvoir séparateur ou encore acuité
visuelle) de l’œil est la plus petite distance angulaire e de deux points séparés par l’œil ;
typiquement : e ≈ 4.10−4 rad.
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ÉNONCÉS

Exercice 1 Principe de Fermat. Réfraction

i1
n1

n2

x

y

i2

B

IO

A

1. Exprimer le chemin optique (AIB) en fonction
des indices n1 (du milieu y > 0) et n2 (du milieu
y < 0) et des coordonnées des points A, I et B.
2. En appliquant le principe de Fermat, montrer
que l’on a n1 sin i1 = n2 sin i2 pour le rayon
lumineux qui va effectivement de A à B.

Exercice 2 Rayons et images

1. Compléter le tracé des rayons.

F' FOF F'OF F'O

2. Construire l’ image de l’objet AB dans les deux cas suivants.

F'A

B

A H H'F F'

B

FO

Exercice 3 Doublet

Un système centré est formé de deux lentilles minces convergentes de centres optiques
O1 et O2 distants de O1O2 = e = 40 cm. Pour en déterminer les éléments cardinaux, on
fait les expériences suivantes :
a. un objet placé à 10 cm en avant de O1 donne une image réelle renversée, égale à l’objet,
placée à 10 cm en arrière de O2 ;
b. un objet placé à 20 cm en avant de O1 donne une image réelle droite égale à l’objet et
située à 20 cm en arrière de O2.
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1. Déduire de ces données les éléments cardinaux du système. Quelle est sa nature ? Où
se forme l’image d’un objet très éloigné, de diamètre apparent 2 degrés ? Quel est son
sens et sa grandeur ?

2. Quelle est la distance focale de chaque lentille ? Sachant qu’elles sont plan-convexes et
d’indice 1, 5, quel est le rayon de leur face courbe ?

3. Les deux lentilles étant faites du même verre, on considère successivement 2 radiations
lA et lB pour lesquelles les indices de ce verre sont nA = 1, 50 et nB = 1, 51. En
assimilant la variation d’indice à un infiniment petit, calculer les déplacements des points
cardinaux et préciser leur sens sur un graphique. Calculer la variation de la distance focale
du système.

Exercice 4 Appareil photographique

1. Objectif standard : on assimile l’objectif d’un appareil photographique à une lentille
mince convergente (L) de centre O et de distance focale image f ′. La distance d entre
(L) et l’écran (E) où se trouve la pellicule sensible est variable, ce qui permet d’effectuer
la mise au point.
Sauf à la question 1.c.g), on ne tiendra pas compte des effets de diffraction et le problème
sera traité dans le cadre de l’optique géométrique.

1.a. Mise au point de l’objectif : on désire photographier des objets dont la distance à (L)
varie de x à l’infini. Dans quel domaine doit pouvoir varier d ? Calculer numériquement
les valeurs extrêmes, dmin et dmax, lorsque x = 60 cm et f ′ = 50 mm.

1.b. Ouverture et temps de pose : le faisceau entrant dans la lentille est limité par un
diaphragme circulaire (D) dont le diamètre D est variable afin d’intercepter plus ou moins
de lumière. On appelle « ouverture relative » de l’objectif le rapport D/f ′ = 1/N où N
est le « numéro du diaphragme ». Les valeurs usuelles de N sont 2, 8 ; 4 ; 5, 6 ; 8 ; 11 et
16. Expliquer le lien de cette suite avec celle des temps d’exposition Te (en secondes) :
1/15 ; 1/30 ; 1/60 ; 1/125 ; 1/250 et 1/500.

1.c. Ouverture et distance hyperfocale liée au grain : lorsque l’appareil est mis au
point sur l’infini, un point A situé à distance finie sur l’axe donne, après développement,
une tache due à la taille g du grain de l’émulsion de la pellicule. On prendra pour les
applications numériques g = 0, 02 mm.

1.c.a. Établir, en s’appuyant sur une figure, l’expression de la distance hyperfocale L0,
c’est-à-dire la distance minimale entre le point A et la lentille pour que la taille de cette
tache reste inférieure à celle du grain. (Exprimer ce résultat en fonction de g, f ′ et N ).
Calculer la valeur numérique de L0 pour N = 2, 8 puis pour N = 16.

1.c.b. La profondeur de champ, Pr , est la zone de l’espace objet donnant une image nette.
Quel est, qualitativement, le lien entre N et Pr ? entre Pr et f ′ ?
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1.c.g. Une ouverture circulaire de diamètre D diffracte dans une direction d’angle
u = 1, 22l/D avec ici l ≈ 0, 6 mm. On souhaite opérer à N = 11. La considéra-
tion de la diffraction peut-elle contrarier ce choix ? On rappelle g = 0, 02 mm.
1.d. Amélioration de la profondeur de netteté
1.d.a. À partir de la mise au point sur l’infini (c’est-à-dire dans les conditions de la
question 1.c)) et sans agir sur l’ouverture du diaphragme, quelle valeur, d ′, peut-on
donner à d pour augmenter encore la profondeur de champ (c’est-à-dire diminuer L0) ?
Exprimer le résultat en fonction de f ′, g et N et appuyer le raisonnement sur une figure
simple. Calculer numériquement d ′ pour N = 2, 8 et N = 16.
1.d.b. Évaluer la nouvelle distance hyperfocale L′

0 en fonction de L0 et de f ′. Conclure
sur le fonctionnement des « appareils sans mise au point ». Est-il nécessaire, en particulier,
de mettre au point sur l’infini pour photographier un objet très éloigné ?
2. Téléobjectif
On se propose de photographier une tour AB haute de 50 m et distante de 2 km.
2.a. Encombrement de l’objectif standard : quelle serait la taille de l’image A′B′ sur
la pellicule si la mise au point était faite avec l’objectif standard de la première partie ?
Quelle serait alors la valeur numérique de « l’encombrement de l’objectif », c’est-à-dire la
distance de l’objectif à la pellicule ?
2.b. Agrandissement d’un téléobjectif : pour agrandir l’image, on considère le système
formé par une lentille convergente (L1) de distance focale f ′

1 = O1F′
1 = 50 mm suivie

d’une lentille divergente (L2) de distance focale f ′
2 = O2F′

2 = −25 mm, la distance entre
les 2 lentilles étant O1O2 = 31, 2 mm.
Soit A′B′ l’image de AB par (L1) ; indiquer la nature de A′B′ pour la lentille (L2)
et préciser la position de A′B′ par rapport à O2 et F2. Faire, en vraie grandeur pour
l’abscisse et en échelle dilatée pour l’ordonnée, la construction géométrique donnant
l’image A′′B′′ de la tour à travers le système des 2 lentilles.
2.c. Comparaison entre un objectif standard et un téléobjectif
2.c.a. Déterminer la position de A′′B′′ par rapport à O2, puis la taille de cette image.
Comparer cette dernière à la taille de A′B′. Évaluer l’encombrement du téléobjectif ainsi
monté.
2.c.b. Quelle serait la distance focale f ′

u d’une lentille convergente unique qui donnerait
de la tour la même taille d’image A′′B′′ que le téléobjectif ? Comparer son encombrement
à celui calculé dans la question précédente.

Exercice 5 Lunette astronomique

Une lunette astronomique est composée d’un objectif de diamètre 2R = 10 cm et de
distance focale f ′

1 = 100 cm et d’un oculaire qu’on assimilera à une lentille mince de
diamètre d = 2r, de distance focale f ′

2 et d’ouverture relative d/f ′
2 = 0, 5. La lunette est

réglée pour la vision à l’infini.
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1. Calculer la limite de résolution angulaire de la lunette si la longueur d’onde de la
lumière utilisée est l = 0, 56 mm. Sachant que l’acuité visuelle est égale à 3.10−4 rad,
calculer le grossissement utile Gu.

2. Exprimer l’angle de champ moyen 2v en fonction du grossissement G de la lunette.
Le diamètre apparent de la Lune est de 30′ ; on désire que son image apparaisse en entier
dans le champ de la lunette. Quelle est, dans ces conditions, la valeur du grossissement à
ne pas dépasser ?

3. On choisit un oculaire de distance focale f ′
2 = 2 cm. Calculer G. Sous quel angle

voit-on l’image de la Lune à travers la lunette ?

4. Déterminer le cercle oculaire en position et en grandeur.

5. On définit l’éclat e d’un astre comme la mesure de l’éclairement de l’unité de surface
de la pupille d’entrée d’un système optique récepteur (objectif de lunette ou pupille de
l’œil par exemple) lorsque l’axe du système est dirigé vers l’astre. Quelle relation y a-t-il
entre l’éclat e et la luminance L de l’astre supposé obéir à la loi de Lambert ?
On observe à l’œil nu tour à tour la Lune d’éclat e et une étoile d’éclat e′ = e/254. En
admettant, pour simplifier, que le diamètre de la pupille de l’œil demeure le même au
cours de ces deux observations, calculer le rapport F/F ′ des flux lumineux reçus par un
élément rétinien dans les deux cas. Le diamètre apparent d’un élément, compté à partir
du point nodal image de l’œil, vaut 1′.
Même question lorsqu’on observe la Lune et l’étoile à travers la lunette. Comparer les 2
résultats.

Exercice 6 Lunette de Galilée

Une lunette de Galilée comporte un objectif mince convergent de distance focale
f ′
1 = 15 cm et un oculaire mince divergent, de distance focale f ′

2 = −5 cm. L’œil de
l’observateur étant placé sur l’axe, on confond son centre optique et sa pupille en un point
O situé à 2 cm en arrière de l’oculaire. Le rayon de sa pupille est r = 3 mm et ses limites
de vision distincte D = ∞ et d = 20 cm.

1. La lunette étant afocale, calculer le grandissement linéaire. A et A′ étant 2 points de
l’axe optique, conjugués dans la lunette, calculer le rapport F′

2A′/F1A (F′
2 : foyer image

de l’oculaire, F1 : foyer objet de l’objectif ).

1.a. Quel est le grossissement Gi pour un objet à l’infini ?

1.b. Quand l’objet est à distance finie on suppose que dans l’observation à l’œil nu, l’œil et
l’objet restent fixes et qu’on enlève seulement la lunette. Exprimer le grossissement ainsi
défini en fonction de l’abscisse x (= F1A) de l’objet.

2. Quelles sont les positions limites des objets que l’observateur peut voir nettement à
travers la lunette sans toucher au tirage O1O2 ? (O1 et O2 sont les centres des 2 lentilles).
Quelles sont les valeurs extrêmes du grossissement ?
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3. On suppose maintenant l’observateur myope et son punctum remotum à 25 cm, la
position de l’œil demeurant inchangée. Quel est le tirage qui convient pour l’examen sans
accomodation d’un objet situé à l’infini ?

Exercice 7 Microscope

On se propose d’étudier les limites de résolution du microscope optique (questions 1) à 5)) et
du microscope électronique (question 6)). Les angles seront comptés positivement dans le sens
trigonométrique ; concernant les valeurs algébriques, les axes horizontaux seront orientés vers la
droite, les axes verticaux vers le haut.

1. Généralités
Dans les conditions de Gauss, une lentille mince, de centre O, d’axe z′z, donne d’un petit
objet AB orthogonal à z′z, une image A′B′.

1.1. Rappeler (sans démonstration) les conditions de Gauss et les formules de conjugaison
et de grandissement de Descartes (origine en O).

A'

B'

A F1

F'1 F2

F'2

O
(œil)

O1 O2 zz'

(L1)

(L2)

B

le microscope réduit

'

1.2. La lentille, de distance focale image f ′, de foyers objet et image F, F′, est utilisée
comme loupe.

1.2.a. Construire l’image A′B′ de AB. Établir la formule de conjugaison dite de Newton :
FA.F′A′ = f f ′ = −f 2
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1.2.b. L’œil de l’observateur étant en F′, exprimer l’angle a′ = ÔF′B′ en fonction de AB

et de f ′ (on notera que a′ ≈ tan a′). En déduire la puissance PL =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ de la loupe en

fonction de f ′.
2. Microscope réduit
On appelle microscope réduit l’ensemble de deux lentilles minces convergentes et
coaxiales, l ’objectif et l ’oculaire, fonctionnant a priori dans les conditions de Gauss.
2.1. La figure ci-dessus représente le microscope réduit. L’objectif, de focale f ′

1 , donne,
d’un petit objet réel AB (A très proche de F1), une image réelle A′

1B′
1 dont l’oculaire, de

focale f ′
2 , donne l’image virtuelle A′B′ vue par un observateur dont l’œil est en O (très

proche de F′
2). On donne : diamètre de la pupille de l’œil aP = 3 mm.

2.1.a. Représenter sur une figure claire les 2 lentilles ainsi que l’objet AB, ses images
successives et les rayons qui ont permis de les construire. Où doit se placer le point A′

1 ?
Construire également, sur la même figure, le cercle oculaire du microscope, c’est-à-dire
l’image de l’objectif donnée par l’oculaire.

2.1.b. On pose A′O = d ; F′
1F2 = D. On supposera par la suite que :

f ′
1  f ′

2  D < d

et que A, A′
1 et O sont, respectivement, très proches de F1, F2 et F′

2, ce qui permettra,
dans les calculs suivants, de procéder à certaines approximations que l’on justifiera.
Établir ainsi les expressions approchées :

– de F2A′
1 en fonction de f ′

2 et d ;

– du grandissement g =
A′B′

AB
en fonction de D, d , f ′

1 , f ′
2 ;

– de la puissance P =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ en fonction de D, f ′
1 , f ′

2 . (a′ est l’angle Â′F′
2B′ ; on utilisera

le fait que cet angle est petit).

A.N. f ′
1 = 2 mm ; f ′

2 = 20, 5 mm ; D = 180 mm ; d = 250 mm. Ces valeurs seront
utilisables pour toutes les applications numériques suivantes.
Calculer F2A′

1 et P.
2.2. On suppose que l’objet AB est constitué par les deux seuls points A et B. On montrera
plus loin que, indépendamment de l’œil, le microscope lui-même donne de A et B deux
images A′ et B′ distinctes si AB � d0 ; d0, limite de résolution du microscope, vaut
0, 23 mm. D’autre part, pour que A′ et B′ soient vus séparés, il faut que a′ � e, e étant
la limite de perception oculaire dans les conditions d’observation.
On va considérer le cas où AB = d0. Quelle inégalité doit vérifier la puissance P ?

Application numérique : dans les meilleures conditions on a e = emin = 5.10−4 rad.
Calculer la puissance minimale Pmin.
2.3. Le cercle oculaire du microscope (image de l’objectif donnée par l’oculaire) a pour
centre V et diamètre a.
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2.3.a. Établir les expressions approchées de :

– F′
2V en fonction de f ′

2 et de D ; comparer F′
2V à f ′

2 .

– a en fonction de f ′
2 , D et du diamètre D de l’objectif. f ′

1 , D et D étant donnés, comment
varie a si P croît ?

A.N. calculer F′
2V. On donne a = 1, 2 mm. Calculer D ainsi que l’angle u0 (voir figure

ci-dessous). Les conditions de Gauss sont-elles respectées ?

B

A F1 F'1O1

u0

3. Le microscope réel
Pour permettre des valeurs élevées de u0, l’objectif
d’un microscope est constitué non d’une mais d’un
ensemble de lentilles formées de dioptres sphériques
coaxiaux ne fonctionnant pas dans les conditions de Gauss
et qui, pourtant, sont stigmatiques et aplanétiques (ce
qui signifie qu’un petit objet plan AB perpendiculaire
à z′z aura une image plane A1B1 perpendiculaire à
z′z). L’oculaire est lui-même constitué de dioptres
sphériques coaxiaux aux précédents mais fonctionnant
dans les conditions de Gauss. Aucune connaissance a
priori des dioptres sphériques n’est nécessaire pour
traiter cette partie. A

B

C

b

a

c
On rappelle, pour un triangle quelconque ABC, de
côtés a, b, c, la relation :

sin A
a

=
sin B

b
=

sin C
c

(47)

Soit un dioptre sphérique (D1), de centre C, séparant deux milieux d’indices respectifs n
et n1. Le rayon incident AI donne un réfracté qui coupe l’axe z′z en A1.

A C

A1

I

z' z
u

i

i1

u1

n1n

(D1)
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3.1. En utilisant la relation (47), exprimer sin v en fonction de CA, IA, sin i, puis en
fonction de CA1, IA1, sin i1. En utilisant les lois de Descartes pour la réfraction en I,
montrer que :

n
CA
IA

= n1
CA1

IA1
(48)

(l’orientation du rayon AIA1 est indiquée sur la figure ci-avant).
3.2. Soit A1B1 l’image d’un petit objet AB donnée par ce dioptre (AB ⊥ z′z). Montrer
que : A1B1

AB
=

CA1

CA
(49)

Déduire des relations précédentes que :

nAB sin u = n1A1B1 sin u1 (50)

4. Soit un microscope donnant de l’objet AB (immergé dans un liquide transparent
d’indice n) l’image A′B′ (située dans l’air, d’indice n′ = 1).

A'1
zz'

AA'

B'

B

objectif oculaire

cercle
oculaire

u0

u'0

d

4.1. Déduire de (50) la relation :

nAB sin u0 = A′B′ sin u′
0 (51)

4.2.a. En exprimant A′B′ en fonction de d et du petit angle Â′VB′ (= a′) puis sin u′
0

en fonction de a et d (on supposera également u′
0 petit) :

– calculer a en fonction de P et de l’ouverture numérique de l’objectif, On = n sin u0 ;

– déduire de la condition a′ � e, la limite de résolution d du microscope associé à l’œil,
en fonction de On et de s = ea.
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4.2.b. Comment choisir On et s pour que d soit la plus petite possible ?
A.N. la plus grande valeur de On réalisable est 1, 3. Calculer alors le produit aP.
5. Rôle de la diffraction.
Dans les questions précédentes (optique géométrique), la nature ondulatoire de la lumière
n’intervenait pas. En réalité, la lumière sortant d’un microscope et provenant soit de A′

soit de B′ subit une diffraction par le cercle oculaire (de diamètre a < aP , diamètre de
la pupille), conduisant à 2 pinceaux coniques de même demi-angle au sommet 1, 22l/a,
et ayant pour axes respectifs les droites A′V et B′

V (O et V sont confondus ; l est la
longueur d’onde de la lumière dans le vide). Sur la rétine, le microscope donne donc de
A et de B non pas 2 images ponctuelles mais 2 pseudo-images, constituées par les taches
de diffraction (voir figure ci-dessous).

cercle
oculaire

cercle
oculaire

zz' zz'

A'

B'

O O

' '

1,22
––––––    a

On admettra (critère de Rayleigh) que 2 pseudo-images sont distinctes si leur écart
angulaire est au moins égal à 1, 22l/a.
En utilisant notamment la question précédente, donner l’expression de la limite de réso-
lution intrinsèque de l’objectif, d0, en fonction de l et de On. A.N. l = 0, 5 mm ;
On = 1, 3. Calculer d0.
6. Lentille magnétique mince. Microscope électronique.
Dans un microscope électronique, un pinceau d’électrons non relativistes, homocinétiques
(de même vitesse v0) se déplace dans le vide, traversant l’objet et des lentilles magnétiques.
Un électron a une charge : q = −e = −1, 6.10−19 C et une masse m = 9.10−31 kg.
6.1. Avec quelle tension U faut-il accélérer un électron au repos pour obtenir v0 ?
A.N. v0 = 3.107 m.s−1. (Cette valeur est utilisable pour les applications numériques
ultérieures). Calculer U .
6.2. Une lentille magnétique est une bobine de révolution autour de l’axe z′z, produi-
sant un champ �B statique dont les composantes sur la base �e r ,�e u,�e z (coordonnées
cylindriques, voir figure) sont respectivement :

Br = − r
2

≠Bz

≠z
, Bu = 0 , Bz

Bz est supposé indépendant de r et u.
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Hors du champ �B, un électron a un mou-
vement rectiligne uniforme. L’angle a entre
l’axe z′z et le vecteur vitesse de l’électron est
toujours très faible.
La vitesse des électrons est-elle modifiée par
la lentille magnétique ?
Soient r(t), u(t), z(t) les coordonnées d’un
électron à l’instant t. Déduire du principe
fondamental de la dynamique, par projection
respectivement sur �e r , �e u, �e z , trois équa-
tions différentielles notées (1),(2),(3).

6.3. Déduire des hypothèses faites précédemment que l’on peut confondre dz
dt avec v0.

6.4. Montrer que (2) peut s’écrire :
d
dt

(
r2 du

dt

)
= K

d
dt

(r2Bz)

K étant fonction de e et m. En déduire du
dt en fonction de e, m et Bz sachant que du

dt est
nulle hors du champ.

6.5.a. Compte tenu des résultats précédents, transformer (1) en une équation différentielle
en r(z).

6.5.b. On suppose que la lentille crée un champ magnétique nul partout sauf entre les
cotes z(O1) = z1 et z(O2) = z2. Un électron incident ayant coupé l’axe en A sous l’angle
a = a1, est dévié par la lentille et recoupe l’axe en A′ sous l’angle a = a2. La lentille est
supposée mince. Remarquant que dr

dz = tana, exprimer la quantité tana2 − tana1 en
fonction de

S =
∫ z2

z1

rB2
zdz

et préciser son signe. En déduire si la lentille est convergente ou divergente.

6.5.c. La lentille étant mince, on admet que r reste pratiquement constant et égal à r1

pour z compris entre z1 et z2. On pose p = O1A ≈ OA et p′ = O2A′ ≈ OA′, O étant
le milieu de O1O2. Établir l’expression de :

1
p′ −

1
p

en fonction de S, e, m, v0, r1. Évaluer la distance focale f ′ de la lentille en supposant
Bz = B1 constant entre z1 et z2. A.N. : z2 − z1 = 5 mm ; B1 = 10−2 T. Calculer f ′.

6.6. Limite de résolution du microscope électronique
Selon la mécanique ondulatoire, quelle est la longueur d’onde l associée à une particule
non relativiste de masse m et de vitesse v0 ?
La limite de résolution de l’objectif du microscope électronique étant donnée par la
relation de = 0, 61l/ sin u0, calculer de si u0 = 10−2 rad. On prendra la constante de
Planck égale à 6, 6.10−34 u SI et on précisera son unité.
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Exercice 8 Spectrographe à prisme

collimateur
fente

plaque

objectif

A

F

F'

L2L1

On considère un spectrographe à prisme constitué d’une fente-source placée dans le
plan focal objet d’un collimateur L1, d’un prisme d’angle A, d’un objectif L2 et d’une
plaque photographique placée dans le plan focal image de L2. L1 et L2 sont 2 lentilles
minces convergentes dont les distances focales f ′

1 et f ′
2 sont supposées indépendantes de

la longueur d’onde l de la lumière. En revanche, l’indice n du prisme dépend de l. Le
prisme est au minimum de déviation pour la longueur d’onde moyenne lm du spectre
émis par la fente-source. On néglige tout effet de diffraction et l’on va étudier l’influence
de la largeur de la fente-source sur le pouvoir de résolution du spectrographe.
1. Rappeler les formules du prisme. Que deviennent-elles au minimum de déviation ?
2. On suppose que la fente-source est infiniment fine et qu’elle émet 2 radiations de
longueurs d’onde l et l 1 dl voisines de lm. Pour ces 2 radiations, le prisme a pour
indices respectifs, n et n 1 dn.
Montrer que, sur la plaque, on observe 2 images de la source séparées d’une distance dx
avec

dx = 2
dn
n

tan i f ′
2 (52)

3. La fente-source a maintenant une largeur Dy et l’on ne considère qu’une des radiations
l ( ≈ lm) émises par cette source.
Montrer que l’image de la source sur la plaque a une largeur :

Dy′ = Dy
f ′
2

f ′
1

(53)

4. En déduire le pouvoir de résolution R du spectrographe au minimum de déviation :

R = 2 tan i
f ′
1

Dy
d(�n n)
d(�n l)

(54)

5. Application : on donne la distance focale f ′
1 = 1 m et l’angle du prisme A = 600.

D’autre part, pour la longueur d’onde lm, le prisme a un indice n = 1, 65. Enfin, pour
toute l’étendue du spectre comprise entre 400 et 750 nm, la variation de l’indice du prisme
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est Dn = 0, 04. Calculer la largeur Dy de la fente qui permet de séparer 2 radiations dont
les longueurs d’onde diffèrent de 0,1 nm.

Exercice 9 Fibres optiques

L’espace est rapporté, en coordonnées cartésiennes, à un repère orthonormé direct
(Ox, Oy, Oz) de base (�e x,�e y,�e z). Les différents milieux envisagés sont transparents,
homogènes et isotropes ; les indices de réfraction sont des indices absolus correspondant
à une longueur d’onde donnée. La célérité de la lumière dans le vide est c = 3.108 m.s−1.
1.1. Deuxième loi de Descartes : un rayon lumineux S se propage dans un milieu, constitué
de deux demi-espaces, d’indices respectifs n1 et n2, séparés par un dioptre plan D.
1.1.a. Rappeler la deuxième loi de Descartes liant les indices n1 et n2 aux angles d’incidence
i1 et de réfraction i2.

n2

n1

i1

i2

D

S

1.1.b. Quelles sont les conditions nécessaires
pour que le phénomène de réflexion totale
intervienne au niveau du dioptre D ?
1.2. Milieu multicouche : le rayon lumineux S
se propage maintenant dans un milieu consti-
tué de couches, limitées par des dioptres plans
parallèles. Conformément aux lois de Des-
cartes, la trajectoire de S est plane (plan xOy).
Dans la couche j d’indice nj le rayon présente
l’angle ij avec la normale, parallèle à Oy et
commune aux dioptres.

x

y

O

S
ij – 1

ij + 1

nj + 1

nj

nj – 1

ij

ij

Ij – 1

Ij 

1.2.a. Donner la relation liant nj−1, ij−1, nj11 et ij11.
1.2.b. Quelle est la propriété de la quantité nj . sin ij ?
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1.3. Milieu à gradient d’indice : considérons,
dans cette question, un milieu dans lequel l’in-
dice varie continûment avec la coordonnée y sui-
vant la loi n(y) : les surfaces équi-indices sont les
plans d’équation y = cnst.
i est l’angle entre la tangente en I au rayon S et
la direction parallèle à l’axe Oy. La trajectoire de
S est plane (plan xOy).

1.3.a. En utilisant le résultat de la question 1.2.b,
donner la propriété de la quantité n(y). sin i le
long de la trajectoire lumineuse.

1.3.b. En un point I de la trajectoire de S, l’indice
n(y) est relié au rayon de courbure R (positif ) par
la loi :

n(y) = R �e N .
−−→
grad n(y)

où �e N est le vecteur unitaire, porté par la normale principale en I à la trajectoire, et dirigé
vers le centre de courbure. La figure ci-dessus correspond-elle à une fonction n croissante
de y ? Justifier.

2. Fibre optique à saut d’indice : on considère, dans le vide (indice n0 = 1), une fibre
optique constituée d’un fil cylindrique de rayon a, d’axe Ox, d’indice constant n1, entouré
d’une gaine d’indice inférieur n2 (1 < n2 < n1).

i

x

a

b

n0

n2 (gaine)

n1 (cœur)

S

0

y

Le rayon lumineux S (lumière monochromatique de longueur d’onde l) atteint le cœur
de la fibre (face d’entrée) en O, sous l’angle d’incidence Q.
Données : n0 = 1, 000 ; n1 = 1, 520 ; n2 = 1, 480 ; a = 30 mm ; l = 600 nm.

2.1. Conditions de propagation.

2.1.a. Tracer, qualitativement, n(y) pour y variant de −∞ à 1∞.
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2.1.b. Déterminer les valeurs de l’angle d’incidence i (voir figure) qui permettent à S de
se propager dans la fibre. On admettra une trajectoire plane de S (plan xOy).

2.1.c. Montrer que la propagation n’est permise que si Q est inférieur à une valeur limite
Q0 (angle d’acceptance de la fibre) que l’on exprimera en fonction de n1 et n2.

2.1.d. En déduire l’ouverture numérique V = n0. sin Q0 de la fibre.

2.1.e. Exprimer le chemin optique (L) suivi par S entre le point O et le point de q ième

réflexion, en fonction de q, n1 et Q.

2.1.f. Déterminer les abscisses des points d’intersection de S avec l’axe Ox, en fonction
de n1 et Q.

2.1.g. Application numérique : calculer Q0 et V.

a b

intensité lumineuse intensité lumineuse

t0 t tt0 t0 +

2.2. Propagation d’un signal lumineux.

2.2.1. Signal lumineux porté par un seul
rayon S. Le rayon S est le support d’un
signal lumineux (impulsion très brève voir
figure ci-contre a)) qui se propage dans
la fibre en effectuant une succession de
réflexions. Le signal est émis en O à l’ins-
tant t = t0 = 0.
Déterminer, en fonction de n1, x, Q et c,
la date t à laquelle le signal atteint le plan
d’équation x = constante.

2.2.2. Signal lumineux porté par un ensemble de rayons non parallèles. Le signal est
maintenant porté par un ensemble de rayons non parallèles, atteignant la face d’entrée en
O, tels que 0 � Q � Q0.

2.2.2.a. Montrer que ce signal est élargi : c’est-à-dire qu’il atteint le plan d’abscisse x
entre les dates t et t 1 Dt. Déterminer Dt en fonction de n1, n2, x et c.

2.2.2.b. Un récepteur lumineux est placé dans le plan x afin de mesurer l’intensité lumi-
neuse I ′ transmise. Tracer, qualitativement, la courbe I ′ = f (t).

2.2.2.c. On envoie 2 signaux identiques à t = t0 et à t = t0 1 t (impulsions très brèves,
voir figure b ci-dessus). Déterminer la valeur minimale tm de t pour qu’à l’abscisse x, un
détecteur puisse encore différencier les 2 signaux, c’est-à-dire qu’ils ne se superposent pas
et qu’ils arrivent disjoints.

2.2.2.d. Calculer la fréquence maximale nM (en impulsions / seconde) d’un ensemble
périodique d’impulsions (période t), pouvant être guidé distinctement jusqu’à l’abscisse
x = 1000 m.

2.2.2.e. Pour 0 � Q � Q0, la variation du rayon a a-t-elle une influence sur nM ?

2.2.2.f. Le phénomène de diffraction intervient-il dans cette fibre ?

3. Fibre optique à gradient d’indice : on remplace le cœur de la fibre précédente par
un milieu à gradient d’indice. Dans ce type de fibre optique, l’indice du cœur diminue
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continûment de la valeur n = n1 sur l’axe optique, à la valeur n2 pour y = a. La
technologie actuelle permet d’obtenir la fonction :

n = n(y) = n1

(
1 − 2(n1 − n2)y2

n1.a2

)1/2

D’autre part, l’équation vectorielle de la trajectoire d’un rayon lumineux S est :

d(n �u )
ds

=
−−→
grad n

où s est l’abscisse curviligne d’un point M de la trajectoire suivie par la lumière et �u le
vecteur unitaire tangent en M au rayon (orienté dans le sens de propagation). La lumière
utilisée est toujours monochromatique (longueur d’onde l).
Données : n0 = 1, 000 ; n1 = 1, 520 ; n2 = 1, 480 ; a = 30 mm.
3.1. Tracer, qualitativement, n(y), y variant de −∞ à 1∞.
3.2. On utilise le résultat de la question 1.3.b. Vers quelle région de la fibre le vecteur �e N

est-il dirigé ?

3.3. Sachant que l’on a
(n1 − n2)

n1
 1, montrer que n(y) peut se mettre sous la forme

n(y) ≈ n1(1 − Ay2) où A est une constante que l’on déterminera.
3.4. Sous quelle condition peut-on, en première approximation, écrire ds ≈ dx.
Cette approximation sera utilisée dans toute la suite du problème.
3.5. Sachant que �u = (dx/ds)�e x 1 (dy/ds)�e y, montrer que d2y/dx2 se met sous la forme
d2y/dx2 = f (n).(dn/dy). Déterminer la fonction f (n).
3.6. Enfin, en négligeant le terme non linéaire Ay2, on obtient une équation différentielle
de la forme d2y/dx2 1 By = 0 où B est une constante que l’on déterminera.
3.7. Intégrer cette dernière équation différentielle.
3.8. Déterminer les abscisses des points d’intersection de S avec l’axe Ox, en fonction de
B. Dépendent-elles de Q ?
3.9. On fait arriver en O un rayon lumineux sous l’incidence Q = 10−2 rad. Calculer le
rapport |yM/a|, yM étant l’ordonnée d’un point de S où le vecteur −→u est parallèle à l’axe
Ox. Conclure.
3.10. Représenter les trajectoires, dans la fibre, de quelques rayons lumineux correspon-
dant à 0 � Q � Q0.
3.11. D’après ce modèle, quel avantage présente l’utilisation des fibres à gradient d’indice
par rapport aux fibres à saut d’indice ?
4. Absorption dans les fibres optiques : l’atténuation de la lumière dans ces fibres est due à
l’absorption et à la diffusion des photons par le matériau. La loi se traduit par la formule :

S = (10/x). log(F0/F(x))

où S est l’atténuation (en dB/km), x la distance axiale parcourue depuis O et F0 et F(x)
les flux lumineux traversant les plans d’équation x = 0 et x.
4.1. Calculer S si, après un parcours de 25 km, le flux lumineux se trouve divisé par 10.
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SOLUTIONS

1 CONSEIL : Cet exercice illustre la portée
générale du Principe de Fermat. Il ne peut être
abordé de manière fructueuse qu’après l’étude de
la partie 1.

IO

B

A

n2

x

y

n1
i1

i2

1. Le chemin optique (AIB) s’écrit :

L = (AIB) = n1AI 1 n2IB soit :(55)

L = n1

√
(xI − xA)2 1 y2

A (56)

1 n2

√
(xI − xB)2 1 y2

B

2. D’après le principe de Fermat, on a, pour
le rayon lumineux qui va effectivement de
A à B :

≠L
≠xI

= 0 = n1
xI − xA√

(xI − xA)2 1 y2
A

1 n2
xI − xB√

(xI − xB)2 1 y2
B

(57)

Or,

sin i1 =
xI − xA√

(xI − xA)2 1 y2
A

, sin i2 =
xB − xI√

(xI − xB)2 1 y2
B

(58)

(57) et (58) conduisent à :

n1 sin i1 = n2 sin i2 (59)

2 CONSEIL : Cet exercice, d’apparence presque anodine, est la « brique » de base de tout problème
d’optique géométrique. On ne saurait trop insister sur son importance aussi bien pour l’écrit que pour l’oral
du CAPES.

1. On utilise les règles énoncées au paragraphe 2.4 page 468 et on obtient les constructions
de rayons suivantes.

F F'O F F'O F' FO

2. La lentille divergente donne de l’objet réel AB une image A′B′ virtuelle :
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A

B

B'

A'F' FO

Enfin, pour le système ci-dessous, on ne sait pas a priori si l’objet AB est réel ou virtuel ;
on n’en sait pas plus pour son image A′B′.

B

A H F F' A' H'

J'

K'K

J B'

(1) (2)

(1) et (2) sont les plans principaux. K a pour image K′, J a pour image J′. Le rayon BK,
parallèle à l’axe optique, ressort en passant par F ′ et K′. Le rayon BJ qui passe par F
ressort parallèlement à l’axe optique en passant par J′. On en déduit A′B′.

3 CONSEIL : Il faut avoir étudié en détail la partie 2 page 462 si l’on veut aborder cet exercice de
manière fructueuse.

Rappelons à l’aide de schémas les deux expériences exposées dans l’énoncé :

1. On déduit de l’expérience b) que les points A2 et A′
2 sont les points principaux (le

grandissement g est égal à 11). Nous les appellerons dorénavant H et H′.
De même, l’expérience a) montre que les points A1 et A′

1 sont les points antiprincipaux
(le grandissement g est égal à −1).
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a

b

B1

A1

A'1

B'1

O1 O2

B2

A2

B'2

A'2O1 O2

10 cm

10 cm

20 cm 20 cm

e = 40 cm

e = 40 cm

Appliquons la formule de conjugaison de Descartes à cette expérience :

1

H′A′
1

− 1
HA1

=
1
f ′ avec H′A′

1 = −0, 1 m HA1 = 10, 1 m (60)

D’où : f ′ = −0, 05 m = −5 cm = H′F ′ ; ( f ′ = −f ) (61)

On en déduit les éléments cardinaux du système :

H'F'FH O1 O2
20 cm

5 cm 5 cm

20 cm

e = 40 cm

espace objet réel espace image réel

On observe que le foyer image F′ est réel. Le doublet est donc convergent. D’autre part, le
foyer objet F est réel. On dit que le doublet est positif. L’image d’un objet AB très éloigné
sera située dans le plan focal image du doublet. De plus, les points nodaux, N et N′, sont
confondus avec les points principaux, H et H′. On en déduit la figure suivante qui permet
de déterminer les caractéristiques de l’image :

H'F'
A'

B'

FHA

B

O1 O2

H = N H' = N'
A' = F'
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où BH est parallèle à B′H′ et où A′ est confondu avec F′. On obtient une image A′B′

qui est droite. En utilisant le fait que l’angle a est petit, on a :

A′B′ ≈ |f ′|a = 5.10−2.2.
p

180
= 1, 7.10−3 m = 1, 7 mm (62)

2. On utilise l’expérience b) et on détermine l’image intermédiaire de B2 que nous
appellerons B′′

2 . On a donc la succession d’images :

B2
(L1)�−→ B′′

2
(L2)�−→ B′

2 (63)

B′′
2 est l’image de B2 par L1. Donc, B′′

2 est situé sur la droite B2O1. De même, B′′
2 est situé

sur la droite B′
2O2. On obtient donc facilement B′′

2 comme l’indique la figure ci-dessous.

B2

A2

B'2

A'2

B''2

A''2
O1 O2

(L2)(L1)

20 cm 20 cm

e = 40 cm

Par symétrie de la construction, on a O1A′′
2 = 10, 2 m = − O2A′′

2 . D’où, avec la
formule de conjugaison de Descartes :

1

O1A′′
2

− 1
O1A2

=
1
f ′
1

=⇒ f ′
1 = 0, 1 m = f ′

2 (64)

Remarque : on aurait pu, tout aussi bien, considérer l’expérience a) et chercher à
déterminer l’image intermédiaire B′′

1 de B1. On a :

B1
(L1)�−→ B′′

1
(L2)�−→ B′

1 (65)

Par un raisonnement identique au précédent, on déduit que B′′
1 est à l’intersection de

B1O1 et O2B′
1.

B1

A1

A'1

B'1

O1 O2 10 cm

10 cm
e = 40 cm

Il est facile de voir que ces 2 droites sont parallèles et donc que B′′
1 est à l’infini. On en

déduit que B1 est dans le plan focal objet de (L1). A1 est donc au foyer objet de (L1) et
l’on a, sans calcul, f ′

1 = 10 cm.
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La vergence C1 d’une lentille plan-convexe (L1) est donnée par la formule (voir p. 470) :

C1 =
n − 1

R
=

1
f ′
1

=⇒ R = (n − 1)f ′
1 = 5 cm (66)

De même pour (L2).

3. Calculons d’abord la variation de la distance focale de chacune des lentilles.

f ′
1 =

R
n − 1

=⇒ df ′
1

f ′
1

= − dn
n − 1

=⇒ df ′
1 = −0, 2 cm = df ′

2 (67)

Les deux lentilles sont encore identiques et le système reste symétrique.
Pour la distance focale du doublet, on utilise la formule de Gullstrand :

1
f ′ =

1
f ′
1

1
1
f ′
2
− e

f ′
1 f ′

2
=

2
f ′
1
− e

f ′2
1

=
2f ′

1 − e
f ′2
1

(68)

D’où :

f ′ =
f ′2
1

2f ′
1 − e

=⇒ df ′

f ′ =
2df ′

1

f ′
1

− 2df ′
1

2f ′
1 − e

(69)

Soit df ′ = 10, 3 cm. Pour la radiation lB, la distance focale du doublet est donc
f ′
B = f ′ 1 df ′ = −5 1 0, 3 = −4, 7 cm. Déterminons les positions des nouveaux points

principaux, HB et H′
B, du doublet pour la radiation lB. On a :

HB
(L1)�−→ A′′ (L2)�−→ H′

B (70)

Par symétrie, A′′ est au milieu de O1O2. A′′ est l’image de HB par (L1). La formule de
conjugaison de Descartes donne :

1
O1A′′

− 1
O1HB

=
1

f ′
1 1 df ′

1
=⇒ O1HB = −19, 2 cm ; O2H′

B = 119, 2 cm

(71)
De plus, H′

BF′
B = f ′

B = −4, 7 cm. On peut récapituler tous ces résultats sur le schéma
ci-dessous.

H'F'FH O1 O2
20 cm

5 cm 5 cm

20 cm

e = 40 cm

radiation �A

FBHB O1 O2

19,2 cm

4,7 cm 14,5 cm e = 40 cm

F'B H'B

19,2 cm

4,7 cm14,5 cm

radiation �B
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Si l’on considère un objet éclairé simultanément par les deux radiations précédentes, le
doublet en donnera deux images dont les caractéristiques géométriques (emplacement et
grandeur) ne coïncideront pas rigoureusement. On observera ainsi des irisations témoi-
gnant des aberrations chromatiques du système.

4 CONSEIL : On utilise essentiellement ici la partie 2 du cours page 462. La notion de distance
hyperfocale, largement discutée dans l’exercice, est d’une grande importance pratique : elle est à comprendre
en détail et à retenir.

A A'O

(L)

(E)

x' d
1.a. Mise au point de l’objectif
Considérons un objet A à la distance
x′ de (L) avec x′ > 0 et ∞ > x′ > x.
On cherche la distance entre la pel-
licule et la lentille pour que l’image
A′ se forme sur l’écran.
On pose :

OA = p = −x′ ; OA′ = p′ = d ;

La formule de conjugaison de Descartes donne :

1
p′ −

1
p

=
1
f ′ =⇒ 1

d
1

1
x′ =

1
f ′ (72)

D’où : d =
f ′x′

x′ − f ′ (73)

En faisant varier x′ de x à l’infini, on obtient :

dmin � d � dmax (74)

avec dmin = f ′ et dmax =
f ′x

x − f ′ (75)

soit numériquement, 5 cm � d � 5, 45 cm (76)

1.b. Les grandeurs photométriques sont définies au paragraphe 5.3. page 484. Le flux
lumineux pénétrant dans l’objectif est proportionnel à D2 donc à 1/N 2. Les nombres N
sont (approximativement) en progression géométrique de raison

√
2. Donc, les valeurs de

1/N 2 sont en progression de raison 1/2. D’autre part, les nombres Te sont, également,
en progression géométrique de raison 1/2. En passant d’un N au suivant (par exemple :
N = 2, 8 −→ 4), l ’énergie lumineuse pénétrant dans l’appareil sera inchangée si, dans le
même temps, on passe d’un Te au Te précédent (par exemple : Te = 1/60 s −→ 1/30 s).
On compense la fermeture du diaphragme par l’augmentation de la durée d’exposition.

1.c. L’appareil étant mis au point sur l’infini, on a d = f ′ ; l’écran (E) est donc confondu
avec le plan focal image de (L).
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1.c.a. Distance hyperfocale L0

A F A'

C'

C'1

C1

C

O
F'

(E)
(D)

(L)

Si A est situé à une certaine distance finie de (L) (avec toutefois AO > f ′ sinon (L)
jouerait le rôle de loupe), son image réelle se forme en un point A′ au-delà de (E).
La plaque photographique étant en (E), l’ensemble des rayons issus de A et traversant le
diaphragme (D) impressionne la zone C′

1C′. L’ « image » de A sur la plaque est donc une
tache circulaire de diamètre C′

1C′. Par définition, lorsque AO = L0, C′
1C′ = g (taille

du grain). En utilisant le fait que OC′ est parallèle à AC, on constate que les triangles
OC′F′ et ACO sont semblables. D’où :

F′C′

OC
=

OF′

AO
=⇒ g/2

D/2
=

f ′

L0
(77)

Comme D = f ′/N , on en déduit :

L0 =
f ′D

g
=

f ′2

Ng
(78)

Numériquement :
N = 2, 8 =⇒ L0 = 44, 6 m (79)

N = 16 =⇒ L0 = 7, 8 m (80)

1.c.b. On a d’autant plus de profondeur de champ que L0 est faible. On en déduit que Pr

augmente si N augmente ou encore si f ′ diminue.

1.c.g. Le diamètre ddiffr de la tache de diffraction sur l’écran (E) est obtenu en supposant
que u est petit (ce qui est le cas). On obtient :

ddiffr ≈ 2uf ′ = 2f ′ 1, 22l

D
= 2, 44lN = 0, 016 mm < g (= 0, 02 mm) (81)

Le choix ne sera pas remis en question.

1.d.a. L’appareil étant mis au point sur l’infini (d = f ′), un point A à l’infini aura,
théoriquement, une image ponctuelle sur la plaque. Cela dit, à cause de la structure
granulaire de la pellicule, l’image concrète de A aura la taille g du grain (aucune image
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ne peut avoir une taille moindre). Maintenant, si l’on recule légèrement la pellicule, rien
ne sera changé pour A : son image sur la pellicule aura toujours la taille g. Par contre,
la profondeur de champ va augmenter : on va pouvoir photographier nettement des
objets de plus en plus proches de l’appareil. (Autrement dit, la distance hyperfocale va
diminuer). Jusqu’où peut-on aller ? La position limite de la pellicule est donnée par la
figure ci-dessous.

A0 A'0F O
F'

C'
d'

C

(D)
(E)(L)

G

G'

La tache G′G sur la pellicule a la taille g du grain. Les triangles F′CC′ et F′GG′ sont
semblables, d’où :

g
D

=
d ′ − f ′

f ′ =⇒ d ′ = f ′
(

1 1
g
D

)
= f ′ 1 Ng (82)

Numériquement :
N = 2, 8 =⇒ d ′ = 50, 056 mm (83)

N = 16 =⇒ d ′ = 50, 32 mm (84)

1.d.b. Nouvelle distance hyperfocale L′
0 (= A0O). A0 et A′

0 sont conjugués par rapport
à (L) donc on a :

1
p′ −

1
p

=
1
f ′ avec p′ = OA′

0 = OA′
0 et p = OA0 = −L′

0 (85)

Donc : 1
L′

0
=

1
f ′ −

1
OA′

0
(86)

D’autre part, les triangles A′
0CC′ et A′

0GG′ sont semblables. On en déduit :

OA′
0

D
=

OA′
0 − d ′

g
=⇒ OA′

0 =
Dd ′

D − g
(87)

En reportant OA′
0 dans l’éq.(86) et en utilisant la relation D = f ′/N , on obtient

finalement :

L′
0 =

f ′

2
1

f ′2

2Ng
=

f ′ 1 L0

2
≈ L0

2
(88)
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La distance hyperfocale est pratiquement divisée par 2. Les « appareils sans mise au point »
sont réglés, une fois pour toutes, de telle manière que L′

0 soit suffisamment faible. La
pellicule est située légèrement en arrière du plan focal image de l’objectif. Ces appareils
permettent de photographier avec la même netteté tous les objets distants de l’objectif
d’au moins L′

0. Il n’est donc pas nécessaire, avec de tels appareils, de mettre au point sur
l’infini pour photographier un objet très éloigné.

2.a. L’image de la tour est pratiquement dans le plan focal image de (L). On utilise la
formule du grandissement de Descartes :

|g| ≡ A′B′

AB
=

∣∣∣∣p′

p

∣∣∣∣ avec |p| = 2 km ; p′ ≈ f ′ =⇒ A′B′ = 1, 25 mm (89)

La distance objectif-pellicule est d’environ 50 mm (=f ′).

2.b. Pour construire l’image de la tour, on construit d’abord l’image intermédiaire A′B′

(image de AB par (L1) seule). Comme B est pratiquement à l’infini, cette image est
simplement obtenue en prenant l’intersection de BO1 avec le plan focal image de (L1).
On obtient alors le point B′. Ensuite, on construit l’image de B′ par (L2). On utilise le
rayon O2B′ qui n’est pas dévié, et le rayon parallèle à l’axe optique et passant par B′. Ce
dernier rayon émerge de (L2) en passant par F′

2. À l’intersection des deux rayons, on a
B′′, l’image finale de B donnée par le doublet. A′B′ joue le rôle d’objet virtuel pour (L2).
A′ est situé entre O2 et F2 (A′ est pratiquement confondu avec F′

1).

A O1

O2F'2 F2A'

A' = F'1

A''

B'

B''

(L1) (L2)

B

2.c.a. On utilise le fait que A′ et A′′ sont conjugués par rapport à (L2) :

1
O2A′′

− 1
O2A′

=
1
f ′
2

(90)

D’où :
1

O2A′′
≈ 1

f ′
2

1
1

O2F′
1

= − 1
25

1
1

18, 8
=⇒ O2A′′ = 75, 8 mm (91)
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On a : ∣∣∣∣A′′B′′

A′B′

∣∣∣∣ =
O2A′′

O2A′ ≈ 4 ; A′′B′′ ≈ 5 mm (92)

L’encombrement du téléobjectif est O1A′′ = 31, 2 1 75, 8 = 107 mm.

2.c.b. La tour étant très éloignée, son image se forme dans le plan focal image de la
lentille. En utilisant la formule du grandissement de Descartes, on obtient :

A′′B′′

AB
≈ f ′

u

|p| (93)

Avec AB = 50 m , |p| = 2 km , A′′B′′ = 5 mm , on trouve f ′
u = 200 mm. Le dispositif

serait environ 2 fois plus encombrant que le téléobjectif de la question précédente.

5 CONSEIL : Il est fortement conseillé d’étudier les parties 3 et 5 pages 471 et 482 avant d’aborder
cet exercice.

1. La limite de résolution angulaire (due à la diffraction) est donnée au paragraphe 3.5.
page 475 :

a =
0, 6l

nR
=

0, 6 3 0, 56.10−6

0, 05
= 6, 8.10−6 rad (94)

a′ étant l’acuité visuelle, le grossissement utile Gu est égal à :

Gu =
a′

a
=

3.10−4

6, 8.10−6 = 44 (95)

2. Voir le paragraphe 3.4. page 474. Le champ moyen 2v de la lunette est l ’angle sous lequel
l’oculaire (L2) est vu de O1 (centre de l’objectif ).

r

r

O2O1 F'1 = F2

O1F'1 = f '1
F2O2 = f '2

(L2)
(L1)

2 2

champ moyen = 2

R

R

v est petit et, d’autre part, on a f ′
2 � f ′

1 . Dans ces conditions, le grossissement G est
pratiquement égal à f ′

1 /f ′
2 . On peut donc écrire :

2v ≈ d
f ′
1 1 f ′

2
≈ d

f ′
1

=
d
f ′
2

f ′
2

f ′
1
≈ d

f ′
2

1
G

=
1

2G
(96)

(on a utilisé la donnée de l’énoncé : d/f ′
2 = 0, 5). On observe que le grossissement et le champ

varient en sens inverse. Pour voir la Lune en entier, on doit avoir : 2aL � 2v (2aL est le
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diamètre apparent de la Lune). Soit :

30′ = 0, 5.
p

180
rad � 1

2G
=⇒ G � 57, 3 (97)

3. On a :

G ≈ f ′
1

f ′
2

= 50 =
2a′

L

2aL
=⇒ 2a′

L = 50 3 30′ = 25o (98)

Le grossissement de la lunette est de 50. L’image de la Lune est vue à travers la lunette
sous un angle de 25 degrés.

4. Le cercle oculaire (C.O.) est l’image de l’objectif donnée par l’oculaire. Comme
f ′
1 � f ′

2 , le cercle oculaire est pratiquement dans le plan focal image de l’oculaire. De plus, un
simple dessin montre que :

rC.O. ≈ R.
f ′
2

f ′
1

= 1 mm (99)

Remarque : pour plus de détails, se reporter à la correction de l’exercice 7 page 515 sur
le microscope où cette question sur le cercle oculaire est également traitée.

5. Voir le paragraphe 5.3. page 484.

astre

d

récepteur

D

s (= surface
du récepteur)

On écrit que la puissance lumineuse reçue par le récepteur, qui vaut e.s, est égale à la
puissance émise par l’astre dans l’angle solide dV. Rappelons que dV = s/d2 et que
a ≈ D/d . En supposant que l’astre obéit à la loi de Lambert, on obtient :

es = LSdV = L
pD2

4
s

d2 =⇒ e =
pL
4

(
D
d

)2

soit : e = pL
a2

4
(100)

Une étoile (qu’elle soit observée à l’œil nu ou à la lunette) apparaîtra comme ponctuelle. Un
seul élément rétinien sera alors impressionné. En revanche, la Lune est un objet étendu.
Le diamètre apparent d’un élément rétinien est 2a1 = 1′. L’angle solide correspondant
est V1 = 2p(1 − cos a1) ≈ pa2

1.
Observation à l’œil nu : s est la surface de la pupille. Pour la Lune, le flux lumineux total
reçu est Ftot = es. Un élément rétinien reçoit F = Ftot (V1/VL) ≈ es(a1/aL)2. Pour
l’étoile, le flux lumineux total reçu est F ′

tot = e′s. Un élément rétinien reçoit F ′ = F ′
tot.
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On en déduit le rapport recherché :

F
F ′ =

e
e′

(
a1

aL

)2

= 254.

(
1
30

)2

= 0, 28 (101)

Observation à la lunette : s est, maintenant, la surface de l’objectif (en effet, toute la lumière
collectée par l’objectif atteint effectivement la rétine – le diamètre du cercle oculaire
(≈ 2 mm) est inférieur au diamètre de la pupille (≈ 3 mm)).
Pour la Lune, le flux lumineux total reçu est Ftot = es. Un élément rétinien reçoit
F = Ftot (V1/V′

L) ≈ es(a1/a′
L)2.

Pour l’étoile, le flux lumineux total reçu est F ′
tot = e′s. Un élément rétinien reçoit F ′ = F ′

tot

On en déduit le rapport F/F ′ dans le cas de l’observation à la lunette :

F
F ′ =

e
e′

(
a1

a′
L

)2

=
e
e′

(
a1

aL

)2 (
aL

a′
L

)2

=
0, 28
502 = 1, 1.10−4 (102)

Conclusion : que ce soit pour l’observation de la Lune ou de l’étoile, il y a plus de lumière
collectée quand on observe à la lunette. Cependant, avec l’étoile (objet ponctuel), toute
la lumière reste concentrée sur un élément rétinien. En revanche, avec la Lune (objet
étendu), un nombre plus grand d’éléments rétiniens est impressionné quand on fait
l’observation à la lunette. Le flux lumineux, plus important que dans l’observation à l’œil
nu, sera également plus étalé sur la rétine.

6 CONSEIL : La relation de conjugaison de Newton montre, ici, toute son efficacité. Son utilisation
est suggérée par l’énoncé car plusieurs quantités intervenant dans l’exercice ont leur origine au foyer de
l’une des lentilles.

1.

B

A A'

B'

D

E

C

O1

(L1) (L2)

O2 F'1

F2F'2
O

5

3

2

1

4

l’objet AB est
à distance finie

l’œil est en O

lunette de Galilée
afocale : F'1 = F2
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Dans la figure ci-dessus, le rayon BD est parallèle à l’axe optique. Donc DE passe par
F′

1. D’autre part, F′
1 et F2 sont confondus. Donc, ce rayon émerge de (L2) parallèlement

à l’axe optique (rayon 3). Le rayon BO1 traverse (L1) sans être dévié. Son prolongement
coupe le plan focal objet de (L2) en C. Ce rayon émerge de (L2) en étant parallèle à O2C
(d’où le rayon 5 parallèle à O2C). L’image B′ de B est à l’intersection des rayons 3 et 5.
L’image A′B′ de AB est virtuelle et droite. La lunette de Galilée est adaptée à l’observation
d’objets terrestres.
Le grandissement linéaire est :

g ≡ A′B′

AB
=

O2E
O1D

=
f2
f ′
1

=
1
3

(103)

Dans un système afocal, le grandissement linéaire est indépendant de la place de l’objet.

A et A′ étant conjugués dans la lunette, on a A
(L1)�−→ A′

1
(L2)�−→ A′ .

L’application de la relation de conjugaison de Newton conduit à :

F1A . F′
1A′

1 = −f ′2
1 pour (L1) (104)

F2A′
1 . F′

2A′ = −f ′2
2 pour (L2) (105)

En utilisant F′
1 = F2 et en divisant membre à membre, on obtient :

F′
2A′

F1A
=

(
f ′
2

f ′
1

)2

=
1
9

(106)

1.a. L’objet AB est maintenant à l’infini (voir figure ci-dessous).

O1

(L1) (L2)

O2

A'1 = F'1 = F2

B'1

F'2
O

l’objet AB est
à l’infini

lunette de Galilée
afocale : F'1 = F2

A

B
B'

'

On a : B
(L1)�−→ B′

1
(L2)�−→ B′

B étant à l’infini, B′
1 est dans le plan focal image de (L1) qui est aussi le plan focal objet

de (L2). B′ est donc à l’infini. Les angles a et a′ étant petits, on a :

a ≈ A′
1B′

1

O1A′
1

=
A′

1B′
1

f ′
1

; a′ ≈ A′
1B′

1

O2A′
1

=
A′

1B′
1

f2
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Le grossissement pour un objet à l’infini est donc égal à :

Gi ≡
a′

a
≈ f ′

1

f2
= 3 (107)

On constate que gGi = 1.

1.b. L’objet AB est à distance finie (voir figure du 1.).

On a : a ≈ AB
OA

; a′ ≈ A′B′

OA′
(108)

d’où : G ≡ a′

a
≈ A′B′

AB
OA
OA′

= g
OA
OA′

=
1
3

OA
OA′

(109)

Exprimons OA et OA′ en fonction de x (= F1A). Pour cela, utilisons la relation (106) :
F′

2A′ = F1A/9 = x/9. On a alors, en centimètres :

OA = OF1 1 F1A = −27 1 x (110)

OA′ = OF′
2 1 F′

2A′ = −7 1 x/9 (111)

En reportant dans (109), on obtient :

G =
1
3

(
−27 1 x
−7 1 x/9

)
= 3

(
−27 1 x
−63 1 x

)
avec x en cm. (112)

On retrouve bien que G → 3 quand x → −∞.

2. On veut que l’image finale soit dans le domaine de vision distincte c’est-à-dire qu’elle
soit à une distance de l’œil comprise entre D et d. Soit, algébriquement :

−D < OA′ < −d (113)

−∞ < OA′ < −20 cm (114)

−∞ < F ′
2A′ = F ′

2O 1 OA′ < −13 cm (115)

−∞ < x = 9 F ′
2A′ < −117 cm (116)

−∞ < O1A < −117 − 15 = −132 cm (117)

À travers la lunette, l’observateur peut voir nettement tous les objets distants de l’objectif
de la lunette d’au moins 1, 32 m. Les valeurs extrêmes du grossissement sont :

G(x = −117 cm) = 2, 4 ; G(−∞) = 3 =⇒ 2, 4 < G < 3

3. La lunette doit donner de l’objet à l’infini une image qui se situe au punctum remotum,
PR, de l’observateur si l’on veut que celui-ci effectue une observation sans accomoder
(c’est-à-dire sans fatiguer sa vue). D’où :

A à l’infini
(L1)�−→ A′

1 (= F′
1)

(L2)�−→ A′ = PR

Ce qui impose OA′ = −25 cm.
On modifie la position de O1, centre de l’objectif (L1), et la lunette ne va plus être afocale.
Toutefois, on continuera d’avoir O2O = 12 cm et F′

2O = 17 cm ; d’où l’on déduit :
F′

2A′ = F′
2O 1 OA′ = 17 − 25 = −18 cm.
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La relation de conjugaison de Newton appliquée à (L2) donne :

F2A′
1.F

′
2A′ = −f ′2

2 =⇒ F2A′
1 = 11, 39 cm = F2F′

1 (118)

On obtient ainsi la nouvelle valeur du tirage O1O2 :

O1O2 = O1F′
1 1 F′

1F2 1 F2O2 = 15 − 1, 39 − 5 = 8, 61 cm (119)

Ce qui conduit à la figure ci-dessous.

A' (= PR)

O1 O2 O

F'2
F2 F'1 = A'1

8,61 cm

5 cm

15 cm
25 cm

2 cm

1,39 cm

(L1) (L2)

7 CONSEIL : Cet exercice, très complet, passe en revue pratiquement toutes les notions de base
concernant les instruments d’optique. Avant de l’aborder, il est souhaitable d’avoir étudié les parties 1, 2
et 3 du cours. La relation de conjugaison de Newton, utilisée à plusieurs reprises, est à retenir. La notion
importante d’aplanétisme est discutée dans les questions 3) et 4). Le critère de Rayleigh que tout candidat
au CAPES doit connaître absolument est présenté dans la question 5).

1.1. Rappelons les conditions de Gauss :

– les rayons lumineux font un petit angle avec l’axe optique ;

– les angles d’incidence sur les surfaces sont faibles.

Formules de Descartes (avec p = OA ; p′ = OA′ ; f = OF ; f ′ = OF′ = −f ) :

1
p′ −

1
p

=
1
f ′ g ≡ A′B′

AB
=

p′

p
(120)

1.2.a.

B'

A'
z' z

F F'A O

B

la loupe

'
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s ≡ FA = FO 1 OA = −f 1 p =⇒ p = f 1 s

s′ ≡ F′A′ = F′O 1 OA′ = −f ′ 1 p′ =⇒ p′ = f ′ 1 s′

En reportant p et p′ dans la formule de conjugaison de Descartes et en utilisant f ′ = −f ,
on obtiendra la formule de Newton :

ss′ = −f 2 = −f ′2 = f f ′ (121)

1.2.b.
a′ ≈ −AB

f ′ PL =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ ≈ 1
f ′ (122)

2.1.a.

A'

B'

A

(œil)
O

F1

F'1 F2

F'2A'1

B'1

O1 O2

(L1)

(L2)

B

le microscope réduit

A'O = d

'

F1 O1

(L1)

(L2)

O2 ΩF'1 F2 F'2

cercle
oculaire

le microscope réduit
construction du cercle oculaire

A′
1 doit se placer entre F2 et O2 pour que l’oculaire joue le rôle de loupe. Dans la pratique,

A′
1 est très près de F2.
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2.1.b. A′
1 et A′ sont conjugués par rapport à (L2) ; la formule de Newton conduit à :

F2A′
1.F

′
2A′ = −f ′2

2 ; F′
2A′ ≈ OA′ = −d =⇒ F2A′

1 ≈
f ′2
2

d
(123)

g ≡ A′B′

AB
=

A′B′

A′
1B′

1

.
A′

1B′
1

AB
=

O2A′

O2A′
1

.
O1A′

1

O1A
≈ −d

−f ′
2
.

D

−f ′
1

= − dD

f ′
1 f ′

2
(124)

P =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a′

A′B′

∣∣∣∣ .
∣∣∣∣A′B′

AB

∣∣∣∣ ≈ 1
d
.|g| =

D

f ′
1 f ′

2
(125)

Numériquement : F2A′
1 = 1, 7 mm ; P = 4390 d.

2.2.

P =
∣∣∣∣a′

d0

∣∣∣∣ � e

d0
� emin

d0
=⇒ Pmin =

emin

d0
= 2174 d (126)

2.3.a. O1 et V sont conjugués par rapport à (L2). La formule de Newton s’écrit :

F2O1.F
′
2V = −f ′2

2 =⇒ F′
2V =

−f ′2
2

−D − f ′
1
≈ f ′2

2

D
(127)

A F1 O1

u0

F'1

B
D’où l’on déduit que F ′

2V/f ′
2 ≈ f ′

2 /D  1. Le cercle
oculaire est pratiquement dans le plan focal objet de
(L2). Comme c’est au niveau du cercle oculaire que le
faisceau de lumière est le plus étroit, c’est ici, c’est-à-
dire pratiquement en F ′

2, que l’observateur doit placer
son œil.

a
D

=
O2V

O1O2
≈ f ′

2

D
=⇒ a ≈ Df ′

2

D
(128)

P =
D

f ′
1 f ′

2
=

D
af ′

1
=⇒ a =

D
Pf ′

1
(129)

Donc a décroît si P croît. Numériquement : F ′
2V = 2, 33 mm ; D = 10, 54 mm

tan u0 ≈ (D/2)/f ′
1 =⇒ u0 ≈ 690.

L’objectif ne fonctionne pas dans les conditions de Gauss – contrairement à l’oculaire.
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3. Le microscope réel

A C

A1

I

z' zu ω

i

i1

u1

n1n

(D1)

3.1. Dans le triangle IAC, on a :

sin(p − i)

AC
=

sin v

AI
=⇒ sin v = sin i

IA

CA
(130)

Dans le triangle ICA1, on a :

sin(p − v)
IA1

=
sin i1

CA1
=⇒ sin v = sin i1

IA1

CA1
(131)

En égalant les deux expressions précédentes de sin v et en utilisant la loi de Descartes
pour la réfraction, n1 sin i1 = n sin i, on établit facilement que :

n
CA
IA

= n1
CA1

IA1
(132)

3.2.

CA

A1

B

B1

z' z

n1n

(D1)

AB ⊥ z′z =⇒ A1B1 ⊥ z′z d’après l’hypothèse d’aplanétisme.

D’autre part, un rayon passant par C n’est pas dévié. On en déduit que B, C et B1 sont
alignés. D’où, à l’aide du théorème de Thalès :

A1B1

AB
=

CA1

CA
(133)
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Des équations (132) et (133), on déduit :

n
AB
IA

= n1
A1B1

IA1
(134)

De plus, dans le triangle IAA1, on a la relation :
sin u

IA1
=

sin u1

IA
(135)

En combinant avec (134), on établit la relation désirée :

nAB sin u = n1A1B1 sin u1 (136)

qui constitue la condition d’aplanétisme d’Abbe.

4.

A'1
Ω zz' A

A'

B'

B

objectif oculaire

cercle
oculaire

u0

u'0

d

4.1. La lumière traverse une série de dioptres. Lors de la traversée de chaque dioptre la
quantité « nAB sin u » est conservée. On a donc (nAB sin u)initial = (nAB sin u)final d’où,
avec les notations de la question et, également, n′ = 1 :

nAB sin u0 = A′B′ sin u′
0 (137)

4.2.a. A′B′ ≈ −d a′ ; sin u′
0 ≈ −(a/2)/d .

P =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a′

A′B′
A′B′

AB

∣∣∣∣ ≈ 1
d

∣∣∣∣n sin u0

sin u′
0

∣∣∣∣ =
2 n sin u0

a
=

2 On

a
(138)

D’où : a =
2 On

P
(139)
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À l’aide de la condition a′ � e, on peut écrire :

P =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ � e

AB
=⇒ AB � e

P
=⇒ d =

e

P
=

e a
a P

=
s

2 On
(140)

4.2.b. On abaisse la valeur de d en choisissant s le plus petit possible et On le plus
grand possible (ce qui implique notamment que sin u0 soit grand, donc que l’objectif ne
fonctionne pas dans les conditions de Gauss). A.N. a P = 2, 6.

5. On sait que a est inférieur à aP . C’est donc le cercle oculaire qui diffracte. Revenons à
l’expression de la puissance P :

P =
∣∣∣∣ a′

AB

∣∣∣∣ =
2 On

a
=⇒ AB =

a |a′|
2 On

� a (1, 22l/a)
2 On

=
0, 61 l

On
(141)

E

ve–A B

U = VB – VA (> 0)

en A : v = 0
en B : v = v0

+–
D’où la limite de résolution intrinsèque dûe
à la diffraction :

d0 =
0, 61 l

On
= 0, 23 mm (142)

6.1. Avec le théorème de l’énergie cinétique,
on obtient :

1
2

mv2
0 −0 = q(VA −VB) = −e(−U ) = eU

D’où U = mv2
0/(2e) = 2, 6 kV.

x

y

z
z

z'
O

ez

er

r
e

M

6.2. L’électron subit la force de Lorentz,
�f = q�v ∧ �B, qui est orthogonale à �v donc
qui ne travaille pas. Le théorème de l’éner-
gie cinétique montre que ‖�v‖ est conservé.
Par contre, la direction de �v est modifiée
par l’action du champ magnétique.
Appliquons la relation fondamentale de la
dynamique au mouvement d’un électron :

m�a = q�v ∧ �B (143)

D’autre part, en coordonnées cylindriques,
on a :

�B = Br�e r 1 Bz�e z car Bu = 0 (144)

�v = ṙ�e r 1 ru̇�e u 1 ż�e z (145)

�a = (̈r − r(u̇)2)�e r 1 (2ṙu̇ 1 rü)�e u 1 z̈�e z (146)
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En reportant dans l’équation (143), on obtient les 3 équations suivantes :

sur �e r r̈ − r(u̇)2 =
q
m

(
ru̇Bz

)
(147)

sur �e u 2ṙu̇ 1 rü =
q
m

(żBr − ṙBz) (148)

sur �e z z̈ =
q
m

(
−ru̇Br

)
(149)

v

vZ

v

zz'

Rappelons que q = −e.

6.3. v2 = v2
0 = v2

z 1v2
⊥ = v2

z(11 tan2 a).
Or, tan a  1. Donc v0 ≈ vz = dz

dt .

6.4. Dérivons la quantité r2u̇ par rapport
au temps :

d
dt

(
r2u̇

)
= 2rṙu̇ 1 r2ü = r(2ṙu̇ 1 rü) =

q
m

(rżBr − rṙBz) (150)

(On a utilisé l’équation (148)). D’autre part, d’après l’énoncé :

Br = − r
2

≠Bz

≠z
=⇒ rżBr − rṙBz = rż

(
− r

2
≠Bz

≠z

)
− rṙBz (151)

= −1
2

(
r2 ≠Bz

≠z
dz
dt

1 2rṙBz

)
= −1

2

(
r2 dBz

dt
1

dr2

dt
Bz

)
(152)

= −1
2

d
dt

(
r2Bz

)
(153)

Finalement :

d
dt

(
r2u̇

)
= − q

2m
d
dt

(
r2Bz

)
= K

d
dt

(
r2Bz

)
(154)

avec K =
e

2m
. En intégrant par rapport au temps avec u̇ = 0 si B = 0, on a :

r2u̇ =
e

2m
r2Bz =⇒ u̇ =

e
2m

Bz (155)

6.5.a. Les équations (147) et (155) donnent :

r̈ = − re2

4m2 B2
z (156)
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En outre ṙ = (dr/dz)(dz/dt) ≈ (dr/dz)v0 ; r̈ ≈ (d2r/dz2)v2
0. On reporte dans (156), et

on obtient finalement :

v2
0

d2r
dz2 = − re2

4m2 B2
z (157)

6.5.b. Compte tenu de
dr
dz

= tan a, l’équation précédente s’écrit :

v2
0

d tana

dz
= − re2

4m2 B2
z (158)

On intègre entre z1 et z2 :

v2
0 (tana2 − tana1) = − e2

4m2

∫ z2

z1

rB2
z dz = − e2

4m2 S (159)

Soit :

tana2 − tana1 = − e2S
4m2v2

0
< 0. Donc, la lentille est convergente. (160)

6.5.c. (Voir la figure ci-dessous ).

A A'

H1

r1

O1

H'1

O2 2

1

O

p = O1A p' = O2A'

tana1 = − r1

p
tana2 = − r1

p′

En reportant dans (160), on obtient :

1
p′ −

1
p

=
1
f ′

avec :

f ′ =
4 m2 v2

0 r1

e2 S
=

4 m2 v2
0

e2(z2 − z1)B2
1

= 0, 23 m (161)

6.6. Limite de résolution du microscope électronique :

l =
h
p

=
h

m v0
; de =

0, 61 l

sin u0
=

0, 61 h
m v0 sin u0

= 1, 5 nm (162)

La constante de Planck h s’exprime en J.s (unité d’action).
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8 CONSEIL : Il convient d’avoir étudié la partie 3 page 476 avant d’aborder cet exercice qui, en fait,
la complète. Les formules du prisme sont à connaître absolument.

collimateur
fente

plaque

objectif

A

F

F'

L2L1

1. Formules du prisme (en notation « standard ») :

sin i = n sin r sin i′ = n sin r ′ r 1 r ′ = A D = i 1 i′ − A (163)

Au minimum de déviation, on a :

i = i′ r = r ′ =
A
2

Dm = 2i − A (164)

2. La source étant supposée infiniment fine, i est le même pour les deux radiations. On
va différentier les équations (163) avec i et A constants :

0 = dn sin r 1 n cos r dr (165)

cos i′ di′ = dn sin r ′ 1 n cos r ′ dr ′ (166)

dr 1 dr ′ = 0 (167)

dD = di′ (168)

Pour chacune des 2 radiations, les relations (164) sont vraies de manière approchée. Des
équations (164), (166) et (167), on déduit :

cos i di′ = dn sin r − n cos r dr (169)

En sommant membre à membre les éqs.(165) et (169), on obtient :

cos i di′ = 2 dn sin r (170)

Les équations (168), (170) et (163), conduisent à :

dD =
2 dn sin r

cos i
=

2 dn
n

tani (171)

Dans un souci de clarté, on n’indique sur les figures pages suivantes que les directions des
rayons émergeant du prisme c’est-à-dire les rayons sortant par le centre de la lentille L2.
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collimateur
fente

infiniment
fine

plaque

objectif

A

F

L2

f'2

L1

+

+

D

x

dD étant un angle petit, on a :

dx ≈ f ′
2 dD

d’où, pour une petite variation dn de l’indice :

dx = 2
dn
n

tani f ′
2 (172)

3. La fente-source a maintenant des bords a et b séparés d’une distance Dy. Les rayons
issus de a subiront, à cause du prisme, une déviation approximativement égale à Dm (la
courbe D = f (i) est très plate au voisinage de son minimum). Il en ira de même pour
ceux issus de b. On est donc conduit à la figure ci-dessous.

collimateur
fente
large

plaque

objectif

A

a

b

L2

f'2

f'1

1

2

2'

1'

L1

D’où l’on déduit :

a ≈ Dy
f ′
1

≈ Dy′

f ′
2

=⇒ Dy′ = Dy
f ′
2

f ′
1

(173)

4. Les deux longueurs d’onde seront séparées si dx � Dy′. La limite de résolution est
atteinte lorsque l’égalité est réalisée. On aura alors :

2
dn
n

tani f ′
2 = Dy

f ′
2

f ′
1

(174)
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Soit :
1
dn

=
2 tani f ′

1

n Dy
(175)

On en déduit le pouvoir de résolution du spectrographe si les effets de diffraction sont
négligés :

R ≡ l

dl
=

(
l dn
dl

)
1
dn

=
(

l dn
dl

)(
2 tani f ′

1

n Dy

)
(176)

et, finalement, la relation cherchée :

R = 2 tani
f ′
1

Dy
d(�n n)
d(�n l)

(177)

5. Au minimum de déviation, r = A/2 = 300 ; sin i = n sin r = 0, 825 ; tani = 1, 46.
La condition de séparation des raies est dx � Dy′ soit :

2
dn
n

tani � Dy
f ′
1

(178)

Pour calculer dn, on utilise les données de l’énoncé : à une variation de l de 350 nm
correspond une variation de l’indice de 0,04. Pour un dl de 0, 1 nm, on aura donc
approximativement : dn = 0, 04 3 0, 1/350 = 1, 14.10−5. En reportant les valeurs de
dn et tani dans (178), on aboutit, finalement, à la condition Dy � 20 mm.

9 CONSEIL : Il est souhaitable avant de résoudre cet exercice d’avoir étudié la partie 4 page 477.

1.1.a. On a n1 sin i1 = n2 sin i2.

1.1.b. On aura réflexion totale si n1 > n2 et si i1 > i1max avec :
n1 sin i1max = n2 sin(p/2) soit sin i1max = n2/n1. (i1max est l’angle de réfraction

limite quand la lumière va du milieu d’indice n2 vers le milieu d’indice n1).

1.2.a. En appliquant la deuxième loi de Descartes aux deux dioptres sucessifs, on obtient

nj−1 sin ij−1 = nj sin ij = nj11 sin ij11

1.2.b. La relation ci-dessus montre que la quantité nj sin ij est constante (indépendante
de j).

1.3.a. Le milieu à gradient d’indice peut être considéré comme un milieu multicouche
dont l’épaisseur de chacune des couches tend vers 0. Dans ces conditions, la grandeur nj

devient une fonction n(y). La question précédente montre alors que la quantité n(y) sin i
est constante le long du rayon.

1.3.b. D’après l’énoncé, �e N.
−−→
grad n(y) = n(y)/R > 0.

Or, �e N = eNx �e x 1 eNy �e y et
−−→
grad n(y) =

dn
dy

�e y. On en déduit eNy
dn
dy

> 0.
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Or, d’après la figure, eNy est négatif. Donc
dn
dy

l’est également. Ainsi, n est une fonction

décroissante de y. Remarquons que le rayon lumineux a sa concavité orientée dans le sens
des n croissants.

n (y)

n1

a b y– a– b

n2

1

2.1.a. Voir figure ci-contre.

2.1.b. On doit avoir réflexion totale au
niveau du dioptre coeur-gaine, ce qui
conduit à :

i > imax avec sin imax = n2/n1.

2.1.c. La deuxième loi de Descartes appli-
quée au dioptre d’entrée donne :

n0 sin Q = n1 sin(p/2 − i)

soit n0 sin Q = n1 cos i.
D’autre part i > imax entraîne que cos i < cos imax avec cos imax =

√
1 − (n2/n1)2.

On a donc, finalement n0 sin Q < n1

√
1 − (n2/n1)2 soit, avec n0 = 1, sin Q <

√
n2

1 − n2
2.

Ce qui équivaut à Q < Q0 avec Q0 = arcsin
√

n2
1 − n2

2.

2.1.d. L’ouverture numérique est V = n0 sin Q0 =
√

n2
1 − n2

2.

2.1.e.

i

x

n0 n1

O

O'

O''

y

l1 a

D’après la figure précédente, l étant la distance parcourue entre le point O et le point
de qième réflexion, on a (L) = n1l = n1(2q − 1)l1 avec l1 = OO′ (O′ est le point de

première réflexion). l1 = a/ cos i = an1/ sin Q. D’où (L) = (2q − 1)
an2

1

sin Q
.
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2.1.f. Toujours d’après la figure précédente : xk = k OO′′ avec OO′′ = 2l1 sin i.
Or, sin Q = n1 cos i, d’où sin i =

√
1 − (sin Q/n1)2. Ce qui conduit à :

OO′′ =
2 a n1

sin Q

√
1 −

(
sin Q

n1

)2

et, finalement, au résultat :

xk = 2ka

√
n2

1

sin2 Q
− 1

2.1.g. Numériquement, on obtient Q0 = 20, 30 et V = 0, 35.

2.2.1. Vu son inclinaison, le rayon lumineux parcourt, en réalité, la distance x/ sin i et,
ceci, à la vitesse c/n1. D’où :

t =
xn1

c sin i
=

xn1

c
1√

1 −
(

sin Q

n1

)2

Plus l’angle Q est grand et plus le temps mis pour atteindre le plan d’abscisse x est
important.

2.2.2.a. Pour Q = 0, on a : t = xn1/c
Pour Q = Q0, on a :

t 1 Dt =
xn1

c
1√

1 −
(

sin Q0

n1

)2
=

xn1

c
n1

n2

D’où :

Dt =
xn1

c

(
n1

n2
− 1

)

2.2.2.b. La forme précise de la courbe I ′ = f (t) dépendra de la répartition angulaire de
l’intensité lumineuse à l’entrée. Qualitativement, on peut tracer le profil suivant.

2.2.2.c. Le détecteur pourra séparer les deux signaux si t � Dt. On aura donc : tm = Dt.

I'

0 t t

2.2.2.d. nM = 1/tm = 1/Dt
= cn2/(xn1(n1 −n2)) = 7, 3.106 impulsions
par seconde.

2.2.2.e. a n’intervient pas dans l’expression
de nM. On peut donc dire que la variation
de a n’influence pas nM si l’on reste dans le
cadre de l’optique géométrique.
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2.2.2.f. La diffraction n’intervient pratiquement pas ici car le paramètre l/a est très
petit devant 1 (l/a ≈ 0, 02). Ceci justifie le traitement précédent à l’aide de l’optique
géométrique.

n (y)

n1

a b y– a– b

n2

1

3.1. Voir figure ci-contre.

3.2. D’après la question 1.3.b), le rayon
lumineux a sa concavité orientée vers les
n croissants. Ainsi, le vecteur �e N pointera
systématiquement vers l’axe des x c’est-à-
dire vers la région où n est maximum.

3.3. (1 − X )a ≈ 1 − aX si |X |  1.

Or,
n1 − n2

n1
 1 et |y| < a. On a donc :

n(y) ≈ n1(1 − Ay2) avec A =
n1 − n2

n1a2 .

3.4. ds =
√

dx2 1 dy2 ≈ dx si |dy/dx|  1. La tangente aux rayons doit donc faire
un angle faible avec l’axe optique (conditions de Gauss). Pratiquement, ceci implique que
l’angle d’incidence Q, à l’entrée de la fibre, soit faible.

3.5. Comme ds ≈ dx, on peut écrire :

�u =
dx
ds

�e x 1
dy
ds

�e y ≈ �e x 1
dy
dx

�e y

D’autre part, d(n�u )
ds =

−−→
grad n. On a donc :

d(n�u )
ds

≈ d(n�u )
dx

= n
d�u
dx

= n
d2y
dx2

�e y =
−−→
grad n =

dn
dy

�e y

D’où n
d2y
dx2 =

dn
dy

. Soit
d2y
dx2 = f (n)

dn
dy

avec f (n) = 1/n.

3.6. On a, d’après la question 3.3,
dn
dy

= −2An1y. Ce qui entraîne

d2y
dx2 =

1
n

dn
dy

=
1

n1(1 − Ay2)
dn
dy

≈ 1
n1

dn
dy

= −2Ay et, finalement :

d2y
dx2 1 By = 0 avec B = 2A = 2

n1 − n2

n1a2

3.7. La solution générale de l’équation précédente s’écrit y(x) = a sin(
√

Bx)1b cos(
√

Bx).
Le rayon étant injecté en O sous l’angle Q, on a y(0) = 0 soit b = 0.
De plus, la relation n0 sin Q = n1 sin Q′ conduit, avec Q et Q′ petits, à n0Q ≈ n1Q′.
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Enfin, y′(0) = a
√

B = tgQ′ ≈ Q′ = Q/n1. D’où a = Q/(n1
√

B) et le résultat final :

y(x) =
Q

n1
√

B
sin(

√
Bx)

3.8. On doit avoir
√

B x = kp (k entier) d’où x = kp/
√

B. Ces abscisses sont
indépendantes de Q.

3.9. �u est parallèle à Ox quand |y(x)| est maximum donc quand | sin(
√

Bx)| = 1. On

a alors : |yM/a| =
Q

an1
√

B
=

Q√
2n1(n1 − n2)

≈ 2, 9.10−2. Les approximations faites

auparavant sont donc justifiées.

3.10.

x

y

a

– a

0

3.11. Avec les fibres à gradient d’indice, l’inclinaison des rayons n’entraîne pratique-
ment aucun élargissement du signal, contrairement à ce que l’on a vu pour les fibres à
saut d’indice. La capacité de transmission des fibres à gradient d’indice est donc bien
supérieure.

4.1. S =
10
25

log 10 =
10
25

= 0, 4 dB/km.
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C h a p i t r e 7
Optique ondulatoire

Ce chapitre expose les conséquences de la nature ondulatoire de la lumière. Une
première partie (§ 1 à 4) présente les propriétés de la lumière en tant qu’onde
électromagnétique. Elle complète ainsi le chapitre d’électromagnétisme et celui sur
les ondes. Les deuxième et troisième parties traitent des phénomènes d’interférence
(§ 5 à 8) et de diffraction (§ 9 à 13). Enfin la dernière partie (§ 14 à 15) présente
le principe de fonctionnement des lasers. Cette partie complète le chapitre de
physique moderne.

1. Description d’une onde électromagnétique
1.1. Onde électromagnétique monochromatique plane, polarisée rectilignement, dans le
vide
1.2. Onde électromagnétique monochromatique plane dans un milieu d’indice n
1.3. Amplitude complexe et intensité de l’onde lumineuse
1.4. Quelques ordres de grandeur

2. La polarisation de la lumière
2.1. Lumière polarisée : polarisation linéaire, circulaire, elliptique
2.2. Polariseur, loi de Malus

3. Cohérence temporelle
3.1. Un modèle simple de cohérence temporelle
3.2. Quelques ordres de grandeur
3.3. Lumière naturelle (ou non polarisée)

4. Coefficients de réflexion et de transmission (à incidence normale)
4.1. Coefficients de réflexion et de transmission de l’amplitude
4.2. Coefficients de réflexion et de transmission de l’énergie

5. Les trous de Young
5.1. Description
5.2. Méthode de calcul des déphasages en optique physique
5.3. Intensité des interférences lumineuses
5.4. Description de la figure d’interférences, interfrange
5.5. Quelques variations sur le thème « trous de Young »
5.6. Observations des interférences de type trous de Young

6. Interférences non localisées et interférences localisées
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7. Interférences par division d’amplitude
7.1. Franges d’égale inclinaison
7.2. Franges d’égale épaisseur

8. Interféromètres
8.1. Interféromètre à deux ondes (ou interféromètre à faisceaux séparés)
8.2. Interféromètre à ondes multiples (ou de Fabry-Perot)

9. Principe de Huygens – Fresnel
9.1. Qu’est ce que la diffraction ?
9.2. Principe de Huygens – Fresnel
9.3. Validité du principe de Huygens – Fresnel
9.4. Diffraction de Fresnel et diffraction de Fraunhofer

10. Diffraction à l’infini par une fente
10.1. Diffraction par une fente infinie éclairée sous incidence normale
10.2. Diffraction par une fente infinie éclairée sous incidence oblique

11. Diffraction à l’infini par une ouverture rectangulaire

12. Diffraction par une ouverture circulaire, limite de résolution des instruments
d’optique
12.1. Diffraction à l’infini par une ouverture circulaire
12.2. Limite de résolution d’un instrument d’optique

13. Diffraction à l’infini par deux écrans complémentaires, théorème de Babinet

14. Processus d’interaction entre la matière et le rayonnement. Émission stimulée
14.1. Rappels
14.2. Description qualitative des processus d’interaction
14.3. Description quantitative : émission spontanée
14.4. Description quantitative : absorption
14.5. Description quantitative : émission stimulée
14.6. Équilibre thermodynamique, rayonnement du corps noir, relations entre coefficients
d’Einstein

15. Principes de fonctionnement d’un laser
15.1. Cavité optique
15.2. Milieu amplificateur
15.3. Propriétés du rayonnement émis par un laser
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1. DESCRIPTION D’UNE ONDE ÉLECTROMAGNÉTIQUE

La lumière est une onde électromagnétique. La description qu’on donne de l’onde lumi-
neuse en optique physique est la transcription de celle qu’on donne de l’onde électroma-
gnétique en électromagnétisme.

1.1. Onde électromagnétique monochromatique plane, polarisée
rectilignement, dans le vide

L’onde électromagnétique est composée de deux champs oscillants dans l’espace et dans
le temps, le champ électrique

−→
E et le champ magnétique

−→
B . Pour une onde plane, se

propageant selon Oz, et polarisée rectilignement (selon l’axe Ox), on a :
−→
E = −→ux E0 cos(kz − vt)

−→
B = −→uy

E0

c
cos(kz − vt)

(1)

B 

E 

k

y

x

z

Les champs
−→
E et

−→
B sont

perpendiculaires et forment
un trièdre (direct) avec le
vecteur d’onde

−→
k = k−→uz .

La figure ci-contre repré-
sente les champs élec-
trique et magnétique de
l’onde électromagnétique
plane, se propageant selon
Oz et polarisée rectiligne-
ment (selon Ox) à un instant t donné, en différents points de l’espace.
La longueur d’onde l (qui est par définition la période spatiale des champs) est reliée au
nombre d’onde k par :

k =
2p

l

et la période temporelle T d’oscillation des champs est reliée à la pulsation v par :

v =
2p

T

La fréquence de l’onde est définie par n =
1
T

=
v

2p
. Enfin on a l = cT , donc

k =
v

c
, où c est la vitesse de la lumière dans le vide (on retiendra c = 3 · 108 m/s).

Dans l’expression précédente, on appelle phase (à l’instant t) le terme f = kz − v t. Par
définition, la surface d’onde est une surface équiphase, c’est-à-dire telle que la phase f
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soit constante. Dans le cas présent, les surfaces d’onde sont donc des plans (c’est pour
cela qu’on parle d’onde plane), parallèles au plan Oxy. Ces plans sont perpendiculaires à
la direction de propagation de l’onde, soit

−→
k ; cette propriété est toujours vraie même si

la surface d’onde n’est pas plane :

Propriété : La direction de propagation de l’onde est perpendiculaire à la surface d’onde.

k k

k

k

S

a. b.

Remarque : ne pas croire que toutes
les ondes électromagnétiques sont
planes : par exemple une source
ponctuelle S qui émet dans toutes
les directions de l’espace émet une
onde sphérique, c’est-à-dire une
onde dont les surfaces d’onde sont
des sphères (ici de centre S). Par
contre, localement (cf. figure b), on
peut toujours assimiler une partie d’une onde quelconque à une onde plane (cela consiste
à assimiler la surface d’onde – les sphères de centre S – à leurs plans tangents), d’où
l’importance conceptuelle de l’onde plane.

La densité d’énergie du champ électromagnétique est u =
´0E2

2
1

B2

2m0
et le flux

d’énergie électromagnétique, c’est-à-dire la puissance électromagnétique par unité de
surface transportée par le champ électromagnétique, est donné par le vecteur de Poynting
−→
P =

−→
E ∧ −→

B
m0

. Si on moyenne ces quantités sur une période d’oscillation T des champs,

on obtient pour l’onde électromagnétique plane :

〈u〉T =
´0E2

0

2
et 〈−→P 〉T = c 〈u〉T

−→uz (2)

L’onde électromagnétique transporte donc à la vitesse c une densité d’énergie proportion-
nelle au carré de l’amplitude du champ.
Pour décrire une onde électromagnétique, il est habituel d’utiliser la notation complexe.
On introduit alors des vecteurs champs complexes

−→
Ec et

−→
Bc , dont les parties réelles repré-

sentent les champs électrique et magnétique physiques (i.e. mesurables) :
−→
E = Re (

−→
Ec)

et
−→
B = Re (

−→
Bc). Pour l’onde électromagnétique plane, ces champs complexes sont donc :

−→
Ec = −→ux E0 eif et

−→
Bc = −→uy

E0

c
eif (3)
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Remarques :prendre les champs complexes proportionnels à eif = ei(kz−vt) est arbitraire,
on aurait pu aussi les choisir proportionnels à e−if = ei(vt−kz). De plus, l’amplitude
E0 peut être complexe (par exemple pour prendre en compte des origines des z ou des
t différentes), ce que nous supposerons désormais. La notation complexe permet de
calculer directement les valeurs moyennes de la densité d’énergie électromagnétique et
du vecteur de Poynting, quantités quadratiques, sur une période d’oscillation T . Pour
l’onde plane, on obtient :

〈u〉T =
´0

2
Ec E∗

c =
´0

2
|Ec|2 et 〈P〉T = c 〈u〉T =

c´0

2
|Ec|2 (4)

1.2. Onde électromagnétique monochromatique plane dans un
milieu d’indice n

On envisage maintenant la propagation de la même onde monochromatique, de pulsation
v, dans un milieu diélectrique, de permittivité relative ´r , donc d’indice optique n =

√
´r

(on suppose ici le milieu magnétiquement parfait, soit mr = 1). De plus on suppose le
milieu parfaitement transparent, de sorte que n est réel. Dans un tel milieu d’indice
optique n, la vitesse de propagation de l’onde électromagnétique est :

vn =
c
n

(avec n > 1)

Lorsqu’elle passe du vide au milieu d’indice n, l’onde monochromatique conserve la
même pulsation, donc la même période. En revanche, puisque sa vitesse de propagation
change, sa longueur d’onde et son nombre d’onde changent. Si on désigne par ln et
kn ces quantités, mesurées dans le milieu d’indice n, on montre qu’elles sont reliées aux
grandeurs correspondantes l et k mesurées dans le vide par :

ln =
l

n
et kn = nk (5)

Les champs électrique et magnétique associés à cette onde sont dans le milieu d’indice n :
−→
E = −→ux E0 cos(knz − vt)

−→
B = −→uy

nE0

c
cos(knz − vt)

(6)

La phase f de l’onde à l’instant t est maintenant :

f = knz − v t = k(nz) − v t (7)

Ainsi, la phase dans un milieu d’indice n a exactement la même expression que dans
le vide, à condition de remplacer z par nz, c’est-à-dire la distance géométrique z par le
chemin optique nz.
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En optique, on s’intéressera en général non pas à la phase d’une onde, mais à la différence
de phase entre deux ondes. À titre d’exemple, considérons une onde (plane, monochro-
matique) passant par les points M1, puis M2 (tous les deux dans le milieu d’indice n). La
différence de phase (à un instant donné t) de l’onde entre ces deux points est :

Df = f(M2) − f(M1) = k(nl) = kd (8)

On a introduit ici le chemin optique d entre M1 et M2 :

d = nl

où l est la distance géométrique l = M1M2. Physiquement, le chemin optique d corres-
pond à la distance à parcourir dans le vide pour introduire un déphasage Df identique à
celui introduit par le parcours de la distance l dans le milieu d’indice n.
Si l’onde atteint M1 avant M2, Df > 0, dans ce cas on dit que l’onde en M2 est en retard
par rapport à celle en M1. Dans le cas contraire, si Df < 0 est négatif, on dit que l’onde
en M2 est en avance par rapport à celle en M1.

Remarque : le signe de Df lorsque l’onde 2 est en avance ou en retard par rapport à
l’onde 1 est directement relié au choix de signe effectué lors de l’introduction de la
notation complexe.

La densité d’énergie et le vecteur de Poynting de l’onde dans un milieu d’indice n,
moyennés sur une période d’oscillation des champs, sont reliés au champ électrique Ec

en notation complexe par :

〈u〉T = n2 ´0

2
|Ec|2 et 〈P〉T =

c
n
〈u〉T =

nc´0

2
|Ec|2 (9)

Remarque : l’expression des champs de l’onde plane dans un milieu d’indice n (équations
6) se déduit de l’expression correspondante pour une onde plane dans le vide (équa-
tions 1) en remplaçant la vitesse de la lumière dans le vide c par celle dans le milieu
d’indice n (soit c/n). Il n’en est pas de même pour l’expression de la densité d’énergie
électromagnétique 〈u〉T (comparez les équations 9 et 4). Ceci est dû à ce que la densité
d’énergie électromagnétique u est proportionnelle au carré du champ électrique et à la
permittivité ´ du milieu.

1.3. Amplitude complexe et intensité de l’onde lumineuse

En optique, le champ électrique Ec en notation complexe est appelé amplitude de l’onde
lumineuse. C’est une quantité complexe, notée s. Par ailleurs, l’intensité de l’onde
lumineuse I caractérise le flux d’énergie électromagnétique, c’est-à-dire la puissance par
unité de surface transportée par cette onde (soit encore son vecteur de Poynting). Elle est
donc proportionnelle à |Ec|2 = |s|2 = ss∗ et on pose I = ss∗ :

s = Ec et I = ss∗ (10)
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La puissance électromagnétique par unité de surface transportée par l’onde est directement
proportionnelle à l’intensité I :

〈P〉T =
nc ´0

2
I (10 bis)

Remarque : formellement il y a proportionnalité (et non égalité) entre I et 〈P〉T . (compte
tenu de la définition donnée de s). Toutefois ce coefficient de proportionnalité n’a que
peu d’importance pratique, parce qu’on s’intéressera toujours à déterminer des valeurs
relatives d’intensité lumineuse. Enfin il ne comprend que des constantes fondamentales,
hormis l’indice du milieu (et de manière pratique, on fait toujours les mesures d’intensité
dans le même milieu, l’air (n = 1)).

1.4. Quelques ordres de grandeur

On vient de voir que les ondes lumineuses sont des ondes électromagnétiques, et donc
que l’optique n’est somme toute qu’une partie de l’électromagnétisme. Il est intéressant
de comprendre ce qui distingue ce domaine qu’il est convenu d’appeler « optique » du
reste de l’électromagnétisme.
En optique physique, on ne mesure jamais le champ électrique de l’onde, on ne mesure
que la puissance transportée par l’onde lumineuse. Ceci est évidemment lié à des consi-
dérations expérimentales : on ne dispose pas (ou plutôt on ne disposait pas jusqu’à
l’introduction des lasers et de l’optique non linéaire) d’appareil permettant de mesurer le
champ électrique d’une onde dans le domaine visible ou infrarouge. Par contre on sait
mesurer le champ électrique d’une onde dans le domaine micro-onde et en suivre l’évo-
lution au cours du temps (c’est-à-dire pour une micro-onde monochromatique, visualiser
la sinusoïde de période T , par exemple sur un oscilloscope). Dans le domaine visible ou
dans le domaine infrarouge, on ne dispose pas d’appareil suffisamment rapide pour faire
la même chose. Donc l’optique commence à partir du moment où l’on ne sait plus mesu-
rer d’autres grandeurs physiques que moyennées sur des temps longs tobs par rapport
à la période T des oscillations. Par ailleurs, l’optique physique décrit la lumière dans le
cadre de l’électromagnétisme, c’est-à-dire comme un phénomène purement ondulatoire.
Aucune référence n’est faite à son caractère corpusculaire, i.e. quantique. Ainsi la descrip-
tion de la lumière dans ce cadre n’est par exemple valable que si on détecte beaucoup de
photons pendant le temps caractéristique de détection tobs ; elle sera donc satisfaisante
à cet égard à condition que les puissances mises en cause ne soient pas trop faibles et
que les photons ne soient pas trop énergétiques, donc que la longueur d’onde de l’onde
électromagnétique associée ne soit pas trop courte.
En pratique, l’optique physique est utile dans un large domaine spectral, contenant
l’infrarouge, le domaine visible et l’ultraviolet ; à plus basse fréquence (domaine micro-
onde), on dispose d’appareils de mesure dont le temps caractéristique de détection tobs est
plus court que la période T des oscillations du champ, à plus haute fréquence (domaine
des rayons X), les effets quantiques deviennent dominants.
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Il est utile de connaître les ordres de grandeur des longueurs d’onde dans ces différents
domaines spectraux :

Ultraviolet (UV) 10 nm à 400 nm

UV lointain 10 nm à 100 nm

UV proche 100 nm à 400 nm

Domaine visible 400 nm à 750 nm

Bleu En dessous de 500 nm

Vert Vers 550 nm

Jaune Vers 600 nm

Rouge En dessus de 630 nm

Infrarouge (IR) 750 nm à 300 mm

IR proche 750 nm à 10 mm

IR lointain 10 mm à 300 mm

Un bon nombre de manuels utilisent l’angström (Å) comme unité de longueur pour
les longueurs d’onde en optique : 1 Å = 0,1 nm. Toutefois l’angström n’est pas une
unité légale (il faut donc éviter de l’utiliser dans un cadre officiel, en particulier dans un
concours).

2. LA POLARISATION DE LA LUMIÈRE

2.1. Lumière polarisée : polarisation linéaire, circulaire,
elliptique

Définition : On appelle polarisation la direction du champ électrique de l’onde.

On parle de polarisation linéaire lorsque le champ électrique a toujours la même direction
Dans ce cas, l’extrémité du vecteur

−→
E , pris en un point donné de l’espace, décrit un

segment de droite au cours du temps.

Exemple : l’onde décrite dans le paragraphe 1.1. est polarisée linéairement.

Il existe d’autres types de polarisation.
Pour une onde de polarisation circulaire, le champ électrique s’écrit, pour une onde se
propageant selon Oz :

−→
E = E0

−→ux cos(kz − v t) 1 ´ E0
−→uy sin(kz − v t) (11)

avec ´ = ±1. Suivant le signe de ´, on parle de polarisation circulaire gauche pour
´ = 11, ou droite pour ´ = −1. En un point donné de l’espace (i.e. pour z fixé),
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l’extrémité du vecteur champ électrique décrit un cercle (dans le plan Oxy) au cours du
temps, d’où le nom de polarisation circulaire. Suivant que la polarisation est droite ou
gauche, le sens de rotation est différent (cf. figure ci-dessous). À chaque instant, et en tout

point de l’espace, on a
∣∣∣−→E ∣∣∣ = E0. Par ailleurs, comme pour toute onde électromagnétique,

le champ magnétique forme un trièdre direct avec la direction de propagation et le champ
électrique, donc, en un point donné de l’espace, le champ magnétique tourne aussi au
cours du temps, comme le champ électrique.

z

x

x

y

y

a.

E

z

x

y

B 

B 
E 

E 

σ+
b. σ–

x

y

E

champs électriques des ondes à un instant t

champs électriques en un point de l’espace

Une onde de polarisation elliptique, se propageant selon Oz, a un champ électrique :
−→
E = E0x

−→ux cos(kz − v t) 1 ´ E0y
−→uy sin(kz − v t) (12)

où, a priori, E0x fi E0y. Selon le signe de ´, on distingue là encore les polarisations
elliptiques gauche (pour ´ = 11), ou droite (pour ´ = −1). En un point donné de
l’espace, l’extrémité du vecteur champ électrique décrit maintenant une ellipse.
Sur les expressions (11) et (12), les ondes polarisées circulairement ou elliptiquement
apparaissent clairement comme la superposition de deux ondes polarisées rectilignement,
l’une selon Ox, l’autre selon Oy, déphasées de p/2 l’une par rapport à l’autre.

2.2. Polariseur, loi de Malus

Un polariseur est un composant optique qui ne transmet que les ondes incidentes polari-
sées linéairement dans une certaine direction (par exemple Ox), appelée parfois « axe » du
polariseur. Les ondes polarisées dans la direction perpendiculaire (Oy) sont soit absorbées,
soit réfléchies. Dans les polariseurs les plus courants, constitués de molécules organiques
allongées, qu’on peut s’imaginer comme des fils conducteurs, et orientées parallèlement
les unes aux autres, les ondes polarisées dans la direction des molécules sont absorbées
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(on peut considérer que leur champ électrique induit un déplacement de charges, i.e.
un courant, dans les molécules, donc les ondes correspondantes sont amorties), tandis
que celles polarisées perpendiculairement à cette direction sont transmises (leur champ
électrique ne peut induire de courant dans la direction transverse à l’axe des molécules).
Le polariseur agit donc comme un filtre, qui ne laisse passer que les ondes incidentes
polarisées dans une certaine direction (Ox).
Quelle que soit la polarisation de la lumière incidente, le polariseur transmet donc une
onde polarisée linéairement (dans la direction Ox). Par exemple, si on éclaire un tel
polariseur avec l’onde polarisée elliptiquement dont on a décrit le champ électrique par
l’équation (12), il transmet la partie de l’onde polarisée suivant Ox, et absorbe celle
polarisée suivant Oy. L’onde sortant du polariseur a donc un champ électrique :

−→
E = E0x

−→ux cos(kz − v t) (13)

et on peut constater directement sur cette expression qu’elle est polarisée linéairement,
selon Ox.
Un cas particulier important est celui où l’onde incidente est polarisée linéairement dans
une direction faisant un angle u avec l’axe Ox du polariseur Cette direction est colinéaire
au vecteur unitaire −→uu tel que −→uu = cos u−→ux 1 sin u−→uy . L’onde incidente se décompose
en deux composantes, l’une polarisée suivant l’axe Ox du polariseur, et l’autre selon Oy :

−→
E = E0 cos u−→ux cos(kz − v t) 1 E0 sin u−→uy cos(kz − v t) (14)

Ainsi l’onde transmise par le polariseur est décrite par le champ électrique :

−→
E = E0 cos u−→ux cos(kz − v t) (15)

et son intensité I est donc reliée à celle I0 de l’onde incidente par :

I = I0 cos2 u (16)

Ce résultat constitue la loi de Malus. Attention à ne pas l’appliquer dans tous les cas :
elle ne s’applique que si l’onde incidente est polarisée rectilignement.

3. COHÉRENCE TEMPORELLE

En optique (visible, UV ou IR) les détecteurs mesurent l’intensité I du rayonnement,
c’est-à-dire la valeur moyenne du flux d’énergie électromagnétique sur un temps tobs

long, et en particulier beaucoup plus long que la période T des oscillations du champ. La
résolution temporelle de l’instrument de mesure, tobs, est suffisamment longue pour être
aussi en général plus longue qu’un autre temps caractéristique de la lumière, le temps de
cohérence. L’objectif de ce paragraphe est de comprendre cette notion.

540



�

�

�

�

�

�

�

�

3.1. Un modèle simple de cohérence temporelle

Jusqu’à maintenant, lorsqu’on a étudié l’onde plane, on a envisagé une onde parfaitement
monochromatique, décrite par exemple par le champ (onde polarisée selon Ox et se
propageant selon Oz) :

−→
E = −→ux E0 cos(kz − vt) (1)

Une telle onde lumineuse correspond à une idéalisation de la réalité physique. En par-
ticulier l’équation (1) décrit une onde qui existe quel que soit t (donc de t = −∞ à
t = 1∞). Une source lumineuse réelle, parce qu’elle n’émet pas une onde pendant un
temps infini, ne peut pas être parfaitement monochromatique.
Pour rendre compte des propriétés d’une source quasi-monochromatique, on utilise par-
fois le modèle simple suivant : on considère que le champ de l’onde émise par la source
varie sinusoïdalement avec le temps, mais que, après un certain temps tc, sa phase varie
abruptement. Ce champ s’écrit donc :

−→
E = −→ux E0 cos(kz − vt 1 w(t)) (17)

ϕ(t)

2π

τc 2τc 3τc 4τc

t
0

(toujours pour une onde polarisée selon
Ox). Dans cette expression, le terme de
phase w(t) est une fonction aléatoire,
qui, tous les tc, change de valeur. Cette
valeur reste évidemment comprise entre
0 et 2p (fig. ci-contre). Ainsi tout se
passe comme si, au bout d’un temps tc,
le champ en un point donné de l’espace
perd la mémoire de sa phase, sa nou-
velle phase est alors tirée au hasard, et
elle subsiste pendant un temps tc. tc est
appelé temps de cohérence.
Physiquement, ce modèle décrit par exemple la lumière émise par une lampe à décharge
(comme les lampes spectrales utilisées pour étalonner un spectromètre). Dans une lampe
à décharge, les atomes sont excités par la décharge (donc par des collisions), puis ils se
désexcitent en émettant de la lumière. Chaque atome peut émettre de la lumière pendant
un certain temps, sa durée de vie dans l’état excité. Pendant ce temps il subit en général
beaucoup de collisions (avec le gaz résiduel de la lampe ou avec les particules chargées de
la décharge) ; chacune de ces collisions lui fait perdre la mémoire de la phase du champ
qu’il émet. Donc le temps de cohérence apparaît ici comme le temps moyen entre deux
collisions. Le modèle que nous venons de décrire est simpliste dans la mesure où, dans
le réalité, il y a par exemple des fluctuations du temps entre deux collisions consécutives
subies par un atome.
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τc

τc

2τc
3τc

t
0

a.

ν

∆ν

0

dP
dν

b.

lc

lc

2lc 3lc

z
0

c.

La figure ci-contre montre le
champ de l’onde en un point
donné : entre deux changements
de phase séparés par tc, le champ
évolue sinusoïdalement ; dans ce
modèle, aux changements de phase,
le champ subit une discontinuité.
Ceci entraîne que l’onde n’est plus
parfaitement monochromatique. En
d’autres termes cette lumière quasi-
monochromatique a une certaine lar-
geur spectrale, caractérisée par la lar-
geur Dn. La signification de Dn est
donnée par la figure b, où est repré-
sentée la puissance transportée par

l’onde par unité de fréquence
dP
dn

(c’est-à-dire la grandeur mesurée par
un spectromètre) ; cette grandeur ne
prend des valeurs non nulles qu’au-

tour de la valeur n =
v

2p
, et sur un

domaine spectral d’extension typique
Dn. On peut montrer que Dn est relié
au temps de cohérence ; on a :

Dn ≈ 1
tc

(17)

Ce résultat est une conséquence directe des propriétés de la transformée de Fourier. Enfin,
sur la figure c, est représenté le champ de l’onde à un instant donné, en différents points
de l’espace. Dans des régions données de l’espace, ce champ varie sinusoïdalement avec
z. Chacune de ces régions s’appelle un train d’ondes. Dans le vide l’ensemble de l’onde
se déplace à la vitesse c, et donc la longueur d’un train d’ondes est :

lc = ctc (18)

lc est appelé longueur de cohérence.
Lorsqu’il a une différence de phase aléatoire entre les champs en deux points différents,
on dit que les deux ondes correspondantes sont incohérentes. Par exemple deux trains
d’ondes consécutifs sont incohérents.
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3.2. Quelques ordres de grandeur

L’interprétation du temps de cohérence exposé dans le 3.1 est propre à une lampe à
décharge. Toutefois le phénomène de cohérence temporelle est très général. Comme on
l’a vu plus haut, toute source émet un rayonnement de largeur spectrale Dn finie. Ce
rayonnement peut toujours être vu comme une succession de trains d’ondes dont la durée
est le temps de cohérence tc = Dn−1 (la relation (17) est toujours valable) et dont la
longueur dans le vide est la longueur de cohérence lc = ctc.
On retiendra que la largeur spectrale d’une lampe à décharge basse pression est typi-
quement Dn ∼= 1 GHz, soit tc

∼= 1 ns, ou encore lc ∼= 0,3 m. Cette largeur spectrale
est limitée par l’effet Doppler. Pour une lampe à décharge à plus haute pression, où les
collisions jouent un rôle dominant, la largeur spectrale est plus grande, de l’ordre de
Dn ∼= 10 GHz. Au contraire la largeur spectrale d’une source laser peut être beaucoup
plus faible, et évidemment elle dépend du laser. Un ordre de grandeur raisonnable est
Dn ∼= 1 MHz, soit tc

∼= 10 ms ; mais on sait construire des lasers spectralement beaucoup
plus fins.
Les propriétés spectrales d’une source de lumière blanche peuvent être décrites de la
même façon. On peut raisonnablement considérer que la largeur spectrale d’une source
de lumière blanche est typiquement de l’ordre de grandeur de la largeur du domaine
visible ; on prendra ici Dl ∼= 300 nm, donc le temps de cohérence d’une lumière blanche
est typiquement de 2 fois la période des oscillations du champ dans le domaine visible, et
la longueur de cohérence de 2 fois la longueur d’onde typique dans le domaine visible.
De façon très générale, le temps de cohérence est plus court que le temps caractéristique
de détection tobs, sauf dans quelques cas extrêmes où l’on choisit simultanément une
source très cohérente (laser de haute définition spectrale) et un appareil de détection

rapide. Dans tous les cas usuels, on a : tc  tobs . C’est en particulier toujours le cas

quand l’œil est le détecteur. Le temps tobs de réponse caractéristique de l’œil est le temps
de persistance rétinienne, soit typiquement 0,3 s.

3.3. Lumière naturelle (ou non polarisée)

La plupart des sources lumineuses émettent non pas de la lumière polarisée, mais de la
lumière naturelle, appelée aussi lumière non polarisée. On peut concevoir la lumière
naturelle comme la superposition de deux ondes de même amplitude, l’une polarisée selon
Ox et l’autre selon Oy, ces deux ondes étant incohérentes entre elles. Ceci signifie que les
trains d’onde polarisés selon Ox ont une différence de phase totalement aléatoire avec les
trains d’onde polarisés selon Oy : tous les temps de cohérence tc, cette différence de phase
prend une nouvelle valeur, quelconque entre 0 et 2p, sans rapport avec la précédente
valeur. La lumière naturelle peut donc être décrite par le champ :

−→
E = E0

−→ux cos(kz − v t 1 wx(t)) 1 E0
−→uy cos(kz − v t 1 wy(t)) (19)
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Attention à ne pas confondre la lumière naturelle où la différence de phase entre les ondes
polarisées selon Ox et Oy varie aléatoirement tous les tc avec de la lumière polarisée
circulairement ou elliptiquement où cette différence est constante au cours du temps.
Lorsqu’on envoie de la lumière naturelle, d’intensité I0, sur un polariseur, on obtient de la
lumière polarisée linéairement, avec une intensité I = I0/2 (dans l’hypothèse où on utilise
un polariseur parfait, i.e. sans absorption ; avec les polariseurs organiques de laboratoire,
le rapport I/I0 est plutôt de l’ordre de 40 %).
La plupart du temps, on manipule de la lumière naturelle (et non de la lumière polarisée).
C’est ce qui justifie que l’amplitude s est considérée en optique physique comme une
grandeur scalaire (et non vectorielle). En effet, en utilisant la notation complexe, la
relation (19) peut encore s’écrire :

−→
Ec = −→ux E0xei(kz−v t) 1 −→uy E0yei(kz−v t) (20)

avec E0x = E0ei wx(t) et E0y = E0ei wy(t). Les amplitudes complexes des deux ondes
polarisées selon Ox ou Oy ont donc exactement la même forme :

s = s0ei(kz−v t) (21)

C’est l’amplitude complexe (scalaire) qu’on utilise dès qu’on a de la lumière non polarisée,
c’est-à-dire dans la quasi-totalité des cas que vous rencontrerez.

4. COEFFICIENTS DE RÉFLEXION ET DE TRANSMISSION (À INCIDENCE

NORMALE)

4.1. Coefficients de réflexion et de transmission de l’amplitude

z

x

n2n1

O

onde incidente

onde réfléchie

onde transmise

On considère ici un dioptre plan séparant deux
milieux d’indices n1 et n2 (cf. figure ci-contre). On
éclaire ce dioptre du côté du milieu d’indice n1, par
une onde plane, sous incidence normale. Son vec-

teur d’onde est donc
−→
ki = ki

−→uz = n1
v

c
−→uz . Cette

onde donne lieu à une onde réfléchie, de vecteur
d’onde −−→

ki , et à une onde transmise, de vecteur
d’onde

−→
kt = kt

−→uz = n2
v

c
−→uz . Les champs élec-

triques complexes de ces ondes (qu’on supposera
toutes polarisées dans le plan Oxz) sont :
−→
Ei = Ei0ei(kiz−vt)−→ux ,

−→
Er = Er0ei(−kiz−vt)−→ux et

−→
Et = Et0ei(kt z−vt)−→ux (22)

et leurs champs magnétiques, toujours en notation complexe, s’en déduisent. On a :
−→
Bi =

n1

c
Ei0ei(kiz−vt)−→uy ,

−→
Br = −n1

c
Er0ei(−kiz−vt)−→uy et

−→
Bt =

n2

c
Et0ei(kt z−vt)−→uy

(23)
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Remarque : attention au signe de
−→
Br : se souvenir que, pour une onde plane, on a

−→
B =

−→
k
v

∧ −→
E et que le vecteur d’onde de l’onde réfléchie est −−→

ki .

À la limite entre les 2 milieux, les composantes tangentielles (à l’interface) de
−→
E et

−→
H

(
−→
B = m

−→
H dans un milieu linéaire) et les composantes normales de

−→
B et

−→
D (

−→
D = ´

−→
E

dans un milieu linéaire) se conservent (cf. chapitres électromagnétisme et ondes). Les deux
milieux étant supposés magnétiquement parfaits (m = m0), les composantes tangentielles
de

−→
E et

−→
B se conservent de part et d’autre de l’interface (c’est-à-dire ici en z = 0), donc :

Ei0 1 Er0 = Et0 et n1Ei0 − n1Er0 = n2Et0 (24)

On définit les coefficients de réflexion r et de transmission t de l’amplitude de l’onde
par :

r =
sr

si
=

Er0

Ei0
et t =

st

si
=

Et0

Ei0
(25)

où si, sr et st sont les amplitudes des ondes incidente, réfléchie et transmise.
Ces coefficients, pour un dioptre plan éclairé sous incidence normale, peuvent être expri-
més en fonction des indices n1 et n2 :

r =
n1 − n2

n1 1 n2
et t =

2n1

n1 1 n2
(26)

Remarques : pour une incidence oblique, ces expressions ne sont plus valables (cf.
chapitre 5 sur les ondes, exercice 4). r et t dépendent de la polarisation de l’onde
incidente et de l’angle d’incidence.
On a toujours t > 0, alors que r est du signe de n1 − n2. Ainsi l’onde transmise juste
après le dioptre est toujours en phase avec l’onde incidente (juste avant le dioptre). En
revanche, au voisinage du dioptre, l’onde réfléchie est en phase avec l’onde incidente si
n1 > n2, et en opposition de phase si n1 < n2.

4.2. Coefficients de réflexion et de transmission de l’énergie

Soient 〈P〉i, 〈P〉r et 〈P〉t les puissances par unité de surface transportées par les ondes
incidente, réfléchie et transmise. Les coefficients de réflexion R et de transmission T de
l’énergie sont donc définis par :

R =
〈P〉r

〈P〉i
et T =

〈P〉t

〈P〉i
(27)
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On a donc :

R = r2 et T =
n2

n1
t2 (28)

La conservation de l’énergie entraîne :

R 1 T = 1 (29)

Remarque : attention à ne pas confondre R et T avec r et t. D’autre part T fi t2. Le
coefficient de proportionnalité entre 〈P〉 et I dans l’expression (10 bis) joue ici un rôle.
Sa dépendance en n, donc le rapport n2/n1 qui s’introduit ici, traduit le fait que l’onde,
donc l’énergie, ne se propagent pas à la même vitesse dans les deux milieux d’indice n1

et n2.

5. LES TROUS DE YOUNG

Les interférences lumineuses sont traditionnellement enseignées à partir de l’exemple des
trous de Young. Les interférences qu’on obtient ainsi ne sont pas visibles avec une source
étendue (i.e. possédant une dimension transversale importante), par contre on peut les
observer en tout point de l’espace (et non pas seulement sur une surface privilégiée).
En fait, il existe deux catégories de situations où on peut observer des interférences
lumineuses, qui sont résumées dans le tableau suivant :

Interférences non localisées Observables uniquement
avec une source ponctuelle

Observable dans toute
une région de l’espace

Interférences localisées Observables avec une
source étendue

Observables uniquement
sur une surface donnée

Les trous de Young appartiennent à la première catégorie. Dans la seconde partie de
ce chapitre, nous étudierons des exemples appartenant à la seconde catégorie (franges
d’égale épaisseur, franges d’égale inclinaison). En dehors de leur intérêt pédagogique, les
interférences non localisées ont très peu d’applications pratiques. Lorsqu’on utilise des
interférences (par exemple pour mesurer soit des longueurs d’onde, soit des distances), on
se sert d’interférences localisées (précisément pour pouvoir utiliser des sources étendues
plus lumineuses ). Les interféromètres connus (interféromètre de Michelson, interféro-
mètre à ondes multiples ou de Fabry-Perot) produisent tous des interférences localisées
s’ils sont éclairés par des sources étendues.
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5.1. Description

D 

S

T1

T2

x

M

axe optique

(E) (P)

z

1

2

’

1

’

2

L’expérience des trous de
Young est décrite par la
figure ci-contre. S est une
source monochromatique
(de longueur d’onde l),
ponctuelle. Un écran (E)
est percé de deux trous T1

et T2, eux aussi ponctuels.
On observe la lumière arri-
vant sur un écran P placé
dans le demi-espace aval
(demi-espace à droite de E dans la figure 1) ; cet écran est habituellement placé paral-
lèlement à l’écran E, de façon à ce que les distances des 2 trous T1 et T2 à l’écran P
soient égales. On appelle D cette distance. On verra dans la partie diffraction que chacun
des trous T1 et T2, parce qu’il est ponctuel (i.e. parce que ses dimensions transversales
sont petites devant l), diffuse dans toutes des directions du demi-espace aval ; en d’autres
termes il se comporte comme une source ponctuelle. Cette source secondaire émet une
amplitude de même phase que celle de l’onde qui l’éclaire.

5.2. Méthode de calcul des déphasages en optique physique

Lorsqu’une source ponctuelle située en S émet une onde s dans la direction ST1, cette
onde (que l’on considérera localement comme plane), au point A tel que z = SA et à
l’instant t, peut s’écrire :

s(A) = s0ei(kz−vt) (30)

Il arrive en A à l’instant t le champ qui est parti de S à l’instant t − z/c (on supposera
pour l’instant qu’on est dans le vide ou dans un milieu d’indice n = 1), ce que l’on traduit
en écrivant s(A) sous la forme :

s(A) = s0e−iv(t− z
c ) (31)

Dans cette expression, s0 apparaît comme l’amplitude lumineuse émise à l’instant t = 0
par la source S dans la direction ST1 (lorsqu’on assimile l’onde au voisinage de A à une
onde plane), et l’amplitude lumineuse émise à l’instant t par la source dans les mêmes
conditions s’écrit :

s(S) = s0e−iv t (32)

On a donc :
s(A) = s(S)eikz = s(S)eiDf (33)

où Df = f(A) − f(S) est la différence de phase de l’onde entre les points S et A (on
parle encore de déphasage entre S et A). Ici Df = kz, où z = SA. On constate donc que
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l’onde en A est en retard (cf. p. 536) par rapport à l’onde en S, ce qui n’est pas étonnant,
puisque l’onde doit parcourir le chemin SA pour parvenir en A.
Si on suppose maintenant que la propagation se fait dans un milieu d’indice n, on
obtiendra de la même façon :

s(A) = s(S)eiDf (34)

avec :

Df = knz = kd (35)

où d = nz est le chemin optique entre S et A . On appelle encore d différence de marche
entre S et A. Conformément aux notations introduites dans le 1, dans l’expression (35), k
représente le nombre d’onde dans le vide et kn le nombre d’onde dans le milieu d’indice n.
En fait on a choisi la phase de l’onde en S à l’instant t comme référence de phase pour
exprimer la phase en A au même instant. Bien entendu on aurait pu choisir comme
référence de phase n’importe quel point B situé entre S et A à la place de S. On retiendra :

Df = f(A) − f(B) = kd et d = (BA) = nAB (36)

Pour éviter les confusions, on notera aussi (BA) la différence de marche d entre B et A.

5.3. Intensité des interférences lumineuses

Pour l’expérience des trous de Young, on pose �1 = ST1 et �2 = ST2 (cf. figure p. 547).
Les points T1 et T2 reçoivent de la source S des amplitudes lumineuses :

s(T1) = s0eik�1 et s(T2) = s0eik�2 (37)

En effet, la source S émet de façon isotrope, donc elle envoie des ondes lumineuses de
même intensité vers T1 et T2. Dans les expressions de s(T1) et s(T2), il apparaît donc le
même préfacteur s0 caractérisant la source.

Remarque : en toute rigueur, ceci n’est pas rigoureusement vrai dès que �1 fi �2. En
effet, la source S émet une onde sphérique dont l’amplitude en un point M varie en
1/r, où r = SM est la distance de M à la source, on a :

s(M) =
a
r

ei(kr−v t)

où a est une constante caractéristique de la source. Le préfacteur s0 =
a
r

e−iv t dépend

donc de r. Toutefois ce préfacteur varie avec r beaucoup plus lentement que le terme de
phase eikr , et on peut très valablement en négliger les variations dans la mise en équation
de l’expérience des trous de Young.
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À leur tour, les points T1 et T2 se comportent vis-à-vis du demi-espace aval comme des
sources d’amplitudes :

s1(T1) = s′0eik�1 et s2(T2) = s′0eik�2 (37)

Remarque : dans l’équation (37), on considère le même préfacteur pour les 2 trous T1

et T2. Ceci est justifié si les deux trous sont identiques (en particulier s’ils ont même
surface). On reviendra plus loin (cf. p.. 554) sur ce point.

En M et à l’instant t, les amplitudes des ondes lumineuses émises s’écrivent :

s1(M) = s1(T1)eik�′1 = s′0eik(�11�′1) et s2(M) = s2(T2)eik�′2 = s′0eik(�21�′2) (38)

où �′1 = T1M et �′2 = T2M (cf. figure p. 547). s1(M) et s2(M) représentent des champs
électriques (à une constante multiplicative près), donc ils s’ajoutent.

Remarque : en toute rigueur, ils s’ajoutent vectoriellement et les amplitudes complexes
scalaires s s’ajoutent algébriquement. Pour le justifier considérons pour l’instant que
la source est polarisée perpendiculairement au plan de la figure p. 547. Dans ce cas,
tous les champs électriques décrits sont orientés perpendiculairement à ce plan et il est
donc légitime d’ajouter algébriquement les amplitudes lumineuses s. On reviendra sur
ce point.

Ainsi l’amplitude lumineuse totale en M est :

s(M) = s1(T1)eik�′1 1 s2(T2)eik�′2 = s′0
(

eik(�11�′1) 1 eik(�21�′2)
)

(39)

On en déduit l’intensité lumineuse en M :

I = ss∗ = |s′0|
2 (2 1 2 cos kd) (40)

où d = (�2 1�′2)−(�1 1�′1) = (ST2)1(T2M)−(ST1)−(T1M) = (ST2M)−(ST1M) est
la différence de marche entre les deux rayons lumineux issus de S, passant respectivement
par T2 et par T1 et arrivant en M.
Cette intensité est maximale si Df = kd = n2p, où n est un entier, donc si d = nl,
alors I = 4 |s′0|

2. Ceci est la condition pour obtenir une frange brillante. Au contraire

l’intensité est minimale si Df = kd = (n 1
1
2

) 2p, donc si d = (n 1
1
2

)l. Ceci est la

condition pour obtenir une frange sombre. L’intensité de la frange sombre est ici I = 0 :
la frange sombre est noire.
Condition pour obtenir une frange brillante : la différence de marche entre les deux
trajets qui interfèrent est un nombre entier de longueurs d’onde

d = nl
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Condition pour obtenir une frange sombre : la différence de marche entre les deux
trajets qui interfèrent est un nombre demi-entier de longueurs d’onde :

d =
(

n 1
1
2

)
l

Remarque : la longueur d’onde qui intervient dans ces conditions est celle dans le vide.

5.4. Description de la figure d’interférences, interfrange

Pour décrire plus en détail la figure d’interférences, il faut calculer �′1 et �′2 en fonction
des coordonnées du point M. Dans les conditions expérimentales usuelles, tous les rayons
lumineux sont faiblement inclinés par rapport à l’axe optique du système (i.e. la direction
perpendiculaire à l’écran (E)). En d’autres termes, les angles entre ces faisceaux lumineux
et l’axe optique sont petits, on retrouve les conditions de l’optique paraxiale.
Considérons l’axe perpendiculaire à (E) et passant par le milieu du segment T1T2 (axe
optique). On choisit pour origine O l’intersection de cet axe avec l’écran (P). Le point M
de l’écran (P) est repéré par ses deux coordonnées x et y, l’axe Ox étant parallèle à T1T2.
Enfin on pose T1T2 = a. Puisque les angles entre les faisceaux lumineux et l’axe optique
sont petits, x, y et a sont très petits par rapport à D.
Dans ces conditions, sans approximation, �′1 et �′2 en fonction de x s’écrivent :

�′2 − �′1 =

√
D2 1

(
x 1

a
2

)2
1 y2 −

√
D2 1

(
x − a

2

)2
1 y2

= D



√√√√

1 1

(
x 1

a
2

)2
1 y2

D2 −

√√√√
1 1

(
x − a

2

)2
1 y2

D2




(41)

En développant l’expression précédente en fonction des quantités
x
D

,
y
D

et
a
D

, on obtient :

�′2 − �′1 =
xa
D

(42)

Si la source S est placée sur l’axe optique, �1 = �2. Dans ce cas, on a :

d =
xa
D

(43)

Les franges brillantes correspondent donc à x = n
lD
a

(où n est un entier). Ce sont

des droites parallèles à l’axe Oy, (c’est-à-dire perpendiculaires à T1T2), équidistantes. La
distance i entre deux franges brillantes consécutives est appelée l’interfrange ; on a :

i =
lD
a

(44)
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Les franges sombres correspondent à x =
(

n 1
1
2

)
lD
a

. Elles aussi sont des droites

parallèles à Oy, elles sont situées à égale distance de deux franges brillantes, de sorte que
la distance entre deux franges sombres consécutives est aussi égale à l’interfrange. Au
centre de la figure d’interférences (en x = 0), il y a une frange brillante.

Définition : On appelle ordre d’interférence la quantité p =
d

l
.

L’ordre d’interférence est donc entier sur une frange brillante, demi-entier sur une frange
sombre. On dit aussi que les interférences sont constructives si p est entier ; les champs
électriques des deux ondes sont orientés dans le même sens. Si p est demi-entier, les
interférences sont dites destructives ; les champs électriques des deux ondes sont opposés.
La frange centrale correspond à d = 0 (ou p = 0). C’est une frange brillante. Elle est
située sur l’axe des y (d’équation x = 0).

5.5. Quelques variations sur le thème « trous de Young »

• Source S décentrée

D d

S

T1

OS

T2

x

y

M

axe optique

(E) (P)

z

1

2

’

1

’

2
xS

yS

On suppose ici que
�1 fi �2. d est la dis-
tance de la source à l’écran
(E) et OS l’intersection de
l’axe optique et du plan
parallèle à (E) et contenant
S. On repère la source S
par ses coordonnées xS et
yS dans ce plan (cf. figure
ci-contre, les axes OSxS

et OSyS sont orientés de
façon opposée à Ox et
Oy). Puisque les angles entre les faisceaux lumineux et l’axe optique sont petits, xS et yS

sont petits devant d .
En utilisant la même méthode que pour calculer �′2 − �′1, on obtient :

�2 − �1 = −xsa
d

(45)

et

d = a
( x

D
− xs

d

)
(46)

La frange centrale (d = 0) est située en x = xs
D
d

. La figure d’interférences s’est donc

déplacée dans la direction opposée à celle selon laquelle on a déplacé la source S Les
déplacements de la source S et de la figure d’interférences sont homothétiques, avec
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un facteur D/d ; la source S, le milieu de T1T2 et le centre de la figure d’interférences
(appartenant à la frange centrale) sont donc alignés (voir figure ci-dessous).

S

T1

T2

y

(E)

(P)

frange centrale
(δ = 0)

xS

yS

z

x

z

Dans ce cas, les 2 sources fictives T1 et T2 ne sont plus en phase (cf. équation (37)).

• Observation des interférences à l’infini. Source S à l’infini

Dans un premier temps, on veut ici observer les interférences à l’infini. Ceci est très facile
à faire expérimentalement : il suffit d’observer les interférences sur un écran (P) situé dans
le plan focal image d’une lentille (figure ci-dessous).

f’ 

S
T1

T2

x

M

(P)

(L)(L’)

(E)

z

A1

A2
HH’

L1L’1

L2

C

L’2

θ

θ

θ
θ’

θ’

u' 

u 

Pour calculer la différence de marche d2 = (T2L2M)− (T1L1M) on utilise cette fois des
moyens "plus physiques".

On observe les interférences en M. Soit u l’angle entre l’axe optique et CM. Les 2 rayons
venant de T1 et T2, et qui interfèrent en M, sont 2 rayons parallèles, faisant un angle
u avec l’axe optique. Ce sont 2 rayons de l’onde plane focalisée en M par la lentille
(L). Sur la figure, on a tracé un plan d’onde de cette onde (plan A1A2). Le point M
constitue une seconde surface d’onde du faisceau (une fois qu’il est focalisé). Le chemin
optique entre 2 surfaces d’ondes est le même en suivant n’importe quel rayon, donc
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(A1L1M) = (A2L2M). Soit maintenant H la projection de T1 sur T2L2. Le plan T1H
est aussi un plan d’onde du faisceau de rayons parallèles, donc (T1L1M) = (HL2M).
Ainsi la différence de marche d2 = (T2L2M) − (T1L1M) est égale à d2 = (T2H). On
supposera désormais que l’indice n du milieu dans lequel est plongé l’écran (E) est égal
à 1. On peut alors écrire :

d2 = T2H =
−−→
T2T1

−→u = au (47)

où −→u est le vecteur unitaire dans la direction de l’onde diffusée (cf. figure).

Remarque : On aurait pu obtenir le même résultat à partir de celui obtenu plus haut
(équation (43)), en faisant tendre D vers l’infini, mais en maintenant le rapport x/D = u

constant.

De la même façon qu’on a rejeté l’écran à l’infini, on peut aussi rejeter la source S à l’infini.
L’onde qui éclaire l’écran (E) est alors une onde plane. Pour réaliser expérimentalement
une telle situation, il suffit de placer une source ponctuelle dans le plan focal objet d’une
lentille (figure p. 552). En utilisant les mêmes arguments que précédemment, la différence
de marche d1 = (SL′

2T2) − (SL′
1T1) s’écrit :

d1 = H′T2 = −−−→
T2T1

−→u ′ = −au′ (48)

où H′ est la projection de T1 sur L′
2T2, −→u ′ le vecteur unitaire dans la direction de

l’onde incidente et u′ l’angle entre cette direction et l’axe optique (défini avec les mêmes
conventions de signe que u, voir figure)
Globalement, dans le cas où on éclaire l’écran (E) par une onde plane (i.e. S est rejeté à
l’infini) et où on observe les interférences à l’infini, la différence de marche entre les deux
rayons qui interfèrent est :

d = d1 1 d2 = a(u − u′) (49)

et le déphasage entre ces 2 rayons est :

Df = kd =
−−→
T2T1(

−→
k −−→

k ′) (50)

où
−→
k ′ et

−→
k sont les vecteurs d’onde des ondes incidentes et transmises. Notez que la

frange centrale est observée dans la direction u = u′ (c’est-à-dire dans la direction de
l’onde incidente).

• Figure d’interférences sans l’approximation paraxiale
On se replace ici dans le cadre de l’expérience décrite au 5.1 (en particulier on suppose
�1 = �2 de sorte que les 2 sources fictives T1 et T2 sont en phase). Par contre, on ne fait
pas l’approximation paraxiale, ce qui signifie qu’on ne suppose plus que tous les rayons
lumineux sont faiblement inclinés par rapport à l’axe optique du système. Du point de vue
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expérimental, ceci n’est pas très facile à réaliser dans une expérience d’optique, mais est
facilement réalisé dans des expériences d’interférences d’ondes à la surface d’un liquide.
Les franges brillantes (respectivement sombres) sont obtenues lorsque la condition

d = �2 − �1 = nl (respectivement d = �2 − �1 = (n 1
1
2

)l) est vérifiée. Dans les

deux cas, on doit donc avoir d = �2 − �1 = Cste. Or �2 − �1 = Cste est l’équation d’un
hyperboloïde de foyers T1 et T2 (surface obtenue en faisant tourner autour de son axe
T1T2 une hyperbole de foyers T1 et T2). La frange correspondante, intersection de cet
hyperboloïde et du plan (E) (l’écran), est une hyperbole. La figure d’interférences a donc
l’allure indiquée sur la figure ci-dessous. Dans le 5.4, on a étudié le centre de cette figure
d’interférences, là où les hyperboles peuvent être assimilées à leur tangente au sommet.

S

T1

T2

y

(E)
(P)

(P)

z

x

x

z y

• Deux trous T1 et T2 de tailles différentes.
Si les deux trous T1 et T2 sont de surfaces différentes, ils laissent passer des intensités
lumineuses différentes ; on ne peut donc plus considérer que leurs amplitudes complexes
ont même module L’équation (37) devient donc :

s1(T1) = s′1eik�1 et s2(T2) = s′2eik�2 (51)

avec s′1 fi s′2. Il est raisonnable de considérer que l’intensité transmise par chacune des
sources est proportionnelle à la surface du trou correspondant, et à l’intensité de l’onde
qui l’éclaire ; pour le trou i (i = 1 ou 2), de surface Si, éclairée par une onde d’intensité
I0 = |s0|2, on a donc :

Ii = |si(Ti)|2 = A2Si |s0|2 d’où s′i = A
√

Sis0 (52)

Ainsi l’amplitude lumineuse totale en M est :

s(M) = s1(M) 1 s2(M) = s′1eik(�11�′1) 1 s′2eik(�21�′2) (53)

et l’intensité en M :
I = ss∗ = I1 1 I2 1 2

√
I1I2 cos(kd) (54)

où d = �′2 1 �2 − �′1 − �1. I1 et I2 sont les intensités reçues en M si seule la source T1 ou
T2 l’éclaire (l’autre trou étant bouché).
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Les franges brillantes et sombres sont au même endroit que lorsque les 2 trous ont
la même surface, mais les franges sombres ne sont plus noires, elles ont une intensité
Imin = (

√
I1 −

√
I2)2. Et l’intensité des franges brillantes est Imax = (

√
I1 1

√
I2)2. La

figure d’interférences est donc moins contrastée.
Pour rendre compte de cet effet, on introduit le contraste C, défini par :

C =
Imax − Imin

Imax 1 Imin
(55)

Si I1 = I2 (c’est-à-dire si les deux trous ont la même surface), le contraste est égal à 1 ;
dès que I1 fi I2, C < 1.

• Remplacement des 2 sources fictives T1 et T2 par 2 sources incohérentes
On remplace ici les deux trous T1 et T2 (qui jouent pour le demi-espace situé en aval de
l’écran E le rôle de 2 sources fictives) par 2 sources incohérentes, 2 lampes par exemple.
Que devient alors la figure d’interférences ?
Chaque lampe émet des trains d’onde, de durée tc, mais de façon non corrélée avec l’autre
lampe. Leurs amplitudes sont :

s1(T1) = s01eiw1(t) et s2(T2) = s02eiw2(t) (56)

où leurs phases w1 et w2 prennent des valeurs différentes tous les temps tc(w1 et w2 sont
deux fonctions analogues à celle représentée par la figure p. 541). De plus les valeurs prises
par w1 à un instant donné sont différentes de celles prises par w2 au même instant, de sorte
que la différence de phase Dw = w1 − w2 entre ces 2 sources prend elle aussi des valeurs
différentes tous les temps tc. C’est en fait à cette propriété qu’on se réfère lorsqu’on dit
que 2 sources sont incohérentes. Inversement deux sources sont dites cohérentes si leur
différence de phase garde la même valeur pendant le temps d’observation tobs, beaucoup
plus long que tc. C’était le cas des 2 sources fictives T1 et T2 dans l’exemple précédent
(5.1.).
Le point M reçoit de la lumière provenant des 2 sources et l’amplitude lumineuse totale
en M est donc :

s(M) = s1(T1)eik�′1 1 s2(T2)eik�′2 = s01e(ik�′11w1) 1 s02e(ik�′21w2) (57)

d’où l’intensité lumineuse en M :

ss∗ = |s01|2 1 |s02|2 1 2s01s02 cos Df (58)

où Df = k(�′1 − �′2) 1 Dw est la différence de phase des 2 ondes reçues par le point M.
Puisque Dw change de valeur tous les temps tc, il en est de même de Df. Ce qu’on mesure
en fait n’est pas ss∗, mais la valeur moyenne de ss∗ pendant le temps d’observation tobs,
soit I = 〈ss∗〉tobs .
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Remarque : jusqu’à maintenant, on n’avait pas eu besoin de faire cette distinction, car
on avait toujours observé des intensités lumineuses qui ne variaient pas au cours du
temps (i.e. qui ne fluctuaient pas tous les temps tc).

ss∗ représente l’intensité lumineuse qu’on observerait à un instant donné si on disposait
d’un détecteur ayant un temps d’observation beaucoup plus court que tc. Puisque, au
cours du temps d’observation tobs, beaucoup plus long que tc, Df peut prendre n’importe
quelle valeur comprise entre 0 et 2p :

〈cos Df〉tobs = 0 (59)

et
I = |s01|2 1 |s02|2 = I1 1 I2 (60)

où I1 (respectivement I2) est l’intensité reçue en M si seule la source T1 (respectivement
T2) fonctionne. Dans ce cas, il n’y a donc pas interférence, et l’intensité reçue en M est la
somme des intensités provenant de chacune des sources.
Ce raisonnement permet de comprendre physiquement pourquoi on ne voit pas alors
de franges d’interférence : si on disposait d’un détecteur ayant un temps d’observation
beaucoup plus court que tc, on verrait une figure d’interférence et, tous les temps tc, cette
figure d’interférences serait différente (puisque Df est différent). Or le détecteur dont
on dispose réellement a un temps d’observation tobs beaucoup plus long que tc, ainsi
on détecte la superposition des différentes figures d’interférences qui ont existé pendant
le temps d’observation. Ces figures étant déphasées aléatoirement, les franges brillantes
des unes coïncident avec les franges sombres des autres : les franges d’interférences se
brouillent.

Propriété : Les amplitudes émises par 2 sources cohérentes s’ajoutent. Les intensités émises par
2 sources incohérentes s’ajoutent.

• Source étendue, cohérence spatiale
Une source étendue est une source dont on ne peut négliger les dimensions transversales.
Chaque point d’une source étendue doit être considéré comme une source ponctuelle.
Deux points différents d’une même source étendue sont deux sources ponctuelles inco-
hérentes. On peut s’en rendre compte dans le cas d’un exemple, si la source étendue
est une lampe à décharge haute pression : la lumière émise en deux points différents de
cette source est émise par des atomes différents, qui subissent des collisions à des instants
différents, et qui à un instant donné émettent de la lumière avec une phase différente.
Deux zones différentes de la lampe sont donc deux sources incohérentes.
Considérons d’abord que la source étendue S soit une fente infiniment mince et orientée
selon Osys (figure p. 551). Chaque point de la source est une source ponctuelle qui produit
une figure d’interférences sur l’écran (P). Les sources ponctuelles étant incohérentes entre
elles, on observe la superposition de toutes les figures d’interférences qu’elles produisent.
Or toutes ces figures d’interférences sont identiques (en particulier on peut constater que
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toutes leurs franges centrales coïncident avec l’axe des y et que tous les interfranges sont
égaux). La figure d’interférences observée est donc la même qu’avec une source ponctuelle.

Remarque : ceci n’est vrai que parce que la figure d’interférences est invariante par
translation dans la direction de la fente (selon Oy). En particulier ça ne serait pas vrai
hors du cadre de l’approximation paraxiale.

On envisage maintenant comme source une fente toujours orientée selon Osys, mais de
largeur finie. On peut considérer cette source comme la juxtaposition de fentes infiniment
minces, toutes parallèles à Osys, mais situées à des abscisses xs différentes. Correspondant à
des points différents de la source étendue, ces différentes fentes sources sont incohérentes
entre elles.

T1

T2

y

(E) (P)

franges dues
à la fente source xS

franges dues
à la fente source 

xS = 0 

xS

yS

z

x

z

D d

p = 1

0

– 1

1

0

– 1

Chacune produit une figure d’interférences, mais ces figures d’interférences ne sont pas
identiques. Elles ont encore même interfrange, mais leurs franges centrales ne sont pas
superposées. La fente source située en xs produit une figure d’interférences dont la frange

centrale est située en x = xs
D
d

(cf. fig. ci-dessous). La figure d’interférences créée par

la fente large est la superposition de toutes ces figures d’interférences (puisque toutes
les fentes infiniment minces sont incohérentes entre elles. Mais subsiste-t-il encore des
franges dans la figure d’interférences ainsi produite ? La réponse à cette question dépend
de la largeur e de la fente source. Plus précisément, si la fente source a une largeur e,
les franges centrales des figures d’interférences créées par chacune des fentes sources

élémentaires (infiniment minces) se répartissent dans une largeur e
D
d

.

– Si cette grandeur est petite devant l’interfrange i =
lD
a

, donc si :
e
d
 l

a
(61)
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la frange centrale n’est pratiquement pas élargie et la figure d’interférences a toujours la
même allure.

Remarque : l’équation (61) signifie que la largeur angulaire de la source doit être beau-
coup plus faible que celle de la frange centrale, c’est-à-dire que l’interfrange angulaire.

– Si e
D
d

n’est pas beaucoup plus faible que l’interfrange, on voit encore des franges, mais

le contraste diminue (les franges sombres ne sont plus noires). Si e
D
d

= i, les franges

disparaissent (quel que soit le point M de l’écran (P), il existe une fente source élémentaire
produisant une frange brillante en ce point et une autre produisant une frange noire au
même endroit ; les 2 systèmes de franges se détruisent).
Cet exemple montre qu’on ne peut pas observer des franges d’interférences dans une
expérience de type trous de Young (interférences non localisées) avec une source étendue.
Une autre conséquence est que, si on utilise une fente source infiniment mince, mais
faisant un petit angle ´ avec l’axe Osys, on ne verra plus de franges à moins que la hauteur
� de la fente source et l’angle ´ ne soient pas trop grands.

Remarque : À titre d’exercice, montrer que, dans ce cas, la figure d’interférences n’est
pas affectée tant que �´  ld/a.

• Interférences en lumière polarisée
Imaginons qu’on polarise les 2 sources fictives T1 et T2 orthogonalement (par exemple
en plaçant 2 polariseurs croisés, l’un devant le trou T1, l’autre devant le trou T2). Il en
résulte que les champs électriques

−→
E1 et

−→
E2 rayonnés par ces 2 sources sont perpendicu-

laires. Le champ électrique total (c’est-à-dire l’amplitude de l’onde lumineuse) en M est
−→
E =

−→
E1 1

−→
E2, et l’intensité lumineuse I est donc proportionnelle à (

−→
E1 1

−→
E2)2 =

−→
E2

1 1
−→
E2

2

(puisque
−→
E1

−→
E2 = 0, le terme d’interférence disparaît). On a donc I = I1 1 I2. Et on ne

voit pas de franges.

Propriété : En lumière polarisée, seules les ondes polarisées dans la même direction interférent.

Ceci permet de mieux comprendre l’origine des franges observées en lumière naturelle.
On s’intéresse ici au cas où la source S dans l’expérience décrite par la figure p.547 est une
source de lumière naturelle. Comme nous l’avons vu plus haut, la lumière naturelle peut
être décomposée en deux ondes polarisées linéairement dans 2 directions orthogonales,
ces 2 ondes étant incohérentes. Soient a et b ces 2 polarisations (si toutes les ondes
se propagent suivant Oz, on peut prendre a = x et b = y). Les 2 trous T1 et T2,
éclairés en lumière naturelle, diffusent de la lumière naturelle. Ils se comportent donc,
vis-à-vis du demi-espace aval, comme 2 sources fictives de lumière naturelle. Dans la
suite, la lumière polarisée selon a et provenant de la source T1 sera désignée par a1, on
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définit de même a2, b1 et b2. a1 ne peut interférer qu’avec a2 (ondes cohérentes de même
polarisation), produisant une première figure d’interférences (pour observer parfaitement
cette figure, il suffit de polariser la source S dans la direction a, c’est-à-dire d’intercaler un
polariseur orienté selon a entre S et l’écran (E)) ; de même b1 ne peut interférer qu’avec
b2, produisant ainsi une seconde figure d’interférences identique à la première. Lorsqu’on
observe les franges en lumière naturelle, on observe en fait la superposition de ces deux
figures d’interférences.

• Interférences en lumière polychromatique ou en lumière blanche
La source S est polychromatique, émettant deux longueurs d’onde (dans le vide) diffé-
rentes. Il est facile de voir que, même si elles sont en phase à un instant donné et en un
point donné de l’espace, deux ondes de longueurs d’onde différentes vont très rapidement
se déphaser. Pendant la durée de l’observation tobs (supposée suffisamment grande), leur
déphasage peut prendre n’importe quelle valeur entre 0 et 2p :

Propriété : On ne peut pas observer d’interférence entre deux ondes de longueur d’onde diffé-
rente.

Remarque : on sait faire battre (c’est-à-dire faire interférer) deux lasers très stables
ayant des longueurs d’onde légèrement différentes (c’est même le principe de base de la
métrologie moderne des fréquences et des longueurs). Mais dans ce type d’expériences
(réalisables dans un laboratoire de métrologie, mais pas encore dans un lycée !), le
détecteur a un temps de réponse tobs court devant la période des battements.

Si on réalise l’expérience des trous de Young avec une source polychromatique, émettant
2 raies de longueurs d’onde l1 et l2, on observera donc la superposition des 2 systèmes de
franges obtenus l’un à la longueur d’onde l1, l’autre à la longueur d’onde l2. Notons que
ces 2 systèmes de franges ont des interfranges différents (puisque l’interfrange i dépend
de la longueur d’onde l, cf équation (44)).

z

p = – 2

p = – 2

p = – 3

– 1

– 1

– 1– 2

0
(rouge)

(vert)

(bleu)

0

0

1

1

1

2

2

2 3

λ1

λ2

λ3

Il est de même si on uti-
lise une source de lumière
blanche (contenant toutes
les longueurs d’onde du
spectre visible), à ceci près
qu’on observera la super-
position non pas de 2,
mais d’une infinité de sys-
tèmes de franges (une par
longueur d’onde présente
dans le spectre). Le prin-
cipe est présenté ci-contre.
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Quelle que soit l, tous les systèmes de franges ont leur frange centrale au même endroit,
en x = 0. Sur cette droite, toutes les longueurs d’onde sont présentes (dans les mêmes
proportions que dans le spectre de la source utilisée). La frange centrale de la figure
d’interférences est donc blanche.
L’interfrange "bleu" du système de franges produit par une longueur d’onde bleue est plus
petit que l’interfrange "rouge". C’est pourquoi les premières franges sont irisées : elles
ont une couleur bleue à l’intérieur, i.e. du côté de la frange centrale, et rouge à l’extérieur.
Puis les systèmes de franges associés à chaque couleur sont de plus en plus mélangés. En
un point donné M de l’écran (assez loin de la frange centrale), il arrive donc pratiquement
de toutes les couleurs. L’œil ne distingue plus de franges et perçoit du blanc, qu’on
appelle blanc d’ordre supérieur. Si on effectue l’analyse spectrale de la lumière incidente
en M, on obtient, non pas un spectre continu, mais un spectre cannelé, dans lequel il
manque certaines longueurs d’onde (celles pour lesquelles M est situé dans une frange
sombre).

5.6. Observations des interférences de type trous de Young

De façon pratique, on observe plus facilement ces interférences en utilisant non pas deux
trous, mais 2 fentes parallèles, très minces (fentes de Young, exercice 5). Dans ce cas on
peut encore utiliser non pas une source ponctuelle, mais une fente source (parallèle aux
deux fentes diffractantes, cf p. 556).
Il existe d’autres dispositifs équivalents (bilentille de Billet, biprisme de Fresnel, miroirs
de Fresnel, miroir de Lloyd), dont le principe est toujours le même : il s’agit par un
dispositif quelconque d’obtenir deux images différentes S1 et S2 de la même source S (par
exemple deux demi-lentilles, figure ci-dessous). Ces deux images sont cohérentes et, dans
la zone éclairée simultanément par ces 2 images, on observe des interférences. Cette zone
est appelée champ d’interférences.
D’autres dispositifs (biprisme de Fresnel, miroirs de Fresnel, miroir de Lloyd) sont étudiés
en exercice.

L1

F1 = T1

F2 = T2

L2

(P)
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6. INTERFÉRENCES NON LOCALISÉES ET INTERFÉRENCES LOCALISÉES

Le principe des interférences étudiées au paragraphe précédent est toujours le même :
il consiste, à partir d’une source ponctuelle, à "découper" deux zones géométriquement
distinctes de la surface d’onde d’une onde émise par cette source. C’est pourquoi on les
appelle des interférences par division de front d’onde. Avec ces dispositifs, on peut
observer les interférences dans toute une région de l’espace. Dans l’expérience du 5.1, on
observe des interférences sur l’écran (P) quelle que soit sa position, c’est-à-dire quelle que
soit la valeur de D. Il en est de même pour l’expérience décrite sur la figure p. 560 (toutefois
les interférences ne peuvent être observées qu’à l’intérieur du champ d’interférences).
Aussi ces interférences sont appelées interférences non localisées (c’est-à-dire dont
l’observation n’est pas localisée à une surface donnée). De plus dans le cas particulier des
trous de Young, ces interférences ne peuvent pas être observées avec une source étendue.

T1

T2S
F1

F2

Si l’on veut utiliser une source étendue (c’est-à-dire une source
qui soit une surface émettrice, sans limitation de taille de cette
surface dans l’une ou l’autre direction), on doit donc procé-
der autrement. Considérons un point S d’une surface émettrice
(figure ci-contre). Pour observer des interférences, il faut au
moins faire interférer 2 rayons lumineux issus de cette source
ponctuelle S. On appellera ST1 et ST2 ces 2 rayons. On a vu
(p. 556) qu’on peut encore observer les franges créées par les interférences entre ces 2
rayons avec une fente source, à condition que cette fente soit perpendiculaire au plan
ST1T2. Pour observer des interférences avec la source étendue, il faut en particulier qu’on
puisse observer des interférences avec les 2 fentes sources F1 et F2, perpendiculaires (cf.
figure ci-dessus). Il faut donc que ST1 et ST2 soient simultanément perpendiculaires à F1

et à F2. Ceci implique que ST1 et ST2 soient confondus. Les interférences sont alors obte-
nues en partageant la lumière partant dans la même direction ST1 = ST2 en deux (par
exemple avec une lame séparatrice), et en faisant interférer les deux faisceaux cohérents
ainsi obtenus. Ces interférences sont appelées interférences par division d’amplitude. Ce
sont les seules qui peuvent être observées avec une source étendue. Par contre, une source
étendue présente une incohérence spatiale (les différents points de la source étendue sont
des sources ponctuelles incohérentes). On ne peut alors observer les interférences que sur
une surface donnée (le lieu des points où les 2 rayons issus du partage de la lumière émise
dans la direction ST1 = ST2 se recoupent). Ces interférences sont donc localisées. On
a ainsi justifié l’existence de 2 types d’interférences (cf. introduction du 5., p. 546) :

Interférences Localisation Observées avec une source étendue

par division de front d’onde non localisées non

par division d’amplitude localisées oui
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Remarque : un dispositif interférentiel par division d’amplitude éclairé par une source
ponctuelle donne des interférences non localisées. C’est l’utilisation d’une source éten-
due qui conduit à la localisation des interférences.

7. INTERFÉRENCES PAR DIVISION D’AMPLITUDE

7.1. Franges d’égale inclinaison

• Lame à faces parallèles

e

B

A
i

r

C

T1

T2

H

R1

R2

i

n1nn1

Considérons une lame à faces parallèles, consti-
tuée d’un milieu d’indice n et entourée d’un milieu
d’indice n1. Sur cette lame arrive un faisceau de
rayons parallèles, faisant un angle i avec la normale
à la lame. Sur le dioptre supérieur de la lame, un
rayon incident I donne lieu à un rayon réfléchi R1

et un rayon réfracté. On appelle r l’angle de réfrac-
tion. À son tour, le rayon réfracté donne lieu, sur
le dioptre inférieur de la lame, à deux rayons, l’un
réfléchi, l’autre réfracté ; c’est le rayon transmis T1.
En réitérant le processus, on obtient les rayons R2,
T2, etc. Dans le cadre de cette étude, on négli-
gera (pour l’instant) les rayons Ri et Ti avec i > 2
(ce sont des rayons peu intenses par rapport aux
précédents).
Les rayons R1 et R2 sont parallèles. Ils peuvent donc interférer là où ils se croisent,
c’est-à-dire à l’infini (en pratique dans le plan focal d’une lentille). Il en est de même pour
les rayons transmis T1 et T2. Ces interférences sont localisées à l’infini.

M

F
ii

S

(L)

T1

T2

nn1 = 1 
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Le déphasage (ou la différence de marche d) entre ces 2 rayons se décompose en deux
termes :
– un déphasage lié à la différence de marche "géométrique" entre les 2 rayons ;
– un déphasage complémentaire introduit par l’existence de réflexions sur des milieux
d’indice inférieur.
Différence de marche "géométrique" entre les 2 rayons : Considérons les deux rayons
réfléchis R1 et R2. Leur différence de marche "géométrique" dg est due à ce que, à partir
de A, ils ne suivent pas le même chemin. Puisque les 2 rayons réfléchis sont parallèles
(donc appartiennent à la même onde plane), les chemins optiques entre un même plan
d’onde (par exemple le plan CH) et le point M où sont observées les interférences sont
les mêmes que l’on suive R1 ou R2. Donc (HM) = (CM) ; ainsi la différence de marche
"géométrique" dg entre R2 et R1 est :

dg = (AB) 1 (BC) − (AH) (62)

On a (AB) = (BC) = nAB = n
e

cos r
, et (AH) = n1AH = n1AC sin i. En utilisant en

outre AC = 2e tan r, ainsi que la relation de Descartes entre i et r :

n1 sin i = n sin r (63)

on obtient :
dg = 2ne cos r (64)

Remarque : ce résultat sert très souvent. Il est donc important de savoir le retrouver sans
difficulté. Attention à ne pas oublier le terme −(AH) dans l’expression (62).

Déphasage dû aux réflexions : considérons un dioptre plan séparant deux milieux trans-
parents, d’indices n1 et n2 (cf. figure p. 356). L’onde incidente l’éclaire du côté du milieu
d’indice n1 et sous incidence normale. En M, les amplitudes sr(M) et st(M) des ondes
réfléchie et transmise sont proportionnelles à celle de l’onde incidente en M, si(M), les
coefficients de proportionnalité étant les coefficients de réflexion r et de transmission t
de l’amplitude :

r =
n1 − n2

n1 1 n2
et t =

2n1

n1 1 n2
(65)

– Si la réflexion a lieu sur un milieu d’indice supérieur (à celui du milieu dans lequel se
propage l’onde incidente), soit ici si n2 > n1, r est négatif, et donc en M l’onde réfléchie
est en opposition de phase avec l’onde incidente (en M) ;
– Si au contraire la réflexion a lieu sur un milieu d’indice inférieur, soit si n2 < n1, r est
positif, et donc en M, l’onde réfléchie est en phase avec l’onde incidente.
Dans tous les cas, t est positif, et donc en M, l’onde transmise est toujours en phase avec
l’onde incidente.

Propriété : Dans le cas d’une réflexion sur un milieu d’indice supérieur, et dans ce cas seulement,
il s’introduit en M un déphasage de p entre l’onde réfléchie et l’onde incidente.
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Dans le cas où l’onde incidente arrive sur le dioptre sous incidence oblique, les expressions
des coefficients r et t diffèrent des expressions (65), mais tant que l’angle d’incidence i
n’est pas trop grand, leurs signes sont ceux obtenus à incidence normale. Les conclusions
auxquelles on est arrivé pour l’incidence normale sont donc encore valables.
Les deux rayons T1 et T2 (ou R1 et R2) peuvent donc être déphasés par l’existence d’un
nombre différent, sur les 2 trajets, de réflexions sur des milieux d’indice supérieur On
caractérisera ce déphasage par une différence de marche supplémentaire dr , qui est égal à
0 ou l/2 suivant que le déphasage correspondant est 0 ou p.

Remarque : ce déphasage est défini modulo 2p, et par conséquent dr est défini modulo l.

La différence de marche totale est bien évidemment la somme de ces 2 contributions :

d = dg 1 dr (66)

Sur chacun des trajets de R1 et R2, il y a une réflexion. Les deux réflexions sont l’une
sur un milieu d’indice inférieur, et l’autre sur un milieu d’indice supérieur (que n soit
supérieur ou inférieur à n1). On a donc :

en réflexion dr =
l

2
(67)

Le rayon T1 ne subit aucun réflexion, tandis que T2 subit 2 réflexions. Que ces deux
réflexions aient lieu sur des milieux d’indice supérieur (si n1 > n) ou inférieur (si n1 < n)
ne change rien, les réflexions n’introduisent globalement aucune différence de phase, et
on a :

en transmission dr = 0 (68)

• Figure d’interférences observée à l’infini
La lame à face parallèle est éclairée par une source (ponctuelle ou étendue). La lame est
donc éclairée par des rayons dont l’angle d’incidence i peut prendre toutes les valeurs (dans
une plage donnée). La figure d’interférences est observée dans le plan focal d’une lentille.
En M viennent converger tous les rayons transmis faisant un angle i avec l’axe optique.
L’ensemble du plan focal est donc éclairé, et la figure d’interférences a évidemment la
symétrie cylindrique. Les franges sont donc des anneaux. Un rayon incident, d’angle
d’incidence i, engendre deux rayons transmis T1 et T2, entre lesquels la différence de
marche est d = 2ne cos r (avec sin i = n sin r). Ainsi :
Au centre de la figure d’interférences, les rayons qui interférent sont tels que i = 0 (donc

r = 0). Leur différence de marche est donc d = 2ne. L’ordre d’interférence p =
d

l
y

est élevé. Pour pouvoir observer cette figure d’interférences, il faut donc que la lumière
utilisée soit suffisamment cohérente, plus précisément que sa longueur de cohérence �c

soit supérieure à la différence de marche, soit ici : �c > 2ne. Cette figure d’interférences
ne peut donc pas être observée en lumière blanche.
Plus on s’intéresse à un point M situé à l’extérieur de la figure, plus les rayons qui y
convergent ont un angle d’incidence i élevé, donc l’ordre d’interférences p diminue. On
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observera donc une succession d’anneaux brillants (quand p est entier) et sombres (quand
p est demi-entier).
Si on suppose que le centre de la figure est brillant (donc si l’ordre d’interférence

pF =
2ne
l

y est entier), le j-ième anneau brillant correspond à une différence de marche

d = 2ne cos r = ( pF − j)l. Dans l’hypothèse où tous les angles sont petits, le rayon
angulaire de cet anneau est :

ij =

√
j
nl

e
(69)

(et son rayon géométrique est Rj = f ij où f est la distance focale de la lentille). Leur
rayon croît comme

√
j. Les anneaux sont donc de plus en plus serrés lorsqu’on s’éloigne

du centre. Un anneau reçoit des rayons de même inclinaison i, ce qui justifie le nom
donné à ces franges (franges d’égale inclinaison).

Remarques : avec une source de lumière blanche, les différentes figures d’interférences
associées à chacune des longueurs d’onde se brouillent. Sur l’écran, on ne voit donc plus
d’anneaux, mais on obtient du blanc d’ordre supérieur.
Les franges observées en transmission ont un faible contraste. En revanche, on peut
aussi observer les franges en réflexion (essayer d’imaginer comment). Les franges ainsi
obtenues sont alors beaucoup plus contrastées (C ≈ 1).

7.2. Franges d’égale épaisseur

• Lame prismatique

i

M

O A C

B

R1
R2

α

Une lame prismatique (c’est-à-dire un
coin), d’angle a, est éclairée par une
onde plane, d’angle d’incidence i. Un
rayon de cette onde plane donne lieu à
2 rayons réfléchis R1 et R2, Ces deux
rayons ne sont pas parallèles. Ils se
coupent à distance finie, et en leur
point d’intersection M, on peut obser-
ver leur interférence. Si on choisit un
autre rayon de l’onde, i.e. un autre
point d’arrivée A (l’angle d’incidence
étant constant), l’ensemble des points M obtenus forme un plan contenant l’arête de
la lame prismatique. Les interférences ne peuvent être observées que sur cette surface,
appelée surface de localisation. De nouveau on obtient ici des interférences localisées.
Dans la mesure où les angles sont petits, le plan de localisation est situé au voisinage
immédiat de la lame. Ce plan étant virtuel, on observe ces interférences soit en formant
l’image du plan de localisation sur l’écran, soit directement à l’œil en accommodant sur
le plan de localisation.
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La différence de marche géométrique entre les deux rayons est :

dg = [(AB) 1 (BC) − (CM)] − [−(AM)]

Dans la mesure où les angles sont petits, cette différence de marche peut être calculée
exactement de la même façon qu’au paragraphe 7.1. On a donc dg = 2ne cos r, où, comme
plus haut, r est l’angle de réfraction dans la lame et où e est l’épaisseur de la lame en A,
soit e = ax (avec x = OA).

Remarque : Ceci revient à confondre l’intersection avec R1 du cercle de centre M et de
rayon MC et le point H, projection de C sur R1 tel qu’il a été défini précédemment (cf.
figure p. 562), ce qui est justifié dans la mesure où a est petit.

Si on observe des franges par réflexion (tel qu’on le fait sur la figure p. 565), il faut aussi
tenir compte du déphasage introduit par les réflexions sur les milieux d’indice supérieur ;

comme précédemment, on a dr =
l

2
. D’où :

d = 2ne cos r 1
l

2
(70)

Lorsqu’on observe des points différents de la lame, e varie. Par contre i, donc cos r, ne varie
pas. On observera donc une succession de franges brillantes (lorsque d est un multiple
entier de l, i.e. quand l’ordre d’interférence p = d/l est entier) et de franges sombres
(lorsque p est un demi-entier).. Les franges sont des droites parallèles à l’arête de la lame
prismatique. La distance entre deux franges brillantes consécutives (l’interfrange) est :

Dx =
l

2na cos r
(71)

Pour qu’une figure d’interférences puisse être observée, il faut que l’angle d’incidence i
soit le même pour tous les rayons incidents (la lame doit être éclairée avec une onde
plane). Ici c’est l’épaisseur de la lame qui varie entre les différents points d’observation.
Et tous les points d’une même frange correspondent à la même valeur de l’épaisseur e, ce
qui justifie le nom donné à ces franges (franges d’égale épaisseur).
Puisque chaque frange est associée à une épaisseur donnée de la lame, la figure d’interfé-
rences constitue une carte de la lame, où chaque frange est une ligne de niveau. La distance

d’"altitude" entre 2 lignes de niveaux consécutives est De =
l

2n cos r
(soit de l’ordre de

grandeur d’une fraction de longueur d’onde). Cette capacité qu’on a de visualiser une carte
des lignes de niveau est utilisée pour contrôler l’état d’une surface d’un composant optique
(on place la surface en cours de polissage en face d’une surface parfaitement plane, on
réalise ainsi un coin d’air entre deux morceaux de verre, en observant les franges d’égale
épaisseur, on "cartographie" la surface en cours de polissage).
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• Anneaux de Newton

n

n

1

onde incidente

sphère de 
rayon R

Le principe de la méthode précédente d’étude
d’une surface optique est illustré par l’expérience
des anneaux de Newton (fig. ci-contre). On pose
la face convexe d’une lentille sur la surface plane
d’un bloc de verre. La face de la lentille est sphé-
rique, de très grand rayon de courbure R (c’est
par exemple une lentille plan-convexe de très
grande focale). On a ainsi délimité une lame
d’air (d’indice 1), d’épaisseur variable, entre deux pièces de verre (d’indice n). L’ensemble
est éclairé par une onde plane monochromatique sous incidence normale (i = 0) et la
différence de marche entre les deux rayons réfléchis sur chacune des 2 faces de la lame

d’air est donc d = 2e 1
l

2
.

La figure d’interférence est constituée d’anneaux, alternativement sombres et brillants,
qui correspondent à des lignes d’épaisseur fixée de la lame d’air. Au centre de la figure
d’interférence, on a e = 0 (la surface sphérique est en contact avec le plan), donc

d =
l

2
, par conséquent le centre est sombre. Plus on s’éloigne du centre, plus e et donc d

augmentent. On peut calculer le rayon du jème anneau sombre : Rj =
√

jlR.
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8. INTERFÉROMÈTRES

8.1. Interféromètre à deux ondes (ou interféromètre à faisceaux
séparés)

M1

M2

séparatrice

entrée

sortie

On appelle interféromètre à 2 ondes un
interféromètre où les deux ondes qui
interfèrent sont séparées géométriquement.
Le prototype en est l’interféromètre de
Michelson (mais il existe d’autres interfé-
romètres à 2 ondes). Dans l’interféromètre
de Michelson, le faisceau incident est par-
tagé en deux par une séparatrice (lame semi-
réfléchissante constituée d’une lame de verre
sur laquelle on a déposé une couche métal-
lique très fine). Chacun des deux faisceaux
ainsi obtenus est renvoyé sur lui-même par
un miroir. La séparatrice sert de nouveau pour recombiner une partie de ces 2 faisceaux
dans la dernière direction (fig. ci-dessus).
Il est plus facile de se représenter l’action de cet interféromètre en matérialisant l’image
M′

1 de M1 par la séparatrice (M′
1 est le symétrique de M1 par rapport à la séparatrice) :

– Si M′
1 et M2 sont parallèles, l’interféromètre se comporte comme une lame mince :

franges d’égale inclinaison (Fig. a, ci-dessous).
– Si M′

1 et M2 font un angle a, l’interféromètre se comporte comme un coin d’air s :
franges d’égale épaisseur (Fig. b, ci-dessous).

M1

M’1

M2
a.

M1

M’1

M2
b.

Pour modifier la différence de marche d, il suffit de rallonger un bras sans modifier l’autre.
Il y a interférence si deux ondes cohérentes interfèrent. Elles doivent donc être issues du
même train d’onde initial. On a donc la condition :

�c > d (72)
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Remarque :cette condition est générale. Ce qui est spécifique aux interféromètres étudiés
dans ce paragraphe et dans le paragraphe suivant, c’est qu’ils permettent d’obtenir des
ordres d’interférence élevés.

L’interféromètre de Michelson est à la base de nombreuses applications, en particulier de
l’interférométrie par transformée de Fourier.

8.2. Interféromètre à ondes multiples (ou de Fabry-Perot)

Un interféromètre de Fabry-Perot (Fig. a, ci-dessous) peut être considéré comme une lame
à faces parallèles dont les faces ont reçu un traitement de façon à être semi-réfléchissantes
(en général elles ont été métallisées). Leur coefficient de réflexion en est accru, de sorte
qu’on ne peut plus négliger les rayons ayant subi plus de 2 réflexions, comme R3, R4,...
ou T3, T4...

i

α

B2

B1

H1

R1

A1 A2

R2 R3 R4

T1 T2 T3 T4

a. b.

lames 
semi-réfléchissantes

De façon pratique, pour réaliser un interféromètre de Fabry-Perot, on utilise souvent une
lame d’air délimitée par 2 lames semi-réfléchissantes (Fig. b, ci-dessus). Le traitement
semi-réfléchissant est situé sur les faces intérieures des lames. En outre on doit éviter
que les faces extérieures soient parallèles entre elles ou aux faces intérieures (pour ne pas
générer une deuxième lame à faces parallèles qui perturberait le fonctionnement de la
première).
Avec cet interféromètre, on peut observer les interférences de l’ensemble des rayons
transmis Tj ( j = 1, 2, 3, ...), ou encore celles de l’ensemble des rayons réfléchis Rj

( j = 1, 2, 3, ...). Ces interférences sont localisées à l’infini. En pratique on les observe
dans le plan focal d’une lentille La figure d’interférences a évidemment une symétrie
cylindrique. On observe donc des anneaux.
Pour décrire quantitativement cette figure d’interférences, on doit calculer l’intensité de
la lumière transmise (ou réfléchie) dans la direction i. On s’intéressera ici à la lumière
transmise. On appellera i l’angle d’incidence, a l’angle de réfraction à l’intérieur de la
lame. On introduit aussi les coefficients de réflexion r et de transmission t des surfaces
semi-réfléchissantes. Ces coefficients dépendent du traitement qui a été fait sur ces
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surfaces, et non des indices n et n1 des 2 milieux qu’elles séparent (les formules (65) ne
s’appliquent qu’à un dioptre non traité).
On appelle s0 l’amplitude de l’onde incidente en A1. L’amplitude s1 de la première onde
transmise T1 en B1 est :

s1 = t2s0eiw0 avec w0 = 2p
(A1B1)

l
(73)

car cette onde subit 2 transmissions, et est déphasée par rapport à l’onde incidente par
le trajet (A1B1). De même, l’amplitude de la deuxième onde transmise T2 dans le même
plan d’onde est :

s2 = tr2ts0eidg eif = r2eiws1 avec w = 2p
dg

l
(74)

Cette onde subit une transmission, puis 2 réflexions et enfin une transmission. En outre
elle est déphasée par rapport à l’onde T1 en B1 par la différence de marche géométrique
dg = (B1A2) 1 (A2B2) − (B1H1) (voir p. 563) :

dg = 2ne cos a (75)

Remarque : la différence de marche qui intervient dans l’expression 45 est bien la
différence de marche "géométrique" dg. En effet le terme supplémentaire calculé p. 563
traduit le signe des coefficients de réflexion. Dans la mesure où r est ici une quantité
algébrique (positive ou négative), on tient déjà compte de ce signe. Il n’y a donc pas lieu
d’en tenir compte une deuxième fois en introduisant la différence de marche dr .

L’amplitude de l’onde T2 s’obtient donc à partir de celle de l’onde T1 en la multipliant
par le facteur r2eiw, qui traduit le fait que, par rapport à l’onde T1, l’onde T2 a subi 2
réflexions supplémentaires et a été déphasée par la différence de marche dg . De la même
façon, par rapport à l’onde Tj , l’onde Tj11 a aussi subi 2 réflexions supplémentaires et a
aussi été déphasée par la différence de marche (BjAj11) 1 (Aj11Bj11) − (BjHj) = dg.
Donc :

sj11 = r2eiwsj (76)

L’amplitude s de l’onde totale transmise dans la direction i est la somme des amplitudes
de chacune des ondes transmises Tj :

s =
∞∑

j=1

sj = s1

( ∞∑
k=0

(r2eiw)k

)
(77)

On reconnaît la somme d’une série géométrique, de raison x = r2eiw. Sachant que
∞∑

k=0

xk =
1

1 − x
(si ‖x‖ < 1), on obtient :

s =
s1

1 − r2eiw (78)

570



�

�

�

�

�

�

�

�

D’où l’intensité de la lumière transmise par l’interféromètre :

I = ss∗ =
Imax

1 1 m sin2 w

2

avec Imax =
s1s∗1

(1 − r2)2 et m =
4r2

(1 − r2)2

(79)
Dans cette expression, Imax représente l’intensité maximale qui peut être observée. On
l’atteint à chaque fois que w est un multiple de 2p, c’est-à-dire lorsque 2 ondes transmises
consécutives Tj et Tj11 sont en phase. Dans ce cas dg est égal à un nombre entier de
longueur d’onde l.
On peut constater sur la représentation de I (w) (fig. ci-dessous) que chacun des maxima
de I est très étroit. Dans l’hypothèse où m � 1, il est facile de calculer la largeur à
mi-hauteur de ces maxima :

Dw =
4√
m

(80)

I––
Imax

1

0,5

0
– 2 – 1 0 1 2 ϕ/2π

La figure d’interférences observée à l’infini (en pratique dans le plan focal d’une lentille)
est constituée d’anneaux. Chacun des anneaux correspond à un des maxima étudiés
précédemment (à une valeur de w correspond une valeur de l’angle de réfraction a, donc
une valeur de l’angle d’incidence i, relié à a par la relation de Descartes n sin i = n sin a).
Ces anneaux sont donc étroits (beaucoup plus que ne le sont ceux obtenus dans l’étude des
franges d’inclinaison, i.e. avec une lame non traitée), et ils sont d’autant plus étroits que
les surfaces de l’interféromètre sont réfléchissantes : à la limite où R → 1, ces anneaux
sont infiniment étroits.
Au centre de la figure d’interférences (i = 0, donc a = 0), la différence de marche entre
deux rayons consécutifs est maximum, elle vaut d = 2ne. Cette différence de marche est
en général élevée, et les franges ne pourront donc être observées qu’avec une lumière très
monochromatique, c’est-à-dire avec une source ayant une largeur spectrale Dn faible, ou
encore une longueur de cohérence �c élevée.
Lorsqu’on s’éloigne du centre de la figure d’interférences, i donc a croissent, par consé-
quent la différence de marche d entre deux rayons consécutifs décroît. En supposant
le centre de la figure d’interférences brillant (donc pour une différence de marche entre
2 rayons consécutifs d = 2ne multiple entier de la longueur d’onde), il est facile de calculer
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le rayon angulaire du jème anneau brillant ; on obtient :

aj =

√
jl
ne

(81)

Les rayons angulaires des anneaux
croissent comme

√
j ; ils sont donc de

plus en plus serrés au fur et à mesure qu’on
s’éloigne du centre.
Les applications de l’interféromètre
de Fabry-Perot sont nombreuses. Par
exemple les couches anti-reflet en sont
une application directe. Beaucoup de ces
applications sont reliées à sa capacité de
produire des anneaux très fins. On peut
par exemple s’en servir pour comparer
deux longueurs d’onde très proches. Si
la source utilisée émet un doublet de
longueurs d’onde, comme une lampe à
Sodium par exemple, on observera deux
séries d’anneaux dont l’étude permet d’obtenir la différence entre les deux longueurs
d’onde du doublet. L’interféromètre de Fabry-Perot est donc très utilisé en métrolo-
gie optique, soit pour mesurer des longueurs d’onde, soit pour filtrer spectralement un
rayonnement (il est à la base du fonctionnement des filtres interférentiels).
L’interféromètre étudié dans ce paragraphe peut être envisagé différemment : si le coeffi-
cient de réflexion des 2 surfaces réfléchissantes tend vers 1 (R → 1), le système devient
un système de 2 miroirs parallèles, c’est-à-dire une cavité optique. Si R est grand (mais
inférieur à 1), l’interféromètre de Fabry-Perot peut donc être considéré comme une cavité
optique avec pertes (les pertes sont la lumière qui en sort, donc celle qu’on a étudiée
ici), ou encore comme un résonateur optique. Chacun des maximums d’intensité dans la
lumière transmise correspond à une résonance de ce résonateur. Une telle cavité optique
avec pertes est un des ingrédients indispensables au fonctionnement d’un laser. La quasi-
totalité des lasers peuvent donc être considérés comme un interféromètre de Fabry-Perot
à l’intérieur duquel on a mis quelque chose.

9. PRINCIPE DE HUYGENS – FRESNEL

9.1. Qu’est ce que la diffraction?

Considérons l’expérience représentée p. 573 : on focalise à l’aide d’une lentille (L) la
lumière issue d’une source S sur un trou T percé dans un écran (D). On observe la lumière
arrivant sur un écran (E) Si l’on en croît l’optique géométrique, on ne doit pas observer de
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la lumière à l’extérieur de la zone AB,
c’est-à-dire là où aucun rayon lumi-
neux issu de la lentille (L) et passant
par T ne peut accéder en ligne droite.
En réalité, si le trou T est assez petit,
on observe de la lumière dans cette
zone (dite d’ombre géométrique), de
plus on y observe aussi des franges.
C’est à ce phénomène qu’on se réfère
quand on parle de diffraction.

S

T
B

A

(E)(D)

(L)

Ainsi définie, la diffraction ne peut s’expliquer dans le cadre de l’optique géométrique.

Remarque : en fait ce n’est pas la première fois qu’on rencontre ce phénomène. C’est
grâce à lui que dans l’expérience des trous de Young, chacun des trous T1 et T2 émet
de la lumière dans toutes les directions.

9.2. Principe de Huygens – Fresnel

Pour rendre compte de la propagation de la lumière dans le cadre de l’expérience pré-
cédente, il faut faire explicitement intervenir sa nature ondulatoire, et non se limiter à
l’optique géométrique.

Principe de Huygens : Les ondes lumineuses se propageant à l’extérieur d’une surface S entou-
rant la source S sont identiques à celles qu’on obtiendrait en supprimant S et en la remplaçant par
des sources fictives convenablement choisies sur la surface S.

Postulat de Fresnel : Un point M de la surface S doit être considéré comme une source dont
l’amplitude et la phase sont précisément l’amplitude et la phase de l’onde lumineuse produite en
M par la source S.

L’ensemble des deux constitue le principe de Huygens – Fresnel.

9.3. Validité du principe de Huygens – Fresnel

Le principe de Huygens – Fresnel se déduit des équations de Maxwell, moyennant
quelques approximations en général justifiées. En toute rigueur, ce n’est donc pas un
"principe", mais une conséquence des lois de l’électromagnétisme.

Pour un milieu infini, si la surface S entou-
rant la source S est fermée, l’amplitude en
un point P extérieur à S du champ émis par
la source S peut se calculer comme une inté-
grale de surface portant sur S, et ne faisant

intervenir que le champ produit par la source
S en M ∈ S et sa dérivée. Ainsi le prin-
cipe de Huygens est rigoureusement valable
à condition que S soit une surface fermée
entourant S (et que le milieu soit infini).
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Pour la diffraction par un écran (E) percé
d’une ouverture T, on peut choisir la surface
S de façon à ce qu’elle coïncide en partie
avec l’écran (S1). S1 est alors complétée par
la demi-sphère de très grand rayon S2 de
façon à obtenir une surface S fermée. Il est
possible de montrer que la contribution des
sources fictives situées sur S2 au champ reçu
en P est nulle (à la limite où elles sont infini-
ment loin du point P). Seule subsiste alors la
contribution des sources fictives situées sur
S1.
On fait alors les hypothèses suivantes :
– la présence de l’écran annule le champ
rayonné par une source fictive M située sur
l’écran (E)– la présence de l’écran ne per-
turbe pas le champ rayonné par une source

fictive située dans l’ouverture T (c’est cette
hypothèse qui est la plus critiquable, en par-
ticulier lorsque l’ouverture a une dimension
de l’ordre ou plus faible que la longueur
d’onde l).
Dans ces hypothèses, et à condition que les
angles entre la normale à la surface S1 et
les rayons incident et diffracté soient petits,
on montre que le postulat de Fresnel est
justifié (à ceci près que la phase de l’onde
diffractée diffère de p/2 de celle de l’onde
incidente ; toutefois ce déphasage, qui existe
pour toutes les sources fictives M de la sur-
face S1, n’a aucune incidence tant qu’on cal-
cule l’intensité de la lumière diffractée, c’est
pourquoi on l’oubliera dans la suite de ce
chapitre).

S

Σa.
(E)

P S

Σ1

Σ2

b.

P

Tant que les angles d’incidence et de réfraction (a′ et a, fig. p. 577) sont petits, et tant
qu’on s’intéresse à l’intensité de la lumière diffractée (et non à la valeur de sa phase par
rapport à celle de la source S au même instant), le principe de Huygens – Fresnel fournit
des résultats en parfait accord avec l’expérience, pour des ouvertures diffractantes de taille
suffisante (� l).

9.4. Diffraction de Fresnel et diffraction de Fraunhofer

Si on observe la lumière diffractée à distance finie, on parle de diffraction de Fresnel. Si
on observe la lumière diffractée à l’infini, on parle de diffraction de Fraunhofer.
Du point de vue théorique, on n’étudiera ici que la diffraction de Fraunhofer, Toutefois
en utilisant le principe de Huygens – Fresnel, il est possible d’étudier la diffraction de
Fresnel. Mais cette étude est compliquée, et n’est abordée qu’à un niveau très spécialisé.
Par contre, du point de vue pratique, on passe continûment de l’une à l’autre, par exemple
lorsqu’on place l’écran d’observation non pas strictement dans le plan focal de la lentille,
mais juste devant ou juste derrière ce plan focal.
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10. DIFFRACTION À L’INFINI PAR UNE FENTE

10.1. Diffraction par une fente infinie éclairée sous incidence
normale

PS

S1

x

z

M

F

(E)
(L)

α
α

α

On éclaire une fente de largeur
a (selon Ox), de longueur infi-
nie (selon Oy), par un faisceau de
rayons parallèles, perpendiculaire-
ment à la fente (les rayons lumi-
neux sont donc parallèles à Oz, et
les plans d’onde du faisceau inci-
dent sont parallèles à Oxy) (Fig.
ci-contre). On observe la lumière
diffractée à l’infini, c’est-à-dire de
façon pratique en plaçant un écran
E au plan focal image d’une len-
tille L. En l’absence de diffraction
(c’est-à-dire en ne se fiant qu’à l’optique géométrique), il n’arriverait de la lumière qu’en
un seul point de l’écran, le foyer F de la lentille. L’existence de lumière ailleurs qu’en ce
point est donc caractéristique de la diffraction. Dans tout ce qui suit, la lumière incidente
est monochromatique, de longueur d’onde l.
On utilise le principe de Huygens-Fresnel, en choisissant la surface S comme indiqué sur
la figure p. 574. Comme il a été vu au 9.3. seules les sources fictives S situées juste derrière
la fente éclairent le point M. L’onde lumineuse arrivant en M est donc la somme des
amplitudes des ondes émises par les sources fictives délimitées par la fente diffractante.
Toutes ces sources sont en phase : la lumière incidente arrive normalement sur l’écran
diffractant et le plan Oxy est un plan d’onde. En revanche, les ondes émises par ces sources
S ne sont plus en phase lorsqu’elles arrivent en M : les chemins optiques (S1M) et (SM)
ne sont pas égaux. Pour calculer la différence de marche entre les deux chemins (S1M) et
(SM), il faut remarquer que les rayons émergeant des sources fictives S et convergeant en
M sont des rayons parallèles (en effet le point M est dans le plan focal de la lentille L).
L’onde constituée de ces différents rayons est donc une onde plane. De par la propriété
des lentilles minces, les chemins optiques entre un plan d’onde et le point M sont égaux :
(S1M) = (PM). La différence de marche entre les deux chemins (S1M) et (SM) est
donc :

d = (SM) − (S1M) = (SP) (82)

soit x l’abscisse de S comptée à partir de S1 (x = S1S) et a l’angle du faisceau diffracté
par rapport à l’axe optique Oz. En considérant de plus que la fente est placée dans l’air
(d’indice n = 1), on a :

d = x sin a ≈ xa (83)
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On suppose ici que a est petit, c’est-à-dire qu’on est dans les conditions de l’optique
paraxiale.
Pour obtenir l’expression de l’amplitude s(M) de l’onde lumineuse en M, on ajoute les
amplitudes en M des ondes émises par chacune des sources fictives. Chacune des sources
émet une onde d’amplitude proportionnelle à sa surface, donc l’amplitude émise par une
fente élémentaire de largeur dx est proportionnelle à sa largeur :

ds(S) = bf dx (84)

(où bf est une constante de proportionnalité) et l’amplitude en M de la même onde (émise

par S) est déphasée de kd (avec k =
2p

l
), d’où :

ds(M) = bf dxeikd (85)

Ainsi l’amplitude lumineuse totale reçue en M s’écrit :

s(M) =
∫

ds(M) =
∫ a

0
bf eikddx (86)

Remarque : puisqu’il y a une infinité de sources fictives S, repérées par la variable
continue x, la somme sur toutes les sources fictives se traduit ici par une intégrale sur
x. D’autre part, dans les expressions (85) et (86), on a volontairement oublié le facteur
eik(PM) dû au déphasage entre le plan d’onde S1P et le point M. En effet ce facteur est
le même pour toutes les sources fictives S, et il disparaîtra lorsqu’on calculera l’intensité
I = |s(M)|2 de la lumière diffusée en M.

L’intégrale se calcule aisément, on a :

s(M) = bf

∫ a

0
eikaxdx = bf

eikaa − 1
ika

(87)

D’où l’expression de l’intensité de la lumière diffractée en M :

I = |s(M)|2 =
∣∣bf

∣∣2
∣∣eikaa − 1

∣∣2

(ka)2 =
∣∣bf

∣∣2
4 sin2(

kaa

2
)

(ka)2 =
∣∣bf

∣∣2
a2 sinc2

(
kaa

2

)
(88)

On introduit ici la fonction sinus cardinal, sinc, définie par :

sinc(x) =
sin x

x
(89)

Si x → 0, sinc(x) → 1. Ainsi, si a → 0, I → I0 =
∣∣bf

∣∣2
a2. Cette valeur de l’intensité

lumineuse correspond à celle reçue au foyer de la lentille (i.e. pour a = 0). On retiendra :

I = I0 sinc2
(

kaa

2

)
= I0 sinc2

(
p

a
l

a

)
(90)
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sinc2u

1

1

– 2 2 3–1– 3 0
a
λ

α

La figure ci-contre montre l’allure de la fonction
f (x) = sinc2(px) et donc celle des variations de I
avec a.
Lorsque x est un entier non nul n, sinc2(px) est

nul, ainsi lorsque a = n
l

a
, l’intensité I s’annule.

Dans la figure de diffraction, on observe donc une
succession de franges noires et brillantes. Les franges

noires sont situées en a = n
l

a
avec n entier non nul.

Les franges brillantes sont situées entre les franges

noires, soit approximativement en a =
(

n 1
1
2

)
l

a
. La frange centrale, située en a = 0,

est beaucoup plus intense que les autres (à titre de comparaison, l’intensité de la première

frange latérale, située en a ≈ ±3
2

l

a
, est 0,047 I0).Elle est également deux fois plus large

que les autres et sa largeur (angulaire) totale à mi-hauteur est :

Da =
l

a
(91)

La frange centrale (et d’une manière générale toute la figure de diffraction) est d’autant
plus large que la fente est étroite.

Remarque : On donne ici les positions angulaires des franges, ainsi que la largeur
angulaire de la frange centrale. Les positions géométriques des franges sur l’écran E
s’obtiennent en multipliant les positions angulaires correspondantes par la distance
focale f de la lentille L.

10.2. Diffraction par une fente infinie éclairée sous incidence
oblique

P

N

S

S1

x

z

M

FS

(E)
(L)

α
α’

α’

n’

n

Le faisceau incident reste un fais-
ceau de lumière parallèle, dont les
rayons lumineux font un angle
a′ avec l’axe Oz. Les angles
a et a′ sont considérés comme
petits. Maintenant les différentes
sources fictives S de la surface
S1 ne sont plus en phase : sur
la figure ci-contre, on a tracé
un plan d’onde de l’onde inci-
dente La source fictive S est donc
en retard par rapport à S1. La
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différence de chemin optique entre ces deux sources est d2 = (NS) (et leur différence
de phase wS − wS1 est donc kd2). On calcule facilement d2 ≈ xa′ (dans l’hypothèse où
a  1).
La différence de marche totale entre les deux chemins (NSM) et (S1M) est donc
d = d1 1 d2, où d1 = (SP) est la différence de marche calculée au paragraphe pré-
cédent :

d ≈ x(a 1 a′) (92)

Remarque : ceci nécessite de préciser les conventions de signe utilisées pour a et a′ :
elles ont ici été choisies de façon à ce que, dans le cas illustré par la figure ci-dessus, les
angles a et a′ soient l’un et l’autre positifs.

La suite du calcul de l’intensité de la lumière diffractée se fait comme dans le paragraphe
précédent, à la seule différence que a est remplacé par a 1 a′ ; on obtient donc :

I = I0 sinc2
(

ka(a 1 a′)
2

)
(93)

La frange centrale (correspondant à d = 0) est désormais située en a = −a′, c’est-à-dire
là où arriverait la lumière en ne tenant compte que de l’optique géométrique (dans le plan
focal de la lentille L, la lumière arriverait au point Fs). Le fait d’incliner la direction du
faisceau incident a donc translaté globalement la figure de diffraction, sans la déformer.
La différence de marche d et le déphasage Dw = kd qu’elle introduit peuvent être
exprimés différemment, sous une forme qui sera plus aisément généralisable. Soit −→n le
vecteur unitaire dans la direction du faisceau diffracté, et −→n ′ celui dans la direction du
faisceau incident. On a donc :

d1 = −−→n −→
S1S et d2 = −→n ′−→S1S (94)

d’où :
d = (−→n ′ −−→n )

−→
S1S (95)

En introduisant les vecteurs d’onde
−→
k = k−→n de l’onde diffractée et

−→
k ′ = k−→n ′ de l’onde

incidente, le déphasage Dw s’écrit :

Dw = −(
−→
k −−→

k ′)
−→
S1S (96)

11. DIFFRACTION À L’INFINI PAR UNE OUVERTURE RECTANGULAIRE

On s’intéresse ici à la diffraction par une ouverture rectangulaire, de côtés a et b (figure
ci-dessous). Le faisceau incident est un faisceau de lumière parallèle, monochromatique.
Dans un premier temps, on considère qu’il est orienté selon Oz, perpendiculairement
au plan de l’écran diffractant (ultérieurement, on s’affranchira de cette hypothèse). On
observe la diffraction à l’infini, c’est-à-dire de façon concrète dans le plan focal d’une
lentille L.
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(L) (E)

Comme on l’a fait au 10. pour la fente infinie, on va décomposer l’ouverture diffractante
en une infinité de sources fictives S. Ici S est une source située en x,y (où x et y sont
les coordonnées du vecteur

−→
S1S, cf figure ci-dessus), dont les dimensions transversales

sont dx et dy. L’amplitude de l’onde lumineuse qu’elle émet est donc proportionnelle à sa
surface dxdy. Enfin, dans la mesure où (pour l’instant) le faisceau incident est parallèle à
Oz, donc que le plan de l’ouverture diffractante est un plan d’onde de l’onde incidente,
les phases de toutes les sources fictives S sont les mêmes. L’amplitude lumineuse de l’onde
émise par S s’écrit donc :

d2s(S) = Adxdy (97)

où A est une constante de proportionalité.

y

z

S
P

S1

x

a. b.

n

α
δ1

β

n
Comme il est indiqué sur le
figure ci-dessus, on envisage ici
que la lumière puisse être dif-
fractée dans n’importe quelle
direction. Pour repérer la direc-
tion −→n de la lumière diffractée,
on va désormais utiliser les pro-
jections a et b du vecteur unitaire −→n sur les axes Ox et Oy. a et b sont parfois appelés
les cosinus directeurs de la direction −→n . D’un point de vue géométrique, a et b sont
les sinus des angles que font les projections de −→n sur les plans Oxz et Oyz avec l’axe
Oz. Dans la mesure où ces angles sont petits (hypothèse de l’optique paraxiale, que nous
continuerons à faire ici), on peut assimiler le sinus à l’angle, de sorte que a et b sont
les angles que fait Oz avec les projections de −→n sur les plans Oxz et Oyz (cf. figure a.
ci-dessus).
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Les chemins optiques entre un point M du plan focal de la lentille L et les différentes
sources fictives S dépendent de S. En prenant comme référence la source fictive S1 située
à l’un des angles de l’ouverture rectangulaire, on calcule la différence de chemin optique
d1 = (SM) − (S1M) comme précédemment. En représentant le plan contenant S1 et le
rayon lumineux issu de S (cf. figure b. page précédente), on constate que :

d1 = (SP) = −−→n −→
S1S (98)

où −→n représente toujours le vecteur unitaire dans la direction du rayon diffracté. En
utilisant les cosinus directeurs du vecteur −→n , on obtient :

d1 = ax 1 by (99)

L’amplitude en M de l’onde issue de la source fictive S est donc :

d2s(M) = d2s(S)eikd1 = Adxdyeik(ax1by) (100)

En sommant toutes les amplitudes en M issues de chacune des sources fictives S, on
obtient l’amplitude de l’onde lumineuse en M :

s(M) =
∫ a

0

∫ b

0
Adxdyeik(ax1by) = A

∫ a

0
eikaxdx

∫ b

0
eikbydy (101)

L’intégrale de surface porte sur tous les points de l’ouverture. Elle est factorisable en deux
intégrales simples, identiques à celle que nous avons calculée en étudiant la diffraction
par une fente (cf. 10.1) :

s(M) = A
eikaa − 1

ika

eikbb − 1
ikb

(102)

On en déduit l’intensité lumineuse en M :

I (M) = |s(M)|2 = I0 sinc2(
kaa

2
) sinc2

(
kbb

2

)
(103)

où I0 = |A|2 a2b2 désigne l’intensité maximum, qui est au centre de la figure de diffraction

(a = b = 0), c’est-à-dire ici au foyer F de la lentille. Cette intensité I s’annule si a = nx
l

a

ou si b = ny
l

b
, nx et ny étant deux entiers non nuls. La figure de diffraction est composée

de deux réseaux de franges noires, l’un orienté selon Ox, l’autre selon Oy, décomposant
le plan en rectangles. L’allure de la figure de diffraction est illustrée par la figure p. 581,
dans laquelle on a représenté les franges sombres. Notons que ces rectangles ont pour
dimensions angulaires l/a et l/b, sauf ceux sur l’axe des x et celui des y qui ont un
côté deux fois plus grand. Le rectangle central a ses deux côtés deux fois plus grands.
Au centre de chacun de ces rectangles, on trouve un maximum d’intensité. La figure ci-
dessous donne (en %) leurs valeurs relatives à celle du maximum central (qui se déduisent
aisément des valeurs des maxima de sinc2 x).
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0,075 %
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0,22 %

0,22 %

4,7 %

4,7 %

1,6 %

1,6 %

1,6 %

1,6 %

On remarque que, dès qu’on s’écarte des axes des x ou des y, les intensités relatives des
maxima ont des valeurs très faibles ; la figure de diffraction a donc l’apparence d’une croix.
Une telle figure est très facile à observer en regardant de la lumière (monochromatique)
à travers un rideau dont le pas de tissage est assez serré.
Enfin il est important de noter que plus un côté (b par exemple) de l’ouverture diffractante
est grand, plus le côté correspondant (soit l/b) des rectangles de la figure de diffraction
est petit. Ceci a des conséquences importantes :
– On retrouve la figure de diffraction d’une fente infinie, en faisant tendre b vers l’infini. Le
pas correspondant de la figure de diffraction (soit l/b), et par conséquent la dimension de
cette figure, tend donc vers 0. La figure de diffraction d’une fente se réduit donc à une ligne,
perpendiculaire à la fente, dont le profil d’intensité est donné par la figure du 10.2., p. 577.
– Inversement on retrouve la figure de diffraction d’un trou de dimension très petite par
rapport à l. Considérons une ouverture diffractante carrée (a = b), et faisons tendre les
dimensions de l’ouverture diffractante vers 0 (a → 0) ; la tache centrale de la figure de
diffraction envahit alors tout le plan. On retrouve là une propriété donnée sans démons-
tration au 5.1 : un trou dont la dimension transversale est très petite par rapport à la
longueur d’onde diffracte dans toutes les directions de la même façon.

Remarque : en toute rigueur, à la limite où a tend vers 0, on sort du domaine de validité
du postulat de Huygens – Fresnel (cf. 7.). Le calcul exact de la lumière diffractée par
une ouverture petite par rapport à la longueur d’onde est beaucoup plus délicat.

12. DIFFRACTION PAR UNE OUVERTURE CIRCULAIRE,

LIMITE DE RÉSOLUTION DES INSTRUMENTS D’OPTIQUE

12.1. Diffraction à l’infini par une ouverture circulaire

La diffraction à l’infini par une ouverture circulaire s’étudie de la même façon que pour
une ouverture rectangulaire. Le calcul de l’amplitude de la lumière diffractée conduit à
une intégrale dont le résultat s’exprime à partir d’une fonction de Bessel. S’il n’est pas
utile de connaître ce calcul, les résultats auquel il conduit sont importants.
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On envisagera ici le cas où la lumière inci-
dente arrive perpendiculairement au plan
de l’écran diffractant, percé ici d’un trou
circulaire, de rayon a. La figure de dif-
fraction à l’infini a la symétrie cylindrique,
elle est constituée d’anneaux alternativement
brillants et noirs, centrés au lieu de l’image
géométrique, c’est-à-dire ici au foyer de la
lentille. La figure ci-contre montre l’évolu-
tion de l’intensité de la lumière diffractée en fonction de l’angle. On peut constater que
cette courbe a la même allure générale que celle présentée par la figure p.389.
Le premier anneau sombre a pour rayon angulaire :

a1 ≈ 1,22
l

2a
(104)

et celui du kième anneau brillant est approximativement donné par :

ak ≈
(

k 1
1
4

)
l

2a
(105)

La tache centrale est beaucoup plus intense que les anneaux brillants suivants. Par consé-
quent la plus grande partie de la lumière diffractée l’est à l’intérieur d’un cône d’angle a1.
À titre de comparaison, l’intensité du premier anneau brillant relative à celle de la tache
centrale est I/I0 = 0,0175. La tache centrale est encore appelée tache d’Airy.

12.2. Limite de résolution d’un instrument d’optique

Tout instrument d’optique a sa résolution limitée par la diffraction. Prenons comme
exemple une lunette astronomique, utilisée pour regarder un objet (supposé ponctuel) à
l’infini (cf. fig. a. ci-dessous). La section géométrique du faisceau incident qui parvient
jusqu’à l’utilisateur est limitée par la taille de la première lentille, l’objectif (si l’oculaire est
suffisamment grand). Tout se passe donc comme si on observait l’objet avec une lunette
"parfaite" (dont les lentilles sont de dimension infinie), à travers un diaphragme circulaire,
dont le diamètre f est celui de l’objectif (cf. figure b. ci-dessous).

a. b.
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Le faisceau incident est donc diffracté par ce diaphragme. L’utilisateur de la lunette observe
non une image ponctuelle, mais la figure de diffraction à l’infini par une ouverture circulaire
De façon concrète, il observe la tache centrale de cette figure. Imaginons maintenant que
l’utilisateur de cette lumière l’utilise pour observer deux étoiles (c’est-à-dire deux sources
ponctuelles à l’infini), dont les lignes de visée font un angle a. Il observera donc deux
taches si a est suffisamment grand (cf. figure ci-dessous). Mais si a est plus petit, il
n’observera plus qu’une seule tache. Plus précisément on considère qu’on n’observe plus
qu’une seule tache (un seul maximum d’intensité) à partir du moment où le centre de la
tache de diffraction de la seconde étoile est situé sur le premier anneau sombre de la tache
de diffraction de la première étoile. Ceci est appelé le critère de Rayleigh. L’observateur
sera donc incapable de distinguer la présence de deux étoiles si :

a � a1 ≈ 1,22
l

f
(106)

où l est la longueur d’onde où s’effectuent les observations. De ce fait la résolution de la
lunette est limitée par la diffraction. La limite de résolution de l’instrument est donc :

alim = 1,22
l

f
(107)

a. b. c.

I/I0

Remarque : ce raisonnement concerne les systèmes centrés , pour lesquels les dia-
phragmes sont circulaires. Il peut être adapté aux systèmes où le faisceau incident est
limité par une fente (par exemple un spectromètre).
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13. DIFFRACTION À L’INFINI PAR DEUX ÉCRANS COMPLÉMENTAIRES,

THÉORÈME DE BABINET

De façon pratique, les expériences de démonstration concernant la diffraction par une
fente ou une ouverture circulaire sont souvent réalisées non avec un écran opaque percé
d’une fente ou d’un trou circulaire, mais par un écran transparent sur lequel ont été tracés
un trait ou un disque opaques, c’est-à-dire par l’écran complémentaire. Plus précisément,
on appelle écrans complémentaires deux écrans qui n’ont aucune partie opaque commune
et qui, superposés, forment un écran complètement opaque (ne laissant pas passer de
lumière). Deux écrans complémentaires produisent la même figure de diffraction à l’infini.
On considère deux écrans complémentaires, appelés E1 et E2. Soient s1 et s2 les amplitudes
des ondes lumineuses qu’ils diffractent dans une direction donnée

−→
d lorsqu’ils sont éclairés

par un faisceau de rayons parallèles. s1 apparaît donc comme la somme des ondes émises
dans cette direction par les sources fictives situées sur les parties de E1 laissant passer
la lumière, et s2 est la somme des ondes émises dans la même direction par les sources
fictives situées sur les parties de E2 laissant passer la lumière. Puisque les deux écrans
E1 et E2 sont complémentaires, la superposition de toutes ces sources fictives (celles
caractérisant l’onde diffractée par E1 et celles caractérisant l’onde diffractée par E2)
reconstitue un plan complet, c’est-à-dire l’ensemble de sources fictives qu’on obtient en
l’absence d’écran diffractant. Par ailleurs la superposition de toutes ces sources fictives
émet l’onde s = s1 1 s2 dans la direction

−→
d . On vient de voir la signification physique de

s : c’est l’onde transmise dans la direction
−→
d en l’absence d’écran diffractant. Donc, sauf

la direction
−→
d est celle du faisceau incident, on a s = 0. Donc s1 = −s2. L’intensité de la

lumière diffractée dans la direction
−→
d par l’écran E1, soit I1 = s1s∗1 , est donc égale à celle

diffractée dans la même direction par l’écran E2, soit I2 = s2s∗2 :

I1 = s1s∗1 = s2s∗2 = I2 (108)

d’où le théorème de Babinet : les figures de diffraction produites par deux écrans com-
plémentaires sont les mêmes, sauf au lieu de l’image géométrique.

14. PROCESSUS D’INTERACTION ENTRE LA MATIÈRE

ET LE RAYONNEMENT. ÉMISSION STIMULÉE

14.1. Rappels

– Les niveaux d’énergie des atomes sont quantifiés. L’énergie quantifiée E est l’énergie
interne de l’atome, c’est-à-dire la somme des énergies de ses constituants dans le référentiel
de son centre de masse. Pour un atome, le centre de masse est pratiquement confondu
avec le noyau (parce que la masse d’un électron est beaucoup plus faible que celle du
noyau). En d’autres termes, le mouvement qui est quantifié est celui des électrons par
rapport au noyau.
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Dans la suite, on s’intéressera principalement à deux des niveaux d’énergie de l’atome,
notés f et e, d’énergie Ef et Ee, telles que Ef < Ee. On pourra par exemple considérer
que f est le niveau fondamental de l’atome (c’est-à-dire celui d’énergie – interne - la plus
faible), et que e est un niveau excité (toutefois cette hypothèse n’est pas indispensable, et
f et e peuvent être deux niveaux excités).
– Le rayonnement électromagnétique est quantifié, dans le sens qu’un faisceau lumineux
monochromatique, de fréquence n, est constitué de photons, d’énergie

E = hn (109)

où h = 6,62 · 10−34 J.s est la constante de Planck. En particulier, les échanges d’énergie
entre ce rayonnement et la matière ne peuvent se faire que par quantum d’énergie hn.
On exprime parfois ce quantum d’énergie en fonction de la pulsation v = 2pn du
rayonnement :

E = � v (110)

où la constante � est définie par � =
h

2p
.

– Un atome n’échange de l’énergie avec un rayonnement monochromatique que si la
fréquence de ce rayonnement est égale à certaines valeurs (appelées fréquences de réso-
nance). Pour comprendre ce résultat, considérons par exemple l’absorption de rayon-
nement (de fréquence n) par un atome dans l’état f, qui porte cet atome dans l’état e.
L’énergie du rayonnement ne peut être absorbée que par quantum d’énergie hn ; en d’autres
termes le rayonnement incident est constitué de photons d’énergie hn. L’absorption de ce
rayonnement correspond à l’absorption d’un seul photon par l’atome, selon le processus :

A(f ) 1 hn → A(e)

Si on fait un bilan d’énergie de ce processus, on obtient :

Ef 1 hn = Ee (111)

Remarque : on néglige ici l’effet de recul : l’impulsion de l’atome dans le référentiel
du laboratoire est considérée comme étant la même avant et après le processus. Ceci
n’est pas rigoureusement vrai, puisque le photon transporte aussi une impulsion hn/c.
Au cours du processus d’absorption, l’impulsion du photon est absorbée par l’atome,
et par conséquent l’impulsion de l’atome après le processus, ici dans l’état e, est la
somme (algébrique) de l’impulsion de l’atome avant le processus (ici dans l’état f ) et de
l’impulsion du photon absorbé.

On comprend donc que seuls les photons d’énergie égale à Ee −Ef , c’est-à-dire les ondes

électromagnétiques de fréquence n =
Ee − Ef

h
, peuvent être absorbés par l’atome dans

l’état f , et porter cet atome dans l’état e.
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Remarque : le fait que le rayonnement soit quantifié n’interdit pas à l’atome d’absorber
plusieurs photons en même temps :

A(f ) 1 nhn → A(e) avec n = 2, 3, ...

De tels processus, appelés multiphotoniques, ne peuvent intervenir qu’en présence d’un
rayonnement très intense. Ils sont en général très peu probables et seront négligés dans
la suite.

14.2. Description qualitative des processus d’interaction

On se limite ici aux processus d’excitation et de désexcitation d’un atome, entre les niveaux
f et e, qui implique l’absorption ou l’émission d’un photon d’énergie hn = Ee − Ef . Ces
processus sont au nombre de trois (cf. figure ci-dessous) :
1 – l’absorption d’un photon, qui porte l’atome de l’état f à l’état e :

A(f ) 1 hn → A(e) (112-a)

2 – l’émission spontanée d’un photon par l’atome dans l’état excité e, qui « retombe »
dans un état moins excité, ici f :

A(e) → A(f ) 1 hn (112-b)

3 – l’émission stimulée (ou induite) d’un photon, par l’atome dans l’état excité e, qui passe
dans l’état f . Ce processus est stimulé (ou induit) par la lumière, dans le sens où il faut
pour que ce processus ait lieu, que l’atome A(e) soit en interaction avec du rayonnement
de fréquence n, c’est-à-dire avec des photons d’énergie hn = Ee − Ef , d’où l’équation de
ce processus :

A(e) 1 hn → A(f ) 1 2hn (112-c)

e

f

e

f

e

f

}

absorption émission
spontanée

émission
induite

A(f)  + hν → A(e) A(e) → A(f)  + hν A(e)  + hν → A(f)  + 2hν

a. b. c.

L’existence de ce dernier processus, a priori surprenant (et non intuitif ), a été proposée
par Einstein en 1917, pour rendre compatible le spectre du rayonnement thermique et
la loi de Boltzmann. Dans un langage appartenant plus au chimiste, on peut voir ce
processus comme une émission de lumière (d’un photon) par l’atome excité A(e) qui est
catalysée par de la lumière (par la présence d’autres photons de même type). Il faut noter
que le photon émis a les mêmes caractéristiques que le (ou les) photon incident : même
fréquence, mais aussi même direction de propagation, même polarisation , même phase.
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Le processus d’émission stimulée permet ainsi de dupliquer des photons ; c’est lui qui est
à l’origine de l’amplification de la lumière.

14.3. Description quantitative : émission spontanée

La probabilité qu’un atome dans l’état excité e à l’instant t, se désexcite pendant le temps
dt (donc entre les instants t et t 1 dt) par émission spontanée vers l’état f est désignée
par dPsp. Elle est proportionnelle à dt, et ne dépend d’aucune autre considération (en
particulier elle ne dépend pas de la « date » t) :

dPsp = Aef dt (113)

où Aef est une constante, caractéristique de l’atome considéré, et des états de départ e et
d’arrivée f de la transition effectuée. Aef est appelé le coefficient d’Einstein d’émission
spontanée de e vers f .
Considérons un ensemble d’atomes seulement soumis à l’émission spontanée. C’est ce
qui se passe lorsque les atomes ne reçoivent aucun rayonnement, i.e. aucun photon, à la
fréquence n de transition. Le seul processus possible est alors l’émission spontanée. Les
atomes dans l’état excité e se désexcitent progressivement vers l’état f , donc le nombre
Ne(t) d’atomes dans l’état excité e à l’instant t décroît au cours du temps. La probabilité
de désexcitation par émission spontanée dPsp est reliée à Ne(t) par :

dPsp = −dNe(t)
Ne(t)

(114)

c’est le nombre d’atomes qui se sont désexcités entre les instants t et t 1 dt, soit −dNe(t),
rapporté au nombre d’atomes dans l’état excité à l’instant t, soit Ne(t). Comme Ne(t)
décroît, dNe(t) est négatif, alors que le nombre d’atomes qui se sont désexcités entre t et
t 1 dt est positif, d’où le signe – dans l’expression précédente.

t/τ

I/I0

1/e

1

1

0,75

0,25

0,5

0,50 1,5 2

Pour un ensemble d’atomes seulement sou-
mis à l’émission spontanée, le nombre Ne(t)
d’atomes dans l’état excité e vérifie l’équa-
tion différentielle :

dNe(t)
Ne(t)

= −Adt = d �n Ne(t) (115)

où A = Aef . D’où :

Ne(t) = Ne(0) e−At (116)

On observe donc une décroissance expo-
nentielle du nombre d’atomes Ne(t) dans
l’état excité (fig. ci-contre), qui se fait avec
une constante de temps :

te =
1
A

(117)
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Cette constante de temps est la durée de vie de l’état e. C’est une caractéristique spécifique
de l’atome considéré dans l’état e.
Pour un état excité, il peut y avoir plusieurs voies de désexcitation par émission spontanée,
c’est-à-dire plusieurs niveaux f vers lesquels l’état e peut se désexciter. Dans ce cas, la
probabilité qu’un atome dans l’état e à l’instant t se désexcite vers un état f donné par
émission spontanée pendant dt est :

dPsp(ef ) = Aef dt (113)

et la probabilité qu’un atome dans l’état excité à l’instant t se désexcite par émission
spontanée vers un quelconque des niveaux vers lequel il peut se désexciter est la somme
des probabilités de désexcitation vers chacun des niveaux f , soit :

dPsp =
∑

f

dPsp(ef ) =


∑

f

Aef


 dt = Adt (118)

On a encore dPsp = −dNe(t)
Ne(t)

. Ainsi Ne(t) suit encore une loi exponentielle :

Ne(t) = Ne(0) e−At (119)

mais la durée de vie de l’état excité est maintenant :

te =
1∑

f
Aef

(120)

Remarque : la mécanique quantique permet de calculer le coefficient d’Einstein Aef ,
c’est-à-dire de le relier aux propriétés microscopiques (quantiques) de l’atome. On a
pour une transition dipolaire électrique :

Aef =
v3

ef

3p´0� c3

∣∣∣〈Ce

∣∣∣−→D ∣∣∣Cf

〉∣∣∣2

où
−→
D est le dipôle atomique (

−→
D = −e

∑
i

−→r i, la somme portant sur tous les électrons i

de l’atome), |Ce〉 et
∣∣Cf

〉
les fonctions d’onde de l’atome dans les états e et f , et vef

la pulsation de la transition (vef = 2pnef ). On constate sur cette expression que le
coefficient d’Einstein ne dépend que des propriétés spécifiques à l’atome et aux états e
et f de départ et d’arrivée.

Pour une transition e → f autorisée (plus précisément une transition dipolaire électrique),
on a :

A ≈ 108 à 109 s−1

d’où te ≈ 10−8 à 10−9 s = 1 à 10 ns
Pour conclure, on remarque l’analogie, en ce qui concerne la cinétique des processus,
entre la désexcitation d’un atome par émission spontanée, la radioactivité nucléaire et la
cinétique d’une réaction chimique unimoléculaire élémentaire (réaction chimique avec
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un seul réactif, et d’ordre 1). Même si les processus intimes mis en cause dans ces
trois processus sont de nature très différente, même si les ordres de grandeur des temps
caractéristiques sont eux aussi très différents, ces trois processus sont décrits par le même
type d’équation cinétique, caractéristiques des processus d’ordre 1 :

dNe(t)
dt

= −A Ne(t) (121)

14.4. Description quantitative : absorption

La densité spectrale de rayonnement rv(v) est définie de sorte que la quantité rv(v)dv

est l’énergie par unité de volume du rayonnement électromagnétique de pulsation com-
prise entre v et v 1 dv.

Remarque : le même type de quantité peut être défini à partir de la fréquence n = v/2p.
On a alors : rn(n)dn = rv(v)dv.

La densité spectrale de rayonnement est une quantité directement reliée au nombre
de photons dans un mode donné du champ électromagnétique défini par le vecteur
d’onde

−→
k et la polarisation −→́du champ correspondant. Il y a plusieurs modes du champ

électromagnétique dont la pulsation est comprise entre v et v 1 dv. On introduit la

densité spectrale de modes
dm
dv

, telle que le nombre par unité de volume de modes de

pulsation comprise entre v et v 1 dv soit dm =
dm
dv

dv, et nph le nombre moyen de

photons dans l’un de ces modes. On a : rv(v) =
dm
dv

nph� v. Ainsi la densité spectrale est

une grandeur qui « mesure » le nombre nph de photons dans un mode de pulsation v.

Remarque : on peut montrer (par exemple en prenant l’exemple d’une cavité parallélépi-

pédique) que la densité spectrale de modes électromagnétiques est égale à
dm
dv

=
v2

p2c3 .

Pour le processus d’absorption : A(f )1hn → A(e), la probabilité qu’un atome, dans l’état
f , à l’instant t, soit excité vers l’état e pendant le temps dt (donc entre les instants t et
t 1 dt) par absorption de photons de pulsation vef est proportionnelle à dt et à la densité
spectrale rv(vef ) du rayonnement à la pulsation de transition, telle que � vef = Ee −Ef .
On a donc :

dPa = Bferv(vef )dt (122)

où Bfe est le coefficient d’Einstein d’absorption de f vers e. C’est une constante carac-
téristique de l’atome considéré et de ses états f et e.
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Si on ne prend en compte que le seul processus d’absorption, on a :

dPa =
dNe(t)
Nf (t)

(123)

où dNe(t) est le nombre d’atomes qui ont été excités pendant dt (ici dNe(t) est positif ).
D’où :

dNe(t)
dt

= Bferv(vef )Nf (t) (124)

En divisant par le volume (pour faire apparaître les concentrations ne =
Ne

V
et nf ), et en

utilisant la relation entre la densité spectrale et le nombre de photons nph dans un mode
de pulsation vef , on obtient :

dne(t)
dt

= K nf (t)
nph

V
(125)

où K est une constante (proportionnelle à V ). En termes plus « chimiques », on a calculé là
la vitesse de la réaction A(f )1hn → A(e), qui est proportionnelle à la concentration nf (t)
de A(f ) et à la concentration de photons nph/V . Cette réaction apparaît donc comme
un processus élémentaire, dont la vitesse est proportionnelle à la concentration des deux
« réactifs ». La cinétique de la réaction est d’ordre 2. Telle est la signification de l’équation
(122).

14.5. Description quantitative : émission stimulée

La probabilité qu’un atome, dans l’état e à l’instant t, en interaction avec des photons de
pulsation v, se désexcite vers l’état f pendant le temps dt (donc entre les instants t et
t 1 dt) sous l’effet de l’émission stimulée, est proportionnelle à dt et à la densité spectrale
rv(vef ) du rayonnement à la pulsation de transition (telle que � vef = Ee − Ef ). Là
encore on écrit :

dPst = Bef rv(vef )dt (126)

Si on ne prend en compte que le seul processus d’émission stimulée, on a :

dPst = −dNe(t)
Ne(t)

(127)

où dNe(t) est la variation du nombre d’atomes excités pendant dt (ici dNe(t) < 0). D’où :

dNe(t)
dt

= −Bef rv(vef )Ne(t) (128)

Là encore on peut donner une interprétation plus « chimique » des relations (126)
et (128) : la vitesse de réaction du processus élémentaire d’émission stimulée,
A(e) 1 hn → A(f ) 1 2hn, est proportionnelle aux concentrations des deux réac-
tifs. C’est là encore une cinétique d’ordre 2.
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14.6. Équilibre thermodynamique, rayonnement du corps noir,
relations entre coefficients d’Einstein

On considère un ensemble de N atomes à deux niveaux, f et e, en interaction avec un
rayonnement à la pulsation v de résonance. Les trois processus d’absorption, d’émission
spontanée et d’émission induite peuvent simultanément se produire ; par conséquent la
variation dNe(t) du nombre d’atomes dans l’état excité entre les instants t et t 1 dt est
la somme des trois contributions de chacun de ces processus (cf. équations 121, 124 et
128) :

dNe(t) = Bferv(vef )Nf (t) − Aef Ne(t) − Bef rv(vef )Ne(t)
absorption émission émission

spontanée induite

(129)

On suppose maintenant que cet ensemble de N atomes est en équilibre avec le rayon-
nement thermique émis par une enceinte à la température T , dont la densité spectrale
sera notée rT (v). Ce rayonnement est connu sous le nom de rayonnement du corps noir.
Puisque le système est à l’équilibre, les nombres d’atomes dans chacun des états e et f ne
varient pas au cours du temps, d’où dNe(t) = 0. Ainsi :

BferT (vef )Nf − Aef Ne − Bef rT (vef )Ne = 0 (130)

Le fait d’être à l’équilibre n’implique pas qu’il n’y a pas d’absorption, d’émission spontanée
et d’émission induite, mais que les transferts provoqués par ces processus se compensent.
A l’équilibre thermodynamique, les atomes sont aussi à la température T . Par conséquent,
selon la loi de Boltzmann, la probabilité de trouver un atome dans un état d’énergie E est

proportionnelle à e
− E

kBT , où kB est la constante de Boltzmann. De ce fait, le rapport des
nombres d’atomes occupant les états e et f (on appelle aussi ces quantités les populations
des états e et f ) vérifie :

Ne

Nf
= e

−Ee−Ef

kBT = e
−� vef

kBT (131)

On peut alors déduire de l’équation (130) la densité spectrale rT (vef ) du rayonnement
du corps noir à la pulsation de transition :

rT (vef ) =
Aef /Bef

Bfe

Bef
e

� vef

kBT − 1
(132)

Or la densité spectrale du rayonnement du corps noir est connue par ailleurs. On sait :

rT (v) =
� v3

p2c3

1

e
� v
kBT − 1

(133)

Par identification (les expressions 132 et 133 doivent être identiques, quelle que soit T ),
on obtient deux relations entre les 3 coefficients d’Einstein :

Aef =
� v3

ef

p2c3 Bef et Bfe = Bef (134)
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15. PRINCIPES DE FONCTIONNEMENT D’UN LASER

LASER est l’acronyme de « Light Amplifier by Stimulated Emission of Radiation », ce
qui signifie amplificateur de lumière par émission stimulée de radiation.

L’équivalent dans le domaine des microondes s’appelle un MASER, pour « Microwave
Amplifier by Stimulated Emission of Radiation ». Ainsi le laser et le maser sont des ampli-
ficateurs d’onde électromagnétique.

En fait le laser (ou le maser) est plus qu’un amplificateur, c’est un oscillateur. Un amplifi-
cateur lumineux est un dispositif qui, à partir d’un faisceau lumineux, délivre un faisceau
de même type, mais plus puissant. Or un laser fonctionne sans qu’il existe nécessairement
un faisceau incident initial. En électronique, pour obtenir un oscillateur à partir d’un
amplificateur, il faut une rétroaction, ce qui signifie qu’il faut renvoyer en tant que signal
d’entrée de l’amplificateur une partie de son signal de sortie (cf. figure a. ci-dessous).
Dans le laser, cette rétroaction est fournie par la cavité (cf. figure b. et c. ci-dessous).
Ainsi le fonctionnement d’un laser, c’est-à-dire d’un oscillateur lumineux, nécessite deux
ingrédients :

– un milieu amplificateur, qui fonctionne par émission stimulée,

– une cavité, qui fournit la rétroaction.

+

–

amplification

milieu 
amplificateur

rétroactiona.

b.

milieu 
amplificateur

c.

Avant de décrire les principes physiques de ces deux éléments, il est utile de situer dans
le temps l’apparition des différents concepts qui ont permis la réalisation du laser :

– L’émission stimulée a été découverte par A. Einstein en 1917.

– Le pompage optique a été introduit par A. Kastler et J. Brossel, à partir de 1948. Ces
deux scientifiques n’ont pas construit un laser, mais leurs travaux sur le pompage optique
ont permis de comprendre comment manipuler les populations d’atomes dans tel ou tel
niveau (ou sous-niveau Zeeman) d’un atome, et donc comment disposer de systèmes dont
les populations ne sont pas réparties selon la loi de Boltzmann. Ils ont ouvert la voie de
la réalisation de milieux amplificateurs dans le domaine microonde, puis optique.
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– Le premier maser a été réalisé en 1954 par Townes et ses collaborateurs. Le milieu
amplificateur était constitué de molécules d’ammoniac, d’où le nom de maser à ammoniac.
C’est Townes qui a introduit l’idée de placer le milieu amplificateur dans une cavité, pour
obtenir un oscillateur.
– Les principes d’obtention d’un laser, et en particulier la façon de réaliser une cavité dans
le domaine optique (cf. fig. p. 592) ont été introduits en 1958 par Townes et Schawlow.
– Enfin le premier laser qui a fonctionné a été construit en 1960 par Maiman. C’était un
laser à rubis dans lequel le milieu amplificateur est un cristal de rubis.

15.1. Cavité optique

miroir position possible 
du second miroir

z

La cavité optique la plus simple est la cavité linéaire
constituée de deux miroirs plans parallèles (Fig. p. 592).
Considérons d’abord la réflexion normale d’une onde
électromagnétique sur un conducteur parfait (Fig. ci-
contre). L’onde incidente Ei = E0e j(−kz−vt), de vecteur

d’onde −k−→uz (avec k =
2p

l
) engendre une onde réfléchie

Er = Er0e j(kz−vt), de vecteur d’onde k−→uz . La condition imposée par le miroir est que le
champ à sa surface, en z = 0, est normal à sa surface :

Ei(z = 0, t) 1 Er(z = 0, t) = 0

D’où Er0 = −E0. La superposition des deux ondes incidente et réfléchie forme alors une
onde stationnaire :

E(z, t) = Ei 1 Er = −2jE0 sin kz e−jvt (135)

dont les nœuds sont situés aux points z = n
l

2
(avec n entier).

Si on place maintenant un second miroir (lui aussi constitué d’un conducteur parfait) en
z = � , on impose une seconde condition au champ électrique existant dans la cavité : sur
le second miroir, en z = �, E(z = �, t) = 0. Ceci impose en général que E0 = 0, et dans
ce cas, il n’y a pas de champ dans la cavité. Pour qu’il subsiste un champ dans la cavité,
il faut mettre le second miroir en un nœud de l’onde stationnaire liée au premier miroir.
Dans ce cas, on a :

� = n
l

2
(136)

Inversement, connaissant �, seules les ondes de longueur d’onde l =
2�

n
vérifiant (135)

peuvent exister dans la cavité. Ces ondes ont donc des pulsations :

v =
2pc
l

= n
pc
�
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v0 =
pc
�

est appelé la pulsation propre de la cavité, et seules les ondes de pulsation

v = nv0, multiples de cette pulsation propre, peuvent exister dans la cavité linéaire. Ces
diverses solutions sont appelées modes longitudinaux de la cavité. La fréquence propre

de la cavité n0 =
c

2�
est aussi appelée intervalle spectral libre de la cavité.

Une cavité linéaire constituée de deux miroirs partiellement réfléchissants constitue un
interféromètre de Fabry-Perot (voir 8.2). Dans beaucoup de cas pratiques, on utilisera
des cavités formées non pas de deux miroirs plans, mais de deux miroirs dont l’un (ou les
deux) sont sphériques. La raison de ce choix est la stabilité de la cavité. Dans une cavité
linéaire, un rayon incliné par rapport à l’axe finit par s’échapper (fig. ci-dessous).

z

Dans une cavité constituée de miroirs sphériques, la
répartition transverse (i.e. perpendiculaire à l’axe Oz de
la cavité) du champ dans la cavité n’est pas uniforme.
Chaque solution possible est appelée mode transverse
de la cavité.

15.2. Milieu amplificateur

Dans le milieu amplificateur, l’amplification de la lumière se fait par émission stimulée.
Une telle amplification n’est possible que s’il y a inversion de population, c’est-à-dire si le
nombre d’atomes dans l’état excité est supérieur à celui dans l’état fondamental.

• Nécessité d’une inversion de population
Si le milieu amplificateur est ici modélisé comme un ensemble de N atomes à deux
niveaux f et e, analogue à celui étudié dans le paragraphe 15. Les processus d’émission
ont tendance à augmenter ce nombre de photons nph de pulsation v dans la cavité,
mais cette augmentation est contrariée par le processus d’absorption, qui a tendance à le
diminuer. En utilisant les résultats et les notations du paragraphe 15, l’équation de bilan
du nombre de photons s’écrit :

dnph

dt
= Bef rv(vef )Ne 1 Aef Ne − Bferv(vef )Nf (137)

où les trois termes sont dus respectivement (et dans l’ordre d’écriture) à l’émission sti-
mulée, à l’émission spontanée et à l’absorption. Si on veut que ce milieu conduise à une
amplification de la lumière, il faut :

dnph

dt
> 0

Par ailleurs, dans cette équation de bilan, on peut en général négliger le processus d’émis-
sion spontanée (l’émission spontanée produit des photons qui se propagent dans n’im-
porte quelle direction, et dans un laser la densité spectrale rv est importante, ce qui rend
dominants les processus dont la probabilité croît avec rv, comme l’émission stimulée ou
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l’absorption). En négligeant l’émission spontanée (Aef = 0), l’équation (136) devient :

dnph

dt
= Brv(vef )(Ne − Nf ) (138)

(on a utilisé Bef = Bfe = B). Pour qu’il y ait amplification, donc que
dnph

dt
soit positif, il

faut que Ne − Nf > 0, donc que le nombre d’atomes dans l’état excité e soit supérieur à
celui dans l’état f :

Ne

Nf
> 1 (139)

On dit alors qu’il y a inversion de population. Cette situation est inhabituelle. En
particulier, elle traduit qu’un milieu amplificateur n’est pas un milieu en équilibre ther-
modynamique. S’il l’était, la loi de Boltzmann imposerait :

Ne

Nf
= e

−� vef

kBT < 1 (140)

ce qui est contradictoire avec la condition d’inversion de population (138).
Pour produire une telle inversion de population, il faut produire des atomes dans l’état
excité e de façon très efficace. Diverses méthodes sont possibles, qui se regroupent en
deux grandes catégories : les atomes sont excités soit par absorption de photon, soit par
collision.

• Les pertes
Ces pertes d’énergie lumineuse de la cavité sont inévitables, d’abord évidemment à cause
d’imperfections techniques (ces pertes sont en général très faibles), mais surtout parce
que le but ultime d’un laser est de produire un faisceau lumineux dans l’espace libre. Il
faut donc extraire ce faisceau (et par conséquent l’énergie lumineuse correspondante) de la
cavité, ce qui, du point de vue de la cavité, se traduit par des pertes. Faire sortir un faisceau
de la cavité, c’est « organiser » les pertes. Une solution très fréquemment retenue pour
cela est que l’un des miroirs de la cavité soit partiellement réfléchissant (et partiellement
transparent). Bien entendu, en plus de ces pertes indispensables, il existe d’autres types de
pertes (absorption dans les composants optiques, émission spontanée,...) qu’il faut réduire
au maximum, mais qui ne sont jamais totalement nulles.
Soit un faisceau lumineux, de puissance P, qui parcourt la cavité. Après un certain trajet
(un aller et retour dans une cavité linéaire), il revient sur lui-même. Durant ce trajet, il a tra-
versé le milieu amplificateur (2 fois dans le cas d’une cavité linéaire), et a été amplifié. Soit
G le coefficient d’amplification de sa puissance pendant le trajet ; G est usuellement appelé
le gain de la cavité. Pendant le même trajet, le faisceau a aussi subi des pertes : on désigne
par Q le coefficient de pertes (Q < 1), c’est-à-dire le coefficient par lequel serait multipliée
la puissance du faisceau après le trajet, en l’absence de toute amplification du faisceau.
Dans la réalité, les deux effets, gain et pertes, ont simultanément lieu, et le faisceau,
initialement de puissance P, a après être revenu sur lui-même la puissance P ′ = GQP.
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Pour qu’il y ait globalement amplification, il faut que P ′ > P, donc que :

GQ > 1 (141)

Ceci est la condition d’accrochage, c’est-à-dire la condition d’oscillation du laser. Elle
exprime simplement que les gains doivent être supérieurs aux pertes.
Ainsi, après chaque aller et retour, la puissance du faisceau est multipliée par GQ, avec
GQ > 1. On pourrait donc penser que la puissance de ce faisceau croît jusqu’à l’infini. En
fait il n’en est rien, car au fur et à mesure que la puissance augmente, maintenir le gain G
à niveau constant nécessite que de plus en plus d’atomes dans l’état excité e se désexcitent
en un temps donné. Or, quel qu’il soit, le mécanisme de pompage qui fournit des atomes
dans l’état excité e en produit un nombre fini par unité de temps. À partir d’une certaine
densité d’énergie lumineuse dans la cavité, le nombre d’atomes excités va chuter ; il en
résulte une diminution du gain G : on parle de saturation du gain. La densité d’énergie
lumineuse dans la cavité, et par conséquent la puissance de sortie du laser dépendent de
cette saturation, c’est-à-dire en fin de compte de l’efficacité du processus de pompage qui
réexcite les atomes dans l’état excité e.
On peut aussi valablement se demander comment démarre un laser (cette question est
pertinente pour n’importe quel type d’oscillateur). Le laser démarre sur un bruit. En
l’occurrence le « bruit » est ici fourni par l’émission spontanée : puisqu’il y a des atomes
dans l’état excité e, l’un d’entre eux pourra se désexciter par émission spontanée en
émettant un photon dans la bonne direction (c’est-à-dire selon l’axe de la cavité). C’est
ce signal qui sera ensuite amplifié, et à partir duquel le laser démarre.

15.3. Propriétés du rayonnement émis par un laser

La lumière émise par un laser a des propriétés spécifiques de monochromaticité, de
cohérence et de directivité.

• Monochromaticité
Le caractère très monochromatique du rayonnement émis par les lasers est lié au fait que
seul un ou quelques modes longitudinaux sont amplifiés et contribuent à l’émission du
laser. Les lasers dont la largeur spectrale dv est la plus étroite sont les lasers monomodes,
où un seul mode contribue à l’effet laser. Dans ce cas, la largeur spectrale du laser est définie
par la largeur du mode, elle-même reliée aux pertes dans la cavité. Ceci peut être facilement
compris en se rappelant que la cavité d’un laser peut être assimilée à une cavité Fabry-Perot,
dont la largeur spectrale des modes (c’est-à-dire des pics de transmission) a été étudiée
au 8.2. Cette largeur spectrale dv est proportionnelle à 1 − r2 (où r est le coefficient de
réflexion de l’amplitude du champ), donc aux pertes de la cavité. Moins une cavité a de
pertes et plus ses modes sont spectralement fins. On a ainsi capable de réaliser (dans des
laboratoires spécialisés) des lasers dont la largeur spectrale est de l’ordre de 100 Hz.
Hormis les pertes, il y a beaucoup d’autres effets qui ont tendance à élargir la largeur
spectrale d’un laser : citons par exemple les vibrations de la cavité qui ont pour effet de
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faire fluctuer la longueur � de la cavité, et par conséquent la fréquence de chacun de
ses modes, les effets thermiques qui, en faisant varier l’indice optique de certains des
matériaux de la cavité, contribuent à faire varier la longueur optique de la cavité, donc la
fréquences de ses modes, etc...

Dans le cas des lasers en impulsion, la largeur spectrale dv =
1
T

est directement limitée

par la durée T de l’impulsion (via les propriétés de la transformée de Fourier). Pour peu
que les impulsions soient courtes ou que la distance spectrale entre modes soit faible
(soit lorsque � est élevée), dv devient supérieure à la distance spectrale entre modes,
c’est pourquoi il est souvent impossible de parler de structure de modes pour un laser en
impulsion.

• Cohérence
Le temps de cohérence tc est directement relié à la largeur spectrale dv :

tc ≈
1

dv
(142)

Plus un laser sera spectralement fin, plus le temps de cohérence du rayonnement qu’il
émet sera grand.

• Directivité
C’est la structure de modes imposée par la cavité qui définit la forme du faisceau émer-
geant. En fait sa forme, et en particulier sa divergence, sont fréquemment limitées par la
diffraction ; si F est le diamètre du faisceau laser à la sortie, la demi ouverture angulaire
Du du faisceau est donnée par :

Du = 1,22
l

F
(143)

Par exemple, un laser Hélium Néon, dont le faisceau en sortie un diamètre F = 2 mm,
a une divergence Du = 4 · 10−4 rad = 0,02◦.

• Puissance
Contrairement à une idée préconçue, les sources lasers ne sont pas des sources plus
puissantes que les autres. À titre d’exemple, on comparera la puissance d’un laser Hélium
Néon (ceux disponibles en TP ont typiquement une puissance de 0,5 à 1 mW) à la
puissance lumineuse produite par une lampe de bureau. Mais la puissance lumineuse
disponible dans un faisceau laser est concentrée dans un intervalle spectral très faible,
et dans un angle solide également très faible, à la différence des sources lumineuses
conventionnelles.
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ÉNONCÉS

De l’électromagnétisme à l’optique

Exercice 1 Champ électrique d’un faisceau lumineux

1. Un faisceau laser a une puissance de 1 mW (c’est l’ordre de grandeur typique de la
puissance d’un laser He−Ne). On le focalise sur une cible de 50 mm de diamètre. Quelle
est l’amplitude du champ électrique perçu par la cible ?
2. Même question pour un faisceau laser de puissance 16 kW (puissance instantanée très
facilement obtenue dans les lasers en impulsion).
3. Que pensez vous de ces résultats ?

Exercice 2 Dioptre plan

1. Pour un dioptre plan séparant deux milieux d’indices n1 et n2, rappeler les expressions
des coefficients de réflexion r et de transmission t de l’amplitude d’une onde plane éclairant
le dioptre sous incidence normale du côté du milieu d’indice n1.
2. Vérifier directement la relation R 1 T = 1 exprimant la conservation de l’énergie
électromagnétique à la surface du dioptre.
3. Que deviennent les coefficients de réflexion et de transmission de l’amplitude si le
même dioptre est éclairé toujours sous incidence normale, mais du côté du milieu d’indice
n2. On appellera r’ et t’ ces nouveaux coefficients. Calculer également les coefficients de
réflexion R′ et de transmission T ′ de l’énergie dans ce cas.

Exercice 3 Coefficient de réflexion d’un miroir métallique

On considère un miroir métallique parfaitement réfléchissant. En utilisant la même
méthode qu’au 4., définir et calculer les coefficients de réflexion de l’amplitude, r, et de
l’énergie, R, de ce miroir sous incidence normale. Comment s’exprime la conservation de
l’énergie lumineuse à la surface de ce miroir ?

Interférences

Exercice 4 Trous de Young (d’après CAPES 1992)

Une source S, de dimensions suffisamment faibles pour pouvoir être considérée comme
ponctuelle, éclaire un écran opaque percé de deux trous S1 et S2, également de faible
dimension, distants l’un de l’autre de a. On note O′ le milieu du segment S1S2, et O′z
l’axe normal en O′ au plan opaque. La source S se trouve au point O′′ de l’axe O′z à une
distance d en amont du point O′. Le phénomène d’interférence est observé sur un écran
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(E) placé normalement à l’axe O′z à une distance D en aval du point O′. L’espace est
reporté au repère cartésien (O,−→ux ,−→uy ,−→uz ) défini de la façon suivante :

– O est le point de l’écran appartenant à l’axe O′z ;
– −→uz est le vecteur unitaire de l’axe O′z, orienté du point O′ vers l’écran ;
– −→ux est le vecteur unitaire parallèle à S1S2, orienté de S2 vers S1 ;
– −→uy est le vecteur unitaire tel que la base (−→ux ,−→uy ,−→uz ) soit orthonormée directe.
On utilisera les valeurs numériques suivantes : a = 1,2 mm ; D = 2,0 m ; d = 40 cm

1. Soit M(x, y, 0) un point quelconque de l’écran (E).

a. Définir la différence de marche d(M) entre les trajets des ondes parvenant en M et
provenant de S1 et S2.

b. Établir les expressions des distances S1M et S2M en fonction de x, y, a et D.

c. Sachant que dans le dispositif des trous de Young, x, y et a sont faibles devant D, en
déduire l’expression approchée de la différence de marche :

d(M) =
ax
D

2. La source S est une source monochromatique émettant une radiation de longueur
d’onde l.

a. Définir le lieu des points de l’écran où l’intensité lumineuse est maximale.

b. Définir le lieu des points de l’écran où l’intensité lumineuse est minimale.

c. Décrire la figure d’interférences. Définir et exprimer son interfrange.

Exercice 5 Trous de Young (suite et variations)

On utilisera ici les mêmes notations que dans l’exercice précédent.

1. L’amplitude de l’onde lumineuse arrivant en M et émise par le trou Si est propor-
tionnelle à la racine carrée de la surface de ce trou, et inversement proportionnelle à la
distance SiM.

a. Les deux trous ont maintenant des surfaces différentes, respectivement notées a1 et
a2. Calculer l’intensité lumineuse I(M) observée en un point M de l’écran en fonction
de d(M). Dans les conditions indiquées dans l’exercice précédent (D � x, y, a), calculer
l’intensité lumineuse I (M) observée en un point M(x, y, 0) de l’écran en fonction de d(M).
Décrire les variations de I (M) avec x et y.

b. On définit le contraste des franges par :

C =
Imax − Imin

Imax 1 Imin

Calculer ce contraste. Dans quel cas peut-on dire que les franges d’interférences sont les
plus contrastées ?
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2. Les deux trous sont désormais éclairés par une source ponctuelle monochromatique
qui n’est plus située sur l’axe O′z, mais en un point (xS ; 0 ;−(d 1 D)).
a. Calculer dans ce cas la différence de marche d(M).
b. Que devient alors la figure d’interférences ? Où est située la frange centrale ?
3. Les deux trous sont remplacés par deux sources ponctuelles différentes, deux lampes
par exemple. Les deux sources sont identiques, et donc de même longueur d’onde. Que
devient la figure d’interférences ?
4. Les deux trous sont toujours éclairés par une source ponctuelle, mais on place devant
S1 un polariseur orienté selon −→ux , et devant S2 un polariseur analogue, mais orienté selon
−→uy . Que devient la figure d’interférences dans ce cas ?
5. Les deux trous sont maintenant éclairés par une source S ponctuelle de lumière blanche.
a. De quelle couleur va être la frange centrale ?
b. Quel aspect vont avoir les premières franges autour de la frange centrale ?
c. On se place maintenant loin de la frange centrale (c’est-à-dire à une distance x très
grande devant l’interfrange). Quelles sont les longueurs d’onde totalement éteintes dans
la lumière arrivant en M(x, y, 0) ?
6. On remplace maintenant les trous S1 et S2 par des fentes parallèles à −→uy .
a. La source ponctuelle est elle aussi remplacée par une fente source parallèle à −→uy , de
hauteur h. Que devient la figure d’interférences ?
b. La fente source S est maintenant légèrement inclinée par rapport à l’axe −→uy ; elle fait
avec cet axe un angle u (u  1). Que devient la figure d’interférences lorsqu’on aug-
mente u ? Pour quelle valeur de u la figure d’interférences disparaît-elle ? Si on augmente
encore u, que devient-elle ? Donner (qualitativement) l’allure du contraste C de la figure
d’interférences en fonction de u.

Exercice 6 Différents dispositifs interférentiels

1. Bilentilles de Billet : une lentille de distance focale f est coupée en deux parties égales
(avec une scie). Les deux demi-lentilles sont séparées d’une distance e. Elles sont éclairées
par un faisceau de rayons parallèles, monochromatique (de longueur d’onde l).
a. Montrer que, dans le cadre de l’approximation de Gauss, les rayons ayant traversé
chaque demi-lentille convergent en deux points F1 et F2. Calculer a = F1F2.
b. Décrire la figure d’interférences qui peut être observée en aval du plan perpendiculaire
à l’axe optique du système et contenant F1F2. Conformément aux notations introduites
dans l’exercice 4 on désignera par −→uz le vecteur unitaire selon l’axe optique et par −→ux le
vecteur unitaire dans la direction F1F2.
c. Calculer l’interfrange de la figure d’interférences obtenue sur un écran situé à une
distance D du plan contenant F1F2.
d. Préciser dans ce cas ce qu’on appelle champ d’interférences. Le représenter sur un
schéma.
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2. Biprismes de Fresnel : deux prismes identiques,
constitués d’un verre d’indice n, ont une section
hypothénuse, caractérisée par un angle u petit (cf.
figure). On éclaire l’ensemble par un faisceau de
rayons parallèles, arrivant à incidence normale sur
la base du biprisme. Ce faisceau est monochroma-
tique (longueur d’onde l).
a. Montrer que chaque prisme dévie le faisceau d’un angle D = (n − 1)u.
b. Dessiner les surfaces d’onde en amont et en aval du biprisme.
c. Décrire la figure d’interférences observée sur un écran placé en aval du biprisme. Quel
est son interfrange ? Représenter le champ d’interférences. Où doit-on positionner l’écran
pour pouvoir observer des interférences ?

Exercice 7 Franges d’égale inclinaison

i

T1

T2

R1

R2

n1n2n1

Une lame à faces parallèles, d’épaisseur e, d’indice
n2, est plongée dans un milieu d’indice n1. On sup-
posera n1 < n2. Un rayon incident, d’angle d’inci-
dence i, donne naissance aux divers rayons repré-
sentés sur la figure.

1. Comment faire interférer les rayons réfléchis R1

et R2 ?
2. On négligera dans les questions 2 et 3 les rayons
ayant subi plus d’une réflexion dans la lame.
a. Calculer la différence de marche d entre deux
rayons réfléchis R1 et R2.
b. En déduire les angles i correspondant aux
directions selon lesquelles on observe une frange
brillante, et ceux correspondant aux directions selon
lesquelles on observe une frange sombre. On sup-
posera ici les angles petits.
3. Soient r et t les coefficients de réflexion et de transmission de l’amplitude de l’onde
lumineuse sur le dioptre séparant le milieu d’indice n1 de celui d’indice n2. On rappelle
que, dans la mesure où l’angle d’incidence i est très petit, ces coefficients sont donnés par :

r =
n1 − n2

n1 1 n2
t =

2n1

n1 1 n2

a. Calculer les amplitudes complexes s1 et s2 des ondes R1 et R2.
b. En déduire l’intensité I de la figure d’interférences. Comment varie I en fonction de
l’angle d’incidence i ?
c. Calculer le contraste C de la figure d’interférences.
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4. Dans les deux questions précédentes, on a négligé les rayons ayant subi plus d’une
réfléxion interne sur la lame.
a. À quelle condition sur r cette condition est-elle valable ?
b. La lame est une lame de verre (n2 = 1,5) plongée dans de l’air (n1 = 1). Cette
approximation est-elle justifiée ? Dans ce cas, calculer numériquement le contraste des
franges ainsi observées.
5. Reprendre l’étude des interférences obtenues par transmission (interférences entre
T1 et T2). Calculer leur contraste dans le cas d’une lame de verre plongée dans de l’air.
Conclure.

Exercice 8 Franges d’égale épaisseur

i
R1

R2

α

1. On considère une lame prisma-
tique, d’indice n, d’angle a très petit
(cf. figure). Cette lame est éclairée par
un faisceau de rayons parallèles, d’in-
cidence i par rapport à la face supé-
rieure de la lame. Un rayon de ce fais-
ceau donne lieu à un rayon R1 réfléchi
sur la face supérieure de la lame, et à
un rayon R2 réfléchi sur sa face infé-
rieure.
a. Où sont localisées les interférences entre R1 et R2 ?
b. Calculer la différence de marche géométrique dg entre R1 et R2.
c. Que vaut dg lorsque le faisceau incident est presque normal à la surface supérieure de
la lame ?
2. Le dispositif précédent est maintenant remplacé par deux lames de verre (d’indice n1)
disposées de telle façon qu’entre elles, il y ait une lame prismatique d’air (indice n2 = 1),
d’angle a très petit. Décrire la figure d’interférences que ce dispositif permet d’obtenir.
Calculer son interfrange.

n

n

1

3. Anneaux de Newton : on place
une lentille plan-convexe, de rayon de
courbure R, sur une surface de verre
plane (cf. figure ci-contre). Le verre a
un indice n. On éclaire l’ensemble par
un faisceau parallèle à l’axe optique, de lumière monochromatique (longueur d’onde l),
et on observe les interférences localisées au voisinage de la surface de la lentille.
a. Décrire la figure d’interférences ainsi obtenue.
b. Au centre du dispositif, la lentille touche pratiquement la surface du verre. Y observe-
t-on une frange brillante ou une frange sombre ?
c. Calculer le rayon du k-ième anneau sombre.
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Exercice 9 Interféromètre à ondes multiples (ou de Fabry-Perot)

Une lame de verre, d’indice n, à faces parallèles, est placée dans l’air. Ses deux dioptres
sont traités et les coefficients de réflexion et de transmission de l’amplitude de l’onde sur
chacun d’entre eux sont respectivement r et t.
Cette lame est éclairée en lumière monochromatique (de longueur d’onde l), par un
faisceau de rayons parallèles faisant un angle d’incidence ai avec la normale à la lame.
On appelle Tk le k-ième rayon transmis, qui a subi 2k réflexions dans la lame (voir par
exemple la figure de l’exercice 7).

1. Calculer la différence de marche géométrique entre Tk et Tk11.

2. Calculer l’amplitude sk de l’onde Tk en fonction de l’amplitude de l’onde incidente si.

3. Calculer l’intensité totale de la lumière transmise par la lame. Étudier les variations de
cette intensité avec l’angle d’incidence ai de l’onde incidente.

4. On éclaire l’interféromètre avec une source ponctuelle S et on regarde la figure
d’interférences donnée par la lumière transmise dans le plan focal d’une lentille (de
distance focale f ).

a. Décrire cette figure d’interférences.

b. Quel est l’ordre d’interférence au centre entre deux rayons consécutifs k et k 1 1 ?

c. Dans le cas où l’angle d’incidence ai est faible, calculer la largeur angulaire à mi-hauteur
d’un anneau, et la comparer à la distance angulaire entre deux anneaux consécutifs. Le
rapport de la seconde sur la première est appelé la finesse F de l’interféromètre (F > 1).
Calculer la finesse lorsque le coefficient de réflexion de l’énergie R = |r|2 sur l’une des
lames de l’interféromètre est égal à 0,9, puis à 0,99. Conclure.

Diffraction

Exercice 10 Diffraction à l’infini par une fente ou une ouverture
rectangulaire

Un écran percé d’une fente de largeur a est éclairé à incidence normale par une lumière
monochromatique de longueur d’onde l. On regarde la figure de diffraction à l’infini (en
pratique, dans le plan focal d’une lentille).

1. En décomposant la fente diffractante en une infinité de fentes source de largeur
infinitésimale dx :

a. calculer l’amplitude de l’onde diffractée dans la direction faisant un angle i avec la
normale à l’écran dans le plan perpendiculaire à la fente ;

b. en déduire l’intensité I (i) de la lumière diffractée dans cette direction.

c. Étudier les variations de I avec i. Dans quelles directions l’intensité lumineuse est-elle
maximale ou minimale ? Quelle est la largeur angulaire de la frange centrale ? et celle des
autres franges observées ?
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2. On éclaire maintenant l’écran diffractant par un faisceau monochromatique faisant
l’angle i0 avec la normale à l’écran (et contenu dans le plan perpendiculaire à la fente).
On regarde toujours la figure de diffraction à l’infini. Reprendre dans ce cas la question
1. Que devient la figure de diffraction ?

3. On considère maintenant un écran opaque percé d’un trou rectangulaire, de cotés a
et b, respectivement orientés selon les axes Ox et Oy. Cet écran est éclairé à incidence
normale par une lumière monochromatique (longueur d’onde l). On regarde toujours la
figure de diffraction à l’infini.

a. Quelle est l’amplitude de l’onde diffractée dans une direction définie par ses deux
cosinus directeurs ix et iy (c’est-à-dire les angles ix et iy que fait l’axe optique Oz avec les
projections du rayon lumineux dans les plans Oxz et Oyz) ?

b. Décrire la figure d’interférences ainsi obtenue. On précisera les directions où I = 0.
Dessiner les franges sombres dans le cas où a > b.

Exercice 11 Diffraction à l’infini par un réseau

Un écran est percé de N fentes très minces, parallèles et équidistantes (distance entre
deux fentes consécutives = a = pas du réseau). Il est éclairé à incidence normale par une
lumière monochromatique (longueur d’onde l). On en étudie la figure de diffraction à
l’infini.

1.a. En considérant que le nombre N de fentes est fini, calculer l’amplitude de l’onde
diffractée dans la direction i (faisant un angle i avec la normale à l’écran dans le plan
perpendiculaire aux fentes).

b. En déduire l’intensité I (i) de la lumière diffractée dans cette direction.

c. Étudier les variations de I avec i. Décrire la figure de diffraction ainsi obtenue. Pour
quels angles i obtient-on un maximum absolu d’intensité ? Quel est alors le déphasage
entre les rayons diffractés dans cette direction par deux fentes consécutives ? Y a-t-il
d‘autres maxima de l’intensité ? Comparer leurs intensités à celle des maxima absolus. Où
sont situés les minima d’intensité (franges sombres) ?

2. Reprendre les questions précédentes à la limite où N est très grand.

3. On considérera désormais que N est très grand. Par contre la largeur b de chacune des
fentes n’est plus négligeable devant le pas a du réseau (on a évidemment b < a). Reprendre
alors les questions 1 et 2. On interprétera la figure de diffraction ainsi obtenue en termes
de la figure de diffraction obtenue aux questions 1 et 2 et de la figure de diffraction
obtenue à l’infini pour une seule fente de largeur b.

4. On se replace maintenant dans le cadre des hypothèses de la question 2 (b  a ; N
très grand). On éclaire le réseau par une lumière polychromatique.

a. Décrire ce qu’on obtient. Quels maxima d’intensité observe-t-on pratiquement dans
un spectromètre à réseau ? Quelles sont les longueurs d’onde les plus diffractées ?
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b. Décrire comment est constitué pratiquement un spectromètre à réseau (position des
fentes, d’éventuels miroirs, du réseau).
c. Qu’est ce qui limite le pouvoir de résolution d’un spectromètre à réseau (utiliser les
résultats des questions 1 ou 3) ? Comment définir de façon quantitative la résolution
ultime d’un spectromètre à réseau ?

Exercice 12 Diffraction par deux écrans complémentaires,
théorème de Babinet

On considère un écran percé de trous de formes quelconques, et son écran complémentaire
(où les régions transparentes du premier sont remplacées par des régions opaques et
réciproquement). Ces deux écrans sont éclairés à incidence normale par une lumière
monochromatique (longueur d’onde l). Montrer que, tant qu’on s’intéresse à leurs figures
de diffraction à l’infini (ou dans le plan focal d’une lentille), ces deux écrans donnent la
même figure de diffraction en dehors de la direction de la lumière incidente (c’est-à-dire
dans le cas présent en dehors du foyer F de la lentille).
En déduire une méthode pratique pour réaliser un réseau de diffraction (cf. exercice 11).

Laser

Exercice 13 À propos du Laser (d’après CAPES 2000)

En 1917, Albert Einstein mentionne dans la publication de ses travaux sur l’émission et
l’absorption de la lumière, les différences entre émission spontanée et émission stimulée.
Quelques années plus tard, Townes (prix Nobel en 1964) et Schawlow (prix Nobel
en 1981) montrent la possibilité théorique d’obtenir de la lumière cohérente dans un
résonateur optique. En 1960, Maiman réalise le premier oscillateur laser dans un cristal
de rubis tandis que, la même année, Javan et Bennett présentent le premier laser à gaz.
Un laser (abréviation de « Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation ») est un
oscillateur optique pour lequel le résonateur est une cavité optique formée de deux miroirs
en regard qui réfléchissent successivement et plusieurs fois la lumière, et l’amplificateur,
un milieu actif utilisant l’émission stimulée.

Étude de l’amplificateur
1. Qu’appelle-t-on émission stimulée ? Quelle est sa caractéristique principale ? Citer les
trois types de transitions possibles entre deux niveaux d’énergie ´1 et ´2 d’un atome. On
supposera ´2 > ´1.
2. À l’équilibre thermique avec une source à la température thermodynamique T ,
conformément au second principe et pour une population totale N0 d’atomes, le nombre
N d’atomes occupant un niveau d’énergie atomique ´ suit la loi de Boltzmann :
N = N0 exp(−´/kT ).
a. Donner l’expression du rapport N2/N1 des populations d’atomes occupant respective-
ment les niveaux d’énergie ´1 et ´2, à la température T .
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b. Calculer ce rapport à la température T = 393 K (t = 120 ◦C) pour les niveaux 5s et
3p du néon qui correspondent à un écart énergétique ´2 − ´1 = 1,96 eV. On rappelle
les valeurs suivantes : charge élémentaire e = 1,602 · 10−19 C ; constante de Boltzmann
k = 1,381 · 10−23 J.K−1.

c. En général, une onde se propageant suivant une direction Oz dans un milieu à deux
niveaux d’énergie s’amortit exponentiellement. Soit I l’intensité de cette onde :

I = I0 exp(−az) avec a proportionnel à (N1 − N2).

Expliquer comment, dans un laser, le milieu, alors qualifié de milieu actif, produit une
amplification de l’intensité de l’onde.

3. La transition radiative d’un laser hélium-néon correspond à la transition entre les
niveaux 5s et 3p des atomes de néon pour lesquels ´2 − ´1 = 1,96 eV. Calculer la
fréquence n0 et la longueur d’onde l0 de l’onde émise.
On donne : c = 299 792 458 m.s−1 et h = 6,626 · 10−34 J.s.

Étude du résonateur
Dans une première approche, la cavité laser est supposée constituée de deux miroirs plans
M et M′ parallèles, placés à une distance L l’un de l’autre. Entre les miroirs un milieu
actif d’indice de réfraction n remplit la cavité. À l’extérieur de celle-ci, le milieu, à la sortie
du miroir M′, est l’air d’indice pris égal à l’unité.
Le miroir M est parfaitement réfléchissant. Le miroir M′ est semi-réfléchissant et non
absorbant.

L

Ip+1

M M’

Jp+1

i’

i

i

Ip

Jp

i’

i

i

I1

J1

i’

i

i

n 1

4. Un dispositif non représenté sur la figure, per-
met d’envoyer à l’intérieur de la cavité une onde
électromagnétique de fréquence n sous l’inci-
dence i sur la face interne réfléchissante du miroir
M. Par réflexions successives sur les miroirs M
et M′ on obtient alors une multitude d’ondes
réfléchies et d’ondes transmises.

a. Soit c la vitesse de la lumière dans le vide.
Exprimer le retard de phase F entre deux ondes
transmises consécutives qui interfèrent à l’infini,
en fonction de n, n, L, c et de l’angle d’inci-
dence i.

b. Le système ne fonctionne de façon satis-
faisante que si les ondes transmises à la sor-
tie du miroir M′ peuvent interférer de manière
constructive. En déduire que, pour une longueur
de la cavité L donnée, seules les ondes de certaines fréquences, appelées modes propres
de la cavité, caractérisées par un nombre entier p, sont susceptibles d’être émises avec une
amplitude maximale.
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Dans toute la suite du problème, on suppose l’angle d’incidence i nul et l’indice n du
milieu actif égal à l’unité.
5. Déterminer les fréquences des modes propres np de la cavité en fonction de p, L
et c. Calculer la distance spectrale DnL, c’est-à-dire l’écart en fréquence entre les modes
propres pour une longueur de la cavité L = 0,25 m.
6. L’amplificateur a une bande passante, égale à la largeur de la raie émise, DnA de
1 500 MHz. Une étude énergétique montre que la cavité a un facteur de qualité Q élevé :
Q = 108 pour le mode propre np = 4,74 · 1011 Hz (l = 632,8 nm). Calculer la largeur
DnP d’une raie laser centrée sur nP . Comparer DnP , DnL et DnA. Conclure.

Applications du laser
7. Citer deux applications pratiques des lasers en indiquant les propriétés du faisceau qui
sont mises à profit.

Exercice 14 Étude simplifiée d’un Laser, télémétrie Terre-Lune par
impulsion laser (d’après CAPES 1998)

Étude simplifiée d’un laser
1. Que signifient les cinq lettres qui composent le mot LASER ?
La loi de distribution de Maxwell-Boltzmann permet de connaître le nombre d’atomes
n1 (ou de molécules) d’énergie E1 dans un système gazeux en équilibre thermique avec
un thermostat à la température T :

n1 = K exp
(
− E1

kbT

)
où kb = 1,38 · 10−23 J.K−1 est la constante de Boltzmann.

2. Déduire le rapport n1 /n0 du nombre d’atomes qui se trouvent dans l’état excité
d’énergie E1 au nombre d’atomes qui se trouvent dans l’état fondamental d’énergie E0.
3. Que vaut ce rapport à la température T = 0 K ? Etait-ce prévisible ? Que devient ce
rapport à très haute température ? Ce rapport peut-il être égal à l’unité ?
4. Quelle est l’énergie d’un photon associé à une longueur d’onde l = 620 nm correspon-
dant à la désexcitation d’un atome du niveau d’énergie E1 vers le fondamental ? Quelle est
la proportion d’atomes dans le premier état excité d’énergie E1 à température ambiante ?
À quelle condition un milieu est-il le siège d’une émission lumineuse continue ? On
rappelle que la constante de Planck vaut h = 6,62 · 10−34 J.s.

Absorption et émission spontanée
Pour passer de l’état énergétique fondamental E0 à l’état énergétique excité E1, l’atome
peut absorber de l’énergie sous forme radiative, c’est-à-dire absorber un photon d’énergie
DE = E2 − E1.
5. On considère un système gazeux comportant N atomes, soumis à un flux lumineux
de densité énergétique u(n). La variation élémentaire dN1abs du nombre d’atomes qui
peuplent l’état excité d’énergie E1, lorsque le système est soumis au flux lumineux pendant
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un temps dt, est proportionnel au nombre N0 d’atomes dans l’état fondamental, présents
dans le milieu, au temps d’exposition et à la densité énergétique du flux photonique. Établir
l’expression de dN1abs. On appelera C la constante de proportionnalité qui intervient dans
cette expression.
6. D’autre part, les états d’énergie supérieure au fondamental sont instables et l’atome
perd, au bout d’un temps plus ou moins long, spontanément l’énergie qu’il a acquis lors
de l’absorption du photon.
a. Comment qualifier ce type d’émission ?
b. On admet que le nombre élémentaire d’atomes dN1em qui émettent un photon par ce
processus est proportionnel au nombre d’atomes dans l’état excité et au temps d’observa-
tion. Établir l’expression de dN1em. On notera A la constante de proportionnalité.
7. Si les N atomes ont été placés dans une enceinte éclairée par un faisceau lumineux
(flux de photons d’énergie DE = E2 − E1), à l’équilibre, le nombre d’atomes dans l’état

excité doit rester constant. Exprimer alors ce rapport
N1

N0
en fonction de A, C et u(n).

8. Sachant que la densité d’énergie rayonnée par un corps noir est donnée par la relation :

u(n) = D(n)
(

exp
(

hn

kbT

)
− 1

)−1

que devient le rapport
N1

N0
? Ce résultat est-il compatible avec la distribution de Maxwell-

Boltzmann traitée dans la première question de cette partie ?

Émission induite
Einstein a fait l’hypothèse de l’existence d’une émission supplémentaire qu’il appelle
émission induite. Le nombre d’atomes qui se désexcitent par ce processus est donné par
la relation suivante :

dN1ind = −BN1u(n)dt

9. Montrer que cette hypothèse permet de lever la contradiction rencontrée dans la ques-
tion précédente sous réserve que A, B et D(n) vérifient une relation que l’on déterminera.
10. Quelles sont les caractéristiques des photons émis par ce processus ?
11. Pourquoi dit-on que la source laser a une grande cohérence ?
12. Proposer un schéma fonctionnel simple qui illustre le principe de fonctionnement
d’un laser. Sur ce schéma devront clairement apparaître le milieu actif, la source d’énergie,
les miroirs et le faisceau émergent.

Télémétrie Terre-Lune par impulsions laser
L’observation des anneaux de croissance des coraux fossiles montre qu’il y a 500 millions
d’années la durée du jour n’était que de 21 heures actuelles. Ce ralentissement du mou-
vement propre de la Terre va de pair avec une augmentation de la distance Terre-Lune,
notée dTL, à un rythme annuel de 3 à 4 cm. Pour mesurer avec précision cette distance,
on exploite la grande directivité d’un faisceau laser. On émet une impulsion lumineuse au
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foyer d’un télescope placé à la surface de la Terre. Ce télescope est pointé en direction d’un
des réflecteurs déposés sur la Lune par les sondes automatiques soviétiques Lunakhod
ou par la mission américaine habitée Apollo 9, qui renvoie vers la Terre une partie de la
lumière qu’il reçoit. La mesure du temps écoulé entre l’émission et la réception du signal
par un détecteur placé au foyer du télescope permet de déterminer la longueur du chemin
optique d’un aller-retour Terre-Lune, dont on déduit la distance dTD.
13. Le laser émet des impulsions de durée t = 5 · 10−10 s ; chaque impulsion correspond
à une énergie lumineuse de 0,3 J.
a. Quelle est la puissance du laser lorsqu’il émet ?
b. Calculer la nombre de photons émis par impulsion sachant que la longueur d’onde de
la lumière laser est de l = 0,532 mm.
c. Le nombre de photons qui vont être détectés au retour risque a priori d’être faible.
On ne sait pas si ces photons correspondent au début ou à la fin de l’impulsion. Quelle
est l’erreur maximale sur cette détermination de dTL, sachant que la date de début de
l’impulsion est connue avec une grande précision ?
d. En pratique, cette technique confirme l’éloignement de la Lune de quelques centimètres
par an. Comment a-t-on pu atteindre cette précision ?
14. Le succès de cette expérimentation dépend étroitement du réflecteur déposé sur le
sol lunaire.
a. Pourquoi est-il illusoire d’utiliser à cette fin un simple miroir plan ?

rayon
incident 
quelconque

y

x

z
b. Le réflecteur est constitué d’une centaine de « coins
de cube », c’est-à-dire de trois miroirs plans identiques
formant les trois faces d’un trièdre rectangle Oxyz.
Montrer qu’un rayon lumineux arrivant sur un coin de
cube est renvoyé après trois réflexions dans la direc-
tion exactement opposée, quelle que soit l’orientation
du trièdre. Les déplacements lunaires ont-ils une quel-
conque influence ?
En conséquence, l’association de ces coins de cube est équivalente à un miroir plan de
surface s = 100 cm2 placé orthogonalement au faisceau lumineux incident.
15. On cherche maintenant à estimer le nombre de photons détectables au retour. Les
différents rayons lumineux issus du télescope sont contenus dans un cône de demi-angle
au sommet a = 2 · 10−3 rad.
a. Sachant que la distance moyenne Terre-Lune vaut 384 000 km, calculer le diamètre
de la tache lumineuse sur la Lune.
b. En supposant que les photons sont uniformément répartis dans cette tache, exprimer
le nombre de photons arrivant sur le miroir en fonction de dTL, a et s. Dans la réalité
le nombre de photons effectivement détectables est bien inférieur car on ne peut pas
négliger le phénomène de diffraction.
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SOLUTIONS

1 1. Si E0 est l’amplitude du champ reçu par la cible (le champ est donc de la forme
E = E0 cos(kz − vt) au voisinage de la cible), la densité d’énergie électromagnétique du
faisceau (moyennée sur une période) est :

〈u〉T =
´0E2

0

2

et la vitesse de l’onde (donc la vitesse de propagation de l’énergie) étant c (dans le vide),
la puissance reçue par la cible par unité de surface, c’est-à-dire le vecteur de Poynting de
l’onde au voisinage de la cible est :

〈P〉T = c〈u〉T

(en effet l’énergie qui arrive sur la surface S (normale à la direction de propagation de
l’onde) pendant le temps dt, soit PSdt, est celle contenue à l’instant t dans le volume Scdt
de section S et de hauteur cdt, soit 〈u〉T Scdt, d’où le résultat précédent).

Ici P = P/S avec P = puissance du faisceau = 1 mW et S = surface de la cible =
pf2

4
avec f = 50 mm. D’où

P = 105 W/m2

Et
´0E2

0

2
c = P, d’où E0 =

√
2P
c´0

= 6 · 106 V/m (se souvenir que
1

4p´0
= 9 · 109 USI)

2. Pour une puissance P = 16 kW, on obtient E0 = 2,4 · 1010 V/m.

3. Ces champs sont très importants : à titre de comparaison, le champ (continu) de
claquage de l’air est E = 30 kV/cm = 3 ·106 V/m. Bien que les mécanismes d’ionisation
sous l’effet d’un champ continu soient de nature très différente que les mécanismes
d’interaction entre votre rétine et la lumière, on conçoit qu’un faisceau de laser Hélium
Néon pénétrant dans votre œil est déjà dangereux, tandis que le faisceau émis par un laser
en impulsion conduit à des dégâts irréversibles.

2 1. On a r =
n1 − n2

n1 1 n2
et t =

2n1

n1 1 n2
.

2. D’où R = r2 =
(

n1 − n2

n1 1 n2

)2

et T =
n2

n1
t2 =

4n1n2

(n1 1 n2)2 . On vérifie alors R1T = 1.

3. On a r ′ =
n2 − n1

n2 1 n1
= −r et t ′ =

2n2

n2 1 n1
; d’où R′ = r ′2 = R et

T ′ =
n1

n2
t ′2 =

4n1n2

(n1 1 n2)2 = T
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3 On utilise la même description qu’au 4. (voir figure p. 544). L’onde incidente (à

incidence normale, supposée polarisée selon −→ux ) s’écrit
−→
Ei = Ei0ei(kiz−vt)−→ux , elle est à

l’origine d’une onde réfléchie
−→
Er = Er0ei(−kiz−vt)−→ux . Le milieu est ici le métal, supposé

conducteur parfait, il n’y a donc pas de champ électrique dans ce milieu, d’où
−→
Et = 0.

À la surface du métal (en z = 0), le champ électrique est normal à la surface ; donc sa
composante selon −→ux est nulle, d’où :

−→
Ei (z = 0) 1

−→
Er (z = 0) = 0

Ceci entraîne : Ei0 1 Er0 = 0, soit 1 1 r = 0, en introduisant le coefficient de réflexion
r de l’amplitude de l’onde.
On a donc r = −1
Le coefficient de réflexion de l’énergie est donc R = r2 = 1. Dans la mesure où il n’y
a pas d’onde transmise (

−→
Et = 0), on a t = 0, d’où T = 0. La relation R 1 T = 1

traduisant la conservation de l’énergie (en l’absence d’absorption) est donc vérifiée.

4 1.a. d = [SS2M] − [SS1M] = S2M − S1M car SS2 = SS1 (on a considéré que
l’indice du milieu est 1).

b. On a SS2 =
√

D2 1 (x 1
a
2

)2 1 y2 et SS1 =
√

D2 1 (x − a
2

)2 1 y2

c. Avec un développement limité, on obtient SS2 ≈ D


1 1

(
x 1

a
2

)2
1 y2

2D2


.

D’où SS2 ≈ D 1

(
x 1

a
2

)2
1 y2

2D
. De même SS1 ≈ D 1

(
x − a

2

)2
1 y2

2D

d. d = S2M − S1M =

(
x 1

a
2

)2
1

(
x − a

2

)2

2D
=

2xa
2D

=
xa
D

.

2.a. L’intensité lumineuse est maximale si d = nl où n est un entier relatif (n ∈ Z), d’où
la position des franges brillantes :

x = n
D
a

l = ni

b. L’intensité lumineuse est minimale si d =
(

n 1
1
2

)
l où n est un entier relatif

(n ∈ Z), d’où la position des franges sombres :

x =
(

n 1
1
2

)
D
a

l =
(

n 1
1
2

)
i

7. OPTIQUE ONDULATOIRE 611



�

�

�

�

�

�

�

�

c. La figure d’interférences est constituée de franges alternativement claires et sombres
(noires si les deux trous S1 et S2 sont de même dimension), rectilignes et parallèles à Oy,
équidistantes. L’interfrange est la distance entre deux franges brillantes consécutives, soit

i =
Dl

a
.

5 1.a. En posant k =
2p

l
, l’amplitude lumineuse en M est :

s(M) = s′1e jkS1M 1 s′2e jkS2M

où |s′1|2 et |s′2|2 sont proportionnels aux surfaces a1 et a2 de chacun des trous S1 et S2,
d’où : s′1 = A

√
a1s0 et s′2 = A

√
a2s0 où s0 est l’amplitude des ondes incidentes en S1 et S2

(venant de S) et où A est une constante de proportionnalité. D’où l’intensité lumineuse
en M : I (M) = |s|2. On obtient :

I (M) = |s′1|
2

1 |s′2|
2

1 s′1s′∗2 e−jkd 1 s′∗1 s′2e1jkd

= A2 |s0|2
(

a 1 a2 1 2
√

a1a2 cos kd(M)
)

Puisque d =
xa
D

, d donc I ne dépend pas de y. I varie sinusoïdalement avec x, avec une

période i =
Dl

a
. Les franges sont des droites parallèles à Oy. La seule différence avec

l’exercice 1 est que les franges sombres ne sont plus noires.

b. On a Imax = A2 |s0|2 (
√

a1 1
√

a2)2 (en d = nl) et Imin = A2 |s0|2 (
√

a1 −
√

a2)2

(en d =
(

n 1
1
2

)
l).

D’où le contraste : C =
2
√

a1a2

a1 1 a2
.

Les franges sont les plus contrastées quand le contraste C est égal à 1, donc si Imin = 0,
donc si a1 = a2.

2.a. On a maintenant :

d = SS2 1 S2M − SS1 − S1M,

avec

SS2 − SS1 =

√(
xs 1

a
2

)2
1 d2 −

√(
xs −

a
2

)2
1 d2

soit, en effectuant un développement limité ( (xs ±
a
2

)  d) :

SS2 − SS1 ≈

(
xs 1

a
2

)2

2d
−

(
xs −

a
2

)2

2d

On obtient ainsi : d(M) =
( x

D
1

xs

d

)
a
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b. La frange centrale (définie par d = 0) est désormais en x = −D
d

xs. L’ensemble de la

figure d’interférences est décalée de −D
d

xs.

3. Les deux sources sont incohérentes. Donc en M : I (M) = I1 1 I2. La figure d’inter-
férences disparaît.

4. En M, les deux ondes provenant de S1 et de S2 sont polarisées dans deux directions
orthogonales. Donc dans le calcul de I (M) = |−→s (M)|2, le terme d’interférence disparaît.
Il n’y a plus de franges d’interférences.

5.a. La frange centrale (d = 0) reçoit toutes les longueurs d’onde avec une intensité
proportionnelle à celle de la source S à la longueur d’onde considérée. La frange centrale
est donc blanche.

b. Les premières franges sont irisées.

c. Certaines longueurs d’onde vont être totalement absentes du spectre de la lumière
provenant en M. Ces longueurs d’onde sont telles que, dans la figure d’interférences
obtenue pour l’une de ces longueurs d’onde, le point M coïncide avec une frange sombre.
Donc ces longueurs d’onde sont telles que :

(
n 1

1
2

)
l = d(M) =

xa
D

6.a. La fente source est partagée en points sources (incohérents entre eux). Tous les
points source ont même coordonnée xs = 0. Ils donnent donc tous la même figure
d’interférences (cf. question 2). Donc la figure d’interférences n’est pas modifiée : on
peut la concevoir comme la superposition de figures d’interférences, une par point source,
toutes identiques.

b. Les coordonnées d’un point source S sont maintenant (xs = uys, ys) avec−h
2

� ys � h
2

.

La figure d’interférences donnée par ce point source est alors décalée de−D
d

xs par rapport

à celle donnée par une source en xs = 0. Tant que le décalage maximum, soit
D
d

uh
2

est

faible devant l’interfrange, la figure d’interférences totale n’est pas affectée.
On peut calculer explicitement la répartition d’intensité donnée par chacun des points
sources S dans le plan d’observation : le point source de coordonnées (xs = uys, ys), de
hauteur dys, donne une intensité :

dI (M) = Adys

{
1 1 cos

2p

l

( x
D

1
xs

d

)
a
}
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(A est une constante de proportionnalité). D’où l’intensité au point M de l’éclairement
donné par l’ensemble de la fente :

I (M) = A
∫ 1h/2

−h/2
dys

{
1 1 cos

2p

l

(
x
D

1
uys

d

)
a
}

= Ah 1 A
l

2p

d
ua

[
sin

2p

l

(
x
D

1
uys

d

)
a
]1h/2

−h/2

= Ah 1 A
l

2p

d
ua

(
sin

2p

l

(
x
D

1
uh
2d

)
a − sin

2p

l

(
x
D

− uh
2d

)
a
)

= A
{

h 1
l

p

d
ua

sin
p

l

uh
d

a cos
2p

l

x
D

a
}

(on somme les intensités parce que les différents points sources S sont incohérents). Les
maximum et minimum de I sont respectivement :

Imax = A
{

h 1
l

p

d
ua

∣∣∣∣sin p

l

uh
d

a

∣∣∣∣
}

et Imainx = A
{

h − l

p

d
ua

∣∣∣∣sin p

l

uh
d

a

∣∣∣∣
}

0,2

0,6

1

1 2 3 4
0

θh
λ
a

d

C

d’où le contraste :

C =
l

p

d
uah

∣∣∣∣sin p

l

uh
d

a

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sinc

p

l

uh
d

a

∣∣∣∣
où la fonction sinus cardinal est définie par :

sinc x =
sin x

x
. Le contraste C est tracé sur

la figure. Il s’annule pour
uh
d

= n
l

a
, où n est

entier (noter que
uh
d

est la largeur angulaire –

selon Ox – de la fente source, vue d’un point de

l’écran diffractant, et que
l

a
=

i
D

est la largeur

angulaire d’une frange de la figure d’interfé-
rences, vue d’un point de l’écran diffractant).
Ainsi, lorsqu’on augmente u, c’est-à-dire la lar-
geur (selon Ox) de la fente source, les franges
perdent en contraste, puis disparaissent (pour
uh
d

=
l

a
), puis apparaissent (à chaque fois inversées, les franges sombres remplaçant les

franges claires et réciproquement) et disparaissent périodiquement.
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L1

F1

F2

champ d'interférence

f’ D

6 1.a. La figure ci-contre repré-
sente les deux demi-lentilles, et leurs 2
axes optiques, parallèles et distants de
e. Chaque demi-lentille focalise le fais-
ceau incident en son foyer F1 ou F2. On
a donc : a = F1F2 = e.

b. F1 et F2 sont les deux sources secon-
daires. On a donc :

I (M) = A
{

1 1 cos
2p

l

xe
D

}

c. L’interfrange est : i =
lD

e
.

d. Le champ d’interférences est la zone de l’écran d’observation éclairée simultanément
par les deux sources F1 et F2. C’est ici une bande de largeur e selon Ox (voir figure).

θ

θ D
r

n

a. b.

surfaces d’onde
2.a. Soit un rayon incident paral-
lèle à l’axe optique (voir figure a ci-
contre). Le rayon transmis par le pre-
mier dioptre n’est pas dévié, mais celui
transmis par le second dioptre l’est.
On a n sin u = sin r, soit nu = r si
u est petit. L’angle de déviation est
D = r − u, d’où :

D = (n − 1)u

b. Voir figure b ci-contre.

c. On est ici dans le cas où les sources ponctuelles sont rejetées à l’infini. Les deux

ondes planes ont respectivement pour vecteurs d’onde k(−→uz ± D−→ux ) avec k =
2p

l
; elles

s’écrivent s1 = s0e j[k(z−Dx)−vt] et s2 = s0e j[k(z1Dx)−vt], d’où on tire l’amplitude totale
s(M) = 2s0e j(kz−vt) cos(kDx) et l’intensité totale :

I (M) = |s|2 = 2 |s0|2
(

1 1 cos
4pDx

l

)
Les franges sont donc des droites, parallèles à Oy, équidistantes, d’interfrange angulaire

i =
l

2D
.

7 1. Les deux rayons R1 et R2 sont parallèles. Ils interférent donc à l’infini, soit
concrètement dans le plan focal image d’une lentille.
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A
i

i’

C

H

R1

R2

n1n2n1

2.a. La différence de marche géométrique est
calculée par le raisonnement effectué au para-
graphe 7.1. On a dg = (AB) 1 (BX) − (AH)
où les points A, B, C et H sont définis par la
figure, En appelant i′ l’angle de réfraction, on
a (AB) = (BC) = n2

e
cos i′

et (AH) = n1AC sin i

avec AC = 2e tan i′. En utilisant en outre la loi de
Descartes n1 sin i = n2 sin i′, on obtient :

dg = 2n2e cos i′

À dg s’ajoute une différence de marche dr =
l

2
introduite par le fait que l’une des réflexions se fait avec changement de signe du champ,
et pas l’autre. La différence de marche totale est donc :

d = dg 1 dr = 2n2e cos i′ 1
l

2

b. Les franges brillantes correspondent à d = ml avec m entier. En introduisant l’ordre
d’interférence p à incidence normale, défini par pl = 2n2e (attention p n’est pas néces-
sairement un entier, il peut avoir n’importe quelle valeur), et en tenant compte de ce que

les angles sont petits (cos i′ ≈ 1 − i′2

2
), on a i′ =

√(
p − m 1

1
2

)
l

n2e
, d’où :

i =
n2

n1

√(
p − m 1

1
2

)
l

n2e

Les franges sombres s’observent lorsque d =
(

m 1
1
2

)
l où m est un entier. Elles

correspondent donc aux angles :

i =
n2

n1

√
( p − m)

l

n2e

3.a. Si s0 est l’amplitude de l’onde incidente, les ondes R1 et R2 ont des amplitudes

s1 = |r|s0 et s2 = t2|r|s0ejkd avec k =
2p

l
(attention à ce que c’est |r|, et non r, qui

intervient ici, puisqu’on a déjà tenu compte du signe des coefficients de réflexion par le
biais de la différence de marche dr).

b. D’où l’amplitude s = s1 1 s2 de l’onde résultant de la superposition des deux ondes, et
son intensité est :

I = r2|s0|2(1 1 t4 1 2t2 cos kd)
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soit en fonction de l’angle d’incidence i (supposé petit) :

I = r2 |s0|2
{

1 1 t4 1 2t2 cos 2pp
(

1 − n2
1

2n2
2

i2
)}

c. Les maximum et minimum de I correspondent à cos(kd) = ±1, d’où le contraste :

C =
2t2

1 1 t4

4.a. En réalité il y a plus de deux rayons réfléchis. Mais les rayons réfléchis d’ordre
supérieur sont de moins en moins intenses. On peut calculer l’amplitude de R3 :
s3 = t2|r|3s0e2jkd (ce rayon a en effet subi 3 réflexions sur l’un ou l’autre des dioptres),
d’où s3 = r2s2ejkd. Pour pouvoir négliger s3 devant s2, il faut |s3|  |s2|, donc :

r2 = R  1

b. Pour une lame de verre plongée dans l’air (n1 = 1 et n2 = 1,5), on obtient R = 0,04.
Il est donc justifié de ne prendre en compte que les deux rayons R1 et R2. Le contraste
de la figure d’interférences est C = 0,91.

5. Les deux rayons transmis T1 et T2 sont aussi parallèles, donc susceptibles d’interférer
à l’infini (soit concrètement dans le plan focal d’une lentille).
La différence de marche géométrique dg entre les deux rayons transmis T1 et T2 est la
même que celle pour les deux rayons réfléchis R1 et R2 :

dg = 2n2e cos i′

Par contre, pour les rayons transmis il n’y a pas de différence de marche supplémentaire
dr due aux réflexions (les 2 réflexions subies par R2 sont de même nature). Ainsi :

d = 2n2e cos i′

Les amplitudes des deux ondes transmises T1 et T2 peuvent être reliées à l’amplitude s0

de l’onde incidente ; on a :

s′1 = tt ′s0 et s′2 = tt ′r2s0ejkd

(t ′ représente le coefficient de transmission du milieu d’indice n2 vers celui d’indice n1 :

t ′ =
2n2

n1 1 n2
). D’où l’intensité de l’onde totale transmise :

I = t2t ′2 |s0|2 (1 1 r4)
(

1 1
2r2

1 1 r4 cos kd

)

Le contraste est donc C =
2r2

1 1 r4 =
2R

1 1 R2 , soit C = 0,08 pour une lame de verre

dans l’air. La figure d’interférences obtenue par transmission est donc beaucoup moins
contrastée que celle obtenue par réflexion.
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D

A 1

1

C
H

B
P

R1
R2

α

8 1.a. Les interférences sont localisées sur la
surface contenant les points d’intersection de R1 et
de R2, c’est-à-dire sur le plan P contenant le point
D et l’axe du prisme (voir figure ci-contre). La loca-
lisation se fait ici à distance finie, sur une surface
virtuelle (au sens de l’optique géométrique). Pour
visualiser cette figure d’interférences, on en fera
l’image (réelle) par une lentille sur un écran. Notez
que la surface de localisation des interférences est
au voisinage de la lame.

b. La différence de marche (géométrique) entre les 2 rayons R2 et R1 est dg = (ABCD)−(AD),
soit :

dg = (AB) 1 (BC) − CD 1 DA = nAB 1 nBC − CD 1 DA

Remarque : les parties virtuelles de chaque trajet optique sont affectées d’un signe –
dans l’expression de chaque chemin optique. Pour s’en convaincre, on peut convenir
qu’on réalise avec une lentille une image réelle E de D. La différence de marche des
deux rayons entre A et E est :

d′
g = (ABCL1E) − (AL2E) = d 1 (DL1E) − (DL2E)

D

A
E

L2

L1

C

R1

R2

(les points L1 et L2 sont définis par la figure ci-
contre, ce sont les intersections des deux rayons
R1 et R2 avec la lentille). Puisque les deux points
D et E sont conjugués, on a (DL1E) = (DL2E).
D’où la différence de marche d′

g = dg. La façon
dont on visualise la figure d’interférences (i.e. le
point D) ne modifie pas la différence de marche.

On peut obtenir une autre expression de d en introduisant le point H′, défini comme l’in-
tersection du rayon R1 et du cercle de centre D et de rayon DC. En rajoutant DH′ = DC
à chacun des trajets optiques, on a aussi :

dg = (ABC) − (AH′)

c. Si l’angle a est petit, l’angle entre R1 et R2 est petit et H′ peut être assimilé à la
projection orthogonale H de C sur R1. Donc d tend vers (ABC)− (AH), et chaque terme
de cette expression tend vers la valeur calculée dans le cas de la lame à faces parallèles
(cf. 7.1). La différence de marche tend donc vers

dg = 2ne cos r

où r est l’angle de réfraction (relié à i par sin i = n sin r) et e = e(A) est l’épaisseur locale
(au voisinage de A) de la lame prismatique. On a e = ax, où x = OA est la distance de
A à l’arête du prisme.
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Si de plus i (donc r) est petit, dg ≈ 2ne
(

1 − i2

2n2

)
, soit à l’ordre le plus bas :

dg ≈ 2ne

2. On a maintenant dg ≈ 2e ≈ 2ax. À la différence de marche géométrique s’ajoute une
différence de marche due aux réflexions : parmi les deux réflexions en A et B, il y en a
toujours une qui s’effectue sur un milieu d’indice supérieur (ici c’est la réflexion en B, car

n1 > n2 = 1), d’où dr =
l

2
. Au total :

d = 2ax 1
l

2
Les franges brillantes correspondent à d = nl avec n entier, on les observe donc en

x =
l

2a
(n 1

1
2

). Inversement, les franges sombres, correspondant à d =
(

n 1
1
2

)
l

avec n entier, s’observent en x = n
l

2a
. Les franges sont des droites parallèles à l’arête du

prisme, équidistantes. L’interfrange est
l

2a
.

3.a. Soit Oz l’axe de symétrie de la lentille. Le dispositif ayant une symétrie cylindrique
autour de Oz, la figure d’interférences est constituée d’anneaux de centre O.

b. On a d = 2e 1
l

2
, où e est la distance entre la surface sphérique de la lentille et la

surface plane de verre. Au centre e = 0 (puisque la lentille touche la surface de verre),

donc d =
l

2
. Le centre est donc une frange sombre.

R β

e

O

r

c. À la distance r de l’axe, l’épaisseur e de la lame d’air
peut être calculée par des considérations géométriques : si
on introduit l’angle b (voir figure ci-contre ; b est l’angle
sous lequel on voit r du centre de la face sphérique de la
lentille), on a :

e = R(1 − cos b) et r = R sin b

b étant petit, on obtient à l’ordre le plus bas en b :

e ≈ R
b2

2
et r ≈ Rb

d’où :

e ≈ r2

2R

À la distance r de l’axe, la différence de marche est donc d =
r2

R
1

l

2
. Le k-ième anneau

sombre correspond à d = kl 1
l

2
(en effet, au centre d =

l

2
, et plus on s’éloigne du
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centre, plus d augmente ; à chaque fois qu’on passe sur un anneau sombre, d est un multiple
demi-entier de l). D’où le rayon de ce k-ième anneau sombre :

rk =
√

klR

Plus on s’éloigne du centre, plus les anneaux sont serrés. Les anneaux sombres constituent
une série de courbes de niveau de l’épaisseur de la lame d’air située entre la surface de
verre et la face sphérique de la lentille.

αr

αi

B

1

1

n

R1 R4R0

A1A0 A C

R2 R3

T1T0 T2 T3

e

9 1. Le dispositif est présenté sur la figure ci-
contre et précise les notations utilisées. La différence de
marche géométrique entre deux rayons transmis consé-
cutifs est dg = (ABC) − (AH). Le calcul de dg est
en tous points analogue à celui effectué pour la lame à
faces parallèles (exercice 7). On obtient :

dg = 2ne cos ar

où ar est l’angle de réfraction (sin ai = n sin ar).

2. Si si est l’amplitude de l’onde incidente (en P), celle
de la première onde transmise T0 (qui n’a subi aucune
réflexion) est :

s0 = sit2e j(PA0) 2p
l

dans le plan de A0. Celle de l’onde transmise T1 (qui a subi 2 réflexions) est :

s1 = sit2r2e j{(PA0)1dg} 2p
l = s0r2e jdg

2p
l

De même, l’amplitude de l’onde Tk est reliée à celle de l’onde Tk−1 par :

sk = sk−1r2e jdg
2p
l

d’où :

sk = s0

(
r2e jdg

2p
l

)k

3. Toutes les ondes transmises ayant une relation de phase entre elles, elles interfèrent.
L’amplitude de l’onde transmise est :

s =
∞∑

k=0

sk = s0

∞∑
k=0

(
r2e jdg

2p
l

)k

Dans cette expression, la somme est une série géométrique, de raison r2e jdg
2p
l . D’où :

s =
s0

1 − r2e jdg
2p
l
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On obtient ainsi l’intensité de la lumière transmise :

I = |s|2 =
|s0|2

1 1 r4 − 2r2 cos
(

dg
2p

l

)

Cette intensité est maximale si cos(dg
2p

l
) = 1 (franges brillantes), elle vaut

Imax =
|s0|2

(1 − r2)2 . On a donc :

I =
Imax

1 1
4r2

(1 − r2)2 sin2
(p

l
dg

)
Si ai, donc ar varie (augmente), dg = 2ne cos ar varie (diminue). Les variations de
I avec dg sont périodiques (de période l), et sont représentées (en fonction de l’ordre
d’interférence dg/l) sur la figure p. 571.
4.a. On observe des anneaux (centrés sur l’axe de symétrie du système).

b. Au centre ai = ar = 0 et dg = 2ne. L’ordre d’interférence est donc pO =
dg

l
=

2ne
l

.

c. Soient dai la largeur angulaire à mi-hauteur d’un anneau brillant, et Dai la distance
angulaire entre cet anneau brillant (observé pour l’angle d’incidence ai) et le suivant
(observé pour l’angle d’incidence ai 1 Dai). On a donc :

I (ai) = Imax I (ai 1 dai) =
Imax

2
I (ai 1 Dai) = Imax

Ainsi, pour les angles d’incidence ai et ai 1 Dai, la différence de marche géométrique
vaut respectivement pl, et ( p − 1)l(dg décroît si l’angle d’incidence croît). Pour l’angle

ai 1
dai

2
, la différence de marche géométrique est donnée par :

I
(

ai 1
dai

2

)
=

Imax

2
=

Imax

1 1 m sin2

(
pdg

l

)
où on a posé m =

4r2

(1 − r2)2 . D’où m sin2
(

pdg

l

)
= 1, soit dg = ± l

p
√

m
(modulo l).

Pour l’angle ai 1
dai

2
, la différence de marche est donc :

dg = pl − l

p
√

m

(c’est-à-dire la solution de l’équation m sin2
(

pdg

l

)
= 1 immédiatement inférieure à

pl).
On sait comment sont reliés dg et ai :

dg = 2ne cos ar et sin ai = n sin ar
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Imax–––
2

Imax

αi αi + δαi /2

δ

αi + ∆αi

pλ (p – 1)λδg = pλ – 
π√m

λ

Si les angles sont petits, ces relations
entraînent :

dg = 2ne
(

1 − a2
i

2n2

)
Les variations de ai sont donc reliées à celles
de dg par la relation :

dai = − n
2eai

ddg

ce qui entraîne :

dai

2
=

n
2eai

l

p
√

m
et Dai =

n
2eai

l

On en déduit la finesse :

F =
Dai

dai
=

p

2

√
m =

p
√

R
1 − R

où R est le coefficient de réflexion de l’énergie sur chacune des lames traitées.
Pour R = 0,9, la finesse est F ≈ 30. Pour R = 0,99, elle est de 300. Un interféromètre
de Fabry-Pérot donne des anneaux brillants très fins.

x

x

i z z

M

O

H
a

i i

a

a. b.
10 1.a. La géométrie du

problème est illustrée par la
figure. La fente infinitésimale
située en x, de largeur dx, émet
dans la direction i une onde
d’amplitude :

ds = Adxe jkOH

(en prenant l’origine des phases
en O : puisque la fente est éclai-
rée à incidence normale, toutes les fentes sources sont en phase, mais l’onde émise par la
source M a une avance OH = x sin i par rapport à celle émise dans la même direction

par la fente source située en O – voir figure). A est une constante, et k =
2p

l
.

L’ensemble de la fente source émet donc dans la direction i une onde d’amplitude :

s =
∫ x=1a/2

x=−a/2
ds = A

∫ 1a/2

−a/2
e jkx sin idx

D’où :

s = A
e jk a

2 sin i − e−jk a
2 sin i

jk sin i
= Aa

sin
(

k
a
2

sin i
)

k
a
2

sin i
= Aa sinc

(
k

a
2

sin i
)
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Il est réaliste de considérer que l’angle i est petit. D’où :

s = Aa sinc
(pa

l
i
)

b. L’intensité de la lumière diffractée dans la direction i est donc :

I = |s|2 = |A|2 a2 sinc2
(pa

l
i
)

c. La fonction sinc2 x est maximale en x = 0 et son maximum est égal à 1, d’où l’intensité

maximale Imax = |A|2 a2, et I = Imax sinc2
(pa

l
i
)

. Les variations de l’intensité I en

fonction de i sont représentées sur la figure p. 577 I est maximale en i = 0 (frange

centrale), et au voisinage de i = ±
(

n 1
1
2

)
l

a
avec n entier positif ou nul. Elle est

minimale (nulle) en i = ±n
l

a
(avec n entier positif ). La largeur angulaire de la frange

centrale (à sa base) est Di = 2
l

a
. Elle est 2 fois plus large que les autres franges, dont la

largeur angulaire (à la base) est Di′ =
l

a
(voir figure p. 577).

x

z

M

O
HH’ ii0

2. Si le faisceau incident fait l’angle i0 avec la normale à l’écran,
les amplitudes émises par les différentes fentes sources sont
déphasées. L’onde incidente arrivant en M est en avance par
rapport à celle arrivant en O, car elle n’a pas eu à parcourir H′O
(voir figure ci-contre ; la surface H′M est un plan d’onde de
l’onde incidente), d’où son amplitude s0(M) en M, exprimée
en fonction de celle en O, soit s0(O) :

s0(M) = s0(O)e jkH′O

Ainsi la fente infinitésimale située en x, de largeur dx, émet dans la direction i une onde
d’amplitude proportionnelle à s0(M)e jkOH, soit :

ds = Adxe jk(H′O1OH)

(On peut aussi remarquer sur la figure que l’avance totale de l’onde passant par M par
rapport à celle passant par O est H′O 1 OH). On a H′O = x sin i0 ≈ xi0 (en orientant
les angles comme indiqué sur la figure), d’où :

ds = Adxe jkx(i1i0)

Le reste du calcul de s et de I s’effectue exactement comme à la question 1, à la seule
différence que i est remplacé par i 1 i0. L’amplitude totale de l’onde diffractée dans la
direction i est donc :

s = Aa sinc
(pa

l
(i 1 i0)

)
et son intensité est :

I = Imax sinc2
(pa

l
(i 1 i0)

)
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La frange centrale correspond maintenant à i = −i0. L’ensemble de la figure de diffraction
a été translaté de −i0. Notez que le centre de la frange centrale correspond au rayon non
diffracté (non dévié par la figure diffractante).

z

a. b.

M

H
O

k k

iy
ix

plan (OM ; k)

3.a. La géométrie du problème est
présentée sur la figure ci-contre. Les
rayons diffractés dans la direction
(ix, iy) ont un vecteur d’onde

−→
k , avec

kx ≈ kix et ky ≈ kiy. L’avance du
rayon passant par M par rapport à
celui passant par O est d = OH,
c’est-à-dire la projection de

−−→
OM

sur la direction du vecteur
−→
k , d’où

d =
−→
k
k
−−→
OM. L’amplitude de l’onde diffractée dans la direction

−→
k par la source infinité-

simale située en M(x, y), de surface dxdy, est donc :

d2s = Ae jkddxdy = Ae j
−→
k
−−→
OMdxdy = Ae jk(ixx1iyy)dxdy

Ainsi l’amplitude totale de l’onde diffractée dans la direction
−→
k est :

s =
∫ x=a/2

x=−a/2

∫ y=b/2

y=−b/2
d2s = Aab sinc

(pa
l

ix

)
sinc

(
pb
l

iy

)
(où les 2 intégrales sur x et y sont précisément celle calculée à la question 1).

b. L’intensité de l’onde diffractée dans la direction
−→
k est donc :

I = |s|2 = Imax sinc2
(pa

l
ix

)
sinc2

(pa
l

iy

)
avec Imax = |A|2a2b2. Les franges noires (I = 0) sont obtenues pour ix = ±nx

l

a
(avec

nx entier non nul) ou pour iy = ±ny
l

b
(avec ny entier non nul). Elles forment un réseau

rectangulaire (cf. figure p. 581), de pas
l

a
selon ix et

l

b
selon iy (si a > b, le pas en ix est

plus petit que celui en iy). Les taches situées en ix = 0 ou en iy = 0 ont une surface
double. La tache centrale (ix = iy = 0) a une surface quadruple (cf. figure p. 581).

11 1.a. La n-ième fente (0 � n � N − 1) diffracte une onde sn = s0e jkdn dans la
direction i (k = 2p/l), avec dn = na sin i (on a pris comme référence de phase l’onde
n = 0). L’onde totale diffractée dans la direction n est donc :

s =
N−1∑
n=0

sn = s0

N−1∑
n=0

sn(e jka sin i)n = s0
1 − e jka sin iN

1 − e jka sin i
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b. D’où : I = |s|2 = |s0|2
sin2

(pa
l

N sin i
)

sin2
(pa

l
sin i

)

10

1

I(i)

a
λ

sin i

c. Les variations de I avec i sont présentées sur

la figure ci-contre. Le numérateur sin2
(pa

l
N sin i

)
s’annule pour sin i =

l

Na
n (avec n entier). Mais le

dénominateur s’annule en sin i =
l

a
p (avec p entier).

Lorsque n est un multiple de N (n = pN ), le numé-
rateur et le dénominateur s’annulent simultanément
et le rapport tend vers N 2 (pour s’en convaincre, étu-

dier la limite i → 0). Les autres valeurs sin i =
l

Na
n,

avec n fi pN , correspondent à des franges sombres.
Les maxima absolus d’intensité (dont l’intensité est

I = Imax = |s0|2N 2) s’observent donc pour sin i =
l

a
p (avec p entier), soit pour une

différence de marche entre deux rayons diffractés consécutifs (n et n 1 1) égale à :

d = a sin i = pl

p est habituellement appelé l’ordre du maximum considéré. Pour ces maxima principaux,
deux rayons diffractés par deux fentes consécutives sont donc en phase.
Entre deux maxima principaux, il y a des maxima secondaires (au nombre de N−2). On les

observe approximativement entre les franges noires, soit pour sin i ≈ l

Na

(
n 1

1
2

)
(avec

n entier compris entre 1 et N − 2). L’intensité de ces maxima secondaires est beaucoup
plus faible que celle des maxima principaux : à titre d’exemple, on peut calculer le rapport
des intensités du premier maximum secondaire (n = 1) et du maximum principal ; on

obtient
I
(

sin i =
3
2

l

Na

)
Imax

=
1

N 2 sin2(
3p

2N
)
, soit ≈ 4

9p2 ≈ 4,5 % lorsque N est grand.

Enfin, entre deux maxima principaux, l’intensité I s’annule pour sin i =
l

Na
n (avec n

entier compris entre 1 et N − 1), ce qui correspond à la position des franges noires.

2. À la limite où N est grand (N → ∞), la largeur des pics principaux diminue, et tend
vers 0 (on s’en aperçoit en particulier en remarquant que la position de la première frange

noire sin i =
l

Na
n, avec n = 1, tend vers 0). Il n’y a de lumière diffractée que dans les

directions des maxima principaux, pour sin i =
l

a
p.
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3. L’amplitude de la lumière diffractée par la n-ième fente (centrée en (n − 1)a et de

largeur b, donc comprise entre les abscisses (n−1)a− b
2

et (n−1)a1
b
2

) dans la direction

i s’écrit maintenant :

sn =
∫ (n−1)a1 b

2

(n−1)a− b
2

s0eikx sin idx = s0beikna sin i sinc
(

kb sin i
2

)
et l’amplitude totale diffractée par tout le réseau (constitué de N fentes) dans la même
direction est :

s =
N−1∑
n=0

sn = s0b sinc
(

kb sin i
2

)
1 − e−iNka sin i

1 − e−ika sin i

L’intensité de la lumière diffractée dans cette direction est donc :

I (i) = |s0|2 b2 sinc2
(

pb sin i
l

) sin2

(
pNa sin i

l

)
sin2

(pa sin i
l

)
C’est donc le produit de la figure de diffraction obtenue pour un réseau de N fentes
infiniment minces (cf. question 1) par celle d’une fente de largeur b. À la limite où N est
grand, ce résultat est encore vrai, et l’intensité de chaque ordre du réseau est maintenant
pondérée par la figure de diffraction à l’infini d’une fente de largeur b ; le pic d’ordre p a

une intensité Ip = Imax sinc2
(

pb sin i
l

)
avec sin i =

l

a
p, soit :

Ip = Imax sinc2
(

pp
b
a

)
Dans ce cas, chaque pic d’ordre p est encore infiniment étroit, mais son intensité est
gouvernée par la largeur de la fente.

4.a. La figure de diffraction en lumière polychromatique est la superposition des figures de
diffraction obtenues pour chaque longueur d’onde. Expérimentalement, N étant grand,
on n’observe que les maxima principaux. L’ordre p = 0 (en i = 0) est confondu pour
toutes les longueurs d’onde (c’est le faisceau non dévié). Pour tous les autres ordres p fi 0,
les différentes longueurs d’onde de la lumière polychromatique sont séparées. À l’ordre

p, la longueur d’onde lm est observable dans la direction sin im,p =
lm

a
p.

b. En général un spectromètre à réseau utilise un réseau par réflexion (qui sont de bien
meilleure qualité que les réseaux par transmission). Le réseau est plan. Il est éclairé en
lumière parallèle. Pour former un faisceau de rayons parallèles, on n’utilise ici non pas
des lentilles, mais des miroirs sphériques (les miroirs sont de meilleure qualité et moins
coûteux que les lentilles, a fortiori quand ils sont grands ; de plus ils ne présentent pas
de dispersion : leur distance focale est uniquement définie par leur rayon de courbure, et
ne dépend donc pas de la longueur d’onde). La fente d’entrée est placée au foyer objet
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d’un tel miroir, ce qui permet d’éclairer le
réseau par un faisceau de rayons parallèles.
La même disposition est reprise pour foca-
liser le faisceau transmis sur la fente de sor-
tie. Le schéma typique d’un spectromètre à
réseau est donné sur la figure ci-contre. Dans
les appareils commerciaux, le réseau n’est pas
éclairé à incidence normale. Si i0 est l’angle
d’incidence du faisceau incident (cf. figures
ci-dessus : on prendra garde aux conven-
tions de signes adoptées pour les angles i0 et
i dans ces figures), la différence de marche
entre le rayon diffracté par la source fictive
x dans la direction i et celui diffracté en O
dans la même direction est alors (voir figure
ci-contre) :

d = H′O 1 OH = x(sin i 1 sin i0)

i

i0

Fe
Me

MSFe
détecteur

faisceau

 incident

x

MO

H

H’

i

i0

ii0

L’ordre p pour la longueur d’onde l s’observera alors dans la direction i telle que :

sin i 1 sin i0 =
l

a
p

(attention ici aux conventions de signes de la figure ci-dessus : le rayon réfléchi correspond
ici à i = −i0). Dans un spectromètre commercial, l’ajustement en longueur d’onde se fait
en tournant le réseau.

c. La limitation de la résolution est liée à la largeur angulaire des maxima principaux.
Si ceux-là étaient infiniment fins, on pourrait en principe avoir une résolution infinie (à
condition que les fentes soient très fermées). Ce serait le cas si N était infini (question 2).
De façon pratique, on n’a évidemment jamais N infini (bien que N soit très grand). La
largeur du maximum principal est alors limitée par la valeur finie de N , c’est-à-dire par la
largeur finie du réseau (N −1)a ≈ Na. La largeur angulaire à mi-hauteur d’un maximum

principal est approximativement
l

Na
(c’est-à-dire la moitié de l’intervalle angulaire entre

les pieds du maximum principal). Si N est grand, la forme du maximum principal est très
proche de la figure de diffraction à l’infini d’une fente de largeur Na (l’interprétation de
cette constatation est simple : si on superpose un réseau infini et une fente diffractante de
largeur Na, on obtient un réseau de largeur Na, donc comportant N fentes).
La résolution ultime du spectromètre à réseau (fentes très fermées) est donc l’écart de
longueur d’onde dl correspondant à un écart angulaire di (relié à dl par a cos idi = pdl,

relation qu’on obtient en dérivant sin i 1 sin i0 =
l

a
p) égal à la demi-largeur angulaire à

mi-hauteur d’un maximum principal (on utilise ici le critère de Rayleigh), soit di =
l

2Na
.

7. OPTIQUE ONDULATOIRE 627



�

�

�

�

�

�

�

�

On obtient donc :
dl

l
=

cos i
2Np

12 L’amplitude de l’onde diffractée à l’infini produite par un écran E donné s’obtient
en ajoutant toutes les ondes émises par toutes les sources secondaires M (de coordonnées
x, y dans le plan de l’écran diffractant) tel que M soit dans la zone E non masquée par
l’écran. Ainsi l’amplitude totale de l’onde diffractée dans la direction−→u (−→u est un vecteur
unitaire) pour chacun des deux écrans E1 et E2 est :

s1 =
∫∫

E1

s0eik−→u
−−→
OMdxdy et s2 =

∫∫
E2

s0eik−→u
−−→
OMdxdy

Si on ne mettait aucun écran diffractant, toutes les sources secondaires participeraient
alors à la construction de l’onde diffractée ; on obtiendrait alors une onde diffractée
égale à :

s =
∫∫

E1∪E2

s0eik−→u
−−→
OMdxdy = s1 1 s2

(chaque source secondaire M appartient soit à E1, soit à E2, et ne peut appartenir
simultanément aux deux, puisque les deux écrans sont complémentaires). Cette onde
sera tout simplement l’onde incidente (puisqu’il n’y a aucun écran diffractant). Donc, dès
que −→u fi −→uz (−→uz = direction de propagation de l’onde incidente), on a s = 0. Ainsi
si −→u fi −→uz , s1 1 s2 = 0, donc s2 = −s1, et I1 = |s1|2 = |s2|2 = I2 ; les intensités
diffractées par les deux écrans sont les mêmes. Ainsi les 2 écrans donnent la même figure
de diffraction en dehors de la direction −→u = −→uz de la lumière incidente (c’est-à-dire en
dehors du foyer F de la lentille).
Ainsi, pour réaliser un réseau de diffraction, au lieu de réaliser un cache qui ne laisse
passer de la lumière qu’en n fentes très fines, on peut utiliser un cache qui laisse passer la
lumière partout, sauf là où sont les N fentes. Les réseaux par réflexion sont ainsi gravés
(là où le support est gravé, la lumière n’est pas réfléchie – ou du moins n’est pas réfléchie
dans la même direction qu’en l’absence de gravure).

13 1. L’émission stimulée est le processus selon lequel un atome excité (dans le
niveau d’énergie ´2) se désexcite vers le niveau d’énergie ´1 et émet un photon d’énergie
hn = ´2−´1, sous l’effet d’un rayonnement incident à la même fréquence. Le photon émis
est identique aux photons incidents (même fréquence, même direction de propagation,
même polarisation, même phase). La probabilité d’émission induite par unité de temps
est : 1

N2

dN2

dt
= B21un

où B21 est le coefficient d’Einstein correspondant, et un la densité spectrale de rayonne-
ment (undn est la densité volumique d’énergie du rayonnement de fréquence comprise
entre n et n 1 dn.
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Les 3 transitions possibles entre les niveaux d’énergie ´2 et ´1 sont l’absorption, l’émission
spontanée et l’émission induite.

2.a. D’après la loi de Boltzmann, on a :
N2

N1
= e−

´2−´1
kT .

b. On obtient :
´2 − ´1

kT
= 58, d’où

N2

N1
= 7,5 · 10−26.

c. On a a = m(N1 − N2). Usuellement N1 > N2 (cf 2.a) et a > 0, donc le coefficient de
proportionnalité m est positif. Dans un laser, on réalise une inversion de population, ce
qui entraîne N1 < N2, donc dans ce cas a < 0, et l’intensité de l’onde I = I0e−az croît
avec z ; il y a donc amplification de l’onde.

3. On a ´2 − ´1 = 3,14 · 10−19 J, d’où n0 =
´2 − ´1

h
= 4,73 · 1014 Hz = 473 THz et

l0 =
c
n0

= 633 nm.

M

B

C

H
A

M’

i’

i
i

i

Jp

i’
i
i

n 1

4.a. La différence de marche entre deux rayons
consécutifs est :

d = (AB) 1 (BC) − (AH) = 2nAB − AH

(les points A, B, C et H sont définis par
la figure). Par des arguments géométriques on
obtient : L = AB cos i ; AC = 2AB sin i et
AH = AB sin i′, d’où :

d = 2nAB − 2AB sin i sin i′

= 2
L

cos i
(n − sin i sin i′)

La loi de Descartes entraîne : n sin i = sin i′, d’où : d = 2nL cos i. Le déphasage f entre
deux rayons consécutifs est donc :

f = 2p
n0

c
d = 4p

nLn0

c
cos i

b. Pour que deux ondes consécutives interfèrent constructivement, il faut que f soit un
multiple entier de 2p : f = 2pp (avec p entier). Les fréquences n0 vérifiant cette relation
sont :

n0 = p
c

2nL cos i
= np

5. On a n = 1 et cos i = 1, donc les fréquences des modes propres deviennent : np = p
c

2L
.

On en déduit : DnL =
c

2L
, soit DnL = 6,0 · 108 Hz ≈ 600 MHz pour L = 0,25 m.
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6. La facteur de qualité est défini par Q =
np

Dnp
. Donc la largeur d’une raie laser est

Dnp =
np

Q
= 4,74 · 106 Hz, soit Dnp ≈ 4, 7 MHz. Sachant que DnA = 1 500 MHz et

DnL = 600 MHz (cf. question précédente), on constate que : DnA > DnL � Dnp. Ce
laser ne peut amplifier que 3 modes, compte tenu de la compétition entre modes, il sera
vraisemblablement monomode.
Pour la question suivante, se reporter au cours, p. 596 à 597.

14 1. LASER signifie « light amplifier by stimulated emission of radiation ».

2. On obtient :
n1

n0
= e

−E1−E0
kbT .

3. Si T → 0 K,
E1−E0

kbT
→ ∞ et

n1

n0
→ 0. Ceci est prévisible, car à T = 0 K, tous les

atomes sont dans l’état d’énergie minimale (ici E0). Donc n1 = 0.
Si T → ∞,

n1

n0
→ 1. Ce rapport ne peut jamais être rigoureusement égal à 1, mais est

très proche de 1 dès que kbT � E1 − E0.

4. L’énergie du photon est E =
hc
l

= 3,2 · 10−19 J = 2,0 eV. À la température ambiante

T = 300 K, on a
n1

n0
= 2,7 · 10−34. Pour avoir une émission continue de lumière, il faut

continuellement porter des atomes dans l’état d’énergie E1. Dans un laser il faut créer
une inversion de populations (n1 > n0).

5. On a dN1abs = 1Cu(n)N0dt

6.a. C’est l’émission spontanée.

b. On a : dN1em = −AN1dt

7. Les deux processus ayant lieu en même temps, la variation du nombre d’atomes
dans l’état d’énergie E1 pendant dt est dN1 = dN1abs 1 dN1em. Puisqu’on est à l’équi-
libre, le nombre d’atomes dans l’état excité reste constant, donc dN1 = 0. On a donc :
Cu(n)N0dt − AN1dt = 0. D’où le rapport :

N1

N0
=

C
A

u(n)

8. Compte tenu de l’expression de u(n), on obtient :
N1

N0
=

C
A

D(n)
1

exp
(

hn

kbT

)
− 1

Ce résultat n’est pas compatible avec la distribution de Maxwell – Boltzmann (cf. ques-
tion 2.), car le rapport N1/N0 obtenu ici n’a pas la même dépendance en la température T
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que la distribution de Maxwell – Boltzmann (attention : ne pas invoquer ici les différences
de comportements en n, car n est fixé ; on a : hn = E1 − E0. Changer de n implique
changer d’atome, ce qui change aussi les coefficients d’Einstein C et A, qui dépendent de
l’atome étudié).

9. On a encore à l’équilibre thermodynamique :

dN1 = Cu(n)N0dt − AN1dt − Bu(n)N1dt = 0

d’où on déduit :

N1

N0
=

Cu(n)
A 1 Bu(n)

=
C

B 1
A

u(n)

=
C

B 1
A

D(n)

(
exp

hn

kbT
− 1

)

A condition que B =
A

D(n)
, on retrouve la distribution de Maxwell – Boltzmann :

N1

N0
=

C
B

e
− hn

kbT (il faut de plus que B = C). La condition est donc B =
A

D(n)
= C.

10. Les photons émis par le processus d’émission stimulée sont en tout point iden-
tiques aux photons incidents (même fréquence, même direction de propagation, même
polarisation, même phase).

11. La grande cohérence (temporelle) du laser traduit le fait que la phase f de l’onde
électromagnétique qu’il émet évolue linéairement avec le temps pendant des temps longs.
On a : f = vt 1 w(t) où w(t) ne varie pas pendant des temps de l’ordre du temps de
cohérence tc. Un laser, ayant une grande cohérence (c’est-à-dire un temps de cohérence

long) a aussi une largeur spectrale Dv =
1
tc

étroite.

+ –

milieu
amplificateur

12. Le schéma fonctionnel d’un laser est donné sur
la figure, dans laquelle on distingue le milieu actif
(par exemple un mélange He−Ne), la source d’éner-
gie (en l’occurrence une décharge électrique) et la
cavité constituée de 2 miroirs, dont l’un est semi-
réfléchissant et laisse passer le faisceau émergent.

13.a. Si E = 0,3 J est l’énergie transportée par l’impulsion, la puissance moyenne du

laser (pendant l’impulsion) est : P =
E
t

= 6 · 108 W = 600 MW.

b. Le nombre de photons émis par impulsion est : n =
E
hn

=
l

hc
E ≈ 8 · 1017.

c. L’erreur maximale sur la détermination du temps de vol T =
2lTL

c
est la durée de

l’impulsion t. Donc l’erreur maximale sur la distance Terre – Lune est
ct
2

= 7,5 cm.
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d. En calculant la moyenne sur plusieurs mesures, on peut réduire l’incertitude (l’incer-

titude est proportionnelle à
1√
N

, où N est le nombre de mesures effectuées).

14.a. Compte tenu des mouvements relatifs de la Terre et de la Lune, le miroir plan ne
sera pas orienté de façon à renvoyer le faisceau sur lui-même au moment de l’expérience.

ii

n

t

u’
u

b. Il est possible de donner une forme vectorielle aux
lois de la réflexion. Considérons pour cela la réflexion
sur un seul miroir. Soit −→u (respectivement −→u ′) le
vecteur unitaire selon la direction du rayon incident
(respectivement du rayon réfléchi), et i l’angle d’in-
cidence, égal à l’angle de réflexion (voir figure). Si −→n
et −→t sont les vecteurs unitaires normal et tangent au miroir (dans le plan d’incidence),
on a :

−→u = sin i−→t − cos i−→n −→u ′ = sin i−→t 1 cos i−→n
d’où : −→u ′ −−→u = 2 cos i−→n = −2(−→u −→n )−→n . Ainsi :

−→u ′ = −→u − 2(−→u −→n )−→n
Cette relation est utile pour traiter la réflexion sur un coin de cube. Un rayon incident
se réfléchit sur les 3 faces. Soient −→n1 , −→n2 et −→n3 les vecteurs unitaires normaux aux 3 faces
(numérotées dans l’ordre des réflexions). Les vecteurs unitaires après une, deux ou trois
réflexions sont respectivement :

−→u1 = −→u − 2(−→u −→n1 )−→n1

−→u2 = −→u1 − 2(−→u1
−→n2 )−→n2

−→u3 = −→u2 − 2(−→u2
−→n3 )−→n3

(où −→u est le vecteur unitaire selon la direction incidente).
Par substitution, on obtient (en utilisant le fait que les 3 miroirs sont orthogonaux deux
à deux, donc que les vecteurs −→n1 , −→n2 et −→n3 sont orthogonaux deux à deux) :

−→u1
−→n2 = −→u −→n2 − 2(−→u −→n1 )(−→n1

−→n2 ) = −→u −→n2 (car −→u1 ⊥ −→u2 )

d’où :
−→u2 = −→u1 − 2(−→u −→n2 )−→n2 = −→u − 2(−→u −→n1 )−→n1 − 2(−→u −→n2 )−→n2

De même :
−→u2

−→n3 = −→u1
−→n3 = −→u −→n3

d’où :
−→u3 = −→u − 2[(−→u −→n1 )−→n1 1 (−→u −→n2 )−→n2 1 (−→u −→n3 )−→n3 ]

Enfin −→n1 , −→n2 et −→n3 formant un trièdre, on remarque que, en décomposant −→u sur ce
trièdre, on obtient :

−→u = (−→u −→n1 )−→n1 1 (−→u −→n2 )−→n2 1 (−→u −→n3 )−→n3
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Finalement :
−→u3 = −−→u

ce qui montre que le rayon lumineux incident, après 3 réflexions, est renvoyé dans la
direction exactement opposée à la direction incidente. Cette propriété est indépendante
de l’orientation exacte des vecteurs −→n1 , −→n2 , −→n3 , donc de l’orientation du coin de cube, et
par conséquent des déplacements de la Lune.

15.a. On a f = 2adTL ≈ 15 km.

b. La surface de la Lune éclairée par le faisceau est pa2d2
TL = 177 km2. Le nombre de

photons arrivant sur le miroir est donc n′ = n
s

pa2d2
TL

= 4,3 ·107 photons par impulsion.
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C h a p i t r e 8
Thermodynamique

Ce chapitre présente les principaux résultats de thermodynamique à connaître pour
l’écrit du concours : les diagrammes de changements d’état, les propriétés des gaz
parfaits, les premier et second principes de la thermodynamique, ainsi que leur
application aux machines thermiques, des bases sur la théorie cinétique des gaz
parfaits et sur la théorie du transfert de chaleur. Enfin, on trouvera dans le tome
2 consacré à la chimie quelques notions complémentaires dont les définitions du
potentiel chimique et des fonctions d’état énergie libre F et enthalpie H. Les
exercices sont présentés dans un ordre cohérent avec la progression du cours.

1. Vocabulaire et définitions
1.1. Notion de système thermodynamique
1.2. État d’un système
1.3. Transformations d’un système
1.4. Variables d’état communément utilisées

2. Gaz parfaits
2.1. Définition et équation d’état
2.2. Mélange de gaz parfaits
2.3. Transformations d’un gaz parfait

3. Quelques propriétés des corps purs
3.1. Coefficients thermoélastiques
3.2. Diagramme d’état (P, T ) d’un corps pur
3.3. Diagramme (P, V )
3.4. Cas particulier de l’eau

4. Premier principe de la thermodynamique
4.1. Notion d’énergie interne
4.2. Définition énergétique du gaz parfait
4.3. Le 1er principe de la thermodynamique (pour les systèmes fermés)
4.4. Notion d’enthalpie

5. Calcul du travail échangé par un système
5.1. Définition du travail
5.2. Différents types de transformations
5.3. Travail des forces de pression pour une transformation quasi-statique
5.4. Exemples de calcul du travail
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6. Calcul de la chaleur échangée par un système
6.1. Coefficients calorimétriques
6.2. Chaleur échangée par des solides ou des liquides
6.3. Chaleur échangée par un gaz parfait
6.4. Changements de phase

7. Détentes de Joule
7.1. Détente de Joule-Gay-Lussac
7.2. Détente de Joule-Thomson

8. Second principe de la thermodynamique
8.1. Notion d’entropie, énoncé du second principe
8.2. Différentielle de l’entropie ; application au cas du gaz parfait
8.3. Bilan entropique
8.4. Diagrammes entropiques

9. Machines thermiques
9.1. Relations fondamentales. Inégalité de Clausius
9.2. Différents types de machines thermiques
9.3. Rendement et efficacité des machines thermiques
9.4. Exemples de fonctionnement de machines frigorifiques
9.5. Moteurs de Carnot

10. Théorie cinétique des gaz parfaits monoatomiques
10.1. Les bases de la théorie
10.2. Propriétés du gaz parfait : interprétation microscopique de la pression et de la
température
10.3. Loi de distribution de Maxwell

11. Transferts thermiques
11.1. Aspects phénoménologiques de la diffusion thermique
11.2. Flux de chaleur
11.3. Loi de Fourier
11.4. Les équations de la diffusion thermique
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1. VOCABULAIRE ET DÉFINITIONS

1.1. Notion de système thermodynamique

Un système thermodynamique est l’ensemble des corps contenus à l’intérieur d’une
surface fermée. Le milieu extérieur est l’ensemble des corps extérieurs à cette surface,
autrement dit tout le reste de l’univers.
Un système est isolé quand il n’échange rien avec le milieu extérieur (ni énergie, ni
matière).
Un système est fermé s’il n’échange pas de matière avec le milieu extérieur (sa masse est
donc constante). On dit qu’il est ouvert dans le cas contraire.
Un système thermodynamique peut en général échanger du travail et de la chaleur avec
le milieu extérieur. Une source de chaleur (ou encore thermostat) est un système qui
n’échange que de la chaleur, et dont la température reste constante, quelles que soient les
quantités de chaleur mises en jeu.

1.2. État d’un système

L’état thermodynamique d’un système est décrit par un ensemble de variables appelées
variables d’état, paramètres d’état ou encore grandeurs d’état.

Exemple : le volume V, la température T, la pression P, la masse m sont des variables
d’état.

Les variables d’état ne sont, en général, pas toutes indépendantes. Il est parfois possible
de mettre en évidence une relation, vérifiée par les variables d’états, appelée équation
d’état.
Une variable d’état est extensive quand elle dépend de la taille du système et de la quantité
de matière (masse, volume..). Sinon la variable est intensive (température, pression, masse
volumique..).

Définition : Un système est en équilibre lorsque toutes ses variables d’états restent constantes
tant que les conditions extérieures restent inchangées.

Cela implique, en particulier, que le système est à l’équilibre thermique : la température
est homogène en tout point du système, et il n’y a pas d’échange de chaleur entre le
système et le milieu extérieur.

Définition : Soit X une grandeur thermodynamique. On dit que X est une fonction d’état, si elle
ne dépend que des variables d’état.

La variation de X entre un état initial d’équilibre donné (i) du système et un état final
d’équilibre donné (f ) (DX = Xf − Xi) ne dépend pas du « chemin suivi » pendant
l’évolution du système, mais seulement de l’état initial et de l’état final considérés.
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1.3. Transformations d’un système

Une transformation thermodynamique est l’évolution d’un système sous l’action de
contraintes externes et/ou internes d’un état d’équilibre initial à un état d’équilibre final.

Une transformation adiabatique est une transformation sans échange de chaleur entre le
système et le milieu extérieur.
Une transformation isobare est une transformation telle que la pression du système reste
constante.
Une transformation isotherme est une transformation telle que la température du système
reste constante.
Une transformation isochore est une transformation telle que le volume du système reste
constant.
On dit qu’un système subit un cycle de transformations quand son état final est identique
à son état initial.

1.4. Variables d’état communément utilisées

Dans le système international d’unités (SI), la masse d’un système est exprimée en kg et
son volume en m3. La température d’un système est notée T ou t suivant le système
d’unité utilisé (t pour le degré Celsius, et T pour le kelvin K). L’unité de température SI
est le K. La température exprimée en K (appelée encore température absolue) est liée à t
par la relation :

t = T − 273,15

La pression P exercée par un fluide (gaz ou liquide) sur une paroi en un point A , est
donnée par :

P = dF/dS

où dS est une surface élémentaire autour du point A, et dF la norme de la force élémentaire
exercée par le fluide sur cette surface élémentaire. Pour un fluide parfait (non visqueux),
la direction de cette force est toujours normale à la surface élémentaire.
La pression en un point A quelconque du fluide (non nécessairement sur une paroi) est
définie de la même façon, en imaginant une paroi fictive autour du point A.
L’unité de pression du SI est le pascal. 1 Pa = 1 pascal = 1 N · m−2. Il faut également
connaître 1 bar = 105 Pa ; 1 atm(∼ 1 bar) = 1,013·105 Pa = la pression atmosphérique ;
1 mm Hg = 1 torr (de Torricelli) = la pression due à une colonne de 1 mm de Hg
(1 atm = 760 torr).

• Équation fondamentale de la statique des fluides
Soit un repère orthonormé direct (Ox, Oy, Oz) orientant l’espace, avec Oz verticale
ascendante. Le saut de pression dP lorsque l’on passe de l’altitude z à l’altitude (z 1 dz)
est donné par :

dP = P (z 1 dz) − P (z) = −r (z) gdz
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où r(z) est la masse volumique du fluide à l’altitude z et g l’accélération de la pesanteur.
Cette relation est appelée « équation fondamentale de la statique des fluides » et est
démontrée dans l’exercice 1. Dans le cas où r(z) est une fonction constante, on peut
intégrer cette relation et on a ∀(z, z0) :

P (z) = P (z0) 1 rg (z0 − z)

➜ Voir exercices 1 à 8

2. GAZ PARFAITS

2.1. Définition et équation d’état

Un gaz est dit parfait, lorsque les molécules (ou atomes) qui le constituent peuvent être
considérées comme ponctuelles, et lorsqu’il n’y a pas de force d’interaction entre les
molécules. En fait, dans les gaz réels, il existe au moins une force d’interaction entre les
molécules (la force de Van der Waals), attractive si les molécules sont identiques, et qui
varie en 1/r6, où r représente la distance entre deux molécules.

Loi de Boyle-Mariotte : Lorsqu’un gaz parfait est à l’équilibre, la pression est homogène et
vérifie :

PV = nRT

où P est la pression du gaz, V son volume, T la température, n le nombre de moles et R la constante
des gaz parfaits : R = 8,314 J · mol−1.K−1.

Cette loi constitue l’équation d’état d’un gaz parfait. Si le système est fermé (n = cste)
alors seulement deux des variables d’état P, V, T sont indépendantes. On dit que le
système est divariant. Le comportement des gaz réels est en général assez bien décrit par

l’équation d’état, dite « de van der Waals »
(

P 1
A

V 2

)
(V − B) = nRT , où A et B sont

des constantes, relatives respectivement aux interactions entre les molécules du gaz, et au
volume propre occupé par une molécule.

2.2. Mélange de gaz parfaits

On considère un mélange de plusieurs gaz parfaits. Soit ni le nombre de moles du i-ème
gaz Gi. Une fois l’équilibre atteint, le mélange a un volume total V, une pression P, une
température T et un nombre total de moles de gaz n =

∑
i

ni. La pression partielle Pi du

gaz Gi, est la pression qu’il aurait s’il occupait seul le volume V. Elle vérifie PiV = niRT .

Loi de Dalton : La pression totale d’un mélange de gaz parfaits est égale à la somme des pres-
sions partielles des constituants du mélange :

P =
∑

i

Pi
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Soit encore P =
∑

i

niR
T
V

=

(∑
i

ni

)
R

T
V

= nR
T
V

⇒ PV = nRT . Un mélange de

gaz parfaits vérifie donc également la loi des gaz parfaits.

On définit la fraction molaire du i-ème constituant d’un mélange de gaz par xi =
ni

n
.

Il est facile de montrer que Pi = xiP .

2.3. Transformations d’un gaz
parfait

P

V

isobare

isotherme

isochore

Les transformations peuvent être représentés
dans différents diagrammes. Le plus utilisé
est le diagramme (P, V ), ou diagramme de
Clapeyron.

➜ Voir exercices 1 à 7.

3. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES CORPS PURS

3.1. Coefficients thermoélastiques

Le coefficient de dilatation à pression constante :

a =
1
V

(
≠V
≠T

)
P

caractérise les propriétés de dilatation d’un corps pur. En général, à température ambiante
a est de l’ordre de 10−6 K−1 à 10−5 K−1 pour les solides, et de 10−4 K−1 à 10−3 K−1

pour les liquides, qui se dilatent plus facilement.
Le coefficient d’augmentation de pression à volume constant est :

b =
1
P

(
≠P
≠T

)
V

Le coefficient de compressibilité isotherme est :

xT =
−1
V

(
≠V
≠P

)
T
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Remarque : tous les systèmes fermés constitués d’un corps pur en phase homogène
sont divariants (deux variables d’état indépendantes) ; il est donc possible (au moins
théoriquement) d’exprimer une variable d’état comme une fonction des deux autres (par
exemple V (T,P) ou P(T,V )) et de calculer les coefficients thermoélastiques.

Pour un gaz parfait, l’équation d’état PV = nRT permet de montrer que a = b =
1
T

et

xT =
1
P

.

3.2. Diagramme d’état (P, T ) d’un corps pur

Il s’agit de diagrammes permettant de préciser l’état (solide, liquide ou gazeux) dans
lequel se trouve le corps pur en fonction des valeurs de (P, V , T ).
• Allure d’un diagramme (P, T )

solide
liquide

vapeur
T

(F)

(V)

(S)

P

J

C

Pour tout corps pur autre que l’eau, on a l’allure
générale ci-contre. Les trois courbes (S), (F)
et (V) portent le nom du changement d’état
qui leur est associé. Par exemple, la transfor-
mation (solide → liquide) est la fusion (soli-
dification pour l’inverse) donc (F) est la courbe
de fusion. La transformation (solide → gaz)
est la sublimation (condensation pour l’in-
verse). La transformation (liquide → gaz) est
la vaporisation (liquéfaction pour l’inverse).
Au point triple J, les trois phases (solide, liquide, vapeur) coexistent.

Remarque fondamentale : les changements d’état sont des transformations isobares et
isothermes.

La courbe de vaporisation est limitée par un point C, dit point critique. Au-delà de ce
point, il n’est pas possible de distinguer une phase liquide et une phase vapeur.

3.3. Diagramme (P, V ) P

C

(b)

(a)
V

(c)

(d)

L

L + V

isotherme 
critique

V

L = liquide
V = vapeur

On se limite aux phases liquide et vapeur.
Lorsqu’on effectue la compression isotherme
d’une certaine quantité de gaz, on augmente
la pression en se déplaçant sur une courbe du
type (a,b,c,d).
• Sur la branche [a,b] la vapeur est dite vapeur
sèche ou non saturée.
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• En b, la vapeur est dite vapeur saturée ou humide, la première goutte de liquide
apparaît.
• Sur la branche [b,c], palier de saturation ou palier de liquéfaction, a lieu le changement
de phase.
• En c, le liquide est saturé, il n’y a plus de gaz.
•La pression à laquelle a lieu le changement de phase est la pression de vapeur saturante.
La courbe (S), qui détermine les points (b) et (c), est appelée courbe de saturation.
Lorsque l’on réalise une compression isotherme à une température plus élevée, les points
(b) et (c) se déplacent vers le haut sur (S), réduisant ainsi la largeur du palier de saturation.
Lorsque l’on atteint la température critique TC, le palier est réduit au point critique C déjà
mentionné et cette isotherme critique présente un point d’inflexion avec une tangente
horizontale en C.

3.4. Cas particulier de l’eau

P

glace

liquide

vapeur(S) J

(V)

(F)

T

C

L’eau est le seul corps pur pour lequel la
courbe (F) du diagramme (P, T ) présente
une pente négative. On verra plus loin, avec
la relation de Clapeyron, quelles sont les
implications d’une telle situation. Le point
triple est obtenu pour TJ = 273,16 K et
PJ = 611 Pa. Le point critique est caracté-
risé par Tc = 374 ◦C et Pc = 217 atm.

➜ Voir exercices 2, 3, 7.

4. PREMIER PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

4.1. Notion d’énergie interne

Tout système thermodynamique possède en plus de son énergie mécanique (associée au
mouvement d’ensemble du système) une énergie, notée U , appelée énergie interne, qui
résulte du mouvement interne des molécules constituant le système et des interactions
entre elles. L’énergie interne est une fonction d’état (qui ne dépend que des paramètres
d’état). L’unité de U est le joule J.
Dans la majorité des cas, les systèmes thermodynamiques considérés sont divariants et
donc U est une fonction de deux variables d’état.

Remarque : on choisit le plus souvent d’utiliser le volume V et la température T :
U (T,V ).
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4.2. Définition énergétique du gaz parfait
Loi de Joule (première) : pour un gaz parfait, l’énergie interne ne dépend que de la tempéra-
ture. On la note U(T).

Remarque : cette loi se comprend bien en constatant que pour un gaz parfait, U est
simplement la somme de toutes les énergies cinétiques des molécules du gaz. En effet,
le mouvement de ces molécules est dû uniquement à de l’agitation thermique, puisqu’il
n’y a pas d’interaction entre elles.

On définit la chaleur molaire à volume constant cv (ou encore capacité calorifique molaire
à volume constant) d’un gaz par :

cv =
dU
dT

où U est l’énergie interne d’une mole du gaz parfait. Pour n moles, on a donc :

dU = ncvdT

cv s’exprime en J · mol−1 · K−1 (l’origine du nom se comprendra en 6.2).
cv est une fonction d’état, qui a priori peut dépendre de la température. Le plus souvent
cv peut être considéré comme une constante, et l’on peut aisément calculer la variation
d’énergie interne d’un gaz parfait, lorsqu’il constitue un système fermé (n constant) ; pour
une transformation macroscopique entre un état initial (i) et un état final ( f ) :

DU = Uf − Ui =
∫ f

i
dU =

∫ f

i
ncvdT = ncvDT

4.3. Le 1er principe de la thermodynamique (pour les systèmes
fermés)

Énoncé usuel en thermodynamique : On considère un système fermé à l’équilibre dans
un état initial caractérisé par les grandeurs d’état Pi, Vi, Ti,..., qui subit une (plusieurs)
transformation(s) thermodynamique(s) à l’issue de laquelle (desquelles) il se trouve dans
un état d’équilibre final caractérisé par Pf , Vf , Tf . Sa variation d’énergie interne dans
cette transformation DU = Uf − Ui est donnée par :

DU = W 1 Q

où W est le travail total échangé par le système avec le milieu extérieur pendant la (ou les)
transformation(s) et Q la chaleur totale échangée par le système avec le milieu extérieur
pendant la (ou les) transformation(s).
U est une fonction d’état, DU ne dépend que de l’état initial et de l’état final considérés.
En revanche, W et Q dépendent du « chemin suivi », et ne sont pas des fonctions d’état.
On note donc dW et dQ le travail et la chaleur échangés lors d’une transformation
élémentaire, et non dW et dQ.
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Énoncé le plus général : L’énergie totale d’un système fermé est égale à la somme de son
énergie mécanique et de son énergie interne : Etotale = U 1 Eméca. En toute rigueur le
premier principe s’écrit donc DEtotale = W 1 Q. Or Eméca = Ecin 1 Ep, où Ecin désigne
l’énergie cinétique et Ep l’énergie potentielle. La plupart des systèmes considérés sont au
repos, et ne sont soumis à aucun potentiel particulier, on retrouve donc la forme usuelle
du premier principe, énoncée ci-dessus.

Conséquence fondamentale du premier principe : Lorsque le système subit un cycle de
transformations, on a :

W 1 Q = 0

Les calculs de W et Q sont détaillés dans les parties 5 et 6. Notons déjà qu’il est en général
nécessaire, pour calculer W et Q, de décomposer la transformation considérée en une
succession de transformations élémentaires pendant lesquelles le système échange une
quantité de chaleur élémentaire notée dQ avec le milieu extérieur, ainsi qu’une quantité
de travail élémentaire notée dW . On a bien sûr, lors d’une transformation élémentaire,
dU = dW 1 dQ et les quantités de chaleur et de travail totales échangées durant la
transformation sont :

W =
∫ f

i
dW et Q =

∫ f

i
dQ

De même, la variation totale d’énergie interne est :

DU =
∫ f

i
dU

4.4. Notion d’enthalpie

Définition : À tout système thermodynamique (non nécessairement un gaz parfait), il est possible
d’associer une nouvelle fonction d’état, l’enthalpie, notée H :

H = U 1 PV

L’unité de H est également le joule J.

• Enthalpie du gaz parfait
Loi de Joule (deuxième) : l’enthalpie d’un gaz parfait ne dépend que de la température. On la
note H(T).

On définit la chaleur molaire à pression constante (ou capacité calorifique molaire à
pression constante) par :

cP =
(

dH
dT

)
P
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où H est l’enthalpie d’une mole de gaz. Pour n moles de gaz parfait, la variation élémen-
taire de l’enthalpie lors d’une transformation élémentaire est donc :

dH = ncPdT

Et, pour une transformation macroscopique entre un état initial i et un état final f :

DH =
∫ f

i
dH =

∫ f

i
ncPdT . Le coefficient cP est a priori une fonction d’état, mais dans

de nombreux cas, il peut être considéré comme constant :

DH = ncPDT

• Relation de Mayer pour un gaz parfait
On retiendra la relation de Mayer :

cP − cV = R

La démonstration de cette relation est vue dans l’exercice 4.

• Valeurs des chaleurs molaires et coefficient caractéristique g

On définit souvent un coefficient caractéristique du gaz parfait :

g =
cP

cV

La donnée de g suffit pour calculer cP et cV. En effet, cP = gcV ⇒ gcV − cV = R :

cV =
R

g − 1
et cP =

gR
g − 1

D’après la théorie cinétique des gaz parfaits (cf. partie 10), on utilise en général les valeurs
suivantes :

– pour un gaz parfait monoatomique : cV =
3
2

R et donc cP =
5
2

R et g =
5
3

.

– pour un gaz parfait diatomique : cV =
5
2

R et donc cP =
7
2

R et g =
7
5

.

• Une signification physique de l’énergie interne et de l’enthalpie
On retiendra les deux propriétés suivantes :
• Dans une transformation à volume constant, la quantité de chaleur échangée par un

système fermé est égale à sa variation d’énergie interne DU = QV .

En effet, pour une transformation quelconque on a DU = W 1 Q. Si de plus la trans-
formation est isochore on a W = 0 (voir partie 5), donc DU = QV .
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• Dans une transformation à pression constante, la quantité de chaleur échangée par

un système fermé est égale à sa variation d’enthalpie DH = QP .

De même, DU = W 1 Q. Donc, DH = W 1 Q 1 D (PV ). La transformation est
isobare donc D (PV ) = PDV ⇒ DH = W 1 Q 1 PDV , par ailleurs la transformation
est isobare, donc W = −PDV (voir partie 5) ⇒ DH = QP .

➜ Voir exercices 2 à 6 et 8.

5. CALCUL DU TRAVAIL ÉCHANGÉ PAR UN SYSTÈME

Convention de signe : en thermodynamique, on applique la convention suivante à toutes
les grandeurs énergétiques échangées par un système :
– tout ce qui est reçu par le système est positif ;
– tout ce qui est fourni par le système est négatif.

5.1. Définition du travail

Soit
−→
F la force extérieure appliquée sur le système. Pour un déplacement élémentaire (au

cours d’une transformation élémentaire subie par le système) d
−→
� du point d’impact de

cette force, le travail élémentaire est donné par dW =
−→
F .d

−→
� .

A' A

F

d�
déplacement
élémentaire

gaz

En général pour les systèmes thermodyna-
miques que l’on considérera, les forces exté-
rieures se limitent aux forces de pression.
On se place dans le cas particulier du gaz com-
primé avec une force

−→
F par l’intermédiaire d’un

piston. On considère une transformation élé-
mentaire du gaz correspondant au déplacement
A → A′, soit un déplacement élémentaire d

−→
�

du piston, dans le sens comprimant le volume
du gaz.

dW =
∥∥∥−→F ∥∥∥ 3

∥∥∥d
−→
�
∥∥∥ = PextS

∥∥∥d
−→
�
∥∥∥ = PextdVext = −PextdVgaz ⇒ dW = −PextdV

où Pext désigne la pression extérieure agissant sur le piston, S la surface du piston, dVext

la variation de volume du milieu extérieur au gaz et dV la variation de volume du gaz.

Cette formulation dW = −PextdV est en fait générale et s’applique pour tous les

systèmes et tous les types de variation de volume.
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5.2. Différents types de transformations

Il est possible, pour les transformations quasi-statiques, de remplacer Pext par P (pression
du système) dans la relation dW = −PextdV , et ainsi d’exprimer dW à l’aide des variables
d’état du système. Les définitions suivantes sont à retenir.

• Transformation quasi-statique
Une transformation est quasi-statique si le système passe de son état initial à son état
final par une succession d’états infiniment proches d’un état d’équilibre. Dans ce cas, les
variables d’état P, V, T sont bien définies pendant la transformation et varient continû-
ment.

• Transformation réversible
Une transformation réversible est une transformation quasi-statique dont on peut inver-
ser le sens à tout moment, grâce à une modification infinitésimale (= élémentaire) des
conditions extérieures. Conséquence : toute transformation réversible est quasi-statique
(réciproque fausse).

• Transformation irréversible
C’est une transformation qui ne répond pas au critère précédent (donc non réversible).
Notamment, lorsque les états intermédiaires (entre l’état initial et l’état final) de la trans-
formation ne sont pas des états d’équilibre (transformation brutale par exemple), alors
la transformation est irréversible. Parmi les phénomènes physiques à l’origine d’irréver-
sibilité, on peut citer les frottements (solides ou fluides), et les déplacements de matière
dus à des hétérogénéités spatiales de concentration. Plus généralement, presque toutes les
transformations naturelles ou spontanées sont des transformations irréversibles.
Un bon critère pour reconnaître une grande partie des transformations irréversibles : on
ne peut imaginer la transformation s’effectuant en sens inverse (goutte d’encre dans l’eau).

5.3. Travail des forces de pression pour une transformation
quasi-statique

Dans le cas d’une transformation quasi-statique, à tout moment le système est en équi-
libre avec le milieu extérieur, donc P = Pext, et le travail élémentaire échangé est

dW = −PdV . De même pour l’ensemble de la transformation amenant le système

d’un état initial (i) à un état final (f ), le travail total est W =
∫ f

i
−PdV .

5.4. Exemples de calcul du travail

• Transformation non quasi-statique

W =
∫ f

i
−PextdV . Dans le cas fréquent où la pression extérieure est constante, on a

simplement W = −PextDV = −Pext(Vf − Vi).
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• Transformation quasi-statique

– Transformation isochore (dV = 0) : W =
∫ f

i
−PdV = 0.

– Transformation isobare : W =
∫ f

i
−PdV = −PDV .

– Transformation isotherme d’un gaz parfait, à nombre de moles constant :

W =
∫ f

i
−PdV =

∫ f

i
−nRT

V
dV = −nRT

∫ f

i

dV
V

W = −nRT [lnV ]f
i = −nRTln

(
Vf

Vi

)
- Transformation adiabatique : cf. p. 650.

➜ Voir exercices 2 et 4 à 6.

6. CALCUL DE LA CHALEUR ÉCHANGÉE PAR UN SYSTÈME

Dans la suite, on considérera un système fermé, de masse m, divariant.

6.1. Coefficients calorimétriques

Il est possible pour une transformation élémentaire du système, d’exprimer la quantité de
chaleur élémentaire dQ échangée par le système en fonction des variables d’état (P, V, T ).
Suivant le jeu de variables choisi, on a l’une des trois expressions suivantes (équivalentes) :

dQ = mcVdT 1 m�dV ; dQ = mcPdT 1 mhdP ; dQ = mmdV 1 mldP

où cV est la chaleur massique à volume constant
cP est la chaleur massique à pression constante
� est la chaleur latente de dilatation
h est la chaleur latente d’augmentation de pression
m est la chaleur massique de dilatation à pression constante
l est la chaleur massique d’augmentation de pression à volume constant.

Ces six grandeurs, appelées coefficients calorimétriques, sont a priori des fonctions
d’état (dépendant des variables d’état). On peut définir également de façon analogue des
coefficients molaires (désignés souvent par les mêmes notations, cV, cP, ...).
En pratique, ces coefficients calorimétriques sont très peu utilisés. Pour calculer la chaleur
échangée par un système, on procèdera comme suit, en distingant deux cas : le cas des
solides/liquides et le cas des gaz parfaits.

6.2. Chaleur échangée par des solides ou des liquides

• Expression de la chaleur échangée
Les solides et liquides se dilatant relativement peu (par comparaison aux gaz), on peut
en général considérer que leur volume reste constant. Il suffit donc d’un seul coefficient
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calorimétrique dans ce cas pour décrire dQ, appelé simplement chaleur massique (ou
chaleur spécifique, ou capacité calorifique) et noté c :

dQ = mcdT

on a c ≈ cV ≈ cP. c s’exprime en J · kg−1 · K−1 et peut dépendre de la température.
Pour une transformation macroscopique entre un état initial (i) et un état final (f ), on

a Q =
∫ f

i
dQ =

∫ f

i
mc (T ) dT . Dans le cas fréquent où c peut être considéré comme

constant :

Q = mcDT

• Calorimétrie
Une expérience de calorimétrie consiste à mettre en contact plusieurs corps de température
initiale Ti, de masse mi et de chaleur massique ci. À l’équilibre thermique, une température
finale Tf , commune à tous les corps, est atteinte. Lorsque les corps sont placés dans

un calorimètre (enceinte adiabatique) on peut alors écrire
∑

i

Qi = 0 , où Qi est la

chaleur échangée par chacun des corps, soit encore
∑

i

mici
(

Tf − Ti
)

= 0, s’il n’y a

pas de changement de phase. Cette relation (qui suppose que le calorimètre ne participe
pas aux échanges de chaleur) permet éventuellement de déterminer l’une des capacités
calorifiques mise en jeu.

6.3. Chaleur échangée par un gaz parfait

• Expression de la chaleur échangée
Dans le cas du gaz parfait, la variation élémentaire d’énergie interne s’écrit :

dU = ncVdT

Le plus simple pour exprimer dQ est donc d’utiliser le premier principe : dU = dW 1dQ.
S’il s’agit d’une transformation quasi-statique, on a donc :

dQ = ncV dT 1 PdV

Il apparaît donc que pour le gaz parfait, � = P.
Pour une transformation macroscopique entre un état d’équilibre initial i et un état
d’équilibre final f , la chaleur totale échangée est :

Q = DU − W
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• Transformations adiabatiques quasi-statiques du gaz parfait
Loi de Laplace : pour une transformation adiabatique quasi-statique d’un gaz parfait, on a :

PVg = cste

Démonstration : à chaque instant de la transformation dQ = 0, donc dU = dW soit

ncVdT 1 PdV = 0. En divisant par T : ncV
dT
T

1
P
T

dV = 0 donc

ncV
dT
T

1
nR
V

dV = 0 ou cV
dT
T

1 R
dV
V

= 0

cVd (�n T ) 1 Rd (�n V ) = 0 donc

R
g − 1

d (�n T ) 1 Rd (�n V ) = 0 et d (�n T ) 1 (g − 1) d (�n V ) = 0

alors d
(
�n

(
TV g−1)) = 0 et donc �n

(
TV g−1) = cste ⇒ TV g−1 = cste ou encore

en utilisant la loi de Boyle-Mariotte, PV g = cste.

P

V

isotherme

adiabatique

L’allure de la représentation d’une trans-
formation adiabatique dans un diagramme
de Clapeyron est montrée ci-contre. L’iso-

therme décroît en
1
V

tandis que l’adiabatique

décroît en
1

V g
.

Le calcul du travail échangé pour une adiaba-
tique quasi-statique, par la méthode directe
donne :

W =
∫ f

i
−PdV =

∫ f

i
− K

V g
dV

= −K
[

V −g11

−g 1 1

]f

i

=
K

g − 1

[
V −g11

f − V −g11
i

]
où K est la constante telle que PV g = K.
Or on a K = PiV g

i = Pf V g
f , donc :

W =
1

g − 1

[
Pf Vf − PiVi

]
En pratique, il est beaucoup plus simple d’utiliser le premier principe pour retrouver ce
résultat DU = W 1 Q ⇒ W = DU

Donc W = ncVDT = n
R

g − 1
DT =

1
g − 1

(
Pf Vf − PiVi

)
.
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6.4. Changements de phase

• Expression de la chaleur échangée
La chaleur échangée par un système fait en général varier sa température (ainsi que les
autres variables d’état) mais peut également provoquer un changement de phase. Dans ce
cas, la chaleur échangée sert uniquement à effectuer le changement de phase : pendant
toute la transformation, la température reste constante (et la pression également).
La quantité de chaleur échangée par un système de masse m pendant le changement de
phase est :

Q = mL

où L est la chaleur latente massique de transformation (c’est une grandeur caractéristique
du système et de la transformation). Elle s’exprime en J · kg−1.

Remarque : quelquefois c’est la chaleur molaire de transformation qui est utilisée LM :
Q = nLM, où n est le nombre de moles du système. LM s’exprime en J · mol−1.

Pour la fusion, L s’appelle la chaleur latente de fusion et est notée Lf . On a toujours
Lf � 0. Pour la vaporisation, L s’appelle la chaleur latente de vaporisation et est notée
LV. On a toujours LV � 0.

Exemple : Pour l’eau Lf = 334,4 kJ · kg−1 et LV = 2 245 kJ · kg−1.

• Relation au point triple
Au point triple T, on obtient la relation entre les chaleurs latentes Lf , LV et LC respecti-
vement associées aux changements d’état solide→liquide, liquide→gaz et gaz→solide :

Lf 1 LV 1 LC = 0

• Relation de Clapeyron
La relation de Clapeyron relie la chaleur latente de changement d’état L1→2, faisant passer
d’un état 1 à un état 2, à la pente de la courbe d’équilibre de changement d’état séparant
les deux états sur un diagramme (P, T ) :

L1→2 = T (u2 − u1)
(

dP
dT

)
équilibre

(
dP
dT

)
équilibre

est la pente de la courbe calculée le long de la courbe séparant les deux

états 1 et 2, courbe qui correspond à l’équilibre entre les deux états. T est la température
et u1 et u2 sont les volumes massiques du système respectivement dans l’état 1 et l’état 2.
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Application au cas de l’eau : on considère la transformation de fusion glace→eau liquide.
La chaleur latente de cette transformation est positive. Par ailleurs, contrairement aux
autres corps, la masse volumique du solide (glace) est inférieure à la masse volumique du

liquide donc on a u1 > u2. Pour l’eau, la pente de la courbe de fusion
(

dP
dT

)
équilibre

est

donc négative. D’où l’allure particulière du diagramme (P, T ) de l’eau (p. 642).

➜ Voir exercices 2, 3, 5, 6 et 8.

7. DÉTENTES DE JOULE

Les expériences décrites permettent de déterminer dans quelle mesure un gaz peut être
considéré comme parfait ou non.

7.1. Détente de Joule-Gay-Lussac

vide gaz

enceinte adiabatique

Expérience : On dispose de deux compar-
timents (1 et 2) équipés de parois rigides
et adiabatiques, initialement séparés par un
robinet fermé. Le compartiment 1 contient
le gaz et le compartiment 2 est vide. On
mesure Ti la température initiale du gaz. On
ouvre le robinet. Le gaz diffuse de façon à
remplir la totalité du volume disponible (les
deux compartiments). La détente est irré-
versible. On mesure la température finale
du gaz Tf .

Propriétés : Dans une détente de Joule–Gay-Lussac, l’énergie interne du gaz (quelconque) se
conserve. Le gaz est parfait si et seulement si Ti = Tf (quel que soit le volume du compartiment 2).

Démonstration : DU = W 1 Q, où Q = 0 (parois adiabatiques) et W =
∫

−PextdV .
Or dans le vide Pext = 0, donc DU = 0 et U se conserve.
(⇒) Supposons le gaz parfait, on a DU = ncV DT . Or DU = 0 donc Tf = Ti.

(⇐) Supposons Tf = Ti. dU =
(

≠U
≠T

)
V

dT 1

(
≠U
≠V

)
T

dV , dT = 0 (on ima-

gine une « petite » détente du gaz), donc
(

≠U
≠V

)
T

dV = 0 comme dV fi 0, on a(
≠U
≠V

)
T

= 0 ⇒ U (T ).
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7.2. Détente de Joule-Thomson

A A'

V1

B B'

gazP1

D D'

C C'

V2 P2

bouchon détendeur
(= paroi poreuse)

P2 < P1

paroi
adiabatique

Expérience : on alimente en gaz une
conduite, aux parois adiabatiques, de façon
à obtenir un régime permanent. Un
« détendeur » est placé sur la conduite. On
mesure les températures T1 et T2 du gaz
respectivement avant et après la détente.

Propriétés : dans une détente de Joule-Thomson, l’enthalpie d’un gaz (quelconque) se conserve.
Le gaz est parfait si et seulement si T1 = T2.

Démonstration : on considère une tranche de gaz ABCD à l’instant t. À (t 1 dt)
cette tranche s’est déplacée et est devenue A′B′C′D′. On veut montrer que
HABCD = HA′B′C′D′ , soit encore HABA′B′ 1 HA′B′CD = HA′B′CD 1 HCDC′D′ ,
ou encore HABA′B′ = HCDC′D′ . Bilan énergétique pour la tranche ABCD :

– travail reçu par ABCD poussé par P1 : W =
∫

−PextdV = P1V1

– travail fourni par ABCD qui travaille contre P2 : W =
∫

−PextdV = −P2V2

Donc le travail total est W = P1V1 − P2V2. Par ailleurs Q = 0 (parois adiabatiques)
donc DU = P1V1 − P2V2 soit :

UCDC′D′ − UABA′B′ = P1V1 − P2V2 ⇒ UABA′B′ 1 P1V1 = UCDC′D′ 1 P2V2

et donc HABA′B′ = HCDC′D′ . H est conservé dans la détente.
(⇒) Supposons le gaz parfait. DH = ncPDT , or DH = 0
donc T1 = T2.
(⇐) Supposons la température constante. Si H dépend aussi de P, on a :

dH =
(

≠H
≠T

)
P

dT 1

(
≠H
≠P

)
T

dP

pour dT = 0, il vient
(

≠H
≠P

)
T

dP = 0 avec dP fi 0

⇒
(

≠H
≠P

)
T

= 0 ⇒ H (T ).

8. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

8.1. Notion d’entropie, énoncé du second principe

Définition : à tout système thermodynamique on associe une fonction d’état extensive appelée
entropie, notée S, dont la variation pendant une transformation est due :
- aux échanges avec l’extérieur (notamment de chaleur) ;
- à la création d’entropie à l’intérieur du système du fait d’irréversibilité interne.
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Second principe : dans une transformation élémentaire d’un système fermé, la varia-

tion élémentaire d’entropie est donnée par dS = deS 1 diS , où deS est la variation

d’entropie due aux échanges avec l’extérieur et diS la création interne d’entropie due à

l’irréversibilité. On a deS =
dQ
T

, où dQ est la chaleur élémentaire échangée par le

système à la température T.

diS = 0 si la transformation est réversible.

diS > 0 si la transformation est irréversible.

Principe d’évolution : d’après ce qui précède, quelle que soit la nature de la transformation

on a dS � dQ
T

, puisque on a toujours diS � 0. Dans le cas particulier du système

isolé (dQ = 0), dS � 0 : son entropie ne peut qu’augmenter.

Remarques : Ceci explique que, dans les exercices, il est souvent demandé de calculer
la variation totale d’entropie de l’univers (qui constitue un système isolé) pour vérifier
DSunivers � 0 (= 0 si la transformation est réversible, strictement positif sinon).

Pour un cycle de transformations, on a DS = 0 , puisque S est une fonction d’état.

L’unité de S est le J · K−1.

8.2. Différentielle de l’entropie ; application au cas du gaz
parfait

• Relation entre S, U et H
Dans le cas des transformations réversibles, on a dW = −PdV (puisque réver-
sible ⇒ quasi-statique) et dQ = TdS. Avec dU = dW 1 dQ et dH = dU + PdV + VdP :

dU = −PdV 1 TdS et dH = TdS 1 V dP

• Entropie d’un gaz parfait
Pour un gaz parfait subissant des transformations réversibles, on utilise les expressions
qui viennent d’être établies :

dU = −PdV 1 TdS soit dS =
ncV dT 1 PdV

T
⇒ dS = ncV

dT
T

1
nR
V

dV

S = ncV �n (T ) 1 nR �n (V ) 1 Cste
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dH = TdS 1 V dP soit dS =
dH − V dP

T
=

ncPdT
T

− nR
P

dP

S = ncP �n (T ) − nR �n (P) 1 Cste

On en déduit dès maintenant les expressions de la variation d’entropie pour une trans-
formation d’un gaz parfait :

DS = ncP �n
(

Tf

Ti

)
− nR �n

(
Pf

Pi

)
et DS = ncV �n

(
Tf

Ti

)
1 nR �n

(
Vf

Vi

)

Ces expressions ne sont pas à mémoriser, mais il faut savoir les retrouver rapidement.

Remarque importante : on retiendra que pour une transformation isentropique (à entro-
pie constante) d’un gaz parfait, la loi de Laplace est vérifiée : on a TV g−1 = cste, ou
encore PV g = cste.
En effet :

dS = 0 ⇒ dS = ncV
dT
T

1
nR
V

dV = 0

⇒ R
g − 1

dT
T

1
R
V

dV = 0 ⇒ �n
(

TV g−1) = cste

8.3. Bilan entropique

Cadre général : lors d’une transformation thermodynamique entre un état initial (i) et
un état final ( f ) la variation totale d’entropie du système est :

DS =
∫ f

i
dS =

∫ f

i
(deS 1 diS)

• Transformation réversible

DS =
∫ f

i

dQ
T

– Pour une transformation adiabatique : DS = 0

– Pour une transformation isotherme : DS =
Q
T

– Pour un solide ou un liquide subissant une transformation à pression constante, avec
dQ = mcdT :

DS =
∫ f

i

mcdT
T

= [mc �n (T )]f
i = mc �n

(
Tf

Ti

)
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– Pour un gaz parfait, avec dQ = ncV dT 1 PdV

⇒ DS =
∫ f

i

ncV dT
T

1
P
T

dV =
∫ f

i

ncV dT
T

1

∫ f

i

nR
V

dV

= [ncV �n (T ) 1 nR �n (V )]f
i = ncV �n

(
Tf

Ti

)
1 nR �n

(
Vf

Vi

)
On obtient ainsi une expression de la variation d’entropie dans le jeu de variables (T , V ).
Si on souhaite obtenir une expression faisant intervenir le jeu de variables (T , P), on
utilise alors l’expression de dS obtenue à partir de dH :

DS = ncP �n
(

Tf

Ti

)
− nR �n

(
Vf

Vi

)
• Transformation irréversible
A priori on ne sait pas calculer DS puisque on ne connaît pas explicitement le terme diS.

On sait juste que DS �
∫ f

i

dQ
T

. Mais S est une fonction d’état, donc DS ne dépend

pas du « chemin suivi » entre l’état initial et l’état final. On peut donc imaginer une
transformation réversible allant du même état initial au même état final et on est ramené
au cas précédent :

DS =
∫ f

i

dQrev

T

Mais attention, le chemin réversible n’a pas forcément les mêmes caractéristiques que
la transformation irréversible étudiée (notamment si le chemin réel est adiabatique cela
n’est pas forcément le cas du chemin imaginaire...). Le résultat trouvé pour DS ne sera
donc pas le même que pour une transformation réellement réversible.
Dans les exemples suivants, on va calculer pour chacune des transformations les variations
d’entropie du système DSsyst, du milieu extérieur DSme, et de l’univers DSu = DSsyst1DSme.
Si la transformation est irréversible on doit vérifier DSu > 0, si la transformation est
réversible on doit vérifier DSu = 0. Par contre le signe de DSsyst ne dit en général rien sur
la réversibilité de la transformation, car le système n’est pas forcément isolé.

• Exemples de calculs de DS
Changement de phase d’un corps pur : on considère la fusion (effectuée de façon
réversible) d’une masse m d’un corps pur.

On a DSsyst =
∫

deS =
∫

dQ
T

. Les changements de phase se font à température

constante donc DSsyst =
1
T

∫
dQ =

Q
T

, où Q est la chaleur échangée par le système.

DSme =
1
T

∫
dQme =

−Q
T

(on a Tme = Tsyst = T car on part d’un état d’équilibre).

On vérifie que DSu = DSsyst 1 DSme = 0.
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Échanges de chaleur : on considère deux corps, solides ou liquides, de même masse m, de
capacité calorifique c identique et de températures initiales respectives T1 et T2. On met
les deux corps au contact dans une enceinte adiabatique. Une fois l’équilibre thermique

atteint les deux corps ont une température finale commune TF : TF =
T1 1 T2

2
. Ici,

DSme = 0 et donc DSu = DSsyst = DS1 1 DS2.
La transformation est irréversible, mais l’état final est connu, on peut donc imaginer un

chemin réversible pour calculer DSsyst. DS1 =
∫

dQ
T

=
∫ TF

T1

mcdT
T

= mc �n
(

TF

T1

)
.

De même DS2 = mc �n
(

TF

T2

)
. Donc :

DSu = mc �n
(

T 2
F

T1T2

)
= mc �n

(
T 2

1 1 T 2
2 1 2T1T2

4T1T2

)

or
T 2

1 1 T 2
2 1 2T1T2

4T1T2
> 1 ⇔ (T1 − T2)2 > 0, ce qui est le cas donc DSu > 0.

8.4. Diagrammes entropiques

Sur ces diagrammes, utilisés dans le cas de transformations réversibles de gaz parfaits, la
température T est portée en ordonnée et l’entropie S est portée en abscisse. Ils constituent
l’analogue des diagrammes de Clapeyron (P, V ). En effet, de même que les diagrammes

de Clapeyron permettent de calculer graphiquement le travail échangé W =
∫

−PdV ,

les diagrammes entropiques permettent de calculer graphiquement la chaleur échangée

Q =
∫

TdS.

– Transformations isentropiques : pour qu’une transformation soit isentropique, il faut
S = Cte donc dS = 0. Les transformations adiabatiques réversibles sont donc des
isentropiques. La réciproque est fausse. La représentation graphique d’une isentropique
sur un diagramme (T , S) est une droite.

– Transformation isotherme : la représentation graphique est une droite.

– Transformation isochore : pour V = Cte, on cherche la relation T (S) :

dS = ncV
dT
T

1
P
T

dV or dV = 0

⇒ dS = ncV
dT
T

⇒ S = ncV �n (T ) 1 Cste dans le cas fréquent où cV est constant.

⇒ ncV �n (T ) = S 1 Cste ⇒ �n (T ) =
S

ncV
1 Cste ⇒ T = Cte 3 exp

(
S

ncV

)
.

– Transformation isobare : pour P = Cte, on a dQ = ncPdT − V dP donc :

dS = ncP
dT
T

− V
T

dP
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dP = 0 ⇒ dS = ncP
dT
T

⇒ S = ncP �n (T ) 1 Cste ⇒ �n (T ) =
1

ncP
S 1 Cste

⇒ T = Cte 3 exp
(

1
ncP

.S
)

Remarque : la croissance des courbes
représentant les isochores est plus forte
que celle des isobares car cP � cV.

isentropique

T

isochore V1

isochore V2 > V1

isobare

isotherme
S

➜ Voir exercices 5, 7 et 8.

9. MACHINES THERMIQUES

Définition : une machine thermique est un système thermodynamique qui subit des cycles de
transformations en échangeant du travail et de la chaleur avec au moins deux sources de chaleur
différentes.

On envisagera ici uniquement le cas de machines dithermes (deux sources de chaleur).

dispositif
extérieur

machine
thermique

source froide
température T2

source chaude
température

 T1
Q1

Q2

W

W , Q1 et Q2 sont les grandeurs échangées par le système et pour la totalité d’un cycle.
On distingue deux types de machines thermiques :
– si W � 0, la machine fournit du travail. C’est un moteur ;
– si W � 0, la machine reçoit du travail. C’est un récepteur, ou encore une machine
frigorifique.
A priori, le système peut subir n’importe quel type de transformations. Si elles sont réver-
sibles, on parle de machines réversibles, dans le cas contraire de machines irréversibles.

658



�

�

�

�

�

�

�

�

9.1. Relations fondamentales. Inégalité de Clausius

Pour un cycle de la machine, on a DU = 0 et DS = 0.
• 1re relation fondamentale : de DU = 0 on déduit :

W 1 Q1 1 Q2 = 0 (1)

• 2e relation fondamentale :

DS = 0 ⇒
∫

cycle
dS = 0 ⇒

∫
dQ
T

1 diS = 0 ⇒
∫

dQ
T

1

∫
diS = 0

⇒
∫

dQ1

T1
1

∫
dQ2

T2
1

∫
diS = 0

où dQ1 est la quantité de chaleur élémentaire échangée avec la source 1. Comme
Q1

T1
1

Q2

T2
= −

∫
diS, on a :

Q1

T1
1

Q2

T2
� 0

Cette deuxième relation est l’inégalité de Clausius.
Si la machine est réversible, alors on a diS = 0 et donc l’inégalité de Clausius devient :

Q1

T1
1

Q2

T2
= 0 (2)

9.2. Différents types de machines thermiques

• Les moteurs
Pour être un moteur (W � 0) une machine thermique doit recevoir de la chaleur d’une
source chaude (Q1 � 0) et en céder une partie à une source froide

(
Q2 � 0

)
.

Démonstration : W � 0 ⇒ −Q1 − Q2 � 0. D’autre part on sait que
Q1

T1
1

Q2

T2
� 0.

On multiplie la première relation par
1

T1
, −Q1

T1
− Q2

T1
� 0, puis on ajoute les deux

inégalités : −Q1

T1
− Q2

T1
1

Q1

T1
1

Q2

T2
� 0 ⇒ Q2

(
−1
T1

1
1

T2

)
� 0. Par hypothèse

T1 � T2, donc :

1
T1

� 1
T2

⇒
(
−1
T1

1
1

T2

)
� 0 ⇒ Q2 � 0

De même pour avoir une information sur le signe de Q1, il faut multiplier la première

relation par
1

T2
puis additionner membre à membre et on trouve Q1 � 0.
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• Machines frigorifiques
Dans quel sens sont permis les échanges de chaleur si W � 0 ? Passons en revue toutes
les possibilités de fonctionnement :

Q1 � 0
{

Q2 � 0 impossible (contradiction avec le premier principe).

Q2 � 0 pas d’intérêt

Q1 � 0
{

Q2 � 0 machine frigorifique

Q2 � 0 pas d’intérêt

9.3. Rendement et efficacité des machines thermiques

En général, dans le cas de moteurs, on parle de rendement et dans le cas de machines
frigorifiques, on parle d’efficacité.
• Rendement d’un moteur
Le rendement r est défini comme le rapport du « travail fourni » à « l’énergie reçue sous
forme de chaleur », soit :

r =
−W
Q1

Le signe moins permet d’obtenir un rendement positif.
Certaines machines effectuent ce que l’on appelle un cycle de Carnot, c’est-à-dire un
cycle moteur réversible fonctionnant avec deux, et seulement deux, sources de chaleur.
Dans ce cas, on retiendra que :

r = 1 − T2

T1

Démonstration : les deux égalités fondamentales sont dans ce cas : W 1 Q1 1 Q2 = 0

(1) et
Q1

T1
1

Q2

T2
= 0 (2). D’après (1) r =

Q1 1 Q2

Q1
= 1 1

Q2

Q1
. Or d’après (2),

Q2

Q1
= −T2

T1
donc r = 1 − T2

T1

Remarque : ce rendement est totalement indépendant du fonctionnement interne de la
machine. Dans la réalité, les machines thermiques ont le plus souvent un fonctionne-

ment irréversible. Dans ce cas (2) devient
Q2

Q1
−T2

T1
soit r 1 − T2

T1

• Efficacité d’une machine frigorifique
La définition dépend du type de la machine thermique. Deux cas différents sont envisagés
ci-dessous.
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9.4. Exemples de fonctionnement de machines frigorifiques

• Réfrigérateur
Pour produire du froid, on utilise le fait que la vaporisation d’un liquide requiert de la
chaleur. Le fréon (CF2Cl2) était utilisé car très volatil. Il est maintenant souvent remplacé
par du tétrafluoroéthane (R134).

représentation schématique d'une frigopompe

serpentin

air extérieur =
source chaude T1

réfrigérateur T2

W

C

E

Le système choisi circule dans un condenseur C où la pression est élevée, il se liquéfie
dans le serpentin et il dégage de la chaleur Q1 � 0. Quand il arrive dans l’évaporateur
E, où la pression est faible, il s’évapore en produisant du froid Q2 � 0.
L’efficacité ´ est définie comme le rapport du « froid produit » à « l’énergie dépensée » :

´ =
Q2

W

Le calcul de ´ à l’aide des relations (1) et (2) donne ´ =
T2

T1 − T2
On trouve bien une efficacité positive, mais on ne peut rien dire de plus (supérieure ou
inférieure à 1) alors que le rendement d’un moteur est toujours inférieur à 1.

évaporateur

extérieur =
source froide T2 

Q2 > 0

serpentin

appartement  =
source chaude T1 

Q1 < 0

• Pompe à chaleur (radiateur)
Pour obtenir une pompe à chaleur, il suffit
de prendre une frigopompe et d’en inverser le
sens. Cette fois-ci l’efficacité est évidemment
définie autrement :

´ =
−Q1

W

On peut montrer à l’aide des relations (1) et

(2) que ´ =
T1

T1 − T2
.
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9.5. Moteurs de Carnot

1

2

3

4

P

T1

T2

V

Il s’agit d’un moteur ditherme fonctionnant
de façon réversible et effectuant le cycle de
transformations d’un gaz suivant :
– Compression isotherme à T2 (état 1→état
2) : échange de chaleur avec la source froide à
la température T2. On vérifie bien que Q2 � 0
car

Q2 1 W = DU = 0

⇒ Q2 = −W =
∫

PdV � 0

puisque V diminue.
– Compression adiabatique réversible (isentropique) (état 2→état 3) : T évolue de T2

à T1 (avec T2 � T1) et W � 0.
– Détente isotherme à T1 (état 3→état 4) : échange de chaleur avec la source chaude à
la température T1. On vérifie bien Q1 � 0 puisque

Q1 1 W = DU = 0 ⇒ Q1 = −W =
∫

PdV � 0

puisque V augmente.
– Détente adiabatique réversible (isentropique) (état 4→état 1) : W � 0 et T évolue de
T1 à T2.
On vérifie par la méthode des aires (détermination graphique de W ) que l’on a W � 0,
le système fonctionne donc bien en moteur. Le rendement de ce moteur effectuant des

cycles de Carnot est bien sûr r = 1 − T2

T1
. On peut également retrouver ce résultat en

utilisant la définition générale du rendement, r =
−W
Qreçue

, et calculer W le travail échangé

sur la totalité du cycle ainsi que Qreçue (= Q1) la chaleur reçue sur la totalité du cycle.

➜ Voir exercices 5 et 6.

10. THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ PARFAITS MONOATOMIQUES

Dans cette partie, les résultats et les démonstrations sont présentés pour un gaz mono-
atomique, mais sont en général utilisables également pour les autres gaz parfaits. On
trouvera donc parfois le terme « molécules » à la place d’« atomes ». Les différences
principales entre le comportement des gaz monoatomiques et les autres gaz concernent
essentiellement les capacités calorifiques molaires ; ces différences seront signalées.
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10.1. Les bases de la théorie

Un gaz parfait à l’équilibre est constitué d’atomes, ou de molécules, qui sont continuel-
lement en mouvement. Il s’agit donc d’un « équilibre statistique ». Ce mouvement, qui
constitue « l’agitation thermique » est totalement aléatoire puisqu’il n’existe, par définition,
pas d’interaction entre les molécules d’un gaz parfait (et que leur poids est négligeable).
Donc, le mouvement des molécules est composé de chocs (entre elles et contre les parois
qui limitent le gaz) et de trajectoires rectilignes et uniformes entre ces chocs. La vitesse
des molécules dans ces portions rectilignes est distribuée selon une loi statistique, que la
« théorie cinétique des gaz parfait » permet d’expliciter.

• Notions de probabilités
Le but est donc d’étudier la répartition des vitesses des atomes contenus dans un volume V
de gaz. Par vitesse, on entend soit le module de la vitesse ‖−→v ‖, soit l’une des composantes
vx, vy, ou vz dans un repère orthonormé Oxyz. On note ici l’une quelconque de ces
grandeurs simplement par v. La seule distinction à effectuer est le domaine de variation
de v : [0, 1∞[ lorsqu’il s’agit du module, et ]−∞, 1∞[ pour une composante.
La probabilité p (v) d’avoir une vitesse comprise entre v et (v 1 dv) est proportionnelle à
la largeur de l’intervalle dv : p (v) = f (v)dv. f (v) est la fonction densité de probabilité.

Cette fonction doit vérifier
∫

f (v)dv = 1, où l’intégration porte sur le domaine de

variation de v, différent suivant le cas envisagé (module ou composante). On peut aussi
exprimer p(v) de la façon suivante. Si dN est le nombre de molécules d’un volume V
ayant une vitesse comprise entre v et (v 1 dv), et N le nombre total de molécules, la

probabilité p (v) d’avoir une vitesse comprise entre v et (v 1 dv) est p (v) =
dN
N

.

La valeur la plus probable de la vitesse vp est telle que
df
dv

(
vp
)

= 0 (extremum).

La valeur moyenne de la vitesse est vm = 〈v〉 =
∫

v f (v)dv.

La valeur moyenne du carré de la vitesse est
〈

v2〉 =
∫

v2f (v)dv

On utilisera aussi vq, vitesse quadratique des molécules, définie par :

vq =
√
〈v2〉 =

√∫
v2f (v)dv (où v désigne ici le module de la vitesse : v = ‖−→v ‖).

• Les hypothèses de la théorie : modèle microscopique du gaz parfait
Les hypothèses sont soit relatives à la définition du gaz parfait (deux premières), soit
propres à la théorie cinétique des gaz parfaits.
– La taille des molécules est très faible devant le volume total du gaz, ce qui permet de les
considérer comme ponctuelles. De plus, on suppose que les lois de la mécanique classique
s’appliquent à l’échelle des molécules.
– Il n’existe aucune force d’interaction entre les molécules qui constituent le gaz, ce qui
implique que leur énergie est purement d’origine cinétique. Il existe simplement des
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collisions élastiques entre les molécules (conservation de l’énergie cinétique totale) et
des collisions entre une molécule et la paroi (conservation de l’énergie cinétique de la
molécule).
– Hypothèse « d’homogénéité de la densité moléculaire » : le nombre moyen n de molécules

par unité de volume est constant (n =
N
V

, où N est le nombre total de molécules dans

un volume V ).
– Hypothèse « d’homogénéité de la distribution des vitesses » : la probabilité P

(
vx, vy, vz

)
d’avoir un vecteur vitesse dont les composantes sont simultanément dans les intervalles
[vx, vx 1 dvx],

[
vy, vy 1 dvy

]
, [vz, vz 1 dvz] dépend uniquement du vecteur vitesse de

composantes vx, vy, vz, et non du point considéré dans le gaz parfait.
– Hypothèse « d’isotropie de la distribution des vitesses » : le mouvement des molécules
est aléatoire, ce qui signifie que leurs vecteurs vitesse sont orientés de façon aléatoire.
P(vx, vy, vz) dépend du module de vx, vy, vz et non de son orientation.

Remarque : la dernière hypothèse n’implique rien en ce qui concerne le module du
vecteur vitesse des molécules. Au contraire, celui-ci n’est pas distribué de façon aléatoire.

10.2. Propriétés du gaz parfait : interprétation microscopique
de la pression et de la température

• Remarques préliminaires
1. Soit f (vx) la densité de probabilité de la composante sur Ox du vecteur vitesse. Il
n’existe pas de direction privilégiée pour le vecteur vitesse, ce qui traduit le fait qu’il n’y a
pas de mouvement d’ensemble du gaz. On doit avoir :

〈vx〉 = 0 =
∫ 1∞

−∞
vx f (vx)dvx et donc f (vx) = f (−vx) : la fonction f est paire.

Même raisonnement pour vy et vz.
2. Comme les trois directions Ox, Oy, Oz sont équivalentes et indépendantes on a :〈

v2
x

〉
=
〈

v2
y

〉
=
〈

v2
z

〉
donc

〈
v2〉=

〈
v2

x 1 v2
z 1 v2

y

〉
=
〈

v2
x

〉
1

〈
v2

y

〉
1
〈

v2
z

〉
= 3

〈
v2

x

〉
• Pression d’un gaz parfait
On considère une surface élémentaire dS sur une paroi, normale à l’axe Ox, limitant un
gaz parfait. On veut calculer la pression P engendrée sur cette paroi par les chocs des

molécules composant le gaz. On a P =

∥∥∥−→F ∥∥∥
dS

, où
−→
F est la force exercée sur la surface dS.

– Calcul de la force due au choc d’une seule molécule : lorsqu’une molécule frappe la
paroi, on a d’après le principe fondamental de la dynamique :

−→
F paroi→molécule = m−→a = m

D−→v
Dt
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où m est la masse de la molécule, D−→v la variation de son vecteur vitesse et Dt un temps
court durant lequel se produit le choc.
D’après le principe de l’action et de la réaction on a

−→
F molécule→paroi = −−→

F paroi→molécule

donc si l’on note simplement
∥∥∥−→F ∥∥∥ =

∥∥∥−→F molécule→paroi

∥∥∥, on a alors :

Dt
∥∥∥−→F ∥∥∥ =

∥∥D
(

m−→v
)∥∥

Avant le choc : −→v i = vx
−→u x 1 −→u t et après le choc : −→v f = v′

x
−→u x 1 −→u ′

t .
Lors du choc la composante tangentielle est conservée : il n’y a pas de force tendant
à faire glisser la paroi dans son plan. On peut le comprendre aussi en considérant par
exemple une molécule telle que vx = 0, il n’y alors pas de choc et son vecteur vitesse
(tangentiel) doit être conservé. Le choc est élastique, il doit donc y avoir conservation
de l’énergie cinétique de la molécule pendant le choc : v2

x 1 ‖−→u t‖2 = v′2
x 1 ‖−→u ′

t‖
2, or

‖−→u t‖2 = ‖−→u ′
t‖

2, donc v2
x = v′2

x ce qui implique vx = ±v′
x. Seule la solution vx = −v′

x

est possible après un choc.
Finalement on a :

D−→v = −→v f −−→v i =
(

v′
x − vx

)−→u x = −2vx
−→u x

Donc ‖D−→v ‖ = 2vx, puisque l’on considère forcément une molécule telle que vx � 0, de
façon à avoir effectivement un choc.
D’où :

Dt
∥∥∥−→F ∥∥∥ =

∥∥D
(

m−→v
)∥∥ = 2mvx ⇒

∥∥∥−→F ∥∥∥ =
2mvx

Dt
– Nombre de chocs pendant Dt sur dS : on compte les particules ayant pour composante
normale vx et qui heurtent la paroi pendant le temps Dt. Elles sont « éloignées au plus »
de la distance (vxDt) de la paroi, donc contenues dans le volume (dSvxDt) (on fait ici
l’hypothèse simplificatrice que toutes les molécules se déplacent suivant Ox). Si n est
le nombre de molécules par unité de volume, le nombre de molécules cherché est donc
ndSvxDt. Et le nombre de chocs est (ndSvxDt).
La force totale engendrée par les molécules de vitesse vx est :∥∥∥−→F ∥∥∥ =

2mvx

Dt
nvxdSDt = 2nmv2

xdS

– Moyenne de la force sur toutes les valeurs possibles de vx : L’expression précédente
de la force a été trouvée pour un vx donné, il faut donc la moyenner sur toutes les valeurs
que peut prendre vx : 〈∥∥∥−→F ∥∥∥〉 =

∫ 1∞

0

(
2nmv2

xdS
)

f (vx) dvx

où f (vx) est la densité de probabilité de vx (l’intégrale ne porte que sur les vitesses vx

positives, correspondant aux molécules se dirigeant vers la paroi).

Donc
〈∥∥∥−→F ∥∥∥〉 = 2nmdS

∫ 1∞

0

(
v2

x

)
f (vx) dvx = 2nmdS 3

1
2

∫ 1∞

−∞
v2

xf (vx) dvx,

d’après la remarque préliminaire 1.
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Or,
∫ 1∞

−∞
v2

xf (vx) dvx =
〈

v2
x

〉
=

1
3

〈
v2〉. Donc,

〈∥∥∥−→F ∥∥∥〉 =
1
3

nmdS
〈

v2〉, d’après la

remarque 2.

On a donc la pression totale P =

〈∥∥∥−→F ∥∥∥〉
dS

=
1
3

nm
〈

v2〉. Vu la définition de la vitesse

quadratique vq, on a donc :

P =
1
3

nmv2
q

• Énergie cinétique moyenne d’une molécule
Par définition, l’énergie cinétique moyenne de translation d’une molécule est
1
2

m
〈

v2〉 = 〈Ec〉.
Il vient donc P = 2/3n〈Ec〉. Notons ici que, dans le cas d’un gaz parfait monoatomique,
l’énergie cinétique de translation est identifiable à l’énergie cinétique totale ; dans le cas
d’un gaz parfait diatomique, il faut tenir compte des rotations de la molécule dans l’énergie
cinétique totale.
Par ailleurs, si on admet la relation PV = nRT , où n est le nombre de moles de gaz, on a

alors PV =
N
NA

RT avec N nombre total de molécules dans V et NA nombre d’Avogadro.

Donc P =
N
V

R
NA

T . Par définition de la constante de Boltzmann, on a :

k =
R

NA
=

8,31
6,02 · 1023 = 1,38 · 10−23 SI

donc :

P = nkT

où n est le nombre de molécules par unité de volume du gaz. Cette relation est à mémoriser.

En égalant les deux expressions de P qui viennent d’être trouvées on a
2
3

n 〈Ec〉 = nkT ,

Soit donc 〈Ec〉 =
3
2

kT . Cette expression est relative à l’énergie cinétique moyenne

d’une seule molécule en translation. Si l’on souhaite obtenir l’énergie cinétique
moyenne d’une mole de molécule il faut multiplier cette expression par NA et on a

〈Ec〉1 mole =
3
2

kNAT ⇒

〈Ec〉1 mole =
3
2

RT

(Résultat à retenir.)

Remarque importante : Cette expression de l’énergie cinétique moyenne de trans-
lation permet de trouver très simplement la valeur de la vitesse quadratique
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moyenne des molécules vq =
(∫

v2f (v) dv
) 1

2
. En effet, 〈Ec〉 =

3
2

kT =
1
2

mv2
q

d’où vq =

√
3kT

m
. En multipliant le numérateur et le dénominateur de la fraction par

NA on obtient une autre expression utile de la vitesse quadratique vq =

√
3RT

M
, où M

désigne cette fois-ci la masse molaire du gaz .

• Énergie interne du gaz. Capacités calorifiques

L’énergie 〈Ec〉 =
3
2

kT est une énergie cinétique moyenne de translation. Si l’on suppose

que cette énergie est également répartie dans toute les directions (équipartition de l’éner-
gie), alors l’énergie cinétique moyenne associée à chaque degré de liberté de translation

est
1
2

kT .

Cas d’un gaz monoatomique : Dans le cas d’un gaz parfait monoatomique, l’énergie
interne U se résume à l’énergie cinétique de translation suivant les trois directions x, y, z
donc :

〈U (T )〉 =
3
2

kT

et donc comme on l’a vu 〈U (T )〉1 mole =
3
2

RT . Comme l’on sait que pour une mole

on doit avoir dU = cVdT , on en déduit la valeur de la capacité calorifique à volume
constant :

cV =
3
2

R

D’après la relation de Mayer, on a cP =
5
2

R, et g = cP/cV = 5/3 = 1,666...

Cas d’un gaz diatomique : Dans le cas de molécules diatomiques, il faut prendre en
compte dans l’énergie interne les termes dus à la rotation propre de la molécule. Il n’y a
pas de rotation selon l’axe de la molécule, il faut donc seulement ajouter deux degrés de
liberté supplémentaires. En admettant que ces degrés de liberté « comptent » également

pour
1
2

kT , on obtient au total U =
5
2

kT . Par conséquent, pour un gaz diatomique

cV =
5
2

R cP =
7
2

R, et, g = 7/5 = 1,4...

10.3. Loi de distribution de Maxwell

• Distribution des vitesses
À l’aide des hypothèses (physiquement raisonnables) du 10.2 et de quelques arguments
mathématiques, on montre que les différentes densités de probabilité s’écrivent :

f (vx) =
√

m
2pkT

e−
mv2

x
2kT
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f (vx, vy, vz) =
( m

2pkT

) 3
2 e−

mv2

2kT

f (v) = 4p

( m
2pkT

) 3
2

v2e−
mv2

2kT

où f (vx) est la densité de probabilité d’une composante, f (vx, vy, vz) est relative à la proba-
bilité d’avoir simultanément les composantes de la vitesse dans les intervalles [vx; vx1dvx],
[vy; vy 1 dvy], [vz; vz 1 dvz] et enfin f (v) est la densité de probabilité du module de la
vitesse.

f(vx) f(v)

vx v

0– ∞ +∞vp = 0
vp + ∞

La vitesse la plus probable, vp, correspondant au maximum de densité, est nulle dans le

cas de vx et est non nulle pour v. Par dérivation, on peut vérifier que : vp =

√
2kT

m
.

• Calcul de la vitesse moyenne et de la vitesse quadratique moyenne
À l’aide de la forme de f (v) ci-dessus et des valeurs de quelques intégrales classiques on
calcule la vitesse moyenne :

vm = 〈v〉 =
∫ 1∞

0
vf (v)dv =

√
8kT
pm

et la vitesse quadratique pour laquelle on vérifie que :

vq =
(〈

v2〉) 1
2 =

(∫ 1∞

0
v2f (v)dv

) 1
2

=

√
3kT

m

On peut, par exemple, faire les applications numériques de ces différentes vitesses à diffé-
rentes températures pour l’hélium (4 g · mol−1). À T = 298 K, on a vm = 1 256 m · s−1

et vq = 1 362 m · s−1. Il s’agit donc de vitesses très élevées.

• Vérification expérimentale de la loi de Maxwell
Voici une expérience qui permet de vérifier la forme annoncée pour la densité de proba-
bilité f (v) du module de la vitesse. On veut « compter » le nombre de molécules ayant
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un module compris dans [v, v 1 dv]. Pour cela, on génère un jet de vapeur métallique et
on analyse la vitesse des atomes sortant du four. Le dispositif expérimental est le suivant :

four

�

xv'

�

� �

Les atomes de métal sont vaporisés dans le four. Une fente permet aux atomes de sortir
dans la direction Ox. De plus, le vide est créé autour du four de sorte que les atomes sortant
ne sont pas ralentis. À la sortie du four, on place deux disques, chacun muni d’une fente,
tournant à la vitesse angulaire v, distants de � et déphasés de a. Lorsqu’un atome sortant
du four à une vitesse v passe la fente du premier disque, il met un temps t = �/v à arriver
au deuxième disque. Pour qu’il passe alors au travers de ce second disque, donc au travers
de la seconde fente, il faut que le déphasage a soit égal à a = vt soit encore a = v�/v.
Ainsi, en réglant le déphasage des disques, on peut sélectionner spécifiquement une
vitesse. On place alors après le second disque un détecteur où les atomes forment un film
mince. En mesurant l’épaisseur du film, on détermine le nombre d’atomes sortis du four
à la vitesse v et en faisant de même pour plusieurs vitesses, on obtient la fonction f (v).

➜ Voir exercices 6 et 7

11. TRANSFERTS THERMIQUES

11.1. Aspects phénoménologiques de la diffusion thermique

• Différents modes de transferts de chaleur
Les transferts de chaleur peuvent se faire selon différents processus :
– diffusion thermique : l’énergie interne est transmise de proche en proche, à une échelle
microscopique, à l’intérieur du système, sans déplacement macroscopique de matière. On
dit alors qu’il y a diffusion thermique, ou encore conduction thermique. Seul ce processus
sera envisagé ici ;
– convection : lorsque les échanges thermiques à l’intérieur du système sont accompagnés
de déplacement de matière (assurant le transfert d’énergie) on parle de convection. Ce
phénomène observé dans les fluides, est généralement beaucoup plus efficace que la
diffusion thermique, à laquelle il est couplé ;
– rayonnement électromagnétique : lorsqu’il s’agit d’échange d’énergie avec le milieu
extérieur sous forme de rayonnement électromagnétique, on parle alors de transferts
thermiques radiatifs.
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• La diffusion thermique dans différents milieux
Très schématiquement, on peut dire que :
– dans les gaz, le transport d’énergie interne est assuré par les chocs moléculaires. Ceux-ci
tendent à déplacer l’énergie interne vers les zones de plus faible énergie, donc de basse tem-
pérature. Pour les gaz, aux pressions usuelles, ces phénomènes de conduction sont très sou-
vent accompagnés de convection (beaucoup plus efficace vis-à-vis de la conduction de la
chaleur). En effet, la masse volumique des gaz diminue lorsque la température augmente,
un élément de volume de gaz « plus chaud » aura donc tendance à s’élever naturellement ;
– dans les liquides, on retrouve les mêmes processus que pour les gaz, avec simplement
une densité moléculaire plus élevée, ce qui accroît leur efficacité. De plus, d’autres phé-
nomènes, dus par exemple à la présence d’électrons libres, peuvent faciliter le transfert
d’énergie interne à l’intérieur du liquide.
– dans les solides, il ne peut y avoir de chocs entre atomes. C’est l’énergie vibratoire de ces
derniers qui se déplace de proche en proche. Ceci concerne tous les solides, mais dans le cas
de conducteurs électriques l’efficacité du transfert est accrue par la présence d’électrons de
conduction, qui se mettent facilement en mouvement. Les bons conducteurs électriques
sont donc également les meilleurs conducteurs thermiques.

11.2. Flux de chaleur

Définition : Le flux de chaleur F à travers une surface donnée et dans un sens donné est la
quantité de chaleur qui traverse cette surface par unité de temps, dans le sens choisi (c’est donc
une puissance thermique).

En chaque point, le vecteur densité de courant de chaleur
−→

j (ou densité de courant
thermique) est un vecteur qui a pour direction et sens celui du transfert de chaleur.
Son module est tel que le flux dF à travers une surface élémentaire dS, dans le sens de
d
−→
S = dS−→u (où −→u est un vecteur normal à la surface élémentaire), est :

dF =
−→
j .d

−→
S

Dans le cas fréquent où l’on considère des transferts de chaleur unidimensionnels,

suivant un axe Ox, on a dF (x, t) = j (x, t) .dS , si dS est une surface orthogonale à Ox

et située à l’abscisse x. j(x, t) est la mesure algébrique de
−→
j sur Ox et son signe indique

dans quel sens se fait effectivement le transfert de chaleur.
La chaleur élémentaire dQ traversant pendant le temps dt une surface S est donc

dQ =
∫∫

S

−→
j .d

−→
S dt

11.3. Loi de Fourier

Cette loi, qui résulte de constatations expérimentales établies par J. Fourier (début du
XIXe siècle), donne l’expression de la densité de courant de chaleur

−→
j dans un milieu
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isotrope :
−→
j = −l

−−→
gradT

T désigne la température en chaque point du milieu. l est une constante qui ne dépend
que du milieu, appelée conductivité thermique.
Dans le cas des transferts de chaleur suivant un axe Ox, cette loi s’écrit :

j (x, t) = −l
dT
dx

L’unité de l est le W · m−1 · K−1. Par ailleurs, pour les gaz, l croît avec la température,
alors qu’il dépend peu de la pression. Enfin, la conductivité thermique d’un solide est plus
grande que celle d’un liquide, elle-même supérieure à celle du gaz.
Le signe « moins » de la loi de Fourier exprime simplement que les transferts de chaleur
se font nécessairement des zones où la température est la plus élevée vers les zones où la
température est plus basse.
Il y a analogie entre la loi de Fourier et la loi de Fick qui établit la densité de courant
particulaire

−→
jN dans le phénomène de la diffusion moléculaire :

−→
jN = −D

−−→
gradN , où D

est le coefficient de diffusion et N le nombre de molécules par unité de volume.

11.4. Les équations de la diffusion thermique

• Bilan d’énergie unidimensionnel

S ux

x x + dx

x

On considère le cas où les transferts
de chaleur se font dans une seule
direction : selon un axe Ox. Par
ailleurs, toutes les variables d’état
caractérisant le milieu matériel ne
sont également fonction que de
l’abscisse x et du temps t. Soit un
cylindre d’axe Ox, et de section S.
On calcule la variation d’énergie interne de ce cylindre pendant le temps dt. On suppose
toujours que les variations de l’énergie interne sont dues aux seuls échanges de chaleur
avec l’extérieur, on a donc :

dU = U (x, t 1 dt) − U (x, t) = dQ = w (x) dt − w (x 1 dx) dt

où w (x) est le flux de chaleur traversant la section du cylindre se trouvant à l’abscisse x
pendant dt et dans le sens de Ox. Soit

−→
j le vecteur densité de courant thermique, on a−→

j = j (x, t)−→u x et le flux de chaleur est donc w (x) = j (x, t) Sdt. Il vient alors,

dU = j (x, t) Sdt − j (x 1 dx, t) Sdt soit encore dU = −≠j (x, t)
≠x

dxSdt
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Si on note UV l’énergie volumique, qui dépend a priori des variables x et t, on peut

également écrire ce bilan d’énergie sous la forme
≠UV

≠t
= − ≠j

≠x
, appelée équation de

continuité.

• Bilan d’énergie : cas général
Le calcul précédent se généralise au cas où le vecteur

−→
j prend n’importe quelle direction

dans l’espace : il a donc trois composantes jx, jy et jz. On considère alors un parallélépipède
de volume élémentaire dV = dx dy dz dont on évalue la variation d’énergie interne
pendant dt, en comptabilisant les flux de chaleur à travers chacune des six faces. On
obtient :

≠UV

≠t
= −≠jx

≠x
−

≠jy

≠y
− ≠jz

≠z
= − div

−→
j

Cette équation de conservation de l’énergie est l’analogue, par exemple, de l’équation de

conservation de la densité de charge r en électrostatique
≠r

≠t
1 div

−→
j = 0, où

−→
j est alors

la densité de courant de charges.

• L’équation de la chaleur
En combinant le bilan d’énergie obtenu ci-dessus avec la loi de Fourier, on obtient
l’équation de la chaleur. La variation d’énergie interne volumique pendant dt est
≠UV

≠t
= − div

−→
j avec

−→
j = −lgradT , il vient donc :

≠UV

≠t
= lDT = l

(
≠2T
≠x2 1

≠2T
≠y2 1

≠2T
≠z2

)

Dans le cas unidimensionnel, cette équation devient
≠UV

≠t
= l

(
≠2T
≠x2

)
.

Suivant les problèmes envisagés, il y a ensuite essentiellement deux façons différentes
d’exploiter cette équation de la chaleur.

– Si le régime est supposé permanent, on doit avoir à une abscisse x donnée
≠UV

≠t
= 0.

L’équation de la chaleur devient donc DT = 0.

– Si le régime n’est pas permanent, et que le système envisagé est un solide ou un liquide
de capacité calorifique massique c constante, alors on peut écrire pour un élément de
volume de masse m, dU = mcdT , soit encore dUV = rcdT , et l’équation de la chaleur
devient donc :

DT =
rc
l

≠T
≠t

➜ Voir exercice 8.
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ÉNONCÉS

Exercice 1 Pression et altitude (d’après CAPES agricole 2000)

1. Établir l’équation locale d’un fluide de masse volumique r en équilibre dans le champ
de pesanteur terrestre uniforme −→g : dP = −rgdz (l’axe Oz est vertical ascendant).

2. On peut considérer que dans une zone de l’atmosphère terrestre d’environ 10 km
d’épaisseur (0 � z � 10 km), la température décroît avec l’altitude z selon une loi affine
T = T0 (1 − kz) où T0 et k sont des constantes positives. Le champ de pesanteur reste
pratiquement constant et l’air est assimilé à un gaz parfait de masse molaire M. L’indice 0

(P0, r0, T0) est relatif aux grandeurs au sol (z = 0). On posera a =
Mg

kRT0
> 1, où R est

la constante universelle des gaz parfaits.

a. Exprimer la pression P à l’altitude z en fonction de P0, k, a et z.

b. Calculer numériquement la pression P dans une station de sports d’hiver à
l’altitude z = 1 500 m, sachant que M = 29 · 10−3 kg · mol−1 ; T0 = 293 K ;
R = 8,32 J · mol−1 · K−1 ; g = 9,81 m · s−2 ; P0 = 105 Pa ; k = 2,2 · 10−5 m−1.

Exercice 2 Diagramme de phases de l’eau (d’après CAPES interne 1991)

P

T

Le diagramme de phases de l’eau est représenté
en coordonnées P et T ci-contre.

1. Compléter le diagramme en précisant les
domaines d’existence des différentes phases.

2. Placer les points caractéristiques sur le dia-
gramme et indiquer brièvement ce qu’ils repré-
sentent.

3. Définir la pression de vapeur saturante. De
quel(s) paramètre(s) dépend cette grandeur ?

4. Quelle particularité possède la courbe d’équilibre des phases liquide et solide ? Quelle
conséquence peut-on en déduire ?

5. On donne le réseau d’isothermes, représenté ci-après, correspondant aux phases liquide
et vapeur d’une mole d’eau.

a. Préciser les domaines d’existence des deux phases. Comment nomme-t-on la courbe
en pointillés ?
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P

V

T1

T1

T2

T2

Tc

Tc

D

C B

A

b. Proposer une schématisation simple de
l’expérience permettant de réaliser la trans-
formation ABCD. Décrire l’état du sys-
tème au cours des différents stades de la
transformation.

c. Reproduire le diagramme (P, T ) et
représenter la transformation ABCD en
précisant la position des points A, B, C
et D.

6. Différencier brièvement les phénomènes
d’ébullition et d’évaporation dans l’atmo-
sphère.

7. Le degré hygrométrique de l’air, contenu dans une enceinte à la température T , est
le rapport de la pression partielle de vapeur d’eau présente dans l’enceinte à la pression
de vapeur saturante à cette température. Ce nombre s’exprime en pourcentage. Sachant
que la pression de vapeur saturante de l’eau à 20 ◦C est 2 300 Pa, calculer la masse d’eau
contenue dans 1 m3 d’air à 20 ◦C, dont le degré hygrométrique est 70 %. On assimilera
l’air à un gaz parfait. On donne la constante des gaz parfaits R = 8,31 J · mol−1K−1 et
la masse molaire de l’eau M = 18 g · mol−1.

8. Dans cette question, on s’intéresse à l’évolution de la chaleur latente L de vaporisation
en fonction de la température.

a. Définir la chaleur latente molaire de vaporisation de l’eau.

b. Une mole d’eau subit la transformation EFGHIJE représentée en coordonnées P et
V page suivante. Les volumes molaires de l’eau liquide respectivement aux températures
T et T ′ sont notés V� et V ′

� . De même Vg et V ′
g sont les volumes molaires de la vapeur

d’eau aux températures T et T ′. Au cours de cette transformation, on néglige les volumes
molaires de l’eau liquide face aux volumes molaires de la vapeur d’eau. On admet de plus
que la dilatation ou la compression isotherme quasi-statique de l’eau liquide s’effectuent
sans échange thermique avec le milieu extérieur. D’autre part, les capacités calorifiques
molaires Cpl et Cpg, respectivement des phases liquides et vapeur, sont considérées comme
étant indépendantes de la température. On indique que Cpl est supérieure à Cpg. Enfin la
vapeur d’eau sera assimilée à un gaz parfait. Représenter le cycle étudié sur le diagramme
des phases en coordonnées P et T .

c. On appelle L et L′ les chaleurs latentes molaires de vaporisation respectivement aux
températures T et T ′. Appliquer le premier principe de la thermodynamique au cycle
considéré et déterminer l’expression de la différence L−L′ en fonction de Cpl, Cpg, T et
T ′.

d. En déduire que la chaleur latente molaire de vaporisation peut s’écrire sous la forme
L = L0 − aT où L0 et a sont deux constantes positives.
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Exercice 3 Étude d’un autocuiseur (d’après CAPES interne 1993)

Données : Caractéristiques de l’ambiant : température T0 = 20 ◦C = 293 K, pression
P0 = 1,013 · 105 Pa = 1,013 bar.
Caractéristiques de l’eau : capacité thermique massique du liquide (chaleur massique du
liquide) c = 4 180 J · kg−1K−1.
Extrait des tables des phases liquide et vapeur d’eau en équilibre :

Pression
(bar)

Température
(◦C)

Volume massique
(m3 · kg−1)

Chaleur
latente de

vaporisation
(kJ · kg−1)liquide vapeur

0,0234 20 0,001002 57,840 2 453

1,0131 100 0,001043 1,673 2 257

1,2079 105 0,001047 1,419 2 243

1,4326 110 0,001051 1,210 2 230

1,6905 115 0,001056 1,036 2 215

Caractéristiques du récipient : cylindre d’acier inoxydable de masse m = 4,2 kg (couvercle
compris) et de capacité thermique massique cr = 460 J · kg−1 · K−1.
Dimensions intérieures : diamètre D = 28 cm ; hauteur h = 16 cm.
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Conditions initiales : on met 1,0 litre d’eau dans l’autocuiseur à la température ambiante.
On ferme le couvercle muni de sa soupape. À la date t = 0, on commence à chauffer
avec une plaque électrique fournissant une puissance effective P = 2 kW au système.

Durée du chauffage

1. Considérons les hypothèses simplistes suivantes.
– L’air surmontant l’eau est sec, on néglige toute formation de vapeur ;
– La température T de l’ensemble eau + air + récipient est uniforme ;
– On néglige toute perte thermique entre le récipient et l’ambiant ;
– On néglige la chaleur nécessaire au chauffage de l’air.
Calculer le temps t au bout duquel l’ensemble atteindra la température de 100 ◦C.

2. On tient compte des pertes par convection entre le récipient et l’extérieur. La puissance
perdue P ′ est supposée proportionnelle à l’écart de température entre le système et
l’ambiant. Soit :

P ′ = K (T − T0) avec K = 4,0 W · K−1

Les autres hypothèses restant inchangées, reprendre le calcul du temps de chauffage de
20 ◦C à 100 ◦C.

3. Est-il réaliste de négliger la formation de vapeur d’eau avant que l’on ait atteint la
température de 100 ◦C ? (Réponse qualitative brève).

Étude du régime établi
On considère que la pression à l’intérieur de l’autocuiseur a atteint la valeur de régime
P = 1,69 bar. À ce moment, l’air a entièrement été chassé, la phase vapeur interne
est entièrement constituée de vapeur d’eau en équilibre avec le liquide. On continue à
chauffer avec une puissance de 2,0 kW. La soupape s’est mise en rotation rapide, laissant
s’échapper un jet caractéristique. À partir des données numériques rassemblées en début
d’énoncé, répondre aux questions suivantes.

4. Quelle est la température qui règne à l’intérieur de l’autocuiseur ?

5. Quelle masse de vapeur surmonte l’eau liquide (on suppose que la masse de liquide
reste sensiblement égale à 1 kg : on est au début de cette phase) ?

6. Avec quel débit (mesuré en grammes par seconde) l’eau s’échappe-t-elle par la soupape ?

7. Sous quel état physique se présente le jet observé : vapeur, eau liquide ou mélange des
deux ? Quelle est sa température ? (les réponses appellent des raisonnements clairs plutôt
que de longs calculs).

Retour à la température ambiante
On arrête le chauffage, la soupape se referme hermétiquement dès que la pression est
inférieure à 1,69 bar. On laisse revenir le système à la température ambiante de 20 ◦C.

8. Expliquer pourquoi le couvercle semble alors « collé » au récipient ?

9. Calculer la force à exercer sur le couvercle pour arriver à le décoller.

10. Pourquoi est-il beaucoup plus simple d’ouvrir alors la soupape ?
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Exercice 4 Transformations réversibles et irréversibles (d’après
CAPES 1994)

On notera P, T , V les paramètres pression, température, et volume d’un gaz ; on notera
respectivement cp, cv les capacités calorifiques molaires à pression et à volume constant,

et g le rapport g =
cp

cv
. Dans la suite, les systèmes thermodynamiques étudiés seront des

gaz parfaits.

Quelques propriétés d’un gaz parfait

1. Rappeler l’équation d’état d’un gaz parfait ; on désignera par n, le nombre de moles,
et par R la constante molaire des gaz parfaits.

2.a. Rappeler la relation qui lie la fonction d’état enthalpie H à la fonction d’état énergie
interne U.

b. Montrer que (relation de Mayer) cp − cv = R.

c. Exprimer cv en fonction de R et g.

d. n moles d’un gaz parfait évoluent d’un état initial caractérisé par P0, V0 jusqu’à un état
final caractérisé par P1, V1. Montrer que la variation d’énergie interne de ce gaz parfait

au cours de cette transformation peut s’écrire : DU =
P1V1 − P0V0

g − 1
.

Transformations réversibles d’un gaz parfait

(A) (B)

piston

P0 V0

T0

P0 V0

T0

Un cylindre horizontal, de volume inva-
riable, est fermé à ses deux extrémités par
deux parois fixes. Ce cylindre est séparé en
deux compartiments A et B par un piston
P mobile sans frottements. Les parois du
cylindre et le piston sont adiabatiques et de
capacités calorifiques négligeables.
Dans l’état initial, les deux compartiments
A et B contiennent un même nombre de
moles d’un gaz parfait dans le même état
(figure ci-contre).

(A) (B)

P1

V1

T1

P2

V2

T2

On chauffe le compartiment A à l’aide
d’une résistance électrique jusqu’à un état
final où la pression dans le compartiment
A est P1 = 3P0 (figure ci-contre).
On pourra considérer la suite des états du système comme une suite d’états d’équilibre.

3. Calculer :

a. Pour l’état final du compartiment B : la pression P2 ; le volume V2 ; la température T2.

b. Pour l’état final du compartiment A : le volume V1 ; la température T1.

4. On veut déterminer la quantité de chaleur Q1 fournie par la résistance chauffante au
compartiment A.
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a. Montrer que Q1 s’exprime très facilement en fonction des variations d’énergie interne
des gaz des compartiments A et B (respectivement DU1 et DU2).

b. Donner l’expression de Q1 en fonction de P0, V0 et g.

Détente irréversible d’un gaz parfait
Un cylindre horizontal est fermé à l’une de ses extrémités par une paroi fixe F0, et à l’autre
extrémité par un piston P qui peut coulisser sans frottements le long du cylindre.

(A)P0
0(B)

piston
Le cylindre est séparé en deux comparti-
ments A et B par une paroi fixe F .
Sur la face extérieure du piston s’exerce la
pression atmosphérique P0 que l’on sup-
pose uniforme et constante.
Dans la situation initiale, le compartiment
A de volume VA contient n moles d’un gaz
parfait. Le compartiment B de volume VB

est initialement vide (figure ci-contre).
Les parois du cylindre et le piston sont adiabatiques et de capacités calorifiques négli-
geables.

5. Préciser la pression et la température initiale dans le compartiment A.

6. On perce un orifice dans la paroi fixe F et on cherche à décrire les caractéristiques du
nouvel état d’équilibre qu’on supposera atteint.

a. En analysant qualitativement le problème, montrer que selon la valeur de VB par
rapport à une valeur seuil VBs (qu’on ne cherchera pas à déterminer à ce stade de l’étude),
deux types de solutions existent ; pour répondre à cette question, on pourra s’intéresser à
l’équilibre mécanique du piston dans l’état final.

b. En supposant que VB est inférieur à la valeur seuil, déterminer les caractéristiques
P1, V1, T1 du gaz enfermé dans le cylindre A 1 B quand le nouvel état d’équilibre est
atteint ; on exprimera ces grandeurs en fonction de toutes ou de certaines des données
P0, g, n, VA, VB et de R.

c. Déterminer la valeur seuil VBs en fonction de VA et de g.

d. On suppose cette fois VB supérieur à VBs . Déterminer P2, V2, T2 du gaz enfermé à
l’intérieur du cylindre dans le nouvel état d’équilibre. On exprimera ces grandeurs en
fonction de toutes ou de certaines des données P0, g, n, VA, VB et de R.

7.a. Déterminer l’entropie d’un gaz parfait (à une constante près) en fonction de n, cP,
g, P, V .

b. En déduire l’expression de la variation d’entropie DS1 du gaz en fonction de n, g, VA,
VB et cP dans le cas où l’état final est celui du 6.b. Ce résultat est-il conforme au second
principe de la thermodynamique ?

c. Déterminer de la même façon DS2 : l’état final étant celui du 6.d. Ce résultat est-il
conforme au second principe de la thermodynamique ?
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Exercice 5 Transformation d’un gaz parfait (d’après CAPES agricole 2000)

Un gaz parfait diatomique (g = 1,4) décrit de façon réversible, sans changer d’état, un
cycle de Carnot récepteur selon les caractéristiques suivantes (les valeurs numériques non
données seront à calculer au 2) : n = 0,01 mole

État 1
P1 = 1 000 hPa

État 2
P2 = 1 600 hPa

État 3
P3 = 920 hPa

Etat 4
P4 = 575 hPa

V1 = 0,24 L V2 = ? V3 = ? V4 = ?

T1 = ? T2 = ? T3 = ? T4 = ?

Transformations 1-2 : isotherme 2-3 : adiabatique 3-4 : isotherme 4-1 : adiabatique

1.a. Donner une définition du gaz parfait (microscopique ou macroscopique).

b. Donner la définition de g et préciser les facteurs dont il dépend.

c. Préciser ce qu’est un cycle récepteur.

d. Démontrer la loi de Laplace typique d’une transformation adiabatique quasi-statique
dans le cas où g est constant.

2.a. Calculer les valeurs des volumes et des températures inconnues (la constante des gaz
parfaits est R = 8,32 SI).

b. Donner l’aspect du graphe P = f (V ), dit diagramme de Clapeyron du cycle.

3. Calculer pour chaque transformation :

a. Le travail W mis en jeu ;

b. L’énergie thermique Q, ou chaleur, mise en jeu ;

c. En déduire l’ensemble énergétique W 1 Q. Commenter.

4.a. Calculer la variation d’entropie DS au cours de chaque transformation.

b. Calculer la variation d’entropie totale DSt du cycle. Commenter.

c. Donner l’aspect du graphe T = f (S), dit diagramme entropique.

5. On suppose que ce cycle est celui d’une thermopompe, ou pompe à chaleur :

a. Schématiser les échanges thermodynamiques entre les deux sources, le système gaz et
l’extérieur.

b. Calculer l’efficacité théorique e, (ou coefficient de performance) de ce récepteur en
fonction des températures.

c. Expliquer comment il faut modifier les températures des sources pour augmenter
l’efficacité théorique.

d. Expliquer pourquoi au niveau thermodynamique dans la réalité, ce coefficient est bien
plus faible.

6. Préciser ce que représente l’aire de chacun des cycles P = f (V ) et T = f (S).
Commenter.
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Exercice 6 Cycle Beau de Rochas (d’après CAPES interne 1995)

Le cycle d’un moteur à explosion d’automobile peut être décrit de la manière simplifiée
suivante (cycle Beau de Rochas) dans un cylindre.
Premier temps : étape EA

En E, le piston est au point mort haut.
EA est l’admission du mélange air-carburant à pression et température constantes.

Deuxième temps : étapes AB et BC
AB est une compression adiabatique réversible du mélange.
En B, le piston est au point mort haut et une étincelle électrique allume le mélange.
Durant la transformation BC, la pression passe presque instantanément de PB à PC

à volume constant.
Troisième temps : étape CD

CD est une détente adiabatique réversible du mélange (air et gaz brulés).
Quatrième temps : étapes DA et AE

DA est un refroidissement à volume constant.
AE est un refoulement à pression et température constantes.

schéma d'un cylindre au point mort haut schéma d'un cylindre au point mort bas

le volume 
hachuré est VE

le volume 
hachuré est VA

L’automobile possède quatre cylindres. Sa cylindrée est 4 (VA − VE). Le rapport volumé-

trique est a =
VA

VE
. Dans la notice technique de l’automobile (boîte 5 rapports), on lit les

indications suivantes.
Caractéristiques principales :
Alésage 3 course (mm) : 75,8 3 77 ; Cylindrée (cm3) : 1 390 ; Rapport volumétrique :
9,5/1 ; Pression de compression : 14 bars ; Puissance fiscale : 6 (boîte 4 rapports) – 7 (boîte
5 rapports). Puissance maxi :
– DIN (ch/tr/min) 80/5 750
– ISO (kw/tr/min) 57,5/5 750
Couple maxi :
– DIN (m.kg/tr/min) 11/2 750
– ISO (N.m/tr/min) 106/2 750.

680



�

�

�

�

�

�

�

�

Caractéristiques de la voiture :

Combinaison des
vitesses

Rapports de boîte Démult. avec
couple 0,2459

Vit. (km/h) pour
1 000 tr/min(*).

1ère 0,2683 0,0659 6,828

2ème 0,4883 0,1200 12,429

3ème 0,7567 0,1860 19,260

4ème 1,0344 0,2543 26,328

5ème 1,2580 0,3093 32,049

M.AR. 0,2820 0,0693 7,178

(*) avec pneumatiques 165/70 R13, circonférence de roulement sous charge, 1 725 mm

Consommation de la voiture à 90 km/h : 5,1 L/100 km :
On supposera, pour tout l’exercice, que l’automobile roule à 90 km/h en 5e vitesse.
Le carburant utilisé est assimilable à du 2,2,4-triméthylpentane, de formule brute C8H18,
de masse volumique égale à 720 kg/m3. Sa combustion dégage une quantité de chaleur
5,5 · 103 kJ/mol.

Données :
Masses molaires atomiques en g/mol : C=12 ; H=1 ; R = 8,31 J · mol−1K−1 ; température
à l’admission : tE = 77 ◦C ; pression d’admission : PE = 1,0 · 105 Pa.
On fera d’autre part l’approximation suivante : l’air étant en grand excès par rapport
au carburant, on assimilera le mélange qui décrit le cycle EABCDAE à un gaz parfait
unique, de coefficient g = 1,4 (g =

cP

cV
est le rapport des capacités thermiques molaires

à pression constante et à volume constant), de masse molaire M = 29,0 g · mol−1.

1. Tracer l’allure du cycle EABCDE dans un diagramme de Watt (pression en ordonnées,
volume en abscisses).
2. Calculer numériquement les volumes VE et VA.
3.a. Calculer la vitesse angulaire du moteur.
b. Calculer la durée de la compression AB. On rappelle qu’un cycle EABCDAE (quatre
temps) correspond à deux tours de l’arbre moteur. Quelle hypothèse est ainsi justifiée ?
4. Comparer la vitesse moyenne du piston dans la transformation AB à un ordre de gran-
deur de la vitesse moyenne d’agitation thermique des molécules en A. Quelle hypothèse
est ainsi justifiée ?
5. Calculer la pression et la température du gaz dans l’état B.
6.a. Calculer la consommation de carburant par cycle, pour un cylindre.
b. Calculer la quantité de chaleur QBC reçue par le gaz au cours de la combustion (pour
un cylindre).
c. En déduire la température, puis la pression du gaz dans l’état C.
7. Calculer la température et la pression du gaz dans l’état D.
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8. Pour chacune des étapes AB, BC, CD, DA, calculer la chaleur et le travail échangés
par le gaz. Interpréter les signes obtenus pour chacune de ces grandeurs.
9.a. Définir le rendement thermodynamique du cycle : h.
b. Calculer numériquement h à partir des résultats de la question 8.

c. Montrer que h = 1 − 1
ag−1 . Calculer numériquement h à l’aide de cette formule.

Exercice 7 Étude d’un gaz monoatomique (d’après CAPES 1989)

Données :
Constante de Boltzmann k = 1,38 · 10−23 J · K−1 ; constante des gaz parfaits
R = 8,31 J · mol−1 · K−1

Pour le césium 133, sous une pression de 105 Pa :
– la température de fusion : Tf = 29 ◦C
– la température d’ébullition : Te = 670 ◦C∫ ∞

0
x2e−ax2

dx =
1
4a

√
p

a
,

∫ ∞

0
x4e−ax2

dx =
3

8a2

√
p

a

1. Dans une horloge atomique, la température du four dans lequel se forme la vapeur de
césium est voisine de 100 ◦C.
a. Quel paramètre physique faut-il modifier pour que le césium soit effectivement à l’état
de vapeur dans le four ? Justifier la réponse en donnant l’allure du diagramme de stabilité
des différentes phases d’un corps pur dans le cas le plus usuel. Donner les noms des points
remarquables de ce diagramme.
b. Pour quelle(s) raison(s) est-il préférable d’utiliser une vapeur à 100 ◦C au lieu de
670 ◦C ?
2. Dans le four précédent, le césium 133 se comporte comme un gaz parfait monoato-

mique. Un volume V contient N atomes de masse m (soit n =
N
V

atomes par unité de

volume) à la température T .
a. Rappeler les significations, à l’échelle microscopique, de l’expression « gaz parfait ».
b. Indiquer l’expression de l’énergie cinétique E d’un atome de gaz parfait mono-atomique
en fonction de sa vitesse.
3. On admet que le gaz précédent obéit à la statistique de Boltzmann : le nombre
d’atomes contenus dans un volume infinitésimal dV , dont les vecteurs vitesses ont une
norme comprise entre v et v 1 dv est : dN = Ae−

E
kT v2dvdV .

a. Donner l’expression de N , le nombre total d’atomes contenus dans le volume V en
fonction de A.
b. Calculer la vitesse quadratique moyenne u (racine carrée de la moyenne des carrés des
vitesses des divers atomes) en utilisant le résultat précédent.
c. Application numérique : calculer cette vitesse pour le césium 133 gazeux à 100 ◦C.
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4. Définir l’énergie interne U du gaz parfait étudié contenu dans le volume V ; donner
son expression en fonction de la température absolue T .

5. En utilisant l’équation des gaz parfaits, montrer que la pression p peut s’écrire sous la

forme p =
1
3

nmu2.

Exercice 8 Transfert de chaleur (d’après CAPES 2001)

Généralités

1. Quels sont les différents processus de transfert thermique ? Associer, chaque fois
que possible, une loi (ou son nom) régissant le mode de transfert concerné. Donner des
exemples pris dans la vie courante, où ces différents processus interviennent.

dS

jQ

(1) (2)

2. Pour décrire les transferts d’énergie thermique, on fait parfois
intervenir le vecteur densité de flux thermique

−→
jQ , que l’on définit

par son flux df à travers une surface élémentaire d
−→
S orientée de

(1) vers (2) : le flux élémentaire df =
−→
jQ .d

−→
S représente la

puissance thermique échangée à travers d
−→
S , fournie par 1 et

reçue par 2.
Le flux df étant une grandeur algébrique, expliciter le sens des transferts effectifs de
puissance thermique entre (1) et (2) à travers d

−→
S lorsque df est positif, puis lorsque df

est négatif.

3. L’expression mathématique de
−→
jQ dans le cas du transfert de chaleur à travers un milieu

solide, est de la forme
−→
jQ = −l

−→∇T , l représentant la conductivité thermique du milieu
(l > 0).
On rappelle l’expression en coordonnées cartésiennes de l’opérateur gradient

−→∇ :

−→∇T (x, y, z, t) =
≠T
≠x

−→ex 1
≠T
≠y

−→ey 1
≠T
≠z

−→ez

a. Expliquer la signification du signe « moins » qui intervient dans l’expression de
−→
jQ .

b. Rappeler l’unité de l.

L’équation de la chaleur à une dimension

Soit un solide de conductivité thermique l, auquel est attaché le repère
(

O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

.

Sa chaleur massique est notée c, sa masse volumique est notée r. Les grandeurs l, r et c
seront supposées uniformes et stationnaires. À l’intérieur du solide, la température T est
une fonction de la seule variable de position x et du temps t. On note donc T (x, t) cette
fonction.

4. Avec ces hypothèses, donner l’expression simplifiée de
−→
jQ en fonction de l, d’une

dérivée partielle de T et d’un vecteur de base unitaire.
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5. On considère la portion de solide ci-après :

x + dxx 

x 
O

1Σ Σ 2Σ

La portion de solide considérée est délimitée par la surface fermée constituée des surfaces
S1, S2 et S�. Les points de S1 ont tous la même abscisse x, ceux de S2 ont pour abscisse
x 1 dx. On note S l’aire des surfaces S1 et S2. La surface S� est une portion de cylindre
de hauteur dx dont les génératrices sont parallèles à l’axe (Ox).
On suppose par ailleurs qu’il n’y a pas de source thermique dans le solide.
a. Soit dQ1 la quantité de chaleur élémentaire reçue par la portion de solide à travers la
surface S1 entre l’instant t et l’instant (t 1 dt). Exprimer dQ1 en fonction de l, S, dt et
d’une dérivée partielle de T. On aura soin de préciser les valeurs des variables de la dérivée
partielle.
b. De même, dQ2 représente la quantité de chaleur élémentaire cédée par la portion
de solide à travers la surface S2 entre l’instant t et l’instant (t 1 dt). Exprimer dQ2 en
fonction de l, S, dt et d’une dérivée partielle de T. On aura soin de préciser les valeurs
des variables de la dérivée partielle.
c. Justifier que la portion de solide n’échange aucune énergie thermique à travers S�.
d. Soit d2Q la quantité de chaleur totale reçue par la portion de solide entre les instants t
et (t 1 dt). Relier d2Q à dQ1 et dQ2. Exprimer ensuite d2Q en fonction d’une dérivée de
T, l, S, dt et dx.
e. Relier également d2Q à la variation entre ces deux instants, de la température dT de
la portion étudiée. On fera intervenir les grandeurs r, c, S et dx.
f. Exprimer la variation de température dT entre les instants t et (t 1 dt) en fonction
d’une dérivée partielle de T (x, t) et de dt.
g. Déduire des trois questions précédentes que l’on obtient l’équation différentielle
suivante :

≠T
≠t

= a
≠2T
≠x2

Préciser l’expression de a en fonction de la masse volumique r, de la chaleur massique c
et de la conductivité thermique l. Cette relation constitue l’équation de la chaleur à une
dimension. Le coefficient a est appelé diffusivité thermique.

Diffusion de la chaleur dans le sol
Le sol est assimilé à un milieu solide homogène de masse volumique r, de chaleur
massique c et de conductivité thermique l. Il occupe le demi-espace d’équation z < 0, et
est surmonté par l’air dont la température moyennée sur une durée assez longue (de l’ordre
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du mois) évolue au rythme des saisons. On note Tair (t) cette température moyennée sur
un mois, et on modélise son évolution dans le temps par une variation sinusoïdale centrée
sur la valeur moyenne annuelle de la température notée Tm :

Tair (t) = Tm 1 TA cos (vt 1 w)

La pulsation v correspond à une période égale à un an. Par ailleurs, Tm est supposée
constante. De même, on note T (M, t) la température moyennée sur un mois au point
M

(
x, y, z

)
du sol à l’instant t. La situation étant invariante par translation selon les

directions −→i et
−→
j du plan

(
Oxy

)
, T n’est fonction que de z et de t.

Par hypothèse, la température du sol au contact avec l’air, en z = 0, est la même que
la température de l’air qui le surplombe, ce qui fournit une première condition limite :
T (z = 0, t) = Tair (t) = Tm 1 TA cos (vt 1 w)
6. En faisant coïncider l’origine des temps avec le moment le plus froid de l’année (pris
ici au 1er février), quelle est la valeur de w ? On suppose que TA est positif.
7. On pose u (z, t) = T (z, t) − Tm. À z fixé, u (z, t) est une fonction sinusoïdale
du temps, car on se situe en régime sinusoïdal forcé, de pulsation v. On introduit la
fonction complexe u (z, t) = uA (z) exp (jvt), avec j2 = −1. On recherche les solutions
de l’équation de la chaleur sous la forme T (z, t) = Tm 1 Re (u (z, t)).

Dans cette partie, on notera que l’équation de la chaleur a pour expression
≠T
≠t

= a
≠2T
≠z2 ,

la diffusivité thermique a ayant l’expression déterminée à la question 5.g.
a. Justifier que u (z, t), puis u (z, t) sont solutions de l’équation de la chaleur.
b. Établir l’équation différentielle vérifiée par uA (z).
c. Donner la forme générale de la solution en uA (z), puis en u (z, t).
d. Dans les deux termes que comporte u (z, t), identifier celui qui correspond à une
onde se propageant dans le sens des z croissants, et celui qui correspond à une onde se
propageant dans le sens des z décroissants. Lequel de ces deux termes est physiquement
inacceptable et pourquoi ? En déduire la valeur de l’une des deux constantes d’intégration
qui interviennent dans l’expression de uA (z).
e. Déterminer l’expression de l’autre constante d’intégration, et fournir l’expression défi-
nitive de T (z, t) dans le sol.
8. On fournit la valeur numérique de la diffusivité thermique a = 3 · 10−7u SI. La valeur
numérique de v se déduit de l’énoncé.
a. Soit une cave dont la profondeur moyenne vaut |zm|. On admet que la température
de cette cave est la même que celle du sol voisin à la côte zm. À quelle profondeur faut-il
creuser une cave pour que l’amplitude des variations annuelles de température ne soit plus
que le dixième de ce qu’elle est à l’extérieur ?
b. À quel moment de l’année fait-il le plus froid dans la cave creusée à une telle profon-
deur ?
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SOLUTIONS

surface d'aire S

ez

z

z + dz

z

0

1 1. Considérons un élément de volume cylindrique, de
section S, compris entre les cotes verticales z et z 1dz. Cet
élément de volume étant à l’équilibre on peut lui appliquer
le principe fondamental de la dynamique

∑−→
F =

−→
0 .

Les forces qui s’appliquent sur ce volume élémentaire dV
sont :
– les forces de pression s’exerçant sur la surface latérale,
parallèles au plan horizontal,
– les forces de pression s’exerçant sur la face « de dessous »
de section S, située à la côte z :

(
SP (z)−→ez

)
, où P (z) désigne

la pression à la côte z,
– les forces de pression s’exerçant sur la face « de dessus » de section S, située à la côte
(z 1 dz) :

(
−SP (z 1 dz)−→ez

)
, où P (z 1 dz) désigne la pression à la côte (z 1 dz),

– son poids :
(
−rdVg−→ez

)
où r est la masse volumique de l’air (à l’altitude z) et dV = Sdz.

En projetant l’expression du principe fondamental de la dynamique sur l’axe (Oz), il vient
donc (−SP (z 1 dz))1(SP (z))1

(
−rSdzg

)
= 0 ⇒ −P (z 1 dz)1P (z) = −dP = rgdz,

⇒ dP = −rgdz.

2.a. On peut appliquer la loi des gaz parfaits au volume élémentaire précédent :

P (z) dV = dnRT (z)

Le nombre de moles contenues dans le volume est donné par dn =
rdV
M

, d’où

r =
P (z) M
RT (z)

. En remplaçant dans l’équation locale précédente :

dP = −PM
RT

gdz ⇒ dP
P

= − Mg
RT0

1
(1 − kz)

dz

En intégrant,
∫ P(z)

P0

dP
P

=
∫ z

z=0
− Mg

RT0

1
(1 − kz)

dz

[�n P]P(z)
P0

=
Mg

kRT0
[�n (1 − kz)]z

z=0 ⇒ �n
P
P0

=
Mg

kRT0
�n (1 − kz), et finalement :

P = P0 (1 − kz)a , avec a =
Mg

kRT0

b. Calculons d’abord

a =
Mg

kRT0
=

29 · 10−3 · 9,81
2,2 · 10−5 · 8,32 · 293

= 5,3

Donc :
P = P0 (1 − kz)5,3

À 1 500 mètres, P1 500 = 105 (1 − 2,2 · 10−5 · 1 500
)5,3

= 8,4 · 104 Pa.
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P

solide

vapeur

liquide

J

T

C

2 1. Voir schéma ci-contre

2. J, le point triple est le seul point où on a
coexistence à l’équilibre des trois phases. J se situe
à l’intersection des trois courbes sur lesquelles
on a équilibre entre deux phases (solide/liquide,
liquide/vapeur et solide/vapeur). C est le point
critique. Au delà de C, on ne peut plus distinguer
la phase liquide de la phase vapeur. L’état est alors
simplement appelé fluide.

3. La pression de vapeur saturante est la pression à laquelle on a équilibre entre le liquide
et la vapeur. Cette grandeur dépend de la température.

4. Dans le cas de l’eau, la courbe d’équilibre entre la phase solide et la phase liquide
présente la particularité d’avoir une pente négative. La formule de Clapeyron relie la
chaleur latente d’un changement d’état L1→2 d’une phase 1 vers une phase 2 à la pente
de la courbe d’équilibre entre les deux phases au point considéré :

L1→2 = T (u2 − u1)
(

dP
dT

)
équilibre

où u désigne le volume massique d’une phase. Dans le cas du changement de phase
(solide → liquide) la chaleur latente est positive. La pente étant négative, il vient
uliquide−usolide � 0, donc les masses volumiques vérifient rliquide � rsolide. En conséquence
le solide (la glace) flotte sur le liquide, ce qui est différent du cas des autres corps purs.

P

V

(L)

(L+V)
(V)

A

B
C

D

L = liquide
V = vapeur

5.a. La courbe en pointillés se nomme la
courbe de saturation.
b. ABCD est une compression quasi sta-
tique isotherme de la vapeur d’eau. Ceci
peut être réalisé en plaçant la vapeur d’eau
dans un cylindre, aux parois laissant parfai-
tement passer la chaleur, fermé par un pis-
ton mobile sans frottements. On comprime
très lentement (aspect quasi-statique), et si
le cylindre est placé dans un milieu thermo-
staté, la transformation est isotherme. De
A à B le système est gazeux. La première
goutte de liquide apparaît en B, et le chan-
gement de phase B-C est isobare. En C tout est liquide et la pression augmente très
rapidement si l’on continue à comprimer.
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T

B,C

D

A

c. Voir figure ci-contre (B et C sont confondus).

6. L’ébullition est le passage de la phase liquide à la
phase gazeuse dû à l’agitation thermique des molé-
cules. L’évaporation est également un passage de la
phase liquide à la phase gazeuse, dû au fait que la
pression partielle de la vapeur (du liquide qui s’éva-
pore) dans la phase gazeuse est inférieure à la pression
de vapeur saturante. Par exemple, dans le cas d’un
verre d’eau placé dans l’air, comme le milieu extérieur est illimité, la pression partielle de
la vapeur d’eau dans l’air n’atteint jamais la pression de vapeur saturante, et toute l’eau
s’évapore.

7. On cherche la masse m d’eau contenue dans un volume V = 1 m3. Soit d le degré

hygrométrique. d =
PH2O

Psat (T )
où PH2O est la pression partielle de la vapeur d’eau, et

Psat (T ) la pression de vapeur saturante. On peut considérer l’air comme un gaz parfait
donc :

PH2OV =
m
M

RT

Il vient alors m =
dPsat (T ) MV

RT
.

A.N. m =
0,7 3 1 3 2 300 3 18

8,31 3 293
= 11,9 g.

8.a. C’est la chaleur échangée, à la température T , par une mole d’eau liquide se trans-
formant en vapeur.

b.

P

P'

P

liquide

solide

vapeur

T
T'T

E

F,G
H

I,J

J
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c. Sur un cycle la variation totale d’énergie interne est nulle : DU = 0. Par ailleurs, c’est
également la somme de la variation d’énergie interne de chacune des transformations
intermédiaires. Cette variation peut être calculée en utilisant DU = W 1 Q (somme du
travail et de la chaleur échangés).
– Transformation E-F : compression isotherme d’un gaz parfait DUEF = 0
– Transformation F-G : changement de phase (vapeur → liquide) à la température T ′ et

à la pression P’. QFG = −L′ et WFG =
∫

−P ′dV = −P ′DV = −P ′
(

V ′
l − V ′

g

)
, et on

néglige le volume molaire du liquide par rapport à celui de la vapeur donc WFG = P ′V ′
g .

– Transformation G-H : compression isobare à la pression P ′ du liquide pour passer de T ′ à
T. W = −P ′ (VH − VG) � 0 (liquide quasiment incompressible) et Q = Cpl

(
T − T ′).

– Transformation H-I : compression isotherme de l’eau liquide ; D’après le texte QHI � 0
et toujours W � 0 pour le liquide.
– Transformation I-J : changement de phase (liquide → vapeur) à la température T et à

la pression P. W =
∫

−PdV = −P
(

Vg − Vl
)
� −PVg et Q = L.

– Transformation J-E : dilatation isobare à la pression P du gaz parfait pour passer de T
à T ′. W = −P

(
VE − Vg

)
et Q = DH = Cpg

(
T ′ − T

)
(la chaleur est donnée par la

variation d’enthalpie, puisque la transformation est isobare).
Finalement :

0 1 P ′V ′
g − L′ 1 Cpl

(
T − T ′) 1 0 − P/Vg 1 L 1 Cpg

(
T ′ − T

)
− P

(
VE − /Vg

)
= 0

en écrivant la loi des gaz parfaits au point E, on a PVE = RT ′ et au point J : P ′V ′
g = RT ′.

Il vient alors L − L′ =
(

Cpl − Cpg
) (

T ′ − T
)
.

d. Par analogie avec l’expression précédente L = L0 − aT avec a = Cpl − Cpg et
L0 = L′ 1

(
Cpl − Cpg

)
T ′.

3 1. Soit Q la chaleur échangée par l’ensemble (récipient + eau) durant le temps t. Elle
s’écrit Q = mcr (T − T0) 1 meauc (T − T0), où T = 100 ◦C. Comme on néglige toute

perte thermique on a également Q = Pt. Il vient donc : t =
1
P

(T − T0) (mcr 1 meauc).

A.N. t =
1

2 · 103 (100 − 20) (4,2 3 460 1 4 180) = 245 s � 4 min.

2. T désigne maintenant la température du système à un instant t quelconque. Le
bilan énergétique entre t et t 1 dt, où la température du système varie de dT , s’écrit :
mcrdT 1 meaucdT 1 P ′dt = Pdt, soit (mcr 1 meauc)dT 1 K (T − T0) dt = Pdt. En
séparant les variables, et en intégrant :∫ T

T0

mcr 1 meauc
P − K (T − T0)

dT =
∫ t

0
dt ⇒ t =

mcr 1 meauc
−K

�n
(

P − K (T − T0)
P

)

A.N. t =
4,2 3 460 1 4 180

−4
�n

(
1 − 4 3 (100 − 20)

2 · 103

)
= 266 s ≈ 4 min26 s.
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3. La question signifie : la chaleur échangée par l’eau pour former de la vapeur est-elle
négligeable devant les autres chaleurs échangées ? Le volume dont dispose la vapeur est
de Vvap = h 3 pR2 − Veau où Veau = 1 litre. Numériquement Vvap = 8,8 · 10−3 m3.

La masse de vapeur correspondante est mvap =
Vvap

Vmassique
, où le volume massique

est donné dans le tableau. La chaleur nécessaire au changement d’état est donc

Qvap =
8,8 · 10−3

1,673
3 2 257 kJ � 8 kJ. Comparons cette valeur à Pt, par exemple :

Pt = 2 · 103 3 266 = 532 kJ. Il semble donc légitime de négliger la formation de vapeur
d’eau dans le bilan énergétique.

4. On est à l’équilibre donc d’après le tableau T = 115 ◦C.

5. Même raisonnement qu’à la question précédente mvap =
Vvap

Vmassique
où Vvap = 8,8·10−3 m3,

mais cette fois-ci, il faut considérer le volume massique à 115 ◦C. Cela donne mvap � 8,5 g.

6. On est en régime permanent, la vapeur d’eau qui s’échappe par la soupape compense
donc exactement la vapeur d’eau formée dans le même temps. Donc le débit d est égal à
la masse d’eau évaporée durant une seconde : m1sLV 1 K (T115 − T0) = Pt ce qui donne

d = m1s =
2 · 103 3 1 − 4 3 95

2 215 · 103 = 0,7 g · s−1.

7. À la sortie de l’autocuiseur la vapeur passe brusquement de 1,69 bar à 1 bar, il y a donc
condensation au moins d’une partie du jet.

8. À l’intérieur de l’autocuiseur le mélange liquide/vapeur est à l’équilibre à 20 ◦C. D’après
le tableau la pression à l’intérieur est donc de 0,0234 bar. Le couvercle semble donc collé
au récipient.

9. La force à exercer est de :

F = (Pext − Pint) pR2 = (1,013 − 0,0234) · 105 · p
(
14 · 10−2)2 � 6 · 103 N

10. Lorsque l’on ouvre la soupape on a immédiatement Pext = Pint = 1,013 · 105 Pa.

4 1. PV = nRT

2.a. H = U 1 PV

b. En différentiant la relation précédente dH = dU 1 d (nRT ) = dU 1 nRdT . Or
pour un gaz parfait l’enthalpie et l’énergie interne ne dépendent que de la température et
vérifient dH = ncPdT et dU = ncVdT . En simplifiant par n, cP − cV = R.

c. g =
cP

cV
⇒ cP = gcV ⇒ gcV − cV = R, et on obtient la relation bien connue

cV =
R

g − 1
.
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d. DU = ncVDT = n
R

g − 1
(T1 − T0), où T0 et T1 sont les températures respectives de

l’état initial et de l’état final.

DU =
1

g − 1
(nRT1 − nRT2) =

P1V1 − P0V0

g − 1
.

3.a. • L’équilibre mécanique du piston impose P2 = P1 = 3P0.
• Pour le compartiment B la transformation est quasi-statique et adiabatique, on peut
donc écrire la loi de conservation :

P0V g

0 = P2V g

2 = 3P0V g

2 ⇒ V2 =
(

1
3

)1
g

V0.

• La loi des gaz parfaits peut être écrite dans l’état initial et dans l’état final P0V0 = nRT0

et P2V2 = nRT2. Le rapport des deux expressions donne :

T2

T0
=

P2V2

P0V0
= 3.

(
1
3

)1
g

⇒ T2 = T031− 1
g

b. • Les parois sont rigides donc :

V1 1 V2 = 2V0 ⇒ V1 = 2V0 −
(

1
3

)1
g

V0 =
(

2 − 1

3
1
g

)
V0

• La loi des gaz parfaits donne encore :

P1V1

P0V0
=

T1

T0
⇒ T1 = 3.

(
2 − 1

3
1
g

)
.T0.

4.a. Le premier principe appliqué à l’ensemble des deux compartiments s’écrit
DUtotal = DU1 1 DU2 = Q1 (le travail échangé est de fait nul puisque les parois sont
rigides).

b. D’après la première partie :

Q1 = DU1 1 DU2 =
1

g − 1
(P1V1 − P0V0) 1

1
g − 1

(P2V2 − P0V0)

Et, P1V1 = 3P0

(
2 − 3− 1

g

)
V0, P2V2 = 3P0.3

− 1
g V0.

D’où Q1 =
P0V0

g − 1

(
6 − 31− 1

g 1 31− 1
g − 2

)
⇒ Q1 = 4

P0V0

g − 1
.

5. L’équilibre mécanique du piston impose pour la pression initiale Pi = P0. La loi des

gaz parfaits donne alors pour la température initiale Ti =
P0VA

nR
.

6.a. Lorsque l’orifice est percé, le gaz du compartiment A diffuse dans le compartiment
B, de façon à être réparti uniformément dans l’ensemble des deux compartiments. Le
nombre de moles diminue dans A et la pression aussi, le piston se déplace donc de gauche
à droite, ce qui fait remonter la pression dans A. Le mouvement du piston ne s’arrête (état
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final) que si l’on a retrouvé la pression P0 dans le compartiment A. On a donc deux types
de solutions : si VB est « très grand », le déplacement du piston ne pourra pas compenser
la perte de pression très forte dans A, et le piston se déplacera jusqu’à être en butée sur la
paroi fixe F. Au contraire, pour VB « très petit » le piston s’arrêtera avant d’être en butée.
La situation limite, où le mouvement du piston s’arrête précisément sur F, correspond à
la valeur limite VB = VBs .

b. • Le piston s’arrête avant F, son équilibre impose P1 = P0.
• On applique le premier principe de la thermodynamique à l’ensemble des deux
compartiments DU = W 1 Q, où la chaleur échangée Q est nulle, car les parois
sont adiabatiques. Le travail échangé W doit être calculé à partir de sa formula-

tion générale W =
∫

−PextdV , car il n’est pas précisé si la transformation est

quasi-statique ou non. Donc W = −P0DV = −P0 (V1 − VA − VB). Par ailleurs,

DU = DUgaz =
1

g − 1
(P1V1 − P0V0) d’après la première partie. En égalant les deux

quantités il vient, V1 = VA 1
g − 1

g
VB.

• La température est donnée par P1V1 = nRT1 ⇒ T1 =
P0

nR

(
VA 1

g − 1
g

VB

)
.

c. La situation limite du cas examiné précédemment (piston en butée) correspond à

V1 = VBs . Soit VA 1
g − 1

g
VBs = VBs , et en simplifiant : VBs = gVA.

d. • Tout le gaz est contenu dans B, la pression vérifie P2 < P0, et on a V2 = VB.
• On écrit comme précédemment le premier principe de la thermodynamique,

DU = W 1 Q = −P0 ( VB − VA − VB ) = P0VA =
1

g − 1
(P2VB − P0VA), d’où

P2 =
gP0VA

VB
.

• Enfin, T2 =
gP0VA

nR
.

7.a. La différentielle de l’entropie est donnée par dS =
dQrev

T
, et la chaleur échan-

gée dans une transformation élémentaire réversible peur être calculée par le premier
principe dU = dW 1 dQrev = −PdV 1 dQrev ⇒ dQrev = ncVdT 1 PdV . Donc

dS =
nR

g − 1
dT
T

1
P
T

dV

⇒ dS =
1

g − 1
PdV 1 V dP

T
1 nR

dV
V

=
(

1 1
1

g − 1

)
nR

dV
V

1 nR
1

g − 1
dP
P

= n
R

g − 1

(
g

dV
V

1
dP
P

)
.

En intégrant S =
ncP

g
�n (PV g) 1 cste.
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b. Dans cette question on a pour l’état initial : (P0, VA) et pour l’état final :(
P0, VA 1

g − 1
g

VB

)
. D’après la question précédente :

DS1 =
ncP

g
�n

(
P0

(
VA 1

g − 1
g

VB

)g)
− ncP

g
�n

(
P0V g

A

)

=
ncP

g
�n






VA 1
g − 1

g
VB

VA




g
= ncP �n

(
1 1

g − 1
g

VB

VA

)
D’après l’expression obtenue DS1 est strictement positif. Rappelons que d’après le
deuxième principe de la thermodynamique, pour un système quelconque, la variation

d’entropie est la somme de deux contributions : DS =
∫

dQ
T

1

∫
diS. Le premier

terme est relatif aux échanges de chaleur avec le milieu extérieur, et le deuxième est relatif
à l’existence (ou non) d’irréversibilité dans l’évolution subie par le système : diS = 0 si
l’évolution est réversible, diS > 0, dans le cas contraire. Ici le gaz est isolé thermiquement
et subit une transformation irréversible, il est donc conforme de trouver DS1 > 0.

c. Dans cette question on a pour l’état initial : (P0, VA) et pour l’état final :(
P2 =

gP0VA

VB
, V2 = VB

)
. La variation d’entropie est donc :

DS2 =
ncp

g
�n




gP0VA

VB
V g

B

P0V g

A


 =

ncp

g
�n

(
g

(
VB

VA

)g−1
)

De la même manière qu’à la question précédente la conformité au second principe impose

de vérifier DS2 > 0. A-t-on g

(
VB

VA

)g−1

> 1 ⇔ VB

VA
>

(
1
g

) 1
g−1

⇔ VB >

(
1
g

) 1
g−1

VA ?

On sait que VB > VBs = gVA, il suffit donc de vérifier g >

(
1
g

) 1
g−1

⇔
(

1
g

) g
g−1

< 1,

ce qui est le cas puisque g > 1.

5 1.a. Au niveau microscopique, une définition du gaz parfait est vue dans la correction
de l’extrait du capes externe 1989 (exercice 7).
Au niveau macroscopique, un gaz est parfait s’il vérifie la loi de Boyle-Mariotte
PV = nRT .
b. Le rapport g est défini par g =

cp

cv
, où cp et cv sont respectivement les chaleurs molaires

à pression constante et à volume constant. Ces deux grandeurs peuvent dépendre de la
température, donc a priori g est une fonction de T.
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c. Un cycle est dit récepteur lorsque le travail total W échangé par le système au cours
du cycle vérifie W � 0.

d. La réponse à cette question est donnée dans le cours paragraphe 6.3.

2.a. Pour calculer V2, on utilise P1V1 = P2V2 = nRT1 puisque la transformation
1-2 est isotherme. Même méthode pour V4. Pour calculer V3 on utilise P2V g

2 = P3V g

3
puisque la transformation 2-3 est adiabatique réversible (donc quasi-statique). Le calcul
des différentes températures peut être fait à l’aide de la relation PV = nRT .

P1 = 105 Pa P2 = 1,600 ·105 Pa P3 = 0,920 ·105 Pa P4 = 0,575 ·105 Pa

V1 = 0,24 L V2 = 0,15 L V3 = 0,22 L V4 = 0,36 L

T1 = 288 K T2 = 288 K T3 = 247 K T4 = 247 K

4

3

2

1

P

V

b. Pour une isotherme P varie en
1
V

, pour une adiabatique

P varie en
1

V g
(avec g > 1), l’allure du diagramme est

donc la suivante :

3.a. Comme les transformations envisagées sont réver-
sibles, donc quasi-statiques, le travail est donné pour

chaque transformation par W = −
∫

PdV .

• Pour l’isotherme 1-2 :

W12 = −
∫ 2

1
PdV = −

∫ V2

V1

nRT
V

dV

Durant la transformation la température est constante et vaut T1 donc :

W12 = −nRT1 [�n V ]V2
V1

= −nRT1 �n
(

V2

V1

)

A.N. W12 = −0,01 3 8,32 3 288 �n
(

0,15
0,24

)
= 11,26 J.

• Pour l’adiabatique 2-3, le premier principe impose W23 = DU23 (variation d’énergie

interne). Soit W23 = ncvDT = n
R

g − 1
(T3 − T2), en utilisant la relation de Mayer.

A.N. W23 = 0,01 3
8,32
0,4

(247 − 288) = −8,53 J.

• Comme précédemment pour l’isotherme 3-4 :

W34 = −nRT3 �n
(

V4

V3

)

A.N. W34 = −0,01 3 8,32 3 247 �n
0,36
0,22

= −10,1 J.
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• Et enfin pour l’adiabatique 4-1 :

W41 = n
R

g − 1
(T1 − T4)

A.N. W41 = −0,01 3
8,32
0,4

(288 − 247) = 8,53 J.

b. • Pour l’isotherme 1-2, DU12 = 0 puisqu’il s’agit d’un gaz parfait, donc d’après le
premier principe la chaleur échangée est Q12 = −W12 = −11,26 J.
• Pour l’adiabatique 2-3, on a par définition Q23 = 0.
• Pour l’isotherme 3-4, Q34 = −W34 = 10,1 J.
• Pour l’adiabatique 4-1, Q41 = 0.

c. L’ensemble énergétique est :

W 1 Q = W12 1 W23 1 W34 1 W41 1 Q12 1/Q23 1 Q34 1/Q41.

A.N. W 1 Q = 11,26 − 8,53 − 10,1 1 8,53 − 11,26 1 10,1 = 0 J. Il est normal de
vérifier sur le cycle W 1 Q = 0, car W 1 Q = DUcycle et DUcycle = 0 puisque U est une
fonction d’état.

4.a. • Pour l’isotherme réversible 1-2, d’après le second principe :

DS12 =
∫

dQ
T

=
1

T1

∫
dQ =

Q12

T1

A.N. DS12 =
−11,26

286
= −0,04 J · K−1.

• Pour l’adiabatique réversible 2-3, DS23 = 0 J · K−1.

• Pour l’isotherme réversible 3-4, comme précédemment DS34 =
Q34

T3
.

A.N. DS34 =
10,1
247

= 0,04 J · K−1.

• Pour l’adiabatique réversible 4-1, DS41 = 0 J · K−1.

b. La variation d’entropie totale sur le cycle est :

DSt = DS12 1/DS23 1 DS34 1/DS41 = −0,04 1 0,04 = 0 J · K−1

Ce résultat est normal car l’entropie est une fonction d’état.

T

S

2 1

43

c. Sur les isothermes la température reste évidemment
constante, sur les adiabatiques (réversibles) l’entropie reste
constante. L’allure du diagramme entropique est donc la sui-
vante :
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5.a.

gaz

source
chaude 

T1

source
froide 

T3

milieu
extérieur

W

Q12

Q34

b. L’efficacité d’une pompe à chaleur est par définition e =
"chaleur-prélevée"
"énergie-dépensée"

=
Q34

W
,

où W représente le travail sur la totalité d’un cycle. Or, sur le cycle d’après le premier
principe :

Q12 1 Q34 1 W = 0 ⇒ W = −Q12 − Q34 ⇒ e = − Q34

Q12 1 Q34
= − 1

1 1
Q12

Q34
Avec le second principe sur le cycle :

DS = 0 ⇒ Q12

T1
1

Q34

T3
= 0 ⇒ Q12

Q34
= −T1

T3
Il vient donc :

e =
T3

T1 − T3

A.N. e = 6,0.

c. D’après l’expression obtenue on voit qu’il faut diminuer le plus possible l’écart de
température entre les deux sources de chaleur pour améliorer l’efficacité.

d. Dans la réalité, l’efficacité est toujours plus faible que celle qui a été calculée car les trans-

formations réelles ne sont pas réversibles. L’égalité utilisée DS = 0 ⇒ Q12

T1
1

Q34

T3
= 0,

n’est donc plus vérifiée. Elle est remplacée par l’inégalité de Clausius
Q12

T1
1

Q34

T3
< 0,

qui traduit l’existence d’irréversibilité. Ce qui implique dans la réalité e <
T3

T1 − T3
.

6. L’aire du diagramme de Clapeyron représente l’opposé du travail échangé par le système

puisque W = −
∫

PdV . De même, l’aire du diagramme entropique représente la chaleur

échangée puisque Q =
∫

TdS. Cela permet parfois une détermination graphique des

grandeurs énergétiques W et Q.
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D

A

B

E

6 1. Voir figure ci-contre.

2. On connaît la cylindrée 4 (VA − VE) = 1 390 cm3

et le rapport volumétrique a =
VA

VE
= 9,5. On en

déduit VA = 388,4 cm3 et VE = 40,9 cm3.

3.a. D’après les données, en 5e vitesse,
32,049 km/h correspondent à 1 000 tr/min. Donc
90 km/h correspondent à une vitesse angulaire
v = 2 808 tr/min.

b. On sait qu’1 cycle = 2 tours = 4 temps. Donc la compression AB, qui compte pour

1 temps, correspond à
1
2

tour. Donc la durée de la compression est de :

tAB =
0,5 3 60
2 808,2

= 1,06 · 10−2 s

Ce temps étant très court, l’hypothèse « adiabatique » est justifiée.

4. On a vu tAB = 1,06·10−2 s. La distance à parcourir par le piston est lAB = 77 mm. Donc
la vitesse moyenne v qui vérifie lAB = vtAB est de v = 7,3 m · s−1. Pour un gaz parfait

l’énergie cinétique moyenne de translation d’une molécule est 〈Ec〉 =
3
2

kT =
1
2

m
〈

v2〉.

(m est la masse d’une molécule, k la constante de Boltzmann). D’où la vitesse quadratique

moyenne d’une molécule vq =
√

〈v2〉 =

√
3kT

m
, ou encore en fonction de la masse

molaire vq =

√
3RT

M
=

√
3.8,32. (77 1 273)

29 · 10−3 = 549 m · s−1. Au vu de cet ordre

de grandeur, le piston se déplace très lentement vis-à-vis des molécules et le trajet AB
constitue donc une transformation quasi-statique. Par ailleurs, on néglige les frottements,
l’hypothèse « réversible » est donc justifiée.

5. Le trajet AB étant adiabatique réversible, on peut écrire PAV g

A = PBV g

B , avec PA = PE

et VB = VE. Il vient PB = PE

(
VA

VE

)g

= PEag.

A.N. PB = 23,4 · 105 Pa. Par ailleurs, on peut écrire la loi des gaz parfaits dans les états
A et B et on obtient TB = TEag−1.
A.N. TB = 861 K.

6.a. À 90 km/h la consommation est de 5,1 L pour 100 km (ou encore pour
100
90

h). Pour

un cycle = 4 temps, la consommation est donc de
4 3 1,06 · 10−2 3 90

100 3 60 3 60
3 5,1 = 5,4·10−5 L

ou encore 0,0388 g de carburant.
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b. Pendant la combustion une masse de 0,0388 g de carburant est consommée soit

n =
0,0388

114
= 3,4 · 10−4 mol, pour les 4 cylindres. La combustion pour un cylindre

dégage donc QBC =
5,5 · 106 3 3,4 · 10−4

4
= 467,5 J.

c. BC est une transformation isochore donc :

QBC = ngazcv (TC − TB) ⇒ TC = TB 1
QBC (g − 1)

ngazR

Le nombre de moles de gaz se calcule à l’aide de la loi des gaz parfaits :

ngaz =
PAVA

RTA
=

PEVA

RTE
=

1,0 · 105 3 388,4 · 10−6

8,31. (77 1 273)
= 1,34 · 10−2 mole.

D’où TC = 861 1
467,5 3 0,4

1,34 · 10−2 3 8,31
= 2 540 K.

Et la pression PC =
1,34 · 10−2 3 8,31 3 2 540

40,9 · 10−6 = 6,91 · 106 Pa.

7. Le trajet CD est une adiabatique réversible donc on peut écrire « PV g = Cte » ou encore

« TV g−1 = Cte » : TCV g−1
C = TDV g−1

D ⇒ TD = TC

(
VB

VA

)g−1

. A.N. TD = 1 032 K.

Et la loi des gaz parfaits donne PD =
nRTC

VA

(
VB

VA

)g−1

. A.N. PD = 2,96 · 105 Pa.

8. • Étape AB adiabatique :

Q=0 ; W = DU = ngaz
R

g − 1
(TB − TA) =

PBVB − PAVA

g − 1
. A.N. W = 142,1 J.

• Étape BC isochore :
W =0 ; QBC = 467,5 J déjà calculé.
• Étape CD adiabatique :

Q=0 ; W =
PDVD − PCVC

g − 1
=

PDVA − PCVE

g − 1
. A.N. W = −419,1 J.

• Étape DA isochore :

W =0 ; Q =
PAVA − P DV D

g − 1
=

PAVA − P DVA

g − 1
A.N. Q = −190,3 J.

Lorsque Q est positif la chaleur est reçue par le gaz, dans le cas contraire elle est cédée.
Idem pour le travail.

9.a. Par définition le rendement du cycle est h = − "travail-fourni-sur-le-cycle"
"chaleur-reçue-sur-le-cycle"

.

Donc h = − (WAB 1 WCD)
QBC

.

b. À partir des résultats obtenus, on calcule h = 59 %.
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c. h = −

ncv

g − 1
[(TB − TA) 1 (TD − TC)]

ncv

g − 1
(TC − TB)

= 1 − TD − TA

TC − TB
. Or TB = TEag−1,

TA = TE, et TD = TC.
1

ag−1 donc h = 1 − 1
ag−1 . A.N. h = 0,6.

P

liquidesolide

gaz

29 °C 670 °C

J

1 atm

T

C

7 1.a. Il faut modifier la pression. En effet,
on voit sur la figure ci-contre qu’à la pression
atmosphérique à 100 ◦C le césium est liquide.
Pour obtenir une vapeur à cette température
il faut baisser la pression. Les points remar-
quables du diagramme (P, T ) sont le point
triple J, où les trois phases coexistent, et le point
critique C, au-delà duquel on ne distingue plus
la vapeur du liquide.

b. À 100 ◦C l’énergie cinétique des atomes est plus faible qu’à 670 ◦C.

2.a. L’expression « gaz parfait » implique que l’on peut considérer les molécules comme
ponctuelles, et qu’il n’y a pas d’interaction entre ces molécules. Leur mouvement est
uniquement dû à « l’agitation thermique ».

b. L’énergie cinétique d’un atome d’un gaz parfait monoatomique se réduit à une énergie

cinétique de translation : E =
1
2

mv2, où m est la masse de l’atome et v sa vitesse.

3.a. Le nombre d’atomes contenus dans V et dont la vitesse est comprise entre v et

v 1 dv est Ae−
E

kT v2dvV , où E =
1
2

mv2.

Le nombre total dans V est donc N =
∫ ∞

0
Ae−

E
kT v2dvV , puisque le module de la

vitesse peut varier entre 0 et ∞. Soit N = AV
∫ ∞

0
e−

mv2

2kT v2dv = AV
∫ ∞

0
e−av2

v2dv en

posant a =
m

2kT
. D’après les indications de l’énoncé N = AV

kT
2m

√
2pkT

m
.

b. u =
√

〈v2〉. Par définition 〈v2〉 =
∫ ∞

0
v2f (v)dv, où f (v)dv est la probabilité d’avoir

le module de la vitesse dans l’intervalle [v, v 1 dv], soit :

f (v)dv =
dN
N

=
Ae−

E
kT v2dvV

A
kT
2m

√
2pkT

m
V

=
2m
kT

√
m

2pkT
e−

E
kT v2dv
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Donc :

〈v2〉 =
∫ ∞

0

2m
kT

√
m

2pkT
e−

E
kT v4dv

On retrouve une intégrale du type
∫ ∞

0
x4e−ax2

dx et on peut calculer u =

√
3kT

m
.

c. u =

√
3kT

m
=

√
3RT

M
, où M désigne cette fois-ci la masse molaire (on obtient ce

résultat en se rappelant que kNa = R, où Na désigne le nombre d’Avogadro).

A.N. u =

√
3 3 8,31 3 373

133 · 10−3 = 264 m · s−1.

4. Pour un gaz monoatomique parfait U est simplement la somme des énergies cinétiques
des atomes contenus dans le volume V. Ramené à un atome on a donc en moyenne

U = 〈1
2

mv2〉 =
1
2

mu2 =
1
2

m
3kT

m
⇒ U =

3
2

kT , résultat à connaître.

5. L’équation des gaz parfaits s’écrit pV = xRT , où x désigne le nombre de moles. Soit

encore p =
1
V

N
Na

RT ⇒ p = nkT . Avec u2 =
3kT

m
⇒ kT =

mu2

3
il vient p =

1
3

nmu2.

8 1. On distingue trois différents types de processus de transfert thermique.
– La diffusion thermique. L’énergie est échangée par conduction, comme par exemple
dans le cas d’une casserole chauffant au contact d’une source de chaleur. Ce processus est
régit par la loi de Fourier (

−→
j = −l

−→∇T ).
– La convection. Les échanges de chaleur sont accompagnés de déplacement de matière,
comme par exemple dans le cas d’air chaud ascendant au sein d’air plus frais (formation
d’un nuage).
– Le rayonnement électromagnétique. L’énergie est échangée avec le milieu extérieur
sous forme de rayonnement électromagnétique. Le rayonnement solaire illustre ce type
de processus de transfert thermique.

2. Lorsque dw est positif, la chaleur est transférée du milieu (1) vers le milieu (2) (i.e. le

milieu (1) cède de la chaleur et le milieu (2) en reçoit). Par ailleurs, on a
(−→

jQ .d
−→
S
)

positif

donc
−→
jQ et d

−→
S sont dans « le même sens ». Il apparaît que le sens de

−→
jQ est aussi celui

dans lequel se font les échanges de chaleur effectifs.
À l’inverse lorsque dw est négatif la chaleur est transférée du milieu (2) vers le milieu (1).

3.a. Le signe moins signifie que la chaleur diffuse des zones « les plus chaudes » vers les

zones « les plus froides ». En effet, à une dimension, on a
−→
jQ = −l

≠T
≠x

−→ex avec l positif.

Donc si
≠T
≠x

> 0 (la température est une fonction croissante de l’abscisse) alors
−→
jQ a le

sens de −−→ex , donc la diffusion se fait bien dans le sens des températures décroissantes.
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b. dw est une puissance thermique, elle s’exprime donc en J · s−1. Donc le module de−→
jQ s’exprime en J · s−1 · m−2, et d’après la loi de Fourier il vient que l’unité de l est le
J · s−1 · m−1 · K−1.

4.
−→
jQ = −l

≠T
≠x

−→ex

5.a. dQ1 est la chaleur reçue à travers S1, donc dQ1 = dw1dt où dw1 est le flux de chaleur
à travers S1 dans le sens de (Ox). Soit :

dQ1 =
−→
jQ .d

−→
S dt = −l

≠T
≠x

(x, t)−→ex .S−→ex .dt ⇒ dQ1 = −l
≠T
≠x

(x, t) Sdt

b. De même la chaleur cédée à travers S2 est :

dQ2 =
−→
jQ .d

−→
S dt = −l

≠T
≠x

(x 1 dx, t)−→ex .S−→ex .dt

⇒ dQ2 = −l
≠T
≠x

(x 1 dx, t) Sdt.

c. Il n’y a pas d’échange possible d’énergie thermique à travers Sl puisque l’on suppose
que T ne dépend que de x et de t.

d. d2Q = dQ1 − dQ2 = −l
≠T
≠x

(x, t) Sdt 1 l
≠T
≠x

(x 1 dx, t) Sdt

⇒ d2Q = lSdt
[

≠T
≠x

(x 1 dx, t) − ≠T
≠x

(x, t)
]

, finalement d2Q = lSdt
≠2T
≠x2 (x, t) dx.

e. On peut appliquer le premier principe de la thermodynamique à la portion de solide
dU = dW 1 dQ. Il n’y a pas de travail échangé donc dW = 0, et la variation d’énergie
interne est donc donnée par dU = d2Q. Par ailleurs, on a pour un solide dU = mcdT ,
où la masse m de la portion de solide est m = rSdx. Il vient donc rSdxcdT = d2Q.

f. dT =
≠T
≠t

(x, t) dt.

g. En égalant les deux expressions de d2Q : rSdxcdT = lSdt
≠2T
≠x2 (x, t) dx, en simplifiant

et en remplaçant dT :
≠T
≠t

=
l

rc
≠2T
≠x2 (x, t) ⇒ a =

l

rc

6. Le moment le plus froid est atteint lorsque le cosinus vaut (−1). Soit cos(vt1w) = −1,
et à ce moment on a choisi t = 0, donc cos w = −1 ⇒ w = p.

7.a. T = Tm 1 u (z, t) est solution de l’équation de la chaleur
≠T
≠t

= a
≠2T
≠z2 (z, t), et

puisque Tm est une constante u (z, t) est également solution. Par ailleurs, si l’on recherche
u (z, t) solution de l’équation de la chaleur, qui est linéaire, on est assuré que sa partie
réelle u (z, t) l’est également.
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b.
≠u

≠t
= a

≠2u

≠z2 (z, t) et u (z, t) = uA (z) e jvt . Donc jvuA (z) e jvt = a
≠2uA

≠z2 e jvt , et uA (z)

doit satisfaire à l’équation différentielle :
≠2uA

≠z2 = k2uA avec k2 =
jv
a

.

c. Le nombre complexe défini par k =
√

v

2a
1 j

√
v

2a
est racine de k2 =

jv
a

, et l’équation

à résoudre est de la forme
≠2uA

≠z2 = k2uA. Les solutions sont du type uA = Cekz 1 C′e−kz,

où C et C’ sont des constantes. Donc on a :

u (z, t) =
[
Cekz 1 C′e−kz] e jvt

d. Dans l’expression de u (z, t) ci-dessus le premier terme correspond à une onde se
propageant dans le sens des z décroissants et le deuxième terme correspond à une onde
se propageant dans le sens des z croissants. Le deuxième terme est donc inacceptable
puisque l’onde doit se propager ici dans le sens des z décroissants (de l’air vers le sol). On
en déduit C′ = 0.

e. Il reste u (z, t) = Cekz1jvt .
En z = 0, u (0, t) = C cos (vt) = TA cos (vt 1 p) = −TA cos (vt) ceci ∀t, donc
C = −TA. En remplaçant :

u (z, t) = −TAekz1jvt ⇒ u (z, t) = −TAe
√

v
2a ze j

(√
v
2a z1vt

)

⇒ T (z, t) = Tm − TAeaz cos (az 1 vt)

avec a =
√

v

2a
.

8.a. L’amplitude des variations annuelles est TAeazm à la profondeur |zm|. À l’extérieur
l’amplitude des variations est de TA. Il faut donc :

eazm =
1
10

⇒ azm = − �n 10 ⇒ zm = −�n 10
a

A.N. zm = − �n (10)

√
2 3 3 · 10−7 3 365 3 24 3 3 600

2.p
= −4 m.

b. T (z, t) = Tm − TAeaz cos (az 1 vt). Le moment le plus froid est obtenu lorsque le

cosinus vaut 1, soit azm 1 vt = 2p ⇒ t =
2p

v
− azm

v
.

A.N. t = 231 jours = 7,7 mois, le moment le plus froid se produit donc au cours du
mois de septembre (puisque t = 0 au 1er février).
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C h a p i t r e 9
Physique moderne

À partir des expériences historiques qui ont mis en évidence l’interaction entre le
rayonnement et la matière, ce chapitre présente quelques aspects de l’avènement
de la physique moderne. Une partie plus technique est consacrée aux rudiments
de la relativité restreinte, qui est appliquée aux réactions nucléaires. Le noyau et
la radioactivité sont traités succinctement. On trouvera des compléments dans
l’exercice 4 et dans le tome de chimie.

1. Dualité onde-corpuscule
1.1. Phénomènes ou expériences classiquement inexplicables
1.2. Dualité onde-corpuscule en électromagnétisme
1.3. Généralisation de la dualité onde-corpuscule

2. Dynamique relativiste
2.1. Un peu de relativité restreinte
2.2. Cinématique des réactions du type 1(12) → 3 1 4 1 5 1 · · ·

3. Le noyau
3.1. Généralités
3.2. Radioactivité
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1. DUALITÉ ONDE-CORPUSCULE

À la fin du 19e siècle, la plupart des phénomènes connus trouvent leur explication grâce à
deux théories : la mécanique d’Isaac Newton et l’électromagnétisme de James C. Maxwell.
Ces deux théories reposent sur des hypothèses admises jusqu’alors :
1. Il existe un espace et un temps absolus. Autrement dit les coordonnées d’espace et de
temps ne changent pas lorsqu’on change de référentiel.
2. Le déterminisme est en vigueur. Connaissant les conditions initiales et la loi qui
régit l’évolution d’un système physique, on peut, à chaque instant, avoir accès à tous les
paramètres pertinents de ce système.
3. Ces paramètres peuvent être mesurés, en principe, avec une précision infiniment
grande. Les limites rencontrées sont d’ordre technique.
Dans la vie quotidienne, pour les phénomènes macroscopiques et à petite vitesse par
rapport à la vitesse de la lumière, ces hypothèses sont acceptables. Mais elles ont été
remises en cause au début du 20e siècle. La théorie de la relativité d’Albert Einstein
(1905) a nécessité l’abandon de l’hypothèse 1, non valide à grande vitesse. La théorie
quantique (Erwin Schrödinger et Werner Heisenberg, 1925) a modifié les hypothèses 2
et 3, incompatibles avec les phénomènes microscopiques observés.

1.1. Phénomènes ou expériences classiquement inexplicables

Dans cette partie nous verrons certaines expériences qui apparaissent alors difficilement
explicables avec les théories classiques. Il s’agit d’expériences d’analyses microscopiques de
la matière et de l’étude de l’interaction des corpuscules entre eux ou avec le rayonnement
électromagnétique.

expérience 
Planck

Rayleigh-Jeans

u (  ,T )
densité d’énergie

(   ) fréquence

a) Rayonnement du corps noir : un corps
noir est une cavité dont les parois et le
volume intérieurs sont portés à une tem-
pérature T . Les atomes constituant la paroi
sont susceptibles d’émettre et d’absorber du
rayonnement électromagnétique. Lorsque
l’équilibre thermodynamique est atteint, la
paroi émet et absorbe la même puissance
pour chacune des fréquences n qui com-
posent le spectre de ce rayonnement. La
densité d’énergie électromagnétique u(n, T )
est donc constante et on peut la mesurer
(courbe en violet sur la fig. ci-contre).
En 1900, en s’appuyant sur l’électromagnétisme et une méthode statistique, Lord John
Rayleigh et Sir James Jeans réussirent à reproduire la partie basses fréquences de la courbe,
mais leur résultat divergeait à haute fréquence. Peu de temps après, Max Planck obtint
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une expression théorique en accord avec l’expérience en admettant que les seules valeurs
possibles de l’énergie échangée sont données par :

E = nhn où n est entier

Il introduisit ainsi la constante h, dite de Planck. Ainsi Planck quantifia le rayonnement à
l’émission et à l’absorption : il admit qu’à une fréquence donnée n, les échanges d’énergie
ne portent que sur des nombres entiers de quanta d’énergie valant hn. À l’époque, cette
hypothèse apparut comme un artifice mathématique. Elle a pourtant marqué l’avènement
de la physique moderne.

V

i

A C

flux lumineux

vide

a

µA

b) Effet photoélectrique : Heinrich Hertz
découvrit en 1887 qu’un rayonnement élec-
tromagnétique est susceptible d’arracher des
électrons à un métal. La figure a ci-contre
schématise un dispositif expérimental simple
permettant d’illustrer ce phénomène : la cel-
lule comporte, sous vide, une cathode C
qui est éclairée par le rayonnement électro-
magnétique et une anode. Si la fréquence
du rayonnement électromagnétique est assez
élevée, l’intensité du courant mesurée à l’aide
du microampèremètre présente l’allure mon-
trée en figure b. La caractéristique a un seuil
V0 en tension. Le courant croît et atteint une
valeur limite is (courant de saturation). Ce
courant de saturation est d’autant plus impor-
tant que le flux de l’onde éclairant la cathode
est intense.

0

b

VV0

is

i

Deux aspects expérimentaux sont particuliè-
rement en contradiction avec la théorie de
Maxwell :

– la présence d’un seuil en fréquence n0 en
dessous duquel l’effet n’apparaît pas ;

– l’absence d’un seuil en flux lumineux :
quand la fréquence de l’onde est supérieure
au seuil n0 l’effet existe, même pour de très
faibles valeurs de l’intensité de l’onde.

L’électron étant lié au milieu (par une énergie W0), on comprend qu’il faille apporter cette
quantité d’énergie W0 pour l’en arracher. On sait aussi que l’énergie transportée par une
onde est liée à l’intensité de cette onde, et non à un seuil en fréquence.
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Albert Einstein a apporté une explication simple (qui entre autres, lui a valu le prix
Nobel en 1921), en reprenant et prolongeant les idées de Newton et de Planck : il a
postulé que le rayonnement électromagnétique était constitué de photons, chacun d’eux
ayant une énergie hn et une vitesse c dans le vide (c étant la vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques). Dès lors, l’expérience précédemment décrite s’interprète
aisément :

– un photon est absorbé par un électron, et cette interaction peut l’arracher du métal ;

– le seuil en fréquence correspond à la valeur n0 de la fréquence telle que :

hn0 = W0

– si n > n0, il y a excédent d’énergie, de la quantité

hn − W0 = h(n − n0)

Cette énergie est récupérée sous forme cinétique T par l’électron arraché. Cependant cet
électron n’arrivera pas forcément sur l’anode : le courant n’est observé qu’à partir d’une
tension seuil négative V0. Le seuil V0 correspond à la tension qui amène les électrons à
vitesse nulle sur l’anode :

T = −eV0 où e = 1, 6 10−19C

D’où

V0 = −1
e

(hn − W0)

Si la fréquence n augmente au-dessus de n0, V0 diminue ;

– il n’y a pas de seuil en flux, car un seul photon suffit pour arracher un électron. On
comprend par contre que le nombre d’électrons arrachés est proportionnel au nombre de
photons incidents, donc que is est une fonction croissante du flux. La partie croissante
de la caractéristique s’explique par le fait que, tant que la différence de potentiel anode-
cathode demeure négative ou faiblement positive, les électrons ont une probabilité non
nulle d’être freinés par les atomes résiduels avant d’atteindre l’anode car le vide n’est pas
parfait.
L’interprétation d’Einstein confère une nature corpusculaire à la lumière. Le photon est
une particule essentiellement relativiste aux caractéristiques suivantes :

– énergie : E = hn

– énergie de masse au repos : nulle

– vitesse dans le vide : c

– impulsion : p =
hn

c
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photon incident

photon diffusé

e–
électron
projeté

c) Effet Compton : le concept de photon
précédemment introduit fournit une expli-
cation simple de l’effet Compton : celui-ci
consiste en une diffusion de la lumière par
les électrons du milieu éclairé. En géné-
ral, les électrons avec lesquels l’onde élec-
tromagnétique interagit ne sont pas libres
(ils sont liés à un atome, une molécule ou
un réseau plus complexe). Cependant, si
l’énergie du photon associé à l’onde est très
supérieure à l’énergie de liaison de l’élec-
tron, cette dernière est négligeable. Suppo-
sant cette condition réalisée, on interprète l’effet Compton comme la diffusion élastique
du photon d’énergie E = hn avec un électron libre (que nous supposerons initialement au
repos). L’effet Compton est détaillé en exercice.
Après trois exemples sur l’interaction rayonnement-matière, les deux exemples suivants
illustrent la structure de la matière. Les modèles atomiques existant à la fin du 19e siècle
ne pouvaient expliquer des phénomènes tels que la radioactivité, l’émission de rayons X
atomiques et les spectres optiques. À la suite des travaux d’Ernest Rutherford (1911) et
des expériences de diffusion de particules a par divers matériaux, après que le concept
de noyau atomique a vu le jour, Niels Bohr proposait un modèle d’atome dans lequel les
électrons ne pouvaient avoir que des valeurs discrètes d’énergie de liaison. Ce point recevait
une confirmation expérimentale directe par l’expérience de James Franck et Gustav Hertz
en 1913.

d) Spectres optiques : l’expérience a montré qu’un atome ne peut émettre ou absorber que
des rayonnements électromagnétiques de fréquences déterminées et discrètes. En terme
de photons, il ne peut absorber ou émettre de photons qu’à des énergies discontinues
données : le spectre est un spectre de raies.
Dans le cas de l’atome d’hydrogène, il est possible de regrouper ces raies en séries, dites
séries de Balmer, selon la formule

E = R
(

1
m2 − 1

n2

)
où E est l’énergie des raies, R la constante de Rydberg, (énergie d’ionisation, soit 13,6
eV), et m et n deux nombres entiers. L’interprétation la plus simple consiste à admettre
que dans l’atome les états électroniques possibles ont des énergies de la forme :

En = − R
n2

L’émission ou l’absorption de photons correspond alors à une transition entre deux de ces
états. Aucun des modèles atomiques en vigueur vers 1900 ne pouvait expliquer une telle
structure électronique. Le modèle planétaire (existence d’un noyau autour duquel gravitent
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des électrons liés par la force d’interaction électrique coulombienne) n’expliquait pas la
stabilité de l’atome : l’électron accéléré aurait dû (conformément à l’électromagnétisme
classique) rayonner de l’énergie et s’approcher ainsi progressivement du noyau.

e) Modèle de Bohr : en 1913, Bohr construit un modèle planétaire d’atome où la stabilité
de l’atome est justifiée par l’introduction de conditions ad hoc :

– parmi les orbites possibles, Bohr admet que seules certaines d’entre elles correspondent
à des états électroniques ;

– ces états sont stables ou stationnaires (pas de rayonnement comme l’exige l’électroma-
gnétisme classique) ;

– ces états sont définis par une condition de quantification sur le moment angulaire :

L = n� où � =
h

2p

Avec ces conditions, dans le cas de l ’atome d’hydrogène, pour des orbites circulaires, on
peut calculer l’énergie E de l’électron et le rayon de son orbite :

Démonstration : l’électron, de charge −q, est uniquement soumis à une force centrale :
la force électrostatique exercée par le noyau, le proton de charge q. Cette force est donc
égale au produit de la masse de l’électron me, par l’accélération normale à la trajectoire.
L’électron a une trajectoire circulaire uniforme, de rayon r.

En posant e2 =
q2

4p´0
, on a :

e2

r2 =
mev2

r
où v est la vitesse de l’électron. Donc

e2 = mev2r. Or
−→
L = −→r ∧ me

−→v d’où L = mevr. Donc e2 =
L2

mer
, d’où r =

L2

mee2 .

Donc r = rn =
n2� 2

mee2 = n2a0 ≈ 0,53 n2 Å où a0 est appelé rayon de la première

orbite de Bohr.

L’énergie totale E =
1
2

mev2 − e2

r
= −1

2
e2

r
< 0.

Donc E = En = − 1
n2

mee4

2� 2 = − R
n2

La condition de quantification portée sur L entraîne la quantification du rayon de l’orbite
et de l’énergie totale.
Ce modèle a beaucoup de succès dans la reproduction des résultats expérimentaux alors
même qu’il repose sur la notion classique de trajectoire que la mécanique quantique
réfutera quelques années plus tard.

708



�

�

�

�

�

�

�

�

1.2. Dualité onde-corpuscule en électromagnétisme

a) Aspect ondulatoire : la théorie ondulatoire de Maxwell n’est pas en contradiction avec
l’optique géométrique qui en est une approximation (domaine où la longueur d’onde l

est petite devant les dimensions du système considéré, et en particulier des diaphragmes
qu’il contient). La théorie de Maxwell trouve une confirmation expérimentale dans les
phénomènes de propagation, d’interférence et de diffraction.
Cette théorie postule l’existence de champs (

−→
E et

−→
B ) qui sont des variables d’espace et

de temps. Ces champs vérifient une équation de propagation.

b) Aspect corpusculaire : nous avons vu précédemment que certains phénomènes ne
s’interprètent convenablement que dans le cadre d’une structure corpusculaire du rayon-
nement électromagnétique. Pour rendre compte du rayonnement du corps noir, Planck
a postulé la quantification des échanges d’énergie entre rayonnement et matière. Cette
hypothèse fut considérée tout d’abord comme un artifice mathématique conduisant à un
résultat en accord avec l’expérience, mais sans fondement physique. Planck introduisait
une condition sur les échanges d’énergie entre matière et rayonnement, mais ne formulait
aucune hypothèse sur la constitution de ce rayonnement. Einstein accomplit en 1905 un
grand pas dans cette direction. Pour expliquer le phénomène de l’effet photoélectrique,
il postule que le rayonnement électromagnétique consiste en un jet de particules, les
photons d’énergie hn et de vitesse c.
Les relations entre les caractéristiques ondulatoires (n ou v, l,

−→
k ) et corpusculaires (E,

−→p ) du rayonnement sont :
E = hn = � v

et, compte tenu de E = pc soit

p =
hn

c
=

h
l

−→p = �
−→
k

1.3. Généralisation de la dualité onde-corpuscule

Onde associée à une particule : En 1923, Louis de Broglie propose de généraliser aux
corpuscules matériels la dualité onde-corpuscule que nous avons discutée pour le photon.
Il associe à toute particule matérielle (dont le mouvement est caractérisé par une énergie
cinétique T et une impulsion −→p ) une onde caractérisée par la pulsation v et le vecteur
d’onde

−→
k . Il admet que les relations de correspondance entre grandeurs « ondulatoires »

et « corpusculaires » sont les mêmes que pour les photons, à savoir :

E = � v et −→p = �
−→
k

où E est l’énergie totale.
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Il en résulte que la longueur d’onde (dite de De Broglie) associée à une particule a pour
valeur :

l =
h
p

Cette conception du comportement dynamique des particules a constitué une autre impor-
tante nouveauté. Ayant l’habitude d’appréhender à l’aide de nos sens tout objet matériel,
nous sommes naturellement conduits à lui attribuer une forme et des dimensions bien
définies, ainsi qu’une localisation dans l’espace. Ceci nous amène à penser que les consti-
tuants les plus élémentaires (nucléons, électrons, ...) ont également une géométrie et
une position bien déterminées. Cependant, il s’agit là d’une extrapolation loin de notre
domaine habituel de perception. De nombreuses expériences ont révélé que cette extra-
polation n’était pas correcte, et confirmé les idées de De Broglie, la plus célèbre d’entre
elles étant l’expérience de diffraction d’électrons par un réseau cristallin effectuée en 1926
par Clinton Davisson et Lester Germer.

➜ Voir exercices 1 et 2.

2. DYNAMIQUE RELATIVISTE

2.1. Un peu de relativité restreinte

Principe de la relativité : il existe une classe de repères spatio-temporels physiquement équi-
valents, c’est-à-dire où les lois de la physique ont la même forme.

Transformation de Lorentz : soit un référentiel S muni du repère Oxyz et un référentiel
S′ muni du repère O′x′y′z′ animé d’une vitesse v par rapport à S, parallèlement à Ox.
Les horloges en O et O′ sont confondues à t = t ′ = 0. L’expression des coordonnées
spatio-temporelles dans le repère O′x′y′z′ en fonction de celles du repère Oxyz se fait
selon la transformation de Lorentz :

x′ = g(x − bct)

y′ = y

z′ = z

t ′ = g(t − b

c
x) avec b =

v
c

et g =
1√

1 − b2

où c est la vitesse de la lumière, invariante par changement de référentiel.
Application : soit une horloge placée dans le référentiel S′ en mouvement par rapport à S.
Cette horloge émet des signaux à intervalles fixes Dt ′. Dt ′ est la période propre de l’horloge
car elle est mesurée dans le référentiel en mouvement, là où l’horloge est immobile. Que
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vaut-elle dans S ? Il s’agit de faire une transformation de Lorentz inverse :

x = g(x′ 1 bct ′)

y = y′

z = z′

t = g

(
t ′ 1

b

c
x′
)

d’où Dt = g

(
Dt ′ 1

b

c
Dx′

)
. L’horloge étant immobile dans S′, on a Dx′ = 0, donc

Dt = gDt ′ > Dt ′, il y a dilatation du temps.
(temps impropre) = g (temps propre)
De même pour les longueurs L que l’on mesure dans le sens du déplacement de S′, on a

L(impropre) = L′(propre)

√
1 − v2

c2 < L′, il y a contraction des longueurs.

Invariant relativiste
Définition : Un invariant relativiste est une quantité dont la valeur ne change pas lorsqu’on
change de référentiel.

Exemples :

– La masse dite au repos. Celle-ci est mesurée dans le référentiel où l’objet est immobile.

– La vitesse de la lumière : c = 299792458 m/s quel que soit le référentiel.

La combinaison de la masse m et de la vitesse de la lumière c, donne l’énergie de masse
au repos mc2.
L’énergie totale E d’une particule libre (ne subissant aucune interaction), de masse m,
ayant une énergie cinétique T s’exprime ainsi :

E = mc2 1 T = gmc2

De même l’impulsion p lorsque la vitesse v avoisine c prend l’expression exacte

p = gmv

p2c2 =
m2v2c2

1 − v2

c2

=
m2 v2

c2 c4

1 − v2

c2

=
m2c4

(
v2

c2 − 1
)

1 − v2

c2

1
m2c4

1 − v2

c2

p2c2 = −m2c4 1 g2m2c4 = −m2c4 1 E2 d’où E2 − p2c2 = m2c4

Dans le domaine des objets atomiques et subatomiques, l’énergie est généralement expri-
mée en électronvolts (eV), l’impulsion en électronvolts par c (eV/c) et la masse en
électronvolts par c2 (eV/c2).
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2.2. Cinématique des réactions du type 1(12) → 3 1 4 1 5 1 ...

Traditionnellement, la particule 1 est le projectile et la 2 la cible. La cible n’est pas
nécessairement présente dans une réaction, ce qui explique la notation (12), par exemple
la désintégration b est une réaction du type 1 → 3 1 4 1 5.
L’état initial du système est caractérisé par les masses au repos des particules 1 (et 2) et
leur énergie cinétique éventuelle. Les deux particules ne sont pas en interaction, elles sont
libres. L’état intermédiaire est la réaction proprement dite, où les particules interagissent
fortement et où il est souvent impossible de faire des mesures. L’état final est de nouveau
caractérisé par les masses des particules sortantes (3, 4, 5... ) et leur énergie cinétique. Les
particules sont libres.
Les paramètres des états initial et final sont souvent accessibles indirectement par la
mesure. Pour compléter les mesures il est nécessaire d’appliquer la loi de conservation de
l’énergie totale et de l’impulsion :

Ei = Ef soit E1(1E2) = E3 1 E4 1 E5 1 ...

−→pi = −→pf soit −→p1 (1−→p2 ) = −→p3 1
−→p4 1

−→p5 1 ...

Référentiels (deux cas particuliers). Référentiel du laboratoire (lab) : les instruments de
mesure y sont immobiles et en général la cible est immobile par rapport aux instruments
de mesure.
Référentiel du centre de masse (cm) : par définition, c’est le référentiel où

−→
pcm

i =
−→
0 , or

−→pi = −→pf dans tous les référentiels, donc on a aussi
−→
pcm

f =
−→
0 .

• Application : calcul de l’énergie seuil d’une réaction 1 1 2 → 3 1 4 1 ...

Définition : Soit la réaction 1 1 2 → 3 1 4 1 5... les particules 1, 2, ... ayant les masses m1, m2,
... . La chaleur de réaction, notée Q est :

Q = [m1 1 m2 − (m3 1 m4 1 m5 1 ...)]c2

Si Q < 0 la réaction est dite endothermique (ouendoénergétique). En effet, elle demande
un apport d’énergie sous forme cinétique généralement. C’est le cas des réactions qui
nécessitent des accélérateurs.
Si Q > 0 la réaction est dite exothermique (ou exoénergétique). La réaction produit
plus d’énergie qu’elle n’en consomme. C’est le cas des réactions spontanées : radioactivité,
fusion, fission, ...
Notons que Q est un invariant relativiste.

• Cas des réactions endothermiques

Définition : L’énergie seuil est l’énergie cinétique minimum de la particule 1 pour que la réac-
tion puisse se produire. En général cette énergie cinétique est exprimée dans le référentiel du
laboratoire.
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Pour le calcul de l’énergie seuil (relativiste), il faut définir mathématiquement le seuil
d’une réaction. Dans le référentiel du laboratoire, 2 est au repos. Soient T1, T3... les
énergies cinétiques des particules 1, 3 ... La conservation de l’impulsion et de l’énergie
totale donne : −→p1 = −→p3 1

−→p4 1 ...

m1c2 1 T1 1 m2c2 = m3c2 1 T3 1 m4c2 1 T4 1 ...
d’où

Q 1 T1 = T3 1 T4 1 ...

En considérant cette dernière égalité pour en tirer une condition qui fixe le seuil, la
première idée qui vient à l’esprit est que T1 doit compenser exactement Q qui est négative.
La condition serait donc T1 = −Q. Par conséquent T3 1 T4 1 ... = 0 or T3, T4 ... sont
des quantités positives donc dans ce cas chacune est nulle. Qui dit énergie cinétique nulle,
dit vitesse nulle. Ce qui implique que −→p3 , −→p 4 ... sont individuellement nulles, ainsi que
leur somme et −→p1 . On aboutit donc à une absurdité : le projectile ne part jamais, donc la
réaction n’a jamais lieu.
Afin de trouver une condition plus forte, passons dans le référentiel du centre de masse.
Dans ce cas, la particule 2 n’est plus au repos, projectile et cible se dirigent l’un vers l’autre
avec des quantités de mouvement égales et opposées. La conservation de l’impulsion et
de l’énergie totale donne :

−→
pcm

1 1
−→
pcm

2 =
−→
pcm

3 1
−→
pcm

4 ...

Q 1 T cm
1 1 T cm

2 = T cm
3 1 T cm

4 1 ...

L’énergie seuil doit être telle que les particules 3, 4, ... soient produites au repos dans
le référentiel du centre du masse. Donc vu dans ce référentiel, le seuil de la réaction est
défini par :

Q 1 T cm
1 1 T cm

2 = 0

Calculons l’énergie seuil T1S dans le référentiel du laboratoire. Pour cela nous allons
exprimer l’invariant relativiste M2c4 = E2 −−→

P 2c2 dans le référentiel du laboratoire pour
l’état initial et dans le référentiel du centre de masse pour l’état final. M est la somme des
masses, E celle des énergies totales et

−→
P celle des impulsions :

– dans le référentiel du laboratoire Ei = m1c2 1 T1S 1 m2c2 et
−→
P i = −→p 1S

– dans le référentiel du centre de masse Ef = m3c2 1 m4c2 1 ... et
−→
P f =

−→
0

Soit

(m3c2 1 m4c2 1 ...)2 = (m1c2 1 T1S 1 m2c2)2 − (−→p 1S)2

= (m1c2 1 T1S)2 1 (m2c2)2 1 2(m1c2 1 T1S)m2c2 − [(m1c2 1 T1S)2 − (m1c2)2]

(m3c2 1 m4c2 1 ...)2 − (m1c2)2 − (m2c2)2 = 2(m1c2 1 T1S)m2c2

(m3c2 1 m4c2 1 ...)2 − [(m1c2)2 1 (m2c2)2 1 2m1c2m2c2] = 2T1Sm2c2
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d’où T1S =

(
m3c2 1 m4c2 1 ...

)2 −
(

m1c2 1 m2c2
)2

2m2c2

C’est-à-dire : T1S =

(∑
masses finales

)2
c4 −

(∑
masses initiales

)2
c4

2(masse cible)c2
ou

T1S = −Q

(
m1c2 1 m2c2 1 m3c2 1 m4c2 1 ...

)2

2m2c2

➜ Voir exercice 3.

3. LE NOYAU

3.1. Généralités

Ordres de grandeur des dimensions atomique et subatomiques : l’unité appropriée à
l’atome est l’angström (1 Å = 10−10 m). L’atome d’hydrogène a un diamètre d’environ
1 Å, alors que les plus gros atomes peuvent atteindre plusieurs dizaines d’angströms. La
taille du noyau se mesure en dizaines de fermis (1 fm = 10−15 m), celle de ces constituants
(nucléons : protons et neutrons) en fermis, celle des électrons est inférieure au millième
de fermi (< 10−18 m) et celle des constituants des protons et neutrons (quarks) est estimée
inférieure au dix-millième de fermi (< 10−19m).
Une image rend assez bien compte de la structure lacunaire de l’atome et du noyau.
Imaginons que les protons et neutrons d’un noyau aient un diamètre de 10 cm, alors les
quarks et les électrons auraient une taille inférieure à 0,1 mm et l’atome dans son ensemble
aurait un diamètre d’environ 10 km.

Cartes d’identité des constituants du noyau
Proton :

– Charge : 1e = 11, 6 · 10−19 C

– Masse : mp = 1, 673 · 10−27 kg

Le rapport des masses du proton mp et de l’électron me :
mp

me
≈ 1830.

Neutron (découvert par Sir James Chadwick en 1932) :

– Charge : nulle

– Masse : mn = 1, 675.10−27 kg

Un noyau est constitué de Z protons et N neutrons. Z est le numéro atomique ou nombre
de charge. La somme Z 1 N donne A, le nombre de masse. La donnée du couple (A, Z)
détermine l’espèce chimique, ou nucléide, A

ZX. M(A
ZX) désigne la masse de l’atome X,

m(A
ZX) celle de son noyau.

Des isotopes sont des noyaux (ou des atomes) ayant même Z, des isobares, même A et
des isotones, même N (peu d’intérêt).
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Exemple : isotopes de l’hydrogène : 1
1H, 2

1H (deutérium), 3
1H (tritium, radioactif )

Convention : depuis 1960 l’unité de masse atomique (u m a ou u) est définie comme le
douzième de la masse de l’atome de carbone 12

6C qui est pris comme référence. La mesure
de la masse de l’atome de 12

6C s’est affinée au cours des ans :

1u = 1, 661 · 10−27 kg ou 931, 494 MeV/c2

3.2. Radioactivité

Loi : Si à t = 0, on a N0 noyaux radioactifs, alors en Dt, DN noyaux se désintègrent suivant la
loi :

DN = −lN0Dt

où l est la probabilité de désintégration par unité de temps.

Le signe − indique qu’il y a une diminution du nombre de noyaux radioactifs. En
intégrant, on trouve la loi de désintégration radioactive :

N = N0e−lt = N0e−t/t

où t est le temps de vie moyen (ou vie moyenne) d’un noyau radioactif.

Définition : La période radioactive ou demi-vie T est le temps au bout duquel la population de
noyaux radioactifs est divisée par deux :

T = tLn 2

L’activité A désigne le nombre de désintégrations par seconde :

A(t) = lN = lN0e−lt = A0e−lt

Son unité officielle est le becquerel : 1 becquerel = 1 Bq = 1 désintégration par seconde.
On utilise aussi le curie : 1 curie = 1 Ci = 3,7 · 1010 désintégrations par seconde.
Les filiations radioactives ainsi que les différents types de radioactivité seront vues en
exercice.

➜ Voir exercice 4.
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ÉNONCÉS

Exercice 1 Effet photoélectrique (d’après TD Paris XI)

1. Le seuil photoélectrique d’une photocathode en césium est l0 = 0, 6 mm. Quelle est
l’énergie d’extraction W0 correspondante (en J et en eV) ?
On dirige sur la photocathode un faisceau lumineux monochromatique de longueur
d’onde l = 0, 5 mm, de flux lumineux constant dont la puissance P = 1 W. Calculer :
a. l’énergie cinétique maximale T des photoélectrons émis et comparer leur vitesse v à c
(vitesse de la lumière dans le vide) ;
b. la longueur d’onde l associée à ces électrons en fonction de leur énergie de « repos »
et de T .
2. À quel potentiel électrostatique faut-il soumettre ces électrons pour les amener à une
énergie cinétique nulle ?
3. Quel est le rendement quantique h (pourcentage de photons qui réalisent l’extrac-
tion d’un électron) de la photocathode, si le courant photoélectrique a une intensité
I = 16, 3 mA.
4. On dirige maintenant un faisceau parallèle de rayons X de longueur d’onde l = 0, 1 Å
sur la photocathode. Comparer la vitesse des photoélectrons émis avec c.
A.N. Masse de l’électron : me = 9, 1.10−31 kg
Charge de l’électron : e = 1, 6.10−19 C
Constante de Planck : h = 6, 626.10−34 J.s

Exercice 2 Effet Compton

1. Un photon d’énergie E = hn est diffusé par effet Compton sur un électron au repos.
Déterminer en fonction de E, mec2 et u (angle entre les directions des photons diffusé
et incident) l’énergie cinétique T de l’électron diffusé. Quelle est sa valeur maximale (en
MeV) ? Quelle est alors la direction de l’électron diffusé ?
2. Déterminer le décalage en longueur d’onde entre les rayonnements diffusé et incident :
l′ − l = Dl en fonction de me, c et u. Calculer la longueur d’onde de Compton de
l’électron.
A.N. E = 2 MeV ; mec2 = 0, 51 MeV

Exercice 3 Interaction de deux protons (d’après CAPES 1990)

P P

vo

ro

1. Deux protons, en interaction mutuelle dans
le cadre de la mécanique non relativiste, sont à
une distance r0, lorsque le premier est immo-
bile et le second animé d’une vitesse −→v 0 diri-
gée vers le premier (fig ci-contre).

716



�

�

�

�

�

�

�

�

1.a. Quelles grandeurs physiques sont conservées au cours du temps ?

1.b. Expliquer pourquoi, dans le référentiel du laboratoire, on ne pourra jamais trouver
simultanément les deux protons avec une vitesse instantanée nulle.
Pourquoi est-ce possible dans le référentiel du centre de masse ?

2. On considère à présent, dans le cadre de la mécanique relativiste, un proton incident
dont l’énergie cinétique initiale est grande. Celle-ci est suffisamment élevée et on espère
créer au cours d’un choc sur le proton immobile une paire formée d’un proton p et d’un
anti-proton p.
On négligera l’énergie potentielle initiale d’interaction, le proton incident étant très
éloigné du proton cible. p 1 p → p 1 p 1 p 1 p

2.a. Ce choc est-il élastique ?

2.b. Quelles grandeurs physiques sont conservées ?

2.c. Dans quel référentiel peut-on, éventuellement, obtenir les quatre particules simul-
tanément immobiles ?
En déduire :

– l’énergie cinétique initiale minimale dans ce référentiel et dans celui du laboratoire ;

– la vitesse initiale minimale du projectile dans le référentiel du laboratoire.

2.d. Comparer cette dernière vitesse à celle que devraient avoir deux protons ayant deux
vitesses directement opposées dans le laboratoire.

Exercice 4 Radioactivité (d’après CAPES blanc,université d’Evry 2003)

Données
m : masse du noyau
M : masse de l’atome
Unité de masse atomique : 1u = 931, 494 MeV/c2

Masse du proton : mp = 1, 0072765u
Masse du neutron : mn = 1, 0086649u
Masse de l’électron : me = 0, 0005486u
Masse des neutrino et antineutrino électroniques = 0 MeV/c2

Masses de noyaux (calculées d’après les tables de A.Wapstra & N. Gove, 1971) :

m
(4

2He
)

= 4,0015u m
(40

20Ca
)

= 39,9516u m
(94

38Sr
)

= 93,8946u

m
(137

54Xe
)

= 136,8821u m
(139

54Xe
)

= 138,8888u m
(136

55Cs
)

= 135,87712u

m
(137

55Cs
)

= 136,8769u m
(137

56Ba
)

= 136,8751u m
(138

56Ba
)

= 137,8745u

m
(218

84Po
)

= 217,9629u m
(222

86Rn
)

= 221,9704u m
(226

88Ra
)

= 225,9771u

m
(224

90Th
)

= 223,9721u m
(230

90Th
)

= 229,9837u m
(235

92U
)

= 234,9935u
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1. Le noyau atomique

1.1 Un noyau X, de masse m a un numéro atomique Z et un nombre de masse A. Définir
son énergie de liaison El puis donner son expression en fonction de A, Z, m, mn, mp, c.
Calculer en MeV l’énergie de liaison du noyau 40

20Ca. En déduire l’énergie moyenne Em

de liaison par nucléon pour ce noyau. La comparer à l’énergie de liaison de l’électron dans
l’atome d’hydrogène dans son état fondamental, et commenter ces résultats.

1.2 Quelle est la nature de l’interaction responsable de la cohésion des noyaux atomiques ?
Pourquoi peut-on représenter en première approximation l’interaction d’un neutron avec
le noyau auquel il est lié par un puits de potentiel de profondeur V0, et de largeur a ? Donner
les ordres de grandeur de V0 et a. Expliquer pourquoi le résultat empirique qui donne le
rayon d’un noyau de nombre de masse A en première approximation proportionnel à A1/3

est compatible avec une densité nucléaire indépendante du noyau considéré.

2. Réactions nucléaires spontanées ; radioactivité

2.1 Radioactivité a

2.1.a. Écrire la réaction correspondant à l’émission spontanée d’une particule a par un
noyau A

ZX. On appelle noyau « fils » le noyau issu d’une désintégration, on le notera Y .
Quelle est la nature de l’interaction qui en est responsable ? À quelle condition sur les
masses des noyaux cette réaction est-elle possible ? Quels sont les noyaux concernés par
la radioactivité a ?

2.1.b. Écrire la réaction de désintégration a de l’isotope 226 du radium, puis calculer
en MeV l’énergie libérée. La particule a peut-elle être relativiste ? En supposant le
noyau de radium initialement immobile, calculer l’énergie cinétique de la particule a ;
quelle fraction de l’énergie libérée par la désintégration se retrouve sous forme d’énergie
cinétique de la particule a ? Quelle est, dans ces conditions, la vitesse de la particule a

dans le référentiel du laboratoire ?

2.1.c. Expliquer pourquoi la vitesse de la particule a calculée précédemment est une
limite supérieure : le spectre observé est en fait un spectre comportant plusieurs raies.

2.2 Radioactivité b−

2.2.a. Définir la radioactivité b− et écrire la réaction nucléaire de désintégration d’un
noyau « père » A

ZX. Quelle est la nature de l’interaction qui en est responsable ? Pourquoi
le caractère continu du spectre énergétique des particules émises a-t-il conduit Pauli à
postuler en 1931 l’existence d’un antineutrino accompagnant la particule chargée ? Quels
sont les noyaux concernés par la radioactivité b− ?

2.2.b. Écrire la réaction de désintégration b− de l’isotope 137 du césium et calculer
l’énergie maximale que peut emporter l’électron émis (sans tenir compte du recul du
noyau) ; peut-il être relativiste ? Calculer alors la vitesse maximale des électrons émis par
cette réaction.
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3. Réactions nucléaires provoquées ; fission
3.1 Aspect énergétique
Une des réactions de fission possibles de 235

92U s’écrit :

n 1235
92 U →139

54 Xe 194
38 Sr 1 kn

où k est un nombre entier ; combien vaut k ? La section efficace de fission de 235
92U dépend

très fortement de l’énergie du neutron incident et présente des valeurs très élevées lorsque
cette énergie se situe dans la gamme [0,002 eV; 0,5 eV]. Ceci est valable pour l’ensemble
des réactions de fission possibles. Justifier la raison pour laquelle de tels neutrons sont
appelés « neutrons thermiques ». Calculer l’énergie libérée lors de la réaction ci-dessus
par noyau d’uranium. Commenter. Pourquoi les fragments primaires sont-ils radioactifs ?
Quel est le type de radioactivité associée ?
L’énergie libérée par l’ensemble des fissions se répartit statistiquement de la manière
suivante :
85 % : énergie cinétique des fragments primaires (ici xénon et strontium)
8 % : désintégrations radioactives et désexcitations g

2,5 % : énergie cinétique des neutrons prompts (immédiatement émis)
4,5 % : énergie des neutrinos.
Quelle serait l’ordre de grandeur de l’énergie cinétique moyenne (par neutron) des neu-
trons prompts émis par la réaction de fission ci-dessus ? Sont-ils relativistes ? Commenter.
3.2 L’effet Xénon (Cinétique des réactions nucléaires)
Dans un réacteur à eau pressurisée (en anglais Pressurized Water Reactor, P.W.R), le flux
de neutrons thermiques f a une valeur très élevée : f ≈ 1013 neutrons.cm-2.s-1.
Parmi les nombreux produits de la fission nucléaire, on s’intéresse à la chaîne impliquant
les noyaux 135

52Te, 135
53I, 135

54Xe.

3.2.a. Il se trouve que 135
54Xe a une section efficace de capture des neutrons très élevée.

Écrire la réaction nucléaire induite par la capture d’un neutron. Le nucléide obtenu est
stable.
3.2.b. On donne les périodes des noyaux associés aux réactions nucléaires spontanées
impliquant 135

54Xe :
135
52Te︸︷︷︸
19 s

→ 135
53I︸︷︷︸

6,6 h

→ 135
54Xe︸ ︷︷ ︸
9,1 h

→ 135
55Cs︸ ︷︷ ︸

2.106 ans

→ 135
56Ba︸ ︷︷ ︸
stable

En régime permanent, 135
54Xe est produit par fission de l’uranium et par désintégration de

l’iode 135. Il disparaît par capture neutronique et par désintégration en césium 135. Le
nombre x d’atomes 135

54Xe par unité de volume est sensiblement constant. On notera y le
nombre d’atomes 135

53I par unité de volume.
À t = 0, on arrête brusquement le réacteur en abaissant les barres de commande, et le flux
neutronique s’annule.
On notera lI la constante radioactive de l’iode (probabilité de désintégration par unité de
temps) et lX celle du xénon. En négligeant l’influence de 135

52Te, (et en considérant 135
55Cs
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comme pratiquement stable) écrire le système d’équations différentielles couplées auquel
satisfont x et y. Donner les expressions de x(t) et y(t), sachant que leurs valeurs à t = 0
sont x0 et y0.
3.2.c. En régime permanent, le rapport x0/y0 est fixe : y0 = a.x0 où a = 4, 84. Donner
l’expression numérique de x(t) (en fonction de x0 et t). Montrer que x(t) présente un
maximum au bout d’un temps tm, puis calculer tm. Expliquer pourquoi ce maximum connu
sous le nom de « pic Xénon » peut empêcher une remise en route immédiate du réacteur.
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SOLUTIONS

1 1. Le seuil photoélectrique correspond à l’énergie minimale que doit avoir un photon
pour arracher un électron au matériau éclairé. Cette énergie hn0 est égale au travail ou

énergie d’extraction W0. On a donc W0 = hn0 =
hc
l0

A.N. W0 =
6,626.10−34 3 3.108

0,6.10−6 = 3,3 · 10−19

a. La longueur d’onde est inférieure à la longueur d’onde seuil donc elle correspond
à une fréquence supérieure à la fréquence seuil n0 : ce faisceau est au-dessus du seuil
photoélectrique. L’énergie du photon est convertie en énergie d’extraction et en énergie
cinétique.

hn = W0 1 T ⇒ T =
hc
l

− hc
l0

= 6,63.10−20 J = 0, 41 eV

T =
1
2

mev2 ⇒ v =
√

2T
me

= 3, 82.105 m/s � c : le calcul non relativiste est justifié.

b. L’énergie de repos est : E0 = mec2

l =
h
p

=
hc√
2TE0

= 19 Å (rayons X plutôt mous).

2. On écrit le théorème de l’énergie cinétique :

DEc 1 DEp = 0

⇒ 1
2

mev
2
i = −eV0 ⇒ V0 = −T

e
= −0, 41 V

3. Soit ne le nombre d’électrons qui circulent par unité de temps et ng le nombre de
photons illuminant la photocathode par unité de temps. Le rendement quantique est
h =

ne

ng

.

Or le courant est I = ne.e et la puissance lumineuse P = ng.hn = ng

hc
l

d’où h =
I
e

hc
Pl

=
16,3.10−3

1,6.10−19 3
6,626.10−34 3 3.108

1 3 0,5.10−6 = 4 %

4. Pour l � l0 ⇒ T ≈ hc
l

= 1,99.10−14 J = 124 keV

Si on fait un calcul non relativiste v =
√

2T
me

= 2,09.108 m/s = 0,7c ! Un calcul

relativiste est donc nécessaire.

g =
T 1 mec2

mec2 or g =

√
1

1 − v2

c2

donc
v
c

=

√
1 − 1

g2 =

√
T 2 1 2Tmec2

T 1 mec2 = 0, 6c

A.N. Soit v = 1,8.103 km/s.
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Effet Compton

p'

pe

p

xO

y

θ

1. Soit E′ l’énergie du photon diffusé :

E′ = hn′

La conservation de l’énergie totale impose :

E = E′ 1 T

Soient −→p , −→p ′ et −→pe les impulsions respectivement des photons incident et diffusé et de
l’électron diffusé. On a :

E = pc et E′ = p′c

La conservation de l’impulsion impose :

−→p = −→p ′ 1
−→pe

En projetant cette égalité sur les axes Ox et Oy, il vient :

E = E′. cosu 1 pec. cos w

0 = E′. sinu − pec. sin w

On élimine w :

pec. cos w = E − E′. cos u

pec. sin w = E′. sin u

pe
2c2= (E − E′. cosu)21E′2sin2u

pe
2c2= E21E′2−2.E.E′. cosu (1)

Éliminons maintenant pe grâce à (T 1 mec2)2 = p2
e c2 1 me

2c4

Posons E0 = mec2. On a alors

pe
2c2= T 212.E0.T

or T = E − E′
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donc
pe

2c2= E21E′2−2.E.E′ 1 2.E0.(E − E′) (2)

(1) − (2) → 2.E.E′(1 − cos u)= 2.E0.E − 2.E0E′

E′ =
E0E

E (1 − cos u) 1 E0

d’où T =
E

1 1
mec2

E (1 − cos u)
T est maximale lorsque (1 − cos u) est maximal, c’est-à-dire égal à 2(u = p).
A.N. Tmax = 1, 8 MeV : L’électron emporte presque toute l’énergie du photon.
u = p → w = 0 : l’électron part dans la direction et le sens du photon incident. Le
photon est rétrodiffusé.

2. Cette question est indépendante de la première et constitue une question « classique »
de l’effet Compton. On reprend les notations utilisées au 1. en les complétant avec Ee

l’énergie de l’électron diffusé.

Ee = T 1 mec2 =
√

p2
e c2 1 m2

e c4

D’autre part : −→p = −→p ′ 1
−→pe

−→pe = −→p −−→p ′

p2
e = p2 1 p′2 − 2pp′ cos u

p2
e c2 = (hn)2 1 (hn′)2 − 2h2

nn′ cos u (3)
La conservation de l’énergie totale peut s’écrire :

hn 1 mec2 = hn′ 1

√
p2

e c2 1 m2
e c4

d’où p2
e c2 = (hn)2 1 (hn′)2 − 2h2

nn′ 1 2mec2(hn − hn′) (4)

(3) et (4) → −2h2
nn′ cos u = −2h2

nn′ 1 2mec2(hn − hn′)

h2nn′(1 − cos u) = mec2(hn − hn′)

or l =
c
n

donc l′ − l =
h

mec
(1 − cos u)

La longueur d’onde de Compton de l’électron : lCe =
h

mec
A.N. lCe = 2,43.10−12 m.

3 1.a. L’énergie totale est conservée.

Etot = 2.mpc2 1 mpv2
0 1

e2

4p´0

1
r0

= constante où e = 1, 6.10−19 C

L’impulsion totale est aussi conservée.
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Dans le référentiel du laboratoire : �����������ptot = mp �����v0 = constante.

1.b. Les deux protons doivent se partager (équitablement ou non) l’impulsion totale. Les
deux protons ne peuvent donc pas être simultanément immobiles dans le référentiel du
laboratoire.
Dans le référentiel du centre de masse, l’impulsion totale est nulle, donc soit les deux
protons ont des vitesses égales et opposées, soit ils sont immobiles tous les deux.

2.a. Un choc est élastique si l’énergie cinétique totale est conservée. Ce n’est pas le cas
ici car il y a création de deux particules : une partie de l’énergie cinétique initiale est
transformée en énergie de masse.

2.b. L’énergie totale et l’impulsion totale sont toujours conservées.

2.c. C’est en se plaçant dans le référentiel du centre de masse où l’impulsion totale est nulle
qu’on pourra observer les quatre particules immobiles. Ce cas cinématique correspond au
seuil de la réaction.
Soit T cm

i l’énergie cinétique initiale minimale dans le référentiel du centre de masse :

T cm
i 1 2.mpc2 = 4.mpc2

Donc T cm
i = 2.mpc2

Soit T lab
i l’énergie cinétique initiale dans le référentiel du laboratoire. C’est l’énergie seuil

de la réaction :

T lab
i =

(
4mpc2

)2 −
(
2mpc2

)2

2mpc2 = 6mpc2

Soit vlab
i la vitesse initiale minimale dans le référentiel du laboratoire.

T lab
i = (g − 1)mpc2 où g =

√√√√√ 1

1 −
(

vlab
i

)2

c2

soit 6 = g − 1 soit g = 7.

A. N. vlab
i = 0, 9897c = 297.103 km/s.

2.d. Si deux protons se dirigent l’un vers l’autre avec la même vitesse vi dans le laboratoire,
alors les référentiels du laboratoire et du centre de masse sont confondus.

On a T cm
i = 2.mpc2 = 2(g − 1)mpc2 où g =

√√√√√ 1

1 − (vi)
2

c2

Soit 1 = g − 1 soit g = 2.

A.N. vi = 0, 8660c = 260.103 km/s.
On voit que cette dernière solution est bien moins coûteuse en énergie.

4 1.1 L’énergie de liaison d’un noyau est l’énergie qu’il faut apporter pour séparer
tous les composants du noyau sans leur donner d’énergie cinétique. Grâce à la formule

724



so
lu

ti
o
n

s
d
es

ex
er

ci
ce

s

�

�

�

�

�

�

�

�

d’Einstein, qui donne l’équivalence masse-énergie : E = mc2 où E est l’énergie de masse
(au repos), on définit l’énergie de liaison comme :

El = (Zmp 1 (A − Z)mn)c2 − mc2

ou encore
El = (Z(mp 1 me) 1 (A − Z)mn)c2 − Mc2

Dans ce cas, on a négligé l’énergie de liaison des électrons devant celle des nucléons
(quelques dizaines d’eV devant quelques dizaines de MeV pour les petits atomes, à
quelques centaines de keV devant plusieurs centaines de MeV pour les gros atomes).
Ainsi définie El est positive.

El (40
20Ca) = (20mp 1 20mn − m(40

20Ca))c2 = 0,3672uc2 = 342, 07 MeV

Em(40
20Ca) = El (40

20Ca)/40 = 8,5518 MeV

Ce noyau se trouve dans la région des noyaux les plus liés (figure ci-dessous). Le noyau le
plus lié est le 62

28Ni. Cet élément appartient au « groupe du fer » dont les noyaux ont une
Em de 8,8 MeV.

Énergie de liaison
par nucléon (MeV)

Nombre de masse (A)
50 100 150 200 250

2

0
0

4

6

8

L’énergie de liaison de l’électron dans l’atome d’hydrogène dans son état fondamental est
de 13, 6 eV � 8, 55 MeV. Il y a un rapport de l’ordre de 106 à 103 entre les énergies de
liaison par particule atomique et nucléaire.

1.2 L’interaction forte est responsable de la cohésion des noyaux. Elle concerne
aussi bien les nucléons que leurs constituants, les quarks. Elle est à courte portée
(� 1 fermi = 1 fm = 10−15 m) : un nucléon ne la « sent » qu’à l’intérieur du noyau
d’où la forme en puits du potentiel et sa largeur proche du rayon du noyau (a = quelques
fermis). D’autre part le potentiel subi par le neutron est indépendant du nombre de
nucléons dans le noyau (Em ≈ cste = V0 ≈ 8 MeV comme on peut le voir sur la figure)
donc le puits a même profondeur quel que soit A.
Ce sont les expériences (en particulier la diffusion d’électrons sur les noyaux) qui ont
permis d’établir la formule empirique du rayon du noyau R = r0A1/3 où r0 = 1,2 fm.
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Ce résultat est compatible avec l’image naïve d’un noyau vu comme une sphère homo-
gène (système compact de nucléons). Donc le volume V est proportionnel à R3 et
donc à A, ce qui donne une densité nucléaire constante, indépendante du noyau,
A/V = 1038 nucléons/cm3 ou bien 2.108 tonnes/cm3.

2. La radioactivité a été découverte par Becquerel en 1896 qui travaillait sur des sels
d’uranium. En 1897 et 1898, Pierre et Marie Curie découvraient le radium puis le
polonium. Marie Curie inventa le terme « radioactivité ».
La radioactivité peut être définie comme une émission spontanée de rayonnements. C’est
un phénomène aléatoire, indépendant de la température ou de toute autre condition
physique ou chimique. On ne peut pas prévoir ni provoquer la désintégration d’un noyau
instable : on ne peut raisonner qu’en termes de probabilités.

2.1.a. La réaction d’émission spontanée d’une particule a par un noyau A
ZX s’écrit :

A
ZX → A−4

Z−2Y 14
2 He

Il faut veiller à la conservation du nombre de nucléons.
C’est l’interaction forte qui est responsable de la radioactivité a. Cette réaction spontanée
est possible si sa chaleur de réaction est positive (voir 2.2).
Donc la radioactivité a est possible si m(X ) > m(Y ) 1 m(a). Elle concerne les noyaux
lourds (A > 82). Dans le diagramme (Z, A − Z) il s’agit d’un déplacement parallèle à la
bissectrice.

2.1.b. 226
88Ra → 222

86Rn 14
2 He

L’énergie libérée est égale à la chaleur de réaction Q = 4,84 MeV
Afin de respecter la conservation de la quantité de mouvement, le noyau « père » étant
au repos, le noyau « fils » et la particule a partent dans des directions opposées en se
répartissant l’énergie Q sous forme d’énergie cinétique. La valeur maximale limite pour
l’énergie cinétique de la particule a est donc 4,84 MeV. Il faut la comparer à l’énergie de
masse de la particule a(mac2 ≈ 4 000 MeV) pour se convaincre qu’elle ne peut pas être
relativiste. C’est toujours le cas en radioactivité a. La particule a a une énergie cinétique
comprise entre 4 et 8 MeV.
La conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

−→pRa =
−→
0 = −→pRn 1

−→pa ⇒
∥∥−→pRn

∥∥ =
∥∥−→pa

∥∥
La conservation de l’énergie totale impose :

p2
a

2ma

1
p2

Rn

2mRn
= Q

d’où l’énergie cinétique de la particule a :

Eca =
Q

1 1
ma

mRn

= 4, 75 MeV
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Plus de 98 % de l’énergie libérée se trouve sous la forme d’énergie cinétique de la
particule a.
La vitesse de la particule a par rapport au référentiel du laboratoire est :

va =
√

2Eca

ma

= 15 150 km/s

2.1.c. Cette vitesse est une limite supérieure car l’émission de la particule a peut laisser
le noyau de radon dans un état excité. Les niveaux d’énergie du radon étant quantifiés, le
radium possède un spectre discret d’émission a. Le passage du radon de son état excité à
l’état fondamental se fera par désexcitation g.

2.2.a. La radioactivité b− c’est l’émission spontanée par un noyau d’un électron et d’un
antineutrino électronique.

A
ZX → A

Z11 Y 1 e− 1 ne

C’est l’interaction faible qui est responsable de la radioactivité b−. Si l’on suppose qu’il
n’y a que le noyau « fils » et l’électron dans l’état final, l’énergie disponible (la chaleur de
réaction Q = (m(A

ZX) − (m( A
Z11 Y) 1 me))c2) se répartit entre les deux produits finals.

Cependant l’énergie de recul de Y est très faible, puisque sa masse est très supérieure à
celle de l’électron. Le spectre attendu pour l’énergie cinétique de l’électron est donc un
spectre comportant une seule raie, à une valeur très proche de Q. Au contraire, le spectre
observé est continu, couvrant toutes les valeurs de 0 à Q. La seule explication possible
respectant la conservation de l’énergie est l’existence d’une troisième particule émise qui se
partagerait Q avec l’électron. Pauli a postulé l’existence d’une particule neutre et de masse
nulle, donc quasiment indétectable. Il a fallu attendre 1956 pour enfin avoir la preuve
expérimentale de l’existence du neutrino. Très récemment il a été établi que les neutrinos
ont une masse, mais celle-ci est inférieure à 3 eV pour le (anti)neutrino électronique, donc
nous pouvons continuer à la considérer comme nulle dans nos bilans énergétiques.
Dans le noyau subissant une radioactivité b−, il se produit :

n → p 1 e− 1 ne

Les noyaux concernés par la radioactivité b− sont ceux ayant un excès de neutrons
par rapport à la vallée de stabilité. La radioactivité b− correspond à un déplacement
perpendiculaire à la bissectrice du diagramme (Z, A − Z).

2.2.b La réaction de désintégration s’écrit :
137
55Cs →137

56 Ba 1 e− 1 ne

L’énergie disponible est Q = 1, 16 MeV. Si l’électron emporte la quasi totalité de Q sous
forme cinétique, on a :

Q = (g − 1)mec2 ⇒ g = 3, 27

1 − v2

c2 =
1
g2 ⇒ v = 0, 95c

C’est la vitesse maximale des électrons émis. Ils sont évidemment relativistes.
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COMPLÉMENTS

La radioactivité b1

Un noyau émetteur b1 se désintègre suivant :
A
ZX → A

Z−1 Y 1 e1 1 ne

où e1 est un positron, antiparticule de l’électron et ne est un neutrino électronique. La
chaleur de réaction est :

Q =
(

m
(A

ZX
)
− m

( A
Z−1 Y) 1 me

))
c2

électron et positron ayant même masse. Dans le noyau subissant une radioactivité b1, il
se produit :

p → n 1 e1 1 ne

Les noyaux concernés par la radioactivité b1 sont ceux ayant un excès de protons par
rapport à la vallée de stabilité. La radioactivité b1 correspond à un déplacement per-
pendiculaire à la bissectrice du diagramme (Z, A − Z). Les noyaux émetteurs b1 sont
produits par l’activité humaine, on dit que leur origine est artificielle.

La capture électronique
Il s’agit de la capture par le noyau d’un électron de son propre cortège électronique selon :

A
ZX 1 e−at → A

Z−1 Y 1 ne

L’énergie disponible est :

Q =
(

m
(A

ZX
)

1 me − m
( A

Z−1 Y
))

c2

elle est presque entièrement emportée par le neutrino. Ce processus est concurrent de la
radioactivité b1. Il concerne également les noyaux riches en protons. Il est énergétique-
ment plus facilement accessible, en effet on a :

QCE = Qb1 1 2mec2

La réaction élémentaire est p1e− → n1ne. Après capture d’un électron de son cortège (en
général un électron de la couche K), l’atome comporte un trou électronique profond : cela
correspond à un état excité de l’atome. La désexcitation se fait par un réarrangement du
cortège électronique qui libère de l’énergie soit sous forme d’émission directe de rayons X
soit, après absorption de l’énergie de la transition X , sous forme d’émission d’un électron
d’une couche supérieure : c’est l’effet Auger. C’est par le biais de ces émissions secondaires
qu’a été découverte la capture électronique.
On observe aussi l’effet Auger chez les émetteurs b−. Il se produit lorsque le noyau « fils »
est dans un état excité. L’énergie d’excitation est transférée directement à un électron du
cortège. Au spectre continu des électrons émis par radioactivité b− viennent se superposer
des raies de « conversion interne ».
Les radioactivités b et la capture électronique sont des transitions isobariques car le
nombre de masse reste inchangé.
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En résumé, pour savoir si un noyau est radioactif vis-à-vis de telle ou telle réaction, il
suffit de regarder si la chaleur de réaction de la réaction envisagée est positive. Suivant les
données, on raisonnera sur les noyaux ou les atomes.
Pour la radioactivité a :

m
(A

ZX
)

> m(A−4
Z−2Y) 1 m(4

2He) ou M(A
ZX) > M(A−4

Z−2Y) 1 M(4
2He)

Pour la radioactivité b− :

m(A
ZX) > m

( A
Z11 Y

)
1 me ou M(A

ZX) > M
( A

Z11 Y
)

Pour la radioactivité b1 :

m(A
ZX) > m

( A
Z−1 Y

)
1 me ou M(A

ZX) > M
( A

Z−1 Y
)

1 2me

Pour la capture électronique :

m(A
ZX) 1 me > m

( A
Z−1 Y

)
ou M(A

ZX) > M
( A

Z−1 Y
)

en négligeant l’énergie de liaison de l’électron capturé.

Remarque :

– M désigne la masse de l’atome neutre, or l’atome qui a subi une désintégration a ou
b est ionisé : un bilan soigneux des masses des électrons est nécessaire.

– Dans l’énoncé de ce problème, on donne les masses nucléaires. Cependant ce qu’on
trouve dans les tables ce sont les masses atomiques M et les excès (alias défauts) de
masse D.
L’excès de masse est défini ainsi :

D
(A

ZX
)

= M
(A

ZX
)
− A.u

Désexcitation g

Un noyau excité rejoint un état d’excitation moindre ou son état fondamental en émettant
un photon g, c’est-à-dire d’énergie supérieure à quelque 100 keV :(A

ZX
)∗ → (A

ZX
)(∗)

1 g

Chaque transition g correspond à une raie.

3.1 Conservation du nombre de neutrons :

1 1 (235 − 92) = (139 − 54) 1 (94 − 38) 1 k ⇒ k = 3

Les neutrons thermiques tirent leur nom du fait que leur énergie cinétique (< 1 eV) est
comparable à celle qu’ont les particules par la seule agitation thermique. Une énergie ciné-

tique comprise entre 0, 002 eV et 0, 5 eV correspond, via Ec =
3
2

kBT , à des températures

allant de 13 à 3850 K.
L’énergie libérée est Q =

(
m
(235

92U
)
−

(
m
(139

54Xe
)

1 m
(94

38Sr
)

1 2mn
))

c2 = 179, 56 MeV
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En négligeant l’énergie cinétique du neutron incident toute cette énergie se retrouve dans
le canal de sortie. C’est une énergie colossale par noyau fissile. Les noyaux issus de la
fission sont radioactifs car excédentaires en neutrons, ils sont donc émetteurs b−.
Les trois neutrons émis emporteraient 2,5 % de 179, 56 MeV soit 4, 49 MeV sous forme
d’énergie cinétique, soit environ 1, 5 MeV par neutron. Ils ne sont pas relativistes. Un
neutron commence à être relativiste à partir de 5 MeV (les neutrons dit rapides ont une
énergie cinétique moyenne de 2 MeV).
Les trois neutrons issus de la fission seraient inefficaces pour entretenir la réaction en
chaîne : il faut donc les thermaliser. C’est le rôle du modérateur. Dans les réacteurs PWR,
c’est l’eau légère qui sert de modérateur et de fluide caloporteur. La fission provoque une
élévation de température dans le cœur du réacteur qui la communique à l’eau circulant
sous pression, qui échange sa chaleur avec un circuit secondaire dont la vapeur fait tourner
les turbines qui produisent à leur tour de l’électricité.

3.2.a. La réaction de capture s’écrit :
135
54Xe 1 n →136

54 Xe

3.2.b. Les barres de commande (ou de contrôle) sont constituées de tubes de bore ou de
cadmium introduits verticalement au sein du réacteur afin de régler, par absorption de
neutrons, la puissance fournie. Ici elles sont totalement abaissées pour arrêter brusquement
le réacteur si bien qu’à t = 0, f = 0, les processus de fission et de capture neutronique
s’arrêtent. 135

54Xe est produit par décroissance de 135
53I et détruit par décroissance en 135

55Cs :

135
53I

b−

−→ 135
54Xe

b−

−→ 135
55Cs

Étant donné que la période de 135
52Te est très courte, on admet que l’iode cesse d’être

produit. On a : 


dy
dt

= −lI y

dx
dt

= lI y − lX x

La première équation a pour solution :

y = y0e−lI t

La seconde s’écrit alors :
dx
dt

1 lX x = lI y0e−lI t

La solution générale de l’équation sans second membre est :

xSG = Ae−lX t

Une solution particulière de l’équation complète est xSP = Be−lI t . En l’injectant dans
l’équation, on obtient :

−lI Be−lI t 1 lX Be−lI t = lI y0e−lI t ⇒ B =
lI

lX − lI
y0
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La solution de l’équation complète étant la somme de xSG et de xSP , on a

x = Ae−lX t 1
lI y0

lX − lI
e−lI t

or x(0) = x0 d’où A =
lX x0 − lI (x0 1 y0)

lX − lI
et donc

x(t) =
lX x0 − lI (x0 1 y0)

lX − lI
e−lX t 1

lI y0

lX − lI
e−lI t

3.2.c. x(t) = x0

[
lX − lI (1 1 a)

lX − lI
e−lX t 1

lI a
lX − lI

e−lI t

]

x(t) = x0

[(
1 − alI

lX − lI

)
e−lX t 1

alI

lX − lI
e−lI t

]
x(t) = x0

(
18,8.e−2,09.10−5t − 17,8.e−2,87.10−5t

)
La dérivée de x(t) s’annule à tm = 9 h 20 min. C’est à ce moment que la densité de
xénon est la plus importante et que la capture neutronique par cet élément peut empêcher
un redémarrage immédiat du réacteur. Il faut attendre quelques jours que le xénon ait
suffisamment décru.
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C h a p i t r e 10
Astronomie

L’objectif de ce chapitre n’est pas de faire un cours d’astronomie, mais plutôt de
montrer que l’Univers est un vaste laboratoire au même titre que la Terre : on y
rencontre des phénomènes mécaniques (les mouvements dus à la gravitation), élec-
tromagnétiques (la lumière, messagère des astres), thermodynamiques et nucléaires
(l’éclat des étoiles). Cependant, les conditions physiques qui règnent dans l’Uni-
vers sont impossibles à réaliser dans nos laboratoires : températures de plusieurs
millions de degrés, distances et masses considérables, vide quasi parfait... De plus,
on ne peut pas expérimenter avec les astres : on compense cela en réalisant de très
nombreuses observations et mesures.
Le cours regroupe un certain nombre de phénomènes, qui concernent divers cha-
pitres de la physique et qui ont trait directement aux astres et à l’Univers. Il
présente également quelques informations historiques très utiles pour l’épreuve
orale sur dossier.

1. L’astronomie
1.1. Repères historiques
1.2. Domaines d’étude

2. Mouvements apparents. Les observations
2.1. Le mouvement diurne
2.2. Mouvements apparents du Soleil et de la Lune
2.3. Les phases de la Lune
2.4. Les éclipses de Soleil et de Lune
2.5. Mouvements apparents des planètes

3. Temps et calendrier
3.1. Origine astronomique des unités de temps
3.2. Valeur des unités
3.3. Le jour
3.4. Remarques importantes sur le vocabulaire

4. Les échelles dans l’Univers
4.1. Unités de distance
4.2. Exemples de distances
4.3. Parallaxe stellaire
4.4. Le Système solaire à l’échelle
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5. Détermination des distances de la Lune et du Soleil
5.1. La distance Terre-Lune
5.2. La distance Terre-Soleil

6. Mesure de la Terre par Ératosthène

7. Copernic et le modèle héliocentrique
7.1. Les périodes sidérales
7.2. Les distances au Soleil
7.3. Modèle géocentrique et modèle héliocentrique

8. La gravitation universelle
8.1. Aspect historique de la découverte
8.2. Newton et la force centrale
8.3. Newton, la pomme et la Lune
8.4. Masse d’inertie et masse gravitationnelle
8.5. Masse de la Terre

9. Les marées
9.1. Attraction différentielle
9.2. Le marnage
9.3. Rythme des marées
9.4. Influence du Soleil
9.5. Ralentissement de la rotation de la Terre
9.6. Période de rotation de la Lune

10. Lunettes et télescopes
10.1. Évolution historique
10.2. Clarté d’un instrument (lunette ou télescope)
10.3. Pouvoir séparateur
10.4. Radiotélescopes

11. Analyse spectrale
11.1. Découvertes de Newton (1670)
11.2. Principes de l’analyse spectrale (1859)
11.3. Effet Doppler-Fizeau (1848)

12. Nucléosynthèse stellaire et vie des étoiles
12.1. Les réactions nucléaires
12.2. Évolution d’une étoile
12.3. Abondance des éléments dans l’Univers
12.4. Quelques lois du rayonnement
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1. L’ASTRONOMIE

1.1. Repères historiques

Historiquement, Aristote, au 4e siècle avant notre ère, avait arbitrairement partagé l’Uni-
vers en deux mondes bien distincts : le monde terrestre et le monde céleste, avec chacun
ses matériaux constitutifs (les 4 éléments pour la Terre : la terre, l’eau, l’air et le feu ; le
5e élément, la quintessence : l’éther pour le monde céleste). Chacun de ces « mondes »
possédait sa « physique » (sa description, ses phénomènes).
Il faudra attendre la fin du 16e siècle, 2000 ans plus tard, pour que Newton unifie
la physique terrestre et la physique céleste, donnant naissance à la science moderne.
Que ce soit au laboratoire du lycée ou dans l’Univers, la physique envisage les mêmes
phénomènes de la nature : seuls des facteurs d’échelle (les distances, les masses, les durées,
les températures...) distinguent ces deux domaines d’études.
L’histoire de l’astronomie décrit (entre autres) les modèles successifs que les hommes ont
mis au point pour tenter de comprendre les mouvements observés.
Voici quelques repères : ARISTOTE (4e av.), ERATOSTHÈNE (3e av.), PTOLÉMÉE (+120),
COPERNIC (1543), TYCHO-BRAHÉ, KEPLER et GALILÉE (vers 1600), NEWTON et HALLEY

(vers 1700), LAGRANGE, LAPLACE, HERSCHEL... (au 18e siècle), LE VERRIER (1846),
HUBBLE, LEMAÎTRE, EINSTEIN... au 20e.

1.2. Domaines d’étude

Étudier l’Univers se fait de trois façons différentes, selon les centres d’intérêt :
On observe et étudie les mouvements apparents des astres dans le ciel : c’est l’objet de
l’astronomie fondamentale, regroupant deux volets complémentaires :
– l’astrométrie, science d’observations qui a pour objet la mesure précise de la position

des astres et la détermination du temps (horloges, calendriers) ;
– la mécanique céleste qui cherche à expliquer les mouvements observés des astres, à

partir des lois fondamentales de la dynamique (relativiste ou non). L’étude des trajec-
toires astronautiques (satellites artificiels ou sondes planétaires) est également de son
ressort.

On étudie la nature physique des astres, et leur évolution dans la durée, par l’observation
et l’analyse des rayonnements émis (visible, IR, radio, UV, X ou g) : c’est l’astrophysique,
qui mobilise toutes les lois de la physique.
On étudie l’évolution de l’Univers dans son ensemble (en assimilant les galaxies à des
molécules d’un gaz par exemple) : c’est la cosmologie, qui utilise principalement les lois
de la physique nucléaire et de la relativité générale.

2. MOUVEMENTS APPARENTS. LES OBSERVATIONS

On observe les astres depuis la Terre, mais elle se déplace aussi dans l’espace (on le
soupçonne depuis COPERNIC, en 1543). Les mouvements observés de ces astres résultent
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donc de la combinaison de plusieurs mouvements : ceux de la Terre d’une part, et leurs
mouvements propres d’autre part, tous ces mouvements étant rapportés à des systèmes
de référence.

2.1. Le mouvement diurne

C’est le plus familier de tous les mouvements célestes : tous les astres (Soleil, Lune,
planètes ou étoiles) se lèvent vers l’Est et se couchent vers l’Ouest (du moins sous nos
latitudes). Cette simple observation est à la base des modèles du monde les plus anciens :
la Terre est fixe au centre de l’Univers, et tous les astres évoluent autour d’elle.
En regardant les astres dans le ciel, on les voit répartis dans toutes les directions, sur
une sphère centrée sur l’observateur (la sphère céleste a un rayon arbitraire car seule
intervient ici la direction des astres). La rotation apparente de la sphère céleste s’appelle
le mouvement diurne, et s’effectue d’Est en Ouest en un peu moins de 24 heures autour
de l’axe polaire. Copernic a compris que ce mouvement apparent était dû à la rotation
réelle de la Terre sur elle-même, d’Ouest en Est.
En regardant vers le Nord, (toujours sous nos latitudes), certaines étoiles semblent décrire
des cercles fermés, au-dessus de l’horizon, autour d’un point fixe commun appelé Pôle
céleste Nord. Ce point est la trace de l’axe polaire sur la sphère céleste (sphère imaginaire
centrée sur l’observateur). Une étoile assez brillante, appelée pour cette raison l’étoile
Polaire, en est proche. Les étoiles voisines du pôle forment les constellations circumpo-
laires et ne se couchent jamais. Elles sont visibles toute l’année et c’est pour cela que ce
sont les plus connues : la Petite Ourse, la Grande Ourse, Cassiopée, Céphée, le Dragon...
En regardant à 90◦ de l’étoile Polaire, les étoiles semblent décrire une ligne « droite » qui
est en réalité, un grand cercle de la sphère céleste. Ce grand cercle, prolongement dans
l’espace de l’équateur terrestre, est l’équateur céleste, que les Égyptiens connaissaient déjà
il y a 4000 ans. Au Sud de l’équateur céleste, les étoiles décrivent des arcs de cercles de
plus en plus courts, centrés sur le Pôle céleste Sud.

vers le pôle
céleste

vers l’équateur
(culmination dans
le plan méridien)

méridien

plan de l’horizon

OE

N

S

Ob

ϕ

pôle Nord
célestre

équateur
célestre

zénith

N
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On ne peut voir jamais qu’une moitié du ciel, l’autre nous est cachée par la Terre elle-
même. La forme sphérique de la Terre était connue des Grecs, par l’observation de la
forme de l’ombre qui « mange » la Lune lors d’une éclipse de Lune. D’ailleurs, près de
300 ans avant notre ère, Ératosthène avait déjà déterminé le diamètre de la Terre avec
une bonne approximation.
Le mouvement diurne n’affecte pas les formes des constellations. C’est pour cela que les
Anciens appelaient « Sphère des fixes » ce qu’on désigne aujourd’hui par voûte céleste :
les étoiles sont fixes les unes par rapport aux autres (à l’échelle de la vie humaine).

2.2. Mouvements apparents du Soleil et de la Lune

En plus du mouvement diurne, le Soleil et la Lune ont des mouvements apparents bien
visibles :

– leurs levers et couchers ne se produisent pas chaque jour au même endroit de l’horizon ;

– le Soleil culmine plus ou moins haut dans le ciel, à midi, tout au long de l’année (été,
hiver), un écart de 47◦ sépare les positions extrêmes ; c’est vrai en tout point de la Terre ;

– la Pleine Lune d’hiver est haute dans le ciel, celle d’été est basse ;

– les nuits ont une durée variable en un même lieu de la Terre.

à l’é
quinoxe

au solsti
ce d’hiverau

so
lst

ice
d'été 47°

pôle Nord
céleste

z

N S

O

E

coucher

lever

Une observation simple
pendant quelques heures
montre que la Lune,
en plus du mouvement
diurne qui la fait évo-
luer d’Est en Ouest, se
déplace lentement en sens
contraire d’Ouest en Est
(le sens OE est pourtant
appelé sens direct), d’en-
viron son diamètre appa-
rent (0,5◦) en 1 heure. Ce
mouvement est aisément
repérable grâce aux étoiles
brillantes du voisinage, puisque certaines peuvent même disparaître derrière le disque
lunaire (lors d’une occultation) pour reparaître une heure après. La Lune met environ 27
jours pour revenir « dans » une constellation après avoir effectué un tour complet de la
sphère céleste à raison de 13◦ par jour en moyenne.
Des observations plus longues montrent que, tout comme la Lune, le Soleil suit un chemin
de sens direct, en parcourant les mêmes constellations qu’elle, appelées constellations
zodiacales (du grec zôdion, diminutif de zôon, animal). Pour cela, il suffit de regarder
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l’horizon Nord vers minuit et d’y chercher les constellations situées près du Soleil (lequel
bien sûr est sous l’horizon) :

– en septembre, la Grande Ourse reste très basse sur l’horizon,

– en décembre, c’est la Tête du Dragon,

– en avril s’étale le W de Cassiopée, et la Grande Ourse est haute,

– en juin, l’étoile brillante Capella (du Cocher) est au ras de l’horizon.

On peut également observer tout au long de l’année quelles constellations se lèvent vers
l’Est à minuit : le grand rectangle d’Orion en septembre, le Lion (avec Régulus) en
décembre, l’Aigle (avec Altaïr) en mai, le Taureau (avec Aldébaran) en août...
En se reportant à une carte du ciel, on voit que le Soleil fait le tour du ciel (sphère céleste)
en 1 an, dans le sens direct. Le déplacement quotidien est d’environ 2 fois le diamètre
apparent du Soleil soit presque 1◦. Cette constatation est d’ailleurs à l’origine du choix
de l’unité d’angle, le degré, à raison de 360 par tour. Ce mouvement est donc environ
12 fois plus lent que celui de la Lune qui a (par hasard) le même diamètre apparent que
le Soleil. Les Anciens ont appelé écliptique la ligne imaginaire suivie par le Soleil tout
au long de l’année, car c’est sur cette ligne que se produisent les éclipses de Lune et de
Soleil, phénomènes assez spectaculaires.

écliptiqueLion

Terre

Cancer Gémeaux
Taureau

S

1/6 1/7 1/8
Mouvement apparent du Soleil sur la bande zodiacale

La combinaison des mouvements du Soleil et de la Lune, vus depuis la Terre, est la
cause des phases de la Lune de périodicité 29,5 jours (lunaison). C’est là l’origine des
calendriers luni-solaires : le retour d’une phase donnée définit le mois et le retour des
saisons définit l’année.

2.3. Les phases de la Lune

Quand on observe le ciel plusieurs soirs de suite à la même heure, on constate aisément
que la Lune est située de plus en plus vers l’Est. Certains soirs, elle est même invisible,
car elle est encore sous l’horizon (non levée) quand on la cherche.
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Son apparence se modifie de jour en jour : bien ronde comme un disque, c’est la Pleine
Lune, elle est opposée à la direction du Soleil, se levant vers l’Est au moment où le Soleil
se couche vers l’Ouest. Une semaine plus tard, elle a la forme d’un demi-disque (vers la
gauche, comme dans la lettre d) : c’est le Dernier Quartier. Le croissant devient alors de
plus en plus mince jusqu’à devenir invisible car la Lune est dans la direction du Soleil :
c’est la Nouvelle Lune. Puis elle réapparaît en fin d’après-midi vers l’Ouest, en croissant
tourné vers le Soleil. Le croissant grossit peu à peu pour devenir un demi-cercle (vers
la droite comme dans la lettre p) : c’est le Premier Quartier. D’une Pleine Lune à la
suivante, il s’écoule en moyenne 29,5 jours (une lunaison). Ces changements d’aspect
sont dus au mouvement réel de la Lune : de la Terre, on ne voit que la partie de la Lune
éclairée par le Soleil.

Terre

NL
Soleil

PL

PQ

DQ

Les "cornes" du croissant sont
des points diamètraux

2.4. Les éclipses de Soleil et de Lune

Les éclipses de Soleil ne se produisent qu’au moment de la Nouvelle Lune, quand, vue
de la Terre, la Lune vient masquer le Soleil. L’ombre de la Lune touche alors la Terre.
C’est une éclipse totale : il fait brusquement nuit pendant quelques minutes (entre 0 et
7 min). On peut alors apercevoir la couronne solaire (atmosphère externe du Soleil, très
ténue mais très chaude). De la région de la Terre touchée par le cône de pénombre, on ne
voit qu’une éclipse partielle : le Soleil n’est pas entièrement masqué et il ne fait pas nuit.
Il ne se produit pas une éclipse de Soleil à chaque Nouvelle Lune (mais seulement deux
par an en moyenne) car le plan de l’orbite lunaire est incliné de 5◦ sur l’écliptique. Les
éclipses de Soleil ne sont visibles que depuis une petite région du globe ; c’est pour cela
qu’on a l’impression (à tort) que c’est un phénomène très rare.

NL

PL

PL

NL

plan de l’écliptique
(vu par la tranche)

Soleil

5°
Terre

Terre

Le plan de l’orbite lunaire est incliné de 5° sur l’écliptique.
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section du cône
d’ombre de la Terre

plan de l’orbite
de la Terre

mouvement
de la Lune

ombre de la Terre

rayons
du Soleil

PL

PL

Terre

Une éclipse de Lune est en réalité une dis-
parition de la Pleine Lune pendant près
de deux heures, quand elle vient traverser
le cône d’ombre de la Terre, n’étant plus
éclairée par le Soleil (c’est donc un phé-
nomène très différent des phases lunaires).
C’est d’ailleurs la forme toujours circulaire
de l’ombre sur la Lune lors de ses éclipses
qui a permis d’envisager que la Terre avait
une forme sphérique, dès le IVe siècle avant
notre ère.
Il se produit en moyenne 2 éclipses de
Lune par an, visibles par la moitié de la
Terre plongée dans la nuit. Il arrive que la
Lune ne pénètre pas entièrement dans le
cône d’ombre terrestre : il s’agit alors d’une
éclipse partielle.

2.5. Mouvements apparents des planètes

En plus du Soleil et de la Lune, les Anciens avaient remarqué 5 astres brillants qui se
distinguent des étoiles par leur lent déplacement irrégulier au sein des constellations : les
planètes (du grec planetes, errant). Leurs noms actuels sont dus à l’influence de la religion
romaine : Mercure, Vénus, Mars, Jupiter et Saturne.
Après l’invention du télescope, on en découvrira trois autres : Uranus (1781, HERSCHEL),
Neptune (1846, LE VERRIER) et Pluton (1930, TOMBAUGH). En 1801, PIAZZI a découvert
le premier astéroïde (Cérès).

T2

M2M3 M1

T1
T3

S

rétrogradation

mouvement apparent d'une planète extérieure (Mars p.e.)

St St
sens direct
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En plus du mouvement diurne (qui n’est régulier qu’en première approximation), toutes
les planètes ont des mouvements apparents irréguliers. Parfois, elles ont un mouvement de
sens direct (Ouest-Est) et parfois au contraire un mouvement rétrograde (Est-Ouest) ;
entre les deux, elles semblent immobiles pendant plusieurs jours sur le fond du ciel : c’est
la station.
Mercure et Vénus restent toujours au voisinage du Soleil, se levant (ou se couchant) au
plus 2 h et 3 h environ avant (ou après) le Soleil. Mars, Jupiter et Saturne en revanche
semblent se déplacer indépendamment du Soleil sur toute la sphère céleste et peuvent
donc être (parfois) observées en pleine nuit.

horizon

horizon

S

Terre

1
2

(2)
(4)

(3)

3

4

mouvement apparent d'une planète intérieure (Vénus p.e.)

Tout comme le Soleil et la Lune, les planètes parcourent les constellations zodiacales
et s’écartent peu de l’écliptique. Les Anciens avaient également observé l’éclat variable
de Vénus et de Mars mais n’avaient pu l’expliquer correctement ; en 1610, GALILÉE

découvrira les phases de Vénus avec sa lunette.

3. TEMPS ET CALENDRIER

La Nature offre à l’homme deux unités de durée : le jour et l’année. Les phases de la
Lune ont défini le mois et la semaine. Ces durées quasiment invariables sont liées aux
mouvements apparents du Soleil et de la Lune. Elles ont servi à établir des calendriers.
Avant l’invention des horloges mécaniques fiables (au milieu du 18e siècle), une partie
du travail des astronomes consistait à comparer l’indication des horloges à la marche
du Soleil, et chaque jour, à midi vrai, lors du passage du Soleil au méridien local, ils
remettaient les pendules à l’heure.
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3.1. Origine astronomique des unités de temps

– Le jour résulte de la rotation de la Terre sur elle-même, devant le Soleil.

– L’année est liée au mouvement de translation de la Terre autour du Soleil (il ne s’agit
pas ici d’une rotation car l’axe de la Terre ne pivote pas). L’année se manifeste par le
retour périodique des saisons, ou de certaines étoiles brillantes dans le ciel. Il se produit
environ 365 alternances clair/nuit par année. Ce nombre 365 était connu des Égyptiens
4000 ans avant notre ère.

– Le mois vient du mouvement de la Lune autour de la Terre (le retour périodique des
phases lunaires). Il se produit en moyenne 29 à 30 alternances clair/nuit par lunaison.

– La semaine, pour compter plus facilement les jours, provient du nombre d’alternances
clair/nuit séparant des phases principales de la Lune (en nombre entier).

– L’heure est une subdivision conventionnelle de l’unité naturelle (le jour). Les Egyptiens
ont choisi de diviser la durée de l’éclairement solaire en 12 parties égales, et de même
pour la nuit. La durée de l’heure de nuit était donc différente de celle de l’heure de
jour ; mais ces durées variant dans l’année, ce n’était guère pratique (elles ne sont égales
que lors des équinoxes).

– La minute et la seconde sont des subdivisions sexagésimales (60) successives de l’heure.
Le choix des diviseurs 12 et 60 est conventionnel (13e siècle).

On a donc deux séries d’unités de temps :

– Les unités naturelles : année, jour, mois lunaire (liées à un phénomène naturel) ;

– Les unités conventionnelles : mois calendaire, semaine, heure, minute, seconde.

3.2. Valeur des unités

– Le jour est la durée moyenne (sur une année) entre deux passages successifs du Soleil
au méridien (ou entre deux levers ou entre deux couchers successifs du Soleil). Sa durée
est fixée à 24 heures égales (jour solaire moyen). Dans le langage courant, le mot jour
désigne aussi la durée d’éclairement du Soleil, par opposition à la nuit.

– L’année exacte (année tropique) dure 365,24220... jours de 24 heures. Les difficultés
à établir un calendrier proviennent des décimales 0,24220...

– Le mois lunaire dure 29,5306... jours. En raison des décimales encore, la date de la
Nouvelle Lune recule dans notre calendrier solaire. L’année comporte ainsi 12 lunaisons
plus 10,875 jours : il ne peut donc pas y avoir de concordance entre les calendriers
lunaires et solaires.

– La seconde est l’unité légale de mesure du temps, définie à partir de l’atome de césium
133. On compte 86400 s par jour solaire moyen.
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3.3. Le jour

Dans la vie courante, le mot « jour » possède plusieurs significations : on dit « il fait
jour » par opposition à la nuit ; et « le jour » dure 24 heures, ce qui est différent de
la « journée ». Concernant la rotation de la Terre, on dira alternance « clair/nuit » de
préférence à « jour/nuit ».
Le jour solaire vrai est la durée séparant deux passages du Soleil au méridien, cet instant
étant appelé midi vrai (ou « midi au Soleil »). Mais d’un jour à l’autre, à cause du
mouvement keplérien de la Terre (loi des aires), cette durée fluctue dans un intervalle
de ±16 minutes autour de la durée moyenne de 24 heures, appelée jour solaire moyen.
L’écart est appelé équation du temps (le mot « équation » est ici à prendre au sens d’écart).
La durée séparant deux passages successifs d’une même étoile au méridien définit le jour
sidéral : c’est la durée de la rotation physique de la Terre. Mais, en tournant sur elle-
même, la Terre se déplace autour du Soleil. Lors d’une année tropique, la Terre effectue
365,24220 rotations mais elle en fait une de plus par rapport aux étoiles, puisqu’elle fait
aussi le tour du Soleil. L’année tropique comporte donc 366,24220 jours sidéraux, un
de plus que de jours moyens. L’écart avec le jour moyen étant de 1/365,24220 jour soit
3 min 56 s en moins, un jour sidéral dure 23 h 56 min 4 s.
Ces deux durées (23 h 56 min et 24 h) sont très voisines mais ont des significations
différentes et ne doivent pas être confondues (ne pas « arrondir » 23 h 56 min à 24 h) :
l’une a une réalité physique (jour sidéral), l’autre est due au mouvement relatif du Soleil.
Le jour civil (de 24 h) est le jour solaire moyen, car la vie sur Terre est régie aussi par le
Soleil !
Le Temps Universel (UT) est l’heure civile du méridien de Greenwich, c’est-à-dire
l’heure moyenne locale augmentée de 12 heures. En effet, l’instant midi correspond au
passage au méridien, lorsque l’angle entre le Soleil et ce méridien (appelé angle horaire)
est nul (il vaut alors 0 h). On ajoute 12 h à l’heure solaire en faisant débuter le jour lors du
passage du Soleil moyen au méridien Nord (à minuit, sous l’horizon). Le Temps Universel
Coordonné (UTC) est le temps universel corrigé afin de tenir compte du ralentissement
irrégulier de la rotation terrestre (marées).

Un peu d histoire´

Le calendrier julien

Sous Jules César (en 46 avant notre ère), afin de mettre de l’ordre dans le calendrier
lunaire romain primitif, l’astronome Sosigène proposa de se référer à un calendrier
solaire :

– l’année, partagée en 12 mois inégaux, dure en moyenne 365,25 jours ;

– pour établir un comptage en nombres entiers de jours (365), le 1/4 de jour
restant est cumulé sur 4 ans : on ajoute un jour supplémentaire à la 4e année
qui comporte alors 366 j. Ce jour « double » (dans le sens de « recommence »)
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le 24e jour de février, qui était aussi le 6e jour avant les calendes de mars (le
1er mars) c’est-à-dire le début de l’année à cette époque. D’où le nom bis sextus
ante calendas martias de ce jour supplémentaire, ce qui donnera notre terme
bissextile ;

– l’année commence le 1er janvier (proche du solstice d’hiver), au lieu du 1er mars.
On gardera cependant les noms de septembre, octobre, novembre et décembre,
bien que ces mois ne soient plus les 7e, 8e, 9e et 10e de l’année. En France,
l’année ne commencera le 1er janvier que sous Charles IX en 1567.

Le calendrier grégorien
L’écart entre l’année tropique (365,24220 j) et l’année julienne (365,25 j) est de
0,0078 j par an (= 11 min 14 s). L’écart cumulé en 400 ans est de 3,12 jours en
trop. Or en l’an 325 de notre ère, le Concile de Nicée avait fixé la date de Pâques
par une règle simple : le dimanche qui suit la première pleine Lune du printemps.
Avec une année trop « longue », cette fête se produisait de plus en plus tôt dans le
calendrier julien : l’écart atteignait 10 jours à la fin du 16e siècle.
En 1582, l’astronome allemand Clavius proposa au pape Grégoire XIII deux modi-
fications au calendrier julien :

– enlever 10 jours à l’année 1582 ;

– modifier la règle de Sosigène pour les années bissextiles afin d’ôter 3 jours en 4
siècles (soit 0,0075 j/an).

Les conséquences de cette réforme grégorienne sont :

– le lendemain du jeudi 4 octobre 1582 est le vendredi 15 octobre 1582 ;

– seront bissextiles les années dont le millésime est divisible par 4 (comme dans
le calendrier julien) mais les années séculaires (divisibles par 100, et terminant
les siècles) ne seront bissextiles que si elles sont divisibles par 400. Ainsi 1600,
2000, 2400 ont bien 366 j mais 1700, 1800, 1900, 2100, 2200, 2300 ne sont
pas bissextiles et ont seulement 365 j.

La réforme est appliquée aussitôt à Rome, mais seulement en décembre 1582 en
France (on passe du 9 au 20), en 1752 en Angleterre (2-14 septembre), et en 1918
en URSS (1-14 février). Ce calendrier est aujourd’hui en vigueur dans tous les
pays. Il subsiste un écart de 0,0003 j/an (= 26 s/an) en trop, compensé en partie
par le très lent ralentissement de la rotation de la Terre.

3.4. Remarques importantes sur le vocabulaire

Longueur et temps sont deux des sept grandeurs fondamentales du Système International
d’unités. Longueur et distance sont souvent synonymes dans le langage courant, de même
que temps et durée. Il est souhaitable de bien les distinguer.
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Le mot longueur est relatif aux dimensions d’un objet matériel. Le mot distance désigne
l’éloignement d’un objet inaccessible directement (distance d’un immeuble, distance de la
Lune) mais désigne aussi la longueur du déplacement d’un objet (matériel ou non) : le
mètre est « la longueur du trajet parcouru dans le vide pendant une durée de 1/299 792 458
de seconde » (octobre 1983). On parle habituellement de « distance parcourue par une
voiture » ou de « longueur du trajet parcouru ».
Le mot temps désigne, en physique, le temps qui passe (et non le temps qu’il fait). Le
définir n’est pas évident : au 4e siècle, Saint Augustin écrivait « Si on ne me le demande pas,
je crois savoir ce qu’est le temps ; mais si on me le demande et que je veuille l ’expliquer, je ne le
sais plus » (les Confessions, XIV).
Le temps pourrait être une succession d’instants... La durée est plus simple à définir : c’est
l’intervalle mesurable entre deux instants.
Dans la vie courante, temps et durée sont fréquemment confondus. On veillera à bien
dire « repérage du temps » et « mesure d’une durée » (et non pas « mesure du temps »).
L’abréviation légale de minute est min (et non « mn », sans le i), celle de la seconde est s
(et non « sec » comme chez les Américains). On n’écrira pas non plus 3′ 10′′ (car ce n’est
plus une durée : il s’agit ici de la minute d’angle, fraction 1/60 du degré, et de la seconde
de degré, fraction 1/60 de la minute).

4. LES ÉCHELLES DANS L’UNIVERS

4.1. Unités de distance

Les distances dans l’Univers sont souvent exprimées en durées de parcours de la lumière
comme seconde de lumière, heure de lumière ou année de lumière.
L’année de lumière est la distance parcourue par la lumière dans le vide pendant un an.
À raison d’environ 365,25 jours de 24 heures de 3600 s chacune, une année comporte
environ 32 millions de secondes (un milliard de secondes en près de 32 ans). À la
vitesse de 299 792| 458 m/s, la lumière parcourt dans le vide environ 1013 km en un
an (soit 10 millions de millions de kilomètres) : c’est la longueur de l’année de lumière
(abréviation al).

4.2. Exemples de distances

On compare ici différents domaines célestes, du point de vue des distances. On passe de
l’un à l’autre par un effet de zoom, d’un rapport de 1 à 10 000.
• Le système Terre-Lune
Notre satellite naturel se situe à près de 380 000 km de la Terre, c’est-à-dire à un peu plus
d’une seconde de lumière (1,3).
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• Le Système solaire

Le Soleil est quasiment au barycentre des masses (à moins de 2,2 rayons solaires), la Terre
se situe à environ 150 millions de km du Soleil, soit une unité astronomique (1 ua). La
lumière du Soleil met donc 500 s à nous parvenir (≈ 8 min). La Terre parcourt son orbite
à la vitesse de 30 km/s. Avec le rapport de zoom de 1/ 10000, le rayon de ce système est
d’environ 13 000 secondes de lumière, soit près de 4 heures. C’est la durée que mettent
les signaux radioélectriques pour nous parvenir des sondes qui survolent les planètes
lointaines du Soleil (Neptune étant à 4 h de lumière du Soleil, il a fallu attendre cette
durée pour recevoir la photographie de la planète lors de son survol historique en 1989).

• Les étoiles proches

Un recul de zoom de rapport 1/10 000 nous projette à 40 000 heures de lumière de
distance, soit à plus de 4 années de lumière (4,5 al) pour atteindre les étoiles les plus
proches du Soleil, la banlieue stellaire. Entre ces étoiles, il n’y a quasiment rien d’autre
que quelques rares poussières et des atomes isolés ; cet excellent vide est bien meilleur que
celui de nos laboratoires.

• La Galaxie

En reculant 10 000 fois plus loin, on atteint la distance de 50 000 al, qui est le rayon
caractéristique de la Galaxie, un vaste système d’étoiles emportées dans une très grande
rotation. De la Terre, on en voit la trace dans le ciel nocturne : la Voie lactée. Le Soleil
est situé vers la périphérie de ce système dynamique, à près de 30 000 al du « centre »
galactique, en nous entraînant dans ce tourbillon, à raison de un tour en 250 millions
d’années, à près de 220 km/s. Le Soleil est une étoile banale parmi les 100 milliards (1011)
que contient notre Galaxie ; il n’y a pas de corps central attracteur.
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• Les galaxies voisines
Un recul seulement 50 fois plus loin nous fait atteindre les galaxies les plus proches de
la nôtre, semblables à notre Galaxie (avec une majuscule). On est à 2,5 millions d’al : la
lumière qui nous en parvient a été émise à l’époque des premiers hommes sur la Terre.
• « Tout » l’Univers
En reculant encore d’un rapport de 1 à 5000, on dénombre de plus en plus de galaxies
(1010 à 1012) généralement groupées en amas de quelques centaines de membres, et on
atteint les limites de l’Univers observable : l’horizon cosmologique est situé à 15 milliards
d’années de lumière, la lumière qui nous en parvient a été émise lors de la « création » de
l’Univers, lors du big-bang. Il faudra attendre un milliard d’années pour que cet horizon
soit à 16 milliards d’al.

Revenons au premier système, le couple Terre-Lune, et un coup de zoom de rapport
10000/1 nous met à 38 km du « centre » : c’est la banlieue d’une grande capitale comme
Paris. Encore un coup de zoom de 10000/1 et on atteint un espace de près de 4 m de
rayon caractéristique : la salle de classe. L’étape suivante nous amène à 0,4 mm seulement.
L’échelle moléculaire nécessite encore une étape supplémentaire.

4.3. Parallaxe stellaire

La distance des étoiles les plus proches est déterminée par parallaxe : la base T1T2 corres-
pond au diamètre de l’orbite terrestre (2 unités astronomiques, 2 ua) pour deux visées faites
à 6 mois d’intervalle (on parle alors de parallaxe annuelle). L’angle P = T̂1ES = T̂2ES
vaut souvent moins de 0, 1′′ (au plus 0, 76′′ pour l’étoile la plus proche, Proxima, dans la
constellation du Centaure, à 4,2 années de lumière de distance).

étoile proche E

S

étoiles lointaines

T1 T2

Soleil 1er

septembre
Terre

1er

mars
1 ua

1 ua 1 ua

P
P

P

d
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L’unité de distance parsec (ou « parallaxe de 1 seconde », symbole pc) correspond à la
distance d’un astre dont l’angle de parallaxe annuelle serait P = 1′′. L’angle P étant très
petit, la distance D (en pc) vaut 1/P (où P est en seconde de degré).

Exemple : Établir que 1 pc = 3,26 al.

& Développement

Re
ch

ec
he Le système GPS

Les récepteurs GPS (Global Positioning Sys-
tem = Système de Positionnement sur le
Globe) utilisent un procédé très différent de
la télémétrie par écho radar. À partir d’au
moins 3 satellites en orbite circulaire à 20 183
km d’altitude, dont la position est connue
très précisément (≈ 1 m), le récepteur cal-
cule sa position sur la Terre correspondant
aux décalages horaires entre les 3 signaux

reçus (chaque satellite possède une horloge
atomique embarquée, synchronisée à moins
de 1 ns près à partir d’une horloge au sol).
En se déplaçant sur Terre (ou en altitude), le
récepteur calcule sa position géographique à
chaque instant. La distance parcourue s’ob-
tient donc par un calcul de trigonométrie et
non par une mesure directe. La précision est
souvent inférieure à 100 m.

4.4. Le Système solaire à l’échelle

Cet exercice peut être proposé à des élèves de niveau collège. On veut réaliser avec les
élèves un plan du Système solaire, l’échelle choisie étant telle que le Soleil y soit représenté
par une orange de 7 cm de diamètre. Chaque planète sera alors placée sur une trajectoire
(ou portion de trajectoire) circulaire centrée sur le Soleil.
Le tableau ci-après donne les distances au Soleil des planètes visibles à l’œil nu. Ces
valeurs sont exprimées en unités astronomiques (ua).
a) Reprendre ce tableau en donnant des valeurs approchées (ou arrondies) traduisant des
ordres de grandeur de ces distances. Quel est l’intérêt de présenter aux élèves ces nouvelles
valeurs, plutôt que celles proposées ici ?
b) Indiquer la valeur numérique de l’échelle utilisée si le Soleil est représenté par l’orange.
Que penser d’un autre choix d’échelle pour lequel le Soleil serait représenté par un ballon
de basket de 28 cm de diamètre ?
c) Donner un tableau des rayons des orbites planétaires dans le plan que vous réaliserez,
par exemple celui pour lequel le Soleil est représenté par une orange.
d) Avec la même échelle (celle de l’orange ou celle du ballon), donner la grosseur de la
bille représentant la Terre, ainsi que celle qui représente la plus grosse des planètes.
e) Parmi les objectifs suivants, lequel vous paraît le plus important pour ce travail :
– savoir effectuer des calculs numériques ;
– acquérir la notion d’échelle ;
– prendre conscience du vide dans le Système solaire.
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Dimensions et distances dans le Système solaire

Planètes Distance au Soleil (ua) Rayon (km)

Mercure
Vénus
Terre
Mars
Jupiter
Saturne

0,387 098
0,723 330
1,000 00
1,523 68
5,202 60
9,554 91

2440
6050
6378
3400

71400
60000

Distance de la Terre au Soleil :
Diamètre du Soleil :

150 000 000 km
1 400 000 km

• Éléments de réponses

a) Pour beaucoup d’élèves, fournir des résultats numériques avec beaucoup de chiffres
significatifs semble être une nécessité de rigueur scientifique ; il n’en est rien, il est
préférable de ne garder que quelques chiffres (valeur approchée) donnant une précision
moyenne mais permettant à l’élève d’avoir en tête un bon ordre de grandeur.

b) L’échelle est telle qu’on représente 1 400 000 km (le diamètre réel du Soleil) par 7 cm
(le diamètre de l’orange). L’échelle est donc de 7 (cm) pour 140 000 000 000 (cm) soit
1 pour 20 milliards. L’échelle de la maquette est donc de 1/20 000 000 000e (un vingt-
milliardième). Avec le ballon de basket de 28 cm de diamètre, l’échelle est 4 fois plus
grande (1/5 000 000 000).

c) On réduit les distances réelles dans le rapport d’échelle pour obtenir les distances dans
la maquette. On calcule d’abord la distance de la bille (Terre) à l’orange (Soleil) : c’est
la longueur de 150 millions de km divisée par 20 milliards, soit 7,5 m. Ainsi, l’unité
astronomique correspond à 7,5 m dans la maquette. Les valeurs sont ici arrondies afin de
mieux figurer l’ordre de grandeur des résultats. L’étoile la plus proche (à 4 al) sera une
autre orange éloignée de... 2000 km !

d) Les tailles des planètes sont réduites dans le même rapport d’échelle. Seules les
« géantes » Jupiter et Saturne ont la dimension d’une bille (de jeu), les autres sont
10 à 20 fois plus petites. Remarquer que la Terre est près de 100 fois plus petite que
le Soleil et 10 fois plus petite que Jupiter. Ce sont ces rapports de dimensions qu’il faut
retenir.

e) L’intérêt de cet exercice est surtout de faire visualiser l’immense vide qui existe dans le
Système solaire : à 3 m de l’orange se situe une minuscule tête d’épingle (Mercure), puis à
5 m, on en trouve une autre à peine plus grosse (Vénus), la suivante est à 7,5 m (la Terre),
puis Mars à 11 m ; on trouve une bille ( Jupiter) à 40 m de l’orange et une autre à plus de
70 m de distance. L’orange la plus proche est à 2000 km ! En dehors de ces « minuscules »
planètes très éparses, il n’y a rien...
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Bien sûr, les élèves doivent maîtriser la notion d’échelle et les techniques de calcul (les
puissances de 10) pour mener à bien ce travail. C’est une compétence et non un objectif.
L’échelle des distances dans l’Univers s’étend sur plus de 40 puissances de 10 : de 10–15 m
(noyau atomique) à 1026 m (l’Univers observable à 10 ou 15 milliards d’al).

Dimensions et distances dans le Système solaire et dans la maquette (orange)

Planètes Distance
au Soleil (ua)

Distance de
l’orange (m)

Diamètre
(km)

Diamètre des
billes (mm)

Mercure
Vénus
Terre
Mars
Jupiter
Saturne

0,4

0,7

1,0
1,5
5,2
9,6

3,0
5,0
7,5

11
40
72

4 800
12 000
13 000
6 800

140 000
120 000

0,2
0,6
0,6
0,3
7
6

5. DÉTERMINATION DES DISTANCES DE LA LUNE ET DU SOLEIL

Cette partie décrit la méthode utilisée par ARISTARQUE DE SAMOS (310-230 av. notre ère).
Aristarque a déterminé la distance de la Lune et celle du Soleil (en prenant comme unité
le rayon terrestre), en utilisant judicieusement quelques observations simples et un peu de
géométrie. Il en a déduit que le Soleil ne devait pas tourner autour de la Terre (modèle
géocentrique) mais que c’était plutôt l’inverse. Cependant, la méconnaissance du principe
d’inertie a empêché d’accepter ce mouvement de la Terre, et le modèle héliocentrique a
été rejeté pour 18 siècles !

5.1. La distance Terre-Lune

• Observations

– La lunaison (durée moyenne entre deux phases identiques) dure 30 jours (environ).
– La Lune « avance » dans le ciel de son diamètre apparent en 1 heure (en moyenne).
– Les éclipses de Lune les plus longues durent 2 heures (environ).

• Exploitation

– Calculer le diamètre apparent a de la Lune.
– Calculer la distance Terre-Lune dTL en fonction de a et du diamètre linéaire de la

Lune.
– Calculer le rapport dTL/RT (où RT est le rayon terrestre).
– Comparer avec la valeur moderne dTL/RT ≈ 60.
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• Résultats

Terre

Lune

RL
dTL

– Le diamètre apparent de la Lune cor-
respond à son déplacement visuel en 1 h à
raison de 1 tour (360◦) en 30 jours ; cela
donne 12◦ par jour soit 0,5◦ par heure et
a = 0, 5◦.
– La distance dTL est telle que
le rayon lunaire est vu sous l’angle
a/2 (on peut confondre l’angle et le
sinus) : RL/dTL = sin(a/2) ≈ a/2 d’où
dTL = 2RL/a.

1 h 1 h

ombre de la Terre

Les éclipses totales de Lune les plus longues 
durent environ 2 heures.

Lune

– Le diamètre de la Terre est 3 fois plus
grand que celui de la Lune (en non pas
2 fois car, au début et à la fin de l’éclipse
totale, les cercles doivent être tangents inté-
rieurement). On en déduit dTL = 2RL/3a

avec a = 0,5◦ = 0,0087 rad d’où
dTL/RL ≈ 76. C’est un peu plus que la
valeur moderne (60) car les éclipses les plus
longues durent en réalité un peu moins de
2 h, et RL/RT ≈ 0, 27 (et non pas 0,33
comme ici). On mesure aujourd’hui la dis-
tance Terre-Lune par tir laser (en IR) sur
un rétroréflecteur déposé sur la Lune : on
mesure la durée de l’écho à moins de 1 ns
près (la distance est connue à moins de
15 cm près).

5.2. La distance Terre-Soleil

• Hypothèse

Le Soleil n’est pas situé à l’infini. Conséquences : les deux positions L′ de quadrature de

la Lune (ŜTL′ = 90◦) ne sont pas confondues avec celles de la phase de premier quartier

(L3) ou de dernier quartier (L2) : T̂L3S = 90◦.

• Observations

– Aristarque évalue la durée L3 L′ à 6 heures (1/4 de jour) ;

– le diamètre apparent du Soleil est égal à celui de la Lune (ce qui explique les éclipses
de Soleil).
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• Exploitations

– Calculer l’angle x (angle T̂SL3 ou T̂SL2).

– Calculer le rapport dTS/dTL (valeur moderne ≈ 400).

– Calculer le rapport du diamètre du Soleil à celui de la Terre.

• Résultats

Terre

Soleil

L2L3

NL

L'

PL

Orbite de
la Lune

– L’angle L̂3TL′ vaut donc 3◦ (la Lune se
déplace de 12◦ par jour) et T̂SL3 = 3◦ d’où
dTS/dTL = 1/ sin(3◦) ≈ 19 (c’est près de 20
fois moins que la valeur moderne).
– Le Soleil et la Lune ayant même diamètre
apparent, le rapport des diamètres linéaires est
égal à celui des distances : le Soleil est donc 19
fois plus loin et 19 fois plus gros que la Lune.
Comme la Lune est environ 3 fois plus petite
que la Terre, Aristarque en déduit que le Soleil
est 6 à 7 fois plus gros que la Terre.
Pour Aristarque, s’il est vrai que la « petite »
Lune tourne autour de la Terre, ce ne peut pas
être le cas du « gros » Soleil ; il lui semble plus
naturel que la Terre tourne autour du Soleil,
entraînant la Lune avec elle ; mais ignorant
le principe d’inertie, un tel mouvement de la
Terre n’était pas envisageable à cette époque.
Le modèle héliocentrique devra attendre 18
siècles...
En réalité, il n’est pas possible de déterminer
à l’œil nu l’écart entre les positions L3 et L′

(l’angle vaut environ 9’) la durée L3 L′ correspond à 18 min et non pas à 6 heures. On en
déduit alors 1/ sin(9′) ≈ 400.

6. MESURE DE LA TERRE PAR ÉRATOSTHÈNE

Vers l’an – 220, le savant grec Ératosthène (284-192 av. notre ère) rapproche deux faits
d’observation en Égypte :
– à Syène (aujourd’hui Assouan, sur le tropique Nord), le Soleil est visible au fond d’un

puits le jour du solstice d’été (il est donc situé au zénith, exactement à la verticale du
puits) ;

– à Alexandrie, au bord de la Méditerranée, l’obélisque fait toujours une ombre à midi.
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S

A

O

ombre de
l’obélisque

Terre

rayons
du Soleil

Depuis ARISTOTE (au IVe siècle avant notre
ère), on sait que la Terre est sphérique (par
l’observation de la forme toujours circulaire
de l’ombre de la Terre sur la Lune lors des
éclipses de Lune). Ératosthène interprète
ces observations en disant que les verticales
de Syène et d’Alexandrie font un angle a au
centre de la Terre. Les rayons du Soleil sont
donc inclinés de l’angle a sur la verticale
d’Alexandrie. Il évalue cet angle à la frac-
tion 1/50 du tour de cercle (la trigonomé-
trie n’est pas encore connue). La distance
entre les deux villes est évaluée en propor-
tion des durées des voyages des caravanes le
long du Nil, entre Alexandrie et Syène : il
trouve une distance correspondant à 800 de
nos kilomètres actuels ; cela conduit à une
circonférence de 800 3 50 ≈ 40 000 km.

équateur

PN

A

B

En réalité, Syène et Alexandrie ne sont pas
situées sur le même méridien. Mais le prin-
cipe de la méthode d’Ératosthène est tout
à fait correct : la différence des hauteurs du
Soleil lors du passage au méridien de cha-
cune des villes est égale à la différence de leurs latitudes géographiques : h1−h2 = w1−w2.
La distance à utiliser est alors celle entre les parallèles géographiques, comptée le long
d’un méridien.

O
rayons

du Soleil

A

B

équateur

δA

A

hA

B

hB

h
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Aujourd’hui, on détermine le rayon équatorial de la Terre : 6 378,140 km ce qui donne
un périmètre équatorial de 40 075,036 km. Par suite de l’aplatissement polaire de la Terre
(1/300), le méridien est un peu plus court et mesure 40 008 km, le long de l’ellipsoïde de
révolution. La sphère de même volume que la Terre a un rayon de 6 371 km.

7. COPERNIC ET LE MODÈLE HÉLIOCENTRIQUE

Le modèle de Copernic (1543) permit de calculer (pour la première fois dans l’histoire) les
périodes des révolutions sidérales (autour du Soleil) et les rayons des orbites des planètes :
Copernic apporta ainsi une échelle des distances dans le Système solaire.
On se place ici dans le cas simplifié où les orbites sont circulaires, coplanaires et concen-
triques.

7.1. Les périodes sidérales

Pour déterminer la période sidérale d’une planète, on utilise deux oppositions successives
de la planète (Mars par exemple) : vus depuis la Terre, Mars est à l’opposé du Soleil,
passant à « minuit solaire » au méridien. On note la date du calendrier pour la position
T1 de la Terre.

S

T2

T1
M1

M2

Durée Sop
entre deux
oppositions

Après plusieurs mois (26 dans le cas de
Mars), on observe une nouvelle opposition :
la Terre est en T2 et Mars en M2. Soit a

l’angle au centre dont a tourné la planète
pendant cette durée (Sop) entre ces 2 opposi-
tions (durée de la révolution synodique). Les
mouvements étant circulaires uniformes, les
durées sont proportionnelles aux angles au
centre.
En Sop jours, Mars a tourné de l’angle a autour du Soleil et la Terre a tourné de 360◦ 1 a

(soit un tour de plus). Si T est la période sidérale, on a :

360◦ 1 a

Sop
=

360◦

365,25
et

a

Sop
=

360◦

T
d’où on tire

1
T

=
1

365,25
− 1

Sop

Dans le cas de Mercure et de Vénus, planètes intérieures à l’orbite de la Terre, on intervertit

les termes T et 365,25 ce qui donne
1
T

=
1

365,25
1

1
Sop

.

Les valeurs observées pour Sop et celles calculées pour T sont données ici :

Mercure Vénus Mars Jupiter Saturne

Sop (observée) 116 j 584 j 780 j 399 j 378 j

T (calculée) 88 j 225 j 687 j 11,8 ans 29,6 ans
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7.2. Les distances au Soleil

S Va

1

T

Copernic utilise encore des positions parti-
culières des planètes et de la Terre : l’élonga-
tion maximale pour Mercure et Vénus, ou la
quadrature pour les planètes extérieures.

L’élongation est l’angle entre la planète et le
Soleil. Cet angle est maximal quand la ligne
TV est tangente à l’orbite.

Si la distance TS est prise pour unité
(unité astronomique), on obtient la relation
sin(a) = a. Pour Mercure, a < 23◦ (en
moyenne) d’où a = 0, 39 ua. Pour Vénus,
ces valeurs sont 46◦ et 0, 72 ua.

M1

M2

a

Durée Sq

S

T2

T2

T1 u

1

La quadrature est la position de la planète sur
son orbite pour laquelle la planète et le Soleil
sont vus dans deux directions perpendicu-
laires. Pour calculer le rayon orbital, on part
d’une opposition (M1T1S). La quadrature
se produit environ 3 mois plus tard, quand
M2T2 est tangente au cercle de l’orbite ter-
restre.

Soit Sq la durée écoulée entre ces 2 posi-
tions. Mars a tourné de l’angle u autour du
Soleil tandis que la Terre a tourné de u 1 b.

Alors
u 1 b

Sq
=

360◦

365,25
pour la Terre, et

u
Sq

=
360◦

T
pour la planète où T est la

période sidérale déjà calculée. On en déduit

b = 360◦.
Sq

Sop
puis, dans le triangle SM2T2 : a = 1/ cos b.

Les valeurs observées de Sq et les rayons calculés des orbites sont :

Sq Sop b a

Mars 106 j 780 j 48,9◦ 1,5 ua

Jupiter 87,5 j 399 j 78,9◦ 5,2 ua

Saturne 88,2 j 378 j 84,0◦ 9,5 ua

Examinons le tableau des valeurs obtenues par Copernic (complété par les valeurs des
rapports T/a, T/a2 et leur produit) :

10. ASTRONOMIE 755



�

�

�

�

�

�

�

�

planète T T (ans) a (ua) T/a T/a2 T 2/a3

Mercure
Vénus
Terre
Mars
Jupiter
Saturne

88 j
225 j
365,25 j
687 j
11,8 ans
29,6 ans

0,24
0,62
1,00
1,88
11,8
29,6

0,39
0,72
1,00
1,5
5,2
9,5

0,62
0,86
1,00
1,2
2,3
3,1

1,58
1,20
1,00
0,84
0,43
0,33

0,98
1,03
1,00
1,01
0,99
1,02

On constate que, de Mercure à Saturne, T et a sont croissants, le rapport T/a croît
mais T/a2 décroît. Copernic aurait pu calculer que le produit de ces deux rapports
reste quasiment constant : il aurait ainsi obtenu la 3e loi de Kepler 75 ans avant ce
dernier.

7.3. Modèle géocentrique et modèle héliocentrique

Il est possible de représenter la trajectoire d’une planète (Mars par exemple) dans deux
référentiels :
– héliocentrique, où la planète décrit une trajectoire circulaire (supposée uniforme ici) ;
– géocentrique, où le Soleil décrit également une trajectoire circulaire autour de la Terre.

Référentiel héliocentrique
Sur deux cercles de centre S et de rayons 6 et 9 cm (dans le rapport 1 à 1,5) représentant
les orbites de la Terre et de Mars, on place les positions des planètes à intervalles réguliers
de temps, par exemple tous les 10 jours. À raison de 360◦ en une année pour la Terre
et en 687 j pour Mars, cela correspond à des angles de 10◦ et 5◦ environ (9,8◦ et 5,2◦).
On peut alors numéroter les positions de 0 à 36 (de T0 à T36 et M0 à M36) (on choisit
une position quelconque de départ, par exemple 0◦ pour la Terre et f = 84◦ pour
Mars).

Référentiel géocentrique

À partir de cette première représentation, on peut obtenir la trajectoire de Mars dans
un référentiel géocentrique. Il est souhaitable de travailler avec du papier calque ou avec
un transparent où on marque le centre T du repère géocentrique. En superposant les
positions successives T0, T1, T2, T3 ... en T (tout en conservant les mêmes directions
d’axe), on reporte les positions correspondantes M0, M1, M2 ... On voit se dessiner la
trajectoire géocentrique de Mars, avec notamment une rétrogradation entre M15 et M22

(si on a choisi f = 84◦). La planète est proche de la Terre en M18, à l’opposé du Soleil
(c’est l’opposition) donc très brillante dans le ciel nocturne.
Copernic a fait la démarche inverse : représenter la trajectoire géocentrique (la seule
observable) dans un référentiel héliocentrique.
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0– 1– 2 10

M0
M'0

T0
1818

10 10
5

mouvements héliocentriques
de la Terre et de Mars

mouvement géocentrique
de Mars

8. LA GRAVITATION UNIVERSELLE

8.1. Aspect historique de la découverte

Dès 1605, KEPLER découvre que la planète Mars ne décrit pas une orbite circulaire autour
du Soleil comme le suggérait Copernic en 1543, mais une ellipse dont le Soleil occupe un
des foyers. Le mouvement n’est pas uniforme : la vitesse est d’autant plus faible que la
planète est plus lointaine du Soleil (c’est la loi des aires). Ce sont deux lois géométriques
qui décrivent le mouvement de la planète, bien mieux que le modèle géocentrique de
Ptolémée ou celui héliocentrique de Copernic. Mais Kepler ne connaît pas la cause de ce
mouvement.
En 1618, Kepler constate que les planètes obéissent à une loi numérique T 2/a3 = cste.
Ces planètes ayant en commun de tourner autour du Soleil, Kepler envisage l’existence
d’une cause résidant dans le Soleil. La seule action à distance connue à son époque étant
la force magnétique, Kepler suppose que le Soleil agit comme un gigantesque aimant sur
toutes les planètes.
Un demi-siècle plus tard, NEWTON a déjà formulé le principe d’inertie : « si un corps
n’est pas soumis à une force, il reste au repos ou bien poursuit son mouvement rectiligne
uniforme » (c’est la 1re loi de Newton). Il constate que la Lune tourne autour de la Terre
et en déduit que la Lune est soumise à une force de la part de la Terre. Quelle est la nature
de cette force ?
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C’est là que se situe l’anecdote de la pomme (épisode raconté par Newton lui-même à la
fin de sa vie et cité par VOLTAIRE en 1738 dans Éléments de la Philosophie de Newton, livre
très important pour la diffusion des idées de Newton en France). La pomme tombe au
sol car elle est attirée par la Terre (la gravitation de la physique terrestre). Newton « voit »
que la Lune « tombe » également : elle est soumise à une force de même nature que le poids
de la pomme. Par ce rapprochement d’idées, Newton vient d’unifier la physique terrestre
et la physique céleste, séparées pendant 20 siècles depuis Aristote ! L’idée de Newton est
très novatrice car, en 1687, la seule façon de modifier un mouvement est d’exercer un
choc ou un contact (traction ou poussée) et non pas une action à distance.
Newton qualifie d’universelle la gravitation quand il constate que les satellites de Jupi-
ter, ceux de Saturne, et les comètes obéissent à la même loi dans le Système solaire. La
gravitation, de portée infinie, est responsable de l’organisation des structures de l’Univers
(les galaxies, les étoiles, les planètes) et de leur évolution dans l’espace et dans le temps.
Les modèles de Copernic (trajectoires circulaires) et celui de Kepler (ellipses) sont des
descriptions géométriques du Système solaire. Newton y apporte une description phy-
sique : Kepler décrit comment les planètes se déplacent autour du Soleil, Newton explique
pourquoi elles se déplacent. Tout en étant unifiée, la physique devient causale. C’est un
progrès fondamental.

8.2. Newton et la force centrale

(cf. Principia, Livre 1, proposition 2, théorème 1 (1687) ou cf. De motu, théorème 1, 1684)

C c

B

A
S

Une planète se déplace de A vers B pen-
dant l’intervalle de temps dt. Si la planète
ne subissait pas de force en B de la part
du Soleil, elle irait en ligne droite à vitesse
constante (principe d’inertie) et serait en
c à la fin de la même durée dt, telle que
AB = Bc (Newton utilise les mêmes nota-
tions C et c).

S

C c

B

A

hA

hC
hc

En réalité, la planète subit en B une force
dirigée vers le Soleil (force centrale). La
combinaison des deux effets (vitesse en B et
force centrale) produit une déviation vers C.
La trajectoire est courbe car Newton la pré-
sente comme une succession de petits seg-
ments.
Or les triangles SAB, SBc et SBC ont tous les trois la même aire, égale à SB · h/2 où h
est la hauteur de chacun de ces triangles, perpendiculaire à SB :

AB = Bc ⇒ hA = hC = hc

758



�

�

�

�

�

�

�

�

C’est donc par un raisonnement purement géométrique que Newton prouve qu’une force
centrale crée un mouvement qui obéit à la loi des aires. Dès 1605, Kepler avait déterminé
cette même loi des aires en étudiant le mouvement de la planète Mars observé par Tycho
Brahé vers 1590-1595. Newton trouve ainsi une cause à ce mouvement (il n’est pas
nécessaire que la force soit en 1/r2 pour que la loi des aires soit vérifiée).

8.3. Newton, la pomme et la Lune

Voir exercice 4

8.4. Masse d’inertie et masse gravitationnelle

Newton formule la loi d’attraction en 1/r2 entre les masses. Dans l’expression
−→
F = m·−→a ,

le coefficient m correspond à la masse d’inertie (mi), traduisant la plus ou moins grande
facilité à modifier le mouvement de ce corps. Dans l’expression F = G.Mm/r2, le
coefficient m correspond à la masse gravitationnelle (mg), traduisant l’attraction.
Les deux phénomènes étant différents, s’agit-il de la même masse ? Newton fait l’hypo-
thèse mi = mg . En 1905, Einstein postule l’identité de ces masses.

8.5. Masse de la Terre

Les relations mi.a = G.MT .mg/R2 et mi = mg conduisent à : a = G.MT /R2 = g
(g est l’accélération de la pesanteur, égale à 9,81 m/s2) d’où G.MT = g.R2, ce qui donne
la valeur du produit G.MT . Mais Newton ne peut connaître la masse de la Terre car la
valeur de la constante G n’est pas connue.
C’est Henry CAVENDISH qui en 1798, améliorant une expérience de John MICHELL,
détermine la valeur numérique de G, un siècle après la loi de Newton. Connaissant G et
le produit G.MT , Cavendish en déduit la masse de la Terre et sa densité moyenne. La
valeur obtenue (5,5) étant supérieure à la densité moyenne du sol de la croûte terrestre
(2 à 3), Cavendish en déduit que la Terre contient un noyau d’un matériau très dense
(du fer, compte tenu de l’existence du géomagnétisme). Cette hypothèse s’est révélée très
féconde.

9. LES MARÉES

9.1. Attraction différentielle

Les marées océaniques résultent de l’interaction gravitationnelle de la Lune (et du Soleil)
sur le milieu déformable de la masse des océans. Considérons la Terre sphérique, de rayon
R, de centre O, sans continent, recouverte uniformément d’une certaine épaisseur d’eau.
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FB

FO

FAFC

FD

RT

O

C

B

D

A

Terre

Lune

eau
D

En 4 points A, B, C, D, la Lune de masse ML (à la distance D du centre de la Terre)
exerce une attraction sur une masse m d’eau. Les forces ont pour expression :

FA = G · ML · m

(D − R)2 , FB = G · ML · m
D2 1 R2 ,

FC = G · ML · m

(D 1 R)2 , FD = FB, et FO = G · ML · m
D2

où FO est la force d’attraction exercée par la Lune sur la Terre en son centre O.
On s’intéresse au déplacement de l’eau sur la Terre : on doit donc calculer l ’attraction
différentielle, c’est-à-dire la différence des attractions en A, B, C, D et celle en O.

fA = FA − FO = G · ML.m ·
[

1

(D − R)2 − 1
D2

]
≈ G · ML · m.

2R
D3 car R  D.

De même, fC = FC − FO ≈ G · ML · m.
−2R
D3 et fB = FB − FO ≈ G · ML · m · −R

D3 .

Les forces
−→
fA et

−→
fC ont même module. L’accélération G = G·ML.

R
D3 vaut 5,6·10−7 N/kg,

très faible devant g = 9,81 m/s2.

fc

fD

fA

fB

O

Par rapport à O, on a donc 4 forces qui
agissent sur l’eau :

– deux forces centrifuges (
−→
fA et

−→
fC ) : elles

éloignent l’eau de la Terre en la soulevant
(marée haute)

– deux forces centripètes (
−→
fB et

−→
fD ) : elles

abaissent le niveau de l’eau vers la Terre
(marée basse).

Il est important de noter que
−→
fC est dirigée à

l’opposé de la Lune, bien qu’il s’agisse d’une
force d’attraction : en réalité, c’est une attraction différentielle, l’attraction FC (dirigée
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vers la Lune) est plus petite que celle FO car C est plus loin de la Lune que O ; la différence
FC − FO est donc négative, dirigée à l’opposé de la Lune.

9.2. Le marnage

Le marnage est la différence des hauteurs de l’eau en un même lieu. Dans le cas du

modèle de la Terre lisse envisagé ici, il vaut 2.h0 ≈ 54 cm avec 2.h0 =
3
2
.
G · ML · R2

T

gD3

où RT est le rayon de la Terre. En pleine mer, loin des côtes, le niveau de l’océan évolue
périodiquement entre 127 cm et −27 cm par rapport à un niveau moyen. Le relief des
côtes crée un marnage généralement plus important : il atteint 15 m au Mont-Saint-
Michel (écart entre les marées les plus hautes et les marées les plus basses). En mer
fermée, comme en Méditerranée, le marnage est très faible (≈ 10 cm) car la mer ne peut
se « vider » rapidement dans l’Atlantique par le détroit de Gibraltar avant de se « remplir »
6 heures plus tard.

9.3. Rythme des marées

La période est de 12 h 25 min, qui représente la moitié de la durée séparant deux passages

de la Lune au même méridien :
1
2t

=
1

23 h 56 m
− 1

27,32 (j) 3 24 (h)
où 27,32 jours est

la période sidérale de la révolution de la Lune d’où 2 · t = 24,841 h = 24 h 50 min.

9.4. Influence du Soleil

On a vu que l’accélération due à l’attraction lunaire, en ML/D3
L s’écrit : GL = G.ML.

R
D3

L
où DL est la distance de la Lune. Le Soleil exerce une action semblable, en MS/D3

S. Les
données numériques MT = 6 · 1024 kg, ML = MT/81, MS = 3 · 1030 kg ≈ 330 000MT,
puis DL = 384 000 km et DS = 150 · 106 km conduisent à :

– pour la Lune : ML/D3
L = 1,3 · 10−3 kg/m3

– pour le Soleil : MS/D3
S = 0,6 · 10−3 kg/m3.

Ainsi, l’action du Soleil correspond à la moitié de celle de la Lune. Cela explique les
variations des hauteurs des marées selon les phases de la Lune :

– renforcement de la marée (haute ou basse) lors des phases de NL et PL ;

– atténuation de la marée lors des quartiers (PQ et DQ).

Les marées d’équinoxes sont renforcées car le Soleil se trouve alors dans le plan de
l’équateur terrestre (à peu près comme la Lune).
Il existe également des marées atmosphériques et des marées terrestres : le sol de la croûte
terrestre se soulève et s’abaisse au rythme des marées océaniques (mais le milieu n’est pas
aussi déformable que l’eau des océans).
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9.5. Ralentissement de la rotation de la Terre

21 km
PN

6 378 km
équateur

sphère

ellipsoïde de
révolution

(géoïde)

Une des conséquences des marées est le
ralentissement de la rotation terrestre, par
suite des déformations de la croûte et des
mouvements de va-et-vient de l’eau toutes
les 12,5 heures. Cette énergie se dissipe en
chaleur, créant une diminution de l’énergie
cinétique et du moment cinétique de rota-
tion de la Terre.
La durée du jour (24 h) décroît ainsi très len-
tement de 45 ns/jour. L’étude de coraux fos-
siles vieux de 350 millions d’années a mon-
tré qu’il y avait alors près de 400 alternances
clair-nuit par an, ce qui correspond à une
durée de 22 heures par jour (la durée de l’année sidérale est constante). La distance
Terre-Lune augmente de 3 cm par an (ce qui ne fait que 30 km en un million d’années !)

Remarque : par suite de sa rotation sur elle-même, la Terre n’a pas une forme sphérique :
elle est aplatie aux pôles (cela n’a rien à voir avec les marées). L’aplatissement est très
faible (1/300) : le rayon polaire mesure 21 km de moins que le rayon équatorial.

Calcul du ralentissement de la rotation de la Terre
(Intérêt des éclipses anciennes)

Certaines éclipses de Soleil très anciennes
permettent de déterminer le ralentissement
séculaire de la Terre, c’est le cas notam-
ment de celle survenue le 15 avril – 135.
Lors de la 175e année de l’ère séleucide,
les astronomes de Babylone l’ont notée sur
des tablettes d’argile conservées aujourd’hui
au British Museum à Londres : « l’éclipse
débuta 24 us après le lever du Soleil et fut
totale 18 us après son début » (1 us est la
fraction 1/360 du jour c’est-à-dire 4 min,
durée pendant laquelle la Terre pivote de
1◦). Cela signifie que le premier contact
eut lieu 1 heure et demie environ après le
lever du Soleil, l’éclipse totale se produisant
72 min après ce contact. L’intérêt de ces
informations précisément notées réside dans
les durées déterminées depuis l’instant du
lever du Soleil.

En calculant cette éclipse aujourd’hui avec
une échelle de temps uniforme, on trouve

que la zone de totalité est décalée de près
de 50◦ vers l’ouest de Babylone : l’éclipse
ne serait alors que très partielle à Baby-
lone, ce qui ne correspond évidemment pas
à l’observation notée sur les tablettes d’ar-
gile. En remontant ainsi dans le temps, on
constate qu’avec la vitesse angulaire de rota-
tion actuelle, la Terre n’a « pas assez » tourné
sur elle-même : il faut encore pivoter le globe
terrestre de 50◦ vers l’Ouest pour réaliser
l’éclipse totale à Babylone.

En réalité, cette vitesse diminue par suite des
frottements internes résultant des marées
luni-solaires, et en 2 000 ans, le retard
cumulé atteint environ trois heures. L’éclipse
ci-dessus, bien décrite quant aux instants,
permet de chiffrer le retard quotidien à
45 nanosecondes, c’est-à-dire qu’à cause de
ce ralentissement séculaire, chaque jour qui
passe dure 45 ns de plus que le précédent.
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Calculons ce retard. Sur un intervalle de
n jours, chacun de durée a = 86 400 s
(ou 24 heures), la durée mesurée avec
une rotation uniforme est D = n · a.
Par suite du ralentissement séculaire, on
cumule les termes d’une progression arith-
métique de raison r = 45 ns et la
durée mesurée en n jours devient alors
D′ = a1(a1r)1(a12r)1...1[a1(n−1).r]
soit D′ = n.[a 1 (n− 1).r /2]. L’écart D′ −D

vaut ainsi DD ≈ n2.r/2. Cet écart cumulé,
proportionnel au carré du temps écoulé (n2),
est bien dû à une décélération de la rotation
de la Terre.
En 20 siècles, il s’écoule n ≈ 730 000 jours ;
l’écart DD de 3,3 heures (environ 12 000 s)
pendant lesquelles la Terre a pivoté de
50◦ permet de calculer le retard quotidien
r = 45 ns. On voit là l’intérêt d’étudier les
éclipses très anciennes.

PN PN

E E
B B

Lune
Lune

Soleil Soleil

9.6. Période de rotation de la Lune

La Lune a subi par le passé une forte diminution de sa vitesse de rotation à cause des
marées dues à la Terre. De ce fait, il y a égalité entre sa période de rotation et sa période de
révolution sidérale (27 jours 8 heures). Ces durées ne varient plus par suite d’une résonance
mécanique entre ces deux phénomènes périodiques. C’est la raison pour laquelle la Lune
nous présente toujours la même face. Il en est de même pour tous les satellites naturels
vis-à-vis de leur planète. La face cachée de la Lune a été observée pour la première fois
en 1959, lors du survol par la sonde Luna 3. Elle présente des cratères météoritiques,
semblables à ceux de face visible, mais en nombre plus important.
La lunaison (29 j 12 h) résulte de la combinaison du mouvement de révolution
de la Lune autour de la Terre et du mouvement de la Terre autour du Soleil :
1/29,5 = 1/27,32 − 1/365,2422. La lunaison est la durée moyenne entre deux phases
successives identiques de la Lune.

Un peu d histoire´

Les perturbations planétaires

Newton avait établi en 1687 la loi de la gravitation entre les corps, décrivant la cause
des mouvements planétaires qui s’effectuent, en première approximation, selon les
lois de Kepler (problème des 2 corps) sur des orbites fermées. Or ces planètes, en
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attractions mutuelles, modifient légèrement l’influence prépondérante du Soleil et
perturbent le mouvement képlérien.
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S

Découverte en 1781 par HERSCHEL, la planète Uranus ne semblait pas obéir rigou-
reusement aux lois de Kepler : elle était en avance sur les prévisions jusque vers
1822 puis en retard ensuite. L’astronome français LE VERRIER (1811-1877) soup-
çonne alors l’existence d’une planète encore inconnue, située au-delà de l’orbite
d’Uranus et qui exerce une attraction sur elle suffisante pour perturber son mou-
vement. La perturbation dépend de la masse de la planète « troublante » et de sa
distance à la planète « troublée ». La 3e loi de Kepler permet bien de déterminer
la masse d’une planète possédant un satellite, mais ce n’est pas le cas d’Uranus
(à cette époque). En 1846, Le Verrier résout ce problème très difficile : trouver la
position et la masse de cette planète inconnue. Ce fut la découverte de Neptune
« au bout de sa plume » dira Arago, à moins de 1◦ de la position annoncée, un
triomphe de la mécanique céleste.
À la même époque, l’Anglais ADAMS avait fait le même calcul que Le Verrier, de
façon indépendante, mais il ne publia pas ses résultats...
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10. LUNETTES ET TÉLESCOPES

10.1. Évolution historique

Jusqu’au début du 17e siècle, on a observé le ciel à l’œil nu. Le Danois TYCHO BRAHÉ a
pu obtenir une excellente précision sur les positions des astres (à 1’ près), à la limite du
pouvoir séparateur de l’œil (1 à 1,5’).
En 1609, GALILÉE améliore une modeste lunette terrestre, curiosité nouvelle venue de
Hollande. La technique vient de permettre un développement considérable de l’astrono-
mie : la science en sera bouleversée. Galilée découvre alors le relief de la Lune, les étoiles la
Voie lactée, et surtout, en janvier 1610, les satellites de Jupiter, prouvant ainsi qu’il n’y a
pas qu’un seul centre des mouvements (la Terre) dans l’Univers. Cette découverte apporte
un fort crédit aux hypothèses coperniciennes. Toutefois, ses détracteurs disaient que c’est
la lunette qui est la cause de l’existence de ces satellites puisqu’on ne les voit pas à l’œil nu !
Peu après, Galilée découvre les phases de la planète Vénus et ce qu’il observe est en
contradiction avec le modèle géocentrique grec : il est convaincu que Copernic a raison...
La lunette de Galilée comporte un objectif convergent et un oculaire divergent. L’image
finale est droite (non inversée), mais l’image intermédiaire est virtuelle.

f'

image virtuelle

image
réelle

oculaire
(loupe)

oculaire
divergent

F' f'

F'

f

f

oculaire
convergent

objectif
convergent

lunette de Galilée

lunette de Kepler

Dès 1611, Kepler modifie (et améliore) cette lunette en utilisant un oculaire convergent.
L’image finale est inversée (ce n’est pas gênant quand on regarde le ciel, sans bas ni haut)
mais l’image intermédiaire est réelle. Cela sera mis à profit en 1659 par HUYGENS pour
placer un micromètre dans le plan focal de l’objectif ; ce dispositif de mesure sera amélioré
par AUZOUT et PICARD en 1666 (micromètre à fils).
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Cependant, le verre des lentilles est un matériau dispersif et les images présentent le
défaut d’être irisées : c’est le phénomène d’aberrations chromatiques. Les rayons bleus
convergent plus que les rayons rouges, créant une zone focale le long de l’axe optique (les
foyers FB et FR ne sont pas confondus).

blanc
rouge
bleu

FB

FR

Au cours de ses recherches sur les couleurs, vers 1670, Newton pense qu’il est impossible
de réduire les aberrations chromatiques d’une lentille. La réflexion sur un miroir ne
présentant pas ce défaut, Newton fabrique un miroir parabolique donnant une image
réelle tout comme une lentille. Il vient d’inventer le télescope à miroir (1668).

oculaire œil

objectif
(lentille)

Lunette

œil

Télescope

miroir
concave

miroir plan

F

(F)

instrument phénomène mis en jeu objectif oculaire
lunette

télescope
réfraction
réflexion

lentille convergente
miroir parabolique

lentille convergente
lentille convergente
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En 1747, EULER montre qu’on peut réduire les aberrations chromatiques d’une lentille
convergente en lui accolant une lentille divergente d’indice différent. Quand on saura
fabriquer le verre flint (à base de plomb), ce problème sera résolu (1759) ; le verre crown
(ordinaire) et le verre flint (cristal) ont des indices respectivement égaux à 1,5 et 1,6.
Les plus grandes lunettes mesurent jusqu’à 20 m de long pour un diamètre de 1 m. Mais
la difficulté d’obtenir des grandes lentilles de verre sans bulles va peu à peu faire cesser la
construction de ces grands instruments. Au contraire, les télescopes à miroir voient leur
taille augmenter : aujourd’hui, les plus grands miroirs mesurent 8 m de diamètre en un
seul morceau, et des télescopes à mosaïque atteignent 10 m de diamètre. Ces gigantesques
« entonnoirs » de lumière recueillent donc 4 millions de fois plus de photons que la pupille
de l’œil nu (5 mm de diamètre).

10.2. Clarté d’un instrument (lunette ou télescope)

Soit G le grossissement de l’instrument, rapport des longueurs focales F ′ et f ′ de l’ob-
jectif et de l’oculaire. Si l’astre a un diamètre apparent sensible (planète), la clarté est
proportionnelle à 1/G2. Au contraire, dans le cas des étoiles, la clarté est proportionnelle
à G2. Cela augmente fortement le contraste des étoiles sur le fond noir du ciel et explique
pourquoi on peut observer à la lunette des étoiles invisibles à l’œil nu.

10.3. Pouvoir séparateur

La diffraction limite le stigmatisme des instruments : l’image d’un point n’est pas un point
mais une petite tache (appelée tache d’AIRY) dont le diamètre angulaire vaut b = 1,2.l/D
où D est le diamètre de l’ouverture circulaire de l’objectif.
Ainsi, en lumière visible, l ≈ 0,6 mm, avec une lunette de 7 cm d’ouverture, b vaut
10−5 rad soit environ 2′′. On ne peut donc pas séparer deux étoiles voisines situées
angulairement à moins de 2′′ l’une de l’autre : on les voit confondues en un seul point.
Dans la queue de la Grande Ourse, les étoiles Alcor et Mizar sont séparées de 12’, formant
un couple optique aisément visible à l’œil nu (ces étoiles ne sont proches qu’en raison
de la perspective, leurs distances respectives étant 81 et 78 al). Avec sa modeste lunette,
Galilée a observé le premier en 1611 que l’étoile Mizar est une véritable étoile double,
les composantes étant séparées de 14′′.
En fait, la résolution théorique des instruments est limitée par l’agitation atmosphérique.
C’est pour cela qu’on installe les observatoires au sommet des montagnes ou dans l’espace.

10.4. Radiotélescopes

Le rayonnement radio de la Galaxie a été découvert fortuitement en 1932 par l’Américain
JANSKY, créant ainsi la radioastronomie. L’atmosphère terrestre est transparente aux ondes
de longueur comprises entre 1 cm et 50 m (fenêtre radio) correspondant à des fréquences
de 6 à 30 000 MHz, soit une étendue de plus de 12 octaves (car 212 = 4 096) alors que la
fenêtre optique n’en couvre qu’une seule (de 0,4 à 0,8 mm). Avec une petite fenêtre dans
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le proche IR, ce sont les seuls domaines du spectre des ondes électromagnétiques pour
lesquels l’atmosphère est transparente ; elle est opaque pour d’autres fréquences. C’est la
raison pour laquelle on utilise des télescopes satellisés hors de l’atmosphère terrestre.
Un radiotélescope est constitué d’une ou de plusieurs antennes, associées à des miroirs, et
d’un récepteur. Le plus grand miroir parabolique orientable mesure 100 m de diamètre
(Bonn). Le radiotélescope de Nançay (en Sologne) comporte 2 miroirs : un plan, mobile
autour d’un axe horizontal oriente les ondes radio vers le 2e miroir fixe, sphérique de
300 m de long. Ces miroirs sont constitués de grillages métalliques dont la maille est de
l’ordre de 5 cm.

antenne
focale

miroir plan
orientable

miroir sphérique fixe

460 m

En associant deux ou plusieurs radiotélescopes, on crée un radio-interféromètre, semblable
aux dispositifs optiques.

11. ANALYSE SPECTRALE

11.1. Découvertes de Newton (1670)

En observant le spectre de la décomposition de la lumière par un prisme, Newton réalise
deux expériences fondamentales :
– une lumière monochromatique n’est pas décomposable par un prisme ;
– en superposant toutes ces lumières monochromatiques, on peut recréer de la lumière

blanche (c’est la découverte de la recomposition de la lumière).

Cherchant à interpréter la nature de la lumière, il la suppose analogue aux sons : pour lui,
les couleurs sont équivalentes aux 7 notes de la gamme occidentale (do, ré, mi, fa, sol, la,
si), c’est la raison pour laquelle il place une 7e couleur, l’indigo, entre le violet et le bleu du
spectre. En fait, il n’y a pas 7 couleurs dans l’arc-en-ciel mais une infinité. Cette erreur
est tenace : tout au plus peut-on distinguer 6 (six) teintes différentes (violet, bleu, vert,
jaune, orange, rouge).
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11.2. Principes de l’analyse spectrale (1859)

En 1802, l’Anglais WOLLASTON découvre quelques raies noires dans le spectre du Soleil,
mais ne sait pas les interpréter. En 1814, le Bavarois FRAUNHOFER en observe plus de
500, qu’il nomme selon l’alphabet A, B, C, D, ..., a, b, ... Il constate, sans l’expliquer, que
la raie D est la même que celle du sodium.
En 1843, l’Américain DRAPPER obtient la première photographie d’un spectre.
En 1859, les Allemands KIRCHHOFF et BUNSEN formulent les lois de l’analyse spectrale :
– chaque corps chimique émet un spectre caractéristique ;
– tout corps peut absorber les raies qu’il est capable d’émettre.

On observe généralement 3 types de spectres, selon la nature de la source de lumière :
– quand la source est une lampe à incandescence, le spectre est continu, sans raies : on

passe graduellement d’une couleur à l’autre ;
– quand la source est un gaz excité (lampe à vapeur de mercure), le spectre est formé

uniquement de raies fines : c’est un spectre d’émission ;
– quand cette source est entourée d’un gaz moins chaud, on observe un spectre continu

coupé par des raies sombres : certaines couleurs sont absentes, absorbées ; c’est un
spectre d’absorption.

L’intérêt de l’analyse spectrale est considérable : en observant le spectre de la lumière d’un
astre, on peut déterminer la nature chimique des atomes (ou des ions) qui émettent cette
lumière.
Le spectre du Soleil comporte plusieurs milliers de raies caractéristiques de plus de 70
éléments chimiques différents, souvent plusieurs fois ionisés (compte tenu de la tem-
pérature, une étoile est constituée de gaz ionisés, appelé plasma). L’atmosphère solaire
est ainsi constituée de 90 % d’hydrogène, de 10 % d’hélium et de traces de nombreux
éléments (dont carbone et oxygène pour 0,05 %). L’élément hélium a été détecté dans le
spectre solaire en 1868 avant qu’on ne le découvre dans l’atmosphère terrestre en 1895.
Dans le domaine radio, on a pu déceler de nombreuses nébulosités obscures constituées de
grands nuages de gaz neutre (non ionisé) à basse température, renfermant des molécules
et radicaux (CH, HCN, OH, NH3,...). La densité volumique du milieu interstellaire
est de l’ordre de 10−21 kg/m3 correspondant à un « vide » refermant seulement 1 million
d’atomes par m3 (un m3 d’air ambiant contient ≈ 1024 molécules).

11.3. Effet Doppler-Fizeau (1848)

Si la source est en mouvement par rapport à l’observateur, on observe que les raies du
spectre sont décalées par rapport à leur position quand la source est au repos. Le décalage
relatif des raies (l‘ − l0)/l0 ne dépend que de la vitesse radiale Vr de la source (vitesse
réelle projetée sur la direction d’observation). C’est l’effet Doppler-Fizeau (découvert par

l’Autrichien DOPPLER en 1842 et généralisé par le Français FIZEAU en 1848) :
Dl

l0
=

Vr

c
où l0 est la longueur d’onde mesurée au repos.
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– Si la source s’éloigne, Vr > 0 et la raie est décalée vers le rouge (l′ > l0) ;
– si la source s’approche, Vr < 0 et la raie est décalée vers le bleu (l′ < l0).
Une vitesse radiale de l’ordre de 30 km/s (vitesse de la Terre autour du Soleil) crée un
décalage détectable de l’ordre de 0,5 Å en lumière jaune.

12. NUCLÉOSYNTHÈSE STELLAIRE ET VIE DES ÉTOILES

12.1. Les réactions nucléaires

Une étoile naît, vit et meurt. De grandes masses de poussières et de gaz interstellaire
se contractent par gravitation, créant des proto-étoiles (la pression interne ne fait plus
équilibre à la gravitation) ce qui échauffe le gaz. Quand la température atteint quelques
millions de kelvins, les réactions thermonucléaires se déclenchent, libérant de grandes
quantités d’énergie qui permettent à l’étoile de briller.
Le bilan est 4 H → He + g où 4 noyaux d’hydrogène fusionnent pour former un noyau
d’hélium. Chaque seconde, le Soleil transforme ainsi 644 ·106 t d’H en 640 ·106 t d’He et
4 · 106 t d’énergie. Plusieurs processus permettent de transformer H en He, tout dépend
de la température interne de l’étoile : le cycle proton-proton entre 1 et 10 · 106 K, le cycle
CNO entre 10 et 100 · 106K.

– Cycle proton-proton (E. SCHATZMAN) par l’intermédiaire du deutérium D et de
l’hélium3 :

H 1 H → 2D 1 e+ 1 n
2D 1 H → 3He 1 g
3He 13 He → 4He 1 2H 1 g

– Cycle CNO du carbone (H. BETHE, 1938) dans les étoiles chaudes et massives (le
carbone sert de catalyseur) :

12C 1 H → 13N 1 g
13N → 13C 1 e1 1 n
13C 1 H → 14N 1 g
14N 1 H → 15O 1 g
15O → 15N 1 e1 1 n
15N 1 H → 12C 14 He

Remarques : il existe de nombreuses variantes à ces cycles de fusion ; certaines réactions
sont plus lentes que d’autres.

À son tour, l’hélium fusionne pour former d’autres éléments qui sont ainsi synthétisés à
partir des protons par fusion thermonucléaire au sein des étoiles : c’est la nucléosynthèse
stellaire. L’élément fer (Fe = 56) étant celui pour lequel l’énergie de liaison par nucléon
est maximale, les éléments plus lourds que le fer ne peuvent provenir de ce processus : ils
sont synthétisés par capture de neutrons.
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12.2. Évolution d’une étoile

Par suite de l’élévation de température, l’étoile se dilate et grossit mais la température
des couches externes diminue : l’étoile devient une géante rouge (d’après la loi de WIEN

lm.T = cste). Ce sera le cas du Soleil dans 5 milliards d’années. En ensuite ? Tout dépend
de la masse de l’étoile :
– si elle est très massive, elle explose (nova ou supernova), la matière se répand dans

l’Univers et se dissémine peu à peu. Le centre de l’étoile s’effondre sur lui-même par
gravitation et devient une étoile à neutrons de quelques km de diamètre seulement
(densité ∼ 1017 kg/m3). Elle tourne très vite sur elle-même (conservation du moment
cinétique) en émettant un rayonnement à la manière d’un phare de mer, c’est un pulsar.
Certains pulsars font plus de 1 000 tours par seconde ;

– si sa masse est faible (cas du Soleil), elle s’effondre par épuisement du matériau nucléaire
et devient très petite et très dense (∼ 109 kg/m3). C’est une naine blanche qui, se
refroidissant lentement, deviendra naine brune invisible.

12.3. Abondance des éléments dans l’Univers

L’élément H est le plus abondant dans l’Univers (c’est le plus simple) : 75 %, puis vient
l’hélium (23 %). Tous les autres éléments réunis ne représentent que 2 % (dont O, N
et Ne : 1 %). Dans les étoiles, H est toujours le plus abondant mais la répartition des
« petits » est souvent très différente. Il en est de même pour les planètes.

12.4. Quelques lois du rayonnement

Loi de STEFAN (1879) : la puissance rayonnée par 1 m2 de surface de la source (dans toutes les
directions et toutes les longueurs d’onde) est proportionnelle à la puissance 4e de sa température
absolue :

P = s.T4 avec s = 5,67.10−8 W/(m2K4), constante de Stefan

Loi de WIEN (1893) : la longueur d’onde lm correspondant au maximum d’intensité du rayon-
nement d’un corps noir est inversement proportionnelle à sa température absolue :

lm · T = cste = 2,9 · 10−3 m · K

Dans le cas du Soleil, lm ≈ 0, 5 mm (jaune vert) d’où la température des couches
externes T ≈ 6 000 K. À cette température, la puissance surfacique rayonnée vaut donc
73 · 106 W/m2. Avec un diamètre de 1,4 · 106 km, on atteint la puissance totale rayonnée
par le Soleil de 4 · 1026 W.
En réalité, une étoile n’est pas un « bon » corps noir ; ces relations permettent seulement
d’estimer l’ordre de grandeur de la température des couches externes.
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ÉNONCÉS

Échelles dans l’Univers

Exercice 1 Distances en astronomie

a. La durée de parcours de la lumière dans le vide permet de déterminer le mètre, étalon
de longueur, par la donnée de sa célérité : 299 792 458 m/s. Quelle est la distance franchie
pendant une nanoseconde ? Calculer la longueur de l’année de lumière (al) en km.
b. La parallaxe d’une étoile est l’angle sous lequel, de cette étoile, on verrait le rayon de
l’orbite terrestre de longueur 1 ua = 150 · 106 km. On définit une unité, le parsec (pc),
distance pour laquelle la parallaxe vaut 1 seconde d’angle. Calculer cette distance en km.
Donner la relation entre la distance d (en pc) et la parallaxe p (en ′′) puis entre 1 al et 1 pc.
c. La première parallaxe stellaire a été déterminée en 1838 par F. BESSEL : 0, 31′′ pour
une des étoiles les plus proches (une faible étoile de la constellation du Cygne). Combien
de temps met la lumière à nous parvenir de cette étoile ? Et du Soleil ?
d. Montrer que la milliseconde d’angle (mas) correspond à l’angle sous lequel on pourrait
voir une balle de ping-pong à New York depuis Paris ou un homme allongé sur la Lune.

Exercice 2 Diamètres apparents

En supposant des orbites circulaires, coplanaires et concentriques autour du Soleil (ou
autour de la Terre dans la cas de la Lune), calculer les diamètres angulaires extrêmes sous
lesquels on voit les planètes depuis la Terre. On donne les valeurs suivantes, où d est le
rayon de l’orbite en unité astronomique (1 ua = 150 · 106 km), R est le rayon de l’astre
en rayon terrestre (1 RT = 6 378 km) :

Mercure Vénus Terre Mars Jupiter
d (ua) 0,39 0,72 1 1,52 5,2
R (RT) 0,40 0,95 1 0,53 11,2

Saturne Uranus Neptune Pluton Soleil Lune
d (ua) 9,5 19 30 39 0,00253
R (RT) 9,4 4 3,8 0,2 109 0,27

Calculer le diamètre apparent du Soleil et celui de la Lune (angle sous lequel on les voit
depuis la Terre) connaissant : la distance Terre-Soleil (1 ua), le diamètre linéaire du Soleil
(1 400 000 km), la distance Terre-Lune (380 000 km), le diamètre équatorial de la Terre
(12 756 km) et le rapport des rayons de la Lune et de la Terre (0,273).

Exercice 3 Diamètre du Soleil

La Terre décrit une orbite elliptique quasi-circulaire autour du Soleil. On constate que le
diamètre apparent du Soleil varie de 2RP = 1 951,8′′ début janvier, lors du passage de la
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Terre au périhélie (point le plus proche du Soleil) à 2RA = 1 887,8′′ début juillet, lors du
passage à l’aphélie (le plus loin du Soleil). Le diamètre linéaire du Soleil (2R0) est voisin
de 1,4 ·106 km et la distance moyenne de la Terre au Soleil vaut d1 = 1 ua = 150 ·106 km.

Terre

disque du Soleil

d
R0

R0

S

a. Soit R1 le rayon apparent du Soleil quand la Terre
est à la distance d1 (du Soleil). Donner une estimation
de R1.

b. Quand la distance ST vaut d , calculer, en fonction
de R1 et de d1, l’angle a sous lequel on voit le demi-diamètre du Soleil. On donnera d’abord
l’expression exacte, puis une expression approchée, compte tenu des valeurs numériques.

dA dP

T

orbite de la Terre

A P
Soleil

c. L’excentricité orbitale étant e, les distances du péri-
hélie (dP) et de l’aphélie (dA) au Soleil se calculent en
fonction de e et de d1 par les relations dP = d1 · (1− e)
et dA = d1 · (1 1 e). En déduire les expressions de
RA et de RP en fonction de R1 et de e et montrer que
R1 se calcule par la moyenne harmonique de RA et de
RP. En déduire les valeurs numériques de R1 et de e.

d. L’énergie solaire arrivant sur Terre étant pro-
portionnelle à l’inverse du carré de la distance au
Soleil, montrer que la Terre reçoit en janvier près
de 7 % d’énergie de plus qu’en juillet. Que peut-on
en conclure ?

Gravitation

Exercice 4 Newton, la pomme et la Lune

Pour vérifier la loi de gravitation en 1/r2, où r est la distance entre les masses mises en jeu,
NEWTON a fait le raisonnement suivant dès 1666 (publié dans les Principia, 1687, Livre
III, proposition IV) : « pendant la première seconde de
chute, une pomme tombe d’une hauteur H , alors que
la Lune, située à 60 rayons terrestres du centre de la
Terre, « tombe » de la distance h = AB ».

A

T

B

L

dd

h orbite de
la LuneUne révolution lunaire s’effectue en 27 j 8 h (période

sidérale). Une lunaison dure en moyenne 29 j 13 h
(période synodique). Newton ne disposera d’une
« bonne » valeur du rayon terrestre RT que vers 1682
(mesures de Jean PICARD en 1670). En prenant ici la
valeur RT = 6 400 km, calculer numériquement H
et h puis le rapport H/h. Conclure.
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Exercice 5 Calcul de g sur la Lune

1. La constante de gravitation universelle vaut G = 6,67 · 10−11 (SI). Exprimer l’unité
de G en fonction des unités SI (m, kg, s).

2. Sur une planète de masse M et de rayon R, calculer l’accélération g de la pesanteur au
sol (la gravité).
AN. Pour la Terre, M = 6 · 1024 kg et R ≈ 6400 km. Pour la Lune, sa masse est 81 fois
plus faible que celle de la Terre et leurs rayons sont dans un rapport 1 à 3,7. Calculer g
sur Terre puis sur la Lune.

Exercice 6 Rotation de la Terre

1. La Terre tourne uniformément autour de son axe en 1 jour sidéral de 86164 s. Pourquoi
cette durée est-elle un peu plus petite que 24 h ? Calculer la vitesse angulaire de rotation.

2. Calculer en fonction de la latitude w la vitesse et l’accélération d’un point de la surface
de la Terre, de rayon RT = 6 378 km.
A.N. Pour Paris : w = 48,8◦. Comparer avec l’accélération de la pesanteur.

Exercice 7 Analyse dimensionnelle : 3e loi de Kepler

Sous l’action de la force d’attraction gravitationnelle exercée par une masse M, un objet
de masse m  M décrit une trajectoire circulaire de rayon r centrée sur M.
Montrer que l’analyse dimensionnelle permet de prévoir que le carré de la période de
révolution est proportionnel au cube du rayon orbital.
A.N. Si r = r0, la période vaut 1 heure. Calculer la période si r = 4r0.

Exercice 8 Masse du Soleil

La Terre étant située à 1 unité astronomique (150 millions de km) du Soleil, en déduire la
masse de « notre » étoile. Son diamètre vaut 1 400 000 km, calculer sa densité moyenne.

Exercice 9 La Galaxie

1. L’année de lumière (al) est la distance parcourue par la lumière en un an. Calculer cette
longueur.

2. Le Soleil se situe à 30 000 al du centre de la Galaxie. Des mesures ont montré qu’il
effectue un tour de cet ensemble d’étoiles en 250 millions d’années. Évaluer le nombre
d’étoiles que contient notre Galaxie (on prendra la masse de l’étoile « moyenne » Soleil
comme masse stellaire unitaire dans la Galaxie). La masse du Soleil vaut MS = 2·1030 kg.
Calculer la vitesse de déplacement du Soleil.
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Exercice 10 Point de Lagrange

On suppose que la Terre T décrit une orbite circulaire de rayon a autour du barycentre O
du système Soleil-Terre. Un autre corps P, de masse m, tourne également autour de O,
de façon que les points O, P, T restent alignés, dans cet ordre (P et T ont donc la même
période orbitale). Si P et T sont distants de x, la distance OP vaut a− x. La constante de
gravitation est G = 6,67 · 10−11 SI.

1. Avec les valeurs numériques suivantes MS = 2 · 1030 kg, MT = 6.1024 kg, m = 100 kg
et a = 150 · 106 km, montrer qu’il est légitime de confondre les points O et S (centre du
Soleil).

2. En remarquant que, dans le mouvement circulaire de P à la vitesse v, la force centripète
agissant sur P équilibre les forces gravitationnelles dues à S et T, écrire l’équation régissant
le mouvement de P en fonction de v, a, x, MS et MT.

3. Retrouver la 3e loi de Kepler dans le cas d’un mouvement circulaire uniforme. En
déduire la vitesse orbitale v de P.

4. Compte tenu des valeurs relatives des masses, montrer que le rapport x/a est voisin de
0,01. En déduire la distance x = PT (en km).

5. Calculer la distance y = QT du point Q où les forces gravitationnelles du Soleil et de
la Terre ont la même valeur. Comparer x et y.

6. En 1772, Joseph LAGRANGE (1736-1813) a montré qu’un objet placé en ce point P
(lequel est appelé 1er point de Lagrange ou L1) à vitesse relative nulle reste en équilibre
(instable), aligné avec S et T dans le mouvement annuel de la Terre. C’est le cas du
satellite d’observation solaire SOHO lancé en décembre 1995 qui pointe en permanence
son télescope vers le Soleil. Quel peut être l’intérêt de placer un tel satellite à cet endroit,
plutôt qu’en orbite autour de la Terre (ce qui serait beaucoup moins onéreux) ?

Exercice 11 Système d’étoiles doubles

1. On considère deux corps A et B de masse M et m, distants de a, en rotation autour de
leur barycentre O sous l’action de la gravitation. On supposera les mouvements circulaires
uniformes.

a. Exprimer les distances r1 et r2 de m et M à O en fonction de a, m et M.

b. Calculer les vitesses orbitales V1 et V2 (par rapport à O) en fonction de a, m, M et G
(constante de gravitation).

c. En déduire l’expression de la 3e loi de Kepler : T 2/a3 = 4p2/[G · (M 1 m)].

2. Le Système solaire n’est pas un système double, il est « multiple ».

a. Définir succinctement les mots étoile, planète, satellite, Lune, lune.

b. Pour quelle(s) raison(s) peut-on étudier le mouvement de chacune des planètes sous la
seule action gravitationnelle du Soleil en négligeant au 1er ordre celles des autres planètes ?
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m M
r1

V1

V2

r2

O

B A

3. L’étoile la plus brillante du ciel, Sirius, est
en réalité une étoile double, située à 8,6 al de
la Terre. L’étoile principale A, très brillante
(celle que l’on voit facilement), est couplée
à un compagnon invisible à l’œil nu, Sirius
B. L’écart angulaire entre les deux étoiles
est 7,5′′. Une longue étude astrométrique a
montré que leur période orbitale vaut 50 ans
et que le rapport des distances au centre de
masse est r1/r2 = 2,44. Calculer la masse de chacune des 2 étoiles. On donne la masse
du Soleil Ms = 2 · 1030 kg et G = 6,67 · 10−11 SI.

Exercice 12 Satellite artificiel

Le satellite d’astrométrie Hipparcos (acronyme de « HIgh Precision PARallax COllecting
Satellite »), lancé en 1989 pour mesurer avec une très grande précision les positions des
étoiles en utilisant une technique de parallaxe, est transféré en utilisant une orbite de trans-
fert elliptique d’une orbite basse à 560 km d’altitude (périgée) vers l’orbite géostationnaire
(apogée).

1. Calculer le rayon de l’orbite géostationnaire (la masse de la Terre est M = 6 · 1024 kg
et le rayon terrestre vaut RT = 6 380 km) et la vitesse d’un satellite sur cette orbite.

2. En réalité, le moteur d’apogée n’a pas fonctionné correctement lors de la stabilisation
sur l’orbite géostationnaire ; l’orbite réelle fut donc très elliptique, de périgée situé à
560 km d’altitude. Calculer la période orbitale du satellite Hipparcos. Quelle est sa période
synodique (celle mesurée par un habitant de la Terre) ?

Exercice 13 Vol vers Mars

θ

orbite de Mars

orbite de
transfert

T0

Topp

Mopp

M1

M0

T1

u

a
1 uaSoleil

On lance une sonde vers la planète Mars
en utilisant une orbite de transfert ellip-
tique, tangente aux deux orbites planétaires,
que l’on supposera circulaires et coplanaires.
Mars décrit une révolution en 1,88 an autour
du Soleil.

1. Quelle est la durée T du transfert T0M1 ?

2. Combien de jours avant l’opposition avec
le Soleil faut-il lancer cette sonde ? (on cal-
culera numériquement les angles u et u).
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Exercice 14 Atmosphères planétaires

On admettra que la vitesse moyenne d’agitation des molécules de masse molaire M dans
une atmosphère à la température absolue T vaut vq donnée par v2

q = 3RT/M où R est
la constante des gaz parfaits (R = 8,31 J/K.mole).

1. Calculer cette vitesse moyenne pour les gaz suivants à 40 ◦C puis à 130 ◦C : dihydrogène
(H2), hélium (He), diazote (N2), dioxygène (O2), dioxyde de carbone (CO2). On donne
les masses atomiques des éléments : H = 1, He = 4, C = 12, N = 14, O = 16.

2. Calculer la vitesse d’évasion ve de la Terre, puis celle v′
e de la Lune. Quelles conclusions

peut-on en tirer sur la possibilité de vivre sur la Lune (la température varie entre −170 ◦C
et 1130 ◦C) ? On donne : MT = 6 · 1024 kg ; ML = MT/81 ; RT = 6 400 km ;
RL = 0,27RT.

Lunettes et télescopes

Exercice 15 Lune et lunette

1. La Lune a un diamètre linéaire de 2RL = 3500 km et se situe à D = 380 000 km de la
Terre. Quel est son diamètre angulaire quand on l’observe à l’œil nu ? À quelle distance
de l’œil doit-on placer une pièce de 2 centimes d’euro (diamètre 19 mm) pour la masquer
sous le même diamètre apparent ?

2. On l’observe avec une lunette astronomique afocale. L’objectif et l’oculaire ont pour
distances focales respectives 1 m et 20 mm. Calculer le grossissement de l’instrument et
le diamètre angulaire de l’image de la Lune vue dans la lunette.

Exercice 16 Lunette astronomique

O2

L2L1

O1

Une lunette astronomique est constituée
d’un objectif L1 ( f ′

1 = 50 cm) et d’un ocu-
laire convergent L2 ( f ′

2 = 2 cm) placés à
la distance e = O1O2. L’oculaire est utilisé
en loupe pour observer l’image donnée par
l’objectif.

Calculer le grandissement angulaire G = a′/a (rapport des angles sous lesquels on voit
l’image et l’objet à l’œil nu) puis la position de l’image finale.
A.N. e = 51,6 cm puis e = 52 cm (système afocal).

Exercice 17 Miroir parabolique

Pour fabriquer les grands miroirs des télescopes actuels, de diamètres supérieurs à 6 m,
on fait fondre (à 1 100 ◦C) des petits blocs de verre formant un cylindre peu épais
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(≈ 20 cm) mais de grand diamètre, puis on
fait tourner le four (donc cette pâte fluide)
à la vitesse angulaire constante v autour de
l’axe du cylindre (≈ 1 tour en 10 s). Tout
en tournant, on laisse refroidir l’ensemble
très lentement, pendant un mois environ.

M

z

O

r

1. En traduisant l’équilibre hydrostatique
d’un point M de la surface en rotation,
situé à la distance r de l’axe vertical Oz,
montrer que l’équation de cette surface est
z(r) = [v2/(2g)] · r2. On rappelle que la
pente de la tangente à une courbe y(x) est :
dy/dx = tan v, où v est l’angle de la tan-
gente avec l’axe Ox.

H

O
(D)

y

x

f

– f

M

F

x
y

2. D’après la définition géométrique, une
parabole est l’ensemble des points M(x, y)
du plan Oxy, équidistants d’un point fixe
F(0, f ) du plan, et de la droite D (appe-
lée directrice de la parabole) d’équation
y = −f . En utilisant cette définition, calculer la distance focale f d’une parabole d’équa-
tion générale y(x) = ax2, où a est une constante positive.

3. Le diamètre d’ouverture du miroir est 2R. Calculer la profondeur Z de la cavité de verre
ainsi réalisée lors de la rotation de la pâte fluide, par rapport à un bloc cylindrique (froid)
de même diamètre, en fonction de v puis de la distance focale f du miroir parabolique
obtenu après refroidissement.
A.N. 2R = 8,20 m et v = 7,3 tours/min. Calculer f et Z.

4. Quels sont les avantages d’une telle technique de fabrication ? Citer un observatoire
équipé de tels télescopes.

Exercice 18 Réfraction atmosphérique

La réfraction atmosphérique modifie la direction réelle des astres par rapport à la direction
verticale du lieu d’observation (le zénith) : elle les « remonte » sur l’horizon. Pour étudier
cet effet, on adopte un modèle où la Terre est plate et recouverte d’une atmosphère
d’épaisseur et de densité uniformes. L’indice de réfraction de l’air sera supposé constant,
égal à 1,0003.
On mesure la distance zénithale z d’une étoile (angle entre la direction de l’étoile et celle
du zénith). Soit z′ la distance zénithale vraie qui serait mesurée en l’absence d’atmosphère.
L’écart R = z′ − z est la réfraction atmosphérique.
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zénith E

Montrer que si R est exprimée en minute de degré, on a numériquement et approxima-
tivement R(′) ≈ tan(z).

Exercice 19 Pouvoir séparateur

En considérant que seule la diffraction intervient, quelle est la taille du plus petit cratère
lunaire observable avec d’un télescope de 5 m de diamètre d’ouverture ? Et à l’œil nu, avec
une pupille de 5 mm ? On prendra l = 0, 60 mm. La Lune est à 380 000 km de la Terre.

Exercice 20 Diamètre d’étoile

Fd

M1étoile

étoile M2

plan
focal

Même avec de puissants télescopes, les
étoiles apparaissent toujours comme des
points (en fait, comme de petites taches
de diffraction) à cause de leur trop grande
distance. Pour déterminer les diamètres des
étoiles, A. MICHELSON a réalisé en 1920 un
interféromètre à 4 miroirs où l’on constate
que les franges disparaissent quand les
miroirs M1 et M2 sont espacés de d . Le
télescope est alors équivalent à un téles-
cope de diamètre d , supérieur au diamètre
du miroir. On rappelle le critère classique
de disparition des franges : « quand les taches d’Airy se superposent à moitié ». En déduire
le diamètre angulaire u de l’étoile visée (1 ua = 150 millions de km)
A.N. Pour l’étoile Bételgeuse, la plus brillante de la constellation d’Orion, Michelson a
trouvé d = 3,073 m avec l = 0, 575 mm. D’autres techniques ont permis de déterminer
que cette étoile est située à 400 al. Calculer son diamètre linéaire. Le diamètre du Soleil
vaut FS = 1400000 km.
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Rayonnement

Exercice 21 Rayonnement solaire et fusion thermonucléaire

Le rayonnement des étoiles est dû à la fusion thermonucléaire dont la réaction bilan s’écrit :

4H → He 1 g (g représente des photons).

Le Soleil transforme ainsi chaque seconde 644,4 Mt d’hydrogène en 640,0 Mt d’hé-
lium (Mt signifie mégatonne). D’autre part, on mesure que la haute atmosphère de la
Terre reçoit une puissance de l’ordre de 8,4 J/min sur une surface de 1 cm2 exposée
perpendiculairement au Soleil, à 1 ua de distance (1 ua = 150 · 106 km).

1. Calculer la puissance rayonnée par le Soleil.
2. Vérifier que les deux informations précédentes sont compatibles.
3. Si le Soleil était constitué entièrement d’hydrogène, quelle énergie pourrait-il libérer ?
(sa masse actuelle est MS = 2 · 1030 kg).
4. Quelle est l’énergie totale libérée depuis sa formation en tant qu’étoile, il y a environ
4,5 milliards d’années. L’exprimer en fonction de sa réserve d’énergie calculée précédem-
ment.
5. Au fur et à mesure de son évolution, le Soleil s’appauvrit en hydrogène et on estime
qu’il ne pourra transformer en hélium que le dixième de sa masse actuelle. Dans ces
conditions, évaluer la durée de vie du Soleil, et calculer son âge à sa « mort » stellaire.

Exercice 22 La Terre : corps noir ou planète bleue ?
(d’après Agrégation 2003)

Le Soleil, assimilé à une sphère de rayon R∗ rayonne comme un corps noir de température
T ∗. On donne R∗ = 7,0 ·108 m, T ∗ = 5 800 K et s = 5,67 ·10−8 W/(m2K4) constante
de Stefan.

1. Calculer la puissance L∗ rayonnée par le Soleil.
2. La Terre, sphère de rayon RT = 6 400 km, est située à la distance a = 1 ua du
Soleil. Calculer la puissance L interceptée par la Terre, en tant que disque de rayon RT

perpendiculairement à la direction du Soleil (sur la sphère de rayon a). En déduire la
fraction L/L∗ de la puissance solaire interceptée.
3. La Terre réfléchit la fraction A (appelée albédo) de la puissance incidente. En supposant
qu’elle se comporte comme un corps noir de température T , calculer T en fonction de
T ∗. Cette température dépend-elle de RT ? A.N. A = 0,3.
4. La température moyenne au sol étant en réalité de 115 ◦C, que penser de l’hypothèse
« la Terre rayonne comme un corps noir » ? Quel effet supplémentaire peut expliquer cet
écart ?
5. Le maximum d’émission du Soleil se situe vers la longueur d’onde l∗ = 0,5 mm.
Quelle est alors la longueur d’onde du maximum d’émission de la Terre ? Cela peut-il
confirmer la réponse précédente ?
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SOLUTIONS

1 a. En 1 ns, L = c · t = 30 cm. En 1 an, t = 31,5 · 106 s et L = 1 al
= 9,5 · 1015 m ≈ 1013 km.

orbite de la Terre

S T1T2

d

p

L

E
b. À 6 mois d’intervalle, la Terre passe de T1 à T2.
On a tan( p) = ST/SE. Si p = 1′′, alors :

d = SE = 1pc = ST/ tan(1′′) ≈ 3,1 · 1013 km.

Et 1pc = 3,1 · 1013/9,5 · 1012 = 3,26 al. L’angle
p étant faible, tan( p) ≈ p (en rad) d’où la relation
d(pc) = 1/p(′′).

c. Avec p = 0,31′′, on déduit :

d = 1/0,31 = 3,23 pc = 10,5 al.

La lumière met plus de 10 ans à nous parvenir de cette étoile. Pour le Soleil, comme
1 ua = 150 · 106 km, t = 1 ua/c soit 500 s ou environ 8 min.

d. 1 mas = 0, 001′′ d’où tan(a) = h/d ≈ 0,001 · p/180/3 600 = 4,8 · 10−9 rad d’où
h ≈ 5 · 10−9 · d .
New York se situe à d ≈ 6 000 km, d’où h = 3 cm (diamètre d’une balle de ping-pong).
La Lune se trouve à d = 380 000 km, d’où h = 1,9 m (taille d’un être humain).

2

S
T

1
M1M2

a

AT
R

d

La distance d d’une planète à la Terre varie entre |a − 1| en M1 et (a 1 1)
en M2. Le diamètre apparent a est tel que sin(a/2) = R/d ≈ a/2 (en rad)
d’où a = 2R/d . Avec les unités a (en ′′), R (en RT) et d (en ua), on a :
a(′′) = 2 · R (en RT) 3 6 380/[d(en ua) 3 150 · 106] = 17,5′′.R/d . Voici les
valeurs extrêmes, arrondies (entre parenthèses, on donne les valeurs vraies, corrigées
compte tenu des excentricités orbitales).
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Mercure Vénus Mars Jupiter

amin 5′′ 10′′ 4′′ 32′′ (30′′)

amax 12′′ (13′′) 59′′ (66′′) 18′′ (26′′) 47′′ (50′′)

Saturne Uranus Neptune Pluton

amin 16′′ (15′′) 3′′ 2,1′′ 0, 1′′

amax 18′′ (21′′) 4′′ 2,3′′ 0, 1′′

Pour le Soleil, a = 17,5′′ 3 (700 000/6 378)/1 = 1 920′′ = 32′ ≈ 0, 5◦. Compte tenu
de l’excentricité de l’orbite terrestre (e = 0,017), a varie entre 31,5′ (en juillet) et 32,5′

(en janvier).
Pour la Lune, d = 380 000 km ≈ 1/400 ua, d’où :

a = 17,5′′ 3 0,273 3 400 = 1 911′′ = 31,9′.

En fait, l’excentricité de l’orbite lunaire est assez grande (0,05) et a varie entre 29,4′ et
33,4′.

ST

R1

d1

R0

3 a. sin(R1) = R0/d1 = 0,7·106/150·106

= 0,0047 d’où R1 = 0,27◦ = 16′ = 960′′.

b. sin(a) = R0/d = sin(R1) · d1/d . Or a

varie de RA à RP d’où a ≈ R1 · d1/d .

c. dP = d1 · (1 − e) et dA = d1 · (1 1 e) d’où
RP = R1/(1 − e) et RA = R1/(1 1 e).

En éliminant e, on obtient d’abord
2

R1
=

1
RA

1
1

RP
puis

2e
R1

=
1

RA
− 1

RP
. La première

relation montre que R1 est la moyenne harmonique de RA et RP.
A.N. RA = 943,9′′ et RP = 975,9′′ d’où R1 = 959,63′′ et e = 0, 0167.

d. Si d est la distance du Soleil à la Terre, l’intensité lumineuse (et donc thermique) est

en 1/d2. Alors
Ijanvier

Ijuillet
=

[
1 1 e
1 − e

]2

= 1,0691 soit 1 1 0,07. La Terre reçoit 7 % d’énergie

en plus en janvier qu’en juillet car elle est plus proche du Soleil. L’hiver dans l’hémisphère
Nord est donc plus doux que l’hiver dans l’hémisphère Sud, tandis que l’été du Nord est
moins torride que l’été du Sud.

4 En 1 s de chute, la pomme tombe de la hauteur H = 1/2.g ·t2 = 4,9 m. Pendant 1 s,
la Lune tourne autour de la Terre de l’angle a = 360◦/(27,3 3 86 400) = 2,7 ·10−6 rad.
Or d/(d 1 h) = cos(a) et h  d d’où 1− h/d ≈ 1−a2/2 et h ≈ d ·a2/2 = 1,36 mm.
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A

T

B

L

dd

h orbite de
la Lune

On constate que le rapport H/h vaut
4900/1,36 ≈ 3600 = 602. La Lune, située 60
fois plus loin que la pomme (du centre de la Terre)
parcourt une longueur 602 fois plus faible que la
pomme dans la chute libre pendant la même durée.
Cela signifie que la force qui attire la Lune est 602

fois plus faible que celle qui attire la pomme. La loi
de force est donc en 1/r2. Ce fut le raisonnement de
Newton.

5 1. G est homogène au produit F · r2/M2 d’où [G] = L3 · M−1 · T−2 et s’exprime
en m3/(kg · s2).

2. La pesanteur au sol vaut P = m · g = G · M.m/R2 d’où g = G · M/R2.

– sur Terre, gT = G · MT /R2
T = 9,8 m/s2.

– sur la Lune,

gL = G·ML/R2
L = gT·(ML/MT)·(RT/RL)2 = 9,8/81 3 (3,7)2 = 1,7 m/s2 ≈ gT/6.

La gravité lunaire est 6 fois plus faible que celle de la Terre.

6 1. Le jour solaire est supérieur au jour sidéral car, pour avoir de nouveau le Soleil
au méridien après un tour sur elle-même, la Terre doit tourner encore un peu autour du
Soleil. La vitesse angulaire est v = 2p/T = 7,3 · 10−5 rad/s soit environ 15◦ par heure.

RT

PN

rC

T

E

M
V

équateur

RT

r

T

M

PN

C

E

2. Le point M décrit un cercle (le parallèle géographique de latitude w) en un jour, de rayon
r = RT ·cos w à la vitesse linéaire vM = r ·v = RT ·v·cos w. Cette vitesse étant constante
(en module), l’accélération de M est centripète et vaut a = v2/r = r ·v2 = RT ·v2 ·cos w.
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A.N. RT = 6 400 km et w = 49◦ donnent vM = 0,31 km/s et aM = 0,022 m/s2

(l’accélération est 440 fois plus petite que g).

M

verticale
locale
en M

plan
horizontal

en M

plan équatorial

PN

T
E

gapp

g

a'M

géoïde

sphère
En réalité, le problème est plus complexe
car la Terre n’est ni sphérique ni homo-
gène. En un point M de la Terre, l’ac-
célération apparente gapp est la composi-
tion de deux vecteurs : g(gravitation vers
le centre de la Terre) et a′

M (accélération
centrifuge, opposée à aM, due à la rota-
tion de la Terre). Il en résulte que la Terre
est déformée en ellipsoïde de révolution
(géoïde) telle que la verticale locale est
normale au géoïde (elle ne passe pas par
le centre de la Terre). Aux Pôles, aM = 0.
À l’équateur, gapp est effectivement centri-
pète et possède la valeur minimale g − aE

avec aE = RT · v2 = 0,034m/s2 d’où
gapp = 9,81 − 0,03 = 9,78 m/s2.
Si la Terre tournait 17 fois plus vite sur elle-même, on serait en impesanteur à l’équateur
(car g/aE = 9,81/0,034 ≈ 289 = 172).
L’aplatissement de la Terre est faible (1/300). Compte tenu de la forme ellipsoïdale, on
définit deux latitudes : w′ (géographique ou géocentrique, liée au centre de la Terre) et w

(astronomique, selon la verticale locale, normale au géoïde). Ces valeurs sont très proches :
l’écart w − w′ est maximal vers w′ = 45◦ et vaut ≈ 0,2◦.

7 L’analyse dimensionnelle peut fournir des liens numériques entre certaines grandeurs
physiques en respectant l’homogénéité des relations. La période de révolution T est
supposée être une fonction de plusieurs grandeurs : les masses M et m, la gravitation
(par G) et le rayon r de l’orbite. On écrit T sous la forme T = ma · Gb · rg où a, b, g

sont 3 exposants à déterminer. Les dimensions de G s’obtiennent à partir de la force de
gravitation F = G · M · m/d2 d’où :

[G] =
(MLT−2) · (L2)

M2 =
L3

MT 2

On identifie les exposants terme à terme des grandeurs de cette égalité :

T 1 ≡ Ma ·
(

L3

M · T 2

)b

· Lg,

ce qui fournit 3 équations :

a − b = 0 ; 3b 1 g = 0 ; −2b = 1
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d’où
a = b = −1/2 et g = 3/2.

On peut donc écrire l’expression de T = m−1/2 · G−1/2 · r3/2 soit T 2 = K · r3/( m.G)
ou encore T 2/r3 = cste. C’est la 3e loi de Kepler.
A.N. La constance du rapport pour les 2 orbites s’écrit T/T0 = (r/r0)3/2 d’où
T = 4

√
4 = 8 h.

8 C’est une application de la 3e loi de Kepler
T 2

a3 =
4p2

G · Ms
d’où le produit

G ·Ms = 4p2a3/T 2. La période orbitale T vaut 1 an = 31,5 ·106 s d’où Ms = 2 ·1030 kg.
Avec un rayon RS = 700 000 km, le Soleil a un volume VS = 4/3 · p · R3

S d’où la
masse volumique rS = MS/VS = 1 400 kg/m3 (c’est 4 fois moins que la Terre
rT = 5 500 kg/m3). La densité du Soleil par rapport à l’eau est donc de 1,4.

9 1. voir exercice n◦ 1

2. Bien qu’il n’y ait pas de masse centrale attractive dans la Galaxie, tout se passe, du
point de vue gravitationnel, comme si sa masse totale M était réduite à son barycentre.
En supposant que les N étoiles qu’elle renferme soient identiques au Soleil « moyen »,

la masse totale de la Galaxie est alors M = N · MS. La 3e loi de Kepler
T 2

a3 =
4p2

G · M
appliquée à l’orbite du Soleil dans la Galaxie donne M avec T = 250 · 106 ans (avec 1 an
= 31,5 · 106 s) et a = 30 000 al (et 1 al = 1016 m) ; la masse de la Galaxie vaut ainsi

M = 2,6 · 1041 kg.
Le nombre d’étoiles est donc N = M/MS = 130 · 109 soit de l’ordre de 100 milliards.
C’est bien sûr une estimation statistique.
La Galaxie ne tourne pas en bloc, la vitesse de rotation dépend de la distance au centre
galactique. Au niveau du Soleil, cette vitesse vaut v = 2pa/T soit environ 220 km/s. À
cette vitesse d’entraînement du Soleil s’ajoute, pour la Terre, sa vitesse orbitale (30 km/s)
autour du Soleil. On en tient compte quand on détermine les vitesses des étoiles par effet
Doppler (à partir de leurs spectres).

Remarque : on peut estimer le nombre de protons présents dans l’Univers connu, lequel
contient 1011 à 1012 galaxies, dont chacune renferme 1011 étoiles (en moyenne). Le
Soleil de masse MS = 2 · 1030 kg est formé presque entièrement de protons de masse
mP (en fait de 90 % d’élément H et de 10 % d’He). La masse d’un proton (en kg)
est mP = 10−3/N = 1,6 · 10−27 kg où N est le nombre d’Avogadro. Le nombre de
protons dans le Soleil est alors MS/mP ∼ 1057 et dans la Galaxie 1011 fois plus soit
∼ 1068. Et dans l’Univers, 1011 à 1012 fois plus encore soit de l’ordre de 1080. Ainsi le
nombre 1080 est le plus grand nombre « entier » qui ait une réalité physique.

10. ASTRONOMIE 785



�

�

�

�

�

�

�

�

10 1. Le barycentre O de S et T est situé à la distance d de S, définie par l’égalité
MT · (a − d) = MS · d d’où d/a ≈ MT/MS = 3 · 10−6. Avec a = 150 · 106 km, le
barycentre est situé à d = 450 km du centre du Soleil, de rayon 700 000 km. On peut
donc confondre O et S.

S T

T

MS MT

MS

S P

O

a – x

a – dd

m x

2. La masse m en P est soumise à 3 forces :

– la gravitation due au Soleil : G·m·MS/(a−x)2

– la gravitation due à la Terre : G · m · MT/x2

– la force centripète due au mouvement circu-
laire de P autour de S : m · v2/(a − x) d’où
l’équation d’équilibre de P :

m · v2

a − x
=

G · m · MS

(a − x)2 − G · m · MT

x2 (équation E)

3. Dans le cas d’un mouvement uniforme de période T , sur une orbite circulaire de
rayon r, la vitesse est v = 2pr/T ; la force centripète est la force de gravitation
G · m · M

r2 =
m · v2

r
d’où v2 = G·M/r ce qui conduit à la 3e loi de Kepler

T 2

a3 =
4p2

G · M
.

En réalité, le dénominateur est G · (M 1 m) car le mouvement a lieu autour du barycentre
(de masse M 1 m). Ici, la vitesse orbitale de P est v = 2p(a − x)/T d’où :

v2(P) =
(a − x)2

a3 · G · (MS 1 MT)

4. On remplace cette expression de v2 dans (E) :

a − x
a3 · (MS 1 MT) =

MS

(a − x)2 − MT

x2

ce qui conduit à :

MS.
a3 − (a − x)3

a3.(a − x)2 = MT · x2.(a − x) 1 a3

a3.x2

Or a3−(a−x)3 = 3a2x−3ax21x3 ≈ 3a2x si x  a. En gardant cette hypothèse (x  a),

l’expression précédente devient MS ·
3x
a3 = MT ·

1
x2 d’où le rapport

x
a
≈ 3

√
MT

3 · MS
= 0,01

ce qui confirme l’hypothèse faite. Le point P est donc situé au 1/100 de la distance du
Soleil, à x = 1,5 million de km de la Terre. C’est le point de Lagrange L1.

5. Le point équigravitationnel Q est tel qu’il y a égalité des forces de gravitation (mais
sans mouvement orbital) :

G · m · MS

(a − y)2 =
G · m · MT

y2

d’où (
y

a − y

)2

=
MT

MS
.
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Si y  a, on tire
y
a
≈ 2

√
MT

MS
d’où y/a ≈ 0,0017 (on a bien y/a  1) et y = 260 000 km

de la Terre, soit 6 fois plus proche que L1.

6. L’intérêt de placer un télescope en orbite solaire en ce point L1 est qu’il est toujours
opérationnel, restant entre la Terre et le Soleil. S’il était en orbite autour de la Terre, il
passerait régulièrement dans l’ombre de la Terre, ne pouvant alors plus observer le Soleil,
et ne recevant plus d’énergie pour les batteries solaires.

L3 L2
T

L5

L4

L1
60°

60°Sa

a

Il existe en fait 5 points de Lagrange. Les points L1, L2,
L3 sont des points d’équilibre instable situés près de l’or-
bite de la Terre (le satellite SOHO est maintenu en perma-
nence au point L1 grâce à de petites corrections d’orbite).
Les points L4 et L5 forment des triangles équilatéraux
avec le Soleil et la Terre, ce sont des points d’équilibre
stable. Dans le système solaire, des astéroïdes sont situés
aux points L4 et L5 de l’orbite de Jupiter, tournant en
12 ans autour du Soleil, comme cette planète.

11 1.a. De r1 1r2 = a et Mr2 = mr1, on tire r1 = aM/(M1m) et r2 = am/(M1m).

1.b. On dérive Mr2 = mr1 par rapport au temps, d’où MV2 = mV1. La force centripète
est la force de gravitation :

F = GmM/a2 = MV 2
2 /r2 = mV 2

1 /r1

d’où

V 2
2 =

Gm2

a(M 1 m)
et V 2

1 =
GM2

a(M 1 m)

On a encore
V1

M
=

V2

m

d’où

MV2 = mV1.

1.c. La période orbitale est T = 2pr1/V1 = 2pr2/V2 ; de T 2, on tire

T 2/a3 = 4p2/[G · (M 1 m)].

2.a. Vocabulaire : une étoile rayonne (par fusion thermonucléaire). Une planète ne rayonne
pas (dans le visible) et est en orbite autour d’une étoile (de masse généralement très
supérieure). Un satellite est en orbite autour d’une planète ; la Lune (L majuscule) est le
satellite naturel de la Terre (le mot lune, synonyme de satellite, est utilisé pour les autres
planètes que la Terre).
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P2

P1

Soleil

F

– F

2.b. La masse d’une planète est très faible
devant celle du Soleil : même la planète
Jupiter, pourtant 10 fois plus large que la
Terre, n’a qu’une masse égale à 1/1 000 de
celle du Soleil. La force d’interaction gra-
vitationnelle F entre les planètes P1 et P2

de masses M1 et M2 est donc négligeable
(au 1er ordre) devant la force centrale due au
Soleil. Au 2e ordre, on doit tenir compte de
cette force perturbatrice du mouvement de P1

(ou P2).
T

B
8,6 al

A

d

3. Application à l’étoile double Sirius A et B. Le rapport des masses M/m vaut 2,44 d’où
M 1 m = 3,44m. La distance linéaire d entre les 2 étoiles A et B se calcule à partir de
la distance de l’étoile à la Terre et de la distance angulaire apparente : d = TA · a avec
TA = 8,6 al et a = 7,5′′ = 3,6 · 10−5 rad d’où d ≈ 3 · 1012 m (on a déjà vu que
1al = 9,5 · 1015 m). La période orbitale T = 50 ans = 50 3 31,5 · 106 s conduit à
M1m = 4p2d3/(GT 2) = 6·1030 kg. Or m = (M1m)/3,44 ce qui donne m = 0, 87MS

et M = 2,12 · MS. Les deux étoiles ont des masses voisines, en rapport avec celle du
Soleil. L’étoile Sirius B, invisible, est une naine brune qui, refroidie, ne rayonne plus.

2 aH

orbite de transfert

orbite basse

orbite
haute

P AT
Terre

RT

12 1. L’orbite géostationnaire corres-
pond à celle d’un satellite artificiel de
la Terre effectuant une révolution en
1 jour sidéral de 86164 s (23 h 56 min)
dans le plan équatorial. La 3e loi de
Kepler T 2/a3 = 4p2/(G · MT) donne
un rayon orbital a = 42 200 km, soit
une altitude de près de 35 800 km. La
vitesse du satellite sur cette orbite est
v = 2pa/T ≈ 11 000 km/h = 3,1 km/s.

2. Le satellite Hipparcos suit une orbite ellip-
tique dont l’apogée (le point le plus éloigné
de la Terre) est égal au rayon de l’orbite
géostationnaire, à 42 200 km du centre de la Terre ; le périgée (le point le plus proche)
vaut 6 940 km (altitude de 560 km). Le demi-grand axe aH de cette ellipse est tel
que 2aH = 42 200 1 6 940 soit aH = 24 570 km. La 3e loi de Kepler conduit à
TH = 38 250 s ≈ 10, 6 h. L’excentricité de cette orbite vaut 0,72 (l’un des 2 foyers
est le centre de la Terre).

788



so
lu

ti
o
n

s
d
es

ex
er

ci
ce

s

�

�

�

�

�

�

�

�

La période synodique est la durée séparant deux passages consécutifs au-dessus du même
point de la Terre. Soit J la durée du jour solaire (24 h). La période synodique S est telle
que 1/S = 1/TH − 1/J d’où S ≈ 19 h.
Malgré ces difficultés, le satellite a parfaitement rempli sa mission astrométrique en
mesurant les parallaxes de plus de 100 000 étoiles à 0,002′′ près et leur position à 0,003′′

près !

Remarque : : le problème du Capes externe de 2002 (partie B : satellites artificiels,
transfert) se traite de façon très semblable.

13 La sonde décrit une orbite de transfert elliptique dite de HOHMANN, du nom du
physicien qui a étudié ces trajectoires vers 1925. Cette orbite est la plus économique mais
hélas la moins rapide. On quitte l’orbite basse avec une impulsion qui propulse la sonde
jusqu’à l’orbite haute, en suivant cette orbite de transfert, tout en restant sous l’influence
de la gravitation solaire.

1. La durée du transfert correspond à la moitié de la période sur l’orbite de Hohmann. La
planète Mars effectue une révolution en 1,88 an, elle se situe à la distance a du Soleil telle
que T 2/a3 = 1 (3e lois de Kepler utilisant les unités an et ua) d’où a = 3

√
1,882 = 1,52 ua.

Le demi-grand axe aH de l’orbite de transfert est tel que 2aH = aT 1 aM où aT et aM sont
les rayons orbitaux de la Terre et de Mars, d’où aH = (1 1 1,52)/2 = 1,26 ua. La période

de cette orbite est donc telle que T 2
H/a3

H = 1 d’où TH =
√

(1,26)3 ≈
√

2 = 1,41 an. Le
transfert T0M1 dure la moitié soit 0,707 an ou 8,5 mois.

θ

orbite de Mars

orbite de
transfert

T0

Topp

Mopp

M1

M0

T1

u

a
1 uaSoleil

2. Pendant ces 8,5 mois (= 258 jours), Mars
tourne de l’angle 180◦ − u (arc M0M1)
à raison de 1,88 an pour un tour ; on en
déduit 180◦ − u = 360◦ 3 TH/1,88 d’où
u ≈ 44,6◦.
Entre les positions M0 et Mopp (opposi-
tion de Mars), Mars tourne de l’angle u
autour du Soleil pendant la durée t cher-
chée (avant l’opposition). La Terre tourne
de l’angle u 1 u pendant cette même durée.
D’où les 2 équations en u et u (ici, t est
en année) : u 1 u = 360◦ · t/1,00 et
u = 360◦ ·t/1,88 ; on en déduit u = 0, 88·u
d’où u = 44,6/0,88 = 50,7◦. Ce qui
conduit à t = 1,88 3 50,7/360 = 0,265 an = 97 jours ≈ 3 mois. On doit donc
partir 97 jours avant l’opposition. On arrivera près de Mars 161 jours après l’opposition
(= 258 − 97).
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La réalité d’un vol spatial est bien plus complexe : il faut notamment tenir compte de
l’excentricité de l’orbite de Mars (0,093 assez forte si bien que l’orbite « circulaire » est
décentrée), ainsi que de l’inclinaison de cette orbite (presque 2◦ sur l’écliptique).

14 1. Pour T = 313 K (40 ◦C) puis T = 400 K, on obtient les vitesses vq suivantes :

gaz H2 He N2 O2 CO2

M (g/mole) 2 4 28 32 44
vq à 40 ◦C (m/s) 1980 1400 530 500 420
vq à 400 K (m/s) 2200 1600 600 550 500

2. La vitesse d’évasion d’une planète correspond à une trajectoire parabolique (l’orbite
elliptique s’ouvre) de vitesse ve = vs

√
2 où vs est la vitesse de satellisation sur une orbite

circulaire au ras du sol (altitude zéro). Sur cette orbite circulaire rasante, la force centripète
est la pesanteur : mv2

s /R = mg = GMm/R2 où R est le rayon de la planète. On obtient
v2

s = GM/R et v2
e = 2GM/R. Pour la Terre, vs = 7,9 km/s et ve = 11,2 km/s.

Pour la Lune, v
′2
e =

2GML

RL
= v2

e .
ML

MT
· RT

RL
d’où v′

e = 2,4 km/s (≈ ve/4,7).

Concernant les gaz de l’atmosphère, on constate que sur Terre, vq  ve ce qui signifie
que les molécules ne peuvent s’échapper de la Terre par agitation thermique (même à
cette température déjà assez élevée). La Terre possède donc une atmosphère.
Sur la Lune, la température varie entre −170 ◦C (à l’ombre) et 1130 ◦C (au Soleil),
soit entre 100 K et 400 K environ. La vitesse d’agitation des molécules d’une atmosphère
éventuelle sera maximale à 400 K. On constate que sur la Lune, on n’a plus vq  v′

e : les
molécules les plus rapides peuvent donc s’échapper de la gravitation et quitter la Lune.
Elle a donc perdu peu à peu son atmosphère. C’est également le cas de la planète Mercure
(M′ = MT/18 et R′ = 0,38 · RT) où ve = 4,3 km/s mais vq (à 500 K) vaut 2,5 km/s
pour H2 et 0,6 km/s pour O2.

Lunettes et télescopes

15 1. Le diamètre apparent a de la Lune est tel que sin(a/2) = RL/D = 0,0046
d’où a = 0,0092 rad = 0,53◦. La pièce de 2 centimes d’euro (de 19 mm de diamètre) est
1,8 · 108 fois plus petite que la Lune. Pour être vue sous le même angle, on doit la placer
1,8 · 108 fois plus près que la Lune, c’est-à-dire à 2,1 m de l’œil.

2. En montage afocal, le grossissement G est égal au rapport des longueurs focales de
l’objectif et de l’oculaire G = F ′/f ′ = 50. Le diamètre apparent de la Lune est alors
50 fois plus grand soit égal à 26◦. La pièce de 2 centimes doit être 50 fois plus près,
c’est-à-dire à 4 cm de l’œil (elle est trop proche pour être vue nettement).
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16 L’objectif L1 donne de l’objet AB (à l’infini) une l’image A′B′ dans le plan focal
image de L1 situé en F′

1. L’oculaire L2 est une loupe qui donne de l’objet A′B′ l’image
finale A′′B′′.

A'A"

B'

B"

F'1

Q

F2

O2O1

L1 L2lunette astronomique

On écrit donc :
AB(∝) → A′B′ (en F′

1) → A′′B′′.

Quand on n’a pas le montage afocal (e < f ′
1 1 f ′

2 ), le plan focal objet de L2 est placé en
avant du plan focal image de L1. Pour construire l’image finale A′′B′′, on trace B′O2 puis
le rayon F2B′, lequel coupe le plan de L2 en Q puis ressort parallèle à l’axe de la lunette
(car issu du foyer objet F2). Le point B′′ est à l’intersection de cette parallèle en Q et de
B′O2. On complète le schéma par les rayons issus de L1.
Si le montage est afocal, les foyers F′

1 et F2 sont confondus, l’image A′′B′′ est à l’infini.
Les rayons incidents sur L1 sont inclinés de l’angle a sur l’axe principal (a  1 rad).
D’où

tan a = A′B′/O1F′
1 = A′B′/f ′

1 ≈ a

De même,
tan a′ = A′′B′′/O2A′′ = A′B′/O2F′

1 ≈ a′

Or (relation de CHASLES) :

O2F′
1 = O2O1 1 O1F′

1 = −e 1 f ′
1

D’où
G =

a′

a
=

f ′
1

f ′
1 − e

A.N. Quand e = 51,6 cm, G = 50/− 1,6 ≈ −31 (G étant négatif, l’image est inversée).
Quand e = 52 cm = f ′

1 1 f ′
2 , le système est afocal et G = −f ′

1 /f ′
2 = −25.

La position de l’image finale A′′B′′ (en montage non afocal) se calcule par la relation

de conjugaison de la lentille L2 :
1

O2A′′ −
1

O2A′ =
1
f ′
2

avec O2A′ = −e 1 f ′
1 , d’où

O2A′′ =
f ′
2 · ( f ′

1 − e)
f ′
1 1 f ′

2 − e
.
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A.N. Quand e = 51,6 cm, O2A′′ = −8 cm. Quand e = 52,0 cm, on retrouve que
O2A′′ → ∞.

A'

B'

B"

B"

F'1 O2O1

L1 L2

f

montage afocal

f'2

17 1. Équilibre hydrostatique : le point M est soumis à 2 forces, la gravitation m·g (ver-
ticale) et la force centrifuge m ·v2 ·r (horizontale). La gravité apparente−→g = −→g 1v2 ·−→r
est normale en M à la surface du liquide. D’où :

tan(a) = g/(v2 · r)

Or, la pente de la tangente en M vaut tan(b) = dz/dr avec b = p/2 − a ; donc :

tan(a) = 1/ tan(b) = dr/dz

F' H

M

F

O

y

x

(D)

z

r

M

O

g

On en déduit l’équation différentielle liant r et z : dr/dz = g/(v2 · r) ou encore :

r · dr = g/v2 · dz qui s’intègre en z(r) =
v2

2g
· r2 (la constante d’intégration est nulle car

z(0) = 0). C’est bien une surface parabolique.
Le même phénomène se produit dans un verre d’eau quand on dissout un comprimé en
tournant avec une petite cuillère.
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2. Distance focale : par définition de la parabole, MF = MH. Soit OF = f et OF′ = −f .

z

Z

R
rO

Avec les coordonnées (x, y) de M, cette rela-
tion s’écrit aussi :√

x2 1 (y − f )2 = y 1 f

d’où x2 = 4fy. En posant y(x) = ax2,
on obtient la distance focale de la parabole
f = 1/(4a).

3. La profondeur Z de la cavité est telle que Z = z(R) = v2·R2/(2g). Mais z(r) = r2/(4f )
d’où Z = R2/(4f ) et f = g/(2v2)
A.N. 2R = 8,20 m et v = 7,3 tours/min = 0,76 rad/s d’où f = 8,4 m et Z = 0,50 m
(la profondeur relative est faible : Z/(2R) ≈ 0,06 soit 6 %).

4. Les avantages techniques d’un tel miroir en galette mince (un ménisque) sont nombreux :
faible poids, construction assez « rapide », le paraboloïde obtenu étant presque parfait (au
bout d’un mois), il suffit de polir localement les petits défauts éventuels. Les 4 miroirs
du télescope européen VLT (Very Large Telescope) installé dans les Andes chiliennes à
2600 m d’altitude sont construits selon ce procédé. Le ménisque de verre de 23 tonnes
a un diamètre de 8,2 m et une épaisseur de 17 cm seulement. Il est maintenu par des
vérins qui permettent de conserver la forme parabolique quand on incline le miroir lors des
observations. Ce sont actuellement les plus grands télescopes optiques en un seul morceau.

z

z

z'

z
K

horizon

Terre

atmosphère

vide 1

n

18 La distance zénithale vraie de l’astre
est z′ = z 1 R. À cause de l’atmosphère,
on mesure la distance zénithale apparente
z = z′ − R.
Dans le modèle simplifié de l’atmosphère
plane et homogène, tout se passe comme
si on avait une lame à faces parallèles. Le
rayon lumineux arrive, hors de l’atmosphère
sous l’incidence z’ et pénètre dans l’atmo-
sphère d’indice n. Au point K, la réfraction se traduit par 1 3 sin(z′) = n · sin(z).
D’où :

n · sin(z) = sin(z 1 R) = sin(z) · cos(R) 1 cos(z) · sin(R)

Comme R  1 rad, la relation s’écrit :

n · sin(z) ≈ sin(z) 1 R · cos(z)
soit R ≈ (n − 1) · tan(z).
En passant des radians aux secondes de degré, R(rad) = R(′′) 3 2 · 105 (où
2 · 105 ≈ 360 · 180/p). Avec n = 1,0003 on obtient :

R(′′) ≈ 0,0003 3 2 · 105 3 tan(z) ≈ 60. tan(z).
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En divisant par 60 pour revenir aux minutes de degré, R(′) ≈ tan(z).

Soleil apparent
(déformé)

Soleil vrai
(sous l’horizon)

(cercle)

32'

32'

27'

4'
ligne d’horizon

À une hauteur sur l’horizon de 45◦, les astres
sont effectivement « relevés » de 1′. C’est insen-
sible à l’œil nu mais visible avec un télescope
calibré.
Cette relation numérique est correcte pour
z < 70◦ : si l’astre est trop bas sur l’horizon, le
modèle d’atmosphère plane ne convient plus.
Au ras de l’horizon, la réfraction R mesurée
vaut environ 0,6◦ (= 36′). Comme le Soleil
a un diamètre apparent de 0,5◦, il est très
déformé (aplati) quand on l’observe à l’horizon.

19 La largeur de la tache d’Airy vaut b = 1,2l/D. Avec un télescope de diamètre
D = 5 m, b ≈ 1,4 · 10−7 rad = 0,03′′. À la distance L, l’objet AB sur la Lune doit avoir
la taille minimale Lb soit environ 50 m.
On ne peut distinguer que des objets de dimensions supérieures à 50 m. En pratique, la
turbulence atmosphérique limite ces possibilités à près du double (100 m).
À l’œil nu, la pupille joue le rôle de diaphragme devant le cristallin : D varie de 1 mm
(en pleine lumière) à 5 mm la nuit. Quand on observe la Lune, D est 1 000 fois plus
petit qu’avec le télescope : on ne peut voir des détails inférieurs à 30′′ (voire 1’ avec la
turbulence) soit 100 km sur la Lune. Le cratère Copernic, le plus gros des cratères lunaires,
est tout juste visible à l’œil avec un diamètre de 93 km. En décembre 1609, Galilée a
découvert ces cratères avec une modeste lunette ; leur diamètre dépassait 30 km.

20 Deux rayons provenant de deux points diamétraux E1 et E2 du disque stellaire
apparent donnent chacun un système de franges d’interférence qui disparaissent quand
les taches d’Airy se superposent « à moitié ». Ils sont alors inclinés de l’angle u tel que
u = b = 1,2l/d où d est le diamètre d’ouverture du télescope (c’est la distance d entre
les 2 miroirs M1 et M2 de l’interféromètre).

étoile

tache

tache

lentille

E1

E2
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Dans le cas de l’étoile Bételgeuse, u = 1,2 3 0,575·10−6/3,073 = 2,3·10−7 rad = 0,047′′.
Vu à la distance D = 400 al, son diamètre linéaire vaut FB = u · D ≈ 900 millions
de km : Bételgeuse est donc 650 fois plus large que le Soleil.
Cette étoile est celle qui possède le plus grand diamètre apparent, détectable uniquement
de manière interférentielle. L’intérêt des 2 miroirs mobiles est de pouvoir les écarter
graduellement le plus possible de façon à augmenter le diamètre d’ouverture du télescope
tout en ayant la possibilité de faire disparaître les franges.

Rayonnement

21 1. La 1re information indique que le Soleil rayonne 4,4 · 106 tonnes de lumière
chaque seconde. La relation d’Einstein E = m · c2 donne :

P = 4,4 · 109 3 (3 · 108)2 ≈ 4,0 · 1026 W.

2. À partir de la puissance surfacique PT reçue au niveau de la Terre, on calcule la puissance
totale rayonnée par le Soleil actuel : P ′ = PT · S où S est l’aire de la sphère de rayon
d = 1 ua entourant le Soleil. D’où P ′ = 8,4/60 3 4p · (150 · 106 · 105)2 ≈ 4,0 · 1026 W
(le facteur 105 convertit d en cm). On a bien P ′ = P ce qui permet de calculer la puissance
rayonnée de deux manières.

3. Énergie libérable : chaque seconde, le Soleil libère la fraction 4,4/644,4 de sa
masse en H, soit environ 7/1 000. S’il était constitué entièrement d’atomes H, sa
réserve actuelle serait MS.c2 ≈ 1,8 · 1047 J. Il peut donc libérer l’énergie totale
W = (7/1 000).MS · c2 ≈ 1,2 · 1045 J.

4. Depuis sa formation, à ce rythme, le Soleil a rayonné l’énergie E = P · t avec
P = 4,0 · 1026 W et t = 4,5 · 109 ans = 4,5 · 109 3 31,5 · 106 s d’où E ≈ 5,6 · 1043 J
et E/(MS · c2) ≈ 3,1 · 10−4. Le Soleil n’a perdu par rayonnement que 0,3/1 000 de sa
réserve (la perte étant si faible, on peut considérer que sa masse actuelle est la même que
celle qu’il avait au début de sa vie d’étoile).

5. On suppose qu’il ne fusionnera que le 1/10 de sa masse actuelle. L’énergie libérable est
donc W ′ = W /10 ≈ 1,2 · 1044 J. La puissance (débit d’énergie) étant P = 4,0 · 1026 W,
la durée de vie sera W ′/P ≈ 3 · 1017 s ≈ 1010 ans (ou 10 milliards d’années). Son
âge actuel étant de 4,5 milliards d’années, il sera âgé de 15 milliards d’années à sa mort
stellaire, devenant alors rapidement une géante rouge puis une naine blanche et enfin une
naine brune, ne rayonnant plus.

22 1. Selon la loi de STEFAN, la puissance rayonnée par 1 m2 de surface de la source
(dans toutes les directions et toutes les longueurs d’onde) est proportionnelle à la puis-
sance 4e de sa température absolue : P = s · T 4. Ici, L∗ = S · P où S est la surface
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rayonnante du Soleil, c’est-à-dire la surface extérieure (la photosphère), de rayon R∗.
D’où L∗ = (4p.R∗2) · s · T ∗4.
A.N. : L∗ = 4,0 · 1026 W.

2. Le débit d’énergie (la puissance) se conserve sur toute sphère de rayon a, centrée sur
le Soleil. La Terre ne reçoit que la fraction s/S de la puissance émise, où s = p · R2

T
(surface du cercle de rayon RT) et S = 4p · a2 (surface de la sphère de rayon a). La
conservation de la puissance s’écrit : L∗/S = L/s. D’où L = L∗ · (s/S) = L∗ · (RT /2a)2

et L/L∗ = (RT /2a)2 = 4,6 · 10−10.

3. La Terre reçoit la puissance L du Soleil et réfléchit A · L : elle absorbe donc la
puissance La = (1 − A) · L. Si elle rayonne comme un corps noir à la température T ,
elle émet la puissance Le = (4p.R2

T) · s · T 4. La condition d’équilibre du corps noir
s’écrit : La = Le. En remplaçant L et L∗ par les expressions précédentes, on trouve
T 4 = T ∗4 · (1 − A) · R∗2/(4a2). On remarque que T ne dépend par explicitement de RT

mais seulement de la distance a du Soleil. Le coefficient d’albédo A dépend de la structure
et de la composition de l’atmosphère de la Terre.
Les valeurs A = 0,3 et T ∗ = 5 800 K conduisent à T/T ∗ = 0,0442 puis à T = 256 K.

4. Si la Terre est assimilée à un corps noir, alors sa température de surface est 256 K (ou
−17 ◦C). Or, elle est voisine de 115 ◦C, soit plus de 30 K supérieure. Il y a donc une
autre source d’énergie qui chauffe et élève la température de −17 ◦C à 115 ◦C : c’est
l’effet de serre dû à l’atmosphère qui absorbe une partie du rayonnement émis par la Terre.
Les températures −17 ◦C et 115 ◦C (ou 256 K et 288 K) correspondent respectivement
à des puissances (s.T 4) de 243 et 390 W/m2. L’effet de serre est la différence 390 − 243
soit environ 150 W/m2.

5. D’après la loi de WIEN, la longueur d’onde lm correspondant au maximum d’intensité
du rayonnement est inversement proportionnelle à sa température absolue : lm.T = cste.
L’énoncé permet de calculer la valeur de la constante : cste = 0,5 3 5 800 = 2 900
(en mm.K). On en déduit la longueur d’onde du maximum de rayonnement émis par la
Terre (en tant que corps noir) : l = 2 900/256 ≈ 11,3 mm. L’atmosphère est opaque à
ce rayonnement infrarouge à cause de la présence de molécules à 3 atomes ou plus (H2O,
CO2, CH4, O3,...) : il y est absorbé, contribuant à élever la température, ce qui confirme
l’effet de serre. Le principal gaz à effet de serre (GES) est la vapeur d’eau H2O (pour
environ 90 W/m2) puis ensuite le dioxyde de carbone CO2 (pour près de 40 W/m2) et
dans une moindre mesure le méthane CH4.
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A n n e x e A
Rappels mathématiques

1. FORMULES DE TRIGONOMÉTRIE

cos p 1 cos q = 2 cos
(

p 1 q
2

)
. cos

(
p − q

2

)
(1)

cos p − cos q = − 2 sin
(

p 1 q
2

)
. sin

(
p − q

2

)
(2)

sin p 1 sin q = 2 sin
(

p 1 q
2

)
. cos

(
p − q

2

)
(3)

sin p − sin q = 2 cos
(

p 1 q
2

)
. sin

(
p − q

2

)
(4)

cos(a 1 b) = cos a cos b − sin a sin b (5)

cos(a − b) = cos a cos b 1 sin a sin b (6)

sin(a 1 b) = sin a cos b 1 cos a sin b (7)

sin(a − b) = sin a cos b − cos a sin b (8)

cos(2x) = 2 cos2 x − 1 = cos2 x − sin2 x = 1 − 2 sin2 x (9)

sin(2x) = 2 sin x cos x (10)

cos2 x =
1 1 cos(2x)

2
(11)

sin2 x =
1 − cos(2x)

2
(12)

sin(x 1
p

2
) = cos x : cos(x 1

p

2
) = − sin x (13)

sin(x 1 p) = − sin x : cos(x 1 p) = − cos x (14)

d
dt

cos(vt) = − v sin(vt) ;
∫

cos(vt) dt =
sin(vt)

v
(15)

d
dt

sin(vt) = v cos(vt) ;
∫

sin(vt) dt = − cos(vt)
v

(16)
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2. MOYENNE D’UNE FONCTION PÉRIODIQUE

f (t) étant une fonction périodique de t, de période T , de pulsation v = 2p/T , on
définit sa moyenne temporelle par

〈f (t)〉T =
1
T

∫ T

0
f (t) dt (17)

On a, évidemment, 〈1〉T = 1

Exemple : calculons 〈cos(vt)〉T . On a :

〈cos(vt)〉T =
1
T

∫ T

0
cos(vt) dt =

1
T

[
sin(vt)

v

]T

0
= 0 (18)

Donc :

〈cos(vt)〉T = 0 (19)

De la même manière, on obtiendrait :

〈sin(vt)〉T = 〈sin(vt) cos(vt)〉T = 0 (20)

〈sin( n vt)〉T = 〈cos( n vt)〉T = 0 avec n entier � 1 (21)

D’autre part :

〈cos2(vt)〉T =
〈

1 1 cos(2 vt)
2

〉
T

=
1
2

(22)

Finalement :

〈cos2(vt)〉T = 〈sin2(vt)〉T =
1
2

(23)

3. DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS

Pour |x|  1, on a :

(1 1 x)a = 1 1 ax 1
a(a − 1)

2
x2 1 . . . (24)

√
1 1 x = (1 1 x)1/2 = 1 1

1
2

x − 1
8

x2 1 . . . (25)

1√
1 1 x

= (1 1 x)−1/2 = 1 − 1
2

x 1
3
8

x2 − . . . (26)

1
1 − x

= 1 1 x 1 x2 1 . . . (27)

1
1 1 x

= 1 − x 1 x2 − . . . (28)
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�n(1 − x) = −x − x2

2
− . . . (29)

�n(1 1 x) = x − x2

2
1 . . . (30)

ex = 1 1 x 1
x2

2!
1 . . . (31)

sin x = x − x3

3!
1 . . . ; shx = x 1

x3

3!
1 . . . (32)

cos x = 1 − x2

2!
1 . . . ; chx = 1 1

x2

2!
1 . . . (33)

4. QUELQUES RELATIONS UTILES D’ANALYSE VECTORIELLE

div
−−→
grad f = Df (34)

−→rot
−−→
grad f =

−→
0 (35)

div −→rot
−→
A = 0 (36)

−→rot −→rot
−→
A =

−−→
grad div

−→
A − D

−→
A (37)

div (
−→
A ∧ −→

B ) =
−→
B .

−→rot
−→
A −−→

A .
−→rot

−→
B (38)
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