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AVANT-PROPOS

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950
lorsque des ingénieurs l’utilisèrent afin de simuler des problèmes de méca-
nique des milieux continus déformables. Depuis, le champ d’applications s’est
considérablement étendu et les fondements théoriques de la méthode se sont
amplement consolidés. Il existe de nos jours un nombre important de logi-
ciels commerciaux et académiques qui utilisent la méthode des éléments finis
comme un outil de simulation robuste pour des problèmes de mécanique des
milieux continus, de mécanique des fluides, de thermique, d’électromagné-
tisme ou de finance, pour ne citer que quelques exemples.

L’essor de la méthode des éléments finis repose sur deux ingrédients fonda-
mentaux. D’une part, les propriétés interpolantes des éléments finis : ceux-ci
permettent d’approcher des fonctions définies sur un domaine en maillant ce
domaine puis en choisissant sur chaque maille des combinaisons linéaires de
fonctions de forme (par exemple polynômiales). D’autre part, la méthode de
Galerkin, qui fournit un cadre d’approximation général pour une large classe
de problèmes où l’inconnue est une fonction qui doit satisfaire une ou plu-
sieurs équations aux dérivées partielles et des conditions aux limites.

Cet aide-mémoire s’adresse en premier lieu aux ingénieurs en bureaux d’études
qui utilisent ou développent des modèles numériques basés sur la méthode des
éléments finis. Son objectif est de rappeler (sans démonstration) les principaux
résultats théoriques fondant la méthode, d’en analyser des applications à divers
problèmes modèles des sciences de l’ingénieur et, enfin, d’en étudier la mise
en œuvre numérique et les bases de sa programmation. Cet aide-mémoire
constitue également un outil de travail pour les élèves-ingénieurs et étudiants
de niveau master. En particulier, certains chapitres correspondent à des coursc ©
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dispensés par l’auteur en première et deuxième années d’Écoles d’ingénieurs.
Une annexe qui résume les bases mathématiques de la méthode des éléments
finis permet au lecteur de faire le point sur son bagage mathématique afin de
tirer le meilleur profit de la lecture de cet ouvrage.
Cet aide-mémoire peut également servir d’introduction au livre de Ern et
Guermond, Theory and Practice of Finte elements, Applied Mathematical Se-
ries, volume 159, Springer, New York (2004), qui s’adresse aux étudiants de
troisième cycle et aux chercheurs. Le lecteur désireux d’approfondir l’étude de
la méthode des éléments finis est invité à consulter cette référence. Il y trouvera
en particulier la preuve des résultats qui sont ici énoncés sans démonstration.
Par ailleurs, cet aide-mémoire propose une bibliographie comprenant quatre-
vingts références à la littérature spécialisée dont une quarantaine d’ouvrages
de référence dans le domaine.
J’adresse mes plus vifs remerciements à Erik Burman, Linda El Alaoui, Jean-
Frédéric Gerbeau, Tony Lelièvre et Pierre Tardif d’Hamonville pour avoir relu
cet ouvrage et m’avoir fait part de leurs suggestions.
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1 • PRÉLUDE : ÉLÉMENTS FINIS
EN DIMENSION UN

Ce chapitre introductif a pour but d’éclairer les fondements théoriques de
la méthode des éléments finis et les grandes étapes intervenant dans sa mise
en œuvre numérique à travers l’étude d’un exemple relativement simple : un
problème aux limites d’ordre deux en dimension un. Cette étude permettra
d’introduire d’une part quelques mots clés essentiels pour la compréhension
de la méthode et d’autre part quelques éléments finis classiques en une dimen-
sion d’espace.

1.1 Le problème modèle
On considère un intervalle V 5 ]a, b[. Étant donné deux fonctions
a : V→ R et f : V→ R, on cherche une fonction u : V→ R telle que

− (au′)′ 5 f dans V, (1.1)

u(a) 5 u(b) 5 0. (1.2)

Le problème modèle (1.1)–(1.2) admet plusieurs interprétations physiques.
• Équilibre mécanique d’une corde tendue. On considère une corde ho-

rizontale tendue entre ses deux extrémités situées aux points a et b. On
applique à cette corde une densité linéique d’efforts verticaux. Ces efforts
sont décrits par la fonction f : pour x ∈ V, f (x)dx représente l’intensité des
efforts appliqués sur le segment (x, x 1 dx) de la corde. La fonction u re-
présente le déplacement vertical de la corde à l’équilibre ; voir la figure 1.1.
Enfin, la fonction a décrit les propriétés mécaniques de la corde. Si la corde
est homogène, la fonction a est constante.c ©
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1 • Prélude : éléments finis
en dimension un

1.1 Le problème modèle

Figure 1.1 – Équilibre mécanique d’une corde tendue : déplacement de
la corde à l’équilibre (à gauche) et densité linéique d’efforts appliqués (à
droite). Lorsque la fonction a est constante et égale à 1, la fonction de droite
est égale à l’opposé de la dérivée seconde de la fonction de gauche.

• Équilibre thermique d’une barre chauffée. La barre occupe le domaine
V, la fonction inconnue u représente la distribution de température dans la
barre, la fonction f la puissance linéique fournie et la fonction a la conduc-
tivité thermique de la barre. Si la barre est homogène, la fonction a est
constante.

Les équations (1.1)–(1.2) interviennent également dans des modèles de diffu-
sion et dans des modèles d’électrostatique.

Dans le problème (1.1)–(1.2), l’inconnue u est une fonction de V dans R. La
méthode des éléments finis permet de construire une approximation de cette
fonction, c’est-à-dire une fonction de V dans R que l’on note uh et telle que
la différence u − uh en une certaine norme puisse être rendue suffisamment
petite. Toutefois, avant d’étudier l’approximation du problème (1.1)–(1.2) par
la méthode des éléments finis, il convient de préciser le cadre mathématique
dans lequel on se place. L’objectif est de s’assurer que le problème (1.1)–(1.2)
est bien posé, c’est-à-dire qu’il admet une et une seule solution. Pour cela, on
reformule ce problème sous la forme suivante, appelée forme faible,{

Chercher u ∈ V tel que∫
V au′v′ 5

∫
V fv, ∀v ∈ V ,

(1.3)

où V est un espace fonctionnel (un espace vectoriel dont les éléments sont
des fonctions) qui sera précisé par la suite. On suppose que les éléments de V
s’annulent en a et en b. Formellement, l’équivalence entre (1.1)–(1.2) et (1.3)
repose sur une intégration par parties. En effet, si u est solution de (1.1)–(1.2),
alors en multipliant (1.1) par une fonction test v arbitraire dans V , en intégrant
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1 • Prélude : éléments finis
en dimension un

1.1 Le problème modèle

par parties et en utilisant le fait que v s’annule en a et en b, il vient

∫
V

fv 5

∫
V

−(au′)′v 5

∫
V

au′v′ − [au′v]b
a 5

∫
V

au′v′. (1.4)

Réciproquement, si u est solution de (1.3), on obtient en intégrant par parties
le membre de gauche de (1.3),

∀v ∈ V ,

∫
V

[f 1 (au′)′]v 5 0. (1.5)

Puisque v est arbitraire dans V , on en déduit (1.1). De plus, par construction,
u ∈ V implique que u s’annule en a et en b, si bien que l’équation (1.2),
qu’on appelle condition aux limites, est également satisfaite.

Afin d’établir le caractère bien posé de (1.3), il est nécessaire de préciser l’es-
pace fonctionnel V . Un point important concerne le sens à donner aux dé-
rivées. En effet, si le coefficient a est discontinu (ce qui est le cas dans les
exemples ci-dessus lorsque la corde ou la barre est hétérogène), on ne peut
pas donner un sens classique à la dérivée de au′ même si la fonction u est
régulière. Pour remédier cette difficulté, on introduit la notion de distribu-
tion sur V et celle de dérivée au sens des distributions. Les distributions sur
V constituent une généralisation naturelle de la notion de fonction : toute
fonction intégrable (au sens de Lebesgue) sur V est une distribution sur V,
mais il existe des distributions sur V qui ne peuvent pas être représentées par
des fonctions (par exemple, la masse de Dirac). De plus, toute distribution
sur V est dérivable au sens des distributions. Cette notion fournit une exten-
sion naturelle de la notion de dérivation au sens classique puisque pour toute
fonction continûment différentiable sur V, sa dérivée usuelle et sa dérivée au
sens des distributions coïncident. De plus, pour une fonction continue sur
V et différentiable par morceaux, sa dérivée au sens des distributions s’évalue
simplement en dérivant au sens usuel la fonction là où elle est dérivable. Ainsi,
la dérivée au sens des distributions de la fonction 1−|x| sur V 5 ]−1, 1[ est la
fonction valant 1 sur ]−1, 0[ et −1 sur ]0, 1[ ; voir la figure 1.2. Pour des rap-
pels sur les bases mathématiques de la méthode des éléments finis, on renvoie
à l’annexe A.c ©
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1 • Prélude : éléments finis
en dimension un

1.1 Le problème modèle

−1−1 11

Figure 1.2 – Fonction 1−|x| (à gauche) et sa dérivée au sens des distributions
(à droite).

On introduit les espaces fonctionnels suivants :

H 1(V) 5 {v ∈ L2(V) ; v′ ∈ L2(V)}, (1.6)

H 1
0 (V) 5 {v ∈ H 1(V) ; v(a) 5 v(b) 5 0}, (1.7)

les dérivées étant entendues au sens des distributions1. On équipe les espaces
H 1(V) et H 1

0 (V) de la norme

‖v‖1,V 5
(
‖v‖2

0,V 1 ‖v′‖2
0,V

) 1
2
, (1.8)

où ‖ · ‖0,V désigne la norme canonique de L2(V) : pour v ∈ L2(V), on

a ‖v‖0,V 5 (
∫

V v2)
1
2 . Un résultat classique d’analyse fonctionnelle montre

qu’équipés de cette norme, les espaces H 1(V) et H 1
0 (V) sont des espaces de

Hilbert. Par ailleurs, on pose

|v|1,V 5 ‖v′‖0,V. (1.9)

On notera que | · |1,V est une semi-norme (et non une norme) sur H 1(V) car
|v|1,V 5 0 n’implique pas v 5 0 (la fonction v peut être constante sur V).

1. Les éléments de H 1(V) sont des fonctions définies presque partout sur V, c’est-à-
dire que ces fonctions sont définies partout sur V sauf sur un ensemble de mesure nulle.
Il n’est donc pas évident a priori que l’on puisse parler de la valeur de ces fonctions en a
ou en b. En fait, un résultat classique d’analyse fonctionnelle montre que si v ∈ H 1(V),
les valeurs prises par v en a et en b ont bien un sens ; voir la section A.4.
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1.1 Le problème modèle

Par la suite, on considère également les espaces fonctionnels suivants, qu’on
appelle espaces de Sobolev : pour un entier s � 1,

H s(V) 5 {v ∈ L2(V) ; ∀k ∈ {1, . . . , s}, v(k) ∈ L2(V)}, (1.10)

où v(k) désigne la dérivée d’ordre k de v (au sens des distributions). Équipé de
la norme

‖v‖s,V 5
(
‖v‖2

0,V 1 ‖v′‖2
0,V 1 . . . 1 ‖v(s)‖2

0,V

)1
2
5

(
s∑

k50

‖v(k)‖2
0,V

)1
2

,

(1.11)
H s(V) est un espace de Hilbert. Par ailleurs, on introduit la semi-norme

|v|s,V 5 ‖v(s)‖0,V. (1.12)

Il s’agit d’une norme et non d’une semi-norme car |v|s,V 5 0 si la fonction v
est un polynôme de degré inférieur ou égal à (s − 1).
On formule le problème (1.3) sous la forme suivante :{

Chercher u ∈ H 1
0 (V) tel que∫

V au′v′ 5
∫

V fv, ∀v ∈ H 1
0 (V).

(1.13)

On suppose que f ∈ L2(V) et que la fonction a : V → R est d’une part
minorée sur V par un réel a0 strictement positif et d’autre part majorée sur
V par un réel a1. On a le résultat suivant.

Proposition 1.1. Avec les hypothèses ci-dessus, le problème (1.13) est bien posé.

Le caractère bien posé du problème (1.13) résulte du lemme de Lax–Milgram ;
voir la section 2.1.1. En particulier, on utilise le fait que

∀v ∈ H 1
0 (V),

∫
V

a(v′)2 � a0|v|21,V � cVa0‖v‖2
1,V, (1.14)

où cV est une constante strictement positive ne dépendant que de la mesure de
l’intervalle V. La première minoration résulte de l’hypothèse sur la fonction
a. La deuxième minoration est une conséquence de l’inégalité de Poincaré ;
voir le lemme 5.1 et la section A.4.c ©
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1 • Prélude : éléments finis
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1.2 Principes de la méthode
des éléments finis

1.2 Principes de la méthode des éléments
finis

La méthode des éléments finis repose sur deux principes : d’une part, la formu-
lation d’un problème approché par la méthode de Galerkin (ou une variante
de celle-ci) ; d’autre part, la construction d’un espace d’approximation (de di-
mension finie) à l’aide d’un maillage, de fonctions polynômiales par morceaux
et de degrés de liberté sur chaque maille.

1.2.1 Le problème approché

On cherche une solution approchée du problème (1.13) en y remplaçant l’es-
pace de dimension infinie H 1

0 (V) par un sous-espace de dimension finie. En
notant Vh ⊂ H 1

0 (V) ce sous-espace de dimension finie, qu’on appelle espace
d’approximation, le problème approché consiste à⎧⎨⎩

Chercher uh ∈ Vh tel que∫
V

au′hv′h 5

∫
V

fvh, ∀vh ∈ Vh.
(1.15)

La méthode d’approximation introduite ci-dessus porte le nom de méthode de
Galerkin. Elle est présentée ici sous sa forme la plus simple. Plusieurs variantes
sont étudiées dans le chapitre 2.

Le problème approché (1.15) n’est rien d’autre qu’un système linéaire. En
effet, soit {w1, . . . , wN} une base de Vh où N désigne la dimension de Vh.
On décompose la solution approchée uh dans cette base selon

uh 5
N∑

i51

Uiwi, (1.16)

et on introduit le vecteur U de RN formé par les composantes de uh dans
cette base, U 5 (Ui)1�i�N . Soit A ∈ RN ,N la matrice de rigidité dont les
composantes sont

Aij 5

∫
V

aw′
iw

′
j , i, j ∈ {1, . . . , N}, (1.17)

6
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et soit F ∈ RN le vecteur de composantes

Fi 5

∫
V

f wi, i ∈ {1, . . . , N}. (1.18)

Un calcul élémentaire montre que uh est solution de (1.15) si et seulement si

AU 5 F . (1.19)

La méthode de Galerkin permet donc de remplacer un problème posé en
dimension infinie par un système linéaire.
Grâce à l’inégalité (1.14), on montre que la matrice de rigidité A est définie
positive. Le système linéaire (1.19) admet donc une et une seule solution et il
en va de même du problème approché (1.15).
La prochaine question qui se pose est de savoir si la solution approchée uh est
une bonne approximation de la solution exacte u. Pour répondre à cette ques-
tion, on dispose de l’estimation d’erreur suivante. Il s’agit d’un cas particulier
du lemme de Céa qui sera énoncé au chapitre 2 sous une forme un peu plus
abstraite.

Proposition 1.2. Il existe une constante c, indépendante du choix de l’espace
d’approximation Vh, telle que

‖u− uh‖1,V � c inf
vh∈Vh

‖u− vh‖1,V. (1.20)

La quantité infvh∈Vh ‖u− vh‖1,V s’interprète comme la distance de la solution
exacte u à l’espace d’approximation Vh (pour la distance induite par la norme
‖ · ‖1,V). L’estimation d’erreur (1.20) montre que la solution approchée n’est
pas « trop loin » de la plus proche fonction à u dans Vh.
L’estimation (1.20) résulte de la relation d’orthogonalité de Galerkin que l’on
retrouvera au chapitre 2.

Lemme 1.3. Pour tout vh ∈ Vh, on a∫
V

a(u− uh)′v′h 5 0. (1.21)

La preuve du lemme 1.3 est immédiate. Pour tout vh ∈ Vh, il vient∫
V

au′hv′h 5

∫
V

fvh 5

∫
V

au′v′h, (1.22)c ©
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1 • Prélude : éléments finis
en dimension un

1.2 Principes de la méthode
des éléments finis

la dernière égalité résultant du fait que Vh ⊂ H 1
0 (V). En utilisant l’inéga-

lité (1.14), on déduit que pour tout vh ∈ Vh,

cVa0‖u− uh‖2
1,V �

∫
V

a(u− uh)′(u− uh)′

�
∫

V

a(u− uh)′(u− vh)′ � a1‖u− uh‖1,V‖u− vh‖1,V,

(1.23)
d’où l’estimation (1.20) avec c 5 1

cV

a1
a0

puisque la fonction vh est arbitraire
dans Vh.

1.2.2 Construction de l’espace d’approximation

La première étape dans la construction de l’espace d’approximation Vh

consiste à mailler l’intervalle V. En une dimension d’espace, un maillage de
V 5 ]a, b[ est une collection indexée d’intervalles, {Ii 5 [x1,i, x2,i]}1�i�Nma

,
tous de mesure non-nulle, et formant une partition de V. En d’autres termes,
on a

[a, b] 5
Nma⋃
i51

[x1,i, x2,i] et ]x1,i, x2,i[∩]x1,j , x2,j[ 5 ∅ pour i fi j. (1.24)

Les intervalles Ii sont appelés les mailles (ou les éléments ou les cellules du
maillage) et l’entier Nma désigne le nombre total de mailles. La façon la plus
simple de construire un maillage est de choisir (Nma 1 1) points distincts de
V tels que

a 5 x1 < x2 < ... < xNma < xNma11 5 b, (1.25)

et de poser x1,i 5 xi et x2,i 5 xi11 pour tout i ∈ {1, . . . , Nma}. Les points de
l’ensemble {x1, . . . , xNma11} sont appelés les sommets du maillage. On désigne
par Nso le nombre de sommets du maillage. En une dimension d’espace, on a
donc

Nso 5 Nma 1 1. (1.26)

Le maillage est a priori de pas variable. On pose pour tout i ∈ {1, . . . , Nma},

hi 5 xi11 − xi et h 5 max
1�i�Nma

hi. (1.27)
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On dit que le maillage est uniforme lorsque hi 5 h pour tout i ∈ {1, . . . , Nma}.
Par la suite, le maillage est désigné sous la forme Th 5 {Ii}1�i�Nma

, l’indice h
indiquant la finesse globale du maillage.

La deuxième étape dans la construction de l’espace d’approximation consiste
à choisir des fonctions de forme sur chaque maille. En d’autres termes, les fonc-
tions de Vh sont telles que leur restriction à chaque maille Ii ∈ Th est dans tel
ou tel espace polynômial.

Définition 1.4. Soit un entier k � 1. En une dimension d’espace, on désigne
par Pk l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal
à k.

On pose

Wh 5 {wh ∈ L2(V) ; ∀i ∈ {1, . . . , Nma}, wh|Ii ∈ Pk}. (1.28)

Il est clair que Wh est un espace de dimension finie, sa dimension étant égale
à (k 1 1) 3 Nma. Toutefois, Wh ne peut pas être utilisé tel quel dans le
problème approché (1.15) car il n’est pas inclus dans H 1

0 (V). En effet, une
fonction wh ∈ Wh peut être discontinue aux interfaces entre les mailles et
un résultat classique d’analyse fonctionnelle montre que dans ces conditions,
wh �∈ H 1(V). De plus, une fonction wh ∈ Wh n’est pas nécessairement nulle
en a et en b. On pose donc

Vh 5 Wh ∩H 1
0 (V). (1.29)

Les sections 1.3 et 1.4 présentent des exemples concrets d’espaces d’approxi-
mation Vh.

1.3 Élément fini de Lagrange P1

On considère les espaces vectoriels suivants :

P1
c,h 5 {vh ∈ C0(V) ; ∀i ∈ {1, . . . , Nma}, vh|Ii ∈ P1}, (1.30)

P1
c,h,0 5 {vh ∈ P1

c,h ; vh(a) 5 vh(b) 5 0}, (1.31)
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dont les éléments sont des fonctions continues et affines par morceaux. Les
fonctions de P1

c,h sont dérivables (au sens classique) sur chaque maille ; elles
sont de plus continues aux interfaces entre les mailles. Un résultat d’analyse
fonctionnelle conduit alors au résultat suivant.

Proposition 1.5. P1
c,h ⊂ H 1(V) et P1

c,h,0 ⊂ H 1
0 (V).

On introduit la famille de fonctions {w1, . . . , wNso} que l’on défi-
nit localement sur chaque maille de la manière suivante : pour tout
i ∈ {2, . . . , Nso − 1},

wi(x) 5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

hi−1
(x − xi−1) si x ∈ Ii−1,

1
hi

(xi11 − x) si x ∈ Ii,

0 sinon,

(1.32)

et (on rappelle que Nso − 1 5 Nma)

w1(x) 5

{
1
h1

(x2 − x) si x ∈ I1,

0 sinon,

wNso (x) 5

⎧⎨⎩
1

hNso−1
(x − xNso−1) si x ∈ INso−1,

0 sinon.

(1.33)

Il est clair que wi ∈ P1
c,h pour tout i ∈ {1, . . . , Nso} et que wi ∈ P1

c,h,0 pour
tout i ∈ {2, . . . , Nso − 1}.
Pour tout i ∈ {1, . . . , Nso}, la fonction wi vaut 1 au sommet xi et 0 aux autres
sommets du maillage. On a donc

wi(xj) 5 dij , i, j ∈ {1, . . . , Nso}, (1.34)

où dij désigne le symbole de Kronecker tel que dij 5 1 si i 5 j et dij 5 0 si
i fi j. Les fonctions wi sont appelées fonctions chapeau en référence à la forme
de leur graphe ; voir la figure 1.3. La dérivée au sens des distributions de la

10
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x1 x2

w1

xi−2 xi−1 xi xi11 xi12 xNso−1 xNso

1
wiwi−1 wi11

wNso

. . .. . .

Figure 1.3 – Fonctions de forme dans l’espace d’approximation P1
c,h :

fonctions chapeau.

fonction wi s’exprime sous la forme

w′
i (x) 5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

hi−1
si x ∈ Ii−1,

− 1
hi

si x ∈ Ii,

0 sinon.

(1.35)

Il s’agit donc d’une fonction constante par morceaux.

La famille {w1, . . . , wNso} est une base de P1
c,h. En effet, cette famille est clai-

rement libre puisque si la fonction

w 5
Nso∑
j51

ajwj (1.36)

est identiquement nulle sur V, il est clair que pour tout i ∈ {1, . . . , Nso},
on a

w(xi) 5
Nso∑
j51

ajwj(xi) 5
Nso∑
j51

ajdij 5 ai 5 0. (1.37)

Cette famille est également génératrice de P1
c,h. En effet, soit vh ∈ P1

c,h.
On pose

wh 5
Nso∑
j51

vh(xj)wj. (1.38)
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Sur chaque intervalle Ii ∈ Th, i ∈ {1, . . . , Nma}, les fonctions vh et wh sont
affines et coïncident en deux points (les extrémités de la maille Ii). Par consé-
quent, ces fonctions sont égales. On en déduit que vh 5 wh sur V, ce qui
montre que toute fonction de P1

c,h peut s’écrire comme une combinaison li-
néaire des fonctions {w1, . . . , wNso}.
Pour tout i ∈ {1, . . . , Nso}, on définit la forme linéaire

gi : C0(V) � v 	−→ v(xi) ∈ R. (1.39)

Il est clair que pour tout i, j ∈ {1, . . . , Nso},

gi(wj) 5 dij. (1.40)

Proposition 1.6.

(i) La famille {w1, . . . , wNso} est une base de P1
c,h

et la famille {g1, . . . , gNso} est une base de L(P1
c,h;R).

(ii) La famille {w2, . . . , wNso−1} est une base de P1
c,h,0

et la famille {g2, . . . , gNso−1} est une base de L(P1
c,h,0;R).

Corollaire 1.7.

dim P1
c,h 5 Nso 5 Nma 1 1 et dim P1

c,h,0 5 Nso − 2 5 Nma − 1.

Définition 1.8.

(i) Les formes linéaires {g1, . . . , gNso} sont appelées les degrés de liberté dans
P1

c,h et les fonctions {w1, . . . , wNso} sont appelées les fonctions de forme
dans P1

c,h.

(ii) Les formes linéaires {g2, . . . , gNso−1} sont appelées les degrés de liberté
dans P1

c,h,0 et les fonctions {w2, . . . , wNso−1} sont appelées les fonctions de
forme dans P1

c,h,0.

On introduit l’opérateur d’interpolation suivant :

I1
c,h : C0(V) � v 	−→

Nso∑
i51

gi(v)wi ∈ P1
c,h. (1.41)

Pour une fonction v ∈ C0(V), I1
c,hv est l’unique fonction continue et af-

fine par morceaux qui prend les mêmes valeurs que v aux Nso sommets du
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maillage ; voir la figure 1.4. La fonction I1
c,hv est appelée l’interpolé de La-

grange de v de degré 1.
En une dimension d’espace, les fonctions de H 1(V) sont continues. Par
conséquent, I1

c,h peut également être vu comme un opérateur de H 1(V)
dans H 1(V). On montre que cet opérateur est continu et que sa norme
‖I1

c,h‖L(H 1(V);H 1(V)) est uniformément bornée en h. En d’autres termes, il
existe une constante c, indépendante de h, telle que pour tout v ∈ H 1(V),

‖I1
c,hv‖1,V � c ‖v‖1,V. (1.42)

x1 xNso

I1
c,hv

v

Figure 1.4 – Interpolé de Lagrange de degré 1.

Par ailleurs, on souhaite connaître la précision de l’opérateur d’interpolation
I1

c,h, c’est-à-dire que pour toute fonction v suffisamment régulière, on sou-
haite estimer l’erreur d’interpolation v − I1

c,hv dans une certaine norme. On
a le résultat suivant.

Proposition 1.9. Pour tout h et pour tout v ∈ H 2(V), on a

‖v − I1
c,hv‖0,V � h2|v|2,V et |v − I1

c,hv|1,V � h|v|2,V. (1.43)

On dit que l’erreur d’interpolation en norme L2 est d’ordre 2 en h et qu’elle
est d’ordre 1 en h en semi-norme H 1 (et donc également en norme H 1). La
preuve de la proposition 1.9 est à la fois relativement simple et instructive.c ©
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(i) On considère un intervalle Ii ∈ Th. Soit w ∈ H 1(Ii) une fonction qui
s’annule en (au moins) un point j dans Ii. Alors, pour tout x ∈ Ii, on a

|w(x)| 5 |w(x)− w(j)| �
∫ x

j

|w′(s)| ds

�
(∫ x

j

ds
) 1

2
(∫ x

j

|w′(s)|2 ds
) 1

2

� h
1
2
i |w|1,Ii ,

grâce à l’inégalité de Cauchy–Schwarz. On en déduit ‖w‖0,Ii � hi|w|1,Ii .

(ii) Soit v ∈ H 2(V) et soit i ∈ {1, . . . , Nma}. On pose ui 5 (v − I1
c,hv)|Ii

et wi 5 u′i . Il est clair que wi ∈ H 1(Ii) et d’après le théorème des
accroissements finis, wi s’annule en (au moins) un point j dans Ii. On
déduit de l’étape (i) ci-dessus que ‖wi‖0,Ii � hi|wi|1,Ii . Par conséquent,

|v − I1
c,hv|1,Ii 5 ‖wi‖0,Ii � hi|wi|1,Ii 5 hi|v|2,Ii ,

puisque la fonction (I1
c,hv)′′ est identiquement nulle sur Ii. En sommant

les estimations ci-dessus sur toutes les mailles, on obtient la deuxième
majoration dans (1.43).

(iii) Afin de prouver la première majoration dans (1.43), on observe que l’es-
timation de l’étape (i) ci-dessus peut être appliquée à (v − I1

c,hv)|Ii avec
j 5 xi, ce qui donne

‖v − I1
c,hv‖0,Ii � hi|v − I1

c,hv|1,Ii � h2
i |v|2,Ii .

On conclut en sommant sur les mailles.

Cette preuve illustre très clairement le fait que les propriétés interpolantes
de l’opérateur I1

c,h sont purement locales. On établit d’abord une estimation
de l’erreur d’interpolation sur chaque maille, puis on déduit les estimations
globales (1.43) en sommant les contributions des différentes mailles. Cette
observation motive l’approche adoptée dans les chapitres 3 et 4 où :

(i) on définit un élément fini et l’opérateur d’interpolation associé en adop-
tant un point de vue local sur une maille ;

(ii) puis, on construit un opérateur d’interpolation global en maillant le do-
maine V.
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Figure 1.5 – Une fonction à interpoler dont la dérivée seconde n’est pas
grande (trait fin), une fonction à interpoler dont le graphe présente une
forte courbure (trait pointillé) ; ces deux fonctions ont ici le même interpolé
de Lagrange de degré 1 (trait gras).

Remarque 1.10

Le fait que la dérivée seconde de v intervienne dans les estimations (1.43) est re-
lativement naturel dans la mesure où plus cette dérivée seconde est grande, plus le
graphe de la fonction v est courbe, d’où une plus grande déviation par rapport à un
interpolé affine par morceaux ; voir la figure 1.5 pour une illustration graphique.
Par ailleurs, si la fonction à interpoler n’est pas suffisamment régulière pour être
dans H 2(V), on dispose des majorations suivantes :

∀h, ‖v − I1
c,hv‖0,V � h|v|1,V et lim

h→0
|v − I1

c,hv|1,V 5 0,

qui montrent que l’erreur d’interpolation en norme H 1 tend vers zéro et que l’er-
reur d’interpolation en norme L2 converge à l’ordre 1 en h.

1.4 Élément fini de Lagrange Pk

Soit un entier k � 1. On considère les espaces vectoriels suivants :

Pk
c,h 5 {vh ∈ C0(V) ; ∀i ∈ {1, . . . , Nma}, vh|Ii ∈ Pk}, (1.44)

Pk
c,h,0 5 {vh ∈ Pk

c,h ; vh(a) 5 vh(b) 5 0}, (1.45)

dont les éléments sont des fonctions continues et polynômiales de degré k par
morceaux. On a le résultat suivant.c ©
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Proposition 1.11. Pk
c,h ⊂ H 1(V) et Pk

c,h,0 ⊂ H 1
0 (V).

Afin d’exhiber les fonctions de forme dans Pk
c,h et Pk

c,h,0, on introduit les po-
lynômes d’interpolation de Lagrange.

Définition 1.12 (Polynômes d’interpolation de Lagrange). Soit un entier
k � 1. On considère une famille F 5 {s0, . . . , sk} constituée de (k 1 1) réels
distincts. Les polynômes d’interpolation de Lagrange {LF0 , . . . ,LFk } associés à la
famille F sont définis comme suit :

LFm (t) 5

∏
lfim(t − sl )∏

lfim(sm − sl )
, m ∈ {0, . . . , k}. (1.46)

Par construction, on a

LFm (sn) 5 dmn, m, n ∈ {0, . . . , k}. (1.47)

Par la suite, les polynômes d’interpolation de Lagrange associés à la famille de
réels {m

k }0�m�k équirépartis sur l’intervalle [0, 1] sont notés {Lk
0, . . . ,Lk

k}.
Le tableau 1.1 contient une représentation graphique ainsi que l’expression
analytique de ces polynômes pour k ∈ {1, 2, 3}.
Soit i ∈ {1, . . . , Nma}. On considère la famille de (k 1 1) réels équirépartis
sur la maille Ii ∈ Th telle que

Fi 5 {xi 1 m
k hi}0�m�k. (1.48)

Un simple changement de variables montre que les polynômes d’interpolation
de Lagrange associés à la famille Fi s’expriment sous la forme

LFi
m (t) 5 Lk

m

(
t−xi

hi

)
, m ∈ {0, . . . , k}. (1.49)

On regroupe les Nma familles de réels Fi en une seule grande famille. En
comptant une seule fois les réels qui se trouvent aux extrémités des intervalles
(voir la figure 1.6 pour un exemple avec k 5 3), on obtient une famille de
(kNma 1 1) réels distincts que l’on note

{a1, . . . , akNma11}. (1.50)
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Tableau 1.1 – Polynômes d’interpolation de Lagrange {Lk
0, . . . ,Lk

k} pour
k ∈ {1, 2, 3} : représentation graphique et expression analytique.

k 5 1 k 5 2 k 5 3

0 10.5

0

1

0.5

0 10.5

0

1

0.5

0 10.5

0

1

0.5

L1
0(t) 5 1 − t

L1
1(t) 5 t

L2
0(t) 5 (2t − 1)(t − 1)

L2
1(t) 5 4t(1 − t)

L2
2(t) 5 t(2t − 1)

L3
0(t) 5 − 1

2 (3t − 1)(3t − 2)(t − 1)

L3
1(t) 5 9

2 t(3t − 2)(t − 1)

L3
2(t) 5 − 9

2 t(3t − 1)(t − 1)

L3
3(t) 5 1

2 t(3t − 1)(3t − 2)

Les réels aj sont appelés les nœuds du maillage1. On note Nno le nombre de
nœuds du maillage. On a donc

Nno 5 kNma 1 1. (1.51)

Pour un nœud aj avec j ∈ {1, . . . , Nno}, on effectue la division euclidienne
de (j − 1) par k sous la forme

j − 1 5 k(i(j)− 1) 1 m(j), (1.52)

avec i(j) ∈ {1, . . . , Nso} et m(j) ∈ {0, . . . , k−1}. Lorsque m(j) fi 0, le nœud
aj se trouve à l’intérieur de l’intervalle Ii(j). Lorsque m(j) 5 0, le nœud aj

coïncide avec le sommet xi(j) du maillage.
On introduit la famille de fonctions {w1, . . . , wNno} définies de la manière
suivante : pour tout j ∈ {1, . . . , Nno},

1. Pour k 5 1, la notion de nœud coïncide avec celle de sommet.c ©
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Figure 1.6 – Assemblage des nœuds du maillage pour l’espace d’approximation P3
c,h.

(i) si m(j) fi 0, la fonction wj est définie localement sur chaque maille par

wj(x) 5

{
LFi(j)

m(j) (x) si x ∈ Ii(j),

0 sinon;
(1.53)

(ii) si m(j) 5 0, la fonction wj est définie localement sur chaque maille par

wj(x) 5

⎧⎪⎨⎪⎩
LFi(j)−1

k (x) si x ∈ Ii(j)−1,

LFi(j)

0 (x) si x ∈ Ii(j),

0 sinon.

(1.54)

Si i(j) 5 1 ou i(j) 5 Nso, seulement un des deux intervalles intervient
dans la définition ci-dessus.

Il est clair que wj ∈ Pk
c,h pour j ∈ {1, . . . , Nno} et que wj ∈ Pk

c,h,0 pour
j ∈ {2, . . . , Nno − 1}. De plus, par construction, on a

wj(aj′ ) 5 djj′ , j, j′ ∈ {1, . . . , Nno}. (1.55)

Enfin, on notera que la dérivée au sens des distributions de wj est une fonction
polynômiale de degré (k − 1) par morceaux. Cette fonction est discontinue
aux sommets du maillage.
La figure 1.7 présente une illustration graphique des fonctions wj pour k 5 2.
Pour i ∈ {1, . . . , Nma}, on note xi1 1

2
le point milieu de l’intervalle Ii. On

observera la différence de support entre les fonctions associées aux sommets
du maillage (le support est constitué de deux mailles) et celles associées aux
milieux des mailles (le support est réduit à la maille correspondante).
La famille {w1, . . . , wNno} est une base de Pk

c,h. En effet, cette famille est claire-

ment libre puisque si la fonction w 5
∑Nno

j51 ajwj est identiquement nulle sur
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V, il est clair que pour tout i ∈ {1, . . . , Nno}, on a w(ai) 5 ai 5 0. Cette
famille est également génératrice de Pk

c,h. En effet, soit vh ∈ Pk
c,h. On pose

wh 5
∑Nno

j51 vh(aj)wj . Sur chaque intervalle Ii ∈ Th, i ∈ {1, . . . , Nma}, les
fonctions vh et wh sont des polynômes de degré k qui coïncident en (k 1 1)
points (les nœuds {ak(i−1)1m11}0�m�k situés dans Ii). Par conséquent, ces
fonctions sont égales. On en déduit que vh 5 wh sur V, ce qui montre que
toute fonction de Pk

c,h peut s’écrire comme une combinaison linéaire des fonc-
tions {w1, . . . , wNno}.

1

x1 x2 x3 xNso−1 xNsoxi xi11 xi12xi−1xi−2

xi− 3
2

xi− 1
2

xi1 1
2

xi1 3
2

x 3
2

x 5
2

xNso− 1
2

xNso− 3
2

w2i−1 w2i11w2i−3

w2iw2i−2

wNno

wNno−1

wNno−2w3

w2

Figure 1.7 – Fonctions de forme dans l’espace d’approximation P2
c,h.

Pour tout j ∈ {1, . . . , Nno}, on introduit la forme linéaire

gj : C0(V) � v 	−→ v(aj) ∈ R. (1.56)

Il est clair que gj(wj′ ) 5 djj′ pour tout j, j′ ∈ {1, . . . , Nno}.

Proposition 1.13.

(i) La famille {w1, . . . , wNno} est une base de Pk
c,h

et la famille {g1, . . . , gNno} est une base de L(Pk
c,h;R).

(ii) La famille {w2, . . . , wNno−1} est une base de Pk
c,h,0

et la famille {g2, . . . , gNno−1} est une base de L(Pk
c,h,0;R).

Corollaire 1.14.

dim Pk
c,h 5 Nno 5 kNma 1 1 et dim Pk

c,h,0 5 Nno − 2 5 kNma − 1.
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de Lagrange Pk

Définition 1.15.

(i) Les formes linéaires {g1, . . . , gNno} sont appelées les degrés de liberté dans
Pk

c,h et les fonctions {w1, . . . , wNno} sont appelées les fonctions de forme

dans Pk
c,h.

(ii) Les formes linéaires {g2, . . . , gNno−1} sont appelées les degrés de liberté
dans Pk

c,h,0 et les fonctions {w2, . . . , wNno−1} sont appelées les fonctions de

forme dans Pk
c,h,0.

On introduit l’opérateur d’interpolation suivant :

Ik
c,h : C0(V) � v 	−→

Nno∑
i51

gi(v)wi ∈ Pk
c,h. (1.57)

Pour une fonction v ∈ C0(V), Ik
c,hv est l’unique fonction continue et poly-

nômiale de degré k par morceaux qui prend les mêmes valeurs que v aux Nno

nœuds du maillage. La fonction Ik
c,hv est appelée l’interpolé de Lagrange de v

de degré k.
L’opérateur d’interpolation Ik

c,h peut également être vu comme un opérateur
de H 1(V) dans H 1(V). On peut montrer que cet opérateur est continu et
qu’on a la propriété de stabilité suivante : il existe une constante c, indépen-
dante de h (mais dépendant de k), telle que pour tout v ∈ H 1(V),

‖Ik
c,hv‖1,V � c ‖v‖1,V. (1.58)

Par ailleurs, le résultat suivant permet d’estimer la précision de l’opérateur
d’interpolation Ik

c,h.

Proposition 1.16. Il existe une constante c (dépendant de k) telle que pour tout
h et pour tout v ∈ H k11(V),

‖v − Ik
c,hv‖0,V 1 h|v − Ik

c,hv|1,V � c hk11|v|k11,V, (1.59)

et
k11∑
m52

hm

(
N∑

i50

|v − Ik
c,hv|2m,Ii

) 1
2

� c hk11|v|k11,V. (1.60)
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L’estimation (1.59) montre que l’erreur d’interpolation est d’ordre (k 1 1) en
norme ‖ · ‖0,V et qu’elle est d’ordre k en semi-norme | · |1,V ; elle est donc
également d’ordre k en norme ‖ · ‖1,V. La preuve de la proposition 1.16 est
analogue à celle de la proposition 1.9. Le point important est qu’à nouveau,
les propriétés interpolantes de l’opérateur Ik

c,h sont purement locales.
Une comparaison entre les estimations de la proposition 1.16 et celles de la
proposition 1.9 montre que, à maillage fixé, l’erreur d’interpolation est plus
petite si on utilise des polynômes de degré élevé pourvu que la fonction à inter-
poler soit suffisamment régulière. En particulier, si v ∈ H s(V) et v �∈ H s11(V)
pour un entier s � k, on montre que l’estimation (1.59) devient

‖v − Ik
c,hv‖0,V 1 h|v − Ik

c,hv|1,V � c hs|v|s,V. (1.61)

On obtient donc la même estimation que pour une interpolation par des
polynômes de degré (s − 1).

1.5 Analyse de convergence
L’objectif de cette section est l’analyse de convergence de la solution uh du
problème approché (1.15) vers la solution u du problème exact (1.3) lorsque
l’espace d’approximation Vh dans (1.15) est pris égal à P1

c,h,0 ou plus généra-

lement à Pk
c,h,0 pour un entier k � 1.

On cherche d’abord à estimer l’erreur u− uh dans la norme H 1. Pour cela, on
utilise l’estimation (1.20), ce qui conduit à

‖u− uh‖1,V � c inf
vh∈Pk

c,h,0

‖u− vh‖1,V

� c ‖u− Ik
c,hu‖1,V

� c hk|u|k11,V,

(1.62)

pourvu que la solution exacte soit suffisamment régulière, à savoir
u ∈ H k11(V). On notera que Ik

c,hu ∈ Pk
c,h,0 puisque u ∈ H 1

0 (V) ; en

d’autres termes, Ik
c,hu est bien nul en a et en b. On a ainsi montré le résultat

suivant.c ©
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Proposition 1.17. Soit un entier k � 1. On suppose que la solution de (1.3) est
dans H k11(V). On désigne par uh la solution du problème approché (1.15) avec
l’espace d’approximation Vh 5 Pk

c,h,0. Alors, il existe une constante c, indépen-
dante de h, telle que

‖u− uh‖1,V � c hk|u|k11,V. (1.63)

On dit que l’estimation d’erreur (1.63) est optimale car elle est du même ordre
en h que l’erreur d’interpolation en norme H 1 ; voir la proposition 1.16.

Si la solution exacte n’est pas suffisamment régulière, par exemple si
u ∈ H s(V) mais u �∈ H s11(V) pour un entier s � k, on montre la majoration
d’erreur suivante :

‖u− uh‖1,V � c hs−1|u|s,V. (1.64)

En d’autres termes, l’approximation basée sur l’élément fini de Lagrange Pk

est sous-optimale car on obtient le même ordre de convergence que si on avait
choisi des polynômes de degré (s−1) par morceaux. Ce résultat permet d’éta-
blir un lien direct entre l’ordre de convergence de la méthode des éléments
finis, la régularité de la solution exacte (quantifiée par le plus grand entier s tel
que u ∈ H s(V) mais u �∈ H s11(V)) et le degré polynômial des fonctions de
Vh sur chaque maille. En notant d cet ordre de convergence, on a

d 5 min(k, s − 1). (1.65)

On s’intéresse maintenant à une estimation de l’erreur u − uh en norme L2.
Pour cela, on utilise la technique suivante, dite de dualité. On introduit un
problème adjoint qui consiste à{

Chercher z ∈ H 1
0 (V) tel que∫

V av′z′ 5
∫

V(u− uh)v, ∀v ∈ H 1
0 (V).

(1.66)

Ce problème est clairement bien posé. De plus, en supposant que a ∈ C1(V),
on déduit de la relation −(az′)′ 5 u− uh que z ∈ H 2(V) ∩H 1

0 (V) et que

|z|2,V � c ‖u− uh‖0,V, (1.67)
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pour une constante c indépendante de h. En prenant v 5 u− uh dans (1.66),
il vient

‖u− uh‖2
0,V 5

∫
V

a(u− uh)′z′

5

∫
V

a(u− uh)′(z − zh)′, ∀zh ∈ Pk
c,h,0,

(1.68)

d’après la relation d’orthogonalité de Galerkin (1.21). On en déduit

‖u− uh‖2
0,V � a1‖z − zh‖1,V‖u− uh‖1,V, ∀zh ∈ Pk

c,h,0. (1.69)

Puisque z ∈ H 2(V) ∩H 1
0 (V), en prenant zh 5 I1

c,hz ∈ Pk
c,h,0 dans la majora-

tion ci-dessus et en utilisant les estimations (1.43) et (1.67), on obtient1

‖u− uh‖2
0,V � c h|z|2,V‖u− uh‖1,V

� c h‖u− uh‖0,V‖u− uh‖1,V.
(1.70)

D’où finalement,
‖u− uh‖0,V � c h‖u− uh‖1,V, (1.71)

ce qui, grâce à l’estimation (1.63), conduit au résultat suivant.

Proposition 1.18. Avec les hypothèses de la proposition 1.17 et en supposant que
a ∈ C1(V), il existe une constante c, indépendante de h, telle que

‖u− uh‖0,V � c hk11|u|k11,V. (1.72)

L’estimation d’erreur (1.72) est optimale car elle est du même ordre en h que
l’erreur d’interpolation en norme L2 ; voir la proposition 1.16. Enfin, si la
solution exacte n’est pas suffisamment régulière, par exemple si u ∈ H s(V)
mais u �∈ H s11(V) pour un entier s � k, on montre la majoration d’erreur
suivante :

‖u− uh‖0,V � c hs|u|s,V. (1.73)

1. Dans cet aide-mémoire, on adopte la convention de notation suivante : c désigne
une constante générique, indépendante de h, mais dont la valeur numérique peut chan-
ger à chaque occurrence.c ©
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1.6 Résolution numérique
Dans la section 1.2.1, on a vu que la méthode des éléments finis consiste à
approcher la solution du problème modèle (1.3) par la solution du problème
approché (1.15) en introduisant un espace d’approximation Vh de dimension
finie. De plus, en choisissant une base {w1, . . . , wN} de Vh, où N 5 dim Vh,
les composantes de la solution approchée dans cette base s’obtiennent par la
résolution du système linéaire (1.19). L’objet de cette section est d’examiner
brièvement l’évaluation de la matrice de rigidité A intervenant dans (1.19) et
la résolution du système linéaire. On rappelle que les coefficients de la matrice
de rigidité s’expriment sous la forme

Aij 5

∫
V

aw′
iw

′
j , i, j ∈ {1, . . . , N}. (1.74)

Pour simplifier, on suppose que l’approximation est basée sur l’élément fini de
Lagrange P1. On a donc Vh 5 P1

c,h,0 et N 5 Nma − 1 5 Nso − 2 ; voir la
section 1.3. Soit j ∈ {2, . . . , Nso − 1}. Le support de la fonction de forme wj

associée au j-ième sommet du maillage est réduit aux deux mailles partageant
ce sommet. Par conséquent,

Aij 5 0 si |i − j| > 1. (1.75)

En d’autres termes, la matrice A est tridiagonale :

A 5

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A11 A12

A21 A22 A23

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .
AN−1,N−2 AN−1,N−1 AN−1,N

AN ,N−1 AN ,N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

(1.76)
Afin d’évaluer les coefficients non-nuls de cette matrice, on pose, pour tout
i ∈ {1, . . . , Nma},

ai 5
1
hi

∫
Ii

a. (1.77)
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Un calcul direct montre que

Ai,i11 5 Ai11,i 5 − 1
hi11

ai11, i ∈ {1, . . . , N − 1}, (1.78)

Ai,i 5 −Ai,i−1 −Ai,i11, i ∈ {2, . . . , N − 1}, (1.79)

ainsi que

A11 5
1
h1

a1 1
1
h2

a2 et ANN 5
1

hN
aN 1

1
hN11

aN11. (1.80)

Dans le cas particulier où la fonction a est constante sur V et vaut a0 et où le
maillage est uniforme de pas h, on obtient

A 5
a0

h
tridiag(−1, 2,−1). (1.81)

Lorsque la fonction a n’est pas constante, on ne dispose pas nécessairement
d’une expression explicite permettant d’évaluer sa valeur moyenne sur les
mailles. Dans ces conditions, les coefficients de la matrice de rigidité sont éva-
lués de façon approchée par une formule de quadrature. Le chapitre 9 présente
diverses formules de quadrature en une, deux et trois dimensions d’espace.
L’utilisation de quadratures est également nécessaire afin d’évaluer le membre
de droite du système linéaire (1.19).

Une fois calculés les coefficients de la matrice de rigidité, il s’agit d’évaluer
la solution U du système linéaire (1.19). Lorsque la matrice A est tridia-
gonale, on dispose d’un algorithme de résolution particulièrement efficace,
connu sous le nom d’algorithme de Crout ; voir l’algorithme 1.1. On procède
en deux étapes.

(i) la matrice A est décomposée sous la forme d’un produit d’une matrice
bidiagonale inférieure et d’une matrice bidiagonale supérieure (dont les
coefficients diagonaux valent 1) :

A 5

⎛⎜⎜⎜⎝
d1

l2 d2
. . .

. . .
lN dN

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

1 u1
. . .

. . .
1 uN−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ . (1.82)
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On désigne par T inf et T sup, respectivement, la matrice bidiagonale in-
férieure et supérieure dans le membre de droite de (1.82).

(ii) La solution du système AU 5 F s’évalue en deux étapes : on forme
d’abord le vecteur de travail Y ∈ RN tel que T infY 5 F ; pour cela, on
résout le système bidiagonal inférieur en balayant les lignes dans l’ordre
croissant. Puis, on inverse le système bidiagonal supérieur T supU 5 Y
en balayant les lignes dans l’ordre décroissant. À l’arrivée, on obtient

AU 5 T infT supU 5 T infY 5 F , (1.83)

si bien que U est effectivement la solution du système linéaireAU 5 F .

Algorithme 1.1 Algorithme de Crout pour résoudre le système tridiago-
nal AU 5 F

Input : F ∈ RN et A ∈ RN ,N

======Décomposition de la matrice A selon (1.82)
for i ∈ {2, . . . , N} do

li 5 Ai,i−1

end for
d1 5 A11

for i ∈ {2, . . . , N} do
ui−1 5

Ai−1,i

di−1

di 5 Aii − liui−1

end for
======Résolution du système linéaire T infY 5 F
Y1 5 F1

d1

for i ∈ {2, . . . , N} do
Yi 5 1

di
(Fi − liYi−1)

end for
======Résolution du système linéaire T supU 5 Y
UN 5 YN

for i ∈ {N − 1, . . . , 1} do
Ui 5 Yi − uiUi11

end for
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Le cadre idéal des matrices tridiagonales est toutefois très limité. On verra
dans le chapitre 10 que la structure de la matrice de rigidité est nettement
plus complexe lorsque le problème modèle est posé en deux ou trois dimen-
sions d’espace. La résolution du système linéaire (1.19) se fait, en général,
en utilisant une méthode itérative. De telles méthodes sont décrites dans le
chapitre 11.

Remarque 1.19

Même en une dimension d’espace, la matrice de rigidité n’est plus tridiagonale,
mais bloc-tridiagonale, lorsqu’on emploie un élément fini de Lagrange Pk avec
k � 2.

1.7 Complément : élément fini de Hermite
On considère l’espace vectoriel

PHer
h 5 {vh ∈ C1(V) ; ∀i ∈ {1, . . . , Nma}, vh|Ii ∈ P3}, (1.84)

dont les éléments sont des fonctions de classe C1 et polynômiales de degré 3
par morceaux. On vérifie que PHer

h ⊂ H 2(V).

Tableau 1.2 – Polynômes de Hermite sur [0, 1] : représentation graphique et
expression analytique.

0 10.5

0

1

0.5

u1(t) 5 (2t 1 1)(t − 1)2

u2(t) 5 t(t − 1)2

u3(t) 5 (3 − 2t)t2

u4(t) 5 (t − 1)t2
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Afin d’exhiber les fonctions de forme dans PHer
h , on introduit les polynômes de

Hermite {u1, u2, u3, u4} sur l’intervalle de référence [0, 1] ; voir le tableau 1.2
pour leur représentation graphique et leur expression analytique. En introdui-
sant les formes linéaires {s1, s2, s3, s4} sur P3 telles que

s1(p) 5 p(0), s2(p) 5 p′(0), s3(p) 5 p(1), s4(p) 5 p′(1), (1.85)

on observe que

sm(un) 5 dmn, m, n ∈ {1, 2, 3, 4}. (1.86)

On introduit les fonctions {w1,0, . . . , wNso,0, w1,1, . . . , wNso,1} telles que

wi,0(x) 5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u3

(
x−xi−1

hi−1

)
si x ∈ Ii−1,

u1

(
x−xi

hi

)
si x ∈ Ii,

0 sinon,

wi,1(x) 5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
hi−1u4

(
x−xi−1

hi−1

)
si x ∈ Ii−1,

hiu2

(
x−xi

hi

)
si x ∈ Ii,

0 sinon,

(1.87)

avec des modifications élémentaires si i 5 1 ou si i 5 Nso. Pour tout
i ∈ {1, . . . , Nso}, on considère les formes linéaires suivantes :

gi,0 : C1(V) � v 	−→ v(xi) ∈ R, (1.88)

gi,1 : C1(V) � v 	−→ v′(xi) ∈ R. (1.89)

On constate que

(i) pour tout i, j ∈ {1, . . . , Nso} et pour tout m, n ∈ {0, 1},

gi,m(wj,n) 5 dijdmn;

(ii) la famille {w1,0, . . . , wNso,0, w1,1, . . . , wNso,1} est une base de PHer
h ;

(iii) la famille {g1,0, . . . , gNso,0, g1,1, . . . , gNso,1} est une base de L(PHer
h ;R) ;

(iv) dim PHer
h 5 2Nso.
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Les formes linéaires {g1,0, . . . , gNso,0, g1,1, . . . , gNso,1} sont appelées les degrés
de liberté dans PHer

h et les fonctions {w1,0, . . . , wNso,0, w1,1, . . . , wNso,1} sont
appelées les fonctions de forme dans PHer

h .
On introduit l’opérateur d’interpolation suivant :

IHer
h : C1(V) � v 	−→

Nso∑
i51

gi,0(v)wi,0 1
Nso∑
i51

gi,1(v)wi,1 ∈ PHer
h . (1.90)

La fonction IHer
h v est appelée l’interpolé de Hermite de v. Comme les fonctions

de H 2(V) sont de classe C1, IHer
h peut être vu comme un opérateur de H 2(V)

dans H 2(V). Cet opérateur est uniformément continu en h. De plus, on a le
résultat suivant.

Proposition 1.20. Il existe une constante c, indépendante de h, telle que pour
tout v ∈ H 4(V),

‖v − IHer
h v‖0,V 1 h|v − IHer

h v|1,V 1 h2|v − IHer
h v|2,V � c h4|v|4,V. (1.91)

L’opérateur d’interpolation de Hermite est donc particulièrement précis,
pourvu que la fonction à interpoler soit suffisamment régulière. L’élément
fini de Hermite peut être utilisé pour approcher le problème modèle (1.3). Il
peut être également considéré dans l’approximation du problème suivant :{

Chercher u ∈ H 2
0 (V) tel que∫

V au′′v′′ 5
∫

V fv, ∀v ∈ H 2
0 (V),

(1.92)

où H 2
0 (V) 5 {v ∈ H 2(V) ; v(a) 5 v′(a) 5 v(b) 5 v′(b) 5 0}. Ce problème

intervient par exemple dans la modélisation des poutres en flexion et encas-
trées à leurs deux extrémités. On observera que (modulo des modifications
triviales au bord) PHer

h ⊂ H 2
0 (V) mais que Pk

c,h,0 �⊂ H 2
0 (V) car les dérivées des

fonctions de Pk
c,h,0 sont discontinues aux interfaces entre les mailles.
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2 • LA MÉTHODE DE GALERKIN

La méthode de Galerkin permet d’approcher la solution de problèmes mo-
dèles dont la formulation abstraite est la suivante :{

Chercher u ∈ V tel que
a(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ W ,

(2.1)

où V et W sont des espaces fonctionnels (des espaces vectoriels dont les élé-
ments sont des fonctions), a est une forme bilinéaire définie sur V 3 W et f
est une forme linéaire définie sur W . On dit que V est l’espace solution et que
W est l’espace test. Les éléments de W sont appelés des fonctions tests.
Les espaces fonctionnels V et W sont équipés de normes, notées ‖·‖V et ‖·‖W

respectivement, qui leur confèrent une structure d’espace de Banach (V et W
sont des espaces vectoriels normés où toute suite de Cauchy est convergente).
Dans de nombreuses applications, les normes ‖ · ‖V et ‖ · ‖W sont induites
par des produits scalaires, notés (·, ·)V et (·, ·)W respectivement, si bien que
V et W sont en fait des espaces de Hilbert. Pour simplifier, on conserve cette
hypothèse par la suite.
On suppose que la forme bilinéaire a est continue sur V 3 W , ce qu’on note
a ∈ L(V 3 W ;R). On rappelle que cette hypothèse consiste à supposer qu’il
existe une constante c1 telle que pour tout (v, w) ∈ V 3 W ,

a(v, w) � c1 ‖v‖V ‖w‖W . (2.2)

De même, on suppose que la forme linéaire f est continue sur W , ce qu’on
note f ∈ L(W ;R) :5 W ′, c’est-à-dire qu’il existe une constante c2 telle que
pour tout w ∈ W ,

f (w) � c2 ‖w‖W . (2.3)
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2 • La méthode de Galerkin 2.1 Le problème modèle
est-il bien posé ?

On introduit les normes de a et f (dans L(V 3 W ;R) et W ′ respectivement)
définies par

‖a‖V ,W 5 sup
(v,w)∈V 3W

a(v, w)
‖v‖V ‖w‖W

, ‖f ‖W ′ 5 sup
w∈W

f (w)
‖w‖W

, (2.4)

étant entendu que les arguments des suprema sont pris non-nuls. On renvoie
à la section A.1 pour des compléments.

2.1 Le problème modèle est-il bien posé ?
L’objet de cette section est de rappeler brièvement les deux principaux résultats
qui permettent d’étudier le caractère bien posé du problème (2.1). La notion
de problème bien posé est entendue au sens de la définition suivante.

Définition 2.1 (Hadamard). On dit que le problème (2.1) est bien posé s’il
admet une et une seule solution.

Lorsque le problème (2.1) est bien posé, son unique solution u satisfait l’esti-
mation a priori suivante : il existe une constante c tel que pour tout f ∈ W ′,

‖u‖V � c ‖f ‖W ′ . (2.5)

Cette estimation découle des propriétés générales des opérateurs bijectifs dans
les espaces de Banach ; voir la section A.1.4.

2.1.1 Le lemme de Lax–Milgram

On considère d’abord le cas particulier où l’espace solution et l’espace test
dans (2.1) sont identiques : V 5 W . Le problème modèle consiste donc à{

Chercher u ∈ V tel que
a(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ V .

(2.6)

Définition 2.2 (Coercivité). Soit V un espace de Hilbert. On dit qu’une forme
bilinéaire a ∈ L(V 3 V ;R) est V -coercive, ou coercive sur V , si

∃a > 0, ∀v ∈ V , a(v, v) � a‖v‖2
V . (2.7)c ©
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Lemme 2.3 (Lax–Milgram). Soit V un espace de Hilbert, a ∈ L(V 3 V ;R)
et f ∈ V ′. On suppose que la forme bilinéaire a est V -coercive. Alors, le pro-
blème (2.6) est bien posé.

Lorsque la forme bilinéaire a n’est pas coercive sur V , peut-on en déduire
que le problème (2.6) n’est pas bien posé ? La réponse est négative : le lemme
de Lax–Milgram ne fournit que des conditions suffisantes pour analyser le
caractère bien posé de (2.6).1

2.1.2 Le théorème de Banach–Nečas–Babuška (BNB)

Le théorème BNB est le résultat fondamental pour analyser le caractère bien
posé des problèmes (2.1) et (2.6). Contrairement au lemme de Lax–Milgram
qui ne fournit que des conditions suffisantes, le théorème BNB fournit des
conditions nécessaires et suffisantes pour que le problème modèle soit bien posé.

Théorème 2.4 (Banach–Nečas–Babuška). Soit V et W deux espaces de Hil-
bert,2 a ∈ L(V 3 W ;R) et f ∈ W ′. Alors, le problème (2.1) est bien posé si et
seulement si

∃a > 0, inf
v∈V

sup
w∈W

a(v, w)
‖v‖V ‖w‖W

� a, (BNB1)

∀w ∈ W , (∀v ∈ V , a(v, w) 5 0) =⇒ (w 5 0). (BNB2)

La terminologie adoptée pour ce théorème a été introduite par Ern et Guer-
mond [38]. Elle fait référence au fait que le théorème BNB est une reformu-
lation de deux résultats fondamentaux dus à Banach : le théorème de l’image
fermée et le théorème de l’application ouverte ; voir la section A.1.4. Le théo-
rème BNB a été énoncé dans sa forme ci-dessous par Nečas en 1962 [58]. Son
importance pour l’analyse des méthodes d’éléments finis a été soulignée par
Babuška en 1972 [9].

1. Si la forme bilinéaire a est symétrique (a(v, w) 5 a(w, v) pour tout
(v, w) ∈ V 3 V ) et positive (a(v, v) � 0 pour tout v ∈ V ), la V -coercivité est
une condition nécessaire et suffisante pour que le problème (2.6) soit bien posé.

2. Voir la section A.1.4 pour le cadre général du théorème BNB qui est celui des
espaces de Banach.
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La condition inf-sup (BNB1) se reformule de la façon suivante : il existe a > 0
tel que pour tout v ∈ V ,

a‖v‖V � sup
w∈W

a(v, w)
‖w‖W

. (2.8)

Pour prouver la condition inf-sup, on peut procéder comme suit : on consi-
dère une fonction v ∈ V et on construit une fonction wv ∈ W telle que
a(v, wv) � a1‖v‖2

V et ‖wv‖W � a2‖v‖V . Ceci permet de montrer que la
condition (BNB1) est satisfaite avec a 5 a1

a2
.

2.2 Principe de la méthode de Galerkin
On considère le problème modèle (2.1) et on suppose qu’il est bien posé.
La méthode de Galerkin permet d’approcher la solution u de ce problème.
L’idée consiste à remplacer dans (2.1) les espaces fonctionnels V et W par des
espaces de dimension finie, notés Vh et Wh, ce qui conduit à{

Chercher uh ∈ Vh tel que
ah(uh, wh) 5 fh(wh), ∀wh ∈ Wh.

(2.9)

On dit que (2.9) est le problème approché ou le problème discret et que uh est la
solution approchée. On notera que sous sa forme la plus générale, le problème
approché (2.9) fait intervenir une forme bilinéaire ah ∈ L(Vh 3 Wh;R) qui
est une approximation de la forme bilinéaire a et une forme linéaire fh ∈ W ′

h
qui est une approximation de la forme linéaire f . L’espace Vh, qu’on appel-
lera espace d’approximation, et l’espace Wh, qu’on appellera espace test discret,
sont construits à l’aide de la méthode des éléments finis selon les techniques
présentées dans le chapitre 1 pour les problèmes en dimension 1 et dans les
chapitres 3 et 4 pour les problèmes en dimension supérieure. L’indice h fait
référence à la finesse des maillages employés pour construire ces espaces. Les
éléments de Wh sont appelés des fonctions tests discrètes.
Un choix particulier dans (2.9) consiste à utiliser le même espace Vh comme
espace d’approximation et comme espace test discret, ce qui conduit au pro-
blème approché suivant :{

Chercher uh ∈ Vh tel que
ah(uh, wh) 5 fh(wh), ∀wh ∈ Vh.

(2.10)
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Dans ce cas, on parle de méthode de Galerkin standard, alors que si les espaces
discrets Vh et Wh sont différents, on parle de méthode de Galerkin non-standard
(dans la littérature, on rencontre également la terminologie « méthode de
Petrov–Galerkin »).

Définition 2.5 (Conformité). L’approximation (2.9) est dite conforme si
Vh ⊂ V et Wh ⊂ W ; elle est dite non-conforme si Vh �⊂ V ou Wh �⊂ W .
On dit que l’espace Vh est V -conforme lorsque Vh ⊂ V et que l’espace Wh est
W -conforme lorsque Wh ⊂ W .

Définition 2.6 (Consistance). Soit u la solution unique de (2.1). On suppose
que la forme bilinéaire ah peut être étendue à (V 1 Vh) 3 Wh. L’approximation
(2.9) est dite consistante si

∀wh ∈ Wh, ah(u, wh) 5 fh(wh). (2.11)

Si tel n’est pas le cas, l’approximation est dite non-consistante.

En d’autres termes, l’approximation est consistante si la solution exacte satis-
fait les équations discrètes. La non-consistance de la méthode d’approxima-
tion peut, par exemple, provenir de l’utilisation de quadratures pour évaluer
les intégrales dans la forme bilinéaire a et la forme linéaire f .
Le problème approché (2.9) est un système linéaire. En effet, on pose

N 5 dim Vh et M 5 dim Wh. (2.12)

Soit {w1, . . . , wN} une base de Vh et soit {c1, . . . , cM} une base de Wh. On
décompose la solution approchée uh dans la base de Vh selon

uh 5
N∑

i51

Uiwi, (2.13)

et on introduit le vecteur U de RN formé par les composantes de uh dans
cette base, U 5 (Ui)1�i�N . Soit A ∈ RM,N la matrice de rigidité dont les
composantes sont

Aij 5 ah(wj, ci), i ∈ {1, . . . , M}, j ∈ {1, . . . , N}, (2.14)

et soit F ∈ RM le vecteur de composantes

Fi 5 fh(ci), i ∈ {1, . . . , M}.
Il est clair que uh est solution de (2.9) si et seulement si

AU 5 F . (2.15)
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2.3 Le problème approché est-il bien
posé ?

L’objet de cette section est d’analyser le caractère bien posé du problème ap-
proché (2.9). On retiendra les résultats suivants.
• Pour une approximation consistante et conforme d’un problème dont la

forme bilinéaire est coercive, le problème approché est automatiquement
bien posé. De plus, la matrice de rigidité est définie positive.

• Lorsque le caractère bien posé du problème modèle repose sur les condi-
tions inf-sup (BNB1) et (BNB2), celles-ci ne sont pas transférées automa-
tiquement au cadre discret. Pour montrer que le problème discret est bien
posé, il faut (et il suffit de) prouver une condition inf-sup discrète et vérifier
que l’espace d’approximation et l’espace test discret ont la même dimen-
sion.

2.3.1 Approximation consistante et conforme
d’un problème coercif

Soit V un espace de Hilbert, soit a ∈ L(V 3 V ;R) une forme bilinéaire et
V -coercive et soit f ∈ V ′. Dans ce cadre, le problème modèle (2.6) admet une
unique solution u. Pour approcher cette solution, on considère le problème
discret suivant : {

Chercher uh ∈ Vh tel que
a(uh, wh) 5 f (wh), ∀wh ∈ Vh,

(2.16)

et on suppose que Vh ⊂ V . On notera que le problème discret (2.16) fait
intervenir la même forme bilinéaire a et la même forme linéaire f que le
problème modèle (2.6).

Proposition 2.7. Avec les hypothèses ci-dessus, la matrice de rigiditéA est définie
positive ; par conséquent, le problème discret (2.16) est bien posé.

Le caractère défini positif de la matrice A résulte du fait que pour tout
X 5 (Xi)1�i�N ∈ RN où N 5 dim Vh, on a∑

1�i,j�N

AijXiXj 5 a(j, j) � a‖j‖2
V , (2.17)
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avec j 5
∑N

i51 Xiwi ∈ Vh, {w1, . . . , wN} étant une base de Vh. Par suite,∑
1�i,j�N AijXiXj 5 0 implique j 5 0 et donc X 5 0.

Remarque 2.8.

Si la forme bilinéaire a est symétrique, la matrice de rigidité l’est également.

2.3.2 Cas général

On considère maintenant le cas général, c’est-à-dire que l’on considère le pro-
blème modèle (2.1), que l’on suppose bien posé, et on souhaite utiliser le
problème discret (2.9) pour obtenir une solution approchée uh. On notera
‖ · ‖Vh et ‖ · ‖Wh les normes dont sont équipés les espaces discrets Vh et Wh,
respectivement. L’approximation pouvant être non-conforme, il n’est pas pos-
sible d’équiper a priori les espaces discrets Vh et Wh des normes induites par
V et W , respectivement.
Clairement, en vertu du théorème BNB, le caractère bien posé de (2.9) est
équivalent aux deux conditions suivantes :

∃ah > 0, inf
vh∈Vh

sup
wh∈Wh

ah(vh, wh)
‖vh‖Vh‖wh‖Wh

� ah, (BNB1h)

∀wh ∈ Wh, (∀vh ∈ Vh, ah(vh, wh) 5 0) =⇒ (wh 5 0). (BNB2h)

La condition (BNB1h) est une condition inf-sup discrète. Même si l’approxi-
mation est conforme et consistante, rien ne garantit a priori que la condition
inf-sup (BNB1) implique la condition inf-sup discrète (BNB1h). La même dif-
ficulté se pose entre les conditions (BNB2) et (BNB2h).
On constate que l’interprétation des conditions (BNB1h) et (BNB2h) en
termes matriciels est la suivante :

(i) (BNB1h) équivaut au fait que la matrice A est injective ;

(ii) (BNB2h) équivaut au fait que la matrice A est de rang maximal.

Par conséquent, les conditions (BNB1h) et (BNB2h) sont équivalentes à
(BNB1h) et dim Vh 5 dim Wh. En résumé, on a le résultat suivant.

Théorème 2.9. Le problème approché (2.9) est bien posé si et seulement si la
condition inf-sup discrète (BNB1h) est satisfaite et si dim Vh 5 dim Wh.
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Remarque 2.10.

La constante ah intervenant dans (BNB1h) est la plus petite valeur propre de
ATA.

2.4 Analyse d’erreur
On considère le problème modèle (2.1) et son approximation (2.9) par la
méthode de Galerkin. On suppose que ces deux problèmes sont bien posés,
c’est-à-dire que :

(i) la forme bilinéaire a est dans L(V 3 W ;R) et elle satisfait les conditions
inf-sup (BNB1) et (BNB2) ;

(ii) la forme bilinéaire ah est dans L(Vh 3 Wh;R), elle satisfait la condition
inf-sup discrète (BNB1h) et dim Vh 5 dim Wh.

On note u et uh la solution unique de (2.1) et (2.9), respectivement. L’objectif
de cette section est d’estimer l’erreur u−uh. Cette quantité est appelée l’erreur
d’approximation. En particulier, on souhaite préciser sous quelles hypothèses
l’erreur d’approximation tend vers zéro lorsque h tend vers zéro (on rappelle
que le paramètre h fait référence à la finesse du maillage qui est utilisé pour
construire les espaces Vh et Wh). On s’intéresse donc à des familles d’espaces
{Vh}h>0 et {Wh}h>0 obtenues en raffinant le maillage.

2.4.1 Approximation consistante et conforme

On suppose dans cette section que l’approximation est consistante et
conforme. On a donc Vh ⊂ V et Wh ⊂ W et la relation (2.11) est satisfaite.
On considère le problème approché suivant :{

Chercher uh ∈ Vh tel que
ah(uh, wh) 5 fh(wh), ∀wh ∈ Wh.

(2.18)

L’hypothèse Vh ⊂ V implique en particulier que l’erreur u − uh est dans V .
On peut donc utiliser la norme ‖ · ‖V pour la mesurer. Une conséquence
immédiate de (2.11) est la suivante.
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2 • La méthode de Galerkin 2.4 Analyse d’erreur

Lemme 2.11 (Orthogonalité de Galerkin). Avec les hypothèses ci-dessus, on a
la relation, dite d’orthogonalité de Galerkin,

∀wh ∈ Wh, ah(u− uh, wh) 5 0. (2.19)

On suppose en outre que ah 5 a et fh 5 f . Le résultat suivant est connu sous
le nom de lemme de Céa.

Lemme 2.12 (Céa). Avec les hypothèses ci-dessus, on a

||u− uh||V �
(

1 1
‖a‖V ,W

ah

)
inf

vh∈Vh

||u− vh||V . (2.20)

On suppose en outre que V 5 W , Vh 5 Wh et que la forme bilinéaire a est
V -coercive. Dans ces conditions, on montre que l’estimation d’erreur devient

||u− uh||V � ‖a‖V ,V

a inf
vh∈Vh

||u− vh||V , (2.21)

où a est la constante de coercivité de a. Si la forme bilinéaire a est de plus
symétrique, cette estimation peut encore être améliorée en

‖u− uh‖V �
(
‖a‖V ,V

a

) 1
2

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V . (2.22)

Afin d’établir la convergence de uh vers u, on doit contrôler la quantité
infvh∈Vh ‖u − vh‖V . Il s’agit donc d’estimer la distance de u à Vh pour la
norme ‖ · ‖V . Pour cela, on introduit la notion suivante.

Définition 2.13. On dit que la famille d’espaces {Vh}h>0 est asymptotique-
ment dense dans V si

∀v ∈ V , lim
h→0

(
inf

vh∈Vh

‖v − vh‖V

)
5 0. (2.23)

Théorème 2.14. On suppose que :

(i) la condition (BNB1h) est satisfaite uniformément en h ;

(ii) l’approximation est consistante et conforme ;

(iii) la famille {Vh}h>0 est asymptotiquement dense.

Alors, on a
lim
h→0
‖u− uh‖V 5 0. (2.24)
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2.4.2 Le cadre général pour l’analyse de convergence

L’approximation pouvant être non-conforme, l’erreur u− uh n’appartient pas
nécessairement à l’espace V mais à l’espace étendu

V (h) 5 V 1 Vh. (2.25)

On équipe cet espace d’une norme étendue ‖ · ‖V (h) et afin d’effectuer l’analyse
d’erreur, on fait les hypothèses suivantes :

∀vh ∈ Vh, ‖vh‖V (h) 5 ‖vh‖Vh , (2.26)

∀v ∈ V , ‖v‖V (h) � c ‖v‖V , (2.27)

pour une constante c indépendante de v et de h. Ces deux hypothèses signi-
fient que la norme étendue est une extension de la norme de Vh et que V
s’injecte continûment dans V (h) pour la norme étendue. La notion de densité
asymptotique se reformule à l’aide de la norme étendue ‖ · ‖V (h) de la manière
suivante.

Définition 2.15 (Densité asymptotique). On dit que la famille d’espaces
{Vh}h>0 est asymptotiquement dense dans V si

∀v ∈ V , lim
h→0

(
inf

vh∈Vh

‖v − vh‖V (h)

)
5 0. (2.28)

Afin d’estimer la quantité ‖u− uh‖V (h), on introduit une nouvelle notion : la
consistance asymptotique.

Définition 2.16 (Consistance asymptotique). On suppose que la forme bili-
néaire ah est uniformément continue en h sur Vh 3 Wh, c’est-à-dire que ‖ah‖Vh,Wh

est majoré uniformément en h. L’approximation (2.9) est dite asymptotiquement
consistante s’il existe un opérateur Ph : V → Vh tel que (i) pour tout v ∈ V ,
‖Phv− v‖V (h) � c infvh∈Vh ‖v− vh‖V (h) où c est une constante indépendante de
v et de h, et (ii)

lim
h→0

(
sup

wh∈Wh

|fh(wh)− ah(Phu, wh)|
‖wh‖Wh

)
5 0. (2.29)
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Dans ces conditions, on définit l’erreur de consistance Rh(u) par

Rh(u) 5 sup
wh∈Wh

|fh(wh)− ah(Phu, wh)|
‖wh‖Wh

. (2.30)

Remarque 2.17

Lorsque la famille {Vh}h>0 est asymptotiquement dense, la notion de consis-
tance asymptotique est indépendante du choix de l’opérateur Ph. En effet,
soit P′

h : V → Vh un deuxième opérateur tel que pour tout v ∈ V ,
‖P′

hv − v‖V (h) � c infvh∈Vh ‖v − vh‖V (h). Soit R′
h(u) l’erreur de consistance

mesurée avec l’opérateur P′
h. Alors, pour tout wh ∈ Wh,

|fh(wh) − ah(P′
hu, wh)| � |fh(wh) − ah(Phu, wh)| 1 |ah(Phu − P′

hu, wh)|,

ce qui implique, grâce à l’uniforme continuité de ah et à l’inégalité triangulaire,
que

R′
h(u) � Rh(u) 1 c ‖ah‖Vh,Wh

(
inf

vh∈Vh

‖u − vh‖V (h)

)
.

En utilisant la densité asymptotique de {Vh}h>0, cette inégalité implique que l’ap-
proximation (2.9) est asymptotiquement consistante en utilisant l’opérateur P′

h.
En d’autres termes, l’erreur de consistance est indépendante, à un facteur près
contrôlé par la propriété de densité asymptotique de la famille {Vh}h>0, de l’opé-
rateur Ph utilisé pour l’évaluer.

Théorème 2.18. On suppose que :

(i) la condition (BNB1h) est satisfaite uniformément en h ;

(ii) la forme bilinéaire ah est uniformément continue en h sur Vh 3 Wh ;

(iii) la famille {Vh}h>0 est asymptotiquement dense ;

(iv) l’approximation est asymptotiquement consistante.

Alors, en notant Rh(u) l’erreur de consistance, on a

‖u− uh‖V (h) � 1
ah

Rh(u) 1 c
(

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V (h)

)
, (2.31)

si bien que
lim
h→0
‖u− uh‖V (h) 5 0. (2.32)
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Ce théorème montre quelles sont les quatre propriétés à satisfaire pour garan-
tir la convergence de l’approximation dans la méthode de Galerkin : stabilité
de ah uniforme en h, continuité de ah uniforme en h, densité asymptotique
et consistance asymptotique. Un principle général de l’analyse numérique,
connu sous le nom de principe de Lax, est que stabilité et consistance im-
pliquent convergence. Le fait que ce principe ne mentionne pas explicitement
la continuité et la densité asymptotique ne veut pas dire que ces deux proprié-
tés doivent être considérées comme aquises dans tous les cas. On pourra par
exemple consulter [38, p. 97] pour un contre-exemple à la densité asympto-
tique dans le contexte des équations de Maxwell.

2.4.3 Cas particuliers : lemmes de Strang

Les deux estimations d’erreur présentées dans cette section sont connues sous
le nom de premier et deuxième lemme de Strang.

On suppose d’abord que l’approximation est conforme, c’est-à-dire que
Vh ⊂ V et Wh ⊂ W . On a donc V (h) 5 V , ce qui permet de mesurer
l’erreur dans la norme ‖ · ‖V .

Lemme 2.19 (Strang 1). On suppose que Vh ⊂ V et Wh ⊂ W . Alors, on a

‖u− uh‖V � 1
ah

sup
wh∈Wh

|f (wh)− fh(wh)|
‖wh‖Wh

(2.33)

1 inf
vh∈Vh

[(
1 1

‖a‖V ,W

ah

)
‖u− vh‖V 1 1

ah
sup

wh∈Wh

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖Wh

]
.

La preuve du lemme 2.19 est relativement simple. Soit vh ∈ Vh. On déduit
de la condition (BNB1h) que

ah‖uh − vh‖V � sup
wh∈Wh

ah(uh − vh, wh)
‖wh‖Wh

. (2.34)

Un calcul direct montre que

ah(uh − vh, wh) 5 a(u− vh, wh) 1 a(vh, wh)− ah(vh, wh) 1 fh(wh)− f (wh).
(2.35)c ©
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Par conséquent,

ah‖uh − vh‖V � ‖a‖V ,W ‖u− vh‖V 1 sup
wh∈Wh

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖Wh

1 sup
wh∈Wh

|f (wh)− fh(wh)|
‖wh‖Wh

.

(2.36)
On conclut en utilisant l’inégalité triangulaire

‖u− uh‖V � ‖u− vh‖V 1 ‖uh − vh‖V , (2.37)

puis en prenant l’infimum sur vh ∈ Vh.
On ne suppose plus maintenant que l’approximation est conforme ; par
contre, on suppose que la forme bilinéaire ah peut être étendue à V (h) 3 Wh ;
par suite, ah(v, wh) est bien défini pour v ∈ V (h) et wh ∈ Wh.

Lemme 2.20 (Strang 2). On suppose que ah est continue sur V (h) 3 Wh.
Alors, on a

‖u− uh‖V (h) �
(

1 1
‖ah‖V (h),Wh

ah

)
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖V (h)

1 1
ah

sup
wh∈Wh

|fh(wh)− ah(u, wh)|
‖wh‖Wh

.
(2.38)

De plus, si l’approximation est consistante, alors

‖u− uh‖V (h) �
(

1 1
‖ah‖V (h),Wh

ah

)
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖V (h). (2.39)

La preuve du lemme 2.20 est relativement simple. Soit vh ∈ Vh et soit
wh ∈ Wh. On a

ah(uh − vh, wh) 5 ah(uh − u, wh) 1 ah(u− vh, wh)

5 fh(wh)− ah(u, wh) 1 ah(u− vh, wh).
(2.40)

Grâce à la condition (BNB1h) on obtient

ah‖uh − vh‖V (h) � sup
wh∈Wh

|fh(wh)− ah(u, wh)|
‖wh‖Wh

1 ‖ah‖V (h),Wh‖u− vh‖V (h).

(2.41)
On conclut en utilisant une inégalité triangulaire puis en prenant l’infimum
sur vh ∈ Vh.
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2 • La méthode de Galerkin 2.4 Analyse d’erreur

2.4.4 Le lemme de Aubin–Nitsche

On suppose que V 5 W et qu’il existe deux espaces de Hilbert Z et L tels
que

Z ⊂ V ⊂ L, (2.42)

avec injections continues. On considère une forme bilinéaire l sur L 3 L que
l’on suppose continue, symétrique et positive. On désigne par | · |L 5

√
l(·, ·)

la semi-norme induite par l . L’objectif de cette section est d’estimer l’erreur
dans la semi-norme | · |L. Pour simplifier, on se restreint au cadre d’une ap-
proximation consistante et conforme par la méthode de Galerkin standard
(Vh 5 Wh et Vh ⊂ V ) ; voir, par exemple, Braess [18, p. 108] pour un cas
plus général. On suppose que :

(i) il existe une constante de stabilité cS telle que pour tout g ∈ L, la solu-
tion ß(g) du problème adjoint{

Chercher ß(g) ∈ V tel que
a(v, ß(g)) 5 l(g, v), ∀v ∈ V ,

(2.43)

satisfait l’estimation a priori

‖ß(g)‖Z � cS |g|L; (2.44)

(ii) il existe une constante ci telle que

∀h, ∀v ∈ Z , inf
vh∈Vh

‖v − vh‖V � cih‖v‖Z . (2.45)

Le résultat ci-dessous est connu sous le nom de lemme de Aubin–Nitsche ;
voir, par exemple, Aubin [8].

Lemme 2.21 (Aubin–Nitsche). Avec les hypothèses ci-dessus, on a

∀h, |u− uh|L � c h‖u− uh‖V , (2.46)

avec c 5 cicS‖a‖V ,V .

Définition 2.22. Lorsque la propriété (2.44) est satisfaite, le problème (2.43)
est dit régularisant.
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2 • La méthode de Galerkin 2.4 Analyse d’erreur

On utilisera la notion de problème régularisant et le lemme de Aubin–Nitsche
dans le chapitre 5 pour le Laplacien et les modèles de mécanique des milieux
continus (| · |L correspondra à la norme L2(V) ou [L2(V)]3) et dans le cha-
pitre 6 pour le problème de Stokes (| · |L correspondra à la semi-norme | · |1,V
de la vitesse).

44



3 • ÉLÉMENTS FINIS
DE LAGRANGE

L’objet de ce chapitre est d’étudier les éléments finis les plus couramment ren-
contrés dans la pratique, à savoir les éléments finis de Lagrange. On effectue
cette étude en adoptant un point de vue local. Cette approche permet d’ap-
préhender les éléments finis de Lagrange (et plus généralement tout élément
fini ; voir le chapitre 4) comme la brique élémentaire permettant d’interpo-
ler des fonctions définies sur un domaine V : on maille ce domaine (par des
triangles, des quadrangles ou d’autres types de mailles) puis on génère des élé-
ments finis sur chaque maille à partir d’un élément fini de référence dont les
propriétés sont purement locales.
Ce chapitre est organisé comme suit. On donne d’abord une définition gé-
nérale d’un élément fini de Lagrange et on introduit les notions de degrés de
liberté, de fonctions de forme et d’opérateur d’interpolation local. On pré-
sente ensuite les exemples classiques d’éléments finis de Lagrange. Enfin, on
étudie comment mailler un domaine et comment utiliser ce maillage afin de
construire d’une part un opérateur d’interpolation global et d’autre part des
espaces vectoriels de dimension finie qui ont vocation à être utilisés comme
espaces d’approximation dans le cadre de la méthode de Galerkin afin d’ap-
procher la solution de problèmes modèles.

3.1 Notion locale d’élément fini
de Lagrange

Soit K une partie de Rd ; pour simplifier, on suppose que K est un intervalle
en dimension 1, un polygone en dimension 2 ou un polyèdre en dimensionc ©
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.1 Notion locale d’élément
fini de Lagrange

3. Soit P un espace vectoriel de fonctions (en général polynômiales) définies
sur K et à valeurs dans R. Soit {a1, . . . , anf} un ensemble de points dans K
où nf est un entier strictement positif. Pour i ∈ {1, . . . , nf}, on introduit la
forme linéaire

si : P � p 	−→ p(ai) ∈ R. (3.1)

On pose S 5 {s1, . . . , snf}.
Définition 3.1 (Élément fini de Lagrange). Si l’application linéaire

P � p 	−→
(
s1(p), . . . , snf (p)

)T ∈ Rnf , (3.2)

est bijective, on dit que le triplet {K , P, S} est un élément fini de Lagrange. Les
points {a1, . . . , anf} sont appelés les nœuds de l’élément fini et les formes linéaires
{s1, . . . , snf} sont appelées les degrés de liberté de l’élément fini.

La bijectivité de l’application linéaire définie en (3.2) signifie que pour
tout (a1, . . . , anf )

T ∈ Rnf , il existe un et un seul polynôme p ∈ P tel que
p(ai) 5 ai pour tout i ∈ {1, . . . , nf}. Ceci équivaut au fait que{

dim P 5 card S 5 nf,

∀p ∈ P,
(
p(ai) 5 0, i ∈ {1, . . . , nf}

)
=⇒ (p 5 0),

ou encore au fait qu’il existe une base de P, notée {u1, . . . , unf}, telle que

si(uj) 5 uj(ai) 5 dij, i, j ∈ {1, . . . , nf}. (3.3)

On rappelle que dij désigne le symbole de Kronecker tel que dij 5 1 si i 5 j
et dij 5 0 si i fi j. Les fonctions {u1, . . . , unf} sont appelées les fonctions de
forme de l’élément fini. Pour i ∈ {1, . . . , nf}, la fonction de forme ui vaut 1
au nœud ai et 0 aux autres nœuds.

Définition 3.2 (Opérateur d’interpolation local). L’opérateur d’interpola-
tion local ILag

K est défini comme suit :

ILag
K : C0(K ) � v 	−→

nf∑
i51

v(ai)ui ∈ P. (3.4)

On dit que ILag
K v est l’interpolé de Lagrange de v sur K . L’interpolé de Lagrange

est tel que sa valeur aux nœuds {a1, . . . , anf} coïncide avec celle de la fonction
à interpoler v.
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.2 Exemples classiques
d’éléments finis de Lagrange

L’opérateur d’interpolation ILag
K est une projection de C0(K ) dans P. En effet,

pour tout p ∈ P, en décomposant p dans la base des fonctions de forme selon
p 5

∑nf
j51 xjuj , on obtient

ILag
K p 5

nf∑
i51

p(ai)ui 5
nf∑

i,j51

xjuj(ai)ui 5
nf∑

i,j51

xjdijui 5 p. (3.5)

Par suite, pour tout v ∈ C0(K ), il vient ILag
K (ILag

K v) 5 ILag
K v. Cette propriété

se généralise à tout type d’élément fini ; voir la section 4.2.

3.2 Exemples classiques d’éléments finis
de Lagrange

L’objet de cette section est de dresser le catalogue des principaux éléments finis
de Lagrange utilisés en pratique. On considère :

(i) les éléments finis de Lagrange unidimensionnels ;

(ii) les éléments finis de Lagrange simplectiques (K est un triangle, un té-
traèdre ou plus généralement un simplexe) : on parle d’éléments finis de
Lagrange Pk ;

(iii) les éléments finis de Lagrange à structure tensorielle (K est un carré, un
cube ou plus généralement un hypercube) : on parle d’éléments finis de
Lagrange Qk ;

(iv) les éléments finis de Lagrange prismatiques (K est un prisme).

On désigne par x le point courant de Rd et on note (x1, . . . , xd ) ses coordon-
nées cartésiennes.

3.2.1 Éléments finis de Lagrange unidimensionnels

Définition 3.3. Soit un entier k � 1. Soit K 5 [c, d ] un intervalle de me-
sure non-nulle. En une dimension d’espace, l’élément fini de Lagrange Pk est dé-
fini comme le triplet {K , P, S} tel que P 5 Pk et S 5 {s0, . . . , sk} où les
formes linéaires sm, m ∈ {0, . . . , k}, associent à p ∈ Pk sa valeur au nœud
am 5 c 1 m

k (d − c).c ©
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.2 Exemples classiques
d’éléments finis de Lagrange

Les nœuds {a0, . . . , ak} associés à l’élément fini de Lagrange Pk sont illus-
trés sur la figure 3.1 pour k ∈ {1, 2, 3}. Lorsque K 5 [0, 1], les fonctions
de forme de l’élément fini de Lagrange Pk sont les polynômes d’interpola-
tion de Lagrange {Lk

0, . . . ,Lk
k} introduits dans la section 1.4. Le tableau 1.1

page 17 contient une représentation graphique de ces polynômes ainsi que
leur expression analytique. Lorsque K 5 [c, d ], les fonctions de forme sont
les polynômes um(x) 5 Lk

m( x−c
d−c ), m ∈ {0, . . . , k}.

k 5 1 k 5 2 k 5 3

Figure 3.1 – Nœuds {a0, . . . , ak} de l’élément fini de Lagrange Pk,
k ∈ {1, 2, 3}, en dimension 1.

3.2.2 Éléments finis de Lagrange simplectiques

Soit {s0, . . . , sd} une famille de points dans Rd avec d � 2. On suppose que
les vecteurs {s1 − s0, . . . , sd − s0} sont linéairement indépendants.

Définition 3.4. L’enveloppe convexe des points {s0, . . . , sd} est appelée un sim-
plexe de Rd et les points {s0, . . . , sd} sont appelés les sommets du simplexe. En
particulier, le simplexe unité de Rd est l’ensemble de points{

x ∈ Rd ; xi � 0, i ∈ {1, . . . , d}, et
d∑

i51

xi � 1

}
, (3.6)

dont les (d 1 1) sommets ont pour coordonnées cartésiennes (0, . . . , 0) et pour
tout i ∈ {1, . . . , d}, (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), le 1 étant en i-ième position.

De manière équivalente, on peut définir un simplexe de Rd comme l’image
par une transformation affine bijective du simplexe unité. En dimension 2,
un simplexe est appelé un triangle et en dimension 3, un simplexe est appelé
un tétraèdre.
Pour i ∈ {0, . . . , d}, on définit Fi comme la face de K opposée à un sommet
si et on définit ni comme la normale extérieure à K sur Fi ; voir la figure 3.2.
En dimension 2, une face est également appelée arête.
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.2 Exemples classiques
d’éléments finis de Lagrange

si
K

Fi ni

Figure 3.2 – Un triangle K, un sommet si, la face opposée Fi et la normale
extérieure ni .

Définition 3.5. Dans un simplexe K de Rd , on définit les coordonnées bary-
centriques (l0, . . . , ld ) telles que pour tout i ∈ {0, . . . , d},

li : Rd � x 	−→ 1− (x − si) · ni

(sj − si) · ni
∈ R, (3.7)

où sj est un des sommets de K situés sur Fi, (x − si) le vecteur reliant si à x et
(sj − si) le vecteur reliant si à sj .

La définition (3.7) de li est clairement indépendante du choix particulier du
sommet sj sur la face Fi. La coordonnée barycentrique li est une fonction
affine qui vaut 1 en si et s’annule sur la face Fi. De plus, ses courbes de niveau
sont des hyperplans (des droites si on est en dimension 2) qui sont parallèles à
la face Fi. Le barycentre de K a toutes ses coordonnées barycentriques égales
à 1

d11 . Si K est le simplexe unité, on a

en dimension 2, l0 5 1− x1 − x2, l1 5 x1 et l2 5 x2 ;
en dimension 3, l0 5 1− x1 − x2 − x3, l1 5 x1, l2 5 x2 et l3 5 x3.

Les coordonnées barycentriques satisfont les propriétés suivantes :

(i) pour tout x ∈ K , 0 � li(x) � 1 ;

(ii) pour tout x ∈ Rd ,

d∑
i50

li(x) 5 1 et x 5
d∑

i50

li(x)si. (3.8)
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.2 Exemples classiques
d’éléments finis de Lagrange

On considère l’espace vectoriel des polynômes en les variables (x1, . . . , xd ), à
coefficients réels et de degré global inférieur ou égal à k. On pose

Pk 5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩p(x) 5
∑

0�i1,...,id �k
i11...1id �k

ai1...id xi1
1 . . . xid

d ; ai1...id ∈ R

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (3.9)

Pk est un espace vectoriel dont la dimension s’exprime en fonction des coeffi-
cients binomiaux de Pascal sous la forme

dimPk 5 Ck
k1d 5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
k 1 1 si d 5 1,

1
2 (k 1 1)(k 1 2) si d 5 2,

1
6 (k 1 1)(k 1 2)(k 1 3) si d 5 3.

(3.10)

Proposition 3.6. Soit K un simplexe de Rd . Soit un entier k � 1. On considère
l’ensemble de nœuds {ai}1�i�nf

dont les coordonnées barycentriques sont( i0
k , . . . , id

k

)
, 0 � i0, . . . , id � k, i0 1 . . . 1 id 5 k, (3.11)

et on note S les degrés de liberté associés à ces nœuds. Alors, nf 5 dimPk et
le triplet {K ,Pk, S} est un élément fini de Lagrange, appelé élément fini de
Lagrange Pk.

Le tableau 3.1 présente les nœuds et les fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange P1, P2 et P3 en dimension 2 et 3. On notera que pour
k 5 1, les (d 1 1) fonctions de forme sont les coordonnées barycentriques.
En dimension 2 et pour k 5 2, les fonctions de forme sont

{l0(2l0 − 1), l1(2l1 − 1), l2(2l2 − 1), 4l0l1, 4l0l2, 4l1l2}.

L’espace polynômial Pk sert, de manière plus générale, à définir le degré d’un
élément fini de Lagrange quelconque.

Définition 3.7. Soit {K , P, S} un élément fini de Lagrange. Le plus grand
entier k tel que Pk ⊂ P est appelé le degré de l’élément fini.
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.2 Exemples classiques
d’éléments finis de Lagrange

Tableau 3.1 – Degrés de liberté et fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange P1, P2 et P3 en dimension 2 et 3 ; en dimension 3, seuls les
degrés de liberté visibles sont représentés.

P1 P2 P3

li [0 � i � d]
li(2li − 1) [0 � i � d]

4lilj [0 � i < j � d]

1
2 li(3li − 1)(3li − 2) [0 � i � d]

9
2 li(3li − 1)lj [0 � i, j � d, i fi j]

27liljlk [0 � i < j < k � d]

3.2.3 Éléments finis de Lagrange à structure tensorielle

Définition 3.8. On considère un ensemble de d intervalles {[ci, di]}1�i�d , tous
de mesure non-nulle. L’ensemble K 5

∏d
i51[ci, di] est appelé un hypercube (ou,

également, un pavé).

Définition 3.9. Soit K un hypercube. Pour x ∈ K , il existe un unique vec-
teur de composantes (t1, . . . , td ) ∈ [0, 1]d tel que pour tout i ∈ {1, . . . , d},
xi 5 ci 1 ti(di − ci). Les réels (t1, . . . , td ) sont appelées les coordonnées locales
de x dans K .c ©
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.2 Exemples classiques
d’éléments finis de Lagrange

On considère l’espace vectoriel des polynômes en les variables (x1, . . . , xd ),
à coefficients réels et de degré inférieur ou égal à k en chaque variable. Cet
espace est noté

Qk 5

⎧⎨⎩q(x) 5
∑

0�i1,...,id �k

ai1...id xi1
1 . . . xid

d ; ai1...id ∈ R

⎫⎬⎭ . (3.12)

Qk est un espace vectoriel de dimension

dimQk 5 (k 1 1)d . (3.13)

On notera les inclusions Pk ⊂ Qk ⊂ Pkd et le fait qu’en dimension un,
Pk 5 Qk.

Proposition 3.10. Soit K un hypercube de Rd . Soit un entier k � 1. On
considère l’ensemble de nœuds {ai}1�i�nf

dont les coordonnées locales dans K
sont ( i1

k , . . . , id
k

)
, 0 � i1, . . . , id � k, (3.14)

et on note S les degrés de liberté associés à ces nœuds. Alors, nf 5 dimQk et
le triplet {K ,Qk, S} est un élément fini de Lagrange, appelé élément fini de
Lagrange Qk. Cet élément fini est de degré k.

Le tableau 3.2 présente les nœuds et les fonctions de forme pour les élé-
ments finis de Lagrange Q1, Q2 et Q3 en dimension 2 et 3. On rappelle
que {Lk

0, . . . ,Lk
k} sont les polynômes d’interpolation de Lagrange asso-

ciés aux nœuds {a0, . . . , ak} de l’intervalle [0, 1] tels que am 5 m
k pour

m ∈ {0, . . . , k}. On notera que les fonctions de forme pour l’élément fini de
Lagrange Qk s’obtiennent simplement par produit tensoriel des polynômes
d’interpolation de Lagrange évalués en les coordonnées locales (t1, . . . , td ) de
x dans K .
En dimension 2, les fonctions de forme sont pour k 5 1,

{L1
0(t1)L1

0(t2),L1
1(t1)L1

0(t2),L1
0(t1)L1

1(t2),L1
1(t1)L1

1(t2)},

et pour k 5 2,

{L2
0(t1)L2

0(t2),L2
0(t1)L2

1(t2),L2
0(t1)L2

2(t2),L2
1(t1)L2

0(t2), . . . ,L2
2(t1)L2

2(t2)}.
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de Lagrange

3.2 Exemples classiques
d’éléments finis de Lagrange

Tableau 3.2 – Degrés de liberté et fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange Q1, Q2 et Q3 en dimension 2 et 3 ; en dimension 3, seuls les
degrés de liberté visibles sont représentés. (t1, . . . , td) sont les coordonnées
locales du point courant de l’hypercube.

Q1 Q2 Q3

����

���� ����

���� ����

��
��
��
��

����

���� ����

��
��
��
��

����

��
��
��
��

����

���� �� �� ����

������������

��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�
��
��
��
��

������������

L1
i1

(t1) . . .L1
id

(td)

[0 � i1, . . . , id � 1]

L2
i1

(t1) . . .L2
id

(td)

[0 � i1, . . . , id � 2]

L3
i1

(t1) . . .L3
id

(td)

[0 � i1, . . . , id � 3]

3.2.4 Éléments finis de Lagrange prismatiques

Dans cette section, on se place en dimension d � 3. Pour x 5 (x1, . . . , xd ) ∈ Rd ,
on pose x′ 5 (x1, . . . , xd−1). Soit K ′ un simplexe de Rd−1 et soit [a, b] un
intervalle de mesure non-nulle.

Définition 3.11. L’ensemble K 5 {x ∈ Rd ; x′ ∈ K ′ et xd ∈ [a, b]} est
appelé un prisme.

On introduit les coordonnées barycentriques (l0, . . . , ld−1) de x′ dans K ′ et
on considère t ∈ [0, 1] tel que xd 5 a 1 t(b− a).c ©
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3 • Éléments finis
de Lagrange

3.3 Notions élémentaires
sur les maillages

Définition 3.12. On appelle coordonnées prismatiques de x ∈ K le vecteur de
composantes (l0, . . . , ld−1; t).

Soit Pk[x′] (respectivement, Pk[xd ]) l’espace des polynômes à coefficients réels
en la variable x′ (respectivement, xd ) de degré global inférieur ou égal à k. On
pose

PRk 5 {p(x) 5 p1(x′) p2(xd ) ; p1 ∈ Pk[x′], p2 ∈ Pk[xd ]}. (3.15)

On constate que Pk ⊂ PRk et que dimPRk 5 1
2 (k 1 1)2(k 1 2) en dimen-

sion 3.

Proposition 3.13. Soit K un prisme de Rd . Soit un entier k � 1. On considère
l’ensemble de nœuds {ai}1�i�nf

de coordonnées prismatiques(
i0
k , . . . ,

id−1

k ; id
k

)
, 0 � i0, . . . , id−1, id � k, i0 1 . . . 1 id−1 5 k,

(3.16)
et on note S les degrés de liberté associés à ces nœuds. Alors, nf 5 dimPRk et
le triplet {K ,PRk, S} est un élément fini de Lagrange, appelé élément fini de
Lagrange prismatique. Cet élément fini est de degré k.

Le tableau 3.3 présente les nœuds et les fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange prismatiques de degré k ∈ {1, 2, 3} en dimension 3. En
notant (l0, l1, l2; t) les coordonnées prismatiques du point courant dans le
prisme, les fonctions de forme s’expriment comme un produit tensoriel des
fonctions de forme associées au triangle K ′ (et qui font intervenir les co-
ordonnées barycentriques (l0, l1, l2)) et des polynômes d’interpolation de
Lagrange unidimensionnels en la variable t.
Par exemple, pour k 5 1, les fonctions de forme sont les suivantes :

{l0L1
0(t), l1L1

0(t), l2L1
0(t), l0L1

1(t), l1L1
1(t), l2L1

1(t)}.

3.3 Notions élémentaires sur les maillages
Intuitivement, un maillage d’un domaine V est une partition de V en mailles.
Pour simplifier, on suppose que ces mailles sont des intervalles en dimen-
sion 1, des triangles ou des quadrangles en dimension 2 et des tétraèdres, des
prismes ou des pavés en dimension 3. Les mailles sont également appelées les
cellules du maillage.
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Tableau 3.3 – Degrés de liberté et les fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange prismatiques de degré k ∈ {1, 2, 3} ; seuls les degrés de
liberté visibles sont représentés. (l0, l1, l2; t) sont les coordonnées prisma-
tiques du point courant dans le prisme.

PR1 PR2 PR3

liL1
0(t) [0 � i � 2]

liL1
1(t) [0 � i � 2]

li(2li − 1)L2
0(t) [0 � i � 2]

li(2li − 1)L2
1(t) [0 � i � 2]

li(2li − 1)L2
2(t) [0 � i � 2]

4liljL2
0(t) [0 � i < j � 2]

4liljL2
1(t) [0 � i < j � 2]

4liljL2
2(t) [0 � i < j � 2]

1
2 li(3li − 1)(3li − 2)L2

m(t) [0 � i � 2]

[0 � m � 2]
9
2 li(3li − 1)ljL2

m(t) [0 � i, j � 2, i fi j]

[0 � m � 2]

27l0l1l2L2
m(t) [0 � m � 2]

La famille de mailles constituant le maillage sera notée {Km}1�m�Nma
, où

Nma est le nombre de mailles. Par hypothèse, les mailles sont des fermés et
leurs intérieurs sont deux à deux disjoints (il n’y a pas de recouvrement entre
les mailles). Par la suite, on pose

hKm 5 diam(Km) 5 max
x1,x2∈Km

‖x1 − x2‖Rd , m ∈ {1, . . . , Nma}, (3.17)

où ‖ · ‖Rd désigne la norme euclidienne sur Rd . On pose également

h 5 max
1�m�Nma

hKm , (3.18)

et
Th 5 {Km}1�m�Nma

. (3.19)c ©
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Dans les applications, on est souvent amené à considérer une suite de
maillages de plus en plus fins, ce qu’on notera conventionnellement {Th}h>0.
On parle de famille de maillages.

Définition 3.14 (Famille de maillages quasi-uniformes). On dit que la fa-
mille {Th}h>0 est quasi-uniforme s’il existe une constante c telle que

∀h, ∀K ∈ Th, hK � c h. (3.20)

Lorsque le domaine V est un polygone ou un polyèdre, le maillage peut être
construit de façon à recouvrir exactement V ; on a donc

V 5
Nma⋃
m51

Km, (3.21)

où V désigne l’adhérence du domaine V. Par contre, si le domaine V est à
frontière courbe, le recouvrement n’est pas exact en général ; dans ces condi-
tions, on note Vh l’intérieur de

⋃Nma
m51 Km, si bien que

Vh 5
Nma⋃
m51

Km. (3.22)

Qu’est-ce qu’au juste un domaine ? En dimension 1, un domaine est un in-
tervalle ouvert et borné. En dimension d � 2, les polygones dans R2 et les
polyèdres dans R3 sont des domaines. Plus généralement, un domaine de Rd

est un ouvert borné et connexe dont la frontière ∂V satisfait certaines pro-
priétés de régularité, à savoir qu’il existe :

(i) deux réels a > 0 et b > 0 ;

(ii) une famille finie, de cardinal R, de systèmes de coordonnées locales
xr 5 (xr′, xr

d ) pour r ∈ {1, . . . , R}, avec xr′ ∈ Rd−1 et xr
d ∈ R ;

(iii) une famille finie de R cartes locales fr qui sont lipschitziennes1 sur leur
domaine de définition {xr′ ∈ Rd−1 ; |xr′| < a} ;

1. On dit qu’une fonction f : D → Rn est lipschitzienne sur son domaine de
définition D ⊂ Rm s’il existe un réel L tel que pour tout (x, y) ∈ D 3 D,
‖f (x) − f (y)‖Rm � L‖x − y‖Rn .
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tels que

∂V 5
R⋃

r51

{(xr′, xr
d ) ; xr

d 5 fr(xr′) ; |xr′| < a},

et pour tout r ∈ {1, . . . , R},

{(xr′, xr
d ) ; fr(xr′) < xr

d < fr(xr′) 1 b ; |xr′| < a} ⊂ V,

{(xr′, xr
d ) ; fr(xr′)− b < xr

d < fr(xr′) ; |xr′| < a} ⊂ Rd\V,

où |xr′| � a signifie que |xr′
i | � a pour tout i ∈ {1, . . . , d − 1}. On no-

tera qu’un domaine est nécessairement situé d’un seul côté de sa frontière.
Lorsque les propriétés ci-dessus sont satisfaites, on dit que la frontière de V
est lipschitzienne.
Pour un entier m � 1, on dit qu’un domaine V est de classe Cm si toutes les
cartes locales fr sont de classe Cm. Pour un domaine de classe Cm, sa normale
extérieure n est définie en tout point de sa frontière.

3.3.1 Génération du maillage

Un maillage est généré à partir d’une maille de référence, qu’on note K̂ , et
d’une famille de transformations géométriques envoyant K̂ dans les cellules du
maillage. Par la suite, on fait l’hypothèse que ces transformations sont des C1-
difféomorphismes et pour une maille K ∈ Th (on omet l’indice m pour alléger
les notations), on note

TK : K̂ → K ,

la transformation géométrique correspondante.
Comment spécifier la transformation géométrique TK ? Une façon simple de
procéder consiste à utiliser un élément fini de Lagrange. Par la suite, cet élé-

ment fini sera noté {K̂ , P̂géo, Ŝgéo}. On pose ngéo 5 card(Ŝgéo), on désigne par
{ĝ1, . . . , ĝngéo} les nœuds de K̂ et par {ĉ1, . . . , ĉngéo} les fonctions de forme
correspondantes.

Définition 3.15. On dit que {K̂ , P̂géo, Ŝgéo} est l’élément fini géométrique,
{ĝ1, . . . , ĝngéo} sont les nœuds géométriques et {ĉ1, . . . , ĉngéo} sont les fonctions
de forme géométriques.c ©
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Tableau 3.4 – Exemples de transformations géométriques générées à partir
d’un élément fini de Lagrange.

P1

ĝ1 ĝ2

ĝ3

gK
1

gK
2

gK
3

K̂ K

P2

Q1

Pour chaque maille K ∈ Th, on dispose d’un ngéo-uplet {gK
1 , . . . , gK

ngéo}. La

transformation géométrique envoyant K̂ dans K est alors définie comme suit :

TK : K̂ � x̂ 	−→
ngéo∑
i51

gK
i ĉi(x̂) ∈ K , (3.23)

si bien que TK (ĝi) 5 gK
i pour tout i ∈ {1, . . . , ngéo}. On observera que

TK ∈ [P̂géo]d . Les points {gK
1 , . . . , gK

ngéo} sont appelés les nœuds géométriques
de K .

Le tableau 3.4 présente des exemples de transformations géométriques géné-
rées à partir d’un élément fini de Lagrange en dimension 2. L’élément fini
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de Lagrange P1 permet de transformer le triangle unité de R2 en un triangle
non-dégénéré ; l’élément fini de Lagrange P2 permet de transformer le triangle
unité de R2 en un triangle courbe ; l’élément fini de Lagrange Q1 permet de
transformer le carré unité de R2 en un quadrangle non-dégénéré. Par la suite
et pour des raisons de simplicité, on supposera que toutes les mailles sont gé-
nérées à partir du même élément fini géométrique. Lorsque K̂ est un triangle,
on dit que le maillage est une triangulation.

Remarque 3.16

La transformation géométrique TK définie en (3.23) étant un C1-difféomorphisme,
la numérotation des nœuds {gK

1 , . . . , gK
ngéo

} doit être compatible avec celle adop-
tée dans l’élément fini géométrique. La figure 3.3 présente un exemple et un
contre-exemple en dimension 2 pour l’élément fini de Lagrange P2.

TK

K̂

KK ′
TK ′

22

2
33

3

11

1

5

5
5

6
6

6
44

4

Figure 3.3 – À droite, la numérotation des nœuds de K est compatible avec
celle de K̂ ; à gauche elle ne l’est pas.

Définition 3.17 (Maillage affine). Lorsque toutes les transformations
{TK }K∈Th sont affines, c’est-à-dire lorsque pour tout K ∈ Th, il existe un vecteur
bK ∈ Rd et une matrice JK ∈ Rd,d tels que

TK : K̂ � x̂ 	−→ bK 1 JK x̂ ∈ K , (3.24)

on dit que le maillage est affine.

Des exemples de maillages affines sont les suivants :

(i) lorsque l’élément fini géométrique est l’élément fini de Lagrange P1,
toutes les mailles sont des triangles en dimension 2 et des tétraèdres en
dimension 3 ;c ©
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(ii) lorsque l’élément fini géométrique est l’élément fini de Lagrange Q1 et
qu’on se restreint à des transformations affines, toutes les mailles sont
des parallélogrammes (et non des quadrangles) en dimension 2 et des
parallélépipèdes (et non des héxaèdres) en dimension 3.

3.3.2 Faces, arêtes et sauts

La maille de référence K̂ étant un polygone en dimension 2 ou un polyèdre
en dimension 3, on convient d’appeler sommets, arêtes et faces d’une maille
K 5 TK (K̂ ), l’image par TK des sommets, arêtes et faces de K̂ . Lorsque la di-
mension d’espace n’est pas explicitée, on convient de désigner indifféremment
par « faces » les arêtes de K en dimension 2 et les faces de K en dimension 3.
Par la suite, on désigne par F i

h l’ensemble des faces intérieures (ou interfaces)
dans le maillage et par F∂

h l’ensemble des faces situées sur la frontière de
Vh (on rappelle que Vh est le domaine recouvert par le maillage). On pose
Fh 5 F i

h ∪ F∂
h . En dimension d � 3, on désigne par E i

h et E∂
h l’ensemble

des arêtes intérieures et des arêtes situées sur la frontière, respectivement, et
on pose Eh 5 E i

h ∪ E∂
h .

Pour F ∈ F i
h, il existe deux mailles K1 et K2 dans Th telles que F 5 K1 ∩ K2.

On désigne par n1 et n2 la normale extérieure à K1 et K2, respectivement
(noter que n1 1 n2 5 0 par définition). Soit v une fonction à valeurs scalaires
et définie localement sur chaque maille. On suppose que v est suffisamment
régulière pour admettre une limite des deux côtés de F (ces limites n’étant pas
forcément les mêmes). Dans ces conditions, on pose v1 5 v|K1 et v2 5 v|K2

et on définit le saut de v à-travers F par

[[v]]F 5 v1n1 1 v2n2. (3.25)

On notera que [[v]]F est une quantité vectorielle1. Par la suite, s’il n’y a pas
d’ambiguïté, on pourra omettre l’indice F . Lorsque la fonction v est à valeurs
dans Rd , on notera

[[v·n]]F 5 v1·n1 1 v2·n2, (3.26)

1. L’avantage de ce formalisme par rapport à celui où le saut est défini par la différence
(v2 − v1) est qu’il n’est pas nécessaire de choisir a priori une orientation à-travers F
pour calculer le saut.
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le saut de la composante normale de v à-travers F . En dimension 3, on définit
le saut de la composante tangentielle de v à-travers F par

[[v3n]]F 5 v13n1 1 v23n2. (3.27)

3.3.3 Maillages conformes et relations d’Euler

Définition 3.18 (Maillages conformes). Un maillage conforme est un
maillage où l’intersection de deux mailles distinctes est soit vide, soit un sommet,
soit une arête, soit une face.

La figure 3.4 présente un exemple et un contre-exemple de maillage conforme.
Les maillages conformes présentent deux intérêts : d’une part, ils sont utiles
dans la construction d’espaces d’approximation H 1-conformes (voir la sec-
tion 3.5) et d’autre part, sur de tels maillages, on dispose des relations d’Euler.

Figure 3.4 – À gauche : deux mailles triangulaires dans un maillage
conforme ; à droite : trois mailles triangulaires dans un maillage non-
conforme.

Lemme 3.19 (Relations d’Euler). Soit Th 5 {Km}1�m�Nma
un maillage

conforme. On note Vh l’intérieur de
⋃Nma

m51 Km.

(i) En dimension 2, soit I le degré de multiple connexité1 de Vh, Nar le nombre
d’arêtes du maillage, Nso le nombre de sommets, N ∂

ar le nombre d’arêtes
situées sur la frontière de Vh et N ∂

so le nombre de sommets situés sur la
frontière. Alors, on a

Nma −Nar 1 Nso 5 1− I , (3.28)

N ∂
so −N ∂

ar 5 0. (3.29)

1. I est le nombre de « trous » dans Vh.c ©
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De plus, si les mailles sont des polygones à n sommets, on a

2Nar −N ∂
ar 5 nNma. (3.30)

En particulier, 2Nar − N ∂
ar 5 3Nma pour un maillage par des triangles et

2Nar −N ∂
ar 5 4Nma pour un maillage par des quadrangles.

(ii) En dimension 3, soit I le degré de multiple connexité de Vh, J le nombre
de composantes connexes de la frontière de Vh, Nfa le nombre de faces du
maillage, Nar le nombre d’arêtes, Nso le nombre de sommets, N ∂

fa le nombre
de faces situées sur la frontière de Vh, N ∂

ar le nombre d’arêtes situées sur la
frontières et N ∂

so le nombre de sommets situés sur la frontière. Alors, on a

Nma −Nfa 1 Nar −Nso 5 −1 1 I − J , (3.31)

N ∂
fa −N ∂

ar 1 N ∂
so 5 2(J − I ). (3.32)

De plus, si les mailles sont des polyèdres à n faces, on a

2Nfa −N ∂
fa 5 nNma. (3.33)

En particulier, 2Nfa − N ∂
fa 5 4Nma pour un maillage par des tétraèdres et

2Nfa −N ∂
fa 5 6Nma pour un maillage par des hexaèdres.

3.4 Génération d’éléments finis
de Lagrange

On considère un maillage Th construit à partir d’un élément fini géométrique

{K̂ , P̂géo, Ŝgéo}. Un maille K ∈ Th est donc l’image de K̂ par la transforma-
tion géométrique TK définie en (3.23).

Étant donné un élément fini de Lagrange {K̂ , P̂, Ŝ}, qu’on appelle élément
fini de référence, l’objectif de cette section est de générer une famille d’éléments
finis de Lagrange

{K , PK , SK }K∈Th . (3.34)

On désigne par {â1, . . . , ânf} les nœuds de l’élément fini de référence et par
{û1, . . . , ûnf} les fonctions de forme correspondantes.
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Proposition 3.20. Soit K ∈ Th. On pose PK 5 {p̂ ◦ T−1
K ; p̂ ∈ P̂}. Pour tout

i ∈ {1, . . . , nf}, on pose aK ,i 5 TK (âi). On désigne par SK les degrés de liberté
associés aux nœuds {aK ,1, . . . , aK ,nf} dans K . Alors, le triplet {K , PK , SK } est
un élément fini de Lagrange.

Les fonctions de forme de l’élément fini {K , PK , SK } sont définies par

uK ,i 5 ûi ◦ T−1
K , i ∈ {1, . . . , nf}, (3.35)

et l’opérateur d’interpolation local par

ILag
K : C0(K ) � v 	−→

nf∑
i51

v(aK ,i) uK ,i ∈ PK . (3.36)

Une propriété importante de ILag
K est que pour tout v ∈ C0(K ),

ILag

K̂
(v ◦ TK ) 5 ILag

K (v) ◦ TK , (3.37)

où ILag

K̂
désigne l’opérateur d’interpolation local associé à l’élément fini de

référence {K̂ , P̂, Ŝ}. Une deuxième propriété importante de ILag
K est la sui-

vante :

Théorème 3.21. On suppose que :

(i) la transformation TK est affine ;

(ii) Pk ⊂ P̂ et k 1 1 > d
2 .

On note hK le diamètre de K et rK le diamètre de la plus grande boule inscrite
dans K ; voir la figure 3.5. On pose

√K 5
hK

rK
. (3.38)

hK

rK

Figure 3.5 – Paramètres géométriques hK et rK associés à un triangle.c ©
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Alors, il existe une constante c, indépendante de K , telle que pour tout
v ∈ H k11(K ) et pour tout m ∈ {0, . . . , k 1 1},

|v − ILag
K v|m,K � c hk11−m

K √m
K |v|k11,K . (3.39)

L’estimation (3.39) montre que la précision de l’opérateur d’interpolation ILag
K

est d’autant meilleure que le paramètre √K est petit (√K est, par définition,
supérieur à 1). Par exemple, si K est un triangle, le paramètre √K est inver-
sement proportionnel à sin wK où wK est le plus petit angle de K ; il empire
donc avec l’aplatissement du triangle K . Par ailleurs, l’hypothèse k 1 1 > d

2

est une hypothèse technique qui garantit que H k11(K ) ⊂ C0(K ) ; on ob-
servera que cette hypothèse n’est pas restrictive en dimension 2 et 3 dès que
k � 1. Enfin, lorsque la fonction à interpoler n’est pas suffisamment régulière,
par exemple si v ∈ H s(K ) et v �∈ H s11(K ) pour un entier s � k, l’estima-
tion (3.39) devient

|v − ILag
K v|m,K � c hs−m

K √m
K |v|s,K , (3.40)

pour tout m ∈ {0, . . . , s}.

3.5 Espaces H 1-conformes
Définition 3.22. On dit qu’un espace vectoriel Vh de fonctions définies sur un
domaine Vh est H 1-conforme si Vh ⊂ H 1(Vh).

3.5.1 Construction

Soit {K̂ , P̂, Ŝ} un élément fini de référence. Soit Th un maillage de V. On
désigne par {K , PK , SK }K∈Th la famille d’éléments finis de Lagrange générés
selon la proposition 3.20. On pose

Wh 5 {vh ∈ L2(Vh) ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ PK }. (3.41)

Il est important d’observer qu’à ce stade, l’espace Wh n’est pas H 1-conforme
car les fonctions de Wh peuvent être discontinues aux interfaces entre les
mailles. On pose

Vh 5 Wh ∩ C0(Vh) 5 {vh ∈ Wh ; ∀F ∈ F i
h, [[vh]]F 5 0}. (3.42)
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On a le résultat suivant.

Proposition 3.23. Vh ⊂ H 1(Vh).

Afin de construire simplement une base nodale de l’espace Vh, on suppose que
le maillage Th est affine et conforme (voir les définitions 3.17 et 3.18) et on

fait les hypothèses suivantes sur l’élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ}.

(i) Toutes les faces de K̂ ont le même nombre de nœuds et la disposition de
ces nœuds est la même sur chaque face1.

(ii) La restriction d’une fonction de P̂ à une face de K̂ est déterminée de
manière univoque par les valeurs que cette fonction prend aux nœuds
de K̂ situés sur cette face.

Tous les éléments finis de Lagrange présentés dans la section 3.2 satisfont ces
deux hypothèses.

Figure 3.6 – Réunion des nœuds de Lagrange associés aux différentes
mailles ; exemple pour l’élément fini de Lagrange P2 en dimension 2.

On note {a1, . . . , aN} 5
⋃

K∈Th
{aK ,1, . . . , aK ,nf} la réunion des nœuds de

tous les éléments du maillage, les nœuds situés aux interfaces n’étant compta-
bilisés qu’une fois ; voir la figure 3.6. Soit ai un nœud du maillage.

(i) Si le nœud ai appartient à l’intérieur d’une maille K , on définit wi

comme la fonction qui coïncide avec la fonction de forme associée au
nœud ai dans K et qui vaut zéro sur les autres mailles.

1. Cette hypothèse signifie qu’en considérant deux faces F̂1 et F̂2 de K̂ , pour toute
transformation affine envoyant F̂1 sur F̂2, l’image de l’ensemble des nœuds de F̂1 est
l’ensemble des nœuds de F̂2.c ©
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(ii) Si le nœud ai est partagé par plusieurs mailles, on définit wi comme la
fonction qui coïncide avec la fonction de forme associée au nœud ai sur
chacune de ces mailles et qui vaut zéro sur les autres mailles.

Proposition 3.24. Pour tout i ∈ {1, . . . , N}, wi ∈ Vh. De plus, la famille
{w1, . . . , wN} forme une base de Vh.

On dit que les fonctions {w1, . . . , wN} forment la base nodale de Vh. Ces
fonctions sont également appelées les fonctions de forme dans Vh. Pour tout
i ∈ {1, . . . , N}, on définit la forme linéaire

gi : Vh ∈ vh 	−→ vh(ai) ∈ R. (3.43)

Il est clair que la famille {g1, . . . , gN} forme une base deL(Vh;R). Les formes
linéaires {g1, . . . , gN} sont appelées les degrés de liberté dans Vh.

3.5.2 Exemples fondamentaux

Deux exemples fondamentaux d’espaces H 1-conformes sont les suivants1 :

Pk
c,h 5 {vh ∈ C0(Vh) ; ∀K ∈ Th, vh ◦ TK ∈ Pk}, (3.44)

Qk
c,h 5 {vh ∈ C0(Vh) ; ∀K ∈ Th, vh ◦ TK ∈ Qk}. (3.45)

Le tableau 3.5 indique la dimension de ces espaces pour k ∈ {1, 2, 3}. La fi-
gure 3.7 illustre les fonctions de forme dans les espaces P1

c,h et P2
c,h en dimen-

sion 2. Les fonctions de forme dans P1
c,h sont également appelées fonctions

chapeau en référence à la forme de leur graphe. Par la suite, on considérera
également les espaces suivants :

Pk
c,h,0 5 {vh ∈ Pk

c,h ; vh|∂Vh
5 0}, (3.46)

Qk
c,h,0 5 {vh ∈ Qk

c,h ; vh|∂Vh
5 0}. (3.47)

1. Les transformations TK étant affines, on a :

Pk
c,h 5 {vh ∈ C0(Vh) ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ Pk}.
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Tableau 3.5 – Dimension des espaces Pk
c,h et Qk

c,h en dimension 2 et 3 pour
k ∈ {1, 2, 3}. Les notations sont définies dans le lemme 3.19.

espace d k 5 1 k 5 2 k 5 3

Pk
c,h 2 Nso Nso 1 Nar Nso 1 2Nar 1 Nma

Qk
c,h 2 Nso Nso 1 Nar 1 Nma Nso 1 2Nar 1 4Nma

Pk
c,h 3 Nso Nso 1 Nar Nso 1 2Nar 1 Nfa

Qk
c,h 3 Nso Nso 1 Nar 1 Nfa 1 Nma Nso 1 2Nar 1 4Nfa 1 8Nma

Figure 3.7 – Fonctions de forme dans les espaces P1
c,h et P2

c,h en dimension 2 ;

à gauche : fonction chapeau dans l’espace P1
c,h ; au milieu : fonction de forme

dans P2
c,h associée à un sommet du maillage ; à droite : fonction de forme

dans P2
c,h associée à un milieu d’arête du maillage (son support est réduit

aux deux mailles partageant l’arête en question).

3.5.3 Projections orthogonales

Soit un entier k � 1. On considère les projections orthogonales

P0,k
c,h : L2(V) −→ Pk

c,h, (3.48)

P1,k
c,h : H 1(V) −→ Pk

c,h, (3.49)

associées aux produits scalaires :

(v, w)0,V 5

∫
V

vw et (v, w)1,V 5

∫
V

vw 1

∫
V

∇v·∇w, respectivement.
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En d’autres termes, on a

∀v ∈ L2(V), ∀vh ∈ Pk
c,h, (P0,k

c,h (v), vh)0,V 5 (v, vh)0,V, (3.50)

∀v ∈ H 1(V), ∀vh ∈ Pk
c,h, (P1,k

c,h (v), vh)1,V 5 (v, vh)1,V. (3.51)

L’opérateur P1,k
c,h est appelé projecteur elliptique. On peut également considé-

rer la projection orthogonale de H 1
0 (V) dans Pk

c,h,0 avec le produit scalaire∫
V∇v·∇w. Ce projecteur satisfait les mêmes propriétés que celles énoncées

ci-dessous pour l’opérateur P1,k
c,h .

Les projecteurs P0,k
c,h et P1,k

c,h satisfont les propriétés de stabilité suivantes :

∀v ∈ L2(V), ‖P0,k
c,h v‖0,V � ‖v‖0,V, (3.52)

∀v ∈ H 1(V), ‖P1,k
c,h v‖1,V � ‖v‖1,V. (3.53)

De plus, si la famille {Th}h>0 est quasi-uniforme, il existe une constante c,
indépendante de h, telle que

∀v ∈ H 1(V), ‖P0,k
c,h v‖1,V � c ‖v‖1,V. (3.54)

De plus, les projecteurs P0,k
c,h et P1,k

c,h sont tels que :

(i) il existe une constante c telle que pour tout h, pour tout l ∈ {1, . . . , k}
et pour tout v ∈ H l11(V),

‖v −P0,k
c,h (v)‖0,V � c hl11|v|l11,V, (3.55)

‖v −P1,k
c,h (v)‖1,V � c hl |v|l11,V; (3.56)

(ii) si V est convexe, il existe une constante c telle que pour tout h, pour
tout l ∈ {1, . . . , k} et pour tout v ∈ H l11(V),

‖v −P1,k
c,h (v)‖0,V � c hl11|v|l11,V; (3.57)

(iii) si la famille {Th}h>0 est quasi-uniforme, il existe une constante c telle
que pour tout h, pour tout l ∈ {1, . . . , k} et pour tout v ∈ H l11(V),

‖v −P0,k
c,h (v)‖1,V � c hl |v|l11,V. (3.58)

Des résultats analogues existent pour des opérateurs de projection orthogonale
sur les espaces Qk

c,h définis en (3.45).
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3.6 Interpolé de Lagrange sur un maillage

Soit {K̂ , P̂, Ŝ} un élément fini de référence. Soit Th un maillage affine et
conforme de V. On désigne par {K , PK , SK }K∈Th la famille d’éléments finis
de Lagrange générés selon la proposition 3.20. Soit Vh l’espace H 1-conforme
construit dans la section 3.5. On désigne par {w1, . . . , wN} la base nodale
de Vh et par {a1, . . . , aN} les nœuds associés. L’opérateur d’interpolation de
Lagrange est défini comme suit :

ILag
h : C0(Vh) � v 	−→

N∑
i51

v(ai)wi ∈ Vh. (3.59)

On observera que pour tout K ∈ Th et pour tout v ∈ C0(Vh),

(ILag
h v)|K 5 ILag

K (v|K ). (3.60)

En d’autres termes, la restriction de l’interpolé de Lagrange à une cellule du
maillage coïncide avec l’interpolé de Lagrange local appliqué à la restriction
de la fonction à interpoler.

Définition 3.25 (Régularité d’une famille de maillages). On dit que la
famille de maillages {Th}h>0 est régulière s’il existe une constante √0 telle que

∀h, ∀K ∈ Th, √K � √0, (3.61)

où √K est défini en (3.38).

Théorème 3.26. On suppose que :

(i) {Th}h>0 est une famille régulière de maillages affines et conformes ;

(ii) Pk ⊂ P̂ et k 1 1 > d
2 .

Alors, il existe une constante c telle que pour tout h et pour tout v ∈ H k11(Vh),

‖v − ILag
h v‖0,Vh 1 h|v − ILag

h v|1,Vh � c hk11|v|k11,Vh . (3.62)

De plus, pour tout m ∈ {2, . . . , k 1 1}, on a⎛⎝∑
K∈Th

|v − ILag
h v|2m,K

⎞⎠
1
2

� c hk11−m|v|k11,Vh . (3.63)
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Ce théorème est une conséquence directe du théorème d’interpolation lo-
cal 3.21. On notera que l’hypothèse portant sur la régularité de la famille
{Th}h>0 permet de contrôler uniformément les rapports √K qui apparaissent
dans (3.39). Enfin, lorsque la fonction à interpoler n’est pas suffisamment
régulière, par exemple si v ∈ H s(Vh) et v �∈ H s11(Vh) pour un entier
s ∈ {1, . . . , k}, l’estimation (3.62) devient

‖v − ILag
h v‖0,Vh 1 h|v − ILag

h v|1,Vh � c hs|v|s,Vh . (3.64)

3.7 Interpolation isoparamétrique
Lorsque le problème modèle est posé sur un domaine à frontière courbe et
qu’on souhaite utiliser un élément fini de référence de degré élevé, on n’ob-
tiendra des propriétés d’interpolation optimales que si la frontière du domaine
est décrite avec une précision suffisante. On doit donc utiliser un élément fini
géométrique de degré élevé. Ces considérations motivent la définition sui-
vante.

Définition 3.27 (Interpolation iso- et subparamétrique). Soit {K̂ , P̂, Ŝ}
l’élément fini de référence et soit {K̂ , P̂géo, Ŝgéo} l’élément fini géométrique.
Lorsque ces deux éléments finis sont les mêmes, on parle d’interpolation isopa-
ramétrique. On parle d’interpolation subparamétrique lorsque P̂géo ⊂ P̂ et
P̂géo fi P̂.

On suppose par exemple que l’élément fini de référence est l’élément fini de
Lagrange P2 en dimension deux. Si l’élément fini géométrique est l’élément
fini de Lagrange P1 (le maillage est alors composé de triangles), l’interpo-
lation est subparamétrique. Si l’élément fini géométrique est l’élément fini
de Lagrange P2 (le maillage peut alors contenir des triangles courbes ; voir
ci-dessous pour un exemple de construction), l’interpolation est isoparamé-
trique.

3.7.1 Un exemple de maillage par des triangles courbes

Cette section présente une technique simple permettant de générer à partir
d’un maillage affine de triangles un maillage contenant des triangles courbes
qui décrivent mieux la frontière du domaine lorsque celle-ci est elle-même
courbe. Le principe consiste à ne modifier que les triangles ayant une arête de
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bord, c’est-à-dire une arête dont les deux sommets sont sur la frontière, et à
conserver tels quels les autres triangles.
Pour fixer les idées, on présente l’algorithme dans le cas où l’élément fini géo-
métrique est l’élément fini de Lagrange P2. Les arêtes des triangles courbes
sont donc des coniques.

(i) Soit K̃ un triangle dont une des arêtes a ses deux sommets sur la fron-
tière ∂V. On note {b1, . . . , bngéo} les nœuds géométriques de K̃ . Dans
l’exemple considéré, ngéo 5 6 et les nœuds géométriques du triangle K̃
sont ses trois sommets et les milieux de ses trois arêtes.

(ii) Pour chaque bi avec i ∈ {1, . . . , ngéo}, on construit un nouveau nœud
gi de la manière suivante :
• Si bi est situé sur une arête ayant ses deux sommets sur la frontière,

on construit le point gi comme l’intersection avec ∂V de la normale
à l’arête en question passant par bi.

• Sinon, on pose simplement gi 5 bi.

(iii) On remplace K̃ par le triangle courbe K 5 TK (K̂ ) où

∀x̂ ∈ K̂ , TK (x̂) 5

ngéo∑
i51

giĉi(x̂), (3.65)

{ĉ1, . . . , ĉngéo} étant les fonctions de forme de l’élément fini de La-
grange P2.

L’algorithme ci-dessus est illustré sur la figure 3.8.

K

b1

b2

b3b4

g4

b5

b6

∂V

Figure 3.8 – Construction d’un triangle courbe près de la frontière.
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3.7.2 Un résultat d’interpolation isoparamétrique

En s’inspirant de la construction présentée dans la section précédente,
on considère ici des maillages non-affines obtenus par transformation de
maillages affines. La question est alors de savoir comment étendre la notion
de régularité (voir la définition 3.25) à de tels maillages.

Soit {T̃h}h>0 une famille de maillages affines. On pose Ṽh 5
⋃

K̃∈T̃h
K̃ . Soit

un entier kgéo � 2. On considère une transformation Fh : Ṽh → Vh 5 Fh(Ṽh)
telle que pour tout K̃ ∈ T̃h, Fh|K̃ ∈ [Pkgéo ]d . Pour tout h > 0, cette transfor-

mation permet de construire un nouveau maillage Th 5 {Fh(K̃ )}K̃∈T̃h
.

Définition 3.28. On dit que la famille de maillages {Th}h>0 est régulière si
la famille {T̃h}h>0 est régulière selon la définition 3.25 et si les transformations
{Fh}h>0 satisfont les propriétés suivantes :

(i) la restriction de Fh à une maille K̃ de T̃h est l’identité si ∂K̃ ∩ ∂Ṽh 5 ∅ ;

(ii) sup
x∈∂̃Vh

dist(x, ∂Vh) � c hkgéo11 où la constante c est indépendante de h ;

(iii) la matrice jacobienne de Fh et son inverse sont bornées sur Vh uniformément
en h, ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’à l’ordre kgéo.

Soit {K̂ , P̂, Ŝ} un élément fini de Lagrange tel que Pk ⊂ P̂. On note ĨLag
h

l’opérateur d’interpolation construit en utilisant {K̂ , P̂, Ŝ} comme élément
fini de référence et T̃h comme maillage. Pour v ∈ C0(Vh), on pose

ILag
h v 5 [ĨLag

h (v ◦ Fh)] ◦ F−1
h . (3.66)

La fonction v ◦ Fh est dans C0(Ṽh) ; elle appartient donc au domaine de ĨLag
h .

De plus, on observe que ILag
h v est une fonction définie sur Vh. Pour simplifier,

on suppose que les degrés de liberté de l’élément fini de Lagrange ont été
choisis de sorte que l’interpolé de v soit dans H 1(Vh) ; voir la section 3.5.

Théorème 3.29. On suppose que k 1 1 > d
2 et que la famille de maillages

{Th}h>0 est régulière selon la définition 3.28 avec kgéo 5 k. Alors, il existe une
constante c telle que pour tout h et pour tout v ∈ H k11(Vh),

‖v − ILag
h v‖0,Vh 1 h|v − ILag

h v|1,Vh � c hk11|v|k11,Vh . (3.67)
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â1

â4 â3

â2

K̂

TK

a1

a4

a3

a2

K

Figure 3.9 – Transformation non-affine du carré de référence en un quadrangle.

On pourra consulter Brenner et Scott [20, p. 117] pour la preuve de ce ré-
sultat. Voir également Ciarlet [28] pour une autre extension de la notion de
régularité.

3.7.3 Interpolation sur des quadrangles

On considère un domaine polygonal de R2 qu’on suppose maillé par des qua-
drangles. L’élément fini géométrique est donc l’élément fini de Lagrange Q1.
Ceci implique, en particulier, que les transformations TK ne sont pas néces-
sairement affines.

Pour un quadrangle K ∈ Th, on note hK son diamètre et on pose
rK 5 min1�i�4 ri où ri est le diamètre du cercle inscrit dans le triangle
formé par les trois sommets (aj)jfii de K . On pose

√K 5
hK

rK
. (3.68)

On dit que la famille de maillages {Th}h>0 est régulière s’il existe √0 tel que
pour tout h et pour tout K ∈ Th, √K � √0.

On suppose que l’élément fini de référence est l’élément fini de Lagrange Qk

et que k 1 1 > d
2 . Pour tout K ∈ Th, on considère l’opérateur d’interpolation

local ILag
K défini en (3.36). On considère également l’opérateur d’interpolation

global ILag
h défini en (3.59). On a le résultat suivant.c ©
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Théorème 3.30. Il existe une constante c telle que pour tout K ∈ Th, pour tout
v ∈ H k11(V) et pour tout m ∈ {1, . . . , k 1 1},

‖v − ILag
K v‖0,K � c √K hk11

K |v|k11,K , (3.69)

|v − ILag
K v|m,K � c √4m−1

K hk11−m
K |v|k11,K . (3.70)

De plus, si {Th}h>0 est une famille régulière de maillages conformes, on a pour
tout h et pour tout v ∈ H k11(V),

‖v − ILag
h v‖0,V 1 h|v − ILag

h v|1,V � c hk11|v|k11,V, (3.71)

et pour tout m ∈ {2, . . . , k 1 1},⎛⎝∑
K∈Th

‖v − ILag
h v‖2

m,K

⎞⎠
1
2

� c hk11−m|v|k11,V. (3.72)

On pourra consulter Girault et Raviart [46, p. 104] pour plus de détails.
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Ce chapitre poursuit l’étude commencée dans le chapitre 3 sur les éléments
finis de Lagrange en l’étendant à d’autres types d’éléments finis pour lesquels
les degrés de liberté ne sont pas nécessairement définis à partir de valeurs
ponctuelles. On donne d’abord une définition générale d’un élément fini et
on construit l’opérateur d’interpolation local qui lui est associé. Puis, à l’aide
d’un maillage, on construit un opérateur d’interpolation global. Enfin, on
étudie l’élément fini de Crouzeix–Raviart, l’élément fini de Raviart–Thomas,
l’élément fini de Nédélec et les éléments finis de degré élevé.

4.1 Définition générale d’un élément fini
Conformément à la définition introduite par Ciarlet [27, 28], un élément fini
est défini comme un triplet {K , P, S} satisfaisant les conditions ci-dessous.

Définition 4.1. Un élément fini est un triplet {K , P, S} où :

(i) K est une partie compacte, connexe, d’intérieur non-vide de Rd dont la
frontière est lipschitzienne ; par exemple, un intervalle en dimension 1, un
polygone en dimension 2 ou un polyèdre en dimension 3 ;

(ii) P est un espace vectoriel de fonctions (en général polynômiales) p : K → Rm

où m est un entier positif ;

(iii) S est un ensemble de nf formes linéaires {s1, . . . , snf} agissant sur les élé-
ments de P et tel que l’application linéaire

P � p 	−→
(
s1(p), . . . , snf (p)

)T ∈ Rnf , (4.1)

soit bijective ; ce qui revient à dire que S est une base de L(P;R). Les formes
linéaires {s1, . . . , snf} sont appelées les degrés de liberté de l’élément fini.c ©
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Soit {K , P, S} un élément fini. Puisque S est une base de L(P;R), il existe
dans P une base duale de S. Cette base de P est notée {u1, . . . , unf}. Par
définition, on a

si(uj) 5 dij , i, j ∈ {1, . . . , nf}. (4.2)

On rappelle que dij désigne le symbole de Kronecker tel que dij 5 1 si i 5 j
et dij 5 0 si i fi j. Les fonctions {u1, . . . , unf} sont appelées les fonctions de
forme de l’élément fini.

La condition (iii) de la définition 4.1 est équivalente au fait que pour tout
(a1, . . . , anf )

T ∈ Rnf , il existe un et un seul p ∈ P tel que

si(p) 5 ai, i ∈ {1, . . . , nf}.

Cette condition est également équivalente aux propriétés suivantes :{
dim P 5 card S 5 nf,

∀p ∈ P,
(
si(p) 5 0, i ∈ {1, . . . , nf}

)
=⇒ (p 5 0).

Cette propriété est connue sous le nom de propriété d’unisolvance. Dans la
littérature, on rencontre parfois une définition légèrement différente d’un élé-
ment fini où la bijectivité de l’application définie dans (4.1) n’est pas requise
pour que le triplet {K , P, S} soit un élément fini et si cette propriété est sa-
tisfaite, on parle d’élément fini unisolvant.

Définition 4.2. Soit {K , P, S} un élément fini. Le plus grand entier k tel que
[Pk]m ⊂ P est appelé le degré de l’élément fini.

Remarque 4.3

En général, les fonctions de P sont à valeurs scalaires si bien que m 5 1. Deux
exemples d’éléments finis à valeurs vectorielles où m 5 d sont l’élément fini de
Raviart–Thomas et l’élément fini de Nédélec ; voir les sections 4.5 et 4.6, respecti-
vement.
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4.2 Opérateur d’interpolation local
Soit {K , P, S} un élément fini. L’objectif de cette section est de construire à
partir de {K , P, S} un opérateur d’interpolation local, c’est-à-dire un opéra-
teur qui permette d’approcher des fonctions définies sur K (et à valeurs dans
Rm) par des éléments de P dont les degrés de liberté sont convenablement
choisis.

Étant donné une fonction v, il semble naturel de définir son interpolé par

nf∑
i51

si(v)ui. (4.3)

En effet, cet interpolé appartient bien à P et ses degrés de liberté sont les
mêmes que ceux de v puisque l’on a pour tout j ∈ {1, . . . , nf},

sj

(
nf∑

i51

si(v)ui

)
5

nf∑
i51

si(v)sj(ui) 5
nf∑

i51

si(v)dij 5 sj(v). (4.4)

On notera que le terme « interpolation » est utilisé ici dans un sens relative-
ment large puisque l’interpolé n’est pas nécessairement construit en imposant
des valeurs ponctuelles en certains nœuds.

Afin de construire l’interpolé de manière rigoureuse, il convient de préciser
quelles sont les fonctions que l’on peut interpoler. En d’autres termes, on doit
spécifier le domaine de définition de l’opérateur d’interpolation. Ce domaine
de définition est noté V (K ). Les éléments de V (K ) sont des fonctions de K
dans Rm. L’espace fonctionnel V (K ) doit satisfaire certaines propriétés mini-
males, en l’occurrence d’être un espace vectoriel normé tel que :

(i) P ⊂ V (K ) ;

(ii) les formes linéaires {s1, . . . , snf} admettent une extension à V (K )′.

Cette deuxième condition, qui signifie qu’il existe une constante c telle que
pour tout i ∈ {1, . . . , nf} et pour tout v ∈ V (K ), 〈si, v〉V (K )′,V (K ) � c ‖v‖V (K ),
est importante pour assurer la continuité de l’opérateur d’interpolation local
sur son domaine de définition.
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Définition 4.4. L’opérateur d’interpolation local IK est défini comme suit :

IK : V (K ) � v 	−→
nf∑

i51

si(v)ui ∈ P. (4.5)

L’opérateur d’interpolation IK est une projection de V (K ) dans P. En effet,
pour tout p ∈ P, en décomposant p dans la base des fonctions de forme selon
p 5

∑nf
j51 xjuj , on obtient

IK p 5
nf∑

i51

si(p)ui 5
nf∑

i,j51

xjsi(uj)ui 5
nf∑

i,j51

xjdijui 5 p. (4.6)

Par suite, pour tout v ∈ V (K ), il vient IK (IK v) 5 IK v.

4.3 Opérateur d’interpolation global

Soit V un domaine de Rd et soit Th 5 {Km}1�m�Nma
un maillage de V ;

voir la section 3.3. On rappelle que le maillage Th ne recouvre pas néces-
sairement V et qu’on désigne par Vh l’intérieur de l’ensemble

⋃Nma
m51 Km. La

construction d’un opérateur d’interpolation global sur le domaine Vh se fait
en suivant une démarche analogue à celle adoptée pour les éléments finis de

Lagrange : on choisit d’abord un élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ} et on
génère une famille d’éléments finis sur les mailles de Th, puis on définit l’opé-
rateur d’interpolation global à partir de l’opérateur d’interpolation local sur
chaque maille.

4.3.1 Génération d’éléments finis

On choisit un élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ}. On désigne par
{ŝ1, . . . , ŝnf} ses degrés de liberté et par {û1, . . . , ûnf} ses fonctions de
forme (à valeurs dans Rm). On note V (K̂ ) le domaine de l’opérateur
d’interpolation local ; on a donc

IK̂ : V (K̂ ) � v̂ 	−→
nf∑

i51

ŝi(v̂)ûi ∈ P̂. (4.7)
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Afin de générer un élément fini sur une maille K ∈ Th, il faut pouvoir passer
de fonctions définies sur K̂ à des fonctions définies sur K . Pour cela, on doit
d’abord préciser la contre-partie de l’espace fonctionnel V (K̂ ) sur K , c’est-à-
dire un espace vectoriel normé V (K ) de fonctions définies sur K et à valeurs
dans Rm. On suppose qu’il existe un isomorphisme

cK : V (K ) −→ V (K̂ ). (4.8)

Une façon simple de construire cet isomorphisme est de poser

cK : V (K ) � v 	−→ v ◦ TK ∈ V (K̂ ), (4.9)

où TK est la transformation géométrique envoyant K̂ dans K ; voir la sec-
tion 3.3.1. La définition (4.9) est pertinente pour générer la plupart des élé-
ments finis mais n’est pas suffisamment générale pour couvrir tous les cas ; voir
par exemple l’élément fini de Raviart–Thomas et l’élément fini de Nédélec où
on utilise la transformation de Piola.

Proposition 4.5. Soit K ∈ Th. Alors, le triplet {K , PK , SK } défini par⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
K 5 TK (K̂ ),

PK 5 {c−1
K (p̂) ; p̂ ∈ P̂},

SK 5 {{sK ,i}1�i�nf
; sK ,i(p)5ŝi(cK (p)), ∀p ∈ PK },

(4.10)

est un élément fini.

Les fonctions de forme de l’élément fini {K , PK , SK } sont telles que

uK ,i 5 c−1
K (ûi), i ∈ {1, . . . , nf}, (4.11)

et l’opérateur d’interpolation local est tel que

IK : V (K ) � v 	−→
nf∑

i51

sK ,i(v)uK ,i ∈ PK . (4.12)

Une propriété importante de IK est que pour tout v ∈ V (K ),

IK̂ (cK (v)) 5 cK (IK (v)). (4.13)c ©
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Cette propriété résulte du fait que

IK̂ (cK (v)) 5
nf∑

i51

ŝi(cK (v)) ûi 5
nf∑

i51

sK ,i(v) cK (uK ,i) 5 cK (IK (v)),

(4.14)
puisque cK est linéaire. En d’autres termes, le schéma suivant est commutatif :

V (K )
cK � V (K̂ )

PK

IK
� cK � P̂

IK̂�

Une deuxième propriété importante de IK est la suivante.

Théorème 4.6. On suppose que :

(i) la transformation TK est affine ;

(ii) [Pk]m ⊂ P ⊂ [H k11(K )]m ⊂ V (K ).

Alors, il existe une constante c, indépendante de K , telle que pour tout
v ∈ [H k11(K )]m et pour tout m ∈ {0, . . . , k 1 1},

|v − IK v|m,K � c hk11−m
K √m

K |v|k11,K , (4.15)

où √K est défini en (3.38).

Remarque 4.7

On peut procéder à des changements d’échelle entre les degrés de liberté de l’élé-
ment fini de référence et ceux de l’élément fini {K , PK , SK }. Une construction
possible est la suivante. Pour toute maille K ∈ Th, on choisit un vecteur aK ∈ Rnf

tel que aK ,i fi 0 pour tout i ∈ {1, . . . , nf}. On définit le triplet {K , PK , Sa
K }

en prenant K et PK comme dans (4.10) et en choisissant les degrés de liberté
Sa

K 5 {sa
K ,1, . . . , sa

K ,nf
} tels que

sa
K ,i : PK � p �−→ aK ,iŝi(cK (p)), i ∈ {1, . . . , nf}. (4.16)
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Dans ces conditions, le triplet {K , PK , Sa
K } est un élément fini. De plus, les fonc-

tions de forme de cet élément fini sont telles que ua
K ,i 5 a−1

K ,ic
−1
K (ûi) pour tout

i ∈ {1, . . . , nf}, et l’opérateur d’interpolation local est tel que

Ia
K : V (K ) � v �−→

nf∑
i51

sa
K ,i(v)ua

K ,i ∈ PK . (4.17)

Le théorème d’interpolation local 4.6 s’applique également à l’opérateur d’inter-
polation Ia

K défini ci-dessus.

4.3.2 Espaces d’éléments finis totalement discontinus

On pose
Wh 5 {vh ∈ [L2(Vh)]m ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ PK }. (4.18)

L’espace Wh est souvent appelé un espace d’éléments finis totalement discontinu.
La terminologie fait référence au fait que les fonctions de Wh peuvent être
multi-valuées aux interfaces entre les mailles puisqu’elles ne satisfont aucune
condition de raccord. En d’autres termes, pour toute face F ∈ F i

h telle qu’il
existe deux mailles K1 et K2 dans Th telles que F 5 K1 ∩ K2, on a a priori
pour tout x ∈ F ,

lim
y→x
y∈K1

vh(y) fi lim
y→x
y∈K2

vh(y). (4.19)

Ceci ne pose pas de problème théorique puisque l’ensemble
⋃

F∈Fh
F est de

mesure nulle.
Pour m 5 1 et lorsque PK 5 Pk pour tout K ∈ Th, l’espace totalement
discontinu correspondant est noté

Pk
td,h 5 {vh ∈ L2(Vh) ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ Pk}. (4.20)

Par la suite, il sera commode d’introduire les versions discrètes des opérateurs
gradient et divergence définis sur Pk

td,h de la manière suivante :

∇h : Pk
td,h � vh 	−→ ∇hvh ∈ [Pk−1

td,h ]d , ∀K ∈ Th, (∇hvh)|K 5 ∇(vh|K ),
(4.21)

∇h· : [Pk
td,h]d � sh 	−→ ∇h·sh ∈ Pk−1

td,h , ∀K ∈ Th, (∇h·sh)|K 5 ∇·(sh|K ).
(4.22)c ©
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Ces opérateurs consistent à évaluer localement le gradient ou la divergence sur
chaque cellule du maillage sans se préoccuper d’éventuelles discontinuités aux
interfaces (qui provoquent l’apparition de masses de Dirac surfaciques si les
dérivées sont prises au sens des distributions sur Vh).

4.3.3 Construction de l’opérateur d’interpolation global

L’opérateur d’interpolation global est défini comme suit :

Ih : D(Ih) � v 	−→
∑

K∈Th

(
nf∑

i51

sK ,i(v|K )uK ,i

)
1K ∈ Im(Ih) ⊂ Wh,

(4.23)
où 1K est la fonction indicatrice de K (1K vaut 1 sur K et 0 ailleurs). Le
domaine de définition de Ih, c’est-à-dire l’espace vectoriel des fonctions que
l’on peut interpoler, est tel que

D(Ih) 5 {v ∈ [L2(Vh)]m ; ∀K ∈ Th, v|K ∈ V (K )}. (4.24)

Pour une fonction v ∈ D(Ih), les quantités sK ,i(v|K ) ont bien un sens sur
chaque maille K ∈ Th et pour chaque indice i ∈ {1, . . . , nf}.
On s’intéresse enfin à la précision de l’opérateur d’interpolation Ih : étant
donné un sous-espace Z de D(Ih) constitué de fonctions suffisamment régu-
lières, on souhaite estimer l’erreur d’interpolation v − Ihv pour tout v dans
Z .

Théorème 4.8. On suppose que :

(i) {Th}h>0 est une famille régulière de maillages affines ;

(ii) pour tout K ∈ Th, [Pk]m ⊂ P ⊂ [H k11(K )]m ⊂ V (K ).

Alors, il existe une constante c telle que pour tout h et pour tout v ∈ [H k11(Vh)]m,

‖v − Ihv‖0,Vh 1
k11∑
m51

hm

⎛⎝∑
K∈Th

|v − Ihv|2m,K

⎞⎠
1
2

� c hk11|v|k11,Vh . (4.25)
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4.4 Éléments finis de Crouzeix–Raviart

4.4.1 Point de vue local

Soit K un simplexe de Rd . On pose P 5 P1 et on prend pour degrés de
liberté de p ∈ P sa valeur moyenne sur les (d 1 1) faces de K . On a donc
pour i ∈ {0, . . . , d},

si(p) 5
1

mes(Fi)

∫
Fi

p. (4.26)

On pose S 5 {si}0�i�d .

Proposition 4.9. Le triplet {K ,P1, S} est un élément fini.

Cet élément fini a été introduit par Crouzeix et Raviart [32] ; voir égale-
ment Brezzi et Fortin [22, pp. 107–109]. Le tableau 4.1 présente les de-
grés de liberté et les fonctions de forme en dimension 2 et 3. Les cercles
noirs sur chaque face indiquent que le degré de liberté consiste à évaluer la
valeur moyenne sur cette face. En utilisant les coordonnées barycentriques
(l0, . . . , ld ) définies en (3.7), les fonctions de forme sont telles que

ui(x) 5 1− dli(x), i ∈ {0, . . . , d}. (4.27)

Tableau 4.1 – Degrés de liberté et fonctions de forme de l’élément fini de
Crouzeix–Raviart en dimension 2 et 3 ; en dimension 3, seuls les degrés de
liberté visibles sont représentés.

d 5 2 d 5 3

1 − 2li [0 � i � 2] 1 − 3li [0 � i � 3]
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On observera que ui|Fi 5 1 et ui(si) 5 1− d où si est le sommet opposé à la
face Fi.

Un choix relativement simple pour le domaine de l’opérateur d’interpolation
local consiste à prendre

V CR(K ) 5 C0(K ). (4.28)

L’interpolé local de Crouzeix–Raviart est défini de la manière suivante :

ICR
K : V CR(K ) � v 	−→

d∑
i50

(
1

mes Fi

∫
Fi

v
)

ui ∈ P1. (4.29)

4.4.2 Point de vue global

Pour simplifier, on suppose que le maillage Th est affine et conforme. On

prend pour élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ} l’élément fini de Crouzeix–
Raviart. On choisit V (K̂ ) 5 C0(K̂ ), V (K ) 5 C0(K ) et l’isomorphisme cK

défini en (4.9).
On construit la famille {K , PK , SK }K∈Th comme dans la proposition 4.5.
Pour chaque K ∈ Th, en posant FK ,i 5 TK (F̂i) pour tout i ∈ {0, . . . , d},
où {F̂0, . . . , F̂d} sont les faces de K̂ , les degrés de liberté s’expriment sous la
forme

sK ,i(v) 5 ŝi(cK (v)) 5 1
mes(F̂i)

∫
F̂i

cK (v) 5 1
mes(FK ,i)

∫
FK ,i

v. (4.30)

Par ailleurs, comme le maillage est affine, PK 5 P1. Par conséquent,
{K , PK , SK } est un élément fini de Crouzeix–Raviart.
L’espace d’éléments finis de Crouzeix–Raviart est défini comme suit :

P1
pt,h 5 {vh ∈ L2(Vh) ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ P1 ; ∀F ∈ F i

h,

∫
F

[[vh]] 5 0}.
(4.31)

Puisque le saut de vh est linéaire sur F , la condition
∫

F [[vh]] 5 0 est équiva-
lente à la continuité de vh au barycentre de F . L’indice inférieur dans P1

pt,h fait
référence au fait que la condition

∫
F [[vh]] 5 0 est souvent appelée le « patch-

test » d’ordre 0.
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Pour une face F ∈ Fh, on définit la fonction wF ∈ P1
pt,h dont le support

est constitué du ou des deux simplexes contenant F et telle que sur ces sim-
plexes, la fonction wF coïncide avec la fonction de forme de l’élément fini
de Crouzeix–Raviart associée à F . La figure 4.1 illustre le graphe d’une telle
fonction wF en dimension 2. La famille {wF}F∈Fh est une base de P1

pt,h. Ceci
implique que

dim P1
pt,h 5

{
Nar si d 5 2,

Nfa si d 5 3.
(4.32)

Les fonctions {wF}F∈Fh sont appelées les fonctions de forme dans P1
pt,h.

Figure 4.1 – Fonction de forme dans l’espace d’éléments finis de Crouzeix–
Raviart en dimension 2. Le support est indiqué en traits gras et le graphe en
traits fins.

Pour tout F ∈ Fh, on définit la forme linéaire gF : P1
pt,h � vh 	→ 1

mes(F )

∫
F vh ∈ R.

On observe que même si vh ∈ P1
pt,h peut être multi-valuée sur F , la quantité

gF (vh) est bien définie de manière univoque puisque
∫

F [[vh]] 5 0. La famille
{gF}F∈Fh est une base de L(P1

pt,h;R). Les formes linéaires {gF}F∈Fh sont

appelées les degrés de liberté dans P1
pt,h.

L’opérateur d’interpolation de Crouzeix–Raviart est défini comme suit :

ICR
h : C0(Vh) � v 	−→

∑
F∈Fh

(
1

mes(F )

∫
F

v
)

wF ∈ P1
pt,h. (4.33)

L’opérateur ICR
h satisfait les conclusions du théorème d’interpolation 4.8 pour

k 5 1.c ©
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4.5 Éléments finis de Raviart–Thomas

4.5.1 Point de vue local

Soit K un simplexe de Rd . On considère l’espace vectoriel des polynômes à
valeurs dans Rd défini par

RT0 5 [P0]d ⊕ x P0. (4.34)

Il est clair que RT0 est un espace vectoriel de dimension (d 1 1). On prend
pour degrés de liberté de p ∈ RT0 l’intégrale de la composante normale de p
sur chacune des (d 1 1) faces de K . On a donc pour i ∈ {0, . . . , d},

si(p) 5

∫
Fi

p·ni. (4.35)

On pose S 5 {si}0�i�d .

Proposition 4.10. Le triplet {K ,RT0, S} est un élément fini.

Cet élément fini a été introduit par Raviart et Thomas [62] ; voir également
Brezzi et Fortin [22, p. 113], Quarteroni et Valli [61, p. 82]. Il est utilisé,
par exemple, dans les problèmes de mécanique des fluides où les fonctions à
approcher représentent des vitesses qui doivent satisfaire certaines propriétés
de conservation. Le tableau 4.2 présente les degrés de liberté et les fonctions
de forme en dimension 2 et 3. Les flèches sur chaque face indiquent que le
degré de liberté consiste à évaluer l’intégrale de la composante normale sur
cette face. Les fonctions de forme s’écrivent de la manière suivante :

ui(x) 5
1

d mes(K )
(x − si), i ∈ {0, . . . , d}, (4.36)

où si est le sommet opposé à la face Fi. On observera que la composante
normale de ui est constante sur la face Fi et est nulle sur les d autres faces
de K . La figure 4.2 présente une illustration graphique des fonctions de
forme en dimension 2. En dimension 3, pour i ∈ {0, 1, 2, 3}, on considère
une face Fi dont les sommets sp, sq et sr sont numérotés de sorte que
[(sp − sq) 3 (sq − sr)]·ni > 0 ; dans ces conditions, on a

ui 5 2(lp∇lq3∇lr 1 lq∇lr3∇lp 1 lr∇lp3∇lq). (4.37)
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Tableau 4.2 – Degrés de liberté et fonctions de forme de l’élément fini de
Raviart–Thomas en dimension 2 et 3 ; en dimension 3, seuls les degrés de
liberté visibles sont représentés.

d 5 2 d 5 3

1
2 mes(K) (x − si) [0 � i � 2] 1

3 mes(K) (x − si) [0 � i � 3]

m m m

Figure 4.2 – Représentation graphique des fonctions de forme de l’élément
fini de Raviart–Thomas en dimension 2.

Un choix relativement simple pour le domaine de l’opérateur d’interpolation
local consiste à prendre

V RT(K ) 5 [H 1(K )]d . (4.38)

En effet, la trace d’une fonction de [H 1(K )]d sur une face de K est bien
intégrable sur cette face ; voir la section A.4. L’interpolé local de Raviart–
Thomas est défini de la manière suivante :

IRT
K : V RT(K ) � v 	−→

d∑
i50

(∫
Fi

v·ni

)
ui ∈ RT0. (4.39)
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L’opérateur d’interpolation IRT
K est tel que

∀v ∈ V RT(K ), p0
K (∇·v) 5 ∇·(IRT

K v), (4.40)

où p0
K désigne le projecteur orthogonal de L2(K ) dans P0 (pour tout

w ∈ L2(K ), p0
K w 5 1

mes K

∫
K w). En d’autres termes, le diagramme suivant

est commutatif :

V RT(K )
∇· � L2(K )

RT0

IRT
K

� ∇· � P0

p0
K

�

4.5.2 Point de vue global

Pour simplifier, on suppose que le maillage Th est affine et conforme. On

prend pour élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ} l’élément fini de Raviart–
Thomas. On choisit V (K̂ ) 5 [H 1(K̂ )]d et on définit V (K ) de manière ana-
logue. L’isomorphisme entre V (K ) et V (K̂ ) est la transformation de Piola dé-
finie comme suit :

cK : V (K ) � v 	−→ cK (v)(x̂) 5 det(JK ) J−1
K

[
v ◦ TK (x̂)

]
∈ V (K̂ ), (4.41)

où JK est la matrice jacobienne de TK .
On construit la famille {K , PK , SK }K∈Th comme dans la proposition 4.5.
Pour tout K ∈ Th et pour tout i ∈ {0, . . . , d}, on pose FK ,i 5 TK (F̂i) où
{F̂0, . . . , F̂d} sont les faces de K̂ . On vérifie que :

(i) pour tout i ∈ {0, . . . , d}, les degrés de liberté sur K sont tels que
sK ,i(v) 5

∫
FK ,i

v·nK ,i où nK ,i est la normale extérieure à K sur FK ,i ;

(ii) PK 5 RT0.

Par conséquent, {K , PK , SK } est un élément fini de Raviart–Thomas.
L’espace d’éléments finis de Raviart–Thomas est défini comme suit :

Dh 5 {vh ∈ [L2(Vh)]d ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ RT0, ∀F ∈ F i
h, [[vh·n]]F 5 0}.

(4.42)
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Cet espace est tel que

Dh ⊂ H (div; Vh) 5 {v ∈ [L2(Vh)]d ; ∇·v ∈ L2(Vh)}. (4.43)

On dit que l’espace Dh est H (div)-conforme.
Pour une face F ∈ Fh, soit nF un vecteur unitaire normal à F (sa direction
est sans incidence pour la suite). On définit la fonction wF ∈ Dh dont le
support est constitué du ou des deux simplexes contenant F et telle que sur ces
simplexes, la fonction wF coïncide (au signe près) avec la fonction de forme
de l’élément fini de Raviart–Thomas associée à F . La famille {wF}F∈Fh est
une base de Dh. Ceci implique que

dim Dh 5

{
Nar si d 5 2,

Nfa si d 5 3.
(4.44)

Les fonctions {wF}F∈Fh sont appelées les fonctions de forme dans Dh.

Pour tout F ∈ Fh, on définit la forme linéaire gF : Dh � vh 	→
∫

F vh·nF ∈ R.
La famille {gF}F∈Fh est une base deL(Dh;R). Les formes linéaires {gF}F∈Fh

sont appelées les degrés de liberté dans Dh.

L’opérateur d’interpolation de Raviart–Thomas est défini comme suit :

IRT
h : [H 1(Vh)]d � v 	−→

∑
F∈Fh

(∫
F

v·nF

)
wF ∈ Dh. (4.45)

Théorème 4.11. Avec les hypothèses ci-dessus, il existe une constante c telle que
pour tout K ∈ Th et pour tout v ∈ [H 1(K )]d tel que ∇·v ∈ H 1(K ),

‖v − IRT
K v‖0,K � c √K hK |v|1,K , (4.46)

‖∇·(v − IRT
K v)‖0,K � c hK |∇·v|1,K , (4.47)

où √K est défini en (3.38). De plus, si la famille {Th}h>0 est régulière, on a pour
tout h et pour tout v ∈ [H 1(Vh)]d tel que ∇·v ∈ H 1(Vh),

‖v−IRT
h v‖0,Vh 1 ‖∇·(v−IRT

h v)‖0,Vh � c h(‖v‖1,Vh 1 ‖∇·v‖1,Vh ). (4.48)
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4.6 Éléments finis de Nédélec (ou d’arête)
4.6.1 Point de vue local

Soit K un simplexe de Rd avec d 5 2 ou 3. On considère l’espace vectoriel
des polynômes à valeurs dans Rd défini par

N0 5 [P0]2 ⊕ P0(x2,−x1)T en dimension 2, (4.49)

N0 5 [P0]3 ⊕ (x 3 [P0]3) en dimension 3. (4.50)

On désigne par ne le nombre d’arêtes de K ; on a donc ne 5 3 si d 5 2 et
ne 5 6 si d 5 3. On désigne par {ei}1�i�ne

l’ensemble des arêtes de K et
pour chaque arête ei, on choisit un vecteur unitaire tangent qu’on note ti. On
prend pour degrés de liberté de p ∈ N0 l’intégrale de la composante tangente
de p le long des ne arêtes de K . Pour i ∈ {1, . . . , ne}, les degrés de liberté sont
donc définis de la manière suivante :

si(p) 5

∫
ei

p·ti. (4.51)

On pose S 5 {si}1�i�ne
.

Proposition 4.12. Le triplet {K ,N0, S} est un élément fini.

Cet élément fini a été introduit par Nédélec [59]. Il intervient, par exemple,
dans les problèmes d’électromagnétisme et de magnéto-hydrodynamique ;
voir, par exemple, Bossavit [16, Chap. 3]. Le tableau 4.3 présente les degrés
de liberté et les fonctions de forme en dimension 2 et 3. Les flèches sur
chaque face indiquent que le degré de liberté consiste à évaluer l’intégrale de
la composante tangentielle (orientée dans le sens de la flèche) sur cette arête.
On observera que la composante tangentielle de ui est constante le long de
l’arête ei à laquelle elle est associée et est nulle le long des autres arêtes. La
figure 4.3 contient une représentation graphique des fonctions de forme en
dimension 2. Enfin, en dimension 3, on peut également écrire les fonctions
de forme de la manière suivante. Pour l , l ′ ∈ {0, 1, 2, 3}, on note el,l′ le
numéro de l’arête comprise entre les sommets sl et sl′ et pour l ∈ {0, 1, 2, 3},
on note ll la coordonnée barycentrique associée au sommet sl ; dans ces
conditions, les fonctions de forme {u1, . . . , u6} s’expriment sous la forme

ue(l,l′) 5 ll∇ll′ − ll′∇ll . (4.52)
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Tableau 4.3 – Degrés de liberté et fonctions de forme de l’élément fini
de Nédélec en dimension 2 et 3. En dimension 2, pour i ∈ {1, 2, 3}, si−1

désigne le sommet opposé à l’arête ei et R : R2 → R2 la transfor-
mation telle que R(x1, x2) 5 (x2,−x1). En dimension 3, seuls les degrés
de liberté visibles sont représentés. De plus, on a introduit l’application
j : {1, . . . , 6} � i → j(i) ∈ {1, . . . , 6} telle que j(i) soit l’indice de l’arête
opposée à ei, c’est-à-dire de la seule arête de K qui n’intersecte pas ei ; mi

désigne le point milieu de ei.

d 5 2 d 5 3

R(x − si−1)

ti·
[
R(

si1 1si2
2 − si−1)

]
mes(ei)

[i ∈ {1, 2, 3}, i1, i2 fi i − 1]

(x − mj(i)) 3 tj(i)

ti·
[
(mi − mj(i)) 3 tj(i)

]
mes(ei)

[i ∈ {1, . . . , 6}]

m m m

Figure 4.3 – Représentation graphique des fonctions de forme de l’élément
fini de Nédélec en dimension 2.c ©
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Un choix relativement simple pour le domaine de l’opérateur d’interpolation
local consiste à prendre

V N(K ) 5 [H 1(K )]d . (4.53)

L’interpolé local de Nédélec est défini de la manière suivante :

IN
K : V N(K ) � v 	−→

ne∑
i51

(∫
ei

v·ti

)
ui ∈ N0. (4.54)

L’opérateur d’interpolation IN
K satisfait les propriétés suivantes.

(i) En dimension 2 ou 3, pour tout v ∈ H 2(K ), IN
K (∇v) 5 ∇(I1

K v) où I1
K v

est l’interpolé de Lagrange P1 de v. En d’autres termes, le diagramme
suivant est commutatif :

H 2(K )
∇ � [H 1(K )]d

P1

I1
K

� ∇ � N0

IN
K

�

(ii) En dimension 3, pour tout v ∈ [H 2(K )]3, IRT
K (∇3v) 5 ∇3(IN

K v). En
d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

[H 2(K )]3 ∇3 � [H 1(K )]3

N0

IN
K

� ∇3 � RT0

IRT
K

�

4.6.2 Point de vue global

Pour simplifier, on suppose que le maillage Th est affine et conforme. On
se place en dimension 3 (une construction analogue est possible en dimen-

sion 2). On prend pour élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ} l’élément fini
de Nédélec. On choisit V (K̂ ) 5 [H 1(K̂ )]3 et on définit V (K ) de manière
analogue. L’isomorphisme entre V (K ) et V (K̂ ) est la transformation de Piola
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définie comme suit :

cK : V (K ) � v 	−→ cK (v)(x̂) 5 J T
K [v ◦ TK (x̂)] ∈ V (K̂ ). (4.55)

On construit la famille {K , PK , SK }K∈Th comme dans la proposition 4.5.
On désigne par {̂e1, . . . , ê6} les arêtes de K̂ et pour tout i ∈ {1, . . . , 6}, on
désigne par eK ,i 5 TK (̂ei) les arêtes correspondantes de K . Soit t̂i un des
vecteurs unitaires portés par êi ; alors, tK ,i 5 TK (̂ti) est un vecteur unitaire
porté par eK ,i. On vérifie que :

(i) pour tout i ∈ {1, . . . , 6}, les degrés de liberté dans K sont tels que
si(v) 5

∫
eK ,i

v·tK ,i ;

(ii) PK 5 N0.

Par conséquent, {K , PK , SK } est un élément fini de Nédélec.

L’espace d’éléments finis de Nédélec est défini comme suit :

Rh 5 {vh ∈ [L2(Vh)]3 ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ N0 ; ∀F ∈ F i
h, [[vh3n]]F 5 0}.

(4.56)
Cet espace est tel que

Rh ⊂ H (rot; Vh) 5 {v ∈ [L2(Vh)]3 ; ∇3v ∈ [L2(Vh)]3}. (4.57)

On dit que l’espace Rh est H (rot)-conforme.
Pour une arête e ∈ Eh, on choisit un vecteur unitaire porté par e, que l’on
désigne par te (sa direction est sans incidence pour la suite). On définit la
fonction we ∈ Rh dont le support est constitué du ou des simplexes contenant
e et telle que sur ces simplexes, la fonction we coïncide (au signe près) avec
la fonction de forme de l’élément fini de Nédélec associée à e. La famille
{we}e∈Eh est une base de Rh. Ceci implique que

dim Rh 5 Nar. (4.58)

Les fonctions {we}e∈Eh sont appelées les fonctions de forme dans Rh.

Pour tout e ∈ Eh, on définit la forme linéaire ge : Rh � vh 	→
∫

e vh·te ∈ R. La
famille {ge}e∈Eh est une base de L(Rh;R). Les formes linéaires {ge}e∈Eh sont
appelées les degrés de liberté dans Rh.c ©
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L’opérateur d’interpolation de Nédélec est défini comme suit :

IN
h : [H 1(Vh)]3 � v 	−→

∑
e∈Eh

(∫
e
v·te

)
we ∈ Rh. (4.59)

Théorème 4.13. Avec les hypothèses ci-dessus, il existe une constante c telle que
pour tout K ∈ Th et pour tout v ∈ [H 1(K )]3 avec ∇3v ∈ [H 1(K )]3,

‖v − IN
K v‖0,p,K � c √K hK |v|1,p,K , (4.60)

‖∇3(v − IN
K v)‖0,p,K � c hK |∇3v|1,p,K , (4.61)

où √K est défini en (3.38). De plus, si la famille {Th}h>0 est régulière, on a pour
tout h et pour tout v ∈ [H 1(Vh)]3 avec ∇3v ∈ [H 1(Vh)]3,

‖v − IN
h v‖0,Vh 1 ‖∇3(v − IN

h v)‖0,Vh � c h(‖v‖1,Vh 1 ‖∇3v‖1,Vh ).
(4.62)

4.7 Éléments finis de degré élevé
Lorsqu’on utilise des éléments finis de degré élevé, il est important de bien
choisir la base {u1, . . . , unf} des fonctions de forme. Plusieurs critères peuvent
fonder ce choix.

(i) La possibilité d’imposer facilement la valeur de l’interpolé sur la fron-
tière de K . Cette propriété est essentielle lorsqu’on souhaite raccorder
de façon continue des interpolés sur des mailles adjacentes.

(ii) La possibilité d’inverser facilement la matrice de masse élémentaire
Mélé ∈ Rnf,nf dont les composantes sont

Mélé
mn 5

∫
K

umun, m, n ∈ {1, . . . , nf}. (4.63)

On notera que cette matrice est symétrique définie positive. Dans des
algorithmes de marche en temps explicites, la matrice de masse élémen-
taire doit être inversée à chaque pas de temps ; il est donc important que
cette inversion soit la moins coûteuse possible.
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(iii) La stabilité de l’opérateur d’interpolation local IK défini en (4.5). Cette
stabilité peut se mesurer en évaluant la norme

‖IK ‖L(V (K ),P) 5 sup
v∈V (K )

‖IK v‖P

‖v‖V (K )
, (4.64)

où ‖ · ‖P et ‖ · ‖V (K ) sont des normes sur P et V (K ), repsectivement.
Pour un élément fini de Lagrange {K , P, S}, un choix naturel consiste
à équiper V (K ) 5 C0(K ) et P de la norme canonique ‖ · ‖C0(K ) définie
pour v ∈ C0(K ) par ‖v‖C0(K ) 5 supt∈K |v(t)|. Un calcul simple montre

que pour l’opérateur d’interpolation de Lagrange ILag
K , on a

‖ILag
K ‖L(C0(K ),P) 5 sup

v∈C0(K )

‖ILag
K v‖C0(K )

‖v‖C0(K )
5 sup

t∈K

(
nf∑

n51

|un(t)|
)

. (4.65)

Cette quantité ne dépend que des nœuds {a1, . . . , anf} de l’élément fini
de Lagrange et est appelée la constante de Lebesgue associée à ces nœuds.
Par la suite, cette constante est notée l({a1, . . . , anf}). La constante de
Lebesgue permet d’évaluer la qualité de l’opérateur d’interpolation ILag

K
dans C0(K ). En effet, pour tout f ∈ C0(K ), on a

‖f − ILag
K f ‖C0(K ) � (1 1 l({a1, . . . , anf})) inf

f ∗∈P
‖f − f ∗‖C0(K ). (4.66)

Cette estimation montre que si la constante de Lebesgue n’est pas trop
grande, l’erreur d’interpolation en norme ‖ · ‖C0(K ) n’est pas « trop loin »
d’être optimale.

Comment satisfaire les critères (i)–(iii) ci-dessus ? Afin d’apprécier la diffi-
culté du problème, on suppose que l’on souhaite utiliser un élément fini de
degré k en dimension 1. Si on choisit de travailler avec un élément fini de
Lagrange, un choix naturel consiste à prendre pour fonctions de forme les
(k 1 1) polynômes d’interpolation de Lagrange associés aux nœuds équi-
répartis sur K ; voir la section 1.4. Ce choix présente l’avantage d’être bien
adapté au critère (i) ci-dessus puisque seuls deux des polynômes d’interpola-
tion de Lagrange sont non-nuls aux extrémités de K . Malheureusement, le
fait d’avoir pris des nœuds équirépartis sur K conduit à des situations désas-
treuses quant aux critères (ii) et (iii). On montre en effet que le nombre dec ©
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conditionnement1 de la matrice de masse explose exponentiellement en k. De
plus, la constante de Lebesgue associée aux nœuds équirépartis explose, elle
aussi, exponentiellement en k.

Cette section présente quelques bases de fonctions de forme permettant de
satisfaire (au moins en partie) les critères ci-dessus pour des éléments finis
de degré élevé. On abordera d’une part les bases modales, où les fonctions
de forme sont définies directement sans la médiation de degrés de liberté, et
d’autre part les bases nodales, qui sont associées à des éléments finis de La-
grange pour des nœuds convenablement choisis. La présentation est restreinte
aux éléments finis en dimension 1 et à l’utilisation de produits tensoriels sur
des hypercubes en dimension supérieure.

4.7.1 Bases modales

On se place d’abord en dimension 1 et on pose K 5 [0, 1].

Définition 4.14 (Polynômes de Legendre). Les polynômes de Legendre
{Em}m�0 sur l’intervalle de référence K 5 [0, 1] sont définis par la formule

Em(t) 5
1
m!

dm

dtm (t2 − t)m. (4.67)

Le polynôme de Legendre Em est de degré m, il vérifie Em(0) 5 (−1)m,
Em(1) 5 1 et ses m racines se trouvent toutes dans K .2 La colonne de gauche
du tableau 4.4 contient une représentation graphique et l’expression analy-
tique des polynômes de Legendre Em pour m ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

1. Le nombre de conditionnement d’une matrice symétrique Z est défini comme le
rapport entre la plus grande et la plus petite valeur propre de la matrice. Lorsque ce
nombre est très grand, les systèmes linéaires de la forme ZX 5 Y sont très difficiles à
inverser, notamment parce qu’ils deviennent très sensibles aux erreurs d’arrondi ; voir
la section 10.1.

2. Dans la littérature, les polynômes de Legendre sont plus fréquemment définis sur
l’intervalle de référence K 5 [−1, 1]. En notant E∗

m(s) les polynômes de Legendre
définis sur [−1, 1], on a E∗

m(s) 5 Em( 1
2 (1 1 s)). La même remarque s’applique pour

les polynômes de Jacobi définis par la suite.
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Tableau 4.4 – Représentation graphique et expression analytique des poly-
nômes de Legendre Em (à gauche) et des éléments de la base modale umod

m (à
droite) pour m ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

polynômes de Legendre {Em}0�m�4 base modale {umod
m }0�m�4

0 10.5

-1

0

1

-0.5

0.5

0 10.5

0

1

0.5

E0(t) 5 1

E1(t) 5 2t − 1

E2(t) 5 6t2 − 6t 1 1

E3(t) 5 20t3 − 30t2 1 12t − 1

E4(t) 5 70t4 − 140t3 1 90t2 − 20t 1 1

umod
0 (t) 5 1 − t

umod
1 (t) 5 t

umod
2 (t) 5 t(1 − t)

umod
3 (t) 5 t(1 − t)(4t − 2)

umod
4 (t) 5 t(1 − t)(15t2 − 15t 1 3)

La propriété fondamentale satisfaite par les polynômes de Legendre est que
pour tout m, n � 0, ∫ 1

0
Em(t)En(t) dt 5 1

2m11 dmn. (4.68)

Par conséquent, la matrice de masse élémentaire associée à la base
{E0, . . . , Ek} est diagonale et son nombre de conditionnement vaut
(2k 1 1), ce qui représente une amélioration considérable par rapport aux
polynômes d’interpolation de Lagrange.c ©
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Une deuxième propriété intéressante des polynômes de Legendre est qu’ils
forment une base hiérarchique de Pk au sens de la définition suivante.

Définition 4.15 (Base hiérarchique). Soit un entier k � 0. On dit que la
famille de polynômes {P0, . . . ,Pk} forme une base hiérarchique de Pk si pour
tout l ∈ {0, . . . , k}, la famille {P0, . . . ,Pl} forme une base de Pl .

L’intérêt des bases hiérarchiques est que si l’on souhaite augmenter le degré
de l’élément fini (par exemple pour améliorer la précision de l’interpolé), il
suffit de rajouter des nouveaux polynômes à la base sans devoir modifier les
anciennes fonctions de base. L’exemple le plus simple de base hiérarchique de
Pk est la famille des monômes {1, t, . . . , tk}. On observera que la famille des
polynômes d’interpolation de Lagrange ne constitue pas une base hiérarchique
de Pk. En effet, si on rajoute un point d’interpolation, tous les polynômes
d’interpolation de Lagrange sont modifiés.
Un défaut des polynômes de Legendre est qu’aucun d’entre eux ne s’annule
aux extrémités de K . Afin de pallier cette difficulté, on introduit les polynômes
de Jacobi.

Définition 4.16 (Polynômes de Jacobi). Soient deux entiers1 a > −1
et b > −1. Les polynômes de Jacobi {J a,b

m }m�0 sur l’intervalle de référence
K 5 [0, 1] s’expriment sous la forme

J a,b
m (t) 5 (−1)m

m! 2−a−b(1− t)−at−b dm

dtm

(
(1− t)a1mtb1m

)
. (4.69)

Les polynômes de Jacobi sont tels que pour tout m, n � 0,∫ 1

0
(1− t)atbJ a,b

m (t)J a,b
n (t) dt 5 cm,a,bdmn, (4.70)

avec cm,a,b 5 1
2m1a1b11

(m1a)!(m1b)!
m!(m1a1b)! . On notera par ailleurs que J 0,0

m 5 Em

pour tout m � 0. Pour des compléments sur les polynômes de Legendre
et de Jacobi, on pourra consulter Abramowitz et Stegun [1, chap. 22] ou
Karniadakis et Spencer [54, p. 350].

1. Les polynômes de Jacobi peuvent être définis pour des paramètres a et b réels tels
que a > −1 et b > −1.
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Pour un entier k � 2, on définit la base modale {umod
0 , . . . , umod

k } de la ma-
nière suivante :

umod
m (t) 5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− t si m 5 0,

t si m 5 1,

(1− t)t J 1,1
m−2(t) si 1 < m � k.

(4.71)

Cette base possède plusieurs propriétés intéressantes :

(i) elle constitue une base hiérarchique de Pk au sens de la définition 4.15 ;

(ii) la valeur de l’interpolé aux extrémités de K peut être imposée facilement
puisque seules les deux premières fonctions de la base sont non-nulles
aux extrémités de K ;

(iii) la matrice de masse élémentaire reste relativement bien conditionnée et
celle-ci a une structure « presque tridiagonale » puisqueMélé

mn 5 0 pour
|m − n| > 2 et m, n ∈ {0, . . . , k} sauf si m 5 k et n � 2 ou n 5 k et
m � 2.

La colonne de droite du tableau 4.4 contient une représentation gra-
phique et l’expression analytique des éléments de la base modale pour
m ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Lorsque K est un hypercube en dimension d � 2, on peut construire une
base modale sur K à partir de produits tensoriels des éléments de la base
modale unidimensionelle. Par exemple, en dimension 2, en notant (t1, t2) les
coordonnées locales du point courant de K , les éléments de la base modale
s’expriment sous la forme

umod
m1m2 (t1, t2) 5 umod

m1 (t1)umod
m2 (t2), m1, m2 ∈ {0, . . . , k}. (4.72)

La construction de bases modales sur des simplexes ou des prismes est plus
technique car elle utilise des transformations non-linéaires ; voir Karniadakis
et Spencer [54, pp. 70–94].

4.7.2 Bases nodales et éléments finis spectraux

Les bases nodales sont construites à partir de polynômes d’interpolation de
Lagrange, mais les nœuds associés ne sont pas équirépartis. Des répartitionsc ©
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autres que celle uniforme permettent en effet d’améliorer substantiellement la
précision de l’interpolé lorsqu’on utilise des polynômes de degré élevé.
On se place d’abord en dimension 1 et on pose à nouveau K 5 [0, 1].

Définition 4.17 (Points de Gauß–Lobatto). Soit un entier k � 1. Les
(k 1 1) points de Gauß–Lobatto {gk

0 , . . . , gk
k} sur l’intervalle de référence

K 5 [0, 1] sont les deux extrémités de l’intervalle, gk
0 5 0 et gk

k 5 1, et les
(k − 1) racines de E ′k.

On notera que comme Ek admet k racines distinctes sur K , E ′k admet (k − 1)
racines distinctes sur K . Les points de Gauß–Lobatto sur K sont portés dans
le tableau 4.5 pour k ∈ {1, 2, 3, 4}.

k 5 1 k 5 2 k 5 3 k 5 4

l 5 0 0 0 0 0

l 5 1 1 1
2

1
2 (1 − ( 1

5 )
1
2 ) 1

2 (1 − ( 3
7 )

1
2 )

l 5 2 1 1
2 (1 1 ( 1

5 )
1
2 ) 1

2

l 5 3 1 1
2 (1 1 ( 3

7 )
1
2 )

l 5 4 1

Tableau 4.5 – Points de Gauß–Lobatto sur l’intervalle de référence K 5 [0, 1]
pour k ∈ {1, 2, 3, 4}.

Proposition 4.18. Les (k 1 1) polynômes d’interpolation de Lagrange associés
aux (k 1 1) points de Gauß–Lobatto {gk

0 , . . . , gk
k} sur l’intervalle de référence

K 5 [0, 1] sont notés {uGL,k
0 , . . . , uGL,k

k }. Ces polynômes sont tels que

uGL,k
m (t) 5

(t − 1)tE ′k(t)
k(k 1 1)Ek(gk

m)(t − gk
m)

, m ∈ {0, . . . , k}. (4.73)

La famille {uGL,k
0 , . . . , uGL,k

k } forme une base nodale de Pk. Le tableau 4.6
contient une représentation graphique et l’expression analytique des poly-
nômes {uGL,k

0 , . . . , uGL,k
k } pour k ∈ {3, 4}. Pour k ∈ {1, 2}, la base nodale
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est constituée des polynômes d’interpolation de Lagrange usuels puisque les
points de Gauß–Lobatto sont équirépartis sur [0, 1] (voir le tableau 4.5). La
base nodale {uGL,k

0 , . . . , uGL,k
k } n’est pas hiérarchique (ce qui explique la pré-

sence de l’indice supérieur k) mais elle présente plusieurs avantages à la lumière
des critères (i)–(iii) ci-dessus. Le critère (i) est clairement satisfait puisque les
deux extrémités de l’intervalle font toujours partie de l’ensemble des points
de Gauß–Lobatto. De plus, même si la matrice de masse est dense, elle de-
vient diagonale si ses coefficients sont approchés en utilisant la quadrature de
Gauß–Lobatto décrite dans la section 9.2.2. On parle de condensation statique
de la matrice de masse lorsque les coefficients de cette matrice sont approchés
par quadrature. Enfin, un résultat dû à Fejér (1932) est que la base nodale
{uGL,k

0 , . . . , uGL,k
k } est telle que

sup
t∈K

(
k∑

m50

(
uGL,k

m (t)
)2
)

5 1. (4.74)

Cette propriété remarquable implique en particulier que

sup
t∈K
|uGL,k

m (t)| 5 1, m ∈ {0, . . . , k}. (4.75)

En d’autres termes, le polynôme uGL,k
m atteint son maximum sur K au point de

Gauß–Lobatto gk
m. Cette propriété est clairement visible sur le tableau 4.6. On

observera que cette propriété n’est pas satisfaite par les polynômes d’interpo-
lation de Lagrange puisque ceux-ci peuvent prendre des valeurs plus grandes
que 1 sur K ; voir le tableau 1.1. Une conséquence importante de la pro-
priété (4.75) est que la constante de Lebesgue associée aux points de Gauß–
Lobatto est majorée par (k 1 1). En effet, on déduit immédiatement de la
formule (4.65) que

l({gk
0 , . . . , gk

k}) 5 sup
t∈K

(
k∑

m50

|uGL,k
m (t)|

)
� (k 1 1). (4.76)

Même si cette estimation est quelque peu pessimiste, elle représente déjà une
amélioration considérable par rapport à la constante de Lebesgue associée aux
nœuds équirépartis sur K , cette dernière explosant exponentiellement en k.c ©
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4 • Autres éléments finis 4.7 Éléments finis
de degré élevé

Tableau 4.6 – Représentation graphique et expression analytique des élé-
ments de la base nodale {uGL,k

0 , . . . , uGL,k
k } pour k ∈ {3, 4} ; les points de

Gauß–Lobatto sont indiqués dans le tableau 4.5.

k 5 3 k 5 4

0 10.5

0

1

0.5

0 10.5

0

1

0.5

uGL,3
0 (t) 5 (1 − t)(5t2 − 5t 1 1)

uGL,3
1 (t) 5 5

1
2 (t2 − t)(t − g3

2)

uGL,3
2 (t) 5 −5

1
2 (t2 − t)(t − g3

1)

uGL,3
3 (t) 5 t(5t2 − 5t 1 1)

uGL,4
0 (t) 5 2(t − 1)(t − 1

2 )(7t2 − 7t 1 1)

uGL,4
1 (t) 5 98

3 t(1 − t)(t − 1
2 )(t − g4

3)

uGL,4
2 (t) 5 16

3 t(t − 1)(7t2 − 7t 1 1)

uGL,4
3 (t) 5 98

3 t(1 − t)(t − 1
2 )(t − g4

1)

uGL,4
4 (t) 5 2t(t − 1

2 )(7t2 − 7t 1 1)

En dimension d � 2, lorsque K est un hypercube, on peut construire une
base nodale sur K à partir de produits tensoriels des éléments de la base no-
dale unidimensionelle. Par exemple, en dimension 2, en notant (t1, t2) les
coordonnées locales du point courant de K , les éléments de la base nodale
s’expriment sous la forme

uGL,k
m1m2 (t1, t2) 5 uGL,k

m1 (t1)uGL,k
m2 (t2), m1, m2 ∈ {0, . . . , k}. (4.77)

On observera que la famille de polynômes {uGL,k
m1m2}0�m1,m2�k est constituée

des polynômes d’interpolation de Lagrange associés aux (k 1 1)2 points de
coordonnées locales (gk

m1 , gk
m2 ). Ces points sont obtenus par produits tensoriels

des points de Gauß–Lobatto unidimensionnels.

Définition 4.19. Un élément fini dont la base nodale est constituée des poly-
nômes d’interpolation de Lagrange associés aux points de Gauß–Lobatto en di-
mension 1 ou à des produits tensoriels de ceux-ci en dimension d � 2 est appelé
un élément fini spectral.
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5 • APPROXIMATION
DE PROBLÈMES COERCIFS

Ce chapitre est consacré à l’approximation par éléments finis de problèmes
coercifs. Le prototype est le problème de Dirichlet : étant donné une fonction
f : V→ R, chercher une fonction u : V→ R telle que

−Du 5 f dans V, (5.1)

u 5 0 sur ∂V, (5.2)

où Du 5
∑d

i51 ∂2
iiu est le Laplacien de u. L’équation (5.2), qui impose la nul-

lité de la solution u sur la frontière du domaine, est appelée une condition aux
limites de Dirichlet homogène. D’autres conditions aux limites (de Dirichlet
non-homogène, de Neumann ou de Robin) sont possibles et seront abordées
ci-dessous. Le problème (5.1)–(5.2) intervient dans de nombreux modèles
physiques, notamment en thermique (u représente une température), en élec-
trostatique (u représente un potentiel électrique), en mécanique (u représente
un déplacement vertical de membrane) et en hydraulique (u représente une
charge dans un écoulement de Darcy). Un deuxième exemple de problème
coercif est celui des équations d’advection–diffusion–réaction avec diffusion
dominante. Un troisième exemple est fourni par la mécanique des milieux
continus déformables dans le cadre de l’élasticité linéaire. Dans ce cas, l’incon-
nue est une fonction u : V→ Rd qui représente un champ de déplacement.
Les problèmes coercifs ont fourni le premier cadre d’application de la mé-
thode des éléments finis, lorsque des ingénieurs ont utilisé cette méthode dans
les années 1950 pour approcher la solution de problèmes de mécanique des
milieux continus déformables. L’analyse mathématique des problèmes coer-
cifs est relativement simple puisqu’elle repose sur le lemme de Lax–Milgram.c ©
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5 • Approximation de
problèmes coercifs

5.1 Le Laplacien

L’approximation par éléments finis se fait en général par une méthode de Ga-
lerkin standard dans un cadre conforme ou non. L’analyse de convergence est
effectuée en s’appuyant d’une part sur les résultats du chapitre 2 concernant
l’analyse abstraite de la méthode de Galerkin et d’autre part sur ceux des cha-
pitres 3 et 4 concernant les propriétés interpolantes des espaces d’éléments
finis.

5.1 Le Laplacien
Cette section aborde l’approximation par éléments finis du problème de Di-
richlet homogène (5.1)–(5.2). Après avoir établi le caractère bien posé du
problème continu, on considère la méthode de Galerkin standard dans un
cadre conforme puis non-conforme. On étudie également d’autres conditions
aux limites pour le Laplacien ainsi que l’approximation par éléments finis des
équations d’advection–diffusion–réaction avec diffusion dominante.

5.1.1 Le cadre mathématique

On suppose pour simplifier que la donnée f est dans L2(V). La formulation
faible du problème de Dirichlet homogène (5.1)–(5.2) est la suivante :{

Chercher u ∈ H 1
0 (V) tel que∫

V∇u · ∇w 5
∫

V fw, ∀w ∈ H 1
0 (V).

(5.3)

En introduisant l’espace fonctionnel V 5 H 1
0 (V), la forme bilinéaire

a ∈ L(V 3 V ;R) définie par a(v, w) 5
∫

V∇v · ∇w et la forme linéaire1

f ∈ V ′ définie par f (w) 5
∫

V fw, le problème (5.3) s’écrit sous la forme
abstraite suivante : {

Chercher u ∈ V tel que
a(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ V .

(5.4)

On retrouve donc le problème (2.6) analysé dans la section 2.1.1.

1. On commet ici un abus de notation en utilisant le même symbole f pour la fonc-
tion de L2(V) et la forme linéaire sur H 1

0 (V).
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problèmes coercifs

5.1 Le Laplacien

L’espace V équipé de la norme ‖·‖1,V (définie par ‖v‖1,V 5 (‖v‖2
0,V 1‖∇v‖2

0,V)1/2

pour v ∈ V ) est un espace de Hilbert et les formes a et f sont continues sur
V 3 V et V , respectivement. La seule propriété non-triviale pour établir le
caractère bien-posé de (5.3) est la coercivité de a sur H 1

0 (V). Celle-ci résulte
de l’inégalité ci-dessous.

Lemme 5.1 (Inégalité de Poincaré). Soit V un ouvert borné de Rd . Il existe
une constante �V telle que

∀v ∈ H 1
0 (V), ‖v‖0,V � �V‖∇v‖0,V. (5.5)

On notera que la constante �V a la dimension d’une longueur ; elle peut s’in-
terpréter comme une longueur caractéristique de l’ouvert borné V.1 L’inégalité
de Poincaré implique la coercivité de la forme bilinéaire a sur H 1

0 (V) puisque

∀v ∈ H 1
0 (V), a(v, v) 5 ‖∇v‖2

0,V � 1
11�2

V

‖v‖2
1,V. (5.6)

Le lemme de Lax–Milgram permet de conclure quant au caractère bien posé
du problème (5.3).

Afin d’obtenir des estimations d’erreur optimales en norme L2 pour l’approxi-
mation par éléments finis, on utilise par la suite la notion suivante.

Définition 5.2 (Problème régularisant). On dit que le problème (5.3) est
régularisant s’il existe une constante cS telle que pour tout f ∈ L2(V), la solution
unique u de (5.3) est telle que

‖u‖2,V � cS‖f ‖0,V. (5.7)

En termes un peu plus abstraits, le problème (5.3) est régularisant si l’opéra-
teur (−D)−1 : L2(V) → H 2(V) ∩ H 1

0 (V) est un isomorphisme. Une condi-
tion suffisante pour que le problème (5.3) soit régularisant est que V est un
domaine de classe C2 ou que V est un polygone (ou un polyèdre) convexe ;
voir Grisvard [48].

1. L’inégalité de Poincaré s’étend aux ouverts de Rd bornés dans au moins une
direction.c ©
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problèmes coercifs

5.1 Le Laplacien

5.1.2 Approximation conforme

On considère une approximation conforme du problème (5.3) par éléments
finis de Lagrange. On suppose pour simplifier que V est un polygone de R2

ou un polyèdre de R3. On considère une famille régulière et conforme de
maillages affines de V que l’on note {Th}h>0. On choisit comme élément

fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ} un élément fini de Lagrange tel que Pk ⊂ P̂ et
k 1 1 > d

2 .1 On pose

Lk
c,h 5 {vh ∈ C0(V) ; ∀K ∈ Th, vh ◦ TK ∈ P̂}, (5.8)

où TK est la transformation géométrique envoyant K̂ dans K . Si on utilise un
élément fini de Lagrange Pk ou Qk, on obtient les espaces d’approximation
Pk

c,h et Qk
c,h définis en (3.44) et (3.45), respectivement. Afin de construire un

espace d’approximation qui soit inclus dans V 5 H 1
0 (V), on pose

Vh 5 Lk
c,h ∩H 1

0 (V). (5.9)

Les éléments de Vh sont les fonctions de Lk
c,h qui s’annulent sur la frontière de

V. Si on utilise un élément fini de Lagrange Pk ou Qk, on obtient les espaces
d’approximation Pk

c,h,0 et Qk
c,h,0 définis en (3.46) et (3.47), respectivement.

On considère le problème approché suivant :{
Chercher uh ∈ Vh tel que
a(uh, wh) 5 f (wh), ∀wh ∈ Vh,

(5.10)

qui est clairement bien posé puisque a est coercive sur V et que Vh ⊂ V .

Théorème 5.3 (Convergence). Avec les hypothèses ci-dessus, on suppose que
la solution unique u de (5.3) est dans H k11(V) ∩ H 1

0 (V). Alors, il existe une
constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖1,V � c hk|u|k11,V. (5.11)

1. En dimension 2 ou 3, l’hypothèse k 1 1 > d
2 n’est pas restrictive dès que k � 1.
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De plus, si le problème (5.3) est régularisant, il existe une constante c telle que
pour tout h,

‖u− uh‖0,V � c hk11|u|k11,V. (5.12)

L’estimation (5.11) résulte du lemme de Céa 2.12 et du théorème d’interpo-
lation 3.26. En effet, on a

‖u− uh‖1,V � c inf
vh∈Vh

‖u− vh‖1,V

� c ‖u− ILag
h u‖1,V

� c hk|u|k11,V,

où ILag
h est l’opérateur d’interpolation de Lagrange défini dans la section 3.6.

Par ailleurs, l’estimation (5.12) résulte du lemme de Aubin–Nitsche 2.21 qui
permet d’affirmer que

‖u− uh‖0,V � c h|u− uh|1,V, (5.13)

si bien que (5.12) se déduit de (5.11).

L’exemple canonique d’application du théorème 5.3 en dimension 2 ou 3
est celui de l’approximation par éléments finis de Lagrange P1 ou Q1, pour
lesquels, si le problème (5.3) est régularisant, on a

‖u− uh‖0,V 1 h‖u− uh‖1,V � c h2‖f ‖0,V. (5.14)

On obtient donc une convergence à l’ordre 1 en norme H 1 et une convergence
à l’ordre 2 en norme L2.

On dit que les estimations d’erreur (5.11) et (5.12) sont optimales car leur
ordre de convergence en h est le même que celui de l’erreur d’interpolation.
Lorsque la solution exacte u n’est pas suffisamment régulière, l’erreur d’ap-
proximation converge bien vers zéro mais son ordre de convergence n’est pas
optimal. Par exemple, sous la seule hypothèse que u ∈ H 1

0 (V), on montre que
limh→0 ‖u− uh‖1,V 5 0. Par ailleurs, si u ∈ H s11(V) avec d

2 − 1 < s < k, il
existe une constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖1,V � c hs|u|s11,V.c ©
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5.1 Le Laplacien

On obtient donc le même ordre de convergence que si on avait utilisé un
élément fini de Lagrange de degré s < k.

Remarque 5.4

L’hypothèse de régularité de la famille de maillages {Th}h>0 intervient dans le
théorème d’interpolation 3.26 pour obtenir des estimations uniformes de l’erreur
d’interpolation valables pour toute fonction v ∈ H k11(V). Or, pour estimer l’erreur
d’approximation ‖u − uh‖1,V, on ne doit contrôler l’erreur d’interpolation que
pour une seule fonction, à savoir la solution exacte de (5.3). On peut donc imaginer
que si le maillage est « adapté » à la solution exacte, l’erreur d’approximation ne
sera pas trop grande. Ces considérations sont à la base des techniques d’adaptation
du maillage basées sur la hessienne (la matrice des dérivées secondes) de la solu-
tion exacte u ou d’une approximation de celle-ci ; voir la section 8.6 pour plus de
détails.

5.1.3 Approximation non-conforme

On considère une approximation non-conforme du problème (5.3) par élé-
ments finis de Crouzeix–Raviart. On suppose à nouveau que V est un po-
lyèdre de Rd et on considère une famille régulière et conforme de maillages
affines de V que l’on note {Th}h>0. On choisit comme élément fini de réfé-

rence {K̂ , P̂, Ŝ} l’élément fini de Crouzeix–Raviart décrit dans la section 4.4.
Partant de l’espace d’éléments finis de Crouzeix-Raviart P1

pt,h défini en (4.31),
on considère l’espace d’approximation

P1
pt,h,0 5

{
vh ∈ P1

pt,h ; ∀F ∈ F∂
h ,
∫

F vh 5 0
}

5 {vh ∈ L2(Vh) ; ∀K ∈ Th, vh|K ∈ P1 ; ∀F ∈ Fh,
∫

F [[vh]] 5 0}.
(5.15)

On considère le problème approché suivant :{
Chercher uh ∈ P1

pt,h,0 tel que

ah(uh, wh) 5 f (wh), ∀vh ∈ P1
pt,h,0,

(5.16)

où la forme bilinéaire ah est telle que pour tout (vh, wh) ∈ P1
pt,h,0 3 P1

pt,h,0,

ah(vh, wh) 5

∫
V

∇hvh·∇hwh. (5.17)
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On rappelle que l’opérateur de gradient discret est défini en (4.21) ; on a donc

ah(vh, wh) 5
∑

K∈Th

∫
K
∇vh·∇wh. (5.18)

Le problème discret (5.16) résulte d’une approximation non-conforme
de (5.3) puisque P1

pt,h,0 �⊂ H 1
0 (V). En effet, les gradients des fonctions de

P1
pt,h,0 ne sont pas nécessairement dans [L2(V)]d (c’est pourquoi la forme

bilinéaire a a été remplacée par la forme bilinéaire ah). De plus, les fonctions
de P1

pt,h,0 ne sont pas nécessairement nulles sur ∂V.

On pose V (h) 5 P1
pt,h,0 1 H 1

0 (V) et pour v ∈ V (h), on définit la semi-norme

H 1-brisée par

|v|h,1,V 5 ‖∇hv‖0,V 5

⎛⎝∑
K∈Th

‖∇v‖2
0,K

⎞⎠
1
2

. (5.19)

On munit l’espace V (h) de la norme ‖ · ‖V (h) 5 ‖ · ‖0,V 1 | · |h,1,V. L’analyse
de convergence de l’approximation par éléments finis de Crouzeix–Raviart
repose sur les résultats suivants.

• Stabilité. La forme bilinéaire ah définie en (5.17) est ‖ · ‖V (h)-coercive sur
P1

pt,h,0 uniformément en h ; cette propriété implique que le problème ap-
proché (5.16) est bien posé. La coercivité de la forme bilinéaire ah résulte
de l’inégalité suivante, qui est une inégalité de Poincaré étendue ; voir, par
exemple, Temam [72, Prop. 4.13].

Lemme 5.5 (Inégalité de Poincaré étendue). Soit V un ouvert borné de
Rd . On suppose h � 1. Alors, il existe une constante �′V telle que

∀v ∈ V (h), ‖v‖0,V � �′V|v|h,1,V. (5.20)

• Continuité. La forme bilinéaire ah est uniformément continue en h sur
V (h) 3 V (h) : il existe une constante c, indépendante de h, telle que pour
tout (v, w) ∈ V (h) 3 V (h),

ah(v, w) � c ‖v‖V (h)‖w‖V (h). (5.21)c ©
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5.1 Le Laplacien

• Consistance asymptotique. En supposant que la solution exacte u de (5.3)
est dans H 2(V)∩H 1

0 (V), il existe une constante c, indépendante de h, telle
que pour tout h,

sup
wh∈P1

pt,h,0

|f (wh)− ah(u, wh)|
‖wh‖V (h)

� c h|u|2,V. (5.22)

• Densité asymptotique. Il existe une constante c, indépendante de h, telle
que pour tout h et pour tout v ∈ H 2(V) ∩H 1

0 (V),

inf
vh∈P1

pt,h,0

‖v − vh‖V (h) � c h|v|2,V. (5.23)

En procédant comme dans la preuve du deuxième lemme de Strang 2.20, on
aboutit au théorème de convergence ci-dessous.

Théorème 5.6 (Convergence). Soit {Th}h>0 une famille régulière de
maillages affines et conformes. On suppose que la solution exacte u de (5.3) est
dans H 2(V) ∩H 1

0 (V). Alors, il existe une constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖V (h) � c h|u|2,V. (5.24)

De plus, si le problème (5.3) est régularisant, il existe une constante c telle que
pour tout h,

‖u− uh‖0,V � c h2|u|2,V. (5.25)

5.1.4 Variations sur les conditions aux limites

Cette section passe en revue les conditions aux limites, autres que celles de
Dirichlet homogènes, que l’on peut considérer pour le Laplacien.
• Condition aux limites de Dirichlet non-homogène. Étant donné une

fonction f ∈ L2(V) et une fonction g ∈ C0,1(∂V) (g est lipschitzienne sur
∂V),1 on cherche une fonction u : V→ R telle que

−Du 5 f dans V, (5.26)

u 5 g sur ∂V. (5.27)

1. Plus généralement, on peut prendre g dans l’espace de Sobolev fractionnaire

H
1
2 (∂V) défini en (A.56).
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L’hypothèse g ∈ C0,1(∂V) permet d’affirmer qu’il existe un relèvement ug

de g dans H 1(V), c’est-à-dire qu’il existe une fonction ug dans H 1(V) telle
que ug |∂V 5 g . Dans ces conditions, on effectue le changement d’inconnue
u0 5 u− ug et on considère la formulation faible suivante :{

Chercher u0 ∈ H 1
0 (V) tel que

a(u0, w) 5 f (w)− a(ug , w), ∀w ∈ H 1
0 (V).

(5.28)

Par le lemme de Lax–Milgram, ce problème est bien posé.
On s’intéresse à une approximation conforme de (5.28) par éléments finis
de Lagrange. On reprend le cadre discret de la section 5.1.2. On suppose
que la donnée g est suffisamment régulière pour admettre un relèvement
ug dans C0(V) ∩ H 1(V). On note ILag

h l’opérateur d’interpolation associé

au maillage Th et à l’élément fini de Lagrange de référence {K̂ , P̂, Ŝ} ; voir
la section 3.6. On rappelle que Lk

c,h désigne l’espace H 1-conforme basé sur
cet élément fini et que Vh est l’espace d’approximation H 1

0 -conforme défini
en (5.9). On pose N 5 dim Lk

c,h. On désigne par {w1, . . . , wN} la base

nodale de Lk
c,h et par {a1, . . . , aN} les nœuds associés. Par définition, pour

u ∈ C0(V), on a

ILag
h u 5

N∑
i51

u(ai)wi, (5.29)

et on introduit également l’interpolé de Lagrange surfacique

ILag∂
h (u|∂V) 5

∑
ai∈∂V

u(ai)wi|∂V. (5.30)

On considère le problème approché{
Chercher u0h ∈ Vh tel que

a(u0h, wh) 5 f (wh)− a(ILag
h ug , wh), ∀wh ∈ Vh,

(5.31)

qui est clairement bien posé. On pose uh 5 u0h 1 ILag
h ug si bien que uh|∂V

coïncide avec l’interpolé de Lagrange surfacique de g . En d’autres termes,c ©
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uh est solution du problème⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Chercher uh ∈ Lk

c,h tel que

a(uh, wh) 5 f (wh), ∀wh ∈ Vh,

uh|∂V 5 ILag∂
h g.

(5.32)

Pour tout nœud surfacique ai ∈ ∂V, on a donc uh(ai) 5 g(ai), mais en
général uh|∂V fi g .

Théorème 5.7. Avec les hypothèses ci-dessus, on suppose que la solution unique
u de (5.28) est dans H k11(V) ∩ H 1

0 (V). Alors, il existe une constante c telle
que pour tout h,

‖u− uh‖1,V � c hk|u|k11,V. (5.33)

De plus, si le problème (5.28) est régularisant, il existe une constante c telle que
pour tout h,

‖u− uh‖0,V � c hk11|u|k11,V. (5.34)

On peut également considérer une approximation du problème (5.28) par
éléments finis de Crouzeix–Raviart. Le problème approché est le suivant :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Chercher uh ∈ P1
pt,h tel que

ah(uh, wh) 5 f (wh), ∀wh ∈ P1
pt,h,0,

uh|∂V 5 ICR∂
h g,

(5.35)

où la forme bilinéaire ah est définie en (5.17), les espaces P1
pt,h et P1

pt,h,0

en (4.31) et (5.15), respectivement, et où ICR∂
h désigne l’interpolé de

Crouzeix–Raviart surfacique dont la définition se déduit de (4.33) en se
restreignant aux faces situées sur ∂V. Pour toute face F ∈ F∂

h , on a donc∫
F uh 5

∫
F g , mais en général uh|∂V fi g . La solution uh de (5.35) satisfait

des estimations d’erreur analogues à celles du théorème 5.7.
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• Condition aux limites de Neumann. Étant donné un réel l strictement
positif, une fonction f ∈ L2(V) et une fonction g ∈ L2(∂V), on cherche
une fonction u : V→ R telle que

−Du 1 lu 5 f dans V, (5.36)

∂nu 5 g sur ∂V, (5.37)

où ∂nu désigne la dérivée normale de u sur la frontière1. La formulation
faible de (5.36)–(5.37) consiste à{

Chercher u ∈ H 1(V) tel que

aN(u, w) 5 fN(w), ∀w ∈ H 1(V),
(5.38)

où

aN(v, w) 5

∫
V

∇v·∇w 1

∫
V

lvw, (5.39)

et

fN(w) 5

∫
V

fw 1

∫
∂V

gw. (5.40)

Le caractère bien posé de (5.38) résulte de la coercivité de la forme bilinéaire
aN sur H 1(V).
Le problème (5.38) peut être approché par des éléments finis de Lagrange.
On reprend le cadre discret de la section 5.1.2. On considère le problème
approché suivant :{

Chercher uh ∈ Lk
c,h tel que

aN(uh, wh) 5 fN(wh), ∀wh ∈ Lk
c,h,

(5.41)

qui est clairement bien posé. Une différence importante entre la condition
aux limites de Neumann et celle de Dirichlet est que la première n’est pas
imposée explicitement dans l’espace où on cherche la solution mais résulte
du fait que les fonctions tests dans (5.38) peuvent prendre des valeurs non-
nulles au bord. Cette différence se traduit, au niveau de l’approximation par
éléments finis, par le fait que la solution uh de (5.41) satisfait la condition

1. En notant n 5 (n1, . . . , nd )T les coordonnées cartésiennes de la normale extérieure
en un point de la frontière, on a par définition ∂nu 5 n·∇u 5

∑d
i51 ni∂iu.c ©
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aux limites de Neumann de manière approchée et non de manière exacte.
Enfin, l’analyse de convergence du problème approché (5.41) conduit, sous
les hypothèses du théorème 5.3, aux mêmes estimations que pour le pro-
blème de Dirichlet homogène.

On peut également considérer, au prix de quelques difficultés techniques, le
problème de Neumann avec l 5 0. On cherche une fonction u : V → R
telle que

−Du 5 f dans V, (5.42)

∂nu 5 g sur ∂V. (5.43)

On observe qu’une condition nécessaire à l’existence d’une solution est que
les données f et g satisfassent la condition de compatibilité∫

V

f 1

∫
∂V

g 5 0, (5.44)

puisque
∫

V f 1
∫
∂V g 5 −

∫
V Du 1

∫
∂V ∂nu 5 0 d’après le théorème de

la divergence1. Par ailleurs, une solution de (5.42)–(5.43) n’est déterminée
qu’à une constante additive près. On convient donc de chercher la solution
dans l’espace fonctionnel

H 1
∗(V) 5

{
v ∈ H 1(V) ;

∫
V

v 5 0
}

. (5.45)

La formulation faible de (5.42)–(5.43) est la suivante :{
Chercher u ∈ H 1

∗(V) tel que

a(u, w) 5 fN(w), ∀w ∈ H 1
∗(V),

(5.46)

1. Le théorème de la divergence exprime le fait que pour tout champ de vecteurs f
suffisamment régulier, ∫

V

∇·f 5

∫
∂V

f·n.

En particulier, en prenant f 5 ∇u où u est une fonction suffisamment régulière, on
obtient

∫
V

Du 5
∫

∂V
∂nu.
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avec la forme bilinéaire a telle que a(v, w) 5
∫

V∇v·∇w. Le caractère bien
posé de (5.46) résulte de la coercivité de la forme bilinéaire a sur H 1

∗(V),
cette dernière propriété étant elle-même une conséquence de l’inégalité ci-
dessous.

Lemme 5.8 (Inégalité de Poincaré–Wirtinger). Soit V un ouvert borné
de Rd . Il existe une constante �′′V telle que

∀v ∈ H 1
∗(V), ‖v‖0,V � �′′V‖∇v‖0,V. (5.47)

Le problème (5.46) peut être approché par des éléments finis de Lagrange,
ce qui conduit au problème approché suivant :{

Chercher uh ∈ Lk
c,h tel que

a(uh, wh) 5 fN(wh), ∀wh ∈ Lk
c,h.

(5.48)

On observera que l’espace d’approximation Lk
c,h n’est pas conforme dans

H 1
∗(V) et que le système linéaire associé au problème discret (5.48) est

singulier. En notant ce système linéaire sous la forme

A∗U 5 F∗, (5.49)

et en introduisant le vecteur Z 5 (1, . . . , 1)T ∈ RN où N 5 dim Lk
c,h, on

constate que Ker(A∗) 5 vect(Z ), Im(A∗) 5 Z⊥ et F ∈ Z⊥. Par consé-
quent, le système linéaire (5.49) admet une infinité de solutions. L’une
d’entre elles peut être approchée à l’aide d’une des méthodes itératives dé-
crites dans le chapitre 11, par exemple la méthode du gradient conjugué.
On désigne par U∞ l’approximation fournie par la méthode itérative. La
solution de (5.49) dont les composantes sont de moyenne nulle est obtenue
en posant

U 5 U∞ −
(

(U∞, Z )RN

(Z , Z )RN

)
Z , (5.50)

où (·, ·)RN désigne le produit scalaire euclidien sur RN .
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• Condition aux limites de Robin. Étant donné une fonction f ∈ L2(V) et
une fonction g ∈ L2(∂V), on cherche une fonction u : V→ R telle que

−Du 5 f dans V, (5.51)

gu 1 ∂nu 5 g sur ∂V, (5.52)

où g > 0 est un paramètre réel1. La formulation faible de (5.51)–(5.52)
consiste à {

Chercher u ∈ H 1(V) tel que

aR(u, w) 5 fN(w), ∀w ∈ H 1(V),
(5.53)

où la forme linéaire fN est définie en (5.40) et où la forme bilinéaire aR est
telle que

aR(v, w) 5

∫
V

∇v · ∇w 1

∫
∂V

gvw. (5.54)

Le caractère bien posé de (5.53) résulte de la coercivité de aR sur H 1(V),
cette dernière propriété étant elle-même une conséquence du fait qu’il
existe une constante rV telle que

∀v ∈ H 1(V), ‖v‖0,V � rV(‖∇v‖0,V 1 ‖v‖0,∂V). (5.55)

Partant du cadre discret de la section 5.1.2, on s’intéresse à une approxima-
tion de (5.53) par éléments finis de Lagrange. On considère le problème
approché suivant :{

Chercher uh ∈ Lk
c,h tel que

aR(uh, wh) 5 fN(wh), ∀wh ∈ Lk
c,h,

(5.56)

qui est clairement bien posé. Comme pour la condition aux limites de Neu-
mann, celle de Robin résulte du fait que les fonctions tests dans (5.53)
peuvent prendre des valeurs non-nulles au bord ; elle n’est donc pas sa-

1. Plus généralement, on peut considérer une fonction g ∈ L∞(∂V) telle que
g(x) � g0 > 0 pour presque tout x ∈ ∂V.
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tisfaite de manière exacte par la solution discrète uh mais uniquement de
manière approchée. Enfin, l’analyse de convergence pour la solution uh

de (5.56) conduit, sous les hypothèses du théorème 5.3, aux mêmes esti-
mations que pour le problème de Dirichlet homogène.

5.1.5 Advection–diffusion–réaction avec diffusion
dominante

On considère un opérateur différentiel de la forme

Lu 5 −∇·(s·∇u) 1 b·∇u 1 mu, (5.57)

où s, b et m sont des fonctions définies sur V et à valeurs dans Rd,d , Rd et
R respectivement. L’opérateur (5.57) intervient, par exemple, dans la modé-
lisation des problèmes d’advection–diffusion–réaction ; le premier terme du
membre de droite dans (5.57) est le terme diffusif, le deuxième le terme ad-
vectif1 et le troisième le terme réactif. L’opérateur L intervient également dans
des problèmes de finance liés au pricing d’options. Par la suite, on suppose
que s ∈ [L∞(V)]d,d , b ∈ [L∞(V)]d , ∇·b ∈ L∞(V) et m ∈ L∞(V). De
plus, on suppose que l’opérateur L est elliptique au sens suivant.

Définition 5.9 (Opérateur elliptique). L’opérateur L défini en (5.57) est dit
elliptique s’il existe une constante s0 > 0 telle que, presque partout dans V,

∀j ∈ Rd ,
d∑

i,j51

sijjijj � s0

(
d∑

i51

j2
i

)
. (5.58)

Le Laplacien entre dans la catégorie des opérateurs elliptiques puisqu’il est
obtenu à partir de L en prenant b 5 0, m 5 0 et s 5 Id , la matrice identité
dans Rd,d .

1. Ce terme est parfois appelé le terme « convectif » et on parle d’équation de
convection–diffusion–réaction.c ©
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Étant donné une fonction f ∈ L2(V), on cherche une fonction u : V → R
telle que

Lu 5 f dans V, (5.59)

u 5 0 sur ∂V. (5.60)

La formulation faible de (5.59)–(5.60) est la suivante :{
Chercher u ∈ H 1

0 (V) tel que

asbm(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ H 1
0 (V),

(5.61)

avec la forme bilinéaire asbm telle que pour tout (v, w) ∈ H 1
0 (V) 3 H 1

0 (V),

asbm(v, w) 5

∫
V

∇w·s·∇v 1 w(b·∇v) 1 mwv. (5.62)

On pose1 p 5 inf essx∈V

(
m− 1

2∇·b
)

et on rappelle que �V est la constante
intervenant dans l’inégalité de Poincaré (5.5). Alors, on montre que sous la
condition

s0 1 min(0, �Vp) > 0, (5.63)

la forme bilinéaire asbm est coercive sur H 1
0 (V), si bien que, grâce au lemme

de Lax–Milgram, le problème (5.61) est bien posé. La condition (5.63) étant
une minoration de s0, on retiendra que la coercivité est garantie pourvu que
s0 soit suffisamment grand, c’est-à-dire en régime de diffusion dominante.
L’approximation conforme de (5.61) par éléments finis de Lagrange reprend
le cadre discret introduit dans la section 5.1.2 pour le Laplacien. On peut
également considérer une approximation non-conforme par éléments finis de
Crouzeix–Raviart, la coercivité du problème approché nécessitant en particu-
lier d’utiliser l’inégalité de Poincaré étendue (5.20). Enfin, on peut considérer
à la place de (5.60) des conditions aux limites de Dirichlet non-homogène, de
Neumann ou de Robin.

1. Pour une fonction f ∈ L∞(V), inf essx∈V f (x) 5 sup{M ∈ R1 ; f (x) � M
presque partout dans V}.
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5.1.6 Principe du maximum discret

On considère le problème (5.1)–(5.2) et on suppose que f � 0 dans
V. On suppose que la solution u est suffisamment régulière, à savoir
u ∈ C2(V) ∩ C0(V). Dans ces conditions, u � 0 dans V. Cette propriété du
problème continu (5.1)–(5.2) porte le nom de principe du maximum ; voir,
par exemple, Gilbarg et Trudinger [45, p. 179]. On considère maintenant
une approximation par éléments finis du problème (5.1)–(5.2), par exemple
le problème (5.10). Si on a l’implication

(f � 0 dans V) =⇒ (uh � 0 dans V), (5.64)

on dit que l’approximation par éléments finis jouit d’un principe du maximum
discret. Cette propriété n’est pas évidente a priori, même pour une approxima-
tion aussi simple que celle par éléments finis de Lagrange P1.

Définition 5.10 (M -matrice). On dit qu’une matrice A ∈ RN ,N est une M -
matrice si elle est telle que :

(i) Aii > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , N} ;

(ii) Aij � 0 pour tout i, j ∈ {1, . . . , N} et i fi j ;

(iii) en posant Z 5 (1, . . . , 1)T ∈ RN , le vecteur AZ a toutes ses composantes
positives et au moins une composante strictement positive ; en d’autres termes,
la somme des coefficients dans la i-ième ligne de la matrice A est positive
pour tout i ∈ {1, . . . , N} et cette somme est strictement positive pour au
moins un i ∈ {1, . . . , N}.

Une propriété importante des M -matrices est la suivante.
Proposition 5.11. On suppose que la matrice A ∈ RN ,N est une M-matrice.
Alors, A est inversible et tous les coefficients de son inverse sont positifs.

La proposition 5.11 implique que si le vecteur F ∈ RN a toutes ses com-
posantes négatives, il en est de même du vecteur U ∈ RN qui est solution
du système linéaire AU 5 F . Dans le cadre de la méthode des éléments
finis, les composantes du vecteur F s’expriment sous la forme Fi 5 f (wi),
i ∈ {1, . . . , N}, où {w1, . . . , wN} désignent les fonctions de forme dans l’es-
pace d’approximation. Par conséquent, une condition suffisante pour que la
propriété (5.64) soit satisfaite est que la matrice de rigidité A soit une M-
matrice.c ©
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On s’intéresse maintenant à l’approximation par éléments finis de Lagrange
P1 du problème de Dirichlet homogène (5.3). Les coefficients de la matrice
de rigidité sont tels que

Aij 5

∫
V

∇wi·∇wj , i, j ∈ {1, . . . , N}. (5.65)

En dimension 1, la matrice de rigidité est tridiagonale et on vérifie facilement
que c’est une M -matrice. En dimension d � 2, la matrice de rigidité est une
M -matrice si et seulement si le maillage satisfait certaines conditions géomé-
triques. On considère un maillage de V par des simplexes. Pour une maille
K ∈ Th et une arête a de K , on désigne par s1,a et s2,a les deux sommets
de l’arête et par F1,a et F2,a les faces de K opposées aux sommets s1,a et s2,a,
respectivement. On désigne par ma,K la mesure (en dimension (d − 2)) de
l’intersection F1,a ∩ F2,a (ma,K 5 1 en dimension deux) et par ua,K l’angle
entre les faces F1,a et F2,a. On a le résultat suivant ; voir Xu et Zikatanov [77].

Proposition 5.12. La matrice de rigidité pour le problème de Dirichlet homo-
gène est une M-matrice si et seulement si le maillage satisfait la condition géomé-
trique suivante : pour toute arête a du maillage, on a

1
d (d − 1)

∑
K∈T (a)

ma,K cot(ua,K ) � 0, (5.66)

où T (a) désigne l’ensemble des éléments de Th dont a est une arête et cot la fonction
cotangente.

En deux dimensions d’espace, la condition géométrique de la proposition 5.12
signifie que pour chaque arête intérieure du maillage, la somme des deux
angles opposés à cette arête est inférieure ou égale à p. Un tel maillage est ap-
pelé une triangulation de Delaunay ; voir, par exemple, George et Borouchaki
[44] ou Frey et George [41]. Une condition suffisante pour qu’une triangu-
lation soit de Delaunay est que tous les angles des triangles soient aigus, mais
une telle condition est plus restrictive, et donc moins générale, que celle de la
proposition 5.12.
On peut également formuler des schémas d’approximation par éléments fi-
nis de Lagrange P1 qui jouissent d’un principe du maximum discret pour les
équations d’advection–diffusion–réaction. En particulier, on souhaite que le
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principe du maximum discret soit satisfait uniformément pour toutes les va-
leurs du champ d’advection b, c’est-à-dire aussi bien en régime de diffusion
dominante (voir la section 5.1.5) qu’en régime d’advection dominante (voir la
section 7.3). Dans ce cas, on ne peut pas imposer des conditions géométriques
sur le maillage pour que la matrice de rigidité associée au problème (5.61)
soit une M -matrice. Par contre, sous les hypothèses de la proposition 5.12,
on montre qu’on peut rajouter un terme de capture de choc non-linéaire à
la forme bilinéaire asbm définie en (5.62) de sorte que le problème appro-
ché (5.61) jouisse d’un principe du maximum discret uniformément en la
valeur du champ d’advection b ; voir [26] pour plus de détails.

5.2 Élasticité linéaire
Cette section aborde l’approximation par éléments finis de problèmes de mé-
canique des milieux continus déformables en trois dimensions d’espace. Le
domaine V ⊂ R3 représente un milieu déformable, initialement au repos et
auquel on applique un chargement extérieur f : V→ R3. L’objectif est de dé-
terminer le champ de déplacement u : V→ R3 induit par ce chargement une
fois que le milieu a atteint l’équilibre. On suppose que les déformations sont
suffisamment petites pour pouvoir les modéliser dans le cadre de l’élasticité
linéaire. Pour simplifier, on suppose également que le milieu est isotrope.
On note s : V → R3,3 le champ des contraintes. La condition d’équilibre
s’écrit

∇·s 1 f 5 0 dans V. (5.67)

On note ´(u) : V→ R3,3 le champ des déformations linéarisées défini par1

´(u) 5 1
2 (∇u 1 ∇uT ). (5.68)

Dans le cadre de l’élasticité linéaire, le champ des contraintes s’exprime en
fonction du champ des déformations linéarisées sous la forme

s(u) 5 l tr(´(u))I3 1 2m´(u), (5.69)

1. On rappelle que ∇u est le champ à valeurs dans R3,3 de composantes
(∇u)ij 5 ∂jui , i, j ∈ {1, 2, 3}.c ©
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où l et m sont les coefficients de Lamé et I3 la matrice identité dans R3,3. En
utilisant (5.68), il vient

s(u) 5 l(∇·u)I3 1 m(∇u 1 ∇uT ). (5.70)

Les coefficients de Lamé sont des coefficients phénoménologiques qui, pour
des raisons thermodynamiques, sont contraints par les relations m > 0 et
l 1 2

3 m � 0. Pour simplifier, on suppose que l � 0 et que le milieu est
homogène si bien que les coefficients l et m sont des constantes. Dans cer-
taines applications, il est plus pratique d’introduire le module de Young E et le
coefficient de Poisson n tels que

E 5 m 3l12m
l1m et n 5 1

2
l

l1m . (5.71)

Le coefficient de Poisson est tel que−1 � n < 1
2 ; de plus, n � 0 si l � 0. Un

coefficient de Poisson très proche de 1
2 (c’est-à-dire des coefficients de Lamé

tels que le rapport l
m est très grand) caractérise un matériau pratiquement

incompressible.

Le problème modèle (5.67)–(5.70) doit être complété par des conditions aux
limites. Par la suite, on considère deux cas.

(i) Le problème de Dirichlet homogène où on impose la condition aux li-
mites

u 5 0 sur ∂V. (5.72)

(ii) Le problème de traction pure (ou problème de Neumann) où on impose
la condition aux limites

s(u)·n 5 g sur ∂V, (5.73)

où g : ∂V→ R3 représente un champ de forces appliqué sur le bord de
V et n la normale extérieure à V.

D’autres conditions aux limites sont possibles comme, par exemple, des
conditions mêlées Dirichlet–Neumann.
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5.2.1 Le cadre mathématique

Sur [H 1(V)]3 3 [H 1(V)]3, on introduit la forme bilinéaire1

a(v, w) 5

∫
V

s(v):´(w) 5

∫
V

l(∇·v)(∇·w) 1

∫
V

2m´(v):´(w). (5.74)

Il est clair que a ∈ L([H 1(V)]3 3 [H 1(V)]3;R). De plus, la forme bilinéaire
a est symétrique et positive. Par contre, la forme bilinéaire a est singulière. En
effet, en introduisant l’espace vectoriel des déplacements rigides

R 5 {z ∈ [H 1(V)]3 ; ∃(a, b) ∈ R3 3 R3, ∀x ∈ V, z(x) 5 a 1 b 3 x},
(5.75)

on a l’équivalence

(z ∈ R) ⇐⇒ (∀v ∈ [H 1(V)]3, a(z, v) 5 0). (5.76)

On notera qu’un déplacement rigide consiste en la composée d’une translation
et d’une rotation et que

R∩ [H 1
0 (V)]3 5 {0}, (5.77)

puisque le seul déplacement rigide qui conserve la frontière est le déplacement
nul.

• Problème de Dirichlet homogène. Afin d’écrire le problème de Dirichlet
homogène sous forme faible, on introduit l’espace fonctionnel

VD 5 [H 1
0 (V)]3, (5.78)

et la forme linéaire fD ∈ V ′
D telle que pour tout w ∈ VD,

fD(w) 5

∫
V

f ·w. (5.79)

On obtient le problème suivant :{
Chercher u ∈ VD tel que
a(u, w) 5 fD(w), ∀w ∈ VD.

(5.80)

1. Pour deux matrices s et ´ dans R3,3, s:´ désigne leur contraction maximale, qui
est égale à

∑3
i,j51 sij´ij .c ©
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5.2 Élasticité linéaire

Le caractère bien posé de (5.80) résulte de l’inégalité ci-dessous.

Lemme 5.13 (Première inégalité de Korn). Soit V un domaine de R3. On
pose ‖´(v)‖0,V 5 (

∫
V ´(v):´(v))

1
2 . Il existe une constante kV telle que

∀v ∈ [H 1
0 (V)]3, kV‖v‖1,V � ‖´(v)‖0,V. (5.81)

L’inégalité (5.81) implique la coercivité de la forme bilinéaire a sur
VD 5 [H 1

0 (V)]3 puisque

∀v ∈ [H 1
0 (V)]3, a(v, v) � 2m‖´(v)‖2

0,V � 2mk2
V‖v‖2

1,V. (5.82)

• Problème de traction pure. L’étude mathématique du problème de trac-
tion pure demande quelques précautions. En effet, on ne peut pas chercher
la solution u dans [H 1(V)]3 et demander que pour tout w ∈ [H 1(V)]3,
a(u, w) 5

∫
V f ·w 1

∫
∂V g·w car la forme bilinéaire a est singulière sur

[H 1(V)]3 3 [H 1(V)]3. Une condition nécessaire pour l’existence d’une
solution est que

∀z ∈ R,

∫
V

f ·z 1

∫
∂V

g·z 5 0. (5.83)

Cette équation exprime le fait que la résultante de l’ensemble des efforts
extérieurs et leurs moments sont nuls. De plus, la solution u, si elle existe,
n’est déterminée qu’à un déplacement rigide près. On considère donc l’es-
pace fonctionnel

VN 5

{
v ∈ [H 1(V)]3 ;

∫
V

v 5 0 ;
∫

V

∇3v 5 0
}

, (5.84)

et la forme linéaire fN ∈ V ′
N telle que pour tout w ∈ VN,

fN(w) 5

∫
V

f ·w 1

∫
∂V

g·w. (5.85)

On obtient le problème suivant :{
Chercher u ∈ VN tel que
a(u, w) 5 fN(w), ∀w ∈ VN.

(5.86)
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Le caractère bien posé de (5.86) résulte de l’inégalité ci-dessous.

Lemme 5.14 (Deuxième inégalité de Korn). Soit V un domaine de R3.
Il existe une constante k′

V telle que

∀v ∈ [H 1(V)]3, k′
V‖v‖1,V � ‖´(v)‖0,V 1 ‖v‖0,V. (5.87)

On montre que l’inégalité (5.87) implique la coercivité de la forme bili-
néaire a sur VN.

Remarque 5.15

En mécanique des milieux continus, la fonction test w intervenant dans les for-
mulations faibles (5.80) et (5.86) s’interprète comme un champ de déplacement
virtuel admissible et les formulations faibles expriment le principe des travaux vir-
tuels. Par ailleurs, la forme bilinéaire a étant symétrique et coercive sur VD et VN,
la solution unique de (5.80) et (5.86), respectivement, minimise sur VD et VN la
fonctionnelle d’énergie

ED(v) 5 1
2 l

∫
V

(∇·v)2 1 1
2 m

∫
V

´(v):´(v) − fD(v), (5.88)

et

EN(v) 5 1
2 l

∫
V

(∇·v)2 1 1
2 m

∫
V

´(v):´(v) − fN(v). (5.89)

On retrouve le principe de moindre énérgie. Les termes quadratiques en v dans
(5.88)–(5.89) représentent l’énergie élastique de déformation et les termes linéaires
l’énergie potentielle sous le champ des forces extérieures.

5.2.2 Approximation conforme

On considère une approximation conforme des problèmes (5.80) et (5.86)
par éléments finis de Lagrange. On suppose que V est un polyèdre de R3 et
on considère une famille régulière et conforme de maillages affines de V que

l’on note {Th}h>0. On choisit comme élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ} un
élément fini de Lagrange de degré k � 1.

• Problème de Dirichlet homogène. Afin de construire un espace d’ap-
proximation VD-conforme, on pose

VDh 5 [Lk
c,h]3 ∩ [H 1

0 (V)]3, (5.90)c ©
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où Lk
c,h est défini en (5.8). Les éléments de VDh sont les champs de vecteurs

dont chaque composante est dans Lk
c,h et qui s’annulent sur la frontière

de V.
On considère le problème approché suivant :{

Chercher uh ∈ VDh tel que
a(uh, wh) 5 fD(wh), ∀wh ∈ VDh,

(5.91)

qui est clairement bien posé puisque a est coercive sur VD et que VDh ⊂ VD.

Théorème 5.16 (Convergence). Avec les hypothèses ci-dessus, on suppose que
la solution unique u de (5.80) est dans [H k11(V) ∩ H 1

0 (V)]3. Alors, il existe
une constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖1,V � c hk|u|k11,V. (5.92)

De plus, si le problème (5.80) est régularisant (c’est-à-dire s’il existe une
constante cS telle que pour tout f ∈ [L2(V)]3, la solution unique de (5.80)
satisfait ‖u‖2,V � cS‖f ‖0,V), il existe une constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖0,V � c hk11|u|k11,V. (5.93)

L’estimation (5.92) résulte du lemme de Céa 2.12 et du théorème d’in-
terpolation 3.26 que l’on applique composante par composante. L’estima-
tion (5.93) résulte du lemme de Aubin–Nitsche 2.21.

• Problème de traction pure. Pour le problème de traction pure, une ma-
nière d’éliminer le déplacement rigide arbitraire au niveau discret consiste
à :

(i) imposer que le déplacement en un nœud du maillage, a0, est nul ;

(ii) choisir trois autres nœuds du maillage, a1, a2, a3, et trois vecteurs uni-
taires, t1, t2, t3, tels que l’ensemble {(ai − a0) 3 ti}1�i�3 forme une
base de R3 ;

(iii) imposer que le déplacement au nœud ai le long de la direction ti est nul.
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Ceci conduit à l’espace d’approximation

VNh 5 {vh ∈ [C0(V)]3 ; ∀K ∈ Th, vh ◦ TK ∈ [P̂]3 ;

vh(a0) 5 0 ; vh(ai)·ti 5 0, i ∈ {1, 2, 3}}.
(5.94)

On considère le problème approché suivant :{
Chercher uh ∈ VNh tel que
a(uh, wh) 5 fN(wh), ∀wh ∈ VNh.

(5.95)

En utilisant la deuxième inégalité de Korn, on montre que la forme bili-
néaire a est coercive sur VNh si bien que le problème discret (5.95) est bien
posé.

Théorème 5.17 (Convergence). Avec les hypothèses ci-dessus, on suppose que
la solution unique u de (5.86) est dans [H k11(V)]3 ∩ VN. Alors, il existe une
constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖1,V � c hk|u|k11,V. (5.96)

De plus, si g 5 0 et si le problème (5.86) est régularisant, (c’est-à-dire s’il existe
une constante cS telle que pour tout f ∈ [L2(V)]3, la solution unique de (5.86)
avec g 5 0 satisfait ‖u‖2,V � cS‖f ‖0,V), il existe une constante c telle que
pour tout h,

‖u− uh‖0,V � c hk11|u|k11,V. (5.97)

Remarque 5.18

Une condition suffisante pour que les problèmes (5.80) et (5.86) soient régulari-
sants est que le polyèdre V soit convexe et que g 5 0 ; voir, par exemple, Grisvard
[48].
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5.2.3 Matériaux pratiquement incompressibles :
perte de coercivité

Dans cette section, on s’intéresse à des matériaux dont le rapport des coeffi-
cients de Lamé est tel que

l

m
� 1. (5.98)

Cette situation se produit lorsque le coefficient de Poisson est très proche de
1
2 , c’est-à-dire pour des matériaux pratiquement incompressibles.

Pour de tels matériaux, on constate que si on utilise un maillage qui n’est pas
suffisamment fin, la solution discrète est polluée par des oscillations parasites.
Ce phénomène, qu’on appelle perte de coercivité, peut s’expliquer en repre-
nant l’analyse d’erreur présentée dans la section 5.2.2. Le rapport l

m étant très
grand, il n’est pas raisonnable de l’absorber dans les constantes génériques c
apparaissant dans les estimations d’erreur.

On considère la forme bilinéaire a définie en (5.74). On pose

aa 5 inf
v∈V

a(v, v)
‖v‖2

1,V

, (5.99)

va 5 sup
v∈V

sup
w∈V

a(v, w)
‖v‖1,V‖w‖1,V

, (5.100)

où V est l’espace fonctionnel sur lequel est posé le problème continu. Sous
l’hypothèse (5.98), on montre que le rapport va

aa
est d’ordre l

m . En reprenant
l’analyse de convergence présentée dans la section 5.2.2, on obtient l’estima-
tion d’erreur

‖u− uh‖1,V � c l
m hk|u|k11,V, (5.101)

avec une constante c indépendante de h et du rapport l
m . Cette estimation

montre que le maillage doit être suffisamment fin pour que l’erreur soit
contrôlée. La figure 5.1 illustre le phénomène de perte de coercivité dans
l’approximation par éléments finis (k 5 1) des déformations d’un barreau
élastique percé de deux trous. Lorsque le rapport l

m est de l’ordre de l’unité,
le maillage considéré conduit à des résultats acceptables. Ce n’est plus le cas
lorsque l

m 5 103.
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Figure 5.1 – Déformations d’un barreau élastique percé de deux trous ; en
haut : maillage et configuration de référence ; au milieu : configurations dé-
formées ; en bas : isovaleurs du déplacement vertical u2 ; colonne de gauche :
l
m 5 1 ; colonne de droite : l

m 5 103.

5.3 Complément : approximation
spectrale

Soit V un domaine de Rd . On considère le problème spectral suivant :{
Chercher c ∈ H 1

0 (V) \ {0} et l ∈ R tels que
−Dc 5 lc dans V,

(5.102)

dont la formulation faible consiste à{
Chercher c ∈ H 1

0 (V) \ {0} et l ∈ R tels que∫
V∇c·∇w 5 l

∫
V cw, ∀w ∈ H 1

0 (V).
(5.103)

Lorsque le couple {l, c} est solution de (5.103), on dit que l est une valeur
propre du Laplacien (avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes) et
que la fonction c est une fonction propre du Laplacien. On peut montrer (voir
Yosida [78, p. 284] ou Brezis [21, p. 192]) que le problème (5.103) admetc ©
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une infinité dénombrable de solutions {ln, cn}n�1 et que ces solutions sont
telles que :

(i) {ln}n�1 est une suite croissante positive telle que ln →1∞ ;

(ii) {cn}n�1 forme une base hilbertienne orthonormée de L2(V).

En dimension 1, les valeurs propres du Laplacien peuvent se calculer
facilement. Par exemple, pour V 5 ]0, 1[, ces valeurs propres sont les
réels ln 5 n2p2 pour n � 1, et les fonctions propres sont les fonctions
cn(x) 5 sin(npx) pour n � 1. Ces fonctions deviennent de plus en plus
oscillantes à mesure que n croît. En dimension d � 2, on dispose d’une
formule analytique pour les valeurs propres du Laplacien uniquement lorsque
le domaine V a une forme géométrique simple. Par exemple, si celui-ci est
un hypercube, les valeurs propres s’écrivent comme la somme de d valeurs
propres du Laplacien unidimensionnel. Dans le cas général, les valeurs
propres et fonctions propres du Lapalcien doivent être approchées, par
exemple en utilisant une méthode d’éléments finis.
Pour simplifier, on suppose que V est un polygone ou un polyèdre et on consi-
dère une famille {Th}h>0 de maillages conformes de V. Pour tout h > 0,
on construit un espace d’approximation H 1-conforme, Vh, en utilisant le
maillage Th et un élément fini de Lagrange de degré k � 1. Le problème
spectral approché est le suivant :{

Chercher ch ∈ Vh \ {0} et lh ∈ R tels que∫
V∇ch·∇wh 5 lh

∫
V chwh, ∀wh ∈ Vh.

(5.104)

Soit {w1, . . . , wN} une base de Vh où N 5 dim Vh. On désigne par
Ch ∈ RN le vecteur formé par les composantes de ch dans cette base. Le
problème (5.104) consiste à{

Chercher Ch ∈ RN \ {0} et lh ∈ R tels que
ACh 5 lhMCh,

(5.105)

où A est la matrice de rigidité etM la matrice de masse. Ces deux matrices ont
pour coefficients

Aij 5

∫
V

∇wi·∇wj et Mij 5

∫
V

wiwj. (5.106)
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Les matrices A et M sont clairement symétriques et définies posi-
tives. Le problème spectral approché (5.104) admet donc N solutions
{lhn, chn}1�n�N . Les fonctions propres approchées peuvent être choisies
telles que {ch1, . . . , chN} soit une base orthonormée de Vh et telles que
lh1 � . . . � lhN .
On fixe un entier m � 1 et on suppose que le maillage est suffisamment
fin pour que m � N . On pose Vm 5 vect{c1, . . . , cm} et on note Sm

la sphère unité de Vm dans L2(V). On introduit le projecteur elliptique
Ph : H 1

0 (V)→ Vh tel que pour tout v ∈ H 1
0 (V) et pour tout vh ∈ Vh,∫

V

∇(Phv − v) · ∇vh 5 0. (5.107)

Proposition 5.19. Soit m � 1 et N � m. On suppose qu’il existe un entier
k � 1 et une constante c1(m) tels que

inf
v∈Sm

(
‖Phv − v‖0,V 1 h‖Phv − v‖1,V

)
� c1(m)hk11. (5.108)

Alors, il existe des constantes c2(m), c3(m) et c4(m), indépendantes de h mais qui
explosent lorsque m→1∞, telles que, si h est suffisamment petit, on a

lm � lhm � lm 1 c2(m) h2kl2
m. (5.109)

De plus, si la valeur propre lm est simple, on a

‖cm − chm‖1,V � c3(m) hklm, (5.110)

‖cm − chm‖0,V � c4(m) hk11lm. (5.111)

Si la valeur propre lm est multiple, cm peut être choisi de sorte que les estima-
tions (5.110)–(5.111) sont satisfaites.

Par exemple, on considère un maillage uniforme de V 5 ]0, 1[ de pas
h 5 1

N11 . Les matrices de rigidité et de masse sont tridiagonales et telles que

A 5
1
h

tridiag(−1, 2,−1) et M 5
h
6

tridiag(1, 4, 1), (5.112)

si bien que les valeurs propres du problème spectral approché sont

lhn 5
6
h2

(
1− cos(nph)
2 1 cos(nph)

)
, n ∈ {1, . . . , N}. (5.113)c ©
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La figure 5.2 présente les N premières valeurs propres exactes et les N valeurs
propres approchées pour N 5 10 et N 5 100. On observe que :

(i) les valeurs propres sont approchées par excès, en accord avec l’estima-
tion (5.109) ;

(ii) à N fixé (donc à h fixé), seules les premières valeurs propres sont appro-
chées avec une précision satisfaisante.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

1000

500

1500

vp exacte   
vp approchée

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

51. 10

45. 10

vp exacte   
vp approchée

Figure 5.2 – Valeurs propres exactes (trait plein) et approchées par éléments
finis (trait pointillé) pour le Laplacien sur l’intervalle V 5 ]0, 1[ ; à gauche :
N 5 10, à droite : N 5 100.
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6 • ÉLÉMENTS FINIS MIXTES

On considère un problème modèle qui s’exprime sous la forme d’un système
d’équations aux dérivées partielles où interviennent plusieurs fonctions incon-
nues qui ne jouent pas le même rôle mathématique et physique. Par exemple,
dans le problème de Stokes,

−Du 1 ∇p 5 f dans V, (6.1)

∇·u 5 g dans V, (6.2)

le champ u : V → Rd représente une vitesse et la fonction p : V → R une
pression. Dans le problème de Darcy,

s 1 ∇u 5 f dans V, (6.3)

∇·s 5 g dans V, (6.4)

le champ s : V → Rd représente une vitesse et la fonction u : V → R

une charge hydraulique. En général, le caractère bien posé de ces problèmes
résulte d’une condition inf-sup qui, comme on l’a vu dans la section 2.3, n’est
pas automatiquement transférée au niveau discret. En pratique, cela veut dire
que pour que l’approximation par éléments finis soit bien posée, il faut que les
espaces d’approximation pour les deux fonctions inconnues satisfassent une
condition de compatibilité donnant lieu à une condition inf-sup discrète. Dans
ce cas, on parle d’éléments finis mixtes.
Ce chapitre est organisé comme suit. On présente d’abord quelques résultats
mathématiques pour l’analyse et l’approximation par éléments finis de pro-
blèmes de type point selle. Même si ces problèmes ne recouvrent pas tous les
cas rencontrés dans ce chapitre, ils sont historiquement importants car ils ontc ©
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6 • Éléments finis mixtes 6.1 Problèmes de type
point selle

fourni le premier cadre théorique pour l’analyse de la méthode des éléments
finis ne reposant pas sur le lemme de Lax–Milgram et la notion de coercivité.
Puis, on présente divers exemples d’éléments finis mixtes, d’une part pour le
problème de Stokes (6.1)–(6.2) et d’autre part pour le problème de Darcy
(6.3)–(6.4).

6.1 Problèmes de type point selle

Étant donné deux espaces de Hilbert X et M et deux formes linéaires f ∈ X ′

et g ∈ M ′, on considère deux formes bilinéaires a ∈ L(X 3 X ;R) et
b ∈ L(X 3 M ;R). On s’intéresse au problème abstrait suivant :⎧⎪⎨⎪⎩

Chercher (u, p) ∈ X 3 M tel que
a(u, v) 1 b(v, p) 5 f (v), ∀v ∈ X ,

b(u, q) 5 g(q), ∀q ∈ M .

(6.5)

Définition 6.1. Si la forme bilinéaire a est symétrique et positive sur X 3 X ,
on dit que (6.5) est un problème de type point selle.

Le problème (6.5) a une structure très particulière puisque :

(i) l’espace solution est le même que l’espace test ;

(ii) la fonction inconnue p n’intervient pas dans la deuxième équation ;

(iii) les fonctions inconnues u et p sont couplées via la même forme bilinéaire
dans la première et la deuxième équation.

L’objet de cette section est de présenter les principaux résultats relatifs au ca-
ractère bien posé de (6.5) et à son approximation par éléments finis mixtes.

6.1.1 Caractère bien posé

Il est clair que le problème (6.5) est un cas particulier du problème (2.1) dont
l’analyse mathématique est présentée dans la section 2.1. En effet, en posant
V 5 W 5 X 3 M et en introduisant la forme bilinéaire c ∈ L(V 3 V ;R)
telle que

c((u, p), (v, q)) 5 a(u, v) 1 b(v, p) 1 b(u, q), (6.6)
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et la forme linéaire h ∈ L(V ;R) telle que

h(v, q) 5 f (v) 1 g(q), (6.7)

le problème (6.5) équivaut à{
Chercher (u, p) ∈ V tel que

c((u, p), (v, q)) 5 h(v, q), ∀(v, q) ∈ V .
(6.8)

Ainsi, sur le plan mathématique, tout est dit : le problème (6.5) est bien posé si
et seulement si la forme bilinéaire c satisfait les conditions (BNB1) et (BNB2)
du théorème BNB.
Lorsque la forme bilinéaire a est coercive, les conditions (BNB1) et (BNB2)
sur la forme bilinéaire c peuvent se formuler de manière relativement simple.

Théorème 6.2. On suppose que la forme bilinéaire a est coercive sur X . Alors,
le problème (6.5) est bien posé si et seulement si la forme bilinéaire b satisfait la
condition inf-sup suivante : il existe b > 0 tel que

∃b > 0, inf
q∈M

sup
v∈X

b(v, q)
‖v‖X ‖q‖M

� b. (6.9)

Afin de justifier la terminologie introduite dans la définition 6.1, on introduit
le Lagrangien l ∈ L(X 3 M ;R) défini par

l(v, q) 5 1
2 a(v, v) 1 b(v, q)− f (v)− g(q), (6.10)

et la notion de point selle ; voir la figure 6.1.

Figure 6.1 – Graphe d’une fonctionnelle présentant un point selle.
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Définition 6.3 (Point selle). On dit que le point (u, p) ∈ X 3 M est un point
selle de l si

∀(v, q) ∈ X 3 M , l(u, q) � l(u, p) � l(v, p). (6.11)

Proposition 6.4. Sous les hypothèses du théorème 6.2, le Lagrangien l défini
par (6.10) admet un unique point selle. De plus, ce point selle est également la
solution unique du problème (6.5).

6.1.2 Approximation par éléments finis mixtes

On se restreint à une approximation du problème (6.5) par une méthode de
Galerkin standard dans un cadre conforme. Étant donné deux espaces d’ap-
proximation Xh ⊂ X et Mh ⊂ M , on considère le problème approché sui-
vant : ⎧⎪⎨⎪⎩

Chercher (uh, ph) ∈ Xh 3 Mh tel que
a(uh, vh) 1 b(vh, ph) 5 f (vh), ∀vh ∈ Xh,

b(uh, qh) 5 g(qh), ∀qh ∈ Mh.

(6.12)

Théorème 6.5. On suppose que la forme bilinéaire a est coercive sur X . On
suppose que Xh ⊂ X et Mh ⊂ M. Alors, le problème (6.12) est bien posé si et
seulement si la condition inf-sup discrète suivante est satisfaite : il existe bh > 0
tel que

inf
qh∈Mh

sup
vh∈Xh

b(vh, qh)
‖vh‖X ‖qh‖M

� bh. (6.13)

On retiendra que pour que le problème discret (6.12) soit bien posé, il faut
que les éléments finis utilisés pour construire les espaces d’approximation Xh

et Mh satisfassent la condition de compatibilité (6.13). Dans la littérature, cette
condition est souvent appelée la condition de Babuška–Brezzi ou la condition
de Ladyshenskaya–Babuška–Brezzi.
On s’intéresse maintenant à l’analyse d’erreur pour le problème appro-
ché (6.12). Le résultat suivant généralise le lemme de Céa 2.12 aux problèmes
de type point selle.
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Lemme 6.6. Sous les hypothèses du théorème 6.5, la solution unique (uh, ph) de
(6.12) satisfait les estimations suivantes :

‖u− uh‖X � c1h inf
vh∈Xh

‖u− vh‖X 1 c2 inf
qh∈Mh

‖p− qh‖M , (6.14)

‖p− ph‖M � c3h inf
vh∈Xh

‖u− vh‖X 1 c4h inf
qh∈Mh

‖p− qh‖M , (6.15)

avec c1h 5 (11
‖a‖X ,X

a )(11
‖b‖X ,M

bh
), a est la constante de coercivité de a sur X ,

c2 5
‖b‖X ,M

a , c3h 5 c1h
‖a‖X ,X

bh
et c4h 5 1 1

‖b‖X ,M

bh
1 c2

‖a‖X ,X

bh
.

On observera que les constantes c1h, c3h et c4h sont d’autant plus grandes que
la constante bh dans la condition inf-sup discrète (6.13) est petite.

6.1.3 Le système linéaire

On s’intéresse à la version matricielle du problème discret (6.12). On
pose Nu 5 dim Xh et Np 5 dim Mh. Soit {fi}1�i�Nu

une base de Xh et
{ck}1�k�Np

une base de Mh. Pour tout uh 5
∑Nu

i51 uifi dans Xh et pour tout

ph 5
∑Np

k51 pkck dans Mh, on introduit les vecteurs U ∈ RNu et P ∈ RNp

formés par les composantes de uh et ph dans ces bases, respectivement. On a
donc U 5 (u1, . . . , uNu )T et P 5 (p1, . . . , pNp )

T . Le problème discret (6.12)
est équivalent à chercher la solution (U , P) du système linéaire suivant :[

A BT

B 0

][
U
P

]
5

[
F
G

]
, (6.16)

où les matrices A ∈ RNu,Nu et B ∈ RNp,Nu ont pour coefficients

Aij 5 a(fj , fi) et Bki 5 b(fi, ck), (6.17)

et où les vecteurs F ∈ RNu et G ∈ RNp ont pour composantes Fi 5 f (fi) et
Gk 5 g(ck). On observe que :

(i) puisque la forme bilinéaire a est symétrique et coercive, la matrice A est
symétrique définie positive ;

(ii) la matrice du système linéaire (6.16) est symétrique mais elle n’est pas
positive ;c ©
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(iii) la condition inf-sup discrète (6.13) est équivalente au fait que la matrice
B est de rang maximal (ou, en termes équivalents, que Ker(BT ) 5 {0}) ;

(iv) d’après le théorème 6.5, la matrice du système linéaire (6.16) est inver-
sible.

Les contre-exemples où la condition de compatibilité (6.13) n’est pas vérifiée,
et où, donc, la matrice B n’est pas de rang maximal, relèvent en général de
l’une des deux situations suivantes :

(i) dim Mh > dim Xh : l’espace Mh est trop grand pour que la matrice B soit
de rang maximal ; en général, la matrice B est injective (Ker(B) 5 {0}) :
on parle de vérouillage ;

(ii) il existe un vecteur Q∗ fi 0 dans Ker(BT ). Le champ discret

q∗h 5
∑Np

k51 Q∗
k ck dans Mh est appelé un mode parasite. Par construc-

tion, ce champ est tel que b(vh, q∗h ) 5 0 pour tout vh ∈ Xh.

Des exemples où ces situations se produisent sont présentés dans la sec-
tion 6.2.3 pour l’approximation du problème de Stokes.

Remarque 6.7

Des considérations matricielles élémentaires permettent de montrer directement
que si A est définie positive et si B est de rang maximal, la matrice du système
linéaire (6.16) est inversible. Pour cela, on montre simplement que cette matrice
est injective. Soit en effet (U∗, P∗) un vecteur du noyau de cette matrice. On a
donc AU∗ 1 BT P∗ 5 0 et BU∗ 5 0. La matrice A étant inversible, on obtient
BA−1BT P∗ 5 0. En prenant le produit scalaire avec P∗ et en utilisant le fait que
la matrice A−1 est définie positive, on déduit que BT P∗ 5 0, puis que P∗ 5 0
et, enfin, que U∗ 5 0, ce qui termine la preuve.

La matrice
U 5 BA−1BT , (6.18)

porte le nom de matrice d’Uzawa. Cette matrice est clairement symétrique
et positive ; de plus, le raisonnement développé dans la remarque 6.7 montre
qu’elle est définie positive. La matrice d’Uzawa apparaît naturellement lors-
qu’on élimine la vitesse U dans le système (6.16), ce qui conduit au système
linéaire en P suivant :

UP 5 BA−1F − G. (6.19)
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L’inversion du système (6.19) (par une méthode itérative) est une des ap-
proches possibles pour résoudre le système (6.16). Une autre méthode consiste
à utiliser une technique dite de compressibilité artificielle ; voir la section 6.4.

6.2 Éléments finis mixtes
pour le problème de Stokes

Cette section passe en revue quelques contre-exemples et de nombreux
exemples d’éléments finis mixtes pour l’approximation du problème de
Stokes (6.1)–(6.2). Pour simplifier, on se restreint à des conditions aux limites
de Dirichlet homogène en la vitesse ; voir, par exemple, [38, p. 179] pour
d’autres conditions aux limites. Par ailleurs, on suppose que les données f et
g sont dans [L2(V)]d et L2(V), respectivement, et que

∫
V g 5 0.1

Le problème (6.1)–(6.2) intervient dans la modélisation des écoulements
incompressibles à faible nombre de Reynolds. L’équation (6.1) exprime
la conservation de la quantité de mouvement (f représente une densité
volumique d’efforts extérieurs) et l’équation (6.2) exprime la conservation
de la masse (g représente les sources et puits de masse dans l’écoulement).
Lorsque g 5 0, le champ u est à divergence nulle ; on dit que u est solénoïdal.

6.2.1 Formulation faible et caractère bien posé

Afin d’écrire le problème de Stokes sous forme faible, on introduit l’espace
fonctionnel

L2
∗(V) 5

{
q ∈ L2(V) ;

∫
V

q 5 0
}

. (6.20)

1. Cette dernière condition s’obtient en intégrant (6.2) sur V et en utilisant le théo-
rème de la divergence, ce qui conduit à∫

V

g 5

∫
V

∇·u 5

∫
∂V

u·n 5 0,

car on impose une condition aux limites de Dirichlet homogène sur u. La condition∫
V

g 5 0 est donc une condition nécessaire à l’existence d’une solution (u, p) pour le
problème de Stokes avec de telles conditions aux limites.c ©
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Le problème de Stokes s’écrit sous la forme faible suivante :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Chercher (u, p) ∈ [H 1

0 (V)]d 3 L2
∗(V) tel que∫

V∇u:∇v −
∫

V p∇·v 5
∫

V f ·v, ∀v ∈ [H 1
0 (V)]d ,

−
∫

V q∇·u 5 −
∫

V gq, ∀q ∈ L2
∗(V).

(6.21)

On retrouve bien le problème abstrait (6.5) avec X 5 [H 1
0 (V)]d et

M 5 L2
∗(V), les formes bilinéaires1

a(u, v) 5

∫
V

∇u:∇v et b(v, p) 5 −
∫

V

p∇·v, (6.22)

et les formes linéaires f (v) 5
∫

V f ·v et g(q) 5 −
∫

V gq. On observera que
dans le problème de Stokes (6.1)–(6.2), la pression n’est déterminée qu’à une
constante additive près et que dans la formulation faible (6.21), on a convenu
de chercher le champ de pression de moyenne nulle sur V. De plus, il est
inutile de tester la deuxième équation dans (6.21) par les constantes puisque
cela conduit à l’équation triviale

∫
V∇·u 5 0 5

∫
V g . On élimine les fonc-

tions tests constantes dans la deuxième équation en prenant les fonctions tests
dans L2

∗(V).
Le caractère bien posé du problème de Stokes (6.21) repose de manière fon-
damentale sur le résultat suivant ; voir Girault et Raviart [46, p. 22], Galdi
[42, lemme 3.1, chap. III] ou Ern et Guermond [36, p. 423].

Lemme 6.8. Soit V un domaine de Rd avec d � 2. Alors, l’opérateur

∇· : [H 1
0 (V)]d → L2

∗(V), (6.23)

est surjectif.

On déduit du lemme 6.8 et du lemme A.3 qu’il existe une constante b > 0
telle que pour toute fonction q ∈ L2

∗(V), il existe un champ de vecteurs
v ∈ [H 1

0 (V)]d tel que ∇·v 5 q et ‖v‖1,V � 1
b‖q‖0,V. En d’autres termes,

on a

inf
q∈L2∗(V)

sup
v∈[H 1

0 (V)]d

∫
V q∇·v

‖v‖1,V‖q‖0,V
� b. (6.24)

1. Les champs u et v étant à valeurs vectorielles, on a a(u, v) 5
∑d

i,j51

∫
V

∂jui∂jvi .
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Par conséquent, la condition inf-sup (6.9) est satisfaite. Par ailleurs, la forme
bilinéaire a est coercive sur [H 1

0 (V)]d grâce à l’inégalité de Poincaré (5.5)
que l’on applique composante par composante. Le théorème 6.2 permet de
conclure quant au caractère bien posé de (6.21).

6.2.2 Approximation par éléments finis mixtes

On s’intéresse maintenant à une approximation conforme du problème (6.21)
par éléments finis mixtes dans le cadre de la méthode de Galerkin stan-
dard ; voir la section 6.1.2. Étant donné deux espaces d’approximation
Xh ⊂ [H 1

0 (V)]d et Mh ⊂ L2
∗(V), on considère le problème approché suivant :⎧⎪⎨⎪⎩

Chercher (uh, ph) ∈ Xh 3 Mh tel que∫
V∇uh:∇vh −

∫
V ph∇·vh 5

∫
V f ·vh, ∀vh ∈ Xh,

−
∫

V qh∇·uh 5 −
∫

V gqh, ∀qh ∈ Mh.

(6.25)

D’après le théorème 6.5, ce problème est bien posé si et seulement si les es-
paces Xh et Mh sont tels qu’il existe une constante bh > 0 telle que

inf
qh∈Mh

sup
vh∈Xh

∫
V qh∇·vh

‖qh‖0,V‖vh‖1,V
� bh. (6.26)

Lorsque cette condition est satisfaite avec une constante b indépendante de h,
on dit que les espaces Xh et Mh satisfont (6.26) uniformément en h.
Lorsque la condition de compatibilité (6.26) est satisfaite, le lemme 6.6 per-
met d’obtenir une estimation d’erreur pour la vitesse en norme H 1 et une
estimation d’erreur pour la pression en norme L2. De plus, afin d’obtenir des
estimations d’erreur pour la vitesse en norme L2, on utilise la notion suivante.

Définition 6.9 (Problème de Stokes régularisant). On dit que le problème
de Stokes (6.21) est régularisant s’il existe une constante cS telle que pour tout
f ∈ [L2(V)]d , la solution unique (ju, zp) de (6.21) avec g 5 0 est telle que

‖ju‖2,V 1 ‖zp‖1,V � cS‖f ‖0,V. (6.27)

Une condition suffisante pour que le problème (6.21) soit régularisant est que
V est un polygone convexe en dimension 2 ou que V est un domaine de classe
C1,1 dans Rd avec d 5 2 ou 3 ; voir, par exemple, Amrouche et Girault [5].c ©
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Dans la pratique, il n’est pas très commode d’imposer la condition
∫

V qh 5 0
sur les champs de pression discrets car cela rend difficile la construction d’une
base de Mh composée de fonctions dont le support est localisé. On préfère
travailler avec un couple d’espaces Xh 3 M∗

h . L’espace d’approximation en
pression M∗

h admet la décomposition M∗
h 5 Mh ⊕ vect(Z ) telle que

(i) le couple d’espaces Xh 3 Mh satisfait la condition de compatibi-
lité (6.26) ;

(ii) le vecteur Z ∈ RN∗
p , où N∗

p désigne la dimension de M∗
h , a toutes ses

composantes égales à 1.

La matrice du système linéaire associé au couple d’espaces Xh 3 M∗
h est singu-

lière, son noyau étant de dimension 1 et son image étant de co-dimension 1.
Plus précisément, le noyau de cette matrice est R(0, Z ) et son image est l’hy-
perplan (0, Z )⊥. Puisque le membre de droite du système linéaire appartient

à cet hyperplan (car
∫

V g 5 0 implique
∑N∗

p

k51 Gk 5 0), le système linéaire ad-
met une infinité de solutions. Si on utilise une méthode itérative pour appro-
cher une des solutions du système linéaire et si la méthode itérative est conver-
gente, on peut soustraire au champ de pression ainsi obtenu une constante de
façon à imposer

∫
V ph 5 0.

6.2.3 Contre-exemples

Cette section présente trois contre-exemples classiques d’éléments finis mixtes
pour le problème de Stokes.

• Élément P1/P0 : verrouillage. On cherche la vitesse discrète dans l’es-
pace Xh construit avec l’élément fini de Lagrange P1 et la pression dans
l’espace Mh constitué des fonctions constantes par morceaux. On a donc
Xh 5 [P1

c,h,0]d où P1
c,h,0 est défini en (3.46) avec k 5 1 et Mh 5 P0

td,h où
P0

td,h est défini en (4.20) avec k 5 0.
Les espaces Xh et Mh ainsi construits ne satisfont pas la condition de com-
patibilité (6.26). En deux dimensions d’espace sur un domaine V qui est
simplement connexe, ce fait résulte simplement des relations d’Euler rap-
pelées dans le lemme 3.19. En reprenant les notations du lemme 3.19, on
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obtient
dim(Xh) 5 2N i

so et dim(Mh) 5 Nma, (6.28)

où N i
so 5 Nso −N ∂

so désigne le nombre de sommets intérieurs, si bien que

dim(Mh)− dim(Xh) 5 Nma − 2N i
so 5 N ∂

ar − 2 > 0. (6.29)

Un simple argument de dimension montre donc que la matrice B ne peut
pas être de rang maximal. En d’autres termes, l’espace Mh est beaucoup
trop riche pour que la condition de compatibilité (6.26) soit satisfaite. Par
ailleurs, on a en général Ker(B) 5 {0}, si bien que le seul champ de vitesse
discret u∗h dont le vecteur composantes U∗ satisfait BU∗ 5 0 est le champ
nul.

Figure 6.2 – Mode de pression parasite pour les éléments finis mixtes Q1/P0 ;
les mailles grisées correspondent à la valeur 11 et les autres mailles à la
valeur −1.

• Élément Q1/P0 : mode parasite. On cherche la vitesse discrète dans l’es-
pace Xh construit avec l’élément fini de Lagrange Q1 et la pression dans
l’espace Mh constitué des fonctions constantes par morceaux. On a donc
Xh 5 [Q1

c,h,0]d où Q1
c,h,0 est défini en (3.47) avec k 5 1 et Mh 5 P0

td,h.
Sur le carré unité maillé avec un maillage uniforme, on peut construire fa-
cilement un mode de pression parasite : il s’agit de la fonction q∗h constante
par morceaux qui vaut alternativement 11 et −1 comme sur les cases d’un
échiquier ; voir la figure 6.2. On vérifie que

∀vh ∈ [Q1
c,h,0]d ,

∫
V

q∗h∇·vh 5 0, (6.30)

si bien que les espaces Xh et Mh ne satisfont pas la condition de compatibi-
lité (6.26).c ©
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• Élément P1/P1 : mode parasite. On cherche la vitesse discrète dans
l’espace Xh construit avec l’élément fini de Lagrange P1 et la pression
dans l’espace Mh construit également avec cet élément fini. On a donc
Xh 5 [P1

c,h,0]d et Mh 5 P1
c,h.

Sur le carré unité maillé avec une triangulation structurée et uniforme, on
peut construire facilement un mode de pression parasite : il s’agit de la fonc-
tion q∗h qui vaut alternativement 11, 0 et−1 sur les sommets du maillage ;
voir la figure 6.3. On vérifie que

∀vh ∈ [P1
c,h,0]d ,

∫
V

q∗h∇·vh 5 0, (6.31)

si bien que les espaces Xh et Mh ne satisfont pas la condition de compatibi-
lité (6.26).

Figure 6.3 – Mode de pression parasite pour les éléments finis mixtes P1/P1 ;
les cercles blancs correspondent à la valeur 11, les cercles gris à la valeur 0
et les cercles noirs à la valeur −1.

6.2.4 L’élément mini

La raison pour laquelle l’élément P1/P1 ne conduit pas à la condition inf-
sup discrète (6.26) est que l’espace d’approximation des vitesses n’est pas assez
riche. L’idée de la construction de l’élément mini est de conserver une ap-
proximation de la pression basée sur l’élément fini de Lagrange P1 et d’enri-
chir l’espace d’approximation des vitesses afin qu’il existe un champ de vitesse
discret v∗h tel que

∫
V q∗h∇·v∗h fi 0, où q∗h est le mode de pression parasite

illustré dans la figure 6.3.
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On suppose que le domaine V est un polygone de R2 ou un polyèdre de R3 et
on considère une famille régulière {Th}h>0 de maillages affines de V consti-
tués de simplexes (triangles en dimension 2 ou tétraèdres en dimension 3).
On note K̂ le simplexe de référence.

Définition 6.10 (Fonction bulle). On dit qu’une fonction b̂ : K̂ → R est une
fonction bulle si :

(i) b̂ ∈ H 1
0 (K̂ ) ;

(ii) 0 � b̂(x̂) � 1 pour tout x̂ ∈ K̂ ;

(iii) b̂(Ĝ) 5 1 où Ĝ est le barycentre de K̂ .

Un exemple de fonction bulle est la fonction

b̂ 5 (d 1 1)d11
d∏

i50

l̂i, (6.32)

où (l̂0, . . . , l̂d ) désignent les coordonnées barycentriques sur K̂ ; voir la par-
tie gauche de la figure 6.4. Un autre exemple consiste à construire (d 1 1)
simplexes dans K̂ en reliant le barycentre de K̂ aux (d 1 1) sommets de K̂ ,
puis à prendre pour b̂ la fonction continue et affine par morceaux dans K̂ qui
s’annule aux (d 1 1) sommets de K̂ et qui vaut un en son barycentre ; voir la
partie droite de la figure 6.4.

Figure 6.4 – Lignes de niveau de deux fonctions bulle sur le triangle de référence.

Soit b̂ une fonction bulle sur K̂ . On pose

P̂ 5 [P1(K̂ )⊕ vect(b̂)]d , (6.33)c ©
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et on introduit les espaces d’approximation

Xh 5 {vh ∈ [C0(V)]d ; ∀K ∈ Th, vh ◦ TK ∈ P̂ ; vh|∂V 5 0}, (6.34)

Mh 5 P1
c,h. (6.35)

Lemme 6.11. Les espaces Xh et Mh ∩ L2
∗(V) satisfont la condition de compati-

bilité (6.26) uniformément en h.

Théorème 6.12. On suppose que la solution (u, p) du problème de
Stokes (6.21) est suffisamment régulière, à savoir u ∈ [H 2(V)]d ∩ [H 1

0 (V)]d et
p ∈ H 1(V) ∩ L2

∗(V). Alors, il existe une constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖1,V 1 ‖p− ph‖0,V � c h(‖u‖2,V 1 ‖p‖1,V). (6.36)

De plus, si le problème de Stokes est régularisant,

‖u− uh‖0,V � c h2(‖u‖2,V 1 ‖p‖1,V). (6.37)

L’idée d’utiliser des fonctions bulle dans l’approximation du problème de
Stokes remonte aux travaux de Crouzeix et Raviart [32]. L’analyse de l’élé-
ment P1-bulle/P1 est due aux travaux de Arnold, Brezzi et Fortin [6]. Dans la
littérature, cet élément est souvent appelé l’élément mini.

6.2.5 L’élément de Taylor–Hood et variantes

L’élément mini présente l’avantage de satisfaire la condition inf-sup dis-
crète (6.26). Toutefois, l’estimation d’erreur (6.36) n’est pas optimale dans la
mesure où l’espace d’approximation en pression est suffisamment riche pour
laisser espérer une convergence de ‖p− ph‖0,V à l’ordre deux en h. Par contre,
l’espace d’approximation en vitesse n’est pas suffisamment riche pour que
‖u− uh‖1,V converge à l’ordre deux en h.

L’idée de l’élément de Taylor–Hood consiste à enrichir encore davantage l’es-
pace d’approximation de la vitesse. On cherche la vitesse discrète dans l’espace
Xh construit avec l’élément fini de Lagrange P2 et la pression dans l’espace Mh
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construit avec l’élément fini de Lagrange P1. On a donc

Xh 5 [P2
c,h,0]d , (6.38)

Mh 5 P1
c,h. (6.39)

Comme dans la section précédente, on suppose que le domaine V est un
polygone de R2 ou un polyèdre de R3 et on considère une famille régulière
{Th}h>0 de maillages affines de V constitués de simplexes. On suppose que
toutes les mailles ont au moins d arêtes dans V (ou, en termes équivalents,
toute maille a au plus une arête sur la frontière ∂V en dimension 2 et au plus
trois arêtes sur la frontière ∂V en dimension 3).

Lemme 6.13. Les espaces Xh et Mh ∩ L2
∗(V) satisfont la condition de compati-

bilité (6.26) uniformément en h.

Théorème 6.14. On suppose que la solution (u, p) du problème de
Stokes (6.21) est suffisamment régulière, à savoir u ∈ [H 3(V)]d ∩ [H 1

0 (V)]d et
p ∈ H 2(V) ∩ L2

∗(V). Alors, il existe une constante c telle que pour tout h,

‖u− uh‖1,V 1 ‖p− ph‖0,V � c h2(‖u‖3,V 1 ‖p‖2,V). (6.40)

De plus, si le problème de Stokes est régularisant,

‖u− uh‖0,V � c h3(‖u‖3,V 1 ‖p‖2,V). (6.41)

Pour les preuves des résultats ci-dessus et des compléments, on pourra consul-
ter Bercovier et Pironneau [15], Verfürth [75], Girault et Raviart [46, p. 176]
ou Ern et Guermond [38, p. 192]. Dans la littérature, l’élément P2/P1 est
souvent appelé élément de Taylor–Hood. Plusieurs variantes de cet élément
sont possibles.

• Éléments Pk/Pk−1 et Qk/Qk−1. On considère un entier k � 2. L’élément
Pk/Pk−1 consiste à approcher la vitesse et la pression dans les espaces

Xh 5 [Pk
c,h,0]d , (6.42)

Mh 5 Pk−1
c,h . (6.43)

Une autre possibilité consiste à considérer une famille régulière {Th}h>0 de
maillages affines constitués de quadrangles en dimension 2 ou de hexaèdresc ©
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en dimension 3 et à approcher la vitesse et la pression dans les espaces

Xh 5 [Qk
c,h,0]d , (6.44)

Mh 5 Qk−1
c,h . (6.45)

Dans les deux cas, les espaces Xh et Mh ∩ L2
∗(V) satisfont la condition de

compatibilité (6.26) uniformément en h pour tout k � 2. De plus, pourvu
que la solution exacte (u, p) soit suffisamment régulière et que le problème
de Stokes soit régularisant, on a l’estimation d’erreur [22]

‖u−uh‖0,V 1 h(‖u−uh‖1,V 1 ‖p− ph‖0,V) � c hk11(‖u‖k11,V 1 ‖p‖k,V).
(6.46)

• Éléments P1-iso-P2/P1 et Q1-iso-Q2/Q1. On considère d’abord un
maillage Th constitué de simplexes. En dimension 2, chaque triangle de
Th est divisé en 4 sous-triangles en joignant les milieux de ses 3 arêtes.
En dimension 3, chaque tétraèdre de Th est divisé en 8 sous-tétraèdres en
divisant chaque face en 4 sous-triangles comme en dimension 2 puis en
joignant les milieux d’une paire d’arêtes dont l’intersection est vide ; voir
le tableau 6.1. On note T h

2
le nouveau maillage ainsi construit. L’élément

P1-iso-P2/P1 consiste à approcher la vitesse et la pression dans les espaces

Xh 5 {vh ∈ [C0(V)]d ; ∀K ∈ T h
2
, vh ◦ TK ∈ [P1]d ; vh|∂V 5 0}, (6.47)

Mh 5 P1
c,h. (6.48)

Dans la littérature, cet élément est souvent appelé 4P1/P1 en dimension 2 et
8P1/P1 en dimension 3. Les espaces Xh et Mh∩L2

∗(V) satisfont la condition
de compatibilité (6.26) uniformément en h. De plus, pourvu que la solu-
tion exacte (u, p) soit suffisamment régulière et que le problème de Stokes
soit régularisant, on a l’estimation d’erreur

‖u− uh‖0,V 1 h(‖u− uh‖1,V 1 ‖p− ph‖0,V) � c h2(‖u‖2,V 1 ‖p‖1,V).
(6.49)
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Une construction analogue est possible lorsque le maillage Th est consti-
tué de quadrangles en dimension 2 ou de hexaèdres en dimension 3. En
dimension 2, chaque quadrangle est divisé en 4 sous-quadrangles en joi-
gnant les milieux des arêtes opposées. En dimension 3, chaque hexaèdre
est subdivisé en 8 sous-hexaèdres en divisant chaque face en 4 sous-faces
comme en dimension 2 puis en joignant les milieux des faces opposées ;
voir le tableau 6.1. On note T h

2
le nouveau maillage ainsi construit. L’élé-

ment Q1-iso-Q2/Q1 consiste à approcher la vitesse et la pression dans les
espaces

Xh 5 {vh ∈ [C0(V)]d ; ∀K ∈ T h
2
, vh ◦ TK ∈ [Q1]d ; vh|∂V 5 0}, (6.50)

Mh 5 Q1
c,h. (6.51)

Dans la littérature, cet élément est souvent appelé 4Q1/Q1 en dimension 2
et 8Q1/Q1 en dimension 3. Les espaces Xh et Mh∩L2

∗(V) satisfont la condi-
tion de compatibilité (6.26) uniformément en h. De plus, pourvu que la
solution exacte (u, p) soit suffisamment régulière et que le problème de
Stokes soit régularisant, on retrouve l’estimation d’erreur (6.49). L’élément
Q1-iso-Q2/Q1 est souvent utilisé dans les logiciels industriels car il est très
simple à programmer.

Tableau 6.1 – Construction de l’espace d’approximation en vitesse pour les
éléments 4P1/P1 et 4Q1/Q1 en dimension 2 et les éléments 8P1/P1 et 8Q1/Q1

en dimension 3 (seuls les degrés de liberté visibles sont représentés).

dimension 2 dimension 3

4P1/P1 4Q1/Q1 8P1/P1 8Q1/Q1
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6.2.6 L’élément Crouzeix–Raviart/P0

On suppose que le domaine V est un polygone de R2 ou un polyèdre de R3 et
on considère une famille régulière {Th}h>0 de maillages affines de V consti-
tués de simplexes. On approche la vitesse dans l’espace Xh construit avec l’élé-
ment fini de Crouzeix–Raviart et la pression dans l’espace Mh constitué des
fonctions constantes par morceaux. On a donc Xh 5 [P1

pt,h,0]d et Mh 5 P0
td,h.

On introduit les formes bilinéaires ah ∈ L(Xh 3 Xh;R) et bh ∈ L(Xh 3 Mh)
définies par1

ah(vh, wh) 5

∫
V

∇hvh:∇hwh et bh(vh, qh) 5 −
∫

V

qh∇h·vh, (6.52)

et on considère le problème approché suivant :⎧⎪⎨⎪⎩
Chercher (uh, ph) ∈ Xh 3 Mh tel que
ah(uh, vh) 1 bh(vh, ph) 5 f (vh), ∀vh ∈ Xh,

bh(uh, qh) 5 g(qh), ∀qh ∈ Mh,

(6.53)

où les formes linéaires f et g sont définies dans la section 6.2.1. On notera
que (6.53) réalise une approximation non-conforme (en vitesse) du problème
de Stokes du fait que Xh 5 [P1

pt,h,0]d �⊂ [H 1
0 (V)]d .

Les espaces Xh et Mh définis ci-dessus satisfont la condition inf-sup discrète
suivante : il existe b > 0 tel que pour tout h,

inf
qh∈Mh

sup
vh∈Xh

bh(vh, qh)
‖vh‖1,h,V‖qh‖0,V

� b, (6.54)

où la norme ‖ · ‖1,h,V est définie en (6.70). La condition (6.54) implique
que le problème discret (6.53) est bien posé. De plus, pourvu que la solution
exacte (u, p) soit suffisamment régulière et que le problème de Stokes soit
régularisant, on a l’estimation d’erreur

‖u− uh‖0,V 1 h(‖u− uh‖1,h,V 1 ‖p− ph‖0,V) � c h2(‖u‖2,V 1 ‖p‖1,V).
(6.55)

1. Les opérateurs de gradient et de divergence discrets sont définis en (4.21) et (4.22),
respectivement.
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L’élément Crouzeix–Raviart/P0 a été introduit dans [32]. Un des intérêts de
cet élément est que le champ de vitesse approché est tel que

∇h·uh 5 Phg. (6.56)

En particulier, pour g 5 0, le champ de vitesse approché est localement
solénoïdal (on gardera toutefois à l’esprit que ∇h·uh 5 0 n’implique pas
∇·uh 5 0 à cause des discontinuités de uh aux interfaces).

6.3 Éléments finis mixtes pour le
problème de Darcy

L’objet de cette section est de présenter quelques exemples d’éléments finis
mixtes pour l’approximation du problème de Darcy (6.3)–(6.4). Ce problème
intervient dans la modélisation des écoulements stationnaires dans un milieu
poreux. L’équation (6.3), en général avec f 5 0, exprime la loi phénoméno-
logique de Darcy qui stipule que pour de tels écoulements, la vitesse du fluide
s est proportionnelle au gradient de la charge hydraulique u. L’équation (6.4)
exprime la conservation de la masse (g représente les sources et puits de masse
dans l’écoulement).

Une observation importante est qu’en éliminant s de (6.4) à l’aide de (6.3),
il vient

−Du 5 g −∇·f . (6.57)

L’inconnue u satisfait donc une équation de Laplace. L’équation (6.57) s’ap-
pelle la formulation primale du problème de Darcy, alors que le système (6.3)–
(6.4) en constitue la formulation mixte. L’inconnue u est appelée la variable
primale et l’inconnue s le flux.

Une première possibilité pour approcher le problème de Darcy consiste à ob-
tenir dans un premier temps une approximation par éléments finis de l’in-
connue u en utilisant les techniques d’approximation présentées dans la sec-
tion 5.1 pour la formulation primale (6.57), puis à reconstruire le flux discret
sh en prenant le gradient de la solution discrète uh. Toutefois, dans de nom-
breuses applications, on souhaite disposer d’une approximation plus précise
du flux discret sh car celui-ci a vocation à servir, par exemple, pour simuler lec ©
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transport de polluants dans le milieu poreux. On préfère donc considérer une
approximation de la formulation mixte.
Dans cette section, on considère plusieurs formulations mixtes du problème
de Darcy (6.3)–(6.4). Ces formulations diffèrent au niveau de l’espace so-
lution et de l’espace test qu’elles font intervenir. Sur le plan mathématique,
toutes ces formulations faibles sont équivalentes (pourvu que les données f
et g satisfassent des hypothèses de régularité minimales) au sens où elles sont
toutes bien posées et leur unique solution (s, u) est la même. Par contre, cha-
cune d’entre elles conduit à un problème discret différent à cause des différentes
intégrations par parties qui sont utilisées pour les établir.
Pour simplifier, on se restreint à des conditions aux limites de Dirichlet ho-
mogène en u. D’autres conditions aux limites sont possibles, par exemple des
conditions portant sur la composante normale du flux ou sur une combinai-
son linéaire entre la composante normale du flux et la variable primale. On
suppose également que les données f et g sont dans [L2(V)]d et L2(V), res-
pectivement, et que le domaine V est un polygone de R2 ou un polyèdre
de R3. On considère une famille régulière {Th}h>0 de maillages affines de V
constitués de simplexes.

6.3.1 Formulation mixte dans [L2(V)]d 3 H 1
0 (V)

On considère une formulation mixte où on prend en compte l’équation de
Darcy s 1 ∇u 5 f pour chercher a priori le flux dans [L2(V)]d et la variable
primale dans H 1(V). Les fonctions de H 1(V) étant suffisamment régulières
pour admettre une trace sur la frontière ∂V, on prend en compte la condi-
tion aux limites en cherchant la variable primale dans H 1

0 (V). On obtient la
formulation mixte suivante du problème de Darcy :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Chercher (s, u) ∈ [L2(V)]d 3 H 1
0 (V) tel que∫

V s·t 1
∫

V t·∇u 5
∫

V f ·t, ∀t ∈ [L2(V)]d ,∫
V s·∇v 5 −

∫
V gv, ∀v ∈ H 1

0 (V).

(6.58)

On retrouve le problème abstrait (6.5) avec X 5 [L2(V)]d et M 5 H 1
0 (V),

les formes bilinéaires

a(s, t) 5

∫
V

s·t et b(t, u) 5

∫
V

t·∇u, (6.59)
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et les formes linéaires f (t) 5
∫

V f ·t et g(v) 5 −
∫

V gv. Il est clair que

inf
v∈H 1

0 (V)
sup

t∈[L2(V)]d

∫
V t·∇v

‖t‖0,V‖v‖1,V
� inf

v∈H 1
0 (V)

‖∇v‖0,V

‖v‖1,V
� (1 1 �2

V)−
1
2 , (6.60)

où �V est la constante intervenant dans l’inégalité de Poincaré (5.5). Par consé-
quent, le problème (6.58) est bien posé.
Afin d’approcher le problème (6.58) dans un cadre conforme par des élé-
ments finis mixtes, on considère les espaces d’approximation Sh 5 [P0

td,h]d

et Vh 5 P1
c,h,0. On approche donc le flux par une fonction constante par

morceaux et la variable primale par une fonction continue et affine par mor-
ceaux. Ceci conduit au problème discret suivant :⎧⎪⎨⎪⎩

Chercher (sh, uh) ∈ Sh 3 Vh tel que∫
V sh·th 1

∫
V th·∇uh 5

∫
V f ·th, ∀th ∈ Sh,∫

V sh·∇vh 5 −
∫

V gvh, ∀vh ∈ Vh.

(6.61)

Puisque ∇vh ∈ Sh pour tout vh ∈ Vh, on a

inf
vh∈Vh

sup
th∈Sh

∫
V th·∇vh

‖th‖0,V‖vh‖1,V
� inf

vh∈Vh

‖∇vh‖0,V

‖vh‖1,V
� (1 1 �2

V)−
1
2 , (6.62)

si bien que le problème discret (6.61) est bien posé. De plus, si la solution
exacte (s, u) est suffisamment régulière, on a l’estimation d’erreur

‖s− sh‖0,V 1 ‖u− uh‖1,V � c h(‖s‖1,V 1 ‖u‖2,V). (6.63)

En prenant th 5 ∇vh dans la première équation de (6.61), où vh est une fonc-
tion arbitraire dans Vh, on constate que uh coïncide avec la solution unique
du problème primal discret suivant :{

Chercher uh ∈ Vh tel que∫
V∇uh·∇vh 5

∫
V(f ·∇vh 1 gvh), ∀vh ∈ Vh.

(6.64)

La façon pratique de résoudre (6.61) consiste donc :

(i) à résoudre le problème primal discret (6.64) afin d’obtenir uh ;

(ii) puis, à reconstruire le flux discret sh en posant

sh 5 −∇uh 1 Phf , (6.65)c ©
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où Ph est la projection L2-orthogonale sur [P0
td,h]d . Le champ Phf est

constant par morceaux et égal, sur chaque maille, à la valeur moyenne de f
sur cette maille :

∀K ∈ Th, Phf |K 5 PK f 5 1
mes K

∫
K

f . (6.66)

On constate que la solution discrète (sh, uh) satisfait une loi de Darcy lo-
cale. Par contre, elle ne satisfait l’équation de conservation de la masse que
de manière faible (au sens des distributions). Plus précisément, pour un som-
met intérieur du maillage s, on désigne par V(s) le macro-élément formé par
la réunion des mailles contenant s et par vs la fonction de forme dans P1

c,h,0
associée à ce sommet. Le macro-élément V(s) est illustré sur la figure 6.5 à
gauche. On note F(s) l’ensemble des faces du maillage contenant s. Pour une
face F ∈ F(s), on note |F | sa mesure et [sh·n]F le saut de la composante
normale de sh à-travers F ; voir la section 3.3.2. Avec ces notations, la conser-
vation de la masse discrète s’exprime de la manière suivante : pour tout sommet
intérieur du maillage s, on a∑

F∈F (s)

1
d [sh·n]F |F | 5 −

∫
V(s)

gvs. (6.67)

Cette équation s’établit simplement en prenant vh 5 vs dans la deuxième
équation de (6.61) et en intégrant par parties le membre de gauche.

Figure 6.5 – Macro-élément pour la conservation de la masse discrète associé
aux problèmes (6.61) (à gauche ; 6 triangles) et (6.68) (à droite ; les 2 triangles
en gris).

On peut également approcher le problème (6.3) dans un cadre non-conforme
par des éléments finis mixtes. On considère les espaces d’approximation
Sh 5 [P0

td,h]d et Vh 5 P1
pt,h,0, ce dernier espace étant défini en (5.15). On
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approche donc le flux par une fonction constante par morceaux et la variable
primale par une fonction dans l’espace d’éléments finis de Crouzeix–Raviart.
Ceci conduit au problème discret suivant :⎧⎪⎨⎪⎩

Chercher (sh, uh) ∈ Sh 3 Vh tel que∫
V sh·th 1

∫
V th·∇huh 5

∫
V f ·th, ∀th ∈ Sh,∫

V sh·∇hvh 5 −
∫

V gvh, ∀vh ∈ Vh.

(6.68)

On rappelle que l’opérateur de gradient discret ∇h est défini en (4.21) ; son
utilisation est rendue nécessaire par le fait que les fonctions de Vh peuvent
être discontinues aux interfaces entre les mailles. Le problème (6.68) est bien
posé et, pourvu que la solution exacte (s, u) soit suffisamment régulière, on a
l’estimation d’erreur

‖s− sh‖0,V 1 ‖u− uh‖1,h,V � c h(‖s‖1,V 1 ‖u‖2,V), (6.69)

où la norme H 1-brisée est définie comme suit :

‖v‖1,h,V 5
(
‖v‖2

0,V 1 ‖∇hv‖2
0,V

) 1
2
. (6.70)

Comme pour l’approximation conforme du problème de Darcy (6.61), on
constate que uh coïncide avec la solution unique du problème primal discret
suivant :{

Chercher uh ∈ Vh tel que∫
V∇huh·∇hvh 5

∫
V(f ·∇hvh 1 gvh), ∀vh ∈ Vh.

(6.71)

La façon pratique de résoudre la formulation mixte discrète (6.68) consiste
donc :

(i) à résoudre le problème primal discret (6.71) afin d’obtenir uh ;

(ii) puis, à reconstruire le flux discret sh en posant

sh 5 −∇huh 1 Phf . (6.72)

On constate que la solution discrète (sh, uh) satisfait une loi de Darcy lo-
cale. Par contre, elle ne satisfait l’équation de conservation de la masse que
de manière faible (au sens des distributions). Plus précisément, pour une face
intérieure du maillage F , on désigne par V(F ) le macro-élément formé par la
réunion des deux mailles partageant F et par vF la fonction de forme dansc ©
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P1
pt,h,0 associée à cette face. Le macro-élément V(F ) est illustré sur la figure 6.5

à droite. Avec ces notations, la conservation de la masse discrète s’exprime de la
manière suivante : pour toute face intérieure dans le maillage F , on a

[sh·n]F |F | 5 −
∫

V(F )
gvF . (6.73)

Cette équation s’établit simplement en prenant vh 5 vF dans la deuxième
équation de (6.68) et en intégrant par parties le membre de gauche.

En comparant (6.67) et (6.73), on constate que le macro-élément sur lequel
s’exprime la conservation de la masse discrète est plus compact pour l’approxi-
mation non-conforme que pour l’approximation conforme. Cette améliora-
tion se traduit par un coût numérique puisque le système linéaire (6.64) est de
taille N i

so, le nombre de sommets intérieurs du maillage, alors que le système
linéaire (6.71) est de taille N i

fa, le nombre de faces intérieures. En dimension 2
pour des triangles, les relations d’Euler (voir le lemme 3.19) permettent d’af-
firmer que dans la limite pratique où le nombre de faces sur la frontière est
petit devant le nombre de faces intérieures, on a

Nfa � N i
fa � 3N i

so et Nma � 2N i
so. (6.74)

Le système linéaire (6.71) est donc approximativement trois fois plus grand
que le système linéaire (6.64).

6.3.2 Formulation mixte dans H (div; V) 3 L2(V)

On considère une formulation mixte où on prend en compte l’équation de
conservation de la masse ∇·s 5 g pour chercher a priori le flux dans l’espace
fonctionnel

H (div; V) 5 {s ∈ [L2(V)]d ; ∇·s ∈ L2(V)}. (6.75)

On s’intéresse à la formulation faible suivante :⎧⎪⎨⎪⎩
Chercher (s, u) ∈ H (div; V) 3 L2(V) tel que∫

V s·t−
∫

V u∇·t 5
∫

V f ·t, ∀t ∈ H (div; V),

−
∫

V v∇·s 5 −
∫

V gv, ∀v ∈ L2(V).

(6.76)
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On retrouve à nouveau le problème abstrait (6.5) avec X 5 H (div; V) et
M 5 L2(V), les formes bilinéaires

a(s, t) 5

∫
V

s·t et b(t, u) 5 −
∫

V

u∇·t, (6.77)

et les mêmes formes linéaires f et g que pour (6.58). On montre que la
forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup (6.9) sur H (div; V) 3 L2(V)
si bien que le problème (6.76) est bien posé. De plus, sa solution unique
est également celle du problème (6.58), ce qui implique, en particulier, que
u ∈ H 1

0 (V). On observera que dans (6.76), la condition aux limites sur la
variable primale ne peut pas être imposée a priori dans l’espace solution (car
les fonctions de L2(V) n’admettent pas nécessairement de trace sur la frontière
∂V).

On s’intéresse à une approximation du problème (6.76) dans un cadre
conforme par des éléments finis mixtes. On approche le flux dans l’espace
d’éléments finis de Raviart–Thomas défini en (4.42) et on approche la
variable primale par une fonction constante par morceaux. On pose donc
Sh 5 Dh et Vh 5 P0

td,h, ce qui conduit au problème discret suivant :⎧⎪⎨⎪⎩
Chercher (sh, uh) ∈ Sh 3 Vh tel que∫

V sh·th −
∫

V uh∇·th 5
∫

V f ·th, ∀th ∈ Sh,

−
∫

V vh∇·sh 5 −
∫

V gvh, ∀vh ∈ Vh.

(6.78)

Le problème (6.78) est bien posé et, pourvu que la solution exacte (s, u) soit
suffisamment régulière, on a l’estimation d’erreur

‖s− sh‖0,V 1 ‖∇·(s− sh)‖0,V

1 ‖u− uh‖0,V � c h(‖s‖1,V 1 ‖∇·s‖1,V 1 ‖u‖1,V).
(6.79)

Un des intérêts du problème discret (6.78) est que la deuxième équation im-
plique immédiatement la conservation locale de la masse discrète sous la forme

∇·sh 5 Phg. (6.80)

Par contre, la loi de Darcy ne s’exprime plus de manière locale.c ©
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Le système linéaire (6.78) est de taille

dim Dh 1 dim P0
td,h 5 Nma 1 Nfa � 5N i

so, (6.81)

soit une taille à peu près cinq fois plus grande que celle du système
linéaire (6.64). La technique des éléments finis mixtes hybrides exposée
ci-dessous, qui permet de résoudre le problème (6.78) en se ramenant à
un système linéaire de taille plus petite, présente donc un intérêt pratique
considérable. L’idée consiste, dans un premier temps, à relâcher la contrainte
de continuité de la composante normale du flux aux interfaces et à introduire
un multiplicateur de Lagrange associé à cette contrainte sur chaque interface.
On introduit les espaces discrets

D∗
h 5 {th ∈ [L2(V)]d ; ∀K ∈ Th, th|K ∈ RT0}, (6.82)

F 0
h 5 {lh ∈ L2(F i

h) ; ∀F ∈ F i
h, lh|F ∈ P0}. (6.83)

On observera que Dh 5 {th ∈ D∗
h ; ∀F ∈ F i

h, [[th·n]]F 5 0} et que
pour tout th ∈ D∗

h , la fonction [[th·n]]F définie pour tout F ∈ F i
h par

[[th·n]]F |F 5 [[th·n]]F est dans F 0
h . On considère le problème approché sui-

vant :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Chercher (sh, uh, lh) ∈ D∗
h 3 Vh 3 F 0

h tel que∫
V sh·th −

∫
V uh∇h·th −

∫
F i

h
lh[[th·n]]F 5

∫
V f ·th, ∀th ∈ D∗

h ,

−
∫

V vh∇h·sh 5 −
∫

V gvh, ∀vh ∈ Vh,

−
∫
F i

h
mh[[sh·n]]F 5 0, ∀mh ∈ F 0

h .

(6.84)
On montre que le problème (6.84) est bien posé et que si (sh, uh, lh) est
solution de (6.84), alors sh ∈ Dh et (sh, uh) est solution de (6.78).

L’intérêt du système (6.84) est que les deux premières équations sont pure-
ment locales. Afin d’expliciter ces équations, on se place pour simplifier en
dimension 2 et on suppose que f 5 0. Tout ce qui suit se généralise à la
dimension 3 et au cas f fi 0. Soit K ∈ Th. On désigne par UK ∈ R la valeur
prise par la fonction (constante) uh|K . On désigne par {uK ,1, uK ,2, uK ,3} les
fonctions de forme de l’élément fini de Raviart–Thomas sur la maille K et par
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BK la matrice d’ordre 3 de terme générique

BK ,ij 5

∫
K

uK ,i·uK ,j, i, j ∈ {1, 2, 3}. (6.85)

Soit SK ∈ R3 le vecteur formé par les trois composantes du flux dans la base
locale {uK ,1, uK ,2, uK ,3}. Soit LK ∈ R3 le vecteur dont les trois composantes
sont les multiplicateurs de Lagrange sur les trois faces de K . Avec ces nota-
tions, la première équation dans (6.84) est une loi de Darcy locale qui s’écrit
dans R3 sous la forme

BK SK −UK Z 1 LK 5 0, (6.86)

avec Z 5 (1, 1, 1)T . La deuxième équation est une équation de conservation
de la masse locale qui s’écrit sous la forme

(SK , Z )R3 5

∫
K

g, (6.87)

où (·, ·)R3 désigne le produit scalaire euclidien dans R3. Des propriétés élé-
mentaires de la matrice BK (voir le lemme 6.15 ci-dessous), on déduit

UK 5 1
3 (LK , Z )R3 1 1

4 r2
K PK g, (6.88)

où l’opérateur PK est défini en (6.66), puis que

SK 5 B−1
K

(
[ 1

3 (LK , Z )R3 1 1
4 r2

K PK g]Z −LK

)
. (6.89)

La quantité rK (dont les dimensions sont celles d’une longueur) désigne le
rayon de giration de K et s’évalue de la manière suivante :

rK 5 |K |−
1
2 ‖p1

K ‖0,K avec p1
K (x) 5 GK x, (6.90)

où GK est le centre de gravité de K et GK x désigne le vecteur obtenu en
joignant GK au point courant x dans K .
Le principe des éléments finis mixtes hybrides est le suivant : sur chaque face
intérieure, on écrit la continuité de la composante normale du flux en uti-
lisant (6.89). Ceci conduit à un système linéaire de taille N i

fa où les seules
inconnues sont les multiplicateurs de Lagrange. Une fois évalués ces multipli-
cateurs de Lagrange, on utilise les formules de reconstruction (6.88) et (6.89)c ©
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pour évaluer localement le flux et la variable primale. En conclusion, la mé-
thode des éléments finis mixtes hybrides nécessite uniquement la résolution
d’un système linéaire de taille N i

fa � 3N i
so, ce qui représente un gain de 40%

par rapport à la taille initiale du problème (6.78).

Lemme 6.15. Soit K un triangle non dégénéré. Alors, la matrice BK est inver-
sible et on a

B−1
K 5

⎛⎝g2 1 g3 −g3 −g2

−g3 g1 1 g3 −g1

−g2 −g1 g1 1 g2

⎞⎠ 1
1

3lK
Z ⊗ Z , (6.91)

où gi 5 2 cot uK ,i , i ∈ {1, 2, 3}, uK ,i étant l’angle entre les deux arêtes au i-
ième sommet de K , et cot la fonction cotangente. De plus, on a lK 5 3

4 r2
K |K |−2

où rK est le rayon de giration de K défini en (6.90).

6.3.3 Formulation mixte dans H (div; V) 3 H 1
0 (V)

On considère la formulation faible suivante :⎧⎪⎨⎪⎩
Chercher (s, u) ∈ H (div; V) 3 H 1

0 (V) tel que∫
V s·t 1

∫
V t·∇u 5

∫
V f ·t, ∀t ∈ [L2(V)]d ,∫

V v∇·s 5
∫

V gv, ∀v ∈ L2(V).

(6.92)

Il s’agit d’une formulation mixte de type non-standard puisque l’espace
solution H (div; V) 3 H 1

0 (V) est différent de l’espace test [L2(V)]d 3 L2(V).
Cette formulation ne rentre donc pas dans le cadre particulier du pro-
blème abstrait (6.5). Son analyse mathématique se fait plus naturellement
dans le cadre du théorème BNB. En introduisant les espaces fonctionnels
V 5 H (div; V) 3 H 1

0 (V) et W 5 [L2(V)]d 3 L2(V), on montre que la
forme bilinéaire c ∈ L(V 3 W ;R) définie par

c((s, u), (t, v)) 5

∫
V

s·t 1

∫
V

t·∇u 1

∫
V

v∇·s, (6.93)

satisfait les conditions (BNB1) et (BNB2) ; voir, par exemple, Ern et Guer-
mond [38, p. 271]. Le problème (6.92) est donc bien posé. De plus, sa solu-
tion unique est également celle des problèmes (6.58) et (6.76).
On s’intéresse à une approximation du problème (6.92) dans un cadre non-
conforme par des éléments finis mixtes [31]. On approche le flux dans l’espace
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d’éléments finis de Raviart–Thomas et la variable primale dans l’espace d’élé-
ments finis de Crouzeix–Raviart. On considère le problème discret suivant :⎧⎪⎨⎪⎩

Chercher (sh, uh) ∈ Dh 3 P1
pt,h,0 tel que∫

V sh·th 1
∫

V th·∇huh 5
∫

V f ·th, ∀th ∈ [P0
td,h]d ,∫

V vh∇·sh 5
∫

V gvh, ∀vh ∈ P0
td,h.

(6.94)

Le problème (6.94) est bien posé et, pourvu que la solution exacte (s, u) soit
suffisamment régulière, on a l’estimation d’erreur

‖s− sh‖0,V 1 ‖∇·(s− sh)‖0,V 1 ‖u− uh‖1,h,V � c h(‖s‖1,V

1 ‖∇·s‖1,V 1 ‖u‖2,V).
(6.95)

On notera, en particulier, que ce sont les relations d’Euler qui permettent
d’affirmer que le problème discret (6.94) contient autant d’inconnues que
d’équations. On a en effet

dim Dh 1 dim P1
pt,h,0 5 Nfa 1 N i

fa 5 (d 1 1)Nma

5 dim[P0
td,h]d 1 dim P0

td,h.
(6.96)

Il est possible de considérer dans (6.94) des fonctions tests constantes par
morceaux (par exemple, les indicatrices des mailles) aussi bien pour le flux
que pour la variable primale. Le problème discret (6.94) s’interprète donc
comme un schéma de type « volumes finis ». Dans la littérature, il porte égale-
ment le nom de schéma boîte. Le schéma boîte (6.94) présente deux propriétés
intéressantes.

(i) Conservation locale de la masse. On déduit immédiatement de la
deuxième équation dans (6.94) que

∇·sh 5 Phg. (6.97)

Cette propriété est également satisfaite par le problème discret (6.78) ;
voir l’équation (6.80).

(ii) Reconstruction locale du flux. Sur toute maille K ∈ Th, tout champ
discret sh ∈ Dh s’écrit sous la forme

sh|K 5 PK sh 1 1
d (∇·sh)|K p1

K , (6.98)c ©
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où p1
K ∈ [P1]d est défini en (6.90). On déduit alors de la première

équation dans (6.94) et de (6.97) que

sh 5 −∇huh 1 Phf 1 1
d (Phg)p1

h, (6.99)

où p1
h|K 5 p1

K pour tout K ∈ Th.

On observera que ces deux propriétés remarquables résultent du fait que, grâce
au choix des espaces d’approximation pour sh et uh, aucune intégration par
parties n’a été effectuée dans la formulation du problème approché (6.94).

Le système linéaire (6.94) est de taille significativement plus grande que le
système linéaire (6.61). Par exemple, en deux dimensions d’espace, ce système
est de taille 7 fois supérieure. La technique présentée ci-dessous, qui permet
de se ramener à un système de taille plus petite, présente donc un intérêt
pratique considérable. L’observation essentielle est que la solution discrète uh

est également l’unique solution du problème approché suivant :{
Chercher uh ∈ P1

pt,h,0 tel que∫
V∇huh·∇hvh 5

∫
V[f ·∇hvh 1 (Phg)vh], ∀vh ∈ P1

pt,h,0.
(6.100)

La façon pratique de résoudre (6.94) consiste donc :

(i) à résoudre le problème primal discret (6.100) afin d’obtenir uh ;

(ii) puis, à reconstruire le champ discret sh en utilisant (6.99).

6.3.4 Résumé

Le tableau 6.2 résume les propriétés des formulations mixtes du problème
de Darcy étudiées dans cette section et les propriétés de leur approximation
par éléments finis. On rappelle l’espace fonctionnel dans lequel est cherché
la solution exacte (s, u), le cadre conforme ou non-conforme de l’approxi-
mation, les espaces d’éléments finis mixtes, les propriétés qui sont satisfaites
localement sur chaque maille (la loi de Darcy (6.3) et/ou la conservation de
la masse (6.4)) et enfin, la taille du système linéaire. On rappelle qu’en deux
dimensions d’espace, dans la limite pratique où le nombre de faces sur le bord
est petit devant le nombre de faces intérieures, on a N i

fa � 3N i
so.

162



6 • Éléments finis mixtes 6.4 Complément :
compressibilité artificielle

Tableau 6.2 – Propriétés des formulations mixtes pour le problème de Darcy.

(s, u) [L2(V)]d 3 H1
0(V) H(div; V) 3 L2(V) H(div; V) 3 H1

0(V)

approx. conforme non-conforme conforme non-conforme

(sh, uh) [P0
td,h]d 3 P1

c,h,0 [P0
td,h]d 3 P1

pt,h,0 Dh 3 P0
td,h Dh 3 P1

pt,h,0

local Darcy Darcy masse Darcy+masse

taille Ni
so Ni

fa Ni
fa Ni

fa

6.4 Complément : compressibilité
artificielle

Une technique pour résoudre le système linéaire (6.16) consiste à considérer
le système linéaire perturbé[

A BT

−B eMp

] [
Ue

Pe

]
5

[
F
−G

]
, (6.101)

où e > 0 est un coefficient dit de compressibilité artificielle etMp la matrice
de masse associée à l’espace d’approximation Mh. La terminologie provient
du fait qu’en notant uhe et phe les fonctions de Xh et Mh associées à Ue et Pe,
respectivement, la deuxième équation dans (6.101) s’écrit sous la forme

b(uhe, qh)− e(phe, qh)0,V 5 g(qh), ∀qh ∈ Mh. (6.102)c ©
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Pour le problème de Stokes avec g 5 0, on constate que l’on a remplacé
l’équation d’incompressibilité ∇·u 5 0 par une équation de compressibilité
artificielle ∇·u 1 ep 5 0.
En éliminant Pe dans (6.101), il vient(

A 1
1
e
BTM−1

p B
)

Ue 5 F 1
1
e
BTM−1

Np
G. (6.103)

L’intérêt du système (6.103) est qu’il fait intervenir une matrice symétrique
définie positive. Par conséquent, la solution Ue peut s’obtenir de manière très
efficace en mettant en œuvre une méthode du gradient conjugué précondi-
tionné ; voir la section 11.2. De plus, avec les notations du lemme 6.6, l’er-
reur entre la solution (uh, ph) de (6.12) et le couple (uhe, phe) résultant de la
solution de (6.101) est contrôlée sous la forme

abh

‖a‖X ,X
‖uh − uhe‖X 1

ab2
h

‖a‖2
X ,X
‖ph − phe‖M � e‖ph‖M . (6.104)

Le conditionnement de la matrice du système (6.101) se dégrade lorsque
e → 0, ce qui rend l’approche par compressibilité artificielle peu attractive
lorsqu’on souhaite satisfaire la condition d’incompressibilité avec une bonne
précision.
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7 • GALERKIN/MOINDRES
CARRÉS

Ce chapitre décrit le principe général de la méthode de Galerkin/moindres
carrés (en anglais, Galerkin/Least-Squares ou, en abrégé, GaLS) puis en pré-
sente des applications à trois problèmes modèles : l’équation d’advection-
réaction comme prototype des problèmes d’ordre un ; l’équation d’advection–
diffusion avec advection dominante comme exemple de perturbation singu-
lière d’un problème d’ordre un ; enfin, le problème de Stokes approché par
des éléments finis pour la vitesse et la pression ne satisfaisant pas la condition
de compatibilité (6.26) étudiée au chapitre 6.

7.1 Principe de la méthode
Étant donné deux entiers p et n, une matrice A ∈ Rp,n et un vecteur F ∈ Rp,
on considère le système linéaire

AX 5 F , (7.1)

où X ∈ Rn. On suppose que la matrice A est injective (c’est-à-dire,
KerA 5 {0}) ce qui implique p � n. Lorsque p 5 n, cette hypothèse
équivaut à l’inversibilité de A. Par contre, lorsque p > n, la matrice A n’est
pas de rang maximal si bien que le système (7.1) n’admet pas nécessairement
de solution. Pour un entier k � 1, on désigne par (·, ·)Rk le produit scalaire
euclidien sur Rk et par ‖ · ‖Rk la norme induite.

Définition 7.1 (Moindres carrés). On dit que le vecteur X ∈ Rn est solution
de (7.1) au sens des moindres carrés si U minimise sur Rn la norme du résidu
‖F −AX‖Rp .c ©
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On vérifie facilement que U ∈ Rn est solution de (7.1) au sens des moindres
carrés si et seulement si U est solution du système linéaire

ATAX 5 AT F . (7.2)

La matrice ATA est carrée d’ordre n, elle est clairement symétrique
et, de plus, elle est définie positive puisque pour tout Y ∈ Rn,
(ATAY , Y )Rn 5 ‖AY ‖2

Rn � 0 avec égalité si et seulement si AY 5 0,
ce qui équivaut à Y 5 0 car A est injective. Par conséquent, le système
linéaire (7.2) admet une solution unique.
Par la suite, on s’intéresse aux systèmes linéaires issus d’approximations par
éléments finis. Ces systèmes étant carrés, on se restreint au cas p 5 n. On
observe qu’une formulation équivalente du système linéaire (7.1) consiste à
chercher X ∈ Rn tel que

(AX , Y )Rn 5 (F , Y )Rn , ∀Y ∈ Rn. (7.3)

De même, le système linéaire (7.2) consiste à chercher X ∈ Rn tel que

(AX ,AY )Rn 5 (F ,AY )Rn , ∀Y ∈ Rn. (7.4)

La matrice A étant inversible, ces deux problèmes admettent la même solu-
tion. Un troisième système linéaire équivalent consiste à choisir un paramètre
d > 0 et à chercher X ∈ Rn tel que

(AX , Y )Rn 1 d(AX ,AY )Rn 5 (F , Y )Rn 1 d(F ,AY )Rn , ∀Y ∈ Rn.
(7.5)

Le système linéaire (7.5) est à la base de la méthode de Galerkin/moindres
carrés.
Lorsque la matrice A est symétrique définie positive, il est possible de donner
une interprétation du système linéaire (7.5) dans un cadre variationnel. On
vérifie facilement que X ∈ Rn vérifie AX 5 F si et seulement si X minimise
sur Rn la fonctionnelle

J : Rn � V 	−→ 1
2 (AV , V )Rn − (F , V )Rn ∈ R. (7.6)

Pour tout V ∈ Rn, le gradient de J en V , qui est un vecteur de Rn que l’on
note ∇J (V ) (voir la section 11.2.1 pour plus de détails), est tel que

∇J (V ) 5 AV − F . (7.7)
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La formulation (7.3) s’écrit donc sous la forme

(∇J (X ), Y )Rn 5 0, ∀Y ∈ Rn. (7.8)

Cette équation est la condition d’Euler–Lagrange permettant de caractériser
le vecteur X ∈ Rn réalisant le minimum de la fonctionnelle J sur Rn. Le sys-
tème linéaire (7.5) peut également se formuler comme une condition d’Euler–
Lagrange associée à la minimisation d’une fonctionnelle sur Rn. On pose

J1 : Rn � V 	−→ J (V ) 1 d
2‖F −AX‖2

Rn ∈ R. (7.9)

On constate que (7.5) s’écrit sous la forme

(∇J1(X ), Y )Rn 5 0, ∀Y ∈ Rn. (7.10)

En conclusion, les termes proportionnels à d dans (7.5) réalisent une pénali-
sation au sens des moindres carrés de la norme euclidienne du résidu.

Afin de donner une interprétation plus spécifique de la méthode de Ga-
lerkin/moindres carrés à l’approximation d’équations aux dérivées partielles
avec conditions aux limites, on suppose que le système linéaire (7.1) provient
de l’approximation par la méthode de Galerkin d’un problème modèle qui
consiste à chercher une fonction u : V → Rm (où m � 1 est un entier fixé)
telle que

Au 5 f dans V, (7.11)

Bu 5 g sur ∂V, (7.12)

où A un opérateur différentiel sur V et B un opérateur qui permet d’exprimer
les conditions aux limites. On suppose que la formulation faible de (7.11)–
(7.12) consiste à ⎧⎨⎩ Chercher u ∈ V tel que

a(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ W ,
(7.13)

où V et W sont des espaces de Hilbert, a ∈ L(V 3 W ;R) et f ∈ W ′. En
général, on a V ⊂ L où on a posé L 5 [L2(V)]m. On note (·, ·)L le produit
scalaire dans L. On distingue deux cas.c ©
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(i) L’opérateur A est un isomorphisme de V dans L. Cette situation se pré-
sente par exemple pour l’équation d’advection–réaction étudiée dans la
section 7.2. Dans ce cas, on peut prendre pour espace test W 5 L
dans (7.13) si bien que pour tout (v, w) ∈ V 3 L,

a(v, w) 5 (Av, w)L et f (w) 5 (f , w)L. (7.14)

Étant donné un espace d’approximation Vh que l’on suppose V -
conforme, la méthode de Galerkin standard conduit au problème
approché suivant :{

Chercher uh ∈ Vh tel que
(Auh, wh)L 5 (f , wh)L, ∀wh ∈ Vh.

(7.15)

La méthode des moindres carrés conduit au problème approché suivant :{
Chercher uh ∈ Vh tel que
(Auh, Awh)L 5 (f , Awh)L, ∀wh ∈ Vh,

(7.16)

et la méthode de Galerkin/moindres carrés à⎧⎪⎨⎪⎩
Chercher uh ∈ Vh tel que
(Auh, wh)L 1 d(h)(Auh, Awh)L

5 (f , wh)L 1 d(h)(f , Awh)L, ∀wh ∈ Vh.

(7.17)

On notera que ces systèmes linéaires sont tous bien posés, mais que leurs
solutions respectives sont a priori différentes. On notera également que
le paramètre de pondération d dans (7.17) dépend de h. Cette dépen-
dance est en général déterminée par l’analyse de l’erreur u − uh, le but
étant d’obtenir une estimation d’erreur en norme ‖ · ‖L qui soit d’ordre
le plus élevé possible en h.

(ii) L’opérateur A est tel que A(V ) �⊂ L si bien que A n’est pas un iso-
morphisme de V dans L. Cette situation se présente par exemple pour
l’équation d’advection–diffusion étudiée dans la section 7.3 et pour le
problème de Stokes étudié dans la section 7.4. Dans ce cas, le pro-
blème modèle est (7.13) et pour simplifier, on se restreint au cas où
W 5 V . Soit Vh un espace d’approximation V -conforme. Comme
A(V ) �⊂ L, les produits scalaires (Avh, Awh)L n’ont a priori pas de sens
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pour (vh, wh) ∈ Vh 3 Vh. L’idée consiste alors à localiser ce produit
scalaire sur les éléments du maillage Th qui a servi à construire l’espace
d’approximation Vh. Pour K ∈ Th, on note (·, ·)L,K le produit scalaire
dans [L2(K )]m. On observe que la restriction à une maille K ∈ Th d’une
fonction de Vh est de classe C∞ (c’est en général un polynôme), si bien
que le produit scalaire (Avh, Awh)L,K a un sens. La méthode de Galer-
kin/moindres carrés consiste à⎧⎪⎨⎪⎩

Chercher uh ∈ Vh tel que, ∀wh ∈ Vh,
a(uh, wh) 1

∑
K∈Th

d(hK )(Auh, Awh)L,K

5 f (wh) 1
∑

K∈Th
d(hK )(f , Awh)L,K .

(7.18)

Enfin, on observera que les deux problèmes discrets obtenus par la méthode
de Galerkin/moindres carrés, à savoir (7.17) et (7.18), sont consistants puisque
la solution exacte u satisfait les équations discrètes. Un exemple de formula-
tion de type Galerkin/moindres carrés non-consistante est étudié dans la sec-
tion 7.5.

7.2 Advection–réaction
Dans cette section, on considère une équation d’advection–réaction comme
prototype d’un problème d’ordre un. On analyse l’approximation de cette
équation par la méthode des moindres carrés et par la méthode de Galer-
kin/moindres carrés.

7.2.1 Un problème modèle unidimensionnel

On pose V 5 ]0, 1[. Étant donné une fonction f ∈ L2(V), on cherche une
fonction u : V→ R telle que

u′ 5 f dans V, (7.19)

u(0) 5 0. (7.20)

Ce problème rentre dans le cadre du problème modèle (7.11)–(7.12).c ©
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7 • Galerkin/moindres carrés 7.2 Advection–réaction

Une formulation faible possible de (7.19)–(7.20) consiste à considérer le pro-
blème (7.13) avec V 5 {v ∈ H 1(V) ; v(0) 5 0}, W 5 L2(V) et les formes

a(v, w) 5

∫
V

v′w et f (w) 5

∫
V

fw. (7.21)

On montre que la forme bilinéaire a vérifie les conditions (BNB1) et (BNB2)
du théorème BNB si bien que le problème (7.13) est bien posé.

On considère le problème discret (7.15) qui résulte d’une approximation
de (7.13) par la méthode de Galerkin standard. L’espace d’approximation Vh

est construit à l’aide de l’élément fini de Lagrange P1. Dans ces conditions, on
montre qu’il existe des constantes positives c1 et c2, indépendantes de h, telles
que

c1h � inf
vh∈Vh

sup
wh∈Vh

a(vh, wh)
‖vh‖1,V‖wh‖0,V

� c2h. (7.22)

Ce résultat a des conséquences importantes puisqu’il implique que l’erreur
u − uh n’est pas contrôlée en norme H 1, la dégradation de la condition inf-
sup en h étant du même ordre que l’erreur d’interpolation. Dans la pratique,
cela se traduit par des oscillations parasites qui polluent la solution discrète
uh.

7.2.2 Un problème d’advection–réaction

Soit V un domaine de Rd de frontière suffisamment régulière. On considère
un champ de vecteurs b défini sur V et à valeurs dans Rd . On suppose que
b ∈ [L∞(V)]d et ∇·b ∈ L∞(V). On pose

∂V− 5 {x ∈ ∂V ; b(x)·n(x) < 0}, (7.23)

∂V1 5 {x ∈ ∂V ; b(x)·n(x) > 0}, (7.24)

où n est la normale extérieure à V sur ∂V. L’ensemble ∂V− s’appelle
la frontière entrante de V et l’ensemble ∂V1 s’appelle la frontière sortante.
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Étant donné des fonctions m ∈ L∞(V) et f ∈ L2(V), on cherche une fonc-
tion u : V→ R telle que

b·∇u 1 mu 5 f dans V, (7.25)

u 5 0 sur ∂V−. (7.26)

Ce problème rentre dans le cadre du problème modèle (7.11)–(7.12). On
introduit les espaces fonctionnels

V 5 {v ∈ L2(V) ; b·∇v ∈ L2(V)}, (7.27)

V∗ 5 {v ∈ V ; v|∂V− 5 0}, (7.28)

et on pose L 5 L2(V). On équipe V de la norme du graphe,

∀v ∈ V , ‖v‖V 5 ‖v‖0,V 1 ‖b·∇v‖0,V. (7.29)

On introduit l’opérateur

A : V � v 	−→ mv 1 b·∇v ∈ L. (7.30)

Clairement, A ∈ L(V ; L). On introduit également la forme bilinéaire
a ∈ L(V 3 L;R) et la forme linéaire f ∈ V ′ définies par

a(v, w) 5 (Av, w)0,V 5
∫

V(mv 1 b·∇v)w

et f (w) 5 (f , w)0,V 5
∫

V fw.
(7.31)

La formulation faible de (7.25)–(7.26) est la suivante :{
Chercher u ∈ V∗ tel que
a(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ L.

(7.32)

Par la suite, on suppose qu’il existe m0 > 0 tel que

m− 1
2∇·b � m0 presque partout dans V. (7.33)

Cette hypothèse implique que la forme bilinéaire a est L-coercive sur V∗
puisque l’on a

∀v ∈ V∗, a(v, v) � m0‖v‖2
L. (7.34)

Bien entendu, cette propriété seule est insuffisante pour prouver le caractère
bien posé du problème (7.32). On a le résultat suivant.c ©
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7 • Galerkin/moindres carrés 7.2 Advection–réaction

Proposition 7.2. Sous l’hypothèse (7.33), la forme bilinéaire a définie en (7.31)
satisfait les conditions (BNB1) et (BNB2) du théorème BNB. Par conséquent, le
problème (7.32) est bien posé (ou, en termes équivalents, l’opérateur A : V∗ → L
est un isomorphisme).

Par la suite, on suppose que le problème (7.25)–(7.26) a été adimensionnalisé
de sorte que le champ b est d’ordre un et on suppose que la fonction m est au
plus d’ordre un. L’analyse d’erreur pour l’approximation par éléments finis se
fera en englobant ces paramètres dans les constantes génériques c.

7.2.3 Approximation par la méthode des moindres carrés

Soit Vh un espace d’approximation H 1-conforme, donc V -conforme ; par
exemple, Vh peut être construit à partir d’un élément fini de Lagrange Pk

ou Qk. En imposant à zéro la valeur aux nœuds du maillage situés sur ∂V−,
on peut supposer que Vh est V∗-conforme. En général, l’approximation dans
Vh du problème (7.32) par la méthode de Galerkin standard ne conduit pas
à des résultats acceptables pour les mêmes raisons que celles évoquées dans la
section 7.2.1.
La méthode des moindres carrés consiste à considérer le problème approché
suivant : {

Chercher uh ∈ Vh tel que
(Auh, Awh)0,V 5 (f , Awh)0,V, ∀wh ∈ Vh.

(7.35)

Puisque l’opérateur A : V∗ → L est un isomorphisme, il existe a > 0 tel que
pour tout v ∈ V∗, ‖Av‖L � a‖v‖V ; voir la section A.1.4. Cette propriété
implique que la forme bilinéaire a′ ∈ L(V 3 V ;R) définie par

a′(v, w) 5 (Av, Aw)0,V 5

∫
V

(mv 1 b·∇v)(mw 1 b·∇w), (7.36)

est V -coercive sur V∗. En effet, pour tout v ∈ V∗, on a

a′(v, v) 5 ‖Av‖2
0,V � a2‖v‖2

V . (7.37)

Il découle immédiatement du lemme de Lax–Milgram que le problème dis-
cret (7.35) est bien posé. Par ailleurs, le lemme de Céa 2.12 conduit au résultat
suivant.
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Proposition 7.3. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, il existe une constante
c, indépendante de h, telle que

‖u−uh‖V 5 ‖u−uh‖0,V 1 ‖b·∇(u−uh)‖0,V � c inf
vh∈Vh

‖u−vh‖V . (7.38)

On suppose que l’espace Vh jouit de la propriété d’interpolation suivante : il
existe un sous-espace Z dense dans V , un entier k � 1 et une constante c,
indépendante de h, tels que pour tout z ∈ Z ,

inf
vh∈Vh

(‖z − vh‖0,V 1 h‖∇(z − vh)‖0,V) � c hk11‖z‖Z . (7.39)

Par exemple, lorsque Vh est construit à partir d’un élément fini de Lagrange
de degré k et d’une famille régulière de maillages affines et conformes, l’esti-
mation (7.39) est satisfaite pour Z 5 H k11(V).

Théorème 7.4. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on suppose que la solution
u de (7.32) est dans Z. Alors, il existe une constante c, indépendante de h, telle
que

‖u− uh‖0,V 1 ‖b·∇(u− uh)‖0,V � c hk‖u‖Z . (7.40)

On observe que l’estimation d’erreur est sous-optimale d’un facteur 1 en
norme L2 et qu’elle est optimale dans la semi-norme liée à la dérivée advec-
tive1. L’estimation en norme L2 ne peut être améliorée par les techniques
de dualité utilisées dans le lemme de Aubin–Nitsche car les problèmes
d’advection–réaction ne jouissent pas de propriétés régularisantes.

7.2.4 Approximation par la méthode de Galerkin/moindres
carrés

Afin d’obtenir une estimation plus fine en norme L2, on introduit la méthode
de Galerkin/moindres carrés suivante. On choisit une constante g > 0 indé-
pendante de h et on pose

d(h) 5 gh. (7.41)

1. On rappelle que le terme optimal veut dire que l’erreur d’approximation dans une
certaine norme est du même ordre en h que l’erreur d’interpolation dans cette même
norme.c ©
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7 • Galerkin/moindres carrés 7.2 Advection–réaction

On introduit la forme bilinéaire ah ∈ L(V 3 V ;R) définie par

ah(v, w) 5 (Av, w)0,V 1 d(h)(Av, Aw)0,V, (7.42)

et la forme bilinéaire fh ∈ V ′ définie par

fh(w) 5 (f , w)0,V 1 d(h)(f , Aw)0,V.

On considère le problème discret suivant :{
Chercher uh ∈ Vh tel que
ah(uh, wh) 5 fh(wh), ∀wh ∈ Vh.

(7.43)

On introduit les normes suivantes sur V∗,

‖v‖h,A 5 (Av, v)
1
2
0,V 1 h

1
2 ‖Av‖0,V, (7.44)

‖v‖h, 1
2

5 ‖v‖h,A 1 h−
1
2 ‖v‖0,V. (7.45)

On observera que la définition ci-dessus a bien un sens puisque, grâce à l’hy-
pothèse (7.33), la forme bilinéaire a associée à l’opérateur A est L-coercive sur
V∗, ce qui implique (Av, v)0,V � 0 pour v ∈ V∗. On montre les propriétés
suivantes.

• Stabilité. La forme bilinéaire ah définie en (7.42) est ‖ · ‖h,A-coercive sur
Vh uniformément en h ; cette propriété implique que le problème appro-
ché (7.43) est bien posé.

• Continuité. Il existe une constante c, indépendante de h, telle que pour
tout (v, w) ∈ V∗ 3 V∗,

ah(v, w) � c ‖v‖h, 1
2
‖w‖h,A. (7.46)

• Consistance. Pour tout wh ∈ Vh,

ah(u− uh, wh) 5 0. (7.47)

En procédant comme dans la preuve du deuxième lemme de Strang 2.20, on
déduit l’estimation d’erreur suivante.
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Proposition 7.5. Il existe une constante c, indépendante de h, telle que

‖u− uh‖h,A � c inf
wh∈Vh

‖u− wh‖h, 1
2
. (7.48)

On suppose que la propriété (7.39) est satisfaite. On en déduit facilement que
pour tout z ∈ Z ,

inf
vh∈Vh

‖z − vh‖h, 1
2
� c hk1 1

2 ‖z‖Z . (7.49)

Il en résulte le résultat de convergence suivant.

Théorème 7.6. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on suppose que la solution
u de (7.32) est dans Z. Alors, il existe une constante c, indépendante de h, telle
que

‖u− uh‖0,V 1 h
1
2 ‖b·∇(u− uh)‖0,V � c hk1 1

2 ‖u‖Z . (7.50)

On observe que l’estimation d’erreur est sous-optimale d’un facteur 1
2 en

norme L2 et qu’elle est optimale dans la semi-norme liée à la dérivée advec-
tive. L’amélioration de l’estimation d’erreur en norme L2 est à l’origine de la
popularité de la méthode de Galerkin/moindres carrés.

7.3 Advection–diffusion avec advection
dominante

Cette section considère une équation d’advection–diffusion(–réaction) avec
advection dominante comme prototype d’une perturbation singulière d’un
problème d’ordre un. On analyse l’approximation de cette équation par
la méthode de Galerkin/moindres carrés. L’approximation des équations
d’advection–diffusion avec advection dominante par une méthode de type
Galerkin/moindres carrés a été proposée par Brooks et Hughes [24] ; la
méthode a été appelée « méthode SUPG » (de l’anglais, Streamline Upwind
Petrov–Galerkin). L’analyse de convergence remonte aux travaux de Johnson,
Nävert et Pitkäranta [53] qui ont proposé le terme de « méthode SD » (de
l’anglais, Streamline Diffusion). L’analyse présentée ci-dessous a été introduite
par Ern et Guermond [38, p. 244]. On pourra également consulter Johnson
[52], Quarteroni et Valli [61] et Codina [30] pour des compléments.c ©
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advection dominante

7.3.1 Le problème modèle

On reprend les notations et les hypothèses de la section 7.2.2. On se donne
en outre un réel e > 0 et on cherche une fonction u : V→ R telle que

−eDu 1 b·∇u 1 mu 5 f dans V, (7.51)

u 5 0 sur ∂V. (7.52)

Comme dans la section 7.2.2, l’analyse d’erreur se fera en englobant les pa-
ramètres b et m dans les constantes génériques c. Par contre, on conservera
explicitement le paramètre e dans les estimations d’erreur car on souhaite
construire une méthode numérique robuste lorsque e → 0. Pour une maille
K ∈ Th, le rapport hK

e s’interprète comme le nombre de Péclet local. L’hypo-
thèse d’advection dominante signifie que sur au moins une partie des mailles,
on a e� hK , c’est-à-dire que le nombre de Péclet local est très grand.

La formulation faible du problème (7.51)–(7.52) rentre dans le cadre
de (7.13) en posant V 5 W 5 H 1

0 (V) et en introduisant la forme bilinéaire
ae ∈ L(V 3 V ;R) telle que

ae(v, w) 5

∫
V

e∇v·∇w 1

∫
V

(mv 1 b·∇v)w, (7.53)

et la forme linéaire f ∈ V ′ telle que f (w) 5
∫

V fw. Le problème modèle est
le suivant : {

Chercher u ∈ V tel que
ae(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ V .

(7.54)

Proposition 7.7. Sous l’hypothèse (7.33), le problème (7.54) est bien posé.

7.3.2 Approximation par la méthode de Galerkin/moindres
carrés

Soit Vh un espace d’approximation H 1-conforme ; par exemple, Vh peut être
construit à partir d’un élément fini de Lagrange et d’un maillage Th. Par la
suite, on suppose que la famille {Th}h>0 est régulière. De plus, en imposant à
zéro la valeur aux nœuds du maillage situés sur ∂V, on peut supposer que Vh

est V -conforme.
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En général, l’approximation dans Vh du problème (7.13) par la méthode de
Galerkin standard ne conduit pas à des résultats acceptables lorsque le nombre
de Péclet local est trop grand car la solution approchée est polluée par des
oscillations parasites. Ces oscillations peuvent être éliminées en raffinant le
maillage là où le nombre de Péclet local est élevé. Toutefois, cette approche
peut conduire à des coûts de calcul excessifs lorsque le paramètre e est très
petit. De plus, dans des problèmes non-linéaires où le nombre de Péclet local
dépend de la solution, on ne sait pas a priori où celui-ci est grand. Dans ces
conditions, il est préférable d’utiliser une méthode de type Galerkin/moindres
carrés.

Dans la méthode de Galerkin/moindres carrés appliquée à l’approximation
de l’équation d’advection–réaction, le paramètre de pondération d ne dé-
pend que de la finesse globale du maillage h ; voir (7.41). Pour l’équation
d’advection–diffusion, ce paramètre dépend de la taille locale des mailles et du
coefficient de diffusion e. Par la suite, on considère la fonction suivante :

∀K ∈ Th, d(hK , e) 5

(
1

hK
1

e

h2
K

)−1

. (7.55)

Plus généralement, l’analyse présentée ci-dessous reste valable pour toute fonc-
tion d de (hK , e) satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) il existe une constante c1 telle que pour tout (hK , e), d(hK , e) � c1hK ;

(ii) il existe une constante c2 telle que pour tout (hK , e), d(hK , e) � c2h2
K e−1 ;

(iii) il existe des constantes c3 et c4 telles que pour tout (hK , e), e � c3hK

implique d(hK , e) � c4hK .

Il est clair que la fonction d proposée en (7.55) vérifie ces trois propriétés.

On désigne par H 2(Th) le sous-espace de L2(V) constitué des fonc-
tions dont la restriction à chaque maille K ∈ Th est dans H 2(K ).
On pose V (h) 5 H 2(Th) ∩ H 1

0 (V). On introduit la forme bilinéaire
ahe ∈ L(V (h) 3 V (h);R) définie par

ahe(v, w) 5 ae(v, w) 1
∑

K∈Th

d(hK , e)(Aev, Aew)0,K , (7.56)
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où la forme bilinéaire ae est définie en (7.53) et où pour V (h), on a posé sur
chaque maille K ∈ Th

Aev 5 −eDv 1 b·∇v 1 mv. (7.57)

On considère le problème discret suivant :{
Chercher uh ∈ Vh tel que
ahe(uh, wh) 5 fhe(wh), ∀wh ∈ Vh,

(7.58)

avec la forme linéaire fhe ∈ V ′
h définie par

fhe(wh) 5 (f , wh)0,V 1
∑

K∈Th

d(hK , e)(f , Aewh)0,K .

On introduit les normes suivantes sur V (h),

‖v‖h,Ae
5 (Av, v)

1
2
0,V 1 e

1
2 |v|1,V 1

⎛⎝∑
K∈Th

d(hK , e)‖Aev‖2
0,K

⎞⎠
1
2

, (7.59)

‖v‖h, 1
2

5 ‖v‖h,Ae
1

⎛⎝∑
K∈Th

h−1
K ‖v‖

2
0,K

⎞⎠
1
2

. (7.60)

On rappelle que l’opérateur A est défini en (7.30) et que compte tenu de
l’hypothèse (7.33), on a pour tout v ∈ V (h), (Av, v)0,V � m0‖v‖2

0,V. Dans le
cadre des hypothèses ci-dessus, on montre les propriétés suivantes.

• Stabilité. La forme bilinéaire ahe définie en (7.56) est ‖ · ‖h,Ae
-coercive sur

V (h) uniformément en h et en e ; cette propriété implique que le problème
approché (7.58) est bien posé.

• Continuité. Il existe une constante c, indépendante de h et de e, telle que
pour tout (v, wh) ∈ V (h) 3 Vh,

ahe(v, wh) � c ‖v‖h, 1
2
‖wh‖h,Ae

. (7.61)

• Consistance. Pour tout wh ∈ Vh,

ahe(u− uh, wh) 5 0. (7.62)
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En procédant comme dans la preuve du deuxième lemme de Strang 2.20, on
déduit l’estimation d’erreur suivante.

Proposition 7.8. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on suppose que la solu-
tion u de (7.54) est dans V (h). Alors, il existe une constante c, indépendante de h
et de e, telle que

‖u− uh‖h,Ae
� c inf

wh∈Vh

‖u− wh‖h, 1
2
. (7.63)

On suppose que l’espace Vh jouit de la propriété d’interpolation suivante : il
existe un sous-espace Z dense dans H 1(V), un entier k � 1 et une constante
c indépendante de h tels que pour tout z ∈ Z et pour tout K ∈ Th,

inf
vh∈Vh

(‖z−vh‖0,K 1 hK ‖∇(z−vh)‖0,K 1 h2
K ‖D(z−vh)‖0,K ) � c hk11

K ‖z‖Z ,K ,

(7.64)
où ‖ · ‖Z ,K désigne la norme de Z localisée sur K . Par exemple, lorsque Vh est
construit à partir d’un élément fini de Lagrange de degré k et d’une famille
régulière de maillages affines et conformes, l’estimation (7.64) est satisfaite
pour Z 5 H k11(V) et ‖ · ‖Z ,K 5 ‖ · ‖k11,K . On déduit facilement de (7.64)
que pour tout z ∈ Z ,

inf
vh∈Vh

‖z − vh‖h, 1
2
� c

⎛⎝∑
K∈Th

h2k
K (hK 1 e)‖z‖2

Z ,K

⎞⎠
1
2

. (7.65)

Il en résulte le résultat de convergence suivant.

Théorème 7.9. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on suppose que la solution
u de (7.54) est dans Z. Alors, il existe une constante c, indépendante de h et de e,
telle que

‖u− uh‖h,Ae
� c

⎛⎝∑
K∈Th

h2k
K (hK 1 e)‖z‖2

Z ,K

⎞⎠
1
2

. (7.66)

Corollaire 7.10. Pour tout g > 0, il existe une constante cg, indépendante de h
et de e, telle que :c ©
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(i) si e � gh,

‖u− uh‖1,V � cg

⎛⎝∑
K∈Th

h2k
K ‖u‖2

Z ,K

⎞⎠
1
2

; (7.67)

(ii) si e � g minK∈Th{hK },⎛⎝∑
K∈Th

hK ‖A(u− uh)‖2
0,K

⎞⎠
1
2

� cg

⎛⎝∑
K∈Th

h2k11
K ‖u‖2

Z ,K

⎞⎠
1
2

. (7.68)

De plus, si la famille {Th}h>0 est quasi-uniforme, pour tout g > 0, il existe une
constante cg, indépendante de h et de e, telle que :

(i) si e � gh, ‖∇(u− uh)‖0,V � cghk‖u‖Z ;

(ii) si e � gh, ‖b · ∇(u− uh)‖0,V � cghk‖u‖Z .

Corollaire 7.11. Il existe une constante c, indépendante de h et de e, telle que

‖u− uh‖0,V � c

⎛⎝∑
K∈Th

h2k
K (hK 1 e)‖z‖2

Z ,K

⎞⎠
1
2

. (7.69)

De plus, pour tout g > 0, il existe une constante cg, indépendante de h et de e,
telle que si e � gh,

‖u− uh‖0,V � cghk1 1
2 ‖u‖Z . (7.70)

Le corollaire 7.10 signifie que lorsque les nombres de Péclet locaux sont suf-
fisamment petits (régime dit de diffusion dominante), l’approximation par la
méthode de Galerkin/moindres carrés fournit un contrôle optimal du gradient
de l’erreur. Par contre, lorsque les nombres de Péclet sont grands (régime dit
d’advection dominante), seules sont contrôlées les dérivées de l’erreur le long
des lignes de courant. Le corollaire 7.11 signifie qu’en régime d’advection do-
minante, la méthode de Galerkin/moindres carrés reste relativement précise
en norme L2 car elle n’est sous-optimale que d’un facteur 1

2 .
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7.4 Problème de Stokes
Cette section est consacrée à l’approximation du problème de Stokes (6.21)
par une méthode de Galerkin/moindres carrés. L’intérêt de l’approche réside
dans le fait qu’elle permet d’utiliser des éléments finis pour la vitesse et la
pression qui ne satisfont pas la condition de compatibilité (6.26). Ces tech-
niques ont été introduites et analysées par Franca et Frey [40] et par Tobiska
et Verfürth [73]. L’analyse présentée ci-dessous a été introduite par Ern et
Guermond [38, p. 201].
On introduit l’espace fonctionnel V 5 [H 1

0 (V)]d 3 L2
∗(V). On peut formu-

ler le problème de Stokes de la manière suivante :{
Chercher (u, p) ∈ V tel que
a((u, p), (v, q)) 5 z(v, q), ∀(v, q) ∈ V ,

(7.71)

où la forme bilinéaire a ∈ L(V 3 V ;R) est définie par

a((u, p), (v, q)) 5 (∇u,∇v)0,V − (∇·v, p)0,V 1 (∇·u, q)0,V, (7.72)

et la forme linéaire z ∈ V ′ par z(v, q) 5
∫

V[f ·v 1 gq], f ∈ [L2(V)]d et
g ∈ L2(V) étant les données du problème de Stokes (6.1)–(6.2).
On choisit une constante g > 0 indépendante de h. Pour tout K ∈ Th, on
pose

d(hK ) 5 gh2
K . (7.73)

On considère un espace d’approximation pour la vitesse, noté Xh et supposé
[H 1

0 (V)]d -conforme, et un espace d’approximation pour la pression, noté Mh

et supposé L2
∗(V)-conforme. On pose Vh 5 Xh 3 Mh et

V (h) 5 ([H 2(Th)]d ∩ [H 1
0 (V)]d ) 3 (H 1(Th) ∩ L2

∗(V)), (7.74)

où H m(Th), m ∈ {1, 2}, désigne le sous-espace de L2(V) constitué des fonc-
tions dont la restriction à chaque maille K ∈ Th est dans H m(K ). On intro-
duit la forme bilinéaire ah ∈ L(V (h) 3 V (h);R) définie par

ah((uh, ph), (vh, qh)) 5 (∇uh,∇vh)0,V − (∇·vh, ph)0,V 1 (∇·uh, qh)0,V

1
∑

K∈Th

d(hK )
(
(∇ph − Duh,∇qh − Dvh)0,K 1 (∇·uh,∇·vh)0,K

)
. (7.75)
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7 • Galerkin/moindres carrés 7.4 Problème de Stokes

On introduit la forme linéaire zh ∈ V (h)′ définie par

zh(vh, qh) 5 z(vh, qh) 1
∑

K∈Th

d(hK )((f , g), (∇qh − Dvh,∇·vh))0,K , (7.76)

et on considère le problème approché suivant :{
Chercher (uh, ph) ∈ Vh tel que
ah((uh, ph), (vh, qh)) 5 zh(vh, qh), ∀(vh, qh) ∈ Vh.

(7.77)

On introduit la norme suivante sur V (h),

‖(v, q)‖h,A 5 |v|1,V 1 ‖q‖0,V

1

⎛⎝∑
K∈Th

d(hK )(‖∇q‖2
0,K 1 ‖∇q − Dv‖2

0,K 1 ‖∇·v‖2
0,K )

⎞⎠
1
2

. (7.78)

On suppose que les inégalités suivantes sont vérifiées : il existe une constante
c, indépendante de h, telle que pour tout vh ∈ Xh et pour tout K ∈ Th,1

‖Dvh‖0,K � c h−1
K ‖∇vh‖0,K , (7.79)

‖∇vh‖0,K � c h−1
K ‖vh‖0,K . (7.80)

Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on montre les propriétés suivantes.

• Stabilité. La forme bilinéaire ah définie en (7.75) satisfait la condition inf-
sup suivante : il existe a > 0, indépendant de h, tel que

inf
(vh,qh)∈Vh

sup
(wh,rh)∈Vh

ah((vh, qh), (wh, rh))
‖(vh, qh)‖h,A‖(wh, rh)‖h,A

� a. (7.81)

Cette propriété implique que le problème approché (7.77) est bien posé.

1. Les inégalités (7.79) et (7.80) sont satisfaites si l’espace d’approximation Xh est
construit à partir d’une famille régulière de maillages.
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• Continuité. Il existe une constante c, indépendante de h, telle que pour
tout ((v, q), (wh, rh)) ∈ V (h) 3 Vh,

ah((v, q), (wh, rh)) � c ‖(v, q)‖h,A‖(wh, rh)‖h,A. (7.82)

• Consistance. Pour tout (vh, qh) ∈ Vh,

ah((u− uh, p− ph), (vh, qh)) 5 0. (7.83)

On déduit des propriétés ci-dessus l’estimation d’erreur suivante.

Proposition 7.12. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on suppose que la solu-
tion (u, p) de (7.71) est dans V (h). Alors, il existe une constante c, indépendante
de h, telle que

‖(u− uh, p− ph)‖h,A � c inf
(vh,qh)∈Vh

‖(u− vh, p− qh)‖h,A. (7.84)

On suppose que les espaces Xh et Mh jouissent des propriétés d’interpolation
suivantes : il existe un entier k � 1 et une constante c, indépendante de h, tels
que pour tout (zu, zp) ∈ H k11(V) 3 H k(V), on a pour tout K ∈ Th,

infvh∈Xh (‖zu − vh‖0,K 1 hK ‖∇(zu − vh)‖0,K

1 h2
K ‖D(zu − vh)‖0,K ) � c hk11

K ‖zu‖k11,K ,
(7.85)

inf
qh∈Mh

(‖zp − qh‖0,K 1 hK ‖∇(zp − qh)‖0,K ) � c hk
K ‖zp‖k,K . (7.86)

On déduit facilement de (7.85) que pour tout (zu, zp) ∈ H k11(V) 3 H k(V),

inf
(vh,qh)∈Vh

‖(zu − vh, zp − qh)‖h,A � c hk(‖zu‖k11,V 1 ‖zp‖k,V). (7.87)

Il en résulte le résultat de convergence suivant.

Théorème 7.13. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on suppose que la solu-
tion (u, p) de (7.71) est dans H k11(V) 3 H k(V). Alors, il existe une constante
c, indépendante de h, telle que

‖u− uh‖1,V 1 ‖p− ph‖0,V � c hk(‖u‖k11,V 1 ‖p‖k,V). (7.88)

De plus, si le problème de Stokes est régularisant (voir la définition 6.9),

‖u− uh‖0,V � c hk11(‖u‖k11,V 1 ‖p‖k,V). (7.89)c ©
D

un
od

–
L

a
ph

ot
oc

op
ie

no
n

au
to

ri
sé

e
es

tu
n

dé
lit

183



7 • Galerkin/moindres carrés 7.5 Complément : viscosité
de sous-maille

7.5 Complément : viscosité de sous-maille
La technique de viscosité de sous-maille a été introduite par Guermond [49,
50]. Elle permet de stabiliser la méthode de Galerkin standard lorsque celle-ci
est utilisée afin d’approcher par éléments finis des opérateurs linéaires mo-
notones. Pour simplifier, on restreint la présentation à l’opérateur A défini
en (7.30) sous l’hypothèse (7.33). Le principe consiste à :

(i) enrichir l’espace d’approximation Vh sous la forme

V e
h 5 Vh ⊕ V f

h , (7.90)

où V f
h est appelé l’espace des échelles fluctuantes et V e

h l’espace d’approxi-
mation enrichi ;

(ii) considérer un problème discret posé sur l’espace d’approximation enrichi
V e

h et faisant intervenir une forme bilinéaire qui est la somme de la forme
bilinéaire associée à la méthode de Galerkin standard et d’un terme de
pénalisation (au sens des moindres carrés) dont le rôle est de contrôler
les échelles fluctuantes de la solution discrète.

On reprend le problème modèle (7.32) de la section 7.2. Soit Vh l’espace
d’approximation V∗-conforme considéré dans le problème discret (7.43). On
suppose qu’on dispose d’un espace des échelles fluctuantes, V f

h , qui est V∗-
conforme et en somme directe avec Vh. Par la suite, on décompose les fonc-
tions de V e

h sous la forme ve
h 5 vf

h 1 vh avec vf
h ∈ V f

h et vh ∈ Vh. On fait les
hypothèses suivantes.

(i) La décomposition (7.90) est L2-stable au sens suivant : en notant
Ph ∈ L(V e

h ; Vh) le projecteur tel que

Ph : V e
h � ve

h 	−→ vh ∈ Vh, (7.91)

il existe une constante cs, indépendante de h, telle que

∀ve
h ∈ V e

h , ‖Phve
h‖0,V � cs‖ve

h‖0,V. (7.92)
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(ii) La condition inf-sup suivante est satisfaite : il existe une constante
ca > 0, indépendante de h, telle que

inf
vh∈Vh

sup
we

h∈V e
h

a(vh, we
h)

‖vh‖V ‖we
h‖0,V

� ca, (7.93)

où la forme bilinéaire a est définie en (7.31) et la norme ‖ ·‖V en (7.29).

(iii) L’inégalité suivante est satisfaite sur l’espace d’approximation enrichi
V e

h : il existe une constante ci, indépendante de h, telle que

∀ve
h ∈ V e

h , ‖ve
h‖V � cih

−1‖ve
h‖0,V. (7.94)

Par ailleurs, on choisit un réel cb > 0 et on introduit la forme bilinéaire
bh ∈ L(V e

h 3 V e
h ;R) telle que

bh(ve
h, we

h) 5 cbh(∇vf
h,∇wf

h)0,V. (7.95)

On considère le problème discret suivant :{
Chercher ue

h ∈ V e
h tel que

a(ue
h, we

h) 1 bh(ue
h, we

h) 5 f (we
h), ∀we

h ∈ V e
h .

(7.96)

On observera que la forme bilinéaire bh réalise une pénalisation au sens des
moindres carrés du gradient de la composante aux échelles fluctuantes de la
solution discrète ue

h. Par la suite, on note uh la forme bilinéaire a 1 bh.
On considère les normes ‖ · ‖h,A et ‖ · ‖h, 1

2
définies en (7.44) et (7.45), respec-

tivement. Dans le cadre des hypothèses (7.92), (7.93) et (7.94), on montre les
propriétés suivantes.

• Stabilité. Il existe une constante a, indépendante de h, telle que

inf
ve

h∈V e
h

sup
we

h∈V e
h

uh(ve
h, we

h)
‖ve

h‖h,A‖we
h‖h,A

� a. (7.97)

Cette propriété implique que le problème (7.96) est bien posé.

• Continuité. Il existe une constante c, indépendante de h, telle que pour
tout (v, w) ∈ V∗ 3 V∗, on a ah(v, w) � c ‖v‖h, 1

2
‖w‖h,A.

• Consistance. Pour tout we
h ∈ V e

h , on a uh(ue
h, we

h) 5 a(u, we
h).c ©
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En procédant comme dans la preuve du deuxième lemme de Strang 2.20, on
déduit l’estimation d’erreur suivante.

Proposition 7.14. Il existe une constante c, indépendante de h, telle que

‖u− ue
h‖h,A � c inf

vh∈Vh

‖u− vh‖h, 1
2
. (7.98)

En supposant que la propriété (7.39) est satisfaite et que la solution u de (7.32)
est dans Z , on en déduit

‖u− uh‖0,V 1 h
1
2 ‖b·∇(u− uh)‖0,V � c hk1 1

2 ‖u‖Z , (7.99)

pour une constante c indépendante de h. On retrouve la même estimation
d’erreur que pour la méthode de Galerkin/moindres carrés classique ; voir
l’estimation (7.50). La technique de stabilisation par viscosité de sous-maille
s’étend aux équations d’advection–diffusion avec advection dominante. On
obtient des estimations d’erreur analogues à celles de la section 7.3.2. L’avan-
tage de l’approche par viscosité de sous-maille est que le paramètre cb est indé-
pendant du coefficient de diffusion e alors que le paramètre d intervenant dans
la méthode de Galerkin/moindres carrés présentée dans la section 7.3 dépend
de e. Un autre avantage de l’approche par viscosité de sous-maille est que cette
technique s’étend de manière naturelle aux problèmes instationnaires alors que
la méthode de Galerkin/moindres carrés nécessite de considérer des éléments
finis espace-temps discontinus en temps ; voir, par exemple, [38, p. 321] pour
l’analyse de la méthode de viscosité de sous-maille instationnaire.
Pour conclure cette section, on décrit quelques exemples d’espaces d’échelles
fluctuantes admissibles lorsque l’espace d’approximation Vh est associé à l’élé-
ment fini de Lagrange P1 ou P2.

(i) Lorsque Vh 5 P1
c,h ∩ V∗, l’espace des échelles fluctuantes peut être en-

gendré par des fonctions bulle sur les mailles ; voir la définition 6.10 et
la formule (6.32). On pose

V f
h 5 {vf

h ∈ C0(V) ; ∀K ∈ Th, vf
h ◦ TK ∈ vect(b̂)}. (7.100)

Une autre possibilité pour l’espace des échelles fluctuantes consiste à
poser

V f
h 5 {vf

h ∈ C0(V) ; ∀K ∈ Th, vf
h|K ∈ P1-iso-2(K )}, (7.101)
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de sous-maille

où l’espace P1-iso-2(K ) est défini de la manière suivante : on divise K en
quatre sous-triangles en reliant les milieux de ses trois arêtes ; une fonc-
tion est dans P1-iso-2(K ) si elle est continue et affine par morceaux dans
K et si elle s’annule aux trois sommets de K . Avec ce choix, l’espace
d’approximation enrichi est celui associé à l’élément fini de Lagrange P1

sur le maillage T h
2
. Les figures 7.1(a) et 7.1(b) contiennent une représen-

tation conventionnelle des degrés de liberté.

(ii) Une construction analogue est possible lorsque Vh 5 P2
c,h∩V∗. On peut

soit utiliser trois bulles par élément pour définir l’espace des échelles fluc-
tuantes soit subdiviser chaque triangle en quatre sous-triangles de sorte
que l’espace d’approximation enrichi est celui associé à l’élément fini de
Lagrange P2 sur le maillage T h

2
. Les figures 7.1(c) et 7.1(d) contiennent

une représentation conventionnelle des degrés de liberté.

(a) (b) (c) (d)

Figure 7.1 – Espaces des échelles fluctuantes permettant d’enrichir les es-
paces d’approximation associés aux éléments finis de Lagrange : (a) élément
fini de Lagrange P1 enrichi par une bulle sur chaque triangle ; (b) élément
fini de Lagrange P1 enrichi par subdivision de l’élément ; (c) élément fini
de Lagrange P2 enrichi par trois bulles sur chaque triangle ; (d) élément fini
de Lagrange P2 enrichi par subdivision de l’élément. Les degrés de liberté
dans l’espace Vh sont représentés par des cercles noirs et ceux associés aux
échelles fluctuantes par des cercles blancs.

Pour les choix ci-dessus, on montre, sous des hypothèses raisonnables sur le
champ d’advection b, que les hypothèses (7.92), (7.93) et (7.94) sont satis-
faites [49].

c ©
D

un
od

–
L

a
ph

ot
oc

op
ie

no
n

au
to

ri
sé

e
es

tu
n

dé
lit

187



8 • ESTIMATION D’ERREUR
A POSTERIORI

L’objectif de ce chapitre est d’estimer l’erreur entre la solution exacte d’un
problème modèle et son approximation par éléments finis, et ce uniquement
en fonction de quantités accessibles au calcul, c’est-à-dire la solution appro-
chée, les données du problème modèle et le maillage. De telles estimations
sont appelées estimations d’erreur a posteriori et se distinguent des estimations
d’erreur a priori présentées dans les chapitres précédents par le fait que ces der-
nières font également intervenir la solution exacte (qui n’est pas, en général,
accessible au calcul). Depuis les travaux pionniers de Babuška et Rheinbolt
[10], l’intérêt pour les estimations d’erreur a posteriori s’est considérablement
accru, d’une part parce que ces techniques permettent d’estimer explicitement
l’erreur d’approximation et d’autre part parce qu’elles sont à l’origine des algo-
rithmes de raffinement adaptatif du maillage qui permettent très souvent de
réduire substantiellement le coût des calculs. Trois types d’estimateurs d’er-
reur a posteriori sont présentés dans ce chapitre : les estimateurs par résidu, les
estimateurs par dualité et les estimateurs hiérarchiques.

8.1 Cadre général
Cette section précise le cadre dans lequel on se place pour étudier les diffé-
rentes techniques d’estimation d’erreur a posteriori. On introduit également
deux notions importantes relatives aux estimations d’erreur a posteriori : la
fiabilité et l’optimalité.
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a posteriori

8.1 Cadre général

8.1.1 Le problème modèle

On considère le problème modèle suivant :{
Chercher u ∈ V tel que
a(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ W ,

(8.1)

où V et W sont des espaces de Hilbert (dont les éléments sont des fonctions
définies sur un domaine V de Rd et à valeurs dans R), a est une forme bili-
néaire dans L(V 3 W ;R) et f est une forme linéaire dans W ′. On suppose
que la forme bilinéaire a satisfait les conditions (BNB1) et (BNB2) du théo-
rème BNB si bien que le problème (8.1) est bien posé ; voir le théorème 2.4.
De plus, on suppose que le membre de droite dans (8.1) s’écrit sous la forme∫

V fw pour une fonction f ∈ L2(V) ; on abuse des notations en utilisant le
même symbole pour la fonction f et la forme linéaire dans W ′.
Pour fixer les idées, on pourra supposer que (8.1) est la formulation faible
d’un problème d’advection–diffusion–réaction. On a donc :

(i) V 5 W 5 H 1
0 (V) si on impose des conditions aux limites de Dirichlet

homogènes et V 5 W 5 H 1(V) si on impose des conditions aux
limites de Neumann ;

(ii) pour (v, w) ∈ V 3 V , a(v, w) 5
∫

V[∇w·s·∇v 1 w(b·∇v) 1 mwv]
où s ∈ [L∞(V)]d,d , b ∈ [L∞(V)]d avec ∇·b ∈ L∞(V), et
m ∈ L∞(V).

Si on suppose qu’il existe un réel s0 > 0 tel que pour tout j ∈ Rd ,∑d
i,j51 sijjijj � s0

∑d
i51 j2

i presque partout dans V et qu’il existe un réel

m0 > 0 tel que m− 1
2∇·b � m0 presque partout dans V, la forme bilinéaire a

est coercive si bien que le problème (8.1) est bien posé. On pourra consulter
la section 5.1.5 pour des compléments.
La forme bilinéaire a est associée à un opérateur différentiel L tel que pour
tout v ∈ V et pour toute fonction w ∈ D(V), on a

a(v, w) 5 〈Lv, w〉D′,D, (8.2)

au sens des distributions. Par exemple, pour un problème d’advection–
diffusion–réaction, on a

Lv 5 −∇·(s·∇v) 1 b·∇v 1 mv. (8.3)
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8.1 Cadre général

Pour simplifier, on se restreint dans ce chapitre à des approximations conformes
du problème modèle (8.1) ; voir, par exemple, les références [35, 68] pour des
estimations d’erreur a posteriori dans un cadre non-conforme. On considère
donc deux espaces d’approximation Vh et Wh tels que Vh ⊂ V et Wh ⊂ W .
On suppose que les espaces Vh et Wh sont construits à l’aide des techniques
présentées dans les chapitres 3 et 4, c’est-à-dire à partir d’une famille régu-

lière de maillages {Th}h>0 et d’un élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ}. On
considère le problème approché suivant :{

Chercher uh ∈ Vh tel que
a(uh, wh) 5 f (wh), ∀wh ∈ Wh.

(8.4)

Par la suite, on suppose que le problème (8.4) est bien posé. Pour simplifier,
on suppose que la même forme bilinéaire a et la même forme linéaire f in-
terviennent dans le problème modèle (8.1) et son approximation (8.4). Ceci
implique la propriété de consistance suivante :

∀wh ∈ Wh, a(u− uh, wh) 5 0. (8.5)

Les espaces V et W étant des espaces fonctionnels, leurs normes respectives
‖ · ‖V et ‖ · ‖W peuvent être localisées sur les éléments du maillage sous la
forme

‖ · ‖V 5

⎛⎝∑
K∈Th

‖ · ‖2
V ,K

⎞⎠
1
2

et ‖ · ‖W 5

⎛⎝∑
K∈Th

‖ · ‖2
W ,K

⎞⎠
1
2

. (8.6)

Par exemple, pour V 5 H 1(V), on a ‖ · ‖V 5 ‖ · ‖1,V et ‖ · ‖V ,K 5 ‖ · ‖1,K .

8.1.2 Indicateurs d’erreur, fiabilité et optimalité

Soit h une fonctionnelle de (uh, Th, a, f ), c’est-à-dire de la solution approchée
uh, du maillage Th et des données du problème modèle (représentées par la
forme bilinéaire a et la forme linéaire f ). On observera que les valeurs de la
fonctionnelle h sont accessibles au calcul.

Définition 8.1. On dit que la fonctionnelle h est un estimateur d’erreur a pos-
teriori s’il existe une constante c, indépendante de h, telle que

‖u− uh‖V � c h(uh, Th, a, f ). (8.7)
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De plus, si la fonctionnelle h peut être localisée sous la forme

h(uh, Th, a, f ) 5

⎛⎝∑
K∈Th

hK (uh, a, f )2

⎞⎠
1
2

, (8.8)

on dit que les fonctionnelles {hK }K∈Th sont des indicateurs d’erreur locaux.

L’estimation (8.7) s’interprète comme une propriété de fiabilité puisqu’elle
garantit que l’erreur ‖u − uh‖V est effectivement contrôlée par l’estimateur
d’erreur a posteriori.
Les indicateurs d’erreur locaux fournissent l’ingrédient principal dans une
stratégie de raffinement adaptatif du maillage. Le principe consiste d’une part
à raffiner les mailles K ∈ Th où l’indicateur d’erreur local hK est grand et
d’autre part à regrouper des mailles adjacentes dans lesquelles l’indicateur
d’erreur local est petit afin de former une nouvelle maille de taille plus grande.
Cette procédure peut être répétée plusieurs fois et conduire (dans une certaine
mesure) à optimiser le coût des calculs en fonction du niveau d’erreur atteint.
On peut se fixer divers objectifs pour l’adaptation du maillage, par exemple
celui d’équirépartir les indicateurs d’erreur locaux sur toutes les mailles (uni-
formément ou avec une certaine pondération) ou encore celui d’amener l’es-
timateur d’erreur global h en dessous d’une certaine tolérance.

Pour qu’une procédure de raffinement adaptatif du maillage soit efficace,
il faut que les indicateurs d’erreur locaux jouissent d’une certaine propriété
d’optimalité. Cette propriété garantit que localement sur chaque maille, l’in-
dicateur d’erreur local est asymptotiquement équivalent à l’erreur réelle. En
d’autres termes, on souhaite qu’il existe des constantes c1 > 0 et c2, indépen-
dantes de h, telles que pour tout K ∈ Th,

c1hK (uh, a, f ) � ‖u− uh‖V ,K � c2hK (uh, a, f ). (8.9)

Dans la plupart des problèmes modèles, il est impossible d’obtenir ce type
de propriété. On dispose de la majoration globale (8.7) et d’une minoration
étendue sous la forme suivante : il existe une constante c1 > 0, indépendante
de h, telles que pour tout K ∈ Th,

c1hK (uh, a, f ) � ‖u− uh‖V ,DK 1 P(DK , a, f ), (8.10)c ©
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8.2 Estimateurs par résidu

où DK est un macro-élément centré sur la maille K , c’est-à-dire un ensemble de
mailles dont l’intersection avec K est non-vide, et P(DK , a, f ) est un terme de
perturbation qui est soit négligeable devant l’erreur locale ‖u − uh‖V ,DK soit
du même ordre que celle-ci asymptotiquement en h. De plus, on a conventio-
nellement noté

‖ · ‖V ,DK 5

⎛⎝ ∑
K ′∈DK

‖ · ‖2
V ,K ′

⎞⎠
1
2

. (8.11)

L’estimation (8.10) s’interprète comme une propriété d’optimalité puisqu’elle
garantit que localement sur le macro-élément DK , l’indicateur d’erreur local
hK ne « surévalue pas trop » l’erreur réelle. La figure 8.1 illustre deux exemples
de macro-éléments DK en dimension 2 : l’ensemble des mailles (incluant K )
partageant un côté avec K et l’ensemble des mailles (incluant K ) partageant
un sommet avec K .

K

Figure 8.1 – Exemples de macro-éléments DK centrés sur la maille K en di-
mension 2 ; la maille K est en gris foncé ; l’ensemble des éléments partageant
une face avec K est constitué de K et des trois triangles en gris clair ; l’en-
semble des éléments partageant un sommet avec K est constitué du macro-
élément précédent et des neuf triangles en blanc.

8.2 Estimateurs par résidu
Cette section présente une introduction aux techniques d’estimation d’er-
reur a posteriori par résidu. Ces techniques ont été introduites par Babuška
et Rheinbolt [10], puis leur analyse a été étendue par Verfürth [75] ; voir éga-
lement [76] pour une revue relativement exhaustive.

Définition 8.2. Soit w ∈ W . On définit le résidu de la solution approchée uh

en w par
r(uh; w) 5 a(u− uh, w). (8.12)
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On observera que la propriété de consistance (8.5) s’écrit sous la forme

∀wh ∈ Wh, r(uh; wh) 5 0. (8.13)

On suppose que le résidu peut être localisé comme suit :

r(uh; w) 5
∑

K∈Th

rK (uh; w), (8.14)

rK (uh; w) 5 (f − Luh, w)0,K 1 ((Luh)·nK , w)0,∂K , (8.15)

où L est un opérateur de trace à valeurs dansRd et nK est la normale extérieure
à K . On observera qu’on a implicitement supposé que les fonctions de W
admettent des traces définies de manière univoque aux interfaces du maillage,
ce qui est clairement le cas pour un problème d’advection–diffusion–réaction
où W 5 H 1(V). Pour ce problème, l’opérateur de trace L est tel que

Luh 5 s·∇uh. (8.16)

Soit F ∈ F i
h une face intérieure du maillage, c’est-à-dire telle qu’il existe deux

mailles K1 et K2 dans Th avec F 5 K1 ∩ K2. On désigne par n1 et n2 les
normales extérieures à K1 et K2, respectivement. On note

[[Luh·n]] 5 (Luh)|K1 ·n1 1 (Luh)|K2 ·n2, (8.17)

le saut de la composante normale de Luh à-travers F . Pour une face F ∈ F∂
h

située au bord, on pose simplement [[Luh·n]] 5 (Luh)|K ·n où K est l’élément
de Th dont F est une face et n est la normale extérieure à V.
On suppose que l’espace W jouit de la propriété d’interpolation locale sui-
vante : il existe une constante c, indépendante de h, telle que pour tout
w ∈ W , il existe wh ∈ Wh tel que pour tout K ∈ Th,

‖w − wh‖0,K 1 h
1
2
K ‖w − wh‖0,∂K � c hK ‖w‖W ,DK , (8.18)

où hK est le diamètre de K et DK est un macro-élément autour de K . La
propriété d’interpolation (8.18) est satisfaite pour W 5 H 1(V) si la famille
{Th}h>0 est régulière. En dimension d � 2, on ne peut pas prendre pour
wh l’interpolé de Lagrange de w car les fonctions de H 1(V) ne sont pas
nécessairement continues. On utilise d’autres techniques d’interpolation
où l’interpolé est défini sur chaque maille à partir de moyennes sur un
macro-élément centré sur cette maille. La définition précise de ces opérateurs
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d’interpolation n’est pas nécessaire pour la suite ; on utilisera simplement
le fait que ces opérateurs existent et qu’ils permettent de satisfaire l’hypo-
thèse (8.18). Pour plus de détails, on pourra consulter les travaux de Clément
[29] ou de Scott et Zhang [69].

Théorème 8.3 (Fiabilité). Pour K ∈ Th, on pose

hK (uh, a, f ) 5 hK ‖f − Luh‖0,K 1 h
1
2
K ‖[[Luh·n]]‖0,∂K . (8.19)

Alors, dans le cadre des hypothèses ci-dessus, hK est un indicateur d’erreur local ;
en d’autres termes, il existe une constante c, indépendante de h, telle que

‖u− uh‖V � c

⎛⎝∑
K∈Th

[h2
K ‖f − Luh‖2

0,K 1 hK ‖[[Luh·n]]‖2
0,∂K ]

⎞⎠
1
2

. (8.20)

De plus, lorsque les fonctions de W sont nulles au bord, le terme de saut dans
(8.19) est restreint à la partie de ∂K qui se trouve à l’intérieur de V.

L’estimation (8.20) découle directement des hypothèses ci-dessus. De la
condition (BNB1), on déduit

a‖u− uh‖V � sup
w∈W

a(u− uh, w)
‖w‖W

.

En utilisant la définition (8.12) du résidu et en appliquant la propriété de
consistance (8.5) à la fonction wh résultant de la propriété (8.18), on obtient

a‖u− uh‖V � sup
w∈W

a(u− uh, w − wh)
‖w‖W

5 sup
w∈W

r(uh ; w − wh)
‖w‖W

� sup
w∈W

∑
K∈Th

[‖f − Luh‖0,K ‖w − wh‖0,K 1 ‖[[Luh·n]]‖0,∂K ‖w − wh‖0,∂K ]

‖w‖W

�

⎛⎝∑
K∈Th

[h2
K ‖f − Luh‖2

0,K 1 hK ‖[[Luh·n]]‖2
0,∂K ]

⎞⎠
1
2

3 sup
w∈W

(∑
K∈Th

h−2
K ‖w − wh‖2

0,K 1 h−1
K ‖w − wh‖2

0,∂K

) 1
2

‖w‖W
� c

⎛⎝∑
K∈Th

hK (uh, a, f )2

⎞⎠
1
2

.
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On a utilisé le fait que grâce à l’hypothèse de régularité sur la famille {Th}h>0,
le nombre de triangles appartenant à un macro-élément DK peut être majoré
uniformément en h. On observera que dans l’analyse d’erreur a posteriori,
seule intervient la condition inf-sup satisfaite par la forme bilinéaire a sur les
espaces fonctionnels V et W et non la condition inf-sup discrète satisfaite sur
les espaces d’approximation Vh et Wh.
Par exemple, pour un problème d’advection–diffusion–réaction, l’indicateur
d’erreur local par résidu s’exprime sous la forme

hK (uh, a, f ) 5 hK ‖f 1 ∇·(s·∇uh)− b·∇uh − muh‖0,K

1 h
1
2
K ‖[[(s·∇uh)·n]]‖0,∂K .

(8.21)

En particulier, pour le Laplacien où s est la matrice identité, b 5 0 et m 5 0,
on obtient

hK (uh, a, f ) 5 hK ‖f 1 Duh‖0,K 1 h
1
2
K ‖[[∇uh·n]]‖0,∂K . (8.22)

Si on utilise un élément fini de degré un, le premier terme du membre de
droite s’écrit simplement hK ‖f ‖0,K .
On s’intéresse maintenant à l’optimalité de l’indicateur d’erreur (8.19). Le
résultat suivant est dû à Verfürth ; voir [76, p. 10].

Théorème 8.4 (Optimalité). On suppose que l’opérateur L est défini par (8.3)
et l’opérateur L par (8.16). Alors, il existe une constante c, indépendante de h,
telle que pour tout K ∈ Th,

hK (uh, a, f ) � c

(
|u− uh|1,DK 1 hK inf

vh∈P0
td,h

‖f − vh‖0,DK

)
, (8.23)

où DK est le macro-élément constitué de l’ensemble des éléments de Th (incluant
K ) partageant une face avec K .

La conclusion du théorème 8.4 reste vraie pour tout entier l � 0 (avec une
constante qui dépend de l) si l’infimum dans (8.23) est pris pour vh ∈ Pl

td,h ;
voir [38, p. 428]. Cette variante permet de montrer que lorsqu’on utilise un
élément fini de Lagrange de degré k et que l’indicateur d’erreur local est évalué
de manière approchée en utilisant des quadratures (voir la définition 9.1),
l’erreur de quadrature reste négligeable devant l’indicateur d’erreur pourvu
que la quadrature soit d’ordre 2k.c ©
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8.3 Estimateurs par dualité
Cette section présente une introduction aux techniques d’estimation d’erreur
a posteriori par dualité. Ces techniques ont été introduites Johnson [52]. On
pourra consulter Becker et Rannacher [14] pour une revue relativement ex-
haustive.
Un des intérêts des techniques d’estimation d’erreur a posteriori par dualité est
qu’elles permettent d’estimer d’autres erreurs que celle mesurée dans la norme
de stabilité naturelle ‖ · ‖V . Étant donné une fonctionnelle C : V → R, on
souhaite estimer la quantité suivante :

E 5 C(u)−C(uh). (8.24)

Dans les applications, la fonctionnelle C permet d’extraire une information
sur la solution qui intéresse plus directement le numéricien. Par exemple, dans
un calcul d’écoulement autour d’un profil d’aile, cette information pourra être
la portance ou la trainée de l’aile. Par la suite, on suppose que la fonction-
nelle C est suffisamment régulière pour qu’en tout v ∈ V , sa différentielle
C′(v) ∈ L(V ;R) soit définie.
Afin d’estimer la quantité E , on introduit le problème dual suivant :{

Chercher z ∈ W tel que

a(v, z) 5
∫ 1

0 〈C
′(uh 1 se), v〉V ′,V ds, ∀v ∈ V ,

(8.25)

où e 5 u − uh. On rappelle que le résidu r(uh; w) de la solution discrète uh

en w ∈ W est défini en (8.12).

Proposition 8.5. On a

∀zh ∈ Wh, E 5 r(uh; z − zh). (8.26)

La formule (8.26) découle simplement du fait que

E 5 C(u)−C(uh) 5

∫ 1

0
〈C′(uh 1 se), e〉V ′,V ds 5 a(e, z) 5 r(uh; z),

et on conclut grâce à la propriété de consistance (8.13). La formule (8.26) s’in-
terprète comme une formule de représentation de l’erreur puisqu’elle exprime le
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fait que la quantité E est égale au résidu de la solution approchée sur la dif-
férence entre la solution du problème dual (8.25) et une fonction arbitraire
dans Wh.

Remarque 8.6

On peut également estimer la quantité E 5 C(u − uh). La fonctionnelle C étant
a priori non-linéaire, cette quantité diffère de celle définie en (8.24). Dans ce cas,
on suppose que la fonctionnelle C admet une densité c : V → V telle que pour
tout v ∈ V , C(v) 5 (c(v), v)V où (·, ·)V désigne le produit scalaire dans V . On
introduit le problème dual suivant :{

Chercher z ∈ W tel que

a(v, z) 5 (c(e), v)V , ∀v ∈ V .
(8.27)

La formule de représentation de l’erreur (8.26) reste valable à condition de l’évaluer
sur la solution du problème dual (8.27).

La formule de représentation de l’erreur (8.26) se localise en utilisant (8.15).
On suppose que l’espace W jouit d’une propriété d’interpolation locale légè-
rement plus forte que (8.18), à savoir on suppose qu’il existe un sous-espace
Z dense dans W et une constante c, indépendante de h, telle que pour tout
z ∈ Z , il existe wh ∈ Wh tel que pour tout K ∈ Th,

‖z− wh‖0,K 1 h
1
2
K ‖z− wh‖0,∂K � c h2

K ‖z‖Z ,DK , (8.28)

où hK est le diamètre de K et DK est un macro-élément autour de K . La
propriété (8.28) est satisfaite pour W 5 H 1(V) et Z 5 H 2(V) si la famille
{Th}h>0 est régulière.

Théorème 8.7 (Fiabilité). On suppose que la solution z du problème
dual (8.25) est dans Z. Pour K ∈ Th, on pose

vK (z) 5 hK ‖z‖Z ,DK . (8.29)

Alors, dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on a

|E| � c
∑

K∈Th

hK (uh, a, f )vK (z), (8.30)

où hK (uh, a, f ) est défini dans (8.19).c ©
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À moins que la fonctionnelle C ne soit linéaire, la solution duale z dépend de
la solution exacte u. L’estimation (8.30) n’est donc pas, en toute rigueur, une
estimation d’erreur a posteriori. Dans la pratique, deux approximations sont
nécessaires pour évaluer explicitement l’estimation (8.30).

(i) La première consiste à éliminer la dépendance en u dans le problème
dual (8.25). On peut pour cela remplacer le membre de droite par
〈C′(uh), v〉V ′,V . Cette approximation revient à remplacer une intégrale
du type

∫ 1
0 F(s) ds par la valeur F(0), ce qui est raisonnable si la

fonction F varie peu entre 0 et 1, c’est-à-dire si la solution approchée
uh est suffisamment proche de la solution exacte u.

(ii) La deuxième approximation consiste à remplacer le problème
dual (8.25) par un problème de dimension finie où une solution
duale discrète est cherchée dans un espace d’approximation Zh. Un
choix relativement simple est de prendre Zh 5 Wh puis de reconsti-
tuer localement une approximation de ‖z‖Z ,DK afin d’évaluer vK (z).
Par exemple, pour un problème d’advection–diffusion–réaction, la
quantité ‖z‖Z ,DK fait intervenir les dérivées secondes de z qui peuvent
être reconstituées localement à partir des valeurs de la solution duale
discrète en utilisant des formules de différences finies ou des projections
L2-orthogonales sur DK .

Malgré les deux difficultés évoquées ci-dessus, les estimations d’erreur a pos-
teriori par dualité ont été mises en œuvre avec succès dans de nombreuses
applications, notamment afin de générer des maillages adaptatifs pour l’ap-
proximation par éléments finis de systèmes d’équations aux dérivées partielles
non-linéaires comme les équations de Navier–Stokes ou les équations des gaz
réactifs.

Remarque 8.8

En général, il n’est pas facile de prouver une propriété d’optimalité pour les esti-
mateurs d’erreur par dualité car on ne dispose pas d’estimation a priori locale sur
la solution duale.
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8.4 Estimateurs hiérarchiques
Les estimateurs d’erreur a posteriori de type hiérarchique ont été introduits
par Bank et Weiser en 1975 [12]. L’analyse de ces estimateurs a d’abord été
effectuée pour des approximations de type Galerkin standard dans un cadre
consistant et conforme [12, 11], puis étendue aux approximations de type
Galerkin non-standard dans un cadre non-consistant et non-conforme [2].
Pour simplifier, la présentation ci-dessous est restreinte au cadre consistant
et conforme, mais pour des méthodes de Galerkin non-standard. Pour une
revue relativement détaillée des estimateurs d’erreur a posteriori de type hié-
rarchique, on pourra consulter Ainsworth et Oden [4].

8.4.1 Cadre général

On considère le problème modèle (8.1). On note a la constante intervenant
dans la condition inf-sup (BNB1) satisfaite par la forme bilinéaire a et on note
v la norme de a dans L(V 3 W ;R) ; en d’autres termes,

a 5 inf
v∈V

sup
w∈W

a(v, w)
‖v‖V ‖w‖W

, (8.31)

v 5 sup
v∈V

sup
w∈W

a(v, w)
‖v‖V ‖w‖W

. (8.32)

On note uh la solution du problème discret (8.4). On rappelle qu’on a supposé
que ce problème est bien posé et pour alléger les notations, on suppose que la
forme bilinéaire a satisfait une condition inf-sup discrète sur Vh 3 Wh avec la
même constante a que dans (8.31).

Le principe des estimateurs d’erreur a posteriori de type hiérarchique consiste
à enrichir les espaces d’approximation Vh et Wh intervenant dans (8.4) de la
manière suivante :

V e
h 5 Vh ⊕ V f

h et W e
h 5 Wh ⊕W f

h , (8.33)

où V f
h et W f

h sont appelés des espaces d’échelles fluctuantes et où V e
h et W e

h
sont appelés des espaces d’approximation enrichis. On considère les problèmesc ©
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discrets suivants : {
Chercher ue

h ∈ V e
h tel que

a(ue
h, we

h) 5 f (we
h), ∀we

h ∈ W e
h ,

(8.34)

et {
Chercher ef

h ∈ V f
h tel que

a(ef
h, wf

h) 5 f (wf
h)− a(uh, wf

h), ∀wf
h ∈ W f

h .
(8.35)

On observera que le membre de droite dans (8.35) est égal à r(uh; wf
h), c’est-

à-dire au résidu de la solution approchée uh sur les fonctions de l’espace des
échelles fluctuantes W f

h . On suppose que les problèmes (8.34) et (8.35) sont
bien posés, c’est-à-dire que dim V f

h 5 dim W f
h et que la forme bilinéaire a

satisfait une condition inf-sup discrète sur V f
h 3 W f

h et sur V e
h 3 W e

h . Pour
alléger les notations, on suppose que ces conditions inf-sup discrètes font in-
tervenir la même constante a que dans (8.31)1.
En pratique, le problème discret (8.34) n’est pas résolu, mais sert uniquement
à l’analyse théorique. En revanche, le problème discret (8.35) est résolu et sa
solution ef

h permet de calculer l’estimateur d’erreur hiérarchique. L’analyse de
l’estimateur hiérarchique repose sur les deux hypothèses suivantes.
• Inégalité de Cauchy–Buniakowski–Schwarz. Il existe une constante

g ∈ [0, 1[ telle que pour tout h, on a

∀wh ∈ Wh, ∀wf
h ∈ W f

h , (wh, wf
h)W � g‖wh‖W ‖wf

h‖W . (8.36)

Dans la littérature, cette inégalité est également appelée inégalité de Cauchy–
Schwarz forte.

• Hypothèse de saturation. Il existe une constante b ∈ ]0, 1[ telle que, pour
tout h, on a

‖u− ue
h‖V � b‖u− uh‖V . (8.37)

Ces deux hypothèses sont discutées dans les sections 8.4.2 et 8.4.3. Elles
conduisent au résultat suivant.

1. Dans un cadre conforme, c’est clairement le cas si V 5 W , Vh 5 Wh, V f
h 5 W f

h
et si la forme bilinéaire a est coercive sur V .
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Théorème 8.9. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on a

a
v (1− b)(1− g2)

1
2 ‖u− uh‖V � ‖ef

h‖V � v
a‖u− uh‖V . (8.38)

La quantité ‖ef
h‖V est appelée un estimateur a posteriori de type hiérar-

chique. Dans la plupart des cas, la norme de V peut se localiser selon
‖ · ‖V 5 (

∑
K∈Th

‖ · ‖2
V ,K )

1
2 si bien que les quantités ‖ef

h‖V ,K sont des
indicateurs d’erreur locaux.
On observera que les hypothèses (8.36) et (8.37) n’interviennent que pour
établir la fiabilité de l’estimateur a posteriori ‖ef

h‖V , c’est-à-dire l’inégalité de
gauche dans (8.38). Dans un cadre conforme, l’inégalité de droite dans (8.38),
qui exprime une propriété d’optimalité globale de l’estimateur a posteriori
‖ef

h‖V , ne nécessite pas les hypothèses (8.36) et (8.37).

8.4.2 L’inégalité de Cauchy–Buniakowski–Schwarz

L’inégalité de Cauchy–Buniakowski–Schwarz est une propriété intrinsèque
aux espaces tests discrets Wh et W f

h . Elle ne dépend pas du problème mo-
dèle dont on cherche à approcher la solution. Une interprétation géométrique
de cette inégalité est que l’angle entre les espaces Wh et W f

h est minoré par
une quantité strictement positive, et ce uniformément en h. Cette propriété
s’interprète également en termes de projecteurs de la manière suivante.

Lemme 8.10. Soit Ph ∈ L(W e
h ; Wh) le projecteur (oblique) induit par la dé-

composition W e
h 5 W f

h ⊕Wh. Alors, ‖Ph‖L(W e
h ;Wh) est borné uniformément en

h par un réel � <1 ∞ si et seulement si l’inégalité de Cauchy–Buniakowski–
Schwarz est satisfaite avec

g 5

(
1− 1

�2

) 1
2

. (8.39)

En général, la vérification de l’inégalité de Cauchy–Buniakowski–Schwarz se
fait localement sur chaque cellule du maillage. Soit {c1, . . . , cN} une base
de Wh (les fonctions de forme dans Wh) et soit {cf

1, . . . , cf
N f} une base de

W f
h . Soit K ∈ Th. Les restrictions à K des fonctions ci-dessus (dont le sup-

port a une intersection non-vide avec K ) sont, respectivement, les fonctions
de forme {uK ,1, . . . , uK ,nf} de l’élément fini sur K et les fluctuations localesc ©
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{uf
K ,1, . . . , uf

K ,nf
f
}. On définit les matrices de Gram

G11
K ∈ Rnf,nf , (G21

K )T 5 G12
K ∈ Rnf,n

f
f et G22

K ∈ Rnf
f,n

f
f , (8.40)

dont les coefficients s’expriment sous la forme

G11
K ,ij 5 (ui, uj)W , i, j ∈ {1, . . . , nf}, (8.41)

G12
K ,ij 5 (ui, uf

j)W , i ∈ {1, . . . , nf}, j ∈ {1, . . . , nf
f}, (8.42)

G22
K ,ij 5 (uf

i, uf
j)W , i, j ∈ {1, . . . , nf

f}. (8.43)

Lemme 8.11. Pour K ∈ Th, on pose

gK 5

(
max

X1∈Rnf

X T
1 G12

K (G22
K )−1G21

K X1

X T
1 G11

K X1

) 1
2

. (8.44)

Alors, l’inégalité de Cauchy–Buniakowski–Schwarz est satisfaite avec la constante
g 5 maxK∈Th gK .

Pour chaque élément K ∈ Th, la constante gK définie en (8.44) s’obtient en
résolvant un problème aux valeurs propres généralisé de petite taille (sa taille
est égale au nombre de degrés de liberté de l’élément fini de référence qui a
servi à construire l’espace Wh). En général, on ne dispose pas de formule ana-
lytique simple pour gK , sauf dans certains cas très particuliers comme celui
où K est un triangle équilatéral ou celui où K est un triangle rectangle isocèle.
Par ailleurs, on peut étudier numériquement la variation de la constante gK

en fonction de la forme de K . Dans la plupart des cas, on constate qu’une ma-
joration uniforme en K du type gK � g0 < 1 est possible en supposant que
la famille {Th}h>0 est régulière. Un exemple est discuté dans la section 8.4.4.

8.4.3 L’hypothèse de saturation

L’hypothèse de saturation signifie que la solution discrète ue
h est une meilleure

approximation de la solution exacte que ne l’est la solution discrète uh, et
ce uniformément en h. Contrairement à l’inégalité de Cauchy–Buniakowski–
Schwarz, cette hypothèse dépend du problème modèle. Elle ne peut donc
être prouvée que dans des cas très particuliers, comme par exemple celui où
les espaces enrichis correspondent à une approximation par éléments finis du
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même type que celle réalisée avec les espaces Vh et Wh, mais avec un maillage
plus fin ou avec un ordre polynômial plus élevé. Par ailleurs, il existe des
techniques permettant de s’affranchir de l’hypothèse de saturation ; voir, par
exemple, [35].

8.4.4 Un exemple simple

On considère un problème d’advection–diffusion–réaction avec des condi-
tions aux limites de Neumann ou de Robin si bien que V 5 W 5 H 1(V).
Tout ce qui suit s’adapte facilement aux conditions aux limites de Dirichlet.
On se place dans le cadre de l’approximation de Galerkin standard, si bien
que Vh 5 Wh et V f

h 5 W f
h . On suppose que l’espace Vh est construit à partir

d’une famille régulière de maillages affines et de l’élément fini de Lagrange P1.
On a donc Vh 5 P1

c,h ; voir l’équation (3.44).
Pour une face F ∈ Fh, on définit la bulle conforme associée à la face F de la
manière suivante. On désigne par TF l’ensemble des éléments de Th dont F
est une face (on notera que le cardinal de TF est de 2 si F ∈ F i

h et de 1 si
F ∈ F∂

h ). Pour T ∈ TF , on désigne par (l0,T , . . . , ld,T ) ses coordonnées
barycentriques et par iF ,T l’indice (compris entre 0 et d ) du sommet de T
opposé à F . On pose

bc
F |T 5

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
dd

d∏
j50

jfiiF,T

lj,T si T ∈ TF ,

0 si T �∈ TF .

(8.45)

On constate que (i) bc
F ∈ H 1

0 (TF ), (ii) 0 � bc
F (x) � 1 pour tout x ∈ TF et

(iii) bc
F (x) 5 1 si x est le barycentre de la face F .

On choisit pour espace des échelles fluctuantes l’espace V f
h tel que

V f
h 5 vect{bc

F}F∈Fh . (8.46)

Avec ce choix, l’espace d’approximation enrichi est V e
h 5 P2

c,h. Il est donc
raisonnable d’espérer que si h est suffisamment petit et si la solution exacte est
au moins dans H 3(V), l’hypothèse de saturation (8.37) est satisfaite.
Il reste à vérifier l’inégalité de Cauchy–Buniakowski–Schwarz (8.36). On pré-
sente une vérification numérique en deux dimensions d’espace. Soit K ∈ Th.c ©
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Grâce à l’isotropie et à l’invariance d’échelle, on peut supposer que deux des
sommets du triangle K ont pour coordonnées (0, 0) et (1, 0), respectivement,
et paramétrer le triangle K par ses angles a et b ; voir le dessin de gauche
sur la figure 8.2. Pour chaque couple (a, b), on détermine numériquement
la quantité gK définie en (8.44) en résolvant le problème aux valeurs propres
généralisé sur K . Par isotropie et invariance d’échelle, on observe que le même
résultat est obtenu pour gK si les deux angles a et b sont pris dans l’ensemble
{a, b, p− a− b}. L’étude numérique peut donc être restreinte au domaine

D 5 {(a, b) ∈]0, p[3]0, p[ ; a � b ; a 1 2b � p ; a 1 b � p}.
(8.47)

Ce domaine est illustré par le triangle gris dans la figure 8.2 au centre. On
construit ainsi la fonction

D � (a, b) 	−→ gK ∈ R. (8.48)

Les isovaleurs de cette fonction sont présentées sur la figure 8.2 à droite. Les
valeurs sont comprises entre 1

2 (couleur noire) et 1 (couleur blanche). On
observe que le coefficient gK est minimal lorsque le triangle K est équilatéral.
De plus, la valeur 1 n’étant atteinte que lorsqu’un des angles du triangle tend
vers p, le coefficient gK peut être contrôlé par une quantité strictement plus
petite que 1 si la famille de maillages est régulière, c’est-à-dire si les triangles
ne sont pas trop aplatis.

a
a b

b

(0, 0) (1, 0) p

3
p

2
p

Figure 8.2 – À gauche : triangle K d’angles a et b ; au centre : domaine D
(triangle gris) pour les couples (a, b) admissibles ; à droite : isovaleurs de la
fonction définie en (8.48) (pour faciliter la visualisation, le domaine D a été
agrandi).
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8.5 Maillages adaptatifs
Un algorithme relativement général d’adaptation de maillage est le suivant.

(i) On choisit un maillage initial que l’on note T(0). On pose i 5 0.

(ii) On résout le problème discret sur T(i). On note u(i) la solution discrète.

(iii) Sur chaque élément K de T(i), on calcule un indicateur d’erreur local. On
pourra choisir l’un des indicateurs d’erreur présentés dans les sections
précédentes.

(iv) Si l’estimation d’erreur globale est inférieure à un seuil de tolérance, on
arrête les calculs.

(v) Sinon, sur la base de ces indicateurs d’erreur, on décide de raffiner cer-
taines mailles et d’en déraffiner d’autres. On note T(i11) le nouveau
maillage ainsi construit.

(vi) On incrémente l’indice i de 1 et on revient à l’étape (ii).

Figure 8.3 – Maillage initial et maillage adaptatif généré à partir d’un indi-
cateur d’erreur a posteriori de type résidu pour un problème d’advection–
diffusion avec une couche intérieure.

Plusieurs stratégies sont possibles à l’étape (v) lorsque le nouveau maillage
est construit à partir des indicateurs d’erreur locaux. Une stratégie fréquem-
ment utilisée dans les applications consiste à équirépartir l’erreur sur les mailles.
Le critère de raffinement est alors que l’indicateur d’erreur local est supé-
rieur à la moyenne des indicateurs d’erreur sur le maillage. La figure 8.3 pré-
sente un exemple de maillage initial et de maillage adaptatif généré à par-
tir d’un indicateur d’erreur a posteriori de type résidu pour un problèmec ©
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d’advection–diffusion. Le domaine V est le carré unité, le champ d’advec-
tion est b 5 (2, 1)T et le coefficient de diffusion vaut e 5 10−4. On impose
une valeur unité à la solution sur le côté inférieur du carré, une valeur nulle
sur le côté gauche et des conditions aux limites de Neumann homogènes sur
les deux autres côtés. La discontinuité de la donnée d’entrée au coin inférieur
gauche provoque l’apparition d’une couche intérieure qui est transportée par
le champ advectif b et qui reste très localisée du fait de la faible valeur du
coefficient de diffusion.

8.6 Compléments
• Indicateurs d’erreur basés sur une reconstruction locale du gradient.

Le principe de ces indicateurs est d’utiliser la solution discrète uh afin d’ap-
procher localement le gradient de la solution exacte u. Ces indicateurs sont
souvent appelés indicateurs d’erreur ZZ en référence aux travaux de Zien-
kiewicz et Zhu où ils ont été introduits [80].
Pour simplifier, on restreint la présentation aux approximations par des
éléments finis de Lagrange P1. Dans ces conditions, ∇uh ∈ [P0

td,h]d où
P0

td,h est l’espace d’éléments finis totalement discontinu défini en (4.20)
pour k 5 0 ; il s’agit de l’espace vectoriel constitué des fonctions constantes
sur chaque cellule du maillage. On définit un opérateur de reconstruction
Rh : P0

td,h → P1
c,h en utilisant une projection L2-orthogonale : pour tout

vh ∈ P0
td,h, Rhvh est l’unique fonction de P1

c,h telle que

∀wh ∈ P1
c,h, (Rhvh − vh, wh)0,V 5 0. (8.49)

L’action de l’opérateur de reconstruction Rh est illustrée en une dimension
d’espace sur la figure 8.4 à gauche. Soit {w1, . . . , wN} la base nodale des
fonctions de forme dans P1

c,h. On introduit la matrice de masseM∈ RN ,N

de terme générique M 5 (wi, wj)0,V pour tout i, j ∈ {1, . . . , N}. On
décompose Rhvh dans la base nodale selon Rhvh 5

∑N
i51 V R

i wi et on pose
V R 5 (V R

i )1�i�N . On introduit le vecteur V ∈ RN de composantes
Vi 5 (vh, wi)0,V pour tout i ∈ {1, . . . , N}. On observe que (8.49) est
équivalent à chercher V R ∈ RN tel que

MV R 5 V . (8.50)
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Rhvh ∈ P1
c,h

vh ∈ P0
td,h si

Figure 8.4 – À gauche : action de l’opérateur de reconstruction Rh en une di-
mension d’espace ; à droite : macro-élément V(si) pour approcher les valeurs
nodales de Rhvh en deux dimensions d’espace lorsqu’on utilise une conden-
sation statique de la matrice de masse.

La matrice de masse est symétrique définie positive et elle est bien condi-
tionnée (voir la section 10.1). Par conséquent, le système linéaire (8.50)
peut se résoudre facilement à l’aide de la méthode du gradient conjugué
décrite dans la section 11.2.2. Une technique encore plus simple consiste à
évaluer les coefficients de la matrice de masse de manière approchée en utili-
sant une quadrature : on remplace l’intégrale d’une fonction sur une cellule
du maillage par la moyenne des valeurs que cette fonction prend aux som-
mets de la maille ; voir la section 9.2. Cette technique d’approximation de la
matrice de masse, qu’on appelle condensation statique, permet d’approcher
cette matrice par une matrice diagonale ; par suite, l’inversion du système
linéaire (8.50) devient immédiate. On désigne par R∗

h vh l’approximation de
Rhvh obtenue par condensation statique de la matrice de masse. Afin d’ex-
pliciter R∗

h vh, on désigne par {s1, . . . , sN} les sommets du maillage. Pour
i ∈ {1, . . . , N}, on désigne par T (si) l’ensemble des mailles dont si est un
sommet et on introduit le macro-élément V(si) 5

⋃
K∈T (si) K . L’ensemble

V(si) est illustré sur la figure 8.4 à droite. Avec ces notations, on a

R∗
h vh(si) 5

1
mes(V(si))

∑
K∈T (si)

vh|K mes(K ), i ∈ {1, . . . , N}. (8.51)

Une fois défini l’opérateur de reconstruction Rh (ou son approxima-
tion R∗

h ), on définit l’opérateur de reconstruction locale du gradient
Gh : P1

c,h → [P1
c,h]d en posant pour tout vh ∈ P1

c,h et pour tout
i ∈ {1, . . . , d},

(Ghvh)i 5 Rh(∂ivh). (8.52)c ©
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En d’autres termes, on reconstruit localement le gradient composante par
composante en utilisant l’opérateur Rh.
L’opérateur de reconstruction locale Gh défini en (8.52) peut être
utilisé comme indicateur d’erreur dans l’approximation du problème
modèle (8.1). Pour tout K ∈ Th, on pose

hrec
K 5 ‖Ghuh −∇uh‖0,K , (8.53)

où uh est la solution du problème approché par éléments finis (8.4). Les
quantités {hrec

K }K∈Th sont souvent utilisées dans les logiciels d’éléments
finis comme indicateurs d’erreur locaux afin de raffiner le maillage de ma-
nière adaptative. Même si ces indicateurs d’erreur ne reposent pas sur des
bases théoriques aussi solides que les estimateurs d’erreur a posteriori pré-
sentés dans les sections 8.2, 8.3 et 8.4 (les quantités {hrec

K }K∈Th ne sont
pas, en général, des indicateurs d’erreur locaux selon la définition 8.1), leur
utilisation est motivée d’une part par le fait qu’ils sont relativement simples
à évaluer et d’autre part par le fait que les maillages basés sur les techniques
de reconstruction locale du gradient sont, en général, relativement bien
adaptés aux phénomènes physiques que l’on cherche à capter.
Par ailleurs, on dispose d’un certain nombre de résultats qui apportent
une caution théorique minimale à l’utilisation des indicateurs d’erreur
{hrec

K }K∈Th . D’une part, ces indicateurs sont globalement équivalents à la
contribution des sauts dans l’estimateur par résidu défini en (8.19) lorsque
la matrice de diffusion est diagonale. Plus précisément, on montre (voir
[64]) qu’il existe des constantes c1 et c2, indépendantes de h, telles que

c1

∑
K∈Th

hK ‖[[∇uh·n]]‖2
0,∂K �

∑
K∈Th

(hrec
K )2 � c2

∑
K∈Th

hK ‖[[∇uh·n]]‖2
0,∂K .

(8.54)
D’autre part, sous certaines hypothèses sur le maillage et la régularité de
la solution exacte u, on montre que le gradient reconstruit Ghuh possède
une propriété de superconvergence au sens où il converge plus vite vers∇u
(asymptotiquement en h) que∇uh. Dans ces conditions, la décomposition

∇u−∇uh 5 (Ghuh −∇uh) 1 (∇u− Ghuh) (8.55)

montre que le premier terme du membre de droite domine (asymptotique-
ment en h) le deuxième. En d’autres termes, la différence (Ghuh − ∇uh)
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fournit une bonne estimation de l’erreur d’approximation en semi-norme
H 1, c’est-à-dire de la quantité ∇u−∇uh.
Enfin, le gradient reconstruit Ghuh peut être utilisé afin d’estimer la hes-
sienne h(u) de la solution exacte u, c’est-à-dire la matrice h(u) ∈ Rd,d de
composantes h(u)ij 5 ∂iju pour tout i, j ∈ {1, . . . , d}. Plusieurs tech-
niques sont possibles afin d’estimer ces dérivées secondes, la plus simple
consistant à approcher ∂iju par 1

2 (∂j(Ghuh)i 1 ∂i(Ghuh)j) ; on peut éga-
lement considérer des projections locales sur des macro-éléments autour
de chaque maille ou des approximations le long des arêtes du maillage. La
connaissance d’une approximation de la matrice hessienne de la solution
exacte permet d’estimer l’erreur d’interpolation lorsqu’on utilise des élé-
ments finis de degré 1. Dans la mesure où l’analyse d’erreur a priori montre
que l’erreur d’approximation est contrôlée par l’erreur d’interpolation pour
la solution exacte, la matrice hessienne approchée peut être utilisée afin de
piloter le raffinement adaptatif du maillage. L’intérêt de ces techniques est
qu’elles permettent de construire des maillages dits anisotropes où les mailles
sont étirées dans les directions où la dérivée seconde de la solution est faible
et fines dans les autres directions [39, 70]. On observera qu’une caractéris-
tique des estimateurs de l’erreur d’interpolation est qu’ils sont indépendants
de la nature du problème modèle que l’on cherche à approcher. Ces esti-
mateurs sont donc facilement portables sur une gamme relativement large
de problèmes modèles.

• Estimation a posteriori des erreurs de modélisation. On s’intéresse à la
situation suivante : on suppose qu’on dispose de deux modèles, l’un précis
et coûteux, l’autre moins précis et plus économique. On souhaite réali-
ser un compromis entre la précision et le coût des calculs en n’utilisant le
modèle précis que dans une partie du domaine. On souhaite également
équilibrer les erreurs de discrétisation et de modélisation afin d’éviter des
situations où, par exemple, on utilise un modèle précis, mais coûteux, pour
approcher une solution qui est polluée par des erreurs de discrétisation trop
importantes. La partie du domaine où le modèle précis doit être utilisé étant
a priori inconnue, elle est déterminée par une analyse d’erreur a posteriori.
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On considère le problème suivant :{
Chercher u ∈ V tel que
a(u, w) 1 d(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ W ,

(8.56)

où V et W sont deux espaces de Hilbert, a ∈ L(V 3 W ;R),
d ∈ L(V 3 W ;R) et f ∈ W ′. Ici, la forme bilinéaire a représente
le modèle grossier, la somme a 1 d le modèle fin et la forme linéaire d la
différence entre le modèle fin et le modèle grossier. L’utilisation du modèle
grossier seul conduit au problème suivant :{

Chercher um ∈ V tel que
a(um, w) 5 f (w), ∀w ∈ W .

(8.57)

La différence u−um est appelée l’erreur de modélisation. On suppose que les
problèmes (8.56) et (8.57) sont bien posés. En pratique, on ne résout pas
le problème (8.57) mais une approximation de celui-ci, par exemple par la
méthode des éléments finis. Ceci conduit à{

Chercher uhm ∈ Vh tel que
a(uhm, wh) 5 f (wh), ∀wh ∈ Wh.

(8.58)

Pour simplifier, on se place dans le cadre d’une approximation conforme si
bien que Vh ⊂ V et Wh ⊂ W . De plus, on suppose que le problème (8.58)
est bien posé.
On considère une fonctionelle C : V → R ; pour simplifier, on suppose
que C est linéaire. On souhaite estimer la quantité

E 5 C(u)−C(uhm), (8.59)

c’est-à-dire l’impact sur la fonctionnelle C des erreurs de modélisation et
de discrétisation. On introduit le problème dual{

Chercher z ∈ W tel que
a(v, z) 1 d(v, z) 5 C(v), ∀v ∈ V ,

(8.60)
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ainsi que la discrétisation de ce problème avec le modèle grossier, ce qui
conduit à {

Chercher zhm ∈ Wh tel que
a(vh, zhm) 5 C(vh), ∀vh ∈ Vh.

(8.61)

Proposition 8.12. Dans le cadre ci-dessus, on a pour tout (vh, wh) ∈ Vh 3 Wh,

E 5 − d(uhm, zhm) 1 1
2

(
r(uhm; z − wh) 1 r∗(zhm; u− vh)

)
− 1

2

(
d(uhm, z − zhm) 1 d(u− uhm, zhm)

)
,

(8.62)

avec les résidus r(uhm; w) 5 f (w) − a(uhm, w) pour tout w ∈ W , et
r∗(zhm, v) 5 C(v)− a(v, zhm) pour tout v ∈ V .

La formule de représentation de l’erreur (8.62) peut être utilisée afin
de construire un algorithme de raffinement adaptatif du maillage et
du modèle. Le principe est que le premier terme du membre de droite
dans (8.62), −d(uhm, zhm), mesure l’erreur de modélisation, le deuxième
terme, 1

2 (r(uhm; z − wh) 1 r∗(zhm; u − vh)), mesure l’erreur de discré-
tisation et le troisième terme, qui est d’un ordre supérieur en l’erreur de
modélisation, est négligé. L’algorithme est le suivant.

(i) Initialisation : on choisit un maillage initial et on divise a priori les
mailles en deux groupes, celles où on utilise le modèle grossier, T gro

h ,
et celles où on utilise le modèle fin, T fin

h .

(ii) Étant donné un maillage Th partitionné selon T gro
h ∪ T fin

h , on résout
le problème primal (8.58) et le problème dual (8.61) en remplaçant la
forme bilinéaire a par la forme bilinéaire

a(·, ·) 1
∑

K∈T gro
h

dK (·, ·), (8.63)

où dK (·, ·) est la localisation de la forme bilinéaire d à la maille K .

(iii) On utilise les solutions discrètes uhm et zhm obtenues à l’étape (ii) afin
d’évaluer les indicateurs locaux d’erreur de modélisation et de discrétisa-
tion.c ©
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(iv) Sur la base de ces indicateurs, on décide de raffiner certaines mailles,
d’en déraffiner d’autres et de modifier la répartition des mailles entre les
deux groupes de modélisation.

(v) On revient à l’étape (ii) et on poursuit les itérations jusqu’à ce que l’esti-
mation d’erreur soit inférieure à un seuil de tolérance.

Pour plus de détails sur l’analyse des erreurs de modélisation et de discréti-
sation et sur la mise en œuvre de l’algorithme adaptatif ci-dessus, on renvoie
aux travaux de Braack et Ern [17] où ces techniques ont été introduites.
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9 • QUADRATURES

Une quadrature est une formule permettant d’évaluer une intégrale de ma-
nière approchée. L’utilisation de quadratures est pratiquement incontournable
dans la méthode des éléments finis. En effet, une fois construit l’espace d’ap-
proximation, la solution discrète s’obtient par la résolution d’un système li-
néaire dont les coefficients de la matrice et du membre de droite s’évaluent
à partir d’intégrales. L’objet de ce chapitre est de décrire le principe général
des quadratures, d’en présenter des exemples en une, deux et trois dimensions
d’espace et, enfin, d’analyser l’erreur d’approximation due à l’utilisation de
quadratures.

9.1 Principe des quadratures
Soit K une partie non-vide, connexe et compacte de Rd de frontière lipschit-
zienne. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, K est une cellule du
maillage.

Définition 9.1. Soit un entier lq � 1. Une quadrature sur K à lq points consiste
en la donnée de :

(i) un ensemble de lq réels {v1, . . . , vlq}, ci-après appelés les poids de la qua-

drature, tels que
∑lq

l51 vl 5 mes(K ) ;

(ii) un ensemble de lq points {j1, . . . , jlq} dans K , ci-après appelés points de
Gauß ou nœuds de la quadrature.

Le plus grand entier k tel que

∀p ∈ Pk,

∫
K

p(x) dx 5

lq∑
l51

vl p(jl ), (9.1)

est appelé l’ordre de la quadrature et est désigné par kq.c ©
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L’hypothèse
∑lq

l51 vl 5 mes(K ) permet d’affirmer que la quadrature est au
moins d’ordre 0. Par ailleurs, une quadrature sur K permet d’approcher l’in-
tégrale d’une fonction suffisamment régulière sur K . En effet, à l’aide de dé-
veloppements de Taylor, on vérifie aisément le résultat suivant (voir la sec-
tion A.2 pour les notations).

Proposition 9.2. Pour tout f ∈ Ckq11(K ), on a

1
mes(K )

∣∣∣∣∣∣
∫

K
f(x) dx −

lq∑
l51

vl f(jl )

∣∣∣∣∣∣ � c hkq11
K |f|Ckq11(K ), (9.2)

où hK 5 diam(K ).

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, on souhaite évaluer des
intégrales sur le domaine V où est posé le problème modèle. Soit f une
fonction définie sur V que l’on suppose suffisamment régulière. On dispose
d’un maillage Th de V, celui-ci étant construit à partir d’un élément fini

géométrique {K̂ , P̂géo, Ŝgéo} ; voir la section 3.3.1. Pour une maille K ∈ Th,
on note TK : K̂ → K la transformation géométrique engendrant K .
On rappelle que TK est un C1-difféomorphisme et pour x̂ ∈ K̂ , on pose
JK (x̂) 5 ∂TK (̂x)

∂ x̂ ∈ Rd,d (si le maillage est affine, JK ne dépend pas de x̂ et
son déterminant est égal au rapport entre la mesure de K et celle de K̂ ). En
effectuant le changement de variables x 5 TK (x̂), il vient∫

K
f(x) dx 5

∫
K̂

f
(
TK (x̂)

)
det
(
JK (x̂)

)
dx̂. (9.3)

On suppose qu’on dispose d’une quadrature avec lq points de Gauß sur la
maille de référence K̂ . On désigne par {ĵ1, . . . , ĵlq} ces points de Gauß et par
{v̂1, . . . , v̂lq} leurs poids respectifs. Il vient

∫
K

f(x) dx ≈
lq∑

l51

v̂l det
(
JK (ĵl )

)
f
(
TK (ĵl )

)
. (9.4)
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En posant pour l ∈ {1, . . . , lq},

vK ,l 5 v̂l det
(
JK (ĵl )

)
, (9.5)

jK ,l 5 TK (ĵl ), (9.6)

on obtient une quadrature sur K de la forme

∫
K

f(x) dx ≈
lq∑

l51

vK ,l f(jK ,l ), (9.7)

d’où on déduit, en sommant sur les mailles, une quadrature sur V de la forme

∫
V

f(x) dx ≈
∑

K∈Th

lq∑
l51

vK ,l f(jK ,l ). (9.8)

Les deux résultats suivants permettent d’estimer l’erreur de quadrature
d’abord sur une maille quelconque K ∈ Th puis sur le domaine de calcul V.

Lemme 9.3. On suppose que {Th}h>0 est une famille régulière de maillages
affines. On désigne par kq l’ordre de la quadrature sur K̂ et on suppose que
kq 1 1 > d

2 . Soit un entier s tel que d
2 < s � kq 1 1. Alors, il existe une

constante c(K̂ ), indépendante de h, telle que, pour tout K ∈ Th et pour tout
f ∈ H s(K ),∣∣∣∣∣∣

∫
K

f(x) dx −
lq∑

l51

vK ,l f(jK ,l )

∣∣∣∣∣∣ � c(K̂ ) hs
K mes(K )

1
2 |f|s,K . (9.9)

Théorème 9.4. Dans le cadre des hypothèses du lemme 9.3, il existe une
constante c, indépendante de h, telle que, pour tout f ∈ H s(V),∣∣∣∣∣∣

∫
V

f(x) dx −
∑

K∈Th

lq∑
l51

vK ,l f(jK ,l )

∣∣∣∣∣∣ � c hs|f|s,V. (9.10)
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Le théorème 9.4 est une conséquence directe du lemme 9.3. En effet, en no-
tant R le membre de gauche dans (9.10), on obtient

R �
∑

K∈Th

∣∣∣∣∣∣
∫

K
f(x) dx −

lq∑
l51

vK ,l f(jK ,l )

∣∣∣∣∣∣
� c(K̂ )

∑
K∈Th

hs
K mes(K )

1
2 |f|s,K

� c(K̂ ) hs
( ∑

K∈Th

mes(K )
) 1

2
( ∑

K∈Th

|f|2s,K
) 1

2
,

grâce à l’inégalité de Cauchy–Schwarz. On conclut en observant que∑
K∈Th

mes(K ) 5 mes(V).

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, on a parfois besoin d’évaluer
des intégrales sur certaines faces du maillage. C’est le cas par exemple lorsque
le problème modèle fait intervenir des conditions aux limites de type Neu-
mann ; voir la section 5.1.4. Pour simplifier, on suppose que toutes les faces
de l’élément de référence K̂ sont équivalentes, à une transformation bijective
près, à une face de référence F̂ ⊂ Rd−1. Par exemple, si K̂ est un triangle ou
un carré de R2, la face de référence F̂ est le segment unité [0, 1]. Pour une
face F ∈ Fh, on note TF : F̂ → F la transformation géométrique engendrant
F . En dimension quelconque, on observera que F̂ ⊂ Rd−1 mais que F ⊂ Rd .
Pour x̂ ∈ F̂ , on pose JF (x̂) 5 ∂TF (̂x)

∂ x̂ ∈ Rd,d−1 (si le maillage est affine, JF

ne dépend pas de x̂). En effectuant le changement de variables x 5 TF (x̂), il
vient ∫

F
f(x) dx 5

∫
F̂

f
(
TF (x̂)

)
det(gF (x̂))

1
2 dx̂, (9.11)

avec gF (x̂) 5 (JF (x̂))T JF (x̂). Si le maillage est affine, la quantité det(gF (x̂))
1
2

est égale au rapport entre la mesure de F et celle de F̂ .
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On considère une quadrature sur F̂ définie par les l∂q points de Gauß

{ĵ∂
1 , . . . , ĵ∂

l∂q
} et les l∂q poids {v̂∂

1 , . . . , v̂∂
l∂q
}. En posant pour l ∈ {1, . . . , l∂q },

vF ,l 5 v̂∂
l det(gF (ĵ∂

l ))
1
2 , (9.12)

jF ,l 5 TF (ĵ∂
l ), (9.13)

on obtient une quadrature surfacique sur F de la forme

∫
F

f(x) dx ≈
l∂q∑

l51

vF ,l f(jF ,l ). (9.14)

9.2 Exemples de quadratures
Cette section dresse un catalogue, non-exhaustif, des quadratures les plus fré-
quemment rencontrées dans le cadre de la méthode des éléments finis. Pour
des compléments, on pourra consulter Abramowitz et Stegun [1], Davis et
Rabinowitz [34] ou Stroud [71].

9.2.1 Quadratures en dimension un :
points de Gauß–Legendre

On considère les polynômes de Legendre introduits dans la définition 4.14.
Soit un entier lq � 1. On rappelle que les lq racines du polynôme de Legendre
Elq sont toutes dans l’intervalle [0, 1].

Proposition 9.5. On désigne par {j1, . . . , jlq} les lq racines du polynôme de
Legendre Elq . On pose pour l ∈ {1, . . . , lq},

vl 5

∫ 1

0

lq∏
j51
jfil

t − jj

jl − jj
dt. (9.15)

Alors, la quadrature basée sur les points de Gauß {j1, . . . , jlq} avec les poids
respectifs {v1, . . . , vlq} est d’ordre kq 5 2lq − 1 sur l’intervalle de référence

K̂ 5 [0, 1].c ©
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La formule (9.15) pour les poids garantit que la quadrature est au moins
d’ordre (lq − 1). En effet, en notant {Lj

1, . . . ,L
j
lq
} les polynômes d’interpola-

tion de Lagrange associés aux points de Gauß {j1, . . . , jlq}, on constate que

vl 5
∫ 1

0 L
j
l (t) dt pour tout l ∈ {1, . . . , lq}. Par ailleurs, pour tout p ∈ Plq−1,

on a

p 5

lq∑
l51

p(jl )Lj
l . (9.16)

On en déduit∫ 1

0
p(t) dt 5

lq∑
l51

p(jl )
∫ 1

0
Lj

l (t) dt 5

lq∑
l51

p(jl )vl , (9.17)

ce qui montre que la quadrature est au moins d’ordre (lq − 1). Le fait que
la quadrature est d’ordre (2lq − 1) tient à la propriété d’orthogonalité des
polynômes de Legendre ; voir la formule (4.68). Soit p ∈ P2lq−1. En effectuant
la division euclidienne du polynôme p par Elq , on obtient p 5 qElq 1 r où q
et r sont dans Plq−1. On en déduit∫ 1

0
p(t) dt 5

∫ 1

0
[q(t)Elq (t) 1 r(t)] dt

5

∫ 1

0
r(t) dt 5

lq∑
l51

r(jl )vl

5

lq∑
l51

p(jl )vl ,

(9.18)

car les points de Gauß {j1, . . . , jlq} sont les racines de Elq . La quadrature de
la proposition 9.5 est donc d’ordre (au moins) (2lq−1). Enfin, on peut facile-
ment exhiber un contre-exemple montrant qu’elle n’est pas d’ordre supérieur.
Par un simple changement de variables, on déduit de la quadrature sur
K̂ 5 [0, 1] définie dans la proposition 9.5 une quadrature sur un intervalle
quelconque K 5 [a, b]. Les nœuds associés {j1, . . . , jlq} sont appelés les
points de Gauß–Legendre dans K . Le tableau 9.1 présente les points de
Gauß–Legendre et les poids correspondants pour les quadratures d’ordre 1,
3, 5 et 7 sur un intervalle borné [a, b].
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Tableau 9.1 – Points de Gauß–Legendre et poids associés pour les quadra-
tures d’ordre 1, 3, 5 et 7 sur l’intervalle [a, b] ; m 5 1

2 (a 1 b) et d 5 b − a.

kq lq points de Gauß–Legendre poids associés

1 1 m d

3 2 m ± d
2

√
3

3
1
2 d

5 3 m ± d
2

√
3
5

5
18 d

m 8
18 d

7 4 m ± d
2

√
1

35 (15 1 2
√

30) ( 1
4 − 1

12

√
5
6 )d

m ± d
2

√
1

35 (15 − 2
√

30) ( 1
4 1 1

12

√
5
6 )d

Remarque 9.6

Les racines du polynôme de Legendre Elq ne peuvent être déterminées de manière
analytique que pour les premières valeurs de lq. Lorsqu’on souhaite utiliser des
quadratures de degré élevé, les points de Gauß–Legendre et leurs poids sont dé-
terminés de manière approchée par une méthode itérative ; on pourra consulter
Karniadakis et Spencer [54, p. 357] pour plus de détails. La même remarque est
valable pour les points de Gauß–Lobatto présentés dans la section 9.2.2.

9.2.2 Quadratures en dimension un :
points de Gauß–Lobatto

Soit un entier k � 2. On considère les (k 1 1) points de Gauß–Lobatto
{gk

0 , . . . , gk
k} sur l’intervalle de référence K̂ 5 [0, 1]. On désigne par

{uGL,k
0 , . . . , uGL,k

k } les (k 1 1) polynômes d’interpolation de Lagrange
associés aux (k 1 1) points de Gauß–Lobatto ; voir la définition 4.17 et la
proposition 4.18.
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9 • Quadratures 9.2 Exemples de quadratures

Proposition 9.7. On pose lq 5 k 1 1 et pour l ∈ {1, . . . , lq},

vl 5
1

k(k 1 1)
1

[Ek(gk
l−1)]2

, (9.19)

jl 5 gk
l−1. (9.20)

Alors, la quadrature basée sur les points de Gauß–Lobatto {j1, . . . , jlq} avec les
poids respectifs {v1, . . . , vlq} est d’ordre kq 5 2k − 1 5 2lq − 3 sur l’intervalle

de référence K̂ 5 [0, 1].

Tableau 9.2 – Points de Gauß–Lobatto et poids associés pour les quadratures
d’ordre 3, 5 et 7 sur l’intervalle [a, b] ; m 5 1

2 (a 1 b) et d 5 b − a.

kq lq points de Gauß–Lobatto poids associés

3 3 m ± d
2

1
6 d

m 2
3 d

5 4 m ± d
2

1
12 d

m ± d
2

√
1
5

5
12 d

7 5 m ± d
2

1
20 d

m ± d
2

√
3
7

49
180 d

m 16
45 d

Par un simple changement de variables, on déduit de la quadrature sur
K̂ 5 [0, 1] définie dans la proposition 9.7 une quadrature sur un intervalle
quelconque K 5 [a, b]. Les nœuds associés {j1, . . . , jlq} sont appelés
les points de Gauß–Lobatto dans K . Le tableau 9.2 présente les points de
Gauß–Lobatto et les poids correspondants pour les quadratures d’ordre 3,
5 et 7 sur un intervalle borné [a, b]. La quadrature d’ordre 3 est également
connue sous le nom de formule de Simpson.
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9 • Quadratures 9.2 Exemples de quadratures

9.2.3 Quadratures sur un triangle

Le tableau 9.3 présente quelques quadratures sur un triangle quelconque
(non-dégénéré). La position des points de Gauß avec leur poids associé est
illustrée dans la figure 9.1 sur un triangle rectangle isocèle.

1

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
20

1
20

1
202

15

2
15

2
15 9

20

Figure 9.1 – Points de Gauß et poids pour diverses quadratures sur le tri-
angle ; les poids doivent être multipliés par la surface du triangle.

Tableau 9.3 – Points de Gauß et poids pour diverses quadratures sur un
triangle non-dégénéré de surface S. La multiplicité indique le nombre de
permutations à réaliser sur les coordonnées barycentriques afin d’engendrer
tous les points de Gauß.

kq lq coord. barycentriques multiplicité poids

1 1
(

1
3 , 1

3 , 1
3

)
1 S

1 3
(
1, 0, 0

)
3 1

3 S

2 3
(

1
2 , 1

2 , 0
)

3 1
3 S

3 7
(

1
3 , 1

3 , 1
3

)
1 9

20 S(
1
2 , 1

2 , 0
)

3 2
15 S(

1, 0, 0
)

3 1
20 S

5 7
(

1
3 , 1

3 , 1
3

)
1 9

40 S

(ai, ai, 1 − 2ai) i ∈ {1, 2} 3

a1 5 6−
√

15
21

155−
√

15
1200 S

a2 5 61
√

15
21

1551
√

15
1200 S
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9 • Quadratures 9.2 Exemples de quadratures

Une autre quadrature d’ordre kq 5 2 sur le triangle est basée sur les
lq 5 3 points de Gauß de coordonnées barycentriques ( 2

3 , 1
6 , 1

6 ), ( 1
6 , 2

3 , 1
6 ) et

( 1
6 , 1

6 , 2
3 ), chacun avec le poids 1

3 S. Une autre quadrature d’ordre kq 5 3 est
basée sur les lq 5 4 points de Gauß de coordonnées barycentriques ( 1

3 , 1
3 , 1

3 ),
( 3

5 , 1
5 , 1

5 ), ( 1
5 , 3

5 , 1
5 ) et ( 1

5 , 1
5 , 3

5 ), le premier avec le poids − 9
16 S et les trois

autres avec le poids 25
48 S. L’avantage de cette quadrature d’ordre 3 par rapport

à celle présentée dans le tableau 9.3 est qu’elle emploie 4 points de Gauß au
lieu de 7 ; son coût de calcul est donc moindre.

9.2.4 Quadratures sur un tétraèdre

Le tableau 9.4 présente quelques quadratures sur un tétraèdre quelconque
(non-dégénéré).

Tableau 9.4 – Points de Gauß et poids pour diverses quadratures sur un
tétraèdre non-dégénéré de volume V . La multiplicité indique le nombre de
permutations à réaliser sur les coordonnées barycentriques afin d’engendrer
tous les points de Gauß.

kq lq coord. barycentriques multiplicité poids

1 1
(

1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4

)
1 V

1 4 (1, 0, 0, 0) 4 1
4 V

2 4 (a, a, a, 1 − 3a) 4 1
4 V

a 5 5−
√

5
20

2 10
(

1
2 , 1

2 , 0, 0
)

6 1
5 V(

1, 0, 0, 0
)

4 − 1
20 V

3 5
(

1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4

)
1 − 4

5 V(
1
6 , 1

6 , 1
6 , 1

2

)
4 9

20 V

5 15
(

1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4

)
1 16

135 V

(ai, ai, ai, 1 − 2ai) i ∈ {1, 2} 4

a1 5 7−
√

15
34

2665114
√

15
37800 V

a2 5 71
√

15
34

2665−14
√

15
37800 V

(a, a, 1
2 − a, 1

2 − a) 6

a 5 10−2
√

5
40

10
189 V
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9 • Quadratures 9.2 Exemples de quadratures

9.2.5 Quadratures sur un hypercube

Lorsque K est un hypercube (un carré en dimension 2 ou un cube en di-
mension 3), la manière la plus simple de construire une quadrature sur K
consiste à considérer des produits tensoriels de quadratures en dimension 1.
On considère une quadrature d’ordre kq sur l’intervalle de référence [0, 1].
On désigne par {j1, . . . , jlq} les lq points de Gauß de cette quadrature et par
{v1, . . . , vlq} leurs poids respectifs.

Proposition 9.8. On considère un hypercube deRd de la forme K 5
∏d

j51[aj, bj].

La quadrature à (lq)d points de Gauß {ji1...id }1�i1,...,id �lq de coordonnées car-
tésiennes

ji1...id 5 (aj 1 (bj − aj)jij )1�j�d , (9.21)

et de poids associés

vi1...id 5
d∏

j51

(bj − aj)vij , (9.22)

est exacte pour les polynômes de Qkq sur K .

La figure 9.2 présente trois exemples de quadratures sur un carré construites
selon la proposition 9.8 à partir des quadratures de Gauß–Lobatto d’ordre 3,
4 et 5 en dimension un ; les quadratures sur le carré font intervenir 9, 16 et
25 points de Gauß, respectivement.

Figure 9.2 – Position des points de Gauß pour une quadrature sur le carré
construite à partir des quadratures de Gauß–Lobatto d’ordre 3 (gauche), 4
(centre) et 5 (droite) sur l’intervalle de référence [0, 1].

Remarque 9.9

Les polynômes de Qkq
peuvent contenir des monômes de degré total dkq ; tou-

tefois, la quadrature construite dans la proposition 9.8 n’est pas d’ordre dkq. En
d’autres termes, il existe des polynômes de Pdkq

pour lesquels cette quadrature n’est
pas exacte.c ©
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9 • Quadratures 9.3 Erreurs de quadrature
dans la méthode des

éléments finis

9.3 Erreurs de quadrature
dans la méthode des éléments finis

L’objet de cette section est d’étudier l’impact des quadratures sur la méthode
des éléments finis. L’utilisation de quadratures induit des perturbations au
niveau de la forme bilinéaire et du membre de droite intervenant dans le
problème approché. Deux questions se posent :

(i) le problème perturbé par l’utilisation de quadratures reste-t-il bien posé ?

(ii) en cas de réponse positive, comment choisir l’ordre des quadratures pour
que la solution de ce problème perturbé satisfasse une estimation d’er-
reur optimale en h.

9.3.1 Le problème discret avec quadratures

Afin de répondre aux questions ci-dessus, on considère le problème discret
suivant : {

Chercher uh ∈ Vh tel que
ah(uh, wh) 5 fh(wh), ∀wh ∈ Wh,

(9.23)

où Vh et Wh sont des espaces d’approximation, ah ∈ L(Vh 3 Wh;R) et
fh ∈ L(Wh;R). Les espaces d’approximation Vh et Wh sont construits par la
méthode des éléments finis à partir d’un maillage Th de V et d’un élément fini

de référence {K̂ , P̂, Ŝ}.
On suppose que la forme bilinéaire ah et la forme linéaire fh s’écrivent sous la
forme

ah(vh, wh) 5

∫
V

Ah(x, vh, wh) dx, (9.24)

fh(wh) 5

∫
V

Fh(x, wh) dx 1

∫
∂VN

Gh(x, wh) ds, (9.25)

où Ah : V 3 Vh 3 Wh → R, Fh : V 3 Wh → R et Gh : ∂VN 3 Wh → R
sont des opérateurs et où ∂VN est une partie de la frontière de V (dans ce qui
suit, ∂VN peut éventuellement être de mesure nulle).
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Pour fixer les idées, on considère un problème d’advection–diffusion–réaction
avec des conditions aux limites mêlées Dirichlet–Neumann. On introduit
l’opérateur différentiel

Lv 5 −∇·(s·∇v) 1 b·∇v 1 mv, (9.26)

avec s ∈ [L∞(V)]d,d , b ∈ [L∞(V)]d , ∇·b ∈ L∞(V) et m ∈ L∞(V).
On suppose que l’opérateur L est elliptique au sens de la définition 5.9.
On considère le problème modèle suivant : étant donné une partition
∂V 5 ∂VD ∪ ∂VN où ∂VD est de mesure strictement positive et des
fonctions f ∈ L2(V) et g ∈ L2(∂VN ),{

Chercher u ∈ V tel que
asbm(u, w) 5 f (w), ∀w ∈ V ,

(9.27)

où V 5 {v ∈ H 1(V) ; v|∂VD
5 0} et pour (v, w) ∈ V 3 V ,

asbm(v, w) 5

∫
V

∇w·s·∇v 1 w(b·∇v) 1 mwv, (9.28)

f (w) 5

∫
V

fw 1

∫
∂VN

gw. (9.29)

On suppose que le problème modèle (9.27) est bien posé1. La solution unique
de (9.27) satisfait Lu 5 f dans L2(V), u|∂VD

5 0 et n·s·∇u|∂VN
5 g . Enfin,

en utilisant une approximation conforme de (9.27), on obtient le problème
discret (9.23) avec

Ah(x, vh, wh) 5 ∇wh·s(x)·∇vh 1 wh(b(x)·∇vh) 1 m(x)vhwh, (9.30)

Fh(x, wh) 5 f (x)wh, (9.31)

Gh(x, wh) 5 g(x)wh. (9.32)

1. Une condition suffisante pour que le problème modèle (9.27) soit bien posé est que
la constante de diffusion s0 intervenant dans (5.58) soit suffisamment grande. Cette
condition est donnée en (5.63) lorsque ∂V 5 ∂VD. Lorsque ∂VN est de mesure
strictement positive, la condition est analogue mais fait intervenir une constante de
Poincaré sur V au lieu de la constante de Poincaré classique sur H 1

0 (V).c ©
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9 • Quadratures 9.3 Erreurs de quadrature
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éléments finis

L’utilisation de quadratures dans l’évaluation des intégrales volumiques et sur-
faciques intervenant dans la forme bilinéaire ah et dans la forme linéaire fh
induit une perturbation du problème discret (9.23). En effet, ces formes sont
approchées de la manière suivante :

ah(vh, wh) ≈ ahQ (vh, wh), (9.33)

fh(wh) ≈ fhQ (wh), (9.34)

avec

ahQ (vh, wh) 5
∑

K∈Th

lq∑
l51

vK ,l Ah(jK ,l , vh(jK ,l ), wh(jK ,l )), (9.35)

fhQ (wh) 5
∑

K∈Th

lq∑
l51

vK ,l Fh(jK ,l , wh(jK ,l )) (9.36)

1
∑

F∈Nh

l∂q∑
l51

vF ,l Gh(jF ,l , wh(jF ,l )). (9.37)

Pour simplifier, on a supposé que le maillage Th est tel que ∂VN est une
union de faces d’éléments de Th et on a désigné par Nh l’union de ces faces.
L’utilisation de quadratures conduit donc au problème approché suivant :{

Chercher uhQ ∈ Vh tel que
ahQ (uhQ , wh) 5 fhQ (wh), ∀wh ∈ Wh.

(9.38)

9.3.2 Analyse d’erreur

Les deux résultats suivants permettent de déterminer l’ordre minimal des
quadratures volumique et surfacique afin que d’une part le problème per-
turbé (9.38) soit bien posé et d’autre part qu’il conduise aux mêmes estima-
tions d’erreur qu’en l’absence de quadratures. On pourra consulter Ciarlet
[27, p. 178], Dautray et Lions [33, Chap. 12] ou Raviart et Thomas [63,
p. 123] pour des compléments sur les résultats ci-dessous.
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Théorème 9.10. On suppose que {Th}h>0 est une famille régulière de maillages
affines. On suppose par ailleurs que P1 ⊂ P̂ et qu’il existe un entier l � 1 tel
que :

(i) P̂ ⊂ Pl ;

(ii) la quadrature sur K̂ est d’ordre 2l − 2.

Alors, le problème (9.38) est bien posé si h est suffisamment petit.

Théorème 9.11. Avec les hypothèses du théorème 9.10, on suppose qu’il existe
un entier k � 1 tel que :

(i) Pk ⊂ P̂ ;

(ii) la quadrature surfacique est d’ordre k 1 l − 1.

On suppose par ailleurs que f ∈ Ck(V), g ∈ H k11(∂VN ) et u ∈ H k11(V).
Alors, il existe h0 > 0 et c tels que, pour tout h � h0,

‖u− uhQ‖1,V � chk(‖u‖k11,V 1 ‖f ‖Ck(V) 1 h
1
2 ‖g‖H k11(∂VN )). (9.39)

Par exemple, si on considère une approximation par éléments finis de La-
grange P1, la quadrature volumique doit être au moins d’ordre 0 et la quadra-
ture surfacique au moins d’ordre 1 pour que l’erreur u− uhQ soit d’ordre 1 en
norme H 1. La régle générale pour déterminer l’ordre de la quadrature volu-
mique est que les dérivées d’ordre le plus élevé dans la forme bilinéaire doivent
être évaluées exactement lorsque les coefficients de l’équation aux dérivées par-
tielles (ici, s, b et m) sont constants.
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10 • MATRICES D’ÉLÉMENTS
FINIS

La méthode des éléments finis permet d’approcher la solution d’un problème
modèle en résolvant un problème discret formulé à l’aide d’un espace
d’approximation. En cherchant les composantes de la solution discrète dans
une base particulière de l’espace d’approximation constituée des fonctions de
forme associées à l’élément fini, on se ramène à la résolution d’un système
linéaire

AU 5 F , (10.1)

où A ∈ RN ,N est appelée la matrice de rigidité, F ∈ RN dépend des don-
nées du problème et N est la dimension de l’espace d’approximation ; voir la
section 2.2.
L’objet de ce chapitre est d’étudier quelques propriétés importantes de la ma-
trice de rigidité. La première est son conditionnement. Il s’agit d’évaluer un réel
permettant de quantifier la difficulté numérique à résoudre le système (10.1)
ou à en construire une solution approchée par une méthode itérative. Plus le
nombre de conditionnement de A est élevé, plus ces difficultés sont grandes.
Ces difficultés se déclinent d’une part en termes de stabilité de la solution
de (10.1) par rapport à des perturbations des coefficients de A et de F et
d’autre part en termes de taux de convergence si on utilise une méthode itéra-
tive pour approcher U . La deuxième section de ce chapitre présente quelques
rappels sur les techniques de factorisation LU (de l’anglais Lower–Upper Fac-
torization). La présentation de cette section est relativement générale et ne
tient pas compte des spécificités de la structure des matrices d’éléments finis.
La troisième section est centrée autour d’une propriété spécifique des matrices
d’éléments finis, à savoir leur structure creuse : la matrice de rigidité contient
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très peu d’éléments non-nuls et la disposition de ces coefficients dans la ma-
trice dépend directement de la numérotation choisie pour les fonctions de
forme dans l’espace d’approximation. On présente quelques techniques de
renumérotation permettant de regrouper autant que possible ces coefficients
autour de la diagonale.

10.1 Conditionnement
L’objet de cette section est d’étudier d’une part le conditionnement de la ma-
trice de rigidité A et d’autre part la stabilité de la solution U de (10.1) par
rapport à des perturbations des coefficients de A et de F .

10.1.1 Préliminaires

On rappelle que la norme euclidienne sur RN est définie pour tout
X 5 (Xi)1�i�N ∈ RN par

‖X‖RN 5

(
N∑

i51

|Xi|2
) 1

2

. (10.2)

On utilise la même notation pour la norme matricielle induite : pour
Z ∈ RN ,N , on pose

‖Z‖RN 5 sup
X∈RN

‖ZX‖RN

‖X‖RN
. (10.3)

Définition 10.1. Le nombre de conditionnement d’une matrice inversible
Z ∈ RN ,N est le réel

k(Z) 5 ‖Z‖RN ‖Z−1‖RN . (10.4)

Par construction, on a k(Z) � 1. Par ailleurs, si la matrice Z est symétrique,
on montre que le nombre de conditionnement de Z est tel que

k(Z) 5
lmax(Z)
lmin(Z)

, (10.5)

où lmin(Z) et lmax(Z) désignent, respectivement, la plus petite et la plus
grande valeur propre de Z en valeur absolue.
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Remarque 10.2

On peut également définir le nombre de conditionnement d’une matrice in-
versible en utilisant d’autres normes matricielles, par exemple celles induites

par les normes vectorielles ‖X‖p 5 (
∑N

i51 |Xi|p)
1
p pour p ∈ [1, 1 ∞[ ou

‖X‖∞ 5 max1�i�N |Xi|. Le nombre de conditionnement défini en (10.4) est
alors appelé le nombre de conditionnement euclidien de la matrice Z.

Définition 10.3. On dit qu’une matrice inversible Z ∈ RN ,N est mal condi-
tionnée si on a

k(Z)� 1. (10.6)

Par la suite, on considère le problème approché suivant :{
Chercher uh ∈ Vh tel que
ah(uh, wh) 5 fh(wh), ∀wh ∈ Wh,

(10.7)

où Vh et Wh sont des espaces d’approximation, ah est une forme bilinéaire sur
Vh 3 Wh et fh une forme linéaire sur Wh. Les espaces Vh et Wh sont construits
en utilisant les techniques d’éléments finis présentées dans le chapitres 3 et 4 ;
en particulier, on note Th le maillage du domaine V. On introduit les deux
constantes suivantes :

ah 5 inf
vh∈Vh

sup
wh∈Wh

ah(vh, wh)
‖vh‖Vh‖wh‖Wh

, (10.8)

vh 5 sup
vh∈Vh

sup
wh∈Wh

ah(vh, wh)
‖vh‖Vh‖wh‖Wh

. (10.9)

Par la suite, on suppose que

ah > 0 et dim Vh 5 dim Wh. (10.10)

Ces deux conditions impliquent que le problème (10.7) est bien posé.
On pose N 5 dim Vh 5 dim Wh et on désigne par {w1, . . . , wN} et
{c1, . . . , cN} la base de Vh et de Wh constituée des fonctions de forme dans
Vh et dans Wh, respectivement. Pour une fonction vh ∈ Vh, on note X ∈ RN

le vecteur formé par les coordonnées de vh dans la base {w1, . . . , wN}. De
même, pour une fonction wh ∈ Wh, on note Y ∈ RN le vecteur formé par les
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coordonnées de wh dans la base {c1, . . . , cN}. On a donc

vh 5
N∑

i51

Xiwi et wh 5
N∑

i51

Yici. (10.11)

On introduit les isomorphismes suivants :

CVh : Vh � vh 	−→ X ∈ RN , (10.12)

CWh : Wh � wh 	−→ Y ∈ RN . (10.13)

Lemme 10.4. On suppose que la famille {Th}h>0 est quasi-uniforme. Alors, il
existe des constantes positives c1, c2, c3 et c4, indépendantes de h, telles que

∀vh ∈ Vh, c1h
d
2 � ‖vh‖0,V

‖CVh vh‖RN
� c2h

d
2 , (10.14)

∀wh ∈ Wh, c3h
d
2 � ‖wh‖0,V

‖CWh wh‖RN
� c4h

d
2 . (10.15)

On introduit les matrices de masse Ms ∈ RN ,N et Mt ∈ RN ,N de terme
générique

Ms,ij 5

∫
V

wiwj et Mt,ij 5

∫
V

cicj, (10.16)

pour i, j ∈ {1, . . . , N}. Les indices s et t font référence au fait que la ma-
trice Ms est relative à l’espace solution Vh et que la matrice Mt est relative
à l’espace test discret Wh. Les matrices Ms et Mt sont symétriques définies
positives. On note {ms,1, . . . , ms,N} et {mt,1, . . . , mt,N} les valeurs propres
(classées par valeurs croissantes) deMs etMt , respectivement. On pose

ks 5 k(Ms)
1
2 5

(
ms,N

ms,1

) 1
2

et kt 5 k(Mt )
1
2 5

(
mt,N

mt,1

) 1
2

.

(10.17)
Une conséquence intéressante du lemme 10.4 est la suivante.

Corollaire 10.5. On suppose que la famille {Th}h>0 est quasi-uniforme. Alors,
pour tout i ∈ {1, . . . , N}, on a

c2
1hd � ms,i � c2

2hd et c2
3hd � mt,i � c2

4hd , (10.18)c ©
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si bien que

ks � c2

c1
et kt � c4

c3
. (10.19)

À titre d’exemple, la matrice de masse associée à l’élément fini de Lagrange P1

en une dimension d’espace sur un maillage uniforme de pas h est telle que

M 5 h
6 tridiag(1, 4, 1). (10.20)

Un calcul direct montre que ses valeurs propres sont les N réels
{ h

3 (2 1 cos(ihp))}1�i�N . Toutes ces valeurs propres sont équivalentes
à h en accord avec l’estimation (10.18). De plus, le nombre de condi-
tionnement de M, qui est égal au rapport entre sa plus grande et sa plus
petite valeur propre, est bien borné uniformément en h en accord avec
l’estimation (10.19).

10.1.2 Conditionnement de la matrice de rigidité

L’objectif de cette section est de présenter des bornes inférieures et supérieures
pour le nombre de conditionnement k(A) de la matrice de rigidité. Les résul-
tats ci-dessous ont été établis dans [37]. On pose

a0,h 5 inf
vh∈Vh

sup
wh∈Wh

ah(vh, wh)
‖vh‖0,V‖wh‖0,V

, (10.21)

v0,h 5 sup
vh∈Vh

sup
wh∈Wh

ah(vh, wh)
‖vh‖0,V‖wh‖0,V

. (10.22)

Théorème 10.6. Pour tout h, on a

k−1
s k−1

t
v0,h

a0,h
� k(A) � kskt

v0,h

a0,h
. (10.23)

On souhaite affiner le résultat ci-dessus dans le cas où on connaît le compor-
tement asymptotique en h des constantes a0,h et v0,h. On suppose qu’il existe
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des réels g et d tels que

0 < ca
inf 5 lim inf

h→0
a0,hh−g <1∞, (10.24)

0 < ca
sup 5 lim sup

h→0
a0,hh−g <1∞, (10.25)

0 < cv
inf 5 lim inf

h→0
v0,hh−d <1∞, (10.26)

0 < cv
sup 5 lim sup

h→0
v0,hh−d <1∞. (10.27)

Théorème 10.7. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, pour tout e ∈ ]0, 1[, il
existe he tel que pour tout h � he,

(1− e)
cv
inf

ca
sup

k−1
s k−1

t h−g−d � k(A) � (1 1 e)
cv
sup

ca
inf

kskt h−g−d. (10.28)

Le théorème 10.7 montre que le nombre de conditionnement de A est
asymptotiquement de l’ordre de h−g−d. À titre d’illustration, on considère
les exemples suivants. On suppose que la famille {Th}h>0 est quasi-uniforme
si bien que grâce au corollaire 10.5, les constantes ks et kt sont bornées
inférieurement et supérieurement par des constantes indépendantes de h.
• Laplacien en formulation primale. On considère le problème dis-

cret (5.3). On montre que g 5 0 et d 5 2 si bien qu’il existe des
constantes positives c1 et c2, indépendantes de h, telles que

c1h−2 � k(A) � c2h−2. (10.29)

En une dimension d’espace avec des éléments finis de Lagrange P1 sur un
maillage uniforme de pas h, la matrice de rigidité est telle que

A 5 1
h tridiag(−1, 2,−1). (10.30)

Un calcul direct montre que ses valeurs propres sont les N réels
{ 2

h (1 − cos(ihp))}1�i�N . On vérifie que le nombre de conditionne-
ment de A, qui est égal au rapport entre sa plus grande et sa plus petite
valeur propre, explose bien en h−2 en accord avec l’estimation (10.29).

• Laplacien en formulation mixte. On considère le problème discret (6.94).
On montre que g 5 0 et d 5 1 si bien qu’il existe des constantes positivesc ©
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c1 et c2, indépendantes de h, telles que

c1h−1 � k(A) � c2h−1. (10.31)

On obtient la même estimation pour les problèmes (6.68) et (6.78).
• Advection–réaction et Galerkin/moindres carrés. On considère le pro-

blème discret (7.43). On montre que g 5 0 et d 5 1 si bien qu’il existe
des constantes positives c1 et c2, indépendantes de h, telles que

c1h−1 � k(A) � c2h−1. (10.32)

10.1.3 Stabilité discrète

L’objet de cette section est d’étudier la sensibilité de la solution U du système
linéaire (10.1) par rapport à des perturbations dans les coefficients de la ma-
trice A et du membre de droite F . Pour dF ∈ RN et dA ∈ RN ,N , on note
U 1 dU la solution du système perturbé

(A 1 dA)(U 1 dU ) 5 F 1 dF . (10.33)

Proposition 10.8. On suppose que F fi 0 et que la perturbation dA est suffi-
samment petite pour que ‖dA‖RN � 1

2‖A
−1‖−1

RN . Alors, on a

‖dU‖RN

‖U‖RN
� 2k(A)

(
‖dF‖RN

‖F‖RN
1
‖dA‖RN

‖A‖RN

)
. (10.34)

La preuve de (10.34) est élémentaire. Un calcul direct montre que

dU 5 (IN 1 A−1dA)−1A−1(dF − dAU ), (10.35)

où IN est la matrice identité d’ordre N . Puisque ‖dA‖RN � 1
2‖A

−1‖−1
RN , on

a ‖(IN 1 A−1dA)−1‖RN � 2. On en déduit

‖dU‖RN � 2k(A)‖A‖−1
RN (‖dF‖RN 1 ‖dA‖RN ‖U‖RN ), (10.36)

et on conclut en observant que ‖F‖RN � ‖A‖RN ‖U‖RN . Par ailleurs, il existe
des perturbations dF et dA pour lesquelles la borne supérieure dans l’estima-
tion (10.34) est atteinte ; on dit que cette estimation est optimale.
Un autre point de vue intéressant sur la stabilité d’un système linéaire consiste
à faire le lien entre résidu et erreur. On suppose qu’on a déterminé (par
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exemple à l’aide d’une des méthodes itératives décrites dans le chapitre 11)
une approximation U d de la solution U de (10.1). On définit l’erreur et le
résidu associés à U d de la manière suivante :

Ed 5 U −U d et Rd 5 F −AU d. (10.37)

On observe que

AEd 5 Rd. (10.38)

Si on connaît explicitement U d mais pas U , on peut évaluer le résidu mais
pas l’erreur. La question naturelle qui se pose est de déterminer un critère sur
la taille du résidu permettant d’affirmer que l’erreur est suffisamment petite.

Proposition 10.9. On suppose que F fi 0. Alors, on a

‖Ed‖RN

‖U‖RN
� k(A)

‖Rd‖RN

‖F‖RN
. (10.39)

De plus, cette inégalité est optimale.

En combinant les estimations (10.34) et (10.39) avec le théorème 10.7, on
aboutit à des résultats très pessimistes quant à la stabilité discrète de (10.1)
puisque k(A) explose en h−g−d (par exemple, en h−2 pour le Laplacien en
formulation primale). En fait, les estimations ci-dessus peuvent être nette-
ment améliorées lorsque le système linéaire résulte d’une approximation par
éléments finis. On utilise pour cela les propriétés de stabilité du problème ap-
proché (10.7) et, notamment, la condition inf-sup discrète ah > 0 où ah est
défini en (10.8).

Soit U d une approximation de la solution U du système linéaire (10.1). On
pose ud

h 5 C−1
Vh

U d. Par ailleurs, on introduit la norme suivante sur RN ,

‖X‖∗ 5 sup
Y∈RN

(X , Y )RN

‖C−1
Wh

Y ‖Wh

. (10.40)

On observe que pour tout vh ∈ Vh,

ah‖vh‖Vh � sup
wh∈Wh

ah(vh, wh)
‖wh‖Wh

5 ‖ACVh vh‖∗. (10.41)
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De plus,

‖F‖∗ 5 sup
W∈RN

(F , W )RN

‖C−1
Wh

W ‖Wh

5 sup
wh∈Wh

fh(wh)
‖wh‖Wh

5 sup
wh∈Wh

ah(uh, wh)
‖wh‖Wh

� vh‖uh‖Vh .

(10.42)
Il en résulte le résultat suivant.

Proposition 10.10. On a

‖uh − ud
h‖Vh

‖uh‖Vh

� vh

ah

‖Rd‖∗
‖F‖∗

. (10.43)

En général, l’approximation par éléments finis est construite de sorte qu’il
existe des constantes positives c1 et c2, indépendantes de h, telles que

c1 � ah � vh � c2. (10.44)

Dans ces conditions, on déduit de l’estimation (10.43) que l’erreur relative
‖uh−ud

h‖Vh
‖uh‖Vh

est bien contrôlée par le résidu relatif ‖Rd‖∗
‖F‖∗

. En d’autres termes,

le problème discret (10.7) étant bien posé, le système linéaire (10.1) jouit de
propriétés de stabilité même si la matrice de rigidité est mal conditionnée. La
norme ‖ · ‖∗ étant coûteuse à évaluer, on préfère en pratique évaluer le résidu
relatif en norme euclidienne.

10.2 Factorisation LU et variantes
Cette section expose quelques notions relatives à la factorisation LU des ma-
trices inversibles. La présentation est limitée aux résultats essentiels ; on ren-
voie, par exemple, à Golub et van Loan [47], Lascaux et Théodor [56], Ortega
[60] ou Saad [66] pour plus de détails et des nombreux compléments. On
oublie provisoirement que la matrice provient de l’approximation d’un pro-
blème modèle par éléments finis ; on y reviendra dans la section 10.3. Dans
cette section, A désigne donc simplement une matrice inversible d’ordre N ,

A 5

⎛⎜⎝A11 . . . A1N
...

...
AN 1 . . . ANN

⎞⎟⎠ . (10.45)
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10.2.1 Méthodes d’inversion directe et coût asymptotique

On considère le problème suivant : étant donné une matrice inversible
A ∈ RN ,N et un vecteur F ∈ RN , évaluer le vecteur U ∈ RN tel que
AU 5 F . On s’intéresse à une classe particulière de méthodes pour résoudre
ce problème, la classe dite des méthodes d’inversion directe au sens de la
définition suivante.

Définition 10.11. Une méthode d’inversion directe fournit, en l’absence d’er-
reurs d’arrondi, la solution du système linéaire AU 5 F en un nombre fini
d’opérations.

On souhaite estimer le coût numérique d’une méthode d’inversion directe.
On s’intéresse à la dépendance de ce coût en N et, en particulier, à son com-
portement asymptotique lorsque le paramètre N est grand. Afin de quantifier
ce coût, on effectue un décompte des opérations élémentaires qui sont réali-
sées par la méthode d’inversion directe.

Définition 10.12. On convient de définir une opération élémentaire comme
une multiplication et une addition entre deux réels. On dit qu’une méthode d’in-
version directe a un coût asymptotique de w(N ) pour une certaine fonction
w : N → N, si le nombre d’opérations réalisées par cet algorithme, que l’on
note v(N ), est tel que

lim
N→1∞

v(N )
w(N )

5 1. (10.46)

Dans la pratique, une méthode d’inversion directe n’est viable que si son coût
asymptotique est polynômial en N , par exemple, w(N ) 5 N 2 ou N 3. Une
méthode dont le coût asymptotique est exponentiel en N ne peut être uti-
lisée que pour des valeurs de N petites, ce qui limite considérablement son
champ d’application. Pour mémoire, une méthode d’inversion directe dont le
coût asymptotique est exponentiel en N est celle basée sur le calcul des dé-
terminants de Cramer : on évalue d’abord la matrice A−1 en calculant son
déterminant ainsi que celui de tous ses cofacteurs puis on effectue le produit
matrice–vecteur U 5 A−1F .c ©
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10.2.2 L’algorithme du pivot de Gauß

La méthode d’inversion directe la plus couramment utilisée pour résoudre le
système linéaire AU 5 F est celle basée sur l’algorithme du pivot de Gauß.
Cet algorithme construit une matrice triangulaire inférieure T inf et une ma-
trice triangulaire supérieure T sup telles que1

A 5 T infT sup. (10.47)

De plus, une des deux matrices, par exemple T sup, peut être construite de fa-
çon à ce que ses éléments diagonaux soient tous égaux à 1. Lorsque la matrice
A est écrite sous la forme (10.47), on parle de factorisation LU.

Le principe de l’algorithme du pivot de Gauß consiste à construire une suite
de matrices (A(1), . . . ,A(N )) telles que A(1) 5 A et pour k ∈ {2, . . . , N}, la
matrice A(k) possède la structure suivante :

A(k) 5

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 A(k)
12 . . . . . . . . . . . . . . .

0 1
...

. . .
... 1 A(k)

k−1,k . . . . . .

0 . . . . . . 0 A(k)
kk . . . A(k)

kN
...

... A(k)
k11,k A(k)

k11,N
...

...
...

...
0 . . . . . . 0 A(k)

Nk . . . A(k)
NN

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (10.48)

En supposant que A(k)
kk fi 0, la matrice A(k11) est construite de la manière

suivante :

(i) on divise la k-ième ligne de A(k) par A(k)
kk ; on note L′

k la ligne ainsi
obtenue ;

1. On rappelle qu’une matrice triangulaire inférieure T inf est telle que T inf
ij 5 0 pour

j > i ; de même, une matrice triangulaire supérieure T sup est telle que T sup
ij 5 0 pour

j < i.
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(ii) pour tout i ∈ {k 1 1, . . . , N}, on retranche à la i-ième ligne de A(k) la
ligne L′

k multipliée par A(k)
ik .

Ces opérations permettent de remplacer la colonne⎛⎜⎜⎜⎜⎝
A(k)

kk
A(k)

k11,k
...
A(k)

Nk

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ par

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (10.49)

et de former ainsi la nouvelle matrice A(k11). On observera que l’on a
T inf (k)A(k) 5 A(k11) où T inf (k) est une matrice triangulaire inférieure
telle que T inf (k)

ij 5 dij pour tout i, j ∈ {1, . . . , N} sauf pour j 5 k et
i ∈ {k, . . . , N} où on a

T inf (k)
kk 5

1

A(k)
kk

et T inf (k)
ik 5 −

A(k)
ik

A(k)
kk

, i ∈ {k 1 1, . . . , N}. (10.50)

Une fois engendrée la matrice A(N ), les matrices T inf et T sup dans (10.47)
sont obtenues en posant T sup 5 A(N ) et T inf 5

∏N
l51 T

inf (l). On vérifie à
l’aide d’un décompte d’opérations que le coût asymptotique d’évaluation des
matrices T inf et T sup est de N 3

3 opérations. Dans la pratique, il est souvent
commode de stocker les matrices T inf et T sup en une seule matrice T ∈ RN ,N

telle que

Tij 5

{
T inf

ij si j � i,
T sup

ij si j > i.
(10.51)

La matrice T recueille toute l’information contenue dans les matrices T inf et
T sup puisque les coefficients diagonaux de T sup sont égaux à 1.

L’algorithme décrit ci-dessus peut se terminer prématurément lorsque
A(k)

kk 5 0 ; or, cette éventualité peut se produire même si la matrice A
est inversible. De plus, les erreurs d’arrondi dans les calculs ont des effets
d’autant plus prononcés que l’on est amené à effectuer des divisions par
des nombres petits en valeur absolue. Il est donc souhaitable que dansc ©
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l’algorithme ci-dessus, le coefficient A(k)
kk soit, en valeur absolue, le plus grand

possible. On peut envisager deux stratégies.

(i) Permutation de lignes : on recherche l’indice i0 ∈ {k, . . . , N} tel que

|A(k)
i0k| 5 max

i∈{k,...,N}
|A(k)

ik |, (10.52)

et on permute les lignes i0 et k dans A(k) avant de former la matrice
A(k11). La matrice A étant inversible, on peut montrer que A(k)

i0k fi 0.
Une variante de cette stratégie consiste à adimensionaliser la colonne
avant d’effectuer la recherche du coefficient maximal : on évalue d’abord
si 5 maxj∈{k,...,N} |A(k)

ij | pour tout i ∈ {k, . . . , N}, puis on recherche
l’indice i0 ∈ {k, . . . , N} tel que

|A(k)
i0k|

si0
5 max

i∈{k,...,N}

|A(k)
ik |
si

. (10.53)

(ii) Permutation de lignes et de colonnes : on recherche les indices
i0, j0 ∈ {k, . . . , N} tels que

|A(k)
i0 j0 | 5 max

i,j∈{k,...,N}
|A(k)

ij |, (10.54)

et on permute les lignes i0 et k ainsi que les colonnes j0 et k dans A(k)

avant d’effectuer les opérations ci-dessus. On peut également considérer
une variante adimensionnée de cette stratégie.

Le coût de la stratégie par permutation de lignes est de O(n2) comparaisons1

alors que celui de la stratégie par permutation de lignes et de colonnes est de
O(n3) comparaisons2. Dans la pratique, on utilise de préférence la stratégie
par permutation de lignes car elle permet d’éviter à moindre coût la plupart

1. Pour deux fonctions c1 : N → N et c2 : N → N, la notation c1 5 O(c2)
signifie qu’il existe des constantes c1 et c2 telles que pour tout n suffisamment grand,
c1c1(n) � c2(n) � c2c1(n).

2. Une comparaison entre deux réels est, en général, plus coûteuse que les opérations
élémentaires considérées dans la définition 10.12 ; ce surcoût est négligé en première
approximation.
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des problèmes liés aux erreurs d’arrondi et aux singularités des coefficients
diagonaux.
L’algorithme du pivot de Gauß avec permutation de lignes conduit à la dé-
composition suivante :

PsA 5 T infT sup, (10.55)

où Ps est une matrice de permutation. Étant donné une permutation
s : {1, . . . , N} → {1, . . . , N}, les coefficients de la matrice Ps s’expriment
à l’aide du symbole de Kronecker sous la forme

Ps
ij 5 ds(i),j, i, j ∈ {1, . . . , N}. (10.56)

On vérifie facilement que la matrice Ps est inversible et que

(Ps)−1 5 P(s−1) 5 (Ps)T . (10.57)

Une fois obtenue la décomposition (10.55), la solution du système linéaire
AU 5 F s’obtient de la manière suivante :

(i) résoudre le système triangulaire inférieur T infV 5 PsF ;

(ii) résoudre le système triangulaire supérieur T supU 5 V .

On vérifie que

AU 5 (Ps)−1T infT supU 5 (Ps)−1T infV 5 (Ps)−1PsF 5 F . (10.58)

Par ailleurs, le coût asymptotique de la résolution des deux systèmes linéaires
ci-dessus est de N 2

2 opérations. En conclusion, on retiendra que lorsque N est
grand, le coût total de la résolution du système linéaire AU 5 F par l’algo-
rithme du pivot de Gauß (avec permutation de lignes ou non) est dominé par
le coût de la décomposition (10.55) ; il est donc de l’ordre de N 3

3 opérations.

Remarque 10.13

L’algorithme du pivot de Gauß avec permutation de lignes et de colonnes conduit
à la décomposition suivante :

PsAPt 5 T infT sup, (10.59)

où Ps et Pt sont deux matrices de permutation.c ©
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10.2.3 Variantes dans le cas symétrique

Lorsque la matrice A est symétrique, on considère généralement des algo-
rithmes de factorisation qui exploitent cette symétrie. En l’absence de permu-
tations de lignes ou de colonnes, on peut décomposer une matrice symétrique
A de la manière suivante :

A 5 T infD(T inf)T , (10.60)

où D est une matrice diagonale et où T inf est une matrice triangulaire infé-
rieure dont les coefficients diagonaux sont tous égaux à 1. Dans la littérature,
la décomposition (10.60) est connue sous le nom de factorisation LDLT . L’al-
gorithme de factorisation est décrit dans Golub et van Loan [47, p. 137] ou
dans Burden et Faires [25, p. 376]. L’avantage de la factorisation LDLT par
rapport à l’algorithme du pivot de Gauß est qu’en exploitant la symétrie de la
matrice A, elle permet de diviser par deux le coût asymptotique de la factori-
sation ; celui-ci est donc de l’ordre de N 3

6 opérations.

Une variante de la factorisation LDLT , connue sous le nom d’algorithme de
Choleski, conduit à la décomposition A 5 T inf(T inf)T où T inf est toujours
une matrice triangulaire inférieure mais dont les coefficients diagonaux ne
sont pas nécessairement égaux à 1. L’algorithme de Choleski nécessite l’éva-
luation de N racines carrées, ce qui peut être pénalisant en termes de coût
de calcul. On pourra consulter Golub et van Loan [47, p. 141] pour plus de
détails sur l’algorithme de Choleski.

10.2.4 Factorisation QR

On considère une matriceA ∈ RM,N (à M lignes et N colonnes). On suppose
que M � N et que la matriceA est de rang N . Le principe de l’algorithme de
factorisation QR consiste à construire une matrice Q ∈ RM,N et une matrice
R ∈ RN ,N telles que :

(i) QTQ est une matrice diagonale que l’on note D et dont les coefficients
sont strictement positifs ;

(ii) R est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
sont tous égaux à 1 ;
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(iii) la matrice A s’écrit sous la forme

A 5 QR. (10.61)

Les matrices Q et R peuvent être construites grâce à divers algorithmes, par
exemple le procédé d’orthogonalisation de Gram–Schmidt, la méthode de
Householder (basée sur l’utilisation de matrices de symétrie) ou encore la mé-
thode de Givens (basée sur l’utilisation de matrices de rotation). Pour plus de
détails, on pourra consulter Golub et van Loan [47, p. 211]. La méthode de
Givens est brièvement décrite dans la section 11.2.3 ci-après dans le cadre de
la méthode GMRes. Les méthodes de factorisation QR sont, en général, plus
coûteuses que l’algorithme du pivot de Gauß mais elles présentent l’avantage
d’être parfois plus robustes vis-à-vis des erreurs d’arrondi. La factorisation QR
est également utile dans la résolution de problèmes de minimisation au sens
des moindres carrés. Par exemple, pour F ∈ RM , la solution X ∈ RN du
problème

inf
Y∈RN

‖F −AY ‖RN , (10.62)

satisfait les équations, dites normales,ATAX 5 AT F . La solution X s’obtient
en posant X ′ 5 D−1QT F puis en résolvant le système triangulaire supérieur
RX 5 X ′.

10.3 Matrices creuses et renumérotation
Dans cette section, on introduit les notions de matrice creuse et de graphe as-
socié à de telles matrices. Puis, on présente une technique de renumérotation
des matrices creuses qui est souvent employée pour les matrices d’éléments
finis. On pourra consulter Saad [66] pour une présentation détaillée des tech-
niques de renumérotation dans le cadre de la résolution des systèmes linéaires
par méthodes itératives et George et Liu [43] lorsque cette résolution se fait
par une méthode d’inversion directe.

10.3.1 Notion de matrice creuse

Les matrices provenant de l’approximation par éléments finis d’équations aux
dérivées partielles sont creuses au sens de la définition suivante.c ©
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Définition 10.14. On dit que la matrice A ∈ RN ,N est creuse si dans chaque
ligne (et chaque colonne) de A, le nombre d’éléments non-nuls est majoré par une
quantité indépendante de N . Par la suite, on désigne par xlin et xcol, respecti-
vement, le nombre maximum d’éléments non-nuls dans une ligne et une colonne
de A.

Un exemple simple de matrice creuse est la matrice bloc-tridiagonale

A 5

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1 B1 0 . . . . . . 0

C2 A2 B2
...

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
... Cn−1 An−1 Bn−1

0 . . . . . . 0 Cn An

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (10.63)

où les matrices {Ai}1�i�n, {Bi}1�i�n−1 et {Ci}2�i�n sont carrées d’ordre
n et tridiagonales. La matrice A est carrée d’ordre N 5 n2. Cette matrice
provient, par exemple, de l’approximation par éléments finis de Lagrange P1

du problème de Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes
sur le carré unité avec un maillage structuré uniforme où chaque cellule carrée
est subdivisée en deux mailles triangulaires selon la première diagonale ; voir
la figure 10.1 à gauche. Dans cet exemple, on a

xlin 5 xcol 5 9. (10.64)

Une observation importante est que la structure creuse de la matrice A, c’est-
à-dire la disposition des éléments non-nuls de A, dépend de la numérotation
des degrés de liberté dans l’espace d’approximation. Dans l’exemple ci-dessus,
les degrés de liberté sont associés aux nœuds du maillage et ceux-ci ont été
numérotés en balayant les lignes (par exemple, de la gauche vers la droite et
du bas vers le haut).
Lorsqu’on utilise des maillages non-structurés (voir la figure 10.1 à droite), la
disposition des éléments non-nuls dansA ne s’organise pas de manière simple.
La structure creuse de A se déduit de la numérotation des fonctions de forme
dans l’espace d’approximation à partir de l’observation suivante : pour deux
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Figure 10.1 – À gauche : maillage structuré uniforme du carré unité, où
chaque cellule carrée est subdivisée en deux mailles triangulaires selon la
première diagonale ; à droite : maillage non-structuré du carré unité par des
triangles.

fonctions de forme wi et wj avec i, j ∈ {1, . . . , N} et i fi j, on a

(support(wi) ∩ support(wj) 5 ∅) =⇒ (Aij 5 0). (10.65)

Dans la pratique, on souhaite numéroter les degrés de liberté de manière à
regrouper autant que possible les éléments non-nuls de A autour de la dia-
gonale. Une des motivations est que cela permet de réduire le niveau de rem-
plissage dans une factorisation LU. Pour préciser cette notion, on pose pour
i ∈ {1, . . . , N},

li 5 min{j � i ; Aij fi 0}, (10.66)

ui 5 max{j � i ; Aij fi 0}. (10.67)

La quantité
d 5 max

1�i�N
(ui − li), (10.68)

s’appelle la largeur de bande de A. Pour la matrice A définie en (10.63), on a
d 5 O(n) 5 O(N

1
2 ).

On considère maintenant la décomposition LU de la matrice A sous la
forme (10.47). On peut montrer que la matrice triangulaire inférieure T inf

est telle que T inf
ij 5 0 pour j < li, mais T inf

ij fi 0 pour la plupart des
j ∈ {li, . . . , i}. De même, la matrice triangulaire supérieure T sup est telle que
T sup

ij 5 0 pour j > ui, mais T sup
ij fi 0 pour la plupart des j ∈ {i, . . . , ui}.c ©
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 3

 2

 1

 4

 5

 7

 6

Figure 10.2 – Matrice creuse d’ordre 7 et graphe associé. Un carré noir dans
la matrice indique que l’élément correspondant est non-nul.

En d’autres termes, la matrice T définie dans (10.51) a une largeur de
bande d (qui est donc la même que celle de la matrice A), mais le nombre
d’éléments non-nuls par ligne dans T est de l’ordre de d et non plus de xlin.
On observera que le rapport entre le nombre d’éléments non-nuls de T et
ceux de A explose en n.

10.3.2 Graphes et matrices creuses

Les algorithmes de renumérotation des matrices creuses sont basés sur la no-
tion de graphe. Soit V un ensemble (fini) et soitR une relation binaire sur V .
On pose E 5 {(x, y) ∈ V 3 V ; xRy}. Le couple G 5 (V , E) est appelé un
graphe. Les éléments de V s’appellent les nœuds du graphe et les éléments de
E s’appellent les arêtes du graphe. Lorsque la relation binaireR est symétrique,
on dit que le graphe est non-orienté. Pour un sous-ensemble X ⊂ V , on pose

Adj(X ) 5 {y ∈ V \X ; ∃x ∈ X , (x, y) ∈ E}. (10.69)

Pour x ∈ V , l’ensemble Adj({x}), qui est simplement noté Adj(x), s’appelle
le voisinage de x et le cardinal de Adj(x) s’appelle le degré de x.

On peut associer à une matrice creuse A ∈ RN ,N un graphe de la manière
suivante : on pose V 5 {1, . . . , N} et E 5 {(x, y) ∈ V 3 V ; Axy fi 0}.
Ce graphe est non-orienté si (Axy fi 0) ⇐⇒ (Ayx fi 0). Une façon simple de
représenter un graphe consiste à associer à chaque nœud un point du plan et
à tracer une flèche de x vers y lorsque xRy. Lorsque xRy et yRx, on trace une
ligne plutôt que deux flèches de sens contraire. Enfin, lorsque xRx, on trace
un cercle autour de x. La figure 10.2 présente un exemple de matrice creuse
d’ordre 7 et son graphe associé.

246



10 • Matrices d’éléments
finis

10.3 Matrices creuses et
renumérotation

10.3.3 Renumérotation par ensembles de niveau

Soit G 5 (V , E) un graphe et soit x ∈ V . On associe au nœud x une suite
(finie) d’ensembles de niveau (N1, N2, . . .) de la manière suivante :

(i) on pose N1 5 {x} ;

(ii) pour k � 1, on pose Nk11 5 Adj(Nk)\(
⋃k

l51 Nl ).

Si le graphe G est tel qu’il existe un chemin reliant deux nœuds quelconques,
la suite finie (N1, N2, . . .) forme une partition de V .
La figure 10.3 à gauche présente un exemple de matrice creuse d’ordre 15. La
figure 10.4 illustre le graphe associé à cette matrice. Les ensembles de niveau
associés au nœud 2 sont les suivants :

N1 5 {2}, N2 5 {5, 7}, N3 5 {9, 11, 14}, N4 5 {1, 3, 12, 15},
N5 5 {8, 10, 13}, N6 5 {4, 6}.

(10.70)
En concaténant ces ensembles, on forme un tableau perm qui induit une
permutation de l’ensemble V 5 {1, . . . , 15}. On obtient

perm 5 (2, 5, 7, 9, 11, 14, 1, 3, 12, 15, 8, 10, 13, 4, 6). (10.71)

Le graphe de la matrice considérée dans cet exemple est tel que les ensembles
de niveau forment une partition de V . Si tel n’est pas le cas, on considère un
nouveau nœud y qui n’est pas relié à x et on construit les ensembles de niveau
associés à y. Un nouveau tableau perm est ensuite formé en concaténant les
tableaux perm associés à x et à y. Ce processus est répété jusqu’à ce que tous
les nœuds de V figurent dans le tableau perm.
Une fois construit le tableau perm, on pose

Bij 5 Aperm[i],perm[j], (10.72)

où perm[i] désigne le i-ième élément du tableau perm. La technique de re-
numérotation décrite ci-dessus porte le nom de renumérotation BFS (de l’an-
glais Breadth-First-Search). La matrice B jouit de la propriété remarquable
suivante.

Proposition 10.15. On suppose que le graphe G associé à la matrice A est
non-orienté. Alors, la matrice B est bloc-tridiagonale ; plus précisément, pourc ©
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Figure 10.3 – Matrice creuse avant renumérotation (à gauche) et après re-
numérotation BFS (à droite).

 2

 1 4

 8  12  5

 7

 6  3  9

 14

 10  15

 13

 11

Figure 10.4 – Graphe de la matrice creuse illustrée sur la figure 10.3 à gauche.

i, j ∈ {1, . . . , N} tels qu’il existe un chemin reliant perm(i) à perm(j), on a
Bij 5 0 si perm(i) ∈ Nk et perm(j) ∈ Nk′ avec |k − k′| � 2.

La figure 10.3 à droite présente la matrice B obtenue par renumérotation BFS.
La structure bloc-tridiagonale est clairement visible.

Remarque 10.16

Dans l’exemple traité ci-dessus, les nœuds sont classés au sein de chaque ensemble
de niveau selon l’ordre naturel (croissant). Cette stratégie peut être améliorée en
choisissant d’ordonner les nœuds d’une autre façon, par exemple par degré crois-
sant ou décroissant. On obtient ainsi l’algorithme de renumérotation de Cuthill–
McKee (CMK).
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Le chapitre précédent a montré que l’approximation par éléments finis d’un
problème modèle fait intervenir un système linéaire, que l’on note

AU 5 F , (11.1)

dont la matrice associée est, en général, de très grande taille et creuse. Pour de
tels systèmes, les méthodes de résolution directe (basées sur une factorisation
LU ou des variantes de celle-ci) ne sont pas bien adaptées car, même en em-
ployant une technique de renumérotation performante, on aboutit souvent à
des matrices à structure bande pour lesquelles le taux de remplissage lors d’une
factorisation LU reste élevé. On préfère alors utiliser une méthode itérative.
Le principe consiste à approcher (plutôt qu’à calculer exactement) la solution
U de (11.1) à l’aide d’une suite de vecteurs de RN . Étant donné U 0 ∈ RN , on
génère une suite (U k)k�1 de vecteurs de RN jusqu’à satisfaire un certain cri-
tère de convergence. L’erreur U − U k ne pouvant être évaluée explicitement,
ce critère fait, en général, intervenir le résidu Rk 5 F −AU k.

Deux considérations interviennent dans l’évaluation d’une méthode itérative.
Le premier est la vitesse de convergence ; le deuxième est le coût par itération.
En général, l’amélioration de la vitesse de convergence induit une augmen-
tation du coût par itération. Le coût total étant égal au produit du nombre
d’itérations effectuées par le coût d’une itération, la sélection d’une méthode
de résolution itérative relève souvent d’un compromis entre ces deux considé-
rations.

Ce chapitre présente quelques solveurs itératifs employés dans le cadre de la
méthode des éléments finis. On considère les méthodes dites de relaxation,c ©
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puis la méthode du gradient conjugué et ses variantes, et enfin, les méthodes
multi-échelles, dont le prototype est la méthode multi-grille. Afin d’alléger
les notations dans ce chapitre, on désigne par (·, ·)N le produit scalaire eu-
clidien sur RN et par ‖ · ‖N la norme induite, où N est la taille du système
linéaire (11.1).

11.1 Méthodes de relaxation
Cette section décrit le principe général des méthodes de relaxation et en pré-
sente quelques exemples classiques : la méthode de Jacobi, la méthode de
Gauß–Seidel et la méthode SOR.

11.1.1 Principe général

Le principe d’une méthode de relaxation consiste à décomposer la matrice A
sous la forme

A 5 P − Z, (11.2)

où la matrice P ∈ RN ,N est inversible (la matrice Z n’est pas nécessairement
inversible). Étant donné U 0 ∈ RN , on génère la suite (U k)k�1 en résolvant,
pour tout k � 0, le système linéaire

PU k11 5 ZU k 1 F . (11.3)

Il est clair que si la suite (U k)k�1 converge, sa limite est la solution du système
linéaire AU 5 F .

Afin de mettre en œuvre de manière efficace la méthode de relaxation basée
sur la décomposition (11.2), il convient d’effectuer une sélection judicieuse
de la matrice P . Celle-ci doit être telle que :

(i) la suite (U k)k�1 définie en (11.3) converge (de préférence quel que soit
le vecteur initial U 0 ∈ RN ) ;

(ii) la matrice P est relativement simple à inverser si bien que le coût de
calcul de U k11 à partir de U k reste modéré ;

(iii) la suite (U k)k�1 converge « rapidement » vers sa limite.
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Afin d’analyser la convergence de la suite (U k)k�1, on introduit la matrice
d’itération T telle que

T 5 P−1Z. (11.4)

On note T k la k-ième puissance de la matrice T .1

Définition 11.1. On dit qu’une matrice T ∈ RN ,N est convergente si

lim
k→1∞

T k 5 0. (11.5)

En notant Ek 5 U −U k l’erreur à la k-ième itération, on observe que

Ek11 5 T Ek, (11.6)

si bien que, par récurrence, on déduit immédiatement de (11.3) que

Ek 5 T kE0, (11.7)

où E0 5 U −U 0 est l’erreur initiale.

Proposition 11.2. On suppose que la matrice T est convergente. Alors, quel que
soit U 0 ∈ RN , la suite (U k)k�1 définie par (11.3) converge.

Un critère important dans la sélection de la matrice P est donc de garantir que
la matrice T est convergente. On désigne par s(T ) le spectre de T , c’est-à-dire
l’ensemble des valeurs propres de T , et par

r(T ) 5 max
l∈s(T )

|l|, (11.8)

le rayon spectral de T . On a les résultats suivants.

Proposition 11.3. Une matrice T ∈ RN ,N est convergente si et seulement si
r(T ) < 1.

Proposition 11.4. On suppose que la matrice A est symétrique définie positive.
Alors, si la matrice P est telle que P 1 PT −A est définie positive, la matrice T
est convergente.

1. Il y a une collision de notations avec l’exposant utilisé pour la suite U k . L’exposant
k indique donc une puissance pour les matrices (en lettres calligraphiées) et l’indice
d’une suite pour les vecteurs (en lettres majuscules).c ©
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Afin de quantifier la vitesse de convergence de la suite (U k)k�1, on introduit
la notion de taux de convergence.

Définition 11.5. Soit ‖ · ‖ une norme sur RN (en général, on choisit la norme
euclidienne). On suppose qu’il existe un réel s ∈ ]0, 1[ tel que pour tout k � 1,

‖U −U k‖ � sk‖U −U 0‖. (11.9)

Le plus petit réel s ∈ ]0, 1[ satisfaisant la condition ci-dessus est appelé le taux de
convergence de la méthode itérative en norme ‖ · ‖.

L’intérêt pratique de la notion de taux de convergence est le suivant. On se
fixe une tolérance, par exemple de la forme 10−t où t est un entier positif, et
on souhaite arrêter les itérations lorsque la norme de l’erreur initiale aura été
réduite du facteur 10t . La relation (11.9) montre que ce critère de convergence
est satisfait lorsque

k � t
− log10(s)

. (11.10)

Plus la quantité s est proche de 1, plus la convergence de la suite (U k)k�1

est lente ; plus la quantité s est proche de 0, plus la convergence de la suite
(U k)k�1 est rapide. La relation (11.7) permet d’estimer le taux de convergence
d’une méthode de relaxation. On obtient en première approximation

s 5 r(T ). (11.11)

En conclusion, une méthode de relaxation est utilisable si le rayon spectral de
T n’est pas « trop proche » de 1.

11.1.2 Exemples classiques

Les méthodes de relaxation présentées dans cette section sont basées sur la
décomposition

A 5 D − L− U , (11.12)

où la matrice D ∈ RN ,N est diagonale, la matrice L ∈ RN ,N est triangulaire
inférieure stricte (Lij 5 0 si i � j) et la matrice U ∈ RN ,N est triangulaire
supérieure stricte (Uij 5 0 si i � j). Clairement, la relation (11.12) détermine
de manière univoque les matrices D, L et U à partir de la matrice A.
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La méthode de Jacobi consiste à prendre

PJ 5 D, (11.13)

TJ 5 D−1(L 1 U). (11.14)

La méthode de Jacobi est particulièrement simple à mettre en œuvre puisque
la construction de la suite (U k)k�1 ne demande que l’inversion d’une matrice
diagonale à chaque itération. En notant (U k

i )1�i�N les composantes de U k,
la relation (11.3) s’écrit sous la forme

U k11
i 5

1
Aii

⎛⎝Fi −
i−1∑
j51

AijU k
j −

N∑
j5i11

AijU k
j

⎞⎠ . (11.15)

La méthode de Gauß–Seidel consiste à prendre

PGS 5 D − L, (11.16)

TGS 5 (D − L)−1U . (11.17)

Le coût par itération dans la méthode de Gauß–Seidel reste relativement mo-
déré puisque la construction de la suite (U k)k�1 ne demande que l’inversion
d’une matrice triangulaire inférieure à chaque itération. La relation (11.3)
s’écrit sous la forme

U k11
i 5

1
Aii

⎛⎝Fi −
i−1∑
j51

AijU k11
j −

N∑
j5i11

AijU k
j

⎞⎠ . (11.18)

On constate que, contrairement à la méthode de Jacobi, la méthode de Gauß–
Seidel utilise les composantes de U k11 qui ont déjà été évaluées. Par ailleurs,
les expressions (11.15) et (11.18) montrent que le coût asymptotique par ité-
ration dans les méthodes de Jacobi et de Gauß–Seidel est le même. Il reste à
étudier la convergence de ces deux méthodes.

Proposition 11.6. On suppose que la matrice A est telle que Aii > 0 pour tout
i ∈ {1, . . . , N} et Aij � 0 pour tout i, j ∈ {1, . . . , N} et i fi j. Alors, l’un des
quatre points suivants (mutuellement exclusifs) est vrai :

(i) 0 � r(TGS) < r(TJ) < 1 ;c ©
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(ii) 1 < r(TJ) < r(TGS) ;

(iii) r(TGS) 5 r(TJ) 5 1 ;

(iv) r(TGS) 5 r(TJ) 5 0.

La proposition 11.6 montre que, pour la classe de matrices considérées dans
l’énoncé, les méthodes de Jacobi et de Gauß–Seidel convergent ou divergent
ensemble et que si elles convergent, le taux de convergence de la méthode de
Gauß–Seidel est meilleur. Par ailleurs, les points (iii) et (iv) ne se produisent
que dans des cas très particuliers. Par exemple, le point (iii) ne peut se réaliser
que si la matrice A est singulière ; en effet, un vecteur X ∈ RN est dans le
noyau de A si et seulement si X est vecteur propre de la matrice d’itération
avec la valeur propre 1.
Un deuxième résultat de convergence, spécifique à la méthode de Gauß–
Seidel, est le suivant.

Proposition 11.7. On suppose que la matrice A est symétrique définie positive.
Alors, la méthode de Gauß–Seidel converge.

On observera que le caractère symétrique défini positif de A ne suffit pas à
garantir la convergence de la méthode de Jacobi.
Une variante de la méthode de Gauß–Seidel, qui, en général, donne lieu à
un meilleur taux de convergence, est la méthode SOR (de l’anglais, Successive
Over-Relaxation). La méthode SOR consiste à prendre

PSOR 5 1
vD − L, (11.19)

TSOR 5 (D − vL)−1((1− v)D 1 vU), (11.20)

où v est un paramètre réel. Pour v 5 1, on retrouve la méthode de Gauß–
Seidel. La relation (11.3) s’écrit sous la forme

U k11
i 5 U k

i 1
v

Aii

⎛⎝Fi −
i−1∑
j51

AijU
k11
j −

N∑
j5i

AijU
k
j

⎞⎠ . (11.21)

Cette relation montre que le coût asymptotique par itération de la méthode
SOR est le même que celui de la méthode de Gauß–Seidel. Il reste à étudier
la convergence de la méthode SOR.
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Proposition 11.8. La matrice TSOR est convergente seulement si 0 < v < 2.
Réciproquement, si la matrice A est symétrique définie positive et si 0 < v < 2,
la matrice TSOR est convergente.

Dans la pratique, on souhaite optimiser la valeur du paramètre v afin d’obte-
nir le meilleur taux de convergence possible. La difficulté est que cette valeur
optimale ne peut être déterminée explicitement que dans certains cas particu-
liers car elle dépend du spectre de la matrice A. Par exemple, si la matrice A
est tridiagonale, symétrique et définie positive, on montre que

r(TGS) 5 r(TJ)
2 < 1, (11.22)

et la valeur optimale du paramètre v est telle que

vopt 5
2

1 1 (1− r(TGS))
1
2

. (11.23)

Pour cette valeur optimale, on a

r(TSOR) 5 vopt − 1. (11.24)

Afin d’illustrer la sensibilité de la méthode SOR au choix du paramètre v,
la figure 11.1 présente le nombre d’itérations effectuées par cette méthode
en fonction du paramètre v afin de résoudre un système linéaire avec une
matrice tridiagonale d’ordre N 5 20. La matrice A est celle résultant de
la discrétisation par éléments finis de Lagrange P1 sur maillage uniforme du
Laplacien en une dimension d’espace. Le membre de droite F a toutes ses

1 20.5 1.5

210

310

Figure 11.1 – Nombre d’itérations effectuées par la méthode SOR en fonc-
tion du paramètre v.c ©
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composantes nulles sauf la première et la dernière qui sont égales à 1. Le
critère de convergence est ‖U k −U k−1‖N � 10−6‖U k‖N .

11.2 Gradient conjugué et variantes
L’objet de cette section est de présenter une méthode classique pour la ré-
solution itérative des grands systèmes linéaires dans le cadre de la méthode
des éléments finis : la méthode du gradient conjugué. On introduit d’abord
les idées essentielles qui sous-tendent cette méthode à partir de l’étude d’une
classe de méthodes plus simples, à savoir les méthodes de type gradient. Puis,
on présente la méthode du gradient conjugué pour les systèmes symétriques
définis positifs. On en décrit ensuite une généralisation, connue sous le nom
de méthode GMRes, qui est pertinente pour des systèmes linéaires où la seule
propriété de la matrice est le fait d’être inversible. Enfin, on aborde la ques-
tion, très importante, du préconditionnement de ces méthodes.

11.2.1 Les méthodes de type gradient

On considère la fonctionnelle

J : RN � V 	−→ 1
2 (AV , V )N − (F , V )N ∈ R. (11.25)

On suppose que la matrice A est symétrique définie positive. La symétrie de A
implique que pour tout V , W ∈ RN et pour tout t ∈ R, on a

J (V 1 tW ) 5 J (V ) 1 t(AV − F , W )N 1 1
2 t2(AW , W )N . (11.26)

L’expression (11.26) est un développement de Taylor de J en V à l’ordre deux ;
ce développement est exact car J est quadratique en V . De plus, on observe
que le gradient de J en V est égal à l’opposé du résidu de V , ce que l’on écrit
sous la forme

∇J (V ) 5 AV − F 5 −R(V ), (11.27)

et que la matrice hessienne de J en V est égale à la matrice A. La matrice
A étant définie positive, la fonctionnelle J est convexe sur RN . Enfin, des
expressions (11.26) et (11.27) on déduit aisément le résultat suivant.

Proposition 11.9. Le vecteur U ∈ RN est solution du système linéaire
AU 5 F si et seulement si ∇J (U ) 5 0, c’est-à-dire si et seulement si U réalise
le minimum de la fonctionnelle J sur RN .
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La proposition 11.9 est à la base de la construction des méthodes itératives de
type gradient. En effet, le principe de ces méthodes est de chercher à minimi-
ser la fonctionnelle J sur RN . Une façon simple de procéder consiste à choisir
un vecteur initial U 0 ∈ RN , puis pour tout k � 0, à réaliser les opérations
suivantes :

(i) calculer le gradient de la fonctionnelle J en U k,

∇J (U k) 5 −Rk 5 AU k − F . (11.28)

(ii) sélectionner une direction de descente Dk ; on prend

Dk 5 −∇J (U k) 5 Rk. (11.29)

Ce choix est guidé par le fait que localement au voisinage de U k, Dk est
la direction selon laquelle J décroît le plus rapidement.

(iii) choisir U k11 sur la droite {U k 1 tDk ; t ∈ R},

U k11 5 U k 1 tkDk. (11.30)

Dans la méthode du gradient à pas fixe, on se fixe a priori une valeur du
pas tk 5 t∗ qui n’est pas modifiée au fil des itérations. Dans la méthode
du gradient à pas optimal, on effectue une recherche de minimum sur la
droite {U k 1 tDk ; t ∈ R}. On a donc

J (U k11) 5 inf
t∈R

J (U k 1 tDk). (11.31)

En posant ck : R � t 	−→ J (U k 1 tDk) ∈ R, on obtient
c′

k(t) 5 t(ADk, Dk)N − (Rk, Dk)N , si bien que

tk 5
(Rk, Dk)N

(ADk, Dk)N
. (11.32)

En utilisant (11.29), il vient

tk 5
(Rk, Rk)N

(ARk, Rk)N
. (11.33)

On observe que le rapport ci-dessus est bien défini tant que Rk fi 0 ; or,
Rk 5 0 implique que U k est la solution cherchée.c ©
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On peut envisager plusieurs tests de convergence pour les itérations (i)–(iii).
Le plus couramment utilisé est basé sur la norme euclidienne du résidu Rk : on
arrête les itérations lorsque ‖Rk‖N � tol. En général, la tolérance tol est
évaluée à partir d’une tolérance absolue, une tolérance relative et la norme eu-
clidienne du résidu initial selon l’expression tol 5 tolabs 1 tolrel‖R0‖N .
L’algorithme 11.1 récapitule la mise en œuvre de la méthode du gradient à pas
optimal. On observera que le coût asymptotique par itération est dominé par
le produit matrice–vecteur Z k 5 ARk ; ce coût est de l’ordre de N 2 opérations
si la matrice A est dense, mais il est proportionnel à N si la matrice A est
creuse ; voir la définition 10.14. La méthode du gradient à pas fixe a clairement
le même coût asymptotique par itération. Il reste à étudier la convergence de
ces deux méthodes.

Algorithme 11.1 Méthode du gradient à pas optimal

choisir U 0 ∈ RN , poser R0 5 F −AU 0

choisir une tolérance tol
poser k 5 0
while ‖Rk‖N > tol do

calculer le vecteur Z k 5 ARk

tk 5 (Rk, Rk)N /(Z k, Rk)N

U k11 5 U k 1 tkRk

Rk11 5 Rk − tkZ k

k← k 1 1
end while

Proposition 11.10. On suppose que la matriceA est symétrique définie positive.
Alors,

(i) la méthode du gradient à pas optimal converge quel que soit U 0 ∈ RN ;

(ii) si le paramètre t∗ est suffisamment petit, la méthode du gradient à pas fixe
converge quel que soit U 0 ∈ RN .

Dans la pratique, la méthode du gradient à pas optimal est bien plus efficace
que la méthode du gradient à pas fixe : les deux méthodes ont le même coût
asymptotique par itération et la première offre un meilleur taux de conver-
gence que la seconde.
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11.2.2 La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué, introduite par Hestenes et Stiefel en 1952,
est une généralisation de la méthode du gradient à pas optimal présentée
dans la section précédente. Assortie d’un bon préconditionneur (voir la sec-
tion 11.2.4 ci-dessous), la méthode du gradient conjugué est une des mé-
thodes les plus efficaces pour la résolution itérative des systèmes linéaires ob-
tenus dans le cadre de la méthode des éléments finis et dont la matrice as-
sociée est symétrique définie positive. L’objet de cette section est de présenter
le principe général de la méthode du gradient conjugué et ses propriétés re-
marquables en évitant de trop rentrer dans les détails techniques ; on renvoie à
Saad [66, p. 193] ou à Golub et van Loan [47, p. 525] pour des compléments.

Soit U 0 ∈ RN ; on pose R0 5 F −AU 0. Pour un entier k � 1, on introduit
l’espace de Krylov

Kk 5 vect{R0,AR0, . . . ,Ak−1R0}. (11.34)

Par récurrence, il est clair que la suite (U k)k�0 générée par la méthode du
gradient à pas optimal (voir l’algorithme 11.1 ci-dessus) est telle que

U k ∈ U 0 1 Kk. (11.35)

Il est également clair que

Kk 5 vect{R0, . . . , Rk−1}. (11.36)

De plus, par construction, le vecteur U k fourni par la méthode du gradient
à pas optimal jouit d’une propriété d’optimalité unidimensionnelle dans
U 0 1 Kk puisqu’il réalise le minimum de la fonctionnelle J sur la droite
{U k−1 1 tDk−1 ; t ∈ R} (qui est incluse dans U 0 1 Kk). On souhaiterait
modifier l’algorithme afin que U k satisfasse une propriété d’optimalité sur
tout le sous-espace affine U 0 1 Kk.

Définition 11.11. Soit un entier k � 0. Une famille de vecteurs {P0, . . . , Pk}
est dite A-conjuguée si pour tout m, n ∈ {0, . . . , k} avec m fi n, on a

(APm, Pn)N 5 0. (11.37)c ©
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Le principe de la méthode du gradient conjugué consiste à construire trois
suites de vecteurs, (U k)k�0, (Rk)k�0 et (Pk)k�0, telles que U 0 ∈ RN ,
P0 5 R0 5 F −AU 0 et pour tout k � 1,

(i) Rk est le résidu de U k ;

(ii) Kk 5 vect{R0, . . . , Rk−1} 5 vect{P0, . . . , Pk−1} ;

(iii) la famille {R0, . . . , Rk−1} forme une base orthogonale de Kk ;

(iv) la famille {P0, . . . , Pk−1} est A-conjuguée ;

La construction de ces suites est basée sur une forme astucieuse du procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Elle repose sur les récurrences sui-
vantes :

U k11 5 U k 1 skPk, (11.38)

Rk11 5 Rk − skAPk, (11.39)

Pk11 5 Rk11 1 tkPk, (11.40)

où sk et tk sont des réels donnés par les formules

sk 5
(Rk, Rk)N

(APk, Pk)N
et tk 5 − (Rk11,APk)N

(APk, Pk)N
. (11.41)

Les relations (11.38) et (11.39) impliquent clairement que Rk est le résidu de
U k. De plus, on constate que

(Rk11, Rk)N 5 (Rk, Rk)N − sk(APk, Rk)N

5 (Rk, Rk)N − sk(APk, Pk − tk−1Pk−1)N

5 (Rk, Rk)N − sk(APk, Pk)N 5 0,

(11.42)

car la famille {P0, . . . , Pk−1} est A-conjuguée. Ce calcul justifie le choix de
sk comme celui permettant d’orthogonaliser Rk11 et Rk. De même,

(Pk11,APk)N 5 (Rk11,APk)N 1 tk(Pk,APk)N 5 0, (11.43)

ce qui justifie le choix de tk comme celui assurant la A-conjugaison de Pk11

et de Pk. La propriété remarquable est que les récurrences d’ordre 1 induites
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par les formules (11.39) et (11.40) permettent d’assurer que le nouveau ré-
sidu Rk11 est orthogonal à tous les vecteurs {R0, . . . , Rk} et que le nouveau
vecteur Pk11 est A-conjugué à tous les vecteurs {P0, . . . , Pk}. La preuve, de
nature technique, est omise ; on retiendra simplement le fait qu’elle repose
fondamentalement sur la symétrie de la matrice A.

La construction des suites (U k)k�0, (Rk)k�0 et (Pk)k�0 selon les récur-
rences (11.38)–(11.40) est possible tant que (APk, Pk)N fi 0. Or, ceci ne
peut se produire que si U k est la solution du système linéaire AU 5 F ,
c’est-à-dire si Rk 5 0. En effet, (APk, Pk)N 5 0 implique Pk 5 0 si bien qu’à
l’itération précédente, on a obtenu 0 5 Rk 1 tk−1Pk−1. Comme Pk−1 ∈ Kk

et que Rk est orthogonal à cet espace, on en déduit Rk 5 0. En conclusion,
tant que Rk fi 0, les récurrences (11.38)–(11.40) sont bien définies.

Une autre propriété remarquable de la méthode du gradient conjugué est la
suivante.

Proposition 11.12. Le vecteur U k réalise le minimum de la fonctionnelle J sur
le sous-espace affine U 0 1 Kk.

En effet, on déduit de (11.38) que

U k 5 U 0 1
k−1∑
l50

sl Pl . (11.44)

Or, un vecteur V ∈ RN qui s’écrit sous la forme V 5 U 0 1
∑k−1

l50 gl Pl

réalise le minimum de J sur le sous-espace affine U 0 1 Kk si et seulement si
pour tout l ∈ {0, . . . , k − 1},

(∇J (V ), Pl )N 5 0. (11.45)

Un calcul direct montre que ∇J (V ) 5 −R0 1
∑k−1

l50 glAPl et en utilisant
le fait que la famille {P0, . . . , Pk−1} est A-conjuguée, on en déduit

gl 5
(R0, Pl )N

(APl , Pl )N
, l ∈ {0, . . . , k − 1}. (11.46)c ©
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Il est clair que pour tout l ∈ {0, . . . , k − 1},

(R0, Pl )N 5 (Rl 1
∑l−1

m50 smAPm, Pl )N

5 (Rl , Pl )N 5 (Rl , Rl )N 1 tl−1(Rl , Pl−1)N 5 (Rl , Rl )N .

(11.47)
Par conséquent, gl 5 sl pour tout l ∈ {0, . . . , k − 1}, ce qui complète la
preuve de la proposition 11.12.

Algorithme 11.2 Méthode du gradient conjugué

choisir U 0 ∈ RN , poser R0 5 F −AU 0 et P0 5 R0

choisir une tolérance tol
poser k 5 0
while ‖Rk‖N > tol do

calculer le vecteur Z k 5 APk

sk 5 (Rk, Rk)N /(Z k, Pk)N

U k11 5 U k 1 skPk

Rk11 5 Rk − skZ k

tk 5 (Rk11, Rk11)N /(Rk, Rk)N

Pk11 5 Rk11 1 tkPk

k← k 1 1
end while

L’algorithme 11.2 décrit la mise en œuvre de la méthode du gradient conju-
gué. Les coefficients sk et tk ont été réécrits de manière équivalente à (11.41).
Le coût asymptotique par itération est dominé par le produit matrice–vecteur
Z k 5 APk. Lorsque la matriceA est creuse, celui-ci est proportionnel à N . À
ce coût s’ajoutent celui des deux produits scalaires pour calculer le coefficient
sk et celui des trois mises à jour vectorielles dans (11.38)–(11.40). Tous ces
coûts sont proportionnels à N .
Il reste à étudier la convergence de la méthode du gradient conjugué. La pro-
position 11.12 implique que la méthode du gradient conjugué converge en,
au plus, N itérations ; en effet, si la convergence ne s’est pas produite pour
k < N , on constate que pour k 5 N , on a U 0 1 Kk 5 RN si bien que U N

est la solution cherchée d’après la proposition 11.9. Dans ces conditions, la
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méthode du gradient conjugué peut être vue comme une méthode d’inversion
directe plutôt que comme une méthode itérative. Toutefois, dans la pratique,
la méthode du gradient conjugué est employée comme méthode itérative car
le nombre d’itérations nécessaires afin d’obtenir une précision suffisante est
souvent bien inférieur à N .
Le résultat suivant permet d’estimer le taux de convergence de la méthode
du gradient conjugué en fonction du conditionnement de la matrice A. Pour

X ∈ RN , on considère la norme ‖X‖A 5 (AX , X )
1
2
N . On rappelle que k(A)

désigne le nombre de conditionnement de la matrice A ; voir la section 10.1.

Proposition 11.13. Pour tout k � 1, on a

‖U −U k‖A � 2

(
k(A)

1
2 − 1

k(A)
1
2 1 1

)k

‖U −U 0‖A. (11.48)

La proposition 11.13 montre que le taux de convergence de la méthode du
gradient conjugué se détériore lorsque k(A) � 1, c’est-à-dire lorsque la ma-
trice A est mal conditionnée. Dans ce cas, il convient de modifier la méthode
du gradient conjugué à l’aide d’un préconditionneur ; voir la section 11.2.4
pour plus de détails.

11.2.3 La méthode GMRes

On souhaite généraliser la méthode du gradient conjugué à la résolution ité-
rative de systèmes linéaires dont la matrice n’est plus symétrique. Or, en l’ab-
sence de propriété de symétrie, on peut montrer que de telles généralisations
ne peuvent préserver qu’une seule des deux propriétés remarquables de la mé-
thode du gradient conjugué :

(i) soit le fait que la k-ième itérée U k jouit d’une propriété d’optimalité sur
un sous-espace affine de dimension k (voir la proposition 11.12) ;

(ii) soit le fait que la méthode n’emploie que des récurrences d’ordre 1 si
bien que le coût par itération n’augmente pas au fil des itérations.

La méthode GMRes, qui est présentée dans cette section, préserve la pro-
priété (i). La méthode Bi-CGStab, qui est présentée dans la section 11.4,
préserve la propriété (ii). Ces deux méthodes sont souvent employées pourc ©

D
un

od
–

L
a

ph
ot

oc
op

ie
no

n
au

to
ri

sé
e

es
tu

n
dé

lit

263



11 • Solveurs itératifs 11.2 Gradient conjugué et
variantes

la résolution itérative de systèmes linéaires non-symétriques dans le cadre de
la méthode des éléments finis.

La méthode GMRes (de l’anglais, Generalized Minimal Residual Method) a
été introduite par Saad et Schultz en 1986 [67]. Soit U 0 ∈ RN ; on pose
R0 5 F − AU 0 et on considère à nouveau l’espace de Krylov Kk défini
en (11.34). Le principe de la méthode GMRes consiste à construire la k-ième
itérée U k de sorte que celle-ci minimise la norme euclidienne du résidu Rk

sur le sous-espace affine U 0 1 Kk.

Afin d’écrire les conditions d’optimalité permettant de déterminer U k, on
considère une base judicieusement choisie de Kk. La base en question,
{V 1, . . . , V k}, est telle que :

(i) la famille {V 1, . . . , V k} est orthonormée ;

(ii) R0 5 bV 1 avec b 5 ‖R0‖N ;

(iii) pour tout l < k, AV l ∈ vect{V 1, . . . , V l11}.

La construction de cette base se fait selon une variante du procédé d’ortho-
gonalisation de Gram–Schmidt connue sous le nom d’algorithme d’Arnoldi ;
voir l’algorithme 11.3. L’éventualité où hj11,j 5 0 se produit lorsque Kj est
invariant par multiplication parA. Dans ce cas, on montre que la solution du
système linéaire AU 5 F est dans U 0 1 Kj .

Algorithme 11.3 Algorithme d’Arnoldi

poser b 5 ‖R0‖N et V 1 5 R0/b
poser j 5 1
while j � k do

hi,j 5 (AV j, V i)N pour i ∈ {1, . . . , j}
V̂ j11 5 AV j −

∑j
i51 hi,jV i

hj11,j 5 ‖V̂ j11‖N

si hj11,j 5 0 stop
V j11 5 V̂ j11/hj11,j

j ← j 1 1
end while
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L’algorithme d’Arnoldi génère (k 1 1) vecteurs {V 1, . . . , V k11} tels que
la famille {V 1, . . . , V k} satisfait les trois propriétés (i)–(iii) ci-dessus. On
note Vk ∈ RN ,k la matrice dont les colonnes sont les vecteurs {V 1, . . . , V k}
et on utilise une notation analogue pour Vk11 ∈ RN ,k11. Les vec-
teurs {V 1, . . . , V k11} étant orthonormés, on a (Vk11)TVk11 5 Ik11

où Ik11 désigne la matrice identité dans Rk11,k11. On introduit éga-
lement la matrice Hk ∈ Rk11,k de terme générique Hk

ij 5 hi,j pour

j ∈ {1, . . . , k} et i ∈ {1, . . . , j 1 1} et Hk
ij 5 0 pour j ∈ {1, . . . , k − 1} et

i ∈ {j 1 2, . . . , k 1 1} ; la matrice Hk est rectangulaire et telle que

Hk 5

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Hk
11 . . . . . . Hk

1k

Hk
21 Hk

22

...

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . Hk
kk

0 . . . 0 Hk
k11,k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (11.49)

Une matrice avec une telle structure est appelée une matrice de Hessenberg.
Enfin, d’après l’algorithme 11.3, on a

AVk 5 Vk11Hk. (11.50)

Un vecteur U k ∈ U 0 1 Kk peut s’écrire sous la forme U k 5 U 0 1
∑k

l51 Yl V
l

avec Yl ∈ R pour tout l ∈ {1, . . . , k}. En posant Y 5 (Yl )1�l�k ∈ Rk, on
a donc U k 5 U 0 1 VkY . Par ailleurs, en utilisant le fait que R0 5 bV 1 et
(Vk11)TVk11 5 Ik11, il vient

‖Rk‖N 5 ‖R0 −AVkY ‖N 5 ‖bV 1 − Vk11HkY ‖N 5 ‖be1 −HkY ‖Rk11 ,
(11.51)

où e1 est le premier vecteur de la base canonique de Rk11. Chercher le vec-
teur U k minimisant la norme euclidienne du résidu sur le sous-espace af-
fine U 0 1 Kk équivaut donc à chercher Y ∗ ∈ Rk réalisant le minimum
de ‖be1 − HkY ‖Rk11 sur Rk. Il s’agit d’un problème d’optimisation stan-
dard. La matrice Hk étant de rang maximal, la solution Y ∗ est unique. Par
ailleurs, celle-ci peut être évaluée en effectuant une factorisation QR de la
matrice Hk : il existe une matrice unitaire Qk ∈ Rk11,k11 telle que la matricec ©
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Rk 5 QkHk ∈ Rk11,k admet la structure bloc suivante :

Rk 5

(
U k

0 . . . 0

)
, (11.52)

où la matrice U k ∈ Rk,k est triangulaire supérieure et inversible. La construc-
tion pratique des matrices Qk et Rk est détaillée ci-dessous. Par conséquent,
on obtient

‖be1 −HkY ‖Rk11 5 ‖Qk(be1 −HkY )‖Rk11 5 ‖Gk −RkY ‖Rk11 , (11.53)

où Gk 5 bQke1 ∈ Rk11. Le vecteur Y ∗ ∈ Rk réalisant le minimum de
‖be1 − HkY ‖Rk11 sur Rk s’obtient donc en inversant le système triangulaire
supérieur

U k

⎛⎜⎝Y ∗
1
...

Y ∗
k

⎞⎟⎠ 5

⎛⎜⎜⎝
Gk

1
...

Gk
k

⎞⎟⎟⎠ . (11.54)

La k-ième itérée de la méthode GMRes s’écrit sous la forme

U k 5 U 0 1
k∑

l51

Y ∗
l V l , (11.55)

et le résidu correspondant est

‖Rk‖N 5 |Gk
k11|. (11.56)

Une propriété agréable de la méthode GMRes est qu’il n’est pas nécessaire de
reconstruire le vecteur U k afin d’évaluer son résidu. Cette idée est reprise dans
l’algorithme 11.4.

Afin de construire les matrices Qk et Rk au fil des itérations de l’al-
gorithme 11.4, on procède de la manière suivante. La matrice Qk est
décomposée en un produit de matrices de rotation élémentaires (dites
matrices de Givens) sous la forme Qk 5

∏k
l51 F

l . Les matrices de Givens
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Algorithme 11.4 Méthode GMRes

choisir U 0 ∈ RN et une tolérance tol
poser k 5 0, R0 5 F −AU 0, b 5 ‖R0‖N et V 1 5 R0/b
while ‖Rk‖N > tol do

k ← k 1 1
hi,k 5 (AV k, V i)N pour i ∈ {1, . . . , k}
V̂ k11 5 AV k −

∑k
i51 hi,kV i

hk11,k 5 ‖V̂ k11‖N

V k11 5 V̂ k11/hk11,k

évaluer les matrices Hk, Qk et Rk

évaluer le vecteur Gk 5 Qkbe1

poser ‖Rk‖N 5 |Gk
k11|

end while
résoudre le système triangulaire supérieur (11.54)
poser U k 5 U 0 1

∑k
l51 Y ∗

l V l

ont la structure suivante :

F l 5

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Il−1 0 0

0
cl sl
−sl cl

0

0 0 Ik−l

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, l ∈ {1, . . . , k},

où, pour un entier m � 1, Im désigne la matrice identité dans Rm,m (lorsque
m 5 0, la matrice est omise de la structure bloc de F l ). Les coefficients cl

et sl sont calculés au fil des itérations. En désignant par h(l)
ij les coefficients

génériques de la matrice (
∏l

l′51 F
l′ )Hk, on a

cl 5
al

(a2
l 1 b2

l )
1
2

et sl 5
bl

(a2
l 1 b2

l )
1
2

, (11.57)

avec al 5 h(l−1)
ll et bl 5 h(l−1)

l11,l .
Contrairement à la méthode du gradient conjugué, la méthode GMRes né-
cessite la connaissance de tous les vecteurs {V 1, . . . , V k} constituant la basec ©
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d’Arnoldi de l’espace de Krylov Kk afin de construire le nouveau vecteur
V k11. Pour cette raison, le coût par itération croît linéairement au fil des ité-
rations ; il en va de même de la place mémoire nécessaire pour stocker la base
d’Arnoldi. Dans la pratique, on utilise souvent une variante de la méthode
GMRes avec réinitialisation. On se fixe a priori une dimension maximale n
pour l’espace de Krylov. Si la convergence n’a pas été obtenue au bout de n
itérations, on évalue l’itérée courante U n et on réinitialise l’algorithme en pre-
nant U 0 5 U n. Cette variante de la méthode de GMRes est connue sous le
nom de GMRes(n).
Il reste à étudier la convergence des méthodes GMRes et GMRes(n). Les prin-
cipaux résultats sont rappelés ci-dessous ; voir, par exemple, Saad [66, p. 195]
pour la preuve et des compléments.

Proposition 11.14. On suppose que la matrice A ∈ RN ,N est inversible.
Alors,

(i) l’algorithme 11.4 converge en au plus N itérations quel que soit U 0 ∈ RN ;

(ii) si la matrice A est définie positive, l’algorithme GMRes(n) converge pour
tout n � 1 quel que soit U 0 ∈ RN .

Afin de quantifier le taux de convergence de la méthode GMRes, on suppose
que la matrice A est diagonalisable dans C sous la forme A 5 PLP−1 où
L est une matrice diagonale. On note E(c, d , a) l’ellipse du plan complexe de
centre c ∈ R, de distance focale d et de demi-grand axe a (les paramètres a
et d sont soit réels soit imaginaires purs). On suppose que toutes les valeurs
propres de A sont contenues dans l’ellipse E(c, d , a) et que 0 �∈ E(c, d , a).

Proposition 11.15. Dans le cadre des hypothèses ci-dessus, on a pour tout k � 1,

‖Rk‖N � k(P)
Jk( a

d )
Jk( c

d )
‖R0‖N , (11.58)

où Jk(z) 5 j(z)k 1 j(z)−k et j(z) 5 z 1 (z2 − 1)
1
2 .

Lorsque la matrice A est mal conditionnée, on obtient l’estimation

‖Rk‖N � c
(

1− 2

k(A)
1
2

)k

‖R0‖N . (11.59)
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Le taux de convergence a donc un comportement analogue à celui observé
pour la méthode du gradient conjugué.

11.2.4 Préconditionnement

L’objectif d’un préconditionneur est d’améliorer le taux de convergence du
solveur itératif lorsque la matrice associée au système linéaire est mal condi-
tionnée. Le principe général consiste à remplacer le système linéaire AU 5 F
par un nouveau système, ÃŨ 5 F̃ , dont la matrice Ã est mieux conditionnée
que A.
On considère deux matrices Pg ∈ RN ,N et Pd ∈ RN ,N telles que les sys-
tèmes linéaires PgX 5 Y et PdX ′ 5 Y ′ sont relativement simples à inverser.
Par exemple, les matrices Pg et Pd peuvent être diagonales ou triangulaires
inférieure ou supérieure. On considère le nouveau système linéaire

(P−1
g AP−1

d )︸ ︷︷ ︸
Ã

(PdU )︸ ︷︷ ︸
Ũ

5 P−1
g F︸ ︷︷ ︸
F̃

. (11.60)

La matrice Pg est appelée le préconditionneur à gauche et la matrice Pd est ap-
pelée le préconditionneur à droite. Des cas particuliers de (11.60) sont celui où
le système linéaire est uniquement préconditionné à gauche (Pd 5 IN ) et ce-
lui où le système linéaire est uniquement préconditionné à droite (Pg 5 IN ).
Afin de mettre en œuvre une version préconditionnée de la méthode du gra-
dient conjugué, on doit préserver la symétrie du système linéaire. On choi-
sit donc Pd 5 PT

g et on pose P 5 PgPT
g . La version préconditionnée de

la méthode du gradient conjugué est présentée dans l’algorithme 11.5. On
observera que seule la matrice P intervient dans cet algorithme. En posant
Ũ k 5 PT

g U k, P̃k 5 PT
g Pk et R̃k 5 P−1

g Rk, on vérifie que Ũ k, P̃k et R̃k sont
les itérées générées par la méthode du gradient conjugué appliquée au système
linéaire (11.60). Par suite, le taux de convergence de l’algorithme 11.5 dépend
du nombre de conditionnement de la nouvelle matrice Ã.
Choisir un préconditionneur relève d’un compromis entre le coût par itéra-
tion et le taux de convergence. Dans la méthode préconditionnée, le coût
par itération dépend de la simplicité avec laquelle on peut inverser la matrice
P alors que le taux de convergence dépend du nombre de conditionnement
de la nouvelle matrice Ã. Si on choisit un préconditionneur relativementc ©
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Algorithme 11.5 Méthode du gradient conjugué préconditionnée

choisir U 0 ∈ RN , poser R0 5 F −AU 0 et P0 5 P−1R0

choisir une tolérance tol
poser k 5 0
while ‖Rk‖N > tol do

calculer le vecteur Z k 5 APk

sk 5 (P−1Rk, Rk)N /(Z k, Pk)N

U k11 5 U k 1 skPk

Rk11 5 Rk − skZ k

tk 5 (P−1Rk11, Rk11)N /(P−1Rk, Rk)N

Pk11 5 P−1Rk11 1 tkPk

k← k 1 1
end while

simple (par exemple, la matrice diagonale de terme générique Pij 5 dijAij ,
i, j ∈ {1, . . . , N}), le coût par itération reste modéré mais, en général, le taux
de convergence n’est guère amélioré. Deux exemples de préconditionneurs
pour la méthode du gradient conjugué sont les suivants :

(i) Gauß–Seidel symétrique (SGS). On considère la décomposi-
tion (11.12). La matrice A étant symétrique, on a

A 5 D − L− LT . (11.61)

Le préconditionneur SGS est défini comme suit :

PSGS 5 (D − L)D−1(D − L)T . (11.62)

L’emploi de ce préconditionneur nécessite la résolution d’un système
triangulaire inférieur et d’un système triangulaire supérieur à chaque ité-
ration.

(ii) Factorisation LDLT incomplète. Le principe de ce précondition-
neur est de former la factorisation LDLT de la matrice A (voir la
section 10.2.3) mais de ne stocker les coefficients de T inf que s’ils
sont inclus dans la structure creuse de A. En d’autres termes, on ne
stocke pas T inf

ij si Aij 5 0. L’avantage de ce préconditionneur est qu’il
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contient plus d’informations sur la matrice A que le préconditionneur
SGS si bien qu’en pratique la matrice Ã est souvent relativement bien
conditionnée. Le préconditionneur LDLT est néanmoins plus cher, tant
sur le plan du coût des calculs que de la place mémoire nécessaire pour
le stocker.

La méthode GMRes ne nécessitant pas de propriété de symétrie, elle peut être
préconditionnée à gauche ou à droite uniquement. Un préconditionnement à
gauche conduit à considérer l’espace de Krylov préconditionné

K
P
k 5 vect{R0, (P−1A)R0, . . . , (P−1A)k−1R0}. (11.63)

La méthode GMRes préconditionnée à gauche se déduit de l’algorithme 11.4 en
remplaçant A par P−1A et F par P−1F . Deux exemples de précondition-
neurs pour la méthode GMRes sont le préconditionneur SGS décrit ci-dessus
et la factorisation ILU (de l’anglais, Incomplete LU Factorization). Le principe
de la factorisation LU incomplète est de former la décomposition LU de la
matrice A sous la forme (10.47) mais de ne conserver que les coefficients T inf

ij

et T sup
ij pour lesquels Aij fi 0. On peut également modifier le précondition-

neur ILU en compensant la perte des coefficients de T inf et T sup qui n’ont
pas été stockés. Le préconditionneur correspondant porte le nom de précon-
ditionneur MILU (de l’anglais, Modified ILU). Pour approfondir l’étude des
techniques de préconditionnement, on pourra consulter Saad [66, p. 286].

11.3 Méthodes multi-échelles
Cette section contient une introduction aux méthodes multi-échelles pour
la résolution itérative des systèmes linéaires. L’exemple prototype de ces mé-
thodes est fourni par les méthodes multi-grilles. On présente d’abord quelques
éléments relatifs à l’analyse en fréquence des méthodes de relaxation en une
dimension d’espace. Puis, on étudie le principe général des méthodes multi-
échelles et on décrit l’exemple classique du V-cycle. Pour une introduction
détaillée aux fondements spectraux des méthodes multi-grilles, on pourra se
référer à Briggs [23]. Pour approfondir l’étude des méthodes multi-grilles et
multi-échelles, on pourra consulter, entre autres, Brandt [19], Hackbusch
[51], Knabner et Angermann [55] ou McCormick [57].c ©
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11.3.1 Analyse en fréquence des méthodes de relaxation

Pour simplifier, on se place dans cette section en une dimension d’espace et on
considère l’approximation par éléments finis de Lagrange P1 du problème de
Dirichlet homogène (1.15) avec a 5 1 ; voir la section 1.3. On rappelle que
cette approximation par éléments finis conduit à la résolution d’un système
linéaire de la forme AU 5 F où la matrice A est d’ordre N (N 5 Nso, où
Nso désigne le nombre de sommets intérieurs du maillage) et tridiagonale :

A 5
1
h

tridiag(−1, 2,−1), (11.64)

où h est le pas du maillage supposé uniforme. La matrice A est symétrique
définie positive. On vérifie que ses valeurs propres s’expriment sous la forme

lm 5
4
h

sin2
(

mph
2

)
, m ∈ {1, . . . , N}, (11.65)

et sont associées aux vecteurs propres {S1, . . . , SN} de composantes

Sm,n 5 sin(mnph), m, n ∈ {1, . . . , N}. (11.66)

À chaque vecteur propre Sm, m ∈ {1, . . . , N}, on associe la fonction propre
sm ∈ P1

c,h,0 définie par

sm 5
N∑

n51

Sm,nwn, m ∈ {1, . . . , N}, (11.67)

où {w1, . . . , wN} sont les fonctions de forme dans l’espace d’approximation
P1

c,h,0. La fonction propre sm est affine par morceaux et ses valeurs aux som-
mets du maillage coïncident avec les composantes correspondantes du vecteur
propre Sm. La figure 11.2 présente les fonctions propres s1, s4, s16 et s128 pour
N 5 256. On observera que la fonction propre sm est de plus en plus oscil-
lante à mesure que m croît. Par ailleurs, on notera que, par construction, la
famille {s1, . . . , sN} forme une base de P1

c,h,0 et la famille {S1, . . . , SN} forme
une base de RN . On pose

ZBF 5 vect{Sm}1�m� N
2
, (11.68)

ZHF 5 vect{Sm} N
2 <m�N , (11.69)
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Figure 11.2 – Fonctions propres sm pour m ∈ {1, 4, 16, 128} et N 5 256.

si bien que R
N 5 ZBF ⊕ ZHF. (11.70)

Le sous-espace ZBF est appelé l’espace des modes basse-fréquence et le sous-
espace ZHF est appelé l’espace des modes haute-fréquence. Pour un vecteur
X ∈ RN , on note X 5 XBF 1 XHF la décomposition de X induite
par (11.70).
On considère une méthode de relaxation pour la résolution itérative du sys-
tème linéaireAU 5 F ; voir la section 11.1. On note T la matrice d’itération
définie en (11.4). Étant donné un vecteur initial U 0 ∈ RN , on désigne par
(U k)k�1 la suite de vecteurs générée par la méthode de relaxation. On rappelle
qu’en notant E0 5 U − U 0 l’erreur initiale et Ek 5 U − U k l’erreur à la
k-ième itération, on a Ek 5 T kE0. On décompose l’erreur initiale en ses com-
posantes basse-fréquence et haute-fréquence sous la forme E0 5 E0

BF 1 E0
HF.

On déduit que pour tout k � 1,

Ek 5 T kE0
BF 1 T kE0

HF. (11.71)

Définition 11.16. On dit que la matrice d’itération T ∈ RN ,N est un
lisseur pour la matrice A s’il existe un réel s ∈ ]0, 1[ tel que pour tout
X 5 (XBF, XHF) ∈ RN , on a pour tout k � 0,

‖T kXHF‖N � csk‖T kXBF‖N , (11.72)

la constante c pouvant dépendre de X mais pas de k.c ©
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Figure 11.3 – Évolution des composantes haute-fréquence et basse-
fréquence de l’erreur dans une méthode de relaxation dont la matrice d’ité-
ration T est un lisseur pour la matrice A. À gauche : erreur initiale ; au
milieu : erreur après une itération ; à droite : erreur après deux itérations. La
composante haute-fréquence de l’erreur est amortie très rapidement alors
que la composante basse-fréquence décroît plus lentement.

La signification de la définition 11.16 est claire à la lumière de la for-
mule (11.71) : les composantes haute-fréquence de l’erreur initiale sont
amorties plus rapidement que les composantes basse-fréquence. La fi-
gure 11.3 illustre ce phénomène. L’erreur initiale est prise égale à S2 1 1

4 S16

avec N 5 128. Les erreurs E1 et E2 ont été évaluées en supposant que
T S2 5 0.8S2 et T S16 5 0.25S16.

Une classe particulière de matrices d’itération T satisfaisant la défini-
tion 11.16 est celle où les matrices T et A ont les mêmes vecteurs propres et
où en notant lm(T ) la m-ième valeur propre de T telle que T Sm 5 lm(T )Sm,
on a

inf
1�m� N

2

|lm(T )| > sup
N
2 <m�N

|lm(T )|. (11.73)

Dans ces conditions, en décomposant l’erreur initiale dans la base de vecteurs
propres {S1, . . . , Sm} selon

E0 5
N∑

m51

hmSm, (11.74)
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on obtient pour tout k � 1,

Ek 5
N∑

m51

hmlm(T )kSm, (11.75)

ce qui, compte tenu de (11.73), montre que les composantes haute-
fréquence de l’erreur sont amorties plus rapidement que les composantes
basse-fréquence. De plus, lorsque N est grand, on a en général

sup
1�m� N

2

|lm(T )| � 1, (11.76)

si bien que les composantes basse-fréquence de l’erreur décroissent très lente-
ment.

Pour conclure cette section, on présente deux exemples de méthodes de relaxa-
tion dont la matrice d’itération T est un lisseur pour la matrice tridiagonale
A définie en (11.64). Dans la première méthode, les matrices A et T ont les
mêmes vecteurs propres, mais ce n’est pas le cas dans la deuxième méthode.

(i) La méthode de Richardson. Étant donné un paramètre réel u ∈ ]0, 1[
et un vecteur initial U 0 ∈ RN , la méthode de Richardson consiste à
générer la suite (U k)k�1 selon

U k11 5 U k 1 uh(F −AU k). (11.77)

Soit la matrice d’itération

TRich 5 IN − uhA. (11.78)

Il est clair que les matrices TRich et A ont les mêmes vecteurs propres et
que les valeurs propres de TRich sont telles que

lm(TRich) 5 1− 4u sin2
(

mph
2

)
, m ∈ {1, . . . , N}. (11.79)

On vérifie facilement que pour u 5 1
4 , la propriété (11.73) est satisfaite.

On a en fait la propriété plus forte suivante :

1 > l1(TRich) > . . . > lN (TRich) > 0, (11.80)c ©
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avec l1(TRich) � 1 et lN (TRich) � 0 lorsque N est grand. On observera
que pour u 5 1

2 , on obtient la méthode de Jacobi mais que la matrice
d’itération associée n’est pas un lisseur pour la matrice A.

(ii) La méthode de Gauß–Seidel. La matrice d’itération associée à la mé-
thode de Gauß–Seidel s’écrit sous la forme TGS 5 (D − L)−1U où les
matrices D, L et U sont associées, respectivement, à la partie diagonale,
triangulaire inférieure et triangulaire supérieure de la matrice A ; voir la
formule (11.12). On vérifie que les valeurs propres de la matrice TGS

sont telles que

lm(TGS) 5 cos2(mph), m ∈ {1, . . . , N}, (11.81)

et que les vecteurs propres associés {S′
1, . . . , S′

N} ont pour composantes

S′
m,n 5 [cos(mph)]n sin(mnph), m, n ∈ {1, . . . , N}. (11.82)

On peut montrer qu’il existe des réels {s1, . . . , sN} tels que
1 > s1 > . . . > sN > 0 et tels que pour m ∈ {1, . . . , N}, on
a pour tout k � 1,

‖T k
GSSm‖N � cmsk

m. (11.83)

La matrice d’itération TGS est donc un lisseur pour la matrice A.

11.3.2 Principe des méthodes multi-échelles

Cette section présente le principe des méthodes multi-échelles. On commence
par présenter ces méthodes dans un cadre simplifié où n’interviennent que
deux échelles. Plus précisément, le point de départ est constitué d’un pro-
blème à l’échelle fine

A1U1 5 F1, (11.84)

oùA1 est une matrice d’ordre N1 et F1 est un vecteur deRN1 . On suppose que
la matriceA1 est symétrique définie positive. Le problème (11.84) correspond
au système linéaire AU 5 F que l’on obtient dans le cadre de la méthode
des éléments finis. L’espace RN1 représente l’espace des échelles fines. Étant
donné une approximation U∗

1 ∈ RN1 de la solution exacte de (11.84), on
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note E1 5 U1−U∗
1 l’erreur correspondante. Le principe des méthodes multi-

échelles présentées ci-dessous consiste à formuler un problème à une échelle
plus grossière dont la solution peut être utilisée afin de réduire l’erreur E1.
On considère un entier N2 < N1 et deux matrices

P1→2 ∈ RN2,N1 et P2→1 ∈ RN1,N2 . (11.85)

L’espace RN2 représente l’espace des échelles grossières. La matrice P1→2 per-
met de passer des échelles fines aux échelles grossières ; l’opérateur linéaire as-
socié est généralement appelé opérateur de restriction. La matrice P2→1 permet
de passer des échelles grossières aux échelles fines ; l’opérateur linéaire associé
est généralement appelé opérateur de prolongement. On suppose que la matrice
P1→2 est de rang maximal, c’est-à-dire que tout vecteur de RN2 est la restric-
tion d’au moins un vecteur de RN1 . On suppose aussi que la matrice P2→1 est
injective, c’est-à-dire que si X2 et Y2 sont des vecteurs de RN2 distincts, leurs
prolongements P2→1X2 et P2→1Y2 dans RN1 sont distincts.
On définit la matrice A2 d’ordre N2 par

A2 5 P1→2A1P2→1. (11.86)

Par la suite, on suppose qu’il existe une constante g telle que

P1→2 5 gPT
2→1. (11.87)

Cette propriété implique que RN1 5 Ker(P1→2) ⊕ Im(P2→1). La matrice
A1 étant symétrique définie positive, on en déduit

R
N1 5 Ker(P1→2A1)⊕ Im(P2→1). (11.88)

On observera que cette décomposition est orthogonale par rapport au
produit scalaire (·, ·)A1

induit par la matrice A1, c’est-à-dire tel que pour
tout X1, Y1 ∈ RN1 , (X1, Y1)A1

5 (A1X1, Y1)N1 où (·, ·)N1 désigne le pro-
duit scalaire euclidien dans RN1 . En effet, pour X1 ∈ Ker(P1→2A1) et
Y1 ∈ Im(P2→1), il existe Y2 ∈ RN2 tel que Y1 5 P2→1Y2 si bien que

(X1, Y1)A1
5 (X1, P2→1Y2)A1

5 (A1X1, P2→1Y2)N1

5 1
g (P1→2A1X1, Y2)N2 5 0.

(11.89)

L’algorithme 11.6 présente la méthode de correction d’erreur à deux échelles.
Même si cet algorithme n’est pas applicable directement car on ne connaît pasc ©
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11 • Solveurs itératifs 11.3 Méthodes multi-échelles

Algorithme 11.6 Correction d’erreur à deux échelles

Initialisation : erreur E1 ∈ RN1 à l’échelle fine
======former le résidu à l’échelle grossière
R2 5 P1→2R1 avec R1 5 A1E1

======évaluer l’erreur à l’échelle grossière
résoudre le système linéaire A2E2 5 R2

======correction d’erreur à l’échelle fine
E1 ← E1 −P2→1E2

l’erreur E1, celui-ci constitue le noyau des méthodes multi-échelles présen-
tées dans cette section. On constate que l’algorithme 11.6 revient à effectuer
l’opération E1 ← TC2EE1 avec la matrice TC2E d’ordre N1 telle que

TC2E 5 IN1 −P2→1A−1
2 P1→2A1. (11.90)

Cette matrice a deux propriétés remarquables, à savoir

∀X1 ∈ Ker(P1→2A1), TC2EX1 5 X1, (11.91)

∀Y1 ∈ Im(P2→1), TC2EY1 5 0. (11.92)

En d’autres termes, l’algorithme 11.6 consiste à projeter l’erreur E1 sur
Ker(P1→2A1) parallèlement à Im(P2→1) selon la décomposition (11.88). La
propriété (11.91) est de vérification immédiate. Quant à la propriété (11.92),
pour Y1 ∈ Im(P2→1), on a Y1 5 P2→1Y2 avec Y2 ∈ RN2 si bien que

TC2EY1 5 Y1 −P2→1A−1
2 P1→2A1P2→1Y2

5 Y1 −P2→1A−1
2 A2Y2 5 Y1 − Y1 5 0.

(11.93)

Dans le cadre de l’approximation par éléments finis, une façon naturelle de
mettre en place une formulation à deux échelles consiste à introduire un es-
pace d’approximation basé sur un maillage dont les mailles sont deux fois plus
grandes que celles du maillage considéré initialement. En dimension 1, on a
donc N2 � 1

2 N1 et, plus généralement, en dimension d , on a N2 � 2−d N1.
Lorsque la formulation multi-échelles est obtenue à partir d’une hiérarchie de
maillages, on parle de méthode multi-grilles.
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Afin d’illustrer les notions introduites ci-dessus, on revient à l’exemple de l’ap-
proximation par éléments finis de Lagrange P1 du problème de Dirichlet ho-
mogène considéré dans la section 11.3.1. On suppose que l’entier N est im-
pair, on pose N1 5 N et N2 5 1

2 (N − 1) et on introduit l’opérateur de
restriction dont la matrice est

P1→2 5
1
4

⎛⎜⎜⎝
1 2 1

1 2 1
1 2 1

. . .

⎞⎟⎟⎠ , (11.94)

ainsi que l’opérateur de prolongement dont la matrice est

P2→1 5 2PT
1→2 5

1
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
1 1

2
1 1

2
1 . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (11.95)

On vérifie que la matrice P1→2 est de rang maximal et que la matrice
P2→1 est injective. La restriction d’un vecteur X1 ∈ RN1 est le vecteur
X2 5 P1→2X1 ∈ RN2 de composantes

X2,i 5 1
4 (X1,2i−1 1 2X1,2i 1 X1,2i11), i ∈ {1, . . . , N2}. (11.96)

Le prolongement d’un vecteur X2 ∈ RN2 est le vecteur X1 5 P2→1X2 ∈ RN1

de composantes X1,i 5 X2, i
2

si i est pair et X1,i 5 1
2 (X2, i−1

2
1 X2, i11

2
) si i

est impair. La figure 11.4 illustre l’action des opérateurs de restriction et de
prolongement. On observera qu’en désignant par {w2,1, . . . , w2,N2} les fonc-
tions de forme dans P1

c,2h,0 et par {w1,1, . . . , w1,N1} les fonctions de forme
dans P1

c,h,0, l’opérateur de prolongement est tel que si X1 5 P2→1X2, on a

N2∑
i51

X2,iw2,i 5
N1∑
i51

X1,iw1,i. (11.97)
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11 • Solveurs itératifs 11.3 Méthodes multi-échelles

Figure 11.4 – Illustration de l’action des opérateurs de restriction (à gauche)
et de prolongement (à droite) définis par les formules (11.94) et (11.95) res-
pectivement.

Enfin, un calcul direct montre que

A2 5 P1→2A1P2→1 5
1
2h

tridiag(−1, 2,−1). (11.98)

La matrice A2 est donc exactement la matrice de rigidité obtenue en discréti-
sant le problème de Dirichlet homogène par l’élément fini de Lagrange P1 sur
un maillage uniforme de pas 2h.
On revient au cas général. Tous les éléments du puzzle sont maintenant en
place pour présenter l’algorithme itératif à deux échelles pour la résolution
du problème (11.84). On rappelle qu’on dispose de deux décompositions en
somme directe de l’espace des échelles fines, à savoir

R
N1 5 ZBF ⊕ ZHF, (11.99)

R
N1 5 Ker(P1→2A1)⊕ Im(P2→1). (11.100)

La première décomposition résulte du spectre de la matriceA1 et la deuxième
du cadre multi-échelles. On rappelle également que ces deux décompositions
sont orthogonales par rapport au produit scalaire associé à la matrice A1.
On note ‖ · ‖A1

la norme induite par ce produit scalaire. On fait les deux
hypothèses suivantes.

(i) Il existe une constante c � 1 telle que pour tout X ∈ ZBF, en décom-
posant X sous la forme X 5 XKer 1 XIm avec XKer ∈ Ker(P1→2A1) et
XIm ∈ Im(P2→1), on a

‖XKer‖A1
� c ‖XIm‖A1

. (11.101)

Cette hypothèse signifie que l’opérateur de prolongement excite peu les
hautes fréquences, ou, en d’autres termes, que son image est proche du
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sous-espace ZBF. Pour l’exemple uni-dimensionnel présenté ci-dessus,
on a pour m ∈ {1, . . . , N2},

P2→1S2,m 5 (1− em)S1,m 1 emS1,N1−m, (11.102)

avec em 5 sin2(2mph) et où {S2,1, . . . , S2,N2} et {S1,1, . . . , S1,N1} dé-
signent les vecteurs propres associés aux matrices A2 et A1 respective-
ment. On observe que si m � N2, on a em � 1 si bien que la compo-
sante haute-fréquence de P2→1S2,m est pratiquement nulle.

(ii) On dispose d’une matrice d’itération T1 ∈ RN1,N1 qui est un lisseur pour
la matrice A1. La matrice T1 amortissant rapidement les composantes
haute-fréquence, on peut supposer qu’on peut choisir un entier n1 tel
que pour tout X1 ∈ RN1 , le vecteur T n1

1 X1 est pratiquement dans ZBF.

L’algorithme 11.7 présente la méthode itérative à deux échelles pour la réso-
lution du système linéaire (11.84). À l’échelle fine, on applique une méthode
de relaxation au système linéaireA1U1 5 F1, ce qui conduit à une récurrence
de la forme

U k11
1 5 T1U k

1 1 G1, (11.103)

où A1 5 P1 −Z1, T1 5 P−1
1 Z1 et G1 5 P−1

1 F1.
La figure 11.5 illustre le déroulement de l’algorithme 11.7. On a représenté les
deux décompositionsA1-orthogonales deRN1 définies en (11.99) et (11.100).
L’hypothèse (i) ci-dessus se traduit géométriquement par le fait que l’angle
entre les sous-espaces ZBF et Im(P2→1) est petit. Étant donné un vecteur
U 0

1 ∈ RN1 , l’erreur initiale E0
1 est représentée par un point du plan. Après

avoir effectué n1 pas de la méthode de relaxation avec la matrice d’itération
T1, l’hypothèse (ii) ci-dessus permet d’affirmer que l’erreur E0,n1

1 est pratique-
ment dans ZBF. Dans la mesure où les composantes basse-fréquence de l’erreur
ont été peu amorties, l’erreur E0,n1

1 est proche de la projection de E0
1 sur ZBF

parallèlement à ZHF. Puis, l’étape de correction à l’échelle grossière, qui re-
prend l’algorithme 11.6, permet d’affirmer que l’erreur E1

1 est la projection
de E0,n1

1 sur Ker(P1→2A1) parallèlement à Im(P2→1). L’algorithme 11.7 se
poursuit en zigzag comme illustré sur la figure 11.5. Son efficacité est d’autant
plus grande que l’angle entre les sous-espaces ZBF et Im(P2→1) est petit.
L’étape la plus coûteuse de l’algorithme 11.7 est la résolution du système li-
néaire A2E2 5 R2 à l’échelle grossière ; ce coût reste inférieur à celui de lac ©
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11 • Solveurs itératifs 11.3 Méthodes multi-échelles

Algorithme 11.7 Algorithme itératif à deux échelles

choisir U 0
1 ∈ RN1 et poser R0

1 5 F1 −A1U 0
1

choisir une tolérance tol
poser k 5 0
while ‖Rk

1‖N1 > tol do
======n1 pas de relaxation à l’échelle fine
poser U k,0

1 5 U k
1

for m ∈ {1, . . . , n1} do
U k,m

1 5 T1U k,m−1
1 1 G1

end for
======correction à l’échelle grossière
R2 5 P1→2(F1 −A1U k,n1

1 )
résoudre le système linéaire A2E2 5 R2

U k11
1 5 U k,n1

1 1 P2→1E2

end while

Ker(P1→2A1)

ZBF

Im(P2→1)

ZHF E0
1

E0,n1
1

E1
1

Figure 11.5 – Illustration du déroulement de l’algorithme 11.7.

résolution du système linéaire (11.84) à l’échelle fine puisque N2 < N1. Tou-
tefois, ce coût reste encore relativement élevé et l’algorithme 11.7 ne prend
toute son efficacité que lorsqu’il est mis en œuvre sur une hiérarchie de pro-
blèmes.

Étant donné un entier M > 0 et une famille d’entiers {N1, . . . , NM} telle
que N1 > . . . > NM , on considère une famille d’opérateurs de restriction
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associés à des matrices {Pm→m11}1�m�M−1 et une famille d’opérateurs de
prolongement associés à des matrices {Pm11→m}1�m�M−1. On suppose que
pour tout m ∈ {1, . . . , M − 1}, les hypothèses formulées ci-dessus pour
le couple (P1→2, P2→1) sont valables pour le couple (Pm→m11, Pm11→m).
Étant donné une matrice A1 d’ordre N1 (qui correspond à la matrice obte-
nue par la méthode des éléments finis), on construit une famille de matrices
{Am}1�m�M en posant pour m ∈ {1, . . . , M − 1},

Am11 5 Pm→m11AmPm11→m. (11.104)

Algorithme 11.8 Correction d’erreur multi-échelles

=======Algorithme Multi−Echelles(m,Am, Fm, Xm)
Input : m ∈ {1, . . . , M}, Am ∈ RNm,Nm , Fm ∈ RNm et Xm ∈ RNm

if m < M then
Xm ← Relax(n, m,Am, Fm, Xm)
Fm11 ← Pm→m11(Fm −AmXm)
for p ∈ {1, . . . , pcycl} do

Ym11 ← Multi−Echelles(m 1 1,Am11, Fm11, 0)
end for
Xm ← Xm 1 Pm11→mYm11

else
résoudre le système linéaire AM XM 5 FM

end if
Output : Xm

L’algorithme 11.8 présente la méthode de correction multi-échelles. La nota-
tion

Xm ← Relax(n, m,Am, F ′
m, Xm), (11.105)

signifie qu’étant donné un entier n � 1, un entier m ∈ {1, . . . , M}, une ma-
trice Am d’ordre Nm et deux vecteurs F ′

m ∈ RNm et Xm ∈ RNm , on effectue n
pas d’une méthode de relaxation sur le système linéaire AmU ′

m 5 F ′
m en ini-

tialisant les itérations avec le vecteur Xm. À l’issue des itérations, le vecteur Xm

contient la solution approchée du système linéaire en question. On observera
que l’algorithme 11.8 est formulé de manière récursive. Le paramètre entierc ©
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11 • Solveurs itératifs 11.4 Compléments

1
2
3
4

Figure 11.6 – Déroulement de l’algorithme 11.8 dans le cas M 5 4 : V-cycle
(à gauche) et W-cycle (à droite) ; en ordonnée, l’indice m ∈ {1, 2, 3, 4}.

pcycl détermine la forme du cycle multi-échelles. En pratique, on considère
les valeurs pcycl 5 1, qui donne lieu au V-cycle, et pcycl 5 2, qui donne lieu
au W-cycle. La forme de ces cycles est illustrée sur la figure 11.6. À l’issue
du V-cycle ou du W-cycle, la norme du résidu sur l’échelle fine est évaluée et
un test de convergence est effectué. Les cycles se poursuivent jusqu’à ce que
la norme du résidu soit inférieure à un seuil de tolérance fixé par le numé-
ricien. L’algorithme 11.8 remplace donc le contenu de la boucle while dans
l’algorithme 11.7.

11.4 Compléments
• Méthode des directions alternées (ADI). La méthode ADI (de l’anglais,

Alternating Direction Iterative Method) est basée sur la décomposition

A 5 A1 1 A2. (11.106)

On suppose que la matrice A est définie positive, que les matrices A1 et
A2 sont positives et que l’une d’entre elles est définie positive. La termino-
logie adoptée provient du fait que les méthodes ADI ont été, à l’origine,
développées pour des matrices A issues de la discrétisation d’équations aux
dérivées partielles en dimension deux à l’aide de la méthode des différences
finies. La matrice A1 représente les contributions des dérivées selon la pre-
mière direction spatiale et la matrice A2 la contribution des dérivées selon
la deuxième direction spatiale.
Étant donné un vecteur initial U 0 ∈ RN , on génère deux suites de vecteurs,
(U k1 1

2 )k�0 et (U k)k�1, de la manière suivante :

g(U k1 1
2 −U k) 1 A1U k1 1

2 5 F −A2U k, (11.107)

g(U k11 −U k1 1
2 ) 1 A2U k11 5 A2U k 1 rg(U k1 1

2 −U k). (11.108)
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La méthode ADI fait intervenir deux paramètres réels, g et r. On suppose
que g > 0 et que r fi −1. Pour r 5 0, on obtient le schéma de Douglas–
Rachford et pour r 5 1, le schéma de Peaceman–Rachford. On observera
que les matrices (gIN 1 A1) et (gIN 1 A2) sont inversibles car définies
positives ; les suites (U k1 1

2 )k�0 et (U k)k�1 sont donc bien définies. De
plus, le schéma (11.107)–(11.108) est consistant avec le système linéaire
AU 5 F puisque si les suites (U k1 1

2 )k�0 et (U k)k�1 convergent vers des
limites notées V et W , respectivement, on déduit aisément de (11.107)–
(11.108) que V 5 W 5 A−1F 5 U .
Le schéma (11.107)–(11.108) rentre dans la catégorie des méthodes de
relaxation étudiées dans la section 11.1. En effet, en éliminant U k1 1

2

dans (11.107)–(11.108), on montre facilement que U k11 se déduit de U k

à l’aide d’une relation de la forme (11.3) avec la matrice d’itération

T 5 (gIN 1 A2)−1(gIN 1 A1)−1(g2IN − rgA 1 A1A2). (11.109)

Pour le schéma de Peaceman–Rachford, on peut montrer assez simplement
que r(T ) < 1 ; voir, par exemple, Quarteroni et Valli [61, p. 38].

• La méthode Bi-CGStab. La méthode Bi-CGStab (de l’anglais, Bi-
Conjugate Gradient Stabilized Method) a été proposée par van der Vorst
en 1992 [74]. Cette méthode offre une alternative intéressante à la
méthode GMRes pour la résolution itérative des systèmes linéaires dont
la matrice n’est pas symétrique (ni définie positive). Contrairement à la
méthode GMRes qui assure une propriété d’optimalité de l’itérée U k sur
un sous-espace affine de dimension k mais au prix d’une augmentation
linéaire du coût des calculs au fil des itérations, la méthode Bi-CGStab
renonce à garantir une propriété d’optimalité mais propose des récurrences
d’ordre 1. La méthode Bi-CGStab est présentée dans l’algorithme 11.9.
On constate que le coût par itération est de deux produits matrice–vecteur

et de quatre produits scalaires (pour R
0

5 R0). Lorsque la matrice A est
creuse, le coût par itération est donc proportionnel à N . En raison de l’ab-
sence de propriété d’optimalité, il n’est pas certain que l’algorithme 11.9
converge (on peut facilement construire des contre-exemples). L’expérience
montre qu’en pratique, les méthodes Bi-CGStab et GMRes se comportent
de manière comparable lorsqu’elles sont appliquées à la résolution itérativec ©
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11 • Solveurs itératifs 11.4 Compléments

de grands systèmes linéaires provenant de l’approximation par éléments
finis de problèmes modèles.

Algorithme 11.9 Méthode Bi-CGStab

choisir U 0 ∈ RN , poser R0 5 F −AU 0 et P0 5 R0

choisir R
0 ∈ RN (par exemple, R

0
5 R0)

choisir une tolérance tol
poser k 5 0
while ‖Rk‖N > tol do

calculer le vecteur Z k 5 APk

ak 5 (Rk, R
0
)N /(Z k, R

0
)N

Sk 5 Rk − akZ k

calculer le vecteur T k 5 ASk

vk 5 (T k, Sk)N /(T k, T k)N

U k11 5 U k 1 akPk 1 vkSk

Rk11 5 Sk − vkT k

bk 5 (ak/vk) 3 (Rk11, R
0
)N /(Rk, R

0
)N

Pk11 5 Rk11 1 bk(Pk − vkZ k)
k← k 1 1

end while

• Autres solveurs itératifs. Les dernières décennies ont connu un dé-
veloppement très important des solveurs itératifs et des techniques
de préconditionnement pour les grands systèmes linéaires creux, tels
ceux issus de la méthode des éléments finis. Une liste relativement
exhaustive des solveurs disponibles sur Internet se trouve à l’adresse
suivante : http://www.netlib.org/utk/people/JackDongarra/

la-sw.html

Un autre axe de recherches qui a connu un développement considérable
est celui de l’implémentation de solveurs itératifs et de préconditionneurs
sur des ordinateurs à architecture parallèle. La parallélisation d’un logiciel
d’éléments finis pouvant être assez technique, des équipes de recherche ont
développé des outils de parallélisation qui peuvent être utilisés en boîte
noire.
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Parmi les exemples de librairies disponibles sur Internet, on peut citer la
librairie Aztec

http://www.cs.sandia.gov/CRF/aztec1.html

et la boîte à outils PETSc
http://www-unix.mcs.anl.gov/petsc/petsc-2/
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12 • PROGRAMMER
LES ÉLÉMENTS FINIS

L’objectif de ce chapitre est de fournir quelques éléments relatifs à l’implémen-
tation de la méthode des éléments finis afin que le lecteur puisse se familiariser
avec l’organisation générale d’un logiciel d’éléments finis. Il s’agit d’une part
de présenter les structures de données relatives au maillage et aux quadratures
et d’autre part de décrire brièvement les opérations relatives à l’assemblage et
au stockage de la matrice de rigidité. Enfin, on présente le fonctionnement
général d’un mailleur et quelques techniques permettant d’implémenter les
conditions aux limites de Dirichlet non-homogènes.

12.1 Structure de données pour
le maillage

Un maillage Th est un nuage de points qui sont numérotés et connectés entre
eux. On rappelle que ces points, appelés nœuds géométriques, sont générés à

partir d’un élément fini géométrique de référence {K̂ , P̂géo, Ŝgéo} ; voir la sec-

tion 3.3.1. On suppose que {K̂ , P̂géo, Ŝgéo} est un élément fini de Lagrange.
On désigne par {ĝ1, . . . , ĝngéo} les nœuds de K̂ , où ngéo est le nombre de
nœuds, et par {ĉ1, . . . , ĉngéo} les fonctions de forme de l’élément fini géo-
métrique.
On désigne par Ngéo le nombre de nœuds géométriques dans le maillage.
Par exemple, Ngéo 5 Nso si l’élément fini géométrique de référence est de
degré 1. Les nœuds géométriques sont numérotés de 1 à Ngéo ; cette numé-
rotation est dite globale car elle concerne l’ensemble des nœuds géométriques
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éléments finis

12.1 Structure de données
pour le maillage

indépendamment des cellules du maillage auxquelles ils appartiennent. Les
nœuds géométriques sont identifiés par leurs coordonnées ; celles-ci sont sto-
ckées dans un tableau de taille d 3 Ngéo où d est la dimension d’espace. Ce
tableau est noté

coord(1: d , 1: Ngéo). (12.1)

Pour k ∈ {1, . . . , d} et n ∈ {1, . . . , Ngéo}, coord(k, n) est la k-ième coor-
donnée du n-ième nœud géométrique.
Les nœuds géométriques sont regroupés en éléments (ou mailles) par le biais
d’un tableau de connectivité géométrique. On désigne par Nma le nombre
de mailles. Les mailles sont numérotées de 1 à Nma ; cette numérotation est
globale. On rappelle qu’une maille K ∈ Th est l’image de K̂ par une transfor-
mation géométrique TK : K̂ → K . L’image par TK des nœuds géométriques
de K̂ définit localement les nœuds géométriques dans K . La numérotation
des nœuds dans K est celle induite par la numérotation dans K̂ . Cette nu-
mérotation est locale car elle concerne uniquement une maille. Le tableau de
connectivité géométrique est de taille ngéo 3 Nma et est noté

connect_géo(1:ngéo, 1: Nma). (12.2)

Pour n ∈ {1, . . . , ngéo} et m ∈ {1, . . . , Nma}, connect_géo(n, m) est le nu-
méro global du n-ième nœud local dans la m-ième maille. La figure 12.1
présente un exemple de numérotation locale et de numérotation globale des
nœuds dans un maillage composé de triangles et où chaque triangle contient
trois nœuds géométriques (ngéo 5 3) qui sont ses trois sommets. Trois mailles,
de numéros 67, 148 et 472, sont représentées sur la figure. Le tableau de
connectivité géométrique prend les valeurs suivantes :

connect_géo(1, 67) 5 13, connect_géo(1, 148) 5 77, connect_géo(1, 472) 5 250,

connect_géo(2, 67) 5 37, connect_géo(2, 148) 5 53, connect_géo(2, 472) 5 37,

connect_géo(3, 67) 5 53, connect_géo(3, 148) 5 37, connect_géo(3, 472) 5 13.

Dans certaines situations, il est commode de pouvoir identifier les éléments
qui partagent une face avec une maille donnée. Pour cela, on introduit un
tableau de voisinage. Par exemple, dans un maillage composé de simplexes,
chaque maille partage une face avec au plus (d 1 1) mailles voisines (ce
nombre est effectivement égal à (d 1 1) si la maille en question ne contient
pas de face située sur le bord). On numérote les voisins localement. Une façonc ©
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numéro global du triangle

250
�3

67

Figure 12.1 – Numérotations locale et globale des nœuds dans un maillage
composé de triangles.

simple de procéder lorsque chaque simplexe contient (d 1 1) nœuds géomé-
triques qui sont ses (d 1 1) sommets, consiste à affecter à chaque voisin le
numéro local du sommet opposé à la face en commun. Le tableau de voisinage
est de taille (d 1 1) 3 Nma et est noté

vois(1: d11, 1: Nma). (12.3)

Pour n ∈ {1, . . . , d 1 1} et m ∈ {1, . . . , Nma}, vois(n, m) est le numéro
global du n-ième voisin de la m-ième maille. Si la face opposée au n-ième
nœud de cette maille est située sur le bord du domaine, on peut poser conven-
tionnellement vois(n, m) 5 0. La figure 12.2 présente un exemple de numé-
rotation locale et de numérotation globale des voisins d’un triangle. Le tableau
de voisinage prend les valeurs suivantes :

vois(1, 326) 5 450, vois(2, 326) 5 128, vois(3, 326) 5 29.

Afin de pouvoir imposer des conditions aux limites, il est commode de dis-
poser d’un tableau de connectivité à la frontière. Si l’intersection d’une maille
avec la frontière du domaine est une variété de dimension (d − 1), cette in-
tersection est appelée une face de frontière. Les faces de frontière sont numé-
rotées de 1 à N ∂

fa . Pour simplifier, on suppose que l’élément fini géométrique
de référence a été choisi de sorte que le nombre de nœuds sur chaque face de
K̂ est le même ; on note n∂

géo ce nombre. Par conséquent, toutes les faces de
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Figure 12.2 – Voisinage du triangle de numéro 326.

frontière contiennent n∂
géo nœuds. Le tableau de connectivité à la frontière est

de taille n∂
géo 3 N ∂

fa et est noté

connect_g_front(1:n∂
géo, 1: N ∂

fa ). (12.4)

Pour n ∈ {1, . . . , n∂
géo} et pour m ∈ {1, . . . , N ∂

fa }, connect_g_front(n, m)
est l’indice global du n-ième nœud local dans la m-ième face de frontière.
Dans certaines situations, on souhaite imposer plusieurs types de conditions
aux limites. La frontière du domaine est donc partitionnée en I∂V compo-

santes sous la forme ∂V 5
⋃I∂V

i51 ∂Vi et une condition aux limites fixée (par
exemple, de type Dirichlet, Neumann ou Robin) est imposée sur chaque ∂Vi.
Afin de repérer le type de condition aux limites que l’on souhaite imposer, on
peut introduire un tableau de taille N ∂

fa noté

i_cond_lim(1: N ∂
fa ). (12.5)

Pour m ∈ {1, . . . , N ∂
fa }, i_cond_lim(m) indique le type de condition aux

limites qui est imposée sur la m-ième face de frontière.
Enfin, certains problèmes font intervenir une décomposition du domaine en

I V composantes sous la forme V 5
⋃IV

i51 Vi. Sur chaque sous-domaine, cer-
tains paramètres du modèle peuvent prendre des valeurs différentes ; on peut
également considérer des modèles différents par sous-domaine. Afin d’identi-
fier quelle est la valeur du paramètre ou quel modèle doit être considéré surc ©
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chaque maille, on peut introduire un tableau de taille Nma noté

i_dom(1: Nma). (12.6)

Pour m ∈ {1, . . . , Nma}, i_dom(m) indique la valeur du paramètre ou le mo-
dèle qui doit être considéré sur la m-ième maille.

12.2 Structure de données pour
les quadratures

L’utilisation de quadratures est pratiquement incontournable dans la méthode
des éléments finis puisque la solution discrète s’obtient en résolvant un sys-
tème linéaire dont la matrice et le membre de droite s’évaluent à partir d’inté-
grales. Le principe général des quadratures est décrit dans le chapitre 9. Dans le
cadre de la méthode des éléments finis, on rappelle qu’on choisit d’abord une
quadrature sur l’élément de référence K̂ , c’est-à-dire un ensemble de points
de Gauß {ĵ1, . . . , ĵlq} et de poids associés {v̂1, . . . , v̂lq}, puis on génère une
quadrature sur un maille K ∈ Th par l’intermédiaire de la transformation
géométrique TK ; voir les formules (9.5) et (9.6).

On rappelle que {ĉ1, . . . , ĉngéo} désignent les fonctions de forme de l’élément

fini géométrique {K̂ , P̂géo, Ŝgéo}. On stocke les valeurs des fonctions de forme
aux points de Gauß {ĵ1, . . . , ĵlq} dans un tableau de taille ngéo 3 lq noté

psi(1:ngéo, 1: lq). (12.7)

Pour n ∈ {1, . . . , ngéo} et l ∈ {1, . . . , lq}, on a

psi(n, l) 5 ĉn(ĵl ). (12.8)

De même, on stocke les valeurs des dérivées des fonctions de forme aux points
de Gauß dans un tableau de taille d 3 ngéo 3 lq noté

dpsi_dx(1: d , 1:ngéo, 1: lq). (12.9)

Pour k ∈ {1, . . . , d}, n ∈ {1, . . . , ngéo} et l ∈ {1, . . . , lq}, on a

dpsi_dx(k, n, l) 5
∂ĉn

∂x̂k
(ĵl ). (12.10)
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Lorsque le maillage est affine, les dérivées des fonctions de forme sont
constantes sur K̂ et ne dépendent donc pas du point de Gauß considéré. Par
conséquent, la taille du tableau dpsi_dx peut être réduite à d 3 ngéo.

Pour k ∈ {1, . . . , d}, l ∈ {1, . . . , lq} et m ∈ {1, . . . , Nma}, on déduit
de (3.23) et (9.6) que la k-ième coordonnée du l-ième point de Gauß dans la
m-ième maille s’écrit sous la forme

(
jKm,l

)
k 5

ngéo∑
n51

coord(k, connect_géo(n, m)) psi(n, l). (12.11)

Cette formule permet de positionner les points de Gauß {jK ,1, . . . , jK ,lq}
définis en (9.6). Par ailleurs, on stocke les valeurs des poids {vK ,1, . . . , vK ,lq}
définis en (9.5) dans un tableau de taille lq 3 Nma noté

poids(1: lq, 1: Nma). (12.12)

Pour l ∈ {1, . . . , lq} et m ∈ {1, . . . , Nma}, poids(l , m) est le poids du l-ième
point de Gauß dans la m-ième maille. On a

poids(l , m) 5 v̂l det
(
JKm (ĵl )

)
, (12.13)

où JKm ∈ Rd,d est la matrice jacobienne de la transformation géométrique TKm

associée à la m-ième maille. Les coefficients de la matrice jacobienne s’évaluent
sous la forme suivante :(

JKm (ĵl )
)

k1,k2

5

ngéo∑
n51

coord(k1, connect_géo(n, m)) dpsi_dx(k2, n, l).

(12.14)
Lorsque le maillage est affine, la matrice JKm est constante sur K̂ et ne dé-
pend donc pas du point de Gauß considéré. Son déterminant est égal au rap-
port de la mesure de Km sur celle de K̂ . Afin de réduire la taille des tableaux
à stocker, on peut ne pas stocker le tableau poids mais réévaluer les poids
{vK ,1, . . . , vK ,lq} à partir de la formule (9.5) chaque fois que cela s’avère
nécessaire.

On considère maintenant un espace d’approximation Vh construit à partir

du maillage Th et d’un élément fini de référence {K̂ , P̂, Ŝ}. On désigne parc ©
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{û1, . . . , ûnf} les fonctions de forme de l’élément fini {K̂ , P̂, Ŝ}, où nf dé-
signe le nombre de degrés de liberté de l’élément fini de référence. Il est com-
mode de stocker les valeurs des fonctions {û1, . . . , ûnf} aux points de Gauß
{ĵ1, . . . , ĵlq} dans un tableau de taille nf 3 lq noté

theta(1: nf, 1: lq). (12.15)

Pour n ∈ {1, . . . , nf} et l ∈ {1, . . . , lq}, on a

theta(n, l) 5 ûn(ĵl ). (12.16)

De même, on stocke les valeurs des dérivées de ces fonctions de forme aux
points de Gauß dans un tableau de taille d 3 nf 3 lq noté

dtheta_dx(1: d , 1: nf, 1: lq). (12.17)

Pour k ∈ {1, . . . , d}, n ∈ {1, . . . , nf} et l ∈ {1, . . . , lq}, on a

dtheta_dx(k, n, l) 5
∂ûn

∂x̂k
(ĵl ). (12.18)

On s’intéresse maintenant aux fonctions de forme dans Vh et à leurs dérivées.
On désigne par N le nombre de fonctions de forme dans Vh (N est égal
à la dimension de Vh). Les fonctions de forme sont numérotées de 1 à N
et notées {w1, . . . , wN} ; cette numérotation est globale. La restriction d’une
fonction de forme dans Vh à une maille K ∈ Th est, par construction, une
des fonctions de forme {uK ,1, . . . , uK ,nf}. On suppose que ces fonctions sont
générées à partir des fonctions de forme de l’élément fini de référence selon la
formule

uK ,n 5 ûn ◦ T−1
K , n ∈ {1, . . . , nf}. (12.19)

Afin de faire le lien entre fonctions de forme sur K et les fonctions de forme
dans Vh, on introduit un tableau de taille nf 3 Nma, appelé tableau de connec-
tivité des fonctions de forme et noté

connect_forme(1: nf, 1: Nma). (12.20)

Pour n ∈ {1, . . . , nf} et m ∈ {1, . . . , Nma}, connect_forme(n, m) est le
numéro de la fonction de forme dans Vh dont la restriction à la m-ième maille
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est la n-ième fonction de forme sur cette maille. On a donc

∀x ∈ Km, wconnect_forme(n,m)(x) 5 ûn ◦ T−1
Km

(x), (12.21)

si bien que pour l ∈ {1, . . . , lq}, on obtient

wconnect_forme(n,m)(jKm,l ) 5 theta(n, l). (12.22)

Afin d’évaluer les dérivées des fonctions de forme dans Vh, on utilise la for-
mule (12.19) et la règle de la dérivation composée. Pour k1 ∈ {1, . . . , d}, on
obtient

∂wconnect_forme(n,m)

∂xk1

(jKm,l ) 5
∂ûn ◦ T−1

Km

∂xk1

(jKm,l )

5
d∑

k251

∂ûn

∂x̂k2

(ĵl )
([

JKm (ĵl )
]−1
)

k2,k1

.

(12.23)

Une première stratégie consiste à stocker ces dérivées dans un tableau de taille
d 3 nf 3 lq 3 Nma noté

dphi_dx(1: d , 1: nf, 1: lq, 1: Nma). (12.24)

Pour k ∈ {1, . . . , d}, n ∈ {1, . . . , nf}, l ∈ {1, . . . , lq} et m ∈ {1, . . . , Nma},
on a

dphi_dx(k, n, l , m) 5
∂wconnect_forme(n,m)

∂xk
(jKm,l ). (12.25)

La taille du tableau dphi_dx pouvant être très grande, on peut concevoir des
stratégies alternatives qui allégent les besoins en place mémoire au prix d’une
(légère) augmentation du coût des calculs. Par exemple, lorsque la transforma-
tion TKm est affine (ce qui est souvent le cas pour des transformations subpara-
métriques), la matrice jacobienne JKm est constante sur Km et ne dépend donc
pas du point de Gauß considéré. Dans ce cas, on peut opter pour la stratégie
suivante : on stocke l’inverse de la matrice jacobienne dans un tableau de taille
d 3 d 3 Nma noté

inv_jac(1: d , 1: d , 1: Nma), (12.26)

tel que pour k1, k2 ∈ {1, . . . , d} et m ∈ {1, . . . , Nma}, on a

inv_jac(k1, k2, m) 5
([

JKm

]−1
)

k1,k2

, (12.27)c ©
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puis, chaque fois que l’on a besoin des dérivées des fonctions de forme dans
Vh, on effectue les opérations suivantes :

∂wconnect_forme(n,m)

∂xk1

(jKm,l ) 5
d∑

k251

dtheta_dx(k2, n, l) inv_jac(k2, k1, m).

(12.28)
On observera que le rapport entre la taille des tableaux dphi_dx et inv_jac

est de nflq
d . On peut pousser la stratégie encore plus loin en ne stockant pas le

tableau inv_jac, mais en en recalculant ses composantes chaque fois que cela
s’avère nécessaire.

12.3 Assemblage
L’assemblage désigne l’ensemble des opérations réalisées dans un logiciel d’élé-
ments finis afin d’évaluer les coefficients de la matrice et du membre de droite
dans le système linéaire AU 5 F .

On reprend les notations de la section 9.3.1 ; on suppose notamment que la
forme bilinéaire ah intervenant dans le problème discret (9.23) s’écrit sous la
forme

ah(uh, wh) 5

∫
V

Ah(x, uh, wh) dx, (12.29)

où Ah : V 3 Vh 3 Wh → R est un opérateur qui dépend du problème
modèle. Pour simplifier, on suppose que l’espace solution Vh et l’espace
test discret Wh dans (9.23) sont les mêmes. Pour i, j ∈ {1, . . . , N} où
N 5 dim(Vh) 5 dim(Wh), on a donc

Aij 5 ah(wj, wi) 5

∫
V

Ah(x, wj, wi) dx, (12.30)

où {w1, . . . , wN} sont les fonctions de forme dans Vh. Les coefficients Aij

s’évaluent par des quadratures selon la méthode décrite dans la section 9.1.
L’algorithme 12.1 décrit l’assemblage de la matrice A. On observera que la
boucle principale s’effectue sur les mailles et non sur les nœuds. Le tableau de
connectivité des fonctions de forme, connect_forme, permet de positionner
la contribution de chaque maille au sein de la matrice A.
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Algorithme 12.1 Assemblage de la matrice A
A 5 0
======Boucle sur les mailles
for m ∈ {1, . . . , Nma} do

======Boucle sur les points de Gauß
for l ∈ {1, . . . , lq} do

======Boucles sur les fonctions de forme
for ni ∈ {1, . . . , nf} do; i 5 connect_forme(ni, m)

for nj ∈ {1, . . . , nf} do; j 5 connect_forme(nj, m)
======Accumuler
Aij 5 Aij 1 poids(l , m) ∗ Ah(jKm,l , theta(nj, l), theta(ni, l))

end for
end for

end for
end for

Lorsque la matrice A est de très grande taille, le temps d’exécution de l’al-
gorithme 12.1 peut être pénalisé par des accès mémoire trop fréquents aux
coefficients de la matrice A. On préfère alors introduire un tableau tempo-
raire de taille nf 3 nf noté

temp(1: nf, 1: nf), (12.31)

et procéder à l’accumulation des contributions

poids(l , m) ∗ Ah(jlKm , theta(nj, l), theta(ni, l))

dans temp(ni, nj). La mise à jour de la matrice A se fait à l’extérieur de la
boucle en l (sur les points de Gauß). Ces opérations sont décrites dans l’algo-
rithme 12.2.
Afin de préciser quelques détails d’implémentation, on considère l’exemple
d’un problème d’advection–diffusion–réaction pour lequel

Ah(x, wj, wi) 5 ∇wi·s·∇wj 1 wi(b·∇wj) 1 mwiwj, (12.32)

où s, b et m sont des fonctions données à valeurs dans Rd,d , Rd et R, respec-
tivement. L’assemblage de la matrice A est présenté dans l’algorithme 12.3.c ©
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Algorithme 12.2 Assemblage de la matrice A (variante)

A 5 0
======Boucle sur les mailles
for m ∈ {1, . . . , Nma} do

temp 5 0
======Boucle sur les points de Gauß
for l ∈ {1, . . . , lq} do

======Boucles sur les fonctions de forme
for ni ∈ {1, . . . , nf} do

for nj ∈ {1, . . . , nf} do
======Stocker provisoirement
temp(ni, nj) 5 temp(ni, nj)

1 poids(l , m) ∗ Ah(jKm,l , theta(nj, l), theta(ni, l))
end for

end for
end for
======Boucles sur les fonctions de forme
for ni ∈ {1, . . . , nf} do; i 5 connect_forme(ni, m)

for nj ∈ {1, . . . , nf} do; j 5 connect_forme(nj, m)
======Accumuler
Aij 5 Aij 1 temp(ni, nj)

end for
end for

end for

On observera l’utilisation du tableau de connectivité géométrique et de ce-
lui de connectivité des fonctions de forme. À nouveau, on peut considérer la
variante inspirée de l’algorithme 12.2 afin de réduire les accès mémoire.

L’assemblage du membre de droite procède de manière analogue. Par
exemple, lorsque le membre de droite dans (9.23) s’écrit sous la forme

fh(wh) 5

∫
V

Fh(x, wh) dx, (12.33)

où Fh : V 3 Vh → R est un opérateur qui dépend des données du problème,
l’assemblage du vecteur F peut se faire selon l’algorithme 12.4. Lorsque le
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Algorithme 12.3 Assemblage de la matrice A pour un problème
d’advection–diffusion–réaction
A 5 0
======Boucle sur les mailles
for m ∈ {1, . . . , Nma} do

======Boucle sur les points de Gauß
for l ∈ {1, . . . , lq} do

======Évaluer les coordonnées cartésiennes du point de Gauß jKm,l

for k ∈ {1, . . . , d} do

xi_l(k) 5

ngéo∑
n51

coord(k, connect_géo(n, m)) ∗ psi(n, l)

end for
======Boucles sur les fonctions de forme
for ni ∈ {1, . . . , nf} do; i 5 connect_forme(ni, m)

for nj ∈ {1, . . . , nf} do; j 5 connect_forme(nj, m)
======Évaluer ∇wi·s·∇wj

x1 5
d∑

k1,k251

dphi_dx(k1, ni, l , m)∗sk1,k2 (xi_l)∗ dphi_dx(k2, nj, l , m)

======Évaluer wi(b·∇wj)

x2 5 theta(ni, l)
d∑

k151

bk1 (xi_l) ∗ dphi_dx(k1, nj, l , m)

======Évaluer mwiwj

x3 5 m(xi_l) ∗ theta(ni, l) ∗ theta(nj, l)
======Accumuler
Aij 5 Aij 1 [x1 1 x2 1 x3] ∗ poids(l , m)

end for
end for

end for
end for
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problème modèle fait intervenir des conditions de Neumann non-homogènes,
le membre de droite dans (9.23) contient également une intégrale surfacique.
Celle-ci est évaluée grâce à des quadratures surfaciques ; voir la section 9.1.
Dans ces conditions, l’algorithme 12.4 est complété, après la boucle sur les
éléments du maillage, par une boucle sur les faces de frontière où la condition
de Neumann non-homogène est imposée. On utilise pour cela les tableaux
connect_g_front et i_cond_lim définis dans la section 12.1.

Algorithme 12.4 Assemblage du membre de droite F

F 5 0
======Boucle sur les mailles
for m ∈ {1, . . . , Nma} do

======Boucle sur les points de Gauß
for l ∈ {1, . . . , lq} do

======Boucle sur les fonctions de forme
for ni ∈ {1, . . . , nf} do; i 5 connect_forme(ni, m)

======Accumuler
Fi 5 Fi 1 poids(l , m) ∗ Fh(jKm,l , theta(ni, l))

end for
end for

end for

12.4 Stockage
Les matrices issues de la méthode des éléments finis étant creuses, on réalise
des économies substantielles de place mémoire en ne stockant que les coeffi-
cients non-nuls de ces matrices. Cette section présente deux formats de com-
pression des matrices creuses, le format CSR (ou sa variante CSC) et le format
Ellpack–Itpack.

12.4.1 Format CSR

Le format de compression CSR (de l’anglais, Compressed Sparse Row) est
un des formats les plus couramment utilisés pour le stockage des matrices
d’éléments finis. Le format CSC (de l’anglais, Compressed Sparse Column)
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est analogue, les rôles joués par les lignes et les colonnes de la matrice étant
simplement échangés.

On considère une matriceA ∈ RN ,N (le format CSR peut également être uti-
lisé pour compresser des matrices rectangulaires). Le format de compression
CSR est basé sur l’utilisation de trois tableaux

ia(1: N11), ja(1:nnz) et aa(1:nnz), (12.34)

où nnz est le nombre d’éléments non-nuls dans la matrice A. Ces tableaux
sont définis de la manière suivante.

(i) Le tableau ia, à valeurs entières, stocke le nombre d’éléments non-nuls
sur chaque ligne de A. On pose ia(1) 5 1 et pour i ∈ {1, . . . , N},
ia(i 1 1) − ia(i) est égal au nombre d’éléments non-nuls dans la i-
ième ligne de A. Clairement, on a nnz 5 ia(N 1 1)− ia(1).

(ii) Le tableau ja, à valeurs entières, contient les numéros de colonne des
éléments non-nuls de A. Pour i ∈ {1, . . . , N}, la liste

(ja(p))ia(i)�p�ia(i11)−1, (12.35)

contient les numéros de colonne des éléments non-nuls de la i-ième
ligne de A. En général, on choisit d’ordonner le tableau ja de sorte
que pour une ligne fixée, les numéros de colonne sont classés par ordre
croissant.

(iii) Le tableau aa contient les valeurs des coefficients non-nuls de A. Pour
i ∈ {1, . . . , N}, la liste

(aa(p))ia(i)�p�ia(i11)−1, (12.36)

contient les valeurs des coefficients non-nuls de A situés sur la i-ième
ligne. L’ordre des colonnes utilisé pour les tableaux ja et aa est le même
si bien que pour i ∈ {1, . . . , N} et pour p ∈ {ia(i), . . . , ia(i 1 1)−1},
on a

aa(p) 5 Ai,ja(p). (12.37)c ©
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À titre d’exemple, on considère la matrice A d’ordre 5 telle que

A 5

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1. 0. 0. 0. 2.
3. 4. 0. 5. 0.
6. 0. 7. 8. 9.
0. 0. 10. 11. 0.
0. 0. 0. 0. 12.

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (12.38)

La compression au format CSR de cette matrice conduit aux trois tableaux
suivants :

ia = 1 3 6 10 12 13

ja = 1 5 1 2 4 1 3 4 5 3 4 5

aa = 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12.

Lors de l’assemblage de la matrice A, on réalise plusieurs fois l’opération sui-
vante : étant donné deux indices i, j ∈ {1, . . . , N}, tels que Aij fi 0, et une
valeur val, rajouter val à Aij . Lorsque la matrice A est compressée selon le
format CSR, cette opération peut s’implémenter selon l’algorithme 12.5. En-
fin, dans le cadre de la résolution itérative du système linéaire AU 5 F , on
est amené à effectuer plusieurs fois des produits matrice–vecteur de la forme
AX où X est un vecteur donné dans RN . Cette opération peut s’implémenter
selon l’algorithme 12.6.

Algorithme 12.5 Mise à jour de Aij fi 0 en format CSR

Input : i, j ∈ {1, . . . , N} et val ∈ R
for p ∈ {ia(i), . . . , ia(i 1 1)− 1} do

if ja(p) 5 j then
aa(p) 5 aa(p) 1 val ; Fin boucle en p

end if
end for
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Algorithme 12.6 Produit matrice–vecteur Y 5 AX en format CSR

Input : X
for i ∈ {1 . . . , N} do

Yi 5 0
for p ∈ {ia(i), . . . , ia(i 1 1)− 1} do

Yi 5 Yi 1 aa(p) ∗ Xja(p)

end for
end for

12.4.2 Format Ellpack–Itpack

Le format de compression CSR présente certains défauts, notamment pour
une mise en œuvre sur des ordinateurs à architecture parallèle ou à accélération
vectorielle. Les difficultés proviennent d’une part du fait que les lignes de la
matrice compressée n’ont pas toutes la même longueur et d’autre part du fait
que l’indice du premier coefficient non-nul de chaque ligne doit être recalculé
chaque fois que de besoin.
Le format de compression Ellpack–Itpack permet de lever partiellement ces
difficultés au prix d’une (légère) augmentation de la place mémoire nécessaire
au stockage de la matrice compressée. Pour i ∈ {1, . . . , N}, Nmax(i) désigne
le nombre d’éléments non-nuls dans la i-ième ligne de la matrice A. On pose

Nmax 5 max
1�i�N

Nmax(i). (12.39)

Le format de compression Ellpack–Itpack est basé sur l’utilisation de deux
tableaux

aa(1: N , 1: Nmax) et ja(1: N , 1: Nmax). (12.40)

Ces tableaux sont définis de la manière suivante.

(i) Le tableau aa stocke les valeurs des coefficients non-nuls de A. Pour
i ∈ {1, . . . , N}, la liste

(aa(i, p))1�p�Nmax(i), (12.41)

contient les valeurs des coefficients non-nuls de A situés sur la i-
ième ligne. Par convention, ces coefficients sont ordonnés de sortec ©
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que les numéros de colonne sont classés par ordre croissant. Si
Nmax(i) < Nmax, on pose conventionnellement aa(i, p) 5 0 pour
p ∈ {Nmax(i) 1 1, . . . , Nmax}.

(ii) Le tableau ja, à valeurs entières, contient les numéros de colonne des
éléments non-nuls de A. Pour i ∈ {1, . . . , N}, la liste

(ja(i, p))1�p�Nmax(i), (12.42)

contient les numéros de colonne des coefficients non-nuls de A situés
sur la i-ième ligne. Si Nmax(i) < Nmax, on pose conventionnellement
ja(i, p) 5 ja(i, Nmax(i)) pour p ∈ {Nmax(i) 1 1, . . . , Nmax}.

À titre d’exemple, pour la matrice d’ordre 5 définie en (12.38), le format de
compression Ellpack–Itpack conduit aux tableaux suivants :

aa 5

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1. 2. 0. 0.
3. 4. 5. 0.
6. 7. 8. 9.

10. 11. 0. 0.
12. 0. 0. 0.

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ et ja 5

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 5 5 5
1 2 4 4
1 3 4 5
3 4 4 4
5 5 5 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (12.43)

Enfin, l’algorithme 12.7 décrit la mise à jour d’un coefficient Aij fi 0 en for-
mat Ellpack–Itpack et l’algorithme 12.8 décrit l’implémentation du produit
matrice–vecteur dans ce même format. On observera que le fait d’avoir mis à
zéro les coefficients aa(i, p) pour p ∈ {Nmax(i) 1 1, . . . , Nmax} permet de ne
pas effectuer de test dans la boucle en p.

Algorithme 12.7 Mise à jour de Aij fi 0 en format Ellpack–Itpack

Input : i, j ∈ {1, . . . , N} et val ∈ R
for p ∈ {1, . . . , Nmax} do

if ja(i, p) 5 j then
aa(i, p) 5 aa(i, p) 1 val ; Fin boucle en p

end if
end for
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Algorithme 12.8 Produit matrice–vecteur Y 5 AX en format Ellpack–
Itpack

Input : X
for i ∈ {1, . . . , N} do

Yi 5 0
for p ∈ {1, . . . , Nmax} do

Yi 5 Yi 1 aa(i, p) ∗ Xja(i,p)

end for
end for

12.5 Mailleurs

Un mailleur est un logiciel permettant de mailler un domaine V de R2 ou de
R3, c’est-à-dire de générer les différents tableaux décrits dans la section 12.1.
Pour simplifier, on se place en deux dimensions d’espace ; pour une descrip-
tion plus générale, on renvoie à George et Borouchaki [44] ou à Frey et
George [41].

Afin de décrire le principe général du fonctionnement d’un mailleur, on part
des observations suivantes.

(i) Un domaine V est entièrement déterminé par sa frontière ∂V, qui est
une variété de dimension 1.

(ii) La frontière est décomposée en ses composantes connexes et chaque
composante connexe est décomposée en lacets élémentaires. Chaque lacet
élémentaire est une variété de dimension 1 qui est suffisamment régu-
lière, en général de classe C1 au moins. Par exemple, les lacets élémen-
taires composant la frontière d’un carré sont ses quatre côtés. On pose
∂V 5

⋃E
e51 ∂Ve où ∂Ve désigne un des lacets élémentaires composant

la frontière et E le nombre total de lacets élémentaires. Chaque lacet élé-
mentaire est paramétré par une transformation ge : [0, 1] → ∂Ve. Les
sommets du lacet ∂Ve sont les deux points ge(0) et ge(1).

Un mailleur met en œuvre l’algorithme suivant.c ©
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(i) On construit un maillage de chaque lacet ∂Ve, e ∈ {1, . . . , E}, en
maillant l’intervalle [0, 1] et en transformant ce maillage par ge. On
choisit donc un maillage

⋃Ie−1
i50 [xe,i, xe,i11] de l’intervalle [0, 1] et on

obtient un maillage de ∂Ve en considérant
⋃Ie−1

i50 ge([xe,i, xe,i11]). La
partition

E⋃
e51

Ie−1⋃
i50

ge([xe,i, xe,i11]), (12.44)

constitue un maillage de ∂V qui est la trace du maillage de V qui doit
maintenant être généré.

(ii) On maille l’intérieur du domaine V en étendant le maillage de fron-
tière (12.44). Plusieurs techniques peuvent être utilisées pour réaliser
cette extension. Un exemple classique, permettant de générer des tri-
angulations dites de Delaunay, est l’algorithme de Bowyer–Watson où
le maillage de V est construit par induction en insérant des nouveaux
sommets et en modifiant les arêtes ; voir, par exemple, [38, p. 346].

Disposer d’un bon mailleur est un aspect important dans une mise en œuvre
robuste de la méthode des éléments finis. Les sites suivants :
http://www-users.informatik.rwth-aachen.de/ ˜ roberts/

software.html

et
http://www.andrew.cmu.edu/user/sowen/mesh.html

contiennent une liste de mailleurs disponibles (gratuitement ou non) sur In-
ternet et une bibliographie relativement exhaustive sur le sujet. Parmi les
mailleurs développés en France, on peut citer les exemples suivants.

(i) Les logiciels EMC2 (Éditeur de maillages et de contours en deux
dimensions), BAMG (de l’anglais, Bidimensional Anisotropic Mesh
Generator), GHS3D (mailleur tétraédrique commercialisé sous le nom
de TetMesh) sont développés à l’Inria au sein du projet Gamma (P.L.
George, H. Borouchaki, P. Frey, F. Hecht et collaborateurs). Le site Web
du projet Gamma se trouve à l’adresse suivante :

http://www-rocq1.inria.fr/gamma/eng.htm
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(ii) Le logiciel Mefisto est développé dans le laboratoire Jacques-Louis Lions
de l’Université Paris VI par A. Perronnet, P. Joly, C. Doursat et colla-
borateurs. Il contient un mailleur bidimensionnel et tridimensionnel
ainsi qu’une boîte à outils éléments finis pour résoudre des problèmes
de thermique et d’élasticité. Ce logiciel est accessible à l’adresse suivante :
http://www.ann.jussieu.fr/ ˜ perronne/mefisto.gene.html

12.6 Conditions aux limites de Dirichlet
On considère un problème modèle où on impose des conditions de Diri-
chlet non-homogènes de la forme u|∂V 5 g où g est une fonction fixée sur
∂V que l’on suppose suffisamment régulière. On considère un espace d’ap-
proximation Vh construit à partir d’un élément fini de Lagrange. On dé-
signe par {w1, . . . , wN}, où N 5 dim(Vh), les fonctions de forme dans Vh

et par {a1, . . . , aN} les nœuds associés. On désigne par ND le nombre de
nœuds situés sur la frontière et, sans perte de généralité, on suppose que la
numérotation des nœuds est telle que les nœuds situés sur la frontière sont
{a1, . . . , aND}. On pose

Vh0 5 {vh ∈ Vh ; vh|∂V 5 0} 5 vect{wND11, . . . , wN}, (12.45)

et on considère le problème discret suivant :⎧⎪⎨⎪⎩
Chercher uh ∈ Vh tel que
a(uh, wh) 5 f (wh), ∀wh ∈ Vh0,

uh|∂V 5 ILag∂
h g,

(12.46)

où a ∈ L(Vh 3 Vh;R), f ∈ L(Vh;R) et où

ILag∂
h g 5

ND∑
i51

g(ai)wi (12.47)

est l’interpolé de Lagrange surfacique de la donnée de Dirichlet non-
homogène. On retrouve, à un changement de notation près, le problème
discret (5.32) étudié dans la section 5.1.4.
En posant uh 5

∑N
i51 Uiwi, on déduit de (12.46) que Ui 5 g(ai) pour

i ∈ {1, . . . , ND}, et
∑N

j51 a(wj , wi)Uj 5 f (wi) pour i ∈ {ND 1 1, . . . , N}.c ©
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Pour un vecteur X ∈ RN , on introduit la décomposition bloc X 5 (X 0, X 1)
où X 0 5 (X1, . . . , XND )T regroupe les composantes de X associées aux
nœuds de Dirichlet et X 1 5 (XND11, . . . , XN )T regroupe les autres com-
posantes. On pose N0 5 ND et N1 5 N − ND. On introduit le vecteur
F 5 (F 0, F 1) ∈ RN tel que

F 0
i 5 g(ai), pour i ∈ {1, . . . , N0}, (12.48)

F 1
i 5 f (wN01i), pour i ∈ {1, . . . , N1}, (12.49)

et les matrices A10 ∈ RN1,N0 et A11 ∈ RN1,N1 telles que

A10
ij 5 a(wj , wN01i), pour i ∈ {1, . . . , N1} et j ∈ {1, . . . , N0},

(12.50)

A11
ij 5 a(wN01j, wN01i), pour i, j ∈ {1, . . . , N1}. (12.51)

Le problème (12.46) conduit au système linéaire

A
[

U 0

U 1

]
5

[
F 0

F 1

]
avec A 5

[
IN0 0

A10 A11

]
, (12.52)

où IN0 est la matrice identité d’ordre N0.
Une première approche consiste à éliminer le vecteur U 0 dans (12.52), ce qui
conduit au système linéaire

A11U 1 5 F 1 −A10F 0. (12.53)

Ce système linéaire présente deux avantages par rapport à (12.52) : il est de
taille plus petite et si la forme bilinéaire a est symétrique, la matrice A11 est
symétrique. L’inconvénient est qu’il faut assembler séparément les matrices
A10 et A11.
Une deuxième approche consiste à assembler d’abord la matrice A∗ ∈ RN ,N

de coefficients

A∗
ij 5 a(wj , wi) pour i, j ∈ {1, . . . , N}, (12.54)

sans tenir compte des conditions aux limites de Dirichlet (on assemble ainsi
la matrice associée au problème de Neumann). Clairement, les N0 premières
lignes de la matrice A∗ diffèrent de celles de la matrice A définie en (12.52).
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Puis, on corrige ces lignes en annulant tous les coefficients sauf les coefficients
diagonaux auxquels on affecte la valeur 1. On obtient ainsi la matrice A. Soit
R 5 (R0, R1) ∈ RN ; on désigne par Kk l’espace de Krylov

Kk 5 vect{R,AR, . . . ,Ak−1R}. (12.55)

Une observation importante est que si la forme bilinéaire a est symétrique,
la restriction de la matrice A à Kk est symétrique pourvu que R0 5 0. En
d’autres termes, même si la matrice A n’est pas symétrique, on peut appli-
quer la méthode du gradient conjugué afin d’approcher la solution de (12.52)
pourvu que la forme bilinéaire a soit symétrique et coercive et que la mé-
thode ait été initialisée avec un vecteur satisfaisant les conditions aux limites
de Dirichlet.
Une troisième approche consiste à imposer les conditions aux limites
de Dirichlet non-homogènes par pénalisation. On assemble la matrice
A∗ ∈ RN ,N définie en (12.54) ainsi que le vecteur F∗ ∈ RN tel que
F∗

i 5 f (wi) pour i ∈ {1, . . . , N}. Puis, on choisit un paramètre e suffi-
samment petit et pour i ∈ {1, . . . , N0}, on rajoute e−1 au coefficient A∗

ii et
e−1g(ai) au coefficient F∗

i . Pour l’analyse de cette méthode de pénalisation et
ses variantes, on pourra consulter, entre autres, [7].
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ANNEXE A • BASES
MATHÉMATIQUES DE LA

MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS

Cette annexe contient quelques rappels sur les bases mathématiques de la mé-
thode des éléments finis. Pour approfondir les notions présentées ci-dessous,
on pourra consulter, entre autres, Adams [3], Aubin [8], Bartle [13], Brezis
[21], Rudin [65], Yosida [78] ou Zeidler [79].

A.1 Espaces de Banach

A.1.1 Espaces vectoriels normés

Soit V un espace vectoriel réel (tout ce qui suit s’adapte facilement aux espaces
vectoriels complexes).

• Norme. Une norme sur V est une application de V dansR1, généralement
notée ‖ · ‖V , satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(i) (homogénéité de degré 1) ∀c ∈ R, ∀v ∈ V , ‖cv‖V 5 |c| ‖v‖V ;

(ii) (inégalité triangulaire) ∀(v, w) ∈ V 3 V , ‖v 1 w‖V � ‖v‖V 1 ‖w‖V ;

(iii) (‖v‖V 5 0) =⇒ (v 5 0).

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme. Une
application de V dans R1 qui ne satisfait que les propriétés (i) et (ii) est
appelée une semi-norme.
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• Normes équivalentes. On dit que deux normes ‖ · ‖V ,1 et ‖ · ‖V ,2 sont
équivalentes sur V s’il existe deux constantes strictement positives c1 et c2

telles que

∀v ∈ V , c1‖v‖V ,2 � ‖v‖V ,1 � c2‖v‖V ,2.

Si l’espace vectoriel V est de dimension finie, toutes ses normes sont équi-
valentes. Ce résultat est faux en dimension infinie.

• Produit scalaire. Un produit scalaire sur V est une application de V 3 V
dans R, généralement notée (·, ·)V , telle que :

(i) (bilinéarité) ∀v ∈ V , les applications V � w 	−→ (v, w)V ∈ R et
V � w 	−→ (w, v)V ∈ R sont linéaires ;

(ii) (symétrie) ∀(v, w) ∈ V 3 V , (v, w)V 5 (w, v)V ;

(iii) (positivité) ∀v ∈ V , (v, v)V � 0 ;

(iv) ((v, v)V 5 0) =⇒ (v 5 0).

Un espace euclidien est un espace vectoriel équipé d’un produit scalaire. Un
produit scalaire induit une norme sur V en posant pour tout v ∈ V ,

‖v‖V 5 (v, v)
1
2
V . (A.1)

On dispose alors de l’inégalité de Cauchy–Schwarz : pour tout (v, w) ∈ V 3 V ,

(v, w)V � ‖v‖V ‖w‖V . (A.2)

• Intérieur, adhérence et densité. Soit V un espace vectoriel normé. On
dit qu’un ensemble O ⊂ V est ouvert (dans V ) si pour tout x ∈ O, il
existe r > 0 tel que la boule de centre x et de rayon r est incluse dans O,
c’est-à-dire

{y ∈ V ; ‖x − y‖V < r} ⊂ O. (A.3)

On dit qu’un ensemble F ⊂ V est fermé (dans V ) si son complémentaire
dans V est ouvert. Soit E un ensemble inclus dans V .
• On appelle intérieur de E la réunion de tous les ouverts inclus dans E ;

cet ensemble est noté
◦
E .c ©
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• On appelle adhérence de E dans V l’intersection de tous les fermés de

V contenant E ; cet ensemble est noté E
V

ou, plus simplement, E si
aucune ambiguïté n’est possible.

• On dit que l’ensemble E est dense dans V si E
V

5 V .

A.1.2 Espaces de Banach
• Suites de Cauchy. Une suite de Cauchy dans un espace vectoriel V équipé

d’une norme ‖ · ‖V est une suite (vn)n�0 d’éléments de V satisfaisant la
propriété suivante :

∀e > 0, ∃N � 0 tel que ∀n � N , ∀p � 0, ‖vn1p − vn‖V � e.
(A.4)

Un espace vectoriel normé est dit complet si toute suite de Cauchy
converge dans V . Si les normes ‖ · ‖V ,1 et ‖ · ‖V ,2 sont équivalentes, V
équipé de la norme ‖ · ‖V ,1 est complet si et seulement si V équipé de
la norme ‖ · ‖V ,2 est complet. Par ailleurs, un résultat classique est qu’un
espace vectoriel de dimension finie est complet.

• Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

• Applications linéaires continues. Soient V et W deux espaces vectoriels
normés et soit A : V → W une application linéaire de V dans W . On dit
que A est continue si1

sup
v∈V

‖Av‖W

‖v‖V
<1∞. (A.5)

On note L(V ; W ) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de
V dans W . En posant pour A ∈ L(V ; W ),

‖A‖L(V ;W ) 5 sup
v∈V

‖Av‖W

‖v‖V
, (A.6)

1. On adopte la convention de notation suivante : dans les expressions du type
supv∈V (·), il est entendu que le supremum est pris pour v ∈ V \ {0}. La même
convention est adoptée pour les expressions du type infv∈V (·).
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on munit L(V ; W ) d’une norme. De plus, si W est un espace de Banach,
on montre que L(V ; W ) est un espace de Banach pour la norme (A.6), et
ce indépendamment de la complétude de V .

• Dualité. Soit V un espace vectoriel normé. L’espace vectoriel L(V ;R) est
noté V ′ et est appelé l’espace dual de V . Un élément A ∈ V ′ s’appelle une
forme linéaire sur V . L’action d’une forme linéaire A ∈ V ′ sur un vecteur
v ∈ V est également notée 〈A, v〉V ′,V . En posant pour A ∈ V ′,

‖A‖V ′ 5 sup
v∈V

〈A, v〉V ′,V

‖v‖V
, (A.7)

on munit V ′ d’une norme. L’espace V ′ est toujours un espace de Banach
pour cette norme puisque R, de dimension finie, est complet.

• Espaces de Banach réflexifs. Soit V un espace de Banach. On note V ′′

l’espace bidual de V , c’est-à-dire l’espace dual de V ′. On montre que l’ap-
plication linéaire JV : V → V ′′ définie pour tout v ∈ V et pour tout
v′ ∈ V ′ par

〈JV v, v′〉V ′′,V ′ 5 〈v′, v〉V ′,V , (A.8)

est une isométrie. Par conséquent, cette application est injective. Par contre,
elle n’est pas nécessairement surjective. Lorsque l’application JV est surjec-
tive, les espaces V et V ′′ sont isomorphes ; on dit que l’espace de Banach
V est réflexif.

• Opérateur transposé. Soient V et W deux espaces vectoriels normés et
soit A ∈ L(V , W ). L’opérateur transposé de A est une application linéaire
de W ′ dans V ′ qui est notée AT . Cette application est définie de la manière
suivante : pour tout w′ ∈ W ′ et pour tout v ∈ V , on a

〈AT w′, v〉V ′,V 5 〈w′, Av〉W ′,W . (A.9)

Lorsque V est un espace de Banach réflexif, on dit que l’opérateur
A ∈ L(V ; V ′) est auto-adjoint si AT 5 A modulo l’identification de V et
de V ′′.
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• Espaces polaires. Soit V un espace vectoriel normé. Pour un sous-espace
vectoriel Y ⊂ V , on pose

Y ⊥ 5 {v′ ∈ V ′ ; ∀y ∈ Y , 〈v′, y〉V ′,V 5 0}. (A.10)

De même, pour un sous-espace vectoriel Z ⊂ V ′, on pose

Z⊥ 5 {v ∈ V ; ∀z ∈ Z , 〈z, v〉V ′,V 5 0}. (A.11)

Les espaces Y ⊥ ⊂ V ′ et Z⊥ ⊂ V sont appelés les espaces polaires de Y et
de Z , respectivement.

• Formes bilinéaires continues. Soient V et W deux espaces vectoriels nor-
més. On dit qu’une application a : V 3 W → R est une forme bilinéaire
continue sur V 3 W si :

(i) ∀v ∈ V , a(v, ·) est une application linéaire de W dans R ;

(ii) ∀w ∈ W , a(·, w) est une application linéaire de V dans R ;

(iii) sup(v,w)∈V 3W
a(v,w)

‖v‖V ‖w‖W
<1∞.

On note L(V 3 W ;R) l’espace vectoriel des formes bilinéaires continues
sur V 3 W . En posant pour a ∈ L(V 3 W ;R),

‖a‖V ,W 5 sup
(v,w)∈V 3W

a(v, w)
‖v‖V ‖w‖W

, (A.12)

on définit une norme sur L(V 3 W ;R) et on munit cet espace d’une
structure d’espace de Banach.
Lorsque V 5 W , on dit que la forme bilinéaire a ∈ L(V 3 V ;R) est
symétrique si pour tout (v, w) ∈ V 3 V , a(v, w) 5 a(w, v). On dit que la
forme bilinéaire a est positive si pour tout v ∈ V , a(v, v) � 0. Un exemple
simple de forme bilinéaire continue, symétrique et positive sur V 3 V , où
V est un espace euclidien, est le produit scalaire (·, ·)V .

A.1.3 Espaces de Hilbert
• Un espace de Hilbert est un espace euclidien qui est complet pour la

norme induite par le produit scalaire.
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• Théorème de représentation de Riesz. Soit V un espace de Hilbert. Pour
tout v′ ∈ V ′, il existe un et un seul u ∈ V tel que pour tout v ∈ V ,

〈v′, v〉V ′,V 5 (u, v)V . (A.13)

L’application V ′ � v′ 	−→ u ∈ V est un isomorphisme isométrique. Une
conséquence de ce résultat est que les espaces de Hilbert sont réflexifs.

A.1.4 Opérateurs bijectifs dans les espaces de Banach

Dans cette section, V et W désignent deux espaces de Banach. Pour
A ∈ L(V ; W ), on note Ker(A) le noyau de A et Im(A) son image. L’ob-
jectif de cette section est de caractériser les opérateurs A qui sont bijectifs,
c’est-à-dire tels que Ker(A) 5 {0} (A est injectif ) et Im(A) 5 W (A est
surjectif ). En général, l’injectivité d’un opérateur est plus simple à montrer
que sa surjectivité. En effet, montrer l’injectivité de A revient à prouver que
pour tout v ∈ V , Av 5 0 implique v 5 0. Par ailleurs, montrer la surjectivité
de A revient à prouver que pour tout w ∈ W , on peut trouver un antécédent
vw ∈ V tel que Avw 5 w ; or, il n’est pas toujours évident d’exhiber un tel
antécédent. L’objectif des résultats ci-dessous est de caractériser les opérateurs
bijectifs à partir de propriétés relativement simples à vérifier.

• Liens entre noyau et image. Pour tout A ∈ L(V ; W ), on a :

(i) Ker(A) 5 (Im(AT ))⊥ ;

(ii) Ker(AT ) 5 (Im(A))⊥ ;

(iii) Im(A) 5 (Ker(AT ))⊥ ;

(iv) Im(AT ) ⊂ (Ker(A))⊥.

• Les deux théorèmes suivants, dus à Banach, jouent un rôle fondamental
dans la caractérisation des opérateurs bijectifs.

Théorème A.1 (Image fermée). Soit A ∈ L(V ; W ). Les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Im(A) est fermé ;

(ii) Im(AT ) est fermé ;c ©
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(iii) Im(A) 5 (Ker(AT ))⊥ ;

(iv) Im(AT ) 5 (Ker(A))⊥.

Théorème A.2 (Application ouverte). Si A ∈ L(V ; W ) est surjectif et si
O est ouvert dans V , alors A(O) est ouvert dans W .

Le théorème de l’application ouverte a pour conséquence le lemme suivant.

Lemme A.3. Soit A ∈ L(V ; W ). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Im(A) est fermé ;

(ii) il existe a > 0 tel que pour tout w ∈ Im(A), il existe vw ∈ V tel que
Avw 5 w et a‖vw‖V � ‖w‖W .

Une conséquence importante de ce lemme est que si A ∈ L(V ; W ) est
bijectif, alors son inverse est nécessairement continu.

• Caractérisation des opérateurs surjectifs. Les deux résultats suivants sont
une conséquence du théorème de l’image fermée et du théorème de l’appli-
cation ouverte.

Lemme A.4. Soit A ∈ L(V ; W ). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) A : V → W est surjectif ;

(ii) AT : W ′ → V ′ est injectif et Im(AT ) est fermé dans V ′ ;

(iii) il existe a > 0 tel que

∀w′ ∈ W ′, ‖AT w′‖V ′ � a‖w′‖W ′ . (A.14)

Lemme A.5. Soit A ∈ L(V ; W ). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) AT : W ′ → V ′ est surjectif ;

(ii) A : V → W est injectif et Im(A) est fermé dans W ;
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(iii) Il existe a > 0 tel que

∀v ∈ V , ‖Av‖W � a‖v‖V . (A.15)

• Caractérisation des opérateurs bijectifs. Une conséquence importante
des lemmes A.4 et A.5 est le théorème suivant.

Théorème A.6. Soit A ∈ L(V ; W ). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) A : V → W est bijectif ;

(ii) AT : W ′ → V ′ est bijectif ;

(iii) AT est injectif, A est injectif et Im(A) est fermé dans W ;

(iv) AT est injectif et il existe a > 0 tel que

∀v ∈ V , ‖Av‖W � a‖v‖V . (A.16)

• Le théorème BNB dans les espaces de Banach. Le cadre naturel du théo-
rème BNB, qui a été énoncé dans la section 2.1.2 dans le cadre simplifié
des espaces de Hilbert, est celui des espaces de Banach. Plus précisément,
soit V un espace de Banach et soit W un espace de Banach réflexif. Soit
a ∈ L(V 3 W ;R) et f ∈ W ′. Le théorème BNB s’énonce de la manière
suivante : le problème{

Chercher u ∈ V tel que
a(u, w) 5 〈f , w〉W ′,W , ∀w ∈ W ,

(A.17)

admet une et une seule solution si et seulement si les deux conditions
(BNB1) et (BNB2) sont satisfaites, c’est-à-dire si et seulement si

∃a > 0, inf
v∈V

sup
w∈W

a(v, w)
‖v‖V ‖w‖W

� a, (A.18)

∀w ∈ W , (∀v ∈ V , a(v, w) 5 0) =⇒ (w 5 0). (A.19)

Afin d’interpréter ces conditions à l’aide d’opérateurs bijectifs dans
les espaces de Banach, on associe à la forme bilinéaire a l’opérateurc ©
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A ∈ L(V ; W ′) tel que pour tout v ∈ V , Av est la forme linéaire continue
sur W définie par

∀w ∈ W , 〈Av, w〉W ′,W 5 a(v, w). (A.20)

Le problème (A.17) revient à chercher u ∈ V tel que Au 5 f dans W ′.
Puisque l’espace W est réflexif, l’opérateur transposé AT : W ′′ ≡ W → V ′

peut être défini de la manière suivante :

∀(v, w) ∈ V 3 W , 〈AT w, v〉V ′,V 5 〈Av, w〉W ′,W 5 a(v, w). (A.21)

Grâce aux lemmes ci-dessus, les conditions (BNB1) et (BNB2) s’interpètent
comme suit :

(BNB1) ⇐⇒ (Ker(A)5{0} et Im(A) fermé dans W ) ⇐⇒ (AT surjectif),

(BNB2) ⇐⇒ (Ker(AT ) 5 {0}) ⇐⇒ (AT injectif).

Du théorème A.6 on déduit que les conditions (BNB1) et (BNB2) sont
équivalentes à la bijectivité de A, donc au fait que le problème (A.17) admet
une et une seule solution.

• Opérateurs coercifs. On dit qu’un opérateur A ∈ L(V ; V ′) est monotone
si ∀v ∈ V , 〈Av, v〉V ′,V � 0. (A.22)

On dit qu’un opérateur A ∈ L(V ; V ′) est coercif s’il existe une constante
a > 0 telle que

∀v ∈ V , 〈Av, v〉V ′,V � a‖v‖2
V . (A.23)

La notion d’opérateur coercif n’est pertinente que dans un cadre hilbertien.
En effet, en posant pour (v, w) ∈ V 3 V ,

(v, w)V 5
1
2

(〈Av, w〉V ′,V 1 〈Aw, v〉V ′,V ),

on vérifie qu’on équipe V d’un produit scalaire dont la norme induite est
équivalente à la norme ‖ · ‖V ; par conséquent, l’existence d’un opérateur
coercif dans L(V ; V ′) implique que V est un espace de Hilbert.

On vérifie facilement qu’une condition suffisante pour qu’un opérateur
A ∈ L(V ; V ′) soit bijectif est qu’il soit coercif. Par ailleurs, lorsque
l’opérateur A ∈ L(V ; V ′) est monotone et auto-adjoint, la coercivité est
équivalente à la bijectivité.
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A.2 Espaces de fonctions régulières
• Espaces Ck. Soit un entier k � 0. Soit V un ouvert borné de Rd . On

désigne par V l’adhérence de V dans Rd . Soit E un sous-ensemble de V.
Les espaces Ck(E) sont définis de la manière suivante. Pour k 5 0, C0(E)
désigne l’espace vectoriel des fonctions continues sur E à valeurs dans R.
Pour k � 1, Ck(E) désigne l’espace des fonctions k-fois continûment diffé-
rentiables sur E à valeurs dans R.
On note (x1, . . . , xd ) les coordonnées cartésiennes dans Rd . Pour
i ∈ {1, . . . , d} et pour f ∈ Ck(E), ∂i f désigne la dérivée partielle de f
par rapport à xi. Pour un entier ai ∈ {0, . . . , k}, ∂ai

i f désigne la dérivée
partielle de f d’ordre ai par rapport à xi avec la convention que ∂0

i f 5 f .
En posant pour k � 0 et pour f ∈ Ck(E),

‖f ‖Ck(E) 5 max
a∈Nd

|a|�k

(
sup
x∈E
|∂af (x)|

)
, (A.24)

on munit Ck(E) d’une norme. Dans la définition ci-dessus, a est un multi-
indice de Nd , c’est-à-dire a 5 (a1, . . . , ad )T avec ai ∈ N pour tout
i ∈ {1, . . . , d}, |a| 5

∑d
i51 ai et ∂af (x) 5 (∂a1

1 . . . ∂ad
d f )(x). On in-

troduit également la semi-norme suivante :

|f |Ck(E) 5 max
a∈Nd

|a|5k

(
sup
x∈E
|∂af (x)|

)
. (A.25)

Il s’agit d’une semi-norme et non d’une norme car |f |Ck(E) 5 0 si f est
dans Pk−1.

Proposition A.7. Équipé de la norme définie en (A.24), Ck(E) est un espace
de Banach.

• Espaces de Hölder. Soit un réel v ∈ ]0, 1]. On désigne par C0,v(E) le
sous-espace vectoriel de C0(E) constitué des fonctions telles que

sup
(x,y)∈E3E

|f (x)− f (y)|
‖x − y‖v

Rd

<1∞. (A.26)
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Pour un entier k � 1, Ck,v(E) désigne le sous-espace vectoriel de Ck(E)
constitué des fonctions telles que pour tout multi-indice g tel que |g| 5 k,
la fonction ∂gf est dans C0,v(E). Les espaces Ck,v(E) sont appelés des es-
paces de Hölder. Les éléments de Ck,v(E) sont appelés les fonctions höldé-
riennes sur E d’ordre k et d’exposant v. Lorsque k 5 0 et v 5 1, les
éléments de C0,1(E) sont appelés les fonctions lipschitziennes sur E .

Proposition A.8. Soit un entier k � 0 et soit un réel v ∈ ]0, 1]. Équipé de
la norme

‖f ‖Ck,v(E) 5 ‖f ‖Ck(E) 1 max
g∈Nd

|g|5k

(
sup

(x,y)∈E3E

|∂gf (x)− ∂gf (y)|
‖x − y‖v

Rd

)
, (A.27)

Ck,v(E) est un espace de Banach.

A.3 Intégration et espaces de Lebesgue
• Ensembles et fonctions mesurables. On montre qu’il existe :

(i) un ensemble de parties deRd noté Td et appelé la tribu borélienne de Rd

(l’ensemble Td est suffisamment riche pour contenir tous les ouverts et
fermés de Rd , il est stable par passage au complémentaire et par réunion
dénombrable) ;

(ii) une application l : Td → R1 5 R1 ∪ {1 ∞} appelée mesure de
Lebesgue et telle que

– l(∅) 5 0 ;
– si (Tn)n∈N est une suite d’éléments de Td deux à deux disjoints,

alors

l

⎛⎝⋃
n∈N

Tn

⎞⎠ 5
∑
n∈N

l(Tn); (A.28)

– pour un pavé P 5
∏d

i51(ai, bi) (où la notation (ai, bi) désigne l’un
quelconque des intervalles [ai, bi], [ai, bi[, ]ai, bi] ou ]ai, bi[), on
a l(P) 5

∏d
i51(bi − ai) avec la convention que ce produit vaut 0

si l’un des facteurs (bi − ai) est nul, même si d’autres facteurs
valent 1∞.
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Un élément T ∈ Td est appelé un ensemble mesurable (pour la mesure de
Lebesgue) et le réel l(T ) (pouvant éventuellement valoir 1 ∞) est appelé
sa mesure. Dans cet aide-mémoire, on utilise la notation plus explicite

mes(T ) 5 l(T ). (A.29)

Soit V un ouvert de Rd . On dit qu’une fonction f : V→ R 5 R∪{±∞}
est mesurable si pour tout a ∈ R, l’ensemble réciproque f −1(]a, 1∞]) est
mesurable. On dit qu’une fonction e est « en escalier » si elle peut s’écrire
sous la forme

e 5
N∑

i51

aixAi , (A.30)

où, pour tout i ∈ {1, . . . , N}, ai ∈ R, Ai ∈ Td et xAi désigne la fonction
indicatrice de l’ensemble mesurable Ai (xAi (x) 5 1 si x ∈ Ai et xAi (x) 5 0
sinon). On vérifie facilement qu’une fonction en escalier est mesurable.
Par ailleurs, on montre qu’une fonction mesurable peut toujours s’écrire
comme limite simple d’une suite de fonctions en escalier.

• Intégrale de Lebesgue. Soit e la fonction en escalier définie en (A.30). On
suppose que e est positive. On définit l’intégrale (de Lebesgue) de e sur Rd

comme le réel ∫
Rd

e dl 5
N∑

i51

ail(Ai) ∈ R1. (A.31)

Pour une fonction mesurable et positive, on pose∫
Rd

f dl 5 sup
e en escalier
0�e�f

(∫
Rd

e dl

)
∈ R1, (A.32)

et on dit que f est intégrable sur Rd si
∫

Rd f dl <1 ∞. Pour une
fonction mesurable f , on pose f 5 f 1 − f − avec f 1 5 max(f , 0) et
f − 5 max(−f , 0). On dit que f est intégrable sur Rd si f 1 et f − le sont ;
dans ces conditions, on pose∫

Rd
f dl 5

∫
Rd

f 1 dl−
∫

Rd
f − dl. (A.33)c ©
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Enfin, on dit qu’une fonction mesurable f est intégrable sur un ouvert V
de Rd si la fonction xVf est intégrable sur Rd où xV désigne la fonction
indicatrice de V. On note L1(V) l’espace des fonctions intégrables sur V.

Dans cet aide-mémoire, on omet, sauf dans quelques situations, le symbole
dl dans les intégrales, étant entendu que celles-ci sont toujours considérées
pour la mesure de Lebesgue. De plus, l’ensemble des fonctions mesurables
étant suffisamment riche pour contenir toutes les fonctions habituellement
rencontrées en sciences de l’ingénieur, on suppose implicitement que toutes
les fonctions considérées dans cet aide-mémoire sont mesurables.

• Propriétés vraies presque partout et classes de fonctions. On dit qu’une
propriété est vraie presque partout sur un ouvert V si elle est satisfaite par-
tout sauf sur un sous-ensemble de V qui est de mesure nulle. Par exemple,
on dit que deux fonctions f et g sont égales presque partout sur V si
l({x ∈ V ; f (x) fi g(x)}) 5 0. Si f 5 g presque partout sur V et si f est
intégrable sur V, alors g est intégrable sur V et on a

∫
V g 5

∫
V f . La re-

lation (f Rg) ⇔ (f 5 g presque partout sur V) étant une relation d’équi-
valence sur L1(V), on introduit l’espace quotient L1(V) 5 L1(V)/R. Un
élément f ∈ L1(V) est une classe de fonctions ; dans la pratique, l’objet f
peut être vu comme une fonction qui est définie à un ensemble de mesure
nulle près, c’est-à-dire qu’il est invariant si on change la valeur de f (x) pour
x ∈ A et A est un ensemble de mesure nulle. Pour simplifier, un élément
de L1(V) est appelé une fonction. Par la suite, on considère également l’es-
pace L1

loc(V) composé des fonctions intégrables sur tout compact de V et
l’espace quotient L1

loc(V) 5 L1
loc(V)/R.

• Espaces de Lebesgue. Soit un réel p ∈ [1, 1∞]. On pose

Lp(V) 5 {f mesurable ; ‖f ‖Lp(V) <1∞}, (A.34)

avec pour p ∈ [1, 1∞[,

‖f ‖Lp(V) 5

(∫
V

|f |p
) 1

p

, (A.35)

et

‖f ‖L∞(V) 5 sup ess
x∈V

|f (x)|

5 inf{M ∈ R1 ; |f (x)| � M presque partout dans V}.
(A.36)
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En particulier, on a

‖f ‖L1(V) 5

∫
V

|f |. (A.37)

Théorème A.9 (Fischer–Riesz). Soit p ∈ [1, 1 ∞]. Équipé de la norme
‖ · ‖Lp(V), Lp(V) est un espace de Banach.

Théorème A.10. Soit un réel p ∈ [1, 1 ∞[. Alors, l’espace dual de Lp(V)
peut être identifié avec Lp′ (V) où p′ ∈ ]1, 1∞] désigne le réel conjugué de p
tel que 1

p 1 1
p′ 5 1 (avec la convention que p′ 51∞ si p 5 1).

Pour p 5 2, on obtient l’espace L2(V) qui joue un rôle important dans
l’analyse de la méthode des éléments finis. Cet espace peut être muni d’une
structure hilbertienne grâce au produit scalaire

(f , g)L2(V) 5

∫
V

fg. (A.38)

Dans cet aide-mémoire, on préfère utiliser les notations ‖ · ‖0,V pour
‖ · ‖L2(V) et (·, ·)0,V pour (·, ·)L2(V), car ces notations sont cohérentes avec
celles employées pour les espaces de Sobolev. En particulier, on a

‖f ‖0,V 5

(∫
V

|f |2
) 1

2

. (A.39)

A.4 Distributions et espaces de Sobolev
• Fonctions indéfiniment dérivables à support compact. Soit V un ouvert

de Rd . Soit w une fonction définie sur V à valeurs dans R. Le support de w
dans V est défini comme l’ensemble

support(w) 5 {x ∈ V; w(x) fi 0}V. (A.40)

On désigne par D(V) l’espace vectoriel constitué des fonctions de C∞(V)
dont le support dans V est compact. L’espace D(V) est suffisamment riche
pour satisfaire les deux résultats suivants.
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Théorème A.11. Soit un réel p ∈ [1, 1 ∞[. Alors, D(V) est dense dans
Lp(V).

Théorème A.12. Soit f ∈ L1
loc(V) telle que

∫
V f w 5 0 pour tout

w ∈ D(V). Alors, f 5 0.

• Distributions. On dit qu’une application linéaire

u : D(V) � w 	−→ 〈u, w〉D′,D ∈ R, (A.41)

est une distribution sur V si la propriété suivante est satisfaite : pour tout
compact K inclus dans V, il existe un entier n et une constante c tels que

∀w ∈ D(V), supp(w) ⊂ K , 〈u, w〉D′,D � c max
a∈Nd

|a|�n

(
sup
x∈K
|∂aw(x)|

)
.

(A.42)
La notion de distribution sur V est une généralisation du concept de fonc-
tion sur V. En particulier, toute fonction f ∈ L1

loc(V) peut être vue comme
une distribution en posant pour tout w ∈ D(V),

〈f , w〉D′,D 5

∫
V

f w. (A.43)

Par contre, il existe des distributions sur V qui ne peuvent pas être repré-
sentées par des fonctions, par exemple la masse de Dirac da définie pour tout
w ∈ D(V) par 〈da, w〉D′,D 5 w(a) où a ∈ V.

• Dérivation au sens des distributions. Un des points d’orgue de la théo-
rie des distributions est le fait que toute distribution est dérivable au sens
suivant : soit u ∈ D′(V) et soit i ∈ {1, . . . , d} ; alors, en posant

∂iu : D(V) � w 	−→ 〈∂iu, w〉D′,D 5 −〈u, ∂iw〉D′,D, (A.44)

on définit une distribution sur V. Plus généralement, si a est un multi-
indice, en posant

∂au : D(V) � w 	−→ 〈∂au, w〉D′,D 5 (−1)|a|〈u, ∂aw〉D′,D, (A.45)
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on définit une distribution sur V. On pose conventionnellement
∇u 5 (∂1u, . . . , ∂d u)T et ∂0u 5 u.

La notion de dérivation au sens des distributions est une extension de la
dérivation usuelle1. Si u ∈ C1(V), on vérifie facilement que sa dérivée
classique et sa dérivée au sens des distributions coïncident. Dans cet aide-
mémoire, il est implicitement entendu que toutes les dérivées sont prises au
sens des distributions.

• Espaces de Sobolev. Soit un entier s � 0. L’espace de Sobolev H s(V) est
défini comme suit :

H s(V) 5 {v ∈ D′(V) ; ∂av ∈ L2(V), |a| � s}. (A.46)

Pour s 5 0, on a H 0(V) 5 L2(V). On montre que pour tout s � 0, H s(V)
est un espace de Hilbert lorsqu’il est équipé du produit scalaire

(v, w)s,V 5
∑
|a|�s

∫
V

∂av ∂aw. (A.47)

La norme induite est notée

‖v‖s,V 5

⎛⎝∑
|a|�s

‖∂av‖2
0,V

⎞⎠
1
2

. (A.48)

On considère également la semi-norme

|v|s,V 5

⎛⎝∑
|a|5s

‖∂av‖2
0,V

⎞⎠
1
2

. (A.49)

La norme ‖ · ‖s,V est équivalente à la norme
∑

|a|�s ‖∂
a(·)‖0,V ; dans cet

aide-mémoire, on utilise indifféremment l’une ou l’autre de ces normes.

1. C’est pourquoi on utilise la même notation pour la dérivée au sens des distributions
et la dérivée au sens usuel.c ©
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On introduit également l’espace

H s
0(V) 5 D(V)

H s(V)
. (A.50)

Lorsque l’ouvert V est borné, cet espace est strictement inclus dans H s(V).

Pour s 5 1, on obtient l’espace de Hilbert

H 1(V) 5 {v ∈ L2(V) ; ∀i ∈ {1, . . . , d}, ∂iv ∈ L2(V)}, (A.51)

avec le produit scalaire

(v, w)1,V 5

∫
V

vw 1

∫
V

∇v · ∇w 5

∫
V

vw 1
d∑

i51

∫
V

∂iv ∂iw, (A.52)

et la norme induite

‖v‖1,V 5

(∫
V

v2 1

∫
V

(∇v)2
) 1

2

5
(
‖v‖2

0,V 1 |v|21,V
) 1

2
. (A.53)

La norme ‖ · ‖1,V est équivalente à la norme ‖ · ‖0,V 1 | · |1,V ; dans cet
aide-mémoire, on utilise indifféremment l’une ou l’autre de ces normes.
Enfin, par définition, on a

H 1
0 (V) 5 D(V)

H 1(V)
. (A.54)

Une propriété importante des espaces de Sobolev est que

H s(V) ⊂ L∞(V) ∩ C0,a(V) si s > d
2 , (A.55)

où a 5 1 − d
2s . La propriété (A.55) implique les fonctions de H s(V) sont

continues1 dès que s > d
2 . Ainsi, les fonctions de H 1(V) sont continues en

dimension 1 et les fonctions de H 2(V) sont continues en dimension 2 et 3.

• Théorie des traces.La frontière ∂V étant un ensemble de mesure nulle, on
ne peut pas donner un sens à v|∂V lorsque v ∈ L2(V). Par contre, on peut

1. Plus rigoureusement, pour v ∈ H s(V), il existe une fonction continue dans la classe
de fonctions définies presque partout qui est représentée par v.

326



A • Bases mathématiques de
la méthode des éléments

finis

A.4 Distributions et espaces
de Sobolev

considérer l’application g0 : C0(V) � v 	−→ v|∂V ∈ C0(∂V). On pose

H
1
2 (∂V) 5

{
v ∈ L2(∂V) ;

v(x)− v(y)

‖x − y‖ d11
2

∈ L2(∂V 3 ∂V)

}
. (A.56)

On a le résultat remarquable suivant : si V est un ouvert borné de frontière
lipschitzienne, on peut étendre l’application g0 à

g0 : H 1(V) � v 	−→ v|∂V ∈ H
1
2 (∂V), (A.57)

de sorte que :

(i) l’application g0 est surjective ;

(ii) le noyau de g0 est l’espace H 1
0 (V).

De plus, du théorème de l’application ouverte on déduit qu’il existe une
constante c telle que pour tout g ∈ H

1
2 (∂V), il existe vg ∈ H 1(V) tel que

vg |∂V 5 g et ‖vg‖1,V � c ‖g‖ 1
2 ,∂V.

On peut également étendre la notion de dérivée normale si on suppose que
la frontière de V est de classe C2. Dans ces conditions, on montre que l’ap-
plication g1 : C1(V) � v 	−→ (v|∂V, n·∇v|∂V) ∈ C1(∂V) 3 C0(∂V), où n
est la normale extérieure à V, s’étend à H 2(V), que l’application étendue
est surjective sur H

3
2 (∂V) 3 H

1
2 (∂V) et que son noyau est l’espace H 2

0 (V).
On a posé H

3
2 (∂V) 5 {v ∈ H 1(∂V) ; ∀a tel que |a| 5 1, ∂av ∈ H

1
2 (∂V)}.

• Inégalité de Poincaré et variantes. Soit V un ouvert borné de Rd . Il existe
une constante �V telle que

∀v ∈ H 1
0 (V), ‖v‖0,V � �V‖∇v‖0,V. (A.58)

Cette inégalité est utilisée dans la section 5.1.1 pour prouver le caractère
bien posé du problème de Dirichlet.

Une version un peu plus générale de l’inégalité de Poincaré consiste à consi-
dérer une forme linéaire continue sur H 1(V), que l’on désigne par f et dont
le noyau ne contient pas les fonctions constantes sur V ; en d’autres termes,
f (xV) fi 0 où xV est la fonction indicatrice de V. On suppose que l’ou-
vert V est borné, connexe et de frontière lipschitzienne. Alors, il existe unec ©
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constante cV telle que

cV‖v‖1,V � ‖∇v‖0,V 1 |f (v)|. (A.59)

De plus, si f (xV) 5 1, en posant Z 5 {v ∈ H 1(V) ; f (v) 5 0}, il existe
une constante c∗V telle que

∀v ∈ Z , c∗V‖v‖1,V � ‖∇v‖0,V. (A.60)

Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Poincaré–Friedrichs.
Le cas particulier où f (v) 5 1

mes(V)

∫
V v conduit à l’inégalité de Poincaré–

Wirtinger ; voir le lemme 5.8.
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NOMENCLATURE

Convention générale
Dans les estimations d’erreur, on désigne par c une constante générique dont
la valeur numérique peut changer à chaque occurrence.

Vecteurs, matrices et espaces vectoriels
(X1, . . . , Xm)
ou (Xi)1�i�m

composantes du vecteur X dans une base de Rm

(X , Y )m produit scalaire euclidien dansRm : (X , Y )m 5
∑m

i51 XiYi

‖X‖m norme euclidienne sur Rm (induite par le produit scalaire
euclidien) : ‖X‖m 5 (

∑m
i51 X 2

i )
1
2

Rm,n espace vectoriel des matrices à m lignes, n colonnes et à
coefficients réels ; un coefficient générique d’une ma-
trice Z ∈ Rm,n est noté Zij pour i ∈ {1, . . . , m} et
j ∈ {1, . . . , n}

Ker(Z) noyau de la matrice Z
Im(Z) image de la matrice Z
ZT matrice transposée de Z : pour Z ∈ Rm,n, ZT ∈ Rn,m

avec ZT
ij 5 Zji pour i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , m}

tridiag(a, b, c) matrice tridiagonale de terme générique
di,i−1a 1 diib 1 di,i11c

ZX produit matrice–vecteur : pour Z ∈ Rm,n, X ∈ Rn et
i ∈ {1, . . . , m}, (ZX )i 5

∑n
j51 ZijXjc ©
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Nomenclature Opérateurs différentiels

A matrice de rigidité ; voir (2.14) page 34
M matrice de masse ; voir (10.16) page 231
Im matrice identité dans Rm,m

vect{v1, . . . , vm} espace vectoriel engendré par la famille {v1, . . . , vm}
dim(V ) dimension de l’espace vectoriel V

Dans l’espace physique Rd (avec d 5 1, 2 ou 3), on utilise également les
notations suivantes.
s·j produit matrice–vecteur : pour s ∈ Rd,d , j ∈ Rd et

i ∈ {1, . . . , d}, (sj)i 5
∑d

j51 sijjj

z·s·j pour s ∈ Rd,d , z ∈ Rd et j ∈ Rd , z·s·j 5
∑d

i,j51 zisijjj

s:t double contraction matricielle : pour s ∈ Rd,d et
t ∈ Rd,d , s:t 5

∑d
i,j51 sijtij

z⊗j produit tensoriel entre vecteurs : pour z ∈ Rd et
j ∈ Rd , z⊗j ∈ Rd,d avec (z⊗j)ij 5 zijj pour
i, j ∈ {1, . . . , d}

z3j produit vectoriel dans R3 de composantes
(z2j3 − z3j2, z3j1 − z1j3, z1j2 − z2j1)

tr(s) trace de la matrice s ∈ Rd,d : tr(s) 5
∑d

i51 sii

Formes linéaires et bilinéaires
L(V ;R) ou V ′ espace vectoriel des formes linéaires continues sur un es-

pace vectoriel normé V
‖f ‖V ′ norme de f dans V ′ ; voir (A.7) page 313
L(V 3 W ;R) espace vectoriel des formes bilinéaires continues sur

V 3 W où V et W sont des espaces vectoriels normés
‖a‖V ,W norme de a dans L(V 3 W ;R) ; voir (A.12) page 314

Opérateurs différentiels
(x1, . . . , xd ) coordonnées cartésiennes du point courant de Rd
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Nomenclature Fonctions et espaces
fonctionnels

∂iu dérivée (au sens des distributions) de u par rapport à xi ;
voir page 324

∂m
i u dérivée (au sens des distributions) d’ordre m de u par rap-

port à xi ; m ∈ N
∂iju dérivée (au sens des distributions) de u par rapport à xi et

xj

a multi-indice : a 5 (a1, . . . , ad )T ∈ Nd avec ai ∈ N pour
tout i ∈ {1, . . . , d}

|a| longueur du multi-indice a : |a| 5 a1 1 . . . 1 ad

∂au ∂a1
x1 . . . ∂ad

xd u

∇u gradient de u : ∇u 5 (∂1u, . . . , ∂d u)T ∈ Rd si u est à
valeurs dans R ou ∇u 5 (∂jui)1�i�m, 1�j�d ∈ Rm,d

si u est à valeurs dans Rm

∇·u divergence de u :∇·u 5
∑d

i51 ∂iui où u est à valeurs dans
Rd

∇3u rotationnel de u :∇3u 5 (∂2u3−∂3u2, ∂3u1−∂1u3, ∂1u2− ∂2u1)T

où u est à valeurs dans R3

Du Laplacien de u : Du 5
∑d

i51 ∂iiu

∇h opérateur de gradient discret ; voir (4.21) page 81

∇h· opérateur de divergence discrète ; voir (4.22) page 81

Fonctions et espaces fonctionnels
u|E restriction de la fonction u à l’ensemble E

C0(E) espace vectoriel des fonctions continues sur E

Ck(E) espace vectoriel des fonctions k-fois continûment différen-
tiables sur E

C0,1(E) espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur E

Ck,v(E) espace vectoriel des fonctions höldériennes sur E d’ordre
k et d’exposant v

L1(V) espace vectoriel des fonctions intégrables (au sens de Le-
besgue) sur Vc ©
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Nomenclature Espaces polynômiaux

‖f ‖L1(V) norme de f dans L1(V) ; voir (A.37) page 323

L2(V) espace vectoriel des fonctions dont le carré est intégrable
(au sens de Lebesgue) sur V

‖f ‖0,V norme de f dans L2(V) ; voir (A.39) page 323

L∞(V) espace vectoriel des fonctions bornées presque partout sur
V

‖f ‖L∞(V) norme de f dans L∞(V) ; voir (A.36) page 322

D(V) espace vectoriel des fonctions de classe C∞ sur V et dont
le support dans V est compact

D′(V) espace vectoriel des distributions sur V ; voir page 324

H s(V) espace de Sobolev ; voir (A.46) page 325

H 1(V) espace de Sobolev ; voir (A.51) page 326

H 1
0 (V) espace de Sobolev ; voir (A.54) page 326

H
1
2 (∂V) espace de Sobolev ; voir (A.56) page 327

H (div; V) {v ∈ [L2(V)]d ; ∇·v ∈ L2(V)}
H (rot; V) {v ∈ [L2(V)]3 ; ∇3v ∈ [L2(V)]3}

Espaces polynômiaux
Pk espace vectoriel des polynômes en les variables

(x1, . . . , xd ), à coefficients réels et de degré glo-
bal inférieur ou égal à k ; voir (3.9) page 50 ainsi que
la définition 1.4 en dimension 1

Qk espace vectoriel des polynômes en les variables
(x1, . . . , xd ), à coefficients réels et de degré infé-
rieur ou égal à k en chaque variable ; voir (3.12)
page 52

RT0 espace vectoriel des polynômes de Raviart–Thomas de
plus bas degré ; voir (4.34) page 86

N0 espace vectoriel des polynômes de Nédélec de plus bas de-
gré ; voir (4.49) et (4.50) page 90
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Nomenclature Éléments finis et espaces
d’approximation

Éléments finis et espaces d’approximation
{K , P, S} élément fini ; voir la définition 4.1 page 75

nf nombre de fonctions de forme et de degrés de liberté de
l’élément fini

{u1, . . . , unf} fonctions de forme de l’élément fini

{s1, . . . , snf} degrés de liberté de l’élément fini

{a1, . . . , anf} nœuds d’un élément fini de Lagrange

ILag
K opérateur d’interpolation local associé à un élément fini de

Lagrange ; voir (3.4) page 46
IK opérateur d’interpolation local associé à un élément fini

{K , P, S} ; voir (4.5) page 78
V (K ) domaine de l’opérateur d’interpolation local IK

{K̂ , P̂, Ŝ} élément fini de référence pour la génération d’éléments
finis

{û1, . . . , ûnf} fonctions de forme de l’élément fini de référence

{ŝ1, . . . , ŝnf} degrés de liberté de l’élément fini de référence

IK̂ opérateur d’interpolation local associé à l’élément fini de
référence ; voir (4.7) page 78

V (K̂ ) domaine de l’opérateur d’interpolation local IK̂

Pk
c,h et Pk

c,h,0 espaces d’éléments finis de Lagrange Pk ; voir (3.44)
et (3.46) page 66

Qk
c,h et Qk

c,h,0 espaces d’éléments finis de Lagrange Qk ; voir (3.45)
et (3.47) page 66

Pk
td,h espace d’éléments finis totalement discontinu ; voir (4.20)

page 81

P1
pt,h et P1

pt,h,0 espaces d’éléments finis de Crouzeix–Raviart ; voir (4.31)
page 84 et (5.15) page 108

Dh espace d’éléments finis de Raviart–Thomas ; voir (4.42)
page 88

Rh espace d’éléments finis de Nédélec ; voir (4.56) page 93c ©
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Nomenclature Programmation des
éléments finis

Maillages et quadratures
Th maillage ; voir (3.19) page 55
Vh domaine recouvert par le maillage ; voir (3.22) page 56
{Th}h>0 famille de maillages
hK 5 diam(K ) diamètre de la maille K ∈ Th

h diamètre maximum des mailles de Th : h 5 maxK∈Th hK

{K̂ , P̂géo, Ŝgéo} élément fini géométrique servant à générer le maillage ;
voir la définition 3.15 page 57

TK transformation envoyant l’élément géométrique de réfé-
rence K̂ dans une maille K

ngéo nombre de fonctions de forme de l’élément fini géomé-
trique

Ngéo nombre de nœuds géométriques dans le maillage
Nma nombre de mailles
Nar, N i

ar, N ∂
ar nombre d’arêtes, d’arêtes internes et d’arêtes de frontière

Nfa, N i
fa, N ∂

fa nombre de faces, de faces internes et de faces de frontière
Nso, N i

so, N ∂
so nombre de sommets, de sommets intérieurs et de sommets

de frontière
Eh, E i

h, E∂
h ensemble des arêtes, des arêtes intérieures et des arêtes de

frontière
Fh, F i

h, F∂
h ensemble des faces, des faces intérieures et des faces de

frontière
lq nombre de points de Gauß de la quadrature ; voir la défi-

nition 9.1 page 213
kq ordre de la quadrature
{jK ,1, . . . , jK ,lq} points de Gauß pour la quadrature sur la maille K ;

voir (9.6) page 215
{vK ,1, . . . , vK ,lq} poids de la quadrature sur la maille K ; voir (9.5) page 215

Programmation des éléments finis
connect_forme voir p. 294
connect_g_front voir p. 291
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Nomenclature Autres symboles

connect_géo voir p. 289
coord voir p. 289
dphi_dx voir p. 295
dpsi_dx voir p. 292
dtheta_dx voir p. 294
i_cond_lim voir p. 291
i_dom voir p. 292
inv_jac voir p. 295
poids voir p. 293
psi voir p. 292
theta voir p. 294
vois voir p. 290

Autres symboles
card(E) cardinal de l’ensemble E
dij symbole de Kronecker : dij 5 1 si i 5 j et dij 5 0 si i fi j
L(E ; F ) espace vectoriel des opérateurs continus de E dans F où E

et F sont des espaces vectoriels normés

mes(E) mesure (de Lebesgue) de l’ensemble E ⊂ Rd ; voir (A.29)
page 321

V adhérence de l’ensemble V ; voir page 312
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GMRes, 271
gradient conjugué, 270
ILU incomplet, 271
LDLT incomplet, 270
SGS, 270

presque partout, 322
principe

de moindre énergie, 125
des travaux virtuels, 125
du maximum, 119

principe de Lax, 41
prisme, 53
problème bien posé, 2, 31
problème régularisant, 43

élasticité, 126, 127
Laplacien, 105
Stokes, 141

problème spectral, 129
produit scalaire, 311

euclidien, 329
projecteur elliptique, 68, 131
projection orthogonale, 67
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quadrature

définition, 213
erreur, 214, 215, 224–227
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points de Gauß–Lobatto, 219
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sur un hypercube, 223
sur un tétraèdre, 222
sur un triangle, 221
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rayon
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spectral, 251
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Stokes
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élément P1-iso-P2/P1,
Q1-iso-Q2/Q1, 148

élément P2/P1, 146
élément Pk/Pk−1, Qk/Qk−1, 147
éléments finis mixtes, 141–142
Galerkin/moindres carrés, 181–183
mode parasite, 143, 144
vérouillage, 142

Strang, 41–42
subparamétrique, 70
suite de Cauchy, 312
support, 323
symbole de Kronecker, 335

T
taux de convergence, 252
théorème

application ouverte, 316
BNB, 32, 317
de la divergence, 114
Fischer–Riesz, 323
image fermée, 315

Riesz, 315
trace d’une fonction, 326
transformation

de Piola, 88, 92
géométrique, 57

triangle courbe, 70–71
triangulation, 59

U
Uzawa, 138

V
V-cycle, 284
valeur propre (Laplacien), 129
variable primale, 151
vérouillage, 138, 142
viscosité de sous-maille, 184–187
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W-cycle, 284
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