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Intégration 

INTÉGRALE DE RIEMANN 

Subdivision 
On appelle subdivision u de [a, !JI , la donnée d'uu nombre fini de points 

Xi,), .. ' ,.ru tels que Su a. XII;;;; b, et .\\} < XI <" .. < XIl~1 < XII' 

On note S rensemble de toutes les subdivisions de lo,b]. 

Le pas d'une subdivision cr:::;; (Xi.)O::;:;I::;;I, est le nombre: 

8{u}:;; max (Xi+l .rd· 
O~i~II---! 

Sommes de Riemann 

Soiti une foncüon réelle~ définie et bornée sur {al b], ct rI une subdivision 

de [a, hl. Une somme de Riemann def pour (T est de lu forme: 

S(fT) = 

1 • 3 

b 

Fonction intégrable 

Une fonction}' est intégmble sur lat bj au sens de Riemann si .ses sommes -:1 
de Riemann tendent vers une limite 1 lorsque le pas de la snbdivision fT 

tend vers 0, ce qui se fommlise : 

\lt:: > 0 Ja> 0 \1fT" S .5(u) < ,,=,- IS(u) - II < 6. 

l
b 

On note 1 = f(x) dL 
. " 

Exemples 

>- Sont intégrables au sens de Riemann: 

les fonctions continues. continues pur morceaux, monotones, 

les fonctions à variations bornées, c'est-il-dire telles qu'il existe un majo
n~l 

mnt de L Il(xl+l) - J(Xi) 1 pour tOlite subdivision û. 

>- Une fonctÎon définie et bornée sur [a, b J est înlégrable au sens de Rie
m~mn si, et seulemenl si, l'ensemble de se;.; points de discontinuité est de 
mesure nulle (lu mesure d'une partie de lR génêrullse la lon!!ueur d'un in-
tervalle). ~ 
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INTÉGRALE GÉNÉRALISÉE 

Fonction localement intégrable 

Soitf définîe sm un intervaJ1e 1 de JR. On ditquef est JocalcI11tmt intégrable 
sur 1 si elle est intégrable sur tout segment îndus ùans 1. 

Cas d'une fonction non bornée sur un intervalle borné 

Soül une fonction localement intégrable sur la, hl avec a < b. Si la limile 

f b lb Jim. . fU) dt existe, 011 dit que l'intégrale .f(r) ùt es.t convergente. 
\-a r ,!J 

Dans le cas contraire. on dit que l'intégrale est divergente. 

Sil pos~ède une lîmite il droite en 0, il n'y a aucun problème J'exis~ 
tencc pour l'imégrale généralisée. 

Cas d'une fonction définie sur un intervalle non borné 

SOÎl! une fonction loc.ùement intégrable sur la~ +oc,[. 

Si la limite .1;-~~~~ ,l'xf (!) dt existe. on dit que l"întégrale j:+~[(n dt esl 

convergente. 

Dans le cas conlraire~ on dit que l'intégrale est divergenfe. 

Exemples fondamentaux 

Pour [a.+x[ uvec a> 0 l on a: 

Pour 10,"] avec a> 0, on u: 

j 'a d, 
- converge 

n f" 

<i=::} IT > 1. 

~ir< 1, 

Fonctions sommables 

". Définition 

Soit f une fonction localement întégrablc sur [a. +cXJ(. On dit que lest 

sommable sur cet intervalle si t+I{{t) 1 dt converge. 
,la 

On dit aussI que l'intégrale est absolument convergente. 

". Théorème 

i+!{(f)j dt converge = .l+J(t) dt converge, 

Si! est loca]cmcnt intégrable sur la, bJ, on a une définition et un théorème 
analogue, 

VALEUR PRINCIPALE DE CAUCHY 

Définition 

Soit f continue sur la, hl sauf en c 

convergente st et seulement si : 1" Ela, br, L'intégmle "I(x) <ir est 

Ol! S et SI tendent vers 0 indépendamment l'un de l'autre. 

rI> 
Si l'intégrale Ja f(.t)dt n'est pas convergente, la valeur principale au sens 

de Cauchy est défiuie pur: 
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Exemple 

Si A > O. on a : 

jd d, 
- diverge 

. -/\ x 
el f" dr 

Vp - =0. 
, -,-\ x 

La réponse impulsionnelle 11(1) d'un filtre de Hilbert est 
1 

h(l) = vp( -). 
Tif 

Le filtre de Hilbert permet de générer un signal en bande latérale 

unique (BLU) utilisé en transmission. 

Propriété 

Si q; est continne snr [-A, AI et dérivable en 0, on a : 

j." 'l'(x) l" ",(xl - q;(0) . vp -- dv = _ .... _-_.- dt. 
• -A .l" -A X 

FONCTION DÉFINIE PAR UNE INTÉGRALE DÉFINIE 

Existence et continuité 

Soit)' une fonction de deux variables, continue sur [0, /JI x [e, dl: alors la 

fonction F définie par F(x) = [df(X, tl d' est continue sur [a, /JI et 

r
b 
F(x)dt= t' ( r"f(x, 1) dl) dx= rd ( rbl~r.t)dt) dl 

Ja Ja Je if lu 
Dérivabilité 

Sif et 

et on a . 

sont continues sor [a, b] x [e. ri], alors F est dérivable sur [a, bl 

I d af 
F'(x) = a~ y, r) dt 

c .\: 

1' • 1 

Si de plus. Il el l' sont de, fonctions de classe Cl de [a, I>J dans [e, dJ. alors 

la fonction G définie par G(x) = (""f(x. Il dt est dérivable et 
.Iller) 

F'(x) ~
.,.(') .)/t' 

(,.1 -! 1 

. 
-;;-:(.u) dt + f (x, v(x») ,.(x) - J (x, II(X») Il (x). 

,.dr) (J.\: 

FONCTION DÉFINIE PAR UNE INTÉGRALE 
GÉNÉRALISÉE 

Soitf une fonction de deux variables, continue sur [a. bl x le. 
qu'elle existe, on considère la fonction F définie sur la, bJ par 

/ 

.• = 
F(xi = ,,' f(x, t) dt . 

Existence et continuité 

Lors-

511 existe une fonction posltive g définie, continue par morceaux et sorn-
nmble sur le, et qui vérifie: 

'ix E [a, b] 'VI E le. +oo[ ~(x, ni ,;: g(1l 

alors F existe et est continue sur [a, b], 

Dérivabilité 

Supposons en plus que f admeüe une dérivée partielle 9t continue sur 

[a. bl X [c,+x[ et qu'il existe une fonction positive Il défi~~, continue par 
morceaux et sommable sur [Ct +00[, et qui vérifie: 

'ix Ela, bl fi! 
I~(.\, 1)1 ,;: h(1) 
ox 

alors FeSI de ciasse Cl surla,bletF'(x)= rXr:!rx,l)dl. 
. Je'\ 
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Remarques 

>- Le théorème précédent se généralise pour les dérivées successives 
de F. 

)Ir» Pour la continuité et les dérivabilités successives, il suffit d'établir les 
hypothèses de domination du lype If(x. t)1 ,;; g(t) sur tout segment de 
[c,OGl· 

INTÉGRALE DE LEBESGUE 

Aspect intuitif 

Au lieu de subdiviser J'ensemble de dépnI1 comme dans l'intégrale de Rie
mann, l'intégration de Lebesgue partage l'ensemble d'arrivée def. 

Pour calculer l'aire flOUS le graphe de la fonctîon! définie sur [(I~ bl, on fait 
intervenir une subdivision Jo < YI < ". < Yu def(fa,b]) et la valeur 
approchée: 

11-1 -1 . 

I.: IIi Il[ f (lVi,J'i+,l)] avec "i E [Yi,Yi+tl. 
i=1 _., 

où l (lYi,Yt+10 est l'image réciproque de 1)'11)li+)[ et où p, généralise la 
longueur d'un intervalle. 

.\i;,,1--- ,-----------, --------------, 
1 - -r-------- 1- ...,,------ T- -1 

yi'---~ ___________ :~-- J _______ , : , , , 

1 • 9 

On termine comme avec l'intégrale de Riemnnn en passant il. lu 1Ïmite. 
1v1ais il faut pouvoÎr attribuer Une mesure à des parties de lR qui ne sont 
plus des intervalles. ce qui conduit ft la no lion de fonclÎofl mesurable, r..:' cst
tl~dire LeUc que l'image réciproque de toul intervalle soil mesurable. 

Définitions 

~ Ensemble de mesure nulle 

Une partie E C IP: e:;[ de mesure nun~ si, à tout R > 0, on peUL associer 
une suite d'intervalles ouverts 1 Ill) telle que: 

Ç'Ç. 

ECU ln et i/,,1 < E 

tlGH IP::ll 

où Iflll désigne la longueur de lu. ' 1 

»> Propriété vraie presque partout (p.p.) 

Vne propriété est vraie presque partout sur un intervalle, si elle est vraie 
suuf sur un ensemble de mesure nulle. 

~ Exemple 

~~J (ou tout ensemble dénombrable) est de mesure nulle: [; étant donné, il 
suffit d'associer à tout Il l'intervalle: 

Propriétés 

1,,=]" .... --"-.11+ e r 
]f!+2 

où 
e Il ,,1 = . 

>- Une fonction! est intégrable au sens de Lebesgue sur rlntervalle 1 si, 
et seulement si. fi l'est aussi, et. dans ce cas. on a : 

~ Ona: 

l[f(X)d'l,;;; (,J(x>ld\. 
1 • 1 

{HXl! d, 0 è=;. f 0 (p.p.) 
.1 
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,... Sif et g (mesurables) sontlelles que V1 ~ g sur 1 et si g est intégrable, 
alors fI' est aussi el on a : 

1 j,J(<)dI! ,,; j,' I/(x)i d,"; l~(x) dl, 
, ! • 1 JI 

>- Une fonction intégrable au sens généralisé de Riemann est intégrable 
sur l'intervalle 1 au sens de Lebesgue si, et seulement si, eHe est sommable. 

Il existe des fonctions intégrables au sens de Lebesgue qui ne le sont 
pas au sens de Riemann. C'est le cas de la fonclion de Dirichlet. c'est
à~dirc de la [onction caractéristique de Q dans IR définie par: 

f(,;:) ~ 1 si xE 1] , f(x) ~ 0 si x cf Q, 

INTÉGRALE DE RIEMANN COMPLÈTE 

. 'Ën-"~'ôdiflllili légèrement 'le pOlnfde" vû'ë"de Riemann. on obtient une 
définition de l'intégrale qui englobe r intégrale de Riemann ordinaire 
et généralisée, et l'intégrale de Lebesgue, 

Le réel J est l'intégrale de Riemann complè!e d'une fonctionf sur [(L li! 
si, pour tout réel" > 0, il existe une fonction cr de la, hl dans JO, +0<:[ 
teUe que, pour toute subdivîsion (T = (.'l'o, ' .. ,XI,) de [a. hl ettout choix des 
fi EIx;, xi+d lels que X;+) .~ Xi < [f(t;,I), on ait: 

11-1 

1 L(x;+! - x;)f(I,) -II < B, 

1",0 

2 

Fondions spéciales 

FONCTIONS EULÉRIENNES 

Fonction gamma 

» Définition 

La fonction r est détinie sur JO. +x:1 par: 

» Autre expression 
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>- Formule de récurrence 

\/x E JO, +(lO[ [ü + 1) = .d'(x) 

Comme [(1) 1. on obtient nll) = (11 Il! pour 1/ EN", 

>- Formule de Stirling 

(
11\" - [ 1 1 1 1 )] 

Il! = ;;;) V21T11 1 + 1211 + 288,,2 + 0 ~ ,,' 

>- Formule des compléments 

Si 0 < x < 1 

En particulier: 

[(.tlnl 
." 

t)=---- , 
. sin 'iTX 

1) t= r ( '2 ;;;;"fii = 2 ln e ./1 dt 

>- Formule de duplication 

f(2x) = 

>- Prolongement de l'ensemble de définition 

, , '1- • r nx + 1) cl 'fi - d h 1 r() En utIlIsant J'ega He (x) = --- on e Olt e proe c en prOCle x 
X 

pour x < 0 el x non entier. 

En x entier nègatif ou nul) la fonction tend vers l'infini. 

2 .. Fonctions 

On obtient la représentation graphique: 

n.t) 

Fonction bêta 

>- Définition 

La fonction B est définie sur JO, +Oü[ x ]0, +oor paf: 

j
'I 

B(x,y) = r,-I (1 - t}"-I dt, 
o 

>- Autres expressions 

>- Propriété 

Si x> 0 et y> 0 

B(x,y) B(\',x) 
i'(x) rc,,) 
f(x+y) 

13 
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Intégrales s'exprimant par des fonctions eulériennes 

>- Intégrales de Wallis 

'u == r:!§ sinu x dt" =- r:!f casu x dx. 
.In Jo 

Si Œ == lI' est un entier pair: 

Si Œ == 2[' + l est un entier impair: 

( 1)' 
{.., _ ')2p _{'_. _ 

-1' - - (2{'+ 1)!· 

Si Cl' est un réel tel que Œ > -1 : 

>- Exemples d'intégrales elliptiques 

(11 > 0) 

(11 > 0) 

FONCTIONS DE BESSEL 

Analyse 

Fonctions de Bessel (ou fonctions cylindriques) d'ordre" 

Ce sont les solutions de l'équation différentielle de Bessel: 

y" + ~y' + (1- ~:) y=O. 

2 • Fonctions spéciales 

Dans la forme réelle, y est une fonction de IR dans IR et Œ E JP~+. 

Dans la forme complexe, y est une fonction de C dans C et Œ E C. 

L'ensemble des solutions conslilUe un espace vectoriel de dimension :2.. 

Forme générale (cas œ ct Z) 

)' = A.1,,(x) + BL,,(x) 

où A et B sont des constantes quelconques et 

. (.\:')(1 = (_.t.2)k 
1 (r) = - '\' ~~--'--c---'
.,,- 2 L2"k' f("+k+I)· 

Va/eu!:'! partiel/fière,,, 

.1_, (x) = (2 cosx 
~ V -:;;:;; 

k==() 

.1, (x) = (2 sinx 
l V-;; 

{f- (Sinx ) J~(x) = - -- - cos.\" . 
~ 7ïX X 

Fonctions de Bessel d'indice entier (cas a E Z) 

>- Solution générale de l'équation de Bessel 

15 

Si Œ == Il E Z. on a alors J --II (x) == (-1 )11.111 (.r). Les solutions .III et.l _II ne 
sont done plus linéairement indépendantes. 

Dans tous les cas. on obtient deux solutions linéairement indépendantes en 
considérant: 

cos Œ7T l(y(x) - l_n(;r) 
J,,(x) et N,,(x) = . . 

sm 0:7ï 

Si" E Z, N,,(x) est défini par lim N,(x). 
k-(f 

La fonction N(f est la fonction de Neumann d'indice Œ E IR. (ou fonction 
de Bessel de deuxième espèce). 

H~ = l(t + iNn et H; =.ln - INa: sont les fonctions de Hankel (ou fonctions 
de Bessel de troisième espèce). 

1 



>- Fonction génératrice 

Représentation des fonctions de Bessel par des intégrales 

1 
Pour cr E IR avec a: > - 2 : 

1 (~_r)a ./_",() JetCr} = -_ ....... _, , 
. Vl1T(a + ,,) 

PournEZ: 

1 j,'" . ./,,(x) = ... ços(1I1 .- x sm t) dl, 
1i y (} 

Relation de récurrence et formules de dérivation 

Les fonctions de Bessel penneuent de ~étennincr le spectre œ une 
onde modulée en fréquence. 

2 • Fonctions 

FONCTIONS PARENTES DES FONCTIONS 

DE BESSEL 

Fonctions de Bessel modifiées 

>- Définition 

Ce sont les solutions de l'équaLlon de Bessel modifiée: 

y" + (a> 0). 

>- Forme générale 

17 

Mai;; les foncrions J,Ait} et N(t(i\:} ne sonl pas nécessairement réelles 
lorsque x est réel. Pour obtenir des fonctÎons quî prennent des valeurs 
réelles pour x > O. on utilise généralement: 

K ( .) = 7T ~L..:,c':('x~.)c, ._.,f.~a:c(.\:c·) 
,r .\ "-

_ (ja 

Si Q' E Z. K" (x) "st. défini par lim K,(x). 
f.-.(t 

Les fonctions Ka sonl les fonctions de Macdonald. 

>- Relations de récurrence et dérivation 

. _ 2a 
/tI--~I(:o::) - InTJ(.r) = -!(rCt) 

x 

I:,(x) = ~ [/"-I(x)+I,,~,(x)J 
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K" ,(x) - K"., (x) = ---;:-Ku IX) 

K~(.r) = -~ [K"~ ,(x) + Ku+'(X)] 

". Représentation par des intégrales 

Pour Œ E IR. avec a > 

Fonctions de Kelvin 

". Définition 

Ce sonlles fonctions réelles Ber", el Beîn définies par: 

Bertl: + i Beiu ;;;; .lu' (xe31~) 

où lu est la fonclÎon de Bessel d'indice Œ. 

Elles vérifientI'équatiûn différentielle: 

( i + "~) )' = o. x-

". Développements en séries 

dt 

Pour a = 0, Berotr) et Belu(x) se notent respectivement Ber(x) et Bei(x) et 

on a: 

'" 
Ber(x) = L -'-...::. ... ~ 

/J"'() 

., Fonctions 19 

Bei(.\') 
(-lt 

~. , 
",';) [(2/1 + l) n-

Pour CI! quelconque: 

= cosr(~a~ll) *] ("2, .. )2n+" Ber (x) = Y': ( -1)" ~"' ... :... ~ 
U .::.--t- n!f(a+n+ 1) 

11=0 

POLYNÔMES D'HURWITZ 

Définition 

Un polynôme P de lR:[X] est dit polynôme d'Hurwitz si la p,utie réelle de 
tous ses zéros clans C est négative. 

Quand un système physique est représenté par une équation différen
tielle linéaire à coefficients constants dont r équation caractérîstique 
est un polynôme d!Hurwitz. il est stable. S'il est écarté de sa position 
d'équilibre, il y revient exponentiellement en fonction du temps. 

Condition nécessaire (non suffisante) 

TOUR les coefficients dc P sont strictement positifs. 

Condition nécessaire et suffisante 

pre) 1 .'" > l 
P(-cl 

= l 
< 1 

quand Re(:) > 0 

quand Re(:) 0 

quand Re(:) < 0 
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Le dénomÎnaleur de la fonction de transfert d'un l11trc polynomial est 
un polynôme de Hurwitz. L'approximation de Buttcnvorth est teHe 
(lue, pour un pûlyn6me de degré n, ]' atténuution du filtre et ses fi - 1 
premières dérivées sont nuUes à l'origine. 

Avec ces cOl1dition~, on obtient un polynôme BI/' unique pour chaque 
degré 11. 

Premières valeurs des polynômes de Butterworlh : 

BI = 1 +x 

82 = 1 + v2x+.:t:2 

B3 :;:;;; Xl +2xZ +2x+ 1 

B4 '" x' + 2, 6l3,r' + 3,414x2 + 2, 613x+ 1 

B, '" x' + 3, 236,,' + 5, 236 x' + 5, 236x2 + 3, 236x + 1 

AUTRES FONCTIONS SPÉCIALES 

Sinus et cosinus intégral 

>- Définitions 

Si(x) = ~- d, l,x sin t 

, !) 1 

Sl(X) = - - dl = S'Ix) - -, !.'+Xl sin t , 1r 

x t 2 

l
'vx' cos t 

Ci(x) = - -,-' dr ln x + C " --,-" d, J
'X 1 - cost 

, ,T Il , 

où C eM la constante d'Euler, c'est-à--dire: 

lx> 0) 

2 • Fonctions 

L f . . sinïTx 
a 'OnctIon smus cardinal sinc(x} = . représente Je spectre 

d'une vibration sinusoïdale tronquée, Elle ~~l utilisée en traitement du 
signal. 

,.. Développements en séries 

Exponentielle et logarithme intégral 

>- Définitions (x > 0) 

Li(x); -[
' d, 

,:2 Jnl 

,.. Propriétés 

El (x) = -Hi( -"x) 

. j" e
f 

E,(x) = . -00 dl 

, Ii(x) r dl 
Jo ln ( 

Ii(x) EiflnX)=-E,(-,lnx) 

,.. Développement en série 

où C est la constante d'Euler. 

21 



Intégrales de Fresnel 

li> Définitions 

l',' ''Ir ,) 

dl • S(x) ~ , sin ( - '" dt. 
• (j ,2 

li> Propriété 

li> Développements en séries 

CCx) 
00 )111 X.jIJ+1 

'2)-1)" G (4,,+ 1)(2n)! 
11=0 

00 (11' ) 1,,..,.1 ."'(411+ L 

S(x) = 2::(-1)""2 (411+3)(211+ I)! 
'Ft) 

li> Expressions à l'aide des fonctions de Bessel 

Fonction dzéta de Riemann 

li> Définition 

= l 
[(x) ~,,
- L TlX 

Il,,,,1 

La série est convergente pour x > 1, On Il: x~~. (x 1) (Cr) -= 1. 

2 • Fonctions spéciales 

li> Valeurs partiwlières 

li> Lien avec la constante d'Euler 

li> Identité d'Euler 

sc (-[t 
C ~ 2:: ' (n), 

Il''''':; H 

~ 1 
(Is) = II:-

1 
-.-::, 

{'1::'2 -p 

'!T
g 

, 8 ' 
;( 1= 9450' 

où le produit concerne tous les nombres premiers p successifs. 

La répartition des zéros de ta fonction i: est utilisée en thermodynami
que (gaz parfaits), 

Fonctions de Debye 

li> Définition 

D,,(x) = -- dl, l',' 1" 

,ü ct - 1 

li> Lien avec la fonction ( 

Fonction d'erreur 

li> Définition 

lim D,,(x) = n! ((n + 1), 
_t··-<+:x:. 

23 
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" ,'. f( ,) Elle est liée à la fonction de répartition <l> de la loi nor-Hotee aU!'Sl er J:. 

male réduite par El ( À) + 1 = 2<1>(.t), 

>- Développement en série 

3 

Approximation de la forme 
d'une fonction 

COURBES DE BÉZIER 

Polynômes de Bernstein 

Pour i et li entiers avec 0 !Ç i ,ç 11, on dénnÎt : 

BLII(t) ::.: c;: i (l tt- l . 

Courbes de Bézier 

Il s'agit d'un modèle mathématique de la forme d'un objet, en vue de 
.sa réalisation industrielle par des machines à commande numérique. 

>- Définition 

Dans le plan muni d'un repère orthonorm411 (0, l /), on considère 11 + l 
points de contrôle Po, ... : Pli' La courbe de Bézier associée est rensemble 

1 
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des points M(t) définis pur: 

" 
OrVÎ(l) = L Bi ,,(1) OPi 

i .. O 

lorsque 1 décrit [0, Il, 

Cette définition s'étend aux surfaces. 

»- Propriétés 

1'l1(f) e,Stle barycentre des poînts Pi affectés des coefficients BLII(t) puisque 

" L Bî•II (t) :;;;; 1. Une courbe de Bézier ne dépend donc que des points de 
Î=fl 

contrôle. Mais si on modifie J'un de ces points, on change l'allure globale 
de la courbe, 

La courbe de Bézier. de points de contrôle Po .. , . ,PIl • est tangente en Po à 
la droite (POP]) si Pl) =? Pb et en PI! à la droite (PII~-IPJl) si Pn~ l '# Pli' 

»- Construction 

Pour 0 ~ P ::S Il, on considère une suite de points (Ali;, .... Mf;) égaux aux 
points de contrôle pour p = 0 et qui vérifient la relation de récurrence; 

OM::U) = (1 - 1) OM;;::: (r) + 1 (lJ\,f;,-' (l), 

Pour p::::: 11, on aboutit aux points MU) de]a courbe de Bézier. 

COURBES B-SPLINES 

Le modèle de Bézier ne pennet pas une modi ncation locale de la 
courne. Et le degré des polynômes de Bernstein devient vite un obs
tacle aux calculs quand le nombre des points de coulrôle augmente, 

:; • Approximation de la forme d'une fonction 
--~._-~.~--~.~- =='--_____ ~ ____ 2~7 

On p:éfere donc un,modèle qui utHise des polynômes de degré faibIe 
et qUI pennet Une defonnationlocale. 

Vecteur nœud 

Un vecteur nœu,d est une suite nnÎe croissante d'entiers naturels l(), ..• ) h. 
li est un nœud simple si t.'~ J < r /' f. 

• ( "- I+J· 

fi est Un nœud multîple d'orùre p si li~1 < fi :::::: ... := fj'+p_1 < 11"-1" 

Fonctions B-splines 

li> Définition 

Les fonctions poly nomîales B-splines Ni,1/I SOnt définies par ; 
(l) pour III = 0 : 

(2) pOUl' ln E ;'1* : 

Ni,o(/) = l "i 1 E [Ii'!'"' [ 

== 0 S'lnOn 

N (- - f 
j,mU) == -.----'-- N (t) + \1' t f; i,m-I, 1'f;.I.l.m_ :(1). 

i+J/I, li+Il!+! -~ fi+1 

Dans Je cas de nœuds mult' l '1 . _ 
_ Ip es, J peut arTlvcr que le denominateur d'un 

quottent du. second membre de la relation (2) sort nul. On convient alors 
que ce quotlent est nul. ' 

li> Propriétés 

Une fonction B-spline N est pl· [ d cl • 
" ,.' • t,In' 0 ynomm e e egre ni par intervalles 

nulle a 1 exteneur de Cf· 1· 1 r ' /, 1-1--111+ , 

Si, dans r intervalle [l, rIt '1 ' 
, '. r, '.'t'IlI"'] • ous es nœuds sont slmplc~, alors la fonc-

tIOn Ni,m cs! de classe Cn,-I. 

La présence d'un nœud multiple d'ordre 1 d" cl 
différenliabilité, J tmmue cp - 1 l'ordre de 
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Courbes B-splines 

»- Définition 

Dans le phm muni d'un repère orthononnal (0, 7,7), on considère Il + 1 
points de contrôle POl' .. , Pli elle nœud fo~ , .. l h· 

Lu courbe B-splîne associée est l'ensemble des points l'l'lU) définis par: 

oM(t) :;:;: t N'f,mU) OPi 
i",n 

otlies Nj,m sont les fonctions B-splines de degré III avec m :;;; 11. 

»- Propriétés 

Lu fODl1e d'une courbe B-splînc dépend de la positÎon des points de 
contrôle, mais aussi du choix du vecteur nœud, 

Pour une courbe de degré m, on choisit souvent un vectenr nœud tel que 
l'ordre de multiplicité des valeurs extrêmes soil égal à TIl + L La courbe 
passe alors par Po et Pu, et admet pour tangentes en ces points les drolies 
(PoP,) et (1',,_,1',,). 

»- Construction 

. t·-
En notant lXi,mU) = , lu relation de récurrence: 

ti+m -- fi 

Ni ,I/j(t):;:::: aLm(t)Nf,III~I{1) + p ~.- (fj+l,lII(f)] Ni+I.III~I(t) 

conduit il un algorilhme de construction analogue il celui des courbes de 
Bézlcr. 

4 

Champs scalaill"es; champs 
de vecteurs 

SoitA une partie ouverte du plan ou de l'espùce, 

Un champ scalaire défini sur A est une application l de A dans R. 

Un champ d~ vecteurs défini sur A est une application qui i:J tout point 

!v! ~e A associe un vecl~r _~(kJ). Dan~ le cas de l'espace rapporté à un 
repere orthonormal (0: i l j" 1 k). on peut écrire : 

l/(x.}', c) = P(x, y, c) 1 + Q(x,y, cfT + R(x,y.z)k. 

Le champ V est de classe Ci. sur A si les jonctions P. Q et R sont Ck sur A. 



Analyse ~-~._~._~--,-----,--,--_. __ ._-'-"--

OPÉRATEURS CLASSIQUES 

Gradient 
Soüf un champ scalaire de classe Cl sur A. Son gradient au point lI4Cr,y~ z) 
est le vecteur: 

laplacien 

iJf 
"--j (x,y, c) 
(X 

af + -(x. r,z) ay' ' 

Sohl un champ scalaire de classe (! sur A. St?n laplacien en i\.1{.t:,y,::) est 
le scalaire: 

iJ' f a'f iJ'f," 1;.J(r \' ~) = --'-(, \' ") + --(x. \' :) + -il ,Cr, 1',). ,.;~,., 8x1""" üy2 ,-,. :;:.- ~ 

Divergence 

Soit 11 un champ de vecteurs de classe Cl sur A. Sa divergence au point 
M(x.)'.z) est le ,calaire: 

~ ap i1Q aR , ." div V(x.)',Z) = Ux (x,y,z)+ Uy (x,y,:) + Uz Ü •. \",). 

Ce réel nc dépcnd pas du repère orthonormal choisi. 

Rotationnel 

Soü un champ de vecteurs de classe Cl sur A. Son rotationncl au point 
!\rl(xlY'~-,) eSlle vecteur: 

-'-; (iJR rot V(x,y,z) = Uy 
iJQ)-:- /c)P UR')'-;- (iJQ_iJ,P)k. -,+(---J+' " n .••• " ,Ur uv, u~. _ \ u.:. v_\ ',' " ' 

Ce vecteur ne dépend pas du repère orthonormal direct cholsi. 

4. Champs scalaires; champs de vecteu:~rs=--__ 31 

PROPRIÉTÉS DES OPÉRATEURS CLASSIQUES 

On considère des champs scalaires f ct g, et des champs de vecteurs U et 
V, définis sur un ouvert A. On suppose!, gj Li et V de classe C2

. 

Propriétés fondamentales 

1;.f = div (g;:adJ) : div (rot V) = 0 ~-rot (gradf) = 0, 

Autres égalités 

grad (jg) =f gr;d g + g gradf: 

6. (fg) 1;.g + g 1;.J + 2 gradf ' gmd g; 

div (Iv) = f div V + gradf' V 

rol «\Il = f mi V + gradf AV; 

. rol U . 

Théorème de Poincaré 

Sur un ouvert A simplement connexe, on a : 

mi ï7 = () "=> 3f V = gradf, 

L'hypothèse sur A signifie que deux points deA peuvent loujours être reHés 
par une courbe continue incluse dans Il et que LOute courhe fermée de A 
peut être ramenée ù un point par déformation continue. 

Attention. cette équivalence exige des conditions SUT le domaine sur 
Iequel on se place. 
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Dans le cas d'attractions coulombiennes, on est conduit à considérer 

des champs de vecteurs nou définis en uu point, ou deux. Dans ce cas, 

distinguez bien le plan ct l'espace. 

Le plan privé d'un Point n'est pas simplement counexe et le théorème 

de Poincaré tie s'applique pus. En revanche, l'espace prjvé d'un point 

est simplement connexe et le théorème de Poiucaré f'~appUquc. 

Le champ magnétique créé par un courant électrique dans un fil illi

mité a son rotationnel nul, mais n~est pas un champ de gradients. Ce 

n'est pas surprenànt, car le théorème de Poincaré ne s'upplique pus à 

l'espace privé d'uue droite. 

COORDONNÉES POLAIRES (DANS LE PLAN) 

Repérage d'un point 

(a, 7 1}) étant un repère orthonormal 

du plan, un point At se repère par ses co

ordonnées cartésiennes (x, y) telles que: 

OM=xi+yj. 

Il peut aussi se repérer pM ses coordon

nées polaires (1'.01 telles que: 

x = p cos 8 et y = p sin (). 

et 00 .OM = 1'11. 

"l-----------?----\ iî . :M 

~d 1 J , 

!~ ____ L_mm 
o. .t 

1 

Les nombres p et 0 sont bien définis; sauf pour l'origine 0 caractérisée 

par p ~ 0 ;Jvec 8 quelconque. I1~ sont uniques si on impose p > 0 et 

OE[O,2rr[. 

Repère mobile 

Si M est distinct de 0, (M, 11. 7) est le repère mobile ortbooonnallié il 

Iv! dans les coordonnées polaires (l', el. Il est défini par: 

17(0)= cosO Hine 

7(6)= -sinO +cose 

4· Champs scalaires; champs de vecteurs 33 

----------------~ 

Ona: 

du 
dO 

\' el 
cl7 
diï=-U' 

Le repère mobile aSSOI.,:lÉ aux coordouuées polaires se note aussi (l'If, . e(}). 

Gradient et laplacien 

~oltf une fonction de dans IR. ùe classe C=:, Le rcpémge d'un point 

{Xl y) ptlf ses coordonnées polaires (Pl fJ) conduit il întroduire la fonction; 

(p. el ~ F(p, el =/(1' cos a,psin 0). 

Le grtldîent def en un point peut alors s'écrire : 

OF ~ 1 oF ~ 
::; -------- Il + - - l' 

op l' aB 

et le laplacien; 

a2F 1 {)F 1 {J'F 
+ -+---

P Op l" 00" 

COORDONNÉES CYLINDRIQUES (DANS L'ESPACE) 

Repérage d'un point 

Un point M de l'e'pace peUl se repérer pi1r 

ses coordonnées cartésiennes (s.)\;::) dans 

un repère orthonormal. 

En notant m le projeté orthogona1 de Nf sur 

le plan xOy ~ on peut aussi repérer le point 

111 (.r, y) pur ses coordunnées polaires (p.O) 

si m :j. 0 et conserver la cote Z. 

Le triplet (l', e.:) représente les coordon

nées cylindriques de M. 
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Un cylîndre de révolution ct' axe Ozet de rayon R a pour équation p = R 
et un point M ùe ce cylindre se caractérise par deux coordonnées ((), z). 

C'est l'origine du mot ( coordonnées cylindriques)). 

Repere mobile 
Le repère mobile associé aux coordonnées cylindriques est le repère ortho

normal (!vi, 17, li', k). Il se note aussi (!vi, el" eo, e,), 

Gradient et laplacien 
] " d' ' t Soit f une, fonction de !Fi.c dans 1R, de classe C-, Le repcrage un pom 

(x,y,~) par ses coordonnées cylindriqoes (p, e,z) conduil fl introduire la 

fonction F dénoie par: 

Ftp, 0, z) = f(pcos B, p sin 0, :). 

Le gradient de f en un point peut alors s'écrire: 

-, OF 1 aF 
2radf= - + , , ' Dp p 1)0 

et le Inplacien : 

Divergence et rotationnel 

Si 

div V 

aF~ 
+-k az 

1 av,,) 
p aB 

~ Champs scalaires; champs de vecteurs 

COORDONNÉES SPHÉRIQUES (DANS L'ESPACE) 

Repérage d'un point 

Dans r espace, on peut nussi repérer un 
point Mn' appartenant P"L' il (Oz) par : 
,.. l'augle fi E 10,2".[ enlre le demi-plan 
xOz et le demi-plan zOM (8 est représenté 
dans le plan horizontal xOy); 

l, 1 1 TT TT l' >- ang e cp E J - -:=J'-:=):, situé dans le 

demi-plan zOM entre Gm-el DM; 

» la distance r = DM. 

:.1. 

r 

<P 

1 il 

Le trip]et (r j 0; ip) représente les coordonnées sphériques de Pd. 

M 

Y 

m 

Une sphère de centre 0 et de rayon R a pour équation r = R et un 
point M de la sphère se caractérise par deux coordonnées (0, ",), 

C'est 1; origine du mot « coordonnées sphériques »). 
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Sur la sphère telTestre,xOy est le plan de l'équateur, Oc est l'axe des pôles, 
xOz est le demi-plan du méridien de Greenwich; Il est alors la longitude et 
'f' la latitude du point/v!. On a : 

{

x= r cosip cos(J 
y=rcoscpsin(-) 
:: =: r sin 'P 

En physique on con.sidère ,ouvenll'angle (Oc, 0Jl,J) ",]0, 1T[, On r ap
pelle la colatitude du point M. Dans ce cas, n'oubliez pas d'en tenir 
compte dans les formules. 

Repere mobile 

Soit ivl un point n'appartenant pas ft (0:). de coordonnées sphériques 
(1'0,80, !Po). 
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r :::::: r{} est l'équation de la sphère de centre 0 passant par M. Sur celte 
sphère, (J =. 00 est r équation du méridien passant par Ni et rp == !Pu ceBe 
du paraHèle passant par lvl. 

Soit 7t le vecteur unitaire tel que Ol~t ::::::: 1'0 /1 ~ v le vecteur unitaÎre {an~ 
gent au parallèle passant par tvl ct parcQum dans le sens des () croissants: 
}iT le vecteur unitaire tangeut au méridien passant par M et parcouru daus 
le sens des cp croissants_ 

(tê l P, Hf) est une base orthouorOlule directe de l'espace. 

Url! u~ 1 w) est le repère mobîle lîé à /'Vl dans les coordonnées sphé
rîques (1\ f): fP). On le note aussi (NI)"ë;, ;;;j l ë;). On il : 

~ doM ~ ~~-, 
If :::::: ~~ ::::: cos If' cos e i + coS!p siu!9 j + sîn cp k 

= -~-- dOM ~ -sin07 +C050 7 
dO 

J dOÛ . 
HI.::;: -,...- d~ =. -smrpcoso-r + sin cP sju fJ}'" +cosl.p k 

Il dOl\t: /1 <p 
. d<p 

Gradient et laplacien 

Soitf une fonctÎon de Jl:f'; dans R, de classe C:!. Le repérage d'uu point 
(x, y:;:) par ses coordonnées sphériques (r: 0, cp) conduit à introduîre la 
fonctiou F définie par: 

Le gradient ùe f eu un point peut alors s' écrire: 

-. âF ~ 1 âF ~ ! OF _" 
oradf = -- li + --~-- -- JI + - 1\' 
D al' rcos'i' (J() r GI{: 

et le J~lplacien : 

. ii'F 1 ElF 1 EI'F 
4/=-.-" +--+---

âr- r th r~ {J'Pz 

Divergence et rotationnel 

Si li ::: Vr + V(j e; + \-.ru; e:;. on a : 

d,'v - 2 av,. 1 av 
V=-Vr +-+ " 

r tir r â'fi 

_______ 37 

lan'F âF ! â'F 
--+--~-- --
DI{: 1'2 cos2 <p 08~· 
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Intégrales multiples 

INTÉGRALE DOUBLE SUR UN RECTANGLE 

Sommes de Darboux 
Soitf une fonction bornée sur un rectangle R = la, 1>1 x le, dl et il valeurs 

réelles. 
Soit x(]::::: (1 < XI < ". < XIIl = h une subdivision de [a~ bJ 

et Vu:::' (d' < YI < ." < YII'::: d une subdivision de [c:dl· . , . 
, [, ' l' l' " 1 forment une subdJVlSlO1l f}' Les mil rectangles R!j = }'i,J:t+l X y)~)}+l 

de R, 
On appelle sommes de Darboux de f associées il fT les nombres: 

s(O') = >. infj x aire Rij 
L-J R" 
jJ 

et S(cr) = >. supf x airc RU 
, ~ Ri] 

l,} 
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L'ensemble ùcs sommes S(fT) , quand cr varie, est majoré et admet donc 
une borne supérieure, 

L'ensemble des .sommes S(cr), quand (T varie, est minoré et aùmet donc 
une borne inférieure. 

Fonction intégrable 

Si f est bornée sur R. on dît que.r est intéhrrable sur R lorsque la borne 
~>upérieure des s(<T) est égale à la borne inférieure des S(u). Cette valeur 
commune est appelée intégrale de f sur R et notée: 

/if(X,)') dl'dy ou /i l 

En particulier, les fonctions continue:;; sont intégrables sur R. 

Propriétés de l'intégrale 

JI> ,Linéarité 

Soit}' et g deux fonctions intégrables sur R et j\ et f.L deux réels; alors: 

(r [Af(x, y) + iLg(x, y)] dxdy = À l' ~1(X,Y) dl' d)' + iL l' f' g(x,y) dl' d)', ./Jn . .lu , .IR 

JI> Croissance 

Soitl et g deux ("nction, intégrables ,ur R telles que j'(x,y) ,;; g(x,y) pour 
tout (x,y) ER; alors: 

1
'f'lfx,Y)dl'dr,;; 1'f'g(X,y)d'dY, 

. .IN . .IR 

On en déduit que: 

1
)

' ftü, y) d\'dy 1 ,;; 1'1 1(,\,,1')1 d\'d)', 
.IR 1. lN 

.1 
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» Additivité par rapport au domaine 

Sîxo E \a,bl Cl)'O E )c~dr. on fi: 

Calcul de l'intégrale 

» Théorème de Fubini 

Soitf une fom:tion inlégrable sur un fL"Ctaugle R::::: [(l,bl X [cc/] et â 
valeurs réelles. On a : 

/' , /'" (/'" ) ,JRJ(X,.\'ldtdY = .. ü .,' [(x,y)dy dr 1" (/'" î [(x, y) dt dy 
C dl ; 

Ce théorème permet de calculer l'inlégrale double pnr deux intégrales 
simples successives. 

11 peul arriver que l'un de;:: emboitelnents ne pennette pas le calcul de 
primitives et que l'autre conduise au résultat. 

» Cas particulier 

Dans le cus où! s'écrit sous la forme d'un produit de deux fonctions Înlé
grabJes à une variable: 

f(x, r) = g(," "Cn 
l'intégrale double sur le rectangle est alors le produit de deux intégrales 
simples: 

j 'J,'J(X,)') dxdy = /'" g(X) dt x [llr(y) dy 
, R , il , ( 

5" Integrales multiples 
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EXTENSION À UNE PARTIE BORNÉE DU PLAN 

Définition 

Saüf une fonction bornée, définie sur une panie bornée ,4. de IR1, et à 
valeurs dans 1ft La partie A est alors incluse dans un rectangle R, 

On dî1 quef est înlégruble sur A ,>:;.Î la fonction] définie sur R par: 

.llx,y) = ./(x,y) si Ix,.v) E fi 
= 0 si ix,y) E R \ A 

est întégrnble et l'on pose: 

./[/(x,)') drd,1' Jl/(X,}', drdy, 

L~additivité par rapport au domaine entraîne que cette définition ne 
dépend pas du choix du rectangle R COntenant A. 

Théorème de Fubini 

Soit!p et 1/1 deuxJbnct1ûns conlinucs sur [a,bJ avec cp (; /1' ; nOions.4 
l'ensemble des points (x,y) E 121 tels que: 

a (; x ~ b et !PIX) :;:;: y ~ If'(x). 

Alors; 

/[ [
'b (l'l'l" ) 

,f(x,y)drdy= l "f(x,y)dy dx 
, • ,\ ,(1 \, 'fin 

On peut permuter les rôles de x ct de y. 

,1 
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CHANGEMENT DE VARIABLES 

Théorème 
Soit !(x 'f) une fonction întégmbie sur une panie bornée D, en bijection 
avec un~'purlie bornée il aU moyen des fonclions de classe Cl x 'P(Il~ l') 
et y ~ 4'(11, l') ; alors; 

l'j,' j'/' \ 1 D(.X, y) 1 dll dl' f(",)') ctrdy ~ ,f(X(U, 1'),)'(11, j'), D(lI, l') 
• ,D ".,à 

Le déterminant: 

D(x,)') 

D(H, ,,) 

Vrp 
-·(H,l') ail . 
a<J! 
T(fI, ,,) 
ufl 

est le jacobien du changement de variables. 

Cas des coordonnées polaires 
. bl x = P cos fJ et ,v ;;:: p sin (J u pour jacobien Le chnngement de vana es 

D(x,_)_') pd'où: 
D(p,O) 

fj~f(X,)') ctrdy = II/(PCOS 0, psin el p dpdO 

Grâce Ii celte transfonnation. l'intégration sur un disque. une couronne 
ou un secteur ;:mgulaire se ramène ù une intégration sur un rectangle. 

INTÉGRALES TRIPLES 
Approche et calcul 
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f étant une fonction bornée sur une partie bornée D de , on déilnÎl l'in~ 

tégrale triple f"II.f(:cY,;:J dt cly cl:: de façon analogue anx intégrales , i ,ID 
double" 

Le calcul pratique se fait par intégrations successives Il raide du théorème 
de Fubini prolongé en dimension 3. 

L'intégrale triple possède les propriétés de linéarité habitueJ1es et la pro
priété d'additivité par rapport à la réunîon de domaines dont lt intersection 
est de volume nul. 

Changement de variables 

Dans le cas général, sÎ D est en bijection avec A borné an moyen des fonc
tions de dasse Cl 

on a: 

Ifc /f(",}',:) ct, d." d: 
.' iD 

{

X:::::: X(II, i', w} 

.1.' == y(l1~ \l, \l') 
;: :::::: ::(fl l v. 'w) 

{j/f(X(It, F, \l'),Y(II, ", \l'l, :(11, F, \l'») ./, ,h 1 

D(x,)',c,l Id d d _ If l' \l' • 
DW,l'f H'j 

En particulier. si le même domaine géométrique est représenté par une par
tie D de en coordonnées cartésiennes et par une panie .:l (plus simple) 
en coordonnées cylindriques ou sphériques, on utilise la formule de chan
gement de variiJbles. 



>- en cnordonnées cylindriques; 

lflj(X, y. :) dr d)' d: = liL/(p cos li, P "n (), :) p dp dO cl: , 

>- en coordonnées sphériques: 

Ili/(X, y,:) dy dl' dz 

::: .Iii~f(rcos ipcos O. rcm; ipsin 8; l'sin ip) r
2

cos tp dl" clcp dO. 

Attention. dan, eeUe fannule 'l'est la latitude, N'oubl,ez pas de mod'· 

fier si vous utilisez la colntîtude. 

APPLICATIONS 

Aire et volume 

S, f(x, y) = L , l'intégraLe double fI dr cl.1' est l'a,re de A, 

Si I(x,y,:) l ,lïntégralc triple liL dr d." dz est le volume de A. 

Moments et centres d'inertie 
r(, _) ou j'(y v cl représente la densité surfacique au 

Supposons que,} .L), .)~ ,~, • , ,_"' _" rfacc ou 
point (x, y). ou la densité volumique au poml (X1}1 d , d une su 

d'un volume A, 

»- Masse 

L' intégrale double, ou triple de l sur A est alors lu mllsse !vI de A. 
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»- Centre d'inertie 

Le centre d'inertie G d'un soUde A est défini par ses coordonnées: 

1 j'/' X [CL \') dxdv; M, ,.-\. -. . 

Ve = - v n\" v) dyd\', 1 j'/' 
~ J M,.:!' .. • 

Dans J'espace, les coordonnées de G sont des intégrales triples analogues, 

» Moments d'inertie 

Le moment d'inerlie de A par mpporl à un point 0, DU par rapport à un axe 
a , eSlle nombre: 

j 'F r"(.Ly)f(x, y) de ct Y , 
./A 

OÙ r(x, y) eSll" distance du po,nt (x, y) à 0, ou 11 Ll, 
Dans l'espace, l'intégrale double c51 remplatée pur une intégrale triple. 

On définit aussi le moment d'inertie d;un so1îde par rapport ft un plan. 

INTÉGRALES MULTIPLES GÉNÉRALISÉES 

(DOMAINE NON BORNÉ) 

Définition 

Saü[ une fonction ù2 (ou 3) variables. continue sur un domaine non horné 
D, On cunsidère une suite de domaines fermés bornés D'l' croissante, c'est
~-dire : 

et tendant vers D, ctcsl-à-dire : 

VxED =OnEn 

1 
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Par exemple, si D eSt Je plan. on peut prendre pOUf Df! des disques de centre 
o et de rayons R'i avec 

el lim Rn = +00 
fl-CC 

Si la limite Hm r r .th, y) d.t ct." existe, el ne dépend pas du cboix de la 
/I~OC' /.ID 

!mÎlc (Du), on dil'q'ue~l'inlëgrale double généralisée def sur D converge, 
ou existe, el on note: 

fIf'(X,y) d.Hly = Hm !'f f(x. y) dxd)'_ , ./D II·-'::X'> • ./D" 
Dans le cas coutraire, on dit que l'intégrale généralisée diverge, ou Il' existe 
pas_ 

Cas d'une fonction positive 

Sif(x,y) ~ () pour tout (x, y) E D, pour que l'intégmle def sur D converge, 

il faut et il suffie que la limite lîm fI J(x:y) dxdy existe pour une seule 
fl-= ff) 

suite (Dn). ,. " 

Onobtieutl /~: c-·\.:.!dr= v/;Tenca1culantlJ
::: ,!L2 e-üi+J\irdy 

avec des dîsques de centre 0 et les coordonnées poJuires. 
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Intégrales curvilignes 

ARC DE COURBE PARAMÉTRÉ 

Définition 

Soit If une fonction vectorieUe définie et continue Sur nn întervalJe 1; 

1 ~ FU) ~ (X(I),Y(I),z(I») E Bi' 

L'espace. Élam rapporté il un repère onhunorma[ (0" ."7' 

r des pOlnls M tels que: - l , 

OM = Fit) 1 E 1 

est un arc de courbe paramétré, 

, k), r ensemble 

1 



On dil que .. ? (t) est une représenlation paramétrique de r, ou encore que 

r n pour équations pammétriques : 

x = x(l); y = y(t) ; c = cV) 1 E 1 

el on supposera \.1 fonction i de clu..;;se Cl, 

Droite tangente et plan normal 

Un point régulier de r est tel que OM'(t) i 0, Duns ce cas, 0M'(1) est un 
vecteur directeur de la tangente en M(t) à C ainsi que le vecteur unitaire 

0M'(t) 
iIOMJt!)l: 

Le plan pa"ant par ,11'1 et orthogonal à T est le plan normal en M 11 r, 
\.ln arc r est orienté par te choix de l'un des deux sens de parcours pos
sibles. ce qui revient il distinguer le!" vecteurs unitaires tangents (opposés) 

el 1.::, 

-Si OM(t) = «U), y(l), z(t)) est l'équation du mouvement d'une parti-
cule~ alors la courbe r. orientée dans le sens du parcours, est la trajec

toire du mouvement; le vecteur aM'(I) est la vitesse de la particule et 

aMI! (t) r accélération. 

longueur d'un arc de courbe paramétré 

Si 1 = Ill, hl, rare r a pour longueur: 

1" L = ";;;;(t) + v'2(1) + ;:'2(1) dl 

" 
Lu longueur L est indépendante du paramétrage ehoisÎ. 

On pose habimellement : 

ds = qOM'(OI dl = V x'2(1) + )"'(1) + Z'2(tJ dt 

6 _Intégrales curvifignes ---

L'élé:x:e~t d'arc cls joue dans les intégrales curvilignes le rnèrnc rôle 
que l element dt" dans l'intéorate simple l "lbsCl" 'l' e ___ . .,,,. se curvl igne s est 

" d C dO,'lt1 un parametrage e tel que soit unitaire. 

INTÉGRALE CURVILIGNE 

Intégrale curviligne d'une fonction 

Soît f une fonction continue dans un domaine D conlen"nt rI" l' 1 ']' d' U • -< 10 eora c 
can'ligne cj sur r est définÎe pur l'inté\Jrale simpl' j' cl ~ IZ" CCli seeon membre: 

.!r/(X, y, z) ds ,r I(X(f), yUl. :(1)) l,êï,~i' (1)11 dt 

~i!"st la densi~é de répartition d'une grandeur physique le Ion a de r 
1 mtegrale rcpresente la quantité totale contenue dans r, Cl ~ 
Le chemin optique entre deux points A el B d'une courbe C est l'înté

g~le curviligne ,ln II(X,y, z) ds où I1(X, y, z) est l'indice du milieu au 

pomt (x, y, z). 

Ci~cula~ion d'un champ de vecteurs le long d'une courbe 
orientee 

Soi t 1'* un arc orienté pur et V le champ de vecteurs: 

V(x,y,z) = P(x,y,:l[ + Q(x,y,z) +R(x,y, 

t:a.circutati~~ du champ de vecteurs le long de la courbe orientée est rîn
legrale curvJÎlgne : 

. T + dl' notée aussi r ·v . clM. 
./1' 

1 
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Dans le cas où V (M) représente une force variable appliquée au point 
l\1, la circulation est le travail de la force au cours du déplacement le 
long de p, 

Propriétés de l'intégrale curviligne 

»- Linéarité par rapport au champ de vecteurs 

Si VI et V:: sont deux champs de vecteurs. ct À et fL des réels. on a : 

},' (A li; +J.L 11;) ,di\Î~,\ J.'V; 'dM+/L}, v;diii 
r , r r 

»- Additivité par rapport aux arcs 

Sî r a pour origine A et pour extrémité B. et si C est un point de J'arc AB, 
alors :. _ 

Si ÂÈJ est Cl par morceaux avec des arcs Aê e~?B qui sont Cl, cette égalité 

sert de définirîofl à l'intégrale curviligne sur AB. 

Circulation d'un champ de gradients 

Si -\1 = gmdf est un champ de gradients. la circulation de V le long d'un 

arc AB est égale à 1'(8) - .f~4), 

Elle ne dépend donc que des extrémités du chemin d'intégration. 

La circulation d'un champ de gradients le long d'une courbe fermce est 
nu Ile, 

--+ - --,. 
Si E =. - grad V est tm champ électrique, la circu]aLÎon de Econduit 
à la définition du potenûel électrique entre deux points. 

6 .. Integrales ClJrvilignf;) 
--~-~--

~ - ~-~-~--~--~-- 51 

FORMULE DE GREEN-RIEMANN 

SOil D une partie fermée bornée du plan limitée par un bord C de classe Cl 
par morceaux, et P el Q des fonctions Cl dans D, On a : 

r . ,/' '(DQ fJp le- Pdu Qd) ~ /, ~.~ - -~) dt dl' , 
, .. D ,Eix fJ) 

où le symbole c+ désigne le bord C, orienté de sorte qu'un mobile parcou
nmt C a toujours D à sa gauche. 

1 
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Intégrales de surface 

SURFACE PARAMÉTRÉE 

Définition 

Une surface S peut être représentée: 

> soit par une équation cartésienncf(.v,y.::) :::::: 0 oùf est une fonction Cl 
de dans avec le eiJS particulier z.::::: gev, yl ~ 

> soit pur une représenlation parmnélrique OIV! ::: F (u: 1') où F est une 
fonction vectorielle de da;.;se Cl sur un domaine borné D nyant une fmn
ti ère C! par morcea ux : 

(u, i') r- F(u, l')::::: Ü(U.l'.l,y(U. l'),::(U, 1')) E "IR3• 

Plan tangent et droite normale 

)p.- Sous fonne carLésienne. un point régulier lV!n(X(h)'(h::U) de Ses!. déiîni 
par; 

de surface 
53 

Le plan tangent en lv/n il S a alors pour équation: 

" "W" , _ W W 
(.\ - ,tn) a}"'" J'J, _n) + Cl' - ."0) ayC'" , Yn, co) + (: ., :,,) a/l'O ,l'Il, co) = 0 

et gracl.f(xo,yo: z.u} est normu] en l'l'If; il S. 

>- Sous fom1~aramélrique~n point régulier A1o{ttu, \'0) de S cs! tel que 
DF aF 

les vecteurs f)u·_(uo) l'Of et --al'-(uo 1 vo) sont linéairement indépendants. 

Le plan langent en Iv/() Il S est alors définj pm les vecteurs direcleurs 

iJF "EIF au (uo~ 1'0) et -a-;(uo: \"0) el la normale en lv10 par le vecteur directeur 

-+ "---+ aF DF 
"'-, (uo: 1'0) /\ a- ~((fo, 1'0)' 
(U F 

Aire d'une surface 

Une .s.urfa..:c paramétrée par: 

a pOUf uÎne : 

!Z"IIiF . aF , 
A = '",' -a (If, V) 1\ c-1 (II, ")1'1 dlf dl' 

, . DIU cv 

L'expression cL4 :;;: 

d'aire de la ~iUrface, 

':ElF OF'" 
1"/-;;-(11, p) /\ ...,,(If, 1')// dlf dl' 

ull OF 
esl appelée élément 

Dans le CJs particulier où S est définie sous la forme.::: = g(.r: y), on fi alors : 

I~'-~'~-~-

dA = dl + (~g)2 + (' Dg)' drd,' 
y .(/x. \{Jy .• 
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INTÉGRALE DE SURFACE 

Soit S une surface définie par la représentation paramétrique: 

(u, v) E D 

Intégrale de surface d'une fonction 

Solt f une fonction continue sur S. Cîntégrale de surface de f sur S est 
définie par r imégrale double du second membre: 

jLnLY,~)dA 

Jf I,I)F (JF Il 
~ JDf(x(lI,l'),)'(II,I,),~(U,")lll Du (11,1') A DI' (11,1') dlld" 

Sif est la densité de répartition d'une grandeur physique sur S, ['inté
grale reprêsente la quantité totnlc sur S. 

Flux d'un champ de vecteurs 

»> Surface orientée 

Soit S une surface comportant deux faccs distinctes. Elle est dite orien
lable, 

En chaque point régulier, il exisle deux vecteurs unitaires normaux oppo
sés. Le choix de l'un de ces vecteurs fi + oriente la surface S. 

»> Flux d'un champ de vecteurs à travers une surface orientée 

Soit S une surface orientable, orientée pur le choix d'une normale unitaire 

n + et V un champ de vecteurs continu sur S, 

Le t-lux du champ V II travers S ainsi orÎl.!ntêc e:'!t l'intégrale ue surface: 

de surfa,€ 55 

»> Angle solide 

L'angle solide sous lequel on voit la surface S orientée par le vecteur uni
taire: fI .. _ à partir d'un poînt Mu t/:. 5, eSlle flux à travers cette surface du 
champ de vecteurs: 

~ -(~ l ) V(M)=-grad -~ . 
. MoM 

Formule de Stokes 

SoÎl 5 une surface orientée par la normale n et limitée par une courbe 
C qui est C J par morceaux. Le sens. de parcours positif sur C est le sens 

direct autour de Tt et désigne la tangente unitaire corrcspondanl à cette 
orientation. 

Soil V (x, y, :) un champ de veeleurs de classe C' sur S, On a ulorn : 1 

JI;. iOlV(t,y,:,), li dA = L V(x,v.z)· ds, 

Amre énoncé 

La circulation du champ \l' le long (le la courbe fermée C est égale au ft ux 
~ 

du mtatlonnel de " Et travers une surface limitée par C (avec l'orientation 
déjà précisée). 

Formule d'Ostrogradski 

SoÎl D un domaine de l'espace. borné el fermé, limité par une surface S, et 
~ 

V un champ de vecteurs de classe Cl sur D, On a la relation: 

JI V ,i' d;\ ln div V cl"J) dz 

où Si- d~sîgne la surface orientée par la nonna[e sortante. 

Si li est un champ magnétique. sa divergence est nulle. Son flux à 
travers toute surfat:e femlée est donc nul. 
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Équations aux différences finies 

GÉNÉRALITÉS 

Définitions 

Lors de l'échantillonnage d'une grandeur physique x, le temps l cst divisé 
en périodes successives de durée constante prise comme unité clc temps. 
On introduit alors des différences finies 

d' ordt'c 1 : 

u' mdre :'. : 

cl' ordre (1 : 

6,x(t) = X(I + 1) - x(l), 

6,'x(t) = 6,x(t+ 1) - 6,.t(t), 

6,"x(l) = t,1'-'S(f + 1) - N'- 1 x(I), 

Une équation aux différences finies <J'ordre fJ est du type; 

\0 (1. x(l), t,x(t), ' . , ,t,"s(r)) = 0, 

aux différe.nces finies S7 

ce qu' on peut aussi ccrire : 

VI ER->. 'l' (I.x(l),x(l + 1 J, .. , ,.,(r+ l')) = 0, 

Bn général, on s'intéresse aux solutions discrètes où t décril ri et on est 
ramené: ù ln recherche des suites vérîfiam : 

Si on dispose des p premières valeurs de la suite comme conditions ini
tiales, les valeurs /lll peuvent s'obtenir, par récurrence. de façon unÎque. 

Équations linéaires 

» Définition 

On a une équation linéaire al1X diflërences nnies clans le cas particulier: :,' 

Vil E N tl ll+fI C1jU,j+/,._1 + (I:?UI!+/,~2 + ... + "l'ull + b (1) 

où al, (/2, ... , ap ' b sont des: fonctions données de Il. 

L'équation est d~ordre p si tlF:f O. 

» Théorèmes dus à la linéarité 

• La solution générale de l'équmion (]) est égale à la solution générale de 
l'équation homogène as~ocléc : 

et d'une solution particulière de t 1). 

e Les solutions de (:2) forment un R-espncc vectoriel de dimension p, 

• Sï (l'u) est une solution particulière de 

(l1I+1"~ allltHI'~1 _. ((2)1 11 +/1-2 _... lI/11l1/ "!tu). 

et si (H',,) est une solution parlicuHère de 

alors (1'/1 + )l'Il l est une Solulion particulière de 

fln+jl - GlUII+p_·1 (/lUH+p--2 _. . . . rll'lIll ::::::; hl (n) + b2(1f). 
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ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE 

À COEFFICIENTS CONSTANTS 

Définition 

Ces équations peuvent se mettre sous la forme: 

Vn E PI Un+1 - (fUn = ben) 

où cr est une constante non nulle donnée. 

Solution générale de l'équation homogène (2) 

(1) 

La solution générale (u;;) de r équation homogène associée est une suite 
> > ° 1 j' ,0 Il geometrlque que conque (e rmson a, SOIt /Ill = 11(;[/ , 

Solution générale de (1) 

Il reste il détemliner une solution particulière de (1 ). 

» Cas où b(lI) cli' avec b et c constantes réelles 

• Si a :f b, en cherchant une solution particulière de (1) sous la forme Kit. 
c 

on obtient K = ,d'où lu solution générale: 
li 

C \ rJ cI" 
-~,{j +-~'o 
b-aJ b a 

• Si a =: b, en cherchant une solution particuHère de (1) sous la forme 
C 

Knl/I
, on obtient K ;::; • d'où la solution générale: 

" 
_1 (0 C)" lin = adl + nex,n = 110 +TI~ a. 

» Cas où b(n) b avec b constante réelle 

«1 Si cr -:;::1, la solution générale de (1 J est: 

" b ' "1" b Uf/=œC/ +-~ fuo --- a +---
!-{/ \ l-a/ 1 a 

a • aux différences finies 

• Si a ::::::: J, la SolulÎon générale de (1) est: 

Il,, = ad l + /lb = rr + ab 1I0 + Nb. 

?- Cas où b(n) est un polynôme de degré k 

Le cas précédent correspond au cas partkulîer k = O. 

59 

On cherche Une solutIon particulière de (l) sous la forme d'un polynôme 

de degré ~ k si a '1 [, 
de degré ~ k + 1 si a = L 

ÉQUATIONS LINÉAIRES DU SECOND ORDRE 

À COEFFICIENTS CONSTANTS 

Définition 

Ces équations peuvent se mettre sous 1:.1 forme: 

( 1 ) 

oùa E ~etb E IR" . 

Solution générale de l'équation homogène (2) 

On cherche des solutions de la forme Il pour obtenir une base de res
pace vectoriel, de dimension 2, des solutÎons de J'équation homogène as
sociée (2). 

r est racîne de l'équation caracléristjquc /.2 - al' - b ;;: 0 el la solution 
génêrale de (2) dépend du signe du dbcriminant i.l (/2 + 4b. 

Remarquez r analogie avec [' équatiorr différenltelle :If 
(L\} - bx = 0, 

tvfaÎs dans ce cas, on part de xU) ;;: er'l. 
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>- Si.1 > 0, j'équation l:uractérisUquc a deux racines rêelles distinctes 1"} 

et r::. La solution générale de (1) s' écrit alors: 

u~; ;;:; À}Jt + plz où t\ E IR: et Il E lR. 

)ri. Si;;l:;;;; 0, l'équation curactéristiqne a une racine rêcHe douhle ru 

La solution générale de (2) s'écrit alors; 

où AE;::~ et flElR. 

Il 

2 

»- Si ~ < 0, l'équation caractéris!igue a denx racines complexes conju
guées pew et pe-if). La solution générale de (2) s' écrit alors: 

n" " ." 'A E;;iI "t "E IR, ffl/=P (A cos Il!! +)J.. SIn f1u) ou -_... t" 

Solution générale de (1) 

Il reste il déterminer une solution particulière de (l), 

» Cas où du) = de" avec c et d constantes réelles 

• Si en' esl pas racine de l' équ<Jtion carnct~ristique, ( 1) admet une solution 
ri 

particulière Je la forme KC '1 el on obtient K:;;;; c:': _ ·ne -"b . 
• Si c est racine simple de r êqllution caractéristique. (l) admet Une so]u

d 
tion particulière de la forme K.l1c/l el on ohtient K :::; _ (fC 

• Si c est racine double de l'équatÎol1 camctéristique, (1) admet une solu-
.., 2d 

tion pmticulière de la forme Kil-Cil el on obtient K:::; -"' ' 
c-

» Cas où C(II) est un polynôme de degré k 

On cherche une solution particulière de (1) sous la fonne d'un polynôme 

de degré ~ II. si 1 n'est pas racine de l'ét.llUllion cMadéristique, 

de degrê ~ k + l sÎ 1 eNt racine simple, 

de degré :S:; k + 2 si 1 est racine double. 

aux différences finies 61 

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 

Soit (Sl un syslème de p équulions aux différences finies, IînéaircN Ju pre
mier ordre, ct faisant intervenir p suiles inconnues. Si On dispose Jes p 
valeurs initiales. ces suÎteN sont définies de lilçon unique. 

La. résolution de (S) peut se faire en utilisant la réduction d'une matrice, 

Toute éql1alion aux différences finies, linéaire d'ordre Il. se ramène à un 
système de fi équaHons du premier ordre. 

Les équations aux différences finies permettent d'étudier le comporte
ment des systèmes numériques, En particulier, une êquatiol1 aux dïffé~ 
Tences finies d'ordre il reliant les grandeurs d'entrée et de sortie d'un 
filtre numérique donne accès. après utilisation de la transformation en 
Z, à la fonction de transfert d'un filtre. 
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Suites et séries de fondions 

SUITES DE fONCTIONS 

((,1) désigne une suite de [onctions ln définies sur un intervalle 1 de 1ft ct à 

valeurs dans K IR ou IC. 

Convergence simple 

» Définition 

La suite (fil) converge simplement sur 1 vers une [onctionf, de! dans K, si: 

'<Ix E f lim .f.,(x) = !(x). 
!I .. -~+= 

» Convergence simple presque partout 

On dit que (J;I) converge simplement vers f. presque ~artou~ s~r ,/. si la 
convergence ponctuelle li lieu pour tout x appartenant il 1 prIve il un en

semble de mesure nulle. 

• Suite;; et sérÎes de fonctions 63 

Modes globaux de convergence 

La convergence de U;I) vers I peul fniœ intervenir le comportement global 
d'une fonction sur un imervulle. 

À une fonction f, donnée sur 1 = [0, Tl, on peut associer les grandeurs 
physiques pou vant être mesurées: 

amplitude maximale: sup tr(t)1 
lfel 

valeur moyenne: 

puissance moyenne: 

ce qui conduit il ùéfmir les normes: 

l1,·T 
0- IfU)1 dl r () 
1 loT 1 ., T f(lr dl 

.0 

Ilfloc ,up V(x)1 : Iltl! ,; 1" I{(x) 1 dx ; Ilflh = j {,·[{ix)l' dr, 
TE.! .If V .If 

puis les modes de convergence: 

(fil) converge uniformément vers! sur l si: 

lim Ilf" -.f!I" ; 0 
1I-""'X 

(fJ converge en moyenne versf 5Ur 1 si: 

ifll) converge en moyenne qundratique vers f sur 1 si : 

lim .:r" tlb = 0 
11--+= 

Liens entre les divers types de convergence 

>- Si (fil) converge au sens de deux des cinq types de convergence énon
cés (simp1e, sÎmple presque partom. uniforme. en moyenne. en moyenne 
quadrmique); alors les deux limites sont égales presque partout. 

>- Dans tous les cas: 

convergenL'(! uniforme =:::} convergence simple 
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convergence ;,;imp1e convergence sirnple presque partout. 

» Si J est un intervalle borné: 

convergence uniforme ~ convergence eu moyenne quadratique 

convergence en moyenne quadratique =::::> convergence en moyenne. 

Pour une suite de fonctions, l'infonnation forte est donc ln conver
gence uniforme. 

Continuité de la limite 

Si la suite «(II) converge uniformément vers f sur. /, et si chaque!i: 
continue sur!, alorsf est contÎnue sur J. 

Si les ,Fr) sont continues sur J, dsi! n'est pns continue sur T, alor.s la 
convergence n'est pas unjfonne. 

Il suf{il que la convergence soit uniforme sur tout segment inclus dru1.';; 
pour quel soit continue sur 1. 

Intégration de la limite 

Si la snîte U;!i converge uniformémenl vers l sur !, et si chaque ./;/ 
continue sur j> aiors pour tous II ct b dans. J, on a : 

j 'b /'b f(l) dt = lim. ./;,(t) dl. 
il ll-+::X:. fi 

Si cette égalité n'a pas lieu, alof!'i la convergence n'est pas unifomle. 

Dérivation de la limite 

Soil (1;1) une suite de [onctions de classe Cl dans 1. convergeant en un 
a E J, 
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Si la suite des dérivées U;;) converge uniformément sur 1. alors Ia ~;uile U:,) 
converge simplemenl vers Une ronctionf de classe Cl dans J qui vérifie: 

lix E l ['(x) = lim .[,;(.1'). 
n---'+x 

SÉRIES DE FONCTIONS 

Soit (1l11 ) une suite de fonctîons définies sur un inlervalle l, On considère 
les sommes partielles définies par: 

Convergence simple 

" 
S,,(x) = L IIdx). 

k=f} 

On dit que la série L lin convef"Jc simplemenl sur 1 si la suite (S/1) 

" converge simplement el on note; 

S(x) = >~ /l,lx) = lim Su(x). 
~ II~+<)Ç 
,I;={) 

Convergence uniforme 

On dit que ln sérÎe L lin converge unirormément sur 1 si ln suite I.SII ) 

" converge uniformémenl sur 1. 

Propriétés 

Pour une série L [(1/ qui convèl'gc uni formémènt sur J. les théorème's sur 

" les suites de fonction's entraînenl : 

» Continuité 

Si le!> lfN son! conlÎtlUes.sur 1. al on'; la somme S est continue sur f. 

1. 
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>- Intégration 

Si les Un sont continues duns 1 et si L UII converge unifonnément sur l, 

alors; pour tons a el b dans l, on il : 

f L u,,(x) d.,' = L Il;(,\') d.\' , ,b (nc ) += (/'" ) 

lu Aod} ;':::::0 . (1 

>- Dérivation 

Si les UII :-;:ont de cJasse Cl duns ! et si L H~! converge unifonnérnent.. alors 

" la SOUlme S est de classe Cl ct vérifie: 

+= 

'Ix E J S'(x) L u;(x), 

Convergence normale 

>- Définition 

k""Ü 

On dit que la série L Il,) converge l10nnalemcnt sur 1 si la série de~ normes 

" L Il",,11= cooverge, 

>- Condition nécessaire et suffisante 

La série L li/! converge normalement sur 1 si. et seulement si. il existe 

" une série numédque à tennes p05Îtifs Up telle yue : 

et 
+= 

L a'l convergente. 
n::::t! 
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,.. Théorème 

La convergence normale de L HII enlraine la convergence uni[OlTI1C de 

" L lin el, pour tout x E l, la convergence absolue de L lInCr). 

" 
Pour une série de fonctions, rinformation forte est donc la conver
gence normale. 
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Séries entières 

CONVERGENCE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE 

Série entière 

Une série entière est une série de fonctions de la forme: 
+= 

où:; eSlla variable réelle ou complexe et les a'l des constantes réeHes ou 
complexes. 

Lemme d'Abel 

+"" 
Si la suite COnl r'r) est bornée. alors la série al! i' converge absolument 

pour lout ~ leI que ,:1 < r. 
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Rayon de convergence 

+'X' 

Si L: ail Zll est une sériC' entière, eHe vérifie onc. et une seule, des trois 
Il::::0 

propriété:. : 

~ la série converge uniquement pour.::::.:: 0: 

_ il existe un nombre réel R > 0 leI que la série converge absolument pour 
tout: tel que !:i < R, el diverge pour tOUl 0 lei que 1:1 > R: 

_ La série converge absolument pour tout:;. 

Le nombre R dn lleuxième cas est appelé rayon de convergence ûe la série 
entière. 

Dans Je premier cas. le rayon de convergence est nul. 

Dans le troisième cus, on dit que le rayon de convergence est infini. 

Détermination du rayon de convergence 

> Le nombre R est la borne supérieure des ensembles; 

{I" E a" l' converge}: {I" E IR+ ; 10,,1'" borné} 
Il::::() 

> On détermine souvent R à partir de lu règle de d'Alembert. 

Si lim 1",,+,(:)1 Ilzl', en écrivant: 
1I~+'X.i lUne::)! 

1 iii' < 1 <=> 

Ji 
on obtîenl R = V ï . 

'1 Jï ,- < \','''' 1 1 

Cette méthode suppose l'existence d'une limite, ce qui n'est pas tou
jours le cas. 
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Mode de convergence 

+>X! 

>- La série I: an :'1 de rayon de convergence R converge absolument 

dans l'intervalle (ouvert) de convergence] - RIR[ dans le cas réel; 

dans le disque (ouvert) de convergence B(O: R) dans le cas complexe. 

Pour I~I > R. la série diverge. 

Sil:: ;;;;;;; R. il 11' Y il pas de résultat généraL 

>- La convergence est normale. donc unifnn11e. sur toute boule fermée 
incluse dans le disque de convergence. 

Opérations algébriques 

+= '"-:xl 
Soit ail ~1 et L hrl -:.'J deux sérÎeS" entières, de rayons de convergence 

1/::::.0 Il''''') 

respectifs R, el R,. et de sommes respectivesf(c) et g(z). 

>- Linéarité 
+x 

Pour tous Ci' E m. et f3 E IR, la série entière L(œGIl + /3bfj):fI li pour 
wc.!) 

somme œf(z) + j3g(ë) ; son rayon de convergence R est tel que: 

>- Produit 

Si l'on pose: 

R ~ min(R"R2 ) SI R, 

" 
cu;;;;;;;aOb,/+Glbll_1 +"'+ollbo= Lakhll-k 

J..::.n 
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+00 

la sérÎe entière Cif Zll a pour sornmef(z)g(.::); son rayon de convergence 
Il,,,,0 

R est tel que R ~ miu(II,. 112 ). 

Continuité 

+00 

Soit L llll;:.11 une série entière de rayon de convergence R ;:f 0 el de somme 
It.=O 

fO 
La fonclionj' est continue sur son disque de convergence (cas complexe) 
oU son intervalle de convergence (cas réel). 

SÉRIE ENTIÈRE D'UNE VARIABLE RÉELLE 

Dérivation 
.'X 

Si Ia série entière fer) L al/ :(1 a pour myon de convergence RiO, 

alors f est dérivahle dans J - R. R[ el l' on il ; 

+x 

f'Cr} '= L nan_\JJ-I. 

11=1 

fI en résulte quel est indéfiniment dérivable sur]- R.R[. 

Une série entière et sa série dérivée ont même rayon de convergence. 
Mais, sur le bord de l'intervalle de convergence, les deux séries ne sont 
pas toujours de même nature. 

1 
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Intégration 

Si la série entière f(x) = L~>iIlX" a pour rayon ùe convergence R :f. O. 
Il={) 

pour lotll x '" l R, R[ on a : 
\. +::0 11+1 

10
' ((I) dt = '" a" .\ 
, L 11+ 

fi IF-Ü 

La série entière ainsi oblenue par intégration terme à tenne a te même 
rayon de convergence que la :-.érîc inîliale. 

FONCTIONS ANALYTIQUES 

Fonction analytique en 0 

Soit! une fonction d'une variable réelle, définie sur un intervalle ouverl U 
contenarH l'origine. 

On dit quel e;;t développable cn série entière s'il existe une série entière 
de rayon de convergence R 7' 0 telk que: 

lix E 1 R,R[nU 

On dit atlssi que f esl anal yliquc en O. 

+x 

"() '" ." .! x::!!!! La/A.\: . 
u=o 

Si f est paire, on a a"., = 0 pour tout k E PL 

Si f est impaire, on a a2k = () pour tout kEN. 

Condition nécessaire 

Si f esl développable en série enlière avec f(x) = 2=: lll! .tl1• alors f est 
n=O 

indéfiniment dérivable et 
l''''(O) 

(Ill = -----;!' 
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Donc, :;;j le développement en RéTie enlière def existe, il eSluniquc. 

"'cu /"1 11 '(0) , . 
l n série " .. ------~ Xh eSlla séne de Taylor de j en O. 
- L- Il! 

,,::::(1 

Fonction analytique en -'0 

Une fonctionf est analytique cnx{J s'il existe un intervalle ouvert contenant 
Xo dans lequel1a somme de sa série de Taylor en -ra est égale àf(x). ce qui 
signifie qu'il existe JI> 0 tel que: 

+'X {\n!(o) 
fCr} = I:>~-,- Cl xut pour!x .... __ roi < R. 

Il. 
11=0 

Attention, il peut arriver que! soit indéfiniment dérivable au voisinage 
de {} et que sa série de Taylor diverge pour tout x -1 o. ou qu'elle 

-converge et que sa smrime soit différente de f(x), 

Condition suffisante 

Sif est iudéliniment dérivable dans l'intervalle r défini par lx .roi < Rel 
s'il existe une constante M > {} telle que: 

lin E lèl li.\' E ! trm(xJI ~ M 

alorsf est analytique en xu. 

Développements de base 

R +C0 

I:
-x 

.\'"" 
cosx= (-lt~-

, (211): 
Il:!) 

R=+cc 

: ~ ,,1" 
, ch x = L. (21;ï i 
c_~_ .... !""""",J __ ' ___ '-__ -' 

R::::: +CX) 

.1 
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Il +XJ = ")' ( _ 1)" -~~ 
~ (2n+ Il! 
1/::0{) , 

-.-çc, ~\.2I'+1 

shx: ")'_ ...... -
~ (2/1 + 1)' 
II=Ü 

" 2::+=' a(a I}"'(œ -11+ 1) JI (I+x) = --...... ., 
Il! 

'I::::{) 

1/=1 

1 +<:X: 

-. = 2::1" 
l -.\ Il,,,0 

11=1 

t'x; ,JH! , '~fI .\ 
In(!+x)=) (-1)--

~ n+1 
l?=l 

+00 ..211+1 
,,~( - )" ., 
~ '111+ 1 
I/:::::{/ 

APPLICATION AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Considérons J'êqwllion différentielle du second ordre : 

/' (x) + p(x) y'(.r) + q(x) y(x) = 0 (E) 

On se propose d'obtenir des solutions nu voisinage de .rü (en général 
x() = 0), 

Cas régulier 

Si les coefficients p(x) et qCr) sont analytiques en Xu_ toute solution de 
J'équation différentiel1c (E) est analytique en _\:(\. 

Pour résoudre (E), on écrit )'Lt) sous )a ronne d"une série entière de la 
forme: 

.,,(x} =. L Cil (x - -to)", 
IJ':O 
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On calcule lCt) ell'(x): on reporte dans (E), 

L'unicité d'un développement en série entière conduit à des relations per
mettant de c~llculer les coefficients Cil' souvenl en fonction ùe Co et CI. 

N'oubliez pas de vétifier que Ies séries entière;:; ubtenues ont un rayon 
de convergence non nul. 

Cas singulier 

Si les fonclions (x - .Y{)) p(x) Cl (x _.r,,)1 q(x) sont analytiques en xo. l'équa
tion (E) possède au moins une solution de lu forme: 

+~ 

y(x) = (~r -- xü { L Cil (x ~ XO)fl avec Co i O. 

dans l'intervalle 1.1:0··- R,xo + Rr où R. est le rayon de convergence de la 
série entière. 

Ce lhéorème permet tl'obtenir au moins une bolution non nulle )'I(X) de 
(E). On peut alors utiliser le changemenL de fonction inconnue 

y(x) = )'; (x) :,(x) qui conduit à une équation différentielle du premier ordre 
en ,,'(x), 
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Fondions d'une variable 
complexe 

FONalON HOLOMORPHE 

Fonction d'une variable complexe 

Uni! fonction I de variable complexe est une application définie- sur un 
ouvert DCC et à valeurs dans C : 

z = x + iy H f(~) PCY. y) + IQ(x,}'). 

La limite et la conlinuÎté en un point la continuÎ!é uniforme sur une partie 
se définissent comme pour les fonctions de IR dans lIt 

Définitions 

La fonction f est dérivable en Zn E D si ~-""'-~::.c= admet une limite 
:{l 

(notée/,(zu)) quand z tend vers Zn. 
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Les opérations algébriques sur les déri véc:::; sOnt les mêmes que dans le cas 

réeL 

La Fonction)' est holomorphe sur D si elle est dérivable en tout point de D. 

Dans la suite, il faudra parfois supposer que D est 

>" connexe: d'un seul tenant (formellement. il n'existe pas de partition 
formée de deux parties ouvertes): 

> simplemew CONnexe: deux poiuts de D peuvent toujours être reliés par 
\lne courbe continue incluse daus D (formellemenl, D est connexe par arcs) 
et toute courbe fermée incluse dans D peul être ramenée à un point par 
déformation continue (fonnellement, tout lacet înclus dam; D est homotope 
à un point). 

Cette propliélé entraîne que D est connexe. 

Conditions de Cauchy 

La fom:tion f est holomorphe sur un domaine D sî. el seulement si, les 
fonctions p, Q et leurs dérivees partiel1es sont contÏnues sur D et vérilient: 

oP 
et 

ce qui peul aussi s'écrire : 

i~r . r7f _ ... +,- O. 
(Ix or 

oQ 
r7x 

Attention aux hypothèses de continuité. La fonction détinie par 

pour Z 7' 0 

vérifie les comlilions de Cauehy en 0, alors que/, (0) n'existe pas. 
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Propriétés angulaires 

> Transformation conforme 

Si.r est holomorphe dans D et 5i l'(z,,) " 0, alon; ln transl'ormation 
.;: f------+ Z =. ft:.) est conforme en :î}, C 'csl-à-dîre qu' eHe conserve les angles. 

La mndition!,(zo)" 0 est essentielle. Par exemple,}'!:) =:2 est holo
morphe en 0 et les angles ne sont pas conservés. 

On utiHse tles transf01TIlations conformes en aéronautique, en électro
nique, .. pour transfonner lin problème en un problème plus simple. 

» Courbes orthogonales 

Si f est holomorphe, les lignes de niveau P(x,yl = a et Q(x,y) b se 
coupem ù angle droit en tout point où les dérivées partielle!; des tonettons 
Pet Q ne s'annulent pas. 

Fonction holomorphe de classe C2 

Si f' esl holomorphe dans D et si Pel Q possèdent des dérivées partielles 
se~ondes continues, alors Pet Q sont harmoniques. c'est-à-dire que: 

Réciproquement, sÎ P est une fonction hannonique Je classe C2 dans un 
ouvert simplement (:onnexe D, on peut lUI associer une autre fonction har
monique Q. définie à une constanle additive près, telle que 

: ~f(z) = P(x,}') + iQ(T,y) 

sail holomorphe dans D. 

Exemples de fonctions holomorphes 

» Toute fonction rationnelle est holomorphe dans C privé des pôles de la 
fraction. 
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,... Toute fonction définie par une sérÎe entière est holomorphe dans son 
disque ouvert de convergence; pai" exemple: 

»- Le logarithme népérien est holomorphe dans le plan coupé~ c'est-à-dire 
le plan cornplexc privé d'une demi-droite. Pour ceci, On choisit presque 
toujours le demi-axe des réels négatifs. 

Pour:. :::: Pf?}" "f 0, on a donc: 

ln: Inp+i8 avec liE] ,,",ITI. 

INTÉGRATION DANS LE PLAN COMPLEXE 

Chemins 

> Cn chemin ye.q une application / ,..., yU), C' par morceaux. de [a. hl 
dans C, 

y(a) et y{b) sont respectivement appelés origine ct extrémité du chemin. 

Un chemîn 1/ est inclus dans un ouvel1 D SI y(1) ::: D pour tout 1 E [a~ hl. 

,... Un lacet est un chemin dont l'orîgine est égale à l'extrémité. 

>-- Deux ehemins YI ct l'l, détlnis sur [(11 bJ et indus ùans D, sont homo
topes 51] existe Une application continue <p de la, bf ùans D telle que 

VI E [a.b] 

Intuitivernen~ on pa<;se ùe YI li 'Yl par une déformation continue sans 
sortir de D. 
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Intégrale le long d'un chemin 

»- Définition 

Soil y un chemin inclus dans un ouvert Del! flnc fonction continue dans 

D. L"intégrale de f le long cie y est le nombre complexe: 

/
' r" 

, /(z) cl:: = j" f ()I(t)) 1"(1) dt, 

»- Exemple 

Si r est un cercle de centre :::0. on a : 

r cl:.... 2irr. 
./:::-:::0 

»- Majoration du module 

Si M est un majorant de !f(::); pour:; E l' ([a, I,]). et si 1 est la longueur du 

chemin y, alors: 

IlICZ) cI:1 ,;; Ml, 

Théorème de Cauchy 

»- Théorème 

SOil f une fonction ho1omorphe clans un ouverl D, Si YI et r:! sont deux 
lacets homotopes inclus dans D, alors : 

r fCz) d: = j' I(z) d::. J;.. :2 

> Cas où D est simplement connexe 

Si YJ et 1'2 sont deux chemins indus clans D, de même origine et de même 
extrémité. alors: 

j' f(:;) li:: = r f(z) d:. 
71 .I}': 

Si l' est un lacet inclus dans D. alors : 

» Conséquence 

rfC :) cl: = O. 
.Ir' 

Si D est connexe et si :0 E D. alors D\ {::::u} n" est pus simplement connexe. 

Primitive d'une fonction holomorphe 

Soil f une fonction hOlomorphe sur un ouvert D simplement connexe el 
::0 E D un point fixé. 

L'intégrale def le long d'un chemin d'origine Zn et d'extrémité.:: ne dépend 
que de : el se note: 

F(:) = (((11) du. 
,1;(1 

F est holomorphe ct vérifie: F' (:) 

On dit que F est une primitive de J. 

Formule intégrale de Cauchy 

» Théorème 

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert D simplement connexe. 
Zn E D un point fixé. et r un lacet inclus dans D ct enlourant :::0-

En notant y- le lacel orienté dan51e sens positiF du plan complexe. on a : 

f(zo) 
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» Conséquences (dans les hypothèses du théorème précédent) 

Il suffit de connatcref sur 'Y pourconnaîtref en tout point intérieur à y. 

La valeur def au cent.re d'un cercle est égale à sa valeur moyenne SUI' le 
cercle. 

Si Il! alteint nn maximum local en::o E D. alorsf est constante dans D. 

Si P(x, y) eSt harmonique duns D. eHe ne peut pas avoirde maximum local. 

Analycité d'une fonction holomorphe 

Toute fonction holomorphe dans un ouvert D est analytique dans D, c'est
à-dire clévcloppable en série entîère au voisinage de tout a E D. 

Dans un disque de centre a, inclus dans Dt de bord orienté y+. on a : 

ut 

, 1 1 [(0) 
ou Cr; = y'~ -(~ _ )11+ 1 d:,. 

_111" y~'" Cl 

C'est la grande différence avec une fonction d'une variable réclle : si 
une fonction d'une variable complexe est dérivable dans D. elle est 
indéfiniment dérivable dun, D. 

Une fonction entière est une fonction analytique dans C. 

Remarquez que la somme d'une série entière n' est une fonction entière 
que si son rayon de convergence est infini. 

Théorème de Liouville 

Tome [onction holomorphe et bornée dans C est constante. 

On en déduit le théorème de d'Alembert (admis en premier cycle) : 
tout polynôme de degré?;; 1 admet au moins une racine complexe. 
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CALCUL DES RÉSIDUS 

Série de Laurent 

Soit C lu couronne Ouverte dont le centre a pour affixe (l et de rayons 
RI < Rz• c'est-à-dîrc : 

C {: E C ; R, < ,Z - CIl < R,}, 

Une fonctionf. dénnie dans un ouvert contenant C. est développab1e en 
série de Laurent dans cette couronne si on peut écrire: 

+:x> 

\/: E C f(,) = L C" (: - a)". 
~= 

oc 

Cette écriture exige à Ja fois la convergence de la série L C" (z - at 

pour Iz 

Onu: 

00 

al < R2 et de la ;;érie L- C_ II 

Il:::::[ 

( 
1 . n 

~_ ~ .... ) pour 1:. 
;;-Q 

c" = ~ .. - /. [(:)- d: 
211f , y~ (::: - a}'N-! 

al >R,. 

où y est un lacet simple (sans point double) inclus dans la couronne C. 

comporto;ment d'une fonction holomorphe au voisinage 
d'un point 

Soitf une fonction holomorphe dans Un dL~ql1c pointé de centre a 

C = {:. E:C ; 0 < 1:. - ,,1 < R}. 

Elle admet un développement en série de Laurent qui peut s'écrire : 
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Trois cas sont possibles: 

> Tou$ les coefficients hu sont nuls. La fonctionI cst prolongeable en a 
par une fonction holomorphe, 

".. Il existe une Infinité de coefficients bu non nuls. On dit alors que a est 
un point singulier essentiel def. 

>- Les coeffidents b,! non nuls sonf en nombre Hni. Si p est le pius grand 
entier k tel que bk =1 0, on dit que le point a est un pôle d'ordre p de la 
fonction,{. 

Une fonction méromorphe duns D est holomorphe 5uuf en un nombre Hni 
de points qui sont ùes pôles. 

La typologie précédente ne s'applique qu'aux points singuliers isolés. 

Résidu en un point singulier isolé 

>- Définition 

Le résidu de f au point il est Je cocnieient h! de ) dans le développe-
:: -- (1 

ment en série de Laurent def au voif'inage du point (/, On le note Res(r 0), 

Si r e,t;;t un lacet simple Il'entourant que le seul point singulier a. alors: 

1 ;" Rcs(r. a) = ;;-;;:: J(:) d:, 
_ln, y' 

>- Calcul 

S ' ~I' 1 1 j' F(:).. ct' C' G 1 1 Oll ({ un po c ~lmp e (e, (:.) = - ..... c esl-(1- Ife que r et sont 10 0-
G(:l 

morphes dans un disque de centre lJ, que F(,,) T' 0 et G(::) ;:;:;: (:;:: 0) C I (.:} 

avec G,(a) Alors: 

Ros(r, a) 
F(a) 

G'(o) 

as 
._~~.,'--

Plus généralement, :ïi a est un pôle d'ordre p de f(z:) 
",(:) 

(: (1)1' 
,on a: 

Théorème des résidus 

Sniff une fonctîon méromorphe dans D et y un lacet simple, indus dans 
D, entourant les pôles al: ... , au def. On a : 

L .f(:) d: 
, , 

H 

2i 71' L Res(/', a, l, 
A""l 

APPLICATiON AU CALCUL 

D'INTÉGRALES RÉELLES 

Méthode générale 

c 1 

• \ 
A B • 
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Soit -y un lacel simple comporUlnt un segment réel tABJ. Sil est méromor
phe cl pos$ède les pôles (lI, ... ,ail à l'intérieur de y. on a : 

j' I(x) ch' + f' le:) d: = 1 + J = 2irr f Rcs(f, ael, 
, :lB if/CA t:1 

Si on connaît.J (en particulier avec les lemmes Je Jordan), on en déduit 1. 

Lemmes de Jordan 

Soit eN un arc de cercle de centre ZQ, de rayon R. parcouru dans le sens 
positif, etf une fonction méromorphe. 

Si 1(: - :,,)f{:) , tend vers 0, unifmmément par rapport à l'argument de 
;:-:,(),ona: 

lim ( f'(~) d~ = O. 
!?-()C Je)l" 

Intégrales de fonctions rationnelles 

'" (+x PIx) . 
L mtegrale 'dy enste lOrSque Q n' a pas dt! racine réelle et 

~-oc 

dOP - dOQ ~ -2. Elle est égale à: 

" 
2irr L Res(f, ad 

,(;cl 

, 1 ï d PC:) , 'ct 1 d . ] 1 0 ou nl l ••• ,ail sonl es po es e Q(.::) sItues ans e eml~p an ID z: > , 

On choL"it le contour constitué par le demi-cercle de centre 0 et de 
rayon R sltué dans le demi-plan)' ~ 0, ainsi que son diamètre [-RI RJ, 
Puis on fait tendre R vers +x. 

Après avoir démontré que l'intégrale existe, ou l'obtient donc de ma
nière particulière, au sens de la valeur princîpale de Cauchy, en consi-

J
R pey) 

démnt lim --'- dT. 
R-,= _/1 Q(x) 

11 • Fonctions d'une va:.!.~_~"'e"c:::o:cm,,p::c'e=x:::e ___ ~ ____ _ 

·21: 

Intégrales de la forme 1 R(cosx, sinx) cl. où R(". 1') est une Jo 
fonction rationnelle en tI et \' 

On pose:: = en el]' intégrale devient: 1 r F(~l do 
Jc' 
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où F est une fonction rationncHe et c+ le œrcle trigonométrique parcouru 

dans le sens direct 

L'intégra]e 1 n'existe que si Fest dêfinÎe sur C et on a alors: 

" 
1 = 2i rr ~ Res(F, ad. 

~ 

k=1 

où a" . .. , a" sonl]cs pliles de FIels que l"Ai < l. 

f+'XO PLy) Ü'" ' w, 
Intégrales de la forme .-. - e' clx ou /Il E "" 

,-00 Qü) 

Pet Q sont des polynômes ct Q n'a pas de wcine réelle. L'Intégrale est 
ubsolull1cnt convergente lorsque dOP - d"Q :;;:; ~1 ct scmi-convcrgcntc 
pourdoP·d"Q 1. 

On utiUse ln Fonctionf(:;;::J = P(;:.) e1w
:: et le même contour que dans le cas 

d'une fonction rationnenc si Hl > 0, ou son symétrique par rappon à Ox si 

III < O. 

On obtient: 

;
-+= P(x) ;"" d --e r . _= Q(x) 

" 
2i11' L Res(j', fi,). 

;'=1 

où al!.' , ,a" sont les pôles de f lels qUè Im(uJ..) > 0 si m 
Im{ak) < 051 Hl < O. 

On en déduit -' - cos nt\' dt et sin J1LY dï [
'" P( r) 10*"" l'(x) 

"Q~r) . 0 Q(x) 

1r
''';'0C' sinx 

et en particulier: -- dT 
.0 x 

TT 

2 

> 0, et 
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Intégrales de Fresnel 

On utilise la t'onctionf(:J et le conlour DAB : 

i 
B 

A 

R 

12 

Espaces fonctionnels 

ESPACE VECTORIEL NORMÉ 

Définition 

Soit E un e.space vCdoriel sur i:{ IP~ ou {C. Une norme sur E est une 
nppl!cation N de E dans l't qui vérine: 

(I)VxE E N(xl ~ 0 el Net) ;;;; 0 =?- x = 0 ~ 

(2) V,\ E iK Vx E E N (kr) = . AI NU:) ; 

(3) V.Y E E 'Vy E E IV (x ~ y) :s; N Cr) + N (y}. 

Le ..:ouple (E~ N) est appelé esp~lce vectoriel normé. On écril souvent 
N(x) ;;;; lixl1. 



90 

Premiers exemples 

LE = l'e" ; pour x = (x" .. , ,x,,) E E. on définit: 

N,(.r) Ix"+"'+lx,,1 

N,(x) , .. + lx,':' 

2. E = C([a,hl,'Kl étant l'espace vectoriel des fonctions continues sur 
1o, bj et il valeurs daos Jl{, pourf E E on pose: 

l'b I~'h 
N,V) = I/U)I dt : N,(f) = \1 I{(OI' dt. 

, (1 V , 11 

NI est la nonne de la convergence en moyenne, N'2.1a norme de la conver
gence en moyenne quadrutique. 

3. E :;;: B(A 1 F) étant J' espace vectoriel des fonctions bornées définies sur 
un ensemhle A el à valeurs dans un espace- vectoriel normé r, on pose; 

Nx(j') = sup HMII 
n::;,-i 

où Il Il désigne lu nOrme duns F. 

N x est la norme de la convergence uniforme. 

4. Si (El ~ Nd, .. .. (El)' Nf') sonl ùes esp<lces vectoriels normés, on définit 
une norme sur le produit curlésien El x , .. X El' en posant: 

N(UJ l' , • 1 H,,):;;: sup ;V/(f/d. 
I~i~p 

Convergence d'une suite 

La suite (ull ) est convergente vers J dans un espace nonné si! 

VE > 0 31l{j En Vn ~ II() lUn ~ lJ. < E. 

Une suite qui n'est pas convergente cslùivergente. 
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Normes équivalentes 

Soit N et N' deux normes sur E. On dit qu'clles sont équivalentes si toute 
suite qui converge versl pour une norme. converge aussi vers 1 pour l'autre 

norme. 

p"ur ceci, il faut. et il suffit, qu'il existe a > 0 el {3 > 0 tels que: 

VxE E œ N'(x) ~ N(x) ~ f3 N'(x). 

Dilll5 un espace vectoriel de dimension finie, deux normes quelconques 
sont toujours équivalentes. 

Suites de Cauchy 

» Définition 

LIne suite (un) d'éléments d'un espace vectoriel normé E est de Cauchy si : 

'iE > 0 3no E ]'·1 V(!"q) E N' (1';;' 110 ct q;;' "o)~ ilnl'-Il"iI < c, 

» Propriétés 

Toute suite convergente est de Cauchy. 

Toute suite de Cuuchy est bornée. 

L'image d'une suite de Cauchy par une fonction uniformément continue 
est de Cauchy. 

Espace des fonctions linéaires continues 

L'en5emble des fonctions linéaires et conlinues de E dans F est un espace 
vectoriel. On le note C,.(E, F). 

Si E esl de dimension nnte:, toutes les applications linéaires sont continues, 
Mais ce n'est pas vrai si E elit de dimension infinie, 

.1 
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Norme d'une application linéaire continue 

En posant: 

on déllnit Une nonlle sur L, (E, F), dite norme subordonnée aux normes 
choisies dans E et dans F, 

Sil E C,.(E, FI el g E C,(F, G), alors g of E C,.(E, G) el : 

Cette propriété, vraie pour une norme subordonnée, n' e'St pas vérifiée 
pour une nOffile quelconque. 

ESPACE DE BANACH 

Définition 

Un espace vectoriel normé E est dit complet si toute suite de Cauchy de li 
eSl L'onvergcllte. 

On dit aussi que JI est un espace de Banach. 

Exemples 

,.. Tout espace vecwriel normé de dimen::;ion finie est un espace de B:1-
nach. 

»- Si Fest compleL alors Cr:(E, F) est complet pour lu norme subordonnée 
aux normes de E el de F, 

En particulier. le dunl lopologique Lc(E. E} d'un espace vectoriel nOl:m"" 
E esl un esrmce de Bauach, 

Le produit d'espaces de Banach sur I: est nn espace de Banach sur X. 
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,. L'espace C(fa, b], K) e,' un espuce de Banach pour lu norme N de la 
convergence uniforme, mais n"cst pas un espace de Brmnch pour J~::onne 
NI de fa convergence en moyenne. 

ESPACE DE HILBERT 

Produit scalaire hermitien 

,... Définitions 

Soit E un C~espace vectoriel. t; n produit scalaire hermÎtÎen "ur E est une 
application <p de E x li duns IC qui 

vérifie la symétrie heml1tienne, soit : 

If(x,y) E E' ",(X. y) = iD(y,x) 

est linéaire à droite. soit: 

V(x,)'t,.\',) E E' \1(.1" A,) E IC' 

'P(x, ,l,y, + ,l,y,) = À: 'P(x, YI) + A,'P(x, y,) 
est donc semî-linéaire à gauche, soir: 

V(XI,X2,Y} E E3 \I(À J1 A:d E Cl 

<p(À,x, +,hx"v1=A;'P(x"y)+ <P(X2,.1') 
est définie positive. soit : 

\Ix E E ",(x,x1=0 =,,;. x=o. 

l'(x,y) se noIe <xLv> ou (xl!'), 

,. Exemples 

" Dans Cil <XIY>='XY LI'jYi. 
t=l 

Duns E=C(ln,b],C) <fig> /'Jilig(l) dl, 
./fI 

·1. 
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>- Norme hermitienne 

E étant un iC-el)p~lCC vectoriel muni d'un produit scaiaîre hermitien, on 
définit une norme sur E en posant : 

,---~ 

\/x E E i:x:1 = V < x : x > . 

On obtient aussi une distance en posant d(.L J') = IIx - .1'11. 

Relations entre produit scalaire et norme 

rh:EE 'v'yEE 

:Ix+ yf Ilxll' + 11.1'11' + 2 Re < x 1 y> 

Ilx + l'II' + - yl11 = 2 (;I.tl' + 1.1'1') 

4 < x Iv >=Ix+ yi' - i!x - yll' - illx+iyll' + illx iyll'· 

Inégalité de Cauchy-Schwarz 

>- Théorème (inégalité de Cauchy-Schwarz) 

'r/xEE \:fyEE 1 < .1'1.1' > 1 ,;; IIxllllyll· 
Dans cette inégalité, l'égalité il lieu si, ct ;.;culement f;Î, x ct y sont liés. 

>- Corollaire (inégalité triangulaire) 

\:f.\." E 'ty E E 1Ix+ yll ~ IIx!l + Ib'll. 
Dans cefle inégalité. l'égaIllé il lieu sî. et seulement si, x et y sont liés avec 
<xly>ER,.. 

Espace de Hilbert 

Un -t>espace vecloriel, muni d'urt produil scalaire hermitien, est un espace 
de Hilbert s' il est complet pour ]a norme associée. 

Un espace de Hilbel1 est donc un espace de Banach. 
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pour les produits scalaires ci-dessus, jeU est un espace de Hilberl, m~üs 
C (fa. b]. C) n'est pas un espace de Hilbert. 

Base hilbertienne 

Une famille (C;lier de vecteurs d'un espuce de Hilbert E est une base bil
bertjenne si : 

V·.J· 1 0 vi 7.1 < Ci Cj >= 
Vi < ei 1 ei >= 1 
[\/i E [li < x 1 Ci >= 0] .1'=0 

Approximation des moindres carrés 

Soit (ediEl'I une base hilbertienne d'un espace de Hilbert E. ~otons Hf. Je 
$OUS-espuce de E engendré par ('()~ ... , ek_ :'-1'" 
Pour (oul,\' E, le vecteur: 

k 

Xk = L < x 1 Uj > (lj 

j=U 

est la projection orthogonale de x sur HI<. c' est -à-dire le seul vecteur de Hk 
tel que: 

\/jE{O, ... ,k} 

.ft est ln meilleure approxima Lion dans Hk de x au sens de la norme de E, 
c'est~à-dirc : 

IIx - x, il ~ ilx .1'1· 
On dit aussi que Xk eSl la meilleure approximation de x au sens des 
moindres carrés, 

Supposons que Hm XI = x dans E. c'est-il-dire ,liln Ilx - .r,1 = O. ou 
k-'XJ ,.;"'~= 

,x 

encore x L < x 1 ek > Ck. On a alors r égalité de Parseval : 
A"",n 

Ilxl!' = L < x 1 c, 
L-=n 
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ESPACES Lk ET [k 

Cas des fonctions 

>- Notations 

Soit 1 un intervalle de ÏR. On considère les fonctions de 1 dans te et 
confond les fonctions égales presque partout 

On désigne pm LIU) l'ensemble des fonctions sommables sur l, c'est-à

d're telles que r lf(r) 1 dl existe, JI 
On désigne par L 2(1) l'ensemble des fonctions de carré sommable sur 

c'est-il-dire lelles que f J(I)I' dl exiSle, 
JI 

L 2(2.) est l'ensemble des signaux analogiques d'énergie finie. 

Si r esl un intervalle borné, on a L'(l) C L'(I). Mais on ne pent rien 
de tel si / : IR. 

>- Structure de L'(/) 

L'U) est un espace de Hilbert ponr le produit scalaire: 

Cas des suites 

>- Notations 

<f 1 g >= jf(r)g(t) dt, 

On considère des suites a:;::; (O/l)nEZ, 

On d.Esigne par / 1 l'ensemble des suites sommables, c'est-à-dire telles 

Lla,,1 ex'sle, 
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On désjgm!.J~tJr t: l'ensemble des suites de caITé sommable, c'est-ft-dire 
teHes que L lanl- existe, 

12 est l'ensemble des signaux numériques d'énergie finie. 

,. Structure de J' 

{Z est un eSfJ<lce de Hilbert ponr le produit scalaire : 

< (1 'b ':..= '.-' ,-,··b 
1,," LI!II> 

1 



13 

Polynômes orthogonaux 

CAS GÉNÉRAL 

Soit J un intervalle de F' et pline application (un poids) de J dans 10, 
On considère l'ensemble L;,(l) des fonctionsI de J dans li[ (lE ou <C) telles 

que 1{(s)l'p(x) soit sommable sur /, et on confond les fonctions "~"lp,·!!1 
presque partout 

Le produit scalaire: 

< Il g >= If(s) g(x) p(x) d< Il 
munit L;(I) d'une slructure d'espace de T-lilbcrt. 

Dans les cas usuels, iil:IX] est inclus dans L;'(J}, Le procédé 
malisation de Schmidt conduit à une base hilbertienne. 
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Dans les exemples qUI suivent l'étape de normalismion n'est pas réalisée 
pour ne pas alourdir 1; écriture. 

pOlYNÔMES DE LEGENDRE PIl 

• Ils sont orthogonaux pour 1 = [-1, 1] et p(x) = 1 

" et on a < PIlIP/! >= ;:;---=--) , 
_Il + 

• Us sonl donnés pm : 

• 1 JIf [..2 f!~ 
P" C, 1 = :;---; -d CI - Il " 

!...I! JI ~ t ll ., 

• Us vérifient la relat10n de récurrence: 

(1/ + 2) 1',,+, (x) - (111 + 3)x 1'''+1 (x) + (II + 1) P,,(x) = a 
et l'équation différentielle: 

(1 -- .r)y" - 2.\JJ + 11 (11 + l)y:;;;: O. 

• Fonction génératrice: 

1 = 
.. - '" P (,)1" vI ~1xt+t~ - L 11_ ' 

IJ,=!J 

• Premières valeurs: 

Po 

p" 

L P, =x, 1'2 = ~(3.r' - 1), 

1 
8(35x" - 3(1<' + 3), 

POLYNÔMES D'HERMITE HIl 

• Ils sont orthogonaux pour J:::: R ct p(x) ;;; 

et on a < HIIIHII >= 211 11: ViT,' 

3x), 

1 



Certains "utems choisissent p(x) exp ( - .;) et modifient les 

diverses informations en conséquence, 

e Ils sonl donnés par : 
;: ct!! _ ~ 

1'1 () (-1 t'! ."J 'e-J J 
'" x , d," 1. 

• Ils vérifient la relation de récurrence: 

(.<1+ 2(11 + I)H,,(x) = 0 

et l'équation différentielle: 

ylf + luy:::::; 0, 

• Fonction génératrice: 

• Premières valeurS: 

Ho= 1! HI 2\:, Hl=4x1 -2, H)=8x
l

-12t:, 

H" = 16x' .... 48x' + 12. H, 32x5 
- 160x' + 120x. 

Fonctions de Weber-Hermite 

Les fonctions WII(.r) -;::: e·-4 HI/(x) vérifîenll·équation différentieHe: 

y" +(211+ 1 .r)y=(). 

POLYNÔMES DE LAGUERRE Ln 

• Jls sont orthogonaux pour 1 :::::: [0, el pCr) = e-' et on a: 

13 • polynômes orthogonaux .... 

• Ils sont donnés par: 

L,,(x) 

• Ils vérifient ia relation de récurrence: 

(11 + 2) L,,+,(x) + (x - 211 3) Ln.! (x) + (II + J) L,,(x) = 0 

et J'équation différentielle: 

xy" + (1 x)l + Il)' := 0, 

" Fonction génératrice: 

j . • 

-1 -, exp (~'f ) Lu(X) ,fI. 

• Premières valeurs: 

4x + 2), 

1.4 J ' 41(.' 16x +72x" 
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POLYNÔMES DE TCHEBYCHEFF DE PREMIÈRE 
ESPÈCE Til ET FONCTIONS DE TCHEBYCHEFF DE 
SECONDE ESPÈCE Un 

• Les familles (1;,) el (U,,) som orthogonales pour 1 .... L II et 
1 1T 

p(X) = Vi "x" elona< T"IT" >= 2=< U"IU" >. 

• Elles sont données par: 
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èl peuvent s'écrire à partir des fonctions trigonomélriques : 

T/I(x) :::::; co:-; (f1urccos x) VuLt) :::: sln (11 urceas.\') si lx! ~ l 

T,,(x) = ch (II argcil Ixl) U,,(x) = ,h (11 nrgcil Ixl) si Ixl;;' 1 

et Les zéros de Til son! Wk = cos [(2k -- 1) 17 l avec k E {i, .. , ,n}. 
~}j "' 

• Les fonctions Til et Un sont des solutions linéairement indépendantes 

l'équation différentielle: 

1 -.X- y - ,\}' + Ir)' :=: O. ( ')" , ' 

.. Elles vérifient la relation de récurrence: 

• Foncüon;;; genéTalIiccs : 

1 = 
--IX L " --;:--" = T,,(x) t . 

1 -11X + f-
Il,,,0 

yI~ 
, - 2tx+r2 

= :: L UI/+I(X)t", 
Il,,,,0 

• Premières valeurs: 

'l'fi = , . T, = x , T, = 2,' -, , T, = 4x3 
- 3.' 

T.~ 8x'l - 8x1 + 1 • 15 = l6x5 
- 20xJ +5x. 

U" 0, UI : J'-x', U,=2.rJi-x'. U, (4.r I)JI-x' 

U, (8.\,1 4x) JI -x' . Us = (16x' - Er' + 1) /',- :;i. 

Les polynômes de Tchebycheff sont utilisés comme l'onctions 

filtrage. 
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POLYNÔMES DE JACOBI p(a,f3) 
Il 

• lis sont orlhogonaux pour 1 =1 L 1 [ et p(x) = ([ - x)"(1 + x)~ avec 
If> -1 el (3 > .... l, el on a : 

< p:,a,fllIP:,""~) >= 2a+~+) f(u+a+ i)f(1I+{3+ 1) .. 
(211 +a+ {3 + 1)1l! n" +0' + (3 + 1) 

Dans le cas lX 

Dans le L'as a 

{3 

{3= 

0, on obtient les polynômes de Legendre. 

1 
,on obtient les polynômes de Tehebychel'f. 

• Ils sont donné~ par: 

(-1)" d" _ 
p(Il:.[Jl :--7:':"':""':': ' 

I! :iïlll!tI x)'-~Ti-+x)p dl"'1 Jl -.r)iJ+"(l +xt+J:l] , 

• Ils vérifient l'équation différentielle: 

( l-x'),v"+[{3 ({3 0 J' cr - JX+ +_)x.v +l1(n+fr+p+ !).\' O. 

• Fonction génératrice: 

cc 

;;;;;: LP;rt,/JI(x)t" . 

• Polynômes de (;egenbaucr C:!t (ou ultra-sphériques) 

Ils correspondent au ca\) particulier a :::: f3 des polynômes de Jacobi. 

1 
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Séries de Fourier 

SÉRIE DE FOURIER D'UNE FONCTION 

PÉRIODIQUE 

Fonction périodique 

,... Définition 

Soit f une fonction définie sur R ct ~l valeurs réelles nu complexes. 

nami"e T > 0 est une période de J si : 

/(1 + Tl =f(rl. 

Le plus petill10mbre T vérifiant la propriété est la période def· 

On dit aussi quel eS[ T-périodique. 

de Fourier lOS 

,... Propriétés 

L'intégrale d'une fonction continue de période T, sur un intervalle ùe lon
oueur T. est indépendante des bornes. 
ç 

Si! est dérivable. de période T, alorst est aussi périodique de période T, 

,... Vocabulaire de la physique 

f éumt T-périodique, le nombre l' 
1 T C%t la fréquence et le nombre 

21T 1 1 . 
fJ) :;;;; a pu satlOn. 

On appeHc énergie moyenne de.r sur une période le nombre: 

1 j,'''+T , T !f(tJ!- dl . .. 
Sarâcine carrée est appelée valeurefficnce def. 

coefficients de Fou rier 

Soilf est une fonction T-périodique. continue par morceaux. 

,... Forme réelle (n E [(1) 

o j,'O+T 
/1" = :: fU) sin Hwl tlt, 

T. ct 

,... Forme complexe (,1 E Z) 

,... Passage des coefficients complexes aux coefficients réels 

{ 
(l1f=L'n+C_n pour I1~O 

, bll = i{C11 - C~II) pour Il ~ 1 
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'> Passage des coefficients réels aux coefficients complexes 

et pOUf 1/ ) l: Cil C~II :;;; 

Série de Fourier d'une fonction périodique 

On associe ùf une série qui, lorsqu'elle converge. définit une fonction S 
périodique de période T. 

'> Forme réelle 

'> Forme complexe 

Propriétés 

'> Parité 

11=1 

+= 
S(I) ;;;; L: C)f e1fll!!( . 

.. -= 

Si f est une fonction paire. pour (out Il on a Un :::.: O. soit Cil ;:;:;:: C -Il" 

Sif est une fonclion impaire, pour tout Il on a ail O. soit Cil = -c -fi" 

'> Coefficients de Fourier d'une dérivée 

Les coefficienls de Fourier def Clf' sont reliés par: 

Forme complexe: 

Vn E Z c"rf') = i "c"ifl ; 

Forme réeHe : 

• Séries de Fourier 

CONVERGENCE DE LA SÉRIE DE FOURIER 
D'UNE FONCTION 

• Fonction Cl par morceaux 
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On dit que f eSl Cl par morceaux sur le segment [li, bl s'il existe une sub
division a{j li < a1 <. ... < oJl;;;; bIelle que; 

~ l soit définie, continue, dérivable et à dérivée continue dans chaque 
interVallel,,;,ai~" (i 0" .. ,[1 1), 

.",. lU) etfCt} possèdent une limite en chaque extrémité de ces intervalles. 

Théorème de Dirichlet 

Si! est périodîque de période T el est Cl par morceaux sur toul un segment 
de longueur T, alors la série de Fourier def esl convergente et sa somme 5 
vérine: 

De plus. la convergence est normale (donc uniforme) sur tout ,"\egment où 
la fonctÎon est continue, ou sur 1R. si f est continue sur 1F:.. 

Remarquez que sif est continue en l, alors set) =/(1). 

Mais au voisinage d'un point de discontinuité. fa somme partielle 
d'ordre 11 de ]u série de Fourier ne donne pas toujours une bonne 
approximation de /, même avec I} très grand. Cette particuJarité est 
connue sous le nom de phénomène de Gibbs. 

Interprétation physique 

Décomposer une fonction périodique f en série de Fourier revient à tra
duire que le slgnal qu'eHe représenle est la superposition: 

>- d'un terme constant (égal ù ln valeur moyenne de lu fonction sur un 
intervalle de longueur égale à une périodel t 

1 
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» d'un terme sinusoïdal de même fréquence que l (appelé Je fondamen~ 
laI). 

>- et d'une intinité de termes sinusoïdaux dont les fréquences sOnt mul
tiples entiers de la fréquence du fondamental (appelés les harmoniques). 

On retrouve dans cette terminologie le langage de r acoustique. 

Développement de signaux classiques 

>- FoncUon 211'~périodiqtJe avecf(t) t sur J Tt. Ti]. 

série de Fourier; 
Xl l)lltl 

2"" ---- sin ltf. 
L.../I 
11'",1 

» Fonction 2"'-périodique avec/(I) = Id snr J - ".".l. 

)' 
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série de Fourier: 

2 

x 
4 ,'-. cos(2" - 1)1 . 
11' L...t _ 

11=1 

» Fonctionf(t) ! sin 'I. 

1 
---------4--~--~-_ .... 

-;r 0 

série ùe Fourier: 
2 4 cc COS211t 

; - -1T L 4n2 - 1 . 
1/"'1 

{

f(1) = sin t 
.> Fonctlon 2rr-périodique avec 

f(l) = Q 

. f'() 1 (l' , . SOit, t =;:;- sin t: + sm IL 

pourO<i~Tf 

pour if < 1 :( 2rr 

h 
sérîe de Fourier: 
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» Fonction 2r.-périodique avec 

série de Fourier; 

>- Fonction T~périodique avec 

série de Fourier: 

{

lU) = 1 

f(O = () 

y 

{
ft') = 0 

f(t) = a 

pour 0 < f :ç; 1T 

pour Il < t (; 27/ 

7 
pour ":) ~ f (T 

sinon 

T 
1..- -- ------ ---- ------ ----»-

2 

de FourÎer 111 

Formule de Parseval 

sil est continue pur morceaux sur nu segment de longueur T on il la rela
tion suïvante reliant l'énergie de f et les énergies des termes de sa série de 
Fourier: 

'::'pans cette décomposition. tous les termes n'ont pus la même impor~ 
, tance. 

"'~:On détennine tes termes dominants en étudiant le spectre des fré
;::>quences. c'est~à-dire 'le diagramme en bâtons obtenu en associant à 

'chaque entier n un segment vertical de longueur égale il l'amplitude de 

- . d . A "b' -'u A lao ,,l'parmontque e rang Tl, S01t ' n = Van + ii pOUf il T et' 0 == -i 
0" 2 
" pour le terme constant. 

Point de vue des espaces fonctionnels 

Notous L:!(O~ T) f'espnce vectoriel des [onctÎons il valeurs complexes, défi
nies et de carré sommable ùans [0, Tj, dauli lequel on confond les fonciÎolls 
égales presque partout. 

Le produit scalaire 

1 l,r-<f 1 g >= T I(I)g(') dl 
,0 

munit L'(O. Tl d'une ,truclure d'espace de Hilbert. 

Dans cet espace, la famille ues fonctions (è iUl1
) lirEZ est uue base hilber

tienne. 
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+cx.' 

L'écriture lU) = L CI! eiflf<JI peut s' înterpréter comme la décomposition de 
--x 

l dans celle base infinÎe, au sens de ln convergence quadratique: 

InN 

"Ii.~~ IV(r) - L c" è"" Il, = Cl. 
M::;-N 

Dans cette optique, lu formule de Parseval apparaît comme la généralisa
tion du théorème de Pythagore, Elle oS' obtient en considérant des projec~ 
tions orthogonales, 

APPROXIMATION D'UNE FONCTION 
PAR UNE SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE 

Cas général 

Soitf une fonclion, non nécessairement périodique, et [(l, b[ un intervalle 
de son domaine de définition. 

On peut lui associer la fonction périodique/!. de période. T::::::: b -(l, définie 
par: 

/,(x) = /ltl pourx Ela. bl 

!t(xl=!(y) avecy-x=kT. kE;]!, et yE [a,b[ 

Ln série de Fourier de la fonction fi approche a10rs la fonclionf sur 
tervalle ra, bl. 

Développement en série de sinus ou de cosinus 

Si l'intervalle [O,al (a> 0) est contenu dans le domaine de! on 
obtenir un développement ne comportant que des sinus ou des cm;inus. 
suffit de prolonger préalablement f sur l'intervalle [-0) (lf en L1ne 
impaire DU paire, 

14· Séries de Fourier 

Dans le premier cas, on définit la fonclionfj par: 

Ji (1) = f(t) pour x E 10. a[ 

Ji (Il = -fi -r) pOUU E [-a. 01 

1iUI =fU+ Tl avec T = 2a 

et dans le second, on définit hi fonction .. 12 par : 

.hU) = lUl pour xE [0, al 

fo(t) =f(-I) pour XE [-a. 01 

1;(1) = lU + Tl avec T = Ja 

Dans ch<lque CU$. lu période est égale à 2a, 

113 
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Équations 
aux dérivées partielles 

GÉNÉRALITÉS 

vocabulaire 
Une équation aux dérivées partielles est une relation ent:c des var~ab.I~5 
réelles et les valeurs d'une fonction inconnue li et de certames de ses den

vées partielles. 
L'ordre de l'équation lE) est celui de la dérivée d'ordre le plus élevé qui 

figure dans r êqumion, 
On appelle solution toute fonction définie sur un intervulle ouvert /, 

classe Cil, el vérifiant l'équation. 

Résoudre (E) dans /, c'est rechercher l'ensemble de ses solutions dans 1. 

~ Equations aux ,!êri,v,e:;' eccs"p,::.:;rt:;ie:;lI,::es'-____________ _ 115 

Types de problèmes 

Comme la solution générale d'une équation aux dérivées partielles est un 
ensemble de fonctions, des condilîons supplémentaires sont nécessaires 
pour modéliser Uil phénomène physique. On parle de : 

_ problème de Cauchy quand on connaît des conditîons initiales ~ 

_ problème tlUX limites quand on connaÎl des condîtÎons sur la frontière du 
domaine n considéré: 

_ problème mixte quand on connaît des conditions initiales et des condi
tions aux limites, 

Équations linéaires 

»0 Définitions 

Une équation aux dérivées partielles est linéaire si ellc est linéaire par rap· 
port ft la fonction inconnue ei. à ses dérivées, On peul l'écrire sous la forme 

Liu] (1 ) 

où li inconnue et l donnée sont de dasse Cl sur nn domaine !1. 

L'équation homogène associée est [[rt! = O. 

»0 Théorèmes dus à la linéarité 

Les solutions de r équation homogène forment un espace vecloricl. 

Sî u est solution de (1) el \.' solution de I~équ.ation homogène" alors U+l' est 
solution de (1), 

Si UI est solution de L(uJ :::::'/1 et if,! .solution de LIli] =- /2. alors ul + !Il est 
solution de L[n] =f, 
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ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 

Forme générale 

~ ai(XI~'" .XJ,:,u) iJ?'~ :;;;;; /;(.\"1,'" lX;:, f() 
L..r .\; 

(E) 

i""j 

OÙ (/f, ... 

il de 

Of... b sont des i'onclions données. de classe Cl dans un domaine 

On peut lui m;socicr le système différentiel: 

(S) 

que l'on écrit souvent: 

cl" 
dt 

cl" 
dl 
dll 
dl 

Courbes caractéristiques 

:::::. (/j(X!, .. "Xk;II) 

Une courbe curactédstique de (E) esl une solution 

.'il .",,;:. 'fj(t) 

Il 

de (,l'J, 
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Intégrales premières de (S) 

Une intégrale première de (S) est une fonction F de classe Cl, non cons
tante. telle que la restriction F{x[, ... ~ X,,<,- u} à loute solution de (S) soit 

conswnte. 

II existe k intégraks 
telles que le jacobien 

première~ FJ ,""", Fk -indépendantes. c'est-à~dire 

D(F", "Fil 
D(x"", ,Xk) 

ne s'annule pas dans n. 
Toute intégrale première de (S) est de la forme 

où rI> est une fonction de classe Cl . 

, dt} dr"l 
obtemr les Fi. on part, par exemple, ue - = -~ eton sc ramène 

é al al 
dEI ~ 0 en utilisant si nécessaire un facteur intégrant. 

Solutions de (E) 

Si li est une solution de (E) dans fi, z:= U(XI:." :xd est l'équation d'une 
hypersurface de Rh' appelée surface inrégrale de (E). 

Les surfaces intégrales ool pour équlltion împl icite ; 

et il reste à résoudre en lI. 



ÉQUATIONS LINÉAIRES DU SECOND ORDRE 

On se limite aux équations à deux variables notées (x. y). 

Définition 

Elles sont de la forme: 
fPïJ [p.u (f2u 

A(x'Y)-D' + 28(x'Y)D- fh + C(x,y)-o ' :c- -xui Y-

Du Du ... 
+ a(x, y) 0- + I1(X,.1')-;-)· + C(X, y)" = j(x,y) 

x cy 

où A, B: ... ,f sont des fonctions données, définies dans un domaine n du 
plan. 

Classification 

L'équation liné'lire précédente est: 

~ hyperbolique si A = B' AC> 0 dans fl; 

exemple fondamental. éguation ùes ondes. 

~ parabolique si A = B' - AC 0 dans fi; 

exemple fondamental; équation de la chaleur. 

~ elliptique si A = B" - AC < 0 dans n; 
exemple fondamental: équation de Laplace. 

Formes standard 

On utilîse un changement de variables 

x X(x,y) y = Y(x,y) 

pour ramener chaque équation il une fOTIne plus simple par rapport 
dérivées secondes. 

15. Ëquations aux dérivées partielles ----... 
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,.. Équations hyperboliques 

On peut se ramener à : 

ou à: 

,.. Équations paraboliques 

On peut se ramener il : 

',. Équarions elliptiques 

On peut se ramener à : 

D'" IJ'" ( D" 
+·~=F -Dr' .ox 

ÉQUATION DES ONDES 

Équation des ondes à une dimension 

L'étude des vibrations d'lIne corde, d'une membrane, de:î oscilJations 

ê.lectromag~~tÎqu~S ... conduit à des équations hyperboliques. La plus 
.s~mple est l equatlOn deb ondes à une dîmension (ou équation des cordes 
vlbmntes) : 

(E) 

,1 
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Le changement de variubles 

{

X=X+CI, 

T =x - ct 

ramène cette équation à ta fonne : 

iJ',,_ = u. 
aXâT 

cc qui donne la soiution générale: 

u(x, t) =f(x + cl) + grx - CI) 

oùf et r; sont des fonctions de cliJsse C2
• 

Problème de Cauchy pour une corde illimitée 

Avec les condilions initiales 
au " 
-(x. 0) = "'1 (x) iJf ' rt(x, 0) = iOn!x) et 

dù €Po 'est Cl el 'Pr est Cl. l'équation (E) a uni! solution. et une seule, donnée 
par la formule de d'Alembert : 

1 1 l'x,,, 
u(x, Il = " [iOOIX," Cf) '"iOo(.r - cO] + ;,' l'''(~) d.f. 

- _C _< .l-C: 

Vibrations libres d'une corde d'extrémités fixes 

La corde éTant de longueur 1, on a les conditions aux limites: 

VI ;;;, 0 u(O, f) = 0 = u(l, 1) 

et les conditions initiales: 

vx E [0, IJ u(x,O) = iOo(X) et 
aH 
-(x, 0) = ",,(x) at' , 

La méthode <Je séparation des variables qui consiste à chercher des solu
tions SOliS la forme IJ(X1 l) = X~x)T(r) conduit à: 

00 (- k7ft! küe! \) , krrx 
ut-\:; 1) == 2:= Ak cos + Bt- sin -, - / SI11 . 

k::::tt 

15" Équ<:ttions aux dérÎvées partielles 
---------.~--------

Les conditions initïiJles deviennent: 
'X 
- . k7ïx LAk sm el 

/.."_-=1 

Les constantes Ak et Bk se calculent comme coefficients de Fourier: 

2 /,1 . k 1ï'X 2 1'1 k7ïX 
A, = -/ l''o(x)sm-

I
- dr ct Bk = - ",,{x)s;n -- dr, 

. 0 k7TC . \) 1 

Vibrations forcées d'une corde illimitée 

On cst conduit à intégrer: 

[Yll 

or2 t) (F) 

(où la force extérieuref est donnée), avec les conditions initiales: 

u{x.O) 

L'équation (F} a une solution, et une seule: 

au 
-:-) (x, 0) = 1", Cr), 
U 

1. 1 j""" u(x,t).= llip!JCt+ct)+~ü(.f cn] + 1e {-Cl ~!(g)d!',~ 

Vibrations forcées d'une corde d'extrémités fixes 

On intègre réquaHon (F) avec les conditions aux limites: 

,1(0,1) = 0 = 1/(/, i) 

et les condHions initiales: 

\Ix E [U,I] I/(X, 0) = iO,,(X) el 

On L1tilî;;e ùes développements en séries suivant les ronctions sin kïiX , 

121 
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Pour lu force extérieure, on II : 

0;:; ,k7rx 
f(.\", t) L.MI) sm -/- avec 

k=l 

On obtient: 
= ( kïïct k1TCt\ . krrx cc h • k7ïx 

II(X, t); L il, cos -1- + B, sin -1 .. ) Sln / + L T,(I) sm -1-
l=l k=l 

où les A.t: et 13;.. sont calculés par les mêmes formules que dans le cas des 

vibrations libres et 

1 h'" . kTrc(t - T) - .h(TlslIl-"·-- dT. 
k'ire. n 1 

ÉQUATION DE LA CHALEUR 

Équation de la chaleur il une dimension 

L'étude de ... problèmes de diffusion conduit ;\ l'équation de la chaleur 

ou "1 • 
- ;c-AII+j. 
(JI 

En dimension l, cette équiJÜon devient: 

aIl ") If!." 
C'-::;--; +/(x,1) or U.r~ 

dont l'équation homogène associée èfit : 

Du "1 [Pu 
-=c--
al Dx' 

Problème de Cauchy pour l'équation (E) 

Ln condition initiale ~. écrit: 

u(x,Dl; \O(x) 

Du 
el il est inutile ùe se donner al (x, 0), 

(F) 

(E) 

123 15 • Equations _~.~x dérivées partielles ._----- .. _._--
Parmi les fonctions bornées, le probIème de Cauchy admel Une solutîon, et 
une seule. appelée intégrale de Poisson: 

U(X,I) ; 
;

'+oc r LI' -. l')' 1 
exp; -'--; ... +-- \OCy) dy, 

, -cc ~ 4c-f 

problème de Cauchy pour l'équation (F) 

Avec le second membre I, la solution du problème de Cauchy devient: 

[ 1'+'" exp [- ~':_Y_)' 1 dl'} dl' 
, --x 4c2, ,,' - • 

+ [ r'j'+= --F
1=exp [ __ (.,_:_,f)_' ]l(/', T) dEdT, 

2c.,fF./o -oc 4,.--(1 Tl ,. , 

Cas d'une tige de longueur finie 1 

Illaut rajouter au problème de Cauchy des conditions aux limites: 

VI 3 0 11[0, t); 'If, (1) et 11(1, t) = ,/1,(1), 

On utiHse la méthode de séparation d~s variables el des développements 
en séries. 

» Cas de l'équation homogène avec '!I,(t); 0; ,ft,fr) 

En supposanl que west C' sur [0,1] et que 1'(0) 0; \0(1), on obtienl la 

solution: 

~ [kTrO \' ] k7Tr u(x, 1) ; fS' A, exp - 1) 1 sin ,. 

avec 

2 h" br\; il, ; 1 l'(x) sin . dl', 
,n 

» Cas de {'équation complète (F) avec '/1,(1) 0 = </J,U) 

On suppose quefCr, t) est de dusse C' pnr rapport il x et queJW, t) ; 0 ; 
1(1,1) pour 1 3 O. 

1 
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On dévdoppef(x~ 1) en série de Fonrier de sinlls : 

::)(: k7rx 
f(x, J) L)k(t) sin -1-

L""! 

on 
2 /'" , , kr. ç • rU): ... /Cl;,I)sm-l-dç, 

. " 1 ,,() . 

La soJmlon dn problème de Canchy s'obtient en additionnant fila 50Iuti:on'01; 
"t.v, 1) du problème homogène la fonction: 

l'(x, fi 
k""l 

k-'7ïX 
T,V) sin -1-

avec 
1" [ /kTra" ~ l 

T,,(t): .1" f,(rlexp - \-,-) (t .. , T)J dT. 

»- Cas général 

Ou pose I/(x, t) = ,(r, 1) + 1I'(x. Il où 

H(X, Il: ",,(t) + '1['1'2(1)- v/,U)] 

el la recherche de l'eSt ramenée au prohlèml: précédent. 

ÉQUATION DE LAPLACE 

Généralités 

L'étude d'états d'équilihre conduit à des équations ellîptîquc'), donlla 

simple est l' équalion de Laplace: 

2.11 = 0 

OÙ ilu désigne le laplacien de /1. 

Une fonction /1 qui vérifie ceUe équation dans un ouvc11 !l e5~ dite hm:m,yell 

nique Jans n, 

aux dérivées partielles us 

Si une fonction harmoniqne Il ne dépend que de la distanœ r il nn point 
fixe A. et si n ne contient pas A. alors eHe est de la forme: 

a ln r + Il en dimension :2 

:: + h en dimension 3 
r 

problèmes aux limites 

L'ouvert il étant limité par nne surface on parle de : 

,.. problème de Dirichlet quand on commît la restriction à:2 de u(M); 

,.. problème de Neumann quand on eonnaÎlla restriction à I. de la dérivée 

ail (,}1) suivant la normale extérieure ; 

ail . 1 .. ,.. problème. mixte quand on connaît la restriction à:!. d'une expression . 
Ou 

de la forme "', ·(M) + hO.d)u(M). 
Gr1 

probléme de Dirichlet 

,., Problème intérieur 

n s'agit de détermtner une fonction Et il deux variables. harmonique dans 
un disque de centre 0 ct de rayon P(), pren,lI1t-des valeurs données sur la 
frontière. c'est-ii-dire en coordonnécs polaires teUc que: 

u(po, 0) = 'P(O) 

avec if' de classe C2 et 27T-périodiquc. 

En utilisant l'exprc.%ion du laplacien en coordonnêcs polaires Ü;t: chap,4) 
et la méthode de séparation des varîables. on obtîent : 

avec 

cc. 1" 

II(p, 0) : ~) + L ( .E...) (a, cos kG + 1" sin kil) 
- t;=:l -Po / 

l ,'1_ 

r" 'P(I) cos kt dt c! bk 
1i ./0 

1 /..'rr = 'P(I) sin kt dt, 
Il ,.1) 
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Analyse 

> Intégrale de Poisson 

La fonction précédente s'écrit aussi sous la forme de l'intégrale de 

Poisson: 
" "" __ 1_ r-" Po - p- " 'l'(r) dt. 

u(p. H) - 27T Jo pl, - 2ppo cos(O - t) + p-

L'expression 

pl, - 2ppo cos(O - t) + p' 
est le noyau de Poisson relatif au disque de centre 0 et de rayon PO· 

> Problème extérieur 

On cherche li harmonique (ct bornée) pour P > po avec la même condition 

sur la frontière. On obtient: 

__ 1 (" p' - pl, " 'l'(t) dt. 
u(p, 0) - 27T Jo p' - 2ppo cos(O - t) + Po 

Attention, cette fonction n'est pas l'opposée de la fonction précédente"'~' 
car les domaines de définition ne sont pas les mêmes. 

16 

Distributions 

NOTION DE DISTRIBUTION 

Introduction 

Pour décrire les phénomènes impulsionnels, les fonctions constituent un 
outil insuffisant. Il faut alors passer à la notion de distribution. 

On peut considérer une fonction f comme une forme linéaire sur un es
pLIee vectoriel (constitué de fonctions appelées fonctions test) à l'aide des 
intégrales: 

'1' >--> '/f(X) 'l'(x) de 

Les distributions sont des formes linéaires convenablement choisies panni 
lesquelles figurent les formes linéaires du type précédent. 

Par exemple, une fonction T-périodiquej, sommable sur un intervalle de 
longueur T, peut être caraclérisée par les nombres: 

l''/' . 
Cil = - 1 j(t) e- lIIlJJf dt 

T ./0 
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on encore par son action sur l'espace vectoriel 'T des polynômes trigono

métriques: 
·r 

<p H 1 Ilx) 'l'V) dr. 
Jo 

Par cc procédé., une classe de fonctÎons égales presque partout peut 

identifiée à unc forme linéaire sur 'T. 

Espace V des fonctions test 

,.. Définitions 

On appelle support d'une fonction,l' le plus peût ensemble fermé en dell0,,;;~1 
doqoeJ la fonction est nulle. On le note suppl· 

L'espace V est r espace vectoriel des fonctions de lB: dans C, indléfininlent11 

dérivables et à support borné. 

,.. Exemples de fonctions de 'D 

o Fonction de L Schwartz 

si Ix\ < 1 
,upp ç= 1, Il. 

si !.rl ) l 

-0,5 0.5 

• Distributions 

• Fonctions associée;:; 

1 \) 
x- a) 

supp ?".b la, hl, 
• prodl1it par une fonctÎon indéfiniment dérivnble 

Si <p E 'D et cr E CX('R, q. alors CI<p E V. 

Convergence dans V 

.,.. Définition 

sixEla,bl 

Une suile (!Pli) de fonctions de 'D convel"gc vers cp E "D si : 

129 

_ il existe un segment COnlcnanlles supports de taules les [on~tions 'Pli ; 

_ pour tom entier [1, la suite (tp;;") des dérivées d' ordre p converge unifor

mément vers la dérivée p-ième rpiJl). 

.,.. Exemples 

1 
~(x) converge ver:;: 0 dans V, 
1/ 

. t"(X) "" La smte 'PIJ(X) = ~~ - ne converge pas dans v car supp Wu = 1-11, Il]. 
Il 11 '" , 

Définition d'une distribution 

>- Une forme linéaire T surv e5l continue si. pourtoute suite (9,;] conver
geant vers 0 dans "O. la !:luite des valeurs (T(q::'Il)) l:nnverge vers 0 dans C. 

une applicarion linéaire détinle sur E, ln corllÎnuité sur E est équi
,::-'valente ri sa continuÎté en O. 

>- On appelle distrilmtÎon lOute forme linéaire continue sur "D. 

L'ensemble des dlstrihutions est un espace \'I..'ctoriel llolé 'D'. 

1 
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Pour l' E V' el q; E V. on écrit (1'. 'P) il la place de T(<pl. 

Distributions régulières 

À toute fonction f localement sommable (sommable sur tout 
borné) on peut associer une dlstribulioll unique T,f définie par l'intégrale 
de Lebesgue: 

V<p E V 

Une telle distribution est dite régulière. Elle est en fait associée à la u"sse'<±J 
des ronctÎons presque partout égales àf. 

Exemples utilisés en théorie du signal 

,.. Fonction échelon unité 

{

{(x) = 1 

f(x) = 0 

si x;;:' 0 

si x < 0 

On lui associe la distribution Y de 
Heavisi{le définie par: 

V'P E 'D (Y. 'P) = r~ 'Plx) dt. 
Jo 

,.. Fonction porte unité 

{ 

f(x) = 1 

f(x) = 0 

,1 1 
Sl - '2 ~ x (2" 
sinon 

On lui associe la distribution il définie 
par: 

V'P E V J 
'1 

!' 

x 

".. Fonction porte de largeur l' 

{ 

f(x) = 1 

f(x) = 0 

si 

sinon 

T T 
:2 ~x~ 2" 

La distribution associée se noIe 

nT. ou rectT· 

".. Fonction signe 

1 
-1 

sgn(x) = ~ 

si x < 0 

si x> 0 

si x 0 

Distributions singulières 

,.. Distribution 8 de Dirac 

Elle est détînie par: 

V'P E V 

y-
~2 

(,5. <PI = <p(0). 

'J 

1" 

Yt 

1 " 

y-
2 

Elle représente un phénomène impulsionnel de grandeur l. 

L'impulsion de Dirac au point d'abscisse a (notée 8#) est définie par: 

V<p E 'D (0" . <!J) ",(a), 

,.. Distribution peigne de Dirac 

Elle esl délin;e par: 
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Elle est constituée d'une impulsion de Dirue en chaque point d'abscisse 
entière. On ln note LL. 

» Distribution peigne de Dirac de période T 

Elle eSl définie pur : 

(T, <p) = .L: <p(nT). 
ilE::: 

On la note LLT. Elle est constituée d'une impulsion de Dirac en Ch21C1I1I':Y 
point d'abscisse nT avec Il E Z. 

. 1) » Distribution vp CI-
EUe est définie par: 

/

'\ <p(x) <prO) , 
-----~d\ 

-:i X 

où ft > 0 est tel gue ,upp '1' C [-.A, Al (L]: valeur principale de Cauchy, 
chap.! Intégration page 51. 

Support d'une distribution 

Une distribution T est nulle sur un ouvert U de JR si (T, <p) = 0 pour 
fonction!f E V ayant son support indus dans U. 

La réunion de tous les ouverts sur lesquels T est nulle est un ouvert dom 
complémentaire (fermé) est le support de T, noté BUpp T. 

Par conséquent, si fe support de T et le support de tp sont disjoints. alors 
(T, <p) = 0, 

» Exemples 

supp y = [0, +x[, sUPI' B = in}, supp vp (D iR. 
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OPÉRATIONS SUR lES DISTRIBUTIONS 

combinaison linéaire 

L'addition et la multiplication par un scalaire sont les opérations usuelles 
sur l'espace vectoriel des formes linéaires sur D. Elles sont définîes par: 

\fS,T E cp' VA, A' E JR (AS + A'T ,1") = A(S, <p) + A' (T, <p), 

Retard 

si/(x) es! une [onction localement sommable, la foncUon g(x) =f(x - al 
est appelée fa retardée de I(x), de retard n. Elle csi localement sommable 
el on peut écrire : 

(T, ' 1") = ,r: I(,r - (I)tp(x) dl' = .r: I{x)tp(x + a) dl' 

= (Ir, !p(x+a)). 

.,., Définition 

À toute distribution T E 'DI (qu'on éait encore T(x)) et tout a E lP~ on 
associe ln distribution notée T(x a), appeIée ret~rdée de T, de retard a. 
définie par: 

VI" E cp (T(x - a), tp(x)) = (T(X). q;(.r+a»). 

.,., Exemples 

Y(x - a) cst définie par: (rCr - a) , <1.(.') = r= l''(x) d" 
./0 

B(x - al = 6# est définie pur: (B(x - al, l'lI <p(a), 

On définit une distribution périodique, de période a, par T(x+ a) = T(x). 

Par exemple, le peigne de Dirac est périodique de période L 

1 
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Changement d'échelle 

Si {{x) est L1nc fonction localement sommable, pour k "=1- () la fonction 
x ~ r(h) déllnit un changement d'échelle SUr le dommne deI, Elle est 
local~menl sommable el vérifie: 

.,"" 1 [+00 ( X) 
(Tr(,,(, l'(x)) = L= I(h)I'(X) d, = Ikl , -x flx)'f 'k de 

» Définition 

A T(x) E D'et k E IR', on associe la distribution T(h) définie par: 

1 (") \l'Plx) E D (T(kx) , \"C,») = ikl (T(x) , \" \k ), 

T(kx) est dite déduite de T(x) par le changement d'échelle de rapport k_ 

» Exemples 

1 
5(kx) = IkIDtx), 

On délinit une distribution paire par T{ -xl = T(x) et une distribution im
paire par T( -x) = --- T(x), 

Par exemple, ù(x) el W (x) sont des distributions paires. 

Dérivation 

Si f est une fonction dérivable, etf(x) ctl' (x) localement sommables, on 
p~ur toule \O(x) E 'D : 

(Tf "I") = ,r:f'(X)rpIX),l, = If(xl\O(x)J:~ -L:"(X)I"Ü)dr = 

» Définition 

À toute T E V' on associe la distribulion T', appelée dérivée de T, délini";:! 
par: 

(T' ,'f) -(T, \,,'), 

16 .. Distributions 
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Il en résulte que toute dislribution Test indéfinïmcnt dérivable. Sa dérivée 
d'ordre fi est notée 1'(11), Elle est définie par: 

» Premiers exemples 

(fi"l , 'l') ~ (-1)" '1""'(0) 

n= X+--i:)x--, B( 1) _(" 1) 
. 2 2/ 

» Dérivation d'une distribution régulière associée 
il une fonction ayant des discontinuités de première espèce 

Soit j{x) une fonction Continue pour .'( i XI) ci présentant en ce point une 
iliscolll.inuilé cle premiere espèce de sam O"(xo):::: /(xo+) -f(xo~'). 
Supposons que la dérÎvée l'(x) au sens des fonctions soit définie pour 
x :f Xo el désignons par {t (x)} une fonction presque partout égale à cette 
dérivée. 

On suppose enfin que {J' (x)} est localement sommabLe, On a nton; : 

Cette formule se généralise au en.", où la fonction présente un nombre fîni 
de points de discominuité de première espèce XI", >'X

II 
avec des sauts 

tr(xJ \ .. 'l lT(X.'I}' On désigne cncore par {f} une fonclion presque parrout 
égale à la dérivéef'er) de/(x) (au sens des fonctions) et on suppose! et 
if'} localement sommables, On a alors: 

" TI = TY'I + L <T(x,)5(x -x;), 
i=l 
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.,.. Dérivation d'une distribution régulière associée 
à une fonction ayant une discontinuité de deuxième espèce 

La fonction ln jxl possède en 0 une dîscontinuilé de deuxième espèce et est 
localement sommable. Elle est dérivable au sens des distributions el on a : 

. ;+= ",(x) (Tr' ' 'P) = vp -' -- dt 
,_ -':Xl X 

ce qu'on écrit encore : 

. (1' (VP :;:) ,<p), 

, , , (1 \J (ln IXI) : vp -: ' 
.L 

Multiplication d'une distribution par une fonction 

.,.. Définition 

À toute distribution T E V' et toute fonction a E C'XJ(IR, Cl. on associe 
distribution aT définie par: 

Vi{' E 'D (aT, 'P) (T, Œi{'), 

.,.. Dérivation du produit CfT 

Pour T E V' et Cf E C"'(!P2, iC), on a: 

(an' = dT + œT', 

.,.. Équation xT 0 

D'après la définition de 8, on a: ,,8 = œ(0)8. 

S est donc une solution de xT::::: O. 

Toutes les solutions de xT ::::: 0 sont de ia fnnne T :::::: Co où C est 
constante arbitraire. 

• Distributions 

CONVERGENCE DANS V' 

Définition 

La sulte de distributions (7~,) converge vers la distribution T SI : 

'i'fJ (:: 'v lîm (1~, .<p) (T, 'P). 
II-'CX> 

Lien avec la convergence des fonctions 

.,.. Théorème 
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Si la suite de .fonctions localement sOImnables U;lj converge uniformément 
vers la fonction localement sommable f. alors la suite des distributions 
régulières (0;,) converge dans Vi vers ~r . 

.,.. Remarque 

11 n'y a aucune r~latî(Jn œimplication entre la convergence simple presque 
partout des fonctIOns et ln convergence dans D'. 

Lien avec la dérivation 

Si la sutte (Tu) converge vers T dans V', alors la sUÎte (T') COflVerae vers 
1" dans 'D'. . Il .:: 

~u s~ns. des dist:i~u~ionsl la ~êrivée de la limite est donc toujours égale 
a la htnlte des denvees. Cecl entraîne que l'appIicàfion T 4 Tf de 'D f 

dans V'; est continue. ' 

Exemple: peigne de Dirac 

UJ(x) = L8(x k) Le2i"~', 
liEZ ifE?: 
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Convolution 

CONVOLUTION DES FONCTIONS 

Définition 

On appelle produit de convolution des fonctions localement sommables! 
et g. la [onction il dénnie. lorsqu'dIe exÎstc, pllr: 

h(x) = ,f':f(t)g(X - 1) dt = ,f:fIX Og(t) dl. 

Notation:" =f * g = g *f, 

Il ne sumt pas quel et g soient localcmenl50mmables pour que" soil 
définie. Silex) = g(x) == c't, h(x) n'exi$te pour aucune valeur de x. 
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Fonctions à support borné 

>- Si l'une des deux Fonctions}' el g est à suppon borné.,! * g est défini 

pour toul x. Par exemple. si l(x) = ~ :1 (J:.) , ou a : 
a Cl 

qui esl la moyenne glissanle de g sur un intervalle de longueur a. 

",... Sîf et g sonl toutes les deux à supports bornés, il en est de même de 
leur produÎt de convolution, Pur exemple: 

1 

n*'l = ,r; n(t)dl 
)' 

l, si Ixl > 1 

si -1 "x"O 
x 

-1 .. 
l-x SI O<x~ 1 

La [onctlon ainsi définie est appelée fonction trinngIe : ,\ :::::: n *:', 

Fonctions à support limité à gauche 

Sil et g sont ~l supports limités à gi.luche.f *g esl dénnie et à support IimHé 
à gauche. AinsÎ. s.iICr) = g(x) = 0 pour x <. li, on li : 

If" g)(,,) = r~"f(t)slx t) ùt : (t''' glCI') = () pour x < 20 . 
.1(1 

Sil el li sonl quelconques, Y(x (lif(x) el y(x o)g(x) ont leurs supports 
limités ù gauche par a. On a alors: 

Y(x ,q!'Cr) " nx _. o)g(x) = Y(x - 2a) !,.,-a,f(t)g<x - li dl, 

'" 

,1 
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Fonctions causales 

Sif cl g sont causales (nulles pour x < iJLI r, g est causale et on a pour 
x;:,o; 

i.{" gl(x) = r I(n gix - fi dl, 
Jo 

SîI et g sont quelconques, Y(.r~rC\"} el nx),~(x) som causales ct on il: 

(Yf * Ygl(x) = Y(x) t'f(t)g(x -11 dl : (I * g)(x) = 0 pour x < 0, 
.lu 

Si f est causale. Y * lest uppclêe primitive causale ùe f. Sa dérivée (au 
sens des distributions) est égale àf. 
Sil eSt quelconque. la primitive cau:;;ale de Yf est: 

(Y * Yf')er) = Y(xi t'fUi dt, 
.!ü 

Interprétation physique; filtrage du signal 

Le traitemem subi par un signal dans un Înstrument de mesure peut être 
inlerprété pur un produit de convolution de la fonction f qui caractérise 
le signal d'entrée et de la fonction g (appelée réponse impu!:üollnellej qui 
caraclérÎse lïnstrument. 

signal r--~"-'-~
entrant 1 

____ -1 instrument de mesure 

f L tihre_ •. _,, __ -, 

g 

sigll:ll 
sortanl 

CONVOLUTION DES DISTRIBUTIONS 

Introduction 

Si on cherche ft interpréler le produit de convolution de deux forletions 2i! 
localement sommables- comme une diBtriblHion régulière, on est conduit 

17· Convolution 

calculer pour tout r.p E D : 

((f, iil(x) , 1"(.1') = I: Cl:f(IJg(x - t) dl) IO(X) d, 

= /!s/(lIjg(I')IO(1I + 1') dl/dt'. 
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Mais si la fonction à une variable 'PCx-) eSl1 support b ' l' • 
" "1 ~ " ~ . - .". orne, ce a n entramc 

pas qu 1 en soIt de meme de fa fonclion à deux variables 'P(u + l'), 

Par exemple, si le 'apport de <P eS[ le segment [a bJ l' d 
, 1 b' . . . • ,e Support e "'(II + 1'1 

est a ande comprise entre les droites P'U1 11\1 . ,. 
4 •• • d ces.\ + y::: a etx + y = b, 

JI Juul donc une condition supplémentaire. 

Définition J 
Si S ~t T E J) sont teUes que la puttie Dç " (suPp 5 x sUI" Tl ct ' 
bornce pour toute n '"" J) d ~f:. .' 1 e est 

if >;:;;;: • on e!1nlt nne nouvefle distribution S '" T par: 

(S .1. T,II') = (S(x) , (T(y) , <pCr + l'J) ). 

Des conditions suffisantes d't:xistence de S l' T sont: 

- au moins une des deux dîstribuliol1s est ,:t support borné, 

-Iles de~x Jistribmions onl des supports limités du même côté; par exem-
p e, elles som toutes les deux causales. 

Commutativité 

Si S *' r existe, alors T * S aussi, e! on il : 

S" T = T", S et supp (5 * Tl c supp S + suPI' T. 

Associativité 

Si R. S, T sont telles que R '" S, 5 *" T et T * I? existent, alors: 

(II" S) * T = R" (5 * T). 



Les deux membres de cette égalité peuvent être distincts, si les hypo

thèses ne sont pas vérifiées. 

Par exemple, (1 * a'h y = 0 et h (0' ,', Y) = L 

Rôle de 8 et de ses dérivées 

» Élément unité 

'ISE V' 

» Retard 

'ISE V' orx - (Il" 5(.1') = .l'lx - al· 

» Dérivation 

"7-5 E V' 

Si S est une distribution régulière associée à une fonction localement 
sommable, il s~ agit de la délivation au sens d~8 distributions. 

Conséquence: 

~.Tf=~.n.~-r.T S.r 
(5' Tl'''' _ (S" n * 8'''' = S',,, * T - .1' • T''''' 

ALGÈBRES DE CONVOLUTION 

Définition 
On cherche il résoudre, en lel1l1eS de distributions, une équation de la 

forme:A .X-B. 
Comme la convolution possède un élément unité, on recherche un înverse 
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de ~onvolulion pour A (unique sÎ la loi est fi.,;;sociative). ce qui permet d'ob
tenir la solution: 

X =A -, "B. 

Pour cela, on se restreint II des sous ensembles A de V' possédam les 
propriétés suivantes, qui assurent l'unicité de la solution J'une équation de 
convolution: 

A est un espace vectoriel pour les lois usuelles de V' ; 
A est slabJe pour la convoiulion qui est aussi associative. 

Lorsque ces deux propriétés sonl réalisées, A vérine les axiomes d'une 
algèbre. On dil que A eSl une algèbre de convolution. 

Algèbres de convolution usuelles 

On obtÎent une algèbre de convolution en considérant: 

_ l'ensemble ft des distributÎons à support borné; 

-l'ensemble V~ des distributions causales. 

Exemple d'équation de convolution 

L'intensité qui traverse un circuit RLC vériiîe l"équHttOn ; 

R i(t) + Li'(t) + - il,) dr = e(t) , 1 Ir" 
C, () 

(e et i som des fonctions causales), 

Dans D~. cette équation s·écrît sous la forme équîvulente: 

(Ro+L81 +.1::) "i_e. 
. C 

La résoluLion de l'équation du drcuît revient donc à la recberche de ~ 

A (RÔ+L8'+ !:.f' 
, C. 

qui permet d'obtenir l'intensité con-espondant il e donnée par: 

ft * c, 

1, 
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Transformation de Laplace 

TRANSFORMATION DE LAPLACE DES 

FONCTIONS 

Définition 
On appelle lransfom1ée de Laplace de la fonction caus:lle.r (c'est-l,-dire 
quef(t) ~ 0 pour 1 < O\,la fonction F de lu vanable p defi",e par: 

pour le!' valeurs de pEe telles que la fonetion à intégrer soit sommnble. 

La trall~rormée de Laplace de la fonction causale f est notée F(p} ou 

C[f](pl, ou encore CV'(tl](p)· 

• Transformation de 145 

Si g est la réponse impulsionndle d'un système physiqtle~ su transfor
mée ùe Laplace C(p) est la fonction de transfert en p du sy:-;tème, Elle 
décrit le régime permanenl et le régirne !nmsitoire. 

Exemple 

Lu fünctÎon Y de Heaviside (Oll échelon unité) a pour transformée de La
place: 

Domaine de sommabilité 

~ Propriétés 

Soi! P = tY + if3 et po.:::: ŒO + 1/30. 

pour Re (l') > Il. 

La tr.msformée CV](p) existe si. ct seulement si, CV](a) existe. 

Si C[!llpo) cxiste. nlors Clflipl ex ,ste pour tout p tcl que li ~ "", 

> Définition 

L'abscisse de sommabilité de l est le réel" tel que C[!l(pJ existe pour 
Re (pl >" et n'existe pas pour Re(p) < a. 

Si Clfl(p) existe pour tout l' E C (par exemple sif(t) = Y(t) e-'\ on pose 
a:::: +::xJ, 

Si CII](p) 0' existe jamais (par exemple sif(1) ~ Y(t) J. 00 pose (/ ~ -':xl, 

Le demi-plan défini pal' Re (l') > " est le domaine de sommabilité de [. 
Sur la frontière Re (p):::: 0, il n'y li pas de réponse générale. 

> Critère pratique 

On dit que la ronction/(t) est d'orùre exponentiel s'lI exÎste des conslantes 
réelles lu, k et A > 0 telles que: 

Vt ~ fo If(1I1 <; A é', 

1 



146 Analyse 

Dans ce CoL<;, r abscis8c de somnmbiHté de J vérifie: II ~ k. 

Attention. il existe des fonctions qui ne sont pas d'ordre exponentiel et qui . no 
possèdent cependant une lransformée de Laplace; par exemple 

» Holomorphie de Fip) 

La fonction p ,.-> F(p) e;.;t holomorphe dans le domaine de sommabilité. 

Pour Re (p) > ft, F(p) est donc ïndéfinîment dérivnble et on a : 

Original 

1""'(1')= [""(-I)"e-'''f(l)dl. 
~ 0 

Étant donnée une fonction F(p), peut-on trouver une fonction causale 
f(t) telle que F(p) = LlHI)](p)? 

» Théorème 

Soit I(n et g(l) des fonctions causales. continues pur morceaux sur tout 
segment et d'ordre exponemiel. S'il existe un nombre réel il' tel que 
L(fï(p) = Llgl(p) pour tout Re(!') > Ct. alors, on af(l) = gr!), pour 
chaque valeur de t al! les deux fonctions sont continues, 

Dans la pmtique on dispose ùe tables rassemblant \es transformées de La
place de fom:tions usueHes. 

PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION 
DE LAPLACE 

linéarité 

Si Jj etf'2 sont causales el possèdent des trnnsformées de Laplace. et si 
À 1 et À:; sont des complexes. alors j\J! + Àzh pO:'lsède une transfonnée de 
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Laplace el l' on à : 

L[A J, + À:{,](p) = À IL[f'd(p) + ,1,L(fi](p). 

Changement d'échelle 

Soit f(t) une fonclion causale possédant une tr.1nsformée de Laplace. La 
fonction ,5f(t) = f(kt} est dite obtenue par changement d\~che])c à partir de 
la fonétionf(/). 

Sî k > 0, alors g(t) est causale et possède une transformée de Laplace qui 
véli tie : 

k > O. 

Retard Sur une fonction 

Soitf(t) une fonction causale possèdant une transfonnée de Laplace. La 
fonction g(r) = f(t lo} est appelée la retardée def(l). de retard fIl. 

g(t) est causale si lu > 0 et DO il alors: 

LI(U - to) I(p} = e -1"" L [[](P). 

On peut aussI effectuer un retard sur la transformée: 

Lif](p Po) L [e!"'l(t)1 (l') l'" E<C. 

Théorème de la valeur initiale 

SoitI une fonction cau.sale admetlunt une fransfonnée de Laplace et telle 
que 1imo IV) = l(O+) : alors : 

1- • 

Hm rLU1(x) = l(O+), 
x-+~ 

Théorème de la valeur finale 

SOltI une fonctîon causnle admettant une 1îJnsformée de Laplace eL telle 
que lirn ,nt} 1 (fini); alors l'abscisse de sommabilité est :s;; 0 el 

(-+x; 

Hm xCl/ï(x) ~ 1 . 
.\-0' 

1 
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Transformation d'une dérivée 

>- Théorème 

Soit f une l'onction causale continue pour' > 0, possèdant une dérivée 
contÎnue par morceaux SUl' tout scgl11èm pour f > n el d'ordre è:--ponen!Îel. 
Supposons que .r(O~) ~ lim fU) existe, 

I-O~ 

Alorsf{t) est d'ordre exponentiel Cl on ri, pour Re (Jl) suffisamment grand: 

>- Remarques 

• La fonnnic s'adaplc au cos où/, est contînue pour 1 :> O.l'! es! d'ordre 
exponenliel el COnlinue par morct:?i1UX sur lont segment pour f > 0 et, enfin, 
lorsque les limîlèsf(O'") ctf'(O+) e~îstel1l. on a : 

" Il existe des J'onctions admettant une lransConnéc de Laplace et dOn! la 
, ' " nT) 

denvéc n en flumet pilS ~ par exemple . 

Transformation d'une primitive 

Soitf une fonction causale admettant une lrnnsrormée de Laplace ct a son 
abscisse de SOll1I11ubilîté. POLIf Re (p) > max(a~ 0), on:1 : 

:/" 1. 1 [! JIll) ÙIlJ (l') ~ -[UHI'), 
,-,oP 

Transformation d'un produit de convolution 

Soit l cl g deux foncllon" causales dont les ubscisses de sommabilité res
pective:. sont {/ el b. Pour Re (p) > max(a./J} . .clf * gl</1) existe et on fi : 
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TABLE 

Dans ce tableau Il est entier. La co1onne CI iodique r abscîsse de sommabilité.. 

f(t) 1.ë[Y(f)f(I)! (p) [G] 
=~===~=i 

1

: 0 1 

---~ ""j-" ~-,-P~-t-" --j" 
! 

1" 
u! 

[11+1 
1------1---""-~ "" 

cm 

: ! l'-IX 
! 

i 
n! r :::~, (1' "- ,,),,~J 

ùJ 

p2+w2 

[:SWI P 
-,~ .. ~ 

i p-+w-

1 
ùJ 

i 
sh filr [;2" _ w2 

1 

ChWl 
{J , , 

p- - w-
, 

J coswl 
or 

1'(1" + w') 
, 

wl - sin wl 
W' 

p2ip2 + (2) : 

o 

o 

o 

i a 

0 
_ .. "." 
0 

0 , 

i 

: 0 

0 

0 
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1 sin wi '" 'l)':; (1'- + w- -

+ (dl cos (Ill 
2(1JfJ2 

~~'~-p-+w-)-

cos (jJ[ 

p _. Cl' 

a)1+'(v: 

ùJ 
sin ûJl 

TRANSFORMATION DE LAPLACE 
DES DISTRIBUTIONS 

Définition 

0 

0 

" 

On est tenté de définir lu transformée de Laplace d'une distribution T E V~ 
(distributions causales) par la relation: 

LfT(t)](p) = (T(t). e-''') 

qui permet ùe retrouver le cas régulier. 

Toutefois cette expression n'<J de sens que si T est à support borné,œ qui 
est très restrictif. 

'" Transformation de 151 

~ Théorème 

Soit T E D~ et supposons qu'il existe a E R tel que c-mT ES', 

Alors < T(1). e-1'1 > est nue fonction indéfînimenl ùérivable pour 
Re (l') > "el définit!" lrausformée de Luplace ùe T. 

La condition imposée permet ainsi de retrouver les fonctions d'ordre 
exponentiel parmi les distributions réguH2!res possédant une transfor
mée de Laplace. 

Convolution 

Pour Re (p) assez grand, on a : 

LlT * S](p) = L[T](p) ' C[S](p). 

Dérivation 

LIT'''J](p) ; l'" C[T]!p), 

Retard 

C[T(I-- a)Hp) = e-UI'L[TJ(p) a> o. 

On a une propriété analogue pour le retard de la transformée: 

Exemple 

Primitivation 

CIe'" T(lj](p) = CITj(p .- a) il E IR. 

C[YU) * 1'(1)](1') = C[T)(p) , 
p 

1 
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Rappelons que, sî T est une fonction causalcf(l). on a 

(y '.f)(t) = t'(CU) du, 
Jo 

Dérivation de la transformée 

Pour Re (p) as::>ez grand, on a : 

(L[TlJ''''(p) = L [( -r)"T(tl] (p), 

Application il la résolution d'équations de convolution dans D~ 

Reprenoll' j'exemple do dircuitll.LC du chapitre 17, représenté par l'équa
tion de convolution dans V: : 

(R8+L8' + f) *;=e, 

La résolution de cette équation eS[ équivalente à lu recherche de l'ongînal 
Efp) 

de ICp) = 1 
I/+Lp+ CI' 
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Transformation de F@urier 

TRANSFORMATiON DE FOURiER DES FONCTIONS 

Définition 

Soîtf une fonclion de 2 dans C. Sous réserve d' exislence, 011 appelfe trans
formée dE' Foulier def la fonctionI de R dans C définie p.u': 

jc,') = L+:J(X) c-2i~·" ,lT. 

et co-transforl11ée de Fourier de lIa function]" de ';E dans ÎC dél1nie par: 

jer) = ./+:/(1') eCi.", rI,-, 

Sur le plan physique, l' cs! une fréquence. 

Si g est la réponse impulsïollllcllc d"uo système physique, sn trans
formée de Pourier [;(tJ) = C[g](î21ïJI) =: .cr,gl<iw} est la fonction de 
transfert en fréquence du système. Elle décrit le fl.!gimc pcrman::nL 

1 
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La fonction] se Ilote Flfj ou F'lfl La fonction] se note F-[f]. 

Premières propriétés 

F-lf](I') = r[f](-Fj. 

Sif est paire. r[fl el F- [fI sont paires et égales. 

Sif est impaire. rlfl et F~[fJ sont impaires et opposées. 

Existence 

Une condition suffIsante pour qne] existe est quel soit sormnable. 

Sil est sommableJ est bornée. eominue etlU') tend vers 0 quand 11'1 tend 
ver~ l'infini. MaisÎ n'est pas nécessairement sommable, 

Transformation de Hilbert 

Soit f lIn signal causal réel et Fltl(I') = A(l'l + i8(l') sa transformée cie 
Fourier. où A cM la partie réelle de F[f] et B la partie imug:inaÎrc, 

Ona: 

1 l+'" A(xl 1 l+"c B(x) B( /J) = - vp . -- clx et A(I'l = - vp -- d\'o 
TT ,-x X /l H . -{X:- X l' 

On dit que B est la transformée de Hilbel1 de A, et A la transformée de 
Hilhert inverse cie 8, 

Formule d'inversion 

>- Denx fonctions sommables qui on1 la même transformée de Fourier 
sonl égales presque partout. Si elles sont touteS les deux continues. elles 
sont égales. 

>- Sil Cl]' sont sommables. alors on 11 presqne partout: 

;:-- rrUI] =f ou r [;:--[n] =f· 

Sif est continue, ces égalités ont lieu partout. 
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On dit que Pest]u trausfomlee directe de Fourier ct F- la transfor
mée inverse de Fourier. 

Sur le plan physique, le théorème de réciprocité établit que le signal 
f est la superposition d'osci11atioIlS harnlOniqnes de fréquences J) et 
d'ampli tlIdes complexes l( v). 

".. Il n'esl pas toujours facile ùe savoir sil est sommable. 

Quand!, est C', si/J' tIf" sont sommables. alorsI est sommable. 

On dïsfJOSè aussî du rêsultal plus général qui :mÎt. 

~ Théorème de Dirichlet-Fourier 

Sil est :-;ommablc et Cl par morceaux, alors : 

j.x",/, .. ) 2im'xcl f(x+)+.f(x-) 
vp ,tv e v= --0-----· 

, -= -

PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION 
DE FOURIER 

Linéarité 

Retard, changement d'échelle 

FIJ'(x - x"l](p) = e-""""'Flfl(p) ; Fln(p 

k iO. 

Transformation d'un produit de convolution 

Sif et g sont sommables.f * g est sommable et on a: 

Frf * 111= Flf'l . Figi. 

1 
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Dérivation par rapport à la variable temporelle 

Si f est sOlllmable el possède des dérivées sommables jusqu"à rOl'drc !il, 

pour 0 :::;:; k ::; li! on a : 

Dérivation par rapport à la fréquence 

Si .e)J,\x) est sommable. alol':i]( li) possède des dérivées conlinllcs jusqu'à 
l'ordre JJI ct pOUl' 0 t:;; k :::;; 1/1 on u: 

Transformation de Fourier dans 5 

On dil qUè lu fonction ç est ù décroÎssance rupide à l'infini si l,V(x) tend 

vers 0 plus vile que Loute puissance tle ~ torque x Lend vers l'infini. 
x 

On dé;.;ignc par S r ensemble des fondions indéfiniment dérivables qui 
sanlit décroissance rapide ain:-;Î que toutes leurs dérivées. 

»> Théorème 

La transformation de Fourier :F établit un automorphisme de S dans S. 
L'automorphisme rédproque est :F'- . 

RÉPARTITION DE l'ÉNERGIE 

Théorème de Parseval-Plancherel 

Sil ctÎ StlOl sornmables cl de canis somm<1bles, on a : 

r: i[(1l!' th = r~ IT! l')!' lip. 

c'eSl-ll-dire: Ilil, = lIÎÏi,· 
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Cet1e relation est analogue ù la formule de Parseval des séries de 
Fourier. Elle traduit que. lorsqu'on interprètef comme superposition 
de signaux h~rmoniques complexes au moyen de la transformation 
de Fourier, les énergies de ces derniers se superposent pour donner 
l'énergie de J', 

Il(r'll' est la densité 'pc""alc d'énergie def. 

Fonction d'autocorrêlation 

'" Définition 

Soit] une fonction sommable et de carré sommable. La fonction d'auto
corrélation deJ est la fonction Cf définie par: 

1
,+= 

Cr(x) = /(0)(11 - xl d" 
,. -= 

= J(xl *(-x). 

'" Transformée de Fourier 

La lfansformée de Fourier de C.r est la densité spectrale cl' énergie de f : 

'" Propriétés 

Sil est réelle, alors Cr est réelle et paire. 

Cf(O) est réel ct positif. II représente une énergie. 

Le moùule de Cf(x) est maximal en x = O. On a donc 0 < [C'rCrJI ,;, 1 
~ C/(O) ~ . 
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Fonction d'intercorrélation 

> Définition 

Soitf et g deux. fonctions sommables et de curré~ s~mmables. Lu fonction 
d'întcrcorrélaüon def ct g est la fondion CIg déhmc par: 

Cr,(x) = ,f,: f(lfmilf - xl dll =I(x)" g( -x), 

> propriétés 

Céx) CJ,( -xl ; !Ci,(xl!' ,:; Cj(O)C,(O). 

La fonction d'intercorrélatÎon mesure l'énergie d'înteraction entre 

deux phénomènes. 

TRANSFORMATION DE FOURIER 
DES DISTRIBUTIONS 

Espace S des fonctions test 
L'espl,iCe S est l'espace vectorid des fonctions indêfi~n~m~ent dérivables, 
décroîssance rapide il l'infini, ainsî que toutes leu~ denvces. 

L'inclusion DeS est stricte car ES et e-"- ~ D. 

On définit une convergence dans S, qui n'est pas la même que, celle 
"" par' une suite [$ ).de fonctIons de S converge vers If E S Sl~ pour 
/./" , Il jp' 

(
" ) <= r+:! (rke;(F)(>l) convertre vers _\); ijc/P) (x), unifoffi1émcnt sur \ o., 
IL [1. -. \l , " ,II ", Il C 

Espace S' des distributions tempérées 

On nppel1e distribution tempérée toute forme linéaire continue sur S. 

L'ensemble des distrîbutions tempérées est note S' . 
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Exemples de distributions tempérées 

"... Une fonctionI sommable) ou de carré sommable, est tempérée, c'est
ùMdÎre que sa di!->tribution assocÎée esi tempérée. 

"... Une ronctionf localement sommable el ft croissance modérée à l'înfini 

(11 exisle m E 1<1 tel que lim f U
;;):;;:;:; 0) est tempérée. 

iri.'-+x XIII 

". Une distribution ù support borné est tempérée. 

"... La dérivée d'une dislribution tempérée est tempérée. 

". La ùistribution li et ses dérivées, le peigne de Dirac, sont des distribu
tions tempérées. 

Transformée de Fourier d'une distribution tempérée 

À toule distribution tempérée Ton associe les dîslrîbutions t :;;:;:; FlTJ et 
t :::;: F-P'j. appelées respectivement tr3l1sfot'mée et co-transformée ùe 
Fourier de T et déIinies par: 

(1. <{)) = (1' > ip) 

:F el :F'- sont des aUlomnrphismes continus de 51. inverses l'un de l'autre. 

Cas de5 distributions à support borné 

Si T est il support borné, sa transformée de Fourier est la [onction indéli
nirnem dérivable délinie par: 

.1'[T](vl = (T(.,). e-"m>x). 

Ceci entraîne que le support de .1'[1'J ne peUl pas être borné. 

Transformée de Fourier et convolution 

Si S est à support borné et l' tempérée, alors S * T cst tempérée et on H ; 

.FIS * T] = .1'[S]· .1'[n et .1'-lS" Tl = .1'-[S]· .1'-m. 

0:-;_ 

:f_:~_L~_produit de convolution de deux distributions tempérées n'est pas 
~_-: toujours ùéfillL 
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DISTRIBUTIONS PÉRIODIQUES 

Périodisation d'une distribution à support borné 

Soit Tu une distribution à support borné et X > 0 un nombre réeL 
distribution T définie pur: 

T T" " L il(x - /IX) 
l/s2 

est périodique, de période X. 

L il(x - /IX) est le peigne de Dirac avec des impulsions unita;res:{!,!;, 1 
m::;Z 
situées aux points d'abscisses nX, 

En notant r.; la transfonnée de Fourier J'Vol, on a : 

T(x} L C" e1i
:7llf 

nEZ 

L\!xpression précédente est appelée série de Fourier de la distribution pé
riodique T. Elle converge vers T(x) dans ST. 

Transformée de Fourier d'une distribution périodique 

Toute dislribution périodique T (de période X) est tempérée et sa transfor
mée de Fourier est de la forme: 

FlT](f') = '\' Cp il (v - Il î. , L.,' XI 
nEZ 

On peut dire que Fln est une s0l1e de peigne de Dirac dont les dents 

sont situé~s aux points d'abscisses; el de longueurs variables C/I' 

On parle aussi de peigne de Dirac modulé par c", 
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Théorème d'échantillonnage 

On considère X > 0 Cl une ront:tion f C]uÎ possède les propriélés néces
sllires pour former: 

,. le produil : 

fCr) L 8(x "X) 

qui repré~çllle lin échamillonnagc delCr) avec Un p<lS égal a ,X; 
.,.. le produit de convolution ~ 

](.1'1 =f'(x);' L 8(x - "X) = Lnx " .. /IX) 

tIf::~:: IIE~ 

qui réallse une periodislllion def(x). 

La première hypotltèse suppose f indéfiniment dérivable. 

L'exis:~nce de} èst aswrée sil est il support borné, contenu par exemple 
dans ] lIltervallc r -"1."0· Xo /. Celle opération de périodisatîon préscllle un 
inté:ét si X ~ 2Xu. 11 n'y a pas alors chevauchement des diverses répliques 
cle}\x), 

,. Théorème de Shannon 

Supposons que f(x) SOil lelle que Fln(!') ail son support contenu rlans 
1 

/-If(}, l'oJ Uvee X ;;;: 21'0. On n alors: 

. sinr où sIne (Il ë;:: _ ••••• ~ , 

, 1 

Celte formule montre qu' on peu! reconstitlli:!!" /(x) à parlir d'un echan-
tillonnage. ' 

C'est étonnant. _\rIais n'oubliez pas que le lhéorème de Shannon ne 
s'applique qu'à des fonctions indéHniment dédvahlcs et à sUpPOI1 non 
borné (puisque leurs transformées de Fourier doÏvcm être à suppon 
bOI'né), 

1 
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TABLE 

1 

8(x) 

15")(x) 

1 

i 
o(x-xol 

1 C' ,p~) 

Y~t) 

1 
peigne 1 w 

(2i7Tl'l 

. __ .~-~~-~ .. ~~_._. 

e ~2ir,I'.{u 

--
-îr.sgn(1J) 

1 J vp(D -8(1,) + 
2 

20 

Transformations discrètes 

. Les transfonnatlons discrètes sont, en pnrticulier. utilisées en tSfectro
nique numérique dans l'étude des filtres numériques (télécomIl1unica~ 
tions ... ). La fonction de transfert en :. et ln transformée de Fourier 
caractérîsent !e comportement du dispositif, 

CONVOLUTION DISCRÈTE 

Généralités 

Un sîgnal numérique est représenté par une suite il dont l'élément génénll 
est noté alu), ou (1'1> avec 11 E b. 

Le signal est causD.I si ail ::::: 0 pour tout Il < o. 
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Le support de la suite a est l'ensemble ues JI E Z tels que (III :f0. 

On note Il J'ensemble des suites sommah1cs (L'ail: èOllVergel et P l'en

" 
semble des suites de carré sommahIe (2': 101/;2 converge), 

" 
Produit de convolution 

Soil a = (011 )11(7: et h (bl! }nf:::: deux suites, Le produit Je convolution de 
ces deux suites est la soite c {c,; définie. lorsqu'elle existe, par; 

Cil al/ .. k bk == L al,: bu- l.' • 

ÂE: t.E= 

On note: c =. a ;f. b b or (l, 

Ln suite 15, défini" pal' : 

il,(n) Osinik el 8,(k) = l 

vêrifie : 

Existence 

Le produit de convolution nlest pus toujours définL 11 l'est dans les cas 
suivants: 

la suile a est sommable (a E l') el b esl bornée (en particulier bEl'): 

-les snites a et b sont de carrés sommables (0, b E p): 

- une sulte {I ou b est ù stipporillni ; 

- les suites (1 et b !mnt causales. 

Algèbres de convolution 

On obtîent une algèhre de convolution (dont r élément unité est ( 0 ) en 
considérant: 

• Transformations discrètes 

_l'ensemble d des !mÎles à sU[lport fini, 

_ r ensemble d: des suites causales. 

Dans d~, une suite Cl admet un inverse pour le produit de convoluliun si, 
el seulement si. Un =1 O. Dans ce cas, l'équation (l *.l: :::: b admet donc une 
solution unique x ;:;:;:; {l~ 1 * b. 

Exemple d'équation de convolution 

Considérons une équation aux différences finies il coefficients constants: 

an i 0 {(i; ;:;:;:; 0 pour k < O. 

Elle s'écrît de manière équivalente; 

(o:ooo+œ! BI + .. '+apop) *,u;:;:;:;b. 

Avec la condîtion œa f 0 on obtient la solution unique: 

Il == (an 00 + cr 1 (j 1 + ' , , + al' op)'- 1 ,., b. 

TRANSFORMATION EN z 
Définition 

A toute suite a ;:;:;:; «(ln}, In transformation en :: associe la fonction A de la 
variable complexe:: définie par la série de Laurent: 

A(z) 
~n a!j:: . 

Cette série converge sur une couronne Rl < 1::1 < R2 où les: rayons RJ et 
Rz peuvent être nuls, finis ou infinis. 

On note A = Zia] on parfois Zia,,]. 

Inversion de la transformation en z 

Il s'agit de retrouver la s.uite (l en parlant de la fonction A(z:) et tie sa cou
ronne de convergence. 

.1 
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Attention. si la conronne de convergence n' est pas précisée. il peut y 
avoir ambiguité sur le signal (/. 

Si C es! un cercle inclus daos la couronne de convergence. on il : 

Cette formule n'étant pas simple, d'autres méthodes sont disponibles: 

- Lcctnrc dan, unc table ùe [mn,fonnées (c): p 168), 

Lu fonction A est sou vent une t'merlon rationlleHe que r on décompose 
en éléments simples avant d'utiliser les développements usuels cn séries 
entières. 

-- Dans le cas d'un signal causal, ACz:) est une série entière en et on peut 
, 

utiliser la divîliiol1 sujvantles puissances croissantes de ~ . 
Lïntégrale curviligne peut se calculer par la méthode des résidus: 

li - ""'Res ,,(_)-,,-J -1 
/1- L . L"1~,~. :'-"1 

où les z, retenus soot les pôles de Ac:) :11-1 intérieurs au contour C. 

Propriétés 

Soit a et b deux suites dom les mmsfom1ées en ::: sont définies dans tu 
même couronne et A E: C. 

»> Linéarité 

Zia + h] ~ Ziai + Zlb] ZI'\oJ AZla], 

»> Retard 
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Physiquement. on ne sait réaliser que ùes retards. Comme cela entraîne 
un facteur multiplicatif ;:,.--1-'. c'est la raison du choix de la transformée 

1 
en:: COmme série en et non en z:: comme chez certains auteurs. 

z 

". Produit par une suite géométrique 

Z[k"o,,](:) = Z[a,,] (D. 

11 s'agit de la mnHiplication d'un signal par un signal exponentieL 

". Dérivation de la transformée 

". Convolution 

Lorsque le produit de convolution efit défini, on a: 

Z[o*/;J ZlaIZlb], 

Pour résoudre une équalion de convolution (l '" x = b. on écrit donc 

Zlx] = Z[b] (si Zia] inven;ible) ct on inverse la transformée Zlx] pour 

obtenirx. 

Cas des signaux causaux 

Dans le cas d"un signal causal., la conùition d'exislen",'c de la transformée 
en ~ se réduit il 1/, < 1;:1, 

". Théorème de la valeur initiale 

IÎm A(:), 
1,I~oo 
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,.. Théorème de la valeur finale 

Si lim (J" = 1. alors 1 ~ lim(1 :-')A(:). 
II-OC ;::-J 

,.. Théorème de Parseval 

Si le cercle unité !::i .:::::: 1 est ?\ r intérÎeur <.Je la couronne de convergence de 
A(;:). l'énergie ùu signal s'écrit: 

lA (e:':'u;-I,):2 est la densité specErale d'énergie du signal a, 

Table de transformées en : de signaux causaux 

. R, 

:-1 
, , 

, -
Il +(:':'1)' 

1 
~ ........... 

1 
,,::: ~(: + 1) 

1 
1 

(e - 1)' 

kil : : 'kl 
. :~k---1~ 

Il /(11--1 
: (: _ k)' ' 1 1 

kil cos nO :' - k:cos 0 l 'kl 
:' -1k:oosO+k' , 

1 
kfl sin nO 

1 

~sino:_' -llkl 
::;2 _ 2/\2 COf'; 0 + k2 

• TransformatÎons dÎscrétes 

TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRÈTE 

Transformée de Fourier discrète des suites périodiques 

Soit ({ = ({In) une suite tV-périodique. c'esl-tHlire tclle que (/II ... N an pour 
toUl IL 

La tnll15d'ormée de Fourier discrèle de a est la sLlile .4, de période N. de 
terme généml : 

Oll ùJ;;;; exp (- :Ji'ïT) est racine N-ième de rUUilé, 
\ N" 

Cûnnnaissani A. 011 revient à (l par la trJ nsformation i m'erse: 

La transformée de Fourier disnèle a des propriétés analogues il la lrans-
fonnée de Fourier classique. .... 

Interprétation matricielle 

Notons li et A leg mutr(ces colonnes ( ",:" l et ( i\:~' ) el W 

la matrice carrée cl' ordre N ùonlle terme général situé sur Ja ligne k et Ja 
colonne 1 est ul'. '-
Les relations précédentes s'écrivent matrÎèÎellemenl: 

1\ = Wà el 

Où West la nlmrice conjuguée de W. 

t 
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Application au calcul numérique de la transformation 
de Fourier des fonctions 

Il s'agit de rendre réalisable par ordinateur le calcul de : 

1(1I) = .f: f(") e -2i""., dx. 

Pour ceci. on remplace l(x} pur des. nombres f(kT) qui représentent un 
écbantillonnage def, et en se limilnnl à un intervaJlc lO~ NT]. 

Une approximation tle]U') esl fournie par: 
N~! 

<Pli') = L T{(kT)e-2i
",'''. 

J,::{j 

On ne peut obtenir 'Pip) que pour un nombre limitê de valeurs tle l', Puisque 
1 

cp est périotlique, de période T ' on approxime q:{tl) par interpolation il 

partir tles N valeurs : 
N-l 

<p C:T) = L Tf(kT) e -""'if 
~=o 

nE{O, .... IV-I}. 

H s'agit de la transformée de Fonder discrèt(' Je la suite N-périocliquc dont 

les valeurs cle buse sont TIlleT) pour" '" {O ..... IV l}. 

L'opération précédente suppose que la fonctionl est fi support borné. 
Si ce n'est pus le cas, il faut J'abord ln tronquer ct choisir la fenêtre 
d'observatîon de façon fi COnserver les éléments împortnnts du signal. 
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Ondelettes 

Lu ~runsfonnation de Fourier d'un signal conlient toutes les infonnations, 
Mms ell,e ne permet pas ùe localiser Ics zones où les variations du signal 
sont rupIdes cf les zones où elies sont faibles, 

ANALYSE TEMPS-FRÉQUENCE 

L~nnnl.yse d~ Fourler d'un signal es[ rendue locale ~ l'aide de fenêtres 
(tonctlOns regulières à support borné) que l'on fait glisser. 

Transformation de Gabor 

On utilise la fenêtre: 

1 
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.À. toute fonction l de carré sommuble, on associe les coefficients 

III E Z~ /1 E Z) : 

G ,(}'\:::: j'+çx;. t'(t) ,(t - Jl)C-li :;'IIl:' dl' 
m.1. , , . ~. 

, _, 'X;-

et on reconstruit le signal comme pour l'analyse de Fourier. 

Les ondelettes de Gabor oscillent trop auX hautes fréquences, pas assez 
aux ba<;ses fréquences, et la reconstruction dn signal fi; est pas pratique. 

Transformation de Wigner-Ville 

Elle est définie pour f : lR -. iC de carré sommmable par: 

Wr(t, p) r: 1(1 + ~) .7 (1 ~) e~2imx d. 

et cHe vérifie: 

La non-linéarité de cette transformation ne l'empêche pas 
efficace pour les signaux de courte duree. 

TRANSFORMATION EN ONDELETTES 

Transformation continue 
Cne ondelette (ou omjelette~mère) 1/, e~:;t une fonclion tr~s oscillante, 

tégrale nulle. et qni permet touS les calculs qui suivent 

On lui associe une famille d'ondelettes: 

C - iJ)' 
, " 

Il>0 bER 

qui sonl des copies par translm.îon et dilatation. 
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Sail! ~ne fonction de carré sommable SUr IR. L'analvse de r se fuit p') -1 ' 
coeffiCients d'ondelettes: ",,' l es 

La reconstruction de f à pnrtÎr de ces CGe fficienls se fait par : 

où 

('OO 1 
C;, Jo l'~(()I' ~ cl.;', 

·Transformation dyadique 

L1 transformation en onde.leHes continue est une représentation Lrès redon
dante def(J), [! suml en fall de connaître les coefficients T ., " . 
valeurs de Cl et de b. ' il,/! poUr<.:ert4llOeS 

On peut dm. isir comme coefficîent de dilatation a = 'Jill (ou' ,::; ml 
[

:y;: < _ 1II,[:...e! 

comme coellCJent de translatîon b n""JlIl (où 1 E 7/). t ~. 
de 

,l, - . l "--'. e nûter IPm./! uu lieu 
'r 1/,11' 

La f~l11ille if/m,n constitue alors une buse orlhonormule de 
fonctiOns de carré sommable. l'espace des 

Ondelette de Haar 

L'ondelette-mère est fff = t'ft) '1 - \' 1 soit . 
1 > ':' / l:r ,II' . 

1 
pour o ~ t <-

2 
I{I(I) = -1 

1 
pour :; <t::S 

0 sinon 
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ElIe engendre les ondelettes: 

1 

0/111,,1(/) == 

pour 

pour 

o sinon 

C'est l'exemple le plus simple. Il a l'inconvéuient d'approcher les 
fonctions continues par des fonctions discontinues, 

Ondelette de Morlet 

L· ondelette~mère est: 

,: (~è.)" "'(1): (J2 -I)e"! = e 2 pour t > O. 

En approximant sa transformée de Fourier et en inversant r ap-, 

,. br 1 1 cos 51 Pour ceci il csr donc possible de proxlmuuon, on olen 25 ' • 

choisir: 

pOUf 1> O. 

Les ondelettes les plus utilisées sont cl' expressions compliquées, mnÎs 
ont des propriétés numériques efficaces. ' , 

Applications 

- signaux à statistiques non :;tationnaires; 

- analyse des signaux radar; 

- simulation ties tremblements de terre; 

- compression d'image en télévision numérique ... 

22 

CalclUl des variations 

MINIMUM SANS CONTRAINTE 

Minimum d'une fonction de plusieurs variables 

Soiff une fonction de R'1 dans lIt Si! possède un extrémum local en 'v/o. 
el sil possède des dérivées parHelles en ce point. on a alors la condition 
nécessaire : 

s'Tadf(M") = O. 

On dil que Mo est un poim stationnaÎre, ou un point critique, def. 

Fonctionnelle définie par une intégrale 

Soil U un ouvc[i de IR3• une fonction de dasse C2 

F; u 

(X, r, Z) H F(X, r. Z) 
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On noie [l'ensembie des fonctions fi : r(f~bJ ---' IR. ùe classe C2
, teiles 

que: 

{ 

u(a)=A 

Vx E [n,hl 

u(h) = B 

(x. u(xl. u'(xl) E U 

On peut donc définir une fonctionnelle de t: dans lP~ pur: 

1(u) = .[' F (x, u{x) , u1(xl) dr 

ei chercher les fonclÎons fi qui rendem Hu) minimale (ou mux.imale). 

Équation d'Euler 

Si /lo E E est un extrémum de /, aJors lliJ vérîfie l'équation d'Eult:r: 

On écrit souvent cette équation sous la [orme: 

En développant. l'équation d'Euler devient: 

a2F li fJ!.F 1 a!p f)F 
--II +~"-,u +--·---=dl 
iJZ' 8YiJZ 8X8Z 8Y 

8'F 
Si -8 --;;- =f 0, 11 s' a~rit cl' une équation différenùeHe du second ordre en u. Sa 

Z~ -
solution généra]c- dépend de deux conslantes d'intégr"dl1on déterminées 
générai par les conditions aux extrémités du segment. 

Mais on ne sait intégrer cette équation différentielle que dans quelques 
partkuliers. 
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Cas particuliers 

>- Cas où F ne dépend pas de X 

L'équation d'Euler devient une équation différentieHe du premier ordre: 

f DF, l 'f 

if âZ\U,U) - F{u,1I }=constante, 

» Cas où F ne dépend pas de y 

L'équation d'Euler devient une équ'ltlon d,'fre~rent' Il 1 . 
. .: li le ç (U premlcr ordre: 

8F 
DZ (Xl !l') = constante. 

,. Cas Où F ne dépend pas de Z 

L'équation d'Euler devient une équation algébrique: 

DF 
DY (x. Il) = O. 

Généralisation (plusieurs fonctions) 

Soit F u~e, fonction de classe Cl définie dans un ouvert U de JI:. x RTl X iRll 
On cons,dere des réels Il b '. 1 B B ~ . ~ ., {, ..• ,llj', l'··'J ,!Uvcca<b. 

On note f. l:en~emble des fonctions l( : x 1......,. Il{x) = (Ul(X):, .. ,u,Jx)), 
appartenant a C" (la, h]. JP:"), telles que: 

{
ViE {I., ... ,JI} Il,(CI)=A j Il,(/))=B, 

V'x Ela, bJ (x, flj{X):., .uner), u~ (x): ... , u:lrl) E U 

On considère la ronctionneIle définîe sur Epar: 

{(II) = !'''P(X,U'(X),.",II,,{X),U;(Xl,. '( )') d 
u (! ") ull X. t. 

1 
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Si 110 E t: est un extremum de 1, alors Un vérifie les équations d"Euler: 

vi E {l, ... ,II} 

Généralisation (plusieurs variables) 

Dans la fonctionnelle l(u), il peul arriver que 11 dépende de plusieurs va
riables indépendantes .t = (XI, ' .. j xu ) et soit une intégrale multiple: 

I(u) = /' F (.c. II(X), .,)'lu (.Y) . .. , , .~" (xl) dt, ... dr" 
.In, (,li (J~r}j / 

ni! fi est une partie fennée bornée Je IkH 
< 

011 
Pour une valeur extrémale /ln de l(lI) on a alors, en posam lfk =: ~; 

UXk 
['équation d'Euler: 

" 0 (élF \ oF I: -~ -(110)) - -.-(IIU) = O. 
A.'=l /].tk altI: Du 

Méthodes directes 

Elles consistent à prouver. pur des arguments théoriques. qu'il ex.iste un 
minimum Un. puis il construire une suite minimisante qui converge vers fil). 

MINIMUM AVEC CONTRAINTE 

Extrémum lié d'une fonction à deux variables 

Soit j' et g deux fonclions de classe Cl daos HO ouvert U de IR:! et 
A = {(x.J) EU: g(x, v) = O}. 

Si la restriction de f il A présente Un extrémum en tta, )'0) E A et si 

graJ g(xo, yi)) =1 0""'. alors il existe A E 1R. tel que; -gradl(xü,)-'o) + AgraJ g(xo.yo):;;: O. 

A est appelé l11ultîplicnteur tie Lagrange. 
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~'?pti~î~ati~n de la fonctionf sous lu contrainte g(x,y) = 0 se ramène 
al optImlsatlOo (stms contminte) du Ingrangien-: 

.c(x,y, Al =.f(x,y) +,\ g(x, y), 

Fonctionnelle définie par une intégrale 

C,o~sî~érons ~ne fo?c~ion, ~ :1 l' eO,semble [ déjà définis dans le problème 
ct extremum hbre generahse a phlStcurs fonctions. 

~'object~f.~st de minimiser la même fonctionnelle J{lI). mais en imposant 
a il de ven fier nnc contnlÎntc 

8(11".,.,11,,)=0 

où g est une fonctjon donnée de dasse Cl, 

Le pr.oblème se ramène ù la recherche d'un minimum sans contrainte de la 
foncttonneJie : rI; 
)(1 [F(x.l{l(.rJ) ... ,ilnCr).//~Cr); Il:/x))+Ag(II;(X) ... ,l!n(X)J] Jx 

Les ~qu.at~ons d'Euler correspondantes. el la contrainte. permettent alors 
de delel'mmer HICr) .. ", lIA.r) elle multiplicateur de Lagrange À, 

APPLICATIONS 

La brachistochrone 

C'est la courbe joignant deux 
points d'un phm vertical et le 10n2: 
de laquelle une particule tOl1Ibant 
d'une position de repos et sous ia 
seule action de la pesanteur (san,~ 
frOllement) se meut du point le 
plus haut :lU point le plus bas dans 
le temps le plus court. 

(J x 

b 
mg 

1 
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On est conduit il mînimiser la fonctionnelle: 

j'il /1 + u' ::' 

\
I--ÙX 

Ü ' Il 

avec I/(Il) 0 et u(a) = b, 

On obticnlla forme paramétrique: 

{ 
",' = K(8 - sin H) 

," = K( 1 - cos 0) 

où K est tel que ln courbe passe par B. 

Il s'ugit d'un arc oc cycloïde ayant un point de rebroussement en A. 

Propagation des rayons lumineux 

Dans un mmeu d'indice variable n(x,y, z), le temfJs mis par un myon lu
mineux pour aller d'un pOÎnt A à un point B donnés est proportionnel à: 

I~. 1I(x, y,:) ds. 
, AB 

D'après le principe de Fermat. le trajet du rayon lumineux minimise cette 

fonctionnelle, 

Surface minimum de révolution 

Soit (xo:j'o) et (X1 1 Yl) deux potnts donnés du pian. Parmi toutes les courbes 
de classe C? joignant ces deux poims. on cherche celle qui engendre la 
surr.lce minimum pur rotation autour de l'axe Ox, 

On est conduit ù minimiser: 

A(II) = 2" l'" II(X) 
•. rj) 

dt 

uvee HLrn) Yo et lJ(x!) = J't· 

, (x+ f3 î ' On obtîcnl quI une solution es! de la forme u(x) =- cr ch _ ... - . Parconse
a J 

quent, si le problème a uné solution, c'eSl une chaînette passant par Ü{j,)'o) 

et (.1'1,)'1)' 
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Trois cas peuvent sc présenter selon les positiuns relalives des point.s 
(xo,Yo) ct (x, ,YI): 

_ il existe une seule chaînette passant par ces points: c'est la solution du 
problème, 

_ il existe deux chaînettes passant par ces point\): l'une est solution du 
problème, l'autre Ile J'est pas, 

- 11 n' y a pas de chaînette passant par ces points ~ le problème fi' H pas de 
solution dans la classe de fonctjon~ choisie. 

La connaissance des surfaces minimales est utilÎsée dans le choix de 
formes qui contribuent à la diminution des frottements, 

Géodésiques d'une surface 

Soit S une surface et A et B deux points de S. Une géodésique est une 
courbe reliant A el B. tracée sur la 5urfm."c, ct de longueur minÎmale. 

Si S il pour équation cartél'iienne g(x~ y, z) ;;;; 0, il s'agit donc tle déterminer 
les courbes paramétrées (,,(1), y(I), z(!)) le Iles que 

L = l'l' ';;'(1) + ,1"2(1) + ~12Ù; dl 
, l" 

soit minimum uvec la conll'ainte g(x.y,:)::;; O. 

Les géodésiques de l'espace euclidien sont les droites ~ celles de la sphère 
sont les grands cercles; ceUes du cyllndre sont les hélices tracées sur le 
cylindre, 

Principe de Hamilton 

Soit S un système matériel il n degrés de liberté. À l'instant t, on le carac
térise par (qj(I)",., qll(l) dans l'espace des configurations, 

Si T(Cb', tÎn r) est l'énergie cinétique du système et si les forces extérieures 
appliquées dértvent d'un potentiel V(qi~ t), on est conduit à minimiser le 

1 
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lagrangien de S : 

L(qi, q" 1) = T(q;, rh, t) - V(l/i,l). 

La trajectoire du mouvement dans r espace des configurations (à ne p'l" 
confondre avec la trajectoire physique dans l'espace affine) entre les ins
lants f! et 12 est une courbe joignant les points (Ar} et (Bi) de JRIf, Elle rend 
minimum la fonctionnelle 

t L('li, ri;, t) dt 
JI: 

parmi les fonctions vecLOrielles q ;;; (q;) vérifiant 

Yi E {l, . .. ,Il} 

Les équations d'Euler corrspondantes sOnt: 

d tlL tlL 
dt (tI(jJ + aqi = O. 

Tl s'agit des équations de Lagrange du système. 

Le principe de Hamilton est le principe de moindre action. Il permet 
d'établir des liens entre divers domaines de la physique. 

PARTIE 2 

Géométrie 
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Courbes 

COURBES DE L'ESPACE 

Plan osculateur 

En un point birégulier, les vecteurs DM'(t) et OÛ"(I) sont linéairement 
indépendants. 

Le plan osculateur en l'vI est le plan passant par kW) qui admet pour vec

teurs directeu" (W<l'(t), 0,11"(1») . 

Formules et repère de Frenet 

Un point est dit trirégulier. si les veclcurs (OAnt). oM"(I), 0,\1(3)(1)) sunt 
linéairement indépendunts. 
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Le repère de Frenet en un point trirégulier est le repère orthonormaJ direct 

(M. T. N. i3) qui vérifie les fon11ules: ,. . 

dT .... 
- :::;; y N où y est la courbure de r en ,""1; 
d" 

dN ~. ::::: -y T + 1 B où T est la torsIon de r en lU: 

dEi 
= 

N est le vecteur normal principal et fi le: vecteur bînonnal en AI il r. 
Le plun (M. 1 • IV) es! le plun osculateur: le plan (,vI, N, 'ii) est le pl un 

normal. 

1 1 d' R = - e.s.t le rayon de courbure et T = - le rayon e torslOll en /VI. 
y T 

~ 

Le centre de courbure en M est le point 1 défini par !vil = RN. 

ENVELOPPE D'UNE FAMILLE DE DROITES 
DANS LE PLAN 

Définition 

Une famille de droites (D:J définies pm : 

o(t)x+b(t)y+clf) 0 

où a, b et c sont dénnies ct de classe Cl sur un intervalle /, admet pour 
enveloppe une courbe (E) si : 

toute dmÎte (Dl) eSl tangente à (E) en au moins un point de contact dil 
point caraclérii:itique de (E) ; 

~ par tout point de (E) passe au moins noc droite (DI') tangente t! (E) en ce 
point. 
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Caractérisation 

Si le déterminant t r--;. a(t) = ne s'annule pas sur l, la 

1 

a(1) b(t) 1 

,,'(1) b'(I) 

famille (DI) admet pour enveloppe l'ensemble des points CLY) solutions 

du système: 

{ 

0(1) x + b(1) Y + c(l) 

a'(l)x+ /J'(I»)' + c'(I) 

o 

= 0 

On parle aussi de génération tangentielle de la courbe enveloppe. 

DÉVELOPPÉE, DÉVELOPPANTE 
(COURBES PLANES) 

Développée 

On appelle développée d'une courbe paramétrée r l'ensemble des centres 

de courbure J de r. 
C'est aussi l'enveloppe des normales li r. 

Développante 

On appelle développante de r toute courbe admettant r pour développée. 

Si les point\) 1YJ de r sont repérés [Jar l'abscisse curviligne .'t, les points P 
J'une développante vérifient: 

OP = DM + (so - .l') T 

où Su est une constante. 
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COURBES PARTICULIÈRES 

coniques 

Soit F nn point dn plan affine euclidien, D une droite ne passant pas par F, 
e un réel strictement positif. On désigne pm d(M, D) la distance du point 
M à la droite V. 

MF 
L'ensemble des points AI tels que = e es[ la conique de foyer F, 

d(M,V) 
de dircctriee 'D et d'excentricité e. 

C'cst une ellipse si e < 1, une parabole si e = 1, une hyperbole si e > 1. 

La perpendiculaire à D passant par Fest l'axe focal de la conique. 

La conique de foyer 0, de paramètre p et d'excentricité e a pour équation 
polaire: 

p 
p= . 

1 + ec05(6 - 60 ) 

80 est l'angle polaire de l'axe focal etp = ed où d est la distance du foyer 
à la directrice. 

parabole 
Dans le repère orthonormal d'origine S 
et admettant l'axe focal comme axe des 
abscisses, l'équation de Pest: 

i" =2px 

où p est le paramètre de la parabole. 

F a pour coordonnées (~, 0). 
D a pour équation .r = _12 . 

o 

y 

F x 

p 

D 

Un signal lumineux émis au foyer est réfléchi par la parabole parallè
lement à l'axe focal. C'eslle principe du phare de voiture. 

Le trajet inverse de la lumière est à la base ùu four solaire. 

2 
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Ellipse 

» Équation réduite 

Dans le repère orthonnnnal d'origine 0 ct 
udmeuant l' uxe foeill comme axe Jes abs
cisses et r axe non focal comme axe des or
données, l'équation ùe E esl : 

, ' x- r-
+ '- = 1 

b' 

où AA' = 2a el BB' = 2b. 

Géométrie 

y 
H E 

:\ ! 

r' () 

H' 

DI 

En posant c #~ [J'l. on a FFI 
c = 2c, e:::: et V a pour équation 

a' 
x= 

c 

". Aire,' 'iTo!J 

» Longueur: 

" 

a (!7i Vl- e'2 sin:! (dt, intégrale elliptique dont le calcul approché sc 
Jo 

rait avec des séries entières. 

» Représentation paramétrique 

{ 

x=acos(} 

y =bsinû 

» Définition bifocale 

li E 10,2".[ 

Soit F et F' deux points distincts et" un réel tel que FF < 2a. 

L'ensemble tles points M du plan tels que MF + MF' = 2" est une ellipse 

de foyers F et F'. 
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~n :ignu: (1~llnineux, acoustique ... ) émis en un foyer est réfléchi par 
1 elhpse :' 1 autre foyer. C'est le principe du confessionnal pour lé
preux qu on trouve à La Chaise Dieu. 

Hyperbole 

~ Équation réduite 

Dans le repère orthonormal d'orjgine 0 
et admettant l'axe focal comme axe des 
abscisses et l'axe non focal comme axe 
des ordonnées, l'équation de 'li est: 

1. 

F' 

O A ·' 0 FP-f 'j .., ".., c na .t1. =_0, =_c./r =c- -[rete::::-, 
, 

Ti 
,. a-

U pour equatlOfi x = - . 
c 

» Équation des asymptotes 

b 
J'= .\" 

il 

>- Représentation paramétrique 

{

x=achO 

"=bshO 

>- Définition bifocale 

li 

b 
Y --x, 

li 

r 

D' '0 

Soit F et FI deux points distincts et {/ UI1 réel tel que 0 < 2a < Fpf. 

'Ii 

L'ensemble des points /vI du plan tels que ;,\1 C
_ 'IF'I 7 t h , ' :' r if ;;: _il es une vper-

bole de loyers F et F'. ' 
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En électronique, on mm,e l'hyperbole d'équipuiss.nce qui permet de 
déterminer la zone de fonctionnement d'un composant. 

Cycloïde 

Représentation paramétrîque : 

sin 1) 

{ 

x= R(f 

}' = R (l - cos t) 

Aire d'une arche: 37TR=. 

Longueur d'une arche: 8R. 

21" 
1,5 

O,S 
M-----... -t-----.. --+---... -t- -"~r-- ----",-----

2 4 6 8 10 12 

La cycloi'de est la trajectoire, dans un repère fixe, d'un point P lié à un 
cercle de rayon R qui roule sans glisser sur une droite; autrement dit 
la trajectoire de la valve d'une roue de vélo (d'où cycloïde), 

Tractrice 

Représentation paramétrique: 

{ 

x=a(f-,thl) 

CI 
1'=-
, chi 

T x 
A(O, a) est un point de rehroussement et (Ox) une droite asymptote, 

La développée de la tractrice est une chaînette. 
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La tractrice est caractérisée par l'lIT:;;:; a (constante) où Test rinter
section de 1a tangente en /vI et de (0.1:). C'est donc le chemin suivi par 
une personne tirée {d"où tr'dctrice) par son chien qui parcourt l'uxe des 
abscis.'\es, la laisse !vIT restant tendue. 

courbe de Lissajous 
Représentation pammétrique : 

{

;l: = asin ml 

y ::: l) sin Il! 

(1, !J,Ill, il sont des réels. 

B 

Ces courbes s' obtiennent dans la superposition de deux mouvements 
vibratoires d'axes Ox et Gy, et permettent de mesurer 1a différence de 
phas_~ entre les deux mouvements. 

Dans une telle superposîtion, on a souvent m ::: lt = ûJ avec un dépha
sage. On obtient alors la courbe 

{

X = a sin wt 
qui est une ellipse, 

)' = b sin("" + <p) 

Spirale de Cornu (ou dothoïde, 
ou radioïde aux arcs) 

Représentation parumétrique : ~ r x f' cos(,,') du 

l ./" 
r ~ 

l y = /,' sine,,') du fi 
0 • x 



192 

À partir de 0, J'ahscisse curviligne est s et la courbure 2.'1. 

On rencontre cette courbe en optique dans des problèmes de diffrac
tion. Dans Jes travaux publics, elle donne une courbe que r on pem 
négocier à vitesse constante en tournant le volant à vitesse constante. 

Néphroïde 

Représentation paramétrique: 

{

X = a (3 cos t - cos 3l.) 

)' = b (3 sin 1 sin 3tl 

Longueur: 240 

Aire: l 11Tt1
2 

• 

Elle est engendrée par un cerde 
de rayon a qui roule eXlérieure~ 
ment sans glisser sur un cerde 
de rayon 2a, 

y 

o 

M 

Dans le cas d'un miroir sphérique sur lequel arrivent des rayons paral
lèles à l'axe~ les rayons réHéchis dans un plan contenant j'axe ont pour 
enveloppe un arc de néphroïde. On parle de caustique par réflexion et 
la courbe s'observe facilement quand des rayons de soleil frappent un 
verre. 

24 

Surfaces 

GÉNÉRALITÉS 

Représentation d'une surface 

Une surface S peul être représenlée 

soit par une équation cartésienne {(.r. l'.::) :::; 0 où f est une fonction de 
classe Cl de IR 3 duns ' '., 

soit par des équations paramétriques oii4 = F (u. l'). 

Un point de S est régulier si gmdICrl.v:::)::;:l ()' , ou sÎ 

une famille libre. 

est 
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Plan tangent 

> Eu un point régulier M(x,y,:) de S, le plan tangent en Id à S a pour 
équation: 

(X "xl ~(X,.I',Z)+(y (JJ êJf 
yI D' Ct,)',:1 +(Z - cI" (x,y,zl; 0 

y 0: 

et gradI(x:Yr:) est normal en M à S, 

;.. Sous forme paramétrique, le plan tangent en M à S est défini par les 

'DF OF\ 
Vecteurs directeurs (-i:J;"~'----;);) et la normale par le vecteur directeur 

DF OF 
Du !, 

Intersection de deux surfaces 
>- Pour déiem,Îner ex.plicitement l' inter:'lection de deux surfaces SI et S2. 
il est préférabJe que rune soit sous forme cartésienne et rautre sous forme 
pammétriquc. 

On reporle alors Jes équations paramétriques de l'une dans l'équation car~ 
tésienne de l' aulre. 

> En nn point régulier ,tfo de l'intersection de SI et de 52. si les plans 
tangents respeclîfs 'PI et sont distincts, la courbe SI iS2 il pour tangente 
la droite PI :: P" 

Surfaces réglées 

Unc surface est réglée sÎ eHe peut être engendrée par une famille de droites 
dites généralrices de la surface. 

CYLINDRES 

Définitions 
Un cylindre de direction [) et de courbe dîrectrice C est l'ensemble des 
droites parallèles à 0 ct rencontfalll C. Ces ùroües som les génératrices. du 
cylindre, 
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On suppose que C n'est pas une courbe plane dont Je plan contient D. 

Si le plan de section esl orthogonal il D. on obtient une section droilc r. 
On parle alors de cylindre droit de base r. 

Un cylindre de révolution admet une section droite circulaire. 

Plans tangents 

Le plan tangent cn un point Iv! d'une génératrice d d'un cylindre est défini 
par A et la tangente à C au point d'intersection de C et de 6.. 

Équations réduites 

Cylindre elliptique 

- Cylindre hyperbolique 

CylindJ1! parabolique 
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CÔNES 

Définitions 

Un cône de sommet S et de courbe diret:trîce C est j'ensemble des droites 
pass;)nt pur 5 et rencontrant C. Ces droites sont dites génératrices du cône. 

On suppose que C n'est pas une conrbe plane dont le plan contient S, 

Plans tangents 

Soit lvl un point du cône. 11 appartient à une génératrice il quî rencontre en 
P une base C du cône. Le plan tangent en lH au cône passe par S et contient 
la tangente en P à C. 

Équation réduite 

Dans un repère adapté. dont r origine eSlle sommet du cône, on obtient: 

Si (f = b, c'esl un cône circulaire droîL 

SURFACES DE RÉVOLUTION 

Définitions 

Une surface de révolution! ct"axe D est obtenue en faisant tourner une 
courbe C autour de la droite D. 

Tout plan contenant f) est un plan méridien et son intersection avee ~ est 
une méridienne. 

Les cercles, intersections de S avec des plun~ perpendiculaires li D, sont 
les parallèles Je la surfw.:e" 
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Équations 

La forme hl plus générale de l'équation d'une surface de révolution est 
f(P, S) = 0 où P 0 el S 0 sonlles équations d'un plan el d'une sphère. 

L'axe de S est alors la droite perpendiculaire au plan et passant par le 
centre de la spbère. 

Toute équmion de la forme ,\;(x2 + y2 ,:) :::;; 0 représente une surface de 

révolutîon d'axe (0, T) . 

QUADRIQUES 

Définitions 

Une surface du seconù degré f(x, y,'::) == o. oû/ est un polynôme de degré 
2 par mpport aux trois variables" peut ètre soit deux plans. soit un cylindre. 
soit un cône, soit nne quaùrique propre de l'un des cinq types qui ~mivenL 

On peut les décrire à partir de leurs équatînns réduîtes d:ms un repère 
orthormaL 

Types de quadrique 

)- Ellipsoïde 

Équation réduite: 

4 
Volume: :;7Tllbc, 

J 
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~ Hyperboloïde à une nappe ~ Paraboloïde elliptique 

Équation rédnite : 

Volume limité par le plan z ,,: 

Équation réduite; 

C'est une surface réglée. 

~ Paraboloïde hyperbolique 

Équation réduite: 

~ Hyperboloïde à deux nappes 

C' est une surface réglée. 

Équation réduite: Centres de symétrie 

Tout centre de symélrie d'uoe surface du second degré f(X'Yl:') = 0 vérifie 
.... + 

grnd f(x 1 y,.::)::::::: 0, Cl ln recherche d'une forme réduite sc fait en prenant 
pour origine un icI poiut 

Les paraboloïdes n'Dol pas de eenlTe. 
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Réduction de l'équation d'une surface du second degré 

Soit S une surface algébrique du second degré cl' équation fCL J\ .::) () où 
f est un polynôme de degré 2. 

Les leones def de degré égal à 2 définissent une forme quadratique q dont 
la matrice A est l'ymétrique el rêeHe. A aùmet donc trois valeurs propres œ, 

(3, y. 

Les tableaux qui suivent donnent la nature de S. 

,.. Cas où les trois valeurs propres sont non nulles 

( soit rg q = 3) 

Équaüon réduite: ŒJY<! + py1 + YZl = k. 
...... _~.~._----,-------- -----, 
œ>O,(3)O 1'>0 

k<O 

QI 

L-___ _ 

k=O k>~_ kdl ~ k=O k>O 

1 un point ellipsoide 1 ,hyperbOIOidet'ône 1 hypet'boloîde 

! a deux nappe!' a une nappe 
--~ ~--- . ~ 

» Cas où une seule valeur propre est nulle 

( soit rg q = 21 

Équarion réduite: "X' + (3y2 + aX + bY + cZ = d. 

Si c i O~ l'équation peut se réduire à la forme aX2 + f3y2 :; pZ. 

œ(3)O œ(3<O 

. paraboloïde elliptique paraboloïde 

24· Surfaces -_ .... _--------

Si c = 0, r équation peut se réduire à la form·e cr ... X':: + (3 y2 =: k, 

0: a(3 > 0 

kde même 

'" 
/" de signe 

contraire à 0:' 
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0:(3<0 

droite 
parallèle à O~ 

deux plans 
.sécants 

cylindre 0 cvlimlre 
ellIptique : hyp~rbolique 

~--------~----~ 

» Cas où deux valeurs propres sont nulles 

( soil rg Cf 1) 

Si b :i 0 ou c l'équation peut se réduire à la fonne D'X:! = pY + qZ. 

S est un cylindre parabolique. 

Si b :;;;;:; c = O. l'équation peul se réduire à la forme œX2 = k, 

ka> 0 

deux plans parallèles 
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Volumes 

POLYÈDRES RÉGULIERS 

Généralités 

Un polyèdre est un solide à faces planes, Le théorème d'Euler relie le 
nombre S de sommets. le nombre A d'mêles et le nombre F de faces: 

A = F+S- 2. 

Un polyèdre es\: régulier si ses faces sont des polygones réguliers de même 
nmure. 

11 n'existe que cinq polyèdres réguliers convexes. dits solides de Platou . 
le tétraèdre régulier. le cuhe, r octaèdre, le dodécaèdre ct l'icosaèdre. 

Tétraèdre régulier 

Les quatre faces sont des triangles équilatéraux de côté a. 

1 
1 . 

25 ~ Volumes 

.4 = 6. F = 4. S = 4. 
V" 

Volume: 1; a3
, 

Aire: v'Ja::, 
Distance du centre il une face: 

Distance 

met: 

v6 
TJ u, 

du centre à 
v6 
4 a. 

un som-

203 

\ 

La" molécule de méthane CRJ comporte quatre atome:; d'hydrogèuc si
tues aux sommets d'un tétraèdre régulier et un atome de carbone :-.itué 
au centre de ce tétraèdre. 

L'angle enire deux liaisons C ~- H est: 2arctnn(v2) ~ 109.5°. 

Cube 

Les six faces sonl des carrés de 
côté (l, 

A = Il. F = 6. S = K 
Va/ume: 113, 
Aire: 6a2• 

Dislance du centre à une face 
1 
=) a, 

DJSlanCe du centre il un SOITlmet . r-,- . 
v3 
T(]' 

/ 
/ 

/ 

.' 

" 
" / 

/' ----- -----

2·· 
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Octaèdre 

les huit faces sont des triangles équilatéraux de côté ll. 

A : U, F : 8, S : 6, 

~3 
Volume: a 

r- '" Aire: lv311-. 
Distance du centre à une face' 

Dîstance du centre à un sommet: 

"Il 
~--a, 

1 

Dodécaèdre 

1 
1 
1 
1 
1 

Les douze races sont des pentagones réguliers de côté rI. 

A = 30, P = 12, S : lO, 

\fol","e : ~ (15 + 7 vSl al, 

Aire: 3 + Hhfs a2
• 

Distance du centre à une face: 

4 
a. 

Distance du centre à un sommel : 

J3+V15 
~···--··-a. 

4 

Géométrie ----- 25' volume=-s ___ __________ _ 

Icosaèdre 

Les vingt faces sont des triangles équilatéraux de côté a. 
A 30,F = 20, S = 12. 

5(3 + VS) , 
Volume' a-. 12 . 

Aire: sJ3u2
, 

Distunce du centre à une face: 

Distance du centre il un sommet: 

AUTRES VOLUMES 

PrÎsme 
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Un prisme est un cylindre admettant un polygone comme courbe directrice, 
et limité par deux plans pnruHèles. Les deux faces ponées par ces plans 
sont les bases. Elles onl1a même aire. 

Un prisme est droit quand les arêtes sont perpendiculaires aux bases. 

- --'~ 
il 

prisme uroit prisme oblique 
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Volume: Bf! où B est l'aire de lu base 

Aire latérale: 'Ph où P est le périmètre de la base. 

Pyramide 

La base est un polygone, les faces huéraJes sont des triangles avec un SOm

metcommUfl. 

\/o!wne : ~ BIl où B est l'aire de Ja ba!)c, 
3 

Si le polygone de base est régulier. la pyramide 
est régulière" Le centre du polygone est le pro
jeté orthogonal du sommet. Lu mesure com
mune des hauteurs dèS faces latérales issues du 
sommet est J'apothème A. 

1 
Aire latérale : ~ PA où 'P est le pérîmètre cie 

base. -

Tronc de pyramide 

Volume: 

~ldB, + JB,B, +B,) 

OÙ BI et 8 2 sont ies aires des 
bases. 

Cône circulaire 

. -lire larérale: rrRa. 

cône droit 

...- --. 
Il 

cône übiique 

25 • vu/umes 

Tronc de cône circulaire 

u 1 l, , vO ullle : ---1Th (R-, + I1 1K, + R-) 3 -:: . 

Sphère 

lIolume: :îTRJ . ., 

Calotte sphérique 

Volume: 

Tore 

Le lOre de rayolL' 0 < Il < d est 
cngendrê par la rotation d',mo-le 
27ï autour de-l'axe de révolut~n 
0: du cercle ci-conrre . 
Volu11Ie : 2Tt2R2d. 
Aire: 41T2Rd. 

207 
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Barrique 

Volt/mC' : 

~Œ()+4B(+B,) 
6' -

où 6 0 ct 6:2 sont les aÎres des faces et Bl 

r aire de la section médiane. \ 
Cette expression est appelée formule des trois niveaux. 

Géométrie 

26 

Géométrie fradale 

GÉNÉRALITÉS 

Objet auto-semblable 

Une figure est auto-semblable quand une structure de base cst répétée à 
différentes échelles; c'est-à-dire qu'en agrandissant antanl que l'on veut, 
on voit toujour,t; la même chose, 

De nombreux objets de ln nature (littormLx, plantes, nuages ... ) et des 
systèmes chaotiques ont un caractère auto-semblable. 

POUl' construire un objet auto-.semblable, on part d'un motif de base, À 
chaque étape, on en fait N copies, chacune élant obtenue par une homotb~-
. ct 1 tiC c rapport!: . 

On peUL dire aussi qu'un motif se divise en N motifs semblables, chacun 

obtenu par une homoth~ljc de rapport! . 
k 
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Pour joindre deux points fixés, d~un niveau à l'autre de ia construction 
de l'objet fr.actal on fait N fois plus de pas, chaque pas étant k fois plus 
petit. 

Dimension de Hausdorff-Besicovitch 

Dans le cas euclidien, 

>- en dimension !, un segment se divise en N = 2 sous-segments obte

nus par une homolhétie de rapport !. avec k ::: 2 et la dimensîon vérifie 
k 

InN 
1:--, 

lnk 
> en dimension 2, un carré se divise en N ::;:: 4 sOus-carres obtenus par 

h " 1 l'" '" 0 ln N une omo the tiC de rapport avec k. :::::; :2 et li dimensJOn ven lie _ :::::; -- , 
k ~k 

)0- en dimension 3, un cube se divise en.IV =. 8 sous-cubes obtenus par une 

h -' 1 . ' ' '0' InN homot eue de rappùrt - avec k = 2 ct la dUnenSlO!l vérllle _1 ::: -- , 
k lnk 

Pour un objet fractal, la dimension de Huusdorff est détinie par: 

ln/V 
d:·_· 

Ink 

La dimension d'un objet fraeral n'est pas un nombre entier. 

Les écoulements turbulents sont décrits par des aUr'J.cteurs étranges 
qui sont des objets de dimension non entière. 

Des circujt" permettant d'approcher les objets fractals sont utilisés en 
automatîque et en électronique (synchronisation d'oscillateurs). 

Détermination empirique d'une dimension fractale 

Considérons, pm exemple, un Huma) représenté selon JÎverse.s échelles, 
Sur une carte, pour un rayon donné r, on détermine le nombre N de dîsques 
de rayon r qui sont nécessaires pour recouvrir le littorul étudié. Si d est la 

26· Géométrie fractale 
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dimension de Hausdorff du IItloral. on a : 

Après avoir,o~t~nu plu.sieurs couples (r: N), on détermine d par ::ùustement 
au modèle hnemfe in N = -d In r. 

Plu: ,gén~ralcment. on utilise un maillage (dans le plan ou dans l'espace) 
de,tatlle., ~t o~ co.mpte le nombre N d'éléments du réseau nécessaires pour 
recouvnr 1 objet fractaL 

~ette reche~'hc en~pirique suppo:-;e r existence d'une dimensjon d de r ob-
Jet global. SI d varre en fonction du point, on parle de mu1t[[raclaJÜé. ' 

La dimension de fa côte bretonne est d'environ l ., t Il dl' dA; - e ce e e a cote 
ven :enne 1. l. La côte bretonne est donc plus découpée que ta côte 
vendeenne. 

EXEMPLES 

Ensemble triadique de Cantor 

On part d'un segment. À chaque étape, on enlève le tiers central de chaque 
segment. 



212 

N 2 k=3 
In2 

d = -- '" 0.63. 
ln} 

Geometrie 

Si on part d' un segmenî de longueur l, "ensemble triadique de Cantor est 
x 

au:-;sî l'ensemble des réels de la forme ~ Ca avec CiJ ;::: 0 ou 2: c'est-fiL ')11 
Il''' 1 -

dire l'ensemble des réels du segment [0, 1] dont récriture cn buse trois ne 
contient aucun 1, 

Carré triadique de Cantor 

On part d'lin carre, À chaque étape. on découpe les côtés en 3 segments 
égaux, donc le CUITé en 9 sous-carrés. et on ne conserve que les 4 SOllS

calTés silllés dans les coins. 

N=4 k=3 
ln4 

d= _. "" 1.26. 
In3 . 

Courbe de Koch 

On part d'un segment. À chaque étape. on remplace le tiers cenlral de 
chaque segment par les deux iJutres côtés d'Lill triangle équilatéral. 

• Géométrie fractale 

N=4 k=3 
In4 

d= -1 ,"" 1,26. nJ 
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À chaque étape, la longueur est multipliée pUf ~ • ce qui entraîne que 
3 

lu courbe de Koch u une longueur infinie. 

Flocon de neige de Koch 

On part d'un triangle équilatéraL À chaque étape, on remplace chaque côté 
~omme pour la courbe de Koch ci-dessus. 
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N=4 k 3 cl = In4 '" 1. 26. 
ln 3 

Géométrie 

On obtient aillsi une courbe de périmètre infini qui limite une surface 

d'aire finie. 

Courbe de Sierpinski 

On part d'un segment [AB]. On le remplace par un trapèze isocèle ACDB 
,4B 

avec AC = CD = DB = 
2 

A--···----B 

N=3 

~6 • Géométrie fr.c":.::c.::'ô:.::'e=-______ _ 215 

Tapis de Sierpinski 

On part ct'un triangle équilatéral. À chaque étape, on découpe les côtés 
en 2. segmenls égaux, donc le triangle en 4 sous-triangles et on éIimÎnc le 
triangle centraL 

\ 

N=3 k=2 
In3 

cI= -1 1'" l,58. n_ 

À chaque étape, raire es! multipliée par ~, ce qui entraîne que le tapis 

de Siepinski a une aire nulle. 
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Carpette de Sierpinski 

On part d'un carré. À chaque étape, on le divise eu 9 carrés el on supprime 
le carré centraL 

1---1 ~D"" 
1 1 • • 

• . 1 1 

o 

o 

o 

N=8 k=3 
ln 8 { 

d =~. '" 1, 89. 
lu3 

Éponge de Sierpinski 

o 

o 
o o 

On part d'un cube. À chaque étape, on le divise en 27 cubes et on supprime 
le cube centrai et les 6 cubes situés aux centres des faces. 

N=20 k = 3 d 
In20 _ 1 73 
ln 3 - -•. ' 

PARTIE 3 

Probabilités et statistiques 
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Calcul des probabilités 

DÉNOMBREMENT 

Indications sur les problèmes de dénombrement 

Pour dénomhrer des situations, il est commode de se poser les i]uestions : 

quel est le nombre II d'objets de référence? 

quel est le nombre p d'objets concernés par une situation '? 

les J1 objets sont-ils considérés SilnS ordre (en vrac: tirage simultané) ou 

avec ordre? 
les répétitions sont-elles impossibles (les p objets sont tous distincts; tirage 

sans remise) ou possibles (tirage avec remise)? 

Quand une situation comporle plusieurs choix: 

on effectue un produit quand on uoit faire un choix, puis un autre.,. 

on elTectue une !'.omme quand on considère un cas ml bien un autre ... 

21· Calcul des probabilités 219 
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Formules de dénombrement 

sans ordre i Ci; KI' 
" 

Il! 
A~; =: ~(I~'-I-)-)! est [e nombre d'arrangements de Il éléments pris l' à l'. 

Il! q; = I( '1 eSlle nombre de combinaisons de 11 éléments pris p ù p. 
p. II l'). 

(/!\ 
La notation unglo-saxonne est: \ p ) , 

K[: est le nombre de combinaisons avec répétition, On a : Ki: :::::: C!:+p_!' 

Permutations avec répétition 

Soit un ensemble à n élémenls comporlant : 

11; éléments d'un premier type, indiscemubJes entre eux, 

112 éléments d'un deuxième lype. indiscernables Cntre eux., 

I/I} éléments d'un q-ième type. indîscemables entre eux. 

Vne permutation avec répétition de ces Il éléments est une disposition Of-

d 'ct 'l' Il Il! onnee e ces e ements. y en a 

Application à la mécanique statistique des particules 

En mécanique statistique, une particule est caractérisée par sa pûsÎlion et 
sa vitesse. c'est-à-dire pUJ" un élément de respacc des phases JP~6. On consi
ùère un système conslitué par l'V partkules. 

Lorsque les interactions SOnt négligeables, on ùéfinÎt un nombre fini lX 

d'étms quantiques possibles pour une particule. 
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>- Statistique de Fermi-Dirac 

Si les particules sont des fermions identiques, c'est-à-dire des particules 
ù spin demi-entier (électrons,. ,), le principe J'exclusion de Pauli indique 
qu'il Cfit impossible que deux particules aient le même élat quantique, 

n y a donc 0", possibilités pour le système de IV parlÎL:ulcs. 

>- Statistique de Bose-Einstein 

Si les particules sont des bosons identiques. c'est-à-dire des particules il 
spin entier (phOlons ".), le principe de Pauli ne s'applique pus. Les com
binaisons sonl avec répétition possible. 

Il y a donc K,~ possibilités pour le système de N particules, 

ALGÈBRE DES ÉVÉNEMENTS 

Généralités 

Une expérience atémoirc E est une cxpencnce qui, répétée dans des condi
tions apparemment identiques, peul conduire à des résultats différents. 
L'ensemble de tous les résultaIS possibles est l'univers il assoeié à c. 
On dit qu'un événement est lié à t: si, quel que soil le résultaI ft) E n, 
on sail dire si l'événement est réalisé ou non. On eûnvîcnt d'identifier Un 

tel événement à l'ensemble des cu E n pour lesquels il est réalisé. Un 
événemenl Hé 11 c est donc identiî1é il une panie de n. 

Événements particuliers 

l:n singleton {(v} est nn événement élémentaïre. 

n est l'événement cerlain car il est toujours réalisé. 

o est !"événement impossible car il n'est jamais réalisé, 

27 • Calcul des 

Opérations sur les événements 

>- Événement contraire A 

If est réalisé si. et sCll.lement si. A n'est pas réalisé. 

>- Événement il n B 

A n B est réalisé si, et seulement si. A ct B sont simultanément réalisés. 

221 

Pius généralement, nAi est réalisé si. ct seulement si, tous les événements 

sant réaUs~s. 
iEJ 

Si A ~ B =~, e'est-ù~dirc si la réalisation simultanée des événemenLs A et 
B eSllll1pO-sslble, les éVénements.A et B sont incompatibles. 

>- Événement Il U B 

A~ L. ~ est réalisé si, el seulcmenl si, l'un au mOÎns des événements est 
reaJlse. 

PIns généralement, U Ai est réalisé si. et seulement si, au moins un des 
iCC! 

événements esl réalisé. 

>- Système complet d'événements 

Une.p~tition de il est un système complet d'événements, Autrement dit. 
des even~ments (Ai)iEl forment un système L'omplet s'ils sont différents d~ 
0, deux a deux incompatibles et si U It! = n, 

lEI 

>- Inclusion 

Ar Bsio"nil=: l' 1" " 
'-- • 1;:0 Ile que il rea IsatlOn de A irnplîque la réaIisnlion de B. 
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Tribu des événements 

Dans le cus oli n est dénombrable, on retîcnt P(Q) ::: T comme cnsemhle 
des événements liés ù E. 

Dans le cus où fi est jnlini non clénümbrable, On retïcnt comme ensemble 
des événements hés ft E. une parüe T de 'P(!y) qui vérille les propriétés 
sui vantes . J~-. 

(1) nET 

(2) A ET=;· A E T (stabilité de T par passage au complémentaire) 

(3) POUf toute suite (Au)nE!'; ct'éléments de Tl U Ail est encOre un élé-
lIe-; 

lTICut de T (stnbilité de T pur réunion dénombrable). 

On dlt que Test \loe tribu sur n, Les trois axiomes de définition de T 
entraînent les amres propriétés: 

(4) 0 E T 

(5) Pour toute suite (1'1 I1 )IIEN d'éléments de T, n AI! est encore un élé~ 
IIE::I 

ment de T (stabilité de T par intersection dénombrable). 

Dans tous les cas. on appelle eSptH.:e probabiHsable lié il r expérience aléa
toîre E, le couple (il, T) où n est fuuivers des résultats possibles el T la 
tribu des événements liés .à E. 

PROBABILITÉS 

Définitions 

cn, T) étant un espace probabilisable associé à une expérience aléatoire E. 
on appelle probabilité définie sur n toute application P de T duns R+ qui 
vérifie les axiomes suivants: 

rA,) Pin) = 1; 

27" Calcul 
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(Al) Pour toute réunion JinÏe ou dénombrable d'éléments de T. deux 11 

deux incompatibles. on a P ( U .A i ) = L P(A
j

). . 

\ i ) i 

On appelle alors espace probabilisé le triplel (fl, T, Pl. 

P est une ~esure des événemCnL'1 de T. l'unité étant teHe que la masse 
totale est egaIe à 1. 

Propriétés 

p(A) = 1 - PlA) o,ç;; p(A),ç;; 1 

P( 0) = () A C B == l'le1) ~ l'(B) 

A ct B étant des événements quelconques. on li : 

prA U BI = PlA) + l'(B) - PlA n 8). 

Si (An) est un système complet d'événements. on a: 

" 

Construction d'une probabilité sur un univers dénombrable 

~ Cas général 

Toute pro~abilité P SUr 1\1 est entîèremenl déterminée par la donnée des 
nombres reels l'" = P( {n}) vérifianl : 
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,.. Probabilité uniforme sur un univers fini 

Sur un univers fini n, 1'l1ypothèse d'équiprobabilité définit la probabilité 

uniforme donnée par: 
card A 

P(A) =-----_.- , 
- card il 

card A est souvent appelé.;~ nombre de cas favorables):. et card il« nombre 

de cus possibles ». 

,.. Détermination empirique 

En sciences expérîmentales. la probabilité P(A. ') est souvent estimée par la 

fréquence observée de l'événement ,4, 

Tl faut veiHer à cc que cette démarche aît un sens: la population con
sidérée est-elle- homogène'! l'événement A est-il clairement défini'! -.' 
l'échantillon observé est-il représentatif et prélevé de façon aléatoire '{ 

CONDITIONNEMENT 

Probabilité conditionnelle 
Salt (n: P) un espace probabilisé et A un événement donné tel que 
P(A) 'f 0, Pour un événement quelconque B, on appelle probabilité condi- -

tionnelle de B sachant que A est réalisé, le nombre défini par: 

PW(M = PrA nB) , 
prA) 

En fnit, il est coumut de connaître directement P(BjA.) el d'utiliser la for

mule des probabilités composées pour calculer P(A n B) : 

P(A n B) prA) x l'rB/A), 
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Événements indépendants 

~a~s un espace probabilisé (n. T. P), dellx événemen!s A et R su t d't 
mdependanls sî : . fi 1 S 

PlA Il 13) = P(A) x PWI, 

L'indépendance de deux événements dépend de Ja probabilité choisie. 

Généralisation 

Des événements (A,-),-<'_I so l ' d' d cl , < __ n In cpell ant::; alî~ leur ensemble si. pour 
toute partie .l Cl, on a : 

Celte notion est plus forte que l'indépendance deux à deux. 

, Par exemple; il peu( arriver que trois événements 4. il C 50'I~nt- d" , d . d ~ . l • . .... eUX il 
eux !TI -rependant~. mais ne vérifient pas la condition" supplément[~ire 

prA nB, C) = p(;1) x PtS) x P(C) pour l'indépendance d'ensemble, 

Formule des probabilités totales 

(~)iEI étant un système complet d'événements. on a: 

P(A! L PlE,) P(AIE,), 
ÎEl 

Formule de Bayes 

(~H2! étant un syslème complet d'événements et Au ',,-' 1 P(A)..JO . -, n e"ellcment le que 
ï ,on a, 

Vi P(E;/M = PfEj) P(AIE) , 

L PfE,) P(AIE,) 
iEI 

3 



226 Probabilités 

Cusage de la formule de Bayes est souvent facilité par rutilîsation:;{ 
d'un arbre, 

EXPÉRIENCES INDÉPENDANTES 

Supposons que des expériences uJéataires successives soient réallsêes dans 
des conditions le1Jes qu'elles soient, il prîori, ïndépendantes. Pour chaque 
expérience, une probabilité a été retenue. 

Considérons alors un événemenl A, relatif à l'ensemble des Ji expériences. 
noté A Al x'·· X Ali' ce qui signifie qu'on s'intéresse à la réalisation 
successive des événements: Al pOUl" la première expêlience". Ali pour la 
n-ième expérience. 

Alon;. pour traduire la sjtuation. on est amené à choisir comme probabilité 
deA: PlA) =P(A,) x" ,PlAn), 

Ce cboix de probabililé produit définit J'indépendance des expériences 
aléatoÎres. On se place dans l'eUe hypothèse quand on parle d' expériences,.::: 
aléatoîres successives. 

28 

Variables aléatoires 

VARIABLE ALÉATOIRE RÉELLE 

Généralités 

(fi, P, T) étant un espace probabilisé. une variable aléatoire réelk~ est unè 
application: 

X: il ~,~ Jll" 

Si B est une parite de frL on définit sa pro habilité par: 

à condition que l'image réciproque Xl (B) appartienne à T. 

Cette pmbubilité se note P(X = a) si /1 = {a}, P(a < X < bl si B =Ja, b[ 

3 
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Variable aléatoire discréte 

» Loi de probabilité 

probabilitès 

Une variable aléatoire X est discrète quand son univers-image nI = .Y(fl) 
est fini ou dénombrable. Dans ce cas. connaÎln:: la IOÎ de probabilité (ou 
distribution de probabililé) de X, c"est connaître les probabilités élémen
Laires: 

Yx; E nI P(X = xil = p;, 

Il est loujours utile de vérifier que fi; ;, 0 et I>i = 1. 
; 

En terme de distrihutions, on peut associer il celte loi la densité de proba~ 
bililé : 

f(x) = I>, 8(x - Xi 1 

cc qui permét d'unifier avec le cas continu. 

» Fonction de répartition 

Cc,! la fonction F de:2; dans [0, Il dénnie par: 

F(x; = P(X ,:; x), 

Dans le cus discret comme F(Xi j - F(Xi- j) ;:;:;:; P(X = Xi) Pi, si on connaît 
la fonction de répartitîün. on peut reconstituer la loi de probabilité de X par 
différences successives. 

Variable aléatoire continue 

Si n1 n"est pas dénombrable, on retient pour T la trîbu engendrée par les 
intervalles, tiiLe lribu des boréliens. 

Connaltre la loi de X, c'est donc connaitre les probabilités du type 
PCa ~ X ~ b}. ce qui revient à connaître la fonction de répartition 
F(x) = l'{X ,:; x), 
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Cne variable alëatoire X, de fonction de répartition F, est continue (ab
solument continue pour les puristes) s'il existe une fonction continue par 
morceauxf, dite densité de probabilité de X, telle que: 

Vx E Ill: F(x) = L'=/(I) dt, 

Réciproquement, si f est une [onction continue par morceaux telle que 

f(x) ;, 0 pour lout x el .i-:f(tJ dt = l, alorsf est une densité de la loi de 

probabililé de fonclion de répartition Ftx) = ,{'"lU) dl. 

Propriétés 

En lout point oùf est continue, Fest déril'able el F' (,,) =f(x), 

Si a < b, P(a':; X ,:; b) = ,(lU) dt. 

Va E TIf. PC< = a) = 0, 

Voilà de quoi surprendre: un événement dont la probabilité est nulle 
et quî n~cst pas impossible. En fait. c'est comme la longueur d'un 
point qui est nullc, bien que le point (fonnalisê) ne soit pas vide. Mais 
savoir qu~une cata.strophe majeure a une probabilité négligeable ne la 
rend pas impossible: désolé de pcrlurber votre sommeil ! 

Espérance mathématique et variance 

» Cas discret 

Sous réserve que les sérÏes soient absolument convergentes, on définit: 

l'espérance mathématique; E(X):!'! LXI/Ji; 

la variance: V(X) = l,= (x; - E(X)" p; = (l,=.-T p;) - (E(X)"; 

l'écart type: o-(X) = ylV(X)_ 
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Pour une série numérique, la convergence absolue est équivalente à la 
convergence commutative: c'est-à-dire que la somme ne dépend pas 
de r ordre des termes. 

,... Cas continu 

Sous réserve que les fonctions à intégrer soient sommubles, on définit: 

r espérance mathématique: E(X} = l:' (f(t) d, : 

la variance: ViX) = l~:(' -E(X)f((t) dl = l.:f'f(ll dl - (E(X))'; 

l'écarltype: <T(X) vfVïX), 

Fonction d'une variable aléatoire 

,... Cas discret 

Soit X une variable ~ùéatoîre discrète et 'P une fonction de lIt dans ÏR. 

rp(X} est une variable dÎscrète ùont r espêrance mathématique (si elle 
exisle) est donnée par : 

E(<p(X)) = L <p(X,) "1. 

,... Cas continu 

SOlt X une variable aléatoire continue de densiléf et i.p une fonclion de IR 
dans ;p~, bijectîve avec ip-l dérivable, 

lP(X) est une variable continue dont l'espérance mathématique (si eUe 
existe) est donnée par : 

(

+= 
E(<p(X)) = ._'" <p(r)f(t) dt. 

28 • Variables aléatoires 

,... Transformation affine 

E(aX + bJ "E(X) + b V(uX + bi = a' V(X). 
y X - ECO 

u(X) est !a variable centrée réduite associée il X. 

On a E(Y) = 0 et VrY) 1. 

Moments m; et moments centrés !J.' d'ordre k E Pi 

,... Cas discret 

Suu:; réserve de convergence ab"'iolue tles séries: 

mi.; = E(}r(A) = ~ -l1Pi , 
!J.; = E[X - EiX)]' = L (x, 

,... Cas continu 

k 
E(X)) 1'1 

Sous réserve de sommabj)ilé des fonctions à intégrer: 

1/1; = E(X') = .r: x'f(x) dt 

!J.' = E[X - ElX)j' = .c: (x E(X))' jÜ) dt 

Ill? ::;;; E(X2
) représente la puissance moyenne du signal X. 

,... Égalités remarquables 

mu:;;;:;: l ; III] ::::::: E(X) : P.o = 1 : Pl::::::: 0 ILl::::::: u 2 

f.l'1 = 1112 m~ (théorème de Koenig) 

f..L) mJ - 3m{1n] + 2111~ 

f.l.+ ::::::: 1II..j - 4m1111J + 6mT 1112 - 3mt. 

3 



Paramètres de forme 

» Coefficient d'asymétrie (ou skewness) 

#3 
YI;,' 

rr 

Probab{(ftés et statistiques 

Si YI w:;:: 0, lu distribution est symétrique. Si YI < 0, la distribution est 
étalée vers la gauche. Si YI > 0, la distribution esl étalée vers la droite. 

» Coefficient d'aplatissement (ou kUl'losis) 

,", 11,= ~. 
,- 0"..; 

Si Y:: = 3 l'aplatissement est le même Liue celui de )u loi de Gauss réduite. 
On parle alors de bruit blanc. 

Si y, < 3 la distribution est plus aplatie. 

Si 1'2 > 3 la distribution est moins aplatie. 

VARIABLE ALÉATOIRE VECTORIELLE 

Couple de variables aléatoires 

Soit X et Y définies sur le même espace probabilisé. 

» Cas de deux variables discrètes 

Connaître la loi du couple, c'est connaître les probabilités élémentaires: 

P(X; .Yi et y; .''i) PU' 

On peut en déduire les lois marginales 

de X: P(X; Xi) I)ij l'i. 
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Mais. en général, les lois marginales ne permettent pas de recünsLHuer la 
loi clu couple (X. Yl. 

» Cas de deux variables continues 

Lu fonctÎon de répartition du couple (X~ Y) est définie SUl' par: 

Fr", y) ; P(X'; xet l''; y). 

Le couple (X, Y) e<;t continu (absolument continu pour les puristes} s11 
exjsle une fonction de densÏlc de probabilitéf telle que: 

Vix, y) E lfI:' F(x. y) ~ .l~ l.,/(II. 1') dldu, 

On fi alors: 

P(a ,;; X'; b et c';; y;;; d); (' ;'''j(lI, 1') dl'dll. 
e (/ ,C 

On peut en déduire les densités marginales 

de X: .ft(.t); .r:f(X,Y) d)' 

de Y: bCl') ~ /:.t,<x, y) cl, 

Mais. en général. ces densités marginales ne permcttent pas de reconstituer 
la densitê du .:ouple (X, Y). 

Lois conditionnelles 

» Cas de deux variables discrètes 

Loi de X pOllf Y = .1; fixé: 

3 
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Loi de Y pour X = Xi fixé; 

P(Y = Yj/X 
P(X =Xi et Y = )'j) _l'i} 

x
l
)= , - - -, 

P(X - Xi) Pi. 

)1> Cas de deux variables continues 

Densité conditïonnelle de X pour Y = Y fixé: 

n.\". \') 
f(x/y) =' N!:) . 

Densité conditionnene de Y pour X = x l1xé : 

.' f(x. y) 
J(r/x) = ft(;:)-' 

lndépendance de deux variables alétoires 

)1> Cas de deux variables discrètes 

VU . .i) l'ij = Pi.!'.!' 

)1> Cas de deux variables continues 

\I(x.\,1 E]!l" 

Vecteur aléatoire 

)1> Loi conjointe 

f(.t,y) = ft (x)f:(y). 

et 

Soit Xl:' __ ,X
p 

définies sur le même espace probahiHsé. Le vecteur aléa~ 
toire X = (Xl:" _ 1 Xp l a pour fonction de répartition: 

F(x} , .,. ;x/,) P{X] ~Xl et ... et X,! ~ x,,), 

Il est cominu s'il existe une fouclion de densilé de probabilité! telle que: 

F(x" ...• x,,) 

28 " Variables aléatoires 

)1> Espérance mathématique 

Sous réserve d'existence des E(Xi ), l'espérance de X est définie par: 

( E(X,) 

E(X) = 

)1> Matrice de variance-covariance 

C'est la matrice carrée d'ordre p dont le terme est: 

OPÉRATIONS SUR LES VARIABLES ALÉATOIRES 

235 

Soit. X et Y deux vnriab~cs aléaloires dénnies sur le même esp'lcc probabi-
lisé. Comme il s'agit de t'onctions de n dans TIJ;.la somme X + Y et le produit . 3 
xr se définissent immédiatement. Mais pour connaître les lois de probabi~ 
lilé. il faut connaître la loî conjointe du couple (X, Yi et pas seulement les 
lois marginales de X ct de y, 

Lois de probabilité 

)1> Cas de deux variables discrétes 

L'univers-îrrmge de Z ;;;;;; X + Y es! constÎtué par les réels z'k du type:::..r,; = xi+.'i 
et on n : 

la somme étant étendue à tous les couples U,j) tels que la somme Xi + Yj 
~oit égale au réel fixé :J. 

POOf Je produit. le résuh'lt est analogue en considérant des produits;) la 
place Jes sommes, 
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,.. Cas de deux variables continues 

Si f est la densité du couple (X. n. la densité de la loi de X + Y est: 

g(x) = .f: fU.x 1) dl = .f: i'(" 11.11) Ùll. 

Si X et Y sont indépendanles, la densité de X + Y est donc le produit 
de convolution des densités marginalesjl etlJ.' 

Covariance, corrélation 

Si X et r admcltcnt des momentS d'ordre 2, leur covariance est: 

Cov (X. n = E I(X EiX» (Y El l'»)]. 

Leur coefficient de corrélation est: 
Cov YI 

Pxr = (j(X) (T( 

On dit que X et r sont cOlTélées si PX)' '7' 0, et non corrélées si Px}' ;;;: O. 

Paramètres 

,.. Cas général 

EiX + Yi = EiX) + E(Y) 

ViX + Y) = VIX) + \l(Y) + 2 Cov (X, Y) 

,.. Cas où X et Y sont indépendantes 

Cov(X,Yl=O 

ViX + y) = ViX) + V(n 

E(XY) = E(X)E(l') 
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Mais il peUl alTÎver que ces relations soient vérHîées sans que X et r soient 
indépendantes. 

FONCTION CARACTÉRISTIQUE 

Définition 

Soit X une variable aléatoire admettant une densité l (au sens des distribu
tions dans le cus discret), Sa fonclÎon caractéristique eSt la transformée de 
Fourier def. Elle est donc définie sur lfl: par: 

Certains au1eurs prennent comme définition: tpx(t) = E (eÎtX
). 

Propriétés 

:> La fonction caractéristicJue cU11lctérise la loi de X; autrement dit, si 
deux variables aléatoires ont la même foncriuo caractéristiqne, elles om la 
même loi de probabilité. 

,.. On a: \Ox(O) = 1 et 19'xl " L 

,.. Si X et Y sont indépendantes, on " : 

9'x+y(l) 'i'x(tJ 'i'rU). 

>- Si rpx{t) esl de classe C'X.', on obtient les moments de X par dérivation: 

111, E(X') (2~ )' \O~)(O). 
Fonction caractéristique d'un couple 

La fonction caractéristique du couple (X~ y J est définie par: 

'Px.y(fI
1 12) E (e···:::i7r(lIX+l~r)). 
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X et Y sonllndépendantes si, et seulement si : 

\lV"I,) è" IR' <l'u(t,, l,) = 'l's(t,) 'l'rU,). 

La définition et le tbéorème se généralisent à un vecteur aléatoire 

quelconque. 

29 

VARIABLES DISCRÈTES 

Loi binomiale 

» Probabilités élémentaires 

X suit la loi binomia1e de paramètres n E ~I* etp E]O. 1[. notée B(I1,p), si 
l'unÏvers-image est {O, ... : fI} et si : 

'.!k ~ '0 } \1 .::: 1 :"') Il 

On obtient une loi binomiale quand: 

- on répète 11 fOÎs la même expérience aléatoire, les Il répétitîons étant 
indépendantes entre eUes; 

3 
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--

- on s'intéresse seulement à la réalisation ou nOn d'un événement fixé 
A de probabilité p, et on pose q = 1 -1'; 

- on considère la variable aléatoîre X égale au nombre de fois où A a 
été réalisé. 

En langage irnagé~ on dispose d'une ume constituée de boules présen
tant un type A dans la proportion p. On effectue Il tirages avec rernîse 
ct on compte le nombre de boules de type A obtenues. 

» Espérance mathématique et variance 

E(X) IIp ViX) = ''l'q. 

".. Coefficients d'asymétrie et d'aplatissement 

y, 
1-'2[1 

v"UfJCj 

» Fonction caractéristique 

'Px{t) ::::; (p e-::!i17f + q)lI, 

» Somme 

Si X suit la loi B(III d') et Y la loi S(""p), et si X ct Y sont indépendantes, 
alors X + Y suit il(1I1 + "l,l'). 

loi hypergéométrique 

» Probabilités élémentaires 

Une loi hypergéométrique dépend de trois paramèlres enHers positifs: N, 
K ::(. N el n :;;; N. En notant/le plus petit des deux entiers K et Il. l'univers~ 
image est {O, ... • I} el on a: 

\fkE {O,._.,I) 
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En langage imagé. on dispose d'une urne constituée Je N boules dont 
K présentent un type A. On prélève n boules sans remise et on compte 
le nombre X de boules de type A obtenues. 

En faÎt ia loi hypergéométrique est peu utilÎsée : on fapproxirnc par 
une loi binomîale dès que la taille IV de la population cst ,gmnde par 
rdpport à la lai Ile Il de l'échantillon, 

» Espérance mathématique et variance 

K 
En posant p = - et q = 1 -- p. on obtient: 

N 

ElX) "1' 

N-n 
N _ j"' est le facteur d'exhausLivilé. 

loi géométrique 

".. Probabilités élémentaires 

vun N-n 
llpq --. 

IV 1 

X s~lit la loi géométrique de parJmètre l' ElO, 1 f si l'univers-image est n" 
et SI : 

Dans les hypothèses qui conduisent à la loi binomiale, on obtient la loi 
géométrique quand la variable aléatoire X désigne le temps d'attente 
de l'événement 11, c'est~à-dire le rang de la première réalisation de A, 

» Espérance mathématique et variance 

E(X) = ~ 
l' 

v (.ln = '1, . 
p-
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»- Coefficients d'asymétrie et d'aplatissement 

(p - 3)' - 3 
1'0 = 3 + 1 -1' 

loi de Pascal 

»- Probabilités élémentaires 

X suit 1a loi de Pascal de paramètres r EN"" et JJ E.1O, 1 [si l'univers-image 
est l'ensemble des entief}~ k ) r et si : 

Vk 

Dans tes hypOlhèses qui conduisent à la loi binomiale, on obtient la 
'ai de Pascal t)uand 'U variable aléatoire X désigne le nombre dtessais 
nécessaires pour obtenir k fois l'événementA. 

»- Espérance mathématique et variance 
r 

E(X) = -
l' 

l'q 
V(X) = -" 

1'-

»- Coefficients d'asymétrie et d'aplatissement 

2-1' 

loi binomiale négative 

l" +6'1 
"Y1:::: 3+--- , 

rq 

»- Probabilités élémentaires 

Une variable aléatoire X suit la loi binomiale négative de paramètres r et p 

si X + r suilla loi de Pascal de paramètres r et p. On a donc: 

Vk EN 
, k. r k 

P(X =k) = C'+,~_1 p q, 
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Dans les hypothèses qui conduisent à ln loi binomiale. X désigne le 
nombre d'échecs (Al précédant le r-ième suce'" (Al, -

»- Espérance mathématique et variance 
rq 

EOO=~ 
~ l' 

V(X) = rq , 
. ,il 

»- Coefficients d'asymétrie et d'aplatissement 

Les valeurs de r J et 72 sont identiques à celles de la loi de Pascal puisqu'on 
passe de la loi de Pascal à la loi binomiale négative pur une translation. 

loi de Poisson 

»- Probabilités élémentaires 

X suit la loi de Poisson de paramètre À> 0, notée PfA), si l'univers-îmagc 
est H et si : 

Vk E P:l 

La loi de Poisson est utilisée pour modéliser le nombre cl' apparitions 
d~un événement rarc. par exemple dans la désintégration atomique. 

Les humoristes apprécieront aussi son usage pour décrire la répartition 
des tâches de rouille sur la coque d'un bateau de pêche! 

»- Espérance mathématique et variance 

E(X) = A V(Xl = A, 

»- Fonction caractéristique 

\,,-,(1) = exp (A (0-
2
'"' - 1)) 

3 
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,.. Somme 

Si X suit la loi P(À,) et Y la loi PIÀ,]. et si X et Y sanl indépendantes. 
alors X + Y SUil P(À, + À,). 

VARIABLES CONTINUES 

loi uniforme 

,.. Densité 

X sui! la loi uniforme sur le segment [a. b 1. notée U[a, b j, si eUe admet 
pour densité de probabililé ia fonctionf définie par: 

{

' f(x) = 0 1 

f(x) = 
a 

six<tla,b] 

,.. Espérance mathématique et variance 

C1+b (b a)' 
E(X) =, VIX) - -~ - . 

" . - 12' 

En .statistique descriptive, quand les données sont groupées en dusses, 
le réflexe qui consiste à remplacer chaque intervalle par son milieu 
est fondé sur l'hypaùlèse de répartition unifol1l1e. Comme E(X) est le 
milieu de l'intervalle, lu moyenne est inchangée, Mais la variance est 
modifiée. On peut alors utiliser la correction de Sheppard (retrancher 

h' où" cst l'amplitude des classes) fondée sur le calcul de VIX). 
1] 
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Loi exponentielle 

,.. Densité 

245 

X suit la loi exponentielle de paramètre À > 0, notée E(À). si elle admet 
pour densité de probabilité la fonctionI définie par : 

{ 

fC.Y) = 0 

.fù) Àe-Ax 

six < 0 

six;::' 0 

Elle intervient en fiabilité pour modéliser la durée de vie d'un appareil 
qui fonctionne sans usure, les seules causes de panne élant externes. 

,.. Espérance mathématique et variance 

1 
VIX) = A' . 

,.. Coefficients d'asymétrie et d'aplatissement 

y, = 9. 

,.,. Fonction caractéristique 

loi de Cauchy 

,.. Densité 

( 1)-' 'Px(t) = 1 + 2i77 A . 

X suit la loi de Cauchy si elle admet pour densité de probabilité la fonction 
f délinie par: 

1 
{(x) =
, Ji 



246=-__ ~. Probabilités et'statistjques ... _-~~ 

J» Espérance mathématique et variance 

X n'admet pas d'espérance mathématique. et donc pas de variance, 

Loi gamma 

J» Densité 

X suit la loi gamma de paramètres a > 0 et À > O. notée rra; ,\ l. si elle 
admet pour densité de probabilité la rOIlcLionf définie par: 

((x) 

En fiabilité, la loi gamma peut servir Il modéliser la durée de vic d~un 
matériel dans le cus: où un certain nombre de défaul'i partiels peuvent 
apparaître avant qu 'un système tombe en panne, 

li> Espérance mathématique et variance 
a 

E(Xl = À 

li> Cas particuliers 

r( 1; Al est la loi exponentielle [(À). 

a 
V(X) = ,12 • 

-t(n; À), avec 11 entier> L est la loi de Erlang. Elle correspond il Ja somme 
de fi variables indépenctames qui suivent la loi exponentielle S(A), 

J» Fonction caractéristique 

'l'K(I) = (1 + 2i" ~)" 

J» Somme 

Si X suit la loi r(a,; ,Il et Y la loi r(az; Al, el si X et Y sont indépendantes. 
alors X + Y suit 1'(0, + "2; A). 
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Loi normale, ou loi de Gauss, ou loi de Laplace-Gauss 

J» Densité 

X ,uit la loi de Gauss de paramètres IL et If, notée .II/(IL, cr) si elle admet 
pour den,ité de probabilité la fonctionf définie par: 

{\xl = ( 
(X-IL)') exp ,. 

2(r 

J» Espérance mathématique et variance 

V(X) = (J". 

J» Loi normale centrée réduite 

. bl "d' U X La vana e centree re mtc = suit la loi Nro, 1 J. 
if 

'Iout problème relatif à X se ramène à U et on dispose (support papier ou 
électronique) Je plusieurs tables concernant U. 

1>- Lcr table de ta fnllcrioH de rt'(JGrtitÎOll (il allJ/exe Îablt' J) 

notée dans ce cas particulier 'P(x) (ou IT(x» pour la distinguer de la nota
lion générale F(x), 

Un réel x étant donné (arrondi li IO~2 
sur support papier). la table donne 'Nx) 
pour x;;;: o. 
Pour x < 0, on a : 

<Il( -xl = 1 - <P(X). 
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> La wble des écorts réduits ({J Wll1eXe table 2) 

Une probabilité a étant donnée (arron
die à 10~' sur support papier), la table 
donne la valeur IIq > 0 telle que 

» Fonction caractéristique 

» Somme 

Œ 

2 

o 

Si X suit 1" loi N(JLI, <TI) et Y la loi N(JL" <T,), et si X et Y sont indépen

danteS, alors X + Y suit N (JLI + JL" J CT; + (Tl ). 

loi log-normale 

X suit la loi log-normale de paramètres JL et (T si ln X suit la loi N\JL, al. 
Elle admet pour densité de probabilité la fonction{ déHnie par: 

1 
!(x)=O 

( 
(lnx - N') {(x) -~= exp , , si x > 0 

.!.rr-

six~ 0 

» Espérance mathématique et variance 

E(X) = e"+'T 

2~9~'~l~o_ï~y~s_u~e!.!::es~ ___ _ 

loi de Pearson (ou loi du x') 
» Définition 
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X suit la loi de Pearson. ou loi du X:! (lire khi-deux), il l' de liberté 
s'il exîste If \t1triables U,.",. U"l indépendantes, qui suîvent chucune la 
loi normale centrée réduite .:'\{(O, I}, et telles que: 

»- Fonction caractéristique 

" tpl,(r) ;;; (1 + 4Î1iJ)~:r. 

»- Densité 

1 
/,,(1) = 0 

1 Cf -- ~ 
(,,(I) = If( jl .2 e 

si 1 < 0 

si f ;; 0 

v=4 a 



U ne probabilité Cf étant donnée. la table 3 {cf. annexe} donne le réel X~ tel 
que: 

La 10î du Xl ÎntervÎent en statistique inférentielle~ 

» Espérance mathématique et variance 

E(X) = l' V(X) = 21'. 

» Somme 

Si X suit la loi du x2 :, l'J degrés de liberté et Y la Ioî du ,\,2 il l':; degrés 
de liberté, el si X et Y sont indépendantes, alors X + Y suit la loi du X' 11 
11! + Jl2 degrés de liberté 

» Cas où v est grand 

Si l' ): 30, la varlablc aléatoire: 

u !2X - /21' - 1 

suit à peu près la loi normale centrée réduite }l(O, 1), 

Loi de Student (ou loi de Tl 
» Définition 

Une varianle aléatoire T suit la loi de Sludent fI 11 degrés de liberté si on 
peut écrire: 

T= U {V 
v'X 

où U suiL la loi normale cenlrêc réduite .!V(O, 1) et X la loi du X1 il Il degrés 
de liberté. 
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» Densité 

L'expression def esl compliquée. On retient seulement que c'est une l'onc
tion paire. 

line probabilité a étant donnée, la 
table 4 14 annexe) donne le réel lu 

lel que: [f (J' 

2 2 
PCX!?it lu) = "'. \ 

~~--~~--~~ 
-la 0 ta 

La loi de Studel1t intervient en statistique Înférentielle. 

» Espérance mathématique et variance 

E(X) = 0 " vun = -- si Il > 2. 
" f' -1 

Loi de Snedecor (ou loi de F. oU loi de Fisher.Snedecor) 

» Définition 

Soit XI et X2 deux vmiablcs alêntoires indépendantes qui suivent des lois 
du X:!. de degrés de liberté respectifs 1'{ el1'2. 

Ul variable aléatoire 

suit la loÎ de Snedecür à (1'1. fi:!) degrés de liberté. 

On a E(X) si 1'2 > 2. 
2 

3 
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» Tables 

Les lables donnent Je nombre fn te] 
queP(F??f,,) a. 
La table 5 correspond à Œ = 0.025 
et la table 6 à a 0,05. -0-1-<'''--

Probabilites 

cr 

Pour obtenÎrj~ tel que P(j:~ :<s; F) = li, il suHlt de transformer la probabîlité 

sous la forme P (~ ~ j~ ) el de remarquer que * suilla loi de Snedecor 

" à (1'2l "d degrés de lîberté (Attention il l'onlre !), 

loi de Pareto 

» Densité 

X suit la loi de Pareto de paramètres a > 0 et a :> 0 si elle admet pour 
densité lu fonctionf dénnie sur.3 par; 

{ 

f(x) = 0 ,i x < Il 

" (a)a+J f(x) = - - ,i x ;;, (/ 
a x 

La loi de Pareto est utilisée en économie el en fiabilité. 

» Espérance mathématique et variance 

loi de Wei bull 

» Densité 

ail 
E(X) = 1 si " > 1 

Q:-

, ) 0 rro- (aa -
VIX) = - - -- ,i cr > 2 

a-2 ,a-I 

X suit la loi de \Veibull de paramètres y (puramètre d'origine), f3 > 0 
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(pammètre de forme) et 71 > () (paramètre ,J'échelle) si elle admet pour 
densité la fonction f définie sur iR: par: 

! 
f(x) 

j'Ct) 

o six < y 

f3(X_y)fl-' [('X_y')/l] - _.- exp - --
71 1/ TJ! 

six) y 

La loi de Weibllll est utilisée en fiabilité pour modéliser la dllrée de vie 
d'objets vieillissants. 

» Espérance mathématique et variance 

E(X) = JI + 71 r ( 1 + ~) 

VIX) = 1/' [1' (l + ~ ) 
\ f3 1 

• 1 \' r' (1 + - ) f3, , 

» Cas particulier 

Pour f3 = 2. on parle dé loi de Rayleigh. Elle est utilisée en transmi>sions 
pOUl' étudier le comportement de sîgnallx bruités à bande étroite, 

3, 
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Convergences 

CONVERGENCE EN PROBABILITÉ 

Définition 

Soit {XII) une suite de variables aléatoires définies sur le même espace pro

babilisé. 
(1 étant un réel donné, on dit que (Xu) converge en probahilité vers (Î si : 

'lE: > 0 Hm P (IX" - al > E:) = o. 
II-X' 

X étant une variable ,aléaloire donnée, on dit (Xll ) converge en probabilité 
vcrs X si (Xn X) converge en probabilité vers O. 

La convergence en probnbîlité fi ~ entraîne pas la convergence de la suite 

des espérances mathématiques. 
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Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 

Soit X une variable aléatoire aJmcuunt une espérance mathématique J.L et 
un écarl type (J i O. On a : 

'le> 0 l' ('X - ,,1 > t:) ~ 
, 

,r 

La majoration fournie est assez médiocre. Mais c'est une étape préli
minaÎre pour démontrer des résultats plus importants, 

Loi faible des grands nombres 

Soit {X'l} une suite de variables aléatoires définies sur le même espace pro
babilisé. deux à deux indépendantes, de même Joi ct· espérance malhéma
tique f.L et de variance 

l~ 
Alors: ft/Ir; = ~ ,--- }r'"f converge en probabilîté vers I .. L 

nL.. 
i",,; 

Cas particulier 

Dans une suite d'épreuves répétées, la fréquence observée œun événement 
de probabilité p converge en probabilité vers p. 

N'imaginez pas que la suite des fréquences observées est monotone et 
qu'un numéro moins s~rti que d'autres depuis la créulion du loto va 
ratrapper son retard lors du prochain tirage! 

Condition suffisante de convergence en probabilité 

Soit (X,,) el X des variables aléatoÎres définies Sur le même espace proba
bilisé, possédant toutes une espérance mathématÎquc el une variance. 

Si Hm E(X" X) = 0 et lim V(X" - X) = o. alors la suile (X,,) converge 
Il~= 11-= 

en probabilité vers X. 

3 
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CONVERGENCE EN lOI 

Définition 

SOlt (XII) une suite de variables aléatoires définies sur le même espace pro
babilisé, de fonelions de répartition respectives FI/' 

Soit X une variable aléatoire définie sur le même espace probabilisé. de 
fonction de répartition F. 

On dit que (Xu) converge en loi vers X si, en toul point x où F est continue, 
on a: 

lim F,,(x) F(x). 
Il--X 

Comparaison des modes de convergence 

Si (Xu ) converge en probabillté vers X, alors (XfI) converge en loi vers X. 

La réciproque est fausse, 

Lien avec les fonctions caractéristiques 

Soil 'Pli et q; ]es fonctions caractéristiques respectives de "\"/1 et de X. 

La sUite (tY!j) converge en loi 'lers X si. et seulement si. Ja suite (!Pli) 

converge simplement vers !{J. 

Cas particulier des variables discrètes 

Si les variables aléatoires XII et X sont toutes discrètes. d'univers-image 
il 1. la convergence en loi de ('\::/1) vers X peut ~'écrire : 

lim P(X" ~ XI) = P(X = XI)' 
Il'--oç 

Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson 

Soit (XII) une suite de variables aléatoIres discrètes telles que, pour lout 
Il E f;J''' ,XI! suive la loi binomiale B(n~PtJ) avec Hm npn = À (avec À > 0). 

11-=' 
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Alors (XII) converge en loi vers une variahle aléatoire discrète X qui suit la 
loi de Poisson P(AI, c'est-à-dire: 

lim P(X" = k) 
II-œ 

Si Il est grand et jJ assez petit. on peut donc remplacer la loi binomiale 
B(II, p) par la loi de Poisson de même espérance mathématique P(np J. 
Dans la pratique. on admet que celte approximation est satisfaîsante 
lorsque 11 ~ 30 et ri ~ 0, 1 avec np ~ 10. 

• Théorème de la limite centrée (ou théorème ccntrallimite) 

Soit (XIJ)I!E:I'!~ une suite de varÎables aléatoires dénnies sur le même espace 
probabilîsé, deux il deux indépendantes. el loules de même loi, d'espérance 
mathématique Ji. ct de variance fTl. 

" 1 
On note SI/ = L Xi leur somme ct Mil:::;:; Sil leur mo}cnne. 

fi i=I 

Comme E(Mu) = IL et V(Afn) (]''2 (grâce il l'indépendance). 
11 

:::::: NI/!; Il est la variable centrée réduite associée il lvI/I< 

,jïi 

li> Théorème 

La suite (2,,) converge en loi vers une variable X quî sUlt la loi nom1ale 
centrée réduite N(O, l). 

li> Application 

Si Il est grand, [a loi de !VI" est voisine de [a lui normale Ne". ~) et la [ai 
yll 

de Sil est voisine de la loi normale ,:V(flf.l., \Iii fT). 

3 
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Ce théorème permet de comprendre l'importance de la loi normale 
puisqu'il signifie que la somme d'un grand nombre de grandeurs aléa
toires comparabJes et îndépeudantes peut se modéliser par une loi de 
Gauss. 

• Loi binomiale et loi normale 

>- Théorème de Moivre-Laplace 

Dans les hypothèses ùu théorème de la limite centrée, si la loi de XII est 

[ ' • 1 1 . 1'" Z Su nI' 1 . 3(n. p) avec p fixe. il ors a sUIte (clime par Il:=: ~ ...... =-- converge en 01 
,fllf1'l 

vers une variable qui suit la loi nonnaJe centrée réduite, 

>- Application 

Soil X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(n. pl. 

Pour Jt assez graud el p pas trop voisin de 0 ct de 1. X suit à peu près la 
lot normale ~,V(1iP~ .Jiipq) de même espérance mathématique et de même 
écart type. 

En pratique, on utilise cette approximution lorsque 11 ~ 30, HP ~ 5 et 
1I(j ~ 5. 

Certains auteurs fixent ces bornes conventionnelles de façon plus éle~ 
vde: 50 au lieu de 30. JO ou 15 au lieu de 5. 

Bien entendu. il s'agit de compromis. Quand les bornes augmentent, 
l'approximation est meilleure mais on s'en sert moins souvent. 

>- Correction de continuité 

Si 1.:1 et 1.:2 sont deux entiers compris entre 0 et JI, les intervalles ]k11 kyJ et 
[k;, k:?l n~ont pas la même probabilité pour la loi binomiale. alors qu'ils ont 
la même probubllité pour la loi norm;.!le. Cela est dû au fait qu'on approche 
une loi discrète par une loi continue, 

30 • 
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On peut corriger cette différence en décalant les bornes entières de 0) 5. 
c'esl-il-dire en remplaçant jk,. k,[ par [k, + O. 5. k, - 0.51 el [k" k,] par 
[k, 0.5.k,+0.5]. 

De la même façon. on peut estimer la probabilité P(X = kl rdative il la loi 
binomiale par P(k 0,5::;; X :s; k + O. 5) calculée avec la loi nonnale, 

AUTRES CONVERGENCES 

Convergence en moyenne quadratique 

>- Définition 

Soit (XII) el X de.Ii vuriubles aléatoires définies sur le même espace proba
bilisé. possédant tontes nne espérance mathématique et une variauce, 

On Lill que lu suite (XIl ) converge en moyenne quadratique vers X si: 

lim E [(Xu - Xl'] = (l. 
!j~::X;-

>- Propriété 

La convergence en moyenne quadratique implique la convergence eu pn1-
babililé. donc en loi. 

>- Autre version de la loi des grands nombres 

Soit tXo) Une suite de variables aléatoires définÎes sur le même espace 
probabilisé, de- même espérance rnathémaLique }L. dont les variances sont 
toutes majorées par une constante. et telles que Cov (Xi,."i) = 0 pour; 

l " 
Alors J'vI" = ;; L Xi converge en moyenne quauraüque vers ft, 

h::[ 

3 
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Convergence presque sûre 

» Définition 

Probabllités 

Soit (XH ) et X des variables aléatoires définies sur le même espace proba
bilîsé. 

On dit que la suite (Xu } converge presque sùremenl vers X si l'événement 

{w Hm X,,(/ù) X(/ù») 
Il''-::<';' 

est de pmbabilité égale il l. 

» Propriété 

La convergence presque sLÎœ implique la convergence en probabilité. donc 
en loi. 

Il n'y a pas de lien entre convergence en moyenne quadratique et conver
gence presque süre. 

» Loi forte des grands nombres 

Soit (XIl ) une sui le de variables alcatoires indépendantes, de méme loi 
ayant nne espérance mathémalique J.L et une variauce. 

1 li ~ 
Alors la suite définie par Mu = :L Xi converge presque snrement vers la 

11 j"" 1 
variable certaine p. 
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Processus aléatoires 

GÉNÉRALITÉS 

Définitions 

Un processus X est une famille de vnriahles aléatoires qui dépend du temps 
1. On note X(w,l) le r"el (parfois le complexe) observé il l'instant 1 en 
présence de J'événement w, 

Si l'événement (r) est fixé. t r-- X(frJ) t) est une réalisation. ou Une trajec
toire, de X, C'est un signal certain. 

Si le temps ( est fixé. w 1---'- X(tu l t) est une vnrîable aléatoire, notée X(t) 
pour abréger. 

Si on observe le phénomène aux instants f d'nn intervalle, le processus est 
continu, ou analogique. 
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Si on observe le phénomène aux inslnnls d'une suite (en général t E .:2), Je 
processus est discret, ou numérique, 

Un processus est d'ordre 2 si toUles les variables alé::!toires X(n ont un 

moment ct' ordre 2. 

Fonction d'autocorrélation 

Soîl X un processus d'ordre 1. Sa fonclion d'uutoconélation est dénoie 

par: 

On inlroduit aussi la fonction de covariance: 

Dans le cas de valeurs complexes. on définit: 
RU" 10) = E [XU,) X(t,)] , 

Processus stationnaires 

»> Stationnarité stricte 

Un processus X est dit stationnaîre an sens strict si sa loi de probabililé est 

invuriante pnr translation dans le temps. 

S'il est d'ordre 2. cela entraîne que E[X(O] est une constante p... que 
V[X(t)] est une constante (T'et que RU"t,) ne dépend que de la diffé-

rence II (2-

On dit que X est centré si f..L 0, Dans cc cas, les ronclions d'auto-
corrélation el de covariance sont égales. 

»> Stationnarité d'ordre 2 

Un proceSStlS est ,Stationnaire à l'ordre 2 si E [X(O] est une constante ct si la 
fonction d'auto-corrélation RU" l,) ne dépend que de la dilIérence l, - t2' 

31 • Processus aléatoires 

La fonctÎoll de corrélUlion définie par: 

<p(r) = R(t,l- r) 

est paire et vérifie 1<p(r)1 " 1"(0). 

263 

La puissance inslanlunée E [X}(w~ 0] ::::::: RU, t) est égale à la constante 
<plO). On l'appelle la puissance deX. 

Ergodicité 

Les valeurs comme ErX(tJ> V [X(I)], R(I"t2) sont prises il un (ou deux) 
instam donné et associées à j'ensemble des résultats possibles de X à cet 
inslant. Sur le plan expérimental, il serail plus commode d'effecluer des 
moyennes temporeBes sur une réalisation x(t) du processus aléatoire. 

On appelle processus ergodique un processus aléatoire X tel gue les 
moyennes crensemble soient identiques aux moyennes temporelles de 
l'tlne quelconque des réalisatÎons x(f). On il alors: 

E[X(i)] = r~~'!: 1 L>UJ dt.3 

<p(l) = E'X(t)X(I- rl] = lim 
~ r~":X! 

T 

1 l' x(t)x(t-r)dt. 
, -T 

Densité spectrale d'un processus aléatoire stationnaire 

La densilé spectrale d'un processus aléatoire stationnaire est la transformée 
de Fourier de sa fonction de corrélation <pU), 

Lorsque la densité spectrale est constante, le processus aléatoire est appelé 
bruit blanc. 

Intercorrélation de deux processus 

Soit X el Y deux processus d'ordre 2. Leur fonction dÏntercorrélation est 
définie par: 

Rx,rU" 121 = E[XU,) YUl»). 
Si X:::: Y, on retrouve la fonction d'uutocorrélation de X. 
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PROCESSUS DE MARKOV 

Définition 
Un processus aléatoire est dit de Markov, ou ~arkovien. si so11 évolution 

future ne dépend que du présent et non du passe. 

Si, de plus, le processus es! discret (t E l'Il el si l' en~e~b!e E des élat~ est 
dénombrable, il 5'32:it d'une chaîne de Markov. Il :; agit donc alors dune 
suite (Xk) de variab~s aléatoires discrèles dont J'univers-image est E. 

Elle vérifie la propriélé de Markov: 

pour tout k E Iz! el pour toute suite (ep ) d'éléments de E, on a: 

P(XIi.,",l =(!k+I/XO':=.('O •. ··,Xk=L'JJ P(Xk+1 ;:::el..+I/XI;=ej;), 

Matrice de transition 

La probabilité de tramition d'un étal e à un état fi à l'instant k est 

La chaîne de Markov est dUe homogène ~orsque celte probabilité ne dé~ 
pend pas de le C'est ce que nous supposerons dans la suite, 

On noie a\ors pee, Cf) la probabilité de transition de e il i, 
Si E est fini, identifié à (1, ... ,II} pour simplifier l' écrilure, la matrice 

carrée P d'ordre 11 de terme généra! 

est la matrice de tr'J.nsition de la chaîne de i\1arkov. 

Matrice stochastique 

,.. Définition 

Une matrice carrée P est dite stochastique si tous ses éléments sont positifs 
ou nuls el si la somme des éléments de chaque ligne est égale à 1. 
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,.. Lien avec les matrices de transition 

Une matrice de transition est stodmstique car 

" 
'if I:.Pij = 1 

j=J 

puisque, quel que soit rélat fixé Xk ::: i. l'un quelconque des états j sera 
alteint pur Xi."+I, 

RéciproquemenL loute matrice stochastique peut êlre considérée comme 
une mutrice de transition. 

,.. Propriétés 

Le produit de deux matrices stochasliqucs est une matrice stochastique. 

Une malrtce stochastique P admet la valeur propre 1 associé au vecteur 
. 1 \ ( . . 

propre: : • 

\ 1 ) 

Toules les valeurs propres A de P vérifient lAI ,;; L 

Tomes les valeurs propres de module 1 som racines de l'unîté, 

Distribution limite 

La lransitÎon de 1 =:: 0 à t ::::::: /1 est représentée par Pli. L'étude d'un état limltc 
est donc l'étude de lim pt!. 

Pour qu'une chaîne de Markov possède un vecteur J'état stationnaire in~ 
dépendant de l'étal initial. i! faut et il su{lît que toutes les valeurs propres 
de P autres que 1 vérifient lAI < L 

PROCESSUS DE POISSON 

Définition 

>- Soit A. un événement (une- panne, une arrivée à un guichet" ,J, Notons 
TI le temp:; d'nUente de la premîère réalisation deA. 

3 
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On suppose la situation suns mémoîrc, c'est-ô-dire que, pour f > 0 donné, 
la loi de TI t sachant que TI > 1, eSlla même que celle de TI. 

Alors TI suit une loj exponelltieHe E{Xl. 

>- Poursuivons tes ohservatîons de A et notons TI;. le temps qui sépare la 
(k 1 Hème et la k-ième réalisations de A. 

L'absence de mémoire condnit à supposer que les variables aléatoires h 
sont indépendantes ct suivent toutes la même loi gue Tl, 

Dans t:e cas. lu variable aléatoire 

suit la loi de Erlang de paramètre À. 

~ On appelle processus de Poisson )a suite de variables aléatoires h va
leurs entières définie par: 

(,:'cst-à-dirc le nombre de réalisations de Il avanl l'instanl!. 

Propriétés 

» La loi ùe X(w, 1) est la loi de Poisson de paramètre À/. 

On a donc E[X(w, 1)~ = À, c'est-à-dire que À est le nombre moyen de 
réalîsatîons de A par unité de temps. 

» Si 0 < l, < 1,. 1" loi de X(w, l,) - X(w, Ir) est la loi de Poisson de 
paramètre À (1:.: -- ! 1). 

MOUVEMENT BROWNIEN 

Définition 

Le mouvement brownien est le processus B défini par les trois propriétés: 

-B(w,O) D' 

- B(W,r,) - B(w. III suit la loi normaleN(O, Vii, :...~); 
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- pour tOlite suite llliic 0 < 1[ < 12 < ' .. < tll.les variables aléatoires 

B({/J: fI), B(l:} .. I,) - B(üJ. f]).. "(w f) B( ) _ , . , v _ : Il - lti, lll~ 1 

sont indépendantes. 

Fonction d'autocorrélation 

3 
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Estimation 

GÉNÉRALITÉS 

Échantillonnage 

)Jo. On s'intéresse il l'élude d'un caractère dans une population fllaquclle 
on n'a pas accès. Si on eXlrait plusieur.<; échantil10ns représentatifs de taille 
n fixée. les di Ffél'cnccs observées entre les résultats obtenus sont dues à des 
tlucluations d'échantillonnage. À partir d'un échanliHon, un n'il donc pas 
de certiludes, InillS des estimations de paramètres. 

>- L'édmn!i1lonnage est dit non-exhaustif si le lîragc des il individus 
constituant l'échantillon H lieu avec remise. 

Il esl exhaustif si le tinuze est réalisé sans. remisè. En fuit, le plus souvent 
la taille d'un échantillo~ est faible par rapport à cell" de la population et 
on assimile alors l'échantîHonnage au cas non-exhaustif. 
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>- L'échanlillon ulilisé doit être représentalif de la population, c'est-à
dire reproduire les catégories perlinentes pour r étude effectuée. Pour un 
sondage d'opinion on reproduit les lTat1ches d'âge. mais on ne tient pa..'i 
comple de la couleur des cheveux. 

>- L'échantiflon doit être cDnstitué de manière aléatoire et non par volon
tarîat (ce sont les râleurs qui téléphonent), ou par commodité (prélever des 
épis de olé seulement en bordure du dmmp). 

>- Pour estimer un paramètre {} relatif à la population on utilise, soil une 
estimation ponctuelle (un seul nombre), soit un Întervalle de confiance 
ùans lequel 011 peut sÎluer 0 avec un risque (1' choisi, 

Estimateur 

>- Une vminble aléatoire ~I' associée il un échantillon de taille 1/, est un 
estÎmateur sans biais d'un parumètn:: (1 si é(T,/):::::: (J. Dans le cas contraire, 
J'estimateur est dit biaisé. 

T,/ est asymptotiquement sans biais si Hm E(T,:) = Fr 
!/""-x' 

>- Tu est un estimateur convergem de Il si la suite {T,I) converge en proba- 3 -
bilité vers f), c'~st-à-dire: 

98> [) lim P lIT" -~ 01> e) = O. 
l!~iX- ' 

Pour ccci. il suffit que ~I soit sans biais cl que lim V<T.I) = o. 
Il-X 

La variance étant un îndicateur de dispersion, on préfère un estimateur 
sans biais, convergent. dont la variance soit aUSSI faible que possible. 

Maximum de vraisemblance 

Sail )( une vmiable aléatoire. définie sur une population. dépendant d'un 
paramètre (J à estimer. 

On dispose d'un échantillon de taille 11 dont les valeurs observées. sont 
Xl- .• ' ~Xf). Ce som les valeurs prises par des variables aléat.oires notées 
Xl~ ... ,XII' 
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La foO(:tjoo du maximum de vraisemblance esl définie 

dans le eas où X est une loi discrète par: 

" 
L(x"", ,x",IJ) = TI PC( =x,}; 

Î::::l 

dans le cas oÙ X est une loî continue admettant une densité}' par: 

" 
L(x"", ,x"' ln = TIfÙi, 8), 

{::::I 

La méthode du maximum de vr..tisemblance consiste fi choisir comme es
timation de (1 la valeur qui rend maximale la fonction: 

» Remarques 

La fonction L étant en général ~(rîctement posilive, il est équivalent de 
maximiser ln L 

La méthode du maximum de vraisemblance néc.:essite J'emploi d'un o[di~ 
nalCUf. Elle se généralise à r estimation simultanée de plusieurs paramè
tre;;;, 

Quantité d'information de Fisher 

» Définition 

La fonction du maximum ùe vraiscmbhmce étant supposée de classe C2 par 
rapport à H, ta quantité d'information apportée pm l' échantiHon est définie 
(sous réserve d'existence) par: 
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,. Inégalité de Cramer-Rao 

1 
V(T,,) ~ 1,,(0) 

» Estimateur efficace 

Un estimateur est efficace s'il est sans biais, convergem et conduit à une 
égalité ùans l'inégalilé de Cramer-Rao, 

Il est alors de variance miuimum parmi les estimateurs sans biais. conver
gents, posssédant une variance. 

S'il existe un estimateur emcace de 8. on est sûr de l'obtenir par la 
méthode du ma.-ximum de vraisemblance. 

ESTIMATION D'UNE MOYENNE 
ET D'UNE VARIANCE 

Notations 

On émdie sur lu population \10 caractère quantitatif X dont la moyenne f1 
et la variance (J': sont à estimer. 

Pour un échamïllon de taille Tl, on note XI: " , "XII les valeurs observées ct 
X 1 ~ •••• Xu les variables aléatoires a5!-locîées. 

On définît deux variables aléatoires: 
_ 1 Il 

X = - L Xi qui prend pour valeurs les moyennes des échantHlons de 
Il 

i'=l 
,uille Il: 

l " V,. = ····2:)Xi -
/1 

i=j 
qui prend pour valeurs les variances des échantillons 

de taille Il. 

3 
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Estimation ponctuelle d'une moyenne 

»> Théorème 
, 

_ (r 

Probabiliœs 

E(X) = /1. VIX) = -, 
" 

X est donc nn estimateur sans biajs. convergent, de JL. 

Dans la pratique. on dîsposc d'un seul écbantillon el on retient comme 
eslimation de lu moyenne théorique fIla I1lOyenne.r de J'échantillon. 

Estimation ponctuelle d'une variance 

»> Théorème 

'" n-1.., 
El V,,) = -- ,r. 

" 
V .. est donc un estimateur biaisé de (Tl. Pour obtenir un estimateur non 

b,' .. 'd' S' "V C ct ' lalse ou consi en: - = --'~I ," -es cux estImateurs sont convergents. 
11 --~ 

Dans la pratique. on dispose d'un seul échantillon el on retient comme 
c1'timation de la variance théoricJue (T

2 la variim.:c estimée: 

1 
H 

s- = -- (Xi - X)-. , L ' 
n-l 

l::::l 

On estime aussi (j par s, bien que cette estimation soit biaisée. 

Attention aux notations choisies selon les critères: en grec ce qui 
concerne la population, en lutin ce qui concerne l' écban1iHon; et 
récriture la plus simple pour la notion la plus importante, 

Certains auteurs noIent s:'la variance de J'écbantillon au lieu de 1f,: id. 
, Il 

Remarquez que r = -- p';' 
Il - 1 
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Estimation d'une moyenne par intervalle de confiance 

»> Cas d'une population gaussienne (0" connu) 

Si X suit une loi normale, alors X suit la Joi normale}f (J.L; (]') 
JÏÏ' 

Pour un risque a: donné, on 1ît J'écart~réduit Ua dans la LUble 2 et on peut 
affirmer, avec un risque Œ de se tromper. que: 

soit: 

(]' a [ uü-r.x+lIu r.:. 
Vil VU 

»> Cas d'une population gaussienne (a inconnu) 

La variable :déatoÎre T = X - suit la loi ùe Student à l' ;;:: Il _ .. 1 degrés 

de liberté. 

Pour un risque ct donné. on lit le nombre t (l dans la table 3 et on peut 
affirmer (au risque œ) que: 

Il E ]:r 

»> Cas d'une loi quelconque et d'un grand échantillon 

X-Il, ., 
Si Il ;:? 30, la variable aléatoire U = -',;:-- smt approxlnlatlvemenl la 

, v'n 
101 normale centrée rédnite, Lïntervallè: ùe conllance de J.L (au risque IJ') 
s'écrit ùonc : 

3 
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Estimation d'une variance par intervalle de confiance 
(population gaussienne) 

Il 1 " . 1 . cl Si X suit une 101 normale, la variable aléatoire Y = S- SUIt a 101 il 

x 2 à JI =. 11 - 1 degrés de liberté, 

Pour 0.' donné. on délcnnine les 
nombres a ct b tell' que 

. Cl! _ ct' 
PO''' ~ a) = :::;- ct P(Y ): h) , 2 

Au risque a. on peul alors atlirmer que: 

1 
" , " 

E (1/ - !).,~ . (1/ - llS:'l! . 
.' {J (l 

Si on ne dispose que de tables sur papier. pour Il > 3 [ on ne peur pas 
lire'à et h. On UliliscntJol's l'approximntiol1 signalée en bas de la table 
3. ce qui conduit à : 

ESTIMATION D'UNE PROPORTION 

Notations 

Si la population est formée d 1 individus ayant ou non un caractère A. un dé
finit ln variahle aléatoire F qui prend pour valeurs les fréquences observées 
de.it sur des échantillons de taine 11, supposés lirés avec remise. 

Soit JI la probabililé pour tIu 'un individu, pris au hnsurd dans la population, 
présente le caractère A. C'est p quïl s'agü d'estimer. 
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Estimation ponctuelle d'une proportion 

". Théorème 

1'(1 -l') 
E(F)=fJ Il(F) = --_. 

II 
F est donc un estimateur sans biaÎs. convergent de p. 

27S 

Dans Ja pratique. on dispose d'un seul échantillon el on relient comme 
estimation de la proporlion lhéorique p la rréqucm:ef de J'échantillon. 

Estimation d'une proportion par intervalle de confiance 

nP, nombre d~individus ayanllc caractère A dans un échantillon de taille H, 

suit la loi binomîale B(u:p). On peut en JéuuÎre un intervalle de confiance 
de p par cumul de probabilités élémentaires.ce qui est très pénihle sans 
ordinateur. 

Si On peut approximer la loi binomiale par une 10j de Gauss. alors 

'1 F /'. '. 1 l' l ' . L = ~ sult apprOXll11atlVe01ent a 01 norma c œntree rédUite. 
1'{I~I!J 

" On peul donc dire (au tisquc cr) que: 

. 11'(1-1') _" //1(1-/1) 
j - U,,\;-_···- ~ l' '~.T + Il;> V <---. 

V n Il 

Pom expliciLcr les bornes, deux points d~ vue sunt possihles. 

Remplacer p par F cc qui donne l'intervalle de conrium:e: 

if 

Mais comme 11 est supposé gr'.md. il s'ugit d'Ulle différence sans consé
quence. 

3 
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Tests statistiques 

GÉNÉRALITÉS 

Test d'une hypothèse simple contre une hypothèse simple 

".. Objectif 

On formule une hypothèse nulle (Ho) qu'il s'ugit de rejeter ou ùe valider. 
Si la conclusion est le rejel de (Ho), ce :-lem au bénéfice d'une hypülhèse 
ulternative (HI) précisée au prêaluble. Par défaut. il s'agit du contraire de 
(Ho)· 

".. Risques 

L"Înformi.üion étant incomplèLe. toute décbion est associtSc h une prise de 
nsqllC. 
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Si on décide que (Ho) est fausse. le risque Je se tromper est noté cr et 
s~ appelle risque de première espèce. 

Si on décide qLH: (Ho) est \'l'aie, le risque de se tromper est nOlé f3 el s"ap
pelle risque de deuxième espèce. 

Le concepteur d'un nouveau test s'intéresse il la puissance du lest qui est 
1 {J. 

L'utilîsuteur d'un test s'intéresse au risque ex el ses conclusions sont donc: 

(Ho) rejetée au risque CI:: 

(Hf!) non rejetée (ou ;}(:(:cpLée) au risque 0'. 

".. Fonctionnement 

Dans chaque situl.ltîon. on dispose d'un théorème dont te schéma est le 
snÎvant: 

Si (Ho) est vraie, et si on a des hypothèses de fonctionnement, alors une 
variable ùe décision X suit une loi théorique connue. 

On rëp~rë la valeur iùéale qu>;;! clevraÎl pfènùre X. On choisit Ull risque Œ ~'3~" 

(souvent 0 1 05) et on ùétermine une zone (souvent en ùeux morceaux), de 
probabilité cr, éloignée de cette valeur iùéale. 

fJ. 

2 

/ / ///;4 

Ho rcjeiêc 

cr 
2 

1//////) 

Ho rejetée 

Si la valeur prise par X appartient ù cette zone critique, on décide de rejeter 
(Ho) au risque Œ: sinon on accepte (Ho). 

les logiciels déterminent souvent le risque minimum a pûUf lequel on 
rejette (110 ), Il vous reste alors ft apprécier si ce risque est acceptable 
ou non. 
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Exemples d'utilisation 

> Comparer un échantillon à une référence théorique 

L"hYPolhèse (lfo) consiste il supposer que les différences observées sont 
suffisamment faibles pour être explicables par les hasards du tirage au sorL 

11 s'agit d'un test de confonnité. 

> Comparer plusieurs échantillons 

L'hypothèse (Hn) consiste à supposer qu'ils proviennent d'une même po
pulmion, c' est-à-dîre que (es différences observées sont explicables par les 
fluctua lions d~ échantillonnage. 

Il s'agit d'un test d'homogénéité, 

COMPARAISON DE DEUX FRÉQUENCES 

Comparaison d'une fréquence expérimentale 
et d'une fréquence théorique 

> Position du problème 

Dans une population, on étudie un caractère slatistique à deux modalités A 
et A; par exemple. dans une production, une pièce est défectueuse ou non. 

Soit p la fréquence d'apparition de A dans la populaGon elf la fréqnencc 
d'upparition de A dans un échantillon de taille Il. Le problème est de savoir 
si la différence entre f el l' est significative. 

Notons F la variable aléatoire dont! est une réalisation sur un échanrnIon 
de taille II. 

> Hypothèse nulle 

(H(d : la fréquence observéef esi conforme il la fréquence théorique p. 

On va effeclner un test bilatéral si (H,) est le contraire de (flol, 
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Mais il est possible que f soit a priorî supérieure (ou inférieure) il p. Il 
s'agit alors d'un test unilatér.:tl où (HI> s'écrit: la différence entref etp est 
trop importanle (avec un signe connu au t1éparO ponr être explicable pur 
les HucLumions d'échantil1onnagc, 

> Théorème 

Supposons que r on puisse approximer la loi binomiale par une loi nor
mule, soit Il ;?: 30, fljJ ;3- 5 et 11(1 - p) ;3- 5. Alors, si (Ho) est vraie, la 
vnriable aléatoire 

u= F-p 
!Ml':-i;)-

V /1 

suit approxirnati velTlent la loi nmmale cenlrée réduite, 

> Décision 

On calcule la valeur li prise par U. Le risque a étant cholsi, on conclut 
suivant la zone où sc situe u. 

Ho 
rejetée 

Test bilatéral 

Ho 
rejeté!.! 

Te~t unilatéral 

Ho rejetée 
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Comparaison de deux fréquences expérimentales 

»- Position du problème 

Dans deux populatious PI et P"l, on étudie un caractère statistique il deux 
modalités A et A, Les fréquences d'upparition de A duns les populations PI 
et P'! sont les nombres (inconnus) {JI et P2. 

De PI et P,!, on extr-.ait deux échantillons de tailles 111 elH:; dam lesquels 
les fréquences obsetvêes de A soutI, eth Le problème est de savoir si la 
différence enlre.fi et.f2 est significative, ou, au contraire, explicable paf les 
fluctuations d'~chantillonnug\!. 

»- Hypothèse nulle 

(Ho) :PI =P2 =p, 

Sî des raisons expérimentales a priori le justifient. nn peut faire un test 
unilatéral. Par défaut, le test est bilatéral. 

»- Théorème 

Sous (Hu), on peut réunir les deux édmntillons et estimer p par: 

La variable aléatoire 

u 

sulL approximativement la loi normale centrée réduite, 

»- Décision 

Comme dans Je test qui précède; seule la formule de calcul de H diffère. 
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COMPARAISON DE DEUX MOYENNES 

Comparaison d'une moyenne expérimentale 
et d'une moyenne théorique 

»- Position du problème 

281 

Dans une population. on éludie un camdère quantitatif X et on note 
E(X) IL et \/(X) = fT'-

Sur un échantillon de taBle Il, les mesures observées unt pour moyenne x . .," et pour Vaflan.:e esllmee s-, 

On connait x, s::' et J.L et il s'agit de comparer x el p.. 

»- Hypothèse nulle 

(Ho) : X est conforme à )1.. Il n'y a pa~ de différence significative entre la 
moyenne observée el la norme théorique. 

Si des raisons expêrimemaJes a priori le jusli IienL, ou peuL raîre un lt.'st '3 
unilatéral. Par défaut, le test est bilatéral. 

»- Cas d'une population gaussienne (u connu) 

, ,. LI X l' '1 l ' 1 t' 'd 't La vanuble alealOlre = -,,- SUIt a OJ norma e cen ree re -Ul e, 
.,/ïi 

La règle de décision en résulre (cl premier teSL sur les fréquences). 

»- Cas d'une population gaussienne (fT inconnu) 

La variable aléatoire T = X --~ suit la loi de Student ~l 1) = tl - l degrés 
vii 

de Iibené, 

La règle de dècîsion est analogue ft ce qui précède, en remplaçant Il(~ (table 
2) pur 1" (table 3), 



". Cas d'une loi quelconque et d'un grand échantillon 

Si Il ~ 30. la variable al~uioire U = X ~ f1. suit approxirn:.lliveml!lll la toi 
,.Iii 

normale centrée réduite, 

Ln règle de décïsiol1 en résulte, 

Comparaison de deux moyennes expérimentales (échantillons 
indépendants) 

". Position du problème 

Dans deux populutions Pl el P"!., 011 étudie tille variable aléatoire X. On 
noLe: 

III et (fT la moyenne et la VaritHICe ùe X Llans Pl : 

J.lz et (T~ la moyenne ct la variance ùe X ùaus p.:!. 

Tous ces nombres saul Îuconnus. 

Dc Pl, on extrilÎl un éehantillon de mille fil pour lequcl on cakule la 
moyenne l J et la variance estimée si. 
De P2- on extrait un échantillon de taille w! et on calcule X:; el 

Le prohlème est de savoir si la différence entre XI et 1'2 est significative, 
ou. au contraire, explicable pal' les fluctuations d'échantillonnage, 

". Hypothèse nulle 

(Ho) : 1"1 = /.LI· 

Si des raisons expéLirnentales a priori le justifient, on peut faire un test 
unilatéral. Pm défaut. le test est bilatéral. 

". Cas de grands échantillons 

Sî 11J )! 30 ct JJ~, ?-; 30, sous (Hn). la variable aléatoire U = 

approxi mativemem la loi nOlmak centrée réduite. 

La règle de décîsion en résulte. 

". Cas de petits échantillons extraits de populations 
gaussiennes 
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Faisons l'hypothèse supplémentaire (TT = (T~ (à tester au préalable). Celle 
valeur commune fT:' est alors estimée par : 

... ., (Ill ,r ~ ;-'_~CL~-,,:;-~= 

Duus cc::;: hypothèses, la variable aléutoÎre 

T 

suit la Jal de Sludent ft l' III + 112 .~ 2 degrés de liberté. 

La règle de décision cn résulte, 

Comparaison de deux moyennes expérimentales (échantillons 
appariés) 

". Position du problème 

Deux échantillons sont appariés s! les mesures sont aSf;ociées par paires; 
c'est-à-dire que chaquc mesure Xu ùu premier échantillon est associée à la 
mesure X:u du deuxième échantillon. Cela eu traîne la condition nécessaire 
I1j=n2::;;;11. 

Pour étudier l'efficacité d'un traJtemcnt il faut compnrer des individus 
avant el: après tmitement. Si les individus sont înterchangeab1cs. 
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on prend deux échantillons indépendants. Mais s'il y a une forte va
riabilité individuelle, on considère les mêmes individus avant ct après 
traitement et les écimntiJlons sont appariés. 

» Hypothèse nulle 

(Ho) : ILl ILl· 

(H,) : ILl i ILl (lest bilatéral); ILl > ILl (ou <) (leslunilaléml). 

» Décision 

Pour ne pas perdre le caractère apparié des deux échantillons, on ne consi
dère que les différences a, = XJj -- X2,i-

L'échantillon des différences a pour moyenne (j et pour variance 
es limée s~, 

L'hypmhèse nulle signifie que la moyenne théorÎquc des différence;.> est O. 

On est donc ramené à_la comparaison d"une moyenne expérimentale Ci cl 

d'une moyenne théorique O. 

COMPARAISON DE DEUX VARIANCES 

Comparaison d'une variance expérimentale et d'une variance 
théorique 

» Position du problème 

Avec les notations déjà Îmroduiles, il s'agit de comparer la variance (Tl 

d'une population et la variance cstîmée S2 calculée sur un échantHlon de 
tuille n. 

La répétabilité d'une méthode de dosage peut être quantifiée par la dis
persion des mesures obtenues. Pour apprécier la qualité d'une nouvelle 
méthode, on peut comparer la variance obtenue S2 avec la variance de 
rélërence u 2

• 

» Hypothèse nulle 

(f-/{J) : pas de différence signitkutive entre s2 el (Tl, 

» Théorème 

Si la populaLion est gau:;'!-jÎenne. sous (Ho), fa variable aléatoire 

y Il -- 1 , 
~-,- S-

0"-

suit la loi du ,y2 ft p ;;;; Il - t degrés de Iihené. 

» Déôsion 

Pour œ choisi. on lit a et b 
dans la lable 3. 
On calcule la valeur y prise 
par y et on conclut 5uivanlla 
zone où se sÎtue cette vaJeur. 

Ho rejèlée 

Comparaison de deux variances expérimentales 

» Position du problème 

285 

Hu rejetée 

On utili:>e Jes même notations que dans la comparaison de deux moyennes 
expérimentales d'6,:hantitlons indépendant:.. II s'agit de comparewr s'2 ct 
s~, c"est-à-dire d'effcctuer le lest préalabJe pour comparer les moven!nC:i 
d'échantillons de petites lailles dans le cas de populations gî]usiiien~es. 

» Hypothèse nulle 

3 
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» Théorème 

Sî les populations sont gaussiennes. sous (Ho), la variable aléatoire 

S' 
F = " ~ suit la loi de Snedecor à (n 1 J, Hl - Il degrés de liberté. 

85 

» Décision 

On pourrail calcuier f et décider cn roncll0n de la zone où Se situe cette 
valeur. 

J" 
" 

o 

I\1uÎs les tabJes Oe fournissent que j~r. De ce fait, on permute si nécessaire 

les deux échantiHons pour que ~ 1. 

On compare alors ce quotient àfft • 

Attention à permuter éventuellemeut les degrés de liberté, Et regardez 
bien le graphique pour ne pas vous tromper de table: à droite defrr il 
n'y a que la moitié du risque. 

Tables 
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1 TABLE 1 

Fonction de répartition 
de la loi normale rédoilc 

Si U suil la loi norffiale ri:duilc, pour 
x ç 0, lu Labie donne la valcm : 

((l(x) = P( U ~ :'1:). 

La v:\lenr x s'oblienl pur addition des 
nombres inscrils en marge. 
Pour x < 0, on a : -

(1)(;0;:) = 1 - 'p( - x). 

, 0,00 D,Dl D,OZ 0,03 O.D~ 

0.0 0.5000 0,5040 0.50B 0 0,5120 0.5160 
0.1 0.539 Il 0,54311 0,5470 0,5517 0.5557 
0.1 0.5793 0,5032 0.5B71 0.591 () 0,5940 
O.J 0,617 9 0.6217 OJiZ55 0.6293 o,m 1 
O .• 0.6554 0.6591 0,6628 0.6664 0.6700 

0.5 0.601 5 0.6950 0.6905 0,701 li 0.7054 
0.6 0,725 7 O,n91 0,7324 0.7357 0,7389 

'.7 0.1500 0.7611 0,7642 0,767 3 0,7704 

••• 0.1001 0.7910 0,7939 0.7957 0,799 5 
O •• O,BI59 D,BIO 6 0,0212 0,823 0 O,B154 

1.' 0,0413 0,843 B 0,0461 0,0485 0,0500 
1.1 0,0643 0,8665 0,060 fi 0,8700 0,072 9 
1.1 0,0849 D,B069 D,BOO 0 o,B90 7 D,ms 
1.J 0,9032 0,9049 0,9066 o,ooa 2 0,9099 
1.' 0,9192 0,9207 0,9221 0,923 6 D,ml 

1.5 0,9331 0,9345 0,9357 0,937 0 0,9302 
1.6 0,945 Z 0,9463 0,9474 0,9404 0,9495 
1.7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 
1.' 0,9641 0,9649 0,9656 O,9S64 0,9671 
1.' o,m 3 0,9719 0,972 6 0,9732 0,973 B 

1.' 0,977 Z 0,977 B 0,970 J 0,970 a 0,9793 
1.1 0,9821 0,9016 0,9030 o,~03 4 o,9B3 D 
1.1 0,9851 0,9854 0,906 D 0,9071 0,9875 
1.3 0,939 J 0,9896 0,9B9D 0,9901 0,9904 
1.4 0,9918 0,9910 0,992 2 0,992 5 0,9927 

1.5 0,99311 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 
1.' 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 
1.7 0,9955 0,9956 0,9957 0,996 B 0,9969 
1.' 0,9974 0,9975 0,997 6 0,9977 0,9977 
1.' o,99B 1 o,99B 2 D,m z O,99B 3 0,9904 

Tab/es 

0,05 0,06 0,07 0,03 D.O~ 

D.m n 0.5239 D.m ~ 0.5319 D,mS 
0.5596 0.563 fi 0,567 5 0,57\ 4 0,5753 
0,5907 0.6026 0,6064 0,6103 0.6141 
0.636 B 0.640 fi 0.544 3 0,6400 0,5517 
0,6736 0.677 Z 0,6800 0.6644 0.6B79 

0,70B 8 O.712J 0,7157 0.7190 0.7224 
0,7422 0.7454 0.1486 0.7517 0,7549 
0.7734 0.7764 0,7794 0,7023 0,7052 
0,8013 0,0051 0,807 B D,BIO 6 0,0133 
D,m 9 0,0315 (J,BJ4o 0,8365 O,83B 9 

o,m 1 0,8554 0,0577 0,6590 o,m 1 
0,6749 0,877 0 0,8790 0,0010 0,0830 
0,0944 0,0962 0,8900 o,m7 0,9015 
0,9115 D,ml 0,9147 0,9162 0,917 7 
0,9265 0,9179 0,9291 0,9305 0,9319 

o,m 4 0,9406 0,941 B 0,9429 0,9441 
0,9505 0,9515 0,9525 0,053 5 0,9545 
0,9599 0,9608 0,961 li D,OS25 0,963 J 
0,867 B o,91i0 6 0,9693 o,9u99 0,9705 
0,9744 0,9750 0,975S 0,9761 0,9767 

0,979 B 0,9803 0,9808 0,981 Z 0,9017 
0,984 Z 0,9846 0,9850 D,Sa54 D,90S 7 
0,907 B 0,9881 0,9004 0,9087 O,9B90 
O,990 6 0,990 Il 0,9911 0,9913 0,991 Q 

0,992 9 0,9931 0,9932 0,9934 0,9935 

0,994 fi 0,9946 0,9949 0,9951 0,9952 
0,9960 D,ml 0,9952 0,9953 0,9954 
0,9970 0,!I971 0,9972 0,9973 0,9974 
0,9970 0,9979 0,9979 O,99B 0 0,9901 
O,99B 4 0,9985 0,9905 0,9986 0,9986 

Tab/es 

1 TABLE 21 

Loi normale réduite 
(table de l'écarl réduit) 

Si U est une variable alcntoire qni suit la 
loi normale reduite,la wble donne, pour 3. 

choisi, la valeur 11, telle que: 

P(IUI ~ Il,) = 2. 

La valeur 3. s'obtient par addilion des 
nomhrcs inscrits cn marg~, 

" 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 

0.0 u::;' 1,576 2,J26 2,170 2,05.:1 
0,1 1,645 1,598 1,555 1,514 1,476 
0.1 1.282 1.254 1,227 1.100 1,175 
0.3 1,036 [,015 0,99<1 0,974 0,954 
OA 0,842 0,824 0,806 0,7S9 0,772 
0.5 0,674 0,659 0,643 0,628 0,613 
0,6 0,524 0,510 0,496 0,482 0,468 
0,7 0,]85 0,]72 0,]58 0,345 0,3]1 
0,8 0,253 0,240 0,228 0,215 0,202 
0.9 0.126 0,11] 0,100 0,088 0,075 

2B9 

a 
;: a 

;: 

o 

0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

1,960 I,HHI 1,812 1,751 1,695 
1,4.:10 1,405 1,371 1,341 1,311 
1,150 1,126 1,103 1,080 1,058 
0,9]5 0,915 0,896 0,878 0,860 
0,755 0,7]9 0,722 0,706 0,690 
0,598 0,58] 0,568 0,553 0.539 
0,454 0,440 0,426 0,4 [2 0,]99 
0,319 0,]05 0,292 0,279 0,266 
0.189 0,176 0,164 0,151 0,1]8 
0,063 0,050 Om8 0,025 0,01] 
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fTAliLE!] 
Lois dc Pearson 
ou lois du Il. 

Si y~ CSl Ulle variable nlca!oire qui suit 
la loi du Z2 n l' degrés de lîbctlé, la lable 
donne, pour rt choi"'1, le nDmbré z; te! qne 
Pi y~ po ;d) Ci. 

~. 
0.99 ! 0.975 

~. 

0,95 0.9O 

, \i -~-
1 0,00(11 0,001 , O,f104 ' 0,016 
2 0,02 O.OS 0.10 i 0.1! 
3 0.12 0,22 D,}' 0.58 
4 OJO GAS 

i 
O.7t 1,06 

5 0,55 0,83 1.15 1,61 
6 0,87 1,24- 1,64 2,20 
7 1,14 1,69 2,17 2JG 
S t,6S 2.18 l.73 3,49 
9 2,09 l3J 4,17 

10 2,56 3.94 4,87 

Il 3,05 J.S2 4,57 5,58 
12 1.57 MO 5,1) 6,:.10 
Il 4,11 sm :\89 7,04 
14 4,/56 5,63 6.57 7.79 
15 5.23 6,26 7,16 S,55 
16 S.RI 6,91 7,96 9,:H 
I7 <>.41 7,56 8.67 10,08 
18 7,01 8,33 9,19 10.86 
19 7.63 8.91 10,12 lL65 
20 8,26 ".59 10,85 12A4 

21 8.90 Hl,lB 11.59 
1

13
.
24 

.22 9,54 10,98 1234 14.1)4 
23 JO,20 11,69 IJ,09 ,14,85 
14 10,86 12.,-J.O 13,fl5 : l5Ji6 
25 Il,52 , !J,U 14.61 ; 16,47 
26 12,10 : 13,8'" 1.5,3& 1 17 ,29 
2J 12,88 ,1457 16,15 ' 18,11 
28 13,57 

1

15.31 ,16,93 : 18.94 
29 14,26 : 16,05 ' 17.71 ; 19,77 
JO :14,95 , 16,79 i 18,49 

1
20•60 

1 

: 
O.025! 0.0> 

1 

(I,}() 0,05 

--
1,71 3,B'" 5,02 6,63 
4,61 5.99 7.38 9,21 
6,25 7,8! 9.35 Il,34 
7,78 YA9 H,14 13.28 
9,24 11,07 12,83 15.09 

10.(", 12,59 14.45 lfi,!!1 
Cp:: I4,07 16.01 18,47 
13.36 15,51 17,53 20,09 
14,68 16.92 19,02 21,67 
15,99 lHJl 20,.;'8 23,21 

17,27 19,67 21,92 14,72 
18.55 11,03 D.l4 :!6,:!1 
19,81 .22,36 24,7.4 27,69 
21.06 23,68 26,12 29,14 
21,3! 25,00 17,49 :m,5B 
23,54 26,3(} 28,8-t 32,00 
1.4.77 27.59 30.19 33,41 
1::,99 28,87 31.53 34.S0 
27,20 30,14 32,85 36,19 
28,41 31AI 34,17 37,57 

29.61 31.67 35,48 ),.93 
30,81 33,92 36,78 40,29 
32,01 J5.17 jB.OS ~ 41,64 
33,20 36.41 39,37 ]41,98 
34.38 37.65 .!06~ 4.!.3J 
35,56 . J~,8S 4Ù2 ! 45,6~ 
3f.74 

1

40

'11 

4::1,19 , 46,96 ; 
37,92 "'U'" 44,46 i 48.28 
39,09 43,.56 -t5.n 49,59 
.JO,26 43.77 46.9g , 50,89 

LOf3que le tlegr6 de liberl":' )' eSl te! que l' > 30, lu variable aléatoire : 

u= .. -./2'.-! 
suit a petl pr~;; la loi normale réduite. 

0,001 

10,83 
13,82 
16,27 
\8,47 
20,51 
22,46 
24.32 
26.0 
17,88 
29,59 

] l.16 
32,9i 
34.53 
36,L2 
37.70 
J9.25 , 
40.79 
42,3 1 
43,82 
45.32 

46,80 
48.27 
49,73 
51.18 
52,62 
54,05 
55,48 
56,89 
58,30 
59,70 

Tables 
.. _--_ .... _-_ ...... _-_ ..... _--

[TABLE .. 1 
Lois de Sllldenl 

$î T e~\ une variable aléawire qui sui! lu 
101 de Studenl ill'dcgrc~ de libcrl"':.la lilble 
donne. pour il cboisi. ie nombre !, ,el que 
PliTI? f~)=Ç( 

~" 0.90 0,50 0,30 , 0.20 
,. \ 

1 O.J5B 1,000 1.963 3,078 
2 0.142 0,816 IJS6 1.886 
3 0,137 0,765 1,150 1,63tl 
4 0.134 0,741 1,190 [,533 
5 0,132 0,727 1,156 l,.!76 
6 0,131 0,718 1,134 t,MO 
7 0,130 0,711 1,119 1.415 
8 0,130 0,706 1,108 I.J97 
9 0.119 0,103 1,100 1,383 

10 0,129 0,100 \,093 !,Jn 

" 0.119 0,697 I,OSB l.363 
12 0.128 0.695 1,010 1,356 
13 0,12S 0,69.4 1.079 1,350 
14 0,118 0,692 1.076 1.345 
15 0.12l! 0.691 l,ON U4! 
'6 0.12:1 0,690 1.07 [ 1,337 
17 O,llf1 0.689 1.069 1.333 
18 0,127 0.688 l,(l67 1,:'130 
.9 0,117 0.688 1,066 1,328 
20 0.127 0,687 1,064 I,325 
21 0.127 0,686 1,063 1.323 
22 0.117 0,686 1.061 1,321 
13 0.127 0,685" 1.060 1,319 
24 0,117 0.685 1,0::9 U18 
25 0,127 O,68J I,05l\ 1,316 
26 0.127 0,684 1.058 l,315 
27 D,In 0.684 1,057 l.3l4 
28 0,12? 0,6S) 1.056 1,.11) 
29 0,127 0,683 1,055 1,3Ii 
30 

1 

0,1:17 0,6l$} 1.055 1.310 
40 0,126 , 0,681 1,050 : 1,303 
&0 , 0,126 i 0,679 1,046 1,296 

120 ; 0.126 , 0,677 1,041 1,289 , 
x 0.126 1 0,674 1,036 1.282 

! ! 0,10 0,05 , 0.02 0,0] O,ooJ 

1 

6,31 .. 12,706 31,811 63,657 : 636,619 
2,920 *,303 6,965 9.925 : 31.598 
2,153 3,IS:: 4.541 5,8~1 12,914 
2,13"2- 2,776 3,747 4,604 8,61(} 
2.015 1,511 3~65 *,032 6.869 
1,943 2,447 3,l43 3,J07 5.959 
l,g95 2,365 2,998 JA99 5.4Œl 
Ul60 2,306 2,B96 3,355 5.ü41 
1.833 2,262 2,821 3,250 4.18I 
LBl2 :;,228 2,764 3,169 4.587 
1,796 2.201 2.718 3.106 "'A37 
1.781 1.179 2.681 3,055 4.1IH 
1,771 2.160 2,650 3,012 4,221 
1,761 2.145 2,624 2,977 "'.140 
1,753 2,13! 2,602 2,947 4,073 
1,746 2,120 2,:83 1,921 4,015 
1.740 :UJO 2,561 2,898 3,965 
1.734 2,101 2.552 1,878 3.922 
1,729 2,093 2.539 2,86! 3,883 
U25 2,036 2.528 2,H45 3J!50 
1.721 2,OgO 2,518 2,331 1.R19 
1,717 2,014 2,508 2,lH9 3,792 
1.714 2,069 2,500 2,807 3.767 
1,711 2,064 2,..\92 2,797 3.745 
1.705 2,060 2,485 2,787 3,725 
1.706 2,056 2.479 2,779 3,707 
1,703 ~O52 2,473 1.771 3.690 
1.701 2.0-13 1,467 1,763 3.674 
1,699 2,()..IS 2,462 2,756 : 3.659 
1.697 2,042 2AS'] , 2,750 ' 3,646 
1,684 2.Q2j 1 1,423 2,704 ; 3,55l 
1.671 ! .2,000 ' 2.390 2.660 1 3A60 
1,653 1.980 i 2.358 2.617 3J7J 

1.645 
1 

1.960 1.326 0.5J6 i 1,291 

Lor3quc le degIe de Hbc:rle est illnni. il ;;'ll~it du nombre Il, corrc!'pondrmt à la loi 
nnrmale centree rcdulte (rf Ü1;'!c 2), 

291 
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1 TABLE'S 1 

Lois de Snédécor (1% = 0.025) 

Si F CSI uue variable aléaloire qui mil la 
loi de Snédécor il h, 1'1) degrés de liberté, 
la table donne le nombre f~ tcl que 
P(F ~ .~) = :l = 0,025. 

~ 1 2 3 4 5 
\'2 

1 648 800 8fi:.j 900 922 

6 

937 , 38,5 39,0 39,2 39,2 39,3 39.3 
3 (7,4 16,0 15,4 15.1 [4.9 14,7 
4 12,2 [0,6 9.98 9,60 9,36 9.20 
5 10,0 S,·D 7,76 7,39 7,15 6,98 
6 S,S 1 7,26 6.60 6,n 5,99 5,R2 
7 8,07 6,54 5,89 55~ 5,29 5,12 
8 7,57 6.06 5.42 5,05 4,1l:! 4.65 
9 7,11 5,71 5,08 4.72 4,48 4.32 

la 6,9-1 5,46 4,83 4,47 4,2-1 4,07 

11 6,72 5,26 4,6J 4,28 -1,04 3,88 
12 6,55 5,10 4,47 4,11 3,89 3,73 
IJ 6,41 4,97 4,35 -l,DO 3,77 3,60 
14 6,30 4,86 4,24 3,89 3,66 3.50 
15 6,20 4,76 4,15 3.80 3,58 3,41 
1(, 6,12 4,69 4,08 3,73 3,50 3,34 
17 6,(}.J 4,62 4,01 3.66 3,44 3,28 
lH 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 
19 5,92 -l,51 3,90 3.56 3,33 3,17 
20 5,87 -IA6 3,86 3,51 3.29 3,13 

22 5.79 -1,38 3,78 3,4.:1 3.22 J,OS 
2-1 5,72 -1,32 3,72 3,38 3,15 2,99 
26 5,66 -I,n 3,67 3,33 3,10 2,94 
28 5,61 -1.21 3,63 3.19 3,06 2.90 
JO 5,57 4,18 3,59 J,25 3,03 2,87 
40 5,42 4.05 3,46 3,13 2,90 2,74 
50 5,3-1 3,98 3.39 3,00 2,83 2,67 
60 5,29 3,93 3,34 3,01 2,79 2,63 
80 5,22 3,86 3,28 2,95 2,73 2.57 

100 5,18 3,83 3,25 2,92 2,70 2,54 
CL 5,02 3,69 3,12 2,79 1,57 2,'-11 

Tab/es 

8 JO 15 '0 30 cre 

957 969 985 993 1001 1018 
39,4 39,4 39,'1 39,<1 39,5 39,5 
[4,5 14,4 14,3 14,:: 14,1 13,9 
8,98 8,84 8,66 8.56 8,46 8,26 
6,76 6,62 6,43 6,33 6,23 6,02 
5,60 5,46 5,27 5,17 5,07 4,~5 

4,90 4,76 4,57 01,47 01,36 01,14 
4,43 4,30 4,10 4,00 3,89 3,67 
4,10 3,96 3,77 3,67 3,56 3.33 
3,85 3,72 3,52 3,42 3,JI 3,08 

J,66 3,53 J.33 J,n J,12 2,88 
J,51 3,37 3,18 3.07 2,96 2,72 
3,39 3,2::i J,OS 2,95 2,84 2,60 
3,29 3,15 2,95 2,84 2,73 2,49 
3,20 3,06 2,86 2,76 2,6-1 2,-10 
3,12 2,99 2,79 2,68 2,57 2,32 
3,06 2,92 2.72 2,62 2,50 2,25 
3,01 2,87 2,67 2,56 2,44 2.19 
2,% 2,82 2,62 2,51 2,39 2,13 
2,91 2,77 2,57 2,46 2,35 2,09 

2.84 2,70 2,50 2,39 2,27 2,00 
1,78 2,6-1 2,44 2,33 2,21 1.9-1 
2.73 2,59 2.39 2,21l 2,16 1,88 
2,69 2,55 2.34 2,13 2,11 1,83 
2,65 2,51 2,31 2,10 2,07 1,79 
2.53 2,39 2,18 2,07 1,94 1,6-1 
2,46 1,32 2,/1 1,99 1,87 1,55 
2,41 2,n 2,06 1,94 1,82 1,48 
2,36 2,11 2,00 1,88 1,75 1,-10 
2.32 2,18 1,97 1,85 1.71 1,35 
1,19 2,05 1,83 1,71 l,57 1,00 

Tables 

1 TABLE 6 1 

Lois de Snédécor (::r. = 0,05) 

Si F eSl une variable aléaloire qui suil la 
loi de Sne décor il. (\\, 1'~) degrés cie liberté. 
la lnble donne le nombre .r, lei que 
P(f ~ D =:x = 0,05. 

1\ 
1 

1 2 ) 4 5 " l'z 

1 161 100 216 215 no 134 
2 18,5 19,n 19.1 19.2 19,3 19,J 
J 10.1 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 
4 7,71 6.94 6,59 6,39 0,26 6,16 
5 6,61 5,79 5...11 5,19 5,05 4,95 
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4.28 
7 5,59 4,74 -1',35 4,11 3,97 J,87 
8 5.31 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 
9 5,/1 -1.10 3,86 3,63 3,48 J,37 

10 -1,96 -l,Hl 3,71 3,-18 3,33 3.22 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 .1,20 3,09 

" 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 
13 4.67 3.1l1 3,41 J, 18 3,03 2,92 
14 4,60 3,74 3.3..1 J, Il 1,96 1,85 
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 1,79 
16 4,-19 3,63 3,24 3,01 2,85 1,74 
17 4,-15 3,59 3,20 1,96 2,81 2,70 
18 4,41 3.55 3.10 .2,93 2,77 2,66 
19 -1,38 ],52 3,13 1,90 2,74 1,63 
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 

n 4,30 3,44 3,05 1,82 2.66 2,55 
14 4,26 3,40 J,OI 2.78 1,62 2,51 
26 4,13 3,37 1.91l 2,74 2,59 2,-17 
18 -1,20 3,34 2,95 2.71 2,56 2,45 
JO 4,17 3,32 1,91 2,69 2.53 2,41 
40 4,08 3,23 2,8-1 2,61 2,45 2,34 
50 -1,03 3,11l 1,79 2,56 2,40 2,29 
60 4,00 3,15 1,76 2,53 2,37 2,25 
HO 3,96 3.11 2,72 2.-19 2,33 2,21 

100 3,94 3,09 1,70 2,46 2,31 1,19 
xc 3,84 3,00 2,60 1.37 2,21 2,10 

293 

H la 

1 

15 '0 30 

1 

ex; 

239 241 246 248 250 
, 

154 
19,..1 19.4 19,4 19,4 19,5 19,5 
8,85 ~,79 8,70 8,66 Il,62 8,53 
0,04 5,96 5,1l6 5,80 5.75 5,63 
4,81 4,74 4,61 4,56 4.50 4,36 

4.15 4,06 3.94 3,87 J,B 1 3,67 
3,73 3,64 3,51 J,44 3,38 3.23 
3,44 3.35 3,22 3,15 3,08 2.93 
J,23 3.14 3,01 2,9-1 1,86 2,71 
3.07 1.98 2,85 1.77 1,70 2,54 

2,95 1.1l5 1,72 1.65 1.57 1.40 
1,85 2,75 1,62 2,5-1 1,47 2.JO 
2,77 2,67 2,53 2,-16 2,38 2.11 
2,70 1,00 1,46 1.39 2,31 2,13 
2,64 2,54 1,40 2.33 2.25 2,07 
2,59 2,49 1.35 2,18 2,19 2.01 
2,55 2,45 2.31 1,23 2.15 1,96 
2.51 1,41 1,27 1,19 2,11 1,91 
2A8 2.31l 1,23 2,16 1.07 1,88 
2,45 2,35 2,10 ::,12 2,04 1,8-1 

2,-10 2,30 :U5 2,07 1,91l 1,78 
1.36 2,25 2,11 1.03 1,94 1.73 
2.31 1,22 2,07 1.99 1.90 1.69 
1,29 1,19 2,04 1,96 1.87 1,65 
2,27 ::,16 2,01 1,93 1.8<1 1,62 
2,18 1,01l 1.91 1,84 1,74 1,51 
l,1J 2,03 1,87 l,n 1,fi9 1,44 
1,10 1,99 1.84 1.75 1.65 1.39 
2.06 1,95 1.79 1.70 1,60 1,31 
2,03 1,93 1,77 1,68 l,57 1,28 
1,94 1,83 1,67 l,57 1,40 1.00 
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Abel 68 
angle soUde 55 

appariés 283 

A 

approximation des moindres carrés 95 

,Ife de conrbe 47 

nrraogcmcm 219 
asymétrie 232 
aUlocorrdution 157 

B-C 
barrique 108 
base hilhertienne 95 

bra~histochfone 179 
cuJcul des variations! 75 

culotte: spl1érique 207 
carpette de Sierpinski 216 

curré triadique de Cantor 211 
centre ct' inertîe'+5 
centre de courbure 185 

chaleur 112 
champ de vectenrs 19 
t.:hamp !H.:<llaire 19 
t.:hel11ins 79 
dn.:ulation 50 

cueflicieors de Fourier 105 

comhinaisons 2 i 9 

conditions de CuU\:hy 77 
cône! 96 

circulaire 206 
coniques 187 
cùnm~xe 77 

converge 

en moyenne 63 
qnadratltloe 63 

noilonnément 63 

convergence 

en loi 256 

en moyenne quadratique 239 

en probabilité 154 
normale 66 
presque sûre 260 
simple 62, 65 

presque partout 62 

unirorme 65 
convolution 138. 140 

discrète 163 

coordonnées 
cyliudriqnes B 
polaires 32 

sphériques 35 
correction de continuité 258 

corrélation 236 
cosînus intégr:J.ll0 

courbe 
BMspline 16 

de Bézier 25 
de Koch 112 
de Lissujou, 191 
de Sierpinski 214 

courbure 185 
covariance 236 

crumer~Rao 271 
cube 203 

Index 295 --_ ....... ~_.~ .... _- .. _--- ._-= 

cycloïde 190 
cylindres 194 

densité 

D-E 

de probabililé 119 
spectrale 15ï.163 

développante 186 
développée 186 

différences Itnîes 56 

dimension de Hausdorff 2 t 0 
Dirichlet 107, 125 
distribution 127 

ti de Dirac 131 
périodique 160 

divergence 30 # 

dodécaèdre :W-l 
éCHrt lyre 219 
échmHilfonnage 1 b l, ::68 
échelon unité 130 
ellipse 188 
ellipsüi'de 19ï 
elliptique Ils 
cm,emblc 

de mesnre nulle 9 
triadiquc de Cantor 111 

enveloppe 185 
éponge de Sierpinski 216 

équalion 

aux dérivées partielles 114 
d'Euler 176 

espace 
de Banach 92 
de Hilbert 93 
vectoriel normé 89 

espérance HHllhématlquc 129 
eSlimateur 169 

Euler 202 
expooentielle intégral 21 

F 

flocon de 
[lux 54 

de Koch 213 

fonction 

anulytique 1'2 
bêtu 13 

caracLéristiqne 237 

causale 140 
d'erreur 23 

de Bessel 1-+ 
de Bessel modifiée 17 
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