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CECI EST UN LIVRE...

Je me souviens que j’ai plusieurs fois essayé de me servir
d’une régle & calcul, et que plusieurs fois aussi j’ai com-
mencé des manuels de maths modernes en me disant que si
j’allais lentement, si je lisais toutes les lecons dans ’ordre
en faisant les exercices et tout, il n’y avait aucune raison
pour que je cale.

Georges Perec, in [37].

Une premiére version de ce livre est parue en 1998. Puis une deuxiéme, en
anglais, en 2003. La présente édition est destinée aux étudiants de licence (L3) et
de « master » de mathématiques ainsi qu’a celles et ceux qui préparent le CAPES
ou l'agrégation. Elle s’adresse donc a des lecteurs qui ont étudié de la géométrie de
facon plus ou moins expérimentale au lycée et de ’algébre linéaire de fagon plus
formelle pendant deux années d’université. Elle est issue de ’enseignement que
j’ail donné aux étudiants de ces filiéres et des enseignements que j’en ai moi-méme
tirés.

Deux idées directrices
La premiére idée est de fournir un exposé rigoureux, basé sur la définition d’un
espace affine via I’algébre linéaire, mais qui n’hésite pas a étre terre a terre et élé-
mentaire. C’est pourquoi j’ai souhaité expliquer comment ’algébre linéaire peut
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étre utilisée en géométrie élémentaire et en méme temps montrer de la « vraie »
géométrie : des triangles, des sphéres, des polyédres, des angles inscrits, des in-
versions, des paraboles...

Il est en effet trés satisfaisant pour les mathématiciens de définir un espace
affine comme un ensemble de points sur lequel opére un espace vectoriel (et c’est
ce que je fais ici) mais cette approche formelle, si élégante soit-elle, ne doit pas
occulter I'aspect « phénoménologique » de la géométrie élémentaire, son esthétique
propre : oui, le théoréme de Thalés exprime simplement que les projections sont
des applications affines, non, il n’est pas nécessaire d’orienter un plan euclidien
pour y définir des angles orientés... tout ¢a n’empéche ni le cercle d’Euler d’étre
tangent aux cercles inscrit et exinscrits, ni les droites de Simson d’envelopper une
hypocycloide & trois rebroussements !

Ce parti pris oblige & aborder certains sujets sous des éclairages différents. Par
exemple, les inversions planes traitées de fagon naive au chapitre III font des
retours plus abstraits dans le chapitre de géométrie projective et dans celui sur
les quadriques. De méme 1’étude des coniques projectives au chapitre VII vient
aprés celle des coniques affines... alors qu’il aurait été plus simple — au moins
pour 'auteur ! — de tout déduire du traitement projectif.

La deuxiéme idée est de produire un texte ouvert : les ouvrages destinés aux
étudiants préparant le CAPES sont trop souvent fermés sur le programme de ce
concours, ce qui ne donne pas l'impression que les mathématiques soient une
science en mouvement (ni en féte, d’ailleurs!). Malgré l'aspect limité du pro-
gramme traité ici, j’espére intéresser aussi des lectrices plus avancées.

Enfin, les mathématiques sont une activité humaine comme les autres et une
bonne partie du contenu du livre ressortit a la culture la plus classique puisqu’on y
évoque notamment ’arc-en-ciel selon Newton, les sections coniques d’Apollonius,
la difficulté a dessiner des cartes de la Terre, la géométrie d’Euclide et le postulat
des paralléles, la mesure des latitudes et des longitudes, les problémes de perspec-
tive des peintres de la Renaissance?), les polyedres platoniciens. J'ai essayé de le
montrer dans la facon de 1'écrire® et dans la bibliographie.

Quoi de neuf?

Ce n’est pas juste une nouvelle édition. J’ai corrigé de nombreuses erreurs
figurant dans les éditions précédentes (en frangais et en anglais), inclus quelques

W e traité de géométrie de Diirer [18] est destiné aux amateurs d’art, pas aux mathématiciens.
@ La fagon d’écrire les mathématiques fait aussi partie de la culture. Comparer les « onze
propriétés de la sphére » de [27] et les « quatorze fagons de décrire la pluie » de [19].
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additifs (écrits pour la traduction en anglais) et un bref nouveau chapitre sur les
constructions & la régle et au compas (tout au long des exercices, j’ai aussi un peu
plus insisté sur les problémes de construction).

Les prérequis

Il s’agit du programme des deux premiéres années de la licence, algébre linéaire
et formes quadratiques®, un peu d’algebre (groupes, sous-groupes, opérations de
groupes...)(4), la définition d’une application différentiable et un peu de topologie
des espaces vectoriels normés (c’est-a-dire de R™), dans le dernier chapitre, des
avatars du théoréme des fonctions implicites, pour un ou deux exercices avancés
seulement, un peu d’analyse complexe.

Les exercices

Chaque chapitre se termine par des exercices. J’en ai ajouté une bonne cinquan-
taine pour cette édition. Il faut faire des exercices. Il faut chercher les exercices.
Un exercice n’est pas quelque chose dont il faut connaitre « la » solution pour
la réciter & un jury. Aucune notion ne peut étre comprise ou assimilée sans un
minimum de pratique, de recherche, d’échecs. Un exercice sur lequel on n’a pas
« séché » est un exercice inutile.

Avec beaucoup de réticences, j’ai quand méme ajouté les solutions de nombreux
exercices.

Remarque bibliographique

La difficulté que j’avais & conseiller des livres aux étudiants est une des raisons
d’étre de ce texte : il y a beaucoup de livres de géométrie, mais ceux qui sont
bons sont trop difficiles, trop abstraits ou trop volumineux pour ces étudiants (je
pense en particulier a [3, 22, 5]).

Il n’en reste pas moins qu’il y a quelques bons livres, & tous les niveaux... et
que j’espére que celui-ci incitera les lecteurs & aller regarder, par exemple, outre

3] y a quand méme un paragraphe de rappels des propriétés des formes quadratiques dans le
chapitre sur les coniques.

®Les groupes de transformations sont l’essence-méme de la géométrie. J’espére que cette idéo-
logie transparait dans ce texte. Pour ne pas masquer cette essence, j’ai choisi de ne pas écrire
de paragraphe de sorites généraux sur les opérations de groupe. On consultera par exemple
[39, 4, 24, 5].
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les trois ouvrages déja cités, [15, 14, 46, 49]. J’ai utilisé aussi de beaux livres de
terminale (des cinquante derniéres années), comme [16, 30, 34, 47].

Remerciements

Je remercie d’abord tous ceux et celles, parents, enseignants, amis, collégues et
étudiants, qui ont contribué, depuis si longtemps, & me faire aimer les mathéma-
tiques présentées dans ce livre.

C’est Daniel Guin qui m’a décidée & ’écrire. Puis, Nicole Bopp a lu avec beau-
coup d’attention et critiqué une toute premiére version des trois premiers cha-
pitres. C’est grace a eux deux que ce livre existe. Je les en remercie.

Une version préliminaire a été utilisée par les étudiants strasbourgeois pendant
I’année universitaire 1997-98. Puis le livre corrigé a été publié, plus ou moins bien,
diffusé, plus ou moins bien aussi, mais il a visiblement trouvé un public. Il y a
eu ensuite la traduction en anglais et, a chaque étape, de nouvelles suggestions,
critiques, remarques, corrections, apportées par les collégues ou les étudiants qui
utilisaient telle ou telle version. Et maintenant cette nouvelle édition, fruit de
toutes ces contributions. Beaucoup de monde & remercier.

Ici, Pierre Baumann, Laure Blasco, Olivier Debarre, Paul Girault, Gilles Hal-
bout, Vilmos Komornik®, Jean-Yves Merindol. Ailleurs, Ana Cannas da Silva,
Michel Coste(®, Jérome Germoni, Daniel Perrin(”), Emma Previato, Francois
Rouviere®). Ici ou 1a, tous ceux que j’ai oubliés. Plus, encore ici, Vincent Blanlceil,
Mihai Damian, Ilia Itenberg et Nathalie Wach pour des exercices supplémen-
taires. Et encore, tous les étudiants, plus particulierement Nadine Baldensperger,
Régine Barthelmé, Martine Bourst, Sophie Gérardy, Catherine Goetz, Mathieu
Hibou, Etienne Mann, Nicolas Meyer, Myriam Oyono-Oyono, Magali Pointeaux,
Sandrine Zitt et tous les agrégatifs de ces quelques derniéres années, mais enfin,
vraiment, tous les étudiants. Enfin Alice Gaertig pour sa détermination a trouver
« ot était le photographe », Myriam Audin et Juliette Sabbah(®) pour leur aide

(®)est avec plaisir que j'inclus sa courte et élégante démonstration du théoreme d’Erdés—
Mordell (exercice 111.22).

(©) Autour du théoréme de Witt.

(MSon théoreéme des six birapports, popularisé par la premiére édition, a obtenu un succes certain
aupreés des étudiants — tout en énervant pas mal de mes collégues, vexés, comme j’avoue l’avoir
été, de ne pas 'avoir inventé eux-mémes.

(®Grace a qui un parfum de lavande agrémente cette édition.

®)Qui a méme redessiné certaines des figures.
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a la rédaction des exercices sur les caustiques. Je les remercie tous et toutes treés

chaleureusement.

Pour
ce livre,
j’ai utilisé,

comme toujours,
les « paquets » ATREX 2¢
de la Société mathématique
de France. Je ne peux me re-
mercier ni pour avoir écrit et tapé ce
texte ni pour avoir résolu la plupart des
quatre cent onze exercices et « dessiné »
les cent quatre vingt-quinze figures
qu’il contient, mais je peux
remercier Claude Sabbah
pour son aide singu-
liére, stylistique,
technique, lo-
gistique,
etc.
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I
GEOMETRIE AFFINE

Un espace affine est un ensemble de points, il contient des droites, des plans,
et la géométrie affine® discute, par exemple, des relations entre ces points et
ces droites (points alignés, droites paralléles ou concourantes...). Pour définir ces
objets et décrire leurs relations, on peut :

— énoncer une liste d’axiomes, d’incidence principalement, comme « par deux
points passe une droite et une seule ». C’est la voie d’Euclide (et plus récemment
de Hilbert). Méme si la démarche et a fortiori les axiomes eux-mémes n'’y sont pas
explicités, c’est cette méthode qui est utilisée actuellement dans ’enseignement
secondaire frangais ;

— décider que l'essentiel est que deux points déterminent un vecteur et tout
définir & l'aide de l'algébre linéaire, c’est-a-dire par les axiomes définissant les
espaces vectoriels.

J’ai choisi de développer ici la deuxiéme méthode, parce qu’elle est plus abs-
traite et plus nette, bien stir, mais surtout parce que je crois qu’il est temps, en
licence de mathématiques, de montrer aux étudiants que 1’algébre linéaire qu’on
leur a enseignée pendant deux ans « sert » & quelque chose!

I.1. Le postulat des paralléles

Mais, pour commencer, je vais rappeler quelques aspects de la premiére mé-
thode. Au commencement, il y a donc les axiomes d’Euclide, qui établissent des
relations entre des objets appelés « points » et d’autres appelés « droites ». Par
exemple,

Wy s’agit ici de géométrie affine « pure » au sens ou il n’y a ni distance, ni angle, ni perpendi-
culaires, ceux-ci appartenant & la géométrie euclidienne, qui fera I’objet des chapitres suivants.
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Postulat 1.1.1. Par deuz points passe une droite et une seule.

Les points sont sur les droites, les droites se coupent en des points. Pour ce
qui va nous intéresser ici, deux droites qui ne se rencontrent pas (ou sont confon-
dues) sont dites paralléles (notation D || D'). Et il y a un des axiomes d’Euclide,
le célébre « cinquiéme postulat », que 1'on peut formuler ainsi (ce n’est pas la
formulation d’Euclide, mais elle lui est équivalente) :

Postulat 1.1.2. Par un point hors d’une droite, il passe une unique droite paralléle
a cette droite.

FIGURE 1. Le postulat des paralléles

Si ce cinquiéme postulat est célébre, c’est parce que son indépendance des autres
est & la source des géométries non-euclidiennes. Il est intéressant de remarquer
que ce cinquiéme postulat a pour conséquence :

Proposition 1.1.3. La relation « étre paralléle a » est une relation d’équivalence
entre les droites du plan.

Démonstration. Par définition, elle est réflexive et symétrique. Montrons qu’elle
est transitive. On suppose que trois droites D, D’ et D" sont telles que D || D’ et
D' || D", on veut montrer que D et D" sont paralléles. Supposons donc que DND”
ne soit pas vide, soit A € DND”. La droite D’ passe par A, elle est paralléle & D
et a D, donc on a D = D”, grace a I'unicité dans le cinquiéme postulat. O

I.2. Espaces affines

Je m’arréterai 1la pour le moment. Passons maintenant a ’algébre linéaire. Voici
la définition d’un espace affine.
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Définition 1.2.1. Un ensemble £ est muni d’une structure d’espace affine par la
donnée d’un espace vectoriel® E et d'une application © qui associe un vecteur
de E a tout couple de points de & :

ExE —— FE
(A,B) —— AB
telle que

— pour tout point A de &£, 'application partielle © 4 : B — AB soit une bijec-
tion de & sur F,
—_—_ — =
— pour tous points A, B et C de £, on ait AB = AC+CB (relation de Chasles).

FIGURE 2

L’espace vectoriel E est la direction de &, les éléments de £ sont appelés points,
on appelle dimension de £ la dimension de ’espace vectoriel E qui le dirige.

Exemples 1.2.2

(1) Avec cette définition, I’ensemble vide est un espace affine (dirigé par n’im-
porte quel espace vectoriel) dont il est sage de convenir qu’il n’a pas de dimension.

(2) Tout espace vectoriel a une structure naturelle® d’espace affine : applica-
tion © : E X E — E est simplement celle qui, au couple (u,v), associe le vecteur
v —u.

(3) Si &1 et & sont deux espaces affines dirigés respectivement par Ep et Eo,
le produit cartésien £ x & est un espace affine dirigé par E1 x Es : application

@Z(glxgz)x(51><52)—>E1><E2

) Cest un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique 0 que je ne précise pas pour ne
pas alourdir les définitions. Les lectrices peuvent imaginer que ce corps est R ou C.
®)Elle est naturelle parce qu’elle est définie par la seule structure d’espace vectoriel (sans autre
choix). Il serait plus exact, mais moins naturel (!) de dire qu’elle est « canonique ».
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est celle qui, au couple ((Ai,As),(B1,B2)), associe le couple de vecteurs
_—
(AlBl,AQBQ).

Propriétés
— — —

La relation de Chasles donne directement AA + AA = AA donc AA = 0 puis
—_— = — — —
AB+ BA=AA=0donc AB = —BA.

B/

B A

FI1GURE 3. Relation de Chasles FIGURE 4. Régle du parallélogramme

Reégle du parallélogramme

—_— — —_—
Elle dit que les deux égalités AB = A’B’ et AA’ = BB’ sont équivalentes. Elle
se démontre en appliquant la relation de Chasles :

—_— e — —
AB = AA' + A'B' + B'B,
ce qui s’écrit aussi
Yy — _ —
AB - A'B' = AA' — BB'.
Quand l'une des deux égalités est vérifiée, on dit que AA’B’'B est un parallélo-
gramime.

Remarque 1.2.3. Si A est un point de U'espace affine £ et si u est un vecteur de
—

I’espace vectoriel E qui le dirige, I'unique point B de £ tel que AB = u est parfois

noté

B=A+u.
Cette notation est cohérente puisqu’on a

(A+u)+v=A+ (u+v)

10
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(c’est une traduction de la relation de Chasles). On en trouvera une justification
dans 'exercice 1.63.

Vectorialisé d’un espace affine

En fixant un point A d’un espace affine £, on peut définir sur celui-ci une
structure d’espace vectoriel, lequel espace vectoriel est noté £4. L’application
04: — FE
—
M —— AM
est une bijection, ce qui permet de transporter la structure d’espace vectoriel de
. L — — —
Esur £ :ondit que M+ N =Q si AM + AN = AQ. On remarquera que la
structure ainsi définie dépend trés fortement du point A, celui-ci devenant en effet
le zéro de 'espace vectoriel £4 grace a la relation AA = 0.

Remarque 1.2.4. On en conclura que, si ’espace vectoriel E posséde une struc-
ture naturelle d’espace affine, il n’est pas vrai que ’espace affine £ posséde une
structure naturelle d’espace vectoriel.

Sous-espaces affines

On dit qu’un sous-ensemble F de £ est un sous-espace affine s’il est vide ou
s’il contient un point A tel que © 4(F) soit un sous-espace vectoriel de E. On
démontre facilement que ce sous-espace vectoriel ne dépend pas du choix du point
A. Plus précisément :

Proposition 1.2.5. Soit F un sous-espace affine de . Il existe un sous-espace vec-
toriel F' de E tel que, pour tout point B de F, ©pg(F) = F. Le sous-espace F est
un espace affine dirigé par F.

La démonstration est un exercice (exercice 1.2). O

Remarque 1.2.6. Si M et N sont des points de F, le vecteur M N est dans F.

Inversement, on a, pratiquement par définition :

Proposition 1.2.7. Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit A un point de €. 1l
existe un et un seul sous-espace affine dirigé par F' et passant par A.

Démonstration. Si F est un sous-espace affine dirigé par F' et passant par A, alors

O4(F)=F et
f:{Meé‘]WeF}.

11
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Inversement, cette égalité définit bien un sous-espace affine dirigé par F' et passant
par A. O

Exemples 1.2.8

(1) Un espace affine de dimension 0 est constitué d’un unique point (pour-
quoi 7). Tous les points d'un espace affine £ sont des sous-espaces affines.

On appelle droites, respectivement plans, les espaces ou sous-espaces affines de
dimension 1, respectivement 2.

(2) Soient E et F deux espaces vectoriels, et soit f : E — F une application
linéaire. Pour tout v dans I'image de f dans F, I'image réciproque f~!(v) est un
sous-espace affine de FE (on considére, bien stir, que E est muni de sa structure
affine naturelle) de direction le noyau Ker f de f.

Démonstration. Soit v € Im f. On veut démontrer que, pour u fixé dans F =
f71(v), on a

Ou(f(v)) = Ker f.

Mais O, (x) = x — u par définition.

FIGURE 5

Siy € Kerf, pour x = y 4+ u, f(z) = f(u) = v, donc z € F et on a bien
y=1x—u=0,(z) pour un x de F. Ainsi Ker f C ©,(F).
Réciproquement, siy € ©,(F), y = x —u pour un x de F et donc f(y) =0. O

Par exemple, I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire, s’il n’est pas vide,
est un sous-espace affine dirigé par ’ensemble des solutions du systéme sans second
membre associé¢. L’équation Y ;" | a;z; = b définit un sous-espace affine de 'espace
vectoriel R™ (ou C", ou K").
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(3) Plus généralement, les sous-espaces affines d’un espace vectoriel E sont les
sous-espaces de la forme F'+ug, oul F' est un sous-espace vectoriel et ug un vecteur
de E. Les sous-espaces vectoriels sont donc les sous-espaces affines contenant 0.

Sous-espace engendré par une partie de £

Proposition 1.2.9. Toute intersection de sous-espaces affines est un sous-espace af-

fine.

Démonstration. Soit (F;);c; une famille de sous-espaces affines de £. Soit F leur
intersection. Si elle est vide, c’est un sous-espace affine. Sinon, on y choisit un
point A. Chaque © 4(F;) est un sous-espace vectoriel F; de la direction E de &.
Soit F' I'intersection des sous-espaces F; dans E. C’est un sous-espace vectoriel
(c’est clair?) et F est le sous-espace affine passant par A et dirigé par F' : un
point M de £ est dans F si et seulement si il est dans chacun des F;, soit si et
seulement si m est dans chacun des F; donc dans F'. O

Proposition 1.2.10. Soit S une partie de £. L’intersection de tous les sous-espaces
affines de £ contenant S est le plus petit sous-espace affine contenant S. O

Ce sous-espace est le sous-espace engendré par S. On le note (S).
Par exemple, si S = {Ag,..., A} est un ensemble fini, (Ag,...,Ag) est le
sous-espace affine contenant Ag et dirigé par 1’espace vectoriel engendré par les

vecteurs AgAi, ..., AgAy. En particulier, sa dimension est au plus k.

Définition 1.2.11. Les k + 1 points Ay, ..., A; sont affinement indépendants si la
dimension de l'espace (A, ..., Ar) qu’ils engendrent est k. Si k = dim &, on dit
que (Ao, ..., Ag) est un repére affine de £.

Par exemple, un repére affine d’'une droite est constitué de deux points (dis-
tincts). Les lecteurs devraient d’ailleurs s’assurer qu’ils savent démontrer que
par deux points passe une droite et une seule(®) (exercice 1.3). Trois points sont
indépendants s’ils ne sont pas alignés et plus généralement k£ 4 1 points sont in-
dépendants si et seulement si aucun n’est dans le sous-espace engendré par les
autres (exercice 1.9).

@) Cette propriété, que la méthode axiomatique doit énoncer comme axiome, précisément, est
ici une conséquence de la structure d’espace vectoriel.

13
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Remarque 1.2.12. On peut considérer un repére affine (A, ..., Ax) d'un espace
& comme la donnée d'une origine Ay et d’une base (ApAi,..., AgAx) de sa di-
rection. Ce qui permet d’attribuer & chaque point M de £ des coordonnées, les
composantes du vecteur Ao—]\j dans la base en question. Voir le §1.7.

Notations

Le symbole (A, B) désigne donc, si A et B sont distincts, la droite passant par A
et B. On la notera aussi AB, bien stir. Profitons-en pour donner une notation pour
les segments, dans le cas des espaces affines réels, bien entendu®. Si A et B sont
deux points, 'ensemble des points M de la droite AB tels que AM = /\ﬁ avec
0 < X <1, en bon frangais le segment AB, sera noté, en cas de risque d’ambiguité,
[AB]. Je préciserai toujours en frangais (« la droite AB », « le segment AB »...).

Position relative de deux sous-espaces affines, parallélisme

14

Définition 1.2.13. On dit que deux sous-espaces affines F et G de £ sont paralléles
(notation F || G, ce qui se lit « F est paralléle & G ») s’ils ont la méme direction.

Comme le parallélisme est défini par les mots « la méme », c’est une relation
d’équivalence.

Remarque 1.2.14. Avec cette définition, deux sous-espaces peuvent étre disjoints
(F NG = @) sans étre paralléles. Par exemple, une droite n’est jamais paralléle a
un plan (figure 6). Par contre, dans un plan, deux droites qui ne se rencontrent
pas sont paralléles. Certains auteurs qualifient de faiblement paralléles deux sous-
espaces F et G dont les directions vérifient F' C G (comme sur la figure 6). Je
n’aime pas beaucoup cette terminologie, surtout parce que le « faible parallélisme »
n’est pas une relation d’équivalence (c’est clair 7).

FIGURE 6

®)Pourquoi, au fait ?
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Exemple 1.2.15. Si f : E — F est une application linéaire, tous les sous-espaces
f~Y(v) (pour v dans I'image de f) sont paralléles puisqu’ils sont tous dirigés par
Ker f.

Proposition 1.2.16. Si F est paralléle a G, alors F et G sont égauz ou disjoints.

Démonstration. Supposons que F N G ne soit pas vide. Soit A un point de I'in-
tersection. La direction F' de F et le point A définissent un unique sous-espace
affine, si 'on en croit la proposition 1.2.7. Donc, si F NG n’est pas vide, on a

I'égalité F = G. O

Remarquons que le « postulat des paralléles(® » est vrai dans les espaces affines :

Proposition 1.2.17 (« Postulat des paralléles »). Par tout point d’un espace affine, il
passe une unique droite paralléle & une droite donnée.

Démonstration. Le point A et la direction D de la droite D déterminent la paral-
léle en question :

D’:{MesyWeD}. O

Proposition 1.2.18. Soient F et G deux sous-espaces affines d’un espace affine &,
dirigés respectivement par F et G. On suppose que F et G engendrent E (en
symboles, F + G = E). Alors tout sous-espace paralléle o G rencontre F.

La démonstration est fondée sur le lemme suivant.

Lemme 1.2.19. Soient F et G deux sous-espaces affines d’un espace affine £, dirigés

respectivement par F' et G. Soient A un point de F, B un point de G. Pour que
—

F NG ne soit pas vide, il faut et il suffit que le vecteur AB soit dans F'+ G.

Démonstration de la proposition. Soient A un point de F et B un point de £.
On veut montrer que le sous-espace affine G’ passant par B et paralléle a G
rencontre F. On écrit

—
ABe E=F+@G

et on applique le lemme a F et G’ pour conclure. O

(9] est contenu dans la définition du parallélisme, et donc, en derniére instance, dans la définition
d’un espace vectoriel. Au sujet du postulat des paralléles, voir aussi le corollaire II1.1.16, le
corollaire V.3.2 et ’exercice VI.52.

15
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Démonstration du lemme. Sil'intersection F NG n’est pas vide, choisissons-y un
point M. On a alors
— —
AM =ueF, BM=veG
donc
— —_— =
AB =AM — BM € F +G.
Inversement, si le vecteur A—B> est dans F'+ G, écrivons
A—B>:u—vavecu€Fetv€G.
Le point M défini par u = AM est dans F et
— —
AB=u+ MB
donc BM = v est dans (G, donc M est dans G et finalement M est dans FNG. O

I.3. Applications affines

Les applications affines sont le pendant en géométrie affine des applications
linéaires en algébre linéaire.

Définition 1.3.1. Soient £ et F deux espaces affines dirigés respectivement par E
et F'. Une application ¢ : £ — F est dite affine s’il existe un point O dans £ et
une application linéaire f : E — F tels que

VMeE, f(OM)=p(0)().

Remarque 1.3.2. L’application linéaire f ne dépend alors pas du choix du point O.
En effet, si O’ est un autre point, on a

(0" (M) = p(0")p(0) + ¢(O)p(M)
= —p(0)p(0') + (0)p(M)
— (00 + f(OM)

-, —
= f(OM — OO') puisque f est linéaire

— {(O'M). O

Comme 'application linéaire f ne dépend que de ¢, on a ainsi une application de
I’ensemble des applications affines dans celui des applications linéaires. Je noterai
— 1y: . . .. —
¢ l'image de ¢ par cette application (donc ici f = ).

Ce que nous venons de démontrer s’écrit, avec cette notation :

_ —
©(A)p(B) = @ (AB) pour tous points A, B de &.
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Je vais utiliser des applications affines et des applications linéaires. Pour faciliter
la lecture, je vais réserver les lettres latines f, g etc. aux applications linéaires et les
lettres grecques ¢, ¥ etc. aux applications affines. Dans tous les cas, je préciserai
naturellement « qui est quoi ».

Remarque 1.3.3. Soit ¢ une application de I'espace affine £ dans I'espace affine F.
Soit O un point de £. Vectorialisons £ en O et F en ¢(0). On a des isomorphismes
linéaires

(©0)'E—— & et Ou0) : Fy

Considérons 'application composée @
E—>50L>_7:@(O)—>F
u —— M —— M) —— v

N 4 . — N N . . — P
ou M et v sont définis par OM = u et v = p(O)p(M). L’application @ vérifie

G (OM) = ¢(0)p(M).

Dire que I'application ¢ est affine, c’est dire que @ est linéaire, ce qui est équi-
valent & dire que ¢ elle-méme est linéaire comme application de I'espace vectoriel
&o dans l'espace vectoriel F o).

Exemples 1.3.4

(1) L’application constante envoyant £ sur un point est affine, 'application
linéaire associée est ’application nulle.

(2) Si & = F = R, les applications affines sont les applications de la forme
z +— azx + b (Papplication linéaire associée est z — ax).

(3) Plus généralement, si E et F' sont deux espaces vectoriels munis de leurs
structures affines naturelles, une application

p:F——F

est affine si et seulement si il existe un vecteur vg dans F' et une application
linéaire

f:E——F
telle que l'on ait p(u) = f(u) + vo pour tout u dans E.

Démonstration. On choisit O = 0, la relation @ (OM) = p(O)p(M) s’écrit, par
définition de la structure affine de I’espace vectoriel F',

@ (u) = p(u) — (0),

ce qui est bien la relation annoncée, avec vy = p(0) et f = 5. O

17
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Les applications linéaires de E dans F' sont donc les applications affines qui
envoient 0 sur 0.

(4) Supposons que £ = F. Les applications affines dont 'application linéaire
associée est Idg sont les applications

p:&E—E&

telles que p(A)p(B) = AB pour tous A et B dans €. La régle du parallélogramme
—

donne alors Ap(A) = Bp(B) pour tous A et B. Autrement dit, le vecteur M (M)
est un vecteur constant u. On dit que ¢ est la translation de vecteur u et on la
note ¢, (figure 7).

FIGURE 7. Translation FIGURE 8. Homothétie

(5) Soient O un point, A un scalaire et ¢ 'application définie par Op(M) =
/\O—]\j . C’est une application affine. L’application linéaire associée est I’homothétie
vectorielle de rapport . Le point O est fixe, on appelle ¢ I’homothétie de centre
O et de rapport A et on la note h(O, \) (figure 8).

Effet sur les sous-espaces

18

De méme que (et parce que) I'image d’un sous-espace vectoriel par une appli-
cation linéaire est un sous-espace vectoriel, on a :

Proposition 1.3.5. L’image d’un sous-espace affine par une application affine est
un sous-espace affine.

Démonstration. Soit ¢ : £ — £’ une application affine. Soit F C £ un sous-espace
affine, de direction F'. Si F est vide, son image par ¢ est vide et en particulier,
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c’est un sous-espace affine. Sinon, soit A un point de F. Il est clair qu’alors ¢(F)
est le sous-espace affine de &£’ dirigé par @ (F) et passant par ¢(A). O

Corollaire 1.3.6. Toute application affine envoie trois points alignés sur trois points
alignés. O

Le méme argument, c’est-a-dire 'utilisation du résultat vectoriel analogue, per-
met de démontrer :

Proposition 1.3.7. L’image inverse d’un sous-espace affine par une application af-
fine est un sous-espace affine.

La démonstration est laissée en exercice aux lectrices. O

Effet sur les barycentres(”
La traduction en termes affines de la linéarité est, comme on dit souvent : « les

applications affines conservent le barycentre », et plus précisément :

Proposition 1.3.8. L’image du barycentre de ((A1,01), ..., (Ak, ax)) par Uapplica-
tion affine ¢ est le barycentre de ((p(A1), 1), ..., (p(Ak),ar)). Réciproqguement,
st une application @ transforme le barycentre de tout systéme de deuz points pon-
dérés (A, a), (B,1—a)) en celui du systeme ((p(A),a), (p(B),1—a)), alors elle
est affine.

Démonstration. Supposons d’abord que ¢ soit une application affine. En notant
systématiquement M’ 'image ¢(M), on a, pour tout point P de &,

— S = = =
gO(OzlPAl—l--"—i-OszAk) = alcp(PA1)+---+akg0(PAk)
—_— —
= aP ’1—|—~'—|—Osz/A;€.
Si P est le barycentre du systéme des (A4;, a;), la relation donne
— —
OélP/A/1+"‘+akPI 2:0

et P’ est bien le barycentre du systéme image.
Réciproquement, soit G le barycentre du systéme ((A4, ), (B,1—a)). Pour tout
point O de &£, on a

— — —
OG = aOA + (1 — a)OB.

Comme G’ est le barycentre de ((4',a),(B’,1 — «)), il vérifie une relation du
méme type pour n’importe quel point et en particulier pour I'image O’ de O :

— s —_—
0'G' =a0'A' + (1 — a)0'B'.

(MVoir le § 1.5 pour un rappel de la définition du barycentre.

19



CHAPITRE I. GEOMETRIE AFFINE

20

Un point O et son image O’ par ¢ étant fixés, on définit une application f par
— —
f(OM) = 0O'M'... et on veut montrer que f est linéaire. Remarquons déja qu’en
« faisant M = O », on trouve que f(0) = 0. On a ensuite
't — —_— —_— _— _—

f(aOA+ (1 —a)OB) = f(OG) =0'G' =a0'A" + (1 —a)O'B’

et donc, pour tous «, A et B,
— — — —
f(@OA+ (1 —a)OB) =af(OA)+ (1 —«a)f(OB).

—

En particulier, si B = O, en posant u = OA,
flaw) = af(u) + (1 —a)f(0) = af(u).

B 4 / v

1
§(u+v)

u

O 4 A A

FIGURE 9

Enfin, si u et v sont deux vecteurs de E, on définit A et B de fagon que u = OA
—_—
et v = OB. Pour a = 1/2, on a(®

;f<u+v):f(“§”)

d’aprés ce qu’on vient de voir. Mais (u 4+ v)/2 = OM o M est le milieu de AB
(figure 9), donc

u+v _1// 1/1_
(250 - Lok Lo -

On en déduit (en multipliant par 2) que
flutv) = fu)+ f(v).

Ainsi f est bien linéaire, donc ¢ est affine, avec @ = f. O

1
5 () + £(0).

De la partie directe (et facile) de la proposition 1.3.8, on déduit par exemple, en
considérant les barycentres de deux points affectés de coefficients positifs (dans le
cas d'un espace affine réel) :

(®)On utilise ici le fait que la caractéristique du corps est différente de 2.
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Corollaire 1.3.9. L’image d’un segment par une application affine est un segment.
O

Applications affines et repéres

De méme qu’une application linéaire est déterminée par les images des vecteurs
d’une base, une application affine est déterminée par I'image d’un repére affine
(c’est immédiat, exercice 1.22). On utilise souvent la conséquence suivante de cette
propriété :

Proposition 1.3.10. La seule transformation affine de ’espace affine € de dimension
n qui fire n + 1 points indépendants est l’identité. ]

Par exemple, une application affine du plan dans lui-méme qui a trois points
fixes non alignés est 'identité, une application affine qui a deux points fixes (dis-
tincts) fixe la droite qu'’ils définissent.

Le groupe affine

Commengons par étudier la composition de deux applications affines.

Proposition 1.3.11. La composée ¢ o ¢ de deux applications affines ¢ : € — F
et P : F — G est une application affine. L’application li_néz_i)re a_&)sociée est la
composée des applications linéaires associées (en formules o p = 1 o Q).

Une application affine ¢ est bijective si et seulement si Uapplication linéaire

1

P e — . . C . . . .,
associée ¢ lest. Alors o~ est affine et l'application linéaire qui lui est associée
—_—

est lapplication réciproque de @ (en formules o=t = 1)

Démonstration. L’assertion sur la composition est claire. En effet, avec des nota-
tions évidentes, on a :
_— — — —
Y(PY(M') = ¢ (P'M') = ¢ o G (PM).
Supposons maintenant que ¢ soit une application linéaire bijective. Pour M
dans F, on cherche les points P de & tels que ¢(P) = M, mais ceci est équivalent
—_— —_— — —_— — —
a O'P = O'M, soit a G(OP) = O'M soit enfin & OP = @~ 1(O'M) dou
I’existence et 'unicité de P. L’application affine ¢ est donc bien bijective.
Inversement, si ¢ est bijective, donnons-nous un vecteur u de F' et cherchons
les v tels que @ (v) = u. Fixons un point O et son image O, ainsi que le point
M tel que O’—]\J = u. Comme ¢ est bijective, il y a un unique point P dans & tel
que M = ¢(P). On a alors E}(O_f?) = p(0)p(P)=0'M = u et OP est I'unique

solution, donc @ est bijective. O
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Corollaire 1.3.12. Les bijections affines de £ dans lui-méme forment un groupe, le
groupe affine GA(E). O

Proposition 1.3.13. L’application du groupe affine dans le groupe linéaire,

GAE) —— GL(E)

o — @

qui envoie une application affine sur Uapplication linéaire associée, est un homo-
morphisme surjectif de groupes, dont le noyau est le groupe des translations de &,
isomorphe au groupe additif de ’espace vectoriel E.

Démonstration. C’est une conséquence directe de ce qui précéde. Le noyau est
formé des applications affines dont I'application linéaire associée est Idg, c’est-a-
dire des translations, comme on l’a déja dit. Il est clair que le groupe des trans-
lations est isomorphe au groupe additif de E : ce n’est qu'une fagon pédante de
dire que ty oty = tytv.

La seule chose restant & vérifier est la surjectivité de notre homomorphisme.
On va montrer un résultat un peu plus précis qui mérite d’étre énoncé & part :

Lemme 1.3.14. Soit O un point de £. Soit f un isomorphisme linéaire de E. Il
existe une unique application affine @ dont f est application linéaire associée et
qui fize O (en formules f = @ et ¢(0) = O).

Ce lemme achéve la démonstration de la proposition. O

Sa démonstration est immédiate : (M) est en effet le point défini par

Op(M) = f(OM).
Cet argument donne d’ailleurs un résultat un peu plus général :

Lemme 1.3.15. Soit f : E — F une application linéaire. Soient £ et F deux espaces
affines dirigés par E et F respectivement. Pour tous points O de £, O' de F, il
existe une unique application affine

p:&E— F
qui envoie O sur O' et dont l’application linéaire associée est f. O

Remarquons que ces énoncés fournissent beaucoup d’exemples d’applications
affines. Ils affirment aussi :



1.3. APPLICATIONS AFFINES

Corollaire 1.3.16. Etant donné un point O de &, toute application affine ¢ de &€
dans lui-méme s’écrit de fagon unique sous la forme

p=1tyo1
ot ¢ fize O. O

Remarque 1.3.17. On a déja noté une propriété équivalente si I'on vectorialise £
en O (voir les exemples 1.3.4).

Conjugaison des translations

On aurait pu, dans I’énoncé du corollaire précédent (corollaire 1.3.16), remplacer

@ =1ty 01 par ¢ =P oty.

L’application affine fixant O et ayant méme application linéaire associée que ¢
est bien la méme dans les deux écritures. Les vecteurs des translations, eux, sont
différents : on a

tu:¢otv0¢_17

les deux translations sont conjuguées.

Proposition 1.3.18. La conjuguée p o t, o o~ d’une translation par un élément @
du groupe affine GA(E) est la translation de vecteur @ (v).

Démonstration. 11 s’agit de montrer que, pour tout point M de &, on a I’égalité

Mgot,op ' (M) =g (v).

Soient donc M un point quelconque et N = ¢~ 1(M). On a

Mgot, o (M) =p(N)pot,(N)

T A .. —
¢ (Nt,(N)) par définition de @
P (v) par définition de t,,. O

Une digression : la conjugaison

On peut lire ’énoncé précédent de la fagon suivante : quand on conjugue une
translation (par une transformation affine), on trouve une translation; de plus,
le vecteur de la nouvelle translation est donné, en fonction du vecteur originel et
de la transformation qui conjugue, par la seule formule qui ait un sens. C’est une
illustration d'un « principe » général en géométrie, que nous aurons ’'occasion de
rencontrer souvent dans ce livre et dont I’énoncé, trés vague, est le suivant.
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« Principe » 1.3.19 (Transport par conjugaison). Si 7 est un élément d’un groupe
de transformations G,

— son conjugué @ o T o @~ ! par un élément de G est un élément « de méme
nature géométrique » que T,

— les €léments définissant cette « nature » sont, pour le conjugué ¢ o7 o @1,
les tmages de ceux de T par .

Il ne s’agit pas d’un théoréme, mais plutét d’un cadre général qui peut se
transformer, dans chaque situation particuliére, en énoncé précis en remplacant
les parties entre guillemets par des objets définis précisément, par exemple

— translations, vecteurs des translations,

— symétries centrales, centres, ou plus généralement

— homothéties, centres (voir l'exercice 1.29),

— (dans le groupe symétrique) transpositions, éléments échangés par la trans-
position.

Points fixes

24

Les lecteurs auront compris (voir au besoin la remarque 1.3.3) qu’on peut consi-
dérer une application affine de £ dans lui-méme qui a (au moins) un point fixe
comme une application linéaire du vectorialisé de £ en ce point dans lui-méme. Il
est donc intéressant de savoir quand une application affine a un point fixe.

Proposition 1.3.20. Soit ¢ une transformation affine de €. Pour qu’elle ait un
unique point fize dans £, il faut et il suffit que lisomorphisme @ n'ait aucun
vecteur fixe autre que 0.

Remarque 1.3.21. La condition signifie que 1 n’est pas une valeur propre de .

Démonstration. Si ¢ a un point fixe O, on vectorialise £ en O pour voir que les
autres points fixes de ¢ correspondent aux vecteurs fixes non nuls de . Alors O
est 'unique point fixe si et seulement si le seul vecteur fixe de @ est le vecteur
nul.

Si ¢ n’a pas de vecteur fixe non nul (en d’autres termes, si cet endomorphisme
n’a pas la valeur propre 1), on recherche d’éventuels points fixes de ¢. Soient O
un point et O’ son image. Un point fixe M vérifie

F(OM) =0'p(M)=0'M =00 +OM,
soit encore

Z(OM) — OM = 0'0.



1.3. APPLICATIONS AFFINES

Par hypothése, @ — Id est injectif. Comme c’est un endomorphisme d'un espace
—
de dimension finie, il est aussi surjectif et I'équation @ (u) —u = O’O a une unique
——
solution OM . Donc ¢ a un point fixe.
. . — e _—
Enfin, si M et N sont deux points fixes de ¢, ¢ (MN) = MN, de sorte que

MN =0et M = N. Donc ¢ a un unique point fixe. On en déduit la proposition.
O

Sous certaines hypothéses, on peut préciser ce qui se passe quand ’application
linéaire a la valeur propre 1 :

Proposition 1.3.22. Soit ¢ une transformation affine de £. On suppose que l’espace
vectoriel E se décompose en somme directe

E=Ker(p —Id)@Im(p —1d).
Alors il existe un unique vecteur v et une unique application affine Y avec un point
fize tels que

- ) =,

—p=ty01.
De plus, t, et b commutent. L’application affine ¢ a un point fixe si et seulement
st v = 0, auquel cas ’ensemble des points fixes de ¢ est un sous-espace affine
dirigé par le sous-espace propre des points fizes de 3.

Démonstration. On commence par choisir un point O de £ et on utilise la décom-
position de E en somme directe pour écrire

YR — —
Op(0) =v+ F(z) — z, ou v satisfait ¢ (v) = v.

Considérons le point A défini par z = A—O> On a

—

TR — —
Ap(A) = A0 + Op(0) + p(O)p(A) = z+v+ G (2) — 2+ ¢(OA) = v.
On pose ¢ =t_, o . Pour cette nouvelle application affine, on a
V(A) =t_(p(4)) = 4,
donc % a un point fixe. On a aussi
-1
Yot,op™ = t?(v) = t?(v) =ty

(en utilisant la proposition 1.3.18) de sorte que ¥ et t, commutent.
Démontrons maintenant 1'unicité du couple (v,1). On suppose que

@:tvow:tv’o¢/
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ot les deux applications ¢ et ¢’ ont des points fixes, disons (A) = A et ¢'(A’) =

/

A’ et ol les deux vecteurs v, v’ sont fixés par 5. Alors Ap(A) = vet A'p(A’) =/,

donc

— .
AA = Ap(A) + p(A)p(A) + p(A) A" = v + G (AA]) =

et

A=A /

AA" - G(AA) =v 7.
Ce vecteur est dans Ker(@ — Idg) NIm(@ — Idg) = 0, ce pourquoi v = v’ et
P =1".Siv=0,onap=1 ety aun point fixe.

Réciproquement, si ¢ a un point fixe, on 'utilise comme point O, on en déduit

que v = 0. En vectorialisant ’espace affine £ en O, on voit que les points fixes de
¢ correspondent aux vecteurs fixes de . L’ensemble des points fixes est donc le

sous-espace affine passant par O et dirigé par I'espace vectoriel des vecteurs fixes
de I'application linéaire . O

I.4. Trois théorémes de géométrie plane

On utilise les applications affines pour démontrer trois théorémes classiques de
géométrie plane, les théorémes de Thalés, Pappus et Desargues. On se place donc
maintenant dans un plan affine.

Remarque 1.4.1 (Notation). Soient A, B et C trois points alignés et soit u un vec-
teur directeur de la droite qu’ils définissent. On peut écrire AB = Au, ou A = AB,
la « mesure algébrique » dépend du choix de u... Rappelons toutefois que le rap-
port AB/AC, lui, n’en dépend pas.

Le théoréme de Thalés

26

Théoréme 1.4.2. Soient d, d’ et d” trois droites paralléles distinctes, D1 et Do deux

droites dont aucune n’est paralléle a d. Soient, pour i = 1,2, A; = D; Nd, A, =
D;nd, A =D;nd". Alors on a

AAT AT

AL A Ay
Réciproguement, si un point B de Dy vérifie [’égalité
B _ A
ALA] ARAY
alors il est sur d’ (et B = AY).
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Démonstration. Soit 7 la projection sur Dy parallélement & d et soit p la projection

linéaire associée. Alors 7 envoie Ay sur Ag ete. De plus, si A1 A = MNA1 A}, on
R RN

a p(A1AY) = Ap(A1A]) car p est linéaire. C'est dire que Az A} = MNAx A}, égalité

dont on déduit le sens direct du théoréme.

La réciproque en est conséquence. On a

A2Al2, -

A " A A/
1A] = A 14]
- —_
de sorte que A1 B = A1 AY et donc que B = AY. O

Dy

FIGURE 10. Le théoréme de Thaleés... FIGURE 11. ... et un de ses corollaires

Corollaire 1.4.3. Soient Dy et Dy deux droites sécantes en A, d et d' deux droites
paralléles coupant D; en A;, A; distincts de A. Alors

AA;  AAy  AA

AAL AA,  ALAL

Démonstration. On fait passer par A une droite paralléle a d et d’. On peut
appliquer le théoréme de Thalés. On obtient ainsi

AAp AAs

AA, AA,
la premiére égalité recherchée. On voit aussi ainsi que I’homothétie de centre A
qui envoie A; sur A} envoie Ay sur AL, On en déduit la deuxiéme égalité. O

Remarque 1.4.4. Le théoréeme de Thalés exprime simplement le fait que les pro-
jections sont des applications affines (exercice 1.17). On utilise maintenant, pour
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le théoréme de Pappus, les homothéties et les translations, et précisément le fait
que deux translations, ou deux homothéties de méme centre, commutent.

Le théoréme de Pappus
Théoréme 1.4.5. Soient A, B, C trois points d’une droite D et A’, B', C' trois

points d’une droite D' distincte de D. Si AB' est paralléle a BA' et BC' est
parallele a CB’, alors AC" est parallele a CA'.

FIGURE 12. Le théoréme de Pappus FIGURE 13. Le théoréme de Desargues

Démonstration. Supposons d’abord que D et D’ ne soient pas paralléles. Soit O
leur point d’intersection. Soient ¢ I’homothétie de centre O qui envoie A sur B et ¢
celle qui envoie B sur C'. Alors, grace au théoréme de Thalés (ou simplement parce
qu’une homothétie vectorielle transforme tout vecteur en un vecteur colinéaire),
¢ envoie B’ sur A’ et 1) envoie C’ sur B’. Ainsi 1oy envoie A sur C et po1) envoie
C’ sur A’. Comme ¢ et 1) sont des homothéties de méme centre, elles commutent.
Il y a donc une homothétie de centre O qui envoie A sur C' et C’ sur A’, mais
alors AC" et C A’ sont paralléles comme 'affirme la réciproque du théoréme de
Thalés.

Si D et D' sont paralléles, on peut remplacer les homothéties par des transla-
tions dans le raisonnement. O

Le théoréme de Desargues

Encore des homothéties et des translations pour le théoréme de Desargues.
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1.5. APPENDICE : RAPPELS SUCCINCTS SUR LES BARYCENTRES

Théoréme 1.4.6. Soient ABC et A'B'C’ deux triangles sans sommet commun et a
cotés respectivement paralleles. Alors les droites AA', BB’ et CC' sont concou-
rantes ou paralléles.

Démonstration. Si AA” et BB’ se coupent en O, 'homothétie ¢ de centre O qui
envoie A sur A’ envoie aussi B sur B’ (encore Thal@s). Soit A son rapport et soit
. . - = . - e

C" = o(C). Ainsi OC" = NOC. Mais OA" = MAOA et donc A’C” et AC sont
paralléles. Alors C” est sur la paralléle & AC passant par A’, c’est-a-dire A'C’,
mais il est aussi sur la paralléle & BC passant par B’, c’est-a-dire B’C’. Donc
C" = C'. Mais bien siir, O, C' et C” sont alignés, ce qui fait que CC’ passe par O.

Si AA’ et BB’ sont paralléles, on raisonne de fagon analogue avec des transla-
tions. O

On trouvera d’autres versions des théorémes de Pappus et Desargues dans
les exercices 1.59 et 1.60. Ils révéleront leur nature et leur unité profondes au
chapitre VI.

I.5. Appendice : rappels succincts sur les barycentres

Dans ce paragraphe, je rappelle trés briévement quelques propriétés et défini-
tions utiles sur les barycentres. Les lectrices sont invitées a compléter les démons-
trations, en utilisant, si le besoin s’en fait sentir, leur livre de terminale préféré.

Si les A; sont des points d’un espace affine £ et les a; des scalaires, on dit que
le systéme ((A1,0q), ..., (A, ax)) est un systéme de points pondérés.

Proposition 1.5.1. Si (A1, 1), ..., (Ag, ar)) est un systéme de points pondérés tel
que Y «a; # 0, il existe un unique point G de £ vérifiant I’égalité

Z aiG—A; =0.
De plus, pour tout point O de £, on a
(Z ai)(ﬁ = Z ai@.
L’unique point GG défini par cette proposition est appelé le barycentre du sys-

téme. Les lecteurs sont invités & se demander ce qui se passe quand la somme des
coefficients est nulle.

Le barycentre du systéme ((Aj, Aaq), ..., (A, Aag)) est, par définition et pour
tout scalaire A non nul, le méme que celui du systéme ((A1, 1), ..., (Ag, ag)).

Quand tous les coefficients «; sont égaux, on parle d’isobarycentre des points
Aq,..., A,. L’isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment ADB,
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celui de trois points A, B et C non alignés est appelé le centre de gravité du
triangle ABC.

Le barycentre (ou plutot Uopération de « barycentration ») satisfait & une pro-
priété d’associativité un peu pénible & énoncer mais de vérification immédiate :

Proposition 1.5.2 (Associativité du barycentre). Etant donnés des scalaires

ST RPN E 5 I IR € 708 PIINIP N € 24 T

, ‘ ‘
tels qu’aucune des sommes 3 v j, >, ; cj ne soit nulle, soit

((Al,lv 041,1), ceey (Al,k’lval,kl)v ceey (AT,la 041",1), SRR (AT,kr? O‘?“JCT))

un systéme de points pondérés et soit G son barycentre. Soit B; le bary-
centre du systeme ((Ai1,061),...,(Aik,,ik,)). Le barycentre du systéme
((Bl,zj alyj),...,(Br,Zj o)) est G. O

En d’autres termes, pour trouver le barycentre d’un grand systéme, on peut
d’abord regrouper des termes et considérer leur barycentre, puis prendre le ba-
rycentre des nouveaux points, affectés de coefficients convenables (sommes des
coefficients des points utilisés dans les regroupements). Un cas particulier simple
et utile est le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.3. Soit G le barycentre de ((A,«), (B, 3),(C,v)). On suppose que
a+B+v#0 et que B+ #0. Le point d’intersection A" de AG et de BC est
le barycentre de ((B, ), (C,7)). O

FI1GURE 14. Centre de gravité d’un triangle



I.6. APPENDICE : NOTION DE CONVEXITE

On en déduit par exemple que, dans un triangle, les trois médianes (droites
joignant les sommets aux milieux des cotés opposés) sont concourantes au centre
de gravité du triangle (figure 14).

Liée & celle de barycentre, la notion de convexité est une notion de géométrie
affine importante et utile (pas seulement en géométrie!). On 'utilisera beaucoup
au chapitre V.

[.6. Appendice : notion de convexité

Donnons-en ici quelques rudiments, renvoyant les lectrices & [5] pour plus de
renseignements.

Plagons-nous dans un espace affine réel (pour pouvoir parler de « segments » ).
Une partie C C £ est dite convexe si pour tous points A et B de C, le segment
AB est entiérement contenu dans C (figure 15).

non convexe convexe

FIGURE 15

Exemple 1.6.1. Avec cette définition, il est clair que l’ensemble vide, un point,
un segment, une droite, un plan sont des convexes. Il est clair aussi que l’en-
semble constitué de deux points (distincts) n’est pas convexe. On trouvera d’autres
exemples et contre-exemples dans ’exercice 1.45.

On construit de nouveaux convexes grace a la proposition suivante, dont la
démonstration (facile) est laissée aux lecteurs.

Proposition 1.6.2. Toute intersection de convexes est convexe. O
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La réunion de deux parties convexes n’est pas convexe en général (penser par
exemple & une partie formée de deux points).

La convexité est une « notion affine », ce qui peut s’exprimer par ’énoncé
suivant.

Proposition 1.6.3. L’image de tout convexe par une application affine est conveze.

Démonstration. Soit C un convexe de 'espace affine £ et soit ¢ une application
affine de £ dans &'. Soient A’ et B’ deux points quelconques de ¢(C). On veut
montrer que le segment A’B’ est contenu dans C. On peut trouver deux points A
et B de C dont A’ et B’ soient les images. Comme C est convexe, il contient le
segment AB. L’'image de ce segment par ¢ est le segment A’B’ (c’est ce que dit
le corollaire 1.3.9), qui est donc bien contenu dans ¢(C). O

On démontre (et les lectrices vérifieront) de la méme fagon que

Proposition 1.6.4. L’image réciproque de tout convexe par une application affine
est conveze. U

Définition 1.6.5. L’intersection de tous les convexes contenant la partie S de & est
une partie convexe de &, appelée I’enveloppe convexe de S.

FIGURE 16. L’enveloppe convexe d’un polygone étoilé

Proposition 1.6.6. L’enveloppe convexe de S est formée des barycentres des points
de S affectés de coefficients positifs ou nuls.
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Démonstration. Notons C(S) I'enveloppe convexe de S et S; l’ensemble des ba-
rycentres des points de S affectés de coefficients positifs ou nuls.

Remarquons d’abord que S; est convexe : si M et N sont deux barycentres
de points de S affectés de coefficients positifs ou nuls, les points du segment M N
sont les barycentres des systémes ((M,«),(N,1 — «)) avec 0 < a < 1. Grace a
I’associativité de la barycentration, ces points sont tous dans S, .

Comme tout point M de S est barycentre du systéme ((M, 1)), on a l'inclusion
S C S et donc aussi, comme S est convexe, on a C(S) C Sy.

Montrons, inversement, que Sy est contenu dans C(S). Pour ce faire, mon-
trons, par récurrence sur k, que, si aq,...,qa, sont des réels positifs ou nuls et
Ayq,. .., A des points de C(S5), alors le barycentre de ((A1, 1), ..., (Ak, o)) est
dans P'enveloppe convexe C(S).

Si k =1, le barycentre est A; et I'assertion est vraie. Pour k = 2, le barycentre
est un point du segment A; As; il est dans C(S) par convexité.

Montrons maintenant comment passer d’un systéme de k—1 points & un systéme
de k points. Si I'un des «; est nul, on peut retirer (A;, ;) de la liste. Supposons
donc que tous les «; sont non nuls. En particulier, o n’est pas nul et la somme a4+
-+ ++ag_1 non plus. Soit G’ le barycentre du systéme ((A1, 1), ..., (Ag—1,x-1)).
Le point G qui nous intéresse est le barycentre de ((G', a1+ +ag_1), (Ag, ax)),
qui est un point du segment G’ Ay. Mais G’ est dans I’enveloppe convexe C(S) par
hypothése de récurrence et donc, grace a la convexité de C(S), G est aussi un

point de C(S). O

I.7. Appendice : coordonnées cartésiennes

Un repére affine (O, Ay,...,A,) (et une origine O) de 'espace affine £ étant
fixé(s), on peut repérer tout point M de & par les composantes du vecteur OM
dans la base (O—Al) e O—An>) de la direction E de &, que 'on appelle les coordon-
nées cartésiennes de M dans le repére affine en question.

En d’autres termes, le choix du repére affine (O, Ay,...,A,) définit un iso-
morphisme affine de £ dans K", celui qui, au point M, associe ses coordonnées
cartésiennes.

Sous-espaces affines

Un sous-espace affine peut étre décrit par un point A et une direction, elle-méme
définie par une base (uy,...,ux), comme ceci :

}":{Meg\W:ZAiui}.
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Ce qui se traduit, pour les coordonnées (z1,...,x,) de M, par
z1 = ar+Aug 4+ Ay
Tp = Qp+ ANup 4+ Agup
ot (a1, ..., a,) sont les coordonnées du point A, (u},...,u?) sont les composantes
du vecteur u; dans la base (OA;,...,0A,) de E. On appelle ces équations un
systéme d’équations paramétriques de F.
Par exemple, si (b1,...,b,) sont les coordonnées d'un point B distinct de A,
les équations
ry = a1+ Ab —ap)
Tn = ap+ Nby —ap)

décrivent la droite AB (voir plus généralement l'exercice 1.11).

Un sous-espace affine peut aussi se décrire par des équations cartésiennes. Une
base de F étant donnée, le sous-espace vectoriel F' peut étre décrit par un systéme
d’équations cartésiennes

Q1121 + -+ Q1 pTn =0

Om,121 + -+ QmpZn = 0.

—
Les points M du sous-espace affine F sont caractérisés par ’équation AM € F,

soit par
api(xr —ar) + -+ op(ey —a,) = 0
Oém,l(xl - al) + -+ O‘m,n(wn - an) =0
ou encore par
air1+ -t aiar, = b
Om1T1+ -+ OypTn = bin.
Ce sont des équations cartésiennes de F. Par exemple le systéme
20 4+3y—5z = 1
20 -2y+3z = 0

décrit une droite affine de R?® (pourquoi ?).
Les équations cartésiennes décrivent le sous-espace affine comme

F=fYb1,...,bm)
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ou f: E — K™ est 'application linéaire dont la matrice dans les bases
— —
— (OA4,...,0A4A,), base de E, d’'une part,
— base canonique de K™, de 'autre,
est la matrice

a1 o Qi

)

Am1 ' Omn

Les lecteurs sont invités a vérifier qu’ils ont compris en faisant ’exercice 1.12.

Applications affines

Considérons maintenant une application affine ¢ : £ — &’ et supposons que
I'espace affine &’ soit, lui aussi, muni d’un repére affine, noté (O’, A,..., A}).
On représente les points de & par leurs coordonnées (x,...,x,,)... autant dire
qu’on utilise, en plus de I'isomorphisme & — K", un isomorphisme & — K™. A
travers ces isomorphismes®), ¢ devient une application affine

K'— K™

dont nous savons (voir les exemples 1.3.4) qu’elle est de la forme « application

linéaire plus constante ». C’est dire que les coordonnées (x,...,x,,) de 'image
@(M) du point M de coordonnées (z1,...,x,) sont données par

] = i+ ar et + b

T, = Qmi%1+ o+ Ty + b

Les lectrices sont invitées a vérifier qu’elles ont bien compris cette écriture en
essayant de changer de repéres (exercice 1.34).

Exercices et problémes

Espaces affines, sous-espaces affines

Exercice 1. Les diagonales d’un parallélogramme se coupent en leur milieu?)
—

(st AA'B'B est un parallélogramme et si M vérifie AB' = 2AM , alors il vérifie

©)si n:E&—=K"etn :& — K™ sont les noms des isomorphismes définis par les repéres, c’est
n opon~! que I'on décrit ici.
10 GQuivant lexemple de [15], j’ai souvent omis les mots « Montrer que » dans la rédaction des

énoncés.
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. - - . . . .
aussi A'B = 2A'M). Et réciproquement (si les diagonales d’un quadrilatére se
coupent en leur milieu, celui-ci est un parallélogramme).

Exercice 1.2. Soit F une partie d’un espace affine £ dirigé par ’espace vectoriel
E et soit A un point de F tel que © 4(F) soit un sous-espace vectoriel F' de E.
Montrer que, pour tout point B de F, on a ©g(F) = F (c’est la proposition 1.2.5).

Exercice 1.3. Par deux points (distincts) d’un espace affine passe une droite et une
seule.

Exercice I.4. On considére un plan affine sur le corps Z/3Z. Combien a-t-il de
points ? de droites? combien chaque droite a-t-elle de points? Montrer que par
chaque point, il passe quatre droites et que pour une direction donnée, il y a trois
droites paralléles & cette direction.

Exercice I.5. Soient Fi et Fy deux sous-espaces affines d’un espace affine £. A
quelle condition F; U Fy est-il un sous-espace affine ?

Exercice 1.6. Une partie F d’un espace affine est un sous-espace affine si et seule-
ment si pour tous points A et B de F, on a U'inclusion (A, B) C F.

Exercice 1.7. Dans un espace affine de dimension supérieure ou égale & 3, on consi-
dere n droites (n > 2). On suppose que deux droites de cette famille ont toujours
un point commun. Montrer que, soit toutes ces droites ont un point commun, soit
elles sont coplanaires.

Exercice 1.8 (Autour du « théoréme des milieux »). Pour cet exercice, on se place
dans le cadre axiomatique. Plus précisément, on suppose qu’on ne connait ni les
barycentres ni le théoréme de Thalés. On sait, par contre, qu'un quadrilatére est
un parallélogramme si et seulement si ses diagonales se coupent en leur milieu.

(1) Le théoréeme des milieux. Soit ABC un triangle et soient C’ le milieu du
coté AB, B’ celui de AC. Soit M le point de B'C’ tel que B’ soit le milieu de
C’'M. Que peut-on dire du quadrilatere AMCC’? du quadrilatére C'MCB?

Démontrer le théoréme des milieux : Dans un triangle ABC, soit C’ le milieu
de AB. Une droite passant par C’ est paralléle & BC si et seulement si elle passe
par le milieu de AC.

(2) Le centre de gravité. On considére le point d’intersection G' des médianes
CC’ et BB', les points C” de CC’ et B” de BB’ tels que C’ soit le milieu de GC”
et B’ celui de GB”. Montrer que les droites CB”, AG et BC"” sont paralléles.

Montrer que G est le milieu de CC” (on pourra considérer le triangle ACC")
et de méme que c’est le milieu de BB”.
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Montrer que AG est la troisiéme médiane du triangle (on pourra considérer le
triangle BB"C).

En déduire que les trois médianes du triangle ABC' sont concourantes en un
point G situé aux deux-tiers de chacune d’elles en partant du sommet.

(3) Equipollence. On dit que deux couples de points (ou « bipoints ») (A, B)
et (A’, B") sont équipollents si ABDC' est un parallélogramme. Montrer que c’est
une relation d’équivalence sur ’ensemble des C%IGS de points.

La classe d’équivalence de (A, B) est notée AB et s’appelle un vecteur. Mon-
trer que la relation AC = AB + BC définit une loi de composition interne sur
I’ensemble des vecteurs... et en fait un groupe.

Exercice 1.9. Les points Ay, ..., A sont affinement indépendants si et seulement
si
Vz‘e{o,...,k}, Ai€<A0,...,Ai_1,Ai+1,...,Ak>.

Exercice 1.10. Les points Ay, ..., Ax sont affinement indépendants si et seulement
si

V’ie{l,...,k}, Ai¢<A0,...,,A7;_1>.

Exercice I.11. L’espace affine est muni d’un repére affine. Décrire par un systéme
d’équations paramétriques le sous-espace affine engendré par les points By, . . ., Bi.

Exercice I.12. Soit A une matrice & m lignes et n colonnes & coefficients dans K
et soit B un vecteur (colonne) de K™. Soit F la partie de K™ définie par
F={XeK"| AX = B}.

Expliquer pourquoi F est un sous-espace affine. Quelle est sa direction ? Quand
est-il vide 7 Exprimer sa dimension a 'aide du rang r de la matrice A.

Exercice I.13. A quelles conditions les deux équations
a1y + -+ apry, =b et  ajm +---+ahx, =0
décrivent-elles des hyperplans paralléles de K™ 7

Exercice 1.14. Soit £ un espace affine de dimension 3 muni d’un repére affine.

— Déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point A =
(1,0, 1) dans la direction engendrée par les vecteurs u = (0,2,1) et v = (1,—1,0).

— Déterminer une équation cartésienne du plan paralléle au plan précédent et
contenant le point B = (0,1,0).

— Déterminer une équation cartésienne du plan paralléle au plan précédent et
passant par le milieu de AB.
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Exercice I.15. A quelles conditions les deux systémes d’équations

az+bhy+caz = 0 ot dix +bly+cdiz = 0
a2x + by +coz = 0 abhr +bhy+chz = 0

décrivent-ils des droites vectorielles de K2 ? la méme droite vectorielle de K3 ?
A quelles conditions les deux systémes d’équations

amzr+biy+cz = dp dix +bly+diz = d
et
asx + by + oz = do anr + by +chz = d

décrivent-ils des droites affines de K3 ? des droites affines paralléles de K3 ?

Applications affines
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Exercice 1.16 (Un « truc » tres utile). Soit f une application linéaire de F dans lui-
méme. On suppose que l'image par f de tout vecteur est un vecteur qui lui est
colinéaire. Ecrire cette hypothése avec des symboles mathématiques et des quan-
tificateurs. Ecrire en termes analogues la définition d’une homothétie vectorielle.
Comparer les deux écritures et démontrer que f est, quand méme, une homothétie
vectorielle.

Exercice I.17 (Projections). Soit D une droite d’'un plan affine P et soit d’ une
direction de droite, non paralléle & D. On appelle projection sur D parallélement
a d' Tapplication 7 : P — P telle que M’ = w(M) € D et MM' e d'. Montrer
que 7 est affine. Quelle est 'application linéaire associée ?

Soit F un sous-espace affine d’un espace(!!) € et soit G un sous-espace vectoriel
de E tel que F @ G = E. Définir une projection (affine) sur F parallélement a G.

Soit 7 : £ — £ une application affine vérifiant m o 1 = 7. Montrer que 7 est
une projection.

Exercice 1.18 (Le théoreme de Thales, en dimension quelconque)

Dans un espace affine, on considére trois hyperplans paralléles H, H' et H”
ainsi que deux droites D; et Dy dont aucune n’est contenue dans un hyperplan
parallele a H. Soient A; = D; N H, A, =D;NH', A] =D; N H". Montrer que

A AT A AL
ALAL A AL

(D Dans ces exercices, une lettre romaine non définie (E, F...) désigne toujours la direction de
lespace affine désignée par la lettre ronde (£, F...) correspondante.
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Montrer de plus que, si un point B de Dy vérifie
AB AAl
AL AL AR AL
alors il est sur H” (et B = AY).
Soient Dy et Do deux droites sécantes en A, H et H' deux hyperplans paralléles
coupant D; en A;, A} distincts de A. Montrer que
AAp  AAy  AAs
AAL AA,  ALAL

Exercice I1.19 (Symétries). Si I’ et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires dans un espace vectoriel E, on définit la symétrie s par rapport & F' dans
la direction de G par

sp(lu+v)=u—vsiu€e FetveQG.

On vérifiera que c’est une application linéaire et une involution. Soient F un sous-
espace affine d’un espace affine £ et G une direction de sous-espaces affines tels
que F'® G = E. On choisit un point O € F et on définit ¢ : £ — & par

- N
Oc(M) = sp(OM).
Si O’ € F, vérifier que

. .
OM' =sp(OM) << O'M =sp(O'M).

Montrer que o est une application affine (symétrie) ne dépendant pas du choix
de O.

Exercice 1.20. On donne deux droites D et D’ non paralléles d’un plan affine. A
tout point M du plan, on associe le point M’ défini de la facon suivante : la
paralléle & D’ passant par M coupe D en H et M’ est tel que H soit le milieu de
MM'. Montrer que 'application M +— M’ est affine.

Exercice 1.21 (Symétries glissées). Soit ¢ une transformation affine de ’espace af-
fine £. On suppose que I’application linéaire associée @ est une symétrie. Montrer
que ¢ s’écrit de fagcon unique comme composée d’une symétrie affine o et d’une
translation de vecteur v fixe par 3.

Soit ¢ une transformation affine de £. On suppose que ’application linéaire
associée est involutive (c’est-a-dire vérifie ¢? = Idg). Peut-on en déduire que ¢
est involutive (c’est-a-dire vérifie ¢? = Idg) ?

Exercice 1.22. Une application affine est déterminée par 'image d’un repére affine.
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Exercice 1.23. Soient £ un espace affine de dimension au moins égale & 2 et ¢ une
application affine £ — & telle que I'image de toute droite soit une droite qui lui
est paralléle. Montrer que ¢ est une translation ou une homothétie.

Exercice 1.24. Une partie bornée d’un espace affine ne peut avoir plus d’un centre
de symétrie.

Exercice 1.25. Soit £ un espace affine de dimension finie et soit ¢ : £ — &€ une
application affine vérifiant Im(¢?) = Im(y).

(1) Montrer que pour tout M € &, il existe P € £ et u € Ker(p) tels que
—— iy
Me(P) = u.

(2) Montrer que u et ¢(P) sont uniquement déterminés dans cette décompo-
sition.

(3) Donner un exemple d’application ¢ ayant cette propriété.

Exercice 1.26. Dans un espace affine de dimension 3, on considére un tétraédre
(quelconque) 7 de sommets A, B, C' et D. Démontrer que l’ensemble des ap-
plications affines qui préservent 7 est un groupe isomorphe au groupe &4 des
permutations de I'ensemble {A, B,C, D}. Combien y a-t-il d’applications affines
conservant 7 7

Exercice 1.27. Soient A, B et C trois points non alignés du plan et soit ¢ une
application affine telle que p(A) = B, p(B) = C et ¢(C) = A. Est-elle compléte-
ment déterminée ? est-elle injective ? Etudier ¢? et montrer que ¢ a un point fixe.
Quelle est la matrice de ¢ dans le repére d’origine A et de base (A—B>, A—C>') ?

Exercice 1.28. On donne une application linéaire f : E — F. Décrire toutes les
applications affines ¢ : £ — F dont f est I’application linéaire associée.

Exercice 1.29. Quelle est la conjuguée o o h(O, ) o =1 de ’homothétie h(O,\)
par la transformation affine ¢ ?

Exercice 1.30. Quelle est la composée de deux homothéties h(B, ) o h(A,\)?
L’ensemble des homothéties affines est-il un groupe ? Quel est le sous—groupe(12)
qu’il engendre dans le groupe affine ?

Exercice 1.31. Si h(A,\) o h(B,p) = h(C,v), les trois points A, B et C sont
alignés.

Exercice 1.32. L’espace affine £ est muni d’un repére affine. Décrire en coordonnées
cartésiennes les applications affines suivantes

20 appelle souvent ce sous-groupe groupe des dilatations.
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— translation de vecteur v,
— homothétie de centre A et de rapport A.

Exercice 1.33. On se place dans un plan muni d’un repére affine muni d’un repére.

(1) Déterminer 'expression d’une application affine qui transforme le parallé-
logramme délimité par les droites y =2x+ 1, y=2x+3, x =3y et z =3y + 4
en le « carré™® » de sommets (0,0), (1,0), (0,1), (1,1).

(2) Peut-on transformer n’importe quel quadrilatére en un « carré » par une
application affine ?

Exercice 1.34. Les espaces affines £ et £ sont munis de repéres affines. Une appli-
cation affine de £ dans &’ est alors donnée sous forme matricielle par

X' =AX+B

ot A est une matrice a m lignes et m colonnes et B est un vecteur (colonne)
de K™. Comment cette écriture se transforme-t-elle quand on change de repéres
affines dans € et &7

Exercice 1.35 (Affinités). On donne un nombre réel a # 1. Trouver les applications
—_—
affines telles que, si M’ désigne I'image de M et M" celle de M’ on ait M'M" =
- -
aMM'.

Exercice 1.36 (Groupe affine de la droite). Rappeler ce qu’est le groupe linéaire de
la droite vectorielle K. Décrire le groupe affine de cette méme droite.

Barycentres

Exercice 1.37. Dans un plan affine réel, décrire I'intérieur d’un triangle en termes
de barycentres.

Exercice 1.38. Soit ABC'D un tétraédre (quelconque). Montrer que son centre de
gravité G est le milieu des segments joignant les milieux des arétes opposées.

Si A’ est le centre de gravité du triangle BC'D, montrer que G est sur le segment
AA’, aux trois quarts de AA" en partant de A.

Exercice 1.39. Soit ABCD un tétraédre quelconque. Soient P, @, R et S quatre
— —_— — —_— = — — —

points tels que AP = kAB, AQ = kAD, CR = kCB et CS = kCD. On appelle

I et J les milieux respectifs de AC' et BD. Montrer que les droites PS, QR et I.J

sont concourantes.

<13>Pourquoi les guillemets ?
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Exercice 1.40. Soient a, b et c trois réels fixés tels que a+b+c = 1 et soient A, B,
C trois points variant sur trois droites paralléles. Déterminer le lieu géométrique
du barycentre de ((A4,a), (B,b),(C,c)).

Exercice 1.41. Soient ABC et A'B’C’ deux triangles d’un plan affine. Déterminer
le lieu des milieux des segments reliant les barycentres de ((4,p), (B, q), (C,7)) et
de ((A',p), (B, q),(C’,r)) lorsque p, q et r parcourent R en vérifiant p+q+r = 1.

Exercice 1.42. Soient A, B, C' et D quatre points d’un plan affine, tous affectés de
la méme masse. Montrer que les barycentres D', C', B’ et A’ des triangles ABC,
ABD, ACD et BCD forment un quadrilatére homothétiques & ABC D. Trouver
le centre et le rapport de I'homothétie qui transforme ABCD en A’B'C'D’.

Exercice I.43. Soit ABC' un triangle de centre de gravité G dans un plan affine.
On appelle A’, B" et C’ les milieux (respectivement) des cotés BC, C'A et AB.

(1) Rappeler pourquoi il existe une homothétie de centre G envoyant A’ sur A,
B’ sur B et C' sur C. Quel est son rapport ?

(2) On donne un réel k différent de 0 et 1. Soit M un point du plan. On appelle
P I'image de M par ’homothétie de centre A’ et de rapport k, Q I'image de M par
I’homothétie de centre B’ et de rapport k et R I'image de M par ’homothétie de
centre C’ et de rapport k. Quelles sont les images de P, Q et R par 'homothétie
de centre M et de rapport 1/(1 —k)?

(3) Montrer qu’il existe une homothétie ou une translation envoyant P sur A,
Q@ sur B et R sur C. Que peut-on dire des droites AP, BQ et CR?

Exercice 1.44 (Repeére affine et coordonnées barycentriques)

Soit (Ao, ..., A,) un repére affine de l'espace €. Montrer que tout point M
de & est barycentre de (Ay,...,A;,) pour certains coefficients (Ag,...,\,). Ces
coefficients sont-ils uniques 7 On appelle (Ao, ..., \,) un systéme de coordonnées
barycentriques du point M dans le repére (A, ..., Ap).

Exercice 1.45 (Convexité). Parmi les parties suivantes d’un espace affine, dire les-
quelles sont convexes : un cercle, un disque, une demi-droite, un demi-plan, une
sphére.

Soient ABC' un triangle et ¢ une transformation affine. Montrer que I'image
par ¢ de 'intérieur de ABC' est U'intérieur du triangle ¢(A)e(B)p(C).

Exercice 1.46. Soit S un ensemble fini de points d’un espace affine. Montrer que
I'enveloppe convexe C(S) est compacte.



EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1.47. Soit S une partie d’un espace affine. On suppose que S n’est conte-
nue dans aucun hyperplan. Montrer que I'intérieur de ’enveloppe convexe C(S)
n’est pas vide.

Exercice 1.48 (Demi-plans). Soient D une droite d’un plan affine P et A un point
de P hors de D. Soit

Pa={MeP|[AM]ND = &}.

Soit A une droite passant par A et coupant D en un point I. Montrer que M est
dans P4 si et seulement si la projection de M sur A parallélement & D est sur la
demi-droite ouverte d’origine I contenant A.

Montrer que

— si B est un point de P4, alors Pp = Pa,
—si B¢ P4UD, alors P est la réunion disjointe P4 U Pp U D,
— P4 est convexe.

On appelle P4 le demi-plan ouvert défini par D et contenant A. Le demi-plan
fermé est P4 U D. Définir plus généralement les demi-espaces d’'un espace affine
définis par un hyperplan et en montrer des propriétés analogues.

Exercice 1.49. Montrer que le complémentaire d’une droite dans un plan affine réel
a deux composantes connexes. Qu’en est-il du complémentaire d’une droite dans
un espace affine réel de dimension 3 ou plus? du complémentaire d’une droite
dans un plan affine complexe ?

Exercices classiques

A B

FIGURE 17
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Exercice 1.50. On fixe deux points A et B dans un plan affine P. A tout point M
du plan, ’application ¢ associe le centre de gravité du triangle AM B. Est-elle af-
fine ? Méme question avec Porthocentre) | P étant supposé euclidien (figure 17).

Exercice 1.51. Soit ABC' un triangle. Soit My un point du c6té AB. La paralléle
a BC issue de My coupe AC en M. La paralléle & AB issue de My coupe BC
en My ete. (figure 18). On définit ainsi des points M; (pour i > 0). Montrer que
Mg = M.

M3
B M, M c
FIGURE 18
Exercice 1.52. Etant donnés n points A1, ..., A, d’un plan affine P, peut-on trou-
ver n points B, ..., B, tels que Ay, As, ..., A, soient les milieux, respectivement,

de BBy, B3Bs, ..., B, B (figure 19) ? On étudiera en particulier les cas n = 3 et
n = 4.

Exercice 1.53. Soit ABC un triangle. A partir de tout point M, on construit My =
M, puis M7, le milieu de MyA, Ms le milieu de My B, Mgz le milieu de M>C', My
le milieu de M3A et ainsi de suite. On pose pn (M) = M,

(1) Montrer que ¢, est une application affine.
(2) Montrer que la suite (Msy,),>0 est convergente. Quelle est sa limite?
Pensez-vous que la suite (My,)n>0 soit convergente ?

(19 Certains des exercices de ce chapitre « affine » utilisent des notions euclidiennes bien connues
(orthocentre, aire...) dont il elit été dommage de se priver sous prétexte qu’elles n’avaient pas
encore été définies dans ce livre.
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FIGURE 19

Exercice I.54. Etant donné un triangle ABC, construire trois points A’, B’ et C’
de telle sorte que B’ soit le milieu de AC’, C’ celui de BA’ et A’ celui de CB'.

FIGURE 20

Exercice 1.55. Sur les trois cotés d'un triangle ABC, on place trois points A’, B,
B -y — _ —

C’' de fagon que AC" = %AB, BA' = %BC, CB' = %CA. Les droites AA’, BB’ et

CC'" dessinent un petit triangle A”B”C" (figure 20). Evaluer le rapport de l'aire

de A”B"C" A celle de ABC.

Exercice 1.56 (Théoréme de Menelaiis). Soient ABC' un triangle, A, B’ et C’ des
points de ses cotés BC, CA et AB. Montrer que les points A’, B’ et C’ sont
alignés si et seulement si les trois points vérifient 1’égalité :

A'B BC CA
AC B'A C'B
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Applications. On suppose que A’, B’ et C’ sont alignés.

Soient A”, B” et C” les symétriques de A’, B’ et C’ par rapport aux milieux
des cotés concernés. Montrer que A”, B” et C” sont alignés.

Soient I, J et K les milieux de AA’, BB’ et CC’. On veut montrer que I, J et K
sont alignés(!®) . Soient E, F et G les milieux de B'C”, AC’ et AB’' respectivement.
Montrer que I € FG, J € GE et K € EF, puis que I, J et K sont alignés.

FIGURE 21. Menelaiis et Ceva (main dans la main)

Exercice 1.57 (Théoréme de Ceva). Soient A’, B’ et C' trois points sur les cotés
d’un triangle comme dans 'exercice 1.56. Montrer que les droites AA’, BB’ et
CC' sont paralléles ou concourantes si et seulement si ils vérifient 1’égalité
A'B B'C (C'A
AC BA CB
Exercice 1.58. Soit ABC un triangle et soit M un point. On suppose que les droites

MA, MB et MC coupent BC, CA et AB en A’, B’ et C' (respectivement).
Montrer que

A'M n B'M n C'M
AA BB CC
On suppose en plus que M est a l'intérieur du triangle. Montrer que
AM  BM CM
+ + >
MA MB  MC'
Pour quelles positions de M a-t-on ’égalité ?

1.

6.

(15 Ce résultat (il semble qu’il soit di & Newton) s’énonce souvent ainsi : dans un quadrilatére
complet, ici celui défini par les quatre droites AB, AC, BC et B'C’, les milieux des diagonales
sont alignés.
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Exercice 1.59 (Pappus, nouvelle version, corollaire de Menelaiis)

Soient D et D’ deux droites se coupant en O. Soient A, B et C trois points de
D, A', B’ et C' trois points de D’. On suppose que B'C' et C'B se coupent en «,
C'Aet AC en 3, A’B et B'A en 7. Montrer que «, 3 et v sont alignés (voir la
figure 1 du chapitre VI).

Exercice 1.60 (Desargues, nouvelle version, corollaire de Menelaiis)

Soient ABC' et A’B’'C’ deux triangles. On suppose que BC' et B'C’ se coupent
en a, CAet C'"A" en 3, AB et A'B’ en . Montrer que a, 3 et v sont alignés si
et seulement si AA’, BB’ et CC’ sont concourantes ou paralléles (voir la figure 7
du chapitre VI)(16),

Exercice 1.61. Soient ABC un triangle, P un point de la droite BC, M un point de
la droite AP. Les paralléles & CM menée par P et & AP menée par B se coupent
en B’. Les paralléles & BM menée par P et & AP menée par C se coupent en C’.
Soient I, J et K les milieux de PM, BB’ et CC’. Montrer que I, J et K sont
alignés, puis que M, B’ et C’ sont alignés.

Exercice 1.62. On a dessiné, sur une feuille de papier, deux droites D et D’ qui ne
sont pas paralléles, mais dont le point d’intersection ne se trouve pas sur la feuille.
On place sur la méme feuille un point M en dehors de D et de D’. Construire la
droite joignant M au point d’intersection de D et D’.

Exercices un peu plus théoriques

Exercice 1.63. Soit £ un espace affine dirigé par F. On définit une application
Ex&—¢&

en associant, au vecteur u et au point M, I'unique point M’ de &, que 'on peut
noter

M =M +u

—
(voir la remarque 1.2.3) et tel que MM’ = u. Vérifier que c’est une opération du
groupe additif de I'espace vectoriel E sur £, qu’elle est transitive (il y a une seule
orbite) et libre (tous les stabilisateurs sont triviaux).

Inversement, montrer que si le groupe additif d’un espace vectoriel E opére

librement et transitivement sur un ensemble &, celui-ci est muni, par cette opéra-
tion, d’une structure d’espace affine.

(6 Toutes ces applications du théoréme de Menelaiis sont classiques, d’ailleurs Desargues uti-
lisait le théoréme de Menelaiis pour démontrer son théoréme. Voir [15]. On les trouvera aussi,
agréablement regroupées, dans [43].
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Exercice 1.64. Soient E un espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel et soit X
une classe d’équivalence modulo F'. Montrer que X est un sous-espace affine dirigé
par F.

Exercice 1.65 (Centre du groupe affine). Le centre du groupe affine GA(E) (en-
semble des éléments du groupe qui commutent avec tous les autres) est réduit
a l'identité.

Exercice 1.66 (Groupe affine (suite)). Montrer qu’il existe une bijection
GA() —— GL(E) x E.
Existe-t-il un isomorphisme de groupes ?

Exercice 1.67 (Le théoreme fondamental (ou prétendu tel) de la géométrie affine)
Soient £ et £ deux espaces affines (réels) de méme dimension n > 2. Soit
¢ : & — &' une bijection. On suppose que

(%) A, B, C alignés = ¢(A), p(B), ¢(C) alignés

et on veut montrer qu’alors, ¢ est une application affine’”. On note A’ = v(A),
etc.

(1) Montrer que I'hypothése « ¢ est bijective » est nécessaire, puis que ’hypo-
thése n > 2 est nécessaire. On pourra dans les deux cas, si I'hypothése n’est pas
vérifiée, chercher une application non affine vérifiant ().

(2) Montrer que

(a) si F est un sous-espace affine de £, ¢~!(F) est un sous-espace affine
de &€ (on pourra utiliser 'exercice 1.6) ;

(b) siles n+ 1 points Ay, ..., A, constituent un repére affine de &, alors
leurs images ¢(Ap),...,¢(Ay) sont des points affinement indépendants
de &

(c) en déduire que si Ay, ..., Ax sont des points indépendants de &, alors
leurs images Aj, ..., A}, sont des points indépendants dans &',

(d) que I'image de toute droite D est une droite D’ et que I'image de tout
plan est un plan,

(e) et que si D; et Dy sont deux droites paralléles, leurs images D] et D),
sont deux droites paralléles.

Soit O un point fixé dans € et O’ son image dans &’.

(7 Au dela de lintérét de ce théoréme, on notera dans sa démonstration la « reconstruction »
géométrique des opérations du corps dans la question 4. A ce sujet, il faut conseiller aux lecteurs
intéressés la lecture de [3].
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. . . —_— —_— e
(3) Soient A et B deux points de &£ et soit C tel que OC = OA + OB. On
—
suppose que A, B et C ne sont pas alignés. En utilisant 2(e), montrer que O'C’ =
—_— =
O'A'+0'B.

(4) Soit D une droite passant par O et D’ son image. On fixe A € D un point
distinct de O et son image A’. Pour tout A € R, on considére le point M tel que
— — - - —_—

OM = MNOA. Vérifier que son image M’ satisfait O'M’ = pO’ A’ pour un unique
¢ € R. On a ainsi défini une application
cp: R —— R

A —— L.

—_— —_— - —
(a) Soient M et N tels que OM = MOA, ON = NOA. En utilisant un
point B hors de la droite D et des droites paralléles, construire les points P
— — — —
et @ de D tels que OP = (A + XN)OA, OQ = ANOA.
(b) Montrer que op(A + X) = op(A) + op(N) et que op(AN) =
op(N)op(N). En déduire que op est un automorphisme du corps R.
(c) Soit ¢ un automorphisme du corps R. Vérifier que o(1) = 1, que
o|q = Idq et que o est une application croissante. En déduire que o = Id.
(d) Montrer que ¢ est une application affine.
(5) Ou a-t-on utilisé que ¢ est bijective? que n > 27
(6) Que se passe-t-il dans le cas complexe ?

Exercice 1.68. Refaire 'exercice 1.23 sans supposer a priori que @ est affine.
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GEOMETRIE EUCLIDIENNE, GENERALITES

On se donne maintenant les moyens de mesurer les distances (voire les angles).

Dans ce chapitre, le corps de base sur lequel sont définis les espaces vectoriels et
affines considérés est, impérativement, le corps R des nombres réels. Les espaces
considérés sont tous de dimension finie.

11.1. Espaces euclidiens

Rappelons qu’un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une « forme-
bilinéaire-symétrique-définie-positive », c’est-a-dire une application

®: ExXFE —— R
(u,v) —— P(u,v)

— linéaire en chacune des deux variables,

— symétrique (c’est-a-dire telle que l'on ait ®(v,u) = ®(u,v) pour tous les
vecteurs u et v de E)

— et telle que l'on ait ®(u,u) > 0 pour tout u, I'égalité ®(u,u) = 0 ayant lieu
si et seulement si u = 0.

Notations
On utilise ici les notations les plus standard possibles, c’est-a-dire qu’on écrit
w-v pour ®(u,v) et ||ul* pour u-u (étant entendu que ||u est un nombre positif).
On écrit aussi v L v quand u - v = 0, ce qui définit aussi une relation entre sous-
espaces, l'orthogonalité. On note F- 'orthogonal du sous-espace F, en symboles

FL={zcE|z-y=0 pour tout y dans F}.
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On a la décomposition E = F' @ F. Plus généralement, si S est une partie de E,
on note S+ I'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs
de S. C’est un sous-espace vectoriel, ’orthogonal du sous-espace engendré par S.

Définition I1.1.1. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace
vectoriel euclidien, un espace affine euclidien est un espace affine dirigé par un

espace Vector_ie} euclidien. On définit la distance de deux points A et B par
d(A,B) = ||AB]|.

On s’autorisera bien str & abréger d(A, B) en AB.

Rappel

L’inégalité de Cauchy-Schwarz(") implique que ||-|| est une norme (un espace
euclidien est un espace vectoriel normé) et que d est une distance (un espace
affine euclidien est un espace métrique). C’est dire en particulier que d satisfait a
I'inégalité triangulaire

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B)

avec ici la précision que ’égalité n’est possible que si les points A, C' et B sont
alignés dans cet ordre. Voir I’exercice 11.1.

Isométries
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Une isométrie vectorielle est une application linéaire qui conserve la norme,
c’est-a-dire une application linéaire
fF—F
(ot E et F sont des espaces vectoriels euclidiens) telle que || f(u)|| = |lu|| pour
tout vecteur u de FE. Comme le produit scalaire peut s’exprimer a 'aide de la

norme, pour mémoire

1 2 2
w-v =7 (Jut ol = fu—ol?),

les isométries préservent le produit scalaire et, en particulier, I'orthogonalité.
De méme, une application affine

p:&E——F
(ot £ et F sont des espaces affines euclidiens) est une isométrie affine si

d(p(A), p(B)) = d(A, B)

(WVoir au besoin I'exercice I1.1 et/ou sa solution.
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pour tous A et B dans £... ce qui est bien entendu équivalent & dire que 'appli-
cation linéaire associée est une isométrie vectorielle.

I1 est bien clair que la composée de deux isométries est une isométrie. On appelle
O(E), resp. Isom(E), 'ensemble des isométries de E dans E (vectorielles), resp.
de &€ dans & (affines).

Théoréme I1.1.2. Les ensembles O(E), Isom(E), munis de la composition des ap-
plications, sont des groupes.

Démonstration. 11 faut montrer que les isométries sont des bijections. On sait
qu’une application affine est bijective si et seulement si ’application linéaire asso-
ciée l'est (voir la proposition 1.3.11). Il suffit donc de démontrer que les isométries
vectorielles sont des bijections.

Maintenant, un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est
bijectif si et seulement si il est injectif®. 11 suffit donc de démontrer que toute
application linéaire f : E — FE qui préserve la norme est injective, ce qui est trés
facile :

flw)=0 = 0=[f(w]=lul = wu=0

De plus, la bijection réciproque d’une isométrie est encore une isométrie. Ecri-
vons la démonstration de cette assertion dans le cas affine pour varier les plaisirs.
Soit ¢ une isométrie affine. La bijection réciproque v est encore une application
affine en vertu de la proposition citée ci-dessus et

d(p(A), p(B)) =d(A,B) = d(A',B) =d(y(A),4(B"))

ce qui fait que v est bien une isométrie.
Enfin, les lectrices ont certainement remarqué que ’application identique Idg
est une isométrie vectorielle (et Idg une isométrie affine). O

Exemples 11.1.3

(1) Les translations sont des isométries ('application linéaire associée & une
translation est l'identité).

(2) En général, une homothétie de rapport A multiplie les longueurs par |A|.
Une homothétie n’est donc une isométrie que si son rapport est de valeur absolue
égale a 1... c’est-a-dire si elle est I'identité (cas ou A = 1) ou une symétrie centrale
(cas ou A = —1). Ca n’empéche pas les homothéties d’étre trés utiles en géomé-
trie euclidienne (voir par exemple les exercices I11.13, I1.18, 11.20, I1.21 pour s’en
convaincre).

(). un des miracles de la linéarité en dimension finie.
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(3) Les symétries orthogonales sont des isométries. Si F' C E est un sous-espace
vectoriel, la symétrie orthogonale sg est 'application linéaire qui vaut Idg sur F
et —Idg sur G = F*, soit sp(y+2) =y —zsiy € Fet z€ G (figure 1).

M

sp(x) or(M)

FIGURE 1

On définit de méme les symétries orthogo_)males aﬁ?n& si F est un sous-espace
affine de &, M’ = ox(M) est défini par OM' = sp(OM) ou F est bien sir la
direction de F et O un point quelconque de F. Il est facile, mais indispensable,
de vérifier que le résultat ne dépend pas du choix de O dans F (exercice 1.19). On
aura remarqué que les symétries sont des involutions (en symboles 0% = Idg).

(4) En particulier, les réflexions, qui sont les symétries orthogonales par rap-
port & des hyperplans, sont des isométries. Voir I'exercice I1.7 pour une formule
explicite.

Notons enfin un résultat simple et utile, parce qu’il est souvent agréable de
connaitre des sous-espaces stables par une isométrie.

Proposition I1.1.4. Soit FF C E un sous-espace d’un espace vectoriel euclidien,
stable par une isométrie f. Alors F+ est stable par f.

Démonstration. Soit € F+. C’est dire que pour tout y dans F, on a -y = 0.
Mais f préserve le produit scalaire, on a donc f(x)- f(y) = 0 pour tout y dans F'.
Comme F est stable par f, f(y) € F. De plus, f est une isométrie et en particulier
elle est bijective, donc tout élément z de F' s’écrit z = f(y) pour un y € F. On a
donc

VzeF, f(z)-z=0,
c’est-a-dire que f(x) € F*. O
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I1.2. Structure des isométries

Je vais montrer que toute isométrie de £ dans £ peut s’écrire comme la com-
posée d’un certain nombre de réflexions. De fagon plus pédante : « les réflexions
engendrent le groupe des isométries ». Je fais d’abord la démonstration pour les
isométries affines planes, puis je la refais en toutes dimensions (en commengant
par le cas vectoriel).

Les isométries planes

Considérons pour commencer une isométrie ¢ d’un plan affine euclidien P. Si
¢ a trois points fixes non alignés, on sait (proposition 1.3.10) que ¢ est I'identité.

4 C

FIGURE 2 FIGURE 3

Si ¢ a deux points fixes distincts A et B (mais pas trois points fixes non
alignés), on considére la droite D = (A, B) et un point C hors de D avec son
image C’. Comme ¢ est une isométrie, AC = AC" et BC = BC’ et donc D est
la médiatrice® de CC’ (figure 2). Alors op o ¢ fixe A, B et C, donc op o ¢ est
I'identité et ¢ = op, @ est une réflexion.

Si ¢ a un unique point fixe A, soient B un autre point et B’ son image. Comme
AB = AB’, la médiatrice D de BB’ passe par A (figure 3) et op o ¢ a deux points
fixes A et B, donc c’est une réflexion et ¢ est la composée de deux réflexions.

Si ¢ n’a aucun point fixe, soient A et A’ un point et son image. Si D est
la médiatrice de AA’, op o ¢ fixe A donc elle est composée d'une ou de deux
réflexions, donc ¢ est la composée de deux ou de trois réflexions.

On a ainsi démontré, en dimension 2, une version assez précise du résultat
annoncé, le théoréme I1.2.2 ci-dessous.

Montrons maintenant ce résultat en toutes dimensions, en nous inspirant de la
démonstration ci-dessus, c’est-a-dire en utilisant d’éventuels points fixes pour se

®)La droite ensemble des points équidistants de C' et C’ (voir Pexercice I1.7).
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ramener & des cas plus simples ou déja connus. Commencons par le cas vectoriel,
ol I’énoncé précis est :

Théoreme 11.2.1. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Toute iso-
métrie de E peut s’écrire comme composée de p réflexions pour un entier p < n.

Je démontrerai ensuite le résultat affine correspondant (le théoréme I1.2.2 ci-
dessous), comme conséquence a la fois du résultat vectoriel et de sa démonstration.

Démonstration. Je la fais par récurrence sur la dimension n de F.

Le cas ou n = 1 est facile parce qu’on peut faire la liste de toutes les isométries
d’une droite euclidienne : les applications linéaires sont toutes de la forme x — Ax,
et pour qu’'une telle application soit une isométrie, il faut et il suffit que 'on ait
|IA| = 1, donc les isométries sont l'identité (composée de zéro réflexion) et la
symétrie centrale —Id, qui est une réflexion : le théoréme est vrai (par simple
inspection) pour n = 1.

Supposons donc (c’est I'hypothése de récurrence) que le théoréme soit vrai dans
tous les espaces vectoriels euclidiens de dimension < n — 1 et placons-nous dans
E, espace euclidien de dimension n. Soit f une isométrie.

Pour utiliser I’hypothése de récurrence, il nous faut un moyen de nous ramener
a un espace de dimension plus petite. Je vais utiliser un vecteur xg # 0. De deux
choses l'une : soit il est fixé par f (c’est-a-dire f(xg) = (), soit il ne l'est pas
(f (o) # o).

Dans le premier cas, on considére I’hyperplan S = xé. Comme f préserve le
produit scalaire et fixe xg, f préserve S (c’est la proposition I1.1.4). Considérons
donc la restriction f/ = f|g de f a S, c’est une isométrie de S, qui est de dimension
n — 1. On peut lui appliquer 'hypothése de récurrence, qui nous dit qu’il existe ¢
hyperplans Hy, ..., H; de S (avec ¢ < n — 1) tels que

!/
— O+++0 .
[P =sm SHy

A partir de ces hyperplans de S, il nous reste & fabriquer des hyperplans de E.
Soit donc H; I'hyperplan de E engendré par H! et zo (figure 4). On a alors

s o osm, = f.

Pour s’en convaincre, il suffit en effet de décomposer F en E = S @ () et de
constater qu’on a

SH; O+ 0 SHq()\CEQ) = )\330 = f()\ZEQ)

SHy 0 o sh, (y) = sppo-osm(y) = [f(y)=[fly) siyes.
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FIGURE 4 FIGURE 5

Ceci finit la démonstration (avec un nombre g < n — 1 de réflexions) dans le
cas ou f(xzg) = xo.

Considérons maintenant le cas ot f(xg) # xo. L'idée est de se ramener au cas
précédent en « rendant g fixe ». Soit H 'hyperplan médiateur de xg et f(xzg). Il
s’agit a priori d’un hyperplan affine de E. Comme || f(zo)| = ||zol|, le vecteur 0
est dans H, qui est donc un hyperplan vectoriel. On a en fait

H = (20 — f(x0))"
(figure 5), de sorte que sg(xo) = f(zo). Alors
su o f(xzo) = su(f(x0)) = wo.

Donc sg o f a un point fixe et on peut lui appliquer le résultat obtenu dans le
premier cas :

sgof=smo---osg, g<n—1,
ainsi
f=smosy o--osp,
est bien composée de p réflexions (avec p < n). O

Théoreme 11.2.2. Soit £ un espace affine euclidien de dimension n. Toute isomé-
trie de £ peut s’écrire comme composée de p réflexions pour un entier p < n 4+ 1.

Démonstration. On s’inspire de la derniére partie de la démonstration précédente
pour se ramener au cas vectoriel.

En effet si 'isométrie affine ¢ a un point fixe A € £, on n’a qu’a vectorialiser
€ en A pour étre ramené au cas vectoriel. On obtient donc, en appliquant le
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théoréme I1.2.1, que ¢ est composée de p réflexions par rapport a des hyperplans
passant par A (pour un nombre p < n)

Sinon, soient A un point quelconque et A" # A son image. Appelons H ’hy-
perplan médiateur de AA’ (voir au besoin 'exercice I1.7), de sorte que o3 0 ¢ est
une isométrie affine qui fixe A et & qui on peut appliquer ce qui précéde. Ainsi

OHO P =03, 0 00H,

pour un p < n et donc

=04 00}, O 00H,

est composée de p+ 1 (< n+ 1) réflexions. O

Remarques 11.2.3

— Si ces théorémes ont un intérét théorique (¢a ne fait jamais de mal de
connaitre un systéme de générateurs pour un groupe), ils sont aussi trés concrets
puisqu’ils permettent par exemple de faire la liste de toutes les isométries des es-
paces euclidiens de petites dimensions (2 et 3 notamment). On I'a vu au début de
cette partie pour la dimension 2, on en reparlera, de méme que de la dimension 3
(§§I11.2 et V.1).

— En examinant attentivement les démonstrations ci-dessus, on peut estimer
plus précisément le nombre de réflexions indispensables & ’aide de la dimension
de I’ensemble des points fixes de I'isométrie considérée, mais ¢a ne me semble pas
essentiel ici (voir [5] par exemple).

Déplacements
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Le nombre de réflexions intervenant dans la décomposition d’une isométrie
donnée peut étre rendu arbitrairement grand : penser que

sgosgof=fl

Mais sa parité, elle, est bien définie, comme on va le voir tout de suite.

Définition I1.2.4. On dit qu’'une isométrie (affine) est un déplacement si son dé-
terminant (celui de 'application linéaire associée) est positif. Une isométrie qui
n’est pas un déplacement est un anti-déplacement.

Remarques I1.2.5

(1) Les isométries sont des bijections et ont donc un déterminant non nul.

(2) L’ensemble Isom™ () des déplacements est un sous-groupe de Isom(&).

(3) Les déplacements sont les isométries qui préservent les orientations de 'es-
pace (voir 'exercice I1.11).
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Proposition I1.2.6. Pour que le nombre de réflexions qui intervient dans la décom-
position d’une isométrie soit pair il faut et il suffit que celle-ci soit un déplacement.

Démonstration. Il suffit en effet de montrer que le déterminant d’une réflexion vec-
torielle est négatif. Et ceci est trés facile. Si H est un hyperplan et si (eq,...,e,—1)
est une base de H, appelons e, un vecteur non nul de la droite orthogonale & H,
de sorte que (eq,...,e,) est une base de E dans laquelle la matrice de sy est la
matrice diagonale (1,...,1,—1) dont le déterminant est —1. O

Remarque I1.2.7. Cette démonstration ajoutée au fait que le déterminant est un
homomorphisme de groupes et au théoréme de décomposition des isométries (théo-
réme I1.2.2) montre aussi que le déterminant d’une isométrie vaut £1 (+1 pour
un déplacement, —1 pour un anti-déplacement). On en déduit que Isom™ (&) est
le noyau de I’homomorphisme de groupes

dét : Isom(E) —— R — {0} ou {1,-1}

et donc que c’est un sous-groupe distingué de Isom(E).

La « forme réduite » des isométries
Le résultat suivant est trés utile, puisqu’il permet d’associer, a toute isométrie
affine, une (autre) isométrie, qui a la méme application linéaire associée mais qui a
des points fixes. C’est la version de la proposition 1.3.22 adaptée au cas particulier
des isométries.

Proposition I1.2.8. Soit ¢ une isométrie affine de ’espace affine euclidien E. Il
existe une isométrie 1 et une translation t, de & telle que

— Uespace F des points fizes de ¥ n’est pas vide,
— le vecteur v de la translation est dans la direction F' de ce sous-espace,
—ona@=1t,01.
De plus, le couple (v,1) est unique, les isométries t, et 1 commutent et F =
Ker(¢ — Idg).

Démonstration. Démontrons d’abord que, pour toute isométrie ¢, on a une somme
directe orthogonale

E =Ker(p —1Idg) @ Im(¥ — Idg).

Comme ces deux sous-espaces ont des dimensions complémentaires, il suffit de
démontrer qu’ils sont orthogonaux. Soit donc = € Ker(p —Idg), de sorte que I’on
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a @(x) = x. Soit aussi y € Im(P — Idg), de sorte que y = @ (z) — z pour un
certain z € K. On a bien alors
vy=z-(P)—z2) =2 -F()—a-2=F(x) () —z-2=0.
Il ne reste qu’a appliquer la proposition 1.3.22 ou a copier sa démonstration. Soit
—_—
O un point quelconque de & ; on décompose Op(O) = v+ @ (2) —z avec @ (v) = v.
—
Soit A le point défini par z = AQO, de sorte que
N — N — A
Ap(A) = A0+ Op(0) + p(O)p(A) = z+v+ G (2) — 2+ ¢(OA) = v.

Posons ¢ =t_,0¢. On a ¢(A) =t_,(p(A)) = A et donc ¢ a des points fixes. De
plus,

-1
potyop”" = t?(v) = t?(v) =ty
donc ¢ et t, commutent. La seule chose restant a vérifier est 'unicité du couple
(v, ). Supposons donc que

W:tvow:tv’ow,

pour un ¢ et un v’ possédant des points fixes, disons ¢(A) = A et ' (A") = A,
/ 2 — / / /
et pour deux vecteurs v, v fixés par ¢. Alors Ap(A) = v et A'p(A") =/, donc

A4 = Ap(A) + p(A)p(A) + p(AVA = v+ F(AA) —

Tl = A — —
et le vecteur AA" — ¢ (AA") = v —1' est dans Ker(¢ —Idg) NIm(¢g —Idg) =0,
donc v =" et ¢ = 7). O

I1.3. Groupe orthogonal
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Le groupe O(FE) des isométries de 'espace vectoriel euclidien E est appelé
groupe orthogonal de E. Une base orthonormée® de F étant choisie, ce groupe
s’identifie au groupe orthogonal de I’espace euclidien R™, on le note alors O(n).
On peut le considérer comme un groupe de matrices. Notons qu’en particulier, il
est muni d’une topologie, celle induite par la topologie usuelle de ’espace vectoriel
réel M,(R) des matrices carrées.

Proposition I1.3.1. Une matrice A est dans le groupe O(n) si et seulement si elle
vérifie la relation 'AA = 1d.

7] n’est sans doute pas trop tard pour rappeler quun espace euclidien posséde des bases
orthonormées, parce qu’il posséde des bases et que 1’on peut modifier n’importe quelle base pour
en faire une base orthonormée par le procédé de Gram-Schmidt, rappelé dans ’exercice 11.23.
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Démonstration. Dire que A est la matrice d’une isométrie, c’est dire que les images
des vecteurs de la base canonique, autrement dit, les vecteurs colonnes de A,
forment une base orthonormée. Or c’est précisément ce qu’exprime la relation
‘AA = 1Id : la nullité des termes hors de la diagonale dans la matrice ‘AA dit
que deux vecteurs colonnes distincts sont orthogonaux, tandis que les termes
diagonaux de cette matrice sont les carrés des normes des vecteurs colonnes. [J

Remarque I1.3.2. De fagon plus intrinséque, on aurait pu dire qu’un endomor-
phisme f de E est une isométrie si et seulement s’il vérifie la relation 'f f = Id (je
suggére aux lecteurs un peu versés en algébre linéaire de donner un sens & cette
relation et d’en trouver une démonstration n’utilisant pas les matrices, c¢’est-a-dire
n’utilisant pas de base).

Corollaire I1.3.3. Le groupe O(n) est compact.

Démonstration. Comme c’est une partie d’un espace vectoriel réel de dimension
finie, il suffit de démontrer qu’il est fermé et borné. Mais I'application

M,(R) —— Muy(R)
A —_— TAA

est continue (les coefficients de ‘AA sont des polyndomes en les coefficients de A)
et O(n) est 'image réciproque de 'ensemble fermé {Id}, il est donc ferme.
Comme tous les vecteurs colonnes des éléments de O(n) sont de norme 1, tous
les coefficients ont une valeur absolue inférieure ou égale a 1, en particulier, O(n)
est une partie bornée de M,,(R) (quelle que soit la norme utilisée sur cet espace
vectoriel de dimension finie). O

Isométries positives

Le sous-groupe des déplacements vectoriels, qu’il est sans doute préférable d’ap-
peler des isométries positives, est noté OT(E), O (n) dans le cas de R™. C’est un
sous-groupe fermé de O(n), comme image réciproque du fermé {1} par 'applica-
tion « déterminant », qui est continue, puisque polynomiale en les coefficients des
matrices. C’est aussi un sous-groupe ouvert de O(n), comme image réciproque de
I'ouvert ]0, +o00[ par le déterminant.

Le cas du plan

Le cas du groupe des isométries planes est particuliérement important : I’iden-
tification du groupe O™ (2) au groupe multiplicatif U des nombres complexes de
module 1 et & R/27Z est ce qu'on utilisera au chapitre III pour mesurer les
angles.
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Proposition 11.3.4. Le groupe O (2) est isomorphe et homéomorphe au groupe mul-
tiplicatif U des nombres complexes de module 1.

1= 0)

est dans O(2) si et seulement si ses deux colonnes forment une base orthonormée,
c’est-a-dire si et seulement si a®> +b%> =1, 2 +d?> =1 et ac+bd = 0, ce qui donne

Démonstration. Une matrice

A:<a _€b> avec £ = +1 et a® + b = 1.
b ea

Un simple calcul montre que € = dét A et donc que ¢ = 1 si A € O7(2). Mainte-
nant, il n’y a plus qu’a considérer I'application ¢ : O (2) — U :

(a —b) )
—— a + ).
b a

On vérifie directement que c’est un homomorphisme de groupes en calculant
©(AA’). Elle est évidemment bijective et continue, de méme que son application
réciproque

-1 . a —b
: b
() a—+ 10 —— <b a >
et ceci achéve la démonstration. O
Corollaire I1.3.5. Le groupe O"(2) est commutatif.

Démonstration. Il est isomorphe au groupe commutatif U des nombres complexes
de module 1. O

Remargque I1.3.6. On aurait pu utiliser un autre isomorphisme ¢’ : O (2) — U,
. . . —b
en associant a — ¢b & la matrice <Z a ) En d’autres termes, les deux groupes

O7(2) et U sont isomorphes, mais pas canoniquement, ce qui est lié au probléme
d’orientation que nous souléverons au chapitre suivant.

Corollaire I1.3.7. Le groupe OV (2) est connexe par arcs. Le groupe O(2) a deux
composantes conneres par arcs.

Démonstration. Le groupe des nombres complexes de module 1 est connexe par
arcs (c’est un cercle). Il en est donc de méme du groupe O™ (2), qui lui est ho-
méomorphe. D’autre part, I’application déterminant

dét : O(2) —— {1}
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est continue comme on 1’a déja dit, elle prend ses valeurs dans un espace discret et
elle est surjective. Donc O(2) n’est pas connexe, on peut ’écrire comme réunion
disjointe O(2) = O (2)UO™(2), en désignant par O~ (2) I'ensemble des isométries
A déterminant négatif. On a déja dit que O1(2) est connexe par arcs. Mais O™ (2)
est, lui aussi, connexe par arcs, tout simplement parce qu’il lui est homéomorphe :
choisissons une fois pour toutes un élément gy € O~ (2) (nous savons que O~ (2)
n’est pas vide, puisqu’il contient les réflexions) et considérons I’application
0~ (2) —— 07(2)
[ fogo.
Elle est continue (pourquoi?), bijective (méme question) et son application réci-
proque est continue aussi (c’est clair?), donc c¢’est un homéomorphisme, ce qui
fait que O~ (2) est aussi connexe par arcs que O1(2). O

Remarque I1.3.8. La fin de 'argument, a savoir que O~ (2) est homéomorphe a
O™ (2), fonctionne en dimension n quelconque, on va donc l'utiliser de la méme
maniére pour montrer que O(n) a deux composantes connexes par arcs... dés
qu’on aura montré que O™ (n) est connexe par arcs en général (proposition 11.3.16
ci-dessous).

Rotations, mesures des angles des rotations
Grace a 'exponentielle complexe, on définit une application
R — U — 07 (2)
cosf) —sinf >

0 — 0 — )
sinf  cosf
qui est, bien sir, surjective et périodique de période 27 et qui définit un isomor-

phisme de groupes

R/27Z —— O™ (2).
Définition 11.3.9. L’image du réel 6 s’appelle rotation d’angle 6. Les isométries
positives d’un plan euclidien sont appelées des rotations.

De ce qui précéde, on déduit que tout élément de O(2) est de la forme

< cos —esind

sinf ecosf ) avec & = +1.

Remarque I1.3.10. 1’existence et la périodicité des fonctions « cosinus » et « si-
nus », méme si elles ont été admises par les lectrices depuis leur plus jeune age,
ne sont pas des trivialités. Elles reposent, au choix
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— sur les propriétés de 'exponentielle complexe définie par son développement
en série entiére (voir [11] ou I'époustouflant prologue de [45]),

— ou sur une définition précise de la mesure des longueurs des arcs de cercles
(évoquée ici au § VIIL.4).

Changement de base, conjugaison

Considérons maintenant un plan vectoriel euclidien E. En choisissant une base
orthonormée, on obtient un isomorphisme (d’espaces vectoriels euclidiens) de F
dans R? et des isomorphismes de groupes de O(FE) dans O(2) et de O"(E) dans
O7(2). Il est important de remarquer que 1’écriture des rotations planes dans une
base orthonormée dépend assez peu de la base utilisée. On a plus précisément :

Proposition I1.3.11. Soit E un plan vectoriel euclidien et soit f une isométrie po-
sitive de E. On a les égalités :

| f sig€e OT(E)

gofeg = { 7! sige O~ (B).

Démonstration. La premiére égalité est une conséquence immédiate de la commu-
tativité de O1(E). Pour démontrer la deuxiéme, le plus simple est d’utiliser les
formes matricielles mises en évidence ci-dessus. O

Remarque I1.3.12. On a ainsi obtenu une nouvelle version du principe de transport
par conjugaison (ici I’énoncé 1.3.19).

Corollaire I11.3.13. Soit E un plan vectoriel orienté. La matrice d’une rotation ne
dépend pas du choiz de la base orthonormée directe dans laquelle elle est écrite.

Une orientation du plan étant fixée, choisissons une base orthonormée directe.
Les changements de bases orthonormées directes sont ceux dont les matrices sont
dans O (E) (voir au besoin I'exercice I1.11). II ne reste plus qu’a appliquer la
premiére égalité de la proposition I1.3.11. O

Réduction, le cas général
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Considérons maintenant un espace vectoriel euclidien de dimension n. Les élé-
ments du groupe orthogonal O(n) ont une forme un peu plus compliquée que ceux
de O(2) mais on peut quand méme les décrire assez explicitement pour en déduire
des résultats analogues aux précédents.

Proposition I1.3.14. Soit f une isométrie vectorielle de E. L’espace vectoriel E est
somme directe orthogonale

E=VeWoeP® - &F,
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égalité dans laquelle les sous-espaces V., W et P; sont stables par f, ou l'on a
flv =Idy, flw = —Idw et ou chaque P; est un plan en restriction auquel f est
une rotation.

En termes de matrices, c’est dire qu’il existe une base orthonormée de E dans
laquelle la matrice de f s’écrit

1

-1

cosf; —sinf,
sinf; cos 6y

cos@, —sind,
sinf, cosé,
On remarquera aussi qu’alors dét f = (—=1)3™W donc que W est de dimension

paire pour une isométrie positive... et aussi que W n’est pas réduit a 0 pour une
isométrie négative.

Démonstration. Elle se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, les isométries sont
I'identité et la symétrie centrale — Id et donc le résultat est vrai; pour n = 2, on
a déja dit qu’'une isométrie était

— une réflexion, ce qui correspond a dimV =1, dimW =1et P, =0

— ou une rotation, casou V=W =0et r=1

et le résultat est vrai aussi. On suppose maintenant (c’est ’hypothése de récur-
rence) que le résultat est vrai pour toutes les isométries des espaces vectoriels
euclidiens de dimension < n — 1.

Considérons une isométrie f d’'un espace F de dimension n > 3. Il suffit de
trouver un sous-espace F' de E qui soit non trivial et stable par f. En effet, son
orthogonal F- sera aussi stable par f et on pourra appliquer la récurrence a F
et It

Si f a une valeur propre réelle, la droite engendrée par un vecteur propre non
nul convient pour F'.
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Sinon, soit A une valeur propre complexe (supposée non réelle). Alors X en est
une aussi. Soit z un vecteur propre (complexe)(5) de f pour la valeur propre A,
de sorte que T est un vecteur propre pour A. Le plan complexe engendré par z et
T est stable par f. Mais les deux vecteurs (x + T)/2 et (x — T)/2i sont réels. Ils
engendrent un plan de F (ils sont indépendants, c’est bien clair ?) qui est stable
par f et qui convient pour F'. O

Remarque 11.3.15. Les lecteurs devraient maintenant comprendre pourquoi on a
pris la peine d’initialiser la récurrence en considérant les cas n =1 et n = 2.

Proposition I11.3.16. Le groupe O (n) est connexe par arcs. Le groupe O(n) a deuzs
composantes connexes par arcs homéomorphes a OT (n).

Démonstration. On procéde comme dans le cas n = 2 (démonstration du corol-
laire 11.3.7) : il suffit de montrer que OT(n) est connexe par arcs, c’est-a-dire
quon peut relier deux éléments de O™ (n) par un chemin dans O (n). Pour ca, il
suffit bien stir de montrer qu’on peut relier tout élément de O"(n) a I'identité.

Soit donc A un élément de O"(n). La proposition 11.3.14 nous dit qu’il existe
une matrice orthogonale P telle que 'PAP ait la forme ci-dessus. Comme A €
O™ (n), le nombre de —1 est pair, ce qui fait qu'on peut les grouper deux par deux
et considérer que

-1 0 cosf) —sinf
< 0 -1 ) - < sing  cosf ) pour 0 =,
autrement dit, la matrice B = !PAP ne contient que des 1 et des blocs diagonaux
de rotations.
Pour tout ¢ € [0, 1], formons maintenant une matrice B(t) € O"(n) en rempla-
cant les 0 figurant dans B par t6, de sorte que ¢t — B(t) est un chemin continu de

Id & B dans O"(n)... et, plus intéressant, que ¢t — PB(t)'P est un chemin continu
de Id & A dans O™ (n), ce que nous cherchions. O

Pourquoi « déplacement » 7
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Des résultats précédents, on déduit :

Proposition I11.3.17. Le groupe Isom™ (&) des déplacements d’un espace affine eu-
clidien & est connexe par arcs.

(®)Quitte & choisir une base de E, on peut supposer qu’on est dans R™ et considérer celui-ci
comme une partie de C™. On peut aussi construire un sous-espace stable F' géométriquement
(sans complexifier E), voir par exemple [39, exercice VL.5].
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Remarque 11.3.18. Cette proposition justifie ’emploi du mot « déplacement » pour
ces isométries : un chemin reliant 'application identique au déplacement f permet
de déplacer (au sens du frangais courant) un objet.

Démonstration. Le choix d’une origine O dans £ permet de construire un ho-
méomorphisme de Isom™ (&) dans I’espace produit O"(E) x E. C’est simplement
I’application définie par

Isom" () —— ON(E)x E
N
p —— (¢,00(0)).
Elle est continue ainsi que son application réciproque (penser a leurs expressions

en coordonnées). Comme OT(E) et E sont connexes par arcs, leur produit I’est.
L’espace Isom™ (&), qui lui est homéomorphe, I'est donc aussi. O

Remarque I1.3.19. On trouvera des informations complémentaires sur les proprié-
tés et la topologie de O™ (n) et sur d’autres groupes classiques dans les exercices
I1.23, V.17, V.54, V.55, VI.50 et dans les livres [39, 5, 36].

Exercices et problémes

Exercice II.1. On donne deux vecteurs = et y. Exprimer le fait que le nombre
réel || Az + y||* est positif ou nul pour tout scalaire A. En déduire ’énoncé et une
démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (en précisant le cas d’égalité).
Montrer que ||-|| est une norme et que d est une distance. Indiquer le cas d’égalité
dans I'inégalité triangulaire et montrer que la ligne droite est le plus court chemin
(par lignes brisées) d’un point & un autre.

Exercice I1.2. Soient a, b et ¢ trois nombres positifs tels que
b—cl <a<b+ec.
Montrer qu’il existe un triangle de cotés a, b, c.
Exercice I1.3. Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f : ' — E une applica-

tion (ensembliste) qui conserve le produit scalaire. Montrer que f est linéaire (et
donc est une isométrie).

Exercice I1.4. Montrer que G est le barycentre de ((4, @), (B,1 — a)) si et seule-
ment si pour tout point O,

a0A? + (1 —a)OB? = 0G? + aGA? + (1 — a)GB2.
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Exercice I1.5. Soit ¢ : £ — £ une application définie sur un espace affine euclidien.
On suppose que ¢ préserve les distances :

d(p(A),¢(B)) = d(A, B).
Montrer que ¢ est affine (et que c’est donc une isométrie)(®.

Exercice I1.6. Montrer qu'une symétrie n’est une isométrie que si c’est une symé-
trie orthogonale.

Exercice I1.7 (Réflexions, hyperplan médiateur). Soit H un hyperplan d’un espace
vectoriel euclidien E et soit zg un vecteur non nul de H-. Montrer que

T - X
520-

o]l

Montrer que, si x et y sont deux vecteurs de méme norme de 'espace vectoriel

sp(x) =x—2

euclidien F, il existe un hyperplan H tel que sy (z) =y (et que H est unique si
x # y). Montrer de méme que, si A et B sont deux points d’un espace affine &, il
existe un hyperplan affine H tel que o(A) = B (et que H est unique si A # B).

Exercice I1.8 (Régionnement du plan par la médiatrice). Soient A et B deux
points d’un plan affine euclidien P. Montrer que 1’ensemble

{MeP|MA< MB}

est le demi-plan défini par la médiatrice du segment AB et contenant A (voir
I'exercice 1.48).

Exercice I1.9 (La «fonction scalaire » de Leibniz). C’est le nom traditionnel de la
fonction F'; définie par le systéme de points pondérés ((Ai,aq), ..., (Ak, ax)) et
qui, au point M de l'espace affine euclidien &£, associe le scalaire

k
F(M)=> a;MA;.
i=1
On suppose que la somme » «; est nulle. Montrer qu’il existe un vecteur fixe v
tel que, pour tout point M’ de &,
—
F(M"Y=F(M)+2MM' -v.

Si la somme ) «; n’est pas nulle, on appelle G le barycentre du systéme. Vérifier
que

F(M) = F(G) + (3 o) MG*.

(©)Ce n’est pas si facile...
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Applications. On se donne un nombre réel k. Déterminer, selon les valeurs de k,

— I’ensemble des points M vérifiant 'équation M A? + M B? = k,
— P’ensemble des points M vérifiant 'équation M A? — M B? = k,

M
— D’ensemble des points M vérifiant I’équation VB k.

Exercice 11.10 (Rappel sur les orientations). Soit £/ un espace vectoriel réel de di-
mension finie n. Soit B I'ensemble de toutes les bases de I'espace vectoriel E. Si
b et i sont deux bases (deux éléments de B), on dit qu’elles sont équivalentes si
déty b’ > 0. Montrer que c’est bien une relation d’équivalence et qu’il y a deux
classes d’équivalence. Orienter I'espace F, c’est choisir une de ces deux classes.
Les bases de la classe choisie sont dites directes.

Exercice I1.11. Montrer que les déplacements sont les isométries qui préservent
une orientation (toutes les orientations) de l'espace. Montrer que les réflexions
renversent 1’orientation.

Exercice I1.12. Quelles sont les isométries positives du plan vectoriel euclidien qui
sont involutives ?

Exercices dans le plan affine euclidien

Exercice I1.13. Soit ABC' un triangle. Construire un carré M N P(Q tel que M,
NeBC, Qe AB, P e AC.

Exercice II.14. Soit D une droite du plan et soient A et B deux points en dehors
de D et du méme codté de D. Construire un point M de D tel que AM + M B soit
minimal.

Exercice I.15. Soient D et D’ deux droites paralléles d’'un plan affine euclidien et
soient A et B deux points situés de part et d’autre de la bande délimitée par D
et D’. Construire M sur D et M’ sur D’ tels que MM’ ait une direction donnée
et (successivement)

— d’abord tels que AM = BM/’,
— puis tels que AM et BM' soient perpendiculaires,
— enfin tels que AM + MM’ + M’B soit minimal.

Dans chacun des cas, y a-t-il unicité de M ?

Exercice I1.16. Etant donnés deux cercles C et C’, trouver toutes les homothéties
qui envoient C sur C'.
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FIGURE 6

Exercice I1.17. On donne trois cercles Ci, Co et C3 dont les centres ne sont pas
alignés. On appelle I, I et I3 (resp. Ji, Ja et J3) les centres des homothéties de
rapport positif (resp. négatif) envoyant Cy sur Cs, C3 sur C; et C; sur Co. Montrer
que I, Jo et J3 (et de méme Io, J3 et Jq, I3, Jy et Jo) ainsi que [, I5 et I3 sont

alignés (voir la figure 6, sur laquelle on placera les centres des trois cercles).

Exercice I1.18. Construire un cercle tangent a deux droites données et passant par
un point donné.

Exercice I1.19 (Orthocentre). Rappeler pourquoi les médiatrices des cotés d'un tri-
angle sont concourantes(”). Considérer la figure 19 du chapitre I d’un ceil euclidien
et montrer que les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes(®).
Exercice I1.20. Soit AB une corde d'un cercle C. Montrer que le lieu des ortho-
centres H des triangles AM B (quand M parcourt C) est le cercle C' symétrique
orthogonal de C par rapport a AB.

Exercice I1.21 (Cercle d’Euler). Soit ABC un triangle, et soient G, O et H ses

centre de gravité, centre du cercle circonscrit et orthocentre (respectivement).
Toujours en pensant & la figure 19 du chapitre I, montrer que O, G et H sont
alignés (sur une droite que 'on appelle la droite d’Euler) et, plus précisément,

(MLe point de concours est le centre du cercle circonscrit.
®Le point de concours est 1’orthocentre.
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FIGURE 7. Le cercle et la droite d’Euler

qu’on a
— 1—
On appelle I, J et K les milieux de BC', CA et AB et C le cercle circonscrit

au triangle IJK (figure 7). Montrer qu’il passe aussi(?) par les pieds des hauteurs
de ABC et par les milieux de AH, BH et CH.

Exercices un peu plus théoriques

Exercice I1.22 (Centres de O(n), O"(n)). Soit g une isométrie de R™ qui commute
avec tous les éléments de O(n). Montrer que g préserve toutes les droites. En
déduire que le centre de O(n) est formé de Id et —Id. Quel est le centre de
O™ (n)? Et celui de Isom(&)?

O Crest pourquoi on appelle parfois ce cercle cercle des neuf points, bien qu’il contienne beaucoup
plus de neuf points... et méme beaucoup plus de neuf points « remarquables ».
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Exercice I1.23 (Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit (z1,...,x,) une base d'un espace vectoriel euclidien E. Montrer qu'il existe
une unique base orthonormée, notée (ey, ..., e,), de E telle que

— le sous-espace engendré par (ejp,...,ex) coincide avec celui engendré par
(x1,...,2x) pour tout k,

— les bases (e1,...,ex) et (x1,...,x) définissent la méme orientation de ce
sous-espace.

Soit A une matrice réelle n x n inversible. Montrer qu’il existe une matrice
triangulaire supérieure P = P(A), dépendant contintiment de A, dont tous les
termes diagonaux sont positifs et telle que AP soit dans O(n).

Montrer que le groupe linéaire GL(n; R) a deux composantes connexes.

Exercice I1.24 (Groupe de Lorentz). On considére la forme quadratique®)

g(o) =2 —a3— -,

sur R". Caractériser les matrices des « isométries » de la forme ¢, c’est-a-dire
des isomorphismes linéaires f tels que g o f(z) = ¢(x) pour tout z dans R"™. On
appelle O, le groupe de ces isométries.

Déterminer les éléments de O, quand n = 2. Pensez-vous que O, soit un groupe
compact ?

On suppose n = 2. On appelle O(J]r le groupe des isométries de ¢ dont le dé-
terminant est positif. Combien a-t-il de composantes connexes? Méme question
pour Oy.

(9Voir au besoin le § VIL.7 pour des rappels sur les formes quadratiques.
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Dans ce chapitre, il y a des isométries planes, des triangles et des angles inscrits,
des similitudes, des inversions et méme des faisceaux de cercles. Mais il y a aussi,
et il faut bien commencer par ¢a, des précisions sur ce qu’est un angle et comment
on le mesure. Les démonstrations sont, certes, trés simples, mais les énoncés et
leur précision sont délicats et importants.

ITI.1. Angles

L’idée intuitive que nous avons d’'un angle comme partie du plan contenue
entre deux demi-droites de méme origine est assez inadaptée & une utilisation
rigoureuse. Il semble que la meilleure définition de cet « écartement » entre les
deux demi-droites soit via le déplacement qui fait passer de I'une a ’autre.

Elle permet en tout cas de munir ’ensemble des angles d’une structure de
groupe et de mesurer les angles, c’est-a-dire d’associer & chaque angle un nombre
réel (hélas, pas unique!) et ceci de fagon additive.

Notations et rappels

On se place dans un plan euclidien P. On utilise les notations du chapitre
précédent. Les isométries vectorielles positives du plan sont, on 'a vu au §I1.3,
les rotations. On réservera le mot « déplacement » aux isométries affines.

La remarque de base est la proposition suivante.

Proposition II1.1.1. Etant donnés deux vecteurs unitaires d’un plan vectoriel, il
existe une unique rotation qui envoie 'un sur l'autre.
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Remarque II1.1.2. 1.énoncé analogue en dimension 3 (ou plus) est fauz! C’est ce
qui fait la particularité de la dimension 2 pour les angles.

Démonstration de la proposition. Soient u et v’ deux vecteurs unitaires de P. Soit
v un vecteur unitaire tel que (u,v) soit une base orthonormeée. Alors v’ s’écrit dans
cette base :

v = au+ bv

avec a®+b? = 1 puisque v’ est unitaire. La rotation f dont la matrice dans la base

(u,v) est <

par a et b). O

S|

> vérifie f(u) = u’ et est la seule a le faire (elle est déterminée

S

On peut maintenant se demander, étant donnés deux couples de vecteurs uni-
taires (u,v), (u/,v’), s’il existe une rotation qui envoie u sur u’ et v sur v'. La
réponse est bien stir négative en général et c’est 1a que se cachent les angles.

Angles orientés de vecteurs
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On définit une relation d’équivalence sur les couples de vecteurs unitaires par
(u,v)R1(u/,v) si et seulement si il existe une rotation f de P telle que f(u) = o/
et f(v) =0

La classe d’équivalence de (u,v) est appelée I'angle orienté de u et v, mais
aussi I'angle orienté de ' et v’ pour tous les vecteurs u' = \v, v/ = pv (avec \ et
1> 0)M. Pour ne pas utiliser trop de notations, on note (u,v) la classe de (u, v)
en espérant qu’il n’y aura pas de confusion.

On appelle A Tensemble des couples de vecteurs unitaires et A ’ensemble des
angles orientés de vecteurs (les classes d’équivalence sous R1). On veut maintenant
définir une structure de groupe sur A. En fait, cet ensemble ressemble beaucoup
a O™ (P), qui lui, est un groupe. La proposition III.1.1 permet en effet de définir
une application

: 4 ——0t(P)
qui, au couple (u,u), associe 'unique rotation f qui envoie u sur . On a alors :

Lemme II1.1.3. Pour que les couples (u,u’) et (v,v') aient la méme image par D,
il faut et il suffit qu’ils définissent le méme angle orienté.

Démonstration. Soient f et g les rotations définies (grace a la proposition I11.1.1)
par

MWDe sorte que les homothéties préservent les angles orientés de vecteurs, par définition.
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et soient r et r’ celles définies par

r(u) =v, 7'(u)=1

(figure 1). Dire que 'on a @(u,u’) = ®(v,v), c’est dire que les rotations r et
r’ sont égales. Dire que les angles orientés (u,u’) et (v,v') sont égaux, c’est dire
qu’ils vérifient (u,u')Rq(v,v’), c’est-a-dire que f et g sont égales.

La rotation 7’ o f envoie u sur v/, de méme que g o r. Par unicité dans la
proposition I1I.1.1, on a donc 7’ o f = r o g et, comme OT(P) est commutatif
(proposition 11.3.5), 7’ o f = rog, d’ot 'on déduit bien que r = ' si et seulement
si f=g. O

v

w

FIGURE 1 FIGURE 2

Le lemme affirme que ’application ® définit bien une application
d: A—— O (P),

qui est bijective, application réciproque associant a la rotation f l'angle (u, f(u))
(pour n’importe quel vecteur unitaire u). Comme O™ (P) est un groupe (commu-
tatif), on en déduit une structure de groupe (commutatif), notée additivement,
sur A :

(u,v) + (v, 0") = (u”,0")

"or(u"), r et ' étant définies

ol u” est un vecteur unitaire arbitraire et v = r
par

v=r(u) et v =1'().

Remarque I11.1.4. C’est ce qu’on appelle un transport de structure : on transporte
par @ la structure de groupe de O1(P). La formule donnée est équivalente a :

(u,v) + (W/,0) = @7 (D(u,v) 0 (v, 1)) .
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Elle métamorphose la bijection ® en un isomorphisme de groupes.

L’angle nul est celui qui correspond a la rotation identité, soit (u,u). On appelle
angle plat 'angle (u, —u), qui correspond a la symétrie centrale —Id. C’est un
élément d’ordre 2 du groupe A. En effet, on a

2(u, —u) = 0 puisque (—Id) o (—1d) =1d.

Un angle (u,v) tel que 2(u,v) = (u, —u) est dit angle droit. Ces angles corres-
pondent aux rotations f telles que f o f = —Id. On résout aisément ’équation

(-0 )

qui donne a = 0 et b = £1 (en nombres complexes, voir le §11.3, on vient de

résoudre 22 = —1). Il y a deux angles droits, I’angle (u, v) est droit si et seulement

si u et v sont orthogonaux (c’est-a-dire si et seulement s’ils vérifient u - v = 0).
Notons encore la propriété :

Proposition I11.1.5 (Relation de Chasles). Dans le groupe A des angles orientés de
vecteurs, on a

(u,v) + (v,w) = (u,w)
pour tous vecteurs unitaires u, v et w.

Démonstration. Si les rotations f et g vérifient les relations f(u) = v et g(v) = w,
alors la composée g o f vérifie g o f(u) = w (figure 2). O

Remarque I11.1.6. On aurait pu définir la structure de groupe par la relation de
Chasles.

Angles orientés de droites

76

On a envie d’appeler angle orienté des deux droites affines (d’un plan affine
euclidien P) ou vectorielles (du plan vectoriel euclidien P) D et D' I'angle orienté
de deux de leurs vecteurs unitaires. Malheureusement, il y a deux vecteurs uni-
taires sur une droite. On définit donc l’angle orienté (D, D’) comme la classe
d’équivalence de (u,u’) (ou u dirige D et u’ dirige D') sous la relation Ry définie
par :

(u, v )Ry (v,v)
(u,u)Rao(v,0") = ou
(u, u")Ri(—v,0").
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L’ensemble des angles orientés de droites est un groupe, simplement comme
quotient du groupe A par le sous-groupe d’ordre 2 engendré par I’angle plat. On
a, par définition :

Proposition II1.1.7. Soient D, D', A et A’ des droites de vecteurs directeurs uni-
taires u, u', v et v' respectivement. On a 'égalité 2(u,u’) = 2(v,v’) dans A si et
seulement si les angles orientés de droites (D, D’) et (A, A") sont égauz. O

On exprime parfois cette propriété par « quand on divise une égalité d’angles
orientés de vecteurs par 2, on trouve une égalité d’angles orientés de droites ».

On remarquera que, si (D, D’) est un angle de droites, 2(D, D') est un élément
bien défini du groupe A des angles orientés de vecteurs.

Orientations du plan et mesure des angles orientés

Attention a la terminologie, un peu trompeuse. Répétons que nous avons défini
des angles orientés (de vecteurs, de droites) sans avoir eu besoin d’orienter le
plan. Nous l'orientons maintenant, pour mesurer ces angles. Choisissons donc
une orientation du plan vectoriel P. La matrice d'une rotation f est la méme
dans toutes les bases orthonormées directes (voir le corollaire 11.3.13). A l'angle
(u,v) est alors associée, par ®, une matrice de la forme

cosf —sin6

sinf  cos6
ou 6 est un nombre réel, bien défini modulo 27, qu’on a appelé angle de la rotation
f et qu’on appelle ici une mesure de I'angle (u,v).

Remarques I111.1.8

— Tout angle orienté de vecteurs posséde des mesures : c’est dire que 'applica-
tion composée
R — R/27Z — O"(P) — A
est surjective.
— Si 6 est une mesure de 'angle (u,v), toutes les autres mesures de cet angle
sont les 6 4 2km, pour k € Z : c’est dire que 'application

R/27Z — O (P) — A

est injective.

— Les mesures d’un angle dépendent de ’orientation choisie : si § est une mesure
de I'angle (u,v) et si on choisit I'autre orientation, ce sont les —6 4+ 2km qui sont
ses mesures.

— Le nombre 7 est une mesure de ’angle plat,

7
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— les angles droits ont pour mesures les g + 2k7m ou les —g + 2k,

— la base (u,u’) est orthonormée directe si et seulement si 7/2 est une mesure
de l'angle orienté de vecteurs (u,u’).

On peut aussi mesurer les angles de droites. Comme on vient de dire que 7
est une mesure de 'angle plat, les mesures sont, pour les angles de droites, les
éléments de R/7Z.

Remarque I11.1.9. La proposition II1.1.7 se traduit trés simplement en termes de
mesures des angles par 1’équivalence

20 =2p mod 21 <=0 =¢ mod T,

ce qui veut tout simplement dire qu’il existe un entier k tel que I'égalité 20 =
2¢p + 2k ait lieu si et seulement si il existe un entier ¢ tel que 'on ait 6 = ¢+ 7.
On en retiendra que quand on divise une congruence, il faut tout diviser!

Si U'on parle de mesurer les angles, c’est qu’il y a une propriété d’additivité.
Des définitions et constructions précédentes, on déduit en effet :

Proposition I11.1.10. L’application qui, & un angle orienté de vecteurs (resp. de
droites) associe une de ses mesures, définit un homomorphisme du groupe des
angles orientés dans R/2nwZ (resp. dans R/nZ). Cet homomorphisme dépend de
lorientation choisie. C’est un isomorphisme. Ol

Bissectrices

78

La réunion de deux droites (vectorielles, ou affines sécantes(®)) distinctes D et
D’ posséde deux axes de symétrie, les deux droites engendrées par les vecteurs
u+u' et u — v’ pour un choix quelconque de vecteurs unitaires v € D, v’ € D'
Ces deux droites sont orthogonales, leur réunion est ’ensemble des points M du
plan qui sont équidistants de D et D’ (figure 3).

De plus, ce sont des bissectrices de la réunion D U D’ au sens o, si A est 'une
de ces deux droites, on a 'égalité d’angles orientés de droites (D, A) = (A, D’).
C’est une conséquence de la proposition suivante.

Proposition II1.1.11. Les réflexions renversent les angles orientés (de vecteurs ou
de droites).

() La réunion de deux droites paralléles posséde, elle, beaucoup plus d’axes de symétrie.
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FIGURE 3. Bissectrices

Démonstration. On considére une droite vectorielle D et deux vecteurs unitaires
u, v. On veut montrer que

(sp(u),sp(v)) = (v, u).
Considérons la médiatrice D’ de u et v, c’est-a-dire la droite vectorielle (u —v)*.
La composition sp o sps est une isométrie positive, donc une rotation et donc

(v,u) = (spospr(v),sposp(u)) =(sp(u),sp(v)). dJ

On retiendra qu’un angle de droites a deux bissectrices et qu’il n’y a aucun
moyen de les distinguer 'une de l'autre.

Angles géométriques et bissectrice intérieure

Pour définir un angle géométrique, on confond tout simplement les angles (u, v)
et (v,u). On remarquera qu’on n’a plus de structure de groupe (mais qu'il reste
des notions d’angle plat, d’angles droits). Comme conséquence des résultats pré-
cédents, on obtient immédiatement :

Proposition I11.1.12. Les isométries conservent les angles géométriques. Ol

On pourra penser & un angle géométrique non plat comme & la partie convexe
du plan contenue entre les deux demi-droites engendrées par les vecteurs u et u/,
précisément, I’enveloppe convexe de la réunion des deux demi-droites (voir le §1.6
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et la figure 4). Je ferai ’abus de langage consistant a appeler « angle géométrique »
cette enveloppe convexe, & isométrie prés, bien entendu.

FIGURE 4. Bissectrices d’un FIGURE 5. Bissectrices d’un
angle géométrique angle d’un triangle

Remarquons enfin qu’on peut définir une bissectrice intérieure pour un angle
géométrique qui n’est pas plat.

Proposition II1.1.13. Si d et d' sont deux demi-droites d’origine A qui forment un
angle géométriqgue non plat, une seule des deux bissectrices de l’angle des droites
supportant d et d' rencontre l’angle géométrique déterminé par d et d' ailleurs
qu’en A.

Démonstration. Appelons S I'enveloppe convexe de la réunion des demi-droites d
et d’. Soient u et v’ des vecteurs unitaires dirigeant d et d’. Les bissectrices des
deux droites engendrées par u et u’ sont les droites passant par A et dirigées par
u+u et u—u'. Comme S est 'enveloppe convexe de dUd’, tous les points M de
la demi-droite d’origine A engendrée par u + v/, vérifiant

—
AM = \u +u') avec X > 0,

sont dans S (voir la proposition 1.6.6). La bissectrice définie par u + u’ rencontre
donc S le long d’une demi-droite (voir la figure 4). On 'appelle la bissectrice
intérieure.

Montrons que l'autre bissectrice (la bissectrice extérieure) ne rencontre S qu’en
A. Rappelons que I'enveloppe convexe S est constituée des barycentres des points
de d U d' affectés de coefficients positifs ou nuls (toujours la proposition 1.6.6),
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c’est-a-dire ici des points M tels que
Y 11 /
AM = u+ Nu avec A >0et A" > 0.
La droite passant par A et engendrée par u — v/, elle, est formée des points M
vérifiant
—) /
AM = p(u —u') avec p € R.
Elles ne se rencontrent donc qu’en A. O
Dans un triangle, on appelle angles géométriques les angles géométriques des

demi-droites ou des vecteurs qui dirigent les cotés du triangle. De la proposition
précédente, on déduit :

Proposition II1.1.14. Une (et une seule) des deux bissectrices de l'angle en A du
triangle ABC' rencontre le segment BC'. Cest la bissectrice intérieure de cet angle.

Le segment BC' est en effet contenu dans I’enveloppe convexe des demi-droites
d’origine A définissant I'angle en A (figure 5). O

« Mesure des angles géométriques »

A un angle géométrique défini par deux vecteurs u et v, on peut associer un
nombre : I'unique réel 6 € [0, 7] tel que 6 soit une mesure d’un des deux angles
orientés (u,v) ou (v,u). C’est ce qu’on repére avec un rapporteur® . On parlera
aussi de mesure dans ce cas, bien que ce soit un peu impropre : la mesure ainsi
définie n’est pas additive, et d’ailleurs on ne peut pas ajouter des angles géomé-
triques trop grands. Voir la figure 6 ot deux angles géométriques de mesure m — ¢
s’ajoutent (7) pour donner un angle géométrique de mesure 2¢ !

FIGURE 6

() Avec une échelle différente dans laquelle 7 vaut 180.
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Pour la suite de ce chapitre, méme si ce n’est pas explicitement dit, nous nous
placons dans un plan affine euclidien, que nous supposerons avoir orienté quand
il sera question de mesurer des angles.

Rappel de quelques théorémes sur les angles
Aprés la sécheresse des sorites précédents, rafraichissons-nous avec quelques

théoréemes de géométrie.

Proposition II1.1.15. Soient A, B et C trois points distincts d’un plan affine eu-
clidien. La somme des angles orientés de vecteurs

(AB,AC) + (BC, BA) + (CA,CB)
est un angle plat.

Démonstration. C’est simplement la relation de Chasles :

—_— —

(AB,AC) + (BC, BA) + (CA,CB) = (AB, AC) + (BC, BA) + (AC, BC)
grice & une symétrie centrale
= (A—B), B—A) grace a la relation de Chasles.
OJ

On peut donner une démonstration & peine plus compliquée, qui a un intérét
historique (voir la remarque II1.1.17) et permet de démontrer un résultat un peu
plus précis.

On trace la paralléle & BC passant par A, sur laquelle on définit un point D

— — . . — — —_— — —_— —
par AD = BC. Si E vérifie CE = BC, on a (CE,CD) = (BC,BA).

FIGURE 7
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Soit I le milieu commun de BD et AC'. La symétrie de centre I envoie A sur
—_— — —_— =
C et B sur D, de sorte que (CD,CA) = (AB, AC).
— — — — —_— — —_— —
Ainsi 'angle plat (CE,CB) est la somme (AB, AC) + (BC,BA)+ (CA,CB).
O
En regardant cette démonstration d’un peu plus prés, on peut démontrer :

Corollaire I11.1.16. Soient A, B et C trois points distincts d’un plan affine eu-
— —

clidien orienté. Si a, 8 et v sont des mesures des angles de vecteurs (AB, AC),

—_— — —_— =

(BC,BA) et (CA,CB), elles vérifient I’égalité

a+f+y=71 (2n)
et la somme des mesures des angles géométriques est exactement 7.

La derniére assertion est laissée aux lectrices (un exercice facile, mais peu
agréable). O

Remarque I11.1.17. C’est un résultat euclidien en les deux sens (postulat des pa-
ralleles /produit scalaire) du terme. Il est lié au postulat des paralléles, puisqu’on
a utilisé la paralléle & BC' passant par A pour le démontrer. On évoquera plus loin
(corollaire V.3.2 et exercice VI.52) des « géométries » dans lesquelles cet énoncé
est mis en défaut.

Proposition I11.1.18 (Angles inscrits). Si A, B et C sont trois points distincts d’un
cercle de centre O, on a ’égalité d’angles orientés de vecteurs

(OA,0B) = 2(CA,CB).

=1 Q

FIGURE 8. Angles inscrits
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Démonstration. Comme O est sur la médiatrice de AC, la réflexion par rapport
— — — —

a cette médiatrice nous donne (CA,CO) = (A0, AC) (c’est 'exercice I11.18) et
la proposition sur la somme des angles nous dit que

—_— — — —

(OA,0C) +2(CO,CA)
est un angle plat. Mais O est aussi sur la médiatrice de BC, ce qui donne de
méme que

— — — —

(OC,0B) +2(CB,CO)
est aussi un angle plat. En ajoutant ces deux relations, on obtient que

(04,0C) + (0C,0B) + 2 ((CO,C4) + (CB,C0)) =0,

c’est-a-dire que
— —

— —
(OA,0B) +2(CB,CA) =0,
ce que nous voulions démontrer. O
Dans cet énoncé, le point C' peut coincider avec B, la droite BC doit alors
étre remplacée par la tangente au cercle C en B, c¢’est-a-dire la perpendiculaire a
—

OB passant par B (voir la figure 8). On peut remplacer C'B par n’importe quel
—
vecteur directeur T'B de cette droite : les angles de vecteurs faisant intervenir C'B

dans la démonstration arrivent tous munis d’un facteur 2, de sorte que le sens du
—
vecteur T'B n’a aucune importance. On démontre ainsi :

Proposition I11.1.19. Si D est la tangente en B au cercle C de centre O et si A est
un point de C distinct de B, on a [’égalité d’angles

(O4,0B) = 2(AB,D). 0
Démonstration. On raisonne comme ci-dessus dans le triangle isocéle OAB,
—_— _— — —_— ——
(OA,0B) + (BO,BA) + (AB, AO) est plat
—_— — —_— —
et (AB,AO) = (BO, BA), donc
—_— _— —
(OA,0B) +2(BO, BA) est plat.
Mais D est perpendiculaire & OB, donc

—

2(BO, ﬂ) + 2(BA, D) est plat lui aussi,

—_— —

de sorte que l'on a bien (OA,OB) = 2(AB, D). O

On déduit de ces résultats un critére de cocyclicité :
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Corollaire I11.1.20 (Cocyclicité). Soient A, B et C trois points non alignés. Un
point D est sur le cercle qu’ils déterminent si et seulement si les angles de droites
(CA,CB) et (DA, DB) sont égaux.

Corollaire II1.1.21. Les angles de droites (CA,CB) et (DA, DB) sont égauz si et
seulement si les quatre points A, B, C' et D sont cocycliques ou alignés. ]

C

FIGURE 9

Démonstration du corollaire I11.1.20. Supposons d’abord que D soit sur le cercle
circonscrit au triangle ABC. On applique deux fois la proposition III.1.18, en
d’autres termes on écrit les égalités

—_— — —_— — _— =
2(CA,CB) = (OA,0B) = 2(DA, DB)

ol O est le centre du cercle. On divise ensuite I’égalité d’angles de vecteurs obtenue
par 2... ce qui la transforme automatiquement en une égalité d’angles de droites
(c’est la proposition I11.1.7). Réciproquement, supposons I’égalité d’angles vérifiée.
Appelons O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC et O’ celui du cercle
circonscrit & ABD (& cause de 1'égalité d’angles, A, B et D ne sont pas alignés).
Gréace a la proposition II1.1.19, les tangentes en B a ces deux cercles coincident.
Mais alors, les points O et O aussi : ils sont a Uintersection de cette tangente
avec la médiatrice du segment AB. Donc les deux cercles coincident et les quatre
points sont cocycliques. O

II1.2. Isométries et déplacements du plan

Munis de ces nouveaux outils, revenons aux théorémes de structure des isomé-
tries du §11.2 dans le cas du plan.
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Commencons par le cas vectoriel.

Les isométries vectorielles

Le théoréme I1.2.1 affirme qu’elles sont composées d’une ou de deux réflexions.
La composée de deux réflexions est une isométrie positive, donc une rotation
vectorielle (voir le §11.3). Il n’y a pas grand chose a ajouter !

Remarquons quand méme que la rotation composée des réflexions sps et sp
ne dépend que de Pangle orienté de droites (D, D’). En effet, si u est un vecteur
unitaire, on a l’égalité (dans le groupe des angles orientés de vecteurs)

(u, Spr © SD(U)) = Q(D, D/)

Démonstration. Par définition des angles, celui formé par u et son image ne dé-
pend pas du choix de u. On choisit donc celui-ci sur D. On choisit aussi un vecteur
unitaire «’ sur D’. Ainsi
(u,sprosp(u)) = (u,sp(u))
= (u7 u') + (u/7 SpD/ (u))
= (u, ul) + (u, u,)
car (u', spr(u)) = (sp/(u'), spr(u)) = (u, sp ()
= 2(u,u)

grace a la proposition II1.1.11. O

Les isométries affines

Il s’agit, en vertu du théoréeme I1.2.2, des composées d’une, de deux ou de trois
réflexions. Soit ¢ une isométrie affine du plan et soit @ l'isométrie vectorielle
associée. Alors, d’aprés I’étude vectorielle qui précéde, & est

— l'identité

— ou une réflexion

— ou une rotation vectorielle.

Examinons donc ces trois cas.

— Si F est l'identité, ¢ est une translation.
— Si ¥ est une réflexion de droite D, alors :

— 80it ¢ a un point fixe A ; on vectorialise le plan affine en A et on applique
le résultat vectoriel correspondant pour obtenir que ¢ est la réflexion par
rapport a la droite passant par A et dirigée par D ;

— soit  n’a pas de point fixe ; on peut alors se tourner vers les résultats gé-
néraux sur les isométries affines. Ici, @ étant une réflexion, elle a des vecteurs
fixes non nuls (tous ceux de D) et on peut lui appliquer la proposition 11.2.8;
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il existe donc un unique vecteur v de D et une unique réflexion v de droite
dirigée par D telle que ¢ = t, o) = ¥ o t,,; I'isométrie ¢ est une symétrie
glissée orthogonale (représentée sur la figure 10, voir aussi I'exercice 1.21).

M,

o M

FIGURE 10. Symétrie glissée orthogonale

— Si @ est une rotation vectorielle (autre que I'identité), elle n’a aucun vecteur
fixe non nul. D’aprés la proposition 1.3.20, ¢ a un unique point fixe A. Il suffit de
vectorialiser le plan affine en A pour que ¢ agisse comme . On dit donc que c’est
une rotation (affine) de centre A. Si le plan est orienté et si  est une rotation
d’angle 6, on dit que ¢ est une rotation de centre A et d’angle 6 (notation p44).

Pour résumer

Les isométries affines du plan affine euclidien sont les translations, les rotations,
les réflexions et les symétries glissées. On peut dresser le tableau suivant :

translations rotations réflexions symétries glissées
ensemble pas de point un unique une droite pas de point
invariant invariant point fixe de points fixes fixe
droites une direction | pas de droite || et une direction une unique
invariantes de droites invariante de droites droite invariante
décomposition 2 droites 2 droites 1 droite 3 droites
en réflexions paralléles sécantes

Compléments

La composée de deux rotations affines a pour isométrie linéaire associée une ro-
tation vectorielle (celles-ci forment un groupe!), ¢’est donc une translation (quand
la somme des angles des deux rotations est nulle modulo 27) ou une rotation (dans
le cas contraire). Voici une maniére géométrique de trouver son centre.
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On écrit chacune des deux rotations ps . et ppg comme composée de deux
réflexions. Pour pg ., les deux droites passent par A et on peut en choisir une
arbitrairement. De méme pour pp g, avec deux droites passant par B. La solution
s’impose d’elle-méme : on appelle D la droite AB, D’ est la droite passant par
A et telle que (D,D’) = a/2 modulo 7, D” est la droite passant par B telle que
(D", D) = 3/2 modulo 7, de sorte que l'on a

PAa©pBg = (0p oop)o(opoopr)=op oopn.

Le centre de la rotation composée est le point d’intersection de D’ et D”. On
vérifiera sans mal que langle de droites (D”,D’) est effectivement de mesure
(a4 B3)/2 modulo 7 (figure 11).

FIGURE 11

La composée de deux réflexions par rapport a des droites paralléles D et D’ est,
on ’a dit, une translation. Déterminons le vecteur de cette translation. Choisissons
un point A de D et un point A’ de D’ de facon que AA’ soit perpendiculaire a D.
La composée des deux réflexions oproop est la translation de vecteur 21@ (ﬁg_u}"e

12). Remarquons au passage que cette translation ne dépend que du vecteur AA” :
on peut fixer I'une des droites D et D’ arbitrairement (elle doit quand méme étre
orthogonale & AA”).

Le dernier complément est consacré a I’écriture des rotations en nombres com-
plexes. Un repére orthonormé (c’est-a-dire une base orthonormée et une origine)
étant choisi, on peut identifier le plan affine euclidien P & C. Au point de coor-
données (z,y), on associe le nombre complexe x + iy, son affixe. Attention! Tout
ce qui suit repose sur le (et dépend donc du) choix de ce repére.
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Dl
® .
D M
[
M,
A/
M A
FIGURE 12

Pour alléger les notations, le plus simple est d’utiliser les lettres minuscules
pour les affixes des points désignés par les lettres majuscules correspondantes,
autrement dit, comme d’habitude, a est affixe de A, b celui de B... et z celui
de M (!). Ainsi la formule

2 =a+e?(z—a)

décrit laffixe de 'image M’ de M par la rotation de centre A et d’angle 6.

II1.3. Similitudes planes

On introduit maintenant des transformations un peu plus générales que les
isométries, puisqu’elles englobent aussi les homothéties, les similitudes.

Définition II1.3.1. Un endomorphisme f d’un espace vectoriel euclidien est une
similitude vectorielle s’il existe un réel strictement positif k, appelé rapport de la
similitude, tel que, pour tout vecteur xz de E,

IF @) = k=]l -

On T’a dit, les isométries et les homothéties sont des similitudes (attention, le
rapport de similitude de I’homothétie de rapport A est |A|). Et d’une certaine
fagon, c’est tout :

Proposition I11.3.2. Soit f une similitude vectorielle de rapport k. Il existe une
unique isométrie vectorielle u telle que f = hy o u.
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Démonstration. Comme on a supposé k > 0, 'homothétie h; est inversible. On
définit u par u = hy-1 o f, de sorte que u est un endomorphisme et préserve la
norme. O

Notons qu’en particulier les similitudes vectorielles sont bijectives. Il est clair
aussi qu’elles forment un groupe.

Une similitude f est dite directe ou indirecte selon que son déterminant est
positif ou négatif.

Remarque I11.3.3. La définition II1.3.1 donnée ici des similitudes a un sens en
toute dimension et la proposition I11.3.2 est vraie en toute généralité. Pour ce qui
va suivre, il faut vraiment se placer dans le cas du plan.

Proposition I11.3.4. Toute similitude vectorielle directe est composée d’une homo-
thétie de rapport positif et d’une rotation vectorielle. Toute similitude vectorielle
indirecte est composée d’une homothétie de rapport positif et d’une réflexion.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la liste des isométries vecto-
rielles planes une fois qu’on a remarqué que

dét(hy, o u) = k% dét(u)

et donc que u est une isométrie positive si et seulement si la similitude f est
directe. O

Passons maintenant aux similitudes affines. On les définit comme les applica-
tions affines® ¢ : &€ — & pour lesquelles il existe un nombre réel positif k tel que,
pour tous points M et N d’images M’ et N’, on ait

M'N’ = EMN,

ou, ce qui est équivalent, celles dont ’application linéaire associée est une simi-
litude vectorielle. Bien entendu, elles sont bijectives et forment un groupe. De
méme, il y a des similitudes affines directes et indirectes.

Proposition I11.3.5. Une similitude de £ qui n’est pas une isométrie a un unique
point invariant, appelé centre de la similitude.

W En utilisant I’exercice I1.5, on voit facilement qu’il n’est pas nécessaire de demander que les
applications considérées soient affines.
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Démonstration. Soient ¢ une similitude (qui n’est pas une isométrie) et @ 1’endo-
morphisme associé. Comme la similitude vectorielle @ n’est pas une isométrie,
son rapport k n’est pas égal & 1 et elle n’a pas la valeur propre 1. On applique la
proposition 1.3.20 pour conclure que ¢ a bien un unique point fixe. O

En vectorialisant le plan affine au centre O de la similitude, on voit qu'une
similitude directe qui n’est pas une isométrie est composée d’une homothétie de
centre O et de rapport k et d’une rotation de centre O.

Si 'angle de la rotation est ¢, on note la similitude oo 1. On a évidemment,

si kk' # 1,
00,0 CTO K = OO kk! §+6/

pour un certain point O”, le centre de la similitude composée. La similitude réci-
roque d’une similitude s’exprime par la relation
d’ litude s’ | lat

-1
(ok0) " =00k1,6-
Comme pour les rotations, le nombre 0 est appelé angle de la similitude.
Le groupe des similitudes directes est donc constitué des similitudes oo k¢ (en
y incluant les rotations pog = 00,1, et les homothéties h(O, k) = 0o ) et des
translations.

Propriétés des similitudes directes
Voici une liste de propriétés des similitudes directes.

(1) Les similitudes directes conservent les angles orientés (puisque c’est le cas
pour les homothéties et les déplacements).

(2) Elles envoient une droite D sur une droite D’ telle que langle (D, D’) soit
I'angle de la similitude (modulo 7).

(3) Une similitude directe de rapport k envoie un cercle de rayon R sur un
cercle de rayon kR dont le centre est I'image du centre.

Construction du centre d’une similitude

Etant donnés deux couples de points (A, B) et (A’, B') (avec A # Bet A’ # B'),
il existe une unique similitude directe qui envoie A sur A’ et B sur B’. En effet, la
similitude vectorielle est bien déterminée, son rapport est A’B’/AB et son angle
Pangle (A—é , ﬁ ). Si on ajoute le fait que A’ est 'image de A, on détermine bien
une unique similitude directe (affine). Pour faire un peu de géométrie, indiquons
maintenant une construction du centre de la similitude directe définie par les deux
points distincts A et B et leurs images A’ et B’.
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Remarquons d’abord que, si AB = A’_B: , la similitude en question est une

translation. On suppose donc que AB # A'B’. Remarquons aussi que si les droites

AB et A'B’ sont paralléles, la similitude est une homothétie et son centre est le
point d’intersection AA’ N BB’.

FIGURE 13

Nous pouvons donc supposer que les droites AB et A’B’ se coupent en un
point I. Le centre O de notre similitude doit satisfaire

(OA,04)=a mod 7 (« est une mesure de I'angle de la similitude).
Mais le point I vérifie
(IA,TA") = (AB,A'B') =a mod .

Donc, O est cocyclique avec I, A et A’ (sur un cercle C) et il en est de méme
avec I, B et B’ (sur un cercle C'). Ces deux cercles se coupent en I et en un
autre point O (figure 13) qui peut coincider avec I. Les triangles OAA’ et OBB’
sont semblables (les égalités d’angles indiquées sur la figure 13 se déduisent de
la cocyclicité). Donc les triangles OAB et O A’ B’ sont semblables eux aussi (voir
par exemple la proposition I11.3.7 ci-dessous). O
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Remarques I11.3.6

— Les lecteurs attentifs auront remarqué que j’ai supposé que I # A, A’, B
et B’. Les cas restants sont naturellement laissés en exercice.

— On peut montrer que les cercles C et C’' sont tangents si et seulement si les
droites AA" et BB’ sont paralléles (exercice).

Utilisation des nombres complexes

Comme plus haut, on identifie le plan affine a4 C & I’aide d’un repére orthonormé.
Les similitudes directes sont les applications de la forme

z+——az+b.

Le rapport de cette similitude est |a|, son angle est un argument de a.
Cette écriture peut étre extrémement pratique. Donnons par exemple une dé-
monstration trés courte de 'utile résultat suivant :

Proposition I11.3.7. 1l existe une similitude directe s de centre A envoyant B sur
B’ et C sur C'" si et seulement si il existe une similitude directe s' de centre A
envoyant B sur C et B' sur C'.

Démonstration. On fixe origine au point A. Avec des notations évidentes pour
les affixes des points, ’énoncé de la proposition est tout simplement I’équivalence :
v d ¢

=l e =2 O
b c b b
Remarque I11.3.8. On peut bien str démontrer ce résultat directement, en remar-
quant que, si 7 est la similitude de centre A qui envoie B’ sur C, on a
ss=70s=s0T

(les similitudes de méme centre commutent).

Caractérisation des similitudes

Ce sont les seules applications affines qui conservent les angles, comme le montre
la proposition suivante.

Proposition I11.3.9. Soit P un plan vectoriel euclidien et soit f : P — P une
application linéaire qui conserve les angles (resp. qui les renverse). Alors f est
une similitude directe (resp. indirecte).

Démonstration. Fixons un vecteur v # 0. On compose f avec une similitude
directe et on peut supposer que f(u) = u. Comme f conserve les angles, on a
(u,v) = (u, f(v)) pour tout v et donc f(v) = Av (pour un A > 0 dépendant a
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priori de v). Comme d’habitude (voir le « truc » de l'exercice 1.16), on conclut
que f est une homothétie.

Si f renverse les angles, on la compose avec une réflexion et on applique ce qui
précéde. O

Remarque I11.3.10. On peut démontrer un résultat beaucoup plus général : toute
bijection de P dans lui-méme de classe C! qui conserve les angles est une simi-
litude (c’est un théoréme de Liouville sur les fonctions holomorphes, voir I’exer-
cice I11.71).

IT1.4. Inversions et faisceaux de cercles

94

On va maintenant étudier des transformations qui ne sont pas des isométries
(et méme pas des applications affines), les inversions. Elles ont la propriété de
transformer certains cercles en droites et de préserver les angles, ce qui peut étre
trés utile pour transformer une figure compliquée en une figure plus simple(®).

On se place dans un plan affine euclidien £ mais les définitions gardent un
sens dans n’importe quel espace affine euclidien, les propriétés démontrées aussi,
avec les mémes démonstrations, & condition de remplacer partout « cercle » par
« sphére » et « droite » par « hyperplan ».

Toutes les mesures algébriques dont il sera question ici seront prises par rapport
a des vecteurs unitaires des droites concernées.

Définition I11.4.1. Soient O un point du plan et £ un nombre réel non nul. On
appelle inversion de péle O et de puissance k la transformation

Iog: € {0} — & -{0}

qui, & tout point M, associe le point M’ de la droite OM vérifiant 1’égalité OM -
OM' = k.

Remarque I11.4.2. Dans cette définition, M’ est décrit a laide d’une mesure al-
gébrique. Bien entendu le résultat ne dépend pas du choix du vecteur unitaire
utilisé pour écrire les mesures algébriques. On peut exprimer la méme chose en
d’autres termes :
kL —

OM

!/
OM' = 5+50M.

) est une bonne occasion de conseiller la lecture du chapitre 5 de [15].
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Il est clair que I'inversion Ip est involutive, qu’elle n’a de points fixes que
si k > 0, auquel cas ses points fixes sont les points du cercle de centre O et de
rayon vk. Ce cercle est appelé le cercle d’inversion®). On remarquera, et c’est
important, que I'inversion échange intérieur et extérieur du cercle en question. On
remarquera aussi que tout cercle est le cercle d’inversion d’une unique inversion.

Effet sur les longueurs et les angles

Les inversions ne sont pas des isométries. Voici comment elles transforment les
distances et les angles.

Proposition I11.4.3 (Distance des images). Si A’ et B’ sont les images de A et B
par une inversion de pole O et de puissance k, leur distance s’exprime par la
formule

k| AB
ap = HAB
OA-OB

Démonstration. En effet, on a par définition de A’ et B’

— —
OB OA

A'B =k —
“VloBz 0A?

9

ce qui permet de calculer

]{72

OB* 0A> _OA-OB| |
- 0A20B?

0Bt "ot “2oxzoR?

|AB | = k2 AB|*. o

Proposition IIL.4.4. Une inversion de pole O est un difféomorphisme”) de € —{O}
dans lui-méme. La différentielle de I = Iopy, au point M est l'application linéaire
dly : E — E définie par

OM
-u—)
“=2oae OM

k

hi() = 5

©)On peut considérer que les inversions de puissance négative ont un cercle d’inversion de rayon
imaginaire. Ce point de vue sera utilisé au § VIL.6.

<7)Rauppelons qu’un difféomorphisme est une application bijective et différentiable dont I'appli-
cation réciproque est différentiable.
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Démonstration. C’est un simple calcul. Pour alléger I’écriture, je vais utiliser ici
la notation « M + u » définie dans la remarque 1.2.3.

—_ k —
HOM—I—UH
2 oM -u  ul?)
. —
~ OM? <1+2 oMz OM2> (08 +)
k OM
.u B —
k k OM
RN CU—
N

= OI(M) + dIp(u) + o(|[ul)),

ot dIps(u) est donnée par la formule annoncée. Comme I est une involution, ¢a
suffit pour qu’elle soit un difféomorphisme. O

La différentielle dI; est donc composée de la réflexion par rapport a la droite
vectorielle orthogonale & OM (voir au besoin 'exercice 11.7) et de ’homothétie
de rapport k/OM?. En particulier, application linéaire dI); transforme un angle
orienté en son opposé.

FIGURE 14

Imaginons maintenant deux courbes planes se coupant en un point A. L’angle
de ces deux courbes est 'angle de leurs tangentes en A (figure 14). Considérons
les images de ces courbes par une inversion dont le péle n’est pas en A. Ce sont
deux nouvelles courbes, qui se coupent en 'image A’ de A. Les tangentes en A’ &
ces deux courbes sont les images des tangentes en A aux courbes originelles par la
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différentielle de 'inversion utilisée (voir au besoin le chapitre VIII pour les notions
utilisées ici). En particulier, ’angle des courbes images est 'opposé de I'angle des
courbes de départ, ce qu’on peut exprimer ainsi :

Corollaire I111.4.5 (« L’inversion conserve les angles »). Une inversion transforme
un angle orienté en son opposé. ]

Remarque 111.4.6. J’insiste, il y a conservation des angles, mais pas conservation
des droites : on va voir que les droites sont, en général, envoyées sur des cercles.

On utilise souvent le cas particulier des angles droits — une inversion conserve
Porthogonalité — et celui des angles nuls ou plats — une inversion transforme
deux courbes tangentes en deux courbes tangentes.

Inversions et homothéties

Proposition I11.4.7. La composée 1o ,0lp jr de deux inversions de méme pole est la
restriction a € —{O} de l’homothétie de centre O et de rapport k/k'. La composée
hox o loy est inversion de pole O et de puissance k.

Démonstration. Pour montrer la premiére assertion, considérons un point M, son
image M’ = Ip (M) par la premiére inversion et 'image M" = I ;(M') de ce
dernier par la seconde. On a alors

/

—_— — e k e
OM' = OMQOM et OM" = OM’ZOM/
de sorte que
oM = . et donc que OM" = EO—]\Z[
~ oM? 4 W

Ainsi ho x = Io i © Lok 11 suffit de composer a droite des deux cotés avec I
pour obtenir la deuxiéme assertion. O

On utilise cette proposition pour changer la puissance d’une inversion en la
remplacant par une autre, mieux adaptée au probléme a étudier.

Images des droites et des cercles, premiére partie

Par exemple, il est facile de remplacer une inversion de puissance négative par
la composée d’une inversion de puissance positive et d'une symétrie par rapport
au pole : Ip = ho,—101p ;. On va utiliser cette remarque pour étudier 'image
d’une droite ou d’un cercle par une inversion.

Il est bien clair que les droites passant par le pdle sont globalement invariantes.
Considérons donc les droites ne passant pas par le pole.
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Proposition 111.4.8. L’ image par une inversion d’une droite ne passant pas par le
pole est un cercle passant par le pdle.

Remarque I11.4.9. C’est un abus de langage : les lectrices devraient lire cet énoncé
et sa démonstration d’un ceil assez critique pour comprendre que, bien entendu,
le pole n’est pas atteint. L'image de la droite est, en fait, le cercle privé du pole.

Démonstration de la proposition 111.4.8. Soit donc Ip j l'inversion de pole O et
de puissance k et D une droite ne passant pas par O.

D

FIGURE 15

On commence par se ramener au cas d’une inversion de pdle O ayant un point
fixe sur D. Soit H le projeté orthogonal de O sur D, de sorte que H est fixé par
Ip om2 (voir la figure 15). Si hp ) est une homothétie de centre O, nous savons
(proposition I11.4.7) que hox o Iok = Iokx. On choisit A = k/OH?, ainsi notre
inversion est composée Ip = ho © Ip om2, et on considére I'image I op2(D)
de D par l'inversion de puissance O H?.

Un point M du plan est sur D si et seulement s’il vérifie O—]\/f . O—IJI = OH?. Si
M est 'image de M, on a I’égalité

—

—  OH?
OM = —-0M;.
oMz
Donc M est sur D si et seulement si

OH? — —, 5 .. e e ——
WOMl -OH = OH?* soit si et seulement si OMj - (OH — OMl) =0,
i
. . . _—_) % . . .
autrement dit si et seulement si OM; - M1 H = 0. Mais cette derniére relation
exprime le fait que M est sur le cercle C; de diamétre O H. Celui-ci contient donc

I'image de la droite D par I'inversion Ip op2. Réciproquement, ce méme calcul
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montre que l'image par l'inversion de tout point M; de C; (autre que O) est un
point de D ; comme 'inversion est involutive, tous les points de C; (autre que O)
sont donc les images de points de D.

On a enfin

IO,k(D) = h07>\ o IO,OH2 (D) == hO,/\(Cl)'

Comme l'image par une homothétie de centre O d’un cercle passant par O est un
cercle passant par O, on a bien montré que I'image de D est un cercle passant par

0. O

Rappels : puissance, orthogonalité

Avant d’aller plus loin, il n’est sans doute pas inutile de faire quelques rappels(®)
sur les cercles.

A
\/

M

FIGURE 16 FIGURE 17

Donnons-nous un cercle C et un point A du plan. Considérons une droite arbi-
traire passant par A et coupant C en deux points M et M’ (figure 16). Si H est
le projeté orthogonal du centre O de C sur D, on calcule

_— —_— s —_— g
AM - AM = (AH _ MH) : (AH n MH)
= AH? - MH?
= AO? - OH? - MH?
AO? — R?

ou R est le rayon du cercle C.

®)Le mot « rappel » est utilisé ici pour désigner des notions ou résultat dont 'auteur aurait
aimé que les lecteurs les connussent avant d’ouvrir le livre... mais 'auteur est réaliste.
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. % % . .
La quantité AM - AM' ne dépend donc pas de la sécante D choisie, on I'appelle
la puissance de A par rapport a C et on la note FP¢(A).

Remarque I11.4.10. Le point A est sur C si et seulement si sa puissance par rapport
a C est nulle (Pe(A) = 0), il est a lextérieur si et seulement si elle est strictement
positive (Pz(A) > 0).

Si A est a l'extérieur de C, la sécante utilisée peut aussi bien étre une tangente
(alors M et M’ sont confondus) et la puissance de A par rapport a C est le carré
de la distance de A au point de contact de la tangente.

Définition II1.4.11. On dit que deux cercles C et C’ sont orthogonaux quand leur
angle est droit, c’est-a-dire quand ils sont sécants et que les tangentes aux points
d’intersection sont orthogonales (figure 17). On note cette relation C L C'.

En appelant O, O" et R, R’ les centres et rayons de C et C’, une simple applica-
tion du théoréme de Pythagore dit alors que les cercles C et C’ sont orthogonaux
si et seulement si on a

00" = R? + R”
ce qui est équivalent aussi bien a Pe/(0) = R qu'a Pe(0') = R

Revenons aux inversions.

Proposition II1.4.12. Soit I une inversion de cercle C. Soient M et M’ un point du
plan et son image. Alors tous les cercles passant par M et M' sont orthogonauz
au cercle C.

FIGURE 18

Démonstration. Soit S un cercle passant par M et M’ (voir la figure 18). Alors
la puissance du pole O de l'inversion par rapport & S vaut

S
Ps(0) = OM -OM' = k,
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ou k est le carré du rayon de C dont O est le centre. Donc les cercles S et C sont
orthogonaux. O

Remarque II1.4.13. On peut dire qu’'une droite est orthogonale a un cercle quand
elle est un diameétre de ce cercle (alors elle est effectivement orthogonale aux
tangentes au cercle aux points de concours). L’énoncé de la proposition reste vrai
si on y remplace (simultanément) « inversion » par « réflexion » et « cercle » C
par « droite » C.

Images des droites et des cercles, suite

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour poursuivre ’étude des images
de cercles et droites par les inversions.

Proposition 111.4.14. L’image par une inversion d’un cercle ne passant pas par le
pole est un cercle ne passant pas par le pdle.

Démonstration. Soit I} une inversion de pole O et de puissance k et soit C un
cercle ne passant pas par O. Appelons p = P¢(O) la puissance du pole par rapport
au cercle considéré. On choisit A de fagon que

Iox =hoxoloy
(c’est-a-dire A = k/p). Mais la puissance p a été choisie pour que I'inversion de
poéle O et de puissance p laisse globalement invariant le cercle C, en échangeant
entre eux les points d’intersection des droites passant par O avec C.
Enfin, 1o 1(C) = ho x(C) est bien un cercle ne passant pas par O. O

FIGURE 19

Remarque I11.4.15. Comme le montre argument utilisé, les centres du cercle et
de son image sont alignés avec le pole.
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Remarque I11.4.16. Attention, 'image du centre du cercle n’est jamais le centre
du cercle image. Considérons par exemple la figure 19, qui représente un cercle C
globalement invariant par une inversion de poéle O. L’image de son centre A est
le point A’ (voir 'exercice II1.55).

Récapitulons les renseignements contenus dans les propositions précédentes.

Théoréeme I11.4.17. Soit I une inversion de pole O. L’image par I

— d’une droite passant par O est cette droite elle-méme,

— d’une droite ne passant pas par O est un cercle passant par O,

— d’un cercle passant par O est une droite ne passant pas par O,

— d’un cercle ne passant pas par O est un cercle ne passant pas par O.

On a déja tout démontré (la troisiéme assertion est une conséquence de la
deuxiéme et de l'involutivité de I). O

Remarque I11.4.18. 11 serait plus simple de se souvenir que « 'image d’un cercle
est un cercle », ce qui est vrai... avec une petite convention, qu’il n’est pas bien
difficile de justifier. On convient qu’il y a quelque part, trés loin, un® point a
Pinfini, noté oo, et que les droites sont les cercles passant par ce point.

La relation OM -OM’ = k envoie M’ trés loin quand M est trés proche de O, il
est donc naturel de convenir que oo est I'image du pole d’une inversion, et, natu-
rellement, que le pole est I'image de co. On prolonge ainsi /o j, en une application

EU{oo} —— EU{o0}.

On peut alors relire respectivement les assertions du théoréme précédent ainsi :
soit I une inversion de poéle O ; 'image par [

— d’un cercle passant par co et par O est un cercle passant par O (image de co)
et oo (image de O),

— d’un cercle passant par co et ne passant pas par O est un cercle passant par O
et ne passant pas par oo,

— d’un cercle passant par O et ne passant pas par oo est un cercle passant
par oo et ne passant pas par O,

— d’un cercle ne passant ni par oo ni par O est un cercle ne passant ni par O
ni par oo.

Autrement dit, puisqu’on sait que O et co sont images I'un de l'autre : I'image
d’un cercle est un cercle.

) Un seul point & linfini, on y reviendra longuement aux §§ VI.7 et VILG.
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Remarque I11.4.19. 11 est bien entendu possible de formaliser la présence du point
oo et de justifier son nom (voir les exercices V.34 et V.52 et les §§ VI.7 et VIL.G).

Axe radical de deux cercles

Donnons-nous deux cercles C et C' non concentriques. Alors I’ensemble des
points du plan qui ont la méme puissance par rapport aux deux cercles C et C’
est une droite, I’axe radical de C et C’, perpendiculaire & la droite des centres de
C et C'. En effet, comme Pe(M) = MO? — R? (les lecteurs ont déja deviné qui
sont O et R et qui vont étre O’ et R'), M a méme puissance par rapport a C et C’
si et seulement si il vérifie MO? — MO'? = R2 — R/ 2, c’est-a-dire si et seulement

—_— - — —
siona OO - (MO + MO’) = R% — R, ce qui, comme le vecteur O'O n’est pas
nul, est bien ’équation d’une droite perpendiculaire & la droite des centres (voir
aussi 'exercice 11.9). Une autre démonstration, par un calcul en coordonnées, est
donnée plus bas. O

FIGURE 20

Remarque I11.4.20. Si C et C' sont sécants, les deux points d’intersection ont évi-
demment la méme puissance par rapport aux deux cercles. L’axe radical est alors
la droite passant par ces deux points (figure 20). Une construction plus générale
est indiquée dans ’exercice 111.46.

Faisceaux de cercles

Etant donnés deux cercles C et C’ non concentriques et leur axe radical A, on
peut considérer ’ensemble F de tous les cercles C tels que A soit I’axe radical de
C et C... ou, ce qui est équivalent, de C et C'.

Une telle famille F de cercles est un faisceau de cercles, le faisceau de cercles en-
gendré par C et C'. Le faisceau F contient les deux cercles C et C' qui I'engendrent,
mais il est aussi engendré par n’importe quel couple de cercles qu'il contient (de
méme qu’une droite peut-étre définie par deux quelconques de ses points).
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Traditionnellement en mathématiques, le mot « faisceau », ou « pinceau », dé-
signe une famille linéaire. Ici, il s’agit de « la droite engendrée par C et C’ dans
I'espace des cercles », ce que je vais expliquer maintenant?).

Choisissons un repére affine orthonormé de telle fagon que la droite des centres
de C et C' soit I'axe des abscisses. Les coordonnées de O et O’ sont notées (a,0)
et (a/,0). Les équations de C et C’ sont respectivement :

(r—a)+y?—R*=0 et (:E—a')2+y2—R’2:0.
Si A et X’ sont deux nombres réels non tous deux nuls, on considére la courbe Cy
d’équation
AME—aP+y*—RH+ N ((x—d)?+y* - R? =0.
Si A+ X n’est pas nul, Cy » a une équation de la forme
22+ y? =2z 4+c=0,

c’est donc un cercle (éventuellement vide ou réduit & un point).

Si A+ X =0, Cyy a une équation de la forme (a — a’)x = b, c’est donc une
droite (a —a’ # 0 puisque les deux cercles ne sont pas concentriques) orthogonale
a la droite des centres de C et C’'. Cette équation est aussi de la forme

Pe(M) = Por(M) = 0

puisqu’on a remarqué plus haut que OM? — R? (ici (z — a)? + y? — R?) était
la puissance de M par rapport a C. En d’autres termes, la droite Cy _) est l'axe
radical de C et C'. Mais c’est aussi I’axe radical de Cy » et de C pour tous A et .
En effet, en écrivant encore C et C' pour les équations de C et C’, une équation de
I'axe radical de Cy y et de C est, d’apres ce qu’on vient de voir,

AC + N
A+ N

soit N'C' — N'C = 0, qui est bien I’équation de I’axe radical A de C et C'.
Les équations Cy ) décrivent donc bien des cercles du faisceau engendré par les

—Cc=0,

deux cercles C et C'.
Inversement, dire que I" est un cercle du faisceau F, c’est dire que ’axe radical
de T et C est la droite A, en d’autres termes que I'on a 1’équivalence

Pr(M) = Fe(M) <= Pc(M) — Pe(M) =0

(0T et maintenant, mais aussi au § VIL.6, avec les équations des cercles dans le plan.
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puisque cette derniére équation est celle de A. Comme toutes ces équations sont
de degré 1 ou 2, c’est encore équivalent a ce que les deux équations soient pro-
portionnelles et en fin de compte a ce qu’il existe un scalaire A tel que, pour tout
point M, on ait :

Pr(M) = Pe(M) + N FPe(M) — Per(M)).

Bref, I a une équation de la forme requise pour étre un cercle du faisceau.

Types de faisceaux

Il y a différents types de faisceaux, suivant les positions relatives des cercles C
et C':

~ Si C et C’ sont sécants en deux points (distincts) A et B, 'axe radical est
la droite AB, il contient deux points A et B dont la puissance par rapport a C
et C' est nulle. Leur puissance par rapport a tous les cercles du faisceau est donc
nulle, en d’autres termes, tous les cercles du faisceau passent par A et B... et tous
les cercles passant par A et B sont dans le faisceau : le faisceau est le faisceau a
points bases de tous les cercles sécants en A et B (figure 21). Du point de vue des

FIGURE 21. Faisceau a points bases

équations ci-dessus, dans ce cas, tous les Cy y avec A + A’ # 0 sont des cercles (a
rayon réel positif!).

~ Si C et C' ne se coupent pas, leur axe radical ne peut les rencontrer (il n’y a
aucun point qui ait puissance nulle par rapport a C et C’), il est donc constitué
de points ayant tous une puissance positive par rapport a C, C’, et tous les cercles
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du faisceau (tous les points de 'axe radical sont a Uextérieur des cercles C et C’).
Il ne rencontre aucun des cercles du faisceau.

FIGURE 22. Faisceau & points limites

Dans ce cas, il y a deux cercles de rayon nul (et beaucoup de cercles de rayon
imaginaire!) dans le faisceau. L’axe radical est la médiatrice du segment formé
par les deux cercles-points. Le faisceau est dit a points limites (figure 22). Ces
deux cercles-points sont des cercles & part entiére du faisceau et en particulier ils
le déterminent.

— Le cas ou C et C’ sont tangents est un cas limite des deux cas précédents. On
vérifie sans mal que tous les cercles du faisceau sont tangents entre eux, avec une
tangente commune qui est ’axe radical.

A un faisceau F défini par deux cercles C et C’, on associe la famille F+ des
cercles orthogonaux a C et C’ (voir la figure 23).

Proposition II1.4.21. La famille F*- est un faisceau de cercles, dont l'aze radical
est la droite des centres de F et qui ne dépend que de F. Tous les cercles de F=+
sont orthogonaux a tous les cercles de F. De plus, on a (fl)J' =F.

Démonstration. Appelons O et O respectivement les centres des cercles C et C’,
R et R leurs rayons. La droite OO’ est un diamétre de C et C’, elle est donc
orthogonale & ces deux cercles. Fixons un cercle I' orthogonal a C et C’, considé-
rons le faisceau G engendré par I' et OO’ et montrons que F+ = G. Soit IV un
cercle orthogonal & C et & C'. On a Pr(0) = R? = Pr(0), puisque I et I” sont
orthogonaux a C et de méme, en utilisant ', Pr(0’) = R”*> = Pp/(0'), donc la
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FIGURE 23. Faisceaux orthogonaux

droite OO’ est 'axe radical de I" et IV et IV est dans G : on a montré l'inclusion
Ftcg.

Inversement, si IV est un cercle du faisceau G, O est sur I'axe radical de I et
I, on a donc Pr/(0) = Pr(0O) = R? (la deuxiéme égalité vient de I'orthogonalité
de C et T'), ainsi I est orthogonal & C. On montre de méme que I est orthogonal
a C', donc que I' est un cercle du faisceau F-. On a montré l'inclusion G C FL.

On conclut que Ft, qui est égal & G, est un faisceau de cercles. Les autres
assertions s’en déduisent. O

On dit que F* est le faisceau orthogonal de F. On trouvera une autre descrip-
tion de cette relation d’orthogonalité au § VII.6.

En remarquant que, pour tout point A de C, le cercle-point A est orthogonal &
C (la puissance de son centre par rapport a C est bien le carré de son rayon), on
en déduit que
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FIGURE 24. Faisceaux tangents orthogonaux

— l'orthogonal d’un faisceau & points bases A et B est le faisceau & points limites
A et B (figure 23)

— et inversement, ’orthogonal d’un faisceau a points limites I et J est le faisceau
a points bases I et J.

— De méme, 'orthogonal d’un faisceau de cercles tangents est le faisceau des
cercles tangents a la droite des centres du premier au méme point (figure 24).

Inverse d’un faisceau

En général, grace au théoréme I11.4.17, I'inverse d’un faisceau va étre un fais-
ceau de méme nature. Voici quelques précisions et cas particuliers (on utilise le
théoréme I11.4.17 et le fait que les inversions conservent I'orthogonalité, c¢’est-a-
dire le corollaire I11.4.5).

— Si le pole est quelconque, il y a un des cercles du faisceau qui passe par ce
point™®V) 11 est transformé en une droite, Paxe radical du nouveau faisceau. L’axe
radical, lui, est transformé en un cercle du nouveau faisceau.

(DVoir au besoin 'exercice I11.66.
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— Si le pole est sur 'axe radical et si la puissance de 'inversion est la puissance
du pole par rapport aux cercles du faisceau, alors le faisceau est invariant (au sens
ot chacun des cercles est globalement invariant).

— Si F est un faisceau & points bases A et B et si le pole de I'inversion est en
A, le faisceau F est transformé en la famille des droites passant par 'inverse B’
de B... et le faisceau orthogonal F* en la famille des cercles orthogonaux a ces
droites, autrement dit en la famille de tous les cercles de centre B’ (figure 25).

FIGURE 25. Faisceaux orthogonaux et leurs inverses

— Autrement dit, si G est un faisceau & points limites I et J, et si le pole de
I'inversion est en I, G est transformé en la famille des cercles centrés en 'image
J' de J et G- en la famille des droites passant par J’. On en retiendra qu’on peut
toujours transformer par inversion un faisceau & points limites en un faisceau de
cercles concentriques, ce qui permet de simplifier notablement certains problémes
(voir par exemple l'exercice I11.67).

109



CHAPITRE III. GEOMETRIE EUCLIDIENNE PLANE

— Si F est un faisceau de cercles tangents en A et si le pole de 'inversion est
en A, F est transformé en la famille des droites paralléles & son axe radical et F+
en la famille des droites orthogonales.

Exercices et problémes

Dans ces exercices, on se place dans un plan affine euclidien, qu’on suppose
avoir orienté avant de parler de mesure des angles.

Généralités
Exercice II1.1. Dans le plan vectoriel euclidien orienté, montrer que la base (u,v)
est directe si et seulement si ’angle (u,v) a une mesure dans [0, 7].
Dans le plan affine euclidien orienté, on donne trois points non alignés A, B
et M. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
_— .
(1) la base (AB, AM) est directe,
_—_ .
(2) la base (M A, M B) est directe,
—
(3) dans une base directe dont le premier vecteur est AB, 'ordonnée de M est
strictement positive.

Exercice I11.2. Quelle est la composée des deux rotations pp _gopag?

Exercice II1.3. Les isométries planes s’écrivent, en nombres complexes, comme
indiqué dans le tableau suivant.

translations | rotations réflexions | symétries glissées
écritureen || z+—z+4+b |z—az+b| z—azZ+b z+—az+b
nombres la| =1 la] =1 la| =1
complexes a#1 ab+b=0 ab+b+#0

Exercice II1.4. Au fait, comment s’écrit une transformation affine du plan en
nombres complexes ?

Exercice I11.5 (Groupe d’isométries d’une figure, a suivre)

On considére ¢ et 1, deux déplacements du plan. Que peut-on dire de p o) o
e loy1?

Montrer que le groupe des déplacements qui préservent une partie bornée du
plan est commutatif.

Montrer que tout sous-groupe fini du groupe des déplacements affines du plan
est commutatif.
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Exercice I11.6 (Groupe d’isométries d’une figure (suite)). Si G est un sous-groupe
fini du groupe Isom(€), montrer qu’il y a un point de £ fixé par tous les éléments
de G. Retrouver le dernier résultat de ’exercice II1.5.

Exercice I11.7. Deux points A et B du plan étant donnés ainsi qu’un nombre réel
k, rappeler ce qu’est l’ensemble des points M tels que MA/MB = k (exercice
I1.9), et déterminer I’ensemble des points M tels que M A/M B > k puis tels que
MA/MB < k.

Exercice I11.8. Etant donnés deux cercles C et C’, trouver toutes les similitudes
envoyant C sur C'.

Exercice II1.9. Soient D et D' deux droites, F' et F’ deux points. On suppose que
F ¢ D, F' ¢ D'. Montrer qu'’il existe une similitude directe o telle que o(D) = D’
et o(F)=F".

Exercice I11.10 (Groupes d’isométries d’une figure, suite). Trouver toutes les iso-
métries du plan qui préservent

(1) un segment,

(2) un losange ou un rectangle non carrés (on expliquera pourquoi ces groupes
sont isomorphes),

(3) un triangle équilatéral, un carré, plus généralement un polygone régulier &
n coOtés,

(4) un cercle, la réunion d’un cercle et d’une droite (au fait, quelles sont toutes
les applications affines qui préservent un cercle ?),

(5) le réseau des entiers dans C (c’est-a-dire ’ensemble des nombres complexes
de la forme m + in avec m et n dans Z).

Exercice 111.11 (Groupes d’isométries d’une figure, suite). Existe-t-il une figure
plane dont le groupe des déplacements soit isomorphe au groupe alterné 247
Meéme question avec les isométries.

Triangles, triangles...

Exercice IIL.12. Si a, b, ¢ et R désignent les longueurs des trois cotés BC, C'A,
AB et le rayon du cercle circonscrit d’'un triangle ABC et si A, B, C désignent
aussi des mesures de ses angles géométriques, montrer que

a b &

sinA sinB sinC R
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Exercice II1.13. Avec les mémes notations que dans I'exercice I11.12, montrer que
b2 + % — a?
2bc

(le cas ont A est droit est le théoréme de Pythagore).

cos A =

Exercice I11.14. Soit O le centre du cercle circonscrit & un triangle ABC. Montrer
que l'intersection de AO et de BC est le barycentre de ((B, sin(2B)), (C,sin(2C))).

En déduire les coordonnées barycentriques du point O dans le triangle ABC.

Exercice II11.15 (Cercle inscrit, cercles exinscrits). Démontrer que les bissectrices
intérieures d’un triangle ABC sont concourantes en un point I équidistant des
trois cotés du triangle et (donc) centre d’un cercle tangent aux trois cotés du
triangle, le cercle inscrit.

Montrer que la bissectrice intérieure de I'angle en A et les deux bissectrices
extérieures des angles en B et C sont concourantes en un point J équidistant
des trois cotés du triangle et (donc) centre d’un cercle tangent aux trois cotés du
triangle, le cercle exinscrit dans angle A (figure 26)(12),

A

FIGURE 26. Cercles inscrit et exinscrit

(2 es lectrices sont invitées a vérifier que leur démonstration ne permet pas de montrer que
les trois bissectrices extérieures sont concourantes (c’est faux, et donc la démonstration le serait
aussi).
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Exercice II1.16. Soit ABC' un triangle et soient U, V et W les projections du
centre I de son cercle inscrit sur ses trois cotés BC, CA et AB. Montrer que
les droites AU, BV et CW sont concourantes (en un point appelé le point de
Gergonne du triangle, voir la figure 27).

FIGURE 27. Point de Gergonne

Exercice I11.17 (Un billard rond). On lance une boule d’un point d’un billard rond.
Elle rebondit sur la circonférence selon la régle « I’angle d’incidence est égal a
I’angle de réflexion ». Montrer qu’il existe, a I'intérieur du billard, un cercle qui
ne sera pas coupé par la trajectoire de la boule.

Exercice I11.18 (Triangles isocéles). Si C' est sur la médiatrice du segment AB, on
—_— — —_— —
a l'égalité d’angles (AB, AC') = (BC, BA). Et réciproquement.

Exercice II1.19. Soit ABC' un triangle. La médiatrice de BC' coupe le cercle cir-
conscrit en deux points I et J. On appelle J celui des deux qui est du méme cdté de
BC que A (figure 28). Montrer que A et AJ sont les bissectrices (respectivement
intérieure et extérieure) de l'angle en A du triangle.

Exercice I11.20. Soient D, E et F les symétriques de l'orthocentre d’un triangle
ABC par rapport a ses trois cotés. Montrer que ces points sont sur le cercle
circonscrit & ABC. On suppose que les angles du triangle ABC' sont aigus(!).
Montrer que les hauteurs de ABC' sont les bissectrices intérieures du triangle
DEF.

On donne un triangle DEF. Construire un triangle ABC dont les hauteurs
soient les bissectrices intérieures du triangle DEF'.

3 yUn angle géométrique est aigu s’il a une mesure strictement inférieure a 7/2.

113



CHAPITRE III. GEOMETRIE EUCLIDIENNE PLANE

114

FIGURE 28

FIGURE 29. Probléme de Fagnano

Exercice I11.21 (Probleme de Fagnano). Soit ABC un triangle dont les trois angles
sont aigus. On cherche trois points P, () et R sur ses trois cotés de fagon que le
périmeétre de PQ R soit minimal. Montrer qu’il existe une solution, puis construire
les trois points qui réalisent cette solution. On pourra considérer d’abord un point
P arbitraire du segment BC' et ses symétriques ()1 et Ry par rapport aux deux
autres cotés (figure 29) pour minimiser le périmétre de PQR, P étant fixé, puis
faire varier P.

Montrer qu’alors les hauteurs de ABC' sont les bissectrices intérieures de PQR.

Exercice I11.22 (Le théoréme d’Erdds-Mordell). Soit P un point & 'intérieur d’un
triangle ABC'. Appelons a, b, ¢ les longueurs des trois cotés, rq, 1y, 7 les distances
de P aux cotés et Ry, Ry, R. les longueurs PA, PB, PC (figure 30).
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FIGURE 30. Théoréme d’Erdés—Mordell

(1) Supposons que P € BC. Montrer que 'aire de ABC est égale a & (bry + cr).
En déduire que aR, > bry + cre.

(2) En utilisant une homothétie de centre A, montrer que cette inégalité est
vraie pour tout P.

(3) En utilisant 'image de P par la réflexion par rapport a la bissectrice de
I’angle en A, montrer que aR, > br. + crp.

(4) En déduire que

b2 + 2 c? + a? a? + b?

be Tat+ ca ot ab

Ra"’Rb"i_Rcz Tc

et enfin que
Ry+ Ry + Re>2(rg +1p+7¢)
(c’est Pinégalité d’Erds-Mordell4).
(5) Montrer que cette inégalité est une égalité si et seulement si ABC' est un
triangle équilatéral de centre P.

Exercice I11.23. Soit ABC un triangle. Une droite D passant par A coupe la droite
BC en P. Montrer que D est une bissectrice de I'angle en A si et seulement si
PB AB
PC — ACT
Exercice I11.24 (Cas d’égalité des triangles). Soient ABC et A'B'C’ deux tri-
angles. Avec chacune des hypothéses suivantes, montrer que ABC et A'B'C’
sont isométriques (c’est-a-dire qu’il existe une isométrie ¢ telle que A" = @(A),
B' = ¢(B) et €' = ¢(C)).

(%) Cette démonstration courte est due a Vilmos Komornik [28].
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(1) Premier cas d’égalité, « un angle égal entre deux cotés égaux », en clair :
AB=A'B', AC=AC" et A=A

(A désignant ici la mesure de I'angle en A).

(2) Deuxiéme cas d’égalité, « un coté égal entre deux angles égaux », en clair :

AB=A'B', A=A e B=DB.
(3) Troisiéme cas d’égalité, « trois cotés égaux », en clair :
AB=A'B'’, BC=BC(C et CA=CA.

Exercice I11.25. Soit ABC' un triangle et soient [ le centre de son cercle inscrit
C, K, K' et K" les projections orthogonales de I sur les cotés BC, CA, AB. On

appelle comme toujours a, b et ¢ les longueurs des trois cotés BC', CA, AB et p
le demi-périmétre. Montrer('®) que CK =p —¢, AK' =p —a, BK" =p—b.

Exercice I11.26. Soit ABC un triangle. On appelle «, § et v des mesures des angles
—_— — —_— — —_— —
(AB,AC), (BC,BA) et (CA,CB).
(1) Quelle est la nature de la transformation ¢ = pa a0 pBgopcy?
(2) On appelle J le point de contact du cercle inscrit dans le triangle avec la
droite AC. Quelle est I'image de J par ¢ 7 Déterminer complétement .

Cocyclicité
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Exercice I11.27 (Arcs capables). Soient A et B deux points distincts du plan af-
fine euclidien orienté P et soit a un nombre réel. Trouver le lieu des points M
tels que (m, m) (resp. (M A, M B), resp. 'angle géométrique fm\B) alt pour
mesure .

Exercice II1.28. On donne deux cordes paralleles AB et CD d'un cercle de
— — —_— —
centre O. Montrer que les angles au centre (OA, OC) et (OD,OB) sont égaux.
Soient C un cercle® et Dy, Dy, Dy trois directions de droites. Soit My un
point de C, M; l'autre point d’intersection de la paralléle & D passant par My et
de C, M l'autre point d’intersection de la paralléle & Do passant par M; et de C,
etc. On définit ainsi des points M; pour ¢ > 0. Montrer que Mg = My (figure 31).

(15 Cet exercice n’est pas trés palpitant, d’accord, mais le résultat est utile, il sera utilisé no-
tamment dans l’exercice I111.69.

(19 0On peut remplacer le cercle par une conique quelconque dans cet exercice, c’est alors une
variante du théoréme de Pascal (ici le théoréme VII.4.4, voir aussi ’exercice VII.54 et une autre
variante du théoréme de Pascal sur un cercle dans I'exercice 111.48).
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M;
M;

M,

M,

FIGURE 31

Exercice I11.29. Soit C un cercle d’un plan affine euclidien. Par un point A exté-
rieur & C, on méne

— une droite qui coupe C en deux points B et C,

— une tangente a C, tangente en un point 7.

Soit M un point de la droite AT. La paralléle a T'C' passant par M coupe la droite
AC en N. Montrer que les points M, N, B et T sont cocycliques.

Exercice I11.30. On se place dans un plan affine euclidien. On considére un quadri-
latére convexe ABC'D. On appelle E le projeté orthogonal de A sur la diagonale
BD, F celui de B sur la diagonale AC. On suppose que AC et BD ne sont pas
orthogonales, de sorte que E # F.

(1) Que peut-on dire des angles de droites (BE, EF) et (AB, AC)?
(2) Montrer que le quadrilatére ABCD est inscriptible dans un cercle si et
seulement si les droites EF' et C'D sont paralléles.

Exercice I11.31 (Théoreme de Miquel). On se donne quatre cercles Cy, Cs, C3 et Cy4
tels que C4 et Cq se coupent en A et A’, C1 et Co se coupent en B et B’, Cy et C3
se coupent en C' et C’ et enfin C3 et C4 se coupent en D et D’. Montrer que A, B,
C et D sont cocycliques si et seulement si A, B/, C' et D' le sont (figure 32017)).

Exercice IT1.32 (La droite de Simson). Soit ABC un triangle. A tout point M du
plan, on peut associer ses projetés orthogonaux P, @ et R sur BC, C'A, AB.

UNGi cette figure vous fait penser & un cube, n’hésitez pas & aller chercher pourquoi dans

I’exercice VI1.40.
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FIGURE 32. Théoréme de Miquel

Montrer que P, QQ et R sont alignés si et seulement si M est sur le cercle circonscrit
a ABC. A tout point M du cercle circonscrit est ainsi associée une droite, sa droite
de Simson (figure 33).

FIGURE 33. Droite de Simson

Exercice I11.33 (La droite de Steiner). Démontrer que les symétriques P, Q' et R’
d’un point M par rapport aux trois cotés BC, CA et AB d’un triangle ABC' sont
alignés si et seulement si M est sur le cercle circonscrit. Montrer que, si c’est le
cas, la droite P'Q'R’ (droite de Steiner de M) est paralléle & la droite de Simson
de M et passe par 'orthocentre de ABC.
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Exercice I11.34 (Le pivot). Soit ABC' un triangle et soient A’, B’ et C’ trois points
(distincts de A, B et C) situés sur ses cotés BC, CA et AB. Montrer que les
cercles circonscrits & AB'C’, BC'A" et CA’B’ ont un point commun, le pivot
(voir la figure 34).

FIGURE 34. Pivot

Utilisation des rotations

Exercice I11.35. On donne un point A et deux droites D et Ds. Construire un
triangle équilatéral ABC avec B sur D; et C sur Ds.

Exercice I11.36. Soit ABC' un triangle et soient § et « les deux points tels que
BAB et yAC soient rectangles isocéles extérieurs & ABC' et d’hypoténuses AB,
AC respectivement. Soit I le milieu de BC'. Montrer que 31 est rectangle isocéle
en I.

Exercice I11.37 (Un théoreme attribué a Napoléon). Soient ABC' D un quadrilatére
convexe, P, @, R et S les quatre points tels que APB, BQC, CRD et DS A soient
quatre triangles rectangles (en P etc) isocéles extérieurs au quadrilatére. Montrer
que PR = QS et que PR 1 QS. Montrer que PQRS est un carré si et seulement
si ABCD est un parallélogramme.

Exercice I11.38. Sur un cercle de centre O, on donne trois arcs interceptés par des
angles au centre de mesure 7/3, AB, CD, EF. On appelle M, N et P les milieux
des cordes BC, DE et FA et B', E' les milieux de OB et OE. Montrer que PB'E’
est équilatéral ainsi que M N P.
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Exercice I11.39 (Point de Fermat). Sur les trois cotés AB, BC et C A d’un triangle
et a l'extérieur de celui-ci on construit trois triangles équilatéraux ABC’, BC A’
et CAB'.

Montrer que AA’, BB’ et CC’ sont concourantes en un point F, qu’elles font
entre elles des angles de 27/3 et que les segments AA’, BB’ et CC’ ont la méme
longueur.

On suppose maintenant que tous les angles du triangle ont des mesures infé-
rieures a 27/3. Montrer que la fonction

M—— MA+MB+ MC

a un minimum, atteint en F.

Similitudes
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Exercice I11.40. On donne deux points (distincts) A et A’ et deux nombres réels
0 et k (avec k > 0). Ou se trouve le centre de la similitude directe d’angle € et de
rapport k qui envoie A sur A’?

Exercice II1.41 (Cas de similitude des triangles). Soient ABC et A’B'C’ deux tri-
angles. Avec chacune des hypothéses suivantes, montrer que ABC et A’B’C’ sont
directement semblables (c’est-a-dire qu'il existe une similitude directe ¢ telle que
A" = p(A), B = ¢(B) et C" = ¢(C)).
(1) Premier cas de similitude, « un angle égal entre deux cotés proportionnels »,
en clair :
A'B" AT
AB  AC
(2) Deuxiéme cas de similitude, « deux angles égaux », en clair :

(B'C',B'A") = (BC,BA) et (C'A',C'B') = (CA,CB)

—

et (A'B', A'C") = (AB, AC).

(égalité d’angles de droites).

Exercice II.42. On fixe une droite D et un point A hors de D. A un point B va-
riant sur D, on associe I'unique point C tel que ABC reste directement semblable
a un triangle fixé. Trouver le lieu de C et celui de 'orthocentre de ABC quand
B parcourt D.

Exercice II1.43. Soient D et D' deux droites paralléles et S un point a Pextérieur
de la bande qu’elles déterminent. Une droite variable issue de S coupe D en M
et D' en M’. On demande de déterminer le lieu des points de contact T et T" des
tangentes issues de S au cercle de diamétre M M.

Exercice II1.44. On donne un arc de cercle I' d’extrémités A et B.
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— A tout point M de I distinct de A et B, on associe le point M’ de la demi-
droite BM d’origine B tel que BM' = AM. Quel est le lieu des points M’ quand
M parcourt I'?

— A tout point M de T distinct de A et B, on associe le point M” de la demi-
droite opposée a la demi-droite M A d’origine M tel que MM" = BM. Quel est
le lieu des points M quand M parcourt I'?

Exercice II1.45. Soient C et C’' deux cercles de centres O et O’ sécants en deux
points I et J et soit o la similitude directe de centre I telle que o(O) = O'.
Montrer que o(C) = C’ et que, pour tout point M de C, les points M, o(M) et J
sont alignés. Déterminer le lieu de la projection orthogonale P de I sur Mo (M)
quand M décrit C. Déterminer le lieu du centre de gravité du (et du centre du
cercle circonscrit au) triangle /Mo (M) quand M décrit C.

Cercles et inversions

Exercice I11.46 (Construction de I’axe radical). Soient C et C’ deux cercles suppo-
sés non concentriques. Soit I" un cercle qui coupe C en A et B et C' en A’ et B’.
Montrer que I’axe radical de C et C’ est la perpendiculaire & la droite des centres
passant par le point d’intersection de AB et A’B’.

Exercice II1.47. Soient A’, B’ et C' les pieds des hauteurs issues de A, B et C
dans le triangle ABC'. Les droites BC et B’C’ se coupent en a, CAet C'A" en
3, AB et A’B’ en . Montrer que aB-aC =aB -aC'.

Que peut-on dire de «, B et 77 Quel est 'axe radical du cercle circonscrit a
ABC et de son cercle d’Euler (on rappelle que c’est le cercle circonscrit a A’B'C,
voir l'exercice 11.21) 7

Exercice I11.48 (Le théoreme de Pascal pour les cercles). On considére six points
A, B, C, D, E et F d'un cercle C. On suppose que I’hexagone ABCDFEF n’a
pas de cotés paralléles. On considére les points d’intersection

S=ABNDE, T=CDnNnAF et U=BCNEF.

On veut montrer que S, T' et U sont alignés (figure 35). Soient P, @ et R les points
d’intersection CDNFE, FENAB et ABNCD. En considérant les droites SDE,
ATF et BCU comme des transversales aux cotés de PQ R, montrer I'égalité

SQ TR UpP

SR TP vQ

et conclure (la version la plus générale de ce théoréme est I’énoncé VII.4.4).
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FIGURE 35. Théoréme de Pascal
Exercice I11.49. On identifie le plan & C. Si A est un point d’affixe a, montrer que
I'inversion 14 j, envoie le point d’affixe z sur le point d’affixe

z’:a—i—

zZ—a

Exercice I11.50. Les inversions forment-elles un groupe ? Montrer que la conjuguée
d’une inversion par une autre inversion est encore (la restriction d’) une inversion
(on précisera pole et puissance) ).

Exercice IIL.51. Soient A et B deux points du plan, A’ et B’ leurs images par une
inversion. Montrer que A, B, A’ et B’ sont cocycliques ou alignés.

Exercice I11.52. Quels sont les cercles conservés par une inversion ?

Exercice I11.53. Quelle est I'image d’un cercle de centre O par une inversion de
pole O7

Exercice I11.54. Soient O un point et D une droite ne passant pas par O, de sorte
que 'image de D par une inversion de pole O est un cercle passant par O. Quelle
est la tangente en O & ce cercle?

Exercice II1.55. Quelle est I'image du centre d’un cercle par une inversion dont le
pole n’est pas sur le cercle (voir la figure 19) 7 Au fait, I'image du centre est-elle
toujours & l'intérieur du cercle image ?

(8)Un nouvel avatar du principe de transport par conjugaison 1.3.19.
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Exercice I11.56. Transformer par l'inversion de pole A et de puissance AC? la
figure formée du carré ABCD et de son cercle circonscrit.

Exercice IIL57. L’application définie par la formule z — ~—

7

- est-elle affine?
7

Est-ce une inversion ?

Exercice I1.58. Etant donnés deux cercles C et C’, trouver toutes les inversions
qui envoient C sur C'.

Exercice I11.59. Soient A, B, C et D quatre points alignés dans cet ordre. Trouver
une inversion qui les envoie sur les quatre sommets consécutifs d’un rectangle.

Exercice 111.60 (« Invariant anallagmatique » de deux cercles)
On considére deux cercles sécants!?) de rayons R et R'. On appelle d la distance
de leurs centres. Montrer que le rapport
R*+ R” - &
2RR'

reste inchangé par une inversion quelconque.

Exercice I11.61 (Inégalité de Ptolémée). Soient A, B, C' et D quatre points d’un
plan. Démontrer que

AB-CD < AC-BD+ AD - BC
(on pourra utiliser une inversion bien choisie). Dans quel cas a-t-on égalité ?

Exercice II1.62. On donne deux cercles C et C’, un point A sur C et un point A’
sur C'. Trouver un point P sur I'axe radical A de C et C’ tel que, si PA (resp.
PA") coupe C en M (resp. M'), alors MM’ L A.

Exercice I11.63. Quel est ’ensemble des centres des cercles d’un faisceau & points
bases 7 & points limites ?

Exercice I11.64. Trouver le lieu des points dont le rapport des puissances par rap-
port & deux cercles non concentriques donnés a une valeur donnée k.

Exercice II1.65. Montrer que, pour que les trois cercles C, C’ et C"” de centres et
rayons respectifs (O, R), (O', R") et (O”, R") appartiennent & un méme faisceau,
il faut et il suffit que les trois points O, O’ et O” soient alignés et que

R20’0" + R"*0"0 + R"*00" + 0’0" - O"0 - 00" = 0.

(96 résultat est vrai pour deux cercles quelconques, mais un peu plus pénible a établir direc-
tement, voir [16] et I'exercice VII.64.
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Exercice I11.66. Soit F un faisceau de cercles. Montrer que tout point du plan
se trouve, en général, sur un (unique) cercle de F. Quelles sont les exceptions ?
Etant donné un point du plan, construire le cercle du faisceau F passant par ce
point.

FIGURE 36. Alternative de Steiner

Exercice I11.67 (L’alternative de Steiner). Soient C et C’ deux cercles. On suppose
que C est intérieur a C’. Soit I'; un cercle tangent intérieurement a C’ et extérieu-
rement & C. On construit par récurrence une suite de cercles I'; de sorte que I';41
soit tangent intérieurement a C’, extérieurement a C et a I'; et différent de I';_4
(figure 36). Montrer que si pour un certain n, I';, = I'1, alors le méme résultat est
vrai, pour le méme n, avec n’importe quel choix de I';.

Exercice I11.68. Déterminer le lieu des poles des inversions qui transforment deux
droites sécantes données en deux cercles de méme rayon. En déduire les poles des
inversions qui transforment les trois cotés d’un triangle en trois cercles de méme
rayon. Montrer que ces inversions transforment le cercle circonscrit au triangle en
un cercle qui a le méme rayon que les trois autres.

Soient ABC un triangle, O le centre et R le rayon de son cercle circonscrit, I
le centre et r le rayon de son cercle inscrit. Utiliser une inversion de pole I qui
conserve le cercle circonscrit pour montrer la « relation d’Euler » :

R? — OI* = 2rR.
Exercice I11.69 (Le théoréme de Feuerbach). Soit ABC un triangle et soient I le

centre de son cercle inscrit C, J le centre du cercle C’ exinscrit dans 'angle en A,
K et L les projections orthogonales de I et J sur le c6té BC (figure 37).
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FIGURE 37

Montrer que I, J, B et C' sont cocycliques. En utilisant le milieu N de IJ,
montrer que le milieu A" de BC est le milieu de K L. Calculer A’K et A'L (on
pourra utiliser 'exercice I11.25).

On appelle B et C’ les milieux respectifs de AC et AB. Soient 3 et ~ les
symétriques de B et C' par rapport & Al, de sorte que BC' et v sont les deux
tangentes communes intérieures a C et C'. Soit M le milieu de vC'. Montrer que
M e AINn A’B’. Calculer A’M.

Soient B” = A'B' N B, C" = A'/C' N 3. Montrer que I'inversion de pole A’ et
de puissance A’M? échange B’ et B”, C' et C". En déduire que le cercle d’Euler
(cercle circonscrit & A’B’C’, voir exercice I1.21) est tangent a C et C'.

Exercices un peu plus théoriques

Exercice I11.70. La différentielle en un point zy d’une application holomorphe dé-
finie sur un ouvert de C est une application linéaire C — C. Quelle est cette
application ? Montrer qu’une application holomorphe non constante conserve les
angles.

Exercice I11.71 (Le théoréme de Liouville). Soit f une bijection de classe C' du
plan affine euclidien P dans lui-méme. On suppose que f conserve les angles (au
sens expliqué par la figure 14 au §I111.4). On veut montrer que f est une similitude.
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FIGURE 38. Théoréme de Feuerbach

(1) Pour tout point M de P, la différentielle dfy; est une application linéaire
P — P. Montrer que dfas est, soit une similitude directe pour tout M, soit une
similitude indirecte pour tout M. En composant au besoin avec une réflexion,
montrer qu’on peut supposer que dfas est une similitude directe pour tout M.

(2) On choisit un repére orthonormé et on identifie P a C. On note df, pour la
différentielle de f au point M d’affixe z. Ainsi df, est une application linéaire (a
priori sur R) de C dans C et on suppose que c’est une similitude directe. Montrer
que f est une fonction holomorphe sur C (ce qu’on appelle une fonction entiére).

(3) Utiliser les résultats classiques sur les fonctions enticres(20) et I'hypothese
que f est bijective pour conclure que f est un polyndéme de degré 1... c’est-a-dire
une similitude directe.

(4) Pourquoi n’est-ce pas contradictoire avec le corollaire I111.4.57

29Voir par exemple [11] ou [50].
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CONSTRUCTIONS
A LA REGLE ET AU COMPAS

Une bonne partie des problémes de géométrie classique et presque toute l'al-
geébre moderne(!) sont issus de questions de construction « a la régle et au com-
pas », dont la plupart ont été posées dans I’ Antiquité.

Les problémes posés dans I’ Antiquité sont les suivants :

— La duplication du cube — a Délos, pour enrayer une épidémie de peste,
I'oracle du temple d’Apollon aurait exigé la construction d’un temple double de
celui qui existait — il s’agit de construire le nombre /2.

— La quadrature du cercle — construire un carré dont l'aire soit celle d’un
cercle donné — il s’agit de construire le nombre /7.

— La trissection de I’angle — construire deux droites partageant un angle donné
en trois parties égales.

Un probléme peut-étre plus récent est :

— Quels polygones réguliers peut-on construire a la régle et au compas ?

Il va sans dire, mais disons-le tout de méme, que ces problémes de construction
n’ont jamais eu aucune application concréte directe : il a toujours été beaucoup
plus facile de dessiner un pentagone régulier avec un rapporteur qu’avec une régle
et un compas, ne parlons pas d’un heptadécagone — ne parlons pas non plus
des possibilités graphiques offertes par les ordinateurs. Une petite digression : les
mémes remarques valent pour la résolubilité des équations algébriques par radi-
caux, qui est a la source de la théorie de Galois et qui n’a jamais eu d’intérét
appliqué direct puisque déja a I'époque de Galois et d’Abel, on savait résoudre
les équations de fagon approchée avec beaucoup de précision (par la méthode de

MDans la tradition de I’enseignement supérieur frangais, ces questions sont abordées, au mieux,
dans les cours de théorie de Galois.
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Newton). Et pourtant ces problémes « sans intérét » sont a la source de mathé-
matiques qui ont prouvé leur utilité pratique. Et en plus, c’est joli, alors allons-y.

IV.1. La régle du jeu

La régle, justement, est une régle (et pas un double-décimétre), elle sert a
tracer des droites, pas & mesurer des longueurs. L’écartement du compas permet
de reporter les longueurs. Il y a des points, des droites et des cercles construits ou
constructibles. Voici les régles :

— La droite joignant deux point construits est constructible, de méme le cercle
dont le centre est un point construit et qui passe par un point construit est
constructible. Attention, la droite est et le cercle seront construits... mais pas leurs
points. Par contre, une droite construite contient toujours deux points construits.

— Les points d’intersection des droites et cercles ainsi construits sont construits.

Exemples 1V.1.1 (Exemples de constructions de droites)

FIGURE 1 FIGURE 2

(1) On donne une droite D et un point P ¢ D. On peut construire la perpen-
diculaire & D passant par P. On trace un cercle de centre P passant par un point
a construit de D (qui contient au moins un point construit qui n’est pas sur la
perpendiculaire cherchée) ; ce cercle coupe D en un autre point b (qui est distinct
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de a puisque celui-ci n’est pas sur la perpendiculaire) ; on trace ensuite les deux
cercles de centres a et b passant par P, qui se coupent en P et en un autre point
Q@ (puisque P ¢ D). La droite PQ est la perpendiculaire cherchée (figure 1).

(2) On donne une droite D et un point P € D. On peut construire la perpendi-
culaire & D passant par P. On procéde de méme, remplacant les cercles de centres
a et b passant par P par les cercles de centre I'un passant par l'autre (figure 2).

(3) On donne une droite D et un point P en dehors de D. On peut construire
la paralléle & D passant par P, en tracant la perpendiculaire & D passant par
P (construction (1)) puis la perpendiculaire & celle-ci toujours passant par P
(construction (2)).

(4) On donne deux points I et J, une droite D et un point P de D. On peut
construire les points M de D tels que PM = IJ. On construit la paralléle d a
D passant par I (construction (3)) puis le cercle C de centre I passant par J,
qui coupe d en q et ¢'. La paralléle & AP passant par ¢ (resp. ¢') coupe D en M
(resp. M') ayant les propriétés voulues (figure 3).

M/

FIGURE 3 FIGURE 4

(5) On donne deux droites D et D’ se coupant en P. On peut construire les
bissectrices de D et D’. Sur la droite D, il y a un autre point construit, disons a.
On trace le cercle de centre P passant par a; il coupe D en a et b, D' en a’ et V'
les cercles de centre a (resp. b) passant par o’ et de centre a’ (resp. b) passant par
a (resp. par a’) se coupent en m et m’ (resp. en n et n’). Les bissectrices sont les
droites Pm et Pn (figure 4).
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Remarque IV.1.2. Tracer un cercle de centre B et de rayon AO, ot O, A et B sont
construits, n’a pas été autorisé par nos régles, c’est pourquoi il est nécessaire de
vérifier la propriété (4).

IV.2. Les nombres constructibles

On part maintenant de deux points O et A, supposés construits, desquels on
déduit les droites, cercles, points que les régles du jeu nous autorisent & construire.
On utilise la distance OA comme unité.

On dit qu'un nombre réel a € R est constructible s’il existe deux points
constructibles M et N avec M N = |al.

Proposition IV.2.1. L’ensemble K des nombres réels constructibles est un sous-
corps de R. Si a € K est positif, alors \/a € K.

Cette proposition affirme simplement que, si a et b sont constructibles et posi-
tifs, a + b, a — b, ab, 1/a (si a # 0) et \/|a| le sont aussi.

Démonstration. A 1'aide des constructions précédentes, nous savons reporter une
distance constructible a partir d’un point donné, ce qui donne la construction de
a+b et de a—b. Les longueurs ab et 1/a sont obtenues en appliquant le théoréme
de Thalés, comme le montrent les figures 5 et 6.

FIGURE 5 FIGURE 6

La construction de la racine carrée est donnée, elle, par le théoréme de Pytha-
gore. On dessine un cercle de diamétre 1 + a, comme sur la figure 7. Les deux
triangles AHC' et CHB sont semblables, donc

b 1

—=—etb=+a.
a b
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FIGURE 7

A partir de nos deux points construits O et A, on peut construire la perpen-
diculaire & O A passant par O et un point B sur celle-ci de fagon que OB = OA.
On a ainsi un repére orthonormé et des coordonnées cartésiennes.

Proposition IV.2.2. Le point M est constructible si et seulement si ses coordonnées
sont des nombres constructibles.

Démonstration. Les valeurs absolues des coordonnées de M sont les longueurs Om
et Om’ ot m et m’ sont les projetés de M sur les axes, des points constructibles.
Réciproquement, si les coordonnées sont constructibles, m et m’ le sont et M
aussi, comme intersection de la paralléle & OB passant par m et de la paralléle a
OA passant par m/’. O

Théoreme 1V.2.3 (Wantzel). Le degré d’un nombre constructible est une puissance
de 2.

Remarque IV.2.4. Ce théoréme a de nombreuses applications, comme on va le voir
rapidement : un nombre algébrique de degré 3 sur Q n’est jamais constructible,
par exemple. Contrairement & ce que ’on entend parfois, ce n’est pas un résultat
de théorie de Galois, puisque la démonstration n’utilise pas de groupe de Galois.
Elle utilise cet invariant extrémement grossier qu’est le degré d’une extension de
Q, la dimension d’un espace vectoriel. Aussi fruste soit la notion de degré, elle
permet de régler les problémes de construction classiques posés au début de ce
chapitre !

Démonstration du théoreme IV.2.5. Les points constructibles s’obtiennent en in-
tersectant des droites et des cercles déja construits. Remarquons d’abord que,
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dans notre repére, une droite passant par deux points construits a une équation
T —1T4)

& coeflicients constructibles. De méme un cercle de centre construit passant par
un point construit

(x—xa)*+ (y—ya)® = (xp —2a)> + (yp — ya)*.
Les coordonnées de 'intersection de deux droites construites s’obtient en résolvant
un systéme linéaire... dont la solution est dans K si les coefficients y sont. Inter-
secter une droite construite et un cercle construit est un peu plus délicat — c’est
la qu’apparaissent les extractions de racines carrées. Les abscisses des points d’in-
tersection sont les solutions d’une équation du second degré a coefficients dans K.
La célébre formule pour ces solutions donne le résultat escompté,

—b+ Vb2 —4ac c
2a

sia,b,ce K aveca #0, K

puisque celui-ci est stable par racine carrée. Il nous reste a considérer l'intersection
de deux cercles construits. Mais 'intersection de deux cercles est l'intersection
d’un des deux cercles avec une droite (I'axe radical des deux cercles) ou, si l'on
préfére,
22+ y?—2ax—2by —c=0

{xQ +y? —2dx -2y —c =0
si et seulement si

22 +y? —2ar —2by —c=0

{2(@ —ad)x+20-V)y+c—c =0

ce qui raméne au cas de l'intersection d’une droite et d’un cercle, terminant la
démonstration. O

Attention, la réciproque de ce théoréme est fausse, il existe des nombres algé-
briques dont le degré est une puissance de 2 et qui ne sont pas constructibles. Il
suffit en effet d’exhiber un nombre algébrique de degré 4 qui ne soit pas construc-
tible. C’est le cas d’une des racines du polynome X4 — X —1, un exemple classique
que l'on trouvera traité ici dans 'exercice IV.9 (ou ailleurs dans le livre [10]). Voici
I’énoncé qui caractérise les nombres réels constructibles.

Théoreme IV.2.5. Pour qu’un nombre réel a soit constructible, il faut et il suffit
qu’il existe une suite finie aq,...,a, tels que, si K1 = Q(ay) et K11 = K;(ai+1)
pour tout i, les degrés [K;y1 : K| soient tous égaur a 2 et a € K. O
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Ce qui peut aussi s’exprimer en termes de la structure du groupe de Galois de
K, sur Q et dont on trouvera des démonstrations dans tous les livres de théorie
de Galois, par exemple dans [53] ou [21].

IV.3. Applications a des problémes de construction

La duplication du cube

Le nombre /2 est un nombre algébrique de degré 3 sur Q, il n’est donc pas
constructible, en vertu du théoréme I1V.2.3. La duplication du cube est donc im-
possible !

Remarque IV.3.1. En dimension 2 ou 4, les cubes sont duplicables. Pour la dimen-
sion 2, c’est bien classique (figure 8), pour la dimension 4, on construit v/v/2.

FIGURE 8

La quadrature du cercle

Nous I’avons dit, le probléme de la quadrature du cercle est celui de la construc-
tibilité du nombre /7 ou, ce qui revient au méme, a cause de la proposition IV.2.1,
de celle de . Comme K est contenu dans le corps des nombres algébriques, le
théoréme de Lindeman, qui affirme (depuis 1882) que 7 est transcendant, implique
I'impossibilité de la quadrature du cercle.

La trissection de ’angle

On dit qu'un angle € est constructible si le point de coordonnées (cos @, sin )
I’est ou, ce qui est équivalent, si cosf est constructible.
Par exemple, les angles dont le cosinus est 1/+/2 ne sont pas constructibles.
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La question de la trissection des angles se formule de la fagon suivante : si 36
est un angle constructible, 8 est-il un angle constructible ?

Proposition 1V.3.2 (Impossibilité de la trissection de I’angle)
1l existe un nombre réel 0 tel que 36 soit constructible mais pas 6.

Remarque IV.3.3. Evidemment, il existe des angles que 'on peut trissecter : si 6 est
constructible, alors 36 est constructible (reporter trois fois la corde sous-tendant
un arc de mesure ) et est trissectable. Par exemple, 30 = 7 ou 30 = /2.

Démonstration. Tout aussi évidemment, pour démontrer la proposition, nous al-
lons exhiber un exemple, précisément ici 'exemple sera § = 7/9. Commengons
par remarquer que
cos(30) = 4 cos® 0 — 3 cos
de sorte que, avec 30 = /3, a = cos /9 est une racine du polynéme
1

4X3 —3X — 3
Ce polynome de degré 3 n’a pas de racine rationnelle. En effet, si p/q (avec p et
g premiers entre eux) était une racine, on aurait

3 1
4%_313_7:0, soit 8p® — 6pg® — ¢* = 0
q q 2

de sorte que p divise ¢3, donc p = +1, et ¢? divise 8p?, donc ¢ = +1 ou ¢ = £2
et p/qg = +1 ou +1/2, dont aucun n’est racine du polynéme. Lequel polynoéme
est donc irréductible, ce qui fait que le degré de a sur Q est 3 et que « n’est pas
constructible. O

4. La question des polygones réguliers

La question de la constructibilité du polygone régulier & n codtés est celle de
déterminer pour quels entiers n 'angle 27 /n est constructible.

FIGURE 9
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C’est clairement le cas pour n = 3 (triangle équilatéral), n = 4 (carré), n = 6
(hexagone régulier). Plus généralement, si c’est le cas pour n, c’est aussi le cas
pour 2¢n (par bissection).

Le pentagone régulier
Pour étudier I’éventuelle constructibilité du pentagone régulier, on évalue o =

27 )
cos —. Posons ( = e2m/5 (Vest une racine, différente de 1, du polynéme X° — 1,

donc une racine de
Xt X3+ X2+ X+ 1.
On a ¢* = ¢, donc
2 4
= 2cos§ et de méme (3 + ¢ = 2COS§.
Comme aussi 4 5
cos£:260521—1:2a2—1,

) )

on a
0=C"+C+¢+(+1
= 4a® + 20 — 1.

Donc « est racine d’un polyndéme du second degré et en particulier constructible.
On a donc démontré :

Proposition IV.4.1. Le pentagone régulier est constructible a la régle et au compas.
O

B

?M

~ ¢
Q
=
<
S

A/

N

FI1GURrE 10
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Pour construire effectivement le pentagone, on exprime «, la racine positive de
ce polyndme,
B 2r  —1+ V5
a=cos - =—7Fr—.
La figure 10 montre une construction possible : AA’ est un diameétre du cercle de
centre O, I est le milieu du rayon OA’, alors

1 5
BI =/1+ > =",
tT1T

Le cercle de centre I passant par B coupe le segment OA en un point J. Ainsi on

IJ:\fetOJ:IJ—OI:\f—;

Finalement, le milieu K de OJ a I’abscisse désirée et un point M du cercle ayant

a

cette abscisse permet de construire le pentagone.

Nombres premiers entre eux

M,
M,

21 /5 M

47 /5

27/15

Al 0 'k A

Ny

FIGURE 11

Proposition IV.4.2. Soient m et n deux entiers premiers entre euz. Pour que [’angle
27 /mn soit constructible, il faut et il suffit que les angles 27w /m et 27 /n le soient.
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IV.4. LA QUESTION DES POLYGONES REGULIERS

Démonstration. Si 2m/mn est constructible, alors 2w/m = n27/mn et 27 /n =
m27 /mn le sont. Pour la réciproque, on utilise I'hypothése que m et n sont pre-
miers entre eux, c’est-a-dire le théoréme de Bézout,

27 27 2

um +ovn =1, donc — =u— +v—,
mn n m

ce qui permet de construire 'angle 27 /mn a partir des angles 27 /n et 2r/m. O

Exemple 1V.4.3 (Polygone a quinze cotés). On applique ce qui précéde, qui montre
que le polygone régulier a quinze cotés est constructible et qui fournit méme une
construction. On écrit
2x3—-1x5=1, donc22—w—12—7r:2—7r.
5 3 15

La figure 11 montre la construction. On porte sur le cercle les points M; (obtenu
comme sur la figure 10) et My tels que A, Mj, My soient le trois premiers sommets
consécutifs d’'un pentagone régulier (ainsi 'angle (O—/l, O—]Wg)) a-t-il une mesure de
47 /5 ; puis les points Nj et N tels que le triangle My No Ny soit équilatéral. Alors
langle (O_fl, O—N1> ) a une mesure de 27/15 et I'on peut former le polygone régulier
& quinze cotés en commencant par A et V7.

Le théoréme de Gauss

Alors, quels sont les polygones réguliers constructibles? Ceux & 3, 4, 5, 6, 8,
10, mais pas ceux a 9 cotés (puisque l'angle de 7/9 n’est pas constructible), pas
7 non plus, ni 11... mais 17 est possible! Le théoréme général est le suivant.

Théoréeme 1V.4.4 (Gauss). Un polygone régulier a n cotés est constructible si et
seulement si

n =2 pr

ot v est quelconque, les p; sont des nombres premiers distincts de la forme 22" 11
(nombres de Fermat).

Par exemple, 3 = 220+1, 5=22"11.. et 17 = 22°+1 sont des nombres premiers
de Fermat et le théoréme affirme que 'on peut construire le polygone régulier a
dix-sept codtés avec une régle et un compas. En utilisant une méthode proche
(mais c’est plus compliqué) de celle qui nous a permis de construire le pentagone
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2
en évaluant cos = on peut utiliser le fait (& démontrer préalablement) que

2 1
(:051—7;—1—6 —1+\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ+

+ \/68 +12V17 + 2(—1 + V17)\/34 — 2V17 — 161/ 34 + Nﬁ]

une formule que je copie dans [10] pour la beauté de la typographie.

La démonstration du théoréme de Gauss utilise, comme les exemples du penta-
gone et de I'heptadécagone, le fait que €2/
tomique et les propriétés de ce polynoéme. Je renvoie par exemple a [10].

est une racine du polynéme cyclo-

IV.5. Remarques supplémentaires

Le compas seul

Un théoréme chéri des étudiants préparant 'agrégation, le théoréme de Mohr-
Mascheroni, affirme qu’avec seulement un compas, c¢’est-a-dire en n’autorisant que
des intersections de cercles construits, on peut construire exactement les mémes
points qu’avec une régle et un compas. Voir [10].

La régle seule

Par contre, avec la régle seule, on ne peut pas faire grand chose. On entre 1a dans
le domaine de la géométrie projective, les constructions possibles étant invariantes
par projection ou perspective. Quatre points formant un repére projectif, il est
préférable de partir de quatre points. Voir le chapitre VI pour ces notions et,
toujours, le livre [10, chap. VIII|. On y trouvera aussi des constructions avec une
régle et une équerre, une régle et un seul cercle...

Les courbes

Beaucoup de courbes algébriques (ou non) ont été inventées pour résoudre des
problémes de construction a la régle et au compas. On en trouvera des exemples
dans les exercices du chapitre VIII.

Exercices et problémes
Exercice IV.1. Soit ABCD un rectangle. Construire un carré qui a la méme aire.

Exercice IV.2. Soit ABC un triangle. Construire un carré qui a la méme aire.
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Exercice IV.3. On donne un point O et un point A;. On utilise la distance O A;
comme unité. Soient Ao un point tel que O A As soit rectangle en A; et isocéle,
puis, par récurrence, A, tel que OA,,_1 A, soit rectangle et isocéle en A,_1. Quelle
est la longueur OA,, ?

Exercice IV.4. Construire le nombre v/3.
Exercice IV.5. 1’angle de 1° est-il constructible ?

Exercice 1V.6 (La construction de Diirer du pentagone régulier)

On donne deux points A et B. Les cercles C4 de centre A passant par B et Cp
de centre B passant par A se coupent en [ et J. Le cercle Cjy de centre J passant
par A et B recoupe C4 en C et Cp en D, la droite IJ en K. La droite CK coupe le
cercle Cp en C’ (celui des deux points d’intersection qui est a I'extérieur de Cy4) et,
symétriquement, DK coupe C4 en D’. Enfin les cercles de centre respectifs C’ et
D' passant respectivement par B (respectivement A) se coupent en F (figure 12).

FIGURE 12

Vérifier que tous les cotés du pentagone ABC’'D’E ont la méme longueur.

Montrer que le triangle CK D est rectangle en K et isocele. Soient L et H les
point d’intersection de DD’ et IJ (respectivement) avec AB. En déduire que le
triangle K HL est rectangle en H et isocéle et que 'on a

HLzl—?etAL:?’_Q‘/g.
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Dans le triangle ALD’, la mesure de I'angle en L vaut donc 45°. Vérifier que le
sinus de 'angle en D’ vaut
3-V3V2
2 2
En déduire que l'angle en A du pentagone de Diirer a une mesure légérement

sin D' =

supérieure & 108° et que ce pentagone n’est pas régulier.

Exercice IV.7 (Non constructibilité de ’heptagone régulier)

Montrer que cos(27/7) est une racine du polynéome 8X3 + 4X? — 4X — 1.
Vérifier que celui-ci est irréductible sur Q et en déduire une confirmation du fait
que ’heptagone régulier n’est pas constructible a la régle et au compas.

Exercice IV.8 (Construction d’un heptagone a la regle et au compas)

On considére le cercle de centre O avec ses deux diamétres perpendiculaires
AA’ et BB'. Soit I le milieu de OA. La droite B’I recoupe le cercle en J; la
paralléle & cette droite passant par O coupe 'arc AB en K. On désigne par J' et
K’ les projections de ces deux points sur OA. Montrer que

4 1
OJ = - et OK' = —.
5 V5

My, B K

M,
M J
O K’
A
Mg

I17

Le point M; de Parc AB se projette sur le milieu L de K’J’. On appelle M, et
M3 les points du cercle tels que

(OMs, OM3) = (OM;,0Ms) = (OA,OM),

FIGURE 13

My, Ms, Mg les symétriques de M3, My, My (respectivement) par rapport a OA.
_—

Calculer les angles au centre (OM;,OM;1). Que peut-on dire de I’heptagone

AMy Mo MsMyMsMeg?



EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice IV.9. Montrer que le polynéme P(X) = X* — X — 1 a exactement deux
racines réelles. On I’écrit donc

P(X) = (X?*+aX +b)(X*+dX +V) avec a,b,a’,b/ € R,
ol le premier trinéme a deux racines réelles et le second aucune. Montrer que
a®+4a®> —1=0.

En déduire que a n’est pas constructible, puis qu’au moins une des racines réelles
de P ne l'est pas.
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vV

GEOMETRIE EUCLIDIENNE
DANS L’ESPACE

Dans ce chapitre, on se place dans un espace euclidien (affine ou vectoriel) de
dimension 3. Aprés une étude des isométries et quelques rappels sur le produit
vectoriel, on y attaque les sphéres et plus particuliérement les triangles que les
grands cercles y dessinent. Du calcul de I’aire de ces triangles, on déduit la formule
d’Euler pour les polyédres convexes et la liste des polyédres réguliers.

V.1. Isométries et déplacements de ’espace

Les isométries vectorielles

Le théoréme I1.2.1 affirme qu’elles sont composées d’une, de deux ou de trois
réflexions et la proposition I1.3.14 nous en donne une forme matricielle : il existe
une base orthonormée de l'espace vectoriel E de dimension 3 dans laquelle la
matrice A de l'isométrie f a une des formes suivantes(®).

1
— Soit A = 1 , cas ou f est une réflexion de plan engendré par les
-1
deux premiers vecteurs de la base,
1
— soit A = cosf) —sind |, on dit alors que 'isométrie est une rotation

sinf  cosf
d’axe la droite engendrée par le premier vecteur de la base; c’est la forme de

toutes les isométries positives (des éléments de OT (E)),

(W es coefficients qui n’apparaissent pas sont nuls.
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-1
— soit A = cosf —sinf |, on dit que 'isométrie est une anti-rotation.
sinf  cosd

Rotations

144

Attardons-nous un instant sur les rotations. Ce sont les isométries vectorielles
composées de deux réflexions. Si P; et P» sont deux plans vectoriels se coupant
le long d’une droite D, isométrie sp, o sp, stabilise D (point par point) et le
plan @ = D+ (globalement). Dans ce plan, elle opére comme une rotation plane,
c’est la composée sp, o sp,, ou D; désigne la droite P; N Q (voir la figure 1). On
remarquera que, comme dans le cas des rotations planes, on peut choisir de fagon
arbitraire I'un des deux plans intervenant dans la décomposition (il doit quand
méme contenir la droite fixe D).

Py

FIGURE 1

Dans une base orthonormée dont le premier vecteur, u, dirige D, la matrice de
la rotation a la forme donnée ci-dessus :

1
cosf) —sind
sinf cosf

On a envie de dire que le (qu'un) nombre 6 écrit dans cette matrice est I’angle de
la rotation. Il faut étre un peu prudent ici : ce nombre dépend de la base choisie.

Dans le plan, on a vu (au §11.3) qu’il fallait choisir une orientation pour bien
définir # (modulo 27). Ici c’est un peu plus subtil : il faudrait avoir choisi des
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orientations de tous les plans de Pespace, ce qui est impossible®. La solution
est la suivante. On fixe d’abord une orientation de ’espace. Une rotation étant
donnée, on choisit une orientation (ou un vecteur unitaire u) sur sa droite fixe D.
Celle-ci devient ainsi un aze. On compléte u en une base orthonormée de ’espace
et on écrit la matrice de la rotation dans cette base. On obtient ainsi un nombre 6
(au moins modulo 27). La rotation peut alors étre notée p, ¢ et le nombre 6 peut
étre appelé son angle... étant bien entendu que 'on a

P—u,0 = Pu,—0-

En bref, pour mesurer 'angle d’une rotation, il est nécessaire d’orienter (I’espace
et) la droite des points fixes de cette rotation. C’est sans doute pourquoi on appelle
cette droite I'axe de la rotation. Changer I'orientation de la droite transforme la
mesure de I'angle en son opposée, changer 'orientation de ’espace aussi.

On trouvera confirmation de cette difficulté dans le fait que I'angle n’apparait
de fagon intrinséque (c’est-a-dire sans choix de base ou d’orientation) que par son
cosinus, dans la trace de la rotation f, via la formule

tr(f) =1+ 2cosb.

Un cas particulier important est celui des demi-tours, qui sont & la fois les
symétries orthogonales par rapport aux droites et les rotations d’angle 7, obtenues
comme composées de deux réflexions de plans orthogonaux.

Remarquons aussi, comme dans le cas du plan, que les translations sont les
composées de deux réflexions de plans paralléles. Le vecteur de la translation
s’obtient exactement comme en dimension 2 (voir le §111.2).

Les isométries affines

Comme dans le cas du plan (toujours le §II1.2), on déduit la forme des iso-
métries affines de 'espace affine euclidien de I’étude des isométries vectorielles
(c’est-a-dire de la forme matricielle donnée par la proposition 11.3.14) et des ré-
sultats généraux sur les points fixes des transformations affines (donnés par la
proposition I1.2.8).

On remarquera tout d’abord, en examinant les matrices données ci-dessus, que
toutes les isométries vectorielles sauf les anti-rotations ont la valeur propre 1. Soit
donc ¢ une isométrie affine de I’espace et soit @ l'isométrie vectorielle qui lui est
associée.

~ Si @ est l'identité, ¢ est une translation.

() On trouvera un énoncé précisant le sens du mot « impossible » dans 'exercice VI.48.
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— Si @ est une réflexion de plan P, alors

— 80it ¢ a un point fixe A : on vectorialise le plan affine en A et on applique
le résultat vectoriel correspondant pour obtenir que ¢ est la réflexion par
rapport au plan passant par A et dirigé par P;

— soit ¢ n’a pas de point fixe : alors, en vertu de la proposition I1.2.8, il
existe un unique vecteur v de P et une unique réflexion ¢ de plan dirigé par
P telle que

p=tyo0 =1pot,.
L’isométrie ¢ est dite symétrie glissée orthogonale.
— Si ¥ est une rotation d’axe D,

— 80it  a un point fixe A : on vectorialise ’espace affine en A de sorte
que ¢ s’identifie & @ ; on dit que ¢ est une rotation d’axe la droite passant
par A et dirigée par D ;

— soit ¢ n’a pas de point fixe : toujours en utilisant la proposition 11.2.8,
un trouve un unique vecteur v de D et une unique rotation ¢ d’axe D dirigé
par D tels que

@:tvow:d)otv-
L’isométrie ¢ est dite vissage d’axe D : on fait tourner ’espace autour de D
et on pousse le long d’un vecteur de la direction de D (c’est bien ce qu’on fait
quand on visse). Un nom plus savant, mais aussi imagé, est « déplacement
hélicoidal » .

FIGURE 2. Vissage FIGURE 3. Anti-rotation

~ Si @ est une anti-rotation, alors, d’aprés la proposition 1.3.20), elle n’a pas
de vecteur fixe non nul et ¢ a un unique point fixe A. Elle travaille donc en affine
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comme le fait @ en vectoriel. On dit que c’est une anti-rotation. Elle est, par
exemple, composée d’une rotation et d’une symétrie centrale.

V.2. Produit vectoriel, calculs d’aires

Dans cette partie, I'espace E est un espace vectoriel euclidien orienté de di-
mension 3.

Définition V.2.1. On définit le produit vectoriel, une opération sur les vecteurs, par
—uAv=0siuetvsont colinéaires,
— u A v =w, I'unique vecteur

— orthogonal & u et v,

— de longueur ||ul| ||v|| [sin | ot o est une mesure de l'angle (u,v) (on
remarquera que |sin | ne dépend d’aucun des choix faits pour définir cette
mesure),

— et tel que la base (u, v, w) soit directe,

sinon.

Remarques V.2.2

— Par exemple, si u et v sont deux vecteurs orthogonaux de longueur 1, les trois
vecteurs (u,v,u A v) forment une base orthonormée directe de E.

— Le produit vectoriel dépend de l'orientation choisie, changer d’orientation
transformant le résultat en son opposé.

Le produit vectoriel a des propriétés sympathiques, résumées dans 1’énoncé
suivant.

Proposition V.2.3. Le produit vectoriel est une application bilinéaire alternée
EFxFE——EFE.

De plus, le produit u N v est nul si et seulement si u et v sont colinéaires.

Démonstration. A part la bilinéarité, tout est évident a partir de la définition.
Le mot alternée signifie que I'on a u A u = 0 pour tout vecteur u, ou, ce qui est
équivalent, que tous les vecteurs u et v vérifient u A v = —v A w.

Il reste a vérifier que cette opération est bilinéaire. Fixons un vecteur non nul
u et montrons que 'application f, définie par

fuiv—— uAv
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est une application linéaire. On montre qu’en fait, cette application est une com-
position

fu = R © T (wm/2) © Pu

de trois applications linéaires, respectivement une homothétie, une rotation et la

projection sur le plan u'.

vy
vy e
e
u
’II,L
FIGURE 4

Pour obtenir le produit vectoriel © A v, on commence par produire un vecteur
vy de la droite (u,v)* tel que la base (u,v,vs) soit directe. Pour ceci, il suffit de
projeter orthogonalement v sur u®, obtenant un vecteur v; orthogonal & u, puis
de faire subir a celui-ci une rotation d’angle /2 autour de w, obtenant vy avec
les propriétés voulues (figure 4).

Il reste & dilater vy pour le transformer en un w de longueur convenable. Mais
on a

[val| = [[oa]] = o]l sin e,

il suffit de dilater vg en le multipliant par ||u||. L’application f, est donc bien
composée des trois applications linéaires comme annoncé. O

Calculs en coordonnées
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Proposition V.2.4. Dans une base orthonormée directe, les coordonnées du produit
vectoriel s’expriment par les formules

a T bz — cy
A Y = cr — az
z ay — bx

Démonstration. Soit (e1, ez, e3) une base de l'espace vectoriel E. On vient de
montrer que le produit vectoriel est bilinéaire. On a donc

(aer + beg + ces) A (zey + yes + ze3) =
= (bz — cy)ea N es + (cx — az)es N e1 + (ay — bx)er A es.
Si la base (e1, ez, e3) est orthonormée et directe, on a aussi exAeg = e1, esNe; = e

et e1 A ea = e3. On en déduit le résultat. O

Remarque V.2.5. Ces formules sont peut-étre rassurantes, mais elles sont compli-
quées, au sens ou elles peuvent mener & des calculs assez pénibles. Les utiliser a
bon escient, c’est, dans chaque probléme choisir la base orthonormée directe qui
donne les formules les plus simples (on pourra par exemple traiter ’exercice V.18
par cette méthode).

Calculs d’aires planes

Plagons-nous maintenant dans un plan affine euclidien P orienté et considérons-
le comme sous-espace d’un espace de dimension 3. Il existe un unique vecteur
unitaire u, orthogonal & P et tel qu'une base directe de P complétée par u soit
une base directe de E.

. —_— —
Etant donnés trois points A, B et C' de P, le produit vectoriel AB A AC' est
orthogonal a P, donc colinéaire au vecteur u :

— —
AB N AC = \u.
Si H est le projeté orthogonal de C sur AB, on a
—  — —_— —
ABNAC = ABANHC,
ce qui permet de calculer |A| :
IA\|=AB-HC.

On reconnait le double de laire du triangle ABC'.
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On appelle aire orientée d’un triangle ABC l'unique nombre réel A(ABC)
vérifiant 1’égalité

—

1—
5AB N AC = A(ABC)u.

On aura remarqué que les aires orientées des triangles ABC et AC'B ne coin-
cident pas, que I'aire orientée du triangle ABC' est positive si et seulement si la
base (E, AC ) est directe... et que l'aire orientée du parallélogramme construit
sur AB et A—6>' dans cet ordre est le nombre A considéré ci-dessus.

Notons enfin que 'aire orientée du triangle ABC' est la moitié du déterminant
de (1@ ) A—C>’) dans une base orthonormée directe.

Cette interprétation de l'aire & I'aide du produit vectoriel permet de démontrer
trés facilement :

Proposition V.2.6. Soit ABC wun triangle. Les coordonnées barycentriques d’un

point M dans le repere affine (A, B,C) sont proportionnelles aux aires orientées
des triangles MBC, MCA, MAB.

En d’autres termes (voir I'exercice 1.44 pour la définition des coordonnées ba-
rycentriques),

A(MBC)MA + AMCAME + AMAB)MC = 0.

Démonstration. On écrit I’égalité

aMA+ MB+~yMC =0

dans laquelle o, § et v sont les quantités a évaluer. On fait le produit vectoriel de
cette relation avec chacun des vecteurs M A, M B et MC et on obtient le systéme
linéaire

BAMAB) —vAMCA) = 0
aA(MAB) 7 AMBC) = 0
QA(MCA) —BAMBC) = 0.

Compte tenu de la proposition V.2.4, on peut réécrire ce systéme sous la forme :

A(MBCQC) a
AMCA) | A B8 | =0eR
A(MAB) v
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En vertu de la proposition V.2.3, a;, § et v sont solutions du systéme si et seule-
ment si les vecteurs

A(MBC) @
AMCA) | et | 3
A(MAB) v
sont colinéaires et c’est ce qu’on voulait démontrer. O

V.3. Sphéres, triangles sphériques

On va se placer ici sur une spheére de I'espace euclidien. Rappelons que les plans
passant par le centre d’une sphére rencontrent celle-ci le long de grands cercles,
des cercles dont le rayon est celui de la sphére. Les autres plans coupent aussi la
sphére selon des cercles (éventuellement vides ou réduits a des points) de rayon
plus petit, les petits cercles. Les méridiens de la géographie sont des grands cercles,
les paralléles en général des petits cercles (voir les exercices V.35 et V.36).

FIGURE 5. Triangle sphérique FIGURE 6. Fuseau

On appelle triangle sphérique la figure délimitée par trois arcs de grands cercles
(figure 5) et fuseau la partie de la sphére limitée par deux grands cercles définis
par deux plans (figure 6).

Le premier résultat de cette partie concerne 'aire des triangles sphériques. 11
n’est pas question de faire ici une théorie de ce que peut étre ’aire sur une sphére.
De la théorie de la mesure, je vais utiliser les propriétés suivantes. Il existe une
fonction aire, définie sur un ensemble de parties de la sphére qui contient les
fuseaux et les triangles, qui prend des valeurs positives et qui vérifie

— Daire est invariante par isométries,

— elle est additive et

— laire totale d’'une sphére de rayon R est 47 R2.
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Comme conséquence de I'additivité, aire d’un fuseau d’angle « (figure 6), est
a /27 fois I'aire de la sphére, soit 2aR2.

Aire des triangles sphériques
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Plagons-nous désormais (pour la suite de ce chapitre) sur une sphére de rayon 1.

On va exprimer 'aire d’un triangle sphérique a I'aide de mesures de ses angles.
Commengons par une précision sur ces « angles ». [’angle de deux grands cercles,
c’est 'angle de leurs plans. Il faudrait donc étre capable de mesurer I'angle de
deux plans. On a vu (au §V.1) que ce n’était pas évident : si D est la droite le
long de laquelle ces deux plans se coupent, on peut mesurer I’angle dans le plan
D*... pourvu que D soit orientée. Il reste un angle géométrique dans ce plan, &
qui on peut assigner un nombre « € [0,7] qu'on appellera souvent 'angle des
deux plans.

Proposition V.3.1 (Formule de Girard). Soit T un triangle sphérique d’angles ,
et v. Alors

Aire (T)=a+ [+~ —.

Démonstration. Soit D la demi-sphére contenant T et déterminée par le grand
cercle opposé a l'angle «. On écrit D comme réunion de T et de trois autres
parties :

— la partie A de D opposée a 'angle «,

— le complémentaire B du triangle T" dans le fuseau d’angle (8

— et le complémentaire C' de ce triangle dans le fuseau d’angle ~

(voir la figure 5). Ainsi laire de la demi-sphére D, qui vaut 27, vaut aussi
Aire (D) = Aire (T) + Aire (A) 4 Aire (B) + Aire (C).

Par définition de B, son aire est ’aire du fuseau d’angle § a laquelle on retire ’aire
de T'. L’aire de C' s’évalue de la méme fagon. On remarque enfin que 'aire de A
se calcule aussi de cette facon puisque le fuseau d’angle o opposé au triangle est
réunion de A et du triangle symétrique de T' par rapport au centre de la sphére.
On obtient enfin I'égalité

21 = Aire (T') + (2a — Aire (T)) + (26 — Aire (T')) + (2y — Aire (7))
d’ou la formule annoncée. O

L’aire du triangle T est certainement un nombre strictement positif, donc un
triangle sphérique est quelque chose de trés différent d’un triangle euclidien plan.
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Corollaire V.3.2. La somme des angles d’un triangle sphérique est un nombre plus
grand que . L]

Remarque V.3.3. Imaginons une « géométrie » dont les points soient les points de
la spheére et les droites les grands cercles : le plan est remplacé par la sphére, les
droites par les grands cercles. Dans une telle géométrie, il n’y a pas de « droites »
paralléles puisque deux grands cercles se coupent toujours. En particulier, par
un point extérieur & une « droite », on ne peut mener aucune paralléle a cette
droite. Rappelons qu’en géométrie euclidienne, la somme des angles d’un triangle
est un angle plat (corollaire II1.1.16) et que ceci est lié au postulat des paralléles
(proposition 1.2.17, voir aussi la figure 7 du chapitre III).

Le fait qu’ici la somme des angles d’un triangle soit toujours plus grande que w
est liée & I'absence de paralléles. Il existe aussi des « géométries » dans lesquelles
par un point extérieur & une droite on peut mener une infinité de paralléles a
cette droite... et oit la somme des angles des « triangles » est plus petite que 7
(voir I'exercice VI.52). Ces propriétés sont une manifestation de la courbure des
espaces considérés, ici de la sphére (voir le chapitre IX).

Le corollaire V.3.2 explique pourquoi on ne peut dessiner de carte de la Terre
sur laquelle & la fois les distances et les angles sont exacts. Voir les exercices V.45
et V.48.

V.4. Polyédres, formule d’Euler

On va maintenant s’intéresser aux polyédres convexes de ’espace affine de di-
mension 3.

Définition V.4.1. On appelle polyédre convexe I'enveloppe convexe d’un nombre
fini de points non coplanaires.

Remarques V.4.2

— L’hypothése que les points sont en nombre fini garantit que le polyédre est
compact (voir I'exercice 1.46).

— L’hypothése que les points ne sont pas coplanaires garantit que le polyédre
est bien « de dimension 3 », précisément que son intérieur n’est pas vide (voir
I'exercice 1.47).

Un polyédre est limité par des faces, polygones plans, lesquelles sont limitées
par des arétes, les cotés de ces polygones, les arétes elles-mémes sont limitées par
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FIGURE 7

des sommets, leurs extrémités. Si cette propriété semble claire, elle n’en mérite
pas moins une démonstration qui n’est pas complétement évidente®. Elle est
basée sur la caractérisation des polyédres convexes exprimée dans la proposition
suivante.

Proposition V.4.3. Tout polyédre convexe est l'intersection d’un nombre fini de
demi-espaces fermés. Inversement, toute intersection compacte d’un nombre fini
de demi-espaces fermés est un polyédre convexe.

La premiére assertion est liée a I’existence d’« hyperplans d’appui » (ce sont les
faces), la seconde a celle de points extrémaux (ce sont les sommets). Je renvoie a
[5] pour une démonstration. On admettra aussi, ce qui n’est pas non plus complé-
tement évident, qu’un polyédre convexe est ’enveloppe convexe de ses sommets.

La formule d’Euler
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Tout ceci étant admis, on appelle F' le nombre de faces, A le nombre d’arétes
et S le nombre de sommets d'un polyédre P. La formule d’Euler est un énoncé a
la fois simple et remarquable :

Théoréme V.4.4 (Formule d’Euler). Pour tout polyédre convexe, les nombres F de
faces, A d’arétes et S de sommets satisfont & la relation

F—-A+S5=2.
Démonstration. On choisit un point O dans l'intérieur de P, on munit ’espace

affine d’une structure euclidienne et on considére la sphére S de centre O et de

) Les lecteurs qui ne sont pas convaincus qu’il n’est pas évident de définir un polyédre, ses faces,
ses sommets etc., sont invités a lire [29].
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rayon 1. On considére I'image de P par la projection radiale x — z/||z||, qui
envoie

— les arétes du polyédre sur des arcs de grands cercles : un segment M N est
envoyé sur I'intersection de S avec le plan OM N,

— et ses faces sur des polygones sphériques.
On a ainsi construit une variante courbe de notre polyédre, dessinée sur la
sphére §. La démonstration consiste a calculer de deux fagons différentes la
somme de tous les angles de tous les polygones sphériques obtenus.

— D’une part, en chaque sommet, la somme est 27, et donc la somme totale est
27S.

— D’autre part, c’est aussi la somme de tous les angles de toutes les faces. Main-
tenant, en triangulant un polygone a k sommets et en appliquant la formule de
Girard (proposition V.3.1), on remarque que la somme des angles de ce polygone
est son aire a laquelle il faut ajouter (k — 2)m.

On a ainsi évalué

2nS = Z (Aire (f) + (nombre de sommets de f — 2)m).
f face
La somme des aires de toutes les faces est 'aire de la sphére unité, soit 47. Comme
chaque face a autant d’arétes que de sommets et comme chaque aréte appartient
a deux faces, la somme des nombres de sommets de toutes les faces est 24 et il
nous reste I'égalité

21S = 4n + 2Anw — 2F'7,

qui donne la formule d’Euler quand on la divise par 27. O

Remarque V.4.5. Comme on le voit dans cette démonstration, la formule d’Euler
est liée au corollaire V.3.2, c’est-a-dire, finalement, & la courbure de la sphére. On
y reviendra au chapitre IX.

Corollaire V.4.6. Soit P un polyédre convere dont toutes les faces ont le méme
nombre s de sommets et tel que de chaque sommet parte le méme nombre r

d’arétes. Alors {r,s} € {{3,3},{3,4},{3,5}}.

Démonstration. Dans cette situation, on a

— d’une part, sF' = 2A (chaque aréte appartient a deux faces),
— de lautre, 7S = 2A (chaque aréte a deux extrémités).

De la formule d’Euler, on déduit donc la relation
1 1 1 1

s+r 2 A
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Comme le nombre d’arétes A n’est pas nul, on obtient I'inégalité
1 1 1

s r 2
Les polygones convexes constituant les faces de P ont au moins trois cotés, on a
donc s > 3. De méme, en chaque sommet, on assemble au moins trois faces, on a

donc aussi r > 3. On en déduit les inégalités

1 1 1 1 1 1
- Z_ > __ ="
r 2 s 2 3 6
On a donc r < 5 et de méme s < 5. O

Remarque V.4.7. Les nombres r et s déterminent A par la relation
11 1 1

A s + ro 2

ils déterminent donc aussi S et F' puisqu’on a dit que S = 2A/r et F = 2A/s.
Remarque V.4.8. Les nombres r et s jouent exactement le méme roéle dans
I’énoncé V.4.6. Il y a a cela une raison géométrique : étant donné un polyédre P
correspondant aux nombres r (nombre d’arétes en chaque sommet) et s (nombre
d’arétes de chaque face), on peut construire un polyédre correspondant aux
nombres s et 7, le dual de P (voir les exercices V.38, V.39, V.40 et des exemples
sur les figures 10 et 11).

V.5. Polyédres réguliers

Dans ce paragraphe, je veux montrer qu’il y a cing types de polyédres régu-
liers® dans Pespace de dimension 3. Jattire D’attention des lectrices sur deux
problémes : d’abord, il n’est pas évident de définir ce qu’est un polyédre régulier,
ensuite, le mot type mérite aussi une définition.

Polygones réguliers
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Pour se faire une idée plus précise de ces deux problémes, on peut commencer
par les considérer dans le cas du plan.

On dit qu'un polygone convexe plan est régulier si tous ses c6tés ont la méme
longueur et tous ses angles ont la méme mesure. C’est bien trivial ici, mais on
remarquera quand méme

() Cet énoncé fait, & mon avis, partie du patrimoine culturel de ’humanité, au méme titre que
I’Odyssée, les sonates de Beethoven ou les statues de I'Ile de Paques (pour ne pas parler des Py-
ramides) et il m’est difficile d’imaginer qu’un citoyen, a fortiori un professeur de mathématique,
I’ignore.
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— que l'égalité des cotés ne suffit pas (il existe des losanges non carrés),

— pas plus que I'égalité des angles (il existe des rectangles non carrés)(5).

En triangulant un polygone régulier & n c6tés, on voit que la somme de ses
angles géométriques est (n —2)7, et donc que chacun de ses angles a pour mesure
(n—2)m/n.

Venons-en & la question du type. La proposition qui suit affirme 'unicité du
polygone régulier & n cotés a similitude pres.

Proposition V.5.1. Pour tout entier n > 3, il existe un polygone régulier a n cotés.
Deuzx polygones réguliers a n cotés sont semblables.

Démonstration. L’existence est évidente : on considére ’enveloppe convexe des n
points €27/ dans C.

Si P et P’ sont deux tels polygones, on utilise une similitude pour amener une
aréte de P’ sur une aréte de P. Quitte & composer avec une réflexion (similitude
aussi), on peut supposer que P et I'image de P’ sont du méme c6té de cette aréte.
Mais alors, par égalité des angles et des longueurs des cotés, tous les sommets
coincident. O

Une définition des polyédres réguliers en dimension 3

Je ne cherche pas & donner une définition parfaite et assez générale pour « mar-
cher » en dimension quelconque. De méme que la définition donnée pour les poly-
gones réguliers ci-dessus, celle que je donne ici est une définition ad hoc. Voir par
exemple 5] pour une définition plus générale et des informations complémentaires.

Définition V.5.2. On dit qu’un polyédre convexe de l'espace euclidien de dimen-
sion 3 est régulier si toutes ses faces sont des polygones réguliers isométriques et
si, en chaque sommet, elles s’assemblent de la méme fagon au sens ot les figures
formées par la réunion des arétes aboutissant & un sommet sont isométriques.

Remarques V.5.3

(1) Par analogie avec le cas des losanges en géométrie plane (voire avec le cas
du pentagone de Diirer — exercice IV.6), on remarquera qu’il existe des polyédres
convexes dont toutes les faces sont des polygones réguliers isométriques mais qui
ne sont pas réguliers. C’est le cas par exemple du polyédre obtenu en recollant
deux tétraédres réguliers isométriques le long d’une face (figure 8) : toutes les

G)Voir toutefois I'exercice V.23.
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FIGURE 8. Ceci n’est pas un polyédre régulier

faces sont des triangles équilatéraux mais il y a des sommets d’oul partent trois
arétes et d’autres d’out en partent quatre.

(2) Dans le cas d’un polyédre régulier, toutes les faces ont le méme nombre de
sommets et de tout sommet part le méme nombre d’arétes. On est donc limité,
combinatoirement, par le corollaire V.4.6 : les faces d’un polyédre régulier sont
des polygones réguliers a s c6tés et on en assemble r en chaque sommet.

(3) On peut démontrer cette finitude de fagon encore plus élémentaire que par
I'utilisation de la formule d’Euler : I'essentiel est que la somme des angles en un
sommet soit < 27 (toujours la courbure!) — voir I'exercice V.26.

Il se trouve que chaque valeur du couple (r, s) autorisée par le corollaire V.4.6
correspond effectivement & un polyédre régulier, et que celui-ci est unique a simi-
litude prés. On passe d’un polyédre régulier de type (r,s) & un polyedre régulier
de type (s, r) par une opération de dualité dont on trouvera une description dans
I’exercice V.38. Dans le cas des polyédres réguliers, on peut la décrire de fagon
trés simple : le polyedre dual P est I’enveloppe convexe des centres des faces de
P. En premiére lecture, on pourra utiliser cette propriété comme définition du
polyédre dual. Elle n’est pas trés satisfaisante en général (voir I'exercice V.41).

Pour chacun de ces couples (r, s), il suffit de montrer :

— Qu’on peut assembler r polygones réguliers isométriques & s cotés en un point
suivant des arétes. Je vais indiquer une construction dans chacun des cas.

— Que la figure obtenue est unique a similitude prés. Je vais faire confiance
a l'intuition des lecteurs, une démonstration vraiment compléte risquant d’étre
assez fastidieuse.

Assemblage de pentagones : le dodécaédre

Tout ceci semble bien banal quand on veut assembler trois triangles équila-
téraux ((r,s) = (3,3)) ou trois carrés ((r,s) = (3,4)) simplement parce que les
objets obtenus (tétraédre régulier, cube) sont familiers, mais il n’est pas non plus
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trés difficile d’assembler trois pentagones réguliers ((r,s) = (3,5)) pour ébaucher
la construction d’'un dodécaédre. On s’en convaincra en contemplant la figure 9
(qui montre trois pentagones posés sur trois arétes d’un cube) et en traitant
I'exercice V.49.

FIGURE 9

Remarque V.5.4. Précisons comment on termine la construction du dodécaédre
régulier : on part d’'un cube et on installe trois pentagones au sommet x comme
le montre la figure 9. On utilise ensuite les réflexions par rapport aux hyperplans
médiateurs des faces pour finir de construire le dodécaédre régulier : on démontre
que la figure formée par ces trois pentagones est unique a isométrie prés (voir
I'exercice V.49), ce dont on déduit que le polyédre est régulier... et ce qui entraine
aussi I'unicité a similitude prés.

Pour montrer 'existence de ce polyédre régulier, on peut aussi donner les co-
ordonnées de vingt points dont on vérifie que leur enveloppe convexe est bien un
polyedre régulier (exercice V.50).

Les cinq polyédres réguliers

Il y a donc cing types de polyedres réguliers(®) dans 'espace de dimension 3. Il
s’agit

— du tétraédre régulier (figure 10), formé de quatre triangles équilatéraux, pour
lequel (r,s) = (3,3),

— du cube, formé de six carrés, pour lequel (r,s) = (3,4) (figure 11),

— de loctaédre, formé de huit triangles équilatéraux, pour lequel (r, s) = (4, 3),
dont Diirer écrit qu’il est « comme un diamant » et qu’on peut construire comme
I'enveloppe convexe des centres des faces d'un cube (voir la figure 11) ou des
milieux des arétes d’'un tétraédre régulier (voir la figure 16 et I'exercice V.27),

(©)Voir les figures de Diirer dans [18] ou celle de Léonard de Vinci reproduites dans [5].
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WV

FIGURE 10. Tétraédres

FIGURE 11. Cube et octaédre

— du dodécaedre, formé de douze pentagones réguliers, pour lequel (r,s) =

(3,5) (figure 12),

FIGURE 12. Dodécaédre

£

FIGURE 13. Icosaédre

— de l'icosaédre, formé de vingt triangles équilatéraux, pour lequel (r, s) = (5, 3)
(figure 13) et qu’on peut construire comme enveloppe convexe des centres des faces

du dodécaédre.

On peut résumer les propriétés combinatoires des polyédres réguliers dans un
tableau. On y a ajouté, a titre d’information, I’ordre n du groupe des déplacements
qui préservent le polyédre (voir les exercices V.29, V.32, V.51 et V.54).

| r[s|S[A[F[n]
tétraédre 31314161412
cube 3148 12| 6 |24
octaédre 41316 12| 8 |24
dodécaédre || 3| 5]20 |30 |12 |60
icosaédre 513121302060

Sous-groupes finis de O (3)

Chacun des cinq polyédres réguliers fournit un
groupe des déplacements qui le préservent.
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sous-groupe fini de O7(3), le



EXERCICES ET PROBLEMES

Remarque V.5.5. Comme les polyédres convexes sont enveloppes convexes de leurs
sommets, l'isobarycentre des sommets d’un polyédre régulier est centre de symé-
trie pour ce polyédre. Il est donc fixé par le groupe des isométries qui préservent
le polyédre. On peut ainsi considérer ce groupe comme un sous-groupe de O™ (3).

Il est facile de se convaincre (exercice V.39) qu'un polyédre et son dual ont
le méme groupe de déplacements. Nous disposons donc ainsi d’une liste de trois
types de sous-groupes finis.

Il y en a d’autres : si P est un polygone régulier (plan) a n cotés, le groupe des
déplacements qui le préservent est isomorphe au groupe diédral & 2n éléments,
noté ici Dy, (voir au besoin 'exercice V.24), lequel contient un groupe cyclique
d’ordre n.

On peut effectivement démontrer :

Théoréme V.5.6. A conjugaison prés dans OT(3), il y a cing types de sous-groupes
finis dans OT(3) :

— les groupes de déplacements des polyédres réguliers (isomorphes au groupe
alterné Ay pour le tétraedre, au groupe symétrique Sy pour le cube et l'octaédre,
au groupe alterné As pour le dodécaedre et l'icosaédre),

— les groupes cycliques d’ordre n,

— les groupes diédrauz d’ordre 2n.

On trouvera une fagon d’arriver a ce résultat (liste des sous-groupes) et des
références bibliographiques dans 'exercice V.54, I'identification des groupes des
polyédres réguliers aux groupes alternés et/ou symétriques dans les exercices V.29,

V.32 et V.51.

Exercices et problémes

Espace affine euclidien de dimension 3

Exercice V.1 (Perpendiculaire commune, rappels). Si les deux droites D; et Ds ne
sont pas coplanaires, montrer qu’il existe une unique droite A perpendiculaire &
Dy et Dy. Si Hi et Hs sont les deux points d’intersection de A avec Dy et Ds,
montrer que HyHs est la distance(?) entre D; et Ds.

Exercice V.2. Soient D1, Dy et D3 trois droites deux a deux non coplanaires. On
appelle Ay (resp. Ay, As) la perpendiculaire commune a Dy et D3 (resp. D3 et

(M est-a-dire le minimum des distances d(Ai1, A2) pour des points Ay et Az de D; et Ds.
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Dy, D1 et D). Montrer que D; est la perpendiculaire commune & Ag et Ag et de
méme, respectivement, que Dy (resp. D3) est la perpendiculaire commune & Ag
et Aq (resp. Ap et Ag).

Exercice V.3. Soient D; et Dy deux droites non coplanaires et soit P un plan.
Construire un segment de longueur donnée, paralléle & P et avec ses extrémités
sur Dy et Ds.

Exercice V.4. Soient P et Py deux plans non paralléles. Soient A, B, C' et D quatre
points de I'espace, dont on suppose que les projetés orthogonaux sur chacun des
deux plans P; et Ps sont des parallélogrammes. Les points A, B, C, D étaient-ils
eux-mémes les sommets d’un parallélogramme ?

Exercice V.5. Soient A, B, C' et D quatre points non coplanaires de ’espace. Com-
bien y a-t-il de plans P tels que les distances de A, B, C et D & P soient égales?

Isométries
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Exercice V.6. Que peut-on dire de 'angle de la rotation

0 01
10 07
010

Exercice V.7. Soient f et g deux rotations. Quand ’angle de g o f est-il la somme
des angles de f et g7

Exercice V.8. Quelle est la composée de trois réflexions de plans paralléles ?

Exercice V.9. Pour qu’une translation et une rotation commutent, il faut et il suffit
que le vecteur de la translation dirige ’axe de la rotation.

Exercice V.10. La composée d’une rotation et d’une translation est, en général, un
vissage.

Exercice V.11. Etudier la composition de deux rotations affines.

Exercice V.12 (Demi-tours). Soit sp la réflexion (vectorielle) de plan P. Montrer
que l'application linéaire —sp est un demi-tour.

Que peut-on dire de la composée de deux demi-tours ? Quand la composée de
trois demi-tours est-elle un demi-tour ?

Montrer que O"(3) est engendré par les demi-tours et que tous les demi-tours
sont conjugués dans O™ (3).
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Exercice V.13. Décrire la composée de trois réflexions de plans orthogonaux deux
a deux.

Exercice V.14. Montrer que la donnée d’un vissage permet (en général) de définir
une orientation de l'espace(®) (quelles sont les exceptions ?).

Exercice V.15. Soient uy, ug, v1 et va des vecteurs unitaires tels que ||u; — ug| =
|lup — v2||. Montrer qu'’il existe une rotation f telle que f(u;) = v1 et f(u2) = va.

Exercice V.16. Soit ABC D un tétraédre régulier. Rappelons que ses arétes oppo-
sées sont orthogonales (voir 'exercice V.27 si nécessaire). On considére la compo-
sition

SAD © SAC © SAB

des trois demi-tours autour des arétes issues de A.

(1) Montrer que r est une rotation dont I’axe passe par A. Dans le plan BCD,
on trace la paralléle & BC passant par D, la parallele & C'D passant par B et
la paralléle & DB passant par C. On trouve ainsi un triangle B'C'D’" (B'C" est
parallele & BC, etc.). Déterminer r(C”). Quel est 'axe de la rotation r ?

[)’2 A B1

D/

FIGURE 14

(2) On pose By = sac(B) et By = sap(B1). Montrer que AB; = B—C>’, puis
que AB; et AD sont orthogonales. Montrer que le triangle ABBs est équilatéral.

®)Si 'humanité était constituée uniquement de droitiers (ou de gauchers), on pourrait donc
considérer que le tire-bouchon détermine une orientation naturelle (pour l’espéce humaine) de
notre espace.
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(3) Montrer que le triangle BC’A est isocéle rectangle (en B). Soit H le pro-
jeté orthogonal de B sur AC’. Vérifier que H est le milieu de AC’. Calculer les
longueurs HB et HB>. En déduire que H By est orthogonale & H B.

(4) Que peut-on dire de I'angle de la rotation r 7

Exercice V.17 (Simplicité de O™ (3)). On veut montrer que O (3) est simple, c’est-
a-dire que ses seuls sous-groupes distingués sont les sous-groupes triviaux O (3)
et {Id}. Soit donc N un sous-groupe distingué de O™ (3). On suppose N # {Id}
et on veut montrer que N = O7(3).

(1) Vérifier qu’il suffit de démontrer que N contient un demi-tour (voir I'exer-
cice V.12).

(2) Montrer qu’on peut supposer que N contient une rotation f d’angle 6 €
10, 7r[. Soient a un vecteur unitaire dirigeant I'axe de f, z un vecteur unitaire
orthogonal & a et y = f(z) son image par f. On appelle d = ||z — y|| la distance
de = & y. Montrer que, pour tout nombre réel m € [0,d], il existe un vecteur
unitaire x1 tel que o = f(x1) soit a distance m de z7.

(3) Fixons m € [0,d]. Soient y; et ya deux vecteurs unitaires tels que
lly1 — y2|| = m. Montrer qu’il existe une rotation f’ dans N telle que f'(y1) = yo
(voir l'exercice V.15).

(4) Soit n € N un entier et soit p, la rotation d’axe a et d’angle 7/n. On
suppose que n est assez grand pour que®) ||z — p,(z)|| < d. Soient

Iop=x, o1 :pn(m)a Li+1 :Pn(xz)a

Que vaut z, 7 Montrer qu’il existe une rotation u; dans N telle que u;(z;) =
Tig1. S0t v = Up—1 0+ 0uy. Que vaut v(z)? Montrer que v est un demi-tour.
Conclure(0).

Produit vectoriel
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Exercice V.18 (Double produit vectoriel). Dans un espace vectoriel euclidien
orienté E de dimension 3, montrer que, pour tous les vecteurs u, v et w, on a

uN(WAw)=(u-w)v—(u-v)w.

Le produit vectoriel est-il associatif ?

9 Cette démonstration utilise le fait que la suite 1/n tend vers 0... en d’autres termes le fait
que R est archimédien. Voir [5] ou l'exercice VI.6.2 de [39] & propos de cette remarque.

19 Quand n est pair, le groupe OF (n) a un centre non trivial {£Id}. On peut montrer que le
quotient PO™(n) de O"(n) par son centre est simple pour n > 5. En utilisant les quaternions
(exercice V.55), on peut montrer qu’en revanche PO (4) n’est pas simple. Voir [39].
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Exercice V.19. Dans un espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3 muni
d’une base orthonormée directe (e1, e2, e3), montrer que

(uAv) w= dét(ehe%es)(u, v, W)
et que ce nombre est le volume (orienté¢) du parallélépipéde construit sur les trois

vecteurs u, v et w.

Exercice V.20. Soient A’, B’ et C' les milieux respectifs des trois cotés BC, CA
et AB d’un triangle et soit G son centre de gravité. Montrer que les six petits
triangles tels que AB’G ont méme aire (figure 15).

B A C

FIGURE 15

Exercice V.21. Soit P un point du c6té BC' d’un triangle ABC'. Construire une
droite passant par P et partageant le triangle en deux triangles de méme aire.

Exercice V.22. Soit ABC un triangle. Déterminer un systéme de coordonnées ba-
rycentriques du centre I de son cercle inscrit.

Polyédres
Exercice V.23. On considére un polygone inscrit dans un cercle. Montrer que

— si tous ses cOtés sont égaux, il est régulier,
— si tous ses angles sont égaux et si le nombre de ses cOtés est impair, il est
régulier.

Le pentagone de Diirer (exercice IV.6) est-il inscriptible ?

Exercice V.24. Soit P un polygone régulier a n c6tés dans un plan affine euclidien.
Montrer que le groupe des déplacements du plan qui préservent P est isomorphe
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au groupe cyclique d’ordre n, que le groupe des isométries du plan qui préservent
P est isomorphe au groupe diédral™) Dy, d’ordre 2n.

On considére maintenant que P est un plan d’un espace affine euclidien £
de dimension 3. Montrer que le groupe des déplacements de £ qui préservent le
polygone P est isomorphe au groupe diédral Da,,.

Soit M un point de £ hors de P qui se projette sur le centre de P dans P. On
considére la pyramide de sommet M construite sur le polygone P (si n = 3, on
choisit M de fagon que cette pyramide ne soit pas un tétraédre régulier). Montrer
que le groupe des déplacements de £ qui la préservent est isomorphe au groupe
cyclique d’ordre n.

Exercice V.25. Un tétraédre est tel que les centres de ses sphéres inscrite et cir-
conscrites coincident. Montrer que ses faces sont des triangles isométriques.

Exercice V.26 (Finitude du nombre de types de polyédres réguliers — sans la for-
mule d’Euler)
Le but de cet exercice est de démontrer 'inégalité
1 1 1
r s 72
(de la démonstration du corollaire V.4.6) qui donne la finitude du nombre de
valeurs de r et s possibles pour un polyédre régulier, en remplagant la formule

d’Euler par un argument (encore plus) élémentaire.

(1) Soient A, B et C' trois points non alignés dans ’espace et P un plan conte-
nant la droite BC'. On appelle ale prOJete orthogonal de A sur P. En comparant
les produits scalaires AB - AC et aB - aC montrer que

cos(AB,AC) > cos(aB7 aC’)

(la projection dilate les angles) et étudier le cas d’égaliteé.
(2) On considére maintenant un polyédre régulier dont les faces sont des poly-
gones réguliers a s co6tés et tel qu’en chaque sommet arrivent r arétes. Montrer

-2
r(s 7r><27r
s

et en déduire le résultat espéré.
Exercice V.27 (Tétraedre régulier). Montrer que, dans un tétraédre régulier, deux

que

arétes opposées sont orthogonales et que leur perpendiculaire commune passe par
leurs milieux.

(1) Ceci peut étre considéré, en cas de besoin, comme une définition de Da,.
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Montrer que la figure formée par les milieux des arétes d’un tétraédre régulier
est un octa¢dre régulier (figure 16).

_______________ -

FIGURE 16 FIGURE 17

Exercice V.28 (Tétraedre et cube). Montrer que les diagonales des faces d’un cube
forment deux tétraédres réguliers (I'un d’entre eux est représenté sur la figure 17).
Etant donnée une isométrie qui préserve le cube, quel est son effet sur un des ces
tétragdres 7

Montrer que le groupe des isométries (resp. des déplacements) qui préservent
un tétraédre régulier est un sous-groupe d’indice 2 du groupe des isométries (resp.
des déplacements) qui préservent un cube.

Exercice V.29 (Isométries préservant un tétraedre). Soit G le groupe de toutes les
isométries qui préservent un tétraédre régulier ABC'D. Montrer qu'une isométrie
préservant le tétraédre ABC D préserve I'ensemble des quatre points {A, B, C, D}.
En déduire qu’il existe un homomorphisme

G—— 6y

du groupe G dans le groupe symétrique &4. Trouver une isométrie qui fixe A et
B et échange C et D. En déduire que le groupe des isométries qui préservent un
tétragdre régulier est isomorphe a &y4.

Exercice V.30. Soit ABCD un tétraédre quelconque. Déterminer le groupe de
toutes les applications affines qui le préservent. Quel est le groupe des isomé-
tries qui le préservent 7 Soit G un sous-groupe d’ordre 3 du groupe alterné 4.
Construire un tétraédre dont le groupe des déplacements soit isomorphe a G. Quel
est son groupe d’isométries12) ?

(12)Ce qui montre, comme on pouvait ’espérer, que « plus le tétraédre est régulier, plus son
groupe d’isométries est gros ».
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Exercice V.31. Reprendre l'exercice 1.26. Montrer que si ABCD est un tétraédre
régulier, alors toutes les transformations affines qui le préservent sont des isomé-
tries.

Exercice V.32 (Déplacements préservant un cube). En utilisant les exercices V.27
et V.29, montrer que le groupe des déplacements qui préservent un cube a vingt-
quatre éléments. Faire une liste de tous ces déplacements.

Montrer qu'un déplacement qui préserve un cube transforme une grande dia-
gonale en une grande diagonale. En déduire un homomorphisme du groupe des
déplacements du cube dans le groupe symétrique &4. Montrer que c’est un iso-
morphisme.

Exercice V.33 (De G4 a G3). On considére le groupe &4 comme le groupe des iso-
meétries d'un tétraédre régulier (exercice V.29). Montrer qu’il envoie la perpendi-
culaire commune & deux arétes opposées sur la perpendiculaire commune & deux
arétes opposées. En déduire qu’il existe un homomorphisme surjectif

64 —— 63.

Montrer que son noyau est le sous-groupe V formé de I'identité et des produits de
deux transpositions a supports disjoints (voir aussi 'exercice VI.27). Pensez-vous
qu’en général il existe un homomorphisme surjectif de &,, dans &,,_1 7

Exercice V.34 (Projection stéréographique). Soient S une sphére de rayon R et P
un plan passant par le centre O de S. Soit N (le pole nord) un des deux points
de S tels que ON L P.

FIGURE 18

On définit la projection stéréographique ¢ : P — & —{N} comme 'application
qui, & un point M du plan, associe le point m ou la droite NM rencontre la
sphére S (figure 18). Montrer que ¢ est la restriction & P de 'inversion de pole
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N et de puissance 2R? et que ¢ est un homéomorphisme. Soient m’ le symétrique
de m par rapport a P et M’ = p~!(m’). Montrer que M’ est I'image de M par
I'inversion de cercle C =S NP.

On trouvera une suite & cet exercice dans l’exercice V.52.

Exercice V.35 (Géographie). On considére que la Terre est une sphére § munie
d’un axe ou, ce qui revient au méme, de deux points diamétralement opposés
N et S, ses podles. Les grands cercles passant par N et S sont les méridiens, les
intersections des plans orthogonaux a 'axe NS avec S sont les (cercles) paral-
leles. Quelles sont les images des méridiens et des paralléles par la projection

(13) de pole N ? Montrer que, sur une carte réalisée par projection

stéréographique, les angles sont exacts, mais pas les rapports des distances14).

stéréographique

Exercice V.36 (Latitude et longitude). La latitude d’un point M de la Terre est la
mesure dans [—7/2,7/2] de 'angle (_O—T—)n, O—]>\4), ot O est le centre de la Terre,
toujours supposée sphérique, m est la projection de M sur le plan équatorial et
le plan contenant O, M et N est orienté(!® par la base (_0—171, _O—]_)V)

Etes-vous capables de définir la longitude sans autre choix ? Ne pas hésiter a
relire [26] (par exemple) pour mesurer les conséquences d’une réponse trop hative
a cette question.

De I’Ile mystérieuse... Dans [57], arrivé sur une ile inconnue, Gédéon Spilett prend
bien soin de ne pas laisser sa montre s’arréter, afin de pouvoir connaitre sa longi-
tude. Expliquer pourquoi.

... au Pays des fourrures. Que pensez-vous de la fagon dont les héros de [56] font
le point ?
A deux heures du soir, le lieutenant Hobson et Thomas Black relevérent
au sextant I’élévation du soleil au dessus de ’horizon. Le lendemain, ils
comptaient, vers dix heures du matin, recommencer la méme opération,
afin de déduire des deux hauteurs la longitude du point alors occupé par

I’ile sur 'océan polaire.

Exercice V.37 (Séparation). Soit C' un convexe compact d’un espace affine eucli-
dien £ et soit A un point hors de C. Montrer que la fonction qui, a tout point M

(13)Les lectrices devraient profiter de 'occasion pour aller contempler une carte de I’Antarctique
dans un bel atlas, par exemple [20].

(9En vertu de 'exercice V.48, c’est impossible de toute fagon.

(15)De meme que les autres plans de 'espace, celui-ci n’a pas d’orientation meilleure que les
autres; il y a un choix géopolitique ici.
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de C, associe la distance de A & M a un minimum sur C, atteint en un point Mj.
Soit d = AMjy. Pourquoi a-t-on d > 07 Soit ) 'hyperplan défini par

— 2
Q:{M66|AM-AM0:2}.

Montrer que A est dans I'un des demi-espaces ouverts définis par @ et que C est
dans Pautre(19).

Exercice V.38 (Dual d’un convexe). On se place dans un espace vectoriel eucli-
dien F (muni de sa structure affine canonique). Si C' C FE est un convexe, on
définit son dual C par

C={u€cFE|u-v<1pour tout vde C}.

Vérifier que C' est convexe. Montrer que si 0 est dans 'intérieur de C, alors C' est
borné. On suppose que 0 est dans I'intérieur de C' et que C' est compact. Montrer
que C' est le dual de C. Soit P un polyédre convexe contenant 0 dans son intérieur.
Montrer que P est un polyédre convexe.

Exercice V.39. Montrer que le convexe compact C' contenant 0 dans son intérieur
et son dual C' défini dans I'exercice V.38 ont méme groupe d’isométries.

Exercice V.40. Soit P un polyédre régulier de centre O. Soient Ay, ..., A, les som-
mets d’'une face de P et M le centre du polygone régulier Ay,..., As. Montrer
que la droite OM est orthogonale & la face Ay, ..., As.

Soit P’ I’enveloppe convexe des centres des faces de P. Montrer que le convexe
dual de P’ est un homothétique de P.

Exercice V.41. Que peut-on dire de la figure formée par les milieux des c6tés d'un
quadrilatére convexe plan? Pensez-vous que le résultat de I'exercice V.40 puisse
étre vrai pour n’importe quel polyédre ?

Exercice V.42 (Salle de bains). Peut-on carreler une salle de bains sphérique avec
des tomettes hexagonales (on ne suppose ni qu’elles sont toutes identiques, ni
qu’elles sont toutes réguliéres, ni qu’elles sont assemblées par trois en chaque
sommet) ?

Une variante : expliquer pourquoi on n’utilise pas que des morceaux de cuir

hexagonaux pour fabriquer un ballon de football!?).

(9 0n dit que Q sépare le point A et le convexe C. On trouvera des résultats de séparation
beaucoup plus forts, comme le théoréme de Hahn-Banach, dans [5].

(") Ceux de nos lecteurs qui n’auraient jamais vu de ballon de football sont invités & contempler
celui qu’a dessiné Léonard de Vinci et qui est reproduit dans le chapitre 12 de [5]. D’autres
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Exercice V.43 (Ballon de football). On assemble des pentagones et des hexagones
réguliers (de méme coté) de telle sorte qu'il y ait trois polygones assemblés en
chaque sommet et que le résultat de I’assemblage soit un polyédre convexe. Com-
bien faut-il de pentagones ?

Exercices un peu plus théoriques

Exercice V.44. On « triangule » un polygone convexe plan, c’est-a-dire qu’on le
recouvre par des triangles qui s’intersectent le long d’arétes (l'intersection de deux
triangles est une aréte). On appelle S le nombre de sommets des triangles de la
triangulation, A le nombre d’arétes et F' le nombre de faces. Montrer que

F-A+S5=1

Exercice V.45 (Distance intrinséque sur la sphére). Soient x et y deux vecteurs uni-
taires d’un espace vectoriel euclidien F de dimension 3, considérés comme deux
points de la sphére unité S. On pose

d(x,y) = arccos(z - y)
(c’est I'angle des deux vecteurs z et y).

(1) Montrer que, si z, y et z sont trois points de S et si « est 'angle en x du
triangle zyz, a = d(y, z), b = d(z,x) et ¢ = d(x,y) sont les longueurs des trois
cotés, alors

cosa = cosbcosc+ sin bsin ccos a.

(2) En déduire que d est une distance sur S.

(3) Vérifier que d définit sur S la méme topologie que celle qu'y induit la
topologie d’espace normé de FE.

(4) Montrer que si y # —x, il y a un unique plus court chemin par lignes brisées
de x & y, qui est I'unique arc de grand cercle joignant x & y.

Exercice V.46 (Isométries de la sphere). Avec les notations de 'exercice V.45, soit
@ S — S une isométrie pour d. Montrer que ¢ est la restriction & S d’une
isométrie de ’espace euclidien F. En déduire que le groupe des isométries de
(S,d) est isomorphe & O(E) (on pourra utiliser I’exercice 11.3).

Exercice V.47 (Triangles sphériques, suite). Si a, b et ¢ sont trois nombres réels
dans ]0, 7r[ vérifiant

b—cl<a<b+c et a+b+c<2m,

polyédres qui ont I'air d’avoir toutes leurs faces hexagonales apparaissent dans la nature : voir
les curieuses constructions reproduites dans [58].
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montrer qu’il existe un triangle sphérique de cotés a, b et ¢, unique a isométrie prés.
Pour tout nombre réel o dans |7 /3, 7|, montrer qu’il existe un triangle équilatéral
dont a est une mesure de ’angle au sommet.

Exercice V.48. Soit U un ouvert non vide de la sphére unité S. Montrer qu’il
n’existe aucune application f : U — R? qui préserve les distances au sens ot

1f () = F()|l = d(z,y).

La raison profonde invoquée ici est que la sphére est courbe et pas le plan (voir
le théoréme 1X.3.10).

FIGUrE 19. Construction du dodécaédre

Exercice V.49 (Construction du dodécaédre). Soient F', F’ et " trois pentagones
réguliers isométriques. Montrer qu’on peut les recoller suivant des arétes A (com-
mune & F’ et F”), A’ (commune & F” et F) et A” (commune & F et F’) en un
sommet x et que la figure obtenue est unique & isométrie prés. On pourra montrer
qu’il existe un triangle sphérique équilatéral dont la longueur des cotés est 37 /5
et qu’il n’y en a qu’'un & isométrie prés, puis démontrer 1’existence du recollement
a isométrie prés en placant 2/, z et ¢ aux trois sommets d’un triangle équilatéral
de coté 3m/5. En utilisant le fait que yz est parallele a A’ et que zt lui est or-
thogonale, montrer que yz L zt. Utiliser ensuite la symétrie par rapport au plan
médiateur de A” pour montrer que xy L xy’; avec les notations de la figure 19,
en déduire que les droites xy, xy et zy” sont trois arétes d’un cube.

Exercice V.50 (Une autre construction du dodécaédre). On désigne par 7 le

1+5

nombre 7 = 5 Montrer que l’enveloppe convexe des points dont les
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coordonnées dans un repére orthonormé sont (£1,+1,41), (0,+771 +7),
(£7,0,£771), (£771,47,0) est un dodécaédre régulier.

Exercice V.51 (Déplacements du dodécaedre). En contemplant la figure 9, décou-
vrir cinq cubes dans un dodécaédre. Montrer que le groupe des déplacements qui
préservent un dodécaédre est isomorphe au groupe alterné 2s.

Exercice V.52 (Projection stéréographique, suite). On utilise les mémes notations
que dans l'exercice V.34. On ajoute un point, noté oo, au plan P et on munit
P=PU {o0} de la topologie pour laquelle une base de voisinages de oo est
formée des complémentaires des compacts de P et la topologie induite sur P est
sa topologie usuelle. Montrer que P est un espace topologique compact. On dit
que P est le compactifié d’Alexandrov de P (voir par exemple [7]). Montrer que
 se prolonge en un homéomorphisme

$:P—8.
Quelle est 'image d’un cercle par ¢ 7 I'image d’une droite ? Que pensez-vous
du théoreme I11.4.17 et de la discussion™® qui le suit ?

Exercice V.53 (Sous-groupes de O(3)). Soit G C O(3) un sous-groupe et soit G*
le sous-groupe G N O™ (3). On suppose que G contient —Id. Montrer que G est
isomorphe au groupe produit G x {£1}.

Pourquoi le groupe des isométries qui préservent le dodécaédre n’est-il pas
isomorphe a G5 7

Exercice V.54 (Sous-groupes finis de O"(3)). Soit G un sous-groupe d’ordre n de
O™ (3). On suppose que G n’est pas réduit a l'identité (en formules, n > 1). Il
opére sur la sphére unité S de R3. On considére

I'={(g,z) € (G —{ld}) x S [ g(z) = z}
avec ses deux projections sur S et G — {Id}. Soit X son image dans S.

(1) Caractériser géométriquement les éléments de X et vérifier que G stabilise
X. On appelle P, ..., Py les orbites de cette opération et e; I’ordre du stabilisateur
de z quand x € P;.

Combien y a-t-il de rotations dans G qui ont le vecteur = de P; comme point
fixe 7 En calculant le cardinal de I'" de deux fagons différentes, montrer que

k
Q(n—l):n;<1—€1i>

() Voir aussi le chapitre VI et notamment son § VL.7, ainsi que le § VIL6.
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(un cas particulier de la formule des classes).

(2) En déduire que k = 2 ou 3. Montrer que, si k = 2, G est un groupe cyclique
d’ordre n.

(3) On suppose maintenant que k& = 3. Montrer que, & l'ordre prés des e;,
(n,e1, e, e3) est de la forme

(2p,2,2,p)
ou (12,2,3,3)
ou (24,2,3,4)
ou (60,2,3,5).

(4) On suppose que (n, e, ez, e3) = (2p,2,2,p). Montrer que le stabilisateur
des points de l'orbite P3 est un groupe cyclique d’ordre p. En déduire que G est
le groupe de tous les déplacements qui préservent un polygone plan régulier & p
cotés et que c’est un groupe diédral Do, d’ordre 2p.

(5) On suppose que (n,ej,e9,e3) = (12,2,3,3). Combien l'orbite P; a-t-elle
d’éléments ? Montrer que ces points forment un tétraédre régulier (on pourra utili-
ser I’exercice V.30). Conclure que G est le groupe des déplacements qui préservent
un tétraédre régulier. Que peut-on dire de l'orbite Ps?

(6) On suppose que (n, e1, ea, e3) = (24,2, 3,4). Montrer de méme que les points
de P, forment un cube et que G est le groupe des déplacements qui préservent ce
cube. Quelle est la figure formée par les points de 'orbite P37

(7) On suppose que (n, e, ez, e3) = (60,2,3,5). Montrer que les points de I'or-
bite P, sont les sommets d’un dodécaédre régulier (c’est nettement plus délicat ici)
et que G est le groupe des déplacements qui préservent ce polyédre. Que peut-on
dire des points de I'orbite P37

Exercice V.55 (Quaternions). On considére, sur espace vectoriel euclidien R?,
muni d’une base orthonormée notée (1,1, j, k), la structure d’algébre définie par

1 est I’élément neutre

Z‘2 — j2 — k2 — _

ij =k, jk=1,ki=j
i7+Ji=0,jk+kj=0, ki+1k=0.

On appelle H 'algébre ainsi définie. Si ¢ € H,

g=a-14+b-i+c-j+d-k,
avec a, b, c et d € R, on définit son conjugué g par

g=a-1—b-i—c-j—d-k
et sa norme N(q) par N(q) =



EXERCICES ET PROBLEMES

(1) Montrer qu'on a q¢’ = ¢'q

(2) Montrer que H est un corps (non commutatif), le corps des quaternions et
que le sous-espace engendré par 1 en est un sous-corps isomorphe a R (si a € R,
on écrira donc a pour al). Quel est le centre de H?

(3) On appelle partie réelle d’'un quaternion ¢ € H (notation Ré(q)) sa compo-
sante sur le vecteur 1. Interpréter Ré(qq’). Montrer que

S={¢cH[N() =1}

est la sphére unité de R* et un sous-groupe du groupe multiplicatif de H. Montrer
que Ré(sqs) = N(s) Ré(q).

(4) Soit @ C H le sous-espace engendré par i, j et k (quaternions purs). Mon-
trer que, si s € S et g € Q, sgs™! € Q et que S opére ainsi par isométries
sur Q.

(5) En déduire un homomorphisme de S dans O™ (3). Montrer que son noyau
est le groupe {£1d}. Soit s un quaternion & la fois pur et unitaire (s € SN Q).
Montrer que s opére sur ) comme le demi-tour d’axe s. En déduire que O (3)

est isomorphe (comme groupe) et homéomorphe (comme espace topologique)?)

a S/ {£1}.

(90n a vu au §11.3 que O™ (2) est isomorphe, comme groupe et comme espace topologique, &
un cercle. Cet exercice donne donc une propriété analogue de O"(3).
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VI

GEOMETRIE PROJECTIVE

La géométrie projective est, & l'origine, une complétion de la géométrie affine
dans laquelle il n’y a plus de paralléles, ce qui est bien agréable, ne serait-ce que
parce que les énoncés des théorémes sont plus nets. Il y a un prix a payer, c’est
un peu d’abstraction pour définir le nouveau cadre, mais ¢a en vaut la peine!

On peut penser & un plan projectif comme & un plan affine auquel on a ajouté
une « droite & l'infini », les paralléles se coupant sur cette droite. C’est ce que je
veux expliquer dans ce chapitre. Cette idée vient, bien stir, de la perspective (les
lignes de fuite se coupant sur la ligne d’horizon, voir la photographie reproduite
sur la figure 20 dans 'exercice VI.26). On concevra donc sans mal qu’elle ait
un lien avec la représentation plane d’un espace de dimension 3. Une magnifique
référence est le livre de géométrie de Diirer [18], désormais facilement accessible.

Dans ce chapitre, les espaces vectoriels, affines et projectifs sont définis sur un
corps K dont les lectrices peuvent imaginer que c’est R ou C.

De bonnes références bibliographiques pour ce chapitre (et pour la partie pro-
jective du suivant) sont [46, 5, 49|.

VI.1. Espaces projectifs

Si E est un espace vectoriel (que je supposerai toujours de dimension finie),
I'espace projectif P(E) déduit de E est 'ensemble des droites vectorielles de E,
en d’autres termes l'ensemble des classes d’équivalence de E — {0} sous la relation
d’équivalence de colinéarité :

v ~ w si et seulement si v = Aw pour un certain scalaire non nul .

La dimension de P(FE) est dim E — 1 (c’est une définition). Si F est réduit a 0,
il ne contient aucune droite vectorielle et P(E) est vide. On supposera donc en
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général implicitement que dim £ > 1. Si dim E = 1, E est une droite vectorielle,
donc I'ensemble de ses droites vectorielles est réduit a un élément, P(E) est un
point. Si F est un plan vectoriel, P(E) est une droite projective, si dim E = 3,
P(E) est un plan projectif.

On notera P, (K) = P(K™™!) (ou simplement P,,) I'espace projectif standard
de dimension n.

Topologie
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Ce qu’on a défini pour 'instant est un ensemble. Si le corps K sur lequel ’espace
vectoriel E est défini est R ou C, l'espace P(FE) est aussi un espace topologique.
L’espace E (et sa partie E — {0}) ont une topologie naturelle et P(E) récupére la
topologie quotient, une notion finalement assez simple, comme on va le voir dans
la démonstration qui suit. Elle est faite pour que la projection

p: E—{0} —— P(E)

soit continue. Ici, comme la relation d’équivalence est définie comme celle dont
les classes sont les orbites de 'opération du groupe K*, cette projection est aussi
une application ouverte.

Proposition VI.1.1. Les espaces projectifs réels ou complexes (de dimension finie)
sont des espaces topologiques compacts et connexes par arcs.

La démonstration dans le cas complexe fait I'objet de 'exercice VI.8.

L v

FIiGURE 1

Démonstration dans le cas réel. Munissons ’espace vectoriel réel E d’une struc-
ture euclidienne. Appelons S(F) la sphére unité de E. Rappelons que, comme
E est de dimension finie, la sphére unité est compacte (il est évident qu’elle est
fermée et bornée).



VI1.2. SOUS-ESPACES PROJECTIFS

Chaque droite vectorielle réelle posséde deux vecteurs unitaires, de sorte que
P(E) est le quotient de la sphére unité de E par la relation d’équivalence qui
identifie u et —u. Ainsi, P(E) est le quotient d’un espace compact, ou si 'on pré-
fere, 'image de I'espace topologique compact S(E) par 'application de passage au
quotient... et, je I’ai déja dit, par définition de la topologie quotient, la projection
est continue. Bref, P(FE) est I'image d’un compact par une application continue.

Pour montrer qu’il est compact, il reste a s’assurer qu’il est séparé. Choisissons
deux points (distincts) de P(F), c’est-a-dire deux droites vectorielles £ et ¢/ de E.
Soient v et v des vecteurs unitaires de ces droites. Comme la sphére S(E) est un
espace séparé, il existe des ouverts U et U’ sur cette sphére qui vérifient :

— U contient v,

— U’ contient v/,

- U, -U, U, U’ sont disjoints (figure 1).

Alors les images de U et U’ sont des ouverts (la projection p est ouverte, je 1'ai
dit aussi) de P(FE), voisinages respectifs de £ et ¢’ et ils sont disjoints.

La sphére S(F) est connexe par arcs dés que la dimension de E est au moins 2,
donc les espaces projectifs de dimension strictement positive sont connexes par
arcs. La sphére unité d’'une droite vectorielle réelle est composée de deux points,
mais les deux sont identifiés dans I'espace projectif associé, qui est réduit a un
point, donc connexe par arcs lui aussi. O

VI1.2. Sous-espaces projectifs

Une partie V' de P(F) est un sous-espace projectif si elle est I'image d’un sous-
espace vectoriel non nul F' de E. Elle est alors ’ensemble des droites vectorielles
de E qui sont contenues dans F'... c’est-a-dire 'ensemble des droites vectorielles
de F, bref, on a

V = P(F) C P(E).

On a ainsi une bijection entre l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de
dimension k+1 et 'ensemble des sous-espaces projectifs de dimension k de P(FE).

Comme je ’ai annoncé au début de ce chapitre, on est ici dans une géométrie
sans paralléles, et voici pourquoi :

Proposition VI.2.1. Soient V et W deux sous-espaces projectifs de P(E).
(1) Si leurs dimensions vérifient 'inégalité

dimV +dim W > dim P(FE),
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alors leur intersection VW n’est pas vide. En particulier, deux droites d’un plan
se coupent toujours.

(2) Soit H un hyperplan projectif de P(E) et soit m un point hors de H. Toute
droite passant par m coupe H en un point et un seul.

Remarque V1.2.2. Les débutants en géométrie projective sont souvent désemparés
au moment de passer a 'action et de démontrer un résultat comme celui-ci. La
difficulté vient sans doute du fait que I'espace projectif est défini par un passage
au quotient, une opération pas si banale que ca!

Mais un énoncé tel que VI.2.1 ne fait appel qu’a des propriétés d’incidence. Il est
donc forcément la traduction, dans le langage nouveau (et peut-étre déroutant)
de la géométrie projective, d’'un énoncé trés simple d’algébre linéaire. La seule
difficulté est de faire cette traduction. La morale de la démonstration qui suit (et
surtout, la legon méthodologique & en tirer) est : traduire en termes vectoriels —
I’algébre linéaire, c’est facile!

Démonstration. Pour traduire ’énoncé en termes vectoriels, nommons F' et G les
deux sous-espaces de E dont V et W sont déduits : V = P(F), W = P(G).
L’hypothése de dimension se traduit, au niveau vectoriel, par :

(dimF — 1) + (dimG — 1) > (dim E — 1),

c’est-a-dire
dim F +dim G > dim F + 1.

Maintenant que la traduction est faite, on utilise la propriété d’algébre linéaire ad
hoc, c’est-a-dire

dim F 4+ dim G = dim(F + G) + dim(F N G) < dim £ + dim(F N G)

et on en déduit que dim(F NG) > 1. Il y a donc une droite vectorielle dans FNG.
C’est la conclusion dans le cadre vectoriel, il reste & la retraduire en projectif :
V NW n’est pas vide.

Passons & la deuxiéme propriété. L'hyperplan projectif H est 'image d’un hy-
perplan vectoriel F' de E. Le point m est 'image d’une droite vectorielle £ de E.
Traduisons ’hypothése que m n’est pas dans H : la droite £ n’est pas contenue
dans ’hyperplan F'. On s’intéresse maintenant aux droites projectives passant par
le point m, c’est-a-dire aux plans vectoriels contenant la droite £. L’assertion a
démontrer, dite en vectoriel, est que, si £ n’est pas contenue dans F, tout plan
contenant ¢ rencontre F' le long d’une unique droite (figure 2). Et en effet, comme
£ n’est pas contenue dans F', pour tout plan P contenant £, on a P+ F = F et
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FIGURE 2

donc
dim(PNF)=dmP+dimF —dim(P+ F)=24+dimF —-1—-—dimFE =1,
ce que nous voulions démontrer. O

On peut définir, comme dans les cas vectoriel ou affine, le sous-espace projectif
engendré par une partie de P(E). Par exemple, dire que deux droites vectorielles
engendrent un (et un seul) plan vectoriel se traduit en disant que deux points
engendrent une (unique) droite projective (en d’autres termes, que par deux points
passe une droite et une seule).

VI.3. Liaison affine/projectif

Montrons maintenant que cette géométrie sans paralléles est analogue a la
géométrie affine, dans un sens précis : un espace projectif est un espace affine
auquel on a ajouté quelque chose, une droite projective est une droite affine avec un
point en plus, et les relations d’incidence sont, a part ¢a, les mémes qu’en géométrie
affine. Les arguments restent faciles, on fait toujours de ’algébre linéaire, mais
on va jouer maintenant sur trois niveaux. Il va y avoir un espace vectoriel E de
dimension n + 1, Uespace projectif P(E) de toutes ses droites vectorielles, et un
(en fait des) espace(s) affine(s) de dimension n qu’'on va pouvoir considérer a la
fois comme partie(s) de P(E) et hyperplan(s) affine(s) de E.

Introduction : la droite projective

Commengons par le cas des espaces projectifs de dimension 1. Considérons
donc un plan vectoriel E. La droite projective P(FE) est ’ensemble des droites
vectorielles de F.
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Choisissons une base (e1,e2) de E. Toutes les droites vectorielles de £ ont un
unique vecteur directeur de coordonnées (z,1), sauf ’axe des x. Dit autrement :
toutes les droites vectorielles de E rencontrent la droite affine d’équation y = 1
en un unique point, sauf l'axe des x, qui lui est paralléle (figure 3). On vient
d’établir une bijection entre la droite projective P(E) privée d'un de ses points
(l'axe des z) et la droite affine y = 1. On peut donc identifier la droite affine en
question au complémentaire d’un point dans la droite projective).

Inversement, on peut considérer qu’on a obtenu la droite projective en ajoutant
un point a la droite affine. Il est traditionnel d’appeler ce point point 4 l'infini :
dans les cas réel ou complexe, ’application :

(droite affine y = 1) U {oc} —— P(E)
(r,1) ——— la droite vectorielle engendrée par (z,1)
oo —— la droite vectorielle engendrée par (1,0)

est un homéomorphisme, si I’on munit 'espace de gauche de la topologie de com-
pactifié d’Alexandrov de la droite(®).

FIGURE 3 FIGURE 4

Le plan projectif
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On procéde de la méme fagon avec un espace E de dimension 3 : on choisit une
base dans laquelle les coordonnées des vecteurs sont notées (x,y,z). Appelons
F' le plan vectoriel d’équation z = 0 et F le plan affine de direction F' dont

() J’y reviendrai, mais on pourra déja remarquer que la droite affine y = 1, la bijection et le
point manquant dépendent du choix de la base.

() est-a-dire telle que la famille des complémentaires des compacts de la droite affine soit une
base de voisinages de co (voir [7]).
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I’équation est z = 1. Une droite vectorielle ¢ de E rencontre F en un unique
point... sauf si elle est contenue dans F', auquel cas elle ne le rencontre pas du
tout (figure 4). On a donc une bijection entre P(E) — P(F) et F. Inversement, on
peut considérer qu’on obtient le plan projectif P(E) en ajoutant au plan affine F
la droite projective P(F). Celle-ci est dite droite a I'infini de F.

En coordonnées, les points (z,y,1) sont ceux de F, les points a 'infini sont
ceux de coordonnées (z,y,0).

Le cas général : complétion projective d’un espace affine

Soit F un espace affine de dimension n. On commence par le plonger comme
hyperplan affine dans un espace vectoriel ¥ de dimension n + 1. On peut le faire
de fagon tout a fait intrinséque, mais c’est inutilement abstrait, alors on choisit
une origine sur F, qui devient ainsi un espace vectoriel F' et on considére I'espace
vectoriel £ = F x K. On appelle F' I’hyperplan vectoriel d’équation x,11 = 0
(xn41 est la coordonnée sur le facteur K) et on identifie F a 'hyperplan affine
d’équation x,4+1 = 1 (on considére ainsi que F = F x {1}).

Chaque droite vectorielle de E' qui n’est pas contenue dans F' rencontre F en
un unique point. On obtient une bijection entre F et P(E) — P(F'). L’hyperplan
projectif P(F') s’appelle I’hyperplan a I'infini de F. On remarquera qu’il n’est pas
dans F et qu’il est constitué des directions des droites affines de F.

Droites affines, droites projectives

Gardons les mémes notations et considérons maintenant les droites affines de
I’espace affine F. Soit D une telle droite. Il existe un unique plan vectoriel qui
contient cette droite, le sous-espace (affine) de E engendré par 0 et D (figure 5).
Appelons-le Pp. Comme tout sous-espace vectoriel de F, il définit un sous-espace
projectif (ici une droite) de P(F), ’ensemble P(Pp) de ses droites vectorielles.

Par le plongement de F dans P(E), la droite D de F est envoyée dans la droite
projective associée & Pp, que I'on peut voir comme sa complétion projective.

On a donc aussi une bijection entre I’ensemble des droites affines de F et ’en-
semble des droites projectives de P(E) qui ne sont pas contenues dans I’hyperplan
a Uinfini P(F).

Intersections de droites dans le plan

Soit F un plan affine de direction F. On vient de construire un plan projectif
P qui est la réunion de F et de la droite projective P(F'), la droite & l'infini
de F. Faisons la liste des droites projectives de P. Il s’agit des images des plans
vectoriels de 1'espace vectoriel de dimension 3. Il y a donc la droite & Uinfini, en
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Pp

FIGURE 5

d’autres termes P(F'), et toutes les autres droites proviennent des droites affines
de F auxquelles on ajoute un point (qui d’ailleurs est sur P(F')). Si D est une
droite affine de F, on note cop ce point.

Remarque V1.3.1. La droite a I'infini est I’ensemble des droites vectorielles D de F',
c’est-a-dire 'ensemble des directions des droites affines de F. Chaque point de la
droite & l'infini est une direction de droites paralléles dans F.

Nous avons vu (dans la proposition VI.2.1) que deux droites projectives d’'un
plan projectif se coupent toujours. Testons cet énoncé sur notre liste de droites.

— La droite & 'infini et la droite provenant de la droite affine D se coupent au
point cop : en vectoriel, on considére l'intersection du plan Pp et du plan F', c’est
la droite vectorielle D, qui est & la fois la direction de D... et le point & I'infini cop
de D (j’ai utilisé les notations de la figure 5).

— Considérons maintenant deux droites affines non paralléles D et D’. Elles se
coupent en un point M de F. Les droites projectives qui leur sont associées se
coupent en un point qui n’est autre que la droite vectorielle engendrée par O—]\j .

— Si D et D’ sont paralléles, les plans vectoriels Pp et Ppr se coupent le long
de leur direction commune D, en d’autres termes les droites projectives associées
ont le méme point & I'infini cop : deux droites paralléles se coupent & I'infini.

Choix de l’infini

Dans un plan projectif, il n’y a pas de droite a 'infini. En d’autres termes, toute
droite peut étre choisie comme droite a I'infini. Considérons plus généralement
I'espace projectif P(E). Choisissons un hyperplan F' quelconque dans E et retirons
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a P(E) 'hyperplan projectif correspondant P(F'). Le résultat est un espace affine
F dirigé par F et dont ’hyperplan a l'infini est P(F).

Concrétement, tout hyperplan peut étre considéré comme hyperplan & l'in-
fini. Cette remarque a de nombreuses applications. Plutot que de la théoriser de
maniére absconse, donnons-en tout de suite deux applications, des démonstra-
tions des formes les plus générales des théorémes de Pappus et Desargues comme
conséquences des cas particuliers simples vus au chapitre I. Nous reviendrons sur
la question du choix de l'infini aprés les démonstrations de ces deux théorémes.

Le théoréme de Pappus

Voici I’énoncé général du théoréme de Pappus. On remarquera qu’il est plus
simple que celui donné dans l'exercice 1.59 : il est inutile de supposer que les
droites se coupent, puisqu’on est en projectif... ou on est en affine et deux droites
paralléles se coupent sur la droite a I'infini.

Théoréme VI.3.2. Soient D et D' deux droites et soient A, B et C trois points de
D, A, B et C' trois points de D'. Soient o, 3 et v les points d’intersection de
B'C et O'B, C'A et AC, et A’B et B'A respectivement. Alors o, 3 et v sont
alignés.

FIGURE 6. Théoréme de Pappus

Démonstration. On considére la droite projective ary comme droite & I'infini. En
d’autres termes, on étudie le probléme dans le plan affine obtenu en retirant cette
droite au plan projectif. Dire que B'C et C'B se coupent sur la droite a I'infini,
c’est dire qu’elles sont paralléles, de méme A’B et B’A sont paralléles et on n’a
plus qu’a appliquer la version affine faible (le théoréme 1.4.5) pour conclure : C' A
et A’C sont paralléles et donc se coupent sur la droite a 'infini... c’est dire que le
point 3 est sur ay. O
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On trouvera une démonstration « complétement projective » du théoréme de
Pappus dans l'exercice VI.15.

Le théoréme de Desargues

186

On peut procéder exactement de la méme maniére pour démontrer le théoréme
de Desargues (méme remarque quant & la simplicité de I’énoncé par rapport a
celui de I'exercice 1.60) :

Théoréme VI.3.3. Soient ABC' et A'B'C’ deuz triangles. Soient o, 3 et vy les points
d’intersection des droites BC' et B'C', CA et C'A’, AB et A’B’. Alors les points
a, 3 ety sont alignés si et seulement si les droites AA’, BB' et CC’ sont concou-
rantes.

/ REEA
FIGURE 7. Théoréme de Desargues

Démonstration. On suppose que les trois points alignés et on envoie la droite
qu’ils déterminent & l'infini. On applique la version affine faible (c’est-a-dire le
théoréme 1.4.6) et on en déduit que les trois droites sont concourantes. On peut
démontrer la réciproque comme conséquence du sens direct, mais je ne vais pas
le faire ici : il y a un argument typiquement projectif et extrémement élégant que
je garde pour la bonne bouche (voir le § VI.4). O

On peut construire la géométrie (affine ou projective) grace a des propriétés
d’incidence, droites concourantes, points alignés, qui suffisent a définir toutes les
structures présentes, en particulier & reconstruire le corps de base (comme dans le
théoréme fondamental de la géométrie affine, ici I'exercice 1.67). Le théoréme de
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Pappus est la propriété qui affirme que ce corps est commutatif, celui de Desargues
donne 'associativité de la multiplication (voir |3]).

Choix de l'infini (suite)

Les lecteurs peuvent se demander pourquoi, dans aucun des deux énoncés VI1.3.2
et VI.3.3 ci-dessus, on n’a précisé si on se plagait dans un plan affine ou dans un
plan projectif. Pour répondre & cette question, reproduisons cote & cote la figure 6
de ce chapitre et la figure 12 du chapitre 1.

F1GURE 8. Pappus au chapitre VI F1GURE 9. Pappus au chapitre I

La figure de gauche est dessinée dans un plan affine £ (celui qui prolonge la
feuille de papier). On compléte ce plan en un plan projectif P en lui ajoutant une
droite a I'infini. Elle est ainsi dessinée dans un plan projectif dont nous ne voyons
pas la droite & l'infini. Ensuite, on retire & P la droite en pointillés. Le résultat
est un plan affine &', celui dans lequel notre figure se présente comme la figure de
droite. On aura donc compris que les deux figures sont dessinées dans deux plans
affines différents £ et £ du plan projectif P.

Mais... les deux figures sont, quand méme, dessinées sur la méme feuille de
papier. Il n’est donc pas absurde de vouloir les considérer dans le méme plan affine
(c’est bien ce qu’a fait la dessinatrice). Dans ce cas, la philosophie serait plutot
de considérer que I'une est obtenue a partir de 'autre par une transformation
convenable. On y reviendra au § VL.5.

VI.4. Dualité projective

La dualité projective est ’expression géométrique des propriétés des sous-
espaces vectoriels d’un espace vectoriel et de son dual. Commengons donc par
quelques rappels d’algébre linéaire.
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Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E. Considérons le sous-
espace F' du dual E* (espace vectoriel des formes linéaires sur E) défini par
F'={peE"|¢lr=0}.
C’est I'ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur F. C’est bien un sous-
espace vectoriel de E* (c’est clair ?) de dimension
dim F' = dim F — dim F

(voir au besoin l'exercice VI.1). Par exemple, si E est de dimension 3, une droite
F de E définit un plan du dual E*, un plan de FE définit une droite de E*.

Les deux tableaux suivants résument le profit que l'on peut espérer tirer de
cette remarque en géométrie projective plane. Le premier résume les points de
vue sur les espaces. Le second parle des relations d’incidence, conséquences du
fait plus ou moins évident suivant :

FcG«<=F >d¢d.

I1 utilise les notations du premier... sauf qu’on y a supprimé les ’ et les E devenus

inutiles.
P(E) E E* P(E*)
a€ P(E) aCFE a C E* P(a') = A" C P(E%)
point droite vectorielle plan vectoriel droite projective
D = P(d) C P(E) dCE d C E* d € P(E%)
droite projective plan vectoriel droite vectorielle point

a point de P

A droite de P*

D droite de P

d point de P*

acD A>d
trois points alignés trois droites concourantes
dans P dans P~*
droite ab point ANB

La figure 10 montre, par exemple, ce qu’il advient® de trois droites concou-
rantes P, (), R passant par les trois sommets a, b, ¢ d'un triangle (plan de gauche)

() Cette traduction est appelée « métamorphose » dans [49].
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\/

R

N

=2l

FIGURE 10

par dualité : trois points alignés p, g et r situés sur les trois cotés A, B et C' d’'un
triangle (plan de droite).

Ces propriétés sont une machine & multiplier les théorémes par 2 : tout énoncé
dans le plan P fournit un autre énoncé dans le plan P*... qui est un plan projectif
tout aussi ordinaire que P. Par exemple, il existe un énoncé « dual » du théoréme
de Pappus, qui est un autre théoréme (et qui s’est trouvé démontré lorsque nous
avons démontré ce premier théoréme), voir l'exercice VI.33.

Examinons ici le théoréme de Desargues.

Démonstration de la réciproque du théoréme de Desargues
On utilise ici les mémes notations que dans I’énoncé du théoréme VI.3.3. Com-
mengons par métamorphoser la figure 7.

— Les triangles ABC' et A’B'C’ du plan P deviennent les triangles de cotés A*,
B*, C* et A, B'", C" du plan dual P*.

— Appelons abc, a’t/c’ ces triangles, en nommant leurs sommets de facon que
a = B*NC*, etc. Ainsi le point a de P* est dual de la droite BC' de P.

— Les points «, 0 et v de P deviennent des droites dans P*. Comme o =
BC N B'C’, 1a droite o* contient les points a et a/, donc o* = ad’, etc.

— Les droites AA’, BB’ et CC’ de P deviennent des points a, b et ¢ de P*. Par
définition, a = A* N A™ = beN b/, elc.

Nous avons démontré (ce que nous avons considéré comme le « sens direct » du
théoréme VI1.3.3) que, étant donnés deux triangles ABC et A’B’C’ d’un plan P,
si les trois points «, G et v d’intersection de leurs cotés sont alignés, alors les trois
droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes. Appliquons ce résultat aux triangles
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abc et a'b'c’ dans le plan P* : nous savons donc que si les trois points a, b et ¢

sont alignés, alors les trois droites aa’, bb’ et ¢¢’ sont concourantes.

Traduisons maintenant cet énoncé de P* a P (toutes ces traductions sont ré-
sumées dans le tableau ci-dessous).

— D’abord I'hypothése. Dire que les trois points a, b et ¢ sont alignés, c’est dire
que les trois droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes.

— Puis la conclusion. Dire que les trois droites aa’, bb’ et cc¢’ sont concourantes,
c’est dire que les trois points «, 3 et v sont alignés.

Nous avons donc montré, par ce tour de passe-passe, que, si les droites AA’,
BB’ et CC’ sont concourantes, les points «, 3 et v sont alignés, c’est-a-dire la
réciproque du théoréme de Desargues. Plus précisément, nous avons simplement

constaté que la réciproque était I’énoncé dual de I’énoncé direct (et inversement !).
O

Dans P Dans P*

triangle de sommets A, B et C
triangle de sommets A’, B" et C’

triangle de cotés A*, B* et C*
triangle de cotés A, B et C'*

coté BC du triangle ABC

etc.

sommet ¢ du triangle ci-dessus
a=B*NC*

ete.*

le point « = BC N B'C’
idem

la droite a* = aa’

idem*

la droite AA’

le point A* N A’
c’est-a-dire a = be N b'¢

les points «, G et ~
sont alignés

les droites aa’, bb' et cc’

sont concourantes

les droites AA’, BB’ et CC’

sont concourantes

les points a, b et ¢
sont alignés

VI.5. Homographies

Soient E et E’ deux espaces vectoriels, p: E — {0} — P(E) et p': B/ — {0} —
P(FE'") les deux projections.
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Une homographie g : P(E) — P(E’) est une application telle qu’il existe un
isomorphisme linéaire f : E — E’ tel que p’o f = gop, en d’autres termes tel que
le diagramme

E-{0} . m_

]

rE)y -2 pPE)

soit commutatif.
Trés concrétement, I'image par g d'un point £ de P(FE) (droite vectorielle de E)
est la droite vectorielle ¢ = f(¢) de E’ (point de P(E")).

Remarque VI.5.1. Attention, une application linéaire quelconque f : E — E’ ne
définit pas toujours une application de P(E) dans P(E’) : en général, 'image
de E — {0} n’est pas contenue dans E’ — {0}. Dit autrement, I'image d’une
droite vectorielle par une application linéaire peut trés bien ne pas étre une droite
vectorielle, étre réduite & 0. Une application linéaire f définit une application
P(FE) — P(Ker f) — P(FE’) et rien de plus. On ne considérera donc ici que des
isomorphismes.

L’image d’un plan vectoriel par un isomorphisme linéaire est un plan vectoriel.
En traduction projective : I'image d’une droite projective par une homographie
est une droite projective.

Groupe projectif

Considérons maintenant le groupe des homographies de P(E).

Proposition VI.5.2. Les homographies de P(E) dans lui-méme forment un groupe
pour la composition des applications, noté GP(E) (groupe projectif de E ).

L’application qui, a un isomorphisme linéaire E — E, associe une homographie
de P(E) est un homomorphisme surjectif de groupes, dont le noyau est le groupe
des homothéties de E.

Remarque VI.5.3. En particulier, GP(E) est isomorphe & GL(E)/ {homothéties}.
On le note souvent aussi PGL(E), PGL(n, K) pour £ = K" et P(E) = P,,_;(K).

Démonstration. 11 est clair par définition que, si g et ¢’ sont des homographies,
provenant d’isomorphismes f et f’ d’espaces vectoriels, g o ¢’ est ’homographie
provenant de f o f’, que l'identité de P(FE) est une homographie provenant de

-1

I'identité de F et que g~ ! est une homographie provenant de I'isomorphisme f~1.
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On a ainsi a la fois le fait que GP(FE) est un groupe et le fait que I'application
f — g est un morphisme de groupes.

Ce dernier est surjectif par définition. Cherchons son noyau. Soit f : £ — E
un isomorphisme linéaire induisant I'identité de P(F). C’est dire que f préserve
toutes les droites vectorielles, ou encore que, pour tout x dans F, il existe un
scalaire A\ (dépendant a priori de z) tel que f(x) = Azx. On en déduit comme
d’habitude (voir par exemple I'exercice 1.16) que f est une homothétie. OJ

Coordonnées homogeénes et repéres projectifs
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Une base (ey,...,en+1) de 'espace vectoriel E étant donnée, les vecteurs de
E peuvent se décrire par leurs coordonnées (x1,...,x,41) dans cette base. Un
point m de P(E) peut aussi étre décrit par les coordonnées d'un vecteur (non
nul) z qui engendre la droite vectorielle m. Les (n + 1)-uplets (z1,...,Zn41) €t
(#,...,2),,) représentent le méme point m de P(E) si et seulement s’il existe
un scalaire A non nul tel que l'on ait

x, = \z; pour tout i.

On appelle la classe d’équivalence de (x1, ..., zy4+1) des coordonnées homogénes
pour m. On la note souvent [z1, ..., ZTni1].

Les points p(e1), ..., p(en+1) ne suffisent pas & déterminer la base (eq, ..., en41),
méme & un coefficient de proportionnalité prés : ils déterminent évidemment les
droites vectorielles engendrées par les vecteurs ey, ..., e,t1, c’est-a-dire tous les
A1€1, ..., Apt1€n+1, mais rien de plus.

Par contre, si I'on leur ajoute le (n + 2)-iéme point p(e; + -+ + €p41), on re-
constitue les vecteurs ey, ..., en41 & un unique coefficient prés. C’est ce qu’affirme
le lemme VI.5.5 ci-dessous et ce qui justifie la définition suivante :

Définition V1.5.4. Si E est un espace vectoriel de dimension n+1, on appelle repére
projectif de P(E) un systéme de n + 2 points (mg, m1,...,myy1) de P(E) tels
que myq, ..., Mmyyq soient les images des vecteurs ey, ..., e,1 d'une base de F et
mo 'image de e; + -+ - + ep41.

Un repére projectif est ainsi une famille de n 4+ 2 points tels qu’aucun d’eux ne
soit dans le sous-espace projectif déterminé par les n + 1 autres (exercice VI.6).

Les coordonnées homogenes de m dans la base (ej,...,e,4+1) ne dépendent
que du repére projectif (p(e1),...,p(en+1)). On peut donc parler de coordonnées
homogénes dans un repére projectif.
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/mz
[ L
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mo

FIGURE 11

€] / my

Lemme VI.5.5. Soit (mg,m1,...,mp+1) un repére projectif de P(E). Si deuz bases
(e1,...,ent1) €t (€],...,€e,.1) de E sont telles que p(e;) = p(€;) = m; et p(e; +
cotepyr) =plef+ -+ e;LH) = my, alors elles sont proportionnelles.

Démonstration. On considére les points m; de P(FE) comme des droites vectorielles
de E. Les vecteurs e; et e} dirigent la droite vectorielle m; donc e, = \;e; pour un
certain scalaire non nul \; (ceci pour 1 < i < n+ 1). On utilise le (n 4 2)-iéme
point pour conclure : €] + --- 4 ;| est proportionnel & e; + - - - + ep41 donc il
existe un scalaire non nul A tel que

Arer + -+ Appienyr = Aler + -+ + enp1).
Comme nous avons affaire 4 une base, on a A; = A pour tout 7, donc les A; sont

égaux et les deux bases sont proportionnelles. O

Proposition VI.5.6. Soient P(E) et P(E') deuz espaces projectifs de dimension n.
Toute homographie de P(E) dans P(E") envoie un repére projectif de P(E) sur un
repere projectif de P(E'). Si (mo,...,mpq1) et (mg,...,m), ) sont des repéres
projectifs de P(E) et P(E') respectivement, il existe une unique homographie g :
P(E) — P(E') telle que m}; = g(m;) pour tout i.

Démonstration. La premiére assertion est claire. Pour la deuxiéme, on choisit des
bases

(e1,...,ent1) de E et (e],...,e,,1) de E
telles que l'on ait

plei) = my, pl(eé) = m; pour 1 <i<n+1,
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et p(3>_e;) = mo, P (3 €;) = my. 1l existe un unique isomorphisme fde E dans E’
tel que f(e;) = €. 11 satisfait nécessairement a f(>" e;) = > e;. L’homographie g
déduite de f envoie bien le premier repére sur le second.

Montrons l'unicité de 'homographie ¢ ainsi déterminée. Si g et ¢’ sont deux
telles homographies, ’homographie ¢/ 1o g de P(E) dans lui-méme laisse le repére
(mg, ..., mpy1) invariant. D’aprés le lemme précédent, elle provient d’une homo-
thétie AIdg, c’est donc l'identité. O

Homographies de la droite

Par exemple, un repére d’une droite projective est constitué de trois points dis-
tincts (on remarquera toutefois qu'il suffit de deux points pour définir une droite
projective : c’est la traduction projective du fait que deux vecteurs indépendants
définissent un plan vectoriel). Donc, pour connaitre une homographie d’une droite
projective dans elle-méme, il suffit de connaitre les images de trois points.

Qui sont les homographies, dans ce cas? Reprenons les notations du para-
graphe VI.3. Une homographie provient d’un isomorphisme linéaire f : £ — E
ou E est un plan vectoriel muni d’une base (e1, e3). En d’autres termes,

f(z,y) = (az + by, cx + dy)

avec ad — bc # 0. Ecrivons maintenant z = x/y, de sorte que (z,y) ~ (z,1). Alors

cz+d’

... pourvu que y # 0 et qu’on ait le droit de faire la division. L’image du point
a Uinfini oo = (1,0) est (a,c) (en général, (a/c, 1)) et celle de (—d, c) est (—ad +
bc,0) ~ (1,0) ~ oco. Il est aussi simple d’écrire que ’homographie est

az+b

cz+d
dans ce cas, en sous-entendant les conventions habituelles sur 'image a/c et 'an-
técédent —d/c de oo.

f(z,1) = (az+b,cz+d) ~ <a2+b 1)

Z —

Choix de l'infini (suite)
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Revenons & la question de 'expédition d’objets & l'infini évoquée autour des
démonstrations des théorémes de Pappus et Desargues au § VI.3 et considérons a
nouveau les deux configurations dessinées pour le théoréme de Pappus (voir les
figures 8 et 9) mais essayons de les voir dans le méme plan affine £ (le point de
vue de la dessinatrice).

La figure de droite est « plus simple » que la figure de gauche. On considére
qu’elle est obtenue a partir de la figure de gauche par une transformation du plan.
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Il ne peut s’agir d’une transformation affine puisque certaines droites sécantes
sont envoyées sur des droites paralléles... il ne s’agit méme pas vraiment d’une
transformation du plan affine (pour la méme raison). Il s’agit bien str d'une
homographie du complété projectif P du plan affine £. Dans le cas précis des
deux figures illustrant le théoréme de Pappus, c¢’est une homographie qui envoie
la droite en pointillés sur la droite a ’'infini.

La philosophie de I’expédition d’objets & I'infini n’est ici que la version projec-
tive du principe trés général consistant & transformer un probléme en un probléme
plus simple ou déja résolu... par une transformation ad hoc.

Homographies et transformations affines
... Ce qui nous ameéne a considérer les transformations affines de ’espace affine

& parmi les homographies du complété projectif P : ce sont les homographies qui
préservent (globalement) ’hyperplan a l'infini.

Proposition VI.5.7. Soient £ un espace affine dirigé par E et P(E ® K) son com-
plété projectif. Toute homographie de P(E ®K) qui conserve Uhyperplan a linfini
définit par restriction une transformation affine de £. Inversement, toute trans-
formation affine de £ se prolonge en une unique homographie de P(E @ K).

Démonstration. Soit g : P(E & K) — P(E @ K) une homographie. Comme g
préserve 'hyperplan a lUinfini P(E), elle préserve son complémentaire £. Elle
induit donc une transformation

p:&€E—E&

dont nous voulons montrer qu’elle est affine.
Si f est un automorphisme linéaire de E @ K qui définit ’homographie g, on a

{f(u,o) = (h(u),0)
f(oal) = (Uva)

ol h est un automorphisme linéaire de F et a un scalaire non nul. On peut choisir
f (et donc h) de fagon que a soit égal a 1, c’est-a-dire de fagon que f(0,1) soit
dans le sous-espace affine £ de E @ K. Appelons O le point (0, 1) de £. Pour tout
point M = (u,1) de &€, on a

p(0)p(M) = f(u,1) = f(0,1)
= (h(u),0)

de sorte que @ est affine : 'application linéaire associée est h.
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Inversement, si ¢ est une transformation affine de £, appelons h 'isomorphisme
linéaire de E qui lui est associé (h = @) et définissons une application

f. EaK —— EoK
(u,a) —— ap(0,1) + (h(u),0)

de sorte que ¢ coincide avec h sur E et avec ¢ sur £. Il est clair que f est linéaire
et bijective. L’homographie g déduite de f a donc les propriétés attendues.
L’unicité d’une homographie g prolongeant ¢ est automatique. A tout point
de &, g fait subir le méme traitement que . Quant aux points de 'hyperplan
a l'infini P(FE), ce sont les directions des droites de &£, sur 'ensemble desquelles
¢ opére, on l'aura compris, par I'homographie de P(E) définie par I'application
linéaire h associée a . O

6. Birapport

Si D est une droite projective, trois points (distincts) a, b et ¢ forment un repére
projectif. Il existe une unique homographie de la droite sur K U {oo} qui envoie
a sur 0o, b sur 0 et ¢ sur 1. Si d est un autre point de D, I'image de d par cette
homographie est un point de K U {oco} qu’on appelle le birapport de (a,b,c,d) et
qu’on note [a, b, ¢, d].

On peut parler du birapport de quatre points alignés dans un espace projectif
quelconque.

Par définition, le birapport [a, b, ¢, d] vaut

— oo quand d = a
—0Oquand d =05
— 1 quand d = c.

Le birapport est un élément de K — {0, 1} si et seulement si les quatre points sont
distincts. De plus, pour tout k£ € K U {oo}, il existe un et un seul point d sur la
droite D tel que [a, b, c,d] = k.

La propriété la plus importante du birapport est sa conservation par les homo-
graphies, ce qu’exprime plus précisément la proposition suivante.

Proposition VI.6.1. Soient a1, az, az et aq quatre points de D (les trois premiers
étant distincts) et o), ay, ay et aly quatre points d’une droite D' (vérifiant la méme
hypotheése). Pour qu’il existe une homographie f : D — D' telle que f(a;) = a}, il
faut et il suffit que [a1, az,as, as] = [a}, d, al, a}].
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition. Supposons
d’abord que f: D — D’ soit une homographie qui envoie a; sur a}. Soit

g : D —— KU{oco}
I'unique homographie qui envoie a} sur oo, a) sur 0 et aj sur 1. On a donc
[d), ab, a, aly] = ¢'(a)))... mais alors ¢’ o f est une (et donc I'unique) homographie
qui envoie a1 sur oo, as sur 0 et ag sur 1. Donc
[ab az, as, a4] = g, © f(a4) = gl(ail) = [allv al27 aga aﬁl]

et le birapport est conservé.

Inversement, il y a une unique homographie f qui envoie a; sur a; (pour ¢ < 3).
Reste a vérifier que f(a4) = alj, ce qui est vrai d’aprés la partie directe. O

Calcul du birapport
Bien qu’on ait assez peu l'occasion (et que je préfére éviter) de les utiliser, il y

a des formules pour exprimer le birapport. D’abord, la plus classique.

Proposition VI.6.2. Soient a, b, ¢ et d quatre points d’une droite affine, les trois
premiers étant supposés distincts. Alors

d—b /c—D
b,c,d] = .
bed =50 /£

Démonstration. L’unique homographie qui envoie a sur oo, b sur 0 et ¢ sur 1 est

z—b/c—b
2
z—a/ c—a

puisqu’elle a un pole en a et un zéro en b. La formule annoncée donne donc bien

I'image du point d. O

Il y en a de plus générales (?7) et plus compliquées. Elles sont basées sur le
lemme suivant.

Lemme VI.6.3. Soient a, b et ¢ trois points distincts d’une droite projective D =
P(E). Soient © et y des vecteurs de E tels que a = p(x), b = p(y), ¢ = p(z +y).
Alors d est l'image de hx + ky si et seulement si le birapport [a, b, ¢, d] est l'image

de (h,k) dans P1(K) = KU {oo}.

Démonstration. Comme a et b sont distincts, les vecteurs = et y forment une
base de E. Soit f l'isomorphisme E — K2 qui envoie la base (z,y) sur la base
canonique. L’homographie g définie par f envoie a sur oo, b sur 0 et ¢ sur 1. Elle
envoie donc d sur le birapport [a, b, ¢,d]. Mais f envoie hx + ky sur (h, k) € K2,
ainsi g envoie d sur l'image de (h, k) dans P (K). O

197



CHAPITRE VI. GEOMETRIE PROJECTIVE

198

Soit maintenant E un plan vectoriel de base (e, e2). On considére quatre points
a; (pour 1 < i <4) dans P(F) et on suppose que les trois premiers sont distincts.
On suppose que a; est 'image d’un vecteur de coordonnées (A;, ;). On va dé-

montrer que

A3 M A M
e o) [ lpa

[aly az,as, a/4] - )\3 )\2 )\4 )\2 .
w3 H2 e 2

Choisissons pour chaque ¢ un des vecteurs x; engendrant la droite vectorielle a;.
Comme aj et ag sont distincts, z1 et z9 sont indépendants et on peut écrire x3 et
x4 dans cette base

r3 = axy + Bxs

T4 = YT +5:L‘2 =

Q1=

(azx1) + 2(5@).

En appliquant le lemme précédent & x = axy, y = B, on obtient

[a1,a2,a a]—l °
1, 42, 3’4_06 ﬁ

On exprime maintenant tout dans la base (e1, e2) et on obtient
)\104 + )\2,8 = )\3

pio+ pef = p3

donc
A3 Ag Al As
o= w3 2 ot B= M1 3
)\1 )\2 )\1 AQ
H1 2 H1 2

De méme x4 = yx1 + dz2 donne des formules analogues pour « et ¢ (remplacer 3
par 4 dans celles donnant « et ). On en déduit la formule annoncée. O

Voici quelques exemples utiles et concrets.

— Quand la droite projective est la complétion d’une droite affine D et quand
les points a1, as, as et as sont des points de D, on retrouve la formule classique
obtenue dans la proposition VI.6.2 : puisque l'on a a; # oop, on peut choisir
chaque u; égal a 1.
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— Sia, bet ¢sont trois points d’une droite affine D, on peut calculer le birapport
[a, b, c,00p]. On choisit maintenant p; = 1 pour i < 3 et ug = 0. On obtient :
A3 — A\ ac
a,b,c,oop| = ——— = —.
| ] A3 — A2 be
De la méme formule, on déduit immédiatement la premiére série d’égalités
de la proposition suivante... mais ce n’est pas la meilleure démonstration (voir

I'exercice VI.28).
Proposition VI.6.4. Si a, b, ¢ et d sont quatre points alignés distincts, on a les
égalités
[a,b,¢,d] = [b,a,c,d ™" = [a,b,d,c] 7,
[a,b,c,d] + [a,c,b,d] = 1.

Démonstration. Montrons la deuxiéme égalité. Ecrivons

a=p(), b=ply), c=plx+y) etd=plhx+ky)

(comme dans le lemme VI.6.3). Soit 2/ = —z (de sorte que p(z’) = a) et soit
y' =z +y (de sorte que p(y’) = ¢). Alors

y=a"+y et hx +ky=(k—h)x' +ky'.

Ainsi
k—h h
bdl=—=1——
[CL, C, 9 ] k k
ce que nous voulions démontrer. O

=1—1[a,b,c,d],

Remarque VI.6.5. Etant donnés quatre points a, b, ¢ et d d'une droite, on peut

les arranger de vingt-quatre fagons différentes. La proposition précédente a pour

conséquence que beaucoup des birapports obtenus coincident, les birapports dif-

férents sont en général au nombre de 6. Si [a, b, ¢, d] = k, ces six valeurs sont (voir
I'exercice VI.27)

1

kv 7.9

k

Division harmonique

On dit que quatre points alignés distincts forment une division harmonique
quand leur birapport vaut —1. Si [a,b,c,d] = —1, on dit que b est le conjugué
harmonique de a par rapport & c et d et que d est le quatriéme harmonique de a,
betec.
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Par exemple, si a, b et ¢ sont trois points d’une droite affine D, les points a, b, ¢
et cop forment une division harmonique quand @é = —be, c’est-a-dire exactement
quand c est le milieu du segment ab.

VI.7. Droite projective complexe, groupe circulaire

On suppose maintenant que K = C, on s’intéresse a la droite projective P1(C).

Quatorze fagcons de décrire la droite®
On considérera P;(C) comme

— l'espace (quotient) des droites vectorielles de C?;

— celui des vecteurs de longueur 1 dans l’espace hermitien C? — la sphére S3
de dimension 3 — modulo 'opération du groupe U des nombres complexes de
module 1 par multiplication des coordonnées ;

— la complétion projective de la droite affine complexe : P1(C) = CU{oo} (cet
avatar de P1(C) est souvent appelé sphére de Riemann) ;

— la sphére unité S? de I'espace C ® R, via la projection stéréographique (voir
les exercices V.34 et V.52);

/E .

FIGURE 13. La droite P;(R)
dans P (C)

FIGURE 12. La droite R dans C

On va aussi se souvenir que C contient R et donc que P1(C) contient P;(R).
On peut retrouver trace du sous-espace P1(R) dans chacune des descriptions de

B Voir le § 32 de [27] ou écouter [19)].
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P (C) qui précédent (exercice VI.47). Je me contenterai ici de dire que
Pi(R) =R U{o0} C CU {0}

(le point & l'infini de P1(C) est réel). Pour bien comprendre cette inclusion, on
pourra contempler la figure 12 (qui représente I’axe réel et le cercle unité dans C)
et sa transformée par la projection stéréographique, la figure 13.

Ce cadre étant posé, nous allons nous intéresser surtout 4 C comme au plan
(réel) affine euclidien.

Remarque VI.7.1. C’est aux droites affines réelles et aux cercles que nous allons
nous intéresser, mais bien dans la complétion projective P1(C) = C U {oco} ou
I'on ajoute un point au plan et pas dans la complétion Po(R) ou 'on lui ajoute
toute une droite projective.

Les homographies

Nous avons vu que le groupe PGL(2,C) des homographies est constitué des
transformations de la forme
az+b

=1 d ad — be # 0.

Z

Proposition VI.7.2. Le groupe PGL(2, C) est engendré par les similitudes directes
(de la forme z — az + b avec a # 0) et lapplication z +— 1/z.

Démonstration. On fait simplement la division euclidienne de az + b par ¢z + d :

a bc—ad 1
== i 0
az+b p + PR sic#
cz+d est une similitude sic=0,
ce qui donne le résultat. O

Corollaire VI.7.3. Les éléments de PGL(2, C) conservent les angles orientés.

Ce corollaire doit étre compris dans le méme sens que I’énoncé analogue pour
les inversions dans le corollaire I11.4.5 : les éléments de PGL(2, C) ne préservent
pas les droites.

Démonstration. Pour le démontrer, on pourrait tout simplement appliquer le fait
que les applications holomorphes conservent les angles (exercice I11.70).

Pour celles des lectrices qui n’apprécieraient pas les fonctions holomorphes &
leur juste valeur, c’est aussi une conséquence de la proposition précédente : les
similitudes directes conservent les angles, donc il suffit de montrer qu’il en est de
méme de lapplication z — 1/z. Or, celle-ci est composée de la réflexion z — Z
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et de linversion z +— 1/Z qui les renversent toutes les deux (voir la proposi-
tion I11.1.11 et le corollaire I11.4.5). O

Birapport et cercles

202

Remarquons d’abord :

Proposition VI.7.4. Le birapport de quatre points alignés sur une droite affine réelle
contenue dans C coincide avec leur birapport comme points de la droite affine
compleze C.

Démonstration. Soit f 'unique homographie (de PGL(2,R)) qui envoie oo sur a,
0 sur b et 1 sur c. Soit k = [a,b,c,d|r. Alors f(k) = d.
Mais PGL(2,R) est contenu dans PGL(2, C) donc, comme f(k) = d,

[a,b,c,d]c =k = [a,b,c,dRr. O

Notons en particulier que ce birapport est réel. La proposition et le corollaire
suivants sont trés utiles.

Proposition VI.7.5. Pour que quatre points de C soient alignés (sur une droite
affine réelle) ou cocycliques, il faut et il suffit que leur birapport soit réel.

Démonstration. Puisqu’on parle du birapport des quatre points a, b, ¢ et d, c’est
que les trois premiers sont distincts. Si d coincide avec a, b ou ¢, il n’y a que
trois points, ils sont donc cocycliques (ou alignés) et leur birapport est bien réel
puisqu’il vaut oo, 0 ou 1. On peut donc supposer que les quatre points sont

c—a [fd—a
c—b/ d-b
a pour argument une mesure de ’angle

(CA,CB) — (DA, DB)

distincts. Dans ce cas, le rapport

donc le birapport des quatre points est réel si et seulement si les quatre points
sont cocycliques (en vertu du corollaire 111.1.20). O

Remarque V1.7.6. Cet énoncé traduit simplement une égalité d’angles en termes
d’une condition sur le birapport. Voir des applications spectaculaires dans 1’exer-
cice VI.40.

Corollaire VL.7.7. Toute homographie de la droite projective complexe transforme
un cercle ou une droite de C en un cercle ou une droite de C. ]



VI.7. DROITE PROJECTIVE COMPLEXE, GROUPE CIRCULAIRE

Remarque V1.7.8. Ce résultat devrait rappeler aux lecteurs le paragraphe sur les
inversions planes (c’est-a-dire le §II1.4). Remarquons que les droites, comme les
cercles, sont les images, via la projection stéréographique, des cercles dessinés sur
la sphere. C’est pourquoi il est naturel de les appeler cercles (de P1(C)). C’est
ici qu’on peut apprécier le role joué par cette complétion du plan : pour qu’une
droite ressemble a un cercle, c’est un point qu’il faut lui ajouter — mais deux
droites ne se coupent qu’en un seul point alors que deux cercles peuvent se couper
en deux points. C’est donc le méme point qu’il faut ajouter & toutes les droites.

Le groupe circulaire

Le corollaire VI.7.7 nous dit donc que les homographies conservent les cercles.
Nous savons qu’il en est de méme des inversions. Je suppose que toute les lectrices
ont compris qu’une inversion n’est pas une homographie(®. C’est pourquoi 1’on
considére le groupe G de transformations de P1(C) qui est engendré par

— les homographies

az+b
cz+d

Z— ad —bc # 0

— et la symétrie z — Z.

Ainsi G contient le groupe projectif PGL(2, C) et toutes les inversions. Il est
habituel de nommer ce groupe le groupe circulaire. Cette terminologie sera justi-
fiee par le théoréme VI.7.11. Exhibons d’abord un systéme de générateurs de ce
groupe.

Proposition VI.7.9. Le groupe circulaire G est engendré par les inversions et les
réflexions.

Démonstration. Soit ¢ un élément de G. Si p(00) = 00, ¢ est une similitude
(directe ou indirecte), elle est donc composée d’'une homothétie h et d’une iso-
métrie u (proposition II1.3.2). Nous savons que u est une composée de réflexions
(théoréme I1.2.2) et que h est une composée d’inversions (proposition I11.4.7).

Si ¢(00) = A est dans C, on compose ¢ avec une inversion I de pole A et
I o p(00) = 00. On peut alors appliquer ce qui précéde. O

On a immédiatement :

Corollaire VI.7.10. Les éléments de G préservent les angles non orientés. O

®)Au cas improbable oil ce ne serait pas vrai, se reporter a l'exercice 111.49 : dans ’écriture
d’une inversion en nombres complexes, il y a des Z.
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Démonstration. Les réflexions renversent les angles orientés (proposition I11.1.11)
et les inversions aussi (corollaire I11.4.5). O

Caractérisons maintenant les éléments du groupe circulaire parmi toutes les
transformations ponctuelles de C U {o0}.

Théoréeme VL.7.11. Les éléments de G sont les transformations qui préservent ’en-
semble des cercles et droites.

Démonstration. De la proposition VI.7.9 et des propriétés des réflexions et des
inversions (toujours le § I11.4) on déduit que les éléments de G transforment cercles
et droites en cercles et droites.

Réciproquement, soit ¢ : P1(C) — P1(C) une transformation préservant les
cercles et droites. Quitte a& composer ¢ avec une homographie, on peut supposer
que ¢(00) = oo et donc que ¢ est une transformation de C dans C qui envoie
tout cercle sur un cercle et toute droite sur une droite.

On pourrait utiliser maintenant le théoréme « fondamental » de la géométrie
affine (exercice 1.67) pour dire que ¢ est affine (réelle) et vérifier qu'une trans-
formation affine qui préserve les cercles est une similitude (directe ou indirecte).
Si la deuxiéme étape est facile, la premiére est beaucoup plus lourde que néces-
saire. Utilisons donc une autre méthode (dans laquelle, en fin de compte, on ne
démontre que ce qui est nécessaire du théoréme fondamental).

Montrons d’abord que I’application ¢ préserve les divisions harmoniques. La
figure 14 représente une construction a la régle de I'unique point d tel que [a, b, ¢, d]
soit égal a —1 dans les cas ot les trois points a, b et ¢ ne sont pas alignés, alors
que la figure 15 en fait autant dans le cas ou ces trois points sont alignés.

FIGURE 14
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— Si a, b et ¢ ne sont pas alignés (figure 14). On envoie d a l'infini, de sorte que
ma et mb deviennent deux cercles qui se coupent en m et en un autre point (image
du point a l'infini) et que le cercle abe devient une droite (projective) tangente a
ces deux cercles. Le point ¢ est le milieu de I'image de ab, de sorte que le birapport
[a, b, c,d] est bien égal a —1.

— Sia, bet csont alignés (figure 15). On transforme la droite mc en la droite &

FIGURE 15

I'infini (cette démonstration se passe dans Po(R)), et il reste a constater que les
diagonales d’un parallélogramme se coupent en leurs milieux !

Le théoréme résulte alors du lemme suivant.

Lemme VI.7.12. Soit ¢ : C — C une transformation qui fixe O et 1 et préserve les
divisions harmoniques. Alors ¢ est un automorphisme de corps de C.

Une fois ce lemme admis, on compose ¢ avec une similitude pour se ramener
au cas ou elle préserve 'axe réel. Alors, ¢’est un automorphisme de corps de C
qui préserve R, c’est donc l'identité ou la conjugaison complexe. O

Démonstration du lemme. Rappelons que [a, b, ¢, 00] = —1 si et seulement si ¢ est
le milieu de ab (comme on I’a dit & la fin du § VI.6). Donc ¢ conserve les milieux :

w(““’) _ ola) + (b)

2 2

En particulier, avec b = 0 et parce que ¢(0) =0, on a
a
=2¢(3)
pla) =20 (5
et donc
p(a+b) =p(a) + ¢(b),
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donc I'application ¢ est additive. Remarquons maintenant que [a, —a, a?,1] = —1
pour tout a (vérification immeédiate) de sorte que ¢ préserve aussi les carrés :

-1= [CL, —a, CL2, 1] = [(p(a)’ QO(—CL), SO(CLZ)a 90(1)]
- [(p(a)7 —QO(CL), QO(G2), 1]
puisque ¢ préserve les divisions harmoniques et fixe 1. Mais on a aussi
[Sp(a)v —QO(G,), gp(a)27 1] =-1
donc
[90(0’)7 —(p(CL), QO(G,Z), 1] - [QO(G), _90(0’)7 @(a)Qa 1]
et o(a?) = ¢(a)? pour tout nombre complexe a. Enfin :
1
ab = 1 [((a+b)*—(a—0)?],
donc, avec la conservation des milieux et des carrés, I’additivité donne :
1
e(ab) = 7 [(p(@) + 2(1)) = (p(a) = ¢(8))?] = p(a)p(b)
de sorte que ¢ est bien un automorphisme du corps C. O

On reviendra sur l'ensemble des cercles et droites et sur le groupe circulaire
au § VIL.6.

Exercices et problémes

Espaces, sous-espaces, repéres projectifs
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Exercice VI.1. Soient E un espace vectoriel et F' C E un sous-espace. En utilisant
une base de F' complétée en une base de E, trouver une base de F/ C E*. En
déduire la dimension de F’.

Exercice VI.2. Soit E un espace vectoriel et soit H(FE) l'espace des hyperplans
vectoriels de E. Montrer qu'il existe une bijection naturelle de H(E) sur 'espace
projectif P(E*) associé¢ au dual de E.

Exercice VI.3. A I'aide d’une projection stéréographique, montrer que P1(R) est
homéomorphe & un cercle.

Exercice VI.4. Le complémentaire d’une droite dans un plan affine réel a deux
composantes connexes (voir 'exercice 1.49). Montrer que le complémentaire d’une
droite dans un plan projectif réel est connexe. Qu’en est-il du complémentaire de
la droite projective réelle P1(R) dans P1(C)?
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Exercice VI.5. Soit ' un espace vectoriel et soit F C E un sous-espace affine ne
contenant pas 0. Montrer que la projection

p: E—{0} —— P(E)
se restreint en une injection de F dans P(E).

Exercice VI.6. Montrer que (mo,...,mp+1) est un repére projectif de 'espace
projectif P(E) de dimension n si et seulement si, pour tout 7, m; n’est pas dans
le sous-espace projectif engendré par les m; pour j # i.

Exercice VI.7. Soit H un hyperplan vectoriel fixé d’un espace vectoriel E. Soit
FEr ensemble des droites vectorielles de E qui ne sont pas contenues dans H.
Quel est le complémentaire de Ey dans P(E) ? Soit £ € Ep une droite vectorielle
fixée. Montrer qu’il existe une bijection

Egy —— L(¢,H)
de Ep sur l'espace des applications linéaires de ¢ dans H.

Exercice VI.8. Démontrer la proposition VI.1.1 dans le cas complexe (attention a
la séparation!).

Homographies, dualité et birapports

Exercice VI.9. Soit g : P(E) — P(E) une homographie. Montrer que si K = C ou
si K = R et la dimension de P(FE) est paire, g a toujours un point fixe. Trouver
une homographie P;(R) — P;(R) sans point fixe.

Exercice VI.10. Soient f et g deux homographies d’une droite ayant chacune deux
points fixes distincts. Montrer que f et g commutent si et seulement si elles ont
les mémes points fixes.

Exercice VI.11. Quelles sont les homographies de P (K) qui préservent oo ? qui
préservent 0 et oo ? Montrer que le sous-groupe de PGL(2,K) formé des homo-
graphies qui préservent deux points a et b (distincts) est isomorphe au groupe
multiplicatif K*.

Exercice VI.12 (Faisceaux de droites). Un faisceau de droites d’un plan projectif
P est la famille notée m* de toutes les droites passant par un point m. Montrer
qu’un faisceau de droites de P est... une droite de P*.

Exercice VI.13 (Incidences). Soit P un plan projectif. Soient D une droite et m
un point de P hors de D. Soit m* C P* la droite duale, ¢’est-a-dire ’ensemble des
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droites passant par m (voir le § VI.4 et l'exercice VI.12). On définit I'application
d’incidence

i:m* —— D
en associant, & toute droite passant par m, son point d’intersection avec D. Mon-
trer que ¢ est une homographie.

Exercice VI.14 (Perspectives). Soient H et H' deux hyperplans de I’espace projec-
tif P(E), m un point situé ni sur H ni sur H'. Soit  un point de H. Montrer que
la droite ma rencontre H' en un point unique, noté g(x). Montrer que g est une
homographie. On appelle g la perspective de centre m de H sur H' (ou projection
de H sur H').

Montrer que, si D et D’ sont deux droites du plan projectif P et si m est un
point de P situé ni sur D, ni sur D', la perspective de centre m de D sur D’ est
composée de deux incidences.

Exercice VI.15 (Pappus, encore (la démonstration la plus projective))

On reprend les notations de I’énoncé du théoréme de Pappus (théoréme VI.3.2).
Soient O le point d’intersection de D et D', M celui de BC' et A’/C, N celui de
AC" et A’B. Considérer la composition

f:BC 724 A'B

des perspectives de centre C' de BC' sur D’ et de centre A de D' sur A’B. Déter-
miner f(B), f(M), f(C") et f(«). Considérer ensuite la perspective de centre (3

g:BC' —— A'B.
Déterminer g(B), g(M) et g(C"). Identifier g(«) et conclure.

Exercice VI.16 (Faisceau de droites (suite)). Soient dq, do, d3 et d4 quatre droites
d’un faisceau et soit D une sécante (une droite ne passant pas par m). Soit a;
le point d’intersection de d; et de D. Montrer que le birapport [a1, ag, as,as] ne
dépend pas de la sécante D choisie. On ’appelle birapport des quatre droites et
on le note [dy, da, ds, dy4].

Exercice VI.17 (Birapport et dualité). On reprend les notations de I'exercice VI.16.
Montrer que le birapport [a1, ag, a3, a4] est en fait celui des quatre points dy, do,
ds et d4 sur la droite projective m*.

Exercice VI.18 (Faisceau harmonique). On dit que quatre droites concourantes dj,
da, d3 et dg d’un plan affine P forment un faisceau harmonique si leur birapport
vaut —1. Montrer que, pour que les quatre droites concourantes dy, do, d3 et dy
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forment un faisceau harmonique, il faut et il suffit qu'une paralléle & d4 rencontre
dy, da et ds en des points aj, ag, as tels que ag soit le milieu de ajag (figure 17).

FiGure  16. Birapport de
quatre droites

FIGURE 17. Faisceau harmonique

Exercice VI.19. Sur une droite affine réelle, montrer que si quatre points alignés
A, B, C, D forment une division harmonique, un et un seul des points C et D se
trouve a l'intérieur du segment [AB].

Exercice VI.20. Dans un plan affine, soient A’, B’ et C’ trois points des cotés BC,
CA et AB d’un triangle. La droite B'C’ coupe BC en D. Montrer qu’on a ’égalité
A'C B'A (C'B
A'B B'C C'A
Montrer que le produit

= [C,B, A, D).

A'C B'A (C'B

A'B BC C'A
est invariant par homographie.

Exercice VI.21 (Thales, le retour). Quatre droites d, d’, d” et dy passent par un
point m, deux droites D1 et Dy rencontrent dy en mq, mo. Soient A; = D; Nd,
A =D;nd, A7 =D;nd". Que dit dans un plan affine I’égalité des birapports

[Ah /17 lllvml] - [A27 /27 /217m2]

(démontrée dans I'exercice VI.16) quand dj est la droite a I'infini ?

Au chapitre I, on a montré que le théoréeme de Thalés est une traduction du
fait que les projections sont des applications affines. Quelle propriété avez-vous
utilisée ici?
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Exercice VI.22. Deux droites D et D’ se coupent en A. On se donne trois points
B, C et D sur D, trois points B’, C' et D’ sur D'. Montrer que les droites BB’,
CC’" et DD’ sont concourantes si et seulement si [A, B,C, D] = [A, B',C’, D'].

Exercice VI.23. Dans un plan affine euclidien, soient C et C’ deux cercles de centres
O et O'. La droite OO’ rencontre C en A et B, C' en M et N. Montrer que C et
C' sont orthogonaux si et seulement si [A, B, M, N] = —1.

Exercice VI.24. Dans un plan projectif, on considére deux droites D et D’ se
coupant en un point O et un point A en dehors de DU D’. Considérer la figure 18
et construire 'unique droite d telle que (D, D', d, O A) soit un faisceau harmonique.

FIGURE 18

Exercice VI.25. Soit (a,b,c,d) un repére d’un plan projectif. On appelle « l'inter-
section de ab et cd, 3 celle de ad et be, v celle de ac et bd et enfin § celle de ac et
af. Ainsi, les quatre points a, ¢, v et § sont alignés. Montrer que [a, ¢, 7, 0] = —1.

Exercice VI.26 (Perspective (suite)). Soient £ un espace affine de dimension 3, F
un plan de £ et Q un point hors de F. On projette l'espace £ (privé du plan
paralléle & F passant par €2) sur F en associant & m € & 'intersection de la droite
Om avec F. Soit P un plan de £ ne passant pas par €). La projection définit-
elle une application de P dans F 7?7 Quels sont les points de F qui ne sont image
d’aucun point de P ?

On compléte £ en un espace projectif. Montrer que la projection définit une
perspective m du complété de P sur le complété de F. Quelle est 'image de la
droite & I'infini de P ?

Dans cet exercice, 2 peut désigner un ceil ou 'objectif d’un appareil photo-
graphique, F la cornée ou le film, P est un plan de ’espace dont on contemple
I'image. Si F' est une figure dans P, 7(F) est la figure « vue en perspective ».
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Par exemple, on peut considérer une partie de la figure 18 comme un parallélo-
gramme et ses diagonales vus en perspective (c’est clair 7). Dessiner un échiquier
(figure 19) en perspective.

FIGURE 19

La figure 20 reproduit, avec I'autorisation de Frangois Rouviére, son auteur,
qui est aussi celui de [44], une photographie prise pendant ’hiver 1981 sur le pla-
teau de Valensole (Alpes de Haute-Provence). Les pieds de lavande sont disposés
aux sommets d’un réseau (comme les coins des cases de I’échiquier) dans le plan
horizontal (enneigé). Dans le langage de cet exercice, que représente la ligne d’ho-
rizon ? Observer les nombreuses droites paralléles qui se coupent a I'infini. Etant
donnés trois pieds de lavande consécutifs de la méme rangée, ol est le « quatriéme
harmonique » ?

FIGURE 20
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Exercice VI.27. Le groupe symétrique &4 permute les quatre points alignés
a, b, ¢ et d, transformant leur birapport. Montrer que le stabilisateur de
[a,b,c,d] est le sous-groupe V formé de lidentité et des produits de deux
transpositions a supports disjoints. Combien de valeurs prennent les birapports
[0(a),o(b),o(c),o(d)]? Montrer que le quotient &4/V est isomorphe a &3 (voir
aussi l'exercice V.33).

Exercice VI.28. Quelles sont les homographies de P;(K) qui fixent 1 et
échangent 0 et co? En déduire une démonstration sans calcul de 1’égalité
[b,a,c,d] = [a,b,c,d]~t. Montrer de méme les égalités [a,b,d,c] = [a,b,c,d]! et
[a,c,b,d] =1 —la,b,c,d.

Exercice VI.29. Soient a, b, m, n et p cinq points distincts d’une droite projective.
Montrer ’égalité

[a, b, m,n][a,b,n,p]la,b,p,m] = 1.

Exercice VI.30 (Involutions). On appelle involution une homographie g qui n’est
pas I'identité et telle que g? = Id. Montrer qu'une homographie g d’une droite pro-
jective est une involution si et seulement si il existe deux points p et p’ (distincts)
sur cette droite et tels que g(p) =p’ et g(p’) = p.

On donne deux séries de trois points distincts a; et a) (1 < i < 3) d’une
droite projective. Soit f 1'unique homographie de cette droite qui envoie a; sur a;.
Montrer que f est une involution si et seulement si

1=123 —= [a17a27a37a;] = [allva/%aé’aj]’

Soit g une homographie involutive d’une droite projective réelle dans elle-méme.
Montrer que si g a un point fixe, alors elle en a exactement deux. On les note a
et b. Montrer que, pour tout point m de la droite, on a [a,b, m, g(m)] = —1.

Exercice VI.31. Pour chacune des parties de C suivantes, décrire son image par
les homographies indiquées(®) :
— Le premier quadrant (z > 0 et y > 0) par
z—1
z+i
— Le demi-disque |z| < 1, Im(z) > 0 par

Z

2z — 1
241z

Z

(©)Cet exercice est copié dans [50].
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— Le secteur z > 0, y > 0 et y < x par
z

z—1

Z

— La bande 0 < x < 1 par

z—1 z—1
et par z ———

Z .
z z—2

Exercice VI.32 (Photographie aérienne). On considére trois hyperplans H, H; et
Hjy d’un espace projectif P(E) ainsi que deux points m; et msy. On suppose que
m; n’est ni sur H, ni sur H; et on appelle g; la perspective de centre m; de H sur
H; (voir lexercice VI.14). Que peut-on dire de g5 o gfl : Hi — Hs 7 Imaginons
maintenant (en dimension 3) que H soit une partie (supposée plane) de la Terre,
m1 et mo les objectifs de deux appareils photographiques situés dans deux avions
et Hy et Hy les plans des films de ces appareils. En utilisant quatre points de H
(arbres, monuments, etc.) expliquer comment recoller les deux clichés obtenus().

Exercice VI.33. Quel est 'énoncé dual de celui du théoréme de Pappus (théo-
réme VI.3.2) 7

Exercice VI.34. On donne deux points sur une feuille de papier et une régle... trés
courte. Tracer avec cette régle la droite joignant les deux points.

Exercice VI.35. Dans cet exercice, on considére le corps F; a g éléments. Combien
le groupe GL(2;F) a-t-il d’éléments? Et le groupe PGL(2;F,) 7 Et la droite
projective Py (Fg) 7

Montrer qu’il existe un homomorphisme de groupes

h:PGL(2;F;) —— G4q1.

Montrer que h est un isomorphisme quand ¢ = 2 ou 3. Pensez-vous que ce soit le
cas en général 7

On considére le sous-groupe PSL(2;F3) C PGL(2;F3) (quotient de SL(2;F3)
par son centre). Combien a-t-il d’éléments ? Montrer que h induit un isomorphisme
de PSL(2; F3) sur un sous-groupe de &4 que l'on déterminera.

Applications a la géométrie euclidienne

Exercice VI.36. Dans un plan affine euclidien, soient D et D’ deux droites sécantes,
A et A’ leurs bissectrices. Montrer que D, D', A et A’ forment un faisceau har-
monique.

(MVoir par exemple une application « pratique » dans [5].
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Réciproquement, si D, D', A et A’ forment un faisceau harmonique et si A et
A’ sont perpendiculaires, montrer que A et A’ sont les bissectrices de D et D’.
Retrouver le résultat de ’exercice I11.23.

Exercice VI.37 (Deuxieme théoreme de Desargues). On donne un triangle ABC),
une droite d ne passant pas par ses sommets et trois points distincts P, @ et R
de d. Soient P’, Q' et R’ les points d’intersection de d avec les droites BC, C' A et
AB. Montrer que les droites AP, BQ et C'R sont concourantes si et seulement si
il existe une involution de d qui envoie P sur P’, Q sur Q" et R sur R'.

Exercice VI.38 (Orthogonalité en géométrie projective). Le plan affine réel est sup-
posé euclidien. On le compléte en un plan projectif. Montrer que la relation d’or-
thogonalité des directions de droites définit une homographie involutive de la
droite & l'infini.

Exercice VI.39 (’orthocentre, démonstration projective). Soit ABC un triangle
d’un plan affine euclidien. En utilisant le deuxiéme théoréme de Desargues
(exercice VI.37) et l'involution définie sur la droite a l'infini par l'orthogonalité
(exercice VI.38), montrer que ses trois hauteurs sont concourantes.

Exercice VI.40 (Le théoreme des six birapports et ses applications)

Soient A, B, C, D, A’, B', C' et D’ huit points distincts d’une droite projective.
Montrer ’égalité
[A,B,C", D'|B,C, A", D'||C,A,B",D'|[A',B',C,D||B',C', A, D]|C", A', B, D] =1.
Systemes cubiques. Appelons systéme cubique la donnée d’un ensemble X & huit
éléments et de trois parties a quatre éléments A, B et C de X telles que

— les parties ANB, BNC et CN A sont distinctes et ont chacune deux éléments,
— l'intersection AN B NC contient un unique élément.

Les six parties A, B, C, X — A, X — B, X — C sont appelées faces du systéme.

Montrer que, si X est I’ensemble des sommets d’un cube et si A, B et C sont (les
ensembles de sommets de) trois faces passant par un méme sommet, (X, .4, B,C)
est un systéme cubique. Montrer que I'on peut nommer les éléments de X

X = {a, b,c,d, a’,b',c’,d'}
de telle facon que l'on ait
A={bc,d,d}, B={cabt d}, C={ab d}.

Réciproquement, montrer que tout systéme cubique est en bijection avec un
systéme cubique de cette forme (d’ou la terminologie).
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Soit (X, A, B,C) un systéme cubique de points de C = P (C). Montrer que
si cinq des faces de X sont formées de points cocycliques ou alignés, il en est de
méme de la sixiéme.

Applications. Retrouver les résultats des exercices II1.31 (le théoréme de
Miquel), I11.32 (la droite de Simson) et 11134 (le pivot)(®).

Exercices un peu plus théoriques

Exercice VI.41 (Grassmanniennes). Dans cet exercice, K = R ou C. On considére
I’ensemble (la grassmannienne®)) Gj(K™) de tous les sous-espaces vectoriels de
dimension k dans K”. Montrer qu’on peut considérer Gi(K™) comme un quo-
tient de I’ensemble des k-uplets de vecteurs indépendants dans K" et en profiter

(10) Montrer que G, (K™) est un espace topologique

pour le munir d’une topologie
compact.
Montrer que les droites projectives de P, (K) forment un espace topologique

compact.

Exercice VI.42 (Droites affines). Le but de cet exercice est d’étudier I’ensemble des
droites affines d’un espace affine réel.

(1) A quoi l'espace des droites vectorielles orientées de R™*! est-il homéo-
morphe 7

(2) Soit Dy, I'ensemble de toutes les droites affines de R™. On plonge R" dans
R"™*! comme I’hyperplan affine z,,,1 = 1 (et comme d’habitude). Montrer que D,
peut étre considéré comme un sous-ensemble de I’ensemble des droites projectives
de P, (R) considéré dans 'exercice VI.41. On le munit ainsi d’une topologie. Est-il
compact ? Quel est son complémentaire ?

(3) Soit D,, Pensemble des droites affines orientées de R™. Montrer qu'il existe
une bijection

Dy —— {(p,u) R xR" [ ||p| =1 et p-u =0},

On le munit ainsi d’une topologie.

(®)Le texte de cet exercice est dit & Daniel Perrin.

®Du nom de Grassmann.

90n peut aussi munir la grassmannienne d’une topologie en la considérant comme une partie
de l'espace projectif P(AFK™), ot A* désigne la k-iéme puissance extérieure, en associant au
sous-espace E de K™ la droite engendrée par x1 A- - - Axy, pour une base quelconque (z1,. .., Tk)
de E... c’est la méme topologie, un autre exercice, et le plongement de Pliicker.
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(4) Montrer qu’en considérant tous ces espaces, on obtient un diagramme com-
mutatif (dans lequel toutes les applications sont continues) :

D, —— D, CGyR"

| |

st —— P,(R)

Exercice VI.43. Montrer que l’ensemble des droites affines du plan affine K?
s’identifie au complémentaire d’'un point dans le plan projectif Ps.

Exercice VI.44 (Coordonnées barycentriques et reperes projectifs)

On donne trois points non alignés A, B et C d’un plan affine P. Tout point M
de P posséde des coordonnées barycentriques dans le repére (A, B,C). A quelle
condition un triplet (z,y,2) de scalaires est-il un systéme de coordonnées bary-
centriques pour un certain point M ? A quelle condition deux systémes (z,, 2)
et (2/,y/,2") déterminent-ils le méme point de P ?

Soit O un point de coordonnées barycentriques (29, %o, 20). A quelles conditions
les quatre points (O, A, B,C) forment-ils un repére projectif du plan projectif
complété de P?

Exercice VI.45 (Coordonnées barycentriques et reperes projectifs, suite)

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et soit (u, v, w) une base de E. Soit
P le plan affine de F engendré par ces trois vecteurs. Le plan projectif P(E) est
muni du repére projectif

(p(u+v +w), p(u),p(v),p(w)) = (O, A, B, C).

On considére P comme une partie de P(E) (voir au besoin 'exercice VI.5). Mon-
trer que (A, B,C) est un repére affine de P et que le barycentre du systéme
(A, ), (B, ), (C,7)) (avec a+ B+ # 0) est le point de P dont les coordonnées
homogeénes dans le repére (O, A, B, C) sont [a, 3, 7].

Exercice VI.46 (Le théoreme « fondamental » de la géométrie projective)

Soient P(E) et P(E’) deux espaces projectifs réels de méme dimension n > 2.
Soit f : P(E) — P(E’) une bijection telle que, si A, B et C sont alignés, alors
f(A), f(B) et f(C) le sont aussi. Montrer que f est une homographie.

Exercice VI.47. Dans chacune des descriptions de P;(C) données au § VL7, re-
trouver la droite projective réelle P;(R).

Exercice VI.48. On veut montrer qu’il n’y a pas de facon continue de choisir une
orientation des droites d’un espace vectoriel réel orienté de dimension n > 2.
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Montrer qu'un tel choix donnerait une application continue de P, _;(R) dans la
sphére unité telle que la composition
p

P, 1 —— Sn_l — Py
soit I'identité et un homéomorphisme de S"~! dans P,,_; x {£1}. Conclure.

Exercice VI.49 (Topologie du plan projectif réel). On a vu (exercice VI.3) que
P (R) est homéomorphe a un cercle et (voir le § VI.7) P1(C) a une sphére de
dimension 2. Le but de cet exercice est d’étudier Po(R) — qui est nettement
plus compliqué.

(1) Montrer que
Py(R) = {(z,9,2) e R® | 2® +y° +2° =1} [(2,9,2) ~ (—2, ~y, —2)

et que Py(R) est le quotient d’un hémisphére par la relation d’équivalence qui
identifie deux points antipodaux de '’équateur (figure 21).

FIGURE 21 FIGURE 22

Si on essaie d’imaginer(n) ce recollement dans notre espace de dimension 3, on
peut penser a la figure 22. Critiquer cette figure.
(2) On retire la calotte sphérique D image dans P3(R) de

{@al1z 3}

Vérifier que D est homéomorphe & un disque et montrer que Py — D est homéo-

morphe &

M =U x] =g, 3/(u,t) ~ (~u, ).

DVoir [27] et [1] pour de belles images de différentes représentations de Pa(R.).
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(3) Etude de M. Montrer que la premiére projection

UX]*%’%[—)U

définit une application continue p : M — U dont toutes les « fibres » p~!(u) sont
des intervalles | — %, %[ Ainsi M est une sorte de cylindre. Montrer que 'image
du cercle par

Ux{0}cUx]-4 -2
est homéomorphe & un cercle (c’est l'image d’'un P; C P3) mais que le com-
plémentaire de ce cercle dans M est connexe! On peut en déduire que M n’est
pas homéomorphe a un cylindre, c’est une bande de Mobius (voir aussi exer-

cice IX.20).

FIGURE 23

(4) Montrer que M est homéomorphe au quotient de [0, 7] x | — %, %[ par la

relation d’équivalence qui identifie (0,¢) et (7, —t) (ce que symbolisent les fléches
sur la figure 23).

En conclusion : Po(R) s’obtient en recollant un disque D le long du bord a une
bande de Mobius.

Exercice VI.50 (Retour a O (3)). En utilisant I'exercice V.55, montrer que P3(R)
est homéomorphe & O (3).

Exercice VI.51 (Automorphismes du disque). Dans cet exercice, D désigne le
disque unité

D={zeC||z| <1}

de C et le mot « automorphisme » désigne une bijection biholomorphe. En utili-

12)

sant le lemme de Schwarz? | montrer que tout automorphisme de D qui fixe 0

est une rotation.

(12)Voir au besoin [11] ou [50].
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Si a et b sont des nombres complexes tels que |a|®> — [b]* = 1, montrer que
I’application définie par
az+0b
bz+a
est un automorphisme de D. Si w # 0 est un point de D, trouver une homographie

2 —

qui préserve D et envoie w sur 0. En déduire que tout automorphisme de D est
une homographie dont on précisera la forme.
Trouver une homographie qui envoie D sur le demi-plan supérieur H. En dé-
duire que tout automorphisme de H est une homographie de la forme
az+b
cz+d

Z— avec a, b, c et d réels et ad — bc > 0.

Exercice VI.52 (Le demi-plan de Poincaré). Soit H C C le demi-plan supérieur
(Imz > 0). On appelle « droites » de H les demi-cercles centrés sur 'axe des x et
les demi-droites orthogonales a I’axe des x (figure 24). On dit que deux « droites »
sont paralléles si elles ne se rencontrent pas.

M N

FIGURE 24 FIGURE 25

(1) Vérifier que par deux points, il passe une et une seule « droite » et que,
par un point extérieur & une « droite », il passe une infinité de paralléles a cette
« droite » (13),

(2) Si A, B € H, la «droite » AB est un demi-cercle de diamétre M N ou une
demi-droite orthogonale a 'axe des = en M (remarquer que M et N ne sont pas
des points de H). On pose

d(A,B) = {

llog[A, B, M, ]| dans le premier cas
[log[A, B, M, N]| dans le deuxiéme

(13)Ce modele de géométrie non euclidienne plongée dans la géométrie euclidienne a été imaginé
par Poincaré pour montrer I'indépendance du postulat des paralléles des autres axiomes de la
géométrie euclidienne.
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(ou log désigne, bien stir, le logarithme népérien). Montrer que d(A, B) est un
nombre réel positif bien défini (qu’il ne dépend que de A et B) et que d définit
une distance sur H.

(3) On appelle angle de deux « droites » leur angle géométrique au sens eucli-
dien. Que peut-on dire de la somme des angles d’un triangle 7 (figure 25) ?

(4) Montrer que le sous-groupe PSL(2, R) du groupe PGL(2, C) des homogra-
phies de C opére sur H en préservant les distances et les angles(4).

(5) Construire un hexagone régulier dans H dont tous les angles soient droits.

(9 Dans lexercice VL.51, on montre que les homographies réelles sont les seules homographies
qui préservent H, on peut aussi montrer que ce sont toutes les isométries directes de (H,d).
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VII
CONIQUES ET QUADRIQUES

Ce chapitre est consacré aux quadriques et surtout aux coniques. J’ai essayé de
garder un équilibre entre

— les aspects algébriques : une quadrique est définie par une équation de degré 2,
ce qui a des conséquences...

— les aspects géométriques : une conique du plan euclidien est susceptible d’une
définition strictement métrique... et ceci aussi a des conséquences.

Les deux premiéres parties du chapitre sont élémentaires et dévolues respecti-
vement & ces deux aspects des coniques affines.

Pour les lecteurs plus avancés, j'en viens ensuite seulement aux coniques et qua-
driques projectives. J’étudie les propriétés liées a la définition algébrique, polarité
et dualité notamment, j’ébauche le lien avec les homographies, autour du théo-
réme de Pascal et je montre que les propriétés affines et métriques des coniques
affines peuvent se déduire du traitement projectif.

Dans une derniére partie, je montre comment les résultats des §§ I11.4 et V1.7 sur
les faisceaux de cercles et les inversions se racontent trés simplement en observant
les droites couper une quadrique d’un espace de dimension 3. J’inclus aussi dans ce
chapitre un appendice de rappels sur les formes quadratiques et quelques exercices
de « mise en forme ».

VII.1. Quadriques et coniques affines, généralités

Notations

Le corps de base est K = R (le plus souvent) ou C. J'utiliserai en méme temps
une forme quadratique g, sa forme polaire ¢ et I’application linéaire ¢ : E — E*
qu’elle détermine (voir au besoin le § VIL7).
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Plagons-nous dans un espace affine £. Commengons par un probléme (assez
fondamental en mathématiques) : doit-on définir une quadrique comme un en-
semble de points satisfaisant une équation ou comme cette équation elle-méme ?
On a envie de définir une quadrique affine comme ’ensemble des points vérifiant
une équation du second degré

C={Meé&|f(M)=0}
ou f est un polynéme de degré 2, c’est-a-dire qu’il existe un point O, une forme
quadratique non nulle ¢, une forme linéaire Lo et une constante co tels que
— —
f(M)=q(OM)+ Lo(OM) + co.

On remarquera que la forme de ’expression ne dépend pas du point O choisi : si
O’ est un autre point,

—_— —— —_— ——
F(M) = ¢(O0 + O'M) + Lo(O0 + O'M) + co
— — —— — — —
— o(OM) + (26(00, O'M) + Lo(O'M) + (4(00) + Lo(00)) + co)
— —
= q(O’M) + LO/<O/M) + cor.

Ce calcul montre aussi que la partie quadratique du polyndéme, c’est-a-dire la
forme ¢, ne dépend pas non plus du point O. La forme linéaire et la constante,
elles, en dépendent.

Remarque VII1.1. Je viens de définir ce qu’était un polyndéme du second degré
sans écrire de mondéme! Si, au lieu d’une origine O, on choisit tout un repére, le

polynéme f s’écrit, dans les coordonnées (z1,...,x,) associées
f(l‘l, c. ,:cn) = Z Q5 LT 5 + Z bil‘i +c.
—
— —
M a(OM) L(OM)

C’est bien ce que toutes les lectrices sont certainement d’accord pour appeler un
polynéme du second degré.

La définition donnée n’est pas absolument satisfaisante au regard des questions
de classification. Considérons par exemple, dans un plan affine réel muni d’un
repére, les équations

— d’une part, 22 +y? +1 =0,

— de l'autre 22 + 1 = 0.

Bien entendu, elles définissent le méme ensemble de points (I’ensemble vide!).
Pourtant, il n’est pas trés raisonnable de les considérer comme équivalentes : si on
les considére dans un plan complexe, 'une décrit une authentique conique, 'autre
deux droites paralléles.
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Il est donc préférable™) de considérer le polynéme f plutot que les points qu’il
définit. Bien entendu, deux équations proportionnelles f et Af (A # 0) devront
étre considérées comme équivalentes.

Définition VII.1.2. On appelle quadrique affine la classe d’équivalence d’un poly-
nome du second degré f : &€ — K sous la relation « f ~ g si et seulement si g est
un multiple scalaire de f ». Une quadrique plane est appelée conique. L’ensemble
des points de & vérifiant ’équation f(M) = 0 est I'image de la quadrique.

Remarque VII.1.3. Jinsiste : le polynéme f est du second degré, c’est-a-dire, sa
partie quadratique ¢ n’est pas nulle.

Toujours dans un plan affine muni d’un repére, on voudra aussi faire une diffé-
rence entre des équations telles que zy = 0 (qui décrit deux droites sécantes) ou
22 = 0 (qui décrit une droite, dite double) et 2 + 4% —1 =0 ou 22 —y = 0 (qui
décrivent de « vraies 