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A MES PARENTS



Je ne publie qu’un volume, Du coté de chez Swann, d’un roman qui aura pour titre
général A la recherche du temps perdu. J'aurais voulu publier le tout ensemble ;
mais on n’édite plus d’ouvrage en plusieurs volumes. Je suis comme quelqu’un qui
a une tapisserie trop grande pour les appartements actuels et qui a €té obligé de
la couper.

De jeunes écrivains, avec qui je suis d’ailleurs en sympathie, préconisent au
contraire une action bréve avec peu de personnages. Ce n’est pas ma conception
du roman. Comment vous dire cela ? Vous savez qu’il y a une géométrie plane et
une géométrie dans l’espace. Eh bien, pour moi, le roman ce n’est pas seulement
de la psychologie plane, mais de la psychologie dans le temps. Cette substance
invisible du temps, j’ai taché de l’isoler, mais pour cela il fallait que ’expérience
pat durer. J'espére qu’a la fin de mon livre, tel petit fait social sans importance,
tel mariage entre deux personnes qui dans le premier volume appartiennent o des
mondes bien différents, indiquera que du temps a passé et prendra cette beauté de
certains plombs patinés de Versailles, que le temps a engainés dans un fourreau
d’émeraude.

Marcel Proust
Le Temps du 12 novembre 1913
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Préface par Michel Raynaud

En 1961, John Tate pose les bases d’une géométrie analytique globale sur un corps
valué non archimédien. Par opposition a la géométrie analytique “molle” (wobbly
spaces), il va Dappeler géométrie analytique rigide.

Tate se place sur un corps valué K, corps des fractions d’un anneau de va-
luation complet R, de hauteur 1. Soient I' le groupe de la valuation de K et k le
corps résiduel de R. On note K(T') Ialgébre de Banach noethérienne des séries
entiéres convergentes sur un polydisque unité fermé. Les piéces élémentaires, qui
vont constituer ces espaces rigides, sont les affinoides. Ils sont définis par leur al-
geébre A de fonctions holomorphes, algébre de Banach quotient de 1’algébre K (T')
et par leur ensemble de points qui est le spectre maximal de A. La nouveauté
consiste a introduire certains recouvrements ouverts admissibles de ces affinoides
qui se chevauchent suffisamment pour que leurs espaces de fonctions holomorphes
se recollent. Le prototype de tels recouvrements consiste & prendre une fonction
holomorphe f sur un affinoide X, un élément v de I' et & recouvrir X par les
deux ouverts affinoides ou f prend des valuations > v et < . Plus généralement,
Tate étudie les recouvrements d’un affinoide par des ouverts affinoides spéciaux
et montre qu’ils sont acycliques. Il faut toute 'autorité de Serre et la complicité
de I'THES pour que le texte de Tate soit disponible dés 1962. Plus tard (en 1971),
viendra une publication en bonne et due forme dans Inventiones [43].

La théorie de Tate est reprise et complétée par R. Kiehl en 1967 dans [34, 35].
Kiehl présente les recouvrements qui donnent lieu a recollement dans le cadre
d’une topologie de Grothendieck (comme celui-ci 'avait d’ailleurs suggéré a Tate),
obtient les énoncés de recollement et de nullité de la cohomologie pour les faisceaux
cohérents sur les affinoides, introduit les espaces rigides propres et prouve les
énoncés de finitude de la cohomologie afférents.

Les premiéres applications de la géométrie rigide mettent en jeu des revéte-
ments analytiques de degré infini. C’est d’abord la réalisation de la courbe ellip-
tique dite de Tate, comme quotient du groupe multiplicatif par un réseau, qui a été
une profonde motivation pour le fondement de la théorie. Ce résultat est étendu
par Mumford en genre supérieur : une courbe propre et lisse sur K, qui admet sur
R une réduction semi-stable ayant une fibre spéciale a composantes irréductibles
rationnelles, posséde une uniformisation « a la Schottky » : elle est le quotient par
un groupe libre de type fini, d’un ouvert rigide de la droite projective sur K.



xiv Préface par Michel Raynaud

A partir des années 70, la géométrie analytique rigide va s’égailler, de facon
un peu anarchique, dans des directions variées que nous allons rapidement évoquer.

Géométrie rigide et géométrie formelle. A un R-schéma formel X localement
de présentation finie, on associe un K-espace rigide X, sa “fibre générique” : un
ouvert affine formel de X de R-algébre o/ correspond a 'ouvert affinoide de X,
de K-algébre A = & @ K. Pour X, le schéma formel X joue alors le role d’'un
modéle R-entier et on dispose d’une spécialisation de X vers la fibre résiduelle
X de X. Réciproquement, si I'on part d’'un K-espace rigide X, séparé de type
fini, il est la fibre générique d’'un R-schéma formel de présentation finie X. De
plus, deux modéles entiers de X sont comparables par éclatement formel permis,
c’est-a-dire de centre dans la fibre fermée. Vue ainsi, la géométrie rigide apparait
comme étroitement liée & la géométrie formelle et il existe souvent des modéles
entiers naturels, comme dans la théorie de Mumford-Schottky. Ce point de vue
est esquissé en 74 dans [41]. Un role clé est joué par une technique de platification
par éclatement dont la version algébrique est présentée dans [42]. La version for-
melle parait quelques années plus tard (Mehlmann [39], Bosch, Liitkebohmert [9]).
Partant d’un morphisme u: g — X entre R-schémas formels de type fini, qui est
plat sur les fibres génériques, on peut modifier les modéles entiers par éclatement
permis de fagon & obtenir un morphisme plat entre modeéles formels u’: )’ — X'.

Le point de vue de Berkovich. Celui-ci considére pour tout n-uple de nombres
réels > 0 r = (ry,...,7y), Palgébre de Banach noethérienne K (r~1T) des séries
convergentes dans le polydisque fermé |T;| < 7; et les affinoides ont encore pour
algébre de fonctions holomorphes les algébres de Banach A, quotient de K (r~1T).
Mais, au lieu de se limiter aux points & valeurs dans les extensions finies de K,
Berkovich évalue les éléments de A dans des corps valués L, complets pour une
valeur absolue réelle arbitraire qui prolonge celle de K. La topologie des réels
retrouve sa place : 'espace des points d’un affinoide, muni de la topologie produit,
est compact et localement connexe par arcs. Durant les années 90, Berkovich
développe la cohomologie étale des espaces rigides et celle des cycles évanescents
sur les schémas formels, pour des coefficients ¢-adiques, ot £ est un nombre premier
distinct de la caractéristique de k [2, 3, 4].

L’approche de Fujiwara. On part du point de vue des R-schémas formels,
a éclatements permis prés. Considérons un K-espace rigide de type fini, séparé
X. Ses modéles entiers X forment un systéme projectif filtrant de R-schémas for-
mels qui, par passage a la limite, donnent un espace annelé quasi-compact. Cette
construction, qui rappelle celle de la votte étoilée (Riemann space) introduite en
géométrie algébrique par Zariski, conduit & des “modéles entiers limites” lointains
mais canoniques. La platitude, aprés éclatement permis, devient une platitude au
niveau des modéles limites. Cette présentation est esquissée dans [20] et devrait
étre développée dans un ouvrage & venir.

Ainsi, depuis sa naissance, la géométrie rigide a oscillé entre le point de vue
des K-séries convergentes qui 'apparente a la géométrie analytique complexe et
celui des R-modéles entiers formels qui la relie a la géométrie algébrique sur k.
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Le but de ce livre est de présenter les fondements d’une géométrie rigide-
formelle relative. Le point de vue adopté est celui des schémas formels a écla-
tements permis prés, mais est abordé dans une situation relative. Les tentatives
faites jusqu’a présent (confer [8]) devaient distinguer deux cas : la base .7 était
soit un schéma formel noethérien, soit un R-schéma formel localement de présen-
tation finie. Trouver une approche uniforme qui englobe ces deux cas particuliers,
requiert de dégager une classe d’anneaux topologiques, qui satisfont a certaines
propriétés de cohérence et ont un bon comportement vis-a-vis de la platitude, par
complétion.

Michel Raynaud
mars 2009



Avant-propos

Il n’est guére possible d’aborder la lecture de ce traité sans avoir une bonne
connaissance des oeuvres suivantes d’A. Grothendieck :

a) Eléments de Géométrie Algébrique [28, 29, 30, 31];
b) Séminaires de Géométrie Algébrique 1 et 4 [26, 1].

Le lecteur prendra garde que nos références 8 EGA I [28] se rapportent a la seconde
édition (Springer-Verlag, 1971).

Nous suivons d’une maniére générale la terminologie introduite par Grothen-
dieck dans les traités mentionnés ci-dessus. Nous nous en écartons & de rares excep-
tions prés, bien mentionnées dans le texte, afin de mettre ’accent sur les concepts
fondamentaux pour ce traité. Ainsi, nous renforgons la définition d’anneau adique
et les notions géométriques qui en découlent.

Suivant les conventions de ([1] VI), nous utilisons 'adjectif cohérent comme
synonyme de quasi-compact et quasi-séparé.



Introduction

1. La géométrie rigide est devenue, au fil des ans, un outil indispensable dans
un grand nombre de questions en géomeétrie arithmétique. Depuis ses premiéres
fondations, posées par J. Tate en 1961, la théorie s’est développée dans des direc-
tions variées. Il est hors de notre propos de présenter ici ces diverses approches. Ce
traité se concentrera donc sur celle de M. Raynaud, esquissée en 1974 dans [41],
que nous exposerons dans une situation relative et d’une fagon systématique. Il y
a plusieurs raisons & ce choix. D’une part, plusieurs applications importantes de
la géométrie rigide passent par les schémas formels et utilisent, si ce n’est explici-
tement, du moins implicitement, I’approche de M. Raynaud. D’autre part, de par
son essence méme, cette approche est particuliérement bien adaptée aux questions
de nature algébrique et semble tout a fait incontournable pour les problémes de
platitude.

2. Ce traité sera constitué de deux volumes. Ce premier volume est consacré a
la construction des espaces rigides et a ’étude de leurs propriétés géométriques.
On trouvera plus loin un résumé détaillé de son contenu. Plusieurs aspects de la
théorie de Raynaud ont été développés par Mehlmann dans sa thése [39] et dans
une série d’articles par Liitkebohmert [38], Bosch et Liitkebohmert [8, 9] et Bosch,
Liitkebohmert et Raynaud [10, 11]. Mais le besoin de consolider et compléter les
fondations s’est fait sentir en particulier pour développer la théorie associée de
la cohomologie étale, qui fera 'objet du second volume. Le plan prévu pour ce
dernier est le suivant. Nous établirons d’abord des énoncés de comparaison du
type GAGA entre la topologie algébrique-étale et la topologie rigide-étale, dont
le plus important est du & Gabber et Fujiwara [19]. Celui-ci nous permettra de
ramener certaines propriétés du topos rigide-étale a leurs analogues algébriques.
Nous démontrerons ensuite les principales propriétés de la cohomologie rigide-
étale suivant le plan général de SGA 4 [1] (faisceaux constructibles, théoréme de
changement de base propre, théoréme de changement de base lisse, dimension
cohomologique, cohomologie & support compact, dualité de Poincaré...). Nous
donnerons enfin quelques applications & la cohomologie étale des schémas comme
le théoréme d’acyclicité locale des morphismes réguliers ([1] XIX 4.1).

3. Dans la théorie de Raynaud, les espaces rigides sont les “fibres génériques” des
schémas formels. Avant de préciser cette notion, il nous faut fixer ses limites, c’est



4 Introduction

a dire les conditions de finitude requises sur les schémas formels. Initialement, la
théorie présentait & ce niveau une dichotomie : on pouvait considérer soit des sché-
mas formels de présentation finie sur un anneau de valuation complet de hauteur
1, soit des schémas formels noethériens. Si le premier cas permet de retrouver la
théorie originelle de Tate, le second introduit de nouveaux espaces rigides et donne
& cette approche I'un de ses points forts. Nous unifions ces deux cas en introdui-
sant une nouvelle classe d’anneaux topologiques que nous qualifions d’idylliques.
La premiére propriété importante de ces anneaux, a la base de beaucoup d’autres,
est la propriété d’Artin-Rees (1.8.25). Nous la déduisons dans le cas non noethé-
rien d’'un résultat de Raynaud-Gruson (1.9.18). La seconde propriété importante
est due & Gabber et n’était pas connue en général dans [8, 9, 39] : si A est un
anneau idyllique et B est une A-algébre de type fini, le séparé complété de B pour
la topologie déduite de celle de A est B-plat (1.12.17). On dit qu’un schéma formel
affine est globalement idyllique s’il est de la forme Spf(A), ot A est un anneau idyl-
lique, et qu'un schéma formel est idyllique s’il est adique' et si tout point admet
un voisinage ouvert formel affine globalement idyllique. Nous étendons & ces objets
certains résultats de Grothendieck initialement établis pour les schémas formels
noethériens [28, 30|, entre autres ceux qui portent sur les faisceaux cohérents (2.7.2
et 2.8.5) et leurs cohomologies (théoréme de finitude (2.11.5), comparaison de la
théorie “algébrique” a la théorie “formelle” (2.12.2)...).

4. Pour définir la “fibre générique” d’un schéma formel idyllique, nous avons be-
soin de sortir du cadre des schémas formels (et méme des espaces annelés). Le sens
que nous donnons a cette notion est celui des catégories quotients. Il est naturel
d’inverser dans la catégorie des schémas formels idylliques les éclatements admis-
sibles, c’est & dire de centre un idéal ouvert de type fini (appelés aussi éclatements
permis dans la préface). Raynaud [41] a montré que cette opération suffit pour
retrouver la théorie de Tate au-dessus d’un anneau de valuation complet de hau-
teur 1. Nous 'utiliserons donc comme définition générale. Mais avant d’introduire
la bonne catégorie quotient, nous étudions certains objets et propriétés rigides
relatifs aux schémas formels idylliques, c’est & dire des objets et propriétés stables
par éclatements admissibles. Nous donnons ici deux exemples :

(i) On appelle ordre 1-valuatif un anneau idyllique, local, intégre, de dimension
1 et dont la topologie n’est pas discréte. Un point rigide (resp. un point rigide
fermé) d’un schéma formel idyllique est un sous-schéma (resp. un sous-schéma
fermé) affine dont 'anneau est un ordre 1-valuatif. L’ensemble des points
rigides d’'un schéma formel idyllique X est noté (¥X). Si A est un anneau
idyllique et J est un idéal de définition de A, alors I’ensemble des points
rigides fermés de Spf(A) est en bijection avec I’ensemble des points fermés de
Spec(A) — V(J) (3.3.2). Tout morphisme localement de type fini de schémas
formels idylliques f: X — ) induit une application que 'on note encore

LOn prendra garde que notre notion de schéma formel adique est plus forte que celle de [28].
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f1 (%) — (). Nous montrons que si f: X — ) est un éclatement admissible,
alors lapplication f: (X) — (2)) est bijective (3.3.8).
(i) Soient X un schéma formel idyllique, ¢ un idéal de définition cohérent de
X, Z un Ox-module. On appelle cloture rigide de %, et ’on note %ﬁ?g(ﬁz)
(cf. [31] 5.9), le Ox-module
H)(F) = lim Home, (JI",F).

rig

n

Cette définition ne dépend pas de l'idéal de définition #. Si f: ) — X
est un morphisme adique de schémas formels idylliques, on a un morphisme
canonique fonctoriel
0 0 *
Bi(F): Hiy(F) = [ A (f7F)).
Nous montrons que si f: ) — X est un éclatement admissible de présentation

finie et .# est cohérent, alors (%) est un isomorphisme (3.5.5). C’est une
version formelle du théoréme d’acyclicité de Tate (cf. 3.5.7 et 4.7.9).

5. On désigne par S la catégorie dont les objets sont les schémas formels idylliques
quasi-compacts et les morphismes sont les morphismes localement de présentation
finie, et par B I’ensemble des éclatements admissibles de S. On définit la catégorie
des espaces rigides cohérents, baptisée catégorie de Raynaud et notée R, comme
la catégorie localisée de S par rapport & B. On note S — R, X — X"¢ le foncteur
de localisation. Nous illustrons cette construction par des exemples classiques de
disques et couronnes fermés relatifs (cf. 4.1.9 et 4.3.11). On appelle point rigide
de R l'image canonique du spectre formel d’un ordre 1-valuatif. Cette notion
correspond aux points de la théorie de Tate. Certaines propriétés des morphismes
de S passent au quotient. Ainsi, on dit qu’un morphisme de R est une immersion
(resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée, resp. fini, resp. propre)
s’il admet un modéle formel vérifiant la propriété analogue dans S.

6. La nouveauté par rapport a [8, 9| consiste a développer P'aspect topologique
des espaces rigides cohérents. Pour ce faire, nous généralisons la notion de recou-
vrement admissible de Tate : une famille (X; — X);c; d’immersions ouvertes de
R est un recouvrement admissible si elle admet une sous famille finie couvrante
pour les points rigides, c’est a dire, s’il existe une partie finie J de I telle que
tout point rigide P au-dessus de X majore un point rigide P; au-dessus de I'un
des X;, j € J (i.e., Homx(P;, P) # (). La topologie de R engendrée par les
recouvrements admissibles est appelée topologie admissible. Elle donne naissance
au gros topos admissible, noté R, que nous utiliserons pour définir les espaces
rigides quasi-séparés (mais pas nécessairement quasi-compacts). Il est commode
d’associer & tout espace rigide cohérent X la sous-catégorie Ad,x de R,x formée
des immersions ouvertes U — X. Nous la munirons de la topologie induite par
la topologie admissible de R, appelée encore topologie admissible de X. Le topos
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Xaq des faisceaux d’ensembles sur Ad, x est le topos admissible de X. Tout mor-
phisme f: X — Y de R induit par changement de base un morphisme de topos
admissibles que ’on note encore f: X,q — Yaq.

7. Soit X un objet de S. Notons Bx la sous-catégorie pleine de S,y formée des
éclatements admissibles; c’est une catégorie cofiltrante. Nous démontrons dans
4.5.12 que le topos X5 est canoniquement équivalent & la limite projective du
topos fibré

Sx — Bx,

obtenu en associant a tout objet (X', ¢) de Bx le topos de Zariski X/ et a tout
morphisme f: (X”,4¢) — (¥, ) le foncteur f*: X, — X/  image inverse par le
morphisme de topos déduit de f (cf. [1] VI 8.1.1). Ce théoréme rameéne I’étude du
topos X" a celle des topos bien connus X.,., (¥,¢) € Ob(Bx). Grace aux résul-

tats généraux de ([1] VI §8), nous en déduisons quelques corollaires importants :
(a) Le topos f{:f a mémes points que la vortite étoilée de X (ou I'espace de Zariski-
Riemann), c’est & dire, la limite projective d’espaces topologiques
lim |X'|,

(X/,0)EBy

ol |¥’| désigne 'espace topologique sous-jacent au schéma formel X’ (4.5.15).
Tout point rigide de X définit un point de la votite étoilée, mais cette appli-
cation est loin d’étre surjective en général.

(b) La catégorie .’{:f est canoniquement équivalente a la catégorie des sections
cartésiennes de la catégorie fibrée

8% — B,

obtenue en associant a tout objet (X', ¢) de Bx le topos de Zariski X, et
a tout morphisme f: (X”,¢) — (X', ¢) le foncteur f.: X, — X, image
directe par le morphisme de topos déduit de f (4.5.22). La donnée d’une
section de §5 — B% équivaut & la donnée pour tout objet (X',¢) de Bx
d’un faisceau F, de X, et pour tout morphisme f: (X”,¢) — (X', ¢) d'un
morphisme v¢(F): F, — f.(Fy), ces morphismes étant soumis & des relations
de compatibilité. Une telle section est notée {(X’,¢) — F,}. Les sections
cartésiennes sont caractérisées par la propriété que les morphismes v;(F)
sont des isomorphismes.

(¢) Nous associons fonctoriellement a tout &'x-module .# une section {(X’, ¢) —
L%”r?g(go*f )} de §% — B%. Le théoréme d’acyclicité de Tate implique que
cette section est cartésienne lorsque .% est cohérent. Elle définit donc un fais-
ceau "8 de X1§, appelé fibre rigide de .Z. En fait, nous définirons le faisceau
Z'& pour tout Ox-module .Z (pas nécessairement cohérent) (cf. 4.7.4). Le
faisceau (Ox)™® est un anneau; on le note aussi Oyws. La correspondance
F > F'8 est un foncteur de la catégorie des Ox-modules dans celle des
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Oyrig-modules. Nous étudions les principales propriétés de ce foncteur sur
la catégorie des Ox-modules cohérents. Nous associons & tout morphisme
adique f: X — 9) entre objets de S (en particulier, & tout morphisme de S)
un morphisme de topos annelés f: (.’{:{f, Oxrig) — (@:ﬁ%, Oyris) (cf. 4.7.20).
Si f est un morphisme de S, le morphisme de topos sous-jacent a f est le
morphisme f¥8.

Soient f: X — ) un morphisme propre de S, % un Ox-module cohérent.
Pour tout ¢ > 0, le Oy-module R?f,.% est cohérent, et on a un morphisme
fonctoriel

k% (RIf.F)78 — RIf (F78).

Nous montrons que £° est un isomorphisme ; si de plus, ) admet localement
un idéal de définition monogéne, alors k¢ est un isomorphisme pour tout
g > 0 (4.7.36). On notera que la condition supplémentaire pour ¢ > 1 est
suffisante pour les applications rigides puisqu’il est loisible d’éclater un idéal
de définition cohérent.

8. Nous associons a tout objet X de R un anneau Ox de X,q4 et a tout morphisme
f: X — Y de R un homomorphisme 6;: 0y — f.(Ox) vérifiant des relations de
compatibilité, tels que pour tout objet X de S, Oxrig soit 'anneau défini dans la
section précédente et pour tout morphisme f: X — ) de S, 0xiz soit ’'hnomomor-
phisme déduit de f. On note encore f: (Xaq,0x) — (Yad, Oy) le morphisme de
topos annelés déduit de f et 0 . Nous montrons les résultats suivants :

(1)

Si X est un espace rigide cohérent, alors le topos (Xaq, Ox) est localement
annelé (4.8.6). De plus, les fibres de Ox en les points rigides de X sont des
anneaux locaux noethériens (4.8.10). Cette derniére propriété nous permet
de définir la dimension d’'un &'x-module de type fini.

Soit X un objet de S. Pour qu'un Oxrie-module soit cohérent, il faut et il
suffit qu’il soit de la forme .#8 pour un @x-module cohérent .# (4.8.18). En
particulier, pour tout espace rigide cohérent X, 'anneau Ox est cohérent.
Soient f: X — Y un morphisme propre d’espaces rigides cohérents, F' un
O'x-module cohérent. Alors pour tout entier ¢ > 0, R?f, F' est un Oy -module
cohérent (4.8.22).

On appelle affinoide un espace rigide cohérent qui admet un modéle formel
affine globalement idyllique et ayant localement un idéal de définition mo-
nogéne. Nous montrons que si X est un affinoide et F' est un &x-module
cohérent, alors F' est engendré par ses sections globales et H(X,q,F) = 0
pour tout ¢ > 1 (4.8.26).

9. Nous présentons des versions formelles idylliques de certains résultats de pla-
titude de Raynaud-Gruson, initialement établis dans le cadre algébrique [42]. La
plupart de ces énoncés sont parus dans [9] dans le cas général? et dans [39] pour

20n prendra garde cependant que le traitement de [9] est légérement incomplet.
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les schémas formels de présentation finie au-dessus d’un anneau de valuation de
hauteur 1.

Nous étudions en premier lieu les modules cohérents plats sur les schémas
formels idylliques. Soient f: X — . un morphisme de S, .% un Ox-module cohé-
rent, x € X, s = f(z). Nous introduisons la notion de .-dévissage de # en z, qui
permet de raisonner par récurrence sur la dimension relative dim, (.%#/.7). Quitte
a remplacer (X,z) et (7, s) par des voisinages étales élémentaires, on peut tou-
jours construire de tels dévissages. Nous donnons un critére important pour que
F soit #-plat en x en termes de dévissages relatifs (5.3.6). Nous en déduisons de
nombreux corollaires, entre autres le fait que I’ensemble des points x de X tels que
F soit -plat en x est ouvert (5.3.10).

Il y a deux fagons d’introduire les modules plats sur les espaces rigides cohé-
rents. La fagon la plus directe mais la moins explicite est la définition générale de
la platitude pour les topos annelés. Nous présentons aussi une autre notion plus
ad hoc, celle des modules cohérents rig-plats sur les schémas formels idylliques.
Soient f: X — % un morphisme localement de type fini entre schémas formels
idylliques, .# un Ox-module cohérent, & un point rigide de X. Supposons d’abord
que X = Spf(B) et .¥ = Spf(A) soient formels affines globalement idylliques, que
& soit fermé dans X et que f(2?) soit fermé dans .. Soit K un idéal de défini-
tion de B. On a % = M?, oit M est un B-module cohérent, et & correspond &
un point fermé p de Spec(B) — V(K). On dit que % est rig-f-plat en & si M,
est A-plat. Cette notion se localise bien (c’est pour cela que l'on suppose f(£?)
fermé dans ). Par suite, on peut la globaliser. On dit que & est rig-f-plat 8'il
est rig- f-plat en tout point rigide de X. Nous montrons que si f est un morphisme
de S, pour que .Z soit rig- f-plat, il faut et il suffit que .Z'i& soit f"&-plat dans le
sens des topos annelés (5.5.8).

Soient f: X — % un morphisme de S, .# un Ox-module cohérent rig-f-
plat. Nous montrons qu’il existe un éclatement admissible de présentation finie
p: S — 7 tel que le transformé strict de F ®.» O soit ¥'-plat (5.8.1).
Comme corollaire, nous en déduisons que la platitude pour les modules cohérents
sur les espaces rigides cohérents est stable par changement de base (5.8.9).

Nous étudions aussi les modules cohérents fidélement plats sur les espaces
rigides cohérents. Nous établissons des énoncés de descente fidélement plate pour
les modules cohérents sur les espaces rigides cohérents (5.11.11) et pour les mor-
phismes d’espaces rigides cohérents (5.12.4), dus essentiellement & Gabber, Bosch
et Gortz [6].

10. Nous développons les propriétés différentielles des espaces rigides cohérents.
Nous introduisons d’abord les invariants normaux d’une immersion et les inva-
riants différentiels fondamentaux d’un morphisme. Nous définissons ensuite les
morphismes lisses, non ramifiés et étales par les critéres infinitésimaux, et nous
étudions leurs principales propriétés. Nous donnons enfin quelques critéres de lis-
sité, entre autres le critére jacobien (6.4.21).
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11. La derniére partie de ce volume est consacrée aux espaces rigides quasi-séparés
(mais pas nécessairement quasi-compacts). La notion de recouvrement admissible
s’¢tend naturellement aux préfaisceaux sur R. On appelle espace rigide quasi-
séparé un faisceau du gros topos admissible R qui admet un recouvrement admis-
sible par des objets de R. Nous donnons une caractérisation simple de ces espaces
(7.1.12) qui permet de retrouver des exemples classiques, comme le disque unité
ouvert relatif (7.1.20). Nous étudions ensuite leurs propriétés géométriques, puis
leurs structures héritées des espaces rigides cohérents (site et topos admissibles,
structure annelée. . .).

12. Soient S un schéma cohérent, T" un sous-schéma fermé, U l'ouvert S — T
de S. Supposons la paire (S,T) idyllique (i.e., soit S est noethérien, soit S est
localement de présentation fini au-dessus d’un anneau idyllique A et 'idéal de T
dans S est l'image réciproque d’un idéal de définition de type fini de A). Notons
& = S le schéma formel complété de S le long de T', qui est alors un objet de S,
et posons © = .. Nous associons fonctoriellement & tout U-schéma de type fini
V un préfaisceau (V') sur la catégorie R /6- Nous montrons que si V' est séparé de
type fini sur U, alors (V') est un ©-espace rigide quasi-séparé (7.4.11) ; on le note
Var . Le foncteur V +— V" ainsi défini est appelé foncteur GAGA relatif a (S, T).
Nous I'étudions et montrons qu’il préserve certaines propriétés des morphismes
(e.g., étre propre, fini, lisse, étale, une immersion, une immersion ouverte, une
immersion fermeée).

Soit V' un U-schéma séparé de type fini. Le foncteur GAGA induit un mor-
phisme de topos annelés

(DV: ( a%n, ﬁ‘/an) — (‘/;ar; ﬁv).

Nous montrons qu’il est plat (7.6.8). Si F' est un &Oy-module, on pose F?" =
®¥ (F) (I'image réciproque étant prise au sens des modules). Soient f: V' — V
un morphisme séparé de type fini, F un Oy/-module. On a pour tout ¢ > 0, un
morphisme de changement de base (ou de comparaison)

cd- (qu*F/)an N qufn(Flan).

Nous montrons que si f est propre et F’ est cohérent, alors c? est un isomorphisme
pour tout ¢ >0 (7.6.11).

Remerciements. Voila des années que j’ai été séduit par 'approche de la géométrie
rigide proposée par Michel Raynaud. Ce livre, qu’il me fait I’honneur de préfacer,
en est 'illustration. Je I’ai congu comme un témoignage de reconnaissance et d’ad-
miration. Ce travail a germé durant ma longue collaboration avec Takeshi Saito
sur la théorie de la ramification. Il n’aurait peut-étre pas vu le jour sans son sou-
tien et ses encouragements. Je suis heureux de lui exprimer ici ma reconnaissance
et ma sincére amitié. L’influence de Siegfried Bosch, Ofer Gabber et Werner Liit-
kebohmert sur ce traité est évidente. Je leurs exprime mes vifs remerciements. Je
remercie également Pierre Berthelot, Jean-Francgois Dat, Michel Gros, Luc Illusie
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et Farid Mokrane pour leurs conseils et encouragements. Ce projet a bénéficié de
I’hospitalité de I’Université de Tokyo durant de nombreux séjours entre 2004 et
2008 et de I’Université de Bielefeld ainsi que de 1’Université de Padoue en 2006. Je
remercie les auditeurs d’un cours que j’ai donné sur ce sujet a I’Université de To-
kyo durant le printemps 2008 et dont les questions et remarques ont été précieuses
pour mettre au point ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre contient des rappels et compléments d’algébre commutative, de géo-
métrie algébrique et de topologie. Nous introduisons les anneaux idylliques et nous
établissons leurs principales propriétés. Certains compléments de géométrie algé-
brique ne serviront qu’au second volume. C’est le cas du théoréeme 1.13.21, da
a Gabber, qui donne un complément au résultat de platification par éclatement
admissible de Raynaud-Gruson ([42] 5.2.2), et de la section 1.16 qui généralise au
cadre idyllique des résultats d’algébrisation d’Elkik [17].

Tous les anneaux considérés dans ce traité possédent un élément unité ;
les homomorphismes d’anneaux sont toujours supposés transformer
lélément unité en ’élément unité; un sous-anneau d’un anneau A est
supposé contenir ’élément unité de A. Nous considérons surtout des
anneauxr commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans préciser,
il est sous-entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif; en particulier,
il est sous-entendu, lorsque nous parlons d’un topos annelé (E, A) sans
préciser, que A est commutatif.

1.1 Des catégories et des topos

1.1.1.  Pour une catégorie €, nous notons Ob(%’) I’ensemble de ses objets, €° la
catégorie opposée, et pour X,Y € Ob(%), Homy (X,Y) (ou Hom(X,Y) lorsqu’il
n’y a aucune ambiguité) ensemble des morphismes de X dans Y.

Si € et €’ sont deux catégories, nous désignons par Hom(%, ¢”’) I’ensemble
des foncteurs de € dans €, et par Hom(%,¢”) la catégorie des foncteurs de €
dans €.

Soient & une catégorie, € et ¢’ deux catégories sur & (|26] VI 2). Nous notons
Home (%, ¢") 'ensemble des &-foncteurs de 4 dans €” et Homeuyi s (€, 6”) 'en-
semble des foncteurs cartésiens ([26] VI 5.2). Nous désignons par Homg (%4, %”) la
catégorie des &-foncteurs de ¢ dans ¢” et par Hom,,,( (%, ¢”) la sous-catégorie
pleine formée des foncteurs cartésiens.

A. Abbes, Eléments de Géométrie Rigide, Progress in Mathematics 286,
DOI 10.1007/978-3-0348-0012-9_1, © Springer Basel AG 2010



12 Chapitre 1. Préliminaires

1.1.2. Soient U un univers, Cat la catégorie des catégories qui se trouvent dans
U, ¥ — & un morphisme de Cat (i.e., un foncteur). Si € est clivée normalisée
sur & ([26] VI 7.1), elle donne naissance aux objets suivants :

(C1) une application S — %5 de Ob(&’) dans Cat;

(C2) une application f — f* associant a toute fleche f: T'— S de & un foncteur
f*:Cs — 61

(C3) une application (f, g) — cq,¢, associant & tout couple de fleches composables
(f,g) de &, un homomorphisme fonctoriel ¢q 7: g*f* — (fg)*.

Ces données satisfont aux conditions suivantes :

(C4) pour tout objet S de &, f =idg implique f* = idey ;

(C5) pour tout morphisme f: T'— S de &, on a g, 5 = idf« et cgjias = idg;
(Cg) pour tout triplet h: V. — U, g: U — T, f: T — S de morphismes de &, on a

Cah,f © (Chog * [*) = cn,pg 0 (R ¥ cq 1) (1.1.2.1)

Suivant ([26] VI 8), nous appelons pseudo-foncteur de &° dans Cat un en-
semble de données (C1), (C2) et (C3) satisfaisant aux conditions (Cy4), (Cs5) et (Cg).
On renvoie & loc. cit. pour la construction inverse qui associe & un pseudo-foncteur
de &° dans Cat une catégorie clivée normalisée sur &. Les catégories fibrées sur
& sont caractérisées par la propriété que les homomorphismes ¢4 ¢ sont des iso-
morphismes.

Un &-foncteur F': ¥ — 2 de catégories clivées normalisées sur & donne
naissance aux données suivantes ([26] VI 12) :

(F1) un foncteur Fg: s — Ps pour tout S € Ob(&);

(F2) un homomorphisme fonctoriel ¢;: Frfy — f5Fs pour tout morphisme
f:T — Sdeé.

Ces données satisfont aux conditions suivantes :

(F3) @ias = idp, pour tout S € Ob(&);
(F4) pour deux morphismes g: U - T et f: T — S de & on a

pro0 (Frecly) = (clpxFs)o(ghxpp) ooy * fi).  (112:2)

On obtient ainsi une correspondance biunivoque entre l’ensemble des &-
foncteurs de € dans 2, et l'ensemble des données (Fy) et (F2) satisfaisant aux
conditions (F3) et (F4). Les foncteurs cartésiens sont caractérisés par la propriété
que les homomorphismes ¢y sont des isomorphismes.

1.1.3. Soient U un univers, ¥ une catégorie. On note U-Ens, et I'on appelle
catégorie des U-ensembles, la catégorie des ensembles qui se trouvent dans U. On
désigne par 6y la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur %, c’est a dire la
catégorie des foncteurs contravariants sur € a valeurs dans U-Ens ([1] I 1.2). Si €
est munie d’une topologie ([1] II 1.1), on désigne par <€~U le topos des faisceaux de
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U-ensembles sur ¢ ([1] IT 2.1). Lorsqu’aucune ambiguité n’en résultera, on omettra
U des notations U-Ens, %AU et %TU.

On dit que % est une U-catégorie si pour tout couple d’objets (X,Y) de ¥,
l’ensemble Hom(X,Y) est isomorphe & un élément de U ([1] T 1.1).

Supposons que % soit une U-catégorie. On a un foncteur canonique ([26,
11.3]):

hy: € — Cy. (1.1.3.1)

Rappelons que pour un objet X de &, le préfaisceau hy (X ) est défini comme suit.
Soit Y € Ob(%).

(a) Si Homg (Y, X) est un élément de U, alors he(X)(Y) = Homg (Y, X).

(b) Supposons que Homg (Y, X) ne soit pas un élément de U et soit R(Z, X,Y) la
relation : I’ensemble Z est but d’un isomorphisme Home (Y, X) = Z. On pose
alors he (X)(Y) = 7zR(Z, X,Y), ou 7 est le symbole de Bourbaki-Hilbert.
Le foncteur he est pleinement fidele ([1] I 1.4).

Pour F' un objet de %y, on note ¢,p la catégorie suivante ([1] I 3.4.0). Les
objets de € sont les couples formés d’un objet X de € et d’un morphisme u de
X dans F. Si (X, u) et (Y,v) sont deux objets, un morphisme de (X, u) vers (Y, v)
est un morphisme g: X — Y tel que u =wvog.

1.1.4. Rappelons que la donnée d’une topologie sur une catégorie ou les pro-
duits fibrés sont représentables est complétement déterminée par la donnée de ses
familles couvrantes de morphismes ([1] II 1.3.1).

1.1.5. Soient U un univers, ¢ un U-site ([1] II 3.0.2), € le topos des faisceaux de
U-ensembles sur %, X un objet de %. On munit % x de la topologie induite par la
topologie de " au moyen du foncteur “source” jx: €,x — ¢ ([1] III 3.1). D’aprés
([1] III 5.2), jx est un foncteur continu et cocontinu. Il définit donc une suite de
trois foncteurs adjoints :

ixi (€x)" =%, %= (6x)7, xe (6x)" =%, (L151)

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est
adjoint & droite de 'autre. Le foncteur jx, se factorise par la catégorie ¢ xa, ot

X*® est le faisceau associé a X, et le foncteur induit (¢)x)~ — %7 xa est une
équivalence de catégories ([1] III 5.4). Le couple de foncteurs (5%, jx.) définit un

morphisme de topos jx: € x. — €.

1.1.6. Soient & un topos, X un objet de &. D’aprés 1.1.5, & x est un topos et
on a un morphisme canonique

jx: Ex — &, (1.1.6.1)

dit morphisme de localisation ([1] IV 5.2). Pour tout objet F' de &, on pose F|X =
JiF.
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Soient u: & — & un morphisme de topos, ¥: X’ — v*(X) un morphisme
de &’. On peut alors considérer le morphisme de topos

up: i —  Ex (1.1.6.2)

composé de

éa//X/ ﬂ(g//u*(x) Lg/x 5

ou la premiére fleche est le morphisme de localisation associé a i ([1] IV 5.5) et la
seconde fleche est le morphisme déduit de u par ([1] IV 5.10). Il résulte aussitot
que le diagramme

&) x —=&/x

l ij

&' N &£
est commutatif a isomorphisme canonique prés.

1.1.7. Soit U un univers. Si & et &’ sont deux U-topos ([1] IV 1.1), nous désignons
par Homtop(&', ') la catégorie des morphismes de topos de & dans &”. On a alors
un foncteur pleinement fidéle

Homtop(&,&’) — Hom(&, &), u s u,.

Si & et & sont deux U-topos fibrés sur une catégorie € (|1] VI 7.1), nous
désignons par Homtop (&, &”) la catégorie des morphismes de topos fibrés et
par Homtop,,,,+(&,&") la sous-catégorie pleine formée des morphismes m tels
que m, soit un foncteur cartésien ([1] VI 7.1.7).

1.1.8. Soient U un univers, ¥ un U-site, & le topos des faisceaux de U-ensembles
sur . On sait que la catégorie U-Ens des U-ensembles est un U-topos ([1] IV 2.2).
On désigne par Pt(&) = Homtop(U-Ens, &) la catégorie des points de & ([1] IV
6.1).

Soient p un point de &, ¢,: & — U-Ens le foncteur fibre correspondant ([1]
IV 6.2). On rappelle qu’un voisinage du point p du topos & est un couple (X, £), ot
X € Ob(&) et £ € X, ([1] IV 6.8). D’aprés ([1] IV 6.7.2), on peut aussi interpréter
§ comme un relévement de p en un point du topos & x. Ces voisinages forment
une catégorie cofiltrante que I'on note V(p) ([1] IV 6.8). On a un isomorphisme
canonique fonctoriel ([1] IV 6.8.1)

pp(F) = Fp ~ lim F(X). (1.1.8.1)

V(p)°

On désigne encore, par abus de notations, par ¢, le composé¢ ¢, o€, oil
€: € — & est le foncteur canonique ([1] II 4.4.0). On rappelle qu’un voisinage du
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point p dans le site € est un couple (X, &), ou X € Ob(%) et £ € ¢,(X). Ces
voisinages forment encore une catégorie cofiltrante que 'on note Vg (p) ([1] IV
6.8.2). On a un isomorphisme canonique fonctoriel ([1] IV 6.8.3)

F, ~ lim F(X). (1.1.8.2)

Ve (p)©

1.1.9. Soit (&, A) un topos annelé. Nous notons Mod(A) la catégorie des A-
modules, D(A) sa catégorie dérivée, D™ (A), DT(A) et D(A) les sous-catégories
pleines de D(A) formées des complexes & cohomologie bornée supérieurement,
inférieurement et des deux cotés, respectivement.

1.1.10. Soit (&, A) un topos annelé, M un A-module. On rappelle que M est dit
plat si le foncteur N — N ®4 M est exact sur la catégorie des A-modules. On a
alors les propositions suivantes ([1] V 1.6) :

1.1.10.1. Lorsque M est plat, pour tout point p de &, le Aj,-module M, est plat.

1.1.10.2. Soit (p;)ics une famille conservative de points de & telle que pour tout
i € I, M), soit un A,,-module plat. Alors M est plat.

1.1.11. Etant donné un morphisme u: (', A’) — (&, A) de topos annelés, nous
utilisons pour les modules la notation u~! pour désigner I'image inverse au sens
des faisceaux abéliens et nous réservons la notation u* pour I'image inverse aux
sens des modules.

1.1.12. Soient u: (&7, A") — (&, A) un morphisme de topos annelés, M un A’-
module.

1.1.12.1. On dit que M est u-plat en un point p de &’ si My est un (Ayop)-module
plat.

1.1.12.2. On dit que M est u-plat si le u=!(A)-module M est plat. Il revient au
méme de demander que le foncteur N +— u*(IN) ® 4+ M de la catégorie des A-
modules dans la catégorie des A’-modules soit exact ([1] V 1.7).

1.1.12.3. On dit que u est plat en un point p de & (resp. plat) si A’ est u-plat en
p (resp. u-plat).

1.1.12.4. Si M est u-plat, il est u-plat en tout point de &”’. Si & a suffisamment
de points, pour que M soit u-plat, il faut et il suffit qu’il soit u-plat en tout point
de &’.

1.1.12.5. Soient X un objet de &, ¥ : X’ — w*(X) un morphisme de &’. D’aprés
1.1.6, on a un diagramme commutatif & isomorphisme canonique prés de mor-
phismes de topos annelés

(&)x, AIX") L (&)/x, AIX)
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Ol U 5/’X, — &) x est le morphisme de topos associé a (u,v) (1.1.6.2). Si M est
u-plat, alors M|X" est uy-plat ([1] V 1.6.1).

1.2 Scholie sur le morphisme de changement de base

1.2.1. Si f: (E,A) — (F,B) est un morphisme de topos annelés, nous notons
07: B — f.(A) 'homomorphisme canonique. Suivant la convention (1.1.11), nous
utilisons pour les modules la notation f~! pour désigner I'image réciproque au
sens des faisceaux abéliens en réservant la notation f* pour 'image réciproque
au sens des modules. Nous désignons par R?f,, ¢ € N, les foncteurs dérivés du
foncteur f.: Mod(A) — Mod(B) pour les modules.

1.2.2. Soit

E’L>E
f'l lf
F’LF

un diagramme de morphismes de topos, commutatif & isomorphisme canonique
prés; autrement dit, on a un isomorphisme

fean 5 8.1 (1.2.2.1)

On définit un morphisme de foncteurs

B fe — fra, (1.2.2.2)

appelé morphisme de changement de base, de la maniére suivante : se donner un
tel morphisme équivaut a se donner un morphisme

fv = Bafla®.
On prend pour ce morphisme le morphisme composé
fe = frana® = ﬁ*f;a*a

ou le premier morphisme est induit par le morphisme d’adjonction id — a,a™ et
le second par (1.2.2.1).

En restreignant (1.2.2.2) aux faisceaux abéliens (resp. de groupes), on déduit
un morphisme pour tout g > 0 (resp. pour ¢ =0,1)

B*(RIfy) — (RIfL)a*. (1.2.2.3)
En effet, cela revient & donner un morphisme

RYf. — BRI fL)a”,
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et on prend le morphisme composé
Rif. — (Rif)awa® — Ri(fa).a® = RIBS )™ — B (RIfL)a™,

oll le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction id — a.a*, le
deuxiéme et le dernier de la suite spectrale de Cartan-Leray ([1] V 5.4) et le
troisiéme de (1.2.2.1).

1.2.3. Soit

(F',B') —2~ (F, B)

un diagramme de morphismes de topos annelés, commutatif a isomorphisme ca-
nonique prés ; autrement dit, on a un isomorphisme

feas 5 Buf! (1.2.3.1)
et le diagramme
A<l g " pp (1.2.3.2)
f*(%)l lﬁ*((?f/)
folond) — 20 (1)

est commutatif. Si M est un A-module, on a, pour tout ¢ > 0, un morphisme
B’-linéaire canonique

B (RIf M) — RIfL(a* M), (1.2.3.3)
appelé morphisme de changement de base. En effet, cela revient a donner un mor-
phisme

RYf.M — B. (qu;(a*M)),

et on prend le morphisme composé
RYf.M — R f.(axa” M) —R(fa). (@ M) SRYUBS)« (e M) — B.(R? fi(a” M)),

ol le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction id — a.a*, le
deuxiéme et le dernier de la suite spectrale de Cartan-Leray ([1] V 5.4) et le
troisiéme de (1.2.3.1).

Proposition 1.2.4 ([1] XII 4.4).
(i) Soit

E”L>E/L>E

f,,l f,l fl
s E

F/ ——> [ ——>F
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un diagramme de morphismes de topos tel que chaque carré soit commutatif
a isomorphisme canonique prés. Alors le diagramme

(86') fi(aa)

ﬂ/*/@) f* ﬁ/*f;a* f:‘/a/*a*

ot les morphismes horizontaux proviennent des morphismes de change-
ment de base est commutatz’f De plus, le diagramme obtenu en remplacant
Fer £10 7 par RYfo RYFLRYF! pour les faisceaux de groupes est aussi com-
mutatzf.
Soit

(B", A") = (', A') = (E, A)

fﬁl f/l fl
(F",B") = (F', B') —~ (F, B)

un diagramme de morphismes de topos annelés tel que chaque carré soit com-
mutatif & isomorphisme canonique pres. Alors pour tout A-module M et tout
entier ¢ > 0, le diagramme

(86")" (R £ M) Rif ((aa’)" M)

BB (R1fM)) — " (R f(a" M) —= R fI (o’ (" M))

ot les morphismes horizontauzr proviennent des morphismes de changement
de base est commutatif.
Soit

E ——=E

1)

F'——F

o —sa

un diagramme de morphismes de topos tel que chaque carré soit commutatif
a isomorphisme canonique prés. Alors le diagramme

Y (9f)« (9" f)scx

Y G fu 925" f« g fea®
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ol les morphismes horizontaux proviennent des morphismes de changement
de base est commutatif.

(iv) Sous les hypothéses de (iii), pour tout faisceau de groupes B, on a un mor-
phisme de suites spectrales

0 —=7*(R'g«(f«B)) —=*(R*(9f)«B) —v*(9-(R' . B))

| ! |

0 —=Rlg.(fi(a*B)) —=R(g'f")(a* B) —= g. (R fi(a*B))

ot les morphismes verticaux proviennent des morphismes de changement de
base.

(v) Soit

(G, C") —— (G, C)

un diagramme de morphismes de topos annelés tel que chaque carré soit com-
mutatif & isomorphisme canonique prés. Alors pour tout A-modules M, le
morphisme de changement de base pour gf est induit par un morphisme de
suites spectrales

Ep® = 3 (RP £.(R7g. M)) == 7" (R"+9(g f). M)

| l

F" = RV fL(R7g.(a” M) == RP9(¢' f') . (a" M)

qui, pour les termes initiauz, est induit par les morphismes de changement
de base pour f et g.

Nous laissons la, démonstration au lecteur.
Proposition 1.2.5. Soient

’

(B, A" = (E, A) (E' A" = (E, A)
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deux diagrammes de morphismes de topos annelés, commutatifs a isomorphismes
canoniques pres, et soient i: o — o, j: B — B deuxz morphismes de foncteurs
tels que les diagrammes

faxi / [ ’ Qg /

Jea —— fia A—a, A B——3.B
| | N SN e

ﬂ fl ‘]*f* ﬂ/f/ O{/ A/ 6/3/

soient commutatifs. Notons it: o/* — o* et jt: 3 — (* les morphismes adjoints
de i et j respectivement. Alors :

(i) Pour tout A-module M, le diagramme

B*(feM) — fL(a*M) (1.2.5.1)

j”*f*l lfi*i”

B*(feM) —— fi(a" M)

ot les morphismes horizontauz sont les morphismes de changement de base
est commutatif.

(ii) Supposons o, ’, 3 et 3" plats. Alors pour tout A-module M et tout ¢ > 0, le
diagramme

B*Rf M) ——=RIfL(a/*M) (1.2.5.2)
j“*(qu*)l l(qu;)*i”
B (R f M) —=RIf(a* M)

ot les morphismes horizontauzx sont les morphismes de changement de base
est commutatif.

(i) D’apres ([1] XVII 2.1.3), le morphisme de changement de base §*f. —
'a* est 'adjoint du morphisme

f/*ﬁ*f* = a*f*f* —a”

déduit du morphisme canonique f* f, — id. D’autre part, les hypothéses entrainent
par adjonction que le diagramme

f/*ﬂ/*f* [E— Oé,*f*f* I O/* (1253)

f/**ju*f*l iﬁ*f**f*l iﬂl

est commutatif. Il en est donc de méme du diagramme (1.2.5.1).
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(ii) Si C est un anneau d’un topos 7', on note K*(C) la catégorie des com-
plexes de C-modules bornés inférieurement, & homotopie prés, et DT (C) la caté-
gorie dérivée des complexes de C-modules & cohomologie bornée inférieurement.
Comme « est plat, il définit un foncteur dérivé La*: DT (A) — DT(A’) et de
méme pour o/, 3 et . Notons Lif: La’* — La* et Lj#: L3 — LB* les mor-
phismes déduits de i et 5.

D’apres ([1] XVII 4.1.5, (i)), pour tout X € Ob(D*(A)), on a un morphisme
de changement de base

L3*(Rf.X) — Rf/(La*X), (1.2.5.4)

défini par ([1] XVII 2.1.3). De plus, comme les images directes R (La*X) et
RO.(RfL(La* X)) existent au sens strict ([1] XVII 4.1.3), celui ci est 'adjoint du
morphisme

Rf.X — Rf,(Ra.(La* X)) = R4, (Rf.(La* X))

déduit du morphisme canonique X — Rau(La*X). Mais en général, comme les
images réciproques L f*(Rf. X) et Lf™*(LB*(Rf.X)) n’existent pas, le morphisme
(1.2.5.4) n’a pas de description analogue a celle utilisée dans la preuve de (i).
On notera que comme « et 3 sont plats, pour tout A-module M, le morphisme
(1.2.5.4) pour le complexe M[0], formé de M concentré en degré 0, redonne sur
les groupes de cohomologie les morphismes de changement de base définis dans
(1.2.3.3).

Soient X un objet de D*(A), X Dobjet de KT(A) au dessus de X. On

désigne par X /Qis™ la catégorie des quasi-isomorphismes de source X et de but
dans K*(A). On a un isomorphisme fonctoriel ([15] C.D. 2.1 page 40)

X /Qist

Comme « et 3 sont plats et que LF* commute aux limites inductives (car il admet
un adjoint & droite), le morphisme de changement de base §* f. — fla* (1.2.3.1)
induit par passage a la limite inductive un morphisme

LA*(Rf. X) — Rf.(La* X). (1.2.5.5)

Il est facile de voir qu’avec les conventions de ([1] XVII 2.1), le diagramme

La*X X Rf.X

l |

Rf! (Lo X) — 22 13*(R.X)

est commutatif. Par suite, les morphismes (1.2.5.4) et (1.2.5.5) sont égaux ([1]
XVII 2.1.3).



22 Chapitre 1. Préliminaires

Le diagramme (1.2.5.1) induit par passage a la limite inductive un diagramme

commutatif
LB*(Rf.X) —> Rf/(La™*X)

Lj“*(le l(Rfi)*Li“
L3*(Rf.X) —Rf.(La* X)

Par suite, le diagramme (1.2.5.2) est aussi commutatif.

1.3 Rappels sur les modules cohérents

1.3.1. Dans cette section, U désigne un univers, ¢ un U-site ayant un objet final
eg, & le topos des faisceaux de U-ensembles sur 4 et A un anneau commutatif
de &. Pour tout objet X de & (1.1.3), si 'on note X? le faisceau associé a X, le
topos &) xa sera annelé par 'anneau A|X (1.1.5 et [1] IV 11.2.1).

1.3.2. Soit F' un A-module. On dit que F est de % -type fini si la sous-catégorie
pleine de € formée des objets X tels qu’il existe un épimorphisme F — (F|X)
avec E un (A]X)-module libre de type fini, est un raffinement de e¢. On dit que
F est €-cohérent si les conditions suivantes sont vérifiées ([5] I 3.1) :

(a) F est de €-type fini;
(b) pour tout objet X de % et tout morphisme u: E — (F|X) ou E est un

(A|X)-module libre de type fini, ker(u) est de (%) x )-type fini.

On dit que A est un anneau €-cohérent s’il est €-cohérent en tant que A-
module. On dit qu'une A-algébre est € -cohérente si le A-module sous-jacent est
cohérent.

On désigne par Mod¢._con(A) la sous-catégorie pleine de Mod(A) (1.1.9)
formée des A-modules €-cohérents.

Remarques 1.3.3.

(i) Si ¥ est le site ponctuel et A est un anneau, un A-module est de @-type fini
si et seulement s’il est de type fini au sens ordinaire.

(ii) Nous laisserons tomber le site dans les notations %-type fini, €-cohérent,
Mod_con. - - lorsque cela n’entraine aucune confusion. Nous ferons cet abus
en particulier lorsque (%, A) est associé a un espace annelé (e.g., schémas,
schémas formels. . .).

Proposition 1.3.4 ([5] I 3.4). La catégorie Modg_con(A) est stable par limites pro-
jectives et inductives finies. En particulier, le noyau, le conoyau, l’image d’une
fleche entre deux A-modules € -cohérents sont € -cohérents. Soit

FO > Fpl 5?2 5 3 5 Ft

une suite exacte de A-modules. Si FO, F1, F? et F* sont €-cohérents, il en est
de méme de F?.
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Corollaire 1.3.5 (|28] 0.5.3.7). Si F' et G sont des A-modules €-cohérents, il en
est de méme de F ® 4 G et de 5oma(F,QG).

Proposition 1.3.6 ([28] 0.5.3.13). Supposons que A soit un anneau € -cohérent, et
soit J un idéal €-cohérent de A. Pour qu’un (A/J)-module F soit € -cohérent, il
faut et il suffit qu’en tant que A-module, F soit € -cohérent. En particulier, A/J
est un anneau € -cohérent.

1.3.7. Soient E un complexe de A-modules, n € Z. On dit que FE est strictement
n-¢-pseudo-cohérent (resp. strictement € -pseudo-cohérent) si E* = 0 pour i assez
grand et E* est un A-module libre de type fini pour i > n (resp. pour tout i) (|5
12.1).

1.3.8. Soient F' un objet de D(A) (1.1.9), n € Z. On dit que F est n-%-pseudo-
cohérent si la sous-catégorie pleine de € formée des objets X tels qu’il existe un
quasi-isomorphisme E — (F|X) avec E un complexe de (A|X)-modules stricte-
ment n-(%) x )-pseudo-cohérent, est un raffinement de e¢ ([5] 2.3). On dit que F
est € -pseudo-cohérent si F est n-%-pseudo-cohérent pour tout n € Z.

1.3.9. Soient F' un A-module, n € N. On dit que F est de n-€-présentation finie si
la sous-catégorie pleine de ¥ formée des objets X tels qu’il existe une suite exacte

E™ ... - E— (F|X)—0,

ot E? est un (A|X)-module libre de type fini pour —n < i < 0, est un raffinement
de eg. On dit que F' est d’oo-€-présentation finie si F' est de n-%-présentation
finie pour tout n € N ([5] I 2.8). On dira aussi que F' est de €-présentation finie
lorsqu’il est de 1-%-présentation finie.

Pour que F soit de n-%-présentation finie, il faut et il suffit que le complexe
F0], formé du A-module F concentré en degré 0, soit (—n)-%-pseudo-cohérent
(5] I 2.9).

Proposition 1.3.10 ([5] I 3.5). Supposons que A soit un anneau € -cohérent.
(a) Soit F' un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est de €-présentation finie.
(ii) F est € -cohérent.
(iii) F est d’oo-€ -présentation finie.
(b) Soient F' un objet de D~ (A), n € Z. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) F est n-%-pseudo-cohérent.
(ii) HY(F) est €-cohérent pour touti >n+ 1 et H*(F) est de € -type fini.
En particulier, pour que F soit €-pseudo-cohérent, il faut et il suffit que H™(F)
soit € -cohérent pour tout n € Z.
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Proposition 1.3.11 (|28] 0.5.2.2). Soient F' un A-module de € -type fini, p un point
de &.
(i) Si(X,€) est un voisinage de p dans € (1.1.8), s; (1 <i < n) des sections de
F sur X telles que les (s;), engendrent F,, il existe un morphisme (X',£') —
(X, &) de la catégorie des voisinages de p dans € tel que les (s;|X') engendrent
FIX'.
(ii) Si G est un A-module, u: F' — G un homomorphisme tel que up = 0, il existe
un voisinage (X,€) de p dans € tel que u|X = 0.
(i) SiG est un A-module, v: G — F un homomorphisme tel que v, soit surjectif,
il existe un voisinage (X, &) de p dans € tel que v|X soit un épimorphisme.
(iv) Si F, =0, il existe un voisinage (X,&) de p dans € tel que F|X = 0.

11 suffit de calquer la preuve de ([28] 0.5.2.2) en tenant compte de (1.1.8.2).

1.3.12. Soient F' un A-module de €-présentation finie, p un point de & ; alors,
pour tout A-module G, 'homomorphisme canonique fonctoriel

(Homa(F,G))p, — Homa, (Fp, Gp) (1.3.12.1)

est bijectif. En effet, il existe un voisinage (X, &) de p dans & et une suite exacte
de (A|X)-modules
A1X)" — (A X)™ — (FIX) — 0. (1.3.12.2)

Pour tout A-module H, on a (H|X)¢ = H, et ([1] IV 12.3)
Jx(Homa(H,G)) = %”om(A‘X)(H|X,G|X).

Appliquant les foncteurs (7 om( 4 x)(—, G|X))e et Hom(4 x) ((—)e, (G|X)¢) & la
suite (1.3.12.2), on obtient alors un diagramme commutatif

0 —— (Homa(F.G)), —> (Homa(A™,G)), —> (Homa(A",G)),

l ’ l

O%HomAp(Fp?Gp) HOmA (A;TL,GP) HOmAp(AZ7Gp)

P

dont les lignes sont exactes. Il est immédiat de vérifier que 3 et -y sont des isomor-
phismes, d’ou la conclusion.

1.3.13. Soient F,G deux A-modules de % -présentation finie. Si, pour un point
p de &, F, et G, sont deux A,-modules isomorphes, alors il existe un voisinage
(X,€) de p dans € tel que F|X et G| X soient isomorphes. En effet, si a: F, — G,
et b: G, — F, sont deux isomorphismes réciproques, il existe, d’aprés 1.3.12 et
(1.1.8.2), un voisinage (Y, ¢) de p dans % et une section s (resp. t) de F#Fom s (F, G)
(resp. Homa(F,R)) au-dessus de Y telle que s¢ = a (resp. t¢ = b). Comme (sot),
et (t o s)¢ sont les automorphismes identiques, il existe un voisinage (X,€) de p
dans ¢ au-dessus du voisinage (Y, () (1.1.8) tel que (sot)|X et (tos)|X soient les
automorphismes identiques (1.3.12), d’ou la proposition.
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1.3.14. Soient p un point de &, M un Ap-module de présentation finie, donc
isomorphe au conoyau d’un homomorphisme a: A" — A7 alors il existe un
voisinage (X,&) de p dans ¢ et un (A|X)-module de (% x)-présentation finie F
tel que Fy soit isomorphe & M. En effet, en vertu de 1.3.12 et (1.1.8.2), il existe
un voisinage (X, &) de p dans € et une section s de S#om4(A™, A™) au-dessus
de X telle que s¢ = a; le conoyau F' de 'homomorphisme s : (A|X)™ — (A|X)"
répond & la question.

Proposition 1.3.15. Soient E un A-module de €-type fini, F' un A-module locale-
ment libre de type fini, u: E — F un homomorphisme, p un point de &. Supposons
Vanneau A, local et notons r(p) son corps résiduel. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) up est inversible o gauche (autrement dit, u, est injectif et son image est
facteur direct de F},).

(ii) L’homomorphisme E, @4, k(p) — Fp ®@a, k(p) déduit de u, par passage aux
quotients, est injectif.

(iii) Il existe un voisinage (X, &) de p dans € tel que u|X soit inversible a gauche.

11 suffit de calquer la preuve de ([28] 0.5.5.4) en tenant compte de 1.3.12 et
1.3.13.

Remarque 1.3.16 ([5] I 2.15.1). Supposons (%, A) localement annelé au sens de
([31] IV 13.9), ce qui signifie que pour tout X € Ob(¥) et tout f € I'(X, A), on
aX =X;UXqi_y, ou X; (resp. X1_y) désigne le sous-objet de X ou f (resp.
1 — f) est inversible. Alors tout facteur direct d’un module libre de type fini est
localement libre de type fini.

Proposition 1.3.17 (|28] 0.5.7.3). Soient u: (', A’) — (&, A) un morphisme de
U-topos annelés, M un A’-module, p un point de &', ¢ = w o p. Supposons que
Panneau A soit €-cohérent, et notons e: € — & le foncteur canonique ([1] 11
4.4.0). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est u-plat en p.

(ii) Pour tout voisinage (X, &) de q dans € (1.1.8), il existe un voisinage (X', &)
de p dans &' et un morphisme : X' — u*(e(X)) tels que Uon ait 1,(§') =&,
et si l'on note uy: (g;x,,A’|X’) — (E/e(x), A|X) le morphisme de topos
annelés déduit de u et 1 (1.1.6.2), le foncteur

N (u),(N) ®arpx (MIX)e (13.17.1)

soit exact sur la catégorie des (A|X)-modules cohérents.

(iii) Il existe une petite catégorie €' et un foncteur pleinement fidele €' — € tels
que tout objet de € puisse étre recouvert par des objets provenant de €' et la
condition (ii) soit satisfaite pour tout voisinage (X,&) de q dans € avec X
provenant de ¢'.
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Il est clair que l'on a (i)=-(ii)=-(iii). Pour montrer (iii)=(i), il suffit de
montrer que si & est un idéal de type fini de A,;, 'homomorphisme canonique
I ®a, M, — M, est injectif ([12] chap. I §2.3 rem. 1). On sait qu'il existe un
voisinage (X, &) de p dans € et un (A|X)-module de (% x)-présentation finie F
tel que Fr ~ A,/ (1.3.14). Quitte & changer (X,¢), on peut supposer que X
provient de "’ et qu’on a un homomorphisme r : (A|X) — (F|X) dont la fibre en
¢ est la fléche canonique A; — Fg¢ (1.3.12.1). Le noyau I de r est un (4| X )-module
cohérent (1.3.4) tel que I = .#. Notre assertion résulte alors de l'exactitude du
foncteur (1.3.17.1).

1.4 Modules cohérents sur un schéma

Définition 1.4.1. On dit qu'un anneau A est universellement cohérent si ’anneau
de polynomes Alty,...,t,] est cohérent pour tout entier n > 0.

Proposition 1.4.2. Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est universellement cohérent.
(ii) Toute A-algeébre de présentation finie est un anneau universellement cohérent.
(iii) Toute A-algébre de présentation finie est un anneau cohérent.

11 suffit de prouver que (i) entraine (iii). Soit B une A-algébre de présentation
finie, quotient de l'anneau des polynémes Alty,...,t,] par un idéal de type fini
I. Par hypotheése, Afty,...,t,] est un anneau cohérent. Il en résulte que l'idéal I
est de présentation finie; il est donc cohérent (1.3.10). Par suite B est un anneau
cohérent (1.3.6).

Proposition 1.4.3. Soit X = Spec(A) un schéma affine. Alors le foncteur M — M,
de la catégorie des A-modules vers celle des Ox -modules, induit une équivalence
entre les sous-catégories pleines d’objets cohérents. En particulier, pour que A soit
un anneau cohérent, il faut et il suffit que Ox soit un anneau cohérent.

Cela résulte de ([28] 1.4.2 et 1.4.3), quand on observe que, pour tout A-module
cohérent M et tout f € A, My est un Ar-module cohérent.

1.4.4. Soient n € Z, f: X — Y un morphisme localement de type fini de schémas,
E un objet de D(Ox) (1.1.9). On dit que E est n-pseudo-cohérent relativement a
f si, localement sur X, il existe un diagramme commutatif

) ey

N

Y

avec h une immersion fermée et g un morphisme lisse, tel que h.(E) soit n-pseudo-
cohérent en tant qu’objet de D(0z) (1.3.8) (cf. [5] III 1.2). On dit que E est
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pseudo-cohérent relativement & f si E est n-pseudo-cohérent relativement a f
pour tout n € Z.

On dit que f est n-pseudo-cohérent (resp. pseudo-cohérent) si Ox est n-
pseudo-cohérent (resp. pseudo-cohérent) relativement a f.

Proposition 1.4.5 ([5] III 1.12). Soientn € Z, f: X — Y un morphisme localement
de type fini de schémas, E un objet de D~ (Ox). Si f est pseudo-cohérent, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est n-pseudo-cohérent relativement a f.
(ii) E est n-pseudo-cohérent sur X.

Proposition 1.4.6. Soient Y = Spec(A) un schéma affine, f: X — Y un mor-
phisme localement de présentation finie de schémas, F un Ox-module. Si A est
universellement cohérent, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est pseudo-cohérent relativement a f.
(ii) F est d’oo-présentation finie sur X.
(ili) F est cohérent en tant que Ox-module.

La question étant locale sur X, on peut se borner au cas ot X = Spec(B) est
affine. Compte tenu de 1.3.10 et 1.4.5, il suffit de montrer que Ox est un anneau
cohérent et qu’il est pseudo-cohérent relativement a f. En vertu de ([28] 6.2.9), B
est une A-algébre de présentation finie ; donc il existe un homomorphisme surjectif
u: A" = Alty,...,t,] — B de A-algébres dont le noyau I est de type fini. Par
hypothése, A" est un anneau cohérent. Il résulte que I est de présentation finie sur
A" il est donc cohérent (1.3.10). On en déduit que B est un A’-module cohérent
et un anneau cohérent (1.3.6). Par suite Ox est un anneau cohérent (1.4.3). Soit
h: X — Z = Spec(A’) Pimmersion fermée définie par u. On a h,(0x) = B, qui
est donc un Oxs-module cohérent (1.4.3). Utilisant de nouveau le fait que A’ est
un anneau cohérent, on conclut que h.(€0x) est pseudo-cohérent sur Z (1.3.10);
autrement dit Ox est pseudo-cohérent relativement a f.

Théoréme 1.4.7 ([36] 2.9’a). Soient S un schéma, f: X — Y un S-morphisme
propre de schémas localement de type fini sur S, E un objet de DV (Ox). Alors si
E est pseudo-cohérent relativement a S, il en est de méme de Rf.(F).

Ce théoréme est aussi démontré dans ([5] IIT 2.2) si f est un morphisme
projectif ou si S est localement noethérien (comme conséquence de [30] 3.2.1).

Corollaire 1.4.8. Soient Y un schéma, f: X — Y un morphisme propre de pré-
sentation finie. Si'Y admet un recouvrement par des ouverts affines (Uy,) tels que
DUy, Oy) soit universellement cohérent pour tout «, alors pour tout Ox-module
cohérent F et tout entier ¢ > 0, R1f,(F) est un Oy-module cohérent.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ou Y = Spec(A)
est affine et A est universellement cohérent. Le complexe Rf. (%) est un objet de
DP(0x) ([30] 1.4.12), et il est pseudo-cohérent sur Y (1.4.6 et 1.4.7). Donc les
RIf.(.F) sont des Oy-modules cohérents (1.3.10).
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Théoréme 1.4.9 ([5] 2.3). Soient S un schéma quasi-compact, f: X — Y un S-
morphisme projectif de schémas localement de type fini sur S, & = i*Op(1) le
faisceau inversible défini par un plongement i : X — P = P(&), ou & est un
Oy -module quasi-cohérent de type fini. Pour E € Ob(D(0x)) et n € Z, posons
E(n) = E®L 2%, Alors, si E € Ob(D*(0x)) est pseudo-cohérent relativement
a S et acyclique en degré > a (a € Z), il existe un entier N tel que, pour tout
n > N, Rf.(E(n)) vérifie les mémes conditions.

Corollaire 1.4.10. Soient Y un schéma, f: X — Y un morphisme propre de pré-
sentation finie, £ un Ox-module inversible ample pour f ; pour tout Ox-module
cohérent F et tout entier n, posons F(n) = F @ L. Si Y admet un recou-
vrement fini par des ouverts affines (Uy) tels que I'(Uy, Oy) soit universellement
cohérent pour tout «, alors pour tout Ox-module cohérent F, il existe un entier
N tel que, pour tout n > N et tout ¢ > 0, R1f.(F#(n)) = 0.

Notons d’abord que si le corollaire est vrai lorsque 1’on remplace £ par
Z91 (d > 0), il est vrai sous sa forme initiale. On peut donc supposer .Z trés
ample relativement a f ([29] 4.6.11). Il résulte de 1.4.8 que f.(Z) est un Oy-
module cohérent. Donc f est projectif ([29] 5.5.4(i)), et il existe un plongement
i: X — P =P(f(?)) tel que & = i*Op(1) ([29] 4.4.4). Le corollaire résulte
alors de 1.4.6 et 1.4.9.

1.5 Rappels sur ’assassin et la pureté

1.5.1. Soient S un schéma, X un S-schéma. La fibre de X au-dessus d’un point s
de S, c’est a dire le schéma X x g Spec(k(s)), sera aussi notée X ®g k(s).

1.5.2. Soient S un schéma, X un S-schéma, .#,¥9 deux Ox-modules quasi-
cohérents, u: . — % un morphisme Ox-linéaire. On dit que u est S-universelle-
ment injectif si le morphisme v ®g Og/: F Qg Osi — G Rg Og: est injectif pour
tout changement de base S’ — S. Il revient au méme de demander que pour tout
x € X d’image s dans S, ’homomorphisme u, : %, — ¥, est Os-universellement
injectif. Lorsque ¢ est S-plat, cette condition équivaut & demander que w soit
injectif et que son conoyau soit S-plat ([12] chap. I §2.5 prop. 4).

1.5.3. Soient p: A — B un homomorphisme local d’anneaux locaux noethériens,
k le corps résiduel de A, M, N deux B-modules de type fini, N étant supposé
A-plat. Soit u: M — N un B-homomorphisme. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) u est injectif et coker(u) est un A-module plat ;

(i') u est A-universellement injectif’;

(ii) u®a4 k est injectif.

Cela résulte de ([12] chap. III §5.2 théo. 1).
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Définition 1.5.4 ([37] IT 1.1). Soient A un anneau, M un A-module. On dit qu’un
idéal premier p de A est associé & M, s'il existe f € M tel que p soit minimal
parmi les idéaux premiers contenant ’annulateur de f. On appelle assassin de
M, et 'on note Assa (M) ou simplement Ass(M), Pensemble des idéaux premiers
associés a M.

Bourbaki ([12] chap. IV §1 exerc. 17) ajoute le qualificatif “faible” a cette
notion. Cela est inutile, car, dans le cas noethérien, elle redonne la notion classique,
et dans le cas général, la notion classique a trés peu d’intérét. Pour les propriétés
usuelles de I’assassin, on renvoie a loc. cit.

Définition 1.5.5 ([42] 3.2.1). Soient X un schéma, = un point de X, ¥ un Ox-
module quasi-cohérent. On dit que x est associé & F s'il existe un élément f de
F, dont Pannulateur I dans &, a pour radical I'idéal maximal de &,. On appelle
assassin de # dans X, et 'on note Assx (%) ou simplement Ass(.#), I’ensemble
des points de X associés & #. On appelle assassin de X, et 'on note Ass(X),
Pensemble Assx (Ox).

On notera que cette notion différe en général de celle de Grothendieck ([31]
3.1.1), et que les deux notions coincident lorsque X est localement noethérien.
Notons ici quelques propriétés élémentaires de I'assassin (cf. [31] 3.1 pour le cas
localement noethérien).

1.5.5.1. Il est clair que Ass(#) C Supp(.F).

1.5.5.2. Supposons X = Spec(A) affine, F = M, ou M est un A-module; pour
qu'un point x € X soit associé & .7, il faut et il suffit que 'idéal premier corres-
pondant p de A soit associé a M. Cela résulte de la définition et de ([12] chap. IV
§1 exerc. 17(d)).
1.5.5.3. Pour que .% = 0, il faut et il suffit que Ass(%) = 0. En effet, la question
étant locale, on est ramené au cas ou X est affine, et la conclusion résulte de
1.5.5.2 et ([12] chap. IV §1 exerc. 17(a)).
1.5.5.4. Soit 0 — F' — F — F" — 0 une suite exacte de Ox-modules quasi-
cohérents. Alors Ass(.%') C Ass(F) C Ass(F') U Ass(F"). En effet, cela ré-
sulte aussitot de D’assertion correspondante pour les modules ([12]| chap. IV §1
exerc. 17(c)).
1.5.5.5. Soient ¢ un idéal quasi-cohérent de type fini de Ox, X' le sous-schéma
fermé de X défini par ¢, U 'ouvert X — X’ de X. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Ass(F) CU.

(b) Pour tout ouvert affine V' de X, toute section de .# au-dessus de V, dont la

restriction & V N U est nulle, est égale & 0.
(c¢) L’homomorphisme canonique .# — Home, (_#,F) est injectif.

La question étant locale, on peut supposer X = Spec(A) affine, # = M et
J =J,ou M est un A-module et J est un idéal de type fini de A. D’abord (a)
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est équivalent a (c¢) d’aprés ([37] IT 1.14). Ensuite (b) implique (c) : en effet, si on
a Jm = 0 pour un élément non nul m de M, pour tout p € Spec(A) — V(J), il
existe a € J —p; la relation am = 0 entraine que I'image canonique de m dans M,
est nulle, autrement dit m est une section non nulle de .# au-dessus de X dont la
restriction & U est nulle. Enfin (a) entraine (b) car ’homomorphisme canonique
M — Tlyeass(ary Mp est injectif ([12] chap. IV §1 exerc. 17(i)).

Définition 1.5.6 ([42] 3.2.2). Soient S un schéma, X un S-schéma, .# un Ox-
module quasi-cohérent. On appelle assassin de F dans X relativement a S, et
I'on note Assx/s(.#) ou simplement Ass(.7/S), 'ensemble

U Assx@anis) (F ®s K(s))-
SES

SiS = Spec(A) et X = Spec(B) sont affines, F = M, ot M est un B-module,

on note ASSX/S(]T/f) aussi par Assg/a(M).

Lemme 1.5.7. Soient A un anneau local de corps résiduel k, B une A-algébre de
type fini, M un B-module projectif sur A. On note ¥ la partie multiplicative de B
formée des éléments non diviseurs de zéro dans M @4 k. Alors :

(i) B[X7Y] est un anneau semi-local dont le spectre est formé des générisations
dans Spec(B) de Asspg k(M ®4 k).

(ii) Le morphisme de localisation M — M[X 1] est A-universellement injectif ;
a fortiori, tout élément de Assp/s(M) est une générisation de

ASSB®Ak(M ®A k’)

La premiére assertion est immédiate ([12] chap. IV §1 exerc. 17(b)), et la
seconde résulte de ([42] 3.1.6).

Lemme 1.5.8 ([42] 3.2.5). Soient f: (X,x) — (S, s) un morphisme localement de
présentation finie de schémas pointés, F un Ox-module de présentation finie et
S-plat, X la partie multiplicative de O, formée des éléments non diviseurs de zéro
dans F, @ k(s). Alors,

(i) O.[X71] est un anneau semi-local dont le spectre est formé des générisations
dans Spec(0,) de Assg, gw(s)(F e @ K(s)).

(i) Le morphisme de localisation F, — F.[L71] est Og-universellement in-
jectif; a fortiori, tout élément de Asseg,;o,(F.) est une générisation de
Assg, @n(s)(Fr @ K(s)).

Pour montrer (ii), on se rameéne par passage a la limite inductive au cas ou
(S, s) est local noethérien. L’assertion résulte alors de 1.5.3 par passage a la limite
inductive.

Proposition 1.5.9 ([42] 3.2.6). Soient A un anneau, B une A-algébre de présenta-
tion finie, M un B-module de présentation finie, plat sur A. Soit B’ une B-algébre
plate telle que l"image de Spec(B’) dans Spec(B) contienne Assp/a(M). Alors
I’homomorphisme canonique M — M ®p B’ est A-universellement injectif.
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Signalons I'application de 1.5.9 suivante :

Proposition 1.5.10 ([42] 3.3.1). Soient A un anneau, B une A-algébre lisse, a fibres
géométriquement intégres. Alors B est un A-module projectif.

Définition 1.5.11 ([42] 3.3.3). Soient S un schéma, X un S-schéma localement de
type fini, % un Ox-module quasi-cohérent de type fini.

(i) Soit s un point de S'; notons (5,5) un hensélisé de (S, s), X = X xg 8,
F = F Qg Og. On dit que .Z est pur le long de X ®gs k(s) si Ass(;?v/g) est
contenu dans le générisé de X ®g x(3), autrement dit, si pour tout point &
de Ass(agf//g), Padhérence de # dans X rencontre X ®g x(3).

(ii) On dit que & est S-pur ou pur relativement ¢ S s'il est pur le long de

X ®gk(s) pour tout point s de S. On dit que X est S-pur ou pur relativernent
a S si Ox est S-pur.

Si S = Spec(A) et X = Spec(B) sont affines, .7 = M, oit M est un B-module
de type fini, on dira que M est A-pur lorsque .# est S-pur.

Exemples 1.5.12. Soit f: X — S un morphisme localement de type fini.

(i) Si f est propre, tout &x-module quasi-cohérent de type fini est S-pur.
(ii) Supposons f séparé, de type fini, a fibres finies. Pour que X soit S-pur, il
faut et il suffit que f soit fini.
(iii) Si f est fidélement plat, & fibres géométriquement irréductibles et sans com-
posantes immergées, alors X est S-pur.

Théoréme 1.5.13 ([42] 3.3.5). Soient A un anneau, B une A-algébre de présentation
finie, M un B-module de présentation finie, plat sur A. Pour que M soit un A-
module projectif, il faut et il suffit qu’il soit A-pur.

On notera que la nécessité de la condition est immédiate (1.5.7).

Corollaire 1.5.14 ([42] 3.3.11). Sous les hypothéses de (1.5.13), supposons que pour
tout idéal premier p de A, on ait dimpg. ) (M @ k(p)) > 1. Alors si M est un
A-module A-plat et A-pur, M est un A-module libre.

Corollaire 1.5.15. Soient A un anneau, B une A-algébre lisse, a fibres géométri-
quement intégres de dimension constante. Alors B est libre sur A.

D’aprés 1.5.12(iii), B est A-pur. Le corollaire résulte alors de 1.5.14 lorsque
la dimension des fibres de B sur A est > 1. Supposons B étale sur A. Alors B
est un A-module projectif de type fini (1.5.10 et 1.5.12(ii)), et compte tenu des
hypothéses, il est inversible ; par suite B = A.

Théoréme 1.5.16 ([42] 3.4.6). Soient f: X — S un morphisme localement de pré-
sentation finie, F un Ox-module quasi-cohérent de type fini. On suppose que
Ass(S) est localement fini. Alors, l'ensemble U des points de X ou F est S-plat
est ouvert et F|U est un Oy-module de présentation finie.
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Corollaire 1.5.17 ([42] 3.4.7). Soient A un anneau intégre, B une A-algébre de type
finie, plate sur A. Alors B est de présentation finie.

1.6 Rappels sur les idéaux de coefficients

1.6.1. 1l sera sous-entendu dans cette section que les schémas envisagés appar-
tiennent & un univers donné U. On désigne par Sch la catégorie des schémas
(éléments de 'univers U) et par Sch la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles
sur Sch.

1.6.2. Soient S un schéma, X un S-schéma, .7 ,¥ deux Ox-modules, u: ¥ — ¥4
un morphisme Ox-linéaire. On désigne par &, le sous-objet de S dans Sch défini,
pour tout schéma T, par I’ensemble des morphismes 7' — S tels que u ® g Or soit
un isomorphisme (cf. [1] TV 8.5.1).

On dit qu’un idéal quasi-cohérent ¥ de Og est un idéal de coefficients pour
u si &, est représentable par le sous-schéma fermé de S défini par 4. Lorsqu’un
tel idéal existe, il est unique. On dit alors que v admet un idéal de coefficients
relativement & S.

Le fait que u admette un idéal de coefficients relativement a .S est une question
locale sur S.

Si u admet un idéal de coefficients % relativement & S, alors pour tout mor-
phisme S’ — S, €0 est un idéal de coefficients pour u ®g Os/: F Qg Os1 —
b Rg Ogr.

Définition 1.6.3. Soient S un schéma, X un S-schéma, o/ un idéal quasi-cohérent
de Ox. On dit qu'un idéal quasi-cohérent ¢ de Os est un idéal de coefficients
de o si € est un idéal de coefficients pour I’homomorphisme surjectif canonique
Ox — Ox /. Lorsqu’un tel idéal existe, il est unique et &7 C €. On dit alors
que o/ admet un idéal de coefficients relativement a S.

Notons deux conséquences immeédiates de la définition :

1.6.4. Soient S un schéma, X un S-schéma fidélement plat, ¥ un idéal quasi-
cohérent de Os. Alors € est 'idéal de coefficients de € 0.

1.6.5. Soient S un schéma, Y un S-schéma, X un Y-schéma, &7 (resp. #) un
idéal quasi-cohérent de Ox (resp. Oy) tels que & C BOx, u: Ox — Ox [/,
v: Oy — Oy /9B les homomorphismes surjectifs canoniques, &, (resp. &,) le sous-
objet de S dans Sch ott u (resp. v) est un isomorphisme. Alors :

(i) &, est un sous-objet de &,. En particulier, si & (resp. %) admet un idéal de
coefficients € (resp. 2) relativement a S, alors € C 2.

(ii) Supposons que A soit l'idéal de coefficients de 7. Alors &, = &,. En par-
ticulier, pour qu’un idéal quasi-cohérent de Og soit 'idéal de coefficients de
o, il faut et il suffit qu’il soit I'idéal de coefficients de A.
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Théoréme 1.6.6 ([42] 4.1.1). Soient S un schéma, X un S-schéma de présentation
finie, F un Ox-module de présentation finie, S-plat et S-pur, 4 un Ox-module
quasi-cohérent, u: F — 4 un morphisme Ox -linéaire surjectif. Alors u admet un
idéal de coefficients relativement a S, qui est de type fini si G est de présentation

finie.

Corollaire 1.6.7. Soit X — S un morphisme lisse, de présentation finie, a fibres
géométriquement intégres de dimension constante. Alors tout idéal quasi-cohérent
o de Ox admet un idéal de coefficients relativement & S, qui est de type fini si
o/ est de présentation finie.

En effet, X est S-pur (1.5.12).

1.6.8. Soient A un anneau, B une A-algébre lisse, a fibres géométriquement in-
tégres de dimension constante. Alors B est libre sur A (1.5.15). Soient b un idéal
de B, a son idéal de coefficients relativement a A (1.6.7). Il est immédiat de voir
que a est l'idéal de A engendré par les coordonnées des éléments de b par rapport
& une base de B.

Proposition 1.6.9. Soient X — S un morphisme affine, lisse, a fibres géométrique-
ment intégres de dimension constante, &/ un idéal quasi-cohérent de Ox, € l’idéal
de coefficients de <7 relativement a S (1.6.7), £ un idéal localement monogéne de
Os. Alors L€ est l'idéal de coefficients de Lo .

La question étant locale sur S, elle résulte facilement de 1.6.8.

1.7 Rappels sur les idéaux de Fitting

1.7.1. Soient X un schéma, % un Ox-module, &/ un idéal de Ox. On note
Anng () le plus grand sous-module de .% annulé par o7, c’est a dire le noyau de
I’homomorphisme canonique .% — #omeg, (o, F).

1.7.2. Soient X un schéma, .# un Ox-module quasi-cohérent de type fini, r» un
entier > 0. Rappelons la définition du r-iéme idéal de Fitting de .%.
Supposons d’abord X affine d’anneau A et considérons une présentation

AD ——= A" —=T(X,.F) —=0 . (1.7.2.1)

Alors I'idéal de A engendré par les coefficients de la matrice de A"~ "(u) ne dépend
pas du choix de la suite exacte (1.7.2.1) ; c’est le r-iéme idéal de Fitting de .Z ; on
le note F,.(.Z).

Dans le cas général, lorsque U parcourt ’ensemble des ouverts affines de X,
les idéaux F,.(.Z|U) de Ox|U se recollent et définissent le r-iéme idéal de Fitting
F. (%) de &.

Si F est de présentation finie, F,.(F) est de type fini.
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Pour tout X-schéma Y, on a F.(# ®@x Oy) = F.(F).0y.

Un point & de X est dans V(F,.(.%)) si et seulement si dim,;(,) (F @k(x)) > r,
et Pouvert complémentaire de V(F,.(.%)) dans X est le plus grand ouvert de X
au-dessus duquel .# peut étre localement engendré par r éléments.

Lemme 1.7.3 ([42] 5.4.2). Si F,.(%) est localement monogéne, % /Anng (F,(F))
est localement engendré par r éléments.

Lemme 1.7.4 ([42] 5.4.3). Si F,.(.F) est inversible et si F est libre de rang r aux
points de Ass(X), alors #/Anng(F.(F)) est localement libre de rang r.

Proposition 1.7.5 (Raynaud-Gruson). Soit f: X — S un morphisme de schémas,
F un Ox-module quasi-cohérent de type fini, # un idéal quasi-cohérent de type
fini de Og, € un idéal inversible de Os, r un entier > 0. Supposons que les
conditions suivantes soient remplies :

(i) f est plat a fibres intégres.

(ii) L'ouvertU = S—V(_#) de S est schématiquement dense dans S, et pour tout
s € U, sil’on note x le point générique de X Qg k(s), F, est un Oy-module
libre de rang r.

(iii) F.(F) C €O0x ; donc B = (€O0x) 'F,.(F) est un idéal quasi-cohérent de
Ox ; soit W Douwvert X — V(A) de X.

On suppose aussi vérifice au moins l'une des deux conditions suivantes :

(iv) f est localement de présentation finie.

(iv') Le schéma U est noethérien et le schéma f~1(U) est localement noethérien.

Alors 7 /|Anng (€ Ox) est localement libre de rang r sur W.

Comme f est plat, €Ox est inversible ; donc F,.(%#) est inversible sur W. 1l
suffit alors de montrer que % est libre de rang r aux points de Ass(X) (1.7.4). La
condition (ii) entraine que Ass(S) C U (1.5.5.5). De méme, on a Ass(X) C f~1(U),
car f~1(U) est schématiquement dense dans X ([31] 11.10.5) ; on notera dans le
cas (iv’) que U est un ouvert retro-compact de S ([28] 6.1.5). D’autre part, on a

ASS(X) = USEASS(S)ASS(X ®s K/(S))7

en vertu de ([42] 3.4.3) dans le cas (iv), et de ([31] 3.3.1) dans le cas (iv’). Comme
Ass(X ®g r(s)) est le point générique de X ®g k(s), notre assertion résulte de la
condition (ii).

Remarque 1.7.6. La proposition 1.7.5 est extraite de la démonstration du théoréme
([42] 5.2.2) dans un cas particulier (loc. cit. 5.4). Soient s € S, x le point générique
de X ®s k(s). Si s € U, Fr.(F)y = Oy, et par suite x € W. L'intérét de la
proposition réside dans le choix de I'idéal €, de sorte que x € W pour tout s € S.
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1.8 Rappels d’algébre topologique

La terminologie de Grothendieck pour certaines notions d’algébre topologique est
essentiellement adaptée au cadre noethérien, qui n’est pas le cadre exclusif de
ce traité. Nous nous en écartons a certains endroits pour mettre ’accent sur les
concepts fondamentauzr pour la suite. Pour éviter toute confusion, nous reformu-
lons toutes les définitions, méme celles que nous conservons identiques o ([28]

§0.7).

1.8.1.  On dit qu'un anneau topologique A est linéairement topologisé (et sa
topologie est linéaire) s’il existe un systéme fondamental de voisinages de 0 dans
A formé d’idéaux (nécessairement ouverts).

Si A et B sont deux anneaux topologiques, p: A — B un homomorphisme
d’anneaux définissant sur B une structure de A-algébre, on dit que B est une
A-algeébre topologique si p est continu pour les topologies envisagées.

Si A est un anneau linéairement topologisé, M un A-module topologique,
on dit que M est linéairement topologisé s’il existe un systéme fondamental de
voisinages de 0 dans M formé de sous-modules de M ; pour abréger, nous dirons
“systeme fondamental d’idéauz (resp. de sous-modules) ouverts’ au lieu “systéme
fondamental de voisinages de 0 formé d’idéaux (resp. de sous-modules)”.

Etant donnés un anneau linéairement topologisé A et un A-module M, les
ensembles JM, ou J parcourt un systéme fondamental d’idéaux ouverts, forment
un systéme fondamental de sous-modules ouverts pour une topologie sur M faisant
de M un A-module topologique, et que l'on dit déduite de la topologie de A.

Soit M un A-module topologique dont la topologie est moins fine que la
topologie déduite de celle de A; alors, si N est un sous-module ouvert de M, le
A-module discret M/N est annulé par un idéal ouvert de A, car par hypothése il
existe un idéal ouvert J tel que JM C N.

Lorsque B est une A-algébre topologique, linéairement topologisée, la topo-
logie sur B déduite de celle de A est plus fine que la topologie donnée, car pour
tout idéal ouvert I de B, il y a par hypothése un idéal ouvert J de A tel que
JB CI.

Lemme 1.8.2. Soient A un anneau linéairement topologisé, B une A-algébre to-
pologique. Supposons que I’homomorphisme canonique ¢: A — B soit surjectif.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est un morphisme strict ([13] chap. III §2.8 déf. 1).
(ii) La topologie de B est déduite de celle de A.

En effet, la condition (i) est équivalente & dire que I'image par ¢ de tout idéal
ouvert de A est un idéal ouvert de B ([13] chap. IIT §2.8 prop. 24). Si (J) est un
systéme fondamental d’idéaux ouverts de A, la condition (ii) revient a dire que
(¢p(Jx)) est un systéme fondamental d’idéaux ouverts de B. Donc ’équivalence en
question résulte immédiatement du fait que ¢ est continu et surjectif.
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Définition 1.8.3 (]28] 7.1.2). Dans un anneau linéairement topologisé A, on dit
qu'un idéal J est un idéal de définition si J est ouvert et si, pour tout voisinage
V de 0, il existe un entier n > 0 tel que J” C V (ce qu’on exprime, par abus de
langage, en disant que la suite J" tend vers 0). On dit qu’un anneau linéairement
topologisé A est préadmissible s’il existe dans A un idéal de définition ; on dit que
A est admissible 8’1l est préadmissible et si en outre il est séparé et complet.

On peut faire les remarques suivantes :

1.8.3.1. Si A est un anneau préadmissible, J un idéal de définition, L un idéal
ouvert, JN L est encore un idéal de définition ; les idéaux de définition d’un anneau
préadmissible forment donc un systéme fondamental d’idéaux ouverts (mais on
notera que les puissances J" ne sont pas nécessairement des idéaux ouverts).

1.8.3.2. Si A est un anneau préadmissible, J un idéal de définition de A, B une
A-algébre topologique dont la topologie est déduite de celle de A, alors B est un
anneau préadmissible et JB est un idéal de définition de B.

1.8.3.3. Si un anneau préadmissible A est tel que, pour un idéal de définition J,
les puissances J" (n > 0) forment un systéme fondamental de voisinages de 0, il
en est de méme des puissances J'™ de tout idéal de définition J' de A ([28] 7.1.8).

Définition 1.8.4. On dit qu'un anneau préadmissible A est préadique s’il existe
un idéal de définition J de A tel que les J™ forment un systéme fondamental de
voisinage de 0 dans A (ou, ce qui revient au méme, tel que les J™ soient ouverts).
On appelle anneau adique un anneau préadique séparé, complet et ayant un idéal
de définition de type fini.

On peut préciser la terminologie et faire les remarques suivantes :

1.8.4.1. Nous nous écartons ici de la terminologie de Grothendieck ([28] 7.1.9) :
notre notion d’anneau adique est plus forte que la sienne (les deux notions coin-
cident évidemment dans le cas noethérien). La notion de Grothendieck n’est pas
en général stable par localisation et complétion.

1.8.4.2. Si J est un idéal de définition d’un anneau préadique A, on dit encore que
A est un anneau J-préadique, et que sa topologie est la topologie J-préadique.
Plus généralement, si M est un A-module, la topologie sur M déduite de celle
de A (i.e., la topologie ayant pour systéme fondamental de voisinages de 0 les
sous-modules J" M) est dite topologie J-préadique et la filtration (J"M) est dite
filtration J-préadique.

1.8.4.3. Si J est un idéal de définition de type fini d’'un anneau adique A, on dit
encore que A est un anneau J-adique, et que sa topologie est la topologie J-adique.
Plus généralement, si M est un A-module, la topologie sur M déduite de A est
dite topologie J-adique.

1.8.4.4. Lorsque A est un anneau préadique et B est une A-algébre topologique
dont la topologie est déduite de celle de A, on dit que B est une A-algébre préadique
(ou préadique sur A) et que ’homomorphisme canonique p: A — B est préadique.
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1.8.4.5. Lorsque A est un anneau adique et B est une A-algébre préadique, séparée
et compléte, on dit que B est une A-algébre adique (ou adique sur A) et que
I’homomorphisme canonique p: A — B est adique.

1.8.4.6. Soient A un anneau préadique, J un idéal de définition de A, B une A-
algebre topologique. Pour que B soit une A-algébre préadique, il faut et il suffit
que B soit un anneau JB-préadique. En outre, si A est adique et J est de type
fini, pour que B soit une A-algébre adique, il faut et il suffit que B soit un anneau
J B-adique.

Proposition 1.8.5. Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module complet
pour la topologie J-préadique, N un A-module séparé pour la topologie J-préadique,
w: M — N un morphisme A-linéaire. Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) w est surjectif.
(ii) Le morphisme ug: M/JM — N/JN déduit de u par le changement d’an-
neaur A — A/J est surjectif.

Posons gr(A) = @penJ™/J" L, et considérons le foncteur
P gi(P) = @uen(J"P/J"HP)

de la catégorie des A-modules vers la catégorie des gr(A)-modules. Comme le
morphisme canonique gr(A) ® 4,5 (P/JP) — gr(P) est surjectif, la condition (ii)
entraine que gr(u) est surjectif. Le proposition résulte alors de ([12] chap. III §2.8
théo. 1 et cor. 2).

Corollaire 1.8.6. Soient A un anneau préadique séparé et complet, J un idéal de
définition de A, a un idéal de A. Pour que a soit un A-module de type fini, il faut
et il suffit que a/Ja soit un A-module de type fini.

En effet, en tant que sous-module de A, a est séparé pour la topologie J-
préadique, et le corollaire résulte de 1.8.5.

Proposition 1.8.7. Soient A un anneau, J un idéal de A tel que J/J? soit un A-
module de type fini, M un A-module tel que M/JM soit un A-module de type fini,
a un idéal ouvert pour la topologie J-préadique de A tel que a/Ja soit un A-module
de type fini.

(i) L’anneau A= lim(A/J"*Y) est adique. Si J est Uadhérence dans A de Uimage
canonique de J, qui s’identifie aussi a lim(J/J"F1), J est un idéal de défi-
nition de type fini de ﬁ, Jn est ladhérence dans A de ["mage canonique de
Jn, AJJ" est isomorphe a AJJ"™ et J)J? & J/J2.

(ii) Soient M = lim(M/J" M) le séparé complété de M, i: M — M lap-
plication canonique. Alors M est un A-module de type fini, M= A\Z(M),
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JnM est Uadhérence dans M de ltmage canonique de J"M , et ]/\i/j”]/\f est
isomorphe & M/J"M.
(iii) Soit @ = lim(a/J"ta) le séparé complété de a. Alors a est un idéal ouvert

de type fini de E, etonaa= a/T; en particulier, on a J=JA.

Les propositions (i) et (ii) résultent de ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1).
Si J™ C a, alors a s’identifie & lim (a/J"™1), qui est un idéal ouvert de A. Les
n>m

autres assertions de la proposition (iii) résultent de (ii).

1.8.8. Soient A un anneau préadique, B une A-algébres préadique, C' une A-
algebre topologique. Supposons C' un anneau préadique (mais pas forcement une
A-algebre préadique). La topologie sur C' déduite de celle de A étant plus finie
que la topologie donnée, pour tout idéal de définition K de C, il existe un idéal
de définition J de A tel que JC C K ; donc le produit tensoriel complété B&aC,
qui est par définition ([28] 0.7.7.1) la limite projective des anneaux

(B/J"B)®@ayjn (C/K") = (B®a C)/K"(B®4C),

est isomorphe au séparé complété de B ®4 C pour la topologie K (B ®4 C)-
préadique. Si K est de type fini sur C, il résulte de 1.8.7 que B® 4C est un anneau
K(B®4C)-adique et

(B2AC)/K™(B®4C) ~ (B©a C)/K"(B©a C) =~ (B/J"B) @, n (C(/K")-
1.8.8.1)

1.8.9. Soient A un anneau linéairement topologisé, (Jy) un systéme fondamen-
tal d’idéaux ouverts de A, S une partie multiplicative de A. Notons Sy l'image
canonique de S dans A/Jy. Les anneaux S '(A/.Jy) forment un systéme pro-
jectif. On désigne par A{S~!'} la limite projective de ce systéme et on I'appelle
anneau complet de fractions de A ayant leurs dénominateurs dans S. Cette défi-
nition ne dépend pas du systéme fondamental (Jy) choisi. L’anneau A{S~'} est
topologiquement isomorphe au séparé complété de S~!A pour la topologie dont
un systéme fondamental de voisinages de 0 est formé des S™1J, ([28] 0.7.6.2). Plus
généralement, si M est un A-module, on désigne par M{S~!'} le séparé complété
de S™'M pour la topologie déduite de celle de S~ A.

Soit a un idéal ouvert de A ; on peut supposer que Jy C a pour tout A, et par
suite S~1Jy € S~ la dans S A, autrement dit, S~ 'a est un idéal ouvert de S~ A.
Donc a{S~'} est un idéal ouvert de A{S~1}, et I'anneau discret A{S~!}/a{S~1}
est isomorphe & S71(A/a). Inversement, tout idéal ouvert de A{S™!} est de cette
forme ([28] 0.7.6.9).

Proposition 1.8.10 ([28] 0.7.6.11). Si A est un anneau admissible, il en est de
méme de A{S™'}, et pour tout idéal de définition J de A, J{S™1} est un idéal de
définition de A{S~'}.
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Proposition 1.8.11. Soient A un anneau adique, S une partie multiplicative de A,
J un idéal de définition de type fini de A, a un idéal ouvert de type fini de A. Alors
A{S~1} est un anneau adique, J{S™'} est un idéal de définition de type fini de
A{S™1}, et on a a{S™'} = a(A{S™'}) ; en particulier, on a J{S™'} = J(A{S™1})
et J{ST1} = (J{ST}H)" = J*(A{S™1}) pour tout n > 1.

Cela résulte de 1.8.7.

1.8.12. Soient A un anneau linéairement topologisé, M un A-module. Pour tout
élément f de A, on désigne par Ay I'anneau complet des fractions A{S;l}

et par Mys le Agp-module M{Sf_l}, ot Sy est 'ensemble multiplicatif des f™

(n > 0). Lorsque f parcourt une partie multiplicative S de A, les Ay forment un

systéme inductif filtrant d’anneaux ([28] 0.7.6.15), et les M) forment un systéme

inductif filtrant de modules. On pose A(gy = th Agpy et Mgy = th Miyy. On
ses fes

a un homomorphisme canonique d’anneaux A;gy — A{S71}, et un morphisme

canonique Aygy-linéaire Mygy — M{S~'}.

Proposition 1.8.13 (|28] 0.7.6.17). Soient A un anneau admissible, p un idéal pre-
mier ouvert de A, S = A — p. Alors les anneaur Aygy et A{S™'} sont locaur,
I’homomorphisme canonique Agsy — A{S™} est local et les corps résiduels de
Agsy et A{S™1} sont canoniquement isomorphes au corps des fractions de A/p.

Proposition 1.8.14 (|28] 0.7.6.18). Sous les hypothéses de (1.8.13), si on suppose
de plus que A est un anneau adique noethérien, les anneauz locauzr A{S~'} et
Agsy sont noethériens, et A{S71} est un Agsy-module fidélement plat.

Remarque 1.8.15. L’énoncé 1.8.14 sera étendu & un cas non noethérien (1.12.7).

1.8.16. Soient A un anneau linéairement topologisé, % un systéme fondamental
d’idéaux ouverts de A. On désigne par A{({,...,&,) le sous-anneau des séries
formelles restreintes de A[[&1, . . ., &,]] ([12] chap. IIT §4.2 déf. 2). Pour tout J € £,
on a un homomorphisme canonique

wy: AlEr, . &) — (A DL, ... &l (1.8.16.1)

On munit A(&,...,&,) de la topologie linéaire dont les noyaux des u; (pour
J € A) forment un systéme fondamental d’idéaux ouverts. Si A est complet et
séparé, ’lhomomorphisme

est un isomorphisme d’anneaux topologiques ([12] chap. III §4.2 prop. 3).
Proposition 1.8.17 (|28] 0.7.5.2).

(i) Si A est un anneau admissible, il en est de méme de A’ = A(&1,...,&,).
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(ii) Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type fini de A. Si
lon pose J' = JA’, alors A’ est un anneau J'-adique, et J' est le noyau de
l’homomorphisme wy (1.8.16.1). Si, en outre, A est noethérien, il en est de
méme de A'.

Définition 1.8.18. Soient A un anneau admissible, B une A-algébre topologique.
On dit que B est une A-algébre topologiquemnent de type fini (ou topologiquement de
type fini sur A) et que ’homomorphisme canonique p: A — B est topologiquement
de type fini si B est admissible et est isomorphe en tant que A-algébre topologique
a un quotient d’une algébre de séries restreintes A(&1,...,&n).

On dit que B est une A-algébre topologiquement de présentation finie (ou
topologiquement de présentation finie sur A) et que ’homomorphisme canonique
p: A — B est topologiquement de présentation finie si B est admissible et est
isomorphe en tant que A-algébre topologique & un quotient d’une algébre de séries
restreintes A({q,...,&,) par un idéal de type fini.

On peut faire les remarques suivantes :

1.8.18.1. Soient A un anneau admissible, B une A-algébre topologique. Dire que
B est topologiquement de type fini sur A équivaut aux conditions suivantes :

(i) B est un anneau admissible.

(ii) Il existe un homomorphisme continu, strict ([13] chap. III §2.8 déf. 1) et
surjectif de A-algébres topologiques

w: A&, ..., &) — B. (1.8.18.1)

Dire que B est topologiquement de présentation finie sur A équivaut aux
mémes conditions avec en plus ker(y) un idéal de type fini.

1.8.18.2. Soient A un anneau adique, B une A-algébre topologique, ¢: A&y, ...,
&n) — B un homomorphisme surjectif de A-algébres. Pour que ¢ soit continu et
strict, il faut et il suffit que B soit une A-algébre préadique. Cela résulte de 1.8.2
et 1.8.17(ii).

Proposition 1.8.19. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type
fini de A, B une A-algébre topologique. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) B est une A-algébre adique, et B/JB est une (A/J)-algébre de type fini.
(ii) B est topologiquement de type fini sur A.

En effet, (ii) entraine (i) en vertu de 1.8.17(ii) et 1.8.18.2. Montrons que
(i) entraine (ii). Soient (b1, ...,b,) des éléments de B dont les classes modulo JB
forment un systéme de générateurs de la (A/.J)-algébre B/JB, ¢: A{&1,..., &) —
B 'homomorphisme continu associé ([12] chap. IIT §4.2 prop. 4). Alors ¢ est sur-
jectif (1.8.5) et strict (1.8.18.2), d’ou la conclusion.
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Corollaire 1.8.20. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de A, B
une A-algeébre de type fini. Alors B =1lim(B/J" 1 B) est topologiquement de type

fini sur A.

En effet, on peut supposer J de type fini sur A, et la conclusion résulte de
1.8.7 et 1.8.19.

Corollaire 1.8.21. Soient A un anneau adique, B une A-algébre topologiquement
de type fini, C' une B-algébre topologiquement de type fini. Alors C est topologi-
quement de type fini sur A.

Corollaire 1.8.22. Soient A un anneau adique, B une A-algébre topologiquement
de type fini, A" une A-algébre topologique. Supposons A’ un anneau adique (mais
pas forcement une A-algébre adique). Alors B&4A' est topologiquement de type
fini sur A’.

Cela résulte de 1.8.8 et 1.8.19.

Proposition 1.8.23. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type
fini de A, B une A-algébre topologiquement de présentation finie. Alors B est une
A-algeébre adique, et B/JB est une (A/J)-algébre de présentation finie.

En effet, cela résulte de 1.8.17(ii) et 1.8.18.2.

Remarque 1.8.24. La proposition 1.8.23 sera renforcée dans 1.10.4.

Définition 1.8.25. Soient A un anneau, J un idéal de A. On dit que (A, J) vérifie :

(a) la condition d’Artin-Rees (en abrégé AR), si J est de type fini et si pour tout
A-module de type fini M et tout sous-A-module N de M, la filtration induite
sur N par la filtration J-préadique sur M est J-bonne ([12] chap. IIT §3.1
déf. 1) ; autrement dit, il existe ng tel que, pour tout n > ng, on ait

J(J"M)NN) = (J""'M)n N. (1.8.25.1)

(b) la condition de Krull (en abrégé Kr), si pour tout A-module de type fini M
et tout sous-A-module N de M, la topologie J-préadique de N est induite
par la topologie J-préadique de M.

On peut faire les remarques suivantes :

1.8.25.2. La condition (AR) est clairement plus forte que (Kr).

1.8.25.3. Si (A, J) vérifie (Kr), il en est de méme de (A, K), pour tout idéal de
définition K de la topologie J-préadique sur A.

1.8.25.4. D’aprés le lemme d’Artin-Rees ([12] chap. IIT §3.1 prop. 1 et cor. 1), pour
tout anneau noethérien A et tout idéal J de A, (A, J) vérifie (AR). On donnera
dans 1.9.18 un exemple important d’anneaux non noethériens qui vérifient (AR).
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Proposition 1.8.26. Soient A un anneau, J un idéal de A tels que (A, J) vérifie
(Kr). Pour tout A-module M, on note M le séparé complété de M pour la topologie
J-préadique.
(i) Pour toute suite exacte de A-modules 0 — N — L — M — 0 telle que L soit
de type fini, la suite 0 — N —IL— M—0 est exacte.
(ii) Pour tout A-module de présentation finie M, la fleche canonique M & 4 A—
M est un isomorphisme.

(i) Le morphisme surjectif L — M est toujours strict pour les topologies
J-préadiques. Comme (A, J) vérifie (Kr), le morphisme N — L est strict pour les
topologies J-préadiques ([13] chap. III §2.8 prop. 24). La proposition résulte alors
de ([12] chap. III §2.12 lem. 2).

(ii) Soit 0 - N — L — M — 0 une suite exacte de A-modules, ou L = A"
et N est de type fini. Compte tenu de (i), on a un diagramme commutatif de
A-modules

N®AA\—>L®AA\—>M®AA\—>O

L

0 ~ ~ —

N L M 0

dont les lignes sont exactes et 3 est un isomorphisme. Comme « est surjectif ([12]
chap. IIT §2.12 prop. 16), 7 est un isomorphisme ([12] chap. I §1.4 prop. 2).

Lemme 1.8.27. Soient A un anneau, J un idéal de type fini de A, M un A-module
de type fini. Si (A, J) vérifie (AR), la fermeture (), J"M de {0} dans M pour
la topologie J-préadique est l’ensemble des x € M pour lesquels il existe t € J tel
que (1 —t)z = 0.

11 suffit de calquer la démonstration de ([12] chap. III §3.2 prop. 5). Si x = tz,
out e J,alors x = t"x € J"M pour tout n > 0, et donc x € F = NpenJ"M.
Inversement, si x € F, il existe un entier n tel que

Jr = J((J"M)N Az) = (J"T'M) N Az = Ax.

Donc il existe t € J tel que x = tx.

Proposition 1.8.28. Soient A un anneau, J un idéal de type fini de A tels que
(A, J) vérifie (AR). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) J est contenu dans le radical de A.
(b) Tout A-module de type fini est séparé pour la topologie J-préadique.
(¢) Pour tout A-module de type fini M, tout sous-A-module de M est fermé pour
la topologie J-préadique.
(d) Tout idéal mazimal de A est fermé pour la topologie J-préadique.
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11 suffit de calquer la démonstration de ([12] chap. IIT §3.3 prop. 6), en rem-
plagant l'usage de ([12] chap. IIT §3.2 prop. 5) par celui de 1.8.27.

Corollaire 1.8.29. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type fini
de A tels que (A, J) vérifie (AR). Alors les conditions équivalentes de (1.8.28) sont
remplies ; en particulier, tout A-module de type fini est complet et séparé pour la
topologie J-adique.

En effet, la condition 1.8.28(a) est clairement remplie ([12] chap. III §2.13
lem. 3), et la topologie J-adique d’un A-module de type fini est compléte en vertu
de ([12] chap. III §2.12 cor. 1 de prop. 16).

1.8.30. Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module. On appelle sous-
module de J-torsion de M, et 'on note M j_ior, le sous-module des sections x € M
pour lesquelles il existe un entier k& > 0 tel que J*z = 0. On dit que M est J-nul
(resp. J-pur) si M = Mjior (resp. My tor = 0). On dit que A est J-pur s’il est
J-pur en tant que A-module.
On peut préciser la terminologie et faire les remarques suivantes :

1.8.30.1. Lorsque A est un anneau préadmissible et J est un idéal de définition
de A, le module M j o, ne dépend pas du choix de J; on 'appelle sous-module
de torsion topologique de M et on le note Mio,. On dit que M est rig-nul (resp.
rig-pur) si M = Mior (resp. Mioy = 0). On dit que A est rig-pur s’il est rig-pur en
tant que A-module.
1.8.30.2. Supposons J de type fini ; posons X = Spec(A) et U = X —V(J). Il résulte
de (28] 6.8.4) que M j_to; est le noyau du morphisme de restriction M — T'(U, M).
De plus, en vertu de 1.5.5.5, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ass(A) C U.

(ii) U est schématiquement dense dans X.

(iii) A est J-pur.

1.8.31. Soient X un schéma, Y un sous-schéma fermé de présentation finie de X,
défini par un idéal quasi-cohérent de type fini ¢ de Ox, U 'ouvert X —Y de X,
j: U — X linjection canonique, .# un Ox-module quasi-cohérent. On dit que %
est Y-pur (ou _Z-pur) si 'homomorphisme canonique .# — j,.(Z|U) est injectif
(cf. [31] 5.9.9).

Lorsque X = Spec(A) est affine, ¢ = j, ou J est un idéal de type fini de A,
et & = M7 ott M est un A module, % est Z-pur si et seulement si M est J-pur.

Lemme 1.8.32. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de présentation finie
de S, U Douvert S —T de S, X un S-schéma, F un Ox-module quasi-cohérent,
Y Uimage réciproque de T dans X. Si U est schématiquement dense dans S et F
est S-plat, alors F est Y -pur.

En effet, la question étant locale sur S et sur X, on peut se borner au cas oi
S = Spec(A) et X = Spec(B) sont affines, # = M, ot M est un B-module, et T'
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est défini par un idéal de type fini J de A. Comme A est J-pur (1.8.30.2) et M
est A-plat, M est (JB)-pur.

Proposition 1.8.33 ([28] 6.9.17). Soient X un schéma, # un idéal quasi-cohérent
de type fini de Ox, Y le sous-schéma fermé de X défini par ¢, U louvert X =Y
de X, j: U — X linjection canonique, # un Ox-module quasi-cohérent de type
fini, G un Ox-module quasi-cohérent. Alors le morphisme canonique

lim Homeg, ( #".%,%) — Home, (F|U,¥4|U) (1.8.33.1)

n>0

est injectif ; il est bijectif dans chacun des cas suivants :

(a) X est quasi-compact, 7 est localement monogéne, le noyau du morphisme
d’adjonction Ox — j.(Oy) est de type fini et F est X-plat.

(b) X admet un recouvrement fini (V;) par des ouverts affines tels que pour tout
i, si l'on pose A; = I'(V;,0x), Ji = T'(V;, 7) et My = T'(V;, 7), (Ai, Ji)
vérifie (Kr) et que M; soit cohérent.

Montrons d’abord que le morphisme (1.8.33.1) est injectif. Soit f: #"% —
% un morphisme Ox-linéaire tel que f|U = 0; alors I'image f(_#".%) C ¥ est
un Ox-module quasi-cohérent de type fini, dont le support est contenu dans Y.
En vertu de ([28] 6.8.4), il existe un entier m > 0 tel que Z™"f( #"%) = 0,
autrement dit la restriction de f a #"T™.% est nulle, donc aussi I'image de f
dans lim Homeg, (#"F,9).

n>0

Pour prouver que le morphisme (1.8.33.1) est surjectif sous I'une des condi-
tions (a) ou (b), considérons d’abord le cas o X = Spec(A) est affine, de sorte
que 7 = j, ou J est un idéal de type fini de A, . F = M, ou M est un A-module
de type fini et ¥ = N, ou N est un A-module.

Supposons que J soit principal engendré par ¢, que M soit A-plat et que le
noyau du morphisme d’adjonction &x — j.(0y) soit de type fini. Il faut montrer
que le morphisme canonique

lim Hom 4 (t" M, N) — Homg, (My, Ny) (1.8.33.2)

n>0

est surjectif. On peut se réduire grace aux isomorphismes canoniques t"M ~
t"A® s M et Homy (1" A® 4 M, N) ~ Hom4 (" A, Hom4 (M, N)) au cas ou M = A.
Comme j est cohérent, j.(Oy) est un Ox-module quasi-cohérent ([28] 6.7.1). Il
résulte alors des hypothéses que Ao, est un idéal de type fini de A. Il existe donc
un entier a > 0 tel que t*A; tor = 0. Soient s € N, n un entier > 0. La suite

gnte n+ao
0— Attor — A — "4 —0

est exacte. Le morphisme A — N qui & x associe xt%s, s’annule sur Ay.tor. 11 induit
donc un A-morphisme @: t"T*A — N tel que p(t"t*x) = t“as pour tout x € A.
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L’image canonique de ¢ dans Homy, (A¢, N¢) = N est s/t ; d’ou la surjectivité
de (1.8.33.1) dans ce cas.

Supposons que (A, J) vérifie (Kr) et que M soit cohérent, et montrons que
le morphisme (1.8.33.1) est surjectif. Soient (g;)1<i<m un systéme de générateurs
de J, (s;)1<j<n un systéme de générateurs de M. Soit f: F|U — 4|U un Oy-
morphisme, et considérons les sections t; = f(s;|U) de ¢ au-dessus de U. Par la
preuve de (]28] 6.9.17), il existe un entier h > 0 tel que chacune des sections gl't;
se prolonge en une section u;; de ¢ au-dessus de X. Si J; est I'idéal de A engendré
par les gz'-’7 ona J™ c J; ¢ J, donc on peut désormais supposer h = 1.

Les éléments g;s; engendrent le A-module JM et définissent donc un épi-
morphisme p: A™" — JM tel que p(e;j) = gis;, ou (e;;) est la base canonique
de A™"; soit R = ker(p) son noyau. Comme M est cohérent, R est un A-module
de type fini. Soit d’autre part ¢: A™" — N le A-morphisme tel que g(e;;) = wi;,
et soit S = ker(q) son noyau. Par définition, on a q|U = f o (p|U). Donc on a
R|U c S|U. Cela s’exprime aussi en disant que le @x-module R/(RN S) a son
support dans V(J). Il existe donc un entier v > 0 tel que J*(R/(RNS)) = 0 (28]
6.8.4), autrement dit J*R C S. Comme (A, J) vérifie (Kr), il existe u > 0 tel que
JEA™ N R C J'R C S. On en déduit un A-morphisme ¢: JT#M — N tel que
po (p|JFA™™) = q|J* A™™. En particulier, la restriction de ¢: Z'"HF — G aU
est f; d’ou la surjectivité de (1.8.33.1) dans ce cas.

Montrons maintenant la surjectivité du morphisme (1.8.33.1) lorsque X est
un schéma quelconque sous 1'une des conditions (a) ou (b). Soit (V;) un recou-
vrement fini de X par des ouverts affines tels que si 'on pose A4; = I'(V;, Ox),
Ji =T(Vi, 7) et M; =T'(V;,#), 'une des deux conditions suivantes soit rem-
plie :

(a’) Le noyau du morphisme d’adjonction Ox — j.(Oy) est de type fini, .# est
X-plat et pour tout i, J; est un idéal principal.

(b) (4, J;) vérifie (Kr) et M; est cohérent.

Pour tout couple (i, j), posons V;; = V;NV;. On a alors un diagramme commutatif
a lignes exactes

Homy (% ,9)

[1 Homyny, (#,%) —— [] Homyry,, (£,9)

1,7

| T

lim Homx (7" %,¥) — [] lim Homy, (_#".#,¥) — [[ lim Homy,, (/"% ,9)

n>0 n>0 ) n>0

ou l'on a écrit pour simplifier Homy (4, .4") au lieu de Homg,, (A4 |W, A |W)
pour deux faisceaux .#, .4 et un ouvert W. En effet, la ligne inférieure est exacte
car le foncteur lim commute aux produits finis dans la catégorie des ensembles.

—

Comme la fleche verticale centrale est bijective et que la fléche verticale de droite
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est injective d’aprés ce qui a été vu précédemment, la fleche verticale de gauche
est bijective.

Corollaire 1.8.34. Soient X un schéma, ¢ un idéal quasi-cohérent de type fini de
Ox, Y le sous-schéma fermé de X défini par 7, U lUouvert X =Y de X, j: U —
X linjection canonique, F un Ox-module quasi-cohérent. Alors le morphisme
canonique

liin Homg, (#", ) = T'(U, 7) (1.8.34.1)

n>
est injectif ; il est bijectif dans chacun des cas suivants :

(a) X est quasi-compact, # est localement monogéne et le noyau du morphisme
d’adjonction Ox — j.(Oy) est de type fini.

(b) X admet un recouvrement fini (V;) par des ouverts affines tels que pour tout
i, st Uon pose A; =T'(V;,0x) et J; =T(V;, 7), (A, Ji) vérifie (Kr) et que
A; soit cohérent.

1.9 Anneaux valuatifs

Définition 1.9.1 ([19] 3.1.1). On dit qu’un anneau topologique A est prévaluatif si
les conditions suivantes sont remplies :

(i) A est local.
(ii) La topologie de A est définie par un idéal de type fini.
(iii) Tout idéal ouvert de type fini de A est inversible.

On dit que A est valuatif s’il est prévaluatif et si en outre il est séparé et complet.

On notera que tout idéal de définition de type fini d’'un anneau prévaluatif
est principal, engendré par un élément non diviseur de zéro.

Exemple 1.9.2. Soient A un anneau de valuation, J un idéal non nul de type fini
de A. Alors A muni de la topologie J-préadique est un anneau prévaluatif.

Proposition 1.9.3. Soient A un anneau prévaluatif qui n’est pas un corps, J un
idéal de définition de type fini de A, t un générateur de J. Pour que A soit séparé,
il faut et il suffit que Ay soit un corps. Dans ces conditions, A est un anneau de
valuation et J est contenu dans l'idéal mazimal de A.

Notons d’abord que A C A; car t est non diviseur de zéro dans A. Montrons
que si A; est un corps, A est séparé. Soient f un élément non nul de N, J™, g € A,
n un entier > 0, tels que g/t™ soit U'inverse de f dans A;. La relation t™ = fg
dans A, entraine que t" € t"*A pour tout m > 0. Donc t est inversible dans A et
A = A; est un corps, ce qui est exclu. Par suite A est séparé.

Montrons que si A est séparé, A; est un corps. Il suffit évidemment de montrer
que tout élément non nul f de A est inversible dans A;. Comme A est prévaluatif,
il existe g € A non diviseur de zéro tel que fA+tA = gA. On peut alors considérer
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t/g et f/g comme des éléments de A, et au moins 'un d’eux est inversible, car
A est local. Si f/g est inversible alors t € fA; donc f est inversible dans A;. Si
t/g est inversible alors f € tA; on se raméne dans ce cas & montrer que f/t € A
est inversible dans A;. Or par hypotheése, il existe n > 0 tel que f & t"A; on en
déduit par une récurrence fini que f est inversible dans A;.

Supposons toujours A séparé ; donc J est contenu dans I'idéal maximal de A.
Montrons que les idéaux principaux de A sont totalement ordonnés par la relation
d’inclusion ([12] chap. VI §1.2 théo. 1). Soient f, g deux éléments non nuls de A.
Onavuque fetAdout € fA; et de méme pour g. Sit € fAout € gA, alors
fA+ gA est ouvert et on conclut comme plus haut que f € gA ou g € fA. Sinon,
f et g appartiennent a tA et on recommence avec f/t et g/t. Comme A est séparé,
on en déduit par une récurrence fini que f € gA ou g € fA.

Proposition 1.9.4 ([19] 3.3.1). Soient A un anneau prévaluatif, J un idéal de défi-
nition de type fini de A, t un générateur de J. Supposons J contenu dans l’idéal
mazimal de A et posons V.= A/(N,J"). Alors :

(i) Ay est un anneau local.
(ii) V est un anneau de valuation, de corps des fractions le corps résiduel de Ay.
(i) V est séparé pour de la topologie JV -préadique.

Notons d’abord que Spec(A;) # 0 car ¢ n’est pas diviseur de zéro dans A.
Soient p un idéal premier de A qui définit un point fermé de Spec(A;), x(p) le
corps résiduel de Ay, W = A/p, ¢ la classe de t dans W. Donc W est un anneau
local intégre, de corps des fractions x(p) et ¢ # 0. On munit W de la topologie
JW-préadique. Tout idéal ouvert de W est I'image d’un idéal ouvert de A, donc
monogéne et méme inversible puisqu’il contient une puissance de ; par suite W
est prévaluatif. D’autre part, W # k(p) car p n’est pas l'idéal maximal de A,
et Wy = k(p). Dans ces conditions, il résulte de 1.9.3 que W est un anneau de
valuation, séparé pour la topologie JW -préadique.

Montrons que A; est un anneau local (et est donc isomorphe a A,). Il suffit
de montrer que tout f € A, de classe non nulle f dans W, est inversible dans
A;. Comme W est un anneau de valuation, si ¥ & fW pour tout n > 0, alors
fen,t"W =0, ce qui est exclu. Il existe donc un entier n > 0 tel que ¢ € fW.
Soit A un élément non diviseur de zéro de A tel que fA+t"A = hA, et soit g € A
tel que f = hg. On a alors fW = fW+1 W = hW. Comme f # 0, g est inversible
dans W, et donc aussi dans A; d’ou t" € fA. Par suite f est inversible dans A;.

Montrons enfin que W = V| autrement dit que p = N, J™. Soient f € p, n
un entier > 0, h un élément non diviseur de zéro de A tels que fA+t"A = hA, et
soit g € A tel que t" = hg. On a alors &' W = hW. Comme 7 # 0, g est inversible
dans W, et donc aussi dans A. D’ou f € t"A et p C N,J". L’inclusion inverse
découle du fait que W est séparé pour la topologie JW-préadique.

Lemme 1.9.5. Soient A un anneau de valuation qui n’est pas un corps, J un idéal
non nul de type fini de A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) La topologie J-préadique sur A est séparée.
(ii) Tout idéal non nul de A est ouvert pour la topologie J-préadique.

Comme A n’est pas un corps, (ii) entraine facilement (i). Montrons que (i)
implique (ii). Soient ¢ un élément non nul de A qui engendre J, f un élément non
nul de A. 1l existe n > 0 tel que f & t" A, et donc t" € fA. Par suite, tout idéal
non nul de A est ouvert pour la topologie J-préadique.

Remarque 1.9.6. Il existe sur tout anneau intégre une et une seule topologie li-
néaire, non discréte telle que tout idéal non nul soit ouvert, & savoir la topologie
linéaire pour laquelle les idéaux non nuls forment un systéme fondamental d’idéaux
ouverts ([13] Chap. III §1.2 prop. 1).

Proposition 1.9.7. Soit A un anneau de valuation qui n’est pas un corps. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La topologie linéaire de A pour laquelle les idéaux non nuls forment un sys-
teme fondamental d’idéauz ouverts (1.9.6), est définie par un idéal de type
fini J de A.

(ii) 1l existe un idéal premier non nul p de A, contenu dans tous les idéaux pre-
miers non nuls de A.

Dans ces conditions, pour qu’un idéal de type fini de A soit un idéal de définition
de la topologie définie dans (1), il faut et il suffit qu’il soit engendré par un élément
non nul de p.

Notons d’abord qu’étant donnés deux idéaux a,b de A, onaa Cboub C a.
En effet, sinon il existerait « € a—b et b € b — a, ce qui est impossible car a € bA
ou b € aA.

Soient ¢ un élément de I'idéal maximal de A, vtA le radical de ¢tA. Soient
a,b € Atels que ab € V/tA. D’apreés ce qui précede, on peut supposer vVaA C VA ;
autrement dit, a” € bA pour un entier n > 0; d’oil a € VtA. Par suite VtA est
un idéal premier de A.

Supposons la condition (i) remplie. Comme la topologie J-préadique de A est
séparée (1.9.5) et non discréte, J est engendré par un élément non nul ¢ de I'idéal
maximal de A. D’autre part, tout idéal non nul de A contient une puissance de
t; donc VtA est un idéal premier, contenu dans tout idéal premier non nul de A,
d’on (ii).

Supposons la condition (ii) remplie. Soit ¢ un élément non nul de p. Pour
tout élément non nul a de A, on a vVtA = p C VaA. Par suite, tout idéal non nul
de A est ouvert pour la topologie t A-préadique. Il résulte de 1.9.6 que la topologie
définie dans (i) est la topologie tA-préadique.

On a démontré la derniére assertion de la proposition.

Corollaire 1.9.8. Pour un anneau topologique A, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) A est un anneau prévaluatif séparé.
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(ii) A est un anneau de valuation, ayant un idéal premier non nulp contenu dans
tous les idéauz premiers non nuls, muni de la topologie linéaire pour laquelle
les idéaux non nuls forment un systéme fondamental d’idéaux ouverts.

Dans ces conditions, pour qu’un idéal de type fini de A soit un idéal de définition,
il faut et il suffit qu’il soit engendré par un élément non nul de p.

On notera que chacune des conditions entraine que A n’est pas un corps. Le
corollaire résulte donc de 1.9.3, 1.9.5, 1.9.6 et 1.9.7.

Définition 1.9.9. On appelle hauteur d’'un anneau valuatif sa hauteur en tant qu’an-
neau de valuation (1.9.8). Si cette hauteur est finie égale a n, on dit que ’anneau
est n-valuatif.

Corollaire 1.9.10. Pour un anneau topologique A, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est un anneau 1-valuatif.

(ii) A est un anneau de valuation de hauteur 1, muni de la topologie linéaire
pour laquelle les idéaux non nuls forment un systéme fondamental d’idéaux
ouverts, et il est complet et séparé.

Dans ces conditions, pour qu’un idéal de type fini de A soit un idéal de définition, il
faut et il suffit qu’il soit engendré par un élément non nul de l’idéal mazimal de A.

Lemme 1.9.11. Soient A un anneau prévaluatif séparé, J un idéal de définition de
type fini de A, Ao = A/J. Alors Ass(Ap) = Spec(Ay).

Notons m l'idéal maximal de A. Compte tenu de 1.9.8, ([12] chap. IV §1
exerc. 17(d) et chap. VI §4.1 prop. 1), il suffit de montrer que m/J € Ass(Ay).
Soient z € m — J, t un générateur de J. Comme = ¢ J, il existe y € A tel que
t = xy; de plus, y € J (sinon z serait inversible dans A). Par suite, la classe de x
modulo J est un diviseur de zéro de Ag. On en déduit que m/J est la réunion des
idéaux premiers dans Ass(Ag) ([12] chap. IV §1 exerc. 17(b)). Comme Spec(A) est
totalement ordonné par inclusion, on conclut que m/J € Ass(Ay).

Lemme 1.9.12. Soient R un anneau valuatif, t un élément non nul de R tel que
tR soit un idéal de définition de R, M un R-module. Pour que M soit R-plat, il
faut et il suffit que t ne soit pas diviseur de zéro dans M.

On sait que M est R-plat si et seulement si M est sans-torsion, i.e., tout
élément non nul de R n’est pas diviseur de zéro dans M ([12] chap. VI §3.6 lem. 1).
Comme R est séparé, pour tout élément non nul f de R, il existe un entier n > 0
tel que f € t"R. Donc t"™ € fR, et le lemme s’ensuit.

Proposition 1.9.13. Soient R un anneau valuatif, t un élément non nul de R tel
que tR soit un idéal de définition de R, A une R-algébre. Supposons que pour tout
A-module de type fini M, tout sous-module N de M tel que M /N soit R-plat, est
de type fini sur A. Alors (A,tA) vérifie (AR) (1.8.25).
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Soient M un A-module de type fini, N un sous-module de M,
Ngat = {x € M| t"x € N pour un entier n > 1}

la saturation de N dans M. On a alors (" M) N Ngat = t" Ngat pour tout n > 0.
Comme ¢t n’est pas diviseur de zéro dans M /Ngat, M /Ngat est R-plat (1.9.12). Par
suite, Ngat est un A-module de type fini. Il existe alors un entier ng > 0 tel que
t"0 Ngat C N. Pour tout n > ng, on a

t"M)YNN = ((t"M) N Ngat) NN = (t" Ngat) "N = t" Ngat,

d’otu la conclusion.

Proposition 1.9.14. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, A une R-algébre
topologiquement de type fini, M un A-module de type fini, N un sous-module de
M tel que M/N soit R-plat. Alors N est de type fini sur A.

On peut se borner au cas ot A = R(&,...,&). Si u: A — M est un
morphisme A-linéaire surjectif, A7 /u~1(N) ~ M/N; on peut donc supposer M
libre de type fini. Soient J un idéal de définition de type fini de R, Ry = R/J,
AO = A®RRO, MO = M@RR(), NO = N®RRO. Par hypothése7 AO = Ro[fl, .. ,fn]
et (M/N)®pg Ry est un Ag-module de type fini, Ro-plat. Donc en vertu de 1.5.16,
(M/N)®pg Ry est de présentation finie sur Ag. Comme la suite 0 — Ny — My —
(M/N) ®r Ry — 0 est exacte, Ny est de type fini sur Ag. D’autre part, N est
séparé pour la topologie JA-adique, en tant que sous-module de M = A7. Donc
N est de type fini sur A (1.8.5).

Remarque 1.9.15. La condition que R est de hauteur finie dans 1.9.14 ne sert qu’a
garantir que Ass(Rp) est fini (1.9.11).

Corollaire 1.9.16. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, A une R-algébre
topologiquement de type fini qui est plate sur R. Alors A est topologiquement de
présentation finie sur R.

Corollaire 1.9.17. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, A une R-algébre
topologiquement de type fini, S une partie multiplicative de A, M un (S™tA)-
module de type fini, N un sous-(S~1A)-module de M tel que M/N soit R-plat.
Alors N est un (S~*A)-module de type fini.

Soit P un sous-A-module de type fini de M tel que M = S~'P. Posons
Q = NN P dans M, qui est un sous-A-module de P tel que N = $~!Q. Comme
P/Q est un sous-A-module de M /N, il est R-plat (1.9.12). Donc en vertu de 1.9.14,
Q@ est un A-module de type fini, d’ou la conclusion.

Corollaire 1.9.18. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, t un élément non
nul de R tel que tR soit un idéal de définition de R, A une R-algébre topologique-
ment de type fini, S une partie multiplicative de A, M un (S~1A)-module de type
fini. Alors,
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(i) (S7A,tS~tA) vérifie (AR); en particulier, (A,tA) vérifie (AR).
(ii) L’anneau A; est noethérien.
(iii) Mior est un (S™1A)-module de type fini et M /Mo, est un (S~1A)-module
cohérent.

(1) Cela résulte de 1.9.13 et 1.9.17.

(ii) Soient a un idéal de A¢, b le noyau de 'homomorphisme canonique A —
Ai/a; donc by = a. Comme A/b est R-plat (1.9.12), b est un A-module de type
fini (1.9.14), ce qui démontre l’assertion.

(iii) Tout sous-(S~*A)-module de M/M;,, est R-plat (1.9.12). Donc en vertu
de 1.9.17, Mo, est un (S~'A)-module de type fini. De méme, le noyau de tout
homomorphisme S~ A" — M /M., est de type fini; donc M /M, est un (S~1A)-
module cohérent.

1.10 Anneaux idylliques

Définition 1.10.1. On dit qu’un anneau adique est idyllique s’il est noethérien ou
s’il est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif (1.9.9).

On peut préciser la terminologie comme suit :

1.10.1.1. On dit qu’un anneau adique est quasi-idyllique s’il est noethérien ou s’il
est topologiquement de type fini sur un anneau l-valuatif. On notera que cette
notion faible est secondaire.

1.10.1.2. On pourrait étre tenté d’élargir la notion d’anneaux idylliques pour in-
clure les anneaux topologiquement de présentation finie sur un anneau valuatif
de hauteur finie. Nous nous en sommes abstenus car d’'une part, cela nous oblige-
rait & nous éloigner du point de vue de M. Raynaud que nous avons adopté pour
ce traité, et d’autre part, nous aurions da sacrifier de nombreux résultats (par
exemple ceux relatifs & la notion de rig-platitude) dont I’énoncé ou la démonstra-
tion nécessitent d’introduire la notion de point rigide (3.3.1), et donc celle d’ordre
1-valuatif (1.11.1). Par ailleurs, le cadre fixé ci-dessus est largement suffisant pour
les applications que nous avons en vue, et inclut la géométrie rigide de Tate.

Proposition 1.10.2. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, M un A-module de type fini. Alors :
(i) (4, J) vérifie (Kr), et le schéma Spec(A) — V(J) est noethérien.
(ii) M est complet et séparé pour la topologie J-adique.
(ill) Mior est de type fini et M /Moy est cohérent.
(iv) Tout idéal premier de A qui n’est pas ouvert est de type fini.

Les assertions (i)—(iii) résultent de 1.8.25.4, 1.9.18 et 1.8.29. Pour (iv), on
peut se borner au cas ou A est topologiquement de type fini sur un anneau 1-
valuatif R : si p est un idéal premier de A qui n’est pas ouvert, alors A/p est
R-plat (1.9.12), et p est de type fini sur A en vertu de 1.9.14.

—
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Proposition 1.10.3. Soit A un anneau idyllique. Alors :

(i) A est cohérent.

(ii) Tout idéal de type fini de A est cohérent; en particulier, tout idéal premier
de A qui n’est pas ouvert est cohérent.

(i) Si M est un A-module cohérent, alors Moy est cohérent.

Tout sous-module de type fini d’'un module cohérent est cohérent. Donc
compte tenu de 1.10.2, il suffit de montrer (i). On peut clairement supposer
A = R{&,...,&,)/T3, o R est un anneau l-valuatif et J est un idéal de type
fini de R{(&1,...,&,). D’aprés 1.10.2(iii), R{({1,. .., &,) est un anneau cohérent. Par
suite J est un idéal cohérent. Donc A est un anneau cohérent (1.3.6).

Proposition 1.10.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algebre topologique ; posons A, = A/J"! et B, = B®a A, (n>0).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une A-algébre adique, et B,, est une A,-algébre de présentation finie
pour tout n > 0.

(ii) B est topologiquement de présentation finie sur A.

Notons d’abord que la condition (i) est équivalente a la méme condition pour
tout autre choix de l'idéal de définition J de A. On peut donc supposer J de
type fini sur A. Compte tenu de 1.8.23, il suffit de montrer que (i) entraine (ii).
En vertu de 1.8.19, B est une A-algébre topologiquement de type fini. On peut
donc se borner au cas o A est topologiquement de type fini sur un anneau 1-
valuatif R et J est engendré par un élément non nul de 'idéal maximal de R. Soit
v: A{&, ..., &) — B un homomorphisme continu, strict et surjectif de A-algébres,
et soit J son noyau. Pour tout n > 0, on a une suite exacte

0—3/NJ" A, ...,&)) — Aulér, .. &] — By — 0

qui montre que J/(J N J"FLA(&, ..., &) est de type fini sur A, (€1, ..., & ([28]
6.2.7). Comme A(&1,...,&) est topologiquement de type fini sur R (1.8.21), il
existe un entier n > 0 tel que I N J" A&, ..., &) C JT, en vertu de 1.9.18(i).
Donc J/J7 est de type fini sur Ag[1, . .., &-]. Comme T est séparé pour la topologie
J-adique (en tant que sous-module de A({1,. . .,§;)), il est de type sur A(&1, ..., &)
(1.8.5), et Passertion est démontrée.

Corollaire 1.10.5. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topologi-
quement de présentation finie, p: A{ 1, ..., &) — B un homomorphisme surjectif
de A-algébres. Alors ¢ est continu et strict, et son noyau est de type fini sur

A<§17‘-‘7€n>~

En effet, ¢ est continu et strict en vertu de 1.8.18.2 et 1.8.23, et ker(p) est
de type fini d’apres la démonstration de 1.10.4.
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Corollaire 1.10.6. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algébre de présentation finie. Alors B = lim(B/J" 1 B) est topologi-

quement de présentation finie sur A.

En effet, on peut supposer J de type fini sur A, et la conclusion résulte de
1.8.7 et 1.10.4.

Corollaire 1.10.7. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topologi-
quement de présentation finie, C' une B-algébre topologiquement de présentation
finie. Alors C' est topologiquement de présentation finie sur A.

Corollaire 1.10.8. Une algébre topologiquement de présentation finie sur un anneau
idyllique est un anneau idyllique.

Corollaire 1.10.9. Soient A un anneau adique, B une A-algébre topologiquement de
présentation finie, A’ une A-algébre topologique. Supposons A’ un anneau quasi-
idyllique. Alors B A’ est topologiquement de présentation finie sur A’.

Cela résulte de 1.8.8 et 1.10.4.

Remarque 1.10.10. Soient A un anneau adique, J un idéal de l’algébre des
séries formelles restreintes A(y,...,&,), B la A-algébre topologique quotient
A&, ., &)/ T, A" une A-algébre topologique. Supposons A’ quasi-idyllique. Alors
on a un isomorphisme canonique de A’-algébres topologiques

BRaA ~ A€y, &) )IA (&, ... &). (1.10.10.1)

En effet, B4 A’ est canoniquement isomorphe a B®A<§1W,’5">A’ (&1y...,&n), Clest
a dire au séparé complété de I'algébre

B ®A<£17---7€n> Al<§17 s 7£7L> = Al<§17 s 7£n>/jA/<§17 cen 7€n>

pour la topologie déduite de celle de A’; notre assertion résulte alors de 1.10.2(ii).
L’isomorphisme (1.10.10.1) fournit une seconde preuve de 1.10.9.

Proposition 1.10.11. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de type fini de A, M un A-module, A, = A/J"T' (n > 0). Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) M est un A-module de présentation finie.

(ii) M est isomorphe a la limite projective d’une suite (M) de A,-modules de
présentation finie tels que My, = M, ®a, Am pour m < n. Le systéme
projectif (My,) est alors isomorphe au systéme des M ®@ 4 Ay, .

De plus, lorsque A est idyllique, elles sont équivalentes aux conditions suivantes :

(i) M est un A-module cohérent.

(ii") M est isomorphe a la limite projective d’une suite (M,) de Ay,-modules co-
hérents tels que M, = M, ®a, A pour m < n. Le systéme projectif (M,)
est alors isomorphe au systéme des M ®@ 4 A,,.
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Si M est un A-module de présentation finie, M,, = M ®4 A, est un A,-
module de présentation finie, et M,, = M,, ®4, A pour m < n. Comme M est
complet et séparé pour la topologie J-adique (1.10.2), M est limite projective du
systéme projectif (M,,), ce qui prouve que (i) entraine (ii). Montrons I'implication
inverse. Il résulte aussitot de la définition des A,, que le systéme projectif (M,,)
vérifie les conditions de ([12] chap. IIT §2.11 prop. 14 et cor. 1) ; sa limite projective
M est par suite un A-module de type fini tel que M,, = M ® 4 A,, pour tout n.
Soient L un A-module libre de type fini, u: L — M un homomorphisme surjectif
de noyau N. Pour tout n > 0, on a une suite exacte de A-modules

0— N/ (NNJ"L) = L®j A, — M, — 0.

Comme M,, est un A,-module de présentation finie, N/(N N J"T1L) est un A,,-
module de type fini. D’apreés 1.10.2(i), il existe un entier n tel que NNJ" 1L C JN.
Par suite N/JN est un Ap-module de type fini. Comme N est séparé pour la
topologie J-adique (en tant que sous-module de L), il est de type fini sur A (1.8.5);
donc (ii) entraine (i).

La derniére assertion de la proposition résulte de 1.3.6, 1.3.10 et 1.10.3.

Proposition 1.10.12. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, S une partie multiplicative de A, A{S™'} le séparé complété de S A pour
la topologie (S~™1.J)-préadique (1.8.9), M un (S~'A)-module de type fini, M son
séparé complété pour la topologie (S~1.J)-préadique. Alors :

(i) (S7tA,S~1J) vérifie (Kr).

(i) Mior est un (S™1A)-module de type fini et M /Mo, est un (S~1A)-module

cohérent.
(iii) Le morphisme canonique M ®@g-14 A{S™'} — M est bijectif.

Les propositions (i) et (ii) résultent de 1.8.25.4 et 1.9.18. Pour un (S—!A)-
module de présentation finie M, la proposition (iii) résulte de (i) et 1.8.26(ii).
Montrons (iii) dans le cas général. Compte tenu de (i) et 1.8.26(i), on a un dia-
gramme commutatif & lignes exactes

Mior ®5-14 A{S™'} = M @g-14 A{S™'} = (M/Mior) ®5-14 A{S™'} =0

| | |

—

0——— (Mtor)/\ M (M/Mtor)/\ —0

D’aprés (ii), M /Mo est un (S71A)-module de présentation finie et J*" Mo, = 0
pour un entier n > 1. On en déduit que « et 7 sont des isomorphismes. Donc 3
est un isomorphisme.

Corollaire 1.10.13. Soient A un anneau quasi-idyllique, S une partie multiplicative
de A, M un A-module de type fini. Alors avec les notations de (1.8.12), I’homo-
morphisme canonique M ®a Agsy — Mgy est bijectif.
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En effet, pour tout f € S, le morphisme canonique M ®p Byyy — Mg
est bijectif, d’aprés 1.10.12(iii). Le corollaire s’en déduit par passage a la limite
inductive.

1.11 Ordres 1-valuatifs

Définition 1.11.1. On dit qu'un anneau idyllique est un ordre 1-valuatif s’il est
rig-pur (1.8.30.1), local, intégre et de dimension 1.

On peut faire les remarques suivantes :

1.11.1.1. Un anneau préadique intégre est rig-pur si et seulement si sa topologie
n’est pas discréte.

1.11.1.2. Un anneau 1-valuatif est un ordre 1-valuatif. La terminologie sera justifiée
ultérieurement (1.11.4).

1.11.1.3. Soient A un ordre 1-valuatif, J un idéal de définition de A, m l'idéal
maximal de A. Comme J C m et J # 0, A/J est un anneau de Jacobson ([12]
chap. V §3.4 déf. 1) de nilradical m/J ([12] chap. V §3.4 prop. 3). Par suite, tout
élément de m est topologiquement nilpotent, et A est un anneau hensélien, en
vertu du lemme de Hensel ([12] chap. IIT §4.3 théo. 1 et [31] 18.5.13).

Proposition 1.11.2. Soient A un anneau idyllique, B une A-algébre topologique,
locale, intégre et de dimension 1. Supposons qu’il existe un idéal de définition de
type fini J de A tel que A/J soit un anneau de Jacobson. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) B est une A-algébre adique (1.8.4.5) et un A-module cohérent.
(ii) B est topologiquement de présentation finie sur A.
(iii) B est topologiquement de type fini sur A.

Dans ces conditions, B est un anneau idyllique rig-pur (i.e., un ordre 1-valuatif).

En vertu de 1.10.4 et (|28] 6.2.10), (i) implique (ii). Il est clair que (ii) implique
(iii). Montrons que (iii) entraine (i) et le fait que B soit rig-pur; on notera que
(ii) implique que B est idyllique (1.10.8). En vertu de 1.8.19, B est une A-algébre
adique, et B/JB est une (A/J)-algébre de type fini. Si m est I'idéal maximal de B,
on a évidemment JB C m. On en déduit que B/JB est un anneau de Jacobson,
B/m est une (A/J)-algebre finie, et m/JB est le nilradical de B/JB ([12] chap. V
§3.4 théo. 3 et prop. 3). Par suite, B/JB est une (A/J)-algébre entiére, et donc
finie. Par conséquent B est une A-algébre finie (1.8.5). Comme B est intégre et
JB # 0 (sinon m serait le nilradical de B, ce qui est impossible), B est rig-
pur. Reste & montrer que B est un A-module cohérent. On peut évidemment se
borner au cas ot A est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-
valuatif R. Comme B est topologiquement de type fini sur R (1.8.21) et R-plat
(1.9.12), il est topologiquement de présentation finie sur R (1.9.16). On en déduit
que B est topologiquement de présentation finie sur A, en vertu de 1.10.4 et ([28]
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6.2.6(v)). Par suite, compte tenu de ([28] 6.2.10), B/J"B est un (A/J")-module
de présentation finie pour tout n > 1. Donc B est un A-module cohérent, en vertu
de 1.10.11.

Remarque 1.11.3. Soient R un ordre 1-valuatif, I un idéal de définition de type fini
de R, A une R-algébre topologiquement de type fini. Alors A/IA est un anneau
de Jacobson ([12] chap. V §3.4 théo. 3).

Proposition 1.11.4. Soient A un ordre 1-valuatif, L le corps des fractions de A,
A la cloture intégrale de A dans L. Alors A muni de la topologie déduite de celle
de A est un anneau 1-valuatif. Si A est noethérien, A est un anneau de valuation
discrete complet et fini sur A.

Supposons d’abord A noethérien et montrons la seconde proposition. Il ré-
sulte de 1.11.1.3 que I'idéal maximal de A est un idéal de définition. Donc A est fini
sur A ([31] 7.7.4). On en déduit que A est un anneau noethérien, local (1.11.1.3),
intégre, intégralement clos et de dimension 1. Par suite, A est un anneau de valua-
tion discréte complet (pour la topologie canonique qui coincide avec la topologie
déduite de celle de A).

Montrons ensuite la premiére proposition. On peut se borner au cas ot A
est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R. En vertu
de 1.11.2, A est une R-algébre finie et plate; donc L est une extension algébrique
finie du corps des fractions K de R. Il existe un anneau de valuation S pour L
tel que SN K = R (|12] chap. VI §1.2 théo. 2). Il est de hauteur 1 ([12] chap. VI
§8.1 prop. 1 et cor. 1). Il est unique et L est complet pour la valuation associée a
S ([12] chap. VI §8.2 prop. 2 et cor. 1). Donc S est la cloture intégrale de R dans
L ([12] chap. VI §1.3 théo. 3), ce qui implique que S = A.

Proposition 1.11.5. Soient A un ordre 1-valuatif, B une A-algébre topologiquement
de type fini, qui est un ordre 1-valuatif. Alors :

(i) B est une A-algébre topologiquement de présentation finie, et un A-module
cohérent.

(ii) L’homomorphisme canonique A — B est injectif.
La proposition (i) résulte de 1.11.1.3 et 1.11.2, et implique facilement (ii).

Proposition 1.11.6. Soient A un ordre 1-valuatif, B un anneau intégre contenant A
et fini sur A. Alors B muni de la topologie déduite de celle de A, est une A-algébre
topologiquement de présentation finie, et un ordre 1-valuatif.

11 est clair que B est un anneau local (1.11.1.3), de dimension 1, complet et
séparé pour la topologie déduite de celle de A (1.10.2), topologiquement de type
fini sur A (1.8.19) et rig-pur. Si A est noethérien, il en est de méme de B. Si A
est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R, il en est de
méme de B (1.9.16). Donc B est un ordre 1-valuatif. Enfin, B est topologiquement
de présentation finie sur A en vertu de 1.11.5.
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Corollaire 1.11.7. Soient A un ordre 1-valuatif, B,C deux A-algébres topologique-
ment de type fini, qui sont des ordres 1-valuatifs. Alors l'algébre B ® 4 C munie
de la topologie du produit tensoriel, est compléte et séparée, et elle admet un ho-
momorphisme continu, strict et surjectif dans un ordre 1-valuatif.

Cela résulte de 1.11.5, 1.10.2 et 1.11.6.

Proposition 1.11.8. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A,
p un idéal premier de A, X = Spec(A), Xy lUowvert X —V(J) de X. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) p est un idéal cohérent, et la A-algébre topologique quotient A/p est un ordre
1-valuatif.
(ii)) J ¢ p et dim(A/p) = 1.

(iii) p détermine un point fermé de Xg.

D’abord (i) entraine (ii) : comme A/p est rig-pur, (J +p)/p = J(A/p) # 0.
Ensuite (ii) entraine (iii) : comme J est contenu dans le radical de A ([12] chap. III
§2.13 lem. 3), Pouvert X, ne contient aucun point fermé de X. Montrons que (iii)
entraine (i). Supposons en premier lieu que A soit topologiquement de présentation
finie sur un anneau 1-valuatif R. On sait que A/p est R-plat (1.9.12), p est cohérent
(1.10.3), et A/p est complet et séparé pour la topologie J-adique (1.10.2). On en
déduit que A/p est topologiquement de présentation finie sur A, et donc idyllique
(1.10.8) et rig-pur. Reste a montrer que A/p est un anneau local de dimension 1.
Pour ce faire, on peut se borner au cas ot A = R({1,...,&,). Soient K le corps des
fractions de R, L le corps résiduel de X en p, m un idéal maximal de A contenant
p, k une cloture algébrique de A/m. Comme J est contenu dans le radical de A,
m est au-dessus de I'idéal maximal de R et p C m. Appliquons ([12] chap. VI §1.2
théo. 2) au sous-anneau A/p de L et & 'homomorphisme naturel h: A/p — k. I
existe alors un anneau de valuation S pour L et un homomorphisme h’: S — & tels
que S contienne A/p, que h' prolonge h et que h'~1(0) = mg soit I'idéal maximal
de S. Il résulte aussitdt que KNS est un anneau de valuation pour K ([12] chap. VI
§1.4 exem. 2) qui domine R; donc R = K N S. En vertu de ([7] 6.1.2/3), L est
une extension finie de K. Raisonnant comme dans le preuve de 1.11.4, on conclut
que S est entier sur R, et donc sur A/p. Par suite, A/p est un anneau local de
dimension 1, ce qui achéve la preuve dans ce cas.

Supposons en second lieu que A soit noethérien. Alors A/p est complet et
séparé pour la topologie J-adique, intégre et rig-pur. Reste & montrer que A/p
est un anneau local de dimension 1. Soit L le corps résiduel de X en p. Il existe
g € J tel que p soit un point fermé de D(g); on a donc un homomorphisme
surjectif u: A[g~!] — L. Comme (A/p)[g~'] = L, A/p est un anneau semi-local
de dimension < 1 ([31] 0.16.3.3). Mais comme J est contenu dans le radical de A,
A/p est intégre sans étre un corps; donc dim(A/p) = 1. Il en résulte aussi que
dim(A/(J 4+ p)) = 0 et la topologie J-adique de A/p coincide avec la topologie
définie par son radical. Par suite, A/p est un anneau local ([12] chap. III §2.13 cor.
de prop. 19).
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Proposition 1.11.9. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A ; alors Spec(A) — V(J) est un schéma noethérien de Jacobson.

Si A est topologiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif, la conclu-
sion résulte de 1.10.2 et ([7] 6.1.1/3). Supposons A noethérien, et considérons un
systéme de générateurs (g;)1<;<, de J. Comme J est contenu dans le radical de
A ([12] chap. III §2.13 lem. 3), Ay, est un anneau de Jacobson en vertu de ([31]
10.5.8). Par suite, Spec(4) — V(J) = UD(g;) est un schéma de Jacobson (]2§]
6.4.2).

Proposition 1.11.10. Soient A un anneau adique, noethérien et rig-pur, J un idéal
de définition de A, X = Spf(A), X = Spec(4), Xy Vouvert X — V(J) de X, z
un point fermé de X. Alors, quitte a remplacer X par un ouvert formel affine
contenant x, il existe un point fermé y de X tel que x appartienne & l’adhérence
de y dans X.

Soit m I'idéal maximal de A correspondant & z ; alors J C m car J est contenu
dans le radical de A ([12] chap. IIT §2.13 lem. 3).

Si V(J) = {z}, A est local. Comme X, est quasi-compact et non vide
(1.8.30.2), il contient des points fermés ([28] 0.2.1.2), et tout point fermé convient.

Supposons V(J) # {z} et posons r = dim((4/J)m). En vertu de ([31]
0.16.3.1) appliqué a l'idéal m/J de A/J, il existe r éléments f; de A (1 <i <7r)
tels que, si on note I l'idéal de A engendré par les f;, alors m est minimal dans
Pensemble des idéaux premiers contenant I + J; autrement dit, {x} est une com-
posante connexe de V(I + J). Quitte a remplacer X par un ouvert formel affine
contenant z, on peut supposer que V(I +J) = {z} ([12] chap. III §3.4 théo. 3(iii)) ;
en particulier, r = dim((A/J)n) ne change pas. Montrons qu’on a

r=dim((4/J)m) < dim(An).

En effet, les idéaux premiers associés de Ay, sont en bijection avec les idéaux
premiers associés de A contenus dans m ([12]| chap. IV §1.2 prop. 5) ; donc d’aprés
1.8.30.2, V(JAy,) ne contient aucun idéal premier associé de Ay, ce qui entraine
notre assertion ([12] chap. IV §1.4 théo. 2). D’ou, compte tenu de ([31] 0.16.3.7),

dim(Aw/TAw) > dim(Aw) — 7 > 0.
On en déduit que V(I) # {z}, et donc V(I) ¢ V(J) (sinon on aurait V(I) =
V(I +J) = {z}, ce qui n’est pas possible). Par suite, V(I) contient un point fermé
y de X, ([28] 0.2.1.2). Si z est un point fermé de 'adhérence de y dans X, alors
z€V(J+1); dou z =z, ce qui achéve la preuve.

1.12 Compléments sur la platitude

L’énoncé suivant est essentiellement contenu dans ([12] chap. IIT §5.2 théo. 1) :
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Proposition 1.12.1. Soient A un anneau, J un idéal de A, A, = A/J" T (n > 0),
M un A-module. Supposons que, pour tout idéal de type fini a de A, les conditions
sutvantes soient remplies :

(a) La topologie J-préadique de a est induite par la topologie J-préadique de A.
(b) a®a M est séparé pour la topologie J-préadique.

Alors, pour que M soit plat sur A, il faut et il suffit que M ® 4 A,, soit plat sur
A, pour tout n > 0. Si, de plus, J est contenu dans le radical de A, alors M est
fidélement plat sur A si et seulement si M ® 4 A, est fidélement plat sur A, pour
tout n > 0.

Pour la premiére assertion, il suffit de reprendre la partie ([12] chap. IIT §5.3
E) de la preuve de ([12] chap. IIT §5.2 théo. 1). Montrons la second assertion. Si
M est fidélement plat sur A, M ® 4 A, est fidélement plat sur A, en vertu de
([12] chap. I §3.3 prop. 5). Inversement, supposons que M ®4 A, soit fidélement
plat sur A,, pour tout n > 0. On en déduit déja que M est plat sur A. Soit N un
A-module de type fini tel que M ® 4 N = 0. Tensorisant avec Ag, on obtient que
(M/JM)®a, (NJN) =0.Dou N/JN =0, ce qui implique que N = 0 car J est
contenu dans le radical de A.

1.12.2. Soient A un anneau, J un idéal de A, B une A-algébre, M un B-module.
On peut faire les remarques suivantes concernant les hypothéses de 1.12.1 :

(i) La condition (a) est remplie si (A, J) vérifie (Kr).

(ii) La condition (b) est remplie si M est un B-module de type fini et si la
topologie J-préadique de B admet un idéal de définition K contenu dans le
radical de B, tel que (B, K) vérifie (AR). En effet, a@ 4 M = (a®4 B)®@p M
est un B-module de type fini, et les topologies J-préadique et K-préadique
coincident ; donc a ® 4 M est séparé pour la topologie J-préadique, en vertu
de 1.8.28.

Proposition 1.12.3. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, A, = A/J"™ (n > 0), B une A-algébre, M un B-module de type fini.
Supposons que 'une des conditions suivantes soit remplie :

(a) B est un anneau noethérien et JB est contenu dans le radical de B.

(b) B muni de la topologie JB-préadique est topologiquement de type fini sur un
anneau 1-valuatif.

Alors, pour que M soit plat (resp. fidélement plat) sur A, il faut et il suffit que
M ®a A, soit plat (resp. fidélement plat) sur A, pour tout n > 0.

Cela résulte de 1.12.1, 1.12.2, 1.9.18 et 1.10.2.

Corollaire 1.12.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, A, = A/J"" (n > 0), B une A-algébre adique qui est un anneau quasi-
idyllique, M un B-module de type fini. Pour que M soit plat (resp. fidélement
plat) sur A, il faut et il suffit que M ®4 A, soit plat (resp. fidelement plat) sur
A, pour tout n > 0.
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Corollaire 1.12.5. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
type fini de A, M un A-module de type fini, A,, = A/J" Tt (n > 0). Alors, pour que
M soit un A-module projectif, il faut et il suffit que M ® o A, soit un A,-module
projectif pour tout n > 0.

Il n’y a que la suffisance de la condition & démontrer. Comme tout module
projectif de type fini est de présentation finie, il résulte de 1.10.2 et 1.10.11 que
M est un A-module de présentation finie. D’autre part, M est A-plat en vertu
de 1.12.4. Donc M est un A-module projectif d’apreés ([12] chap. IT §5.2 cor. 2 du
théo. 1).

Proposition 1.12.6. Soient A un anneau quasi-idyllique, S une partie multiplicative
de A, A{S™'} et Aggy les anneaux définis dans (1.8.9) et (1.8.12). Alors Aggy est
A-plat et A{S™'} est Aysy-plat; en particulier, A{S™1} est A-plat.

Il résulte de 1.8.26(i) et 1.10.12 que pour tout idéal de type fini a de S~1A,
le morphisme canonique a®g-14 A{S71} — aA{S7!} est injectif, et donc bijectif.
Par suite, A{S™'} est (S~'A)-plat ([12] chap. I §2.3 rem. 1). En particulier, A{ s
est A-plat, pour tout f € S. On en déduit, par passage a la limite inductive,
que Aggy est A-plat. D’autre part, comme Ay est quasi-idyllique et A{S71} ~
(Agpp){S1}, alors A{S™'} est Agpy-plat. Par suite, A{S™'} est Argsy-plat ([12]
chap. I §2.7 prop. 9).

Corollaire 1.12.7. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, p un idéal premier ouvert de A, S = A —p. Alors, Arsy est fidelement plat sur
Ay et A{S™1} est fidelement plat sur Aysy ; en particulier, Argy est séparé pour
la topologie J-adique.

Cela résulte de 1.8.13 et 1.12.6.

Proposition 1.12.8. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, A, = A/J" ! (n > 0), B une A-algébre adique qui est un anneau quasi-
idyllique, p: A — B l’homomorphisme canonique, q un idéal premier ouvert de
B,p=¢1q), T=B~-q,S=A-p, M un B-module de type fini. Alors avec
les notations de (1.8.9) et (1.8.12), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Mypy est Agsy-plat.
) Miry est A-plat.
(iii) M{T~'} est A-plat.
) Mgy est A-plat.

) My ®a A, est Ap-plat pour tout n > 0.

D’abord, (i) entraine (ii) en vertu de 1.12.7. Ensuite, M{T~'} ~ M, ®p,
B{T~'} (1.10.12) et M{7y ~ Mq®p, Byry (1.10.13); donc compte tenu de 1.12.7,
les conditions (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes ([12] chap. I §3.2 prop. 4). D’autre
part, les conditions (iv) et (v) sont équivalentes en vertu de 1.12.1, 1.12.2, 1.10.2
et 1.9.18(i). Enfin (v) entraine (i) : comme (ii) est équivalent a (v), My est Agpy-
plat, pour tout f € S; d’ott 'implication recherchée (|12] chap. I §2.7 prop. 9).
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Lemme 1.12.9. Soient A un anneau, t un élément non diviseur de zéro de A, M un
A-module. Pour que M soit A-plat, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient remplies :

(i) t n'est pas diviseur de zéro dans M.
(ii) My est A;-plat.
(ili) M/tM est (A/tA)-plat.

Il n’y a évidemment que la suffisance des conditions & prouver. Il faut montrer
que pour tout A-module N, Torg4 (M,N) = 0 pour tout entier i« > 1. Supposons
d’abord que N = N(y)_tor- On @ N(y)_tor = Un>1Np, ot N, est le noyau de ’homo-
thétie z +— t"z de N. Comme les foncteurs Torf(M ,—) commutent aux limites
inductives filtrantes ([30] 6.3.6), on peut se réduire au cas ot N = N,, pour un
entier n > 1. Considérant la filtration (tiN)ogiSn de N, on peut se réduire encore

au cas ou tN = 0. Comme ¢ est non diviseur de zéro dans A et dans M, on a
M @4 (A/tA) ~ M/tM. Par suite, on a

M @% N >~ M @3 (A/tA) @% /4 N = (M/tM) %4 N,

et Torf(M, N) = 0 pour tout i > 1. Supposons ensuite que N(;).tor = 0. On a
alors une suite exacte de A-modules 0 — N — Ny — C — 0 ot C' = Cy)_tor, d'olt
I’on déduit pour tout ¢ > 1,

Tor* (M, N) ~ Tor{ (M, N;) ~ Tor** (M;, N;) = 0.
Enfin, le cas général se déduit des deux cas précédents grace a la suite exacte
0 — N)-tor = N — N/Ngy-tor — 0.

Lemme 1.12.10. Soient R un ordre l-valuatif, s (resp. n) le point fermé (resp.
générique) de Spec(R), f: X — Spec(R) un morphisme séparé, plat et localement
de type fini, tel que le sous-espace X4 soit non vide, fini et discret, et que le sous-
espace X, soit réduit a un point. Alors f est fini.

En vertu de 1.11.1.3 et ([31] 18.5.11), X se décompose en somme de deux
sous-schémas X et Xo, induits sur des ouverts disjoints de X, tels que la restriction
de f a X soit un morphisme fini et que la fibre fermée de Xs soit vide. Comme
X1 est non vide, fini et plat sur Spec(R), sa fibre générique est aussi non vide.
Donc la fibre générique de X5 est vide, ce qui implique que X = Xj.

Proposition 1.12.11. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
mazimal de R, A une R-algebre topologiquement de présentation finie, B une A-
algebre de présentation finie, B le séparé complété de B pour la topologie (t)-
adique ; notons u: A — B et ¢: B — B les homomorphismes canoniques. Soient
q un idéal mazimal de By, p = ©; (q), m = u; ' (p). Pour tout entiern > 1, notons
q™ (resp. p(™, resp. m(™) le noyau de ’homomorphisme canonique B— Et/q”
(resp. B — Byi/p", resp. A — A/m™). Alors :
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(i) p (resp. m) est un idéal maximal de By (resp. Ag).

(ii) Pour tout n > 1, le morphisme canonique f,: Spec(B/p™) — Spec(R) est
fini.

(iii) Pour tout n > 1, ’homomorphisme 1, : By/p"™ — Et/q” déduit de oy est un
isomorphisme.

(iv) L’homomorphisme canonique Bp(l) — Equ) induit un isomorphisme entre les
séparés complétés de ces anneauz locauz pour les topologies définies par leurs
idéauxr mazximaux respectifs.

(v) By est By-plat.

On notera que tR est un idéal de définition de R (1.9.10), K = R, est le

corps des fractions de R (1.9.3), B est topologiquement de présentation finie sur
A (1.10.6), et donc idyllique (1.10.8).

(i) En vertu de 1.11.8, ¢V est un B-module cohérent et f?/q(l) est un ordre
1-valuatif. Donc d’aprés 1.11.5, E/q(l) est un R-module cohérent, et son corps
des fractions est une extension finie de K. Comme A/m(Y) ¢ B/p() E/q(l),
(A/mM@rK et (B/pM)@r K sont des extensions finies de K, d’ot la proposition.

(ii) I suffit de montrer que f,, vérifie les hypothéses de (1.12.10). 1l est clair
que fy, est séparé et plat, et 'espace sous-jacent a sa fibre générique est un point.
La fibre fermée du morphisme Spec(B/q(")) — Spec(R) est non vide. Il en est
alors de méme de f; et par suite de f,,. D’aprés (i) et 1.11.8, m(Y) est un A-module
cohérent et A/m") est un ordre 1-valuatif. Par suite, A/m) est une R-algébre
finie (1.11.5); donc A/(mM)™ et son quotient A/m(™ sont des R-algébres finies.
On conclut que f, est un morphisme de type fini. Reste & montrer que ’espace
sous-jacent & la fibre fermée de f, est fini et discret. Il suffit de montrer qu’il
n’a qu’un nombre fini de points fermés ([28] 6.5.4). On se réduit immédiatement
au cas n = 1 car (p)™ c p(. D’une part, 'homomorphisme B/p™®) — B/q()
est injectif et fini car E/q(l) est une R-algébre finie. D’autre part, E/q(l) est un
anneau local car c’est un ordre 1-valuatif. On en déduit que la fibre fermée de f;
n’a qu’un nombre fini de points fermés ([12] chap. V §2.1 prop. 1 et théo. 1).

(iii) Compte tenu de (ii), B/p(™ est complet et séparé pour la topologie
(t)-adique (1.10.2). Donc la projection B — B/p(™ induit un homomorphisme
B— B/p("). On obtient un homomorphisme canonique py, : Et — B¢/p™ qui rend
commutatif le diagramme suivant

Yo o~
By —— B;/p" —— B, /q"

B,

ou les fleches non libellées sont les projections canoniques. Il résulte aussitot que ¥,
et pp, sont surjectifs. Pour achever la preuve de (iii), il suffit de voir que p,,(q") = 0.
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Comme les (pp)n>1 forment un systéme projectif, on se réduit a voir que p1(q) = 0,
ce qui est évident car v est injectif par définition.

(iv) Cela résulte de (iii) car Byay = (By)p et Bya) = (Bt)q-

(v) Comme By et By sont noethériens (1.9.18), il résulte de (iv) que (Et)q
est (By)p-plat ([12] chap. III §5.4 prop. 4). La proposition s’ensuit aussitot ([12]
chap. II §3.4 prop. 15).

Le corollaire suivant, di & Gabber, sera renforcé dans 1.12.17.

Corollaire 1.12.12. Sous les hypothéses de (1.12.11), si B est R-plat, alors B est
B-plat et B x B; est fidélement plat sur B.

Comme B est R-plat (1.12.4), la premiére assertion résulte aussitot de 1.12.9
et 1.12.11(v). Posons S = 1 + tB. Comme tB est contenu dans le radical de
B ([12] chap. IIT §2.13 lem. 3), B est une B[S~ 1]-algébre plate. D’autre part,
B[S™Y/tB|S™Y] ~ B/tB ~ B/tB et tB[S™!] est contenu dans le radical de
B[S™1]; donc B est fidélement plat sur B[S~*]. Pour conclure la preuve, il suffit
d’observer que B[S~ x B; est fidélement plat sur B.

Proposition 1.12.13. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
maximal de R, A une R-algébre topologiquement de type fini, B une A-algébre de
type fini, M un B-module de type fini, N un sous-B-module de M tel que M/N
soit R-plat. Alors N est de type fini sur B.

On peut se borner au cas ot A = R{&1,...,&,) et B = A[Xq,...,X,,]. Soit
B le séparé complété de B pour la topologie (t)-préadique, qui est clairement
idyllique. Par descente fidélement plate ([12] chap. I §3.6 prop. 11), compte tenu
de 1.12.12, il suffit de montrer que N ®p B est un B-module de type fini, et
N ®p By est un Bg-module de type fini. D’aprés 1.12.12, la suite

OHN@BEHM@)BEH(M/N)@BEHO

est exacte et (M/N)®p B est R-plat. Il résulte alors de 1.9.14 que N ®p B est de
type fini sur B. La seconde assertion est évidente puisque A; et B; sont noethériens
(1.9.18).

Corollaire 1.12.14. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
maximal de R, A une R-algébre topologiquement de type fini, B une A-algébre de
type fini, M un B-module de type fini. Alors,

(i) (B,tB) vérifie (AR).
(ii) B/B(t)-tor est une A-algébre de présentation finie.
(iii) Mp)-tor est un B-module de type fini et M /My or est un B-module cohérent.

Cela résulte de 1.12.13 et 1.9.13.

Corollaire 1.12.15. Un anneau idyllique est universellement cohérent (1.4.1).
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On peut évidemment se borner au cas d’'un anneau A topologiquement de
présentation finie sur un anneau 1-valuatif R, et méme au cas ot A = R{(1,...,&n)
(1.4.2). Il résulte alors de 1.12.14(iii) que les anneaux A[X1,. .., X,,] sont cohérents
(m >0).

Proposition 1.12.16. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, B une A-algébre de type fini, M un B-module de type fini. On note B (resp.
]\//.7) le séparé complété de B (resp. M) pour la topologie J-préadique. Alors :

(i) (B, JB) vérifie (Kr).

(ii) B/By.tor est une A-algebre de présentation finie.

(ill) Mytor est un B-module de type ﬁm et M/MJ tor €8t un B-module cohérent.
)

(iv) Le morphisme canonique M ®p B — M est un isomorphisme.

Les propositions (i)—(iii) résultent de 1.8.25.4 et 1.12.14. Pour un B-module
de présentation finie M, la proposition (iv) résulte de (i) et 1.8.26(ii). Montrons
(iv) dans le cas général. Compte tenu de (i) et 1.8.26(i), on a un diagramme
commutatif & lignes exactes

MJ—tor ®B B\ M ®B B\ (M/MJ—tor) ®B B\ 0

| | |

—~

0—— (Mytor)" M (M/MJ—tor)/\ —0

En vertu de (iii), M /M j.tor est un B-module de présentation finie et J" M j tor =0
pour un entier n > 1. On en déduit que « et v sont des isomorphismes. Donc 3
est un isomorphisme.

Théoréme 1.12.17 (Gabber). Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de
définition de A, B une A-algebre de type fini, B le séparé complété de B pour la
topologie J-préadique. Alors B est B-plat.

Compte tenu de ([12] chap. IIT §3.4 théo. 3), on peut se borner au cas ot A est
topologiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif R, et on peut méme supposer
A= R{&,...,&,). Grace a 1.12.16(iv), on se réduit au cas ou B = A[X1,..., X,].
Le théoréme résulte alors de 1.12.12.

Proposition 1.12.18. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A,
B une A-algébre de présentation finie, B le séparé complété de B pour la topologie
J-préadique ; notons u: A — B et ¢: B — B les homomorphzsmes Canoniques.

Soient q un_idéal premier de B, p=g¢ “Yq), m = u=t(p). Supposons q fermé
dans Spec(B ) (JB) et m fermé dans Spec(A) — V(J). Alors ’homomorphisme
canonique B, — Eq induit un isomorphisme entre les séparés complétés de ces
anneaux locauz pour les topologies définies par leurs idéaur mazximaux respectifs.

Rappelons d’abord que B est topologiquement de présentation finie sur A
(1.10.6), et donc idyllique (1.10.8). Compte tenu de 1.12.11(iv), on peut se borner
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au cas ol A est noethérien, ce qui entraine que B et B sont noethériens. 11 suffit de
montrer que pour tout n > 1, ’homomorphisme canonique ¢, : B/p™ — B /q™ est
bijectif. On sait que A/m et B/q sont des ordres 1-valuatifs (1.11.8), et B/q est un
(A/m)-module de type fini (1.11.5). Comme B/p C B/q7 B/p est un A-module de
type fini. Par suite B/p™ est un A-module de type fini, et il est complet et séparé
pour la topologie J-adique. Par conséquent, la projection B — B/p™ induit un
homomorphisme p,, : B—B /p™ qui s’insére dans le diagramme commutatif
®n

B B/p" B/q"

pn
©

~

ou les fleches non libellées sont les projections canoniques. Il résulte aussitot que
©n, et pp, sont surjectifs. Il suffit de montrer que p,(q™) = 0. Comme les (pp)n>1
forment un systéme projectif, on se réduit a voir que p;1(q) = 0, ce qui est évident
car 1 est injectif par définition.

Corollaire 1.12.19. Les hypotheses étant celles de (1.12.18), de plus soient C une
B-algébre topologiquement de type fini, v un idéal premier de C au-dessus de q,
M un C-module de type fini. Pour que M, soit B-plat, il faut et il suffit qu’il soit
B-plat.

On sait que B est B-plat (1.12.17). Done si M, est B-plat, il est B-plat. In-
versement, les anneaux By, Eq et C, sont noethériens (1.10.2) et 'homomorphisme
B, — §q induit un isomorphisme sur les séparés complétés (1.12.18). Donc si M,
est By-plat, il est Bg-plat ([12] chap. IIT §5.4 prop. 4).

Corollaire 1.12.20. Soient R un ordre 1-valuatif, I un idéal de définition de R, K
le corps des fractions de R, A une R-algebre topologiquement de présentation finie,
B une A-algebre de présentation finie, B le séparé complété de B pour la topologie
I-préadique ; notons u: A — B el ¢: B — B les homomorphismes canoniques.
Soient q un idéal premzer de B définissant un point fermé de Spec(B ®r K),
p=op1q), m=u"t(p). Alors :
(i) p (resp. m) détermine un point fermé de Spec(BRgrK) (resp. Spec(A®rK)).
(ii) L’homomorphisme canonique B, — Eq induit un isomorphisme entre les
séparés complétés de ces anneaux locaux pour les topologies définies par leurs
idéaux mazximaux respectifs.
(ili) On a dim(By) = dim(By).
(iv) On adim(B®rK) < dim(BogrK) et les deuz membres sont égauz si BR g K
est biéquidimentionnel ([31] 0.16.1.4).

On notera que B est topologiquement de présentation finie sur A (1.10.6), et
donc idyllique (1.10.8).
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(i) On sait que B/q est un ordre 1-valuatif (1.11.8); il est donc fini sur R
et son corps des fractions est une extension finie de K (1.11.5). Comme A/m C
B/p C B/q, (A/m) ®r K et (B/p) ®r K sont des extensions finies de K, d’ot
l’assertion.

(ii) Cela résulte de (i) et 1.12.18.

(iii) Cela résulte de (ii) et ([31] 0.16.2.4) car les anneaux B, et Eq sont
noethériens (1.10.2).

(iv) Cela résulte aussitot de (i) et (iii).

Définition 1.12.21. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S. On dit que
la paire (S,T') est quasi-idyllique si elle vérifie 'une des conditions suivantes :

(a) S est localement noethérien.

(b) S est localement de type fini sur un anneau quasi-idyllique A, et T est défini
par un idéal de Og de la forme JOg, ou J est un idéal de définition de type
fini de A.

Proposition 1.12.22. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S, U lou-
vert S —T de S, f: X — S un morphisme localement de type fini. Supposons
la paire (S, T) quasi-idyllique et ouvert f~1(U) schématiquement dense dans X .
Alors f est localement de présentation finie.

On peut évidemment se borner au cas ot S = Spec(A), A étant un anneau
quasi-idyllique, et T est le sous-schéma fermé de S défini par un idéal de définition
de type fini J de A ([28] 6.2.6(v)). La proposition résulte alors de 1.8.30.2 et
1.12.16(ii).

Proposition 1.12.23. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de
S, U louvert S —T de S, V un U-schéma séparé de type fini. Supposons la paire
(S,T) quasi-idyllique. Alors il existe un morphisme propre de présentation finie
f: X — S et une immersion ouverte schématiquement dominante ¢v:' V. — X
au-dessus de S.

Par le théoréme de plongement de Nagata ([16], [14] 4.1), il existe un mor-
phisme propre f: X — S et une immersion ouverte ¢: V' — X au-dessus de S,
qui est nécessairement quasi-compacte ([28] 6.1.10). Quitte a remplacer X par
l’adhérence schématique de V' dans X (qui existe en vertu de [28] 6.10.6), on peut
supposer ¢ schématiquement dominante. Par suite, f~1(U) est schématiquement
dense dans X. Donc f est de présentation finie en vertu de 1.12.22.

Corollaire 1.12.24. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de S,
U lVouvert S — T de S, V un U-schéma propre. Supposons la paire (S,T) quasi-
idyllique. Alors il existe un S-schéma propre de présentation finie X tel que Xy
soit U-isomorphe a V.

En effet, en vertu de 1.12.23, il existe un morphisme propre de présentation
finie f: X — S et une immersion ouverte schématiquement dominante ¢: V" — X
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au-dessus de S. Donc 'immersion ¢7: V' — Xy est schématiquement dominante.
Or il résulte des hypothéses que ¢y est propre. Par suite, ¢y est un isomorphisme.

1.13 Rappels et compléments sur la platification
par éclatements

Définition 1.13.1. Soient S un schéma, T' un sous-schéma fermé défini par un idéal
quasi-cohérent . de Og, .# un Os-module quasi-cohérent.

(i) On appelle éclatement de T (ou de .#) dans S le spectre homogene de la
Os-algébre graduée @pen-s™ (cf. [29] 8.1.3).

(ii) Notons f: S’ — S l'éclatement de T dans S. On appelle transformé strict
de .# par f le quotient de f*(.#) par le sous-module formé des sections a
support dans f~1(T).

On peut faire les remarques suivantes :

1.13.1.1. 1l est bien connu que S’ est un objet final de la sous-catégorie pleine de
Sch /g formée des S-schémas X tels que .# Ox soit un idéal inversible de O'x.

En particulier, si U est ouvert S — T de S, f induit un isomorphisme au-
dessus de U.

1.13.1.2. A partir de maintenant on ne considére que des éclatements d’idéaux de
type fini. Si .# est de type fini, f est un morphisme projectif et £ 0g est un
Os/-module trés ample pour f.

1.13.1.3. Comme .# O est un idéal inversible de Os/, U’ = f~1(U) est un ouvert
schématiquement dense dans 5.

1.13.1.4. Soit ¢ un idéal quasi-cohérent de type fini de &g ; notons g: S” — 5’
I'éclatement de # Og/ dans S”. On voit 4 I’aide de 1.13.1.1 que fog est I’éclatement
de .# ¢ dans S.

1.13.1.5. Soient X un S-schéma, .% un Ox-module quasi-cohérent, X’ I’éclatement
de .# 0x dans X. On voit a I'aide de 1.13.1.1 que X’ est X-isomorphe & I’adhérence
schématique de X xg U’ dans X x g 5’. Par suite, le transformé strict de .# par
I’éclatement X’ — X est le quotient de .# ®g Og: par le sous-module formé des
sections nulles au-dessus de X xg U’; on I'appelle encore transformé strict de %
par f.

Le transformé strict de Oy par f est Ox:. On dit que X’ est le transformé
strict de X par f.

On prendra grade que la notion de “transformé strict par f” dépend a priori
de T et pas seulement du morphisme f.

1.13.1.6. Sous les hypothéses de 1.13.1.5, si ¥ est S-plat, le transformé strict de
F par f est égal & F ®g Og (1.8.32).
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Définition 1.13.2 ([42] 5.1.3). Soient S un schéma, U un ouvert de S, f: 8" — S
un morphisme de type fini. On dit que f est un éclatement U-admissible s’il existe
un sous-schéma fermé de présentation finie 7' de S, disjoint de U, tel que f soit
isomorphe & 1’éclatement de T dans S. On notera que l'isomorphisme est alors
unique.

Proposition 1.13.3. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S, U 'ouvert
S—TdeS, f: " — S un éclatement U-admissible de S, U' = f~Y(U).

(i) SiU est schématiquement dense dans S, U’ est schématiquement dense dans
S’

(ii) Supposons la paire (S,T) quasi-idyllique (1.12.21) et U’ schématiquement
dense dans S’. Alors f est de présentation finie.

(i) Soient Y un sous-schéma fermé de présentation finie de S, disjoint de U,
tel que f soit isomorphe & I’éclatement de Y dans S, V Touvert S — Y de S,
V' = f~4V). Comme U C V, I'hypothése entraine que U’ est schématiquement
dense dans V' (|28] 6.10.7) ; et comme V’ est schématiquement dense dans S’, U’
est schématiquement dense dans S ([28] 6.10.3).

(if) C’est un cas particulier de 1.12.22.

Corollaire 1.13.4. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S, U louvert
S—T de S, f: S — S un éclatement U-admissible. Supposons la paire (S,T)
quasi-idyllique. Alors il existe un éclatement U-admissible de présentation finie
g: S — S tel que f majore g, i.e., tel que Homg(S”,S") # 0.

En effet, si T est défini par un idéal quasi-cohérent de type fini ¢ de Og, et
si f est isomorphe & ’éclatement dans S d’un idéal quasi-cohérent de type fini .#
de O, I'éclatement de .# ¢ dans S répond a la question, en vertu de 1.13.3(ii).

Proposition 1.13.5 ([42] 5.1.4). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert de
S, f: 8" — S un éclatement U-admissible, g: S” — S’ un éclatement f=1(U)-
admissible. Alors f o g est un éclatement U -admissible.

Remarque 1.13.6. Conservons les hypothéses de 1.13.5. Supposons que f soit
I’éclatement dans S d’un idéal quasi-cohérent de type fini & de g définissant
un sous-schéma fermé disjoint de U, et que g soit ’éclatement dans S’ d’un idéal
quasi-cohérent de type fini ¢ de O définissant un sous-schéma fermé disjoint
de f~1(U). Posons 9" = ¥ 0.

(i) Il ressort de la preuve de ([42] 5.1.4) qu'il existe un idéal quasi-cohérent de
type fini £ de Og et un entier m > 1 tels que £ 0g = 4™ _#™. Par suite,
f o g est isomorphe a I'éclatement de £ dans S.

(ii) Soient .# un Os-module quasi-cohérent, %’ le transformé strict de # par f,
F'" le transformé strict de %’ par g. Il résulte aussitot de (i) que le transformé
strict de .% par f og est un quotient de .#". Par suite, si .#" est S”-plat, le
transformé strict de .# par f o g est égal a " (1.8.32).
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Définition 1.13.7 ([42] 5.2.1). Soient f: X — S un morphisme de présentation
finie, .# un Ox-module quasi-cohérent de type fini, n un entier. On dit que .% est
S-plat en dimension > n, s’il existe un ouvert rétro-compact V' de X ([28] 0.2.3.1)
tel que dim((X —V)/S) < n et que .Z|V soit un Oy-module de présentation finie,
S-plat.

Théoréme 1.13.8 ([42] 5.2.2). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f: X — S un morphisme de présentation finie, F un Ox-module
quasi-cohérent de type fini, n un entier. Supposons que F|f~1(U) soit U-plat en
dimension > n. Alors il existe un éclatement U-admissible g: S’ — S, tel que le
transformé strict de F par g soit S'-plat en dimension > n.

Remarque 1.13.9. Conservons les hypothéses de 1.13.8. Notons 4 la sous-catégorie
pleine de Sch /g formée des éclatements dans S d'un sous-schéma fermé de pré-
sentation finie T" tel que U = S — T, et € la sous-catégorie pleine de & formée
des éclatements g: S — 9, tels que le transformé strict de .# par g soit S’-plat
en dimension > n. Alors % est un crible non vide de # ([1] I 4.1).

Montrons d’abord que % est non vide. D’aprés 1.13.8, il existe un éclatement
U-admissible g: S’ — S, tel que le transformé strict .#’ de .% par g soit S’-plat
en dimension > n. D’autre part, il existe un idéal quasi-cohérent de type fini ¢
de Og tel que U = S —V(_7) ([28] 6.9.7). Soient ¢': S” — S’ I’éclatement de
JOs dans S', h = gog', U" = h=}(U). 1l est clair que h est un objet de &
(1.13.1.4) ; le transformé strict %" de Z par h est le quotient de .’ ®g Ogr par
le sous-module formé des sections nulles au-dessus de X x g U”. Il résulte alors de
1.8.32 que .#" est S”-plat en dimension > n. Donc h est un objet de % .

Montrons ensuite que % est un crible. Soient g: S’ — S un objet de €,
h: 8" — S un objet de B, U"” = h=1(U), F' (resp. ") le transformé strict de .
par g (resp. h), k: S” — S’ un S-morphisme. Il est clair que .#” est le quotient de
F' ®g Ogn par le sous-module formé des sections nulles au-dessus de X xgU". Il

résulte alors de 1.8.32 que .Z#"” est S”-plat en dimension > n. Donc h est un objet
de ¥.

Corollaire 1.13.10. Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-compact de
S, X un S-schéma de type fini, qui est plat et localement de présentation finie
au-dessus de U. Alors il existe un éclatement U-admissible p: S’ — S, tel que le

transformé strict de X par ¢ soit plat et localement de présentation finie au-dessus
de S’.

En effet, il résulte de ([42] 5.3) que 'on peut supposer X et S affines, auquel
cas ’assertion est une conséquence immédiate de 1.13.8.

Corollaire 1.13.11 ([42] 5.7.10). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, n un entier, X un S-schéma de type fini, qui au-dessus de U est
de dimension relative < n. Alors il existe un éclatement U-admissible S — S, tel
que le transformé strict de X par cet éclatement soit de dimension relative < n
au-dessus de S'.
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Corollaire 1.13.12. Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-compact de
S, X un S-schéma de type fini, qui au-dessus de U est quasi-fini. Alors il existe
un éclatement U-admissible S’ — S, tel que le transformé strict de X par cet
éclatement soit quasi-fini au-dessus de S’.

Corollaire 1.13.13. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de S,
U Douvert S —T de S, X un S-schéma propre, qui au-dessus de U est fini. Sup-
posons la paire (S,T) quasi-idyllique (1.12.21). Alors il existe un éclatement U -
admissible S’ — S, tel que le transformé strict de X par cet éclatement soit fini
et de présentation finie au-dessus de S’.

En effet, en vertu de 1.13.12, il existe un éclatement U-admissible ¢: S’ — S|
tel que le transformé strict X’ de X par ¢ soit quasi-fini au-dessus de S’. Quitte a
remplacer , on peut supposer que @ est ’éclatement dans S d’un fermé de support
T (1.13.1.4). Il résulte alors de 1.12.22 que X’ est localement de présentation finie
sur S’. Comme X' est propre sur S’, il est fini sur S” en vertu de ([31] 8.11.1).

Corollaire 1.13.14. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de S,
U Douvert S — T de S, V un U-schéma fini. Supposons la paire (S,T) quasi-
idyllique. Alors il existe un éclatement U -admissible S — S et un S’'-schéma fini
de présentation finie X' tel que X[, soit U-isomorphe a V.

En effet, en vertu de 1.12.24, il existe un S-schéma propre de présentation
finie X tel que Xy soit U-isomorphe & V. Il suffit de lui appliquer 1.13.13.

Remarque 1.13.15. L’énoncé 1.13.14 sera renforcé dans 2.6.23.

Corollaire 1.13.16 ([42] 5.7.11). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f: X — S un morphisme séparé de type fini. On suppose que fy
est une immersion ouverte. Alors il existe un éclatement U-admissible S — S, tel
que si X' est le transformé strict de X par cet éclatement, le morphisme canonique
X' — S’ soit une immersion ouverte.

Corollaire 1.13.17 ([42] 5.7.12). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f: X — S un morphisme propre qui est un isomorphisme au-dessus
de U. Alors il existe un éclatement U-admissible S' — S, tel que si X' est le
transformé strict de X par cet éclatement, le morphisme canonique X' — S’ soit
un isomorphisme.

Proposition 1.13.18. Soient S un schéma, U un ouvert rétro-compact de S, Y un
S-schéma, X un S-schéma propre, u: Yy — Xy un U-morphisme. Supposons que
Y soit un schéma cohérent. Alors il existe un éclatement Yy -admissible ¢: Y' — Y
et un S-morphisme u': Y’ — X tels que le diagramme

Yy ——= Xy

Voo

Y’L>X

ot les fleches verticales sont les morphismes canoniques soit commutatif.
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Notons j: U — S linjection canonique, vo: Yy — Yy Xg X le morphisme
graphe de jx ou et v: Yy — Y Xg X l'immersion composée de vy et de
Jjy Xs X: Yy xs X - Y xg X. Comme X est séparé sur 5, 7o est une immersion
fermée ; et comme j est quasi-compacte, v est quasi-compacte. Par suite, ’adhé-
rence schématique I'" de Yy dans Y xg X existe ([28] 6.10.6). Notons p: I' — Y
le morphisme induit par la projection canonique ¥ xg X — Y. D’une part, p est
propre car X est propre sur S. D’autre part, I'N(Yy x g X) s’identifie & adhérence
schématique de Yy dans Yy xg X ([28] 6.10.7); il est donc égal & Y. Par suite
la restriction de p au-dessus de Yy est un isomorphisme. En vertu de 1.13.17, il
existe alors un éclatement Yy-admissible p: Y/ — Y tel que, si IV est le trans-
formé strict de I' par cet éclatement, le morphisme canonique «: I — Y’ soit
un isomorphisme. Le morphisme «’ composé de o' et du morphisme canonique
I — X répond a la question.

Proposition 1.13.19. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S défini par
un idéal quasi-cohérent de type fini # de Os, U Uouvert S —T de S, f: Y — X
un morphisme de S-schémas, Z un sous-schéma fermé de X défini par un idéal
quasi-cohérent de type fini & de Ox, V Dowvert Xy — Zy de Xy. Supposons que
Y soit quasi-compact et que Uon ait f(Yy) C V. Alors il existe un éclatement Xyr-
admissible : X' — X et un idéal quasi-cohérent de type fini 9’ de Ox: tels que si
Y’ désigne le transformé strict de'Y par o, on ait SOx C ', I\ X[, = Z|Xvu
et j/ﬁy/ = ﬁy/.

D’apreés ([28] 6.8.4), il existe un entier n > 1 tel que 'on ait _#" 0y C IOy
Soient p: X" — X T'éclatement de .# + #"Ox dans X, Y’ le transformé strict
de Y par ¢, qu'on identifie & I'éclatement de SOy = SOy + #"0y dans Y,
f':Y" — X' le morphisme canonique. Comme l'idéal .#0x/ + #"Ox/ est in-
versible, ' = (S Ox/) (I Ox: + F"Ox/)~" s’identifie a un idéal de Ox:. On a
clairement S| Xy, = SO0x; = J|Xy et SOx C J'. D’autre part, 'homomor-
phisme surjectif canonique

f/*(jﬁx/ + /nﬁX/) — SOy + /nﬁy/ = IOy

est bijectif puisque sa source et son but sont des modules inversibles. On en déduit
que lon a IOy = Oy.

Lemme 1.13.20. Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-compact de S, X
un S-schéma fidelement plat et de présentation finie au-dessus de S, f: X' — X
un morphisme propre qui est un isomorphisme au-dessus de Xy. Alors il existe
un éclatement U-admissible 1: S — S, tel que le transformé strict de X' par 1
soit fideélement plat et de présentation finie au-dessus de S’.

En effet, d’aprés 1.13.10, il existe un éclatement U-admissible ¢: S’ — S, tel
que le transformé strict X] de X’ par 1) soit plat et de présentation finie au-dessus
de S’. On peut supposer que 1 est I’éclatement dans S d’un fermé de présentation
finie T tel que U = S — T (cf. 1.13.9). Donc U’ = ¢~ *(U) est schématiquement
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dense dans S’. Le morphisme f;: X] — X xg S’ déduit de f est propre. Comme
X xg U’ est schématiquement dense dans X xg.5” (1.8.32), f1 est surjectif. Donc
1) répond a la question.

Théoréme 1.13.21 (Gabber). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f: X — S un morphisme propre et de présentation finie, V un
ouvert quasi-compact de Xy qui est fidelement plat au-dessus de U. Alors il existe
un éclatement Xy -admissible p: X' — X, un éclatement U-admissible 1: S’ — S
et un ouvert quasi-compact W du transformé strict de X' par 1 qui coincide avec
V au-dessus de U et qui est fidélement plat et de présentation finie au-dessus de S’.

On désigne par & la sous-catégorie pleine de Sch,x formée des éclatements
Xy-admissibles de X, et par € la sous-catégorie pleine de Z formée des éclate-
ments Xy-admissibles p: X’ — X, tels qu’il existe un éclatement U-admissible
¥: S" — S et un ouvert quasi-compact W du transformé strict de X’ par 1 qui
coincide avec V' au-dessus de U et qui est fidélement plat et de présentation fi-
nie au-dessus de S’. Il est clair que % est une catégorie cofiltrante. Il résulte de
1.13.20, 1.13.5 et 1.13.6 que % est un crible de # ([1] I 4.1). On en déduit par (|42]
5.3) que si (S;)ier est un recouvrement fini de S par des ouverts quasi-compacts
tel que pour tout ¢ € I, le théoréme soit vrai pour la restriction de la situation
au-dessus de S;, alors le théoréme est vrai au-dessus de S. On peut donc supposer
S affine.

Montrons que I'on peut se réduire encore au cas ou S est affine noethérien.
Considérons S comme limite projective filtrante de schémas affines noethériens
(S:)icr- Pour i assez grand, il existe un ouvert U; de S;, un S;-schéma propre X;
et un ouvert V; de X; xg, U;, fidélement plat au-dessus de U;, tels que U, X et V
proviennent respectivement de U;, X; et V; par le changement de base S — S; ([31]
8.8.2,8.10.5 et 11.2.6). Supposons qu’il existe un éclatement (X; X g, U;)-admissible
i X! — X; défini par un idéal cohérent .7 de Ox,, avec Z|(X; xg, U;) =
0 X, xg,Uys ULl éclatement U;-admissible v¢;: S! — S; défini par un idéal cohérent
Fi de Os,, avec Z;|U; = Oy,, et un ouvert W; du transformé strict X’Z’ de X/
par ¥;, qui coincide avec V; au-dessus de U; et qui est fidélement plat au-dessus
de S;. Quitte a changer 1);, on peut supposer U; = S; — V(_#;) (cf. 1.13.9). Soient
¢: X' — X Téclatement Xy-admissible défini par l'idéal & = #0x,¢: S" — S
léclatement U-admissible défini par 'idéal ¢ = #;0g, X' le transformé strict
de X’ par 1. Il est clair que X’ est un sous-schéma fermé de S’ X s )~(1,> et ces deux
schémas coincident au-dessus de U. Comme U; = S; —V(_%;), S’ X g1 Wi s’identifie

a un sous-schéma ouvert de X’ (1.8.32). Le triplet (¢, 1), S’ x5, W) répond donc
a la question.

Montrons maintenant le théoréme dans le cas ot S est noethérien. On notera
d’abord que si ¢: S” — S est un éclatement U-admissible, il est loisible de rem-
placer S par S’ et X par son transformé strict par ¢ (1.13.5 et 1.13.6). En vertu
de ([31] 17.16.4), il existe une famille finie (U;);je;s de sous-schémas non vides de
U, deux a deux disjoints, de réunion U, et ayant la propriété suivante : pour tout
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j € J, il existe un morphisme fini et surjectif g;: V; — U; et un U-morphisme
sj: V; — V. Quitte a raffiner la stratification (U;);cs de U, on peut supposer
que, pour tout j € J, 'adhérence de U; dans U est réunion de strates. De plus,
on peut supposer les s; des immersions. En effet, compte tenu des hypothéses, le
morphisme V; — V xy Uj, défini par s; et g;, est propre. Notons Vj’ son image
schématique ([28] 6.10.5). Le morphisme canonique V; — Uj est quasi-fini, surjec-
tif et propre ([29] 5.4.3(ii)). Il est donc fini ([30] 4.4.11), et on peut remplacer V;
par Vj’. On dira dans la suite que (U;) e est une stratification adéquate de U.

On procéde par récurrence sur le nombre de strates d’une stratification adé-
quate de U. Soit n un entier > 1. Supposons le théoréme établi lorsque U ad-
met une stratification adéquate ayant au plus n — 1 strates (cette hypothéses est
clairement satisfaite si n = 1). Montrons le théoréme lorsque U admet une stra-
tification adéquate (U;)jes & n strates. Soit j € J tel que U; soit fermé dans
U (qui existe d’aprés les hypothéses). Notons S; adhérence schématique de Uj
dans S, X; 'adhérence schématique de V; dans X. Par transitivité des images
schématiques (28] 6.9.3), f induit un morphisme propre et surjectif f;: X; — S;
qui prolonge g;. Il résulte des hypothéses que V; est fermé dans Xy, et par suite,
que 'on a X; xg U = V; C V. Soit Z un sous-schéma fermé de X défini par
un idéal cohérent .# de Ox, tel que Xy soit la réunion disjointe de Zy et V.
D’apres 1.13.19, il existe un éclatement Xp-admissible ¢: X’ — X et un idéal
cohérent ' de Ox/ tels que si X ]’ désigne le transformé strict de X; par ¢, on
ait SOx C I, I'NX[, = I| Xy et ﬂ’ﬁxjr_ = ﬁ’xj/_. 11 est loisible de remplacer
X par X' (1.13.5), X; par X} (1.13.3(i)) et Z par V(#"). On peut donc supposer
que 'on a X;NZ = (). Posons W; = X — Z, qui est un ouvert de X contenant X,
et coincidant avec V' au-dessus de U. En vertu de 1.13.10, il existe un éclatement
U-admissible ¢: S" — S tel que le transformé strict de W; par 4 soit S’-plat. Il
est encore loisible de remplacer S par S’, et S;, X, W; et X, par leurs transfor-
meés stricts par 1. On peut donc supposer qu'’il existe un ouvert W; de X, S-plat,
contenant X, et coincidant avec V' au-dessus de U. Par suite A = f(W;) est un
ouvert de S contenant S;. Notons B l'ouvert S — S; de S, de sorte que l'on a
S = AU B. Le théoréme est clairement vrai pour la restriction de la situation
au-dessus de A; et il est vrai pour la restriction de la situation au-dessus de B
d’aprés 'hypothése de récurrence. Il est donc vrai au-dessus de S.

1.14 Propriétés différentielles des anneaux idylliques

1.14.1. Soient A un anneau linéairement topologisé, B une A-algébre topolo-
gique, linéairement topologisée. On rappelle que le module des différentielles Q}B /A
est muni d’une topologie canonique, qui en fait un B-module topologique ([31]
0.20.4.3). Cette topologie est moins fine que la topologie déduite de celle de B; si
dans B le carré¢ de tout idéal ouvert est ouvert, ces deux topologies sont identiques
([31] 0.20.4.5). On désigne par Q}B/A le séparé complété du B-module topologique
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B/A ([31] 0.20.7.14) et par dB/A (ou simplement d) la A-dérivation canonique de

B dans QB/A

Proposition 1.14.2. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topolo-
giquement de type fini.

(i) Le B-module Q}B/A est de type fini et sa topologie est déduite de celle de B ; il
est engendré par les éléments ci(x), ol T parcourt un systéme de générateurs
topologiques de la A-algébre topologique B.

(ii) Si B est topologiquement de présentation finie sur A, Q}B,/A est un B-module
de présentation finie.

(iii) Si B est formellement lisse sur A, QE/A est un B-module projectif.

En effet, (i) résulte de 1.8.5 et 1.8.7, (ii) de 1.10.11, et (iii) de 1.12.5 et ([31]
0.20.4.10).

1.14.3. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topologiquement de
type fini, C' une B-algébre topologiquement de type fini. Alors la suite canonique
([31] 0.20.7.17)

0L, 050 —>0k , —=0L , 0 (1.14.3.1)

est exacte. En effet, on sait que v est surjectif et que I'image de @ est dense dans
le noyau de ¢ ; donc I’assertion résulte de 1.8.28(c).

1.14.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topologiquement de
type fini, J un idéal de type fini de B, C' = B/J la A-algébre topologique quotient.
Alors la suite canonique ([31] 0.20.7.20)

3/3? =0k, 05 C—= 0L, 0 (1.14.4.1)

est exacte. En effet, on sait que 4 est surjectif et que I'image de 5 est dense dans
le noyau de 4 ; donc assertion résulte de 1.8.28(c).

Proposition 1.14.5 (Critére jacobien de lissité formelle). Soient A un anneau
quasi-idyllique, J un idéal de définition de type fini de A, B une A-algébre to-
pologiquement de présentation finie et formellement lisse, J un idéal de type fini
de B, C = B/J la A-algébre topologique quotient. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :
(i) C est une A-algébre formellement lisse.
(ii) L’homomorphisme canonique §: J/3% — QlB/A ®p C est formellement inver-
sible & gauche ([31] 0.19.1.5).

(iii) L’homomorphisme 5 J3/3% — Q}B/A ®p C déduit de § par prolongement aux
complétés est inversible a gauche.

iv) L’homomorphisme 6p: I @p (C/JC) — QL ,, ®@p (C/JC) déduit de § par
B/A
passage aux quotients est inversible a gauche.
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En effet, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes par le critére jacobien ([31]
0.22.6.1), les conditions (ii) et (iv) sont équivalentes en vertu de ([31] 0.19.1.9), et
les conditions (iii) et (iv) sont équivalentes en vertu de 1.14.2 et ([31] 0.19.1.10).

Proposition 1.14.6. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topo-
logiquement de présentation finie et formellement lisse, T un idéal de type fini
de B, C = B/7J la A-algébre topologique quotient. Considérons ’homomorphisme
canonique R R

6:3/73% = Qp,,®pC (1.14.6.1)

et notons U lensemble des points x € Spec(C) tel que 5 ®c k(x) soit injectif.
Alors U est louvert mazimal de Spec(C) ow § est localement inversible & gauche.
De plus, U ne dépend pas du choix de la A-algébre formellement lisse B.

La premiére assertion résulte de 1.3.15 et du fait que (AZ}B/A est un B-module
projectif de type fini (1.14.2). Appelons provisoirement U 'ouvert jacobien de
J. Soient S une A-algébre topologiquement de présentation finie et formellement
lisse, ¢: S — C' un homomorphisme surjectif de A-algébres, J son noyau, qui est
un S-module de type fini (1.10.5). Pour montrer que les ouverts jacobiens de J et
J sont égaux, on peut se borner au cas ou il existe un homomorphisme surjectif
de A-algébres ¥: S — B induisant ¢ ; notons K son noyau, qui est un S-module
de type fini (1.10.5). Le diagramme commutatif

R/R2@p C J/3? 3/3? 0 (1.14.6.2)

| | |

00— R/R0pC—=0L, ©sC——=0k , @5 C—=0

dont la ligne inférieure est exacte et scindée d’aprés 1.14.5, montre que les ouverts
jacobiens de J et de J sont égaux.

Définition 1.14.7. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, C une A-algébre topologiquement de présentation finie. On appelle ouvert de
lissité formelle de C' sur A Pouvert U de Spec(C) défini dans (1.14.6). On dit que
C est une A-algébre rig-lisse (ou rig-lisse sur A) si U contient Spec(C) — V(JC).
On dit que C est une A-algébre rig-étale (ou rig-étale sur A) si elle est rig-lisse sur
A et sile C-module ﬁlc/A est rig-nul.

Il résulte de la définition (1.14.7) et de la suite exacte (1.14.4.1) que ﬁé/A
est localement libre de type fini sur 'ouvert de lissité formelle de C' sur A.

Proposition 1.14.8. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, C une A-algebre topologiquement de présentation finie, B = A{&1,...,&,) une
algeébre de séries formelles restreintes, ¢: B — C un homomorphisme surjectif de
A-algébres, I =ker(p). Les conditions suivantes sont alors équivalentes :
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(i) C est rig-lisse sur A et ﬁé/A est localement libre de rang r sur Spec(C') —
V(JC).

(ii) Pour tout point fermé q € Spec(C)—V(JC), sil'on pose p = p~1(q), il existe
dans J un systéme de (n — 1) séries u; (r+1 <1i < n), et (n —r) indices
gk €{1,...,n} (r+1 <k <n) tels que les images des u; dans J, engendrent
cet idéal et que l'on ait

Cela résulte de la définition, de 1.3.15 et du fait que Spec(C) — V(JC) est
un schéma de Jacobson (1.11.9).

Proposition 1.14.9 (Critére jacobien de rig-lissité). Soient A un anneau quasi-
idyllique, J un idéal de définition de A, B une A-algébre topologiquement de pré-
sentation finie et rig-lisse, J un idéal de type fini de B, C' = B/J la A-algébre
topologique quotient. Pour que C' soit une A-algébre rig-lisse, il faut et il suffit que
l’homomorphisme canonique

5:3/3% = Qf @5 C (1.14.9.1)
soit localement inversible a gauche sur Spec(C) — V(JC).

Soit V lensemble des points z € Spec(C) — V(JC) tel que 6 ®¢ k(x) soit
injectif. Il résulte de 1.3.15 et du fait que Q}B/A est localement libre de type fini

sur Spec(B) — V(JB), que V est Pouvert maximal de Spec(C) — V(JC) ou § est
localement inversible & gauche. Donc tout revient & montrer que C' est rig-lisse sur
A si et seulement si V = Spec(C) — V(JC). Soient S une A-algébre topologique-
ment de présentation finie et formellement lisse, ¢: S — B un homomorphisme
surjectif, R son noyau, J 'image réciproque de J, de sorte que C' est isomorphe
au quotient de S par J; alors R et J sont des S-modules de type fini (1.10.5). Le
diagramme commutatif canonique

R/R2@pC /32 3/32 0

O—>ﬁ/ﬁ2®BC—>§15/A®SC%-§13/A®BC—>O

dont la ligne inférieure est exacte et localement scindée sur 'ouvert Spec(C) —
V(JC) (1.14.6), montre que V est l'intersection de Spec(C) — V(JC) et de Pouvert
de lissité formel de C sur A, d’ou notre assertion.

Proposition 1.14.10. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topolo-
giquement de présentation finie et rig-lisse, C' une B-algébre topologiquement de
présentation finie et rig-lisse; alors C est une A-algébre rig-lisse.

Cette proposition sera démontrée dans 6.4.16. Le lecteur vérifiera qu’il n’y a
pas de cercle vicieux.
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Proposition 1.14.11. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topo-
logiquement de présentation finie et rig-lisse, A’ une A-algébre adique. Supposons
A" un anneau quasi-idyllique. Alors B&4 A" est topologiquement de présentation
finie et rig-lisse sur A’.

Cela résulte facilement de 1.10.10 (cf. 1.16.3).

Proposition 1.14.12. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, B une A-algébre topologiquement de présentation finie et rig-lisse, C une B-
algebre topologiquement de présentation finie et rig-lisse ; alors la suite canonique
(1.14.3.1)

0= Qpa®5C = Qfys — Qbyp — 0 (1.14.12.1)

est exacte et localement scindée sur Spec(C) — V(JC).
Soient D = B{{y,...,&,) une algébre de séries formelles restreintes sur B,
@: D — C un homomorphisme surjectif de B-algébres, J son noyau. En vertu

de 1.14.10, D et C sont rig-lisses sur A. Considérons le diagramme commutatif
canonique

Qs ®8C==0},®5C
; ]
0 3/ ﬁlD/A ®pC ﬁlc/A 0
0 3/3? QL5 ®0C QL5 0

D’une part, les lignes horizontales sont exactes et localement scindées sur 'ouvert
Spec(C) — V(JC) en vertu de 1.14.9. D’autre part, la suite

0—Qfa @8 D —0h 0 —0pp—0 (1.14.12.2)

est exacte et scindée d’aprés ([31] 0.20.7.18). Par suite, pour tout = € Spec(C) —
V(JC), b ®¢ k(x) est injectif, et la proposition s’ensuit compte tenu de 1.3.15.

Proposition 1.14.13. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, C une A-algebre de présentation finie, C le séparé complété de C' pour
la topologie J-adique. Alors Uouvert de lissité formelle de C' sur A est l'image

réciproque de 'ouvert de lissité de C sur A par le morphisme canonique Spec(C) —
Spec(C).

Notons d’abord que C est topologiquement de présentation finie sur A
(1.10.6). Soient B une A-algebre lisse, p: B — C un A-homomorphisme surjectif, J
le noyau de ¢ (qui est de type fini sur B), 6: 3/3% — Q};/A ®p C 'homomorphisme
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canonique, B le séparé complété de B pour la topologie J-adique, @: B—Cle
prolongement de ¢ aux complétés. Alors B est topologiquement de présentation
finie et formellement lisse sur A (1.10.6); & est surjectif (1.8.5); JB est le noyau
de P et on a Q%/A ~ Qp/, ®p B (1.12.16). Comme B est B-plat (1.12.17), on a
JB ~ J ®p B. Par suite, 'homomorphisme canonique

5: (3B)/(3°B) — Q%/A @z C

s’identifie & § ®¢ 6’; d’ou la proposition.

Corollaire 1.14.14. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, B une A-algebre de type fini, C une B-algebre de présentation finie, lisse

sur Spec(B) en dehors de V(JB), B (resp. C) le séparé complété de B (resp. C)
pour la topologie déduite de celle de A. Alors C est rig-lisse sur B.

Quitte & remplacer A par B (qui est quasi-idyllique) et C' par C ®p B ,on se
rameéne au cas ot A = B (1.8.7), de sorte que C est une A-algébre de présentation
finie, lisse sur Spec(A) en dehors de V(J). La proposition résulte alors de 1.14.13.

Corollaire 1.14.15. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, C une A-algébre finie et de présentation finie. Alors l'ouvert de lissité formelle
de C sur A est égal a Uouvert de lissité de C sur A ; en particulier, C' est rig-étale
sur A si et seulement si C' est étale sur A en dehors de V(J).

On notera que C' est une A-algébre adique (1.10.2), et par suite topologique-
ment de présentation finie (1.10.6). La proposition résulte alors de 1.14.13 et du
fait que Q¢ = Q4 (1.10.2).

Proposition 1.14.16 (Fujiwara). Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de
définition de A, B une A-algébre topologiquement de type finie, B’ une A-algébre
adique qui est un anneau quasi-idyllique, u: B — B’ un A-homomorphisme. Sup-
posons Q}B/A rig-nul (1.8.30.1). Alors, il existe un entier n > 0 tel que tout A-
homomorphisme v: B — B’ congru d u modulo J" soit égal a u.

Quitte & remplacer A par B’ et B par B 4B’, on peut se borner au cas oul
B’ = A, u étant une augmentation de B dans A. On peut évidemment remplacer
J par un autre idéal de définition de A. Donc si A n’est pas noethérien, on peut
supposer J principal. Pour tout entier n > 0, posons 4,, = A/J"t!, B,, = BR4 A,
et soit up: B, — A, l'augmentation déduite de u. Il existe un entier ¢ > 1 tel
que JCQ}B/A = 0. Soient n et m deux entiers tels que c < n < m < n+c+ 1.
I’ensemble des augmentations vy, : By, — A, qui relévent u,, est canoniquement
isomorphe (par le choix de u,,) a la source de I'isomorphisme

HomAn (Qan/An ®Bn;un An?JnJrl/Jerl) :> HomAc (KZIBC/.AC ®Bcauc AC7Jn+1/Jm+1)7

défini par le fait que le A-module J"*1/J™*! est annulé par JT1. L’application
qui & une augmentation w: Byycr1 — Apter1 associe augmentation w ® A, 4q
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de Bjy1 dans A, 41, correspond au morphisme
pu: Homa, (4. ©u, Ae, 7/ TH2) = Homa, (Q, 4, ®u, Acy J'T/J7F2)

déduit du morphisme canonique J"+1/Jntet2 gl n+2,

Montrons qu’il existe un entier ng > 1 tel que pour tout n > ng, on ait
{x € JVTHzJe C Jrret?y = iz, (1.14.16.1)

Supposons d’abord J principal, engendré par un élément t € A. Il existe ng > 1 tel
que t" Aoy = 0 (1.10.2). Pour tout n > ng, si o, 3 € A sont tels que t"+Tla =
t"tet28 on a a — tf € Aior et par suite t"TH(a — tB8) = 0; d’ou la relation
(1.14.16.1) dans ce cas. Supposons ensuite A noethérien. Soient X’ 1’éclatement
de J dans Spec(A), z € A tel que zJ¢ C J" 2, Comme JOx: est inversible,
onax € (X', J"20x). En vertu de (|30] 2.3.1), il existe un entier ng > 1 tel
que pour tout n > ng, ’homomorphisme canonique J"*2 — I'(X', J"20x/) soit
bijectif; d’ou la relation (1.14.16.1) dans ce cas.

Soit m > sup(ng, ¢). Il résulte de (1.14.16.1) et du fait que tCQ}BC/AC =0
(1.8.7) que py, est nul. Par suite, toutes les augmentations w: By ycr1 — Anget1
qui relévent w,, sont égales modulo J"*2, et donc égales & 1,4 1.

1.15 Couples henséliens idylliques

Nous rappelons d’abord quelques propriétés des couples henséliens ([40] §XI).

1.15.1. On sous-entend par couple la donnée d’un anneau et d’un idéal. Un
morphisme u d’un couple (A, J) dans un couple (B, K) est la donnée d’un homo-
morphisme d’anneaux u: A — B tel que u(J) C K. Le morphisme u est dit strict
si K = u(J)B.

Définition 1.15.2. Soient A un anneau, J un idéal de A, B une A-algébre étale.
On dit que B est un wvoisinage étale élémentaire de J dans A si 'homomorphisme
induit A/J — B/JB est un isomorphisme.

Proposition 1.15.3. Soient A un anneau, J un idéal contenu dans le radical de A.
Posons A= A/J. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Si B est une A-algébre finie et si € est un idempotent de B/JB, alors € se
releve en un idempotent de B.

(ii) Si P est un polynome unitaire de A[t], dont limage P dans A[t] est de la
forme qr, ot q et r sont deux polynémes unitaires de Z[t], fortement étrangers
([12] 111 §4.1), alors P est de la forme QR ou @Q et R sont deuz polyndémes
unitaires de A[t] qui relévent respectivement q et r.

(iii) Si B est un voisinage étale élémentaire de J dans A, il existe un homomor-
phisme de A-algébres de B dans A.
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(iv) Si B est une A-algébre étale et si G: B — A est un homomorphisme de A-
algébres, il existe un et un unique homomorphisme de A-algébres o: B — A
qut reléve .

L’équivalence des propositions (i), (ii) et (iii) est démontrée dans ([40] §XI
prop. 1). L’implication (i)=-(iv) résulte de ([31] 18.5.4), et I'implication (iv)=(iii)
est triviale.

Définition 1.15.4. On dit qu'un couple (A, J) est un couple hensélien si J est
contenu dans le radical de A et si (A,J) vérifie les conditions équivalentes de
(1.15.3).

On peut faire les remarques suivantes :

1.15.4.1. Si A est un anneau séparé et complet pour la topologie définie par un
ideal J, alors (A, J) est hensélien.

1.15.4.2. Soient (A,J) un couple hensélien, J' un idéal de A. Si J’ est contenu
dans J, ou si J’ est un idéal de définition de la topologie J-préadique de A, alors

(A, J’) est hensélien. La premiére assertion est évidente et la seconde résulte de
([31] 18.1.2).

1.15.4.3. Soient (A, J) un couple hensélien, B une A-algébre entiére. Alors (B, JB)
est hensélien.

Définition 1.15.5. Soient A un anneau, J un idéal de A. On appelle hensélisé
J-préadique de A un couple hensélien (A®, J*) muni d’un morphisme de couples

i: (A, J) — (A J")

tel que, pour tout couple hensélien (B,K) et tout morphisme de couples
v: (4,J) — (B,K), il existe un unique morphisme de couples v*: (A", J?) —
(B,K) tel que v = v" 0.

On notera que le couple (A", J®) et le morphisme i sont uniquement déter-
minés & un isomorphisme unique prés. On peut faire les remarques suivantes :

1.15.5.1. Nous avons préféré le suffixe “préadique” au suffixe “adique” par cohérence
avec la terminologie (1.8.4).

1.15.5.2. L’existence du hensélisé est démontrée dans ([40] XI théo. 2). Plus préci-
sément, (A", J®) est une limite inductive filtrante de voisinages étales élémentaires
de J dans A. En particulier, (A®, J?) est aussi le hensélis¢ J-préadique de tout
voisinage étale élémentaire de J dans A.

1.15.5.3. Le morphisme ¢ est strict et induit un isomorphisme entre les séparés
complétés pour les topologies J-préadiques de A et de A". Nous omettrons dans
la suite I’idéal J* des notations.

1.15.5.4. Si J est contenu dans le radical de A, alors A" est fidélement plat sur A
en particulier, A® est noethérien (resp. réduit, resp. normal) si et seulement s’il en
est de méme de A.
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1.15.5.5. Pour tout idéal de définition J’ de la topologie J-préadique de A, le
hensélis¢ J'-préadique de A est canoniquement isomorphe & A®.

1.15.5.6. Pour tout idéal a de A, le hensélisé J-préadique de A/a est canoniquement
isomorphe & A®/aA®".

Définition 1.15.6. Soient X = Spec(A) un schéma affine, ¥ un sous-schéma fermé
de X défini par un idéal J de A.

(i) On dit quun morphisme f: X’ — X est un voisinage étale élémentaire de' Y
s’il est étale et si la projection canonique X’ X x Y — Y est un isomorphisme.
On dit alors aussi que X’ est un voisinage étale élémentaire de Y dans X.

(ii) On appelle hensélisé de X le long de Y, et 'on note X®, le schéma affine
d’anneau A" le hensélisé J-préadique de A.

Proposition 1.15.7. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
mazimal de R, A une R-algébre topologiquement de type fini, B une A-algébre de
type fini, B® le hensélisé (t)-préadique de B, B le séparé complété de B pour la
topologie (t)-préadique. Alors B est fidelement plat sur B®.

Ecrivons B® comme limite inductive filtrante lim By, ou les By sont des
voisinages étales élémentaires de tB dans B. En partialier, B, est une A-algébre
de type fini, dont le hensélisé (t)-préadique est isomorphe a B®; donc le séparé
complété de By pour la topologie (t)-préadique est isomorphe a B. 1l résulte alors
de 1.12.17 que B est Bj-plat. Par passage a la limite inductive ([12] chap. I §2.7
prop. 9), on en déduit que B est BE-plat. Pour conclure, il suffit de noter que
B est contenu dans le radical de B® et B est le séparé complété de B pour la
topologie (t)-préadique.

Corollaire 1.15.8. Les hypothéses étant celles de (1.15.7), soient de plus M un B®-
module de type fini, N un sous-B®-module de M tel que M/N soit R-plat. Alors
N est de type fini sur BP.

En effet, d’aprés 1.15.7, la suite
O—>N®Bh§—>M®Bh§—>(M/N)®3h§—>0

est exacte, et (M/N) Qpn B est R-plat. Comme B est topologiquement de type
fini sur R, il résulte de 1.9.14 que N ®pn B est de type fini sur B.Onen déduit,
par descente fidélement plate ([12] chap. I §3.6 prop. 11), que N est de type fini
sur B* (1.15.7).

Corollaire 1.15.9. Sous les hypothéses de (1.15.7), pour tout B®-module de type
fini M, M(y)4or est de type fini et M /My o est cohérent.
11 suffit de calquer la preuve de 1.9.18(iii) en tenant compte de 1.15.8.

Corollaire 1.15.10. Sous les hypothéses de (1.15.7), (B®,tB®) vérifie (AR) et (B®);
est noethérien.
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Cela résulte de 1.15.8 et 1.9.13.

Définition 1.15.11. On dit qu’'un couple hensélien (A, J) est gquasi-idyllique s'il
vérifie 'une des conditions suivantes :

(a) A est noethérien.

(b) Il existe un anneau quasi-idyllique Ay, un idéal de définition de type fini I de

Ap et une Ap-algebre de type fini A, tels que A soit un quotient du hensélisé
(I Ay)-préadique de A; et J =T A.

On peut faire les remarques suivantes :

1.15.11.1. Dans le cas (b), si Ag est noethérien, A est noethérien (1.15.5.4).
1.15.11.2. Si A est un anneau quasi-idyllique et J un idéal de définition de type
fini, (A4, J) est un couple hensélien quasi-idyllique.
1.15.11.3. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, B une A-algébre de
type fini, B® le hensélisé (JB)-préadique de B. Alors (B®, JB®) est un couple
hensélien quasi-idyllique (1.15.5.4 et 1.15.5.6).
Proposition 1.15.12. Soit (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique. Pour tout A-
module M, on note M son séparé complété pour la topologie J-préadique. Alors,

(i) (4, J) vérifie (Kr), et le schéma Spec(A) — V(J) est noethérien.

(ii) A est fidelement plat sur A.

(iii) Pour tout A-module de type fini M, Mj.ior est de type fini et M/Mjior est
cohérent.

(iv) Pour tout A-module de type fini M, le morphisme canonique M ® 4 A-M
est un isomorphisme.

Compte tenu de ([12] chap. IIT §3.4 théo. 3), on peut se borner au cas
1.15.11(b), ot avec les mémes notations, on fait de plus les deux hypothéses sui-
vantes :

(1) Ay topologiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif R;
(2) A est le henselisé (I Ay)-préadique de A;.

Les propositions (i), (ii) et (iii) résultent alors de 1.15.7 et de ces corollaires. La
proposition (iv) résulte de ce qui précéde et de 1.8.26, en calquant la démonstration
de 1.12.16(iv).

Corollaire 1.15.13. Si (A, J) est un couple hensélien quasi-idyllique, le séparé com-
plété de A pour la topologie J-préadique est un anneau quasi-idyllique.

Cela résulte aussitot de 1.15.12(iv) et 1.15.5.3.

Corollaire 1.15.14. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, B une A-
algebre de type fini, M un B-module de type fini, B (resp. M) le séparé complété
de B (resp. M) pour la topologie J-préadique. Alors :

(1) B est B-plat.

(ii) Le morphisme canonique M Qp B — M est bijectif.
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En effet, si B® est le hensélisé (JB)-préadique de B, alors (B®, JB®) est un
couple hensélien quasi-idyllique (1.15.11.3) et le séparé complété de M ® g B® pour

la topologie J-préadique est isomorphe & M (1.15.5.3). Les propositions résultent
donc de 1.15.12(ii)—(iv).

Corollaire 1.15.15. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, S = Spec(A),
U Douwvert S—V(J) de S, X, Y deuz S-schémas localement de type fini, f: X —Y
un S-morphisme. Si 'ouvert X xg U est schématiquement dense dans X, alors f
est localement de présentation finie.

Soit A le séparé complété de A pour la topologie J-préadique. On sait que A
est un anneau quasi-idyllique (1.15.13) et qu’il est fidélement plat sur A (1.15.12).
La proposition résulte alors de 1.12.22 par descente fidélement plate ([31] 2.7.1 et
11.10.5).

Proposition 1.15.16 ([18] 4.4). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, A
le séparé complété de A pour la topologie J-préadique ; posons X = Spec(A), U =
X-V(J)), X' = Spec(ﬁ) et soient U’ "image réciproque de U dans X', f: X' —
X le morphisme canonique, g: U' — U sa restriction a U’'. Alors, l'application
Of(U) — Of(U’) qui a une partie ouverte et fermée Z de U associe g~*(Z), est
bijective.

11 suffit de calquer la preuve de ([18] 4.4) en tenant compte de 1.15.12(ii).

Définition 1.15.17. On dit qu'un couple hensélien (A, J) est idyllique s’il vérifie
I'une des conditions suivantes :

(a) A est noethérien.
(b) Il existe un anneau idyllique Ag, un idéal de définition de type fini I de

Ap et une Ag-algébre de présentation finie Aq, tels que A soit le hensélisé
I-préadique de A; et J = I A.

On peut faire les remarques suivantes :
1.15.17.1. Dans le cas (b), si Ay est noethérien, A est noethérien (1.15.5.4).

1.15.17.2. Si A est un anneau idyllique et J un idéal de définition de type fini,
(A, J) est un couple hensélien idyllique.

1.15.17.3. Si (A4, J) est un couple hensélien idyllique, le séparé complété de A pour
la topologie J-préadique est un anneau idyllique.

Lemme 1.15.18. Soient (A, J) un couple hensélien idyllique, B une A-algebre de
présentation finie, B® le hensélisé (JB)-préadique de B. Alors (B®, JB®) est un
couple hensélien idyllique.

Compte tenu de 1.15.5.4, on peut se borner au cas 1.15.17(b), dont on reprend
les notations. Considérons une présentation finie B = A[&1,...,EN]/(f1s---, fq)-
Quitte a remplacer A; par un voisinage étale élémentaire de [ A1, on peut supposer
que l'on a f; € A1[1,. .., &n] pour tout 1 <4 < g. Par suite, d’apres 1.15.5.6, B®
est isomorphe au hensélis¢ I-préadique de A1[&1, ..., En]/(f1,-- -, fq)-
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Proposition 1.15.19. Pour tout couple hensélien idyllique (A, J), lanneau A est
cohérent.

On peut évidemment se borner au cas 1.15.17(b), et méme au cas ou il existe
un anneau 1-valuatif R, un élément non nul ¢ de I'idéal maximal de R et une algébre
de séries formelles restreintes Ag = R({1,...,&,), tels que A soit le hensélisé (t)-
préadique de A; = Ap[X1,...,Xn] (1.15.5.6). Donc A est R-plat (1.15.5.4), et il
est par suite un anneau cohérent en vertu de 1.15.12(iii).

1.16 Approximation algébrique

Nous étendons au cadre idyllique certains résultats d’Elkik [17] suivant sa re-
marque 2 page 587.

1.16.1. Soient A un anneau, B une A-algébre de présentation finie
B=Al&,....&n]/3, T=(f1,---, fq)s fi€ A, . EN]
Pour tout entier p > 0 et tout multi-indice
(o) = (au,...,0p), 1< <ag < <ap <q,

on désigne par J(, l'idéal de A[£, ..., {n] engendré par les fo, et par A, I'idéal
de A[&y,...,&N] engendré par les mineurs d’ordre p de la matrice jacobienne

(6fm>
85]’ 1<i<p,1<j<N '

On note £(4) l'idéal de A[¢1,...,En] conducteur de J dans J,) :

by ={f €A, ... .&N] | [IC T}

On a par convention Jy =0 et Ay = A[&1,...,&n]. On pose alors

ZED I BINAY (1.16.1.1)

(a),p

On notera que Z ne peut qu’augmenter aprés extension de la base. On dira qu’un
idéal de A[&1,...,EN] est jacobien relativement & (f1, ..., fy) (ou jacobien lorsque
il n’y a aucun risque de confusion) s’il est contenu dans .

1.16.1.2. L’ouvert de lissité de Spec(B) sur Spec(A) est égal & Spec(B) — V(ZB).
En effet, soit p € V(J) et notons

0:3/3% = Qe, .eni/a ®ale,

.....

I’homomorphisme canonique. On vérifie immédiatement les propriétés suivantes :
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(a) Pour que J(,) engendre J en p, il faut et il suffit que €,y Z p.
(b) Si J(a) engendre J en p et |a| > rang(J ® k(p)), alors A,y C p.
(c) Supposons J(,) engendre J en p et |a| = rang(TJ ® £(p)) ; pour que A,y C p,
il faut et il suffit que § ® k(p) ne soit pas injectif.
Par suite, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 2 est contenu dans p;
(i) A@) C p pour un (tout) multi-indice o tel que J(,) engendre J en p et
|af = rang(J @ k(p)) ;

(iii) d ® k(p) n’est pas injectif.
1.16.1.3. On peut construire des idéaux jacobiens de A[y,...,&N] de la fagon
suivante. Soit

L = (lijh<i<qi<i<m

une matrice a coefficients dans A[¢1, ..., &nN] telle que (f;)L = 0, de sorte qu’on a
un complexe

Alér, ... &N —L>A[§1,---,§N]qﬁ>3/72—>0.

Pour tout multi-indice

(a,d) = (a1,...,ap,af,.. .,a;_p)
tel que « et o' soient des suites croissantes et {a, &'} = {1,..., ¢}, on désigne par
V(o) l'idéal de A[€y, . .., &n] engendré par les mineurs d’ordre (¢ —p) de la matrice

Loy = (bas,j)1<i<q—p,1<j<m-

On vérifie aussitot que 0,1y C £(4). Par suite,

D= aA(a) (1.16.1.4)
(a,0)
est un idéal jacobien de A[&y,...,&n]. De plus, si la suite
B L®B Ba (fi) 3/3 0

est exacte au-dessus d'un ouvert U de Spec(B), alors V(Z.,B)NU = V(2B)NU.
En effet, pour tout p € V(J)NU et tout multi-indice (c, o) tel que J(,) engendre
Jenp et |a| =rang(J @ k(p)), la suite exacte

L®r(p) (f:)

K(p)™

K(p)? IR k(p) —=0

montre que (o) ¢ p. Notre assertion résulte alors de 1.16.1.2.
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1.16.2. Soient A un anneau, B une A-algébre de présentation finie. On dit qu’un
idéal de B est jacobien relativement a A s’il est I'image par un homomorphisme
surjectif de A-algébres p: A[¢1,...,&,] — B d’un idéal jacobien de A[¢y,. .., &)
relativement & un ensemble fini de générateurs de ker(y).

1.16.3. Les notions introduites dans (1.16.1) s’étendent naturellement au cadre
idyllique. Plus précisément, si A est un anneau quasi-idyllique et B est une A-
algébre topologiquement de présentation finie :

B:A<€177£N>/jv j:(fla"'qu)a fi6A<£17"'7fN>v

on peut définir l'idéal & de A(¢y,...,&,) par la formule (1.16.1.1). On notera que
2 ne peut qu’augmenter aprés extension topologique de la base (1.10.10). On dira
qu’'un idéal de A(&:,...,&n) est jacobien relativement & (f1,..., f;) (ou jacobien
lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion) s’il est contenu dans Z. Les paragraphes
1.16.1.2 et 1.16.1.3 se généralisent facilement & ce cadre. En particulier, 'ouvert
de lissité formelle de B sur A est égal a Spec(B) — V(2B) (1.14.7).

1.16.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topologiquement de
présentation finie. On dit qu’un idéal de B est jacobien relativement a A s’il est
Iimage par un homomorphisme surjectif de A-algébres ¢: A(1,...,&,) — B d'un
idéal jacobien de A(&;,...,&,) relativement a un ensemble fini de générateurs de
ker(p) (1.10.5).

1.16.5. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de A, o/ 'un
des deux anneaux & = A[{1,...,¢n] ou & = A(&1,...,EN),

B:”Q{/j’ jz(flw-wfq)a fiEdv
et h un idéal jacobien de 7 relativement & (fi,..., fy).

Lemme 1.16.6 ([17] Ilem. 1). Les hypothéses étant celles de (1.16.5), supposons de
plus J principal engendré part. Il existe alors un entier k > 0 tel que AyoyN(tF) =0
(1.8.30.1). Soient h,n deux entiers > 0 tels que n > sup(2h, h+k), et soit v € AN
tel que

hz) D (th) et I(x) C (t").
Alors, il existe y € AN congru a x modulo (t"~") et tel que J(y) = 0.

Comme Ay, est de type fini sur A (1.10.2), il existe un entier k > 1 tel que
tFAir = 0. Si a = tFb € Ay, alors b € Ao ; d'ott Agor N (F) = 0. Une fois
lexistence de k démontrée, la preuve de ([17] I lem. 1) s’applique intégralement.

Proposition 1.16.7 ([17] I théo. 1). Les hypothéses étant celles de (1.16.5), sup-
posons de plus A noethérien (resp. J principal). Alors, pour tout entier h > 0, il
eriste deux entiers ng > r > 0 tels que si n est un entier > ng et si x € AN est
tel que

h(z) D J" et TJ(x)cCJ",

il existe y € AN congru a x modulo J"~" et tel que J(y) = 0.
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Le cas ol A est noethérien est traité dans loc. cit., et le cas ou J est principal
résulte de 1.16.6.

Remarques 1.16.8.
(i) Un anneau quasi-idyllique qui n’est pas noethérien, admet un idéal de défini-
tion principal. Donc les hypothéses supplémentaires de 1.16.7 sont superflues.

(ii) La preuve de ([17] I théo. 1) montre que le couple d’entiers (ng,r) dans 1.16.7
ne dépend que de (4, J) et h.

Théoréme 1.16.9 ([17] II théo. 2 bis). Soient (A,J) un couple hensélien quasi-
idyllique, Ale séparé complété de A pour la topologie J-préadique, B une A-algébre
de présentation finie, B = B®4 A, V un ouvert de Spec(B) lisse sur Spec(A),
V son image réciproque dans Spec(ﬁ). Alors, pour tout entier n > 0 et toute A-
section  de Spec(B) dont la restriction au-dessus de Spec(g) —V(JX) se factorise
a travers V, il existe une A-section € de Spec(B), congrue & € modulo J" et dont
la restriction au-dessus de Spec(A) — V(J) se factorise a travers V.

La preuve sera donnée dans 1.16.15.
Conjuguant 1.16.9 et 1.16.7, on obtient les corollaires suivants :
Corollaire 1.16.10 ([17] IT théo. 2). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyl-

ligue tel que A soit noethérien (resp. J soil principal), h un entier > 0. Alors,
il existe deux entiers ng > r > 0 tels que si B est une A-algébre de présentation

finie,
B:A[Elw--agN]/ja j:(f17-~-7fq)7 fieA[glw-'agN]v

b est un idéal jacobien de A[¢1,...,EN], n est un entier > ng et x € AN tel que
h(z) D J" et TJ(x)cCJ",
alors il existe y € AN congru a x modulo J"~" et tel que I(y) = 0.

Corollaire 1.16.11 ([17] II cor. 1). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique,
T un A-schéma affine, X un T-schéma affine de présentation finie, lisse sur T en
dehors du fermé V(J). Pour toute section o: Spec(A) — T, désignons par X, le
A-schéma déduit de X par le changement de base o :

Spec(A) ~T Spec(A)

Alors, il existe deux entiers ng > r > 0 tels que pour toute section o: Spec(A) —
T, tout entier n > ng et tout A-morphisme €,: Spec(A/J") — X, il existe une
section €: Spec(A) — X, congrue a &, modulo J"~".
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Nous aurons besoin pour la preuve de 1.16.9 du résultat suivant plus précis
que 1.16.10, dans un cas particulier.

Lemme 1.16.12 ([17] II lem. 2). Soient (A, J) un couple hensélien, B une A-algébre
de présentation finie,

B:A[Elv"wa]/j? j:(fla"'qu)a fieA[Slv"'vgN]v

A lidéal de Al&,...,EN] engendré par les mineurs d’ordre q de la matrice jaco-
bienne 5
M = < / > :
9, 1<i<q,1<G<N

Soient n, h deuz entiers tels que n > 2h, x € AN tel que
A(x) D J" et TI(x)cCJm
Alors, il eviste y € AN congru ¢ x modulo J"~" et tel que I(y) = 0.

On notera que la preuve de ([17] II lem. 2) utilise le fait que J" est de type
fini, ce qui n’est pas nécessaire. En effet, il existe un idéal de type fini K de A
tel que K C J" et J(x) c J"~2"K?2. 1l suffit alors de prendre dans loc. cit. pour
(t1,...,t,) un systéme de générateurs de K (au lieu d’un systéme de générateurs
de Jh).

Montrons ensuite le théoréme 1.16.9 sous des hypothéses différentes.

Lemme 1.16.13. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, Ale séparé com-
plété de A pour la topologie J-préadique, B une A-algebre de type fini, quotient
d’une algébre de polynomes Al&y, ..., En] par un idéal I, B= B®a A, V un ou-
vert de Spec(B), V son image réciproque dans Spec(F). Supposons les conditions
suivantes remplies :

(i) J est principal engendré par t.
(ii) V est lisse sur Spec(A) de dimension relative constante d.
(iii) J/32 est libre de rang N —d sur tout ouvert affine de Spec(B) contenu dans V.

Alors, pour tout entier n > 0 et toute A-section £ de Spec(B) dont la restriction
au-dessus de Spec(ﬁ)—V(JE) se factorise a travers V., il existe une A-section € de
Spec(B), congrue a € modulo J™ et dont la restriction au-dessus de Spec(A)—V(J)
se factorise a travers V.

Nous utiliserons souvent la remarque suivante : soient a un idéal de A, n, «
deux entiers tels que n > a > 0. Si t* € t"A + a, alors t* € a. En effet, J = tA
est contenu dans le radical de A.

11 suffit de montrer que pour tout n, il existe une A-section € de Spec(B)
congrue a € modulo J". En effet, soit b un idéal de B tel que V' = Spec(B) — V(b).
L’hypothése sur Z signifie qu’il existe un entier « tel que t* € £*(b). Alors toute
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A-section e de Spec(B) congrue a € modulo (t") pour n > «, vérifie t* € £*(b) et
se factorise donc & travers V au-dessus de Spec(A4) — V(J).
Notons

j: Spec(B) — Spec(Al&,...,¢EN]),
j:Spec(B) — Spec(Alé,. .. En)),
g B

-~

: Spec(A) — Spec(B),

les morphismes donnés. Montrons qu'il existe un ouvert affine de V' dont I'image
réciproque dans V' contient £(Spec(A)—V(JA)). Soient H un idéal de A[¢1, ..., EN]
tel que V = Spec(B) — V(HB), K l'idéal de g[fl, ..., &n] défini par 'immersion
fermée j o €. Par hypothése, il existe un entier o tel que

HA\[£177£N] +F3ta;{[£177§1\/]

Ecrivons t* = h + k, ou h € Hﬁ[fl,...,fN] et k € K. Soit h € H tel que h = h

~

mod (t**1); alors il existe § € A[¢1,...,&En] tel que (1 +y) = h + k. Comme
(jo€)*(1+ty) est inversible dans A, I'ouvert de Spec(B) ot h est inversible, répond
a la question.

Comme V est lisse sur Spec(A) et Spec(Bp) C V, By est une A-algébre
de présentation finie; donc Jj, est de type fini sur A&y, ..., EN]n. Soit S le sous-
ensemble multiplicatif de A[1, ..., &n] des éléments de la forme K™+ f, oum € N
et f € J. Les hypothéses entrainent qu’il existe des éléments f; (1 <i < N —d) de
J, engendrant J sur Spec(A[£1, . .., En][STY]). Quitte & multiplier A par un nombre
fini d’éléments de S, ce qui ne change pas l'ouvert Spec(B},) de Spec(B), on peut
supposer que les f; engendrent J sur 'ouvert Spec(A[¢y, ..., EN]n)-

Soit A l'idéal de A[y,. .., &n] engendré par les mineurs d’ordre N — d de la
matrice jacobienne (0f;/0¢;)1<i<n—d,1<j<n. On peut trouver un entier 7 tel que

(Fog)*(A) DA,

Soient n un entier > 2v, oo une A-section de Spec(A[¢1,...,En]) congrue & j o &
modulo J”. On a encore o5(A) D t7A et o§(f1,..., fn—a) C t"A. Par suite,
d’aprés 1.16.12, on peut trouver une A-section o de Spec(A[&1,...,EN]), congrue
a o9 (donc aussi & j o g) modulo J"™7 et telle que

U*(flwnny—d) =0.

D’autre part, il existe un entier o tel que (0 2)*(h) D t*A. Pour n > a + 7,
on aura encore o*(h) D t*A. Pour tout élément f € 7, il existe un entier m
tel que h™f € (f1,...,fn—a); donc 0*(J) C Ajtor. Utilisant encore une fois
la congruence o = j o€ mod (t"~7), on voit que o*(J) C "7 A. 1l résulte de
1.15.12(iii) que si n est suffisamment grand, Ajior N (") = 0, d’ott 0*(J) = 0,
ce qui achéve la démonstration.
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Lemme 1.16.14 ([17] II lem. 3). Soient A un anneau, B une A-algébre de présen-
tation finie,

B:A[glv"ng]/j? j:(fla"'afq)a fieA[gla"ng]a

C lalgebre symétrique du B-module 3/3%, V un ouvert de Spec(B) lisse sur
Spec(A), V' lVimage réciproque de V' dans Spec(C). Alors, V' est lisse sur Spec(A)
de dimension relative constante N. Il existe un plongement de Spec(C') dans l’es-
pace affine de dimension 2N + q sur A tel que sur tout ouvert affine de Spec(C)
contenu dans V', le faisceau conormal de cette immersion soit libre de rang N +q.

On notera que la condition que A est noethérien dans ([17] II lem. 3) est
superflue.

1.16.15. Revenons maintenant & la démonstration de 1.16.9. Le cas ot A est
noethérien est traité dans ([17] II théo. 2 bis) ; on peut donc se borner au cas ou J
est principal (1.15.5.5). Il suffit de montrer que pour tout n, il existe une A-section
e de Spec(B) congrue a € modulo J" (cf. la preuve de 1.16.13). Considérons une
présentation finie

B=Al&,....&n8]/3, T=(f1,---, fq), fi€ A&, ... &N,

et notons C 'algébre symétrique du B-module J/J3% et V' 'image réciproque de
V dans Spec(C). D’aprés 1.16.14, le couple (C, V') vérifie les conditions d’applica-
tions du lemme 1.16.13. D’autre part, le plongement de Spec(B) dans Spec(C’@A/T)
par la section nulle, permet de relever  en une A-section 7 de Spec(C® 4 E) Donc
en vertu de 1.16.13, il existe une A-section o de Spec(C) congrue & @ modulo J".
La projection de o sur Spec(B) est une A-section de Spec(B) qui répond a la
question.

Signalons la variante suivante de 1.16.9 ot 'on ne suppose plus B de présen-
tation finie sur A :

Proposition 1.16.16. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, Ale séparé
complété de A pour la topologie J-préadique, M un A-module de présentation finie,
localement libre au-dessus de l'ouvert Spec(A) — V(J), B lalgébre symétrique de
M,B=B®a A\, z une A-section de Spec(B). Alors, pour tout entier n > 0, il
existe une A-section € de Spec(B), congrue 4 € modulo J™.

En effet, on se raméne, comme dans la démonstration de 1.16.9, & appliquer
1.16.13, grace au lemme suivant, :

Lemme 1.16.17. Soient A un anneau, M un A-module de présentation finie, loca-
lement libre sur un ouvert U de Spec(A),

u v

AP M 0

Al

une présentation de M, N le noyau de v, B la A-algébre symétrique de M, C
la B-algébre symétrique de N @4 B, V' limage réciproque de U dans Spec(C).
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Alors, V' est lisse sur Spec(A) de dimension relative constante p. Il existe un
A-plongement de Spec(C) dans l’espace affine de dimension 2p + q sur A tel que
sur tout owvert affine de Spec(C) contenu dans V', le faisceau conormal de cette
immersion soit libre de rang p + q.

La premiére assertion est évidente. Soit W un ouvert affine de Spec(C)
contenu dans V’. On peut écrire au-dessus de W les suites exactes suivantes qui
sont des suites exactes de modules localement libres sur un schéma affine, donc
scindées :

0= (N@sCO)|W = Of, — (M @4 C)~|[W — 0,
0= (Qp/4 ©8 O)Y W — (Q¢,4)~ W — (/) W — 0.

D’autre part, Q}B/A s’identifie & M ®4 B et Qlc/B 4 N ®4 C. On en déduit que
QL /a €st globalement libre de rang p sur W.

Le morphisme v permet de plonger Spec(B) dans Spec(A[&1,...,&p)), et le
morphisme v induit un plongement de Spec(C') dans Spec(BI[(1, - .-, (4]). Donc on
peut aussi considérer Spec(C') comme plongé dans Spec(A[&1, ..., &p, C1y- -+, Cql)
soit K/K? le faisceau conormal de cette immersion. On a la suite exacte

0 — (K/K)W = (Qaie, e crcal/a @aler it O IW
— (Q6,4)~ W — 0.

Donc, compte tenu des isomorphismes précédents, on a une suite exacte
0— (K/K*)~|W — 05 — 0%, — 0. (1.16.17.1)

On plonge alors Spec(C) dans Spec(A[¢1,...,&p, (1,5 Cqst1, ..., tp]) dans
lequel il est défini par les équations supplémentaires t; = 0 pour 1 < i < p.
Soit K’/K"? le faisceau conormal de cette nouvelle immersion. On a alors, d’aprés
(1.16.17.1),

(K'/K"*)~|W ~ (K/K?)~|W @ 0%, ~ 05,
ce qui achéve la preuve.

Théoréme 1.16.18 ([17] II). Soient (A, J) un couple hensélien, B une A-algébre
lisse, n un entier > 1, €,: Spec(A/J") — Spec(B) un A-morphisme. Alors il
existe une section €: Spec( ) — Spec(B) relevant e,.

Compte tenu de 1.16.14, on peut se ramener, comme dans la preuve de 1.16.9,
au cas ou B est globalement une intersection compléte relative sur A. Le théoréme
résulte alors de 1.16.12.

Théoréme 1.16.19 ([17] III théo. 3). Soient (A,J) un couple hensélien quasi-
idyllique, Ale séparé complété de A pour la topologie J-préadique, M un A-module
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de présentation finie, localement libre au-dessus de Spec(/T) —V(JA),

Ar — Ju M 0 (1.16.19.1)

une présentation de M. Alors, pour tout entier n, on peut trouver une présentation

AP —> A M 0 (1.16.19.2)

d’un A-module M, localement libre au-dessus de Spec(A) — V(J), telle que l'on
ait L = L mod (J"), et un isomorphisme de M ®4 A sur M induit par des
automorphismes A-linéaires de AP et A9, congrus a lidentité modulo J™.

On dira que (1.16.19.2) est une présentation de M de type (p,¢). On peut
classifier les A-modules munis d’une présentation de type (p,q) par les matrices
(p,q), donc par une algébre de polyndmes a pg variables sur A, soit A[X] =
A[(Xij)1<i<pi<j<q]; notons aussi X = (X;;) la matrice (p, ¢) universelle.

Soit A(®) I'idéal de A[X] engendré par les mineurs de rang k de la matrice
X. Dire qu’un module admettant une présentation de type (p, q), est libre de rang
r au voisinage d’'un point équivaut & dire que les mineurs d’ordre ¢ — r 4+ 1 de la
matrice associée sont nuls en ce point et qu'un des mineurs d’ordre ¢ — r y est
inversible. La premiére condition traduit que le rang du module en ce point est au
moins égal a 7.

Posons U = Spec(A4) — V(J), qui est un schéma noethérien (1.15.12), et
soient Ut, ..., Uy les différentes composantes connexes de U. Comme les U; sont
quasi-compacts, il existe des idéaux de type fini I1,...,I, de A tels que U; =
Spec(A) — V(I;).

Soient U’ I'image réciproque de U dans Spec(g), Ul (1 <i < ¥) celle de
U;. On sait (1.15.16) que les U] forment une décomposition de U’ en composantes
connexes.

Pour tout ¢ € [1, /], désignons par 7} le rang de M sur U!. Montrons qu'il
existe un entier (; tel que tout élément de Ay, tor Soit annulé par If ¢ (1.8.30).
L’assertion étant évidente si A est noethérien, on peut se borner au cas ou J est
principal engendré par t. Comme V(J) C V(I;), on a la suite exacte

0— A(t)—tor - AIi—tor - (At)li—tor~

Par ailleurs, A)_¢or est un A-module de type fini (1.15.12); il est donc annulé par
une puissance de I;, soit I;". Comme A; est noethérien, (A¢)r,-tor est annulé par
une puissance de I;, soit I; ” . On peut alors prendre §; = - G i De méme, quitte

a augmenter J;, on peut supposer que tout élément de AI -tor €st annulé par I; Bi
Soient (t;1,...,tik,) un systéme de générateurs de I?I (pour 1 <i</¥), Ble
quotient de A[X] par l'idéal
Z tl.#A(q—m-s-l)7
(0
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qui exprime que les mineurs d’ordre ¢ — ; + 1 sont nuls au-dessus de U;. La A-
algébre B classifie les A-modules munis d’une présentation de type (p,q) et qui
sont de rang au moins égale a r; sur U; pour tout 1 <7 < /. La A- algébre B® 4 A
classifie les A-modules munis d'une présentation de type (p, ¢) et qui sont de rang
au moins égale & r; sur U] pour tout 1 <7 < /.

Soient, pour 1 < i < ¥, V; Vouvert de Spec(B) au-dessus de U; ou l'idéal
engendré par A4~ ") est I'idéal unité, V. = U; Vi, V' limage réciproque de V'
dans Spec(B ®4 A). La matrice L (1.16.19.1) est définie par une A-section & de
Spec(B @4 A) telle que E(U’) C V.

On montre facilement que V est lisse sur Spec(A) (cf. [17] III théo. 3). Donc
d’aprés 1.16.9, pour tout n > 1, on peut trouver une A-section de Spec(B), congrue
a4 € modulo J" et dont la restriction au-dessus de U se factorise a travers V ;
autrement dit, on peut trouver une matrice L de taille (p, q) & coefficients dans A,
congrue a L modulo J" telle que le module M défini par

Ar —E s ga M 0

soit localement libre de rang r; au-dessus de U; pour tout 1 < i < /.

La fin de la démonstration du théoréme 1.16.19 est identique a celle de ([17]
III théo. 3); en effet, le lemme 5 page 570 et le lemme page 572 sont vrais pour
un couple hensélien quasi-idyllique; on notera pour le second que la condition
J" N H = 0 est satisfaite compte tenu de 1.15.12(i).

Proposition 1.16.20. Soient (A, J) un couple hensélien, n un entier > 0, A, =
AT M, un A, -module localement libre de type fini,

Ap P qa M, 0 (1.16.20.1)

une présentation de M,. Alors, on peut trouver une présentation

AP —E> 4 M 0 (1.16.20.2)

d’un A-module localement libre M telle que L reléve L.

Quitte & remplacer A par eA, oul e est un idempotent de A, on peut supposer
le rang r de M,, sur A,, contant (1.15.4). Reprenons les notations de la preuve
de 1.16.19 et notons C' le quotient de A[X] par I'idéal A(d="+1) ot W D'ouvert
(affine) de Spec(C) ou l'idéal engendré par A(4=") est I'idéal unité. On montre
facilement que W est lisse sur Spec(A) (cf. [17] III théo. 3). La matrice L,, définit
un A-morphisme €,,: Spec(A4,,) — W, qu'on peut relever en une A-section de W
en vertu de 1.16.18, d’ou la proposition.

1.16.21. Soient X un schéma,

0l ——~ 7 0 (1.16.21.1)
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une présentation d’'un @x-module .%. Une structure de Ox-algébre commutative
sur . munie d’une rigidification relativement a la présentation (1.16.21.1) consiste
en la donnée des applications Ox-linéaires suivantes :

m 0% Qe O% — 0%,

¢ 0% ®ox 0% — 0%,

15 Ox — ﬁgp

) 0% Qo O%F @6y O% — O%,
y 0% — 0%,

satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) m est symétrique et m(L ® 1) = L o . Ces relations expriment le fait que m
passe au quotient et permet de définir une application bilinéaire symétrique
sur &.

(b) m(1®@m)—m(m®1) =Lo1 (associativité).

(c) m(1®e)—idgs = L®y. Cette relation exprime le fait que m(¢(1)) définit sur
Z un élément neutre pour la multiplication et moe munit .% d’une structure
de Ox-algébre.

On désigne par Sch la catégorie des schémas (éléments d’un univers fixé). Soit Z
le préfaisceau sur Sch/x défini pour tout X-schéma Y par Z(Y’) est I'ensemble des
structures de Oy -algébres rigidifiées sur .7 ®4, Oy relativement a la présentation
déduite de (1.16.21.1).

Lemme 1.16.22. Conservons les hypothéses et notations de (1.16.21).

(i) Le préfaisceau X est représentable par un X-schéma affine de présentation
finie Z.

(ii) Supposons le Ox-module F localement libre de type fini, et soit <7 la Oz-
algébre universelle sous-jacente & F Qg Oz. Alors le sous-objet & de X
qui rend Spec(&/) étale au-dessus de X est représentable par un ouvert V de
Z tel que le morphisme V. — X soit affine et lisse.

(i) La démonstration est trés simple (cf. [17] Lemme page 576).

(ii) Comme & est une Oz-algebre de présentation finie ([28] 6.2.10), . est
représentable par un ouvert V de Z, défini localement en inversant un discrimi-
nant ([31] 18.2.4) ; en particulier, Iinjection canonique V' — Z est affine. Il reste a
montrer que V est formellement lisse sur X, c’est & dire, que pour tout schéma af-
fine Y, tout sous-schéma fermé Yy de Y défini par un idéal nilpotent ¢ de Oy, et
tout morphisme Y — X, I'application . (Y) — . (Yy) est surjective. Supposons
donnée une structure de Oy, -algébre rigidifiée sur .# ®¢, Oy, relativement a la
présentation déduite de (1.16.21.1), telle que si %y est la Oy, -algébre sous-jacente
a.F Qe Oy,, Spec(Hy) soit étale au-dessus de Yy. D’aprés ([31] 18.1.2), il existe
un morphisme étale f: Y’ — Y et un Yj-isomorphisme Y’ xy Yy ~ Spec(%).
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Il est clair que f est propre ([29] 5.4.6). Par suite f est fini ([31] 8.11.1). Po-
sons B = f«(Oy), qui est donc un Oy-module localement libre de type fini ([31]
18.2.3). Comme Y est affine, # @4, Oy et B sont des facteurs directs de deux
Oy-modules libres de type fini. On en déduit qu’il existe deux morphismes Oy -
linéaires u: & Qg Oy — B et v: B — F Qg Oy qui relévent respectivement
I'isomorphisme canonique .7 ®g, Oy, — %, et son inverse. Comme _# est nil-
potent, uov et vowu sont des automorphismes de & et .# ® ¢, Oy respectivement.
Donc (%, u) définit une structure de Oy-algébre sur .# ®¢, Oy, que 'on peut
facilement munir d’une rigidification relativement a la présentation déduite de
(1.16.21.1), qui reléve celle de Hy. Par suite, 'application .7 (Y) — #(Yp) est
surjective.

Théoréme 1.16.23 ([17] II théo. 5). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyl-
lique, A le séparé complété de A pour la topologie J-préadique. Notons C(A) la

catégorie des A-algébres finies, de présentation finie et induisant un revétement
étale de U = Spec(A) — V(J), et C(A) la, catégorie des A- algebres finies, de pré-

sentation finie et induisant un revétement étale de U = Spec(A) — V(JA). Alors
le foncteur B — B ® 4 A induit une équivalence de catégories

C(A) = C(A). (1.16.23.1)

On peut évidemment se borner soit au cas ou A est noethérien, soit au cas
ou J est principal (1.16.8). Montrons d’abord que le foncteur (1.16.23.1) est essen-
tiellement surjectif. Soient C' un objet de C(ﬁ), M un A-module de présentation
finie tel que M soit localement libre au-dessus de U et M ® 4 A soit isomorphe a
C (1.16.19), muni d’une présentation

Ap—Ls qa T gy 0. (1.16.23.2)

Le préfaisceau des structures d’algebres rigidifiées sur M est représentable par un
A-schéma affine de présentation finie X (1.16.22). Soit <7 la O'x-algébre universelle
sous-jacente & M ® 4 Ox ; c’est une Ox-algébre de présentation finie ([28] 6.2.10).
D’aprés 1.16.22(ii), il existe un ouvert maximal V de X Xgpec(a) U au-dessus
duquel le morphisme Spec(,sa/ ) — X est étale, et V est lisse sur U. Soit V 1’1mage
réciproque de V' dans X ® 4 AL algébre C' correspond & une section € de X ®4 A
qui se factorise au-dessus de U & travers V. Soit H,, un idéal jacobien de &
relativement a Ox. Si on identifie C' avec £*(7) et 'on note H l'image inverse
de H par , il existe un entier h tel que Hg D JhC.

L’algébre C' munie de la topologie J-adique étant quasi-idyllique, il existe,
d’aprés 1.16.7, deux entiers ng > 7 > 0 tels que si B est une C-algébre de
présentation finie et si h est un idéal jacobien de B relativement a C, pour
tout n > sup(ng,h) et toute section o, : Spec(C/J"C) — Spec(B/J"B) telle
que o (h) D (JRC/J"C), on puisse trouver une section o: Spec(C) — Spec(B)
congrue a o, modulo J"~". On vérifie aisément que les conditions requises im-
pliquent celles de 1.16.7.
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Fixons n > sup(ng, k). Soit C' une A-algébre définie par une A-section € de
X, congrue a € modulo J" et se factorisant a travers V au-dessus de U. Une telle
section existe par 1.16.9. Identifions C' avec €*(&/) et notons Ho I'image inverse
de H, par € (qui est un idéal jacobien de C relativement a A). Il résulte du choix
de n que Ho D J"C, et par suite, I'isomorphisme de A-algébres entre C/J"C' et
C'/J"C est congru modulo J"~" & un morphisme de /T—algébres

p:CosA—C. (1.16.23.3)

Cette application est surjective par le lemme de Nakayama. De plus, I'isomor-
phisme C/J"C — C/J"C provient par construction d'un isomorphisme des A-
modules C ® 4 Aet C, de sorte que ¢, congru modulo J”~" & un isomorphisme de
modules, est un isomorphisme de modules et donc d’algébres. Par suite, le foncteur
(1.16.23.1) est essentiellement surjectif.

Montrons ensuite que le foncteur (1.16.23.1) est pleinement fidéle. Cela re-
vient & montrer que pour tous objets B, B’ de C(A), l'application

Hom .al¢(B, B') — Homj (B ®4 A, B @4 A) (1.16.23.4)

est bijective. Comme A est fidélement plat sur A (1.15.12), il n’y a que la surjec-
t1V1te a prouver. Le changement de base A — B’ permet de ramener au cas ou

= A. Soient donc B un objet de C(A4), : B®4 A — A une section. En vertu
de 1.16.9, pour tout entier n > 0, il existe une A-section e: B — A congrue a
modulo J". Mais en vertu de 1.14.16, il existe ng > 1 tel que si n > ng, on ait
E=¢ec®4 A; d’ou la surjectivité de (1.16.23.4).

Proposition 1.16.24 (Gabber, [21] lem. 1.1). Soit (A, J) un couple hensélien. Alors
le foncteur B — B/JB induit une équivalence de la catégorie des A-algébres finies
et étales avec la catégorie des (A/J)-algebres finies et étales.

Montrons d’abord que le foncteur en question est pleinement fidéle. Cela
revient & montrer que pour toutes A-algébres finies étales B et B’, 'application
canonique

Hom_a14(B, B') — Hom_a1x(B/JB, B'/JB') (1.16.24.1)

est bijective. Le changement de base A — B’ permet de ramener au cas ou B’ = A.
11 résulte alors de la définition (1.15.4) que I’application (1.16.24.1) est bijective.

Montrons ensuite que le le foncteur en question est essentiellement surjectif.
Soient B une (A/J)-algébre finie et étale,

Ar —L s pa M 0

une présentation d’'un A-module localement libre M tel que M /JM soit A-iso-
morphe & B (qui existe par 1.16.20). Le préfaisceau & des structures d’algébres
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rigidifiées sur M est représentable par un A-schéma affine de présentation finie
X (1.16.22). Soit & la Ox-algébre universelle sous-jacente & M ® 4 Ox. D’aprés
1.16.22(ii), le sous-objet . de #Z qui rend Spec(/) étale au-dessus de X est
représentable par un ouvert V' de X tel que le morphisme V' — Spec(A) soit affine
et lisse. On en déduit par 1.16.18 que 'application .7 (Spec(A)) — . (Spec(A/J))
est surjective. Il existe donc une A-algébre finie et étale qui reléve B.

Corollaire 1.16.25. Soient (A,J) un couple hensélien, S=Spec(A), T'=Spec(A/J),
i: T — S linjection canonique. Notons Sg et Te les topos étales de S et T
respectivement. Soit F un faisceau de groupes ind-finis de Se. Alors le foncteur
P — i*(P) induit une équivalence de la catégorie des F-torseurs de Se avec la
catégorie des i*(F)-torseurs de T, et a fortiori, Uapplication canonique

HY (S, F) — HY (T, i*(F)) (1.16.25.1)
est bijective.

En effet, le foncteur P +— i*(P) est pleinement fidéle d’aprés 1.15.4 et ([1] XII
6.5(i)). D’autre part, lapplication (1.16.25.1) est bijective en vertu de 1.16.24 et
([1] XII 6.5(ii)). Par suite le foncteur P — i*(P) est une équivalence de catégories.

Théoréme 1.16.26 ([17] III théo. 6). Soient (A,J) un couple hensélien quasi-
idyllique, Ag = A/J, By une Ag-algébre lisse. Alors, il existe une A-algébre lisse
B tel que B® 4 Ay soit Ag-isomorphe a By.

Supposons d’abord By globalement une intersection compléte relative, c’est
a dire, supposons que By admette une présentation

By = Aol&r, - ¢én]/T0, To=(f1-- fq)s  fi € Aol&rs. .. EN],

et que l'idéal de By engendré par les mineurs d’ordre ¢ de la matrice jacobienne

(%)
9 ) 1<icqa<j<n

soit I'idéal unité. Dans ce cas, il suffit de relever les f; en ﬁ dans A[&y, ..., EN].
La A-algébre B = A[¢1,...,En]/(f1,. .., fq) est lisse au voisinage du fermé V(J)
et un localisé de B répond & la question.

Dans le cas général, soit

BO:AO[fl,..-,é-N]/jO, jo:(fla"'7fq)7 f’ieAO[fla"ng]a
une présentation de By. Le By-module Jy/ 33 est localement libre. Soient

B ng_>jo/33 N (1.16.26.1)

une présentation de ce Byp-module, Cy son algébre symétrique. D’aprés 1.16.14,
Cp est une Ap-algebre lisse de dimension relative N et globalement intersection



98 Chapitre 1. Préliminaires

compléte relative. Il existe donc une A-algébre lisse C' tel que C ® 4 Ag soit Ag-
isomorphe a Cj.
Considérons le diagramme commutatif

Spec(By) —— Spec(Cy) —— Spec(By) (1.16.26.2)

Spec(Co) —2= Spec(Co @5, Co) — Spec(Cy)

ol dg est le morphisme diagonal, o est la section nulle, p est la premiére projection
et le carré de droite est cartésien. Comme le rectangle extérieur est cartésien, le
carré de gauche est aussi cartésien.

On désigne par C® le hensélisé J-préadique de C'; donc (C*, JC®) est un
couple hensélien quasi-idyllique (1.15.11.3). D’aprés 1.16.20, il existe un C*-module
localement libre M, muni d’une présentation finie qui relévent (Jo/J%) @5, Co et
sa présentation déduite de (1.16.26.1). Quitte a remplacer C par un voisinage étale
élémentaire de J dans C, on peut supposer que M et sa présentation sont définis
sur C. Soit alors D l'algébre symétrique du C-module M, de sorte que D ®¢ Cy
est isomorphe & Cy ®p, Cy. D’aprés 1.16.18, comme D est lisse sur C, quitte
a remplacer encore C' par un voisinage étale élémentaire de J dans C, on peut
supposer que la section diagonale dy: Spec(Cy) — Spec(Co ®p, Co) se reléve en
une section

d: Spec(C) — Spec(D).

Soient o: Spec(C') — Spec(D) la section nulle, B le quotient de C' défini par le
diagramme cartésien

Spec(B) — Spec(C)

ek

Spec(C) — Spec(D)

Compte tenu de (1.16.26.2), B ® 4 Ap est Ap-isomorphe a By. D’autre part, §
est transverse & ¢ au-voisinage de V(JB) dans Spec(B) ([31] 17.13.3). En effet,
comme C et D sont lisses sur A, il suffit de montrer que § ® 4 Ay est transverse a
o®a4 Ao ([31] 17.13.4(i)), ce qui résulte du fait que By est lisse sur Ay de la bonne
dimension relative ([31] 17.13.2). On en conclut, de nouveau par ([31] 17.13.2), que
B est lisse sur A au voisinage de V(JB), et un localisé de B répond a la question.

Corollaire 1.16.27. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algébre topologiquement de présentation finie et formellement étale.
Alors, il existe une A-algébre étale dont le séparé complété pour la topologie J-
préadique est isomorphe a B.

On peut évidemment supposer J de type fini sur A, de sorte que (A, J) est
un couple hensélien quasi-idyllique. Posons Ag = A/J et B = B ®4 Ap. D’aprés
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1.16.26, il existe une A-algeébre lisse B’ tel que B’ ® 4 Ap soit Ap-isomorphe a
By. Comme Q}B, /4 €st un B’-module localement libre de type fini, il est nul sur
un ouvert et fermé de Spec(B’) contenant V(JB’). Quitte & changer B’, on peut
supposer QIB,/A = 0; donc B’ est étale sur A. Il résulte alors de ([31] 18.1.2) que
le séparé complété de B’ pour la topologie J-préadique est isomorphe a B.

Le corollaire suivant est un analogue partiel du “Main Theorem” de Zariski
([31] 8.12.6).

Corollaire 1.16.28. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algébre topologi-
quement de présentation finie et formellement étale. Alors, le morphisme structural
Spf(B) — Spf(A) se factorise en

Spf(B) - Spf(A’) — Spf(A),

ou A’ est une A-algébre finie et topologiquement de présentation finie et i est une
immersion ouverte, i.e., i identifie Spf(B) & un ouvert formel affine de Spf(A’).

Soit J un idéal de définition de A. D’aprés 1.16.27, il existe une A-algébre
étale B’ dont le séparé complété pour la topologie J-préadique est isomorphe & B.
En vertu de ([31] 8.12.6 et 8.12.7), le morphisme structural Spec(B’) — Spec(A4)
se factorise en _

Spec(B’) 4 Spec(A’) — Spec(A),

ou A’ est une A-algébre finie et de présentation finie et j est une immersion
ouverte. Par suite, A’ muni de la topologie déduite de celle de A, est séparé et
complet (1.10.2), et topologiquement de présentation finie sur A (1.10.4). 11 suffit
alors de prendre pour 4 le prolongement de j aux complétés.

Théoréme 1.16.29 ([17] III théo. 7). Soient (A, J) un couple hensélien idyllique
tel que J soit principal, A le séparé complété de A pour la topologie J-préadique,
B une A-algebre topologiquement de présentation finie et rig-lisse (resp. rig-étale)
(1.14.7),

§:g<£17"'7§1\f>/37 jz(fh"'?fq)’ fie‘;i<£la"'7§N>a

C lalgébre symétrique du B-module J/32. Supposons vérifiée l'une des deux condi-
tions suivantes :

(i) C est de présentation finie sur B ;

(ii) B est rig-pur (1.8.30.1).
Alors il existe une A-algébre de présentation finie B’, lisse (resp. étale) sur
Spec(A) en dehors de V(J), dont le séparé complété pour la topologie J-préadique
est A-isomorphe a B.

La preuve sera donnée dans 1.16.39. Nous établirons d’abord quelques lemmes
préparatoires. Nous utiliserons souvent la remarque suivante :
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Lemme 1.16.30. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, a,b deux idéaux de A tels que b soit de type fini. Sia C b+ Ja, alors a C b.

En effet, on a @ C b+ Jb + --- + J"b + J" la pour tout n > 0, ce qui
entraine l'assertion car A et b sont complets et séparés pour les topologies J-
adiques (1.10.2).

Lemme 1.16.31. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, h un entier > 0, B une A-algébre topologiquement de présentation finie,

B:A<£1775N>/jﬂ j:(flaafq)a fZ€A<§1775N>

Supposons A noethérien (resp. J principal). Alors, il existe deux entiers nq > r >
0 vérifiant la propriété suivante : soient n un entier > ni, J un idéal de type
fini de A{&,...,En), B' = A&, ..., én)/T". Supposons que 3" = T mod (J™)
et qu’il existe un idéal B de A{&1,...,EN) jacobien relativement & un ensemble
fini de générateurs de J' tel que J"B C W B. Alors, il existe un automorphisme
de la A-algébre A&y, ...,EN), congru & Uidentité modulo J"~" et induisant un
isomorphisme de B’ sur B.

On notera les variables (&1,...,&y) simplement par £. On a B&aB' ~
B{(£)/3' B(¢) (1.10.2). On cherche une section du morphisme

Spec(B&aB') — Spec(B)

qui soit congrue a la diagonale modulo J"~". D’aprés 1.16.7, il existe deux entiers
ng > r > 0, qui ne dépendent que de (A4, J) et h, tels que pour tout n > ng, on
puisse trouver un homomorphisme o: B’ — B congru modulo J"~" & Iisomor-
phisme donné modulo J". Il reste & montrer que pour n assez grand, o est un
isomorphisme.

On peut trouver un homomorphisme de A-algébres ¢: A{¢) — A(E) congru
a l'identité modulo J"™" et tel que le diagramme suivant soit commutatif

0 3 A(E) T 0
0 3 A(E) B 0

Il est clair que ¢ est surjectif (1.8.5). On voit par réduction modulo les puis-
sances de J, que ¢ est formellement étale ([31] 17.8.2), et par suite qu’il est un
isomorphisme ([31] 17.9.2).

11 reste & montrer que pour n assez grand, ©(J’') = J. On a évidemment
©(3') C J puisque le diagramme commute. Pour tout g € 7, il existe ¢’ € T tel
que g = ¢ mod (J™); donc g — ¢(g") € TN (J""A(£)). On a alors

3 C(T) 430 (ITAE)).
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D’aprés 1.10.2, il existe un entier n; > ng, tel que pour n > njy, on ait
JN(J""A(€)) C JI. Larelation J C ¢(J3) + JJ entraine que J C ¢(J") (1.16.30),
d’ou lassertion.

Lemme 1.16.32 ([17] III lem. 6). Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de
définition de A, B une A-algébre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B:A<€177§N>/j7 j:(fla“'?fq)’ fieA<£17"'7§N>a

L une matrice (m,q) a coefficients dans A&y, ..., En) telle que (fi)L = 0 et que
la suite

soit exacte sur l'ouvert Spec(B) — V(JB). Supposons A noethérien (resp. J prin-
cipal). Alors, il existe deuz entiers nqy > r > 0 vérifiant la propriété suivante :
soient m un entier > n1, 3 = (fi,..., f,) un idéal de A((,...,¢éN), B =
A&, ..., ENn)/T. Supposons f! = fi mod (J") pour tout i et (f/)L' = 0, ou
L’ est une matrice (m,q) o coefficients dans A{&1,...,ENn), congrue a L modulo
J". Alors, il existe un automorphisme de la A-algébre A(&1,...,EN), congru a
lidentité modulo J™~" et induisant un isomorphisme de B’ sur B.

Soit 7y, l'idéal jacobien de A(y,...,&n) relativement a (f1,...,fy), dé-
fini par L (1.16.1.4), et soit 2], 'idéal jacobien de A(&1,...,&n) relativement
a(fi,...,f;), défini par L'. Compte tenu des congruences imposées, on a

P, =%, mod (J").

Il résulte de 1.16.1.3 et des hypothéses que V(Z,B) C V(JB). Par suite, il existe
un entier h tel que 21,+3 D J"A(E) (]28] 6.8.4). Pour n > h,ona 2}, +3 D J"A(£)
(1.16.30) et donc 2{,B D J"B. 1l suffit alors d’appliquer 1.16.31.

Lemme 1.16.33. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A, B
une A-algébre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B:A<§17~--7£N>/jv j:(f17-~-7fq)7 fieA<£1a---7§N>7

C lalgebre symétrique du B-module J/32, C le séparé complété de C pour la
topologie J-préadique,

A<§1,-.-,£N>’”#>A<£1,...,§N>qﬂ>j—>o (1.16.33.1)

une présentation de J (1.10.3). Supposons C de présentation finie sur B, et l'une
des deuz conditions suivantes remplie :
(a) A est noethérien ;

(b) A est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R et J
est engendré par un élément non-nul de l’idéal maximal de R.
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Alors, il existe deuzx entiers ny > r > 0 vérifiant la propriété suivante : soient n
un entier > ny, 3" = (f{,..., f;) un idéal de C, B" = C/3'. Supposons f| = f;

mod (J"CA') et (fH)L' = 0, ou L' est une matrice (m,q) a coefficients dans C,
congrue a L modulo J"C. Alors il existe un A-isomorphisme de B’ sur B congru
a lidentité modulo J™~".

La congruence f! = f; mod (J"@) signifie que f/ est congru modulo JnC a
I'image de f; par le composé des morphismes canoniques J — J3/3% — C' — C.

On notera les variables (£1,...,&y) simplement par £; et on se donne un
autre systéme de variables (1, ..., (), que 'on notera simplement par (. On peut
considérer naturellement C' comme une A(&)-algébre. Les classes des éléments f;
dans J/3? définissent un homomorphisme surjectif de A(¢)-algébres

@: Alg,¢) — C.

On désigne par £ le noyau de ¢, qui est un idéal de type fini de A{£,¢) (1.10.5).
D’apres 1.8.25.4 et 1.9.18, il existe un entier ng > 0 tel que pour tout n > ng, on
ait

RN (JAE,C)) C JV ™A, (1.16.33.2)

La section nulle o: Spec(B) — Spec(C) induit par prolongement aux com-

~

plétés une section 7: Spec(B) — Spec(C'). D’aprés 1.12.16(iv), le diagramme

Spec(B) —L> Spec(B) (1.16.33.3)

Spec(a)  — SpeC(C)

est cartésien. Comme C est C-plat (1.12.17), le faisceau conormal de & s’identifie
aJ/3%

Soit J le noyau de 'homomorphisme A(,{) — B composé de ¢ et de 7*;
c’est un idéal de type fini de A(, ¢) (1.10.5). La suite canonique

0— R/R2®s B —3/3*—73/3> =0 (1.16.33.4)

est exacte sur Spec(B)—V(JB). En effet, C est rig-lisse sur A (1.14.14 et 1.14.10) ;
donc les modules de cette suite sont localement libres sur Spec(B) — V(JB), et
leurs rangs se calculent facilement (1.14.6 et 1.14.9).

Soient (g1, ...,gs) des générateurs de &,

(9:)

Ale, O M A, 0 s g —— 0
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une présentation de £ (1.10.3). On a J = (91,..-,9s,¢1,-.-,¢q) (1.16.33.3), et il
existe N une matrice (m, s) a coefficients dans A(¢, () telle que

. (M N
(915, 9s:C1,---,C)H=0, ou H(O L>'
Il résulte de (1.16.33.4) que la suite

pram — 88 perg 009 4 m 0 (1.16.33.5)

est exacte sur Spec(B) — V(JB).
Pour tout 1 < ¢ < ¢, soit ¢/ un élément de A(E, () relevant f/ et tel que
¢/ =¢ mod (J™), de sorte que B’ est isomorphe au quotient de A(¢, ) par I'idéal

~/

3 = (915595 (15 -+, G)- 11 existe L” une matrice (m,q) a coefficients dans
A€, C) relevant L/, et N’ une matrice (m, s) a coefficients dans A(¢, ¢), telles que

. M N
(glﬂ"'th?C{?"'?C(II)H/:07 Ou H/: <0 L//) N
On peut choisir L” congrue a L modulo J". Posons

(@1, am) = (C1,...,¢y)L — (C{,...,C;)L”.

Comme a; € &N (J"A(L, ) pour tout 1 < i < m, il résulte de (1.16.33.2), que si
n > ng, on peut choisir N’ congrue & N modulo J"~"°. Il suffit alors d’appliquer
1.16.32.

Lemme 1.16.34. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A, B
une A-algébre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B:A<§177£N>/jv j:(fla"'7fq>a fi€A<£la"-7£N>a

C lalgebre symétrique du B-module 3/32%, S le quotient de C' par Cjior, S le
séparé complété de S pour la topologie J-préadique,

A<£1,...,§N>’"%A@l,...,émqﬁﬂ—w (1.16.34.1)

une présentation de J (1.10.3). Supposons B rig-pur, et l'une des deux conditions
suivantes remplie :

(a) A est noethérien ;

(b) A est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R et J

est engendré par un élément non-nul de l’idéal maximal de R.

Alors, il existe deux entiers ny > r > 0 vérifiant la propriété suivante : soient n
un entier > n1, 3" = (f1,..., f;) un idéal de S, B' = S/J'. Supposons f| = f;
mod (J"g) et (f)L = 0, ot L’ est une matrice (m,q) a coefficients dans s,
congrue a L modulo J"S. Alors il existe un A-isomorphisme de B’ sur B congru
a lidentité modulo J"~".
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On notera (1.12.16) que S est de présentation finie sur B et S~ S®c 6’, ot O
est le séparé complété de C pour la topologie J-préadique. Il suffit alors d’adapter
la preuve de 1.16.33 en remplagant C' par S. Conservons les mémes notations;
nous indiquerons seulement les modifications nécessaires.

Comme B est rig-pur, la section nulle o: Spec(B) — Spec(C) se factorise
a travers une section 7: Spec(B) — Spec(S), qui induit par prolongement aux
complétés une section 7: Spec(B) — Spec(S); soit £/.L? le faisceau conormal
de 7. L’homomorphisme ¢ induit un homomorphisme surjectif de A(¢)-algébres
Y: A, () — §; soit §) son noyau. Par la méme preuve que celle de (1.16.33.4), la
suite canonique

0—90/9°®B—J/3* =L/ L* =0 (1.16.34.2)
est exacte sur Spec(B)— V(JB). On conclut alors en calquant la fin de la démons-
tration de 1.16.33.

Lemme 1.16.35 ([17] III lem. 7). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique,
Ale séparé complété de A pour la topologie J-préadique, B une A- algébre topo-
logiquement de type fini, quotient d’une A-algébre de séries formelles restreintes
A(fl,...,ﬁg> par un idéal T, f; (1 < i < d) des éléments de A&y, ..., EN), A

Vidéal de A{&1,...,EN) engendré par les mineurs d’ordre d de la matrice jaco-

bienne
(5)
853‘ 1<i<d,1<j<N

Supposons les conditions suivantes remplies :

(i) J est principal engendré par t ;
(i) (f1,-..,f1) engendrent 3 au voisinage de Spec(B) — V(JB) dans
Spec(A(¢1, ..., En));
(iii) V(AB) c V(JB).

Alors, il existe une A-algébre de type fini B, lisse sur Spec(A) en dehors de V(J),
dont le séparé complété pour la topologie J-préadique est A- isomorphe a B.

On notera les variables (&1, ...,&N) simplement par £. Comme Spec(B ®3 gt)
est une partie ouverte et fermée de Spec(A(€)/(f1, . .., f4) ®3 Ay) ([28] 6.6.4), il lui
correspond un idempotent, qu’on reléve en un élément e’ de A(§) ® 3 A, vérifiant

la relation :
"(1-¢) Z wifi-

Multipliant ¢’ par une puissance convenable de ¢, on obtient un élément e de fT(f)

vérifiant la relation : J
ke = Aifi,
i=1
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en retenant que l'idéal de 2(5) engendré par k et e contient une puissance de t,
soit t"0. De plus, J coincide avec I'idéal (fi,..., f4,e) sur 'ouvert Spec(A(£)) —
V(JA(E)).

La condition (iii) du lemme entraine qu’il existe un entier h; tel qu’on ait
A+TDthAE) (|28] 6.8.4) ; quitte & augmenter h;, on peut supposer que l'on a

A+ (fl, RN fd,e) D thlzzl\<f>.

Considérons au-dessus de o, hensélisé J-préadique de A[¢1, ..., En], Palgébre
Z définie par

d
%:,Q%[Fh...,Fd7E,K7A17...,Ad]/<ZAZ-Fi—KE).

i=1

On notera que (&7, Jo/) est un couple hensélien quasi-idyllique et que le séparé
complété J-préadique de 7 est canoniquement isomorphe a A(£). Soit € la section

Spec(A(€)) — Spec(Z @ A(€))

définie par (k, e, fi, ;). Elle se factorise au-dessus de Spec(ﬁ(ﬁ) ®3 Et) a travers
Iimage réciproque d’un ouvert lisse de Spec(Z#) sur Spec(«7), car (k,e) contient
une puissance de t. Donc en vertu de 1.16.9, on peut approximer cette section
au-dessus de 7.

Soient n un entier > ho+hq, & une o7-section de Spec(Z#), congrue a € modulo
J™, définie par (k', €', X}, f]), C la A-algébre o/ /(f!,€’) et C son séparé complété
pour la topologie J-préadique. Il résulte de 1.15.12(iv) que C ~ A(¢)/( 7€),
donc C est rig-lisse sur A. En effet, grace aux congruences imposées, I'idéal de C

I N )

contient ¢" | I'idéal (k’,€’) contient t"°, et les éléments (f!) suffisent & engendrer

l'idéal (f], ') au voisinage de Spec(C)—V(JC) dans Spec(A(€)) ; c’est ce qu'assure
I’équation

d
Ke' =3 Nfl.
=1

Comme A(€) est fidélement plat sur &/ (1.15.12), on en déduit que t" €
Ak + o€ et les éléments (f!) suffisent a engendrer I'idéal (f/,e’) au voisinage
de Spec(C) — V(JC) dans Spec(#/). Par suite, on peut trouver un voisinage étale
élémentaire A de J dans A[y, ..., &n], contenant les éléments (f7, ..., f7,€’) et tel

que Spec(A/(f],€’)) soit lisse sur Spec(A) en dehors de V(J).
D’autre part, 'idéal b de ;1\<§> engendré par les produits de &’ et des mineurs

B

a (fi,e) (1.16.1); et compte tenu des congruences imposées, t"0"1 appartient a
h(A(E)/(fi,e)). Donc d’aprés 1.16.31, il existe deux entiers ng > r > 0 tels que
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si n > ny, il existe un automorphisme ¢ de la A-algébre ﬁ<§> congru & 'identité
modulo (t"~") et induisant un isomorphisme de C sur /A1<§> /(fiye). On a donc
30_1<<f17 .. ~7fd76)) = (f{a o '7f¢/176,)7

et ¢~1(J) coincide avec I'idéal (f1,..., f;,e’) sur I'ouvert Spec(zzl\<£>) - V(JE(@)

Posons S = 1 4+ JA. Comme //1\<§> est fidélement plat sur <7, il est aussi
fidélement plat sur A[S™!] (1.15.5.4). En vertu de ([18] 4.2), il existe un idéal J
de A[S™1] coincidant avec (f17 ooy fhy€") sur Pouvert Spec(A[S™1]) — V(JA[S™Y])
et engendrant = 1(J) dans A(€). Soit I un idéal de A tel que '[S~!] = Jo. On
notera que J} est de type fini sur A; (1.15.12). Donc quitte & remplacer A par Ay,
pour un élément h de S, ce qui ne change pas A[S™!], on peut supposer que J’
coincide avec (f1,..., fi,€') sur Spec(A) — V(JA).

Le hensélisé J-préadique de B’ = A/T’ est isomorphe a &7 /Jy/. Donc en
vertu de 1.15.12(iv), le séparé complété de B’ pour la topologie J-préadique est
isomorphe & B. Par conséquent, B’ remplit les conditions requises.

Lemme 1.16.36. Soient (A, J) un couple hensélien idyllique, B une A-algébre de
type fini, A A (resp. B) le séparé complété de A (resp. B) pour la topologie J-
préadique. Supposons B topologiquement de présentation finie et rig-lisse sur A.
Alors il existe une A-algébre de présentation finie B’, lisse sur Spec(A) en dehors
de V(J) dont le séparé complété pour la topologie J-préadique est A\-isomorphe aB.

Considérons B comme le quotient d’une A-algébre de polynomes A[¢1,...,EN]
par un idéal J. On notera les variables (&1,...,&nx) simplement par £. Soient o7
le hensélisé .J-préadique de A[€], B® le hensélisé J-préadique de B. On a B® ~
o |37 (1.15.5.6) et B ~ A(€)/TA(€) (1.15.14). Comme B est topologiquement de
présentation finie sur A J engendre un idéal de type fini de A<§ ) (1.10.5). Comme
A(£) est fidelement plat sur & (1.15.12), on en déduit par descente fidélement
plate ([12] chap. I §3.6 prop. 11) que J engendre un idéal de type fini de «. Par
suite, il existe un voisinage étale élémentaire A de JA[{] dans A[€] et un idéal de
type fini 7 de A tels que 3’/ = J&/. Le hensélisé¢ J-préadique de A/T’ est A-
isomorphe a B®. Donc le séparé complété de A/J’ pour la topologie J-préadique
est E—isomorphe a B. Quitte & remplacer B par A/J’, on peut supposer B de
présentation finie sur A. Il suffit alors de montrer qu’il existe un voisinage ouvert
affine de V(JB) dans Spec(B), lisse sur Spec(A) en dehors de V(.J).

Considérons une présentation finie de B,

B=A[]/3, I=(f1.---. fq), [ic A,

ou £ désigne comme plus haut un ensemble fini de variables (1, ...,&N), et posons
S =1+ JAJE]. T résulte de 1.15.12(ii) que A(€) est fidelement plat sur A[¢][S~].
Par suite, J[S™!] est de présentation finie sur A[¢][S~!] (1.10.3), et on peut trouver
un complexe

L (fi)

Algm ——= A ——=T——=0
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qui devient exact apres localisation par rapport a 5. Soit 71, I'idéal jacobien de
A[€] relativement & (fi, ..., f;) défini par L (1.16.1.4). Comme B est A-isomorphe
a A(E)/IA(E) et est rig-lisse sur A, on a V(@LB) C V(JB) (1.16.1.3 et 1.16.3).
Par suite, il existe un entier 7 > 1 tel que J™B C 2y,B ([28] 6.8.4). On en déduit
par descente fidélement plate que J"B[S™1] C 2, B[S™!]. 1l existe donc h € S
tel que J" By, C 21,By, . L'ouvert de Spec(B) ou h est inversible répond alors a la
question.

Lemme 1.16.37. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algébre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B:A<§177§N>/ja j:(f17"'7fq)7 fieA<£1,...7§N>,

C lalgébre symétrique du B-module J/J2, C le séparé complété de C' pour la
topologie J-préadique. Supposons C de présentation finie sur B. Alors C est une A-
algebre topologiquement de présentation finie et rig-lisse. Il existe un A-plongement
de Spec(C') dans le spectre d’une algébre de séries formelles restreintes & 2N + g
variables sur A tel que sur tout ouvert affine de Spec(C) — V(JC), le faisceau
conormal de cette immersion soit libre de rang N + q.

On notera les variables ({3, ...,&y) simplement par £. La suite
0—3/7 - §}4<5>/A ®ag) B — ﬁ119/14 —0

est exacte et localement scindée sur Spec(B) — V(JB) (1.14.6). Donc Spec(C) est
lisse sur Spec(B) en dehors de V(JB), et par suite C est rig-lisse sur A (1.14.14 et
1.14.10). Soit W un ouvert affine de Spec(C) — V(JC). On peut écrire au-dessus
de W les suites exactes suivantes (1.14.12) qui sont des suites exactes de modules
localement libres sur un schéma affine, donc scindées :

0— (3/32 05 C)Y W — (R ¢4 @age) OV W — (Qf,4 @5 C)|W — 0,

0= (Qpya @5 C)7IW — (2 )7 IW — (QF, ;)7 [W — 0.

On a Qé/B ~ QL ©c C (1.12.16) et QF, ; s'identific a /32, Les deux suites

ci-dessus montrent alors que Qé /A

On se donne un autre ensemble de variables ((1,...,(;), que l'on notera

est globalement libre de rang N sur W.

simplement par (. Les (f;) permettent de plonger Spec(a) dans lespace affine
Spec(B(¢)). Donc on peut aussi considérer Spec(C') comme un sous-schéma fermé
de Spec(A(£,()); soit &/R? le faisceau conormal de cette immersion. D’aprés
1.14.6, on a la suite exacte

0 — (R/F)W — (ie.cya @ae) O)IW — (Q 1@ )T[W — 0.
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Donc, compte tenu des isomorphismes précédents, on a une suite exacte
0— (R/R)~|W — 6511 — o — 0. (1.16.37.1)

On plonge alors Spec(@) dans Spec(A(&, ..., &N, Cly- oo Cqota, .- -, En)) dans
lequel il est défini par les équations supplémentaires t; = 0 pour 1 < ¢ < N.
Soit &' /K2 le faisceau conormal de cette nouvelle immersion. On a alors, d’aprés
(1.16.37.1),

(R /R W = (&) )W & Off ~ 03,7,
ce qui achéve la preuve.

Lemme 1.16.38. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algébre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B=A{,....,68)/3, T=(f1,---, fq), [fi€ A, ..., &N),

C lalgebre symétrique du B-module 3/32%, S le quotient de C par Cjior, S le
séparé complété de S pour la topologie J-préadique. Supposons B rig-pur. Alors S
est une A-algebre topologiquement de présentation finie et rig-lisse. Il existe un A-
plongement de Spec(S) dans le spectre d’une algebre de séries formelles restreintes
4 2N + q variables sur A tel que sur tout ouvert affine de Spec(S) — V(JS), le
faisceau conormal de cette immersion soit libre de rang N + q.

On notera (1.12.16) que S est de présentation finie sur B et S~ SecC,
ou C est le séparé complété de C' pour la topologie J-préadique. Il suffit alors

d’adapter la démonstration de 1.16.37 en remplacant C' par S (cf. la preuve de
1.16.34).

1.16.39. Revenons maintenant & la démonstration de 1.16.29. Montrons d’abord
comment la proposition non respée entraine la proposition respée. D’aprés la pre-
miére, il existe une A-algébre de présentation finie B’, lisse sur Spec(A) en dehors
de V(J), dont le separe complété pour la topologie J- preadlque est A- isomorphe &

B. Comme QA/X est B- isomorphisme a QB, 4 ®@p B (1.10.2), il suffit de montrer

que ’on peut choisir B’ telle que Ii image réciproque de toute composante connexe
de Spec(B') — V(JB') dans Spec(B) — V(JB) soit non vide. En effet, cela impli-
quera que Qj, /a est nul en dehors de V(J), et donc que B’ est étale en dehors de
V(J). Soit V une composante connexe de Spec(B’) — V(JB’). Comme l'injection
canonique V' — Spec(B’) est quasi-compacte ([28] 6.1.5), ’'adhérence schématique
de V dans Spec(B’) existe ([28] 6.10.6). Si cette derniére ne rencontre pas V(JB'),
alors V est fermé (et ouvert) dans Spec(B’). On peut évidemment choisir B’ de
sorte que ce cas ne se produit pas. Dans le cas contraire, 'image réciproque W de
V dans Spec(B) — V(JB) est non vide. En effet, comme B est B'-plat (1.15.12),
il résulte de ([31] 11.10.5(ii)) que I'adhérence schématique de W dans Spec(B) est
limage réciproque de 'adhérence schématique de V' dans Spec(B’), et donc non
vide.



1.16. Approximation algébrique 109

Montrons ensuite la proposition non respée. On peut évidemment supposer
I'une des conditions suivantes remplie :

(a) A est noethérien et J est principal ;

(b) il existe un anneau 1-valuatif R, un élément non nul ¢ de l'idéal maximal de
R, une R-algébre topologiquement de présentation finie Ag et une Ag-algébre
de présentation finie A; tels que A soit le hensélisé (t)-préadique de A; et
J =1tA (1.15.5.5).

En particulier, le couple (/Al, Jﬁ) remplit les conditions requises dans les
lemmes 1.16.33 et 1.16.34. Soient

~ L~ (fi)
A<§1a .. 7€N>7n - A<§17 .- ~7€N>q - j - O (116391)

une présentation finie de J (1.10.3), C le séparé complété de C pour la topologie
J-préadique, o: Spec(B) — Spec(C) la section nulle, &: Spec(B) — Spec(C) la
section déduite de o par prolongement aux complétés. Considérons le diagramme
commutatif

o

Spec(B) Spec(C) —— Spec(B) (1.16.39.2)

al i : l
Spec(C) s Spec(C @35 C) — Spec(C)
ou ¢ est le graphe du morphisme canonique Spec(é’) — Spec(C) et le carré carté-
sien de droite est défini par le changement de base Spec(C) — Spec(B). 11 résulte
de 1.12.16(iv) que le rectangle extérieur est cartésien. Par suite, le carré de gauche
est aussi cartésien.

(i) Supposons d’abord C' de présentation finie sur B. D’aprés 1.16.37, C
est un quotient d’une A\—algébre de séries formelles restreintes & 2N + ¢ variables,
vérifiant les conditions d’application du lemme 1.16.35. Soit donc C” une A-algébre
de type fini, lisse sur Spec(A) en dehors de V(J), dont le séparé complété pour
la topologie J-préadique est g—isomorphe acC (on identifie dans la suite ces deux
algebres). On notera que le hensélisé J-préadique de C” est un couple hensélien
quasi-idyllique (1.15.11.3).

Le B-module J/32 est localement libre en dehors de V(JB) (1.14.6). Donc
en vertu de 1.16.19, pour tout entier n > 0, quitte a remplacer C’ par un voisinage
étale élémentaire de JC’, on peut trouver un C’'-module de présentation finie M’,
localement libre en dehors de V(JC’), muni d’une présentation

Clm 1% C/q M/ 0 ,

tels que M’ ®c C soit isomorphe & 3/ @5 Cetl' =L mod (Jn0).
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Supposons n fixé (on le précisera dans la suite) et M’ ainsi choisi. Soit alors
D’ I'algébre symétrique du C’-module M, de sorte que D' ®@cr C est é—isomorphe
a C ®p C. D’apreés 1.16.16, pour tout entier r > 0, quitte & remplacer C’ par
un voisinage étale élémentaire de J C’, on peut approximer modulo J” la section
d: Spec(C) — Spec(C @z C) en une section

8": Spec(C") — Spec(D’).
Soit B’ le quotient de C” défini par le diagramme cartésien

Spec(B’) —— Spec(C”) (1.16.39.3)

lmlg,

Spec(C”) — Spec(D’)

ou ¢’ est la section nulle, et soit B’ le séparé complété de B’ pour la topologie
J-préadique, qui est isomorphe & B’ ®¢r C' (1.15.14). 1l résulte alors de 1.16.33,
compte tenu de (1.16.39.2) et (1.16.39.3), que si n et r sont suffisamment grands,
B et B sont A—1som0rphes On en déduit le théoréme 1.16.29 dans le cas (i) en
appliquant 1.16.36.

(ii) Supposons ensuite B rig-pur. Soient S le quotient de C' par Cj_iop, S le
séparé complété de S pour la topologie J-préadique. La section nulle o°: Spec(§ ) —
Spec(C) se factorise & travers une section 7: Spec(B) — Spec(S), qui induit par
prolongement aux complétés une section 7: Spec(é) — Spec(§ ). Considérons alors
le diagramme commutatif

Spec(B) ——— Spec(S§) —— Spec(B) (1.16.39.4)

| | - l

Spec(S) s Spec(C ®5 §) — Spec(C)

ou p est le graphe du morphisme canonique Spec(:S'\) — Spec(C) et le carré carté-
sien de droite est défini par le changement de base Spec(S) — Spec(B). 1l résulte
de 1.12.16(iv) que le rectangle extérieur est cartésien. Par suite, le carré de gauche
est aussi cartésien.

D’aprés 1.16.38, S est un quotient d’une g—algébre de séries formelles res-
treintes & 2N 4 ¢ variables, vérifiant les conditions d’application du lemme 1.16.35.
Soit donc S” une A-algébre de type fini, lisse sur Spec( ) en dehors de V(J), dont
le séparé complété pour la topologie J-préadique est A- isomorphe a S (on identifie
dans la suite ces deux algébres). En vertu de 1.16.19, pour tout entier n, quitte
a remplacer S’ par un voisinage étale élémentaire de JS’, on peut trouver un
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S’-module de présentation finie M’, localement libre en dehors de V(JS’), muni
d’une présentation
A R V (e

tels que M’ ®g/ S soit isomorphe & J/J2 ®p Set L' =L mod (J"S).

Supposons n fixé (on le précisera dans la suite) et M’ ainsi choisi. Soit alors
D’ I'algébre symétrique du S’-module M’, de sorte que D' ®s: S est S-isomorphe
a C ®p S. D’aprés 1.16.16, pour tout entier r > 0, quitte & remplacer S’ par
un voisinage étale élémentaire de J.S’, on peut approximer modulo J” la section

—~ ~

p: Spec(S) — Spec(C ®5 S) en une section
p': Spec(S") — Spec(D’).

Soit B’ le quotient de S’ défini par le diagramme cartésien

Spec(B’) —— Spec(S5”) (1.16.39.5)

lul,

Spec(S’) —— Spec(D’)
p

ol 7’ est la section nulle, et soit B le séparé complété de B’ pour la topologie
J-préadique, qui est isomorphe & B’ ®g/ S (1.15.14). 11 résulte de 1.16.34, compte
tenu de (1.16.39.4) et (1.16.39.5), que si n et r sont suffisamment grands, Bet B
sont E—isomorphes. On en déduit le théoréme 1.16.29 dans le cas (ii) en appliquant

1.16.36.

1.17 Compléments d’algébre homologique

Les résultats de cette section sont dus a Ullrich [44].

1.17.1. Soient A un anneau, (M,) un systéme projectif de A-modules indexé par
N; on note wmyn: M,, — M,, les morphismes de transition (pour m < n). On dit
que

(i) (My,) est strict si les morphismes de transition ,,, sont surjectifs.

(ii) (My) est Artin-Rees-nul (en abrégé AR-nul) s’il existe un entier r > 0 tel
que pour tout n, Up ntr = 0.

(iii) (M,) vérifie la condition de Mittag-Leffler, (en abrégé ML), si pour tout m
il existe n > m tel que, pour tout n’ > n, Upmp (Mp/) = Umn(My,).

(iv) (M,,) vérifie la condition d’Artin-Rees-Mittag-Leffler, (en abrégé ARML), s’il
existe un entier r > 0 tel que, pour tout m et tout n’ > m + 7, Upp (M) =
um,m+r(Mm+r)'

On renvoie a ([30] 0.13), ([27] §V) et ([33] 2.5) pour plus de détails sur ces condi-

tions.
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1.17.2. Soient A un anneau, t € A, (C*®,d*) un complexe de A-modules (a dif-
férentielle de degré +1); posons A, = A/t"T1A et C? = C®* ®4 A, pour tout
n > 0. Soient ¢ un entier, e (C*) le séparé complété de HZ(C®) pour la topologie
(t)-préadique. Les fleches naturelles

HY(C*) — HYC;) (1.17.2.1)
induisent un homomorphisme topologique

H?(C®) — lim HY(C?), (1.17.2.2)

n

ot le premier membre est muni de la topologie (t)-préadique et les H(C?) de la
topologie discréte. On note N, (resp. @) le noyau (resp. conoyau) de ’homomor-
phisme (1.17.2.1).

Lemme 1.17.3. Les hypothéses sont celles de (1.17.2).
(i) S’il existe un entierr > 0 tel que trCItt =0, les N,, définissent sur H (c*)

(t)-tor
une filtration (t)-bonne ; plus précisément, on a N1 = tN,, pour tout n > r.
(ii) Sl existe deux entiersr,h > 0 tels que tTCz‘t)_tor =0 pouri € {q,q+1,q+2}

et que th(Hq“(trC’))(t)_mr =0, le systéme projectif (Q,) est AR-nul.

(iil) Si le systeme projectif (Qn) est AR-nul, le systéme projectif (H4(C?)) vérifie
(ARML).

(iv) Si le systéme projectif (Qn) est AR-nul et si les N,, définissent sur HI(C*)
une filtration (t)-bonne, (1.17.2.2) est un isomorphisme topologique.

La démonstration de 1.17.3 est élémentaire, basée sur la remarque suivante.

Lemme 1.17.4. Soient A un anneau, t € A, M un A-module, N un sous-A-module
de M. Posons P = M/N, et supposons que t" Py)tor = 0 pour un entier v > 0.
Alors pour tout n >0, on a (t"T"M)N N =t"((t"M) N N).

En effet, soient y € M, § son image dans P. Si z = t"*"y € (t"t*"M) N N,
alors § € P).4or €t 'y = 0; donc x € t"((t"M) N N).

1.17.5. Revenons a la démonstration de 1.17.3. Les fleches (1.17.2.1) se mettent
dans la suite exacte longue de cohomologies

H?(t"t'C*) — HY(C®) — HY(C}) — HIH (¢" T C®) — HIT(C®)
déduite de la suite exacte courte 0 — t"*1C* — C* — C? — 0. On a donc
Ny = im(HI("1C7) — HI(C?)),

Qn = im(HY(C2) — HIH (t"HLC®)) = ker(HTH (£7H1C®) — HITL(C®)).
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(i) Si on note m: ker(d?) — H9(C®) la projection canonique, on a N, =
("1 C?) Nker(d?)) ; en particulier on a tN,, C N,41. D’autre part, en vertu de
1.17.4, on a, pour tout n > 0,

("7 C9) M ker(d9) = " ((t7C9) N ker(d9)),

d’ou 'assertion.
(ii) Pour i € {g,q + 1,q + 2} et tout p > 0, la fléche ¢"C? — t"*PC? de mul-

tiplication par tP est un isomorphisme, car t’"Cé t)tor = 0. Donc la multiplication

par t? induit un isomorphisme H?H! (¢"C®) = H+1(¢"+PC*®) ; en particulier, on a
th(HITL (£ C®)) (1)-tor = O pour tout n > r. Posons

), = HOFL(17H1C®)/Q, = im(HIH (171 C%) — HOFH(C)).

Compte tenu de (i) et de I'hypothese trC‘(I:)’_ztor

n > r. Considérons alors le diagramme commutatif

=0, ona N/, =tN, pour tout

0 Qn Hot1(gnt+1Ce) N/ 0

| ! |

00— Qnt1 —=HIT(#"2C*) ——= N}, ——0

ou les fléches verticales sont induites par la multiplication par t. Pour tout n > r,
deux des fleches verticales sont des isomorphismes; il en est donc de méme de la
troisiéme ; d’ott @Qp41 = tQ,.

En tant que quotient de HY(C?), Q,, est tué par t"*1, et donc

Qn - (Hq+1(tn+1c.))(t)—tor~

Il en résulte que t"Q, = 0 pour tout n > r. D’autre part, le composé de la
multiplication par t? de HIT(¢"*t1C®) dans HIT1(¢t"TP+1(C®) avec la fleche de
transition de HITL(¢"+PT1C®) dans HI! (" T1C*®) est la multiplication par t? dans
Hatl(tnH1C®). Comme Qyp = tPQ, pour n > r, le morphisme de transition
Qn+p — Qn est nul pour tout n > r et tout p > h. Donc pour tout n, le morphisme
de transition Qp4r4n — Qn est nul.

(iii) Considérons la suite exacte de systémes projectifs

0 — H?(C®*)/N,, — HY(C?) — Q, — 0, (1.17.5.1)

ou celui de gauche est clairement strict. Alors le systéme projectif (H?(C?)) vé-
rifie (ARML), en vertu de ([27] V 2.1.2). On en déduit aussi un isomorphisme
topologique

lim HY(C®)/N,, = lim H(C?). (1.17.5.2)

n n
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(iv) La fleche

HY(C*) — lim HY(C®)/N, (1.17.5.3)
déduite des surjections H?(C*) ® 4 A,, — H4(C*®)/N,, est un isomorphisme topolo-

gique. On achéve la preuve en observant que le composé de (1.17.5.2) et (1.17.5.3)
est (1.17.2.2).

Lemme 1.17.6. Les hypothéses étant celles de (1.17.2), supposons de plus que les
conditions suivantes soient remplies :

(a) Il existe un entier r > 1 tel que tTC((Zj)_ltor =0.

(b) A et C171 sont complets et C? est séparé pour les topologies (t)-préadiques.
Soient x1, ..., Ty des éléments de HI(C®) dont les classes engendrent le A-module
H%(C*®)/N,, pour un entier n>r. Alors z1,. ..,z engendrent le A-module HZ(C®).

En particulier, si H1(C?) = 0 pour un entier n > r, H1(C*®) = 0.

En vertu de 1.17.3(i), les classes de x1,...,2,, engendrent le Ag-module
H?(C*) ®4 Ap. Soient y1,...,ym € ker(d?) des éléments qui relévent x1,...,zy,.
Considérons I’homomorphisme

u: AmM @ CTL — ker(d9),

défini par u(z1,...,2m,2) = Yoy 2iyi + d771(z). Comme gro(u) = u®4 Aj est
surjectif, il résulte de la condition (b) et de 1.8.5 que u est surjectif.
Proposition 1.17.7. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
mazimal de R, A une R-algebre topologiquement de type fini, (C®,d®) un complexe
de A-modules, A, = AJt"T1A, C? = C* ®a An, q un entier. Supposons que les
conditions suivantes sotent remplies :

(a) Il existe un entier r > 1 tel que t’"C’('t)_tor =0 pouri € {q,q+ 1,q + 2}.

(b) C271 est complet et CY est séparé pour les topologies (t)-préadiques.

(c) Pour tout entier n > 0, HI(C?) et HITL(¢"1C®) sont des A-modules cohé-

rents.

Alors H1(C®) est un A-module cohérent; le systéeme projectif (HZ(C?)) wvérifie
(ARML) ; si on pose

N,, = ker(H?(C*) — H?(C?)), (1.17.7.1)

les N,, définissent sur H1(C®) une filtration (t)-bonne; enfin, ’homomorphisme
canonique

HY(C*) — lim HY(C?), (1.17.7.2)

n

est un isomorphisme topologique (le premier membre étant muni de la topologie
(t)-préadique, les HI(C?) de la topologie discréte).
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En vertu de 1.9.18(iii), il existe un entier h > 1 tel que " (HT(t"C®)) (4)tor =
0. On en déduit par 1.17.3 que les N,, définissent sur H?(C*®) une filtration (t¢)-
bonne; (H?(C?)) veérifie (ARML); enfin (1.17.2.2) est un isomorphisme topolo-
gique. Reste & montrer que H?(C®) est un A-module cohérent, ce qui impliquera
que (1.17.7.2) est un isomorphisme topologique (1.8.29 et 1.9.18). Reprenons les
notations de 1.17.2. Pour tout entier n > 0, @, est de type fini en tant que
quotient de HZ(C?); il est donc de présentation finie car il est contenu dans le
A-module cohérent HZH1(t"T1C®). La suite exacte (1.17.5.1) implique alors que
H?(C*®)/N,, est de type fini; par suite H?(C*®) est de type fini (1.17.6). Si on pose
M = H9(C®)(t)-tor, alors M est de type fini et HY(C®*)/M est cohérent (1.9.18). I
existe deux entiers s,k > 0 tels que thM =0 et Npt1 =tN, pour n > s (1.17.3).
On en déduit aussitot que M N N,, = 0 pour n suffisamment grand ; autrement dit
la fléche naturelle M — H?(C?) est injective. Comme H?(C?) est cohérent, M est
cohérent et il en est alors de méme de H?(C®).



Chapitre 2

Géométrie formelle

Ce chapitre reprend et compléte la théorie des schémas formels d’A. Grothendieck
[28, 30]. Nous introduisons les schémas formels idylligues. Nous étendons & ces
objets certains résultats de Grothendieck initialement établis pour les schémas
formels noethériens, entre autres ceux qui portent sur les faisceaux cohérents (2.7.2
et 2.8.5) et sur leur cohomologie (théoréme de finitude (2.11.5), comparaison de
la théorie “algébrique” a la théorie “formelle” (2.12.2)...). Nous développons la
notion de cléture rigide d’'un module sur un schéma formel idyllique qui jouera
un réle important dans la suite de ce traité. Nous étudions enfin les propriétés
différentielles des schémas formels idylliques.

La terminologie de Grothendieck pour les schémas formels est essentiellement
adaptée au cadre noethérien, qui n’est pas le cadre exclusif de ce traité. Nous nous
en écartons a certains endroits pour mettre l’accent sur les concepts fondamentauz
pour la suite. Pour éviter toute confusion, nous reformulons toutes les définitions,
méme celles que nous conservons identiques a ([28] §10).

2.1 Rappels et compléments sur les schémas formels

2.1.1. Soit A un anneau topologique admissible (1.8.3). Pour tout idéal de défini-
tion J de A, Spec(A/J) s’identifie au sous-espace fermé V(.J) de Spec(A), ensemble
des idéaux premiers ouverts de A; cet espace ne dépend pas de I'idéal de défini-
tion J considéré; notons le X. Soit (J) un systéme fondamental de voisinages
de 0 dans A, formé¢ d’idéaux de définition, et pour tout A, soit ) le faisceau
structural de Spec(A/Jy); ce faisceau est induit sur X par A/Jy (lequel est nul
hors de X). Pour J, C Jy, 'homomorphisme canonique A/J, — A/J, définit
donc un homomorphisme uy,: 0, — Oy de faisceaux d’anneaux, et (0y) est un
systeme projectif de faisceaur d’anneauzr pour ces homomorphismes. Comme la
topologie de X admet une base formée d’ouverts quasi-compacts, on peut associer
a tout Oy un faisceau d’anneaux topologiques pseudo-discrets ([28] 0.3.9.1) qui
a 0 comme faisceau d’anneaux (sans topologie) sous-jacent, et que nous notons
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encore Oy ; et les Oy forment un systéme projectif de faisceaux d’anneauz topo-
logiques ([28] 0.3.9.2). Nous désignons par Ox le faisceau d’anneaux topologiques
sur X, limite projective du systéme (&) ; pour tout ouvert quasi-compact U de
X, T'(U, O%) est donc 'anneau topologique limite projective du systéme d’anneaux
discrets I'(U, O).

Définition 2.1.2 ([28] 10.1.2). Etant donné un anneau admissible A, on appelle
spectre formel de A et on note Spf(A) le sous-espace fermé X de Spec(A) formé
des idéaux premiers ouverts de A. On dit qu’un espace topologiquement annelé
est un schéma formel affine 8’1l est isomorphe & un spectre formel Spf(A) = X
muni du faisceau d’anneaux topologiques @y limite projective des faisceaux d’an-
neaux pseudo-discrets (A4/.Jy)|%, o Jy parcourt Pensemble filtrant des idéaux de
définition de A.

Proposition 2.1.3 ([28] 10.1.3). Si X = Spf(A), ou A est un anneau admissible,
(X, Ox) est topologiquement isomorphe 4 A.

Proposition 2.1.4 ([28] 10.1.4). Soient A un anneau admissible, X = Spf(A),
et pour tout f € A, soit 2(f) = D(f) N X; Uespace topologiquement annelé
(2(f), Ox|2(f)) est isomorphe au spectre formel affine Spf(Agsy) (1.8.12).

2.1.5. En tant que faisceau d’anneaux sans topologie, le faisceau structural Ox
de Spf(A) admet pour tout x € X une fibre qui, en vertu de 2.1.4, s’identifie a la
limite inductive limAy ¢y pour les f & p, , ol p,. est I'idéal premier de A associé a

x. Par suite (1.8.13) et (1.8.14) :

Proposition 2.1.6. Pour tout x € X = Spf(A), la fibre O, est un anneau local dont
le corps résiduel est isomorphe & k(x) = Az /psAy. Si en outre A est adique et
noethérien, O, est un anneau noethérien.

2.1.7.  On appelle schéma formel affine préadique (resp. adique, resp. noethérien)
un schéma formel affine isomorphe & un spectre formel Spf(A), ot A est préadique
complet et séparé (resp. adique, resp. adique et noethérien) (1.8.4).

Nous nous écartons ici de la terminologie de Grothendieck. Notre notion de
schéma formel affine préadique correspond & sa notion de schéma formel affine
adique.

2.1.8. Soient A un anneau admissible, J un idéal ouvert de A, X le schéma formel
affine Spf(A). Soit (/) 'ensemble des idéaux de définition de A contenus dans J;

alors J / Jy est un faisceau d’idéaux de A / Ji. Désignons par J2 la limite projective
des faisceaux induits sur X par J / J, A, qui s’identifie & un idéal de Ox. Pour tout
f € A, si on note Sy 'ensemble multiplicatif des f (n > 0), I'(Z(f), J?) est la
limite projective de S;lJ / S’;lJ,\, autrement dit s’identifie & I'idéal ouvert Jy sy
de 'anneau Ay (1.8.9), et en particulier I'(X, J2) = J; on en conclut (les Z(f)
formant une base de la topologie de X) que 'on a

THND(f) = (T2 (2.1.8.1)
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L’application canonique de Az = [(2(f), Ox) dans T(2(f), (A/J)|X) =
S]?lA/S]ﬂJ est surjective et a pour noyau I'(2(f), J®) = Jy;. Ces applications
définissent donc un épimorphisme continu, dit canonique, du faisceau d’anneaux
topologiques O sur le faisceau d’anneaux discrets (A/.J)|X, dont le noyau est J4.
On a donc un isomorphisme canonique

Ox)J> 5 (A)J)|%. (2.1.8.2)

Il est clair (en vertu de I'(X,J%) = J) que l'application J ~ J2 est stric-
tement croissante; d’aprés ce qui précéde, pour J C J’, le faisceau J'2/JA est
canoniquement isomorphe a (J'/J)"~.

2.1.9. Les hypothéses et notations étant toujours celles de (2.1.8), nous dirons
qu'un idéal # de Ox est un idéal ouvert (resp. un idéal de définition) de X si,
pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert de z de la forme 2(f), ou f € A,
tel que _#|2(f) soit de la forme J2, oit J est un idéal ouvert (resp. un idéal de
définition) de Ayy).

Proposition 2.1.10 ([28] 10.3.5). Si A est un anneau admissible, tout idéal ouvert
(resp. tout idéal de définition) de X = Spf(A) est de la forme J®, ot J est un
idéal ouvert (resp. un idéal de définition) de A, uniquement déterminé.

En effet, soit ¢ un idéal ouvert de X ; par hypothése, et puisque X est quasi-
compact, il y a un nombre fini d’éléments f; € A tels que les Z(f;) recouvrent X
et Z|2(fi) = J&, out J; est un idéal ouvert de Afy,y. Pour tout i, il existe un
idéal ouvert R; de A tel que J; = (Ri)(y,y (1.8.9). Soit R un idéal de définition de
A contenu dans tous les ;. On a alors R> C ¥ . L’'image canonique de //%A
dans le faisceau structural (A/9R)~ de Spec(A/MR) est telle que sa restriction a
P(fi) soit égale a (J;/Ryy,3)™ s on en conclut que cette image canonique est un
idéal quasi-cohérent sur Spec(A/R), donc de la forme (J/9R)™, ou J est un idéal
de A contenant R, d'ott ¢ = J* (2.1.8).

Supposons maintenant que _# soit un idéal de définition de X et montrons
que J est un idéal de définition de A. On peut supposer que, pour tout i, J; est
un idéal de définition de Ayy,y; donc il existe n; tel que l'on ait JC Rifiy-
On aura, en désignant par n le plus grand des n;, (_# /R2)" = 0, et par suite
((J/R)~)™ = 0, d’on finalement (J/R)™ = 0, ce qui prouve que J est un idéal de
définition de A.

Proposition 2.1.11. Soient A un anneau préadique complet et séparé, J un idéal
de définition de A, X = Spf(A), # = JA. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) # est un Ox-module de type fini.

(ii) #/ 7% estun (Ox/_ #)-module de type fini.

(iii) J est un A-module de type fini.

En outre, quand ces conditions sont vérifices, on a ¢ = JOx et " = (Jm)A
pour tout n > 0; en particulier, ¢/ #? est canoniquement isomorphe a (J/J*)™.
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D’abord (i) entraine clairement (ii). Montrons ensuite que (ii) implique (iii).
Comme 'idéal ¢ /(J?)A = (J/J?)~ de Ox/(J?) est de carré nul (2.1.8), on a
F2C (I, et #/(J*) est un quotient de #/_#2. Par suite, J/J? est un A-
module de type fini, et J est un A-module de type fini, en vertu de 1.8.6. Montrons
enfin que (iii) entraine (i). Il résulte de 2.1.8 et 1.8.11 que, pour tout f € A,

D(2(f), J%) = Jipy = JA sy = JD(2(), O%).

Comme JOx est associé au préfaisceau U — JT'(U, O%), la relation ¢ = JOx et
la condition (i) en résultent, puisque les 2(f) forment une base de la topologie de
X.De méme, ona _#" = (J")? car J" est un idéal de définition de type fini de A.

Corollaire 2.1.12. Pour qu’un schéma formel affine préadique soit adique (2.1.7),
il faut et il suffit qu’il admette un idéal de définition de type fini.

Proposition 2.1.13. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type
fini de A, a un idéal ouvert de A, X = Spf(A), / = JA, o = a?. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 7 est un Ox-module de type fini.
(ii) &7/ 7 est un (Ox/_F)-module de type fini.
(iii) a est un A-module de type fini.

En outre, quand ces conditions sont vérifies, on a & = aC%x.

D’abord (i) entraine clairement (ii). Montrons ensuite que (ii) implique (iii).
Comme l'idéal <7 /(aJ)? = (a/aJ)™ de Ox/(aJ)® est annulé par Z/(aJ)® =
(J/aJ)~ (2.1.8),on a Zo C (aJ)?, et &/ /(aJ)? est un quotient de o/ /< 7.
Par suite, a/aJ est un A-module de type fini, et a est un A-module de type fini,
en vertu de 1.8.6. Montrons enfin que (iii) entraine (i). Il résulte de 2.1.8 et 1.8.11
que, pour tout f € A,

T(2(f),a%) = agpy = adi sy = al(2(f), Ox).

Comme a0 est associé au préfaisceau U — al'(U, O%), la relation &7 = a0x et la
condition (i) en résultent, puisque les Z(f) forment une base de la topologie de X.

2.1.14. Soit X = Spf(A) un schéma formel affine. On dit qu’une famille (_Z,)
d’idéaux de définition de X est un systéme fondamental d’idéauz de définition si
tout idéal de définition de X contient un des #); comme ¢ = J)\A, il revient
au méme de dire que les Jy forment un systéme fondamental de voisinages de
0 dans A.

Soit (fa) une famille d’éléments de A tels que les Z(f,) recouvrent X. Si
(_7») est une famille filtrante décroissante d’idéaux de Ox telle que pour tout
a, la famille (_#x|2(fa)) soit un systéme fondamental d’idéaux de définition de
P (fa), alors (_Zx) est un systéme fondamental d’idéaux de définition de X. En
effet, pour tout idéal de définition ¢ de X, il y a un recouvrement fini de X par des
2(fi) tel que, pour tout i, #x,|Z(f;) soit un idéal de définition de Z(f;) contenu




2.1. Rappels et compléments sur les schémas formels 121

dans _Z|2(f;). Si p est un indice tel que #,, C _#\, pour tout ¢, il résulte de 2.1.9
que _#, est un idéal de définition de X, contenu évidemment dans ¢, d’oil notre
assertion.

2.1.15. Etant donné un espace topologiquement annelé X, on dit qu’un ouvert
U C X est un ouvert formel affine (resp. un ouvert formel affine préadique, resp.
un ouvert formel affine adique, resp. un ouvert formel affine noethérien) si l’espace
topologiquement annelé induit par X sur U est un schéma formel affine (resp. un
schéma formel affine préadique, resp. un schéma formel affine adique, resp. un
schéma formel affine noethérien) (2.1.7).

Définition 2.1.16. On appelle schéma formel un espace topologiquement annelé X
dont tout point admet un voisinage ouvert formel affine. On dit que le schéma
formel X est préadique (resp. localement noethérien) si tout point de X admet
un voisinage ouvert formel affine préadique (resp. noethérien). On dit que X est
noethérien s’il est localement noethérien et si son espace sous-jacent est quasi-
compact (donc noethérien).

On peut faire les remarques suivantes :

2.1.16.1. Nous nous écartons ici de la terminologie de Grothendieck. Notre notion
de schéma formel préadique correspond & sa notion de schéma formel adique ; notre
notion de schéma formel adique sera définie dans (2.1.24).

2.1.16.2. Si X est un schéma formel (resp. localement noethérien), les ensembles

ouverts formels affines (resp. affines noethériens) forment une base de la topologie
de X ([28] 10.4.3).

2.1.16.3. Si X est un schéma formel (resp. un schéma formel localement noethérien,
resp. noethérien), 'espace topologiquement annelé induit sur tout ouvert de X est
encore un schéma formel (resp. un schéma formel localement noethérien, resp.
noethérien) (28] 10.4.4).

2.1.16.4. La notion de schéma formel préadique présente plusieurs inconvénients :

(a) Elle n’est pas stable par restriction a un ouvert.

(b) Un schéma formel affine qui est préadique en tant que schéma formel, n’est
pas en général un schéma formel affine préadique dans le sens de (2.1.7).

(¢) Si X est un schéma formel préadique, les ensembles ouverts formels affines
préadiques ne forment pas en général une base de la topologie de X.

En effet, si A est un anneau préadique, séparé et complet, et f € A, A¢py
n’est pas en général préadique. C’est pourquoi nous sommes obligés de renforcer
cette notion (2.1.24).

Définition 2.1.17. Etant donnés deux schémas formels X,9), on appelle morphisme
(de schémas formels) de X dans ) tout morphisme (1,6) d’espaces topologi-
quement annelés tel que, pour tout x € X, 6% soit un homomorphisme local
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Il est immédiat que le composé de deux morphismes de schémas formels est
encore un tel morphisme ; les schémas formels forment une catégorie.

Proposition 2.1.18 (|28] 10.4.6). Soient X un schéma formel, 9 = Spf(A4) un
schéma formel affine. 1l existe une correspondance biunivoque canonique entre les
morphismes du schéma formel X dans le schéma formel Q) et les homomorphismes
continus de Uanneau A dans 'anneau topologique T'(X, O%).

2.1.19. Soit X un schéma formel. On dit qu'un idéal ¢ de Ox est un idéal ouvert
(resp. un idéal de définition) de X si tout = € X posséde un voisinage ouvert formel
affine U tel que _#Z|U soit un idéal ouvert (resp. un idéal de définition) du schéma
formel affine induit par X sur U (2.1.9). Lorsque X est un schéma formel affine,
cette définition coincide avec celle donnée dans (2.1.9). En vertu de (2.1.8.1), pour
tout ouvert V. C X, Z|V est un idéal ouvert (resp. un idéal de définition) du
schéma formel induit par X sur V.

On dit qu’une famille (_#y) d’idéaux de définition de X est un systéme fon-
damental d’idéauz de définition si elle est filtrante décroissante et s’il existe un
recouvrement (U,) de X par des ouverts formels affines de X tel que, pour tout «,
la famille (_#\|U,) soit un systéme fondamental d’idéaux de définition du schéma
formel affine induit par X sur U,. Il résulte de la remarque finale de (2.1.14) que
lorsque X est un schéma formel affine, cette définition coincide avec celle donnée
dans (2.1.14). Pour tout ouvert V' C X, les restrictions #,|V forment un systéme
fondamental d’idéaux de définition du schéma formel induit sur V, en vertu de
(2.1.8.1).

2.1.20. Tout schéma (usuel) X peut étre considéré comme un schéma formel, d’une
seule maniére ([28] 10.1.2) ; ¢’est un schéma formel préadique ; pour qu’un idéal _#
de Ox soit un idéal de définition de X, il faut et il suffit qu’il soit quasi-cohérent
et localement nilpotent ([28] 0.7.1.4). Le foncteur ainsi défini de la catégorie des
schémas usuels dans celle des schémas formels est pleinement fidéle (2.1.17).

2.1.21. Soient X un schéma formel, # un idéal de définition de X. Alors I’espace
annelé (X, 0x/ _#) est un schéma (usuel), qui est affine (resp. localement noethé-
rien, resp. noethérien) lorsque X est un schéma formel affine (resp. un schéma
formel localement noethérien, resp. noethérien) ; en outre, si 0: Ox — Ox/_7 est
Ihomomorphisme canonique, u = (1x,0) est un morphisme (dit canonique) de
schémas formels (X, Ox/_#) — (X, 0%); on est aussitot ramené au cas affine, et
alors les propositions ont déja été démontrées dans (2.1.8).

2.1.22. Soient X un schéma formel, (_#)) un systéme fondamental d’idéaux de
définition de X. Alors le faisceau d’anneaux topologiques Ox est limite projective
des faisceaux d’anneaux pseudo-discrets O/ _#» (|28] 0.3.8.1 et 10.5.3). Pour tout
A, soit fy le morphisme canonique (X,0x/_#\) — X; pour #, C _#x, 'homo-
morphisme canonique O/ _#,, — Ox/_#x définit un morphisme canonique

furx: (X,0x/ 7)) — (X,0x/ Z)
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de schémas (usuels) tel que on ait fy = f, o fux. Les schémas Xy = (X, Ox/_7))
et les morphismes f, constituent donc un systéme inductif dans la catégorie des
schémas formels.

Proposition 2.1.23 ([28] 10.6.2). Sous les hypothéses de (2.1.22), le schéma formel
X et les morphismes fx constituent une limite inductive du systéeme (X, fr) dans
la catégorie des schémas formels.

Définition 2.1.24. On dit qu’un schéma formel préadique est adique s’il admet un
idéal de définition de type fini.

Cette notion de schéma formel adique est plus forte que celle de Grothen-
dieck; elle correspond a la notion considérée dans ([28] 10.11.1) comme le montre
la proposition suivante :

Proposition 2.1.25. Soient X un schéma formel préadique, ¢ un idéal de définition

de X. Pour que ¢ soit de type fini, il faut et il suffit que 7/ _#? soit un (Ox/ 7 )-
module de type fini.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas ot X est un schéma
formel affine préadique (2.1.7), et la proposition résulte alors de 2.1.10 et 2.1.11.

Proposition 2.1.26. Soient X un schéma formel adique, # un idéal de définition
de type fini de X, o/ un idéal ouvert de X. Pour que < soit de type fini, il faut et
il suffit que o7/ _# of soit un (Ox/_# )-module de type fini.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas ot X est un schéma
formel affine préadique (2.1.7), et la proposition résulte alors de 2.1.10, 2.1.11 et
2.1.13.

Proposition 2.1.27. Soient X un schéma formel adique, <7, # deux idéauzr ouverts
de type fini de X. Alors o/ $B est un idéal ouvert de type fini de X.

En effet, la question étant locale, on peut supposer X = Spf(A) un schéma
formel affine préadique, 7 = a® et % = b2, oil a et b sont deux idéaux ouverts
de A (2.1.10). Il résulte de 2.1.11 que A est un anneau adique. Donc en vertu de
2.1.13, a et b sont des A-modules de type fini, & = a0x et B = bOx. Par suite
on a &% = ab0x = (ab)®, d’out la proposition.

Proposition 2.1.28 (|28] 10.5.4). Si X est un schéma formel localement noethérien,
alors X est adique ; tout idéal de définition de X est de type fini; et il existe un
plus grand idéal de définition de X.

Proposition 2.1.29. Si X est un schéma formel adique, ’espace topologiquement
annelé induit sur tout ouvert de X est encore un schéma formel adique.

Le seul point & démontrer est que 1’espace topologiquement annelé induit sur
un ouvert de X est un schéma formel préadique. Soient ¢ un idéal de définition
de type fini de X, U un ouvert formel affine préadique de X. Alors _#|U est de la
forme J2, ot J est un idéal de définition de type fini de A = I'(U, O%) (2.1.10 et
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2.1.11). Donc pour tout f € A, Arsy est un anneau adique, en vertu de 1.8.11, ce
qui implique notre assertion.

Proposition 2.1.30. Soient X un schéma formel adique, # un idéal de définition de
type fini de X. Alors, les puissances ™ forment un systéme fondamental d’idéaux
de définition de type fini de X.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas d’un schéma formel
affine préadique, auquel cas la proposition résulte de 2.1.10 et 2.1.11.

Proposition 2.1.31. Soit A un anneau admissible. Pour que X = Spf(A) soit
adique, il faut et il suffit que A soit adique (1.8.4).

Si A est adique, X est adique en vertu de 2.1.11. Inversement, supposons X
adique et montrons que A est adique. Compte tenu de 2.1.10 et 2.1.11, il suffit
de montrer que A est préadique. Soit ¢ un idéal de définition de type fini de X.
D’aprés 2.1.30, les puissances _#" forment un systéme fondamental d’idéaux de
définition de X. Pour tout entier n > 1, #" est de la forme JnA, ou les J,, forment
un systéme fondamental d’idéaux de définition de A (2.1.14). Posons A; = A/J;+1
(¢ > 0). Soient wu;;: A; — A; 'homomorphisme canonique, J;; = ker(u;;) =
Jit1/Jjs1 pour i < j. Comme Ji; = Zit1/ gitl (2.1.8), on a Jy = Jort.
D’autre part, Jo; est un module de type fini sur Ag = A;/Jo;. On peut donc
appliquer ([12] chap. IIT §2.11 prop. 14 et cor. 1), qui montre que A est un anneau
préadique.

Corollaire 2.1.32 (|28] 10.6.5). Soit A un anneau admissible. Pour que X = Spf(A)
soit noethérien, il faut et il suffit que A soit adique et noethérien.

La condition est évidemment suffisante. Inversement, supposons X noethé-
rien. Comme X est adique (2.1.28), A est adique, en vertu de 2.1.31. Soit J un
idéal de définition de type fini de A. Le schéma (usuel) Spec(A/J) est noethérien
(2.1.21). Par suite, A/J est noethérien, et donc A est noethérien ([12] chap. III
§2.11 cor. 2 de prop. 14).

Corollaire 2.1.33. Si X est un schéma formel adique, les ensembles ouverts formels
affines adiques forment une base de la topologie de X.

Cela résulte de 2.1.29 et 2.1.31.

Remarque 2.1.34. La proposition 2.1.31 (resp. 2.1.32) équivaut a dire qu’un schéma
formel affine est adique (resp. noethérien) en tant que schéma formel si et seule-
ment s’il est un schéma formel affine adique (resp. noethérien) dans le sens de
(2.1.7).

2.1.35. Soient X un schéma formel adique, _# un idéal de définition de type
fini de X. En vertu de 2.1.30, les puissances _#" forment un systéme fondamental
d’idéaux de définition de X; on désigne par X, le schéma usuel (X, Ox/ _#"*1).
Il résulte alors de 2.1.23 que le schéma formel X est limite inductive du systéme
(%X,). Inversement, on a la proposition suivante :
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Proposition 2.1.36 ([28] 10.6.4). Soient X un espace topologique, (O, u;;) un sys-
téme projectif de faisceauxr d’anneauzr sur X, ayant N pour ensemble d’indices.
Pour i < j, soit fZ;; le noyau de homomorphisme w;j: O; — O;. On suppose
que :

(i) L’espace annelé (X, 0;) est un schéma X;.

(ii) Pour tout i € N, uy; est Uapplication identique de O, et pour i < j, les u;j

sont surjectifs.
(i) Pouri<j, Zi; = /Oifl; en particulier, #& = 0.
(iv) Le module #o1 est de type fini sur Oy = 01/ Foi.

Soit Ox le faisceau d’anneauz topologiques limite projective des faisceaux d’an-
neauzx pseudo-discrets O;, et soit u;: Ox — O; 'homomorphisme canonique. Alors :

(a) L’espace topologiquement annelé (X, Ox) est un schéma formel adique.

(b) Les homomorphismes w; sont surjectifs; leurs noyaux j(i) forment un sys-
teme fondamental d’idéaux de définition de X, et /(0) est la limite projective
des faisceaus d’idéaur Zo;.

(c) Lidéal 7 = FO) est de type fini; on a g = g+l et g/ 72 est
isomorphe & _Zo1.

(d) Sien outre Xo est localement noethérien (resp. noethérien), X est localement
noethérien (resp. noethérien).

Pour ¢ < j, sur chaque fibre, uj; est un homomorphisme surjectif; donc
v;; = (idx,u;;) est un morphisme de schémas X; — X;. Il résulte de (28] 10.6.3)
que (X, Ox) est un schéma formel vérifiant (b). Pour démontrer les autres proposi-
tions, on reprend la preuve de ([28] 10.6.4). Montrons d’abord que X est préadique.
Comme les espaces sous-jacents & X et Xy sont les mémes, on peut supposer que
chaque X; est un schéma affine d’anneau A; (|28] 2.3.5). Pour ¢ < j, il existe un
homomorphisme d’anneaux ¢;;: A; — A; tel que u;; = @;;. On voit facilement
(comme dans la preuve de 2.1.31) que le systéme projectif (A4;, ¢;;) vérifie les condi-
tions de ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1). Il en résulte que A = lin A; est un

anneau préadique séparé et complet ; les homomorphismes canoniques ¢;: A — A;
sont surjectifs ; le noyau .J de g est un idéal de définition de A ; J**! est le noyau
de ¢; pour tout i > 0; en particulier, J/J? est un (A/J)-module de type fini,
et J est un A-module de type fini (1.8.5). Par suite, X = Spf(A) est un schéma
formel affine adique, # = J% et ¢ = (J+1)A = gn+l (2.1.11). Dans le cas
général, on en déduit aussitot que X est préadique et la proposition (c); donc X
est adique. La proposition (d) résulte de ([12] chap. IIT §2.11 cor. 2 de prop. 14).

Corollaire 2.1.37. Soient X un schéma formel adique, # un idéal de définition de
type fini de X. Pour que X soit un schéma formel affine, il faut et il suffit que le
schéma usuel Xo = (X, 0%/ ¥ ) soit affine.

En effet, si X est formel affine, Xy est évidemment affine. Inversement, si X
est affine, le schéma X,, = (X, Ox/_# ") est affine pour tout n > 0 ([28] 2.3.5),
et il résulte de la preuve de 2.1.36 que X est formel affine.
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2.1.38. Avec les notations de 2.1.36, soit .%; un &;-module, et supposons donnés,
pour tout ¢ < j, un u;;-morphisme 6;;: .#; — .%;, de sorte que 0; 060;; = 0i; pour
k <i < j. Soit .Z# la limite projective du systéme projectif (.%;) de faisceaux de
groupes abéliens. On peut munir .# d’une structure de Ox-module par passage a
la limite. On dira que & est la limite projective du systéme de &;-modules (%;).

2.2 Morphismes déployés et morphismes adiques

2.2.1. Soient X,2) deux schémas formels adiques, ¢ (resp. %) un idéal de défini-
tion de type fini de X (resp. 9), f: X — 2) un morphisme tel que f*(J£)0x C 7.
On a pour tout entier n > 0, f*(#™)0x C _#™. En vertu de ([28] 10.5.6),
f détermine un morphisme de schémas usuels f,: X, — 2), en posant X, =
(X,0x/ 7" et Dy, = (Y, Oy /#"T1). 1l résulte aussitot des définitions que le

diagramme

est commutatif pour m < n; autrement dit (f,,) est un systéme inductif de mor-
phismes.

Proposition 2.2.2. Soient X,9) deux schémas formels adiques, ¢ (resp. ') un
idéal de définition de type fini de X (resp. ). L’application f — (fyn) définie
dans (2.2.1) est une bijection de l’ensemble des morphismes f: X — ) tels que
[ (H)Ox C _#, sur ensemble des suites (f,) de morphismes X,, — 9, rendant
commutatifs les diagrammes (2.2.1.1).

11 suffit de reprendre la preuve de ([28] 10.6.9) en la précisant. Toute suite ( fy,)
de morphismes rendant commutatifs les diagrammes (2.2.1.1) admet une limite
f:X — 9, qui est 'unique morphisme de schémas formels rendant commutatifs
les diagrammes

X, 9, (2.2.2.1)

]

Il faut montrer que f*(J#)0x C _#. La question étant locale sur X et sur ), on
peut se borner au cas ot X = Spf(A), P = Spf(B) sont formels affines adiques
(2.1.29 et 2.1.31), # = J», # = K*, o J (resp. K) est un idéal de définition
de type fini de A (resp. B) (2.1.10 et 2.1.11). On a alors X,, = Spec(4,,) et
2, = Spec(By,), ou A, = A/J" ! et B, = B/K"™*! (2.1.11). Les morphismes
fn sont associés & des homomorphismes ¢, : B, — A, qui forment un systéme

f
E——
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projectif; donc f est associé & ’homomorphisme ¢ = lim ¢,,. La commutativité de

(2.2.1.1) pour m = 0 implique que ¢, (K/K"!) C J/J"*! pour tout n. Donc en
passant a la limite projective, on a p(K) C J, et cela entraine que f*(J£)0x C 7,
en vertu de ([28] 10.5.6(ii)). On voit facilement que 'application f +— (f,,) définie
dans (2.2.1), et l'application (f,) — f définie ci-dessus, sont inverses 'une de
Pautre ([28] 10.5.6(i)).

Définition 2.2.3. Soit f: X — 2) un morphisme de schémas formels adiques. On
dit que f est déployé s'il existe des idéaux de définition de type fini ¢ de X et
H de Q) tels que f*(A)0x C 7.

Proposition 2.2.4. Tout morphisme de schémas formels affines adiques est déployé.

En effet, soient A est un anneau adique, B une A-algébre topologique qui est
un anneau adique (mais pas forcement une A-algébre adique), J (resp. K) un idéal
de définition de type fini de A (resp. B). Comme la topologie de B est moins fine
que la topologie déduite de celle de A, il existe un entier n > 1 tel que J"B C K,
et la proposition résulte de 2.1.11 et ([28] 10.5.6(ii)).

Proposition 2.2.5. Soient X un schéma formel localement noethérien, f: X —
un morphisme de schémas formels, ¢ le plus grand idéal de définition de X, A
un idéal de définition de ). Alors f*(H )0x C 7.

On peut clairement se borner au cas ou X = Spf(A4), Y = Spf(B) sont formels
affines, ¢ =J A ¥ = K?®, ol A est adique et noethérien, B est admissible, J est
le plus grand idéal de définition de A, et K est un idéal de définition de B. Alors
f est défini par un homomorphisme continu ¢: B — A. Comme les éléments de K
sont topologiquement nilpotents ([28] 0.7.1.4), il en est de méme de ceux de p(K),
donc ¢(K) C J puisque J est Uensemble des éléments topologiquement nilpotents
de A ([28] 0.7.1.6), d’ou la conclusion en vertu de ([28] 10.5.6(ii)).

Proposition 2.2.6. Soient ) un schéma formel adique, 2 un idéal de définition
de type fini de ), f: X — Y un morphisme de schémas formels préadiques. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f*(H)Ox est un idéal de définition de X.
(ii) Il existe un idéal de définition de type fini ¢ de X tel que f*(F)0x C 7
et que les diagrammes (2.2.1.1) soient cartésiens.
(ili) Il existe un idéal de définition de type fini ¢ de X tel que f*( X )0Ox C F
et que le diagramme (2.2.1.1) pour n =1 et m = 0 soit cartésien.

De plus, quand ces conditions sont vérifiées, on a ¢ = f*(H)Ox.
D’abord (i) implique (ii) en prenant ¢ = f*(#")0x. En effet, on a
A ox = g
pour tout n > 0; donc

/m+1/jn+1 _ f—l(e%/m+1/%n+l)(ﬁx/jn+l)
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pour m < n, et cela entraine que les diagrammes (2.2.1.1) sont cartésiens. En-
suite (ii) implique évidemment (iii). Montrons enfin que (iii) entraine que ¢ =
f*(H)Ox, et par suite (i). La question étant locale sur ¥ et sur 9, on peut se
borner au cas ou X = Spf(A) et 9 = Spf(B) sont formels affines adiques (2.1.29
et 2.1.31), 7 = JA, # = K, J (resp. K) est un idéal de définition de type fini
de A (resp. B) (2.1.10 et 2.1.11), et f est associé & un homomorphisme continu
¢: B — A. En vertu de ([28] 10.5.6(ii)), on a ¢(K) C J. La condition (iii) entraine
que J = J2 4+ KA:; donc J = KA par le lemme de Nakayama car J est contenu
dans le radical de A ([12] chap. IIT §2.13 lem. 3). On en déduit que ¢ = f*(#)Ox
puisque # = KOy et ¢ = J0Ox (2.1.11).

Définition 2.2.7. Soient %) un schéma formel adique, f: X — 2) un morphisme de
schémas formels. On dit que f est adique si X est adique et s’il existe un idéal de
définition de type fini £ de 9 tel que f*(#)C% soit un idéal de définition de X.
On dit alors aussi que X est un )-schéma formel adique, ou adique sur 2).

On peut faire les remarques suivantes :

2.2.7.1. 1l revient au méme de demander que X soit préadique (au lieu d’étre
adique).

2.2.7.2. 1l résulte de 2.1.29 que si f est adique, pour tout ouvert U de X et tout
ouvert V' de 9 tels que f(U) C V, la restriction U — V de f est un morphisme
adique.

Proposition 2.2.8. Soient B un anneau adique, A un anneau préadique complet
et séparé, p: B — A un homomorphisme continu, X = Spf(A), 9 = Spf(B),
f: X — 9 le morphisme correspondant a .

(i) Pour que ¢ soit adique (1.8.4.5), il faut et il suffit que f soit adique.
(ii) Si f est adique, pour tout idéal de définition de type fini K de B, on a
fH(K2)0x = (KA)>.

(i) Supposons f adique. Il existe alors un idéal de définition de type fini K de
B tel que f*(K*)0% soit un idéal de définition de X. En vertu de 2.1.10 et 2.1.11,
[*(K2)0x = J?, ot J est un idéal de définition de type fini de A. Ona KA C J
d’aprés ([28] 10.5.6(ii)) et il résulte de la preuve de 2.2.6 que J = KA; donc ¢
est adique. Inversement, supposons ¢ adique, et soit K un idéal de définition de
type fini de B. On a f*(K2)0x C (KA)® d’aprés ([28] 10.5.6(ii)). D’autre part,
les diagrammes (2.2.1.1) en prenant ¢ = (KA)® et # = K* sont clairement
cartésiens ; donc f*(K2)0x = (KA)® en vertu de 2.2.6, et f est adique.

(ii) Cela résulte de la preuve (i).
Proposition 2.2.9. Soient Q) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme

adique, & un idéal de définition de type fini de Y. Alors ¢ = f*(A)0Ox est un
idéal de définition de type fini de X, et le diagramme de morphismes de schémas
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formels

(x,0x) 7) —L= (0, 09/ %)

| |

f
déduit de f est cartésien.

Les questions étant locales, on peut se borner au cas ou X = Spf(4), P =
Spf(B) sont formels affines adiques, et f est associé & un homomorphisme adique
p: B — A (2.2.8). Si K est un idéal de définition de type fini de B, KA est un
idéal de définition de A, et on a f*(K2)0x = (KA)® en vertu de (2.2.8), d’oil la
conclusion.

Corollaire 2.2.10. Soient ) un schéma formel adique, f: X — P un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est un morphisme adique.

(ii) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert V. de f(x) et un voisinage
ouwvert U de x tels que f(U) C V et que la restriction U — V de f soit un
morphisme adique.

11 est clair que (i) entraine (ii). Montrons 'implication inverse. Il résulte de
I’hypothése que X est préadique. D’autre part, si 22 est un idéal de définition de
type fini de 9), alors f*(#)Ox est un idéal de définition de X ; en effet, la question
étant locale sur X et sur 2), l’assertion résulte de 2.2.9.

Corollaire 2.2.11. Soient f: X — ), g: Y — 3 deux morphismes de schémas
formels adiques.

(i) Si f et g sont adiques, il en est de méme de go f.

(ii) Sig et go f sont adiques, il en est de méme de f.

Proposition 2.2.12. Soient X un schéma, ) un schéma formel adique, f: X — )
un morphisme de schémas formels (2.1.20). Alors [ est adique.

En effet, la question étant locale (2.2.10), on peut se borner au cas ou X =
Spec(A) et P = Spf(B) sont affines, de sorte que f provient d’un homomorphisme
continu d’anneaux ¢: B — A. Comme la topologie discréte de A est moins finie
que la topologie déduite de celle de B (1.8.1), elles sont égales, d’ou lassertion.

2.2.13. Soient . un schéma formel adique, .# un idéal de définition de type
fini de .%’; posons ., = (&, 0%/ #™F1). On dira qu'un systéme inductif (X,,)
de #,-schémas (usuels) est un (#,)-systeme inductif adique si les morphismes
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structuraux f,: X,, — &, sont tels que, pour m < n, les diagrammes

X —> (2.2.13.1)

L,

Xpn ——Sn

soient des carrés cartésiens ([28] 10.12.2). Les systémes inductifs adiques forment
une catégorie : il suffit de définir un morphisme (X,,) — (Y;,) de tels systémes
comme un systéme inductif de .%,-morphismes u.,, : X,, — Y,, tel que u,, s’identifie
a up Xz, id.g,, pour m < n.

Proposition 2.2.14. Sous les hypothéses de (2.2.13), il y a équivalence canonique
entre la catégorie des .#-schémas adiques et la catégorie des (F,)-systémes induc-
tifs adiques.

L’équivalence en question s’obtient de la fagon suivante : si X est un .-
schéma adique, f: X — .7 le morphisme structural, # = f*(#)0x est un idéal
de définition de X et on fait correspondre a X le systéme inductif des X, =
(X, 0x/_#™"1), le morphisme structural f,,: X, — ., correspondant a f (2.2.1).
En vertu de 2.2.6, (X,,) est un (#,)-systéme inductif adique. Il est immeédiat de
vérifier qu’a un .-morphisme u: X — ) de .¥-schémas adiques correspond un
morphisme (X,) — (Y») de (S,)-systémes inductifs adiques, et inversement. Il
reste & prouver qu’on a défini ainsi une équivalence. Soit (X,) un (.;,)-systéme
inductif adique. Puisque le systéme inductif (#},) vérifie les conditions de 2.1.36,
il en est de méme de (X,,). Par suite, il existe un schéma formel adique X ayant
un idéal de définition de type fini ¢ de X tels que X,, = (X, Ox/_#"*'). La suite
(fn) de morphismes structuraux f,: X,, — ., définit un morphisme f: ¥ — .
vérifiant f*(.7)0x C _#, en vertu de 2.2.2. Enfin, f est adique compte tenu de
2.2.6 et de 'hypotheése.

2.2.15. Soient X,.7,.%" des schémas formels adiques, f: X — . un morphisme
adique, g: ./ — . un morphisme déployé¢ (2.2.3). Soient .# (resp. .#’) un idéal
de définition de type fini de . (resp. ) tels que g*(F)0» C I’ ; donc ¢ =
[*(F)O0x% est un idéal de définition de X. Posons .7, = (%, 05/ 9" 1Y), S =
(S, Op ] I, X, = (X,0%]_F"T) et soent g,,: 7)) — S, (vesp. fr: X, —
) le morphisme correspondant & g (resp. f) (2.2.1). Il résulte alors de (]28]
10.7.4) que ¥’ x.» X est la limite inductive des schémas usuels .7 X ., X,.
Comme (X%,) est un (.7,)-systéme inductif adique, (.. X o %,) est un ()-
systéme inductif adique. Donc en vertu de 2.2.14, ./ X & X est un .’-schéma
formel adique, et il correspond au (.#,)-systéme inductif adique (7, x. o, Xp,).

Proposition 2.2.16. Soient f: X — ., g: .¥" — ¥ deux morphismes de schémas
formels adiques. Si [ est adique, il en est de méme du morphisme ' X X — .

En effet, la question étant locale sur . et sur . (2.2.10), on peut se borner
au cas ol g est déployé (2.2.4), auquel cas la conclusion résulte de 2.2.15.
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2.3 Conditions de finitude relatives

Définition 2.3.1 (|28] 10.15.1). Soit f: ¥ — ) un morphisme de schémas formels.
On appelle morphisme diagonal Ay: X — X xg X (noté aussi Ay /) le morphisme
(1x,1x)y.

On dit que f est séparé si 'image par Ay de I'espace sous-jacent a X est une
partie fermée de 'espace sous-jacent & X X9 X ; on dit alors que X est un 2)-schéma
formel séparé, ou séparé sur ).

On dit que f est quasi-séparé si Ay est quasi-compact; on dit alors que X
est un 9-schéma formel quasi-séparé, ou quasi-séparé sur ).

Proposition 2.3.2. Soient X, deux schémas formels, limites inductives de suites
de schémas usuels (X,,), (Yy). Soit f: £ — 2 un morphisme de schémas formels
limite inductive d’une suite de morphismes f,: X, — Y, de schémas usuels. Pour
que [ soit séparé (resp. quasi-séparé), il faut et il suffit que le morphisme fo le
s01t.

En effet, Ay est alors limite inductive de la suite de morphismes Ay, (]28]
10.7.4), et le morphisme d’espaces topologiques sous-jacent est identique & Ay,
d’ou la conclusion.

Proposition 2.3.3. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels (resp.
morphismes de schémas formels) considérés sont limites inductives de suites de
schémas usuels (resp. de morphismes de schémas usuels).

(i) Le composé de deuz morphismes séparés (resp. quasi-séparés) est séparé (resp.
quasi-séparé).
(ii) Soient f: X — 9, ¢g: D" — QD deux morphismes. Si [ est séparé (resp. quasi-

séparé), il en est de méme du morphisme X x99 Q" — 2)'.

(iii) Sile composé go f de deux morphismes est séparé (resp. quasi-séparé), f est
séparé (resp. quasi-séparé).

On sous-entend dans cet énoncé que si un méme schéma formel 3 intervient
plusieurs fois dans une méme proposition, on le considére comme limite inductive
de la méme suite (Z,,) de schémas usuels partout ou il figure.

Les assertions de 2.3.3 sont conséquences immédiates de 2.3.2 et des assertions
correspondantes pour les schémas usuels ([28] 5.3.1 et 6.1.9).

Définition 2.3.4. On dit qu'un morphisme de schémas formels f: X — %) est
affine (ou que X est un YP-schéma formel affine, ou affine sur ) si P est réunion
d’ouverts formels affines V,, tels que, pour tout «, le schéma formel induit sur
louvert f=1(V,) de X soit un schéma formel affine.

Si X et Y sont des schémas formels affines, tout morphisme f: X — 9) est
donc affine. Si f: X — ) est un morphisme affine de schémas formels, alors, pour
tout ouvert U C 9), le morphisme f~}(U) — U, restriction de f, est affine.
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Proposition 2.3.5. Soient f: X — ) un morphisme déployé de schémas formels
adiques, ¥ (resp. ') un idéal de définition de type fini de X (resp. ) tels
que f*(,%/)ﬁx C f, X0 = (:{,ﬁx/f), @0 = (m,ﬁ@/%), fo: Xg — mo le
morphisme de schémas usuels déduit de f. Pour que f soit affine, il faut et il
suffit que fo soit affine.

Comme les ouverts formels affines de X (resp. 2)) sont exactement les ouverts
affines de Xy (resp. Qo) (2.1.37), la proposition résulte des définitions.

Corollaire 2.3.6. Sous les hypothéses de (2.3.5), si f est un morphisme affine, il
est séparé.

Corollaire 2.3.7. Sous les hypothéses de (2.3.5), si f est un morphisme affine,
alors, pour tout ouvert formel affine U de ), f~Y(U) est un ouvert formel affine
de X.

Cela résulte de 2.3.5 et 2.1.37.

Proposition 2.3.8. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels consi-
dérés sont adiques.

(i) Soient f: X — D et g: Y — 3 deux morphismes tels que f soit affine et
déployé et que g soit affine. Alors go [ est affine.
(ii) Soient f: X — 9, g: Y’ — Y deux morphismes. Si [ est affine, il en est de
méme du morphisme X X9 9" — 2’.
(ili) Soint f: X — 9 et g: Y — 3 deux morphismes, J (resp. A, resp. L) un
idéal de définition de type fini de X (resp. ), resp. 3) tels que g* (L) Oy C K
et f*(H)03 C J.Sigo f estaffine et g est séparé, alors f est affine.

(i) Cela résulte immédiatement de 2.3.7 et des définitions.

(ii) On peut clairement supposer 2), X et )’ formels affines, auquel cas X x g
)’ est affine.

(iii) Cela résulte de 2.3.2, 2.3.5 et de l'assertion correspondante pour les
schémas usuels ([28] 9.1.16).

2.3.9. Soient . un schéma formel adique, .# un idéal de définition de type fini
de . ; posons .7, = (&, O» /" 1). On dira qu'un systéme projectif de (0, )-
algebres quasi-cohérentes (.27,) est adique si ., ®¢., Oy, = @ pour m < n, les
morphismes de transition étant les morphismes canoniques (2.1.38). Les systémes
projectifs adiques de (€, )-algébres quasi-cohérentes forment une catégorie : il
suffit de définir un morphisme (47,) — (%,,) de tels systémes comme un systéme
projectif d’homomorphismes de (&, )-algébres oy, : o, — By,.

Soient (4%,) un systéme projectif adique de (€, )-algébres quasi-cohérentes,
X, = Spec(#,), fn: Xn — &5 le morphisme structural ([28] 9.1.8). En vertu de
2.1.36, il existe un schéma formel adique X ayant un idéal de définition de type
fini # tels que X, = (X,0x/_#""'). La suite (f,) de morphismes structuraux
fn: Xn — 5 a pour limite un morphisme affine adique f: X — ., en vertu de
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2.2.14 et 2.3.5. Si & est le faisceau d’anneaux topologiques limite projective de
la suite d’anneaux topologiques pseudo-discrets (47,), on appelle encore spectre
formel de o7 le .#-schéma formel X, et on le note Spf(«).

Proposition 2.3.10. Sous les hypothéses de (2.3.9), il y a équivalence canonique
entre la catégorie des ./-schémas affines adiques et la catégorie opposée a celle
des systémes projectifs adiques de (O, )-algébres quasi-cohérentes.

L’équivalence en question s’obtient de la fagon suivante : si X est un .-
schéma affine adique, f: X — . le morphisme structural, # = f*(&)0x est
un idéal de définition de X et on fait correspondre & X le systéme projectif des
Ay = fo(Ox/ "), En vertu de 2.2.6, 2.3.5 et (]28] 9.3.2), (#,) est un systéme
projectif adique de (€, )-algébres quasi-cohérentes, et a évidemment pour limite
projective le faisceau d’anneaux topologiques & = f.(O%). Il résulte de 2.2.14,
2.3.5 et ([28] 9.1.4) qu’on a défini ainsi une équivalence.

Définition 2.3.11. Soient . un schéma formel adique, .# un idéal de définition
de type fini de ., d un entier > 1, T1,...,T; des indéterminées; posons .7, =
(S, 05/ F™1). On appelle espace affine formel au-dessus de ., de dimension d
et de paramétres 11, ..., Ty, le .#-schéma formel affine adique Z correspondant au
systéme projectif adique de (&, )-algébres quasi-cohérentes o7, = O [T1,...,T4)
(n >0) (2.3.10). Lorsque d = 1, on dit que Z est la droite affine formelle au-dessus
de .&.

Si .7 = Spf(A) est formel affine, alors ¥ = Spf(A(Ty,...,Ty)) en vertu de
(1.8.16.2). En particulier, 2 ne dépend pas de .#.

Proposition 2.3.12. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels, & un idéal de définition de type fini de). Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) f est un morphisme adique et si l'on pose ¢ = f*(H)0Ox, X9 = (X,0x/ )
et Do = (Y, Oy /X), le morphisme fo: X9 — Yo déduit de f est localement
de type fini.

(ii) Pour tout ouvert formel affine V. de ) et tout ouvert formel affine U de X
tels que f(U) C 'V, Uanneau admissible T'(U, Ox) est topologiquement de type
fini sur T'(V, Oy) (1.8.18).

(iii) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert formel affine V de f(z) et
un voisinage ouwvert formel affine U de x tels que f(U) CV et que 'anneau
admissible T'(U, Ox) soit topologiquement de type fini sur T'(V, Oy).

Montrons d’abord que (i) entraine (ii). On peut se borner au cas ou X =
Spf(A), 9 = Spf(B) sont formels affines adiques et f est associé & un homomor-
phisme adique ¢: B — A (2.2.8). Soit K un idéal de définition de type fini de B
tel que # = K2 ; on a donc f*(K?)0x = (KA)® (2.2.8). Comme A/KA est
une algebre de type fini sur B/K, A est topologiquement de type fini sur B, en
vertu de 1.8.19. Il est clair que (ii) implique (iii). Enfin, (iii) entraine (i) en vertu
de 2.2.10, 2.2.8 et 1.8.19.
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Remarque 2.3.12.1. Lorsque les conditions équivalentes de (2.3.12) sont remplies,
la condition (i) ne dépend pas de l'idéal de définition de type fini 2 de 9
considéré. En particulier, si 'on pose ¢ = f*(#)0x, X, = (X,0x/ 7")
et 9, = (9, Oy/# ™), le morphisme f,,: X,, — Y, déduit de f est localement
de type fini.

Définition 2.3.13. Lorsque les conditions équivalentes de (2.3.12) sont vérifiées, on
dit que le morphisme f est localement de type fini, ou que X est un %)-schéma
formel localement de type fini, ou localement de type fini sur ). On dit que le
morphisme f est de type fini s’il est localement de type fini et quasi-compact ; on
dit alors que X est un -schéma formel de type fini, ou de type fini sur ).

Corollaire 2.3.14. Un schéma formel localement de type fini sur un schéma formel
localement noethérien est localement noethérien.

Cela résulte de 1.8.17(ii) et 2.3.12.

Définition 2.3.15. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme de
schémas formels. On dit que f est localement de présentation finie, ou que X est un
)-schéma formel localement de présentation finie, ou localement de présentation
finie sur %), si les conditions suivantes sont remplies :

(a) f est un morphisme adique.

(b) Pour tout idéal de définition de type fini #" de ), sil'on pose ¢ = f*(# ) O%,
Xo=(X,0x/ 7) et Do = (Y, Oy/ ), le morphisme fy: X9 — o déduit
de f est localement de présentation finie.

On dit que le morphisme f est de présentation finie s’il est localement de

présentation finie, quasi-compact et quasi-séparé; on dit alors que X est un -
schéma formel de présentation finie, ou de présentation finie sur ).

Proposition 2.3.16. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels, & un idéal de définition de type fini de ). Considérons les
conditions suivantes :

(i) f est un morphisme localement de présentation finie.

(ii) f est un morphisme adique et si l'on pose

I =f(H)0x, Xn=(X,0x/ ") et D, =(Y,0n/ "),

le morphisme f,: X, — Yn déduit de f est localement de présentation finie
pour tout n > 0.

(iii) Pour tout ouvert formel affine V de ) et tout ouvert formel affine U de
X tels que f(U) C V, Uanneau admissible T'(U, Ox) est topologiquement de
présentation finie sur I'(V, Oy) (1.8.18).

(iv) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert formel affine V. de f(x) et
un voisinage ouvert formel affine U de x tels que f(U) C V et que 'anneau
admissible T'(U, O%x) soit topologiquement de présentation finie sur I'(V, Oy).

Alors on a (ili) = (iv) = (i) < (ii).
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11 est clair qu’on a (i)=-(ii) et (iii)=(iv). On a (iv)=(i) en vertu de 2.2.10,
2.2.8 et 1.8.23. Reste & montrer (ii)=>(i). Soient .#” un idéal de définition de type
fini de 9, ¢’ = f(H")Ox, Xy = (X,0x/ 7"), Dy = (Y, Oy /A"). Montrons
que le morphisme f§: X, — 2 déduit de f est localement de présentation finie.
La question étant locale sur ), on peut se borner au cas ot ) est quasi-compact.
Donc # ™+ C ¢’ pour un entier n > 1, et Passertion résulte du diagramme
cartésien (2.2.9)

Proposition 2.3.17. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est localement de type fini (resp. localement de présentation finie).

(ii) Pour tout ouvert V de ) et tout ouvert U de X tels que f(U) C V, la restric-
tion U — V de f est localement de type fini (resp. localement de présentation
finie).

(iii) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert V de f(x) et un voisinage
ouvert U de x tels que f(U) C V et que la restriction U — V de f soit
localement de type fini (resp. localement de présentation finie).

Cela résulte aussitot de 2.2.10, 2.3.12 et 2.3.16.

Proposition 2.3.18. Soient f: X — ), g: Y — 3 deux morphismes de schémas
formels adiques.

(i) Si f et g sont localement de type fini (resp. localement de présentation finie,
resp. de type fini, resp. de présentation finie), il en est de méme de go f.
(ii) Sigo f est localement de type fini et si g est adique, alors f est localement
de type fini.
(iii) Sigo f est localement de présentation finie et si g est localement de type fini,
alors f est localement de présentation finie.

Cela résulte de 2.2.11 et des assertions correspondantes pour les morphismes
de schémas usuels ([28] 6.2 et 6.3).

Proposition 2.3.19. Soient f: X — .7, g: %" — % deux morphismes de schémas
formels adiques. Si f est localement de type fini (resp. localement de présenta-
tion finie, resp. de type fini, resp. de présentation finie), il en est de méme de la
projection canonique ' X o X — .

En effet, la question étant locale sur . et .’ (2.3.17), on peut se borner
au cas ou g est déployé (2.2.4), auquel cas la proposition résulte de 2.2.15 et des
assertions correspondantes pour les morphismes de schémas usuels ([28] 6.2 et 6.3).
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Définition 2.3.20. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels. On dit que f est propre s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) f est adique.

(ii) Pour tout idéal de définition de type fini % de ), sil'on pose ¢ = f*(# ) O%,
Xo=(X,0x/ 7) et Do = (Y, Oy/X'), le morphisme fo: X9 — Yo déduit
de f est propre.

Lorsqu’il en est ainsi, on dit aussi que X est un 9)-schéma formel propre, ou propre
sur ).

Proposition 2.3.21. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels, # un idéal de définition de type fini de ). Pour que f soit
propre, il faut et il suffit que f soit adique, et que si l'on pose ¢ = f*(H)O%,
Xo=(X,0x/ 7) et Do = (D, Oy /X), le morphisme fo: X9 — Do déduit de f
soit propre.

Il n’y a que la suffisance de la condition & démontrer. Soient .#” un idéal
de définition de type fini de 9, 7' = f*(H")0x, X, = (X,0x/ 7"), Dy =
(Y, Oy/o¢"). Montrons que le morphisme f: X{ — 2); déduit de f est propre.
La question étant locale sur ), on peut se borner au cas ot ) est quasi-compact.
Si #’ C #, on a un diagramme cartésien

fo
Xo ——=Do

|

0
X — o

ol i et j sont des immersions surjectives (2.2.9). Il revient donc au méme de dire
que fo ou fj est propre ([29] 5.4.5), d’ou Iassertion.

Corollaire 2.3.22. Soient P un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est propre.

(ii) Pour tout owvert U de %), la restriction de [ au-dessus de U est propre.

(iii) Pour tout y € 9, il existe un voisinage ouvert U de y dans ) tel que la
restriction de f au-dessus de U soit propre.

Cela résulte aussitot de 2.3.21 et 2.2.10.

Proposition 2.3.23. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels
considérés sont adiques.
(i) Le composé de deux morphismes propres est un morphisme propre.
(ii) Si f: X — 2 est un morphisme propre, X x99 Y’ — ' est propre pour tout
morphisme g: 9’ — ).
(iil) Si f: X — 9 et g: P — 3 sont deux morphismes tels que go [ soit propre et
g soit adique et séparé, alors f est propre.
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Les proposition (i) et (iii) résultent de 2.3.21 et des assertions correspondantes
pour les schémas usuels ([29] 5.4.2 et 5.4.3). Pour (ii), la question étant locale sur 9)
et sur 9’ (2.3.22), on peut se borner au cas ol g est un morphisme déployé (2.2.4) ;
la proposition résulte alors de 2.3.21, 2.2.15 et de I'assertion correspondante pour
les schémas usuels ([29] 5.4.2).

Proposition 2.3.24. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels, # un idéal de définition de type fini de ). Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) f est un morphisme adique et si Uon pose ¢ = f*(H)Ox, X9 = (X,0x/ )
et Do = (Y, Oy /X'), le morphisme fo: Xg — Yo déduit de f est fini.

(ii) Pour tout ouvert formel affine U de ), f~Y(U) est un ouvert formel af-
fine de X, et T'(f~1(U), Ox) est une T'(U, Oy)-algebre adique (1.8.4.5) et un
(U, Oy)-module de type fini.

(iii) Tout point de ) posséde un voisinage ouvert formel affine U tel que f~1(U)
soit un ouvert formel affine de X, et que T'(f~*(U), Ox) soit une I'(U, Oy)-
algebre adique et un I'(U, Oy)-module de type fini.

Montrons d’abord que (i) entraine (ii). On peut supposer que l'on a g =
Spf(B) et .# = K, oul B est un anneau adique et K est un idéal de définition
de type fini de B. Posons X, = (X,0x/ 7""), Dn = (Y, Oy /") et soit
fn: Xn — Yy le morphisme déduit de f. Alors X est la limite inductive du (),,)-
systéme inductif adique (X,) (2.2.14). Par hypothése, ¥ est un schéma affine
dont anneau Ag est un (B/K)-module de type fini. Donc chacun des X,, est un
schéma affine ([28] 2.3.5), et si A, est son anneau, pour tout m < n, A, est
isomorphe a A,,/K™*1A,,. Par suite, X est isomorphe & Spf(A), ot A = %in Ay,

et la conclusion résulte de ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1). Il est claire que
(ii) implique (iii). Enfin, (iii) entraine (i) en vertu de 2.2.8 et 2.2.10.

Définition 2.3.25. Lorsque les conditions équivalentes de (2.3.24) sont vérifiées, on
dit que le morphisme f est fini, ou encore que X est un )-schéma formel fini, ou

fini sur ).

Il est clair que si f est fini, il est affine, et pour tout ouvert U C ), f~1(U)
est fini sur U.

Proposition 2.3.26. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels
considérés sont adiques.
(i) Le composé de deux morphismes finis est un morphisme fini.
(i) Si f: X — Y est un morphisme fini, X x9 P — Y’ est fini pour tout
morphisme g: ' — 9.
(iii) Si f: X — 9 et g: Y — 3 sont deux morphismes tels que g o f soit fini et g
soit adique et séparé, alors f est fini.

Les propositions (i) et (iii) résultent de 2.3.24 et des assertions correspon-
dantes pour les schémas usuels ([29] 6.1.5). Pour (ii), la question étant locale sur
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) et sur 9)’, on peut se borner au cas ol g est un morphisme déployé (2.2.4); la
proposition résulte alors de 2.3.24, 2.2.15 et de I’assertion correspondante pour les
schémas usuels ([29] 6.1.5).

2.3.27. Soient f: X — ) un morphisme adique de schémas formels adiques, y
un point de . On note &, I'anneau local de Oy en y, k(y) son corps résiduel et
iy: Spec(k(y)) — 2 le morphisme canonique localisé en y. La fibre de X au-dessus
de y, c’est & dire le schéma formel X xg) Spec(k(y)), sera notée X ®@g x(y).

Soient .~ un idéal de définition de type fini de Q), ¢ = f*(H)0%, %o =
(X,0x/ 7), Do = (D,09/ %), fo: X0 — Do le morphisme de schémas usuels
déduit de f. Il est immédiat de voir que X ®g «(y) est canoniquement isomorphe
a Xo ®g, £(y) ([28] 10.7.4) ; en particulier, X ®g x(y) est un schéma (usuel).

Soit « un point de X ®g k(y). On appelle dimension relative de X sur 9
en x, et on note dim,(%X/9), la dimension de X ®g k(y) en x; elle est fini si f
est localement de type fini. On appelle dimension relative de X sur ), et on note
dim(%X/9), la borne supérieure des nombres dim,(%/9)), lorsque = parcourt les
points de X.

Soient & un Ox-module, %, la fibre de .Z en z, .Z ®g k(y) 'image réciproque
de F sur X®g k(y). Alors la fibre de . ®g9 £(y) en x est canoniquement isomorphe
a Z,®e, k(y). En effet, il suffit de le montrer pour .# = 0%, auquel cas 'assertion
résulte facilement de I'isomorphisme X ®g) £(y) ~ Xo ®g, £(y) ([28] 3.4.6).

Définition 2.3.28. Soient ) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme de
schémas formels. On dit que f est quasi-fini s’il vérifie les conditions suivantes :
(i) f est de type fini.
(ii) Tout point = € X est isolé dans sa fibre X @g x(f(z)).

Lorsqu’il en est ainsi, on dit aussi que X est un 2)-schéma formel gquasi-fini, ou
quasi-fini sur ).

Proposition 2.3.29. Soient f: X — ) un morphisme adique de schémas formels
adiques, X un idéal de définition de type fini de 9, 7 = f*(H)0x, X0 =
(%,0x/ 7), Do = (D,09/ %), fo: Xo — Do le morphisme de schémas usuels
déduit de f. Pour que f soit quasi-fini, il faut et il suffit que fo soit quasi-fini.

Cela résulte aussitot de 2.3.27.

Proposition 2.3.30. Soit f: X — ) un morphisme propre, localement de présenta-
tion finie et quasi-fini de schémas formels adiques. Alors f est fini.

En effet, la proposition se raméne aussitot a ’assertion correspondante pour
les morphismes de schémas usuels ([31] 8.11.1).
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2.4 Morphismes lisses, morphismes non ramifiés,
morphismes étales

Définition 2.4.1. Soient f: X — 2) un morphisme de schémas formels. On dit
que f est un morphisme formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp.
formellement étale) si, pour tout schéma (usuel) affine Y’, tout sous-schéma fermé
Y] de Y’ défini par un idéal nilpotent .# de Oy, et tout morphisme de schémas
formels Y/ — 9) (2.1.20), l'application

Homgy (Y’, X) — Homgy (Yy, X) (2.4.1.1)

déduite de l'injection canonique Y] — Y’, est surjective (resp. injective, resp.
bijective).

2.4.2. Supposons 9 = Spf(A) et X = Spf(B) affines, de sorte que f provient
d’un homomorphisme continu d’anneaux admissibles ¢: A — B. En vertu de (|31]
0.19.3.1 et 0.19.10.2), dire que f est formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale) signifie que B est une A-algébre formellement
lisse (resp. formellement non ramifié, resp. formellement étale).

Proposition 2.4.3.

(i) Le composé de deux morphismes formellement lisses (resp. formellement non
ramifiés, resp. formellement étales) de schémas formels est formellement lisse
(resp. formellement non ramifié, resp. formellement étale).

(ii) Soient f: X — 9, g: Y — D deux morphismes de schémas formels. Si f
est formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp. formellement
étale), il en est de méme du morphisme X x99 — 2’.

Cela résultent immédiatement de la définition (2.4.1).

Proposition 2.4.4. Soit f: X — PP un morphisme adique de schémas formels
adiques. Pour que f soit formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp.
formellement étale), il faut et il suffit que pour tout idéal de définition de type fini
H de ), silon pose 7 = [*(H)Ox, X0 = (X,0x/ 7) et Do = (Y, Oy /K ),
le morphisme de schémas usuels fo: X9 — Yo déduit de [ soit formellement lisse
(resp. formellement non ramifié, resp. formellement étale).

Cela résulte facilement de 2.4.3(ii), 2.2.9 et 2.2.12.

Définition 2.4.5. Soient ) un schéma formel adique, f: X — 2) un morphisme
de schémas formels. On dit que f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) s'il
est localement de présentation finie et formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale). On dit alors aussi que X est un 9)-schéma lisse
(resp. non ramifié, resp. étale), ou lisse (resp. non ramifié, resp. étale) sur ).

Proposition 2.4.6. Soient ) un schéma formel adique, f: X — I un morphisme
de schémas formels. Pour que [ soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il faut
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et il suffit que f soit adique et que pour tout idéal de définition de type fini H
de ), si Uon pose F = f*(H)0x, Xo = (X,0x] F) et Do = (9, 09/X), le
morphisme de schéma usuels fo: X9 — Yo déduit de f soit lisse (resp. non ramifié,
resp. €étale).

Cela résulte de 2.4.4 et des définitions.

Proposition 2.4.7. Soient Q) un schéma formel adique, f: X — ) un morphisme
de schémas formels, # un idéal de définition de type fini de ). Pour que f soit
non ramifié, il faut et il suffit que f soit localement de présentation finie, et que si
Von pose J = f*(H)0x, X0 = (X,0x/ 7 ) et Do = (Y, Op/X'), le morphisme
fo: Xo — Yo déduit de f soit non ramifié.

La condition est nécessaire en vertu de 2.4.6. Pour établir sa suffisance, il suffit
de montrer que si #” est un idéal de définition de type finide ), 7' = f*(#") 0%,
X, =(X,0x/ 7") et D, = (Y, Oy /"), le morphisme f: X[ — P, déduit de f
est non ramifié (2.4.6). On notera que f{ est localement de présentation finie. La
question étant locale sur ), on peut se borner au cas ot ) est quasi-compact. Si
A C ', on aun diagramme cartésien (2.2.9)

%oﬁ@o

|}

X — 2o

ol i et j sont des immersions surjectives et f et f{ sont localement de présentation
finie. Il revient donc au méme de dire que fyo ou f} est non ramifié ([31] 17.4.1),
d’ou 'assertion.

Proposition 2.4.8. Soient ) un schéma formel adique, f: X — Y un morphisme
de schémas formels, & un idéal de définition de type fini de ). Pour que f soit
lisse (resp. mon ramifié, resp. étale), il faut et il suffit que f soit adique, et que
si Uon pose 7 = [*(H)Ox, Xn = (X,0x) 7" et D, = (Y, On /AT, le
morphisme fn: X, — D, déduit de f soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale)
pour tout n > 0.

La condition est nécessaire en vertu de 2.4.6. Pour établir sa suffisance, il suffit

de montrer que si ' est un idéal de définition de type finide ), ¢’ = f*(#") 0%,

6= (X,0x/ 7") et Dy = (Y, 09/X"), le morphisme f: X — 2, déduit de

f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) (2.4.6). Cela se voit immédiatement en
calquant la preuve de 'implication (ii)=-(i) dans 2.3.16.

Proposition 2.4.9. Soient ) un schéma formel adique, f: X — Y un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale).
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(ii) Pour tout ouvert V de Q) et tout ouvert U de X tels que f(U) C V, la
restriction U — V de f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale).

(iii) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert V de f(x) et un voisinage
ouwvert U de x tels que f(U) CV et que la restriction U — V de f soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale).

En effet, cela résulte de 2.4.8, 2.2.10 et ([31] 17.1.6).

Proposition 2.4.10. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels
considérés sont adiques.

(i) Le composé de deuz morphismes lisses (resp. non ramifiés, resp. étales) est
lisse (resp. mon ramifié, resp. étale).

(ii) Soient f: X — 9, g: Y — D deux morphismes. Si [ est lisse (resp. non
ramifié, resp. €tale), il en est de méme du morphisme X x9 9" — ’.

(i) Soient f: X — 9, 9: Y — 3 deux morphismes tels que go f soit non ramifié
et que g soit localement de type fini. Alors f est mon ramifié.

(iv) Soient f: X — 9, g: Y — 3 deux morphismes tels que g o f soit lisse (resp.
étale) et que g soit non ramifié. Alors f est lisse (resp. étale).

Les propositions (i) et (ii) résultent de 2.3.18, 2.3.19 et 2.4.3. Les propositions
(iii) et (iv) résultent de 2.2.11, 2.4.8 et des assertions correspondantes pour les
morphismes de schémas usuels ([31] 17.3.3 et 17.3.4).

Proposition 2.4.11. Soient . un schéma formel adique, & un idéal de définition de
type fini de ./, S0 = (S, 0% ]F), fo: Xo — S un morphisme lisse de schémas.
Supposons que Xq soit affine, ou que fo soit étale. Alors il existe un morphisme
lisse de schémas formels adiques f: X — & qui reléve fo; c’est a dire, si l'on
pose 7 = [*(F)Ox et Xo = (X,0x/ 7 ), fo s’identifie au morphisme Xg — S
déduit de f. Si Xg est affine, X est affine. Si fy est étale, f est étale et unique a
isomorphisme unique pres.

Posons .7, = (&, 0% /™) pour n > 0. On construit par récurrence sur
n des morphismes lisses f,,: X,, — %, tels que f, soit une déformation de f,_1
(pour n > 1) ([33] 5.9). Si X est affine, X, est affine ([28] 2.3.5). Si fj est étale, f,
est étale et unique a isomorphisme unique prés. Les X,, forment un (.%,)-systéme
inductif adique (2.2.13), et définissent donc un schéma formel X adique sur .
(2.2.14). Le morphisme structural f: X — % est lisse en vertu de 2.4.8. Si fj est
étale, f est étale et unique & isomorphisme unique prés. Si X est affine, X est
affine (2.1.37).

2.4.12. On appelle schéma formel pointé (resp. schéma formel adique pointé) un
couple (X, ) formé d’un schéma formel (resp. d’un schéma formel adique) X et
d’un point € X. Un morphisme de schémas formels pointés f: (X,z) — (9),y)
est un morphisme de schémas formels f: X — 9 tel que f(z) = y.

Définition 2.4.13. Soit (X, z) un schéma formel adique pointé. Un wvoisinage étale
élémentaire de (X, z) est un schéma formel pointé (2),y), ou Y est un X-schéma
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formel étale et y est un point de ) au-dessus de x, & extension résiduelle triviale,
c’est a dire k(y) ~ k(z).

Soient f: Q) — X un morphisme étale de schémas formels adiques, y un point
de 2), = son image dans X, # un idéal de définition de type fini de X. Posons
H = ()0, Xo = (X,6x) 7), Do = (D, 0y/H) et soit fo: Do — %o le
morphisme déduit de f. Alors, pour que (2),y) soit un voisinage étale élémentaire
de (X,x), il faut et il suffit que (Yo, y) soit un voisinage étale élémentaire de
(:{O, :c)

Le théoréme suivant est une version formelle renforcée d’un résultat de Ray-
naud-Gruson, établi initialement dans le cadre algébrique ([42] 1.1.1).

Théoréme 2.4.14. Soit f: (X,2) — (%, s) un morphisme localement de type fini
de schémas formels adiques pointés; posons n = dim,(X/”) (2.3.27). Alors, il
existe un diagramme commutatif de schémas formels adiques pointés

Q,y) 2> (T, 1) —= (S, 8)

(%,z) (7, 3)

vérifiant les conditions suivantes :

(i) 9, T et ' sont formels affines; u et v sont des voisinages étales élémen-
taires ;
(ii) h est lisse a fibres géométriquement integres de dimension n, et l’adhérence
de t dans T ® 1 k(s') est géométriquement irréductible ;
(iii) g est fini et y est 'unique point de ) au-dessus de t.

Soient .# un idéal de définition de type fini de .7, ¢ = f*(.¥)0%, X, =
(X,0x) ™Y, S = (S, 05 ]I ) et f,: X, — &, le morphisme déduit de f.
En vertu de ([42] 1.1.1), il existe un diagramme commutatif de schémas pointés

ho

(Y,y) === (T 1) (5%, ¢)

(x()ax) (‘yOvs)

vérifiant les conditions suivantes :

(a) Y, T et S’ sont affines; ug et vy sont des voisinages étales élémentaires ;
(b) ho est lisse a fibres géométriquement intégres de dimension 7 ;
(¢) go est fini et y est 'unique point de Y au-dessus de .

De plus, il résulte de la démonstration de loc. cit. qu’on peut supposer I’adhérence
de t dans T ®g k(s’) géométriquement irréductible.
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En vertu de 2.4.11, il existe deux morphismes étales u: 3 — X et v: ./ —
7 qui relévent respectivement ug: Y — Xg et vg: S — S, on Y et . sont
affines. Donc u: (9),y) — (X,z) et v: (¥, 5") — (7, s) sont des voisinages étales
élémentaires (2.4.13). Utilisons encore une fois 2.4.11 ; il existe alors un morphisme
lisse h: F — " qui reléve hg, ot Z est affine. On sait (2.2.14) que 9 (resp. )
est une limite inductive d'un (.%,)-systéme inductif adique (9),) (resp. (%,) tel
que 9, — .%, soit lisse). On peut alors compléter le .#p-morphisme go: ¥ — T
en un systéme inductif de .#,-morphismes g¢,: 9, — Z, (pour n > 0). Il est
immeédiat de voir que pour m < n, g, s’identifie & g, X, id.»,, ; donc en vertu de
2.2.14 et 2.3.24, la suite (g,) définit un .-morphisme fini g: P — J qui reléve
go, d’ott la proposition.

Proposition 2.4.15. Soient X — . un morphisme lisse de schémas formels adiques,
s un point de ., C une composante connexe de X® . k(s) qui est géométriquement
integre de dimension n. Alors, il existe un voisinage étale élémentaire (', s') de
(.7, 8) et un ouvert U' de X' = X X o . tels que U’ contienne C et tels que les
fibres du morphisme U’ — #' soient géométriquement intégres de dimension n.

Cela résulte de 2.4.11 et de l’assertion analogue pour les morphismes de
schémas usuels :

Lemme 2.4.16 ([42] 1.1.3). Soient X — S un morphisme lisse de schémas, s un
point de S, C' une composante connexe de X ®g k(s) qui est géométriquement
intégre de dimension n. Alors, il existe un voisinage étale élémentaire (S',s') de
(S,s) et un ouvert U' de X' = X xg S’ tels que U’ contienne C et tels que les
fibres du morphisme U’ — S’ soient géométriqguement intégres de dimension n.

Soient (S,%) un hensélisé strict de (S,s), X = X xg S. Comme X est lisse
sur S et que C ®,(s) k(5) est non vide, le morphisme X — S posséde une section &

telle que &(3) € C®x(3) ([31] 17.16.3). Considérons (S, 5) comme limite projective
filtrante de schémas finis et étales sur le hensélisé de S en s. Par passage a la
limite, on trouve qu'il existe un voisinage étale élémentaire (S’,s’) de (5, s) et un
morphisme fini étale surjectif S; — S’, ayant un seul point s; au-dessus de s, tels
que X7 = X X 357 posséde une section oq au-dessus de Sp et que 01(s1) € C®k(s1).
La réunion des composantes connexes des fibres de X; — 57 qui rencontrent o1 (S1)
est un ouvert Uy de X7 ([31] 15.6.5). Comme C ® x(s1) est connexe par hypothése,
Ui contient C ® k(s1). Le morphisme lisse U; — S7 admet une section et ses fibres
sont connexes, elles sont donc géométriquement intégres ([42] 1.1.2).

Posons X' = X xg S’ et soit p: X1 — X' la projection canonique. D’une
part, p est fini, donc fermé, et par suite p(X; — U;) est fermé dans X'. D’autre
part, p(X1 — Uy) ne rencontre pas C = C ® k(s'). Alors U' = X' — p(X1 — Uy ) est
un ouvert de X', contenant C, tel que p~1(U’) soit contenu dans U;. A fortiori,
les fibres de U’ — S’ sont géométriquement intégres ; quitte a restreindre S’ & un
voisinage ouvert de s’, on peut supposer qu’elles sont de dimension 7.
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2.5 Complété formel d’un schéma le long
d’un sous-schéma

2.5.1.  Soient X un schéma (usuel), X’ un sous-schéma fermé de X défini par
un idéal quasi-cohérent ¢ de Ox, ¥ l'injection canonique X’ — X des espaces
sous-jacents, . # un Ox-module quasi—cgl\lérent. On appelle complété de .F le long
de X’ et on désigne par .F /X’ ou par .# (lorsqu’aucune confusion n’est possible)
le faisceau lim V=17 ®g, (Ox/ 7M)).

On notera que cette définition est équivalente a celle de Grothendieck ([28]
10.8.2) ; plus précisément, le morphisme canonique

U Him ( ©0y (0x/ 7)) — m UNF @, (0x/ ") (25.10)

n n

est bijectif. En effet, comme X’ est fermé dans X, ¥, est pleinement fidele, et il
suffit de voir que ¥, (2.5.1.1) est un isomorphisme. Considérons alors le diagramme
commutatif suivant

UM (F @y (Ox/ fM)) 251D Wlim U™HF @ox (Ox/ 7))

n n

lim (F @ox (Ox/ /") w ;WO Y(TF Qo (Ox/ 7))

n n

ou u et w sont des morphismes d’adjonction, et v est la fléche canonique. Comme
v et w sont des isomorphismes, on se réduit & montrer que u est un isomorphisme.
Si on note V l'ouvert complémentaire de X’ dans X et j: V — X linjection
canonique, le foncteur j* commute aux limites projectives, car il admet un adjoint
a gauche. On en conclut que

jlim (F ©oy (Ox/ 7)) =0,

et par suite que u est un isomorphisme.
Il est immédiat que pour tout ouvert U C X, on a

(ZFIU);wnxy = (Fx)|(UNX").

Par passage a la limite projective, il est clair que (Ox ), x+ est un faisceau
d’anneaux, et que .7, x/ peut étre considéré comme un (Ox ), x-module. En outre,
comme il existe une base de la topologie de X’ formée d’ouverts quasi-compacts, on
peut considérer (Ox),x (resp. .#,x/) comme un faisceau d’anneaux topologiques
(resp. de groupes topologiques) limite projective des faisceaux d’anneaux (resp. de
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groupes) pseudo-discrets U™1(Ox/_#™) (resp. U~ H.F Qoy (Ox/ M), et F/x/
devient alors un (O ),x/-module topologique ([28] 0.3.9.1 et 0.3.9.2). Pour tout
ouvert quasi-compact U de X, T'(U N X', (Ox),x+) (resp. T'(U N X', .7 /x/)) est
alors limite projective des anneaux (resp. groupes) discrets I'(U, Ox /_#™) (resp.
LU, %] 7" F)).

On voit aussitot que #,x est un foncteur additif de la catégorie des Ox-
modules quasi-cohérents, & valeurs dans la catégorie des (0x),x/-modules topo-
logiques.

On appelle complété de X le long de X' et on note X ,x, ou X (si aucune
confusion n’est a craindre) l'espace topologiquement annelé (X', (0x),x/).

Proposition 2.5.2. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X, défini
par un idéal quasi-cohérent de type fini ¢ de Ox. Alors :

(1) X = X/ x: est un schéma formel adique; J,x: est un idéal de définition
de type fini de )? on a des isomorphismes canoniques Og/ #/x ~ Ox,
(JI"))xr =~ //X' )" (n>1) et //X’/f/zxf ~ (7] X

(i) Si X = Spec(A) est un schéma affine, 7 = J, ou J est un idéal de type fini
de A, X s’identifie canoniquement Spf(A\), o A est le séparé complété de
A pour la topologie J-préadique.

(iii) Si F est un Ox-module quasi-cohérent de type fini, alors pour tout entier
n > 1, on a des isomorphismes canoniques //&,ﬁ/x, ~ (JI"F)/x et
F o] J Ty = (F] JrF)X.

(iv) Si o est un idéal quasi-cohérent de type fini de Ox, contenant localement
une puissance de ¢, alors o/yx: est un idéal ouvert de type fini de X, et
(@) x:)™ = (™), x: pour tout entier m > 1.
(i) Cela résulte immeédiatement de 2.1.36.
(ii) En effet, si J désigne le separe complété de J pour la topologie J-

préadique, alors A est un anneau J-adique tel que A/J" = A/J™ (1.8.7), d’o
la conclusion.

(iii) Comme la suite canonique
0= (J"F)xr = Fyx0 = (F[ J"F)X =0

est exacte, il suffit de montrer que //”X,ﬂ/xl ~ (JI"F),x: La question étant

locale, on peut se borner au cas affine envisagé dans (ii). On a alors .F = M, ol
M est un A-module de type fini. Il résulte de 2.5.1 et 1.8.7 que, pour tout f € A,

(D) N X, (F"F) ) = (T"M) gy = " Mgy = T'T(D() N X', Fx0).

Comme J"(F,x+) est associé au préfaisceau U — J"I'(U, %, x/) et que les ouverts
D(f)NX’ forment une base de la topologie de X', on en déduit que (_#".%),x =
J™(Fx). Remplagant .7 par Ox, on obtient que //”X, =J"0% (2.1.11), d'ou
notre assertion.
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(iv) Les questions étant locales, on peut se borner au cas affine envisagé dans
(ii). On a alors & = @, ou a est un idéal de type fini de A, ouvert pour la topologie
J-préadique. Soient a (resp. J ) le séparé complété de a (resp. J) pour la topologle
J-préadique. D’apres 1.8.7, a est un idéal ouvert de type fini de A tel que a = aAd
et a/J”a = a/J"a. On en déduit facilement que o7, x, = a?, et par suite que
yxr = a0 en vertu 2.1.13, d’ott la conclusion.

2.5.3. Reprenons les notations et hypothéses de 2.5.1. On a un homomorphisme
canonique de faisceaux d’anneaux ¢: Ox — V.((0x),x:) = lim (Ox/_#"). On
désigne par ix le morphisme, dit canonique, (¥, 6): X,x» — X d’espaces anne-
lés. Pour tout &x-module quasi-cohérent %, on a un homomorphisme canonique
fonctoriel v: . — W, (F,x/) de Ox-modules.

2.5.4. Soient X', X" deux sous-schémas fermés d’un schéma X, définis par deux
idéaux quasi-cohérents #', #" de Ox. Supposons que pour tout ouvert affine
U de X, il existe un entier m > 0 tel que (Z'|U)™ C #"|U et (Z"|U)™ C
Z'|U. Dans ces conditions, pour tout &'x-module quasi-cohérent .7, les faisceaux
de groupes topologiques # /x €t F /xv sont canoniquement isomorphes. Cette
condition sur X’ et X” implique que ces deux sous-schémas ont méme espace
sous-jacent, et ces deux conditions sont équivalentes si les deux idéaux 7' et 7"
sont de type fini ([28] 6.8.4).

Proposition 2.5.5. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X, défini
par un idéal quasi-cohérent de type fini ¢ de Ox, X = X,x/ le schéma formel

complété de X le long de X', i: X = X le morphisme canonique d’espaces annelés
(2.5.3). Supposons la paire (X, X') quasi-idyllique (1.12.21). Alors :

(i) Pour toute suite exacte de Ox-modules quasi-cohérents 0 — F' — F —
F" — 0 telle que .F soit de type fini, la suite de Og-modules 0 — ﬁ;x/ —
Fixr — //’X, — 0 est exacte.

(ii) Pour tout Ox-module quasi-cohérent de type fini F, ’homomorphisme cano-
nique v*: i* (F) — Fx: est un isomorphisme ; en particulier, F,x: est un
O%-module de type fini.

(i) I1 suffit de montrer que si U = Spec(B) est un ouvert affine de X, la suite
0-TUNX,F)x)»TUNX",F/x) = T(UNX",F) =0

est exacte. On a alors Z|U = M, F'NU = M, F'U = M", ot M, M', M"
sont trois B-modules tels que M soit de type fini et que la suite 0 — M’ —
M — M" — 0 soit exacte. Soit K l'idéal de B tel que #|U = K. Par définition,

rnunx',z /x1) = M est le séparé complété de M pour la topologie K-préadique,
et de méme I'(U N X',.7) ) = M et FrUNX,7/x) = M""; notre assertion
résulte alors de 1.8.26(1) et 1.12.16(i).
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(ii) Il suffit évidemment de montrer la premiére assertion. La question étant
locale, on peut se borner au cas ot X = Spec(B) est affine, ¢ = K et K est un
idéal de B. Supposons d’abord que .% = M7 olt M est un B-module de présentation
finie. On a alors une suite exacte de B-modules B? — B? — M — 0, qui induit,
en vertu de (i), un diagramme commutatif & lignes exactes

i*(0%) —=i*(0%) i*(M) 0
l,yﬁ l,yﬁ \L,yﬁ
P q T

Il résulte aussitot des définitions que *: i*(Ox) — € ' est I'identité, ce qui en-
traine l'assertion. .

Supposons ensuite que % = M, ou M est un B-module de type fini, et
posons N = Mg or (1.8.30). En vertu de (i), on a un diagramme commutatif a
lignes exactes

i*(N) — i*(M) — i*(M/N)~) —=0

[

D’aprés 1.12.16(iii), M/N est un B-module de présentation finie, et K"N = 0
pour un entier n > 0. Par suite o/ et o sont des isomorphismes ; donc « est un
isomorphisme.

Corollaire 2.5.6. Sous les hypothéses de (2.5.5), si Z et 4 sont des Ox-modules
quasi-cohérents de type fini, il existe un isomorphisme canonique

(y/xl) ®(ﬁx)/x/ (g/X’) ~ (ﬁ Reox g)/xr. (2561)

Proposition 2.5.7. Soient X un schéma quasi-compact, X' un sous-schéma fermé
de X, défini par un idéal quasi-cohérent de type fini ¢ de Ox, X = X,x: le
schéma formel complété de X le long de X'. Supposons la paire (X, X') quasi-
idyllique (1.12.21). Pour qu’un idéal o/ de O soit ouvert de type fini, il faut et
il suffit qu’il soit le complété le long de X' d’un idéal quasi-cohérent de type fini
€ de Ox contenant une puissance de ¢ . De plus, € est uniquement déterminé

par o .

Si ¢ est un idéal quasi-cohérent de type fini de Ox contenant une puissance
de #, alors €)x/ est un idéal ouvert de type fini de X en vertu de 2.5.2(iv).
Inversement, soit ./ un idéal ouvert de type fini de X. Quitte & remplacer ¢
par une puissance, on peut supposer Z,x: C <. Le quotient @7/ ¢, x s’identifie
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a un idéal quasi-cohérent de type fini de 05/ 7,x» = Ox/ (2.5.2). Notons ¢
I'image réciproque de <7/ _#,x, dans Ox, qui est un idéal quasi-cohérent de type
fini de Ox contenant ¢ . Pour tout entier n > 1, compte tenu des isomorphismes

O /(Iyx)" = (Ox] F)X" et Zyx/(Fyx)" = (F] )X (2.5.2), on a
A Jyx )" = (€] )X

Comme . est un idéal ouvert de X , il est isomorphe a la limite projective des
A [( Zx)". On en déduit que 'on a &/ = €)x:. Si €’ est un autre idéal quasi-
cohérent de type fini de Ox contenant #" (n > 1) tel que &/ = ‘@’X,, alors
(€] 7m)|X" = (€' #™)| X" envertude 2.5.5(i). Par suiteona ¢/ #" =%¢"/ 7" ;
dou ¥ =%".

Proposition 2.5.8. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X, X =
X/ x: le schéma formel complété de X le long de X', F un Ox-module quasi-
cohérent de type fini. Supposons la paire (X, X') quasi-idyllique (1.12.21). Alors,
le noyau de ’homomorphisme

F(X, g) — F(X/,Q/X/)
déduit de F — Fx/, est formé des sections nulles sur un voisinage de X'.

Il résulte de la définition de .#,x, que I'image canonique d’une telle section
est nulle. Réciproquement, si s € I'(X,.%) a une image nulle dans I'(X', #,x/), il
suffit de voir que tout x € X’ admet un voisinage dans X dans lequel s est nulle,
et on peut donc se ramener au cas ou X = Spec(B) est affine, X' = V(K), ou K
est un idéal de type fini de B, et &% = ]\Z ou M est un B-module de type fini.
Alors I'(X',.7x+) est le séparé complété M de M pour la topologie K-préadique,
et 'homomorphisme I'(X,.#) — T'(X',.#,x/) est 'homomorphisme canonique
M — M. Le noyau de cet homomorphisme est formé de sections z € M annulée
par un élément de 1 + K (1.8.27, 1.8.25.4 et 1.12.14(i)). On a donc (1 + f)s =0
pour un f € K ; pour tout € X', on en déduit (1, + f)s, = 0, et comme 1+ f,
est inversible dans &, on a s, = 0, ce qui démontre la proposition.

Corollaire 2.5.9. Sous les hypothéses de (2.5.8), le support de F,x: est égal a
Supp(Z#) N X'.

En effet, comme .#,x/ est un &g-module de type fini (2.5.5), son support
est fermé (|28] 0.5.2.2), et le corollaire résulte alors de 2.5.8.

2.5.10. Soient f: X — Y un morphisme de schémas, X’ (resp. Y’) un sous-
schéma fermé de X (resp. Y'), défini par un idéal quasi-cohérent de type fini _#
(resp. &) de Ox (resp. Oy),i: X' — X et j: Y' — Y les injections canoniques.
Supposons que f o1 soit majoré par j; il revient au méme de dire que f*(#)0Ox C
Z. On a donc pour tout entier n > 0, f*(F™)0x C _#™; par suite, si on
pose X,, = (X', (Ox/ 7" ™H|X') et Y, = (Y, (Oy /" TH)|Y’), on déduit de f
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un morphisme f,: X,, — Y, et il est immédiat que les f,, forment un systéme
inductif. Nous désignons sa limite par f: X,x+ — Y,y et nous dirons que f est
le prolongement de f aur complétés de X et Y le long de X' et Y'. 1l résulte
aussitot de la définition précédente que f est un morphisme de schémas formels
et le diagramme de morphismes d’espaces annelés

X)x —L = V)y (2.5.10.1)
ixl liy
x—L vy

est commutatif. On a f*(%//y/)ﬁx/x, C JZ/xr,et fn: Xy — Y, est le morphisme
déduit de f, en vertu de 2.2.2 et 2.5.2(i). Si en outre ¢ = f*(#)O0x, alors
I xr = f*(%y,)ﬁx/x,, et f est un morphisme adique en vertu de 2.2.6.

Proposition 2.5.11. Les hypothéses étant celles de (2.5.10), supposons de plus les
paires (X, X') et (Y,Y') quasi-idylliques (1.12.21). Alors, pour tout Oy -module
quasi-cohérent de type fini 94, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de
O -modules

(F(D)xr = [ Gy).

En effet, en vertu de 2.5.5(ii), (f*(¥)),x- s’identifie ai% (f*(¥)) et f* (“Gyr)a
F*(i%9) ; 1a proposition résulte alors de la commutativité du diagramme (2.5.10.1).

2.6 Schémas formels idylliques

2.6.1. On dit qu'un schéma formel affine est globalement idyllique (resp. globa-
lement quasi-idyllique, resp. globalement idyllique rig-pur) s’il est isomorphe & un
spectre formel Spf(A), ou A est un anneau idyllique (resp. quasi-idyllique , resp.
idyllique rig-pur) (1.10.1 et 1.8.30.1).

Définition 2.6.2. On dit qu'un schéma formel est idyllique (resp. quasi-idyllique,
resp. idyllique rig-pur) s’il est adique et si tout point admet un voisinage ouvert
formel affine globalement idyllique (resp. globalement quasi-idyllique, resp. globa-
lement idyllique rig-pur).

On peut faire les remarques suivantes :
2.6.2.1. La notion de schéma formel quasi-idyllique est secondaire.
2.6.2.2. Un schéma formel localement noethérien est idyllique (2.1.28).

2.6.2.3. Un schéma formel affine idyllique (resp. quasi-idyllique, resp. idyllique
rig-pur) n’est pas nécessairement globalement idyllique (resp. globalement quasi-
idyllique, resp. globalement idyllique rig-pur). On signale toutefois les énoncés
2.6.3, 2.6.12 et 2.10.15.
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Proposition 2.6.3. Soient ) un schéma formel affine globalement quasi-idyllique,
X un Y-schéma formel localement de type fini. Alors pour tout ouvert formel affine
U de X, I'(U, Ox) est un anneau quasi-idyllique.

Cela est mentionné a titre de rappel (2.3.12).

Corollaire 2.6.4. Un schéma formel localement de type fini sur un schéma formel
quasi-idyllique est quasi-idyllique.

Corollaire 2.6.5. Si X est un schéma formel quasi-idyllique, les ouverts formels
affines globalement quasi-idylliques forment une base de la topologie de X.

Proposition 2.6.6. Soient X un schéma formel quasi-idyllique, ¢ un idéal de défi-
nition de X. Alors l’espace topologique sous-jacent a X est localement noethérien ;
en particulier, le schéma usuel (X, Ox/_#) est quasi-sépare.

11 suffit d’établir la premiére assertion ([28] 6.1.13). La question étant locale,
on peut clairement se borner au cas ou X = Spf(A) est formel affine et A est topo-
logiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif R. Soient m I'idéal maximal de
R, t un élément non nul de m. Les schémas affines Spec(A/tA) et Spec(A/mA) ont
méme espace topologique sous-jacent. Comme A/tA est une algébre de type finie
sur R/tR, A/mA est une algébre de type finie sur R/m; elle est donc noethérienne,
d’ou la conclusion.

Corollaire 2.6.7. Soit f: X — ) un morphisme adique de schémas formels adiques.
Alors :

(i) Si X est quasi-idyllique, f est quasi-séparé.
(if) Si X est quasi-compact et Q) est quasi-idyllique, f est quasi-compact.

Cela résulte de 2.3.2, 2.6.6 et ([28] 6.1.10).

Corollaire 2.6.8. Soient 3 un schéma formel quasi-idyllique, f: X — 9, g: D — 3
deux morphismes de schémas formels tels que g soit localement de type fini et que
go f soit de présentation finie. Alors f est de présentation finie.

En effet, X est quasi-idyllique (2.6.4) et f est localement de présentation
finie (2.3.18). Il résulte alors de 2.6.7(i) que f est quasi-séparé, et de 2.6.6 et ([28]
6.1.5(v)) que f est quasi-compact.

Proposition 2.6.9. Soient X un schéma formel quasi-idyllique, x un point de X,
O, la fibre de Ox en x. Alors :

(i) Soient U = Spf(A) un wvoisinage ouvert formel affine globalement quasi-
idyllique de x dans X, p l’idéal premier ouvert de A correspondant a x. Alors
O, est fidéelement plat sur A,.

(ii) Soient y une spécialisation de x dans X, 0, Uanneau local de Ox en y. Alors
I’homomorphisme canonique Oy — O, est plat.
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Posons S = A—p, de sorte que 0, = Aygy (1.8.12). La proposition (i) résulte
alors de 1.12.7. Pour établir (ii), il suffit de montrer que, pour tout idéal de type
fini I de &,, 'homomorphisme canonique o: I ®¢, O, — O, est injectif ([12]
chap. I §2.3 rem. 1). En vertu de 2.6.5, il existe un voisinage ouvert formel affine
globalement quasi-idyllique U = Spf(A) de y dans X et un idéal de type fini a de
Atels que I = aly. Ona Il =a®4 0, d’aprés (i); donc o s’identifie & la fléche
canonique a ® 4 O, — O, qui est injective en vertu de (i).

Proposition 2.6.10. Si X est un schéma formel quasi-idyllique et quasi-compact, le
foncteur sur le topos de Zariski de X défini par F +— F(X), commute auz limites
inductives filtrantes.

C’est un cas particulier élémentaire de ([1] VI 5.3). Rappelons la preuve.
Soit (F;);er un systéme inductif filtrant de faisceaux de Zariski sur X. Sa limite
inductive dans la catégorie des préfaisceaux de Zariski est représentable et se
calcule terme & terme. En vertu de 2.6.6, toute famille couvrante du site de Zariski
de X admet une sous-famille couvrante finie. Il en résulte aussitét que le préfaisceau
limite inductive de (F;);cr est un faisceau ([1] I 2.8.1).

Proposition 2.6.11. Soient ) un schéma formel affine globalement quasi-idyllique,
f: X — 92 un morphisme de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est localement de présentation finie.

(ii) Pour tout ouvert formel affine U de X, Uanneau admissible T'(U, Ox) est
topologiquement de présentation finie sur I'(Q), Oy).

(iii) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert formel affine U de x tel que
Uanneau admissible T'(U, Ox) soit topologiquement de présentation finie sur

F(@7ﬁg)).

En effet, en vertu de 2.3.17, 2.2.8 et 1.10.4, (i) implique (ii) et (iii) entraine
(i); et il est clair que (ii) implique (iii).

Corollaire 2.6.12. Soient ) un schéma formel affine globalement idyllique, f: X —
) un morphisme localement de présentation finie. Alors pour tout ouvert formel
affine U de X, T'(U, Ox) est un anneau idyllique.

Cela résulte de 2.6.11 et 1.10.8.

Corollaire 2.6.13. Un schéma formel localement de présentation finie sur un
schéma formel idyllique est idyllique.

Corollaire 2.6.14. Si X est un schéma formel idyllique (resp. idyllique rig-pur),
l’espace topologiquement annelé induit sur tout ouvert de X est encore un schéma
formel idyllique (resp. idyllique rig-pur).

Cela résulte de 2.6.13 et 1.12.6.
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Corollaire 2.6.15. Si X est un schéma formel idyllique (resp. idyllique rig-pur),
les ouverts formels affines globalement idylliques (resp. globalement idylliques rig-
purs) forment une base de la topologie de X.

Proposition 2.6.16. Soient X un schéma formel idyllique rig-pur, Y un schéma
formel quasi-idyllique, f: X — ) un morphisme localement de type fini (resp. de
type fini). Alors f est localement de présentation finie (resp. de présentation finie).

1l suffit, d’aprés 2.6.7, de montrer la premiére proposition : si f est localement
de type fini, il est localement de présentation finie. La question étant locale sur X
et sur 9 (2.3.17), on peut se borner au cas ot X = Spf(A) et P = Spf(B) sont
formels affines, A est idyllique rig-pur (2.6.15), B est quasi-idyllique et f est associé
4 un homomorphisme topologiquement de type fini ¢: B — A (2.3.12). L’assertion
est évidente si B est noethérien (1.8.17). Supposons B topologiquement de type
fini sur un anneau 1-valuatif R. Comme A est topologiquement de type fini sur
R (1.8.21) et rig-pur, donc R-plat (1.9.12), il est topologiquement de présentation
finie sur R (1.9.16). On en déduit que f est localement de présentation finie, en
vertu de 2.3.18(iii).

Définition 2.6.17. Soient X un schéma, X’ un sous-schéma fermé de X. On dit
que la paire (X, X') est idyllique si elle vérifie 'une des conditions suivantes :

(a) X est localement noethérien.

(b) X est localement de présentation finie sur un anneau idyllique A, et X' est
défini par un idéal de Ox de la forme JOx, ou J est un idéal de définition
de type fini de A.

Proposition 2.6.18. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X, X =
X/ x+ le schéma formel complété de X le long de X'. Supposons la paire (X, X")
idyllique. Alors :
(i) Le schéma formel X est wdyllique. Si, de plus, Uouvert X — X' est schémati-
quement dense dans X, X est Tig-pur.
(ii) Pour tout ouvert affine U de X, T'(U,Ox) est un anneau universellement
cohérent (1.4.1); en particulier Ox est un faisceau cohérent d’anneaus.

(i) Reprenons les notations de 2.6.17. Dans le cas (a), X est localement
noethérien ([28] 10.8.4). Dans le cas (b), X est localement de présentation finie
sur Spf(A) (2.5.10), donc idyllique en vertu de 2.6.13. La seconde assertion résulte
de 1.8.30.2 et 1.12.17.

(ii) Cela résulte de 1.12.15 et 1.4.2.

Corollaire 2.6.19. Sous les hypothéses de (2.6.18), le morphisme canonique d’es-
paces annelés i : X — X (2.5.3) est plat.

Notons d’abord que pour tout ouvert U de X, la paire (U, X'NU) est idyllique,
et le schéma formel complété de U le long de X' N U s’identifie au schéma formel
induit par X,x sur I'ouvert U N X’. En vertu de 1.3.17, comme Ox est cohérent
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(2.6.18), il suffit alors de montrer que le foncteur % — i*(.%) est exact sur la
catégorie des Ox-modules cohérents, ce qui résulte de 2.5.5.

Corollaire 2.6.20. Sous les hypothéses de (2.6.18), si F et 4 sont des Ox -modules
cohérents, 1l existe un isomorphisme canonique

(Home (F, D)) x = Homoy, (F)xF)x0). (2.6.20.1)

Cela résulte en effet de 1.3.5, 2.5.5, 2.6.19 et ([28] 0.5.7.6).

Corollaire 2.6.21. Les hypothéses étant celles de (2.6.18), soit de plus u: F — &
un homomorphisme de Ox-modules cohérents. Pour que u,x:: F;x» — 9)x soit
nul, il faut et il suffit que u soit nul dans un voisinage de X'.

D’aprés 2.5.5(ii), u/x- s’identifie & i*(u). Donc si on considére u comme une
section au-dessus de X du faisceau 7 = Home, (F,9), u x/ est la section
de i*(H’) = H)x, au-dessus de X' qui lui correspond (2.6.20.1). 11 suffit alors
d’appliquer 2.5.8.

Corollaire 2.6.22. Les hypothéses étant celles de (2.6.18), soit de plus u: F — &
un homomorphisme de Ox-modules cohérents. Pour que u,x: soit un monomor-
phisme (resp. un épimorphisme), il faut et il suffit que u soit un monomorphisme
(resp. un épimorphisme) dans un voisinage de X'.

Soient A" et £ le noyau et le conoyau de u, de sorte qu’on a la suite exacte
0— N 7Ly D P 0,

et donc (2.5.5(1)) la suite exacte

v / u ’ w ’
0—></I//X/ ﬁ)ﬁ/){/ ﬁ}g/x/ ﬁ) QZ/X/ —)0,

Si u/x+ est un monomorphisme (resp. un épimorphisme), on a v,x, = 0 (resp.
wyxr = 0); donc il y a un voisinage de X’ dans lequel v = 0 (resp. w = 0) en
vertu de 2.6.21.

Proposition 2.6.23. Soient X un schéma cohérent, X' un sous-schéma fermé de
X, U lVouvert X — X’ de X. Supposons la paire (X, X') idyllique.
(i) Pour tout Oy-module cohérent F, il existe un Ox-module cohérent F' tel

que F'\U = Z.

(ii) Pour toute Oy-algébre cohérente B, il existe une Ox-algébre cohérente B’
telle que #'|U = A.

(iii) Pour tout U-schéma fini V, il existe un X-schéma fini et de présentation
finie Y tel que Y x x U soit U-isomorphe a V.

On notera que le schéma U est noethérien.
(i) D’apres ([28] 6.9.11), il existe un Ox-module de présentation finie .Z’ tel
que F'|U = Z, et il est cohérent en vertu de 2.6.18(ii).
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(ii) Notons ¢: X; — X léclatement de X’ dans X, qui est un morphisme
propre de présentation finie d’aprés 1.13.3(ii). Supposons qu’il existe une Ox,-
algebre cohérente % telle que %11 (U) = ¢3;(B); alors B' = ¢.(%1) est une
Ox-algébre cohérente en vertu de 1.4.8 et 2.6.18(ii), qui répond a la question. On
se réduit ainsi au cas ot X’ est défini par un idéal inversible # de Ox, qui est
de plus cohérent d’apres 2.6.18(ii). Soit (V;)ier un recouvrement fini de X par des
ouverts affines tels que, pour tout ¢ € I, J; = I'(V;, _#) soit un idéal principal de
A; =T(V;,0x); posons B; = T'(V; N U, %). D’apres (i), il existe un &x-module
cohérent F tel que F|U = Z. On a F|V; = ]\Z, ou M; est A;-module cohérent
(1.4.3). Quitte & remplacer .# par #".% (n > 0), on peut supposer que, pour
tout ¢ € I, M; est engendré par un nombre fini de sections de B; entiéres sur A;.
Notons j: U — X linjection canonique (qui est quasi-compacte), ¢: F — j.(A)
I’homomorphisme d’adjonction et %’ la sous-Ox-algebre de j,.(%) engendrée par
L(.F). Alors B’ est une Ox-algébre quasi-cohérente ([28] 6.7.1) telle que #'|U = A.
Montrons que %’ est cohérente. La question étant locale, on peut se borner au
cas ou X est I'un des V;. Soient x1,...,z, des sections de B; entiéres sur A;, qui
engendrent le A;-module M;. Notons B} la sous-A;-algébre de B; engendrée par
les ;. Il est clair que B est une A;-algébre finie et que I'on a #'|V; = E; Comme
B! est J-pure, elle est de présentation finie sur A; en vertu de 1.12.16(ii).

(iii) Cela résulte de (ii) et ([28] 6.2.10).

Remarque 2.6.24. On peut donner une démonstration légérement différente de
2.6.23(ii). En effet, d’apres 1.12.24, il existe un morphisme propre de présentation
finie f: Z — X tel que Z x x U soit U-isomorphe a V' = Spec(Z). 1l résulte alors
de 1.4.8 et 2.6.18(ii) que f.(0z) est une Ox-algébre cohérente, qui répond a la
question.

Corollaire 2.6.25. Soient (A,J) un couple hensélien idyllique (1.15.17), S =
Spec(A), U louvert S — V(J) de S, X un S-schéma de présentation finie, V =
X xsgU, W un V-schéma fini. Alors il existe un X -schéma fini et de présentation
finie Y tel que Y xg U soit V-isomorphe a W.

Si A est noethérien, la proposition est un cas particulier de 2.6.23(iii). On peut
donc se borner au cas ot il existe un anneau idyllique Ag, un idéal de définition de
type fini I et une Ag-algébre de présentation finie A; tels que A soit le hensélisé
I-préadique de Ay et J = IA (1.15.17). Posons Sy = Spec(A4y), S1 = Spec(A1),
et soient Uy 'ouvert So — V(I) de Sy, Uy = S1 X g, Up. Par descente ([31] 8.8.2 et
8.10.5), quitte a remplacer A; par un voisinage étale élémentaire de 14; (1.15.2),
on peut supposer qu’il existe un Si-schéma de présentation finie X et si I’on pose
Vi = X1 X5, Uy, un Vi-schéma fini W; tels que X soit S-isomorphe & X; xg, S
et que W soit V-isomorphe & Wy xg, U. En vertu de 2.6.23(iii), il existe un X;-
schéma fini et de présentation finie Y; tel que Y71 x x, Vi soit Vi-isomorphe a Wj.
Le X-schéma Y =Y; xx, X répond a la question.
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2.7 Modules cohérents sur les schémas formels affines
globalement idylliques

2.7.1. Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau préadique complet et séparé,
J un idéal de définition de A, X = Spec(A), X = Spf(A4). Si X’ = Spec(A/J) est le
sous-schéma fermé de X défini par J. , il résulte des définitions que X est identique &
X x. Pour tout A-module M, MA = (M)/X/ est donc un Ox-module. En outre, si
w: M — N est un homomorphisme de A-modules, il lui correspond naturellement
un homomorphisme continu de &x-modules u®: M — N4, On définit ainsi un
foncteur additif

M — MA (2.7.1.1)

de la catégorie des A-modules dans celle des Ox-modules. Cette définition ne
dépend pas de l'idéal de définition J choisi (2.5.4).

Soit K un idéal ouvert de A. Comme A est un anneau préadique, les (J"K)
forment un systéme fondamental d’idéaux de définition de A. Le @x-module K2,
suivant la définition précédente, est donc égal a l'idéal de Ox déja désigné par
cette notation dans (2.1.8).

Théoréme 2.7.2. Soit A un anneau idylliqgue. Alors le foncteur (2.7.1.1) est une
équivalence de catégories, de la catégorie des A-modules cohérents sur celle des
O'x-modules cohérents.

On établit en premier lieu la proposition suivante :

Proposition 2.7.2.1. Soit A un anneau idyllique.

(i) Pour tout A-module de type fini M, on a un isomorphisme canonique fonc-
toriel
L(x,M>) 5 M. (2.7.2.2)

(ii) Pour toute suite exacte de A-modules 0 — M’ — M — M" — 0 telle que M
soit de type fini, la suite de Ox-modules 0 — M'™ — M*> — M"» — 0 est
exacte.

Par définition, T'(X, M2) est le séparé complété de M pour la topologie J-
adique ; mais comme A est idyllique et M de type fini, M est complet et séparé
en vertu de 1.10.2, ce qui prouve (i). La proposition (ii) résulte de 2.5.5(i).

Montrons ensuite que, dans la catégorie des A-modules cohérents, le foncteur
(2.7.1.1) est pleinement fidéle ; cela résulte de la proposition suivante :

Proposition 2.7.2.3. Soient A un anneau idylligue, M, N deuxr A-modules cohé-
rents. Alors il existe des isomorphismes canoniques fonctoriels

(M ®a N)2
(Homy4 (M, N))A

M2 ®4, N*, (2.7.2.4)
Home, (M>,N?). (2.7.2.5)

~

—
~

—
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A

De plus, Uapplication u +— u= est un isomorphisme fonctoriel

Hom (M, N) — Homg, (M*, N2). (2.7.2.6)

Les isomorphismes (2.7.2.4) et (2.7.2.5) sont des cas particuliers de (2.5.6.1) et
(2.6.20.1). Comme Hom 4 (M, N) est un A-module cohérent, on peut lui appliquer
(2.7.2.2), qui I'identifie & T'(X, (Hom4 (M, N))%), et utiliser (2.7.2.5), qui prouve
que (2.7.2.6) est un isomorphisme.

Proposition 2.7.2.7. Si A est un anneau idyllique, Ox est un faisceau cohérent
d’anneau.

Comme pour tout f € A, Ay est un anneau idyllique (2.6.12), on est ramené
a prouver que le noyau de tout homomorphisme v: 0% — Ox est un Ox-module
de type fini. On a alors v = u®, ot u est un A-homomorphisme A” — A (2.7.2.6).
Le noyau N de u est cohérent (1.10.3). On conclut de 2.7.2.1(ii) que le noyau de
v est isomorphe & N2, et qu’il est de type fini.
2.7.2.8. Les notations et hypothéses étant celles de 2.7.1, supposons de plus que
J soit de type fini. Posons ¢ = J& A, = A/J""! et X,, = Spec(A,) =
(X,0x/ 7™ ") pour n > 0 (2.1.11). Soit U, le morphisme de schémas X, — X,
correspondant & ’homomorphisme canonique A,, — A,,, pour m < n. Pour achever
la démonstration de 2.7.2, il reste a établir la proposition suivante :

Proposition 2.7.2.9. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
fini de A, F un Ox-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est un Ox-module cohérent.
(ii) Z est isomorphe & une limite projective (2.1.38) d’une suite (%) de Ox, -
modules cohérents tels que u,, (Fn) = Fm pour m < n.
(iil) 1l existe un A-module cohérent M tel que F soit isomorphe @ M*.

Le systéme projectif (Fy,) est alors isomorphe au systéme des .F ¢, Ox,, .

Montrons d’abord que (iii) implique (i) : en effet, on a une suite exacte
AP — A - M — 0 de A-modules, d’ou l'on déduit (2.7.2.1) la suite exacte
0% — 0% — M*» — 0; donc M* est un Ox-module cohérent en vertu de 2.7.2.7.

Montrons ensuite que (i) implique (ii). Comme &% est un faisceau d’anneaux
cohérents (2.7.2.7) et que #Z"F! = (J"F1)A est un idéal de type fini, donc cohé-
rent, %, = .Z®g, Ox, est un Ox-module cohérent (1.3.5), et donc un Ox, -module
cohérent (1.3.6). Montrons que ’homomorphisme canonique w: % — h;n T est

bijectif. La question étant locale, remplagant A par Ay, (2.6.12), on peut se borner
au cas ou .# est conoyau d’un homomorphisme 0% — 0% ; cet homomorphisme
est de la forme v2, ot v est un homomorphisme A? — A? de A-modules (2.7.2.6).
Si on note N le conoyau de v, on a .F ~ N en vertu de 2.7.2.1(ii). Il résulte alors
de 2.5.2(iii) et des définitions que w est un isomorphisme.

Montrons enfin que (ii) implique (iii). Il résulte des hypothéses que %, = Mn,
ou M, est un A,-module cohérent (1.4.3), et M,, = M, ® 4, Ay, pour m < n. En



2.7. Modules cohérents sur les schémas formels affines globalement idylliques 157

vertu de 1.10.11, la limite projective M du systéme projectif (M,,) est un A-module
cohérent tel que M,, = M ®4 A, pour tout n > 0. Par suite, .# est isomorphe &
M?A et F ®¢, Ox, est isomorphe a %, = M,, en vertu de 2.5.2(iii).
Proposition 2.7.3. Soient X = Spf(A) un schéma formel affine globalement idyl-
lique, F un Ox-module cohérent, 4 un Ox-module, M =T'(X, %), N =T(X,9).
Alors Uapplication uw — T'(X,u) est un isomorphisme bifonctoriel

Homg, (#,9) = Homu (M, N). (2.7.3.1)

En vertu de 2.7.2 et (2.7.2.2), M est un A-module cohérent et on a F = M2,
On a une suite exacte de A-modules AP — A? — M — 0, d’ou 'on déduit
la suite exacte de Ox-modules 0% — 0% — F — 0 (2.7.2). Appliquant les
foncteurs Homy (—, N) et Homg, (—, %), on obtient un diagramme commutatif a
lignes exactes

0 — Homg, (#,9) — Homg, (0%,9) — Home, (0%, 9)

| X )

0 —> Hom (M, N) —— Hom (A%, N) Hom 4 (AP, N)

ou les morphismes verticaux sont définis par ’évaluation en X. Comme (3 et 7 sont
clairement des isomorphismes, il en est de méme de a.

Proposition 2.7.4. Soient X = Spf(A), Y = Spf(B) deuz schémas formels affines
globalement idylliques, f : X — ) un morphisme, N un B-module de type fini.
Alors, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de Ox-modules

FN®) (N @ A
En effet, il existe des idéaux de définition de type fini J (resp. K) de A (resp.
B) tels que KA C J (2.2.4), et la proposition n’est qu'un cas particulier de 2.5.11.

Corollaire 2.7.5. Sous les hypothéses de (2.7.4), pour tout idéal de type fini b de
B, ona

[1(0%)0x = (64)%.

Soit j: b — B l'injection canonique. Par définition, f*(b2)0%x est I'image de
I'homomorphisme f*(j4): f*(b2) — Ox = f*(Oy), qui s’identifie &

(@12 (beog A~ — A8

d’aprés 2.7.4. 1l résulte de 2.7.2.1 que I'image de (j ® 1) est (bA)2, d'ou la
conclusion.

2.7.6. Soient A un anneau idyllique, M un A-module cohérent, f € A; posons
X = Spf(A) et # = M?. En vertu de 2.5.1 et 1.10.12(iii), on a un isomorphisme
fonctoriel de Agyy-modules topologiques

L(D(f),-F) = Mysy =~ M @4 Agyy. (2.7.6.1)
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Soient x un point de X, p I'idéal premier ouvert de A correspondant. Notons
Oy (resp. %) la fibre de Ox (rvesp. F) en x et k(x) le corps résiduel de &,. On
déduit de (2.7.6.1), par passage a la limite inductive, un isomorphisme fonctoriel

T2 M Qp O (2.7.6.2)
Compte tenu de 1.8.13, ce dernier induit un isomorphisme fonctoriel

Fo @0, K(x) = My [pMy. (2.7.6.3)

2.8 Modules cohérents sur les schémas formels idylliques

Proposition 2.8.1. Si X est un schéma formel idyllique, alors Ox est un faisceau
d’anneaux cohérent

En effet, le fait que Oy soit cohérent étant une question locale, on est ramené
au cas d’un schéma formel affine globalement idyllique, et donc & 2.7.2.7.

Corollaire 2.8.2. Soient X un schéma formel idyllique, </ un idéal de Ox. Pour
que &/ soit un Ox-module cohérent, il faut et il suffit qu’il soit un Ox-module de

type fini.
En effet, tout sous-module de type fini d’un module cohérent est cohérent.

Proposition 2.8.3. Soient X un schéma formel idyllique, </ un idéal cohérent de
Ox. Si o contient un idéal de définition cohérent de X, alors o est un idéal ouvert
cohérent.

En effet, la question étant locale, on peut supposer X formel affine globale-
ment idyllique. La proposition résulte alors de 2.7.2.

Proposition 2.8.4. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X tels que
la paire (X, X') soit idyllique (2.6.17), F un Ox-module cohérent, X = X x: le
schéma formel complété de X le long de X', F,x/ le complété de F le long de
X'. Alors Fx: est un Og-module cohérent.

En effet, la question étant locale, on peut supposer qu’il existe une suite
exacte 0% — 0% — F — 0, ce qui entraine que .#,x, est un Og-module de
présentation finie (2.5.5), et donc cohérent (2.8.1).

Théoréme 2.8.5. Soient X un schéma formel idyllique, # wun idéal de définition
cohérent de X, X, le schéma usuel (X, Ox/ _#™1). On désigne par wmy,: Xp — Xp,
(pour m < n) et un: X, — X les morphismes canoniques. Pour qu’un Ox-module
F soit cohérent, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe & une limite projective
d’une suite (F,), ot Fy est un Ox, -module cohérent, tel que uk, (Fn) = Fm
pour m < n (2.1.38). Le systeme projectif (%) est alors isomorphe au systéme
des u) (F) = .F Qe Ox, .
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En effet, la question étant locale, on est ramené au cas d’un schéma formel
affine globalement idyllique, et le théoréme résulte alors de 2.7.2.9.

Proposition 2.8.6. Sous les hypothéses de (2.8.5), si F et 9 sont deux Ox-modules
cohérents, application 6 — (ur(0)) est un isomorphisme canonique fonctoriel de

(%, Ox)-modules

Homg, (#,%) = lim Home, (Fn,%,). (2.8.6.1)

n

En outre, pour qu’un homomorphisme 0: % — 4 soit un épimorphisme, il
faut et il suffit que ’homomorphisme correspondant 0y = uf(0): Fo — % le soit.

11 résulte aussitot de 2.8.5 que (2.8.6.1) est un isomorphisme. La deuxiéme
proposition étant locale, on est ramené au cas d’un schéma formel affine globale-
ment idyllique X = Spf(A), F = M2, 4 = N2, 0 = u®, ot M et N sont des A-
modules cohérents et  un homomorphisme M — N. Si’on pose ug = u®4(A/J),
alors 6y = (up)™ en vertu de 2.5.2(iii). Comme 6 et u (resp. 6y et ug) sont simul-
tanément surjectifs (2.7.2.1), Passertion résulte de 1.8.5 et 1.10.2(ii).

Corollaire 2.8.7. Les hypothéses étant celles de (2.8.5), soient de plus F, 9 deux
O'x-modules cohérents. Alors il existe des isomorphismes canoniques fonctoriels

F Qo9 = lim (F, @0, %), (2.8.7.1)
Home, (F,9) = lm Home,, (Fn, %) (2.8.7.2)

n

L’isomorphisme (2.8.7.1) résulte de 2.8.5 et 1.3.5. L’isomorphisme (2.8.7.2)
découle de (2.8.6.1) appliqué a des ouverts arbitraires de X.

2.8.8.  On ignore si, lorsque X est un schéma formel adique, le théoréme 2.8.5
s’étend aux Ox-modules de présentation finie. Toutefois, nous signalons le résultat
suivant :

Proposition 2.8.9 ([28] 10.11.10). Soient X un schéma formel adique, ¢ un idéal
de définition de type fini de X, X, le schéma usuel (X,0x/ #""1). On désigne
par Umn: Xm — X, (pour m < n) et uy: X, — X les morphismes canoniques.
Pour qu’un Ox-module & soit localement libre de type fini, il faut et il suffit qu’il
soit limite projective d’une suite (&,), ot &, est un Ox, -module localement libre
de type fini et ul,,(8,) = &n pour m < n. Le systéme projectif &, est alors
isomorphe au systéme des u (&) = & Qo Ox,, -

2.8.10. Le théoréme 2.8.5 montre qu’on peut considérer tout &x-module cohérent
% comme un Ox-module topologique, en le considérant comme limite projective
des faisceaux de groupes pseudo-discrets %, ([28] 0.3.9.1). Il résulte alors de 2.8.6
que tout homomorphisme u: .% — 4 de Ox-modules est automatiquement continu
(28] 0.3.9.2).
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2.8.11. Soient f: X — ) un morphisme de schémas formels idylliques, ¢ un Oy-
module cohérent. Comme f*(¥) est un Ox-module de présentation finie, il est
cohérent (1.3.10 et 2.8.1). Supposons de plus que f soit déployé, c’est a dire qu’il
existe des idéaux de définition cohérents # de X et 7 de Q) tels que f*(#)0x C
J . Posons X, = (X,0x/ "), D0 = (Y, 09/ KX "), 4 = G R¢, Oy, et
soit fn,: X, — 9, le morphisme déduit de f. Compte tenu de (2.2.2.1), on a un
isomorphisme canonique f*(¥) ®g, Ox, =~ f:(¥,). Par suite, il résulte de 2.8.5
que f*(¥) est isomorphe & la limite projective de la suite (f(%,)).

Proposition 2.8.12. Soient X un schéma formel idyllique, .F un Ox-module cohé-
rent, o/ Uannulateur de F dans Ox. Alors o est cohérent, et les supports de F
et de Ox /< sont égaux.

En effet, o/ est le noyau du morphisme canonique Ox — Fome, (F,.F);
il est donc cohérent en vertu de 1.3.5 et 2.8.1. La seconde assertion étant locale,
on peut supposer X = Spf(A) formel affine globalement idyllique et .# = M*, ot
M est un A-module cohérent. On a alors &7 = a®, ol a est I'annulateur de M
dans A, en vertu de 2.7.2. Soit J un idéal de définition de type fini de A. D’aprés
(2.7.6.3) et le lemme de Nakayama, le support de # est celui du module M/JM ;
il est donc égal a V(J + a) ([12] chap. II §4.4 cor. de prop. 18), et de méme pour
Ox /<, d’ou Passertion.

2.8.13. Soient X un schéma formel idyllique, % un Ox-module cohérent, r un
entier > 0. Il existe alors un et un seul idéal cohérent F,.(F#) de 0%, appelé le
r-iéme idéal de Fitting de %, tel que pour tout ouvert formel affine globalement
idyllique U de X, T'(U, F,.(%)) soit le r-iéme idéal de Fitting du I'(U, O )-module
(U, %#) (1.7.2). Cela résulte par recollement a 'aide de 2.7.2 et (2.7.6.1).

Proposition 2.8.14. Soient f: X — ) un morphisme adique de schémas formels
idylliques, B un idéal ouvert cohérent de Q). Alors f*(B)Ox est un idéal ouvert
cohérent de X.

En effet, f*(#)0x est un Ox-module cohérent en vertu de 2.8.11, 2.8.1 et
1.3.4. Le fait qu’il soit ouvert est une question locale sur X et sur 2); on peut
donc supposer que # contient un idéal de définition cohérent de ). L’assertion
recherchée résulte alors de 2.8.3.

Proposition 2.8.15. Soient X un schéma formel idyllique, U un ouwvert de X, ¢ un
idéal de définition cohérent de X, .F un Ox-module cohérent, 4 un sous-(Ox|U)-
module cohérent de F|U tel que (7 .F)|U C 4. Alors, il existe un sous-Ox-module
cohérent G’ de F tel que 9'\U =9 et §.F C 9"

Posons Xg = (X,0x/ %), o = F Qo Ox, €t % = G/((F F)|U), de
sorte que ¥ est un sous-(Ox,|U)-module de %|U. L’espace sous-jacent a Xg
étant localement noethérien (2.6.6), il existe un sous-Ox,-module quasi-cohérent
de type fini ¥4} de % tel que Y|U = %, en vertu de (|28] 6.9.7). Comme %y
est un Ox,-module cohérent (2.8.1 et 1.3.6), il en est de méme de ¥. Par suite
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Y} et Fo/9; sont des Ox-modules cohérents (1.3.6). Le noyau ¢’ du morphisme
composé F — Fy — Fy/9} est un Ox-module cohérent qui répond a la question.

Corollaire 2.8.16. Soient X un schéma formel idyllique, U un ouvert quasi-com-
pact, &/ un idéal ouvert cohérent du schéma formel induit par X sur U. Il existe
alors un idéal ouvert cohérent o7’ de X tel que o'|\U = o .

En effet, comme U est quasi-compact, il existe un idéal de définition cohérent
Z de X tel que (Z|U) C «/. Appliquant 2.8.15 pour .# = Ox et ¥ = &/, on
obtient alors un idéal cohérent <7’ de O tel que &'|U = o/ et ¢ C &/'; donc
/" est un idéal ouvert cohérent de X (2.8.3).

2.8.17. Soient X un schéma formel, ¢ un idéal ouvert de X. Le support de
Ox/ 7 est fermé dans X ([28] 0.5.2.2); on le note V(_#). Lorsque X = Spf(A)
est formel affine, # = J2, ot J est un idéal ouvert de A (2.1.10), et on a alors

V() = V().

Proposition 2.8.18. Soient X un schéma formel adique quasi-compact, ) un sché-
ma formel idyllique quasi-compact, f: X — ) un morphisme adique, &/ un idéal
ouvert de type fini de X, BB un idéal ouvert de 9 tel que f*(B)Ox = 7. Alors, il
existe un idéal ouvert cohérent B’ de ) contenu dans B, tel que f*(B)Ox = o/
et V(#') = V(B) (2.8.17).

Soient U l'ouvert complémentaire de V(#) dans ), ¢ un idéal de défi-
nition cohérent de 9 contenu dans B, 7 = f*(H)0Ox, X0 = (X,0x/ 7),
Vo = (D, Ox/ ), fo: X0 — Yo le morphisme déduit de f. L’espace sous-jacent
a Qo est noethérien (2.6.6), et A/ est un idéal quasi-cohérent de Oy, (2.1.10).
Donc en vertu de ([28] 6.9.7), il existe un sous-0y,-module quasi-cohérent de type
fini .Z de B/ tel que Z|U = Oy, |U. Compte tenu de ([28] 6.9.9), B/ A est li-
mite inductive de ses sous-0y,-modules quasi-cohérents de type fini contenant ..
Un tel sous-module .# est un idéal cohérent de Oy, (2.8.1) tel que V(&) = V(4).
Par ailleurs, on a ¢ C o et f5(#B/H )0x, = «//_#. Comme f; commute aux
limites inductives, on en déduit qu’il existe un idéal cohérent .# de Oy, , contenu
dans B/ , tel que f§(S)O0x, = ] 7 et V(F) = V(H) ([28] 0.5.2.3). Le noyau
2’ du morphisme composé Oy — Oy, — Oy, /S est un idéal ouvert cohérent de
2 (2.8.3), contenu dans A, tel que f*(#')Ox = o et V(HB') = V(B).

Proposition 2.8.19. Soient f: X — P un morphisme fini et de présentation finie de
schémas formels idylliques, F un Ox-module cohérent, & wun idéal de définition
cohérent de ), F = f*(H)Ox, Xn = (X,0x/ 7" ), D = (Y, Oy / #™T),
Fn=F Qpy Oz, (n>0).
(i) Le Oy-module f.(F) est cohérent et, pour tout n > 0, I’homomorphisme
canonique
[«(F) X oy ﬁ@n — fe(Fn)

est bijectif ; en particulier, f.(F) est isomorphe & la limite projective de la
suite (f«(Fn)).
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(ii) Soit g: Y’ — P un morphisme de schémas formels idylliques. On pose
X' =X x99 eton désigne par f': X' — Y’ et ¢': X' — X les projections
canoniques. Alors le morphisme de changement de base

9" (f:(F)) = fuld"(F))
est bijectif.

(i) L’isomorphisme canonique % ~ lim %, (2.8.5) induit un isomorphisme
de Oyp-modules
[(F) = lim .(F).

Le morphisme f,,: X,, — ), déduit de f est fini et de présentation finie. Par suite,
f«(Ox,) est un Oy, -module de présentation finie ([28] 6.2.10), et donc cohérent.
Comme f,, est affine, f.(.%,) est un f.(O%, )-module de présentation finie, et donc
un Oy, -module cohérent (1.3.4). D’autre part, on a f.(F,) @y Oy,, = fo(Fm)
pour tout m < n ([28] 9.3.2). Donc la proposition résulte de 2.8.5.

(ii) Notons d’abord que f est fini et de présentation finie (2.3.19 et 2.3.26),
et X' est idyllique (2.6.13). La question étant locale sur 2 et sur ', on peut se
borner au cas ou g est déployé (2.2.4). La proposition résulte alors de (i) et de
lassertion correspondante pour les schémas usuels ([28] 9.3.2) a I'aide de 2.2.15 et
2.8.11.

Corollaire 2.8.20. Soient . un schéma formel idyllique, f: X — . un morphisme
fini et de présentation finie, g: 3 — . un morphisme adique. Alors on a une
bijection canonique

Hom »(9),X) = Home,,_a1g(f«(Ox), g (Op)). (2.8.20.1)
Soient .# un idéal de définition cohérent de ¥, 7 = f*(S)0x, X =
9 (IO, S = (S, 05 ]I, Xy = (X, 0%/ F") et Dy = (Y, O /X",

On a un isomorphisme canonique de & »-algébres
9+(Oy) =~ %El 9:(0y,,)
qui induit, en vertu de 2.8.19(i), une bijection

Home,a1g(f+(Ox), 9:(O)) = lim Home, a1g(f+(O%,),9+(0,.))-

n

D’autre part, X,, étant un .#,-schéma affine (2.3.5), 'application canonique

Homyn (g)na %n) - Homﬁy"—Alg(f*(ﬁxn)7 g*(ﬁz)n))

est bijective ([28] 9.1.5). Le corollaire s’ensuit en vertu de 2.2.14.
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2.9 Sous-schémas des schémas formels idylliques

Proposition 2.9.1. Soient X un schéma formel idyllique, <7 un idéal cohérent de
Ox, ) le support (fermé) de Ox/of, ¥: Y — X Uinjection canonique.

(i) L’espace topologiquement annelé (), ¥—(Ox /<)) est un schéma formel idyl-
lique.

(ii) La fleche canonique (), V¥~ (Ox /<)) — (X, Ox) est un morphisme de pré-
sentation finie.

(i) Si X est localement noethérien (resp. noethérien), il en est de méme de
(2,012 /)).

(iv) Supposons X = Spf(A) affine globalement idyllique et o/ = a®, ot a est
un idéal cohérent de A (2.7.2). Alors, l'algébre topologique quotient A/a est
adique sur A, et (), V=1 (Ox /o)) est canoniquement isomorphe a Spf(A/a)
au dessus de Spf(A).

Notons d’abord que Q) est fermé ([28] 0.5.2.2). Soient _# un idéal de défini-
tion cohérent de X, X,, le schéma usuel (%, Ox/ I ”H), Umn le morphisme cano-
nique X,, — X, pour m < n. En vertu de 2.8.1 et 1.3.6, Ox /(o + #"*) =
(Ox/ ) @®e, Ox, est un Ox, -module cohérent; il en est donc de méme de
(o + gnt1)) _#7F1. Soient Y, le sous-schéma fermé de X,, défini par cet idéal,
in: Yy, — X, linjection canonique. Pour m < n, v,y 0 4y, est majoré par i,
puisque v, (o + #")/ ") 0x, = (o + £ ™)/ ™. On en déduit un
morphisme canonique Uy, : Yy — Y, qui rend commutatif le diagramme

Yo — s X1 (2.9.1.1)

En fait, le diagramme (2.9.1.1) est cartésien ([28] 4.3.1); donc (Y;,) est un (X,,)-
systéme inductif adique, et sa limite inductive est un X-schéma formel adique
(2.2.14).

D’autre part, Ox/</ est limite projective des faisceaux Ox /(o + #" 1) =
(Ox/ ) Qe Ox, en vertu de 2.8.5. 1l est clair que 9 contient l'espace sous-
jacent & tous les Y,,. Si U désigne 'ouvert complémentaire de ce dernier dans X,
alors (Ox/%/)|[U = 0; en effet, la restriction & un ouvert commute aux limites
projectives, car elle admet un adjoint a gauche, et (Ox/(& + #Z")|U = 0
par hypothése. On en déduit que ) est I'espace sous-jacent a tous les Y,,. Par
suite, (9, ¥~1(0x /7)) est la limite inductive des Y,, (2.5.1.1), et le morphisme
canonique i: (), V"1 (Ox/o/)) — (X, O%) est la limite inductive des 4, ; donc i
est un morphisme adique.

L’immersion fermée 4, est de présentation finie car (& + #"*1)/ 77! est
un idéal cohérent de 0%, . La proposition (ii) s’ensuit, et entraine (i) en vertu de
2.6.13, et (iii) en vertu de 2.3.14.
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Montrons enfin (iv). La premiére assertion résulte de 1.10.2. Comme Oy /&7 =
(A/a)® en vertu de 2.7.2, la seconde assertion résulte de 2.7.2.9 et du fait que
(D, Y"1 (0% /o)) est la limite inductive des Y.

On dira que (9, V1 (Ox/)) est le sous-schéma de X défini par I'idéal co-
hérent 7.

Définition 2.9.2. On dit qu’un espace topologiquement annelé (), Oy) est un sous-
schéma d’un schéma formel idyllique X si :

(a) 2 est un sous-espace localement fermé de X ;
(b) si U désigne le plus grand ouvert de X contenant ) et tel que 2 soit fermé
dans U, (), Oy ) est un sous-schéma de (U, Ox|U) défini par un idéal cohérent

On dit que le sous-schéma (2), Oy ) de X est fermé si Y est fermé dans X.

On note (), Oy) simplement par g lorsqu’aucune confusion n’est possible.
On désigne par ¥ l'injection canonique 2 — X des espaces sous-jacents. On a
donc un homomorphisme surjectif de faisceaux d’anneaux §: ¥=!(0x) — Oy. On
définit ainsi un morphisme de schémas formels (¥, 60): 9 — X, appelé morphisme
d’injection canonique.

Définition 2.9.3. Soit X un schéma formel idyllique. On dit qu'un morphisme de
schémas formels f: 9 — X est une immersion (resp. une immersion fermée, resp.
une immersion ouverte) s'il se factorise en

g J
P —=3——

ol g est un isomorphisme, 3 un sous-schéma (resp. un sous-schéma fermé, resp. un

schéma formel induit sur un ouvert) de X et j le morphisme d’injection canonique.

Proposition 2.9.4. Soient X un schéma formel idyllique, f: ) — X une immersion.
Alors f est de présentation finie; en particulier, ) est idyllique. Si en outre, [ est
une immersion fermée, alors f est fini.

On peut évidemment se borner au cas ou f est 'injection canonique d’un
sous-schéma ) de X. Si Q) est fermé dans X, la proposition résulte aussitot de
2.9.1 et de sa preuve. Si Q) est le schéma formel induit sur un ouvert U de X, f est
quasi-compact (2.6.6 et [28] 6.1.5(i)), et donc de présentation finie ([28] 6.3.8(1)).
Le cas général s’obtient par composition.

Proposition 2.9.5. Soient X un schéma formel idyllique, f: Y — X un morphisme
de schémas formels, # un idéal de définition cohérent de X. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est une immersion (resp. une immersion ouverte, Tesp. une IMMeErsion
fermée).

(i) f est localement de présentation finie et, si l’on pose X = f*(_7)Oy, X, =
(X,0x) 7" ) et Do = (Y, Oy /H "), le morphisme de schémas usuels
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fn: Dn — X, déduit de f, est une immersion (resp. une immersion ouverte,
resp. une immersion fermée) pour tout n > 0.

D’aprés la démonstration de 2.9.1, (i) entraine (ii). Montrons la réciproque.
Considérons d’abord le cas ot les f,, sont des immersions ouvertes. L’espace sous-
jacent a ) est homéomorphe a un ouvert U de X, et f se factorise a travers un
morphisme adique g: 9 — (U, Ox|U). Par suite, g est un isomorphisme en vertu
de 2.2.14, d’ou la proposition dans ce cas. Considérons ensuite le cas général.
L’application ¥: ) — X induite par f sur les espaces sous-jacents est un ho-
méomorphisme sur un sous-espace localement fermé de X. Soient U le plus grand
ouvert de X tel que ¥(9) soit fermé dans U, g: Y — (U, Ox|U) le morphisme
déduit de f. Comme g vérifie la condition (ii) en vertu de 2.3.18(iii), remplagant
f par g, on se réduit & la proposition suivante :

Proposition 2.9.6. Sous les hypothéses de (2.9.5), pour que f soit une immersion
fermée, il faut et il suffit que f soit localement de présentation finie et que fo soit
une immersion fermée.

Il n’y a que la suffisance de la condition a établir. On sait que ) est idyl-
lique (2.6.13) et f est un morphisme fini et de présentation finie (2.3.24). Donc
f+«(Oy) est un Ox-module cohérent (2.8.19), et 'homomorphisme §: Ox — f.(Oy)
induit par f est surjectif (2.8.6). Par suite, le noyau o7 de 6 est un idéal cohé-
rent de Ox. Soient 3 le sous-schéma fermé de X défini par l'idéal &7, i: 3 — X
le morphisme d’injection canonique. Il clair que f(9)) = 3, et l'isomorphisme
[ HOx /)= [~ (Oy) = Oy, composé de la fleche induite par 6 et du mor-
phisme d’adjonction, fournit un isomorphisme h: ) = 3 tel que f =i o h.

Corollaire 2.9.7. Soient X un schéma formel idyllique, # un idéal de définition
cohérent de X, X, le schéma usuel (%X, ﬁx//"“). Pour qu’un idéal &/ de Ox
soit cohérent, il faut et il suffit qu’il soit limite projective d’une suite (), ou
oy, est un idéal cohérent de Ox, , tel que 94,0%, = Sy pour m < n. On a alors
Ay, = & O, pour tout n > 0.

Si <7 est cohérent, il est limite projective du systéme des &/ Ox, , en vertu
de 2.8.5 et des suites exactes 0 — Oy, — Ox, — (Ox/Y) ¢, Ox, — 0.
Inversement, soient, pour tout n > 0, 27, un idéal cohérent de Ox, , tels que
0%, = 9y, pour m < n. On note Y,, le sous-schéma de X,, défini par ’idéal
@y Donc (Y,,) est un (X,)-systéme inductif adique, et sa limite inductive ) est
un X-schéma adique (2.2.14). D’aprés 2.9.5, 9 — X est une immersion fermée.
Soit 7 I'idéal cohérent de Ox défini par ). Il résulte de la démonstration de 2.9.1
que o, = & 0%, , ce qui entraine que 7 est la limite projective des <7,.

Corollaire 2.9.8. Soient X un schéma formel idyllique, f: ) — X un morphisme
de schémas formels.

(i) Soit (V) un recouvrement de f(2)) par des ouverts de X. Pour que f soit
une immersion (resp. une immersion ouverte), il faut et il suffit que pour
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chaque A, la restriction f=1(Vy) — Vi de f soit une immersion (resp. une
immersion ouverte).

(if) Soit (Ux) un recouvrement ouvert de X. Pour que f soit une immersion
fermée, il faut et il suffit que pour chaque X, la restriction f=1(Uy) — Uy de
f soit une immersion fermée.

En effet, cela résulte de 2.9.5, 2.3.17 et des assertions correspondantes pour
les schémas usuels ([28] 4.2.4).

Proposition 2.9.9. Soient f: X — Q) un morphisme de schémas formels idylliques,
D' un sous-schéma (resp. un sous-schéma fermé, resp. un schéma formel induit
sur un ouvert) de ), j: 9" —  Uinjection canonique. Alors :

(i) La projection p: X x99 9" — X est une immersion (resp. une immersion
fermée, resp. une immersion ouverte), et le sous-schéma de X associé a p
(dit image réciproque de )’ par f) a pour espace sous-jacent f=()').

(i) Si9Q’ est un sous-schéma fermé de Y défini par un idéal cohérent B de Oy,
alors le sous-schéma de X image réciproque de )’ par [ est défini par lidéal

cohérent f*(B)0x.

Les assertions étant locales sur X et sur ) (2.9.8), on peut se borner au cas ot
X = Spf(A), 9 = Spf(B) sont formels affines globalement idylliques; donc f est
un morphisme déployé (2.2.4), associé & un homomorphisme continu ¢: B — A.
La premiére assertion de (i) résulte de 2.9.5, 2.3.19, 2.2.15 et ([28] 4.3.1). Montrons
ensuite (ii). Soient J un idéal de définition de type fini de A, b I’idéal cohérent de B
tel que Z = b2 (2.7.2). Alors X x99’ = Spf(ARp(B/b)) et ADg(B/b) ~ A/bA
puisque A/bA est complet et séparé pour la topologie J-adique (1.8.8 et 1.10.2).
Donc le sous-schéma de X image réciproque de )’ par f est défini par I'idéal (bA)4
(2.9.1). Mais (bA)® = f*(b2)0% en vertu 2.7.5, d’ott la proposition (ii). Enfin,
(ii) implique la derniére assertion de (i).
Proposition 2.9.10. Le composé de deuz immersions (resp. de deux immersions

fermées, resp. de deux immersions ouvertes) de schémas formels idylliques est une
immersion (resp. une immersion fermée, resp. une immersion ouverte).

En effet, cela résulte de 2.9.5, 2.3.18 et des assertions correspondantes pour
les schémas usuels (28] 4.3.6).

Proposition 2.9.11. Soient f: X — ), g: Y — 3 deuxr morphismes de schémas
formels idylliques vérifiant l'une des conditions suivantes :

(i) g est adique et f est localement de présentation finie.

(ii) g est localement de type fini.
Alors sigof est une immersion (resp. une immersion fermée), f est une immersion

(resp. une immersion fermée si g est sépareé).

Lorsque g o f est une immersion, (ii) implique (i) (2.3.18 et 2.9.4) ; on peut
donc se borner au cas (i). La proposition résulte alors de 2.9.5, 2.3.2 et des asser-
tions correspondantes pour les schémas usuels ([28] 4.3.6).



2.10. Cléture rigide d’'un module 167

Proposition 2.9.12. Soit f: X — % un morphisme localement de présentation finie
de schémas formels idylliques. Alors :

(i) Le morphisme diagonal Ay: X — X x o X est une immersion de schémas
formels idylliques.

(ii) Pour que f soit séparé (2.3.1), il faut et il suffit que Ay soit une immersion
fermée.

Comme la premiére projection X X o X — X est localement de présentation
finie (2.3.19), X x » X est idyllique (2.6.13), et la premiére proposition résulte de
2.9.11. La seconde proposition découle de la premiére et des définitions.

Proposition 2.9.13. Soient Q) un schéma formel idyllique quasi-compact, f: X — )
une immersion, </ un idéal ouvert cohérent de X. Alors il existe un idéal ouvert
cohérent B de Y tel que f*(B)Ox = o .

On peut évidemment se borner au cas ou X est un sous-schéma de ), f étant
I'injection canonique. Si X est le schéma formel induit sur un ouvert de %), il est
quasi-compact (2.9.4), et la proposition résulte de 2.8.16. Supposons que X soit le
sous-schéma de 9) défini par un idéal cohérent .# de 0y . Soient 3 le sous-schéma de
X défini par I'idéal &7, i: 3 — X l'injection canonique. Le composé f o4 étant une
immersion fermée (2.9.10), il définit un idéal cohérent %’ de Oy. On a clairement
I CHB et [*(B)Ox = (B )F)X = (2.9.9). Dautre part, il existe un idéal
de définition cohérent # de 2 tel que f*(#)Ox C /. Alors B = B + A est
un idéal ouvert cohérent de 2) (2.8.3) tel que f*(#A)0x = <. Enfin, le cas d’un
sous-schéma quelconque de ) se déduit des deux cas précédents.

2.10 Cléture rigide d’un module

2.10.1. Soient X un schéma formel adique, _# un idéal de définition de type fini

de X, .# un Ox-module. On appelle cloture rigide de ., et 'on note %?g(f) (ctf.
[31] 5.9), le Ox-module
A5 (F) = lim Home (J", F). (2.10.1.1)

neN

Si 7' est un second idéal de définition de type fini de X, il existe un recouvre-
ment ouvert (Uy) de X et des entiers positifs (ny), tels que #Z" Uy C _#'|Uy et
J'"™ Uy C _Z|Uy pour tout A. Donc les familles filtrantes décroissantes _#"|Uy
et _#'™|Uy sont cofinales I'une de 'autre, ce qui prouve que %?g(ﬁ ) ne dépend
pas de l'idéal de définition _# a isomorphisme canonique preés.

On a un homomorphisme &x-linéaire canonique fonctoriel

cg: F — jf;?g

(F). (2.10.1.2)

On munit ), (Ox) d’une structure d’anneau en définissant le produit de

deux morphismes u: #" — Ox et v: ™ — Ox comme étant uo (v| Z"");
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I’homomorphisme cg . fait de S0, (Ox) une Ox-algébre et non seulement un Ox-

rig
module. De méme, on munit S, (%) d’une structure canonique de ), (Ox)-

module, compatible avec sa structure de Ox-module.

La correspondance .# +— jﬁ?g(ﬁz ) est un foncteur de la catégorie des Ox-

modules dans la catégorie des ./}, (Ox )-modules.

On peut préciser la terminologie et faire les remarques suivantes :

2.10.1.3. Le foncteur .7 +— 3, () est exact & gauche. En effet chacun des fonc-
teurs F — Home, (F ", F) est exact & gauche, et les limites inductives filtrantes

commutent aux limites projectives finies.

2.10.1.4.  On appelle sous-module de torsion (vesp. transformé strict) de F et on
note Fior (resp. %) le noyau (resp. I'image) de ’homomorphisme cg (2.10.1.2).
On dit que .# est rig-nul (resp. rig-pur) si .F = Fior (resp. Fior = 0) (cf. [31]
5.9.9).

2.10.1.5. Pour tout ouvert U de X, on a des isomorphismes fonctoriels %’;?g(ﬁ )NU ~
%’;%(ﬁW) et cz|U ~ cz |y ; par suite, on a Fio:|U = (F|U)tor-

2.10.1.6. Soient w : _# — % un morphisme Ox-linéaire, s € F(.’{,f%’;?g(y))

la section correspondante. On vérifie immédiatement que S, (u): 5, ( F) —

A9 (F) est le morphisme 7)), (Ox)-linéaire défini par s et 'isomorphisme cano-

nique 25, (7 ) = H5,(0Ox) ; en particulier, le diagramme

Ox —> A0 (F)

rig

/4“><g

ot 7 est I'injection canonique est commutatif.

Proposition 2.10.2. Soient X un schéma formel idyllique, # un idéal de définition
cohérent de X, F un Ox-module, x un point de X. Alors :

(i) On a un isomorphisme canonique fonctoriel

(A5 (F))e = lim Homg, (I, o). (2.10.2.1)

neN

(ii) La fibre de Fior en x est le sous-module de ¢, -torsion de F, (1.8.30).

La proposition (i) résulte de (1.3.12.1) et du fait que les foncteurs fibres
commutent aux limites inductives; et la proposition (ii) s’en déduit aussitot.

Proposition 2.10.3. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X, défini
par un idéal quasi-cohérent ¢ de Ox, F un Ox-module quasi-cohérent. Suppo-
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sons la paire (X, X') idyllique (2.6.17). Alors ’homomorphisme canonique

im Homey (F", F) — A3 x (F) (2.10.3.1)

neN

est bijectif ([31] 5.9.1).

Notons U l'ouvert X — X’ de X et j: U — X linjection canonique, de
sorte que J& Y (F) = j«(FU). Lorsque X est quasi-compact, le morphisme
canonique

lim Homg, (7", F) — T(U, %) (2.10.3.2)
neN
est bijectif en vertu de 1.8.34, 1.12.16(i) et 2.6.18.
D’autre part, hLH Home, (I, F) est le faisceau associé au préfaisceau

neN

V > lim Homg, (_7"|V, Z|V). (2.10.3.3)

neN

Par suite, I'isomorphisme (2.10.3.2), appliqué a la restriction de la situation a des
ouverts quasi-compacts de X, montre que (2.10.3.1) est un isomorphisme.

Corollaire 2.10.4. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X, défini par
un idéal quasi-cohérent ¢ de Ox, F un Ox-module quasi-cohérent, X = X ,x le

schéma formel complété de X le long de X', i: X > X le morphisme canonique
d’espaces annelés (2.5.3). Supposons la paire (X, X') idyllique. Alors on a un Og-
morphisme canonique fonctoriel

(A 5 (F)) = H5(F ) x0), (2.10.4.1)

rig
qui est un isomorphisme si F est de type fini.

On a un morphisme canonique fonctoriel de &'g-modules
i"(Home (J", F)) — Home_((I/x)", Fx1), (2.10.4.2)

qui est un isomorphisme si % est de type fini. En effet, cela résulte de 2.5.5(ii) et
([28] 0.5.7.6), car ¢ est plat (2.6.19) et _# est de présentation finie (2.6.18). D’autre
part, on a un isomorphisme canonique (2.10.3.1)

(A x: (F)) — i*(lim AHomey (J", 7)) (2.10.4.3)

neN

11 suffit alors de définir le morphisme (2.10.4.1) comme le composé du morphisme
(2.10.4.3) et de la limite inductive des morphismes (2.10.4.2), puisque ¢* commute
aux limites inductives.
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Proposition 2.10.5. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
finide A, X = Spf(A), X = Spec(A), U louvert X—V(J) de X, F un Ox-module,
M =T(X,%). Alors on a des isomorphismes canoniques

D(X, /%)) ~ T(U,M), (2.10.5.1)
F(f{,ﬁtor) == Mtor' (21052)

En effet, en vertu de 2.6.10 et 2.7.3, on a

rig

(X, 0 (F)) ~ lim Hom4(J", M).

neN

L’isomorphisme (2.10.5.1) résulte alors de 1.8.34, 1.10.2(i) et 1.10.3(i) ; et l'égalité
(2.10.5.2) s’en déduit par 1.8.30.2.

Corollaire 2.10.6. Soient X un schéma formel idyllique, &/ une Ox-algébre. Alors
() est une ., (Ox)-algebre et non seulement un 5, (Ox)-module, et le
morphisme cg (2.10.1.2) est un homomorphisme d’anneauz.

Soit B la base pour la topologie de X formée des ouverts formels affines
globalement idylliques (2.6.15). Tl résulte de (2.10.5.1) que U — T'(U, 53, (<)) est
un faisceau de ﬁfr?g(ﬁx)—algébres sur B dans le sens de ([28] 3.2.1). Par suite, le
faisceau (ordinaire) correspondant, qui s’identifie canoniquement a %?g(ﬂ ), est un
faisceau de %?g(ﬁx)—algébres. D’autre part, ¢ est clairement un homomorphisme
de faisceaux d’anneaux sur 98, d’ou la seconde assertion.

Corollaire 2.10.7. Soient A un anneau, J un idéal de type fini de A, M_un_ A-
module, X = Spec(A), X' = Spec(A/J), U lVouvert X — X' de X, F =M, X =
X x+ le schéma formel complété de X le long de X', A (resp. M\) le séparé complété
de A (resp. M) pour la topologie J-préadique, 4 le Ox-module quasi-cohérent
associé o M. Supposons la paire (X, X') idyllique. Alors on a des isomorphismes
canoniques

(X, 2%(F/x) =~ T(U9), (2.10.7.1)

rig
~

T(X, (F/x)tor) = (Mor. (2.10.7.2)
Si, en outre, M est de type fini sur A, on a un isomorphisme canonique
TU,9) ~ T(U,F)@4A. (2.10.7.3)

On notera d’abord que A est un anneau idyllique (2.6.12) et que P()?,ﬁ/x/) =

M. Donc la premiére assertion est une conséquence immeédiate de 2.10.5. Suppo-
sons M de type fini sur A. Soient f; (1 <14 < r) des éléments de A qui engendrent
J, de sorte que Y = (D(f;)) est un recouvrement ouvert de U. On a I'(U,¥) =
HO(U, %) et T(U,.Z) = HO(4,.%), ot HO(8, —) désigne la cohomologie de Cech
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relativement a ${ ([30] 1.4.1). Comme A est A-plat (1.12.17) et que M~MeyA
(1.12.16), on a un isomorphisme canonique H(4, %) ~ HY (4, F)®4 A ; d’ott I'iso-
morphisme (2.10.7.3).

Corollaire 2.10.8. Soient X un schéma, X' un sous-schéma fermé de X, défini
par un idéal quasi-cohérent ¢ de Ox, X = X x: le schéma formel complété de
X lelong de X', 0 - F' — % — F" — 0 une suite exacte de Ox-modules
quasi-cohérents telle que F soit de type fini. Supposons la paire (X, X') idyllique.
Alors la suite

0 — HL(F) ) — AT ) — A F ) (2.108.1)

rig rig
est exacte.
Si, en outre, ¢ est localement monogene, la suite

0 — S0 (F)x)) = Hie(Fyxr) — H5p(F /i) = 0 (2.10.8.2)

rig rig rig
est exacte.

Soit V' = Spec(A) un ouvert affine de X. On a 7|V = J, ot J est un idéal
de type finide A, |V =M, Z'|V=M' 6l F"|V=M" ou M, M', M" sont trois
A-modules tels que M soit de type fini et que la suite 0 — M’ — M — M" — 0
soit exacte. On en déduit par complétion J-préadique une suite exacte 0 — M’ —
M — M" — 0 (1.8.26(i) et 1.12.16(i)). Il résulte alors de (2.10.7.1) que la suite
est exacte ; donc la suite (2.10.8.1) est exacte. Si J est monogeéne, le schéma V' —
V(J) est affine et la suite
0 — D(X'NV, A5, (F)x:)) = T(X'NOV, A5 (Fyx0)) — T(X'NOV, H5,(Fx))) — 0

rig rig rig
est exacte, d’ou la derniére assertion.

Proposition 2.10.9. Soient X un schéma formel idyllique, F,9 deux Ox-modules,

w: F — A (4) un morphisme Ox-linéaire.

(i) Si X est quasi-compact et si F est de type fini, il existe un idéal de définition
cohérent 7 de X tel que u( 7 .F) soit contenu dans l'image du morphisme
canonique cg (2.10.1.2).

(il) Si F et 9 sont cohérents, il en est de méme de ker(u).

(i) La question étant locale, on peut supposer que 'on a un morphisme surjec-
tif v : 0% — Z ; le composé uv est défini par n sections s1,...,s, € I'(X, J"‘f;?g(%)).
D’aprés 2.6.10, il existe un idéal de définition cohérent # de X et des homo-

morphismes u; : # — ¢ qui définissent les s;. L’assertion résulte alors de la
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commutativité du diagramme

Of ——— F —— H3,(9)
1T Tcafi
Dis1 S G

ou i est la fleche canonique (2.10.1.6).

(ii) La question étant locale, on peut se borner au cas ot X = Spf(A) est
formel affine globalement idyllique, .# = M2 et 4 = N2, oit M et N sont des A-
modules cohérents. Soit J un idéal de définition cohérent de A. D’aprés (2.10.5.1),
u induit un morphisme A-linéaire

I'(%,u): M — T'(Spec(A) — V(J), N).

En vertu de 1.9.14, le noyau P de I'(X,u) est un A-module de type fini, donc
cohérent (en tant que sous-module de M). Montrons que ker(u) ~ P (ce qui
prouvera la proposition). Pour tout f € A, u induit un morphisme Aj;;-linéaire :

F(@(f),u) M{f} — F(Spec(A{f}) — V(JA{f}), (N{f})N)

On a M{f} ~ M ®y A{f}, N{f} ~ N ®u A{f} et P{f} ~ P®a A{f} (1.12.16).
Comme Ay est A-plat (1.12.6), T'(2(f),u) s’identifie a T'(X,u) ®a Agsy ([30]
1.4.1). On en déduit que l'on a I'(Z(f), ker(u)) ~ Py, d’ou I'assertion.

Proposition 2.10.10. Soient X un schéma formel idyllique, F un Ox-module.
Considérons les conditions suivantes :

(i) HAL(F) = 0.

(ii) F est rig-nul (2.10.1.4).

(i) Z.F =0 pour un idéal de définition cohérent ¢ de X.

Alors (iil)= (1)< (ii). De plus, si X est quasi-compact et si F est de type fini, les
trois conditions sont équivalentes.

On a clairement (iii)=-(i)=-(ii). Supposons .# rig-nul. Soient U un ouvert
formel affine globalement idyllique de X, M = I'(U, %#). On a alors M = M,
(2.10.5.2) et par suite I'(U, %”r?g(ﬁ)) =0 (2.10.5.1) ; d’ou I'implication (ii)=-(i).

Supposons que X soit quasi-compact, que % soit de type fini et que
A9 (F) = 0. Montrons qu’il existe un idéal de définition cohérent _# de X tel que
I'image de .# dans #ome, (7 ,.F) soit nulle (ce qui impliquera que #.#% = 0).
La question étant locale, on peut se borner au cas ot ¥ = Spf(A) est affine globa-
lement idyllique et .# est engendré par des sections z1,...,z, de M = T'(X, %#).
Compte tenu de 2.6.10, il existe un idéal de définition de type fini J de A tel
que I'image de chacun des x; dans Hom 4 (J, M) soit nulle, ce qui démontre notre

assertion.
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Corollaire 2.10.11. Soit X un schéma formel idyllique. Alors tout sous-Ox-module
(resp. tout quotient) d’un Ox-module rig-nul est rig-nul.

L’assertion non respée résulte de 2.10.1.3 et 2.10.10. L’assertion respée est
une conséquence immeédiate de la définition (2.10.1.4).

Corollaire 2.10.12. Soient X un schéma formel idyllique, F un Ox-module. Alors :

(i) For est le plus grand sous-module rig-nul de F.
(ii) Le transformé strict F de F est le plus grand quotient rig-pur de F.

(iii) Pour tout sous-module rig-nul 4 de Z, le morphisme surjectif canonique
F — F |9 induit un isomorphisme entre les transformés stricts.

Pour (i), il suffit d’observer que Zio, est rig-nul en vertu de (2.10.5.2). L’as-
sertion (iii) résulte du diagramme commutatif

0 % F F |9

]

(7) ——= A5 (F/9)

rig

0 ——>0—— A

dont les lignes sont exactes (2.10.1.3 et 2.10.10). Si on prend ¥ = Fior, le dia-

ramme ci-dessus montre que % est rig-pur, d’ou l'assertion (ii).
)

Proposition 2.10.13. Soient A un anneau idyllique, M un A-module de type fini,
X = Spf(A) ; alors (M*)tor = (Mior)™.

Supposons d’abord que M soit rig-pur (resp. rig-nul). Pour tout f € A, on
aT(2(f), M?)ior) = (M{f1)tor (2.10.5.2). Par ailleurs, on a un isomorphisme
Mypy =~ M ®a Ay (1.12.16) et Ay est A-plat (1.12.6). On en déduit que My g
est rig-pur (resp. rig-nul), d’ou la proposition.

Considérons ensuite le cas général. On sait que M, est de type fini (1.10.2);
posons M = M /Mior. On a un diagramme commutatif

0—— (]\4tor)A ]\4A MA 0
lCMA Cara
—A
0 0 Hig(M ) — A5 (M)

Compte tenu de ce qui a été vu précédemment, et en vertu de 2.7.2.1(ii), 2.10.1.3 et
2.10.10, les lignes de ce diagramme sont exactes et le morphisme cqza est injectif,
d’out la proposition.

Corollaire 2.10.14. Soient X un schéma formel idyllique, # un Ox-module cohé-
rent. Alors Fior et F sont cohérents.
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En effet, il suffit de montrer que F#,, est cohérent (1.3.4), ce qui résulte de
2.10.13 et 1.10.3(iii).

Corollaire 2.10.15. Pour qu’un schéma formel idyllique X soit rig-pur, il faut et il
suffit que Ox soit rig-pur. En particulier, pour qu’un schéma formel affine globa-
lement idyllique X = Spf(A) soit rig-pur, il faut et il suffit que A soit rig-pur.

Si X est rig-pur, (Ox )tor = 0 en vertu de 2.10.13. Inversement, si (Ox )tor = 0,
X est rig-pur en vertu de (2.10.5.2).

Définition 2.10.16. On appelle transformé strict d’'un schéma formel idyllique X le
sous-schéma fermé défini par l'idéal cohérent (Ox )tor de Ox.

Proposition 2.10.17. Soient f: X — ) un morphisme adique de schémas formels
idylliques, )’ le transformé strict de ), j: 9’ — 2 linjection canonique. Si X est
rig-pur, [ se factorise uniquement en

x-Ly Ly,

ol g est un morphisme adique. De plus, si f est localement de présentation finie
(resp. de présentation finie), il en est de méme de g.

La premiére assertion étant locale sur X et sur ), on peut se borner au cas
ou X = Spf(B) et P = Spf(A) sont formels affines globalement idylliques et f
est associé & un homomorphisme adique ¢: A — B. Alors 9)’ est le sous-schéma
fermé de ) défini par I'idéal cohérent Ao, (2.10.13). Comme By, = 0 (2.10.15),
¢ induit un homomorphisme adique ¢': A/Aoy — B, d’ot la premiére assertion.
La seconde assertion résulte de 2.3.18 et 2.6.8.

Proposition 2.10.18. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogéne. Alors le foncteur F — e%’;?g(ﬁz) est exact.

La question étant locale (2.10.1.5), on peut supposer que X admet un idéal
de définition localement monogéne ¢ . Soient . un Ox-module, x un point de X.
On a un isomorphisme canonique fonctoriel (2.10.2.1)

neN

D’autre part, le sous-module de _¢#.-torsion de Ox, est de type fini d’aprés
2.10.2(ii) et 2.10.14. Donc en vertu de 1.8.34(a), si ¢t est un générateur de 7,
on a un isomorphisme canonique fonctoriel

lim Homg, , (70, Z2) = Falt ).

neN

On en déduit que le foncteur .F — (5, (7)), est exact; d’'ou la proposition.
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Corollaire 2.10.19. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogeéne.

(i) Pour tout Ox-module cohérent .F, ’homomorphisme

F Doy Ky (Ox) — A (F) (2.10.19.1)

rig

déduit de cz (2.10.1.2) est bijectif.
(ii) Soient u : F — 4 un morphisme de Ox-modules cohérents, v : A, (F) —

A9 (4) un homomorphisme ), (Ox)-linéaire tels que le diagramme

HO(T) —2s A0 (D)

rig ‘rig

soit commutatif; alors v = L%’;?g(u).

(i) La question étant locale sur X, on peut supposer que 'on a une suite
exacte de Ox-modules 0% — 0% — F — 0, auquel cas la conclusion résulte de
2.10.18.

(ii) Cela résulte aussitot de (i).

Corollaire 2.10.20. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal

de définition monogene. Alors 5, (Ox) est X-plat.

En effet, Ox étant cohérent (2.8.1), on se raméne & vérifier la condition
1.3.17(ii) pour tout ouvert de X. Il suffit alors de montrer que le foncteur .# —
F Qo %?g(ﬁx) est exact en .# dans la catégorie des Ox-modules cohérents, ce
qui résulte de 2.10.18 et 2.10.19(i).

Corollaire 2.10.21. Soient X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogéne, F et 4 deuxr Ox-modules cohérents. Alors il existe des
isomorphismes canoniques fonctoriels

KT ®0:Y) 5 H5(F) @ (00) Hip( D), (2.10.21.1)
Hig(Home (F,9)) = Homuy o) (Hiy(F), Xy (@), (2.10.21.2)

En effet, I'isomorphisme (2.10.21.1) résulte de 2.10.19(i), et I'isomorphisme
(2.10.21.2) de 2.10.19(i), 2.10.20 et ([28] 0.5.7.6).

Proposition 2.10.22. Soient X un schéma formel idyllique, w: F — 4 un mor-
phisme de Ox-modules.

(1) Supposons ¢4 de type fini. Alors si %’;?g(u) est un isomorphisme, le noyau et
le conoyau de u sont rig-nuls.
(ii) Supposons que X admette localement un idéal de définition monogene. Alors

si le noyau et le conoyau de u sont rig-nuls, %?g (u) est un isomorphisme.
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(i) On peut clairement se borner au cas ou X est quasi-compact. Considérons
le diagramme commutatif

0 ngtor g ? 0
0 ggtor g g O

ot v et w sont déduits de w. Il résulte de 2.10.11 et 2.10.12(i) que ker(v) et coker(v)
sont rig-nuls. D’autre part, il résulte des hypothéses que w est injectif. Appliquons
2.10.9(i) au morphisme a = (), (u)) ™" oi: G - Ao (F), ol i: G — A9 (Y est
I'injection canonique. On en déduit qu’il existe un idéal de définition cohérent ¢
de X tel que a(_#9) C ca(F). Par suite, _# coker(w) = 0, d’ott la proposition.

(ii) Cela résulte de 2.10.10 et 2.10.18.

Corollaire 2.10.23. Soient X un schéma formel idyllique, # un idéal de définition
cohérent de X, F un Ox-module. Alors :

(i) L’homomorphisme canonique %’;?g(/ﬁ) — ji”r?g(ﬁ) est bijectif.
(ii)) Si X admet localement un idéal de définition monogéne, I’homomorphisme

canonique A5, (F) — AL, (F) est bijectif.

L’assertion (i) résulte de 2.10.1.3, et I'assertion (ii) de 2.10.12(i) et 2.10.22(ii).

Proposition 2.10.24. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogeéne.

(i) Pour tout Ox-module cohérent F, )0 (F) est un . (Ox)-module cohé-

rig rig
rent.
(if) Si X est quasi-compact, tout jﬁ?g(ﬁx)-module cohérent F est de la forme
%’;?g(ﬂ) pour un Ox-module cohérent F .

(ili) Si X est quasi-compact, toute suite exacte courte de 7, (Ox)-modules co-
hérents est la “cloture rigide” d’une suite exacte courte de Ox-modules cohé-
rents.

(i) 1 résulte de 2.10.1.5 et 2.10.18 que 2 (F) est un Y, (Ox)-module

rig rig
de type fini. Il suffit clairement de montrer que pour tout homomorphisme
w: S5 (Ox)" — H5,(F), ker(u) est de type fini. On peut se borner au cas ou X

est quasi-compact. Soient z; € I'(X, %’;?g(ﬂ)) (1 <4 < n) les sections définies par

u. D’apres 2.6.10, chaque x; est défini par un homomorphisme v; : ¢ — % ou ¢
est un idéal de définition cohérent de X. Sil'on pose v =1  v;: @, 7 — .F,
on a u = J; (v) (2.10.1.6). On en déduit, en vertu de 2.10.18, que ker(u) =

0 ¥ .
iy (ker(v)) et quil est de type fini.

(ii) Il existe un recouvrement ouvert fini (U;);cr de X tel que, pour tout i € I,
si l'on pose X; = (U;, Ox|U;), on ait une suite exacte
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D’aprés la preuve de (i), il existe un idéal de définition cohérent ¢ de X et, pour
tout ¢ € I, un homomorphisme v;: &L, (Z|U;) — OF tel que u; = S5, (vi).
Le conoyau .%; de v; est un Ox,-module cohérent, et en vertu de 2.10.18, on a un
isomorphisme de %?g(ﬁx,i )-modules
FlU; =~ 5,(F). (2.10.24.1)
Nous allons construire % par recollement en procédant par récurrence sur
le cardinal de I; on se réduit aussitot au cas o I = {1,2}. Remplagant .%; par
son transformeé strict, on peut le supposer rig-pur (2.10.12, 2.10.14 et 2.10.23). On
pose U= U1 n U2, @ (U ﬁx|U) JLQ = yﬂU et 3‘\271 = gzglU On déduit de
(2.10.24.1) un isomorphisme de 7}, (Oy)-modules

Hop(F12) = Aoy (F2 ). (2.10.24.2)

rig

D’aprés 2.10.9(i), il existe un entier n.>1 tel que v(_# ™71 2) C Fo1 C Ay (F21).-
Remplacant .#; par #".%), ce qui est permis en vertu de 2.10.23(i), on peut
supposer v(Z1,2) C Fa,1. Par suite, v induit un morphisme injectif u: %#; 2 —
F21. D’apreés 2.10.9(i), il existe un entier m > 0 tel que v=!(_#™ %2 1) C F12;
donc on a £ Fa1 C u(F1,2). En vertu de 2.8.15, il existe un sous-Ox,-module
cohérent .7, de Fy tel que F|U = u(F12) et F™Fy C F;. Par recollement,
il existe un Ox-module cohérent F tel que F|U; = 71 et F|Us = F ([28]
0.3.3.1). Le morphisme canonique ), (:#5) — 4, (F2) étant bijectif (2.10.18
et 2.10.10), on déduit de (2.10.24.1) des isomorphismes 2 (F)|[Ur ~ F|U; et

(F)~F

j‘/;?g( )|Uz =~ F|Us,. Ces derniers se recollent en un isomorphisme %lg

car A5, (u) = v en vertu de 2.10.19(ii).

(iii) Compte tenu de 2.10.18, il suffit de montrer que si v : FF — G est un
monomorphisme de ), (Ox )-modules cohérents, il existe un monomorphisme de
Ox-modules cohérents u : F — ¢ tel que 3, (u) = v. D’aprés (ii), il existe F#
et & deux Ox-modules cohérents tels que ), (F) = F et #,(4) = G ; on peut
supposer & et ¢ rig-purs (2.10.12, 2.10.14 et 2.10.23). D’aprés 2.10.9(i), il existe
un idéal de définition cohérent # de X tel que v(_¢ %) C ¢4. Remplacant . par
FJZ, ce qui est permis en vertu de 2.10.23(i ) on peut supposer v(F) C ¥4. Par
suite, v induit un homomorphisme injectif u : # — ¢, et la relation v = 22 (u)

rig
résulte de 2.10.19(ii).

Corollaire 2.10.25. Si X est un schéma formel idyllique, quasi-compact et ayant

localement un idéal de définition monogéne, toute %?g(ﬁx) algébre cohérente B

est de la forme %ﬂr?g( ) pour une Ox-algébre cohérente A.

Soit (U;)ier un recouvrement fini de X par des ouverts formels affines tels
que pour tout ¢ € I, A; = T'(U;, Ox) soit un anneau idyllique ayant un idéal de
définition principal J; engendré par ;. D’apreés 2.10.24(ii) et 2.10.23(ii), B est de
la forme 2% (%) pour un Ox-module cohérent rig-pur .%. On a .Z|U; = M ot

rig
M; est un A;-module cohérent rig-pur, et T'(U;, B) = (M;), (2.10.5.1). Quitte a
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remplacer . par # % ou _# est un idéal de définition cohérent de X (2.10.23),
on peut supposer que pour tout i € I, M; est engendré par un nombre fini de
sections de T'(U;, B) entiéres sur A;. Soient A la sous-Ox-algébre de B engendrée
par %, 1: % — 9B I’homomorphisme canonique.

Montrons d’abord que £ est un Ox-module cohérent. La question étant
locale, on peut se borner au cas ou X est 'un des ouverts U;. On a alors un
homomorphisme surjectif u: 0% — % défini par des sections z1,...,z, € I'(X, B)
entiéres sur I'(X, O%) ; chaque x; vérifie une relation P;(x;) = 0, ou P; est un
polynome unitaire de degré > 0 a coefficients dans T'(X, Ox). Par suite, & est
I'image de ’homomorphisme de &x-algébres

v ﬁ%[glv7§n]/(P1(€1)77Pn(£n)) — B

défini par v(§;) = z;, et il résulte de 2.10.9(ii) que & est un Ox-module cohérent.

Montrons ensuite que le morphisme canonique de jﬁ?g(ﬁ ¢ )-algebres (2.10.19)

0

“rig

(B) = B R0, H5(Ox) — B (2.10.25.1)

rig

est un isomorphisme (ce qui prouvera le corollaire). Comme jfr?g(L) est un inverse

a droite de (2.10.25.1), il suffit de montrer que J#{, (1) est un isomorphisme de

j‘f;?g(ﬁx)—modules. D’une part, % étant rig-pur, ¢ est injectif, et il en est de méme

de 3, (1) en vertu de 2.10.1.3. D’autre part, d’aprés 2.10.9(i), il existe un idéal

de définition cohérent ¢ de X tel que 'on ait # % C .F C B C H)(F) = B;

rig
par suite, J;, (¢) est surjectif en vertu de 2.10.23(i).

Lemme 2.10.26. Soient f: X — ) un morphisme adique de schémas formels idyl-
liques, X un idéal de définition cohérent de), F = f*(H )Ox, F un Ox-module.
Alors le morphisme

lim Home, ( F", F)— lim Home, (f(A"), F) (2.10.26.1)
n>0 n>0

déduit des morphismes canoniques f*(Z™) — F™ est bijectif.

11 suffit de montrer que si U = Spf(A4) est un ouvert formel affine globalement
idyllique de X et V = Spf(B) est un ouvert formel affine globalement idyllique
de 9 tels que f(U) C V, l'évaluation du morphisme (2.10.26.1) au-dessus de U
est un isomorphisme. Soient ¢: B — A I’homomorphisme adique déduit de f,
K=T(\V,%),J=KA M=TU,%), W = Spec(A), Wg Pouvert W — V(J) de
W. D’aprés 2.6.10, 2.7.3 et 2.7.4, ’évaluation du morphisme (2.10.26.1) au-dessus
de U est le morphisme

lim Hom (J", M) — lim Homu (K™ @5 A, M) (2.10.26.2)
n>0 n>0

déduit des morphismes canoniques K™ @ A — J™; c’est un isomorphisme en
vertu de 1.8.33(b).
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2.10.27. Soient f: X — ) un morphisme adique de schémas formels idylliques,
¢ un Oy-module, # un idéal de définition cohérent de ), 7 = f*(#)0%. On
a un morphisme fonctoriel

ap(G): [UAL(G)) — A9 (2.10.27.1)

rig rig

défini par le diagramme commutatif suivant

FH im Homey (£7,9)) — T _tim Home, (7, F4(9))

T .

lim f~H(Homey (A, 9)) u lim Aome, (f*(A™), f*(9))

ou u, v et w sont les morphismes canoniques; en effet, v et w sont des isomor-
phismes (2.10.26). On désigne par

B1(9): HEG) —  F(AED)) (210.27.2)

rig

le morphisme adjoint de af(¥). Il est clair que a¢(¥) et 5¢(¥) ne dépendent pas
de l'idéal de définition J#" & isomorphisme canonique prés, et le diagramme

g i £ (2.10.27.3)
fl(Cg)l lcf*w)
_ oy (4) .
FHAL(9D)) - H5(f*(9))

ol 7 est le morphisme canonique, est commutatif.
On vérifie aisément que le diagramme

lim Home, (£, %) hr@) fo(im Home, (77, [*(9)))

| |00

lim f. (A om oy (F*(H™), F(@))) o f.(lim Homey (F(H™), F*(9)))
(2.10.27.4)

ou a et b sont les morphismes canoniques est commutatif.

2.10.27.5. Si U est un ouvert de X et V est un ouvert de Q) tels que f(U) C V, et
si l'on note f': U — V la restriction de f, on a af(9)|U = ay (4]V).

2.10.27.6. Si A est une Oy-algebre, ay(A) et B¢(#) sont des homomorphismes
d’anneaux (2.10.6) ; en particulier, ay(0y) et Bf(Oy) sont des homomorphismes
d’anneaux. De plus, a(¥) et 87(¥) sont des di-homomorphismes relatifs & a ¢ (Cy)
et B¢(0Oy) respectivement.
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Pour établir la premiére assertion, il suffit de montrer que a (%) ou B5(%)
est un homomorphisme d’anneaux. La question pour af(#) étant locale sur X
et sur 9), on peut se borner au cas ou X = Spf(A) et P = Spf(B) sont formels
affines globalement idylliques ; donc f est affine adique. Montrons alors que 3¢ (%)
est un homomorphisme d’anneaux. Compte tenu de 2.10.27.5, 2.3.7 et 2.6.12, il
suffit encore de montrer que I’évaluation de [3;(%) au-dessus de ) est un homo-
morphisme d’anneaux. Soient ¢: B — A I’homomorphisme adique déduit de f,
K=T®,x),J=1(%, 7),5=T(9,%), T =T'(X, f*(%)). On notera que I'on
aJ = KA (2.2.8), mais en général 'homomorphisme canonique S ®p A — T n’est
pas bijectif (cf. 2.7.4). D’apres (2.10.5.1) et la preuve de 2.10.26, I'évaluation de
B (%) au-dessus de Q) s’identifie au morphisme canonique

I'(Spec(B) — V(K), S) — T'(Spec(A) — V(J), T),

qui est clairement un homomorphisme d’anneaux. La seconde assertion se dé-
montre de méme.

2.10.28. Soient f: X — 2), g: Y — 3 deux morphismes adiques de schémas formels
idylliques, h = g o f, S un ’3-module. 1l résulte de la définition (2.10.27) que le
diagramme

~Hag () ar(g” )

f
F7rg N AR (A)) ——— [T, (")) A (9" 7))
‘ ap () H
h=H (A5 ()
(2.10.28.1)
est commutatif. Par adjonction, le diagramme
Bh(%) *

AL (H) ha (A5, (h* ) (2.10.28.2)

o) \
«(Bs(g" ) [k
9 (A8 9" ) T g (L (AR (£ (97 )

est aussi commutatif.

2.10.29. Soit f: X — ) un morphisme adique de schémas formels idylliques.
L’homomorphisme d’anneaux ay(0y) définit un morphisme d’espaces annelés

for (X, A5, (0x)) — (D, A5 (Oy)) (2.10.29.1)

Suivant la convention (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation f,~ 1 (ou
1) pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons
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la notation fg pour I'image inverse au sens des modules. Pour tout Oy-module ¢,
af(¥) définit un homomorphisme

fe(H5(9) = [THHLL(D)) @ 1000 (00)) i (Ox) — Hi([*(9))-

rig rig rig rig rig

(2.10.29.2)

Proposition 2.10.30. Soient f: X — Q) un morphisme adique de schémas formels
idylliques tel que ) admette localement un idéal de définition monogéne, 4 un
Oy -module cohérent. Alors I’homomorphisme (2.10.29.2)

fe(H5(9)) — A5, (D))

rig rig
est bijectif.

La question étant local sur X et sur ), on peut supposer que l'on a une suite
exacte de Oy-modules ﬁ’% — ﬁ% — 4 — 0, auquel cas la proposition résulte de
2.10.18.

2.10.31. Soient f: X — ) un morphisme adique et quasi-compact de schémas
formels idylliques, .# un Ox-module, # un idéal de définition cohérent de %),
F = f*(2)0%. On a un morphisme fonctoriel

défini par le diagramme commutatif suivant

lim SZome, (A", f.F) 4 (F) filim Home, (", F))

T lw

lim f.(Home, (f* (A7), F)) B fe(im SZome, (f*(H™),F))

oll u et w sont les morphismes canoniques et v est la limite des isomorphismes
d’adjonction ; en effet, w est un isomorphisme (2.10.26). Il est clair que ¢¢(.%) ne
dépend pas de l'idéal de définition J#~ & isomorphisme canonique prés. On peut
faire les remarques suivantes :

2.10.31.2. 17 (%) est un isomorphisme ; on note

I(F): (A (P)) = A5, (£ F) (2.10.31.3)

I'isomorphisme inverse. En effet, comme les topos de Zariski X,.; et Y,ar sont
algébriques et que le morphisme f: X,0; — Dyzar est cohérent (2.6.6), le foncteur
f+ commute aux limites inductives filtrantes ([1] VI 5.1).

2.10.31.4. On a fi(cg) = 15(F) ocs. 7.
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2.10.31.5. Pour tout dy-module ¢, le morphisme composé

1 (F*G) 0 B1(9): Hiy(9) — Ay ([ ]*9)

rig

est induit par ’homomorphisme d’adjonction ¢4 — f.f*¥. Cela résulte aussitot
des définitions et (2.10.27.4).

Proposition 2.10.32. Soient f: X — ) un morphisme adique et quasi-compact de
schémas formels idylliques, F un Ox-module. Alors :

(i) On a un isomorphisme fonctoriel f(Fior) — (f+F )tor-
(ii) On a un morphisme fonctoriel injectif

f(F) = [(Z) (2.10.32.1)

déduit de vp(F) (2.10.31.1). I est bijectif si f est fini et de présentation finie
et F est cohérent.

(i) Cela résulte de 2.10.31.2 et 2.10.31.4.
(ii) Le morphisme (2.10.32.1) résulte de 2.10.31.4. Il est injectif en vertu de
2.10.31.2. La seconde assertion résulte de 2.8.6, 2.8.19 et 2.10.14.

Lemme 2.10.33. Soient f: X — ) un morphisme adique et quasi-compact de sché-
mas formels idylliques, F un Ox-module injectif. Alors j‘f;?g(ﬁ) est fy-acyclique.

Soient ¢ un idéal de définition cohérent de X. Pour tout entier n > 0,
Home, (J", F) est flasque ([1] V 4.10), et donc fi-acyclique ([1] V 5.2). Comme
les topos de Zariski X,,, et 2,ar sont algébriques et que le morphisme de topos
1 Xoar — Dyar est cohérent (2.6.6), les foncteurs dérivées RIf,, ¢ € N, commutent

aux limites inductives filtrantes ([1] VI 5.1). Par suite, 55, () est f.-acyclique.

2.10.34. Soient f: X — %) un morphisme adique et quasi-compact de schémas
formels idylliques tel que %) admette localement un idéal de définition monogéne,
Z un Ox-module. Il résulte de 2.10.18 et 2.10.33 que pour tout entier ¢ > 0,
l'isomorphisme j7(%) (2.10.31.3) se dérive en un isomorphisme fonctoriel

JH(P): RIL(AD

rig

(F)) = 0 RIUfF). (2.10.34.1)

rig

2.11 Etude cohomologique des faisceaux cohérents
Proposition 2.11.1. Soient X un schéma formel affine globalement idyllique, % un
Ox-module cohérent; alors on a HY(X, %) = 0 pour tout ¢ > 0.

Soient _# un idéal de définition cohérent de X, 0%, = ﬁx//"“, G =
F oy Ox, (n > 0). Daprés 2.8.5, %, est un Ox -module cohérent et .F =
lim %, ; plus précisément, si on pose A =1'(X,0%), J =T1(X, 7), M =T(X,.7)

et M,, = M/J" M, alors M est A-module cohérent, .7 = M2 et &, =

&I
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(2.7.2.9 et (2.7.2.2)). Pour tout f € A et tout n > 0, on a I(Z(f), %) = (M)
et H(2(f), #,.) = 0 pour i > 0. Par suite, les conditions de ([30] 0.13.3.1) sont
remplies, en prenant pour base 9B de la topologie de X I'ensemble des ouverts Z( f)
pour f € A; le systéme projectif (I'(X,.#,))n>0 vérifie évidemment la condition
(ML) (1.17.1). La proposition résulte de loc. cit. par récurrence sur q.

Corollaire 2.11.2. Soient X un schéma formel affine globalement idyllique, F un

Ox-module cohérent; alors on a H(X, %’;?g(,?)) = 0 pour tout ¢ > 0.

En effet, comme le topos de Zariski de X est cohérent (2.6.6), le foncteur
H9(X,—) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens ([1] VI
5.3). L’assertion s’ensuit en vertu de 2.11.1.

2.11.3. Soient X un schéma formel, 4l = (U,) un recouvrement ouvert de X, .7
un Ox-module. Nous désignerons par C*® (4, %) le complexe de Cech des cochaines
alternées relatif au recouvrement U, a coefficients dans # ([1] V 2.3.3), et par
H* (U, F) ses groupes de cohomologie.

Corollaire 2.11.4. Soient X un schéma formel idyllique, 4 = (U,,) un recouvrement
de X par des ouverts affines globalement idylliques, % un Ox-module cohérent. Si
toute intersection finie des ensembles U, est un schéma formel affine globalement
idyllique, les modules de cohomologie H*(X,.%) et H*(U,.F) (sur T'(X, Ox)) sont
canoniquement isomorphes.

Cela résulte de 2.11.1 et ([1] V 3.3).

Théoréme 2.11.5. Soient f: X — ) un morphisme propre de présentation finie
de schémas formels idylliques, .F un Ox-module cohérent. Alors pour tout entier
q >0, le Oy-module R1f,(F) est cohérent.

Soient J# un idéal de définition cohérent de Y, ¢ = f*(H)0x, O%, =
Ox) J", Fp = F ®6, Ox, (n>0);0n aalors Z = lim .%, (2.8.5). Aux ho-
momorphismes canoniques .# — .%,, correspondent canoniquement des homomor-
phismes RYf, (%) — RI f.(.%,), donnant a la limite un homomorphisme fonctoriel

RIf(F) — lim RUf(Fy). (2.11.5.1)

n

Il résulte de 2.11.5 que RIf, (%), étant cohérent, est naturellement muni d’une
structure de Oyp-module topologique; on considérera les R7f,(.%,) comme des
faisceaux de groupes pseudo-discrets ([28] 0.3.9.1). Nous allons montrer en méme
temps que 2.11.5 le corollaire suivant.

Corollaire 2.11.6. Chacun des homomorphismes (2.11.5.1) est un isomorphisme
topologique. En outre, siQ) est quasi-compact, le systéme projectif (R fi(Fn))n>0
satisfait & la condition (ML) ([30] 0.13.1.1).

Nous commengons par établir 2.11.5 et 2.11.6 lorsque ) est un schéma formel
affine globalement idyllique.
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Corollaire 2.11.7. Sous les hypothéses de (2.11.5), supposons en outre que ) =
Spf(A), ou A est un anneau idyllique. Soit J un idéal de définition de type fini de
A, et posons F, = F |J"TLF pourn > 0. Alors les H1(X, F) sont des A-modules
cohérents ; le systeme projectif (HY(X, #,))n>0 satisfait a la condition (ML) pour
tout q ; st on pose

Nyn = ker(HY(X,.Z) = HI(X,.7,)), (2.11.7.1)

an
la topologie sur HY(X, %) définie par la filtration (Ng,)n>0 est la topologie J-
adique ; enfin, I’homomorphisme canonique

HY(X,.#) — lim HY(X,.%,) (2.11.7.2)

n

est un isomorphisme topologique pour tout q (le premier membre étant muni de la
topologie J-adique, les H1(X, #,) de la topologie discréte).

Notons d’abord que si la proposition est vraie, elle le reste quand on rem-
place J par tout idéal de définition de type fini J' de A. En effet, on a J C J et
J" C J' pour un entier 7 > 0; si 'on pose .#, = .Z%/J" 1% on a des homomor-
phismes canoniques .7/ (nt1) — Fn et Fp(ny1) — F,,, compatibles aux projections
canoniques de % dans ces modules; il en résulte un isomorphisme topologique

lim HY(X, %)) — lim HY(X,.%,)

n n

compatible aux fléches (2.11.7.2) ; si (H4(X, .%#,))n>0 satisfait a la condition (ML),
il en est de méme de (H?(X,.7},))n>0; enfin, si 'on pose N ,, = ker(H?(X, #) —
HY(X,.7,)), les filtrations (Ngn)n>o0 et (Nj ,)n>0 définissent la méme topologie
sur HY(X, 7).

On sait en vertu de ([30] 3.4.4) que la proposition est vraie si A est noethérien.
On supposera désormais que A est topologiquement de présentation finie sur un
anneau l-valuatif R et J = tA, ou t est un élément non nul de I'idéal maximal de
R. 1l existe alors un entier r tel que t" For = 0 (2.10.13 et 1.10.2).

Soient # = (U,) un recouvrement fini de X par des ouverts formels af-
fines globalement idylliques, C* = C*(4,.%#) (2.11.3); on pose A, = A/t"T1A
et C? = C* ®4 A,,. Toute intersection des ensembles U, est un schéma formel af-
fine globalement idyllique (2.6.12). Par suite, pour tout i, C? est complet et séparé
pour la topologie (¢)-adique, et tTCét)_tor = 0 (2.10.5.2). Par ailleurs, on a, pour
tout ¢ et tout n > 0, des isomorphismes canoniques C®(Ll,.%,) ~ C? (2.7.2.9 et
(2.7.2.2)), HY(X%, #,) ~ HI(C?) et HY(X,.#) ~ HI(C*) (2.11.4).

Si on pose X, = (X,0x/ #""'), le morphisme f,: X, — Spec(4/J"t1)
déduit de f est propre de présentation finie, et A/J"! est universellement cohé-
rent (1.12.15 et 1.4.2). On conclut de 1.4.8 que HY(X,.%,) = H1(X,, %#,) est un
A-module cohérent pour tout ¢ et tout n > 0.



2.11. Etude cohomologique des faisceaux cohérents 185

On peut maintenant démontrer la proposition 2.11.7 par une récurrence des-
cendante sur ¢. Il existe un entier go tel que I’énoncé soit vrai par tout Ox-module
cohérent en degré g > qo. Supposons I’énoncé vrai par tout &x-module cohérent en
degré g + 1, et montrons le en degré q. Compte tenu de 'hypothése de récurrence
et de la relation C*(4,t"*1.%#) = ¢"+1C® (2.7.2.1), les conditions de 1.17.7 sont
remplies, et la proposition s’ensuit.

Corollaire 2.11.7.3. Sous les hypothéses de (2.11.7), on a, pour tout g € A, un
isomorphisme topologique canonique

HI(X, 7) 04 Agyy > lim ((HU(X, Fu),),

n

ot le premier membre est muni de la topologie J-adique, et les (HY(X, %)), de
la topologie discréte.

En vertu de 1.10.12(iii), H(X, .#) ®a A{y) est isomorphe au séparé complété
de (H9(X,.%))4 pour la topologie J-adique ; un systéme fondamental de voisinages
de 0 pour cette topologie est Ny, ®4 Ay ; ce dernier est le noyau de 'application
(HY(X, %)), — (H1(X,.Z#,)), et par suite le groupe séparé associé a (HY(X, %)),
s'identifie & un sous-groupe G de lim ((HY(%, %#,))q). Mais le systéme projectif
((HY(%, #,))q) vérifie la condition (ML), et 'image de (HY(X, .#)), dans chacun
des (HY(X,.%,))4 est égale & 'image commune des (HY(X, %)), pour k > n assez
grand. On en déduit aussitot que G est partout dense dans h;n ((HY(X, %#n))g), et

n

.
comme ce dernier groupe est complet et séparé, le corollaire est démontré.

2.11.8. Revenons maintenant a la démonstration de 2.11.5 et 2.11.6. Prouvons
d’abord ces propositions dans le cas ) = Spf(A) envisagé dans 2.11.7. Pour tout
g € A, appliquons 2.11.7 au schéma formel affine globalement idyllique induit par
2 sur l'ouvert P, = Z(g), qui est égal & Spf(Ayyy), et au schéma formel induit
par X sur f~(9),). Comme %, est un O, -module cohérent, on a

H(f71(Qg), Fn) = LDy, RU£1(F0))

pour tout n > 0 ([30] 1.4.11). L’homomorphisme canonique
HY(f71(Qy), F) — Im T (Y, RV f.(Fy))
est un isomorphisme ; mais on a

lim T(2g, RYf.(2) = T(® lim R f.(F)

n

et comme le faisceau RYf,(F) est associé au préfaisceau 9, — HI(f~1(Y,), F)
sur les )4, on a bien montré que ’homomorphisme (2.11.5.1) est bijectif. Prouvons
ensuite que R f,(#) est un Oy-module cohérent, et de fagon plus précise que 'on a

RIf.(F) = (HI(X,.7))~. (2.11.8.1)
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D’une part, .%#, étant un Ox _-module cohérent, on a ([30] 1.4.13)
F(Q.jg,qu*(yn)) = F(@quf*(yn» ®A Ag = (Hq(x7 yn))g-
D’autre part, en vertu de 2.11.7.3, on a

lim ((H(X, 70))g) = HI(X,.7) @4 Aggy = T(Yy, (HI(X, F))%).

Cela démontre (2.11.8.1) puisque I'(Y4, R f+(F)) = Iim I'(Y4, R f.(%r)). On en

déduit que (2.11.5.1), qui est continu en vertu de ([28] 0.3.9.2), est un isomorphisme
topologique. Enfin, les H4(%X, %#,,) étant des A-modules cohérents (1.4.8, 1.12.15,
1.4.2), il résulte des relations R?f,(%,) = (HY(X, .%,))> que le systéme projectif
(RIf(ZF))n>0 vérifie (ML) (2.7.2.1).

Une fois 2.11.5 et 2.11.6 démontrés dans le cas ou le schéma formel ) est
affine globalement idyllique, il est immédiat de passer de la au cas général pour
2.11.5 et la premiére assertion de 2.11.6, qui sont locales sur ), et pour la seconde
assertion de 2.11.6 puisque ) est quasi-compact.

Lemme 2.11.9. Soient A un anneau idyllique ayant un idéal de définition monogéne
J=1tA, P = Spf(A), f: X — D un morphisme propre et de présentation finie de
schémas formels, F un Ox-module cohérent ; posons F,, = .F |J"TL.F. S’il existe
deuzx entiers n > r > 0 tels que t" For = 0 et HY(X, F,,) = 0, alors HY(X, .7 ) = 0.

Soient Y = (U,) un recouvrement fini de X par des ouverts formels affines
globalement idylliques, C* = C*(U,.%#) (2.11.3); on pose A, = A/t"T1A et C2 =
C* ®4 A,. D’une part tTC’(‘t)_tOr = 0 pour tout ¢ (2.10.5.2). D’autre part on a,
pour tout ¢ et tout n > 0, des isomorphismes canoniques H?(X, .%,,) ~ H1(C?) et
HY(X, %) ~ HI(C®) (2.11.4). Le lemme résulte alors de 1.17.6.

Proposition 2.11.10. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
fini de A, Q) = Spf(A), f: X — QY un morphisme propre et de présentation finie
de schémas formels. On pose ),, = Spec(A/J" 1), X,, = X X D, et pour tout
Ox-module F, F, = F Q¢ Ox, = F|J"TLZ. Soit & un Ox-module inversible
tel que £ = £/ JL soit un Ox,-module ample ; pour tout Ox-module F et tout
entier k, posons F (k) = F @ L%k,

(i) Pour tout Ox-module cohérent F, il existe un entier ko tel que, pour tout
k > ko, les propriétés suivantes aient lieu :
(a) On a HY(X, #(k)) = 0 pour tout ¢ > 0.
(b) L’homomorphisme canonique H(X, Z (k)) — HY(X, Zo(k)) est surjec-
tif.
(ii) Supposons A noethérien ou J monogéne. Alors pour tout Ox-module cohérent

F, il existe un entier ki tel que, pour tout k > ky et tout n > 0, ’homomor-
phisme canonique HO(X,.Z (k)) — H(X,.Z,(k)) soit surjectif.
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Observons d’abord que la condition (b) est équivalente & la condition
HY(%X,JZ(k)) = 0, qui est un cas particulier de (a) pour le faisceau cohérent
J.Z ; donc pour (i), il suffit de montrer qu’on peut trouver un entier ko satisfai-
sant a la condition (a). On sait en vertu de ([30] 5.2.3) que la proposition est vraie
lorsque A est noethérien.

(i) On peut se borner au cas ou A est topologiquement de présentation finie
sur un anneau l-valuatif R, et J = tA, ou t est un élément non nul de I'idéal
maximal de R (|29] 4.5.13). Il existe un entier r > 0 tel que t" For = 0 (2.10.13
et 1.10.2) ; on se donne un entier n > r. Le morphisme f, : X,, — 2, déduit de f
est propre de présentation finie, A/J" ! est universellement cohérent (1.12.15 et
1.4.2), et &, est ample pour f, ([29] 4.5.13 et 4.6.6). On conclut de 1.4.10 qu’il
existe un entier kg tel que pour tout k > kg et tout ¢ > 0, on ait H1(%X, %, (k)) =0;
comme t"(Z (k))tor = 0 pour tout k, la propriété (a) en résulte par 2.11.9.

(ii) On peut se borner au cas out J = tA est monogeéne. Il existe un entier
r > 0 tel que t"For = 0. D’aprés (i), il existe un entier ki tel que pour tout
k> ki et tout 0 < m < 7, on ait HY(X,t".Z(k)) = 0. Comme t"(Z (k))tor = 0
pour tout k, la multiplication par ¥ induit un isomorphisme ¢".% (k) — t"7P.Z (k)
(2.10.5.2). Dot HY (X, t".Z (k)) = 0 pour tout k > ki et tout n > 0, ce qui entraine
la proposition.

Corollaire 2.11.11. Les hypothéses étant celles de (2.11.10), pour tout Ox-module
cohérent F, il existe un entier ko tel que pour k > ko, % (k) soit engendré par

ses sections au-dessus de X ; en d’autre termes, F est isomorphe au quotient d’un
Ox-module de la forme (Ox(—k))™.

Comme X est quasi-compact et quasi-séparé, il résulte de ’hypothése sur %
et de ([29] 4.5.5) qu’il existe ko tel que, pour k > ko, Fy(k) soit engendré pas ses
sections au-dessus de X ; par ailleurs, on peut supposer kg pris assez grand pour que
Ihomomorphisme I'(X, % (k)) — T'(X, %o (k)) soit surjectif pour k > ko (2.11.10).
11 existe donc un nombre fini de sections s; € T'(X, #(k)) dont les images dans
(X, %y(k)) engendrent Fy(k) ([28] 0.5.2.3). Comme J est contenu dans I'idéal
maximal de 'anneau local en tout point de X, il résulte du lemme de Nakayama
que les s; engendrent .7 (k).

Proposition 2.11.12. Soient f: X — Q) un morphisme propre de présentation finie
de schémas formels idylliques, F un Ox-module cohérent rig-nul. Alors pour tout
entier ¢ > 0, le Oy-module RYf(F) est rig-nul.

La question étant locale sur ), on peut le supposer quasi-compact ; donc X
est quasi-compact. Il existe alors un idéal de définition cohérent # de Q) tel que
si 'on pose 7 = f*(A)Ox, on ait #.F = 0 (2.10.10). Il résulte de 2.11.6 que
HARIf(F) =0, donc RYf,(F) est rig-nul (2.10.10).
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2.12 Théoréme de comparaison de la théorie “algébrique”
a la théorie “formelle”

2.12.1.  Soient (Y,Y”) une paire idyllique (2.6.17), f: X — Y un morphisme
propre de présentation finie, X’ I'image réciproque de Y’ par f; donc (X, X’) est
une paire idyllique. Nous désignons par X et Y les schémas formels complétés de
X et Y le long de X' et Y’ respectivement, par f le prolongement de f a ces
complétés, qui est un morphisme propre X — Y de schémas formels idylliques
(2.5.10). Pour tout &x-module cohérent %, nous désignons par Z son complété
Z,x: le long de X', qui est un &g-module cohérent (2.8.4).

Soient ¢ l'idéal quasi-cohérent de type fini de Oy qui définit Y/, ¢ =
[*(H)Ox, qui est I'idéal de Ox définissant X' ; on sait alors que # et % sont
cohérents (2.6.18). Soit % un Ox-module cohérent, et considérons pour tout n > 0
les Ox-modules cohérents .%,, = ﬁ//"“ﬁ. En vertu de 1.4.8 et 2.6.18, les Oy -
modules Rf.(#) et Rf,(#,) sont cohérents pour tout ¢. On a des homomor-
phismes canoniques

RIf.(F) @¢y (Oy | H "L Oy) — RIf(F) (2.12.1.1)
donnant a la limite un homomorphisme fonctoriel

pq: (RIF.(F))" — lim RIf.(F,), (2.12.1.2)

n

ott le premier membre désigne le complété (RYf.(F)) /v de R7f.(F) le long de
Y’. D’ailleurs (2.12.1.1) peut étre considéré comme un homomorphisme continu
de (Oy /& ™ 1)-modules pseudo-discrets. Par suite ¢, est un homomorphisme
continu de &y -modules topologiques.

Soit i: X — X le morphisme canonique d’espaces annelés (2.5.3), de sorte
que on a le diagramme commutatif

he  ~
Xn—X

i 7
in

X

ol X, est le sous-schéma de X défini par l'idéal #"*!, i, I'injection canonique,
h, le morphisme d’espaces annelés correspondant a I'identité sur les espaces sous-

jacents et a ’homomorphisme canonique Oy — (Ox/_#"*)| X’ (2.5.2). Comme
F = i*(%) a isomorphisme canonique prés (2.5.5), 'homomorphisme canonique

—

HY(X,7) — HI(X,, h;(é“\)) s’écrit aussi

HY(X,7) — HY(X, Z); (2.12.1.3)



2.12. Théoréme de comparaison de la théorie “algébrique” a la théorie “formelle” 189

ces homomorphismes forment évidemment un systéme projectif, d’ou par passage
a la limite, un homomorphisme canonique

bgx: HI(X, Z) — lim HY(X, .Z,). (2.12.1.4)

n

Remplagant X par un ouvert de la forme f~1(V), oit V est un ouvert affine
de Y, on a des homomorphismes canoniques ([30] 1.4.11)

VYo HUX N f7H(V), F) — lim T(V,R£.(F,,)); (2.12.1.5)

n

ces homomorphismes définissent un homomorphisme canonique de faisceaux

byt RIf(F) — lim R f. (). (2.12.1.6)

n

Soit enfin j: VY - Y le morphisme canonique d’espaces annelés; comme
RIf.(F) est un Oy-module cohérent, on a j*(RIf.(F)) = (RYf.(F))" & isomor-
phisme canonique prés (2.5.5), et on a donc un homomorphisme canonique

Oy (RIfo(F)" = j"(RIfu(F)) = RUL(7(F)) = RU(F).  (212.1.7)

Il résulte aussitdt que le diagramme

>
Q

o~

RIf(F))" RIf,.(F) (2.12.1.8)

S A

lim RS, (%)

n

est commutatif.

Théoréme 2.12.2. Soient (Y,Y') une paire idyllique, f: X — Y un morphisme
propre de présentation finie de schémas, X'/i’image réciproque de Y’ par f. Alors,
pour tout Ox-module cohérent F, qu*(z?) est un Og-module cohérent et les
homomorphismes g, ¥ et 0, du diagramme (2.12.1.8) sont des isomorphismes
topologiques.

—

On a (in)«(h:(ZF)) = %, et 'homomorphisme (2.12.1.6) n’est autre que
I’homomorphisme (2.11.5.1). Par suite, le fait que 1, soit un isomorphisme topo-
logique est un cas particulier de 2.11.6. Il suffira donc de prouver que ¢, est un
isomorphisme topologique ; comme R f,(F) est cohérent (1.4.8 et 2.6.18), il en
résultera que R? f*(agf\) est cohérent.

Nous commencons par établir la forme affine de 2.12.2 :
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Corollaire 2.12.3. Les hypothéses étant celles de (2.12.2), supposons en outre Y =
Spec(B), et H = K, ot K est un idéal de type fini de B, de sorte que Fy =
F /K" Z. La topologie définie sur H1(X,.F) par les noyauxr des homomor-
phismes canoniques H1(X, F) — HY(X,.%,) est la topologie K -préadique; soit
(HY(X, Z)" le séparé complété de HI(X,.F) pour cette topologic; ’homomor-
phisme canonique

0 (HU(X, Z)" — @ HY(X, %,) (2.12.3.1)

n

est un isomorphisme topologique ; enfin, ’homomorphisme canonique

bg: HI(X,.Z) — lim HY(X,.%,) (2.12.3.2)

n

est un isomorphisme.

L’isomorphisme (2.12.3.2) est mentionné ici & titre de rappel (2.11.7). En
vertu de ([30] 4.1.7), on sait que la proposition est vraie si B est noethérien. On
peut donc se borner au cas ou il existe un anneau l-valuatif R et un anneau
idyllique A, tels que B soit de présentation finie sur A, A soit topologiquement de
présentation finie sur R, et K = I B, ot I est un idéal de définition de type fini de
A. Notons que si la proposition est vraie, elle reste vraie lorsqu’on remplace I par
tout idéal de définition de type fini de A (voir la preuve de 2.11.7). On supposera
désormais que K = tB, ou t est un élément non nul de 'idéal maximal de R.

Soient {4 = (U,) un recouvrement fini de X par des ouverts affines, C* =
C*(U,Z) (2.11.3); on pose A, = A/t""1A et C2 = C* @4 A,. On a alors,
pour tout ¢ et tout m > 0, des isomorphismes canoniques C*(i,.%#,) ~ C¢,
HY(X, 7,) ~ HI(C?) et HI(X, F) ~ HY(C*). En vertu de 1.12.14(iii), il existe un
entier r > 0 tel que t’“Cét)_tor = 0 pour tout 7. Il existe un entier A > 0 tel que
th(H2(t"C*)) (t)-tor = 0 pour tout q. En effet, ¢".# étant un &x-module cohérent,
He(¢t"C®) ~ HY(X,t".%) est un B-module cohérent (1.4.8 et 2.6.18), et il suffit de
lui appliquer 1.12.14(iii). Les assertions recherchées résultent alors de 1.17.3.

2.12.4. Passons maintenant & la démonstration de 2.12.2. Pour tout ouvert affine

VdeY,T'(V,(RIf.(5F))") est le séparé complété de I'(V, R4 f,.(F)) pour la topo-

logie K-préadique (si 2|V = K) puisque R? f. (%) est un Oy-module cohérent, et
(V. lim RYf,(#,)) = lim D(V, R f.(Fn));

le fait que ¢, soit un isomorphisme topologique résulte alors de 2.12.3 et ([30]
1.4.11).

Corollaire 2.12.5. Sous les hypotheses de (2.12.2), pour tout ouvert affine V C Y,
Uhomomorphisme canonique

HY(X 0 f7Y(V),Z) = T(Y NV,RUf.(F))
est bijectif.



2.13. Un théoréme d’existence de faisceaux algébriques cohérents 191

2.13 Un théoréme d’existence de faisceaux
algébriques cohérents

2.13.1. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type fini de
A. SiY = Spec(A), le schéma formel affine Spf(A) s’identifie au complété Y de
Y le long du sous-schéma fermé Y’ défini par I'idéal J. Soient f : X — Y un
morphisme propre de présentation finie, X’ I'image réciproque de Y’ par f; donc
(X, X') est une paire idyllique (2.6.17). Nous désignons par X le complété de X
le long de X’ et par f X > Yle prgl\ongement de f aux complétés. Pour tout
O x-module cohérent .7, nous notons .# son complété .7, x le long de X', qui est
un Og-module cohérent (2.8.4).

Proposition 2.13.2. Pour tout Ox-module cohérent %, les homomorphismes ca-
noniques (2.12.1.7)

—

6, : HI(X, 7) — HI(X,.F)
sont des isomorphismes.

Comme H?(X,.#) est un A-module cohérent (1.4.8 et 2.6.18), donc complet et
séparé pour la topologie J-adique (1.10.2), la proposition n’est qu’un cas particulier
de 2.12.3.

Proposition 2.13.3. Soient %, 4 deux Ox-modules cohérents. Alors, pour tout
entier n > 0, on a un isomorphisme canonique de A-modules cohérents

Bxty, (X;.7.9) ~ Ext}y_(X; 7,9). (2.13.3.1)

Il existe une suite spectrale biréguliere E(#,%) dont l'aboutissement est

Exte (X;7,9) et dont les termes Ep sont donnés par EYY =HP (X, 82ty (F,9));

on note E(ﬁ Q) la suite spectrale analogue relative a Z et 4. On sait que
Exty, (F,9) est un Ox-module cohérent (2.6.18 et [30] 0.12.3.3). On conclut
que les EB? sont des A-modules cohérents (1.4.8 et 2.6.18), et par suite il en est
de méme des termes EP? de la suite spectrale et de son aboutissement. D’autre
part, si i : X — X est le morphisme canonique (2.5.3), F et 4 sidentifient
canoniquement a i*(%) et i*(¥4) (2.5.5) et i est plat (2.6.19). Donc pour tout
q > 0, le Og-homomorphisme canonique wu, : i*(8aty, (F,9)) — Sty (ﬁ\\, 9)

bs
est un isomorphisme ([30] 0.12.3.5) ; autrement dit, &xt%,_(.#,¥) s’identifie au
X

complété (Saty (F,4))". On conclut alors de 2.13.2 que pour tout p > 0,
HP (X, é‘)xtqﬁ} (j\, 4)) s’identifie canoniquement & HP(X, Exty, (F,9)). On voit
donc qu’on a, & un isomorphisme canonique pres, B8 (#,9) = EX(F,9). Cela
étant, on sait que la donné du morphisme plat ¢ définit un homomorphisme cano-
nique de suites spectrales ([30] 0.12.3.4)

~

¢ :E(Z,9) - E(F,9)
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dont le terme Es (resp. I'aboutissement) se réduit & ’homomorphisme

bl HP (X, Ext!(F,9)) — HP(X, Eat!(F, D))
(resp. ¢" : Ext}y, (X, 7,9) — Ext}y_(X,7,9))

déduit de ug (resp. ug) par fonctorialité. Comme les ¢h? sont des isomorphismes,
il en est de méme des ¢".

Corollaire 2.13.4. Soient ¥, 4 deur Ox-modules cohérents. Alors I’homomor-
phisme canonique

~

Homg, (#,%) — Home_(7,9) (2.13.4.1)

qui, & tout homomorphisme u: % — 4, fait correspondre son complété  : F — f!?,
est un isomorphisme. De plus, pour que G soit injectif (resp. surjectif), il faut et
il suffit que u le soit.

La premiére assertion est un cas particulier de 2.13.3. Pour démontrer la
seconde, notons en vertu de 2.6.22 que @ est injectif (resp. surjectif) si et seule-
ment s’il existe un voisinage de X’ dans lequel u soit injectif (resp. surjectif). La
conclusion résulte donc du lemme suivant :

Lemme 2.13.5. Tout voisinage de X' dans X est identique a X.

Si V est un voisinage ouvert de X’ dans X, f(X — V) est fermé dans Y, et
ne rencontre pas Y’ ; mais cela est impossible & moins que X — V ne soit vide,
puisque J est contenu dans le radical de A ([12] chap. IIT §2.13 lem. 3), d’ou la
conclusion.

2.13.6. Nous dirons provisoirement quun &'g-module cohérent est algébrisable

g’il est isomorphe & un complété Z dun O x-module cohérent .%.

Lemme 2.13.7. Soient F',9’ deux Og-modules cohérents algébrisables. Pour tout
homomorphisme u : F' — 4’ ker(u), im(u) et coker(u) sont algébrisables.

En effet, on a F' = 3\, @' = {2 ol 7 et ¢ sont des O'x-modules cohérents,
etonawu=7,0uv:.# — ¥ est un homomorphisme (2.13.4). En vertu de 2.5.5(i),
ker(?) est isomorphe a (ker(v))”", donc algébrisable ; démonstration analogue pour
im(u) et coker(u).

Théoréme 2.13.8. Les hypothéses étant celles de (2.13.1), supposons de plus que

le morphisme f soit projectif. Alors le foncteur & — F est une équivalence de la
catégorie des Ox-modules cohérents et de la catégorie des O'g-modules cohérents.

Notons tout d’abord que sous les hypothéses de (2.13.1), il revient au méme
de demander que f soit projectif ou qu’il existe un &x-module inversible ample
£ (1.4.8,1.12.15 et [29] 5.5.4(i)). On pose Y, = Spec(A/J"t1), X,, = X X3 Y,
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et pour tout Og-module .7, .7, =.F ®¢_ Ox, = .F/J"T1.Z. Alors X,, est égal
au sous-schéma fermé X xy Y,, = f71(Y,) de X; si Z est le complété de Z,
ona % = Z/JZ qui est un Ox,-module ample ([29] 4.6.13). On peut donc
appliquer & Z et tout O ‘¢-module cohérent .# le corollaire 2.11.11; on voit donc

que % est isomorphe & un quotient de ¥ = (§®(_k))m pour des entiers k > 0 et
m > 0 convenables. Or, il est clair que ¢ est le complété de (L2(—F)™ (2.5.5),
donc est algébrisable. Le noyau 5 de ’homomorphisme canonique ¥4 — % est un
0 -module cohérent (1.3.4). On voit de méme qu'il existe un &'g-module cohérent
algébrisable % et un homomorphisme v : & — ¥ tel que 5 = im(v). On a alors
F = coker(v), et F est algébrisable en vertu de 2.13.7.

Corollaire 2.13.9. Sous les hypothéses de (2.13.8), Uapplication Z — Z;znx est
une bijection de ’ensemble des sous-schémas fermés de présentation finie Z de X,
sur l’ensemble des sous-schémas fermés de X.

On notera d’abord que pour qu’un sous-schéma fermé de X soit de présenta-
tion finie, il faut et il suffit qu’il soit défini par un idéal cohérent de Ox (2.6.18).
Un sous-schéma fermé de X est de la forme (T, (O%/4)|T), ou o est un idéal
cohérent de O (2.9.1). Il résulte de 2.13.8 que O /47 est isomorphe a un O'g-

—

module de la forme .#, ou % est un Ox-module cohérent; en outre, il résulte
de 2.13.4 que I'homomorphisme canonique O¢ — O /< est de la forme 4, ot
w: Ox — F est un homomorphisme surjectif de &'x-modules. Donc .% est de la
forme Ox /A, ou A est un idéal cohérent de Ox, et & = f(2.5.5); d’ot la
conclusion.

2.14 Invariants normaux d’une immersion

2.14.1. Soient X un schéma formel idyllique, f = (¥,0): 9 — X une immersion. Il
résulte aussitot de la définition (2.9.3) que ’homomorphisme §: U*(0x) — Oy est
surjectif, de sorte que Oy s’identifie & un faisceau d’anneaux quotient U*(0x)/.of.
Suivant ([31] 16.1.2), le faisceau d’anneaux Oy-augmenté U* (ﬁx)/d;+1 est appelé

le r-iéme invariant normal de f. L’espace annelé (2],\11*(@’35)/427]{'“) est appelé

r-iéme voisinage infinitésimal de g dans X, et noté Qj(r) ou simplement ). Le
faisceau d’anneaux gradués associé au faisceau d’anneaux filtrés U*(0x)

Gre(f) = ©rzo(f | (2.14.1.1)

est appelé le faisceau d’anneaux gradués associé a f; c’est un faisceau d’algébres
graduées sur le faisceau d’anneaux Oy = Gro(f). Le faisceau Gri(f) = o7/ /7
est appelé le faisceau conormal de f; on le note aussi A/ x.

2.14.2. Soient X un schéma formel idyllique, ) un sous-schéma de X, j =
(0,0): 9 — X l'injection canonique. On désigne par U le plus grand ouvert de X
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contenant ) tel que 9 soit fermé dans U, par o7 'idéal cohérent de Ox|U qui défi-
nit P comme sous-schéma fermé de (U, Ox|U), par jo = (o, 00): Y — (U, Ox|U)
I'injection canonique. Compte tenu de ’exactitude du foncteur ¥§, on a o =
Vi), Oy = W5((0x|U) /™) et Grr(5) = UG (" /™) = jg (7 /7).
On en déduit que ) est le sous-schéma fermé de (U, Ox|U) défini par Iidéal
cohérent @™ de Ox|U, et Gr,(j) est un Oy-module cohérent (2.8.11).

Proposition 2.14.3. Soient X un schéma formel idyllique, f: Y — X une immer-
sion. Alors :

(i) Les Oy-modules Gr.(f) sont cohérents.

(ii) Les D) forment un systeme inductif de schémas formels idylliques, ayant
tous pour espace sous-jacent l'espace ). Pour 0 < r < t, le morphisme
de transition hye: D7) — PO est une immersion fermée, et le morphisme
canonique h,: P — X est une immersion.

2.14.4. Soient X, X’ deux schémas formels idylliques, f: 9 — X, f/: 9’ — X’ deux
immersions ; considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas
formels

9 Ly (2.14.4.1)

9L -x

Posons u = (p, A). D’aprés ([31] 16.2.1), pour tout r > 0, il existe un morphisme
canonique de schémas formels

w, = (p,vy): P — ™), (2.14.4.2)

qui pour n = 0 n’est autre que u. En outre, les diagrammes

QJ/(T) P gj/(t) ht x!
P gy sy

sont commutatifs pour r < ¢.

Par passage aux quotients a partir des homomorphismes v,., et en tenant
compte de 'exactitude du foncteur p*, on obtient un p-morphisme d’algébres gra-
duées

gr(u): p*(Gre(f)) — Gre(f'). (2.14.4.3)

Il en résulte un homomorphisme de Oy)/-algébres graduées

Gr(u) = gr(u) @ 1: u*(Gre(f)) — Gro(f’). (2.14.4.4)
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Proposition 2.14.5. Les hypotheses étant celles de (2.14.4), supposons de plus que
D =9 xx X', f' et u étant les projections canoniques. Alors ') =P xx ¥’
et Gr(u) est surjectif.

On peut se borner au cas ol g est un sous-schéma fermé de X défini par
un idéal cohérent o7 de O, f étant I'injection canonique. Alors ) est le sous-
schéma de ¥ défini par I'idéal &/"*1, et la proposition résulte de 2.9.9.

Proposition 2.14.6. Considérons un diagramme cartésien de morphismes de sché-
mas formels idylliques

X —1=9 (2.14.6.1)

x—21>9

tel que g et g' soient adiques. Soient f: Q) — X une section de g, f': ) — X'
la section de g’ déduite de f par le changement de base u. Supposons que f soit
une immersion (donc f' est aussi une immersion). On note P (resp. PY'")) le
r-ieme voisinage infinitésimal de ) dans X (resp. de )’ dans X'), hy: D) — X,
Rl = X et we: P — D) les morphismes canoniques. On munit Oy
(resp. ﬁ@,m) de la structure de Oy -algeébre définie par g (resp. de la structure de
Og:-algébre définie par g'). Alors :

(i) Ona P’ =) x5 X',
(ii) La Oy-algebre Oy est cohérente ; le morphisme go h,. est fini et de présen-
tation finie.

(i) L’homomorphisme de Og:-algébres
N (Oyr) ®ay Oy — Ogyuir (2.14.6.2)
déduit de w, est bijectif. En outre, le morphisme de Oy -modules (2.14.4.4)
Gry(u): u*(Gri(f)) — Gri(f") (2.14.6.3)
est bijectif.

(i) Notons d’abord que les morphismes f’ et u identifient )’ au produit
Y xx X' (pour les morphismes structuraux f: 9 — X et v: X’ — X). Par suite,
f' est une immersion (2.9.9) et la conclusion de (i) résulte de 2.14.5.

(ii) La Oy-algeébre Oy (- est munie d’'une augmentation canonique Oy —
Oy. L’algébre graduée associée & la filtration de ﬁ@m définie par 'idéal d’aug-
mentation s’identifie & ®o<;<-Gr;(f). Par suite, la Oy-algébre Oy est cohérent,
et le morphisme g o h,. est fini et de présentation finie (car il est adique et affine).
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(iii) D’apreés (i), le diagramme commutatif

’ ’

/(r hy ! g /

@(T)—T>:{—g>ﬁ‘j

identifie 9)(") au produit ) X99)'. On en déduit, en vertu de (ii) et 2.8.19(ii), que
Phomomorphisme (2.14.6.2) est bijectif. D’autre part, ’homomorphisme (2.14.6.2)
est compatible avec les augmentations canoniques. Comme Oy ) est somme di-
recte (en tant que Oy-module) de Oy et de I'idéal d’augmentation ,Qif/.fz{frﬂ, on
voit donc que ’homomorphisme (2.14.6.2) restreint a (,;zif/,;szrH) Ry Oy est
une bijection de ce dernier sur <7}/ JZ%JT,H. Pour r = 1, cela montre que Gry(u) est
bijectif.

Remarque 2.14.7. Soient X, 2), 2’ des schémas formels idylliques, g: X — ) un
morphisme localement de présentation finie, u: )’ — 2) un morphisme, X’ =
X x99, ¢: X — 2 la projection canonique. Soient f: g — X une section
de g (donc une immersion) et f': 9" — X’ la section de ¢’ déduite de f par le
changement de base u. Alors ¢’ est localement de présentation finie (2.3.19), X’
est idyllique (2.6.13) et la proposition 2.14.6 s’applique dans ce cas.

2.14.8. Soient X un schéma formel idyllique, ¢ un idéal de définition cohérent de
X, f: Y — X une immersion fermée. On déduit de f des immersions de schémas
usuels f,: Y — X, en posant & = f*( 7)0y, X, = (X,0x/ 7", D =
(9, Oy /¢ +1) (2.9.5). Le diagramme de morphismes de schémas formels

2)ni>3€n

Y ——Xx

o les fleches verticales sont les morphismes canoniques est cartésien (2.2.9). Appli-
quant (2.14.4.4), on obtient un homomorphisme surjectif (2.14.5) de Oy, -algebres
graduées

Gr(un): uy(Gre(f)) — Gre(fn)- (2.14.8.1)

En vertu de 2.14.3(i) et 2.8.5, ces homomorphismes donnent a la limite, en chaque
degré r, un homomorphisme de y-modules topologiques

Gr,.(f) — lim Grr(fn). (2.14.8.2)

n
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Proposition 2.14.9. Les hypotheses étant celles de (2.14.8), supposons de plus que
les (fn) soient des immersions régulieres de méme codimension. Alors ’homo-
morphisme Gr(u,) (2.14.8.1) est bijectif pour tout n > 0, et I’homomorphisme
(2.14.8.2) est un isomorphisme topologique de Oy-modules localement libres de
type fini.

La seconde assertion résulte immédiatement de la premiére & ’aide de 2.8.9.
Pour la premiére assertion, la question étant locale, on peut se borner au cas
ou X = Spf(A) est formel affine globalement idyllique, 2 est un sous-schéma
de X défini par un idéal cohérent &/ de 0. Il existe un entier N > 0 tel que
N gNH c Fo7 (1.10.2, 2.7.2.1 et (2.7.2.4)). Montrons d’abord que Gr(uy,)
(2.14.8.1) est un isomorphisme pour tout n > N Posons a = I'(X, o) et J =
(%, 7). Quitte & se localiser un peu plus sur X, on peut supposer les conditions
suivantes remplies :

(i) 1l existe une suite d’éléments (a;)1<i<¢ de A qui est (4/J"1)-régulicre
et qui engendre a/(an J"H1);

(ii) an J"*tt C Ja (toujours en vertu de 2.7.2.1 et (2.7.2.4)).

Par suite, les a; engendrent a/Ja, et donc aussi a (1.8.5). En vertu de ([31]
16.9.13.2), on a, pour tout r > 0,

a" N J" = ar gt par i gt (2.14.9.1)

L’homomorphisme Gr(u,) en degré r est associé au morphisme surjectif de
(A/J™1)-modules

(ar/ar—i-l) ®A (A/Jn-i—l) N (ar 4 Jn+1)/(ur+1 + Jn-i—l).
Ce dernier a pour noyau

a” N (a7'+1 + Jn+1) a7’+1 + a’ N Jn-i—l

ar+1+arjn+1 - ar+1+arjn+1 )

qui est nul d’aprés (2.14.9.1). Par suite, Gr(u,) est un isomorphisme pour tout
n > N. Pour achever la preuve, il suffit d’observer que, pour tout entier r > 0
et tout couple d’entiers (m,n) tel que 0 < m < n, 'homomorphisme canonique
surjectif Gr,(fn) ®ey, Oy, — Gr.(fm) est bijectif, puisque les deux membres
sont des Oy, -modules localement libres de méme rang.

Proposition 2.14.10. Soient g: X — ) un morphisme localement de type fini
de schémas formels idylliques, & un idéal de définition cohérent de Y, 7 =
g*(H)Ox ; posons X, = (X,0x/ F™), Dy = (Y, Oy /A1) (n > 0) et soit
In: Xn — Dn le morphisme déduit de g. Soient f: Y — X une section de g, donc
une tmmersion (2.9.11), fn: V. — X, la section de g, déduite de f. Alors la
composante de degré 1 de ’homomorphisme (2.14.8.1) est bijective, et I’homomor-
phisme (2.14.8.2) pour r = 1 est un isomorphisme topologique.

Cela résulte de 2.14.7 et 2.8.5.
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2.14.11. Considérons le cas particulier du diagramme (2.14.4.1) ou X' = X, v
étant I'identité, 2 est un sous-schéma de X, )’ est un sous-schéma de ), f, u et
f" = fou les injections canoniques. Comme p* est un foncteur exact, on a p*(Oy) =
p (U (Ox)/ ) = W'*(Ox)/p*(f), et comme Oy s'identifie & W'*(Ox)/ ey, on
voit que l'on a @7, = o/ [p*(o/f). On en déduit un homomorphisme canonique de
Oy-algébres graduées

Gre(f') — Gre(u). (2.14.11.1)

Proposition 2.14.12. Soient X un schéma formel idyllique, ) un sous-schéma de
X, Y un sous-schéma de ), j: D' — P Uinjection canonique. On a alors une
suite exacte canonique de faisceaur conormaux

3 (Nyyx) = Nyryx — Nyrp — 0,

ot les fleches sont les composantes de degré 1 des homomorphismes canoniques
(2.14.4.4) et (2.14.11.1).

La question étant locale, on peut se borner au cas ou X = Spf(4), P =
Spf(A/a), Y’ = Spf(A/b), A étant un anneau idyllique, a et b étant deux idéaux
cohérents de A tels que a C b. Compte tenu de 2.7.2.1 et 2.7.4, tout revient & voir
que la suite canonique a/ab — b/b% — (b/a)/(b/a)? — 0 est exacte, ce qui est
immeédiat.

2.15 Invariants différentiels fondamentaux
d’un morphisme

2.15.1. Soient f: X — . un morphisme localement de présentation finie de sché-
mas formels idylliques, As: X — X X & X le morphisme diagonal correspondant,
qui est une immersion de schémas formels idylliques (2.9.12). On désigne par 3”}
ou Z% /0 €t I'on appelle faisceau des parties principales d’ordre v de f, le fais-

ceau d’anneaux Ox-augmentés, r-iéme invariant normal de Ay (2.14.1). On pose
PE =Py = lim P19 Gre(Py) = Gro(Px)5) = Grr(Af); le Ox-module
Gri(Ay), idéal d’augmentation de 2%, ,, est aussi noté Q} ou Qé/y, et appelé le
O'x-module des 1-différentielles de f, ou de X par rapport & ., ou du .’-schéma
formel X.

11 résulte de cette définition que les Gr, (Z%f) sont des Ox-modules cohé-
rents (2.14.3), et pour tout ouvert U de X, on a Z}|U = P4, Gr (F5)|U =

Grr(Zyy) et QU = Qf .

2.15.2. Notons p1, ps les deux projections canoniques du produit X x & X. Cha-
cun de ces morphismes définit, pour tout r, un homomorphisme d’anneaux Oy —
3”;6/5, inverse & droite de I’augmentation 3”;6/5, — O%. La structure de Ox%-

algebre sur Z% | déduite de p; (resp. p2) sera nommée gauche (resp. droite),
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et quand on regardera &%, ., comme une Ox-algébre sans préciser, il sera sous-
entendu qu’il s’agit de la structure gauche. On désigne par d%, ou dy o, ou sim-
plement d”, I'homomorphisme d’anneaux Ox — 2% 5 déduit de py. Pour tout

ouvert U de X et tout t € T'(U, Ox), on pose dt = d't —t, et on dit que dt est la
différentielle de t (élément de I'(U, Qg /), aussi noté dx ;. (t)).

2.15.3. Soient f: X — .7, f': X' — %/ deux morphismes localement de présen-
tation finie de schémas formels idylliques. Considérons un diagramme commutatif

¥ —x (2.15.3.1)
Ao
R .
On en déduit un diagramme commutatif

xl%x
X' X X > XXy X

ou v est induit par u et w. Comme il a été expliqué dans 2.14.4, il en résulte des
homomorphismes de faisceaux d’anneaux augmentés

v p(Px 1) = Pxij (2.15.3.2)

ot l'on a posé u = (p, A). On vérifie aussitot que v, est un p-morphisme d’algébres
quand on munit &%, (resp. F%,, ) de la structure de Ox (resp. Ox) algébre
choisie dans (2.15.2). On en déduit donc un homomorphisme de O -algébres aug-
mentées

Il en résulte un homomorphisme de Ox-algébres graduées
Gr(u) = gr(u) @ 1: u*(Gre(Px,5)) — Gre(Px:)5). (2.15.3.4)

Proposition 2.15.4. Les hypothéses étant celles de (2.15.3), supposons de plus que
X =XxoS, f etu étant les projections canoniques. Alors les homomorphismes
canoniques P"(u) (2.15.3.3) et Gri(u) (2.15.3.4) sont bijectifs.

En effet, on a alors X' X 9 X' = (X X 9 X) X » .’ et compte tenu de 2.14.7, on
peut appliquer 2.14.6(iii) en remplacant g par la premiére projection p;: Xx »X —
X et f par la diagonale Ay.
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Proposition 2.15.5. Soient f: X — & un morphisme localement de présenta-
tion finie de schémas formels idylliques, % un idéal de définition cohérent de .¥,
f = f*(j)ﬁ%: Xn = (:{7ﬁ%/fn+l)i yn = (y7ﬁy/]n+l)’ fn: X, — yn le
morphisme déduit de f. Alors le Ox, -module Q%En/i"n est canoniquement isomor-
phisme G Q%e/y Qe Ox, ; en particulier, le Ox-module cohérent Qé/y est limite
projective de la suite (Q;/y)

En effet, on a alors X, x.» X, = (¥ x» X) X %, et on peut appliquer
2.14.10 en remplacant g par la premiére projection p1: X X X — X et f par la
diagonale Ay.

2.15.6. Soient A un anneau idyllique, B une A-algébre topologiquement de pré-
sentation finie, ¥ = Spf(A), X = Spf(B). Alors Ay, correspond a ’homo-
morphisme surjectif w: B®aB — B tel que w(b@V) = bb/, de noyau J co-
hérent; &% o est le faisceau structural du schéma formel Spf((B®4B)/3"t1);
Gr,(Px)#) est le Ox-module cohérent correspondant au B-module J"/3" 1. 1l
résulte de 2.15.5 et 1.8.7(ii) que Qé/y est le Ox-module cohérent associé au séparé
complété Q}B/A du B-module topologique Q}B/A (1.14.1).

Proposition 2.15.7. Soient f: X — ), g: Y — 3 deux morphismes localement de
présentation finie de schémas formels idylliques. Considérons les homomorphismes
canoniques de Ox-algébres augmentées (2.15.3.3)

9%/9/3° P35 = Py (2.15.7.1)
o3 F1(Py3) — Piyse (2.15.7.2)

Alors gx 93 est surjectif, et son noyau est l’image par fx 9,3 de lidéal d’aug-

mentation de f*(@%/3).

11 suffit de calquer la démonstration de ([31] 16.4.18), en utilisant 2.9.9 au
lieu de (EGA 14.4.5).

Corollaire 2.15.8. Awvec les notations de (2.15.7), on a une suite exacte canonique
de Ox-modules cohérents

F(Qy3) = Qry3 — Qg — 0.
Proposition 2.15.9. Soient f: ) — 3 un morphisme localement de présentation
finie de schémas formels idylliques, j: X — ) une immersion fermée, </ l’idéal
cohérent de Oy correspondant a j. Alors on a 9’;/@ = O%, I’homomorphisme
canonique jx /93" j*(@%/3) — '@;6/3 est surjectif, et son moyau est l'idéal de
J*(Py3) engendré par j*(Oy.dy 5(A)).
La premiére assertion résulte du fait que la diagonale Aj: ¥ — X x9 X est un

isomorphisme. Soient wy,ws les deux homomorphismes d’algébres Oy — @% /3
correspondant respectivement aux deux projections canoniques p1,p2 de P x3 9
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sur ). La Ox-algébre j* (2 5) s'identifie donc & 2y 5 /w1 () Py 5 et son quo-
tient par I'idéal engendré par j*(0y.dy, 5 (o)) & Py 3 /(@1(A) + @2(H)) Py 5-
Le diagramme commutatif

x4j>23

Afojl lA.f

Xx3 X 8L usy

est cartésien car A; est un isomorphisme. Soit A% /3 (resp. A% /3) le voisinage
infinitésimal d’ordre 7 de X (resp. 9)) pour I'immersion Ay,; (resp. Af). D’aprés
2.14.5, on a un diagramme cartésien

A%/s A3

Afoyl lAf

%X3%L3j>2jx§@

Or j x3 j est une immersion fermée et le sous-schéma de 2 x3 2 qui lui est
associé est défini par I'idéal cohérent (pj () +p5()) Opx ;9 (2.9.9). Donc F% 5
s’identifie au quotient de @&5 /3 bar I'idéal engendré par I'image dans ,@% /3 de
pi() + p3(f), qui n'est rien d’autre que I'idéal engendré par w?(#) + w3 ().
Corollaire 2.15.10. Soient f: ) — 3 un morphisme localement de présentation

finie de schémas formels idylliques, j: X — ) une immersion. On a une suite
exacte canonique de Ox-modules cohérents

Najp = 7 (Qy3) — Q3 — 0.

Proposition 2.15.11. Soient X — ., 9 — ¥ deux morphismes localement de
présentation finie de schémas formels idylliques, 3 =X x99, p: X x Y — X et
q: X X9 — 9 les projections canoniques. Alors ’homomorphisme canonique

P32/ © G3/x/9: P (/) ¢ ( Uy /o) = Uy
est bijectif.

11 suffit de calquer la démonstration de ([31] 16.4.23), en utilisant 2.15.4 et
2.15.7 au lieu de ([31] 16.4.5 et 16.4.18).

Proposition 2.15.12. Soit f: X — Y un morphisme localement de présentation
finie de schémas formels idylliques. Pour que f soit non ramifié, il faut et il suffit
que Q; /9 = 0.

La proposition se raméne & ’assertion correspondante pour les morphismes
de schémas usuels ([31] 17.4.1) a Paide de 2.4.7 et 2.15.5.
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Proposition 2.15.13. Soit f: X — ) un morphisme lisse de schémas formels idyl-
liques.

(i) Le Ox-module Q%E/@ est localement libre de type fini.

(ii) Soit g: Y — & un morphisme localement de présentation finie de schémas
formels idylliques. Alors la suite de Ox-modules (2.15.7)

Oﬁf*(ﬂl@/y) _>Q%e/y_>9§e/9) — 0 (2.15.13.1)
est exacte et localement scindée.

Le proposition (i) et I'exactitude de (2.15.13.1) se raménent aux assertions
correspondantes pour les morphismes de schémas usuels ([31] 17.2.3) a l'aide de
2.8.9, 2.8.11 et 2.15.5. La derniére assertion de (ii) se déduit de (i).

Proposition 2.15.14 (Critére jacobien). Soient f: X — % un morphisme lisse de
schémas formels idylliques, j: Y — X une immersion, h = foj: Y — . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) h est lisse.

(ii) La suite de Oy-modules (2.15.10)

0— Myx =5 (Qx)9) = Uy — 0 (2.15.14.1)

est exacte et localement scindée.
(iii) Pour tout y € Y, I’homomorphisme canonique

(Myx)y = (7 (% )))y

est inversible a gauche.
(iv) Pour tout y € ), 'homomorphisme canonique

Nz @ k(y) — (7 (/) @ K(Y)
est injectif.

Notons d’abord que les conditions (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes (2.15.10,
2.15.13(i) et 1.3.15). Montrons ensuite que les conditions (i) et (ii) sont équiva-
lentes. On peut se borner au cas ot . = Spf(A4) et ¥ = Spf(B) sont formels
affines globalement idylliques, avec 9 = Spf(B/J), ot J est un idéal cohérent de
B, et B est une A-algébre topologiquement de présentation finie et formellement
lisse (2.4.2). Compte tenu de 2.15.6, il suffit alors d’appliquer le critére jacobien
(1.14.5).

2.15.15. Conservons les hypotheéses de (2.15.14), supposons de plus h lisse. Soient
# un idéal de définition cohérent de ./, ¢ = f*(F)Ox, # = h*(#)0y. Posons
X, = (%a ﬁx//n+l)’ Dn = (Q‘j?ﬁ@/%n—i_l)? Fn = (y,ﬁy/jn+l) (n 2 O) et
soient fr,: X, — 0, bt Do — S, Jn: D — X4 les morphismes déduits de f, h





























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































