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A mes parents



Je ne publie qu’un volume, Du côté de chez Swann, d’un roman qui aura pour titre
général À la recherche du temps perdu. J’aurais voulu publier le tout ensemble ;
mais on n’édite plus d’ouvrage en plusieurs volumes. Je suis comme quelqu’un qui
a une tapisserie trop grande pour les appartements actuels et qui a été obligé de
la couper.

De jeunes écrivains, avec qui je suis d’ailleurs en sympathie, préconisent au
contraire une action brève avec peu de personnages. Ce n’est pas ma conception
du roman. Comment vous dire cela ? Vous savez qu’il y a une géométrie plane et
une géométrie dans l’espace. Eh bien, pour moi, le roman ce n’est pas seulement
de la psychologie plane, mais de la psychologie dans le temps. Cette substance
invisible du temps, j’ai tâché de l’isoler, mais pour cela il fallait que l’expérience
pût durer. J’espère qu’à la fin de mon livre, tel petit fait social sans importance,
tel mariage entre deux personnes qui dans le premier volume appartiennent à des
mondes bien différents, indiquera que du temps a passé et prendra cette beauté de
certains plombs patinés de Versailles, que le temps a engainés dans un fourreau
d’émeraude.

Marcel Proust
Le Temps du 12 novembre 1913
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Préface par Michel Raynaud

En 1961, John Tate pose les bases d’une géométrie analytique globale sur un corps
valué non archimédien. Par opposition à la géométrie analytique “molle” (wobbly
spaces), il va l’appeler géométrie analytique rigide.

Tate se place sur un corps valué K, corps des fractions d’un anneau de va-
luation complet R, de hauteur 1. Soient Γ le groupe de la valuation de K et k le
corps résiduel de R. On note K〈T 〉 l’algèbre de Banach noethérienne des séries
entières convergentes sur un polydisque unité fermé. Les pièces élémentaires, qui
vont constituer ces espaces rigides, sont les affinoïdes. Ils sont définis par leur al-
gèbre A de fonctions holomorphes, algèbre de Banach quotient de l’algèbre K〈T 〉
et par leur ensemble de points qui est le spectre maximal de A. La nouveauté
consiste à introduire certains recouvrements ouverts admissibles de ces affinoïdes
qui se chevauchent suffisamment pour que leurs espaces de fonctions holomorphes
se recollent. Le prototype de tels recouvrements consiste à prendre une fonction
holomorphe f sur un affinoïde X , un élément γ de Γ et à recouvrir X par les
deux ouverts affinoïdes où f prend des valuations ≥ γ et ≤ γ. Plus généralement,
Tate étudie les recouvrements d’un affinoïde par des ouverts affinoïdes spéciaux
et montre qu’ils sont acycliques. Il faut toute l’autorité de Serre et la complicité
de l’IHÉS pour que le texte de Tate soit disponible dès 1962. Plus tard (en 1971),
viendra une publication en bonne et due forme dans Inventiones [43].

La théorie de Tate est reprise et complétée par R. Kiehl en 1967 dans [34, 35].
Kiehl présente les recouvrements qui donnent lieu à recollement dans le cadre
d’une topologie de Grothendieck (comme celui-ci l’avait d’ailleurs suggéré à Tate),
obtient les énoncés de recollement et de nullité de la cohomologie pour les faisceaux
cohérents sur les affinoïdes, introduit les espaces rigides propres et prouve les
énoncés de finitude de la cohomologie afférents.

Les premières applications de la géométrie rigide mettent en jeu des revête-
ments analytiques de degré infini. C’est d’abord la réalisation de la courbe ellip-
tique dite de Tate, comme quotient du groupe multiplicatif par un réseau, qui a été
une profonde motivation pour le fondement de la théorie. Ce résultat est étendu
par Mumford en genre supérieur : une courbe propre et lisse sur K, qui admet sur
R une réduction semi-stable ayant une fibre spéciale à composantes irréductibles
rationnelles, possède une uniformisation « à la Schottky » : elle est le quotient par
un groupe libre de type fini, d’un ouvert rigide de la droite projective sur K .



xiv Préface par Michel Raynaud

A partir des années 70, la géométrie analytique rigide va s’égailler, de façon
un peu anarchique, dans des directions variées que nous allons rapidement évoquer.

Géométrie rigide et géométrie formelle. A un R-schéma formel X localement
de présentation finie, on associe un K-espace rigide X , sa “fibre générique” : un
ouvert affine formel de X de R-algèbre A correspond à l’ouvert affinoïde de X ,
de K-algèbre A = A ⊗R K . Pour X , le schéma formel X joue alors le rôle d’un
modèle R-entier et on dispose d’une spécialisation de X vers la fibre résiduelle
X de X. Réciproquement, si l’on part d’un K-espace rigide X , séparé de type
fini, il est la fibre générique d’un R-schéma formel de présentation finie X. De
plus, deux modèles entiers de X sont comparables par éclatement formel permis,
c’est-à-dire de centre dans la fibre fermée. Vue ainsi, la géométrie rigide apparaît
comme étroitement liée à la géométrie formelle et il existe souvent des modèles
entiers naturels, comme dans la théorie de Mumford-Schottky. Ce point de vue
est esquissé en 74 dans [41]. Un rôle clé est joué par une technique de platification
par éclatement dont la version algébrique est présentée dans [42]. La version for-
melle paraît quelques années plus tard (Mehlmann [39], Bosch, Lütkebohmert [9]).
Partant d’un morphisme u : Y → X entre R-schémas formels de type fini, qui est
plat sur les fibres génériques, on peut modifier les modèles entiers par éclatement
permis de façon à obtenir un morphisme plat entre modèles formels u′ : Y′ → X′.

Le point de vue de Berkovich. Celui-ci considère pour tout n-uple de nombres
réels > 0 r = (r1, . . . , rn), l’algèbre de Banach noethérienne K〈r−1T 〉 des séries
convergentes dans le polydisque fermé |Ti| ≤ ri et les affinoïdes ont encore pour
algèbre de fonctions holomorphes les algèbres de Banach A, quotient de K〈r−1T 〉.
Mais, au lieu de se limiter aux points à valeurs dans les extensions finies de K ,
Berkovich évalue les éléments de A dans des corps valués L, complets pour une
valeur absolue réelle arbitraire qui prolonge celle de K . La topologie des réels
retrouve sa place : l’espace des points d’un affinoïde, muni de la topologie produit,
est compact et localement connexe par arcs. Durant les années 90, Berkovich
développe la cohomologie étale des espaces rigides et celle des cycles évanescents
sur les schémas formels, pour des coefficients �-adiques, où � est un nombre premier
distinct de la caractéristique de k [2, 3, 4].

L’approche de Fujiwara. On part du point de vue des R-schémas formels,
à éclatements permis près. Considérons un K-espace rigide de type fini, séparé
X . Ses modèles entiers X forment un système projectif filtrant de R-schémas for-
mels qui, par passage à la limite, donnent un espace annelé quasi-compact. Cette
construction, qui rappelle celle de la voûte étoilée (Riemann space) introduite en
géométrie algébrique par Zariski, conduit à des “modèles entiers limites” lointains
mais canoniques. La platitude, après éclatement permis, devient une platitude au
niveau des modèles limites. Cette présentation est esquissée dans [20] et devrait
être développée dans un ouvrage à venir.

Ainsi, depuis sa naissance, la géométrie rigide a oscillé entre le point de vue
des K-séries convergentes qui l’apparente à la géométrie analytique complexe et
celui des R-modèles entiers formels qui la relie à la géométrie algébrique sur k.



Préface par Michel Raynaud xv

Le but de ce livre est de présenter les fondements d’une géométrie rigide-
formelle relative. Le point de vue adopté est celui des schémas formels à écla-
tements permis près, mais est abordé dans une situation relative. Les tentatives
faites jusqu’à présent (confer [8]) devaient distinguer deux cas : la base S était
soit un schéma formel noethérien, soit un R-schéma formel localement de présen-
tation finie. Trouver une approche uniforme qui englobe ces deux cas particuliers,
requiert de dégager une classe d’anneaux topologiques, qui satisfont à certaines
propriétés de cohérence et ont un bon comportement vis-à-vis de la platitude, par
complétion.

Michel Raynaud
mars 2009



Avant-propos

Il n’est guère possible d’aborder la lecture de ce traité sans avoir une bonne
connaissance des oeuvres suivantes d’A. Grothendieck :

a) Éléments de Géométrie Algébrique [28, 29, 30, 31] ;
b) Séminaires de Géométrie Algébrique 1 et 4 [26, 1].

Le lecteur prendra garde que nos références à EGA I [28] se rapportent à la seconde
édition (Springer-Verlag, 1971).

Nous suivons d’une manière générale la terminologie introduite par Grothen-
dieck dans les traités mentionnés ci-dessus. Nous nous en écartons à de rares excep-
tions près, bien mentionnées dans le texte, afin de mettre l’accent sur les concepts
fondamentaux pour ce traité. Ainsi, nous renforçons la définition d’anneau adique
et les notions géométriques qui en découlent.

Suivant les conventions de ([1] VI), nous utilisons l’adjectif cohérent comme
synonyme de quasi-compact et quasi-séparé.



Introduction

1. La géométrie rigide est devenue, au fil des ans, un outil indispensable dans
un grand nombre de questions en géométrie arithmétique. Depuis ses premières
fondations, posées par J. Tate en 1961, la théorie s’est développée dans des direc-
tions variées. Il est hors de notre propos de présenter ici ces diverses approches. Ce
traité se concentrera donc sur celle de M. Raynaud, esquissée en 1974 dans [41],
que nous exposerons dans une situation relative et d’une façon systématique. Il y
a plusieurs raisons à ce choix. D’une part, plusieurs applications importantes de
la géométrie rigide passent par les schémas formels et utilisent, si ce n’est explici-
tement, du moins implicitement, l’approche de M. Raynaud. D’autre part, de par
son essence même, cette approche est particulièrement bien adaptée aux questions
de nature algébrique et semble tout à fait incontournable pour les problèmes de
platitude.

2. Ce traité sera constitué de deux volumes. Ce premier volume est consacré à
la construction des espaces rigides et à l’étude de leurs propriétés géométriques.
On trouvera plus loin un résumé détaillé de son contenu. Plusieurs aspects de la
théorie de Raynaud ont été développés par Mehlmann dans sa thèse [39] et dans
une série d’articles par Lütkebohmert [38], Bosch et Lütkebohmert [8, 9] et Bosch,
Lütkebohmert et Raynaud [10, 11]. Mais le besoin de consolider et compléter les
fondations s’est fait sentir en particulier pour développer la théorie associée de
la cohomologie étale, qui fera l’objet du second volume. Le plan prévu pour ce
dernier est le suivant. Nous établirons d’abord des énoncés de comparaison du
type GAGA entre la topologie algébrique-étale et la topologie rigide-étale, dont
le plus important est du à Gabber et Fujiwara [19]. Celui-ci nous permettra de
ramener certaines propriétés du topos rigide-étale à leurs analogues algébriques.
Nous démontrerons ensuite les principales propriétés de la cohomologie rigide-
étale suivant le plan général de SGA 4 [1] (faisceaux constructibles, théorème de
changement de base propre, théorème de changement de base lisse, dimension
cohomologique, cohomologie à support compact, dualité de Poincaré. . .). Nous
donnerons enfin quelques applications à la cohomologie étale des schémas comme
le théorème d’acyclicité locale des morphismes réguliers ([1] XIX 4.1).

3. Dans la théorie de Raynaud, les espaces rigides sont les “fibres génériques” des
schémas formels. Avant de préciser cette notion, il nous faut fixer ses limites, c’est



4 Introduction

à dire les conditions de finitude requises sur les schémas formels. Initialement, la
théorie présentait à ce niveau une dichotomie : on pouvait considérer soit des sché-
mas formels de présentation finie sur un anneau de valuation complet de hauteur
1, soit des schémas formels noethériens. Si le premier cas permet de retrouver la
théorie originelle de Tate, le second introduit de nouveaux espaces rigides et donne
à cette approche l’un de ses points forts. Nous unifions ces deux cas en introdui-
sant une nouvelle classe d’anneaux topologiques que nous qualifions d’idylliques.
La première propriété importante de ces anneaux, à la base de beaucoup d’autres,
est la propriété d’Artin-Rees (1.8.25). Nous la déduisons dans le cas non noethé-
rien d’un résultat de Raynaud-Gruson (1.9.18). La seconde propriété importante
est due à Gabber et n’était pas connue en général dans [8, 9, 39] : si A est un
anneau idyllique et B est une A-algèbre de type fini, le séparé complété de B pour
la topologie déduite de celle de A est B-plat (1.12.17). On dit qu’un schéma formel
affine est globalement idyllique s’il est de la forme Spf(A), où A est un anneau idyl-
lique, et qu’un schéma formel est idyllique s’il est adique1 et si tout point admet
un voisinage ouvert formel affine globalement idyllique. Nous étendons à ces objets
certains résultats de Grothendieck initialement établis pour les schémas formels
noethériens [28, 30], entre autres ceux qui portent sur les faisceaux cohérents (2.7.2
et 2.8.5) et leurs cohomologies (théorème de finitude (2.11.5), comparaison de la
théorie “algébrique” à la théorie “formelle” (2.12.2). . .).

4. Pour définir la “fibre générique” d’un schéma formel idyllique, nous avons be-
soin de sortir du cadre des schémas formels (et même des espaces annelés). Le sens
que nous donnons à cette notion est celui des catégories quotients. Il est naturel
d’inverser dans la catégorie des schémas formels idylliques les éclatements admis-
sibles, c’est à dire de centre un idéal ouvert de type fini (appelés aussi éclatements
permis dans la préface). Raynaud [41] a montré que cette opération suffit pour
retrouver la théorie de Tate au-dessus d’un anneau de valuation complet de hau-
teur 1. Nous l’utiliserons donc comme définition générale. Mais avant d’introduire
la bonne catégorie quotient, nous étudions certains objets et propriétés rigides
relatifs aux schémas formels idylliques, c’est à dire des objets et propriétés stables
par éclatements admissibles. Nous donnons ici deux exemples :

(i) On appelle ordre 1-valuatif un anneau idyllique, local, intègre, de dimension
1 et dont la topologie n’est pas discrète. Un point rigide (resp. un point rigide
fermé) d’un schéma formel idyllique est un sous-schéma (resp. un sous-schéma
fermé) affine dont l’anneau est un ordre 1-valuatif. L’ensemble des points
rigides d’un schéma formel idyllique X est noté 〈X〉. Si A est un anneau
idyllique et J est un idéal de définition de A, alors l’ensemble des points
rigides fermés de Spf(A) est en bijection avec l’ensemble des points fermés de
Spec(A)−V(J) (3.3.2). Tout morphisme localement de type fini de schémas
formels idylliques f : X → Y induit une application que l’on note encore

1On prendra garde que notre notion de schéma formel adique est plus forte que celle de [28].
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f : 〈X〉 → 〈Y〉. Nous montrons que si f : X → Y est un éclatement admissible,
alors l’application f : 〈X〉 → 〈Y〉 est bijective (3.3.8).

(ii) Soient X un schéma formel idyllique, J un idéal de définition cohérent de
X, F un OX-module. On appelle clôture rigide de F , et l’on note H 0

rig(F )
(cf. [31] 5.9), le OX-module

H 0
rig(F ) = lim−→

n

H omOX
(J n,F ).

Cette définition ne dépend pas de l’idéal de définition J . Si f : Y → X
est un morphisme adique de schémas formels idylliques, on a un morphisme
canonique fonctoriel

βf (F ) : H 0
rig(F ) → f∗(H 0

rig(f
∗F )).

Nous montrons que si f : Y → X est un éclatement admissible de présentation
finie et F est cohérent, alors βf (F ) est un isomorphisme (3.5.5). C’est une
version formelle du théorème d’acyclicité de Tate (cf. 3.5.7 et 4.7.9).

5. On désigne par S la catégorie dont les objets sont les schémas formels idylliques
quasi-compacts et les morphismes sont les morphismes localement de présentation
finie, et par B l’ensemble des éclatements admissibles de S. On définit la catégorie
des espaces rigides cohérents, baptisée catégorie de Raynaud et notée R, comme
la catégorie localisée de S par rapport à B. On note S → R, X �→ Xrig le foncteur
de localisation. Nous illustrons cette construction par des exemples classiques de
disques et couronnes fermés relatifs (cf. 4.1.9 et 4.3.11). On appelle point rigide
de R l’image canonique du spectre formel d’un ordre 1-valuatif. Cette notion
correspond aux points de la théorie de Tate. Certaines propriétés des morphismes
de S passent au quotient. Ainsi, on dit qu’un morphisme de R est une immersion
(resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée, resp. fini, resp. propre)
s’il admet un modèle formel vérifiant la propriété analogue dans S.

6. La nouveauté par rapport à [8, 9] consiste à développer l’aspect topologique
des espaces rigides cohérents. Pour ce faire, nous généralisons la notion de recou-
vrement admissible de Tate : une famille (Xi → X)i∈I d’immersions ouvertes de
R est un recouvrement admissible si elle admet une sous famille finie couvrante
pour les points rigides, c’est à dire, s’il existe une partie finie J de I telle que
tout point rigide P au-dessus de X majore un point rigide Pj au-dessus de l’un
des Xj, j ∈ J (i.e., HomX(Pj , P ) 	= ∅). La topologie de R engendrée par les
recouvrements admissibles est appelée topologie admissible. Elle donne naissance
au gros topos admissible, noté R̃, que nous utiliserons pour définir les espaces
rigides quasi-séparés (mais pas nécessairement quasi-compacts). Il est commode
d’associer à tout espace rigide cohérent X la sous-catégorie Ad/X de R/X formée
des immersions ouvertes U → X . Nous la munirons de la topologie induite par
la topologie admissible de R, appelée encore topologie admissible de X . Le topos
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Xad des faisceaux d’ensembles sur Ad/X est le topos admissible de X . Tout mor-
phisme f : X → Y de R induit par changement de base un morphisme de topos
admissibles que l’on note encore f : Xad → Yad.

7. Soit X un objet de S. Notons BX la sous-catégorie pleine de S/X formée des
éclatements admissibles ; c’est une catégorie cofiltrante. Nous démontrons dans
4.5.12 que le topos Xrig

ad est canoniquement équivalent à la limite projective du
topos fibré

FX → BX,

obtenu en associant à tout objet (X′, ϕ) de BX le topos de Zariski X′zar et à tout
morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) le foncteur f∗ : X′zar → X′′zar image inverse par le
morphisme de topos déduit de f (cf. [1] VI 8.1.1). Ce théorème ramène l’étude du
topos Xrig

ad à celle des topos bien connus X′zar, (X′, ϕ) ∈ Ob(BX). Grâce aux résul-
tats généraux de ([1] VI §8), nous en déduisons quelques corollaires importants :

(a) Le topos Xrig
ad a mêmes points que la voûte étoilée de X (ou l’espace de Zariski-

Riemann), c’est à dire, la limite projective d’espaces topologiques

lim←−
(X′,ϕ)∈BX

|X′|,

où |X′| désigne l’espace topologique sous-jacent au schéma formel X′ (4.5.15).
Tout point rigide de X définit un point de la voûte étoilée, mais cette appli-
cation est loin d’être surjective en général.

(b) La catégorie Xrig
ad est canoniquement équivalente à la catégorie des sections

cartésiennes de la catégorie fibrée

F′X → B◦X,

obtenue en associant à tout objet (X′, ϕ) de BX le topos de Zariski X′zar et
à tout morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) le foncteur f∗ : X′′zar → X′zar image
directe par le morphisme de topos déduit de f (4.5.22). La donnée d’une
section de F′X → B◦X équivaut à la donnée pour tout objet (X′, ϕ) de BX

d’un faisceau Fϕ de X′zar et pour tout morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) d’un
morphisme γf (F ) : Fϕ → f∗(Fψ), ces morphismes étant soumis à des relations
de compatibilité. Une telle section est notée {(X′, ϕ) �→ Fϕ}. Les sections
cartésiennes sont caractérisées par la propriété que les morphismes γf (F )
sont des isomorphismes.

(c) Nous associons fonctoriellement à tout OX-module F une section {(X′, ϕ) �→
H 0

rig(ϕ
∗F )} de F′X → B◦X. Le théorème d’acyclicité de Tate implique que

cette section est cartésienne lorsque F est cohérent. Elle définit donc un fais-
ceau F rig de Xrig

ad , appelé fibre rigide de F . En fait, nous définirons le faisceau
F rig pour tout OX-module F (pas nécessairement cohérent) (cf. 4.7.4). Le
faisceau (OX)rig est un anneau ; on le note aussi OXrig . La correspondance
F �→ F rig est un foncteur de la catégorie des OX-modules dans celle des
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OXrig -modules. Nous étudions les principales propriétés de ce foncteur sur
la catégorie des OX-modules cohérents. Nous associons à tout morphisme
adique f : X → Y entre objets de S (en particulier, à tout morphisme de S)
un morphisme de topos annelés f : (Xrig

ad ,OXrig) → (Yrig
ad ,OYrig) (cf. 4.7.20).

Si f est un morphisme de S, le morphisme de topos sous-jacent à f est le
morphisme f rig.

(d) Soient f : X → Y un morphisme propre de S, F un OX-module cohérent.
Pour tout q ≥ 0, le OY-module Rqf∗F est cohérent, et on a un morphisme
fonctoriel

κq : (Rqf∗F )rig → Rqf∗(F
rig).

Nous montrons que κ0 est un isomorphisme ; si de plus, Y admet localement
un idéal de définition monogène, alors κq est un isomorphisme pour tout
q ≥ 0 (4.7.36). On notera que la condition supplémentaire pour q ≥ 1 est
suffisante pour les applications rigides puisqu’il est loisible d’éclater un idéal
de définition cohérent.

8. Nous associons à tout objet X de R un anneau OX de Xad et à tout morphisme
f : X → Y de R un homomorphisme θf : OY → f∗(OX ) vérifiant des relations de
compatibilité, tels que pour tout objet X de S, OXrig soit l’anneau défini dans la
section précédente et pour tout morphisme f : X → Y de S, θf rig soit l’homomor-
phisme déduit de f . On note encore f : (Xad,OX) → (Yad,OY ) le morphisme de
topos annelés déduit de f et θf . Nous montrons les résultats suivants :

(i) Si X est un espace rigide cohérent, alors le topos (Xad,OX ) est localement
annelé (4.8.6). De plus, les fibres de OX en les points rigides de X sont des
anneaux locaux noethériens (4.8.10). Cette dernière propriété nous permet
de définir la dimension d’un OX -module de type fini.

(ii) Soit X un objet de S. Pour qu’un OXrig -module soit cohérent, il faut et il
suffit qu’il soit de la forme F rig pour un OX-module cohérent F (4.8.18). En
particulier, pour tout espace rigide cohérent X , l’anneau OX est cohérent.

(iii) Soient f : X → Y un morphisme propre d’espaces rigides cohérents, F un
OX -module cohérent. Alors pour tout entier q ≥ 0, Rqf∗F est un OY -module
cohérent (4.8.22).

(iv) On appelle affinoïde un espace rigide cohérent qui admet un modèle formel
affine globalement idyllique et ayant localement un idéal de définition mo-
nogène. Nous montrons que si X est un affinoïde et F est un OX -module
cohérent, alors F est engendré par ses sections globales et Hq(Xad, F ) = 0
pour tout q ≥ 1 (4.8.26).

9. Nous présentons des versions formelles idylliques de certains résultats de pla-
titude de Raynaud-Gruson, initialement établis dans le cadre algébrique [42]. La
plupart de ces énoncés sont parus dans [9] dans le cas général2 et dans [39] pour

2On prendra garde cependant que le traitement de [9] est légèrement incomplet.
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les schémas formels de présentation finie au-dessus d’un anneau de valuation de
hauteur 1.

Nous étudions en premier lieu les modules cohérents plats sur les schémas
formels idylliques. Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohé-
rent, x ∈ X, s = f(x). Nous introduisons la notion de S -dévissage de F en x, qui
permet de raisonner par récurrence sur la dimension relative dimx(F/S ). Quitte
à remplacer (X, x) et (S , s) par des voisinages étales élémentaires, on peut tou-
jours construire de tels dévissages. Nous donnons un critère important pour que
F soit S -plat en x en termes de dévissages relatifs (5.3.6). Nous en déduisons de
nombreux corollaires, entre autres le fait que l’ensemble des points x de X tels que
F soit S -plat en x est ouvert (5.3.10).

Il y a deux façons d’introduire les modules plats sur les espaces rigides cohé-
rents. La façon la plus directe mais la moins explicite est la définition générale de
la platitude pour les topos annelés. Nous présentons aussi une autre notion plus
ad hoc, celle des modules cohérents rig-plats sur les schémas formels idylliques.
Soient f : X → S un morphisme localement de type fini entre schémas formels
idylliques, F un OX-module cohérent, P un point rigide de X. Supposons d’abord
que X = Spf(B) et S = Spf(A) soient formels affines globalement idylliques, que
P soit fermé dans X et que f(P) soit fermé dans S . Soit K un idéal de défini-
tion de B. On a F = M∆, où M est un B-module cohérent, et P correspond à
un point fermé p de Spec(B) − V(K). On dit que F est rig-f -plat en P si Mp

est A-plat. Cette notion se localise bien (c’est pour cela que l’on suppose f(P)
fermé dans S ). Par suite, on peut la globaliser. On dit que F est rig-f -plat s’il
est rig-f -plat en tout point rigide de X. Nous montrons que si f est un morphisme
de S, pour que F soit rig-f -plat, il faut et il suffit que F rig soit f rig-plat dans le
sens des topos annelés (5.5.8).

Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohérent rig-f -
plat. Nous montrons qu’il existe un éclatement admissible de présentation finie
ϕ : S ′ → S tel que le transformé strict de F ⊗S OS ′ soit S ′-plat (5.8.1).
Comme corollaire, nous en déduisons que la platitude pour les modules cohérents
sur les espaces rigides cohérents est stable par changement de base (5.8.9).

Nous étudions aussi les modules cohérents fidèlement plats sur les espaces
rigides cohérents. Nous établissons des énoncés de descente fidèlement plate pour
les modules cohérents sur les espaces rigides cohérents (5.11.11) et pour les mor-
phismes d’espaces rigides cohérents (5.12.4), dus essentiellement à Gabber, Bosch
et Görtz [6].

10. Nous développons les propriétés différentielles des espaces rigides cohérents.
Nous introduisons d’abord les invariants normaux d’une immersion et les inva-
riants différentiels fondamentaux d’un morphisme. Nous définissons ensuite les
morphismes lisses, non ramifiés et étales par les critères infinitésimaux, et nous
étudions leurs principales propriétés. Nous donnons enfin quelques critères de lis-
sité, entre autres le critère jacobien (6.4.21).
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11. La dernière partie de ce volume est consacrée aux espaces rigides quasi-séparés
(mais pas nécessairement quasi-compacts). La notion de recouvrement admissible
s’étend naturellement aux préfaisceaux sur R. On appelle espace rigide quasi-
séparé un faisceau du gros topos admissible R̃ qui admet un recouvrement admis-
sible par des objets de R. Nous donnons une caractérisation simple de ces espaces
(7.1.12) qui permet de retrouver des exemples classiques, comme le disque unité
ouvert relatif (7.1.20). Nous étudions ensuite leurs propriétés géométriques, puis
leurs structures héritées des espaces rigides cohérents (site et topos admissibles,
structure annelée. . .).

12. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé, U l’ouvert S − T
de S. Supposons la paire (S, T ) idyllique (i.e., soit S est noethérien, soit S est
localement de présentation fini au-dessus d’un anneau idyllique A et l’idéal de T
dans S est l’image réciproque d’un idéal de définition de type fini de A). Notons
S = S/T le schéma formel complété de S le long de T , qui est alors un objet de S,
et posons Θ = S rig. Nous associons fonctoriellement à tout U -schéma de type fini
V un préfaisceau A(V ) sur la catégorie R/Θ. Nous montrons que si V est séparé de
type fini sur U , alors A(V ) est un Θ-espace rigide quasi-séparé (7.4.11) ; on le note
V an. Le foncteur V �→ V an ainsi défini est appelé foncteur GAGA relatif à (S, T ).
Nous l’étudions et montrons qu’il préserve certaines propriétés des morphismes
(e.g., être propre, fini, lisse, étale, une immersion, une immersion ouverte, une
immersion fermée).

Soit V un U -schéma séparé de type fini. Le foncteur GAGA induit un mor-
phisme de topos annelés

ΦV : (V an
ad ,OV an) → (Vzar,OV ).

Nous montrons qu’il est plat (7.6.8). Si F est un OV -module, on pose F an =
Φ∗V (F ) (l’image réciproque étant prise au sens des modules). Soient f : V ′ → V
un morphisme séparé de type fini, F ′ un OV ′ -module. On a pour tout q ≥ 0, un
morphisme de changement de base (ou de comparaison)

cq : (Rqf∗F ′)an → Rqfan
∗ (F ′an).

Nous montrons que si f est propre et F ′ est cohérent, alors cq est un isomorphisme
pour tout q ≥ 0 (7.6.11).

Remerciements. Voila des années que j’ai été séduit par l’approche de la géométrie
rigide proposée par Michel Raynaud. Ce livre, qu’il me fait l’honneur de préfacer,
en est l’illustration. Je l’ai conçu comme un témoignage de reconnaissance et d’ad-
miration. Ce travail a germé durant ma longue collaboration avec Takeshi Saito
sur la théorie de la ramification. Il n’aurait peut-être pas vu le jour sans son sou-
tien et ses encouragements. Je suis heureux de lui exprimer ici ma reconnaissance
et ma sincère amitié. L’influence de Siegfried Bosch, Ofer Gabber et Werner Lüt-
kebohmert sur ce traité est évidente. Je leurs exprime mes vifs remerciements. Je
remercie également Pierre Berthelot, Jean-François Dat, Michel Gros, Luc Illusie
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et Farid Mokrane pour leurs conseils et encouragements. Ce projet a bénéficié de
l’hospitalité de l’Université de Tokyo durant de nombreux séjours entre 2004 et
2008 et de l’Université de Bielefeld ainsi que de l’Université de Padoue en 2006. Je
remercie les auditeurs d’un cours que j’ai donné sur ce sujet à l’Université de To-
kyo durant le printemps 2008 et dont les questions et remarques ont été précieuses
pour mettre au point ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre contient des rappels et compléments d’algèbre commutative, de géo-
métrie algébrique et de topologie. Nous introduisons les anneaux idylliques et nous
établissons leurs principales propriétés. Certains compléments de géométrie algé-
brique ne serviront qu’au second volume. C’est le cas du théorème 1.13.21, dû
à Gabber, qui donne un complément au résultat de platification par éclatement
admissible de Raynaud-Gruson ([42] 5.2.2), et de la section 1.16 qui généralise au
cadre idyllique des résultats d’algébrisation d’Elkik [17].

Tous les anneaux considérés dans ce traité possèdent un élément unité ;
les homomorphismes d’anneaux sont toujours supposés transformer
l’élément unité en l’élément unité ; un sous-anneau d’un anneau A est
supposé contenir l’élément unité de A. Nous considérons surtout des
anneaux commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans préciser,
il est sous-entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif ; en particulier,
il est sous-entendu, lorsque nous parlons d’un topos annelé (E,A) sans
préciser, que A est commutatif.

1.1 Des catégories et des topos

1.1.1. Pour une catégorie C , nous notons Ob(C ) l’ensemble de ses objets, C ◦ la
catégorie opposée, et pour X,Y ∈ Ob(C ), HomC (X,Y ) (ou Hom(X,Y ) lorsqu’il
n’y a aucune ambiguïté) l’ensemble des morphismes de X dans Y .

Si C et C ′ sont deux catégories, nous désignons par Hom(C ,C ′) l’ensemble
des foncteurs de C dans C ′, et par Hom(C ,C ′) la catégorie des foncteurs de C
dans C ′.

Soient E une catégorie, C et C ′ deux catégories sur E ([26] VI 2). Nous notons
HomE (C ,C ′) l’ensemble des E -foncteurs de C dans C ′ et Homcart/E (C ,C ′) l’en-
semble des foncteurs cartésiens ([26] VI 5.2). Nous désignons par HomE (C ,C ′) la
catégorie des E -foncteurs de C dans C ′ et par Homcart/E (C ,C ′) la sous-catégorie
pleine formée des foncteurs cartésiens.

A. Abbes, Éléments de Géométrie Rigide, Progress in Mathematics 286,  
DOI 10.1007/978-3-0348-0012-9_1, © Springer Basel AG 2010 
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1.1.2. Soient U un univers, Cat la catégorie des catégories qui se trouvent dans
U, C → E un morphisme de Cat (i.e., un foncteur). Si C est clivée normalisée
sur E ([26] VI 7.1), elle donne naissance aux objets suivants :

(C1) une application S �→ CS de Ob(E ) dans Cat ;
(C2) une application f �→ f∗ associant à toute flèche f : T → S de E un foncteur

f∗ : CS → CT ;
(C3) une application (f, g) �→ cg,f , associant à tout couple de flèches composables

(f, g) de E , un homomorphisme fonctoriel cg,f : g∗f∗ → (fg)∗.

Ces données satisfont aux conditions suivantes :

(C4) pour tout objet S de E , f = idS implique f∗ = idCS ;
(C5) pour tout morphisme f : T → S de E , on a cidT ,f = idf∗ et cf,idS = idf∗ ;
(C6) pour tout triplet h : V → U , g : U → T , f : T → S de morphismes de E , on a

cgh,f ◦ (ch,g ∗ f∗) = ch,fg ◦ (h∗ ∗ cg,f ). (1.1.2.1)

Suivant ([26] VI 8), nous appelons pseudo-foncteur de E ◦ dans Cat un en-
semble de données (C1), (C2) et (C3) satisfaisant aux conditions (C4), (C5) et (C6).
On renvoie à loc. cit. pour la construction inverse qui associe à un pseudo-foncteur
de E ◦ dans Cat une catégorie clivée normalisée sur E . Les catégories fibrées sur
E sont caractérisées par la propriété que les homomorphismes cg,f sont des iso-
morphismes.

Un E -foncteur F : C → D de catégories clivées normalisées sur E donne
naissance aux données suivantes ([26] VI 12) :

(F1) un foncteur FS : CS → DS pour tout S ∈ Ob(E ) ;
(F2) un homomorphisme fonctoriel ϕf : FT f∗C → f∗DFS pour tout morphisme

f : T → S de E .

Ces données satisfont aux conditions suivantes :

(F3) ϕidS = idFS pour tout S ∈ Ob(E ) ;
(F4) pour deux morphismes g : U → T et f : T → S de E , on a

ϕfg ◦ (FU ∗ cCg,f ) = (cDg,f ∗ FS) ◦ (g∗D ∗ ϕf ) ◦ (ϕg ∗ f∗C ). (1.1.2.2)

On obtient ainsi une correspondance biunivoque entre l’ensemble des E -
foncteurs de C dans D , et l’ensemble des données (F1) et (F2) satisfaisant aux
conditions (F3) et (F4). Les foncteurs cartésiens sont caractérisés par la propriété
que les homomorphismes ϕf sont des isomorphismes.

1.1.3. Soient U un univers, C une catégorie. On note U-Ens, et l’on appelle
catégorie des U-ensembles, la catégorie des ensembles qui se trouvent dans U. On
désigne par ĈU la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur C , c’est à dire la
catégorie des foncteurs contravariants sur C à valeurs dans U-Ens ([1] I 1.2). Si C

est munie d’une topologie ([1] II 1.1), on désigne par C̃U le topos des faisceaux de
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U-ensembles sur C ([1] II 2.1). Lorsqu’aucune ambiguïté n’en résultera, on omettra
U des notations U-Ens, ĈU et C̃U.

On dit que C est une U-catégorie si pour tout couple d’objets (X,Y ) de C ,
l’ensemble Hom(X,Y ) est isomorphe à un élément de U ([1] I 1.1).

Supposons que C soit une U-catégorie. On a un foncteur canonique ([26,
I 1.3]) :

hC : C → ĈU. (1.1.3.1)

Rappelons que pour un objet X de C , le préfaisceau hC (X) est défini comme suit.
Soit Y ∈ Ob(C ).

(a) Si HomC (Y,X) est un élément de U, alors hC (X)(Y ) = HomC (Y,X).
(b) Supposons que HomC (Y,X) ne soit pas un élément de U et soit R(Z,X, Y ) la

relation : l’ensemble Z est but d’un isomorphisme HomC (Y,X) ∼→ Z. On pose
alors hC (X)(Y ) = τZR(Z,X, Y ), où τ est le symbole de Bourbaki-Hilbert.

Le foncteur hC est pleinement fidèle ([1] I 1.4).
Pour F un objet de ĈU, on note C/F la catégorie suivante ([1] I 3.4.0). Les

objets de C/F sont les couples formés d’un objet X de C et d’un morphisme u de
X dans F . Si (X,u) et (Y, v) sont deux objets, un morphisme de (X,u) vers (Y, v)
est un morphisme g : X → Y tel que u = v ◦ g.

1.1.4. Rappelons que la donnée d’une topologie sur une catégorie où les pro-
duits fibrés sont représentables est complètement déterminée par la donnée de ses
familles couvrantes de morphismes ([1] II 1.3.1).

1.1.5. Soient U un univers, C un U-site ([1] II 3.0.2), C̃ le topos des faisceaux de
U-ensembles sur C , X un objet de Ĉ . On munit C/X de la topologie induite par la
topologie de C au moyen du foncteur “source” jX : C/X → C ([1] III 3.1). D’après
([1] III 5.2), jX est un foncteur continu et cocontinu. Il définit donc une suite de
trois foncteurs adjoints :

jX! : (C/X)∼ → C̃ , j∗X : C̃ → (C/X )∼, jX∗ : (C/X)∼ → C̃ , (1.1.5.1)

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est
adjoint à droite de l’autre. Le foncteur jX! se factorise par la catégorie C̃/Xa , où
Xa est le faisceau associé à X , et le foncteur induit (C/X)∼ → C̃/Xa est une
équivalence de catégories ([1] III 5.4). Le couple de foncteurs (j∗X , jX∗) définit un
morphisme de topos jX : C̃/Xa → C̃ .

1.1.6. Soient E un topos, X un objet de E . D’après 1.1.5, E/X est un topos et
on a un morphisme canonique

jX : E/X → E , (1.1.6.1)

dit morphisme de localisation ([1] IV 5.2). Pour tout objet F de E , on pose F |X =
j∗XF .
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Soient u : E ′ → E un morphisme de topos, ψ : X ′ → u∗(X) un morphisme
de E ′. On peut alors considérer le morphisme de topos

uψ : E ′/X′ → E/X (1.1.6.2)

composé de

E ′/X′ �� E ′/u∗(X)

u/X �� E/X ,

où la première flèche est le morphisme de localisation associé à ψ ([1] IV 5.5) et la
seconde flèche est le morphisme déduit de u par ([1] IV 5.10). Il résulte aussitôt
que le diagramme

E ′/X′
uψ ��

jX′

��

E/X

jX

��
E ′

u �� E

est commutatif à isomorphisme canonique près.

1.1.7. Soit U un univers. Si E et E ′ sont deux U-topos ([1] IV 1.1), nous désignons
par Homtop(E , E ′) la catégorie des morphismes de topos de E dans E ′. On a alors
un foncteur pleinement fidèle

Homtop(E ,E ′) → Hom(E ,E ′), u �→ u∗.

Si E et E ′ sont deux U-topos fibrés sur une catégorie C ([1] VI 7.1), nous
désignons par HomtopC (E ,E ′) la catégorie des morphismes de topos fibrés et
par Homtopcart/C (E ,E ′) la sous-catégorie pleine formée des morphismes m tels
que m∗ soit un foncteur cartésien ([1] VI 7.1.7).

1.1.8. Soient U un univers, C un U-site, E le topos des faisceaux de U-ensembles
sur C . On sait que la catégorie U-Ens des U-ensembles est un U-topos ([1] IV 2.2).
On désigne par Pt(E ) = Homtop(U-Ens,E ) la catégorie des points de E ([1] IV
6.1).

Soient p un point de E , ϕp : E → U-Ens le foncteur fibre correspondant ([1]
IV 6.2). On rappelle qu’un voisinage du point p du topos E est un couple (X, ξ), où
X ∈ Ob(E ) et ξ ∈ Xp ([1] IV 6.8). D’après ([1] IV 6.7.2), on peut aussi interpréter
ξ comme un relèvement de p en un point du topos E/X . Ces voisinages forment
une catégorie cofiltrante que l’on note V(p) ([1] IV 6.8). On a un isomorphisme
canonique fonctoriel ([1] IV 6.8.1)

ϕp(F ) = Fp  lim−→
V(p)◦

F (X). (1.1.8.1)

On désigne encore, par abus de notations, par ϕp le composé ϕp ◦ ε, où
ε : C → E est le foncteur canonique ([1] II 4.4.0). On rappelle qu’un voisinage du
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point p dans le site C est un couple (X, ξ), où X ∈ Ob(C ) et ξ ∈ ϕp(X). Ces
voisinages forment encore une catégorie cofiltrante que l’on note VC (p) ([1] IV
6.8.2). On a un isomorphisme canonique fonctoriel ([1] IV 6.8.3)

Fp  lim−→
VC (p)◦

F (X). (1.1.8.2)

1.1.9. Soit (E , A) un topos annelé. Nous notons Mod(A) la catégorie des A-
modules, D(A) sa catégorie dérivée, D−(A), D+(A) et Db(A) les sous-catégories
pleines de D(A) formées des complexes à cohomologie bornée supérieurement,
inférieurement et des deux côtés, respectivement.

1.1.10. Soit (E , A) un topos annelé, M un A-module. On rappelle que M est dit
plat si le foncteur N �→ N ⊗A M est exact sur la catégorie des A-modules. On a
alors les propositions suivantes ([1] V 1.6) :
1.1.10.1. Lorsque M est plat, pour tout point p de E , le Ap-module Mp est plat.
1.1.10.2. Soit (pi)i∈I une famille conservative de points de E telle que pour tout
i ∈ I, Mpi soit un Api -module plat. Alors M est plat.

1.1.11. Étant donné un morphisme u : (E ′, A′) → (E , A) de topos annelés, nous
utilisons pour les modules la notation u−1 pour désigner l’image inverse au sens
des faisceaux abéliens et nous réservons la notation u∗ pour l’image inverse aux
sens des modules.

1.1.12. Soient u : (E ′, A′) → (E , A) un morphisme de topos annelés, M un A′-
module.
1.1.12.1. On dit que M est u-plat en un point p de E ′ si Mp est un (Au◦p)-module
plat.
1.1.12.2. On dit que M est u-plat si le u−1(A)-module M est plat. Il revient au
même de demander que le foncteur N �→ u∗(N ) ⊗A′ M de la catégorie des A-
modules dans la catégorie des A′-modules soit exact ([1] V 1.7).
1.1.12.3. On dit que u est plat en un point p de E ′ (resp. plat) si A′ est u-plat en
p (resp. u-plat).
1.1.12.4. Si M est u-plat, il est u-plat en tout point de E ′. Si E ′ a suffisamment
de points, pour que M soit u-plat, il faut et il suffit qu’il soit u-plat en tout point
de E ′.
1.1.12.5. Soient X un objet de E , ψ : X ′ → u∗(X) un morphisme de E ′. D’après
1.1.6, on a un diagramme commutatif à isomorphisme canonique près de mor-
phismes de topos annelés

(E ′/X′ , A′|X ′)
uψ ��

jX′
��

(E/X , A|X)

jX

��
(E ′, A′) u �� (E , A)
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où uψ : E ′/X′ → E/X est le morphisme de topos associé à (u, ψ) (1.1.6.2). Si M est
u-plat, alors M |X ′ est uψ-plat ([1] V 1.6.1).

1.2 Scholie sur le morphisme de changement de base

1.2.1. Si f : (E,A) → (F,B) est un morphisme de topos annelés, nous notons
θf : B → f∗(A) l’homomorphisme canonique. Suivant la convention (1.1.11), nous
utilisons pour les modules la notation f−1 pour désigner l’image réciproque au
sens des faisceaux abéliens en réservant la notation f∗ pour l’image réciproque
au sens des modules. Nous désignons par Rqf∗, q ∈ N, les foncteurs dérivés du
foncteur f∗ : Mod(A) → Mod(B) pour les modules.

1.2.2. Soit
E′

α ��

f ′

��

E

f

��
F ′

β �� F

un diagramme de morphismes de topos, commutatif à isomorphisme canonique
près ; autrement dit, on a un isomorphisme

f∗α∗
∼→ β∗f ′∗. (1.2.2.1)

On définit un morphisme de foncteurs

β∗f∗ → f ′∗α
∗, (1.2.2.2)

appelé morphisme de changement de base, de la manière suivante : se donner un
tel morphisme équivaut à se donner un morphisme

f∗ → β∗f ′∗α
∗.

On prend pour ce morphisme le morphisme composé

f∗ → f∗α∗α∗
∼→ β∗f ′∗α

∗,

où le premier morphisme est induit par le morphisme d’adjonction id → α∗α∗ et
le second par (1.2.2.1).

En restreignant (1.2.2.2) aux faisceaux abéliens (resp. de groupes), on déduit
un morphisme pour tout q ≥ 0 (resp. pour q = 0, 1)

β∗(Rqf∗) → (Rqf ′∗)α
∗. (1.2.2.3)

En effet, cela revient à donner un morphisme

Rqf∗ → β∗(Rqf ′∗)α
∗,
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et on prend le morphisme composé

Rqf∗ → (Rqf∗)α∗α∗ → Rq(fα)∗α∗
∼→ Rq(βf ′)∗α∗ → β∗(Rqf ′∗)α

∗,

où le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction id → α∗α∗, le
deuxième et le dernier de la suite spectrale de Cartan-Leray ([1] V 5.4) et le
troisième de (1.2.2.1).

1.2.3. Soit
(E′, A′) α ��

f ′

��

(E,A)

f

��
(F ′, B′)

β �� (F,B)

un diagramme de morphismes de topos annelés, commutatif à isomorphisme ca-
nonique près ; autrement dit, on a un isomorphisme

f∗α∗
∼→ β∗f ′∗ (1.2.3.1)

et le diagramme

f∗A

f∗(θα)

��

B
θβ ��θf�� β∗B′

β∗(θf′ )
��

f∗(α∗A′) ∼
(1.2.3.1) �� β∗(f ′∗A

′)

(1.2.3.2)

est commutatif. Si M est un A-module, on a, pour tout q ≥ 0, un morphisme
B′-linéaire canonique

β∗(Rqf∗M) → Rqf ′∗(α
∗M), (1.2.3.3)

appelé morphisme de changement de base. En effet, cela revient à donner un mor-
phisme

Rqf∗M → β∗(Rqf ′∗(α
∗M)),

et on prend le morphisme composé

Rqf∗M→Rqf∗(α∗α∗M)→Rq(fα)∗(α∗M) ∼→Rq(βf ′)∗(α∗M)→β∗(Rqf ′∗(α
∗M)),

où le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction id → α∗α∗, le
deuxième et le dernier de la suite spectrale de Cartan-Leray ([1] V 5.4) et le
troisième de (1.2.3.1).

Proposition 1.2.4 ([1] XII 4.4).

(i) Soit

E′′
α′

��

f ′′

��

E′
α ��

f ′

��

E

f

��
F ′′

β′
�� F ′

β �� F
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un diagramme de morphismes de topos tel que chaque carré soit commutatif
à isomorphisme canonique près. Alors le diagramme

(ββ′)∗f∗ �� f ′′∗ (αα
′)∗

β′∗β∗f∗ �� β′∗f ′∗α
∗ �� f ′′∗ α

′∗α∗

où les morphismes horizontaux proviennent des morphismes de change-
ment de base est commutatif. De plus, le diagramme obtenu en remplaçant
f∗, f ′∗, f ′′∗ par R1f∗,R1f ′∗,R1f ′′∗ pour les faisceaux de groupes est aussi com-
mutatif.

(ii) Soit

(E′′, A′′) α′
��

f ′′

��

(E′, A′) α ��

f ′

��

(E,A)

f

��
(F ′′, B′′)

β′
�� (F ′, B′)

β �� (F,B)

un diagramme de morphismes de topos annelés tel que chaque carré soit com-
mutatif à isomorphisme canonique près. Alors pour tout A-module M et tout
entier q ≥ 0, le diagramme

(ββ′)∗(Rqf∗M) �� Rqf ′′∗ ((αα′)∗M)

β′∗(β∗(Rqf∗M)) �� β′∗(Rqf ′∗(α
∗M)) �� Rqf ′′∗ (α

′∗(α∗M))

où les morphismes horizontaux proviennent des morphismes de changement
de base est commutatif.

(iii) Soit

E′
α ��

f ′

��

E

f

��
F ′

β ��

g′

��

F

g

��
G′

γ �� G

un diagramme de morphismes de topos tel que chaque carré soit commutatif
à isomorphisme canonique près. Alors le diagramme

γ∗(gf)∗ �� (g′f ′)∗α∗

γ∗g∗f∗ �� g′∗β∗f∗ �� g′∗f ′∗α∗
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où les morphismes horizontaux proviennent des morphismes de changement
de base est commutatif.

(iv) Sous les hypothèses de (iii), pour tout faisceau de groupes B, on a un mor-
phisme de suites spectrales

0 �� γ∗(R1g∗(f∗B)) ��

��

γ∗(R1(gf)∗B) ��

��

γ∗(g∗(R1f∗B))

��
0 �� R1g′∗(f

′
∗(α
∗B)) �� R1(g′f ′)∗(α∗B) �� g′∗(R

1f ′∗(α
∗B))

où les morphismes verticaux proviennent des morphismes de changement de
base.

(v) Soit

(E′, A′) α ��

f ′

��

(E,A)

f

��
(F ′, B′)

β ��

g′

��

(F,B)

g

��
(G′, C′)

γ �� (G,C)

un diagramme de morphismes de topos annelés tel que chaque carré soit com-
mutatif à isomorphisme canonique près. Alors pour tout A-modules M , le
morphisme de changement de base pour gf est induit par un morphisme de
suites spectrales

Ep,q2 = γ∗(Rpf∗(Rqg∗M))

��

�� γ∗(Rp+q(gf)∗M)

��
F p,q2 = Rpf ′∗(R

qg′∗(α
∗M)) �� Rp+q(g′f ′)∗(α∗M)

qui, pour les termes initiaux, est induit par les morphismes de changement
de base pour f et g.

Nous laissons la démonstration au lecteur.

Proposition 1.2.5. Soient

(E′, A′) α ��

f ′

��

(E,A)

f

��
(F ′, B′)

β �� (F,B)

(E′, A′) α′
��

f ′

��

(E,A)

f

��
(F ′, B′)

β′
�� (F,B)
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deux diagrammes de morphismes de topos annelés, commutatifs à isomorphismes
canoniques près, et soient i : α∗ → α′∗, j : β∗ → β′∗ deux morphismes de foncteurs
tels que les diagrammes

f∗α∗
f∗∗i �� f∗α′∗

β∗f ′∗
j∗f ′

∗ �� β′∗f
′
∗

A
θα ��

θα′ ���
��

��
��

� α∗A′

i(A′)
��

α′∗A
′

B
θβ ��

θβ′ ���
��

��
��

� β∗B′

j(B′)
��

β′∗B
′

soient commutatifs. Notons i� : α′∗ → α∗ et j� : β′∗ → β∗ les morphismes adjoints
de i et j respectivement. Alors :

(i) Pour tout A-module M , le diagramme

β′∗(f∗M) ��

j�∗f∗
��

f ′∗(α′∗M)

f ′
∗∗i�

��
β∗(f∗M) �� f ′∗(α

∗M)

(1.2.5.1)

où les morphismes horizontaux sont les morphismes de changement de base
est commutatif.

(ii) Supposons α, α′, β et β′ plats. Alors pour tout A-module M et tout q ≥ 0, le
diagramme

β′∗(Rqf∗M) ��

j�∗(Rqf∗)

��

Rqf ′∗(α
′∗M)

(Rqf ′
∗)∗i�

��
β∗(Rqf∗M) �� Rqf ′∗(α∗M)

(1.2.5.2)

où les morphismes horizontaux sont les morphismes de changement de base
est commutatif.

(i) D’après ([1] XVII 2.1.3), le morphisme de changement de base β∗f∗ →
f ′∗α∗ est l’adjoint du morphisme

f ′∗β∗f∗ = α∗f∗f∗ → α∗

déduit du morphisme canonique f∗f∗ → id. D’autre part, les hypothèses entraînent
par adjonction que le diagramme

f ′∗β′∗f∗

f ′∗∗j�∗f∗
��

α′∗f∗f∗

i�∗f∗∗f∗
��

�� α′∗

i�

��
f ′∗β∗f∗ α∗f∗f∗ �� α∗

(1.2.5.3)

est commutatif. Il en est donc de même du diagramme (1.2.5.1).
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(ii) Si C est un anneau d’un topos T , on note K+(C) la catégorie des com-
plexes de C-modules bornés inférieurement, à homotopie près, et D+(C) la caté-
gorie dérivée des complexes de C-modules à cohomologie bornée inférieurement.
Comme α est plat, il définit un foncteur dérivé Lα∗ : D+(A) → D+(A′) et de
même pour α′, β et β′. Notons Li� : Lα′∗ → Lα∗ et Lj� : Lβ′∗ → Lβ∗ les mor-
phismes déduits de i� et j�.

D’après ([1] XVII 4.1.5, (i)), pour tout X ∈ Ob(D+(A)), on a un morphisme
de changement de base

Lβ∗(Rf∗X) → Rf ′∗(Lα
∗X), (1.2.5.4)

défini par ([1] XVII 2.1.3). De plus, comme les images directes Rα∗(Lα∗X) et
Rβ∗(Rf ′∗(Lα∗X)) existent au sens strict ([1] XVII 4.1.3), celui ci est l’adjoint du
morphisme

Rf∗X → Rf∗(Rα∗(Lα∗X)) = Rβ∗(Rf ′∗(Lα
∗X))

déduit du morphisme canonique X → Rα∗(Lα∗X). Mais en général, comme les
images réciproques Lf∗(Rf∗X) et Lf ′∗(Lβ∗(Rf∗X)) n’existent pas, le morphisme
(1.2.5.4) n’a pas de description analogue à celle utilisée dans la preuve de (i).
On notera que comme α et β sont plats, pour tout A-module M , le morphisme
(1.2.5.4) pour le complexe M [0], formé de M concentré en degré 0, redonne sur
les groupes de cohomologie les morphismes de changement de base définis dans
(1.2.3.3).

Soient X un objet de D+(A), X̃ l’objet de K+(A) au dessus de X . On
désigne par X̃/Qis+ la catégorie des quasi-isomorphismes de source X̃ et de but
dans K+(A). On a un isomorphisme fonctoriel ([15] C.D. 2.1 page 40)

Rf∗(X)  lim−→
X̃/Qis+

f∗(·).

Comme α et β sont plats et que Lβ∗ commute aux limites inductives (car il admet
un adjoint à droite), le morphisme de changement de base β∗f∗ → f ′∗α∗ (1.2.3.1)
induit par passage à la limite inductive un morphisme

Lβ∗(Rf∗X) → Rf ′∗(Lα
∗X). (1.2.5.5)

Il est facile de voir qu’avec les conventions de ([1] XVII 2.1), le diagramme

Lα∗X ��

��

X �� Rf∗X

Rf ′∗(Lα
∗X)

(1.2.5.5)◦ �� Lβ∗(Rf∗X)

��

est commutatif. Par suite, les morphismes (1.2.5.4) et (1.2.5.5) sont égaux ([1]
XVII 2.1.3).
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Le diagramme (1.2.5.1) induit par passage à la limite inductive un diagramme
commutatif

Lβ′∗(Rf∗X) ��

Lj�∗(Rf∗)

��

Rf ′∗(Lα′∗X)

(Rf ′
∗)∗Li�

��
Lβ∗(Rf∗X) �� Rf ′∗(Lα

∗X)

Par suite, le diagramme (1.2.5.2) est aussi commutatif.

1.3 Rappels sur les modules cohérents

1.3.1. Dans cette section, U désigne un univers, C un U-site ayant un objet final
eC , E le topos des faisceaux de U-ensembles sur C et A un anneau commutatif
de E . Pour tout objet X de Ĉ (1.1.3), si l’on note Xa le faisceau associé à X , le
topos E/Xa sera annelé par l’anneau A|X (1.1.5 et [1] IV 11.2.1).

1.3.2. Soit F un A-module. On dit que F est de C -type fini si la sous-catégorie
pleine de C formée des objets X tels qu’il existe un épimorphisme E → (F |X)
avec E un (A|X)-module libre de type fini, est un raffinement de eC . On dit que
F est C -cohérent si les conditions suivantes sont vérifiées ([5] I 3.1) :
(a) F est de C -type fini ;
(b) pour tout objet X de C et tout morphisme u : E → (F |X) où E est un

(A|X)-module libre de type fini, ker(u) est de (C/X )-type fini.
On dit que A est un anneau C -cohérent s’il est C -cohérent en tant que A-

module. On dit qu’une A-algèbre est C -cohérente si le A-module sous-jacent est
cohérent.

On désigne par ModC -coh(A) la sous-catégorie pleine de Mod(A) (1.1.9)
formée des A-modules C -cohérents.

Remarques 1.3.3.
(i) Si C est le site ponctuel et A est un anneau, un A-module est de C -type fini

si et seulement s’il est de type fini au sens ordinaire.
(ii) Nous laisserons tomber le site dans les notations C -type fini, C -cohérent,

ModC -coh. . . lorsque cela n’entraîne aucune confusion. Nous ferons cet abus
en particulier lorsque (C , A) est associé à un espace annelé (e.g., schémas,
schémas formels. . .).

Proposition 1.3.4 ([5] I 3.4). La catégorie ModC -coh(A) est stable par limites pro-
jectives et inductives finies. En particulier, le noyau, le conoyau, l’image d’une
flèche entre deux A-modules C -cohérents sont C -cohérents. Soit

F 0 → F 1 → F 2 → F 3 → F 4

une suite exacte de A-modules. Si F 0, F 1, F 3 et F 4 sont C -cohérents, il en est
de même de F 2.
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Corollaire 1.3.5 ([28] 0.5.3.7). Si F et G sont des A-modules C -cohérents, il en
est de même de F ⊗A G et de H omA(F,G).

Proposition 1.3.6 ([28] 0.5.3.13). Supposons que A soit un anneau C -cohérent, et
soit J un idéal C -cohérent de A. Pour qu’un (A/J)-module F soit C -cohérent, il
faut et il suffit qu’en tant que A-module, F soit C -cohérent. En particulier, A/J
est un anneau C -cohérent.

1.3.7. Soient E un complexe de A-modules, n ∈ Z. On dit que E est strictement
n-C -pseudo-cohérent (resp. strictement C -pseudo-cohérent) si Ei = 0 pour i assez
grand et Ei est un A-module libre de type fini pour i ≥ n (resp. pour tout i) ([5]
I 2.1).

1.3.8. Soient F un objet de D(A) (1.1.9), n ∈ Z. On dit que F est n-C -pseudo-
cohérent si la sous-catégorie pleine de C formée des objets X tels qu’il existe un
quasi-isomorphisme E → (F |X) avec E un complexe de (A|X)-modules stricte-
ment n-(C/X )-pseudo-cohérent, est un raffinement de eC ([5] 2.3). On dit que F
est C -pseudo-cohérent si F est n-C -pseudo-cohérent pour tout n ∈ Z.

1.3.9. Soient F un A-module, n ∈ N. On dit que F est de n-C -présentation finie si
la sous-catégorie pleine de C formée des objets X tels qu’il existe une suite exacte

E−n → · · · → E0 → (F |X) → 0,

où Ei est un (A|X)-module libre de type fini pour −n ≤ i ≤ 0, est un raffinement
de eC . On dit que F est d’∞-C -présentation finie si F est de n-C -présentation
finie pour tout n ∈ N ([5] I 2.8). On dira aussi que F est de C -présentation finie
lorsqu’il est de 1-C -présentation finie.

Pour que F soit de n-C -présentation finie, il faut et il suffit que le complexe
F [0], formé du A-module F concentré en degré 0, soit (−n)-C -pseudo-cohérent
([5] I 2.9).

Proposition 1.3.10 ([5] I 3.5). Supposons que A soit un anneau C -cohérent.

(a) Soit F un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est de C -présentation finie.
(ii) F est C -cohérent.
(iii) F est d’∞-C -présentation finie.

(b) Soient F un objet de D−(A), n ∈ Z. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) F est n-C -pseudo-cohérent.
(ii) Hi(F ) est C -cohérent pour tout i ≥ n+ 1 et Hn(F ) est de C -type fini.

En particulier, pour que F soit C -pseudo-cohérent, il faut et il suffit que Hn(F )
soit C -cohérent pour tout n ∈ Z.
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Proposition 1.3.11 ([28] 0.5.2.2). Soient F un A-module de C -type fini, p un point
de E .

(i) Si (X, ξ) est un voisinage de p dans C (1.1.8), si (1 ≤ i ≤ n) des sections de
F sur X telles que les (si)p engendrent Fp, il existe un morphisme (X ′, ξ′) →
(X, ξ) de la catégorie des voisinages de p dans C tel que les (si|X ′) engendrent
F |X ′.

(ii) Si G est un A-module, u : F → G un homomorphisme tel que up = 0, il existe
un voisinage (X, ξ) de p dans C tel que u|X = 0.

(iii) Si G est un A-module, v : G→ F un homomorphisme tel que vp soit surjectif,
il existe un voisinage (X, ξ) de p dans C tel que v|X soit un épimorphisme.

(iv) Si Fp = 0, il existe un voisinage (X, ξ) de p dans C tel que F |X = 0.

Il suffit de calquer la preuve de ([28] 0.5.2.2) en tenant compte de (1.1.8.2).

1.3.12. Soient F un A-module de C -présentation finie, p un point de E ; alors,
pour tout A-module G, l’homomorphisme canonique fonctoriel

(H omA(F,G))p → HomAp(Fp, Gp) (1.3.12.1)

est bijectif. En effet, il existe un voisinage (X, ξ) de p dans C et une suite exacte
de (A|X)-modules

(A|X)n → (A|X)m → (F |X) → 0. (1.3.12.2)

Pour tout A-module H, on a (H |X)ξ = Hp et ([1] IV 12.3)

j∗X (H omA(H,G)) = H om(A|X)(H|X,G|X).

Appliquant les foncteurs (H om(A|X)(−, G|X))ξ et Hom(A|X)ξ((−)ξ , (G|X)ξ) à la
suite (1.3.12.2), on obtient alors un diagramme commutatif

0 �� (H omA(F,G))p ��

α

��

(H omA(Am, G))p ��

β

��

(H omA(An, G))p

γ

��
0 �� HomAp(Fp, Gp) �� HomAp(A

m
p , Gp) �� HomAp(A

n
p , Gp)

dont les lignes sont exactes. Il est immédiat de vérifier que β et γ sont des isomor-
phismes, d’où la conclusion.

1.3.13. Soient F,G deux A-modules de C -présentation finie. Si, pour un point
p de E , Fp et Gp sont deux Ap-modules isomorphes, alors il existe un voisinage
(X, ξ) de p dans C tel que F |X et G|X soient isomorphes. En effet, si a : Fp → Gp
et b : Gp → Fp sont deux isomorphismes réciproques, il existe, d’après 1.3.12 et
(1.1.8.2), un voisinage (Y, ζ) de p dans C et une section s (resp. t) de H omA(F,G)
(resp. H omA(F,G)) au-dessus de Y telle que sζ = a (resp. tζ = b). Comme (s◦t)ζ
et (t ◦ s)ζ sont les automorphismes identiques, il existe un voisinage (X, ξ) de p
dans C au-dessus du voisinage (Y, ζ) (1.1.8) tel que (s ◦ t)|X et (t ◦ s)|X soient les
automorphismes identiques (1.3.12), d’où la proposition.



1.3. Rappels sur les modules cohérents 25

1.3.14. Soient p un point de E , M un Ap-module de présentation finie, donc
isomorphe au conoyau d’un homomorphisme a : Amp → Anp ; alors il existe un
voisinage (X, ξ) de p dans C et un (A|X)-module de (C/X)-présentation finie F
tel que Fξ soit isomorphe à M . En effet, en vertu de 1.3.12 et (1.1.8.2), il existe
un voisinage (X, ξ) de p dans C et une section s de H omA(Am, An) au-dessus
de X telle que sξ = a ; le conoyau F de l’homomorphisme s : (A|X)m → (A|X)n

répond à la question.

Proposition 1.3.15. Soient E un A-module de C -type fini, F un A-module locale-
ment libre de type fini, u : E → F un homomorphisme, p un point de E . Supposons
l’anneau Ap local et notons κ(p) son corps résiduel. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) up est inversible à gauche (autrement dit, up est injectif et son image est
facteur direct de Fp).

(ii) L’homomorphisme Ep ⊗Ap κ(p) → Fp ⊗Ap κ(p) déduit de up par passage aux
quotients, est injectif.

(iii) Il existe un voisinage (X, ξ) de p dans C tel que u|X soit inversible à gauche.

Il suffit de calquer la preuve de ([28] 0.5.5.4) en tenant compte de 1.3.12 et
1.3.13.

Remarque 1.3.16 ([5] I 2.15.1). Supposons (C , A) localement annelé au sens de
([31] IV 13.9), ce qui signifie que pour tout X ∈ Ob(C ) et tout f ∈ Γ(X,A), on
a X = Xf ∪ X1−f , où Xf (resp. X1−f ) désigne le sous-objet de X où f (resp.
1 − f) est inversible. Alors tout facteur direct d’un module libre de type fini est
localement libre de type fini.

Proposition 1.3.17 ([28] 0.5.7.3). Soient u : (E ′, A′) → (E , A) un morphisme de
U-topos annelés, M un A′-module, p un point de E ′, q = u ◦ p. Supposons que
l’anneau A soit C -cohérent, et notons ε : C → E le foncteur canonique ([1] II
4.4.0). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est u-plat en p.
(ii) Pour tout voisinage (X, ξ) de q dans C (1.1.8), il existe un voisinage (X ′, ξ′)

de p dans E ′ et un morphisme ψ : X ′ → u∗(ε(X)) tels que l’on ait ψp(ξ′) = ξ,
et si l’on note uψ : (E ′/X′ , A′|X ′) → (E/ε(X), A|X) le morphisme de topos
annelés déduit de u et ψ (1.1.6.2), le foncteur

N �→ (u∗ψ(N) ⊗(A′|X′) (M |X ′))ξ′ (1.3.17.1)

soit exact sur la catégorie des (A|X)-modules cohérents.
(iii) Il existe une petite catégorie C ′ et un foncteur pleinement fidèle C ′ → C tels

que tout objet de C puisse être recouvert par des objets provenant de C ′ et la
condition (ii) soit satisfaite pour tout voisinage (X, ξ) de q dans C avec X
provenant de C ′.
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Il est clair que l’on a (i)⇒(ii)⇒(iii). Pour montrer (iii)⇒(i), il suffit de
montrer que si I est un idéal de type fini de Aq , l’homomorphisme canonique
I ⊗Aq Mp → Mp est injectif ([12] chap. I §2.3 rem. 1). On sait qu’il existe un
voisinage (X, ξ) de p dans C et un (A|X)-module de (C/X)-présentation finie F
tel que Fξ  Aq/I (1.3.14). Quitte à changer (X, ξ), on peut supposer que X
provient de C ′ et qu’on a un homomorphisme r : (A|X) → (F |X) dont la fibre en
ξ est la flèche canonique Aq → Fξ (1.3.12.1). Le noyau I de r est un (A|X)-module
cohérent (1.3.4) tel que Iξ = I . Notre assertion résulte alors de l’exactitude du
foncteur (1.3.17.1).

1.4 Modules cohérents sur un schéma

Définition 1.4.1. On dit qu’un anneau A est universellement cohérent si l’anneau
de polynômes A[t1, . . . , tn] est cohérent pour tout entier n ≥ 0.

Proposition 1.4.2. Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est universellement cohérent.
(ii) Toute A-algèbre de présentation finie est un anneau universellement cohérent.
(iii) Toute A-algèbre de présentation finie est un anneau cohérent.

Il suffit de prouver que (i) entraîne (iii). Soit B une A-algèbre de présentation
finie, quotient de l’anneau des polynômes A[t1, . . . , tn] par un idéal de type fini
I. Par hypothèse, A[t1, . . . , tn] est un anneau cohérent. Il en résulte que l’idéal I
est de présentation finie ; il est donc cohérent (1.3.10). Par suite B est un anneau
cohérent (1.3.6).

Proposition 1.4.3. Soit X = Spec(A) un schéma affine. Alors le foncteur M �→ M̃ ,
de la catégorie des A-modules vers celle des OX -modules, induit une équivalence
entre les sous-catégories pleines d’objets cohérents. En particulier, pour que A soit
un anneau cohérent, il faut et il suffit que OX soit un anneau cohérent.

Cela résulte de ([28] 1.4.2 et 1.4.3), quand on observe que, pour tout A-module
cohérent M et tout f ∈ A, Mf est un Af -module cohérent.

1.4.4. Soient n ∈ Z, f : X → Y un morphisme localement de type fini de schémas,
E un objet de D(OX ) (1.1.9). On dit que E est n-pseudo-cohérent relativement à
f si, localement sur X , il existe un diagramme commutatif

X

f ���
��

��
��
h �� Z

g

��
Y

avec h une immersion fermée et g un morphisme lisse, tel que h∗(E) soit n-pseudo-
cohérent en tant qu’objet de D(OZ) (1.3.8) (cf. [5] III 1.2). On dit que E est
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pseudo-cohérent relativement à f si E est n-pseudo-cohérent relativement à f
pour tout n ∈ Z.

On dit que f est n-pseudo-cohérent (resp. pseudo-cohérent) si OX est n-
pseudo-cohérent (resp. pseudo-cohérent) relativement à f .

Proposition 1.4.5 ([5] III 1.12). Soient n ∈ Z, f : X → Y un morphisme localement
de type fini de schémas, E un objet de D−(OX ). Si f est pseudo-cohérent, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est n-pseudo-cohérent relativement à f .
(ii) E est n-pseudo-cohérent sur X.

Proposition 1.4.6. Soient Y = Spec(A) un schéma affine, f : X → Y un mor-
phisme localement de présentation finie de schémas, F un OX-module. Si A est
universellement cohérent, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est pseudo-cohérent relativement à f .
(ii) F est d’∞-présentation finie sur X.
(iii) F est cohérent en tant que OX -module.

La question étant locale sur X , on peut se borner au cas où X = Spec(B) est
affine. Compte tenu de 1.3.10 et 1.4.5, il suffit de montrer que OX est un anneau
cohérent et qu’il est pseudo-cohérent relativement à f . En vertu de ([28] 6.2.9), B
est une A-algèbre de présentation finie ; donc il existe un homomorphisme surjectif
u : A′ = A[t1, . . . , tn] → B de A-algèbres dont le noyau I est de type fini. Par
hypothèse, A′ est un anneau cohérent. Il résulte que I est de présentation finie sur
A′ ; il est donc cohérent (1.3.10). On en déduit que B est un A′-module cohérent
et un anneau cohérent (1.3.6). Par suite OX est un anneau cohérent (1.4.3). Soit
h : X → Z = Spec(A′) l’immersion fermée définie par u. On a h∗(OX) = B̃, qui
est donc un OX′ -module cohérent (1.4.3). Utilisant de nouveau le fait que A′ est
un anneau cohérent, on conclut que h∗(OX ) est pseudo-cohérent sur Z (1.3.10) ;
autrement dit OX est pseudo-cohérent relativement à f .

Théorème 1.4.7 ([36] 2.9’a). Soient S un schéma, f : X → Y un S-morphisme
propre de schémas localement de type fini sur S, E un objet de D+(OX ). Alors si
E est pseudo-cohérent relativement à S, il en est de même de Rf∗(E).

Ce théorème est aussi démontré dans ([5] III 2.2) si f est un morphisme
projectif ou si S est localement noethérien (comme conséquence de [30] 3.2.1).

Corollaire 1.4.8. Soient Y un schéma, f : X → Y un morphisme propre de pré-
sentation finie. Si Y admet un recouvrement par des ouverts affines (Uα) tels que
Γ(Uα,OY ) soit universellement cohérent pour tout α, alors pour tout OX -module
cohérent F et tout entier q ≥ 0, Rqf∗(F ) est un OY -module cohérent.

La question étant locale sur Y , on peut se borner au cas où Y = Spec(A)
est affine et A est universellement cohérent. Le complexe Rf∗(F ) est un objet de
Db(OX) ([30] 1.4.12), et il est pseudo-cohérent sur Y (1.4.6 et 1.4.7). Donc les
Rqf∗(F ) sont des OY -modules cohérents (1.3.10).
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Théorème 1.4.9 ([5] 2.3). Soient S un schéma quasi-compact, f : X → Y un S-
morphisme projectif de schémas localement de type fini sur S, L = i∗OP (1) le
faisceau inversible défini par un plongement i : X → P = P(E ), où E est un
OY -module quasi-cohérent de type fini. Pour E ∈ Ob(D(OX )) et n ∈ Z, posons
E(n) = E ⊗L L ⊗n. Alors, si E ∈ Ob(D+(OX)) est pseudo-cohérent relativement
à S et acyclique en degré > a (a ∈ Z), il existe un entier N tel que, pour tout
n ≥ N , Rf∗(E(n)) vérifie les mêmes conditions.

Corollaire 1.4.10. Soient Y un schéma, f : X → Y un morphisme propre de pré-
sentation finie, L un OX-module inversible ample pour f ; pour tout OX -module
cohérent F et tout entier n, posons F (n) = F ⊗ L ⊗n. Si Y admet un recou-
vrement fini par des ouverts affines (Uα) tels que Γ(Uα,OY ) soit universellement
cohérent pour tout α, alors pour tout OX -module cohérent F , il existe un entier
N tel que, pour tout n ≥ N et tout q > 0, Rqf∗(F (n)) = 0.

Notons d’abord que si le corollaire est vrai lorsque l’on remplace L par
L ⊗d (d > 0), il est vrai sous sa forme initiale. On peut donc supposer L très
ample relativement à f ([29] 4.6.11). Il résulte de 1.4.8 que f∗(L ) est un OY -
module cohérent. Donc f est projectif ([29] 5.5.4(i)), et il existe un plongement
i : X → P = P(f∗(L )) tel que L = i∗OP (1) ([29] 4.4.4). Le corollaire résulte
alors de 1.4.6 et 1.4.9.

1.5 Rappels sur l’assassin et la pureté

1.5.1. Soient S un schéma, X un S-schéma. La fibre de X au-dessus d’un point s
de S, c’est à dire le schéma X ×S Spec(κ(s)), sera aussi notée X ⊗S κ(s).

1.5.2. Soient S un schéma, X un S-schéma, F ,G deux OX -modules quasi-
cohérents, u : F → G un morphisme OX -linéaire. On dit que u est S-universelle-
ment injectif si le morphisme u ⊗S OS′ : F ⊗S OS′ → G ⊗S OS′ est injectif pour
tout changement de base S′ → S. Il revient au même de demander que pour tout
x ∈ X d’image s dans S, l’homomorphisme ux : Fx → Gx est Os-universellement
injectif. Lorsque G est S-plat, cette condition équivaut à demander que u soit
injectif et que son conoyau soit S-plat ([12] chap. I §2.5 prop. 4).

1.5.3. Soient ρ : A → B un homomorphisme local d’anneaux locaux noethériens,
k le corps résiduel de A, M,N deux B-modules de type fini, N étant supposé
A-plat. Soit u : M → N un B-homomorphisme. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) u est injectif et coker(u) est un A-module plat ;
(i′) u est A-universellement injectif ;
(ii) u⊗A k est injectif.

Cela résulte de ([12] chap. III §5.2 théo. 1).
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Définition 1.5.4 ([37] II 1.1). Soient A un anneau, M un A-module. On dit qu’un
idéal premier p de A est associé à M , s’il existe f ∈ M tel que p soit minimal
parmi les idéaux premiers contenant l’annulateur de f . On appelle assassin de
M , et l’on note AssA(M) ou simplement Ass(M), l’ensemble des idéaux premiers
associés à M .

Bourbaki ([12] chap. IV §1 exerc. 17) ajoute le qualificatif “faible” à cette
notion. Cela est inutile, car, dans le cas noethérien, elle redonne la notion classique,
et dans le cas général, la notion classique a très peu d’intérêt. Pour les propriétés
usuelles de l’assassin, on renvoie à loc. cit.

Définition 1.5.5 ([42] 3.2.1). Soient X un schéma, x un point de X , F un OX -
module quasi-cohérent. On dit que x est associé à F s’il existe un élément f de
Fx dont l’annulateur I dans Ox a pour radical l’idéal maximal de Ox. On appelle
assassin de F dans X , et l’on note AssX(F ) ou simplement Ass(F ), l’ensemble
des points de X associés à F . On appelle assassin de X , et l’on note Ass(X),
l’ensemble AssX(OX).

On notera que cette notion diffère en général de celle de Grothendieck ([31]
3.1.1), et que les deux notions coïncident lorsque X est localement noethérien.
Notons ici quelques propriétés élémentaires de l’assassin (cf. [31] 3.1 pour le cas
localement noethérien).
1.5.5.1. Il est clair que Ass(F ) ⊂ Supp(F ).

1.5.5.2. Supposons X = Spec(A) affine, F = M̃ , où M est un A-module ; pour
qu’un point x ∈ X soit associé à F , il faut et il suffit que l’idéal premier corres-
pondant p de A soit associé à M . Cela résulte de la définition et de ([12] chap. IV
§1 exerc. 17(d)).
1.5.5.3. Pour que F = 0, il faut et il suffit que Ass(F ) = ∅. En effet, la question
étant locale, on est ramené au cas où X est affine, et la conclusion résulte de
1.5.5.2 et ([12] chap. IV §1 exerc. 17(a)).
1.5.5.4. Soit 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 une suite exacte de OX -modules quasi-
cohérents. Alors Ass(F ′) ⊂ Ass(F ) ⊂ Ass(F ′) ∪ Ass(F ′′). En effet, cela ré-
sulte aussitôt de l’assertion correspondante pour les modules ([12] chap. IV §1
exerc. 17(c)).
1.5.5.5. Soient J un idéal quasi-cohérent de type fini de OX , X ′ le sous-schéma
fermé de X défini par J , U l’ouvert X −X ′ de X . Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(a) Ass(F ) ⊂ U .
(b) Pour tout ouvert affine V de X , toute section de F au-dessus de V , dont la

restriction à V ∩ U est nulle, est égale à 0.
(c) L’homomorphisme canonique F → H omOX (J ,F ) est injectif.

La question étant locale, on peut supposer X = Spec(A) affine, F = M̃ et
J = J̃ , où M est un A-module et J est un idéal de type fini de A. D’abord (a)
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est équivalent à (c) d’après ([37] II 1.14). Ensuite (b) implique (c) : en effet, si on
a Jm = 0 pour un élément non nul m de M , pour tout p ∈ Spec(A) − V(J), il
existe a ∈ J−p ; la relation am = 0 entraîne que l’image canonique de m dans Mp

est nulle, autrement dit m est une section non nulle de F au-dessus de X dont la
restriction à U est nulle. Enfin (a) entraîne (b) car l’homomorphisme canonique
M →

∏

p∈Ass(M)Mp est injectif ([12] chap. IV §1 exerc. 17(i)).

Définition 1.5.6 ([42] 3.2.2). Soient S un schéma, X un S-schéma, F un OX -
module quasi-cohérent. On appelle assassin de F dans X relativement à S, et
l’on note AssX/S(F ) ou simplement Ass(F/S), l’ensemble

⋃

s∈S
AssX⊗Sκ(s)(F ⊗S κ(s)).

Si S = Spec(A) etX = Spec(B) sont affines, F = M̃ , oùM est un B-module,
on note AssX/S(M̃) aussi par AssB/A(M).

Lemme 1.5.7. Soient A un anneau local de corps résiduel k, B une A-algèbre de
type fini, M un B-module projectif sur A. On note Σ la partie multiplicative de B
formée des éléments non diviseurs de zéro dans M ⊗A k. Alors :

(i) B[Σ−1] est un anneau semi-local dont le spectre est formé des générisations
dans Spec(B) de AssB⊗Ak(M ⊗A k).

(ii) Le morphisme de localisation M →M [Σ−1] est A-universellement injectif ;
a fortiori, tout élément de AssB/A(M) est une générisation de

AssB⊗Ak(M ⊗A k).

La première assertion est immédiate ([12] chap. IV §1 exerc. 17(b)), et la
seconde résulte de ([42] 3.1.6).

Lemme 1.5.8 ([42] 3.2.5). Soient f : (X,x) → (S, s) un morphisme localement de
présentation finie de schémas pointés, F un OX-module de présentation finie et
S-plat, Σ la partie multiplicative de Ox formée des éléments non diviseurs de zéro
dans Fx ⊗ κ(s). Alors,

(i) Ox[Σ−1] est un anneau semi-local dont le spectre est formé des générisations
dans Spec(Ox) de AssOx⊗κ(s)(Fx ⊗ κ(s)).

(ii) Le morphisme de localisation Fx → Fx[Σ−1] est Os-universellement in-
jectif ; a fortiori, tout élément de AssOx/Os(Fx) est une générisation de
AssOx⊗κ(s)(Fx ⊗ κ(s)).

Pour montrer (ii), on se ramène par passage à la limite inductive au cas où
(S, s) est local noethérien. L’assertion résulte alors de 1.5.3 par passage à la limite
inductive.

Proposition 1.5.9 ([42] 3.2.6). Soient A un anneau, B une A-algèbre de présenta-
tion finie, M un B-module de présentation finie, plat sur A. Soit B′ une B-algèbre
plate telle que l’image de Spec(B′) dans Spec(B) contienne AssB/A(M). Alors
l’homomorphisme canonique M → M ⊗B B′ est A-universellement injectif.
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Signalons l’application de 1.5.9 suivante :

Proposition 1.5.10 ([42] 3.3.1). Soient A un anneau, B une A-algèbre lisse, à fibres
géométriquement intègres. Alors B est un A-module projectif.

Définition 1.5.11 ([42] 3.3.3). Soient S un schéma, X un S-schéma localement de
type fini, F un OX -module quasi-cohérent de type fini.

(i) Soit s un point de S ; notons (S̃, s̃) un hensélisé de (S, s), X̃ = X ×S S̃,
F̃ = F ⊗S OS̃ . On dit que F est pur le long de X ⊗S κ(s) si Ass(F̃/S̃) est
contenu dans le générisé de X ⊗S κ(s̃), autrement dit, si pour tout point x̃
de Ass(F̃/S̃), l’adhérence de x̃ dans X̃ rencontre X ⊗S κ(s̃).

(ii) On dit que F est S-pur ou pur relativement à S s’il est pur le long de
X⊗Sκ(s) pour tout point s de S. On dit que X est S-pur ou pur relativement
à S si OX est S-pur.

Si S = Spec(A) et X = Spec(B) sont affines, F = M̃ , où M est un B-module
de type fini, on dira que M est A-pur lorsque F est S-pur.

Exemples 1.5.12. Soit f : X → S un morphisme localement de type fini.

(i) Si f est propre, tout OX -module quasi-cohérent de type fini est S-pur.
(ii) Supposons f séparé, de type fini, à fibres finies. Pour que X soit S-pur, il

faut et il suffit que f soit fini.
(iii) Si f est fidèlement plat, à fibres géométriquement irréductibles et sans com-

posantes immergées, alors X est S-pur.

Théorème 1.5.13 ([42] 3.3.5). Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation
finie, M un B-module de présentation finie, plat sur A. Pour que M soit un A-
module projectif, il faut et il suffit qu’il soit A-pur.

On notera que la nécessité de la condition est immédiate (1.5.7).

Corollaire 1.5.14 ([42] 3.3.11). Sous les hypothèses de (1.5.13), supposons que pour
tout idéal premier p de A, on ait dimB⊗κ(p)(M ⊗ κ(p)) ≥ 1. Alors si M est un
A-module A-plat et A-pur, M est un A-module libre.

Corollaire 1.5.15. Soient A un anneau, B une A-algèbre lisse, à fibres géométri-
quement intègres de dimension constante. Alors B est libre sur A.

D’après 1.5.12(iii), B est A-pur. Le corollaire résulte alors de 1.5.14 lorsque
la dimension des fibres de B sur A est ≥ 1. Supposons B étale sur A. Alors B
est un A-module projectif de type fini (1.5.10 et 1.5.12(ii)), et compte tenu des
hypothèses, il est inversible ; par suite B = A.

Théorème 1.5.16 ([42] 3.4.6). Soient f : X → S un morphisme localement de pré-
sentation finie, F un OX-module quasi-cohérent de type fini. On suppose que
Ass(S) est localement fini. Alors, l’ensemble U des points de X où F est S-plat
est ouvert et F |U est un OU -module de présentation finie.
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Corollaire 1.5.17 ([42] 3.4.7). Soient A un anneau intègre, B une A-algèbre de type
finie, plate sur A. Alors B est de présentation finie.

1.6 Rappels sur les idéaux de coefficients

1.6.1. Il sera sous-entendu dans cette section que les schémas envisagés appar-
tiennent à un univers donné U. On désigne par Sch la catégorie des schémas
(éléments de l’univers U) et par Ŝch la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles
sur Sch.

1.6.2. Soient S un schéma, X un S-schéma, F ,G deux OX -modules, u : F → G

un morphisme OX -linéaire. On désigne par Eu le sous-objet de S dans Ŝch défini,
pour tout schéma T , par l’ensemble des morphismes T → S tels que u⊗S OT soit
un isomorphisme (cf. [1] IV 8.5.1).

On dit qu’un idéal quasi-cohérent C de OS est un idéal de coefficients pour
u si Eu est représentable par le sous-schéma fermé de S défini par C . Lorsqu’un
tel idéal existe, il est unique. On dit alors que u admet un idéal de coefficients
relativement à S.

Le fait que u admette un idéal de coefficients relativement à S est une question
locale sur S.

Si u admet un idéal de coefficients C relativement à S, alors pour tout mor-
phisme S′ → S, COS′ est un idéal de coefficients pour u ⊗S OS′ : F ⊗S OS′ →
G ⊗S OS′ .

Définition 1.6.3. Soient S un schéma, X un S-schéma, A un idéal quasi-cohérent
de OX . On dit qu’un idéal quasi-cohérent C de OS est un idéal de coefficients
de A si C est un idéal de coefficients pour l’homomorphisme surjectif canonique
OX → OX/A . Lorsqu’un tel idéal existe, il est unique et A ⊂ COX . On dit alors
que A admet un idéal de coefficients relativement à S.

Notons deux conséquences immédiates de la définition :

1.6.4. Soient S un schéma, X un S-schéma fidèlement plat, C un idéal quasi-
cohérent de OS . Alors C est l’idéal de coefficients de COX .

1.6.5. Soient S un schéma, Y un S-schéma, X un Y -schéma, A (resp. B) un
idéal quasi-cohérent de OX (resp. OY ) tels que A ⊂ BOX , u : OX → OX/A ,
v : OY → OY /B les homomorphismes surjectifs canoniques, Eu (resp. Ev) le sous-
objet de S dans Ŝch où u (resp. v) est un isomorphisme. Alors :

(i) Ev est un sous-objet de Eu. En particulier, si A (resp. B) admet un idéal de
coefficients C (resp. D) relativement à S, alors C ⊂ D .

(ii) Supposons que B soit l’idéal de coefficients de A . Alors Ev = Eu. En par-
ticulier, pour qu’un idéal quasi-cohérent de OS soit l’idéal de coefficients de
A , il faut et il suffit qu’il soit l’idéal de coefficients de B.
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Théorème 1.6.6 ([42] 4.1.1). Soient S un schéma, X un S-schéma de présentation
finie, F un OX-module de présentation finie, S-plat et S-pur, G un OX -module
quasi-cohérent, u : F → G un morphisme OX-linéaire surjectif. Alors u admet un
idéal de coefficients relativement à S, qui est de type fini si G est de présentation
finie.

Corollaire 1.6.7. Soit X → S un morphisme lisse, de présentation finie, à fibres
géométriquement intègres de dimension constante. Alors tout idéal quasi-cohérent
A de OX admet un idéal de coefficients relativement à S, qui est de type fini si
A est de présentation finie.

En effet, X est S-pur (1.5.12).

1.6.8. Soient A un anneau, B une A-algèbre lisse, à fibres géométriquement in-
tègres de dimension constante. Alors B est libre sur A (1.5.15). Soient b un idéal
de B, a son idéal de coefficients relativement à A (1.6.7). Il est immédiat de voir
que a est l’idéal de A engendré par les coordonnées des éléments de b par rapport
à une base de B.

Proposition 1.6.9. Soient X → S un morphisme affine, lisse, à fibres géométrique-
ment intègres de dimension constante, A un idéal quasi-cohérent de OX , C l’idéal
de coefficients de A relativement à S (1.6.7), L un idéal localement monogène de
OS. Alors L C est l’idéal de coefficients de L A .

La question étant locale sur S, elle résulte facilement de 1.6.8.

1.7 Rappels sur les idéaux de Fitting

1.7.1. Soient X un schéma, F un OX -module, A un idéal de OX . On note
AnnF (A ) le plus grand sous-module de F annulé par A , c’est à dire le noyau de
l’homomorphisme canonique F → H omOX (A ,F ).

1.7.2. Soient X un schéma, F un OX -module quasi-cohérent de type fini, r un
entier ≥ 0. Rappelons la définition du r-ième idéal de Fitting de F .

Supposons d’abord X affine d’anneau A et considérons une présentation

A(I)
u �� An �� Γ(X,F ) �� 0 . (1.7.2.1)

Alors l’idéal de A engendré par les coefficients de la matrice de ∧n−r(u) ne dépend
pas du choix de la suite exacte (1.7.2.1) ; c’est le r-ième idéal de Fitting de F ; on
le note Fr(F ).

Dans le cas général, lorsque U parcourt l’ensemble des ouverts affines de X ,
les idéaux Fr(F |U ) de OX |U se recollent et définissent le r-ième idéal de Fitting
Fr(F ) de F .

Si F est de présentation finie, Fr(F ) est de type fini.
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Pour tout X-schéma Y , on a Fr(F ⊗X OY ) = Fr(F ).OY .
Un point x de X est dans V(Fr(F )) si et seulement si dimκ(x)(F⊗κ(x)) > r,

et l’ouvert complémentaire de V(Fr(F )) dans X est le plus grand ouvert de X
au-dessus duquel F peut être localement engendré par r éléments.

Lemme 1.7.3 ([42] 5.4.2). Si Fr(F ) est localement monogène, F/AnnF (Fr(F ))
est localement engendré par r éléments.

Lemme 1.7.4 ([42] 5.4.3). Si Fr(F ) est inversible et si F est libre de rang r aux
points de Ass(X), alors F/AnnF (Fr(F )) est localement libre de rang r.

Proposition 1.7.5 (Raynaud-Gruson). Soit f : X → S un morphisme de schémas,
F un OX-module quasi-cohérent de type fini, J un idéal quasi-cohérent de type
fini de OS, C un idéal inversible de OS , r un entier ≥ 0. Supposons que les
conditions suivantes soient remplies :

(i) f est plat à fibres intègres.
(ii) L’ouvert U = S−V(J ) de S est schématiquement dense dans S, et pour tout

s ∈ U , si l’on note x le point générique de X ⊗S κ(s), Fx est un Ox-module
libre de rang r.

(iii) Fr(F ) ⊂ C OX ; donc B = (C OX)−1Fr(F ) est un idéal quasi-cohérent de
OX ; soit W l’ouvert X − V(B) de X.

On suppose aussi vérifiée au moins l’une des deux conditions suivantes :

(iv) f est localement de présentation finie.
(iv′) Le schéma U est noethérien et le schéma f−1(U) est localement noethérien.

Alors F/AnnF (COX ) est localement libre de rang r sur W .

Comme f est plat, COX est inversible ; donc Fr(F ) est inversible sur W . Il
suffit alors de montrer que F est libre de rang r aux points de Ass(X) (1.7.4). La
condition (ii) entraîne que Ass(S) ⊂ U (1.5.5.5). De même, on a Ass(X) ⊂ f−1(U),
car f−1(U ) est schématiquement dense dans X ([31] 11.10.5) ; on notera dans le
cas (iv’) que U est un ouvert retro-compact de S ([28] 6.1.5). D’autre part, on a

Ass(X) = ∪s∈Ass(S)Ass(X ⊗S κ(s)),

en vertu de ([42] 3.4.3) dans le cas (iv), et de ([31] 3.3.1) dans le cas (iv’). Comme
Ass(X ⊗S κ(s)) est le point générique de X ⊗S κ(s), notre assertion résulte de la
condition (ii).

Remarque 1.7.6. La proposition 1.7.5 est extraite de la démonstration du théorème
([42] 5.2.2) dans un cas particulier (loc. cit. 5.4). Soient s ∈ S, x le point générique
de X ⊗S κ(s). Si s ∈ U , Fr(F )x = Ox, et par suite x ∈ W . L’intérêt de la
proposition réside dans le choix de l’idéal C , de sorte que x ∈W pour tout s ∈ S.
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1.8 Rappels d’algèbre topologique

La terminologie de Grothendieck pour certaines notions d’algèbre topologique est
essentiellement adaptée au cadre noethérien, qui n’est pas le cadre exclusif de
ce traité. Nous nous en écartons à certains endroits pour mettre l’accent sur les
concepts fondamentaux pour la suite. Pour éviter toute confusion, nous reformu-
lons toutes les définitions, même celles que nous conservons identiques à ([28]
§0.7).

1.8.1. On dit qu’un anneau topologique A est linéairement topologisé (et sa
topologie est linéaire) s’il existe un système fondamental de voisinages de 0 dans
A formé d’idéaux (nécessairement ouverts).

Si A et B sont deux anneaux topologiques, ρ : A → B un homomorphisme
d’anneaux définissant sur B une structure de A-algèbre, on dit que B est une
A-algèbre topologique si ρ est continu pour les topologies envisagées.

Si A est un anneau linéairement topologisé, M un A-module topologique,
on dit que M est linéairement topologisé s’il existe un système fondamental de
voisinages de 0 dans M formé de sous-modules de M ; pour abréger, nous dirons
“système fondamental d’idéaux (resp. de sous-modules) ouverts” au lieu “système
fondamental de voisinages de 0 formé d’idéaux (resp. de sous-modules)”.

Etant donnés un anneau linéairement topologisé A et un A-module M , les
ensembles JM , où J parcourt un système fondamental d’idéaux ouverts, forment
un système fondamental de sous-modules ouverts pour une topologie sur M faisant
de M un A-module topologique, et que l’on dit déduite de la topologie de A.

Soit M un A-module topologique dont la topologie est moins fine que la
topologie déduite de celle de A ; alors, si N est un sous-module ouvert de M , le
A-module discret M/N est annulé par un idéal ouvert de A, car par hypothèse il
existe un idéal ouvert J tel que JM ⊂ N .

Lorsque B est une A-algèbre topologique, linéairement topologisée, la topo-
logie sur B déduite de celle de A est plus fine que la topologie donnée, car pour
tout idéal ouvert I de B, il y a par hypothèse un idéal ouvert J de A tel que
JB ⊂ I.

Lemme 1.8.2. Soient A un anneau linéairement topologisé, B une A-algèbre to-
pologique. Supposons que l’homomorphisme canonique ϕ : A → B soit surjectif.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ϕ est un morphisme strict ([13] chap. III §2.8 déf. 1).
(ii) La topologie de B est déduite de celle de A.

En effet, la condition (i) est équivalente à dire que l’image par ϕ de tout idéal
ouvert de A est un idéal ouvert de B ([13] chap. III §2.8 prop. 24). Si (Jλ) est un
système fondamental d’idéaux ouverts de A, la condition (ii) revient à dire que
(ϕ(Jλ)) est un système fondamental d’idéaux ouverts de B. Donc l’équivalence en
question résulte immédiatement du fait que ϕ est continu et surjectif.
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Définition 1.8.3 ([28] 7.1.2). Dans un anneau linéairement topologisé A, on dit
qu’un idéal J est un idéal de définition si J est ouvert et si, pour tout voisinage
V de 0, il existe un entier n > 0 tel que Jn ⊂ V (ce qu’on exprime, par abus de
langage, en disant que la suite Jn tend vers 0). On dit qu’un anneau linéairement
topologisé A est préadmissible s’il existe dans A un idéal de définition ; on dit que
A est admissible s’il est préadmissible et si en outre il est séparé et complet.

On peut faire les remarques suivantes :

1.8.3.1. Si A est un anneau préadmissible, J un idéal de définition, L un idéal
ouvert, J∩L est encore un idéal de définition ; les idéaux de définition d’un anneau
préadmissible forment donc un système fondamental d’idéaux ouverts (mais on
notera que les puissances Jn ne sont pas nécessairement des idéaux ouverts).

1.8.3.2. Si A est un anneau préadmissible, J un idéal de définition de A, B une
A-algèbre topologique dont la topologie est déduite de celle de A, alors B est un
anneau préadmissible et JB est un idéal de définition de B.

1.8.3.3. Si un anneau préadmissible A est tel que, pour un idéal de définition J ,
les puissances Jn (n > 0) forment un système fondamental de voisinages de 0, il
en est de même des puissances J ′n de tout idéal de définition J ′ de A ([28] 7.1.8).

Définition 1.8.4. On dit qu’un anneau préadmissible A est préadique s’il existe
un idéal de définition J de A tel que les Jn forment un système fondamental de
voisinage de 0 dans A (ou, ce qui revient au même, tel que les Jn soient ouverts).
On appelle anneau adique un anneau préadique séparé, complet et ayant un idéal
de définition de type fini.

On peut préciser la terminologie et faire les remarques suivantes :

1.8.4.1. Nous nous écartons ici de la terminologie de Grothendieck ([28] 7.1.9) :
notre notion d’anneau adique est plus forte que la sienne (les deux notions coïn-
cident évidemment dans le cas noethérien). La notion de Grothendieck n’est pas
en général stable par localisation et complétion.

1.8.4.2. Si J est un idéal de définition d’un anneau préadique A, on dit encore que
A est un anneau J-préadique, et que sa topologie est la topologie J-préadique.
Plus généralement, si M est un A-module, la topologie sur M déduite de celle
de A (i.e., la topologie ayant pour système fondamental de voisinages de 0 les
sous-modules JnM) est dite topologie J-préadique et la filtration (JnM) est dite
filtration J-préadique.

1.8.4.3. Si J est un idéal de définition de type fini d’un anneau adique A, on dit
encore que A est un anneau J-adique, et que sa topologie est la topologie J-adique.
Plus généralement, si M est un A-module, la topologie sur M déduite de A est
dite topologie J-adique.

1.8.4.4. Lorsque A est un anneau préadique et B est une A-algèbre topologique
dont la topologie est déduite de celle de A, on dit que B est une A-algèbre préadique
(ou préadique sur A) et que l’homomorphisme canonique ρ : A→ B est préadique.



1.8. Rappels d’algèbre topologique 37

1.8.4.5. Lorsque A est un anneau adique et B est une A-algèbre préadique, séparée
et complète, on dit que B est une A-algèbre adique (ou adique sur A) et que
l’homomorphisme canonique ρ : A→ B est adique.

1.8.4.6. Soient A un anneau préadique, J un idéal de définition de A, B une A-
algèbre topologique. Pour que B soit une A-algèbre préadique, il faut et il suffit
que B soit un anneau JB-préadique. En outre, si A est adique et J est de type
fini, pour que B soit une A-algèbre adique, il faut et il suffit que B soit un anneau
JB-adique.

Proposition 1.8.5. Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module complet
pour la topologie J-préadique, N un A-module séparé pour la topologie J-préadique,
u : M → N un morphisme A-linéaire. Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) u est surjectif.
(ii) Le morphisme u0 : M/JM → N/JN déduit de u par le changement d’an-

neaux A→ A/J est surjectif.

Posons gr(A) = ⊕n∈NJ
n/Jn+1, et considérons le foncteur

P �→ gr(P ) = ⊕n∈N(JnP/Jn+1P )

de la catégorie des A-modules vers la catégorie des gr(A)-modules. Comme le
morphisme canonique gr(A) ⊗A/J (P/JP ) → gr(P ) est surjectif, la condition (ii)
entraîne que gr(u) est surjectif. Le proposition résulte alors de ([12] chap. III §2.8
théo. 1 et cor. 2).

Corollaire 1.8.6. Soient A un anneau préadique séparé et complet, J un idéal de
définition de A, a un idéal de A. Pour que a soit un A-module de type fini, il faut
et il suffit que a/Ja soit un A-module de type fini.

En effet, en tant que sous-module de A, a est séparé pour la topologie J-
préadique, et le corollaire résulte de 1.8.5.

Proposition 1.8.7. Soient A un anneau, J un idéal de A tel que J/J2 soit un A-
module de type fini, M un A-module tel que M/JM soit un A-module de type fini,
a un idéal ouvert pour la topologie J-préadique de A tel que a/Ja soit un A-module
de type fini.

(i) L’anneau Â = lim
←−(A/Jn+1) est adique. Si Ĵ est l’adhérence dans Â de l’image

canonique de J , qui s’identifie aussi à lim←−(J/Jn+1), Ĵ est un idéal de défi-

nition de type fini de Â, Ĵn est l’adhérence dans Â de l’image canonique de
Jn, Â/Ĵn est isomorphe à A/Jn et Ĵ/Ĵ2 à J/J2.

(ii) Soient M̂ = lim←−(M/Jn+1M) le séparé complété de M , i : M → M̂ l’ap-

plication canonique. Alors M̂ est un Â-module de type fini, M̂ = Â.i(M),
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ĴnM̂ est l’adhérence dans M̂ de l’image canonique de JnM , et M̂/ĴnM̂ est
isomorphe à M/JnM .

(iii) Soit â = lim←−(a/Jn+1a) le séparé complété de a. Alors â est un idéal ouvert

de type fini de Â, et on a â = aÂ ; en particulier, on a Ĵ = JÂ.

Les propositions (i) et (ii) résultent de ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1).
Si Jm ⊂ a, alors â s’identifie à lim←−

n≥m
(a/Jn+1), qui est un idéal ouvert de Â. Les

autres assertions de la proposition (iii) résultent de (ii).

1.8.8. Soient A un anneau préadique, B une A-algèbres préadique, C une A-
algèbre topologique. Supposons C un anneau préadique (mais pas forcement une
A-algèbre préadique). La topologie sur C déduite de celle de A étant plus finie
que la topologie donnée, pour tout idéal de définition K de C, il existe un idéal
de définition J de A tel que JC ⊂ K ; donc le produit tensoriel complété B⊗̂AC,
qui est par définition ([28] 0.7.7.1) la limite projective des anneaux

(B/JnB) ⊗A/Jn (C/Kn)  (B ⊗A C)/Kn(B ⊗A C),

est isomorphe au séparé complété de B ⊗A C pour la topologie K(B ⊗A C)-
préadique. Si K est de type fini sur C, il résulte de 1.8.7 que B⊗̂AC est un anneau
K(B⊗̂AC)-adique et

(B⊗̂AC)/Kn(B⊗̂AC)  (B ⊗A C)/Kn(B ⊗A C)  (B/JnB) ⊗A/Jn (C/Kn).
(1.8.8.1)

1.8.9. Soient A un anneau linéairement topologisé, (Jλ) un système fondamen-
tal d’idéaux ouverts de A, S une partie multiplicative de A. Notons Sλ l’image
canonique de S dans A/Jλ. Les anneaux S−1

λ (A/Jλ) forment un système pro-
jectif. On désigne par A{S−1} la limite projective de ce système et on l’appelle
anneau complet de fractions de A ayant leurs dénominateurs dans S. Cette défi-
nition ne dépend pas du système fondamental (Jλ) choisi. L’anneau A{S−1} est
topologiquement isomorphe au séparé complété de S−1A pour la topologie dont
un système fondamental de voisinages de 0 est formé des S−1Jλ ([28] 0.7.6.2). Plus
généralement, si M est un A-module, on désigne par M{S−1} le séparé complété
de S−1M pour la topologie déduite de celle de S−1A.

Soit a un idéal ouvert de A ; on peut supposer que Jλ ⊂ a pour tout λ, et par
suite S−1Jλ ⊂ S−1a dans S−1A, autrement dit, S−1a est un idéal ouvert de S−1A.
Donc a{S−1} est un idéal ouvert de A{S−1}, et l’anneau discret A{S−1}/a{S−1}
est isomorphe à S−1(A/a). Inversement, tout idéal ouvert de A{S−1} est de cette
forme ([28] 0.7.6.9).

Proposition 1.8.10 ([28] 0.7.6.11). Si A est un anneau admissible, il en est de
même de A{S−1}, et pour tout idéal de définition J de A, J{S−1} est un idéal de
définition de A{S−1}.
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Proposition 1.8.11. Soient A un anneau adique, S une partie multiplicative de A,
J un idéal de définition de type fini de A, a un idéal ouvert de type fini de A. Alors
A{S−1} est un anneau adique, J{S−1} est un idéal de définition de type fini de
A{S−1}, et on a a{S−1} = a(A{S−1}) ; en particulier, on a J{S−1} = J(A{S−1})
et Jn{S−1} = (J{S−1})n = Jn(A{S−1}) pour tout n ≥ 1.

Cela résulte de 1.8.7.

1.8.12. Soient A un anneau linéairement topologisé, M un A-module. Pour tout
élément f de A, on désigne par A{f} l’anneau complet des fractions A{S−1

f }
et par M{f} le A{f}-module M{S−1

f }, où Sf est l’ensemble multiplicatif des fn
(n ≥ 0). Lorsque f parcourt une partie multiplicative S de A, les A{f} forment un
système inductif filtrant d’anneaux ([28] 0.7.6.15), et les M{f} forment un système
inductif filtrant de modules. On pose A{S} = lim−→

f∈S
A{f} et M{S} = lim−→

f∈S
M{f}. On

a un homomorphisme canonique d’anneaux A{S} → A{S−1}, et un morphisme
canonique A{S}-linéaire M{S} →M{S−1}.

Proposition 1.8.13 ([28] 0.7.6.17). Soient A un anneau admissible, p un idéal pre-
mier ouvert de A, S = A − p. Alors les anneaux A{S} et A{S−1} sont locaux,
l’homomorphisme canonique A{S} → A{S−1} est local et les corps résiduels de
A{S} et A{S−1} sont canoniquement isomorphes au corps des fractions de A/p.

Proposition 1.8.14 ([28] 0.7.6.18). Sous les hypothèses de (1.8.13), si on suppose
de plus que A est un anneau adique noethérien, les anneaux locaux A{S−1} et
A{S} sont noethériens, et A{S−1} est un A{S}-module fidèlement plat.

Remarque 1.8.15. L’énoncé 1.8.14 sera étendu à un cas non noethérien (1.12.7).

1.8.16. Soient A un anneau linéairement topologisé, B un système fondamental
d’idéaux ouverts de A. On désigne par A〈ξ1, . . . , ξn〉 le sous-anneau des séries
formelles restreintes de A[[ξ1, . . . , ξn]] ([12] chap. III §4.2 déf. 2). Pour tout J ∈ B,
on a un homomorphisme canonique

uJ : A〈ξ1, . . . , ξn〉 → (A/J)[ξ1, . . . , ξn]. (1.8.16.1)

On munit A〈ξ1, . . . , ξn〉 de la topologie linéaire dont les noyaux des uJ (pour
J ∈ B) forment un système fondamental d’idéaux ouverts. Si A est complet et
séparé, l’homomorphisme

lim←−
B

uJ : A〈ξ1, . . . , ξn〉 → lim←−
B

(A/J)[ξ1, . . . , ξn] (1.8.16.2)

est un isomorphisme d’anneaux topologiques ([12] chap. III §4.2 prop. 3).

Proposition 1.8.17 ([28] 0.7.5.2).

(i) Si A est un anneau admissible, il en est de même de A′ = A〈ξ1, . . . , ξn〉.
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(ii) Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type fini de A. Si
l’on pose J ′ = JA′, alors A′ est un anneau J ′-adique, et J ′ est le noyau de
l’homomorphisme uJ (1.8.16.1). Si, en outre, A est noethérien, il en est de
même de A′.

Définition 1.8.18. Soient A un anneau admissible, B une A-algèbre topologique.
On dit que B est une A-algèbre topologiquement de type fini (ou topologiquement de
type fini sur A) et que l’homomorphisme canonique ρ : A→ B est topologiquement
de type fini si B est admissible et est isomorphe en tant que A-algèbre topologique
à un quotient d’une algèbre de séries restreintes A〈ξ1, . . . , ξn〉.

On dit que B est une A-algèbre topologiquement de présentation finie (ou
topologiquement de présentation finie sur A) et que l’homomorphisme canonique
ρ : A → B est topologiquement de présentation finie si B est admissible et est
isomorphe en tant que A-algèbre topologique à un quotient d’une algèbre de séries
restreintes A〈ξ1, . . . , ξn〉 par un idéal de type fini.

On peut faire les remarques suivantes :

1.8.18.1. Soient A un anneau admissible, B une A-algèbre topologique. Dire que
B est topologiquement de type fini sur A équivaut aux conditions suivantes :

(i) B est un anneau admissible.
(ii) Il existe un homomorphisme continu, strict ([13] chap. III §2.8 déf. 1) et

surjectif de A-algèbres topologiques

ϕ : A〈ξ1, . . . , ξn〉 → B. (1.8.18.1)

Dire que B est topologiquement de présentation finie sur A équivaut aux
mêmes conditions avec en plus ker(ϕ) un idéal de type fini.

1.8.18.2. Soient A un anneau adique, B une A-algèbre topologique, ϕ : A〈ξ1, . . . ,
ξn〉 → B un homomorphisme surjectif de A-algèbres. Pour que ϕ soit continu et
strict, il faut et il suffit que B soit une A-algèbre préadique. Cela résulte de 1.8.2
et 1.8.17(ii).

Proposition 1.8.19. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type
fini de A, B une A-algèbre topologique. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) B est une A-algèbre adique, et B/JB est une (A/J)-algèbre de type fini.
(ii) B est topologiquement de type fini sur A.

En effet, (ii) entraîne (i) en vertu de 1.8.17(ii) et 1.8.18.2. Montrons que
(i) entraîne (ii). Soient (b1, . . . , bn) des éléments de B dont les classes modulo JB
forment un système de générateurs de la (A/J)-algèbre B/JB, ϕ : A〈ξ1, . . . , ξn〉 →
B l’homomorphisme continu associé ([12] chap. III §4.2 prop. 4). Alors ϕ est sur-
jectif (1.8.5) et strict (1.8.18.2), d’où la conclusion.



1.8. Rappels d’algèbre topologique 41

Corollaire 1.8.20. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de A, B
une A-algèbre de type fini. Alors B̂ = lim←−(B/Jn+1B) est topologiquement de type
fini sur A.

En effet, on peut supposer J de type fini sur A, et la conclusion résulte de
1.8.7 et 1.8.19.

Corollaire 1.8.21. Soient A un anneau adique, B une A-algèbre topologiquement
de type fini, C une B-algèbre topologiquement de type fini. Alors C est topologi-
quement de type fini sur A.

Corollaire 1.8.22. Soient A un anneau adique, B une A-algèbre topologiquement
de type fini, A′ une A-algèbre topologique. Supposons A′ un anneau adique (mais
pas forcement une A-algèbre adique). Alors B⊗̂AA′ est topologiquement de type
fini sur A′.

Cela résulte de 1.8.8 et 1.8.19.

Proposition 1.8.23. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type
fini de A, B une A-algèbre topologiquement de présentation finie. Alors B est une
A-algèbre adique, et B/JB est une (A/J)-algèbre de présentation finie.

En effet, cela résulte de 1.8.17(ii) et 1.8.18.2.

Remarque 1.8.24. La proposition 1.8.23 sera renforcée dans 1.10.4.

Définition 1.8.25. Soient A un anneau, J un idéal de A. On dit que (A, J) vérifie :

(a) la condition d’Artin-Rees (en abrégé AR), si J est de type fini et si pour tout
A-module de type fini M et tout sous-A-module N de M , la filtration induite
sur N par la filtration J-préadique sur M est J-bonne ([12] chap. III §3.1
déf. 1) ; autrement dit, il existe n0 tel que, pour tout n ≥ n0, on ait

J((JnM) ∩N ) = (Jn+1M) ∩N. (1.8.25.1)

(b) la condition de Krull (en abrégé Kr), si pour tout A-module de type fini M
et tout sous-A-module N de M , la topologie J-préadique de N est induite
par la topologie J-préadique de M .

On peut faire les remarques suivantes :

1.8.25.2. La condition (AR) est clairement plus forte que (Kr).

1.8.25.3. Si (A, J) vérifie (Kr), il en est de même de (A,K), pour tout idéal de
définition K de la topologie J-préadique sur A.

1.8.25.4. D’après le lemme d’Artin-Rees ([12] chap. III §3.1 prop. 1 et cor. 1), pour
tout anneau noethérien A et tout idéal J de A, (A, J) vérifie (AR). On donnera
dans 1.9.18 un exemple important d’anneaux non noethériens qui vérifient (AR).
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Proposition 1.8.26. Soient A un anneau, J un idéal de A tels que (A, J) vérifie
(Kr). Pour tout A-module M , on note M̂ le séparé complété de M pour la topologie
J-préadique.

(i) Pour toute suite exacte de A-modules 0 → N → L→M → 0 telle que L soit
de type fini, la suite 0 → N̂ → L̂→ M̂ → 0 est exacte.

(ii) Pour tout A-module de présentation finie M , la flèche canonique M ⊗A Â→
M̂ est un isomorphisme.

(i) Le morphisme surjectif L → M est toujours strict pour les topologies
J-préadiques. Comme (A, J) vérifie (Kr), le morphisme N → L est strict pour les
topologies J-préadiques ([13] chap. III §2.8 prop. 24). La proposition résulte alors
de ([12] chap. III §2.12 lem. 2).

(ii) Soit 0 → N → L → M → 0 une suite exacte de A-modules, où L = An

et N est de type fini. Compte tenu de (i), on a un diagramme commutatif de
Â-modules

N ⊗A Â ��

α

��

L⊗A Â ��

β

��

M ⊗A Â ��

γ

��

0

0 �� N̂ �� L̂ ��
M̂ �� 0

dont les lignes sont exactes et β est un isomorphisme. Comme α est surjectif ([12]
chap. III §2.12 prop. 16), γ est un isomorphisme ([12] chap. I §1.4 prop. 2).

Lemme 1.8.27. Soient A un anneau, J un idéal de type fini de A, M un A-module
de type fini. Si (A, J) vérifie (AR), la fermeture

⋂

n≥0 J
nM de {0} dans M pour

la topologie J-préadique est l’ensemble des x ∈ M pour lesquels il existe t ∈ J tel
que (1 − t)x = 0.

Il suffit de calquer la démonstration de ([12] chap. III §3.2 prop. 5). Si x = tx,
où t ∈ J , alors x = tnx ∈ JnM pour tout n ≥ 0, et donc x ∈ F = ∩n∈NJ

nM .
Inversement, si x ∈ F , il existe un entier n tel que

Jx = J((JnM) ∩Ax) = (Jn+1M) ∩ Ax = Ax.

Donc il existe t ∈ J tel que x = tx.

Proposition 1.8.28. Soient A un anneau, J un idéal de type fini de A tels que
(A, J) vérifie (AR). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) J est contenu dans le radical de A.
(b) Tout A-module de type fini est séparé pour la topologie J-préadique.
(c) Pour tout A-module de type fini M , tout sous-A-module de M est fermé pour

la topologie J-préadique.
(d) Tout idéal maximal de A est fermé pour la topologie J-préadique.
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Il suffit de calquer la démonstration de ([12] chap. III §3.3 prop. 6), en rem-
plaçant l’usage de ([12] chap. III §3.2 prop. 5) par celui de 1.8.27.

Corollaire 1.8.29. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type fini
de A tels que (A, J) vérifie (AR). Alors les conditions équivalentes de (1.8.28) sont
remplies ; en particulier, tout A-module de type fini est complet et séparé pour la
topologie J-adique.

En effet, la condition 1.8.28(a) est clairement remplie ([12] chap. III §2.13
lem. 3), et la topologie J-adique d’un A-module de type fini est complète en vertu
de ([12] chap. III §2.12 cor. 1 de prop. 16).

1.8.30. Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module. On appelle sous-
module de J-torsion de M , et l’on note MJ-tor, le sous-module des sections x ∈M
pour lesquelles il existe un entier k ≥ 0 tel que Jkx = 0. On dit que M est J-nul
(resp. J-pur) si M = MJ-tor (resp. MJ-tor = 0). On dit que A est J-pur s’il est
J-pur en tant que A-module.

On peut préciser la terminologie et faire les remarques suivantes :

1.8.30.1. Lorsque A est un anneau préadmissible et J est un idéal de définition
de A, le module MJ-tor ne dépend pas du choix de J ; on l’appelle sous-module
de torsion topologique de M et on le note Mtor. On dit que M est rig-nul (resp.
rig-pur) si M = Mtor (resp. Mtor = 0). On dit que A est rig-pur s’il est rig-pur en
tant que A-module.

1.8.30.2. Supposons J de type fini ; posonsX = Spec(A) et U = X−V(J). Il résulte
de ([28] 6.8.4) que MJ-tor est le noyau du morphisme de restriction M → Γ(U, M̃).
De plus, en vertu de 1.5.5.5, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ass(A) ⊂ U .
(ii) U est schématiquement dense dans X .
(iii) A est J-pur.

1.8.31. Soient X un schéma, Y un sous-schéma fermé de présentation finie de X ,
défini par un idéal quasi-cohérent de type fini J de OX , U l’ouvert X − Y de X ,
j : U → X l’injection canonique, F un OX -module quasi-cohérent. On dit que F
est Y -pur (ou J -pur) si l’homomorphisme canonique F → j∗(F |U) est injectif
(cf. [31] 5.9.9).

Lorsque X = Spec(A) est affine, J = J̃ , où J est un idéal de type fini de A,
et F = M̃ , où M est un A module, F est J -pur si et seulement si M est J-pur.

Lemme 1.8.32. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de présentation finie
de S, U l’ouvert S − T de S, X un S-schéma, F un OX -module quasi-cohérent,
Y l’image réciproque de T dans X. Si U est schématiquement dense dans S et F
est S-plat, alors F est Y -pur.

En effet, la question étant locale sur S et sur X , on peut se borner au cas où
S = Spec(A) et X = Spec(B) sont affines, F = M̃ , où M est un B-module, et T
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est défini par un idéal de type fini J de A. Comme A est J-pur (1.8.30.2) et M
est A-plat, M est (JB)-pur.

Proposition 1.8.33 ([28] 6.9.17). Soient X un schéma, J un idéal quasi-cohérent
de type fini de OX , Y le sous-schéma fermé de X défini par J , U l’ouvert X−Y
de X , j : U → X l’injection canonique, F un OX-module quasi-cohérent de type
fini, G un OX-module quasi-cohérent. Alors le morphisme canonique

lim−→
n≥0

HomOX (J nF ,G ) → HomOU (F |U,G |U) (1.8.33.1)

est injectif ; il est bijectif dans chacun des cas suivants :
(a) X est quasi-compact, J est localement monogène, le noyau du morphisme

d’adjonction OX → j∗(OU ) est de type fini et F est X-plat.
(b) X admet un recouvrement fini (Vi) par des ouverts affines tels que pour tout

i, si l’on pose Ai = Γ(Vi,OX ), Ji = Γ(Vi,J ) et Mi = Γ(Vi,F ), (Ai, Ji)
vérifie (Kr) et que Mi soit cohérent.

Montrons d’abord que le morphisme (1.8.33.1) est injectif. Soit f : J nF →
G un morphisme OX -linéaire tel que f |U = 0 ; alors l’image f(J nF ) ⊂ G est
un OX -module quasi-cohérent de type fini, dont le support est contenu dans Y .
En vertu de ([28] 6.8.4), il existe un entier m > 0 tel que Jmf(J nF ) = 0,
autrement dit la restriction de f à J n+mF est nulle, donc aussi l’image de f
dans lim−→

n≥0

HomOX (J nF ,G ).

Pour prouver que le morphisme (1.8.33.1) est surjectif sous l’une des condi-
tions (a) ou (b), considérons d’abord le cas où X = Spec(A) est affine, de sorte
que J = J̃ , où J est un idéal de type fini de A, F = M̃ , où M est un A-module
de type fini et G = Ñ , où N est un A-module.

Supposons que J soit principal engendré par t, que M soit A-plat et que le
noyau du morphisme d’adjonction OX → j∗(OU ) soit de type fini. Il faut montrer
que le morphisme canonique

lim−→
n≥0

HomA(tnM,N) → HomAt(Mt, Nt) (1.8.33.2)

est surjectif. On peut se réduire grâce aux isomorphismes canoniques tnM 
tnA⊗AM et HomA(tnA⊗AM,N)  HomA(tnA,HomA(M,N)) au cas où M = A.
Comme j est cohérent, j∗(OU ) est un OX-module quasi-cohérent ([28] 6.7.1). Il
résulte alors des hypothèses que At-tor est un idéal de type fini de A. Il existe donc
un entier α ≥ 0 tel que tαAt-tor = 0. Soient s ∈ N , n un entier ≥ 0. La suite

0 −→ At-tor −→ A
·tn+α

−→ tn+αA −→ 0

est exacte. Le morphisme A→ N qui à x associe xtαs, s’annule sur At-tor. Il induit
donc un A-morphisme ϕ : tn+αA → N tel que ϕ(tn+αx) = tαxs pour tout x ∈ A.
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L’image canonique de ϕ dans HomAt(At, Nt) = Nt est s/tn ; d’où la surjectivité
de (1.8.33.1) dans ce cas.

Supposons que (A, J) vérifie (Kr) et que M soit cohérent, et montrons que
le morphisme (1.8.33.1) est surjectif. Soient (gi)1≤i≤m un système de générateurs
de J , (sj)1≤j≤n un système de générateurs de M . Soit f : F |U → G |U un OU -
morphisme, et considérons les sections ti = f(sj |U) de G au-dessus de U . Par la
preuve de ([28] 6.9.17), il existe un entier h ≥ 0 tel que chacune des sections ghi tj
se prolonge en une section uij de G au-dessus de X . Si J1 est l’idéal de A engendré
par les ghi , on a Jmh ⊂ J1 ⊂ J , donc on peut désormais supposer h = 1.

Les éléments gisj engendrent le A-module JM et définissent donc un épi-
morphisme p : Amn → JM tel que p(eij) = gisj , où (eij) est la base canonique
de Amn ; soit R = ker(p) son noyau. Comme M est cohérent, R est un A-module
de type fini. Soit d’autre part q : Amn → N le A-morphisme tel que q(eij) = uij ,
et soit S = ker(q) son noyau. Par définition, on a q̃|U = f ◦ (p̃|U). Donc on a
R̃|U ⊂ S̃|U . Cela s’exprime aussi en disant que le OX -module R̃/(R̃ ∩ S̃) a son
support dans V(J). Il existe donc un entier ν ≥ 0 tel que Jν(R̃/(R̃∩ S̃)) = 0 ([28]
6.8.4), autrement dit JνR ⊂ S. Comme (A, J) vérifie (Kr), il existe µ ≥ 0 tel que
JµAmn ∩ R ⊂ JνR ⊂ S. On en déduit un A-morphisme ϕ : J1+µM → N tel que
ϕ ◦ (p|JµAmn) = q|JµAmn. En particulier, la restriction de ϕ̃ : J 1+µF → G à U
est f ; d’où la surjectivité de (1.8.33.1) dans ce cas.

Montrons maintenant la surjectivité du morphisme (1.8.33.1) lorsque X est
un schéma quelconque sous l’une des conditions (a) ou (b). Soit (Vi) un recou-
vrement fini de X par des ouverts affines tels que si l’on pose Ai = Γ(Vi,OX),
Ji = Γ(Vi,J ) et Mi = Γ(Vi,F ), l’une des deux conditions suivantes soit rem-
plie :

(a′) Le noyau du morphisme d’adjonction OX → j∗(OU ) est de type fini, F est
X-plat et pour tout i, Ji est un idéal principal.

(b) (Ai, Ji) vérifie (Kr) et Mi est cohérent.

Pour tout couple (i, j), posons Vij = Vi∩Vj . On a alors un diagramme commutatif
à lignes exactes

HomU (F ,G ) ��
∏

i
HomU∩Vi(F ,G ) ����

∏

i,j
HomU∩Vij (F ,G )

lim−→
n≥0

HomX(J nF ,G ) ��

��

∏

i
lim−→
n≥0

HomVi(J
nF ,G ) ����

��

∏

i,j
lim−→
n≥0

HomVij (J
nF ,G )

��

où l’on a écrit pour simplifier HomW (M ,N ) au lieu de HomOW (M |W,N |W )
pour deux faisceaux M ,N et un ouvert W . En effet, la ligne inférieure est exacte
car le foncteur lim−→ commute aux produits finis dans la catégorie des ensembles.
Comme la flèche verticale centrale est bijective et que la flèche verticale de droite
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est injective d’après ce qui a été vu précédemment, la flèche verticale de gauche
est bijective.

Corollaire 1.8.34. Soient X un schéma, J un idéal quasi-cohérent de type fini de
OX , Y le sous-schéma fermé de X défini par J , U l’ouvert X−Y de X, j : U →
X l’injection canonique, F un OX-module quasi-cohérent. Alors le morphisme
canonique

lim−→
n≥

HomOX (J n,F ) → Γ(U,F ) (1.8.34.1)

est injectif ; il est bijectif dans chacun des cas suivants :

(a) X est quasi-compact, J est localement monogène et le noyau du morphisme
d’adjonction OX → j∗(OU ) est de type fini.

(b) X admet un recouvrement fini (Vi) par des ouverts affines tels que pour tout
i, si l’on pose Ai = Γ(Vi,OX ) et Ji = Γ(Vi,J ), (Ai, Ji) vérifie (Kr) et que
Ai soit cohérent.

1.9 Anneaux valuatifs

Définition 1.9.1 ([19] 3.1.1). On dit qu’un anneau topologique A est prévaluatif si
les conditions suivantes sont remplies :

(i) A est local.
(ii) La topologie de A est définie par un idéal de type fini.
(iii) Tout idéal ouvert de type fini de A est inversible.

On dit que A est valuatif s’il est prévaluatif et si en outre il est séparé et complet.

On notera que tout idéal de définition de type fini d’un anneau prévaluatif
est principal, engendré par un élément non diviseur de zéro.

Exemple 1.9.2. Soient A un anneau de valuation, J un idéal non nul de type fini
de A. Alors A muni de la topologie J-préadique est un anneau prévaluatif.

Proposition 1.9.3. Soient A un anneau prévaluatif qui n’est pas un corps, J un
idéal de définition de type fini de A, t un générateur de J . Pour que A soit séparé,
il faut et il suffit que At soit un corps. Dans ces conditions, A est un anneau de
valuation et J est contenu dans l’idéal maximal de A.

Notons d’abord que A ⊂ At car t est non diviseur de zéro dans A. Montrons
que si At est un corps, A est séparé. Soient f un élément non nul de ∩mJm, g ∈ A,
n un entier ≥ 0, tels que g/tn soit l’inverse de f dans At. La relation tn = fg
dans A, entraîne que tn ∈ tmA pour tout m ≥ 0. Donc t est inversible dans A et
A = At est un corps, ce qui est exclu. Par suite A est séparé.

Montrons que siA est séparé,At est un corps. Il suffit évidemment de montrer
que tout élément non nul f de A est inversible dans At. Comme A est prévaluatif,
il existe g ∈ A non diviseur de zéro tel que fA+tA = gA. On peut alors considérer
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t/g et f/g comme des éléments de A, et au moins l’un d’eux est inversible, car
A est local. Si f/g est inversible alors t ∈ fA ; donc f est inversible dans At. Si
t/g est inversible alors f ∈ tA ; on se ramène dans ce cas à montrer que f/t ∈ A
est inversible dans At. Or par hypothèse, il existe n > 0 tel que f 	∈ tnA ; on en
déduit par une récurrence fini que f est inversible dans At.

Supposons toujours A séparé ; donc J est contenu dans l’idéal maximal de A.
Montrons que les idéaux principaux de A sont totalement ordonnés par la relation
d’inclusion ([12] chap. VI §1.2 théo. 1). Soient f, g deux éléments non nuls de A.
On a vu que f ∈ tA ou t ∈ fA ; et de même pour g. Si t ∈ fA ou t ∈ gA, alors
fA+ gA est ouvert et on conclut comme plus haut que f ∈ gA ou g ∈ fA. Sinon,
f et g appartiennent à tA et on recommence avec f/t et g/t. Comme A est séparé,
on en déduit par une récurrence fini que f ∈ gA ou g ∈ fA.

Proposition 1.9.4 ([19] 3.3.1). Soient A un anneau prévaluatif, J un idéal de défi-
nition de type fini de A, t un générateur de J . Supposons J contenu dans l’idéal
maximal de A et posons V = A/(∩nJn). Alors :

(i) At est un anneau local.
(ii) V est un anneau de valuation, de corps des fractions le corps résiduel de At.
(iii) V est séparé pour de la topologie JV -préadique.

Notons d’abord que Spec(At) 	= ∅ car t n’est pas diviseur de zéro dans A.
Soient p un idéal premier de A qui définit un point fermé de Spec(At), κ(p) le
corps résiduel de Ap, W = A/p, t la classe de t dans W . Donc W est un anneau
local intègre, de corps des fractions κ(p) et t 	= 0. On munit W de la topologie
JW -préadique. Tout idéal ouvert de W est l’image d’un idéal ouvert de A, donc
monogène et même inversible puisqu’il contient une puissance de t ; par suite W
est prévaluatif. D’autre part, W 	= κ(p) car p n’est pas l’idéal maximal de A,
et Wt = κ(p). Dans ces conditions, il résulte de 1.9.3 que W est un anneau de
valuation, séparé pour la topologie JW -préadique.

Montrons que At est un anneau local (et est donc isomorphe à Ap). Il suffit
de montrer que tout f ∈ A, de classe non nulle f dans W , est inversible dans
At. Comme W est un anneau de valuation, si tn 	∈ fW pour tout n > 0, alors
f ∈ ∩ntnW = 0, ce qui est exclu. Il existe donc un entier n > 0 tel que tn ∈ fW .
Soit h un élément non diviseur de zéro de A tel que fA+ tnA = hA, et soit g ∈ A
tel que f = hg. On a alors fW = fW+tnW = hW . Comme f 	= 0, g est inversible
dans W , et donc aussi dans A ; d’où tn ∈ fA. Par suite f est inversible dans At.

Montrons enfin que W = V , autrement dit que p = ∩nJn. Soient f ∈ p, n
un entier > 0, h un élément non diviseur de zéro de A tels que fA+ tnA = hA, et
soit g ∈ A tel que tn = hg. On a alors tnW = hW . Comme t 	= 0, g est inversible
dans W , et donc aussi dans A. D’où f ∈ tnA et p ⊂ ∩nJn. L’inclusion inverse
découle du fait que W est séparé pour la topologie JW -préadique.

Lemme 1.9.5. Soient A un anneau de valuation qui n’est pas un corps, J un idéal
non nul de type fini de A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) La topologie J-préadique sur A est séparée.
(ii) Tout idéal non nul de A est ouvert pour la topologie J-préadique.

Comme A n’est pas un corps, (ii) entraîne facilement (i). Montrons que (i)
implique (ii). Soient t un élément non nul de A qui engendre J , f un élément non
nul de A. Il existe n > 0 tel que f 	∈ tnA, et donc tn ∈ fA. Par suite, tout idéal
non nul de A est ouvert pour la topologie J-préadique.

Remarque 1.9.6. Il existe sur tout anneau intègre une et une seule topologie li-
néaire, non discrète telle que tout idéal non nul soit ouvert, à savoir la topologie
linéaire pour laquelle les idéaux non nuls forment un système fondamental d’idéaux
ouverts ([13] Chap. III §1.2 prop. 1).

Proposition 1.9.7. Soit A un anneau de valuation qui n’est pas un corps. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La topologie linéaire de A pour laquelle les idéaux non nuls forment un sys-
tème fondamental d’idéaux ouverts (1.9.6), est définie par un idéal de type
fini J de A.

(ii) Il existe un idéal premier non nul p de A, contenu dans tous les idéaux pre-
miers non nuls de A.

Dans ces conditions, pour qu’un idéal de type fini de A soit un idéal de définition
de la topologie définie dans (i), il faut et il suffit qu’il soit engendré par un élément
non nul de p.

Notons d’abord qu’étant donnés deux idéaux a, b de A, on a a ⊂ b ou b ⊂ a.
En effet, sinon il existerait a ∈ a− b et b ∈ b− a, ce qui est impossible car a ∈ bA
ou b ∈ aA.

Soient t un élément de l’idéal maximal de A,
√
tA le radical de tA. Soient

a, b ∈ A tels que ab ∈
√
tA. D’après ce qui précède, on peut supposer

√
aA ⊂

√
bA ;

autrement dit, an ∈ bA pour un entier n > 0 ; d’où a ∈
√
tA. Par suite

√
tA est

un idéal premier de A.
Supposons la condition (i) remplie. Comme la topologie J-préadique de A est

séparée (1.9.5) et non discrète, J est engendré par un élément non nul t de l’idéal
maximal de A. D’autre part, tout idéal non nul de A contient une puissance de
t ; donc

√
tA est un idéal premier, contenu dans tout idéal premier non nul de A,

d’où (ii).
Supposons la condition (ii) remplie. Soit t un élément non nul de p. Pour

tout élément non nul a de A, on a
√
tA = p ⊂

√
aA. Par suite, tout idéal non nul

de A est ouvert pour la topologie tA-préadique. Il résulte de 1.9.6 que la topologie
définie dans (i) est la topologie tA-préadique.

On a démontré la dernière assertion de la proposition.

Corollaire 1.9.8. Pour un anneau topologique A, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) A est un anneau prévaluatif séparé.
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(ii) A est un anneau de valuation, ayant un idéal premier non nul p contenu dans
tous les idéaux premiers non nuls, muni de la topologie linéaire pour laquelle
les idéaux non nuls forment un système fondamental d’idéaux ouverts.

Dans ces conditions, pour qu’un idéal de type fini de A soit un idéal de définition,
il faut et il suffit qu’il soit engendré par un élément non nul de p.

On notera que chacune des conditions entraîne que A n’est pas un corps. Le
corollaire résulte donc de 1.9.3, 1.9.5, 1.9.6 et 1.9.7.

Définition 1.9.9. On appelle hauteur d’un anneau valuatif sa hauteur en tant qu’an-
neau de valuation (1.9.8). Si cette hauteur est finie égale à n, on dit que l’anneau
est n-valuatif.

Corollaire 1.9.10. Pour un anneau topologique A, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est un anneau 1-valuatif.
(ii) A est un anneau de valuation de hauteur 1, muni de la topologie linéaire

pour laquelle les idéaux non nuls forment un système fondamental d’idéaux
ouverts, et il est complet et séparé.

Dans ces conditions, pour qu’un idéal de type fini de A soit un idéal de définition, il
faut et il suffit qu’il soit engendré par un élément non nul de l’idéal maximal de A.

Lemme 1.9.11. Soient A un anneau prévaluatif séparé, J un idéal de définition de
type fini de A, A0 = A/J . Alors Ass(A0) = Spec(A0).

Notons m l’idéal maximal de A. Compte tenu de 1.9.8, ([12] chap. IV §1
exerc. 17(d) et chap. VI §4.1 prop. 1), il suffit de montrer que m/J ∈ Ass(A0).
Soient x ∈ m − J , t un générateur de J . Comme x 	∈ J , il existe y ∈ A tel que
t = xy ; de plus, y 	∈ J (sinon x serait inversible dans A). Par suite, la classe de x
modulo J est un diviseur de zéro de A0. On en déduit que m/J est la réunion des
idéaux premiers dans Ass(A0) ([12] chap. IV §1 exerc. 17(b)). Comme Spec(A) est
totalement ordonné par inclusion, on conclut que m/J ∈ Ass(A0).

Lemme 1.9.12. Soient R un anneau valuatif, t un élément non nul de R tel que
tR soit un idéal de définition de R, M un R-module. Pour que M soit R-plat, il
faut et il suffit que t ne soit pas diviseur de zéro dans M .

On sait que M est R-plat si et seulement si M est sans-torsion, i.e., tout
élément non nul de R n’est pas diviseur de zéro dans M ([12] chap. VI §3.6 lem. 1).
Comme R est séparé, pour tout élément non nul f de R, il existe un entier n > 0
tel que f 	∈ tnR. Donc tn ∈ fR, et le lemme s’ensuit.

Proposition 1.9.13. Soient R un anneau valuatif, t un élément non nul de R tel
que tR soit un idéal de définition de R, A une R-algèbre. Supposons que pour tout
A-module de type fini M , tout sous-module N de M tel que M/N soit R-plat, est
de type fini sur A. Alors (A, tA) vérifie (AR) (1.8.25).
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Soient M un A-module de type fini, N un sous-module de M ,

Nsat = {x ∈M | tnx ∈ N pour un entier n ≥ 1}

la saturation de N dans M . On a alors (tnM) ∩ Nsat = tnNsat pour tout n ≥ 0.
Comme t n’est pas diviseur de zéro dans M/Nsat, M/Nsat est R-plat (1.9.12). Par
suite, Nsat est un A-module de type fini. Il existe alors un entier n0 ≥ 0 tel que
tn0Nsat ⊂ N . Pour tout n ≥ n0, on a

(tnM) ∩N = ((tnM) ∩Nsat) ∩N = (tnNsat) ∩N = tnNsat,

d’où la conclusion.

Proposition 1.9.14. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, A une R-algèbre
topologiquement de type fini, M un A-module de type fini, N un sous-module de
M tel que M/N soit R-plat. Alors N est de type fini sur A.

On peut se borner au cas où A = R〈ξ1, . . . , ξr〉. Si u : Aj → M est un
morphisme A-linéaire surjectif, Aj/u−1(N)  M/N ; on peut donc supposer M
libre de type fini. Soient J un idéal de définition de type fini de R, R0 = R/J ,
A0 = A⊗RR0, M0 = M⊗RR0, N0 = N⊗RR0. Par hypothèse, A0 = R0[ξ1, . . . , ξn]
et (M/N)⊗RR0 est un A0-module de type fini, R0-plat. Donc en vertu de 1.5.16,
(M/N) ⊗R R0 est de présentation finie sur A0. Comme la suite 0 → N0 →M0 →
(M/N) ⊗R R0 → 0 est exacte, N0 est de type fini sur A0. D’autre part, N est
séparé pour la topologie JA-adique, en tant que sous-module de M = Aj . Donc
N est de type fini sur A (1.8.5).

Remarque 1.9.15. La condition que R est de hauteur finie dans 1.9.14 ne sert qu’à
garantir que Ass(R0) est fini (1.9.11).

Corollaire 1.9.16. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, A une R-algèbre
topologiquement de type fini qui est plate sur R. Alors A est topologiquement de
présentation finie sur R.

Corollaire 1.9.17. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, A une R-algèbre
topologiquement de type fini, S une partie multiplicative de A, M un (S−1A)-
module de type fini, N un sous-(S−1A)-module de M tel que M/N soit R-plat.
Alors N est un (S−1A)-module de type fini.

Soit P un sous-A-module de type fini de M tel que M = S−1P . Posons
Q = N ∩ P dans M , qui est un sous-A-module de P tel que N = S−1Q. Comme
P/Q est un sous-A-module de M/N , il est R-plat (1.9.12). Donc en vertu de 1.9.14,
Q est un A-module de type fini, d’où la conclusion.

Corollaire 1.9.18. Soient R un anneau valuatif de hauteur finie, t un élément non
nul de R tel que tR soit un idéal de définition de R, A une R-algèbre topologique-
ment de type fini, S une partie multiplicative de A, M un (S−1A)-module de type
fini. Alors,
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(i) (S−1A, tS−1A) vérifie (AR) ; en particulier, (A, tA) vérifie (AR).
(ii) L’anneau At est noethérien.
(iii) Mtor est un (S−1A)-module de type fini et M/Mtor est un (S−1A)-module

cohérent.

(i) Cela résulte de 1.9.13 et 1.9.17.
(ii) Soient a un idéal de At, b le noyau de l’homomorphisme canonique A→

At/a ; donc bt = a. Comme A/b est R-plat (1.9.12), b est un A-module de type
fini (1.9.14), ce qui démontre l’assertion.

(iii) Tout sous-(S−1A)-module de M/Mtor est R-plat (1.9.12). Donc en vertu
de 1.9.17, Mtor est un (S−1A)-module de type fini. De même, le noyau de tout
homomorphisme S−1An →M/Mtor est de type fini ; donc M/Mtor est un (S−1A)-
module cohérent.

1.10 Anneaux idylliques

Définition 1.10.1. On dit qu’un anneau adique est idyllique s’il est noethérien ou
s’il est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif (1.9.9).

On peut préciser la terminologie comme suit :
1.10.1.1. On dit qu’un anneau adique est quasi-idyllique s’il est noethérien ou s’il
est topologiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif. On notera que cette
notion faible est secondaire.
1.10.1.2. On pourrait être tenté d’élargir la notion d’anneaux idylliques pour in-
clure les anneaux topologiquement de présentation finie sur un anneau valuatif
de hauteur finie. Nous nous en sommes abstenus car d’une part, cela nous oblige-
rait à nous éloigner du point de vue de M. Raynaud que nous avons adopté pour
ce traité, et d’autre part, nous aurions dû sacrifier de nombreux résultats (par
exemple ceux relatifs à la notion de rig-platitude) dont l’énoncé ou la démonstra-
tion nécessitent d’introduire la notion de point rigide (3.3.1), et donc celle d’ordre
1-valuatif (1.11.1). Par ailleurs, le cadre fixé ci-dessus est largement suffisant pour
les applications que nous avons en vue, et inclut la géométrie rigide de Tate.

Proposition 1.10.2. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, M un A-module de type fini. Alors :

(i) (A, J) vérifie (Kr), et le schéma Spec(A) − V(J) est noethérien.
(ii) M est complet et séparé pour la topologie J-adique.
(iii) Mtor est de type fini et M/Mtor est cohérent.
(iv) Tout idéal premier de A qui n’est pas ouvert est de type fini.

Les assertions (i)–(iii) résultent de 1.8.25.4, 1.9.18 et 1.8.29. Pour (iv), on
peut se borner au cas où A est topologiquement de type fini sur un anneau 1-
valuatif R : si p est un idéal premier de A qui n’est pas ouvert, alors A/p est
R-plat (1.9.12), et p est de type fini sur A en vertu de 1.9.14.



52 Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.10.3. Soit A un anneau idyllique. Alors :

(i) A est cohérent.
(ii) Tout idéal de type fini de A est cohérent ; en particulier, tout idéal premier

de A qui n’est pas ouvert est cohérent.
(iii) Si M est un A-module cohérent, alors Mtor est cohérent.

Tout sous-module de type fini d’un module cohérent est cohérent. Donc
compte tenu de 1.10.2, il suffit de montrer (i). On peut clairement supposer
A = R〈ξ1, . . . , ξn〉/I, où R est un anneau 1-valuatif et I est un idéal de type
fini de R〈ξ1, . . . , ξn〉. D’après 1.10.2(iii), R〈ξ1, . . . , ξn〉 est un anneau cohérent. Par
suite I est un idéal cohérent. Donc A est un anneau cohérent (1.3.6).

Proposition 1.10.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algèbre topologique ; posons An = A/Jn+1 et Bn = B⊗AAn (n ≥ 0).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une A-algèbre adique, et Bn est une An-algèbre de présentation finie
pour tout n ≥ 0.

(ii) B est topologiquement de présentation finie sur A.

Notons d’abord que la condition (i) est équivalente à la même condition pour
tout autre choix de l’idéal de définition J de A. On peut donc supposer J de
type fini sur A. Compte tenu de 1.8.23, il suffit de montrer que (i) entraîne (ii).
En vertu de 1.8.19, B est une A-algèbre topologiquement de type fini. On peut
donc se borner au cas où A est topologiquement de type fini sur un anneau 1-
valuatif R et J est engendré par un élément non nul de l’idéal maximal de R. Soit
ϕ : A〈ξ1, . . . , ξr〉 → B un homomorphisme continu, strict et surjectif de A-algèbres,
et soit I son noyau. Pour tout n ≥ 0, on a une suite exacte

0 → I/(I ∩ Jn+1A〈ξ1, . . . , ξr〉) → An[ξ1, . . . , ξr] → Bn → 0

qui montre que I/(I ∩ Jn+1A〈ξ1, . . . , ξr〉) est de type fini sur An[ξ1, . . . , ξr] ([28]
6.2.7). Comme A〈ξ1, . . . , ξr〉 est topologiquement de type fini sur R (1.8.21), il
existe un entier n ≥ 0 tel que I ∩ Jn+1A〈ξ1, . . . , ξr〉 ⊂ JI, en vertu de 1.9.18(i).
Donc I/JI est de type fini sur A0[ξ1, . . . , ξr]. Comme I est séparé pour la topologie
J-adique (en tant que sous-module de A〈ξ1, . . . , ξr〉), il est de type sur A〈ξ1, . . . , ξr〉
(1.8.5), et l’assertion est démontrée.

Corollaire 1.10.5. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topologi-
quement de présentation finie, ϕ : A〈ξ1, . . . , ξn〉 → B un homomorphisme surjectif
de A-algèbres. Alors ϕ est continu et strict, et son noyau est de type fini sur
A〈ξ1, . . . , ξn〉.

En effet, ϕ est continu et strict en vertu de 1.8.18.2 et 1.8.23, et ker(ϕ) est
de type fini d’après la démonstration de 1.10.4.
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Corollaire 1.10.6. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algèbre de présentation finie. Alors B̂ = lim←−(B/Jn+1B) est topologi-
quement de présentation finie sur A.

En effet, on peut supposer J de type fini sur A, et la conclusion résulte de
1.8.7 et 1.10.4.

Corollaire 1.10.7. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topologi-
quement de présentation finie, C une B-algèbre topologiquement de présentation
finie. Alors C est topologiquement de présentation finie sur A.

Corollaire 1.10.8. Une algèbre topologiquement de présentation finie sur un anneau
idyllique est un anneau idyllique.

Corollaire 1.10.9. Soient A un anneau adique, B une A-algèbre topologiquement de
présentation finie, A′ une A-algèbre topologique. Supposons A′ un anneau quasi-
idyllique. Alors B⊗̂AA′ est topologiquement de présentation finie sur A′.

Cela résulte de 1.8.8 et 1.10.4.

Remarque 1.10.10. Soient A un anneau adique, I un idéal de l’algèbre des
séries formelles restreintes A〈ξ1, . . . , ξn〉, B la A-algèbre topologique quotient
A〈ξ1, . . . , ξn〉/I,A′ une A-algèbre topologique. Supposons A′ quasi-idyllique. Alors
on a un isomorphisme canonique de A′-algèbres topologiques

B⊗̂AA′  A′〈ξ1, . . . , ξn〉/IA′〈ξ1, . . . , ξn〉. (1.10.10.1)

En effet, B⊗̂AA′ est canoniquement isomorphe à B⊗̂A〈ξ1,...,ξn〉A′〈ξ1, . . . , ξn〉, c’est
à dire au séparé complété de l’algèbre

B ⊗A〈ξ1,...,ξn〉 A′〈ξ1, . . . , ξn〉 = A′〈ξ1, . . . , ξn〉/IA′〈ξ1, . . . , ξn〉

pour la topologie déduite de celle de A′ ; notre assertion résulte alors de 1.10.2(ii).
L’isomorphisme (1.10.10.1) fournit une seconde preuve de 1.10.9.

Proposition 1.10.11. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de type fini de A, M un A-module, An = A/Jn+1 (n ≥ 0). Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) M est un A-module de présentation finie.
(ii) M est isomorphe à la limite projective d’une suite (Mn) de An-modules de

présentation finie tels que Mm = Mn ⊗An Am pour m ≤ n. Le système
projectif (Mn) est alors isomorphe au système des M ⊗A An.

De plus, lorsque A est idyllique, elles sont équivalentes aux conditions suivantes :

(i′) M est un A-module cohérent.
(ii′) M est isomorphe à la limite projective d’une suite (Mn) de An-modules co-

hérents tels que Mm = Mn ⊗An Am pour m ≤ n. Le système projectif (Mn)
est alors isomorphe au système des M ⊗A An.
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Si M est un A-module de présentation finie, Mn = M ⊗A An est un An-
module de présentation finie, et Mm = Mn ⊗An Am pour m ≤ n. Comme M est
complet et séparé pour la topologie J-adique (1.10.2), M est limite projective du
système projectif (Mn), ce qui prouve que (i) entraîne (ii). Montrons l’implication
inverse. Il résulte aussitôt de la définition des An que le système projectif (Mn)
vérifie les conditions de ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1) ; sa limite projective
M est par suite un A-module de type fini tel que Mn = M ⊗A An pour tout n.
Soient L un A-module libre de type fini, u : L→ M un homomorphisme surjectif
de noyau N . Pour tout n ≥ 0, on a une suite exacte de A-modules

0 → N/(N ∩ Jn+1L) → L⊗A An →Mn → 0.

Comme Mn est un An-module de présentation finie, N/(N ∩ Jn+1L) est un An-
module de type fini. D’après 1.10.2(i), il existe un entier n tel queN∩Jn+1L ⊂ JN .
Par suite N/JN est un A0-module de type fini. Comme N est séparé pour la
topologie J-adique (en tant que sous-module de L), il est de type fini sur A (1.8.5) ;
donc (ii) entraîne (i).

La dernière assertion de la proposition résulte de 1.3.6, 1.3.10 et 1.10.3.

Proposition 1.10.12. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, S une partie multiplicative de A, A{S−1} le séparé complété de S−1A pour
la topologie (S−1J)-préadique (1.8.9), M un (S−1A)-module de type fini, M̂ son
séparé complété pour la topologie (S−1J)-préadique. Alors :

(i) (S−1A,S−1J) vérifie (Kr).
(ii) Mtor est un (S−1A)-module de type fini et M/Mtor est un (S−1A)-module

cohérent.
(iii) Le morphisme canonique M ⊗S−1A A{S−1} → M̂ est bijectif.

Les propositions (i) et (ii) résultent de 1.8.25.4 et 1.9.18. Pour un (S−1A)-
module de présentation finie M , la proposition (iii) résulte de (i) et 1.8.26(ii).
Montrons (iii) dans le cas général. Compte tenu de (i) et 1.8.26(i), on a un dia-
gramme commutatif à lignes exactes

Mtor ⊗S−1A A{S−1} ��

α

��

M ⊗S−1A A{S−1} ��

β

��

(M/Mtor) ⊗S−1A A{S−1} ��

γ

��

0

0 �� (Mtor)∧ ��
M̂

�� (M/Mtor)∧ �� 0

D’après (ii), M/Mtor est un (S−1A)-module de présentation finie et JnMtor = 0
pour un entier n ≥ 1. On en déduit que α et γ sont des isomorphismes. Donc β
est un isomorphisme.

Corollaire 1.10.13. Soient A un anneau quasi-idyllique, S une partie multiplicative
de A, M un A-module de type fini. Alors avec les notations de (1.8.12), l’homo-
morphisme canonique M ⊗A A{S} →M{S} est bijectif.
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En effet, pour tout f ∈ S, le morphisme canonique M ⊗B B{f} → M{f}
est bijectif, d’après 1.10.12(iii). Le corollaire s’en déduit par passage à la limite
inductive.

1.11 Ordres 1-valuatifs

Définition 1.11.1. On dit qu’un anneau idyllique est un ordre 1-valuatif s’il est
rig-pur (1.8.30.1), local, intègre et de dimension 1.

On peut faire les remarques suivantes :

1.11.1.1. Un anneau préadique intègre est rig-pur si et seulement si sa topologie
n’est pas discrète.
1.11.1.2. Un anneau 1-valuatif est un ordre 1-valuatif. La terminologie sera justifiée
ultérieurement (1.11.4).

1.11.1.3. Soient A un ordre 1-valuatif, J un idéal de définition de A, m l’idéal
maximal de A. Comme J ⊂ m et J 	= 0, A/J est un anneau de Jacobson ([12]
chap. V §3.4 déf. 1) de nilradical m/J ([12] chap. V §3.4 prop. 3). Par suite, tout
élément de m est topologiquement nilpotent, et A est un anneau hensélien, en
vertu du lemme de Hensel ([12] chap. III §4.3 théo. 1 et [31] 18.5.13).

Proposition 1.11.2. Soient A un anneau idyllique, B une A-algèbre topologique,
locale, intègre et de dimension 1. Supposons qu’il existe un idéal de définition de
type fini J de A tel que A/J soit un anneau de Jacobson. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) B est une A-algèbre adique (1.8.4.5) et un A-module cohérent.
(ii) B est topologiquement de présentation finie sur A.
(iii) B est topologiquement de type fini sur A.

Dans ces conditions, B est un anneau idyllique rig-pur (i.e., un ordre 1-valuatif).

En vertu de 1.10.4 et ([28] 6.2.10), (i) implique (ii). Il est clair que (ii) implique
(iii). Montrons que (iii) entraîne (i) et le fait que B soit rig-pur ; on notera que
(ii) implique que B est idyllique (1.10.8). En vertu de 1.8.19, B est une A-algèbre
adique, et B/JB est une (A/J)-algèbre de type fini. Si m est l’idéal maximal de B,
on a évidemment JB ⊂ m. On en déduit que B/JB est un anneau de Jacobson,
B/m est une (A/J)-algèbre finie, et m/JB est le nilradical de B/JB ([12] chap. V
§3.4 théo. 3 et prop. 3). Par suite, B/JB est une (A/J)-algèbre entière, et donc
finie. Par conséquent B est une A-algèbre finie (1.8.5). Comme B est intègre et
JB 	= 0 (sinon m serait le nilradical de B, ce qui est impossible), B est rig-
pur. Reste à montrer que B est un A-module cohérent. On peut évidemment se
borner au cas où A est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-
valuatif R. Comme B est topologiquement de type fini sur R (1.8.21) et R-plat
(1.9.12), il est topologiquement de présentation finie sur R (1.9.16). On en déduit
que B est topologiquement de présentation finie sur A, en vertu de 1.10.4 et ([28]
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6.2.6(v)). Par suite, compte tenu de ([28] 6.2.10), B/JnB est un (A/Jn)-module
de présentation finie pour tout n ≥ 1. Donc B est un A-module cohérent, en vertu
de 1.10.11.

Remarque 1.11.3. Soient R un ordre 1-valuatif, I un idéal de définition de type fini
de R, A une R-algèbre topologiquement de type fini. Alors A/IA est un anneau
de Jacobson ([12] chap. V §3.4 théo. 3).

Proposition 1.11.4. Soient A un ordre 1-valuatif, L le corps des fractions de A,
A la clôture intégrale de A dans L. Alors A muni de la topologie déduite de celle
de A est un anneau 1-valuatif. Si A est noethérien, A est un anneau de valuation
discrète complet et fini sur A.

Supposons d’abord A noethérien et montrons la seconde proposition. Il ré-
sulte de 1.11.1.3 que l’idéal maximal de A est un idéal de définition. Donc A est fini
sur A ([31] 7.7.4). On en déduit que A est un anneau noethérien, local (1.11.1.3),
intègre, intégralement clos et de dimension 1. Par suite, A est un anneau de valua-
tion discrète complet (pour la topologie canonique qui coïncide avec la topologie
déduite de celle de A).

Montrons ensuite la première proposition. On peut se borner au cas où A
est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R. En vertu
de 1.11.2, A est une R-algèbre finie et plate ; donc L est une extension algébrique
finie du corps des fractions K de R. Il existe un anneau de valuation S pour L
tel que S ∩K = R ([12] chap. VI §1.2 théo. 2). Il est de hauteur 1 ([12] chap. VI
§8.1 prop. 1 et cor. 1). Il est unique et L est complet pour la valuation associée à
S ([12] chap. VI §8.2 prop. 2 et cor. 1). Donc S est la clôture intégrale de R dans
L ([12] chap. VI §1.3 théo. 3), ce qui implique que S = A.

Proposition 1.11.5. Soient A un ordre 1-valuatif, B une A-algèbre topologiquement
de type fini, qui est un ordre 1-valuatif. Alors :

(i) B est une A-algèbre topologiquement de présentation finie, et un A-module
cohérent.

(ii) L’homomorphisme canonique A→ B est injectif.

La proposition (i) résulte de 1.11.1.3 et 1.11.2, et implique facilement (ii).

Proposition 1.11.6. Soient A un ordre 1-valuatif, B un anneau intègre contenant A
et fini sur A. Alors B muni de la topologie déduite de celle de A, est une A-algèbre
topologiquement de présentation finie, et un ordre 1-valuatif.

Il est clair que B est un anneau local (1.11.1.3), de dimension 1, complet et
séparé pour la topologie déduite de celle de A (1.10.2), topologiquement de type
fini sur A (1.8.19) et rig-pur. Si A est noethérien, il en est de même de B. Si A
est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R, il en est de
même de B (1.9.16). Donc B est un ordre 1-valuatif. Enfin, B est topologiquement
de présentation finie sur A en vertu de 1.11.5.
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Corollaire 1.11.7. Soient A un ordre 1-valuatif, B,C deux A-algèbres topologique-
ment de type fini, qui sont des ordres 1-valuatifs. Alors l’algèbre B ⊗A C munie
de la topologie du produit tensoriel, est complète et séparée, et elle admet un ho-
momorphisme continu, strict et surjectif dans un ordre 1-valuatif.

Cela résulte de 1.11.5, 1.10.2 et 1.11.6.

Proposition 1.11.8. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A,
p un idéal premier de A, X = Spec(A), Xg l’ouvert X − V(J) de X. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p est un idéal cohérent, et la A-algèbre topologique quotient A/p est un ordre
1-valuatif.

(ii) J 	⊂ p et dim(A/p) = 1.
(iii) p détermine un point fermé de Xg.

D’abord (i) entraîne (ii) : comme A/p est rig-pur, (J + p)/p = J(A/p) 	= 0.
Ensuite (ii) entraîne (iii) : comme J est contenu dans le radical de A ([12] chap. III
§2.13 lem. 3), l’ouvert Xg ne contient aucun point fermé de X . Montrons que (iii)
entraîne (i). Supposons en premier lieu que A soit topologiquement de présentation
finie sur un anneau 1-valuatif R. On sait que A/p est R-plat (1.9.12), p est cohérent
(1.10.3), et A/p est complet et séparé pour la topologie J-adique (1.10.2). On en
déduit que A/p est topologiquement de présentation finie sur A, et donc idyllique
(1.10.8) et rig-pur. Reste à montrer que A/p est un anneau local de dimension 1.
Pour ce faire, on peut se borner au cas où A = R〈ξ1, . . . , ξn〉. Soient K le corps des
fractions de R, L le corps résiduel de X en p, m un idéal maximal de A contenant
p, κ une clôture algébrique de A/m. Comme J est contenu dans le radical de A,
m est au-dessus de l’idéal maximal de R et p � m. Appliquons ([12] chap. VI §1.2
théo. 2) au sous-anneau A/p de L et à l’homomorphisme naturel h : A/p → κ. Il
existe alors un anneau de valuation S pour L et un homomorphisme h′ : S → κ tels
que S contienne A/p, que h′ prolonge h et que h′−1(0) = mS soit l’idéal maximal
de S. Il résulte aussitôt que K∩S est un anneau de valuation pourK ([12] chap. VI
§1.4 exem. 2) qui domine R ; donc R = K ∩ S. En vertu de ([7] 6.1.2/3), L est
une extension finie de K. Raisonnant comme dans le preuve de 1.11.4, on conclut
que S est entier sur R, et donc sur A/p. Par suite, A/p est un anneau local de
dimension 1, ce qui achève la preuve dans ce cas.

Supposons en second lieu que A soit noethérien. Alors A/p est complet et
séparé pour la topologie J-adique, intègre et rig-pur. Reste à montrer que A/p
est un anneau local de dimension 1. Soit L le corps résiduel de X en p. Il existe
g ∈ J tel que p soit un point fermé de D(g) ; on a donc un homomorphisme
surjectif u : A[g−1] → L. Comme (A/p)[g−1] = L, A/p est un anneau semi-local
de dimension ≤ 1 ([31] 0.16.3.3). Mais comme J est contenu dans le radical de A,
A/p est intègre sans être un corps ; donc dim(A/p) = 1. Il en résulte aussi que
dim(A/(J + p)) = 0 et la topologie J-adique de A/p coïncide avec la topologie
définie par son radical. Par suite, A/p est un anneau local ([12] chap. III §2.13 cor.
de prop. 19).



58 Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.11.9. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A ; alors Spec(A) − V(J) est un schéma noethérien de Jacobson.

Si A est topologiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif, la conclu-
sion résulte de 1.10.2 et ([7] 6.1.1/3). Supposons A noethérien, et considérons un
système de générateurs (gi)1≤i≤r de J . Comme J est contenu dans le radical de
A ([12] chap. III §2.13 lem. 3), Agi est un anneau de Jacobson en vertu de ([31]
10.5.8). Par suite, Spec(A) − V(J) = ∪D(gi) est un schéma de Jacobson ([28]
6.4.2).

Proposition 1.11.10. Soient A un anneau adique, noethérien et rig-pur, J un idéal
de définition de A, X = Spf(A), X = Spec(A), Xg l’ouvert X − V(J) de X, x
un point fermé de X. Alors, quitte à remplacer X par un ouvert formel affine
contenant x, il existe un point fermé y de Xg tel que x appartienne à l’adhérence
de y dans X.

Soit m l’idéal maximal de A correspondant à x ; alors J ⊂ m car J est contenu
dans le radical de A ([12] chap. III §2.13 lem. 3).

Si V(J) = {x}, A est local. Comme Xg est quasi-compact et non vide
(1.8.30.2), il contient des points fermés ([28] 0.2.1.2), et tout point fermé convient.

Supposons V(J) 	= {x} et posons r = dim((A/J)m). En vertu de ([31]
0.16.3.1) appliqué à l’idéal m/J de A/J , il existe r éléments fi de A (1 ≤ i ≤ r)
tels que, si on note I l’idéal de A engendré par les fi, alors m est minimal dans
l’ensemble des idéaux premiers contenant I + J ; autrement dit, {x} est une com-
posante connexe de V(I + J). Quitte à remplacer X par un ouvert formel affine
contenant x, on peut supposer que V(I+J) = {x} ([12] chap. III §3.4 théo. 3(iii)) ;
en particulier, r = dim((A/J)m) ne change pas. Montrons qu’on a

r = dim((A/J)m) < dim(Am).

En effet, les idéaux premiers associés de Am sont en bijection avec les idéaux
premiers associés de A contenus dans m ([12] chap. IV §1.2 prop. 5) ; donc d’après
1.8.30.2, V(JAm) ne contient aucun idéal premier associé de Am, ce qui entraîne
notre assertion ([12] chap. IV §1.4 théo. 2). D’où, compte tenu de ([31] 0.16.3.7),

dim(Am/IAm) ≥ dim(Am) − r > 0.

On en déduit que V(I) 	= {x}, et donc V(I) 	⊂ V(J) (sinon on aurait V(I) =
V(I+J) = {x}, ce qui n’est pas possible). Par suite, V(I) contient un point fermé
y de Xg ([28] 0.2.1.2). Si z est un point fermé de l’adhérence de y dans X , alors
z ∈ V(J + I) ; d’où z = x, ce qui achève la preuve.

1.12 Compléments sur la platitude

L’énoncé suivant est essentiellement contenu dans ([12] chap. III §5.2 théo. 1) :
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Proposition 1.12.1. Soient A un anneau, J un idéal de A, An = A/Jn+1 (n ≥ 0),
M un A-module. Supposons que, pour tout idéal de type fini a de A, les conditions
suivantes soient remplies :
(a) La topologie J-préadique de a est induite par la topologie J-préadique de A.
(b) a ⊗AM est séparé pour la topologie J-préadique.

Alors, pour que M soit plat sur A, il faut et il suffit que M ⊗A An soit plat sur
An pour tout n ≥ 0. Si, de plus, J est contenu dans le radical de A, alors M est
fidèlement plat sur A si et seulement si M ⊗A An est fidèlement plat sur An pour
tout n ≥ 0.

Pour la première assertion, il suffit de reprendre la partie ([12] chap. III §5.3
E) de la preuve de ([12] chap. III §5.2 théo. 1). Montrons la second assertion. Si
M est fidèlement plat sur A, M ⊗A An est fidèlement plat sur An en vertu de
([12] chap. I §3.3 prop. 5). Inversement, supposons que M ⊗A An soit fidèlement
plat sur An pour tout n ≥ 0. On en déduit déjà que M est plat sur A. Soit N un
A-module de type fini tel que M ⊗A N = 0. Tensorisant avec A0, on obtient que
(M/JM )⊗A0 (NJN ) = 0. D’où N/JN = 0, ce qui implique que N = 0 car J est
contenu dans le radical de A.

1.12.2. Soient A un anneau, J un idéal de A, B une A-algèbre, M un B-module.
On peut faire les remarques suivantes concernant les hypothèses de 1.12.1 :

(i) La condition (a) est remplie si (A, J) vérifie (Kr).
(ii) La condition (b) est remplie si M est un B-module de type fini et si la

topologie J-préadique de B admet un idéal de définition K contenu dans le
radical de B, tel que (B,K) vérifie (AR). En effet, a⊗AM = (a⊗AB)⊗BM
est un B-module de type fini, et les topologies J-préadique et K-préadique
coïncident ; donc a ⊗AM est séparé pour la topologie J-préadique, en vertu
de 1.8.28.

Proposition 1.12.3. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, An = A/Jn+1 (n ≥ 0), B une A-algèbre, M un B-module de type fini.
Supposons que l’une des conditions suivantes soit remplie :
(a) B est un anneau noethérien et JB est contenu dans le radical de B.
(b) B muni de la topologie JB-préadique est topologiquement de type fini sur un

anneau 1-valuatif.
Alors, pour que M soit plat (resp. fidèlement plat) sur A, il faut et il suffit que
M ⊗A An soit plat (resp. fidèlement plat) sur An pour tout n ≥ 0.

Cela résulte de 1.12.1, 1.12.2, 1.9.18 et 1.10.2.

Corollaire 1.12.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, An = A/Jn+1 (n ≥ 0), B une A-algèbre adique qui est un anneau quasi-
idyllique, M un B-module de type fini. Pour que M soit plat (resp. fidèlement
plat) sur A, il faut et il suffit que M ⊗A An soit plat (resp. fidèlement plat) sur
An pour tout n ≥ 0.
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Corollaire 1.12.5. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
type fini de A, M un A-module de type fini, An = A/Jn+1 (n ≥ 0). Alors, pour que
M soit un A-module projectif, il faut et il suffit que M ⊗A An soit un An-module
projectif pour tout n ≥ 0.

Il n’y a que la suffisance de la condition à démontrer. Comme tout module
projectif de type fini est de présentation finie, il résulte de 1.10.2 et 1.10.11 que
M est un A-module de présentation finie. D’autre part, M est A-plat en vertu
de 1.12.4. Donc M est un A-module projectif d’après ([12] chap. II §5.2 cor. 2 du
théo. 1).

Proposition 1.12.6. Soient A un anneau quasi-idyllique, S une partie multiplicative
de A, A{S−1} et A{S} les anneaux définis dans (1.8.9) et (1.8.12). Alors A{S} est
A-plat et A{S−1} est A{S}-plat ; en particulier, A{S−1} est A-plat.

Il résulte de 1.8.26(i) et 1.10.12 que pour tout idéal de type fini a de S−1A,
le morphisme canonique a⊗S−1AA{S−1} → aA{S−1} est injectif, et donc bijectif.
Par suite, A{S−1} est (S−1A)-plat ([12] chap. I §2.3 rem. 1). En particulier, A{f}
est A-plat, pour tout f ∈ S. On en déduit, par passage à la limite inductive,
que A{S} est A-plat. D’autre part, comme A{f} est quasi-idyllique et A{S−1} 
(A{f}){S−1}, alors A{S−1} est A{f}-plat. Par suite, A{S−1} est A{S}-plat ([12]
chap. I §2.7 prop. 9).

Corollaire 1.12.7. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, p un idéal premier ouvert de A, S = A− p. Alors, A{S} est fidèlement plat sur
Ap et A{S−1} est fidèlement plat sur A{S} ; en particulier, A{S} est séparé pour
la topologie J-adique.

Cela résulte de 1.8.13 et 1.12.6.

Proposition 1.12.8. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, An = A/Jn+1 (n ≥ 0), B une A-algèbre adique qui est un anneau quasi-
idyllique, ϕ : A → B l’homomorphisme canonique, q un idéal premier ouvert de
B, p = ϕ−1(q), T = B − q, S = A − p, M un B-module de type fini. Alors avec
les notations de (1.8.9) et (1.8.12), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M{T} est A{S}-plat.
(ii) M{T} est A-plat.
(iii) M{T−1} est A-plat.
(iv) Mq est A-plat.
(v) Mq ⊗A An est An-plat pour tout n ≥ 0.

D’abord, (i) entraîne (ii) en vertu de 1.12.7. Ensuite, M{T−1}  Mq ⊗Bq

B{T−1} (1.10.12) et M{T} Mq⊗BqB{T} (1.10.13) ; donc compte tenu de 1.12.7,
les conditions (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes ([12] chap. I §3.2 prop. 4). D’autre
part, les conditions (iv) et (v) sont équivalentes en vertu de 1.12.1, 1.12.2, 1.10.2
et 1.9.18(i). Enfin (v) entraîne (i) : comme (ii) est équivalent à (v), M{T} est A{f}-
plat, pour tout f ∈ S ; d’où l’implication recherchée ([12] chap. I §2.7 prop. 9).
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Lemme 1.12.9. Soient A un anneau, t un élément non diviseur de zéro de A, M un
A-module. Pour que M soit A-plat, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient remplies :

(i) t n’est pas diviseur de zéro dans M .
(ii) Mt est At-plat.
(iii) M/tM est (A/tA)-plat.

Il n’y a évidemment que la suffisance des conditions à prouver. Il faut montrer
que pour tout A-module N , TorAi (M,N) = 0 pour tout entier i ≥ 1. Supposons
d’abord que N = N(t)-tor. On a N(t)-tor = ∪n≥1Nn, où Nn est le noyau de l’homo-
thétie x �→ tnx de N . Comme les foncteurs TorAi (M,−) commutent aux limites
inductives filtrantes ([30] 6.3.6), on peut se réduire au cas où N = Nn pour un
entier n ≥ 1. Considérant la filtration (tiN )0≤i≤n de N , on peut se réduire encore
au cas où tN = 0. Comme t est non diviseur de zéro dans A et dans M , on a
M ⊗LA (A/tA) M/tM . Par suite, on a

M ⊗LA N M ⊗LA (A/tA) ⊗LA/tA N  (M/tM) ⊗LA/tA N,

et TorAi (M,N) = 0 pour tout i ≥ 1. Supposons ensuite que N(t)-tor = 0. On a
alors une suite exacte de A-modules 0 → N → Nt → C → 0 où C = C(t)-tor, d’où
l’on déduit pour tout i ≥ 1,

TorAi (M,N)  TorAi (M,Nt)  TorAti (Mt, Nt) = 0.

Enfin, le cas général se déduit des deux cas précédents grâce à la suite exacte

0 → N(t)-tor → N → N/N(t)-tor → 0.

Lemme 1.12.10. Soient R un ordre 1-valuatif, s (resp. η) le point fermé (resp.
générique) de Spec(R), f : X → Spec(R) un morphisme séparé, plat et localement
de type fini, tel que le sous-espace Xs soit non vide, fini et discret, et que le sous-
espace Xη soit réduit à un point. Alors f est fini.

En vertu de 1.11.1.3 et ([31] 18.5.11), X se décompose en somme de deux
sous-schémasX1 etX2, induits sur des ouverts disjoints de X , tels que la restriction
de f à X1 soit un morphisme fini et que la fibre fermée de X2 soit vide. Comme
X1 est non vide, fini et plat sur Spec(R), sa fibre générique est aussi non vide.
Donc la fibre générique de X2 est vide, ce qui implique que X = X1.

Proposition 1.12.11. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
maximal de R, A une R-algèbre topologiquement de présentation finie, B une A-
algèbre de présentation finie, B̂ le séparé complété de B pour la topologie (t)-
adique ; notons u : A → B et ϕ : B → B̂ les homomorphismes canoniques. Soient
q un idéal maximal de B̂t, p = ϕ−1

t (q), m = u−1
t (p). Pour tout entier n ≥ 1, notons

q(n) (resp. p(n), resp. m(n)) le noyau de l’homomorphisme canonique B̂ → B̂t/q
n

(resp. B → Bt/p
n, resp. A→ At/m

n). Alors :
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(i) p (resp. m) est un idéal maximal de Bt (resp. At).
(ii) Pour tout n ≥ 1, le morphisme canonique fn : Spec(B/p(n)) → Spec(R) est

fini.
(iii) Pour tout n ≥ 1, l’homomorphisme ψn : Bt/pn → B̂t/q

n déduit de ϕt est un
isomorphisme.

(iv) L’homomorphisme canonique Bp(1) → B̂q(1) induit un isomorphisme entre les
séparés complétés de ces anneaux locaux pour les topologies définies par leurs
idéaux maximaux respectifs.

(v) B̂t est Bt-plat.

On notera que tR est un idéal de définition de R (1.9.10), K = Rt est le
corps des fractions de R (1.9.3), B̂ est topologiquement de présentation finie sur
A (1.10.6), et donc idyllique (1.10.8).

(i) En vertu de 1.11.8, q(1) est un B̂-module cohérent et B̂/q(1) est un ordre
1-valuatif. Donc d’après 1.11.5, B̂/q(1) est un R-module cohérent, et son corps
des fractions est une extension finie de K . Comme A/m(1) ⊂ B/p(1) ⊂ B̂/q(1),
(A/m(1))⊗RK et (B/p(1))⊗RK sont des extensions finies deK, d’où la proposition.

(ii) Il suffit de montrer que fn vérifie les hypothèses de (1.12.10). Il est clair
que fn est séparé et plat, et l’espace sous-jacent à sa fibre générique est un point.
La fibre fermée du morphisme Spec(B̂/q(1)) → Spec(R) est non vide. Il en est
alors de même de f1 et par suite de fn. D’après (i) et 1.11.8, m(1) est un A-module
cohérent et A/m(1) est un ordre 1-valuatif. Par suite, A/m(1) est une R-algèbre
finie (1.11.5) ; donc A/(m(1))n et son quotient A/m(n) sont des R-algèbres finies.
On conclut que fn est un morphisme de type fini. Reste à montrer que l’espace
sous-jacent à la fibre fermée de fn est fini et discret. Il suffit de montrer qu’il
n’a qu’un nombre fini de points fermés ([28] 6.5.4). On se réduit immédiatement
au cas n = 1 car (p(1))n ⊂ p(n). D’une part, l’homomorphisme B/p(1) → B̂/q(1)

est injectif et fini car B̂/q(1) est une R-algèbre finie. D’autre part, B̂/q(1) est un
anneau local car c’est un ordre 1-valuatif. On en déduit que la fibre fermée de f1
n’a qu’un nombre fini de points fermés ([12] chap. V §2.1 prop. 1 et théo. 1).

(iii) Compte tenu de (ii), B/p(n) est complet et séparé pour la topologie
(t)-adique (1.10.2). Donc la projection B → B/p(n) induit un homomorphisme
B̂ → B/p(n). On obtient un homomorphisme canonique ρn : B̂t → Bt/p

n qui rend
commutatif le diagramme suivant

Bt ��

ϕt

��

Bt/p
n ψn �� B̂t/qn

B̂t

ρn

�����������

		������������������

où les flèches non libellées sont les projections canoniques. Il résulte aussitôt que ψn
et ρn sont surjectifs. Pour achever la preuve de (iii), il suffit de voir que ρn(qn) = 0.
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Comme les (ρn)n≥1 forment un système projectif, on se réduit à voir que ρ1(q) = 0,
ce qui est évident car ψ1 est injectif par définition.

(iv) Cela résulte de (iii) car Bp(1) = (Bt)p et B̂q(1) = (B̂t)q.

(v) Comme Bt et B̂t sont noethériens (1.9.18), il résulte de (iv) que (B̂t)q

est (Bt)p-plat ([12] chap. III §5.4 prop. 4). La proposition s’ensuit aussitôt ([12]
chap. II §3.4 prop. 15).

Le corollaire suivant, dû à Gabber, sera renforcé dans 1.12.17.

Corollaire 1.12.12. Sous les hypothèses de (1.12.11), si B est R-plat, alors B̂ est
B-plat et B̂ ×Bt est fidèlement plat sur B.

Comme B̂ est R-plat (1.12.4), la première assertion résulte aussitôt de 1.12.9
et 1.12.11(v). Posons S = 1 + tB. Comme tB̂ est contenu dans le radical de
B̂ ([12] chap. III §2.13 lem. 3), B̂ est une B[S−1]-algèbre plate. D’autre part,
B[S−1]/tB[S−1]  B/tB  B̂/tB̂ et tB[S−1] est contenu dans le radical de
B[S−1] ; donc B̂ est fidèlement plat sur B[S−1]. Pour conclure la preuve, il suffit
d’observer que B[S−1] ×Bt est fidèlement plat sur B.

Proposition 1.12.13. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
maximal de R, A une R-algèbre topologiquement de type fini, B une A-algèbre de
type fini, M un B-module de type fini, N un sous-B-module de M tel que M/N
soit R-plat. Alors N est de type fini sur B.

On peut se borner au cas où A = R〈ξ1, . . . , ξn〉 et B = A[X1, . . . , Xm]. Soit
B̂ le séparé complété de B pour la topologie (t)-préadique, qui est clairement
idyllique. Par descente fidèlement plate ([12] chap. I §3.6 prop. 11), compte tenu
de 1.12.12, il suffit de montrer que N ⊗B B̂ est un B̂-module de type fini, et
N ⊗B Bt est un Bt-module de type fini. D’après 1.12.12, la suite

0 → N ⊗B B̂ →M ⊗B B̂ → (M/N) ⊗B B̂ → 0

est exacte et (M/N)⊗B B̂ est R-plat. Il résulte alors de 1.9.14 que N ⊗B B̂ est de
type fini sur B̂. La seconde assertion est évidente puisque At et Bt sont noethériens
(1.9.18).

Corollaire 1.12.14. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
maximal de R, A une R-algèbre topologiquement de type fini, B une A-algèbre de
type fini, M un B-module de type fini. Alors,

(i) (B, tB) vérifie (AR).
(ii) B/B(t)-tor est une A-algèbre de présentation finie.
(iii) M(t)-tor est un B-module de type fini et M/M(t)-tor est un B-module cohérent.

Cela résulte de 1.12.13 et 1.9.13.

Corollaire 1.12.15. Un anneau idyllique est universellement cohérent (1.4.1).
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On peut évidemment se borner au cas d’un anneau A topologiquement de
présentation finie sur un anneau 1-valuatif R, et même au cas où A = R〈ξ1, . . . , ξn〉
(1.4.2). Il résulte alors de 1.12.14(iii) que les anneaux A[X1, . . . , Xm] sont cohérents
(m ≥ 0).

Proposition 1.12.16. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, B une A-algèbre de type fini, M un B-module de type fini. On note B̂ (resp.
M̂) le séparé complété de B (resp. M) pour la topologie J-préadique. Alors :

(i) (B, JB) vérifie (Kr).
(ii) B/BJ-tor est une A-algèbre de présentation finie.
(iii) MJ-tor est un B-module de type fini et M/MJ-tor est un B-module cohérent.
(iv) Le morphisme canonique M ⊗B B̂ → M̂ est un isomorphisme.

Les propositions (i)–(iii) résultent de 1.8.25.4 et 1.12.14. Pour un B-module
de présentation finie M , la proposition (iv) résulte de (i) et 1.8.26(ii). Montrons
(iv) dans le cas général. Compte tenu de (i) et 1.8.26(i), on a un diagramme
commutatif à lignes exactes

MJ-tor ⊗B B̂ ��

α

��

M ⊗B B̂ ��

β

��

(M/MJ-tor) ⊗B B̂ ��

γ

��

0

0 �� (MJ-tor)∧ �� M̂ �� (M/MJ-tor)∧ �� 0

En vertu de (iii), M/MJ-tor est un B-module de présentation finie et JnMJ-tor = 0
pour un entier n ≥ 1. On en déduit que α et γ sont des isomorphismes. Donc β
est un isomorphisme.

Théorème 1.12.17 (Gabber). Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de
définition de A, B une A-algèbre de type fini, B̂ le séparé complété de B pour la
topologie J-préadique. Alors B̂ est B-plat.

Compte tenu de ([12] chap. III §3.4 théo. 3), on peut se borner au cas où A est
topologiquement de type fini sur un anneau 1-valuatifR, et on peut même supposer
A = R〈ξ1, . . . , ξn〉. Grâce à 1.12.16(iv), on se réduit au cas où B = A[X1, . . . , Xm].
Le théorème résulte alors de 1.12.12.

Proposition 1.12.18. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A,
B une A-algèbre de présentation finie, B̂ le séparé complété de B pour la topologie
J-préadique ; notons u : A → B et ϕ : B → B̂ les homomorphismes canoniques.
Soient q un idéal premier de B̂, p = ϕ−1(q), m = u−1(p). Supposons q fermé
dans Spec(B̂)−V(JB̂) et m fermé dans Spec(A)−V(J). Alors l’homomorphisme
canonique Bp → B̂q induit un isomorphisme entre les séparés complétés de ces
anneaux locaux pour les topologies définies par leurs idéaux maximaux respectifs.

Rappelons d’abord que B̂ est topologiquement de présentation finie sur A
(1.10.6), et donc idyllique (1.10.8). Compte tenu de 1.12.11(iv), on peut se borner
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au cas où A est noethérien, ce qui entraîne que B et B̂ sont noethériens. Il suffit de
montrer que pour tout n ≥ 1, l’homomorphisme canonique ϕn : B/pn → B̂/qn est
bijectif. On sait que A/m et B̂/q sont des ordres 1-valuatifs (1.11.8), et B̂/q est un
(A/m)-module de type fini (1.11.5). Comme B/p ⊂ B̂/q, B/p est un A-module de
type fini. Par suite B/pn est un A-module de type fini, et il est complet et séparé
pour la topologie J-adique. Par conséquent, la projection B → B/pn induit un
homomorphisme ρn : B̂ → B/pn qui s’insère dans le diagramme commutatif

B ��

ϕ

��

B/pn
ϕn �� B̂/qn

B̂

ρn

�����������



�����������������

où les flèches non libellées sont les projections canoniques. Il résulte aussitôt que
ϕn et ρn sont surjectifs. Il suffit de montrer que ρn(qn) = 0. Comme les (ρn)n≥1

forment un système projectif, on se réduit à voir que ρ1(q) = 0, ce qui est évident
car ϕ1 est injectif par définition.

Corollaire 1.12.19. Les hypothèses étant celles de (1.12.18), de plus soient C une
B̂-algèbre topologiquement de type fini, r un idéal premier de C au-dessus de q,
M un C-module de type fini. Pour que Mr soit B̂-plat, il faut et il suffit qu’il soit
B-plat.

On sait que B̂ est B-plat (1.12.17). Donc si Mr est B̂-plat, il est B-plat. In-
versement, les anneaux Bp, B̂q et Cr sont noethériens (1.10.2) et l’homomorphisme
Bp → B̂q induit un isomorphisme sur les séparés complétés (1.12.18). Donc si Mr

est Bp-plat, il est B̂q-plat ([12] chap. III §5.4 prop. 4).

Corollaire 1.12.20. Soient R un ordre 1-valuatif, I un idéal de définition de R, K
le corps des fractions de R, A une R-algèbre topologiquement de présentation finie,
B une A-algèbre de présentation finie, B̂ le séparé complété de B pour la topologie
I-préadique ; notons u : A → B et ϕ : B → B̂ les homomorphismes canoniques.
Soient q un idéal premier de B̂ définissant un point fermé de Spec(B̂ ⊗R K),
p = ϕ−1(q), m = u−1(p). Alors :

(i) p (resp. m) détermine un point fermé de Spec(B⊗RK) (resp. Spec(A⊗RK)).
(ii) L’homomorphisme canonique Bp → B̂q induit un isomorphisme entre les

séparés complétés de ces anneaux locaux pour les topologies définies par leurs
idéaux maximaux respectifs.

(iii) On a dim(Bp) = dim(B̂q).
(iv) On a dim(B̂⊗RK) ≤ dim(B⊗RK) et les deux membres sont égaux si B⊗RK

est biéquidimentionnel ([31] 0.16.1.4).

On notera que B̂ est topologiquement de présentation finie sur A (1.10.6), et
donc idyllique (1.10.8).
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(i) On sait que B̂/q est un ordre 1-valuatif (1.11.8) ; il est donc fini sur R
et son corps des fractions est une extension finie de K (1.11.5). Comme A/m ⊂
B/p ⊂ B̂/q, (A/m) ⊗R K et (B/p) ⊗R K sont des extensions finies de K , d’où
l’assertion.

(ii) Cela résulte de (i) et 1.12.18.
(iii) Cela résulte de (ii) et ([31] 0.16.2.4) car les anneaux Bp et B̂q sont

noethériens (1.10.2).
(iv) Cela résulte aussitôt de (i) et (iii).

Définition 1.12.21. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S. On dit que
la paire (S, T ) est quasi-idyllique si elle vérifie l’une des conditions suivantes :

(a) S est localement noethérien.
(b) S est localement de type fini sur un anneau quasi-idyllique A, et T est défini

par un idéal de OS de la forme JOS , où J est un idéal de définition de type
fini de A.

Proposition 1.12.22. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S, U l’ou-
vert S − T de S, f : X → S un morphisme localement de type fini. Supposons
la paire (S, T ) quasi-idyllique et l’ouvert f−1(U) schématiquement dense dans X.
Alors f est localement de présentation finie.

On peut évidemment se borner au cas où S = Spec(A), A étant un anneau
quasi-idyllique, et T est le sous-schéma fermé de S défini par un idéal de définition
de type fini J de A ([28] 6.2.6(v)). La proposition résulte alors de 1.8.30.2 et
1.12.16(ii).

Proposition 1.12.23. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de
S, U l’ouvert S − T de S, V un U -schéma séparé de type fini. Supposons la paire
(S, T ) quasi-idyllique. Alors il existe un morphisme propre de présentation finie
f : X → S et une immersion ouverte schématiquement dominante ι : V → X
au-dessus de S.

Par le théorème de plongement de Nagata ([16], [14] 4.1), il existe un mor-
phisme propre f : X → S et une immersion ouverte ι : V → X au-dessus de S,
qui est nécessairement quasi-compacte ([28] 6.1.10). Quitte à remplacer X par
l’adhérence schématique de V dans X (qui existe en vertu de [28] 6.10.6), on peut
supposer ι schématiquement dominante. Par suite, f−1(U) est schématiquement
dense dans X . Donc f est de présentation finie en vertu de 1.12.22.

Corollaire 1.12.24. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de S,
U l’ouvert S − T de S, V un U -schéma propre. Supposons la paire (S, T ) quasi-
idyllique. Alors il existe un S-schéma propre de présentation finie X tel que XU

soit U -isomorphe à V .

En effet, en vertu de 1.12.23, il existe un morphisme propre de présentation
finie f : X → S et une immersion ouverte schématiquement dominante ι : V → X
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au-dessus de S. Donc l’immersion ιU : V → XU est schématiquement dominante.
Or il résulte des hypothèses que ιU est propre. Par suite, ιU est un isomorphisme.

1.13 Rappels et compléments sur la platification
par éclatements

Définition 1.13.1. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé défini par un idéal
quasi-cohérent I de OS , M un OS-module quasi-cohérent.

(i) On appelle éclatement de T (ou de I ) dans S le spectre homogène de la
OS -algèbre graduée ⊕n∈NI n (cf. [29] 8.1.3).

(ii) Notons f : S′ → S l’éclatement de T dans S. On appelle transformé strict
de M par f le quotient de f∗(M ) par le sous-module formé des sections à
support dans f−1(T ).

On peut faire les remarques suivantes :

1.13.1.1. Il est bien connu que S ′ est un objet final de la sous-catégorie pleine de
Sch/S formée des S-schémas X tels que I OX soit un idéal inversible de OX .

En particulier, si U est l’ouvert S − T de S, f induit un isomorphisme au-
dessus de U .

1.13.1.2. À partir de maintenant on ne considère que des éclatements d’idéaux de
type fini. Si I est de type fini, f est un morphisme projectif et I OS′ est un
OS′-module très ample pour f .

1.13.1.3. Comme I OS′ est un idéal inversible de OS′ , U ′ = f−1(U) est un ouvert
schématiquement dense dans S′.

1.13.1.4. Soit J un idéal quasi-cohérent de type fini de OS ; notons g : S′′ → S′

l’éclatement de J OS′ dans S′. On voit à l’aide de 1.13.1.1 que f ◦g est l’éclatement
de I J dans S.

1.13.1.5. Soient X un S-schéma, F un OX -module quasi-cohérent,X ′ l’éclatement
de I OX dansX . On voit à l’aide de 1.13.1.1 queX ′ estX-isomorphe à l’adhérence
schématique de X ×S U ′ dans X ×S S′. Par suite, le transformé strict de F par
l’éclatement X ′ → X est le quotient de F ⊗S OS′ par le sous-module formé des
sections nulles au-dessus de X ×S U ′ ; on l’appelle encore transformé strict de F
par f .

Le transformé strict de OX par f est OX′ . On dit que X ′ est le transformé
strict de X par f .

On prendra grade que la notion de “transformé strict par f ” dépend à priori
de T et pas seulement du morphisme f .

1.13.1.6. Sous les hypothèses de 1.13.1.5, si F est S-plat, le transformé strict de
F par f est égal à F ⊗S OS′ (1.8.32).
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Définition 1.13.2 ([42] 5.1.3). Soient S un schéma, U un ouvert de S, f : S′ → S
un morphisme de type fini. On dit que f est un éclatement U -admissible s’il existe
un sous-schéma fermé de présentation finie T de S, disjoint de U , tel que f soit
isomorphe à l’éclatement de T dans S. On notera que l’isomorphisme est alors
unique.

Proposition 1.13.3. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S, U l’ouvert
S − T de S, f : S ′ → S un éclatement U -admissible de S, U ′ = f−1(U).

(i) Si U est schématiquement dense dans S, U ′ est schématiquement dense dans
S′.

(ii) Supposons la paire (S, T ) quasi-idyllique (1.12.21) et U ′ schématiquement
dense dans S′. Alors f est de présentation finie.

(i) Soient Y un sous-schéma fermé de présentation finie de S, disjoint de U ,
tel que f soit isomorphe à l’éclatement de Y dans S, V l’ouvert S − Y de S,
V ′ = f−1(V ). Comme U ⊂ V , l’hypothèse entraîne que U ′ est schématiquement
dense dans V ′ ([28] 6.10.7) ; et comme V ′ est schématiquement dense dans S′, U ′
est schématiquement dense dans S′ ([28] 6.10.3).

(ii) C’est un cas particulier de 1.12.22.

Corollaire 1.13.4. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S, U l’ouvert
S − T de S, f : S ′ → S un éclatement U -admissible. Supposons la paire (S, T )
quasi-idyllique. Alors il existe un éclatement U -admissible de présentation finie
g : S ′′ → S tel que f majore g, i.e., tel que HomS(S′′, S′) 	= ∅.

En effet, si T est défini par un idéal quasi-cohérent de type fini J de OS , et
si f est isomorphe à l’éclatement dans S d’un idéal quasi-cohérent de type fini I
de OS , l’éclatement de I J dans S répond à la question, en vertu de 1.13.3(ii).

Proposition 1.13.5 ([42] 5.1.4). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert de
S, f : S′ → S un éclatement U -admissible, g : S′′ → S′ un éclatement f−1(U)-
admissible. Alors f ◦ g est un éclatement U -admissible.

Remarque 1.13.6. Conservons les hypothèses de 1.13.5. Supposons que f soit
l’éclatement dans S d’un idéal quasi-cohérent de type fini I de OS définissant
un sous-schéma fermé disjoint de U , et que g soit l’éclatement dans S′ d’un idéal
quasi-cohérent de type fini J de OS′ définissant un sous-schéma fermé disjoint
de f−1(U). Posons I ′ = I OS′ .

(i) Il ressort de la preuve de ([42] 5.1.4) qu’il existe un idéal quasi-cohérent de
type fini L de OS et un entier m ≥ 1 tels que L OS′ = I ′mJm. Par suite,
f ◦ g est isomorphe à l’éclatement de I L dans S.

(ii) Soient F un OS-module quasi-cohérent, F ′ le transformé strict de F par f ,
F ′′ le transformé strict de F ′ par g. Il résulte aussitôt de (i) que le transformé
strict de F par f ◦ g est un quotient de F ′′. Par suite, si F ′′ est S′′-plat, le
transformé strict de F par f ◦ g est égal à F ′′ (1.8.32).
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Définition 1.13.7 ([42] 5.2.1). Soient f : X → S un morphisme de présentation
finie, F un OX -module quasi-cohérent de type fini, n un entier. On dit que F est
S-plat en dimension ≥ n, s’il existe un ouvert rétro-compact V de X ([28] 0.2.3.1)
tel que dim((X−V )/S) < n et que F |V soit un OV -module de présentation finie,
S-plat.

Théorème 1.13.8 ([42] 5.2.2). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f : X → S un morphisme de présentation finie, F un OX -module
quasi-cohérent de type fini, n un entier. Supposons que F |f−1(U ) soit U -plat en
dimension ≥ n. Alors il existe un éclatement U -admissible g : S′ → S, tel que le
transformé strict de F par g soit S′-plat en dimension ≥ n.

Remarque 1.13.9. Conservons les hypothèses de 1.13.8. Notons B la sous-catégorie
pleine de Sch/S formée des éclatements dans S d’un sous-schéma fermé de pré-
sentation finie T tel que U = S − T , et C la sous-catégorie pleine de B formée
des éclatements g : S′ → S, tels que le transformé strict de F par g soit S ′-plat
en dimension ≥ n. Alors C est un crible non vide de B ([1] I 4.1).

Montrons d’abord que C est non vide. D’après 1.13.8, il existe un éclatement
U -admissible g : S ′ → S, tel que le transformé strict F ′ de F par g soit S ′-plat
en dimension ≥ n. D’autre part, il existe un idéal quasi-cohérent de type fini J
de OS tel que U = S − V(J ) ([28] 6.9.7). Soient g′ : S′′ → S′ l’éclatement de
J OS′ dans S′, h = g ◦ g′, U ′′ = h−1(U ). Il est clair que h est un objet de B
(1.13.1.4) ; le transformé strict F ′′ de F par h est le quotient de F ′ ⊗S′ OS′′ par
le sous-module formé des sections nulles au-dessus de X ×S U ′′. Il résulte alors de
1.8.32 que F ′′ est S′′-plat en dimension ≥ n. Donc h est un objet de C .

Montrons ensuite que C est un crible. Soient g : S′ → S un objet de C ,
h : S′′ → S un objet de B, U ′′ = h−1(U), F ′ (resp. F ′′) le transformé strict de F
par g (resp. h), k : S′′ → S′ un S-morphisme. Il est clair que F ′′ est le quotient de
F ′⊗S′ OS′′ par le sous-module formé des sections nulles au-dessus de X ×S U ′′. Il
résulte alors de 1.8.32 que F ′′ est S′′-plat en dimension ≥ n. Donc h est un objet
de C .

Corollaire 1.13.10. Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-compact de
S, X un S-schéma de type fini, qui est plat et localement de présentation finie
au-dessus de U . Alors il existe un éclatement U -admissible ϕ : S′ → S, tel que le
transformé strict de X par ϕ soit plat et localement de présentation finie au-dessus
de S′.

En effet, il résulte de ([42] 5.3) que l’on peut supposer X et S affines, auquel
cas l’assertion est une conséquence immédiate de 1.13.8.

Corollaire 1.13.11 ([42] 5.7.10). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, n un entier, X un S-schéma de type fini, qui au-dessus de U est
de dimension relative ≤ n. Alors il existe un éclatement U -admissible S′ → S, tel
que le transformé strict de X par cet éclatement soit de dimension relative ≤ n
au-dessus de S′.
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Corollaire 1.13.12. Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-compact de
S, X un S-schéma de type fini, qui au-dessus de U est quasi-fini. Alors il existe
un éclatement U -admissible S′ → S, tel que le transformé strict de X par cet
éclatement soit quasi-fini au-dessus de S′.

Corollaire 1.13.13. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de S,
U l’ouvert S − T de S, X un S-schéma propre, qui au-dessus de U est fini. Sup-
posons la paire (S, T ) quasi-idyllique (1.12.21). Alors il existe un éclatement U -
admissible S ′ → S, tel que le transformé strict de X par cet éclatement soit fini
et de présentation finie au-dessus de S′.

En effet, en vertu de 1.13.12, il existe un éclatement U -admissible ϕ : S′ → S,
tel que le transformé strict X ′ de X par ϕ soit quasi-fini au-dessus de S′. Quitte à
remplacer ϕ, on peut supposer que ϕ est l’éclatement dans S d’un fermé de support
T (1.13.1.4). Il résulte alors de 1.12.22 que X ′ est localement de présentation finie
sur S′. Comme X ′ est propre sur S′, il est fini sur S′ en vertu de ([31] 8.11.1).

Corollaire 1.13.14. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé de S,
U l’ouvert S − T de S, V un U -schéma fini. Supposons la paire (S, T ) quasi-
idyllique. Alors il existe un éclatement U -admissible S′ → S et un S′-schéma fini
de présentation finie X ′ tel que X ′U soit U -isomorphe à V .

En effet, en vertu de 1.12.24, il existe un S-schéma propre de présentation
finie X tel que XU soit U -isomorphe à V . Il suffit de lui appliquer 1.13.13.

Remarque 1.13.15. L’énoncé 1.13.14 sera renforcé dans 2.6.23.

Corollaire 1.13.16 ([42] 5.7.11). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f : X → S un morphisme séparé de type fini. On suppose que fU
est une immersion ouverte. Alors il existe un éclatement U -admissible S′ → S, tel
que si X ′ est le transformé strict de X par cet éclatement, le morphisme canonique
X ′ → S ′ soit une immersion ouverte.

Corollaire 1.13.17 ([42] 5.7.12). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f : X → S un morphisme propre qui est un isomorphisme au-dessus
de U . Alors il existe un éclatement U -admissible S′ → S, tel que si X ′ est le
transformé strict de X par cet éclatement, le morphisme canonique X ′ → S′ soit
un isomorphisme.

Proposition 1.13.18. Soient S un schéma, U un ouvert rétro-compact de S, Y un
S-schéma, X un S-schéma propre, u : YU → XU un U -morphisme. Supposons que
Y soit un schéma cohérent. Alors il existe un éclatement YU -admissible ϕ : Y ′ → Y
et un S-morphisme u′ : Y ′ → X tels que le diagramme

YU
u ��

��

XU

��
Y ′

u′
�� X

où les flèches verticales sont les morphismes canoniques soit commutatif.
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Notons j : U → S l’injection canonique, γ0 : YU → YU ×S X le morphisme
graphe de jX ◦ u et γ : YU → Y ×S X l’immersion composée de γ0 et de
jY ×S X : YU ×S X → Y ×S X . Comme X est séparé sur S, γ0 est une immersion
fermée ; et comme j est quasi-compacte, γ est quasi-compacte. Par suite, l’adhé-
rence schématique Γ de YU dans Y ×S X existe ([28] 6.10.6). Notons p : Γ → Y
le morphisme induit par la projection canonique Y ×S X → Y . D’une part, p est
propre car X est propre sur S. D’autre part, Γ∩(YU×SX) s’identifie à l’adhérence
schématique de YU dans YU ×S X ([28] 6.10.7) ; il est donc égal à YU . Par suite
la restriction de p au-dessus de YU est un isomorphisme. En vertu de 1.13.17, il
existe alors un éclatement YU -admissible ϕ : Y ′ → Y tel que, si Γ′ est le trans-
formé strict de Γ par cet éclatement, le morphisme canonique α : Γ′ → Y ′ soit
un isomorphisme. Le morphisme u′ composé de α−1 et du morphisme canonique
Γ′ → X répond à la question.

Proposition 1.13.19. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé de S défini par
un idéal quasi-cohérent de type fini J de OS, U l’ouvert S − T de S, f : Y → X
un morphisme de S-schémas, Z un sous-schéma fermé de X défini par un idéal
quasi-cohérent de type fini I de OX , V l’ouvert XU − ZU de XU . Supposons que
Y soit quasi-compact et que l’on ait f(YU ) ⊂ V . Alors il existe un éclatement XU -
admissible ϕ : X ′ → X et un idéal quasi-cohérent de type fini I ′ de OX′ tels que si
Y ′ désigne le transformé strict de Y par ϕ, on ait I OX′ ⊂ I ′, I ′|X ′U = I |XU

et I ′OY ′ = OY ′.

D’après ([28] 6.8.4), il existe un entier n ≥ 1 tel que l’on ait J nOY ⊂ I OY .
Soient ϕ : X ′ → X l’éclatement de I + J nOX dans X , Y ′ le transformé strict
de Y par ϕ, qu’on identifie à l’éclatement de I OY = I OY + J nOY dans Y ,
f ′ : Y ′ → X ′ le morphisme canonique. Comme l’idéal I OX′ + J nOX′ est in-
versible, I ′ = (I OX′)(I OX′ + J nOX′)−1 s’identifie à un idéal de OX′ . On a
clairement I ′|X ′U = I OX′

U
= I |XU et I OX′ ⊂ I ′. D’autre part, l’homomor-

phisme surjectif canonique

f ′∗(I OX′ + J nOX′) → I OY ′ + J nOY ′ = I OY ′

est bijectif puisque sa source et son but sont des modules inversibles. On en déduit
que l’on a I ′OY ′ = OY ′ .

Lemme 1.13.20. Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-compact de S, X
un S-schéma fidèlement plat et de présentation finie au-dessus de S, f : X ′ → X
un morphisme propre qui est un isomorphisme au-dessus de XU . Alors il existe
un éclatement U -admissible ψ : S′ → S, tel que le transformé strict de X ′ par ψ
soit fidèlement plat et de présentation finie au-dessus de S ′.

En effet, d’après 1.13.10, il existe un éclatement U -admissible ψ : S′ → S, tel
que le transformé strict X ′1 de X ′ par ψ soit plat et de présentation finie au-dessus
de S′. On peut supposer que ψ est l’éclatement dans S d’un fermé de présentation
finie T tel que U = S − T (cf. 1.13.9). Donc U ′ = ψ−1(U) est schématiquement
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dense dans S ′. Le morphisme f1 : X ′1 → X ×S S ′ déduit de f est propre. Comme
X ×S U ′ est schématiquement dense dans X ×S S′ (1.8.32), f1 est surjectif. Donc
ψ répond à la question.

Théorème 1.13.21 (Gabber). Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-
compact de S, f : X → S un morphisme propre et de présentation finie, V un
ouvert quasi-compact de XU qui est fidèlement plat au-dessus de U . Alors il existe
un éclatement XU -admissible ϕ : X ′ → X, un éclatement U -admissible ψ : S′ → S
et un ouvert quasi-compact W du transformé strict de X ′ par ψ qui coïncide avec
V au-dessus de U et qui est fidèlement plat et de présentation finie au-dessus de S ′.

On désigne par B la sous-catégorie pleine de Sch/X formée des éclatements
XU -admissibles de X , et par C la sous-catégorie pleine de B formée des éclate-
ments XU -admissibles ϕ : X ′ → X , tels qu’il existe un éclatement U -admissible
ψ : S′ → S et un ouvert quasi-compact W du transformé strict de X ′ par ψ qui
coïncide avec V au-dessus de U et qui est fidèlement plat et de présentation fi-
nie au-dessus de S′. Il est clair que B est une catégorie cofiltrante. Il résulte de
1.13.20, 1.13.5 et 1.13.6 que C est un crible de B ([1] I 4.1). On en déduit par ([42]
5.3) que si (Si)i∈I est un recouvrement fini de S par des ouverts quasi-compacts
tel que pour tout i ∈ I, le théorème soit vrai pour la restriction de la situation
au-dessus de Si, alors le théorème est vrai au-dessus de S. On peut donc supposer
S affine.

Montrons que l’on peut se réduire encore au cas où S est affine noethérien.
Considérons S comme limite projective filtrante de schémas affines noethériens
(Si)i∈I . Pour i assez grand, il existe un ouvert Ui de Si, un Si-schéma propre Xi

et un ouvert Vi de Xi×Si Ui, fidèlement plat au-dessus de Ui, tels que U , X et V
proviennent respectivement de Ui, Xi et Vi par le changement de base S → Si ([31]
8.8.2, 8.10.5 et 11.2.6). Supposons qu’il existe un éclatement (Xi×SiUi)-admissible
ϕi : X ′i → Xi défini par un idéal cohérent Ii de OXi , avec Ii|(Xi ×Si Ui) =
OXi×SiUi , un éclatement Ui-admissible ψi : S′i → Si défini par un idéal cohérent
Ji de OSi , avec Ji|Ui = OUi , et un ouvert Wi du transformé strict X̃ ′i de X ′i
par ψi, qui coïncide avec Vi au-dessus de Ui et qui est fidèlement plat au-dessus
de S′i. Quitte à changer ψi, on peut supposer Ui = Si −V(Ji) (cf. 1.13.9). Soient
ϕ : X ′ → X l’éclatement XU -admissible défini par l’idéal I = IiOX , ψ : S′ → S
l’éclatement U -admissible défini par l’idéal J = JiOS , X̃ ′ le transformé strict
de X ′ par ψ. Il est clair que X̃ ′ est un sous-schéma fermé de S′×S′

i
X̃ ′i, et ces deux

schémas coïncident au-dessus de U . Comme Ui = Si−V(Ji), S′×S′
i
Wi s’identifie

à un sous-schéma ouvert de X̃ ′ (1.8.32). Le triplet (ϕ, ψ, S′ ×S′
i
Wi) répond donc

à la question.
Montrons maintenant le théorème dans le cas où S est noethérien. On notera

d’abord que si ψ : S′ → S est un éclatement U -admissible, il est loisible de rem-
placer S par S′ et X par son transformé strict par ψ (1.13.5 et 1.13.6). En vertu
de ([31] 17.16.4), il existe une famille finie (Uj)j∈J de sous-schémas non vides de
U , deux à deux disjoints, de réunion U , et ayant la propriété suivante : pour tout
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j ∈ J , il existe un morphisme fini et surjectif gj : Vj → Uj et un U -morphisme
sj : Vj → V . Quitte à raffiner la stratification (Uj)j∈J de U , on peut supposer
que, pour tout j ∈ J , l’adhérence de Uj dans U est réunion de strates. De plus,
on peut supposer les sj des immersions. En effet, compte tenu des hypothèses, le
morphisme Vj → V ×U Uj , défini par sj et gj , est propre. Notons V ′j son image
schématique ([28] 6.10.5). Le morphisme canonique V ′j → Uj est quasi-fini, surjec-
tif et propre ([29] 5.4.3(ii)). Il est donc fini ([30] 4.4.11), et on peut remplacer Vj
par V ′j . On dira dans la suite que (Uj)j∈J est une stratification adéquate de U .

On procède par récurrence sur le nombre de strates d’une stratification adé-
quate de U . Soit n un entier ≥ 1. Supposons le théorème établi lorsque U ad-
met une stratification adéquate ayant au plus n− 1 strates (cette hypothèses est
clairement satisfaite si n = 1). Montrons le théorème lorsque U admet une stra-
tification adéquate (Uj)j∈J à n strates. Soit j ∈ J tel que Uj soit fermé dans
U (qui existe d’après les hypothèses). Notons Sj l’adhérence schématique de Uj
dans S, Xj l’adhérence schématique de Vj dans X . Par transitivité des images
schématiques ([28] 6.9.3), f induit un morphisme propre et surjectif fj : Xj → Sj
qui prolonge gj. Il résulte des hypothèses que Vj est fermé dans XU , et par suite,
que l’on a Xj ×S U = Vj ⊂ V . Soit Z un sous-schéma fermé de X défini par
un idéal cohérent I de OX , tel que XU soit la réunion disjointe de ZU et V .
D’après 1.13.19, il existe un éclatement XU -admissible ϕ : X ′ → X et un idéal
cohérent I ′ de OX′ tels que si X ′j désigne le transformé strict de Xj par ϕ, on
ait I OX′ ⊂ I ′, I ′|X ′U = I |XU et I ′OX′

j
= OX′

j
. Il est loisible de remplacer

X par X ′ (1.13.5), Xj par X ′j (1.13.3(i)) et Z par V(I ′). On peut donc supposer
que l’on a Xj ∩Z = ∅. Posons Wj = X −Z, qui est un ouvert de X contenant Xj ,
et coïncidant avec V au-dessus de U . En vertu de 1.13.10, il existe un éclatement
U -admissible ψ : S′ → S tel que le transformé strict de Wj par ψ soit S′-plat. Il
est encore loisible de remplacer S par S ′, et Sj, X , Wj et Xj par leurs transfor-
més stricts par ψ. On peut donc supposer qu’il existe un ouvert Wj de X , S-plat,
contenant Xj , et coïncidant avec V au-dessus de U . Par suite A = f(Wj) est un
ouvert de S contenant Sj . Notons B l’ouvert S − Sj de S, de sorte que l’on a
S = A ∪ B. Le théorème est clairement vrai pour la restriction de la situation
au-dessus de A ; et il est vrai pour la restriction de la situation au-dessus de B
d’après l’hypothèse de récurrence. Il est donc vrai au-dessus de S.

1.14 Propriétés différentielles des anneaux idylliques

1.14.1. Soient A un anneau linéairement topologisé, B une A-algèbre topolo-
gique, linéairement topologisée. On rappelle que le module des différentielles Ω1

B/A

est muni d’une topologie canonique, qui en fait un B-module topologique ([31]
0.20.4.3). Cette topologie est moins fine que la topologie déduite de celle de B ; si
dans B le carré de tout idéal ouvert est ouvert, ces deux topologies sont identiques
([31] 0.20.4.5). On désigne par Ω̂1

B/A le séparé complété du B-module topologique
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Ω1
B/A ([31] 0.20.7.14) et par d̂B/A (ou simplement d̂) la A-dérivation canonique de

B dans Ω̂1
B/A.

Proposition 1.14.2. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topolo-
giquement de type fini.

(i) Le B-module Ω̂1
B/A est de type fini et sa topologie est déduite de celle de B ; il

est engendré par les éléments d̂(x), où x parcourt un système de générateurs
topologiques de la A-algèbre topologique B.

(ii) Si B est topologiquement de présentation finie sur A, Ω̂1
B/A est un B-module

de présentation finie.
(iii) Si B est formellement lisse sur A, Ω̂1

B/A est un B-module projectif.

En effet, (i) résulte de 1.8.5 et 1.8.7, (ii) de 1.10.11, et (iii) de 1.12.5 et ([31]
0.20.4.10).

1.14.3. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topologiquement de
type fini, C une B-algèbre topologiquement de type fini. Alors la suite canonique
([31] 0.20.7.17)

Ω̂1
B/A ⊗B C û �� Ω̂1

C/A
v̂ �� Ω̂1

C/B
�� 0 (1.14.3.1)

est exacte. En effet, on sait que v̂ est surjectif et que l’image de û est dense dans
le noyau de v̂ ; donc l’assertion résulte de 1.8.28(c).

1.14.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topologiquement de
type fini, I un idéal de type fini de B, C = B/I la A-algèbre topologique quotient.
Alors la suite canonique ([31] 0.20.7.20)

I/I2 δ̂ �� Ω̂1
B/A ⊗B C û �� Ω̂1

C/A
�� 0 (1.14.4.1)

est exacte. En effet, on sait que û est surjectif et que l’image de δ̂ est dense dans
le noyau de û ; donc l’assertion résulte de 1.8.28(c).

Proposition 1.14.5 (Critère jacobien de lissité formelle). Soient A un anneau
quasi-idyllique, J un idéal de définition de type fini de A, B une A-algèbre to-
pologiquement de présentation finie et formellement lisse, I un idéal de type fini
de B, C = B/I la A-algèbre topologique quotient. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) C est une A-algèbre formellement lisse.
(ii) L’homomorphisme canonique δ : I/I2 → Ω1

B/A⊗B C est formellement inver-
sible à gauche ([31] 0.19.1.5).

(iii) L’homomorphisme δ̂ : I/I2 → Ω̂1
B/A ⊗B C déduit de δ par prolongement aux

complétés est inversible à gauche.
(iv) L’homomorphisme δ0 : I ⊗B (C/JC) → Ω1

B/A ⊗B (C/JC) déduit de δ par
passage aux quotients est inversible à gauche.
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En effet, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes par le critère jacobien ([31]
0.22.6.1), les conditions (ii) et (iv) sont équivalentes en vertu de ([31] 0.19.1.9), et
les conditions (iii) et (iv) sont équivalentes en vertu de 1.14.2 et ([31] 0.19.1.10).

Proposition 1.14.6. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topo-
logiquement de présentation finie et formellement lisse, I un idéal de type fini
de B, C = B/I la A-algèbre topologique quotient. Considérons l’homomorphisme
canonique

δ̂ : I/I2 → Ω̂1
B/A ⊗B C (1.14.6.1)

et notons U l’ensemble des points x ∈ Spec(C) tel que δ̂ ⊗C κ(x) soit injectif.
Alors U est l’ouvert maximal de Spec(C) où δ̂ est localement inversible à gauche.
De plus, U ne dépend pas du choix de la A-algèbre formellement lisse B.

La première assertion résulte de 1.3.15 et du fait que Ω̂1
B/A est un B-module

projectif de type fini (1.14.2). Appelons provisoirement U l’ouvert jacobien de
I. Soient S une A-algèbre topologiquement de présentation finie et formellement
lisse, ϕ : S → C un homomorphisme surjectif de A-algèbres, J son noyau, qui est
un S-module de type fini (1.10.5). Pour montrer que les ouverts jacobiens de I et
J sont égaux, on peut se borner au cas où il existe un homomorphisme surjectif
de A-algèbres ψ : S → B induisant ϕ ; notons K son noyau, qui est un S-module
de type fini (1.10.5). Le diagramme commutatif

K/K2 ⊗B C �� J/J2 ��

��

I/I2 ��

��

0

0 �� K/K2 ⊗B C �� Ω̂1
S/A ⊗S C �� Ω̂1

B/A ⊗B C �� 0

(1.14.6.2)

dont la ligne inférieure est exacte et scindée d’après 1.14.5, montre que les ouverts
jacobiens de I et de J sont égaux.

Définition 1.14.7. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, C une A-algèbre topologiquement de présentation finie. On appelle ouvert de
lissité formelle de C sur A l’ouvert U de Spec(C) défini dans (1.14.6). On dit que
C est une A-algèbre rig-lisse (ou rig-lisse sur A) si U contient Spec(C) − V(JC).
On dit que C est une A-algèbre rig-étale (ou rig-étale sur A) si elle est rig-lisse sur
A et si le C-module Ω̂1

C/A est rig-nul.

Il résulte de la définition (1.14.7) et de la suite exacte (1.14.4.1) que Ω̂1
C/A

est localement libre de type fini sur l’ouvert de lissité formelle de C sur A.

Proposition 1.14.8. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, C une A-algèbre topologiquement de présentation finie, B = A〈ξ1, . . . , ξn〉 une
algèbre de séries formelles restreintes, ϕ : B → C un homomorphisme surjectif de
A-algèbres, I = ker(ϕ). Les conditions suivantes sont alors équivalentes :
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(i) C est rig-lisse sur A et Ω̂1
C/A est localement libre de rang r sur Spec(C) −

V(JC).
(ii) Pour tout point fermé q ∈ Spec(C)−V(JC), si l’on pose p = ϕ−1(q), il existe

dans I un système de (n − r) séries ui (r + 1 ≤ i ≤ n), et (n − r) indices
jk ∈ {1, . . . , n} (r+1 ≤ k ≤ n) tels que les images des ui dans Ip engendrent
cet idéal et que l’on ait

det(∂ui/∂ξjk) 	∈ p. (1.14.8.1)

Cela résulte de la définition, de 1.3.15 et du fait que Spec(C) − V(JC) est
un schéma de Jacobson (1.11.9).

Proposition 1.14.9 (Critère jacobien de rig-lissité). Soient A un anneau quasi-
idyllique, J un idéal de définition de A, B une A-algèbre topologiquement de pré-
sentation finie et rig-lisse, I un idéal de type fini de B, C = B/I la A-algèbre
topologique quotient. Pour que C soit une A-algèbre rig-lisse, il faut et il suffit que
l’homomorphisme canonique

δ̂ : I/I2 → Ω̂1
B/A ⊗B C (1.14.9.1)

soit localement inversible à gauche sur Spec(C) − V(JC).

Soit V l’ensemble des points x ∈ Spec(C) − V(JC) tel que δ̂ ⊗C κ(x) soit
injectif. Il résulte de 1.3.15 et du fait que Ω̂1

B/A est localement libre de type fini

sur Spec(B) − V(JB), que V est l’ouvert maximal de Spec(C) − V(JC) où δ̂ est
localement inversible à gauche. Donc tout revient à montrer que C est rig-lisse sur
A si et seulement si V = Spec(C) − V(JC). Soient S une A-algèbre topologique-
ment de présentation finie et formellement lisse, ϕ : S → B un homomorphisme
surjectif, K son noyau, J l’image réciproque de I, de sorte que C est isomorphe
au quotient de S par J ; alors K et J sont des S-modules de type fini (1.10.5). Le
diagramme commutatif canonique

K/K2 ⊗B C �� J/J2 ��

��

I/I2 ��

��

0

0 �� K/K2 ⊗B C �� Ω̂1
S/A ⊗S C �� Ω̂1

B/A ⊗B C �� 0

dont la ligne inférieure est exacte et localement scindée sur l’ouvert Spec(C) −
V(JC) (1.14.6), montre que V est l’intersection de Spec(C)−V(JC) et de l’ouvert
de lissité formel de C sur A, d’où notre assertion.

Proposition 1.14.10. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topolo-
giquement de présentation finie et rig-lisse, C une B-algèbre topologiquement de
présentation finie et rig-lisse ; alors C est une A-algèbre rig-lisse.

Cette proposition sera démontrée dans 6.4.16. Le lecteur vérifiera qu’il n’y a
pas de cercle vicieux.
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Proposition 1.14.11. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topo-
logiquement de présentation finie et rig-lisse, A′ une A-algèbre adique. Supposons
A′ un anneau quasi-idyllique. Alors B⊗̂AA′ est topologiquement de présentation
finie et rig-lisse sur A′.

Cela résulte facilement de 1.10.10 (cf. 1.16.3).

Proposition 1.14.12. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, B une A-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse, C une B-
algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse ; alors la suite canonique
(1.14.3.1)

0 → Ω̂1
B/A ⊗B C → Ω̂1

C/A → Ω̂1
C/B → 0 (1.14.12.1)

est exacte et localement scindée sur Spec(C) − V(JC).

Soient D = B〈ξ1, . . . , ξn〉 une algèbre de séries formelles restreintes sur B,
ϕ : D → C un homomorphisme surjectif de B-algèbres, I son noyau. En vertu
de 1.14.10, D et C sont rig-lisses sur A. Considérons le diagramme commutatif
canonique

Ω̂1
B/A ⊗B C

a

��

Ω̂1
B/A ⊗B C

b

��
0 �� I/I2 �� Ω̂1

D/A ⊗D C ��

��

Ω̂1
C/A

��

��

0

0 �� I/I2 �� Ω̂1
D/B ⊗D C �� Ω̂1

C/B
�� 0

D’une part, les lignes horizontales sont exactes et localement scindées sur l’ouvert
Spec(C) − V(JC) en vertu de 1.14.9. D’autre part, la suite

0 → Ω̂1
B/A ⊗B D → Ω̂1

D/A → Ω̂1
D/B → 0 (1.14.12.2)

est exacte et scindée d’après ([31] 0.20.7.18). Par suite, pour tout x ∈ Spec(C) −
V(JC), b⊗C κ(x) est injectif, et la proposition s’ensuit compte tenu de 1.3.15.

Proposition 1.14.13. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, C une A-algèbre de présentation finie, Ĉ le séparé complété de C pour
la topologie J-adique. Alors l’ouvert de lissité formelle de Ĉ sur A est l’image
réciproque de l’ouvert de lissité de C sur A par le morphisme canonique Spec(Ĉ) →
Spec(C).

Notons d’abord que Ĉ est topologiquement de présentation finie sur A
(1.10.6). SoientB une A-algèbre lisse, ϕ : B → C un A-homomorphisme surjectif, I
le noyau de ϕ (qui est de type fini sur B), δ : I/I2 → Ω1

B/A⊗BC l’homomorphisme
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canonique, B̂ le séparé complété de B pour la topologie J-adique, ϕ̂ : B̂ → Ĉ le
prolongement de ϕ aux complétés. Alors B̂ est topologiquement de présentation
finie et formellement lisse sur A (1.10.6) ; ϕ̂ est surjectif (1.8.5) ; IB̂ est le noyau
de ϕ̂ et on a Ω̂1

B̂/A
 Ω1

B/A ⊗B B̂ (1.12.16). Comme B̂ est B-plat (1.12.17), on a

IB̂  I ⊗B B̂. Par suite, l’homomorphisme canonique

δ̂ : (IB̂)/(I2B̂) → Ω̂1
B̂/A

⊗B̂ Ĉ

s’identifie à δ ⊗C Ĉ ; d’où la proposition.

Corollaire 1.14.14. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition
de A, B une A-algèbre de type fini, C une B-algèbre de présentation finie, lisse
sur Spec(B) en dehors de V(JB), B̂ (resp. Ĉ) le séparé complété de B (resp. C)
pour la topologie déduite de celle de A. Alors Ĉ est rig-lisse sur B̂.

Quitte à remplacer A par B̂ (qui est quasi-idyllique) et C par C ⊗B B̂, on se
ramène au cas où A = B (1.8.7), de sorte que C est une A-algèbre de présentation
finie, lisse sur Spec(A) en dehors de V(J). La proposition résulte alors de 1.14.13.

Corollaire 1.14.15. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, C une A-algèbre finie et de présentation finie. Alors l’ouvert de lissité formelle
de C sur A est égal à l’ouvert de lissité de C sur A ; en particulier, C est rig-étale
sur A si et seulement si C est étale sur A en dehors de V(J).

On notera que C est une A-algèbre adique (1.10.2), et par suite topologique-
ment de présentation finie (1.10.6). La proposition résulte alors de 1.14.13 et du
fait que Ω̂1

C/A = Ω1
C/A (1.10.2).

Proposition 1.14.16 (Fujiwara). Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de
définition de A, B une A-algèbre topologiquement de type finie, B′ une A-algèbre
adique qui est un anneau quasi-idyllique, u : B → B′ un A-homomorphisme. Sup-
posons Ω̂1

B/A rig-nul (1.8.30.1). Alors, il existe un entier n ≥ 0 tel que tout A-
homomorphisme v : B → B′ congru à u modulo Jn soit égal à u.

Quitte à remplacer A par B′ et B par B⊗̂AB′, on peut se borner au cas où
B′ = A, u étant une augmentation de B dans A. On peut évidemment remplacer
J par un autre idéal de définition de A. Donc si A n’est pas noethérien, on peut
supposer J principal. Pour tout entier n ≥ 0, posons An = A/Jn+1, Bn = B⊗AAn
et soit un : Bn → An l’augmentation déduite de u. Il existe un entier c ≥ 1 tel
que JcΩ̂1

B/A = 0. Soient n et m deux entiers tels que c ≤ n ≤ m ≤ n + c + 1.
L’ensemble des augmentations vm : Bm → Am qui relèvent un est canoniquement
isomorphe (par le choix de um) à la source de l’isomorphisme

HomAn(Ω1
Bn/An

⊗Bn,unAn,Jn+1/Jm+1) ∼→HomAc(Ω
1
Bc/Ac

⊗Bc,ucAc,Jn+1/Jm+1),

défini par le fait que le A-module Jn+1/Jm+1 est annulé par Jc+1. L’application
qui à une augmentation w : Bn+c+1 → An+c+1 associe l’augmentation w ⊗ An+1
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de Bn+1 dans An+1, correspond au morphisme

ρn : HomAc(Ω
1
Bc/Ac

⊗uc Ac, Jn+1/Jn+c+2) → HomAc(Ω
1
Bc/Ac

⊗uc Ac, Jn+1/Jn+2)

déduit du morphisme canonique Jn+1/Jn+c+2 → Jn+1/Jn+2.
Montrons qu’il existe un entier n0 ≥ 1 tel que pour tout n ≥ n0, on ait

{x ∈ Jn+1|xJc ⊂ Jn+c+2} = Jn+2. (1.14.16.1)

Supposons d’abord J principal, engendré par un élément t ∈ A. Il existe n0 ≥ 1 tel
que tn0Ator = 0 (1.10.2). Pour tout n ≥ n0, si α, β ∈ A sont tels que tn+c+1α =
tn+c+2β, on a α − tβ ∈ Ator et par suite tn+1(α − tβ) = 0 ; d’où la relation
(1.14.16.1) dans ce cas. Supposons ensuite A noethérien. Soient X ′ l’éclatement
de J̃ dans Spec(A), x ∈ A tel que xJc ⊂ Jn+c+2. Comme JOX′ est inversible,
on a x ∈ Γ(X ′, Jn+2OX′). En vertu de ([30] 2.3.1), il existe un entier n0 ≥ 1 tel
que pour tout n ≥ n0, l’homomorphisme canonique Jn+2 → Γ(X ′, Jn+2OX′) soit
bijectif ; d’où la relation (1.14.16.1) dans ce cas.

Soit n ≥ sup(n0, c). Il résulte de (1.14.16.1) et du fait que tcΩ1
Bc/Ac

= 0
(1.8.7) que ρn est nul. Par suite, toutes les augmentations w : Bn+c+1 → An+c+1

qui relèvent un sont égales modulo Jn+2, et donc égales à un+1.

1.15 Couples henséliens idylliques

Nous rappelons d’abord quelques propriétés des couples henséliens ([40] §XI).

1.15.1. On sous-entend par couple la donnée d’un anneau et d’un idéal. Un
morphisme u d’un couple (A, J) dans un couple (B,K) est la donnée d’un homo-
morphisme d’anneaux u : A→ B tel que u(J) ⊂ K. Le morphisme u est dit strict
si K = u(J)B.

Définition 1.15.2. Soient A un anneau, J un idéal de A, B une A-algèbre étale.
On dit que B est un voisinage étale élémentaire de J dans A si l’homomorphisme
induit A/J → B/JB est un isomorphisme.

Proposition 1.15.3. Soient A un anneau, J un idéal contenu dans le radical de A.
Posons A = A/J. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Si B est une A-algèbre finie et si e est un idempotent de B/JB, alors e se
relève en un idempotent de B.

(ii) Si P est un polynôme unitaire de A[t], dont l’image P dans A[t] est de la
forme qr, où q et r sont deux polynômes unitaires de A[t], fortement étrangers
([12] III §4.1), alors P est de la forme QR où Q et R sont deux polynômes
unitaires de A[t] qui relèvent respectivement q et r.

(iii) Si B est un voisinage étale élémentaire de J dans A, il existe un homomor-
phisme de A-algèbres de B dans A.
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(iv) Si B est une A-algèbre étale et si σ : B → A est un homomorphisme de A-
algèbres, il existe un et un unique homomorphisme de A-algèbres σ : B → A
qui relève σ.

L’équivalence des propositions (i), (ii) et (iii) est démontrée dans ([40] §XI
prop. 1). L’implication (i)⇒(iv) résulte de ([31] 18.5.4), et l’implication (iv)⇒(iii)
est triviale.

Définition 1.15.4. On dit qu’un couple (A, J) est un couple hensélien si J est
contenu dans le radical de A et si (A, J) vérifie les conditions équivalentes de
(1.15.3).

On peut faire les remarques suivantes :
1.15.4.1. Si A est un anneau séparé et complet pour la topologie définie par un
idéal J , alors (A, J) est hensélien.
1.15.4.2. Soient (A, J) un couple hensélien, J ′ un idéal de A. Si J ′ est contenu
dans J , ou si J ′ est un idéal de définition de la topologie J-préadique de A, alors
(A, J ′) est hensélien. La première assertion est évidente et la seconde résulte de
([31] 18.1.2).
1.15.4.3. Soient (A, J) un couple hensélien, B une A-algèbre entière. Alors (B, JB)
est hensélien.

Définition 1.15.5. Soient A un anneau, J un idéal de A. On appelle hensélisé
J-préadique de A un couple hensélien (Ah, Jh) muni d’un morphisme de couples

i : (A, J) → (Ah, Jh)

tel que, pour tout couple hensélien (B,K) et tout morphisme de couples
v : (A, J) → (B,K), il existe un unique morphisme de couples vh : (Ah, Jh) →
(B,K) tel que v = vh ◦ i.

On notera que le couple (Ah, Jh) et le morphisme i sont uniquement déter-
minés à un isomorphisme unique près. On peut faire les remarques suivantes :
1.15.5.1. Nous avons préféré le suffixe “préadique” au suffixe “adique” par cohérence
avec la terminologie (1.8.4).
1.15.5.2. L’existence du hensélisé est démontrée dans ([40] XI théo. 2). Plus préci-
sément, (Ah, Jh) est une limite inductive filtrante de voisinages étales élémentaires
de J dans A. En particulier, (Ah, Jh) est aussi le hensélisé J-préadique de tout
voisinage étale élémentaire de J dans A.
1.15.5.3. Le morphisme i est strict et induit un isomorphisme entre les séparés
complétés pour les topologies J-préadiques de A et de Ah. Nous omettrons dans
la suite l’idéal Jh des notations.
1.15.5.4. Si J est contenu dans le radical de A, alors Ah est fidèlement plat sur A ;
en particulier, Ah est noethérien (resp. réduit, resp. normal) si et seulement s’il en
est de même de A.
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1.15.5.5. Pour tout idéal de définition J ′ de la topologie J-préadique de A, le
hensélisé J ′-préadique de A est canoniquement isomorphe à Ah.

1.15.5.6. Pour tout idéal a de A, le hensélisé J-préadique de A/a est canoniquement
isomorphe à Ah/aAh.

Définition 1.15.6. Soient X = Spec(A) un schéma affine, Y un sous-schéma fermé
de X défini par un idéal J de A.

(i) On dit qu’un morphisme f : X ′ → X est un voisinage étale élémentaire de Y
s’il est étale et si la projection canonique X ′×X Y → Y est un isomorphisme.
On dit alors aussi que X ′ est un voisinage étale élémentaire de Y dans X .

(ii) On appelle hensélisé de X le long de Y , et l’on note Xh, le schéma affine
d’anneau Ah le hensélisé J-préadique de A.

Proposition 1.15.7. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
maximal de R, A une R-algèbre topologiquement de type fini, B une A-algèbre de
type fini, Bh le hensélisé (t)-préadique de B, B̂ le séparé complété de B pour la
topologie (t)-préadique. Alors B̂ est fidèlement plat sur Bh.

Écrivons Bh comme limite inductive filtrante lim−→ Bλ, où les Bλ sont des
voisinages étales élémentaires de tB dans B. En particulier, Bλ est une A-algèbre
de type fini, dont le hensélisé (t)-préadique est isomorphe à Bh ; donc le séparé
complété de Bλ pour la topologie (t)-préadique est isomorphe à B̂. Il résulte alors
de 1.12.17 que B̂ est Bλ-plat. Par passage à la limite inductive ([12] chap. I §2.7
prop. 9), on en déduit que B̂ est Bh-plat. Pour conclure, il suffit de noter que
tBh est contenu dans le radical de Bh et B̂ est le séparé complété de Bh pour la
topologie (t)-préadique.

Corollaire 1.15.8. Les hypothèses étant celles de (1.15.7), soient de plus M un Bh-
module de type fini, N un sous-Bh-module de M tel que M/N soit R-plat. Alors
N est de type fini sur Bh.

En effet, d’après 1.15.7, la suite

0 → N ⊗Bh B̂ →M ⊗Bh B̂ → (M/N) ⊗Bh B̂ → 0

est exacte, et (M/N) ⊗Bh B̂ est R-plat. Comme B̂ est topologiquement de type
fini sur R, il résulte de 1.9.14 que N ⊗Bh B̂ est de type fini sur B̂. On en déduit,
par descente fidèlement plate ([12] chap. I §3.6 prop. 11), que N est de type fini
sur Bh (1.15.7).

Corollaire 1.15.9. Sous les hypothèses de (1.15.7), pour tout Bh-module de type
fini M , M(t)-tor est de type fini et M/M(t)-tor est cohérent.

Il suffit de calquer la preuve de 1.9.18(iii) en tenant compte de 1.15.8.

Corollaire 1.15.10. Sous les hypothèses de (1.15.7), (Bh, tBh) vérifie (AR) et (Bh)t
est noethérien.
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Cela résulte de 1.15.8 et 1.9.13.

Définition 1.15.11. On dit qu’un couple hensélien (A, J) est quasi-idyllique s’il
vérifie l’une des conditions suivantes :
(a) A est noethérien.
(b) Il existe un anneau quasi-idyllique A0, un idéal de définition de type fini I de

A0 et une A0-algèbre de type fini A1, tels que A soit un quotient du hensélisé
(IA1)-préadique de A1 et J = IA.

On peut faire les remarques suivantes :
1.15.11.1. Dans le cas (b), si A0 est noethérien, A est noethérien (1.15.5.4).
1.15.11.2. Si A est un anneau quasi-idyllique et J un idéal de définition de type
fini, (A, J) est un couple hensélien quasi-idyllique.
1.15.11.3. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, B une A-algèbre de
type fini, Bh le hensélisé (JB)-préadique de B. Alors (Bh, JBh) est un couple
hensélien quasi-idyllique (1.15.5.4 et 1.15.5.6).

Proposition 1.15.12. Soit (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique. Pour tout A-
module M , on note M̂ son séparé complété pour la topologie J-préadique. Alors,

(i) (A, J) vérifie (Kr), et le schéma Spec(A) − V(J) est noethérien.
(ii) Â est fidèlement plat sur A.
(iii) Pour tout A-module de type fini M , MJ-tor est de type fini et M/MJ-tor est

cohérent.
(iv) Pour tout A-module de type fini M , le morphisme canonique M ⊗A Â→ M̂

est un isomorphisme.

Compte tenu de ([12] chap. III §3.4 théo. 3), on peut se borner au cas
1.15.11(b), où avec les mêmes notations, on fait de plus les deux hypothèses sui-
vantes :
(1) A0 topologiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif R ;
(2) A est le hensélisé (IA1)-préadique de A1.

Les propositions (i), (ii) et (iii) résultent alors de 1.15.7 et de ces corollaires. La
proposition (iv) résulte de ce qui précède et de 1.8.26, en calquant la démonstration
de 1.12.16(iv).

Corollaire 1.15.13. Si (A, J) est un couple hensélien quasi-idyllique, le séparé com-
plété de A pour la topologie J-préadique est un anneau quasi-idyllique.

Cela résulte aussitôt de 1.15.12(iv) et 1.15.5.3.

Corollaire 1.15.14. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, B une A-
algèbre de type fini, M un B-module de type fini, B̂ (resp. M̂) le séparé complété
de B (resp. M) pour la topologie J-préadique. Alors :

(i) B̂ est B-plat.
(ii) Le morphisme canonique M ⊗B B̂ → M̂ est bijectif.
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En effet, si Bh est le hensélisé (JB)-préadique de B, alors (Bh, JBh) est un
couple hensélien quasi-idyllique (1.15.11.3) et le séparé complété de M⊗BBh pour
la topologie J-préadique est isomorphe à M̂ (1.15.5.3). Les propositions résultent
donc de 1.15.12(ii)–(iv).

Corollaire 1.15.15. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, S = Spec(A),
U l’ouvert S−V(J) de S, X,Y deux S-schémas localement de type fini, f : X → Y
un S-morphisme. Si l’ouvert X ×S U est schématiquement dense dans X, alors f
est localement de présentation finie.

Soit Â le séparé complété de A pour la topologie J-préadique. On sait que Â
est un anneau quasi-idyllique (1.15.13) et qu’il est fidèlement plat sur A (1.15.12).
La proposition résulte alors de 1.12.22 par descente fidèlement plate ([31] 2.7.1 et
11.10.5).

Proposition 1.15.16 ([18] 4.4). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, Â
le séparé complété de A pour la topologie J-préadique ; posons X = Spec(A), U =
X − V(J), X ′ = Spec(Â) et soient U ′ l’image réciproque de U dans X ′, f : X ′ →
X le morphisme canonique, g : U ′ → U sa restriction à U ′. Alors, l’application
Of(U) → Of(U ′) qui à une partie ouverte et fermée Z de U associe g−1(Z), est
bijective.

Il suffit de calquer la preuve de ([18] 4.4) en tenant compte de 1.15.12(ii).

Définition 1.15.17. On dit qu’un couple hensélien (A, J) est idyllique s’il vérifie
l’une des conditions suivantes :
(a) A est noethérien.
(b) Il existe un anneau idyllique A0, un idéal de définition de type fini I de

A0 et une A0-algèbre de présentation finie A1, tels que A soit le hensélisé
I-préadique de A1 et J = IA.

On peut faire les remarques suivantes :
1.15.17.1. Dans le cas (b), si A0 est noethérien, A est noethérien (1.15.5.4).
1.15.17.2. Si A est un anneau idyllique et J un idéal de définition de type fini,
(A, J) est un couple hensélien idyllique.
1.15.17.3. Si (A, J) est un couple hensélien idyllique, le séparé complété de A pour
la topologie J-préadique est un anneau idyllique.

Lemme 1.15.18. Soient (A, J) un couple hensélien idyllique, B une A-algèbre de
présentation finie, Bh le hensélisé (JB)-préadique de B. Alors (Bh, JBh) est un
couple hensélien idyllique.

Compte tenu de 1.15.5.4, on peut se borner au cas 1.15.17(b), dont on reprend
les notations. Considérons une présentation finie B = A[ξ1, . . . , ξN ]/(f1, . . . , fq).
Quitte à remplacer A1 par un voisinage étale élémentaire de IA1, on peut supposer
que l’on a fi ∈ A1[ξ1, . . . , ξN ] pour tout 1 ≤ i ≤ q. Par suite, d’après 1.15.5.6, Bh

est isomorphe au hensélisé I-préadique de A1[ξ1, . . . , ξN ]/(f1, . . . , fq).



84 Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.15.19. Pour tout couple hensélien idyllique (A, J), l’anneau A est
cohérent.

On peut évidemment se borner au cas 1.15.17(b), et même au cas où il existe
un anneau 1-valuatifR, un élément non nul t de l’idéal maximal deR et une algèbre
de séries formelles restreintes A0 = R〈ξ1, . . . , ξn〉, tels que A soit le hensélisé (t)-
préadique de A1 = A0[X1, . . . , Xm] (1.15.5.6). Donc A est R-plat (1.15.5.4), et il
est par suite un anneau cohérent en vertu de 1.15.12(iii).

1.16 Approximation algébrique

Nous étendons au cadre idyllique certains résultats d’Elkik [17] suivant sa re-
marque 2 page 587.

1.16.1. Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie

B = A[ξ1, . . . , ξN ]/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A[ξ1, . . . , ξN ].

Pour tout entier p ≥ 0 et tout multi-indice

(α) = (α1, . . . , αp), 1 ≤ α1 < α2 < · · · < αp ≤ q,

on désigne par I(α) l’idéal de A[ξ1, . . . , ξN ] engendré par les fαi et par ∆(α) l’idéal
de A[ξ1, . . . , ξN ] engendré par les mineurs d’ordre p de la matrice jacobienne

(
∂fαi
∂ξj

)

1≤i≤p,1≤j≤N
.

On note k(α) l’idéal de A[ξ1, . . . , ξN ] conducteur de I dans I(α) :

k(α) = {f ∈ A[ξ1, . . . , ξN ] | fI ⊂ I(α)}.

On a par convention I∅ = 0 et ∆∅ = A[ξ1, . . . , ξN ]. On pose alors

D =
∑

(α),p

k(α)∆(α). (1.16.1.1)

On notera que D ne peut qu’augmenter après extension de la base. On dira qu’un
idéal de A[ξ1, . . . , ξN ] est jacobien relativement à (f1, . . . , fq) (ou jacobien lorsque
il n’y a aucun risque de confusion) s’il est contenu dans D .

1.16.1.2. L’ouvert de lissité de Spec(B) sur Spec(A) est égal à Spec(B)−V(DB).
En effet, soit p ∈ V(I) et notons

δ : I/I2 → Ω1
A[ξ1,...,ξN ]/A ⊗A[ξ1,...,ξN ] B

l’homomorphisme canonique. On vérifie immédiatement les propriétés suivantes :
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(a) Pour que I(α) engendre I en p, il faut et il suffit que k(α) 	⊂ p.
(b) Si I(α) engendre I en p et |α| > rang(I ⊗ κ(p)), alors ∆(α) ⊂ p.
(c) Supposons I(α) engendre I en p et |α| = rang(I⊗ κ(p)) ; pour que ∆(α) ⊂ p,

il faut et il suffit que δ ⊗ κ(p) ne soit pas injectif.

Par suite, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) D est contenu dans p ;
(ii) ∆(α) ⊂ p pour un (tout) multi-indice α tel que I(α) engendre I en p et

|α| = rang(I ⊗ κ(p)) ;
(iii) δ ⊗ κ(p) n’est pas injectif.

1.16.1.3. On peut construire des idéaux jacobiens de A[ξ1, . . . , ξN ] de la façon
suivante. Soit

L = (�i,j)1≤i≤q,1≤j≤m

une matrice à coefficients dans A[ξ1, . . . , ξN ] telle que (fi)L = 0, de sorte qu’on a
un complexe

A[ξ1, . . . , ξN ]m L �� A[ξ1, . . . , ξN ]q
(fi) �� I/I2 �� 0 .

Pour tout multi-indice

(α, α′) = (α1, . . . , αp, α
′
1, . . . , α

′
q−p)

tel que α et α′ soient des suites croissantes et {α, α′} = {1, . . . , q}, on désigne par
d(α′) l’idéal de A[ξ1, . . . , ξN ] engendré par les mineurs d’ordre (q−p) de la matrice

L(α′) = (�α′
i,j

)1≤i≤q−p,1≤j≤m.

On vérifie aussitôt que d(α′) ⊂ k(α). Par suite,

DL =
∑

(α,α′)

d(α′)∆(α) (1.16.1.4)

est un idéal jacobien de A[ξ1, . . . , ξN ]. De plus, si la suite

Bm
L⊗B �� Bq

(fi) �� I/I2 �� 0

est exacte au-dessus d’un ouvert U de Spec(B), alors V(DLB)∩U = V(DB)∩U .
En effet, pour tout p ∈ V(I)∩U et tout multi-indice (α, α′) tel que I(α) engendre
I en p et |α| = rang(I ⊗ κ(p)), la suite exacte

κ(p)m
L⊗κ(p) �� κ(p)q

(fi) �� I ⊗ κ(p) �� 0

montre que d(α′) 	⊂ p. Notre assertion résulte alors de 1.16.1.2.



86 Chapitre 1. Préliminaires

1.16.2. Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie. On dit qu’un
idéal de B est jacobien relativement à A s’il est l’image par un homomorphisme
surjectif de A-algèbres ϕ : A[ξ1, . . . , ξn] → B d’un idéal jacobien de A[ξ1, . . . , ξn]
relativement à un ensemble fini de générateurs de ker(ϕ).

1.16.3. Les notions introduites dans (1.16.1) s’étendent naturellement au cadre
idyllique. Plus précisément, si A est un anneau quasi-idyllique et B est une A-
algèbre topologiquement de présentation finie :

B = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A〈ξ1, . . . , ξN 〉,

on peut définir l’idéal D de A〈ξ1, . . . , ξn〉 par la formule (1.16.1.1). On notera que
D ne peut qu’augmenter après extension topologique de la base (1.10.10). On dira
qu’un idéal de A〈ξ1, . . . , ξN 〉 est jacobien relativement à (f1, . . . , fq) (ou jacobien
lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion) s’il est contenu dans D . Les paragraphes
1.16.1.2 et 1.16.1.3 se généralisent facilement à ce cadre. En particulier, l’ouvert
de lissité formelle de B sur A est égal à Spec(B) − V(DB) (1.14.7).

1.16.4. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topologiquement de
présentation finie. On dit qu’un idéal de B est jacobien relativement à A s’il est
l’image par un homomorphisme surjectif de A-algèbres ϕ : A〈ξ1, . . . , ξn〉 → B d’un
idéal jacobien de A〈ξ1, . . . , ξn〉 relativement à un ensemble fini de générateurs de
ker(ϕ) (1.10.5).

1.16.5. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de A, A l’un
des deux anneaux A = A[ξ1, . . . , ξN ] ou A = A〈ξ1, . . . , ξN 〉,

B = A /I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A ,

et h un idéal jacobien de A relativement à (f1, . . . , fq).

Lemme 1.16.6 ([17] I lem. 1). Les hypothèses étant celles de (1.16.5), supposons de
plus J principal engendré par t. Il existe alors un entier k ≥ 0 tel que Ator∩(tk) = 0
(1.8.30.1). Soient h, n deux entiers ≥ 0 tels que n > sup(2h, h+k), et soit x ∈ AN

tel que
h(x) ⊃ (th) et I(x) ⊂ (tn).

Alors, il existe y ∈ AN congru à x modulo (tn−h) et tel que I(y) = 0.

Comme Ator est de type fini sur A (1.10.2), il existe un entier k ≥ 1 tel que
tkAtor = 0. Si a = tkb ∈ Ator, alors b ∈ Ator ; d’où Ator ∩ (tk) = 0. Une fois
l’existence de k démontrée, la preuve de ([17] I lem. 1) s’applique intégralement.

Proposition 1.16.7 ([17] I théo. 1). Les hypothèses étant celles de (1.16.5), sup-
posons de plus A noethérien (resp. J principal). Alors, pour tout entier h ≥ 0, il
existe deux entiers n0 > r ≥ 0 tels que si n est un entier ≥ n0 et si x ∈ AN est
tel que

h(x) ⊃ Jh et I(x) ⊂ Jn,

il existe y ∈ AN congru à x modulo Jn−r et tel que I(y) = 0.
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Le cas où A est noethérien est traité dans loc. cit., et le cas où J est principal
résulte de 1.16.6.

Remarques 1.16.8.
(i) Un anneau quasi-idyllique qui n’est pas noethérien, admet un idéal de défini-

tion principal. Donc les hypothèses supplémentaires de 1.16.7 sont superflues.
(ii) La preuve de ([17] I théo. 1) montre que le couple d’entiers (n0, r) dans 1.16.7

ne dépend que de (A, J) et h.

Théorème 1.16.9 ([17] II théo. 2 bis). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-
idyllique, Â le séparé complété de A pour la topologie J-préadique, B une A-algèbre
de présentation finie, B = B ⊗A Â, V un ouvert de Spec(B) lisse sur Spec(A),
V son image réciproque dans Spec(B). Alors, pour tout entier n ≥ 0 et toute Â-
section ε de Spec(B) dont la restriction au-dessus de Spec(Â)−V(JÂ) se factorise
à travers V , il existe une A-section ε de Spec(B), congrue à ε modulo Jn et dont
la restriction au-dessus de Spec(A) − V(J) se factorise à travers V .

La preuve sera donnée dans 1.16.15.
Conjuguant 1.16.9 et 1.16.7, on obtient les corollaires suivants :

Corollaire 1.16.10 ([17] II théo. 2). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyl-
lique tel que A soit noethérien (resp. J soit principal), h un entier ≥ 0. Alors,
il existe deux entiers n0 > r ≥ 0 tels que si B est une A-algèbre de présentation
finie,

B = A[ξ1, . . . , ξN ]/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A[ξ1, . . . , ξN ],

h est un idéal jacobien de A[ξ1, . . . , ξN ], n est un entier ≥ n0 et x ∈ AN tel que

h(x) ⊃ Jh et I(x) ⊂ Jn,

alors il existe y ∈ AN congru à x modulo Jn−r et tel que I(y) = 0.

Corollaire 1.16.11 ([17] II cor. 1). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique,
T un A-schéma affine, X un T -schéma affine de présentation finie, lisse sur T en
dehors du fermé V(J). Pour toute section σ : Spec(A) → T , désignons par Xσ le
A-schéma déduit de X par le changement de base σ :

X

��
T

��

Xσ

��������������

��
Spec(A) Spec(A)

id
��

σ

�������������

Alors, il existe deux entiers n0 > r ≥ 0 tels que pour toute section σ : Spec(A) →
T , tout entier n > n0 et tout A-morphisme εn : Spec(A/Jn) → Xσ, il existe une
section ε : Spec(A) → Xσ congrue à εn modulo Jn−r.
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Nous aurons besoin pour la preuve de 1.16.9 du résultat suivant plus précis
que 1.16.10, dans un cas particulier.

Lemme 1.16.12 ([17] II lem. 2). Soient (A, J) un couple hensélien, B une A-algèbre
de présentation finie,

B = A[ξ1, . . . , ξN ]/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A[ξ1, . . . , ξN ],

∆ l’idéal de A[ξ1, . . . , ξN ] engendré par les mineurs d’ordre q de la matrice jaco-
bienne

M =
(
∂fi
∂ξj

)

1≤i≤q,1≤j≤N
.

Soient n, h deux entiers tels que n > 2h, x ∈ AN tel que

∆(x) ⊃ Jh et I(x) ⊂ Jn.

Alors, il existe y ∈ AN congru à x modulo Jn−h et tel que I(y) = 0.

On notera que la preuve de ([17] II lem. 2) utilise le fait que Jh est de type
fini, ce qui n’est pas nécessaire. En effet, il existe un idéal de type fini K de A
tel que K ⊂ Jh et I(x) ⊂ Jn−2hK2. Il suffit alors de prendre dans loc. cit. pour
(t1, . . . , tr) un système de générateurs de K (au lieu d’un système de générateurs
de Jh).

Montrons ensuite le théorème 1.16.9 sous des hypothèses différentes.

Lemme 1.16.13. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, Â le séparé com-
plété de A pour la topologie J-préadique, B une A-algèbre de type fini, quotient
d’une algèbre de polynômes A[ξ1, . . . , ξN ] par un idéal I, B = B ⊗A Â, V un ou-
vert de Spec(B), V son image réciproque dans Spec(B). Supposons les conditions
suivantes remplies :

(i) J est principal engendré par t.
(ii) V est lisse sur Spec(A) de dimension relative constante d.
(iii) I/I2 est libre de rang N−d sur tout ouvert affine de Spec(B) contenu dans V .

Alors, pour tout entier n ≥ 0 et toute Â-section ε de Spec(B) dont la restriction
au-dessus de Spec(Â)−V(JÂ) se factorise à travers V , il existe une A-section ε de
Spec(B), congrue à ε modulo Jn et dont la restriction au-dessus de Spec(A)−V(J)
se factorise à travers V .

Nous utiliserons souvent la remarque suivante : soient a un idéal de A, n, α
deux entiers tels que n > α ≥ 0. Si tα ∈ tnA + a, alors tα ∈ a. En effet, J = tA
est contenu dans le radical de A.

Il suffit de montrer que pour tout n, il existe une A-section ε de Spec(B)
congrue à ε modulo Jn. En effet, soit b un idéal de B tel que V = Spec(B)−V(b).
L’hypothèse sur ε signifie qu’il existe un entier α tel que tα ∈ ε∗(b). Alors toute
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A-section ε de Spec(B) congrue à ε modulo (tn) pour n > α, vérifie tα ∈ ε∗(b) et
se factorise donc à travers V au-dessus de Spec(A) − V(J).

Notons

j : Spec(B) → Spec(A[ξ1, . . . , ξN ]),

j : Spec(B) → Spec(Â[ξ1, . . . , ξN ]),

ε : Spec(Â) → Spec(B),

les morphismes donnés. Montrons qu’il existe un ouvert affine de V dont l’image
réciproque dans V contient ε(Spec(Â)−V(JÂ)). SoientH un idéal de A[ξ1, . . . , ξN ]
tel que V = Spec(B) − V(HB), K l’idéal de Â[ξ1, . . . , ξN ] défini par l’immersion
fermée j ◦ ε. Par hypothèse, il existe un entier α tel que

HÂ[ξ1, . . . , ξN ] +K ⊃ tαÂ[ξ1, . . . , ξN ].

Écrivons tα = h + k, où h ∈ HÂ[ξ1, . . . , ξN ] et k ∈ K. Soit h ∈ H tel que h ≡ h

mod (tα+1) ; alors il existe y ∈ Â[ξ1, . . . , ξN ] tel que tα(1 + ty) = h + k. Comme
(j◦ε)∗(1+ty) est inversible dans Â, l’ouvert de Spec(B) où h est inversible, répond
à la question.

Comme V est lisse sur Spec(A) et Spec(Bh) ⊂ V , Bh est une A-algèbre
de présentation finie ; donc Ih est de type fini sur A[ξ1, . . . , ξN ]h. Soit S le sous-
ensemble multiplicatif de A[ξ1, . . . , ξN ] des éléments de la forme hm+f , où m ∈ N

et f ∈ I. Les hypothèses entraînent qu’il existe des éléments fi (1 ≤ i ≤ N −d) de
I, engendrant I sur Spec(A[ξ1, . . . , ξN ][S−1]). Quitte à multiplier h par un nombre
fini d’éléments de S, ce qui ne change pas l’ouvert Spec(Bh) de Spec(B), on peut
supposer que les fi engendrent I sur l’ouvert Spec(A[ξ1, . . . , ξN ]h).

Soit ∆ l’idéal de A[ξ1, . . . , ξN ] engendré par les mineurs d’ordre N − d de la
matrice jacobienne (∂fi/∂ξj)1≤i≤N−d,1≤j≤N . On peut trouver un entier γ tel que

(j ◦ ε)∗(∆) ⊃ tγÂ.

Soient n un entier > 2γ, σ0 une A-section de Spec(A[ξ1, . . . , ξN ]) congrue à j ◦ ε
modulo Jn. On a encore σ∗0(∆) ⊃ tγA et σ∗0(f1, . . . , fN−d) ⊂ tnA. Par suite,
d’après 1.16.12, on peut trouver une A-section σ de Spec(A[ξ1, . . . , ξN ]), congrue
à σ0 (donc aussi à j ◦ ε) modulo Jn−γ et telle que

σ∗(f1, . . . , fN−d) = 0.

D’autre part, il existe un entier α tel que (j ◦ ε)∗(h) ⊃ tαÂ. Pour n > α+ γ,
on aura encore σ∗(h) ⊃ tαA. Pour tout élément f ∈ I, il existe un entier m
tel que hmf ∈ (f1, . . . , fN−d) ; donc σ∗(I) ⊂ AJ-tor. Utilisant encore une fois
la congruence σ ≡ j ◦ ε mod (tn−γ), on voit que σ∗(I) ⊂ tn−γA. Il résulte de
1.15.12(iii) que si n est suffisamment grand, AJ-tor ∩ (tn−γ) = 0, d’où σ∗(I) = 0,
ce qui achève la démonstration.
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Lemme 1.16.14 ([17] II lem. 3). Soient A un anneau, B une A-algèbre de présen-
tation finie,

B = A[ξ1, . . . , ξN ]/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A[ξ1, . . . , ξN ],

C l’algèbre symétrique du B-module I/I2, V un ouvert de Spec(B) lisse sur
Spec(A), V ′ l’image réciproque de V dans Spec(C). Alors, V ′ est lisse sur Spec(A)
de dimension relative constante N . Il existe un plongement de Spec(C) dans l’es-
pace affine de dimension 2N + q sur A tel que sur tout ouvert affine de Spec(C)
contenu dans V ′, le faisceau conormal de cette immersion soit libre de rang N+q.

On notera que la condition que A est noethérien dans ([17] II lem. 3) est
superflue.

1.16.15. Revenons maintenant à la démonstration de 1.16.9. Le cas où A est
noethérien est traité dans ([17] II théo. 2 bis) ; on peut donc se borner au cas où J
est principal (1.15.5.5). Il suffit de montrer que pour tout n, il existe une A-section
ε de Spec(B) congrue à ε modulo Jn (cf. la preuve de 1.16.13). Considérons une
présentation finie

B = A[ξ1, . . . , ξN ]/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A[ξ1, . . . , ξN ],

et notons C l’algèbre symétrique du B-module I/I2 et V ′ l’image réciproque de
V dans Spec(C). D’après 1.16.14, le couple (C, V ′) vérifie les conditions d’applica-
tions du lemme 1.16.13. D’autre part, le plongement de Spec(B) dans Spec(C⊗AÂ)
par la section nulle, permet de relever ε en une Â-section σ de Spec(C⊗A Â). Donc
en vertu de 1.16.13, il existe une A-section σ de Spec(C) congrue à σ modulo Jn.
La projection de σ sur Spec(B) est une A-section de Spec(B) qui répond à la
question.

Signalons la variante suivante de 1.16.9 où l’on ne suppose plus B de présen-
tation finie sur A :

Proposition 1.16.16. Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique, Â le séparé
complété de A pour la topologie J-préadique, M un A-module de présentation finie,
localement libre au-dessus de l’ouvert Spec(A) − V(J), B l’algèbre symétrique de
M , B = B ⊗A Â, ε une Â-section de Spec(B). Alors, pour tout entier n ≥ 0, il
existe une A-section ε de Spec(B), congrue à ε modulo Jn.

En effet, on se ramène, comme dans la démonstration de 1.16.9, à appliquer
1.16.13, grâce au lemme suivant :

Lemme 1.16.17. Soient A un anneau, M un A-module de présentation finie, loca-
lement libre sur un ouvert U de Spec(A),

Aq
u �� Ap

v �� M �� 0

une présentation de M , N le noyau de v, B la A-algèbre symétrique de M , C
la B-algèbre symétrique de N ⊗A B, V ′ l’image réciproque de U dans Spec(C).
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Alors, V ′ est lisse sur Spec(A) de dimension relative constante p. Il existe un
A-plongement de Spec(C) dans l’espace affine de dimension 2p+ q sur A tel que
sur tout ouvert affine de Spec(C) contenu dans V ′, le faisceau conormal de cette
immersion soit libre de rang p+ q.

La première assertion est évidente. Soit W un ouvert affine de Spec(C)
contenu dans V ′. On peut écrire au-dessus de W les suites exactes suivantes qui
sont des suites exactes de modules localement libres sur un schéma affine, donc
scindées :

0 → (N ⊗A C)∼|W → Op
W → (M ⊗A C)∼|W → 0,

0 → (Ω1
B/A ⊗B C)∼|W → (Ω1

C/A)∼|W → (Ω1
C/B)∼|W → 0.

D’autre part, Ω1
B/A s’identifie à M ⊗A B et Ω1

C/B à N ⊗A C. On en déduit que
Ω1
C/A est globalement libre de rang p sur W .

Le morphisme v permet de plonger Spec(B) dans Spec(A[ξ1, . . . , ξp]), et le
morphisme u induit un plongement de Spec(C) dans Spec(B[ζ1, . . . , ζq]). Donc on
peut aussi considérer Spec(C) comme plongé dans Spec(A[ξ1, . . . , ξp, ζ1, . . . , ζq]) ;
soit K/K2 le faisceau conormal de cette immersion. On a la suite exacte

0 → (K/K2)∼|W → (Ω1
A[ξ1,...,ξp,ζ1,...,ζq]/A

⊗A[ξ1,...,ξp,ζ1,...,ζq ] C)∼|W
→ (Ω1

C/A)∼|W → 0.

Donc, compte tenu des isomorphismes précédents, on a une suite exacte

0 → (K/K2)∼|W → Op+q
W → Op

W → 0. (1.16.17.1)

On plonge alors Spec(C) dans Spec(A[ξ1, . . . , ξp, ζ1, . . . , ζq , t1, . . . , tp]) dans
lequel il est défini par les équations supplémentaires ti = 0 pour 1 ≤ i ≤ p.
Soit K ′/K ′2 le faisceau conormal de cette nouvelle immersion. On a alors, d’après
(1.16.17.1),

(K ′/K ′2)∼|W  (K/K2)∼|W ⊕ Op
W  Op+q

W ,

ce qui achève la preuve.

Théorème 1.16.18 ([17] II). Soient (A, J) un couple hensélien, B une A-algèbre
lisse, n un entier ≥ 1, εn : Spec(A/Jn) → Spec(B) un A-morphisme. Alors il
existe une section ε : Spec(A) → Spec(B) relevant εn.

Compte tenu de 1.16.14, on peut se ramener, comme dans la preuve de 1.16.9,
au cas où B est globalement une intersection complète relative sur A. Le théorème
résulte alors de 1.16.12.

Théorème 1.16.19 ([17] III théo. 3). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-
idyllique, Â le séparé complété de A pour la topologie J-préadique, M̂ un Â-module
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de présentation finie, localement libre au-dessus de Spec(Â) − V(JÂ),

Âp
L̂ �� Âq �� M̂ �� 0 (1.16.19.1)

une présentation de M̂ . Alors, pour tout entier n, on peut trouver une présentation

Ap
L �� Aq �� M �� 0 (1.16.19.2)

d’un A-module M , localement libre au-dessus de Spec(A) − V(J), telle que l’on
ait L ≡ L̂ mod (Jn), et un isomorphisme de M ⊗A Â sur M̂ induit par des
automorphismes Â-linéaires de Âp et Âq, congrus à l’identité modulo Jn.

On dira que (1.16.19.2) est une présentation de M de type (p, q). On peut
classifier les A-modules munis d’une présentation de type (p, q) par les matrices
(p, q), donc par une algèbre de polynômes à pq variables sur A, soit A[X ] =
A[(Xij)1≤i≤p,1≤j≤q ] ; notons aussi X = (Xij) la matrice (p, q) universelle.

Soit ∆(k) l’idéal de A[X ] engendré par les mineurs de rang k de la matrice
X . Dire qu’un module admettant une présentation de type (p, q), est libre de rang
r au voisinage d’un point équivaut à dire que les mineurs d’ordre q − r + 1 de la
matrice associée sont nuls en ce point et qu’un des mineurs d’ordre q − r y est
inversible. La première condition traduit que le rang du module en ce point est au
moins égal à r.

Posons U = Spec(A) − V(J), qui est un schéma noethérien (1.15.12), et
soient U1, . . . , U� les différentes composantes connexes de U . Comme les Ui sont
quasi-compacts, il existe des idéaux de type fini I1, . . . , I� de A tels que Ui =
Spec(A) − V(Ii).

Soient U ′ l’image réciproque de U dans Spec(Â), U ′i (1 ≤ i ≤ �) celle de
Ui. On sait (1.15.16) que les U ′i forment une décomposition de U ′ en composantes
connexes.

Pour tout i ∈ [1, �], désignons par r′i le rang de M̂ sur U ′i . Montrons qu’il
existe un entier βi tel que tout élément de AIi-tor soit annulé par Iβii (1.8.30).
L’assertion étant évidente si A est noethérien, on peut se borner au cas où J est
principal engendré par t. Comme V(J) ⊂ V(Ii), on a la suite exacte

0 → A(t)-tor → AIi-tor → (At)Ii-tor.

Par ailleurs, A(t)-tor est un A-module de type fini (1.15.12) ; il est donc annulé par
une puissance de Ii, soit Iαii . Comme At est noethérien, (At)Ii-tor est annulé par
une puissance de Ii, soit Iγii . On peut alors prendre βi = αi+ γi. De même, quitte
à augmenter βi, on peut supposer que tout élément de ÂIi-tor est annulé par Iβii .

Soient (ti1, . . . , tiki) un système de générateurs de Iβii (pour 1 ≤ i ≤ �), B le
quotient de A[X ] par l’idéal

∑

i,µ

tiµ∆(q−ri+1),
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qui exprime que les mineurs d’ordre q − ri + 1 sont nuls au-dessus de Ui. La A-
algèbre B classifie les A-modules munis d’une présentation de type (p, q) et qui
sont de rang au moins égale à ri sur Ui pour tout 1 ≤ i ≤ �. La Â-algèbre B⊗A Â
classifie les Â-modules munis d’une présentation de type (p, q) et qui sont de rang
au moins égale à ri sur U ′i pour tout 1 ≤ i ≤ �.

Soient, pour 1 ≤ i ≤ �, Vi l’ouvert de Spec(B) au-dessus de Ui où l’idéal
engendré par ∆(q−ri) est l’idéal unité, V = ∪iVi, V ′ l’image réciproque de V
dans Spec(B ⊗A Â). La matrice L̂ (1.16.19.1) est définie par une Â-section ε de
Spec(B ⊗A Â) telle que ε(U ′) ⊂ V ′.

On montre facilement que V est lisse sur Spec(A) (cf. [17] III théo. 3). Donc
d’après 1.16.9, pour tout n ≥ 1, on peut trouver une A-section de Spec(B), congrue
à ε modulo Jn et dont la restriction au-dessus de U se factorise à travers V ;
autrement dit, on peut trouver une matrice L de taille (p, q) à coefficients dans A,
congrue à L̂ modulo Jn telle que le module M défini par

Ap
L �� Aq �� M �� 0

soit localement libre de rang ri au-dessus de Ui pour tout 1 ≤ i ≤ �.
La fin de la démonstration du théorème 1.16.19 est identique à celle de ([17]

III théo. 3) ; en effet, le lemme 5 page 570 et le lemme page 572 sont vrais pour
un couple hensélien quasi-idyllique ; on notera pour le second que la condition
Jh ∩H = 0 est satisfaite compte tenu de 1.15.12(i).

Proposition 1.16.20. Soient (A, J) un couple hensélien, n un entier ≥ 0, An =
A/Jn+1, Mn un An-module localement libre de type fini,

Apn
Ln �� Aqn �� Mn

�� 0 (1.16.20.1)

une présentation de Mn. Alors, on peut trouver une présentation

Ap
L �� Aq �� M �� 0 (1.16.20.2)

d’un A-module localement libre M telle que L relève Ln.

Quitte à remplacer A par eA, où e est un idempotent de A, on peut supposer
le rang r de Mn sur An contant (1.15.4). Reprenons les notations de la preuve
de 1.16.19 et notons C le quotient de A[X ] par l’idéal ∆(q−r+1) et W l’ouvert
(affine) de Spec(C) où l’idéal engendré par ∆(q−r) est l’idéal unité. On montre
facilement que W est lisse sur Spec(A) (cf. [17] III théo. 3). La matrice Ln définit
un A-morphisme εn : Spec(An) → W , qu’on peut relever en une A-section de W
en vertu de 1.16.18, d’où la proposition.

1.16.21. Soient X un schéma,

Op
X

L �� Oq
X

π �� F �� 0 (1.16.21.1)
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une présentation d’un OX -module F . Une structure de OX -algèbre commutative
sur F munie d’une rigidification relativement à la présentation (1.16.21.1) consiste
en la donnée des applications OX -linéaires suivantes :

m : Oq
X ⊗OX Oq

X → Oq
X ,

ϕ : Op
X ⊗OX Oq

X → Op
X ,

ε : OX → Oq
X ,

ψ : Oq
X ⊗OX Oq

X ⊗OX Oq
X → Op

X ,

y : Oq
X → Op

X ,

satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) m est symétrique et m(L⊗ 1) = L ◦ ϕ. Ces relations expriment le fait que m
passe au quotient et permet de définir une application bilinéaire symétrique
sur F .

(b) m(1 ⊗m) −m(m⊗ 1) = L ◦ ψ (associativité).
(c) m(1⊗ε)− idOqX

= L⊗y. Cette relation exprime le fait que π(ε(1)) définit sur
F un élément neutre pour la multiplication et π ◦ε munit F d’une structure
de OX -algèbre.

On désigne par Sch la catégorie des schémas (éléments d’un univers fixé). Soit R
le préfaisceau sur Sch/X défini pour toutX-schéma Y par R(Y ) est l’ensemble des
structures de OY -algèbres rigidifiées sur F ⊗OX OY relativement à la présentation
déduite de (1.16.21.1).

Lemme 1.16.22. Conservons les hypothèses et notations de (1.16.21).

(i) Le préfaisceau R est représentable par un X-schéma affine de présentation
finie Z.

(ii) Supposons le OX-module F localement libre de type fini, et soit A la OZ-
algèbre universelle sous-jacente à F ⊗OX OZ. Alors le sous-objet S de R
qui rend Spec(A ) étale au-dessus de X est représentable par un ouvert V de
Z tel que le morphisme V → X soit affine et lisse.

(i) La démonstration est très simple (cf. [17] Lemme page 576).
(ii) Comme A est une OZ -algèbre de présentation finie ([28] 6.2.10), S est

représentable par un ouvert V de Z, défini localement en inversant un discrimi-
nant ([31] 18.2.4) ; en particulier, l’injection canonique V → Z est affine. Il reste à
montrer que V est formellement lisse sur X , c’est à dire, que pour tout schéma af-
fine Y , tout sous-schéma fermé Y0 de Y défini par un idéal nilpotent J de OY , et
tout morphisme Y → X , l’application S (Y ) → S (Y0) est surjective. Supposons
donnée une structure de OY0 -algèbre rigidifiée sur F ⊗OX OY0 relativement à la
présentation déduite de (1.16.21.1), telle que si B0 est la OY0-algèbre sous-jacente
à F ⊗OX OY0 , Spec(B0) soit étale au-dessus de Y0. D’après ([31] 18.1.2), il existe
un morphisme étale f : Y ′ → Y et un Y0-isomorphisme Y ′ ×Y Y0  Spec(B0).
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Il est clair que f est propre ([29] 5.4.6). Par suite f est fini ([31] 8.11.1). Po-
sons B = f∗(OY ′), qui est donc un OY -module localement libre de type fini ([31]
18.2.3). Comme Y est affine, F ⊗OX OY et B sont des facteurs directs de deux
OY -modules libres de type fini. On en déduit qu’il existe deux morphismes OY -
linéaires u : F ⊗OX OY → B et v : B → F ⊗OX OY qui relèvent respectivement
l’isomorphisme canonique F ⊗OX OY0

∼→ B0 et son inverse. Comme J est nil-
potent, u◦v et v ◦u sont des automorphismes de B et F ⊗OX OY respectivement.
Donc (B, u) définit une structure de OY -algèbre sur F ⊗OX OY , que l’on peut
facilement munir d’une rigidification relativement à la présentation déduite de
(1.16.21.1), qui relève celle de B0. Par suite, l’application S (Y ) → S (Y0) est
surjective.

Théorème 1.16.23 ([17] II théo. 5). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyl-
lique, Â le séparé complété de A pour la topologie J-préadique. Notons C(A) la
catégorie des A-algèbres finies, de présentation finie et induisant un revêtement
étale de U = Spec(A) − V(J), et C(Â) la catégorie des Â-algèbres finies, de pré-
sentation finie et induisant un revêtement étale de U = Spec(Â) − V(JÂ). Alors
le foncteur B �→ B ⊗A Â induit une équivalence de catégories

C(A) ∼→ C(Â). (1.16.23.1)

On peut évidemment se borner soit au cas où A est noethérien, soit au cas
où J est principal (1.16.8). Montrons d’abord que le foncteur (1.16.23.1) est essen-
tiellement surjectif. Soient C un objet de C(Â), M un A-module de présentation
finie tel que M soit localement libre au-dessus de U et M ⊗A Â soit isomorphe à
C (1.16.19), muni d’une présentation

Ap
L �� Aq

π �� M �� 0 . (1.16.23.2)

Le préfaisceau des structures d’algèbres rigidifiées sur M est représentable par un
A-schéma affine de présentation finie X (1.16.22). Soit A la OX -algèbre universelle
sous-jacente à M ⊗A OX ; c’est une OX -algèbre de présentation finie ([28] 6.2.10).
D’après 1.16.22(ii), il existe un ouvert maximal V de X ×Spec(A) U au-dessus
duquel le morphisme Spec(A ) → X est étale, et V est lisse sur U . Soit V l’image
réciproque de V dans X ⊗A Â. L’algèbre C correspond à une section ε de X⊗A Â
qui se factorise au-dessus de U à travers V . Soit HA un idéal jacobien de A
relativement à OX . Si l’on identifie C avec ε∗(A ) et l’on note HC l’image inverse
de HA par ε, il existe un entier h tel que HC ⊃ JhC.

L’algèbre C munie de la topologie J-adique étant quasi-idyllique, il existe,
d’après 1.16.7, deux entiers n0 > r ≥ 0 tels que si B est une C-algèbre de
présentation finie et si h est un idéal jacobien de B relativement à C, pour
tout n > sup(n0, h) et toute section σn : Spec(C/JnC) → Spec(B/JnB) telle
que σ∗n(h) ⊃ (JhC/JnC), on puisse trouver une section σ : Spec(C) → Spec(B)
congrue à σn modulo Jn−r. On vérifie aisément que les conditions requises im-
pliquent celles de 1.16.7.
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Fixons n > sup(n0, h). Soit C une A-algèbre définie par une A-section ε de
X , congrue à ε modulo Jn et se factorisant à travers V au-dessus de U . Une telle
section existe par 1.16.9. Identifions C avec ε∗(A ) et notons HC l’image inverse
de HA par ε (qui est un idéal jacobien de C relativement à A). Il résulte du choix
de n que HC ⊃ JhC, et par suite, l’isomorphisme de A-algèbres entre C/JnC et
C/JnC est congru modulo Jn−r à un morphisme de Â-algèbres

ϕ : C ⊗A Â→ C. (1.16.23.3)

Cette application est surjective par le lemme de Nakayama. De plus, l’isomor-
phisme C/JnC → C/JnC provient par construction d’un isomorphisme des Â-
modules C⊗A Â et C, de sorte que ϕ, congru modulo Jn−r à un isomorphisme de
modules, est un isomorphisme de modules et donc d’algèbres. Par suite, le foncteur
(1.16.23.1) est essentiellement surjectif.

Montrons ensuite que le foncteur (1.16.23.1) est pleinement fidèle. Cela re-
vient à montrer que pour tous objets B,B′ de C(A), l’application

HomA-Alg(B,B′) → HomÂ-Alg(B ⊗A Â, B′ ⊗A Â) (1.16.23.4)

est bijective. Comme Â est fidèlement plat sur A (1.15.12), il n’y a que la surjec-
tivité à prouver. Le changement de base A → B′ permet de ramener au cas où
B′ = A. Soient donc B un objet de C(A), ε : B ⊗A Â → Â une section. En vertu
de 1.16.9, pour tout entier n ≥ 0, il existe une A-section ε : B → A congrue à ε
modulo Jn. Mais en vertu de 1.14.16, il existe n0 ≥ 1 tel que si n ≥ n0, on ait
ε = ε⊗A Â ; d’où la surjectivité de (1.16.23.4).

Proposition 1.16.24 (Gabber, [21] lem. 1.1). Soit (A, J) un couple hensélien. Alors
le foncteur B �→ B/JB induit une équivalence de la catégorie des A-algèbres finies
et étales avec la catégorie des (A/J)-algèbres finies et étales.

Montrons d’abord que le foncteur en question est pleinement fidèle. Cela
revient à montrer que pour toutes A-algèbres finies étales B et B′, l’application
canonique

HomA-Alg(B,B′) → HomA-Alg(B/JB,B′/JB′) (1.16.24.1)

est bijective. Le changement de base A→ B′ permet de ramener au cas où B′ = A.
Il résulte alors de la définition (1.15.4) que l’application (1.16.24.1) est bijective.

Montrons ensuite que le le foncteur en question est essentiellement surjectif.
Soient B une (A/J)-algèbre finie et étale,

Ap
L �� Aq �� M �� 0

une présentation d’un A-module localement libre M tel que M/JM soit A-iso-
morphe à B (qui existe par 1.16.20). Le préfaisceau R des structures d’algèbres



1.16. Approximation algébrique 97

rigidifiées sur M est représentable par un A-schéma affine de présentation finie
X (1.16.22). Soit A la OX -algèbre universelle sous-jacente à M ⊗A OX . D’après
1.16.22(ii), le sous-objet S de R qui rend Spec(A ) étale au-dessus de X est
représentable par un ouvert V de X tel que le morphisme V → Spec(A) soit affine
et lisse. On en déduit par 1.16.18 que l’application S (Spec(A)) → S (Spec(A/J))
est surjective. Il existe donc une A-algèbre finie et étale qui relève B.

Corollaire 1.16.25. Soient (A,J) un couple hensélien, S=Spec(A), T =Spec(A/J),
i : T → S l’injection canonique. Notons Sét et Tét les topos étales de S et T
respectivement. Soit F un faisceau de groupes ind-finis de Sét. Alors le foncteur
P �→ i∗(P ) induit une équivalence de la catégorie des F -torseurs de Sét avec la
catégorie des i∗(F )-torseurs de Tét, et a fortiori, l’application canonique

H1(Sét, F ) → H1(Tét, i
∗(F )) (1.16.25.1)

est bijective.

En effet, le foncteur P �→ i∗(P ) est pleinement fidèle d’après 1.15.4 et ([1] XII
6.5(i)). D’autre part, l’application (1.16.25.1) est bijective en vertu de 1.16.24 et
([1] XII 6.5(ii)). Par suite le foncteur P �→ i∗(P ) est une équivalence de catégories.

Théorème 1.16.26 ([17] III théo. 6). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-
idyllique, A0 = A/J , B0 une A0-algèbre lisse. Alors, il existe une A-algèbre lisse
B tel que B ⊗A A0 soit A0-isomorphe à B0.

Supposons d’abord B0 globalement une intersection complète relative, c’est
à dire, supposons que B0 admette une présentation

B0 = A0[ξ1, . . . , ξN ]/I0, I0 = (f1, . . . , fq), fi ∈ A0[ξ1, . . . , ξN ],

et que l’idéal de B0 engendré par les mineurs d’ordre q de la matrice jacobienne
(
∂fi
∂ξj

)

1≤i≤q,1≤j≤N

soit l’idéal unité. Dans ce cas, il suffit de relever les fi en f̃i dans A[ξ1, . . . , ξN ].
La A-algèbre B = A[ξ1, . . . , ξN ]/(f̃1, . . . , f̃q) est lisse au voisinage du fermé V(J)
et un localisé de B répond à la question.

Dans le cas général, soit

B0 = A0[ξ1, . . . , ξN ]/I0, I0 = (f1, . . . , fq), fi ∈ A0[ξ1, . . . , ξN ],

une présentation de B0. Le B0-module I0/I
2
0 est localement libre. Soient

Bp0
L0 �� Bq0 �� I0/I

2
0

�� 0 (1.16.26.1)

une présentation de ce B0-module, C0 son algèbre symétrique. D’après 1.16.14,
C0 est une A0-algèbre lisse de dimension relative N et globalement intersection
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complète relative. Il existe donc une A-algèbre lisse C tel que C ⊗A A0 soit A0-
isomorphe à C0.

Considérons le diagramme commutatif

Spec(B0)
σ0 ��

σ0

��

Spec(C0)

�
��

�� Spec(B0)

σ0

��
Spec(C0)

δ0 �� Spec(C0 ⊗B0 C0)
p �� Spec(C0)

(1.16.26.2)

où δ0 est le morphisme diagonal, σ0 est la section nulle, p est la première projection
et le carré de droite est cartésien. Comme le rectangle extérieur est cartésien, le
carré de gauche est aussi cartésien.

On désigne par Ch le hensélisé J-préadique de C ; donc (Ch, JCh) est un
couple hensélien quasi-idyllique (1.15.11.3). D’après 1.16.20, il existe un Ch-module
localement libre M , muni d’une présentation finie qui relèvent (I0/I

2
0) ⊗B0 C0 et

sa présentation déduite de (1.16.26.1). Quitte à remplacer C par un voisinage étale
élémentaire de J dans C, on peut supposer que M et sa présentation sont définis
sur C. Soit alors D l’algèbre symétrique du C-module M , de sorte que D ⊗C C0

est isomorphe à C0 ⊗B0 C0. D’après 1.16.18, comme D est lisse sur C, quitte
à remplacer encore C par un voisinage étale élémentaire de J dans C, on peut
supposer que la section diagonale δ0 : Spec(C0) → Spec(C0 ⊗B0 C0) se relève en
une section

δ : Spec(C) → Spec(D).

Soient σ : Spec(C) → Spec(D) la section nulle, B le quotient de C défini par le
diagramme cartésien

Spec(B)

�

��

��

Spec(C)

σ

��
Spec(C)

δ
�� Spec(D)

Compte tenu de (1.16.26.2), B ⊗A A0 est A0-isomorphe à B0. D’autre part, δ
est transverse à σ au-voisinage de V(JB) dans Spec(B) ([31] 17.13.3). En effet,
comme C et D sont lisses sur A, il suffit de montrer que δ ⊗A A0 est transverse à
σ⊗AA0 ([31] 17.13.4(i)), ce qui résulte du fait que B0 est lisse sur A0 de la bonne
dimension relative ([31] 17.13.2). On en conclut, de nouveau par ([31] 17.13.2), que
B est lisse sur A au voisinage de V(JB), et un localisé de B répond à la question.

Corollaire 1.16.27. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algèbre topologiquement de présentation finie et formellement étale.
Alors, il existe une A-algèbre étale dont le séparé complété pour la topologie J-
préadique est isomorphe à B.

On peut évidemment supposer J de type fini sur A, de sorte que (A, J) est
un couple hensélien quasi-idyllique. Posons A0 = A/J et B = B ⊗A A0. D’après
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1.16.26, il existe une A-algèbre lisse B′ tel que B′ ⊗A A0 soit A0-isomorphe à
B0. Comme Ω1

B′/A est un B′-module localement libre de type fini, il est nul sur
un ouvert et fermé de Spec(B′) contenant V(JB′). Quitte à changer B′, on peut
supposer Ω1

B′/A = 0 ; donc B′ est étale sur A. Il résulte alors de ([31] 18.1.2) que
le séparé complété de B′ pour la topologie J-préadique est isomorphe à B.

Le corollaire suivant est un analogue partiel du “Main Theorem” de Zariski
([31] 8.12.6).

Corollaire 1.16.28. Soient A un anneau quasi-idyllique, B une A-algèbre topologi-
quement de présentation finie et formellement étale. Alors, le morphisme structural
Spf(B) → Spf(A) se factorise en

Spf(B) i→ Spf(A′) → Spf(A),

où A′ est une A-algèbre finie et topologiquement de présentation finie et i est une
immersion ouverte, i.e., i identifie Spf(B) à un ouvert formel affine de Spf(A′).

Soit J un idéal de définition de A. D’après 1.16.27, il existe une A-algèbre
étale B′ dont le séparé complété pour la topologie J-préadique est isomorphe à B.
En vertu de ([31] 8.12.6 et 8.12.7), le morphisme structural Spec(B′) → Spec(A)
se factorise en

Spec(B′)
j→ Spec(A′) → Spec(A),

où A′ est une A-algèbre finie et de présentation finie et j est une immersion
ouverte. Par suite, A′ muni de la topologie déduite de celle de A, est séparé et
complet (1.10.2), et topologiquement de présentation finie sur A (1.10.4). Il suffit
alors de prendre pour i le prolongement de j aux complétés.

Théorème 1.16.29 ([17] III théo. 7). Soient (A, J) un couple hensélien idyllique
tel que J soit principal, Â le séparé complété de A pour la topologie J-préadique,
B̂ une Â-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse (resp. rig-étale)
(1.14.7),

B̂ = Â〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ Â〈ξ1, . . . , ξN 〉,

C l’algèbre symétrique du B̂-module I/I2. Supposons vérifiée l’une des deux condi-
tions suivantes :

(i) C est de présentation finie sur B̂ ;
(ii) B̂ est rig-pur (1.8.30.1).

Alors il existe une A-algèbre de présentation finie B′, lisse (resp. étale) sur
Spec(A) en dehors de V(J), dont le séparé complété pour la topologie J-préadique
est Â-isomorphe à B̂.

La preuve sera donnée dans 1.16.39. Nous établirons d’abord quelques lemmes
préparatoires. Nous utiliserons souvent la remarque suivante :
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Lemme 1.16.30. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, a, b deux idéaux de A tels que b soit de type fini. Si a ⊂ b + Ja, alors a ⊂ b.

En effet, on a a ⊂ b + Jb + · · · + Jnb + Jn+1a pour tout n ≥ 0, ce qui
entraîne l’assertion car A et b sont complets et séparés pour les topologies J-
adiques (1.10.2).

Lemme 1.16.31. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, h un entier ≥ 0, B une A-algèbre topologiquement de présentation finie,

B = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A〈ξ1, . . . , ξN 〉.

Supposons A noethérien (resp. J principal). Alors, il existe deux entiers n1 > r ≥
0 vérifiant la propriété suivante : soient n un entier ≥ n1, I′ un idéal de type
fini de A〈ξ1, . . . , ξN 〉, B′ = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I′. Supposons que I′ ≡ I mod (Jn)
et qu’il existe un idéal h′ de A〈ξ1, . . . , ξN 〉 jacobien relativement à un ensemble
fini de générateurs de I′ tel que JhB ⊂ h′B. Alors, il existe un automorphisme
de la A-algèbre A〈ξ1, . . . , ξN 〉, congru à l’identité modulo Jn−r et induisant un
isomorphisme de B′ sur B.

On notera les variables (ξ1, . . . , ξN ) simplement par ξ. On a B⊗̂AB′ 
B〈ξ〉/I′B〈ξ〉 (1.10.2). On cherche une section du morphisme

Spec(B⊗̂AB′) → Spec(B)

qui soit congrue à la diagonale modulo Jn−r. D’après 1.16.7, il existe deux entiers
n0 > r ≥ 0, qui ne dépendent que de (A, J) et h, tels que pour tout n ≥ n0, on
puisse trouver un homomorphisme σ : B′ → B congru modulo Jn−r à l’isomor-
phisme donné modulo Jn. Il reste à montrer que pour n assez grand, σ est un
isomorphisme.

On peut trouver un homomorphisme de A-algèbres ϕ : A〈ξ〉 → A〈ξ〉 congru
à l’identité modulo Jn−r et tel que le diagramme suivant soit commutatif

0 �� I′ �� A〈ξ〉 ��

ϕ

��

B′ ��

σ

��

0

0 �� I �� A〈ξ〉 �� B �� 0

Il est clair que ϕ est surjectif (1.8.5). On voit par réduction modulo les puis-
sances de J , que ϕ est formellement étale ([31] 17.8.2), et par suite qu’il est un
isomorphisme ([31] 17.9.2).

Il reste à montrer que pour n assez grand, ϕ(I′) = I. On a évidemment
ϕ(I′) ⊂ I puisque le diagramme commute. Pour tout g ∈ I, il existe g′ ∈ I′ tel
que g ≡ g′ mod (Jn) ; donc g − ϕ(g′) ∈ I ∩ (Jn−rA〈ξ〉). On a alors

I ⊂ ϕ(I′) + I ∩ (Jn−rA〈ξ〉).
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D’après 1.10.2, il existe un entier n1 ≥ n0, tel que pour n ≥ n1, on ait
I∩ (Jn−rA〈ξ〉) ⊂ JI. La relation I ⊂ ϕ(I′)+JI entraîne que I ⊂ ϕ(I′) (1.16.30),
d’où l’assertion.

Lemme 1.16.32 ([17] III lem. 6). Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de
définition de A, B une A-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A〈ξ1, . . . , ξN 〉,

L une matrice (m, q) à coefficients dans A〈ξ1, . . . , ξN 〉 telle que (fi)L = 0 et que
la suite

Bm
L⊗B �� Bq

(fi) �� I/I2 �� 0

soit exacte sur l’ouvert Spec(B) − V(JB). Supposons A noethérien (resp. J prin-
cipal). Alors, il existe deux entiers n1 > r ≥ 0 vérifiant la propriété suivante :
soient n un entier ≥ n1, I′ = (f ′1, . . . , f ′q) un idéal de A〈ξ1, . . . , ξN 〉, B′ =
A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I′. Supposons f ′i ≡ fi mod (Jn) pour tout i et (f ′i)L

′ = 0, où
L′ est une matrice (m, q) à coefficients dans A〈ξ1, . . . , ξN 〉, congrue à L modulo
Jn. Alors, il existe un automorphisme de la A-algèbre A〈ξ1, . . . , ξN 〉, congru à
l’identité modulo Jn−r et induisant un isomorphisme de B′ sur B.

Soit DL l’idéal jacobien de A〈ξ1, . . . , ξN 〉 relativement à (f1, . . . , fq), dé-
fini par L (1.16.1.4), et soit D ′L′ l’idéal jacobien de A〈ξ1, . . . , ξN 〉 relativement
à (f ′1, . . . , f

′
q), défini par L′. Compte tenu des congruences imposées, on a

D ′L′ ≡ DL mod (Jn).

Il résulte de 1.16.1.3 et des hypothèses que V(DLB) ⊂ V(JB). Par suite, il existe
un entier h tel que DL+I ⊃ JhA〈ξ〉 ([28] 6.8.4). Pour n > h, on a D ′L′+I ⊃ JhA〈ξ〉
(1.16.30) et donc D ′L′B ⊃ JhB. Il suffit alors d’appliquer 1.16.31.

Lemme 1.16.33. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A, B
une A-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A〈ξ1, . . . , ξN 〉,

C l’algèbre symétrique du B-module I/I2, Ĉ le séparé complété de C pour la
topologie J-préadique,

A〈ξ1, . . . , ξN 〉m L �� A〈ξ1, . . . , ξN 〉q (fi) �� I �� 0 (1.16.33.1)

une présentation de I (1.10.3). Supposons C de présentation finie sur B, et l’une
des deux conditions suivantes remplie :

(a) A est noethérien ;
(b) A est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R et J

est engendré par un élément non-nul de l’idéal maximal de R.
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Alors, il existe deux entiers n1 > r ≥ 0 vérifiant la propriété suivante : soient n
un entier ≥ n1, I′ = (f ′1, . . . , f

′
q) un idéal de Ĉ, B′ = Ĉ/I′. Supposons f ′i ≡ fi

mod (JnĈ) et (f ′i)L
′ = 0, où L′ est une matrice (m, q) à coefficients dans Ĉ,

congrue à L modulo JnĈ. Alors il existe un A-isomorphisme de B′ sur B congru
à l’identité modulo Jn−r.

La congruence f ′i ≡ fi mod (JnĈ) signifie que f ′i est congru modulo JnĈ à
l’image de fi par le composé des morphismes canoniques I → I/I2 → C → Ĉ.

On notera les variables (ξ1, . . . , ξN ) simplement par ξ ; et on se donne un
autre système de variables (ζ1, . . . , ζq), que l’on notera simplement par ζ. On peut
considérer naturellement C comme une A〈ξ〉-algèbre. Les classes des éléments fi
dans I/I2 définissent un homomorphisme surjectif de A〈ξ〉-algèbres

ϕ : A〈ξ, ζ〉 → Ĉ.

On désigne par K le noyau de ϕ, qui est un idéal de type fini de A〈ξ, ζ〉 (1.10.5).
D’après 1.8.25.4 et 1.9.18, il existe un entier n0 ≥ 0 tel que pour tout n > n0, on
ait

K ∩ (JnA〈ξ, ζ〉) ⊂ Jn−n0K. (1.16.33.2)

La section nulle σ : Spec(B) → Spec(C) induit par prolongement aux com-
plétés une section σ̂ : Spec(B) → Spec(Ĉ). D’après 1.12.16(iv), le diagramme

Spec(B) id ��

σ̂

��

Spec(B)

σ

��
Spec(Ĉ) �� Spec(C)

(1.16.33.3)

est cartésien. Comme Ĉ est C-plat (1.12.17), le faisceau conormal de σ̂ s’identifie
à I/I2.

Soit J le noyau de l’homomorphisme A〈ξ, ζ〉 → B composé de ϕ et de σ̂∗ ;
c’est un idéal de type fini de A〈ξ, ζ〉 (1.10.5). La suite canonique

0 → K/K2 ⊗Ĉ B → J/J2 → I/I2 → 0 (1.16.33.4)

est exacte sur Spec(B)−V(JB). En effet, Ĉ est rig-lisse sur A (1.14.14 et 1.14.10) ;
donc les modules de cette suite sont localement libres sur Spec(B) − V(JB), et
leurs rangs se calculent facilement (1.14.6 et 1.14.9).

Soient (g1, . . . , gs) des générateurs de K,

A〈ξ, ζ〉� M �� A〈ξ, ζ〉s (gi) �� K �� 0
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une présentation de K (1.10.3). On a J = (g1, . . . , gs, ζ1, . . . , ζq) (1.16.33.3), et il
existe N une matrice (m, s) à coefficients dans A〈ξ, ζ〉 telle que

(g1, . . . , gs, ζ1, . . . , ζq)H = 0, où H =
(

M N
0 L

)

.

Il résulte de (1.16.33.4) que la suite

B�+m
H⊗B �� Bs+q

(gi,ζj) �� J/J2 �� 0 (1.16.33.5)

est exacte sur Spec(B) − V(JB).
Pour tout 1 ≤ i ≤ q, soit ζ′i un élément de A〈ξ, ζ〉 relevant f ′i et tel que

ζ′i ≡ ζi mod (Jn), de sorte que B′ est isomorphe au quotient de A〈ξ, ζ〉 par l’idéal
J′ = (g1, . . . , gs, ζ ′1, . . . , ζ

′
q). Il existe L′′ une matrice (m, q) à coefficients dans

A〈ξ, ζ〉 relevant L′, et N′ une matrice (m, s) à coefficients dans A〈ξ, ζ〉, telles que

(g1, . . . , gs, ζ ′1, . . . , ζ
′
q)H
′ = 0, où H′ =

(
M N′

0 L′′

)

.

On peut choisir L′′ congrue à L modulo Jn. Posons

(a1, . . . , am) = (ζ1, . . . , ζq)L − (ζ ′1, . . . , ζ
′
q)L
′′.

Comme ai ∈ K ∩ (JnA〈ξ, ζ〉) pour tout 1 ≤ i ≤ m, il résulte de (1.16.33.2), que si
n > n0, on peut choisir N′ congrue à N modulo Jn−n0 . Il suffit alors d’appliquer
1.16.32.

Lemme 1.16.34. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A, B
une A-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A〈ξ1, . . . , ξN 〉,

C l’algèbre symétrique du B-module I/I2, S le quotient de C par CJ-tor, Ŝ le
séparé complété de S pour la topologie J-préadique,

A〈ξ1, . . . , ξN 〉m L �� A〈ξ1, . . . , ξN 〉q (fi) �� I �� 0 (1.16.34.1)

une présentation de I (1.10.3). Supposons B rig-pur, et l’une des deux conditions
suivantes remplie :
(a) A est noethérien ;
(b) A est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R et J

est engendré par un élément non-nul de l’idéal maximal de R.
Alors, il existe deux entiers n1 > r ≥ 0 vérifiant la propriété suivante : soient n
un entier ≥ n1, I′ = (f ′1, . . . , f

′
q) un idéal de Ŝ, B′ = Ŝ/I′. Supposons f ′i ≡ fi

mod (JnŜ) et (f ′i)L
′ = 0, où L′ est une matrice (m, q) à coefficients dans Ŝ,

congrue à L modulo JnŜ. Alors il existe un A-isomorphisme de B′ sur B congru
à l’identité modulo Jn−r.
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On notera (1.12.16) que S est de présentation finie sur B et Ŝ  S⊗C Ĉ, où Ĉ
est le séparé complété de C pour la topologie J-préadique. Il suffit alors d’adapter
la preuve de 1.16.33 en remplaçant Ĉ par Ŝ. Conservons les mêmes notations ;
nous indiquerons seulement les modifications nécessaires.

Comme B est rig-pur, la section nulle σ : Spec(B) → Spec(C) se factorise
à travers une section τ : Spec(B) → Spec(S), qui induit par prolongement aux
complétés une section τ̂ : Spec(B) → Spec(Ŝ) ; soit L /L 2 le faisceau conormal
de τ̂ . L’homomorphisme ϕ induit un homomorphisme surjectif de A〈ξ〉-algèbres
ψ : A〈ξ, ζ〉 → Ŝ ; soit H son noyau. Par la même preuve que celle de (1.16.33.4), la
suite canonique

0 → H/H2 ⊗Ŝ B → J/J2 → L /L 2 → 0 (1.16.34.2)

est exacte sur Spec(B)−V(JB). On conclut alors en calquant la fin de la démons-
tration de 1.16.33.

Lemme 1.16.35 ([17] III lem. 7). Soient (A, J) un couple hensélien quasi-idyllique,
Â le séparé complété de A pour la topologie J-préadique, B̂ une Â-algèbre topo-
logiquement de type fini, quotient d’une Â-algèbre de séries formelles restreintes
Â〈ξ1, . . . , ξN 〉 par un idéal I, fi (1 ≤ i ≤ d) des éléments de Â〈ξ1, . . . , ξN 〉, ∆
l’idéal de Â〈ξ1, . . . , ξN 〉 engendré par les mineurs d’ordre d de la matrice jaco-
bienne (

∂fi
∂ξj

)

1≤i≤d,1≤j≤N
.

Supposons les conditions suivantes remplies :
(i) J est principal engendré par t ;
(ii) (f1, . . . , fd) engendrent I au voisinage de Spec(B̂) − V(JB̂) dans

Spec(Â〈ξ1, . . . , ξN 〉);

(iii) V(∆B̂) ⊂ V(JB̂).
Alors, il existe une A-algèbre de type fini B′, lisse sur Spec(A) en dehors de V(J),
dont le séparé complété pour la topologie J-préadique est Â-isomorphe à B̂.

On notera les variables (ξ1, . . . , ξN ) simplement par ξ. Comme Spec(B̂⊗ÂÂt)
est une partie ouverte et fermée de Spec(Â〈ξ〉/(f1, . . . , fd)⊗Â Ât) ([28] 6.6.4), il lui
correspond un idempotent, qu’on relève en un élément e′ de Â〈ξ〉 ⊗Â Ât vérifiant
la relation :

e′(1 − e′) =
d∑

i=1

µifi.

Multipliant e′ par une puissance convenable de t, on obtient un élément e de Â〈ξ〉
vérifiant la relation :

ke =
d∑

i=1

λifi,
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en retenant que l’idéal de Â〈ξ〉 engendré par k et e contient une puissance de t,
soit th0 . De plus, I coïncide avec l’idéal (f1, . . . , fd, e) sur l’ouvert Spec(Â〈ξ〉) −
V(JÂ〈ξ〉).

La condition (iii) du lemme entraîne qu’il existe un entier h1 tel qu’on ait
∆ + I ⊃ th1Â〈ξ〉 ([28] 6.8.4) ; quitte à augmenter h1, on peut supposer que l’on a

∆ + (f1, . . . , fd, e) ⊃ th1Â〈ξ〉.

Considérons au-dessus de A , hensélisé J-préadique de A[ξ1, . . . , ξN ], l’algèbre
R définie par

R = A [F1, . . . , Fd, E,K,Λ1, . . . ,Λd]/
( d∑

i=1

ΛiFi −KE

)

.

On notera que (A , JA ) est un couple hensélien quasi-idyllique et que le séparé
complété J-préadique de A est canoniquement isomorphe à Â〈ξ〉. Soit ε la section

Spec(Â〈ξ〉) → Spec(R ⊗A Â〈ξ〉)

définie par (k, e, fi, λi). Elle se factorise au-dessus de Spec(Â〈ξ〉 ⊗Â Ât) à travers
l’image réciproque d’un ouvert lisse de Spec(R) sur Spec(A ), car (k, e) contient
une puissance de t. Donc en vertu de 1.16.9, on peut approximer cette section
au-dessus de A .

Soient n un entier> h0+h1, ε′ une A -section de Spec(R), congrue à εmodulo
Jn, définie par (k′, e′, λ′i, f

′
i), C la A-algèbre A /(f ′i , e

′) et Ĉ son séparé complété
pour la topologie J-préadique. Il résulte de 1.15.12(iv) que Ĉ  Â〈ξ〉/(f ′i , e′) ;
donc Ĉ est rig-lisse sur Â. En effet, grâce aux congruences imposées, l’idéal de Ĉ
engendré par les mineurs d’ordre d de la matrice jacobienne (∂f ′i/∂ξj)1≤i≤d,1≤j≤N
contient th1 , l’idéal (k′, e′) contient th0 , et les éléments (f ′i) suffisent à engendrer
l’idéal (f ′i , e

′) au voisinage de Spec(Ĉ)−V(JĈ) dans Spec(Â〈ξ〉) ; c’est ce qu’assure
l’équation

k′e′ =
d∑

i=1

λ′if
′
i .

Comme Â〈ξ〉 est fidèlement plat sur A (1.15.12), on en déduit que th0 ∈
A k′ + A e′ et les éléments (f ′i ) suffisent à engendrer l’idéal (f ′i , e

′) au voisinage
de Spec(C)−V(JC) dans Spec(A ). Par suite, on peut trouver un voisinage étale
élémentaire Λ de J dans A[ξ1, . . . , ξN ], contenant les éléments (f ′1, . . . , f

′
d, e
′) et tel

que Spec(Λ/(f ′i , e
′)) soit lisse sur Spec(A) en dehors de V(J).

D’autre part, l’idéal h de Â〈ξ〉 engendré par les produits de k′ et des mineurs
d’ordre d de la matrice jacobienne (∂f ′i/∂ξj)1≤i≤d,1≤j≤N est jacobien relativement
à (fi, e) (1.16.1) ; et compte tenu des congruences imposées, th0+h1 appartient à
h(Â〈ξ〉/(fi, e)). Donc d’après 1.16.31, il existe deux entiers n0 > r ≥ 0 tels que
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si n > n0, il existe un automorphisme ϕ de la Â-algèbre Â〈ξ〉 congru à l’identité
modulo (tn−r) et induisant un isomorphisme de Ĉ sur Â〈ξ〉/(fi, e). On a donc

ϕ−1((f1, . . . , fd, e)) = (f ′1, . . . , f
′
d, e
′),

et ϕ−1(I) coïncide avec l’idéal (f ′1, . . . , f ′d, e
′) sur l’ouvert Spec(Â〈ξ〉)−V(JÂ〈ξ〉).

Posons S = 1 + JΛ. Comme Â〈ξ〉 est fidèlement plat sur A , il est aussi
fidèlement plat sur Λ[S−1] (1.15.5.4). En vertu de ([18] 4.2), il existe un idéal I0

de Λ[S−1] coïncidant avec (f ′1, . . . , f
′
d, e
′) sur l’ouvert Spec(Λ[S−1])−V(JΛ[S−1])

et engendrant ϕ−1(I) dans Â〈ξ〉. Soit I′ un idéal de Λ tel que I′[S−1] = I0. On
notera que I′t est de type fini sur Λt (1.15.12). Donc quitte à remplacer Λ par Λh
pour un élément h de S, ce qui ne change pas Λ[S−1], on peut supposer que I′

coïncide avec (f ′1, . . . , f
′
d, e
′) sur Spec(Λ) − V(JΛ).

Le hensélisé J-préadique de B′ = Λ/I′ est isomorphe à A /I0A . Donc en
vertu de 1.15.12(iv), le séparé complété de B′ pour la topologie J-préadique est
isomorphe à B̂. Par conséquent, B′ remplit les conditions requises.

Lemme 1.16.36. Soient (A, J) un couple hensélien idyllique, B une A-algèbre de
type fini, Â (resp. B̂) le séparé complété de A (resp. B) pour la topologie J-
préadique. Supposons B̂ topologiquement de présentation finie et rig-lisse sur Â.
Alors il existe une A-algèbre de présentation finie B′, lisse sur Spec(A) en dehors
de V(J) dont le séparé complété pour la topologie J-préadique est Â-isomorphe à B̂.

Considérons B comme le quotient d’une A-algèbre de polynômes A[ξ1,...,ξN ]
par un idéal I. On notera les variables (ξ1, . . . , ξN ) simplement par ξ. Soient A
le hensélisé J-préadique de A[ξ], Bh le hensélisé J-préadique de B. On a Bh 
A /IA (1.15.5.6) et B̂  Â〈ξ〉/IÂ〈ξ〉 (1.15.14). Comme B̂ est topologiquement de
présentation finie sur Â, I engendre un idéal de type fini de Â〈ξ〉 (1.10.5). Comme
Â〈ξ〉 est fidèlement plat sur A (1.15.12), on en déduit par descente fidèlement
plate ([12] chap. I §3.6 prop. 11) que I engendre un idéal de type fini de A . Par
suite, il existe un voisinage étale élémentaire Λ de JA[ξ] dans A[ξ] et un idéal de
type fini I′ de Λ tels que I′A = IA . Le hensélisé J-préadique de Λ/I′ est A-
isomorphe à Bh. Donc le séparé complété de Λ/I′ pour la topologie J-préadique
est Â-isomorphe à B̂. Quitte à remplacer B par Λ/I′, on peut supposer B de
présentation finie sur A. Il suffit alors de montrer qu’il existe un voisinage ouvert
affine de V(JB) dans Spec(B), lisse sur Spec(A) en dehors de V(J).

Considérons une présentation finie de B,

B = A[ξ]/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A[ξ],

où ξ désigne comme plus haut un ensemble fini de variables (ξ1, . . . , ξN ), et posons
S = 1 + JA[ξ]. Il résulte de 1.15.12(ii) que Â〈ξ〉 est fidèlement plat sur A[ξ][S−1].
Par suite, I[S−1] est de présentation finie sur A[ξ][S−1] (1.10.3), et on peut trouver
un complexe

A[ξ]m L �� A[ξ]q
(fi) �� I �� 0
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qui devient exact après localisation par rapport à S. Soit DL l’idéal jacobien de
A[ξ] relativement à (f1, . . . , fq) défini par L (1.16.1.4). Comme B̂ est Â-isomorphe
à Â〈ξ〉/IÂ〈ξ〉 et est rig-lisse sur Â, on a V(DLB̂) ⊂ V(JB̂) (1.16.1.3 et 1.16.3).
Par suite, il existe un entier r ≥ 1 tel que JrB̂ ⊂ DLB̂ ([28] 6.8.4). On en déduit
par descente fidèlement plate que JrB[S−1] ⊂ DLB[S−1]. Il existe donc h ∈ S
tel que JrBh ⊂ DLBh . L’ouvert de Spec(B) où h est inversible répond alors à la
question.

Lemme 1.16.37. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A〈ξ1, . . . , ξN 〉,

C l’algèbre symétrique du B-module I/I2, Ĉ le séparé complété de C pour la
topologie J-préadique. Supposons C de présentation finie sur B. Alors Ĉ est une A-
algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse. Il existe un A-plongement
de Spec(Ĉ) dans le spectre d’une algèbre de séries formelles restreintes à 2N + q

variables sur A tel que sur tout ouvert affine de Spec(Ĉ) − V(JĈ), le faisceau
conormal de cette immersion soit libre de rang N + q.

On notera les variables (ξ1, . . . , ξN ) simplement par ξ. La suite

0 → I/I2 → Ω̂1
A〈ξ〉/A ⊗A〈ξ〉 B → Ω̂1

B/A → 0

est exacte et localement scindée sur Spec(B)−V(JB) (1.14.6). Donc Spec(C) est
lisse sur Spec(B) en dehors de V(JB), et par suite Ĉ est rig-lisse sur A (1.14.14 et
1.14.10). Soit W un ouvert affine de Spec(Ĉ) − V(JĈ). On peut écrire au-dessus
de W les suites exactes suivantes (1.14.12) qui sont des suites exactes de modules
localement libres sur un schéma affine, donc scindées :

0 → (I/I2 ⊗B Ĉ)∼|W → (Ω̂1
A〈ξ〉/A ⊗A〈ξ〉 Ĉ)∼|W → (Ω̂1

B/A ⊗B Ĉ)∼|W → 0,

0 → (Ω̂1
B/A ⊗B Ĉ)∼|W → (Ω̂1

Ĉ/A
)∼|W → (Ω̂1

Ĉ/B
)∼|W → 0.

On a Ω̂1
Ĉ/B

 Ω1
C/B ⊗C Ĉ (1.12.16) et Ω1

C/B s’identifie à I/I2. Les deux suites

ci-dessus montrent alors que Ω̂1
Ĉ/A

est globalement libre de rang N sur W .

On se donne un autre ensemble de variables (ζ1, . . . , ζq), que l’on notera
simplement par ζ. Les (fi) permettent de plonger Spec(Ĉ) dans l’espace affine
Spec(B〈ζ〉). Donc on peut aussi considérer Spec(Ĉ) comme un sous-schéma fermé
de Spec(A〈ξ, ζ〉) ; soit K/K2 le faisceau conormal de cette immersion. D’après
1.14.6, on a la suite exacte

0 → (K/K2)∼|W → (Ω̂1
A〈ξ,ζ〉/A ⊗A〈ξ,ζ〉 Ĉ)∼|W → (Ω̂1

Ĉ/A
)∼|W → 0.
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Donc, compte tenu des isomorphismes précédents, on a une suite exacte

0 → (K/K2)∼|W → ON+q
W → ON

W → 0. (1.16.37.1)

On plonge alors Spec(Ĉ) dans Spec(A〈ξ1, . . . , ξN , ζ1, . . . , ζq, t1, . . . , tN 〉) dans
lequel il est défini par les équations supplémentaires ti = 0 pour 1 ≤ i ≤ N .
Soit K′/K′2 le faisceau conormal de cette nouvelle immersion. On a alors, d’après
(1.16.37.1),

(K′/K′2)∼|W  (K/K2)∼|W ⊕ ON
W  ON+q

W ,

ce qui achève la preuve.

Lemme 1.16.38. Soient A un anneau quasi-idyllique, J un idéal de définition de
A, B une A-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse,

B = A〈ξ1, . . . , ξN 〉/I, I = (f1, . . . , fq), fi ∈ A〈ξ1, . . . , ξN 〉,

C l’algèbre symétrique du B-module I/I2, S le quotient de C par CJ-tor, Ŝ le
séparé complété de S pour la topologie J-préadique. Supposons B rig-pur. Alors Ŝ
est une A-algèbre topologiquement de présentation finie et rig-lisse. Il existe un A-
plongement de Spec(Ŝ) dans le spectre d’une algèbre de séries formelles restreintes
à 2N + q variables sur A tel que sur tout ouvert affine de Spec(Ŝ) − V(JŜ), le
faisceau conormal de cette immersion soit libre de rang N + q.

On notera (1.12.16) que S est de présentation finie sur B et Ŝ  S ⊗C Ĉ,
où Ĉ est le séparé complété de C pour la topologie J-préadique. Il suffit alors
d’adapter la démonstration de 1.16.37 en remplaçant Ĉ par Ŝ (cf. la preuve de
1.16.34).

1.16.39. Revenons maintenant à la démonstration de 1.16.29. Montrons d’abord
comment la proposition non respée entraîne la proposition respée. D’après la pre-
mière, il existe une A-algèbre de présentation finie B′, lisse sur Spec(A) en dehors
de V(J), dont le séparé complété pour la topologie J-préadique est Â-isomorphe à
B̂. Comme Ω̂1

B̂/Â
est B̂-isomorphisme à Ω1

B′/A ⊗B′ B̂ (1.10.2), il suffit de montrer
que l’on peut choisir B′ telle que l’image réciproque de toute composante connexe
de Spec(B′) − V(JB′) dans Spec(B̂) − V(JB̂) soit non vide. En effet, cela impli-
quera que Ω1

B′/A est nul en dehors de V(J), et donc que B′ est étale en dehors de
V(J). Soit V une composante connexe de Spec(B′) − V(JB′). Comme l’injection
canonique V → Spec(B′) est quasi-compacte ([28] 6.1.5), l’adhérence schématique
de V dans Spec(B′) existe ([28] 6.10.6). Si cette dernière ne rencontre pas V(JB′),
alors V est fermé (et ouvert) dans Spec(B′). On peut évidemment choisir B′ de
sorte que ce cas ne se produit pas. Dans le cas contraire, l’image réciproque W de
V dans Spec(B̂) − V(JB̂) est non vide. En effet, comme B̂ est B′-plat (1.15.12),
il résulte de ([31] 11.10.5(ii)) que l’adhérence schématique de W dans Spec(B̂) est
l’image réciproque de l’adhérence schématique de V dans Spec(B′), et donc non
vide.
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Montrons ensuite la proposition non respée. On peut évidemment supposer
l’une des conditions suivantes remplie :

(a) A est noethérien et J est principal ;
(b) il existe un anneau 1-valuatif R, un élément non nul t de l’idéal maximal de

R, une R-algèbre topologiquement de présentation finie A0 et une A0-algèbre
de présentation finie A1 tels que A soit le hensélisé (t)-préadique de A1 et
J = tA (1.15.5.5).

En particulier, le couple (Â, JÂ) remplit les conditions requises dans les
lemmes 1.16.33 et 1.16.34. Soient

Â〈ξ1, . . . , ξN 〉m
L �� Â〈ξ1, . . . , ξN 〉q

(fi) �� I �� 0 (1.16.39.1)

une présentation finie de I (1.10.3), Ĉ le séparé complété de C pour la topologie
J-préadique, σ : Spec(B̂) → Spec(C) la section nulle, σ̂ : Spec(B̂) → Spec(Ĉ) la
section déduite de σ par prolongement aux complétés. Considérons le diagramme
commutatif

Spec(B̂)
σ̂ ��

σ̂

��

Spec(Ĉ)

�
��

�� Spec(B̂)

σ

��
Spec(Ĉ)

δ �� Spec(C ⊗B̂ Ĉ) �� Spec(C)

(1.16.39.2)

où δ est le graphe du morphisme canonique Spec(Ĉ) → Spec(C) et le carré carté-
sien de droite est défini par le changement de base Spec(Ĉ) → Spec(B̂). Il résulte
de 1.12.16(iv) que le rectangle extérieur est cartésien. Par suite, le carré de gauche
est aussi cartésien.

(i) Supposons d’abord C de présentation finie sur B̂. D’après 1.16.37, Ĉ
est un quotient d’une Â-algèbre de séries formelles restreintes à 2N + q variables,
vérifiant les conditions d’application du lemme 1.16.35. Soit donc C′ une A-algèbre
de type fini, lisse sur Spec(A) en dehors de V(J), dont le séparé complété pour
la topologie J-préadique est Â-isomorphe à Ĉ (on identifie dans la suite ces deux
algèbres). On notera que le hensélisé J-préadique de C′ est un couple hensélien
quasi-idyllique (1.15.11.3).

Le B̂-module I/I2 est localement libre en dehors de V(JB̂) (1.14.6). Donc
en vertu de 1.16.19, pour tout entier n ≥ 0, quitte à remplacer C′ par un voisinage
étale élémentaire de JC ′, on peut trouver un C′-module de présentation finie M ′,
localement libre en dehors de V(JC′), muni d’une présentation

C′m
L′

�� C′q �� M ′ �� 0 ,

tels que M ′ ⊗C′ Ĉ soit isomorphe à I/I2 ⊗B̂ Ĉ et L′ ≡ L mod (JnĈ).



110 Chapitre 1. Préliminaires

Supposons n fixé (on le précisera dans la suite) et M ′ ainsi choisi. Soit alors
D′ l’algèbre symétrique du C′-module M ′, de sorte que D′⊗C′ Ĉ est Ĉ-isomorphe
à C ⊗B̂ Ĉ. D’après 1.16.16, pour tout entier r ≥ 0, quitte à remplacer C′ par
un voisinage étale élémentaire de JC ′, on peut approximer modulo Jr la section
δ : Spec(Ĉ) → Spec(C ⊗B̂ Ĉ) en une section

δ′ : Spec(C′) → Spec(D′).

Soit B′ le quotient de C′ défini par le diagramme cartésien

Spec(B′)

�

��

��

Spec(C′)

σ′

��
Spec(C′)

δ′
�� Spec(D′)

(1.16.39.3)

où σ′ est la section nulle, et soit B̂′ le séparé complété de B′ pour la topologie
J-préadique, qui est isomorphe à B′ ⊗C′ Ĉ (1.15.14). Il résulte alors de 1.16.33,
compte tenu de (1.16.39.2) et (1.16.39.3), que si n et r sont suffisamment grands,
B̂ et B̂′ sont Â-isomorphes. On en déduit le théorème 1.16.29 dans le cas (i) en
appliquant 1.16.36.

(ii) Supposons ensuite B̂ rig-pur. Soient S le quotient de C par CJ-tor, Ŝ le
séparé complété de S pour la topologie J-préadique. La section nulle σ : Spec(B̂) →
Spec(C) se factorise à travers une section τ : Spec(B̂) → Spec(S), qui induit par
prolongement aux complétés une section τ̂ : Spec(B̂) → Spec(Ŝ). Considérons alors
le diagramme commutatif

Spec(B̂)
τ̂ ��

τ̂

��

Spec(Ŝ)

�
��

�� Spec(B̂)

σ

��
Spec(Ŝ)

ρ �� Spec(C ⊗B̂ Ŝ) �� Spec(C)

(1.16.39.4)

où ρ est le graphe du morphisme canonique Spec(Ŝ) → Spec(C) et le carré carté-
sien de droite est défini par le changement de base Spec(Ŝ) → Spec(B̂). Il résulte
de 1.12.16(iv) que le rectangle extérieur est cartésien. Par suite, le carré de gauche
est aussi cartésien.

D’après 1.16.38, Ŝ est un quotient d’une Â-algèbre de séries formelles res-
treintes à 2N+q variables, vérifiant les conditions d’application du lemme 1.16.35.
Soit donc S′ une A-algèbre de type fini, lisse sur Spec(A) en dehors de V(J), dont
le séparé complété pour la topologie J-préadique est Â-isomorphe à Ŝ (on identifie
dans la suite ces deux algèbres). En vertu de 1.16.19, pour tout entier n, quitte
à remplacer S′ par un voisinage étale élémentaire de JS′, on peut trouver un
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S′-module de présentation finie M ′, localement libre en dehors de V(JS′), muni
d’une présentation

S′m
L′

�� S′q �� M ′ �� 0 ,

tels que M ′ ⊗S′ Ŝ soit isomorphe à I/I2 ⊗B̂ Ŝ et L′ ≡ L mod (JnŜ).
Supposons n fixé (on le précisera dans la suite) et M ′ ainsi choisi. Soit alors

D′ l’algèbre symétrique du S′-module M ′, de sorte que D′ ⊗S′ Ŝ est Ŝ-isomorphe
à C ⊗B̂ Ŝ. D’après 1.16.16, pour tout entier r ≥ 0, quitte à remplacer S′ par
un voisinage étale élémentaire de JS′, on peut approximer modulo Jr la section
ρ : Spec(Ŝ) → Spec(C ⊗B̂ Ŝ) en une section

ρ′ : Spec(S′) → Spec(D′).

Soit B′ le quotient de S′ défini par le diagramme cartésien

Spec(B′)

�

��

��

Spec(S′)

τ ′

��
Spec(S′)

ρ′
�� Spec(D′)

(1.16.39.5)

où τ ′ est la section nulle, et soit B̂′ le séparé complété de B′ pour la topologie
J-préadique, qui est isomorphe à B′ ⊗S′ Ŝ (1.15.14). Il résulte de 1.16.34, compte
tenu de (1.16.39.4) et (1.16.39.5), que si n et r sont suffisamment grands, B̂ et B̂′

sont Â-isomorphes. On en déduit le théorème 1.16.29 dans le cas (ii) en appliquant
1.16.36.

1.17 Compléments d’algèbre homologique

Les résultats de cette section sont dus à Ullrich [44].

1.17.1. Soient A un anneau, (Mn) un système projectif de A-modules indexé par
N ; on note umn : Mn → Mm les morphismes de transition (pour m ≤ n). On dit
que

(i) (Mn) est strict si les morphismes de transition umn sont surjectifs.
(ii) (Mn) est Artin-Rees-nul (en abrégé AR-nul) s’il existe un entier r ≥ 0 tel

que pour tout n, un,n+r = 0.
(iii) (Mn) vérifie la condition de Mittag-Leffler, (en abrégé ML), si pour tout m

il existe n ≥ m tel que, pour tout n′ ≥ n, umn′(Mn′) = umn(Mn).
(iv) (Mn) vérifie la condition d’Artin-Rees-Mittag-Leffler, (en abrégé ARML), s’il

existe un entier r ≥ 0 tel que, pour tout m et tout n′ ≥ m+ r, umn′(Mn′) =
um,m+r(Mm+r).

On renvoie à ([30] 0.13), ([27] §V) et ([33] 2.5) pour plus de détails sur ces condi-
tions.
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1.17.2. Soient A un anneau, t ∈ A, (C•, d•) un complexe de A-modules (à dif-
férentielle de degré +1) ; posons An = A/tn+1A et C•n = C• ⊗A An pour tout
n ≥ 0. Soient q un entier, Ĥq(C•) le séparé complété de Hq(C•) pour la topologie
(t)-préadique. Les flèches naturelles

Hq(C•) → Hq(C•n) (1.17.2.1)

induisent un homomorphisme topologique

Ĥq(C•) → lim←−
n

Hq(C•n), (1.17.2.2)

où le premier membre est muni de la topologie (t)-préadique et les Hq(C•n) de la
topologie discrète. On note Nn (resp. Qn) le noyau (resp. conoyau) de l’homomor-
phisme (1.17.2.1).

Lemme 1.17.3. Les hypothèses sont celles de (1.17.2).

(i) S’il existe un entier r ≥ 0 tel que trCq+1
(t)-tor = 0, les Nn définissent sur Hq(C•)

une filtration (t)-bonne ; plus précisément, on a Nn+1 = tNn pour tout n ≥ r.
(ii) S’il existe deux entiers r, h ≥ 0 tels que trCi(t)-tor = 0 pour i ∈ {q, q+1, q+2}

et que th(Hq+1(trC•))(t)-tor = 0, le système projectif (Qn) est AR-nul.
(iii) Si le système projectif (Qn) est AR-nul, le système projectif (Hq(C•n)) vérifie

(ARML).
(iv) Si le système projectif (Qn) est AR-nul et si les Nn définissent sur Hq(C•)

une filtration (t)-bonne, (1.17.2.2) est un isomorphisme topologique.

La démonstration de 1.17.3 est élémentaire, basée sur la remarque suivante.

Lemme 1.17.4. Soient A un anneau, t ∈ A, M un A-module, N un sous-A-module
de M . Posons P = M/N , et supposons que trP(t)-tor = 0 pour un entier r ≥ 0.
Alors pour tout n ≥ 0, on a (tn+rM) ∩N = tn((trM) ∩N).

En effet, soient y ∈ M , y son image dans P . Si x = tn+ry ∈ (tn+rM) ∩ N ,
alors y ∈ P(t)-tor et try = 0 ; donc x ∈ tn((trM) ∩N).

1.17.5. Revenons à la démonstration de 1.17.3. Les flèches (1.17.2.1) se mettent
dans la suite exacte longue de cohomologies

Hq(tn+1C•) → Hq(C•) → Hq(C•n) → Hq+1(tn+1C•) → Hq+1(C•)

déduite de la suite exacte courte 0 → tn+1C• → C• → C•n → 0. On a donc

Nn = im(Hq(tn+1C•) → Hq(C•)),

Qn = im(Hq(C•n) → Hq+1(tn+1C•)) = ker(Hq+1(tn+1C•) → Hq+1(C•)).
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(i) Si on note π : ker(dq) → Hq(C•) la projection canonique, on a Nn =
π((tn+1Cq) ∩ ker(dq)) ; en particulier on a tNn ⊂ Nn+1. D’autre part, en vertu de
1.17.4, on a, pour tout n ≥ 0,

(tn+rCq) ∩ ker(dq) = tn((trCq) ∩ ker(dq)),

d’où l’assertion.
(ii) Pour i ∈ {q, q + 1, q + 2} et tout p ≥ 0, la flèche trCi → tr+pCi de mul-

tiplication par tp est un isomorphisme, car trCi(t)-tor = 0. Donc la multiplication
par tp induit un isomorphisme Hq+1(trC•) ∼→ Hq+1(tr+pC•) ; en particulier, on a
th(Hq+1(tnC•))(t)-tor = 0 pour tout n ≥ r. Posons

N ′n = Hq+1(tn+1C•)/Qn = im(Hq+1(tn+1C•) → Hq+1(C•)).

Compte tenu de (i) et de l’hypothèse trCq+2
(t)-tor = 0, on a N ′n+1 = tN ′n pour tout

n ≥ r. Considérons alors le diagramme commutatif

0 �� Qn ��

��

Hq+1(tn+1C•) ��

��

N ′n ��

��

0

0 �� Qn+1
�� Hq+1(tn+2C•) �� N ′n+1

�� 0

où les flèches verticales sont induites par la multiplication par t. Pour tout n ≥ r,
deux des flèches verticales sont des isomorphismes ; il en est donc de même de la
troisième ; d’où Qn+1 = tQn.

En tant que quotient de Hq(C•n), Qn est tué par tn+1, et donc

Qn ⊂ (Hq+1(tn+1C•))(t)-tor.

Il en résulte que thQn = 0 pour tout n ≥ r. D’autre part, le composé de la
multiplication par tp de Hq+1(tn+1C•) dans Hq+1(tn+p+1C•) avec la flèche de
transition de Hq+1(tn+p+1C•) dans Hq+1(tn+1C•) est la multiplication par tp dans
Hq+1(tn+1C•). Comme Qn+p = tpQn pour n ≥ r, le morphisme de transition
Qn+p → Qn est nul pour tout n ≥ r et tout p ≥ h. Donc pour tout n, le morphisme
de transition Qn+r+h → Qn est nul.

(iii) Considérons la suite exacte de systèmes projectifs

0 → Hq(C•)/Nn → Hq(C•n) → Qn → 0, (1.17.5.1)

où celui de gauche est clairement strict. Alors le système projectif (Hq(C•n)) vé-
rifie (ARML), en vertu de ([27] V 2.1.2). On en déduit aussi un isomorphisme
topologique

lim←−
n

Hq(C•)/Nn
∼→ lim←−

n

Hq(C•n). (1.17.5.2)
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(iv) La flèche

Ĥq(C•) → lim←−
n

Hq(C•)/Nn (1.17.5.3)

déduite des surjections Hq(C•)⊗AAn → Hq(C•)/Nn est un isomorphisme topolo-
gique. On achève la preuve en observant que le composé de (1.17.5.2) et (1.17.5.3)
est (1.17.2.2).

Lemme 1.17.6. Les hypothèses étant celles de (1.17.2), supposons de plus que les
conditions suivantes soient remplies :
(a) Il existe un entier r ≥ 1 tel que trCq+1

(t)-tor = 0.
(b) A et Cq−1 sont complets et Cq est séparé pour les topologies (t)-préadiques.

Soient x1, . . . , xm des éléments de Hq(C•) dont les classes engendrent le A-module
Hq(C•)/Nn pour un entier n>r. Alors x1, . . . , xm engendrent le A-module Hq(C•).

En particulier, si Hq(C•n) = 0 pour un entier n > r, Hq(C•) = 0.

En vertu de 1.17.3(i), les classes de x1, . . . , xm engendrent le A0-module
Hq(C•) ⊗A A0. Soient y1, . . . , ym ∈ ker(dq) des éléments qui relèvent x1, . . . , xm.
Considérons l’homomorphisme

u : Am ⊕ Cq−1 → ker(dq),

défini par u(z1, . . . , zm, z) =
∑m

i=1 ziyi + dq−1(z). Comme gr0(u) = u ⊗A A0 est
surjectif, il résulte de la condition (b) et de 1.8.5 que u est surjectif.

Proposition 1.17.7. Soient R un anneau 1-valuatif, t un élément non nul de l’idéal
maximal de R, A une R-algèbre topologiquement de type fini, (C•, d•) un complexe
de A-modules, An = A/tn+1A, C•n = C• ⊗A An, q un entier. Supposons que les
conditions suivantes soient remplies :
(a) Il existe un entier r ≥ 1 tel que trCi(t)-tor = 0 pour i ∈ {q, q + 1, q + 2}.
(b) Cq−1 est complet et Cq est séparé pour les topologies (t)-préadiques.
(c) Pour tout entier n ≥ 0, Hq(C•n) et Hq+1(tn+1C•) sont des A-modules cohé-

rents.
Alors Hq(C•) est un A-module cohérent ; le système projectif (Hq(C•n)) vérifie
(ARML) ; si on pose

Nn = ker(Hq(C•) → Hq(C•n)), (1.17.7.1)

les Nn définissent sur Hq(C•) une filtration (t)-bonne ; enfin, l’homomorphisme
canonique

Hq(C•) → lim←−
n

Hq(C•n), (1.17.7.2)

est un isomorphisme topologique (le premier membre étant muni de la topologie
(t)-préadique, les Hq(C•n) de la topologie discrète).
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En vertu de 1.9.18(iii), il existe un entier h ≥ 1 tel que th(Hq+1(trC•))(t)-tor =
0. On en déduit par 1.17.3 que les Nn définissent sur Hq(C•) une filtration (t)-
bonne ; (Hq(C•n)) vérifie (ARML) ; enfin (1.17.2.2) est un isomorphisme topolo-
gique. Reste à montrer que Hq(C•) est un A-module cohérent, ce qui impliquera
que (1.17.7.2) est un isomorphisme topologique (1.8.29 et 1.9.18). Reprenons les
notations de 1.17.2. Pour tout entier n ≥ 0, Qn est de type fini en tant que
quotient de Hq(C•n) ; il est donc de présentation finie car il est contenu dans le
A-module cohérent Hq+1(tn+1C•). La suite exacte (1.17.5.1) implique alors que
Hq(C•)/Nn est de type fini ; par suite Hq(C•) est de type fini (1.17.6). Si on pose
M = Hq(C•)(t)-tor, alors M est de type fini et Hq(C•)/M est cohérent (1.9.18). Il
existe deux entiers s, k ≥ 0 tels que tkM = 0 et Nn+1 = tNn pour n ≥ s (1.17.3).
On en déduit aussitôt que M ∩Nn = 0 pour n suffisamment grand ; autrement dit
la flèche naturelle M → Hq(C•n) est injective. Comme Hq(C•n) est cohérent, M est
cohérent et il en est alors de même de Hq(C•).



Chapitre 2

Géométrie formelle

Ce chapitre reprend et complète la théorie des schémas formels d’A. Grothendieck
[28, 30]. Nous introduisons les schémas formels idylliques. Nous étendons à ces
objets certains résultats de Grothendieck initialement établis pour les schémas
formels noethériens, entre autres ceux qui portent sur les faisceaux cohérents (2.7.2
et 2.8.5) et sur leur cohomologie (théorème de finitude (2.11.5), comparaison de
la théorie “algébrique” à la théorie “formelle” (2.12.2). . .). Nous développons la
notion de clôture rigide d’un module sur un schéma formel idyllique qui jouera
un rôle important dans la suite de ce traité. Nous étudions enfin les propriétés
différentielles des schémas formels idylliques.

La terminologie de Grothendieck pour les schémas formels est essentiellement
adaptée au cadre noethérien, qui n’est pas le cadre exclusif de ce traité. Nous nous
en écartons à certains endroits pour mettre l’accent sur les concepts fondamentaux
pour la suite. Pour éviter toute confusion, nous reformulons toutes les définitions,
même celles que nous conservons identiques à ([28] §10).

2.1 Rappels et compléments sur les schémas formels

2.1.1. Soit A un anneau topologique admissible (1.8.3). Pour tout idéal de défini-
tion J de A, Spec(A/J) s’identifie au sous-espace fermé V(J) de Spec(A), ensemble
des idéaux premiers ouverts de A ; cet espace ne dépend pas de l’idéal de défini-
tion J considéré ; notons le X. Soit (Jλ) un système fondamental de voisinages
de 0 dans A, formé d’idéaux de définition, et pour tout λ, soit Oλ le faisceau
structural de Spec(A/Jλ) ; ce faisceau est induit sur X par Ã/J̃λ (lequel est nul
hors de X). Pour Jµ ⊂ Jλ, l’homomorphisme canonique A/Jµ → A/Jλ définit
donc un homomorphisme uλµ : Oµ → Oλ de faisceaux d’anneaux, et (Oλ) est un
système projectif de faisceaux d’anneaux pour ces homomorphismes. Comme la
topologie de X admet une base formée d’ouverts quasi-compacts, on peut associer
à tout Oλ un faisceau d’anneaux topologiques pseudo-discrets ([28] 0.3.9.1) qui
a Oλ comme faisceau d’anneaux (sans topologie) sous-jacent, et que nous notons
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encore Oλ ; et les Oλ forment un système projectif de faisceaux d’anneaux topo-
logiques ([28] 0.3.9.2). Nous désignons par OX le faisceau d’anneaux topologiques
sur X, limite projective du système (Oλ) ; pour tout ouvert quasi-compact U de
X, Γ(U,OX) est donc l’anneau topologique limite projective du système d’anneaux
discrets Γ(U,Oλ).

Définition 2.1.2 ([28] 10.1.2). Étant donné un anneau admissible A, on appelle
spectre formel de A et on note Spf(A) le sous-espace fermé X de Spec(A) formé
des idéaux premiers ouverts de A. On dit qu’un espace topologiquement annelé
est un schéma formel affine s’il est isomorphe à un spectre formel Spf(A) = X
muni du faisceau d’anneaux topologiques OX limite projective des faisceaux d’an-
neaux pseudo-discrets (Ã/J̃λ)|X, où Jλ parcourt l’ensemble filtrant des idéaux de
définition de A.

Proposition 2.1.3 ([28] 10.1.3). Si X = Spf(A), où A est un anneau admissible,
Γ(X,OX) est topologiquement isomorphe à A.

Proposition 2.1.4 ([28] 10.1.4). Soient A un anneau admissible, X = Spf(A),
et pour tout f ∈ A, soit D(f) = D(f) ∩ X ; l’espace topologiquement annelé
(D(f),OX|D(f)) est isomorphe au spectre formel affine Spf(A{f}) (1.8.12).

2.1.5. En tant que faisceau d’anneaux sans topologie, le faisceau structural OX

de Spf(A) admet pour tout x ∈ X une fibre qui, en vertu de 2.1.4, s’identifie à la
limite inductive lim−→A{f} pour les f 	∈ px , où px est l’idéal premier de A associé à
x. Par suite (1.8.13) et (1.8.14) :

Proposition 2.1.6. Pour tout x ∈ X = Spf(A), la fibre Ox est un anneau local dont
le corps résiduel est isomorphe à κ(x) = Ax/pxAx. Si en outre A est adique et
noethérien, Ox est un anneau noethérien.

2.1.7. On appelle schéma formel affine préadique (resp. adique, resp. noethérien)
un schéma formel affine isomorphe à un spectre formel Spf(A), où A est préadique
complet et séparé (resp. adique, resp. adique et noethérien) (1.8.4).

Nous nous écartons ici de la terminologie de Grothendieck. Notre notion de
schéma formel affine préadique correspond à sa notion de schéma formel affine
adique.

2.1.8. Soient A un anneau admissible, J un idéal ouvert de A, X le schéma formel
affine Spf(A). Soit (Jλ) l’ensemble des idéaux de définition de A contenus dans J ;
alors J̃/J̃λ est un faisceau d’idéaux de Ã/J̃λ. Désignons par J∆ la limite projective
des faisceaux induits sur X par J̃/J̃λ, qui s’identifie à un idéal de OX. Pour tout
f ∈ A, si on note Sf l’ensemble multiplicatif des fn (n ≥ 0), Γ(D(f), J∆) est la
limite projective de S−1

f J/S−1
f Jλ, autrement dit s’identifie à l’idéal ouvert J{f}

de l’anneau A{f} (1.8.9), et en particulier Γ(X, J∆) = J ; on en conclut (les D(f)
formant une base de la topologie de X) que l’on a

J∆|D(f) = (J{f})∆. (2.1.8.1)
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L’application canonique de A{f} = Γ(D(f),OX) dans Γ(D(f), (Ã/J̃)|X) =
S−1
f A/S−1

f J est surjective et a pour noyau Γ(D(f), J∆) = J{f}. Ces applications
définissent donc un épimorphisme continu, dit canonique, du faisceau d’anneaux
topologiques OX sur le faisceau d’anneaux discrets (Ã/J̃)|X, dont le noyau est J∆.
On a donc un isomorphisme canonique

OX/J
∆ ∼→ (Ã/J̃)|X. (2.1.8.2)

Il est clair (en vertu de Γ(X, J∆) = J) que l’application J �→ J∆ est stric-
tement croissante ; d’après ce qui précède, pour J ⊂ J ′, le faisceau J ′∆/J∆ est
canoniquement isomorphe à (J ′/J)∼.

2.1.9. Les hypothèses et notations étant toujours celles de (2.1.8), nous dirons
qu’un idéal J de OX est un idéal ouvert (resp. un idéal de définition) de X si,
pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert de x de la forme D(f), où f ∈ A,
tel que J |D(f) soit de la forme J∆, où J est un idéal ouvert (resp. un idéal de
définition) de A{f}.

Proposition 2.1.10 ([28] 10.3.5). Si A est un anneau admissible, tout idéal ouvert
(resp. tout idéal de définition) de X = Spf(A) est de la forme J∆, où J est un
idéal ouvert (resp. un idéal de définition) de A, uniquement déterminé.

En effet, soit J un idéal ouvert de X ; par hypothèse, et puisque X est quasi-
compact, il y a un nombre fini d’éléments fi ∈ A tels que les D(fi) recouvrent X
et J |D(fi) = J∆

i , où Ji est un idéal ouvert de A{fi}. Pour tout i, il existe un
idéal ouvert Ri de A tel que Ji = (Ri){fi} (1.8.9). Soit R un idéal de définition de
A contenu dans tous les Ri. On a alors R∆ ⊂ J . L’image canonique de J /R∆

dans le faisceau structural (A/R)∼ de Spec(A/R) est telle que sa restriction à
D(fi) soit égale à (Ji/R{fi})

∼ ; on en conclut que cette image canonique est un
idéal quasi-cohérent sur Spec(A/R), donc de la forme (J/R)∼, où J est un idéal
de A contenant R, d’où J = J∆ (2.1.8).

Supposons maintenant que J soit un idéal de définition de X et montrons
que J est un idéal de définition de A. On peut supposer que, pour tout i, Ji est
un idéal de définition de A{fi} ; donc il existe ni tel que l’on ait Jnii ⊂ R{fi}.
On aura, en désignant par n le plus grand des ni, (J /R∆)n = 0, et par suite
((J/R)∼)n = 0, d’où finalement (J/R)n = 0, ce qui prouve que J est un idéal de
définition de A.

Proposition 2.1.11. Soient A un anneau préadique complet et séparé, J un idéal
de définition de A, X = Spf(A), J = J∆. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) J est un OX-module de type fini.
(ii) J /J 2 est un (OX/J )-module de type fini.
(iii) J est un A-module de type fini.
En outre, quand ces conditions sont vérifiées, on a J = JOX et J n = (Jn)∆

pour tout n ≥ 0 ; en particulier, J /J 2 est canoniquement isomorphe à (J/J2)∼.
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D’abord (i) entraîne clairement (ii). Montrons ensuite que (ii) implique (iii).
Comme l’idéal J /(J2)∆ = (J/J2)∼ de OX/(J2)∆ est de carré nul (2.1.8), on a
J 2 ⊂ (J2)∆, et J /(J2)∆ est un quotient de J /J 2. Par suite, J/J2 est un A-
module de type fini, et J est un A-module de type fini, en vertu de 1.8.6. Montrons
enfin que (iii) entraîne (i). Il résulte de 2.1.8 et 1.8.11 que, pour tout f ∈ A,

Γ(D(f), J∆) = J{f} = JA{f} = JΓ(D(f),OX).

Comme JOX est associé au préfaisceau U �→ JΓ(U,OX), la relation J = JOX et
la condition (i) en résultent, puisque les D(f) forment une base de la topologie de
X. De même, on a J n = (Jn)∆ car Jn est un idéal de définition de type fini de A.

Corollaire 2.1.12. Pour qu’un schéma formel affine préadique soit adique (2.1.7),
il faut et il suffit qu’il admette un idéal de définition de type fini.

Proposition 2.1.13. Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de type
fini de A, a un idéal ouvert de A, X = Spf(A), J = J∆, A = a∆. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un OX-module de type fini.
(ii) A /A J est un (OX/J )-module de type fini.
(iii) a est un A-module de type fini.

En outre, quand ces conditions sont vérifiées, on a A = aOX.

D’abord (i) entraîne clairement (ii). Montrons ensuite que (ii) implique (iii).
Comme l’idéal A /(aJ)∆ = (a/aJ)∼ de OX/(aJ)∆ est annulé par J /(aJ)∆ =
(J/aJ)∼ (2.1.8), on a J A ⊂ (aJ)∆, et A /(aJ)∆ est un quotient de A /A J .
Par suite, a/aJ est un A-module de type fini, et a est un A-module de type fini,
en vertu de 1.8.6. Montrons enfin que (iii) entraîne (i). Il résulte de 2.1.8 et 1.8.11
que, pour tout f ∈ A,

Γ(D(f), a∆) = a{f} = aA{f} = aΓ(D(f),OX).

Comme aOX est associé au préfaisceau U �→ aΓ(U,OX), la relation A = aOX et la
condition (i) en résultent, puisque les D(f) forment une base de la topologie de X.

2.1.14. Soit X = Spf(A) un schéma formel affine. On dit qu’une famille (Jλ)
d’idéaux de définition de X est un système fondamental d’idéaux de définition si
tout idéal de définition de X contient un des Jλ ; comme Jλ = J∆

λ , il revient
au même de dire que les Jλ forment un système fondamental de voisinages de
0 dans A.

Soit (fα) une famille d’éléments de A tels que les D(fα) recouvrent X. Si
(Jλ) est une famille filtrante décroissante d’idéaux de OX telle que pour tout
α, la famille (Jλ|D(fα)) soit un système fondamental d’idéaux de définition de
D(fα), alors (Jλ) est un système fondamental d’idéaux de définition de X. En
effet, pour tout idéal de définition J de X, il y a un recouvrement fini de X par des
D(fi) tel que, pour tout i, Jλi |D(fi) soit un idéal de définition de D(fi) contenu
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dans J |D(fi). Si µ est un indice tel que Jµ ⊂ Jλi pour tout i, il résulte de 2.1.9
que Jµ est un idéal de définition de X, contenu évidemment dans J , d’où notre
assertion.

2.1.15. Etant donné un espace topologiquement annelé X, on dit qu’un ouvert
U ⊂ X est un ouvert formel affine (resp. un ouvert formel affine préadique, resp.
un ouvert formel affine adique, resp. un ouvert formel affine noethérien) si l’espace
topologiquement annelé induit par X sur U est un schéma formel affine (resp. un
schéma formel affine préadique, resp. un schéma formel affine adique, resp. un
schéma formel affine noethérien) (2.1.7).

Définition 2.1.16. On appelle schéma formel un espace topologiquement annelé X
dont tout point admet un voisinage ouvert formel affine. On dit que le schéma
formel X est préadique (resp. localement noethérien) si tout point de X admet
un voisinage ouvert formel affine préadique (resp. noethérien). On dit que X est
noethérien s’il est localement noethérien et si son espace sous-jacent est quasi-
compact (donc noethérien).

On peut faire les remarques suivantes :

2.1.16.1. Nous nous écartons ici de la terminologie de Grothendieck. Notre notion
de schéma formel préadique correspond à sa notion de schéma formel adique ; notre
notion de schéma formel adique sera définie dans (2.1.24).

2.1.16.2. Si X est un schéma formel (resp. localement noethérien), les ensembles
ouverts formels affines (resp. affines noethériens) forment une base de la topologie
de X ([28] 10.4.3).

2.1.16.3. Si X est un schéma formel (resp. un schéma formel localement noethérien,
resp. noethérien), l’espace topologiquement annelé induit sur tout ouvert de X est
encore un schéma formel (resp. un schéma formel localement noethérien, resp.
noethérien) ([28] 10.4.4).

2.1.16.4. La notion de schéma formel préadique présente plusieurs inconvénients :

(a) Elle n’est pas stable par restriction à un ouvert.
(b) Un schéma formel affine qui est préadique en tant que schéma formel, n’est

pas en général un schéma formel affine préadique dans le sens de (2.1.7).
(c) Si X est un schéma formel préadique, les ensembles ouverts formels affines

préadiques ne forment pas en général une base de la topologie de X.

En effet, si A est un anneau préadique, séparé et complet, et f ∈ A, A{f}
n’est pas en général préadique. C’est pourquoi nous sommes obligés de renforcer
cette notion (2.1.24).

Définition 2.1.17. Étant donnés deux schémas formels X,Y, on appelle morphisme
(de schémas formels) de X dans Y tout morphisme (ψ, θ) d’espaces topologi-
quement annelés tel que, pour tout x ∈ X, θ�x soit un homomorphisme local
Oψ(x) → Ox.
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Il est immédiat que le composé de deux morphismes de schémas formels est
encore un tel morphisme ; les schémas formels forment une catégorie.

Proposition 2.1.18 ([28] 10.4.6). Soient X un schéma formel, Y = Spf(A) un
schéma formel affine. Il existe une correspondance biunivoque canonique entre les
morphismes du schéma formel X dans le schéma formel Y et les homomorphismes
continus de l’anneau A dans l’anneau topologique Γ(X,OX).

2.1.19. Soit X un schéma formel. On dit qu’un idéal J de OX est un idéal ouvert
(resp. un idéal de définition) de X si tout x ∈ X possède un voisinage ouvert formel
affine U tel que J |U soit un idéal ouvert (resp. un idéal de définition) du schéma
formel affine induit par X sur U (2.1.9). Lorsque X est un schéma formel affine,
cette définition coïncide avec celle donnée dans (2.1.9). En vertu de (2.1.8.1), pour
tout ouvert V ⊂ X, J |V est un idéal ouvert (resp. un idéal de définition) du
schéma formel induit par X sur V .

On dit qu’une famille (Jλ) d’idéaux de définition de X est un système fon-
damental d’idéaux de définition si elle est filtrante décroissante et s’il existe un
recouvrement (Uα) de X par des ouverts formels affines de X tel que, pour tout α,
la famille (Jλ|Uα) soit un système fondamental d’idéaux de définition du schéma
formel affine induit par X sur Uα. Il résulte de la remarque finale de (2.1.14) que
lorsque X est un schéma formel affine, cette définition coïncide avec celle donnée
dans (2.1.14). Pour tout ouvert V ⊂ X, les restrictions Jλ|V forment un système
fondamental d’idéaux de définition du schéma formel induit sur V , en vertu de
(2.1.8.1).

2.1.20. Tout schéma (usuel) X peut être considéré comme un schéma formel, d’une
seule manière ([28] 10.1.2) ; c’est un schéma formel préadique ; pour qu’un idéal J
de OX soit un idéal de définition de X , il faut et il suffit qu’il soit quasi-cohérent
et localement nilpotent ([28] 0.7.1.4). Le foncteur ainsi défini de la catégorie des
schémas usuels dans celle des schémas formels est pleinement fidèle (2.1.17).

2.1.21. Soient X un schéma formel, J un idéal de définition de X. Alors l’espace
annelé (X,OX/J ) est un schéma (usuel), qui est affine (resp. localement noethé-
rien, resp. noethérien) lorsque X est un schéma formel affine (resp. un schéma
formel localement noethérien, resp. noethérien) ; en outre, si θ : OX → OX/J est
l’homomorphisme canonique, u = (1X, θ) est un morphisme (dit canonique) de
schémas formels (X,OX/J ) → (X,OX) ; on est aussitôt ramené au cas affine, et
alors les propositions ont déjà été démontrées dans (2.1.8).

2.1.22. Soient X un schéma formel, (Jλ) un système fondamental d’idéaux de
définition de X. Alors le faisceau d’anneaux topologiques OX est limite projective
des faisceaux d’anneaux pseudo-discrets OX/Jλ ([28] 0.3.8.1 et 10.5.3). Pour tout
λ, soit fλ le morphisme canonique (X,OX/Jλ) → X ; pour Jµ ⊂ Jλ, l’homo-
morphisme canonique OX/Jµ → OX/Jλ définit un morphisme canonique

fµλ : (X,OX/Jλ) → (X,OX/Jµ)
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de schémas (usuels) tel que l’on ait fλ = fµ ◦ fµλ. Les schémas Xλ = (X,OX/Jλ)
et les morphismes fµλ constituent donc un système inductif dans la catégorie des
schémas formels.

Proposition 2.1.23 ([28] 10.6.2). Sous les hypothèses de (2.1.22), le schéma formel
X et les morphismes fλ constituent une limite inductive du système (Xλ, fλ) dans
la catégorie des schémas formels.

Définition 2.1.24. On dit qu’un schéma formel préadique est adique s’il admet un
idéal de définition de type fini.

Cette notion de schéma formel adique est plus forte que celle de Grothen-
dieck ; elle correspond à la notion considérée dans ([28] 10.11.1) comme le montre
la proposition suivante :

Proposition 2.1.25. Soient X un schéma formel préadique, J un idéal de définition
de X. Pour que J soit de type fini, il faut et il suffit que J /J 2 soit un (OX/J )-
module de type fini.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas où X est un schéma
formel affine préadique (2.1.7), et la proposition résulte alors de 2.1.10 et 2.1.11.

Proposition 2.1.26. Soient X un schéma formel adique, J un idéal de définition
de type fini de X, A un idéal ouvert de X. Pour que A soit de type fini, il faut et
il suffit que A /J A soit un (OX/J )-module de type fini.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas où X est un schéma
formel affine préadique (2.1.7), et la proposition résulte alors de 2.1.10, 2.1.11 et
2.1.13.

Proposition 2.1.27. Soient X un schéma formel adique, A ,B deux idéaux ouverts
de type fini de X. Alors A B est un idéal ouvert de type fini de X.

En effet, la question étant locale, on peut supposer X = Spf(A) un schéma
formel affine préadique, A = a∆ et B = b∆, où a et b sont deux idéaux ouverts
de A (2.1.10). Il résulte de 2.1.11 que A est un anneau adique. Donc en vertu de
2.1.13, a et b sont des A-modules de type fini, A = aOX et B = bOX. Par suite
on a A B = abOX = (ab)∆, d’où la proposition.

Proposition 2.1.28 ([28] 10.5.4). Si X est un schéma formel localement noethérien,
alors X est adique ; tout idéal de définition de X est de type fini ; et il existe un
plus grand idéal de définition de X.

Proposition 2.1.29. Si X est un schéma formel adique, l’espace topologiquement
annelé induit sur tout ouvert de X est encore un schéma formel adique.

Le seul point à démontrer est que l’espace topologiquement annelé induit sur
un ouvert de X est un schéma formel préadique. Soient J un idéal de définition
de type fini de X, U un ouvert formel affine préadique de X. Alors J |U est de la
forme J∆, où J est un idéal de définition de type fini de A = Γ(U,OX) (2.1.10 et
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2.1.11). Donc pour tout f ∈ A, A{f} est un anneau adique, en vertu de 1.8.11, ce
qui implique notre assertion.

Proposition 2.1.30. Soient X un schéma formel adique, J un idéal de définition de
type fini de X. Alors, les puissances J n forment un système fondamental d’idéaux
de définition de type fini de X.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas d’un schéma formel
affine préadique, auquel cas la proposition résulte de 2.1.10 et 2.1.11.

Proposition 2.1.31. Soit A un anneau admissible. Pour que X = Spf(A) soit
adique, il faut et il suffit que A soit adique (1.8.4).

Si A est adique, X est adique en vertu de 2.1.11. Inversement, supposons X
adique et montrons que A est adique. Compte tenu de 2.1.10 et 2.1.11, il suffit
de montrer que A est préadique. Soit J un idéal de définition de type fini de X.
D’après 2.1.30, les puissances J n forment un système fondamental d’idéaux de
définition de X. Pour tout entier n ≥ 1, J n est de la forme J∆

n , où les Jn forment
un système fondamental d’idéaux de définition de A (2.1.14). Posons Ai = A/Ji+1

(i ≥ 0). Soient uij : Aj → Ai l’homomorphisme canonique, Jij = ker(uij) =
Ji+1/Jj+1 pour i ≤ j. Comme J̃ij = J i+1/J j+1 (2.1.8), on a Jij = J i+1

0j .
D’autre part, J01 est un module de type fini sur A0 = A1/J01. On peut donc
appliquer ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1), qui montre que A est un anneau
préadique.

Corollaire 2.1.32 ([28] 10.6.5). Soit A un anneau admissible. Pour que X = Spf(A)
soit noethérien, il faut et il suffit que A soit adique et noethérien.

La condition est évidemment suffisante. Inversement, supposons X noethé-
rien. Comme X est adique (2.1.28), A est adique, en vertu de 2.1.31. Soit J un
idéal de définition de type fini de A. Le schéma (usuel) Spec(A/J) est noethérien
(2.1.21). Par suite, A/J est noethérien, et donc A est noethérien ([12] chap. III
§2.11 cor. 2 de prop. 14).

Corollaire 2.1.33. Si X est un schéma formel adique, les ensembles ouverts formels
affines adiques forment une base de la topologie de X.

Cela résulte de 2.1.29 et 2.1.31.

Remarque 2.1.34. La proposition 2.1.31 (resp. 2.1.32) équivaut à dire qu’un schéma
formel affine est adique (resp. noethérien) en tant que schéma formel si et seule-
ment s’il est un schéma formel affine adique (resp. noethérien) dans le sens de
(2.1.7).

2.1.35. Soient X un schéma formel adique, J un idéal de définition de type
fini de X. En vertu de 2.1.30, les puissances J n forment un système fondamental
d’idéaux de définition de X ; on désigne par Xn le schéma usuel (X,OX/J n+1).
Il résulte alors de 2.1.23 que le schéma formel X est limite inductive du système
(Xn). Inversement, on a la proposition suivante :
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Proposition 2.1.36 ([28] 10.6.4). Soient X un espace topologique, (Oi, uij) un sys-
tème projectif de faisceaux d’anneaux sur X, ayant N pour ensemble d’indices.
Pour i ≤ j, soit Jij le noyau de l’homomorphisme uij : Oj → Oi. On suppose
que :

(i) L’espace annelé (X,Oi) est un schéma Xi.
(ii) Pour tout i ∈ N, uii est l’application identique de Oi, et pour i ≤ j, les uij

sont surjectifs.
(iii) Pour i ≤ j, Jij = J i+1

0j ; en particulier, J 2
01 = 0.

(iv) Le module J01 est de type fini sur O0 = O1/J01.
Soit OX le faisceau d’anneaux topologiques limite projective des faisceaux d’an-
neaux pseudo-discrets Oi, et soit ui : OX→Oi l’homomorphisme canonique. Alors :
(a) L’espace topologiquement annelé (X,OX) est un schéma formel adique.
(b) Les homomorphismes ui sont surjectifs ; leurs noyaux J (i) forment un sys-

tème fondamental d’idéaux de définition de X, et J (0) est la limite projective
des faisceaux d’idéaux J0i.

(c) L’idéal J = J (0) est de type fini ; on a J (n) = J n+1, et J /J 2 est
isomorphe à J01.

(d) Si en outre X0 est localement noethérien (resp. noethérien), X est localement
noethérien (resp. noethérien).

Pour i ≤ j, sur chaque fibre, uji est un homomorphisme surjectif ; donc
vij = (idX, uji) est un morphisme de schémas Xi → Xj . Il résulte de ([28] 10.6.3)
que (X,OX) est un schéma formel vérifiant (b). Pour démontrer les autres proposi-
tions, on reprend la preuve de ([28] 10.6.4). Montrons d’abord que X est préadique.
Comme les espaces sous-jacents à X et X0 sont les mêmes, on peut supposer que
chaque Xi est un schéma affine d’anneau Ai ([28] 2.3.5). Pour i ≤ j, il existe un
homomorphisme d’anneaux ϕij : Aj → Ai tel que uij = ϕ̃ij . On voit facilement
(comme dans la preuve de 2.1.31) que le système projectif (Ai, ϕij) vérifie les condi-
tions de ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1). Il en résulte que A = lim←− Ai est un
anneau préadique séparé et complet ; les homomorphismes canoniques ϕi : A→ Ai
sont surjectifs ; le noyau J de ϕ0 est un idéal de définition de A ; J i+1 est le noyau
de ϕi pour tout i ≥ 0 ; en particulier, J/J2 est un (A/J)-module de type fini,
et J est un A-module de type fini (1.8.5). Par suite, X = Spf(A) est un schéma
formel affine adique, J = J∆ et J (n) = (Jn+1)∆ = J n+1 (2.1.11). Dans le cas
général, on en déduit aussitôt que X est préadique et la proposition (c) ; donc X
est adique. La proposition (d) résulte de ([12] chap. III §2.11 cor. 2 de prop. 14).

Corollaire 2.1.37. Soient X un schéma formel adique, J un idéal de définition de
type fini de X. Pour que X soit un schéma formel affine, il faut et il suffit que le
schéma usuel X0 = (X,OX/J ) soit affine.

En effet, si X est formel affine, X0 est évidemment affine. Inversement, si X0

est affine, le schéma Xn = (X,OX/J n+1) est affine pour tout n ≥ 0 ([28] 2.3.5),
et il résulte de la preuve de 2.1.36 que X est formel affine.
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2.1.38. Avec les notations de 2.1.36, soit Fi un Oi-module, et supposons donnés,
pour tout i ≤ j, un uij-morphisme θij : Fj → Fi, de sorte que θki ◦θij = θkj pour
k ≤ i ≤ j. Soit F la limite projective du système projectif (Fi) de faisceaux de
groupes abéliens. On peut munir F d’une structure de OX-module par passage à
la limite. On dira que F est la limite projective du système de Oi-modules (Fi).

2.2 Morphismes déployés et morphismes adiques

2.2.1. Soient X,Y deux schémas formels adiques, J (resp. K ) un idéal de défini-
tion de type fini de X (resp. Y), f : X → Y un morphisme tel que f∗(K )OX ⊂ J .
On a pour tout entier n > 0, f∗(K n)OX ⊂ J n. En vertu de ([28] 10.5.6),
f détermine un morphisme de schémas usuels fn : Xn → Yn en posant Xn =
(X,OX/J n+1) et Yn = (Y,OY/K n+1). Il résulte aussitôt des définitions que le
diagramme

Xm
fm ��

��

Ym

��
Xn

fn �� Yn

(2.2.1.1)

est commutatif pour m ≤ n ; autrement dit (fn) est un système inductif de mor-
phismes.

Proposition 2.2.2. Soient X,Y deux schémas formels adiques, J (resp. K ) un
idéal de définition de type fini de X (resp. Y). L’application f �→ (fn) définie
dans (2.2.1) est une bijection de l’ensemble des morphismes f : X → Y tels que
f∗(K )OX ⊂ J , sur l’ensemble des suites (fn) de morphismes Xn → Yn rendant
commutatifs les diagrammes (2.2.1.1).

Il suffit de reprendre la preuve de ([28] 10.6.9) en la précisant. Toute suite (fn)
de morphismes rendant commutatifs les diagrammes (2.2.1.1) admet une limite
f : X → Y, qui est l’unique morphisme de schémas formels rendant commutatifs
les diagrammes

Xn
fn ��

��

Yn

��
X

f �� Y

(2.2.2.1)

Il faut montrer que f∗(K )OX ⊂ J . La question étant locale sur X et sur Y, on
peut se borner au cas où X = Spf(A), Y = Spf(B) sont formels affines adiques
(2.1.29 et 2.1.31), J = J∆, K = K∆, où J (resp. K) est un idéal de définition
de type fini de A (resp. B) (2.1.10 et 2.1.11). On a alors Xn = Spec(An) et
Yn = Spec(Bn), où An = A/Jn+1 et Bn = B/Kn+1 (2.1.11). Les morphismes
fn sont associés à des homomorphismes ϕn : Bn → An qui forment un système
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projectif ; donc f est associé à l’homomorphisme ϕ = lim←− ϕn. La commutativité de

(2.2.1.1) pour m = 0 implique que ϕn(K/Kn+1) ⊂ J/Jn+1 pour tout n. Donc en
passant à la limite projective, on a ϕ(K) ⊂ J , et cela entraîne que f∗(K )OX ⊂ J ,
en vertu de ([28] 10.5.6(ii)). On voit facilement que l’application f �→ (fn) définie
dans (2.2.1), et l’application (fn) �→ f définie ci-dessus, sont inverses l’une de
l’autre ([28] 10.5.6(i)).

Définition 2.2.3. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels adiques. On
dit que f est déployé s’il existe des idéaux de définition de type fini J de X et
K de Y tels que f∗(K )OX ⊂ J .

Proposition 2.2.4. Tout morphisme de schémas formels affines adiques est déployé.

En effet, soient A est un anneau adique, B une A-algèbre topologique qui est
un anneau adique (mais pas forcement une A-algèbre adique), J (resp. K) un idéal
de définition de type fini de A (resp. B). Comme la topologie de B est moins fine
que la topologie déduite de celle de A, il existe un entier n ≥ 1 tel que JnB ⊂ K ,
et la proposition résulte de 2.1.11 et ([28] 10.5.6(ii)).

Proposition 2.2.5. Soient X un schéma formel localement noethérien, f : X → Y
un morphisme de schémas formels, J le plus grand idéal de définition de X, K
un idéal de définition de Y. Alors f∗(K )OX ⊂ J .

On peut clairement se borner au cas où X = Spf(A), Y = Spf(B) sont formels
affines, J = J∆, K = K∆, où A est adique et noethérien, B est admissible, J est
le plus grand idéal de définition de A, et K est un idéal de définition de B. Alors
f est défini par un homomorphisme continu ϕ : B → A. Comme les éléments de K
sont topologiquement nilpotents ([28] 0.7.1.4), il en est de même de ceux de ϕ(K),
donc ϕ(K) ⊂ J puisque J est l’ensemble des éléments topologiquement nilpotents
de A ([28] 0.7.1.6), d’où la conclusion en vertu de ([28] 10.5.6(ii)).

Proposition 2.2.6. Soient Y un schéma formel adique, K un idéal de définition
de type fini de Y, f : X → Y un morphisme de schémas formels préadiques. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f∗(K )OX est un idéal de définition de X.
(ii) Il existe un idéal de définition de type fini J de X tel que f∗(K )OX ⊂ J

et que les diagrammes (2.2.1.1) soient cartésiens.
(iii) Il existe un idéal de définition de type fini J de X tel que f∗(K )OX ⊂ J

et que le diagramme (2.2.1.1) pour n = 1 et m = 0 soit cartésien.
De plus, quand ces conditions sont vérifiées, on a J = f∗(K )OX.

D’abord (i) implique (ii) en prenant J = f∗(K )OX. En effet, on a

f−1(K n+1)OX = J n+1

pour tout n ≥ 0 ; donc

Jm+1/J n+1 = f−1(K m+1/K n+1)(OX/J
n+1)
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pour m ≤ n, et cela entraîne que les diagrammes (2.2.1.1) sont cartésiens. En-
suite (ii) implique évidemment (iii). Montrons enfin que (iii) entraîne que J =
f∗(K )OX, et par suite (i). La question étant locale sur X et sur Y, on peut se
borner au cas où X = Spf(A) et Y = Spf(B) sont formels affines adiques (2.1.29
et 2.1.31), J = J∆, K = K∆, J (resp. K) est un idéal de définition de type fini
de A (resp. B) (2.1.10 et 2.1.11), et f est associé à un homomorphisme continu
ϕ : B → A. En vertu de ([28] 10.5.6(ii)), on a ϕ(K) ⊂ J . La condition (iii) entraîne
que J = J2 + KA ; donc J = KA par le lemme de Nakayama car J est contenu
dans le radical de A ([12] chap. III §2.13 lem. 3). On en déduit que J = f∗(K )OX

puisque K = KOY et J = JOX (2.1.11).

Définition 2.2.7. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme de
schémas formels. On dit que f est adique si X est adique et s’il existe un idéal de
définition de type fini K de Y tel que f∗(K )OX soit un idéal de définition de X.
On dit alors aussi que X est un Y-schéma formel adique, ou adique sur Y.

On peut faire les remarques suivantes :

2.2.7.1. Il revient au même de demander que X soit préadique (au lieu d’être
adique).

2.2.7.2. Il résulte de 2.1.29 que si f est adique, pour tout ouvert U de X et tout
ouvert V de Y tels que f(U) ⊂ V , la restriction U → V de f est un morphisme
adique.

Proposition 2.2.8. Soient B un anneau adique, A un anneau préadique complet
et séparé, ϕ : B → A un homomorphisme continu, X = Spf(A), Y = Spf(B),
f : X → Y le morphisme correspondant à ϕ.

(i) Pour que ϕ soit adique (1.8.4.5), il faut et il suffit que f soit adique.
(ii) Si f est adique, pour tout idéal de définition de type fini K de B, on a

f∗(K∆)OX = (KA)∆.

(i) Supposons f adique. Il existe alors un idéal de définition de type fini K de
B tel que f∗(K∆)OX soit un idéal de définition de X. En vertu de 2.1.10 et 2.1.11,
f∗(K∆)OX = J∆, où J est un idéal de définition de type fini de A. On a KA ⊂ J
d’après ([28] 10.5.6(ii)) et il résulte de la preuve de 2.2.6 que J = KA ; donc ϕ
est adique. Inversement, supposons ϕ adique, et soit K un idéal de définition de
type fini de B. On a f∗(K∆)OX ⊂ (KA)∆ d’après ([28] 10.5.6(ii)). D’autre part,
les diagrammes (2.2.1.1) en prenant J = (KA)∆ et K = K∆ sont clairement
cartésiens ; donc f∗(K∆)OX = (KA)∆ en vertu de 2.2.6, et f est adique.

(ii) Cela résulte de la preuve (i).

Proposition 2.2.9. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
adique, K un idéal de définition de type fini de Y. Alors J = f∗(K )OX est un
idéal de définition de type fini de X, et le diagramme de morphismes de schémas
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formels

(X,OX/J )

��

f ′
�� (Y,OY/K )

��
(X,OX)

f �� (Y,OY)

déduit de f est cartésien.

Les questions étant locales, on peut se borner au cas où X = Spf(A), Y =
Spf(B) sont formels affines adiques, et f est associé à un homomorphisme adique
ϕ : B → A (2.2.8). Si K est un idéal de définition de type fini de B, KA est un
idéal de définition de A, et on a f∗(K∆)OX = (KA)∆ en vertu de (2.2.8), d’où la
conclusion.

Corollaire 2.2.10. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est un morphisme adique.
(ii) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert V de f(x) et un voisinage

ouvert U de x tels que f(U) ⊂ V et que la restriction U → V de f soit un
morphisme adique.

Il est clair que (i) entraîne (ii). Montrons l’implication inverse. Il résulte de
l’hypothèse que X est préadique. D’autre part, si K est un idéal de définition de
type fini de Y, alors f∗(K )OX est un idéal de définition de X ; en effet, la question
étant locale sur X et sur Y, l’assertion résulte de 2.2.9.

Corollaire 2.2.11. Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes de schémas
formels adiques.

(i) Si f et g sont adiques, il en est de même de g ◦ f .
(ii) Si g et g ◦ f sont adiques, il en est de même de f .

Proposition 2.2.12. Soient X un schéma, Y un schéma formel adique, f : X → Y
un morphisme de schémas formels (2.1.20). Alors f est adique.

En effet, la question étant locale (2.2.10), on peut se borner au cas où X =
Spec(A) et Y = Spf(B) sont affines, de sorte que f provient d’un homomorphisme
continu d’anneaux ϕ : B → A. Comme la topologie discrète de A est moins finie
que la topologie déduite de celle de B (1.8.1), elles sont égales, d’où l’assertion.

2.2.13. Soient S un schéma formel adique, I un idéal de définition de type
fini de S ; posons Sn = (S ,OS /I n+1). On dira qu’un système inductif (Xn)
de Sn-schémas (usuels) est un (Sn)-système inductif adique si les morphismes
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structuraux fn : Xn → Sn sont tels que, pour m ≤ n, les diagrammes

Xm
fm ��

��

Sm

��
Xn

fn �� Sn

(2.2.13.1)

soient des carrés cartésiens ([28] 10.12.2). Les systèmes inductifs adiques forment
une catégorie : il suffit de définir un morphisme (Xn) → (Yn) de tels systèmes
comme un système inductif de Sn-morphismes un : Xn → Yn tel que um s’identifie
à un ×Sn idSm pour m ≤ n.

Proposition 2.2.14. Sous les hypothèses de (2.2.13), il y a équivalence canonique
entre la catégorie des S -schémas adiques et la catégorie des (Sn)-systèmes induc-
tifs adiques.

L’équivalence en question s’obtient de la façon suivante : si X est un S -
schéma adique, f : X → S le morphisme structural, J = f∗(I )OX est un idéal
de définition de X et on fait correspondre à X le système inductif des Xn =
(X,OX/J n+1), le morphisme structural fn : Xn → Sn correspondant à f (2.2.1).
En vertu de 2.2.6, (Xn) est un (Sn)-système inductif adique. Il est immédiat de
vérifier qu’à un S -morphisme u : X → Y de S -schémas adiques correspond un
morphisme (Xn) → (Yn) de (Sn)-systèmes inductifs adiques, et inversement. Il
reste à prouver qu’on a défini ainsi une équivalence. Soit (Xn) un (Sn)-système
inductif adique. Puisque le système inductif (Sn) vérifie les conditions de 2.1.36,
il en est de même de (Xn). Par suite, il existe un schéma formel adique X ayant
un idéal de définition de type fini J de X tels que Xn = (X,OX/J n+1). La suite
(fn) de morphismes structuraux fn : Xn → Sn définit un morphisme f : X → S
vérifiant f∗(I )OX ⊂ J , en vertu de 2.2.2. Enfin, f est adique compte tenu de
2.2.6 et de l’hypothèse.

2.2.15. Soient X,S ,S ′ des schémas formels adiques, f : X → S un morphisme
adique, g : S ′ → S un morphisme déployé (2.2.3). Soient I (resp. I ′) un idéal
de définition de type fini de S (resp. S ′) tels que g∗(I )OS ′ ⊂ I ′ ; donc J =
f∗(I )OX est un idéal de définition de X. Posons Sn = (S ,OS /I n+1), S ′n =
(S ′,OS ′/I ′n+1), Xn = (X,OX/J n+1) et soient gn : S ′n → Sn (resp. fn : Xn →
Sn) le morphisme correspondant à g (resp. f) (2.2.1). Il résulte alors de ([28]
10.7.4) que S ′ ×S X est la limite inductive des schémas usuels S ′n ×Sn Xn.
Comme (Xn) est un (Sn)-système inductif adique, (S ′n ×Sn Xn) est un (S ′n)-
système inductif adique. Donc en vertu de 2.2.14, S ′ ×S X est un S ′-schéma
formel adique, et il correspond au (S ′n)-système inductif adique (S ′n ×Sn Xn).

Proposition 2.2.16. Soient f : X → S , g : S ′ → S deux morphismes de schémas
formels adiques. Si f est adique, il en est de même du morphisme S ′×S X → S ′.

En effet, la question étant locale sur S et sur S ′ (2.2.10), on peut se borner
au cas où g est déployé (2.2.4), auquel cas la conclusion résulte de 2.2.15.
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2.3 Conditions de finitude relatives

Définition 2.3.1 ([28] 10.15.1). Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels.
On appelle morphisme diagonal ∆f : X → X×YX (noté aussi ∆X/Y) le morphisme
(1X, 1X)Y.

On dit que f est séparé si l’image par ∆f de l’espace sous-jacent à X est une
partie fermée de l’espace sous-jacent à X×YX ; on dit alors que X est un Y-schéma
formel séparé, ou séparé sur Y.

On dit que f est quasi-séparé si ∆f est quasi-compact ; on dit alors que X
est un Y-schéma formel quasi-séparé, ou quasi-séparé sur Y.

Proposition 2.3.2. Soient X,Y deux schémas formels, limites inductives de suites
de schémas usuels (Xn), (Yn). Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels
limite inductive d’une suite de morphismes fn : Xn → Yn de schémas usuels. Pour
que f soit séparé (resp. quasi-séparé), il faut et il suffit que le morphisme f0 le
soit.

En effet, ∆f est alors limite inductive de la suite de morphismes ∆fn ([28]
10.7.4), et le morphisme d’espaces topologiques sous-jacent est identique à ∆f0 ,
d’où la conclusion.

Proposition 2.3.3. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels (resp.
morphismes de schémas formels) considérés sont limites inductives de suites de
schémas usuels (resp. de morphismes de schémas usuels).

(i) Le composé de deux morphismes séparés (resp. quasi-séparés) est séparé (resp.
quasi-séparé).

(ii) Soient f : X → Y, g : Y′ → Y deux morphismes. Si f est séparé (resp. quasi-
séparé), il en est de même du morphisme X ×Y Y′ → Y′.

(iii) Si le composé g ◦ f de deux morphismes est séparé (resp. quasi-séparé), f est
séparé (resp. quasi-séparé).

On sous-entend dans cet énoncé que si un même schéma formel Z intervient
plusieurs fois dans une même proposition, on le considère comme limite inductive
de la même suite (Zn) de schémas usuels partout où il figure.

Les assertions de 2.3.3 sont conséquences immédiates de 2.3.2 et des assertions
correspondantes pour les schémas usuels ([28] 5.3.1 et 6.1.9).

Définition 2.3.4. On dit qu’un morphisme de schémas formels f : X → Y est
affine (ou que X est un Y-schéma formel affine, ou affine sur Y) si Y est réunion
d’ouverts formels affines Vα tels que, pour tout α, le schéma formel induit sur
l’ouvert f−1(Vα) de X soit un schéma formel affine.

Si X et Y sont des schémas formels affines, tout morphisme f : X → Y est
donc affine. Si f : X → Y est un morphisme affine de schémas formels, alors, pour
tout ouvert U ⊂ Y, le morphisme f−1(U ) → U , restriction de f , est affine.
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Proposition 2.3.5. Soient f : X → Y un morphisme déployé de schémas formels
adiques, J (resp. K ) un idéal de définition de type fini de X (resp. Y) tels
que f∗(K )OX ⊂ J , X0 = (X,OX/J ), Y0 = (Y,OY/K ), f0 : X0 → Y0 le
morphisme de schémas usuels déduit de f . Pour que f soit affine, il faut et il
suffit que f0 soit affine.

Comme les ouverts formels affines de X (resp. Y) sont exactement les ouverts
affines de X0 (resp. Y0) (2.1.37), la proposition résulte des définitions.

Corollaire 2.3.6. Sous les hypothèses de (2.3.5), si f est un morphisme affine, il
est séparé.

Corollaire 2.3.7. Sous les hypothèses de (2.3.5), si f est un morphisme affine,
alors, pour tout ouvert formel affine U de Y, f−1(U ) est un ouvert formel affine
de X.

Cela résulte de 2.3.5 et 2.1.37.

Proposition 2.3.8. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels consi-
dérés sont adiques.

(i) Soient f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes tels que f soit affine et
déployé et que g soit affine. Alors g ◦ f est affine.

(ii) Soient f : X → Y, g : Y′ → Y deux morphismes. Si f est affine, il en est de
même du morphisme X ×Y Y′ → Y′.

(iii) Soint f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes, J (resp. K , resp. L ) un
idéal de définition de type fini de X (resp. Y, resp. Z) tels que g∗(L )OY ⊂ K
et f∗(K )OZ ⊂ J . Si g ◦ f est affine et g est séparé, alors f est affine.

(i) Cela résulte immédiatement de 2.3.7 et des définitions.
(ii) On peut clairement supposer Y,X et Y′ formels affines, auquel cas X×Y

Y′ est affine.
(iii) Cela résulte de 2.3.2, 2.3.5 et de l’assertion correspondante pour les

schémas usuels ([28] 9.1.16).

2.3.9. Soient S un schéma formel adique, I un idéal de définition de type fini
de S ; posons Sn = (S ,OS /I n+1). On dira qu’un système projectif de (OSn)-
algèbres quasi-cohérentes (An) est adique si An⊗OSn

OSm = Am pour m ≤ n, les
morphismes de transition étant les morphismes canoniques (2.1.38). Les systèmes
projectifs adiques de (OSn)-algèbres quasi-cohérentes forment une catégorie : il
suffit de définir un morphisme (An) → (Bn) de tels systèmes comme un système
projectif d’homomorphismes de (OSn)-algèbres αn : An → Bn.

Soient (An) un système projectif adique de (OSn)-algèbres quasi-cohérentes,
Xn = Spec(An), fn : Xn → Sn le morphisme structural ([28] 9.1.8). En vertu de
2.1.36, il existe un schéma formel adique X ayant un idéal de définition de type
fini J tels que Xn = (X,OX/J n+1). La suite (fn) de morphismes structuraux
fn : Xn → Sn a pour limite un morphisme affine adique f : X → S , en vertu de
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2.2.14 et 2.3.5. Si A est le faisceau d’anneaux topologiques limite projective de
la suite d’anneaux topologiques pseudo-discrets (An), on appelle encore spectre
formel de A le S -schéma formel X, et on le note Spf(A ).

Proposition 2.3.10. Sous les hypothèses de (2.3.9), il y a équivalence canonique
entre la catégorie des S -schémas affines adiques et la catégorie opposée à celle
des systèmes projectifs adiques de (OSn)-algèbres quasi-cohérentes.

L’équivalence en question s’obtient de la façon suivante : si X est un S -
schéma affine adique, f : X → S le morphisme structural, J = f∗(I )OX est
un idéal de définition de X et on fait correspondre à X le système projectif des
An = f∗(OX/J n+1). En vertu de 2.2.6, 2.3.5 et ([28] 9.3.2), (An) est un système
projectif adique de (OSn)-algèbres quasi-cohérentes, et a évidemment pour limite
projective le faisceau d’anneaux topologiques A = f∗(OX). Il résulte de 2.2.14,
2.3.5 et ([28] 9.1.4) qu’on a défini ainsi une équivalence.

Définition 2.3.11. Soient S un schéma formel adique, I un idéal de définition
de type fini de S , d un entier ≥ 1, T1, . . . , Td des indéterminées ; posons Sn =
(S ,OS /I n+1). On appelle espace affine formel au-dessus de S , de dimension d
et de paramètres T1, . . . , Td, le S -schéma formel affine adique D correspondant au
système projectif adique de (OSn)-algèbres quasi-cohérentes An = OSn [T1, . . . , Td]
(n ≥ 0) (2.3.10). Lorsque d = 1, on dit que D est la droite affine formelle au-dessus
de S .

Si S = Spf(A) est formel affine, alors D = Spf(A〈T1, . . . , Td〉) en vertu de
(1.8.16.2). En particulier, D ne dépend pas de I .

Proposition 2.3.12. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels, K un idéal de définition de type fini de Y. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est un morphisme adique et si l’on pose J = f∗(K )OX, X0 = (X,OX/J )
et Y0 = (Y,OY/K ), le morphisme f0 : X0 → Y0 déduit de f est localement
de type fini.

(ii) Pour tout ouvert formel affine V de Y et tout ouvert formel affine U de X
tels que f(U) ⊂ V , l’anneau admissible Γ(U,OX) est topologiquement de type
fini sur Γ(V,OY) (1.8.18).

(iii) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert formel affine V de f(x) et
un voisinage ouvert formel affine U de x tels que f(U) ⊂ V et que l’anneau
admissible Γ(U,OX) soit topologiquement de type fini sur Γ(V,OY).

Montrons d’abord que (i) entraîne (ii). On peut se borner au cas où X =
Spf(A), Y = Spf(B) sont formels affines adiques et f est associé à un homomor-
phisme adique ϕ : B → A (2.2.8). Soit K un idéal de définition de type fini de B
tel que K = K∆ ; on a donc f∗(K∆)OX = (KA)∆ (2.2.8). Comme A/KA est
une algèbre de type fini sur B/K, A est topologiquement de type fini sur B, en
vertu de 1.8.19. Il est clair que (ii) implique (iii). Enfin, (iii) entraîne (i) en vertu
de 2.2.10, 2.2.8 et 1.8.19.
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Remarque 2.3.12.1. Lorsque les conditions équivalentes de (2.3.12) sont remplies,
la condition (i) ne dépend pas de l’idéal de définition de type fini K de Y
considéré. En particulier, si l’on pose J = f∗(K )OX, Xn = (X,OX/J n+1)
et Yn = (Y,OY/K

n+1), le morphisme fn : Xn → Yn déduit de f est localement
de type fini.

Définition 2.3.13. Lorsque les conditions équivalentes de (2.3.12) sont vérifiées, on
dit que le morphisme f est localement de type fini, ou que X est un Y-schéma
formel localement de type fini, ou localement de type fini sur Y. On dit que le
morphisme f est de type fini s’il est localement de type fini et quasi-compact ; on
dit alors que X est un Y-schéma formel de type fini, ou de type fini sur Y.

Corollaire 2.3.14. Un schéma formel localement de type fini sur un schéma formel
localement noethérien est localement noethérien.

Cela résulte de 1.8.17(ii) et 2.3.12.

Définition 2.3.15. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme de
schémas formels. On dit que f est localement de présentation finie, ou que X est un
Y-schéma formel localement de présentation finie, ou localement de présentation
finie sur Y, si les conditions suivantes sont remplies :
(a) f est un morphisme adique.
(b) Pour tout idéal de définition de type fini K de Y, si l’on pose J =f∗(K )OX,

X0 = (X,OX/J ) et Y0 = (Y,OY/K ), le morphisme f0 : X0 → Y0 déduit
de f est localement de présentation finie.
On dit que le morphisme f est de présentation finie s’il est localement de

présentation finie, quasi-compact et quasi-séparé ; on dit alors que X est un Y-
schéma formel de présentation finie, ou de présentation finie sur Y.

Proposition 2.3.16. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels, K un idéal de définition de type fini de Y. Considérons les
conditions suivantes :

(i) f est un morphisme localement de présentation finie.
(ii) f est un morphisme adique et si l’on pose

J = f∗(K )OX, Xn = (X,OX/J
n+1) et Yn = (Y,OY/K

n+1),

le morphisme fn : Xn → Yn déduit de f est localement de présentation finie
pour tout n ≥ 0.

(iii) Pour tout ouvert formel affine V de Y et tout ouvert formel affine U de
X tels que f(U) ⊂ V , l’anneau admissible Γ(U,OX) est topologiquement de
présentation finie sur Γ(V,OY) (1.8.18).

(iv) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert formel affine V de f(x) et
un voisinage ouvert formel affine U de x tels que f(U) ⊂ V et que l’anneau
admissible Γ(U,OX) soit topologiquement de présentation finie sur Γ(V,OY).

Alors on a (iii) ⇒ (iv) ⇒ (i) ⇔ (ii).
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Il est clair qu’on a (i)⇒(ii) et (iii)⇒(iv). On a (iv)⇒(i) en vertu de 2.2.10,
2.2.8 et 1.8.23. Reste à montrer (ii)⇒(i). Soient K ′ un idéal de définition de type
fini de Y, J ′ = f∗(K ′)OX, X′0 = (X,OX/J ′), Y′0 = (Y,OY/K ′). Montrons
que le morphisme f ′0 : X′0 → Y′0 déduit de f est localement de présentation finie.
La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où Y est quasi-compact.
Donc K n+1 ⊂ K ′ pour un entier n ≥ 1, et l’assertion résulte du diagramme
cartésien (2.2.9)

X′0
f ′
0 ��

��

Y′0

��
Xn

fn �� Yn

Proposition 2.3.17. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est localement de type fini (resp. localement de présentation finie).
(ii) Pour tout ouvert V de Y et tout ouvert U de X tels que f(U ) ⊂ V , la restric-

tion U → V de f est localement de type fini (resp. localement de présentation
finie).

(iii) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert V de f(x) et un voisinage
ouvert U de x tels que f(U) ⊂ V et que la restriction U → V de f soit
localement de type fini (resp. localement de présentation finie).

Cela résulte aussitôt de 2.2.10, 2.3.12 et 2.3.16.

Proposition 2.3.18. Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes de schémas
formels adiques.

(i) Si f et g sont localement de type fini (resp. localement de présentation finie,
resp. de type fini, resp. de présentation finie), il en est de même de g ◦ f .

(ii) Si g ◦ f est localement de type fini et si g est adique, alors f est localement
de type fini.

(iii) Si g ◦f est localement de présentation finie et si g est localement de type fini,
alors f est localement de présentation finie.

Cela résulte de 2.2.11 et des assertions correspondantes pour les morphismes
de schémas usuels ([28] 6.2 et 6.3).

Proposition 2.3.19. Soient f : X → S , g : S ′ → S deux morphismes de schémas
formels adiques. Si f est localement de type fini (resp. localement de présenta-
tion finie, resp. de type fini, resp. de présentation finie), il en est de même de la
projection canonique S ′ ×S X → S ′.

En effet, la question étant locale sur S et S ′ (2.3.17), on peut se borner
au cas où g est déployé (2.2.4), auquel cas la proposition résulte de 2.2.15 et des
assertions correspondantes pour les morphismes de schémas usuels ([28] 6.2 et 6.3).
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Définition 2.3.20. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels. On dit que f est propre s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) f est adique.
(ii) Pour tout idéal de définition de type fini K de Y, si l’on pose J =f∗(K )OX,

X0 = (X,OX/J ) et Y0 = (Y,OY/K ), le morphisme f0 : X0 → Y0 déduit
de f est propre.

Lorsqu’il en est ainsi, on dit aussi que X est un Y-schéma formel propre, ou propre
sur Y.

Proposition 2.3.21. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels, K un idéal de définition de type fini de Y. Pour que f soit
propre, il faut et il suffit que f soit adique, et que si l’on pose J = f∗(K )OX,
X0 = (X,OX/J ) et Y0 = (Y,OY/K ), le morphisme f0 : X0 → Y0 déduit de f
soit propre.

Il n’y a que la suffisance de la condition à démontrer. Soient K ′ un idéal
de définition de type fini de Y, J ′ = f∗(K ′)OX, X′0 = (X,OX/J ′), Y′0 =
(Y,OY/K ′). Montrons que le morphisme f ′0 : X′0 → Y′0 déduit de f est propre.
La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où Y est quasi-compact.
Si K ′ ⊂ K , on a un diagramme cartésien

X0
f0 ��

i

��

Y0

j

��
X′0

f ′
0 �� Y′0

où i et j sont des immersions surjectives (2.2.9). Il revient donc au même de dire
que f0 ou f ′0 est propre ([29] 5.4.5), d’où l’assertion.

Corollaire 2.3.22. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est propre.
(ii) Pour tout ouvert U de Y, la restriction de f au-dessus de U est propre.
(iii) Pour tout y ∈ Y, il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que la

restriction de f au-dessus de U soit propre.

Cela résulte aussitôt de 2.3.21 et 2.2.10.

Proposition 2.3.23. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels
considérés sont adiques.

(i) Le composé de deux morphismes propres est un morphisme propre.
(ii) Si f : X → Y est un morphisme propre, X ×Y Y′ → Y′ est propre pour tout

morphisme g : Y′ → Y.
(iii) Si f : X → Y et g : Y → Z sont deux morphismes tels que g ◦ f soit propre et

g soit adique et séparé, alors f est propre.
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Les proposition (i) et (iii) résultent de 2.3.21 et des assertions correspondantes
pour les schémas usuels ([29] 5.4.2 et 5.4.3). Pour (ii), la question étant locale sur Y
et sur Y′ (2.3.22), on peut se borner au cas où g est un morphisme déployé (2.2.4) ;
la proposition résulte alors de 2.3.21, 2.2.15 et de l’assertion correspondante pour
les schémas usuels ([29] 5.4.2).

Proposition 2.3.24. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels, K un idéal de définition de type fini de Y. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est un morphisme adique et si l’on pose J = f∗(K )OX, X0 = (X,OX/J )
et Y0 = (Y,OY/K ), le morphisme f0 : X0 → Y0 déduit de f est fini.

(ii) Pour tout ouvert formel affine U de Y, f−1(U) est un ouvert formel af-
fine de X, et Γ(f−1(U),OX) est une Γ(U,OY)-algèbre adique (1.8.4.5) et un
Γ(U,OY)-module de type fini.

(iii) Tout point de Y possède un voisinage ouvert formel affine U tel que f−1(U)
soit un ouvert formel affine de X, et que Γ(f−1(U),OX) soit une Γ(U,OY)-
algèbre adique et un Γ(U,OY)-module de type fini.

Montrons d’abord que (i) entraîne (ii). On peut supposer que l’on a Y =
Spf(B) et K = K∆, où B est un anneau adique et K est un idéal de définition
de type fini de B. Posons Xn = (X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1) et soit
fn : Xn → Yn le morphisme déduit de f . Alors X est la limite inductive du (Yn)-
système inductif adique (Xn) (2.2.14). Par hypothèse, X0 est un schéma affine
dont l’anneau A0 est un (B/K)-module de type fini. Donc chacun des Xn est un
schéma affine ([28] 2.3.5), et si An est son anneau, pour tout m ≤ n, Am est
isomorphe à An/Km+1An. Par suite, X est isomorphe à Spf(A), où A = lim←− An,
et la conclusion résulte de ([12] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1). Il est claire que
(ii) implique (iii). Enfin, (iii) entraîne (i) en vertu de 2.2.8 et 2.2.10.

Définition 2.3.25. Lorsque les conditions équivalentes de (2.3.24) sont vérifiées, on
dit que le morphisme f est fini, ou encore que X est un Y-schéma formel fini, ou
fini sur Y.

Il est clair que si f est fini, il est affine, et pour tout ouvert U ⊂ Y, f−1(U)
est fini sur U .

Proposition 2.3.26. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels
considérés sont adiques.

(i) Le composé de deux morphismes finis est un morphisme fini.
(ii) Si f : X → Y est un morphisme fini, X ×Y Y′ → Y′ est fini pour tout

morphisme g : Y′ → Y.
(iii) Si f : X → Y et g : Y → Z sont deux morphismes tels que g ◦ f soit fini et g

soit adique et séparé, alors f est fini.

Les propositions (i) et (iii) résultent de 2.3.24 et des assertions correspon-
dantes pour les schémas usuels ([29] 6.1.5). Pour (ii), la question étant locale sur
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Y et sur Y′, on peut se borner au cas où g est un morphisme déployé (2.2.4) ; la
proposition résulte alors de 2.3.24, 2.2.15 et de l’assertion correspondante pour les
schémas usuels ([29] 6.1.5).

2.3.27. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels adiques, y
un point de Y. On note Oy l’anneau local de OY en y, κ(y) son corps résiduel et
iy : Spec(κ(y)) → Y le morphisme canonique localisé en y. La fibre de X au-dessus
de y, c’est à dire le schéma formel X ×Y Spec(κ(y)), sera notée X ⊗Y κ(y).

Soient K un idéal de définition de type fini de Y, J = f∗(K )OX, X0 =
(X,OX/J ), Y0 = (Y,OY/K ), f0 : X0 → Y0 le morphisme de schémas usuels
déduit de f . Il est immédiat de voir que X⊗Y κ(y) est canoniquement isomorphe
à X0 ⊗Y0 κ(y) ([28] 10.7.4) ; en particulier, X ⊗Y κ(y) est un schéma (usuel).

Soit x un point de X ⊗Y κ(y). On appelle dimension relative de X sur Y
en x, et on note dimx(X/Y), la dimension de X ⊗Y κ(y) en x ; elle est fini si f
est localement de type fini. On appelle dimension relative de X sur Y, et on note
dim(X/Y), la borne supérieure des nombres dimx(X/Y), lorsque x parcourt les
points de X.

Soient F un OX-module, Fx la fibre de F en x, F⊗Yκ(y) l’image réciproque
de F sur X⊗Yκ(y). Alors la fibre de F⊗Yκ(y) en x est canoniquement isomorphe
à Fx⊗Oy κ(y). En effet, il suffit de le montrer pour F = OX, auquel cas l’assertion
résulte facilement de l’isomorphisme X ⊗Y κ(y)  X0 ⊗Y0 κ(y) ([28] 3.4.6).

Définition 2.3.28. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme de
schémas formels. On dit que f est quasi-fini s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) f est de type fini.

(ii) Tout point x ∈ X est isolé dans sa fibre X ⊗Y κ(f(x)).

Lorsqu’il en est ainsi, on dit aussi que X est un Y-schéma formel quasi-fini, ou
quasi-fini sur Y.

Proposition 2.3.29. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
adiques, K un idéal de définition de type fini de Y, J = f∗(K )OX, X0 =
(X,OX/J ), Y0 = (Y,OY/K ), f0 : X0 → Y0 le morphisme de schémas usuels
déduit de f . Pour que f soit quasi-fini, il faut et il suffit que f0 soit quasi-fini.

Cela résulte aussitôt de 2.3.27.

Proposition 2.3.30. Soit f : X → Y un morphisme propre, localement de présenta-
tion finie et quasi-fini de schémas formels adiques. Alors f est fini.

En effet, la proposition se ramène aussitôt à l’assertion correspondante pour
les morphismes de schémas usuels ([31] 8.11.1).
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2.4 Morphismes lisses, morphismes non ramifiés,
morphismes étales

Définition 2.4.1. Soient f : X → Y un morphisme de schémas formels. On dit
que f est un morphisme formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp.
formellement étale) si, pour tout schéma (usuel) affine Y ′, tout sous-schéma fermé
Y ′0 de Y ′ défini par un idéal nilpotent I de OY ′ , et tout morphisme de schémas
formels Y ′ → Y (2.1.20), l’application

HomY(Y ′,X) → HomY(Y ′0 ,X) (2.4.1.1)

déduite de l’injection canonique Y ′0 → Y ′, est surjective (resp. injective, resp.
bijective).

2.4.2. Supposons Y = Spf(A) et X = Spf(B) affines, de sorte que f provient
d’un homomorphisme continu d’anneaux admissibles ϕ : A→ B. En vertu de ([31]
0.19.3.1 et 0.19.10.2), dire que f est formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale) signifie que B est une A-algèbre formellement
lisse (resp. formellement non ramifié, resp. formellement étale).

Proposition 2.4.3.

(i) Le composé de deux morphismes formellement lisses (resp. formellement non
ramifiés, resp. formellement étales) de schémas formels est formellement lisse
(resp. formellement non ramifié, resp. formellement étale).

(ii) Soient f : X → Y, g : Y′ → Y deux morphismes de schémas formels. Si f
est formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp. formellement
étale), il en est de même du morphisme X ×Y Y′ → Y′.

Cela résultent immédiatement de la définition (2.4.1).

Proposition 2.4.4. Soit f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
adiques. Pour que f soit formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp.
formellement étale), il faut et il suffit que pour tout idéal de définition de type fini
K de Y, si l’on pose J = f∗(K )OX, X0 = (X,OX/J ) et Y0 = (Y,OY/K ),
le morphisme de schémas usuels f0 : X0 → Y0 déduit de f soit formellement lisse
(resp. formellement non ramifié, resp. formellement étale).

Cela résulte facilement de 2.4.3(ii), 2.2.9 et 2.2.12.

Définition 2.4.5. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels. On dit que f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) s’il
est localement de présentation finie et formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale). On dit alors aussi que X est un Y-schéma lisse
(resp. non ramifié, resp. étale), ou lisse (resp. non ramifié, resp. étale) sur Y.

Proposition 2.4.6. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels. Pour que f soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il faut
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et il suffit que f soit adique et que pour tout idéal de définition de type fini K
de Y, si l’on pose J = f∗(K )OX, X0 = (X,OX/J ) et Y0 = (Y,OY/K ), le
morphisme de schéma usuels f0 : X0 → Y0 déduit de f soit lisse (resp. non ramifié,
resp. étale).

Cela résulte de 2.4.4 et des définitions.

Proposition 2.4.7. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels, K un idéal de définition de type fini de Y. Pour que f soit
non ramifié, il faut et il suffit que f soit localement de présentation finie, et que si
l’on pose J = f∗(K )OX, X0 = (X,OX/J ) et Y0 = (Y,OY/K ), le morphisme
f0 : X0 → Y0 déduit de f soit non ramifié.

La condition est nécessaire en vertu de 2.4.6. Pour établir sa suffisance, il suffit
de montrer que si K ′ est un idéal de définition de type fini de Y, J ′ = f∗(K ′)OX,
X′0 = (X,OX/J

′) et Y′0 = (Y,OY/K
′), le morphisme f ′0 : X′0 → Y′0 déduit de f

est non ramifié (2.4.6). On notera que f ′0 est localement de présentation finie. La
question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où Y est quasi-compact. Si
K ′ ⊂ K , on a un diagramme cartésien (2.2.9)

X0
f0 ��

i

��

Y0

j

��
X′0

f ′
0 �� Y′0

où i et j sont des immersions surjectives et f0 et f ′0 sont localement de présentation
finie. Il revient donc au même de dire que f0 ou f ′0 est non ramifié ([31] 17.4.1),
d’où l’assertion.

Proposition 2.4.8. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels, K un idéal de définition de type fini de Y. Pour que f soit
lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il faut et il suffit que f soit adique, et que
si l’on pose J = f∗(K )OX, Xn = (X,OX/J n+1) et Yn = (Y,OY/K n+1), le
morphisme fn : Xn → Yn déduit de f soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale)
pour tout n ≥ 0.

La condition est nécessaire en vertu de 2.4.6. Pour établir sa suffisance, il suffit
de montrer que si K ′ est un idéal de définition de type fini de Y, J ′ = f∗(K ′)OX,
X′0 = (X,OX/J ′) et Y′0 = (Y,OY/K ′), le morphisme f ′0 : X′0 → Y′0 déduit de
f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) (2.4.6). Cela se voit immédiatement en
calquant la preuve de l’implication (ii)⇒(i) dans 2.3.16.

Proposition 2.4.9. Soient Y un schéma formel adique, f : X → Y un morphisme
de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale).
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(ii) Pour tout ouvert V de Y et tout ouvert U de X tels que f(U ) ⊂ V , la
restriction U → V de f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale).

(iii) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert V de f(x) et un voisinage
ouvert U de x tels que f(U) ⊂ V et que la restriction U → V de f soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale).

En effet, cela résulte de 2.4.8, 2.2.10 et ([31] 17.1.6).

Proposition 2.4.10. On suppose dans ce qui suit que tous les schémas formels
considérés sont adiques.

(i) Le composé de deux morphismes lisses (resp. non ramifiés, resp. étales) est
lisse (resp. non ramifié, resp. étale).

(ii) Soient f : X → Y, g : Y′ → Y deux morphismes. Si f est lisse (resp. non
ramifié, resp. étale), il en est de même du morphisme X ×Y Y′ → Y′.

(iii) Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes tels que g ◦ f soit non ramifié
et que g soit localement de type fini. Alors f est non ramifié.

(iv) Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes tels que g ◦ f soit lisse (resp.
étale) et que g soit non ramifié. Alors f est lisse (resp. étale).

Les propositions (i) et (ii) résultent de 2.3.18, 2.3.19 et 2.4.3. Les propositions
(iii) et (iv) résultent de 2.2.11, 2.4.8 et des assertions correspondantes pour les
morphismes de schémas usuels ([31] 17.3.3 et 17.3.4).

Proposition 2.4.11. Soient S un schéma formel adique, I un idéal de définition de
type fini de S , S0 = (S ,OS /I ), f0 : X0 → S0 un morphisme lisse de schémas.
Supposons que X0 soit affine, ou que f0 soit étale. Alors il existe un morphisme
lisse de schémas formels adiques f : X → S qui relève f0 ; c’est à dire, si l’on
pose J = f∗(I )OX et X0 = (X,OX/J ), f0 s’identifie au morphisme X0 → S0

déduit de f . Si X0 est affine, X est affine. Si f0 est étale, f est étale et unique à
isomorphisme unique près.

Posons Sn = (S ,OS /I n+1) pour n ≥ 0. On construit par récurrence sur
n des morphismes lisses fn : Xn → Sn tels que fn soit une déformation de fn−1

(pour n ≥ 1) ([33] 5.9). Si X0 est affine, Xn est affine ([28] 2.3.5). Si f0 est étale, fn
est étale et unique à isomorphisme unique près. Les Xn forment un (Sn)-système
inductif adique (2.2.13), et définissent donc un schéma formel X adique sur S
(2.2.14). Le morphisme structural f : X → S est lisse en vertu de 2.4.8. Si f0 est
étale, f est étale et unique à isomorphisme unique prés. Si X0 est affine, X est
affine (2.1.37).

2.4.12. On appelle schéma formel pointé (resp. schéma formel adique pointé) un
couple (X, x) formé d’un schéma formel (resp. d’un schéma formel adique) X et
d’un point x ∈ X. Un morphisme de schémas formels pointés f : (X, x) → (Y, y)
est un morphisme de schémas formels f : X → Y tel que f(x) = y.

Définition 2.4.13. Soit (X, x) un schéma formel adique pointé. Un voisinage étale
élémentaire de (X, x) est un schéma formel pointé (Y, y), où Y est un X-schéma
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formel étale et y est un point de Y au-dessus de x, à extension résiduelle triviale,
c’est à dire κ(y)  κ(x).

Soient f : Y → X un morphisme étale de schémas formels adiques, y un point
de Y, x son image dans X, J un idéal de définition de type fini de X. Posons
K = f∗(J )OY, X0 = (X,OX/J ), Y0 = (Y,OY/K ) et soit f0 : Y0 → X0 le
morphisme déduit de f . Alors, pour que (Y, y) soit un voisinage étale élémentaire
de (X, x), il faut et il suffit que (Y0, y) soit un voisinage étale élémentaire de
(X0, x).

Le théorème suivant est une version formelle renforcée d’un résultat de Ray-
naud-Gruson, établi initialement dans le cadre algébrique ([42] 1.1.1).

Théorème 2.4.14. Soit f : (X, x) → (S , s) un morphisme localement de type fini
de schémas formels adiques pointés ; posons n = dimx(X/S ) (2.3.27). Alors, il
existe un diagramme commutatif de schémas formels adiques pointés

(Y, y)
g ��

u

��

(T , t) h �� (S ′, s′)

v

��
(X, x)

f �� (S , s)

vérifiant les conditions suivantes :

(i) Y, T et S ′ sont formels affines ; u et v sont des voisinages étales élémen-
taires ;

(ii) h est lisse à fibres géométriquement intègres de dimension n, et l’adhérence
de t dans T ⊗S ′ κ(s′) est géométriquement irréductible ;

(iii) g est fini et y est l’unique point de Y au-dessus de t.

Soient I un idéal de définition de type fini de S , J = f∗(I )OX, Xn =
(X,OX/J n+1), Sn = (S ,OS /I n+1) et fn : Xn → Sn le morphisme déduit de f .
En vertu de ([42] 1.1.1), il existe un diagramme commutatif de schémas pointés

(Y, y)
g0 ��

u0

��

(T, t)
h0 �� (S′, s′)

v0

��
(X0, x)

f0 �� (S0, s)

vérifiant les conditions suivantes :

(a) Y , T et S′ sont affines ; u0 et v0 sont des voisinages étales élémentaires ;
(b) h0 est lisse à fibres géométriquement intègres de dimension n ;
(c) g0 est fini et y est l’unique point de Y au-dessus de t.

De plus, il résulte de la démonstration de loc. cit. qu’on peut supposer l’adhérence
de t dans T ⊗S′ κ(s′) géométriquement irréductible.
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En vertu de 2.4.11, il existe deux morphismes étales u : Y → X et v : S ′ →
S qui relèvent respectivement u0 : Y → X0 et v0 : S ′ → S0, où Y et S sont
affines. Donc u : (Y, y) → (X, x) et v : (S ′, s′) → (S , s) sont des voisinages étales
élémentaires (2.4.13). Utilisons encore une fois 2.4.11 ; il existe alors un morphisme
lisse h : T → S ′ qui relève h0, où T est affine. On sait (2.2.14) que Y (resp. T )
est une limite inductive d’un (Sn)-système inductif adique (Yn) (resp. (Tn) tel
que Tn → Sn soit lisse). On peut alors compléter le S0-morphisme g0 : Y → T
en un système inductif de Sn-morphismes gn : Yn → Tn (pour n ≥ 0). Il est
immédiat de voir que pour m ≤ n, gm s’identifie à gn×Sn idSm ; donc en vertu de
2.2.14 et 2.3.24, la suite (gn) définit un S -morphisme fini g : Y → T qui relève
g0, d’où la proposition.

Proposition 2.4.15. Soient X→S un morphisme lisse de schémas formels adiques,
s un point de S , C une composante connexe de X⊗S κ(s) qui est géométriquement
intègre de dimension n. Alors, il existe un voisinage étale élémentaire (S ′, s′) de
(S , s) et un ouvert U ′ de X′ = X ×S S ′ tels que U ′ contienne C et tels que les
fibres du morphisme U ′ → S ′ soient géométriquement intègres de dimension n.

Cela résulte de 2.4.11 et de l’assertion analogue pour les morphismes de
schémas usuels :

Lemme 2.4.16 ([42] 1.1.3). Soient X → S un morphisme lisse de schémas, s un
point de S, C une composante connexe de X ⊗S κ(s) qui est géométriquement
intègre de dimension n. Alors, il existe un voisinage étale élémentaire (S′, s′) de
(S, s) et un ouvert U ′ de X ′ = X ×S S ′ tels que U ′ contienne C et tels que les
fibres du morphisme U ′ → S ′ soient géométriquement intègres de dimension n.

Soient (S̃, s̃) un hensélisé strict de (S, s), X̃ = X ×S S̃. Comme X̃ est lisse
sur S̃ et que C⊗κ(s)κ(s̃) est non vide, le morphisme X̃ → S̃ possède une section σ̃
telle que σ̃(s̃) ∈ C⊗κ(s̃) ([31] 17.16.3). Considérons (S̃, s̃) comme limite projective
filtrante de schémas finis et étales sur le hensélisé de S en s. Par passage à la
limite, on trouve qu’il existe un voisinage étale élémentaire (S ′, s′) de (S, s) et un
morphisme fini étale surjectif S1 → S′, ayant un seul point s1 au-dessus de s, tels
queX1 = X×SS1 possède une section σ1 au-dessus de S1 et que σ1(s1) ∈ C⊗κ(s1).
La réunion des composantes connexes des fibres deX1 → S1 qui rencontrent σ1(S1)
est un ouvert U1 de X1 ([31] 15.6.5). Comme C⊗κ(s1) est connexe par hypothèse,
U1 contient C⊗κ(s1). Le morphisme lisse U1 → S1 admet une section et ses fibres
sont connexes, elles sont donc géométriquement intègres ([42] 1.1.2).

Posons X ′ = X ×S S ′ et soit p : X1 → X ′ la projection canonique. D’une
part, p est fini, donc fermé, et par suite p(X1 − U1) est fermé dans X ′. D’autre
part, p(X1 −U1) ne rencontre pas C = C ⊗ κ(s′). Alors U ′ = X ′− p(X1 −U1) est
un ouvert de X ′, contenant C, tel que p−1(U ′) soit contenu dans U1. A fortiori,
les fibres de U ′ → S′ sont géométriquement intègres ; quitte à restreindre S′ à un
voisinage ouvert de s′, on peut supposer qu’elles sont de dimension n.
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2.5 Complété formel d’un schéma le long
d’un sous-schéma

2.5.1. Soient X un schéma (usuel), X ′ un sous-schéma fermé de X défini par
un idéal quasi-cohérent J de OX , Ψ l’injection canonique X ′ → X des espaces
sous-jacents, F un OX -module quasi-cohérent. On appelle complété de F le long
de X ′ et on désigne par F/X′ ou par F̂ (lorsqu’aucune confusion n’est possible)
le faisceau lim←−

n

Ψ−1(F ⊗OX (OX/J n)).

On notera que cette définition est équivalente à celle de Grothendieck ([28]
10.8.2) ; plus précisément, le morphisme canonique

Ψ−1lim←−
n

(F ⊗OX (OX/J n)) → lim←−
n

Ψ−1(F ⊗OX (OX/J n)) (2.5.1.1)

est bijectif. En effet, comme X ′ est fermé dans X , Ψ∗ est pleinement fidèle, et il
suffit de voir que Ψ∗(2.5.1.1) est un isomorphisme. Considérons alors le diagramme
commutatif suivant

Ψ∗Ψ−1lim←−
n

(F ⊗OX (OX/J n)) Ψ∗(2.5.1.1) �� Ψ∗lim←−
n

Ψ−1(F ⊗OX (OX/J n))

v

��
lim←−
n

(F ⊗OX (OX/J n)) w ��

u

��

lim←−
n

Ψ∗Ψ−1(F ⊗OX (OX/J n))

où u et w sont des morphismes d’adjonction, et v est la flèche canonique. Comme
v et w sont des isomorphismes, on se réduit à montrer que u est un isomorphisme.
Si on note V l’ouvert complémentaire de X ′ dans X et j : V → X l’injection
canonique, le foncteur j∗ commute aux limites projectives, car il admet un adjoint
à gauche. On en conclut que

j∗lim←−
n

(F ⊗OX (OX/J n)) = 0,

et par suite que u est un isomorphisme.
Il est immédiat que pour tout ouvert U ⊂ X , on a

(F |U )/(U∩X′) = (F/X′)|(U ∩X ′).

Par passage à la limite projective, il est clair que (OX)/X′ est un faisceau
d’anneaux, et que F/X′ peut être considéré comme un (OX )/X′ -module. En outre,
comme il existe une base de la topologie deX ′ formée d’ouverts quasi-compacts, on
peut considérer (OX)/X′ (resp. F/X′) comme un faisceau d’anneaux topologiques
(resp. de groupes topologiques) limite projective des faisceaux d’anneaux (resp. de
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groupes) pseudo-discrets Ψ−1(OX/J n) (resp. Ψ−1(F ⊗OX (OX/J n))), et F/X′

devient alors un (OX )/X′ -module topologique ([28] 0.3.9.1 et 0.3.9.2). Pour tout
ouvert quasi-compact U de X , Γ(U ∩ X ′, (OX )/X′) (resp. Γ(U ∩ X ′,F/X′)) est
alors limite projective des anneaux (resp. groupes) discrets Γ(U,OX/J n) (resp.
Γ(U,F/J nF )).

On voit aussitôt que F/X′ est un foncteur additif de la catégorie des OX -
modules quasi-cohérents, à valeurs dans la catégorie des (OX)/X′ -modules topo-
logiques.

On appelle complété de X le long de X ′ et on note X/X′ ou X̂ (si aucune
confusion n’est à craindre) l’espace topologiquement annelé (X ′, (OX)/X′).

Proposition 2.5.2. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X , défini
par un idéal quasi-cohérent de type fini J de OX . Alors :

(i) X̂ = X/X′ est un schéma formel adique ; J/X′ est un idéal de définition
de type fini de X̂ ; on a des isomorphismes canoniques OX̂/J/X′  OX′,
(J n)/X′  (J/X′)n (n ≥ 1) et J/X′/J 2

/X′  (J /J 2)|X ′.
(ii) Si X = Spec(A) est un schéma affine, J = J̃, où J est un idéal de type fini

de A, X̂ s’identifie canoniquement à Spf(Â), où Â est le séparé complété de
A pour la topologie J-préadique.

(iii) Si F est un OX-module quasi-cohérent de type fini, alors pour tout entier
n ≥ 1, on a des isomorphismes canoniques J n

/X′F/X′  (J nF )/X′ et
F/X′/J n

/X′F/X′  (F/J nF )|X ′.
(iv) Si A est un idéal quasi-cohérent de type fini de OX , contenant localement

une puissance de J , alors A/X′ est un idéal ouvert de type fini de X̂, et
(A/X′)m = (A m)/X′ pour tout entier m ≥ 1.

(i) Cela résulte immédiatement de 2.1.36.
(ii) En effet, si Ĵ désigne le séparé complété de J pour la topologie J-

préadique, alors Â est un anneau Ĵ-adique tel que Â/Ĵn = A/Jn (1.8.7), d’où
la conclusion.

(iii) Comme la suite canonique

0 → (J nF )/X′ → F/X′ → (F/J nF )|X ′ → 0

est exacte, il suffit de montrer que J n
/X′F/X′  (J nF )/X′ . La question étant

locale, on peut se borner au cas affine envisagé dans (ii). On a alors F = M̃ , où
M est un A-module de type fini. Il résulte de 2.5.1 et 1.8.7 que, pour tout f ∈ A,

Γ(D(f) ∩X ′, (J nF )/X′) = (JnM){f} = JnM{f} = JnΓ(D(f) ∩X ′,F/X′).

Comme Jn(F/X′) est associé au préfaisceau U �→ JnΓ(U,F/X′) et que les ouverts
D(f)∩X ′ forment une base de la topologie de X ′, on en déduit que (J nF )/X′ =
Jn(F/X′). Remplaçant F par OX , on obtient que J n

/X′ = JnOX̂ (2.1.11), d’où
notre assertion.
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(iv) Les questions étant locales, on peut se borner au cas affine envisagé dans
(ii). On a alors A = ã, où a est un idéal de type fini de A, ouvert pour la topologie
J-préadique. Soient â (resp. Ĵ) le séparé complété de a (resp. J) pour la topologie
J-préadique. D’après 1.8.7, â est un idéal ouvert de type fini de Â tel que â = aÂ
et â/Ĵnâ = a/Jna. On en déduit facilement que A/X′ = â∆, et par suite que
A/X′ = aOX̂ en vertu 2.1.13, d’où la conclusion.

2.5.3. Reprenons les notations et hypothèses de 2.5.1. On a un homomorphisme
canonique de faisceaux d’anneaux θ : OX → Ψ∗((OX )/X′) = lim←− (OX/J n). On
désigne par iX le morphisme, dit canonique, (Ψ, θ) : X/X′ → X d’espaces anne-
lés. Pour tout OX -module quasi-cohérent F , on a un homomorphisme canonique
fonctoriel γ : F → Ψ∗(F/X′ ) de OX -modules.

2.5.4. Soient X ′, X ′′ deux sous-schémas fermés d’un schéma X , définis par deux
idéaux quasi-cohérents J ′, J ′′ de OX . Supposons que pour tout ouvert affine
U de X , il existe un entier m > 0 tel que (J ′|U)m ⊂ J ′′|U et (J ′′|U)m ⊂
J ′|U . Dans ces conditions, pour tout OX -module quasi-cohérent F , les faisceaux
de groupes topologiques F/X′ et F/X′′ sont canoniquement isomorphes. Cette
condition sur X ′ et X ′′ implique que ces deux sous-schémas ont même espace
sous-jacent, et ces deux conditions sont équivalentes si les deux idéaux J ′ et J ′′

sont de type fini ([28] 6.8.4).

Proposition 2.5.5. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X , défini
par un idéal quasi-cohérent de type fini J de OX , X̂ = X/X′ le schéma formel
complété de X le long de X ′, i : X̂ → X le morphisme canonique d’espaces annelés
(2.5.3). Supposons la paire (X,X ′) quasi-idyllique (1.12.21). Alors :

(i) Pour toute suite exacte de OX-modules quasi-cohérents 0 → F ′ → F →
F ′′ → 0 telle que F soit de type fini, la suite de OX̂-modules 0 → F ′/X′ →
F/X′ → F ′′/X′ → 0 est exacte.

(ii) Pour tout OX-module quasi-cohérent de type fini F , l’homomorphisme cano-
nique γ� : i∗(F ) → F/X′ est un isomorphisme ; en particulier, F/X′ est un
OX̂ -module de type fini.

(i) Il suffit de montrer que si U = Spec(B) est un ouvert affine de X , la suite

0 → Γ(U ∩X ′,F ′/X′) → Γ(U ∩X ′,F/X′) → Γ(U ∩X ′,F ′′/X′) → 0

est exacte. On a alors F |U = M̃ , F ′|U = M̃ ′, F ′′|U = M̃ ′′, où M , M ′, M ′′
sont trois B-modules tels que M soit de type fini et que la suite 0 → M ′ →
M →M ′′ → 0 soit exacte. Soit K l’idéal de B tel que J |U = K̃. Par définition,
Γ(U ∩X ′,F/X′) = M̂ est le séparé complété de M pour la topologie K-préadique,
et de même Γ(U ∩ X ′,F ′/X′) = M̂ ′ et Γ(U ∩ X ′,F ′′/X′) = M̂ ′′ ; notre assertion
résulte alors de 1.8.26(i) et 1.12.16(i).
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(ii) Il suffit évidemment de montrer la première assertion. La question étant
locale, on peut se borner au cas où X = Spec(B) est affine, J = K̃ et K est un
idéal de B. Supposons d’abord que F = M̃ , oùM est unB-module de présentation
finie. On a alors une suite exacte de B-modules Bp → Bq → M → 0, qui induit,
en vertu de (i), un diagramme commutatif à lignes exactes

i∗(Op
X ) ��

γ�

��

i∗(Oq
X ) ��

γ�

��

i∗(M̃) ��

γ�

��

0

Op

X̂
�� Oq

X̂
�� M̃/X′ �� 0

Il résulte aussitôt des définitions que γ� : i∗(OX ) → OX̂ est l’identité, ce qui en-
traîne l’assertion.

Supposons ensuite que F = M̃ , où M est un B-module de type fini, et
posons N = MK-tor (1.8.30). En vertu de (i), on a un diagramme commutatif à
lignes exactes

i∗(Ñ) ��

α′

��

i∗(M̃) ��

α

��

i∗((M/N)∼) ��

α′′

��

0

0 �� Ñ/X′ �� M̃/X′ �� ((M/N)∼)/X′ �� 0

D’après 1.12.16(iii), M/N est un B-module de présentation finie, et KnN = 0
pour un entier n ≥ 0. Par suite α′ et α′′ sont des isomorphismes ; donc α est un
isomorphisme.

Corollaire 2.5.6. Sous les hypothèses de (2.5.5), si F et G sont des OX -modules
quasi-cohérents de type fini, il existe un isomorphisme canonique

(F/X′) ⊗(OX)/X′ (G/X′)  (F ⊗OX G )/X′ . (2.5.6.1)

Proposition 2.5.7. Soient X un schéma quasi-compact, X ′ un sous-schéma fermé
de X, défini par un idéal quasi-cohérent de type fini J de OX , X̂ = X/X′ le
schéma formel complété de X le long de X ′. Supposons la paire (X,X ′) quasi-
idyllique (1.12.21). Pour qu’un idéal A de OX̂ soit ouvert de type fini, il faut et
il suffit qu’il soit le complété le long de X ′ d’un idéal quasi-cohérent de type fini
C de OX contenant une puissance de J . De plus, C est uniquement déterminé
par A .

Si C est un idéal quasi-cohérent de type fini de OX contenant une puissance
de J , alors C/X′ est un idéal ouvert de type fini de X̂ en vertu de 2.5.2(iv).
Inversement, soit A un idéal ouvert de type fini de X̂. Quitte à remplacer J
par une puissance, on peut supposer J/X′ ⊂ A . Le quotient A /J/X′ s’identifie
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à un idéal quasi-cohérent de type fini de OX̂/J/X′ = OX′ (2.5.2). Notons C
l’image réciproque de A /J/X′ dans OX , qui est un idéal quasi-cohérent de type
fini de OX contenant J . Pour tout entier n ≥ 1, compte tenu des isomorphismes
OX̂/(J/X′)n  (OX/J n)|X ′ et J/X′/(J/X′)n  (J /J n)|X ′ (2.5.2), on a

A /(J/X′)n  (C /J n)|X ′.

Comme A est un idéal ouvert de X̂ , il est isomorphe à la limite projective des
A /(J/X′)n. On en déduit que l’on a A = C/X′ . Si C ′ est un autre idéal quasi-
cohérent de type fini de OX contenant J n (n ≥ 1) tel que A = C ′/X′ , alors
(C /J n)|X ′ = (C ′/J n)|X ′ en vertu de 2.5.5(i). Par suite on a C /J n = C ′/J n ;
d’où C = C ′.

Proposition 2.5.8. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X, X̂ =
X/X′ le schéma formel complété de X le long de X ′, F un OX -module quasi-
cohérent de type fini. Supposons la paire (X,X ′) quasi-idyllique (1.12.21). Alors,
le noyau de l’homomorphisme

Γ(X,F ) → Γ(X ′,F/X′)

déduit de F → F/X′ , est formé des sections nulles sur un voisinage de X ′.

Il résulte de la définition de F/X′ que l’image canonique d’une telle section
est nulle. Réciproquement, si s ∈ Γ(X,F ) a une image nulle dans Γ(X ′,F/X′), il
suffit de voir que tout x ∈ X ′ admet un voisinage dans X dans lequel s est nulle,
et on peut donc se ramener au cas où X = Spec(B) est affine, X ′ = V(K), où K
est un idéal de type fini de B, et F = M̃ , où M est un B-module de type fini.
Alors Γ(X ′,F/X′) est le séparé complété M̂ de M pour la topologie K-préadique,
et l’homomorphisme Γ(X,F ) → Γ(X ′,F/X′) est l’homomorphisme canonique
M → M̂ . Le noyau de cet homomorphisme est formé de sections z ∈ M annulée
par un élément de 1 +K (1.8.27, 1.8.25.4 et 1.12.14(i)). On a donc (1 + f)s = 0
pour un f ∈ K ; pour tout x ∈ X ′, on en déduit (1x + fx)sx = 0, et comme 1 + fx
est inversible dans Ox, on a sx = 0, ce qui démontre la proposition.

Corollaire 2.5.9. Sous les hypothèses de (2.5.8), le support de F/X′ est égal à
Supp(F ) ∩X ′.

En effet, comme F/X′ est un OX̂ -module de type fini (2.5.5), son support
est fermé ([28] 0.5.2.2), et le corollaire résulte alors de 2.5.8.

2.5.10. Soient f : X → Y un morphisme de schémas, X ′ (resp. Y ′) un sous-
schéma fermé de X (resp. Y ), défini par un idéal quasi-cohérent de type fini J
(resp. K ) de OX (resp. OY ), i : X ′ → X et j : Y ′ → Y les injections canoniques.
Supposons que f ◦i soit majoré par j ; il revient au même de dire que f∗(K )OX ⊂
J . On a donc pour tout entier n > 0, f∗(K n)OX ⊂ J n ; par suite, si on
pose Xn = (X ′, (OX/J n+1)|X ′) et Yn = (Y ′, (OY /K n+1)|Y ′), on déduit de f
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un morphisme fn : Xn → Yn et il est immédiat que les fn forment un système
inductif. Nous désignons sa limite par f̂ : X/X′ → Y/Y ′ et nous dirons que f̂ est
le prolongement de f aux complétés de X et Y le long de X ′ et Y ′. Il résulte
aussitôt de la définition précédente que f̂ est un morphisme de schémas formels
et le diagramme de morphismes d’espaces annelés

X/X′
f̂ ��

iX

��

Y/Y ′

iY

��
X

f �� Y

(2.5.10.1)

est commutatif. On a f̂∗(K/Y ′)OX/X′ ⊂ J/X′ , et fn : Xn → Yn est le morphisme
déduit de f̂ , en vertu de 2.2.2 et 2.5.2(i). Si en outre J = f∗(K )OX , alors
J/X′ = f̂∗(K/Y ′)OX/X′ , et f̂ est un morphisme adique en vertu de 2.2.6.

Proposition 2.5.11. Les hypothèses étant celles de (2.5.10), supposons de plus les
paires (X,X ′) et (Y, Y ′) quasi-idylliques (1.12.21). Alors, pour tout OY -module
quasi-cohérent de type fini G , il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de
OX̂-modules

(f∗(G ))/X′
∼→ f̂∗(G/Y ′).

En effet, en vertu de 2.5.5(ii), (f∗(G ))/X′ s’identifie à i∗X(f∗(G )) et f̂∗(G/Y ′) à
f̂∗(i∗Y G ) ; la proposition résulte alors de la commutativité du diagramme (2.5.10.1).

2.6 Schémas formels idylliques

2.6.1. On dit qu’un schéma formel affine est globalement idyllique (resp. globa-
lement quasi-idyllique, resp. globalement idyllique rig-pur) s’il est isomorphe à un
spectre formel Spf(A), où A est un anneau idyllique (resp. quasi-idyllique , resp.
idyllique rig-pur) (1.10.1 et 1.8.30.1).

Définition 2.6.2. On dit qu’un schéma formel est idyllique (resp. quasi-idyllique,
resp. idyllique rig-pur) s’il est adique et si tout point admet un voisinage ouvert
formel affine globalement idyllique (resp. globalement quasi-idyllique, resp. globa-
lement idyllique rig-pur).

On peut faire les remarques suivantes :
2.6.2.1. La notion de schéma formel quasi-idyllique est secondaire.

2.6.2.2. Un schéma formel localement noethérien est idyllique (2.1.28).
2.6.2.3. Un schéma formel affine idyllique (resp. quasi-idyllique, resp. idyllique
rig-pur) n’est pas nécessairement globalement idyllique (resp. globalement quasi-
idyllique, resp. globalement idyllique rig-pur). On signale toutefois les énoncés
2.6.3, 2.6.12 et 2.10.15.
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Proposition 2.6.3. Soient Y un schéma formel affine globalement quasi-idyllique,
X un Y-schéma formel localement de type fini. Alors pour tout ouvert formel affine
U de X, Γ(U,OX) est un anneau quasi-idyllique.

Cela est mentionné à titre de rappel (2.3.12).

Corollaire 2.6.4. Un schéma formel localement de type fini sur un schéma formel
quasi-idyllique est quasi-idyllique.

Corollaire 2.6.5. Si X est un schéma formel quasi-idyllique, les ouverts formels
affines globalement quasi-idylliques forment une base de la topologie de X.

Proposition 2.6.6. Soient X un schéma formel quasi-idyllique, J un idéal de défi-
nition de X. Alors l’espace topologique sous-jacent à X est localement noethérien ;
en particulier, le schéma usuel (X,OX/J ) est quasi-séparé.

Il suffit d’établir la première assertion ([28] 6.1.13). La question étant locale,
on peut clairement se borner au cas où X = Spf(A) est formel affine et A est topo-
logiquement de type fini sur un anneau 1-valuatif R. Soient m l’idéal maximal de
R, t un élément non nul de m. Les schémas affines Spec(A/tA) et Spec(A/mA) ont
même espace topologique sous-jacent. Comme A/tA est une algèbre de type finie
sur R/tR, A/mA est une algèbre de type finie sur R/m ; elle est donc noethérienne,
d’où la conclusion.

Corollaire 2.6.7. Soit f : X → Y un morphisme adique de schémas formels adiques.
Alors :

(i) Si X est quasi-idyllique, f est quasi-séparé.
(ii) Si X est quasi-compact et Y est quasi-idyllique, f est quasi-compact.

Cela résulte de 2.3.2, 2.6.6 et ([28] 6.1.10).

Corollaire 2.6.8. Soient Z un schéma formel quasi-idyllique, f : X → Y, g : Y → Z
deux morphismes de schémas formels tels que g soit localement de type fini et que
g ◦ f soit de présentation finie. Alors f est de présentation finie.

En effet, X est quasi-idyllique (2.6.4) et f est localement de présentation
finie (2.3.18). Il résulte alors de 2.6.7(i) que f est quasi-séparé, et de 2.6.6 et ([28]
6.1.5(v)) que f est quasi-compact.

Proposition 2.6.9. Soient X un schéma formel quasi-idyllique, x un point de X,
Ox la fibre de OX en x. Alors :

(i) Soient U = Spf(A) un voisinage ouvert formel affine globalement quasi-
idyllique de x dans X, p l’idéal premier ouvert de A correspondant à x. Alors
Ox est fidèlement plat sur Ap.

(ii) Soient y une spécialisation de x dans X, Oy l’anneau local de OX en y. Alors
l’homomorphisme canonique Oy → Ox est plat.
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Posons S = A−p, de sorte que Ox = A{S} (1.8.12). La proposition (i) résulte
alors de 1.12.7. Pour établir (ii), il suffit de montrer que, pour tout idéal de type
fini I de Oy , l’homomorphisme canonique σ : I ⊗Oy Ox → Ox est injectif ([12]
chap. I §2.3 rem. 1). En vertu de 2.6.5, il existe un voisinage ouvert formel affine
globalement quasi-idyllique U = Spf(A) de y dans X et un idéal de type fini a de
A tels que I = aOy. On a I = a ⊗A Oy d’après (i) ; donc σ s’identifie à la flèche
canonique a ⊗A Ox → Ox, qui est injective en vertu de (i).

Proposition 2.6.10. Si X est un schéma formel quasi-idyllique et quasi-compact, le
foncteur sur le topos de Zariski de X défini par F �→ F (X), commute aux limites
inductives filtrantes.

C’est un cas particulier élémentaire de ([1] VI 5.3). Rappelons la preuve.
Soit (Fi)i∈I un système inductif filtrant de faisceaux de Zariski sur X. Sa limite
inductive dans la catégorie des préfaisceaux de Zariski est représentable et se
calcule terme à terme. En vertu de 2.6.6, toute famille couvrante du site de Zariski
de X admet une sous-famille couvrante finie. Il en résulte aussitôt que le préfaisceau
limite inductive de (Fi)i∈I est un faisceau ([1] I 2.8.1).

Proposition 2.6.11. Soient Y un schéma formel affine globalement quasi-idyllique,
f : X → Y un morphisme de schémas formels. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est localement de présentation finie.
(ii) Pour tout ouvert formel affine U de X, l’anneau admissible Γ(U,OX) est

topologiquement de présentation finie sur Γ(Y,OY).
(iii) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert formel affine U de x tel que

l’anneau admissible Γ(U,OX) soit topologiquement de présentation finie sur
Γ(Y,OY).

En effet, en vertu de 2.3.17, 2.2.8 et 1.10.4, (i) implique (ii) et (iii) entraîne
(i) ; et il est clair que (ii) implique (iii).

Corollaire 2.6.12. Soient Y un schéma formel affine globalement idyllique, f : X →
Y un morphisme localement de présentation finie. Alors pour tout ouvert formel
affine U de X, Γ(U,OX) est un anneau idyllique.

Cela résulte de 2.6.11 et 1.10.8.

Corollaire 2.6.13. Un schéma formel localement de présentation finie sur un
schéma formel idyllique est idyllique.

Corollaire 2.6.14. Si X est un schéma formel idyllique (resp. idyllique rig-pur),
l’espace topologiquement annelé induit sur tout ouvert de X est encore un schéma
formel idyllique (resp. idyllique rig-pur).

Cela résulte de 2.6.13 et 1.12.6.
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Corollaire 2.6.15. Si X est un schéma formel idyllique (resp. idyllique rig-pur),
les ouverts formels affines globalement idylliques (resp. globalement idylliques rig-
purs) forment une base de la topologie de X.

Proposition 2.6.16. Soient X un schéma formel idyllique rig-pur, Y un schéma
formel quasi-idyllique, f : X → Y un morphisme localement de type fini (resp. de
type fini). Alors f est localement de présentation finie (resp. de présentation finie).

Il suffit, d’après 2.6.7, de montrer la première proposition : si f est localement
de type fini, il est localement de présentation finie. La question étant locale sur X
et sur Y (2.3.17), on peut se borner au cas où X = Spf(A) et Y = Spf(B) sont
formels affines, A est idyllique rig-pur (2.6.15), B est quasi-idyllique et f est associé
à un homomorphisme topologiquement de type fini ϕ : B → A (2.3.12). L’assertion
est évidente si B est noethérien (1.8.17). Supposons B topologiquement de type
fini sur un anneau 1-valuatif R. Comme A est topologiquement de type fini sur
R (1.8.21) et rig-pur, donc R-plat (1.9.12), il est topologiquement de présentation
finie sur R (1.9.16). On en déduit que f est localement de présentation finie, en
vertu de 2.3.18(iii).

Définition 2.6.17. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X . On dit
que la paire (X,X ′) est idyllique si elle vérifie l’une des conditions suivantes :

(a) X est localement noethérien.
(b) X est localement de présentation finie sur un anneau idyllique A, et X ′ est

défini par un idéal de OX de la forme JOX , où J est un idéal de définition
de type fini de A.

Proposition 2.6.18. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X , X̂ =
X/X′ le schéma formel complété de X le long de X ′. Supposons la paire (X,X ′)
idyllique. Alors :

(i) Le schéma formel X̂ est idyllique. Si, de plus, l’ouvert X −X ′ est schémati-
quement dense dans X, X̂ est rig-pur.

(ii) Pour tout ouvert affine U de X, Γ(U,OX) est un anneau universellement
cohérent (1.4.1) ; en particulier OX est un faisceau cohérent d’anneaux.

(i) Reprenons les notations de 2.6.17. Dans le cas (a), X̂ est localement
noethérien ([28] 10.8.4). Dans le cas (b), X̂ est localement de présentation finie
sur Spf(A) (2.5.10), donc idyllique en vertu de 2.6.13. La seconde assertion résulte
de 1.8.30.2 et 1.12.17.

(ii) Cela résulte de 1.12.15 et 1.4.2.

Corollaire 2.6.19. Sous les hypothèses de (2.6.18), le morphisme canonique d’es-
paces annelés i : X̂ → X (2.5.3) est plat.

Notons d’abord que pour tout ouvert U deX , la paire (U,X ′∩U ) est idyllique,
et le schéma formel complété de U le long de X ′ ∩ U s’identifie au schéma formel
induit par X/X′ sur l’ouvert U ∩X ′. En vertu de 1.3.17, comme OX est cohérent
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(2.6.18), il suffit alors de montrer que le foncteur F �→ i∗(F ) est exact sur la
catégorie des OX -modules cohérents, ce qui résulte de 2.5.5.

Corollaire 2.6.20. Sous les hypothèses de (2.6.18), si F et G sont des OX -modules
cohérents, il existe un isomorphisme canonique

(H omOX (F ,G ))/X′  H om(OX)/X′ (F/X′ ,G/X′). (2.6.20.1)

Cela résulte en effet de 1.3.5, 2.5.5, 2.6.19 et ([28] 0.5.7.6).

Corollaire 2.6.21. Les hypothèses étant celles de (2.6.18), soit de plus u : F → G
un homomorphisme de OX-modules cohérents. Pour que u/X′ : F/X′ → G/X′ soit
nul, il faut et il suffit que u soit nul dans un voisinage de X ′.

D’après 2.5.5(ii), u/X′ s’identifie à i∗(u). Donc si on considère u comme une
section au-dessus de X du faisceau H = H omOX (F ,G ), u/X′ est la section
de i∗(H ) = H/X′ au-dessus de X ′ qui lui correspond (2.6.20.1). Il suffit alors
d’appliquer 2.5.8.

Corollaire 2.6.22. Les hypothèses étant celles de (2.6.18), soit de plus u : F → G
un homomorphisme de OX-modules cohérents. Pour que u/X′ soit un monomor-
phisme (resp. un épimorphisme), il faut et il suffit que u soit un monomorphisme
(resp. un épimorphisme) dans un voisinage de X ′.

Soient N et P le noyau et le conoyau de u, de sorte qu’on a la suite exacte

0 −→ N
v−→ F

u−→ G
w−→ P −→ 0,

et donc (2.5.5(i)) la suite exacte

0 −→ N/X′
v/X′
−→ F/X′

u/X′
−→ G/X′

w/X′
−→ P/X′ −→ 0.

Si u/X′ est un monomorphisme (resp. un épimorphisme), on a v/X′ = 0 (resp.
w/X′ = 0) ; donc il y a un voisinage de X ′ dans lequel v = 0 (resp. w = 0) en
vertu de 2.6.21.

Proposition 2.6.23. Soient X un schéma cohérent, X ′ un sous-schéma fermé de
X, U l’ouvert X −X ′ de X. Supposons la paire (X,X ′) idyllique.

(i) Pour tout OU -module cohérent F , il existe un OX-module cohérent F ′ tel
que F ′|U = F .

(ii) Pour toute OU -algèbre cohérente B, il existe une OX -algèbre cohérente B′

telle que B′|U = B.
(iii) Pour tout U -schéma fini V , il existe un X-schéma fini et de présentation

finie Y tel que Y ×X U soit U -isomorphe à V .

On notera que le schéma U est noethérien.
(i) D’après ([28] 6.9.11), il existe un OX -module de présentation finie F ′ tel

que F ′|U = F , et il est cohérent en vertu de 2.6.18(ii).
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(ii) Notons φ : X1 → X l’éclatement de X ′ dans X , qui est un morphisme
propre de présentation finie d’après 1.13.3(ii). Supposons qu’il existe une OX1 -
algèbre cohérente B1 telle que B1|φ−1(U) = φ∗U (B) ; alors B′ = φ∗(B1) est une
OX -algèbre cohérente en vertu de 1.4.8 et 2.6.18(ii), qui répond à la question. On
se réduit ainsi au cas où X ′ est défini par un idéal inversible J de OX , qui est
de plus cohérent d’après 2.6.18(ii). Soit (Vi)i∈I un recouvrement fini de X par des
ouverts affines tels que, pour tout i ∈ I, Ji = Γ(Vi,J ) soit un idéal principal de
Ai = Γ(Vi,OX ) ; posons Bi = Γ(Vi ∩ U,B). D’après (i), il existe un OX -module
cohérent F tel que F |U = B. On a F |Vi = M̃i, où Mi est Ai-module cohérent
(1.4.3). Quitte à remplacer F par J nF (n ≥ 0), on peut supposer que, pour
tout i ∈ I, Mi est engendré par un nombre fini de sections de Bi entières sur Ai.
Notons j : U → X l’injection canonique (qui est quasi-compacte), ι : F → j∗(B)
l’homomorphisme d’adjonction et B′ la sous-OX-algèbre de j∗(B) engendrée par
ι(F ). Alors B′ est une OX -algèbre quasi-cohérente ([28] 6.7.1) telle que B′|U = B.
Montrons que B′ est cohérente. La question étant locale, on peut se borner au
cas où X est l’un des Vi. Soient x1, . . . , xr des sections de Bi entières sur Ai, qui
engendrent le Ai-module Mi. Notons B′i la sous-Ai-algèbre de Bi engendrée par
les xi. Il est clair que B′i est une Ai-algèbre finie et que l’on a B′|Vi = B̃′i. Comme
B′i est J-pure, elle est de présentation finie sur Ai en vertu de 1.12.16(ii).

(iii) Cela résulte de (ii) et ([28] 6.2.10).

Remarque 2.6.24. On peut donner une démonstration légèrement différente de
2.6.23(ii). En effet, d’après 1.12.24, il existe un morphisme propre de présentation
finie f : Z → X tel que Z ×X U soit U -isomorphe à V = Spec(B). Il résulte alors
de 1.4.8 et 2.6.18(ii) que f∗(OZ) est une OX -algèbre cohérente, qui répond à la
question.

Corollaire 2.6.25. Soient (A, J) un couple hensélien idyllique (1.15.17), S =
Spec(A), U l’ouvert S − V(J) de S, X un S-schéma de présentation finie, V =
X×S U , W un V -schéma fini. Alors il existe un X-schéma fini et de présentation
finie Y tel que Y ×S U soit V -isomorphe à W .

SiA est noethérien, la proposition est un cas particulier de 2.6.23(iii). On peut
donc se borner au cas où il existe un anneau idyllique A0, un idéal de définition de
type fini I et une A0-algèbre de présentation finie A1 tels que A soit le hensélisé
I-préadique de A1 et J = IA (1.15.17). Posons S0 = Spec(A0), S1 = Spec(A1),
et soient U0 l’ouvert S0 −V(I) de S0, U1 = S1 ×S0 U0. Par descente ([31] 8.8.2 et
8.10.5), quitte à remplacer A1 par un voisinage étale élémentaire de IA1 (1.15.2),
on peut supposer qu’il existe un S1-schéma de présentation finie X1 et si l’on pose
V1 = X1 ×S1 U1, un V1-schéma fini W1 tels que X soit S-isomorphe à X1 ×S1 S
et que W soit V -isomorphe à W1 ×U1 U . En vertu de 2.6.23(iii), il existe un X1-
schéma fini et de présentation finie Y1 tel que Y1 ×X1 V1 soit V1-isomorphe à W1.
Le X-schéma Y = Y1 ×X1 X répond à la question.
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2.7 Modules cohérents sur les schémas formels affines
globalement idylliques

2.7.1. Dans tout ce paragraphe,A désigne un anneau préadique complet et séparé,
J un idéal de définition de A, X = Spec(A), X = Spf(A). Si X ′ = Spec(A/J) est le
sous-schéma fermé de X défini par J̃ , il résulte des définitions que X est identique à
X/X′ . Pour tout A-module M ,M∆ = (M̃)/X′ est donc un OX-module. En outre, si
u : M → N est un homomorphisme de A-modules, il lui correspond naturellement
un homomorphisme continu de OX-modules u∆ : M∆ → N∆. On définit ainsi un
foncteur additif

M �→M∆ (2.7.1.1)

de la catégorie des A-modules dans celle des OX-modules. Cette définition ne
dépend pas de l’idéal de définition J choisi (2.5.4).

Soit K un idéal ouvert de A. Comme A est un anneau préadique, les (JnK)
forment un système fondamental d’idéaux de définition de A. Le OX-module K∆,
suivant la définition précédente, est donc égal à l’idéal de OX déjà désigné par
cette notation dans (2.1.8).

Théorème 2.7.2. Soit A un anneau idyllique. Alors le foncteur (2.7.1.1) est une
équivalence de catégories, de la catégorie des A-modules cohérents sur celle des
OX-modules cohérents.

On établit en premier lieu la proposition suivante :

Proposition 2.7.2.1. Soit A un anneau idyllique.

(i) Pour tout A-module de type fini M , on a un isomorphisme canonique fonc-
toriel

Γ(X,M∆) ∼→M. (2.7.2.2)

(ii) Pour toute suite exacte de A-modules 0 →M ′ →M →M ′′ → 0 telle que M
soit de type fini, la suite de OX-modules 0 → M ′∆ → M∆ → M ′′∆ → 0 est
exacte.

Par définition, Γ(X,M∆) est le séparé complété de M pour la topologie J-
adique ; mais comme A est idyllique et M de type fini, M est complet et séparé
en vertu de 1.10.2, ce qui prouve (i). La proposition (ii) résulte de 2.5.5(i).

Montrons ensuite que, dans la catégorie des A-modules cohérents, le foncteur
(2.7.1.1) est pleinement fidèle ; cela résulte de la proposition suivante :

Proposition 2.7.2.3. Soient A un anneau idyllique, M , N deux A-modules cohé-
rents. Alors il existe des isomorphismes canoniques fonctoriels

(M ⊗A N)∆ ∼→ M∆ ⊗OX N
∆, (2.7.2.4)

(HomA(M,N))∆ ∼→ H omOX(M∆, N∆). (2.7.2.5)
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De plus, l’application u �→ u∆ est un isomorphisme fonctoriel

HomA(M,N) → HomOX(M∆, N∆). (2.7.2.6)

Les isomorphismes (2.7.2.4) et (2.7.2.5) sont des cas particuliers de (2.5.6.1) et
(2.6.20.1). Comme HomA(M,N) est un A-module cohérent, on peut lui appliquer
(2.7.2.2), qui l’identifie à Γ(X, (HomA(M,N))∆), et utiliser (2.7.2.5), qui prouve
que (2.7.2.6) est un isomorphisme.

Proposition 2.7.2.7. Si A est un anneau idyllique, OX est un faisceau cohérent
d’anneaux.

Comme pour tout f ∈ A, A{f} est un anneau idyllique (2.6.12), on est ramené
à prouver que le noyau de tout homomorphisme v : On

X → OX est un OX-module
de type fini. On a alors v = u∆, où u est un A-homomorphisme An → A (2.7.2.6).
Le noyau N de u est cohérent (1.10.3). On conclut de 2.7.2.1(ii) que le noyau de
v est isomorphe à N∆, et qu’il est de type fini.
2.7.2.8. Les notations et hypothèses étant celles de 2.7.1, supposons de plus que
J soit de type fini. Posons J = J∆, An = A/Jn+1 et Xn = Spec(An) =
(X,OX/J n+1) pour n ≥ 0 (2.1.11). Soit umn le morphisme de schémas Xm → Xn
correspondant à l’homomorphisme canoniqueAn → Am pourm ≤ n. Pour achever
la démonstration de 2.7.2, il reste à établir la proposition suivante :

Proposition 2.7.2.9. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
fini de A, F un OX-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est un OX-module cohérent.
(ii) F est isomorphe à une limite projective (2.1.38) d’une suite (Fn) de OXn-

modules cohérents tels que u∗mn(Fn) = Fm pour m ≤ n.
(iii) Il existe un A-module cohérent M tel que F soit isomorphe à M∆.

Le système projectif (Fn) est alors isomorphe au système des F ⊗OX OXn .

Montrons d’abord que (iii) implique (i) : en effet, on a une suite exacte
Ap → Aq → M → 0 de A-modules, d’où l’on déduit (2.7.2.1) la suite exacte
Op

X → Oq
X →M∆ → 0 ; donc M∆ est un OX-module cohérent en vertu de 2.7.2.7.

Montrons ensuite que (i) implique (ii). Comme OX est un faisceau d’anneaux
cohérents (2.7.2.7) et que J n+1 = (Jn+1)∆ est un idéal de type fini, donc cohé-
rent, Fn = F⊗OXOXn est un OX-module cohérent (1.3.5), et donc un OXn -module
cohérent (1.3.6). Montrons que l’homomorphisme canonique w : F → lim←− Fn est
bijectif. La question étant locale, remplaçantA parA{f} (2.6.12), on peut se borner
au cas où F est conoyau d’un homomorphisme Op

X → Oq
X ; cet homomorphisme

est de la forme v∆, où v est un homomorphisme Ap → Aq de A-modules (2.7.2.6).
Si on note N le conoyau de v, on a F  N∆ en vertu de 2.7.2.1(ii). Il résulte alors
de 2.5.2(iii) et des définitions que w est un isomorphisme.

Montrons enfin que (ii) implique (iii). Il résulte des hypothèses que Fn = M̃n,
où Mn est un An-module cohérent (1.4.3), et Mm = Mn⊗An Am pour m ≤ n. En



2.7. Modules cohérents sur les schémas formels affines globalement idylliques 157

vertu de 1.10.11, la limite projectiveM du système projectif (Mn) est un A-module
cohérent tel que Mn = M ⊗A An pour tout n ≥ 0. Par suite, F est isomorphe à
M∆, et F ⊗OX OXn est isomorphe à Fn = M̃n en vertu de 2.5.2(iii).

Proposition 2.7.3. Soient X = Spf(A) un schéma formel affine globalement idyl-
lique, F un OX-module cohérent, G un OX-module, M = Γ(X,F ), N = Γ(X,G ).
Alors l’application u �→ Γ(X, u) est un isomorphisme bifonctoriel

HomOX
(F ,G ) ∼→ HomA(M,N). (2.7.3.1)

En vertu de 2.7.2 et (2.7.2.2), M est un A-module cohérent et on a F = M∆.
On a une suite exacte de A-modules Ap → Aq → M → 0, d’où l’on déduit
la suite exacte de OX-modules Op

X → Oq
X → F → 0 (2.7.2). Appliquant les

foncteurs HomA(−, N) et HomOX(−,G ), on obtient un diagramme commutatif à
lignes exactes

0 �� HomOX(F ,G ) ��

α

��

HomOX
(Oq

X,G ) ��

β

��

HomOX
(Op

X,G )

γ

��
0 �� HomA(M,N) �� HomA(Aq, N) �� HomA(Ap, N)

où les morphismes verticaux sont définis par l’évaluation en X. Comme β et γ sont
clairement des isomorphismes, il en est de même de α.

Proposition 2.7.4. Soient X = Spf(A), Y = Spf(B) deux schémas formels affines
globalement idylliques, f : X → Y un morphisme, N un B-module de type fini.
Alors, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de OX-modules

f∗(N∆) ∼→ (N ⊗B A)∆.

En effet, il existe des idéaux de définition de type fini J (resp. K) de A (resp.
B) tels que KA ⊂ J (2.2.4), et la proposition n’est qu’un cas particulier de 2.5.11.

Corollaire 2.7.5. Sous les hypothèses de (2.7.4), pour tout idéal de type fini b de
B, on a

f∗(b∆)OX = (bA)∆.

Soit j : b → B l’injection canonique. Par définition, f∗(b∆)OX est l’image de
l’homomorphisme f∗(j∆) : f∗(b∆) → OX = f∗(OY), qui s’identifie à

(j ⊗ 1)∆ : (b ⊗B A)∆ → A∆

d’après 2.7.4. Il résulte de 2.7.2.1 que l’image de (j ⊗ 1)∆ est (bA)∆, d’où la
conclusion.

2.7.6. Soient A un anneau idyllique, M un A-module cohérent, f ∈ A ; posons
X = Spf(A) et F = M∆. En vertu de 2.5.1 et 1.10.12(iii), on a un isomorphisme
fonctoriel de A{f}-modules topologiques

Γ(D(f),F ) = M{f} M ⊗A A{f}. (2.7.6.1)
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Soient x un point de X, p l’idéal premier ouvert de A correspondant. Notons
Ox (resp. Fx) la fibre de OX (resp. F ) en x et κ(x) le corps résiduel de Ox. On
déduit de (2.7.6.1), par passage à la limite inductive, un isomorphisme fonctoriel

Fx M ⊗A Ox. (2.7.6.2)

Compte tenu de 1.8.13, ce dernier induit un isomorphisme fonctoriel

Fx ⊗Ox κ(x) Mp/pMp. (2.7.6.3)

2.8 Modules cohérents sur les schémas formels idylliques

Proposition 2.8.1. Si X est un schéma formel idyllique, alors OX est un faisceau
d’anneaux cohérent

En effet, le fait que OX soit cohérent étant une question locale, on est ramené
au cas d’un schéma formel affine globalement idyllique, et donc à 2.7.2.7.

Corollaire 2.8.2. Soient X un schéma formel idyllique, A un idéal de OX. Pour
que A soit un OX-module cohérent, il faut et il suffit qu’il soit un OX-module de
type fini.

En effet, tout sous-module de type fini d’un module cohérent est cohérent.

Proposition 2.8.3. Soient X un schéma formel idyllique, A un idéal cohérent de
OX. Si A contient un idéal de définition cohérent de X, alors A est un idéal ouvert
cohérent.

En effet, la question étant locale, on peut supposer X formel affine globale-
ment idyllique. La proposition résulte alors de 2.7.2.

Proposition 2.8.4. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X tels que
la paire (X,X ′) soit idyllique (2.6.17), F un OX -module cohérent, X̂ = X/X′ le
schéma formel complété de X le long de X ′, F/X′ le complété de F le long de
X ′. Alors F/X′ est un OX̂-module cohérent.

En effet, la question étant locale, on peut supposer qu’il existe une suite
exacte Op

X → Oq
X → F → 0, ce qui entraîne que F/X′ est un OX̂ -module de

présentation finie (2.5.5), et donc cohérent (2.8.1).

Théorème 2.8.5. Soient X un schéma formel idyllique, J un idéal de définition
cohérent de X, Xn le schéma usuel (X,OX/J n+1). On désigne par umn : Xm → Xn
(pour m ≤ n) et un : Xn → X les morphismes canoniques. Pour qu’un OX-module
F soit cohérent, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe à une limite projective
d’une suite (Fn), où Fn est un OXn-module cohérent, tel que u∗mn(Fn) = Fm

pour m ≤ n (2.1.38). Le système projectif (Fn) est alors isomorphe au système
des u∗n(F ) = F ⊗OX OXn .
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En effet, la question étant locale, on est ramené au cas d’un schéma formel
affine globalement idyllique, et le théorème résulte alors de 2.7.2.9.

Proposition 2.8.6. Sous les hypothèses de (2.8.5), si F et G sont deux OX-modules
cohérents, l’application θ �→ (u∗n(θ)) est un isomorphisme canonique fonctoriel de
Γ(X,OX)-modules

HomOX(F ,G ) ∼→ lim←−
n

HomOXn
(Fn,Gn). (2.8.6.1)

En outre, pour qu’un homomorphisme θ : F → G soit un épimorphisme, il
faut et il suffit que l’homomorphisme correspondant θ0 = u∗0(θ) : F0 → G0 le soit.

Il résulte aussitôt de 2.8.5 que (2.8.6.1) est un isomorphisme. La deuxième
proposition étant locale, on est ramené au cas d’un schéma formel affine globale-
ment idyllique X = Spf(A), F = M∆, G = N∆, θ = u∆, où M et N sont des A-
modules cohérents et u un homomorphisme M → N . Si l’on pose u0 = u⊗A(A/J),
alors θ0 = (u0)∼ en vertu de 2.5.2(iii). Comme θ et u (resp. θ0 et u0) sont simul-
tanément surjectifs (2.7.2.1), l’assertion résulte de 1.8.5 et 1.10.2(ii).

Corollaire 2.8.7. Les hypothèses étant celles de (2.8.5), soient de plus F , G deux
OX-modules cohérents. Alors il existe des isomorphismes canoniques fonctoriels

F ⊗OX G
∼→ lim←−

n

(Fn ⊗OXn
Gn), (2.8.7.1)

H omOX(F ,G ) ∼→ lim←−
n

H omOXn
(Fn,Gn). (2.8.7.2)

L’isomorphisme (2.8.7.1) résulte de 2.8.5 et 1.3.5. L’isomorphisme (2.8.7.2)
découle de (2.8.6.1) appliqué à des ouverts arbitraires de X.

2.8.8. On ignore si, lorsque X est un schéma formel adique, le théorème 2.8.5
s’étend aux OX-modules de présentation finie. Toutefois, nous signalons le résultat
suivant :

Proposition 2.8.9 ([28] 10.11.10). Soient X un schéma formel adique, J un idéal
de définition de type fini de X, Xn le schéma usuel (X,OX/J n+1). On désigne
par umn : Xm → Xn (pour m ≤ n) et un : Xn → X les morphismes canoniques.
Pour qu’un OX-module E soit localement libre de type fini, il faut et il suffit qu’il
soit limite projective d’une suite (En), où En est un OXn-module localement libre
de type fini et u∗mn(En) = Em pour m ≤ n. Le système projectif En est alors
isomorphe au système des u∗n(E ) = E ⊗OX OXn .

2.8.10. Le théorème 2.8.5 montre qu’on peut considérer tout OX-module cohérent
F comme un OX-module topologique, en le considérant comme limite projective
des faisceaux de groupes pseudo-discrets Fn ([28] 0.3.9.1). Il résulte alors de 2.8.6
que tout homomorphisme u : F → G de OX-modules est automatiquement continu
([28] 0.3.9.2).
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2.8.11. Soient f : X → Y un morphisme de schémas formels idylliques, G un OY-
module cohérent. Comme f∗(G ) est un OX-module de présentation finie, il est
cohérent (1.3.10 et 2.8.1). Supposons de plus que f soit déployé, c’est à dire qu’il
existe des idéaux de définition cohérents J de X et K de Y tels que f∗(K )OX ⊂
J . Posons Xn = (X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1), Gn = G ⊗OY

OYn et
soit fn : Xn → Yn le morphisme déduit de f . Compte tenu de (2.2.2.1), on a un
isomorphisme canonique f∗(G ) ⊗OX OXn  f∗n(Gn). Par suite, il résulte de 2.8.5
que f∗(G ) est isomorphe à la limite projective de la suite (f∗n(Gn)).

Proposition 2.8.12. Soient X un schéma formel idyllique, F un OX-module cohé-
rent, A l’annulateur de F dans OX. Alors A est cohérent, et les supports de F
et de OX/A sont égaux.

En effet, A est le noyau du morphisme canonique OX → H omOX(F ,F ) ;
il est donc cohérent en vertu de 1.3.5 et 2.8.1. La seconde assertion étant locale,
on peut supposer X = Spf(A) formel affine globalement idyllique et F = M∆, où
M est un A-module cohérent. On a alors A = a∆, où a est l’annulateur de M
dans A, en vertu de 2.7.2. Soit J un idéal de définition de type fini de A. D’après
(2.7.6.3) et le lemme de Nakayama, le support de F est celui du module M/JM ;
il est donc égal à V(J + a) ([12] chap. II §4.4 cor. de prop. 18), et de même pour
OX/A , d’où l’assertion.

2.8.13. Soient X un schéma formel idyllique, F un OX-module cohérent, r un
entier ≥ 0. Il existe alors un et un seul idéal cohérent Fr(F ) de OX, appelé le
r-ième idéal de Fitting de F , tel que pour tout ouvert formel affine globalement
idyllique U de X, Γ(U,Fr(F )) soit le r-ième idéal de Fitting du Γ(U,OX)-module
Γ(U,F ) (1.7.2). Cela résulte par recollement à l’aide de 2.7.2 et (2.7.6.1).

Proposition 2.8.14. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques, B un idéal ouvert cohérent de Y. Alors f∗(B)OX est un idéal ouvert
cohérent de X.

En effet, f∗(B)OX est un OX-module cohérent en vertu de 2.8.11, 2.8.1 et
1.3.4. Le fait qu’il soit ouvert est une question locale sur X et sur Y ; on peut
donc supposer que B contient un idéal de définition cohérent de Y. L’assertion
recherchée résulte alors de 2.8.3.

Proposition 2.8.15. Soient X un schéma formel idyllique, U un ouvert de X, J un
idéal de définition cohérent de X, F un OX-module cohérent, G un sous-(OX|U)-
module cohérent de F |U tel que (J F )|U ⊂ G . Alors, il existe un sous-OX-module
cohérent G ′ de F tel que G ′|U = G et J F ⊂ G ′.

Posons X0 = (X,OX/J ), F0 = F ⊗OX OX0 et G0 = G /((J F )|U), de
sorte que G0 est un sous-(OX0|U )-module de F0|U . L’espace sous-jacent à X0

étant localement noethérien (2.6.6), il existe un sous-OX0-module quasi-cohérent
de type fini G ′0 de F0 tel que G ′0|U = G0, en vertu de ([28] 6.9.7). Comme F0

est un OX0-module cohérent (2.8.1 et 1.3.6), il en est de même de G ′0. Par suite
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G ′0 et F0/G ′0 sont des OX-modules cohérents (1.3.6). Le noyau G ′ du morphisme
composé F → F0 → F0/G ′0 est un OX-module cohérent qui répond à la question.

Corollaire 2.8.16. Soient X un schéma formel idyllique, U un ouvert quasi-com-
pact, A un idéal ouvert cohérent du schéma formel induit par X sur U . Il existe
alors un idéal ouvert cohérent A ′ de X tel que A ′|U = A .

En effet, comme U est quasi-compact, il existe un idéal de définition cohérent
J de X tel que (J |U ) ⊂ A . Appliquant 2.8.15 pour F = OX et G = A , on
obtient alors un idéal cohérent A ′ de OX tel que A ′|U = A et J ⊂ A ′ ; donc
A ′ est un idéal ouvert cohérent de X (2.8.3).

2.8.17. Soient X un schéma formel, J un idéal ouvert de X. Le support de
OX/J est fermé dans X ([28] 0.5.2.2) ; on le note V(J ). Lorsque X = Spf(A)
est formel affine, J = J∆, où J est un idéal ouvert de A (2.1.10), et on a alors
V(J ) = V(J).

Proposition 2.8.18. Soient X un schéma formel adique quasi-compact, Y un sché-
ma formel idyllique quasi-compact, f : X → Y un morphisme adique, A un idéal
ouvert de type fini de X, B un idéal ouvert de Y tel que f∗(B)OX = A . Alors, il
existe un idéal ouvert cohérent B′ de Y contenu dans B, tel que f∗(B′)OX = A
et V(B′) = V(B) (2.8.17).

Soient U l’ouvert complémentaire de V(B) dans Y, K un idéal de défi-
nition cohérent de Y contenu dans B, J = f∗(K )OX, X0 = (X,OX/J ),
Y0 = (Y,OX/K ), f0 : X0 → Y0 le morphisme déduit de f . L’espace sous-jacent
à Y0 est noethérien (2.6.6), et B/K est un idéal quasi-cohérent de OY0 (2.1.10).
Donc en vertu de ([28] 6.9.7), il existe un sous-OY0-module quasi-cohérent de type
fini L de B/K tel que L |U = OY0 |U . Compte tenu de ([28] 6.9.9), B/K est li-
mite inductive de ses sous-OY0-modules quasi-cohérents de type fini contenant L .
Un tel sous-module I est un idéal cohérent de OY0 (2.8.1) tel que V(I ) = V(B).
Par ailleurs, on a J ⊂ A et f∗0 (B/K )OX0 = A /J . Comme f∗0 commute aux
limites inductives, on en déduit qu’il existe un idéal cohérent I de OY0 , contenu
dans B/K , tel que f∗0 (I )OX0 = A /J et V(I ) = V(B) ([28] 0.5.2.3). Le noyau
B′ du morphisme composé OY → OY0 → OY0/I est un idéal ouvert cohérent de
Y (2.8.3), contenu dans B, tel que f∗(B′)OX = A et V(B′) = V(B).

Proposition 2.8.19. Soient f : X → Y un morphisme fini et de présentation finie de
schémas formels idylliques, F un OX-module cohérent, K un idéal de définition
cohérent de Y, J = f∗(K )OX, Xn = (X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1),
Fn = F ⊗OX OXn (n ≥ 0).

(i) Le OY-module f∗(F ) est cohérent et, pour tout n ≥ 0, l’homomorphisme
canonique

f∗(F ) ⊗OY OYn → f∗(Fn)

est bijectif ; en particulier, f∗(F ) est isomorphe à la limite projective de la
suite (f∗(Fn)).
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(ii) Soit g : Y′ → Y un morphisme de schémas formels idylliques. On pose
X′ = X ×Y Y′ et on désigne par f ′ : X′ → Y′ et g′ : X′ → X les projections
canoniques. Alors le morphisme de changement de base

g∗(f∗(F )) → f ′∗(g
′∗(F ))

est bijectif.

(i) L’isomorphisme canonique F  lim←− Fn (2.8.5) induit un isomorphisme
de OY-modules

f∗(F )  lim←− f∗(Fn).

Le morphisme fn : Xn → Yn déduit de f est fini et de présentation finie. Par suite,
f∗(OXn) est un OYn -module de présentation finie ([28] 6.2.10), et donc cohérent.
Comme fn est affine, f∗(Fn) est un f∗(OXn)-module de présentation finie, et donc
un OYn -module cohérent (1.3.4). D’autre part, on a f∗(Fn) ⊗OY

OYm  f∗(Fm)
pour tout m ≤ n ([28] 9.3.2). Donc la proposition résulte de 2.8.5.

(ii) Notons d’abord que f ′ est fini et de présentation finie (2.3.19 et 2.3.26),
et X′ est idyllique (2.6.13). La question étant locale sur Y et sur Y′, on peut se
borner au cas où g est déployé (2.2.4). La proposition résulte alors de (i) et de
l’assertion correspondante pour les schémas usuels ([28] 9.3.2) à l’aide de 2.2.15 et
2.8.11.

Corollaire 2.8.20. Soient S un schéma formel idyllique, f : X → S un morphisme
fini et de présentation finie, g : Y → S un morphisme adique. Alors on a une
bijection canonique

HomS (Y,X) ∼→ HomOS -Alg(f∗(OX), g∗(OY)). (2.8.20.1)

Soient I un idéal de définition cohérent de S , J = f∗(I )OX, K =
g∗(I )OY, Sn = (S ,OS /I n+1), Xn = (X,OX/J n+1) et Yn = (Y,OY/K n+1).
On a un isomorphisme canonique de OS -algèbres

g∗(OY)  lim←− g∗(OYn)

qui induit, en vertu de 2.8.19(i), une bijection

HomOS -Alg(f∗(OX), g∗(OY))  lim←−
n

HomOSn -Alg(f∗(OXn), g∗(OYn)).

D’autre part, Xn étant un Sn-schéma affine (2.3.5), l’application canonique

HomSn(Yn,Xn) → HomOSn -Alg(f∗(OXn), g∗(OYn))

est bijective ([28] 9.1.5). Le corollaire s’ensuit en vertu de 2.2.14.
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2.9 Sous-schémas des schémas formels idylliques

Proposition 2.9.1. Soient X un schéma formel idyllique, A un idéal cohérent de
OX, Y le support (fermé) de OX/A , Ψ: Y → X l’injection canonique.

(i) L’espace topologiquement annelé (Y,Ψ−1(OX/A )) est un schéma formel idyl-
lique.

(ii) La flèche canonique (Y,Ψ−1(OX/A )) → (X,OX) est un morphisme de pré-
sentation finie.

(iii) Si X est localement noethérien (resp. noethérien), il en est de même de
(Y,Ψ−1(OX/A )).

(iv) Supposons X = Spf(A) affine globalement idyllique et A = a∆, où a est
un idéal cohérent de A (2.7.2). Alors, l’algèbre topologique quotient A/a est
adique sur A, et (Y,Ψ−1(OX/A )) est canoniquement isomorphe à Spf(A/a)
au dessus de Spf(A).

Notons d’abord que Y est fermé ([28] 0.5.2.2). Soient J un idéal de défini-
tion cohérent de X, Xn le schéma usuel (X,OX/J n+1), vmn le morphisme cano-
nique Xm → Xn pour m ≤ n. En vertu de 2.8.1 et 1.3.6, OX/(A + J n+1) =
(OX/A ) ⊗OX OXn est un OXn -module cohérent ; il en est donc de même de
(A + J n+1)/J n+1. Soient Yn le sous-schéma fermé de Xn défini par cet idéal,
in : Yn → Xn l’injection canonique. Pour m ≤ n, vmn ◦ im est majoré par in,
puisque v∗mn((A +J n+1)/J n+1)OXm = (A +Jm+1)/Jm+1. On en déduit un
morphisme canonique umn : Ym → Yn qui rend commutatif le diagramme

Ym
im ��

umn

��

Xm

vmn

��
Yn

in �� Xn

(2.9.1.1)

En fait, le diagramme (2.9.1.1) est cartésien ([28] 4.3.1) ; donc (Yn) est un (Xn)-
système inductif adique, et sa limite inductive est un X-schéma formel adique
(2.2.14).

D’autre part, OX/A est limite projective des faisceaux OX/(A + J n+1) =
(OX/A ) ⊗OX OXn en vertu de 2.8.5. Il est clair que Y contient l’espace sous-
jacent à tous les Yn. Si U désigne l’ouvert complémentaire de ce dernier dans X,
alors (OX/A )|U = 0 ; en effet, la restriction à un ouvert commute aux limites
projectives, car elle admet un adjoint à gauche, et (OX/(A + J n+1))|U = 0
par hypothèse. On en déduit que Y est l’espace sous-jacent à tous les Yn. Par
suite, (Y,Ψ−1(OX/A )) est la limite inductive des Yn (2.5.1.1), et le morphisme
canonique i : (Y,Ψ−1(OX/A )) → (X,OX) est la limite inductive des in ; donc i
est un morphisme adique.

L’immersion fermée in est de présentation finie car (A + J n+1)/J n+1 est
un idéal cohérent de OXn . La proposition (ii) s’ensuit, et entraîne (i) en vertu de
2.6.13, et (iii) en vertu de 2.3.14.
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Montrons enfin (iv). La première assertion résulte de 1.10.2. Comme OX/A =
(A/a)∆ en vertu de 2.7.2, la seconde assertion résulte de 2.7.2.9 et du fait que
(Y,Ψ−1(OX/A )) est la limite inductive des Yn.

On dira que (Y,Ψ−1(OX/A )) est le sous-schéma de X défini par l’idéal co-
hérent A .

Définition 2.9.2. On dit qu’un espace topologiquement annelé (Y,OY) est un sous-
schéma d’un schéma formel idyllique X si :
(a) Y est un sous-espace localement fermé de X ;
(b) si U désigne le plus grand ouvert de X contenant Y et tel que Y soit fermé

dans U , (Y,OY) est un sous-schéma de (U,OX|U) défini par un idéal cohérent
de OX|U .

On dit que le sous-schéma (Y,OY) de X est fermé si Y est fermé dans X.

On note (Y,OY) simplement par Y lorsqu’aucune confusion n’est possible.
On désigne par Ψ l’injection canonique Y → X des espaces sous-jacents. On a
donc un homomorphisme surjectif de faisceaux d’anneaux θ : Ψ−1(OX) → OY. On
définit ainsi un morphisme de schémas formels (Ψ, θ) : Y → X, appelé morphisme
d’injection canonique.

Définition 2.9.3. Soit X un schéma formel idyllique. On dit qu’un morphisme de
schémas formels f : Y → X est une immersion (resp. une immersion fermée, resp.
une immersion ouverte) s’il se factorise en

Y
g �� Z

j �� X

où g est un isomorphisme, Z un sous-schéma (resp. un sous-schéma fermé, resp. un
schéma formel induit sur un ouvert) de X et j le morphisme d’injection canonique.

Proposition 2.9.4. Soient X un schéma formel idyllique, f : Y → X une immersion.
Alors f est de présentation finie ; en particulier, Y est idyllique. Si en outre, f est
une immersion fermée, alors f est fini.

On peut évidemment se borner au cas où f est l’injection canonique d’un
sous-schéma Y de X. Si Y est fermé dans X, la proposition résulte aussitôt de
2.9.1 et de sa preuve. Si Y est le schéma formel induit sur un ouvert U de X, f est
quasi-compact (2.6.6 et [28] 6.1.5(i)), et donc de présentation finie ([28] 6.3.8(i)).
Le cas général s’obtient par composition.

Proposition 2.9.5. Soient X un schéma formel idyllique, f : Y → X un morphisme
de schémas formels, J un idéal de définition cohérent de X. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion
fermée).

(ii) f est localement de présentation finie et, si l’on pose K = f∗(J )OY, Xn =
(X,OX/J

n+1) et Yn = (Y,OY/K
n+1), le morphisme de schémas usuels
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fn : Yn → Xn déduit de f , est une immersion (resp. une immersion ouverte,
resp. une immersion fermée) pour tout n ≥ 0.

D’après la démonstration de 2.9.1, (i) entraîne (ii). Montrons la réciproque.
Considérons d’abord le cas où les fn sont des immersions ouvertes. L’espace sous-
jacent à Y est homéomorphe à un ouvert U de X, et f se factorise à travers un
morphisme adique g : Y → (U,OX|U). Par suite, g est un isomorphisme en vertu
de 2.2.14, d’où la proposition dans ce cas. Considérons ensuite le cas général.
L’application Ψ: Y → X induite par f sur les espaces sous-jacents est un ho-
méomorphisme sur un sous-espace localement fermé de X. Soient U le plus grand
ouvert de X tel que Ψ(Y) soit fermé dans U , g : Y → (U,OX|U) le morphisme
déduit de f . Comme g vérifie la condition (ii) en vertu de 2.3.18(iii), remplaçant
f par g, on se réduit à la proposition suivante :

Proposition 2.9.6. Sous les hypothèses de (2.9.5), pour que f soit une immersion
fermée, il faut et il suffit que f soit localement de présentation finie et que f0 soit
une immersion fermée.

Il n’y a que la suffisance de la condition à établir. On sait que Y est idyl-
lique (2.6.13) et f est un morphisme fini et de présentation finie (2.3.24). Donc
f∗(OY) est un OX-module cohérent (2.8.19), et l’homomorphisme θ : OX → f∗(OY)
induit par f est surjectif (2.8.6). Par suite, le noyau A de θ est un idéal cohé-
rent de OX. Soient Z le sous-schéma fermé de X défini par l’idéal A , i : Z → X
le morphisme d’injection canonique. Il clair que f(Y) = Z, et l’isomorphisme
f−1(OX/A ) ∼→ f−1f∗(OY) ∼→ OY, composé de la flèche induite par θ et du mor-
phisme d’adjonction, fournit un isomorphisme h : Y

∼→ Z tel que f = i ◦ h.

Corollaire 2.9.7. Soient X un schéma formel idyllique, J un idéal de définition
cohérent de X, Xn le schéma usuel (X,OX/J n+1). Pour qu’un idéal A de OX

soit cohérent, il faut et il suffit qu’il soit limite projective d’une suite (An), où
An est un idéal cohérent de OXn , tel que AnOXm = Am pour m ≤ n. On a alors
An = A OXn pour tout n ≥ 0.

Si A est cohérent, il est limite projective du système des A OXn , en vertu
de 2.8.5 et des suites exactes 0 → A OXn → OXn → (OX/A ) ⊗OX OXn → 0.
Inversement, soient, pour tout n ≥ 0, An un idéal cohérent de OXn , tels que
AnOXm = Am pour m ≤ n. On note Yn le sous-schéma de Xn défini par l’idéal
An. Donc (Yn) est un (Xn)-système inductif adique, et sa limite inductive Y est
un X-schéma adique (2.2.14). D’après 2.9.5, Y → X est une immersion fermée.
Soit A l’idéal cohérent de OX défini par Y. Il résulte de la démonstration de 2.9.1
que An = A OXn , ce qui entraîne que A est la limite projective des An.

Corollaire 2.9.8. Soient X un schéma formel idyllique, f : Y → X un morphisme
de schémas formels.

(i) Soit (Vλ) un recouvrement de f(Y) par des ouverts de X. Pour que f soit
une immersion (resp. une immersion ouverte), il faut et il suffit que pour
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chaque λ, la restriction f−1(Vλ) → Vλ de f soit une immersion (resp. une
immersion ouverte).

(ii) Soit (Uλ) un recouvrement ouvert de X. Pour que f soit une immersion
fermée, il faut et il suffit que pour chaque λ, la restriction f−1(Uλ) → Uλ de
f soit une immersion fermée.

En effet, cela résulte de 2.9.5, 2.3.17 et des assertions correspondantes pour
les schémas usuels ([28] 4.2.4).

Proposition 2.9.9. Soient f : X → Y un morphisme de schémas formels idylliques,
Y′ un sous-schéma (resp. un sous-schéma fermé, resp. un schéma formel induit
sur un ouvert) de Y, j : Y′ → Y l’injection canonique. Alors :

(i) La projection p : X ×Y Y′ → X est une immersion (resp. une immersion
fermée, resp. une immersion ouverte), et le sous-schéma de X associé à p
(dit image réciproque de Y′ par f) a pour espace sous-jacent f−1(Y′).

(ii) Si Y′ est un sous-schéma fermé de Y défini par un idéal cohérent B de OY,
alors le sous-schéma de X image réciproque de Y′ par f est défini par l’idéal
cohérent f∗(B)OX.

Les assertions étant locales sur X et sur Y (2.9.8), on peut se borner au cas où
X = Spf(A), Y = Spf(B) sont formels affines globalement idylliques ; donc f est
un morphisme déployé (2.2.4), associé à un homomorphisme continu ϕ : B → A.
La première assertion de (i) résulte de 2.9.5, 2.3.19, 2.2.15 et ([28] 4.3.1). Montrons
ensuite (ii). Soient J un idéal de définition de type fini de A, b l’idéal cohérent de B
tel que B = b∆ (2.7.2). Alors X×Y Y′ = Spf(A⊗̂B(B/b)) et A⊗̂B(B/b)  A/bA
puisque A/bA est complet et séparé pour la topologie J-adique (1.8.8 et 1.10.2).
Donc le sous-schéma de X image réciproque de Y′ par f est défini par l’idéal (bA)∆

(2.9.1). Mais (bA)∆ = f∗(b∆)OX en vertu 2.7.5, d’où la proposition (ii). Enfin,
(ii) implique la dernière assertion de (i).

Proposition 2.9.10. Le composé de deux immersions (resp. de deux immersions
fermées, resp. de deux immersions ouvertes) de schémas formels idylliques est une
immersion (resp. une immersion fermée, resp. une immersion ouverte).

En effet, cela résulte de 2.9.5, 2.3.18 et des assertions correspondantes pour
les schémas usuels ([28] 4.3.6).

Proposition 2.9.11. Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes de schémas
formels idylliques vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i) g est adique et f est localement de présentation finie.
(ii) g est localement de type fini.

Alors si g◦f est une immersion (resp. une immersion fermée), f est une immersion
(resp. une immersion fermée si g est séparé).

Lorsque g ◦ f est une immersion, (ii) implique (i) (2.3.18 et 2.9.4) ; on peut
donc se borner au cas (i). La proposition résulte alors de 2.9.5, 2.3.2 et des asser-
tions correspondantes pour les schémas usuels ([28] 4.3.6).
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Proposition 2.9.12. Soit f : X → S un morphisme localement de présentation finie
de schémas formels idylliques. Alors :

(i) Le morphisme diagonal ∆f : X → X ×S X est une immersion de schémas
formels idylliques.

(ii) Pour que f soit séparé (2.3.1), il faut et il suffit que ∆f soit une immersion
fermée.

Comme la première projection X ×S X → X est localement de présentation
finie (2.3.19), X ×S X est idyllique (2.6.13), et la première proposition résulte de
2.9.11. La seconde proposition découle de la première et des définitions.

Proposition 2.9.13. Soient Y un schéma formel idyllique quasi-compact, f : X → Y
une immersion, A un idéal ouvert cohérent de X. Alors il existe un idéal ouvert
cohérent B de Y tel que f∗(B)OX = A .

On peut évidemment se borner au cas où X est un sous-schéma de Y, f étant
l’injection canonique. Si X est le schéma formel induit sur un ouvert de Y, il est
quasi-compact (2.9.4), et la proposition résulte de 2.8.16. Supposons que X soit le
sous-schéma de Y défini par un idéal cohérent I de OY. Soient Z le sous-schéma de
X défini par l’idéal A , i : Z → X l’injection canonique. Le composé f ◦ i étant une
immersion fermée (2.9.10), il définit un idéal cohérent B′ de OY. On a clairement
I ⊂ B′ et f∗(B′)OX = (B′/I )|X = A (2.9.9). D’autre part, il existe un idéal
de définition cohérent K de Y tel que f∗(K )OX ⊂ A . Alors B = B′ + K est
un idéal ouvert cohérent de Y (2.8.3) tel que f∗(B)OX = A . Enfin, le cas d’un
sous-schéma quelconque de Y se déduit des deux cas précédents.

2.10 Clôture rigide d’un module

2.10.1. Soient X un schéma formel adique, J un idéal de définition de type fini
de X, F un OX-module. On appelle clôture rigide de F , et l’on note H 0

rig(F ) (cf.
[31] 5.9), le OX-module

H 0
rig(F ) = lim−→

n∈N

H omOX
(J n,F ). (2.10.1.1)

Si J ′ est un second idéal de définition de type fini de X, il existe un recouvre-
ment ouvert (Uλ) de X et des entiers positifs (nλ), tels que J nλ |Uλ ⊂ J ′|Uλ et
J ′nλ |Uλ ⊂ J |Uλ pour tout λ. Donc les familles filtrantes décroissantes J n|Uλ
et J ′n|Uλ sont cofinales l’une de l’autre, ce qui prouve que H 0

rig(F ) ne dépend
pas de l’idéal de définition J à isomorphisme canonique près.

On a un homomorphisme OX-linéaire canonique fonctoriel

cF : F → H 0
rig(F ). (2.10.1.2)

On munit H 0
rig(OX) d’une structure d’anneau en définissant le produit de

deux morphismes u : J n → OX et v : Jm → OX comme étant u ◦ (v|J n+m) ;
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l’homomorphisme cOX fait de H 0
rig(OX) une OX-algèbre et non seulement un OX-

module. De même, on munit H 0
rig(F ) d’une structure canonique de H 0

rig(OX)-
module, compatible avec sa structure de OX-module.

La correspondance F �→ H 0
rig(F ) est un foncteur de la catégorie des OX-

modules dans la catégorie des H 0
rig(OX)-modules.

On peut préciser la terminologie et faire les remarques suivantes :

2.10.1.3. Le foncteur F �→ H 0
rig(F ) est exact à gauche. En effet chacun des fonc-

teurs F �→ H omOX(J n,F ) est exact à gauche, et les limites inductives filtrantes
commutent aux limites projectives finies.

2.10.1.4. On appelle sous-module de torsion (resp. transformé strict) de F et on
note Ftor (resp. F ) le noyau (resp. l’image) de l’homomorphisme cF (2.10.1.2).
On dit que F est rig-nul (resp. rig-pur) si F = Ftor (resp. Ftor = 0) (cf. [31]
5.9.9).

2.10.1.5. Pour tout ouvertU de X, on a des isomorphismes fonctoriels H 0
rig(F )|U 

H 0
rig(F |U) et cF |U  cF |U ; par suite, on a Ftor|U = (F |U)tor.

2.10.1.6. Soient u : J → F un morphisme OX-linéaire, s ∈ Γ(X,H 0
rig(F ))

la section correspondante. On vérifie immédiatement que H 0
rig(u) : H 0

rig(J ) →
H 0

rig(F ) est le morphisme H 0
rig(OX)-linéaire défini par s et l’isomorphisme cano-

nique H 0
rig(J ) = H 0

rig(OX) ; en particulier, le diagramme

OX
s �� H 0

rig(F )

J u ��

i

��

F

cF

��

où i est l’injection canonique est commutatif.

Proposition 2.10.2. Soient X un schéma formel idyllique, J un idéal de définition
cohérent de X, F un OX-module, x un point de X. Alors :

(i) On a un isomorphisme canonique fonctoriel

(H 0
rig(F ))x

∼→ lim−→
n∈N

HomOX,x(J
n
x ,Fx). (2.10.2.1)

(ii) La fibre de Ftor en x est le sous-module de Jx-torsion de Fx (1.8.30).

La proposition (i) résulte de (1.3.12.1) et du fait que les foncteurs fibres
commutent aux limites inductives ; et la proposition (ii) s’en déduit aussitôt.

Proposition 2.10.3. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X, défini
par un idéal quasi-cohérent J de OX , F un OX-module quasi-cohérent. Suppo-
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sons la paire (X,X ′) idyllique (2.6.17). Alors l’homomorphisme canonique

lim
−→
n∈N

H omOX (J n,F ) → H 0
X/X′(F ) (2.10.3.1)

est bijectif ([31] 5.9.1).

Notons U l’ouvert X − X ′ de X et j : U → X l’injection canonique, de
sorte que H 0

X/X′(F ) = j∗(F |U ). Lorsque X est quasi-compact, le morphisme
canonique

lim−→
n∈N

HomOX (J n,F ) → Γ(U,F ) (2.10.3.2)

est bijectif en vertu de 1.8.34, 1.12.16(i) et 2.6.18.
D’autre part, lim−→

n∈N

H omOX (J n,F ) est le faisceau associé au préfaisceau

V �→ lim−→
n∈N

HomOV (J n|V,F |V ). (2.10.3.3)

Par suite, l’isomorphisme (2.10.3.2), appliqué à la restriction de la situation à des
ouverts quasi-compacts de X , montre que (2.10.3.1) est un isomorphisme.

Corollaire 2.10.4. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X , défini par
un idéal quasi-cohérent J de OX , F un OX-module quasi-cohérent, X̂ = X/X′ le
schéma formel complété de X le long de X ′, i : X̂ → X le morphisme canonique
d’espaces annelés (2.5.3). Supposons la paire (X,X ′) idyllique. Alors on a un OX̂-
morphisme canonique fonctoriel

i∗(H 0
X/X′(F )) → H 0

rig(F/X′), (2.10.4.1)

qui est un isomorphisme si F est de type fini.

On a un morphisme canonique fonctoriel de OX̂-modules

i∗(H omOX (J n,F )) → H omO
X̂

((J/X′)n,F/X′), (2.10.4.2)

qui est un isomorphisme si F est de type fini. En effet, cela résulte de 2.5.5(ii) et
([28] 0.5.7.6), car i est plat (2.6.19) et J est de présentation finie (2.6.18). D’autre
part, on a un isomorphisme canonique (2.10.3.1)

i∗(H 0
X/X′(F )) → i∗(lim−→

n∈N

H omOX (J n,F )) (2.10.4.3)

Il suffit alors de définir le morphisme (2.10.4.1) comme le composé du morphisme
(2.10.4.3) et de la limite inductive des morphismes (2.10.4.2), puisque i∗ commute
aux limites inductives.
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Proposition 2.10.5. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
fini de A, X = Spf(A), X = Spec(A), U l’ouvert X−V(J) de X, F un OX-module,
M = Γ(X,F ). Alors on a des isomorphismes canoniques

Γ(X,H 0
rig(F ))  Γ(U, M̃), (2.10.5.1)

Γ(X,Ftor) = Mtor. (2.10.5.2)

En effet, en vertu de 2.6.10 et 2.7.3, on a

Γ(X,H 0
rig(F ))  lim−→

n∈N

HomA(Jn,M ).

L’isomorphisme (2.10.5.1) résulte alors de 1.8.34, 1.10.2(i) et 1.10.3(i) ; et l’égalité
(2.10.5.2) s’en déduit par 1.8.30.2.

Corollaire 2.10.6. Soient X un schéma formel idyllique, A une OX-algèbre. Alors
H 0

rig(A ) est une H 0
rig(OX)-algèbre et non seulement un H 0

rig(OX)-module, et le
morphisme cA (2.10.1.2) est un homomorphisme d’anneaux.

Soit B la base pour la topologie de X formée des ouverts formels affines
globalement idylliques (2.6.15). Il résulte de (2.10.5.1) que U �→ Γ(U,H 0

rig(A )) est
un faisceau de H 0

rig(OX)-algèbres sur B dans le sens de ([28] 3.2.1). Par suite, le
faisceau (ordinaire) correspondant, qui s’identifie canoniquement à H 0

rig(A ), est un
faisceau de H 0

rig(OX)-algèbres. D’autre part, cA est clairement un homomorphisme
de faisceaux d’anneaux sur B, d’où la seconde assertion.

Corollaire 2.10.7. Soient A un anneau, J un idéal de type fini de A, M un A-
module, X = Spec(A), X ′ = Spec(A/J), U l’ouvert X −X ′ de X , F = M̃ , X̂ =
X/X′ le schéma formel complété de X le long de X ′, Â (resp. M̂) le séparé complété
de A (resp. M) pour la topologie J-préadique, G le OX-module quasi-cohérent
associé à M̂ . Supposons la paire (X,X ′) idyllique. Alors on a des isomorphismes
canoniques

Γ(X̂,H 0
rig(F/X′ ))  Γ(U,G ), (2.10.7.1)

Γ(X̂, (F/X′ )tor) = (M̂)tor. (2.10.7.2)

Si, en outre, M est de type fini sur A, on a un isomorphisme canonique

Γ(U,G )  Γ(U,F ) ⊗A Â. (2.10.7.3)

On notera d’abord que Â est un anneau idyllique (2.6.12) et que Γ(X̂,F/X′)=
M̂ . Donc la première assertion est une conséquence immédiate de 2.10.5. Suppo-
sons M de type fini sur A. Soient fi (1 ≤ i ≤ r) des éléments de A qui engendrent
J , de sorte que U = (D(fi)) est un recouvrement ouvert de U . On a Γ(U,G ) =
H0(U,G ) et Γ(U,F ) = H0(U,F ), où H0(U,−) désigne la cohomologie de Čech
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relativement à U ([30] 1.4.1). Comme Â est A-plat (1.12.17) et que M̂ M ⊗A Â
(1.12.16), on a un isomorphisme canonique H0(U,G )  H0(U,F )⊗A Â ; d’où l’iso-
morphisme (2.10.7.3).

Corollaire 2.10.8. Soient X un schéma, X ′ un sous-schéma fermé de X, défini
par un idéal quasi-cohérent J de OX , X̂ = X/X′ le schéma formel complété de
X le long de X ′, 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 une suite exacte de OX -modules
quasi-cohérents telle que F soit de type fini. Supposons la paire (X,X ′) idyllique.
Alors la suite

0 → H 0
rig(F

′
/X′) → H 0

rig(F/X′) → H 0
rig(F

′′
/X′) (2.10.8.1)

est exacte.
Si, en outre, J est localement monogène, la suite

0 → H 0
rig(F

′
/X′) → H 0

rig(F/X′) → H 0
rig(F

′′
/X′) → 0 (2.10.8.2)

est exacte.

Soit V = Spec(A) un ouvert affine de X . On a J |V = J̃ , où J est un idéal
de type fini de A, F |V = M̃ , F ′|V = M̃ ′, F ′′|V = M̃ ′′, où M , M ′, M ′′ sont trois
A-modules tels que M soit de type fini et que la suite 0 → M ′ → M → M ′′ → 0
soit exacte. On en déduit par complétion J-préadique une suite exacte 0 → M̂ ′ →
M̂ → M̂ ′′ → 0 (1.8.26(i) et 1.12.16(i)). Il résulte alors de (2.10.7.1) que la suite

0 → Γ(X ′ ∩ V,H 0
rig(F

′
/X′)) → Γ(X ′ ∩ V,H 0

rig(F/X′)) → Γ(X ′ ∩ V,H 0
rig(F

′′
/X′))

est exacte ; donc la suite (2.10.8.1) est exacte. Si J est monogène, le schéma V −
V(J) est affine et la suite

0 → Γ(X ′∩V,H 0
rig(F

′
/X′)) → Γ(X ′∩V,H 0

rig(F/X′)) → Γ(X ′∩V,H 0
rig(F

′′
/X′)) → 0

est exacte, d’où la dernière assertion.

Proposition 2.10.9. Soient X un schéma formel idyllique, F ,G deux OX-modules,
u : F → H 0

rig(G ) un morphisme OX-linéaire.

(i) Si X est quasi-compact et si F est de type fini, il existe un idéal de définition
cohérent J de X tel que u(J F ) soit contenu dans l’image du morphisme
canonique cG (2.10.1.2).

(ii) Si F et G sont cohérents, il en est de même de ker(u).

(i) La question étant locale, on peut supposer que l’on a un morphisme surjec-
tif v : On

X → F ; le composé uv est défini par n sections s1, . . . , sn ∈ Γ(X,H 0
rig(G )).

D’après 2.6.10, il existe un idéal de définition cohérent J de X et des homo-
morphismes ui : J → G qui définissent les si. L’assertion résulte alors de la
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commutativité du diagramme

On
X

v �� F
u �� H 0

rig(G )

⊕ni=1J

i

��

∑

i ui �� G

cG

��

où i est la flèche canonique (2.10.1.6).
(ii) La question étant locale, on peut se borner au cas où X = Spf(A) est

formel affine globalement idyllique, F = M∆ et G = N∆, où M et N sont des A-
modules cohérents. Soit J un idéal de définition cohérent de A. D’après (2.10.5.1),
u induit un morphisme A-linéaire

Γ(X, u) : M → Γ(Spec(A) − V(J), Ñ).

En vertu de 1.9.14, le noyau P de Γ(X, u) est un A-module de type fini, donc
cohérent (en tant que sous-module de M). Montrons que ker(u)  P∆ (ce qui
prouvera la proposition). Pour tout f ∈ A, u induit un morphisme A{f}-linéaire :

Γ(D(f), u) : M{f} → Γ(Spec(A{f}) − V(JA{f}), (N{f})∼).

On a M{f}  M ⊗A A{f}, N{f}  N ⊗A A{f} et P{f}  P ⊗A A{f} (1.12.16).
Comme A{f} est A-plat (1.12.6), Γ(D(f), u) s’identifie à Γ(X, u) ⊗A A{f} ([30]
1.4.1). On en déduit que l’on a Γ(D(f), ker(u))  P{f}, d’où l’assertion.

Proposition 2.10.10. Soient X un schéma formel idyllique, F un OX-module.
Considérons les conditions suivantes :

(i) H 0
rig(F ) = 0.

(ii) F est rig-nul (2.10.1.4).
(iii) J F = 0 pour un idéal de définition cohérent J de X.

Alors (iii)⇒(i)⇔(ii). De plus, si X est quasi-compact et si F est de type fini, les
trois conditions sont équivalentes.

On a clairement (iii)⇒(i)⇒(ii). Supposons F rig-nul. Soient U un ouvert
formel affine globalement idyllique de X, M = Γ(U,F ). On a alors M = Mtor
(2.10.5.2) et par suite Γ(U,H 0

rig(F )) = 0 (2.10.5.1) ; d’où l’implication (ii)⇒(i).
Supposons que X soit quasi-compact, que F soit de type fini et que

H 0
rig(F ) = 0. Montrons qu’il existe un idéal de définition cohérent J de X tel que

l’image de F dans H omOX(J ,F ) soit nulle (ce qui impliquera que J F = 0).
La question étant locale, on peut se borner au cas où X = Spf(A) est affine globa-
lement idyllique et F est engendré par des sections x1, . . . , xm de M = Γ(X,F ).
Compte tenu de 2.6.10, il existe un idéal de définition de type fini J de A tel
que l’image de chacun des xi dans HomA(J,M) soit nulle, ce qui démontre notre
assertion.



2.10. Clôture rigide d’un module 173

Corollaire 2.10.11. Soit X un schéma formel idyllique. Alors tout sous-OX-module
(resp. tout quotient) d’un OX-module rig-nul est rig-nul.

L’assertion non respée résulte de 2.10.1.3 et 2.10.10. L’assertion respée est
une conséquence immédiate de la définition (2.10.1.4).

Corollaire 2.10.12. Soient X un schéma formel idyllique, F un OX-module. Alors :

(i) Ftor est le plus grand sous-module rig-nul de F .
(ii) Le transformé strict F de F est le plus grand quotient rig-pur de F .
(iii) Pour tout sous-module rig-nul G de F , le morphisme surjectif canonique

F → F/G induit un isomorphisme entre les transformés stricts.

Pour (i), il suffit d’observer que Ftor est rig-nul en vertu de (2.10.5.2). L’as-
sertion (iii) résulte du diagramme commutatif

0 �� G ��

��

F ��

��

F/G ��

��

0

0 �� 0 �� H 0
rig(F ) �� H 0

rig(F/G )

dont les lignes sont exactes (2.10.1.3 et 2.10.10). Si on prend G = Ftor, le dia-
gramme ci-dessus montre que F est rig-pur, d’où l’assertion (ii).

Proposition 2.10.13. Soient A un anneau idyllique, M un A-module de type fini,
X = Spf(A) ; alors (M∆)tor = (Mtor)∆.

Supposons d’abord que M soit rig-pur (resp. rig-nul). Pour tout f ∈ A, on
a Γ(D(f), (M∆)tor) = (M{f})tor (2.10.5.2). Par ailleurs, on a un isomorphisme
M{f} M ⊗A A{f} (1.12.16) et A{f} est A-plat (1.12.6). On en déduit que M{f}
est rig-pur (resp. rig-nul), d’où la proposition.

Considérons ensuite le cas général. On sait que Mtor est de type fini (1.10.2) ;
posons M = M/Mtor. On a un diagramme commutatif

0 �� (Mtor)∆ ��

��

M∆ ��

cM∆

��

M
∆ ��

c
M∆

��

0

0 �� 0 �� H 0
rig(M

∆) �� H 0
rig(M

∆
)

Compte tenu de ce qui a été vu précédemment, et en vertu de 2.7.2.1(ii), 2.10.1.3 et
2.10.10, les lignes de ce diagramme sont exactes et le morphisme c

M
∆ est injectif,

d’où la proposition.

Corollaire 2.10.14. Soient X un schéma formel idyllique, F un OX-module cohé-
rent. Alors Ftor et F sont cohérents.
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En effet, il suffit de montrer que Ftor est cohérent (1.3.4), ce qui résulte de
2.10.13 et 1.10.3(iii).

Corollaire 2.10.15. Pour qu’un schéma formel idyllique X soit rig-pur, il faut et il
suffit que OX soit rig-pur. En particulier, pour qu’un schéma formel affine globa-
lement idyllique X = Spf(A) soit rig-pur, il faut et il suffit que A soit rig-pur.

Si X est rig-pur, (OX)tor = 0 en vertu de 2.10.13. Inversement, si (OX)tor = 0,
X est rig-pur en vertu de (2.10.5.2).

Définition 2.10.16. On appelle transformé strict d’un schéma formel idyllique X le
sous-schéma fermé défini par l’idéal cohérent (OX)tor de OX.

Proposition 2.10.17. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques, Y′ le transformé strict de Y, j : Y′ → Y l’injection canonique. Si X est
rig-pur, f se factorise uniquement en

X
g−→ Y′

j−→ Y,

où g est un morphisme adique. De plus, si f est localement de présentation finie
(resp. de présentation finie), il en est de même de g.

La première assertion étant locale sur X et sur Y, on peut se borner au cas
où X = Spf(B) et Y = Spf(A) sont formels affines globalement idylliques et f
est associé à un homomorphisme adique ϕ : A → B. Alors Y′ est le sous-schéma
fermé de Y défini par l’idéal cohérent Ator (2.10.13). Comme Btor = 0 (2.10.15),
ϕ induit un homomorphisme adique ϕ′ : A/Ator → B, d’où la première assertion.
La seconde assertion résulte de 2.3.18 et 2.6.8.

Proposition 2.10.18. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogène. Alors le foncteur F �→ H 0

rig(F ) est exact.

La question étant locale (2.10.1.5), on peut supposer que X admet un idéal
de définition localement monogène J . Soient F un OX-module, x un point de X.
On a un isomorphisme canonique fonctoriel (2.10.2.1)

(H 0
rig(F ))x

∼→ lim−→
n∈N

HomOX,x
(J n

x ,Fx).

D’autre part, le sous-module de Jx-torsion de OX,x est de type fini d’après
2.10.2(ii) et 2.10.14. Donc en vertu de 1.8.34(a), si t est un générateur de Jx,
on a un isomorphisme canonique fonctoriel

lim−→
n∈N

HomOX,x(J
n
x ,Fx)

∼→ Fx[t−1].

On en déduit que le foncteur F �→ (H 0
rig(F ))x est exact ; d’où la proposition.
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Corollaire 2.10.19. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogène.

(i) Pour tout OX-module cohérent F , l’homomorphisme

F ⊗OX H 0
rig(OX) → H 0

rig(F ) (2.10.19.1)

déduit de cF (2.10.1.2) est bijectif.
(ii) Soient u : F → G un morphisme de OX-modules cohérents, v : H 0

rig(F ) →
H 0

rig(G ) un homomorphisme H 0
rig(OX)-linéaire tels que le diagramme

H 0
rig(F ) v �� H 0

rig(G )

F

cF

��

u �� G

cG

��

soit commutatif ; alors v = H 0
rig(u).

(i) La question étant locale sur X, on peut supposer que l’on a une suite
exacte de OX-modules Oq

X → Op
X → F → 0, auquel cas la conclusion résulte de

2.10.18.
(ii) Cela résulte aussitôt de (i).

Corollaire 2.10.20. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogène. Alors H 0

rig(OX) est X-plat.

En effet, OX étant cohérent (2.8.1), on se ramène à vérifier la condition
1.3.17(ii) pour tout ouvert de X. Il suffit alors de montrer que le foncteur F �→
F ⊗OX H 0

rig(OX) est exact en F dans la catégorie des OX-modules cohérents, ce
qui résulte de 2.10.18 et 2.10.19(i).

Corollaire 2.10.21. Soient X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogène, F et G deux OX-modules cohérents. Alors il existe des
isomorphismes canoniques fonctoriels

H 0
rig(F ⊗OX G ) ∼→ H 0

rig(F ) ⊗H 0
rig(OX) H 0

rig(G ), (2.10.21.1)

H 0
rig(H omOX(F ,G )) ∼→ H omH 0

rig(OX)(H
0

rig(F ),H 0
rig(G )). (2.10.21.2)

En effet, l’isomorphisme (2.10.21.1) résulte de 2.10.19(i), et l’isomorphisme
(2.10.21.2) de 2.10.19(i), 2.10.20 et ([28] 0.5.7.6).

Proposition 2.10.22. Soient X un schéma formel idyllique, u : F → G un mor-
phisme de OX-modules.

(i) Supposons G de type fini. Alors si H 0
rig(u) est un isomorphisme, le noyau et

le conoyau de u sont rig-nuls.
(ii) Supposons que X admette localement un idéal de définition monogène. Alors

si le noyau et le conoyau de u sont rig-nuls, H 0
rig(u) est un isomorphisme.
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(i) On peut clairement se borner au cas où X est quasi-compact. Considérons
le diagramme commutatif

0 �� Ftor ��

v

��

F ��

u

��

F ��

w

��

0

0 �� Gtor �� G �� G �� 0

où v et w sont déduits de u. Il résulte de 2.10.11 et 2.10.12(i) que ker(v) et coker(v)
sont rig-nuls. D’autre part, il résulte des hypothèses que w est injectif. Appliquons
2.10.9(i) au morphisme a = (H 0

rig(u))
−1 ◦i : G → H 0

rig(F ), où i : G → H 0
rig(G ) est

l’injection canonique. On en déduit qu’il existe un idéal de définition cohérent J
de X tel que a(J G ) ⊂ cF (F ). Par suite, J coker(w) = 0, d’où la proposition.

(ii) Cela résulte de 2.10.10 et 2.10.18.

Corollaire 2.10.23. Soient X un schéma formel idyllique, J un idéal de définition
cohérent de X, F un OX-module. Alors :

(i) L’homomorphisme canonique H 0
rig(J F ) → H 0

rig(F ) est bijectif.
(ii) Si X admet localement un idéal de définition monogène, l’homomorphisme

canonique H 0
rig(F ) → H 0

rig(F ) est bijectif.

L’assertion (i) résulte de 2.10.1.3, et l’assertion (ii) de 2.10.12(i) et 2.10.22(ii).

Proposition 2.10.24. Soit X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogène.

(i) Pour tout OX-module cohérent F , H 0
rig(F ) est un H 0

rig(OX)-module cohé-
rent.

(ii) Si X est quasi-compact, tout H 0
rig(OX)-module cohérent F est de la forme

H 0
rig(F ) pour un OX-module cohérent F .

(iii) Si X est quasi-compact, toute suite exacte courte de H 0
rig(OX)-modules co-

hérents est la “clôture rigide” d’une suite exacte courte de OX-modules cohé-
rents.

(i) Il résulte de 2.10.1.5 et 2.10.18 que H 0
rig(F ) est un H 0

rig(OX)-module
de type fini. Il suffit clairement de montrer que pour tout homomorphisme
u : H 0

rig(OX)n → H 0
rig(F ), ker(u) est de type fini. On peut se borner au cas où X

est quasi-compact. Soient xi ∈ Γ(X,H 0
rig(F )) (1 ≤ i ≤ n) les sections définies par

u. D’après 2.6.10, chaque xi est défini par un homomorphisme vi : J → F où J
est un idéal de définition cohérent de X. Si l’on pose v =

∑n
i=1 vi : ⊕ni=1 J → F ,

on a u = H 0
rig(v) (2.10.1.6). On en déduit, en vertu de 2.10.18, que ker(u) =

H 0
rig(ker(v)) et qu’il est de type fini.

(ii) Il existe un recouvrement ouvert fini (Ui)i∈I de X tel que, pour tout i ∈ I,
si l’on pose Xi = (Ui,OX|Ui), on ait une suite exacte

H 0
rig(OXi)ni

ui �� H 0
rig(OXi)mi �� F |Ui �� 0 .
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D’après la preuve de (i), il existe un idéal de définition cohérent J de X et, pour
tout i ∈ I, un homomorphisme vi : ⊕nik=1 (J |Ui) → Omi

Xi
tel que ui = H 0

rig(vi).
Le conoyau Fi de vi est un OXi-module cohérent, et en vertu de 2.10.18, on a un
isomorphisme de H 0

rig(OXi)-modules

F |Ui  H 0
rig(Fi). (2.10.24.1)

Nous allons construire F par recollement en procédant par récurrence sur
le cardinal de I ; on se réduit aussitôt au cas où I = {1, 2}. Remplaçant Fi par
son transformé strict, on peut le supposer rig-pur (2.10.12, 2.10.14 et 2.10.23). On
pose U = U1 ∩ U2, Y = (U,OX|U), F1,2 = F1|U et F2,1 = F2|U . On déduit de
(2.10.24.1) un isomorphisme de H 0

rig(OY)-modules

v : H 0
rig(F1,2)

∼→ H 0
rig(F2,1). (2.10.24.2)

D’après 2.10.9(i), il existe un entier n≥1 tel que v(J nF1,2) ⊂ F2,1 ⊂ H 0
rig(F2,1).

Remplaçant F1 par J nF1, ce qui est permis en vertu de 2.10.23(i), on peut
supposer v(F1,2) ⊂ F2,1. Par suite, v induit un morphisme injectif u : F1,2 →
F2,1. D’après 2.10.9(i), il existe un entier m ≥ 0 tel que v−1(JmF2,1) ⊂ F1,2 ;
donc on a JmF2,1 ⊂ u(F1,2). En vertu de 2.8.15, il existe un sous-OX2-module
cohérent F ′2 de F2 tel que F ′2|U = u(F1,2) et JmF2 ⊂ F ′2. Par recollement,
il existe un OX-module cohérent F tel que F |U1 = F1 et F |U2 = F ′2 ([28]
0.3.3.1). Le morphisme canonique H 0

rig(F
′
2) → H 0

rig(F2) étant bijectif (2.10.18
et 2.10.10), on déduit de (2.10.24.1) des isomorphismes H 0

rig(F )|U1  F |U1 et
H 0

rig(F )|U2  F |U2. Ces derniers se recollent en un isomorphisme H 0
rig(F )  F

car H 0
rig(u) = v en vertu de 2.10.19(ii).

(iii) Compte tenu de 2.10.18, il suffit de montrer que si v : F → G est un
monomorphisme de H 0

rig(OX)-modules cohérents, il existe un monomorphisme de
OX-modules cohérents u : F → G tel que H 0

rig(u) = v. D’après (ii), il existe F

et G deux OX-modules cohérents tels que H 0
rig(F ) = F et H 0

rig(G ) = G ; on peut
supposer F et G rig-purs (2.10.12, 2.10.14 et 2.10.23). D’après 2.10.9(i), il existe
un idéal de définition cohérent J de X tel que v(J F ) ⊂ G . Remplaçant F par
J F , ce qui est permis en vertu de 2.10.23(i), on peut supposer v(F ) ⊂ G . Par
suite, v induit un homomorphisme injectif u : F → G , et la relation v = H 0

rig(u)
résulte de 2.10.19(ii).

Corollaire 2.10.25. Si X est un schéma formel idyllique, quasi-compact et ayant
localement un idéal de définition monogène, toute H 0

rig(OX)-algèbre cohérente B
est de la forme H 0

rig(B) pour une OX-algèbre cohérente B.

Soit (Ui)i∈I un recouvrement fini de X par des ouverts formels affines tels
que pour tout i ∈ I, Ai = Γ(Ui,OX) soit un anneau idyllique ayant un idéal de
définition principal Ji engendré par ti. D’après 2.10.24(ii) et 2.10.23(ii), B est de
la forme H 0

rig(F ) pour un OX-module cohérent rig-pur F . On a F |Ui = M∆
i où

Mi est un Ai-module cohérent rig-pur, et Γ(Ui, B) = (Mi)ti (2.10.5.1). Quitte à
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remplacer F par J F où J est un idéal de définition cohérent de X (2.10.23),
on peut supposer que pour tout i ∈ I, Mi est engendré par un nombre fini de
sections de Γ(Ui, B) entières sur Ai. Soient B la sous-OX-algèbre de B engendrée
par F , ι : F → B l’homomorphisme canonique.

Montrons d’abord que B est un OX-module cohérent. La question étant
locale, on peut se borner au cas où X est l’un des ouverts Ui. On a alors un
homomorphisme surjectif u : On

X → F défini par des sections x1, . . . , xn ∈ Γ(X, B)
entières sur Γ(X,OX) ; chaque xi vérifie une relation Pi(xi) = 0, où Pi est un
polynôme unitaire de degré > 0 à coefficients dans Γ(X,OX). Par suite, B est
l’image de l’homomorphisme de OX-algèbres

v : OX[ξ1, . . . , ξn]/(P1(ξ1), . . . , Pn(ξn)) → B

défini par v(ξi) = xi, et il résulte de 2.10.9(ii) que B est un OX-module cohérent.
Montrons ensuite que le morphisme canonique de H 0

rig(OX)-algèbres (2.10.19)

H 0
rig(B) = B ⊗OX

H 0
rig(OX) → B (2.10.25.1)

est un isomorphisme (ce qui prouvera le corollaire). Comme H 0
rig(ι) est un inverse

à droite de (2.10.25.1), il suffit de montrer que H 0
rig(ι) est un isomorphisme de

H 0
rig(OX)-modules. D’une part, F étant rig-pur, ι est injectif, et il en est de même

de H 0
rig(ι) en vertu de 2.10.1.3. D’autre part, d’après 2.10.9(i), il existe un idéal

de définition cohérent J de X tel que l’on ait J B ⊂ F ⊂ B ⊂ H 0
rig(F ) = B ;

par suite, H 0
rig(ι) est surjectif en vertu de 2.10.23(i).

Lemme 2.10.26. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels idyl-
liques, K un idéal de définition cohérent de Y, J = f∗(K )OX, F un OX-module.
Alors le morphisme

lim−→
n≥0

H omOX(J n,F ) → lim−→
n≥0

H omOX(f∗(K n),F ) (2.10.26.1)

déduit des morphismes canoniques f∗(K n) → J n est bijectif.

Il suffit de montrer que si U = Spf(A) est un ouvert formel affine globalement
idyllique de X et V = Spf(B) est un ouvert formel affine globalement idyllique
de Y tels que f(U) ⊂ V , l’évaluation du morphisme (2.10.26.1) au-dessus de U
est un isomorphisme. Soient ϕ : B → A l’homomorphisme adique déduit de f ,
K = Γ(V,K ), J = KA, M = Γ(U,F ), W = Spec(A), Wg l’ouvert W − V(J) de
W . D’après 2.6.10, 2.7.3 et 2.7.4, l’évaluation du morphisme (2.10.26.1) au-dessus
de U est le morphisme

lim−→
n≥0

HomA(Jn,M) → lim−→
n≥0

HomA(Kn ⊗B A,M) (2.10.26.2)

déduit des morphismes canoniques Kn ⊗B A → Jn ; c’est un isomorphisme en
vertu de 1.8.33(b).
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2.10.27. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels idylliques,
G un OY-module, K un idéal de définition cohérent de Y, J = f∗(K )OX. On
a un morphisme fonctoriel

αf (G ) : f−1(H 0
rig(G )) → H 0

rig(f
∗G ) (2.10.27.1)

défini par le diagramme commutatif suivant

f−1(lim−→ H omOY(K n,G )) αf (G ) �� lim−→ H omOX
(J n, f∗(G ))

w

��
lim−→ f−1(H omOY(K n,G )) u ��

v

��

lim−→ H omOX
(f∗(K n), f∗(G ))

où u, v et w sont les morphismes canoniques ; en effet, v et w sont des isomor-
phismes (2.10.26). On désigne par

βf (G ) : H 0
rig(G ) → f∗(H 0

rig(f
∗G )) (2.10.27.2)

le morphisme adjoint de αf (G ). Il est clair que αf (G ) et βf (G ) ne dépendent pas
de l’idéal de définition K à isomorphisme canonique près, et le diagramme

f−1G
i ��

f−1(cG )

��

f∗(G )

cf∗(G )

��
f−1(H 0

rig(G ))
αf (G ) �� H 0

rig(f
∗(G ))

(2.10.27.3)

où i est le morphisme canonique, est commutatif.
On vérifie aisément que le diagramme

lim−→ H omOY
(K n,G ) βf (G ) ��

a

��

f∗(lim−→ H omOX
(J n, f∗(G )))

f∗(w)

��
lim−→ f∗(H omOY

(f∗(K n), f∗(G ))) b �� f∗(lim−→ H omOY
(f∗(K n), f∗(G )))

(2.10.27.4)
où a et b sont les morphismes canoniques est commutatif.

2.10.27.5. Si U est un ouvert de X et V est un ouvert de Y tels que f(U ) ⊂ V , et
si l’on note f ′ : U → V la restriction de f , on a αf (G )|U = αf ′(G |V ).

2.10.27.6. Si B est une OY-algèbre, αf (B) et βf (B) sont des homomorphismes
d’anneaux (2.10.6) ; en particulier, αf (OY) et βf (OY) sont des homomorphismes
d’anneaux. De plus, αf (G ) et βf (G ) sont des di-homomorphismes relatifs à αf (OY)
et βf (OY) respectivement.
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Pour établir la première assertion, il suffit de montrer que αf (B) ou βf (B)
est un homomorphisme d’anneaux. La question pour αf (B) étant locale sur X
et sur Y, on peut se borner au cas où X = Spf(A) et Y = Spf(B) sont formels
affines globalement idylliques ; donc f est affine adique. Montrons alors que βf (B)
est un homomorphisme d’anneaux. Compte tenu de 2.10.27.5, 2.3.7 et 2.6.12, il
suffit encore de montrer que l’évaluation de βf (B) au-dessus de Y est un homo-
morphisme d’anneaux. Soient ϕ : B → A l’homomorphisme adique déduit de f ,
K = Γ(Y,K ), J = Γ(X,J ), S = Γ(Y,B), T = Γ(X, f∗(B)). On notera que l’on
a J = KA (2.2.8), mais en général l’homomorphisme canonique S⊗BA→ T n’est
pas bijectif (cf. 2.7.4). D’après (2.10.5.1) et la preuve de 2.10.26, l’évaluation de
βf (B) au-dessus de Y s’identifie au morphisme canonique

Γ(Spec(B) − V(K), S̃) → Γ(Spec(A) − V(J), T̃ ),

qui est clairement un homomorphisme d’anneaux. La seconde assertion se dé-
montre de même.

2.10.28. Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes adiques de schémas formels
idylliques, h = g ◦ f , H un OZ-module. Il résulte de la définition (2.10.27) que le
diagramme

f−1g−1(H 0
rig(H ))

f−1(αg(H )) �� f−1(H 0
rig(g

∗H ))
αf (g∗H ) �� H 0

rig(f
∗(g∗H ))

h−1(H 0
rig(H ))

αh(H ) �� H 0
rig(h

∗H )

(2.10.28.1)
est commutatif. Par adjonction, le diagramme

H 0
rig(H )

βh(H ) ��

βg(H )

��

h∗(H 0
rig(h

∗H ))

g∗(H 0
rig(g

∗H ))
g∗(βf (g∗H )) �� g∗(f∗(H 0

rig(f
∗(g∗H ))))

(2.10.28.2)

est aussi commutatif.

2.10.29. Soit f : X → Y un morphisme adique de schémas formels idylliques.
L’homomorphisme d’anneaux αf (OY) définit un morphisme d’espaces annelés

fg : (X,H 0
rig(OX)) → (Y,H 0

rig(OY)). (2.10.29.1)

Suivant la convention (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation f−1
g (ou

f−1) pour désigner l’image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons
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la notation f∗g pour l’image inverse au sens des modules. Pour tout OY-module G ,
αf (G ) définit un homomorphisme

f∗g (H 0
rig(G )) = f−1(H 0

rig(G )) ⊗f−1(H 0
rig(OY)) H 0

rig(OX) → H 0
rig(f

∗(G )).
(2.10.29.2)

Proposition 2.10.30. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques tel que Y admette localement un idéal de définition monogène, G un
OY-module cohérent. Alors l’homomorphisme (2.10.29.2)

f∗g (H 0
rig(G )) → H 0

rig(f
∗(G ))

est bijectif.

La question étant local sur X et sur Y, on peut supposer que l’on a une suite
exacte de OY-modules Oq

Y → Op
Y → G → 0, auquel cas la proposition résulte de

2.10.18.

2.10.31. Soient f : X → Y un morphisme adique et quasi-compact de schémas
formels idylliques, F un OX-module, K un idéal de définition cohérent de Y,
J = f∗(K )OX. On a un morphisme fonctoriel

ιf (F ) : H 0
rig(f∗F ) → f∗(H 0

rig(F )) (2.10.31.1)

défini par le diagramme commutatif suivant

lim−→ H omOY
(K n, f∗F ) ιf (F) �� f∗(lim−→ H omOX

(J n,F ))

w

��
lim−→ f∗(H omOX(f∗(K n),F )) u ��

v

��

f∗(lim−→ H omOX(f∗(K n),F ))

où u et w sont les morphismes canoniques et v est la limite des isomorphismes
d’adjonction ; en effet, w est un isomorphisme (2.10.26). Il est clair que ιf (F ) ne
dépend pas de l’idéal de définition K à isomorphisme canonique près. On peut
faire les remarques suivantes :

2.10.31.2. ιf (F ) est un isomorphisme ; on note

f (F ) : f∗(H 0
rig(F )) ∼→ H 0

rig(f∗F ) (2.10.31.3)

l’isomorphisme inverse. En effet, comme les topos de Zariski Xzar et Yzar sont
algébriques et que le morphisme f : Xzar → Yzar est cohérent (2.6.6), le foncteur
f∗ commute aux limites inductives filtrantes ([1] VI 5.1).

2.10.31.4. On a f∗(cF ) = ιf (F ) ◦ cf∗F .
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2.10.31.5. Pour tout OY-module G , le morphisme composé

f (f∗G ) ◦ βf (G ) : H 0
rig(G ) → H 0

rig(f∗f
∗G )

est induit par l’homomorphisme d’adjonction G → f∗f∗G . Cela résulte aussitôt
des définitions et (2.10.27.4).

Proposition 2.10.32. Soient f : X → Y un morphisme adique et quasi-compact de
schémas formels idylliques, F un OX-module. Alors :

(i) On a un isomorphisme fonctoriel f∗(Ftor)
∼→ (f∗F )tor.

(ii) On a un morphisme fonctoriel injectif

f∗(F ) → f∗(F ) (2.10.32.1)

déduit de ιf (F ) (2.10.31.1). Il est bijectif si f est fini et de présentation finie
et F est cohérent.

(i) Cela résulte de 2.10.31.2 et 2.10.31.4.
(ii) Le morphisme (2.10.32.1) résulte de 2.10.31.4. Il est injectif en vertu de

2.10.31.2. La seconde assertion résulte de 2.8.6, 2.8.19 et 2.10.14.

Lemme 2.10.33. Soient f : X → Y un morphisme adique et quasi-compact de sché-
mas formels idylliques, F un OX-module injectif. Alors H 0

rig(F ) est f∗-acyclique.

Soient J un idéal de définition cohérent de X. Pour tout entier n ≥ 0,
H omOX(J n,F ) est flasque ([1] V 4.10), et donc f∗-acyclique ([1] V 5.2). Comme
les topos de Zariski Xzar et Yzar sont algébriques et que le morphisme de topos
f : Xzar → Yzar est cohérent (2.6.6), les foncteurs dérivés Rqf∗, q ∈ N, commutent
aux limites inductives filtrantes ([1] VI 5.1). Par suite, H 0

rig(F ) est f∗-acyclique.

2.10.34. Soient f : X → Y un morphisme adique et quasi-compact de schémas
formels idylliques tel que Y admette localement un idéal de définition monogène,
F un OX-module. Il résulte de 2.10.18 et 2.10.33 que pour tout entier q ≥ 0,
l’isomorphisme f (F ) (2.10.31.3) se dérive en un isomorphisme fonctoriel

qf (F ) : Rqf∗(H 0
rig(F )) ∼→ H 0

rig(R
qf∗F ). (2.10.34.1)

2.11 Étude cohomologique des faisceaux cohérents

Proposition 2.11.1. Soient X un schéma formel affine globalement idyllique, F un
OX-module cohérent ; alors on a Hq(X,F ) = 0 pour tout q > 0.

Soient J un idéal de définition cohérent de X, OXn = OX/J n+1, Fn =
F ⊗OX OXn (n ≥ 0). D’après 2.8.5, Fn est un OXn -module cohérent et F =
lim
←− Fn ; plus précisément, si on pose A = Γ(X,OX), J = Γ(X,J ), M = Γ(X,F )

et Mn = M/Jn+1M , alors M est A-module cohérent, F = M∆ et Fn = M̃n
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(2.7.2.9 et (2.7.2.2)). Pour tout f ∈ A et tout n ≥ 0, on a Γ(D(f),Fn) = (Mn)f
et Hi(D(f),Fn) = 0 pour i > 0. Par suite, les conditions de ([30] 0.13.3.1) sont
remplies, en prenant pour base B de la topologie de X l’ensemble des ouverts D(f)
pour f ∈ A ; le système projectif (Γ(X,Fn))n≥0 vérifie évidemment la condition
(ML) (1.17.1). La proposition résulte de loc. cit. par récurrence sur q.

Corollaire 2.11.2. Soient X un schéma formel affine globalement idyllique, F un
OX-module cohérent ; alors on a Hq(X,H 0

rig(F )) = 0 pour tout q > 0.

En effet, comme le topos de Zariski de X est cohérent (2.6.6), le foncteur
Hq(X,−) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens ([1] VI
5.3). L’assertion s’ensuit en vertu de 2.11.1.

2.11.3. Soient X un schéma formel, U = (Uα) un recouvrement ouvert de X, F
un OX-module. Nous désignerons par C•(U,F ) le complexe de Čech des cochaînes
alternées relatif au recouvrement U, à coefficients dans F ([1] V 2.3.3), et par
H•(U,F ) ses groupes de cohomologie.

Corollaire 2.11.4. Soient X un schéma formel idyllique, U = (Uα) un recouvrement
de X par des ouverts affines globalement idylliques, F un OX-module cohérent. Si
toute intersection finie des ensembles Uα est un schéma formel affine globalement
idyllique, les modules de cohomologie H•(X,F ) et H•(U,F ) (sur Γ(X,OX)) sont
canoniquement isomorphes.

Cela résulte de 2.11.1 et ([1] V 3.3).

Théorème 2.11.5. Soient f : X → Y un morphisme propre de présentation finie
de schémas formels idylliques, F un OX-module cohérent. Alors pour tout entier
q ≥ 0, le OY-module Rqf∗(F ) est cohérent.

Soient K un idéal de définition cohérent de Y, J = f∗(K )OX, OXn =
OX/J n+1, Fn = F ⊗OX OXn (n ≥ 0) ; on a alors F = lim←− Fn (2.8.5). Aux ho-
momorphismes canoniques F → Fn correspondent canoniquement des homomor-
phismes Rqf∗(F ) → Rqf∗(Fn), donnant à la limite un homomorphisme fonctoriel

Rqf∗(F ) → lim←−
n

Rqf∗(Fn). (2.11.5.1)

Il résulte de 2.11.5 que Rqf∗(F ), étant cohérent, est naturellement muni d’une
structure de OY-module topologique ; on considérera les Rqf∗(Fn) comme des
faisceaux de groupes pseudo-discrets ([28] 0.3.9.1). Nous allons montrer en même
temps que 2.11.5 le corollaire suivant.

Corollaire 2.11.6. Chacun des homomorphismes (2.11.5.1) est un isomorphisme
topologique. En outre, si Y est quasi-compact, le système projectif (Rqf∗(Fn))n≥0

satisfait à la condition (ML) ([30] 0.13.1.1).

Nous commençons par établir 2.11.5 et 2.11.6 lorsque Y est un schéma formel
affine globalement idyllique.
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Corollaire 2.11.7. Sous les hypothèses de (2.11.5), supposons en outre que Y =
Spf(A), où A est un anneau idyllique. Soit J un idéal de définition de type fini de
A, et posons Fn = F/Jn+1F pour n ≥ 0. Alors les Hq(X,F ) sont des A-modules
cohérents ; le système projectif (Hq(X,Fn))n≥0 satisfait à la condition (ML) pour
tout q ; si on pose

Nq,n = ker(Hq(X,F ) → Hq(X,Fn)), (2.11.7.1)

la topologie sur Hq(X,F ) définie par la filtration (Nq,n)n≥0 est la topologie J-
adique ; enfin, l’homomorphisme canonique

Hq(X,F ) → lim←−
n

Hq(X,Fn) (2.11.7.2)

est un isomorphisme topologique pour tout q (le premier membre étant muni de la
topologie J-adique, les Hq(X,Fn) de la topologie discrète).

Notons d’abord que si la proposition est vraie, elle le reste quand on rem-
place J par tout idéal de définition de type fini J ′ de A. En effet, on a J ′r ⊂ J et
Jr ⊂ J ′ pour un entier r ≥ 0 ; si l’on pose F ′n = F/J ′n+1F , on a des homomor-
phismes canoniques F ′r(n+1) → Fn et Fr(n+1) → F ′n, compatibles aux projections
canoniques de F dans ces modules ; il en résulte un isomorphisme topologique

lim←−
n

Hq(X,F ′n) → lim←−
n

Hq(X,Fn)

compatible aux flèches (2.11.7.2) ; si (Hq(X,Fn))n≥0 satisfait à la condition (ML),
il en est de même de (Hq(X,F ′n))n≥0 ; enfin, si l’on pose N′q,n = ker(Hq(X,F ) →
Hq(X,F ′n)), les filtrations (Nq,n)n≥0 et (N′q,n)n≥0 définissent la même topologie
sur Hq(X,F ).

On sait en vertu de ([30] 3.4.4) que la proposition est vraie si A est noethérien.
On supposera désormais que A est topologiquement de présentation finie sur un
anneau 1-valuatif R et J = tA, où t est un élément non nul de l’idéal maximal de
R. Il existe alors un entier r tel que trFtor = 0 (2.10.13 et 1.10.2).

Soient U = (Uα) un recouvrement fini de X par des ouverts formels af-
fines globalement idylliques, C• = C•(U,F ) (2.11.3) ; on pose An = A/tn+1A
et C•n = C• ⊗A An. Toute intersection des ensembles Uα est un schéma formel af-
fine globalement idyllique (2.6.12). Par suite, pour tout i, Ci est complet et séparé
pour la topologie (t)-adique, et trCi(t)-tor = 0 (2.10.5.2). Par ailleurs, on a, pour
tout q et tout n ≥ 0, des isomorphismes canoniques C•(U,Fn)  C•n (2.7.2.9 et
(2.7.2.2)), Hq(X,Fn)  Hq(C•n) et Hq(X,F )  Hq(C•) (2.11.4).

Si on pose Xn = (X,OX/J n+1), le morphisme fn : Xn → Spec(A/Jn+1)
déduit de f est propre de présentation finie, et A/Jn+1 est universellement cohé-
rent (1.12.15 et 1.4.2). On conclut de 1.4.8 que Hq(X,Fn) = Hq(Xn,Fn) est un
A-module cohérent pour tout q et tout n ≥ 0.



2.11. Étude cohomologique des faisceaux cohérents 185

On peut maintenant démontrer la proposition 2.11.7 par une récurrence des-
cendante sur q. Il existe un entier q0 tel que l’énoncé soit vrai par tout OX-module
cohérent en degré q ≥ q0. Supposons l’énoncé vrai par tout OX-module cohérent en
degré q + 1, et montrons le en degré q. Compte tenu de l’hypothèse de récurrence
et de la relation C•(U, tn+1F ) = tn+1C• (2.7.2.1), les conditions de 1.17.7 sont
remplies, et la proposition s’ensuit.

Corollaire 2.11.7.3. Sous les hypothèses de (2.11.7), on a, pour tout g ∈ A, un
isomorphisme topologique canonique

Hq(X,F ) ⊗A A{g}
∼→ lim←−

n

((Hq(X,Fn))g),

où le premier membre est muni de la topologie J-adique, et les (Hq(X,Fn))g de
la topologie discrète.

En vertu de 1.10.12(iii), Hq(X,F )⊗AA{g} est isomorphe au séparé complété
de (Hq(X,F ))g pour la topologie J-adique ; un système fondamental de voisinages
de 0 pour cette topologie est Nq,n ⊗A Ag ; ce dernier est le noyau de l’application
(Hq(X,F ))g → (Hq(X,Fn))g et par suite le groupe séparé associé à (Hq(X,F ))g
s’identifie à un sous-groupe G de lim←−

n

((Hq(X,Fn))g). Mais le système projectif

((Hq(X,Fn))g) vérifie la condition (ML), et l’image de (Hq(X,F ))g dans chacun
des (Hq(X,Fn))g est égale à l’image commune des (Hq(X,Fk))g pour k ≥ n assez
grand. On en déduit aussitôt que G est partout dense dans lim←−

n

((Hq(X,Fn))g), et

comme ce dernier groupe est complet et séparé, le corollaire est démontré.

2.11.8. Revenons maintenant à la démonstration de 2.11.5 et 2.11.6. Prouvons
d’abord ces propositions dans le cas Y = Spf(A) envisagé dans 2.11.7. Pour tout
g ∈ A, appliquons 2.11.7 au schéma formel affine globalement idyllique induit par
Y sur l’ouvert Yg = D(g), qui est égal à Spf(A{g}), et au schéma formel induit
par X sur f−1(Yg). Comme Fn est un OXn -module cohérent, on a

Hq(f−1(Yg),Fn) = Γ(Yg,Rqf∗(Fn))

pour tout n ≥ 0 ([30] 1.4.11). L’homomorphisme canonique

Hq(f−1(Yg),F ) → lim←−
n

Γ(Yg,Rqf∗(Fn))

est un isomorphisme ; mais on a

lim←−
n

Γ(Yg,Rqf∗(Fn)) = Γ(Yg, lim←−
n

Rqf∗(Fn))

et comme le faisceau Rqf∗(F ) est associé au préfaisceau Yg �→ Hq(f−1(Yg),F )
sur les Yg, on a bien montré que l’homomorphisme (2.11.5.1) est bijectif. Prouvons
ensuite que Rqf∗(F ) est un OY-module cohérent, et de façon plus précise que l’on a

Rqf∗(F ) = (Hq(X,F ))∆. (2.11.8.1)
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D’une part, Fn étant un OXn -module cohérent, on a ([30] 1.4.13)

Γ(Yg,Rqf∗(Fn)) = Γ(Y,Rqf∗(Fn)) ⊗A Ag = (Hq(X,Fn))g.

D’autre part, en vertu de 2.11.7.3, on a

lim←−
n

((Hq(X,Fn))g) = Hq(X,F ) ⊗A A{g} = Γ(Yg, (Hq(X,F ))∆).

Cela démontre (2.11.8.1) puisque Γ(Yg,Rqf∗(F )) = lim←−
n

Γ(Yg,Rqf∗(Fn)). On en

déduit que (2.11.5.1), qui est continu en vertu de ([28] 0.3.9.2), est un isomorphisme
topologique. Enfin, les Hq(X,Fn) étant des A-modules cohérents (1.4.8, 1.12.15,
1.4.2), il résulte des relations Rqf∗(Fn) = (Hq(X,Fn))∆ que le système projectif
(Rqf∗(Fn))n≥0 vérifie (ML) (2.7.2.1).

Une fois 2.11.5 et 2.11.6 démontrés dans le cas où le schéma formel Y est
affine globalement idyllique, il est immédiat de passer de là au cas général pour
2.11.5 et la première assertion de 2.11.6, qui sont locales sur Y, et pour la seconde
assertion de 2.11.6 puisque Y est quasi-compact.

Lemme 2.11.9. Soient A un anneau idyllique ayant un idéal de définition monogène
J = tA, Y = Spf(A), f : X → Y un morphisme propre et de présentation finie de
schémas formels, F un OX-module cohérent ; posons Fn = F/Jn+1F . S’il existe
deux entiers n > r ≥ 0 tels que trFtor = 0 et Hq(X,Fn) = 0, alors Hq(X,F ) = 0.

Soient U = (Uα) un recouvrement fini de X par des ouverts formels affines
globalement idylliques, C• = C•(U,F ) (2.11.3) ; on pose An = A/tn+1A et C•n =
C• ⊗A An. D’une part trCi(t)-tor = 0 pour tout i (2.10.5.2). D’autre part on a,
pour tout q et tout n ≥ 0, des isomorphismes canoniques Hq(X,Fn)  Hq(C•n) et
Hq(X,F )  Hq(C•) (2.11.4). Le lemme résulte alors de 1.17.6.

Proposition 2.11.10. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
fini de A, Y = Spf(A), f : X → Y un morphisme propre et de présentation finie
de schémas formels. On pose Yn = Spec(A/Jn+1), Xn = X ×Y Yn, et pour tout
OX-module F , Fn = F ⊗OX OXn = F/Jn+1F . Soit L un OX-module inversible
tel que L0 = L /JL soit un OX0-module ample ; pour tout OX-module F et tout
entier k, posons F (k) = F ⊗ L ⊗k.

(i) Pour tout OX-module cohérent F , il existe un entier k0 tel que, pour tout
k ≥ k0, les propriétés suivantes aient lieu :
(a) On a Hq(X,F (k)) = 0 pour tout q > 0.
(b) L’homomorphisme canonique H0(X,F (k)) → H0(X,F0(k)) est surjec-

tif.

(ii) Supposons A noethérien ou J monogène. Alors pour tout OX-module cohérent
F , il existe un entier k1 tel que, pour tout k ≥ k1 et tout n ≥ 0, l’homomor-
phisme canonique H0(X,F (k)) → H0(X,Fn(k)) soit surjectif.
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Observons d’abord que la condition (b) est équivalente à la condition
H1(X, JF (k)) = 0, qui est un cas particulier de (a) pour le faisceau cohérent
JF ; donc pour (i), il suffit de montrer qu’on peut trouver un entier k0 satisfai-
sant à la condition (a). On sait en vertu de ([30] 5.2.3) que la proposition est vraie
lorsque A est noethérien.

(i) On peut se borner au cas où A est topologiquement de présentation finie
sur un anneau 1-valuatif R, et J = tA, où t est un élément non nul de l’idéal
maximal de R ([29] 4.5.13). Il existe un entier r ≥ 0 tel que trFtor = 0 (2.10.13
et 1.10.2) ; on se donne un entier n > r. Le morphisme fn : Xn → Yn déduit de f
est propre de présentation finie, A/Jn+1 est universellement cohérent (1.12.15 et
1.4.2), et Ln est ample pour fn ([29] 4.5.13 et 4.6.6). On conclut de 1.4.10 qu’il
existe un entier k0 tel que pour tout k ≥ k0 et tout q > 0, on ait Hq(X,Fn(k)) = 0 ;
comme tr(F (k))tor = 0 pour tout k, la propriété (a) en résulte par 2.11.9.

(ii) On peut se borner au cas où J = tA est monogène. Il existe un entier
r ≥ 0 tel que trFtor = 0. D’après (i), il existe un entier k1 tel que pour tout
k ≥ k1 et tout 0 ≤ m ≤ r, on ait H1(X, tmF (k)) = 0. Comme tr(F (k))tor = 0
pour tout k, la multiplication par tp induit un isomorphisme trF (k) → tr+pF (k)
(2.10.5.2). D’où H1(X, tnF (k)) = 0 pour tout k ≥ k1 et tout n ≥ 0, ce qui entraîne
la proposition.

Corollaire 2.11.11. Les hypothèses étant celles de (2.11.10), pour tout OX-module
cohérent F , il existe un entier k0 tel que pour k ≥ k0, F (k) soit engendré par
ses sections au-dessus de X ; en d’autre termes, F est isomorphe au quotient d’un
OX-module de la forme (OX(−k))m.

Comme X0 est quasi-compact et quasi-séparé, il résulte de l’hypothèse sur L0

et de ([29] 4.5.5) qu’il existe k0 tel que, pour k ≥ k0, F0(k) soit engendré pas ses
sections au-dessus de X ; par ailleurs, on peut supposer k0 pris assez grand pour que
l’homomorphisme Γ(X,F (k)) → Γ(X,F0(k)) soit surjectif pour k ≥ k0 (2.11.10).
Il existe donc un nombre fini de sections si ∈ Γ(X,F (k)) dont les images dans
Γ(X,F0(k)) engendrent F0(k) ([28] 0.5.2.3). Comme J est contenu dans l’idéal
maximal de l’anneau local en tout point de X, il résulte du lemme de Nakayama
que les si engendrent F (k).

Proposition 2.11.12. Soient f : X → Y un morphisme propre de présentation finie
de schémas formels idylliques, F un OX-module cohérent rig-nul. Alors pour tout
entier q ≥ 0, le OY-module Rqf∗(F ) est rig-nul.

La question étant locale sur Y, on peut le supposer quasi-compact ; donc X
est quasi-compact. Il existe alors un idéal de définition cohérent K de Y tel que
si l’on pose J = f∗(K )OX, on ait J F = 0 (2.10.10). Il résulte de 2.11.6 que
K Rqf∗(F ) = 0, donc Rqf∗(F ) est rig-nul (2.10.10).
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2.12 Théorème de comparaison de la théorie “algébrique”
à la théorie “formelle”

2.12.1. Soient (Y, Y ′) une paire idyllique (2.6.17), f : X → Y un morphisme
propre de présentation finie, X ′ l’image réciproque de Y ′ par f ; donc (X,X ′) est
une paire idyllique. Nous désignons par X̂ et Ŷ les schémas formels complétés de
X et Y le long de X ′ et Y ′ respectivement, par f̂ le prolongement de f à ces
complétés, qui est un morphisme propre X̂ → Ŷ de schémas formels idylliques
(2.5.10). Pour tout OX -module cohérent F , nous désignons par F̂ son complété
F/X′ le long de X ′, qui est un OX̂ -module cohérent (2.8.4).

Soient K l’idéal quasi-cohérent de type fini de OY qui définit Y ′, J =
f∗(K )OX , qui est l’idéal de OX définissant X ′ ; on sait alors que J et K sont
cohérents (2.6.18). Soit F un OX -module cohérent, et considérons pour tout n ≥ 0
les OX -modules cohérents Fn = F/J n+1F . En vertu de 1.4.8 et 2.6.18, les OY -
modules Rqf∗(F ) et Rqf∗(Fn) sont cohérents pour tout q. On a des homomor-
phismes canoniques

Rqf∗(F ) ⊗OY (OY /K n+1OY ) → Rqf∗(Fn) (2.12.1.1)

donnant à la limite un homomorphisme fonctoriel

ϕq : (Rqf∗(F ))∧ → lim←−
n

Rqf∗(Fn), (2.12.1.2)

où le premier membre désigne le complété (Rqf∗(F ))/Y ′ de Rqf∗(F ) le long de
Y ′. D’ailleurs (2.12.1.1) peut être considéré comme un homomorphisme continu
de (OY /K n+1)-modules pseudo-discrets. Par suite ϕq est un homomorphisme
continu de OŶ -modules topologiques.

Soit i : X̂ → X le morphisme canonique d’espaces annelés (2.5.3), de sorte
que on a le diagramme commutatif

Xn
hn ��

in ���
��

��
��

� X̂

i

��
X

où Xn est le sous-schéma de X défini par l’idéal J n+1, in l’injection canonique,
hn le morphisme d’espaces annelés correspondant à l’identité sur les espaces sous-
jacents et à l’homomorphisme canonique OX̂ → (OX/J n+1)|X ′ (2.5.2). Comme
F̂ = i∗(F ) à isomorphisme canonique près (2.5.5), l’homomorphisme canonique
Hq(X̂, F̂ ) → Hq(Xn, h

∗
n(F̂ )) s’écrit aussi

Hq(X̂, F̂ ) → Hq(X,Fn); (2.12.1.3)
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ces homomorphismes forment évidemment un système projectif, d’où par passage
à la limite, un homomorphisme canonique

ψq,X : Hq(X̂, F̂ ) → lim←−
n

Hq(X,Fn). (2.12.1.4)

Remplaçant X par un ouvert de la forme f−1(V ), où V est un ouvert affine
de Y , on a des homomorphismes canoniques ([30] 1.4.11)

ψq,V : Hq(X̂ ∩ f−1(V ), F̂ ) → lim←−
n

Γ(V,Rqf∗(Fn)); (2.12.1.5)

ces homomorphismes définissent un homomorphisme canonique de faisceaux

ψq : Rq f̂∗(F̂ ) → lim←−
n

Rqf∗(Fn). (2.12.1.6)

Soit enfin j : Ŷ → Y le morphisme canonique d’espaces annelés ; comme
Rqf∗(F ) est un OY -module cohérent, on a j∗(Rqf∗(F )) = (Rqf∗(F ))∧ à isomor-
phisme canonique près (2.5.5), et on a donc un homomorphisme canonique

θq : (Rqf∗(F ))∧ = j∗(Rqf∗(F )) → Rq f̂∗(i∗(F )) = Rq f̂∗(F̂ ). (2.12.1.7)

Il résulte aussitôt que le diagramme

(Rqf∗(F ))∧
θq ��

ϕq
											 Rq f̂∗(F̂ )

ψq
��











lim←−
n

Rqf∗(Fn)

(2.12.1.8)

est commutatif.

Théorème 2.12.2. Soient (Y, Y ′) une paire idyllique, f : X → Y un morphisme
propre de présentation finie de schémas, X ′ l’image réciproque de Y ′ par f . Alors,
pour tout OX-module cohérent F , Rq f̂∗(F̂ ) est un OX̂-module cohérent et les
homomorphismes ϕq, ψq et θq du diagramme (2.12.1.8) sont des isomorphismes
topologiques.

On a (in)∗(h∗n(F̂ )) = Fn et l’homomorphisme (2.12.1.6) n’est autre que
l’homomorphisme (2.11.5.1). Par suite, le fait que ψq soit un isomorphisme topo-
logique est un cas particulier de 2.11.6. Il suffira donc de prouver que ϕq est un
isomorphisme topologique ; comme Rqf∗(F ) est cohérent (1.4.8 et 2.6.18), il en
résultera que Rq f̂∗(F̂ ) est cohérent.

Nous commençons par établir la forme affine de 2.12.2 :
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Corollaire 2.12.3. Les hypothèses étant celles de (2.12.2), supposons en outre Y =
Spec(B), et K = K̃, où K est un idéal de type fini de B, de sorte que Fn =
F/Kn+1F . La topologie définie sur Hq(X,F ) par les noyaux des homomor-
phismes canoniques Hq(X,F ) → Hq(X,Fn) est la topologie K-préadique ; soit
(Hq(X,F ))∧ le séparé complété de Hq(X,F ) pour cette topologie ; l’homomor-
phisme canonique

ϕq : (Hq(X,F ))∧ → lim←−
n

Hq(X,Fn) (2.12.3.1)

est un isomorphisme topologique ; enfin, l’homomorphisme canonique

ψq : Hq(X̂, F̂ ) → lim←−
n

Hq(X,Fn) (2.12.3.2)

est un isomorphisme.

L’isomorphisme (2.12.3.2) est mentionné ici à titre de rappel (2.11.7). En
vertu de ([30] 4.1.7), on sait que la proposition est vraie si B est noethérien. On
peut donc se borner au cas où il existe un anneau 1-valuatif R et un anneau
idyllique A, tels que B soit de présentation finie sur A, A soit topologiquement de
présentation finie sur R, et K = IB, où I est un idéal de définition de type fini de
A. Notons que si la proposition est vraie, elle reste vraie lorsqu’on remplace I par
tout idéal de définition de type fini de A (voir la preuve de 2.11.7). On supposera
désormais que K = tB, où t est un élément non nul de l’idéal maximal de R.

Soient U = (Uα) un recouvrement fini de X par des ouverts affines, C• =
C•(U,F ) (2.11.3) ; on pose An = A/tn+1A et C•n = C• ⊗A An. On a alors,
pour tout q et tout n ≥ 0, des isomorphismes canoniques C•(U,Fn)  C•n,
Hq(X,Fn)  Hq(C•n) et Hq(X,F )  Hq(C•). En vertu de 1.12.14(iii), il existe un
entier r ≥ 0 tel que trCi(t)-tor = 0 pour tout i. Il existe un entier h ≥ 0 tel que
th(Hq(trC•))(t)-tor = 0 pour tout q. En effet, trF étant un OX -module cohérent,
Hq(trC•)  Hq(X, trF ) est un B-module cohérent (1.4.8 et 2.6.18), et il suffit de
lui appliquer 1.12.14(iii). Les assertions recherchées résultent alors de 1.17.3.

2.12.4. Passons maintenant à la démonstration de 2.12.2. Pour tout ouvert affine
V de Y , Γ(V, (Rqf∗(F ))∧) est le séparé complété de Γ(V,Rqf∗(F )) pour la topo-
logieK-préadique (si K |V = K̃) puisque Rqf∗(F ) est un OY -module cohérent, et

Γ(V, lim←−
n

Rqf∗(Fn)) = lim←−
n

Γ(V,Rqf∗(Fn));

le fait que ϕq soit un isomorphisme topologique résulte alors de 2.12.3 et ([30]
1.4.11).

Corollaire 2.12.5. Sous les hypothèses de (2.12.2), pour tout ouvert affine V ⊂ Y ,
l’homomorphisme canonique

Hq(X̂ ∩ f−1(V ), F̂ ) → Γ(Ŷ ∩ V,Rqf̂∗(F̂ ))

est bijectif.
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2.13 Un théorème d’existence de faisceaux
algébriques cohérents

2.13.1. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type fini de
A. Si Y = Spec(A), le schéma formel affine Spf(A) s’identifie au complété Ŷ de
Y le long du sous-schéma fermé Y ′ défini par l’idéal J . Soient f : X → Y un
morphisme propre de présentation finie, X ′ l’image réciproque de Y ′ par f ; donc
(X,X ′) est une paire idyllique (2.6.17). Nous désignons par X̂ le complété de X
le long de X ′ et par f̂ : X̂ → Ŷ le prolongement de f aux complétés. Pour tout
OX -module cohérent F , nous notons F̂ son complété F/X′ le long de X ′, qui est
un OX̂ -module cohérent (2.8.4).

Proposition 2.13.2. Pour tout OX-module cohérent F , les homomorphismes ca-
noniques (2.12.1.7)

θq : Hq(X,F ) → Hq(X̂, F̂ )

sont des isomorphismes.

Comme Hq(X,F ) est un A-module cohérent (1.4.8 et 2.6.18), donc complet et
séparé pour la topologie J-adique (1.10.2), la proposition n’est qu’un cas particulier
de 2.12.3.

Proposition 2.13.3. Soient F , G deux OX-modules cohérents. Alors, pour tout
entier n ≥ 0, on a un isomorphisme canonique de A-modules cohérents

ExtnOX (X ; F ,G )  ExtnO
X̂

(X̂ ; F̂ , Ĝ ). (2.13.3.1)

Il existe une suite spectrale birégulière E(F ,G ) dont l’aboutissement est
ExtOX (X ;F ,G ) et dont les termes E2 sont donnés par Epq2 =Hp(X,E xtqOX (F ,G )) ;
on note E(F̂ , Ĝ ) la suite spectrale analogue relative à F̂ et Ĝ . On sait que
E xtqOX (F ,G ) est un OX -module cohérent (2.6.18 et [30] 0.12.3.3). On conclut
que les Epq2 sont des A-modules cohérents (1.4.8 et 2.6.18), et par suite il en est
de même des termes Epqr de la suite spectrale et de son aboutissement. D’autre
part, si i : X̂ → X est le morphisme canonique (2.5.3), F̂ et Ĝ s’identifient
canoniquement à i∗(F ) et i∗(G ) (2.5.5) et i est plat (2.6.19). Donc pour tout
q ≥ 0, le OX̂ -homomorphisme canonique uq : i∗(E xtqOX (F ,G )) → E xtqO

X̂
(F̂ , Ĝ )

est un isomorphisme ([30] 0.12.3.5) ; autrement dit, E xtqO
X̂

(F̂ , Ĝ ) s’identifie au
complété (E xtqOX (F ,G ))∧. On conclut alors de 2.13.2 que pour tout p ≥ 0,
Hp(X̂, E xtqO

X̂
(F̂ , Ĝ )) s’identifie canoniquement à Hp(X, E xtqOX (F ,G )). On voit

donc qu’on a, à un isomorphisme canonique près, Epq2 (F ,G ) = Epq2 (F̂ , Ĝ ). Cela
étant, on sait que la donné du morphisme plat i définit un homomorphisme cano-
nique de suites spectrales ([30] 0.12.3.4)

ϕ : E(F ,G ) → E(F̂ , Ĝ )
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dont le terme E2 (resp. l’aboutissement) se réduit à l’homomorphisme

ϕpq2 : Hp(X, E xtq(F ,G )) → Hp(X̂, E xtq(F̂ , Ĝ ))

(resp. ϕn : ExtnOX (X,F ,G ) → ExtnO
X̂

(X̂, F̂ , Ĝ ))

déduit de uq (resp. u0) par fonctorialité. Comme les ϕpq2 sont des isomorphismes,
il en est de même des ϕn.

Corollaire 2.13.4. Soient F , G deux OX -modules cohérents. Alors l’homomor-
phisme canonique

HomOX (F ,G ) → HomO
X̂

(F̂ , Ĝ ) (2.13.4.1)

qui, à tout homomorphisme u : F → G , fait correspondre son complété û : F̂ → Ĝ ,
est un isomorphisme. De plus, pour que û soit injectif (resp. surjectif), il faut et
il suffit que u le soit.

La première assertion est un cas particulier de 2.13.3. Pour démontrer la
seconde, notons en vertu de 2.6.22 que û est injectif (resp. surjectif) si et seule-
ment s’il existe un voisinage de X ′ dans lequel u soit injectif (resp. surjectif). La
conclusion résulte donc du lemme suivant :

Lemme 2.13.5. Tout voisinage de X ′ dans X est identique à X.

Si V est un voisinage ouvert de X ′ dans X , f(X − V ) est fermé dans Y , et
ne rencontre pas Y ′ ; mais cela est impossible à moins que X − V ne soit vide,
puisque J est contenu dans le radical de A ([12] chap. III §2.13 lem. 3), d’où la
conclusion.

2.13.6. Nous dirons provisoirement qu’un OX̂ -module cohérent est algébrisable
s’il est isomorphe à un complété F̂ d’un OX-module cohérent F .

Lemme 2.13.7. Soient F ′,G ′ deux OX̂-modules cohérents algébrisables. Pour tout
homomorphisme u : F ′ → G ′, ker(u), im(u) et coker(u) sont algébrisables.

En effet, on a F ′ = F̂ , G ′ = Ĝ , où F et G sont des OX -modules cohérents,
et on a u = v̂, où v : F → G est un homomorphisme (2.13.4). En vertu de 2.5.5(i),
ker(v̂) est isomorphe à (ker(v))∧, donc algébrisable ; démonstration analogue pour
im(u) et coker(u).

Théorème 2.13.8. Les hypothèses étant celles de (2.13.1), supposons de plus que
le morphisme f soit projectif. Alors le foncteur F �→ F̂ est une équivalence de la
catégorie des OX-modules cohérents et de la catégorie des OX̂-modules cohérents.

Notons tout d’abord que sous les hypothèses de (2.13.1), il revient au même
de demander que f soit projectif ou qu’il existe un OX -module inversible ample
L (1.4.8, 1.12.15 et [29] 5.5.4(i)). On pose Yn = Spec(A/Jn+1), Xn = X̂ ×Ŷ Yn,



2.14. Invariants normaux d’une immersion 193

et pour tout OX̂ -module F , Fn = F ⊗O
X̂

OXn = F/Jn+1F . Alors Xn est égal
au sous-schéma fermé X ×Y Yn = f−1(Yn) de X ; si L̂ est le complété de L ,
on a L̂0 = L /JL qui est un OX0 -module ample ([29] 4.6.13). On peut donc
appliquer à L̂ et tout OX̂ -module cohérent F le corollaire 2.11.11 ; on voit donc
que F est isomorphe à un quotient de G = (L̂ ⊗(−k))m pour des entiers k > 0 et
m > 0 convenables. Or, il est clair que G est le complété de (L ⊗(−k))m (2.5.5),
donc est algébrisable. Le noyau H de l’homomorphisme canonique G → F est un
OX̂ -module cohérent (1.3.4). On voit de même qu’il existe un OX̂ -module cohérent
algébrisable K et un homomorphisme v : K → G tel que H = im(v). On a alors
F = coker(v), et F est algébrisable en vertu de 2.13.7.

Corollaire 2.13.9. Sous les hypothèses de (2.13.8), l’application Z �→ Z/Z∩X′ est
une bijection de l’ensemble des sous-schémas fermés de présentation finie Z de X,
sur l’ensemble des sous-schémas fermés de X̂.

On notera d’abord que pour qu’un sous-schéma fermé de X soit de présenta-
tion finie, il faut et il suffit qu’il soit défini par un idéal cohérent de OX (2.6.18).
Un sous-schéma fermé de X̂ est de la forme (T, (OX̂/A )|T ), où A est un idéal
cohérent de OX̂ (2.9.1). Il résulte de 2.13.8 que OX̂/A est isomorphe à un OX̂ -
module de la forme F̂ , où F est un OX-module cohérent ; en outre, il résulte
de 2.13.4 que l’homomorphisme canonique OX̂ → OX̂/A est de la forme û, où
u : OX → F est un homomorphisme surjectif de OX -modules. Donc F est de la
forme OX/N , où N est un idéal cohérent de OX , et A = N̂ (2.5.5) ; d’où la
conclusion.

2.14 Invariants normaux d’une immersion

2.14.1. Soient X un schéma formel idyllique, f = (Ψ, θ) : Y → X une immersion. Il
résulte aussitôt de la définition (2.9.3) que l’homomorphisme θ : Ψ∗(OX) → OY est
surjectif, de sorte que OY s’identifie à un faisceau d’anneaux quotient Ψ∗(OX)/Af .
Suivant ([31] 16.1.2), le faisceau d’anneaux OY-augmenté Ψ∗(OX)/A r+1

f est appelé
le r-ième invariant normal de f . L’espace annelé (Y,Ψ∗(OX)/A r+1

f ) est appelé

r-ième voisinage infinitésimal de Y dans X, et noté Y
(r)
f ou simplement Y(r). Le

faisceau d’anneaux gradués associé au faisceau d’anneaux filtrés Ψ∗(OX)

Gr•(f) = ⊕r≥0(A r
f /A

r+1
f ) (2.14.1.1)

est appelé le faisceau d’anneaux gradués associé à f ; c’est un faisceau d’algèbres
graduées sur le faisceau d’anneaux OY = Gr0(f). Le faisceau Gr1(f) = Af/A 2

f

est appelé le faisceau conormal de f ; on le note aussi NY/X.

2.14.2. Soient X un schéma formel idyllique, Y un sous-schéma de X, j =
(Ψ, θ) : Y → X l’injection canonique. On désigne par U le plus grand ouvert de X
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contenant Y tel que Y soit fermé dans U , par A l’idéal cohérent de OX|U qui défi-
nit Y comme sous-schéma fermé de (U,OX|U ), par j0 = (Ψ0, θ0) : Y → (U,OX|U)
l’injection canonique. Compte tenu de l’exactitude du foncteur Ψ∗0, on a Aj =
Ψ∗0(A ), OY(r) = Ψ∗0((OX|U)/A r+1) et Grr(j) = Ψ∗0(A

r/A r+1) = j∗0 (A r/A r+1).
On en déduit que Y(r) est le sous-schéma fermé de (U,OX|U) défini par l’idéal
cohérent A r+1 de OX|U , et Grr(j) est un OY-module cohérent (2.8.11).

Proposition 2.14.3. Soient X un schéma formel idyllique, f : Y → X une immer-
sion. Alors :

(i) Les OY-modules Grr(f) sont cohérents.
(ii) Les Y(r) forment un système inductif de schémas formels idylliques, ayant

tous pour espace sous-jacent l’espace Y. Pour 0 ≤ r ≤ t, le morphisme
de transition hrt : Y(r) → Y(t) est une immersion fermée, et le morphisme
canonique hr : Y(r) → X est une immersion.

2.14.4. Soient X, X′ deux schémas formels idylliques, f : Y → X, f ′ : Y′ → X′ deux
immersions ; considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas
formels

Y′
f ′

��

u

��

X′

v

��
Y

f �� X

(2.14.4.1)

Posons u = (ρ, λ). D’après ([31] 16.2.1), pour tout r ≥ 0, il existe un morphisme
canonique de schémas formels

wr = (ρ, νr) : Y′(r) → Y(r), (2.14.4.2)

qui pour n = 0 n’est autre que u. En outre, les diagrammes

Y′(r)
h′
rt ��

wr

��

Y′(t)
h′
t ��

wt

��

X′

v

��
Y(r)

hrt �� Y(t)
ht �� X

sont commutatifs pour r ≤ t.
Par passage aux quotients à partir des homomorphismes νr, et en tenant

compte de l’exactitude du foncteur ρ∗, on obtient un ρ-morphisme d’algèbres gra-
duées

gr(u) : ρ∗(Gr•(f)) → Gr•(f ′). (2.14.4.3)

Il en résulte un homomorphisme de OY′-algèbres graduées

Gr(u) = gr(u) ⊗ 1: u∗(Gr•(f)) → Gr•(f ′). (2.14.4.4)
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Proposition 2.14.5. Les hypothèses étant celles de (2.14.4), supposons de plus que
Y′ = Y ×X X′, f ′ et u étant les projections canoniques. Alors Y′(r) = Y(r) ×X X′

et Gr(u) est surjectif.

On peut se borner au cas où Y est un sous-schéma fermé de X défini par
un idéal cohérent A de OX, f étant l’injection canonique. Alors Y(r) est le sous-
schéma de X défini par l’idéal A r+1, et la proposition résulte de 2.9.9.

Proposition 2.14.6. Considérons un diagramme cartésien de morphismes de sché-
mas formels idylliques

X′

v

��

g′ �� Y′

u

��
X

g �� Y

(2.14.6.1)

tel que g et g′ soient adiques. Soient f : Y → X une section de g, f ′ : Y′ → X′

la section de g′ déduite de f par le changement de base u. Supposons que f soit
une immersion (donc f ′ est aussi une immersion). On note Y(r) (resp. Y′(r)) le
r-ième voisinage infinitésimal de Y dans X (resp. de Y′ dans X′), hr : Y(r) → X,
h′r : Y′(r) → X′ et wr : Y′(r) → Y(r) les morphismes canoniques. On munit OY(r)

(resp. OY′(r)) de la structure de OY-algèbre définie par g (resp. de la structure de
OY′-algèbre définie par g′). Alors :

(i) On a Y′(r) = Y(r) ×X X′.
(ii) La OY-algèbre OY(r) est cohérente ; le morphisme g ◦hr est fini et de présen-

tation finie.
(iii) L’homomorphisme de OY′-algèbres

u−1(OY(r)) ⊗OY OY′ → OY′(r) (2.14.6.2)

déduit de wr est bijectif. En outre, le morphisme de OY′-modules (2.14.4.4)

Gr1(u) : u∗(Gr1(f)) → Gr1(f ′) (2.14.6.3)

est bijectif.

(i) Notons d’abord que les morphismes f ′ et u identifient Y′ au produit
Y ×X X′ (pour les morphismes structuraux f : Y → X et v : X′ → X). Par suite,
f ′ est une immersion (2.9.9) et la conclusion de (i) résulte de 2.14.5.

(ii) La OY-algèbre OY(r) est munie d’une augmentation canonique OY(r) →
OY. L’algèbre graduée associée à la filtration de OY(r) définie par l’idéal d’aug-
mentation s’identifie à ⊕0≤i≤rGri(f). Par suite, la OY-algèbre OY(r) est cohérent,
et le morphisme g ◦ hr est fini et de présentation finie (car il est adique et affine).
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(iii) D’après (i), le diagramme commutatif

Y′(r)
h′
r ��

wr

��

X′

v

��

g′ �� Y′

u

��
Y(r)

hr �� X
g �� Y

identifie Y′(r) au produit Y(r)×YY′. On en déduit, en vertu de (ii) et 2.8.19(ii), que
l’homomorphisme (2.14.6.2) est bijectif. D’autre part, l’homomorphisme (2.14.6.2)
est compatible avec les augmentations canoniques. Comme OY(r) est somme di-
recte (en tant que OY-module) de OY et de l’idéal d’augmentation Af/A

r+1
f , on

voit donc que l’homomorphisme (2.14.6.2) restreint à (Af/A
r+1
f ) ⊗OY OY′ est

une bijection de ce dernier sur Af ′/A r+1
f ′ . Pour r = 1, cela montre que Gr1(u) est

bijectif.

Remarque 2.14.7. Soient X, Y, Y′ des schémas formels idylliques, g : X → Y un
morphisme localement de présentation finie, u : Y′ → Y un morphisme, X′ =
X ×Y Y′, g′ : X′ → Y′ la projection canonique. Soient f : Y → X une section
de g (donc une immersion) et f ′ : Y′ → X′ la section de g′ déduite de f par le
changement de base u. Alors g′ est localement de présentation finie (2.3.19), X′

est idyllique (2.6.13) et la proposition 2.14.6 s’applique dans ce cas.

2.14.8. Soient X un schéma formel idyllique, J un idéal de définition cohérent de
X, f : Y → X une immersion fermée. On déduit de f des immersions de schémas
usuels fn : Yn → Xn en posant K = f∗(J )OY, Xn = (X,OX/J n+1), Yn =
(Y,OY/K n+1) (2.9.5). Le diagramme de morphismes de schémas formels

Yn

un

��

fn �� Xn

vn

��
Y

f �� X

où les flèches verticales sont les morphismes canoniques est cartésien (2.2.9). Appli-
quant (2.14.4.4), on obtient un homomorphisme surjectif (2.14.5) de OYn -algèbres
graduées

Gr(un) : u∗n(Gr•(f)) → Gr•(fn). (2.14.8.1)

En vertu de 2.14.3(i) et 2.8.5, ces homomorphismes donnent à la limite, en chaque
degré r, un homomorphisme de OY-modules topologiques

Grr(f) → lim←−
n

Grr(fn). (2.14.8.2)
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Proposition 2.14.9. Les hypothèses étant celles de (2.14.8), supposons de plus que
les (fn) soient des immersions régulières de même codimension. Alors l’homo-
morphisme Gr(un) (2.14.8.1) est bijectif pour tout n ≥ 0, et l’homomorphisme
(2.14.8.2) est un isomorphisme topologique de OY-modules localement libres de
type fini.

La seconde assertion résulte immédiatement de la première à l’aide de 2.8.9.
Pour la première assertion, la question étant locale, on peut se borner au cas
où X = Spf(A) est formel affine globalement idyllique, Y est un sous-schéma
de X défini par un idéal cohérent A de OX. Il existe un entier N ≥ 0 tel que
A ∩ JN+1 ⊂ J A (1.10.2, 2.7.2.1 et (2.7.2.4)). Montrons d’abord que Gr(un)
(2.14.8.1) est un isomorphisme pour tout n ≥ N Posons a = Γ(X,A ) et J =
Γ(X,J ). Quitte à se localiser un peu plus sur X, on peut supposer les conditions
suivantes remplies :

(i) Il existe une suite d’éléments (ai)1≤i≤t de A qui est (A/Jn+1)-régulière
et qui engendre a/(a ∩ Jn+1) ;

(ii) a ∩ Jn+1 ⊂ Ja (toujours en vertu de 2.7.2.1 et (2.7.2.4)).
Par suite, les ai engendrent a/Ja, et donc aussi a (1.8.5). En vertu de ([31]

16.9.13.2), on a, pour tout r ≥ 0,

ar ∩ Jn+1 = arJn+1 + ar+1 ∩ Jn+1. (2.14.9.1)

L’homomorphisme Gr(un) en degré r est associé au morphisme surjectif de
(A/Jn+1)-modules

(ar/ar+1) ⊗A (A/Jn+1) → (ar + Jn+1)/(ar+1 + Jn+1).

Ce dernier a pour noyau

ar ∩ (ar+1 + Jn+1)
ar+1 + arJn+1

=
ar+1 + ar ∩ Jn+1

ar+1 + arJn+1
,

qui est nul d’après (2.14.9.1). Par suite, Gr(un) est un isomorphisme pour tout
n ≥ N . Pour achever la preuve, il suffit d’observer que, pour tout entier r ≥ 0
et tout couple d’entiers (m,n) tel que 0 ≤ m ≤ n, l’homomorphisme canonique
surjectif Grr(fn) ⊗OYn

OYm → Grr(fm) est bijectif, puisque les deux membres
sont des OYm-modules localement libres de même rang.

Proposition 2.14.10. Soient g : X → Y un morphisme localement de type fini
de schémas formels idylliques, K un idéal de définition cohérent de Y, J =
g∗(K )OX ; posons Xn = (X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1) (n ≥ 0) et soit
gn : Xn → Yn le morphisme déduit de g. Soient f : Y → X une section de g, donc
une immersion (2.9.11), fn : Yn → Xn la section de gn déduite de f . Alors la
composante de degré 1 de l’homomorphisme (2.14.8.1) est bijective, et l’homomor-
phisme (2.14.8.2) pour r = 1 est un isomorphisme topologique.

Cela résulte de 2.14.7 et 2.8.5.
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2.14.11. Considérons le cas particulier du diagramme (2.14.4.1) où X′ = X, v
étant l’identité, Y est un sous-schéma de X, Y′ est un sous-schéma de Y, f , u et
f ′ = f◦u les injections canoniques. Comme ρ∗ est un foncteur exact, on a ρ∗(OY) =
ρ∗(Ψ∗(OX)/Af) = Ψ′∗(OX)/ρ∗(Af ), et comme OY′ s’identifie à Ψ′∗(OX)/Af ′ , on
voit que l’on a Au = Af ′/ρ∗(Af ). On en déduit un homomorphisme canonique de
OY′ -algèbres graduées

Gr•(f ′) → Gr•(u). (2.14.11.1)

Proposition 2.14.12. Soient X un schéma formel idyllique, Y un sous-schéma de
X, Y′ un sous-schéma de Y, j : Y′ → Y l’injection canonique. On a alors une
suite exacte canonique de faisceaux conormaux

j∗(NY/X) → NY′/X → NY′/Y → 0,

où les flèches sont les composantes de degré 1 des homomorphismes canoniques
(2.14.4.4) et (2.14.11.1).

La question étant locale, on peut se borner au cas où X = Spf(A), Y =
Spf(A/a), Y′ = Spf(A/b), A étant un anneau idyllique, a et b étant deux idéaux
cohérents de A tels que a ⊂ b. Compte tenu de 2.7.2.1 et 2.7.4, tout revient à voir
que la suite canonique a/ab → b/b2 → (b/a)/(b/a)2 → 0 est exacte, ce qui est
immédiat.

2.15 Invariants différentiels fondamentaux
d’un morphisme

2.15.1. Soient f : X → S un morphisme localement de présentation finie de sché-
mas formels idylliques, ∆f : X → X ×S X le morphisme diagonal correspondant,
qui est une immersion de schémas formels idylliques (2.9.12). On désigne par Pr

f

ou Pr
X/S , et l’on appelle faisceau des parties principales d’ordre r de f , le fais-

ceau d’anneaux OX-augmentés, r-ième invariant normal de ∆f (2.14.1). On pose
P∞
f = P∞

X/S = lim←− Pr
X/S , Grr(Pf ) = Grr(PX/S ) = Grr(∆f ) ; le OX-module

Gr1(∆f ), idéal d’augmentation de P1
X/S , est aussi noté Ω1

f ou Ω1
X/S , et appelé le

OX-module des 1-différentielles de f , ou de X par rapport à S , ou du S -schéma
formel X.

Il résulte de cette définition que les Grn(Pf ) sont des OX-modules cohé-
rents (2.14.3), et pour tout ouvert U de X, on a Pr

f |U = Pr
f |U , Grr(Pf )|U =

Grr(Pf |U ) et Ω1
f |U = Ω1

f |U .

2.15.2. Notons p1, p2 les deux projections canoniques du produit X ×S X. Cha-
cun de ces morphismes définit, pour tout r, un homomorphisme d’anneaux OX →
Pr

X/S inverse à droite de l’augmentation Pr
X/S → OX. La structure de OX-

algèbre sur Pr
X/S déduite de p1 (resp. p2) sera nommée gauche (resp. droite),
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et quand on regardera Pr
X/S comme une OX-algèbre sans préciser, il sera sous-

entendu qu’il s’agit de la structure gauche. On désigne par drf , ou drX/S , ou sim-
plement dr, l’homomorphisme d’anneaux OX → Pr

X/S déduit de p2. Pour tout
ouvert U de X et tout t ∈ Γ(U,OX), on pose dt = d1t − t, et on dit que dt est la
différentielle de t (élément de Γ(U,Ω1

X/S ), aussi noté dX/S (t)).

2.15.3. Soient f : X → S , f ′ : X′ → S ′ deux morphismes localement de présen-
tation finie de schémas formels idylliques. Considérons un diagramme commutatif

X′
u ��

f ′

��

X

f

��
S ′

w �� S

(2.15.3.1)

On en déduit un diagramme commutatif

X′
u ��

∆f′
��

X

∆f

��
X′ ×S ′ X′ v �� X ×S X

où v est induit par u et w. Comme il a été expliqué dans 2.14.4, il en résulte des
homomorphismes de faisceaux d’anneaux augmentés

νr : ρ∗(Pr
X/S ) → Pr

X′/S ′ (2.15.3.2)

où l’on a posé u = (ρ, λ). On vérifie aussitôt que νr est un ρ-morphisme d’algèbres
quand on munit Pr

X/S (resp. Pr
X′/S ′) de la structure de OX (resp. OX′) algèbre

choisie dans (2.15.2). On en déduit donc un homomorphisme de OX′-algèbres aug-
mentées

Pr(u) : u∗(Pr
X/S ) = Pr

X/S ⊗OX OX′ → Pr
X′/S ′ . (2.15.3.3)

Il en résulte un homomorphisme de OX′-algèbres graduées

Gr(u) = gr(u) ⊗ 1: u∗(Gr•(PX/S )) → Gr•(PX′/S ′). (2.15.3.4)

Proposition 2.15.4. Les hypothèses étant celles de (2.15.3), supposons de plus que
X′ = X×S S ′, f ′ et u étant les projections canoniques. Alors les homomorphismes
canoniques Pr(u) (2.15.3.3) et Gr1(u) (2.15.3.4) sont bijectifs.

En effet, on a alors X′×S ′ X′ = (X×S X)×S S ′ et compte tenu de 2.14.7, on
peut appliquer 2.14.6(iii) en remplaçant g par la première projection p1 : X×S X →
X et f par la diagonale ∆f .
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Proposition 2.15.5. Soient f : X → S un morphisme localement de présenta-
tion finie de schémas formels idylliques, I un idéal de définition cohérent de S ,
J = f∗(I )OX, Xn = (X,OX/J n+1), Sn = (S ,OS /I n+1), fn : Xn → Sn le
morphisme déduit de f . Alors le OXn-module Ω1

Xn/Sn
est canoniquement isomor-

phisme à Ω1
X/S ⊗OX OXn ; en particulier, le OX-module cohérent Ω1

X/S est limite
projective de la suite (Ω1

Xn/Sn
).

En effet, on a alors Xn ×Sn Xn = (X ×S X) ×S Sn et on peut appliquer
2.14.10 en remplaçant g par la première projection p1 : X ×S X → X et f par la
diagonale ∆f .

2.15.6. Soient A un anneau idyllique, B une A-algèbre topologiquement de pré-
sentation finie, S = Spf(A), X = Spf(B). Alors ∆X/S correspond à l’homo-
morphisme surjectif � : B⊗̂AB → B tel que �(b⊗̂b′) = bb′, de noyau J co-
hérent ; Pr

X/S est le faisceau structural du schéma formel Spf((B⊗̂AB)/Jr+1) ;
Grr(PX/S ) est le OX-module cohérent correspondant au B-module Jr/Jr+1. Il
résulte de 2.15.5 et 1.8.7(ii) que Ω1

X/S est le OX-module cohérent associé au séparé
complété Ω̂1

B/A du B-module topologique Ω1
B/A (1.14.1).

Proposition 2.15.7. Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes localement de
présentation finie de schémas formels idylliques. Considérons les homomorphismes
canoniques de OX-algèbres augmentées (2.15.3.3)

gX/Y/Z : Pr
X/Z → Pr

X/Y (2.15.7.1)
fX/Y/Z : f∗(Pr

Y/Z) → Pr
X/Z. (2.15.7.2)

Alors gX/Y/Z est surjectif, et son noyau est l’image par fX/Y/Z de l’idéal d’aug-
mentation de f∗(Pr

Y/Z).

Il suffit de calquer la démonstration de ([31] 16.4.18), en utilisant 2.9.9 au
lieu de (EGA I 4.4.5).

Corollaire 2.15.8. Avec les notations de (2.15.7), on a une suite exacte canonique
de OX-modules cohérents

f∗(Ω1
Y/Z) → Ω1

X/Z → Ω1
X/Y → 0.

Proposition 2.15.9. Soient f : Y → Z un morphisme localement de présentation
finie de schémas formels idylliques, j : X → Y une immersion fermée, A l’idéal
cohérent de OY correspondant à j. Alors on a Pr

X/Y = OX, l’homomorphisme
canonique jX/Y/Z : j∗(Pr

Y/Z) → Pr
X/Z est surjectif, et son noyau est l’idéal de

j∗(Pr
Y/Z) engendré par j∗(OY.d

r
Y/Z(A )).

La première assertion résulte du fait que la diagonale ∆j : X → X×YX est un
isomorphisme. Soient �1, �2 les deux homomorphismes d’algèbres OY → Pr

Y/Z

correspondant respectivement aux deux projections canoniques p1, p2 de Y ×Z Y
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sur Y. La OX-algèbre j∗(Pr
Y/Z) s’identifie donc à Pr

Y/Z/�1(A )Pr
Y/Z et son quo-

tient par l’idéal engendré par j∗(OY.d
r
Y/Z(A )) à Pr

Y/Z/(�1(A )+�2(A ))Pr
Y/Z.

Le diagramme commutatif

X
j ��

∆f◦j
��

Y

∆f

��
X ×Z X

j×Zj �� Y ×Z Y

est cartésien car ∆j est un isomorphisme. Soit ∆r
X/Z (resp. ∆r

Y/Z) le voisinage
infinitésimal d’ordre r de X (resp. Y) pour l’immersion ∆f◦j (resp. ∆f ). D’après
2.14.5, on a un diagramme cartésien

∆r
X/Z

��

∆f◦j
��

∆r
Y/Z

∆f

��
X ×Z X

j×Zj �� Y ×Z Y

Or j ×Z j est une immersion fermée et le sous-schéma de Y ×Z Y qui lui est
associé est défini par l’idéal cohérent (p∗1(A )+p∗2(A ))OY×ZY (2.9.9). Donc Pr

X/Z

s’identifie au quotient de Pr
Y/Z par l’idéal engendré par l’image dans Pr

Y/Z de
p∗1(A ) + p∗2(A ), qui n’est rien d’autre que l’idéal engendré par �∗1(A ) +�∗2(A ).

Corollaire 2.15.10. Soient f : Y → Z un morphisme localement de présentation
finie de schémas formels idylliques, j : X → Y une immersion. On a une suite
exacte canonique de OX-modules cohérents

NX/Y → j∗(Ω1
Y/Z) → Ω1

X/Z → 0.

Proposition 2.15.11. Soient X → S , Y → S deux morphismes localement de
présentation finie de schémas formels idylliques, Z = X×S Y, p : X×S Y → X et
q : X ×S Y → Y les projections canoniques. Alors l’homomorphisme canonique

pZ/X/Y ⊕ qZ/X/Y : p∗(Ω1
X/S ) ⊕ q∗(Ω1

Y/S ) → Ω1
(X×S Y)/S

est bijectif.

Il suffit de calquer la démonstration de ([31] 16.4.23), en utilisant 2.15.4 et
2.15.7 au lieu de ([31] 16.4.5 et 16.4.18).

Proposition 2.15.12. Soit f : X → Y un morphisme localement de présentation
finie de schémas formels idylliques. Pour que f soit non ramifié, il faut et il suffit
que Ω1

X/Y = 0.

La proposition se ramène à l’assertion correspondante pour les morphismes
de schémas usuels ([31] 17.4.1) à l’aide de 2.4.7 et 2.15.5.
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Proposition 2.15.13. Soit f : X → Y un morphisme lisse de schémas formels idyl-
liques.

(i) Le OX-module Ω1
X/Y est localement libre de type fini.

(ii) Soit g : Y → S un morphisme localement de présentation finie de schémas
formels idylliques. Alors la suite de OX-modules (2.15.7)

0 → f∗(Ω1
Y/S ) → Ω1

X/S → Ω1
X/Y → 0 (2.15.13.1)

est exacte et localement scindée.

Le proposition (i) et l’exactitude de (2.15.13.1) se ramènent aux assertions
correspondantes pour les morphismes de schémas usuels ([31] 17.2.3) à l’aide de
2.8.9, 2.8.11 et 2.15.5. La dernière assertion de (ii) se déduit de (i).

Proposition 2.15.14 (Critère jacobien). Soient f : X → S un morphisme lisse de
schémas formels idylliques, j : Y → X une immersion, h = f ◦ j : Y → S . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) h est lisse.
(ii) La suite de OY-modules (2.15.10)

0 → NY/X → j∗(Ω1
X/S ) → Ω1

Y/S → 0 (2.15.14.1)

est exacte et localement scindée.
(iii) Pour tout y ∈ Y, l’homomorphisme canonique

(NY/X)y → (j∗(Ω1
X/S ))y

est inversible à gauche.
(iv) Pour tout y ∈ Y, l’homomorphisme canonique

NY/X ⊗ κ(y) → (j∗(Ω1
X/S )) ⊗ κ(y)

est injectif.

Notons d’abord que les conditions (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes (2.15.10,
2.15.13(i) et 1.3.15). Montrons ensuite que les conditions (i) et (ii) sont équiva-
lentes. On peut se borner au cas où S = Spf(A) et X = Spf(B) sont formels
affines globalement idylliques, avec Y = Spf(B/I), où I est un idéal cohérent de
B, et B est une A-algèbre topologiquement de présentation finie et formellement
lisse (2.4.2). Compte tenu de 2.15.6, il suffit alors d’appliquer le critère jacobien
(1.14.5).

2.15.15. Conservons les hypothèses de (2.15.14), supposons de plus h lisse. Soient
I un idéal de définition cohérent de S , J = f∗(I )OX, K = h∗(I )OY. Posons
Xn = (X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1), Sn = (S ,OS /I n+1) (n ≥ 0) et
soient fn : Xn → Sn, hn : Yn → Sn, jn : Yn → Xn les morphismes déduits de f , h
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et j respectivement. Il résulte de ([31] 17.12.1) que jn est une immersion régulière
et que la suite de OYn -modules

0 → NYn/Xn → j∗n(Ω
1
Xn/Sn

) → Ω1
Yn/Sn

→ 0 (2.15.15.1)

est exacte et localement scindée. D’autre part, la suite de OYn -modules

0 → NY/X ⊗OY OYn → j∗n(Ω
1
Xn/Sn

) → Ω1
Yn/Sn

→ 0 (2.15.15.2)

est exacte et localement scindée d’après 2.15.14(ii). On en déduit que l’homomor-
phisme canonique NY/X ⊗OY

OYn → NYn/Xn est bijectif pour tout n ≥ 0.

2.16 Dérivations et déformations infinitésimales

Définition 2.16.1 ([31] 16.5.1). Soient f : X → S un morphisme de schémas for-
mels, F un OX-module. Une S -dérivation de OX dans F est un morphisme de
f−1(OS )-modules d : OX → F tel que, pour tous ouvert U de X et x, y ∈ Γ(U,OX),
on ait

d(xy) = xd(y) + yd(x). (2.16.1.1)

Les S -dérivations de OX dans F forment un Γ(X,OX)-module DérS (OX,F ).
Une autre interprétation consiste à considérer la OX-algèbre des nombres

duaux sur F
DX(F ) = OX ⊕ F = SX(F )/ ⊕i≥2 SiX(F ), (2.16.1.2)

où SX(F ) est l’algèbre symétrique de F sur OX. On désigne par OS -Alg/OX la
catégorie des f−1(OS )-algèbres au-dessus de OX. Alors l’application d �→ idOX +d
est un isomorphisme fonctoriel

DérS (OX,F ) ∼→ HomOS -Alg/OX
(OX,DX(F )). (2.16.1.3)

2.16.2. Soient S un schéma formel adique, X un schéma formel idyllique, f : X →
S un morphisme adique, F un OX-module cohérent. Considérons DX(F ) comme
une OX-algèbre topologique (2.8.10) et posons Y = Spf(DX(F )). Notons p : Y →
X le morphisme structural et i : X → Y la section de p définie par l’augmentation
canonique DX(F ) → OX. On peut identifier canoniquement Y à l’espace topologi-
quement annelé (X,DX(F )). Il résulte de 2.8.5 que tout f−1(OS )-homomorphisme
de OX dans DX(F ) est automatiquement continu ([28] 0.3.9.2). Par suite, on peut
interpréter les S -dérivations de OX dans F comme les S -morphismes h de Y
dans X tel que h ◦ i = idX (2.16.1.3).

Proposition 2.16.3. Soient A un anneau adique, B une A-algèbre adique qui est un
anneau idyllique, M un B-module cohérent, S = Spf(A), X = Spf(B), F = M∆.
Notons DérA(B,M) le B-module des A-dérivations de B dans M . Alors l’appli-
cation D �→ Γ(D) qui, à toute S -dérivation de OX dans F fait correspondre
l’application t �→ D(t) de B dans M , est un isomorphisme de B-modules de
DérS (OX,F ) sur DérA(B,M).
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Cela résulte de l’interprétation donnée dans (2.16.2) des S -dérivations, de
l’interprétation des A-dérivations en termes de l’algèbre DB(M) des nombres
duaux sur M ([31] 0.20.1.6), et du fait que tout A-homomorphisme de B dans
DB(M) est automatiquement continu.

Proposition 2.16.4. Soient f : X → S un morphisme localement de présentation fi-
nie de schémas formels idylliques, P1

X/S le faisceau des parties principales d’ordre
1 de f , ε : P1

X/S → OX l’augmentation canonique, j1, j2 : OX ⇒ P1
X/S les ho-

momorphismes déduits respectivement des deux projections canoniques p1, p2 de
X ×S X. On rappelle que l’on considère P1

X/S comme une OX-algèbre par j1
(2.15.2).

(i) Il existe un isomorphisme unique de OX-algèbres augmentées

ϕ : P1
X/S

∼→ DX(Ω1
X/S ) (2.16.4.1)

qui se réduit à l’identité dans Ω1
X/S .

(ii) L’homomorphisme dX/S (2.15.2) est une S -dérivation de OX dans Ω1
X/S ,

ayant la propriété universelle suivante : pour tout OX-module cohérent F ,
l’application u �→ u ◦ dX/S est un isomorphisme

HomOX(Ω1
X/S ,F ) ∼→ DérS (OX,F ). (2.16.4.2)

(i) Il est immédiat que ϕ est nécessairement le morphisme z �→ (ε(z), z −
j1(ε(z))), et l’isomorphisme réciproque est le morphisme (x, t) �→ j1(x) + t.

(ii) Comme on a dX/S = j2 − j1 = ϕ ◦ (j2 − j1) par définition, il est im-
médiat que dX/S est une S -dérivation de OX dans Ω1

X/S . D’autre part, l’ho-
momorphisme (2.16.4.2) est injectif d’après 1.14.2(i) et 2.15.6. Pour établir la
surjectivité de cet homomorphisme, considérons une S -dérivation D : OX → F .
Pour tout ouvert formel affine globalement idyllique V = Spec(B) de X tel que
f(V ) soit contenu dans un ouvert formel affine globalement idyllique U = Spf(A)
de S , DV : B → Γ(V,F ) est une A-dérivation. Donc il existe un unique B-
homomorphisme uV : Ω1

B/A → Γ(V,F ) tel que DV = uV ◦ dB/A ([31] 0.20.4.8).
Comme Γ(V,F ) est un B-module cohérent, uV induit par prolongement aux
complétés un B-homomorphisme ûV : Ω̂1

B/A → Γ(V,F ). On a clairement DV =

ûV ◦ d̂B/A, et ûV est uniquement déterminé par cette relation. Il résulte donc
de 2.16.3 que pour tout ouvert formel affine globalement idyllique W ⊂ V , on a
ûV |W = ûW . Par suite, les ûV définissent un OX-homomorphisme Ω1

X/S → F
répondant à la question.

2.16.5. Soient f : X → S un morphisme localement de présentation finie de
schémas formels idylliques, g : Y → S un morphisme adique de schémas formels
idylliques, Y0 un sous-schéma fermé de Y défini par un idéal cohérent de carré
nul I de OY. Supposons donné un S -morphisme u0 : Y0 → X, de sorte qu’on a
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un diagramme commutatif

Y0
u0 ��

j

��

X

f

��
Y

g
��

u

��

S

(2.16.5.1)

On désigne par Pf (Y, u0) l’ensemble des S -morphismes u : Y → X tels que
u0 = u ◦ j (autrement dit, l’ensemble des flèches pointillées u qui complètent
le diagramme précédent de façon à le laisser commutatif).

Si h : Y′ → Y est un morphisme adique de schémas formels idylliques, on
pose Y′0 = Y′ ×Y Y0 et on note h0 : Y′0 → Y0 la projection canonique. On sait
(2.9.9) que Y0 s’identifie au sous-schéma fermé de Y défini par l’idéal I OY′ . On
peut donc considérer le foncteur contravariant

(Y′, h) �→ Pf (Y′, u0 ◦ h0). (2.16.5.2)

Celui-ci définit par restriction au site de Zariski de Y un faisceau, que l’on note
Pf (Y, u0).

2.16.6. Conservons les hypothèses de (2.16.5). Soient P
(1)
X/S le premier voisi-

nage infinitésimal du morphisme diagonal ∆f : X → X ×S X, δ1 : X → P(1)
X/S

le morphisme canonique, π1, π2 : P
(1)
X/S ⇒ X les morphismes déduits des projec-

tions canoniques p1, p2 de X ×S X. On notera que le morphisme π1 est fini et
de présentation finie, et la OX-algèbre π1∗(OP

(1)
X/S

) s’identifie canoniquement au

faisceau P1
X/S des parties principales d’ordre 1 de f . Pour tous u, v ∈ Pf (Y, u0),

le diagramme

Y0
u0 ��

j

��

X

∆f

��
Y

(u,v) �� X ×S X

est commutatif. Comme I est de carré nul, le morphisme (u, v) se factorise uni-
quement à travers un morphisme w : Y → P(1)

X/S tel que le diagramme

Y0
u0 ��

j

��

X

δ1
��

Y
w ��

u

���
��

��
��

��
� P

(1)
X/S

π1

��
X

(2.16.6.1)
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soit commutatif. Lorsqu’on fixe u ∈ Pf (Y, u0), il est clair que l’application v �→ w
est un isomorphisme de Pf (Y, u0) sur l’ensemble Gu des morphismes w : Y →
P(1)

X/S tel que le diagramme (2.16.6.1) soit commutatif. D’autre part,Gu s’identifie
à l’ensemble des homomorphismes de OX-algèbres ρ : P1

X/S → u∗(OY) tels que le
diagramme

P1
X/S

ρ ��

ε

��

u∗(OY)

u∗(θj)

��
OX

θu0

�� u0∗(OY0)

où ε est l’augmentation canonique, soit commutatif (2.8.20.1). Par suite, Gu est
canoniquement isomorphe au module HomOX

(Ω1
X/S , u∗(I )) (2.16.4.1). Comme

I est de carré nul, il peut être considéré comme un OY0 -module. On obtient une
application canonique

Pf (Y, u0) × HomOY0
(u∗0(Ω

1
X/S ),I ) → Pf(Y, u0). (2.16.6.2)

Nous avons démontré la proposition suivante :

Proposition 2.16.7. Sous les hypothèses de (2.16.5), s’il n’est pas vide, Pf(Y, u0)
est un torseur sous HomOY0

(u∗0(Ω
1
X/S ),I ).

Corollaire 2.16.8. Sous les hypothèses de (2.16.5), il existe sur Pf (Y, u0) une
structure de pseudo-torseur sous le OY0-module H omOY0

(u∗0(Ω
1
X/S ),I ) ([31]

16.5.15).

Corollaire 2.16.9. Sous les hypothèses de (2.16.5), supposons de plus Y formel
affine globalement idyllique ; s’il existe un recouvrement ouvert (Yi)i∈I de Y et,
pour tout i ∈ I, un S -morphisme ui : Yi → X tel que si pi : Yi ×Y Y0 → Yi et
qi : Yi ×Y Y0 → Y0 sont les projections canoniques, on ait ui ◦ pi = u0 ◦ qi, alors
il existe un S -morphisme u : Y → X tel que u ◦ j = u0.

En effet, comme Y0 est formel affine globalement idyllique et que G =
H omOY0

(u∗0(Ω
1
X/S ),I ) est un OY0-module cohérent, le faisceau Pf (Y, u0), qui

est par hypothèse un torseur sous G , et non seulement un pseudo-torseur, est
trivial en vertu de 2.11.1.

Lemme 2.16.10. Soient S un schéma cohérent, U un ouvert quasi-compact de
S, X un S-schéma séparé de type fini, F un OX-module quasi-cohérent. Notons
DX(F ) = OX ⊕ F la OX -algèbre des nombres duaux sur F , Y = Spec(DX (F )),
p : Y → X le morphisme structural et i : X → Y la section canonique de p. Soit
h : YU → XU un U -morphisme tel que idXU = h◦ iU . Alors il existe un éclatement
YU -admissible ψ : Y ′ → Y et un S-morphisme h′ : Y ′ → X qui prolonge h tels que
si l’on note X ′ le transformé strict de X par ψ et i′ : X ′ → Y ′ et ϕ : X ′ → X les
morphismes canoniques, on ait h′ ◦ i′ = ϕ.
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On notera que U est un ouvert rétro-compact de S etX et Y sont des schémas
cohérents. Par le théorème de plongement de Nagata ([16], [14] 4.1), il existe un
S-schéma propre Z et une immersion ouverte j : X → Z au-dessus de S. D’après
1.13.18, il existe un éclatement YU -admissible ψ : Y ′ → Y et un S-morphisme
g′ : Y ′ → Z tels que le digramme

YU
jU◦h ��

��

ZU

��
Y ′

g′ �� Z

soit commutatif. Supposons que ψ soit l’éclatement dans Y d’un idéal quasi-
cohérent de type fini B tel que B|YU = OYU . Il existe un idéal quasi-cohérent
de type fini K de OY tel que Y = YU ∪ V(K ) et K |YU = OYU ([28] 6.9.7).
Remplaçons Y ′ par l’éclatement de K B dans Y , de sorte que YU est schémati-
quement dense dans Y ′. Notons X ′ le transformé strict de X par ψ, i′ : X ′ → Y ′

et ϕ : X ′ → X les morphismes canoniques. D’une part, les S-morphismes g′ ◦ i′ et
j ◦ϕ de X ′ dans Z coïncident au-dessus de l’ouvert schématiquement dense XU de
X ′, et sont donc égaux ([28] 5.4.1). D’autre part, comme les espaces sous-jacents à
YU et iU (XU ) sont égaux, les espaces sous-jacents à Y ′ et i′(X ′) sont aussi égaux.

On en déduit que g′ est majoré par j, i.e., g′ se factorise en Y ′ h
′

→ X
j→ Z, où h′

est un S-morphisme tel qu’on ait h′ ◦ i′ = ϕ.

Proposition 2.16.11. Soient A un anneau adique, B une A-algèbre adique qui est
un anneau idyllique, K un idéal de définition de B, M un B-module cohérent,
X = Spec(B), V l’ouvert X − V(K) de X, d : B → Γ(V, M̃) une A-dérivation.
Alors il existe un B-module cohérent N , une A-dérivation d′ : B → N et un B-
homomorphisme α : N → Γ(V, M̃) tels que d = α ◦ d′.

Soit DB(M) = B ⊕ M la B-algèbre des nombres duaux sur M . Posons
S = Spec(A), X = Spec(B), Y = Spec(DB(M)) et soient p : Y → X le mor-
phisme canonique, i : X → Y la section de p définie par l’augmentation canonique
DB(M) → B. Soient J un idéal de définition de A, U l’ouvert S − V(J) de S,
j : U → S l’injection canonique. On notera que V est l’image réciproque de U
dans X . La A-dérivation d induit un A-homomorphisme h∗ : B → Γ(YU ,OY ) et
par suite, un S-morphisme h : YU → X , tel que h ◦ iU soit l’injection canonique
jX : V → X ([28] 0.20.1.6). D’après 2.16.10, il existe un éclatement YU -admissible
ψ : Y ′ → Y et un S-morphisme h′ : Y ′ → X qui prolonge h tels que si l’on note X ′
le transformé strict de X par ψ et i′ : X ′ → Y ′ et ϕ : X ′ → X les morphismes ca-
noniques, on ait h′ ◦ i′ = ϕ. Quitte à remplacer ψ par un éclatement YU -admissible
qu’il majore, on peut supposer YU et XU schématiquement denses dans Y ′ et X ′
(cf. la preuve de 2.16.10). Par suite ψ, ϕ et i′ sont de présentation finie (1.12.22).
Soit I ′ l’idéal de OY ′ associé à l’immersion fermée i′, qui est donc de type fini.
Comme I ′2 est nul sur YU et que l’homomorphisme OY ′ → jY ′∗(OY ′ |YU ) est in-
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jectif, I ′2 est nul. Considérons le diagramme commutatif

X ′
ϕ ��

i′

��

X

��
Y ′ ��

��

S

où le morphisme pointillé est soit h′, soit p ◦ ψ. La différence de ces deux mor-
phismes correspond à un OX′ -homomorphisme u : ϕ∗(Ω1

X/S) → I ′ ([31] 16.5.17).
Posons G = ϕ∗(I ′), N = Γ(X,G) et soient v : Ω1

X/S → G l’adjoint de u, d′ : B →
N la A-dérivation associée à Γ(X, v). On a G|V  M̃ |V , ce qui induit un B-
homomorphisme α : N → Γ(V, M̃), et on a clairement d = α ◦ d′. Comme OY ′ est
un anneau cohérent d’après 2.6.18(ii), I ′ est un idéal cohérent de OY ′ , et donc un
OX′-module cohérent (1.3.6). Par suite, G est un OX -module cohérent (1.4.8 et
1.12.15), et N est un B-module cohérent (1.4.3). La proposition est démontrée.

Corollaire 2.16.12. Soient A un anneau idyllique, B une A-algèbre topologiquement
de présentation finie, K un idéal de définition de B, M un B-module cohérent,
X = Spec(B), V l’ouvert X−V(K) de X. Alors le morphisme canonique Ω1

B/A →
Ω̂1
B/A induit un isomorphisme

HomB(Ω̂1
B/A,Γ(V, M̃)) ∼→ HomB(Ω1

B/A,Γ(V, M̃)). (2.16.12.1)

En effet, l’homomorphisme (2.16.12.1) est injectif d’après 1.14.2(i). Pour
montrer qu’il est surjectif, considérons un B-homomorphisme u : Ω1

B/A → Γ(V, M̃),

et notons d la A-dérivation u ◦ dB/A de B dans Γ(V, M̃). En vertu de 2.16.11, il
existe un B-module cohérent N , une A-dérivation d′ : B → N et un B-homo-
morphisme α : N → Γ(V, M̃) tels que d = α ◦ d′. Par suite, on a u = α ◦ u′,
où u′ : Ω1

B/A → N est le B-homomorphisme associé à d′ ([31] 0.20.4.8). Comme
N est cohérent, u′ induit par prolongement aux complétés un B-homomorphisme
û′ : Ω̂1

B/A → N . Il est claire que α ◦ û′ répond à la question.

Proposition 2.16.13. Soient f : X → S un morphisme localement de présenta-
tion finie de schémas formels idylliques, F un OX-module cohérent, d : OX →
H 0

rig(F ) une S -dérivation de OX dans la clôture rigide H 0
rig(F ) de F (2.10.1.1).

Supposons X quasi-compact. Alors il existe un OX-module cohérent F1, une S -
dérivation d1 : OX → F1 et un OX-homomorphisme ι : F1 → H 0

rig(F ) tels que
d = ι ◦ d1.

Il suffit de montrer qu’il existe un idéal de définition cohérent J de X tel
que l’image de d soit contenue dans l’image canonique F1 de H omOX(J ,F )
dans H 0

rig(F ). En effet, si l’on note ι : F1 → H 0
rig(F ) l’injection canonique, on

a d = ι ◦ d1, où d1 : OX → F1 est un morphisme de faisceaux abéliens, qui est
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automatiquement une S -dérivation, et F1 est un OX-module cohérent en vertu
de 2.10.9(ii).

La question étant locale sur X et S , on peut supposer qu’il existe des sections
xi ∈ Γ(X,OX) (1 ≤ i ≤ n) telles que les sections dX/S (xi) engendrent Ω1

X/S

(1.14.2). Il existe un idéal de définition cohérent J de X tel que, pour tout 1 ≤
i ≤ n, d(xi) soit défini par un OX-homomorphisme ui : J → F (2.6.10). Pour
montrer que cet idéal J répond à la question, il suffit de montrer que pour tout
ouvert formel affine globalement idyllique V = Spf(B) de X tel que f(V ) soit
contenu dans un ouvert formel affine globalement idyllique U = Spf(A) de S ,
l’image de l’application dV : B → Γ(V,H 0

rig(F )) est contenue dans le sous-B-
module de Γ(V,H 0

rig(F )) engendré par les d(xi)|V (1 ≤ i ≤ n). D’après 2.16.11
et (2.10.5.1), il existe un B-module cohérent N , une A-dérivation d′ : B → N et
un B-homomorphisme α : N → Γ(V,H 0

rig(F )) tels que dV = α ◦ d′. Il existe un
B-homomorphisme u : Ω1

B/A → N tel que d′ = u◦dB/A. Comme N est cohérent, u
induit par prolongement aux complétés un B-homomorphisme û : Ω̂1

B/A → N ; on
a d′ = û ◦ d̂B/A et par suite dV = α ◦ û ◦ d̂B/A. Comme le (OX|V )-module Ω1

X/S |V
est engendré par les dX/S (xi)|V (1 ≤ i ≤ n), le B-module Ω̂1

B/A est engendré par
les d̂B/A(xi|V ) (1 ≤ i ≤ n) (2.7.2). On en déduit que l’image de dV est contenue
dans le sous-B-module engendré par les dV (xi|V ) = d(xi)|V (1 ≤ i ≤ n).

Corollaire 2.16.14. Soient f : X → S un morphisme localement de présenta-
tion finie de schémas formels idylliques, F un OX-module cohérent, dX/S la S -
dérivation canonique de OX dans Ω1

X/S (2.15.2). Alors l’application u �→ u◦dX/S

est un isomorphisme

HomOX(Ω1
X/S ,H 0

rig(F )) ∼→ DérS (OX,H
0

rig(F )). (2.16.14.1)

La question étant locale sur X, on peut le supposer quasi-compact. Le mor-
phisme (2.16.14.1) est injectif d’après 1.14.2(i) et 2.15.6, et il est surjectif en vertu
de 2.16.13 et (2.16.4.2).

Corollaire 2.16.15. Soient A un anneau idyllique, B une A-algèbre topologiquement
de présentation finie, M un B-module cohérent ; posons S = Spf(A), X = Spf(B)
et F = M∆. Alors l’application D �→ Γ(D) qui, à toute S -dérivation de OX dans
H 0

rig(F ) fait correspondre l’application t �→ D(t) de B dans Γ(X,H 0
rig(F )), est

un isomorphisme de B-modules

DérS (OX,H
0

rig(F )) ∼→ DérA(B,Γ(X,H 0
rig(F ))). (2.16.15.1)

En effet, d’après 2.7.3, l’application u �→ Γ(X, u) est un isomorphisme

HomOX(Ω1
X/S ,H

0
rig(F )) ∼→ HomB(Ω̂1

B/A,Γ(X,H 0
rig(F ))). (2.16.15.2)

Le corollaire résulte alors de (2.10.5.1), (2.16.12.1), (2.16.14.1) et (2.16.15.2).
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2.16.16. Soient f : X → S un morphisme adique de schémas formels idylliques,
F un OX-module. Rappelons que f définit un morphisme d’espaces annelés
(2.10.29.1)

fg : (X,H 0
rig(OX)) → (S ,H 0

rig(OS )).

Les f−1(H 0
rig(OS ))-dérivations de H 0

rig(OX) dans H 0
rig(F ) forment un

Γ(X,H 0
rig(OX))-module noté DérH 0

rig(OS )(H 0
rig(OX),H 0

rig(F )).
Si f est localement de présentation finie, on a une f−1(H 0

rig(OS ))-dérivation
canonique

δX/S : H 0
rig(OX) → H 0

rig(Ω
1
X/S ) (2.16.16.1)

définie de la façon suivante. Soit P1
X/S le faisceau des parties principales d’ordre

1 de f (2.15.2). Compte tenu de (2.16.4.1), donner δX/S équivaut à donner un ho-
momorphisme de f−1(H 0

rig(OS ))-algèbres u : H 0
rig(OX) → H 0

rig(P
1
X/S ) au-dessus

de H 0
rig(OX). Soient P(1)

X/S le premier voisinage infinitésimal du morphisme diago-

nal ∆f : X → X×S X, π1, π2 : P
(1)
X/S ⇒ X les morphismes déduits des projections

canoniques p1, p2 de X ×S X. On prend alors pour u l’homomorphisme απ2(OX)
(2.10.27.1).

Proposition 2.16.17. Soient f : X → S un morphisme localement de présentation
finie de schémas formels idylliques tel que X admette localement un idéal de défi-
nition monogène, F un OX-module cohérent. Alors l’homomorphisme canonique
cOX : OX → H 0

rig(OX) (2.10.1.2) induit un isomorphisme

DérH 0
rig(OS )(H

0
rig(OX),H 0

rig(F )) ∼→ DérS (OX,H
0

rig(F )). (2.16.17.1)

Montrons d’abord l’injectivité du morphisme (2.16.17.1). Soit

d : H 0
rig(OX) → H 0

rig(F )

une f−1(H 0
rig(OS ))-dérivation telle que d◦cOX = 0. Pour montrer que d est nulle,

il suffit de montrer que dV = Γ(V, d) est nulle pour tout ouvert formel affine
globalement idyllique V = Spf(B) de X tel que B admette un idéal de définition
monogène engendré par t ∈ B et que f(V ) soit contenu dans un ouvert formel
affine globalement idyllique U = Spf(A) de S . Posons M = Γ(V,F ), de sorte que
dV est une A-dérivation de Bt dans Mt (2.10.5.1). Comme on a dV (B) = 0 par
hypothèse, dV est nulle, et par suite d est nulle.

Montrons ensuite la surjectivité de l’homomorphisme (2.16.17.1). On a un
diagramme commutatif

H 0
rig(OX)

δX/S

��

OX

cOX��

dX/S

��
H 0

rig(Ω
1
X/S ) Ω1

X/S

cΩ1
X/S��



2.16. Dérivations et déformations infinitésimales 211

d’où l’on déduit un diagramme commutatif

DérH 0
rig(OS )(H 0

rig(OX),H 0
rig(F )) u �� DérS (OX,H 0

rig(F ))

HomH 0
rig(OX)(H 0

rig(Ω
1
X/S ),H 0

rig(F )) v ��

a

��

HomOX
(Ω1

X/S ,H
0

rig(F ))

b

��

On sait (2.16.14) que b est un isomorphisme, et il résulte de 2.10.19(i) que v est
un isomorphisme. Par suite u est surjectif.

Nous avons aussi démontré le corollaire suivant :

Corollaire 2.16.18. Soient f : X → S un morphisme localement de présenta-
tion finie de schémas formels idylliques tel que X admette localement un idéal
de définition monogène, F un OX-module cohérent, δX/S la f−1(H 0

rig(OS ))-
dérivation canonique de H 0

rig(OX) dans H 0
rig(Ω

1
X/S ) (2.16.16.1). Alors l’applica-

tion u �→ u ◦ δX/S est un isomorphisme

HomH 0
rig(OX)(H

0
rig(Ω

1
X/S ),H 0

rig(F )) ∼→ DérH 0
rig(OS )(H

0
rig(OX),H 0

rig(F )).
(2.16.18.1)



Chapitre 3

Éclatements admissibles

Nous développons dans ce chapitre la notion d’éclatement admissible d’un schéma
formel idyllique, c’est à dire de centre un idéal ouvert de type fini. Les objets et
les propriétés relatifs aux schémas formels idylliques qui sont stables par éclate-
ments admissibles seront qualifiés de rigides. Nous avons déjà introduit un exemple
important, à savoir la clôture rigide d’un module. Nous démontrons le théorème
d’acyclicité de Tate (3.5.5) qui établit le caractère rigide de cette notion pour les
modules cohérents. Nous introduisons un autre exemple : les points rigides d’un
schéma formel idyllique.

3.1 Éclatements admissibles

3.1.1. Soient X un schéma formel adique, J un idéal de définition de type fini
de X, A un idéal ouvert de type fini de X. Pour tout entier n ≥ 0, on note Xn le
schéma usuel (X,OX/J n+1) et on pose

X′n = Proj(⊕m≥0A
m ⊗OX OXn). (3.1.1.1)

Pour m ≤ n, si on note umn le morphisme canonique Xm → Xn, il existe un
morphisme canonique u′mn : X′m → X′n tel que le diagramme

X′m
u′
mn ��

��

X′n

��
Xm

umn �� Xn

(3.1.1.2)

où les flèches verticales sont les projections canoniques soit cartésien ; autrement
dit la suite (X′n) forme un (Xn)-système inductif adique (2.2.13). Donc d’après
2.2.14, sa limite inductive X′ est un X-schéma formel adique. Le morphisme struc-
tural ϕ : X′ → X est clairement de type fini.

A. Abbes, Éléments de Géométrie Rigide, Progress in Mathematics 286,  
DOI 10.1007/978-3-0348-0012-9_3, © Springer Basel AG 2010 
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3.1.1.3. Supposons que X = Spf(A) soit un schéma formel affine adique (2.1.7). On
a J = J∆ et A = a∆, où J est un idéal de définition de type fini de A et a est
un idéal ouvert de type fini de A (2.1.10, 2.1.11 et 2.1.13). Soient X = Spec(A),
Y = Spec(A/J), φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X , Y ′ = φ−1(Y ) ; on a alors
X = X/Y . On montrera (3.1.3) que X′ est canoniquement isomorphe au complété
X ′/Y ′ de X ′ le long de Y ′, ϕ étant le prolongement de φ aux complétés.

3.1.1.4. On voit à l’aide de 3.1.1.3 que (X′, ϕ) ne dépend pas de l’idéal de définition
J , à isomorphisme canonique près. On dit que X′ (ou ϕ) est l’éclatement de A
dans X.
3.1.1.5. La restriction de ϕ au-dessus d’un ouvert U de X est l’éclatement de A |U
dans U .

Définition 3.1.2. Soient X un schéma formel adique, U un ouvert de X, ϕ : X′ → X
un morphisme de type fini.

(i) On dit que ϕ est un éclatement admissible s’il est isomorphe à l’éclatement
dans X d’un idéal ouvert de type fini.

(ii) On dit que ϕ est un éclatement admissible et U -admissible s’il est isomorphe
à l’éclatement dans X d’un idéal ouvert de type fini A tel que le support
V(A ) de OX/A soit disjoint de U .

Lemme 3.1.3. Soient X un schéma, Y un sous-schéma fermé de X défini par un
idéal quasi-cohérent de type fini J de OX , U l’ouvert X − Y de X , A un idéal
quasi-cohérent de type fini de OX tel que A |U = OX |U , φ : X ′ → X l’éclatement
de A dans X , Y ′ = φ−1(Y ), X̂ = X/Y le schéma formel complété de X le
long de Y , ϕ : X′ → X̂ l’éclatement de A/Y dans X̂. Alors X′ est canoniquement
isomorphe au schéma formel X̂ ′ = X ′/Y ′ complété de X ′ le long de Y ′, ϕ étant le
prolongement de φ aux complétés.

On notera d’abord que la condition A |U = OX |U est équivalente au fait que
A contient localement une puissance de J ([28] 6.8.4). En vertu de 2.5.2, X̂ est
un schéma formel adique, J/Y est un idéal de définition de type fini de X̂, A/Y

est un idéal ouvert de type fini de X̂, (J/Y )n = (J n)/Y , (A/Y )m = (A m)/Y , et
on a des isomorphismes canoniques

OX̂/J
n
/Y  (OX/J n)|Y,

A m
/Y ⊗O

X̂
(OX̂/J

n
/Y )  (A m ⊗OX (OX/J n))|Y.

Ces derniers impliquent le lemme.

Proposition 3.1.4. Soient X un schéma formel idyllique, A un idéal ouvert cohérent
de X, ϕ : X′ → X l’éclatement de A dans X.

(i) L’idéal A OX′ est inversible.
(ii) Si X est rig-pur ou si A est un idéal de définition de X, X′ est idyllique

rig-pur et ϕ est de présentation finie.
(iii) Si X est rig-pur, ϕ est surjectif.
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Comme X′ est un schéma formel adique, on peut se réduire au cas où X =
Spf(A) est formel affine globalement idyllique et A = a∆, où a est un idéal ouvert
de type fini de A. Soit J un idéal de définition de type fini de A. Posons X =
Spec(A), Y = Spec(A/J) et soient φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X , Y ′ =
φ−1(Y ), de sorte que X = X/Y , X′ = X ′/Y ′ et ϕ est le prolongement de φ aux
complétés (3.1.3).

(i) Il résulte de 2.5.5(i) et de l’isomorphisme canonique ϕ∗(a∆)  (φ∗(ã))/Y ′

(2.5.11) que l’on a a∆OX′ = (ãOX′)/Y ′ . La proposition s’ensuit en vertu de 2.8.9
et du fait que ãOX′ est un idéal inversible de OX′ ([29] 8.1.7).

(ii) Il résulte de 1.8.30.2 et 1.13.3 que OX′ est J-pur et φ est de présentation
finie. On en déduit par 1.12.17 que X′ est idyllique rig-pur.

(iii) Comme ϕ est propre, donc fermé, il suffit de montrer que si X est non
vide, X′ est non vide (3.1.1.5). Si X′ = ∅, alors am ⊗A A/J = 0 pour un entier m
suffisamment grand ([29] 2.3.8) ; d’où am = 0 par le lemme de Nakayama. Comme
a est ouvert, on en déduit que Jn = 0 pour un entier n ≥ 1. Mais A est rig-pur,
donc A = 0, ce qui est exclu.

Remarque 3.1.5. On notera, pour les applications de 3.1.4(ii), que si X est un
schéma formel idyllique, si J est un idéal de définition cohérent de X et si A est
un idéal ouvert cohérent de X, alors A J est un idéal de définition cohérent de X.

3.1.6. Soient A un anneau idyllique, X = Spec(A), X = Spf(A), J un idéal de
définition de type fini de A, a un idéal ouvert de type fini de A, (ai)0≤i≤n un
système fini de générateurs de a. Notons φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X
et ϕ : X′ → X l’éclatement de a∆ dans X. Pour tout 0 ≤ i ≤ n, soit Ui l’ouvert
maximal de X ′ où ai engendre ãOX′ . Comme ãOX′ est inversible, les (Ui)0≤i≤n
forment un recouvrement ouvert de X ′. On sait que Ui est le schéma affine associé
à la A-algèbre Ai définie de la façon suivante :

A′i = A

[
a0

ai
, . . . ,

an
ai

]

=
A[ξ0, . . . , ξi−1, ξi+1, . . . , ξn]

(ak − aiξk)k �=i
, (3.1.6.1)

Ai =
A′i

(A′i)ai-tor
. (3.1.6.2)

Soient Âi (resp. Â′i) le séparé complété de Ai (resp. A′i) pour la topologie J-adique,
Ûi = Spf(Âi). On a alors

Â′i  A

〈
a0

ai
, . . . ,

an
ai

〉

=
A〈ξ0, . . . , ξi−1, ξi+1, . . . , ξn〉

(ak − aiξk)k �=i
, (3.1.6.3)

et cet anneau est plat sur A′i (1.12.16(iv) et 1.12.17).

Proposition 3.1.7. Conservons les hypothèses de (3.1.6).
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(i) Pour tout 0 ≤ i ≤ n, on a

Âi 
Â′i

(Â′i)ai-tor
. (3.1.7.1)

Si, en outre, A est rig-pur, alors (A′i)ai-tor =(A′i)J-tor et (Â′i)ai-tor = (Â′i)J-tor.
(ii) Les (Ûi)1≤i≤n forment un recouvrement ouvert de X′ ; pour tout 0 ≤ i ≤ n,

Ûi est l’ouvert maximal de X′ où ai engendre l’idéal inversible a∆OX′ .

(i) On note σ : A′i → Ai l’homomorphisme canonique et σ̂ : Â′i → Âi son
prolongement aux complétés J-adiques. En vertu de 1.12.16(iv), σ̂ est surjectif et
ker(σ̂) = (A′i)ai-torÂ

′
i ; donc ker(σ̂) ⊂ (Â′i)ai-tor. D’autre part, comme ai est Ai-

régulier et que Âi est Ai-plat (1.12.17), (Âi)ai-tor = 0 ; d’où (Â′i)ai-tor ⊂ ker(σ̂).
Par suite (Â′i)ai-tor = ker(σ̂), ce qui démontre (3.1.7.1).

Supposons A rig-pur. Alors Ai est J-pur (1.13.3), et donc (A′i)J-tor ⊂
(A′i)ai-tor. D’autre part, a étant un idéal ouvert de A et aiA

′
i = aA′i, on a

(A′i)ai-tor ⊂ (A′i)J-tor. On en déduit la relation (A′i)ai-tor = (A′i)J-tor. On démontre
de même la relation (Â′i)J-tor = (Â′i)ai-tor.

(ii) La première assertion est évidente. Il est clair que ai engendre l’idéal
a∆OX′ sur Ûi. Supposons que ai engendre a∆OX′ en un point x ∈ X′\Ûi ; donc
x ∈ Ûj avec j 	= i. Par conséquent, la section ai/aj ∈ Âj = Γ(Ûj ,OX′) est
inversible au voisinage de x ; ce qui est impossible car en tant que section de Aj ,
ai/aj s’annule sur Uj\Ui.

Proposition 3.1.8. Soient Y un schéma formel idyllique, U, V deux ouverts quasi-
compacts de Y, X = (V,OY|V ), ϕ : X′ → X un éclatement admissible et (U ∩ V )-
admissible. Alors il existe un éclatement admissible et U -admissible ψ : Y′ → Y
qui prolonge ϕ.

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A tel
que V(A ) soit disjoint de U∩V . D’après 2.8.16, il existe un idéal ouvert cohérent B
de Y tel que B|V = A et B|U = OY|U . Il suffit alors de prendre pour ψ : Y′ → Y
l’éclatement de B dans Y.

Proposition 3.1.9. Soient f : Y → X un morphisme adique de schémas formels
idylliques, ϕ : X′ → X l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A . Supposons
que A OY soit un idéal inversible de OY. Alors il existe un et un seul morphisme
f ′ : Y → X′ tel que f = ϕ ◦ f ′. En outre, si f est localement de présentation finie
(resp. localement de type fini, resp. de présentation finie, resp. de type fini), il en
est de même de f ′.

Montrons d’abord la première proposition. On peut se borner au cas où
X = Spf(A) est affine globalement idyllique, puis au cas où Y = Spf(B) est affine
globalement idyllique ; donc f est associé à un homomorphisme adique u : A→ B.
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Soient J un idéal de définition de type fini de A, a l’idéal ouvert de type fini de
A tel que A = a∆. Posons X = Spec(A), Y = Spec(B) et soient g : Y → X le
morphisme déduit de u, φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X , de sorte que f
(resp. ϕ) est le complété de g (resp. φ) le long de V(J). Comme A OY = (aB)∆

(2.7.5), aB est un idéal inversible de B ([28] 10.10.8 et 10.10.8.2). Il existe alors
un unique morphisme g′ : Y → X ′ tel que g = φ ◦ g′. Le complété f ′ de g′ le long
de V(J) répond à la question. Reste à prouver l’unicité de f ′. Soient (ai)0≤i≤n
un système fini de générateurs de a, X′i (resp. Yi) l’ouvert maximal de X′ (resp.
Y) où ai engendre l’idéal A OX′ (resp. A OY). On a évidemment f ′−1(X′i) ⊂
Yi. Pour i 	= j, f ′−1(X′i) ∩ Yj est l’ouvert maximal de f ′−1(X′i) où la section
aj/ai ∈ Γ(f ′−1(X′i),OY) est inversible ; par suite f ′−1(X′i) ∩ Yj = f ′−1(X′i ∩ X′j).
Comme les (X′i) recouvrent X′, on conclut que f ′−1(X′i) = Yi pour tout i. Pour
achever la preuve, il suffit d’observer que f ′ est uniquement déterminé sur tout
ouvert affine globalement idyllique U = Spf(C) de Y contenu dans l’un des Yi.
En effet, la restriction de f ′ à U est induite par un homomorphisme de A-algèbres
w : Âi → C, où l’anneau Âi est défini dans 3.1.6. La relation (3.1.7.1) et le fait
que l’image de ai dans C engendre l’idéal inversible A OY sur U montrent que w
est uniquement déterminé.

Enfin, la dernière proposition résulte de 2.3.18, 2.6.6, 2.6.8 et ([28] 6.1.5(v)).

Corollaire 3.1.10. Soient ϕ : X′ → X un morphisme adique de schémas formels
idylliques, A un idéal ouvert cohérent de X. Si ϕ est isomorphe à l’éclatement de
A dans X, alors l’isomorphisme est unique.

Lemme 3.1.11. Soient A un anneau idyllique, rig-pur et ayant un idéal de défi-
nition principal engendré par t ∈ A, B une sous-A-algèbre finie de At ; considé-
rons B comme une A-algèbre adique (1.10.2). Alors l’homomorphisme canonique
ϕ : Spf(B) → Spf(A) est un éclatement admissible.

Soient fi (1 ≤ i ≤ n) des générateurs de la A-algèbre B, ai (1 ≤ i ≤ n)
des éléments de A, r un entier ≥ 1 tels que ai = trfi ∈ At pour tout i. Posons
X = Spec(A), Y = Spec(B), a0 = tr, a = (a0, a1, . . . , an) et soit φ : X ′ → X
l’éclatement de ã dans X . Il suffit de montrer que Y et X ′ sont X-isomorphes
(3.1.3 et 1.10.2(ii)). Reprenons les notations de (3.1.6) ; on voit aussitôt que B
s’identifie à A0. Donc Y est l’ouvert maximal de X ′ où ai engendre ãOX′ . Comme
Y est fini sur X , l’immersion ouverte j : Y → X ′ est aussi fermée. D’autre part,
l’ouvert U = Spec(At) étant schématiquement dense dans X (1.8.30.2), φ−1(U)
est schématiquement dense dans X ′ en vertu de 1.13.3(i). Comme φ−1(U) ⊂ Y ,
on en déduit que j est un isomorphisme.

Proposition 3.1.12. Soient X un schéma formel idyllique, quasi-compact et ayant
localement un idéal de définition inversible, B une sous-OX-algèbre cohérente de
H 0

rig(OX) (2.10.1) ; considérons B comme une OX-algèbre topologique (2.8.10).
Alors il existe un éclatement admissible ϕ : X′ → X et un X-morphisme f : X′ →
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Spf(B) (2.3.9) tels que le diagramme

B
f� ��

��

ϕ∗(OX′)

ϕ∗(cO
X′ )

��
H 0

rig(OX)
βϕ(OX) �� ϕ∗(H 0

rig(OX′))

(3.1.12.1)

où cOX′ est le morphisme canonique (2.10.1.2) et βϕ(OX) est le morphisme
(2.10.27.2) soit commutatif.

Notons u : OX → B et v : B → H 0
rig(OX) les homomorphismes structuraux,

de sorte qu’on a v ◦u = cOX (2.10.1.2). Il résulte de (2.10.5.1) (appliqué au-dessus
d’ouverts formels affines globalement idylliques Spf(A) de X tels que A admette
un idéal de définition principal) que H 0

rig(u) est un isomorphisme et que l’on a

H 0
rig(u) ◦ v = cB. (3.1.12.2)

En vertu de (2.10.5.1), 3.1.8 et 3.1.11, il existe un recouvrement ouvert fini
(Ui)i∈I de X et pour tout i ∈ I, un éclatement ϕi : X′i → X d’un idéal ouvert
cohérent Ai dans X tels que la restriction de ϕi au-dessus de Ui soit isomorphe à
celle du morphisme structural Spf(B) → X. Il résulte de 2.10.31 et (3.1.12.2) que
pour tout i ∈ I, le diagramme

B|Ui ∼ ��

v|Ui
��

ϕi∗(OX′
i
)|Ui

ϕi∗(cO
X′
i

)|Ui
��

H 0
rig(OX)|Ui

βϕi (OX)|Ui �� ϕi∗(H 0
rig(OX′

i
))|Ui

(3.1.12.3)

est commutatif. Posons A =
∏

i∈I Ai, qui est un idéal ouvert cohérent de X
(2.1.27), et soit ϕ : X′ → X l’éclatement de A dans X. Comme X est rig-pur, ϕ est
de présentation finie et X′ est idyllique rig-pur (3.1.4). D’après 3.1.9, pour tout i ∈
I, il existe un morphisme fi : X′ → X′i tel que ϕi ◦ fi = ϕ ; de plus, les restrictions
de fi au-dessus de Ui se recollent en un X-morphisme f : X′ → Spf(B). Enfin,
compte tenu de 2.10.27, la commutativité des diagrammes (3.1.12.3) entraîne celle
de (3.1.12.1).

Proposition 3.1.13. Soient X un schéma formel idyllique, A ,B deux idéaux ou-
verts cohérents de X, ϕ : X′ → X l’éclatement de A dans X. Alors, BOX′ est un
idéal ouvert de type fini de X′, et si l’on note ψ : X′′ → X′ son éclatement dans X′,
le composé ϕ ◦ ψ est l’éclatement de A B dans X.

Notons d’abord que A B est un idéal ouvert cohérent de X (2.1.27). Les
questions étant locales sur X, on peut se borner au cas où X = Spf(A) est affine
globalement idyllique, A = a∆ et B = b∆, où a et b sont deux idéaux ouverts de
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type fini de A. Posons X = Spec(A) et soient φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans
X , ρ : X ′′ → X ′ l’éclatement de bOX′ dans X ′. Soient J un idéal de définition
de type fini de A, Y = Spec(A/J), Y ′ = φ−1(Y ). On a alors X′ = X ′/Y ′ et

ϕ∗(B) = φ∗(b̃)/Y ′ (2.5.11). Par suite, BOX′ = (bOX′)/Y ′ est un idéal ouvert de
type fini de X′ (2.5.5), X′′ est le complété de X ′′ le long de ρ−1(Y ′) et ψ est le
prolongement de ρ aux complétés (3.1.3). Donc ϕ ◦ψ est le prolongement de φ ◦ ρ
aux complétés. Comme φ ◦ ρ est l’éclatement de (ab)∼ dans X , la proposition
s’ensuit (3.1.3).

Proposition 3.1.14. Soient X un schéma formel idyllique quasi-compact, U un
ouvert de X, ϕ : X′ → X un éclatement admissible et U -admissible, ψ : X′′ → X′

un éclatement admissible et ϕ−1(U )-admissible. Alors ϕ ◦ ψ est un éclatement
admissible et U -admissible.

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A tel
que V(A ) soit disjoint de U (3.1.2), et que ψ soit l’éclatement dans X′ d’un idéal
ouvert de type fini B tel que V(B) soit disjoint de ϕ−1(U). On peut remplacer U
par l’ouvert plus grand X−V(A )−ϕ(V(B)). Posons A ′ = A OX′ . On établit en
premier lieu le lemme suivant :

Lemme 3.1.15. Il existe un idéal ouvert cohérent L de X et deux entiers i, j ≥ 1
tels que L OX′ = A ′iBj et que V(L ) soit disjoint de U .

Supposons d’abord X = Spf(A) affine globalement idyllique et A = a∆, où a
est un idéal ouvert de type fini de A. Soient X = Spec(A), φ : X ′ → X l’éclatement
de ã dans X , J un idéal de définition de type fini de A, Y = Spec(A/J), Y ′ =
φ−1(Y ) ; on a donc X′ = X ′/Y ′ , ϕ étant le prolongement de φ aux complétés.
D’après 2.5.7, il existe un unique idéal quasi-cohérent de type fini C de OX′ ,
contenant une puissance de J , tel que C/Y ′ = B.

Soit V l’ouvert X − V(a) − φ(V(C )), de sorte que V ∩ V(J) = U . On dira
qu’un couple (i, j) d’entiers ≥ 1 est admissible s’il existe un idéal de type fini L
de A tel que LOX′ = aiC j et que V(L) soit disjoint de V ; en particulier, L est
ouvert ([28] 6.8.4). Si (i, j) est admissible, (�i+k, �j) l’est aussi pour tous k ≥ 0 et
� ≥ 1. D’après la preuve de ([42] 5.1.4), il existe au moins un couple admissible. On
associe à chaque couple admissible (i, j) un idéal ouvert canonique K de A tel que
KOX′ = aiC j et que V(K) soit disjoint de V , de la façon suivante. Soit L un idéal
de type fini de A tel que LOX′ = aiC j et que V(L) soit disjoint de V . Considérons
l’homomorphisme canonique u : OX → φ∗(OX′) et l’idéal φ∗(aiC j) de φ∗(OX′).
L’image réciproque u−1(φ∗(aiC j)) est un idéal quasi-cohérent de OX , défini par un
idéal K de A contenant L ; d’où par adjonction KOX′ = aiC j . Montrons qu’on a

K∆OX′ = A ′iBj . (3.1.15.1)

On notera que cela ne résulte pas de 2.5.11 car K n’est pas forcement de type fini
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sur A. Mais si n est un entier ≥ 1 tel que Jn ⊂ K et (JnOX′)/Y ′ ⊂ A ′iBj , on a

K∆OX′

(JnOX′)/Y ′
=

KOX′

JnOX′
=

aiC j

JnOX′
=

A ′iBj

(JnOX′)/Y ′
, (3.1.15.2)

d’où (3.1.15.1).
Pour f ∈ A, recommençons la construction précédente au-dessus de l’ouvert

D(f) = Spf(A{f}) de X, A et B étant remplacés par leurs restrictions. Comme
A{f} est A-plat (1.12.6) et a{f} = a ⊗A A{f} (1.10.12), X ′ est remplacé par
X ′ ⊗A A{f} et C est changé en C ⊗A A{f}. On en déduit aussitôt que si (i, j)
est un couple admissible relativement à A, il l’est aussi relativement à A{f} et
l’idéal ouvert canonique de A{f} qui lui est associé est K ⊗A A{f}. Montrons que
K{f} = K ⊗A A{f} (on rappelle que K n’est pas nécessairement de type fini sur
A). On a évidemment K ⊗A A{f} = KA{f} ⊂ K{f}. Comme A{f} est A-plat, si
Jn ⊂ K, alors

(KA{f})/(JnA{f}) = Kf/(Jn)f = K{f}/(Jn){f},

d’où notre assertion (1.8.11).
Considérons maintenant le cas général. Soit (Xα) un recouvrement fini de X

par des ouverts affines globalement idylliques. Pour chaque α, achevons la construc-
tion précédente au-dessus de Xα, A et B étant remplacés par leurs restrictions ;
on choisit un couple d’entiers admissible (iα, jα) et on note Kα l’idéal ouvert ca-
nonique de Xα qui lui est associé. On peut clairement supposer tous les couples
(iα, jα) égaux. Dans ces conditions, les Kα se recollent en un idéal ouvert K de
X tel que K OX′ = A ′iBj et que V(K ) soit disjoint de U . Reste à modifier K
en un idéal ouvert cohérent L de X vérifiant les mêmes conditions, ce qu’on peut
faire en vertu de 2.8.18.

3.1.16. Revenons maintenant à la preuve de 3.1.14 ; montrons que ϕ ◦ ψ est
l’éclatement de A L dans X, où L est l’idéal ouvert cohérent de X défini dans
3.1.15. La question étant locale sur X, on peut se borner au cas affine considéré
au début de la démonstration de 3.1.15. Reprenons alors les mêmes notations, et
notons ρ : X ′′ → X ′ l’éclatement de C dans X ′. Alors X′′ est le complété de X ′′ le
long de ρ−1(Y ′), et ψ est le prolongement de ρ aux complétés (3.1.3) ; donc ϕ ◦ ψ
est le prolongement de φ ◦ ρ aux complétés. Soit L l’idéal ouvert de type fini de
A tel que L = L∆. Il résulte de la relation L OX′ = A ′iBj que LOX′ = aiC j

(cf. (3.1.15.2)). Par suite, φ ◦ ρ est l’éclatement de (aL)∼ dans X , et ϕ ◦ ψ est
l’éclatement de A L dans X (3.1.3).

Proposition 3.1.17.

(i) Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels idylliques,
ψ : Y′ → Y un éclatement admissible de présentation finie. Il existe alors
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un diagramme commutatif

où X′ est idyllique rig-pur, ϑ et ϕ sont des éclatements admissibles de pré-
sentation finie. En outre, si f est localement de présentation finie (resp.
localement de type fini, resp. de présentation finie, resp. de type fini), il en
est de même de f ′.

(ii) Soient X un schéma formel idyllique, ϕi : Xi → X (i = 1, 2) deux éclatements
admissibles. Il existe alors un diagramme commutatif

X′
f1 ��

f2

��

X1

ϕ1

��
X2

ϕ2 �� X

(3.1.17.1)

où X′ est idyllique rig-pur, f1 et f2 sont des éclatements admissibles, et le
morphisme composé ϕ : X′ → X est un éclatement admissible de présentation
finie.

Supposons, en outre, que X soit rig-pur et que ϕ1 et ϕ2 soient U -
admissibles, où U est un ouvert de X. Alors le diagramme (3.1.17.1) peut
être choisi de sorte que ϕ soit U -admissible.

(iii) Pour tout diagramme commutatif de morphismes adiques de schémas formels
idylliques

X
���� Y

ψ �� Y′ (3.1.17.2)

où ψ est un éclatement admissible, il existe un diagramme commutatif

X′
ϕ �� X

���� Y (3.1.17.3)

où X′ est idyllique rig-pur et ϕ est un éclatement admissible de présentation
finie.

(i) Supposons que ψ soit l’éclatement dans Y d’un idéal ouvert cohérent
B. Alors A = f∗(B)OX est un idéal ouvert cohérent de X (2.8.14). Soient J
un idéal de définition cohérent de X, ϕ : X′ → X l’éclatement de J A dans X.
En vertu de 3.1.4 et 3.1.9, X′ est idyllique rig-pur, ϕ est de présentation finie,

 

X′ f ′

��

ϕ

��

ϑ ���
��

���
���

Y′ ×Y X ��

��

Y′

ψ

��
X

f �� Y
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et il existe un morphisme adique f ′ : X′ → Y′ tel que f ◦ ϕ = ψ ◦ f ′. Posons
Z = Y′ ×Y X et ϑ = (f ′, ϕ) : X′ → Z ; alors Z est un schéma formel idyllique et
ϑ est un morphisme de présentation finie (2.6.8). Soient q : Z → X, p : Z → Y′ les
projections canoniques, ρ : X′′ → Z l’éclatement de q∗(A J )OZ dans Z. En vertu
de 3.1.4 et 3.1.9, il existe deux morphismes adiques u : X′′ → X′ et u′ : X′ → X′′

tels que ρ ◦ u′ = ϑ et q ◦ ρ = q ◦ ϑ ◦ u. Composant la seconde relation avec f , on
obtient ψ ◦ p ◦ ρ = ψ ◦ p ◦ ϑ ◦ u. On en déduit, toujours par 3.1.4 et 3.1.9, que
p ◦ ρ = p ◦ ϑ ◦ u. Les deux relations q ◦ ρ = q ◦ ϑ ◦ u et p ◦ ρ = p ◦ ϑ ◦ u entraînent
que ρ = ϑ ◦ u. Utilisant une dernière fois 3.1.9, on conclut que u et u′ sont des
isomorphismes inverses l’un de l’autre. La dernière assertion est immédiate.

(ii) Supposons que ϕ1 (resp. ϕ2) soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert
cohérent A1 (resp. A2). Soient J un idéal de définition cohérent de X, ϕ : X′ → X
l’éclatement de J A1A2 dans X, f1 l’éclatement de ϕ∗1(J A2)OX1 dans X1, f2
l’éclatement de ϕ∗2(J A1)OX2 dans X2. Alors, X′ est idyllique rig-pur, ϕ est de
présentation finie (3.1.4) et le diagramme (3.1.17.1) est commutatif (3.1.13).

Si X est rig-pur et si V(Ai)∩U = ∅ (i = 1, 2), on peut prendre pour ϕ : X′ → X
l’éclatement de A1A2 dans X (3.1.4), pour f1 l’éclatement de ϕ∗1(A2)OX1 dans X1

et pour f2 l’éclatement de ϕ∗2(A1)OX2 dans X2.
(iii) Supposons que ψ soit l’éclatement dans Y′ d’un idéal ouvert cohérent

B′. Soient J un idéal de définition cohérent de X, ϕ : X′ → X l’éclatement de
B′J dans X (2.8.14). On sait (3.1.4 et 3.1.9) alors que X′ est idyllique rig-pur, ϕ
est de présentation finie et le diagramme (3.1.17.3) est commutatif.

3.2 Dilatations

3.2.1. Soient S, S′ deux anneaux gradués à degrés positifs, θ : S′ → S un homo-
morphisme d’anneaux gradués. Suivant ([29] 2.8.1), on désigne par G(θ) la partie
ouverte de X = Proj(S) réunion des D+(θ(f ′)), où f ′ parcourt l’ensemble des
éléments homogènes de S′+. En vertu de loc. cit. 2.8.2 et 2.8.3, il existe un mor-
phisme affine canonique du schéma induit G(θ) dans Proj(S′), dit associé à θ.
Soient S′′ un troisième anneau gradué à degrés positifs, θ′ : S′′ → S′ un homo-
morphisme d’anneaux gradués, et posons θ′′ = θ ◦ θ′. D’après loc. cit. 2.8.4, on a
G(θ′′) ⊂ G(θ), et si ϑ, ϑ′ et ϑ′′ sont les morphismes associés à θ, θ′ et θ′′, on a
ϑ(G(θ′′)) ⊂ G(θ′) et ϑ′′ = ϑ′ ◦ (ϑ|G(θ′′)).

3.2.2. Soient Y un schéma, S , S ′ deux OY -algèbres graduées quasi-cohérentes
à degrés positifs ; posons X = Proj(S ), X ′ = Proj(S ′) et soient p, p′ les mor-
phismes structuraux de X et X ′ dans Y . Soit θ : S ′ → S un OY -homomorphisme
d’algèbres graduées. Pour tout ouvert affine U de Y , on pose AU = Γ(U,OY ),
SU = Γ(U,S ) et S′U = Γ(U,S ) ; l’homomorphisme θ définit un homomorphisme
θU : S′U → SU de AU -algèbres graduées. Il lui correspond dans p−1(U) un ensemble
ouvert G(θU ) et un morphisme ϑU : G(θU ) → p′−1(U). D’après ([29] 3.5.1), il
existe une partie ouvert G(θ) de X et un Y -morphisme affine ϑ : G(θ) → X ′ dit
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associé à θ, tels que, pour tout ouvert affine U de Y , G(θ) ∩ p−1(U) = G(θU ) et
ϑU soit la restriction de ϑ au-dessus de U .

3.2.3. Soient X, Y deux schémas formels idylliques, f : X → Y un morphisme
déployé (2.2.3), J (resp. K ) un idéal de définition cohérent de X (resp. Y) tels
que f∗(K )OX ⊂ J , A (resp. B) un idéal ouvert cohérent de X (resp. Y) tels
que f∗(B)OX ⊂ A .

Pour tout entier n ≥ 0, f définit un morphisme de schémas usuels fn : Xn →
Yn en posant Xn = (X,OX/J n+1) et Yn = (Y,OY/K n+1) (2.2.1), de sorte que
le diagramme

Xn
fn ��

��

Yn

��
X

f �� Y

(3.2.3.1)

où les flèches verticales sont les flèches canoniques est commutatif.
On note ϕ : X′ → X l’éclatement de A dans X, (X′n) le (Xn)-système inductif

adique associé (3.1.1), ψ : Y′ → Y l’éclatement de B dans Y et (Y′n) le (Yn)-
système inductif adique associé.

On a un homomorphisme canonique de OX-algèbres graduées

θ : f∗(⊕m≥0B
m) → ⊕m≥0A

m. (3.2.3.2)

Compte tenu de (3.2.3.1), θ induit un système projectif de morphismes de OXn -
algèbres graduées

θn : f∗n(⊕m≥0B
m ⊗OY OYn) → ⊕m≥0A

m ⊗OX OXn .

Il correspond par (3.2.2) à θn un ensemble ouvert G(θn) de X′n et un Xn-morphisme
affine ϑn : G(θn) → Xn ×Yn Y′n. On note f ′n : G(θn) → Y′n le composé de ϑn et
de la projection canonique.

Il résulte de la définition (3.2.2) que pour m ≤ n, G(θm) = X′m ∩ G(θn) et
le diagramme

G(θm)
ϑm ��

��

Xm ×Ym Y′m

��
G(θn)

ϑn �� Xn ×Yn Y′n

(3.2.3.3)

où les flèches verticales sont les flèches canoniques est cartésien ; autrement dit,
ϑm s’identifie à idXm ×Xn ϑn. Il en résulte que la limite inductive X′(B) de la suite
(G(θn)) est le schéma formel induit sur un ouvert de X′, et la limite inductive des
ϑn est un X-morphisme adique ϑ : X′(B) → X ×Y Y′. On note f ′ : X′(B) → Y′ le
composé de ϑ et de la projection canonique ; f ′ est la limite inductive de la suite
(f ′n) (2.2.2 et 2.2.15).
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3.2.3.4. On dit que X′(B) est la dilatation de A par rapport à B, ϑ est le morphisme
canonique et f ′ est le relèvement canonique de f .

3.2.3.5. Supposons que X = Spf(A) et Y = Spf(B) soient affines globalement
idylliques ; donc f est défini par un homomorphisme continu u : B → A. Soient J
(resp. K) l’idéal de définition de type fini de A (resp. B) tel que J = J∆ (resp.
K = K∆), a (resp. b) l’idéal ouvert de type fini de A (resp. B) tel que A = a∆

(resp. B = b∆). On a u(K) ⊂ J et u(b) ⊂ a (2.7.5). Posons X = Spec(A),
Y = Spec(B) et soient g : X → Y le morphisme déduit de u, X ′ l’éclatement de
ã dans X , Y ′ l’éclatement de b̃ dans Y . Donc X′ est le complété de X ′ le long de
V(J) et Y′ est le complété de Y ′ le long de V(K). En particulier, X′n est un sous-
schéma fermé de X ′ et Y′n est un sous-schéma fermé de Y ′. L’homomorphisme de
A-algèbres graduées

κ : ⊕m≥0 bm ⊗B A→ ⊕m≥0a
m

détermine un ensemble ouvert G(κ) de X ′ et un morphisme κ : G(κ) → X ×Y Y ′
(3.2.1). On a G(θn) = X′n ∩ G(κ) et θn est le composé

Xn ×X G(κ)
idXn×Xκ �� Xn ×X (X ×Y Y ′) ∼ �� Xn ×Yn Y′n .

Par conséquent, X′(B) est canoniquement isomorphe aux complétés de G(κ) le long
de V(J) et ϑ est le prolongement de κ aux complétés.

3.2.3.6. Supposons A = f∗(B)OX. Il résulte de ([29] 3.6.2) que X′(B) = X′ et ϑn est
une immersion fermée pour tout n ≥ 0. Si de plus ϕ et ψ sont de présentation finie,
alors ϑ : X′ → X ×Y Y′ est une immersion fermée de schémas formels idylliques.
En effet, X′, Y′ et X×YY′ sont idylliques (2.6.13 et 2.3.19), et ϑ est un morphisme
localement de présentation finie (2.3.18), donc une immersion fermée (2.9.5).

3.2.3.7. Supposons f : X → Y une immersion (resp. une immersion ouverte, resp.
une immersion fermée) et A = f∗(B)OX, de sorte que X′ est la dilatation de A
par rapport à B (3.2.3.6). Si ϕ et ψ sont de présentation finie, ϑ est une immersion
fermée (resp. un isomorphisme si f est une immersion ouverte) ; par suite, f ′ est
une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée).

Proposition 3.2.4. Soient Y un schéma formel idyllique quasi-compact, f : X →
Y une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée),
ϕ : X′ → X un éclatement admissible. Alors :

(i) Il existe un diagramme commutatif (resp. cartésien si f est une immersion
ouverte)

Y′′
ψ �� Y

X′′
t ��

f ′′
��

X′
ϕ �� X

f

�� (3.2.4.1)
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tel que ψ et ϕ ◦ t soient des éclatements admissibles de présentation fini, que
f ′′ soit une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion
fermée) et que t soit un morphisme de présentation finie.

(ii) Si Y est noethérien (resp. Y est rig-pur et ϕ est de présentation finie), le
diagramme (3.2.4.1) peut être choisi de sorte que t est un isomorphisme.

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A .
D’après 2.9.13, il existe un idéal ouvert cohérent B de Y tel que f∗(B)OX = A .

(i) Soient K un idéal de définition cohérent de Y, J = f∗(K )OX, ψ : Y′′ →
Y l’éclatement de K B dans Y, φ : X′′ → X l’éclatement de J A dans X. Alors
ψ et φ sont de présentation finie, X′′ et Y′′ sont rig-purs (3.1.4). D’après 3.1.9, il
existe un morphisme de présentation finie t : X′′ → X′ tel que φ = ϕ ◦ t. Comme
f∗(K B)OX = J A , le relèvement canonique f ′′ : X′′ → Y′′ de f vérifie les
propriétés requises (3.2.3.7).

(ii) Compte tenu de 3.1.4(ii), on peut prendre pour ψ : Y′′ → Y l’éclatement
de B dans Y.

3.2.5. Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes déployés de schémas formels
idylliques, A (resp. B, resp. C ) un idéal ouvert cohérent de X (resp. Y, resp.
Z) tels que BOX ⊂ A et COY ⊂ B. On note X′ l’éclatement de A dans X, Y′

l’éclatement de B dans Y, Z′ l’éclatement de C dans Z, X′(B) la dilatation de A

par rapport à B, Y′(C ) la dilatation de B par rapport à C , ϑ : X′(B) → X ×Y Y′

et ϑ′ : Y′(C ) → Y ×Z Z′ les morphismes canoniques. Supposons qu’au moins l’une
des hypothèses suivantes soit vérifiée :

(i) X est localement noethérien.
(ii) Y est quasi-compact.
(iii) f est adique.

Alors h = g ◦ f est déployé. En effet, dans chacun de ces cas, on peut trouver des
idéaux de définition cohérents J (resp. K , resp. L ) de X (resp. Y, resp. Z) tels
que K OX ⊂ J et L OY ⊂ K . On note X′(C ) la dilatation de A par rapport à
C et ϑ′′ : X′(C ) → X ×Z Z′ le morphisme canonique. Il résulte alors de 3.2.1 que
X′(C ) ⊂ X′(B), ϑ(X′(C )) ⊂ X ×Y Y′(C ) et ϑ′′ = (idX ×Y ϑ′) ◦ (ϑ|X′(C )).

Proposition 3.2.6. Les hypothèses étant celles de (3.2.3), soient de plus W un
schéma formel idyllique, g : W → X un morphisme adique tels que A OW soit un
idéal inversible et que BOW = A OW ; notons g′ : W → X′ l’unique morphisme
tel que g = ϕ ◦ g′ (3.1.9). Alors g′ se factorise à travers X′(B).

D’une part, W s’identifie à la dilatation de A OW par rapport à A (3.2.3.6)
et g′ est le relèvement canonique de g (3.1.9). D’autre part, W s’identifie aussi à
la dilatation de A OW par rapport à B car BOW = A OW . La proposition résulte
alors de 3.2.5.
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Proposition 3.2.7. Sous les hypothèses de (3.2.3), on a

(BOX′)|X′(B) = (A OX′)|X′(B). (3.2.7.1)

Si de plus ϕ est de présentation finie, X′(B) est l’ouvert maximal de X′ où la relation
(3.2.7.1) est vérifiée.

La relation (3.2.7.1) étant locale sur X et Y, on peut se borner au cas où X =
Spf(A) et Y = Spf(B) sont affines globalement idylliques ; reprenons les notations
de 3.2.3.5. On a A OX′  (ãOX′)/X′

0
et BOX′  (b̃OX′)/X′

0
(2.5.5 et 2.5.11). Il

suffit de montrer que (b̃OX′)|G(κ) = (ãOX′)|G(κ). On pose S = ⊕n≥0a
n, de sorte

que X ′ = Proj(S). Pour a ∈ a, si on note a′ l’élément a vu comme un élément
homogène de degré un de S, l’image inverse de a engendre l’idéal ãOX′ sur l’ouvert
D+(a′). Donc l’inclusion b̃OX′ ⊂ ãOX′ induit une égalité sur les ouverts D+(u(b)′)
pour b ∈ b. Mais on a G(κ) = ∪b∈bD+(u(b)′), ce qui entraîne l’assertion.

Pour la seconde partie de la proposition, observons d’abord que X′ est un
schéma formel idyllique (2.6.13) et BOX′ ⊂ A OX′ . Soient U l’ouvert maximal de
X′ tel que (BOX′)|U = (A OX′)|U ([28] 0.5.2.2), j : U → X′ l’injection canonique.
On a X′(B) ⊂ U d’après (3.2.7.1). Mais j se factorise à travers X′(B) en vertu de
3.2.6 ; donc X′(B) = U .

Corollaire 3.2.8. Sous les hypothèses de (3.2.3), si A et B sont des idéaux de
définition de X et Y respectivement, alors f ′ : X′(B) → Y′ est un morphisme adique.

Posons A ′ = A OX′ et B′ = BOY′ . Le corollaire découle de la relation
f ′∗(B′)OX′

(B)
= A ′|X′(B) (3.2.7.1), car ϕ et ψ sont adiques.

Corollaire 3.2.9. Sous les hypothèses de (3.2.5), si ϕ : X′ → X est de présentation
finie, alors X′(C ) = f ′−1(Y′(C )) où f ′ : X′(B) → Y′ est le relèvement canonique de f .

Posons U = f ′−1(Y′(C )). On sait (3.2.5) que X′(C ) ⊂ U ⊂ X′(B). On a
(COY′)|Y′(C ) = (BOY′ )|Y′(C ) (3.2.7.1) ; d’où (COX′)|U = (BOX′)|U . Comme
U ⊂ X′(B), on a (BOX′ )|U = (A OX′)|U . On en déduit que (C OX′)|U = (A OX′)|U
et par suite que U ⊂ X′(C ) (3.2.7), ce qui achève la preuve.

3.3 Points rigides d’un schéma formel idyllique

Définition 3.3.1. Soit X un schéma formel idyllique. On dit qu’un sous-schéma
(resp. un sous-schéma fermé) P de X est un point rigide (resp. un point rigide
fermé) de X, si P est un schéma formel affine et si Γ(P,OP) est un ordre 1-
valuatif (1.11.1) ; l’espace sous-jacent à P est appelé spécialisation de P. On
note 〈X〉 l’ensemble des points rigides de X.
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S’il existe un idéal de définition cohérent J de X tel que (X,OX/J ) soit un
schéma de Jacobson, alors tout point rigide de X est fermé ([28] 0.2.8.2).

Proposition 3.3.2. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
fini de A, X = Spf(A), X = Spec(A), Xg l’ouvert X−V(J) de X. Alors l’ensemble
des points rigides fermés de X est isomorphe à l’ensemble des points fermés de Xg.

Cela résulte de 1.11.8.

Proposition 3.3.3. Soient A un anneau idyllique, X = Spf(A), P un point rigide
fermé de X, U = Spf(B) un ouvert formel affine de X contenant P ; notons p
(resp. q) l’idéal premier de A (resp. B) correspondant à P (3.3.2). Alors l’homo-
morphisme canonique Ap → Bq induit un isomorphisme entre les séparés complé-
tés de ces anneaux locaux pour les topologies définies par leurs idéaux maximaux
respectifs.

Notons d’abord que B est idyllique (2.6.12). Il existe f ∈ A tel que P ⊂
D(f) ⊂ U ; on a donc D(f) = Spf(A{f}) = Spf(B{f}). On se réduit aussitôt au
cas où U = D(f) et B = A{f}. L’assertion résulte alors de 1.12.18 (appliqué à la
A-algèbre Af ).

Proposition 3.3.4. Soient X un schéma formel idyllique, B un ordre 1-valuatif,
P = Spf(B), f : P → X un morphisme (localement) de type fini. Alors :

(i) Il existe un ouvert formel affine globalement idyllique U = Spf(A) de X
contenant l’image de f tel que, si l’on note ϕ : A → B l’homomorphisme
déduit de f , B soit un A-module cohérent. Dans ce cas, a = ker(ϕ) est un
idéal cohérent de A, et A/a muni de la topologie quotient de celle de A est
un ordre 1-valuatif.

(ii) Le morphisme f est de présentation finie.
(iii) Il existe un unique point rigide Q de X tel que l’injection canonique j : Q → X

majore f , c’est à dire que f se factorise en

P
g �� Q

j �� X ,

où g est un morphisme de présentation finie ; le morphisme g est nécessaire-
ment unique.

(i) Soient p l’unique point sous-jacent à P, U = Spf(A) un ouvert formel
affine globalement idyllique de X contenant f(p), J un idéal de définition de type
fini de A, ϕ : A → B l’homomorphisme déduit de f . Montrons que quitte à res-
treindre U , B est un A-module cohérent. Cela résulte de 1.11.2 (sans changer U)
si A/J est un anneau de Jacobson. On peut donc se borner au cas où A noethé-
rien (1.11.3). Compte tenu de 1.11.4, on peut supposer B un anneau de valuation
discrète complet d’idéal maximal m. On a JB = mn pour un entier n > 0. On
note C l’image de l’homomorphisme canonique A/J → B/m. Comme B/m est
une C-algèbre de type fini, le point générique de Spec(C) est isolé dans Spec(C)
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([28] 6.4.4). Remplaçant U par un ouvert formel affine contenant f(p), on peut
supposer C un corps. Il en résulte que B/m est fini sur C ([12] chap. V §3.4 théo.
3). Par suite, B/m est une (A/J)-algèbre finie ; donc B/JB est une (A/J)-algèbre
finie, et B est un A-module de type fini (1.8.5), d’où la première assertion. La
seconde assertion est immédiate.

(ii) Cela résulte de (i), 1.10.4 et ([28] 6.2.10).
(iii) L’existence de Q est déjà démontrée dans (i). Montrons l’unicité. Comme

l’espace sous-jacent à Q est f(p), f(p) est localement fermé dans X. Soient U =
Spf(A) un ouvert formel affine globalement idyllique de X tel que f(p) soit fermé
dans U , ϕ : A → B l’homomorphisme déduit de f , a = ker(ϕ). D’après (i), on
peut choisir U de sorte que Spf(A/a) est un point rigide fermé de U . Comme Q
est fermé dans U , f se factorise uniquement en

P �� Spf(A/a) �� Q �� U �� X .

Par suite, Spf(A/a) s’identifie à un point rigide fermé de Q. Mais en vertu de
3.3.2, Q est l’unique point rigide fermé de Q, donc Q = Spf(A/a).

3.3.5. Il résulte de 3.3.4 que tout morphisme localement de type fini de schémas
formels idylliques f : X → Y détermine uniquement une application de 〈X〉 dans
〈Y〉, que l’on note encore f : 〈X〉 → 〈Y〉. La correspondance ainsi définie X �→ 〈X〉
est fonctorielle.

Proposition 3.3.6. Soient A un anneau idyllique, a un idéal ouvert de type fini de
A, X = Spf(A), ϕ : X′ → X l’éclatement de a∆ dans X. Supposons vérifiée l’une
des conditions suivantes :
(a) A est noethérien.
(b) A est rig-pur.
(c) a est un idéal de définition de A.

Soient Q un point rigide fermé de X′, U = Spf(B) un ouvert formel af-
fine de X′ contenant Q ; notons q l’idéal premier de B correspondant à Q et p
l’idéal premier de A correspondant à ϕ(Q) (ce dernier est fermé dans X). Alors
l’homomorphisme canonique Ap → Bq induit un isomorphe entre les séparés com-
plétés de ces anneaux locaux pour les topologies définies par leurs idéaux maximaux
respectifs.

Notons d’abord que ϕ est de présentation finie (3.1.4), que B est idyllique
(2.6.12) et que q est au-dessus de p. Soit J un idéal de définition de type fini
de A. Posons X = Spec(A) et soit φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X , de
sorte que X′ est le complété de X ′ le long de V(JOX′) (3.1.3). Alors φ est de
présentation finie (1.13.3). Compte tenu de 3.3.3, il suffit de montrer l’assertion
pour un ouvert formel affine de X′ contenant Q et contenu dans U . On peut donc
supposer U algébrisable, i.e., qu’il existe un ouvert affine Spec(C) de X ′ tel que B
soit le séparé complété de C pour la topologie J-adique. L’assertion résulte alors
de 1.12.18 (appliqué à la A-algèbre C).
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Proposition 3.3.7. Soient X,X′ deux schémas formels idylliques, ϕ : X′ → X un
éclatement admissible, P = Spf(A) un point rigide de X, K le corps des fractions
de A. Alors il existe un unique point rigide Q = Spf(B) de X′ au-dessus de P ;
on a B ⊗A K  K ; et si P est fermé, Q est fermé.

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A .
Soient j : P → X l’injection canonique, a = Γ(P, j∗(A )OP), A la clôture inté-
grale de A dans K . En vertu de 1.11.4, A est un anneau 1-valuatif ; donc aA est
un idéal inversible. Par suite, il existe une sous-algèbre C de A, finie sur A, telle
que aC soit un idéal inversible. Compte tenu de 1.11.6, C est un ordre 1-valuatif,
topologiquement de présentation finie sur A. Soit u : Spf(C) → P le morphisme
canonique. Il existe un morphisme de type fini u′ : Spf(C) → X′ relevant j ◦ u
(3.1.9). En vertu de 3.3.4, il existe un unique point rigide Q = Spf(B) de X′ tel
que l’injection canonique h : Q → X′ majore u′, c’est à dire que u′ se factorise en

Spf(C) v �� Q
h �� X′ ,

où v est un morphisme de présentation finie. Il résulte encore de 3.3.4 que Q
relève P, et v est associé à un homomorphisme injectif de A-algèbres B → C ;
d’où B⊗AK  K . Si P est fermé, Q est fermé, en vertu de 1.11.5 et ([29] 5.4.3).
Reste à montrer l’unicité du relèvement. Soient Q′ = Spf(B′) un point rigide de
X′ au-dessus de P, h′ : Q′ → X′ l’injection canonique. En vertu de 1.11.7, il existe
un ordre 1-valuatif D, quotient topologique de B′⊗̂AC = B′⊗AC. L’idéal aB′ est
inversible, car il est monogène ouvert et B′ est rig-pur ; et de même pour aD. Par
suite, le diagramme

Spf(C) u′
�� X′

Spf(D)

��

�� Q′

h′

��

est commutatif (3.1.9). On en déduit, toujours par 3.3.4, que Q′ = Q.

Corollaire 3.3.8. Soient X,X′ deux schémas formels idylliques, ϕ : X′ → X un
éclatement admissible. Alors l’application ϕ : 〈X′〉 → 〈X〉 est bijective.

Proposition 3.3.9. Soient f : X → S un morphisme étale de schémas formels
idylliques, Q un point rigide de S de spécialisation s ∈ S , x un point de X
tel que f(x) = s. Alors il existe un point rigide P de X de spécialisation x tel
que f(P) = Q. De plus, si Γ(Q,OQ) est un anneau 1-valuatif ou si l’extension
κ(s) → κ(x) est triviale, P est unique.

On peut clairement se borner au cas où S = Q = Spf(A) est formel affine,
A étant un ordre 1-valuatif, et f est séparé. Soient I est un idéal de définition
cohérent de S , J = f∗(I )OX, X0 = (X,OX/J ), S0 = (S ,OS /I ), f0 : X0 →
S0 le morphisme déduit de f . Comme S0 est un schéma local hensélien (1.11.1.3),
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quitte à remplacer X par un ouvert, on peut supposer l’espace topologique sous-
jacent à X0 réduit à x et le morphisme f0 fini ([31] 18.5.11). Alors f est fini
(2.3.24), et X est un schéma formel affine dont l’anneau B est une A-algèbre
locale, finie et topologiquement de présentation finie sur A (2.6.11). Le A-module
B est cohérent en vertu de 1.10.11 et ([28] 6.2.10) ; donc B est une A-algèbre finie
et de présentation finie sur A. De plus, B est A-plat (2.4.8 et 1.12.4) et Ω1

B/A = 0
(2.4.8 et 1.10.2(ii)). Par suite B est étale sur A. Tout point générique de Spec(B)
définit par 3.3.2 un point rigide fermé de X qui répond à la question.

Si A est un anneau 1-valuatif, alors B est local et normal ([31] 11.3.13), donc
intègre ; par suite B est un anneau 1-valuatif.

Supposons enfin l’extension κ(s) → κ(x) triviale. Notons A la clôture in-
tégrale de A dans son corps des fractions, qui est un anneau 1-valuatif (1.11.4).
L’anneau B⊗AA est local et normal, donc intègre. On en déduit que B est intègre,
et donc un ordre 1-valuatif.

Proposition 3.3.10. Soient X un schéma formel idyllique rig-pur, x un point loca-
lement fermé de X. Alors il existe un point rigide de X de spécialisation x.

On peut se borner au cas où X = Spf(A) est formel affine globalement idyl-
lique rig-pur et x est fermé dans X. La proposition résulte alors de 1.11.8 et 1.11.10
lorsque A est noethérien, et de ([7] 7.1.5/4) lorsque A est topologiquement de pré-
sentation finie sur un anneau 1-valuatif.

Corollaire 3.3.11. Soient X un schéma formel idyllique rig-pur, (Ui)i∈I un en-
semble fini d’ouverts de X ; posons Ui = (Ui,OX|Ui). Pour que X = ∪i∈IUi, il faut
et il suffit que 〈X〉 = ∪i∈I 〈Ui〉.

Proposition 3.3.12. Soient A un ordre 1-valuatif, K le corps des fractions de A,
X = Spf(A), ϕ : X′ → X un éclatement admissible. Alors X′ est formel affine et
Γ(X′,OX′) est un ordre 1-valuatif fini sur A, de corps des fractions isomorphe à K.

Observons d’abord que ϕ est de présentation finie et X′ est idyllique rig-
pur (3.1.4). Supposons que ϕ soit l’éclatement de a∆ dans X, où a est un idéal
ouvert de type fini de A. Soit φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X = Spec(A). Il
résulte de 3.3.8 et 3.3.10 que l’espace topologique sous-jacent à X′ est un point ;
en particulier, X ′ possède un unique point au-dessus du point fermé de X (3.1.3).
Donc X ′ est affine, et son anneau B est local, intègre, de corps des fractions K .
Procédant comme dans la preuve de 3.3.7, on construit une sous-A-algèbre C de
K, finie sur A, telle que l’idéal aC soit inversible. On a alors un homomorphisme
de A-algèbres B → C. Par suite B est entière sur A, et donc finie sur A car φ
est de type fini. On en déduit que B est un ordre 1-valuatif, topologiquement de
présentation finie sur A (1.11.6), et par suite X′ = Spf(B).

Proposition 3.3.13. Soient X un schéma formel idyllique, F un OX-module co-
hérent. Supposons que pour tout point rigide P de X, si l’on note i : P → X
l’injection canonique, i∗F soit rig-nul (2.10.1.4). Alors F est rig-nul.
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Soient U = Spf(A) un ouvert formel affine globalement idyllique de X, J un
idéal de définition de type fini de A, V l’ouvert complémentaire de Spec(A/J)
dans Spec(A), M = Γ(U,F ). En vertu de 2.10.10 et (2.10.5.1), il suffit de montrer
que M̃ |V = 0, ou encore que Mp = 0 pour tout idéal premier p de A qui définit un
point fermé de V ([28] 0.5.2.2). On sait (1.11.8) que Spf(A/p) est un point rigide
de X fermé dans U . Donc compte tenu de l’hypothèse, M/pM est J-nul (2.10.13),
et l’assertion résulte du lemme de Nakayama.

Proposition 3.3.14. Soient Y un schéma, Y ′ un sous-schéma fermé de Y , f : X →
Y un morphisme propre de présentation finie de schémas, X ′ l’image inverse de Y ′
par f . Supposons la paire (Y, Y ′) idyllique (2.6.17). Soient X̂ = X/X′ , Ŷ = Y/Y ′

les schémas formels complétés de X et Y le long de X ′ et Y ′ respectivement,
f̂ : X̂ → Ŷ le prolongement de f aux complétés. Alors si f surjectif, l’application
f̂ : 〈X̂〉 → 〈Ŷ 〉 est surjective.

On peut clairement se borner au cas où Y = Spec(A) est affine. Soient
P = Spf(R) un point rigide de Ŷ , K le corps des fractions de R, i : P → Ŷ
l’injection canonique. On déduit de i un homomorphisme A → R et par suite
une section u ∈ Y (R). Par hypothèse, il existe une extension finie K ′ de K et un
diagramme commutatif

Spec(K ′) ��

��

X

��
Spec(K) �� Y

(3.3.14.1)

La clôture intégrale S de R dans K ′, munie de la topologie déduite de celle de
R, est un anneau 1-valuatif (cf. la preuve de 1.11.4). Par le critère valuatif de
propreté, il existe une sous-R-algèbre R′ de S, finie sur R et de corps des fractions
K ′, telle que le diagramme (3.3.14.1) s’insère dans un diagramme commutatif

Spec(K ′) ��

��

Spec(R′) u′
��

��

X

��
Spec(K) �� Spec(R) u �� Y

(3.3.14.2)

D’après 1.11.6, R′ munie de la topologie déduite de celle de R, est un ordre 1-
valuatif. En vertu de 3.3.4(iii), il existe un point rigide Q de X̂ tel que le morphisme
Spf(R′) → X̂ déduit de u′ par prolongement aux complétés, se factorise à travers
l’injection canonique Q → X̂. Par une deuxième application de 3.3.4(iii), on voit
que P = f̂(Q).
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3.4 Disques et couronnes formels

3.4.1. Dans cette section, S désigne un schéma formel idyllique ayant un idéal de
définition inversible I et D la droite affine formelle au-dessus de S de paramètre
T (2.3.11). Soient D ′ l’éclatement de TOD + I OD dans D , DI l’ouvert maximal
de D ′ où l’on a TODI

+ I ODI
= I ODI

(ou ce qui revient au même, TODI
⊂

I ODI
), CI l’ouvert maximal de D ′ où l’on a TOCI

+ I OCI
= TOCI

(ou ce
qui revient au même, I OCI ⊂ TOCI ). On a alors D ′ = DI ∪ CI , et DI et CI

sont des ouverts rétro-compacts de D ′ (i.e., les injections canoniques DI → D ′

et CI → D ′ sont quasi-compactes). Comme S est rig-pur, D est rig-pur en
vertu de 1.12.4 (voir aussi 5.1.2 et 5.1.13). Par suite, D ′ est idyllique, rig-pur et de
présentation finie sur D (3.1.4). Il résulte de 3.3.8 que les applications 〈DI 〉 → 〈D〉
et 〈CI 〉 → 〈D〉 sont injectives ; on peut décrire leurs images grâce au lemme 3.4.4
ci-dessous.

Définition 3.4.2. On appelle DI le disque formel de rayon I au-dessus de S , et
CI la couronne formelle standard d’épaisseur I au-dessus de S .

La terminologie sera justifiée dans 3.4.4. La condition que I est inversible est
introduite seulement pour la commodité des calculs. Elle est toutefois suffisante
pour les applications rigides puisqu’il est loisible d’éclater un idéal de définition
cohérent (cf. 4.3.11 et 7.1.20).

Lemme 3.4.3. Supposons que S = Spf(A) soit formel affine globalement idyllique
et que I = I∆, où I est un idéal de définition monogène de A engendré par f ∈ A.
Posons

D′(f) =
A〈T, U〉

(T − Uf)
et D(f) =

D′(f)
(D′(f))(f)-tor

; (3.4.3.1)

C′(f) =
A〈T, V 〉

(f − V T )
et C(f) =

C′(f)
(C′(f))(f)-tor

. (3.4.3.2)

On a alors DI = Spf(D(f)) et CI = Spf(C(f)).

Cela résulte de 3.1.7.

Lemme 3.4.4. Soient P = Spf(R) un point rigide de D, P ′ = Spf(R′) l’unique
point rigide de D ′ qui relève P (3.3.7), K le corps des fractions de R, R la clôture
intégrale de R dans K, I l’idéal de définition de type fini de R tel que I OP = I∆.
Alors :

(i) Pour que P ′ ⊂ DI , il faut et il suffit que TR ⊂ IR.
(ii) Pour que P ′ ⊂ CI , il faut et il suffit que IR ⊂ TR.

On rappelle d’abord que R est un anneau 1-valuatif (1.11.4). On observe
ensuite que l’idéal I est inversible, engendré par π ∈ R. Notons t l’image de T
dans R. L’idéal tR′ + πR′ est inversible. Pour que P ′ ⊂ DI (resp. P ′ ⊂ CI ), il
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faut et il suffit que t ∈ πR′ (resp. π ∈ tR′). En effet, la condition est clairement
nécessaire, et elle est suffisante en vertu de 3.4.3 et de l’unicité du D-morphisme
P ′ → D ′. Il suffit donc de montrer que si t ∈ πR (resp. π ∈ tR), alors t ∈ πR′

(resp. π ∈ tR′). L’assertion est clairement satisfaite si t = 0 (car π 	= 0). Supposons
t 	= 0 et posons x = t/π ∈ K . On rappelle que K est le corps des fractions de
R′ (3.3.7). Comme D ′ = DI ∪ CI , on a x ∈ R′ ou x−1 ∈ R′. Supposons x ∈ R
et x−1 ∈ R′. Comme x est entier sur R, on a xd + a1x

d−1 + · · · + ad = 0, où
a1, . . . , ad ∈ R. Multipliant par x−d+1, on voit que x ∈ R′. De même, si x−1 ∈ R
et x ∈ R′, alors x−1 ∈ R′. L’assertion est démontrée.

3.4.5. Soit n un entier ≥ 1. On désigne par D (n) l’éclatement de T nOD + I OD

dans D , par DI ,n l’ouvert maximal de D (n) où l’on a T nODI ,n
⊂ I ODI ,n

et par
CI ,n l’ouvert maximal de D(n) où l’on a I OCI ,n

⊂ T nOCI ,n
. On appelle DI ,n

le disque formel de rayon I 1/n au-dessus de S , et CI ,n la couronne formelle
standard d’épaisseur I 1/n au-dessus de S . On a DI ,1 = DI et CI ,1 = CI . Le
schéma formel D (n) est idyllique, rig-pur et de présentation finie sur D (3.1.4) ;
DI ,n et CI ,n sont des ouverts rétro-compacts de D(n) et on a D (n) = DI ,n∪CI ,n.
En vertu de 3.3.8, les applications 〈DI ,n〉 → 〈D〉 et 〈CI ,n〉 → 〈D〉 sont injectives ;
on peut décrire leurs images grâce au lemme 3.4.7 ci-dessous.

Lemme 3.4.6. Supposons que S = Spf(A) soit formel affine globalement idyllique
et que I = I∆, où I est un idéal de définition monogène de A engendré par f ∈ A.
Pour tout entier n ≥ 1, posons

D′(f ;n) =
A〈T, U〉

(T n − Uf)
et D(f ;n) =

D′(f ;n)
(D′(f ;n))(f)-tor

; (3.4.6.1)

C′(f ;n) =
A〈T, V 〉

(f − V T n)
et C(f ;n) =

C′(f ;n)
(C′(f ;n))(f)-tor

. (3.4.6.2)

On a alors DI ,n = Spf(D(f ;n)) et CI ,n = Spf(C(f ;n)) (3.4.5).

Cela résulte de 3.1.7.

Lemme 3.4.7. Conservons les hypothèses de (3.4.5) et soient P = Spf(R) un point
rigide de D, P ′ = Spf(R′) l’unique point rigide de D(n) qui relève P (3.3.7), K le
corps des fractions de R, R la clôture intégrale de R dans K, I l’idéal de définition
de type fini de R tel que I OP = I∆. Alors :

(i) Pour que P ′ ⊂ DI ,n, il faut et il suffit que T nR ⊂ IR.
(ii) Pour que P ′ ⊂ CI ,n, il faut et il suffit que IR ⊂ T nR.

La preuve est identique à 3.4.4.

3.4.8. Conservons les hypothèses de (3.4.5) et soit m un entier ≥ 1. On a

TmnOD(n) + ImOD(n) = (T nOD(n) + I OD(n))m. (3.4.8.1)
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En effet, il suffit de montrer cette égalité sur chacun des ouverts DI ,n et CI ,n de
D(n), ce qui est immédiat. Donc en vertu de 3.1.9, il existe un unique D-morphisme

ψn,m : D (n) → D (mn). (3.4.8.2)

Il résulte aussitôt de 3.4.6 que l’on a ψn,m(DI ,n) ⊂ DIm,mn et ψn,m(CI ,n) ⊂
CIm,mn.

Soit I ′ un idéal de définition inversible de S tel que I ′ ⊂ I . Comme
I ′ODI ′,n est inversible, T nODI ′,n + I ODI ′,n = I ODI ′,n est inversible. Donc
en vertu de 3.1.9, il existe un unique D-morphisme DI ′,n → D (n). Ce dernier se
factorise à travers DI ,n en vertu de 3.4.6 ; il induit donc un D-morphisme

DI ′,n → DI ,n. (3.4.8.3)

De même, on a un D-morphisme canonique

CI ,n → CI ′,n. (3.4.8.4)

Les mêmes arguments montrent que pour tout entier n′ ≥ n, on a des D-
morphismes canoniques

DI ,n → DI ,n′ , (3.4.8.5)
CI ,n′ → CI ,n. (3.4.8.6)

Lemme 3.4.9. Sous les hypothèses de (3.4.5), pour tout entier m ≥ 1, les applica-
tions

〈DI ,n〉 → 〈DIm,mn〉, (3.4.9.1)
〈CI ,n〉 → 〈CIm,mn〉, (3.4.9.2)

induites par ψn,m (3.4.8.2) sont bijectives.

Comme les applications 〈DI ,n〉 → 〈D〉 et 〈CI ,n〉 → 〈D〉 sont injectives
(3.3.8), il suffit de montrer que (3.4.9.1) et (3.4.9.2) sont surjectives, ce qui résulte
de 3.4.7. En effet, avec les notations de 3.4.7, l’idéal I est principal, engendré
par π ∈ R. La condition T nR ⊂ IR (resp. IR ⊂ T nR) est donc équivalente à
nv(T ) ≥ v(π) (resp. nv(T ) ≤ v(π)), où v est la valuation de K.

3.5 Le théorème d’acyclicité de Tate

Proposition 3.5.1. Soient A un anneau idyllique, a un idéal ouvert de type fini de
A, X = Spec(A), X = Spf(A), φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X, ϕ : X′ → X
l’éclatement de a∆ dans X. Supposons φ de présentation finie. Alors, pour tout
OX-module cohérent F ,
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(i) Rqϕ∗(ϕ∗F ) est un OX-module cohérent pour tout q ;
(ii) Rqϕ∗(ϕ∗F ) est rig-nul pour tout q ≥ 1 (2.10.1.4) ;
(iii) l’homomorphisme d’adjonction F → ϕ∗(ϕ∗F ) induit un

isomorphisme (2.10.1)

Γ(X,H 0
rig(F )) ∼→ Γ(X,H 0

rig(ϕ∗(ϕ
∗F ))). (3.5.1.1)

La proposition (i) est mentionnée ici à titre de rappel (2.11.5). Soient J un
idéal de définition de type fini de A, M le A-module cohérent tel que F = M∆,
Y = Spec(A/J), Y ′ = φ−1(Y ). Alors X′ s’identifie au complété de X ′ le long de
Y ′, ϕ étant le prolongement de φ aux complétés, et ϕ∗F s’identifie à (φ∗(M̃))/Y ′

(2.5.11). Comme OX′ est cohérent (2.6.18), φ∗(M̃) est un OX′ -module cohérent.
En vertu de 1.4.8, 2.6.18 et 2.12.2, pour tout entier q ≥ 0, Hq = Hq(X ′, φ∗(M̃))
est un A-module cohérent, et on a un isomorphisme canonique

(Hq)∆ ∼→ Rqϕ∗(ϕ∗F ). (3.5.1.2)

Le morphisme d’adjonction F → ϕ∗(ϕ∗F ) correspond alors au morphisme M →
H0 défini aussi par adjonction (relativement à φ). Mais φ induit un isomorphisme
au-dessus de l’ouvert Xg = X−Y de X . Par suite, pour tout q ≥ 1, Hq est rig-nul,
et donc Rqϕ∗(ϕ∗F ) est rig-nul (2.10.13). On en déduit aussi que l’on a

Γ(Xg, M̃)  Γ(Xg, φ∗(φ∗M̃)) = Γ(Xg, (H0)∼),

ce qui entraîne (3.5.1.1) en vertu de (3.5.1.2) et (2.10.5.1).

Remarque 3.5.2. Avec les notations de (3.5.1), l’éclatement φ est de présentation
fini si A est noethérien, ou s’il est rig-pur, ou si a est un idéal de définition de A
(1.8.30.2 et 1.13.3).

Proposition 3.5.3. Soient X un schéma formel idyllique, F un OX-module cohé-
rent, A un idéal ouvert cohérent de X, ϕ : X′ → X l’éclatement de A dans X.
Supposons que X soit localement noethérien, ou que X soit rig-pur, ou que A soit
un idéal de définition de X. Alors :

(i) Rqϕ∗(ϕ∗F ) est un OX-module cohérent pour tout q.
(ii) Rqϕ∗(ϕ∗F ) est rig-nul pour tout q ≥ 1.
(iii) L’homomorphisme d’adjonction F → ϕ∗(ϕ∗F ) induit un isomorphisme

H 0
rig(F ) ∼→ H 0

rig(ϕ∗(ϕ
∗F )). (3.5.3.1)

Cela résulte de 3.5.1 et 3.5.2.

Proposition 3.5.4. Soient X un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogène, ϕ : X′ → X un éclatement admissible de présentation finie,
F un OX-module cohérent. Alors pour tout entier q ≥ 1, Rqϕ∗(ϕ∗F ) est rig-nul
et Rqϕ∗(H 0

rig(ϕ
∗F )) = 0.
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Il suffit de montrer que pour tout entier q ≥ 1, Rqϕ∗(ϕ∗F ) est rig-nul
(2.10.34.1). Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohé-
rent A . Soient J un idéal de définition cohérent de X, ψ : X′′ → X′ l’éclatement
de ϕ∗(J )OX′ dans X′ ; donc ρ = ϕ ◦ ψ est l’éclatement de A J dans X (3.1.13).
Considérons la suite spectrale

Ep,q2 = Rpϕ∗(Rqψ∗(ρ∗F )) ⇒ Rp+qρ∗(ρ∗F ). (3.5.4.1)

Pour tout q ≥ 1, on a H 0
rig(R

qψ∗(ρ∗F )) = 0 d’après 3.5.3(ii), et donc H 0
rig(E

p,q
2 ) =

0 (2.11.12). Donc en vertu de 2.10.18, le morphisme canonique

H 0
rig(R

pϕ∗(ψ∗(ρ∗F ))) → H 0
rig(R

pρ∗(ρ∗F ))

est bijectif. D’autre part, le morphisme H 0
rig(ϕ

∗F ) → H 0
rig(ψ∗(ρ

∗F )) déduit de
l’homomorphisme d’adjonction id → ψ∗ψ∗ est bijectif en vertu de 3.5.3(iii). On en
déduit un isomorphisme (2.10.34.1)

H 0
rig(R

pϕ∗(ϕ∗F )) → H 0
rig(R

pϕ∗(ψ∗(ρ∗F ))).

On obtient un isomorphisme H 0
rig(R

pϕ∗(ϕ∗F ))  H 0
rig(R

pρ∗(ρ∗F )). On conclut
par 3.5.3(ii) que H 0

rig(R
pϕ∗(ϕ∗F )) = 0 pour tout p ≥ 1.

Théorème 3.5.5 (Acyclicité de Tate). Soient X un schéma formel idyllique,
ϕ : X′ → X un éclatement admissible de présentation finie, F un OX-module co-
hérent. Alors l’homomorphisme (2.10.27.2)

βϕ(F ) : H 0
rig(F ) → ϕ∗(H 0

rig(ϕ
∗F ))

est bijectif.

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A .
Soient J un idéal de définition cohérent de X, ψ : X′′ → X′ l’éclatement de
ϕ∗(J )OX′ dans X′ ; donc ρ = ϕ ◦ ψ est l’éclatement de A J dans X (3.1.13).
Les homomorphismes

βρ(F ) : H 0
rig(F ) → ρ∗(H 0

rig(ρ
∗F ))

βψ(ϕ∗F ) : H 0
rig(ϕ

∗F ) → ψ∗(H 0
rig(ψ

∗(ϕ∗F )))

sont bijectifs en vertu de 3.5.3(iii), 2.10.31.2 et 2.10.31.5. D’autre part, le dia-
gramme

H 0
rig(F )

βρ(F) ��

βϕ(F)

��

ρ∗(H 0
rig(ρ

∗F ))

ϕ∗(H 0
rig(ϕ

∗F ))
ϕ∗(βψ(ϕ∗F)) �� ϕ∗(ψ∗(H 0

rig(ψ
∗(ϕ∗F ))))

est commutatif (2.10.28.2). On en déduit que βϕ(F ) est un isomorphisme.
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Corollaire 3.5.6. Soient X un schéma formel idyllique rig-pur, ϕ : X′ → X un écla-
tement admissible. Alors l’homomorphisme canonique OX → ϕ∗(OX′) est injectif.

Notons d’abord que ϕ est de présentation finie (3.1.4). Considérons le dia-
gramme commutatif (2.10.27.3)

OX
u ��

cOX

��

ϕ∗(OX′)

ϕ∗(cOX′ )
��

H 0
rig(OX)

βϕ(OX) �� ϕ∗(H 0
rig(OX′))

Comme cOX est injectif (2.10.15) et que βϕ(OX) est un isomorphisme (3.5.5), u
est injectif.

Remarque 3.5.7. Soient A un anneau idyllique, X = Spf(A), J un idéal de défini-
tion de type fini de A, a un idéal ouvert de type fini de A, (ai)0≤i≤n un système fini
de générateurs de a, ϕ : X′ → X l’éclatement de a∆ dans X. Supposons que ϕ soit
de présentation finie (par exemple, si A est rig-pur (3.1.4)). Pour tout 0 ≤ i ≤ n,
notons X′i l’ouvert maximal de X′ où ai engendre l’idéal inversible a∆OX′ , et posons

A′i = A

〈
a0

ai
, . . . ,

an
ai

〉

,

Ai =
A′i

(A′i)ai-tor
.

Les ouverts (X′i)0≤i≤n couvrent X′, et on a X′i = Spf(Ai) pour tout 0 ≤ i ≤
n (3.1.7). Pour tous 0 ≤ i, j ≤ n, X′ij = X′i ∩ X′j est un schéma formel affine
globalement idyllique ; notons Aij son anneau. Posons U = Spec(A)−V(J), Ui =
Spec(Ai) − V(JAi) et Uij = Spec(Aij) − V(JAij). Alors pour tout A-module
cohérent M , la suite

0 → Γ(U, M̃) →
∏

0≤i≤n
Γ(Ui, (M ⊗A Ai)∼) ⇒

∏

0≤i,j≤n
Γ(Uij , (M ⊗A Aij)∼)

(3.5.7.1)
est exacte. Cela résulte de 3.5.5 et (2.10.5.1). On retrouve ainsi l’énoncé originel du
théorème d’acyclicité de Tate. Le théorème 3.5.5 prendra toute son ampleur dans
le chapitre suivant où on interprétera la suite exacte (3.5.7.1) comme l’acyclicité
d’un complexe de Čech tronqué d’un recouvrement admissible d’un espace rigide
cohérent (cf. 4.7.9).

Proposition 3.5.8 ([26] VIII 5.1). Soient f : X′ → X un morphisme adique de sché-
mas formels adiques, X′′ = X′ ×X X′, p1, p2 : X′′ ⇒ X′ les projections canoniques,
g : X′′ → X le morphisme structural.

(i) Supposons que f soit surjectif, et que l’homomorphisme

OX → f∗(OX′)
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soit injectif. Alors f est un épimorphisme dans la catégorie des schémas
formels, et même dans la catégorie des espaces annelés.

(ii) Supposons que f soit surjectif et fasse de X un espace topologique quotient
de X′, et que le diagramme canonique

OX → f∗(OX′) ⇒ g∗(OX′′)

soit exact. Alors f est un épimorphisme effectif dans la catégorie des sché-
mas formels, i.e., pour tout schéma formel Y, le diagramme d’applications
d’ensembles

Hom(X,Y) → Hom(X′,Y) ⇒ Hom(X′′,Y)

obtenu en composant avec f, p1 et p2 est exact.

Soient J un idéal de définition de type fini de X, J ′ = f∗(J )OX′ . On
notera que les hypothèses topologiques faites sur f ne dépendent que du morphisme
de schémas usuels

f0 : (X′,OX′/J ′) → (X,OX/J )

déduit de f . Il est alors clair que la démonstration de ([26] VIII 5.1), qui traite le
cas où f est un morphisme de schémas, s’applique intégralement à notre situation.

Corollaire 3.5.9. Soient X un schéma formel idyllique rig-pur, ϕ : X′ → X un
éclatement admissible. Alors ϕ est un épimorphisme dans la catégorie des schémas
formels.

Cela résulte de 3.1.4(iii), 3.5.6 et 3.5.8(i).

Proposition 3.5.10. Soient A un anneau idyllique, a un idéal ouvert de type fini de
A, X = Spec(A), X = Spf(A), φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X, ϕ : X′ → X
l’éclatement de a∆ dans X. Supposons φ de présentation finie. Alors, pour tout
morphisme injectif de OX-modules cohérents u : F → G , le morphisme

H 0
rig(ϕ

∗u) : H 0
rig(ϕ

∗F ) → H 0
rig(ϕ

∗G )

est injectif.

Il suffit de montrer que pour tout ouvert affine U = Spec(B) de X ′, le
morphisme

Γ(X′ ∩ U,H 0
rig(ϕ

∗F )) → Γ(X′ ∩ U,H 0
rig(ϕ

∗G )) (3.5.10.1)

est injectif. Soient J un idéal de définition de type fini de A, Y = Spec(A/J),
Y ′ = φ−1(Y ), de sorte que X′ est le complété de X ′ le long de Y ′, ϕ étant le
prolongement de φ aux complétés. On a F = M∆, G = N∆, où M , N sont des
A-modules cohérents ; d’où ϕ∗F = φ∗(M̃)/Y ′ et ϕ∗G = φ∗(Ñ )/Y ′ (2.5.11). Soient
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B̂ le séparé complété de B pour la topologie J-adique, Ug l’ouvert complémentaire
de U ∩ Y ′ dans U . En vertu de (2.10.7.1) et (2.10.7.3), on a

Γ(X′ ∩ U,H 0
rig(φ

∗(M̃)/Y ′))  Γ(Ug, φ
∗(M̃)) ⊗B B̂,

Γ(X′ ∩ U,H 0
rig(φ

∗(Ñ)/Y ′))  Γ(Ug, φ
∗(Ñ )) ⊗B B̂.

Le morphisme u : F → G est induit par un morphisme injectif v : M → N . Donc le
morphisme (3.5.10.1) correspond au morphisme Γ(Ug, φ

∗(ṽ))⊗B B̂. Notre assertion
s’ensuit puisque φ induit un isomorphisme au-dessus de l’ouvert Xg = X − Y de
X , et B̂ est B-plat (1.12.17).

Proposition 3.5.11. Soient X un schéma formel idyllique, ϕ : X′ → X un éclatement
admissible de présentation finie, u : F → G un morphisme injectif de OX-modules
cohérents. Alors le morphisme

H 0
rig(ϕ

∗u) : H 0
rig(ϕ

∗F ) → H 0
rig(ϕ

∗G )

est injectif.

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A .
Soient J un idéal de définition cohérent de X, ψ : X′′ → X′ l’éclatement de
ϕ∗(J )OX′ dans X′ ; donc ρ = ϕ ◦ ψ est l’éclatement de A J dans X (3.1.13).
On peut identifier H 0

rig(ϕ
∗u) et ψ∗(H 0

rig(ρ
∗u)) (3.5.5). On peut donc se borner au

cas où ϕ est l’éclatement d’un idéal de définition cohérent de X. La proposition
résulte alors de 1.13.3 et 3.5.10.

Corollaire 3.5.12. Soient X un schéma formel idyllique, A un idéal de définition
cohérent de X, ϕ : X′ → X l’éclatement de A dans X, 0 → F ′ → F → F ′′ → 0
une suite exacte de OX-modules cohérents. Alors la suite

0 → H 0
rig(ϕ

∗F ′) → H 0
rig(ϕ

∗F ) → H 0
rig(ϕ

∗F ′′) → 0

est exacte.

Cela résulte de 2.10.18 et 3.5.11.

Proposition 3.5.13. Soient X un schéma formel idyllique, ϕ : X′ → X un éclate-
ment admissible de présentation finie, u : F → G un morphisme de OX-modules
cohérents. Si H 0

rig(u) est un isomorphisme, alors H 0
rig(ϕ

∗u) est un isomorphisme.

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A .
Soient J un idéal de définition cohérent de X, ψ : X′′ → X′ l’éclatement de
ϕ∗(J )OX′ dans X′ ; donc ρ = ϕ ◦ ψ est l’éclatement de A J dans X (3.1.13).
On peut identifier H 0

rig(ϕ
∗u) et ψ∗(H 0

rig(ρ
∗u)) (3.5.5). On peut donc se borner au

cas où ϕ est l’éclatement d’un idéal de définition cohérent de X. Si H 0
rig(u) est un

isomorphisme, alors le noyau et le conoyau de u sont rig-nuls d’après 2.10.22(i).
Par suite, H 0

rig(ϕ
∗u) est un isomorphisme en vertu de 3.5.12.
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Proposition 3.5.14. Soient A un anneau idyllique, a un idéal ouvert de type fini de
A, X = Spec(A), X = Spf(A), φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X, ϕ : X′ → X
l’éclatement de a∆ dans X. Supposons φ de présentation finie. Alors, pour tout
OX′-module cohérent F ′, l’homomorphisme d’adjonction ϕ∗(ϕ∗F ′) → F ′ induit
un isomorphisme

H 0
rig(ϕ

∗(ϕ∗F ′))
∼→ H 0

rig(F
′). (3.5.14.1)

Soient J un idéal de définition de type fini de A, Y = Spec(A/J), Y ′ =
φ−1(Y ), de sorte que X′ s’identifie au complété de X ′ le long de Y ′, ϕ étant
le prolongement de φ aux complétés. En vertu de 2.13.8, F ′ est isomorphe au
complété F/Y ′ le long de Y ′ d’un OX′ -module cohérent F . Il suffit de montrer
que pour tout ouvert affine U = Spec(B) de X ′, le morphisme

Γ(X′ ∩ U,H 0
rig(ϕ

∗(ϕ∗F ′))) → Γ(X′ ∩ U,H 0
rig(F

′)) (3.5.14.2)

induit par l’homomorphisme d’adjonction est bijectif. Posons M = H0(X ′,F ),
qui est un A-module cohérent (2.13.2). En vertu de 2.12.2, on a un isomorphisme
canonique M∆  ϕ∗(F ′) ; d’où ϕ∗(ϕ∗F ′)  φ∗(M̃)/Y ′ (2.5.11). De plus, le mor-
phisme d’adjonction ϕ∗(ϕ∗F ′) → F ′ est le complété le long de Y ′ du morphisme
φ∗(M̃) → F défini aussi par adjonction (relativement à φ). Soient Ug (resp. Xg)
l’ouvert complémentaire de U ∩ Y ′ (resp. Y ) dans U (resp. X). Comme φ induit
un isomorphisme au-dessus de Xg, le morphisme d’adjonction

Γ(Ug, φ
∗(M̃)) → Γ(Ug,F )

est bijectif. On en déduit que (3.5.14.2) est un isomorphisme en vertu de (2.10.7.1)
et (2.10.7.3).

Proposition 3.5.15. Soient X un schéma formel idyllique, ϕ : X′ → X un éclatement
admissible de présentation finie, F ′ un OX′ -module cohérent. Alors l’homomor-
phisme d’adjonction u : ϕ∗(ϕ∗F ′) → F ′ induit un isomorphisme

H 0
rig(u) : H 0

rig(ϕ
∗(ϕ∗F ′))

∼→ H 0
rig(F

′). (3.5.15.1)

Supposons que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal ouvert cohérent A .
Soient J un idéal de définition cohérent de X, ψ : X′′ → X′ l’éclatement de
ϕ∗(J )OX′ dans X′ ; donc ρ = ϕ ◦ ψ est l’éclatement de A J dans X (3.1.13).
Il suffit de montrer que H 0

rig(ψ
∗u) est un isomorphisme (3.5.5). Notons v : F ′ →

ψ∗(ψ∗F ′) et w : ρ∗(ρ∗(ψ∗F ′)) → ψ∗F ′ les homomorphismes d’adjonction. On
vérifie facilement que ψ∗u s’identifie au morphisme composé

ρ∗(ϕ∗F ′)
ρ∗(ϕ∗(v)) �� ρ∗(ϕ∗(ψ∗(ψ∗F ′))) ρ∗(ρ∗(ψ∗F ′))

w �� ψ∗F ′ .

On sait que H 0
rig(w) est un isomorphisme (3.5.14 et 3.5.2). D’autre part, H 0

rig(v)
est un isomorphisme en vertu de 3.5.3(iii). Donc H 0

rig(ϕ∗v) est un isomorphisme



3.5. Le théorème d’acyclicité de Tate 241

(2.10.31.2). On notera que les OX-modules ϕ∗F ′ et ρ∗(ψ∗F ′) sont cohérents
(2.11.5). Par suite, H 0

rig(ρ
∗(ϕ∗v)) est un isomorphisme (3.5.13). Donc H 0

rig(ψ
∗u)

est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration.

Proposition 3.5.16. Soient f : X → Y un morphisme propre de présentation finie
de schémas formels idylliques,

X′
f ′

��

ϕ

��

Y′

ψ

��
X

f �� Y

un diagramme commutatif tel que ϕ et ψ soient des éclatements admissibles de
présentation finie, F un OX-module cohérent. Pour tout entier q ≥ 0, notons
νq : ψ∗(Rqf∗F ) → Rqf ′∗(ϕ∗F ) le morphisme de changement de base (1.2.3.3).
Alors le morphisme

H 0
rig(ν

0) : H 0
rig(ψ

∗(f∗F )) → H 0
rig(f

′
∗(ϕ
∗F )) (3.5.16.1)

est bijectif.
Si de plus, Y admet localement un idéal de définition monogène, alors pour

tout entier q ≥ 0, le morphisme

H 0
rig(ν

q) : H 0
rig(ψ

∗(Rqf∗F )) → H 0
rig(R

qf ′∗(ϕ
∗F )) (3.5.16.2)

est bijectif.

Notons d’abord que le OY-module Rqf∗F est cohérent (2.11.5) et que f ′ est
propre de présentation finie. Rappelons (1.2.3.3) que νq est l’adjoint du morphisme

uq : Rqf∗F → ψ∗(Rqf ′∗(ϕ
∗F ))

composé de

Rqf∗F → Rqf∗(ϕ∗(ϕ∗F )) → Rq(fϕ)∗(ϕ∗F )
∼→ Rq(ψf ′)∗(ϕ∗F ) → ψ∗(Rqf ′∗(ϕ

∗F )),

où le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction id → ϕ∗ϕ∗ et le
deuxième et le dernier de la suite spectrale de Cartan-Leray. Il revient au même
de dire que νq est le composé de ψ∗(uq) et du morphisme d’adjonction

wq : ψ∗(ψ∗(Rqf ′∗(ϕ
∗F ))) → Rqf ′∗(ϕ

∗F ).

Comme H 0
rig(w

q) est un isomorphisme (3.5.15), pour montrer que H 0
rig(ν

q) est
un isomorphisme, il suffit de montrer que H 0

rig(ψ
∗(uq)) est un isomorphisme, ou

encore que H 0
rig(u

q) est un isomorphisme (3.5.13).
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L’homomorphisme d’adjonction id → ϕ∗ϕ∗ induit un isomorphisme (3.5.5 et
2.10.31.5)

H 0
rig(F ) ∼→ H 0

rig(ϕ∗(ϕ
∗F )). (3.5.16.3)

On en déduit que H 0
rig(u

0) est un isomorphisme (2.10.31.2).
Supposons que Y admette localement un idéal de définition monogène et

montrons que H 0
rig(u

q) est un isomorphisme pour tout q ≥ 0. D’après (2.10.34.1)
et (3.5.16.3), on a un isomorphisme

H 0
rig(R

qf∗F ) ∼→ H 0
rig(R

qf∗(ϕ∗(ϕ∗F ))).

Considérons la suite spectrale

Ep,q2 = Rpf∗(Rqϕ∗(ϕ∗F )) ⇒ Rp+q(fϕ)∗(ϕ∗F ).

Pour tout q ≥ 1, on a H 0
rig(R

qϕ∗(ϕ∗F )) = 0 (3.5.4), et donc H 0
rig(E

p,q
2 ) = 0

(2.11.12). On en déduit par 2.10.18 que le morphisme canonique

H 0
rig(R

pf∗(ϕ∗(ρ∗F ))) → H 0
rig(R

p(fϕ)∗(ρ∗F ))

est bijectif pour tout p ≥ 0. Pour achever la preuve, il reste à montrer que le
morphisme

tq : H 0
rig(R

q(ψf ′)∗(ϕ∗F )) → H 0
rig(ψ∗(R

qf ′∗(ϕ
∗F )))

induit par la suite spectrale

F p,q2 = Rpψ∗(Rqf ′∗(ϕ
∗F )) ⇒ Rp+q(ψf ′)∗(ϕ∗F )

est bijectif pour tout q ≥ 0. Procédons par récurrence sur q. L’assertion est évidente
pour q = 0. Soit q ≥ 1. Supposons tj bijectif pour tout j ≤ q−1 et montrons que tq
est bijectif. L’hypothèse de récurrence implique que H 0

rig(ν
j) est un isomorphisme

pour tout j ≤ q− 1. Par suite, H 0
rig(R

iψ∗νj) est un isomorphisme pour tous i ≥ 0
et j ≤ q − 1 (2.10.34.1). Donc on a H 0

rig(F
i,j
2 ) = 0 pour tous i ≥ 1 et j ≤ q − 1

(3.5.4). On en déduit que tq est bijectif en vertu de 2.10.18.



Chapitre 4

Géométrie rigide

Dans ce chapitre, nous définissons la catégorie des espaces rigides cohérents, bap-
tisée catégorie de Raynaud et notée R, en localisant la catégorie S des schémas
formels idylliques quasi-compacts équipés des morphismes localement de présen-
tation finie, par rapport aux éclatements admissibles. On note S → R, X �→ Xrig

le foncteur de localisation. Nous illustrons cette construction par des exemples
classiques de disques et couronnes fermés relatifs (cf. 4.1.9 et 4.3.11). Certaines
propriétés des morphismes de S passent au quotient. Ainsi, on dit qu’un morphisme
de R est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fer-
mée, resp. fini, resp. propre) s’il admet un modèle formel vérifiant la propriété
analogue dans S. Nous généralisons aux espaces rigides cohérents la notion de
recouvrement admissible de Tate (cf. 4.3.8). La topologie de R engendrée par les
recouvrements admissibles est la topologie admissible. Elle donne naissance au gros
topos admissible, noté R̃, que nous utiliserons dans le §7 pour définir les espaces
rigides quasi-séparés (mais pas nécessairement quasi-compacts). Il est commode
d’associer à tout espace rigide cohérent X la sous-catégorie Ad/X de R/X formée
des immersions ouvertes U → X . Nous la munirons de la topologie induite par
la topologie admissible de R, appelée encore topologie admissible de X . Le topos
Xad des faisceaux d’ensembles sur Ad/X est le topos admissible de X . Nous le
décrivons comme la limite projective d’un topos fibré dont les fibres sont bien
connues (4.5.12). Nous en déduisons quelques corollaires, entre autres des descrip-
tions simples de Xad (4.5.22) et de la catégorie de ses points (4.5.15). Si X est un
objet de S, nous associons fonctoriellement à tout OX-module F un faisceau F rig

de Xrig
ad , sa fibre rigide (cf. 4.7.4). Le faisceau (OX)rig est un anneau ; on le note

aussi OXrig . La correspondance F �→ F rig est un foncteur de la catégorie des OX-
modules dans celle des OXrig -modules. Nous étudions les principales propriétés de
ce foncteur sur la catégorie des OX-modules cohérents. Cette construction fournit
pour tout espace rigide cohérent X un anneau OX de Xad et pour tout morphisme
f : X → Y de R un homomorphisme θf : OY → f∗(OX ). Nous montrons que le
topos (Xad,OX) est localement annelé (4.8.6). Nous donnons des théorèmes fon-
damentaux sur les faisceaux cohérents sur les espaces rigides cohérents (4.8.18)

A. Abbes, Éléments de Géométrie Rigide, Progress in Mathematics 286,  
DOI 10.1007/978-3-0348-0012-9_4, © Springer Basel AG 2010 
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et sur leurs cohomologies (4.8.22 et 4.8.26). Nous introduisons enfin la dimension
d’un module de type fini sur un espace rigide cohérent.

Nous utilisons, sans mention explicite, les notations et conventions du §1.1.

4.1 Espaces rigides cohérents ; la catégorie de Raynaud

4.1.1. Dans la suite de ce traité, on fixe un univers U possédant un élément de
cardinal infini et un univers V tel que U ∈ V. On désigne par Ens la catégorie des
ensembles qui se trouvent dans U, et par Cat la catégorie des catégories qui se
trouvent dans V.

4.1.2. On désigne par S+ la catégorie dont les objets sont les schémas formels
idylliques quasi-compacts qui se trouvent dans U et les morphismes sont les mor-
phismes adiques, et par S la sous-catégorie ayant mêmes objets que S+ et pour
morphismes les morphismes localement de présentation finie. On notera que tout
morphisme de S+ est cohérent et tout morphisme de S est de présentation finie
(2.6.7). On note B l’ensemble des éclatements admissibles de S (3.1.2). Pour tout
objet X de S, on désigne par BX la sous-catégorie pleine de S/X formée des couples
(X′, ϕ) tels que ϕ appartienne à B.

4.1.3. Soit f : X → Y un morphisme de S+. D’après 2.3.19 et 2.6.13, on a un
foncteur de changement de base

f• : S/Y → S/X (4.1.3.1)

qu’on désigne aussi par Z �→ X ×Y Z. En particulier, les produits fibrés dans S
sont représentables.

Proposition 4.1.4. L’ensemble B permet un calcul de fractions à droite dans la
catégorie S.

Cela résulte de 3.1.14 et 3.1.17, et signifie que B vérifie les propriétés suivantes
([23] I 2.2) :

(Fr1) Les flèches identiques de S appartiennent à B.
(Fr2) B est stable par composition.
(Fr3) Tout diagramme de S

Y′

ψ

��
X �� Y
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où ψ ∈ B se complète en un diagramme commutatif de S

X′

ϕ

��

�� Y′

ψ

��
X �� Y

où ϕ ∈ B.
(Fr4) Pour tout diagramme commutatif de S

X
�� �� Y

ψ �� Y′

où ψ ∈ B, il existe un diagramme commutatif de S

X′
ϕ �� X

���� Y

où ϕ ∈ B.

Corollaire 4.1.5. Pour tout objet X de S, la catégorie BX est cofiltrante ([26] I
2.7).

Définition 4.1.6. On appelle catégorie de Raynaud, et l’on note R, la catégorie
localisée de S par rapport à B ; on note Q: S → R le foncteur de localisation.
Les objets de R sont appelés espaces rigides cohérents. Si S est un espace rigide
cohérent, on dit qu’un objet de R/S est un espace rigide cohérent au-dessus de S,
ou un S-espace rigide cohérent.

Le couple (R,Q) est donc caractérisé par la propriété que tout foncteur de
S dans une catégorie C transformant les éléments de B en flèches inversibles se
factorise de manière unique à travers Q. Le qualificatif “cohérent” sera justifié
ultérieurement (4.3.8.1 et 7.1.11). On peut préciser la terminologie comme suit :

4.1.6.1. Pour tout objet X de S, Q(X) se note aussi Xrig ; pour tout morphisme f
de S, Q(f) se note aussi f rig.

4.1.6.2. On dit qu’un objet X de S est un modèle formel d’un objet X de R si
Xrig est isomorphe à X . On dit qu’un morphisme f : X → Y de S est un modèle
formel d’un morphisme g : X → Y de R si f rig est isomorphe à g, i.e., s’il existe
un diagramme commutatif de R

Xrig
f rig

��

��

Yrig

��
X

g �� Y

dont les flèches verticales sont des isomorphismes.

4.1.6.3. On dit qu’un objet de R est vide s’il est initial.
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4.1.6.4. On appelle point rigide l’image par Q du spectre formel d’un ordre 1-
valuatif (1.11.1). On appelle catégorie des points rigides, et l’on note P, la sous-
catégorie pleine de R formée des points rigides.

4.1.7. Compte tenu de 4.1.4, la catégorie R peut se décrire de la façon suivante :
(a) Les objets de R sont les objets de S.
(b) Pour deux objets X et Y de S,

HomR(X,Y) = lim−→
X′∈B◦

X

HomS(X′,Y). (4.1.7.1)

Chaque morphisme f : X → Y de R est donc représenté par un triplet
(X′, ϕ, f ′), où (X′, ϕ) est un objet de BX et f ′ : X′ → Y est un morphisme
de S.

(c) Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes de R. Considérons un dia-
gramme commutatif de S

X′′
h ��

ρ
��

Y′

ψ
��

g′ �� Z

X′
ϕ
��

f ′
�� Y

X

(4.1.7.2)

où (X′, ϕ, f ′) représente f , (Y′, ψ, g′) représente g et ρ appartient à B. L’exis-
tence de (4.1.7.2) est garantie par 3.1.17(i). Alors (X′′, ϕρ, g′h) représente le
morphisme composé gf de R.

4.1.8. Il est clair que ∅R = Q(∅S) est un objet initial de R. Soit X un objet de
S. Il existe un morphisme de Xrig dans ∅R si et seulement s’il existe un objet
(X′, ϕ) de BX tel que X′ soit vide (4.1.7.1). Par suite, l’objet initial de R est strict
([1] II 4.5). De plus, si X est rig-pur, il résulte de 3.1.4(iii) que Xrig est vide si et
seulement si X est vide.

Définition 4.1.9. Soient S un schéma formel idyllique quasi-compact, D l’espace
affine formel au-dessus de S de dimension d ≥ 1 (2.3.11). L’espace rigide cohérent
Drig est appelé le polydisque unité fermé de dimension d au-dessus de S rig. Lorsque
d = 1, on dit que Drig est le disque unité fermé au-dessus de S rig.

On trouvera dans 4.3.11 d’autres exemples de disques et couronnes relatives.

Proposition 4.1.10. Si X,Y sont deux objets de S avec X rig-pur, alors l’application
f �→ f rig

HomS(X,Y) → HomR(Xrig,Yrig)

est injective.

En effet, cela résulte de 3.5.9.
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4.1.11. Les catégories S et S+ sont évidemment des U-catégories (1.1.3) apparte-
nant à Cat. Soient X un objet de S, Σ l’ensemble des idéaux ouverts cohérents A
de X tels que l’éclatement X′A → X de A dans X soit de présentation finie. En tant
qu’ensemble d’idéaux de OX, Σ ∈ U. On désigne par Σ la sous-catégorie pleine de
BX formée des X′A pour A ∈ Σ. Cette catégorie est clairement équivalente à BX.
Comme HomS(Y,Z) ∈ U pour tous Y,Z ∈ Ob(S) ([1] I Appendice prop. 6), on
voit que Σ appartient à U ; donc BX est U-petite. Pour tout Y ∈ Ob(S), on a un
isomorphisme canonique

HomR(Xrig,Yrig)  lim−→
A∈Σ

HomS(X′A ,Y). (4.1.11.1)

Donc HomR(Xrig,Yrig) ∈ U, et par suite R est une U-catégorie ([1] I 1.1).

4.1.12. On désigne par R̂ (resp. Ŝ) la catégorie des préfaisceaux de V-ensembles
sur R (resp. sur S)1, par Q∗ : R̂ → Ŝ le foncteur défini par F �→ F ◦ Q, et par
Q! : Ŝ → R̂ un adjoint à gauche de Q∗ ([1] I 5.1), choisi de sorte que le diagramme

S
Q ��

hS

��

R

hR

��
Ŝ

Q! �� R̂

(4.1.12.1)

où hS et hR sont les foncteurs canoniques (1.1.3.1) est commutatif ([1] I 5.4).

Proposition 4.1.13.

(i) Le foncteur Q! est exact à gauche.
(ii) Les produits fibrés dans R sont représentables et le foncteur Q commute aux

produits fibrés.

La première proposition résulte de [23], et elle entraîne la seconde compte
tenu de (4.1.12.1) et du fait que les produits fibrés dans S sont représentables
(4.1.3).

Proposition 4.1.14. Les sommes finies dans R sont représentables et disjointes ([1]
II 4.5), et le foncteur Q commute aux sommes finies.

On sait que les sommes finies dans S sont représentables et disjointes, et
qu’une somme finie d’éclatements admissibles est un éclatement admissible. On en
déduit (4.1.7) que les sommes finies dans R sont représentables et que le foncteur
Q commute aux sommes finies. De plus, compte tenu de 4.1.13(ii), on voit que les
sommes finies dans R sont disjointes.

1On peut se limiter ici aux préfaisceaux de U-ensembles. L’introduction de l’univers V est néces-
saire pour la définition du gros site admissible (4.3.8).
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Proposition 4.1.15. Soit f : X → Y un morphisme de S. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) f rig est un isomorphisme de R.
(ii) f s’insère dans une suite de trois morphismes de S

X′
f ′
−→ Y′

g−→ X
f−→ Y (4.1.15.1)

telle que le composé de deux morphismes successifs appartienne à B.
(iii) Il existe un morphisme ϕ : Z → X de B tel que Z soit rig-pur et que f ◦ϕ : Z →

Y appartienne à B.

On a clairement (iii)⇒(i). Montrons (i)⇒(ii). Soit (Y′, ψ, g) un triplet re-
présentant (f rig)−1. Comme (Y′, ψ, f ◦ g) représente l’identité de Yrig, quitte à
remplacer (Y′, ψ) par un objet de BY qu’il majore, on peut supposer ψ = f ◦ g.
En vertu de 3.1.17(i), il existe un diagramme commutatif de S (sans la flèche
pointillée)

X′
f ′

��

ϕ

��

Y′

ψ

��

g

��
X

f
�� Y

tel que ϕ appartienne à B. Par définition, (X′, ϕ, g ◦ f ′) représente le composé
(f rig)−1 ◦ f rig, c’est à dire l’identité de Xrig. Donc quitte à remplacer (X′, ϕ) par
un objet de BX qu’il majore, on peut supposer ϕ = g ◦ f ′, ce qui entraîne (ii).

Montrons (ii)⇒(iii). Supposons que f ◦g (resp. g◦f ′) soit l’éclatement dans Y
(resp. X) d’un idéal ouvert cohérent B (resp. A ). Soient J un idéal de définition
cohérent de X, θ : X′′ → X l’éclatement de f∗(B)A J dans X. Alors θ est une
flèche de S, et il existe un morphisme t : X′′ → X′ de S tel que g ◦ f ′ ◦ t = θ (3.1.4
et 3.1.9). Remplaçant X′ par X′′, on peut supposer que g ◦ f ′ est l’éclatement
de f∗(B)A J dans X. Soit ρ : Z → Y′ l’éclatement de g∗(f∗(B)A J )OY′ dans
Y′. Alors Z est idyllique rig-pur et ρ est un morphisme de S (3.1.4). Il existe
deux morphismes adiques u : Z → X′ et v : X′ → Z tels que g ◦ f ′ ◦ u = g ◦ ρ et
ρ ◦ v = f ′ (3.1.9). La relation f ◦ g ◦ f ′ ◦ u = f ◦ g ◦ ρ entraîne que f ′ ◦ u = ρ. Par
suite u et v sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre au-dessus de Y′ ; donc
g ◦ ρ : Z → X est un éclatement admissible. Par ailleurs, f ◦ g ◦ ρ : Z → Y est un
éclatement admissible (3.1.14).

Corollaire 4.1.16. Soient X,Y deux objets de S, f : Xrig → Yrig un morphisme
de R. Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit qu’il soit représentable
par un triplet (Z, ϕ, ψ) tel que Z soit rig-pur et que ϕ : Z → X et ψ : Z → Y
appartiennent à B.
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Corollaire 4.1.17. Soient f : X → Y un morphisme de R, gi : Xi → Yi (i = 1, 2)
deux modèles formels de f . Alors, il existe un diagramme commutatif de S

X1

g1

��

X′
ϕ1�� ϕ2 ��

��

X2

g2

��
Y1 Y′

ψ1�� ψ2 �� Y2

tel que X′ soit rig-pur et que ϕi et ψi appartiennent à B (i = 1, 2).

Cela résulte d’une double application de 4.1.16.

Corollaire 4.1.18. Soient X un objet de S, Y le transformé strict de X (2.10.16),
j : Y → X l’injection canonique. Alors jrig est un isomorphisme.

Soient J un idéal de définition cohérent de X, ϕ : X′ → X l’éclatement de
J dans X, ψ : Y′ → Y l’éclatement de J OY dans Y. On sait (3.1.4) que ϕ et ψ
sont de présentation finie et que X′ et Y′ sont rig-purs. Donc en vertu de 2.10.17,
ϕ se factorise uniquement dans S en

X′
g−→ Y

j−→ X.

D’autre part, il résulte de 3.1.9 que ψ se factorise uniquement dans S en

Y′
j′−→ X′

g−→ Y.

L’assertion résulte alors de 4.1.15.

Proposition 4.1.19. Soient X, Y deux objets de S, (Yi)i∈I un recouvrement fini
de Y par des ouverts. Alors le diagramme d’applications d’ensembles

HomR(Yrig,Xrig) →
∏

I

HomR(Yrig
i ,Xrig) ⇒

∏

I×I
HomR((Yi ×Y Yj)rig,Xrig)

(4.1.19.1)
est exact.

On peut se borner au cas où Y est rig-pur (4.1.18). D’abord la première
application de (4.1.19.1) est injectif : quitte à remplacer Y par un objet de BY, il
suffit de montrer que si f, g ∈ HomS(Y,X) tels que f rig et grig ont même image,
alors f rig = grig. En vertu de 4.1.10, la relation f rig|Yrig

i = grig|Yrig
i entraîne

que f |Yi = g|Yi ; donc f = g, ce qui démontre l’assertion. Ensuite le diagramme
(4.1.19.1) est exact au centre : compte tenu de 3.2.4(i) et 3.1.17(ii), il suffit de
montrer que si pour tout i ∈ I, fi : Yi → X est un morphisme de S tels que
(f rig
i )i∈I appartienne au noyau de la double flèche, alors (f rig

i )i∈I est dans l’image
de la première application. En vertu de 4.1.10, pour tout (i, j) ∈ I2, fi et fj
induisent le même morphisme de Yi ×Y Yj dans X. Donc on peut recoller les fi
en un morphisme f : Y → X de S, ce qui achève la preuve.
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Proposition 4.1.20. Soient A un ordre 1-valuatif (1.11.1), P = Spf(A), X un objet
de S, p : Prig → Xrig un morphisme de R. Alors il existe un unique point rigide
Q de X (3.3.1) tel que, si l’on note j : Q → X l’injection canonique, jrig majore
p, i.e., p se factorise en

Prig
q �� Qrig

jrig �� Xrig ,

où q est un morphisme de R.

Soit (P ′, ϕ, f) un triplet représentant p (4.1.7). On a alors P ′ = Spf(B), où
B est un ordre 1-valuatif, fini sur A (3.3.12). D’après 3.3.4(iii), il existe un unique
point rigide Q de X tel que l’injection canonique j : Q → X majore f , i.e., f se
factorise en

P ′ g �� Q
j �� X ,

où g est un morphisme de S. Si l’on note q : Prig → Qrig le morphisme défini par
(P ′, ϕ, g), on a p = jrig ◦ q. De plus, il résulte de 3.3.4(iii), 3.3.12 et 4.1.5 que Q
est unique.

4.1.21. Soit X un objet de S. On note B(S/X) l’ensemble des flèches de S/X qui
correspondent à des éclatements admissibles. Il est clair que B(S/X) permet un
calcul de fractions à droite (4.1.4), et le foncteur

Q/X : S/X → R/Xrig (4.1.21.1)

déduit de Q (4.1.6), identifie R/Xrig à la catégorie localisée de S/X par rapport à
B(S/X).

4.1.22. Soit f : X → Y un morphisme de S+. Considérons le foncteur composé

Q/X ◦ f• : S/Y → R/Xrig ,

où f• est le foncteur (4.1.3.1). Il résulte de 3.1.17(i) que ce foncteur transforme
les flèches de B(S/Y) en des isomorphismes. Il définit donc un foncteur

f � : R/Yrig → R/Xrig . (4.1.22.1)

On peut faire les remarques suivantes :

4.1.22.2. Le diagramme

S/Y
f•

��

Q/Y

��

S/X

Q/X

��
R/Yrig

f	 �� R/Xrig

est commutatif, et le foncteur f � est uniquement déterminé par cette propriété.
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4.1.22.3. Si f est un morphisme de S, f � est le changement de base relativement
à f rig.

4.1.22.4. Le foncteur f � est exact à gauche. Cela résulte de 4.1.13(ii), 4.1.22.2 et
du fait que f• transforme les produits fibrés en produits fibrés ([1] I 2.4.2).

4.1.22.5. Soit g : Y → Z un second morphisme de S+. Il existe un isomorphisme
canonique

f �g�
∼→ (gf)�

vérifiant une relation de cocycle du type (1.1.2.1). Cela résulte de 4.1.22.2, compte
tenu de l’énoncé analogue pour les foncteurs f• et g•.

4.2 Morphismes d’espaces rigides cohérents

Définition 4.2.1. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides cohérents est une im-
mersion (resp. une immersion fermée, resp. une immersion ouverte) s’il admet
un modèle formel qui est une immersion (resp. une immersion fermée, resp. une
immersion ouverte) de S (4.1.6.2).

Lemme 4.2.2. Soit f : X → Y un morphisme de S. Pour que f rig soit une immer-
sion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée), il faut et il suffit
que f s’insère dans un diagramme commutatif

X′
f ′

��

ϕ

��

Y′

ψ

��
X

f �� Y

tel que ϕ et ψ appartiennent à B et que f ′ soit une immersion (resp. immersion
ouverte, resp. immersion fermée).

La condition est clairement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Par
hypothèse, il existe une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immer-
sion fermée) f0 : X0 → Y0 de S et un diagramme commutatif de R

Xrig
0

f rig
0 ��

u

��

Yrig
0

v

��
Xrig

f rig
�� Yrig

tels que u et v soient des isomorphismes. D’après 4.1.16, on peut représenter v
par un triplet (Y1, w1 : Y1 → Y0, w : Y1 → Y), où Y1 est rig-pur et w,w1 ∈ B.
Posons X1 = X0×Y0Y1. La projection canonique X1 → X0 induit un isomorphisme
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Xrig
1  Xrig

0 (4.1.13). Compte tenu de 2.9.9(i), on peut remplacer X0 et Y0 par
respectivement X1 et Y1 ; on peut donc supposer Y0 rig-pur et v = wrig, où
w : Y0 → Y est une flèche de B. Toujours d’après 4.1.16, on peut représenter u
par un triplet (X′, ϕ′ : X′ → X0, ϕ : X′ → X) où ϕ, ϕ′ ∈ B. En vertu de 3.2.4(ii), il
existe un diagramme commutatif de S

X′

ϕ′

��

f ′
�� Y′

ψ′

��
X0

f0 �� Y0

tel que ψ′ ∈ B et que f ′ soit une immersion (resp. une immersion ouverte, resp.
une immersion fermée). On notera que Y′ est rig-pur (3.1.4). Comme (fϕ)rig =
(wψ′f ′)rig, quitte à appliquer de nouveau 3.2.4(ii), on peut supposer fϕ = wψ′f ′ ;
donc f ′, ϕ et ψ = w ◦ ψ′ répondent à la question.

Lemme 4.2.3. Soit (Xi → X)i∈I une famille finie d’immersions (resp. immersions
ouvertes, resp. immersions fermées) d’espaces rigides cohérents. Alors il existe un
modèle formel X de X et des sous-schémas (resp. sous-schémas ouverts, resp.
sous-schémas fermés) Xi de X (i ∈ I) tels que, pour tout i ∈ I, Xi soit X-
isomorphe à Xrig

i .

Cela résulte immédiatement 2.9.9(i), 4.1.13 et des définitions.

Lemme 4.2.4. Soient f : X → Y une immersion fermée d’espaces rigides cohérents,
X0 → X une immersion ouverte. Alors il existe une immersion ouverte Y0 → Y
telle que X0 soit X-isomorphe à Y0 ×Y X .

Compte tenu de 3.2.4 et 4.1.13, il existe une immersion fermée h : X → Y de
S et un sous-schéma ouvert X0 de X tels que h soit un modèle formel de f et que
Xrig

0 soit X-isomorphe à X0. On peut alors trouver un sous-schéma ouvert Y0 de
Y tel que X0 = u−1(Y0) ; d’où l’assertion (4.1.13).

Proposition 4.2.5. La catégorie de Raynaud vérifie les propriétés suivantes :

(i) Le composé de deux immersions (resp. de deux immersions ouvertes, resp. de
deux immersions fermées) est une immersion (resp. une immersion ouverte,
resp. une immersion fermée).

(ii) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est une immersion
(resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée), il en est de
même du morphisme X ×Y Y ′ → Y ′.

(iii) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes. Si g ◦ f est une immersion,
il en est de même de f .

(i) Il suffit de montrer que si u : X → Y est une immersion (resp. une immer-
sion ouverte, resp. une immersion fermée) de S et v : Y → Z est un morphisme de



4.2. Morphismes d’espaces rigides cohérents 253

S tel que vrig soit une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immer-
sion fermée), alors (vu)rig est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp.
une immersion fermée), ce qui résulte facilement de 4.2.2 (appliqué à v), 2.9.9(i)
et 4.1.13.

(ii) Cela résulte de 2.9.9(i) et 4.1.13.
(iii) Soient u : X → Y et v : Y → Z des modèles formels de f et g respective-

ment. En vertu de 4.2.2 et 4.1.13, on peut supposer vu une immersion. Il résulte
alors de 2.9.11 que u est une immersion.

Corollaire 4.2.6. Si f : X → Y est un morphisme d’espaces rigides cohérents, le
morphisme diagonal ∆f : X → X ×Y X est une immersion.

Proposition 4.2.7. Toute immersion f : Y → X de R est un monomorphisme ;
autrement dit, le morphisme diagonal ∆f : Y → Y ×X Y est un isomorphisme.

Soit g : Y → X un modèle formel de f , qui est une immersion de S. Alors
le morphisme diagonal ∆g : Y → Y ×X Y est un modèle formel du morphisme
diagonal ∆f : Y → Y ×X Y (4.1.13). D’autre part, il résulte facilement de 2.9.9(ii)
que ∆g est un isomorphisme, d’où la proposition.

Proposition 4.2.8. Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes d’espaces ri-
gides cohérents tels que g soit un monomorphisme (par example une immersion).
Si g ◦ f est une immersion ouverte, il en est de même de f .

En effet, comme le morphisme (idX , f) : X → X ×Z Y est un isomorphisme,
on peut identifier f au changement de base de g ◦ f par le morphisme g. La
proposition résulte alors de 4.2.5(ii).

Proposition 4.2.9. Soient X un point rigide, f : Y → X une immersion d’espaces
rigides cohérents. Alors, ou bien f est un isomorphisme, ou bien Y est vide.

Cela résulte de 3.3.12, 4.1.18 et 4.2.2.

Définition 4.2.10. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides cohérents f : X → Y
est séparé si le morphisme diagonal ∆f : X → X ×Y X est une immersion fermée ;
on dit alors que X est un Y -espace rigide cohérent séparé, ou séparé sur Y .

Proposition 4.2.11. Soit f : X → Y un morphisme de S.

(i) Si f est séparé (2.3.1), f rig est séparé.
(ii) Supposons X rig-pur. Pour que f rig soit séparé, il faut et il suffit que f soit

séparé.

Notons d’abord que le morphisme diagonal ∆f : X → X ×Y X est un modèle
formel du morphisme diagonal ∆frig : Xrig → Xrig ×Yrig Xrig (4.1.13). La propo-
sition (i) résulte donc de 2.9.12(ii). Pour (ii), supposons f rig séparé, et montrons
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que f est séparé. En vertu de 4.2.2, il existe un diagramme commutatif

X′

ϕ

��

ρ �� (X ×Y X)′

ψ

��
X

∆f �� X ×Y X

tel que ϕ, ψ appartiennent à B et que ρ soit une immersion fermée. Comme ϕ
est surjectif (3.1.4(iii)), l’image par ∆f de l’espace sous-jacent à X est une partie
fermée de l’espace sous-jacent à X ×Y X, d’où l’assertion.

Proposition 4.2.12. La catégorie de Raynaud vérifie les propriétés suivantes :
(i) Toute immersion est un morphisme séparé.
(ii) Le composé de deux morphismes séparés est séparé.
(iii) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est séparé, il en est de

même du morphisme X ×Y Y ′ → Y ′.
(iv) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes. Si g ◦ f est séparé, f est

séparé.
(v) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes tels que g ◦ f soit une

immersion fermée et que g soit séparé. Alors f est une immersion fermée.

Les propositions (i)–(iv) résultent de 4.2.11 et des assertions correspondantes
pour les morphismes de S (2.3.3). Montrons la proposition (v). Le morphisme
Γf = (idX , f) : X → X ×Z Y est le changement de base du morphisme diagonal
∆g : Y → Y ×Z Y par le morphisme X×ZY → Y ×Z Y , et f se factorise en p2◦Γf ,
où p2 : X×ZY → Y est la projection canonique. Compte tenu des hypothèses et de
4.2.5(ii), Γf et p2 sont des immersions fermées. Donc f est une immersion fermée
en vertu de 4.2.5(i).

Définition 4.2.13. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides cohérents f : X → Y
est fini s’il admet un modèle formel qui est un morphisme fini de S ; on dit alors
que X est un Y -espace rigide fini, ou fini sur Y .

Proposition 4.2.14. La catégorie de Raynaud vérifie les propriétés suivantes :
(i) Toute immersion fermée est un morphisme fini.
(ii) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est fini, il en est de

même du morphisme X ×Y Y ′ → Y ′.

Cela résulte des définitions et des assertions correspondantes pour les mor-
phismes de S (2.3.26).

Remarque 4.2.15. On établira ultérieurement d’autres propriétés utiles des mor-
phismes finis (5.9.19).

Définition 4.2.16. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides cohérents f : X → Y
est propre s’il admet un modèle formel qui est un morphisme propre de S ; on dit
alors que X est un Y -espace rigide propre, ou propre sur Y .
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Proposition 4.2.17. Soit f : X → Y un morphisme de S tel que X soit rig-pur.
Pour que f rig soit propre, il faut et il suffit que f soit propre.

Il n’y a évidemment à prouver que la nécessité de la condition ; supposons
donc f rig propre. En vertu de 4.1.17, il existe un diagramme commutatif de S

X

f

��

X′
ϕ�� ϕ′′

��

f ′

��

X′′

f ′′

��
Y Y′

ψ�� ψ′′
�� Y′′

tel que f ′′ soit propre et que ϕ, ϕ′′, ψ et ψ′′ appartiennent à B ; donc f ′ est propre
car tout morphisme de B est propre. Comme f est séparé (4.2.11) et que ϕ est
surjectif (3.1.4), f est propre en vertu de 2.3.21 et ([29] 5.4.3).

Proposition 4.2.18. La catégorie de Raynaud vérifie les propriétés suivantes :
(i) Un morphisme fini est propre.
(ii) Pour qu’une immersion soit propre, il faut et il suffit qu’elle soit une immer-

sion fermée.
(iii) Le composé de deux morphismes propres est un morphisme propre.
(iv) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est propre, il en est de

même du morphisme X ×Y Y ′ → Y ′.
(v) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes tels que g ◦ f soit propre et

que g soit séparé. Alors f est propre.

La proposition (i) est évidente. La proposition (ii) résulte de 4.1.18 et du fait
que si f : X → Y est une immersion de S telle que f rig soit propre et que X soit rig-
pur, f est propre (4.2.17), et est donc une immersion fermée. Les propositions (iii)
et (iv) résultent de 4.2.17 et des assertions correspondantes pour les morphismes
de S (2.3.23). Pour démontrer la proposition (v), il suffit de calquer la preuve de
4.2.12(v) : avec les notations de loc. cit. et compte tenu de (iv), 4.2.5(ii) et des
hypothèses, Γf est une immersion fermée et p2 est un morphisme propre ; donc f
est propre en vertu de (ii) et (iii).

Proposition 4.2.19. Soient f : X → Y un morphisme de S+, f � : R/Yrig → R/Xrig

le foncteur associé à f (4.1.22.1), u : F → G un morphisme de Yrig-espaces rigides
cohérents. Considérons pour un morphisme d’espaces rigides cohérents la propriété
d’être :

(i) une immersion ;
(ii) une immersion ouverte ;
(iii) une immersion fermée ;
(iv) fini ;
(v) séparé ;
(vi) propre ;
Alors, si u vérifie l’une de ces propriétés, il en est de même de f �(u).
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Cela résulte des définitions, de 4.2.11 et des propositions correspondantes
pour les morphismes de schémas formels idylliques (2.3.3(ii), 2.3.23(ii), 2.3.26(ii)
et 2.9.9(i)).

4.3 La topologie admissible

Définition 4.3.1. On appelle point rigide d’un objet X de R̂ (4.1.12) un couple
(P, p) formé d’un point rigide P (4.1.6.4) et d’un morphisme p : P → X . On note
P/X la sous-catégorie pleine de R/X formée des points rigides de X .

On dit qu’un morphisme f : X → Y de R̂ est couvrant pour les points rigides
si pour tout point rigide (Q, q) de Y , il existe un point rigide (P, p) de X tel que
Q majore P au-dessus de Y (i.e., tel que HomY (P,Q) 	= ∅).

On dit qu’une famille (Xi → X)i∈I de morphismes de R̂ est couvrante pour
les points rigides si le morphisme �i∈IXi → X est couvrant pour les points rigides.

4.3.2. Le foncteur S → Ens, défini par X �→ 〈X〉 (3.3.5), transforme les flèches
de B en isomorphismes (3.3.8). Il induit donc un foncteur

R → Ens, (4.3.2.1)

qu’on désigne aussi par X �→ 〈X〉. Pour tout point rigide P , 〈P 〉 est un singleton.

Proposition 4.3.3. Soit X un espace rigide cohérent. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) X est vide (4.1.6.3).
(ii) La catégorie P/X est vide, i.e., Hom(P,X) = ∅ pour tout P ∈ Ob(P).
(iii) L’ensemble 〈X〉 est vide.

En effet, l’implication (i)⇒(ii) est une conséquence du fait que l’objet initial
de R est strict (4.1.8), l’implication (ii)⇒(iii) est évidente, et l’implication (iii)⇒(i)
résulte de 3.3.10.

Proposition 4.3.4. Tout morphisme de P est couvrant pour les points rigides.

Cela résulte de 1.11.7 et 3.3.12.

Proposition 4.3.5. Soit (fi : Xi → X)i∈I une famille de morphismes de R. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (fi)i∈I est couvrante pour les points rigides.
(ii) Pour tout point rigide (P, p) de X, il existe i ∈ I tel que Xi ×X P soit non

vide.
(iii) L’application �i∈I〈Xi〉 → 〈X〉 induite par les fi est surjective.

En effet, l’implication (i)⇒(ii) est une conséquence du fait que l’objet initial
de R est strict (4.1.8), l’implication (ii)⇒(iii) résulte par fonctorialité de 4.3.3, et
l’implication (iii)⇒(i) est une conséquence de 4.1.20 et 4.3.4.
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Proposition 4.3.6. Soit (Xi → X)i∈I une famille finie d’immersions ouvertes d’es-
paces rigides cohérents. Alors il existe un modèle formel rig-pur X de X et des sous-
schémas ouverts Xi de X (i ∈ I) tels que, pour tout i ∈ I, Xi soit X-isomorphe
à Xrig

i . De plus, pour que la famille (Xi → X)i∈I soit couvrante pour les points
rigides, il faut et il suffit que (Xi)i∈I soit un recouvrement de X.

Cela résulte de 4.2.3, 4.3.5 et 3.3.11.

Corollaire 4.3.7. Soit f : Y → X une immersion ouverte d’espaces rigides cohé-
rents. Pour que f soit couvrant pour les points rigides, il faut et il suffit que f soit
un isomorphisme.

4.3.8. On dit qu’une famille (Xi → X)i∈I d’immersions ouvertes d’espaces ri-
gides cohérents est un recouvrement admissible si elle admet une sous-famille finie
couvrante pour les points rigides. Les recouvrements admissibles définissent une
prétopologie sur R ([1] II 1.3). On appelle topologie admissible sur R la topologie
engendrée par la prétopologie pour laquelle les recouvrements sont les recouvre-
ments admissibles. Le site ainsi obtenu est un V-site ([1] II 3.0.2). On appelle gros
topos admissible et on note R̃ la catégorie des faisceaux de V-ensembles sur R. On
considérera toujours R̃ comme un site en le munissant de la topologie canonique
([1] II 2.5).

On peut faire les remarques suivantes :

4.3.8.1. Tout objet de R est cohérent dans R̃. En effet, tout objet de R est
quasi-compact dans R̃ ([1] VI 1.2) ; en particulier, R̃ admet une sous-catégorie
génératrice formée d’objets quasi-compacts, à savoir R. Comme R admet des
produits fibrés, tout morphisme de R est quasi-compact ([1] VI 1.10). Par suite,
tout objet de R est quasi-séparé ([1] VI 1.18), et donc cohérent.

4.3.8.2. La topologie admissible sur R est moins fine que la topologie canonique
(4.1.19 et 4.3.6). Par suite, le foncteur canonique hR : R → R̂ (1.1.3) fournit un
foncteur pleinement fidèle

ε : R → R̃, (4.3.8.3)

qu’on appelle foncteur canonique de R dans R̃ ([1] II 4.4.0).

4.3.8.4. Soit X un objet de R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est vide (4.1.6.3).
(ii) L’ensemble 〈X〉 est vide.
(iii) Le crible vide recouvre X .
(iv) ε(X) est vide (i.e., est un objet initial de R̃).

En effet, on a clairement (i)⇒(ii)⇒(iii). L’implication (iii)⇒(iv) résulte de
([1] II 4.6.1(i)). On déduit des implications déjà démontrées que ε transforme
un objet vide de R en un objet vide de R̃. L’implication (iv)⇒(i) est alors une
conséquence de la pleine fidélité de ε (4.3.8.2).
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On notera que contrairement aux apparences, cette preuve de l’équivalence
de (i) et (ii), comme celle de 4.3.3, utilise d’une manière cruciale la proposition
3.3.10 (à travers la pleine fidélité de ε).

4.3.8.5. Soit (fi : Xi → X)i∈I une famille d’immersions ouvertes de R. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) (fi)i∈I est un recouvrement admissible.

(i′) (fi)i∈I est couvrante pour la topologie admissible.

(ii) (ε(fi))i∈I est une famille épimorphique de R̃.

(iii) (ε(fi))i∈I est une famille épimorphique effective universelle de R̃ ([1] II 2.5).

En effet, l’équivalence de (i) et (i′) résulte de ([1] II 1.4), celle de (i′) et (ii)
résulte de ([1] II 4.4), et celle de (ii) et (iii) est une propriété générale des topos
([1] II 4.3).

Remarque 4.3.9. Soient A un anneau idyllique, X = Spf(A), a un idéal ouvert de
type fini de A, (ai)0≤i≤n un système fini de générateurs de a, ϕ : X′ → X l’écla-
tement de a∆ dans X. Supposons que ϕ soit de présentation finie (par exemple,
si A est rig-pur (3.1.4)). Pour tout 0 ≤ i ≤ n, notons X′i l’ouvert maximal de
X′ où ai engendre l’idéal inversible a∆OX′ . Alors chacun des schémas formels X′i
est affine globalement idyllique et on a X′ = ∪0≤i≤nX′i en vertu de 3.1.7. Par
suite, (X′rigi → Xrig)0≤i≤n est un recouvrement admissible. On retrouve ainsi les
recouvrements standards de Tate.

4.3.10. Soient S un schéma formel idyllique quasi-compact, ayant un idéal de
définition inversible I , D la droite affine formelle au-dessus de S de paramètre
T (2.3.11). On désigne par DI le disque formel de rayon I au-dessus de S
et par CI la couronne formelle standard d’épaisseur I au-dessus de S (3.4.2).
On sait (3.4.1) que DI et CI sont de présentation finie sur D . Les morphismes
(D rig

I → D rig,C rig
I → Drig) forment un recouvrement admissible.

Définition 4.3.11. Sous les hypothèses de (4.3.10), on appelle Drig
I le disque fermé

de rayon I au-dessus de S rig, et C rig
I la couronne fermée standard d’épaisseur I

au-dessus de S rig.

Remarque 4.3.12. Conservons les hypothèses de 4.3.10 et soit n un entier ≥ 1.
On désigne par DI ,n le disque formel de rayon I 1/n au-dessus de S et par
CI ,n la couronne formelle standard d’épaisseur I 1/n au-dessus de S (3.4.5).
On sait que DI ,n et CI ,n sont de présentation finie sur D . Les morphismes
(D rig

I ,n → D rig,C rig
I ,n → Drig) forment un recouvrement admissible. On appelle

Drig
I ,n le disque fermé de rayon I 1/n au-dessus de S rig, et C rig

I ,n la couronne
fermée standard d’épaisseur I 1/n au-dessus de S rig.
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Pour tout entier m ≥ 1, les morphismes canoniques DI ,n → DIm,mn et
CI ,n → CIm,mn (3.4.8.2) induisent des isomorphismes

Drig
I ,n

∼→ D rig
Im,mn, (4.3.12.1)

C rig
I ,n

∼→ C rig
Im,mn. (4.3.12.2)

En effet, chacun de ces morphismes est une immersion ouverte (4.2.8) couvrante
pour les points rigides (3.4.9). Ils sont donc des isomorphismes en vertu de 4.3.7.

Soient I ′ un idéal de définition inversible de S tel que I ′ ⊂ I , n′ un entier
≥ n. D’après 4.2.8, (3.4.8.3), (3.4.8.4) (3.4.8.5) et (3.4.8.6), on a des immersions
ouvertes canoniques

Drig
I ′,n → Drig

I ,n → Drig
I ,n′ , (4.3.12.3)

C rig
I ,n′ → C rig

I ,n → C rig
I ′,n. (4.3.12.4)

4.3.13. Soit X un espace rigide cohérent. On munit R/X de la topologie induite
par la topologie admissible de R au moyen du foncteur “source” jX : R/X → R
([1] III 3.1), qui est aussi la topologie engendrée par la prétopologie pour laquelle
les recouvrements sont les familles de morphismes qui sont des recouvrements
admissibles dans R (1.1.4 et [1] III 3.3). Le topos des faisceaux de V-ensembles
sur R/X est canoniquement équivalent à R̃/X (1.1.5 et 4.3.8.2).

On peut faire les remarques suivantes :
4.3.13.1. La topologie admissible sur R/X est moins fine que la topologie cano-
nique. Cela revient à dire que pour tous Y, Z ∈ Ob(R/X) et tout recouvrement
admissible (fi : Zi → Z)i∈I , le diagramme canonique d’applications d’ensembles

HomX(Z, Y ) →
∏

I

HomX(Zi, Y ) ⇒
∏

I×I
HomX(Zi ×Z Zj , Y )

est exacte. En effet, l’injectivité de la première application découle immédiatement
de 4.3.8.2. Si (ui)∈I est un élément du noyau de la double flèche, il existe, d’après
4.3.8.2, un morphisme u : Z → Y de R tel que ui = ufi pour tout i ∈ I. En fait,
u est un morphisme de R/X : si h : Y → X et g : Z → X sont les morphismes
structuraux, on a gfi = hui = hufi pour tout i ∈ I, et par suite g = hu (4.3.8.2).

4.3.13.2. Le topos R̃/X est cohérent. En effet, R/X est formée d’objets cohérents
(4.3.8.1), et est stable par limites projectives finies ([1] I 2.3.1 et VI 2.4.5).

4.3.14. Soit f : X → Y un morphisme de S+. Le foncteur f � : R/Yrig → R/Xrig

(4.1.22.1) transforme immersion ouverte en immersion ouverte et recouvrement
admissible en recouvrement admissible (4.3.6). De plus il commute au limites pro-
jectives finies (4.1.22.4). C’est par suite un morphisme de sites ([1] IV 4.9). Il
définit donc un morphisme de topos

f̃ : R̃/Xrig → R̃/Yrig , (4.3.14.1)

qui est cohérent d’après ([1] VI 3.3).
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4.3.14.2. Si f est un morphisme de S, f̃ est le morphisme de localisation associé à
f rig (4.1.22.3 et [1] IV 5.5).

4.3.14.3. Soit g : Y → Z un second morphisme de S+. Il résulte de 4.1.22.5 qu’on
a un isomorphisme canonique g̃∗f̃∗

∼→ (g̃f)∗, qui induit par adjonction un isomor-
phisme f̃∗g̃∗ ∼→ (g̃f)∗. Ces isomorphismes vérifient des relations de cocycle du
type (1.1.2.1).

4.3.15. On désigne par FAISCIN(R) la catégorie scindée des faisceaux d’ensembles
sur le site admissible de R ([25] II 3.4.1), c’est à dire, la catégorie fibrée sur R
obtenue en associant à tout X ∈ Ob(R) le topos R̃/X , et à tout morphisme
f : X → Y le foncteur f∗ : R̃/Y → R̃/X image inverse par le morphisme de loca-
lisation associé à f ([1] IV 5.5). On peut interpréter f∗ au choix, soit comme le
foncteur obtenu par composition avec le foncteur R/f : R/X → R/Y ([1] IV 5.4),
soit comme le foncteur de changement de base relativement à f dans R̃ ([1] IV
5.2). Comme le foncteur canonique ε : R → R̃ (4.3.8.3) est exact à gauche ([1] II
4.4.0), f∗ prolonge le foncteur de changement de base relativement à f dans R.
On rappelle que FAISCIN(R) est un champs ([25] II 3.4.4).

Proposition 4.3.16. Soient X un espace rigide cohérent, (Xi → X)i∈I un recouvre-
ment admissible, F un objet de R̃/X . Supposons que, pour tout i ∈ I, F×XXi soit
représentable par un objet (Yi, fi) de R/Xi tel que fi soit une immersion ouverte.
Alors F est représentable par un objet (Y, f) de R/X tel que f soit une immersion
ouverte.

On peut clairement supposer I fini. Il existe un modèle formel X de X , un
recouvrement ouvert (Xi)i∈I de X et pour chaque i ∈ I, un ouvert Yi de Xi tels
que les conditions suivantes soient remplies :

(a) Xrig
i est X-isomorphe à Xi pour tout i ∈ I.

(b) Yrig
i est Xi-isomorphe à Yi pour tout i ∈ I.

L’existence de telles données résulte de 4.3.6 et 3.2.4. Pour tout (i, j) ∈ I2, la
projection canoniqueXi×XF×XXj → F×XXj est un morphisme Yi×XXj → Yj
de R/X ; on le représente par un triplet (Zij , ϕij : Zij → Yi ∩ Xj , ρij : Zij → Yj),
où ϕij ∈ B et ρij est un X-morphisme. Quitte à appliquer 3.2.4 (aux ouverts
Yi ∩ Xj de X et aux morphismes ϕij), on peut supposer de plus la condition
suivante remplie :

(c) Yi ∩ Xj ⊂ Yj pour tout (i, j) ∈ I2.

Notons Y le schéma formel induit par X sur l’ouvert ∪i∈IYi. La condition
(c) montre que l’on a Y∩Xi = Yi et Y∩Xi ∩Xj = Yi ∩Yj pour tout (i, j) ∈ I2.
Par suite, pour tout i ∈ I, on a un Xi-isomorphisme ui : Yrig ×X Xi

∼→ F ×X Xi

tels que ui ×X Xj = uj ×X Xi pour tout (i, j) ∈ I2. Compte tenu de 4.3.13.1 et
4.3.15, on en déduit que F est X-isomorphe à Yrig ; d’où la proposition.



4.4. Site et topos admissibles d’un espace rigide cohérent 261

Proposition 4.3.17. Soient f : Y → X un morphisme d’espaces rigides cohérents,
(Xi → X)i∈I un recouvrement admissible. Considérons, pour un morphisme d’es-
paces rigides cohérents, la propriété d’être

(i) une immersion ouverte ;
(ii) séparé ;
(iii) propre.

Alors, si P désigne l’une des propriétés précédentes, pour que f vérifie la propriété
P, il faut et il suffit qu’il en soit de même de chacune des projections canoniques
fi : Xi ×X Y → Xi (i ∈ I).

On peut clairement supposer I fini. La nécessité de la condition résulte de
(4.2.5, 4.2.12 et 4.2.18). Sa suffisance résulte dans le cas (i) de 4.3.13.1 et 4.3.16,
et dans les cas (ii) et (iii) de 4.3.6, 4.2.11, 4.2.17 et des assertions analogues pour
les schémas formels.

Remarque 4.3.18. La proposition 4.3.17 sera étendue à d’autres propriétés de
morphismes d’espaces rigides cohérents (4.8.42).

4.4 Site et topos admissibles d’un espace rigide cohérent

4.4.1. Soit X un espace rigide cohérent. On désigne par Ad/X la sous-catégorie
pleine de R/X formée des immersions ouvertes. On appelle topologie admissible de
X la topologie sur Ad/X induite par la topologie admissible de R au moyen du
foncteur “source” Ad/X → R ([1] III 3.1), qui est aussi la topologie engendrée par
la prétopologie pour laquelle les recouvrements sont les familles de morphismes
de Ad/X qui sont des recouvrements admissibles dans R (1.1.4 et [1] III 3.3). En
vertu de 4.2.8, tout morphisme de Ad/X est une immersion ouverte. Donc une
famille de morphismes de même but de Ad/X est couvrante si et seulement si elle
admet une sous-famille finie qui soit couvrante pour les points rigides ([1] II 1.4).
Il résulte de 4.1.11 et 4.2.2 que la catégorie Ad/X est U-petite (i.e., qu’elle est
équivalente à une catégorie appartenant à U). On appelle topos admissible de X
et on note Xad le topos des faisceaux de U-ensembles sur Ad/X .

On peut faire les remarques suivantes :

4.4.1.1. Il résulte de 4.3.13.1 que la topologie admissible sur Ad/X est moins fine
que la topologie canonique. Par suite, le foncteur canonique εX : Ad/X → Xad est
pleinement fidèle.

4.4.1.2. Soit (fi : Xi → X)i∈I une famille d’immersions ouvertes. Les conditions
suivantes sont équivalentes ([1] II 4.3 et 4.4) :

(i) (fi)i∈I est un recouvrement admissible.
(ii) (εX (fi))i∈I est une famille épimorphique de Xad.
(iii) (εX (fi))i∈I est une famille épimorphique effective universelle de Xad ([1] II

2.5).
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4.4.2. Tout morphisme f : X → Y de R induit par changement de base un
morphisme de sites f• : Ad/Y → Ad/X , et par suite un morphisme de topos,
que l’on note encore f : Xad → Yad. Pour tout couple de morphismes composables
f : X → Y et g : Y → Z de R, on a un isomorphisme canonique

c′g,f : g∗f∗
∼→ (gf)∗ (4.4.2.1)

vérifiant une relation de cocycle du type (1.1.2.1). Il définit par adjonction un
isomorphisme

cf,g : f∗g∗ ∼→ (gf)∗, (4.4.2.2)

qui vérifie une relation de cocycle analogue. On obtient ainsi un pseudo-foncteur
(1.1.2) de R◦ dans Cat associant à tout X ∈ Ob(R) le topos Xad, et à tout
morphisme f : X → Y de R le foncteur image inverse f∗ : Yad → Xad par le
morphisme de topos associé à f . De façon équivalente, on obtient un U-topos fibré
([1] VI 7.1.1) que l’on note

Fais(R, ad) → R. (4.4.2.3)

On obtient aussi un pseudo-foncteur de R dans Cat associant à tout X ∈ Ob(R)
le topos Xad, et à tout morphisme f : X → Y de R le foncteur image directe
f∗ : Yad → Xad par le morphisme de topos associé à f . De façon équivalente, on
obtient une catégorie fibrée que l’on note

Fais′(R, ad) → R◦. (4.4.2.4)

4.4.3. Soient f : U → X une immersion ouverte de R, τf : Ad/U → Ad/X le
foncteur défini par composition à gauche avec f . Il résulte de 4.2.8 que τf induit
une équivalence de catégories Ad/U

∼→ (Ad/X)/(U,f). La topologie admissible sur
U est induite par celle sur X au moyen du foncteur τf (1.1.4 et [1] III 3.3). Donc
en vertu de 1.1.5, on a une suite de trois foncteurs adjoints :

τf ! : Uad → Xad, τ∗f : Xad → Uad, τf∗ : Uad → Xad. (4.4.3.1)

Le foncteur τ∗f est adjoint à gauche du foncteur f∗ : Uad → Xad image directe par le
morphisme de topos associé à f (4.4.2). Donc le morphisme de topos f : Uad → Xad

s’identifie canoniquement au morphisme de localisation associé à f (1.1.5).

Proposition 4.4.4. Si P est un point rigide, Pad est un topos ponctuel, i.e., le
foncteur F �→ Γ(Pad, F ) de Pad dans Ens est une équivalence de topos. Si f : Q→
P est un morphisme de points rigides, f : Qad → Pad est une équivalence de topos.

En effet, Ad/P est équivalent au site d’un espace topologique ponctuel en
vertu de 4.2.9, d’où la première assertion. La seconde assertion s’en déduit compte
tenu de ([1] IV 4.3).

4.4.5. Soit X un espace rigide cohérent. Il résulte de 4.4.4 qu’on a un foncteur

P/X → Pt(Xad) (4.4.5.1)
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de la catégorie des points rigides de X (4.3.1) dans celle des points de Xad (1.1.8).
On dit qu’un point de Xad est rigide s’il est dans l’image essentielle du foncteur
(4.4.5.1).

Proposition 4.4.6. Pour tout espace rigide cohérent X, le topos Xad est cohérent ;
en particulier, il a suffisamment de points.

La première proposition résulte de ([1] VI 2.4.5) et du fait que Ad/X est
formée d’objets cohérents (4.3.8.1) et qu’elle est stable par limites projectives
finies. La seconde proposition est une conséquence de la première et de ([1] VI § 9).

4.4.7. Soit f : X → Y un morphisme de S+. On montre, comme dans 4.3.14, que le
foncteur f � : R/Yrig → R/Xrig (4.1.22.1) induit un morphisme de sites Ad/Yrig →
Ad/Xrig , qui définit un morphisme cohérent de topos

f : Xrig
ad → Yrig

ad . (4.4.7.1)

Si f est un morphisme de S, f est le morphisme de topos induit par f rig.
Soit g : Y → Z un second morphisme de S+. On a un isomorphisme canonique

c′g,f : g∗f∗
∼→ (gf)∗, (4.4.7.2)

qui induit par adjonction un isomorphisme

cf,g : f∗g∗ ∼→ (gf)∗. (4.4.7.3)

Ces isomorphismes vérifient des relations de cocycle du type (1.1.2.1). On obtient
ainsi un pseudo-foncteur (1.1.2) de (S+)◦ dans Cat associant à tout X ∈ Ob(S+)
le topos Xrig

ad , et à tout morphisme f : X → Y de S+ le foncteur image inverse
f∗ : Yrig

ad → Xrig
ad par le morphisme de topos f . De façon équivalente, on obtient un

U-topos fibré que l’on note

Fais(S+, ad) → S+. (4.4.7.4)

On obtient aussi un pseudo-foncteur de S+ dans Cat associant à tout X ∈ Ob(S+)
le topos Xrig

ad , et à tout morphisme f : X → Y de S+ le foncteur image directe
f∗ : Yrig

ad → Xrig
ad par le morphisme de topos f . De façon équivalente, on obtient

une catégorie fibrée que l’on note

Fais′(S+, ad) → (S+)◦. (4.4.7.5)

4.4.7.6. On note Fais(S, ad) et Fais′(S, ad) les catégories fibrées déduites respecti-
vement de Fais(S+, ad) et Fais′(S+, ad) par changement de base par le foncteur ca-
nonique S → S+. On peut identifier canoniquement Fais(S, ad) au changement de
base du topos fibré Fais(R, ad) (4.4.2.3) par le foncteur de localisation Q: S → R
(4.1.6). De même, on peut identifier canoniquement Fais′(S, ad) au changement
de base de la catégorie fibrée Fais′(R, ad) (4.4.2.4) par le foncteur Q◦.
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4.5 Le topos admissible comme limite projective
d’un topos fibré

4.5.1. Dans cette section, X désigne un objet de S. On note Zar/X le site de
Zariski de X ; c’est un U-site de catégorie sous-jacente une sous-catégorie pleine
de S/X (2.9.4). On désigne par Xzar le topos des faisceaux de U-ensembles sur
Zar/X ; c’est un topos cohérent puisque l’espace sous-jacent à X est noethérien
(2.6.6). Tout morphisme f : X → Y de S+ définit un morphisme cohérent de
topos que l’on note encore f : Xzar → Yzar ([1] VI 3.3).

Pour tout couple de morphismes composables (f, g) de S+, on a un isomor-
phisme canonique

z′g,f : g∗f∗
∼→ (gf)∗, (4.5.1.1)

qui induit par adjonction un isomorphisme

zf,g : f∗g∗ ∼→ (gf)∗. (4.5.1.2)

Ces isomorphismes vérifient des relations de cocycle du type (1.1.2.1). On obtient
ainsi un pseudo-foncteur (1.1.2) de (S+)◦ dans Cat associant à tout X ∈ Ob(S+)
le topos Xzar, et à tout morphisme f : X → Y de S+ le foncteur image inverse
f∗ : Yzar → Xzar par le morphisme de topos associé à f . De façon équivalente, on
obtient un U-topos fibré clivé et normalisé que l’on note

Fais(S+, zar) → S+. (4.5.1.3)

On obtient aussi un pseudo-foncteur de S+ dans Cat associant à tout X ∈ Ob(S+)
le topos Xzar, et à tout morphisme f : X → Y de S+ le foncteur image directe
f∗ : Yzar → Xzar par le morphisme de topos associé à f . De façon équivalente, on
obtient une catégorie fibrée que l’on note

Fais′(S+, zar) → (S+)◦. (4.5.1.4)

4.5.2. Le foncteur Q/X : S/X → R/Xrig (4.1.21.1) induit un foncteur de Zar/X
dans Ad/Xrig que l’on note encore

Q/X : Zar/X → Ad/Xrig .

Celui-ci transforme familles couvrantes en familles couvrantes (4.3.5) et commute
aux limites projectives finies (4.1.13 et [1] I 2.4.2). Il définit donc un morphisme
de sites, et par suite un morphisme de topos

ρX : Xrig
ad → Xzar, (4.5.2.1)

caractérisé par ρX∗(F ) = F ◦ Q/X et ρ∗X prolonge Q/X.
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Soient f : X → Y un morphisme de S+, f : Xrig
ad → Yrig

ad le morphisme de
topos associé (4.4.7.1). Il résulte de 4.1.22.2 que le diagramme de morphismes de
topos

Xrig
ad

ρX ��

f

��

Xzar

f

��
Yrig

ad

ρY �� Yzar

est commutatif à isomorphisme canonique près ; autrement dit, on a des isomor-
phismes canoniques adjoints

ρY∗f∗
∼→ f∗ρX∗, (4.5.2.2)

ρ∗Xf
∗ ∼→ f∗ρ∗Y, (4.5.2.3)

qui vérifient des relations de cocycle du type (1.1.2.2). On obtient ainsi (1.1.2) un
morphisme cartésien de topos fibrés sur S+

ρ : Fais(S+, ad) → Fais(S+, zar). (4.5.2.4)

4.5.3. On note SX la catégorie suivante. Les objets de SX sont les triplets
(X′, U, ϕ) où (X′, ϕ) est un objet de BX et U est un ouvert de X′. Soient (X′′, V, ψ),
(X′, U, ϕ) deux objets de SX. Un morphisme de (X′′, V, ψ) vers (X′, U, ϕ) est la
donnée d’un X-morphisme f : X′′ → X′ tel que f(V ) ⊂ U . Le foncteur

SX → BX, (X′, U, ϕ) �→ (X′, ϕ) (4.5.3.1)

est fibrant. En effet, pour qu’un morphisme f : (X′′, V, ψ) → (X′, U, ϕ) de SX soit
cartésien, il faut et il suffit que f−1(U) = V . En fait, SX est un U-site fibré sur BX

([1] VI 7.2.1), dont la fibre au-dessus d’un objet (X′, ϕ) de BX est canoniquement
équivalente au site Zar/X′ .

On note SX l’ensemble des morphismes cartésiens de SX. Pour tout C ∈
Ob(Cat) (4.1.2), on a un isomorphisme canonique ([1] VI 6.2)

HomS−1
X

(SX,C ) ∼→ Homcart/BX
(SX,C × BX),

où la source désigne l’ensemble des foncteurs de SX dans C qui transforment les
morphismes de SX en isomorphismes.

4.5.4. On désigne par

SX → Ad/Xrig ×BX (4.5.4.1)

le foncteur qui envoie (X′, U, ϕ) sur le couple ((U rig, (ϕ ◦ i)rig), (X′, ϕ)), où U
désigne le schéma formel induit par X sur U et i l’injection canonique de U dans
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X′. On notera que i est quasi-compact (2.9.4). Le foncteur induit par (4.5.4.1) sur
les fibres en (X′, ϕ) ∈ Ob(BX) s’identifie au foncteur composé

Zar/X′
Q/X′

�� Ad/X′rig
τ
ϕrig

�� Ad/Xrig , (4.5.4.2)

où τϕrig est le foncteur défini par composition à gauche avec l’isomorphisme ϕrig.
Il résulte alors de 4.5.2 que (4.5.4.1) est un morphisme de sites fibrés. On note

SX → Ad/Xrig (4.5.4.3)

le foncteur composé de (4.5.4.1) et de la projection canonique.

Proposition 4.5.5.

(i) Le foncteur (4.5.4.1) est cartésien, i.e., le foncteur (4.5.4.3) transforme les
flèches de SX en isomorphismes.

(ii) Le foncteur (4.5.4.3) est essentiellement surjectif.
(iii) Soient A = (Y, V, ϕ), B = (Z,W, ψ) deux objets de SX, V le schéma formel

induit par Y sur V , W le schéma formel induit par Z sur W , SX(A) la
catégorie cofiltrante des flèches de SX de but A. Alors l’application

lim−→
C∈SX(A)◦

HomSX
(C,B) → HomXrig(V rig,W rig), (4.5.5.1)

déduite de (4.5.4.3) grâce à (i), est bijective.

La proposition (i) résulte de 4.1.13 et la proposition (ii) de 4.2.2. Montrons
la proposition (iii). Notons d’abord que la source (resp. le but) de l’application
(4.5.5.1) est soit vide soit un singleton car la catégorie BX est cofiltrante (resp. en
vertu de 4.2.7). Il suffit donc de montrer que l’application (4.5.5.1) est surjective.
Notons i : V → Y and j : W → Z les injections canoniques. Il résulte aussitôt de
4.1.5 que la catégorie SX(A) est cofiltrante (voir aussi [1] VI 6.5). D’après 3.1.17(i),
il existe un diagramme commutatif de S

Y′ α ��

f

��

Z

ψ

��
Y

ϕ
�� X

tel que Y′ soit rig-pur et α ∈ B. Remplaçant Y par Y′, on peut supposer que
Y est rig-pur et qu’il existe un morphisme α : Y → Z de B tel que ϕ = ψ ◦ α.
Soit g : V rig → W rig un Xrig-morphisme. On peut représenter g par un triplet
(V ′, u : V ′ → V , v : V ′ → W ) tel que u ∈ B et jv = αiu (4.1.7). En vertu de
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3.2.4(ii), il existe un diagramme cartésien

V ′

�

i′ ��

u

��

Y′

w

��
V

i
�� Y

(4.5.5.2)

tel que w appartienne à B. Posons V ′ = w−1(V ), A′ = (Y′, V ′, ϕw) et f = αw.
Comme f(V ′) ⊂ W , f définit un morphisme A′ → B de SX, qui s’envoie sur le
morphisme g par (4.5.5.1) ; d’où la surjectivité de ce dernier.

Corollaire 4.5.6. Le couple formé de Ad/Xrig et du foncteur (4.5.4.3) représente
le foncteur HomS−1

X
(SX,−) sur la catégorie Cat ; autrement dit, Ad/Xrig est la

catégorie limite inductive de SX au-dessus de B◦X ([1] VI 6.3).

Cela résulte de 4.5.5 et de ([1] VI 6.4 et 6.5).

4.5.7. Pour tout objet (X′, ϕ) de BX, notons αϕ! : Zar/X′ → SX le foncteur
d’inclusion. On rappelle ([1] VI 7.4.1) que la topologie totale sur SX est la topologie
la moins fine sur SX qui rend continus les foncteurs αϕ! pour tout (X′, ϕ) ∈
Ob(BX). On appelle topos total et on note TX le topos des faisceaux de U-ensembles
sur le site total SX.

Proposition 4.5.8.
(i) Le foncteur (4.5.4.3) est un morphisme de sites de Ad/Xrig muni de la topo-

logie admissible dans SX muni de la topologie totale.
(ii) La topologie admissible sur Xrig est la topologie la moins fine sur Ad/Xrig qui

rend continu le foncteur (4.5.4.3).

(i) Cela résulte de ([1] VI 8.2.2). En effet, la catégorie BX est U-petite (4.1.11),
et pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), le foncteur composé (4.5.4.2) est un morphisme
de sites (4.5.2).

(ii) La topologie admissible sur Xrig est la topologie la moins fine sur Ad/Xrig

qui rend continus les foncteurs composés (4.5.4.2) pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), en
vertu de 4.3.6 et ([1] III 1.6). La proposition résulte donc de ([1] VI 7.4.4).

4.5.9. On désigne par

FX → BX (4.5.9.1)

le U-topos fibré associé au U-site fibré SX (4.5.3.1) ([1] VI 7.2.6). Il est canonique-
ment équivalent au topos fibré obtenu par le changement de base de Fais(S+, zar)
(4.5.1.3) au moyen du foncteur “source” BX → S+. On désigne par

F′X → B◦X (4.5.9.2)

la catégorie fibrée clivée normalisée obtenue par le changement de base de
Fais′(S+, zar) (4.5.1.4) au moyen du foncteur “source” B◦X → (S+)◦.
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4.5.10. Le morphisme cartésien de sites fibrés (4.5.4.1) induit un morphisme
cartésien de topos fibrés

µ : Xrig
ad ×BX → FX. (4.5.10.1)

Pour tout objet (X′, ϕ) de BX, on désigne par

µϕ : Xrig
ad → X′zar (4.5.10.2)

le morphisme de topos induit par µ sur les fibres en (X′, ϕ). Compte tenu de
(4.5.4.2), µϕ est le composé

Xrig
ad

(τ
ϕrig!,τ

∗
ϕrig )

�� X′rigad

ρX′ �� X′zar ,

où ρX′ est défini dans (4.5.2.1) et le couple de foncteurs adjoints (τϕrig!, τ
∗
ϕrig) est

défini dans (4.4.3.1). On notera que, ϕrig étant un isomorphisme, (τϕrig !, τ
∗
ϕrig) est

une équivalence de topos, que l’on peut canoniquement identifier au morphisme
de topos induit par l’isomorphisme (ϕrig)−1.

D’après 1.1.2, pour tout morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) de BX, µ détermine
des isomorphismes adjoints

µϕ∗
∼→ f∗µψ∗, (4.5.10.3)

µ∗ψf
∗ ∼→ µ∗ϕ, (4.5.10.4)

vérifiant des relations de cocycle du type (1.1.2.2).

Remarque 4.5.11. Le topos fibré obtenu par le changement de base de Fais(S+, ad)
(4.4.7.4) au moyen du foncteur “source” BX → S+ est canoniquement isomorphe
au produit Xrig

ad × BX. Le morphisme µ (4.5.10.1) s’identifie alors au changement
de base du morphisme ρ (4.5.2.4). En particulier, les isomorphismes (4.5.10.3) et
(4.5.10.4) se déduisent respectivement des isomorphismes (4.5.2.2) et (4.5.2.3).

Théorème 4.5.12. Le couple formé du topos Xrig
ad et du morphisme µ (4.5.10.1) est

une limite projective du topos fibré FX (4.5.9.1).

Cela résulte de 4.5.6, 4.5.8(ii) et ([1] VI 8.2.3). On notera que la catégorie
BX est cofiltrante (4.1.5) et U-petite (4.1.11).

Le théorème 4.5.12 revient à dire ([1] VI 8.1.1) que pour tout U-topos E , le
foncteur

Homtop(E ,Xrig
ad ) → Homtopcart/BX

(E ×BX,FX) (4.5.12.1)

obtenu en composant le foncteur de changement de base au-dessus de BX et le
foncteur de composition avec le morphisme µ : Xrig

ad ×BX → FX (4.5.10.1), est une
équivalence de catégories. D’après ([1] VI 7.1.7), on a des foncteurs pleinement
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fidèles

Homtopcart/BX
(E × BX,FX) → Homcart/BX

(FX, E × BX)◦ (4.5.12.2)

Homtopcart/BX
(E × BX,FX) → Homcart/B◦

X
(E ×B◦X,F

′
X) (4.5.12.3)

définis respectivement par les foncteurs image inverse et image directe (au sens des
topos fibrés), dont les images essentielles sont, d’une part, l’ensemble des foncteurs
cartésiens FX → E ×BX qui, fibre par fibre, sont exacts et commutent aux limites
inductives et, d’autre part, l’ensemble des foncteurs cartésiens E ×B◦X → F′X qui,
fibre par fibre, possèdent un foncteur adjoint à gauche exact.

Définition 4.5.13. On appelle voûte étoilée (ou espace de Zariski-Riemann) de X
et on note V�(X) la limite projective d’espaces topologiques

lim←−
(X′,ϕ)∈BX

|X′|, (4.5.13.1)

où |X′| désigne l’espace topologique sous-jacent au schéma formel X′.

Remarque 4.5.14. Soient x, y deux éléments de V�(X), et pour tout (X′, ϕ) ∈
Ob(BX), soient xϕ, yϕ leurs images canoniques dans |X′|. Pour que y soit une
spécialisation de x, il faut et il suffit que pour tout (X, ϕ) ∈ Ob(BX), yϕ soit une
spécialisation de xϕ. En effet, on a ([13] chap. I §4.4 cor. de la prop. 9)

{x} = lim←−
(X′,ϕ)∈BX

{xϕ}.

Donc si yϕ est une spécialisation de xϕ pour tout (X, ϕ) ∈ Ob(BX), y est une
spécialisation de x. L’implication inverse est évidente.

Proposition 4.5.15. Il y a une équivalence canonique entre la catégorie des points
de Xrig

ad et la catégorie associée à l’ensemble V�(X) ordonné par la relation de
spécialisation, i.e., la catégorie dont l’ensemble des objets est V�(X) ; et si x, y ∈
V�(X), alors l’ensemble Hom(y, x) est vide ou réduit à un point, ce dernier cas se
présentant si et seulement si y est une spécialisation de x.

L’équivalence en question fait correspondre à un point p de Xrig
ad le système

projectif des pϕ = µϕp pour (X′, ϕ) ∈ Ob(BX) ; compte tenu de 4.5.14 et ([1] VI
7.1.6), on obtient ainsi un foncteur à valeurs dans la catégorie associée à l’ensemble
V�(X) ordonné par la relation de spécialisation. Celui-ci est une équivalence de
catégories car en vertu de 4.5.12, un point p de Xrig

ad est connu lorsqu’on connaît le
système de ses images pϕ = µϕp pour (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), et inversement, la donnée
pour tout objet (X′, ϕ) de BX d’un point pϕ de X′zar, et pour tout morphisme
f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) de BX d’un isomorphisme σf : p∗ψf

∗ ∼→ p∗ϕ des foncteurs
fibres associés, ces isomorphismes étant soumis à des relations de compatibilité,
détermine essentiellement un seul point de Xrig

ad qui donne naissance aux points pϕ.
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4.5.16. Le composé du foncteur P/Xrig → Pt(Xrig
ad ) (4.4.5.1) et du foncteur défini

dans 4.5.15 induit une application de l’ensemble des points rigides de X (3.3.1)
dans sa voûte étoilée

〈X〉 → V�(X). (4.5.16.1)

En vertu de 4.1.20, l’image de cet application est formée des points rigides de Xrig
ad

(4.4.5).

Proposition 4.5.17. Soit P un point rigide de X, et pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX),
soient Pϕ l’unique point rigide de X′ qui relève P (3.3.7), xϕ sa spécialisation
(3.3.1). Alors (xϕ)(X′,ϕ) est l’image de P dans V�(X) par l’application (4.5.16.1).

En effet, soient (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), jϕ : Pϕ → X′ l’injection canonique.
On peut identifier le point p de Xrig

ad associé à P avec le morphisme de to-
pos ϕrigjrigϕ : (Pϕ)rigad → Xrig

ad (4.4.4). Par suite, compte tenu de la définition
de µϕ (4.5.10.2), le point pϕ = µϕp de X′zar s’identifie au morphisme de topos
ρX′jrigϕ : (Pϕ)rigad → X′zar. On a ρX′jrigϕ  jϕρPϕ d’après (4.5.2.3). D’autre part,
le morphisme ρPϕ : (Pϕ)rigad → (Pϕ)zar est une équivalence de topos, puisque la
source et le but sont des topos ponctuels ([1] IV 4.3). On en déduit que pϕ est
isomorphe à xϕ.

4.5.18. Soit (X′, ϕ) un objet de BX. Lorsqu’on munit SX de la topologie totale
(4.5.7), le foncteur αϕ! : Zar/X′ → SX est cocontinu ([1] VI 7.4.2). Comme il est
aussi continu, il définit une suite de trois foncteurs adjoints

αϕ! : X′zar → TX, α∗ϕ : TX → X′zar, αϕ∗ : X′zar → TX,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est
adjoint à droite de l’autre. Le premier foncteur prolonge le foncteur d’inclusion et
les deux autres définissent un morphisme de topos αϕ : X′zar → TX.

Soit f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) une flèche de BX. Le diagramme

X′′zar

f

��

αψ �� TX

X′zar

αϕ

��

(4.5.18.1)

n’est pas commutatif, ni même à isomorphisme près. Mais il existe un morphisme
canonique de topos αψ → αϕ ◦ f ([1] VI 7.4.5.2), défini par un morphisme

βf : f∗ ◦ α∗ϕ → α∗ψ,

ou de façon équivalente par un morphisme

γf : α∗ϕ → f∗ ◦ α∗ψ. (4.5.18.2)

Soient (f, g) un couple de morphismes composables de BX, z′g,f l’isomor-
phisme (4.5.1.1). D’après ([1] VI 7.4.5.8), on a la relation de compatibilité

z′g,f ◦ g∗(γf ) ◦ γg = γgf . (4.5.18.3)
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On définit un foncteur

TX → HomB◦
X
(B◦X,F

′
X) (4.5.18.4)

en associant à un objet F de TX la famille Fϕ = α∗ϕF pour (X′, ϕ) ∈ Ob(BX). Ce
foncteur est en fait une équivalence de catégories ([1] VI 7.4.7) ; autrement dit, on
a la proposition suivante :

Proposition 4.5.19. Un objet F de TX est connu lorsqu’on connaît le système
de ses restrictions Fϕ = α∗ϕF pour (X′, ϕ) ∈ Ob(BX). Inversement, la donnée
pour tout objet (X′, ϕ) de BX d’un faisceau Fϕ de X′zar et pour tout morphisme
f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) de BX d’un morphisme γf (F ) : Fϕ → f∗Fψ, ces morphismes
étant soumis aux relations de compatibilité (4.5.18.3), détermine essentiellement
un seul objet F de TX qui donne naissance par restriction aux faisceaux Fϕ.

On identifiera F au foncteur {(X′, ϕ) �→ Fϕ} qui lui est associé par l’équiva-
lence (4.5.18.4). Les morphismes γf (F ) sont appelés les morphismes de transition
de F .

Corollaire 4.5.20. Pour qu’un morphisme u : F → G de TX soit un mono-
morphisme (resp. un épimorphisme), il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de
α∗ϕ(u) : α∗ϕ(F ) → α∗ϕ(G) pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX).

Cela résulte de ([1] I 6.2(ii)) car les foncteurs α∗ϕ, pour (X′, ϕ) ∈ Ob(BX),
commutent aux limites inductives et projectives finies, et forment une famille fidèle
(4.5.19) ([1] I 6.1).

4.5.21. Le foncteur image directe par le morphisme de topos µ (4.5.10.1)

µ∗ : Xrig
ad × B◦X → F′X

est un foncteur cartésien. Il définit donc un foncteur canonique ([1] VI 6.9)

Xrig
ad → Homcart/B◦

X
(B◦X,F

′
X), (4.5.21.1)

qui est une équivalence de catégories en vertu de ([1] VI 8.2.9). D’autre part,
le foncteur (4.5.4.3) est un morphisme de sites de Ad/Xrig muni de la topologie
admissible dans SX muni de la topologie totale (4.5.8) ; notons

� : Xrig
ad → TX (4.5.21.2)

le morphisme de topos associé. D’après ([1] VI 8.2.9), le diagramme

Xrig
ad

(4.5.21.1)
∼ ��

�∗

��

Homcart/B◦
X
(B◦X,F

′
X)

��
TX (4.5.18.4)

∼ �� HomB◦
X
(B◦X,F

′
X)

(4.5.21.3)

est commutatif ; autrement dit, on a µϕ∗ = α∗ϕ ◦�∗ pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX).
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Corollaire 4.5.22. Un objet F de Xrig
ad est connu lorsqu’on connaît le système de

ses images directes Fϕ = µϕ∗(F ) pour (X′, ϕ) ∈ Ob(BX). Inversement, la donnée
pour tout objet (X′, ϕ) de BX d’un faisceau Fϕ de X′zar et pour tout morphisme
f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) de BX d’un isomorphisme γf (F ) : Fϕ

∼→ f∗Fψ, ces isomor-
phismes étant soumis aux relations de compatibilité (4.5.18.3), détermine essen-
tiellement un seul faisceau F de Xrig

ad qui donne naissance par images directes aux
faisceaux Fϕ.

Remarque 4.5.23. Sous les hypothèses de (4.5.22), l’isomorphisme de transition
γf (F ) provient de l’isomorphisme (4.5.10.3).

Corollaire 4.5.24. Le morphisme d’adjonction �∗�∗ → id est un isomorphisme
de foncteurs de la catégorie Xrig

ad .

En effet, le foncteur �∗ est pleinement fidèle (4.5.21.3).

Corollaire 4.5.25. Soit u : F → G un morphisme de Xrig
ad . Les conditions suivantes

sont équivalentes :
(i) u est un monomorphisme.
(ii) �∗(u) : �∗(F ) → �∗(G) est un monomorphisme.
(iii) µϕ∗(u) : µϕ∗(F ) → µϕ∗(G) est un monomorphisme pour tout objet (X′, ϕ)

de BX.

Comme �∗ est exact à gauche, (i) entraîne (ii). Comme �∗ est exact à
gauche, (ii) entraîne (i) en vertu de 4.5.24. Enfin, les conditions (ii) et (iii) sont
équivalentes, en vertu de 4.5.20.

4.5.26. Soit F = {(X′, ϕ) �→ Fϕ} un objet de TX. D’après ([1] VI 8.5.2), il existe
un isomorphisme fonctoriel

�∗(F ) ∼→ lim−→
(X′,ϕ)∈B◦

X

µ∗ϕ(Fϕ). (4.5.26.1)

Rappelons la définition des morphismes de transition de la limite inductive. Pour
toute flèche f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) de BX, on a un morphisme βf : Fϕ → f∗(Fψ),
ou de manière équivalente par adjonction, un morphisme β′f : f∗(Fϕ) → Fψ. Le
morphisme de transition associé à f est le composé ([1] VI 8.5.2.6)

µ∗ϕ(Fϕ)
(4.5.10.4)
∼ �� µ∗ψ(f∗(Fϕ))

µ∗
ψ(β′

f )
�� µ∗ψ(Fψ) . (4.5.26.2)

Il ressort de la preuve de ([1] VI 8.5.2) que pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX),
le morphisme µ∗ϕ(Fϕ) → �∗(F ) déduit de (4.5.26.1) est l’adjoint du morphisme
Fϕ → µϕ∗(�∗(F )) défini par le composé

Fϕ = α∗ϕ(F ) �� α∗ϕ(�∗(�∗(F ))) ∼
(4.5.21.3) �� µϕ∗(�∗(F )) , (4.5.26.3)

où le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction.
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Corollaire 4.5.27. Soit F un objet de Xrig
ad . Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), posons

Fϕ = µϕ∗(F ). Alors on a un isomorphisme canonique

F
∼→ lim−→

(X′,ϕ)∈B◦
X

µ∗ϕ(Fϕ). (4.5.27.1)

Cela résulte de (4.5.26.1) et 4.5.24.

Remarque 4.5.28. Pour tout objet (X′, ϕ) de BX, le morphisme µ∗ϕ(Fϕ) → F
déduit de (4.5.27.1) n’est autre que le morphisme d’adjonction µ∗ϕµϕ∗ → id.

Corollaire 4.5.29. Soient F un objet de Xrig
ad , p un point de Xrig

ad . Pour tout (X′, ϕ) ∈
Ob(BX), posons Fϕ = µϕ∗(F ) et pϕ = µϕp. Alors il existe un isomorphisme
fonctoriel

p∗(F ) ∼→ lim−→
(X′,ϕ)∈B◦

X

p∗ϕ(Fϕ). (4.5.29.1)

On laissera au lecteur le soin d’expliciter les morphismes de transition de
la limite inductive. Comme p∗ commute aux limites inductives, l’isomorphisme
(4.5.29.1) résulte aussitôt de (4.5.27.1).

Corollaire 4.5.30.
(i) Soit u : F → G un morphisme de TX. Si la sous-catégorie pleine de B◦X

formée des objets (X′, ϕ) tels que α∗ϕ(u) soit un épimorphisme est cofinale,
alors �∗(u) : �∗(F ) → �∗(G) est un épimorphisme.

(ii) Soit
F ′ ��

��

F

��
G′ �� G

(4.5.30.1)

un diagramme commutatif de TX. Si la sous-catégorie pleine de B◦X formée
des objets (X′, ϕ) tels que le diagramme α∗ϕ (4.5.30.1) soit cartésien est cofi-
nale, alors le diagramme

�∗(F ′) ��

��

�∗(F )

��
�∗(G′) �� �∗(G)

(4.5.30.2)

est cartésien.

(i) Cela résulte de (4.5.26.1) car µ∗ϕ transforme épimorphisme en épimor-
phisme, et la limite inductive d’une suite d’épimorphismes est un épimorphisme.

(ii) Cela résulte de (4.5.26.1) car µ∗ϕ ainsi que les limites inductives filtrantes
commutent aux produits fibrés (cf. [1] I 2.8).
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4.5.31. Soit A un anneau de TX. D’après 4.5.19, il revient au même de se donner
pour tout objet (X′, ϕ) de BX un anneau Aϕ de X′zar, et pour tout morphisme
f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) de BX un morphisme γf (A) : Aϕ → f∗(Aψ), ces morphismes
étant soumis aux relations de compatibilité (4.5.18.3). Le morphisme de topos
f : X′′zar → X′zar est donc un morphisme de topos annelés (respectivement par Aψ
et Aϕ).

La donnée d’une structure de A-module sur un faisceauM = {(X′, ϕ) �→Mϕ}
de TX est équivalente à la donnée pour tout objet (X′, ϕ) de BX d’une structure
de Aϕ-module sur Mϕ telle que pour tout morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ), γf (M)
soit un di-homomorphisme de modules (relatif à l’homomorphisme γf (A)).

Il est clair que (Xrig
ad , �

∗(A)) est une limite projective du topos annelé fibré
(FX, A) ([1] VI 8.6.2), et que pour tout objet (X′, ϕ) de BX, on a un morphisme
de topos annelés, que l’on note aussi

µϕ : (Xrig
ad , �

∗(A)) → (X′zar, Aϕ). (4.5.31.1)

Suivant la convention (1.1.11), nous utiliserons pour les modules la notation µ−1
ϕ

pour désigner l’image réciproque au sens des faisceaux abéliens en réservant la
notation µ∗ϕ pour l’image réciproque au sens des modules.

Proposition 4.5.32. Soient A un anneau de TX, q un entier ≥ 0.
(i) Le foncteur Hq(Xrig

ad ,−) commute aux limites inductives filtrantes.
(ii) On a un isomorphisme canonique fonctoriel en le Aϕ-module Mϕ

Hq(Xrig
ad , µ

∗
ϕ(Mϕ)) ∼→ lim−→

f : (X′′,ψ)→(X′,ϕ)

Hq(X′′zar, f
∗(Mϕ)). (4.5.32.1)

Cela résulte de ([1] VI 8.7.7). En effet, les conditions de ([1] VI 8.7.1 et 8.7.7)
sont satisfaites par FX → BX puisque pour tout objet (X′, ϕ) de BX, le topos X′zar
est cohérent, et pour tout morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ), le morphisme de topos
f : X′′zar → X′zar est cohérent (2.6.7) (cf. [1] VI 5.1 et 5.2).

Corollaire 4.5.33. Pour tout entier q ≥ 0, on a un isomorphisme canonique fonc-
toriel en le faisceau abélien M

Hq(Xrig
ad ,M) ∼→ lim−→

(X′,ϕ)∈B◦
X

Hq(X′zar, µϕ∗(M)). (4.5.33.1)

En effet, il résulte de 4.5.27 et 4.5.32 qu’on a un isomorphisme canonique

Hq(Xrig
ad ,M ) ∼→ lim−→

(X′,ϕ)∈B◦
X

lim−→
f : (X′′,ψ)→(X′,ϕ)

Hq(X′′zar, f
∗µϕ∗(M)). (4.5.33.2)

Ce dernier objet peut être interprété comme une limite inductive sur la catégorie
Fl(BX) des morphismes de BX. Soit alors Φ: BX → Fl(BX) le foncteur qui associe
à tout objet (X, ϕ) de BX le morphisme identique de (X, ϕ). Le foncteur Φ◦ est
cofinal ([1] VI 8.1.3), d’où l’isomorphisme (4.5.33.1).
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4.5.34. Soient C une catégorie U-petite et cofiltrante, θ : C → BX un foncteur tel
que θ◦ soit cofinal. On désigne par

FC → C (4.5.34.1)

le topos fibré déduit de FX (4.5.9.1) par le changement de base θ ([1] VI 7.1.9), et
par

µC : Xrig
ad × C → FC (4.5.34.2)

le morphisme cartésien de topos fibrés déduit de µ (4.5.10.1) par le même chan-
gement de base. Il résulte de 4.5.12 et ([1] VI 8.2.1) que le couple (Xrig

ad , µC ) est
une limite projective du topos fibré FC . En particulier, on a une description de la
catégorie Xrig

ad analogue à (4.5.22) relativement à la catégorie C .

4.6 Applications : I. Fonctorialité des topos admissibles

4.6.1. Soit f : Y → X un morphisme de S+. On désigne par Bf la catégorie
suivante. Les objets de Bf sont les diagrammes commutatifs de S+

Y′
f ′

��

ψ

��

X′

ϕ

��
Y

f �� X

tels que ϕ et ψ appartiennent à B. Un tel objet sera noté par (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) ; on
observera que si f est une flèche de S, il en est de même de f ′ (2.6.8). Considé-
rons deux objets (Y1, ψ1,X1, ϕ1, f1) et (Y2, ψ2,X2, ϕ2, f2) de Bf . Un morphisme
de (Y2, ψ2,X2, ϕ2, f2) vers (Y1, ψ1,X1, ϕ1, f1) est un couple (h, g) formé de deux
morphismes h : Y2 → Y1 et g : X2 → X1 de S qui rendent commutatif le dia-
gramme

On considère sur Bf les deux foncteurs suivants :

s : Bf → BY, (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) �→ (Y′, ψ), (4.6.1.1)
t : Bf → BX, (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) �→ (X′, ϕ). (4.6.1.2)

 

Y2
f2 ��

h

��
ψ2

��

X2

g

��
ϕ2

��

Y1
f1 ��

ψ1

��

X1

ϕ1

��
Y

f �� X
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Proposition 4.6.2. Conservons les hypothèses de (4.6.1).

(i) La catégorie Bf est cofiltrante.
(ii) Les foncteurs s◦ et t◦ sont essentiellement surjectifs et cofinaux.
(iii) Pour tous objets A1, A2 de Bf et toute flèche i : t(A2) → t(A1), il existe un

objet A′ de Bf et deux flèches j1 : A′ → A1 et j2 : A′ → A2 tels qu’on ait
t(j1) = i t(j2) et que t(j2) soit un isomorphisme.

La démonstration est analogue à celle de 3.1.17 (cf. [1] I 8.1.3) ; nous laissons
les détails au lecteur.

4.6.3. Soit f : Y → X un morphisme de S+. On désigne par

Fs → Bf (4.6.3.1)
Ft → Bf (4.6.3.2)

les topos fibrés déduits respectivement de FY → BY et FX → BX (4.5.9.1) par les
changements de base s : Bf → BY et t : Bf → BX, et par

µs : Yrig
ad × Bf → Fs (4.6.3.3)

µt : Xrig
ad × Bf → Ft (4.6.3.4)

les morphismes cartésiens de topos fibrés déduits des morphismes µ (4.5.10.1)
relatifs respectivement à Y et X par les mêmes changements de base. Alors le
couple (Yrig

ad , µs) est une limite projective du topos fibré Fs, et le couple (Xrig
ad , µt)

est une limite projective du topos fibré Ft (4.5.34 et 4.6.2).
On a un morphisme cartésien de topos fibrés

Ff : Fs → Ft (4.6.3.5)

tel que le morphisme induit sur les fibres en un objet (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) de Bf soit
le morphisme f ′ : Y′zar → X′zar (1.1.2). Il résulte de (4.4.7.2) et (4.5.2.2) que le
diagramme

Yrig
ad × Bf

µs ��

f×idBf

��

Fs

Ff

��
Xrig

ad × Bf

µt �� Ft

(4.6.3.6)

où f est le morphisme de topos associé à f (4.4.7.1) est commutatif à isomorphisme
canonique près. Par suite, f s’identifie canoniquement au morphisme de topos
induit par Ff par passage à la limite projective ([1] 8.1.4).

Soit (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) un objet de Bf . On note

µψ : Yrig
ad → Y′zar (4.6.3.7)

µϕ : X
rig
ad → X′zar (4.6.3.8)
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les morphismes de topos induits par respectivement µs et µt sur les fibres
en (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′). Cette notation est compatible avec celle introduite dans
(4.5.10.2). Rappelons que l’on a µψ = ρY′◦(ψrig)−1 et µϕ = ρX′◦(ϕrig)−1 (4.5.2.1).
Le diagramme (4.6.3.6) induit sur les fibres en (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) un diagramme com-
mutatif à isomorphisme canonique près

Yrig
ad

µψ ��

f

��

Y′zar

f ′

��
Xrig

ad

µϕ �� X′zar

(4.6.3.9)

Autrement dit, on a des isomorphismes canoniques adjoints

µϕ∗f∗
∼→ f ′∗µψ∗, (4.6.3.10)

µ∗ψf
′∗ ∼→ f∗µ∗ϕ. (4.6.3.11)

On peut donc définir le morphisme de changement de base (1.2.2.2)

f ′∗µϕ∗ → µψ∗f∗. (4.6.3.12)

4.6.4. Soit f : Y → X un morphisme de S+. Le système des morphismes f ′ : Y′ →
X′ pour (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) ∈ Ob(Bf ) induit par passage à la limite projective une
application continue

lim←−
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈Bf

|Y′| → lim←−
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈Bf

|X′| (4.6.4.1)

où |X′| et |Y′| désignent les espaces topologiques sous-jacents à X′ et Y′. D’après
4.6.2(ii), les foncteurs s et t induisent des homéomorphismes

lim←−
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈Bf

|Y′| → V�(Y), (4.6.4.2)

lim←−
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈Bf

|X′| → V�(X), (4.6.4.3)

où V�(−) désigne la voûte étoilée (4.5.13). On obtient alors une application conti-
nue que l’on note aussi

V�(f) : V�(Y) → V�(X). (4.6.4.4)

Il résulte des isomorphismes (4.6.3.11) qu’on a un diagramme commutatif

Ob(Pt(Yrig
ad ))

Pt(f)
��

��

Ob(Pt(Xrig
ad ))

��
V�(Y)

V
(f) �� V�(X)

(4.6.4.5)
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où les flèches verticales proviennent de l’équivalence de catégories définie dans
4.5.15.

Proposition 4.6.5. Soient f : Y → X un morphisme de S+, G un faisceau de Yrig
ad .

Il existe un isomorphisme fonctoriel

f∗(G)  lim−→
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B◦

f

µ∗ϕ(f ′∗(µψ∗(G))). (4.6.5.1)

En effet, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel (4.5.27.1)

f∗(G)  lim−→
(X′,ϕ)∈B◦

X

µ∗ϕ(µϕ∗(f∗(G))). (4.6.5.2)

Comme le foncteur t◦ est cofinal 4.6.2(ii), on obtient un isomorphisme

f∗(G)  lim−→
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B◦

f

µ∗ϕ(µϕ∗(f∗(G))). (4.6.5.3)

L’isomorphisme (4.6.5.1) s’en déduit compte tenu des isomorphismes µϕ∗f∗ 
f ′∗µψ∗ (4.6.3.10).

Proposition 4.6.6. Soient f : Y → X un morphisme de S+, {(Y′, ψ) �→ Gψ} un
faisceau du topos total TY (4.5.19). Il existe un isomorphisme fonctoriel

f∗(�
∗({(Y′, ψ) �→ Gψ}))  lim−→

(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B◦
f

µ∗ϕ(f ′∗(Gψ)), (4.6.6.1)

où � : Yrig
ad → TY est le morphisme de topos (4.5.21.2).

En effet, en vertu de (4.6.5.1) et ([1] VI 8.5.3.1), on a un isomorphisme
fonctoriel

f∗(�
∗({(Y′, ψ) �→ Gψ}))  lim−→

(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B◦
f

µ∗ϕ(f ′∗( lim−→
h : (Y′′,ρ)→(Y′,ψ)

h∗(Gρ))).

(4.6.6.2)
En utilisant la commutation des f ′∗ aux limites inductives filtrantes (4.5.1 et [1]
VI 5.1), on obtient

f∗(�
∗({(Y′, ψ) �→ Gψ}))  lim−→

(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B◦
f

lim−→
h : (Y′′,ρ)→(Y′ ,ψ)

µ∗ϕ(f ′∗(h∗(Gρ))).

(4.6.6.3)
Soient Fl(Bf ) la catégorie des morphismes de Bf , C la sous-catégorie pleine formée
des morphismes (h, g) : (Y2, ψ2,X2, ϕ2, f2) → (Y1, ψ1,X1, ϕ1, f1) tels que g : X2 →
X1 soit un isomorphisme. Le terme de droite dans (4.6.6.3) peut être interprété
comme une limite inductive sur la catégorie C ◦. Soit alors Φ: Bf → C le foncteur
qui associe à tout objet A de Bf le morphisme identique de A. Le foncteur Φ◦ est
cofinal ([1] VI 8.1.3), d’où la formule (4.6.6.1).
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Remarque 4.6.7. Soient f : Y → X un morphisme de S+, (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) un objet
de Bf .

(i) Il résulte de 4.5.28 que le morphisme µ∗ϕf ′∗µψ∗ → f∗ déduit de (4.6.5.1) est
l’adjoint de l’isomorphisme canonique f ′∗µψ∗

∼→ µϕ∗f∗ (4.6.3.10).
(ii) Il résulte de (i) et 4.5.26 que le morphisme µ∗ϕf

′
∗α
∗
ψ → f∗�

∗ déduit de
(4.6.6.1), où αψ : Y′zar → TY est le morphisme canonique (4.5.18), est l’ad-
joint du morphisme composé

f ′∗α
∗
ψ → f ′∗α

∗
ψ�∗�

∗ = f ′∗µψ∗�
∗ → µϕ∗f∗�

∗

où le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction, l’égalité µψ∗ =
α∗ψ�∗ de (4.5.21.3), et le dernier morphisme de (4.6.3.10).

4.6.8. Soient f : Y → X un morphisme de S+, F un faisceau de Xrig
ad , G un faisceau

de Yrig
ad ,

u : F → f∗(G)

u′ : f∗(F ) → G

deux morphismes adjoints. Soit (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) un objet de Bf . Posons Fϕ =
µϕ∗(F ) et Gψ = µψ∗(G). On appelle composante de u relative à (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′)
et on note

uf ′ : Fϕ → f ′∗(Gψ), (4.6.8.1)

le morphisme composé

Fϕ = µϕ∗(F )
µϕ∗(u) �� µϕ∗f∗(G)

(4.6.3.10)
∼ �� f ′∗µψ∗(G) = f ′∗(Gψ) .

On appelle composante de u′ relative à (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) et on note

u′f ′ : f ′∗(Fϕ) → Gψ (4.6.8.2)

le morphisme composé

f ′∗(Fϕ) = f ′∗µϕ∗(F )
(4.6.3.12) �� µψ∗f∗(F )

µψ∗(u′) �� µψ∗(G) = Gψ .

Il résulte aussitôt des définitions (1.2.2.2) que les morphismes uf ′ et u′f ′ sont
adjoints.

D’après ([1] XVII 2.1.3), on a un diagramme commutatif

f∗µ∗ϕµϕ∗
adj �� f∗

µ∗ψf
′∗µϕ∗

(4.6.3.12) ��

(4.6.3.11)

��

µ∗ψµψ∗f
∗

adj

��
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où les flèches adj sont les morphismes d’adjonction. On en déduit que le diagramme

f∗(µ∗ϕ(Fϕ))
adj �� f∗(F ) u′

�� G

µ∗ψ(f ′∗(Fϕ))

(4.6.3.11)

��

µ∗
ψ(u′

f′ ) �� µ∗ψ(Gψ)

adj

�� (4.6.8.3)

est commutatif.
Soit (h, g) un morphisme de Bf de (Y2,ψ2,X2,ϕ2,f2) vers (Y1,ψ1,X1,ϕ1,f1) ;

posons k = g ◦ f2 = f1 ◦ h. On a alors des diagrammes commutatifs

g∗µϕ2∗f∗
(4.6.3.10) �� g∗f2∗µψ2∗

(4.5.1.1)
��

µϕ1∗f∗
(4.6.3.10) ��

(4.5.10.3)

��

(4.6.3.10)
��

k∗µψ2∗

f1∗µψ1∗
(4.5.10.3) �� f1∗h∗µψ2∗

(4.5.1.1)

��

En effet, compte tenu de 4.5.11, chacun des deux carrés traduit une relation de
cocycle vérifiée par l’isomorphisme (4.5.2.2). On en déduit un diagramme commu-
tatif

g∗(Fϕ2)
g∗(uf2 )

�� g∗(f2∗(Gψ2))
(4.5.1.1)
∼ �� f1∗(h∗(Gψ2))

Fϕ1

γg(F )

��

uf1 �� f1∗(Gψ1)

f1∗(γh(G))

��
(4.6.8.4)

où γg(F ) et γh(G) sont les morphismes de transition de F et G (4.5.22).

Proposition 4.6.9. Les hypothèses sont celles de (4.6.8). Un morphisme u : F →
f∗(G) est connu lorsqu’on connaît le système de ses composantes uf ′ pour
(Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) ∈ Ob(Bf ) (4.6.8.1). Inversement, la donnée pour tout objet
(Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) de Bf d’un morphisme uf ′ : Fϕ → f ′∗(Gψ), ces morphismes étant
soumis aux relations (4.6.8.4), détermine essentiellement un seul morphisme
u : F → f∗(G) qui a pour composantes les morphismes uf ′.

On rappelle d’abord (4.5.22) qu’un morphisme u : F → f∗(G) est connu lors-
qu’on connaît les morphismes µϕ∗(u) : Fϕ → µϕ∗(f∗(G)) pour (X′, ϕ) ∈ Ob(BX),
et inversement, la donnée pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX) d’un morphisme uϕ : Fϕ →
µϕ∗(f∗(G)), ces morphismes étant compatibles aux morphismes de transition de
F et f∗(G), détermine un seul morphisme u : F → f∗(G) tel que uϕ = µϕ∗(u).
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Par suite, la première assertion est une conséquence immédiate de l’essentielle
surjectivité du foncteur t (4.6.1.2). La seconde assertion est une conséquence des
propriétés suivantes :

(i) Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(Bf ), il existe un et un seul morphisme uϕ : Fϕ →
µϕ∗(f∗(G)) tel que pour tout (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) ∈ Ob(Bf ), uf ′ soit le composé

Fϕ = µϕ∗(F )
uϕ �� µϕ∗(f∗(G))

(4.6.3.10) �� f ′∗(µψ∗(G)) = f ′∗(Gψ) .

(ii) La collection des morphismes uϕ, pour (X′, ϕ) ∈ Ob(Bf ), est compatible aux
morphismes de transition de F et de f∗(G).
Ces propriétés résultent facilement de 4.6.2, (4.6.8.4) et du fait que les mor-

phismes de transition de F et G sont des isomorphismes (4.5.22).

Proposition 4.6.10. Les hypothèses étant celles de (4.6.8), soit de plus θ : C → Bf

un foncteur.
(i) Supposons que le foncteur (t ◦ θ)◦ soit cofinal (4.6.1.2). Pour que u soit

un isomorphisme, il faut et il suffit que, pour tout i ∈ Ob(C ), en posant
θ(i) = (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′), uf ′ (4.6.8.1) soit un isomorphisme.

(ii) Supposons que les foncteurs (s ◦ θ)◦ et (t ◦ θ)◦ soient cofinaux (4.6.1.1). Si
pour tout i ∈ Ob(C ), en posant θ(i) = (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′), u′f ′ (4.6.8.2) est un
isomorphisme, alors u′ est un isomorphisme.

(i) La condition est clairement nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soient (X1, ϕ1) un objet de BX, i un objet de C tel que (X1, ϕ1) majore t◦θ(i) (i.e.,
Hom(t ◦ θ(i), (X1, ϕ1)) 	= ∅) ([1] I 8.1.3). Posons θ(i) = (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′). Comme
uf ′ est un isomorphisme, µϕ∗(u) est un isomorphisme. Il résulte de (4.5.10.3) que
µϕ1∗(u) est un isomorphisme. Par suite, u est un isomorphisme en vertu de 4.5.22.

(ii) En vertu de 4.5.27, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

f∗(F )  lim−→
(X′,ϕ)∈B◦

X

f∗µ∗ϕ(Fϕ).

Pour tout i ∈ Ob(C ), posons θ(i) = (Y′i, ψi,X
′
i, ϕi, f

′
i). Utilisant (4.6.3.11) et le

fait que (t ◦ θ)◦ est cofinal, on obtient un isomorphisme canonique fonctoriel

f∗(F )  lim−→
i∈C◦

µ∗ψif
′∗
i (Fϕi).

D’autre part, il résulte de (4.6.8.3) que u′ s’identifie au composé des morphismes

lim−→
i∈C◦

µ∗ψif
′∗
i (Fϕi) → lim−→

i∈C◦
µ∗ψi(Gψi) → lim−→

(Y′,ψ)∈B◦
Y

µ∗ψ(Gψ)  G

où le premier est la limite inductive des morphismes µ∗ψi(u
′
f ′
i
) et le second pro-

vient de (s ◦ θ)◦. Chacun de ces morphismes est bijectif par hypothèse, d’où la
proposition.
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Proposition 4.6.11. Soit f : Y → X un morphisme de S+, B′f la sous-catégorie
pleine de Bf formée des objets (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) tels que ϕ soit l’éclatement d’un
idéal ouvert cohérent A de X, que ψ soit l’éclatement de f∗(A )OY dans Y et
que f ′ soit le relèvement canonique de f (3.2.3). Notons θ : B′f → Bf l’injection
canonique. Alors :

(i) La catégorie B′f est cofiltrante et le foncteur (t ◦ θ)◦ est cofinal.
(ii) Si f est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion

fermée), il en est de même de f ′ pour tout (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) ∈ Ob(B′f ), et le
foncteur (s ◦ θ)◦ est cofinal.

(i) La démonstration est analogue à celle de 3.1.17 (cf. [1] I 8.1.3) ; nous
laissons les détails au lecteur.

(ii) La première assertion est mentionnée à titre de rappel (3.2.3.7). La dé-
monstration de la seconde assertion est analogue à celle de 3.2.4(i) (cf. [1] I 8.1.3) ;
nous laissons encore les détails au lecteur.

4.6.12. Soient f : Y → X un morphisme de S+, F un faisceau de Xrig
ad , G un

faisceau de Yrig
ad , (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) un objet de Bf . Alors :

(i) La composante du morphisme d’adjonction u : F → f∗f
∗(F ) relative à

(Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) est le morphisme

uf ′ : µϕ∗(F ) → f ′∗µψ∗f
∗(F ) (4.6.12.1)

composé de

µϕ∗(F )
adj �� f ′∗f

′∗µϕ∗(F )
(4.6.3.12) �� f ′∗µψ∗f

∗(F ) ,

où adj est le morphisme d’adjonction. En effet, le diagramme

µϕ∗f∗f
∗ (4.6.3.10)

∼ �� f ′∗µψ∗f∗

µϕ∗

adj

��

adj �� f ′∗f
′∗µϕ∗

(4.6.3.12)

��

où les flèches adj sont les morphismes d’adjonction est commutatif d’après la dé-
finition (1.2.2.2).

(ii) La composante du morphisme d’adjonction v : f∗f∗(G) → G relative à
(Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) est le morphisme

v′f ′ : f ′∗µϕ∗f∗(G) → µψ∗(G) (4.6.12.2)

composé de

f ′∗µϕ∗f∗(G)
(4.6.3.10)
∼ �� f ′∗f ′∗µψ∗(G)

adj �� µψ∗(G) ,
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où adj est le morphisme d’adjonction. En effet, le diagramme

µψ∗f∗f∗
adj �� µψ∗

f ′∗µϕ∗f∗

(4.6.3.12)

��

(4.6.3.10) �� f ′∗f ′∗µψ∗

adj

��

où les flèches adj sont les morphismes d’adjonction est commutatif. Cela résulte
de la définition (1.2.2.2) et de la commutativité évidente du diagramme

µϕ∗f∗f
∗f∗

(4.6.3.10) �� f ′∗µψ∗f
∗f∗

adj

��
µϕ∗f∗

adj

��

(4.6.3.10) �� f ′∗µψ∗

Proposition 4.6.13. Si f : Y → X est une immersion de S, alors le foncteur
f∗ : Yrig

ad → Xrig
ad est pleinement fidèle.

Soient B′f la sous-catégorie strictement pleine de Bf définie dans 4.6.11, G
un faisceau de Yrig

ad . La composante du morphisme d’adjonction v : f∗f∗(G) → G
relative à tout objet (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) de B′f est un isomorphisme ; cela résulte
de 4.6.12(ii) et du fait que f ′ est une immersion (4.6.11). Par suite, v est un
isomorphisme en vertu 4.6.10(ii) et 4.6.11 ; d’où la proposition.

Proposition 4.6.14. Si f : Y → X est une immersion d’espaces rigides cohérents
(4.2.1), f : Yad → Xad est un plongement, i.e., le foncteur f∗ : Yad → Xad est
pleinement fidèle ([1] IV 9.1). Si f est une immersion ouverte, f : Yad → Xad est
un plongement ouvert.

La première proposition a été déjà démontrée (4.6.13). Montrons la seconde
proposition. On sait que le foncteur canonique εX : Ad/X → Xad est exact à
gauche ([1] II 4.4.0) et que f est un monomorphisme de R (4.2.7). Par suite,
εX(Y, f) est un sous-objet de l’objet final de Xad ; autrement dit, εX(Y, f) est un
ouvert du topos Xad ([1] IV 8.3). D’après 4.4.3, le plongement de topos qui lui est
associé est le morphisme f : Yad → Xad ([1] IV 9.2.1).

Corollaire 4.6.15. Soient f : Y → X une immersion d’espaces rigides cohérents,
G un faisceau de Yad, q un point de Yad, p = fq. Alors le morphisme d’adjonction
f∗f∗ → idYad induit un isomorphisme

p∗(f∗(G)) ∼→ q∗(G). (4.6.15.1)

En effet, comme le foncteur f∗ : Yad → Xad est pleinement fidèle (4.6.14), le
morphisme d’adjonction f∗f∗ → idYad est un isomorphisme.
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Corollaire 4.6.16. Si f : Y → X est une immersion d’espaces rigides cohérents,
le foncteur Pt(Yad) → Pt(Xad) induit par f sur les catégories des points est
pleinement fidèle.

Cela résulte de 4.6.14 et ([1] IV 9.1.5).

Remarque 4.6.17. Soit f : Y → X une immersion de S, V�(f) : V�(Y) → V�(X)
l’application associée (4.6.4.4). Compte tenu de 4.5.15 et (4.6.4.5), l’énoncé 4.6.16
revient à dire que si x et y sont deux points de V�(Y), pour que y soit une spécia-
lisation de x, il faut et il suffit que V�(f)(y) soit une spécialisation de V�(f)(x) ;
ce qui implique que V�(f) est injectif. Cette propriété peut aussi se démontrer
directement. En effet, soit B′f la sous-catégorie strictement pleine de Bf définie
dans 4.6.11. D’après loc.cit., V�(f) s’identifie à l’application

lim←−
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B′

f

|Y′| → lim←−
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B′

f

|X′| (4.6.17.1)

obtenue par passage à la limite projective des f ′. La propriété en question est
satisfaite par chacun des morphismes f ′ (car ce sont des immersions), et elle est
préservée par passage à la limite projective sur B′f (cf. 4.5.14). Elle est donc
satisfaite par V�(f).

Proposition 4.6.18. Soient f : Y → X une immersion fermée de S, p un point de
Xrig

ad . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un point q de Yrig
ad tel que p  fq.

(ii) p∗f∗ est un foncteur fibre de Yrig
ad .

(iii) Il existe un faisceau G de Yrig
ad tel que p∗(f∗(G)) ne soit pas réduit à un

élément.

On sait (4.6.15) que (i) implique (ii). Il est clair que (ii) implique (iii). Il reste
à montrer que (iii) implique (i). Supposons qu’il n’existe aucun point q de Y

rig
ad tel

que p  fq, et montrons que pour tout faisceauG de Yrig
ad , p∗(f∗(G)) est réduit à un

élément. Compte tenu de 4.5.15 et (4.6.4.5), l’hypothèse revient à dire que l’image
canonique de p dans V�(X) n’est pas dans l’image de l’application V�(f) (4.6.4.4).
Considérons alors la description (4.6.17.1) de cette application. Pour tout objet
(Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) de B′f (4.6.11), posons Gψ = µψ∗(G) et pϕ = µϕp ; on identifie pϕ
à un point de X′. On rappelle que f ′ est une immersion fermée, et est donc injective
sur les espaces topologiques sous-jacents. Comme B′f est cofiltrante, l’hypothèse
implique que la sous-catégorie pleine de B′f formée des objets (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) tels
que pϕ ne soit pas dans l’image de f ′, est finale (i.e., le foncteur d’inclusion des
catégories opposées est cofinal) ; pour chacun de ces objets, p∗ϕ(f ′∗(Gψ)) est réduit
à un élément. D’autre part, il résulte de 4.5.29, 4.6.11 et (4.6.3.10) qu’on a

p∗(f∗(G))  lim−→
(Y′,ψ,X′,ϕ,f′)∈B′◦

f

p∗ϕ(f ′∗(Gψ)).

On en déduit que p∗(f∗(G)) est réduit à un élément.
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Proposition 4.6.19. Soient X un schéma formel idyllique quasi-compact, Y un
sous-schéma fermé de X, U l’ouvert X − Y de X ; notons U le schéma formel
induit par X sur U , f : Y → X et j : U → X les injections canoniques. Alors pour
tout faisceau G de Y

rig
ad , j∗(f∗(G)) est un objet final de U rig

ad .

Cela résulte de de la description du foncteur j∗ comme un foncteur restriction
(4.4.3) et du fait que U rig ×Xrig Yrig est vide (4.1.13).

Remarque 4.6.20. Sous les hypothèses de 4.6.19, le sous-topos Yrig
ad de Xrig

ad n’est
pas en général le fermé complémentaire de l’ouvert U rig

ad ([1] IV 9.3.5) (cf. 7.4.31).

Proposition 4.6.21. Soit f : Y → X une immersion ouverte d’espaces rigides
cohérents. Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit que le foncteur
f∗ : Yad → Xad soit une équivalence.

En effet, soit j : Y → X une immersion ouverte de S telle que X soit rig-
pur. Supposons que j∗ : Yrig

ad → Xrig
ad soit une équivalence. Alors l’application

j : V�(Y) → V�(X) est bijective (4.6.4.5). D’autre part, l’image de l’application
canonique V�(X) → |X| contient tous les points localement fermés de X en vertu
de 4.5.17 et 3.3.10. Par suite, j(Y) contient tous les points localement fermés de
X ; donc j est un isomorphisme.

4.7 Applications : II. Fibre rigide d’un module

Les notations du §4.5 sont en vigueur dans cette section sauf mention expresse du
contraire.

4.7.1. Le topos fibré Fais(S+, zar) (4.5.1.3) est annelé par la donnée pour tout objet
X de S+ de l’anneau OX, et pour tout morphisme f : X → Y de S+ du morphisme
canonique θf : OY → f∗(OX) ([1] VI 8.6.1). Nous conservons les notations du
(4.5.1), sauf pour les modules, nous utilisons la convention (1.1.11). En particulier,
l’isomorphisme (4.5.1.2) restreint à la catégorie des modules devient

zf,g : f−1g−1 ∼→ (gf)−1. (4.7.1.1)

Nous désignons par

z̃f,g : f∗g∗ ∼→ (gf)∗ (4.7.1.2)

l’isomorphisme canonique pour les foncteurs image réciproque au sens des modules.

4.7.2. Dans la suite de cette section, X désigne un objet de S. On note Mod(OX)
la catégorie des OX-modules et

Fais′(S+
/X, zar) → (S+

/X)◦ (4.7.2.1)

la catégorie fibrée obtenue par le changement de base de Fais′(S+, zar) (4.5.1.4)
au moyen du foncteur “source” (S+

/X
)◦ → (S+)◦.
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Proposition 4.7.3. Il existe un et un seul foncteur (1.1.1)

Θ: Mod(OX) → Hom(S+
/X

)◦((S
+
/X

)◦,Fais′(S+
/X
, zar)) (4.7.3.1)

tel que pour tout OX-module F , le (S+
/X

)◦-foncteur

Θ(F ) : (S+
/X)◦ → Fais′(S+

/X, zar)

associe à tout objet (Y, f ) de S+
/X le OY-module H 0

rig(f
∗F ) (2.10.1), et à tout

morphisme g : (Z, h) → (Y, f ) de S+
/X

le morphisme OY-linéaire

γg(F ) : H 0
rig(f

∗F ) → g∗(H 0
rig(h

∗F )) (4.7.3.2)

composé de

H 0
rig(f

∗F )
βg(f

∗F) �� g∗(H 0
rig(g

∗(f∗F )))
z̃g,f �� g∗(H 0

rig(h
∗F )) ,

où βg(f∗F ) est le morphisme (2.10.27.2) et z̃g,f est l’isomorphisme (4.7.1.2).

D’après 1.1.2, pour montrer l’existence de Θ(F ), il suffit de vérifier la relation
de cocycle (1.1.2.2), ce qui résulte de (2.10.28.2). La correspondance ainsi définie
est clairement fonctorielle en F .

4.7.4. Pour tout OX-module F , la restriction du foncteur Θ(F ) (4.7.3.1) à B◦X
définit un faisceau {(X′, ϕ) �→ H 0

rig(ϕ
∗F )} du topos total TX (4.5.19). On appelle

fibre rigide de F et on note F rig le faisceau de Xrig
ad défini par la formule

F rig = �∗({(X′, ϕ) �→ H 0
rig(ϕ

∗F )}), (4.7.4.1)

où � : Xrig
ad → TX est le morphisme canonique (4.5.21.2). On a un isomorphisme

fonctoriel (4.5.26.1)
F rig ∼→ lim−→

(X′,ϕ)∈B◦
X

µ∗ϕ(H 0
rig(ϕ

∗F )). (4.7.4.2)

4.7.5. Il résulte de 2.10.6, 2.10.27.6 et 4.5.31 que si A est une OX-algèbre, A rig

est un anneau de Xrig
ad . En particulier, (OX)rig est un anneau, que l’on note aussi

OXrig . De plus, la correspondance F �→ F rig est un foncteur de la catégorie des
OX-modules dans la catégorie des OXrig -modules.

On a un morphisme canonique de topos annelés (4.5.31.1)

�X : (Xrig
ad ,OXrig) → (Xzar,H

0
rig(OX)) (4.7.5.1)

dont le morphisme de topos sous-jacent est ρX (4.5.2.1). Il induit un morphisme
canonique de topos annelés que l’on note abusivement

ρX : (Xrig
ad ,OXrig) → (Xzar,OX). (4.7.5.2)
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Suivant la convention (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation
ρ−1

X pour désigner l’image réciproque au sens des faisceaux abéliens en réservant
la notation ρ∗X (resp. �∗X) pour l’image réciproque au sens des OX-modules (resp.
H 0

rig(OX)-modules).
Il résulte de (4.7.4.2) que pour tout OX-module F , on a des homomorphismes

fonctoriels

�∗X(H 0
rig(F )) = ρ−1

X (H 0
rig(F )) ⊗ρ−1

X (H 0
rig(OX)) OXrig → F rig, (4.7.5.3)

ρ∗X(F ) = ρ−1
X (F ) ⊗ρ−1

X (OX) OXrig → F rig. (4.7.5.4)

Proposition 4.7.6. Soient f : Y → X un morphisme de S tel que f rig soit un
isomorphisme, F un OX-module cohérent. Alors l’homomorphisme (2.10.27.2)

βf (F ) : H 0
rig(F ) → f∗(H 0

rig(f
∗F ))

est bijectif.

En effet, en vertu de 4.1.15 et (2.10.28.2), on peut se borner au cas où f ∈ B,
ce qui nous ramène au théorème 3.5.5.

Corollaire 4.7.7. Soient f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) une flèche de BX, F un OX-module
cohérent. Alors l’homomorphisme (4.7.3.2)

γf (F ) : H 0
rig(ϕ

∗F ) → f∗(H 0
rig(ψ

∗F ))

est bijectif.

Corollaire 4.7.8. Soient F un OX-module cohérent, (X′, ϕ) un objet de BX, U
un ouvert de X′, U le schéma formel induit par X′ sur U . Alors il existe des
isomorphismes canoniques fonctoriels

µϕ∗(F rig)  H 0
rig(ϕ

∗F ), (4.7.8.1)

Γ(U rig,F rig)  Γ(U,H 0
rig(ϕ

∗F )). (4.7.8.2)

En effet, l’isomorphisme (4.7.8.1) résulte de 4.5.22 et 4.7.7, et il implique
l’isomorphisme (4.7.8.2) car on a Γ(U rig,F rig) = Γ(U, µϕ∗(F rig)) (4.5.10.2).

Remarque 4.7.9. Soient A un anneau idyllique, X = Spf(A), J un idéal de défini-
tion de type fini de A, M un A-module cohérent, F = M∆.

(i) Il résulte de (4.7.8.2) et (2.10.5.1) qu’on a un isomorphisme canonique

Γ(Xrig,F rig) ∼→ Γ(Spec(A) − V(J), M̃). (4.7.9.1)

(ii) Soient a un idéal ouvert de type fini de A, (ai)0≤i≤n un système fini de
générateurs de a, ϕ : X′ → X l’éclatement de a∆ dans X, X′i l’ouvert maximal
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de X′ où ai engendre l’idéal inversible a∆OX′ (0 ≤ i ≤ n), X′ij = X′i ∩ X′j
(0 ≤ i, j ≤ n). Supposons que ϕ soit de présentation finie (par exemple,
si A est rig-pur (3.1.4)). Comme (X′rigi → Xrig)0≤i≤n est un recouvrement
admissible (4.3.9), la suite

0 → Γ(Xrig,F rig) →
∏

0≤i≤n
Γ(X′rigi ,F rig) ⇒

∏

0≤i,j≤n
Γ(X′rigij ,F rig) (4.7.9.2)

est exacte. Compte tenu de (4.7.8.2), on retrouve ainsi la suite exacte
(3.5.7.1), c’est à dire, l’énoncé originel du théorème d’acyclicité de Tate.

Proposition 4.7.10.

(i) Si F est un OX-module de type fini et rig-nul (2.10.1.4), F rig = 0.
(ii) Pour tout OX-module cohérent F , les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) F rig = 0.
(a′) H 0

rig(F ) = 0, i.e., F est rig-nul (2.10.10).
(b) Pour tout point rigide P de X (3.3.1), si l’on note i : P → X l’injection

canonique, on a (i∗F )rig = 0.
(b′) Pour tout point rigide P de X, si l’on note i : P → X l’injection cano-

nique, i∗F est rig-nul.

(i) En effet, il résulte de 2.10.10 que H 0
rig(ϕ

∗F ) = 0 pour tout (X′, ϕ) ∈
Ob(BX).

(ii) D’une part, les conditions (a) et (a′) sont équivalentes en vertu de (i)
et 4.7.8. De même, les conditions (b) et (b′) sont équivalentes. D’autre part, les
conditions (a′) et (b′) sont équivalentes d’après 3.3.13.

Proposition 4.7.11. Le foncteur F �→ F rig est exact sur la catégorie des OX-
modules cohérents.

On désigne par B′X la sous-catégorie pleine de BX formée des éclatements
dans X d’un idéal de définition cohérent de X ; elle est cofinale dans BX. Soit
0 → F1 → F2 → F3 → 0 une suite exacte de OX-modules cohérents. Pour tout
objet (X′, ϕ) de B′X, la suite

0 → H 0
rig(ϕ

∗F1) → H 0
rig(ϕ

∗F2) → H 0
rig(ϕ

∗F3) → 0

est exacte en vertu de 3.5.12. On en déduit par 4.5.30 que la suite 0 → F rig
1 →

F rig
2 → F rig

3 → 0 est exacte.

Corollaire 4.7.12. Soient J un idéal de définition cohérent de X, F un OX-
module cohérent, F son transformé strict (2.10.1.4). Alors les deux morphismes
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canoniques
(J F )rig → F rig → (F )rig

sont bijectifs.

Corollaire 4.7.13. Soit u : F → G un morphisme de OX-modules cohérents. Si
H 0

rig(u) est un isomorphisme, alors urig est un isomorphisme.

Cela résulte de 2.10.22(i) et 4.7.11.

4.7.14. Soient f : Y → X un morphisme de S+, f : Yrig
ad → Xrig

ad le morphisme de
topos associé (4.4.7.1), F un OX-module,

Y′
f ′

��

ψ

��

X′

ϕ

��
Y

f �� X

un objet de Bf (4.6.1). On note

uf ′(F ) : H 0
rig(ϕ

∗F ) → f ′∗(H
0

rig(ψ
∗(f∗F ))) (4.7.14.1)

le morphisme composé

H 0
rig(ϕ

∗F )
βf′ (ϕ

∗F)
�� f ′∗(H 0

rig(f
′∗(ϕ∗F )))

(4.7.1.2)
∼ �� f ′∗(H 0

rig(ψ
∗(f∗F ))) ,

où βf ′(ϕ∗F ) est le morphisme (2.10.27.2).
Supposons que F soit un OX-module cohérent ; donc f∗(F ) est un OY-

module cohérent (2.8.11). Compte tenu de 4.7.8, uf ′(F ) est un morphisme de
µϕ∗(F rig) dans f ′∗(µψ∗((f∗F )rig)). Il résulte de 4.7.3 que ces morphismes véri-
fient des relations de compatibilité du type (4.6.8.4). Donc en vertu de 4.6.9, ils
définissent un morphisme canonique fonctoriel en F

δ′f (F ) : F rig → f∗((f
∗F )rig). (4.7.14.2)

On désigne par

δf (F ) : f∗(F rig) → (f∗F )rig (4.7.14.3)

le morphisme adjoint de δ′f (F ).
Si A est une OX-algèbre cohérente, δf (A ) et δ′f (A ) sont des homomor-

phismes d’anneaux (2.10.27.6) ; en particulier, δf (OX) et δ′f (OX) sont des homo-
morphismes d’anneaux. D’autre part, δf (F ) est un di-homomorphisme de modules
relatif à l’homomorphisme δf (OX), et δ′f (F ) est un di-homomorphisme de modules
relatif à l’homomorphisme δ′f (OX).
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4.7.15. Soient g : Z → Y, f : Y → X deux morphismes de S+, h = fg, F un
OX-module cohérent. On laisse au lecteur le soin de vérifier que le diagramme

F rig
δ′h(F) ��

δ′f (F)

��

h∗((h
∗F )rig)

f∗((f
∗F )rig)

f∗(δ′g(f
∗F))

��
f∗(g∗((g

∗(f∗F ))rig))
(4.7.1.2) �� f∗(g∗((h

∗F )rig))

(4.4.7.2)

��
(4.7.15.1)

est commutatif. Par adjonction, il en est de même du diagramme

h∗(F rig)
δh(F) �� (h∗F )rig

g∗(f∗(F rig))

(4.4.7.3)

��

g∗(δf (F))
�� g∗((f∗F )rig)

δg(f
∗F) �� (g∗(f∗F ))rig

(4.7.1.2)

��
(4.7.15.2)

Si on note Fais′(S+
/X, ad) la catégorie fibrée obtenue par le changement de

base de Fais′(S+, ad) (4.4.7.5) au moyen du foncteur “source” (S+
/X

)◦ → (S+)◦, on
obtient ainsi un foncteur de la catégorie des OX-modules cohérents dans

Hom(S+
/X

)◦((S
+
/X

)◦,Fais′(S+
/X
, ad))

défini par (1.1.1)
F �→ {(Y, f) �→ (f∗F )rig}.

Proposition 4.7.16. Soient f : Y → X un morphisme de B, F un OX-module
cohérent. Alors les morphismes δf (F ) et δ′f (F ) sont des isomorphismes.

Comme f rig est un isomorphisme, il suffit de montrer que δ′f (F ) est un
isomorphisme. Si (Y′, ψ) est un objet de BY, (Y′, fψ) est un objet de BX (3.1.14).
Donc pour tout objet (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) de Bf (4.6.1), f ′ s’identifie à un morphisme
de BX. Par suite, le morphisme uf ′(F ) (4.7.14.1) est un isomorphisme en vertu
de 4.7.6, et la proposition résulte de 4.6.10(i).

Proposition 4.7.17. Soient f : Y → X une immersion ouverte de S, F un OX-
module cohérent. Alors le morphisme δf (F ) est un isomorphisme.

Considérons la catégorie Bf (4.6.1) et la sous-catégorie strictement pleine
B′f définie dans 4.6.11. En vertu de 4.6.10(ii) et 4.6.11, il suffit de montrer que,
pour tout (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) ∈ Ob(B′f ), le morphisme

u′f ′(F ) : f ′−1(H 0
rig(ϕ

∗F )) → H 0
rig(ψ

∗(f∗F ))
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adjoint de uf ′(F ) (4.7.14.1) est un isomorphisme. Cela résulte du fait que le
morphisme (2.10.27.1)

αf ′(ϕ∗F ) : f ′−1(H 0
rig(ϕ

∗F )) → H 0
rig(f

′∗(ϕ∗F ))

est un isomorphisme, car f ′ est une immersion ouverte.

Corollaire 4.7.18. Soient f : Y → X un morphisme de S, F un OX-module cohé-
rent. Si f rig est une immersion ouverte, le morphisme δf (F ) est un isomorphisme.

Cela résulte de (4.7.15.2), 4.7.16 et 4.7.17.

Proposition 4.7.19. Soient f : Y → X une immersion fermée de S, G un OY-
module cohérent, F = f∗(G ) (qui est un OX-module cohérent). Alors, si on iden-
tifie G et f∗(F ) par l’isomorphisme d’adjonction f∗f∗(G ) ∼→ G , les morphismes

δf (F ) : f∗(F rig) → G rig (4.7.19.1)

δ′f (F ) : F rig → f∗(G
rig) (4.7.19.2)

sont des isomorphismes.

Considérons la catégorie Bf (4.6.1) et la sous-catégorie strictement pleine
B′f définie dans 4.6.11. En vertu de 4.6.10 et 4.6.11, il suffit de montrer que, pour
tout (Y′, ψ,X′, ϕ, f ′) ∈ Ob(B′f ), le morphisme (4.7.14.1)

uf ′(F ) : H 0
rig(ϕ

∗F ) → f ′∗(H
0

rig(ψ
∗G ))

et le morphisme adjoint

u′f ′(F ) : f ′−1(H 0
rig(ϕ

∗F )) → H 0
rig(ψ

∗G )

sont bijectifs. Cela revient à montrer que les morphismes adjoints (2.10.27)

αf ′(ϕ∗F ) : f ′−1(H 0
rig(ϕ

∗F )) → H 0
rig(ψ

∗G )

βf ′(ϕ∗F ) : H 0
rig(ϕ

∗F ) → f ′∗(H
0

rig(ψ
∗G ))

sont bijectifs. Posons F ′ = f ′∗(ψ∗G ) et soit ν : ϕ∗(F ) → F ′ le morphisme de
changement de base. On a alors

αf ′(ϕ∗F ) = αf ′(F ′) ◦ f ′−1(H 0
rig(ν)),

βf ′(ϕ∗F ) = βf ′(F ′) ◦ H 0
rig(ν).

On rappelle que f ′ est une immersion fermée (3.2.3.7). Il résulte de la définition
(2.10.27.1) que αf ′(F ′) est un isomorphisme, et de 2.10.31.5 que βf ′(F ′) est un
isomorphisme. D’autre part, H 0

rig(ν) est un isomorphisme en vertu de 3.5.16, d’où
notre assertion.
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4.7.20. Soit f : X → Y un morphisme de S+. L’homomorphisme d’anneaux
δ′f (OY) (4.7.14.2) permet de considérer f comme un morphisme de topos annelés

f : (Xrig
ad ,OXrig) → (Yrig

ad ,OYrig). (4.7.20.1)

Suivant la convention (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation
f−1 pour designer l’image inverse au sens des faisceaux abéliens en réservant la no-
tation f∗ pour l’image inverse au sens des modules. Nous désignons par Rqf∗ (q ∈
N) les foncteurs dérivés du foncteur f∗ : Mod(Xrig

ad ,OXrig) → Mod(Yrig
ad ,OYrig)

pour les modules.

Remarque 4.7.21. Si f : X → Y est une immersion ouverte de S, le morphisme de
topos annelés f : (Xrig

ad ,OXrig) → (Yrig
ad ,OYrig) (4.7.20.1) s’identifie canoniquement

au morphisme de localisation relativement à f rig ([1] IV 11.2.1). Cela résulte de
4.4.3 et 4.7.17.

4.7.22. Le topos fibré Fais(S+, ad) (4.4.7.4) est annelé ([26] VI 8.6.1) par la donnée
pour tout objet X de S+ de l’anneau OXrig et pour tout morphisme f : Y → X de
S+ du morphisme δ′f (OX) : OXrig → f∗(OYrig). En effet, ces derniers vérifient les re-
lations de compatibilité requises (4.7.15.1). En particulier, le topos fibré Fais(S, ad)
(4.4.7.6) est canoniquement annelé.

Proposition 4.7.23. Soit f : X → Y un morphisme de S+. Pour tout OY-module
cohérent G , le morphisme

f∗(G rig) = f−1(G rig) ⊗f−1(OYrig ) OXrig → (f∗G )rig (4.7.23.1)

déduit de δf (G ) est un isomorphisme.

La question étant locale sur X et sur Y (4.7.21 et 4.7.17), on peut supposer
que l’on a une suite exacte de OY-modules Om

Y → On
Y → G → 0. Il résulte de

4.7.11 qu’on a une suite exacte Om
Yrig → On

Yrig → G rig → 0 et un diagramme
commutatif à lignes exactes

f∗(Om
Yrig) ��

u2

��

f∗(On
Yrig) ��

u1

��

f∗(G rig) ��

u

��

0

(Om
X )rig �� (On

X)rig �� (f∗G )rig �� 0

Il est évident que u1 et u2 sont des isomorphismes ; donc il en est de même de u.

4.7.24. Soit f : X → Y un morphisme de S+. Il résulte de (4.5.2.2) et des défini-
tions que le diagramme de morphismes de topos annelés

(Xrig
ad ,OXrig)

f
��

�X

��

(Yrig
ad ,OYrig)

�Y

��
(Xzar,H 0

rig(OX))
fg �� (Yzar,H 0

rig(OY))

(4.7.24.1)
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où fg est le morphisme (2.10.29.1) et �X et �Y sont les morphismes (4.7.5.1), est
commutatif à isomorphisme canonique près. Il en est alors de même du diagramme
de morphismes de topos annelés

(Xrig
ad ,OXrig)

f
��

ρX

��

(Yrig
ad ,OYrig)

ρY

��
(Xzar,OX)

f �� (Yzar,OY)

(4.7.24.2)

Proposition 4.7.25. Pour tout OX-module cohérent F , le morphisme canonique
(4.7.5.4)

ρ∗X(F ) → F rig

est un isomorphisme.

La question étant locale (4.7.24.2 et 4.7.17), on peut supposer que l’on a une
suite exacte de OX-modules Om

X → On
X → F → 0. Il résulte de 4.7.11 qu’on a un

diagramme commutatif

ρ∗X(Om
X ) ��

u2

��

ρ∗X(On
X) ��

u1

��

ρ∗X(F ) ��

u

��

0

Om
Xrig

�� On
Xrig

�� F rig �� 0

dont les lignes sont exactes. Comme u1 et u2 sont clairement des isomorphismes,
u est un isomorphisme.

Corollaire 4.7.26. Soient u : F → G un morphisme de OX-modules cohérents,
v : F rig → G rig un morphisme OXrig-linéaire. Supposons le diagramme

H 0
rig(F )

ρX∗(v) �� H 0
rig(G )

F
u ��

cF

��

G

cG

��

déduit de (4.7.8.1) commutatif, où cF et cG sont les morphismes canoniques (par
exemple si H 0

rig(u) = ρX∗(v)) ; alors v = urig.

En effet, par adjonction, le diagramme

F rig v �� G rig

ρ∗X(F )

��

ρ∗X(u) �� ρ∗X(G )

��

où les flèches verticales sont les morphismes (4.7.5.4), est commutatif. Il en résulte
par 4.7.25 que v = urig.



294 Chapitre 4. Géométrie rigide

Corollaire 4.7.27. Le morphisme de topos annelés ρX : (Xrig
ad ,OXrig) → (Xzar,OX)

est plat.

En effet, OX étant cohérent (2.8.1) et Xrig
ad ayant suffisamment de points

(4.4.6), on se ramène à vérifier la condition 1.3.17(ii) pour tout ouvert de X. Il
suffit alors de montrer que le foncteur F �→ ρ∗X(F ) est exact sur la catégorie des
OX-modules cohérents ((4.7.24.2) et 4.7.17), ce qui résulte de 4.7.25 et 4.7.11.

Corollaire 4.7.28. Supposons que X admette localement un idéal de définition mo-
nogène.

(i) Pour tout OX-module cohérent F , le morphisme canonique (4.7.5.3)

�∗X(H 0
rig(F )) → F rig

est un isomorphisme.
(ii) Le morphisme de topos annelés �X : (Xrig

ad ,OXrig) → (Xzar,H 0
rig(OX)) est plat.

(i) Cela résulte de 2.10.19(i) et 4.7.25.
(ii) En effet, H 0

rig(OX) étant cohérent (2.10.24) et Xrig
ad ayant suffisamment

de points (4.4.6), on se ramène à vérifier la condition 1.3.17(ii) pour tout ouvert
de X. Il suffit alors de vérifier que le foncteur F �→ �∗X(H 0

rig(F )) est exact sur
la catégorie des OX-modules cohérents (2.10.24(iii), (4.7.24.1) et 4.7.17), ce qui
résulte de (i) et 4.7.11.

Corollaire 4.7.29. Soient F , G deux OX-modules cohérents. Alors il existe des
isomorphismes fonctoriels

(F ⊗OX G )rig ∼→ F rig ⊗O
Xrig G rig, (4.7.29.1)

(H omOX(F ,G ))rig ∼→ H omO
Xrig (F rig,G rig). (4.7.29.2)

De plus, si X admet localement un idéal de définition monogène, l’application
u �→ ρX∗(u) est un isomorphisme fonctoriel

HomOXrig (F rig,G rig) ∼→ HomH 0
rig(OX)(H

0
rig(F ),H 0

rig(G )). (4.7.29.3)

L’isomorphisme (4.7.29.1) résulte de 4.7.25 et ([1] IV 13.4.4). L’isomorphisme
(4.7.29.2) découle de 4.7.25 et 4.7.27, en calquant la preuve de ([28] 0.5.7.6). L’iso-
morphisme (4.7.29.3) s’interprète comme un isomorphisme d’adjonction compte
tenu de (4.7.8.2) et 4.7.28(i).

4.7.30. Soit AX l’anneau �∗(OXrig) du topos total TX (4.5.19), où � : Xrig → TX

est le morphisme (4.5.21.2). On a AX = {(X′, ϕ) �→ H 0
rig(OX′)} (4.5.22 et 4.7.8).

On désigne encore par

� : (Xrig,OXrig) → (TX, AX) (4.7.30.1)
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le morphisme de topos annelés déduit de �. On a �−1(AX) = OXrig (4.5.24) et
par suite, l’image réciproque pour les modules est isomorphe à l’image réciproque
pour les faisceaux abéliens.

Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), on désigne encore par

µϕ : (Xrig,OXrig) → (X′zar,H
0

rig(OX′)) (4.7.30.2)

le morphisme de topos annelés déduit de (4.5.10.2) et (4.7.4.2). Suivant la conven-
tion (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation µ−1

ϕ pour designer l’image
inverse au sens des faisceaux abéliens en réservant la notation µ∗ϕ pour l’image in-
verse au sens des modules.

Les énoncés 4.7.31 et 4.7.32 qui suivent sont calqués sur ([1] VI 8.7.2 et 8.7.3).

Lemme 4.7.31. Les hypothèses étant celles de (4.7.30), soient de plus f : X → Y
un morphisme de S+, {(X′, ϕ) �→ Fϕ} un AX-module injectif. Alors �∗({(X′, ϕ) �→
Fϕ}) est un OXrig-module acyclique pour f∗ et pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), Fϕ
est flasque.

Soit (X′, ϕ) ∈ Ob(BX). Le topos fibré

(FX)/X′ → (BX)/(X′,ϕ)

est déduit de FX → BX par le changement de base (BX)/(X′,ϕ) → BX. Le topos
total de (FX)/X′ s’identifie au topos localisé (TX)/X′ (1.1.6). Le faisceau {(X′′, ψ) �→
Fψ} étant injectif est flasque ([1] V 4.6). Sa restriction au topos (TX)/X′ est flasque
([1] V 4.11). Le foncteur de restriction de (TX)/X′ à X′zar (4.5.18) est un foncteur
image directe par un morphisme de topos ([1] VI 7.4.12). Par suite, il transforme
les modules flasques en modules flasques ([1] V 4.9). Donc Fϕ est flasque.

Montrons la première assertion du lemme. Posons G′ = �∗({(X′, ϕ) �→ Fϕ}).
D’après ([1] VI 8.5.3.1), pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), on a

µϕ∗(G′)  lim−→
g : (X′′,ψ)→(X′,ϕ)

g∗(Fψ).

On notera que les conditions de loc. cit. sont satisfaites (4.5.1 et [1] VI 8.5.11).
Pour tout morphisme h : X′ → Z de S+, on note Rqh∗ (q ∈ N) les foncteurs dérivés
du foncteur h∗ : Mod(X′zar,OX′) → Mod(Zzar,OZ). Ces foncteurs commutent aux
limites inductives filtrantes (4.5.1 et [1] VI 5.1). On voit donc que le faisceau G′

vérifie la propriété suivante :

(P) Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX) et tout morphisme h : X′ → Z de S+, µϕ∗(G′)
est h∗-acyclique.

Il suffit de montrer que tout OXrig -module G′ qui vérifie la propriété (P) est
f∗-acyclique. Comme les injectifs vérifient la propriété (P), il suffit de vérifier les
deux propriétés suivantes ([1] V 0.4) : pour toute suite exacte 0 → G′ → G →
G′′ → 0 où G′ et G vérifient la propriété (P), (a) G′′ vérifie la propriété (P) et
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(b) f∗(G) → f∗(G
′′) est un épimorphisme. Posons K = coker(�∗(G′) → �∗(G)),

de sorte que K est la section {(X′, ϕ) �→ Kϕ = coker(µϕ∗(G′) → µϕ∗(G))}. Pour
tout morphisme g : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) de BX, on a un diagramme commutatif

0 �� g∗(µψ∗(G′)) �� g∗(µψ∗(G)) �� g∗(Kψ) �� 0

0 �� µϕ∗(G′) ��

��

µϕ∗(G) ��

��

Kϕ
��

��

0

Comme µψ∗(G′) est g∗-acyclique, la suite horizontale du haut est exacte. Comme
{(X′, ϕ) �→ µϕ∗(G′)} et {(X′, ϕ) �→ µϕ∗(G)} sont des sections cartésiennes, les
deux premiers morphismes verticaux sont des isomorphismes. Par suite, le mor-
phisme canonique Kϕ → g∗(Kψ) est un isomorphisme et {(X′, ϕ) �→ Kϕ} est une
section cartésienne. Donc K est de la forme �∗(K ′) et les morphismes canoniques
�∗(G) → K et K → �∗(G′′) sont de la forme �∗(u) et �∗(v), car �∗ est pleine-
ment fidèle (4.5.21.3). Comme �∗ est exact et que �∗�∗ est isomorphe à l’identité
(4.5.24), v est un isomorphisme et par suite �∗(v) est un isomorphisme. La suite
0 → �∗(G′) → �∗(G) → �∗(G′′) → 0 est donc exacte et par suite, pour tout
(X′, ϕ) ∈ Ob(BX), la suite 0 → µϕ∗(G′) → µϕ∗(G) → µϕ∗(G′′) → 0 est exacte. On
en déduit aussitôt que G′′ vérifie la propriété (P). Soit (X′, ϕ,Y, ψ, f ′) un objet
de Bf (4.6.1) :

X′
f ′

��

ϕ

��

Y′

ψ

��
X

f �� Y

Comme µϕ∗(G′) est f ′∗-acyclique, la suite 0 → f ′∗(µϕ∗(G
′)) → f ′∗(µϕ∗(G)) →

f ′∗(µϕ∗(G′′)) → 0 est exacte. De plus, on a un isomorphisme (4.6.5.1)

f∗  lim−→
(X′,ϕ,Y′,ψ,f′)∈B◦

f

µ−1
ψ f ′∗µϕ∗.

Le foncteur µ−1
ψ est exact et les limites inductives filtrantes sont exactes. Donc la

suite 0 → f∗(G
′) → f∗(G) → f∗(G

′′) → 0 est exacte.

Théorème 4.7.32. Les hypothèses étant celles de (4.7.30), soient de plus f : X → Y
un morphisme de S+, {(X′, ϕ) �→ Fϕ} un AX-module. Pour tout entier q ≥ 0, on
a un isomorphisme fonctoriel

Rqf∗(�
∗({(X′, ϕ) �→ Fϕ}))  lim−→

(X′,ϕ,Y′,ψ,f′)∈B◦
f

µ∗ψ(Rqf ′∗(Fϕ)), (4.7.32.1)

où Bf est la catégorie définie dans (4.6.1).
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On a �−1(AX) = OXrig , et par suite l’image réciproque pour les modules
est isomorphe à l’image réciproque pour les faisceaux abéliens ; et de même pour
Y. On en déduit par (4.5.26.1) que pour tout AY-module {(Y′, ψ) �→ Gψ}, le
morphisme canonique

lim−→
(Y′ ,ψ)∈B◦

Y

µ−1
ψ (Gψ)  lim−→

(Y′,ψ)∈B◦
Y

µ∗ψ(Gψ) (4.7.32.2)

est un isomorphisme. Donc en vertu de 4.6.2(ii), le morphisme canonique

lim−→
(X′,ϕ,Y′ ,ψ,f′)∈B◦

f

µ−1
ψ (Gψ)  lim−→

(X′,ϕ,Y′,ψ,f′)∈B◦
f

µ∗ψ(Gψ) (4.7.32.3)

est aussi un isomorphisme. D’autre part, on a un isomorphisme canonique (4.6.6.1)

f∗(�
∗({(X′, ϕ) �→ Fϕ}))  lim−→

(X′,ϕ,Y′,ψ,f′)∈B◦
f

µ−1
ψ (f ′∗(Fϕ)). (4.7.32.4)

Comme pour tout injectif {(X′,ϕ) �→Fϕ}, les Fϕ sont flasques et �∗({(X′,ϕ) �→
Fϕ}) est f∗-acyclique (4.7.31), on a un isomorphisme

Rqf∗(�
∗({(X′, ϕ) �→ Fϕ}))  lim−→

(X′,ϕ,Y′,ψ,f′)∈B◦
f

µ−1
ψ (Rqf ′∗(Fϕ)). (4.7.32.5)

La formule (4.7.32.1) résulte alors de (4.7.32.3) et (4.7.32.5).

Corollaire 4.7.33. Soient f : X → Y un morphisme de S+, F un OXrig-module.
Pour tout entier q ≥ 0, on a un isomorphisme fonctoriel

Rqf∗(F )  lim−→
(X′,ϕ,Y′,ψ,f′)∈B◦

f

µ∗ψ(Rqf ′∗(µϕ∗(F ))). (4.7.33.1)

Remarque 4.7.34. Soient f : X → Y un morphisme de S+, (X′, ϕ,Y′, ψ, f ′) un
objet de Bf .

(i) On peut remplacer dans (4.7.32.1) et (4.7.33.1) le foncteur µ∗ψ par le foncteur
µ−1
ψ .

(ii) Il résulte de 4.6.7 que le morphisme µ∗ψRqf ′∗µϕ∗ → Rqf∗ déduit de (4.7.33.1)
est l’adjoint du morphisme composé

Rqf ′∗µϕ∗ → Rq(f ′µϕ)∗
∼→ Rq(µψf)∗ → µψ∗Rqf∗,

où le premier et le dernier morphismes proviennent de la suite spectrale de
Cartan-Leray et l’isomorphisme central de (4.6.3.10).
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4.7.35. Soient f : X → Y un morphisme de S+, F un OX-module. Le diagramme
(4.7.24.2) induit, pour tout q ≥ 0, un morphisme de changement de base (1.2.3.3)

κq : ρ∗Y(Rqf∗F ) → Rqf∗(ρ
∗
XF ). (4.7.35.1)

Si f est propre de présentation finie et si F est cohérent, les OY-modules Rqf∗F
sont cohérents (2.11.5). Donc compte tenu de 4.7.25, le morphisme (4.7.35.1) s’écrit
aussi sous la forme

κq : (Rqf∗F )rig → Rqf∗(F
rig). (4.7.35.2)

Proposition 4.7.36. Soient f : X → Y un morphisme propre de S, F un OX-module
cohérent. Alors le morphisme (4.7.35.2)

κ0 : (f∗F )rig → f∗(F
rig)

est un isomorphisme.
Si de plus, Y admet localement un idéal de définition monogène, alors pour

tout q ≥ 0, le morphisme (4.7.35.2)

κq : (Rqf∗F )rig → Rqf∗(F
rig)

est un isomorphisme.

On a des isomorphismes fonctoriels ((4.7.4.2) et (4.7.33.1))

(Rqf∗F )rig  lim−→
(Y′ ,ψ)∈B◦

Y

µ∗ψ(H 0
rig(ψ

∗(Rqf∗F ))), (4.7.36.1)

Rqf∗(F
rig)  lim−→

(X′,ϕ,Y′,ψ,f′)∈B◦
f

µ∗ψ(Rqf ′∗(H
0

rig(ϕ
∗F ))). (4.7.36.2)

On notera que dans ces formules, on peut remplacer le foncteur µ∗ψ par le fonc-
teur µ−1

ψ . Il résulte de 4.7.34(ii) et de la définition de κq qu’on a un diagramme
commutatif

(Rqf∗F )rig κq �� Rqf∗(F
rig)

ρ∗Y(Rqf∗F ) bq ��

aq

��

�∗Y(Rqf∗(H 0
rig(F )))

cq

��
(4.7.36.3)

où aq est le morphisme (4.7.5.4), bq est le morphisme canonique et cq provient de
(4.7.36.2).

D’après 2.10.31.2 et (3.5.16.1), pour tout objet (X′, ϕ,Y′, ψ, f ′) de Bf , on a
des isomorphismes fonctoriels

H 0
rig(ψ

∗(f∗F )) ∼→ H 0
rig(f

′
∗(ϕ
∗F )) ∼→ f ′∗(H

0
rig(ϕ

∗F )).
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Appliquant le foncteur µ∗ψ et prenant la limite inductive sur la catégorie B◦f (on
laissera au lecteur le soin de vérifier les compatibilités), on obtient un isomorphisme
fonctoriel u : (f∗F )rig ∼→ f(F rig) (4.6.2(ii)). Par définition, le diagramme

(f∗F )rig u �� f∗(F
rig)

ρ∗Y(f∗F ) b′ ��

a0
��������������

�∗Y(H 0
rig(f∗F )) b′′ ��

d0

��

�∗Y(f∗(H 0
rig(F )))

c0

��
(4.7.36.4)

où b′ est le morphisme canonique, b′′ provient de (2.10.31.1) et d0 provient de
(4.7.36.1), est commutatif. Comme a0 est un isomorphisme (4.7.25) et que b0 =
b′′ ◦ b′, on déduit de (4.7.36.3) et (4.7.36.4) que κ0 = u ; par suite κ0 est un
isomorphisme.

Si Y admet localement un idéal de définition monogène, pour montrer que
κq est un isomorphisme pour tout q ≥ 0, il suffit de calquer la preuve dans le cas
où q = 0 en remplaçant 2.10.31.2 par (2.10.34.1) et (3.5.16.1) par (3.5.16.2).

Remarque 4.7.37. J’ignore si dans 4.7.36, la condition que Y admet localement
un idéal de définition monogène est nécessaire dans le cas où q ≥ 1.

4.8 Modules cohérents sur les espaces rigides cohérents

4.8.1. Nous munirons le topos fibré Fais(R, ad) (4.4.2.3) d’une structure annelée
canonique ([1] VI 8.6.1), c’est à dire d’une section en anneaux de la catégorie fi-
brée Fais′(R, ad) (4.4.2.4). Cela revient à associer à tout objet X de R un anneau
OX de Xad, et à tout morphisme f : X → Y de R un homomorphisme d’anneaux
θf : OY → f∗(OX ) vérifiant des relations de compatibilité. Rappelons (4.4.7.6) que
le changement de base de la catégorie fibrée Fais′(R, ad) par le foncteur de locali-
sation Q◦ : S◦ → R◦ s’identifie canoniquement à Fais′(S, ad). Nous démontrerons
alors qu’il existe une section en anneaux de Fais′(R, ad), unique à isomorphisme
unique près, telle que la section de Fais′(S, ad) déduite par changement de base soit
celle définie dans (4.7.22). Plus précisément, nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.8.2. Les notations étant celles de (4.8.1), il existe une section en an-
neaux de Fais′(R, ad), unique à isomorphisme unique près, telle que les conditions
suivantes soient remplies :

(i) Pour tout X ∈ Ob(S), OXrig est l’anneau défini dans (4.7.4.1).
(ii) Pour tout morphisme f : X → Y de S, θfrig est l’homomorphisme δ′f (OY)

(4.7.14.2).

Cela résulte facilement de la description (4.1.7) de la catégorie R, de
(4.7.15.1) et du fait que pour tout morphisme f : X → Y de B, δ′f (OY) est un
isomorphisme (4.7.16).
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4.8.3. Si f : X → Y est un morphisme d’espaces rigides cohérents, nous notons
encore

f : (Xad,OX) → (Yad,OY ) (4.8.3.1)

le morphisme de topos annelés déduit de l’homomorphisme θf : OY → f∗(OX).
Suivant la convention (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation f−1

pour désigner l’image réciproque au sens des faisceaux abéliens en réservant la
notation f∗ pour l’image réciproque au sens des modules. Nous désignons par Rqf∗
(q ∈ N) les foncteurs dérivés du foncteur f∗ : Mod(Xad,OX) → Mod(Yad,OY )
pour les modules.

Proposition 4.8.4. Si f : X → Y est une immersion ouverte d’espaces rigides
cohérents, le morphisme (4.8.3.1) s’identifie au morphisme de localisation relati-
vement à f ([1] IV 11.2.1). En particulier, si f est un isomorphisme, (4.8.3.1) est
une équivalence de topos annelés.

Cela résulte de 4.4.3 et 4.7.18.

4.8.5. Soient X un objet de S, J un idéal de définition cohérent de X, F un
OX-module, X = Xrig, p un point de Xad. Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), posons
pϕ = µϕp (4.5.10.2) que l’on identifie à un point de X′, de sorte que le système
projectif (pϕ) est l’image de p dans V�(X) (4.5.15). Soient A = OX,pid , J = Jpid ,
F = Fpid , Aϕ = OX′,pϕ . D’après (4.7.4.2), on a un isomorphisme canonique

F rig
p

∼→ lim−→
(X′,ϕ)∈B◦

X

(H 0
rig(ϕ

∗F ))pϕ . (4.8.5.1)

D’autre part, on a un isomorphisme canonique (2.10.2.1)

(H 0
rig(ϕ

∗F ))pϕ
∼→ lim−→

n∈N

HomAϕ(JnAϕ, F ⊗A Aϕ). (4.8.5.2)

Supposons J principal engendré par t ∈ A. Le sous-module de J-torsion de Aϕ
est de type fini d’après 2.10.2(ii) et 2.10.14. Donc en vertu de 1.8.34(a), on a un
isomorphisme canonique

lim−→
n∈N

HomAϕ(JnAϕ, F ⊗A Aϕ) ∼→ F ⊗A Aϕ[t−1]. (4.8.5.3)

Posons Op = lim−→ Aϕ. On en déduit un isomorphisme canonique ([28] 0.6.1.5)

F rig
p

∼→ F ⊗A Op[t−1]. (4.8.5.4)

En particulier, on a
OX,p

∼→ Op[t−1]. (4.8.5.5)
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Proposition 4.8.6. Pour tout espace rigide cohérent X, le topos (Xad,OX) est
localement annelé.

On peut clairement se borner au cas où X = Xrig et X est un objet rig-pur de
S, ayant un idéal de définition inversible J (4.8.4). Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX),
X′ est rig-pur (3.1.4) ; donc J OX′ est inversible. Soit p un point deXad. Reprenons
les notations de 4.8.5. Par hypothèse J est principal, engendré par t ∈ A. Comme
les anneaux Aϕ sont locaux ainsi que les homomorphismes de transition, leur
limite inductive Op est un anneau local ([28] 0.6.1.4). L’idéal JOp est contenu
dans l’idéal maximal de Op. Supposons qu’il existe s ∈ Op tel que st = 0. Il
existe un objet (X′, ϕ) de BX tel que s ∈ Aϕ et que st = 0 dans Aϕ ; donc
s = 0 car JAϕ est inversible. Par suite, JOp est inversible. On munit Op de la
topologie JOp-préadique. Soit I un idéal ouvert de type fini de Op. Il est clair que
I provient d’un idéal ouvert cohérent A sur un ouvert U ′ de X′, pour un objet
(X′, ϕ) de BX. Compte tenu de 2.8.16, on peut supposer A défini sur tout X′. Soit
f : X′′ → X′ l’éclatement de A dans X′. En vertu de 3.1.4, f est un morphisme
de S et f∗(A )OX′′ est inversible. Par suite I est monogène ; et comme JOp est
inversible et que I est ouvert, I est inversible. Donc l’anneau topologique Op est
prévaluatif (1.9.1), et la proposition est une conséquence de 1.9.4(i) et (4.8.5.5).

4.8.7. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type fini de A,
X = Spf(A), P un point rigide fermé de X. Rappelons que P détermine un point
fermé p de Spec(A)−V(J) (3.3.2). Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX), il existe un unique
point rigide fermé Qϕ de X′ relevant P (3.3.7). Pour tout morphisme f : (X′′, ψ) →
(X′, ϕ) de BX, on a f(Qψ) = Qϕ (3.3.5). Soient SX la catégorie définie dans 4.5.3,
A la sous-catégorie pleine de SX formée des triplets (X′, U, ϕ) tels que (X′, ϕ) soit
un objet de BX et que U soit un ouvert formel affine de X′ contenant Qϕ. Alors
A est une catégorie cofiltrante, fibrée au-dessus de BX. Pour tout i = (X′, U, ϕ) ∈
Ob(A), posons Bi = Γ(U,OX′). Comme Bi est idyllique (2.6.12), Qϕ détermine
un point fermé qi de Spec(Bi) − V(JBi), qui est évidemment au-dessus de p.
De plus, A/p et Bi/qi ont même corps de fractions (3.3.7). Pour tout morphisme
f : i→ j de A, notons uij : Bj → Bi l’homomorphisme canonique. On a clairement
u−1
ij (qi) = qj. Par suite, i �→ (Bi)qi est un foncteur de A◦ dans la catégorie des
Ap-algèbres locales dont les homomorphismes sont locaux. On pose alors

B = lim−→
i∈A◦

(Bi)qi . (4.8.7.1)

Proposition 4.8.8.

(i) L’anneau B est local et noethérien, et son corps résiduel est canoniquement
isomorphe au corps des fractions de A/p.

(ii) L’homomorphisme structural v : Ap → B est local et fidèlement plat.
(iii) Si on note (Ap)∧ et B̂ les séparés complétés des anneaux locaux Ap et B

pour les topologies définies par leurs idéaux maximaux respectifs, l’homomor-
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phisme v̂ : (Ap)∧ → B̂ déduit de v par prolongement aux complétés est un
isomorphisme.

On désigne par A′ la sous-catégorie pleine de A formée des triplets (X′, U, ϕ)
tels que ϕ soit l’éclatement dans X d’un idéal de définition cohérent. Il est clair
que A′◦ est filtrante et cofinale dans A◦. En vertu de 3.3.6, pour tout i ∈ Ob(A′),
l’homomorphisme structural Ap → (Bi)qi induit un isomorphe entre les séparés
complétés de ces anneaux locaux. On en déduit un homomorphisme local cano-
nique

ui : (Bi)qi → (Ap)∧.

Ces homomorphismes sont clairement compatibles aux morphismes de transition
du système inductif des (Bi)qi . Comme (Bi)qi est noethérien (1.10.2), ui est plat
([12] chap. III §3.4 théo. 3), et donc fidèlement plat ([28] 0.6.6.1). Notons

u : B = lim−→
i∈A′◦

(Bi)qi → (Ap)∧

la limite inductive des ui, et û : B̂ → (Ap)∧ l’homomorphisme déduit de u par
prolongement aux complétés.

En vertu de ([28] 0.6.1.4), B est un anneau local, d’idéal maximal m =
lim−→ qi(Bi)qi et de corps résiduel canoniquement isomorphe au corps de fractions
de A/p ; en particulier, v est local. D’autre part, u est local et plat ([12] chap. I
§2.7 prop. 9), donc fidèlement plat ([28] 0.6.6.1). Comme (Ap)∧ est noethérien (car
Ap est noethérien (1.10.2)), B est noethérien ([12] chap. I §3.5 cor. de la prop. 8),
d’où la proposition (i).

Comme u ◦ v est le morphisme canonique Ap → (Ap)∧, on a û ◦ v̂ = id(Ap)∧ .
Pour tout i ∈ Ob(A′), v̂ ◦ ui est le morphisme canonique (Bi)qi → B̂ ; donc
v̂ ◦ û = idB̂ . Par conséquent, û et v̂ sont des isomorphismes inverses l’un de
l’autre, d’où la proposition (iii). On en déduit que v est plat ([12] chap. III §5.4
prop. 4), et donc fidèlement plat puisqu’il est local, d’où la proposition (ii).

Proposition 4.8.9. Les hypothèses sont celles de (4.8.7). Notons p le point de Xrig
ad

associé à P (4.4.5) et considérons OXrig,p comme une A-algèbre par l’homomor-
phisme déduit de (4.7.5.2). Alors :

(i) On a un isomorphisme canonique de A-algèbres OXrig,p  B.
(ii) L’anneau OXrig ,p est local et noethérien.
(iii) L’homomorphisme structural A → OXrig,p induit un homomorphisme local

et fidèlement plat Ap → OXrig,p dont le prolongement aux complétés est un
isomorphisme.

Compte tenu de 4.8.8, il suffit de montrer la proposition (i). Quitte à rempla-
cer X par U et P par Qϕ pour un objet (X′, U, ϕ) de A (4.8.4), on peut supposer A
rig-pur et J principal engendré par un élément t ∈ A. Pour tout (X′, ϕ) ∈ Ob(BX),
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on note A(X′,ϕ) la catégorie-fibre de A en (X′, ϕ). En vertu de 4.5.17 et (4.8.5.5),
on a un isomorphisme canonique de A-algèbres

OXrig,p
∼→ lim−→

(X′,ϕ)∈B◦
X

lim−→
i∈A◦

(X′,ϕ)

Bi[t−1].

Ce dernier objet, que l’on note C, peut être interprété comme une limite inductive
sur la catégorie A◦. On a donc un isomorphisme canonique de A-algèbres

OXrig,p
∼→ lim−→

i∈A◦
Bi[t−1] = C.

Soient i = (X′, U, ϕ) ∈ Ob(A), s ∈ Bi − qi. Montrons que l’image de s est
inversible dans C. On note que Bi/qi est un ordre 1-valuatif (1.11.8). Soit R la
clôture intégrale de Bi/qi dans son corps des fractions. Comme R est un anneau
1-valuatif (1.11.4), il existe deux entiers m ≥ 1, n ≥ 0 et une unité α de R tels
qu’on ait sm = tnα dans R.

Si n = 0, s n’appartient pas à l’idéal maximal de Bi/qi ([12] chap. V §2.1
prop. 1). Par suite, l’ouvert formel affine V = Spf((Bi){s}) de Spf(Bi) contient
Qϕ ; donc j = (X′, V, ϕ) est un objet de A au-dessus de i. Comme uji(s) est
clairement inversible dans Bj = (Bi){s}, s est inversible dans C.

Supposons n ≥ 1 et considérons l’idéal ouvert I = (sm, tn) de Bi. Il existe
alors un idéal ouvert cohérent I de X′ tel que I |U = I∆ (2.8.16). L’éclatement
de I dans X′ est un objet (X′′, ψ) de BX au-dessus de (X′, ϕ) (3.1.14). En vertu
de 3.1.7(ii), il existe deux ouverts formels affines V = Spf(S) et V ′ = Spf(S′)
de X′′ qui forment un recouvrement de l’image réciproque de U , et deux sections
h ∈ S et h′ ∈ S ′ tels qu’on ait sm = htn dans S et tn = h′sm dans S′. Il résulte
de 3.2.6 et de la relation sm = tnα dans R, que Qψ est contenu dans V ∩ V ′. On
en déduit, comme dans le cas précédent, que l’ouvert formel affine W = Spf(S{h})
de V contient Qψ ; donc k = (X′′,W, ψ) est un objet de A au-dessus de j. Comme
ukj(h) est clairement inversible dans Bk = S{h}, s est inversible dans C.

On a démontré que la flèche canonique Bi → C se factorise à travers (Bi)qi .
Par suite, l’homomorphisme canonique

ρ : C = lim−→
i∈A◦

Bi[t−1] → lim−→
i∈A◦

(Bi)qi = B

admet une section ; il est donc surjectif. D’autre part, B et C sont des anneaux
locaux (4.8.8(i) et 4.8.6) ; donc ρ est un homomorphisme local. Comme ρ est plat
([12] chap. I §2.7 prop. 9), il est fidèlement plat ([28] 0.6.6.1), et donc injectif. Par
suite, ρ est un isomorphisme, d’où la proposition (i).

Corollaire 4.8.10. Soient X un espace rigide cohérent, p un point rigide de Xad

(4.4.5). Alors OX,p est un anneau local noethérien.

En effet, si X = Xrig où X est un objet de S, alors p est associé à un point
rigide P de X (4.1.20), et l’assertion résulte de 4.8.9.



304 Chapitre 4. Géométrie rigide

Corollaire 4.8.11. Soient A un ordre 1-valuatif, K le corps des fractions de A,
P = Spf(A) ; alors Γ(Prig,OPrig) = K.

Cela résulte de (4.7.8.2) et (2.10.5.1). On peut aussi le déduire de 4.8.9 et du
fait que Prig

ad est un topos ponctuel (4.4.4). En effet, pour tout (P ′, ϕ) ∈ Ob(BP),
il existe un ordre 1-valuatif Aϕ, de corps des fractions K tel que P ′ = Spf(Aϕ)
(3.3.12). Par suite, la A-algèbre B défini dans (4.8.7.1) s’identifie à K .

Corollaire 4.8.12. Soient X un espace rigide cohérent, (P, i) un point rigide de X
(4.3.1), p le point associé de Xad. Alors l’idéal maximal de OX,p est le noyau de
l’homomorphisme canonique OX,p → OP .

En effet, comme OP est un corps (4.8.11), il suffit de montrer que l’homomor-
phisme OX,p → OP se factorise à travers le corps résiduel de OX,p, ce qui résulte
de 4.1.20, 4.8.8 et 4.8.9.

Corollaire 4.8.13. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, p
un point rigide de Xad. Alors q = f(p) est un point rigide de Yad et l’homomor-
phisme canonique OY,q → OX,p est local.

Remarque 4.8.14. Pour un espace rigide cohérentX , j’ignore si OX,p est noethérien
pour tout point p de Xad.

4.8.15. Soient A un anneau idyllique, M un A-module cohérent, X = Spf(A), F =
M∆, P un point rigide fermé de X ; notons p le point de Xrig

ad et p l’idéal premier
de A associés à P . Il résulte de (2.7.6.2) et (4.8.5.4) qu’on a un isomorphisme
canonique fonctoriel

Mp ⊗Ap OXrig,p
∼→ F rig

p . (4.8.15.1)

Définition 4.8.16. Soit X un espace rigide cohérent. On dit qu’un OX -module est
de type fini (resp. de présentation finie, resp. cohérent) s’il est de (Ad/X)-type fini
(resp. de (Ad/X)-présentation finie, resp. (Ad/X)-cohérent) (1.3). On dit qu’une
OX -algèbre est cohérente si le OX -module sous-jacent est cohérent.

Lemme 4.8.17. Soient X un espace rigide cohérent, F un OX-module de type fini,
(P, i) un point rigide de X, p le point associé de Xad. Pour que Fp = 0, il faut et
il suffit que i∗(F ) = 0.

Cela résulte de 4.8.12 et du lemme de Nakayama.

Proposition 4.8.18. Soit X un objet de S.

(i) Pour tout OX-module cohérent F , F rig est un OXrig -module cohérent.
(ii) Tout OXrig-module cohérent F est de la forme F rig pour un OX-module co-

hérent F .
(iii) Toute OXrig-algèbre cohérente B est de la forme Brig pour une OX-algèbre

cohérente B.
(iv) Toute suite exacte courte de OXrig -modules cohérents est l’image d’une suite

exacte courte de OX-modules cohérents par le foncteur “fibre rigide”.
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(i) Il résulte de 4.7.11 et 4.7.17 que F rig est un OXrig -module de type fini.
Il suffit clairement de montrer que pour tout homomorphisme u : On

Xrig → F rig,
ker(u) est de type fini (4.7.18). Compte tenu de (4.7.8.2), u est défini par des
sections xi ∈ Γ(X,H 0

rig(F )) (1 ≤ i ≤ n). D’après 2.6.10, chaque xi est défini par
un homomorphisme vi : J → F , où J est un idéal de définition cohérent de X.
Si on pose v =

∑n
i=1 vi : ⊕ni=1 J → F , on a u = vrig d’après 2.10.1.6, 4.7.12 et

4.7.26. On en déduit, en vertu de 4.7.11, que ker(u) = ker(v)rig et qu’il est de type
fini.

(ii) Il existe un morphisme ϕ : X′ → X de B et un recouvrement ouvert fini
(Ui)i∈I de X′ tels que, pour tout i ∈ I, si l’on pose Xi = (Ui,OX′ |Ui), on ait une
suite exacte

(OXrig
i

)ni ui �� (OXrig
i

)mi �� F |Xrig
i

�� 0 .

On peut supposer que ϕ est l’éclatement dans X d’un idéal de définition cohérent ;
en particulier, X′ admet localement un idéal de définition monogène.

D’après la preuve de (i), il existe un idéal de définition cohérent J de X′ et,
pour tout i ∈ I, un homomorphisme vi : ⊕nik=1 (J |Ui) → Omi

Xi
tel que ui = vrig

i .
Le conoyau Fi de vi est un OXi-module cohérent, et en vertu de 4.7.11, on a un
isomorphisme de OXrig

i
-modules

F |Xrig
i  F rig

i . (4.8.18.1)

Nous allons construire par recollement un OX′-module cohérent F ′ tel que
ϕ−1(F )  F ′rig. Procédant par récurrence sur le cardinal de I, on se réduit au
cas où I = {1, 2}. Remplaçant Fi par son transformé strict, on peut les supposer
rig-purs (2.10.12, 2.10.14 et 4.7.12). On pose U = U1 ∩ U2, Y = (U,OX′ |U),
F1,2 = F1|U et F2,1 = F2|U . On déduit de (4.8.18.1) un isomorphisme de OYrig -
modules F rig

1,2
∼→ F rig

2,1 , et donc compte tenu de (4.7.8.1), un isomorphisme de
H 0

rig(OY)-modules
v : H 0

rig(F1,2)
∼→ H 0

rig(F2,1). (4.8.18.2)

D’après 2.10.9(i), il existe un entier n≥1 tel que v(J nF1,2)⊂F2,1⊂H 0
rig(F2,1).

Remplaçant F1 par J nF1 (4.7.12), on peut supposer v(F1,2) ⊂ F2,1. Par suite,
v induit un homomorphisme injectif u : F1,2 → F2,1. D’après 2.10.9(i), il existe
un entier m ≥ 0 tel que v−1(JmF2,1) ⊂ F1,2 ; donc on a JmF2,1 ⊂ u(F1,2). En
vertu de 2.8.15, il existe un sous-OX2-module cohérent F ′2 de F2 tel que F ′2|U =
u(F1,2) et JmF2 ⊂ F ′2. Par recollement, il existe un OX′ -module cohérent F ′

tel que F ′|U1 = F1 et F ′|U2 = F ′2 ([28] 0.3.3.1). L’homomorphisme canonique
F ′rig2 → F rig

2 étant bijectif, on déduit de (4.8.18.1) des isomorphismes F ′rig|Xrig
1 

F |Xrig
1 et F ′rig|Xrig

2  F |Xrig
2 . Ces derniers se recollent en un isomorphisme F ′rig 

ϕ−1(F ). En effet urig est l’isomorphisme induit par (4.8.18.1) en vertu de 4.7.26.
Posons F = ϕ∗(F ′), qui est un OX-module cohérent (2.11.5), et soit

w : ϕ∗(F ) → F ′ le morphisme d’adjonction. D’après 3.5.15, H 0
rig(w) est un iso-

morphisme. On en déduit que ker(w) et coker(w) sont des OX′ -modules rig-nuls
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(2.10.18 et 2.10.10). Par suite, wrig est un isomorphisme (4.7.10 et 4.7.11). Compte
tenu de 4.7.16, wrig et l’isomorphisme F ′rig  ϕ−1(F ) induisent un isomorphisme
F  F rig.

(iii) On peut se réduire, comme dans la preuve de (ii), au cas où X admet
localement un idéal de définition monogène. Soit (Ui)i∈I un recouvrement fini de
X par des ouverts formels affines tels que pour tout i ∈ I, Ai = Γ(Ui,OX) soit
un anneau idyllique ayant un idéal de définition principal Ji engendré par ti ;
posons Xi = (Ui,OX|Ui). On sait que B est de la forme F rig pour un OX-module
cohérent rig-pur F . Compte tenu de (4.7.8.1), H 0

rig(F ) est une H 0
rig(OX)-algèbre

et non seulement un H 0
rig(OX)-module. On a F |Ui = M∆

i oùMi est un Ai-module
cohérent rig-pur, et Γ(Xrig

i , B) = (Mi)ti en vertu de (4.7.8.2) et (2.10.5.1). Quitte
à remplacer F par J F où J est un idéal de définition cohérent de X (4.7.12), on
peut supposer que pour tout i ∈ I, Mi est engendré par un nombre fini de sections
de Γ(Xrig

i , B) entières sur Ai. Soient B la sous-OX-algèbre de H 0
rig(F ) engendrée

par F , ι : F → B l’homomorphisme canonique. On a établi dans la preuve de
2.10.25 que B est un OX-module cohérent. Compte tenu de (4.7.8.1) et 4.7.25,
l’injection canonique B → H 0

rig(F ) définit par adjonction un homomorphisme de
OXrig -algèbres

Brig = ρ∗X(B) → B. (4.8.18.3)

Montrons que (4.8.18.3) est un isomorphisme (ce qui prouvera la proposition).
Comme ιrig est un inverse à droite de (4.8.18.3), il suffit de montrer que ιrig est
un isomorphisme de OXrig -modules. D’une part, F étant rig-pur, ι est injectif ;
par suite, ιrig est un monomorphisme en vertu de 4.7.11. D’autre part, d’après
2.10.9(i), il existe un idéal de définition cohérent J de X tel que l’on ait J B ⊂
F ⊂ B ⊂ H 0

rig(F ) ; donc ιrig est un épimorphisme en vertu de 4.7.12.
(iv) Compte tenu de 4.7.11, il suffit de montrer que si v : F → G est un

monomorphisme de OXrig -modules cohérents, il existe un monomorphisme de OX-
modules cohérents u : F → G tel que urig = v. D’après (ii), il existe deux
OX-modules cohérents F et G tels que F rig = F et G rig = G ; on peut supposer
F et G rig-purs (2.10.12, 2.10.14 et 4.7.12). D’après (4.7.8.1), ρX∗(v) s’identifie
à un monomorphisme w : H 0

rig(F ) → H 0
rig(G ). En vertu de 2.10.9(i), il existe un

idéal de définition cohérent J de X tel que w(J F ) ⊂ G . Remplaçant F par
J F (4.7.12), on peut supposer w(F ) ⊂ G . Donc w induit un homomorphisme
injectif u : F → G . D’autre part, on a v = urig en vertu de 4.7.26, d’où l’assertion.

Corollaire 4.8.19. Si X est un espace rigide cohérent, alors OX est un anneau
cohérent.

Cela résulte de 2.8.1 et 4.8.18(i).

Corollaire 4.8.20. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, G
un OY -module cohérent. Alors f∗(G) est un OX-module cohérent.

En effet, f∗(G) est un OX -module de présentation finie, donc cohérent en
vertu de 4.8.19.
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Corollaire 4.8.21. Soient X un espace rigide cohérent, F un OX-module cohérent.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F = 0 ;
(ii) i∗(F ) = 0 pour tout point rigide (P, i) de X ;
(iii) Fp = 0 pour tout point rigide p de Xad.

En effet, l’équivalence de (i) et (ii) résulte de 4.7.10(ii), 4.7.23 et 4.8.18(ii),
et l’équivalence de (ii) et (iii) de 4.8.17.

Théorème 4.8.22. Soient f : X → Y un morphisme propre d’espaces rigides cohé-
rents, F un OX-module cohérent. Alors pour tout entier q ≥ 0, Rqf∗(F ) est un
OY -module cohérent.

Cela résulte de 4.8.18, 4.7.36 et 2.11.5.

4.8.23. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type fini de A,
X = Spf(A), X = Spec(A), Xg l’ouvert X − V(J) de X . D’après 4.8.18, on a
un foncteur de la catégorie des A-modules cohérents dans la catégorie des OXrig -
modules cohérents

Modcoh(A) → Modcoh(OXrig), (4.8.23.1)

défini par M �→ (M∆)rig, qui est exact et essentiellement surjectif (2.7.2, 4.7.11 et
4.8.18).

Proposition 4.8.24. Le foncteur (4.8.23.1) induit une équivalence de catégories
entre la catégorie des OXg-modules cohérents et la catégorie des OXrig -modules
cohérents

Modcoh(OXg
) ∼→ Modcoh(OXrig). (4.8.24.1)

Soit L : Modcoh(A) → Modcoh(OXg
) le foncteur défini par L(M) = M̃ |Xg.

Si M est un A-module de type fini, pour que L(M) = 0, il faut et il suffit que M
soit rig-nul ([28] 6.8.4). Soit alors C la sous-catégorie pleine de Modcoh(A) formée
des A-modules cohérents rig-nuls ; c’est une sous-catégorie épaisse de Modcoh(A).
On peut former la catégorie quotient de Modcoh(A) par C , notée Modcoh(A)/C .
Comme L est exact, il induit un foncteur ([22] III cor. 2 de la prop. 1)

Modcoh(A)/C → Modcoh(OXg
). (4.8.24.2)

Montrons que ce foncteur est une équivalence de catégories. Il est essentiellement
surjectif car L l’est en vertu de ([28] 6.9.11). Sa pleine fidélité revient à dire que
pour tous A-modules cohérents M et N , le morphisme canonique

lim−→
M′,N ′

HomA(M ′, N/N ′) → HomOXg
(L(M), L(N)) (4.8.24.3)

où M ′ est un sous-A-module de type fini de M tel que M/M ′ soit rig-nul et N ′
est un sous-A-module de type fini et rig-nul de N , est un isomorphisme. D’une
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part, Ntor (1.8.30.1) est le plus grand sous-A-module rig-nul de N , et il est de type
fini (1.10.2). D’autre part, pour tout sous-A-module M ′ de M tel que M/M ′ soit
rig-nul, il existe un entier n ≥ 0 tel que JnM ⊂M ′. Il suffit donc de montrer que
le morphisme canonique

lim−→
n≥0

HomA(JnM,N/Ntor) → HomOXg
(L(M), L(N)) (4.8.24.4)

est un isomorphisme, ce qui résulte de 1.8.33.
On sait que le foncteur (4.8.23.1) est exact et essentiellement surjectif. Si M

est un A-module cohérent, pour que (M∆)rig = 0, il faut et il suffit que M soit
rig-nul (4.7.10 et 2.10.13). Il résulte alors de ce qui précède que (4.8.23.1) induit
un foncteur essentiellement surjectif

Modcoh(OXg
) → Modcoh(OXrig). (4.8.24.5)

D’autre part, si M et N sont des A-modules cohérents, on a un isomorphisme
canonique ((4.7.29.2) et (2.7.2.5))

H omOXrig ((M∆)rig, (N∆)rig)  (HomA(M,N)∆)rig. (4.8.24.6)

On en déduit que le foncteur (4.8.24.5) est pleinement fidèle en vertu de (4.7.8.2)
et (2.10.5.1).

Définition 4.8.25. On appelle affinoïde un espace rigide cohérent qui admet un mo-
dèle formel affine globalement idyllique et ayant localement un idéal de définition
monogène.

Proposition 4.8.26. Soient X un affinoïde, F un OX -module cohérent. Alors :
(i) F est engendré par ses sections globales.
(ii) Hq(Xad, F ) = 0 pour tout q ≥ 1.

Soit X un modèle formel affine globalement idyllique de X , ayant localement
un idéal de définition monogène. On sait que F est de la forme F rig pour un OX-
module cohérent F (4.8.18). La proposition (i) résulte aussitôt de 2.7.2 et 4.7.11.
Pour établir (ii), il suffit, en vertu de 4.5.33 et 4.7.8, de montrer que pour tout
objet (X′, ϕ) de BX, on ait Hq(X′zar,H 0

rig(ϕ
∗F )) = 0 pour tout q ≥ 1. Considérons

la suite spectrale

Hp(Xzar,Rqϕ∗(H 0
rig(ϕ

∗F ))) ⇒ Hp+q(X′zar,H
0

rig(ϕ
∗F )).

On a Rqϕ∗(H 0
rig(ϕ

∗F )) = 0 pour tout q ≥ 1 (3.5.4). D’autre part, on a (3.5.5)

ϕ∗(H 0
rig(ϕ

∗F ))  H 0
rig(F )

et Hq(X,H 0
rig(F )) = 0 pour tout q ≥ 1 (2.11.2), d’où l’assertion.

Remarque 4.8.27. J’ignore si la condition sur l’idéal de définition dans (4.8.25) est
nécessaire pour la proposition 4.8.26(ii).
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4.8.28. Soit f : X → S un morphisme d’espaces rigides cohérents. Lorsqu’on fixe
S, on note A (X) l’image directe f∗(OX ), qui est une OS-algèbre. De même, pour
tout OX-module F , on écrit A (F ) l’image directe f∗(F ), qui est un A (X)-module.
On peut définir A (X) comme un foncteur contravariant en X , de la catégorie des
S-espaces rigides cohérents dans la catégorie des OS-algèbres ([28] 0.4.2.7). Si X
est fini sur S, A (X) est une OS-algèbre cohérente, en vertu de 4.8.22.

Théorème 4.8.29. Soit S un espace rigide cohérent. Le foncteur (4.8.28)

A : X �→ A (X) (4.8.29.1)

est une équivalence de la catégorie des S-espaces rigides finis sur S et de la caté-
gorie opposée à celle des OS-algèbres cohérentes.

Montrons d’abord que le foncteur (4.8.29.1) est pleinement fidèle ; cela résul-
tera de la proposition suivante :

Proposition 4.8.30. Soient S un espace rigide cohérent, X un S-espace rigide fini.
Pour tout S-espace rigide cohérent Y , l’application h �→ A (h) est un isomorphisme
fonctoriel

HomS(Y,X) ∼→ HomOS -Alg(A (X),A (Y )). (4.8.30.1)

Soient f : X → S et g : Y → S deux morphismes de S tels que f soit fini.
On a d’une part une bijection canonique (2.8.20)

HomS (Y,X) ∼→ HomOS -Alg(f∗(OX), g∗(OY)), (4.8.30.2)

et d’autre part une application canonique ((2.10.29.1) et (2.10.28.2))

HomS (Y,X) → HomH 0
rig(OS )-Alg(f∗(H

0
rig(OX)), g∗(H 0

rig(OY))). (4.8.30.3)

Si Y est rig-pur, l’application (4.8.30.3) est injective car le morphisme canonique
OY → H 0

rig(OY) est alors injectif (2.10.15). Par ailleurs, on a une application
canonique (4.7.20.1)

HomS (Y,X) → HomOS rig -Alg(f∗(OXrig ), g∗(OYrig )). (4.8.30.4)

On a des isomorphismes canoniques ((4.5.2.2) et (4.7.8.1))

ρS∗(f∗(OXrig )) ∼→ f∗(H 0
rig(OX)), (4.8.30.5)

ρS∗(g∗(OYrig )) ∼→ g∗(H 0
rig(OY)). (4.8.30.6)

On peut donc considérer l’application u �→ ρS∗(u),

HomOS rig -Alg(f∗(OXrig ), g∗(OYrig))

→ HomH 0
rig(OS )-Alg(f∗(H

0
rig(OX)), g∗(H 0

rig(OY))).
(4.8.30.7)
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On vérifie aisément que le composé de (4.8.30.4) et (4.8.30.7) est égal à (4.8.30.3).
Par suite, si Y est rig-pur, l’application (4.8.30.4) est injective.

Si S admet localement un idéal de définition monogène, l’inverse de l’iso-
morphisme (4.8.30.5) induit par adjonction un isomorphisme

�∗S (f∗(H 0
rig(OX))) ∼→ f∗(OXrig),

en vertu de 4.7.28(i), 4.7.36 et 2.10.31.2. Donc l’application (4.8.30.7) est bijective
et s’interprète comme un isomorphisme d’adjonction.

Prenons pour f (resp. g) un modèle formel du morphisme structural X → S
(resp. Y → S) et supposons que S admette localement un idéal de définition
monogène, que f soit fini et que Y soit rig-pur. L’injectivité de (4.8.30.4) implique
aussitôt celle de (4.8.30.1). Il reste à montrer que l’application (4.8.30.1) est surjec-
tive. Considérons un homomorphisme de H 0

rig(OS )-algèbres u : f∗(H 0
rig(OX)) →

g∗(H 0
rig(OY)). Le morphisme composé u◦f∗(cOX) (2.10.1.2) définit par adjonction

un homomorphisme de OY-algèbres

v : g∗(f∗(OX)) → H 0
rig(OY).

Notons B l’image de v. Comme g∗(f∗(OX)) est une OY-algèbre cohérente (2.8.19),
B est une OY-algèbre cohérente en vertu de 2.10.9(ii). Donc en vertu de 3.1.12,
il existe un éclatement admissible ψ : Y′ → Y qui se factorise à travers Spf(B).
D’après 2.8.19(ii) et 2.8.20, v définit un Y-morphisme ρ : Spf(B) → Y×S X. Soit
h : Y′ → X le morphisme composé dans le diagramme commutatif suivant

Y′ ��

ψ

������������������������ Spf(B)
ρ �� Y ×S X ��

��

X

f

��
Y

g �� S

Compte tenu de 3.5.5, h induit un homomorphisme de H 0
rig(OS )-algèbres

u′ : f∗(H 0
rig(OX)) → g∗(H 0

rig(OY)).

Il résulte par adjonction du diagramme commutatif (3.1.12.1) que l’on a

u′ ◦ f∗(cOX) = u ◦ f∗(cOX).

D’autre part, f∗(H 0
rig(OX)) s’identifie à f∗(OX) ⊗OS H 0

rig(OS ) en vertu de
2.10.19(i) et (2.10.31.2). On en déduit que u′ = u, ce qui prouve la surjectivité de
l’application (4.8.30.1) et achève la démonstration de 4.8.30.

Pour prouver que (4.8.29.1) est une équivalence de catégories, il reste à prou-
ver que pour toute OS-algèbre cohérente B, il existe un S-espace rigide cohérent
X , fini sur S, tel que A (X) soit OS -isomorphe à B ; en vertu de 4.8.30, X sera
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défini à un S-isomorphisme unique près. Considérons un modèle formel S de S.
D’après 4.8.18(iii), B est de la forme de Brig pour une OS -algèbre cohérente B.
Posons X = Spf(B), qui est un S -schéma formel fini et de présentation finie ([28]
6.2.10), et X = Xrig. En vertu de 4.7.36, A (X) est OS-isomorphe à B. Le théo-
rème 4.8.29 est ainsi complètement démontré. Compte tenu de 4.8.30, nous avons
prouvé le corollaire suivant :

Corollaire 4.8.31. Pour toute OS-algèbre cohérente B, le foncteur contravariant

Y �→ HomOS-Alg(B,A (Y ))  HomOY -Alg(B ⊗OS OY ,OY )

de la catégorie des S-espaces rigides cohérents dans la catégorie des ensembles, est
représentable par un S-espace rigide cohérent, fini sur S.

Définition 4.8.32. On appelle spectre d’une OS -algèbre cohérente B et on l’note
Sp(B) l’image de B par un foncteur quasi-inverse de (4.8.29.1), autrement dit un
S-espace rigide cohérent qui représente le foncteur Y �→ HomOS -Alg(B,A (Y )) de
(4.8.31).

Le S-espace rigide cohérent Sp(B) est donc fini sur S ; on a A (Sp(B)) = B
et pour tout morphisme fini f : X → S, X est S-isomorphe à Sp(A (X)).

Si S est un modèle formel de S et si B est une OS -algèbre cohérente, on a
un S-isomorphisme canonique (Spf(B))rig  Sp(Brig).

Corollaire 4.8.33. Soient B une OS-algèbre cohérente, g : S′ → S un morphisme
d’espaces rigides cohérents. Alors Sp(g∗(B)) est canoniquement isomorphe à
Sp(B) ×S S′.

Cela résulte de 4.8.31.

Définition 4.8.34. Soient X un espace rigide cohérent, I un idéal cohérent de
OX . On dit que Y = Sp(OX/I) est le sous-espace fermé de X défini par I et le
morphisme structural f : Y → X est le morphisme d’injection canonique.

Soit X un modèle formel de X . D’après 4.8.18, il existe un idéal cohérent I
de OX tel que I rig = I. Si on note Y le sous-schéma fermé de X défini par I , Yrig

est canoniquement X-isomorphe à Y ; en particulier, f est une immersion fermée.

Corollaire 4.8.35. Soient f : X ′ → X un morphisme d’espaces rigides cohérents, Y
un sous-espace fermé de X défini par un idéal cohérent I de OX , Y ′ le sous-espace
fermé de X ′ défini par l’idéal f∗(I)OX′ . Alors Y ′ est canoniquement X ′-isomorphe
à Y ×X X ′.

C’est un cas particulier de 4.8.33.

Proposition 4.8.36. Soient X un espace rigide cohérent, Y un sous-espace fermé
défini par un idéal cohérent I de OX , f : Y → X l’injection canonique, p un point
de Xad. Pour que Ip 	= OX,p, il faut et il suffit qu’il existe un point q de Yad tel
que p  fq.
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S’il existe un point q de Yad tel que p  fq, alors on a OY,q  (f∗(OY ))p
(4.6.15.1) ; et comme f∗(OY ) = OX/I et que OY,q est un anneau local (4.8.6), on
en déduit que Ip 	= OX,p. Inversement, si Ip 	= OX,p, alors (f∗(OY ))p n’est pas
réduit à un élément ; on conclut par 4.6.18 qu’il existe un point q de Yad tel que
p  fq.

Proposition 4.8.37. Soient X un espace rigide cohérent, Y un sous-espace fermé
défini par un idéal cohérent nilpotent I de OX , f : Y → X l’injection canonique.
Alors f : Yad → Xad est une équivalence de topos.

Le foncteur f∗ : Yad → Xad est pleinement fidèle en vertu de 4.6.14. Il suffit
donc de montrer qu’il est essentiellement surjectif. Il résulte de 4.8.36 que pour
tout point p de Xad, il existe un point q de Yad tel que p  fq. Le morphisme
composé

q∗f∗ → q∗f∗f∗f∗ → q∗f∗

déduits des morphismes d’adjonction id → f∗f∗ et f∗f∗ → id, est un isomor-
phisme. Comme f∗ est pleinement fidèle, f∗f∗ → id est un isomorphisme. Par
suite p∗ → p∗f∗f∗ est un isomorphisme. Donc id → f∗f∗ est un isomorphisme car
Xad admet suffisamment de points (4.4.6). On en déduit que f∗ est essentiellement
surjectif.

Corollaire 4.8.38. Sous les hypothèses de (4.8.37), le foncteur f• : Ad/X → Ad/Y
de changement de base déduit de f , est une équivalence de sites admissibles.

Cela revient à dire que le foncteur f• est une équivalence de catégories,
et pour qu’une famille d’immersions ouvertes (Xi → X)i∈I soit un recouvrement
admissible, il faut et il suffit que la famille (Xi×XY → Y )i∈I soit un recouvrement
admissible. La seconde assertion résulte de 4.4.1.2 et 4.8.37. On sait que le foncteur
f• est essentiellement surjectif (4.2.4). De plus, il est pleinement fidèle en vertu
de 4.4.1.1 et 4.8.37 ; d’où la proposition.

Proposition 4.8.39. Si f : Y → X est une immersion d’espaces rigides cohérents,
l’homomorphisme canonique

θ�f : f−1(OX) → OY (4.8.39.1)

est un épimorphisme. De plus, si f est une immersion fermée, l’homomorphisme
adjoint

θf : OX → f∗(OY ) (4.8.39.2)

est un épimorphisme de noyau cohérent.

Compte tenu de 4.8.4, on peut se borner au cas où f est une immersion
fermée. Soient j : Y → X une immersion fermée de S qui est un modèle formel de
f , F = j∗(OY) qui s’identifie à un faisceau d’anneaux quotient OX/I , où I est
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un idéal cohérent de OX. En vertu de 4.7.11, la suite canonique 0 → I rig → OX →
F rig → 0 est exacte. D’autre part, comme θf = δ′j(OX) (4.7.14.2), les triangles

OX ��

θf ���
��

��
��

��
F rig

δ′j (F)

��
f∗(OY )

f−1(OX) ��

θ�f �����������
f−1(F rig)

δj(F)

��
OY

sont commutatifs. D’après 4.7.19, δj(F ) et δ′j(F ) sont des isomorphismes. On
en déduit que les homomorphismes θf et θ�f sont des épimorphismes, de noyaux
respectifs I rig et f−1(I rig).

Définition 4.8.40. Si f : Y → X est une immersion fermée d’espaces rigides co-
hérents, on dit que le noyau de l’homomorphisme canonique OX → f∗(OY ) est
l’idéal de OX associé à f .

Corollaire 4.8.41. Soient f : Y → X une immersion fermée d’espaces rigides co-
hérents, I l’idéal de OX associé à f . Alors Y est canoniquement X-isomorphe au
sous-espace fermé de X défini par I.

En effet, Y est canoniquement X-isomorphe à Sp(A (Y )) (4.8.32) et A (Y ) =
f∗(OY ) s’identifie à l’anneau quotient OX/I (4.8.39).

Proposition 4.8.42. Soient f : Y → X un morphisme d’espaces rigides cohérents,
(Xi → X)i∈I un recouvrement admissible. Considérons, pour un morphisme d’es-
paces rigides cohérents, la propriété d’être

(i) une immersion ;
(ii) une immersion ouverte ;
(iii) une immersion fermée ;
(iv) fini ;
(v) séparé ;
(vi) propre.

Alors, si P désigne l’une des propriétés précédentes, pour que f vérifie la propriété
P, il faut et il suffit qu’il en soit de même de chacune des projections canoniques
fi : Xi ×X Y → Xi (i ∈ I).

Les propriétés (ii), (v) et (vi) sont mentionnées à titre de rappels (4.3.17).
Pour chacune des autres propriétés, il n’y a que la suffisance de la condition à
prouver (4.2.5 et 4.2.14). Supposons donc que pour tout i ∈ I, fi vérifie P et
montrons que f vérifie P. On peut clairement supposer I fini.

Considérons d’abord la propriété (iii). Notons Ji l’idéal cohérent de OXi
associé à fi (i ∈ I). Il est clair que les (Ji)i∈I se prolongent en une donnée de
descente relativement à (Xi → X)i∈I de la catégorie scindée des faisceaux sur
Ad/X ([25] II 3.4.1). Par suite, il existe un idéal cohérent J de OX tel que Ji =
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J |Xi pour tout i ∈ I ([25] II 3.4.4). Il résulte alors de 4.3.15 et 4.8.41 que Y est
X-isomorphe au sous-espace fermé de X défini par J .

Considérons ensuite la propriété (i). Pour chaque i ∈ I, fi se factorise dans
R en

Y ×X Xi

f ′
i �� Ui

gi �� Xi

où f ′i est une immersion fermée et gi est une immersion ouverte. Il existe un modèle
formel X de X , un recouvrement ouvert (Xi)i∈I de X et pour chaque i ∈ I, un
ouvert Ui de Xi tels que les conditions suivantes soient remplies :
(a) Xrig

i est X-isomorphe à Xi pour tout i ∈ I.
(b) U rig

i est Xi-isomorphe à Ui pour tout i ∈ I.
L’existence de telles données résulte de 4.3.6, 4.2.2 et 3.2.4. Considérons un

modèle formel h : Y → X de f tel que Y soit rig-pur et posons Yi = h−1(Xi)
(i ∈ I). Pour tout i ∈ I, on peut trouver un diagramme commutatif de S

Y′i
h′
i ��

ϕi

��

Ui

��
Yi

h|Yi �� Xi

tel que ϕi ∈ B et que le triplet (Y′i, ϕi, h
′
i) représente f ′i . Comme ϕi est surjectif

(3.1.4), on en déduit que h(Yi) ⊂ Ui et par suite que h−1(Ui) = Yi. Notons U
le schéma formel induit par X sur l’ouvert ∪i∈IUi, de sorte que h se factorise à
travers un morphisme h′ : Y → U . Remplaçons X par U = U rig, f par f ′ = h′rig

et le recouvrement admissible (Xi → X)i∈I par (Ui → U)i∈I , on se réduit au cas
où les fi sont des immersions fermées. Il résulte alors de la propriété (iii) que f
est une immersion fermée.

Considérons enfin la propriété (iv). Soit Ai la OXi -algèbre cohérente associée
à fi par l’équivalence de catégories (4.8.29.1). Compte tenu de 4.8.29, les (Ai)i∈I se
prolongent en une donnée de descente relativement à (Xi → X)i∈I de la catégorie
scindée des faisceaux sur Ad/X . Par suite, il existe une OX -algèbre cohérente A
telle que Ai  A|Xi pour tout i ∈ I ([25] II 3.4.4). Il résulte alors de 4.3.15 et
4.8.29 que Y est X-isomorphe à Sp(A).

Proposition 4.8.43. Soient X un objet de S, Y un sous-schéma fermé de X, P un
point rigide de X, p le point de Xrig

ad associé (4.4.5), f : Y → X et g : P → X les
injections canoniques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f majore g, i.e., g se factorise en

P
h �� Y

f �� X

où h est une immersion (2.9.11) ; en particulier, P détermine un point rigide
Q de Y.
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(ii) Il existe un point q de Yrig
ad tel que p  fq.

De plus, sous ces conditions, q est associé à Q.

Il est clair que (i) entraîne (ii) en prenant pour q le point de Yrig
ad associé à Q.

Supposons la condition (ii) satisfaite. On a alors OYrig,q  (f∗(OYrig ))p (4.6.15.1) ;
en particulier, (f∗(OYrig))p n’est pas réduit à 0 (4.8.6). Posons F = f∗(OY) qui
est un OX-module cohérent. On a des isomorphismes canoniques f∗(OYrig) 
F rig (4.7.19.2) et g∗(F rig)  (g∗(F ))rig (4.7.23.1). Si la condition (i) n’est pas
satisfaite, alors g∗(F ) est rig-nul ([28] 6.8.4) et (g∗(F ))rig = 0 (4.7.10). On obtient
que (f∗(OYrig))p = 0 (4.8.17), et donc une contradiction, ce qui prouve que (ii)
entraîne (i).

Corollaire 4.8.44. Soient f : Y → X une immersion fermée d’espaces rigides co-
hérents, q un point de Yad tel que le point fq de Xad soit rigide ; alors q est rigide.

Cela résulte de 4.1.20 et 4.8.43.

Corollaire 4.8.45. Pour tout objet X de S, l’application canonique 〈X〉 → V�(X)
(4.5.16.1) est injective.

En effet, soient P,Q deux points rigides de X ayant même image dans la
voûte étoilée. Comme P et Q ont même support (4.5.17), on peut les supposer
fermés dans X. En vertu de 4.5.15, P et Q déterminent le même point de Xrig

ad . Il
résulte alors de 4.8.43 (appliqué à Y = Q) que P = Q.

Corollaire 4.8.46. Soient X un espace rigide cohérent, p un point rigide de Xad.
Considérons le foncteur canonique (4.4.5.1)

P/X → Pt(Xad)

et notons Cp la sous-catégorie pleine de P/X formée des points rigides de X dont
le point de Xad associé est isomorphe à p. Alors :

(i) Cp est un crible de P/X engendré par un objet (P, i) tel que i soit une immer-
sion et que Γ(P,OP ) soit canoniquement isomorphe au corps résiduel κ(p)
de l’anneau local OX,p.

(ii) Tout objet (Q, j) de Cp tel que j soit une immersion est uniquement iso-
morphe à (P, i) ; en particulier, (P, i) est un objet final de Cp.

(i) Tout morphisme de P/X induit un isomorphisme de Pt(Xad) (4.4.4). Par
suite Cp est un crible de P/X . Soit X un modèle formel de X . Il résulte de 4.1.20
que Cp est engendré par ses objets de la forme (Prig, irig), où P est un point
rigide de X et i : P → X est l’injection canonique. Mais en vertu de 4.5.15 et
4.8.45, il existe un unique objet (P, i) de Cp de cette forme. D’après 4.8.9, on a un
isomorphisme canonique Γ(P,OP )  κ(p).

(ii) En effet, on a un morphisme h : (Q, j) → (P, i), qui est une immersion
(4.2.5), donc un isomorphisme (4.2.9), et il est unique en vertu de 4.2.7.
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4.8.47. Soient X un espace rigide cohérent, p un point rigide de Xad, Cp le crible
de P/X défini dans 4.8.46. On note “l’objet final” de Cp par (Sp(κ(p)), ip), et on
dit que ip : Sp(κ(p)) → X est le morphisme canonique localisé en p.

4.8.48. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, p un point
rigide de Xad, q = fp (qui est un point rigide de Yad). Il résulte aussitôt de la
définition (4.8.47) qu’il existe un unique morphisme g : Sp(κ(p)) → Sp(κ(q)) qui
rend commutatif le diagramme

Sp(κ(p))
g ��

ip

��

Sp(κ(q))

iq

��
X

f �� Y

où ip et iq sont les morphismes canoniques localisés en p et q respectivement. Si
de plus, f est une immersion, g est un isomorphisme (4.8.46(ii)).

La fibre de f au-dessus de Sp(κ(q)), c’est à dire l’espace rigide cohérent
X×Y Sp(κ(q)), sera notée X ⊗Y κ(q) et appelée fibre de f (ou de X) au-dessus de
q. Le morphisme canonique i′ : Sp(κ(p)) → X ⊗Y κ(q) détermine un point rigide
de (X ⊗Y κ(q))ad que l’on note provisoirement p′. Comme i′ est une immersion
(4.2.5), on peut l’identifier au morphisme canonique localisé en p′ en vertu de
4.8.46(ii) ; en particulier, le corps résiduel κ(p′) de l’anneau local de X ⊗Y κ(q) en
p′ s’identifie à κ(p). Par conséquent, on peut noter p au lieu de p′ sans que cela
n’entraîne de confusion.

Si F est un OX -module, l’image réciproque de F sur X ⊗Y κ(q) sera notée
F⊗OY κ(q) ou F⊗Y κ(q). La fibre de F⊗OY κ(q) en p est canoniquement isomorphe
à Fp⊗OY,qκ(q). Il suffit évidemment de le montrer pour F = OX . On peut supposer
l’immersion iq fermée, auquel cas notre assertion résulte facilement de (4.6.15.1)
et 4.8.35.

4.9 Dimension d’un espace rigide cohérent

Définition 4.9.1. Soient X un espace rigide cohérent, F un OX -module de type
fini, q un point de Xad. On appelle dimension de F le nombre

dim(F ) = sup
p

dim(Fp), (4.9.1.1)

où p parcourt l’ensemble des points rigides de Xad (4.4.5). On appelle dimension
de F au point q le nombre

dimq(F ) = inf
(Y,ξ)

dim(F |Y ), (4.9.1.2)

où (Y, ξ) parcourt l’ensemble des voisinages de q dans le site Ad/X (4.4.1 et 1.1.8).
On appelle dimension de X et l’on note dim(X) le nombre dim(OX ), et dimension
de X au point q et l’on note dimq(X) le nombre dimq(OX ).
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On peut faire les remarques suivantes :

4.9.1.3. Pour tout point rigide p de Xad, OX,p est un anneau local noethérien
(4.8.10).

4.9.1.4. Si X = Xrig, où X est un schéma formel idyllique quasi-compact, les points
rigides de Xad sont induits par les points rigides de X (4.1.20).

4.9.1.5. Si Fq = 0, dimq(F ) = −∞ en vertu de 1.3.11(iv).

4.9.1.6. Supposons F cohérent. Pour que F = 0, il faut et il suffit que l’on ait
dim(F ) = −∞. En effet, si dim(F ) = −∞, Fp = 0 pour tout point rigide p de
Xad ; donc F = 0 en vertu de 4.8.21.

4.9.1.7. Supposons F cohérent. Si I désigne l’annulateur de F dans OX , i.e., le
noyau de l’homomorphisme canonique OX → H omOX (F, F ), alors on a

dim(F ) = dim(OX/I), (4.9.1.8)
dimq(F ) = dimq(OX/I). (4.9.1.9)

En effet, pour tout point p de Xad, Ip est l’annulateur de Fp dans OX,p (1.3.12).

4.9.2. Soient f : Y → X une immersion fermée d’espaces rigides cohérents, G un
OY -module cohérent. Alors f∗(G) est un OX-module cohérent (4.8.22), et il résulte
de (4.6.15.1), 4.6.18 et 4.8.44 qu’on a

dim(f∗(G)) = dim(G). (4.9.2.1)

Compte tenu de 4.2.4, on en déduit que pour tout point q de Yad, on a

dimfq(f∗(G)) = dimq(G). (4.9.2.2)

En particulier, on a

dim(Y ) = dim(f∗(OY )) ≤ dim(X). (4.9.2.3)

Proposition 4.9.3. Soient X un schéma formel idyllique quasi-compact, p un point
de Xrig

ad , F un OX-module cohérent, Y le sous-schéma fermé de X défini par l’an-
nulateur de F dans OX, f : Y → X l’injection canonique. Alors :

(i) dim(F rig) = dim(Yrig).
(ii) S’il existe un point q de Yrig

ad tel que p  fq, on a dimp(F rig) = dimq(Yrig).
(iii) S’il n’existe aucun point q de Yrig

ad tel que p  fq, on a dimp(F rig) = −∞.

Posons G = f∗(F ). Comme le morphisme d’adjonction F → f∗(G ) est
bijectif, F rig est isomorphe à f∗(G

rig) en vertu de (4.7.19.2). D’autre part, l’an-
nulateur de G dans OY étant nul, l’annulateur de G rig dans OYrig est aussi nul
(4.7.11 et 4.7.29.2). Les propositions (i) et (ii) résultent alors de 4.9.1.7 et 4.9.2.
La proposition (iii) est une conséquence de 4.6.18 et 4.9.1.5.
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Proposition 4.9.4. Soient A un anneau idyllique, M un A-module cohérent, X =
Spf(A), F = M∆, P un point rigide fermé de X ; notons p le point de X

rig
ad et p

l’idéal premier de A associés à P. On a

dim(Mp) = dim(F rig
p ). (4.9.4.1)

En vertu de 4.8.9, on a un homomorphisme local canonique d’anneaux locaux
noethériens Ap → OXrig,p, dont le prolongement aux complétés est un isomor-
phisme. D’autre part, on a un isomorphisme canonique Mp ⊗Ap OXrig,p

∼→ F rig
p

(4.8.15.1), d’où l’on déduit que les séparés complétés de Mp et F rig
p pour les to-

pologies définies par les idéaux maximaux de Ap et OXrig,p sont isomorphes. La
proposition s’ensuit en vertu de ([31] 0.16.2.4).

Corollaire 4.9.5. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A, M
un A-module cohérent ; posons X = Spf(A), F = M∆, X = Spec(A) et Xg =
X − V(J). On a

dim(F rig) ≥ dim(M̃ |Xg) (4.9.5.1)

et les deux membres sont égaux si A/J est un anneau de Jacobson.

CommeXg est quasi-compact, toute partie fermée irréductible deXg contient
un point fermé. On en déduit que

dim(M̃ |Xg) = sup
p∈F

dim(Mp), (4.9.5.2)

où F est l’ensemble des points fermés de Xg ([31] 5.1.13). Le corollaire résulte alors
de 3.3.2, (4.9.4.1) et du fait que, si A/J est un anneau de Jacobson, tout point
rigide de X est fermé.

Remarque 4.9.6. Si R est un ordre 1-valuatif, I un idéal de définition de type fini
de R et A une R-algèbre topologiquement de type fini, alors A/IA est un anneau
de Jacobson ([12] chap. V §3.4 théo. 3).

Corollaire 4.9.7. Soient X un schéma formel idyllique quasi-compact, F un OX-
module cohérent, B une base de la topologie de X formée d’ouverts formels affines
globalement idylliques. On a

dim(F rig) = sup
U=Spf(A)∈B

dim(M̃ |Vg), (4.9.7.1)

où pour U = Spf(A) ∈ B, on a posé M = Γ(U,F ) et Vg = Spec(A) − V(J), J
étant un idéal de définition de A.

Cela résulte de 3.3.2, 4.9.4 et 4.9.5.

Proposition 4.9.8. Soient f : X → Y un morphisme fini de S, F un OX-module
cohérent.

(i) On a dim(F rig) = dim((f∗F )rig).
(ii) On a dim(Xrig) ≤ dim(Yrig).
(iii) Si f rig est couvrant pour les points rigides (4.3.1), on a dim(Xrig)=dim(Yrig).
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Notons B l’ensemble des ouverts de X de la forme f−1(U), où U est un
ouvert formel affine globalement idyllique de Y ; on observera que f−1(U ) est
formel affine globalement idyllique et que tout point rigide P de f−1(U) tel que
f(P) soit fermé dans U , est fermé dans f−1(U) (1.11.5 et [29] 5.4.3). Il résulte
alors de 3.3.2, 4.9.4 et 4.9.5 qu’on a

dim(F rig) = sup
V=Spf(B)∈B

dim(M̃ |Wg), (4.9.8.1)

où pour V = Spf(B) ∈ B, on a posé M = Γ(V,F ) et Wg = Spec(B) − V(K), K
étant un idéal de définition de B.

La proposition (i) résulte de (4.9.7.1), (4.9.8.1) et ([31] 0.16.1.9) ; et elle im-
plique aussitôt (ii). Montrons la proposition (iii). Soient U = Spf(A) un ouvert
formel affine globalement idyllique de Y, J un idéal de définition de type fini de A.
On a alors f−1(U) = Spf(B), où B est une A-algèbre finie et topologiquement de
présentation finie. Considérons le morphisme fini de schémas noethériens (1.10.2)

h : Spec(B) − V(JB) −→ Spec(A) − V(J).

Il résulte des hypothèses que son image contient tous les points fermés de Spec(A)−
V(J) (4.3.5), qui est un schéma de Jacobson (1.11.9) ; donc h est surjectif. On en
déduit par ([31] 5.4.2) que

dim(Spec(B) − V(JB)) = dim(Spec(A) − V(J)).

La proposition (iii) s’ensuit compte tenu de (4.9.7.1) et (4.9.8.1).

Corollaire 4.9.9. Soient f : X → Y un morphisme fini de S, G un OY-module
cohérent ; alors dim((f∗G )rig) ≤ dim(G rig).

Cela résulte aussitôt de 4.9.3(i) et 4.9.8(ii).

Corollaire 4.9.10. Soient f : X → Y un morphisme étale de S, G un OY-module
cohérent ; alors dim((f∗G )rig) ≤ dim(G rig) ; en particulier, on a dim(Xrig) ≤
dim(Yrig).

On peut se borner au cas où X et Y sont formels affines globalement idyl-
liques. En vertu de 1.16.28 et 4.9.9, l’assertion se réduit alors au cas où f est une
immersion ouverte, ce qui est évident.

Proposition 4.9.11. Soient R un ordre 1-valuatif, K le corps des fractions de R, A
une R-algèbre topologiquement de type fini. Alors chaque composante irréductible
de Spec(A⊗R K) est biéquidimensionnelle ([31] 0.14.3.3).

Compte tenu de ([31] 0.14.3.5), on peut se borner au cas où A = R〈ξ1, . . . , ξn〉
est une algèbre de séries formelles restreintes sur R. Soit p un idéal premier de A
définissant un point fermé de Spec(A ⊗R K). Il résulte de 1.12.20 (appliqué à la
R-algèbre B = R[ξ1, . . . , ξn]) que Ap est un anneau local régulier de dimension n
([31] 0.17.1.5), et donc caténaire ([31] 0.16.5.12). Par suite, A ⊗R K est caténaire
([31] 5.1.5), et donc biéquidimensionnel.
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Corollaire 4.9.12. Soient R un ordre 1-valuatif, K le corps des fractions de R, A
une R-algèbre topologiquement de type fini, X = Spec(A⊗RK), p un idéal premier
de A définissant un point fermé x de X ; alors dimx(X) = dim(Ap).

On sait qu’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que dimx(X) =
dim(U), et l’on peut supposer que les composantes irréductibles de U sont les
U ∩Xi, où les Xi sont les composantes irréductibles de X contenant x ; on a donc
dimx(X) = supi dim(U ∩Xi). D’autre part, les idéaux premiers minimaux de Ap

correspondent aux points génériques desXi ; on a donc dim(Ap) = supi dim(OXi,x)
([31] 0.16.1.1.1). On est donc ramené à montrer que dim(U ∩ Xi) = dim(OXi,x)
pour tout i. Comme Xi est biéquidimensionnel (4.9.11) et que x est fermé dans
X , on a dim(Xi) = codim(x,Xi) ([31] 0.14.3.5.1), et l’on sait que codim(x,Xi) =
dim(OXi,x) ([31] 5.1.2). Par suite, on a

dim(OXi,x) ≤ dim(U ∩Xi) ≤ dim(Xi) = dim(OXi ,x).

Lemme 4.9.13. Soient A un anneau idyllique rig-pur, ayant un idéal de défini-
tion principal J engendré par t, X = Spf(A), X = Spec(A), Y = Spec(A/J),
Xg = Spec(At). Soient P un point rigide fermé de X, x le point fermé de Xg

correspondant à P (3.3.2), U un voisinage ouvert de x dans Xg. Alors, il existe
un idéal ouvert de type fini a de A tel que, si l’on note φ : X ′ → X l’éclatement
de ã dans X, ϕ : X′ → X l’éclatement de a∆ dans X, Q l’unique point rigide de
X′ relevant P (3.3.7), il existe un ouvert affine V de X ′ vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) V ∩ φ−1(Xg) ⊂ φ−1(U) ;

(ii) Q est contenu dans le complété V̂ de V le long de V ∩ φ−1(Y ).

On notera d’abord que X′ est idyllique (3.1.4) et qu’il est isomorphe au
complété de X ′ le long de φ−1(Y ). On peut évidemment se borner au cas où
U = D(f) ∩Xg, où f ∈ A. Si p est l’idéal premier de A défini par x, A/p est un
ordre 1-valuatif (1.11.8). Soit R la clôture intégrale de A/p dans son corps des
fractions. Comme f 	∈ p et que R est un anneau 1-valuatif (1.11.4), il existe deux
entiers m ≥ 1, n ≥ 0 et une unité α de R tels qu’on ait fm = tnα dans R.

Si n = 0, f n’appartient pas à l’idéal maximal de A/p ([12] chap. V §2.1
prop. 1). Par suite, l’ouvert Spf(A{f}) de X contient P ; donc l’ouvert V = D(f)
de X convient.

Supposons n ≥ 1. Prenons pour a l’idéal (tn, fm) et soient X ′, X′, Q comme
dans l’énoncé du lemme. Soient V (resp. V ′) l’ouvert maximal de X ′ où fm (resp.
tn) engendre ãOX′ , V̂ (resp. V̂ ′) son complété le long de V ∩ φ−1(Y ) (resp. V ′ ∩
φ−1(Y )). On notera que V et V ′ sont deux ouverts affines qui recouvrent X ′
(3.1.6). Il est clair que V ∩ φ−1(Xg) ⊂ φ−1(D(f)). Il résulte de 3.2.6 et de la
relation fm = tnα dans R que Q est contenu dans V̂ ∩ V̂ ′. Donc l’ouvert V de X ′
convient.
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Proposition 4.9.14. Soient S un point rigide, X un S-espace rigide cohérent non
vide, F un OX-module cohérent, p un point rigide de Xad. Alors F est de dimen-
sion finie et on a

dimp(F ) = dim(Fp). (4.9.14.1)

La première proposition résulte de 4.9.5, 4.9.6 et 4.9.11. Compte tenu de
4.9.4, pour établir la seconde proposition, il suffit de montrer le corollaire suivant.

Corollaire 4.9.15. Soient R un ordre 1-valuatif, K le corps des fractions de R,
A une R-algèbre topologiquement de présentation finie, M un A-module cohérent,
X = Spf(A), F = M∆, P un point rigide fermé de X ; notons p le point de Xrig

ad

et p l’idéal premier de A associés à P. On a dimp(F rig) = dim(Mp).

On peut se réduire au cas où M = A (4.9.3 et 4.8.43). On peut ensuite sup-
poser A rig-pur ayant un idéal de définition principal J (3.3.6). On a dimp(Xrig) ≥
dim(Ap) d’après 4.9.4. D’autre part, on a dimp(Spec(A ⊗R K)) = dim(Ap) en
vertu de 4.9.12. Il existe donc un voisinage ouvert U de p dans Spec(A ⊗R K)
tel que dim(U) = dim(Ap). Appliquons 4.9.13 à U ; on obtient un idéal ouvert
de type fini a de A tel que, si l’on note φ : X ′ → X l’éclatement de ã dans X , il
existe un ouvert affine V = Spec(B) de X ′ vérifiant les propriétés (i),(ii) de 4.9.13.
On observera que B est une A-algèbre de présentation finie (1.13.3). Soient B̂ le
séparé complété de B pour la topologie J-préadique, V̂ = Spf(B̂). D’après 4.9.5
et 1.12.20(iv), on a

dimp(Xrig) ≤ dim(V̂ rig) = dim(B̂ ⊗R K)
≤ dim(B ⊗R K) ≤ dim(U) = dim(Ap),

d’où l’égalité dimp(Xrig) = dim(Ap).

Proposition 4.9.16. Soient R un ordre 1-valuatif, R′ une R-algèbre topologique-
ment de présentation finie qui est un ordre 1-valuatif, A une R-algèbre topolo-
giquement de présentation finie, M un A-module cohérent ; posons X = Spf(A),
X′ = Spf(A⊗̂RR′), F = M∆ et F ′ = F ⊗X OX′. On a dim(F ′rig) = dim(F rig).

Comme R′ est un R-module cohérent (1.11.5), A⊗̂RR′ est isomorphe à A⊗R
R′ (1.10.2) et F ′ est isomorphe à (M ⊗R R′)∆ (2.7.4). Si K et K ′ sont les corps
des fractions de R et R′, on déduit de 4.9.5 que l’on a

dim(F rig) = dimA⊗RK(M ⊗R K),
dim(F ′rig) = dimA⊗RK′(M ⊗R K ′).

La proposition résulte alors de ([31] 6.1.2).

Corollaire 4.9.17. Soient f : P → S un morphisme de points rigides, X un S-
espace rigide cohérent, F un OX-module cohérent ; alors dim(F⊗SOP ) = dim(F ).

Cela résulte de 3.3.12, 4.7.23 et 4.9.16.



Chapitre 5

Platitude

Nous présentons des versions formelles idylliques de certains résultats de platitude
de Raynaud-Gruson, initialement établis dans le cadre algébrique [42]. La plupart
de ces énoncés sont parus dans [9] dans le cas général1 et dans [39] pour les schémas
formels de présentation finie au-dessus d’un anneau de valuation de hauteur 1.

Nous étudions en premier lieu les modules cohérents plats sur les schémas
formels idylliques. Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohé-
rent, x ∈ X, s = f(x). Nous introduisons la notion de S -dévissage de F en x, qui
permet de raisonner par récurrence sur la dimension relative dimx(F/S ). Quitte
à remplacer (X, x) et (S , s) par des voisinages étales élémentaires, on peut tou-
jours construire de tels dévissages. Nous donnons un critère important pour que
F soit S -plat en x en termes de dévissages relatifs (5.3.6). Nous en déduisons de
nombreux corollaires, entre autres le fait que l’ensemble des points x de X tels que
F soit S -plat en x est ouvert (5.3.10).

Il y a deux façons d’introduire les modules plats sur les espaces rigides co-
hérents. La façon la plus directe mais la moins explicite est la définition générale
de la platitude pour les topos annelés (1.1.12). Nous présentons aussi une autre
notion plus ad. hoc., celle des modules cohérents rig-plats sur les schémas formels
idylliques. Soient f : X → S un morphisme localement de type fini entre schémas
formels idylliques, F un OX-module cohérent, P un point rigide de X. Suppo-
sons d’abord que X = Spf(B) et S = Spf(A) soient formels affines globalement
idylliques, que P soit fermé dans X et que f(P) soit fermé dans S . Soit K un
idéal de définition de B. On a F = M∆, où M est un B-module cohérent, et P
correspond à un point fermé p de Spec(B) − V(K). On dit que F est rig-f -plat
en P si Mp est A-plat. Cette notion se localise bien (c’est pour cela que l’on
suppose f(P) fermé dans S ). Par suite, on peut la globaliser. On dit que F est
rig-f -plat s’il est rig-f -plat en tout point rigide de X. Nous montrons que si f est
un morphisme de S, pour que F soit rig-f -plat, il faut et il suffit que F rig soit
f rig-plat dans le sens des topos annelés (5.5.8).

1On prendra garde cependant que le traitement de [9] est légèrement incomplet.

A. Abbes, Éléments de Géométrie Rigide, Progress in Mathematics 286,  
DOI 10.1007/978-3-0348-0012-9_5, © Springer Basel AG 2010 
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Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohérent rig-f -
plat. Nous montrons qu’il existe un éclatement admissible de présentation finie
ϕ : S ′ → S tel que le transformé strict de F ⊗S OS ′ soit S ′-plat (5.8.1).
Comme corollaire, on en déduit que la platitude pour les modules cohérents sur
les espaces rigides cohérents est stable par changement de base (5.8.9).

Nous étudions aussi les modules cohérents fidèlement plats sur les espaces
rigides cohérents. Nous établissons des énoncés de descente fidèlement plate pour
les modules cohérents sur les espaces rigides cohérents (5.11.11) et pour les mor-
phismes d’espaces rigides cohérents (5.12.4), dus essentiellement à Gabber, Bosch
et Görtz [6].

Notations. Soient S un schéma formel, X,Y deux S -schémas formels, Z = X×S

Y, p, q les projections de Z dans X et Y respectivement, F (resp. G ) un OX-
module (resp. OY-module). On appelle produit tensoriel de F et G sur OS (ou
sur S ) et on note F ⊗OS

G (ou F ⊗S G ) le produit tensoriel p∗(F )⊗OS
q∗(G ).

Soient S un espace rigide cohérent, X,Y deux S-espaces rigides cohérents,
Z = X ×S Y , p, q les projections de Z dans X et Y respectivement, F (resp. G)
un OX-module (resp. OY -module). On appelle produit tensoriel de F et G sur OS
(ou sur S) et on note F ⊗OS G (ou F ⊗S G) le produit tensoriel p∗(F )⊗OS q

∗(G).
Il sera sous-entendu que les schémas formels envisagés dans la section 5.6 et

les suivantes sont éléments de l’univers fixé U (4.1.1).

5.1 Modules cohérents plats sur les schémas
formels idylliques

Proposition 5.1.1. Soient f : X → Y un morphisme de schémas formels idylliques,
F un OX-module, x un point de X, y = f(x). Pour que F soit f -plat en x, il faut et
il suffit que pour tout voisinage ouvert U de y dans Y, le foncteur G �→ (G ⊗YF )x
soit exact en G dans la catégorie des (OY|U)-modules cohérents.

Cela résulte de 1.3.17 et 2.8.1.

Proposition 5.1.2. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques, x un point de X, F un OX-module cohérent, K un idéal de définition
cohérent de Y, J = f∗(K )OX, Xn = (X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1),
fn : Xn → Yn le morphisme déduit de f . Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) F est f -plat au point x (resp. f -plat).
(ii) Fn = F ⊗OX OXn est fn-plat au point x (resp. fn-plat) pour tout n ≥ 0.

Il suffit de montrer l’équivalence des énoncés relatifs au point x. La question
étant locale sur X et sur Y, on peut se borner au cas où X = Spf(B) et Y = Spf(A)
sont affines globalement idylliques, K = K∆, où K est un idéal de définition de
type fini de A, et F = M∆, où M est un B-module cohérent. Alors f est associé à
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un homomorphisme adique ϕ : A→ B. Soient q l’idéal premier ouvert de B associé
à x, p l’idéal premier ouvert de A associé à y = f(x), Fx la fibre de F en x, Oy
l’anneau local de OY en y. Si l’on pose T = B − q et S = A− p, on a Fx = M{T}
et Oy = A{S} (1.8.12). La proposition résulte alors de 1.12.8 et 2.5.2(iii).

Proposition 5.1.3. Considérons un diagramme commutatif de schémas formels
idylliques

X′
g′ ��

f ′
��

X

f
��

Y′ g
��

h
��

Y

Z

où X′ = Y′ ×Y X, f ′ et g′ sont les projections canoniques, et les flèches verticales
sont adiques. Soit x′ un point de X′, et posons x = g′(x′), y′ = f ′(y), y = f(x) =
g(y′) et z = h(y′). Soient F un OX-module cohérent f -plat au point x (resp. f -
plat), G ′ un OY′ -module cohérent h-plat au point y′ (resp. h-plat). Alors G ′⊗Y F
est (h ◦ f ′)-plat en x′ (resp. (h ◦ f ′)-plat).

Notons d’abord que G ′⊗Y F est un OX′ -module cohérent (2.8.11). La ques-
tion étant locale sur Y et sur Y′, on peut se borner au cas où il existe des idéaux
de définition cohérents K de Y (resp. L de Z) tels que g∗(K )OY′ ⊂ h∗(L )OY′

(2.2.4). La proposition résulte alors de 2.2.15, 5.1.2 et de l’assertion correspondante
pour les schémas usuels ([31] 2.1.5).

Proposition 5.1.4. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques, K un idéal de définition cohérent de Y, J = f∗(K )OX,

0 → F ′ → F → F ′′ → 0

une suite exacte de OX-modules cohérents telle que F ′′ soit f -plat.

(i) Pour tout entier n ≥ 0, la suite

0 → F ′/J n+1F ′ → F/J n+1F → F ′′/J n+1F ′′ → 0

est exacte.
(ii) Pour tout morphisme g : Y′ → Y de schémas formels idylliques tel que X′ =

X×YY′ soit idyllique et tout OY′-module cohérent G ′, la suite de OX′-modules

0 → F ′ ⊗Y G ′ → F ⊗Y G ′ → F ′′ ⊗Y G ′ → 0

est exacte.
(iii) Pour que F soit f -plat, il faut et il suffit que F ′ le soit.

Les propositions (i) et (iii) résultent aussitôt de ([28] 0.5.7.4). Montrons (ii).
On notera que les OX′ -modules de la suite sont cohérents (2.8.11). La question
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étant locale sur Y et sur Y′, on peut se borner au cas où g est déployé (2.2.4). La
conclusion résulte alors de (i), 5.1.2, 2.2.15, 2.8.5, et de l’assertion correspondante
pour les schémas usuels ([31] 2.1.8(i)).

Proposition 5.1.5. Soient X,Y,S des schémas formels idylliques, f : X → Y un
morphisme fini et de présentation finie, g : Y → S un morphisme adique, F un
OX-module cohérent. Pour que F soit S -plat, il faut et il suffit que f∗(F ) soit
S -plat.

On notera que f∗(F ) est un OY-module cohérent (2.8.19). La proposition
résulte de 2.8.19, 5.1.2 et de l’assertion correspondante pour les schémas usuels.

Proposition 5.1.6. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques, F un OX-module cohérent, K un idéal de définition cohérent de Y,
J = f∗(K )OX, Xn = (X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1), fn : Xn → Yn le
morphisme déduit de f . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est f -plat et pour tout y ∈ Y, si l’on note X⊗Yκ(y) la fibre de X au-dessus
de y, le OX⊗Yκ(y)-module F ⊗Y κ(y) est non nul (2.3.27).

(ii) F est f -plat et f(Supp(F )) = Y.
(iii) Fn = F ⊗OX OXn est fidèlement plat relativement à fn pour tout n ≥ 0.

En effet, l’équivalence de (i) et (ii) est immédiate ; celle de (ii) et (iii) résulte
de 5.1.2 et du fait que Supp(F ) = Supp(Fn) pour tout n ≥ 0.

Définition 5.1.7. Lorsque les conditions équivalentes de (5.1.6) sont satisfaites, on
dit que F est fidèlement plat relativement à f (ou à Y).

On peut faire les remarques suivantes :
5.1.7.1. Si F est fidèlement plat relativement à f , le foncteur G �→ F ⊗Y G , de
la catégorie des OY-modules cohérents dans celle des OX-modules cohérents, est
exact et fidèle. Cela résulte de 2.8.6, 2.8.11 et de l’assertion analogue pour les
schémas ([31] 2.2.1).
5.1.7.2. Pour que OX soit fidèlement plat relativement à f , il faut et il suffit
qu’il soit f -plat et que f soit surjectif, autrement dit, que le morphisme f soit
fidèlement plat ([28] 0.5.7.7).

Proposition 5.1.8. Considérons un diagramme commutatif de schémas formels
idylliques

X′
g′ ��

f ′
��

X

f
��

Y′ g
��

h
��

Y

Z

où X′ = Y′ ×Y X, f ′ et g′ sont les projections canoniques, et les flèches verti-
cales sont adiques. Soient F un OX-module cohérent fidèlement plat relativement
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à Y, G ′ un OY′-module cohérent. Pour que G ′ soit plat (resp. fidèlement plat)
relativement à Z, il faut et il suffit que G ′ ⊗Y F soit plat (resp. fidèlement plat)
relativement à Z.

On notera que G ′ ⊗Y F est un OX′-module cohérent (2.8.11). Il suffit de
considérer successivement le cas où h est un isomorphisme, et le cas où g est un
isomorphisme. Supposons h un isomorphisme. La question étant locale sur Y et
sur Y′, on peut se borner au cas où il existe des idéaux de définition cohérents
K de Y (resp. K ′ de Y′) tels que g∗(K )OY′ ⊂ K ′ (2.2.4). L’assertion résulte
alors de 5.1.2, 5.1.6, 2.2.15 et de la proposition correspondante pour les modules
quasi-cohérents sur les schémas usuels ([31] 2.2.10). Les mêmes arguments (sans
faire de réduction) permettent aussi de traiter le cas où g est un isomorphisme.

Lemme 5.1.9. Soient f : X → Y un morphisme adique, quasi-compact et fidèlement
plat de schémas formels idylliques, K un idéal cohérent de OY tel que f∗(K )OX

soit un idéal de définition de X. Alors K est un idéal de définition de Y.

On notera d’abord que f∗(K )OX s’identifie à f∗(K ). La question étant
locale sur Y, on peut le supposer quasi-compact. Donc X est quasi-compact, et
il existe un idéal de définition cohérent K ′ de Y et un entier n > 0 tels que
f∗(K n) ⊂ f∗(K ′) ⊂ f∗(K ). On en déduit par 5.1.7.1 que K n ⊂ K ′ ⊂ K , d’où
l’assertion.

Proposition 5.1.10. Soient f : X → Y un morphisme fidèlement plat de présen-
tation finie de schémas formels idylliques, g : Y → Z un morphisme de schémas
formels adiques tel que le morphisme composé g ◦ f : X → Z soit adique (resp. de
type fini, resp. de présentation finie). Alors g est un morphisme adique (resp. de
type fini, resp. de présentation finie).

En effet, la proposition relative aux morphismes adiques résulte de 2.8.2 et
5.1.9. Les deux autres propositions se réduisent par la première aux assertions
analogues pour les morphismes de schémas ([31] 11.3.16).

Proposition 5.1.11. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A,
B une A-algèbre adique qui est un anneau idyllique, M un B-module cohérent ;
posons An = A/Jn+1 (n ≥ 0), X = Spf(B), Y = Spf(A) et F = M∆. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est un A-module plat (resp. fidèlement plat).
(ii) M ⊗A An est un An-module plat (resp. fidèlement plat) pour tout n ≥ 0.
(iii) F est plat (resp. fidèlement plat) relativement à Y.

En effet, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes en vertu de 1.12.4. Par
suite, la condition (ii) ne dépend pas du choix de l’idéal J ; on peut donc le supposer
de type fini. Les conditions (ii) et (iii) sont alors équivalentes en vertu de 5.1.2
(resp. 5.1.6).

Corollaire 5.1.12. Soient A un anneau idyllique, U un ouvert formel affine de
X = Spf(A), B = Γ(U,OX). Alors B est A-plat.
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Cela résulte de 5.1.11 car B est idyllique (2.6.12).

Corollaire 5.1.13. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques, F un OX-module cohérent, G un OY-module cohérent. Si F est f -plat
et si G est rig-pur (2.10.1.4), alors G ⊗OY F est rig-pur. En particulier, si F est
f -plat et si Y est rig-pur, alors F est rig-pur.

La question étant locale, on peut se borner au cas où X et Y sont formels
affines globalement idylliques. La conclusion résulte alors de 2.10.13 et 5.1.11,
compte tenu de (2.7.2.4) et 2.7.4.

Définition 5.1.14. Soient S un schéma formel, X un S -schéma formel, F , G
deux OX-modules, u : F → G un morphisme OX-linéaire. On dit que u est S -
universellement injectif si pour tout schéma (usuel) S ′ et tout morphisme S′ → S
(2.1.20), l’homomorphisme

u⊗S OS′ : F ⊗S OS′ → G ⊗S OS′

est injectif.

Lemme 5.1.15. Soient f : X → S un morphisme adique de schémas formels
adiques, I un idéal de définition de type fini de S , J = f∗(I )OX, Xn =
(X,OX/J n+1), Sn = (S ,OS /I n+1), fn : Xn → Sn le morphisme déduit de f .
Soit u : F → G un morphisme de OX-modules. Pour que u soit S -universellement
injectif, il faut et il suffit que

u⊗OX OXn : F ⊗OX OXn → G ⊗OX OXn

soit Sn-universellement injectif pour tout entier n ≥ 0 (1.5.2).

La condition est clairement nécessaire (2.2.9). Pour la suffisance, il suffit de
montrer que pour tout morphisme g : S′ → S où S′ est un schéma quasi-compact,
l’homomorphisme u⊗S OS′ est injectif, ce qui est évident car g se factorise à travers
Sn pour un entier n ≥ 0 (2.2.12).

Lemme 5.1.16. Soient f : X → S un morphisme adique de schémas formels idyl-
liques, F ,G deux OX-modules cohérents, u : F → G un morphisme OX-linéaire,
S -universellement injectif. Soit g : S ′ → S un morphisme de schémas formels
idylliques tel que X′ = X ×S S ′ soit idyllique. Alors u ⊗S OS ′ : F ⊗S OS ′ →
G ⊗S OS ′ est injectif ; en particulier, u est injectif.

La question étant locale sur S et sur S ′, on peut se borner au cas où g est
déployé (2.2.4). La conclusion résulte alors de 2.8.5, 2.8.11 et 2.2.15.

Lemme 5.1.17. Soient f : X → S un morphisme adique de schémas formels idyl-
liques, x ∈ X, s = f(x), F ,G deux OX-modules cohérents, u : F → G un mor-
phisme OX-linéaire, S -universellement injectif, H le conoyau de u. Alors si Gx
est Os-plat, Hx est Os-plat.
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Il suffit de montrer que pour tout idéal de type fini I de Os, le morphisme
canonique I ⊗Os Hx → Hx est injectif ([12] chap. I §2.3 rem. 1). Considérons le
diagramme commutatif

0 �� Fx
�� Gx �� Hx

�� 0

I ⊗Os Fx
��

��

I ⊗Os Gx ��

��

I ⊗Os Hx
��

��

0

dont les lignes sont exactes (5.1.16). Comme Gx est Os-plat, il suffit encore de mon-
trer que le morphisme Fx/IFx → Gx/IGx est injectif ([12] chap. I §1.4 prop. 2).
Il existe un voisinage ouvert formel affine globalement idyllique Spf(A) de s dans
S et un idéal de type fini a de A tels que I = aOs. Considérons le sous-schéma
S ′ = Spf(A/a) de S . En vertu de 5.1.16, le morphisme u⊗S OS ′ : F ⊗S OS ′ →
G ⊗S OS ′ est injectif, d’où l’assertion.

Proposition 5.1.18. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels
idylliques, K un idéal de définition cohérent de Y ; posons J = f∗(K )OX, Xn =
(X,OX/J n+1), Yn = (Y,OY/K n+1) et soit fn : Xn → Yn le morphisme déduit
de f . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est lisse (resp. étale).
(ii) fn est lisse (resp. étale) pour tout n ≥ 0.
(iii) f est plat et localement de présentation finie, et f0 est lisse (resp. étale).

L’équivalence de (i) et (ii) est mentionnée à titre de rappel (2.4.8). L’équiva-
lence de (ii) et (iii) résulte de 5.1.2 et ([31] 17.5.1 et 17.6.1).

5.2 Dévissage relatif

5.2.1. Soient f : X → S un morphisme adique de schémas formels idylliques, F
un OX-module cohérent, x un point de X, s son image dans S , X⊗S κ(s) la fibre
de X au-dessus de s (2.3.27). Il est clair que F ⊗S κ(s) est un OX⊗Sκ(s)-module
quasi-cohérent de type fini. On appelle dimension relative de F en x, et on note
dimx(F/S ), la dimension en x du module F ⊗S κ(s), c’est à dire la dimension en
x de son support en tant que partie fermée de X⊗S κ(s) ([31] 5.1.12). On appelle
dimension relative de F , et on note dim(F/S ), la borne supérieure des nombres
dimx(F/S ), lorsque x parcourt les points de X. Pour F = OX, on retrouve les
nombres dimx(X/S ) et dim(X/S ) définis dans (2.3.27).

Il est utile de faire les rappels suivants :

5.2.1.1. La fibre de F ⊗S κ(s) en x s’identifie à Fx ⊗Os κ(s) (2.3.27).

5.2.1.2. Supposons X = Spf(B) et S = Spf(A) formels affines globalement idyl-
liques et F = M∆, où M est un B-module cohérent. Soient q (resp. p) l’idéal
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premier ouvert de B (resp. A) correspondant à x (resp. s). Alors on a des isomor-
phismes canoniques

Fx ⊗Os κ(s) Mq ⊗Ap κ(s) Mq/pMq.

En effet, si I est un idéal de définition de type fini de A, on a Fx/IFx  (M/IM)q,
Os/IOs  (A/I)p (2.5.2) et I annule κ(s), d’où le premier isomorphisme. Le second
isomorphisme résulte du premier et de 1.8.13.
5.2.1.3. Soit Y le sous-schéma fermé de X défini par l’idéal cohérent annulateur de
F dans OX. Alors Y⊗S κ(s) est le support de F ⊗S κ(s) en vertu de 2.8.12 ; on
a donc dimx(F ⊗S κ(s)) = dimx(Y ⊗S κ(s)).

Définition 5.2.2. Soient f : X → S un morphisme de présentation finie de schémas
formels idylliques quasi-compacts, F un OX-module cohérent, s un point de S ,
n un entier ≥ 0. Un S -dévissage, ou dévissage relatif à S , de F au-dessus de s,
en dimension n, consiste en les données suivantes :

(i) Un sous-schéma fermé X′ de X, majorant le sous-schéma fermé défini par
l’annulateur de F dans OX. Le module F est alors l’image directe sur X
d’un OX′-module cohérent que nous nous permettrons de noter encore F .

(ii) Une factorisation X′ → T → S de la restriction de f à X′, telle que X′ →
T soit fini et T → S soit affine, lisse, à fibres géométriques intègres de
dimension n. On note τ le point générique de T ⊗S κ(s).

(iii) Un homomorphisme α d’un OT -module libre de type fini L dans le OT -
module G image directe sur T du OX′-module F , tel que α ⊗ κ(τ) soit
bijectif.

On peut faire les remarques suivantes :
5.2.2.1. Le morphisme X′ → T est fini et de présentation finie (2.6.8) ; donc
G est un OT -module cohérent (2.8.19). En particulier, le module G ⊗ κ(τ) est
libre de rang fini r sur κ(τ). Toute suite de r éléments de Γ(T ,G ), dont l’image
dans G ⊗ κ(τ) est une base sur le corps κ(τ) définit alors un homomorphisme
α : Or

T → G qui satisfait à la condition (iii).
5.2.2.2. La condition (ii) entraîne que dim(F/S ) ≤ dim(X′/S ) ≤ n. Pour que
L = 0, il faut et il suffit que l’on ait dim(F ⊗S κ(s)) < n. En effet, G ⊗S κ(s)
est l’image directe du module F ⊗S κ(s) par le morphisme fini X′ ⊗S κ(s) →
T ⊗S κ(s) (2.8.19).
5.2.2.3. Posons H = coker(α) ; c’est un OT -module cohérent. Comme α ⊗ κ(τ)
est surjectif, ατ est surjectif par le lemme de Nakayama, et par suite

dim(H ⊗S κ(s)) < n.

5.2.2.4. On désigne le dévissage relatif décrit ci-dessus par

D = (X′ → T , α : L → G ,H ).

5.2.2.5. Soit x un point de X ⊗S κ(s). Si x ∈ X′ est le seul point de X′ au-dessus
de son image t dans T , on dit que D est un S -dévissage de F au point x, en
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dimension n. Comme X′ → T est fermé, les images réciproques des voisinages
ouverts de t dans T forment une famille cofinale des voisinages ouverts de x dans
X′. Donc Gt est le Ot-module sous-jacent au Ox-module Fx.

Définition 5.2.3. Soient f : X → S un morphisme de présentation finie de schémas
formels idylliques quasi-compacts, F un OX-module cohérent, s un point de S ,
n1 > n2 · · · > n� une suite strictement décroissante d’entiers ≥ 0. Un S -dévissage
de F au-dessus de s, en dimensions n1, . . . , n�, est défini par récurrence sur � à
l’aide des données suivantes :

(i) un S -dévissage D1 = (X1 → T1, α1 : L1 → G1,H1) de F au-dessus de s, en
dimension n1 ;

(ii) un S -dévissage D de H1 au-dessus de s, en dimensions n2, . . . , n�.

Soit de plus x un point de X⊗S κ(s). Le dévissage ci-dessus est un S -dévissage de
F au point x si D1 est un S -dévissage de F au point x et si D est un dévissage
de H1 au point t1, image de x dans T1.

On peut préciser la terminologie comme suit :

5.2.3.1. Posons T0 = X et H0 = F . Alors, le dévissage précédent équivaut à la
donnée, pour tout 1 ≤ i ≤ �, d’un S -dévissage

Di = (Xi → Ti, αi : Li → Gi,Hi)

du (OTi−1)-module Hi−1 au-dessus de s, en dimension ni.

5.2.3.2. Soit t0 le point de T0 correspondant à x. Alors, le dévissage précédent est
un dévissage de F au point x, si pour tout 1 ≤ i ≤ �, le point ti−1 est un point du
sous-schéma fermé Xi de Ti−1 et est le seul point de Xi au-dessus de son image ti
dans Ti.

5.2.3.3. L’entier � est la longueur du dévissage.

5.2.3.4. Soient n, n′ deux entiers tels que n ≥ n1 et dim(H� ⊗S κ(s)) < n′ ≤ n�.
On dit alors que l’on a un dévissage de F en dimensions comprises entre n et n′.

5.2.3.5. Si H� = 0, on dit que l’on a un dévissage total de F . Si n est comme dans
(5.2.3.4), on dit aussi que l’on a un dévissage de F en dimension ≤ n.

5.2.3.6. Si (S ′, s′) → (S , s) est un morphisme de schémas formels idylliques
quasi-compacts, on définit de façon naturelle un S ′-dévissage au-dessus de s′,
de l’image réciproque F ′ de F sur X′ = X ×S S ′ (2.8.19) ; ce dévissage sera
appelé le dévissage relatif image réciproque du dévissage initial par le morphisme
(S ′, s′) → (S , s).

La proposition suivante est une version formelle d’un résultat de Raynaud-
Gruson, établi initialement dans le cadre algébrique ([42] 1.2.3).

Proposition 5.2.4. Soient f : (X, x) → (S , s) un morphisme localement de présen-
tation finie de schémas formels idylliques pointés, F un OX-module cohérent tel
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que Fx 	= 0 ; posons n = dimx(F/S ) et r = coprofOx⊗κ(s)(Fx ⊗ κ(s)) ([31]
0.16.4.9). Alors, il existe un diagramme commutatif de schémas formels pointés

(X′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(X, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines
(2.4.13) et tel que l’image réciproque F ′ de F sur X′ admette un S ′-dévissage
total, au point x′, en dimensions comprises entre n et n− r.

On notera que l’anneau local Ox ⊗ κ(s) est noethérien (5.2.1.1), ce qui jus-
tifie la définition de r. On observera aussi que le morphisme X′ → S ′ est de
présentation finie (2.3.18).

Pour la clarté de la preuve, nous appellerons provisoirement ouvert formel
simple d’un schéma formel affine Spf(A), tout ouvert formel affine de la forme
D(f) = Spf(A{f}), où f ∈ A.

Nous prouvons d’abord un lemme :

Lemme 5.2.5. Soient f : (X, x) → (S , s) un morphisme de présentation finie de
schémas formels affines idylliques pointés, F un OX-module cohérent ayant un S -
dévissage au point x, en dimensions n1, . . . , n�. Alors, pour tout voisinage ouvert
U de x dans X, il existe un diagramme commutatif de schémas formels pointés

(X′, x) ��

��

(S ′, s)

��
(X, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des ouverts formels simples, tel que X′ soit
contenu dans U et que F |X′ admette un S ′-dévissage au point x, en dimensions
n1, . . . , n�.

On peut se borner au cas où U est un ouvert formel simple de X. Soit (X1 →
T1,L1 → G1,H1) un S -dévissage de F au point x, en dimension n1 ; donc X1 et
T1 sont formels affines idylliques. Soit C le fermé complémentaire de U ∩X1 dans
X1. Comme g : X1 → T1 est fermé et que x est le seul point de X1 au-dessus de
t1 = g(x), il existe un voisinage ouvert formel simple V de t1 dans T1, contenu
dans le complémentaire de g(C) dans T1 ; on a donc g−1(V ) ⊂ U ∩ X1.

Raisonnons par récurrence sur la longueur � du dévissage. Supposons d’abord
� = 1. Comme T1 → S est ouvert, il existe un voisinage ouvert formel simple
S ′ de s dans S , contenu dans l’image de V . Soient T ′1 l’image réciproque de S ′

dans V , X′1 l’image réciproque de T ′1 dans X1. On voit aussitôt que T ′1 → S ′

est affine et surjectif, et X′1 (resp. T ′1 ) est un voisinage ouvert formel simple de x
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dans X1 (resp. t1 dans T1). Par ailleurs, il existe un ouvert formel simple X′′ de
X tel que X′′ ∩ X1 = X′1. Soient X′ = U ∩ X′′, L ′1 → G ′1 (resp. H ′

1 ) la restriction
de L1 → G1 (resp. H1) à T ′1 . Alors, X′ est un voisinage ouvert formel simple de
x dans X, contenu dans U , X′ ∩ X1 = X′1 et (X′1 → T ′1 ,L

′
1 → G ′1,H

′
1 ) est un

S ′-dévissage de F |X′ au point x, en dimension n1.
Supposons ensuite � > 1. Par hypothèse de récurrence, il existe un diagramme

commutatif de schémas formels pointés

(T ′1 , t1) ��

��

(S ′, s)

��
(T1, t1) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des ouverts formels simples, tel que T ′1 ⊂ V
et que H |T ′1 admette un S ′-dévissage au point t1, en dimensions n2, . . . , n�.
Il est loisible de remplacer S ′ par un voisinage ouvert formel simple de s dans
S ′ (5.2.3.6). Comme T1 → S est ouvert, on peut donc supposer le morphisme
T ′1 → S ′ affine et surjectif. On note X′1 l’image réciproque de T ′1 dans X1 et on
conclut comme dans le cas � = 1.

5.2.6. Revenons maintenant à la démonstration de 5.2.4. Soit Y le sous-schéma
fermé de X défini par l’idéal cohérent annulateur de F dans OX. Le module F
est l’image directe sur X d’un OY-module cohérent que nous nous permettrons
de noter encore F ; les entiers n et r ne changent pas si l’on remplace X par Y
([31] 16.4.11). Montrons en premier lieu qu’on peut se réduire au cas où X = Y, et
donc supposer dimx(X/S ) = n (5.2.1.3). Considérons un diagramme commutatif
de schémas formels pointés

(Y′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(Y, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines et
tel que l’image réciproque F ′ de F sur Y′ admette un S ′-dévissage total, au
point x′, en dimensions comprises entre n et n− r. Alors, il existe un diagramme
commutatif de schémas formels pointés

(U, x′) ��

�
��

(X′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(Y, x) �� (X, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines, tel
que le carré de gauche soit cartésien et que (U, x′) soit un ouvert de (Y′, x′). En
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effet, remplaçant X (resp. Y) par X ×S S ′ (resp. Y ×S S ′) et x par l’unique
point de X ×S S ′ au-dessus de x et s′, on peut supposer S = S ′ (2.4.10) ;
notre assertion résulte alors de 2.4.11 et de la forme locale d’un morphisme étale
de schémas usuels ([31] 18.4.6 et [40] Chap. V). En vertu de 5.2.5, il existe un
diagramme commutatif de schémas formels pointés

(Y′′, x′) ��

��

(S ′′, s′)

��
(Y′, x′) �� (S ′, s′)

dont les morphismes verticaux sont des ouverts formels simples, tel que Y′′ ⊂ U et
que F ′|Y′′ admette un S ′′-dévissage total, au point x′, en dimensions comprises
entre n et n − r. Comme Y′′ est aussi un ouvert formel simple de U ×S ′ S ′′, il
existe un ouvert formel simple X′′ de X′×S ′ S ′′ tel que X′′ ∩ (U ×S ′ S ′′) = Y′′.
Ceci achève la preuve de la réduction au cas où X = Y.

Considérons un diagramme commutatif

(X1, x1) ��

��

(T , t) �� (S1, s1)

��
(X, x) �� (S , s)

vérifiant les conditions (i),(ii),(iii) de 2.4.14 et tel que S1 soit formel affine glo-
balement idyllique. Pour établir la proposition, il est loisible de remplacer (S , s)
par (S1, s1), (X, x) par (X1, x1) et F par son image inverse sur X1. On sup-
pose désormais X = X1 et S = S1. Une fois cette réduction faite, on a encore
n = dimx(F/S ) et r = coprofOx⊗κ(s)(Fx ⊗ κ(s)) ([31] 0.16.4.10(ii)).

Soit G l’image directe de F sur T . Comme X → T est fini et de présentation
finie (2.3.18), G est un OT -module cohérent (2.8.19). De plus, x étant le seul point
de X au-dessus de t, Gt est le Ot-module sous-jacent au Ox-module Fx (5.2.2.5) ;
par suite r = coprofOt⊗κ(s)(Gt ⊗ κ(s)) ([31] 16.4.11).

Raisonnons par récurrence sur r. Si r = 0, Gt ⊗ κ(s) est un (Ot ⊗ κ(s))-
module libre de type fini ([31] 0.17.3.4). Il existe donc un homomorphisme α d’un
OT -module libre de type fini L dans G tel que αt⊗ κ(s) soit bijectif (cf. 5.2.1.2).
Posons H = coker(α). On a Ht = 0 par le lemme de Nakayama. Donc il existe un
voisinage ouvert formel affine U de t dans T tel que H |U = 0. Comme T → S
est ouvert, il existe un voisinage ouvert formel affine S ′ de s dans S contenu dans
l’image de U . Quitte à remplacer S par S ′, T par l’image réciproque T ′ de S ′

dans U et X par l’image réciproque de T ′ dans X, on peut supposer H = 0. Par
conséquent, (X → T , α : L → G , 0) est un S -dévissage total de longueur 1, de
F au point x, en dimension n.

Supposons r > 0. Il existe un S -dévissage (X → T , α : L → G ,H ) du
OX-module F au point x, en dimension n (5.2.2.1). Soit τ le point générique de
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T ⊗S κ(s). Comme T ⊗S κ(s) est intègre et que ατ ⊗κ(s) est injectif, αt⊗ κ(s)
est injectif. D’autre part, comme r > 0, αt ⊗ κ(s) n’est pas bijectif et Ht 	= 0. Il
résulte alors de ([31] 0.16.4.4) et de la suite exacte des Ext qu’on a

profOt⊗κ(s)(Gt ⊗ κ(s)) = profOt⊗κ(s)(Ht ⊗ κ(s)).

Par ailleurs, on a dim(H ⊗S κ(s)) < n (5.2.2.3), donc coprofOt⊗κ(s)(Ht⊗κ(s)) < r
([31] 5.1.12.2).

Appliquons alors l’hypothèse de récurrence : il existe un diagramme commu-
tatif de schémas formels idylliques pointés

(T ′, t′) ��

��

(S ′, s′)

��
(T , t) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines, tel
que l’image réciproque H ′ de H sur T ′ admette un S ′-dévissage total, au point
t′, en dimensions comprises entre n − 1 et n − r. Montrons qu’on peut suppo-
ser les fibres de T ′ → S ′ géométriquement intègres de dimension n. Soit C la
composante connexe de T ′ ⊗S ′ κ(s′) contenant t′. Comme l’adhérence de t dans
T ⊗S κ(s) est géométriquement irréductible par hypothèse (2.4.14), C est géomé-
triquement irréductible ([42] 1.1.2). En vertu de 2.4.15, il existe un voisinage étale
élémentaire affine (S ′′, s′′) de (S ′, s′) et un ouvert U ′′ de T ′′ = T ′ ×S ′ S ′′ tels
que U ′′ contienne C et que les fibres du morphisme U ′′ → S ′′ soient géométri-
quement intègres de dimension n ; donc l’unique point t′′ de T ′′ de projections t′
et s′′ appartient à U ′′. Notre assertion résulte alors de 5.2.5.

Soient X′ = X ×T T ′, x′ l’unique point de X′ de projections x et t′, (X′ →
T ′, α′ : L ′ → G ′,H ′) l’image réciproque du dévissage (X → T , α : L → G ,H )
de F par le morphisme étale T ′ → T . Alors x′ est l’unique point de X′ au-dessus
de t′ et l’image réciproque F ′ de F sur X′ admet un S ′-dévissage total, au point
x′, en dimensions comprises entre n et n− r.

Corollaire 5.2.7. Soient f : X → S un morphisme de présentation finie de schémas
formels idylliques, F un OX-module cohérent, s un point de S ; posons n =
dim(F ⊗S κ(s)) et r = coprofX⊗Sκ(s)(F ⊗S κ(s)). Alors, il existe un voisinage
étale élémentaire (S ′, s′) de (S , s), un (X×S S ′)-schéma adique Y, affine, étale
sur X et dont l’image dans X contient le support de F ⊗S κ(s), et une partition
finie (Yi) de Y en sous-schémas ouverts et fermés, tels que pour tout i, l’image
réciproque Fi de F sur Yi admette un S ′-dévissage total, au-dessus de s′, de
longueur ≤ r + 1, en dimensions ≤ n.

Pour tout point x de X ×S κ(s) tel que Fx 	= 0, posons

n(x) = dimx(F ⊗S κ(s)) et r(x) = coprofOx⊗κ(s)(Fx ⊗ κ(s))
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et considérons un diagramme commutatif

(Yx, yx) ��

��

(S ′x, s
′
x)

��
(X, x) �� (S , s)

satisfaisant aux conditions énoncées dans 5.2.4, avec n = n(x) et r = r(x). Comme
Yx → X est étale, son image est un voisinage ouvert Ux de x dans X. Mais
X ⊗S κ(s) est noethérien. Donc il existe une famille finie (xi)i∈I de points de
X⊗S κ(s) tels que Fxi 	= 0 et que les (Uxi)i∈I couvrent le support de F ⊗S κ(s).
Soit (S ′, s′) le produit fibré au-dessus de (S , s) de la famille (S ′xi , s

′
xi) ; c’est un

voisinage étale élémentaire de (S , s). Pour tout i, notons (Yi, yi) le produit fibré
de (Yxi , yxi) et de (S ′, s′) au-dessus de (S ′xi , s

′
xi

). Alors, l’image réciproque Fi de
F sur Yi admet un S ′-dévissage total, au-dessus de s′, de longueur ≤ r(xi) + 1,
en dimensions ≤ n(xi) (5.2.3.6). Le schéma formel Y, somme disjointe de la famille
(Yi) répond à la question.

5.3 Critère de platitude

Lemme 5.3.1. Soit (T, t) → (S, s) un morphisme lisse de schémas pointés, tel que
T ⊗S κ(s) soit intègre de point générique τ . Alors l’homomorphisme canonique
Ot → Oτ est injectif et a un conoyau Os-plat.

On peut supposer S local de point fermé s et T affine. Considérons (S, s)
comme limite projective filtrante de schémas affines noethériens pointés (Si, si)i∈I .
Il existe alors i ∈ I, un Si-schéma lisse Ti et un S-isomorphisme T  Ti×Si S ([31]
8.8.2 et 17.7.8). Pour j ≥ i, soient Tj = Ti×Si Sj , tj et τj les images de t et τ dans
Tj. Alors l’homomorphisme Ot → Oτ est la limite inductive des homomorphismes
Otj → Oτj . On peut donc se borner au cas où S est noethérien.

Soit F la partie multiplicative de Ot formée des éléments non diviseurs de
zéro dans Ot ⊗ κ(s). Comme T ⊗S κ(s) est intègre, l’anneau Ot[F−1] n’est autre
que Oτ . Pour f ∈ F , il résulte de 1.5.3 que la multiplication par f dans Ot est
injective et a un conoyau Os-plat. Le lemme s’en déduit par passage à la limite
inductive.

Proposition 5.3.2 ([42] 2.2). Soient (T, t) → (S, s) un morphisme lisse de schémas
pointés tel que T ⊗S κ(s) soit intègre de point générique τ , α un homomorphisme
d’un OT -module libre de type fini L dans un OT -module quasi-cohérent de type
fini G tel que α⊗ κ(s) soit bijectif au point τ . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(a) αt est Os-universellement injectif ;
(b) αt est injectif ;
(c) ατ est bijectif.
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Comme α⊗κ(s) est surjectif au point τ , ατ est surjectif. Donc (a)⇒(b)⇒(c)
puisque Oτ est Ot-plat. En vertu de 5.3.1, l’homomorphisme Ot → Oτ est
Os-universellement injectif, et il en est de même de Lt → Lτ . On en déduit
(c)⇒(a) grâce au diagramme commutatif de Ot-modules

Lt
αt ��

��

Gt

��
Lτ ατ

�� Gτ

Corollaire 5.3.3. Soient f : T → S un morphisme de schémas, lisse à fibres in-
tègres, α un homomorphisme d’un OT -module libre de type fini L dans un OT -
module de présentation finie G . Notons U l’ensemble des points de T où α est un
isomorphisme et posons V = f(U). Alors U est ouvert dans T , V est ouvert dans
S, et α est S-universellement injectif au-dessus de V .

La première assertion est immédiate ; en effet, le conoyau de α étant de type
fini, il a un support fermé ([28] 0.5.2.2), et sur l’ouvert complémentaire, le noyau
de α est de type fini car G est de présentation finie. La seconde assertion s’ensuit
car f est ouvert. Soient s ∈ V , t ∈ T tel que f(t) = s, τ le point générique
de T ⊗S κ(s). Comme U ⊗S κ(s) 	= ∅, τ ∈ U . Donc en vertu de 5.3.2, αt est
Os-universellement injectif, ce qui achève la démonstration.

Corollaire 5.3.4. Soient f : T → S un morphisme de schémas formels idylliques,
lisse à fibres intègres, α un homomorphisme d’un OT -module libre de type fini L
dans un OT -module cohérent G . Notons U l’ensemble des points de T où α est
un isomorphisme et posons V = f(U). Alors U est ouvert dans T , V est ouvert
dans S , et α est S -universellement injectif au-dessus de V (5.1.14).

En effet, le noyau et le conoyau de α étant cohérents, leurs annulateurs dans
OT sont des idéaux cohérents (2.8.12). On en déduit la première assertion, qui
implique la seconde assertion car f est ouvert. La dernière assertion résulte de
5.1.15 et 5.3.3.

5.3.5. Soient f : (X, x) → (S , s) un morphisme localement de présentation finie
de schémas formels idylliques pointés, F un OX-module cohérent tel que Fx 	=
0. D’après 5.2.4, on peut trouver un diagramme commutatif de schémas formels
pointés

(X′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(X, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines, et
un S ′-dévissage au point x′, en dimension n = dimx(F/S ), du OX′-module F ′
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image réciproque de F sur X′ ; notons ce dévissage (Y → T , α : L → G ,H ).
Soient t l’image de x′ dans T , τ le point générique de T ⊗S ′ κ(s′). Le théo-
rème suivant est une version formelle d’un résultat de Raynaud-Gruson, établi
initialement dans le cadre algébrique ([42] 2.1).

Théorème 5.3.6. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Fx est Os-plat ;
(i′) Gt est Os′ -plat ;
(ii) ατ est bijectif et Ht est Os′-plat ;
(ii′) αt est injectif et Ht est Os′-plat ;
(ii′′) il existe un voisinage ouvert V ′ de s′ dans S ′ tel que α soit S ′-universelle-

ment injectif au-dessus de V ′ et Ht est Os′ -plat ;
(iii) TorOs

1 (Fx, κ(s)) = 0.

Nous établirons le théorème en démontrant le schéma suivant d’implications

(i)

��

(i′)�� �� (ii)

��
(iii)

��


(ii′)

��

(ii′′)��

Notons d’abord que Os′ (resp. Ox′) est fidèlement plat sur Os (resp. Ox)
(5.1.18). Si F ′x′ est Os′ -plat, il est Os-plat ; comme F ′x′ = Fx ⊗Ox Ox′ , on en
déduit que Fx est Os-plat ([12] chap. I §3.2 prop. 4). Par ailleurs, Gt et F ′x′ sont
isomorphes comme Os′ -modules (5.2.2.5), d’où (i′) ⇒ (i).

L’implication (ii′) ⇒ (i′) résulte de la suite exacte 0 → Lt → Gt → Ht → 0
puisque T → S ′ est plat (5.1.18).

Soient U l’ensemble des points de T où α est un isomorphisme, V ′ son image
dans S ′. On sait (5.3.4) que U est un ouvert de T , V ′ est un ouvert de S ′ et α
est S ′-universellement injectif au-dessus de V ′.

Si τ ∈ U , alors s′ ∈ V ′, d’où (ii) ⇒ (ii′′). L’implication (ii′′) ⇒ (ii′) est
évidente (5.1.16).

Soit R le noyau de α, qui est un OT -module cohérent. Comme Hτ = 0, on
a une suite exacte de Oτ -modules

0 �� Rτ
�� Lτ

ατ �� Gτ �� 0 . (5.3.6.1)

Montrons (i′) ⇒ (ii). Comme G est un OT -module cohérent, Gτ  Gt⊗Ot Oτ
(2.7.6.2). Par suite, Gτ est Os′ -plat (2.6.9), et la suite (5.3.6.1) reste exacte après
tensorisation par κ(s′) au-dessus de Os′

0 �� Rτ ⊗ κ(s′) �� Lτ ⊗ κ(s′)
ατ⊗κ(s′) �� Gτ ⊗ κ(s′) �� 0 .
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Mais ατ ⊗ κ(s′) est bijectif, donc Rτ ⊗ κ(s′) = 0 et Rτ = 0 par le lemme de
Nakayama. Par conséquent, τ ∈ U et s′ ∈ V ′. Comme α est S ′-universellement
injectif au-dessus de V ′, on en déduit par 5.1.17 que Ht est Os′ -plat ; d’où
(i′) ⇒ (ii).

L’implication (i) ⇒ (iii) est évidente.
Pour établir (iii) ⇒ (i′), nous raisonnons par récurrence sur dimx(F/S ).

On notera, compte tenu de ce qui précède, que l’implication (iii) ⇒ (i′) en-
traîne l’implication (iii)⇒(i) et que les conditions (i) et (iii) sont indépendantes du
choix du dévissage relatif. Soit n un entier ≥ 0. Supposons (iii)⇒(i) vraie lorsque
dimx(F/S ) < n (ce qui est évident pour n = 0), et prouvons (iii) ⇒ (i′) lorsque
dimx(F/S ) = n. Comme Ox′ est Ox-plat, on a

F ′x′ ⊗L
Os κ(s)  (Ox′ ⊗Ox Fx) ⊗L

Os κ(s)

 (Ox′ ⊗L
Ox Fx) ⊗L

Os κ(s)

 Ox′ ⊗L
Ox (Fx ⊗L

Os κ(s)).

Donc l’hypothèse entraîne que TorOs
1 (F ′x′ , κ(s)) = TorOs

1 (Gt, κ(s)) = 0. Comme
Oτ est Ot-plat et que Gτ  Gt ⊗Ot Oτ , on en déduit par le même raisonnement
que TorOs

1 (Gτ , κ(s)) = 0. D’autre part, Os′ étant Os-plat et Os′ ⊗Os κ(s) = κ(s′),
on a

Gt ⊗L
Os′ κ(s′)  Gt ⊗L

Os′ (Os′ ⊗Os κ(s))

 Gt ⊗L
Os′ (Os′ ⊗L

Os κ(s))

 Gt ⊗L
Os κ(s);

par suite, TorOs′
1 (Gt, κ(s′)) = 0 et de même TorOs′

1 (Gτ , κ(s′)) = 0. Donc la suite
(5.3.6.1) reste exacte après tensorisation par κ(s′) au-dessus de Os′ . Comme dans
la démonstration de (i′) ⇒ (ii), on en déduit que Rτ = 0. Donc τ ∈ U et s′ ∈ V ′.
Par suite, α étant S ′-universellement injectif au-dessus de V ′, la suite

0 �� Lt
αt �� Gt �� Ht

�� 0

est exacte (5.1.16), et reste exacte après tensorisation par κ(s′) au-dessus de Os′

(5.2.1.1). La suite exacte des Tor montre alors que TorOs′
1 (Ht, κ(s′)) = 0 ; donc Ht

est Os′ -plat d’après l’hypothèse de récurrence. Mais alors Gt est Os′ -plat comme
extension de deux Os′ -modules plats. C.Q.F.D.

Remarque 5.3.6.2. L’implication (i) ⇒ (i′) résulte aussi de 5.1.3.

5.3.7. Soient f : (X, x) → (S , s) un morphisme localement de présentation finie de
schémas formels idylliques pointés, F un OX-module cohérent. Supposons donné
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un diagramme commutatif de schémas formels idylliques pointés

(X′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(X, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines et un
S ′-dévissage au point x′, (Yi → Ti, αi : Li → Gi,Hi)1≤i≤�, de l’image réciproque
F ′ de F sur X′. Soient τi le point générique de Ti ⊗S ′ κ(s′) et ti le point de Ti

déduit de proche en proche à partir de x′.

Corollaire 5.3.8. Sous les hypothèses de (5.3.7), les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) F est S -plat en x ;
(ii) αi est bijectif en τi pour tout 1 ≤ i ≤ � et H� est S ′-plat en t� ;
(iii) Gi est libre sur un voisinage de τi pour tout 1 ≤ i ≤ � et H� est S ′-plat en

t� ;
(iv) αi est injectif en ti pour tout 1 ≤ i ≤ � et H� est S ′-plat en t� ;
(v) il existe un voisinage ouvert V ′ de s′ dans S ′ tel que αi soit S ′-universelle-

ment injectif au-dessus de V ′ pour tout 1 ≤ i ≤ � et H� est S ′-plat en t�.

Cela résulte aussitôt de 5.3.6, sauf pour (iii), qui est équivalente à (ii) par
1.3.13 et 5.2.2.3.

Corollaire 5.3.9. Soient f : (X, x) → (S , s) un morphisme localement de présen-
tation finie de schémas formels idylliques pointés, F un OX-module cohérent f -plat
au point x ; posons n = dimx(F/S ) et r = coprofOx⊗κ(s)(Fx ⊗ κ(s)). Alors, il
existe un diagramme commutatif de schémas formels pointés

(X′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(X, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines et
un S ′-dévissage total au point x′, (Yi → Ti, αi : Li → Gi,Hi)1≤i≤�, de l’image
réciproque F ′ de F sur X′, en dimensions comprises entre n et n− r, tel que αi
soit S ′-universellement injectif pour tout 1 ≤ i ≤ �.

Il suffit de conjuguer 5.2.4 et 5.3.8.

Corollaire 5.3.10. Soient f : X → S un morphisme localement de présentation
finie de schémas formels idylliques, F un OX-module cohérent. Alors l’ensemble
des points x de X tels que F soit f -plat en x est ouvert.
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En effet, soit x un point de X tel que F soit f -plat en x. Considérons un
diagramme commutatif

(X′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(X, x) �� (S , s)

satisfaisant aux conditions énoncées dans 5.3.9. Compte tenu de 5.1.5, une récur-
rence décroissante montre que les Gi (1 ≤ i ≤ �) et F ′ sont S ′-plats. Par suite,
F est S -plat sur l’image de X′ dans X, qui est ouverte.

Proposition 5.3.11. Soient f : (X, x) → (S , s) un morphisme localement de pré-
sentation finie de schémas formels idylliques pointés, F un OX-module cohérent,
Z l’ensemble fermé des points de X où F n’est pas S -plat, m un entier inférieur à
n = dimx(F/S ). Supposons donné un diagramme commutatif de schémas formels
idylliques pointés

(X′, x′) ��

��

(S ′, s′)

��
(X, x) �� (S , s)

dont les morphismes verticaux sont des voisinages étales élémentaires affines et un
S ′-dévissage au point x′, (Yi → Ti, αi : Li → Gi,Hi)1≤i≤�, de l’image réciproque
F ′ de F sur X′, en dimensions comprises entre n et m. Soient τi le point générique
de Ti⊗S ′ κ(s′) et ti le point de Ti déduit de proche en proche à partir de x′. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) dimx(Z/S ) < m, où dimx(Z/S ) est la dimension en x de la partie fermée
induite par Z sur X ⊗S κ(s) ;

(ii) αi est bijectif en τi pour tout 1 ≤ i ≤ � ;
(iii) αi est injectif en ti pour tout 1 ≤ i ≤ � ;
(iv) il existe un voisinage ouvert V ′ de s′ dans S ′ tel que αi soit S ′-universelle-

ment injectif au-dessus de V ′ pour tout 1 ≤ i ≤ �.

Soient Z ′ l’image réciproque de Z dans X′, Z1 l’image de Z ′ dans T1. On
voit facilement que Z ′ est l’ensemble des points de X′ où F ′ n’est pas S ′-plat,
ou ce qui revient au même, l’ensemble des points de Y1 où F ′ n’est pas S ′-plat.
Comme Y1 → T1 est fini et de présentation finie, on en déduit par 5.1.5 que Z1

est l’ensemble des points de T1 où G1 n’est pas S ′-plat. De plus, x′ étant le seul
point de Y1 au-dessus de t1, on a dimx(Z/S ) = dimx′(Z ′/S ′) = dimt1(Z1/S ′).

Raisonnons par récurrence sur n, le cas où n < 0 étant trivial. Comme Oτ1
est Ot1 -plat (2.6.9), appliquant 5.3.6 au S ′-dévissage au point τ1 du OT1 -module
G1 donné par (idT1 , α1 : L1 → G1,H1), on conclut que les conditions suivantes
sont équivalentes :



342 Chapitre 5. Platitude

(i1) τ1 	∈ Z1 ;
(ii1) α1 est bijectif en τ1 ;
(iii1) α1 est injectif en t1 ;
(iv1) il existe un voisinage ouvert V ′ de s′ dans S ′ tel que α1 soit S ′-

universellement injectif au-dessus de V ′.

Chacune des conditions (i) à (iv) implique les conditions ci-dessus. De plus,
quitte à restreindre S ′, elles entraînent que α1 est S ′-universellement injectif,
auquel cas Z1 est l’ensemble des points de T1 où H1 n’est pas S ′-plat (5.1.17).
Comme dimt1(H1/S ′) < n, l’hypothèse de récurrence entraîne que les quatre
conditions sont équivalentes.

5.4 Modules cohérents rig-plats sur les schémas
formels idylliques

5.4.1. Soient A un anneau, B une A-algèbre qui est un anneau préadmissible
(1.8.3), K un idéal de définition de B, M un B-module ; posons X = Spec(B) et
Y = Spec(A). On dit que M est rig-A-plat si le OX -module associé à M est Y -plat
en dehors du fermé V(K). Cette définition ne dépend pas de l’idéal de définition
K de B.

Proposition 5.4.2. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type
fini de A, B une A-algèbre topologiquement de type fini, qui est un anneau idyllique,
M un B-module cohérent ; posons X = Spf(B), Y = Spf(A) et soit f : X → Y le
morphisme canonique. Soient P un point rigide fermé de X (3.3.1), U = Spf(B′)
un voisinage ouvert formel affine de P dans X, V = Spf(A′) un ouvert formel
affine de Y tel que f(X) ⊂ V . D’après (3.3.2), P détermine un point fermé de
Spec(B) − V(JB) et donc un idéal premier p de B ; de même, comme B′ est un
anneau idyllique (2.6.12), P détermine un point fermé de Spec(B′) − V(JB′) et
donc un idéal premier p′ de B′, qui est évidemment au-dessus de p.

(i) Pour que Mp soit A-plat, il faut et il suffit que (M ⊗B B′)p′ soit A-plat.
(ii) Si Mp est A′-plat, il est A-plat.
(iii) Supposons que le point rigide Q = f(P) soit fermé dans Y (3.3.5). Pour

que Mp soit A-plat, il faut et il suffit qu’il soit A′-plat.

(i) Comme B′ est B-plat (5.1.12) et que (M ⊗B B′)p′  Mp ⊗Bp B
′
p′ , la

proposition résulte de ([12] chap. I §3.2 prop. 4).
(ii) En effet, A′ est A-plat (5.1.12).
(iii) Notons d’abord que A′ est idyllique (2.6.12) et Q est fermé dans V . Donc

Q détermine des points fermés q ∈ Spec(A) − V(J) et q′ ∈ Spec(A′) − V(JA′)
(3.3.2). Il est clair que p est au-dessus de q′, qui est au-dessus de q. D’après (ii),
il suffit de montrer que si Mp est A-plat, il est A′-plat. Pour ce faire, compte tenu
de (i) et (ii), on peut remplacer X par un ouvert formel affine contenant P et V



5.4. Modules cohérents rig-plats sur les schémas formels idylliques 343

par un ouvert formel affine contenant f(X). On peut donc supposer V = D(t) où
t ∈ A, de sorte que A′ = A{t}. Il résulte alors de 1.12.19 que Mp est A{t}-plat.

Définition 5.4.3. Les hypothèses étant celles de (5.4.2), supposons de plus que
f(P) soit fermé dans Y. On dit que M∆ est rig-f -plat (ou rig-Y-plat) en P si
Mp est A-plat.

La condition que f(P) soit fermé dans Y est nécessaire pour garantir le
caractère local de cette définition.

Corollaire 5.4.4. Soient A un anneau idyllique, B une A-algèbre topologiquement
de type fini, qui est un anneau idyllique, M un B-module cohérent ; posons X =
Spf(B), Y = Spf(A) et soit f : X → Y le morphisme canonique. Soient P un
point rigide fermé de X tel que f(P) soit fermé dans Y, V un voisinage ouvert
formel affine de f(P) dans Y, U un voisinage ouvert formel affine de P dans
X tel que f(U) ⊂ V , f |U : U → V la restriction de f . Alors, pour que M∆ soit
rig-f -plat en P, il faut et il suffit que M∆|U soit rig-(f |U )-plat en P.

En effet, si on pose B′ = Γ(U,OX), on a M∆|U  (M ⊗B B′)∆ (2.7.4), et la
conclusion résulte de 5.4.2.

Définition 5.4.5. Soient f : X → Y un morphisme localement de type fini de sché-
mas formels idylliques, F un OX-module cohérent, P un point rigide de X. On
dit que F est rig-f -plat en P (ou rig-Y-plat en P) s’il existe un voisinage ou-
vert formel affine globalement idyllique V de f(P) dans Y et un voisinage ouvert
formel affine globalement idyllique U de P dans X tels que f(U) ⊂ V , que P
soit fermé dans U , que f(P) soit fermé dans V et que F |U soit rig-V -plat en
P (5.4.3). On dit que F est rig-f -plat (ou rig-Y-plat) s’il est rig-f -plat en tout
point rigide de X, et que le morphisme f est rig-plat en P (resp. rig-plat) si OX

est rig-f -plat en P (resp. rig-f -plat).

On peut faire les remarques suivantes :

5.4.5.1. D’après 5.4.4, cette notion est locale sur X et sur Y, et est cohérente avec
5.4.3.

5.4.5.2. Pour que F soit rig-f -plat en P, il faut et il suffit que son transformé
strict le soit (2.10.1.4 et 2.10.13).

5.4.5.3. Si F est f -plat, il est rig-f -plat (5.1.11).

5.4.5.4. Si le OP-module F ⊗X OP est rig-nul, F est rig-f -plat en P. En effet,
on peut se borner au cas où X = Spf(B) et Y = Spf(A) sont formels affines
globalement idylliques, P est fermé dans X, f(P) est fermé dans Y et F = M∆

où M est un B-module cohérent. Si p est l’idéal premier associé à P, M/pM est
rig-nul en vertu de 2.7.4 ; donc Mp = 0.

Proposition 5.4.6. Soient f : X → Y, g : Y → Z deux morphismes localement de
type fini de schémas formels idylliques, F un OX-module cohérent, G un OY-
module cohérent, P un point rigide de X.
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(i) Si F est rig-f -plat en P et si G est rig-g-plat en f(P), F ⊗Y G est rig-
(g ◦ f)-plat en P. En particulier, si f et g sont rig-plats, il en est de même
de g ◦ f .

(ii) Supposons f rig-plat en P. Pour que G soit rig-g-plat en f(P), il faut et il
suffit que f∗(G ) soit rig-(g ◦ f)-plat en P.

Cela résulte de (2.7.2.4), 2.7.4 et ([12] chap. I §2.7 prop. 8 et §3.2 prop. 4).

Proposition 5.4.7. Soient f : X → S un morphisme localement de type fini de
schémas formels idylliques, F , G deux OX-modules cohérents, u : F → G un
morphisme OX-linéaire, S -universellement injectif (5.1.14), H le conoyau de u,
P un point rigide de X. Alors si G est rig-f -plat en P, H est rig-f -plat en P.

On peut se borner au cas où X = Spf(B) et S = Spf(A) sont formels affines
globalement idylliques, F = M∆, G = N∆, u = v∆, où M et N sont des B-
modules cohérents et v : M → N est un morphisme B-linéaire. On peut supposer
P fermé dans X et f(P) fermé dans S . Soient p l’idéal premier de B associé
à P, H le conoyau de v, de sorte que H = H∆. La proposition revient à dire
que Hp est A-plat. Il suffit alors de montrer que pour tout idéal de type fini I de
A, le morphisme canonique I ⊗A Hp → Hp est injectif ([12] chap. I §2.3 rem. 1).
Considérons le diagramme commutatif

0 �� Mp
�� Np

�� Hp
�� 0

I ⊗AMp ��

��

I ⊗A Np ��

��

I ⊗A Hp ��

��

0

dont les lignes sont exactes (5.1.16). Comme Np est A-plat par hypothèse, il suffit
encore de montrer que le morphisme Mp/IMp → Np/INp est injectif ([12] chap. I
§1.4 prop. 2). En vertu de 5.1.16 (appliqué au sous-schéma S ′ = Spf(A/I) de S ),
le morphisme M/IM → N/IN est injectif, d’où l’assertion.

Proposition 5.4.8. Soient Y = Spf(A), X = Spf(B) deux schémas formels affines
globalement idylliques, f : X → Y un morphisme de type fini, J un idéal de
définition de type fini de A, M un B-module cohérent.

(i) Si M∆ est rig-f -plat, M est rig-A-plat (5.4.1).
(ii) Supposons de plus que A/J soit un anneau de Jacobson. Alors, pour que M

soit rig-A-plat, il faut et il suffit que M∆ soit rig-f -plat.

Posons Y = Spec(A), X = Spec(B), Xg = X − V(JB) et soit h : X → Y le
morphisme déduit de f .

(i) Soient P un point rigide fermé de X, p l’idéal premier de B correspondant.
Montrons en premier lieu que Mp est A-plat (ce qui nécessite une preuve seulement
si f(P) n’est pas fermé dans Y). Soient V = Spf(A′) un voisinage ouvert formel
affine de f(P) dans Y, U = Spf(B′) un voisinage ouvert formel affine de P dans
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X tels que f(U) ⊂ V et que f(P) soit fermé dans V . On note p′ l’idéal de premier
de B′ associé à P. Par hypothèse, (M ⊗B B′)p′ est A′-plat (2.7.4) ; donc Mp est
A-plat en vertu de 5.4.2(i)-(ii). Il en résulte que M̃ est Y -plat en tous les points
fermés de Xg (3.3.2). Comme Xg est un schéma de Jacobson (1.11.9), M̃ est Y -
plat en tous les points localement fermés de Xg ([28] 0.2.8.2). On en déduit par
restriction à des ouverts affines de Xg que M̃ |Xg est Y -plat ([12] chap. II §3.4
prop. 15).

(ii) On notera d’abord que B/JB est aussi un anneau de Jacobson ([12]
chap. V §3.4 théo. 3). Donc tout point rigide de X (resp. Y) est fermé (3.3.1). On
en déduit aussitôt que si M̃ |Xg est Y -plat, M∆ est rig-f -plat.

Corollaire 5.4.9. Soient f : X → Y un morphisme localement de type fini de sché-
mas formels idylliques, F un OX-module cohérent. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) F est rig-f -plat.
(ii) Pour tout ouvert formel affine globalement idyllique V = Spf(A) de Y et

tout ouvert formel affine globalement idyllique U = Spf(B) de X tels que
f(U) ⊂ V , M = Γ(U,F ) est rig-A-plat.

(iii) Pour tout point rigide P de X, il existe un voisinage ouvert formel affine
globalement idyllique V = Spf(A) de f(P) dans Y et un voisinage ouvert
formel affine globalement idyllique U = Spf(B) de P dans X tels que f(U) ⊂
V , que P soit fermé dans U , que f(P) soit fermé dans V et que M =
Γ(U,F ) soit rig-A-plat.

On a clairement (ii)⇒(iii)⇒(i). D’autre part, l’implication (i)⇒(ii) résulte
de 5.4.5.1 et 5.4.8(i).

Corollaire 5.4.10. Soient X,Y,S des schémas formels idylliques, f : X → Y un
morphisme fini et de présentation finie, g : Y → S un morphisme localement de
type fini, F un OX-module cohérent. Pour que F soit rig-S -plat, il faut et il suffit
que f∗(F ) soit rig-S -plat.

On notera que f∗(F ) est un OY-module cohérent (2.8.19). La conclusion
résulte de 5.4.9.

Lemme 5.4.11. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A, a
un idéal ouvert de type fini de A, X = Spec(A), X ′ l’éclatement de ã dans X,
U = Spec(B) un ouvert affine de X ′, B̂ le séparé complété de B pour la topologie
J-préadique. Alors B̂ est rig-A-plat.

Cela résulte aussitôt de 1.12.17.

Proposition 5.4.12. Soient X un schéma formel idyllique, ϕ : X′ → X un éclatement
admissible de présentation finie. Alors ϕ est rig-plat.

La question étant locale sur X, on peut le supposer formel affine globalement
idyllique. Il résulte alors de 3.1.3, 5.4.9 et 5.4.11 que ϕ est rig-plat.
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Lemme 5.4.13. Soient X,Y deux schémas formels idylliques, A un idéal de dé-
finition cohérent de Y, ψ : Y′ → Y l’éclatement de A dans Y, f : X → Y′ un
morphisme localement de type fini, F un OX-module cohérent, P un point rigide
de X. Pour que F soit rig-f -plat en P, il faut et il suffit qu’il soit rig-(ψ ◦ f)-plat
en P.

On notera que ψ est de présentation finie (3.1.4). Si F est rig-f -plat en P, il
est rig-(ψ◦f)-plat en P , en vertu de 5.4.6 et 5.4.12. Montrons l’implication inverse.
Posons Q′ = f(P) et Q = ψ(Q′). On peut se borner au cas où Y = Spf(A) est
formel affine globalement idyllique, Q est fermé dans Y et A = a∆, où a est un
idéal de définition de type fini de A. Posons Y = Spec(A) et soit φ : Y ′ → Y
l’éclatement de ã dans Y , de sorte que Y′ s’identifie au séparé complété de Y ′ le
long de V(aOY ′), ψ étant le prolongement de φ aux complétés (3.1.3). Soient V =
Spf(B) un voisinage ouvert formel affine de Q′ dans Y′, U = Spf(C) un voisinage
ouvert formel affine globalement idyllique de P dans X tels que f(U ) ⊂ V et que
P soit fermé dans U . On peut supposer V algébrisable, i.e., qu’il existe un ouvert
affine Spec(B′) de Y ′ tel que B soit le séparé complété de B′ pour la topologie
a-adique. On notera alors que B′ est une A-algèbre de présentation finie (1.13.3)
et que B est un anneau idyllique (2.6.12). De plus, Q′ est fermé dans Y′ (1.11.5
et [29] 5.4.3) et donc aussi dans V . On a F |U = M∆, où M est un C-module
cohérent, et P détermine un point fermé p ∈ Spec(C) − V(aC). Comme Mp est
A-plat par hypothèse, il est B′-plat. Par suite, Mp est B-plat en vertu de 1.12.19,
d’où la proposition.

Proposition 5.4.14. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de
schémas formels idylliques

X′
ϕ ��

f ′

��

X

f

��
Y′

ψ �� Y

où f et f ′ sont localement de type fini, ϕ et ψ sont des éclatements admissibles
de présentation finie. Soient P ′ un point rigide de X′, P = ϕ(P ′), F un OX-
module cohérent. Pour que F soit rig-f -plat en P, il faut et il suffit que ϕ∗(F )
soit rig-f ′-plat en P ′ ; pour que F soit rig-f -plat, il faut et il suffit que ϕ∗(F )
soit rig-f ′-plat.

Pour que F soit rig-f -plat en P , il faut et il suffit que ϕ∗(F ) soit rig-(f ◦ϕ)-
plat en P ′ (5.4.6 et 5.4.12). Si ϕ∗(F ) est rig-f ′-plat en P ′, il est rig-(f ◦ ϕ)-plat
en P ′. Montrons l’implication inverse. Supposons que ψ soit l’éclatement dans
Y d’un idéal ouvert cohérent A . Soient J un idéal de définition cohérent de
Y, ψ′ : Y′′ → Y′ l’éclatement de J OY′ dans Y′, ϕ′ : X′′ → X′ l’éclatement de
J OX′ dans X′. On sait que ϕ′ et ψ′ sont de présentation finie (3.1.4) et que ψ ◦ψ′
est l’éclatement de A J dans Y (3.1.13). En vertu de 3.1.4 et 3.1.9, il existe un



5.4. Modules cohérents rig-plats sur les schémas formels idylliques 347

morphisme f ′′ : X′′ → Y′′ qui rend commutatif le diagramme

X′′
ϕ′

��

f ′′

��

X′
ϕ ��

f ′

��

X

f

��
Y′′

ψ′
�� Y′

ψ �� Y

On notera que f ′′ est localement de type fini (2.3.18) et qu’il existe un point rigide
P ′′ de X′′ tel que ϕ′(P ′′) = P ′ (3.3.7). L’hypothèse entraîne que ϕ′∗(ϕ∗(F )) est
rig-(f ◦ϕ◦ϕ′)-plat en P ′′. Donc en vertu de 5.4.13, ϕ′∗(ϕ∗(F )) est rig-f ′′-plat en
P ′′. Il en résulte que ϕ′∗(ϕ∗(F )) est rig-(ψ′◦f ′′)-plat en P ′′. Par suite, ϕ∗(F ) est
rig-f ′-plat en P ′, en vertu de 5.4.6 et 5.4.12. On a démontré la première assertion.
La seconde assertion s’en déduit grâce à 3.3.7.

Corollaire 5.4.15. Soient f : X → Y, ψ : Y′ → Y deux morphismes de schémas
formels idylliques tels que f soit localement de type fini et que ψ soit un éclatement
admissible de présentation finie, F un OX-module cohérent, P un point rigide de
X ; posons X′ = X×Y Y′, F ′ = F ⊗Y OY′ et soient f ′ : X′ → Y′, ψ′ : X′ → X les
projections canoniques. Alors :

(i) Il existe un et un seul point rigide P ′ de X′ tel que P = ψ′(P ′).
(ii) Pour que F soit rig-f -plat en P, il faut et il suffit que F ′ soit rig-f ′-plat en

P ′ ; en particulier, pour que F soit rig-f -plat, il faut et il suffit que F ′ soit
rig-f ′-plat ; pour que f soit rig-plat, il faut et il suffit que f ′ soit rig-plat.

En vertu de 3.1.17(i), il existe un diagramme commutatif

où ϑ et ϕ sont des éclatements admissibles de présentation finie et f ′′ est locale-
ment de type fini. L’assertion (i) résulte alors de 3.3.7, et l’assertion (ii) de 5.4.14
(appliqué successivement à ϕ et ϑ).

Proposition 5.4.16. Soient f : X → Y, g : Y′ → Y deux morphismes de schémas
formels idylliques, F un OX-module cohérent ; posons X′ = X×Y Y′, F ′ = F ⊗Y

OY′ et soient f ′ : X′ → Y′, g′ : X′ → X les projections canoniques. Supposons f
localement de type fini et l’une des conditions suivantes vérifiée :

(i) g est fini et de présentation finie.
(ii) g est étale.

 

X′′

ϑ

��
f ′′

��

ϕ

���
��

��
��

�

X′

f ′

��

�� X

f

��
Y′

ψ
�� Y
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Soient P ′ un point rigide de X′, P = g′(P ′), Q′ = f ′(P ′), Q = f(P) = g(Q′).
Si F est rig-f -plat en P, F ′ est rig-f ′-plat en P ′ ; en particulier, si F est
rig-f -plat, F ′ est rig-f ′-plat ; si f est rig-plat, f ′ est rig-plat.

Il suffit évidemment de prouver la première assertion. La question étant lo-
cale, on peut se borner au cas où X = Spf(B), Y = Spf(A) et Y′ = Spf(A′) sont
formels affines globalement idylliques, F = M∆, où M est un B-module cohé-
rent, et P (resp. Q) est fermé dans X (resp. Y). Comme A′ est topologiquement
de présentation finie sur A (2.6.11), le cas (ii) se ramène au cas (i) en vertu de
1.16.28. Considérons désormais le cas (i). Comme A′ est un A-module cohérent,
X′ = Spf(B ⊗A A′) (1.10.2), et P ′ (resp. Q′) est fermé dans X′ (resp. Y′) (1.11.5
et [29] 5.4.3). Soient p (resp. p′) l’idéal premier de B (resp. B ⊗A A′) associé à P
(resp. P ′). Comme F ⊗Y OY′  (M ⊗AA′)∆ (2.7.4) et que p′ est au-dessus de p,
la conclusion résulte des propriétés de la platitude pour les schémas usuels ([31]
2.1.5).

Remarque 5.4.17. Les énoncés 5.4.15 et 5.4.16 seront étendus dans une certaine
mesure (5.8.9).

5.5 Rig-platitude et morphismes de topos annelés

On se propose dans cette section d’interpréter la rig-platitude en terme de platitude
relativement à certains morphismes de topos annelés (1.1.12).

Proposition 5.5.1. Soient f : X → Y un morphisme de S, F un OX-module cohé-
rent, P un point rigide de X, p le point de Xrig

ad associé à P (4.4.5). Pour que F
soit rig-f -plat en P, il faut et il suffit que F rig soit f-plat en p (4.7.20.1).

On peut évidemment se borner au cas où X = Spf(B) et Y = Spf(A) sont
formels affines globalement idylliques, f est associé à un homomorphisme topo-
logiquement de présentation finie ϕ : A → B, F = M∆ où M est un B-module
cohérent, P est fermé dans X et f(P) est fermé dans Y. Soient p et q les idéaux
premiers de B et A correspondants respectivement à P et f(P) (3.3.2), q le point
de Yrig

ad associé à f(P). On a alors des homomorphismes locaux canoniques d’an-
neaux locaux noethériens Bp → OXrig ,p et Aq → OYrig,q dont les prolongements
aux complétés sont des isomorphismes (4.8.9), et on a un isomorphisme canonique
F rig
p  Mp ⊗Bp OXrig ,p (4.8.15.1). Par suite, d’après ([12] chap. III §5.4 prop. 4),

Mp est Aq-plat si et seulement si F rig
p est (OYrig,q)-plat, d’où la proposition.

Lemme 5.5.2. Soient f : X → Y un morphisme adique de schémas formels idyl-
liques tel que Y admette localement un idéal de définition monogène, F un OX-
module cohérent. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H 0
rig(F ) est fg-plat (2.10.29.1).
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(ii) Pour tout ouvert V de Y, si l’on pose U = f−1(V ), le foncteur G �→
H 0

rig(G ⊗OY F ) de la catégorie des (OY|V )-modules cohérents dans celle
des H 0

rig(OX|U)-modules est exact.
(iii) La condition (ii) est vérifiée pour tout ouvert formel affine globalement idyl-

lique V de Y, ayant un idéal de définition monogène.

Soient V un ouvert de Y, U = f−1(V ), fV : U → V la restriction de f , G
un (OY|V )-module cohérent. On a alors un isomorphisme canonique (2.10.21.1 et
2.10.30)

(fV )∗g(H
0

rig(G )) ⊗H 0
rig(OX|U) H 0

rig(F |U)  H 0
rig(G ⊗OY F ).

Par suite, (i) entraîne (ii) en vertu de 2.10.18, et (iii) entraîne (i) en vertu de 1.3.17
et 2.10.24. Il est clair que (ii) implique (iii).

Lemme 5.5.3. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition monogène de
A, B une A-algèbre adique, qui est un anneau idyllique, M un B-module cohérent ;
posons X = Spf(B), X = Spec(B) et Xg = X − V(JB). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) M est rig-A-plat (5.4.1).
(ii) Le foncteur N �→ H 0

rig((N ⊗AM)∆) de la catégorie des A-modules cohérents
dans celle des H 0

rig(OX)-modules est exact.

Montrons d’abord (i)⇒(ii). Il suffit de prouver que pour toute suite exacte de
A-modules cohérents 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 et tout ouvert affine U = Spec(B′)
de X , la suite

0 → Γ(X ∩ U,H 0
rig((N

′ ⊗AM)∆)) → Γ(X ∩ U,H 0
rig((N ⊗AM)∆))

→ Γ(X ∩ U,H 0
rig((N

′′ ⊗AM)∆)) → 0

est exacte. Soient B̂′ le séparé complété de B′ pour la topologie J-adique, Ug =
U ∩Xg. En vertu de 2.10.7, on a

Γ(X ∩ U,H 0
rig((N ⊗AM)∆)) = Γ(Ug, (N ⊗AM)∼) ⊗B′ B̂′, (5.5.3.1)

et de même pour N ′ et N ′′. D’autre part, B′ étant une B-algèbre de type fini, B̂′
est B′-plat (1.12.17). Comme Ug est un schéma affine, l’assertion résulte alors de
la suite exacte

0 → (N ′ ⊗AM)∼|Xg → (N ⊗AM)∼|Xg → (N ′′ ⊗AM)∼|Xg → 0.

Montrons ensuite (ii)⇒(i). Comme Xg est affine, il suffit de prouver que pour
tout A-module cohérentN et tout sous-module de type fini N ′ de N , le morphisme
canonique

Γ(Xg, (N ′ ⊗AM)∼) → Γ(Xg, (N ⊗AM)∼)

est injectif ([12] chap. I §2.3 rem. 1), ce qui résulte de (ii) et de (5.5.3.1) appliqué
à B′ = B.
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Proposition 5.5.4. Soient f : X → Y un morphisme localement de type fini de
schémas formels idylliques tel que Y admette localement un idéal de définition
monogène, F un OX-module cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est rig-f -plat.
(ii) H 0

rig(F ) est fg-plat.
(iii) Pour tout ouvert V de Y, si l’on pose U = f−1(V ), le foncteur G �→

H 0
rig(G ⊗OY

F ) de la catégorie des (OY|V )-modules cohérents dans celle
des H 0

rig(OX|U)-modules est exact.

Cela résulte de 5.4.9, 5.5.2 et 5.5.3, compte tenu de 2.7.4 et (2.7.2.4).

Lemme 5.5.5. Considérons un diagramme commutatif de S+

U
q ��

g

��

X

f

��
V p

�� Y

(5.5.5.1)

tel que p et q soient de présentation finie et que prig et qrig soient des immersions
ouvertes. Soit F un OX-module cohérent tel que F rig soit f-plat. Alors (q∗F )rig

est g-plat.

En vertu de 4.4.7 et (4.7.15.1), le diagramme (5.5.5.1) induit un diagramme
de topos annelés

(U rig
ad ,OU rig)

q
��

g

��

(Xrig
ad ,OXrig)

f

��
(V rig

ad ,OV rig) p
�� (Yrig

ad ,OYrig)

commutatif à isomorphisme canonique près. Comme les flèches horizontales sont
des morphismes de localisation (4.8.4), g s’identifie au morphisme de topos associé
à f et U rig → V rig défini dans (1.1.6). L’assertion résulte alors de 1.1.12.5 et
4.7.18.

Lemme 5.5.6. Soient f : X → Y un morphisme de S+, F un OX-module cohérent.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F rig est f -plat.
(ii) Pour tout diagramme commutatif de S+

U
u ��

�g

��

X′
ϕ ��

f ′

��

X

f

��
V v

�� Y′
ψ

�� Y

(5.5.6.1)
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tel que ϕ et ψ soient des éclatements admissibles de présentation finie, que
v soit une immersion ouverte et que le carré de gauche soit cartésien, le
foncteur G �→ (G ⊗OY′ (ϕ∗F ))rig de la catégorie des OV -modules cohérents
dans celle des OU rig-modules est exact.

Considérons un diagramme commutatif (5.5.6.1) et posons q = ϕu. Pour tout
OV -module cohérent G , on a un isomorphisme canonique (4.7.23 et (4.7.29.1))

g∗(G rig) ⊗O
U rig (q∗F )rig  (G ⊗OY′ ϕ

∗(F ))rig.

Par suite, (i) entraîne (ii) en vertu de 4.7.11 et 5.5.5. Inversement, comme Xrig

admet suffisamment de points (4.4.6) et que l’anneau OXrig est cohérent (4.8.18),
(ii) entraîne (i) en vertu de 1.3.17 et 4.8.18.

Lemme 5.5.7. Soient f : X → Y un morphisme de S+ tel que Y admette localement
un idéal de définition monogène, 0 → G ′ → G → G ′′ → 0 une suite exacte de OY-
modules cohérents, F un OX-module cohérent. Alors, si l’une des deux suites

0 → H 0
rig(G

′ ⊗OY F ) → H 0
rig(G ⊗OY F ) → H 0

rig(G
′′ ⊗OY F ) → 0 (5.5.7.1)

0 → (G ′ ⊗OY F )rig → (G ⊗OY F )rig → (G ′′ ⊗OY F )rig → 0 (5.5.7.2)

est exacte, l’autre l’est aussi.

Si (5.5.7.1) est exacte, (5.5.7.2) est exacte, en vertu de 4.7.28. Inversement,
supposons (5.5.7.2) exacte, et montrons que (5.5.7.1) est exacte. Compte tenu de
2.10.18, il suffit de montrer que le morphisme

H 0
rig(G

′ ⊗OY F ) → H 0
rig(G ⊗OY F )

est injectif. En vertu de 4.7.8, ce dernier s’identifie à l’image directe par ρX du
morphisme

(G ′ ⊗OY F )rig → (G ⊗OY F )rig,

d’où l’assertion.

Proposition 5.5.8. Soient f : X → Y un morphisme de type fini de S+, F un
OX-module cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est rig-f -plat.
(ii) F rig est f -plat.
(iii) Pour tout diagramme commutatif de S+

U
u ��

�g

��

X′
ϕ ��

f ′

��

X

f

��
V v

�� Y′
ψ

�� Y
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tel que ϕ et ψ soient des éclatements admissibles de présentation finie, que
v soit une immersion ouverte et que le carré de gauche soit cartésien, le
foncteur G �→ (G ⊗OY′ (ϕ∗F ))rig de la catégorie des OV -modules cohérents
dans celle des OU rig-modules est exact.

(iii′) La condition (iii) est vérifiée lorsque Y′ admet localement un idéal de défini-
tion monogène.

On sait déjà que les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes (5.5.6) ; donc les
conditions (ii) et (iii′) sont aussi équivalentes (5.5.5). La condition (iii′) implique
que ϕ∗(F ) est rig-f ′-plat en vertu de 5.5.4 et 5.5.7 ; donc d’après 5.4.14, F est
rig-f -plat. Montrons enfin que (i) entraîne (iii′). Si F est rig-f -plat, ϕ∗(F ) est
rig-f ′-plat (5.4.14), et notre assertion résulte encore de 5.5.4 et 5.5.7.

Définition 5.5.9. Soient f : X → Y un morphisme localement de type fini de sché-
mas formels idylliques, F un OX-module cohérent. On dit que F est fidèlement
rig-plat relativement à f si F est rig-f -plat et si pour tout point rigide Q de Y, il
existe un point rigide P de X au-dessus de Q tel que, notant i : P → X l’injection
canonique, i∗(F ) ne soit pas rig-nul (2.10.1.4). On dit que f est fidèlement rig-plat
si OX est fidèlement rig-plat relativement à f .

Cette notion est locale sur Y, mais non sur X. Pour que i∗(F ) ne soit pas
rig-nul, il faut et il suffit que l’on ait H 0

rig(i
∗F ) 	= 0 (2.10.10), ou encore que

(i∗F )rig 	= 0 (4.7.10).

On peut faire les remarques suivantes :

5.5.9.1. Pour que F soit fidèlement rig-plat, il faut et il suffit que son transformé
strict le soit (2.10.1.4 et 5.4.5.2).

5.5.9.2. Il revient au même de dire que f est fidèlement rig-plat, ou qu’il est rig-
plat et que l’application associée 〈X〉 → 〈Y〉 est surjective. Si de plus f est un
morphisme de S, ces conditions sont aussi équivalentes au fait que f rig est plat et
couvrant pour les points rigides (4.3.5 et 5.5.8).

Proposition 5.5.10. Soit f : X → Y un morphisme plat localement de type fini de
schémas formels idylliques.

(i) Si f est fidèlement plat, il est fidèlement rig-plat.
(ii) Supposons Y rig-pur. Pour que f soit fidèlement plat, il faut et il suffit qu’il

soit fidèlement rig-plat.

(i) Il suffit de montrer que l’application 〈X〉 → 〈Y〉 associée à f est surjective
(5.4.5.3). On peut se réduire au cas où Y = Spf(A) et A est un ordre 1-valuatif
(5.1.8). L’espace sous-jacent à Y étant réduit à un point, il existe un ouvert affine
globalement idyllique de X qui est fidèlement plat relativement à Y. Donc on peut
supposer X = Spf(B) formel affine globalement idyllique, où B est topologique-
ment de type fini et fidèlement plat sur A (5.1.11). Par suite, 〈X〉 	= ∅ en vertu de
3.3.2.
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(ii) Si f est fidèlement rig-plat, il est surjectif en vertu de 3.3.10, et donc
fidèlement plat. L’implication inverse est déjà établie dans (i).

Proposition 5.5.11. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de
schémas formels idylliques

X′
ϕ ��

f ′

��

X

f

��
Y′

ψ �� Y

où f et f ′ sont localement de type fini, ϕ et ψ sont des éclatements admissibles
de présentation finie. Soit F un OX-module cohérent. Pour que F soit fidèlement
rig-plat relativement à f , il faut et il suffit que ϕ∗(F ) soit fidèlement rig-plat
relativement à f ′.

Cela résulte de 5.4.14 et 3.3.7.

Proposition 5.5.12. Soient f : X → Y, ψ : Y′ → Y deux morphismes de schémas
formels idylliques tels que f soit localement de type fini et que ψ soit un éclatement
admissible de présentation finie, F un OX-module cohérent ; posons X′ = X×YY′,
F ′ = F ⊗Y OY′ et soient f ′ : X′ → Y′, ψ′ : X′ → X les projections canoniques.
Pour que F soit fidèlement rig-plat relativement à f , il faut et il suffit que F ′

soit fidèlement rig-plat relativement à f ′.

Cela résulte de 5.4.15.

Proposition 5.5.13. Soient f : X → Y un morphisme localement de type fini de
schémas formels idylliques tel que Y admette localement un idéal de définition
monogène, F un OX-module cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est fidèlement rig-plat relativement à f .
(ii) Pour tout ouvert V de Y, si l’on pose U = f−1(V ), le foncteur G �→

H 0
rig(G ⊗OY

F ) de la catégorie des (OY|V )-modules cohérents dans celle
des H 0

rig(OX|U)-modules est exact et satisfait la propriété suivante :

si H 0
rig(G ⊗OY F ) = 0, alors H 0

rig(G ) = 0.

Montrons d’abord (i)⇒(ii). On sait déjà que le foncteur en question est exact
(5.5.4). Pour le reste, on peut se borner au cas où V = Y. Soit G un OY-module
cohérent tel que H 0

rig(G ⊗OY F ) = 0. Pour montrer que H 0
rig(G ) = 0, il suffit

de montrer que, pour tout point rigide Q de Y, si j : Q → Y désigne l’injection
canonique, on a H 0

rig(j
∗G ) = 0 (3.3.13). Il existe un point rigide P de X au-dessus

de Q tel que, si l’on note i : P → X l’injection canonique, on ait H 0
rig(i

∗F ) 	= 0.
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On a alors un diagramme commutatif

P
i ��

g

��

X

f

��
Q

j �� Y

où g est de présentation finie (3.3.4). En vertu de (2.10.21.1) et 2.10.30, on a

i∗g(H
0

rig(G ⊗OY F ))  H 0
rig(i

∗(G ⊗OY F ))

 g∗g (H
0

rig(j
∗G )) ⊗H 0

rig(OP) H 0
rig(i

∗F ).
(5.5.13.1)

Comme (Pzar,H 0
rig(OP)) est un topos ponctuel annelé par un corps, et de même

pour Q, on en déduit que H 0
rig(j

∗G ) = 0.
Montrons ensuite (ii)⇒(i). On sait déjà que F est rig-f -plat (5.5.4). Raison-

nons par l’absurde. Supposons qu’il existe un point rigide Q de Y tel que, pour tout
point rigide P de X au-dessus de Q, si i : P → X désigne l’injection canonique, on
ait H 0

rig(i
∗F ) = 0. Quitte à remplacer Y par un ouvert, on peut supposer Q fermé

dans Y. Soient j : Q → Y l’injection canonique, G = j∗(OQ) qui est un OY-module
cohérent, P un point rigide de X, i : P → X l’injection canonique. Si f(P) = Q,
H 0

rig(i
∗F ) = 0 par hypothèse, et par suite H 0

rig(i
∗(G ⊗OY F )) = 0 (5.5.13.1).

Supposons f(P) = Q′ 	= Q et notons j′ : Q′ → Y l’injection canonique. Comme
j′∗(G ) est clairement rig-nul, on a H 0

rig(j
′∗G ) = 0, et donc H 0

rig(i
∗(G ⊗OY F )) = 0

(5.5.13.1). On a montré dans tous les cas que H 0
rig(i

∗(G ⊗OY F )) = 0 ; donc
H 0

rig(G ⊗OY F ) = 0 en vertu de 3.3.13. La condition (ii) entraîne alors que
H 0

rig(G ) = 0, et par suite que H 0
rig(j

∗G ) = 0 (2.10.30), ce qui est absurde.

Proposition 5.5.14. Soient f : X → Y un morphisme de type fini de S+, F un
OX-module cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est fidèlement rig-plat relativement à f .
(ii) Pour tout diagramme commutatif de S+

U
u ��

�g

��

X′
ϕ ��

f ′

��

X

f

��
V v

�� Y′
ψ

�� Y

(5.5.14.1)

tel que ϕ et ψ soient des éclatements admissibles de présentation finie, que
v soit une immersion ouverte et que le carré de gauche soit cartésien, le
foncteur G �→ (G ⊗OY′ (ϕ∗F ))rig de la catégorie des OV -modules cohérents
dans celle des OU rig -modules, est exact et satisfait la propriété suivante : si
(G ⊗OY′ (ϕ∗F ))rig = 0, alors G rig = 0.
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Pour montrer que (i) entraîne (ii), il suffit de calquer la preuve de 5.5.13, en
tenant compte de 5.5.8, 5.5.11 et 4.7.10. Inversement, la condition (ii), où ϕ et
ψ sont fixés de sorte que Y′ admet localement un idéal de définition monogène,
implique la condition (i) en vertu de 5.5.13, 5.5.11 et 4.7.10.

Corollaire 5.5.15. Soient f : X → Y un morphisme de S, F un OX-module cohé-
rent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est fidèlement rig-plat relativement à f .
(ii) F rig est f -plat et pour tout point rigide (Q, j) de Yrig (4.3.1), il existe un

point rigide (P, i) de Xrig tel que (Q, j) majore (P, f rig◦i) et que i∗(F rig) 	= 0.
(iii) Pour toute immersion ouverte V → Yrig, si l’on pose U = Xrig ×Yrig V , le

foncteur G �→ G⊗OYrig F rig de la catégorie des OV -modules cohérents dans
celle des OU -modules est exact et fidèle.

L’équivalence de (i) et (ii) résulte de 5.5.8, 4.1.20, 4.3.4 et 4.8.11 ; et l’équiva-
lence de (i) et (iii) est une conséquence de 5.5.14, 4.8.18, 4.7.11, 4.7.23 et (4.7.29.1).

5.6 Idéaux de coefficients

5.6.1. Il sera sous-entendu que les schémas formels envisagés dans cette section
et les suivantes, en particulier les schémas (2.1.20), sont éléments de l’univers fixé
U (4.1.1). On désigne par Sch la catégorie des schémas et par Ŝch la catégorie des
préfaisceaux de U-ensembles sur Sch. Tout schéma formel S définit un objet de
Ŝch que l’on note abusivement S . Le foncteur ainsi défini est pleinement fidèle.

5.6.2. Soient S un schéma formel idyllique, X un S -schéma formel, F ,G deux
OX-modules, u : F → G un morphisme OX-linéaire. On désigne par Eu le sous-
objet de S dans Ŝch défini, pour tout schéma T , par l’ensemble des morphismes
T → S tels que u⊗OS OT soit un isomorphisme.

On dit qu’un idéal cohérent C de OS est un idéal de coefficients pour u si Eu
est représentable par le sous-schéma fermé de S défini par C . Lorsqu’un tel idéal
existe, il est unique. On dit alors que u admet un idéal de coefficients relativement
à S .

Le fait que u admet un idéal de coefficients relativement à S est une question
locale pour la topologie de Zariski sur S .

Si u admet un idéal de coefficients C relativement à S , alors pour tout mor-
phisme de schémas formels idylliques S ′ → S , COS ′ est un idéal de coefficients
pour l’homomorphisme

u⊗S OS ′ : F ⊗S OS ′ → G ⊗S OS ′ .

Lemme 5.6.3. Soient S un schéma formel idyllique, I un idéal de définition co-
hérent de S , f : X → S un morphisme adique, u : F → G un morphisme de OX-
modules ; posons J = f∗(I )OX, Xn = (X,OX/J

n+1), Sn = (S ,OS /I
n+1)
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et soit fn : Xn → Sn le morphisme déduit de f . Pour que u admette un idéal de
coefficients C relativement à S , il faut et il suffit que u⊗OX OXn : F ⊗OX OXn →
G ⊗OX OXn admette un idéal de coefficients cohérent Cn relativement à Sn, pour
tout n ≥ 0 (1.6.2). On a alors Cn = C OSn pour tout n ≥ 0.

La condition est clairement nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. En
vertu de 2.9.7, comme CnOSm = Cm pour tout m ≤ n, la limite C du système
projectif (Cn) est un idéal cohérent de OS , vérifiant Cn = COSn pour tout n ≥
0. Soient S ′ le sous-schéma de S défini par C , T un schéma quasi-compact,
g : T → S un morphisme. D’après 2.2.12, g se factorise à travers un morphisme
gn : T → Sn, pour un entier n ≥ 0. On en déduit aussitôt que u ⊗S OT est un
isomorphisme si et seulement si g se factorise à travers S ′.

Lemme 5.6.4. Soient f : X → S , g : T → S deux morphismes de schémas formels
idylliques tels que f soit adique et que X′ = X ×S T soit idyllique, F , G deux
OX-modules cohérents, u : F → G un morphisme OX-linéaire, ayant un idéal de
coefficients C relativement à S . Pour que l’homomorphisme

u⊗S OT : F ⊗S OT → G ⊗S OT

soit bijectif, il faut et il suffit que g se factorise à travers le sous-schéma fermé de
S défini par C .

La question étant locale sur T et sur S , on peut se borner au cas où g est
déployé (2.2.4). La conclusion résulte alors de 2.2.15, 2.8.5 et 2.8.11.

Définition 5.6.5. Soient f : X → S un morphisme adique de schémas formels
idylliques, A un idéal cohérent de OX. On dit qu’un idéal cohérent C de OS est
un idéal de coefficients de A si C est un idéal de coefficients pour l’homomorphisme
surjectif canonique OX → OX/A . Lorsqu’un tel idéal existe, il est unique et A ⊂
f∗(C )OX (5.6.4). On dit alors que A admet un idéal de coefficients relativement
à f (ou à S ).

Lemme 5.6.6. Soient f : X → S un morphisme adique de schémas formels idyl-
liques, A un idéal cohérent de OX, I un idéal de définition cohérent de S ;
posons J = f∗(I )OX, Xn = (X,OX/J n+1), Sn = (S ,OS /I n+1) et soit
fn : Xn → Sn le morphisme déduit de f . Pour que A admette un idéal de co-
efficients C relativement à S , il faut et il suffit que A OXn admette un idéal de
coefficients cohérent Cn relativement à Sn, pour tout n ≥ 0 (1.6.3). On a alors
Cn = COXn pour tout n ≥ 0.

C’est un cas particulier de 5.6.3.

Lemme 5.6.7. Soient f : X → Y, g : Y → S deux morphismes adiques de schémas
formels idylliques, A (resp. B) un idéal cohérent de OX (resp. OY) tels que A ⊂
f∗(B)OX. Notons u : OX → OX/A et v : OY → OY/B les homomorphismes
surjectifs canoniques et Eu (resp. Ev) le sous-objet de S dans Ŝch associé à u
(resp. v) (5.6.2). Alors :
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(i) Ev est un sous-objet de Eu. En particulier, si A (resp. B) admet un idéal de
coefficients C (resp. D) relativement à S , alors C ⊂ D.

(ii) Supposons que B soit l’idéal de coefficients de A . Alors Ev = Eu. En parti-
culier, pour qu’un idéal cohérent de OS soit l’idéal de coefficients de A , il
faut et il suffit qu’il soit l’idéal de coefficients de B.

(i) C’est une conséquence immédiate de la définition (5.6.2).
(ii) Compte tenu de (i), il suffit de montrer que Eu est un sous-objet de

Ev. Soient T un schéma, i ∈ Eu(T ), qu’on peut considérer comme un morphisme
i : T → S . Posons Z = Y ×S T , qui est un schéma (2.2.12), et soit j : Z → Y
la projection canonique. L’hypothèse entraîne que j se factorise à travers le sous-
schéma de Y défini par B ; par suite i ∈ Ev(T ).

Lemme 5.6.8. Soient f : X → S un morphisme adique et fidèlement plat de sché-
mas formels idylliques, C un idéal cohérent de OS . Alors :

(i) C est l’idéal de coefficients de f∗(C )OX.
(ii) Supposons de plus f quasi-compact. Si C est l’idéal de coefficients d’un idéal

ouvert cohérent A de X, alors C est ouvert.

(i) Cela résulte de 5.1.6, 5.6.6 et de la propriété analogue pour les schémas
(1.6.4).

(ii) On peut se borner au cas où S est quasi-compact. Il existe alors un idéal
de définition cohérent I de S tel que f∗(I )OX ⊂ A . Par suite I ⊂ C en vertu
de (i) et 5.6.7(i).

Proposition 5.6.9. Soient X,S deux schémas formels idylliques, f : X → S un
morphisme quasi-compact, lisse, à fibres géométriquement intègres de dimension
constante. Alors tout idéal cohérent de OX admet un idéal de coefficients relative-
ment à f .

Cela résulte de 5.6.6 et de l’assertion analogue pour les schémas (1.6.7).

Proposition 5.6.10. Soient X,S deux schémas formels idylliques, f : X → S un
morphisme affine, lisse, à fibres géométriquement intègres de dimension constante,
A un idéal cohérent de OX, C l’idéal de coefficients de A relativement à f (5.6.9),
L un idéal localement monogène de OS . Alors L C est l’idéal de coefficients de
L A .

Cela résulte de 5.6.6 et de l’assertion analogue pour les schémas (1.6.9).

Lemme 5.6.11. Soient A un anneau, B une A-algèbre telle que le morphisme
f : Spec(B) → Spec(A) soit surjectif, lisse à fibres géométriquement intègres, h
un élément de B ne s’annulant sur aucune fibre de f . Alors h n’est pas un divi-
seur de zéro dans B.

Considérons A comme limite inductive filtrante d’anneaux noethériens
(Ai)i∈I . Il existe alors i ∈ I, une Ai-algèbre lisse Bi et un isomorphisme de A-
algèbres B  Bi ⊗Ai A ([28] 0.6.3.13 et [31] 17.7.8). Posons Bj = Bi ⊗Ai Aj pour
j ≥ i. Alors B est la limite inductive des anneaux Bj , et on peut supposer h ∈ Bi.
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Montrons que l’on peut supposer que pour tout j ≥ i, le morphisme
fj : Spec(Bj) → Spec(Aj) est surjectif à fibres géométriquement intègres et que
h ne s’annule sur aucune fibre de fj. Soit Ej l’ensemble des p ∈ Spec(Aj) tels
que Spec(Bj⊗Aj κ(p)) soit géométriquement intègre. On sait que Ej est construc-
tible dans Spec(Aj) ([31] 9.7.7), et par suite globalement constructible car Aj est
noethérien2. Pour tout j ≥ i, Ej est l’image inverse de Ei dans Spec(Aj). Par
hypothèse, l’image inverse de Ei dans Spec(A) est égale à Spec(A). Donc en vertu
de ([31] 8.3.5), il existe i1 ≥ i tel que Ej = Spec(Aj) pour tout j ≥ i1. De même,
comme les morphismes fj sont ouverts et que les anneaux Aj sont noethériens,
on montre qu’il existe i2 ≥ i tel que fj(Spec(Bj) − V(h)) = Spec(Aj) pour tout
j ≥ i2, ce qui implique que fj est surjectif et que h ne s’annule sur aucune fibre
de fj .

Pour montrer que h n’est pas diviseur de zéro dans B, il suffit de montrer
qu’il n’est pas diviseur de zéro dans Bj pour tout j ≥ i. Donc compte tenu de
ce qui précède, on peut se borner au cas où A est noethérien. En vertu de ([31]
3.3.1), on a

Ass(B) = ∪p∈Ass(A)Ass(B ⊗A κ(p)).

Par suite, les idéaux associés de B sont des points génériques de fibres de f , d’où
la conclusion ([12] chap. IV §1.1 cor. 3 de la prop. 2).

Théorème 5.6.12 ([9] 2.4). Soient A un anneau idyllique, B une A-algèbre to-
pologiquement de présentation finie, X = Spf(B), S = Spf(A), X = Spec(B),
S = Spec(A), f : X → S , g : X → S les morphismes canoniques. Supposons f
lisse, à fibres géométriquement intègres de dimension constante. Alors g est ouvert,
fidèlement plat, à fibres géométriquement intègres.

On notera que, g n’étant pas en général de présentation finie, il ne suffit pas
de montrer qu’il est fidèlement plat pour déduire qu’il est ouvert ([31] 2.4.6 et
2.4.8).

Soit J un idéal de définition de type fini de A. Posons An = A/Jn+1, Bn =
B ⊗A An (n ≥ 0) et soit fn : Spec(Bn) → Spec(An) le morphisme déduit de f .
Rappelons que f et fn ont mêmes fibres (2.3.27). Pour h ∈ B, on désigne par C (h)
l’idéal de coefficients de hB relativement à A (5.6.9). On notera que h = 0 si et
seulement si C (h) = 0.

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 5.6.12.1.

(i) Si h est un élément de B ne s’annulant sur aucune fibre de f0, alors h n’est
pas un diviseur de zéro dans B.

(ii) Soient h, h′ ∈ B tels que h ne s’annule sur aucune fibre de f0. Alors C (hh′) =
C (h′).

(iii) Soient h, h′ ∈ B tels que C (h) soit monogène. Alors C (hh′) = C (h)C (h′).
2Nous utilisons pour la notion de constructibilité la terminologie de ([28] 0.2.3) qui diffère de
celle utilisée dans [31].
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(i) En vertu de 5.6.11, h n’est pas un diviseur de zéro dans Bn pour tout
n ≥ 0. Par suite h n’est pas un diviseur de zéro dans B, car B est séparé pour la
topologie JB-adique.

(ii) La relation h′h ∈ C (h′)B entraîne que C (hh′) ⊂ C (h′) car f est fidè-
lement plat (5.6.8). Pour établir l’inclusion inverse, la formation des idéaux de
coefficients étant compatible à tout changement de base (5.6.2), on se ramène aus-
sitôt au cas où C (hh′) = 0 ; d’où hh′ = 0. Par suite h′ = 0 en vertu de (i), ce qui
entraîne que C (h′) = 0 et achève la preuve.

(iii) Il existe a ∈ A et b ∈ B tels que C (h) = aA et h = ab. La relation
hh′ ∈ C (h)C (h′)B entraîne que C (hh′) ⊂ C (h)C (h′) car f est fidèlement plat
(5.6.8). Pour établir l’égalité, il suffit de montrer que pour tout idéal maximal m
de A, on a C (hh′)Am = C (h)C (h′)Am. On peut supposer C (h)C (h′)Am 	= 0. On
notera que J ⊂ m. Si b s’annule sur la fibre de f0 au-dessus de m, alors h ∈ amB,
et par suite C (h) ⊂ am. En effet, il suffit d’appliquer 5.6.8 à l’idéal aI , où I est un
idéal de type fini de A tel que I ⊂ m et h ∈ aIB. Mais la relation aA = C (h) ⊂ am
contredit l’hypothèse aAm 	= 0. On conclut que b ne s’annule pas sur la fibre de
f0 au-dessus de m. Comme f0 est ouvert, b ne s’annule sur aucune des fibres de f0
au-dessus d’un voisinage de m. En vertu de (ii) et 5.6.10, on en déduit les égalités

C (hh′) = C (abh′) = C (ah′) = aC (h′) = C (h)C (h′)

sur un voisinage ouvert de m dans Spf(A). D’où C (hh′)Am = C (h)C (h′)Am par
1.8.13 et le lemme de Nakayama.

Lemme 5.6.12.2. Si A est intègre et rig-pur, alors B est intègre.

Il suffit de montrer que pour tous éléments non nuls h1, h2 ∈ B, C (h1h2) 	= 0.
Soit Sg l’ouvert S − V(J) de S. Il existe alors un point fermé q de Sg tel que
C (hi) 	⊂ q pour i = 1, 2. En effet, si tous les points fermés de Sg appartiennent
à V(C (h1)C (h2)), alors Sg ⊂ V(C (h1)C (h2)) car Sg est un schéma de Jacobson
(1.11.9) ; par suite, V(C (h1)C (h2)) = S puisque Sg est schématiquement dense
dans S (1.8.30.2), ce qui est impossible car A est intègre. Soit R la normalisation
de A/q, qui est un anneau 1-valuatif (1.11.8 et 1.11.4). Il suffit de montrer que
C (h1h2)R 	= 0. Comme la formation des idéaux de coefficients est compatible à
tout changement de base (5.6.2), notre assertion résulte de 5.6.12.1(iii).

5.6.12.3. Revenons maintenant à la démonstration de 5.6.12. La fidèle platitude
de g résulte de 1.12.4. Montrons que pour tout q ∈ S, X ⊗S κ(q) est géomé-
triquement intègre. Compte tenu des hypothèses, on peut se borner au cas où q
n’est pas ouvert ; donc q est cohérent (1.10.3). Remplaçant f par le morphisme
Spf(B/qB) → Spf(A/q), on se réduit au cas où A est intègre et q = 0 ; en parti-
culier, A est rig-pur. Soient k = κ(0) le corps des fractions de A, k′ une extension
finie de k, A′ une extension de A engendrée par une base de k′ sur k, formée
d’éléments entiers sur A ([12] chap. V §1.5 cor. 2 de prop. 16). Alors A′ est fini
sur A, séparé et complet pour la topologie J-adique (1.10.2), et idyllique. En effet,
si A est topologiquement de présentation finie sur un anneau 1-valuatif R, alors
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A′ est topologiquement de type fini sur R et R-plat (1.9.12), donc idyllique en
vertu de 1.9.16. Par suite, B⊗̂AA′  B ⊗A A′. Appliquant 5.6.12.2 au morphisme
Spf(B ⊗A A′) → Spf(A′), on en déduit que X ⊗S k′ est intègre.

Montrons que g est ouvert. Pour h ∈ B et q ∈ S, on a l’équivalence
C (h) ⊂ q ⇔ h ∈ qB. En effet, si C (h) ⊂ q, alors h ∈ C (h)B ⊂ qB. Inverse-
ment, il suffit d’appliquer 5.6.8 à un idéal de type fini I de A tel que I ⊂ q et
h ∈ IB. Par ailleurs, il résulte des propriétés déjà démontrées que qB est un idéal
premier de B, correspondant au point générique de X ⊗S κ(q). On en déduit que
pour tous p ∈ X et h ∈ B tels que p ∈ D(h), on a

g(p) ∈ (S − V(C (h))) ⊂ g(D(h)),

ce qui nous prouve que g est ouvert.

Proposition 5.6.13 ([9] 2.5). Les hypothèses étant celles de (5.6.12), supposons de
plus A rig-pur. Soit Z un sous-schéma fermé de X, défini par un idéal ouvert de
type fini b de B, tel que l’ouvert complémentaire dans X se projette sur S. Alors
OX est Z-clos ([31] 5.9.9).

Soient W l’ouvert complémentaire de Z dans X , i : W → X l’injection ca-
nonique. Dire que OX est Z-clos, c’est dire que le morphisme canonique OX →
i∗i∗(OX ) est un isomorphisme. Par hypothèse, i est quasi-compact. Donc i∗i∗(OX )
est un OX -module quasi-cohérent, et il suffit de montrer que le morphisme cano-
nique u : B → Γ(W,OX) est bijectif.

Supposons d’abord A noethérien ; donc B est aussi noethérien. Soit x ∈ Z,
s son image dans S. Comme A est rig-pur, on a prof(OS,s) ≥ 1 (1.8.30.2 et [31]
0.16.4.6). De même, comme x n’est pas le point générique de X ⊗S κ(s), on a
prof(OX,x ⊗ κ(s)) ≥ 1. On en déduit que prof(OX,x) ≥ 2 ([31] 6.3.1), et donc OX
est Z-clos ([31] 5.10.5).

Supposons ensuite que A soit topologiquement de présentation finie sur un
anneau 1-valuatif R. Soient t un élément non nul de l’idéal maximal de R, Xg =
Spec(Bt). Comme B est A-plat, il est rig-pur, et Xg est schématiquement dense
dans X (1.8.30.2). Par ailleurs, W contient Xg ; donc les morphismes de restriction

B
u−→ Γ(W,OX ) −→ Γ(Xg,OX)

sont injectifs. Soit h ∈ Γ(W,OX ). Il existe b ∈ B et un élément π 	= 0 de l’idéal
maximal de R, tels que b = πh. Posons X0 = Spec(B/πB) et S0 = Spec(A/πA).
Le morphisme X0 → S0 étant plat de présentation finie, on a, d’après ([42] 3.4.3),

Ass(X0) = ∪s∈S0Ass(X ⊗S κ(s)).

Donc Ass(X0) ⊂ W ∩X0, ce qui entraîne que W ∩ X0 est schématiquement dense
dans X0 (1.5.5.5). Par suite, le morphisme B/πB → Γ(W ∩ X0,OX0) est injectif.
On en déduit que b ∈ πB et h ∈ B, car π n’est pas un diviseur de zéro dans B, ce
qui achève la démonstration.
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5.7 Platification par éclatements admissibles
dans un cas particulier

Définition 5.7.1. Soient f : X → S un morphisme de présentation finie de schémas
formels idylliques, F un OX-module cohérent, n un entier. On dit que F est S -
plat en dimension ≥ n, s’il existe un ouvert U de X tel que dim((X − U)/S ) < n
et que F |U soit S -plat.

Définition 5.7.2. Soient S un schéma formel idyllique, f : X → S un morphisme
affine, lisse, à fibres géométriquement intègres de dimension n, F un OX-module
cohérent. On dit que F est rig-f -plat en dimension ≥ n, si pour tout point rigide
Q de S , il existe un point rigide P de X tel que f(P) = Q et que F soit
rig-f -plat en P.

5.7.3. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type fini de A, B
une A-algèbre topologiquement de présentation finie, M un B-module cohérent,
X = Spf(B), F = M∆, S = Spf(A), X = Spec(B), M = M̃ , S = Spec(A), Sg
l’ouvert S−V(J) de S. Supposons le morphisme canonique f : X → S lisse à fibres
géométriquement intègres de dimension n. Alors, d’après 5.6.12, le morphisme
canonique g : X → S est ouvert, fidèlement plat, à fibres géométriquement intègres.
Soient s ∈ S, x le point générique de X⊗Sκ(s). Comme l’anneau local Ox⊗Osκ(s)
de X ⊗S κ(s) en x est un corps, on peut poser

r(s) = rangOx⊗Osκ(s)
(Mx ⊗Os κ(s)). (5.7.3.1)

On note E l’ensemble des s ∈ S pour lesquels Mx est libre de rang r(s) sur Ox.

Lemme 5.7.3.2. Soient P un point rigide de X d’image fermée dans S , s le point
fermé de Sg associé à f(P) (3.3.2).

(i) L’ensemble E est ouvert dans S, et la fonction r(s) est localement constante
sur E.

(ii) Si F est rig-f -plat en P, alors s ∈ E.
(iii) Si F ⊗X OP est rig-nul (2.10.1.4), alors s ∈ E et r(s) = 0.
(iv) Si F est rig-f -plat en dimension ≥ n, alors Sg est contenu dans E.

(i) En effet, pour tout s ∈ E, il existe un ouvert U de X , tel que s ∈ g(U) et
M |U soit localement libre de rang r(s). Alors g(U) est un ouvert de S (5.6.12),
contenu dans E, et la fonction r(t) pour t ∈ g(U) est constante de valeur r(s).

(ii) On notera que P est fermé dans X (1.11.5 et [29] 5.4.3) et le point t ∈ X
qui lui est associé est au-dessus de s. Soit x le point générique de X ⊗S κ(s). Par
hypothèse, Mt est Os-plat ; donc Mx = Mt⊗OtOx est Os-plat. Comme Ox⊗Osκ(s)
est un corps, Mx⊗Os κ(s) est plat sur Ox⊗Os κ(s). Par ailleurs, Ox est noethérien
(1.10.2) et Os-plat. Il en résulte par ([12] chap. III §5.4 prop. 3) que Mx est libre
sur Ox.

(iii) Cela résulte aussitôt de la preuve de (ii) et du fait que Mt = 0 (5.4.5.4).
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(iv) En effet, Sg ∩ E est un ouvert de Sg contenant tous les points fermés
(3.3.2), il est donc égal à Sg.

5.7.3.3. Soient φ : S′ → S un morphisme de type fini, X ′ = X ×S S ′, M ′ =
M ⊗S OS′ , V ′ un ouvert de S′. L’introduction de S′ a une raison technique pour
la suite. Supposons que les conditions suivantes soient remplies :

(a) F est rig-f -plat en dimension ≥ n ; en particulier, Sg ⊂ E (5.7.3.2).
(b) φ−1(Sg) ⊂ V ′ ⊂ φ−1(E) et la fonction r ◦ φ est constante de valeur r sur V ′.

Soient Fr(M) le r-ième idéal de Fitting de M (1.7.2), c l’idéal cohérent de A
tel que c∆ soit l’idéal de coefficients de Fr(M)∆ relativement à S (5.6.9), C ′ =
cOS′ . On notera qu’on a Fr(M ′) = Fr(M)OX′ , et par suite Fr(M ′) ⊂ C ′OX′ .

Lemme 5.7.3.4. V(C ′) ∩ V ′ = ∅.

Soient s′ ∈ V ′, s = φ(s′), x le point générique de X ⊗S κ(s). Si on note q
l’idéal premier de A associé à s, alors ξ = qB est l’idéal premier de B associé à x
(5.6.12). Comme s ∈ E et r(s) = r, alors Fr(M)ξ = Bξ. Si s′ ∈ V(C ′), alors c ⊂ q ;
donc Fr(M) ⊂ cB ⊂ qB et qBξ = Bξ, ce qui est impossible, d’où l’assertion.

Lemme 5.7.3.5. Les hypothèses étant celles de (5.7.3.3), supposons de plus l’ou-
vert φ−1(Sg) schématiquement dense dans S ′ et C ′ inversible sur S′ ; donc C ′OX′

est inversible sur X ′. Soient B′ l’idéal (C ′OX′)−1Fr(M ′) de OX′ , W ′ l’ouvert
complémentaire de V(B′) dans X ′. Alors le quotient M ′/AnnM ′(C ′OX′) est lo-
calement libre de rang r sur W ′.

Il suffit d’appliquer 1.7.5, en prenant pour f la projection canonique g′ : X ′ →
S′, pour F le module M ′, pour J l’idéal JOS′ , et pour C l’idéal C ′ (cf. 5.6.12
et 1.10.2).

Lemme 5.7.3.6. Les hypothèses étant celles de (5.7.3.3) et (5.7.3.5), supposons de
plus que φ soit de présentation finie. Posons S′0 = V(JOS′), X ′0 = V(JOX′),
S ′ = S′/S′

0
, X′ = X ′/X′

0
et F ′ = M ′

/X′
0
; donc X′ et S ′ sont idylliques, X′ 

X×S S ′ et F ′  F ⊗S OS ′ (2.5.11). Alors l’ouvert W ′ ∩X′ se projette sur S ′,
et le transformé strict (2.10.1.4) de F ⊗S OS ′ est localement libre de rang r sur
W ′ ∩ X′.

Notons d’abord que S ′ est rig-pur. En effet, on peut supposer S′ affine
d’anneau A′. Soit Â′ le séparé complété de A′ pour la topologie J-adique. Comme
A′ est J-pur (1.8.30.2) et que Â′ est A′-plat (1.12.17), Â′ est J-pur.

On a C ′/S′
0

= C ′OS ′ et (C ′OX′)/X′
0

= C ′OX′ (2.5.5). D’autre part, les an-
neaux OX′ et OS′ sont cohérents (2.6.18) ; en particulier, C ′OX′ et M ′ sont des
OX′-modules cohérents. Donc le noyau AnnF ′(C ′OX′) de l’homomorphisme cano-
nique

F ′ → H omOX′ (C ′OX′ ,F ′)

s’identifie au complété de AnnM ′(C ′OX′) le long de X ′ (2.5.5 et 2.6.20). Il résulte
alors de 5.7.3.5 que F ′/AnnF ′(C ′OX′) est localement libre de rang r sur W ′ ∩X′
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(2.8.9). Comme C ′OX′ est ouvert (5.7.3.4), AnnF ′ (C ′OX′) ⊂ F ′tor (2.10.13) ; et
comme F ′/AnnF ′(C ′OX′) est rig-pur sur W ′ ∩ X′ (5.1.13), F ′/AnnF ′(C ′OX′)
coïncide avec le transformé strict de F ′ au-dessus de W ′ ∩ X′, d’où la seconde
assertion du lemme.

D’une part, C ′OS ′ = cOS ′ est l’idéal de coefficients de Fr(M ′)/X′
0

=
Fr(M)OX′ relativement à S ′ (5.6.2). D’autre part, C ′OX′ est inversible (2.8.9)
et B′/X′

0
= (C ′OX′)−1Fr(M ′)/X′

0
(2.5.6). Il résulte alors de 5.6.10 que OS ′ est

l’idéal de coefficients de B′/X′
0

relativement à S ′ ; donc OS′
0

est l’idéal de coeffi-
cients de B′OX′

0
relativement à S′0 (5.6.6). Cela implique aussitôt que W ′ ∩X′ se

projette sur S ′, d’où la première assertion du lemme.

Théorème 5.7.4. Soient S un schéma formel idyllique rig-pur et quasi-compact, U
un ouvert de S , f : X → S un morphisme affine, lisse, à fibres géométriquement
intègres de dimension n, F un OX-module cohérent, S -plat en dimension ≥ n
au-dessus de U , et rig-f -plat en dimension ≥ n. Alors, il existe un éclatement ad-
missible et U -admissible (3.1.2) ϕ : S ′ → S tel que le transformé strict (2.10.1.4)
de F ⊗S OS ′ soit S ′-plat en dimension ≥ n.

On notera que ϕ est de présentation finie et S ′ est rig-pur (3.1.4). La sous-
catégorie des éclatements admissibles et U -admissibles de S qui répondent à la
question est un crible (2.10.12 et 5.1.13). Il est donc loisible de remplacer S par
un recouvrement ouvert fini (3.1.8 et 3.1.17(ii)). On peut alors se borner au cas
où S est formel affine globalement idyllique et rig-pur. On reprend dans la suite
de la preuve sans mention explicite les notations de (5.7.3). On a alors Sg ⊂ E en
vertu de 5.7.3.2(iv), et U ⊂ E en vertu de 5.3.6, 2.6.9(i) et (2.7.6.2).

Comme U est quasi-compact (2.6.6), il existe un idéal ouvert de type fini I
de A tel que U soit le complémentaire de V(I) dans S . Soit V l’ouvert S −V(I),
de sorte que Sg ⊂ V et U = V ∩ V(J) ; donc V est contenu dans E. En vertu
de 5.7.3.2(i), il existe une partition finie (Vi) de V en ouverts telle que r(s) soit
une fonction constante de valeur ri pour s ∈ Vi. Soient Fri(M) le ri-ième idéal
de Fitting de M , ci l’idéal cohérent de A tel que c∆i soit l’idéal de coefficients de
Fri(M)∆ relativement à S (5.6.9). D’après ([42] 5.1.5), il existe un éclatement
V -admissible φ : S′ → S et une partition (S′i) de S′ en ouverts tels que φ−1(Vi) =
φ−1(V ) ∩ S′i pour tout i. Posons V ′ = φ−1(V ), V ′i = φ−1(Vi), C ′i = ciOS′

i
et soit

φi : S ′i → S la restriction de φ. On a alors V(C ′i ) ∩ V ′i = ∅ (5.7.3.4). Quitte à faire
éclater C ′i dans S ′i, on peut supposer C ′i inversible sur S ′i pour tout i. On notera
que le nouveau morphisme φ : S′ → S est toujours un éclatement V -admissible
(1.13.5) ; en particulier, φ est l’éclatement d’un idéal ouvert de type fini de A ([28]
6.8.4). Comme A est rig-pur, Sg est schématiquement dense dans S (1.8.30.2) et
φ est de présentation finie (1.13.3). Comme Sg ⊂ V , par transitivité des images
schématiques ([28] 6.10.3), φ−1(Sg) est schématiquement dense dans S′. Donc les
conditions de 5.7.3.6 sont remplies par chacun des φi, et le théorème s’ensuit.

Proposition 5.7.5. Soient S un schéma formel idyllique rig-pur et quasi-compact,
U un ouvert de S , f : X → S un morphisme affine, lisse, à fibres géométrique-
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ment intègres de dimension n, F un OX-module cohérent vérifiant les conditions
suivantes :

(i) dim(F ⊗S OU/U) < n.
(ii) Pour tout point rigide Q de S , il existe un point rigide P de X tel que

f(P) = Q et que F ⊗X OP soit rig-nul (2.10.1.4) ; en particulier, F est
rig-f -plat en dimension ≥ n (5.4.5.4).

Alors, il existe un éclatement admissible et U -admissible ϕ : S ′ → S tel que, si
F
′
est le transformé strict de F ⊗S OS ′ , on ait dim(F

′
/S ′) < n.

La démonstration est similaire à celle de 5.7.4. On peut clairement se borner
au cas où S est formel affine globalement idyllique et rig-pur. On reprend dans
la suite de la preuve sans mention explicite les notations de (5.7.3). On a alors
U∪Sg ⊂ E et la fonction r(s) est nulle sur U∪Sg en vertu de 5.7.3.2. Comme U est
quasi-compact (2.6.6), il existe un idéal ouvert de type fini I de A tel que U soit
le complémentaire de V(I) dans S . Soit V l’ouvert S−V(I), de sorte que Sg ⊂ V
et U = V ∩ V(J) ; donc V ⊂ E et la fonction r(s) est nulle sur V . Soient F0(M)
le 0-ième idéal de Fitting de M , c l’idéal cohérent de A tel que c∆ soit l’idéal de
coefficients de F0(M)∆ relativement à S (5.6.9), φ : S′ → S l’éclatement de c dans
S. Comme V(c) ∩ V = ∅ (5.7.3.4), c est un idéal ouvert de type fini de A ([28]
6.8.4). Comme A est rig-pur, φ est de présentation finie (1.13.3), et par transitivité
des images schématiques, φ−1(Sg) est schématiquement dense dans S′. Donc les
conditions de 5.7.3.6 sont remplies, et la proposition s’ensuit.

5.8 Platification par éclatements admissibles

Le théorème suivant est une version formelle d’un résultat de Raynaud-Gruson,
établi initialement dans le cadre algébrique ([42] 5.2.2).

Théorème 5.8.1. Soient S un schéma formel idyllique quasi-compact, f : X → S
un morphisme de présentation finie, U un ouvert de S , F un OX-module cohérent
rig-f -plat. Supposons vérifiée l’une des conditions suivantes :

(i) S est rig-pur et F est S -plat au-dessus de U .
(ii) U = ∅.

Alors, il existe un éclatement admissible, U -admissible et de présentation finie
ϕ : S ′ → S tel que le transformé strict (2.10.1.4) de F ⊗S OS ′ soit S ′-plat.

Corollaire 5.8.2. Soient S un schéma formel idyllique quasi-compact, f : X → S
un morphisme de présentation finie et rig-plat, U un ouvert de S . Supposons
vérifiée l’une des conditions suivantes :

(i) S est rig-pur et f est plat au-dessus de U .
(ii) U = ∅.

Alors, il existe un éclatement admissible, U -admissible et de présentation finie
ϕ : S ′ → S tel que le transformé strict (2.10.16) de X ×S S ′ soit S ′-plat.
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Nous établirons le lemme technique suivant :

Lemme 5.8.3. Soient S un schéma formel idyllique, rig-pur et quasi-compact,
f : X → S un morphisme de présentation finie, F un OX-module cohérent, n
un entier ≥ 0, U un ouvert de S , ϕ : S ′ → S un éclatement admissible, U ′ =
ϕ−1(U). On suppose vérifiées les hypothèses suivantes :

(i) F est rig-f -plat, et S -plat en dimension ≥ n+ 1 (5.7.1).
(ii) Le transformé strict de F ⊗S OS ′ est S ′-plat en dimension ≥ n au-dessus

de U ′.
(iii) U 	= S .

Alors, il existe un ouvert W de S , strictement plus grand que U et un éclate-
ment admissible et U ′-admissible ϕ′ : S ′′ → S ′ tels que le transformé strict de
F ⊗S OS ′′ soit plat en dimension ≥ n, au-dessus de l’image réciproque W ′′ de
W dans S ′′.

On notera que ϕ et ϕ′ sont de présentation finie (3.1.4).

5.8.4. Montrons d’abord comment le lemme entraîne le théorème. Il est loisible de
remplacer S par un éclatement admissible, U -admissible et de présentation finie
S ′ → S et F par le transformé strict de F ⊗S OS ′ (2.10.12, 3.1.4(ii), 3.1.14,
5.1.13, 5.4.15 et 5.4.5.2) ; en particulier, on peut se borner au cas où la condition
(i) est remplie. Il suffit de montrer que pour tout entier n, il existe un éclatement
admissible et U -admissible S ′ → S tel que le transformé strict de F ⊗S OS ′

soit S ′-plat en dimension ≥ n. L’assertion est évidente pour n > dim(X/S ).
Raisonnons par récurrence décroissante sur n ; on peut supposer que F est S -
plat en dimension ≥ n + 1. Soit E la famille des ouverts V de S , contenant U ,
tels que l’assertion soit vraie pour la restriction de la situation au-dessus de V .
Alors E est non vide car U ∈ E (5.1.13). Comme l’espace topologique sous-jacent
à S est noethérien (2.6.6), E possède un élément maximal V0. Le lemme 5.8.3
(appliqué avec U = V0) entraîne, compte tenu de 3.1.8 et 3.1.14, que V0 = S .

5.8.5. Revenons maintenant à la démonstration de 5.8.3. Soit s un point maximal
de S − U . On peut trouver un diagramme commutatif

Y �� X ×S S̃ ��

��

X

��
S̃ �� S

satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) S̃ possède un unique point s̃ au-dessus de s, et (S̃ , s̃) est un voisinage étale
élémentaire affine de (S , s).

(b) Le morphisme Y → X ×S S̃ est étale et son image contient X ⊗S κ(s).
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(c) Y est affine somme disjointe d’ouverts affines (Yi)i∈I ; notons Fi l’image
réciproque de F sur Yi.

(d) Pour tout i ∈ I tel que dim(Fi/S̃ ) ≥ n, Fi possède un S̃ -dévissage au-
dessus de s̃, en dimensions ≥ n, (Zij → Tij , αij : Lij → Gij ,Hij), tel que les
morphismes αij soient S̃ -universellement injectifs pour les indices (i, j) tels
que dim(Tij/S̃ ) > n, et soient surjectifs au-dessus d’un ouvert de Tij qui se
projette sur S̃ , pour tous les indices (i, j).

L’existence de telles données résulte pour l’essentiel de 5.2.7 et 5.3.11 ; les
conditions auxiliaires énoncées dans (a) et (d) peuvent être réalisées après restric-
tion convenable du voisinage étale S̃ . Soient I un idéal de définition cohérent
de S , S0 = (S ,OS /I ), H le sous-schéma réduit de S0 d’espace sous-jacent
S − U , H̃ = H ×S S̃ . D’après la condition (a), la projection canonique H̃ → H
est un isomorphisme au-dessus de Spec(OH,s), donc aussi au-dessus d’un voisinage
ouvert de s dans H. Quitte à restreindre S̃ , on peut supposer que l’image de S̃

dans S est un ouvert Su tel que S̃ → Su soit un isomorphisme au-dessus de
Hu = H ∩ Su. On peut également renforcer la condition (b) en la condition (b′)
ci-après :

(b′) Le morphisme Y → X ×S S̃ est étale et son image contient X ×S Hu.

Nous affecterons d’un indice u (resp. d’un ˜ ) les objets déduits d’objets au-
dessus de S par le changement de base Su → S (resp. S̃ → S ). On notera
que les hypothèses du lemme 5.8.3 sont préservées par ces changements de base
(5.4.16).

Supposons avoir résolu le lemme 5.8.3 après le changement de base S̃ →
S , avec W̃ = S̃ et un éclatement admissible et Ũ ′-admissible S̃ ′′ → S̃ ′. Cet
éclatement est celui d’un idéal ouvert cohérent Ã ′ de S̃ ′ tel que V(Ã ′)∩ Ũ ′ = ∅.
Considérons le diagramme cartésien

S̃ ′ ��

ϕ̃

��

S ′u

ϕu

��
S̃ �� Su

Alors S̃ ′ → S ′u est un morphisme étale surjectif et un isomorphisme au-dessus de
ϕ−1
u (Hu) (dont l’espace sous-jacent est S ′u−U ′u). Dans ces conditions, le morphisme

naturel V(Ã ′) → S ′u est une immersion fermée (2.9.6 et [31] 8.11.5), et l’idéal
Ã ′ est l’image réciproque d’un idéal ouvert cohérent A ′u de S ′u . Soit S ′′u → S ′u
l’éclatement de A ′u dans S ′u . Comme S̃ ′′ → S ′′u est un morphisme étale surjectif,
par descente fidèlement plate de S̃ ′′ à S ′′u (cf. la preuve de (i′) ⇒ (i) de 5.3.6), on
voit que l’on a prouvé le lemme 5.8.3, pour la restriction de la situation au-dessus
de Su et avec l’ouvert Wu = Su. D’après 3.1.8, on peut prolonger l’éclatement
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S ′′u → S ′u en un éclatement admissible et U ′-admissible S ′′ → S ′ ; on a alors
démontré le lemme 5.8.3 avec W = U ∪ Su.

Nous sommes donc ramenés à démontrer 5.8.3 dans le cas où S = S̃ avec
W = S̃ . Par descente fidèlement plate (cf. la condition (b′)), on peut remplacer X
par Y. Une fois ces réductions faites, la sous-catégorie des éclatements admissibles
et U ′-admissibles de S ′ qui conviennent pour Yi et Fi est un crible (2.10.12,
3.1.4(ii) et 5.1.13). On peut donc se ramener au cas où Y = Yi (3.1.17(ii)) ; bref,
il nous suffit de prouver le lemme suivant :

Lemme 5.8.6. Soient S un schéma formel affine, idyllique et rig-pur, U un ouvert
de S , f : X → S un morphisme affine de présentation finie, n un entier ≥ 0,
F un OX-module cohérent rig-f -plat, qui possède un S -dévissage au-dessus d’un
point maximal de S − U , en dimensions ≥ n, (Zj → Tj , αj : Lj → Gj,Hj)
dans lequel les αj sont S -universellement injectifs pour les indices j tels que
dim(Tj/S ) ≥ n+1, et sont surjectifs au-dessus d’un ouvert de Tj qui se projette
sur S , pour tous les indices j.

Soient ϕ : S ′ → S un éclatement admissible, U ′ = ϕ−1(U), X′ = X×S S ′,
F ′ = F ⊗S OS ′ tels que le transformé strict F

′
de F ′ soit S ′-plat en dimension

≥ n au-dessus de U ′. Alors il existe un éclatement admissible et U ′-admissible
S ′′ → S ′, tel que le transformé strict de F ⊗S OS ′′ soit S ′′-plat en dimen-
sion ≥ n.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.8.7. Soient S un schéma formel idyllique rig-pur, f : X → S un mor-
phisme affine, lisse, à fibres géométriquement intègres de dimension r, 0 → L →
G → H → 0 une suite exacte de OX-modules cohérents telle que L soit locale-
ment libre et que dim(H /S ) < r. Alors le morphisme Gtor → Htor est bijectif ;
en particulier, la suite 0 → L → G /Gtor → H /Htor → 0 est exacte.

Il résulte de 2.10.1.3 que L ∩ Gtor ⊂ Ltor. Mais Ltor = 0 (5.1.13), donc
le morphisme Gtor → Htor est injectif. Pour la surjectivité, on peut supposer
S = Spf(A) et X = Spf(B) formels affines globalement idylliques, L = L∆,
G = G∆ et H = H∆, où L,G,H sont trois B-modules cohérents tels que la suite
0 → L→ G→ H → 0 soit exacte et que L soit localement libre. Soient R = Htor,
R′ son image réciproque dans G, b l’idéal annulateur de R dans B. On sait (1.10.3)
que R est un B-module cohérent ; donc b est un idéal ouvert de type fini de B.
Posons S = Spec(A), X = Spec(B) et soit g : X → S le morphisme déduit de
f . Soient Z le sous-schéma de X défini par l’idéal b, W l’ouvert complémentaire
de Z dans X , i : W → X l’injection canonique, β : L̃ → R̃′ la flèche canonique.
Alors i∗(β) : i∗(L̃) → i∗(R̃′) est un isomorphisme. Par ailleurs, W se projette sur
S puisque dim(H /S ) < r (2.8.12) et g est ouvert (5.6.12). Il résulte de 5.6.13
que L̃ est Z-clos, autrement dit le morphisme canonique L̃ → i∗i∗(L̃) est un
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isomorphisme. Considérons alors le diagramme commutatif suivant

R̃′
α �� i∗i∗(R̃′)

L̃

β

��

∼ �� i∗i∗(L̃)

i∗i∗(β)

��

où α est le morphisme canonique. Il nous montre que β admet un inverse à gauche
de noyau ker(α). Donc ker(α) = Q̃, où Q est un sous-B-module de R′, isomorphe
à R. On a Q ⊂ Gtor (1.8.30.2), Gtor ⊂ R′ et L ∩Gtor = 0 ; par suite Q = Gtor, ce
qui achève la preuve.

5.8.8. Il nous reste à démontrer le lemme 5.8.6. Notons d’abord que si
dim(Tj/S ) > n pour tous les indices j, alors F est S -plat en dimension ≥ n, et
la conclusion est immédiate. Quitte à ré-indexer le S -dévissage de F , on peut sup-
poser j = dim(Tj/S ) et que le plus petit indice est n. Soient (Z′j → T ′j , α

′
j : L ′j →

G ′j ,H
′
j ) l’image réciproque du S -dévissage de F sur X′ (5.2.3.6), G

′
j (resp. H

′
j)

le transformé strict de G ′j (resp. H ′
j ), α′j : L ′j → G

′
j le morphisme déduit de α′j .

Pour tout j ≥ n + 1, la suite 0 → L ′j → G ′j → H ′
j → 0 est exacte (5.1.16) et

dim(H ′
j /S

′) < j ; donc, en vertu de 5.8.7, la suite 0 → L ′j → G
′
j → H

′
j → 0

est exacte. Par suite, (Z′j → T ′j , α
′
j : L ′j → G

′
j ,H

′
j)j≥n+1 est un S ′-dévissage

de F
′

au-dessus de n’importe quel point de S ′ (2.10.32). Par contre, (Z′n →
T ′n, α

′
n : Ln → G

′
n,H

′
n) n’est pas forcement un S ′-dévissage en dimension n.

Montrons que pour tout j ≥ n, G
′
j est S ′-plat en dimension ≥ n, au-dessus

de U ′. Comme F
′
est S ′-plat en dimension ≥ n, au-dessus de U ′, il en est de même

de G
′
j pour j suffisamment grand (5.1.5). Raisonnons par récurrence décroissante

sur j ≥ n+ 1 ; supposons que G
′
j soit S ′-plat en dimension ≥ n, au-dessus de U ′.

Il résulte alors de 5.3.6, appliqué au S ′-dévissage du OT ′
j
-module G

′
j donné par

(idT ′
j
, α′j : L ′j → G

′
j ,H

′
j), que H

′
j est S ′-plat en dimension ≥ n, au-dessus de

U ′, ce qui conclut la récurrence (5.1.5).
Montrons que pour tout j ≥ n, G ′j est rig-S ′-plat ; il en serait alors de même

de G
′
j (5.4.5.2). Comme F ′ est rig-S ′-plat (5.4.15), il en est de même de G ′j pour

j suffisamment grand (5.4.10). Pour tout j ≥ n + 1, α′j est S ′-universellement
injectif. Donc notre assertion s’obtient par une récurrence décroissante sur j, à
l’aide de 5.4.7 et 5.4.10.

Appliquons 5.7.4 au morphisme T ′n → S ′ et au OT ′
n
-module G

′
n. Il existe

alors un éclatement admissible et U ′-admissible S ′′ → S ′ tel que le transformé
strict G

′′
n de Gn ⊗S OS ′′ soit S ′′-plat en dimension ≥ n (2.10.12). Soient (Z′′j →

T ′′j , α
′′
j : L ′′j → G ′′j ,H

′′
j ) l’image réciproque du S -dévissage de F sur X′′ = X×S

S ′′, G
′′
j (resp. H

′′
j ) le transformé strict de G ′′j (resp. H ′′

j ). Pour tout j ≥ n+1, la
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suite 0 → L ′′j → G ′′j → H ′′
j → 0 est exacte (5.1.16) et dim(H ′′

j /S
′′) < j ; donc,

en vertu de 5.8.7, la suite 0 → L ′′j → G
′′
j → H

′′
j → 0 est exacte. On en déduit

par une récurrence croissante sur j ≥ n+1 que le transformé strict de F ⊗S OS ′′

est S ′′-plat en dimension ≥ n (2.10.32 et 5.1.5).

Corollaire 5.8.9. Soient S un schéma formel idyllique quasi-compact, X,S ′ deux
schémas formels idylliques, f : X → S un morphisme de présentation finie,
g : S ′ → S un morphisme adique, F un OX-module cohérent ; posons X′ =
X ×S S ′, F ′ = F ⊗S OS ′ et soit f ′ : X′ → S ′ la projection canonique.

(i) Si F est rig-f -plat, F ′ est rig-f ′-plat ; en particulier, si f est rig-plat, f ′ est
rig-plat.

(ii) Si f est fidèlement rig-plat, f ′ est fidèlement rig-plat.

(i) D’après 5.8.1, il existe un éclatement admissible de présentation finie
ϕ : S1 → S tel que le transformé strict de F ⊗S OS1 soit S1-plat. En vertu de
3.1.17(i), il existe un diagramme commutatif

S ′1

��

ϕ′
�� S ′

g

��
S1

ϕ �� S

tel que S ′1 soit rig-pur et ϕ′ soit un éclatement admissible de présentation finie.
Posons X1 = X ×S S1 et X′1 = X′ ×S ′ S ′1, de sorte qu’on a un diagramme
commutatif

X′1 ��

��

���
����� X′

��

�����
��

��

S ′1

��

ϕ′
�� S ′

g
��

S1
ϕ �� S

X1
��

��������
X

���������

où les carrés latéraux sont cartésiens. On en déduit, compte tenu de 5.1.3, 5.1.13 et
2.10.12, que le transformé strict de F ′⊗S ′ OS ′

1
est S ′1-plat. Par suite, F ′⊗S ′ OS ′

1

est rig-S ′1-plat (5.4.5.2) ; donc F ′ est rig-S ′-plat (5.4.15).
(ii) Reprenons les constructions ci-dessus pour F = OX ; supposons de plus

S1 rig-pur, ce qui est loisible. Soient X1 (resp. X
′
1) le transformé strict de X1 (resp.

X′1). Comme X1 → S1 est plat et fidèlement rig-plat (5.5.12), il est fidèlement plat
en vertu de 5.5.10(ii). Par suite, X

′
1 = X1 ×S1 S ′1 (2.10.12 et 5.1.13) et X

′
1 → S ′1

est fidèlement plat (5.1.8). Donc X′1 → S ′1 est fidèlement rig-plat en vertu de
5.5.10(i). On en déduit que X′ → S ′ est fidèlement rig-plat (5.5.12).
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5.9 Dimension relative d’un module cohérent

5.9.1. Soient f : X → S un morphisme d’espaces rigides cohérents, F un OX -
module cohérent, p un point rigide de Xad, q son image dans Sad, X ⊗S κ(q) la
fibre de X au-dessus de q (4.8.48). On peut considérer p aussi comme un point
rigide de X ⊗S κ(q) (loc. cit.). On appelle dimension relative de F en p, et on
note dimp(F/S), la dimension en p du (OX⊗Sκ(q))-module F ⊗S κ(q) (4.9.1). On
appelle dimension relative de F sur S et l’on note dim(F/S) la borne supérieure
des nombres dimp(F/S), lorsque p parcourt les points rigides de Xad. On appelle
dimension relative de f en p (ou dimension relative de X sur S en p) et l’on note
dimp(f) ou dimp(X/S) le nombre dimp(OX/S). On appelle dimension relative de
f (ou dimension relative de X sur S) et l’on note dim(f) ou dim(X/S) le nombre
dim(OX/S).

5.9.2. Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohérent. On
appelle dimension relative rigide de F sur S et l’on note dimrig(F/S ) le nombre
dim(F rig/S rig) ; on appelle dimension relative rigide de X sur S et l’on note
dimrig(X/S ) le nombre dim(Xrig/S rig).

Proposition 5.9.3. Soient f : X → Y, g : Y → S deux morphismes de S, F un
OX-module cohérent. Si f est fini, on a dimrig(F/S ) = dimrig(f∗(F )/S ).

Cela résulte de 4.9.8(i), 4.7.23 et 2.8.19.

Proposition 5.9.4. Soient R un ordre 1-valuatif, S = Spf(R), f : X → S un
morphisme lisse de présentation finie, p un point rigide de Xrig

ad . Alors le OXrig-
module localement libre (Ω1

X/S )rig a un rang en p égal à dimp(Xrig).

On rappelle d’abord que Ω1
X/S est un OX-module localement libre de type

fini (2.15.13). Quitte à remplacer S par un éclatement admissible, on peut suppo-
ser que R admet un idéal de définition principal I (3.3.12). Soit P un point rigide
de X définissant p (4.1.20). On peut évidemment se borner au cas où X = Spf(A)
est formel affine et P est fermé dans X. Par suite, A est topologiquement de pré-
sentation finie et formellement lisse sur R ; en particulier, A est R-plat (5.1.18)
et donc rig-pur. Soit K le corps des fractions de R. On rappelle que P déter-
mine un point fermé de Spec(A⊗RK), donc un idéal premier p de A, et que l’on a
dimp(Xrig) = dim(Ap) (4.9.15). En vertu de 1.16.29, il existe une R-algèbre de pré-
sentation finie A′, lisse sur Spec(R) en dehors de V(I), dont le séparé complété pour
la topologie I-préadique est R-isomorphe à A. Choisissons un tel isomorphisme et
soient ϕ : A′ → A l’homomorphisme induit, p′ = ϕ−1(p). Il résulte de 1.12.20 que
p′ définit un point fermé de Spec(A′⊗RK) et on a dim(Ap) = dim(A′p′). On notera
que Ω1

A′/R est un A′-module de type fini, localement libre sur Spec(A′ ⊗R K), de
rang dim(A′p′) en p′. Soit Ω̂1

A/R le séparé complété du A-module topologique Ω1
A/R

(1.14.1). Comme Ω̂1
A/R est isomorphe à Ω1

A′/R ⊗A′ A (1.12.16), on en déduit que
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le A-module localement libre Ω̂1
A/R a un rang en p égal à dim(Ap). La proposition

s’ensuit compte tenu de l’isomorphisme (4.8.15.1).

Corollaire 5.9.5. Si f : X → S est un morphisme lisse de S, à fibres équidimen-
sionnelles de dimension n, alors dimrig(X/S ) = n.

Corollaire 5.9.6. Soient f : X → S un morphisme lisse de S, à fibres équidimen-
sionnelles de dimension n, F un OX-module cohérent tel que dimrig(F/S ) < n,
Q un point rigide de S . Alors il existe un point rigide P de X tel que f(P) = Q
et F ⊗X OP soit rig-nul.

On peut se borner au cas où S = Q, de sorte que l’on a dim(F rig) < n.
Soient Y le sous-schéma fermé de X défini par l’annulateur de F dans OX, g : Y →
X l’injection canonique. Compte tenu de 4.9.3 et 5.9.5, on a

dim(Yrig) = dim(F rig) < n = dim(Xrig).

Par suite, le morphisme grig n’est pas couvrant pour les points rigides en vertu de
4.9.8(iii), d’où l’assertion compte tenu 4.1.20.

Proposition 5.9.7. Soient R un ordre 1-valuatif, S = Spf(R), f : X → S un
morphisme de présentation finie, F un OX-module cohérent, P un point rigide
de X, de spécialisation x ∈ X, p le point de Xrig

ad associé à P ; alors dimp(F rig) ≤
dimx(F/S ).

Rappelons d’abord que R est hensélien (1.11.1.3) et que l’on a dimp(F rig) =
dim(F rig

p ) (4.9.14). Si Fx = 0, F ⊗X OP = 0 et par suite F rig
p = 0 (4.8.15.1). On

peut donc se borner au cas où Fx 	= 0. En vertu de 5.2.4, il existe un voisinage
étale élémentaire affine (X′, x′) de (X, x) tel que l’image réciproque F ′ de F sur
X′ admette un S -dévissage au point x′, en dimension n = dimx(F/S ) ; notons
ce dévissage (Y → T , α : L → G ,H ). Soient P ′ un point rigide de X′, de
spécialisation x′, au-dessus de P (3.3.9), p′ le point de X′rigad associé à P ′. On a
F ′rig  F rig⊗Xrig OX′rig (4.7.23). L’homomorphisme canonique OXrig ,p → OX′rig,p′

est local (4.8.13) et plat (5.5.8). On en déduit ([31] 6.1.2) que l’on a

dim(F rig
p ) ≤ dim(F ′rigp′ ).

Par ailleurs, on a dim(F ′rig) ≤ dim(Yrig) ≤ dim(T rig) ((4.9.2.3), 4.9.3 et 4.9.8)
et l’on sait que dim(T rig) = n (5.9.5), d’où la proposition.

Corollaire 5.9.8. Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohé-
rent ; alors dimrig(F/S ) ≤ dim(F/S ).

Proposition 5.9.9. Soient S un schéma formel idyllique rig-pur et quasi-compact,
U un ouvert de S , f : X → S un morphisme affine, lisse, à fibres géométrique-
ment intègres de dimension n, F un OX-module cohérent tel que dimrig(F/S ) <
n et dim(F ⊗S OU/U) < n. Alors, il existe un éclatement admissible et U -
admissible ϕ : S ′ → S tel que, si F

′
est le transformé strict (2.10.1.4) de

F ⊗S OS ′ , on aitdim(F
′
/S ′) < n.
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Cela résulte de 5.7.5 et 5.9.6.

Théorème 5.9.10. Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module co-
hérent, U un ouvert de S tel que dim(F ⊗S OU/U) ≤ dimrig(F/S ). Alors, il
existe un éclatement admissible, U -admissible et de présentation finie ϕ : S ′ → S

tel que, si F
′
est le transformé strict (2.10.1.4) de F ⊗S OS ′ , on ait

dim(F
′
/S ′) = dimrig(F/S ).

Nous établirons le lemme technique suivant :

Lemme 5.9.11. Soient S un schéma formel idyllique, rig-pur et quasi-compact,
f : X → S un morphisme de présentation finie, F un OX-module cohérent, n
un entier ≥ 0, U un ouvert de S , ϕ : S ′ → S un éclatement admissible, U ′ =
ϕ−1(U). On suppose vérifiées les hypothèses suivantes :

(i) dimrig(F/S ) ≤ n et dim(F/S ) ≤ n+ 1.

(ii) Si F
′
est le transformé strict de F ⊗S OS ′ , on a dim(F

′⊗S ′ OU ′/U ′) ≤ n.
(iii) U 	= S .

Alors, il existe un ouvert W de S , strictement plus grand que U et un éclatement
admissible et U ′-admissible ϕ′ : S ′′ → S ′ tels que, si F

′′
est le transformé strict

de F ⊗S OS ′′ et W ′′ est l’image réciproque de W dans S ′′, on ait

dim(F
′′ ⊗S ′′ OW ′′/W ′′) ≤ n.

On notera que ϕ et ϕ′ sont de présentation finie (3.1.4).

5.9.12. Montrons d’abord comment le lemme 5.9.11 entraîne le théorème 5.9.10.
Il est loisible de remplacer S par un éclatement admissible, U -admissible et
de présentation finie S ′ → S et F par le transformé strict de F ⊗S OS ′

(2.10.12, 3.1.14, 4.7.12 et 4.7.23) ; en particulier, on peut supposer S rig-pur
(3.1.4). Compte tenu de 5.9.8, il suffit de montrer que pour tout entier n ≥
dimrig(F/S ), il existe un éclatement admissible et U -admissible S ′ → S tel
que, si F

′
est le transformé strict de F ⊗S OS ′ , on ait dim(F

′
/S ′) ≤ n. L’as-

sertion est évidente pour n > dim(X/S ). Raisonnons par récurrence décroissante
sur n ; on peut supposer dim(F/S ) ≤ n+ 1. Soit E la famille des ouverts V de
S , contenant U , tel que l’assertion soit vraie pour la restriction de la situation
au-dessus de V . Alors E est non vide car U ∈ E. Comme l’espace topologique
sous-jacent à S est noethérien (2.6.6), E possède un élément maximal V0. Le
lemme 5.9.11 (appliqué avec U = V0) entraîne, compte tenu de 3.1.8 et 3.1.14, que
V0 = S .

5.9.13. Revenons maintenant à la démonstration de 5.9.11, qui est similaire à
celle de 5.8.3. Soit s un point maximal de S − U . En vertu de 5.2.7, on peut
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trouver un diagramme commutatif

Y �� X ×S S̃ ��

��

X

��
S̃

�� S

satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) S̃ possède un unique point s̃ au-dessus de s, et (S̃ , s̃) est un voisinage étale
élémentaire affine de (S , s).

(b) Le morphisme Y → X ×S S̃ est étale et son image contient X ⊗S κ(s).
(c) Y est affine somme disjointe d’ouverts affines (Yi)i∈I ; notons Fi l’image

réciproque de F sur Yi.
(d) Pour tout i ∈ I, Fi possède un S̃ -dévissage total, au-dessus de s̃, en dimen-

sions ≤ n+ 1.

Soient I un idéal de définition cohérent de S , S0 = (S ,OS /I ), H le
sous-schéma réduit de S0 d’espace sous-jacent S − U , H̃ = H ×S S̃ . D’après
la condition (a), la projection canonique H̃ → H est un isomorphisme au-dessus
de Spec(OH,s), donc aussi au-dessus d’un voisinage ouvert de s dans H. Quitte à
restreindre S̃ , on peut supposer que l’image de S̃ dans S est un ouvert Su tel
que S̃ → Su soit un isomorphisme au-dessus de Hu = H∩Su. On peut également
renforcer la condition (b) en la condition (b′) ci-après :

(b′) Le morphisme Y → X ×S S̃ est étale et son image contient X ×S Hu.

Nous affecterons d’un indice u (resp. d’un ˜ ) les objets déduits d’objets au-
dessus de S par le changement de base Su → S (resp. S̃ → S ). On notera que
les hypothèses du lemme 5.9.11 sont préservées par ces changements de base.

Supposons avoir démontré le lemme 5.9.11 après le changement de base S̃ →
S , avec W̃ = S̃ et un éclatement admissible et Ũ ′-admissible S̃ ′′ → S̃ ′. Cet
éclatement est celui d’un idéal ouvert cohérent Ã ′ de S̃ ′ tel que V(Ã ′)∩ Ũ ′ = ∅.
Considérons le diagramme cartésien

S̃ ′ ��

ϕ̃

��

S ′u

ϕu

��
S̃ �� Su

Alors S̃ ′ → S ′u est un morphisme étale surjectif et un isomorphisme au-dessus de
ϕ−1
u (Hu) (dont l’espace sous-jacent est S ′u−U ′u). Dans ces conditions, le morphisme

naturel V(Ã ′) → S ′u est une immersion fermée (2.9.6 et [31] 8.11.5), et l’idéal
Ã ′ est l’image réciproque d’un idéal ouvert cohérent A ′u de S ′u . Soit S ′′u → S ′u
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l’éclatement de A ′u dans S ′u . Comme S̃ ′′ → S ′′u est un morphisme étale surjectif,
on voit que l’on a prouvé le lemme 5.9.11, pour la restriction de la situation
au-dessus de Su et avec l’ouvert Wu = Su. D’après 3.1.8, on peut prolonger
l’éclatement S ′′u → S ′u en un éclatement admissible et U ′-admissible S ′′ → S ′ ;
on a alors démontré le lemme 5.9.11 avecW = U∪Su. Nous sommes donc ramenés
à démontrer 5.9.11 dans le cas où S = S̃ avec W = S̃ . Compte tenu de la
condition (b′), on peut remplacer X par Y (4.9.10 et [31] 6.1.2). Enfin, on peut
clairement se ramener au cas où Y = Yi (3.1.17(ii)) ; bref, il nous suffit de prouver
le lemme suivant :

Lemme 5.9.14. Soient S un schéma formel affine, idyllique et rig-pur, U un ouvert
de S , f : X → S un morphisme affine de présentation finie, n un entier ≥ 0,
F un OX-module cohérent qui possède un S -dévissage (Z → T , α : L → G ,H )
au-dessus d’un point maximal de S − U , en dimension n + 1, ϕ : S ′ → S un
éclatement admissible, U ′ = ϕ−1(U), X′ = X ×S S ′. On suppose vérifiées les
hypothèses suivantes :

(i) dimrig(F/S ) ≤ n.

(ii) Si F
′
est le transformé strict de F ⊗S OS ′ , on a dim(F

′⊗S ′ OU ′/U ′) ≤ n.

Alors, il existe un éclatement admissible et U ′-admissible ϕ′ : S ′′ → S ′ tel que,
si F

′′
est le transformé strict de F ⊗S OS ′′ , on ait dim(F

′′
/S ′′) ≤ n.

Soient (Z′ → T ′, α′ : L ′ → G ′,H ′) l’image réciproque du S -dévissage de
F sur X′ (5.2.3.6), G

′
le transformé strict de G ′. On a dim(G

′ ⊗S ′ OU ′/U ′) ≤ n

(2.10.32) et dimrig(G
′
/S ′) ≤ n (5.9.3). Appliquons 5.9.9 au morphisme T ′ → S ′

et au OT ′-module G
′
. Il existe alors un éclatement admissible et U ′-admissible tel

que, si G
′′

est le transformé strict de G ⊗S OS ′′ , on ait dim(G
′′
/S ′′) ≤ n. Par

suite, si F
′′

est le transformé strict de F ⊗S OS ′′ , on a dim(F
′′
/S ′′) ≤ n (2.8.19

et 2.10.32).

Remarque 5.9.15. On notera que dans les preuves de 5.9.7 et 5.9.11, nous n’avons
pas utilisé la propriété 5.2.2(iii) des dévissages relatifs. On aurait pu utiliser seule-
ment 2.4.14.

Définition 5.9.16. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides cohérents f : X → S
est quasi-fini s’il est de dimension relative 0 ; on dit alors que X est quasi-fini
sur S.

Proposition 5.9.17. Soit f : X → S un morphisme de S. Pour que f rig soit quasi-
fini (resp. fini), il faut et il suffit qu’il existe un éclatement admissible de présen-
tation finie ϕ : S ′ → S tel que le transformé strict (2.10.16) de X ×S S ′ soit
quasi-fini (resp. fini) sur S ′.

La proposition relative à la quasi-finitude résulte de 5.9.8 et 5.9.10, et elle
implique celle relative à la finitude en vertu de 2.3.30 et 4.2.17.
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Corollaire 5.9.18. Pour qu’un morphisme d’espaces rigides cohérents soit fini, il
faut et il suffit qu’il soit propre et quasi-fini.

Cela résulte de 5.9.17 et de l’assertion correspondante pour les morphismes
de S (2.3.30).

Corollaire 5.9.19. La catégorie de Raynaud vérifie les propriétés suivantes :

(i) Le composé de deux morphismes finis est fini.
(ii) Si f : X → Y et g : Y → Z sont deux morphismes tels que g ◦ f soit fini et

que g soit séparé, alors f est fini.

(i) Cela résulte de 5.9.17 et de l’assertion correspondante pour les morphismes
de S (2.3.26).

(ii) Il suffit de calquer la preuve de 4.2.12(v). Avec les notations de loc. cit.
et compte tenu des hypothèses, 4.2.5(ii) et 4.2.14(ii), Γf est une immersion fermée
et p2 est un morphisme fini. Donc f est fini en vertu de (i).

5.10 Platitude en géométrie rigide

5.10.1. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, F un OX -
module. On dit que F est f -plat (ou Y -plat) (resp. f -plat en un point p de Xad),
s’il est plat (resp. plat au point p) relativement au morphisme de topos annelés
f : (Xad,OX) → (Yad,OY ), et que le morphisme f est plat (resp. plat au point p),
si OX est f -plat (resp. f -plat au point p). Comme Xad a suffisamment de points
(4.4.6), il revient au même de dire que F est f -plat ou qu’il est f -plat en tout
point de Xad (1.1.10).

Proposition 5.10.2. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents,
F un OX-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est f -plat.
(ii) Pour toute immersion ouverte V → Y , si l’on pose U = X ×Y V , le foncteur

G �→ G⊗OY F de la catégorie des OV -modules cohérents dans celle des OU -
modules, est exact.

Cela résulte de 1.3.17 et du fait que OY est cohérent (4.8.18).

Proposition 5.10.3. Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes d’espaces
rigides cohérents, F un OX-module, G un OY -module, p un point de Xad.

(i) Si F est f -plat en p et G est g-plat en f(p), F ⊗OY G est (g ◦ f)-plat en p ;
en particulier, si f et g sont plats, il en est de même de g ◦ f .

(ii) Supposons p rigide et f plat en p. Pour que G soit g-plat en f(p), il faut et
il suffit que f∗(G) soit (g ◦ f)-plat en p. En particulier, pour que g ◦ f soit
plat en p, il faut et il suffit que g soit plat en f(p).
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(i) Cela résulte immédiatement de ([12] chap. I §2.7 prop. 8).
(ii) Si on pose q = f(p), l’homomorphisme OY,q → OX,p est local (4.8.13) et

plat ; il est donc fidèlement plat ([28] 0.6.6.1). La proposition résulte alors de ([12]
chap. I §3.2 prop. 4).

Proposition 5.10.4. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents,
F un OX-module cohérent. Pour que F soit f -plat, il faut et il suffit qu’il soit
f -plat en tout point rigide de Xad.

Considérons un modèle formel h : X → Y de f . En vertu de 4.8.18(ii), il
existe un OX-module cohérent F tel que F = F rig. Soient P un point rigide de
X, p le point de Xad associé. La proposition résulte du fait que F est f -plat si et
seulement si F est rig-h-plat (5.5.8) ; et F est f -plat en p si et seulement si F est
rig-h-plat en P (5.5.1).

Proposition 5.10.5. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents,

0 → F ′ → F → F ′′ → 0 (5.10.5.1)

une suite exacte de OX-modules cohérents, telle que F ′′ soit f -plat.
(i) Pour tout morphisme d’espaces rigides cohérents g : Y ′ → Y et tout OY ′-

module cohérent G′, la suite 0 → F ′ ⊗Y G′ → F ⊗Y G′ → F ′′ ⊗Y G′ → 0 de
OX′-modules (où X ′ = X ×Y Y ′) est exacte.

(ii) Pour que F soit f -plat, il faut et il suffit que F ′ le soit.

(i) Considérons un modèle formel h : X → Y de f . En vertu de 4.8.18(iv), il
existe une suite exacte de OX-modules cohérents

0 −→ F ′ u−→ F
v−→ F ′′ −→ 0 (5.10.5.2)

dont la fibre rigide est la suite (5.10.5.1). De plus, on peut supposer que F ′′ est h-
plat. En effet, en vertu de 5.8.1, il existe un éclatement admissible de présentation
finie Y1 → Y tel que le transformé strict F ′′1 de F ′′ ⊗Y OY1 soit Y1-plat. Soient
X1 = X×Y Y1, F1 = F ⊗Y OY1 , h1 : X1 → Y1 la projection canonique, v1 : F1 →
F ′′1 l’homomorphisme surjectif déduit de v, F ′1 = ker v1. Alors h1 est un modèle
formel de f , vrig

1 s’identifie à vrig (4.7.23), et compte tenu de 4.7.11, la fibre rigide
de la suite 0 → F ′1 → F1 → F ′′1 → 0 est la suite (5.10.5.1), ce qui démontre
notre assertion. La proposition (i) s’en déduit compte tenu de 5.1.4(ii), 4.8.18(ii),
4.7.11, 4.7.23 et (4.7.29.1).

(ii) Cela résulte de ([12] chap. 1 §2.5 prop. 5).

Proposition 5.10.6. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents,
F, F ′ deux OX-modules cohérents, u : F ′ → F un morphisme OX-linéaire, p un
point rigide de Xad, q = f(p) ; on suppose que F est f -plat au point p. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) (keru)p = 0 et coker(u) est f -plat au point p.
(ii) L’homomorphisme (u ⊗ 1)p : (F ′ ⊗Y κ(q))p → (F ⊗Y κ(q))p est injectif

(4.8.48).
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Notons d’abord que les anneaux locaux OX,p et OY,q sont noethériens
(4.8.10), l’homomorphisme OY,q → OX,p est local (4.8.13) et on a un isomor-
phisme canonique (F ⊗Y κ(q))p  Fp ⊗OY,q κ(q) et de même pour F ′ (4.8.48). La
proposition résulte alors de 1.5.3.

5.10.7. Soient X un espace rigide cohérent, F un OX-module, gi (1 ≤ i ≤ n) une
suite de sections de OX au-dessus de X . On dit que la suite (gi) est F -régulière
si l’endomorphisme de F/

(∑i−1
j=1 gjF

)
défini par gi est injectif pour 1 ≤ i ≤ n

([31] 0.15.2.2). Lorsque F = OX , on dit simplement suite régulière. Pour que la
suite (gi)1≤i≤n soit F -régulière, il faut et il suffit que, pour tout point p de Xad, la
suite ((gi)p)1≤i≤n soit Fp-régulière. Si F est cohérent, pour que la suite (gi)1≤i≤n
soit F -régulière, il faut et il suffit que, pour tout point rigide p de Xad, la suite
((gi)p)1≤i≤n soit Fp-régulière (4.8.21).

Proposition 5.10.8. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, F
un OX -module cohérent, p un point rigide de Xad, (gi)1≤i≤n une suite de sections
de OX au-dessus de X telle que l’image de (gi)p dans κ(p) soit nulle pour tout
0 ≤ i ≤ n. Posons Fi = F/

∑i
j=1 gjF pour 0 ≤ i ≤ n (avec F0 = F ), q = f(p),

X ⊗Y κ(q) la fibre de X au-dessus de q (4.8.48) et F ⊗Y κ(q) l’image réciproque
de F sur X ⊗Y κ(q). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite ((gi)p) est Fp-régulière et les Fi (0 ≤ i ≤ n) sont f -plats en p.
(ii) La suite ((gi)p) est Fp-régulière et Fn est f -plat en p.
(ii′) Il existe un voisinage U de p dans Ad/X tel que la suite (gi|U) soit (F |U)-

régulière, et Fn est f -plat en p.
(iii) F est f -plat au point p, et la suite ((gi ⊗ 1)p) d’éléments de (OX ⊗Y κ(q))p

images des ((gi)p) est (F ⊗Y κ(q))p-régulière.

Notons d’abord que les anneaux locaux OX,p et OY,q sont noethériens
(4.8.10), l’homomorphisme OY,q → OX,p est local (4.8.13) et on a un isomor-
phisme canonique (F ⊗Y κ(q))p  Fp ⊗OY,q κ(q) et de même pour OX (4.8.48).
L’équivalence de (i), (ii) et (iii) résulte alors de ([31] 0.15.1.16), et celle de (ii) et
(ii′) est immédiate (1.3.11).

Proposition 5.10.9. Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes d’espaces
rigides cohérents, F un OX -module cohérent, X ′ = X ×Y Y ′, F ′ = F ⊗OY OY ′,
f ′ : X ′ → Y ′ la projection canonique. Si F est f -plat, F ′ est f ′-plat ; en particulier,
si f est plat, f ′ est plat.

Cela résulte de 5.8.9(i), compte tenu de 4.8.18(ii), 5.5.8 et 4.7.23.

Proposition 5.10.10. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents,
F un OX-module cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est f -plat et pour tout point rigide (Q, j) de Y (4.3.1), il existe un point
rigide (P, i) de X tel que (Q, j) majore (P, f ◦ i) et que i∗(F ) 	= 0.
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(ii) Pour toute immersion ouverte V → Y , si l’on pose U = X ×Y V , le foncteur
G �→ G⊗OY F de la catégorie des OV -modules cohérents dans celle des OU -
modules, est exact et fidèle.

Cela résulte de 5.5.15 et 4.8.18(ii).

Définition 5.10.11. Lorsque les conditions équivalentes de (5.10.10) sont satisfaites,
on dit que le OX -module cohérent F est fidèlement plat relativement à f (ou à
Y ). On dit que le morphisme f est fidèlement plat si OX est fidèlement plat
relativement à f .

On notera que f est fidèlement plat si et seulement si f est plat et couvrant
pour les points rigides (4.3.1).

Proposition 5.10.12. Considérons un diagramme commutatif de morphismes d’es-
paces rigides cohérents

X

f

��

X ′
g′��

f ′

��
Y Y ′

g��

h

��
Z

où X ′ = X ×Y Y ′, f ′ et g′ étant les projections canoniques. Soient F un OX-
module cohérent, fidèlement plat relativement à Y , G′ un OY ′ -module cohérent.
Pour que G′ soit plat (resp. fidèlement plat) relativement à Z, il faut et il suffit
que F ⊗OY G

′ soit plat (resp. fidèlement plat) relativement à Z.

Montrons d’abord que F ′ = F ⊗OY OY ′ est fidèlement plat relativement à
Y ′. On sait déjà que F ′ est Y ′-plat (5.10.9). Soit (Q′, j′) un point rigide de Y ′.
Comme F est fidèlement plat relativement à f , il existe un point rigide (P, i) de
X tel que (Q′, g ◦ j′) majore (P, f ◦ i) et que i∗(F ) 	= 0. Il est clair que (P, i) induit
un point rigide (P, i′) de X ′ tel que (Q′, j′) majore (P, f ′ ◦ i′) et que i′∗(F ′) 	= 0,
d’où notre assertion.

Si G′ est plat relativement à Z, il en est de même de F ⊗OY G
′ = F ′⊗OY ′ G

′

d’après 5.10.3(i). Considérons une immersion ouverte W → Z et posons V =
Y ′×ZW et U = X ′×ZW ; si G′ est fidèlement plat relativement à Z, le foncteur

H �→ H ⊗OZ G
′ �→ (H ⊗OZ G

′) ⊗OY ′ F
′ = H ⊗OZ (G′ ⊗OY F )

de la catégorie des OW -modules cohérents dans celle des OU -modules est composé
de deux foncteurs exacts et fidèles ; il est donc exact et fidèle. Inversement, si ce
foncteur composé est exact (resp. exact et fidèle), il en est de même de H �→
H ⊗OZ G

′, puisque le foncteur M �→M ⊗OY ′ F
′ (de la catégorie des OV -modules

cohérents dans celle des OU -modules) est exact et fidèle.
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Corollaire 5.10.13.

(i) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes d’espaces rigides cohérents,
X ′ = X ×Y Y ′, F un OX-module cohérent. Si F est fidèlement plat relative-
ment à Y , F ⊗OY OY ′ est fidèlement plat relativement à Y ′.

(ii) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes d’espaces rigides cohérents,
F un OX-module cohérent fidèlement plat relativement à Y . Pour que g soit
un morphisme plat (resp. fidèlement plat), il faut et il suffit que F soit plat
(resp. fidèlement plat) relativement à Z.

(iii) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes d’espaces rigides cohérents,
G un OY -module cohérent. On suppose le morphisme f fidèlement plat. Pour
que G soit plat (resp. fidèlement plat) relativement à Z, il faut et il suffit
qu’il en soit de même de f∗(G).

Proposition 5.10.14. Soit f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents.
Pour que f soit plat, il faut et il suffit qu’il se factorise en X

g→ U
j→ Y , où g est

un morphisme fidèlement plat et j est une immersion ouverte.

La condition est clairement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. En
vertu de 5.5.8 et 5.8.2, on peut trouver un modèle formel h : X → Y de f qui est
plat. Comme h est un morphisme ouvert ([31] 2.4.6), il se factorise en X

l→ U
k→

Y, où l est un morphisme fidèlement plat et k est une immersion ouverte. Les
morphismes g = lrig et j = krig répondent à la question compte tenu de 5.5.10(i).

5.11 Descente fidèlement plate des modules cohérents

Les résultats de cette section sont dus à Gabber, Bosch et Görtz [6].

5.11.1. On désigne par E la catégorie dont les objets sont les schémas formels
idylliques appartenant à l’univers U (4.1.2) et les morphismes sont les morphismes
adiques plats, et par C la E -catégorie fibrée clivée normalisée (1.1.2) obtenue
en associant à tout X ∈ Ob(E ) la catégorie des OX-modules cohérents rig-purs
(2.10.1.4), et à tout morphisme f : X → Y le foncteur image inverse au sens des
modules. La E -catégorie C est bien définie en vertu de 5.1.13.

Théorème 5.11.2. Soient S un schéma formel idyllique ayant localement un idéal
de définition monogène, f : S ′ → S un morphisme de présentation finie et fidè-
lement plat (5.1.7). Alors f est un morphisme de C -descente effective.

Rappelons ([24], [26] VIII) que cela signifie deux choses :

Corollaire 5.11.3. Les hypothèses étants celles de (5.11.2), soient de plus F et G
deux OS -modules cohérents rig-purs, F ′ et G ′ leurs images inverses sur S ′, F ′′

et G ′′ leurs images inverses sur S ′′ = S ′ ×S S ′ ; notons p1, p2 : S ′′ ⇒ S ′ les



380 Chapitre 5. Platitude

deux projections canoniques. Alors le diagramme d’applications d’ensembles

HomS (F ,G ) → HomS ′(F ′,G ′) ⇒ HomS ′′(F ′′,G ′′)

défini par les foncteurs de changement de base par f, p1 et p2 est exact.

En d’autres termes, le foncteur de changement de base par f , F �→ F ′,
définit un foncteur pleinement fidèle de la catégorie des OS -modules cohérents
rig-purs dans la catégorie des OS ′ -modules cohérents rig-purs munis d’une donnée
de descente relativement à f . De plus,

Corollaire 5.11.4. Pour tout OS ′-module cohérent rig-pur F ′, toute donnée de
descente sur F ′ relativement à f est effective.

En d’autres termes, le foncteur pleinement fidèle précédent est même une
équivalence.

5.11.5. Comme f est quarrable et que les hypothèses qu’il vérifie sont stables par
changement de base (5.1.8), le théorème 5.11.2 équivaut à l’énoncé plus fort que
f est un morphisme de C -descente effective universelle.

Soit (Si) une famille couvrante d’ouverts formels de S . Il est évident que
les injections canoniques (Si → S ) forment une famille de C -descente effective
universelle. Donc en vertu de ([24] 6.25(i)), pour que f : S ′ → S soit un mor-
phisme de C -descente effective universelle, il faut et il suffit qu’il en soit de même
des projections canoniques fi : S ′ ×S Si → Si pour tout i. On se ramène ainsi
au cas où S = Spf(A) est formel affine et A est un anneau idyllique ayant un
idéal de définition principal.

Alors S ′ est réunion finie d’ouverts formels affines, et prenant le S ′-schéma
formel somme de ces derniers, on trouve un S -schéma formel affine S1 et un
S -morphisme S1 → S ′ plat et surjectif. Par suite, en vertu de ([24] 6.25(ii)),
il suffit de montrer le théorème 5.11.2 sous l’hypothèse supplémentaire que f est
affine (cette hypothèse est aussi stable par changement de base).

On peut donc se borner au cas où f est affine, S = Spf(A) est formel affine
et A est un anneau idyllique ayant un idéal de définition principal ; donc l’anneau
A′ de S ′ est topologiquement de présentation finie et fidèlement plat sur A (2.6.11
et 5.1.11). Dans ce cas, 5.11.3 équivaut au

Lemme 5.11.6. Soient A un anneau idyllique ayant un idéal de définition prin-
cipal J , engendré par t, A′ une A-algèbre topologiquement de présentation finie
et fidèlement plate, Met N deux A-modules cohérents rig-purs, M ′ et N ′ les A′-
modules déduits par le changement d’anneau A → A′, A′′ = A′⊗̂AA′, M ′′ et N ′′
les A′′-modules déduits par le changement d’anneau A→ A′′. Alors le diagramme
d’applications d’ensembles

HomA(M,N) → HomA′(M ′, N ′) ⇒ HomA′′(M ′′, N ′′)

est exact.
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Comme l’homomorphisme N → N ′ est injectif (A′ étant fidèlement plat sur
A), on voit que la première flèche est injective. Il reste à montrer que si un A′-
homomorphisme u′ : M ′ → N ′ est compatible avec les données de descente, alors
il provient d’un A-homomorphisme u : M → N ; ce qui signifie que u′ applique le
sous-ensemble M de M ′ dans le sous-ensemble N de N ′. Or si x ∈M , alors u′(x)
est un élément dans le noyau du couple d’applications N ′ ���� N ′′ . On est donc
ramené pour prouver 5.11.6 au cas particulier suivant (correspondant au cas où
M = A) :

Corollaire 5.11.7. Sous les hypothèses de (5.11.6), pour tout A-module cohérent
rig-pur N , le diagramme d’applications d’ensembles

N → N ′ ⇒ N ′′

est exact.

Par la théorie classique de la descente fidèlement plate (cf. [26] VIII 1.5), les
morphismes A-linéaires

un : A′⊗n −→ A′⊗(n+1)

x1 ⊗ · · · ⊗ xn �−→
∑n
i=0(−1)ix1 ⊗ · · · ⊗ xi−1 ⊗ 1 ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xn

induisent une suite exacte

0 → N → N ⊗AA′ → N ⊗AA′⊗AA′ → N ⊗AA′⊗AA′⊗AA′ → · · · . (5.11.7.1)

On veut montrer que la suite

0 → N → N⊗AA′ → N⊗A(A′⊗̂AA′) → N⊗A(A′⊗̂AA′⊗̂AA′) → · · · , (5.11.7.2)

déduite de (5.11.7.1) par prolongement aux complétés J-adiques (1.10.2) est
exacte. En vertu de ([12] chap. III §2.12 lem. 2), il suffit de montrer que pour tout
n ≥ 0, le morphisme idN⊗un est strict pour les topologies J-adiques. Comme tout
morphisme surjectif de A-modules est strict, il suffit encore de montrer que, si Ln
désigne le noyau de idN ⊗ un, l’injection canonique Ln → N ⊗A A′⊗n est stricte.
Comme A′⊗n est A-plat, N ⊗A A′⊗n est (t)-pur (1.8.30). Donc Ln est t-saturé
dans N ⊗A A′⊗n, c’est à dire qu’on a

Ln = {x ∈ N ⊗A′⊗n | tmx ∈ Ln pour un m ≥ 1},

ce qui implique notre assertion (cf. la preuve de 1.9.13).

Remarque 5.11.8. Contrairement à ([6] 2.3), l’auteur ne sait pas si le corollaire
(5.11.7) reste vrai lorsque A n’a pas d’idéal de définition principal.

Pour achever la démonstration du théorème 5.11.2, il reste à établir le lemme
suivant :
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Lemme 5.11.9. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de type fini
de A, A′ une A-algèbre topologiquement de présentation finie et fidèlement plate,
N ′ un A′-module cohérent muni d’une donnée de descente pour A→ A′. Alors, il
existe un A-module cohérent tel que N ′ soit isomorphe avec sa donnée de descente
à N ⊗A A′. De plus, si N ′ est rig-pur, N est rig-pur.

Posons A′′ = A′⊗̂AA′, An = A/Jn+1, A′n = A′ ⊗A An, A′′n = A′′ ⊗A An et
N ′n = N ′ ⊗A′ A′n (n ≥ 0). On a alors A′′n = A′n ⊗An A′n, et la donnée de descente
pour N ′ induit une donnée de descente pour N ′n. Par la théorie classique de la
descente ([26] VIII 1.6), il existe un An-module Nn tel que N ′n soit isomorphe avec
sa donnée de descente à Nn⊗AnA′n. Comme N ′n est un A′n-module de présentation
finie, Nn est un An-module de présentation finie ([26] VIII 1.10), donc cohérent.
De plus, il résulte encore de la théorie classique de la descente que les Nn forment
un système projectif, et Nn⊗An Am = Nm pour m ≤ n. Donc en vertu de 1.10.11,
N = lim←− Nn est un A-module cohérent. Par passage à la limite projective, on voit
que N ′ est isomorphe avec sa donnée de descente à N ⊗A A′ (1.10.2). La dernière
assertion du lemme est évidente puisque A′ est fidèlement plat sur A.

Corollaire 5.11.10. Soient S un schéma formel idyllique rig-pur ayant localement
un idéal de définition monogène, f : S ′ → S un morphisme de présentation finie
et fidèlement plat, S ′′ = S ′×S S ′, g : S ′′ → S le morphisme structural. Soient
G un OS -module cohérent rig-pur, G ′ et G ′′ ses images inverses sur S ′ et S ′′.
Alors, le diagramme d’homomorphismes de OS -modules

G → f∗(G ′) ⇒ g∗(G ′′)

est exact.

En effet, cela signifie que pour tout ouvert U de S , le diagramme corres-
pondant formé par les sections sur U est exact. On peut évidemment supposer
U = S , et l’exactitude en question est alors un cas particulier de 5.11.3, obtenu
en prenant F = OS (qui est rig-pur en vertu de 2.10.15).

Théorème 5.11.11. Soit C la catégorie fibrée clivée normalisée des modules cohé-
rents sur les espaces rigides cohérents. Soit f : S′ → S un morphisme fidèlement
plat d’espaces rigides cohérents. Alors f est un morphisme de C-descente effective.

Cela signifie deux choses :

Corollaire 5.11.12. Soit f : S′ → S un morphisme fidèlement plat d’espaces rigides
cohérents, S′′ = S′ ×S S′, p1, p2 : S′′ ⇒ S ′ les deux projections canoniques.

(i) Soient F et G deux OS-modules cohérents, F ′ et G′ leurs images inverses sur
S′, F ′′ et G′′ leurs images inverses sur S′′. Alors le diagramme d’applications
d’ensembles

HomS(F,G) → HomS′(F ′, G′) ⇒ HomS′′(F ′′, G′′)

défini par les foncteurs de changement de base par f, p1 et p2 est exact.
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(ii) Pour tout OS′-module cohérent F ′, toute donnée de descente sur F ′ relative-
ment à f est effective.

Comme f est quarrable et que l’hypothèse qu’il vérifie est stable par chan-
gement de base (5.10.13), le théorème 5.11.11 équivaut à l’énoncé plus fort que f
est un morphisme de C-descente effective universelle.

Soit g : S ′ → S un modèle formel de f tel que S soit rig-pur et admette
localement un idéal de définition monogène. En vertu de 5.5.8, 5.8.2 et 4.1.18, on
peut supposer g plat, et donc fidèlement plat (5.5.10). Soient (Si) une famille cou-
vrante d’ouverts formels de S , Si = S rig

i . D’après ([25] II 3.4.4), les immersions
ouvertes (Si → S) forment une famille de C-descente effective universelle. Donc
en vertu de ([24] 6.25(i)), pour que f soit un morphisme de C-descente effective
universelle, il faut et il suffit qu’il en soit de même des projections canoniques
fi : S′ ×S Si → Si pour tout i. On se ramène ainsi au cas où S = Spf(A) est
formel affine et A est un anneau idyllique ayant un idéal de définition principal.

Alors S ′ est réunion finie d’ouverts formels affines, et prenant le S ′-schéma
formel somme de ces derniers, on trouve un S -schéma formel affine S1 et un
S -morphisme S1 → S ′ plat et surjectif. Par suite, en vertu de ([24] 6.25(ii)), il
suffit de montrer que si g est affine, f est un morphisme de C-descente effective,
et donc un morphisme de C-descente effective universelle (les hypothèses étant
stables par changement de base).

On peut donc se borner au cas où g est affine, S = Spf(A) est formel
affine et A est un anneau idyllique rig-pur ayant un idéal de définition principal,
engendré par t. Par suite, l’anneau A′ de S ′ est topologiquement de présentation
finie et fidèlement plat sur A (2.6.11 et 5.1.11). Posons A′′ = A′⊗̂AA′ et A′′′ =
A′⊗̂AA′⊗̂AA′.

Montrons d’abord 5.11.12(i). Soient M et N deux A-modules cohérents rig-
purs tels que F = (M∆)rig et G = (N∆)rig (4.8.18 et 4.7.12), M ′ et N ′ les A′-
modules déduits par le changement d’anneau A→ A′, M ′′ et N ′′ les A′′-modules
déduits par le changement d’anneau A→ A′′. L’isomorphisme canonique fonctoriel
(4.7.29.2)

H omOS (F,G)  ((HomA(M,N))∆)rig

induit, d’après 4.7.8 et 2.10.5, un isomorphisme

HomS(F,G)  HomA(M,N) ⊗A At;

et de même pour (F ′, G′) et (F ′′, G′′) compte tenu de 4.7.23. La proposition
5.11.12(i) résulte alors de 5.11.6.

Montrons ensuite 5.11.12(ii). On note πi : Spec(A′′) → Spec(A′) (i = 1, 2),
pi : Spec(A′′′) → Spec(A′) (i = 1, 2, 3) et pij : Spec(A′′′) → Spec(A′′) (1 ≤ i < j ≤
3) les projections canoniques. On notera que ces morphismes sont fidèlement plats
(1.12.4). Soit M ′ un A′-module cohérent rig-pur tel que F ′ = (M ′∆)rig. D’après
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4.8.24, la donnée de descente sur F ′ est équivalente à un isomorphisme A′′-linéaire

η : π∗1(M ′t)
∼→ π2(M ′t)

tel que le diagramme

p∗1(M
′
t)

p∗12(η) ��

p∗13(η) �����������
p∗2(M

′
t)

p∗23(η)�����������

p∗3(M
′
t)

(5.11.12.1)

soit commutatif. Soit θ le morphisme A′-linéaire

M ′t −→ π∗1(M ′t)
η−→ π∗2(M ′t)

composé de η et du morphisme x �→ x⊗ (1⊗̂1), où la structure de A′-module sur
π∗2(M ′t) est déduite du premier facteur de A′′ = A′⊗̂AA′. Comme M ′ est rig-pur,
le morphisme de localisation M ′ → M ′t est injectif ; donc π∗2(M ′) s’identifie à un
sous-A′′-module de π∗2(M ′t). Posons L′ = θ−1(π∗2(M ′)), qui est un sous-A′-module
(rig-pur) de M ′t. Si δ : Spec(A′) → Spec(A′′) désigne le plongement diagonal, alors
δ∗(η) est l’identité de M ′t. On en déduit que L′ est contenu dans M ′. Par ailleurs,
comme M ′ est de type fini sur A′, il existe un entier r ≥ 0 tel que trM ′ ⊂ L′ ;
donc M ′t = L′t.

On établit d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 5.11.12.2. L’isomorphisme η induit une donnée de descente sur L′, i.e.,
un isomorphisme

α : π∗1(L′) ∼→ π∗2(L′)

vérifiant une condition de cocycle analogue à (5.11.12.1).

If suffit de montrer que θ(L′) ⊂ π∗2(L′). En effet, on en déduirait un mor-
phisme A′′-linéaire α : π∗1(L′) → π∗2(L′) vérifiant une condition de cocycle analogue
à (5.11.12.1). Cette dernière induit par le changement de base A′′′ → A′′ défini
par x⊗̂y⊗̂z �→ xz⊗̂y, le diagramme commutatif

π∗1(L′)

id   �
��������

α �� π∗2(L′)

s∗(α)�����������

π∗1(L′)

où s est l’isomorphisme de Spec(A′′) obtenu en échangeant les facteurs A′. Par
suite, α est un isomorphisme, ce qui démontre notre assertion.
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Considérons le diagramme commutatif (sans la flèche pointillée)

A′′ ⊗A′ L′ ��

��

A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ M ′

��
L′ ��

��

�!

A′′ ⊗A′ M ′ ��

��

A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ M ′t

��
M ′t

θ �� A′′ ⊗A′ M ′t
A′′⊗A′θ �� A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ M ′t

Le carré de gauche est cartésien, et comme A′′ est fidèlement plat sur A′, le
grand rectangle de droite est aussi cartésien. Il s’agit de montrer que l’on peut
compléter le diagramme ci-dessus par la flèche pointillée. Il suffit alors de voir que
le morphisme composé

M ′t
θ �� A′′ ⊗A′ M ′t

A′′⊗A′θ �� A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ M ′t (5.11.12.3)

envoie L′ dans A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ M ′, autrement dit, que le composé de (5.11.12.3)
avec le morphisme canonique

A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ M ′t → A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ (M ′t/M
′)

est nul sur L′. Comme M ′t/M ′ est (t)-nul (1.8.30), le morphisme canonique

A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ (M ′t/M
′) → (A′′⊗̂A′A′′) ⊗A′ (M ′t/M

′)

est un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que le composé de (5.11.12.3) avec
le morphisme canonique

A′′ ⊗A′ A′′ ⊗A′ M ′t → (A′′⊗̂A′A′′) ⊗A′ M ′t = p∗3(M
′
t)

envoie L′ sur p∗3(M ′). Ce composé coïncide avec le composé des morphismes

M ′t �� p∗1(M
′
t)

p∗12(η) �� p∗2(M
′
t)

p∗23(η) �� p∗3(M
′
t) ,

et compte tenu de la relation de cocycle (5.11.12.1), est aussi le composé des
morphismes

M ′t �� p∗1(M
′
t)

p∗13(η) �� p∗3(M
′
t) .

Ce dernier envoie L′ sur p∗3(M ′) car θ envoie L′ sur π∗2(M ′), ce qui démontre
l’assertion.

Lemme 5.11.12.4. Il existe un sous-A′-module cohérent P ′ de L′ et un entier r ≥ 0
tels que les conditions suivantes soient remplies :

(i) trM ′ ⊂ P ′ ⊂ L′ ⊂M ′ ;
(ii) la donnée de descente α sur L′ induit une donnée de descente β sur P ′.
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Nous avons déjà vu qu’il existe un entier r ≥ 0 tel que trM ′ ⊂ L′ ⊂ M ′.
Soient f1, . . . , fs des générateurs du A′-module trM ′. Posons A = A/trA ; nous
affectons d’un − les objets déduits d’objets au-dessus de A par le changement
d’anneau A → A. Par la théorie classique de la descente ([26] 1.3), la donnée
de descente α sur L

′
relativement à l’homomorphisme A → A

′
, est effective ;

autrement dit, il existe un A-module N tel que L
′
soit isomorphe avec sa donnée

de descente à N ⊗A A
′
. Considérons N comme limite inductive filtrante de ses

sous-A-modules de type fini N = lim−→ limNλ ; alors

L
′  N ⊗A A

′
= lim−→ (Nλ ⊗A A

′
),

et chacun des sous-A
′
-module Nλ ⊗A A

′
de L

′
est invariant par α. En particulier,

il existe un sous-A
′
-module P

′
de L

′
, stable par α et contenant les classes de

f1, . . . , fs.
Soit P ′ l’image réciproque de P

′
par la projection canonique L′ → L

′
. Il est

clair que α induit une donnée de descente sur P ′. Par ailleurs, il existe un sous-A′-
module de type fini Q′ tel que P ′ = Q′+trL′ ⊂ Q′+trM ′. Comme f1, . . . , fs ∈ P ′,
on a P ′ = Q′+ trM ′. Par suite, P ′ est un sous-A′-module de type fini de M ′, donc
cohérent, ce qui démontre le lemme.
5.11.12.5. On peut maintenant achever la démonstration de 5.11.12(ii). En vertu
de 5.11.9, la donnée de descente β sur P ′ est effective ; autrement dit, il existe
un A-module cohérent N tel que P ′ soit isomorphe avec sa donnée de descente à
N ⊗A A′. D’autre part, F ′ est isomorphe à (P ′∆)rig (5.11.12.4), et sa donnée de
descente correspond à βt (4.8.24) ; elle est donc effective.

5.12 Descente fidèlement plate des morphismes

Proposition 5.12.1. Soient S un schéma formel idyllique rig-pur ayant locale-
ment un idéal de définition monogène, f : S ′ → S un morphisme fidèlement plat
de présentation finie. Alors f est un épimorphisme effectif dans la catégorie des
schémas formels.

En effet, le critère 3.5.8(ii) donne le résultat voulu, compte tenu de 5.11.10
et ([26] VIII 4.3).

Corollaire 5.12.2. Soient S un schéma formel idyllique, rig-pur, quasi-compact
et ayant localement un idéal de définition monogène, f : S ′ → S un morphisme
fidèlement plat de présentation finie. Alors f est un épimorphisme effectif de S.

Posons S ′′ = S ′ ×S S ′ et soient p1, p2 : S ′′ ⇒ S ′ les projections cano-
niques. Il s’agit de montrer que pour tout objet Z de S, le diagramme d’applications
d’ensembles

HomS(S ,Z) → HomS(S ′,Z) ⇒ HomS(S ′′,Z) (5.12.2.1)
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obtenu en composant avec f, p1 et p2 dans S est exact. L’injectivité de la pre-
mière application de (5.12.2.1) est une conséquence immédiatement de 5.12.1. Soit
h : S ′ → Z un morphisme de S tel que h ◦ p1 = h ◦ p2. En vertu de 5.12.1, il existe
un morphisme de schémas formels g : S → Z tel que h = g ◦ f . Il résulte de 5.1.10
que g est de présentation finie, d’où l’exactitude au centre de (5.12.2.1).

Théorème 5.12.3. Un morphisme fidèlement plat d’espaces rigides cohérents
f : S′ → S est un épimorphisme effectif de R.

Cela signifie donc la chose suivante : soient S′′ = S′ ×S S′, p1, p2 : S ′′ ⇒ S′

les deux projections canoniques. Alors, pour tout objet Z de R, le diagramme
d’applications d’ensembles

Hom(S,Z) → Hom(S ′, Z) ⇒ Hom(S ′′, Z) (5.12.3.1)

obtenu en composant avec f, p1 et p2 est exact.
Considérons un modèle formel g : S ′ → S de f tel que S soit rig-pur et ad-

mette localement un idéal de définition monogène. On notera que g est fidèlement
rig-plat (5.5.15). Compte tenu de 5.8.2 et 4.1.18, on peut supposer g plat, et donc
fidèlement plat (5.5.10). Par suite, g est un épimorphisme effectif de S (5.12.2).

Montrons d’abord l’injectivité de la première application de (5.12.3.1). Soient
a1, a2 : S → Z deux morphismes tels que a1f = a2f . Quitte à remplacer S par un
éclatement admissible, on peut supposer que a1, a2 admettent des modèles formels
h1, h2 : S → Z. Par hypothèse, il existe un éclatement admissible de présentation
finie ϕ : S † → S ′ tel que h1gϕ = h2gϕ. Comme S ′ est rig-pur (5.1.13), ϕ est un
épimorphisme dans la catégorie des schémas formels en vertu de 3.5.9. Donc gϕ
est un épimorphisme de S, ce qui implique que h1 = h2 et a1 = a2.

Montrons ensuite l’exactitude de (5.12.3.1) au centre. Il faut montrer que si
a : S′ → Z est un morphisme de R tel que ap1 = ap2, alors a est de la forme bf , où
b : S → Z est un morphisme de R. On représente a par un éclatement admissible
de présentation finie ϕ : S † → S ′ et un morphisme h : S † → Z de S :

S †

h

���
��

��
��

�
ϕ

��
S ′

g

��

Z

S

En vertu de 5.8.2, quitte à remplacer S par un éclatement admissible et
S ′ par le transformé strict de l’image inverse de S †, on peut supposer que a
admet un modèle formel h : S ′ → Z. Soient S ′′ = S ′ ×S S ′, π1, π2 : S ′′ → S ′

les projections canoniques. Par hypothèse, il existe un éclatement admissible de
présentation finie ψ : S ‡ → S ′′ tel que hπ1ψ = hπ2ψ. Par suite, hπ1 = hπ2 car
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ψ est un épimorphisme (3.5.9). Comme g est un épimorphisme effectif de S, h est
de la forme tg, où t : S → Z est un morphisme de S, ce qui achève la preuve de
5.12.3.

Corollaire 5.12.4. Soit F la catégorie fibrée des flèches dans R ([26] VI 11.a). Alors
tout morphisme fidèlement plat f : S′ → S est un morphisme de F -descente.

Cela signifie la chose suivante : soient X,Y deux S-espaces rigides cohérents,
X ′, Y ′ leurs images inverses sur S ′,X ′′, Y ′′ leurs images inverses sur S′′ = S′×SS′.
Alors le diagramme canonique d’applications d’ensembles

HomS(X,Y ) → HomS′(X ′, Y ′) ⇒ HomS′′(X ′′, Y ′′) (5.12.4.1)

est exact. Comme HomS′(X ′, Y ′) s’identifie à HomS(X ′, Y ) et HomS′′(X ′′, Y ′′) à
HomS(X ′′, Y ), notre assertion résulte de 5.12.3, compte tenu de 5.10.13.



Chapitre 6

Invariants différentiels. Morphismes lisses

Ce chapitre donne les principales propriétés différentielles des espaces rigides co-
hérents. Nous introduisons d’abord les invariants normaux d’une immersion et les
invariants différentiels fondamentaux d’un morphisme. Nous définissons ensuite
les morphismes lisses, non ramifiés et étales par les critères infinitésimaux, et nous
étudions leurs principales propriétés. Nous donnons enfin quelques critères de lis-
sité, entre autres le critère jacobien (6.4.21).

6.1 Invariants normaux d’une immersion

6.1.1. Soit f : Y → X une immersion d’espaces rigides cohérents (4.2.1). D’après
4.8.39, l’homomorphisme canonique

θ�f : f−1(OX) → OY

est un épimorphisme, de sorte que OY s’identifie à un anneau quotientf−1(OX)/If .
On peut alors munir f−1(OX ) de la filtration If -adique. L’anneau f−1(OX )/In+1

f

est appelé le n-ième invariant normal de f , et noté OY (n) . L’anneaux gradué
associé à l’anneau filtré f−1(OX )

Gr•(f) = ⊕n≥0(Inf /I
n+1
f )

est appelé le faisceau d’anneaux gradués associé à f . Le faisceau Gr1(f) = If/I
2
f

est appelé le faisceau conormal de f (que l’on note aussi NY/X s’il n’en résulte
pas de confusion).

Il est clair que Gr•(f) est une algèbre graduée sur l’anneau OY = Gr0(f), et
les Grn(f) des OY -modules.

6.1.2. Soient i : U → X une immersion ouverte d’espace rigides cohérents, Y un
sous-espace fermé de U défini par un idéal cohérent I de OU , j0 : Y → U l’injection
canonique (4.8.34). Notons θ�0 : j−1

0 (OU ) → OY l’homomorphisme canonique et

A. Abbes, Éléments de Géométrie Rigide, Progress in Mathematics 286,  
DOI 10.1007/978-3-0348-0012-9_6, © Springer Basel AG 2010 
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θ0 : OU → (j0)∗(OY ) l’homomorphisme adjoint, qui s’identifie à l’homomorphisme
canonique OU → OU/I. On a θ�0 = α ◦ j−1

0 (θ0), où α : j−1
0 ((j0)∗(OY )) → OY est

l’homomorphisme d’adjonction, qui est un isomorphisme en vertu de 4.6.14. Par
suite, θ�0 est un épimorphisme de noyau j−1

0 (I). On peut appliquer les définitions
précédentes à l’immersion j = i ◦ j0 ; OY (n) est égal à j−1

0 (OU/In+1), et l’on a
Grn(j) = Grn(j0) = j−1

0 (In/In+1) = j∗0(In/In+1). On en déduit par adjonction
des isomorphismes

OU/I
n+1 ∼→ (j0)∗(OY (n)), (6.1.2.1)

In/In+1 ∼→ (j0)∗(Grn(j)). (6.1.2.2)

En effet, le morphisme (6.1.2.1) est un isomorphisme en chaque point de Uad, en
vertu de 4.6.15, 4.6.18 et 4.8.36 ; il est donc un isomorphisme (4.4.6). Comme le
foncteur (j0)∗ est exact à gauche, le morphisme (6.1.2.2) est aussi un isomorphisme.

Proposition 6.1.3. Si f : Y → X est une immersion d’espaces rigides cohérents,
les OY -modules Grn(f) sont cohérents.

Cela résulte de 4.8.41 et 6.1.2.

Proposition 6.1.4. Soient f : Y → X une immersion d’espaces rigides cohérents,
q un point de Yad. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un voisinage U de q dans Ad/Y tel que f |U soit une immersion
ouverte, autrement dit, f est un isomorphisme local en q.

(ii) On a (NY/X)q = 0.

On peut évidemment se borner au cas où f est une immersion fermée, et
même au cas où Y est un sous-espace fermé de X défini par un idéal cohérent
I de OX . Montrons d’abord que (i) entraîne (ii). On sait (4.2.4) qu’il existe un
objet V de Ad/X tel que U soit Y -isomorphisme à V ×X Y . Il résulte de 4.2.8 que
la projection f ′ : U → V est une immersion ouverte. Comme NY/X |U = NU/V ,
on en déduit que (NY/X)q = 0. Montrons ensuite que (ii) implique (i) ; posons
p = f(q). Compte tenu de (6.1.2.2) et 4.6.15, l’hypothèse (ii) entraîne que Ip = I2

p ,
et comme Ip est contenu dans l’idéal maximal de OX,p (4.8.36), on a Ip = 0 par le
lemme de Nakayama. Par suite, il existe un voisinage V de p dans Ad/X tel que
I|V = 0, et la projection canonique Y ×X V → V est un isomorphisme (4.8.35).

6.1.5. Soient f : Y → X une immersion d’espaces rigides cohérents, n un entier
≥ 0. Considérons, pour un X-espace rigide cohérent Z, la propriété suivante :
6.1.5.1. La projection canonique Y ×X Z → Z est une immersion fermée dont
l’idéal associé I de OZ vérifie la relation In+1 = 0.

Elle définit un crible de X dans la catégorie des espaces rigides cohérents
(4.8.35), et donc un sous-objet Y (n) de X dans la catégorie R̂ (4.1.12) ; notons
fn : Y (n) → X le morphisme structural. On dit que (Y (n), fn) est le n-ième voisi-
nage infinitésimal de (Y, f), ou que Y (n) est le n-ième voisinage infinitésimal de
Y dans X .
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Comme f est un monomorphisme (4.2.7), les deux projections canoniques
Y ×X Y → Y sont des isomorphismes. On a donc un X-morphisme canonique
hn : Y → Y (n). Il est clair que h0 est un isomorphisme. Pour 0 ≤ m ≤ n, on a un
X-morphisme canonique hmn : Y (m) → Y (n) vérifiant la relation hn = hmn ◦ hm.

Proposition 6.1.6.

(i) Y (n) est représentable par un X-espace rigide cohérent (que l’on note aussi
Y (n) puisqu’il est unique à isomorphisme unique près).

(ii) fn est une immersion, et hn (resp. hmn pour 0 ≤ m ≤ n) est une immersion
fermée d’idéal associé nilpotent ; en particulier, hn induit une équivalence des
topos admissibles de Y et Y (n).

(iii) Si If est le noyau de l’homomorphisme canonique f−1(OX ) → OY , In+1
f est

le noyau de l’homomorphisme canonique f−1(OX ) → h−1
n (OY (n)) ; autrement

dit, les notations du n-ième voisinage infinitésimal et du n-ième invariant
normal sont cohérentes.

Soient i : U → X une immersion ouverte, j : Y → U une immersion fermée
telles que f = i ◦ j. Montrons d’abord que i majore fn, i.e., que fn se factorise en

Y (n)
jn �� U

i �� X ;

le morphisme jn est alors uniquement déterminé (4.2.7). Il suffit de montrer que
si g : Z → X est un morphisme d’espaces rigides cohérents vérifiant la propriété
(6.1.5.1), i majore g ou, ce qui revient au même, que la projection canonique
p : Z×XU → Z est un isomorphisme. On sait que le foncteur p∗ : (Z×XU)ad → Zad

est pleinement fidèle (4.6.14), et il résulte de 4.8.37 et (6.1.5.1) qu’il est essentiel-
lement surjectif. Par suite, p est un isomorphisme en vertu de 4.6.21. On a aussi
montré que (Y (n), jn) est le n-ième voisinage infinitésimal de (Y, j) ; en effet, pour
tout U -espace rigide cohérent Z, on a Y ×U Z = Y ×X Z.

On peut donc se borner au cas où Y est un sous-espace fermé de X défini
par un idéal cohérent I de OX (4.8.41). Pour tout morphisme d’espaces rigides co-
hérents g : Z → X , la condition (6.1.5.1) équivaut à la condition g∗(In+1)OZ = 0
(4.8.35), et donc par adjonction, au fait que In+1 est contenu dans le noyau de
l’homomorphisme canonique OX → g∗(OZ). On en déduit que Y (n) est représen-
table par le sous-espace fermé de X défini par In+1 (4.8.34). Il est clair que hn
(resp. hmn pour 0 ≤ m ≤ n) est une immersion fermée d’idéal associé nilpotent.
La dernière proposition de (ii) résulte de 4.8.37, et la proposition (iii) de 6.1.2.

Corollaire 6.1.7. Soient X un espace rigide cohérent, Y un sous-espace fermé de
X défini par un idéal cohérent I de OX . Alors le n-ième voisinage infinitésimal
de Y dans X est canoniquement isomorphisme au sous-espace fermé de X défini
par l’idéal In+1.

Corollaire 6.1.8. Soient f : Y → X une immersion de S, Y(n) le n-ième voisinage
infinitésimal de Y dans X (2.14.1). Alors (Y(n))rig est canoniquement isomorphe
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au n-ième voisinage infinitésimal de Yrig dans Xrig, et on a un isomorphisme
canonique

Grn(f rig) ∼→ (Grn(f))rig. (6.1.8.1)

On peut clairement se borner au cas où f est une immersion fermée, et
même au cas où Y est un sous-schéma fermé de X défini par un idéal cohérent I
de OX, f : Y → X étant l’injection canonique. Par suite, Yrig est le sous-espace
fermé de Xrig défini par l’idéal I rig (4.8.34). Comme on a (I n)rig = (I rig)n

(4.7.11 et (4.7.29.1)), la première assertion résulte de 6.1.7. Pour la seconde as-
sertion, on a Grn(f rig) = f−1((I n/I n+1)rig) = f∗((I n/I n+1)rig) (6.1.2) et
Grn(f) = f−1(I n/I n+1) = f∗(I n/I n+1) (2.14.2). On en déduit un isomor-
phisme canonique Grn(f rig) ∼→ (Grn(f))rig (4.7.23.1).

6.1.9. Considérons un diagramme commutatif d’espaces rigides cohérents

Y ′
f ′

��

u

��

X ′

v

��
Y

f �� X

(6.1.9.1)

où f et f ′ sont deux immersions. Il résulte aussitôt des définitions que pour tout
entier n ≥ 0, on a un morphisme canonique wn : Y ′(n) → Y (n) (qui, pour n = 0,
s’identifie à u) tel que les diagrammes

Y ′(m)
h′
n ��

wm

��

Y ′(n)
f ′
n ��

wn

��

X ′

v

��
Y (m)

hn �� Y (n)
fn �� X

soient commutatifs (m ≤ n). On en déduit un homomorphisme d’anneaux

νn : u−1(OY (n)) → OY ′(n) . (6.1.9.2)

Par passage au quotient, on obtient un homomorphisme de u−1(OY )-algèbres gra-
duées

gr•(u) : u−1(Gr•(f)) → Gr•(f ′), (6.1.9.3)

et par suite un homomorphisme de OY ′ -algèbres graduées

Gr•(u) = gr•(u) ⊗ 1: u−1(Gr•(f)) ⊗u−1(OY ) OY ′ → Gr•(f ′). (6.1.9.4)

Proposition 6.1.10. Supposons que Y ′ = Y ×X X ′, f ′ et u étant les projections
canoniques.

(i) On a Y ′(n) = Y (n) ×X X ′.
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(ii) L’homomorphisme

u−1(OY (n)) ⊗(fu)−1(OX) f
′−1(OX′) → OY ′(n) (6.1.10.1)

déduit de (6.1.9.2) est bijectif.
(iii) L’homomorphisme Gr•(u) (6.1.9.4) est surjectif.

En effet, on peut se borner au cas où Y est un sous-espace fermé de X (cf.
la preuve de 6.1.6). La proposition résulte alors de 4.8.35, 6.1.2 et 6.1.7.

Proposition 6.1.11. Soient g : X → Y , u : Y ′ → Y deux morphismes d’espaces
rigides cohérents, X ′ = X ×Y Y ′, g′ : X ′ → Y ′ et v : X ′ → X les projections ca-
noniques. Soient f : Y → X une section de g (donc une immersion), f ′ : Y ′ → X ′

la section de g′ déduite de f par le changement de base u ; notons (Y (n), fn) et
(Y ′(n), f ′n) les n-ièmes voisinages infinitésimaux de (Y, f) et (Y ′, f ′) respective-
ment. On munit le n-ième invariant normal OY (n) de f de la structure de OY -
algèbre définie par g, et le n-ième invariant normal OY ′(n) de f ′ de la structure
de OY ′-algèbre définie par g′.

(i) La OY -algèbre OY (n) est cohérente ; le morphisme g ◦ fn : Y (n) → Y est fini,
et il identifie Y (n) à Sp(OY (n)).

(ii) L’homomorphisme

u−1(OY (n)) ⊗u−1(OY ) OY ′ → OY ′(n) (6.1.11.1)

déduit de (6.1.9.2) est bijectif.
(iii) L’homomorphisme de OY ′ -modules

Gr1(u) : u∗(Gr1(f)) → Gr1(f ′) (6.1.11.2)

est bijectif.

(i) La OY -algèbre OY (n) est munie d’une augmentation canonique OY (n) →
OY . L’algèbre graduée associée à la filtration de OY (n) définie par l’idéal d’aug-
mentation s’identifie à ⊕0≤i≤nGri(f), d’où la première assertion.

Pour montrer que g ◦ fn est fini, il suffit de trouver un morphisme h : X → Y
de S et une section t : Y → X de h (donc une immersion) tels que g = hrig et
f = trig (2.14.6 et 6.1.8). Soient h0 : X0 → Y0 un modèle formel de g, ϕ : Y → Y0

un morphisme de B, t0 : Y → X0 un morphisme de S tels que le triplet (Y, ϕ, t0)
représente f (4.1.7). Quitte à remplacer (Y, ϕ) par un objet de BY0 qu’il majore,
on peut supposer ϕ = h0 ◦ t0. On peut alors prendre X = X0 ×Y0 Y, h : X → Y la
projection canonique et t : Y → X la section de h déduite de t0.

La dernière assertion résulte du fait que le morphisme g ◦ fn induit une
équivalence des topos admissibles de Y (n) et Y .

(ii) On a Y ′(n) = Y (n) ×Y Y ′ en vertu de 6.1.10(i). La proposition résulte
alors de (i) et 4.8.33.
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(iii) Notons If (resp. If ′) le noyau de l’homomorphisme canonique

f−1(OX ) → OY (resp. f ′−1(OX′ ) → OY ′).

L’homomorphisme canonique (6.1.11.1) est compatible avec les augmentations
OY (n) → OY et OY ′(n) → OY ′ . Comme OY (n) est somme directe (en tant que
OY -module) de OY et de l’idéal de l’augmentation If/I

n+1
f , on voit donc que

l’homomorphisme canonique (6.1.11.1), restreint à (If/In+1
f ) ⊗OY OY ′ , est une

bijection de ce dernier sur If ′/In+1
f ′ . Pour n = 1, cela démontre que Gr1(u) est

bijectif.

6.1.12. Considérons le cas particulier du diagramme (6.1.9.1) où X ′ = X , v
étant l’identité, u et f sont deux immersions et f ′ = f ◦ u. On identifie OY à
f−1(OX )/If , OY ′ à u−1(OY )/Iu ; comme u−1 est un foncteur exact, on a

u−1(OY ) = u−1(f−1(OX ))/u−1(If ) = f ′−1(OX )/u−1(If ),

et comme OY ′ s’identifie à f ′−1(OX)/If ′ , on voit que Iu  If ′/u−1(If ). On en
déduit un homomorphisme canonique de OY -algèbres graduées Gr•(f ′) → Gr•(u).
Il résulte aussitôt que la suite

u−1(If )/u−1(If )If ′ → If ′/I2
f ′ → Iu/I

2
u → 0

est exacte.

Proposition 6.1.13. Soient f : Y → X et u : Y ′ → Y deux immersions d’espaces
rigides cohérents. On a alors une suite exacte canonique de faisceaux conormaux

u∗(NY/X) → NY ′/X → NY ′/Y → 0.

Remarque 6.1.14. Soit

Y′
f ′

��

u

��

X′

v

��
Y

f �� X

un diagramme commutatif de S, où f et f ′ sont deux immersions. On vérifie
facilement que pour tout n ≥ 0, le diagramme

(u∗(Grn(f)))rig
(Grn(u))rig �� (Grn(f ′))rig

u∗(Grn(f rig))
Grn(urig) �� Grn(f ′rig)

(6.1.14.1)

où Grn(u) est le morphisme (2.14.4.4) et les identifications verticales proviennent
de (6.1.8.1) et (4.7.23.1) est commutatif.
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6.2 Invariants différentiels fondamentaux d’un morphisme

Définition 6.2.1. Soient f : X → S un morphisme d’espaces rigides cohérents,
∆f : X → X ×S X le morphisme diagonal correspondant, qui est une immersion
(4.2.6). On désigne par Pn

f ou Pn
X/S , et l’on appelle faisceau des parties princi-

pales d’ordre n de f , l’anneau OX -augmenté, n-ième invariant normal de ∆f . On
pose P∞

f = P∞
X/S = lim←− Pn

X/S , Grn(Pf ) = Grn(PX/S) = Grn(∆f ) ; le OX -

module Gr1(∆f ), idéal d’augmentation de P1
X/S , est aussi noté Ω1

X/S , et appelé
le OX-module des 1-différentielles de f .

Il résulte de cette définition que P0
X/S s’identifie canoniquement à OX . En

vertu de 6.1.3, les Grn(PX/S) sont des OX -modules cohérents ; en particulier,
Ω1
X/S est un OX -module cohérent.

6.2.2. Notons p1, p2 les deux projections canoniques du produitX×SX . Chacun de
ces morphismes définit, pour tout n, un homomorphisme d’anneaux OX → Pn

X/S

inverse à droite de l’augmentation Pn
X/S → OX . La structure de OX -algèbre sur

Pn
X/S déduite de p1 (resp. p2) sera nommée gauche (resp. droite), et quand on

regardera Pn
X/S comme une OX -algèbre sans préciser, il sera sous-entendu qu’il

s’agit de la structure gauche. On notera que Pn
X/S est un OX -module cohérent.

On désigne par dn l’homomorphisme d’anneaux OX → Pn
X/S déduit de p2. Pour

tout U ∈ Ob(Ad/X) (4.4.1) et tout t ∈ Γ(U,OX), on pose dt = d1t− t, et on dit
que dt est la différentielle de t (élément de Γ(U,Ω1

X/S), aussi noté dX/S(t)).

6.2.3. Soient f : X → S un morphisme de S, Pn
f le faisceau des parties principales

d’ordre n de f , Gr•(Pf ) le faisceau d’anneaux gradués associé à f (2.15.1). On a
des isomorphismes canoniques de OXrig -modules Pn

frig
∼→ (Pn

f )rig (6.1.8 et 4.7.36)
et Grn(Pf rig) ∼→ (Grn(Pf ))rig (6.1.8.1). En particulier, on a un isomorphisme
canonique de OXrig -modules

Ω1
Xrig/S rig

∼→ (Ω1
X/S )rig. (6.2.3.1)

Pour tout ouvert U de X et tout t ∈ Γ(U,OX), si l’on pose U = (U,OX|U) et l’on
note t l’image canonique de t dans Γ(U rig,OXrig), d(t) est l’image canonique de
d(t) dans Γ(U rig,Ω1

Xrig/S rig).

Proposition 6.2.4. Soit f : X → S un morphisme d’espaces rigides cohérents. Alors
l’image de l’homomorphisme dX/S : OX → Ω1

X/S (6.2.2) engendre le OX -module
Ω1
X/S.

Cela résulte de 1.14.2(i), 2.15.6 et 6.2.3.
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6.2.5. Considérons un diagramme commutatif d’espaces rigides cohérents

X ′
u ��

f ′

��

X

f

��
S ′

w �� S

On en déduit un diagramme commutatif

X ′
u ��

∆f′
��

X

∆f

��
X ′ ×S′ X ′ v �� X ×S X

Comme il a été expliqué dans 6.1.9, u et v définissent des homomorphismes d’an-
neaux augmentés

νn : u−1(Pn
X/S) → Pn

X′/S′ .

Par passage aux quotients, ces homomorphismes donnent un homomorphisme d’al-
gèbres graduées

gr•(u) : u
−1(Gr•(PX/S)) → Gr•(PX′/S′).

Le diagramme

u−1(OX )
θ�u ��

��

OX′

��
u−1(Pn

X/S) νn �� Pn
X′/S′

où les flèches verticales sont celles définissant les structures d’algèbres choisies
dans 6.2.2 (i.e., celles provenant des premières projections) est commutatif. On en
déduit un homomorphisme canonique de OX′ -algèbres

Pn(u) : u∗(Pn
X/S) = u−1(Pn

X/S) ⊗u−1(OX) OX′ → Pn
X′/S′ . (6.2.5.1)

Il s’ensuit un homomorphisme de OX′-algèbres graduées

Gr•(u) = gr•(u) ⊗ 1: u∗(Gr•(PX/S)) → Gr•(PX′/S′), (6.2.5.2)

et en particulier un homomorphisme de OX′ -modules

Gr1(u) : u∗(Ω1
X/S) → Ω1

X′/S′ . (6.2.5.3)

Proposition 6.2.6. Supposons que X ′ = X×SS′, f ′ et u étant les projections cano-
niques. Alors les homomorphismes canoniques Pn(u) (6.2.5.1) et Gr1(u) (6.2.5.3)
sont bijectifs.

Cela résulte de 6.1.11.
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Proposition 6.2.7. Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes d’espaces ri-
gides cohérents. Considérons les homomorphismes canoniques de OX-algèbres aug-
mentées (6.2.5.1)

gX/Y/Z : Pn
X/Z → Pn

X/Y (6.2.7.1)
fX/Y/Z : f∗(Pn

Y/Z) → Pn
X/Z . (6.2.7.2)

Alors gX/Y/Z est surjectif, et son noyau est l’image par fX/Y/Z de l’idéal d’aug-
mentation de f∗(Pn

Y/Z).

On a un diagramme commutatif

X
∆f ��

f
���

����
����� X ×Y X

p

��

j �� X ×Z X

f×Zf
��

Y
∆g �� Y ×Z Y

(6.2.7.3)

où j = (1X , 1X)Z , j ◦ ∆f = ∆f◦g et p est le morphisme structural. On voit
aussitôt que le carré dans ce diagramme est cartésien ; donc j est une immer-
sion. Les anneaux OX et OX×YX s’identifient respectivement à ∆−1

g◦f (OX×ZX)/J
et j−1(OX×ZX)/L, où J est un idéal de ∆−1

g◦f (OX×ZX) et L est un idéal de
j−1(OX×ZX) tels que J ⊃ ∆−1

f (L). La OX -algèbre Pn
X/Z s’identifie donc à

∆−1
g◦f (OX×ZX)/Jn+1, et Pn

X/Y à ∆−1
f (OX×Y X)/(J/∆−1

f (L))n+1, c’est-à-dire à

∆−1
g◦f (OX×ZX )/(Jn+1 + ∆−1

f (L)),

et par suite au quotient de Pn
X/Z par (Jn+1 +∆−1

f (L))/Jn+1. Si OY est identifié à
∆−1
g (OY×ZY )/K, oùK est un idéal de ∆−1

g (OY×ZY ), L est l’idéal de j−1(OX×ZX )
engendré par l’image de p−1(K) (4.8.35). La proposition s’ensuit puisque (Jn+1 +
∆−1
f (L))/Jn+1 est l’idéal de Pn

X/Z engendré par l’image de ∆−1
f (L).

Corollaire 6.2.8. Avec les notations de (6.2.7), on a une suite exacte de OX-
modules

f∗(Ω1
Y/Z)

fX/Y/Z�� Ω1
X/Z

gX/Y/Z�� Ω1
X/Y

�� 0 . (6.2.8.1)

Proposition 6.2.9. Soient X → S, Y → S deux morphismes d’espaces rigides
cohérents, Z = X ×S Y leur produit, p : X ×S Y → X et q : X ×S Y → Y les
projections canoniques. Alors l’homomorphisme canonique

p∗(Ω1
X/S) ⊕ q∗(Ω1

Y/S) → Ω1
(X×SY )/S

est bijectif.

Il suffit de calquer la démonstration de ([31] 16.4.23), en utilisant 6.2.6 et
6.2.7 au lieu de ([31] 16.4.5 et 16.4.18).

Proposition 6.2.10. Soient f : Y → Z un morphisme d’espaces rigides cohérents,
j : X → Y une immersion fermée, J l’idéal cohérent de OY correspondant à j.
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Alors on a Pn
X/Y = OX , l’homomorphisme canonique jX/Y/Z : j∗(Pn

Y/Z) →
Pn
X/Z (6.2.7.2) est surjectif, et son noyau est l’idéal de j∗(Pn

Y/Z) engendré par
j∗(OY .dnY/Z(J)).

On voit aussitôt que la diagonale ∆j : X → X ×Y X est un isomorphisme
(4.2.7), d’où la première assertion. Soient θ1 et θ2 les deux homomorphismes
d’algèbres OY → Pn

Y/Z correspondant respectivement aux deux projections
canoniques p1 et p2 de Y ×Z Y . La OX-algèbre j∗(Pn

Y/Z) s’identifie donc à

j−1(Pn
Y/Z )/j−1(θ1(J)Pn

Y/Z)

et son quotient par l’idéal engendré par j∗(OY .dnY/Z(J)) à

j−1(Pn
Y/Z)/j−1((θ1(J) + θ2(J))Pn

Y/Z).

On a un diagramme cartésien

X
j ��

∆f◦j
��

Y

∆f

��
X ×Z X

j×Zj �� Y ×Z Y
D’après 4.8.35, j ×Z j est une immersion fermée et

OX×ZX = OY×ZY /(p
−1
1 (J) + p−1

2 (J))OY×ZY .

Par suite, en vertu de 6.1.10(ii), Pn
X/Z s’identifie au quotient de j−1(Pn

Y/Z) par
l’idéal engendré par l’image dans j−1(Pn

Y/Z) de p−1
1 (J) + p−1

2 (J). Mais cet idéal
est aussi engendré par j−1(θ1(J) + θ2(J)).

Corollaire 6.2.11. Soient f : Y → Z un morphisme d’espaces rigides cohérents,
j : X → Y une immersion. On a une suite exacte de OX-modules

NX/Y → j∗(Ω1
Y/Z) → Ω1

X/Z → 0. (6.2.11.1)

Remarque 6.2.12. Soit
X′

u ��

f ′
��

X
f
��

S ′
w �� S

un diagramme commutatif de S. Il résulte de (6.1.14.1) que le diagramme

(u∗Ω1
X/S )rig

(Gr1(u))
rig

�� (Ω1
X′/S ′)rig

u∗(Ω1
Xrig/S rig)

Gr1(u
rig) �� Ω1

X′rig/S ′rig

(6.2.12.1)

où les identifications verticales proviennent de (6.2.3.1) et (4.7.23.1) est commu-
tatif.
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6.3 Dérivations et déformations infinitésimales

Définition 6.3.1 ([32] II 1.1). Soient f : X → S un morphisme d’espaces rigides
cohérents, F un OX-module. Une S-dérivation de OX dans F est un homomor-
phisme de f−1(OS)-modules d : OX → F tel que, pour tous U ∈ Ob(Ad/X ) (4.4.1)
et x, y ∈ Γ(U,OX), on ait

d(xy) = xd(y) + yd(x). (6.3.1.1)

Il revient au même de dire que pour tout point p de Xad, l’homomorphisme
de groupes additifs dp : OX,p → Fp est une OS,f(p)-dérivation (4.4.6).

Les S-dérivations de OX dans F forment un Γ(X,OX )-module DérS(OX , F ).
Une autre interprétation consiste à considérer la OX -algèbre des nombres

duaux sur F
DX (F ) = OX ⊕ F = SX(F )/ ⊕i≥2 SiX(F ), (6.3.1.2)

où SX(F ) est l’algèbre symétrique de F sur OX . On désigne par OS-Alg/OX la
catégorie des f−1(OS)-algèbres au-dessus de OX . Alors l’application d �→ idOX +d
est un isomorphisme fonctoriel

DérS(OX , F ) ∼→ HomOS-Alg/OX (OX ,DX (F )). (6.3.1.3)

Notons P1
X/S le faisceau des parties principales d’ordre 1 de f , ε : P1

X/S →
OX l’augmentation canonique et j1, j2 : OX ⇒ P1

X/S les homomorphismes déduits
respectivement des deux projections canoniques p1, p2 de X×SX . On rappelle que
l’on considère P1

X/S comme une OX-algèbre par j1 (6.2.2). Si ψ : P1
X/S → DX(F )

est un homomorphisme de OX -algèbres augmentées, l’homomorphisme ψ◦(j2−j1)
est clairement une S-dérivation de OX dans F .

Définition 6.3.2. On dit qu’une S-dérivation d de OX dans F est bornée s’il existe
un homomorphisme de OX -algèbres augmentées ψ : P1

X/S → DX(F ) tel que d =
ψ ◦ (j2 − j1).

Proposition 6.3.3. Soit f : X → S un morphisme d’espaces rigides cohérents.
(i) Il existe un isomorphisme unique de OX -algèbres augmentées

ϕ : P1
X/S

∼→ DX(Ω1
X/S) (6.3.3.1)

qui se réduit à l’identité dans Ω1
X/S.

(ii) L’homomorphisme dX/S (6.2.2) est une S-dérivation bornée de OX dans
Ω1
X/S , ayant la propriété universelle suivante : pour tout OX-module F , l’ap-

plication u �→ u ◦ dX/S

HomOX (Ω1
X/S , F ) → DérS(OX , F ) (6.3.3.2)

est injective et a pour image l’ensemble des S-dérivations bornées de OX
dans F .
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(i) Il est immédiat que ϕ (avec les notations de 6.3.1) est nécessairement le
morphisme z �→ (ε(z), z−j1(ε(z))), et l’isomorphisme réciproque est le morphisme
(x, t) �→ j1(x) + t.

(ii) Comme on a dX/S = j2 − j1 = ϕ ◦ (j2 − j1), le morhisme dX/S est une
S-dérivation bornée, et d’après (i), l’image de l’application (6.3.3.2) est l’ensemble
des S-dérivations bornées de OX dans F . D’autre part, l’application (6.3.3.2) est
injective en vertu de 6.2.4.

6.3.4. Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohérent. Rappe-
lons (4.7.24.2) qu’on a un diagramme de morphismes de topos annelés, commutatif
à isomorphisme canonique près

Xrig
ad

f
��

ρX

��

S rig
ad

ρS

��
Xzar

f �� Szar

Si d : OXrig → F rig est une S rig-dérivation, son image directe ρX∗(d) : H 0
rig(OX) →

H 0
rig(F ) est un morphisme ρX∗(f−1(OS rig))-linéaire (4.7.8.1). Pour tous ouvert

U de X et x, y ∈ Γ(U,H 0
rig(OX)), on a

ρX∗(d)(xy) = x(ρX∗(d)(y)) + y(ρX∗(d)(x)).

Compte tenu du morphisme de changement de base (1.2.2.2)

f−1(ρS ∗(OS rig)) → ρX∗(f−1(OS rig))

et de l’isomorphisme ρS∗(OS rig )H 0
rig(OS ) (4.7.8.1), ρX∗(d) est f−1(H 0

rig(OS ))-
linéaire. On notera que la structure de f−1(H 0

rig(OS ))-algèbre sur H 0
rig(OX) dé-

duite de ce qui précède est la structure canonique (4.7.24.1). Par suite, ρX∗(d) est
une f−1(H 0

rig(OS ))-dérivation de H 0
rig(OX) dans H 0

rig(F ).
Avec les notations de (2.16.16), l’application d �→ ρX∗(d) est un homomor-

phisme

DérS rig(OXrig ,F rig) → DérH 0
rig(OS )(H

0
rig(OX),H 0

rig(F )). (6.3.4.1)

On a Ω1
Xrig/S rig  (Ω1

X/S )rig (6.2.3.1). On vérifie facilement que l’image par
ρX∗ de la dérivation canonique dXrig/S rig (6.2.2) est la dérivation canonique δX/S
(2.16.16.1).

Proposition 6.3.5. Soient f : X → S un morphisme d’espaces rigides cohérents, F
un OX -module cohérent. Alors l’application u �→ u ◦ dX/S (6.2.2)

HomOX (Ω1
X/S , F ) → DérS(OX , F ) (6.3.5.1)

est bijective, autrement dit, toute S-dérivation de OX dans F est bornée.
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On note d’abord que l’équivalence des deux assertions résulte de 6.3.3(ii).
Considérons un modèle formel h : X → S de f tel que X admette localement un
idéal de définition monogène. On a F = F rig où F est un OX-module cohérent
(4.8.18). Pour tout objet (X′, ϕ) de BX, on a un diagramme commutatif

HomOX (Ω1
X/S , F )

(6.3.5.1) ��

µϕ∗
��

DérS(OX , F )

µϕ∗
��

HomH 0
rig(OX′)(H

0
rig(Ω

1
X′/S ),H 0

rig(ϕ
∗F ))

θϕ �� DérH 0
rig(OS )(H 0

rig(OX′),H 0
rig(ϕ

∗F ))

(6.3.5.2)
où µϕ : : Xad → X′zar est le morphisme de topos (4.5.10.2) et θϕ(v) = v ◦ δX′/S
(2.16.16.1). On sait (2.16.18) que θϕ est un isomorphisme. On en déduit par 4.5.22
que l’homomorphisme (6.3.5.1) est un isomorphisme.

6.3.6. Considérons deux morphismes d’espaces rigides cohérents f : X → S,
g : Y → S, et un sous-espace fermé Y0 de Y défini par un idéal de carré nul
I de OY . Supposons donné un S-morphisme u0 : Y0 → X , de sorte qu’on a un
diagramme commutatif

Y0
u0 ��

j

��

X

f

��
Y g

��
u

��

S

(6.3.6.1)

On note Pf (Y, u0) l’ensemble des S-morphismes u : Y → X tels que u0 = u ◦ j
(autrement dit, l’ensemble des flèches pointillées u qui complètent le diagramme
précédent de façon à le laisser commutatif).

Si h : Y ′ → Y est un morphisme d’espaces rigides cohérents, on pose Y ′0 =
Y ′ ×Y Y0 et on note h0 : Y ′0 → Y0 la projection canonique. Il résulte de 4.3.13.1
que le foncteur contravariant

(Y ′, h) �→ Pf(Y ′, u0 ◦ h0) (6.3.6.2)

est un faisceau pour la topologie admissible de R/Y (4.3.13). Donc il définit, par
restriction à Ad/Y (4.4.1), un faisceau pour la topologie admissible de Y , que l’on
note Pf (Y, u0).

6.3.7. Conservons les hypothèses de (6.3.6) et soient P (1)
X/S le premier voisinage

infinitésimal du morphisme diagonal ∆f : X → X ×S X , δ1 : X → P
(1)
X/S

le mor-

phisme canonique, π1, π2 : P (1)
X/S

⇒ X les morphismes déduits respectivement des



402 Chapitre 6. Invariants différentiels. Morphismes lisses

projections canoniques p1, p2 de X×SX . Pour tout u, v ∈ Pf (Y, u0), le diagramme

Y0
u0 ��

j

��

X

∆f

��
Y

(u,v)
�� X ×S X

est commutatif. Il en résulte par 4.6.21 et 4.8.37 que le changement de base de ∆f

par (u, v) est une immersion fermée (dont l’idéal associée est clairement de carré
nul). Par suite, (u, v) se factorise uniquement à travers un morphisme w : Y →
P

(1)
X/S tel que le diagramme

Y0
u0 ��

j

��

X

δ1
��

Y
w ��

u
���

��
��

��
��

P
(1)
X/S

π1

��
X

(6.3.7.1)

soit commutatif. Lorsqu’on fixe u ∈ Pf (Y, u0), il est clair que l’application v �→ w

est un isomorphisme de Pf (Y, u0) sur l’ensemble Gu des morphismes w : Y → P
(1)
X/S

tels que le diagramme (6.3.7.1) soit commutatif. D’autre part, Gu s’identifie à
l’ensemble des homomorphismes de OX-algèbres ρ : P1

X/S → u∗(OY ) tels que le
diagramme

P1
X/S

ρ ��

ε

��

u∗(OY )

u∗(θj)

��
OX

θu0

�� u0∗(OY0)

où ε est l’augmentation canonique, soit commutatif (4.8.30). Par suite, Gu est
canoniquement isomorphe au module HomOX (Ω1

X/S , u∗(I)) (6.3.3.1).
Identifions les topos admissibles de Y0 et Y (4.8.37), et considérons I comme

un OY0 -module. On obtient une application canonique

Pf (Y, u0) × HomOY0
(u∗0(Ω

1
X/S), I) → Pf (Y, u0). (6.3.7.2)

On a démontré la proposition suivante :

Proposition 6.3.8. Sous les hypothèses de (6.3.6), s’il n’est pas vide, Pf (Y, u0) est
un torseur sous HomOY0

(u∗0(Ω
1
X/S), I).
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Remarque 6.3.9. Avec les notations de (6.3.7), Pf (P
(1)
X/S

, δ1) est un torseur sous le
OX -module HomOX (Ω1

X/S ,Ω
1
X/S), et la différence π2 − π1 correspond à l’identité

de Ω1
X/S .

Corollaire 6.3.10. Sous les hypothèses de (6.3.6), il existe sur Pf (Y, u0) une struc-
ture de pseudo-torseur sous le OY0-module H omOY0

(u∗0(Ω
1
X/S), I) ([31] 16.5.15).

Corollaire 6.3.11. Sous les hypothèses de (6.3.6), supposons de plus Y affinoïde
(4.8.25) ; s’il existe un recouvrement admissible (Yi → Y )i∈I et, pour tout i ∈ I,
un S-morphisme ui : Yi → X tel que si pi : Yi×Y Y0 → Yi et qi : Yi×Y Y0 → Y0 sont
les projections canoniques, on ait ui ◦ pi = u0 ◦ qi, alors il existe un S-morphisme
u : Y → X tel que u ◦ j = u0.

En effet, comme Y0 est affinoïde et que G = H omOY0
(u∗0(Ω

1
X/S), I) est un

OY0-module cohérent, le faisceau Pf (Y, u0), qui est par hypothèse un torseur sous
G , et non seulement un pseudo-torseur, est trivial en vertu de 4.8.26(ii).

6.4 Morphismes lisses, morphismes non ramifiés,
morphismes étales

Définition 6.4.1. Soit f : X → Y un morphisme de R̂ (4.1.12).

(i) On dit que f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp.
formellement étale) si, pour tout affinoïde Y ′ (4.8.25), tout sous-espace fermé
Y ′0 de Y ′ défini par un idéal nilpotent I de OY ′ , et tout morphisme Y ′ → Y ,
l’application

HomY (Y ′, X) → HomY (Y ′0 , X)

déduite de l’injection canonique Y ′0 → Y ′, est surjective (resp. injective, resp.
bijective). On dit encore alors que X est formellement lisse (resp. formelle-
ment non ramifié, resp. formellement étale) sur Y .

(ii) Si f est un morphisme d’espaces rigides cohérents, on dit que f est lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) s’il est formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale). On dit encore alors que X est lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) sur Y .

Remarque 6.4.2.

(i) Pour vérifier que f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié,
resp. formellement étale), on peut, dans la définition (6.4.1) se borner au cas
où I2 = 0.

(ii) Supposons que X soit un faisceau pour la topologie admissible de R et que
f soit formellement non ramifié (resp. formellement étale). Considérons un
Y -espace rigide cohérent quelconque Y ′ et un sous-espace fermé Y ′0 de Y ′
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défini par un idéal nilpotent I de OY ′ . Alors l’application

HomY (Y ′, X) → HomY (Y ′0 , X)

déduite de l’injection canonique Y ′0 → Y ′ est encore injective (resp. bijective).

Proposition 6.4.3. La catégorie R̂ vérifie les propriétés suivantes :

(i) Un monomorphisme est formellement non ramifié ; en particulier, une im-
mersion d’espaces rigides cohérents est non ramifiée (4.2.7).

(ii) Une immersion ouverte d’espaces rigides cohérents est étale.
(iii) Le composé de deux morphismes formellement lisses (resp. formellement non

ramifiés, resp. formellement étales) est formellement lisse (resp. formelle-
ment non ramifié, resp. formellement étale).

(iv) Si f : X → Y est un morphisme formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale), il en est de même de f ′ : X ×Y Y ′ → Y ′

pour tout morphisme Y ′ → Y .
(v) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes ; si g ◦ f est formellement

non ramifié, il en est de même de f .
(vi) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes, et supposons g formellement

non ramifié. Alors, si g ◦ f est formellement lisse (resp. formellement étale),
il en est de même de f .

Cela résulte immédiatement de la définition (6.4.1), sauf pour (ii). Considé-
rons un diagramme commutatif de R

X ′0
u0 ��

j

��

Y

f

��
X ′ u

�� X

où f est une immersion ouverte et X ′0 est un sous-espace fermé de X ′ défini par
un idéal nilpotent de OX′ . Pour montrer (ii), il suffit de montrer que la projection
canonique f ′ : X ′×X Y → X ′ est un isomorphisme. Comme f ′ est une immersion
ouverte, le foncteur f ′∗ : (X ′×X Y )ad → X ′ad est pleinement fidèle (4.6.14). D’autre
part, il résulte de 4.8.37 que f ′∗ est essentiellement surjectif. On en déduit que f ′
est un isomorphisme en vertu de 4.6.21.

Proposition 6.4.4. Soit f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents.

(i) Soit (αi : Xi → X)i∈I un recouvrement admissible de X. Pour que f soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale), il faut et il suffit que chacun des morphismes
f ◦ αi le soit.

(ii) Soit (βj : Yj → Y )j∈J un recouvrement admissible de Y . Pour que f soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale), il faut et il suffit que chacune des projections
canoniques fj : X ×Y Yj → Yj le soit.
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Notons d’abord que (ii) est une conséquence de (i) et de 6.4.3. Comme les αi
sont étales, tout revient à montrer que si les f ◦αi sont lisses (resp. non ramifiés),
il en est de même de f . Soient Y ′ un affinoïde, Y ′0 un sous-espace fermé défini par
un idéal nilpotent, g : Y ′ → Y un morphisme. Supposons donné un Y -morphisme
u0 : Y ′0 → X et posons Vi = Xi ×X Y ′0 . Soit J un sous-ensemble fini de I tel
que (Vj → Y ′0)j∈J soit encore un recouvrement admissible. En vertu de 4.8.38, il
existe un recouvrement admissible (Wj → Y ′)j∈J tel que, pour tout j ∈ J , Vj soit
Y ′0-isomorphe à Wj ×Y ′ Y ′0 . Supposons d’abord que les f ◦ αi soient formellement
non ramifiés et montrons que, si u′ et u′′ sont deux Y -morphismes de Y ′ dans X
dont les restrictions à Y ′0 coïncident, alors on a u′ = u′′. En effet, compte tenu de
4.8.38 et 6.4.2(ii), l’hypothèse entraîne que pour tout j ∈ J , on a u′|Wj = u′′|Wj .
D’où la conclusion dans ce cas.

Supposons maintenant que tous les f ◦αi soient lisses et prouvons qu’il existe
un Y -morphisme u : Y ′ → X dont u0 est la restriction à Y ′0 . Comme Y ′ est af-
finoïde, on peut appliquer 6.3.11 dont les hypothèses sont satisfaites (pour un
recouvrement admissible de Y ′ plus fin que (Wj → Y ′)j∈J ), et dont la conclusion
démontre précisément l’existence de u.

Définition 6.4.5. Soit f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents. On
dit que f est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) en un point p de Xad s’il existe
un voisinage (U, u) de p dans Ad/X (1.1.8) tel que f ◦ u soit un morphisme lisse
(resp. non ramifié, resp. étale) de U dans Y .

Compte tenu de 6.4.4(i), il revient au même de dire que f est un morphisme
lisse (resp. non ramifié, resp. étale) ou qu’il est lisse (resp. non ramifié, resp. étale)
en chaque point de Xad, et il suffit qu’il soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale)
en chaque point rigide de Xad (4.4.5).

Proposition 6.4.6. Soit f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents. Pour
que f soit non ramifié, il faut et il suffit que l’on ait Ω1

X/Y = 0.

Si Ω1
X/Y est nul, f est non ramifié en vertu de 6.3.8. Inversement, supposons f

non ramifié. Soient P (1)
X/Y le premier voisinage infinitésimal du morphisme diagonal

∆f : X → X ×Y X , π1, π2 les projections canoniques de P (1)
X/Y dans X . Compte

tenu de 6.4.2(ii), on a π1 = π2. On en déduit par 6.3.9 que l’identité de Ω1
X/Y est

nulle, d’où Ω1
X/Y = 0 (1.3.12).

Proposition 6.4.7. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, p
un point de Xad. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est non ramifié en p.
(ii) Le morphisme diagonal ∆f : X → X ×Y X est un isomorphisme local en p.
(iii) On a (Ω1

X/Y )p = 0.

Si de plus p est un point rigide de Xad, posons q = f(p) et soit Xq la fibre de X
au-dessus de q (4.8.48), ces conditions sont aussi équivalentes aux suivantes :
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(iv) Xq est non ramifié sur Sp(κ(q)) en p.
(v) L’anneau OXq ,p = OX,p ⊗OY,q κ(q) est un corps, extension finie séparable de

κ(q).

L’équivalence de (i) et (iii) résulte de 6.4.6 et 1.3.11(iv), et celle de (ii) et
(iii) est une conséquence de 6.1.4.

Supposons maintenant que p soit un point rigide de Xad. L’équivalence de (i)
et (iii) implique celle de (i) et (iv). En effet, comme Ω1

X/Y est un OX-module de
type fini, il résulte du lemme de Nakayama que la condition (iii) est équivalente à
(Ω1

X/Y )p ⊗OY,q κ(q) = 0, c’est à dire à (Ω1
Xq/Sp(κ(q)))p = 0.

Il reste à établir l’équivalence de (v) et des autres conditions. On peut se
borner au cas où Y = Spf(A)rig et A est un ordre 1-valuatif, q étant l’unique
point de Yad ; soit K le corps des fractions de A. On notera qu’en vertu de 6.1.4,
il revient au même de dire que OX,p est un corps (donc égal à κ(p)), ou que le
morphisme canonique ip : Sp(κ(p)) → X est un isomorphisme local (donc une
immersion ouverte (4.2.9)), ou encore qu’il est plat.

(v)⇒(iii). Comme ip est une immersion ouverte, on peut se borner au cas où
X = Spf(B)rig et B est une A-algèbre topologiquement de présentation finie et un
ordre 1-valuatif de corps des fractions L, extension finie séparable de K, p étant
l’unique point de Xad et κ(p) = L (3.3.12). Par suite, B est un A-module cohérent
(1.11.5), et on a Ω̂1

B/A = Ω1
B/A (1.10.2). Comme Ω1

L/K = 0 ([31] 0.20.6.20), on en

déduit que (Ω̂1
B/A)rig = 0 (4.7.10).

(ii)⇒(v). Si Y = Sp(κ(p)) et si ip est une section de f , le diagramme cartésien

Sp(κ(p))
ip ��

ip

��

X

ip×Y idX

��
X

∆f �� X ×Y X

montre que ip est un isomorphisme local. Dans le cas général, les conditions équi-
valentes (i) et (ii) étant stables par changement de base (6.4.3), le diagramme
commutatif

Sp(κ(p))
id×ip ��

ip ���
���

����
�

Sp(κ(p)) ×Y X

�������������

X

et le fait id × ip soit un isomorphisme local impliquent que ip est plat ; donc
OX,p = κ(p) et ip est une immersion ouverte. Pour montrer la seconde assertion
de (v), on peut alors se borner au cas où X = Spf(B)rig et B est une A-algèbre
topologiquement de présentation finie et un ordre 1-valuatif, de corps des fractions
L, p étant l’unique point de Xad et κ(p) = L. D’une part on a (Ω̂1

B/A)rig = 0 car
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les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes. D’autre part on a Ω̂1
B/A = Ω1

B/A car B
est un A-module cohérent. On en déduit que Ω1

L/K = 0 (4.8.24), et par suite que
L est une extension finie séparable de K ([31] 17.4.1).

Proposition 6.4.8. Soient A un anneau idyllique, B = A〈ξ1, . . . , ξn〉 une algèbre
de séries formelles restreintes sur A, X = Spf(B), S = Spf(A), f : X → S le
morphisme structural. Alors Xrig est lisse sur S rig.

Soient S′ un affinoïde, S′0 un sous-espace fermé défini par un idéal nilpotent,
j : S′0 → S′ l’injection canonique, h : S′ → S rig un morphisme. Supposons donné
un S rig-morphisme u0 : S ′0 → Xrig et montrons qu’il existe un S rig-morphisme
u : S′ → Xrig tel que u0 = u ◦ j. Compte tenu de 3.2.4 et 6.3.11, on peut se réduire
au cas où on a un diagramme commutatif de S

S ′0
v0 ��

i

��

X

f

��
S ′

g �� S

tel que S ′ soit formel affine globalement idyllique, i soit une immersion fermée
(pas nécessairement nilpotente), j = irig, h = grig et u0 = vrig

0 . Par suite, en vertu
de la propriété universelle de B ([12] III 4.2 prop. 4), il existe un S -morphisme
v : S ′ → X qui prolonge v0, d’où la proposition.

Proposition 6.4.9. Soient A un anneau idyllique, J un idéal de définition de A,
M un A-module projectif de type fini, N un A-module cohérent, u : N → M un
morphisme A-linéaire ; posons X = Spf(A), F = M∆, G = N∆, X = Xrig et
h = (u∆)rig : G rig → F rig. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est localement inversible à gauche sur Spec(A) − V(J).
(ii) Pour toute A-algèbre B et tout point q de Spec(B) − V(JB), l’homomor-

phisme u⊗A κ(q) est injectif.
(iii) Pour tout point fermé p de Spec(A)−V(J), l’homomorphisme u⊗A κ(p) est

injectif.
(iv) h est localement inversible à gauche relativement au site admissible de X.
(v) Pour tout point p de Xad, si on désigne par κ(p) le corps résiduel de OX,p,

l’homomorphisme hp ⊗ κ(p) est injectif.
(vi) La condition (v) est remplie par tout point rigide p de Xad.

En effet, les conditions (iv), (v) et (vi) sont équivalentes en vertu de 1.3.15. De
même, comme Spec(A)−V(J) est un schéma de Jacobson (1.11.9), les conditions
(i), (ii) et (iii) sont équivalentes. Enfin, on a (ii)⇒(vi)⇒(iii) compte tenu de 3.3.2,
4.8.9 et (4.8.15.1).

Corollaire 6.4.10. Soient A un anneau idyllique, B une A-algèbre topologique-
ment de présentation finie et formellement lisse sur A, C une A-algèbre topolo-
giquement de présentation finie, ϕ : B → C un homomorphisme surjectif ; posons
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X = Spf(C)rig, Y = Spf(B)rig, S = Spf(A)rig et soit i : X → Y l’immersion fer-
mée déduite de ϕ. Pour que C soit rig-lisse sur A (1.14.7), il faut et il suffit que
l’homomorphisme canonique

h : NX/Y → i∗(Ω1
Y/S) (6.4.10.1)

soit localement inversible à gauche.

En effet, si I est le noyau de ϕ et δ̂ : I/I2 → Ω̂1
B/A⊗BC est l’homomorphisme

canonique (1.14.4.1), on a h = (δ̂∆)rig. Comme Ω̂1
B/A est un B-module projectif

de type fini (1.14.2), on peut appliquer 6.4.9, dont l’équivalence de (i) et (iv)
démontre le corollaire.

Corollaire 6.4.11. Soient A un anneau idyllique, C une A-algèbre topologiquement
de présentation finie et rig-lisse ; posons X = Spf(C)rig, S = Spf(A)rig et soit
f : X → S le morphisme structural. Alors Ω1

X/S est un OX-module localement
libre de type fini.

Cela résulte de 6.4.10, (6.2.11.1) et 1.3.16.

Proposition 6.4.12. Soient A un anneau idyllique, C une A-algèbre topologique-
ment de présentation finie ; posons X = Spf(C)rig, S = Spf(A)rig et soit f : X → S
le morphisme structural. Pour que f soit lisse (resp. étale), il faut et il suffit que
C soit une A-algèbre rig-lisse (resp. rig-étale).

Notons d’abord que le cas étale résulte du cas lisse, 6.4.6 et (6.2.3.1). Pour
démontrer la proposition dans le cas lisse, considérons un homomorphisme surjectif
ϕ : B → C où B = A〈ξ1, . . . , ξn〉 est une algèbre de séries formelles restreintes sur
A. Posons Y = Spf(B)rig et soient i : X → Y l’immersion fermée déduite de ϕ, I
l’idéal de OY associé à i. Compte tenu de 6.4.10, tout revient à voir que f est lisse
si et seulement si l’homomorphisme canonique

h : i∗(I) → i∗(Ω1
Y/S) (6.4.12.1)

est localement inversible à gauche.
Supposons d’abord h localement inversible à gauche. Soient S ′ un affinoïde,

S′0 un sous-espace fermé défini par un idéal de carré nul J de OS′ , j : S ′0 → S′

l’injection canonique, g : S′ → S un morphisme. Supposons donné un S-morphisme
u0 : S′0 → X et montrons qu’il existe un S-morphisme u : S′ → X tel que u0 = u◦j.
Comme Y est lisse sur S (6.4.8), il existe un S-morphisme v : S′ → Y tel que
i ◦ u0 = v ◦ j

S′0
u0 ��

j

��

X

i

��
Y

��
S ′

v

����������
g

�� S
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Soit θv : OY → v∗(OS′) l’homomorphisme induit par v. En vertu de 4.8.30, pour
qu’il existe un morphisme u : S′ → X tel que v = i ◦ u, il faut et il suffit que l’on
ait θv(I) = 0 ; un tel morphisme est unique et vérifie u0 = u ◦ j d’après 4.2.7 ;
il répond donc à la question. On a en général θv(I) ⊂ v∗(J) ; comme J2 = 0, θv
induit un homomorphisme de I/I2 dans v∗(J). Identifiant les topos admissibles
de S′0 et S′ (4.8.37), l’homomorphisme canonique (6.1.9.4)

Gr1(v) : u∗0(i
∗(I)) → j∗(J)

s’interprète comme un homomorphisme de v∗(I/I2) dans J , dont l’homomor-
phisme adjoint I/I2 → v∗(J) est induit par θv. Par suite, θv(I) = 0 si et seulement
si Gr1(v) = 0.

D’autre part, l’ensemble des S-morphismes v : S′ → Y tels que i ◦ u0 = v ◦ j
est un torseur sous HomOS′

0
(u∗0(i∗(Ω1

Y/S)), J) (6.3.8). Si v : S′ → Y est un tel
morphisme et si ψ : u∗0(i

∗(Ω1
Y/S)) → J est un morphisme OS′

0
-linéaire, on a

Gr1(v + ψ) − Gr1(v) = ψ|u∗0(i∗(I)). (6.4.12.2)

Comme h est localement inversible à gauche, on en déduit qu’il existe un recouvre-
ment admissible (S′α → S′)α∈E et pour tout α ∈ E, un S-morphisme vα : S′α → Y
tel que Gr1(vα) = 0 (où Gr1(vα) est défini comme plus haut en remplaçant j par
sa restriction au-dessus de S′α) (4.8.38). Par suite, pour tout α ∈ E, il existe un
S-morphisme uα : S′α → X tel que si pα : S ′0 ×S′ S′α → S′α et qα : S ′0 ×S′ S′α → S′0
sont les projections canoniques, on ait uα ◦ pα = u0 ◦ qα. On conclut par 6.3.11
qu’il existe un S-morphisme u : S′ → X tel que u ◦ j = u0, autrement dit que f
est lisse.

Supposons ensuite f lisse. Compte tenu de 6.4.3(iv), pour montrer que h
est localement inversible à gauche, on peut se borner au cas où A admet un
idéal de définition monogène. Soient X(1) le premier voisinage infinitésimal de
X dans Y , qui s’identifie au sous-espace fermé de Y défini par l’idéal I2, h1 : X →
X(1) le morphisme canonique. Il résulte des hypothèses que X(1) est un affinoïde ;
donc il existe un S-morphisme u : X(1) → X tel que u ◦ h1 soit l’identité de X .
L’ensemble des S-morphismes v : X(1) → X(1) tels que v ◦ h1 = h1 est un torseur
sous HomOX (h∗1(Ω

1
X(1)/S

), i∗(I)) (6.3.8). Par suite, la différence idX(1) − h1 ◦ u
induit un morphisme OX -linéaire i∗(Ω1

Y/S) → i∗(I), qui est clairement un inverse
à gauche de h (6.4.12.2).

Corollaire 6.4.13. Si f : X → Y est un morphisme lisse (resp. étale) de S, f rig est
lisse (resp. étale).

On peut se borner au cas où X = Spf(B) et Y = Spf(A) sont formels affines
globalement idylliques, B étant une A-algèbre topologiquement de présentation
finie et formellement lisse (resp. formellement étale) (6.4.4). Comme B est rig-
lisse sur A, f rig est lisse en vertu de 6.4.12. Si f est étale, Ω1

X/Y = 0 ; donc f rig

est non ramifié en vertu de 6.4.6 et (6.2.3.1), et par suite étale.
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Corollaire 6.4.14. Soient f : X → Y un morphisme de S, g : Y′ → Y un morphisme
de S+, X′ = X ×Y Y′, f ′ : X′ → Y′ et g′ : X′ → X les projections canoniques. Si
f rig est lisse (resp. étale), il en est de même de f ′rig.

On peut se borner au cas où X = Spf(B), Y = Spf(A) et Y′ = Spf(A′) sont
formels affines globalement idylliques, B étant une A-algèbre topologiquement de
présentation finie (6.4.4). Si f rig est lisse, B est rig-lisse sur A en vertu de 6.4.12.
Donc B⊗̂AA′ est topologiquement de présentation finie et rig-lisse sur A′ en vertu
de 1.14.11 ; par suite f ′rig est lisse (6.4.12). Compte tenu de 4.7.23 et (6.2.3.1),
l’isomorphisme Ω1

X′/Y′  g′∗(Ω1
X/Y) (2.15.4) induit un isomorphisme

Ω1
X′rig/Y′rig  g′∗(Ω1

Xrig/Yrig).

Par suite, si f rig est étale, f ′rig est non ramifié (6.4.6), et donc étale.

Corollaire 6.4.15. Soient X un schéma cohérent, X ′ un sous-schéma fermé,
f : Y → X un morphisme de présentation finie, lisse (resp. étale) en dehors de X ′,
X̂ = X/X′ le complété de X le long de X ′, Ŷ le complété de Y le long de l’image
réciproque de X ′, f̂ : Ŷ → X̂ le prolongement de f aux complétés. Supposons la
paire (X,X ′) idyllique (2.6.17). Alors le morphisme f̂ rig : Ŷ rig → X̂ rig est lisse
(resp. étale).

On peut se borner au cas où X et Y sont affines (6.4.4). Comme f est lisse
en dehors de X ′, f̂ rig est lisse en vertu de 1.14.14 et 6.4.12. Si ι : Ŷ → Y désigne
le morphisme canonique d’espaces annelés (2.5.3), on a ι∗(Ω1

Y/X)  Ω1
Ŷ /X̂

(2.5.5).

Si f est étale en dehors de X ′, Ω1
Ŷ /X̂

est rig-nul (2.10.10 et [28] 6.8.4) ; donc f̂ rig

est non ramifié en vertu de 6.4.6 et (6.2.3.1), et par suite étale.

Remarque 6.4.16. On peut déduire la proposition 1.14.10 de 6.4.12. En effet, si a
désigne l’idéal des éléments de torsion topologique de A (1.8.30.1), B est rig-lisse
sur A si et seulement si B/aB est rig-lisse sur A/a. On peut donc se borner au cas
où A est idyllique (1.9.16), auquel cas la proposition 1.14.10 résulte de 6.4.3(iii)
et 6.4.12.

Proposition 6.4.17. Soit f : X → Y un morphisme lisse d’espaces rigides cohérents.

(i) Le OX -module Ω1
X/Y est localement libre de rang fini.

(ii) Pour tout morphisme lisse d’espaces rigides cohérents g : Y → Z, la suite
canonique de OX-modules

0 → f∗(Ω1
Y/Z) → Ω1

X/Z → Ω1
X/Y → 0 (6.4.17.1)

est exacte et localement scindée.

Les questions étant locales (6.4.4), la proposition (i) résulte de 6.4.11 et
6.4.12, et la proposition (ii) de 6.2.8, 1.14.12, 6.4.9 et 6.4.12.
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Proposition 6.4.18. Soit f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents,
lisse en un point rigide p de Xad. Alors le rang du OX,p-module libre (Ω1

X/Y )p est
égal à dimp(X/Y ).

La preuve est analogue à celle de 5.9.4. On peut se borner au cas où f est
lisse. Posons q = f(p). Comme la fibre de Ω1

X/Y ⊗Y κ(q) en p est isomorphe
à (Ω1

X/Y )p ⊗OY,q κ(q) (4.8.48), on peut remplacer Y par Sp(κ(q)) et f par sa
fibre au-dessus de q. Soient alors R un ordre 1-valuatif, Y = Spf(R), h : X → Y
un modèle formel de f . On peut supposer que R admet un idéal de définition
principal I (3.3.12) et que X est rig-pur. Soit P un point rigide de X définissant
p (4.1.20). On peut évidemment se borner au cas où X = Spf(A) est formel affine
et P est fermé dans X. Par suite, A est topologiquement de présentation finie
et rig-lisse sur R (6.4.12). Soit K le corps des fractions de R. On rappelle que
P détermine un point fermé de Spec(A ⊗R K), donc un idéal premier p de A,
et que l’on a dimp(Xrig) = dim(Ap) (4.9.15). D’après 1.16.29, il existe une R-
algèbre de présentation finie A′, lisse sur Spec(R) en dehors de V(I), dont le
séparé complété pour la topologie I-préadique est R-isomorphe à A. Choisissons
un tel isomorphisme et soient ϕ : A′ → A l’homomorphisme induit, p′ = ϕ−1(p). Il
résulte de 1.12.20 que p′ définit un point fermé de Spec(A′⊗RK) et on a dim(Ap) =
dim(A′p′). On notera que Ω1

A′/R est un A′-module de type fini, localement libre

sur Spec(A′ ⊗R K), de rang dim(A′p′) en p′. Soit Ω̂1
A/R le séparé complété du A-

module topologique Ω1
A/R (1.14.1). Comme Ω̂1

A/R est isomorphe à Ω1
A′/R ⊗A′ A

(1.12.16), on en déduit que le rang du Ap-module libre (Ω̂1
A/R)p est égal à dim(Ap).

La proposition s’ensuit compte tenu de (4.8.15.1) et (6.2.3.1).

Définition 6.4.19. Soit f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, lisse
en un point p de Xad. On appelle dimension relative de f en p le rang du OX,p-
module libre (Ω1

X/Y )p.

On notera (6.4.18) que cette notion coïncide avec celle introduite dans (5.9.1)
pour les points rigides de Xad.

Proposition 6.4.20. Soient f : X → S, g : Y → S deux morphismes d’espaces
rigides cohérents, j : Y → X une immersion telle que g = f ◦j. Supposons f lisse ;
alors pour que g soit lisse, il faut et il suffit que l’homomorphisme canonique
(6.2.11.1)

h : NY/X → j∗(Ω1
X/S) (6.4.20.1)

soit localement inversible à gauche.

La question étant locale (6.4.4), elle résulte de 1.14.9, 6.4.9 et 6.4.12.

Corollaire 6.4.21 (Critère jacobien). Soient f : X → S un morphisme d’espaces
rigides cohérents, Y un sous-espace fermé de X défini par un idéal cohérent I de
OX , j : Y → X l’injection canonique, g = f ◦ j, q un point de Yad, p = j(q).
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Supposons f lisse en p de dimension relative n. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) g est lisse en q de dimension relative r.
(ii) L’homomorphisme canonique (6.2.11.1)

(NY/X)q → (j∗(Ω1
X/S))q

est inversible à gauche et r = rang((Ω1
Y/S)q ⊗OY,q κ(q)).

(ii′) L’homomorphisme canonique (6.2.11.1)

I ⊗X κ(p) = NY/X ⊗Y κ(q) → Ω1
X/S ⊗X κ(p)

est injectif et r = rang((Ω1
Y/S)q⊗OY,q κ(q)) ; on notera que l’on a κ(p) = κ(q)

(4.8.48).
(iii) Il existe un voisinage U de p dans Ad/X et des sections ur+1, . . . , un ∈

Γ(U, I) qui engendrent Ip tels que les différentielles dur+1, . . . , dun soient
linéairement indépendantes dans (Ω1

X/S)p ⊗OX,p κ(p).

Cela résulte de 1.3.15, 6.4.20 et du fait que le OX -module Ω1
X/S est localement

libre de type fini sur un voisinage de p dans Ad/X .

Proposition 6.4.22. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, p
un point rigide de Xad, q = f(p) ; notons Xq la fibre de X au-dessus de q (4.8.48).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est lisse au point p.
(ii) f est plat au point p et Xq est lisse sur Sp(κ(q)) au point p.

On peut se borner au cas où il existe un anneau idyllique A, une A-algèbre
de séries formelles restreintes B = A〈ξ1, . . . , ξn〉 et un idéal de type fini I de B
tels que si on pose C = B/I, on ait X = Spf(C)rig et Y = Spf(A)rig.

Montrons d’abord que (i) entraîne (ii). L’hypothèse (i) entraîne que Xq est
lisse sur Sp(κ(q)) au point p par 6.4.3(iv), et il s’agit de montrer en outre que f
est plat au point p. On peut supposer que f est lisse, donc C est rig-lisse sur A
(6.4.12), et p est associé à un point rigide fermé P de Spf(C) dont l’image Q est
fermée dans Spf(A). On note p l’idéal premier de C associé à P , q l’idéal premier
de A associé à Q ; on a p = p′/I, où p′ est un idéal premier de B et q est l’image
réciproque de p dans A.

En vertu de 1.14.8, il existe dans I un système de r séries ui (1 ≤ i ≤ r) et
r indices ji (1 ≤ i ≤ r) tels que les ui engendrent Ip′ et que l’on ait

det(∂ui/∂ξjk) 	∈ p′. (6.4.22.1)

Il résulte de 1.12.20(ii) et ([31] 0.17.1.5) que l’anneau Bp′/qBp′ est régulier. La
condition (6.4.22.1) entraîne que les images canoniques vi des ui dans l’idéal maxi-
mal m de Bp′/qBp′ sont linéairement indépendantes modulo m2 (cf. la preuve de
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[31] 17.5.1). On conclut donc de ([31] 0.17.1.7) que (vi) est une suite régulière
dans Bp′/qBp′. Mais comme B est A-plat, il résulte de ([31] 0.15.1.16) que les
images canoniques u′i des ui dans Bp′ forment aussi une suite régulière et que
Cp = Bp′/

(∑

i u
′
iBp′

)
est un Aq-module plat ; donc f est plat au point p.

Prouvons ensuite que (ii) entraîne (i). Posons Z = Spf(B)rig, de sorte que
X s’identifie au sous-espace fermé de Z défini par l’idéal I = (I∆)rig de OZ , et
soient j : X → Z l’injection canonique, p′ = j(p), Zq la fibre de Z au-dessus de q.
Comme f est plat en p, l’homomorphisme

Ip′ ⊗OY,q κ(q) → OZ,p′ ⊗OY,q κ(q) = OZq ,p′

est injectif (4.8.48). Par suite, si J désigne l’idéal de OZq associé à l’immersion
fermée jq = j⊗Y κ(q) : Xq → Zq, on a Jp′ = Ip′ ⊗OY,q κ(q) (4.8.35). On peut donc
identifier les homomorphismes canoniques

Ip′ ⊗OZ,p′ κ(p′) = NX/Z ⊗X κ(p) → Ω1
Z/Y ⊗Z κ(p′),

Jp′ ⊗OZq,p′ κ(p
′) = NXq/Zq ⊗Xq κ(p) → Ω1

Zq/Sp(κ(q)) ⊗Zq κ(p′).

Par suite, l’hypothèse (ii) et 6.4.21 entraînent que f est lisse en p.

Corollaire 6.4.23. Un morphisme lisse d’espaces rigides cohérents est plat.

Cela résulte de 5.10.4 et 6.4.22.

Proposition 6.4.24. Soient f : X → Y un morphisme d’espaces rigides cohérents, p
un point rigide de Xad, q = f(p) ; notons Xq la fibre de X au-dessus de q (4.8.48).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est étale au point p.
(ii) f est lisse au point p et non ramifié au point p.
(iii) f est plat au point p et Xq est étale sur Sp(κ(q)) au point p.
(iv) f est plat au point p et non ramifié au point p.
(v) f est plat au point p et l’anneau OXq ,p = OX,p ⊗OY,q κ(q) est un corps,

extension finie séparable de κ(q).

L’équivalence de (i) et (ii) résulte aussitôt des définitions, et celle de (ii) et
(iii) de 6.4.7 et 6.4.22. L’équivalence de (iv) et (v) est une conséquence de 6.4.7.
Le fait que (ii) implique (iv) résulte de 6.4.22. Il reste à montrer que (v) implique
(iii). On peut évidemment se borner au cas où Y = Spf(A)rig et A est un ordre 1-
valuatif, q étant l’unique point de Yad ; soit K le corps des fractions de A. Compte
tenu de 6.4.7, il s’agit de montrer que X est lisse sur Y au point p. Le fait que
OX,p soit un corps implique que le morphisme canonique ip : Sp(κ(p)) → X est
une immersion ouverte (6.1.4). On peut donc se borner au cas où X = Spf(B)rig et
B est une A-algèbre topologiquement de présentation finie et un ordre 1-valuatif
de corps des fractions L, extension finie séparable de K, p étant l’unique point
de Xad et κ(p) = L (3.3.12). Comme B est une A-algèbre de présentation finie
(1.11.5) et que L est étale sur K, B est rig-lisse sur A (1.14.14). Par suite, X est
lisse sur Y en vertu de 6.4.12.
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Proposition 6.4.25. Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes d’espaces
rigides cohérents, X ′ = X ×Y Y ′, f ′ : X ′ → Y ′ et g′ : X ′ → X les projections
canoniques. Soit p′ un point rigide de X ′ad et posons p = g′(p′).

(i) Si f ′ est non ramifié au point p′, alors f est non ramifié au point p.
(ii) Supposons de plus que g soit plat. Alors si f ′ est étale au point p′, f est étale

au point p.

(i) Posons q′ = f ′(p′) et q = f(p) = g(q′) et soient Xq la fibre de X au-dessus
de q, X ′q′ la fibre de X ′ au-dessus de q′. D’après 4.8.48, g induit un morphisme
Sp(κ(q′)) → Sp(κ(q)) et on a X ′q′ = Xq ×Sp(κ(q)) Sp(κ(q′)). Comme la propriété
pour un morphisme d’être non ramifié en un point rigide ne fait intervenir que la
fibre du morphisme en ce point (6.4.7(iv)), on peut se borner au cas où Y et Y ′
sont respectivement Sp(κ(q)) et Sp(κ(q′)), de sorte que g est plat. Par suite, g′ est
plat (5.10.9) et donc OX′,p′ est fidèlement plat sur OX,p (4.8.13 et [28] 0.6.6.1). Si
f ′ est non ramifié au point p′, alors (Ω1

X′/Y ′)p′ est nul. Comme on a

(Ω1
X′/Y ′)p′  (Ω1

X/Y )p ⊗OX,p OX′,p′

en vertu de 6.2.6, on en déduit que (Ω1
X/Y )p est nul, d’où la conclusion (6.4.7).

(ii) Comme f ′ est plat au point p′ (6.4.24), f ◦ g′ = g ◦ f ′ est plat au point
p′. Comme g′ est plat (5.10.9), f est plat au point p en vertu de 5.10.3(ii). La
proposition résulte alors de (i) et 6.4.24(iv).

Corollaire 6.4.26. Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes d’espaces ri-
gides cohérents, X ′ = X ×Y Y ′, f ′ : X ′ → Y ′ et g′ : X ′ → X les projections
canoniques.

(i) Supposons g couvrant pour les points rigides. Alors pour que f soit non ra-
mifié, il faut et il suffit que f ′ le soit.

(ii) Supposons g fidèlement plat. Alors pour que f soit étale, il faut et il suffit
que f ′ le soit.

En effet, dans les deux cas, les conditions sont nécessaires d’après 6.4.3(iv),
et sont suffisantes en vertu 6.4.25 car g′ est couvrant pour les points rigides (6.4.5).



Chapitre 7

Espaces rigides quasi-séparés

Ce chapitre est consacré aux espaces rigides quasi-séparés (mais pas nécessairement
quasi-compacts). La notion de recouvrement admissible s’étend naturellement aux
préfaisceaux sur R. On appelle espace rigide quasi-séparé un faisceau du gros
topos admissible R̃ qui admet un recouvrement admissible par des objets de R.
Nous donnons une caractérisation simple de ces espaces (7.1.12) qui permet de
retrouver des exemples classiques, comme le disque unité ouvert relatif (7.1.20).
Nous étudions ensuite leurs propriétés géométriques, puis leurs structures héritées
des espaces rigides cohérents (site et topos admissibles, structure annelée. . .).

Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé, U l’ouvert S − T de
S. Supposons la paire (S, T ) idyllique (2.6.17), notons S = S/T le schéma formel
complété de S le long de T et posons Θ = S rig. Nous associons fonctoriellement
à tout U -schéma de type fini V un préfaisceau A(V ) sur la catégorie R/Θ. Nous
montrons que si V est séparé de type fini sur U , alors A(V ) est un Θ-espace ri-
gide quasi-séparé (7.4.11) ; on le notera V an. Le foncteur V �→ V an ainsi défini
est appelé foncteur GAGA relatif à (S, T ). Nous l’étudions et montrons qu’il pré-
serve certaines propriétés des morphismes (e.g., être propre, fini, lisse, étale, une
immersion, une immersion ouverte, une immersion fermée).

Soit V un U -schéma séparé de type fini. Le foncteur GAGA induit un mor-
phisme de topos annelés

ΦV : (V an
ad ,OV an) → (Vzar,OV ).

Nous montrons qu’il est plat (7.6.8). Si F est un OV -module, on pose F an =
Φ∗V (F ) (l’image réciproque étant prise au sens des modules). Soient f : V ′ → V
un morphisme séparé de type fini, F ′ un OV ′ -module. On a pour tout q ≥ 0, un
morphisme de changement de base (ou de comparaison)

cq : (Rqf∗F ′)an → Rqfan
∗ (F ′an).

Nous montrons que si f est propre et F ′ est cohérent, alors cq est un isomorphisme
pour tout q ≥ 0 (7.6.11).

A. Abbes, Éléments de Géométrie Rigide, Progress in Mathematics 286,  
DOI 10.1007/978-3-0348-0012-9_7, © Springer Basel AG 2010 
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Notations. On désigne par Sch la catégorie des schémas éléments de l’univers fixé
U (4.1.1). Si X est un objet de Sch, on désigne par Schpf/X (resp. Schspf/X) la
sous-catégorie pleine de Sch/X formée des schémas de présentation finie au-dessus
de X (resp. séparés et de présentation finie au-dessus de X). On note Ŝchpf/X la
catégorie des préfaisceaux de V-ensembles sur Schpf/X .

7.1 Espaces rigides quasi-séparés

Définition 7.1.1. Soit f : Y → X un morphisme de R̂.

(i) On dit que f est représentable si pour tout X ′ ∈ Ob(R) et tout morphisme
u : X ′ → X , le produit X ′ ×X Y est représentable par un objet de R.

(ii) On dit que f est une immersion quasi-compacte (resp. une immersion fermée,
resp. une immersion ouverte quasi-compacte) si f est représentable et si pour
tout X ′ ∈ Ob(R) et tout morphisme u : X ′ → X , la projection canonique
X ′×XY → X ′, qui est de la forme hR(f ′), où f ′ : Y ′ → X ′ est un morphisme
de R (1.1.3), est tel que f ′ soit une immersion (resp. une immersion fermée,
resp. une immersion ouverte) (condition qui ne dépend pas de l’objet Y ′
choisi).

Le qualificatif “quasi-compact” sera justifié ultérieurement (7.1.19 et 7.2.6).

Remarque 7.1.2. Soit f : Y → X un morphisme de R. Il est clair que hR(f) est
représentable. Pour que hR(f) soit une immersion quasi-compacte (resp. une im-
mersion ouverte quasi-compacte, resp. une immersion fermée), il faut et il suffit que
f soit une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée)
(4.2.5).

Proposition 7.1.3. Soit f : Y → X une immersion quasi-compacte de R̂. Alors f
est un monomorphisme ; autrement dit, le morphisme diagonal ∆f : Y → Y ×X Y
est un isomorphisme.

Il suffit de montrer que pour tout Z ∈ Ob(R), l’application Hom(Z, Y ) →
Hom(Z,X) obtenue en composant avec f est injective. Considérons un morphisme
u : Z → Y . Soient p : Z ×X Y → Z la projection canonique, s = (idZ , u) : Z →
Z×X Y , de sorte que l’on a p◦s = idZ . Comme p est une immersion de R, c’est un
monomorphisme (4.2.7). La relation p◦s◦p = p entraîne alors que s◦p = idZ×XY ;
et donc p est un isomorphisme. Si v : Z → Y est un morphisme tel que f ◦v = f ◦u,
(idZ , v) : Z → Z×XY est une section de p ; d’où v = u, ce qui démontre l’assertion.

Proposition 7.1.4. La catégorie R̂ vérifie les propriétés suivantes :

(i) Le composé de deux immersions quasi-compactes (resp. deux immersions ou-
vertes quasi-compactes, resp. deux immersions fermées) est une immersion
quasi-compacte (resp. une immersion ouverte quasi-compacte, resp. une im-
mersion fermée).
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(ii) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est une immersion
quasi-compacte (resp. une immersion ouverte quasi-compacte, resp. une im-
mersion fermée), il en est de même du morphisme X ×Y Y ′ → Y ′.

(iii) Soient f : X → Y un morphisme, g : Y → Z un monomorphisme (en par-
ticulier une immersion quasi-compacte). Si g ◦ f est une immersion quasi-
compacte (resp. une immersion ouverte quasi-compacte, resp. une immersion
fermée), il en est de même de f .

La proposition (i) résulte de l’assertion analogue pour les morphismes de
R (4.2.5). La proposition (ii) est une conséquence immédiate des définitions. La
proposition (iii) résulte formellement de (ii) : comme le morphisme (idX , f ) : X →
X ×Z Y est un isomorphisme, on peut identifier f au changement de base de g ◦ f
par le morphisme g.

Proposition 7.1.5. Soit f : Y → X une immersion quasi-compacte de R̂. Si X est
un objet de R̃, il en est de même de Y et f est un morphisme cohérent de R̃.

Soit (Zk → Z)k∈K un recouvrement admissible de R. Montrons que le dia-
gramme d’applications d’ensembles

Hom(Z, Y ) →
∏

K

Hom(Zk, Y ) ⇒
∏

K×K
Hom(Zk ×Z Z�, Y ) (7.1.5.1)

est exact. Comme le diagramme

Hom(Z,X) →
∏

K

Hom(Zk, X) ⇒
∏

K×K
Hom(Zk ×Z Z�, X) (7.1.5.2)

est exact et que f est un monomorphisme (7.1.3), la première application de
(7.1.5.1) est injective. Soit (uk)k∈K un élément du noyau de la double flèche de
(7.1.5.1). Le diagramme exact (7.1.5.2) montre qu’il existe v ∈ Hom(Z,X) d’image
(f ◦uk)k∈K . Montrons qu’il existe u ∈ Hom(Z, Y ) tel que v = f ◦u (ce qui prouvera
l’exactitude de (7.1.5.1) au centre, car f est un monomorphisme). Il suffit de
montrer que la projection canonique p : Y ×X Z → Z est un isomorphisme. On
notera que p est une immersion de R. Il résulte de 7.1.3 et des hypothèses que la
projection canonique pk : Y ×X Zk → Zk est un isomorphisme pour tout k ∈ K .
Donc p est un épimorphisme de R̃. Comme p est un monomorphisme de R̃ (7.1.3),
c’est un isomorphisme, d’où la première proposition. Pour la seconde proposition,
le morphisme f est quasi-compact (4.3.8.1 et [1] VI 1.10) et quasi-séparé (7.1.3),
donc cohérent.

Définition 7.1.6. Une famille (Xi → X)i∈I d’immersions ouvertes quasi-compactes
de R̂ est un recouvrement admissible si pour tout Y ∈ Ob(R) et tout morphisme
u : Y → X , la famille des projections canoniques (Xi ×X Y → Y )i∈I est un
recouvrement admissible.
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On peut faire les remarques suivantes :

7.1.6.1. Soit (fi : Yi → Xi)i∈I une famille d’immersions ouvertes de R. Pour que
(hR(fi))i∈I soit un recouvrement admissible, il faut et il suffit que (fi)i∈I soit un
recouvrement admissible.

7.1.6.2. Soit (fi : Xi → X)i∈I une famille d’immersions ouvertes quasi-compactes
de R̃. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (fi)i∈I est un recouvrement admissible.
(ii) (fi)i∈I est une famille épimorphique.
(iii) (fi)i∈I est une famille épimorphique effective universelle ([1] II 2.5).
(iv) Pour tout objet Y de R et tout morphisme u : Y → X , la famille des projec-

tions canoniques (Xi ×X Y → Y )i∈I est épimorphique dans R̃.

En effet, il est clair que l’on a (iii)⇒(iv)⇒(ii)⇒(iii) ([1] II 4.3), et les condi-
tions (i) et (iv) sont équivalentes en vertu de 4.3.8.5.

Définition 7.1.7. On appelle espace rigide quasi-séparé un objet X de R̃ qui admet
un recouvrement admissible (Xi → X)i∈I , indexé par un U-petit ensemble I, tel
que chaque Xi soit un objet de R. On appelle catégorie des espaces rigides quasi-
séparés, et l’on note Rigqs, la sous-catégorie pleine de R̃ formée des espaces rigides
quasi-séparés. Si X est un espace rigide quasi-séparé, on appelle X-espace rigide
quasi-séparé un objet de la catégorie (Rigqs)/X (que l’on note aussi Rigqs/X).

On peut faire les remarques suivantes :

7.1.7.1. Soit f : Y → X une immersion quasi-compacte de R̂. Si X est un espace
rigide quasi-séparé, il en est de même de Y . En effet, Y est un objet de R̃ (7.1.5),
et si (Xi → X)i∈I est un recouvrement admissible tel que chaque Xi soit un objet
de R, (Xi ×X Y → Y )i∈I est un recouvrement admissible et chaque Xi ×X Y est
un objet de R par définition.

7.1.7.2. Le foncteur canonique ε : R → R̃ (4.3.8.3) fournit un foncteur

α : R → Rigqs (7.1.7.3)

qu’on appelle encore foncteur canonique. Ce foncteur étant pleinement fidèle, on
l’utilisera souvent pour identifier un objet X de R avec son image α(X) ; ainsi, on
notera Rigqs/X au lieu de Rigqs/α(X).

7.1.7.4. L’objet initial de R̃ est l’image par ε de l’objet initial de R (4.3.8.4). On
dit qu’un espace rigide quasi-séparé est vide s’il est un objet initial de R̃.

7.1.8. Soient (fi : Xi → X)i∈I une famille d’immersions ouvertes quasi-compactes
de R̂, J une partie de I. Considérons, pour un objet Y de R/X , la condition
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suivante :

(�) La famille des projections canoniques (Xi×XY → Y )i∈J est un recouvrement
admissible.

Elle définit un crible de R/X , et donc un sous-objetXJ de X dans R̂ ; notons
fJ : XJ → X le morphisme canonique. Si K est une partie de I contenant J , on a
un X-morphisme canonique fJK : XJ → XK . Il est clair que pour tout i ∈ I, X{i}
s’identifie à Xi et f{i} à fi (4.3.7 et 7.1.3). Pour que (fi)i∈I soit un recouvrement
admissible, il faut et il suffit que l’on ait XI = X .

Proposition 7.1.9. Les hypothèses étant celles de (7.1.8).

(i) Pour toute partie finie J de I, fJ : XJ → X est une immersion ouverte
quasi-compacte.

(ii) Pour tout ensemble Φ de parties finies de I, si l’on pose K = ∪J∈ΦJ ,
(fJK )J∈Φ est un recouvrement admissible.

(i) Considérons un objet Y de R et un morphisme u : Y → X . En vertu de
4.3.6, il existe un modèle formel Y de Y et des sous-schémas ouverts (Yj)j∈J de Y

tels que, pour tout j ∈ J , Xj ×X Y soit Y -isomorphe à Yrig
j . Posons Z = ∪j∈JYj .

Il résulte alors de 4.1.13(ii) et 4.3.6 que XJ ×X Y est Y -isomorphe à Zrig.
(ii) Il résulte de (i) et 7.1.4(iii) que les fJK sont des immersions ouvertes

quasi-compactes. Considérons un objet Y de R et un morphisme u : Y → XK .
D’une part (Xk ×X Y → Y )k∈K est un recouvrement admissible, et d’autre part,
pour tout J ∈ Φ, (Xj ×X Y → XJ ×X Y )j∈J est un recouvrement admissible. Par
suite, (XJ ×X Y → Y )J∈Φ est un recouvrement admissible, d’où la proposition.

Proposition 7.1.10. Soient X un espace rigide quasi-séparé, (Xi → X)i∈I un re-
couvrement admissible tel que chaque Xi soit un objet de R. Si I est fini, X est
représentable par un objet de R.

On procède par récurrence sur le cardinal de I. L’assertion est évidente si I est
un singleton (4.3.7). Supposons que I contienne au moins 2 éléments et posons I =
J�{i} ; reprenons alors les notations de 7.1.8. Il résulte de 7.1.7.1 et 7.1.9(i) queXJ

est un espace rigide quasi-séparé. D’après 7.1.9(ii) et l’hypothèse de récurrence,XJ

est représentable par un objet de R. Appliquant de nouveau 7.1.9(ii), on peut alors
se réduire au cas où I = {1, 2}. Soient X1 (resp. X2) un objet rig-pur de S, X1,2

(resp. X2,1) un ouvert de X1 (resp. X2) tels que l’injection canonique X2,1 → X1

(resp. X1,2 → X2) soit un modèle formel de la projection canonique X2 ×X X1 →
X1 (resp. X1 ×X X2 → X2). L’isomorphisme canonique X2 ×X X1

∼→ X1 ×X X2

induit un isomorphisme u : Xrig
2,1

∼→ Xrig
1,2. En vertu de 4.1.16 et 3.2.4(ii), on peut

supposer que l’on a u = vrig, où v : X2,1
∼→ X1,2 est un isomorphisme de S. Soit

X le schéma formel obtenu en recollant X1 et X2 le long de X2,1 et X1,2 au moyen
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de v ([28] 0.4.1.7). Il résulte de 7.1.6.2 que les diagrammes de R̃

(X1 ×X X2)rig ��

��

Xrig
2

��
Xrig

1
�� Xrig

X1 ×X X2
��

��

X2

��
X1

�� X

sont cocartésiens. On en déduit que X est isomorphe à Xrig.

Corollaire 7.1.11. Pour qu’un espace rigide quasi-séparé soit quasi-compact dans
R̃, il faut et il suffit qu’il soit représentable par un objet de R.

On sait que la condition est suffisante (4.3.8.1). Considérons un espace rigide
quasi-séparé X qui est quasi-compact dans R̃, et un recouvrement admissible
(Xi → X)i∈I tel que chaque Xi soit un objet de R. En vertu de 7.1.6.2, il existe
une partie finie J de I telle que la sous-famille (Xj → X)j∈J soit un recouvrement
admissible. Il résulte alors de 7.1.10 que X est représentable par un objet de R.

Proposition 7.1.12. Pour qu’un objet X de R̃ soit un espace rigide quasi-séparé, il
faut et il suffit qu’il soit ind-représentable par un ind-objet essentiellement U-petit
(Xi)i∈I de R tel que les morphismes de transition soient des immersions ouvertes.
La famille des morphismes canoniques (Xi → X)i∈I est alors un recouvrement
admissible.

Rappelons que R est une U-catégorie (4.1.11) et qu’un ind-objet (Xi)i∈I est
essentiellement U-petit si la catégorie filtrante I est essentiellement U-petite ([1]
I 8.1.8). Rappelons aussi que les limites inductives dans R̂ se calculent terme à
terme. Comme tout objet de R est quasi-compact, une limite inductive filtrante
dans R̂ dont tous les termes sont des faisceaux est un faisceau. Par suite, pour
tout objet X de R, le foncteur sur R̃ défini par F �→ F (X), commute aux li-
mites inductives filtrantes. En particulier, un préfaisceau ind-représentable est un
faisceau.

Supposons d’abord X ind-représentable par un ind-objet essentiellement U-
petit (Xi)i∈I de R tel que les morphismes de transition soient des immersions
ouvertes. Pour deux flèches composables i→ j → k de I, le morphisme canonique
Xi → Xi ×Xk Xj est un isomorphisme (7.1.3). On en déduit, compte tenu de
ce qui a été rappelé au paragraphe précédent, que pour toute flèche i → j de
I, le morphisme canonique Xi → Xi ×X Xj est un isomorphisme. Considérons
un objet Y de R et un morphisme u : Y → X . Pour tout i ∈ I, il existe une
flèche i → j de I telle que u se factorise en Y → Xj → X . On peut donc
identifier les projections canoniques Xi×XY → Y et Xi×Xj Y → Y . On en déduit
que les morphismes canoniques Xi → X sont des immersions ouvertes quasi-
compactes. D’autre part, la famille des projections canoniques (Xi×X Y → Y )i∈I
est clairement un recouvrement admissible. On en déduit ([1] I 8.1.7) que X est un
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espace rigide quasi-séparé et la famille des morphismes canoniques (Xi → X)i∈I
est un recouvrement admissible.

Inversement, soient X un espace rigide quasi-séparé, (Xi → X)i∈I un recou-
vrement admissible, indexé par un U-petit ensemble I, tel que chaque Xi soit un
objet de R. Notons Φ l’ensemble ordonné par l’inclusion des parties finies de I (qui
est évidemment un ensemble U-petit). Reprenons les notations de 7.1.8. Pour tout
J ∈ Φ, XJ est un espace rigide quasi-séparé (7.1.7.1 et 7.1.9) ; il est donc repré-
sentable par un objet de R (7.1.10). D’autre part, les morphismes de transition de
l’ind-objet (XJ )J∈Φ sont des immersions ouvertes (7.1.9) et (XJ → X)J∈Φ est un
recouvrement admissible. Pour tout Y ∈ Ob(R) et tout morphisme u : Y → X ,
il existe J ∈ Φ tel que u se factorise à travers XJ (car Y est cohérent). Par
suite, compte tenu de 7.1.3 et de ce qui a été rappelé au premier paragraphe, le
morphisme canonique lim−→

Φ

XJ → X est un isomorphisme.

Remarque 7.1.13. Il résulte de 4.1.11, 7.1.12 et ([1] I 8.2.5) que Rigqs est une
U-catégorie.

Corollaire 7.1.14. Soit (fi : Yi → X)i∈I une famille finie de morphismes de Rigqs

telle que les Yi soient des objets de R. Alors, il existe un objet X ′ de R, une
immersion ouverte quasi-compacte g : X ′ → X, et pour tout i ∈ I, un morphisme
f ′i : Yi → X ′ de R tel que fi = g ◦ f ′i .

Soit (Xj)j∈J un ind-objet de R qui représente X tel que les morphismes de
transition soient des immersions ouvertes (7.1.12). Comme (Xj×X Yi → Yi)j∈J est
un recouvrement admissible pour tout i ∈ I, il existe j ∈ J tel que la projection
canoniqueXj×XYi → Yi soit un isomorphisme pour tout i ∈ I, d’où la proposition.

Corollaire 7.1.15. Tout morphisme f : Y → X de Rigqs tel que Y soit un objet de
R est représentable.

Corollaire 7.1.16. Tout espace rigide quasi-séparé est quasi-séparé en tant qu’objet
de R̃.

Cela résulte de 7.1.6.2, 7.1.15 et ([1] VI 1.17).

Corollaire 7.1.17. Toute immersion quasi-compacte f : Y → X de Rigqs, telle que
Y soit un objet de R, se factorise en une immersion fermée i : Y → Z de R suivie
d’une immersion ouverte quasi-compacte j : Z → X de Rigqs.

En effet, f se factorise en un morphisme f ′ : Y → X ′ de R suivi d’une immer-
sion ouverte quasi-compacte g : X ′ → X (7.1.14). Comme f ′ est une immersion
en vertu de 7.1.4(iii), elle se factorise dans R en une immersion fermée i : Y → Z
suivie d’une immersion ouverte h : Z → X ′ ; d’où la proposition.

Corollaire 7.1.18. La catégorie Rigqs admet des produits fibrés et le foncteur α
(7.1.7.3) commute aux produits fibrés.
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Comme le foncteur canonique ε : R → R̃ commute aux produits fibrés, il
suffit de montrer qu’en tant que sous-catégorie pleine de R̃, Rigqs est stable par
produits fibrés. Soient f : X → S, g : Y → S deux morphismes d’espaces rigides
quasi-séparés, (Xi → X)i∈I , (Yj → Y )j∈J deux recouvrements admissibles tels
que les Xi et les Yj soient des objets de R. Il est clair que la famille (Xi ×S Yj →
X ×S Y )(i,j)∈I×J est un recouvrement admissible, et il résulte de 7.1.15 que les
Xi ×S Yj sont représentables par des objets de R. Donc X ×S Y est un espace
rigide quasi-séparé.

Corollaire 7.1.19. Pour qu’un morphisme f : Y → X de Rigqs soit représentable,
il faut et il suffit qu’il soit quasi-compact en tant que morphisme de R̃.

Si f est représentable, f est quasi-compact ([1] VI 1.10). Inversement, sup-
posons f quasi-compact et montrons qu’il est représentable. Soient X ′ un objet
de R, u : X ′ → X un morphisme. Alors Y ×XX ′ est un espace rigide quasi-séparé
(7.1.18), et il est quasi-compact par hypothèse. Il est donc représentable par un
objet de R en vertu de 7.1.11.

Remarque 7.1.20. Soient S un schéma formel idyllique quasi-compact, ayant un
idéal de définition inversible I , D la droite affine formelle au-dessus de S de
paramètre T (2.3.11). Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par DI ,n le disque
formel de rayon I 1/n au-dessus de S (3.4.5). Pour tous entiers n′ ≥ n ≥ 1,
on a une immersion ouverte Drig

I ,n → Drig
I ,n′ (4.3.12.3). D’après 7.1.12, la limite

inductive
D◦ = lim−→

n∈Z≥1

D rig
I ,n (7.1.20.1)

est représentable dans R̃ par un S rig-espace rigide quasi-séparé (qui n’est pas
quasi-compact si S n’est pas vide). On l’appelle disque unité ouvert au-dessus de
S rig. Les morphismes (Drig

I ,n → D◦)n≥1 forment un recouvrement admissible. On
laissera le soin au lecteur de vérifier que D◦ ne dépend que de S rig, mais pas de
S ni de I .

7.1.21. Soient f : X → Y un morphisme de S+, f̃ : R̃/Xrig → R̃/Yrig le morphisme
de topos associé (4.3.14). Par définition, f̃∗ prolonge le foncteur f � (4.1.22.1)
et commute aux limites inductives. Comme f � transforme immersion ouverte en
immersion ouverte, il résulte de 7.1.12 que f̃∗ induit un foncteur que l’on note
encore

f � : Rigqs/Yrig → Rigqs/Xrig . (7.1.21.1)

Cet abus de notation n’induit aucune confusion puisque ce nouveau foncteur pro-
longe le foncteur (4.1.22.1). On peut faire les remarques suivantes :

7.1.21.2. Si f est un morphisme de S, le foncteur f � est le changement de base
dans Rigqs par le morphisme f rig (4.3.14.2 et [1] IV 5.3).
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7.1.21.3. Soit g : Y → Z un second morphisme de S+. D’après (4.3.14.3), on a un
isomorphisme canonique

f �g�
∼→ (gf)�

vérifiant une relation de cocycle du type (1.1.2.1).

7.1.21.4. Soient X un objet de R/Xrig , Y un objet de Rigqs/Yrig , u : X → f �(Y )
un Xrig-morphisme. Alors il existe Y0 ∈ Ob(R) et une immersion ouverte quasi-
compacte v : Y0 → Y tels que f �(v) majore u, i.e., u se factorise en

X �� f �(Y0)
f	(v) �� f �(Y ) .

En effet, d’après 7.1.12, Y est ind-représentable par un ind-objet (Yi)i∈I de R tel
que les morphismes canoniques (Yi → Y )i∈I forment un recouvrement admissible.
Par suite, f �(Y ) est la limite inductive des (f �(Yi))i∈I . L’assertion s’ensuit car
le foncteur sur R̃/Xrig défini par F �→ F (X), commute aux limites inductives
filtrantes (cf. la preuve de 7.1.12).

7.1.21.5. Le foncteur f � transforme morphisme représentable de Rigqs/Yrig en
morphisme représentable de Rigqs/Xrig . En effet, les topos R̃/Xrig et R̃/Yrig sont
cohérents (4.3.13.2), et le morphisme f̃ : R̃/Xrig → R̃/Yrig est cohérent ([1] VI
3.3). Par suite, le foncteur f̃∗ transforme morphisme quasi-compact en morphisme
quasi-compact ([1] VI 3.6), d’où l’assertion (7.1.19). On peut aussi la déduire de
7.1.21.4.

7.2 Morphismes d’espaces rigides quasi-séparés

Définition 7.2.1. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés f : Y →
X est une immersion (resp. une immersion ouverte) si pour tout objet Y ′ de R
et toute immersion ouverte quasi-compacte g : Y ′ → Y , f ◦ g est une immersion
quasi-compacte (resp. une immersion ouverte quasi-compacte).

On peut faire les remarques suivantes :

7.2.1.1. Pour que f soit une immersion, il faut et il suffit que, pour tout objet Y ′
de R et pour toute immersion quasi-compacte g : Y ′ → Y , f ◦g soit une immersion
quasi-compacte (7.1.17).

7.2.1.2. Une immersion quasi-compacte (resp. immersion ouverte quasi-compacte)
de Rigqs est une immersion (resp. immersion ouverte) (7.1.4).

7.2.1.3. Une immersion ouverte d’espaces rigides quasi-séparés f : Y → X tel que
Y soit un objet de R, est une immersion ouverte quasi-compacte.

7.2.1.4. Si f est un morphisme de R, la définition (7.2.1) est compatible avec la
notion introduite dans (4.2.1).
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Remarque 7.2.2. Sous les hypothèses de 7.1.20, le morphisme canonique D◦ →
Drig est une immersion ouverte (qui n’est pas quasi-compacte si S n’est pas
vide).

Proposition 7.2.3. Soit f : Y → X une immersion d’espaces rigides quasi-séparés.
Alors f est un monomorphisme de R̂ ; autrement dit, le morphisme diagonal
∆f : Y → Y ×X Y est un isomorphisme.

Il suffit de montrer que si u et v sont deux morphismes d’un objet Z de R
dans Y tels que f ◦u = f ◦v, alors u = v. D’après 7.1.14, il existe deux morphismes
u′ : Z → Y ′ et v′ : Z → Y ′ de R et une immersion ouverte i : Y ′ → Y tels que
u = i ◦ u′ et v = i ◦ v′. Par définition, f ◦ i est une immersion quasi-compacte ;
donc c’est un monomorphisme (7.1.3). On en déduit que u′ = v′ et u = v.

Proposition 7.2.4. La catégorie Rigqs vérifie les propriétés suivantes :

(i) Le composé de deux immersions (resp. deux immersions ouvertes) est une
immersion (resp. une immersion ouverte).

(ii) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est une immersion
(resp. une immersion ouverte), il en est de même du morphisme X×Y Y ′ →
Y ′.

(iii) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes. Si g ◦ f est une immersion,
il en est de même de f .

(i) Cela résulte immédiatement des définitions et de 7.2.1.1.
(ii) Soient Z un objet de R, h : Z → X ×Y Y ′ une immersion ouverte quasi-

compacte. D’après 7.1.14, le morphisme Z → X déduit de h se factorise en un
morphisme Z → X ′ de R suivi d’une immersion ouverte quasi-compacte X ′ → X .
Comme le morphisme composé X ′ → Y est une immersion quasi-compacte (resp.
une immersion ouverte quasi-compacte), il en est de même de X ′ ×Y Y ′ → Y ′

(7.1.4). De même, X ′×Y Y ′ → X×Y Y ′ est une immersion ouverte quasi-compacte.
Donc d’apès 7.1.4(iii), le morphisme canonique Z → X ′ ×Y Y ′ est une immersion
ouverte quasi-compacte. On en déduit que le morphisme composé Z → Y ′ est une
immersion quasi-compacte (resp. une immersion ouverte quasi-compacte), d’où la
proposition.

(iii) On peut clairement se réduire au cas où X est un objet de R, de sorte
que g ◦ f est une immersion quasi-compacte. D’après 7.1.14, f se factorise en un
morphisme X → Y ′ de R suivi d’une immersion ouverte quasi-compacte Y ′ →
Y . On se réduit ainsi au cas où Y est un objet de R. De même, g se factorise
en un morphisme Y → Z ′ de R suivi d’une immersion ouverte quasi-compacte
Z ′ → Z. Comme l’assertion est connue pour le composé de deux morphismes de
R (4.2.5(iii)), on peut se borner au cas où g est une immersion ouverte quasi-
compacte. La proposition résulte alors de 7.1.4(iii).

Corollaire 7.2.5. Si f : X → Y est un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés,
le morphisme diagonal ∆f : X → X ×Y X est une immersion.
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Corollaire 7.2.6. Soit f : Y → X un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est une immersion (resp. une immersion ouverte) et f est quasi-compact
en tant que morphisme de R̃.

(ii) f est une immersion quasi-compacte (resp. une immersion ouverte quasi-
compacte).

En effet, (ii) entraîne clairement (i). Inversement, si la condition (i) est rem-
plie, f est représentable (7.1.19). Il résulte alors de 7.2.4(ii) et 7.2.1.4 que f est
une immersion quasi-compacte (resp. une immersion ouverte quasi-compacte).

Définition 7.2.7. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés f : X →
Y est séparé si le morphisme diagonal ∆f : X → X ×Y X est une immersion
fermée. On dit encore alors que X est un Y -espace rigide séparé, ou séparé sur Y .

Proposition 7.2.8. La catégorie Rigqs vérifie les propriétés suivantes :

(i) Toute immersion est un morphisme séparé.
(ii) Le composé de deux morphismes séparés est séparé.
(iii) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est séparé, il en est de

même du morphisme X ×Y Y ′ → Y ′.
(iv) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes tels que g ◦ f soit une

immersion fermée et g soit séparé. Alors f est une immersion fermée.
(v) Soient f : X → Y , g : Y → Z deux morphismes. Si g ◦ f est séparé, f est

séparé.

La proposition (i) résulte de 7.2.3. Les propositions (ii) et (iii) sont formelles
à partir de 7.1.4. Montrons la proposition (iv). Le morphisme Γf = (idX , f ) : X →
X ×Z Y est le changement de base du morphisme diagonal ∆g : Y → Y ×Z Y par
le morphisme X×Z Y → Y ×Z Y , et f se factorise en p2 ◦Γf , où p2 : X×Z Y → Y
est la projection canonique. Compte tenu des hypothèses et 7.1.4(ii), Γf et p2 sont
des immersions fermées. Donc f est une immersion fermé en vertu de 7.1.4(i).
Montrons enfin la proposition (v). Considérons le diagramme commutatif

X
∆f �� X ×Y X u ��

��

X ×Z X

��
Y

∆g �� Y ×Z Y

Comme le carré est cartésien et que ∆g est une immersion (7.2.5), u est une
immersion (7.2.4). Donc u est séparé d’après (i), et la proposition résulte de (iv).

Définition 7.2.9. On dit qu’un morphisme f : Y → X de Rigqs est fini (resp.
propre) s’il est représentable et si pour tout objet X ′ de R et tout morphisme
u : X ′ → X , la projection canonique X ′ ×X Y → X ′, qui est de la forme hR(f ′),
où f ′ : Y ′ → X ′ est un morphisme de R, est telle que f ′ soit fini (resp. propre).
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On dit encore alors que X est un Y -espace rigide fini (resp. propre), ou fini sur Y
(resp. propre sur Y ), ou un revêtement fini de Y .

Si f est un morphisme de R, ces notions sont compatibles avec celles intro-
duites dans le §4.2.

Proposition 7.2.10. La catégorie Rigqs vérifie les propriétés suivantes :

(i) Toute immersion fermée est un morphisme fini ; tout morphisme fini est un
morphisme propre.

(ii) Le composé de deux morphismes finis (resp. propres) est un morphisme fini
(resp. propre).

(iii) Soient f : X → Y , g : Y ′ → Y deux morphismes. Si f est un morphisme fini
(resp. propre), il en est de même du morphisme X ×Y Y ′ → Y ′.

(iv) Si f : X → Y et g : Y → Z sont deux morphismes tels que g ◦ f soit fini
(resp. propre) et que g soit séparé, alors f est fini (resp. propre).

Les propositions (i) et (ii) résultent des assertions correspondantes pour R
(4.2.14, 4.2.18 et 5.9.19). La proposition (iii) est évidente à partir des définitions.
Pour démontrer la proposition (iv), il suffit de calquer la preuve de 7.2.8(iv). Avec
les notations de loc. cit. et compte tenu des hypothèses, (iii) et 7.1.4(ii), Γf est une
immersion fermée et p2 est fini (resp. propre). Donc f est un fini (resp. propre) en
vertu de (i) et (ii).

Proposition 7.2.11. Soient f : Y → X un morphisme d’espaces rigides quasi-
séparés, (Xi → X)i∈I un recouvrement admissible. Considérons pour un mor-
phisme d’espaces rigides quasi-séparés, la propriété d’être

(i) une immersion ;
(i′) une immersion quasi-compacte ;
(ii) une immersion ouverte ;
(ii′) une immersion ouverte quasi-compacte ;
(iii) une immersion fermée ;
(iv) fini ;
(v) séparé ;
(vi) propre.

Alors, si P désigne l’une des propriétés précédentes, pour que f vérifie la propriété
P, il faut et il suffit qu’il en soit de même de chacune des projections canoniques
fi : Xi ×X Y → Xi (i ∈ I).

Il n’y a évidemment que la suffisance de la condition à prouver (7.1.4, 7.2.4,
7.2.8 et 7.2.10). Supposons que pour tout i ∈ I, fi vérifie P et montrons que f
vérifie P. Pour chacune des propriétés (i′), (ii′), (iii), (iv) et (vi), f est quasi-
compact ([1] VI 1.10), et donc représentable (7.1.19). On se réduit ainsi au cas où
f est un morphisme de R, et donc à la proposition 4.8.42.
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Considérons ensuite les propriétés (i) et (ii). Compte tenu des définitions et
de 7.2.4, on peut se réduire au cas où Y est un espace rigide cohérent. Donc f est
représentable (7.1.15), et il en est alors de même de chacun des fi. On se ramène
ainsi aux propositions (i′) et (ii′).

Considérons enfin la propriété (v). Posons Yi = Xi ×X Y (i ∈ I). Compte
tenu de (iii) et de l’identité des produits Yi×X Yi et Yi×Xi Yi (7.1.3), tout revient
à montrer que (Yi ×X Yi → Y ×X Y )i∈I est un recouvrement admissible. Or pour
tout (i, j) ∈ I2, si l’on pose Xij = Xi×XXj et Yij = Yi×Y Yj , Yi×X Yj s’identifie
au produit Yij ×Xij Yij ; donc le morphisme Yi ×X Yj → Y ×X Y se factorise à
travers Yi ×X Yi, d’où l’assertion.

Définition 7.2.12. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés f : X →
Y est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) s’il est formellement lisse (resp. formel-
lement non ramifié, resp. formellement étale) (6.4.1). On dit encore alors que X
est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) sur Y .

On notera que ces notions satisfont aux propriétés (6.4.3).

Définition 7.2.13. On dit qu’un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés f : X →
Y est un revêtement étale s’il est étale et fini. On dit encore alors que X est un
revêtement étale de Y .

Proposition 7.2.14. Une immersion d’espaces rigides quasi-séparés (resp. une im-
mersion ouverte) est non ramifiée (resp. étale).

La première proposition résulte de 7.2.3 et 6.4.3(i). Soit f : X → Y une
immersion ouverte d’espaces rigides quasi-séparés. On sait déjà que f est non
ramifié ; montrons qu’elle est lisse. Considérons un diagramme commutatif

X ′0
u0 ��

j

��

Y

f

��
X ′ �� X

où X ′ est un objet de R et X ′0 est un sous-espace fermé de X ′ défini par un
idéal nilpotent de OX′ . Montrons qu’il existe un X-morphisme u : X ′ → Y tel que
u0 = u ◦ j. On peut clairement se réduire au cas où X = X ′ (7.2.4), donc au cas
où X est un objet de R. On sait (7.1.14) que u0 se factorise en un morphisme
u′0 : X ′0 → Y ′ de R suivi d’une immersion ouverte quasi-compacte g : Y ′ → Y .
Quitte à remplacer f par f ◦g, on se réduit au cas où f est une immersion ouverte
de R, donc à la proposition 6.4.3(ii).

Proposition 7.2.15. Soit f : X → Y un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés.

(i) Soit (αi : Xi → X)i∈I un recouvrement admissible. Pour que f soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale), il faut et il suffit que chacun des morphismes
f ◦ αi le soit.
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(ii) Soit (βj : Yj → Y )j∈J un recouvrement admissible. Pour que f soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale), il faut et il suffit que chacune des projections
canoniques fj : X ×Y Yj → Yj le soit.

Notons d’abord que (ii) est une conséquence de (i) et de 6.4.3 et 7.2.14.
Comme les αi sont étales, tout revient donc à montrer que si les f ◦ αi sont lisses
(resp. non ramifiés), il en est de même de f . Soient Y ′ un affinoïde, Y ′0 un sous-
espace fermé défini par un idéal nilpotent, g : Y ′ → Y un morphisme. Supposons
donné un Y -morphisme u0 : Y ′0 → X et posons Vi = Xi ×X Y ′0 . Soit J un sous-
ensemble fini de I tel que (Vj → Y ′0)j∈J soit encore un recouvrement admissible.
En vertu de 4.8.38, il existe un recouvrement admissible (Wj → Y ′)j∈J tel que,
pour tout j ∈ J , Vj soit Y ′0 -isomorphe à Wj ×Y ′ Y ′0 .

Supposons d’abord que les f ◦αi soient non ramifiés et montrons que, si u′ et
u′′ sont deux Y -morphismes de Y ′ dans X dont les restrictions à Y ′0 coïncident et
sont égaux à u0, alors on a u′ = u′′. Il résulte de 4.8.38 que u′|Wj (resp. u′′|Wj) se

factorise en Wj

u′
j→ Xj

αj→ X (resp. Wj

u′′
j→ Xj

αj→ X). Donc compte tenu de 6.4.2(ii),
on a u′j = u′′j pour tout j ∈ J ; d’où la conclusion dans ce cas.

Supposons maintenant que tous les f ◦αi soient lisses et prouvons qu’il existe
un Y -morphisme u : Y ′ → X dont u0 est la restriction à Y ′0 . Quitte à faire un
changement de base par g (6.4.3), on se réduit au cas où Y est un objet de R.
On sait (7.1.14) que u0 se factorise en un morphisme u′0 : Y ′0 → X ′ de R suivi
d’une immersion ouverte quasi-compacte h : X ′ → X . Posons X ′i = Xi ×X X ′

et soit α′i : X ′i → X ′ la projection canonique (i ∈ I). Les hypothèses entraînent
que les morphismes f ◦ h ◦ α′i (i ∈ I) sont lisses. Quitte à remplacer f par f ◦ h,
on peut se borner au cas où X est un objet de R. Comme Y ′ est affinoïde, on
peut appliquer 6.3.11 dont les hypothèses sont satisfaites (pour un recouvrement
admissible de Y ′ plus fin que (Wj → Y ′)j∈J ), et dont la conclusion démontre
précisément l’existence de u.

Proposition 7.2.16. Soient g : S′ → S un morphisme fidèlement plat d’espaces
rigides cohérents, f : X → S un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés, X ′ =
X ×S S′, f ′ : X ′ → S′ la projection canonique. Alors pour que f soit étale, il faut
et il suffit que f ′ le soit.

Cela résulte immédiatement de 6.4.26(ii) et 7.2.15(i).

Proposition 7.2.17. Soient f : X → Y un morphisme de S+, f � : Rigqs/Yrig →
Rigqs/Xrig le foncteur associé à f (7.1.21.1), u : F → G un morphisme de Yrig-
espaces rigides quasi-séparés. Considérons pour un morphisme d’espaces rigides
quasi-séparés la propriété d’être :

(i) une immersion ;
(i′) une immersion quasi-compacte ;
(ii) une immersion ouverte ;
(ii′) une immersion ouverte quasi-compacte ;
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(iii) une immersion fermée ;
(iv) fini ;
(v) séparé ;
(vi) propre ;
(vii) étale ;
(viii) lisse.

Alors, si u vérifie l’une de ces propriétés, il en est de même de f �(u).

De plus, on a le complément suivant à l’énoncé précédent :

Corollaire 7.2.18. Si (Yi → Y )i∈I est un recouvrement admissible de Rigqs/Yrig ,
alors (f �(Yi) → f �(Y ))i∈I est un recouvrement admissible.

Pour chacune des propriétés (i′), (ii′), (iii), (iv) et (vi), le morphisme f �(u)
est représentable (7.1.21.5), et on peut se réduire au cas où u est un morphisme
de R/Yrig (7.1.21.4), et donc à la proposition 4.2.19.

La propriété (v) résulte de (iii) et du fait que le foncteur f � est exact à
gauche.

Le corollaire 7.2.18 résulte de (ii′) et 7.1.6.2. En effet, si f̃ : R̃/Xrig → R̃/Yrig

est le morphisme de topos associé à f (4.3.14), alors f̃∗ transforme famille épi-
morphique en famille épimorphique.

Considérons ensuite la propriété (i) (resp. (ii)). Soient X ∈ Ob(R), a : X →
f �(F ) une immersion ouverte quasi-compacte. D’après 7.1.21.4, il existe Y ∈
Ob(R) et une immersion ouverte quasi-compacte b : Y → F tels que a se fac-
torise en

X
c �� f �(Y )

f	(b) �� f �(F ) .

Il résulte alors de (i′), (ii′) et 7.1.4(iii) que c est une immersion ouverte quasi-
compacte et que f �(u ◦ b) est une immersion quasi-compacte (resp. une immersion
ouverte quasi-compacte). Donc f �(u) ◦ a est une immersion quasi-compacte (resp.
une immersion ouverte quasi-compacte), ce qui démontre la proposition.

Considérons enfin les propriétés (vii) et (viii). Compte tenu de 7.2.15 et 7.2.18,
on peut se réduire au cas où u est un morphisme de R (en remplaçant d’abord
G par un recouvrement admissible, puis F par un recouvrement admissible). La
proposition résulte alors de 6.4.14.

7.3 Site et topos admissibles d’un espace rigide
quasi-séparé

Définition 7.3.1. On appelle topologie admissible sur Rigqs la topologie induite
par la topologie canonique de R̃.
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On peut faire les remarques suivantes :

7.3.1.1. Soit (fi : Xi → X)i∈I une famille de morphismes de Rigqs. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) (fi)i∈I est couvrante pour la topologie admissible.
(ii) (fi)i∈I est une famille épimorphique de R̃.
(iii) (fi)i∈I est une famille épimorphique effective universelle de R̃.

En effet, l’équivalence de (i) et (ii) résulte de 7.1.18 et ([1] III 3.3), et celle
de (ii) et (iii) est une propriété générale des topos ([1] II 4.3).

7.3.1.2. Pour qu’une famille d’immersions ouvertes quasi-compactes de Rigqs soit
un recouvrement admissible, il faut et il suffit qu’elle soit couvrante pour la topo-
logie admissible de Rigqs (7.1.6.2 et 7.3.1.1).

7.3.1.3. La topologie admissible de R est induite par la topologie admissible de
Rigqs au moyen du foncteur canonique α (7.1.7.3). En effet, il suffit de montrer
que ces deux topologies de R ont mêmes familles couvrantes (1.1.4), ce qui résulte
de 7.1.18 et ([1] II 4.4 et III 3.3).

7.3.1.4. Le foncteur F �→ F ◦α induit une équivalence de catégories de la catégorie
des faisceaux admissibles sur Rigqs dans R̃ ([1] III 4.1). Le foncteur canonique de
Rigqs dans R̃ s’identifie à l’injection canonique.

7.3.1.5. La topologie admissible sur Rigqs est moins fine que la topologie cano-
nique. En effet, pour qu’un préfaisceau sur Rigqs soit un faisceau pour la topologie
admissible, il faut et il suffit que sa restriction à R soit un faisceau pour la topologie
admissible (7.3.1.4).

7.3.1.6. Soit X un espace rigide quasi-séparé. On munit Rigqs/X de la topolo-
gie induite par la topologie admissible de Rigqs au moyen du foncteur “source”
Rigqs/X → Rigqs. Le topos des faisceaux de V-ensembles sur Rigqs/X est cano-
niquement équivalent à R̃/X (1.1.5). Il résulte aussitôt de 7.3.1.5 que la topologie
admissible de Rigqs/X est moins fine que la topologie canonique (cf. 4.3.13.1).

Proposition 7.3.2. Les recouvrements admissibles de Rigqs forment une prétopo-
logie qui engendre la topologie admissible.

Il est clair que les recouvrements admissibles de Rigqs forment une préto-
pologie (7.1.4). Pour montrer qu’elle engendre la topologie admissible, il suffit de
montrer que, pour tout espace rigide quasi-séparé X , tout crible couvrant G de
X pour la topologie admissible de Rigqs contient un recouvrement admissible
(fi : Xi → X)i∈I (7.3.1.2). Il est clair que G contient une famille (gj : Yj → X)j∈J
couvrante pour la topologie admissible de Rigqs telle que les Yj soient des objets
de R (7.3.1.2). Chaque morphisme gj se factorise en un morphisme Yj → Y ′j de
R suivi d’une immersion ouverte quasi-compacte Y ′j → X (7.1.14). La famille
(Y ′j → X)j∈J est clairement couvrante pour la topologie admissible de Rigqs ; elle
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est donc un recouvrement admissible (7.3.1.2). Les morphismes gj sont représen-
tables (7.1.15). Il résulte alors de 7.3.1.1 et ([1] II 4.4) que, pour tout k ∈ J , la
famille (Yj ×X Y ′k → Y ′k)j∈J est couvrante pour la topologie admissible de R ; par
suite, le crible engendré contient un recouvrement admissible (Xik → Y ′k)i∈Ik . Si
on pose I = �k∈JIk et pour i ∈ Ik ⊂ I, on note Xi → X le morphisme composé
Xik → Y ′k → X , la famille (Xi → X)i∈I est un recouvrement admissible contenu
dans G.

Proposition 7.3.3. Soient F la catégorie fibrée des flèches de Rigqs ([26] VI 11.a),
(fi : Si → S)i∈I un recouvrement admissible de Rigqs. Alors (fi)i∈I est une famille
de F -descente effective universelle.

On notera que la proposition équivaut à l’énoncé d’apparence plus faible
que (fi)i∈I est une famille de F -descente effective. Notons G la catégorie scindée
des faisceaux d’ensembles sur le site admissible de Rigqs ([25] II 3.4.1), c’est à
dire, la catégorie fibrée sur Rigqs obtenue en associant à tout X ∈ Ob(Rigqs) le
topos R̃/X (7.3.1.4), et à tout morphisme h : X → Y le foncteur h∗ : R̃/Y → R̃/X

image inverse par le morphisme de localisation associé à h ([1] IV 5.5). Comme
G est un champ ([25] II 3.4.4), (fi)i∈I est une famille de G -descente effective,
et comme Rigqs est une sous-catégorie pleine de R̃, (fi)i∈I est une famille de
F -descente. Pour voir qu’elle est effective, il suffit de montrer que si h : X → S
est un morphisme de R̃ tel que X ×S Si soit un espace rigide quasi-séparé pour
tout i ∈ I, alors X est un espace rigide quasi-séparé. Cela résulte aussitôt de la
définition (7.1.7) et du fait que les projections canoniques (X×S Si → X) forment
un recouvrement admissible.

7.3.4. Soit X un espace rigide quasi-séparé. On désigne par Ouv/X (resp. Ad/X )
la sous-catégorie pleine de Rigqs/X formée des immersions ouvertes (resp. des
immersions ouvertes quasi-compactes). Il résulte de 7.1.4(iii) et 7.2.3 que tout
morphisme de Ouv/X (resp. Ad/X) est une immersion ouverte (resp. une immer-
sion ouverte quasi-compacte). On appelle topologie admissible de X la topologie
sur Ouv/X induite par la topologie admissible sur Rigqs au moyen du foncteur
“source” Ouv/X → Rigqs. Il est clair que Ouv/X est un U-site. On appelle to-
pos admissible de X , et l’on note Xad, le topos des faisceaux de U-ensembles sur
Ouv/X .

On peut faire les remarques suivantes :

7.3.4.1. La topologie admissible sur Ouv/X est moins fine que la topologie ca-
nonique. Cela résulte du fait que la topologie admissible sur Ouv/X est induite
par la topologie admissible sur Rigqs/X et que cette dernière est moins fine que la
topologie canonique (7.3.1.6). Par suite, le foncteur canonique εX : Ouv/X → Xad

est pleinement fidèle.

7.3.4.2. Pour tout objet Y de Ouv/X , il existe un famille couvrante (Yi → Y )i∈I
de Ouv/X telle que les Yi soient représentables par des objets de R/X (7.3.1.2).
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En particulier, les morphismes structuraux Yi → X sont des immersions ouvertes
quasi-compactes (7.1.15).

7.3.4.3. Les trois topologies suivantes sur Ad/X coïncident :

(a) La topologie induite par la topologie admissible sur Rigqs au moyen du
foncteur “source” Ad/X → Rigqs.

(b) La topologie induite par la topologie admissible sur Ouv/X au moyen du
foncteur canonique i : Ad/X → Ouv/X .

(c) La topologie engendrée par la prétopologie pour laquelle les recouvrements
sont les familles de morphismes de Ad/X qui sont des recouvrements admis-
sibles.

Cela résulte de 1.1.4, 7.3.1.2 et ([1] III 3.3). De plus, le foncteur F �→ F ◦ i
induit une équivalence de catégories de Xad dans la catégorie des faisceaux ad-
missibles sur Ad/X (7.3.4.2 et [1] III 4.1). En particulier, lorsque X est un espace
rigide cohérent, on retrouve le site et le topos admissibles définis dans (4.4.1).

7.3.5. Tout morphisme f : X → Y de Rigqs induit par changement de base un
morphisme de sites Ouv/Y → Ouv/X , et par suite un morphisme de topos que
l’on note encore f : Xad → Yad. Pour tout couple de morphismes composables
f : X → Y et g : Y → Z de Rigqs, on a un isomorphisme canonique

g∗f∗
∼→ (gf)∗ (7.3.5.1)

vérifiant une relation de cocycle du type (1.1.2.1). Il définit par adjonction un
isomorphisme

f∗g∗ ∼→ (gf)∗, (7.3.5.2)

qui vérifie une relation de cocycle analogue.
On obtient ainsi un pseudo-foncteur (1.1.2) de Rig◦qs dans Cat associant à

tout X ∈ Ob(Rigqs) le topos Xad, et à tout morphisme f : X → Y de Rigqs le
foncteur image inverse f∗ : Yad → Xad par le morphisme de topos associé à f . De
façon équivalente, on obtient un U-topos fibré ([1] VI 7.1.1) que l’on note

Fais(Rigqs, ad) → Rigqs. (7.3.5.3)

On obtient aussi un pseudo-foncteur de Rigqs dans Cat associant à tout
X ∈ Ob(Rigqs) le topos Xad, et à tout morphisme f : X → Y de Rigqs le foncteur
image directe f∗ : Yad → Xad par le morphisme de topos associé à f . De façon
équivalente, on obtient une catégorie fibrée que l’on note

Fais′(Rigqs, ad) → Rig◦qs. (7.3.5.4)

7.3.6. Soient f : X → Y une immersion ouverte de Rigqs, τf : Ouv/X → Ouv/Y
le foncteur défini par composition à gauche avec f . Alors τf induit une équivalence
de catégories Ouv/X

∼→ (Ouv/Y )/(X,f) (7.1.4(iii), 7.2.3 et 7.2.4). La topologie
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admissible sur X est induite par celle sur Y au moyen du foncteur τf . Donc en
vertu de 1.1.5, on a une suite de trois foncteurs adjoints :

τf ! : Xad → Yad, τ∗f : Yad → Xad, τf∗ : Xad → Yad. (7.3.6.1)

Le foncteur τ∗f est adjoint à gauche du foncteur image directe f∗ par le morphisme
de topos f : Xad → Yad (7.3.5). Donc ce dernier s’identifie canoniquement au
morphisme de localisation associé à f (1.1.5).

7.3.7. Nous munirons le topos fibré Fais(Rigqs, ad) (7.3.5.3) d’une structure anne-
lée canonique ([1] VI 8.6.1), c’est à dire, d’une section en anneaux de la catégorie
fibrée Fais′(Rigqs, ad) (7.3.5.4). Cela revient à associer à tout objet X de Rigqs un
anneau OX de Xad et à tout morphisme f : X → Y de Rigqs un homomorphisme
d’anneaux θf : OY → f∗(OX ) vérifiant des relations de compatibilité. Notons que
le changement de base de la catégorie fibrée Fais′(Rigqs, ad) par le foncteur cano-
nique α : R → Rigqs s’identifie à Fais′(R, ad) (4.4.2.4). On établit la proposition
suivante :

Proposition 7.3.8. Les notations étant celles de (7.3.7), il existe une section en an-
neaux de Fais′(Rigqs, ad), unique à isomorphisme unique près, telle que les condi-
tions suivantes soient remplies :

(i) La section de Fais′(R, ad) déduite par changement de base par le foncteur
α : R → Rigqs est la section en anneaux canonique (4.8.2).

(ii) Pour toute immersion ouverte f : X → Y de Rigqs, l’homomorphisme
θ�f : f∗(OY ) → OX déduit par adjonction de θf , est un isomorphisme.

Soit X ∈ Ob(Rigqs). On note FAISCIN(Ouv/X) la catégorie scindée des
faisceaux d’ensembles sur le site admissible de X ([25] II 3.4.1), qui s’identifie
canoniquement au changement de base de la catégorie fibrée Fais(Rigqs, ad) par
le foncteur “source” Ouv/X → Rigqs (7.3.6). La famille X = (Xi → X)i∈I de
toutes les immersions ouvertes telles que Xi soit un objet de R, est clairement
couvrante pour la topologie admissible de X . D’autre part, la famille (OXi)i∈I est
une donnée de descente pour FAISCIN(Ouv/X) relativement à X (4.8.4). Comme
FAISCIN(Ouv/X) est un champ ([25] II 3.4.4), elle définit un anneau OX de Xad.

Soit f : X → Y un morphisme de Rigqs, ui : Xi → X une immersion ouverte
telle queXi soit un objet de R. D’après 7.1.14, il existe Yi ∈ Ob(R), une immersion
ouverte vi : Yi → Y et un morphisme fi : Xi → Yi de R tels que f ◦ ui = vi ◦ fi.
On en déduit par descente un homomorphisme canonique θ�f : f∗(OY ) → OX . On
note θf : OY → f∗(OX ) l’homomorphisme adjoint de θ�f . Il est immédiat de vérifier
que l’on obtient ainsi une section de Fais′(Rigqs, ad) remplissant les conditions
requises.

7.3.9. Si f : X → Y est un morphisme d’espaces rigides quasi-séparé, nous notons
encore

f : (Xad,OX) → (Yad,OY ) (7.3.9.1)
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le morphisme de topos annelés déduit de l’homomorphisme θf : OY → f∗(OX).
Suivant la convention (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation f−1

pour désigner l’image réciproque au sens des faisceaux abéliens en réservant la
notation f∗ pour l’image réciproque au sens des modules. Nous désignons par Rqf∗,
q ∈ N, les foncteurs dérivés du foncteur f∗ : Mod(Xad,OX) → Mod(Yad,OY )
pour les modules.

Définition 7.3.10. Soit X un espace rigide quasi-séparé. On dit qu’un OX -module
est de type fini (resp. de présentation finie, resp. cohérent) s’il est de (Ouv/X)-type
fini (resp. de (Ouv/X)-présentation finie, resp. (Ouv/X)-cohérent) (1.3).

Proposition 7.3.11. Si X est un espace rigide quasi-séparé, alors OX est un anneau
cohérent.

Cela résulte de 4.8.19 et des définitions.

Théorème 7.3.12. Soient f : X → Y un morphisme propre d’espaces rigides quasi-
séparés, F un OX-module cohérent. Alors pour tout entier q ≥ 0, Rqf∗(F ) est un
OY -module cohérent.

Cela résulte de 4.8.22 et des définitions.

Proposition 7.3.13. Soit X un espace rigide quasi-séparé.

(i) Tout objet de Ouv/X est quasi-séparé dans Xad.
(ii) Pour qu’un objet Y de Ouv/X soit quasi-compact (resp. cohérent) dans Xad,

il faut et il suffit qu’il soit représentable par un objet de R/X .
(iii) Pour qu’un morphisme f : Z → Y de Ouv/X soit quasi-compact dans Xad,

il faut et il suffit qu’il soit représentable (7.1.1). En particulier, pour qu’un
objet Y de Ouv/X soit un objet de Ad/X , il faut et il suffit que le morphisme
structural Y → X soit quasi-compact dans Xad.

(iv) Le topos Xad est quasi-séparé. Si de plus X est cohérent, Xad est cohérent.

Soit C la sous-catégorie pleine de Ouv/X formée d’objets de R/X . C’est une
famille génératrice de Xad, formée d’objets quasi-compacts (7.3.1.1 et 4.3.8.1).

(i) Cela résulte de 7.1.15, ([1] VI 1.18 et 1.10).
(ii) Il n’y a évidemment à montrer que la nécessité de la condition. Consi-

dérons une famille épimorphique (Yi → Y )i∈I de Xad telle que chaque Yi soit un
objet de C ; on peut supposer I fini. Il résulte de 7.1.15 et 7.3.1.2 que (Yi → Y )i∈I
est un recouvrement admissible. Par suite, Y est représentable par un objet de
R/X , en vertu de 7.1.10.

(iii) Si f est représentable, il est quasi-compact dans Xad en vertu de ([1] VI
1.10). Inversement, supposons f quasi-compact et montrons qu’il est représentable.
D’après 7.1.14, il suffit de montrer que, pour tout objet Y ′ de R et toute immersion
ouverte quasi-compacte Y ′ → Y , Z×Y Y ′ est représentable par un objet de R. Or
il résulte de l’hypothèse que Z×Y Y ′ est quasi-compact dans Xad ; d’où l’assertion
en vertu de (ii).
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(iv) Cela résulte de ([1] VI 2.4.5) et du fait que C est stable par produits
fibrés et par produits de deux objets (7.1.15). Si X est cohérent, C est stable par
limites projectives finies quelconques ; donc Xét est cohérent en vertu de loc. cit.

Corollaire 7.3.14. Pour tout espace rigide quasi-séparé X, Xad a suffisamment de
points.

Cela résulte de 7.3.13(iv) et ([1] VI §9).

Proposition 7.3.15. Soit X un espace rigide quasi-séparé. Le foncteur canonique

εX : Ouv/X → Xad

induit une équivalence de catégories entre la catégorie Ouv/X et la catégorie des
ouverts de Xad (i.e., la sous-catégorie pleine de Xad formée des sous-objets de
l’objet final).

On rappelle que εX est pleinement fidèle (7.3.4.1). D’après 7.2.3 et ([1] II
4.4.0), pour tout objet U de Ouv/X , εX(U) est un ouvert de Xad. Il reste donc
à montrer que tout ouvert de Xad est dans l’image essentielle de εX . Si U est
vide, εX(U) est vide (4.3.8.4). Soit F un ouvert non vide de Xad. On notera que
si (Yα → Y )α∈φ est une famille couvrante de Ouv/X telle que, pour tout α ∈ φ,
F (Yα) 	= ∅, alors F (Y ) 	= ∅. Soit I la sous-catégorie pleine de Ouv/X formée des
objets quasi-compacts X ′ tels que F (X ′) 	= ∅. D’après 7.3.13(ii), tout objet de I
est représentable par un objet de R/X ; en particulier, I est une sous-catégorie
pleine de Ad/X (7.1.15). Pour tous X1, X2 ∈ Ob(I), il existe Y ∈ Ob(I) et deux
morphismes X1 → Y et X2 → Y . Cela résulte de 7.1.9 et 7.1.10 appliqués aux
morphismes structuraux X1 → X et X2 → X . Par suite, I est filtrante. De
plus, on voit facilement que I est essentiellement U-petite ([1] I 8.1.7). Il résulte
alors de 7.1.12 que la limite inductive U du foncteur “source” I → R est un
espace rigide quasi-séparé, et les morphismes canoniques (X ′ → U )X′∈I forment
un recouvrement admissible. Montrons que le morphisme canonique f : U → X
est une immersion ouverte. Soient Y un objet de R, g : Y → U une immersion
ouverte quasi-compacte. Comme Y est quasi-compact et que I est filtrante, il
existe un objet X ′ de I tel que la projection canonique X ′ ×U Y → Y soit un
isomorphisme. Donc g se factorise en un morphisme g′ : Y → X ′ de R suivi du
morphisme canoniqueX ′ → U . En vertu de 7.1.4(iii), g′ est une immersion ouverte
quasi-compacte. Comme X ′ → X est une immersion ouverte quasi-compacte,
f◦g : Y → X est une immersion ouverte quasi-compacte. Donc f est une immersion
ouverte ; en particulier, εX(U) est un ouvert de Xad. Montrons que F = εX(U ). Il
suffit de prouver que pour tout objet quasi-compact Y de Ad/X , F (Y ) 	= ∅ si et
seulement si εX(U)(Y ) 	= ∅. Si F (Y ) 	= ∅, Y est un objet de I ; donc εX(U )(Y ) 	= ∅.
Inversement, supposons εX(U)(Y ) 	= ∅. Comme Y est quasi-compact et que I est
filtrante, le morphisme canonique Y → U se factorise à travers un objet de I ;
donc F (Y ) 	= ∅.
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Proposition 7.3.16. Soit (Xi → X)i∈I une famille d’immersions ouvertes d’espaces
rigides quasi-séparés. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est somme des (Xi)i∈I dans R̃.
(ii) X est somme des (Xi)i∈I dans Xad.
(iii) (Xi → X)i∈I est un recouvrement admissible et pour tout couple (i, j), i 	= j,

d’éléments de I, Xi ×X Xj est vide.

La condition (i) revient à dire que le morphisme canonique f : �i∈I Xi → X

est un isomorphisme, i.e., f est un épimorphisme et un monomorphisme de R̃. Le
morphisme diagonal

∆: �i∈I Xi → (�i∈IXi) ×X (�i∈IXi)

est somme de morphismes ∆i,j , (i, j) ∈ I2, définis de la façon suivante. Lorsque
i = j, ∆i,i est le morphisme diagonal Xi → Xi ×X Xi, qui est un isomorphisme
en vertu de 7.2.3. Lorsque i 	= j, ∆i,j est le morphisme de l’objet initial de R̃
dans Xi ×X Xj . Pour que f soit un monomorphisme, il faut et il suffit que ∆ soit
un isomorphisme, ou encore que les ∆i,j soient des isomorphismes, i.e., pour tout
couple (i, j), i 	= j, d’éléments de I, Xi ×X Xj soit vide.

De même, compte tenu de 7.3.15 et du fait que le foncteur canonique
εX : Ouv/X → Xad commute aux produits fibrés, la condition (ii) revient à dire
que la famille (Xi → X)i∈I est épimorphique dans Xad et pour tout couple (i, j),
i 	= j, d’éléments de I, Xi ×X Xj est vide.

Il est clair que (iii) entraîne (i) et (ii) (7.1.6.2). Montrons ensuite que (i)
implique (iii). Compte tenu de 7.1.6.2, il suffit de montrer que, pour tout i ∈ I,
Xi → X est une immersion ouverte quasi-compacte. On peut se réduire au cas
où X est un espace rigide cohérent ([1] II 4.3(1)) ; il s’agit alors de montrer que
les Xi sont des espaces rigides cohérents, ce qui résulte de 7.1.11 et ([1] VI 1.4).
Montrons enfin que (ii) implique (iii). Il suffit de montrer que, pour tout i ∈ I,
Xi → X est une immersion ouverte quasi-compacte (7.3.1.2), ou encore d’après
7.3.13(iii), que le morphisme Xi → X est quasi-compact dans Xad, ce qui résulte
de ([1] VI 1.4 et 1.10).

Définition 7.3.17. Lorsque les conditions équivalentes de (7.3.16) sont vérifiées, on
dit que X est somme admissible des (Xi)i∈I . On dit alors aussi que la somme
X = �i∈IXi est admissible.

Proposition 7.3.18. Soient X un espace rigide cohérent, (Xi)i∈I une famille finie
de sous-objets de X dans R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est somme des (Xi)i∈I dans R.
(ii) X est somme admissible des (Xi)i∈I .

On sait que les sommes finies dans R sont représentables et disjointes (4.1.14).
De plus, il résulte de loc.cit. que si X = �i∈IXi, la famille (Xi → X)i∈I est
un recouvrement admissible, d’où (i)⇒(ii). Supposons ensuite la condition (ii)
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satisfaite ; posons Y = �i∈IXi et soit f : Y → X le morphisme canonique. Notons
ε : R → R̃ le foncteur canonique (4.3.8.3). Il résulte de l’implication déjà établie
(i)⇒(ii) que ε(f) est un isomorphisme de R̃. Par suite f est un isomorphisme,
d’où la condition (i).

Remarques 7.3.19.

(a) Les sommes dans R̃ sont disjointes et universelles ([1] II 4.5.1).
(b) Soient X = �i∈IXi une somme de R̃, f : Y → X un morphisme de R̃, j ∈ I.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f se factorise à travers Xj .
(ii) La projection canonique Y ×X Xj → Y est un isomorphisme.
(iii) Pour tout i ∈ I, i 	= j, Y ×X Xi est vide.
En effet, l’équivalence de (i) et (ii) résulte du fait que Xj → X est un mo-

nomorphisme, et l’équivalence de (ii) et (iii) du fait que Y = �i∈I (Y ×X Xi) (qui
implique que pour pour tout i ∈ I, i 	= j, (Y ×X Xi) ×Y (Y ×X Xj) est vide).

Proposition 7.3.20. Soit (Xi)i∈I une famille d’objets de R, indexées par un en-
semble I ∈ U. Alors X = �i∈IXi est représentable par un espace rigide quasi-
séparé et la somme est admissible.

Comme la somme X = �i∈IXi est représentable dans R̃ ([1] II 4.1), il suffit
de montrer que pour tout i ∈ I, le morphisme canonique Xi → X est une im-
mersion ouverte quasi-compacte de R̃. Soient Y un objet de R, u : Y → X un
morphisme. Comme on a Y = �i∈IXi ×X Y et que Y est quasi-compact dans R̃,
il existe une partie finie J de I telle que Y = �j∈JXj ×X Y . Alors XJ = �j∈JXj
est représentable dans R (4.1.14) ; le morphisme canonique XJ → X est un mo-
nomorphisme (7.3.19(a)) ; et on a X = (�i∈I−JXi) �XJ . En vertu de 7.3.19(b),
u se factorise uniquement à travers XJ , et pour tout i ∈ I − J , Y ×X Xi est vide.
Pour tout j ∈ J , le morphisme canonique Xj → XJ est une immersion ouverte
de R (7.3.18), et on peut identifier Xj ×X Y et Xj ×XJ Y au-dessus de Y , d’où
l’assertion.

Définition 7.3.21. On dit qu’un espace rigide quasi-séparé est connexe s’il n’est
pas somme admissible de deux sous-objets non vides.

Proposition 7.3.22. Pour qu’un espace rigide quasi-séparé X soit connexe, il faut
et il suffit que le topos Xad soit connexe (i.e., son objet final ne soit pas somme
de deux sous-objets non vides).

Cela résulte de 7.3.15 et 7.3.16.

Proposition 7.3.23. Soit X un espace rigide cohérent. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) X est connexe.
(ii) X n’est pas somme dans R de deux sous-objets non vides.
(iii) Tout modèle formel rig-pur de X est connexe.
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En effet, l’équivalence (i)⇔(ii) résulte de 7.3.18 et du fait que ε transforme
l’objet initial de R en l’objet intial de R̃ (4.3.8.4). L’implication (ii)⇒(iii) est
une conséquence de 4.1.8 et 4.1.14. Montrons enfin l’implication (iii)⇒(ii). Soit
X = X1 �X2 une somme de R. D’après 4.3.6, il existe un modèle formel rig-pur
X de X et deux sous-schémas ouverts X1 et X2 de X tels que X = X1 ∪ X2 et
que Xrig

i soit X-isomorphe à Xi (i = 1, 2). Comme on a (X1 ∩X2)rig  X1 ×X X2

(4.1.13), X1 ∩ X2 est vide (4.1.8). Mais X est connexe par hypothèse, donc X1 ou
X2 est vide.

Proposition 7.3.24. Soient X un espace rigide quasi-séparé, (fi : Xi → X)i∈I une
famille finie d’immersions ouvertes quasi-compactes. Supposons que X soit somme
des (Xi)i∈I . Alors pour tout i ∈ I, fi est une immersion fermée, et le morphisme
canonique

OX →
∏

i∈I
fi∗(OXi) (7.3.24.1)

est un isomorphisme.

La question étant locale pour la topologie admissible de X (7.2.11), on peut
se borner au cas où X est cohérent. Pour tout i ∈ I, soient θi : OX → fi∗(OXi) le
morphisme canonique, Ji le noyau de θi. Montrons d’abord que les OX -algèbres
fi∗(OXi) sont cohérentes et que le morphisme (7.3.24.1) est un isomorphisme. Ces
assertions étant locales, il suffit de les vérifier après restriction à chacun des Xj
(j ∈ I). Or θi|Xj s’identifie à l’homomorphisme associé à la projection canonique
pi,j : Xi ×X Xj → Xj . Nos assertions résultent alors du fait que pi,j est un iso-
morphisme si i = j, et Xi ×X Xj est vide si i 	= j. Compte tenu de la définition
(4.8.32), fi se factorise uniquement à travers Sp(OX/Ji). D’autre part, pour tout
j ∈ I, j 	= i, Sp(OX/Ji) ×X Xj est vide en vertu de 4.8.35. Donc le morphisme
structural Sp(OX/Ji) → X se factorise à travers Xi (7.3.19). On en déduit que
Xi est X-isomorphe à Sp(OX/Ji) (4.2.7), d’où la proposition.

Corollaire 7.3.25. Tout espace rigide cohérent est somme finie de sous-objets con-
nexes de R.

Supposons qu’il existe un espace rigide cohérent X qui ne vérifie pas la pro-
position. On en déduit par récurrence que, pour tout entier n ≥ 1, X est somme
de n sous-objets non vides de R. Soit (Ui → X)i∈I un recouvrement admissible
fini de X tel que, pour tout i ∈ I, Ui admette un modèle formel affine globalement
idyllique et ayant un idéal de définition monogène. Pour tout entier n ≥ 1, il existe
i ∈ I tel que Ui soit somme de n sous-objets non vides de R ; donc en vertu de
7.3.24, l’anneau Γ(Ui,OX ) a n idempotents distincts. Or les anneaux Γ(Ui,OX )
sont noethériens ((4.7.8.2), (2.10.5.1) et 1.10.2), et n’ont donc qu’un nombre fini
d’idempotents, ce qui fournit une contradiction.

Proposition 7.3.26. Soient X un espace rigide cohérent, e un idempotent de
Γ(X,OX), X1 et X2 les sous-espaces fermés de X définis respectivement par les



7.4. Géométrie algébrique et géométrie rigide 439

idéaux cohérents I1 = eOX et I2 = (1 − e)OX de OX . Alors X est somme de X1

et X2 dans R.

Soit X un modèle formel de X ayant un idéal de définition inversible. Compte
tenu de (4.7.8.2), on peut considérer e comme un idempotent de Γ(X,H 0

rig(OX)).
Soit B la sous-OX-algèbre de H 0

rig(OX) engendrée par e, i.e., l’image de l’homo-
morphisme de OX-algèbres

OX[T ]/(T 2 − T ) → H 0
rig(OX), T �→ e.

D’après 2.10.9(ii), B est une OX-algèbre cohérente. On peut donc lui appliquer
3.1.12 ; on obtient un éclatement admissible ϕ : X′ → X qui se factorise à travers
Sp(B). Par suite, e est un idempotent de Γ(X′,OX′). Il lui correspond une décom-
position de X′ en somme X′1 � X′2 de deux sous-schémas ouverts et fermés de X′,
définis par les idéaux I ′1 = eOX′ et I ′2 = (1 − e)OX′ de OX′ . On a I1 = I ′rig1

et I2 = I ′rig2 (4.7.11). Donc X1 et X2 sont X-isomorphismes à Xrig
1 et Xrig

2 , et la
proposition résulte de 4.1.14.

Corollaire 7.3.27. Soit X un espace rigide cohérent. Il y a une correspondance
biunivoque entre les classes d’isomorphismes de décompositions de X en somme
X1 �X2 dans R et l’ensemble des idempotents de l’anneau Γ(X,OX).

Cela résulte de 7.3.24 et 7.3.26.

Corollaire 7.3.28. Soient (A, J) un couple hensélien idyllique (1.15.17), Â le séparé
complété de A pour la topologie J-préadique, X = Spec(A), U l’ouvert X−V(J) de
X, X = Spf(Â). Pour que U soit connexe, il faut et il suffit que Xrig soit connexe.

Posons X ′ = Spec(Â) et soit U ′ l’image réciproque de U dans X ′. D’une
part, on a un isomorphisme canonique Γ(Xrig,OXrig)  Γ(U ′,OX′) ((4.7.8.2) et
(2.10.5.1)), et d’autre part, U est connexe si et seulement si U ′ est connexe
(1.15.16). La proposition s’ensuit compte tenu de 7.3.27.

7.4 Géométrie algébrique et géométrie rigide

7.4.1. Dans cette section, S désigne un schéma cohérent (élément de l’univers fixé
U), T un sous-schéma fermé de S, U l’ouvert S − T de S, j : U → S l’injection
canonique et S = S/T le schéma formel complété de S le long de T . Supposons
la paire (S, T ) idyllique (2.6.17), de sorte que S est un objet de S, et posons
Θ = S rig. On notera que le schéma U est noethérien et l’immersion j est quasi-
compacte.

7.4.2. On désigne par

j• : Schpf/S → Schpf/U , X �→ XU = X ×S U (7.4.2.1)
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le foncteur de changement de base par j, par

js : Ŝchpf/U → Ŝchpf/S, F �→ F ◦ j• (7.4.2.2)

le foncteur obtenu en composant avec j•, et par j! un adjoint à gauche de js choisi
de sorte que le diagramme

Schpf/S
j• ��

hS
��

Schpf/U

hU
��

Ŝchpf/S

j! �� Ŝchpf/U

(7.4.2.3)

où h− est le foncteur canonique (1.1.3.1) est commutatif ([1] I 5.4).

7.4.3. La complétion le long de l’image réciproque de T définit un foncteur

f : Schpf/S → S/S , (7.4.3.1)

que l’on note aussi X �→ X̂. On désigne par

fs : Ŝ/S → Ŝchpf/S, F �→ F ◦ f (7.4.3.2)

le foncteur obtenu en composant avec f, et par f! un adjoint à gauche de fs, choisi
de sorte que le diagramme

Schpf/S
f ��

hS
��

S/S

hS

��
Ŝchpf/S

f! �� Ŝ/S

(7.4.3.3)

est commutatif. En vertu de ([1] I 5.4), pour tout préfaisceau F sur Schpf/S , on a

f!(F ) ∼→ lim−→
(Schpf/S)/F

hS ◦ f. (7.4.3.4)

7.4.4. On désigne par q : S/S → R/Θ le foncteur de localisation (4.1.21.1), par

qs : R̂/Θ → ŜS , F �→ F ◦ q (7.4.4.1)

le foncteur obtenu en composant avec q, et par

q! : Ŝ/S → R̂/Θ (7.4.4.2)
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un adjoint à gauche de qs choisi de sorte que le diagramme

S/S
q ��

hS

��

R/Θ

hΘ

��
Ŝ/S

q! �� R̂/Θ

(7.4.4.3)

est commutatif. On note A le foncteur composé

A = q! ◦ f! ◦ js ◦ hU : Schpf/U → R̂/Θ. (7.4.4.4)

Il est clair que A(U) s’identifie à hΘ(Θ).

Proposition 7.4.5. Le foncteur A est exact à gauche.

En effet, hU est exact à gauche ([1] I 3.3), js est exact à gauche car il admet
un adjoint à gauche, f! est exact à gauche ([1] I 5.2) et q! est exact à gauche
(4.1.13).

7.4.6. Soient Y un S-schéma, W = YU , V un W -schéma de présentation finie.
On désigne par MV/Y la catégorie suivante. Les objets de MV/Y sont les couples
(X,u) où X est un Y -schéma de présentation finie et u est un W -morphisme
XU → V . Soient (X,u), (X ′, u′) deux objets de MV/Y . Un morphisme de (X,u)
dans (X ′, u′) est un Y -morphisme v : X → X ′ tel que u = u′ ◦ vU .

Supposons d’abord Y = S et posons F = js ◦ hU (V ). Pour un objet X
de Schpf/S , la donnée d’un morphisme hS(X) → F correspond par adjonction
à la donnée d’un morphisme j! ◦ hS(X) → hU (V ), et donc à la donnée d’un U -
morphisme u : XU → V (7.4.2.3). On définit ainsi une équivalence de catégories

(Schpf/S)/F
∼→ MV/S. (7.4.6.1)

Compte tenu de (7.4.3.4), (7.4.4.3) et du fait que le foncteur q! commute aux
limites inductives, on en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel

A(V ) ∼→ lim−→
(X,u)∈MV/S

hΘ(X̂ rig). (7.4.6.2)

Supposons ensuite Y de présentation finie sur S et posons F = js ◦hU (V ) et
G = js ◦ hU (W ). On a un morphisme canonique hS(Y ) → G (qui correspond par
adjonction à l’identité de W ). Comme les foncteurs q! et f! sont exacts à gauche
(4.1.13 et [1] I 5.2), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

A(V ) ×A(W ) hΘ(Ŷ rig) ∼→ q!f!(F ×G hS(Y )). (7.4.6.3)

Pour un objet X de Schpf/S , la donnée d’un morphisme hS(X) → F ×G hS(Y )
correspond à la donnée de deux S-morphismes X → Y et hS(X) → F tels que
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les morphismes induits hS(X) → G coïncident. Cela revient à se donner un S-
morphisme X → Y et un W -morphisme u : XU → V . On définit ainsi une équiva-
lence de catégories

(Schpf/S)/(F×GhS(Y ))
∼→ MV/Y . (7.4.6.4)

On en déduit comme plus haut un isomorphisme canonique fonctoriel

A(V ) ×A(W ) hΘ(Ŷ rig) ∼→ lim−→
(X,u)∈MV/Y

hΘ(X̂rig). (7.4.6.5)

Les isomorphismes (7.4.6.2) et (7.4.6.5) sont clairement compatibles. Dans la suite,
nous omettrons le foncteur canonique hΘ des notations, ce qui n’entraîne aucune
ambiguïté (1.1.3).

7.4.7. Soient f : S′ → S un morphisme de présentation finie, T ′ (resp. U ′) l’image
réciproque de T (resp. U) par f , S ′ = S ′/T ′ le schéma formel complété de S′ le
long de T ′, Θ′ = S ′rig,

A′ : Schpf/U ′ → R̂/Θ′ (7.4.7.1)

le foncteur (7.4.4.4) relatif à (S′, T ′). Rappelons qu’on a un Θ-morphisme cano-
nique Θ′ → A(U ′). D’après (7.4.6.5), pour tout U ′-schéma de présentation finie
V ′, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

A′(V ′) ∼→ A(V ′) ×A(U ′) Θ′. (7.4.7.2)

On en déduit, compte tenu de 7.4.5, que pour tout U -schéma de présentation finie
V , on a un isomorphisme canonique fonctoriel

A′(V ×U U ′) ∼→ A(V ) ×Θ Θ′. (7.4.7.3)

Lemme 7.4.8. Soient θ : I → J un foncteur, A un ensemble de flèches de I, B un
ensemble de flèches de J, satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) θ(A) ⊂ B, et pour tous objets a, b de I, il existe deux flèches a′ → a, b′ → b
de A et un objet i de I tels que i majore a′ et b′ (i.e., tel que Hom(a′, i) 	= ∅
et Hom(b′, i) 	= ∅).

(ii) B est stable par composition, et pour toutes flèches u : j → k de J et s : k′ → k
de B, il existe deux flèches u′ : j′ → k′ de J et t : j′ → j de B telles que
su′ = ut.

(iii) Pour tout objet j de J, il existe une flèche j′ → j de B et un objet i de I tel
que θ(i) majore j′ (i.e., tel que Hom(j′, θ(i)) 	= ∅).

(iv) Pour tout objet i de I et toute double flèche u, v : j ⇒ θ(i) dans J, il existe
une flèche w : j′ → j de B telle que u ◦ w = v ◦ w.

Alors, pour tout foncteur F : J → C transformant les flèches de B en isomor-
phismes, le morphisme canonique

lim−→
I

F ◦ θ → lim−→
J

F (7.4.8.1)

est un isomorphisme.
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Cela revient à dire que pour tout objet E de C , l’application qui à un mor-
phisme u du foncteur F dans le foncteur constant de valeur E sur J associe le
morphisme u ◦ θ du foncteur F ◦ θ dans le foncteur constant de valeur E sur I,
est bijective. La condition (iii) implique qu’elle est injective. Montrons que tout
morphisme v du foncteur F ◦ θ dans le foncteur constant de valeur E sur I est de
la forme u ◦ θ, où u est un morphisme du foncteur F dans le foncteur constant de
valeur E sur J. Soit j un objet de J. D’après la condition (iii), il existe un objet i
de I et deux flèches s : j′ → j de B et h : j′ → θ(i) de J. Notons u(j) le morphisme
composé v(i) ◦F (h) ◦F (s)−1 : F (j) → E. Les conditions (i), (ii) et (iv) entraînent
que u(j) ne dépend pas du choix de (i, h, s). La condition (ii) implique alors que
u est un morphisme du foncteur F dans le foncteur constant de valeur E sur J.

7.4.9. Soient X un S-schéma de présentation finie, V un ouvert de XU (qui est
nécessairement quasi-compact et donc de présentation finie sur U). On désigne
par SV,X la catégorie suivante. Les objets de SV,X sont les triplets (X ′, ϕ, P ) où
ϕ : X ′ → X est un éclatement XU -admissible de présentation finie (1.13.2) et P est
un ouvert quasi-compact de X ′ tel que ϕ induise un isomorphisme uP : PU

∼→ V .
Soient (X ′, ϕ, P ), (X ′′, ψ,Q) deux objets de SV,X . Un morphisme de (X ′′, ψ,Q)
dans (X ′, ϕ, P ) est un X-morphisme h : X ′′ → X ′ tel que h(Q) ⊂ P .

On notera que la catégorie SV,X est non vide et contient un objet de la forme
(X, idX , P ), où P est l’ouvert X − V(I ) de X et I est un idéal de type fini de
OX défini comme suit. Comme XU est noethérien, il existe un idéal de type fini
IU de OXU tel que V = XU − V(IU ). En vertu de ([28] 6.9.7), il existe alors un
idéal quasi-cohérent de type fini I de OX tel que I |XU = IU .

Soit BX la sous-catégorie pleine de Schpf/X formée des éclatements XU -
admissibles de X . La catégorie SV,X est fibrée au-dessus de BX . Soit A l’en-
semble des morphismes cartésiens de SV,X , c’est à dire, l’ensemble des morphismes
h : (X ′′, ψ,Q) → (X ′, ϕ, P ) tels que h−1(P ) = Q. On sait que A permet un calcul
de fractions à droite dans SV,X ([1] VI 6.4). La catégorie SV,X(A−1) est notée
lim−→SV,X et appelée la catégorie limite inductive de SV,X au-dessus de B◦X ([31]
VI 6.3 et 6.5). Il est clair que lim−→SV,X est filtrante.

7.4.10. Soient Y un S-schéma de présentation finie, W = YU , f : X → Y un
morphisme de présentation finie, V un ouvert de X tel que f(V ) ⊂ W (qui est
nécessairement quasi-compact et donc de présentation finie sur W ). Le foncteur
θ : SV,X → MV/Y défini par θ((X ′, ϕ, P )) = (P, uP ), induit un morphisme

lim−→
(X′,ϕ,P )∈SV,X

P̂ rig → lim−→
(Z,u)∈MV/Y

Ẑrig. (7.4.10.1)

Lemme 7.4.10.2. Si f est propre, le morphisme (7.4.10.1) est un isomorphisme.

Notons A l’ensemble des morphismes cartésiens de SV,X et B l’ensemble
des morphismes (Z ′, u′) → (Z, u) de MV/Y tels qu’il existe un éclatement Z ′U -
admissible de présentations finie Z ′′ → Z ′ tel que le composé Z ′′ → Z soit un
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éclatement ZU -admissible. Il suffit de montrer que le triplet (θ,A,B) remplie les
conditions de 7.4.8. Les conditions (i) et (ii) sont clairement satisfaites (1.13.3 et
1.13.5). La condition (iv) résulte immédiatement de 1.12.22 ; en effet, si v, w : Z ⇒
P sont deux morphismes de Y -schémas tels que ZU soit schématiquement dense
dans Z, P soit séparé sur Y et v|ZU = w|ZU , alors v = w ([28] 5.4.1). La condition
(iii) résulte de 1.13.4, 1.13.18 et 1.13.19 (on notera, pour appliquer 1.13.19, qu’il
existe un sous-schéma fermé de présentation finie H de X tel que V soit égal à
XU −HU (7.4.9)).

7.4.10.3. Il résulte de (7.4.6.5) et 7.4.10.2 que si f est propre, on a un isomorphisme
canonique

A(V ) ×A(W ) Ŷ
rig ∼→ lim−→

(X′,ϕ,P )∈ lim−→SV,X

P̂ rig. (7.4.10.4)

En particulier, si X est propre sur S, on a un isomorphisme canonique

A(V ) ∼→ lim−→
(X′,ϕ,P )∈ lim−→SV,X

P̂ rig. (7.4.10.5)

On notera que pour tout morphisme (X ′′, ψ,Q) → (X ′, ϕ, P ) de SV,X , le mor-
phisme Q̂rig → P̂ rig est une immersion ouverte.

Théorème 7.4.11. Si V est un U -schéma séparé de type fini, le préfaisceau A(V )
est un Θ-espace rigide quasi-séparé.

D’après 1.12.23, il existe un morphisme propre de présentation finie f : X →
S et une immersion ouverte ι : V → X au-dessus de S. Il résulte alors de 7.1.12,
(7.4.10.5) et du fait que la catégorie lim−→SV,X est filtrante, que A(V ) est un es-

pace rigide quasi-séparé et que les morphismes canoniques P̂ rig → A(V ), lorsque
(X ′, ϕ, P ) parcourt l’ensemble des objets de SV,X , forment un recouvrement ad-
missible.

7.4.12. Il résulte de 7.4.11 que le foncteur (7.4.4.4) induit par restriction un fonc-
teur de la catégorie Schspf/U dans la catégorie Rigqs/Θ, que l’on appelle foncteur
GAGA relatif à (S, T ) et que l’on note encore

A : Schspf/U → Rigqs/Θ. (7.4.12.1)

Si V (resp. f) est un objet (resp. un morphisme) de Schspf/U , on note aussi V an

(resp. fan) son image par ce foncteur. On peut faire les remarques suivantes :

7.4.12.2. Soit V un U -schéma séparé de type fini. Pour tout (X,u) ∈ Ob(MV/S),
on a un Θ-morphisme canonique X̂rig → V an (7.4.6.2).

7.4.12.3. Soient V un U -schéma séparé de type fini, H ∈ Ob(R), p : H → V an

un morphisme. Alors, il existe un S-schéma séparé de présentation finie X et un
U -isomorphisme u : XU

∼→ V tels que p se factorise en un morphisme q : H → X̂rig

suivi du morphisme canonique X̂rig → V an (7.4.10.5).
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7.4.12.4. Il résulte facilement de (7.4.6.2) que l’on a ∅an = ∅ (7.1.7.4).
7.4.12.5. Le diagramme de foncteurs

Schspf/S
j• ��

f

��

Schspf/U

A

��
S/S

Q/S �� R/Θ

α/Θ �� Rigqs/Θ

(7.4.12.5)

où α/Θ est le foncteur canonique (7.1.7.3), n’est pas commutatif, même pas à
isomorphisme près. Mais compte tenu de 7.4.12.2, on a un morphisme canonique
de foncteurs

α/Θ ◦ Q/S ◦ f → A ◦ j•. (7.4.12.6)

Les énoncés qui suivent sont des corollaires du théorème 7.4.11 :

Corollaire 7.4.13. Soient f : X → S un morphisme propre de présentation finie,
V un ouvert de X tel que f(V ) ⊂ U , ϕ : X ′ → X un éclatement XU -admissible de
présentation finie, P un ouvert quasi-compact de X ′ tel que ϕ induise un isomor-
phisme PU

∼→ V . Alors le morphisme canonique P̂ rig → V an est une immersion
ouverte, et la famille de ces immersions ouvertes, lorsque X ′ et P varient, forme
un recouvrement admissible.

Corollaire 7.4.14. Sous les hypothèses de (7.4.13), si de plus V = XU , le mor-
phisme canonique X̂rig → V an est un isomorphisme.

Cela résulte de (7.4.10.5) et du fait que (X, idX , X) est un objet final de
SV,X .

Corollaire 7.4.15. Si V est un U -schéma propre, V an est cohérent.

Cela résulte de 1.12.24 et 7.4.14.

Corollaire 7.4.16. Soient X un S-schéma séparé de présentation finie, V = XU .
Alors le morphisme canonique X̂rig → V an est une immersion ouverte (quasi-
compacte). De plus, lorsque X parcourt la collection des S-schémas séparés de
présentation finie tels que V soit U -isomorphe à XU , les morphismes canoniques
X̂rig → V an forment un recouvrement admissible.

Soit X ′ l’adhérence schématique de V dans X , qui existe en vertu de ([28]
6.10.6). Il résulte de 1.12.22 que X ′ est un sous-schéma fermé de présentation
finie de X ; en particulier, X ′ est séparé de présentation finie sur X et on a un
Θ-isomorphe X̂ ′rig  X̂rig. Quitte à remplacer X par X ′, on peut supposer V
schématiquement dense dansX . Par le théorème de plongement de Nagata [14, 16],
il existe un morphisme propre f : Y → S et une immersion ouverte ι : X → Y
au-dessus de S. Comme ι est quasi-compacte ([28] 6.1.10), quitte à remplacer
Y par l’adhérence schématique de X dans Y (qui existe), on peut supposer X
schématiquement dense dans Y ; il en est alors de même de V et de YU . Par suite,
f est de présentation finie (1.12.22) et la proposition résulte de 7.4.13.
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7.4.17. Soient F un OS-module cohérent, F̂ son complété F/T le long de T , V un
U -schéma séparé de type fini. Pour tout (Y, u) ∈ Ob(MV/S) (7.4.6), le morphisme
canonique Ŷ rig → V an induit un morphisme fonctoriel (4.7.23 et 4.7.8)

Γ(V an, F̂ rig ⊗OΘ OV an) → Γ(Ŷ ,H 0
rig(F̂ ⊗OS OŶ )), (7.4.17.1)

où H 0
rig(−) est la clôture rigide (2.10.1.1). En particulier, on a un morphisme

Γ(V an,OV an) → Γ(Ŷ ,H 0
rig(OŶ )). (7.4.17.2)

Il est clair que (7.4.17.2) est un homomorphisme d’anneaux et (7.4.17.1) est un
di-homomorphisme.

Proposition 7.4.18. Sous les hypothèses de (7.4.17), le morphisme

Γ(V an, F̂ rig ⊗OΘ OV an) → lim←−
(Y,u)∈M◦

V/S

Γ(Ŷ ,H 0
rig(F̂ ⊗OS OŶ )) (7.4.18.1)

déduit de (7.4.17.1) est un isomorphisme.

D’après 1.12.23, il existe un S-schéma propre de présentation finie X et une
immersion ouverte ι : V → X au-dessus de S. Reprenons les notations de 7.4.9
et considérons le foncteur θ : SV,X → MV/S défini par θ((X ′, ϕ, P )) = (P, uP ). Il
résulte de 7.4.8 (cf. la preuve de 7.4.10.2) que θ induit un isomorphisme

lim←−
(Y,u)∈M◦

V/S

Γ(Ŷ ,H 0
rig(F̂ ⊗OS OŶ )) ∼→ lim←−

(X′,ϕ,P )∈S◦
V,X

Γ(P̂ ,H 0
rig(F̂ ⊗OS OP̂ )).

(7.4.18.2)
De plus, on peut remplacer ci-dessus SV,X par la catégorie lim−→SV,X , limite in-

ductive de SV,X au-dessus de B◦X (7.4.9). Les morphismes canoniques P̂ rig →
V an, pour (X ′, ϕ, P ) ∈ Ob(SV,X), forment un recouvrement admissible (7.4.13).
D’autre part, le produit de deux objets est représentable dans lim−→SV,X . On en
déduit ([1] I 2.12) que le morphisme canonique

Γ(V an, F̂ rig ⊗OΘ OV an) ∼→ lim←−
(X′,ϕ,P )∈S◦

V,X

Γ(P̂ ,H 0
rig(F̂ ⊗OS

OP̂ )) (7.4.18.3)

est un isomorphisme, d’où la proposition.

Corollaire 7.4.19. Sous les hypothèses de (7.4.17), il existe un morphisme bi-
fonctoriel en F et V

Γ(V,F ⊗OS OV ) → Γ(V an, F̂ rig ⊗OΘ OV an). (7.4.19.1)

En particulier, on a un morphisme fonctoriel en V

Γ(V,OV ) → Γ(V an,OV an). (7.4.19.2)

De plus, (7.4.19.2) est un homomorphisme d’anneaux et (7.4.19.1) est un di-
homomorphisme.
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Il résulte de 2.10.4 que pour tout S-schéma séparé de présentation finie Y ,
on a un morphisme canonique bi-fonctoriel

Γ(YU ,F ⊗OS OY ) → Γ(Ŷ ,H 0
rig(F̂ ⊗OS

OŶ )). (7.4.19.3)

D’autre part, pour tout (Y, u) ∈ Ob(MV/S), on a un morphisme canonique bi-
fonctoriel

Γ(V,F ⊗OS OV ) → Γ(YU ,F ⊗OS OY ). (7.4.19.4)

Compte tenu de (7.4.18.1), on définit alors le morphisme (7.4.19.1) comme la
limite projective sur la catégorie M ◦

V/S des morphismes composés de (7.4.19.3) et
(7.4.19.4). Ce morphisme vérifie clairement les propriétés requises.

7.4.20. Soient Y un S-schéma séparé de présentation finie, W = YU , V un W -
schéma séparé de type fini. Pour tout objet (X,u) de MV/Y (7.4.6), le diagramme
canonique

X̂rig ��

��

Ŷ rig

��
V an �� W an

est commutatif.

Proposition 7.4.21. Soient Y un S-schéma séparé de présentation finie, f : X → Y
un morphisme propre de présentation finie, W = YU , V un ouvert de X tel que
f(V ) ⊂W , ϕ : X ′ → X un éclatement XU -admissible de présentation finie, P un
ouvert quasi-compact de X ′ tel que ϕ induise un isomorphisme PU

∼→ V . Alors la
famille des morphismes P̂ rig → V an ×W an Ŷ rig, lorsque X ′ et P varient, forme un
recouvrement admissible.

Cela résulte de 7.1.12 et (7.4.10.4).

Corollaire 7.4.22. Sous les hypothèses de (7.4.21), si de plus V = XU , le mor-
phisme canonique X̂rig → V an ×Wan Ŷ rig est un isomorphisme.

En effet, (X, idX , X) est un objet final de SV,X .

Proposition 7.4.23. Si f : V → W est un morphisme propre (resp. fini) de U -
schémas séparés de type fini, alors fan est propre (resp. fini).

Compte tenu de 7.2.11 et 7.4.16, il suffit de montrer que si Y est un S-
schéma séparé de présentation finie tel que YU soit U -isomorphe à W , la projection
canonique V an ×Wan Ŷ rig → Ŷ rig est propre (resp. fini), ce qui résulte de 1.12.24
(resp. 1.13.14 ou 2.6.23) et 7.4.22.

Proposition 7.4.24. Si f : V → W est un morphisme propre et surjectif de U -
schémas séparés de type fini, alors fan est propre et couvrant pour les points ri-
gides.
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Compte tenu de 7.4.16 et 7.4.23, il suffit de montrer que si Y est un S-
schéma séparé de présentation finie tel que YU soit U -isomorphe à W , la projection
canonique V an ×Wan Ŷ rig → Ŷ rig est couvrante pour les points rigides. On peut
se borner au cas où W est schématiquement dense dans Y . D’après 1.12.24, il
existe un morphisme propre de présentation finie f : X → Y tel que XU soit W -
isomorphe à V . Les hypothèses impliquent que f est surjectif. On en déduit par
3.3.14 que l’application f̂ : 〈X̂〉 → 〈Ŷ 〉 est surjective. L’assertion recherchée résulte
alors 4.3.5 et 7.4.22.

Proposition 7.4.25. Soit f : V → W un morphisme de U -schémas séparés de type
fini. Si f est une immersion (resp. une immersion fermée, resp. une immersion
ouverte), fan : V an →W an est une immersion (resp. une immersion fermée, resp.
une immersion ouverte).

Supposons d’abord f une immersion ouverte. Pour montrer que fan est une
immersion ouverte, il suffit de montrer que si H est un objet de R et p : H → V an

est une immersion ouverte, fan ◦ p est une immersion ouverte. Considérons un
S-schéma propre de présentation finie X et une immersion ouverte ι : W → X au-
dessus de S (1.12.23) ; donc V est aussi un ouvert deX . Il existe un objet (X ′, ϕ, P )
de SV,X (7.4.9) tel que p se factorise à travers un morphisme q : H → P̂ rig. Comme
q est une immersion ouverte (7.1.4, (iii)), on peut se réduire au cas où H = P̂ rig, p
étant le morphisme canonique. On sait (7.4.9) qu’il existe un sous-schéma fermé de
présentation finie D de X ′ tel que W soit égal à X ′U −DU . Par suite, en vertu de
1.13.19, il existe un éclatement X ′U -admissible de présentation finie ρ : X ′′ → X ′

et un ouvert quasi-compact Q de X ′′ tels que QU  W et P1 = ρ−1(P ) ⊂ Q. Le
diagramme commutatif canonique

P̂ rig
1

j ��

i

��

Q̂rig

t

��
P̂ rig

p �� V an
fan

�� W an

montre alors que fan ◦ p est une immersion puisque i est un isomorphisme et que
j et t sont des immersions ouvertes ; d’où la proposition dans ce cas.

Supposons ensuite f une immersion fermée. Compte tenu de 7.2.11(iii) et
7.4.16, il suffit de montrer que si Y est un S-schéma séparé de présentation finie
tel que YU soit U -isomorphe à W , la projection canonique V an ×W an Ŷ rig → Ŷ rig

est une immersion fermée. L’immersion V → Y déduite de f est quasi-compacte.
SoitX l’adhérence schématique de V dans Y (qui existe en vertu de [28] 6.10.6). On
sait que X est de présentation finie sur Y (1.12.22). Comme f est une immersion
fermée, on a V = XU ([28] 6.10.7). Il résulte alors de 7.4.22 que le morphisme
canonique X̂rig → V an ×Wan Ŷ rig est un isomorphisme ; d’où la proposition dans
ce cas.
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Enfin, le cas où f est une immersion générale se déduit des deux cas précé-
dents.

Corollaire 7.4.26. Pour tout morphisme f : V →W de U -schémas séparés de type
fini, fan est séparé.

On notera que f étant séparé, le morphisme diagonal ∆f : V → V ×W V
est une immersion fermé. Le morphisme diagonal ∆fan : V an → V an ×Wan V an

s’identifie à (∆f )an (7.4.5). Il est donc une immersion fermée en vertu de 7.4.25.

Corollaire 7.4.27. Pour tout U -schéma séparé de type fini V , V an est un Θ-espace
rigide séparé.

Proposition 7.4.28. Soient V un U -schéma séparé de type fini, (Vi)i∈I des ouverts
de V tels que V = ∪i∈IVi. Alors (V an

i → V an)i∈I est une famille couvrante pour
la topologie admissible de Rigqs (7.3.1).

La proposition revient à dire que (V an
i → V an)i∈I est une famille épimor-

phique dans R̃ (7.3.1.1). On peut évidemment supposer I fini. Il suffit de montrer
que pour tout H ∈ Ob(R) et tout p : H → V an, il existe un recouvrement admis-
sible (Hj → H)j∈J tel que pour tout j ∈ J , p|Hj soit induit par un morphisme
Hj → V an

ij
pour un indice ij ∈ I. On sait (7.4.12.3) qu’il existe un S-schéma séparé

de présentation finie X tel qu’on ait un U -isomorphisme XU  V et que p soit
induit par un morphisme H → X̂ rig. On peut donc se réduire au cas où H = X̂rig,
p étant le morphisme canonique. Il résulte de ([28] 6.9.7) et du fait que XU est
noethérien que pour tout i ∈ I, il existe un idéal quasi-cohérent de type fini Ii de
OX tel que le sous-schéma fermé de V défini par Ii|V soit le complémentaire de
Vi dans V . Soient ϕ : X ′ → X l’éclatement de I =

∑

i∈I Ii dans X , I ′ = I OX′ .
Pour tout i ∈ I, soit X ′i l’ouvert maximal de X ′ où IiOX′

i
= I ′|X ′i (c’est à dire, le

complémentaire dans X ′ du sous-schéma fermé défini par l’idéal IiI ′−1 de OX′).
Il est clair que ϕ est un éclatement V -admissible, X ′ = ∪i∈IX ′i et X ′i ×S U  Vi
pour tout i ∈ I. Quitte à remplacer ϕ par un éclatement V -admissible de X qu’il
majore, on peut le supposer de présentation finie (1.13.4). Pour tout i ∈ I, on a
un morphisme canonique X̂ ′i → V an

i au-dessus de p : X̂rig → V an (7.4.20). Donc le
recouvrement admissible (X̂ ′rigi → X̂ rig)i∈I répond à la question.

Corollaire 7.4.29. Soient V un U -schéma séparé de type fini, V = �i∈IVi une
décomposition de V en somme de sous-schémas induits sur des ouverts (Vi)i∈I de
V . Alors V an est somme admissible des (V an

i )i∈I (7.3.17).

En effet, il résulte de 7.4.25 que les morphismes V an
i → V an sont des immer-

sions ouvertes et fermées. Ce sont donc des immersions ouvertes quasi-compactes
(7.2.6). La proposition résulte alors de 7.4.5, 7.4.12.4, 7.4.28 et 7.3.1.2.

7.4.30. Soient X un S-schéma propre de présentation finie, Y un sous-schéma
fermé de présentation finie de X , V l’ouvert XU−YU de XU . Pour tout éclatement
XU -admissible de présentation finie ϕ : X ′ → X , on note Yϕ le transformé strict de
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Y par ϕ et Pϕ l’ouvert X ′− Yϕ de X ′. Alors, pour tout morphisme f : (X ′′, ψ) →
(X ′, ϕ) de BX , on a f−1(Pϕ) ⊂ Pψ ; et la famille (P̂ rig

ϕ → V an), pour (X ′, ϕ) ∈
Ob(BX ), est un recouvrement admissible. En effet, pour la seconde assertion, on
peut se réduire au cas où YU est schématiquement dense dans Y . Pour tout objet
(X ′, ϕ, P ) de SV,X , on a ϕ−1(YU ) ⊂ X ′−P . Comme ϕ−1(YU ) est schématiquement
dense dans Yϕ (1.13.3), on en déduit que l’on a P ⊂ Pϕ. L’assertion résulte alors
de 7.4.13.

Proposition 7.4.31. Soient C un sous-schéma fermé de U , V l’ouvert U −C de U .
Alors V an est un ouvert de Θad et Can

ad est canoniquement équivalent au sous-topos
fermé de Θad complémentaire de l’ouvert V an ([1] IV 9.3.5).

Notons i : C → U et j : V → U les injections canoniques. On sait (7.4.25) que
jan est une immersion ouverte et que ian est une immersion fermée. Par suite, V an

définit un ouvert de Θad (7.3.15) et ian : Can
ad → Θad est un plongement (4.6.14).

En vertu de 7.4.5, V an ×Θ Can est vide. On en déduit, compte tenu de 7.3.6,
que pour tout faisceau F de Can

ad , jan∗(ian∗ (F )) est l’objet final de V an
ad . Il reste

à montrer que tout faisceau G de Θad tel que jan∗(G) soit l’objet final de V an
ad ,

est de la forme ian∗ (F ) pour un objet F de Can
ad . Nous établirons d’abord quelques

résultats préliminaires. Soit Y l’adhérence schématique de C dans S, de sorte que
Can = Ŷ rig (7.4.14). On désigne par BS la sous-catégorie pleine de Schpf/S formée
des éclatements U -admissibles de S. Pour tout objet (S′, ϕ) de BS , on note Yϕ
le transformé strict de Y par ϕ, ιϕ : Yϕ → S′ l’injection canonique, Pϕ l’ouvert
S′ − Yϕ de S′ et

µϕ : Θad → Ŝ′zar

le morphisme canonique de topos (4.5.10.2). Par transitivité des images sché-
matiques, tout morphisme f : (S′′, ψ) → (S′, ϕ) de BS induit un morphisme
fY : Yψ → Yϕ. En particulier, pour tout objet (Y ′, ϕ) de BS , ϕ induit un mor-
phisme ϕY : Yϕ → Y , qui est un éclatement C-admissible. On note

µϕY : Can
ad → (Ŷϕ)zar

le morphisme canonique de topos.

Lemme 7.4.31.1. Pour tout (S′, ϕ) ∈ Ob(BS), on a µϕ∗(V an) = P̂ϕ.

Comme µϕ∗(Θ) = Ŝ ′ et que V an est un ouvert de Θad, µϕ∗(V an) est un ouvert
de Ŝ′zar. Il suffit de montrer que, pour tout ouvert P de Ŝ ′, pour que V an(Prig) 	=
∅, il faut et il suffit que l’on ait P ⊂ P̂ϕ. Si P ⊂ P̂ϕ, alors V an(Prig) 	= ∅
(7.4.30). Inversement, supposons V an(Prig) 	= ∅ et montrons que P ⊂ P̂ϕ. D’après
7.4.30, il existe un morphisme f : (S′′, ψ) → (S′, ϕ) de BS′ tel que l’on ait un Θ-
morphisme Prig → P̂ rig

ψ . On peut supposer S ′′U schématiquement dense dans S′′,
ce qui entraîne que Ŝ′′ est rig-pur. Par suite, on a f̂−1(P) ⊂ P̂ψ en vertu de
3.1.4(iii). Comme on a de même f̂(Ŷψ) = Ŷϕ, on en déduit que P ⊂ P̂ϕ.
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Lemme 7.4.31.2. Soient G un faisceau de Θad tel que jan∗(G) soit l’objet final de
V an

ad , (S ′, ϕ) un objet de BS. Alors µϕ∗(G) est de la forme ι̂ϕ∗(Fϕ), où Fϕ est un
faisceau de (Ŷϕ)zar.

Il suffit de montrer que la restriction de µϕ∗(G) à l’ouvert P̂ϕ est égale à
P̂ϕ. Par hypothèse, la projection canonique G× V an → V an est un isomorphisme
([1] IV 5.2). On en déduit, compte tenu de 7.4.31.1, que la projection canonique
µϕ∗(G) × P̂ϕ → P̂ϕ est un isomorphisme. En effet, le foncteur µϕ∗ commute aux
limites projectives. Le lemme s’ensuit car (Ŷϕ)zar est le sous-topos fermé de Ŝ′zar
complémentaire de l’ouvert P̂ϕ.

7.4.31.3. On peut maintenant achever la preuve de 7.4.31. Considérons les foncteurs

θ : BS → BS , (S′, ϕ) �→ (Ŝ′, ϕ̂),

θY : BS → BŶ , (S′, ϕ) �→ (Ŷϕ, ϕ̂Y ).

La catégorie BS est cofiltrante, et il résulte de 2.5.7 et 2.9.13 que les foncteurs θ◦ et
θ◦Y sont cofinaux ([26] I 8.1.3). Donc d’après 4.5.34, on peut décrire les topos Θad et
Can

ad comme des limites projectives de topos fibrés au-dessus BS. Soit G un faisceau
de Θad tel que jan∗(G) soit l’objet final de V an

ad . Pour tout (S′, ϕ) ∈ Ob(BS),
posons Gϕ = µϕ∗(G), et considérons un isomorphisme Gϕ  ι̂ϕ∗(Fϕ), où Fϕ
est un faisceau de (Ŷϕ)zar (7.4.31.2). En vertu de 4.5.22, pour tout morphisme
f : (S′′, ψ) → (S ′, ϕ) de BS , on a un isomorphisme canonique

γf (G) : Gϕ
∼→ f̂∗(Gψ). (7.4.31.4)

Considérons le digramme commutatif

S ′′
f �� S′

Yψ
fY ��

ιψ

��

Yϕ

ιϕ

��

Comme le foncteur ι̂ϕ est pleinement fidèle, l’isomorphisme (7.4.31.4) induit un
isomorphisme canonique

γfY (F ) : Fϕ
∼→ f̂Y ∗(Fψ). (7.4.31.5)

Ces isomorphismes satisfont à des relations de compatibilités, déduites de celles
remplies par les isomorphismes γf (G) (4.5.18.3). Donc en vertu de 4.5.22 et 4.5.34,
la donnée {(S′, ϕ) �→ Fϕ} détermine essentiellement un seul faisceau F de Can

ad tel
que µϕY ∗(F ) = Fϕ. Compte tenu de 4.6.9 et 4.6.10(i), les isomorphismes Gϕ 
ι̂ϕ∗(Fϕ) induisent un isomorphisme G  ian∗ (F ).
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Lemme 7.4.32. Soient X un S-schéma de présentation finie, V = XU , W un U -
schéma séparé de type fini, f : V → W un U -morphisme. Alors, il existe un éclate-
ment V -admissible de présentation finie ϕ : X ′ → X, un S-schéma séparé de pré-
sentation finie Y et un S-morphisme h : X ′ → Y tel que hU soit U -isomorphe à f .

En vertu de 1.12.23, il existe un S-schéma propre de présentation finie Z et
une immersion ouverte W → Z au-dessus de S. L’assertion résulte alors de 1.13.4,
1.13.18 et 1.13.19 (on notera, pour appliquer 1.13.19, qu’il existe un sous-schéma
fermé de présentation finie H de Z tel que W soit égal à ZU −HU (7.4.9)).

Proposition 7.4.33. Si f : V → W est un U -morphisme lisse (resp. étale) de U -
schémas séparés de type fini, alors fan est lisse (resp. étale).

Compte tenu de 7.2.15 et 7.4.16, on se réduit à montrer que si X est un S-
schéma séparé de présentation finie tel queXU soit U -isomorphe à V , le morphisme
X̂rig → W an composé du morphisme canonique X̂rig → V an et de fan, est lisse
(resp. étale). D’après 7.4.32, il existe un éclatement V -admissible de présentation
finie ϕ : X ′ → X , un S-schéma séparé de présentation finie Y et un S-morphisme
h : X ′ → Y tels que hU soit U -isomorphe à f . Le morphisme (ĥ)rig est lisse (resp.
étale) en vertu de 6.4.15. L’assertion s’ensuit compte tenu de 7.4.20 et 7.2.14.

Lemme 7.4.34. Soient Z un S-schéma de présentation finie, V un ouvert schéma-
tiquement dense de Z contenu dans ZU . Supposons Z affine et ZT = Z ×S T non
vide. Alors il existe un objet (Z ′, ϕ, P ) de SV,Z (7.4.9) tel que P ×S T soit non
vide.

Soient A l’anneau de Z, J l’idéal de A correspondant au fermé ZT = Z×S T ,
Â le séparé complété de A pour la topologie J-préadique. On sait (7.4.9) qu’il
existe un sous-schéma fermé H de Z défini par un idéal quasi-cohérent de type
fini I de OZ tel que V soit égal à l’ouvert ZU −HU de ZU ; donc V est aussi égal
à l’ouvert Z − V(JI ) de Z. Comme Â est A-plat (1.12.17), l’ouvert V ⊗A Â est
schématiquement dense dans Spec(Â) (1.8.30.2) et en particulier non vide. Soit x
un point fermé de V ⊗A Â. Comme Spec(Â)−V(JÂ) est un schéma de Jacobson
(1.11.9), x est fermé dans Spec(Â)−V(JÂ). Il lui correspond donc un point rigide
fermé Q = Spf(B) de Spf(Â) (3.3.2). Notons Y = Spec(B) et f : Y → Z le
morphisme canonique. On a alors f(YU ) ⊂ V . En vertu de 1.13.19, il existe un
éclatement ZU -admissible ϕ : Z ′ → Z et un idéal quasi-cohérent de type fini I ′ de
OZ′ tels que l’on ait I OZ′ ⊂ I ′, I ′|Z ′U = I |ZU et si Y ′ désigne le transformé
strict de Y par ϕ, I ′OY ′ = OY ′ . Comme ZU est schématiquement dense dans
Z, ϕ est de présentation finie (1.13.3). Posons P = Z ′ − V(I ′), de sorte que ϕ
induit un isomorphisme PU  V et le morphisme canonique Y ′ → Z ′ se factorise
à travers P . Il résulte de la preuve de 3.3.12 que Y ′ est le spectre d’un ordre
1-valuatif. Par suite, Y ′T est non vide, et donc PT est non vide.

Proposition 7.4.35. Soit V un U -schéma séparé de type fini. Pour que V an soit
vide, il faut et il suffit que l’image schématique de V dans S soit contenue dans U .
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On notera que l’image schématique de V dans S existe ([28] 6.10.5). En
vertu de 1.12.23, il existe un morphisme propre de présentation finie f : X → S
et une immersion ouverte schématiquement dominante ι : V → X au-dessus de S.
Les images schématiques de V et de X dans S sont égales ([28] 6.10.3), et sont
donc de support f(X). Si f(X) ⊂ U , X̂ est vide et donc (XU )an = X̂rig est vide
(7.4.14) ; par suite V an est vide. Inversement, supposons f(X) 	⊂ U et montrons
que V an est non vide. Soient Z un ouvert affine de X tel que Z ×S T soit non
vide, W = V ∩ Z qui est schématiquement dense dans Z. En vertu de 7.4.34,
il existe un objet (Z ′, ϕ, P ) de SW,Z tel que PT soit non vide. Comme ZU est
schématiquement dense dans Z, Z ′U est schématiquement dense dans Z ′ (1.13.3).
Par suite, P̂ est rig-pur (2.6.18), P̂ rig est non vide (4.1.8), et donc W an et V an

sont non vide.

7.5 Hensélisation et géométrie rigide

7.5.1. Les hypothèses et notations du §7.4 sont en vigueur dans cette section. De
plus, soient X = Spec(A) un schéma affine qui est un S-schéma de présentation
finie, Y (resp. V ) l’image réciproque de T (resp. U) dans X , Xh le hensélisé de
X le long de Y (1.15.6), V h (resp. Y h) l’image réciproque de V (resp. Y ) dans
Xh. On notera que V h est un schéma noethérien (1.15.12). On désigne par CX la
sous-catégorie pleine de Schpf/X formée des voisinages étales élémentaires affines
de Y dans X . On rappelle que CX est une catégorie cofiltrante et Xh (resp. V h)
s’identifie à la limite projective suivante dans la catégorie des schémas (1.15.5.2 et
[31] 8.2.3)

Xh = lim←−
X′∈Ob(CX )

X ′ (resp. V h = lim←−
X′∈Ob(CX )

X ′ ×X V ). (7.5.1.1)

7.5.2. Suivant ([1] VII 5.3), considérons la catégorie Fpf des morphismes de pré-
sentation finie de Sch, et le “foncteur but”

Fpf → Sch, (7.5.2.1)

qui est un foncteur fibrant. On désigne par

Fpf/V → CX (7.5.2.2)

l’image inverse de (7.5.2.1) par le foncteur

CX → Sch, X ′ �→ X ′V = X ′ ×X V. (7.5.2.3)

La fibre de (7.5.2.2) au-dessus de X ′ ∈ Ob(CX ) est canoniquement équivalente à
la catégorie Schpf/X′

V
. On a un foncteur naturel

Fpf/V → Schpf/V h (7.5.2.4)
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dont la restriction à la fibre au-dessus de X ′ ∈ Ob(CX ) est donnée par le foncteur
de changement de base par le morphisme canonique V h → X ′V

Schpf/X′
V
→ Schpf/V h , W �→ W ×X′

V
V h.

Ce foncteur transforme morphisme cartésien en isomorphisme. Donc compte tenu
de ([1] VI 6.3), il définit un foncteur

lim−→
C◦
X

Fpf/V → Schpf/V h . (7.5.2.5)

Il résulte de ([31] 8.8.2) que le foncteur (7.5.2.5) est une équivalence de caté-
gories. Cet énoncé peut se préciser en introduisant quelques ensembles (M ) de
morphismes de schémas, stables par changement de base. L’énoncé obtenu ainsi
est vrai par exemple lorsque (M ) est l’un des ensembles suivants : morphismes
séparés (resp. propres, resp. finis, resp. lisses, resp. étales, resp. non ramifiés, resp.
immersions, resp. immersions ouvertes, resp. immersions fermées) ([31] 8.10.5 et
17.7.8).

Remplaçons alors (7.5.2.1) par la sous-catégorie fibrée

Fspf → Sch (7.5.2.6)

formée des morphismes séparés de présentation finie, et formons de même la ca-
tégorie fibrée

Fspf/V → CX , (7.5.2.7)

dont la fibre au-dessus de X ′ ∈ Ob(CX) est la catégorie Schspf/X′
V
. Alors le

foncteur canonique
lim−→
C◦
X

Fspf/V → Schspf/V h (7.5.2.8)

est une équivalence de catégories. On identifiera dans la suite la catégorie limite
inductive de Fspf/V au-dessus de C ◦X avec la catégorie Schspf/V h au moyen de ce
foncteur.

7.5.3. Soient X ′ ∈ Ob(CX ), Y ′ l’image réciproque de Y dans X ′. Comme le
hensélisé de X ′ le long de Y ′ est canoniquement isomorphe à Xh, le schéma formel
X̂ ′ complété de X ′ le long de Y ′ s’identifie à X̂. Donc en vertu de 7.4.16, on a une
immersion ouverte canonique

jX′ : X̂rig → (X ′V )an. (7.5.3.1)

D’après 7.4.20, pour tout morphisme f : X ′′ → X ′ de CX , on a

jX′ = (fV )an ◦ jX′′ . (7.5.3.2)

7.5.4. Le foncteur GAGA relatif à (S, T ) (7.4.12.1), noté A, induit un foncteur

Fspf/V → Rig
qs/X̂rig (7.5.4.1)
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dont la restriction à la fibre au-dessus de X ′ ∈ Ob(CX ) est donnée par le foncteur

Schspf/X′
V
→ Rigqs/X̂rig , W �→W an ×(X′

V )an X̂
rig. (7.5.4.2)

Comme A est exact à gauche (7.4.5), le foncteur (7.5.4.1) transforme morphisme
cartésien en isomorphisme. Donc compte tenu de (7.5.2.8), il définit un foncteur

B : Schspf/V h → Rigqs/X̂rig , (7.5.4.3)

qu’on appelle foncteur GAGA hensélien relatif à (X,Y ). L’omission de la paire
(S, T ) de la terminologie sera justifiée dans (7.5.5). Si W (resp. f) est un objet
(resp. un morphisme) de Schspf/V h , on note aussi W an (resp. fan) son image par
le foncteur B. On montrera (7.5.7) que cette notation n’entraîne aucune confusion
avec celle introduite dans (7.4.12).

7.5.5. Considérons le foncteur GAGA relatif à (X,Y )

A′ : Schspf/V → Rigqs/X̂rig , (7.5.5.1)

et formons à partir de ce dernier le foncteur analogue à (7.5.4.3)

B′ : Schspf/V h → Rig
qs/X̂rig . (7.5.5.2)

Alors les foncteurs B et B′ sont canoniquement isomorphes. En effet, pour tout V -
schéma séparé de type fini W , on a un isomorphisme canonique fonctoriel (7.4.7.2)

A′(W ) ∼→ A(W ) ×A(V ) X̂
rig. (7.5.5.3)

Pour tout X ′ ∈ Ob(CX ), le diagramme de morphismes canoniques

X̂ ′rig ��

��

A(X ′V )

��
X̂rig �� A(V )

est commutatif (7.4.20). De plus, le morphisme X̂ ′rig → A(X ′V ) ×A(V ) X̂
rig défini

par ce diagramme s’identifie au morphisme canonique X̂ ′rig → A′(X ′V ) (7.4.6.5).
On en déduit que le foncteur (7.5.4.1) et son analogue relatif à (X,Y ) sont cano-
niquement isomorphes, d’où notre assertion.

Remarque 7.5.6. Soient X ′ ∈ Ob(CX), Y ′ l’image réciproque de Y dans X ′, W
un X ′V -schéma séparé de type fini. Les propriétés suivantes résultent aussitôt de
la définition (7.5.4) :

(i) Les foncteurs GAGA henséliens relatifs à (X,Y ) et à (X ′, Y ′) sont canoni-
quement isomorphes.
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(ii) On a un isomorphisme canonique (fonctoriel en W )

B(W ×X′
V
V h)  A(W ) ×A(X′

V ) X̂
rig, (7.5.6.1)

qu’on pourrait aussi écrire sous la forme (W×X′
V
V h)an W an×(X′

V )an(V h)an.

Proposition 7.5.7. Si la paire (Xh, Y h) est idyllique, alors le foncteur GAGA hen-
sélien relatif à (X,Y ) est canoniquement isomorphe au foncteur GAGA relatif à
(Xh, Y h).

Notons Ah le foncteur GAGA relatif à (Xh, Y h). Soient W un V -schéma
séparé de type fini, MW/X et MW×V V h/Xh les catégories définies dans (7.4.6). Si
(Z, u) est un objet de MW/X , les schémas formels complétés respectivement de Z
et Z ×X Xh le long des images réciproques de Y sont canoniquement isomorphes.
Donc compte tenu de (7.4.6.5), le foncteur

MW/X → MW×V V h/Xh , (Z, u) �→ (Z ×X Xh, u×V V h) (7.5.7.1)

induit un X̂rig-morphisme (fonctoriel en W )

jW : A(W ) ×A(V ) X̂
rig → Ah(W ×V V h). (7.5.7.2)

Pour prouver la proposition, il suffit de montrer que jW est un isomorphisme,
i.e., est un épimorphisme et un monomorphisme de R̃. On peut se réduire au cas
où (S, T ) = (X,Y ) (7.4.7.2), de sorte que A(V ) = X̂ rig. Il résulte de 7.4.12.3,
7.1.4(iii) et 7.4.16 que jW est une immersion ouverte, et donc un monomorphisme
(7.2.3). Soient Z1 un Xh-schéma séparé de présentation finie tel que Z1 ×Xh V h

soit V h-isomorphe à W ×V V h, Ẑ1 le schéma formel complété de Z1 le long de
l’image réciproque de Y h, u : Ẑrig

1 → Ah(W ×V V h) le morphisme canonique, qui
est une immersion ouverte (7.4.16). Par descente ([31] 8.8.2 et 8.10.5), il existe
X ′ ∈ Ob(CX ) et un X ′-schéma séparé de présentation finie Z ′ tels que Z ′×X′ Xh

soit Xh-isomorphe à Z1 et que Z ′×X V soit X ′-isomorphe à W ×XX ′. Le schéma
formel complété de Z ′ le long de l’image réciproque de Y s’identifie à Ẑ1, et on a
un X̂rig-isomorphe canonique A(W×XX ′)×A(X′

V ) X̂
rig  A(W ) (7.4.5). Par suite,

le X ′-schéma Z ′ définit un morphisme v : Ẑrig
1 → A(W ) (7.4.20) tel que jW ◦v = u.

On en déduit par 7.4.16 que jW est un épimorphisme de R̃.

7.5.8. SoientW un V h-schéma séparé de type fini, Z unXh-schéma de présentation
finie, u : ZV → W un V h-morphisme, Ẑ le schéma formel complété de Z le long
de l’image réciproque de Y . On a un morphisme canonique (fonctoriel en (Z, u))

Ẑrig → W an (7.5.8.1)

défini de la façon suivante. Par descente ([31] 8.8.2 et 8.10.5), il existe X ′ ∈
Ob(CX ), un X ′V -schéma séparé de type fini W ′, un X ′-schéma de présentation
finie Z ′ et un X ′V -morphisme u′ : Z ′V → W ′ tels que W , Z et u s’identifient aux
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objets déduits respectivement de W ′, Z ′ et u′ par changement de base par le mor-
phisme Xh → X ′. On peut alors identifier canoniquement Ẑ avec le schéma formel
complété de Z ′ le long de l’image réciproque de Y . Compte tenu de (7.5.6.1), on
prend pour (7.5.8.1) le morphisme induit par le diagramme commutatif canonique
(7.4.20)

Ẑrig ��

��

W ′an

��
X̂ rig �� (X ′V )an

(7.5.8.2)

Il est clair que cette définition ne dépend pas du choix de X ′.

Proposition 7.5.9. Soient W un V h-schéma séparé de type fini, Z un Xh-schéma
séparé de présentation finie tels que W soit V h-isomorphe à ZV , Ẑ le schéma
formel complété de Z le long de l’image réciproque de Y . Alors le morphisme
canonique Ẑrig → W an (7.5.8.1) est une immersion ouverte (quasi-compacte). De
plus, lorsque Z parcourt la collection des Xh-schémas séparés de présentation finie
tels que W soit V h-isomorphe à ZV , les morphismes canoniques Ẑrig → W an

forment un recouvrement admissible.

Compte tenu de la définition (7.5.8), la première assertion résulte de 7.4.16
et 7.1.4(iii), et la seconde assertion de 7.4.21.

Proposition 7.5.10. Soient Z un Xh-schéma propre de présentation finie, W = ZV ,
Ẑ le schéma formel complété de Z le long de l’image réciproque de Y . Alors le
morphisme canonique Ẑrig → W an (7.5.8.1) est un isomorphisme.

En effet, avec les notations de (7.5.8), on peut supposer Z ′ propre de pré-
sentation finie sur X ′ ([31] 8.10.5) et W ′ = Z ′V . La proposition résulte alors de
7.4.22.

Proposition 7.5.11. Le foncteur B est exact à gauche.

En effet, on a B(V h) = X̂rig, et il résulte par descente ([31] 8.8.2 et 8.10.5)
de 7.4.5 et (7.5.6.1) que B transforme les produits fibrés en produits fibrés, d’où
la proposition ([1] I 2.4.2).

Proposition 7.5.12. Pour tout morphisme f : W ′ → W de V h-schémas séparés de
type fini, le morphisme fan : W ′an →W an est séparé.

Cela résulte par descente ([31] 8.8.2 et 8.10.5) de (7.5.6.1) et de l’assertion
analogue pour les morphismes de U -schémas séparés de type fini (7.4.26).

Proposition 7.5.13. Soit f : W ′ → W un morphisme de V h-schémas séparés de
type fini. Considérons pour un morphisme de schémas (resp. d’espaces rigides
quasi-séparés) la propriété d’être

(i) une immersion ;
(ii) une immersion fermée ;
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(iii) une immersion ouverte ;
(iv) propre ;
(v) fini ;
(vi) étale.
(vii) lisse.
Alors, si f vérifie l’une des propriétés précédentes, il en est de même de fan.

Cela résulte par descente ([31] 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8) de (7.5.6.1) et de la pro-
position analogue pour les morphismes de U -schémas séparés de type fini (7.4.23,
7.4.25 et 7.4.33)

Proposition 7.5.14. Soient W un V h-schéma séparé de type fini, (Wi)i∈I des ou-
verts de W tels que W = ∪i∈IWi. Alors (W an

i → W an)i∈I est une famille cou-
vrante pour la topologie admissible de Rigqs (7.3.1).

Comme W est quasi-compact, on peut supposer I fini, auquel cas, la pro-
position résulte par descente ([31] 8.8.2 et 8.10.5) de (7.5.6.1) et de l’assertion
analogue pour les U -schémas séparés de type fini (7.4.28).

Corollaire 7.5.15. Soient W un V h-schéma séparé de type fini, W = �i∈IWi une
décomposition de W en somme de sous-schémas induits sur des ouverts (Wi)i∈I
de W . Alors W an est somme admissible des (W an

i )i∈I (7.3.17).

En effet, il résulte de 7.5.13 que les morphismes W an
i →W an sont des immer-

sions ouvertes et fermées. Ce sont donc des immersions ouvertes quasi-compactes
(7.2.6). La proposition résulte alors de 7.5.11, 7.5.14 et 7.3.1.2.

Proposition 7.5.16. Soit W un V h-schéma séparé de type fini. Pour que W soit
vide, il faut et il suffit de W an soit vide.

Si W est vide, W an est vide. Montrons que si W an est vide, W est vide. Il
existe X ′ ∈ Ob(C ), un X ′V -schéma séparé de type fini W ′ et un V h-isomorphisme
W  W ′ ×X′

V
V h ([31] 8.8.2 et 8.10.5). Par suite, W ′an ×(X′

V )an X̂
rig est vide

(7.5.6.1). Donc en vertu de (7.4.7.2) et 7.4.35, l’image schématique de W ′ dans X ′
est contenue dans X ′V . On en déduit par ([31] 11.10.5) que l’image schématique
de W dans Xh (qui existe en vertu de [28] 6.10.5) est contenue dans V h. Or tout
point fermé de Xh est contenu dans Y h ; donc W est vide.

Proposition 7.5.17. Soient X1 un X-schéma fini de présentation finie, Y1 (resp.
V1) l’image réciproque de Y (resp. V ) dans X1, Xh

1 le hensélisé de X1 le long de
Y1, V h

1 l’image réciproque de V1 dans Xh
1 . Notons

B1 : Schspf/V h
1
→ Rigqs/X̂rig

1
(7.5.17.1)

le foncteur GAGA hensélien relatif à (X1, Y1). Alors pour tout V h
1 -schéma séparé

de type fini W , on a un isomorphisme canonique fonctoriel

B1(W )  B(W ). (7.5.17.2)
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Notons d’abord qu’on a des isomorphismes canoniques Xh
1
∼→ X1 ×X Xh et

X̂rig
1
∼→ V an

1 ×V an X̂rig ∼→ B(V h
1 )

d’après 7.4.22 et (7.5.6.1). Considérons le foncteur θ : CX → CX1 défini par X ′ �→
X1 ×X X ′. Montrons que θ◦ est cofinal. Soient X ′1 ∈ Ob(CX1), u : X ′1 → X1 le
morphisme structural. Le morphisme u ×X Xh : X ′1 ×X Xh → X1 ×X Xh étant
un voisinage étale élémentaire de Y1 ×X Xh, admet une section vh. De plus, cette
section est unique d’après ([31] 17.4.9). En vertu de ([31] 8.8.2), il existe X ′ ∈
Ob(CX ) et une section v′ du morphisme u ×X X ′ : X ′1 ×X X ′ → X1 ×X X ′ qui
induit la section vh par le changement de base Xh → X ′. En fait toute section w′
de u ×X X ′ induit la section vh par le même changement de base. Il existe donc
un morphisme X ′′ → X ′ de CX tel que w′×X′ X ′′ = v′×X′ X ′′. On en déduit par
([1] I 8.1.3) que le foncteur θ◦ est cofinal.

Pour tout X ′ ∈ Ob(CX), si l’on pose X ′1 = X1 ×X X ′, le diagramme

X̂ rig
1

jX′
1 ��

��

(X ′1 ×X V )an

��
X̂ rig

jX′ �� (X ′ ×X V )an

où jX′ et jX′
1

sont les immersions ouvertes définies dans (7.5.3.1), est cartésien en
vertu de 7.4.22. La proposition s’ensuit compte tenu de la définition (7.5.4).

7.6 Topos de Zariski et topos admissible

7.6.1. Dans cette section, S désigne un schéma cohérent et T un sous-schéma
fermé de S tels que la paire (S, T ) soit idyllique (2.6.17). On note U l’ouvert S−T
de S, S = S/T le schéma formel complété de S le long de T et Θ = S rig. On
désigne respectivement par

Schpf/S → S/S , X �→ X̂, (7.6.1.1)
Schspf/U → Rigqs/Θ, V �→ V an, (7.6.1.2)

le foncteur de complétion le long de l’image réciproque de T et le foncteur GAGA
relatif à (S, T ) (7.4.12.1).

7.6.2. Soit V un U -schéma séparé de type fini. On désigne par Zar/V le site de
Zariski de V ; c’est un U-site dont chaque objet est quasi-compact, et donc séparé
de type fini sur U . On note Vzar le topos des faisceaux de U-ensembles sur Zar/V .
En vertu de 7.4.25, le foncteur GAGA relatif à (S, T ) induit un foncteur

ϕV : Zar/V → Ouv/V an . (7.6.2.1)
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Celui-ci est exact à gauche (7.4.5) et transforme famille couvrante en famille cou-
vrante (7.4.28), où Ouv/V an est muni de la topologie admissible (7.3.4). Par suite,
il définit un morphisme de sites, et donc un morphisme de topos

ΦV : V an
ad → Vzar, (7.6.2.2)

caractérisé par ΦV ∗(F ) = F ◦ ϕV et Φ∗V prolonge ϕV ([1] IV 4.9.4). Il résulte de
(7.4.19.2) qu’on a un homomorphisme canonique

OV → ΦV ∗(OV an). (7.6.2.3)

On obtient un morphisme de topos annelés que l’on note encore

ΦV : (V an
ad ,OV an) → (Vzar,OV ). (7.6.2.4)

On appelle ΦV le morphisme GAGA admissible relatif à (S, T ), ou simplement le
morphisme GAGA relatif à (S, T ) lorsqu’aucune ambiguïté sur la topologie n’est
à craindre.

Suivant la convention (1.1.11), nous utilisons pour les modules la notation
Φ−1
V pour désigner l’image réciproque au sens des faisceaux abéliens en réservant la

notation Φ∗V pour l’image réciproque au sens des modules. Si F est un OV -module,
on pose

F an = Φ∗V (F ) = Φ−1
V (F ) ⊗Φ−1

V (OV ) OV an . (7.6.2.5)

7.6.3. Soit f : V ′ → V un morphisme de U -schémas séparés de type fini. Il résulte
aisément de 7.4.5 et des définitions que le diagramme de morphismes de topos
annelés

(V ′anad ,OV ′an)
ΦV ′ ��

fan

��

(V ′zar,OV ′)

f

��
(V an

ad ,OV an)
ΦV �� (Vzar,OV )

(7.6.3.1)

est commutatif à isomorphisme canonique près. Par conséquent, si F ′ est un OV ′-
module, on a, pour tout q ≥ 0, un morphisme de changement de base (1.2.3.3)

cq : (Rqf∗F ′)an → Rqfan
∗ (F ′an), (7.6.3.2)

appelé aussi morphisme de comparaison.

7.6.4. Soient S′ → S un morphisme séparé de présentation finie, T ′ (resp. U ′)
l’image réciproque de T (resp. U) dans S′, S ′ = S′/T ′ le schéma formel complété
de S ′ le long de T ′, Θ′ = S ′rig. Si V est un U ′-schéma séparé de type fini, on note
V an′

son image par le foncteur GAGA relatif à (S′, T ′) et Φ′V : (V an′
zar ,OV an′ ) →

(Vzar,OV ) le morphisme GAGA relatif à (S′, T ′). Si F est un OV -module, on pose
F an′

= Φ′∗V (F ).
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Soit V un U ′-schéma séparé de type fini. On a une immersion ouverte cano-
nique jU ′ : Θ′ → U ′an (7.4.16) et un isomorphisme fonctoriel (7.4.7.2)

V an′  V an ×U ′an Θ′. (7.6.4.1)

Soit jV : V an′ → V an la projection canonique. Il résulte de (7.6.4.1) (appliqué aux
objets de Zar/V ) et de 7.4.18 qu’on a un isomorphisme canonique de morphismes
de topos annelés

Φ′V
∼→ ΦV jV . (7.6.4.2)

On en déduit que pour tout OV -module F , on a un isomorphisme canonique

F an′ ∼→ F an|V an′
. (7.6.4.3)

Soient f : V ′ → V un morphisme séparé de type fini, F ′ un OV ′ -module, q
un entier ≥ 0,

cq : (Rqf∗F ′)an → Rqfan
∗ (F ′an),

c′q : (Rqf∗F ′)an
′ → Rqfan′

∗ (F ′an
′
),

les morphismes de comparaison relatifs respectivement à (S, T ) et (S′, T ′) (7.6.3.2).
On peut identifier fan′

au changement de base de fan par l’immersion ouverte jV
(7.6.4.1). On vérifie aussitôt que c′q est la restriction de cq à V an′

.

7.6.5. Le diagramme de morphismes de topos

Θad
ΦU ��

ρS

��

Uzar

j

��
Szar

i �� Szar

(7.6.5.1)

où ρS est le morphisme (4.5.2.1) et i et j sont les morphismes canoniques, n’est
pas commutatif, même pas à isomorphisme près. Mais le morphisme de foncteurs
(7.4.12.6) induit un morphisme de jΦU dans iρS ; en d’autres termes, on a un
morphisme de foncteurs

j∗ΦU∗ → i∗ρS ∗. (7.6.5.2)

De plus, il résulte de 7.4.18 que le diagramme

j∗OU

��

OS ���� i∗OS

��
j∗(ΦU∗OΘ)

(7.6.5.2) �� i∗(ρS ∗OΘ)
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est commutatif. Par suite, pour tout OS -module F , on a un morphisme OΘ-linéaire
fonctoriel

ρ∗S (i∗F ) → Φ∗U (F |U), (7.6.5.3)

où toutes les images réciproques sont prises au sens des modules.
Soient F un OS-module cohérent, F̂ son complété F/T le long de T . Compte

tenu de 2.5.5(ii) et 4.7.25, le morphisme (7.6.5.3) s’écrit aussi sous la forme

F̂ rig → (F |U)an. (7.6.5.4)

D’autre part, on définit un morphisme OΘ-linéaire fonctoriel

(F |U )an −→ F̂ rig (7.6.5.5)

de la façon suivante : se donner un tel morphisme revient à se donner un morphisme
OU -linéaire

F |U → ΦU∗(F̂ rig).

On prend pour ce morphisme celui donné, pour tout ouvert W de U , par le mor-
phisme canonique Γ(W,F ) → Γ(W an, F̂ rig) (7.4.19).

Proposition 7.6.6. Soient F un OS-module cohérent, F̂ son complété F/T le
long de T . Alors les morphismes F̂ rig → (F |U)an (7.6.5.4) et (F |U )an → F̂ rig

(7.6.5.5) sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre.

On peut remplacer S par un recouvrement ouvert (7.6.4). Par suite, on peut
supposer que l’on a une suite exacte Om

S → On
S → F → 0. Il résulte de 2.5.5(i) et

4.7.11 qu’on a un diagramme commutatif à lignes exactes

(Om
S )rig ��

u1

��

(On
S )rig ��

u2

��

F̂ rig ��

u

��

0

(Om
U )an ��

v1

��

(On
U )an ��

v2

��

(F |U)an ��

v

��

0

(Om
S )rig �� (On

S )rig �� F̂ rig �� 0

où u, u1 et u2 sont les morphismes (7.6.5.4) et v, v1 et v2 sont les morphismes
(7.6.5.5). Comme u1, u2, v1 et v2 sont clairement les identités, u et v sont des
isomorphismes inverses l’un de l’autre.

Corollaire 7.6.7. Soient X un S-schéma séparé de présentation finie, F un OX-
module cohérent, F̂ son complété F/XT le long de XT , V = XU . Alors on a un
isomorphisme fonctoriel

F̂ rig ∼→ (F |V )an|X̂rig. (7.6.7.1)
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Cela résulte de 7.6.4 et 7.6.6.

Proposition 7.6.8. Soit V un U -schéma séparé de type fini. Alors le morphisme de
topos annelés (7.6.2.4)

ΦV : (V an
ad ,OV an) → (Vzar,OV )

est plat.

Comme V an
ad admet suffisamment de points (7.3.14) et que OV est cohérent,

on se ramène à vérifier la condition 1.3.17(ii) pour tout ouvert de V . Il suffit alors
de montrer que le foncteur F �→ F an = Φ∗V (F ) est exact sur la catégorie des OV -
modules cohérents. Soit 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 une suite exacte de OV -modules
cohérents. D’après 7.4.16, il suffit de montrer que pour tout S-schéma séparé de
présentation finie tel que XU soit U -isomorphe à V , la suite

0 → F ′an|X̂rig → F an|X̂rig → F ′′an|X̂rig → 0 (7.6.8.1)

est exacte. Il existe un OX-module cohérent F tel que F |V  F (2.6.23). En vertu
de ([28] 6.9.7), il existe un sous-OX -module quasi-cohérent de type fini F ′ de F
tel que F ′|V  F ′. Comme F est cohérent, F ′ est cohérent. Posons F ′′ = F/F ′

de sorte que l’on a F ′′|V  F ′′. Il résulte alors de 2.5.5(i), 4.7.11 et 7.6.7 que la
suite (7.6.8.1) est exacte.

7.6.9. Soient f : X → S un morphisme propre de présentation finie, V = XU ,
h = fU , F un OX -module cohérent, F̂ son complété F/XT le long de XT , q un
entier ≥ 0. On sait que Rqf∗(F ) est un OS-module cohérent (1.4.8 et 2.6.18). On
note (Rqf∗(F ))∧ son complété (Rqf∗(F ))/T le long de T . On a un morphisme
canonique (2.12.1.7)

θq : (Rqf∗(F ))∧ → Rq f̂∗(F̂ ). (7.6.9.1)

On notera que l’on a X̂rig = V an (7.4.14) et par suite f̂ rig = han.

Proposition 7.6.10. Sous les hypothèses de (7.6.9), le diagramme

((Rqf∗(F ))∧)rig
θrigq ��

u

��

(Rq f̂∗(F̂ ))rig
κq �� Rq f̂ rig

∗ (F̂ rig)

v

��
(Rqh∗(F |V ))an cq �� Rqhan

∗ ((F |V )an)

(7.6.10.1)

où u est le morphisme (7.6.5.4), v provient du morphisme (7.6.7.1), κq est le mor-
phisme (4.7.35.2) et cq est le morphisme de comparaison (7.6.3.2), est commutatif.
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Considérons le digramme (en forme de cube) de morphismes de topos

V an
ad

ΦV ��

han

��

ρ
X̂ ���

��
��

��
�

��������2

Vzar

jX!"��
��

��
��

�

h

��

X̂zar

iX ��

f̂

��
��������5

Xzar

f

��
Szar

i �� Szar

Θad
ΦU

��

ρS

"#��������

��������1

��������4

Uzar

j
#$��������

��������3

où les faces (2) et (4) correspondent au diagramme (7.6.5.1) pour respectivement
X et S ; notons (6) la face représentée par le grand carré extérieur. Seules les faces
(1), (3), (5) et (6) sont commutatives à isomorphisme canonique près. Il résulte
essentiellement de 7.4.22 que le diagramme de morphismes de foncteurs

j∗ΦU∗han∗
∼ ��

��

j∗h∗ΦV ∗
∼ �� f∗jX∗ΦV ∗

��
i∗ρS ∗han∗

∼ �� i∗f̂∗ρX̂∗
∼ �� f∗iX∗ρX̂∗

où les isomorphismes horizontaux correspondent aux faces commutatives et les
morphismes verticaux proviennent du morphisme (7.6.5.2) pour les faces (2) et
(4), est commutatif. On sait que i, iX , ρS , ρX̂ , ΦU et ΦV sont plats (2.6.19, 4.7.27
et 7.6.8). On en déduit par 1.2.4(ii) et 1.2.5(ii) que le diagramme

ρ∗S (i∗(Rqf∗F )
w5 ��

w4

��

ρ∗S (Rq f̂∗(i∗XF ))
w1 �� Rqf̂ rig

∗ (ρ∗
X̂

(i∗XF ))

w2

��
Φ∗U (j∗(Rqf∗F ))

w3 �� Φ∗U (Rqh∗(j∗XF ))
w6 �� Rqhan∗ (Φ∗V (j∗XF ))

où wn, n ∈ {1, 3, 5, 6}, est le morphisme de changement de base relativement à la
face (n), et wn, n ∈ {2, 4}, est le morphisme (7.6.5.3) relativement à la face (n),
est commutatif. Comme on a par définition w1 = κq, w2 = v, w3w4 = u, w5 = θrigq
et w6 = cq, le diagramme (7.6.10.1) est commutatif.

Théorème 7.6.11. Soient V un U -schéma séparé de type fini, f : W → V un mor-
phisme propre, F un OW -module cohérent. Alors, pour tout entier q ≥ 0, le mor-
phisme (7.6.3.2)

cq : (Rqf∗F )an → Rqfan
∗ (F an)

est un isomorphisme.
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L’éclatement S′ de T dans S est de présentation finie sur S (1.13.3). Quitte
à remplacer S par S′ (7.6.4 et 7.4.14), on peut supposer que S admet localement
un idéal de définition monogène. On peut se borner au cas où V = U (7.4.16 et
7.6.4). Il existe un morphisme propre de présentation finie g : X → S tel que XU

soit U -isomorphe à W (1.12.24). De plus, d’après 2.6.23(i), il existe un OX -module
cohérent F tel que F |W  F . Appliquons (7.6.10) à g et F . Avec les notations
de loc. cit., on sait que θq , u et v sont des isomorphismes (2.12.2 et 7.6.7). De
plus, compte tenu des hypothèses, κq est un isomorphisme (4.7.36). Donc cq est
un isomorphisme (7.6.10.1).

(A suivre.)
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