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Préface 

Ce livre a pour ambition d'exposer les bases algébriques des 
calculs tensoriels et spinoriels et d'en indiquer quelques applications. 

Nous sommes partis du fait que les définitions partielles ou som
maires que l'on donne habituellement des tenseurs et des spineurs, 
pour exactes qu'elles soient dans le contexte où on les utilise, ont sou
vent pour effet d'engendrer des idées fausses résultant d'une volonté 
excessive de simplification. 

Nous avons donc entrepris d'explorer leur structure sans faire 
de concession à la facilité. 

Suivant les principes de cette collection nous partons de notions 
élémentaires pour construire peu à peu la théorie en l'appuyant sur 
des exemples. 

La majeure partie de cet ouvrage a été exposée dans des cours à 
l'Université de Paris 6 et à l'Ecole Polytechnique. 

René Deheuvels 





Introduction 

CHAPITRE PREMIER 

Nature mathématique 
des grandeurs physiques 

Bibliographie 

Les lois physiques expriment des relations entre des grandeurs 
dont les concepts ont été préalablement dégagés et définis de façon 
précise. Les grandeurs les plus simples sont de type scalaire, ce qui 
signifie qu'une fois choisies des grandeurs étalons comme unités, 
elles s'expriment par un nombre unique qui les« mesure». Il en est 
ainsi, par exemple, des intervalles de temps, des dimensions, du vo
lume ou de la masse d'un corps, de la pression ou de la température 
d'un fluide en un point, de la vitesse ou de l'accélération d'un point 
mobile sur une droite de la charge électrique, etc ... 

Certaines de ces grandeurs scalaires se définissent à partir 
d'autres: le volume à l'aide de la longueur, la vitesse, à l'aide dela 
longueur et du temps, etc ... 

Ayant choisi des grandeurs indépendantes comme fondamen
tales, par exemple la longueur L, la masse M, le temps T, cha
que grandeur qui s'en déduit est caractérisée par une« dimension», 
monôme en les trois variables L, M, T, qui permet, en particulier, de 
définir l'unité de cette grandeur à partir des unités des grandeurs 
fondamentales. Exemples de «dimension» : surface L2, volume L3, 

-2 -3 
accélération L T, densité M L. Une égalité exprimant une loi phy-
sique doit évidemment être indépendante du choix des unités des 
grandeurs qu'elle relie : les « dimensions » de ses deux membres 
doivent être les mêmes. Cela revient à dire que l'on peut multiplier 
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les longueurs par un même nombre À, les temps par T, les masses 
par µ sans changer la relation. Cette condition suffit souvent à im
poser la forme de la loi. Par exemple, sachant que la période T des 
petites oscillations d'un pendule est une fonction <p de sa longueur 
let l'accélération de la pesanteur g, on doit avoir: 

-2 1 
TT= cp(À], À T g) quels que soient Tet À; d'où, en prenant À= -

1 
-2 1 

et À T = -
g 

T = ~ cp(À], À T2 g) = c.p(l, 1) {i = k {i où k est une 
T V9 V9 

constante sans dimension. 
L'usage de vecteurs s'avère indispensable si l'on veut représen

ter les grandeurs qui possèdent une direction et un sens : vitesses, 
accélérations, forces, champs électriques ou magnétiques en un 
point, etc ... Si l'on fixe trois axes de coordonnées, le repérage d'un 
vecteur de notre espace se fait au moyen de trois nombres, ses 
composantes. Mais un vecteur ne peut naturellement pas être as
similé à trois scalaires : les composantes n'ont pas de signification 
intrinsèque. Elles subissent une transformation linéaire lorsqu'on 
change d'axes de référence alors que les scalaires sont invariants. 
Il s'agit donc d'un être mathématique de nature différente. 

Dès la fin du :xixe--siècle, on s'est vu contraint d'ajouter aux 
précédentes des grandeurs d'un nouveau type. En effet, si l'on veut 
exprimer les tensions en un point à l'intérieur d'un solide élasti
que déformé, un raisonnement simple qu'on verra plus loin, fournit 
dans un système d'axes de référence donné, un ensemble de six 
nombres. On peut penser qu'ils représentent six scalaires ou deux 
vecteurs. Mais si l'on change d'axes de coordonnées, la transforma
tion subie par ces six quantités ne correspond ni à l'un ni à l'autre 
cas. On est en présence d'un être mathématique nouveau que son 
origine a fait appeler tenseur. Il s'avère d'ailleurs que ce «tenseur 
des tensions » est de nature assez particulière ; il est « symétrique » 
et «du second ordre». Or il existe des tenseurs de tous ordres, les 
vecteurs formant les tenseurs d'ordre un et les scalaires les ten
seurs d'ordre zéro. On a ainsi à sa disposition une vaste famille 
d'êtres mathématiques, naturellement attachés à la géométrie de 
l'espace, et il n'est pas surprenant que de nombreuses grandeurs 
physiques ne puissent être représentées ni par des scalaires, ni par 
des vecteurs, mais qu'elles exigent l'emploi de tenseurs, d'ordres di-
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vers. Par exemple, la véritable nature du champ électromagnétique 
est celle d'un tenseur d'ordre deux de l'espace temps, ce qui fait 
apparaître le caractère indissoluble du couple : champ électrique, 
champ magnétique; la grandeur essentielle de la relativité générale 
est le tenseur de courbure de l'espace, qui est un tenseur d'ordre 
quatre! 

Nous avons observé que pour tester la nature d'une grandeur 
physique, on procède à un changement du système de référence et 
on regarde ce qui se passe. 

Cette façon de faire est analogue à l'estimation de la « dimen
sion » d'une grandeur scalaire : on change les unités de référence 
et on examine ce qu'est devenue la mesure de la grandeur dans les 
nouvelles unités. 

Essayons de préciser la notion de tenseur. Il s'agit d'un «objet 
mathématique » attaché à un espace donné, comme notre espace à 
trois dimensions, où l'espace-temps. Cet objet a une existence in
trinsèque, mais est décrit, et déterminé, dans chaque base de l'es
pace, par un ensemble de composantes : une pour un scalaire, n, 
dimension de l'espace, pour un vecteur, etc ... A défaut d'une concep
tualisation intrinsèque d'un tenseur T, c'est-à-dire indépendante du 
choix d'un système d'axes de référence, on peut donc toujours le défi
nir, pragmatiquement, comme un objet possèdant dans chaque base 
e de l'espace un ensemble de composantes T(e), ces composantes su
bissant, lors du passage de la base e à une autre base e', une trans
formation R(e', e), qui permet de calculer les composantes de T(e') 
à partir de celles de T(e). Symboliquement: T(e') = R(e',e)T(e). 
On doit alors avoir : R(e, e')R(e', e) = Identité, autrement dit, 
R(e, e') est la transformation inverse de R(e', e). On doit aussi 
avoir, si e" est une troisième base : 

T(e") = R(e", e')T(e') = R(e", e')R(e', e)T(e) = R(e", e)T(e), 

soit: R(e", e) = R(e", e')R(e', e). C'est la nature de ces transforma
tions R( e', e) qui caractérise la « nature » ou le « type » du tenseur 
T. 

On passe d'une base e de l'espace E à une base e' par une 
transformation linéaire g, élément du« groupe linéaire» Gl(E) des 
transformations linéaires inversibles de l'espace E : e' = g(e). 
Or, si ei est n'importe quelle autre base de E, elle est tranformée 
par g en une base ei = ge1. On a : T(e') = R(e', e)T(e) et 
T(ei) = R(ei, ei)T(e1). Puisque c'est la même transformation 
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linéaire g de l'espace E qui permet de passer de e à e', ou de ei 
à ei, on doit avoir R(e', e) = R(ei, ei) sinon T se comporterait 
différemment lors du passage de e à e', et de ei à ei, c'est-à-dire 
dépendrait du système de référence choisi. 

Les transformations tensorielles R( e', e) ne dépendent donc que 
de la transformation g faisant passer de e à e' : R( e', e) = R(g). La 
correspondance : g E Gl(E) --t R(g), constitue une représentation 
du groupe Gl(E), ce qui signifie de façon précise que R(g' o g) 

= R(g') o R(g). R(Identité) =Identité et R((/) = R-1(g). 
On serait donc presque tenté de définir les tenseurs d'un type 

donné, attachés à un espace E comme les éléments d'un espace vec
toriel de dimension finie F, muni d'une représentation R du groupe 
GL(E) dans le groupe des automorphismes linéaires Gl(F), autre
ment dit de confondre les notions de tenseurs et de représentations 
de dimension finie du groupe linéaire de l'espace. Nous allons voir 
que la notion de tenseur est plus riche et contient des éléments de 
structure supplémentaires qui d'ajoutent à celle de représentation. 

Observons aussi qu'il est rare que l'on soit en présence dans les 
applications, d'un espace E «nu», c'est-à-dire dépourvu de structure 
autre que sa structure linéaire d'espace vectoriel (cf. S II.1). La 
plupart du temps E est muni d'une «métrique». Cela peut être une 
métrique euclidienne, qui attribue à chaque vecteur une longueur, 
et, à partir de là, permet de définir toutes les notions métriques : 
produit scalaire, angle, aire, volume etc... Cela peut être aussi 
une métrique pseudoeuclidienne comme celle de l'espace-temps de 
la relativité. Il arrive également que soit donné sur l'espace un 
produit scalaire antisymétrique, qui définit alors une structure et 
une géométrie, dites symplectiques. 

Les objets mathématiques liés à un espace E doté d'une struc
ture particulière doivent évidemment être considérés en liaison avec 
elle. Le groupe fondamental n'est plus Gl(E) mais le sous-groupe 
U(E) que forment les transformations linéaires conservant la struc
ture : groupe orthogonal O(E) pour un espace euclidien, groupe 
de Lorentz L(E) pour l'espace-temps, groupe symplectique Sp(E) 
pour un espace symplectique. Par exemple, un vecteur d'un es
pace euclidien, qui est un tenseur d'ordre un, possède une longueur 
déterminée qui reste la même par toute transformation orthogo
nale, alors que la notion de longueur disparaît dès que l'on effectue 
des transformations linéaires, arbitraires. On doit donc, nécessaire
ment, considérer des tenseurs euclidiens, lorentziens, symplectiques. 
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On se trouve alors dans une situation analogue à celle qui a été 
brièvement décrite à propos des petites oscillations du pendule. Si 
une loi physique exprime une égalité entre grandeurs tensorielles, 
ces dernières doivent être de même nature, c'est-à-dire se transfor
mer de la même façon par le groupe de structure. Cette condition 
n'est qu'une manifestation de son caractère intrinsèque. Cependant 
les contraintes de la covariance par le groupe de structure sont 
souvent suffisantes pour déterminer complètement sa forme. Au
trement dit certaines lois physiques élémentaires ont un caractère 
d'inévitabilité; elles sont une conséquence obligatoire de la cova
riance et de la géométrie de l'espace. Il en est ainsi de l'équation 
d'Einstein en relativité générale et de l'équation de Dirac de l'élec
tron. 

Poursuivons notre étude des grandeurs physiques. Les gran
deurs, scalaires, vectorielles, tensorielles, dont nous venons de par
ler sont des grandeurs que l'on pourrait qualifier de «ponctuelles», 
ou élémentaires, et qui sont associées à l'abstraction théorique com
mode du « point matériel » : champ, tension, pression en un point, 
etc ... 

Si l'on considère par exemple l'ensemble des pressions en tous 
les points d'un fluide, on obtient une grandeur physique qui est 
maintenant une fonction numérique. 

De la même façon les phénomènes électromagnétiques, ou de 
gravitation se manifestent toujours par des champs de vecteurs, ou 
de tenseurs : à chaque point x de l'espace, on associe un vecteur, 
ou un tenseur E(x), représentant le champ en ce point, d'où une 
fonction: x --t E(x) sur l'espace, à valeurs vectorielles, ou dans les 
tenseurs d'un type donné. 

Ces remarques ne concernent pas seulement la physique« ma
croscopique». En effet, si à notre échelle, on peut sans dommage 
utiliser dans les raisonnements des «points matériels» sans dimen
sions, il n'est plus de même à l'échelle des particules élémentaires. 

Un point matériel doté d'une masse, ou d'une charge électri
que, aurait une densité infinie ! Il faut donc changer complètement 
de concepts si l'on souhaite obtenir une description mathématique 
des phénomènes physiques au niveau de l'atome. C'est l'objet de 
la mécanique quantique et de la théorie quantique des champs. 
Les grandeurs physiques ne sont plus représentées par des fonc
tions, à valeurs scalaires ou tensorielles. Les fonctions et champs 
sont réservés aux «fonctions d'ondes» et plus généralement à la 
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description des «objets physiques». Les grandeurs deviennent des 
opérateurs agissant sur ces fonctions ou ces champs. 

Certaines particules élémentaires, électrons, protons, neutrons, 
possèdent une propriété tout-à-fait inattendue, voire choquante 
pour l'intuition naïve : par une rotation de 360 degrés (27r) autour 
d'un axe, leur état ne revient pas coïncider avec l'état initial. 
On ne peut donc pas représenter l'état d'une telle particule à 
l'aide de vecteurs ou de tenseurs. Mais il existe bien des «objets 
mathématiques » attachés à notre espace euclidien, ou à l'espace
temps, qui possèdent cette propriété! Ce sont les spineurs. 

Leur existence avait été reconnues par les mathématiciens 
(Elie Cartan, 1914) mais ils n'avaient jamais été rencontrés ni en 
géométrie ni en physique. 

Le physicien P.A.M. Dirac, par un trait de génie rarement égalé, 
les a retrouvés dans son équation de l'électron relativiste (1927) 
dont la fonction «d'onde» est un champ de spineurs de l'espace
temps. La puissance des mathématiques est telle que la logique 
interne de cette équation a fait prédire par son auteur l'existence 
de l'antimatière, et en particulier du positron, qui fut découvert cinq 
ans plus tard. 

Il est également indispensable, lorsqu'on est en présence de 
champs de tenseurs, d'examiner l'effet des diverses opérations de : 
l'analyse dérivations ou intégrations. 

C'est l'objet de l'analyse tensorielle. 
Jusqu'à présent, nous avons supposé que l'on repérait les points 

de l'espace-temps, à l'aide d'un système de coordonnées rectilignes. 
C'est, bien entendu, ce qui peut sembler le plus naturel et le 

plus simple. Mais il est d'abord évident que rapporter l'univers tout 
entier à un système d'axes rectilignes revient à faire le postulat 
audacieux qu'il a la structure géométrique d'un espace affine, et 
qu'en particulier il est infini, ce que l'on ignore complètement. 

On voit ainsi que par le biais d'outils mathématiques trop 
simplistes, d'insidieux postulats peuvent se glisser dans les théories 
physiques, en nuisant à leur rigueur, voire à leur exactitude. 

Même l'usage local d'axes de coordonnées rectilignes suppose 
que les droites existent. On dérive cette existence du postulat 
métrique : l'espace physique est tel que l'on peut y définir les 
distances entre ses points. 

Les droites sont alors les « plus courts chemins d'un point à un 
autre» ou géodésiques de l'espace. 
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Or, depuis le début de ce siècle, les mathématiciens ont effectué 
une étude complète et extrêmement détaillée des espaces où l'on 
peut définir une métrique, satisfaisant à des axiomes raisonnables 
et très généraux : ce sont les variétés riemanniennes (et plus 
généralement encore, pseudoriemanniennes). Si l'on veut faire le 
moins possible d'hypothèses a priori sur les propriétés locales ou 
globales de l'espace physique, c'est dans ce cadre qu'il faut se placer: 

On peut d'ailleurs imaginer qu'imposer une métrique est encore 
une hypothèse trop forte, et considérer des variétés à structure plus 
faible : conforme, de Finsler, ou simplement munie de connexions 
(cf. Chapitre IX). 

L'étude des propriétés de ces variétés constitue la géométrie 
différentielle. L'analyse tensorielle en est à la fois l'instrument et 
l'expression, et à son tour, la géométrie différentielle est l'instru
ment et l'expression de la relativité générale. Pour assurer à cet 
ouvrage un velume acceptable, il a fallu cependant résister à la 
tentation de trop s'engager dans ces deux domaines d'excellence de 
calcul tensoriel. 

Plan d'étude 

On vient de voir rapidement que l'utilisation des « tenseurs » est 
indispensable à la représentation de certaines grandeurs physiques. 
Mais de cette notion, nous n'avons encore que l'idée assez vague 
de quelque chose qui possède, dans chaque repère d'un espace 
donné, un ensemble de composantes. Nous devons donc, avant 
tout rechercher une définition précise. On souhaiterait, comme 
c'est le cas pour les vecteurs, un support intuitif, géométrique ou 
mécanique, permettant d'en véhiculer la compréhension et l'usage. 
Il faut se· contenter de l'impression subjective que donne l'idée de 
contraintes, tensions, ou déformations d'un solide élastique ou de 
la courbure d'un espace de dimension ~ 3. 

En fait, la nature des tenseurs est essentiellement algébrique, 
et c'est une intuition algébrique qu'il faut développer en ce qui 
les concerne (citons Hermann Weyl : «L'ange de la géométrie et 
le démon de l'algèbre luttent pour l'âme de chaque être mathéma
tique») 
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Nous dégagerons les notions de covariance et de contravariance 
en examinant les tenseurs élémentaires d'ordre un et deux au début 
du chapitre suivant. 
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CHAPITRE II 

Algèbre tensorielle : variance des composantes 
des tenseurs affines et produit tensoriel 

d'espaces vectoriels 

11.1 / Espaces vectoriels. 
11.2 / Exemple : une première incursion en géométrie différentielle. 
11.3 / Les tenseurs deux fois covariants sur un espace vectoriel de di

mension finie. 
11.4 / Les tenseurs une fois covariant, une fois contravariant sur un 

espace vectoriel de dimension finie. 
11.5 / Intervention des groupes. Action du groupe linéaire. 
11.6 / Définition des tenseurs affines sur un espace vectoriel de dimension 

finie par l'effet des changements de base sur leurs composantes. 
11.7 / Produit tensoriel d'espaces vectoriels de dimensions finies ou infi-

nies. 
11.8 / Quelques propriétés du produit tensoriel. 
11.9 / Produit tensoriel de p > 2 espaces vectoriels. 
11.10 / Opérations tensorielles. 
11.11 / Produit tensoriel de formes bilinéaires. 

Dans tout ce qui suit interviennent des «scalaires» c'est-à-dire 
des «nombres» qui, à l'exemple des nombres réels ou complexes, 
forment un corps. Rappelons qu'un corps est un ensemble muni 
de deux opérations : une addition pour laquelle c'est un groupe 
commutatif (donc avec un élément 0) et une multiplication pour 
laquelle les éléments non nuls forment un groupe, ayant pour 
élément neutre l'unité 1, la multiplication étant distributive par 
rapport à l'addition. On supposera toujours la caractéristique du 
corps égale à zéro, ce qui signifie que pour tout entier n non nul, 
n · 1 =f. 0 donc inversible. 

A partir du§ Il.2, et dans tout lereste de cet ouvrage, les corps 
de scalaires seront toujours supposés COMMUTATIFS. 

Par convention, la sommation de termes relativement à des in
dices qui apparaissent en haut (contravariants) et en bas (cova
riants) sera indiquée par le seul signe L· Par exemple, au lieu de 
""""aij b~k on écrira simplement"""" aij b~k uki• uki· 
i,k 
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11.1 - Espaces vectoriels 

Pendant longtemps, les vecteurs de la géométrie, de la mécani
que ou de la physique (vitesses, forces, champs, ... ) ont été définis, 
dans notre espace ordinaire, comme des ensembles de trois compo
santes, car un système d'axes de référence était toujours présent et 
immuable. 

Lorsqu'on sentait la nécessité d'une image intrinsèque du vec
teur, indépendante des axes, le segment de droite terminé par un 
flèche suffisait à tous les besoins et à l'imagination. Cette image 
garde d'ailleurs encore et gardera toujours un rôle de support in
tuitif en algèbre linéaire. 

Cependant, tous les raisonnements et calculs effectués sur les 
vecteurs dérivent de deux opérations. 

1) l'addition, commutative, associative, avec existence d'un zéro 
et d'un opposé: x+y = y+x, (x+y) +z = x+ (y+z), x+O = x, 
x + (-x) =O. 

2) la multiplication par les scalaires doublement distributive et 
associative: (x+y)À = xÀ+yÀ, x(À+µ) = xÀ+xµ, x(Àµ) = (xÀ)µ. 

On a baptisé espace vectoriel sur un corps de scalaires K, tout 
ensemble muni de deux opérations du type précédent. (Si le corps 
des scalaires K est commutatif, on peut indifféremment noter xÀ ou 
Àx la multiplication de x par À). Un vecteur est alors simplement 
un élément d'un espace vectoriel, notion abstraite, et fort lointaine 
du segment de droite terminé par une flèche. 

La notion d'espace vectoriel s'accompagne de celle d'application 
linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F sur le 
même corps K: c'est une application f de E dans F qui respecte la 
structure: J(xÀ +yµ)= J(x)À + J(y)µ, quels que soient x, y E E, 
À,µEK. 

Des éléments (Xi, i E I) d'un espace vectoriel, où I désigne un 
ensemble d'indices quelconque (voire infini!) sont dits indépendants 
s'il n'existe entre eux aucune relation: une égalité telle que Xi1À1 

+ Xi2À2 + ... + XipÀp = 0 entraîne nécessairement À1 = À2 

= ... = Àp =o. 
Une base d'un espace vectoriel E est un ensemble d'éléments 

indépendants maximal. Si e = { ej; j E J} est une base, tout vec
teur x de E s'écrit alors, puisque e est maximal, comme une 
combinaison linéaire finie de certains des vecteurs de e; x = L ejxj 

où xi n'est différent de zéro que pour un nombre fini d'indices. 
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Cette écriture est unique puisque les ej sont indépendants. 

Les xj sont les composantes de x dans e. 
Le cardinal de J dont on peut démontrer qu'il est le même pour 

toutes les bases de E, est la dimension de E. 
Une application linéaire f de E dans F est entièrement déter

minée par les images f ( ej) des vecteurs d'une base e = { e j; j E J} 
de E. Réciproquement, à un choix arbitraire de vecteurs {fj; j E J} 
de F correspond une application linéaire f de E dans F telle que 
f(ej) = fj, Vj E J. 

Lorsque E et dimension finie n, une base e de E peut être écrite 
comme une matrice-ligne e = lle1e2 ... enll-

Les composantes d'un vecteur x dans e peuvent être écrites 
comme une matrice colonne X et l'écriture de x dans e est alors 
représentée comme un produit de matrices : 

xl 

X Il Il X 2 1 + 1 + + n x = e = ele2 ... en = elx e2x ... enx . 
xn 

Rappelons qu'une matrice p x q : A = llaij Il est un tableau 
rectangulaire à p lignes et q colonnes, où aij désigne l'élément qui 
se trouve dans la ie ligne et la je colonne. La transposée t A de A 
est la matrice à q lignes et p colonnes définies par : t A = la~j 1 avec 

I 
aij = aji· 

Le produit d'une matrice pxq: A= llaijll et d'une matrice qxr: 
B = llbjkll, dont les éléments a et b peuvent être composés, est la 

- q 
matrice C = llcikll où cik = 2: aijbjk est le produit terme à terme 

j=l 

des éléments de la ième ligne de A par ceux de la kième colonne 
de B. Le produit de matrices est associatif, et on a : t (AB) = tB · t A. 
Une matrice n x n A est dite inversible s'il existe une matrice, dite 

-1 -1 -1 
inverse de A, notée A , telle que A A = A A = In : où In désigne 
la matrice n x n : 

In = l8ij 1 avec Ôij = 0 si i -=/= j, Ôii = 1, Vi = 1, 2, ... , n. 

Sie= lle1, e2, ... , enll et e' = llei, e~, ... , enll sont deux bases 
de l'espace vectoriel E, soit S la matrice n x n dont la j-ème colonne 
est celle des composantes { s~; i = 1, 2, ... , n} du vecteur ej dans la 
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base e (on écrit aussi sy). On a donc: e' = eS (produit de matrices). 
La matrice inversible ~ est la matrice de changement de bases : de 
la base e à la base e'. Si x est un vecteur de E, X et X' les matrices 
colonnes de ses composantes dans e et e', on a : 

-1 
X = eX = e'X' = eSX'' d'où X = SX' et x' = s X. 

Comparons le passage de e à e' et celui de X à X'. Dans le 
premier cas e et e' sont des matrices lignes dans le second des 
matrices colonnes. 

Pour comparer des situations analogues, on va donc transposer 
les matrices X et X'. 

-1 
Si e' = eS, alors tx' = tx · t S = tx · S. La matrice 

-1 -1 
S = t ( S ) = (t S ) est appelée la contragrédiente de la matrice 

carrée inversible S : S = llsjll-
On exprime ce fait en disant que les composantes d'un vecteur x 

subissent une transformation contravariante de celle de la base, ce 
qui est naturel puisque le produit eX reste fixe : eX = e1X 1 = x. 

Une forme linéaire a sur un espace vectoriel E de dimension 
finie ou infinie est une application linéaire de E dans son corps K. 
On note (a, x) la valeur de la forme a pour le vecteur x de E : (a, x) 
est appelé le crochet de dualité de a et de x. Soit E* l'ensemble des 
formes linéaires sur E. Si a, /3 E E* et >., µ E K, >.a+ µ/3 défini par 
(>.a+ µ/3, x) =>.(a, x) + µ(/3, x) est une forme linéaire sur E: E* 
est un espace vectoriel appelé le dual de E. 
(a, x) est linéaire en x et en a, ce qui montre que tout vecteur x de E 
détermine« dualement »une forme linéaire sur E*, d'où E C (E*)*. 
On va voir que si la dimension de E est finie dimE = dimE* = 
dim (E*)* d'où E = (E*)* : E s'identifie à son bidual. 

Dans une base e de E: (a, x) = (a, 2:: ejxj) = 2::(a, ej)xj. La 
j j 

forme linéaire x E E -t xj E K, ime forme coordonnée, est notée 
e*j, et a s'écrit donc : 

'""'( ) *j '""' *j . * ( *1 *2 a = L,, a, ej e = L,, aje ce qm prouve que e = e , e , ... , 
j j 

e*n) est une base de E*, dite duale de e. La matrice colonne X des 
composantes d'un vecteur x peut aussi être considérée comme la 
matrice colonne des formes e*j. 



Tenseurs et spineurs 23 

On a (ej, e*k) = 8k,j = zéro si j =/= k, un si j = k. Puisque 

aj = (a, ej), ej est la yème forme coordonnée sur E* relativement 
à la base e* : e est la base duale de e*, et E = (E*)*. 

Ecrivons les composantes de a dans e* sous la forme d'une 
matrice ligne : A = la1a2 ... anl· (a, x) s'écrit alors comme un 
produit de matrices : (a, X) = I: ajxj = AX. 

j 

Si l'on passe de la base e à la base e' = eS, on a: (a, x) = AX = 
A'X' = ASX' d'où A'= AS. Les composantes d'une forme linéaire 
se tranforment comme la base de E : elles sont covariantes ce qui 
est naturel puisque AX est invariant. Si e* est la matrice colonne 
des e*i, puisque X= SX', on a : e* = Se'*. 

Lorsque E est de dimension finie, E et E' jouent des rôles 
symétriques. Mais l'usage de l'expression «forme linéaire» n'est 
guère approprié pour en témoigner. C'est pourquoi le calcul tensoriel 
préfère appeler «covecteurs » les éléments de l'espace dual E* ce 
que nous ferons le plus souvent possible. Si E et F sont deux 
espaces vectoriels sur le même corps commutatif K, l'ensemble des 
applications linéaires de E dans F est un espace vectoriel L(E; F) 
dont les opérations sont définies, si a, b E ~(E; F), À E K et x E E, 
par: (a+ b)(x) = a(x) + b(x); (a>.)(x) = a(x>.) = a(x)>.. 

11.2 - Exemple : une première incursion en géométrie différentielle 

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie n, f une 
fonction définie au voisinage d'un point x de E, à valeurs réelles, 
ou plus généralement à valeurs dans un espace vectoriel réel de 
dimension finie F. La dérivée de f en x suivant un vecteur u de E : 
(Duf)x, est la limite si elle existe. 

1 . 
(Duf)x = lim - {f(x +tu) - J(x)}. 

t--->O t 

On obtient immédiatement: (D>..uf)x = >.(Duf)x. 
Si (ei, e2, ... , en) est une base de E et si (x1, x2 , ... ; xn) sont 

les formes coordonnées correspondantes, on note habituellement : 
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L'existence d'une dérivée suivant tout vecteur de E n'est pas 
très contraignante. Elle n'entraîne même pas la continuité de la 
fonction, ni l'existence de relations entre les dérivées Du dans des 
directions différentes. La notion utile est celle de différentielle .f 
admet une différentielle en x : dfx, élément de E* si f est à valeurs 
réelles, de ~(E; F) si f est à valeur dans F, si l'on a pour tout 
vecteur u de E : 

f(x + u) = f(x) + dfx(u) + E(u)llull avec limu-->O E(u) = 0, 

(où Il Il est une norme arbitraire sur E : elles sont toutes équiva
lentes). 

f est dite plate en x si dfx =O. 
Si f est linéaire, elle coïncide avec sa différentielle en tout 

point : dfx = f quel que soit x E E*. Il en est ainsi des 
formes linéaires a E E* et en particulier des formes linéaires co
ordonnées relatives à une base : dxi = xi. Or, la notation (xi ; 
j = 1, 2, ... , n) étant généralement utilisée pour représenter les 
composantes d'un vecteur particulier x, c'est-à-dire les valeurs des 
fonctions : x ~ xi, la ~éométrie différentielle préfère la notation 
différentielle : ( dx 1, dx , ... , dxn) pour représenter la base duale 
( e*1, e*2, ... , e*n) de ( ei, e2, ... , en), et cet usage est d'ailleurs par
faitement adapté aux généralisations comme nous le verrons plus 
loin (Chap. V). 

Lorsque f est différentiable en x, on a quel que soit u E E, 
(Duf)x = dfx(u) et (Duf)x dépend alors linéairement de u. Ainsi 

. "( âf) (duf)x = dfx(u) = dfx(L eiu1 ) = L uJ -8 · 
i i xJ X 

= ~ (:~ )dxi(u). 
J 

On voit que chaque vecteur u = 2:, eiui de E peut se représenter 

comme un opérateur de dérivation 2:, ui ( â~i) x et que la différen-

tielle peut s'écrire: dfx = 2:, 8
81. dxi. 
xJ 

Nous allons réciproquement donner une définition directe, et 
intrinsèque des opérateurs de dérivation en un point x de E, qui 
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seront appelés, en vue d'une généralisation ultérieure, vecteurs 
tangents en x : 

Définition II.2 : 

Un vecteur tangent en un point x E E est une application X 
qui à chaque fonction numérique f différentiable en x, fait corres
pondre un nombre réel Xf, appelée dérivée de f par rapport à X, 
satisfaisant aux deux propriétés : 

1) Linéarité: si>.,µ E 9\, X· (>.f + µg) =>.X· f +µX· g. 
2) X est nul sur les fonctions plates. 

Exemple : Le vecteur tangent (ou vecteur vitesse) en un point 
xo d'un chemin différentiable : t -+ c(t) E E, où t E [a, b] C IR et 

xo = c( ta), est le vecteur, noté ( :~) xo, défini pour toute fonction 

f (de) . f _ numérique , différentiable au voisinage de XQ, par dt xo -

( df~(t))) = lim -h1 {f(c(to + h)) - f(c(to)}. 
t to h-+O 

Les vecteurs tangents en x forment un espace vectoriel T x 
appelé espace tangent en x. Chaque valeur u de E défi.nit un 
vecteur tangent en x : f -+ df x ( u) et cette représentation est un 
isomorphisme de E sur T x. 

En effet, puisque la fonction f - 2::: (:;) x xi est plate en x, 

l'action d'un vecteur tangent quelconque X en x peut s'écrire : 

. ( âf) . ( â ) X· f = 2:::,- (X· x1) -. . X = I::(X · x1) -. est donc 
1 âxJ x âxJ x 

une combinaison linéaire des ( 8~j) x' qui forment une base de Tx, 

image de la base ( ej) de E. 
Nous avons ainsi atteint, le but de ce paragraphe qui était 

de représenter l'espace vectoriel réel (abstrait) E et son dual E*, 
comme espaces vectoriels concrets attachés à un point x de E : T x 
et son dual T;. On a: 
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Voyons comment, dans ces notations, s'exprime un changement 
de bases e' = eS, soit e1j = 2;::eis~. 

J 

On a X = SX', soit xi = 2:: ix'j ou tx1 
. J 

tx · S, soit 

I . . . 

x J = 2:: xis~. Il en résulte que : 
j 

J 

I . 

. ax J 
~J -
si - é)xi . 

Les formules de changement de bases s'expriment donc de façon 
particulièrement simple, comme formules de calcul différentiel (for
mules de changement «de variables », les variables étant les fonc
tions coordonnées). 

I . 

a a axJ 
oxi - 2:: ax'j axi' 

· 0Xi I · 

dxi = 2:: -,-. dx J. 
8xJ 

Si f et g sont deux fonctions numériques différentiables en x, 
leur produit l'est aussi et d(fg)x = f(x)dgx + g(x)dfx· 

Il en résulte que si X est un vecteur tangent en x : X · 
fg = f(x)Xg + g(x)Xf: X est une dérivation au sens algébrique. 
(Cf. §Iv.13) 

11.3 - Les tenseurs deux fois covariants sur un espace vectoriel 
de dimension finie 

Les corps de scalaires sont désormais supposés commutatifs de 
caractéristique O. Le produit de deux espaces vectoriels E, F sur le 
même corps K est l'ensemble Ex F des couples (x, y) formés d'un 
vecteur x de E et d'un vecteur y de F, la somme directe de E et de 
F, notée EEBF, est l'espace vectoriel obtenu en munissant le produit 
E x F de l'addition : 
(x1, Y1) + (x2, Y2) = (x1 + x2, Yl + Y2) et de la multiplication par 
un scalaire À définie par .X(x, y) = (.Xx, Ày). On définit de façon 
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analogue le produit et la somme directe de p espaces vectoriels sur 
un même corps. 

Une forme bilinéaire f sur un espace vectoriel E est une fonction 
qui à tout couple (ordonné!) x, y de vecteurs de E, fait correspondre 
un scalaire f(x, y) E K, dépendant linéairement de x et de y. 

L'ensemble T2(E) des formes bilinéaires sur E possède une 
structure d'espace vectoriel obtenue en définissant pour tous f, g E 
T2(E) et À E K: 

{(! + g)(x,y) = f(x,y) + g(x,y), (>.J)(x,y) =À· f(x,y). 

Un couple (a, {3) de formes linéaires sur E définit une forme 
bilinéaire, appelée produit tensoriel de a et {3 et notée a® {3, par : 

(a® f3)(x, y)= a(x)f3(y). 

Le produit tensoriel est donc ici une application bilinéaire de 
E* x E* dans T2(E). Son image est formée des formes bilinéaires 
décomposables en produit de formes linéaires. Elle engendre linéai
rement T2(E) tout entier. En effet, si e = (e1, e2, ... , en) est une 
base de E et f E T2(E) : 

f ( L, eixi, L, ejyj) = L, f ( ei, ej )xiyj = L, fipiyj 

= L,Jij(e*i ®e*j)(x,y) avec fij = f(ei,ej)· 

Ainsi, les n 2 produits tensoriels de formes coordonnées e*i ® 
e*j engendrent T2(E) et en forment une base puisque de f = 

L,fije*i ® e*j = 0, il résulte que f(ek,ez) = fkl = 0 quels que 
soient k, l. 

Les n 2 nombres Jij, que l'on peut rassembler dans une matrice 
F = lfijl, sont les composantes de f dans la base e et l'on peut 
écrire matriciellement f(x, y)= txFY. 

Nous allons déterminer la variance des Jij c'est-à-dire leur 
comportement par changement de base. Si e' = eS, soit ek = 

1 

L, eisik' en écrivant e* et e * comme des matrices colonnes : e* = 
1 . 1 k 

Se* (cf. §11.1), soit e*2 = L, sike * . En reportant dans l'expression 
de f: 
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d'où fkm = L fijsikSjm· Comparée à la formule de passage de e à 
i,j 

e1, cette relation conduit naturellement à dire que les composantes 
Jij de f E T2(E) sont deux fois covariantes. On devait évidemment 
s'attendre à ce résultat puisque tout f E T2(E) est combinaison de 
produits de formes linéaires, et que les composantes d'une forme 
linéaire sont covariantes. 

Définition II.3.A : 

Les éléments de l'espace vectoriel T2(E) que nous représente
rons comme le produit tensoriel E* @ E*, de E* par lui-même, sont 
appelés les tenseurs deux fois covariants sur E. 
Supposons en effet qu'un objet associé à l'espace vectoriel E soit 
caractérisé dans chaque base e = ( ei, e2, ... , en) de E par n 2 
composantes : { tij, 1 ~ i, j ~ n} de telle sorte que par un 
changement de bases e1 = eS, les composantes tkm dans la base e1 

s'obtiennent à partir des tij par: tkm = 2: tij4sfn. Autrement dit, 
les composantes de l'objet sont deux fois covariantes. Définissons 
un élément t de T2(E) part= L:tije*i @e*i: ta alors les mêmes 
composantes que l'objet donné dans toutes les bases et peut donc le 
représenter. 

Remarquons que le calcul de la relation entre les composantes 
de f dans deux bases e et e' = eS aurait pu s'effectuer matricielle
ment: 

txFY = t(SX')F(SY') = tx'tsFSY' = tx'F'Y' 

d'où F' = tsFS. 
Mais l'usage des matrices ne sera plus possible dans l'étude 

des tenseurs d'ordre ;;::: 3, leurs composantes dépendant d'au moins 
trois indices ! Le rang de la matrice F, indépendant de la base, est 
appelé le rang de f. Les éléments de rang un sont les éléments 
décomposables, de la forme a@ (3, a, (3 E E*. 

Si f est de rang maximum n = dim E, f est dit non-dégénéré. 
A chaque vecteur y de E la forme bilinéaire f fait correspondre 

la forme linéaire sur E : x --+ f ( x, y) et définit ainsi une application 
linéaire p de E dans son dual E*, dite associée à droite de f par : 
f(x, y)= (x, p(y)). 

L'application '"Y de E dans E*, associée à gauche de f est définie 
par : f(x, y) = ('"'f(x), y). Le bidual E** étant identifié à E, on 
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a : 'Y = tp et p = t'Y· Réciproquement, pou 'Y détermine f. Si 
f = Lfije*i ® e*j, p(y) = Lfije*iyj et ry(x) = Lfijxie*j. La 

matrice de p relativement à e est F = lfij J. Celle de 'Y est tp_ On 
a: rang f =rang p =rang 'Y· 

Remarque : Si e et e' = eS sont deux bases de E, dét F' = 
( dét S) 2 dét F. Le nombre qui dans chaque base e de E est égal à 
dét F n'est pas un scalaire. C'est un pseudoscalaire suivant la : 

Définition II.3.B : 

~ 

Une fonction qui à chaque base e d'un espace vectoriel E associe 
un scalaire u( e) E K, de telle sorte que par un changement de 
bases e' = eS, on aie u(e') = u(eS) = (détS)Pu(e), où p est un 
entier positif ou négatif, est appelée un pseudoscalaire de variance 
scalaire p. 
Tout tenseur deux fois covariant non-dégénéré définit ainsi un 
pseudoscalaire de variance scalaire +2. 

La transposée T f de f E T2(E) est définie par T J(x, y) = 
f ( x, y). Dans toute base la matrice des composantes de T f est 
évidemment la transposée de celle de f. 
T est un automorphisme involutif ( T 2 = identité) de l'espace vec
toriel T 2 ( E). f est symétrique si T f = f et antisymétrique si 
T f = - f. Toute forme bilinéaire f est somme de sa partie symétri-

1 1 
que 2" (f +T f) et de sa partie antisymétrique 2" (f -T f). Pour que f 

soit symétrique (resp. antisymétrique) il est nécessaire et suffisant 
que la matrice de ses composantes dans une base particulière soit 
symétrique (resp. antisymétrique) et il en est alors ainsi dans toute 
base. 
Une forme quadratique sur un espace vectoriel E est une fonction 
q sur E, à valeurs dans son corps des scalaires K, qui satisfait aux 
deux axiomes : 

1) q(Àx) = .\2q(x), 'ix E E, À E K. 
2) la fonction q(x +y) - q(x) - q(y) est bilinéaire. 

Toute forme bilinéaire f sur E définit une forme quadratique 
par q(x) = f(x, x). La fonction correspondante q(x +y) - q(x) -
q(y) = f(x+y,x+y)-f(x,x)-f(y,y) = f(x,y)+ f(y,x) est égale 
à (f + T f), le double de partie symétrique de f. Pour cette raison, 
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on préfère associer à la forme quadratique q la forme bilinéaire b 
définie par 

1 2 {q(x +y) - q(x) - q(y)}. On a alors: q(x) = b(x, x). 

Une forme quadratique que E peut donc être considérée comme 
un tenseur deux fois covariant symétrique. 

Lorsqu'une forme bilinéaire symétrique b sur E est non-dégéné
rée, on dit qu'elle définit sur R un produit scalaire. Lorsqu'une 
forme bilinéaire antisymétrique a sur E est non-dégénérée, on dit 
qu'elle définit sur E un produit scalaire symplectique, et dans ce cas 
la dimension de E est nécessairement paire. 

Notation de la géométrie différentielle : une forme bilinéaire t 
sur l'espace vectoriel T x se note t = L, tij dxi dxj. La notation 

classique pour un produit scalaire sur T x est g = L, 9ij dxi dxj 
avec g· · - g ··et dét lg· ·I -L 0 iJ - Ji iJ Î • 

Si t est antisymétrique, tij = -tji et t s'écrit : 

t = L, tij ( dxi dxj - dxj dxi) avec une sommation restreinte aux 
i<j 

couples d'indices (i < j). 
Six et y sont deux vecteurs de Tx, on a 

On convient de noter dxi A dxi la forme bilinéaire antisymétrique : 
dxi A dxi = dxidxi - dxidxi, d'où pour une forme bilinéaire 
antisymétrique t : 

t = L, tijdxi A dxi. 
i<j 

11.4 - Les tenseurs une fois covariant, une fois contravariant sur 
un espace vectoriel de dimension finie 

Un opérateur linéaire a de E est une application linéaire de 
E dans lui-même. Son image est le sous-espace vectoriel de E que 
forme l'ensemble des images a(x), x E E, son noyau est le sous
espace des vecteurs annulés par a. L'ensemble ~ (E) des opérateurs 
linéaires de E possède une structure naturelle d'espace vectoriel : 
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si a,b E .C(E), À,µ E K, Àa + µb défini par (>.a+ µb)(x) = 
>.a(x) + µb(x) est un opérateur linéaire . .C(E) possède même une 
structure plus riche. En effet, si a, b E .C(E), le composé ab défini 
par (ab)(x) = a(b(x)) est un opérateur linéaire. 

Cette multiplication, associative et distributive par rapport à 
l'addition, définit sur .C(E) une structure d'algèbre, à laquelle nous 
ne nous intéresserons que plus tard. 

-1 
a est dit inversible s'il existe un opérateur, noté a , tel que 

a !} = I. Pour que a soit inversible, il suffit que l'image par a d'une '· 
base particulière soit encore une base, et c'est alors vrai de toute 
base. 

Dans une base e de E, a E .C(E) possède n2 composantes qui 
sont les éléments de sa matrice A = J a) J. Par définition a) (indices 
décalés, le premier étant toujours celui de la ligne, le second celui de 
la colonne) est la ième composante de l'image par a du ime vecteur 
de base: 
a)= a(ej)i = (e*i,a(ej)). La ime colonne de A est donc formée 

des composantes de a( ej). Dans la base e : 

y= a(x) =a( ~ejxj) = ~a(ej)xj d'où yi = ~a)xj. 
J J J 

ce qui s'écrit matriciellement: Y= AX. 
Un couple (y, /3) formé d'un vecteur y E E et d'une forme 

linéaire j3 E E* définit un opérateur linéaire y® /3, appelé produit 
tensoriel de y et de /3, par: ((y® j3)(x) = y(/3, x). 

Uimage de y® j3 est la droite portant y, son noyau est le noyau 
de j3 ; si y et j3 sont non nuls, y ® j3 est un opérateur de rang un 
et ses composantes dans une base e de E sont les produits yi /3j des 
composantes de y et de /3. 

Ce produit tensoriel est une application bilinéaire de E x E* 
dans .C(E) dont l'image est évidemment formée des opérateurs de 
rang un, ou décomposables. Cette image engendre linéairement 
.C(E) tout entier. En effet si e = (e1, e2, ... , en) est une base de 
E, e* la base duale de E*, on a pour tout a E .C (E) : 

a(L ejxj) = L a(ej)xj = L a(ej)(e*j, x) 

= Leia)(e*j,x) = La)(ei ® e*j)(x) 

soit: a= La(ej) ® e*j = La)ei ® e*j. 
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Les n 2 produits tensoriel ei ® e*j engendrent ~ (E) et en 
forment une base puisqu'une relation I: a}ei ® e*j = 0 signifie 

que l'opérateur de matrice a} est l'opérateur nul, d'où a}= 0 Vi,j. 

Déterminons la variance des composantes a} de a. Si e' = eS, 

e* = Se1*, d'où te= t s1 te1 = ste', soient: 

d'où 

ce qui permet de dire que les composantes a} de a E ~(E) sont 
contravariantes dans le premier indice i, et covariantes dans le 
second indice j. Leurs places respectives, en haut pour i, en base 
pour j rappellent cette variance. Matriciellement, Y = AX s'écrit 

-1 
SY' = ASX' d'où A'= S AS. 

Remarque : L'opérateur identique 1 = I: ei ® e*i a les mêmes 
i 

composantes: 8I = 1, Vi, 8} = 0 si i-=!= j dans toutes les bases, et la 
-1 

relation I: siksim = 8;;. exprime simplement que t§ · S = S S = 1. 
i 

On peut également considérer les opérateurs linéaires de E* 
qui forment l'espace vectoriel ~ (E*). A un couple ({3, y), f3 E E*, 
y E E correspond leur produit tensoriel f3 ® y E ~(E*) par 
f3 ® y(a) = f3(y, a), d'où une application bilinéaire de E* x E dans 
~(E*). Si b E ~(E*), on a dans une base e de E et la base duale e* 
de E*: 

b( I: O:je*j) = I: ajb(e*j) = I:(ej, a)à{ e*i = I: à{ e*i ® ej(a) 

où le premier indice i de à{ est celui de la ligne et le second j celui de 

la colonne. D'où : b = I: à{ e*i ® ej. Par exemple les composantes du 

produit tensoriel f3 ® y = I: !3iYj e*i ® ej sont les produits f3iYj 
de celles de f3 et de y. Un calcul analogue au précédent donne 

l'expression des composantes b~m = I: à{ sikSjm· 
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ce qui permet de dire que les composantes b{ de b E i! (E*) sont 
covariantes dans le premier indice i et contravariantes dans le 
second indice j. 

A tout opérateur linéaire a E i! (E) correspond son transposé 
ta E i!(E*) et à tout opérateur linéaire b E i!(E*) correspond son 
transposé tb E ~(E**) = ~(E) au moyen des relations vérifiées 
quels que soient x E E et a E E* : 

(ax, a) = (x/ a· a), 
(x, ba) = (tbx, a) d'où t(ta) =a, 

que l'on peut aussi écrire en privilégiant le rôle de formes linéaires 
des éléments de E* : a(ax) =(ta· a)(x) et (ba)(x) = a(tbx). 

La transposition est un isomorphisme canonique des espaces 
vectoriels ~(E) et ~(E*) mais un antiisomorphisme pour les struc
tures d'algèbres : t ( u o v) =t v ot u. 

Calculons le transposé du produit tensoriel y® f3 E i!(E). On 
a: (y®f3·x,a) = (x,(3)(y,a) = (x,(3®y·a) soitt(y®f3) =f3®y, 
et de même t(f3 ®y)= y® (3. 

En termes de produits tensoriels, la transposition est donc 
l'échange des facteurs. Si a E i!(E), 

La matrice 1 (ta); 1 du transposé est donc la transposée de la matrice 

1a;1 (Rappelons que le premier indice est celui de la ligne et le second 
celui de la colonne). 

Cette étude montre que l'on peut considérer i! (E) comme l'es
pace vectoriel Ti(E) des tenseurs associés à E, contravariants dans 
le premier indice, covariants dans le second, i!(E*) comme l'espace 
vectoriel Ti (E) des tenseurs associés à E, covariants dans le pre
mier indice, contravariants dans le second. 
Ti (E) peut être considéré comme le produit tensoriel E ® E* tout 
élément a de Ti(E) pouvant s'écrire comme une somme L,xj ®aj, 
et Ti(E) comme le produit tensoriel E* ® E. 
Ces deux espaces sont canoniquement isomorphes et l'on peut 
souvent les identifier. Par contre, rappelons que l'ordre des indices 
dans T2 (E) = E* ® E* est strictement fixé! 
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Exemple : Tenseur des contraintes en un point d'un solide (stress 
tensor) : Pour analyser les tensions intérieures d'un solide soumis 
à des contraintes diverses (pression, torsion, étirement, etc ... ), on 
fait correspondre à un élément de surface orienté dS, de vecteur 
normal unitaire Tt, donc représenté par le vecteur Tt dS, la force 
---+ 
F dS qu'exerce sur elle la partie du solide située du côté positif. 

---+ 
On a ainsi un opérateur linéaire T défini par: F = T(rt'), qui est 
le tenseur des contraintes au point considéré. • 

Le déterminant de la matrice A d'un opérateur linéaire a 
dans une base e est indépendant de la base : c'est un scalaire, 
contrairement à ce qui se passe pour les formes bilinéaires. En effet 
dans deux bases e et e1 = eS, les matrices de a sont reliées par 

-1 
A' = S AS d'où dét A' = dét A. 

La trace Tra est un autre « invariant » d'un opérateur a (nous 
étudierons les invariants aux §111.2, 111.14 et IV.13. 

On sait que l'on appelle trace d'une matrice carrée A= Jaijl la 
somme des éléments de sa diagonale principale: Tr A= I: aii· Si 

i 
A= laijl est une matrice n x pet B = lbjkl une matrice px n, AB 
et BA sont des matrices carrées, respectivement n x n et p x p, et 
elles ont même trace car : 

n p p n 
Tr AB = I: I: ai ·b ï = I: I: b ïai · = Tr BA. 

·1·1 JJ ·1·1 1 J i= J= J= i= 

Il en résulte que l'on peut définir la trace d'un opérateur linéaire a 
comme étant la trace de sa matrice dans une base quelconque : 
Tr a = Tr A. En effet, si A et A' sont les matrices de a dans les bases 

-1 -1 -1 
e et e' = eS, on a Tr A' = Tr( S AS) = Tr( S A)S = Tr S( S A) = 
TrA. 

Cette façon de définir la trace est certainement assez artificielle. 
La cause profonde de son existence n'est pas cette simple propriété 
algébrique Tr AB = Tr BA que nous avons utilisée mais une 
opération de nature tensorielle appelée la contraction. 

Elle se manifeste de la façon suivante dans le cas des opérations 
linéaires : il existe une application linéaire naturelle du produit 
tensoriel E ® E*, comme du produit tensoriel E* ® E, à valeurs 
dans le corps K des scalaires, qui, au produit tensoriel y ® a, ou 
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a® y, avec y E E et a E E* fait correspondre le crochet (a, y) de 
a et de y, «contraction» de a et de y. 

Un opérateur linéaire a, considéré comme élément de E ® E* 
peut s'écrire d'une infinité de façons différentes comme combinaison 
linéaire de produits tensoriels : 
a = :L a}ei ® e*j dans chaque base e, mais aussi, par exemple : 

a= :La(ej) ® e*j. Son image par la contraction est indépendante 
de son écriture, c'est sa trace : 

L'existence de la contraction sera démontrée ci-dessous. 

11.5 - Intervention des groupes. Action du groupe linéaire 

Les groupes jouent un rôle essentiel en calcul tensoriel. Ils 
participent de la nature même des tenseurs et des pseudotenseurs. 
Rappelons qu'un groupe G est un ensemble muni d'une loi de 
composition interne associative, avec élément neutre et existence 
de l'inverse. Si E est un espace vectoriel, l'ensemble des opérateurs 
linéaires inversibles de E forme un groupe, le groupe linéaire Gl(E). 

Cela signifie que : 1) si a E Gl(E), a1 E Gl(E); 2) l'identité I E 
-l-1 

Gl(E); 3) si a, b E Gl(E), ab E Gl(E). On a en effet ab b a = I, 
-1 -1 -1 

et (a b ) = b · a . 

Définition 11.5 : 

Une représentation linéaire d'un groupe G dans un espace 
vectoriel E est un homomorphisme p de G dans le groupe Gl(E), 
ce qui signifie que p(gg1) = p(g)p(g'), Vg,g1 E G et que p (élément 
neutre de G) = opérateur identique de E. 

Muni d'une telle représentation Eprend le nom de G-module. 
Un invariant d'un G-module E est un élément x de E qui reste fixe 
par les opérations de G: p(g) · x = x, Vg E G. 

On a vu que l'application qui à chaque opérateur linéaire a E E 
fait correspondre l'opérateur transposé ta de E* est un antiautomor
phisme de l'algèbre ~(E) sur l'algébre ~(E*). Mais l'application qui 
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à chaque u E Gl(E) fait correspondre l'opérateur contragrédient : 

u = t 1} de Gl(E*) est un isomorphisme du groupe Gl(E) sur le 
groupe Gl(E*) puisque 

(UV) = t ( :ul) = t ( V 11l ) = t 1.l t V 1 = u . V. 

La représentation de Gl(E) comme groupe linéaire de E* est 
appelée la représentation contragrédiente. Elle fait opérer Gl(E) 
sur les tenseurs une fois covariant que sont les formes linéaires 
sur E. 

Il faut remarquer que Gl(E) opère de façon directe sur les vec
teurs de E, et de façon contragrédiente sur leurs composantes. His
toriquement, les vecteurs et tenseurs étant toujours intervenus par 
leurs composantes, les vecteurs de E se sont trouvés baptisés contra
variants. De façon duale Gl(E) opère de façon contragrédiente sur 
les formes linéaires, éléments de E*, mais de façon directe sur leurs 
composantes. Les formes linéaires sont ainsi baptisées covariantes. 
Il faut s'habituer à cette terminologie un peu paradoxale consacrée 
par l'usage. 

L'image g ·a d'une forme linéaire par g E Gl(E) est la forme 
linéaire telle que sa valeur sur le vecteur gx soit la même que la 
valeur de a sur x : le crochet de dualité reste inchangé. 

t -1 -1 
(g · a)(gx) = (g · a,gx) = ( g a,gx) =(a, g gx) = (a,x). 

D'une façon analogue, l'image g · a d'un opérateur linéaire par g est 
l'opérateur tel que son action sur le vecteur gx soit l'image par g de 
l'action de a sur x: (g · a)(gx) = g(a(x)), soit en remplaçant x par 
-1 -1 -1 
g x: (g · a)(x) = g(a( g x)) et g ·a= ga g. 

Remarque : Dire que le déterminant et la trace sont des inva
riants des opérateurs signifie que le déterminant et la trace sont in-

variants parles opérations de Gl(E): dét(g·a) = dét(ga 91) = déta 
-1 

et Tr(g · a) = Tr(ga g ) = Tra, donc par les changements de base. 
L'image (g · f) d'une forme bilinéaire f est la forme bilinéaire 

telle que sa valeur sur les vecteurs gx, gy soit la même que la valeur 
de f sur x,y: (g · J)(gx,gy) = J(x,y), d'où: 

-1 -1 -1 -1 
(g · J)(x, y)= f( g x, g y) et (g · J) = f o ( g, g ). 
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Remarque : Sans avoir encore défini de façon précise les ten
seurs, nous savons qu'ils possèdent des composantes dans chaque 
base. 

Nous pouvons par analogie avec ce qui précède, définir l'image 
(g · t) d'un tenseur t par g E Gl(E) comme le tenseur qui, dans 
la base g · e possède les mêmes composantes que t dans la base e. 
Les composantes de (g · t) dans la base e sont donc obtenues en 
effectuant sur les composantes de t la tranformation associée au 

-1 
changement de base e en g e. 

11.6 - Définition des tenseurs affines sur un espace vectoriel de 
dimension finie par l'effet des changements de base sur 
leurs composantes 

Les espaces des deux paragraphes précédents, qui ont été iden
tifiés à des espaces tensoriels, possèdaient déjà une définition di
recte, indépendante. 

Par contre, il est curieux de constater que l'algèbre linéaire et 
la géométrie ne fournissent aucun objet naturel identifiable aux 
tenseurs deux fois contravariants ! 

Nous allons commencer par la définition des tenseurs qui est 
historiquement la première. Elle présente une indiscutable écono
mie de moyens, mais elle reste superficielle, ignorant délibérément 
toutes les questions concernant leur nature intrinsèque, leur cons
truction systématique et l'origine des diverses structures qu'ils 
présentent. 

De plus, il ne s'agit que de tenseurs affines c'est-à-dire associés 
à un espace vectoriel nu. 

Définition II. 6.A des tenseurs affines «par leurs composantes » : 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soient p et q 
deux entiers ;;:: 0 et m = p + q. On appelle tenseur sur E, d'ordre 
m, p fois contravariant et q covariant, soit, en abrégé, de variance 
(p, q), la donnée pour chaque base e de E d'un ensemble de nm 
composantes tJi_iiJ·~ ... iJ·f' comportant p indices en haut, q indices en 

1 2··· q 

bas, telles que, si e' est une autre base de E, qui se déduit de e 
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par la matrice S = lsil de changement de bases : e' = eS, les 
composantes de t dans e et e' soient liées par la relation : 

-1 
où S = t S = ls~ 1 est la matrice contragrédiente de S. 

Remarques et exemples : 

La définition précédente est «individuelle». Elle s'intéresse à 
un tenseur à la fois, et constitue de toutes façons un critère pratique 
pour décider si des composantes sont, ou non, celles d'un tenseur. 

Les cas particuliers les plus simples ont été vus ci-dessus, mais 
sous la forme d'espaces vectoriels de tenseurs, avec les vecteurs 
(p = 1, q = 0), les formes linéaires (p = 0, q = 1) les formes 
bilinéaires (p = 0, q = 2), les opérateurs linéaires (p = q = 1). 

Remarquons cependant que dans ce dernier cas, on avait fait 
la distinction entre les opérateurs linéaires de E et ceux de E*, 
alors que dans la définition ci-dessus, il n'est question que de 
composantes t}, sans que l'on se préoccupe ni de leur interprétation, 
ni de savoir si l'indice du haut précède ou non celui du bas, ce qui 
n'a pas de sens dans cette définition. 

On peut construire immédiatement des exemples de tenseurs 
d'ordre quelconque. En effet, on vérifie immédiatement que p vec
teurs de E : x(1),x(2), ... ,x(p) et q formes linéaires sur E : 
a(l), a(2), ... , a(q) définissent un tenseur t, p fois contravariant 
et q fois covariant, dit tenseur décomposable, en posant: 

Ce tenseur sera ultérieurement appelé produit tensoriel des p 
vecteurs et des q formes (en respectant l'ordre des vecteurs et celui 
de formes), et noté en conséquence : t = x(l) ® ... x(p) ® a(l) ® 
... Œ(q)· 

Nous allons maintenant définir des opérations extrêmement 
importantes sur les tenseurs : les contractions qui généralisent 
la trace. Elles ont une signification intrinsèque et ont la même 
définition, quelle que soit la base! 
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Proposition ll.6: 

Soit t un tenseur p fois contravariant et q fois covariant avec 
p ~ 1, q ~ 1, sur un espace vectoriel Ede dimension n. 

Choisissons un indice contravariant, le b-ème ( 1 ~ b ~ p) et 
un indice covariant, le c-ème ( 1 ~ c ~ q). Définissons dans chaque 
base e de E les composantes : 

Ce sont celles d'un tenseur u, (p - 1) fois contravariant. ( q - 1) 
fois covariant (l'ordre de u: p+q-2 est donc de deux unités inférieur 
à celui de t) appelé contracté de t dans le b-ème et le c-ème indices. 

Preuve : Il suffit, dans la formule du changement de base de la 
définition ci-dessus, de faire la sommation : 

n 
et de remarquer dans le second membre que 2:= skb s~ = 0 si kb -=fa 

a=l 
-1 

le et= 1 si kb = le puisque le produit de matrices S · ts = S · S = 1. 
On obtient alors la relation cherchée entre les composantes du 

tenseur u dans les bases e et e'. 

Exemple : Le contracté ou trace d'un opérateur linéaire a 
ayant pour composantes a} dans une base e est le scalaire (ten-

seur d'ordre zéro) : Tra = 2:= a~. Si a = x ® a, sa trace 
est (x, a). La contraction du i-ème indice contravariant et du 
j-ème indice covariant du tenseur décomposable de l'exemple 3) ci-
dessus: x(l) ® ... x(p) ® a(l) ® ... a(q) est le tenseur décomposable 

(x(i)' a(j))x(l) ... x(i) ® ® ... x(p) ® a(l) ® ... â(j) ® ... a(q) où le 
signe ~ exprime que l'on a enlevé le terme situé par dessous. 

A l'usage, la définition des tenseurs au moyen des composantes 
présente des infériorités techniques sérieuses. Par exemple : 

- on voit mal le lien qui peut exister entre tenseurs quelconques 
et tenseurs décomposables ; 
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- on peut définir formellement la somme de deux tenseurs quel
conques. Mais cela n'a pas grand sens en soi : la somme, par 
exemple d'une vitesse et d'une force n'a aucune signification. Il 
est souhaitable de rassembler les tenseurs de même nature en 
« espaces tensoriels » ; 

- l'opération de contraction de la proposition précédente semble 
tomber du ciel; 

- plus généralement, on ne voit pas très bien comment on peut 
organiser les relations qui doivent exister entre tenseurs de 
divers ordres. 

Pour, toutes ces raisons, on ne peut se contenter de la définition 
« phénoménologique » ou « empirique » précédente. 

En approfondissant la notion de tenseur, nous allons obtenir 
une définition constructive, qui ne s'intéresse plus à un tenseur à 
la fois, mais aux espaces tensoriels. Elle est basée sur une opération 
algébrique fondamentale : le produit tensoriel, autrefois appelé 
produit kroneckérien (du nom de l'algébriste Kronecker, 1823-1891). 

Les propriétés de variance des composantes des tenseurs ne 
font plus partie de la définition. Elles sont démontrées, comme 
conséquence de celle-ci. De plus toutes les constructions sont va
lables pour des espaces vectoriels de dimension finies ou infinies. 

11.7 - Produit tensoriel d'espaces vectoriels de dimensions finies 
ou infinies 

Le produit tensoriel n'a rien de mystérieux. Il repose simple
ment sur une analyse de la notion d'application bilinéaire, et plus 
généralement d'application multilinéaire. 

Les exemples que l'on a déjà vus pour un espace vectoriel Ede 
dimension finie peuvent servir de référence à la définition ci-après: 

Définition II. 7.A : 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le même corps des 
scalaires K. On appelle produit tensoriel de E et de F le couple formé 
d'un espace vectoriel T et d'une application bilinéaire, le produit 
tensoriel, de Ex F à valeurs dans T, que l'on note à l'aide du signe 
® (x ®y est donc l'élément de T, produit tensoriel de x E E et de 
y E F) ces données satisfaisant à l'axiome suivant : 
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Pour au moins une base e = (ei), i E I de E et une base 
f = (f j), j E J de F, les produits tensoriels ei 0 f j, dont les indices 
parcourent les couples ( i, j) E I x J, forment une base de T, que 
l'on note e 0 f. 

Compléments et commentaires sur la définition précédente : 

1) Nous verrons que la propriété pour les produits tensoriels des 
éléments d'une base de E et d'une base de F de former une base de 
Test satisfaite pour toutes les bases de E et de F: l'axiome (T) ne 
dépend donc qu'en apparence du choix de bases particulières. 

2) Nous verrons également que le produit tensoriel de E et de 
F est unique à un isomorphisme près de la structure. On peut donc 
utiliser pour T la notation T = E 0 F. 

3) Si les dimensions de E et de F sont finies il résulte de l'axiome 
(T) que dim(E 0 F) = dimE · dimF. 

4) Le produit tensoriel étant bilinéaire par définition si x 
'L eixi et y = 'L fjYj sont des vecteurs de E et de F, on a : 

x 0 y = 'L ( ei 0 f j) xi yj. Les éléments x 0 y qui forment l'image 
de l'application 0 sont dits décomposables, ou de rang un. Ils 
engendrent E 0 F d'après l'axiome (T). 

5) L'axiome (T) assure immédiatement l'existence d'un produit 
tensoriel de E par F. En effet, un ensemble quelconque S peut 
toujours être considéré comme la base d'un espace vectoriel sur 
K : l'espace vectoriel, noté K(S), des combinaisons linéaires finies 

{ 'L sÀ.8 } d'éléments de S à coefficients dans K. Il suffit donc 
sES 

de prendre pour S l'ensemble des couples (ei, fj), (i,j) E I x J, 
pour T = E 0 F l'espace vectoriel des combinaisons linéaires 
finies à coefficients dans K: 'E(ei, fj)>..ij et pour produit tensoriel 

l'application (x,y)----. x®y = 'L(ei,fj)xiyj ce qui entraîne 

(ei, fj) = ei 0 fj· 

L'axiome (T) ainsi que la construction de E 0 F du numéro 
précédent ne sont pas intrinsèques, puisqu'ils font intervenir expli
citement des bases particulières de E et de F. 
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Nous allons donner à l'axiome (T) une autre forme entièrement 
équivalente pour ce qui concerne le produit tensoriel d'espace vecto
riels mais présentant le triple avantage : d'être intrinsèque, d'être 
valable pour des produits tensoriels plus généraux (de modules sur 
un anneau) et surtout d'être un puissant instrument de démonstra
tion. 

Son inconvénient est qu'elle semble un peu plus abstraite, ce 
qui peut effrayer les utilisateurs des tenseurs, qui pensent souvent, 
à tort, que «l'abstraction» va en sens inverse de l'application. 

Cette seconde forme de l'axiome (T) repose sur l'observation 
suivante : si r.p est une application bilinéaire de E x F à valeurs 
dans un espace vectoriel V quelconque, sur le même corps K, e une 
base de E, f une base de F, on a, quels que soient les vecteurs 
x = :Z:::eixi de E et y= LfjYj de F, r.p(x,y) = :Z:::r.p(ei,fj)xiyj 

i,j 
par bilinéarité. Cela montre que r.p est entièrement déterminée par 
ses valeurs r.p( ei, fj) sur les couples ( ei, fj) de vecteurs des bases 
e et f. Mais réciproquement, on peut se donner arbitrairement des 
éléments r.p ( ei, f j) dans l'espace image V et cela détermine une 
application bilinéaire, unique, de E x F dans V en étendant par 
bilinéarité r.p(x,y) = :Z:::r.p(ei,fj)xiyj. 

i,j 
Le comportement des applications bilinéaires de E x F dans 

V vis-à-vis des couples ( ei, f j) est ainsi exactement le même que 
celui des applications linéaires vis-à-vis des éléments d'une base. 
Il résulte de l'axiome (T) que les applications bilinéaires E x F 
dans V correspondent biunivoquement aux applications linéaires cl> 
de E ® F dans V. En effet, r.p détermine une application linéaire 
unique cl> en prenant cl>( ei ® fj) = r.p( ei, fj) d'où il résulte par 
linéarité que cl> ( x ® y) = r.p ( x, y) : on obtient r.p en composant cl> et 
l'application standard®· Réciproquement, si cl> est une application 
linéaire de E ® F dans V, par composition avec@, elle donne une 
application bilinéaire r.p de E x F dans V. On a ainsi obtenu la forme 
(U), intrinsèque, de l'axiome (T), caractérisant le produit tensoriel 
E®F: 
(U) pour toute application bilinéaire r.p de E x F dans un espace 
vectoriel quelconque V sur le même corps, il existe une application 
linéaire unique cl> de T = E ® F dans V telle que r.p = cl> o@. On 
exprime cette propriété en disant que le diagramme suivant est 
« commutatif» : 
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<p bilinéaire 
ExF V 

®""' /4> lin~aire avec cp = 4>o®. 
1 ~ / ~ umque 

î=E®F 

Cette propriété s'exprime donc par une bijection, ou identifica
tion: Bil(E, F; V)= .C(E ® F, V). 

L'application ® apparaît comme une application bilinéaire uni
verselle, et ce diagramme est souvent appelé diagramme universel 
du produit tensoriel. Une remarque importante est que l'unicité de 
<:I? est équivalente au fait que l'image de l'application ® engendre 
l'espace vectoriel E ® F. 

Nous avons démontré ci-dessus que si T = E ® F satisfait à 
l'axiome (T), il vérifie l'axiome (U), mais il reste à démontrer la 
réciproque pour s'assurer de leur équivalence. 

Cet exercice va permettre d'exploiter toutes les ressources· du 
diagramme universel. On peut d'abord, dans ce diagramme prendre 
pour c.p l'application ® elle-même. 

® = <p 
ExF E®F 

®~ /t avec 4>o®= ® 

E®F 

L'axiome (U) nous affirme que <:I? est unique, donc, ne peut être 
que l'identité de E ® F : il n'y a pas d'autre opérateur linéaire de 
E ® F qui soit l'identité sur les éléments décomposables x ®y autre 
que l'identité. 

Soient maintenant { ®; T = E ® F} et { ®1; T' = E ®1 F} deux 
produits tensoriels de E ® F satisfaisant à l'axiome (U). 

En vertu de (U) il existe des applications linéaires uniquement 
déterminées <:I? et <:1?1 telles que le diagramme : 

E®'F 
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soit commutatif : @' = <I> o ® et ® = <I>' o @'. En composant 
la première égalité avec <I>' et la seconde avec <I> on obtient : 
® = ( <I>' o <I>) o ® et @' = ( <I> o <I>') o @' d'où il résulte d'après 
ce qui précède que <I>' o <I> est l'identité de E ® F et <I> ® <I>' l'identité 
de E rg/ F : <I> et <I>' sont donc des isomorphismes préservant le 
produit tensoriel, uniquement déterminés entre E ® F et E @' F. 
Si maintenant T' = E @' F est un produit tensoriel de E et de F 
satisfaisant à l'axiome (U), soit T = E ® F un produit tensoriel 
de E et de F satisfaisant à l'axiome (T) relativement à des bases 
e de E et f de F. Puisque E ® F satisfait aussi à (U), on a un 
isomorphisme, unique, <I> de E ® F sur E ®' F tel que @' = <I> o ®, 
ce qui prouve que les éléments ei @' f j = <I> ( ei ® f j) forment une 
base de E @' F qui satisfait ainsi à (T). 

On aurait pu prendre pour E @'Fun produit tensoriel satisfai
sant à (T) pour des bases e' de E et J' de F. 

L'isomorphisme <I>' de E @' F sur E ® F montre que pour ces 
autres bases, les ek ® f { forment également une base de E ® F. 

11.8 - Quelques propriétés du produit tensoriel 

Un élément t du produit tensoriel E ® F peut s'écrire, comme 
somme, ou combinaison linéaire, d'un nombre fini d'éléments décom
posables, d'une infinité de façons. En effets, on peut toujours rem
placer x ® y par : 

X® y= (x + x') ®y - x' ®y= XÀ ®y l =X® (y+ y') - X® y'. 

Il est ainsi malcommode, voire impraticable, de définir directement 
une application linéaire de E ® F dans un espace vectoriel V. En 
pratique, pour définir une telle application, on passe toujours 
par une application bilinéaire de E x F dans V, qui la détermine 
complètement. Nous allons voir de nombreux exemples de cette 
remarque: 

Un isomorphisme canonique de E ® F sur F ® E. 

En effet l'application <p de Ex F dans F ® E: cp(x, y) =y® x 
est bilinéaire et détermine donc une application linéaire unique <I> 
de E ® F dans F ® E telle que <I>(x ®y)= y® x. De la même façon 
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'lj;(y,x) = x@y détermine une application linéaire 'If; de F@E dans 
E ® F et 'If; o <T> et <T> o 'If; sont des applications identiques d'après 
l'unicité <T> et 'If; sont donc des isomorphismes inverses l'un de l'autre. 

Un isomorphisme canonique de E ® K sur E. 

<p(x, À) = xÀ détermine une application linéaire <T> de E ® K 
sur E et 'lj;(x) = x ® 1 est une application linéaire de E dans E ® K, 
telle que <T> o 'If; et 'If; o <T> soient des applications identiques. 

Trfice 

Le crochet de dualité entre x E E et a E E* détermine une 
application bilinéaire (x, a) --t (a, x) de E x E* dans K, d'où une 
application linéaire, la trace, de E@E* dans K: Tr(x®a) = \x, a). 

Si la dimension de E est finie, e = ( ei) une base de E, e* la 
base duale de E*, la trace d'un élément a de E ® E* s'écrit : 

Produit tensoriel d'applications et produits kroneckérien de matrices 

Si E, E', F, F' sont quatre espace vectoriels sur le même corps 
K, a une application linéaire de E dans E', b une application linéaire 
de F dans F', l'application bilinéaire: <p(x, y)= a(x)®b(y) de ExF 
dans E' @F' détermine une application linéaire unique de E@F dans 
E' ® F' appelée produit tensoriel des applications a et b, et notée 
a®b. Une barre est nécessaire au-dessus du signe®, pour distinguer 
l'élément a®b E .C(E ® F, E' ® F') de a® b E .C(E, E') ® .C(F, F'). 
On a donc, par définition : 

(a®b)(x ®y)= a(x) ® b(y). 

En fait l'application bilinéaire : 'If; (a, b) = a® b détermine une 
application linéaire 'If; telle que 'If; (a ® b) = a® b, de .C (E, E') ® 
.C(F, F') dans .C(E ® E', F ® F'), qui est un isomorphisme (canoni
que) lorsque les dimensions des espaces sont finies. 

Dans ce dernier les choix de bases e = ( e 1) de E, f = (f j) de F, 
e1 = ( ek) de E', f' = (!{) de F' détermine une base e® f = ( ei ® fj) 
de E@F indexée par les couples ( i, j) et une base e' ® f' = (eh:® Ji) 
de E' ® F1, indexée par les couples (k, l). 
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Si A, B, C = A® B sont les matrices de a, b et a® b dans ces 
bases, la matrice C = A ® B est le produit tensoriel ou kroneckérien 
des matrices A et B. Elle a pour indices de ses colonnes les couples 
( i, j) que l'on peut ordonner par l'ordre lexicographique, et pour 
indices de ses lignes les couples (k, l). 

(a® b) ( ei ® fj) = a( ei) ® b(fj) = ( L: ekaf) ® ( L: Jf bD 

= L:(ek ® J{)afb~. 

d'où · cM = a~bl. 
• 2) i J 

Si maintenant a' est une application linéaire de E' dans E", b1 

une application de F' dans F", la composée des applications a' ® b1 

et a® b s'écrit sur les éléments décomposables : 

(a'® b1 )((a ® b)(x ®y))= (a'® b1)(a(x) ® b(y)) 

= (a'a)(x) ® (b1b)(y) = (a'a®b'b)(x®y) 

ce qui entraîne l'égalité 

(a' ®b1) o (a®b) = a1a®b1b. 

En particulier, prenons E" = E, F" = F. Si a et b sont des 
isomorphismes, a ® b est également un isomorphisme, car : 

-1 -1 
(a@ b)o(a@b)=ldE®ldF=ldE@F, 

d'où: 
-1 -1 -1 

(a ® b) =(a® b). 

Il en résulte aussi que si a" E ~ (E", E"') et b11 E ~ (E", E"') on 
o la propriété d'associativité : 

(a"® b11 ) o [(a')® b1) o (a® b)] = [(a"® b11 ) o (a'® b')] o (a® b). 

Produit tensoriel de deux représentations K-linéaires d'un groupe 
G: 

Une représentation K-linéaire d'un groupe G est un homor
phisme de G dans le groupe des automorphismes d'un espace 
K-vectoriel E: G --7 Gl(E). 
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Notons e cet homomorphisme. Tout élément g de G est ainsi 
représenté par l'opérateur linéaire B(g) E Gl(E). La fonction sur G 
à valeurs dans K: xe(g) =Trace B(g) est le caractère de e. 

e est dite irréductible s'il n'existe aucun sous-espace propre A 
de E appliqué en lui-même par tous les B(g), g E G (qui fournirait 
alors une sous-représentation: G-----+ Gl(A) par g-----+ B(g)IA· 

Exemple : On a vu (§II.5) que le groupe linéaire Gl(E) possède 
des représentations linéaires naturelles dans les espaces E*, T2(E), 
Ti{E), .... On verra plus généralement que Gl(E) est représenté 
dans tous les «espaces tensoriels» sur E (cf III.2). 

Si maintenant 01 est une représentation K-linéaire de G dans F, 
les propriétés du paragraphe précédent montrent que l'application : 
g-----+ B(g) ® B'(g) dans Gl(E@F) est une représentation de G, notée 
e ® e' appelée produit tensoriel de e et e'. 

Un élément t de E@F peut s'écrire t = 2:, Xj ®Yj et (B@B')(g) · 
j 

t = L B(g)Xj ® B(g)Yj· 
j 

Afin d'éviter les notations trop lourdes, on écrit le plus souvent 
g . x, g . y pour B(g) . X, e' (g) . y lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté. On 
voit donc que l'opération de g sur t E E ® F s'obtient en distribuant 
g dans une expression quelconque de t (il y en a une infinité!) : 

g. t = "'i:,g. Xj ® g. Yj· 
j 

On vérifie immédiatement que Xe@e' = Xe · Xe'. 

Problème : e et 01 étant données et irréductibles. Trouver toutes 
les sous-représentations irréductibles de e ® e'. 

Lorsque G est le groupe des rotations de notre espace euclidien 
à trois dimensions, la solution de ce problème a de nombreuses 
applications en physique. 

Complexifié d'un èspace vectoriel réel 

Soient E un espace vectoriel sur le corps complexe C, RE l'espace 
vectoriel réel sous-jacent obtenu en restreignant les scalaires au 
sous-corps R de C. C est un plan réel de base ( 1, i) et la structure 
complexe de E est déterminée par une application R-linéaire 'ljJ de 
C dans ~(RE) telle que 'l/J(l) = Id(RE) et '!fJ(i)2 = -Id(RE). Il 



48 Produit tensoriel 

résulte de ces conditions que si z et u E C, on a automatiquement la 
propriété multiplicative: 7.f;(zu) = 7.f;(z)7.f;(u) et il suffit évidemment 
de se donner l'opérateur J = 7.f;(i). 

Une application C-linéaire de E dans F est une application R
linéaire f de RE dans RF telle que f o 7./JE(z) = 7.f;p(z) of, Vz E C. 

Si V est un espace vectoriel réel, son complexifié V c est le pro
duit tensoriel d'espaces vectoriels réels: V c =V 0 C. La structure 
complexe de V c est déterminée par l'application R-linéaire 7.f; de C 
dans ~(V 0 C) : 7.f;(l) = Idv @Ide et 7.f;(i) = Idv 0 (multiplica
tion pari) soit, pour un élément décomposable (x 0 u) de V 0 C, 
(x EV, u E C), si z E C, 7.f;(z)(x 0 u) = x 0 zu. 

Tout élément de V c s'écrit d'une façon et d'une seule: x 0 1 + 
y 0 i = x 0 1+(Idy0 (multiplication pari) (y 0 1). 

Il en résulte qu'en identifiant V au sous-espace réel V 0 1 
de V 0 C tout élément de V c s'écrit et d'une seule x + iy avec 
x,y EV. Sil désigne l'inclusion de V dans Ve: l(x) = x 01, le 
couple ( l, V c) possède la propriété universelle suivante : pour toute 
application R-linéaire f de V dans ~ espace C-vectoriel E, il existe 
une application ~-linéaire unique f de V c dans E qui prolonge f, 
c'est-à-dire que f o l = f. En effet, l'application R-bilinéaire de 
V x C dans E qui au couple (x, u) ~it correspondre 7.f;(u)(f(x)) 
détermine une application R-linéaire f de V 0 C dans E qui vérifie 
] o 7.f;(z) = 7.f;(z)] et qui est donc une application C-linéaire de V c 
dans E. 

Si a est une application linéaire réelle de V dans V', ac = 
a 0 Ide est une application linéaire réelle complexe de V c dans V~ 
appelée la complexifié de a. 

11.9 - Produit tensoriel de p > 2 espaces vectoriels 

Soient p espaces vectoriels : E1, E2, ... , Ep sur le même corps K. 
On appelle produit tensoriel de E1, E2, ... , Ep le couple formé d'un 
espace vectoriel T, qu'en raison de l'unicité prouvée ci-après, on peut 
noter T = E1 0 E2 0 Ep, et d'une application multilinéaire de E1 X 

E2 ... Ep, appelée produit tensoriel et notée : ( x1, x2, ... , Xp) --+ 

x1 @x2@ ... Xp satisfaisant à l'un ou l'autre des axiomes équivalents 
suivants: 
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(T) il existe des bases e(i) = (e(i)i1 ,ii E Ii), ... ,e(p) 
( e(p )ip; ip E Ip) de Ei, ... , Ep, telles que les produits tensoriels : 
e(i)ii ® e(2)i2 ® ... e(p)ip' indexés par le produit des ensembles d'in-
dices li x I2 x ... Ip, forment une base de Ei ® E2 ® ... Ep 
(U) propriété universelle : pour toute application p-linéaire r.p de 
Ei X E2 X ... Ep dans un espace vectoriel V, sur le même corps, il 
existe une application linéaire unique <I> de Ei ® E2 ® ... Ep dans 
V telle que r.p = <I> o ® : (le diagramme est commutatif) 

<p 
E1 x Eix ... Ep V 

® ~""'""/- li .... , uruq .. 

E1 ® Ei® ... Ep 

Ainsi: r.p(xi, x2, ... , xp) = <I>(xi ®x2 ® ... xp) et l'application® 
peut être considérée comme une application p-linéaire universelle. 

On démontre, comme dans le cas de deux espaces vectoriels, 
l'unicité à un isomorphisme près, l'existence, et le fait que la 
propriété (T) est valable quel que soit le choix des bases. 

Les éléments xi ® x2 ® ... Xp de l'image de ® sont dits décom
posables. 

Tout élément de Ei ® E2 ® ... Ep est combinaison linéaire, ou 
somme, d'un nombre fini d'élément décomposables. 

Chaque fois que l'on souhaite construire une application linéaire 
de Ei ® E2 ® ... Ep dans un espace vectoriel V, IL FAUT pour cela 
passer par l'application p-linéaire associée, et c'est elle qu'il faut 
définir pour atteindre l'application linéaire. 

Par exemple, le produit ai® a2 ® ... ap de p applications linéai
res ai : Ei --t Ei, a2 : E2 --t E2, ... , ap : Ep --t E~ est l'application 
linéaire de Ei ® E2 ® ... Ep dans Ei ® E2 ® ... E~ associée à 
l'application p-linéaire : 

On a une application linéaire naturelle : 

.C(Ei, Ei) ® .C((E2, E2) ® ... .C(Ep, E~) 

--t .C(Ei ® E2 ® ... Ep; Ei ® E2 ® ... E~), 
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qui envoie ai Q9 a2 Q9 ••. ap sur ai® a2 ® ... ap, qui est un isomor
phisme lorsque Ei, E2, ... , Ep sont de dimensions finies. 

Il en résulte, comme au paragraphe précédent, que si Oi, 02, 
. . . Op sont p représentations linéaires d'un même groupe G dans 
des espaces vectoriels Ei, E2, ... , Ep sur le même corps K, l'appli
cation: 

g E E --t Oi (g) ® 02 (g) ® ... Op (g), 

de G dans le groupe linéaire Gl(Ei Q9 E2 Q9 ••. Ep) est une représen
tation de G que l'on appelle produit tensoriel des représentations 
Oi, 02, ... , Op et que l'on note Oi ® 02 ® ... Op. 

Indiquons quelques propriétés immédiates du produit tensoriel 
de p espaces vectoriels, qui se démontrent exactement comme dans 
le cas du produit tensoriel de deux espaces, c'est-à-dire en passant 
par une application multilinéaire : 
K Q9 K Q9 .•. Q9 K est canoniquement isomorphe à K, tout élément 
s'écrivant : .Xi · 1 ® À2 · 1 ® Àp · 1 = .Xi.X2 ... Àp · 1 ® 1 ® ... 1. 

Il en résulte, d'après ce qui précède, que si EiE2, ... , Ep sont 
de dimensions finies, on a : 

Eî ® E2 ® ... E; = (Ei ® E2 ® ... Ep) *. 

Si dans un produit tensoriel l'un des facteurs est le corps K : 
Ei ® E2 ® ... Ep-i ® K ® Ep+ i ® ... E, ce produit est canoniquement 
isomorphe au produit des espaces vectoriels distincts de celui-là, 
soit: 

Ei ® E2 ® ... Ep-i ® Ep+ i ® ... Er. 

Si Œ est une permutation de (1, 2, ... ,p), l'application (xi, 
x2, ... , Xp) --t Xai ® Xa2 ® ... Xap de Ei X E2 X .•. Ep dans 
Eai ® Ea2 ® ... Eap est p-linéaire et détermine une application 
linéaire <Pa de Ei ® E2 ® ... Ep dans Eai ® Ea2 ® ... Eap· C'est un 
isomorphisme, appliquant les éléments décomposables de l'un sur 
ceux de l'autre, puisque <Pal o <Pa est l'identité. 

11.10 - Opérations tensorielles 

Le calcul tensoriel est fondé sur deux opérations : la contraction 
et la multiplication tensorielle. 
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Composées, elles en donnent une troisième : la multiplication 
contractée. 

La propriété essentielle de ces opérations est d'avoir la même 
forme quelle que soit l'écriture des éléments. De plus, si on les 
effectue sur des éléments décomposables, le résultat est un élément 
décomposable. 

Définition II.IO.A : 

Soient p espaces vectoriels sur K : E1, E2, ... , Ep, et b une forme 
bilinéaire sur le couple (Ei, Ej) où l'on suppose i < j. L'application 
linéaire naturelle : 

~ ~ 

E1 ® E2 ® ... Ep --+ E1 ® ... Ei ® ... Ej ® ... Ep, 

associée à l'application p-linéaire : 

(xi,x2, ... ,xp) = b(xi,Xj)X1 ® ... Xi® ... Xj ® .. . Xp, 

est appelée la contraction par b des éléments de E1 ® E2 ® ... Ep. 
Le cas le plus fréquent est celui où l'un des deux espaces Ei, Ej 

est le dual de l'autre, b étant alors le crochet de dualité, et c'est 
dans ce cas, une extension de la trace. 

Définition ll.10.B : 

Soient (p + q) espaces vectoriels sur K : E1, E2, ... , Ep, Fi, F2, 
... , F q· L'application bilinéaire naturelle µ : 
(E1 ®E2® ... Ep) x (F1 ®F2® ... F q) --+ E1 ®· .. Ep®F1 ®· .. F q dont 
l'existence est démontrée ci-dessous, est appelée la multiplication 
tensorielle. 

L'application r.p (x1, x2, ... , Xp, Y1, Y2, ... , Yq) --+ (x1 ® x2 ® 
... xp) ® (Y1 ®y2 ® ···Yq) de E1 x E2 ... Ep x Fix ... Fq dans 
P = (E1 ® ... Ep) ® (F1 ® ... F q) est (p + q)-linéaire. Si l'on 
choisit des bases {e(l)iJ ... {e(p)ip}{f(l)ji} ... {f(q)jq} dans les 
espaces Ei, ... , Fq, les images par r.p: (e(l)ii ®· .. e(p)ip)®(f(l)j1 )® 
... f(q)jq) forment évidemment une base de P qui satisfaisant ainsi 
à l'axiome (T), est avec r.p un produit tensoriel de E1, ... , Eq. Il en 
résulte un isomorphisme naturel<!> de P sur E1 ® E2 ® ... Eq. La 
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multiplication tensorielle est la composée des deux applications : 

(E1 ® E2 ® .. . Ep) X (F1 ®F2 ® .. . Fq) 
® ® 

---+(E1 ® ... Ep) ® (F1 ® ... Fq)---+E1 ® ... Ep ® F1 ® ... Fq 

Un raisonnement analogue montre que la multiplication tensorielle 
est associative ce qui se traduit par des isomorphismes canoniques 
entre ((E1 ® ... Ep) ® (F1 ® ... Fq)) ® (H1 ® ... H), (E1 ® ... Ep) ® 
((F1 ® .. . Fq) ® (H1 ® ... H)) et Ei ® ... F1 ® ... H1 ® .. . Hr. On 
ne distingue donc pas entre ces divers produits. 

Définition II.10. C : 

Soient (p + q)espaces vectoriels sur K : Ei, E2, ... , Ep, Fi, F2, 
... F q et b une forme bilinéaire sur le couple (Ei, Fk)· L'application 
composée de la multiplication tensorielle µ et de la contraction par b 

~ ~ 

---+ Ei ® ... Ei ® ... F k ® ... F q, 

est appelée multiplication contractée. 

Exemples: 

a) soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur 
le même corps K. La multiplication contractée à droite : (F ® E*) x 
E --t F permet de considérer un élément a E F ® E* comme une 
application linéaire de E dans F par : x E E --t a · x E F en notant 
par un point cette multiplication contractée. 

Si a= L,,j Yj ® O:j, a· x = L,,j Yj(O:j,x). 
L'application cp qui au couple (y, o:) de F x E* fait correspondre 

l'application linéaire de E dans F : x E E --t y(o:, x) E F, est 
une application bilinéaire de F x E* dans .C (E; F) satisfaisant à 
l'axiome (T) déterminant ainsi un isomorphisme naturel de F ® E* 
sur .C (E; F). 

La multiplication contractée à gauche de F* x (F ® E*) dans 
E* : (/3, a) --t /3 · a est la transposée de la précédente. La double 
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F* X (F ® E*) X E -t K 

-tf3·a·x 
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est en effet associative, ce qu'il suffit de vérifier pour a décomposa
ble, a= y® a: 

a· x = y(a,x); {3 ·a= ({3,y)a, 
et {3 (a · x) = ({3, y) (a, x) = ({3 · a) · x 

b) si E, F, H sont trois espaces vectoriels de dimension finie sur 
le même corps K, la composition des applications linéaires de E 
dans F et de F dans H s'exprime, dans l'écriture tensorielle des 
applications linéaires, par une multiplication contractée : 

(H@F*) X (F®E*)-tH@E*, 

(z®{3) · (y®a) = ({3, y)z®a est bien le composé de x -t (y®a) ·x = 
y(a, x) et de y· (a, x) -t (z ® {3) · y(a, x) = z({3, y) (a, x) = (a, x) = 
({3, y)(z ®a) · x. 

L'écriture tensorielle rend immédiate une propriété de la trace. 
Si a E ~(E,F) = F®E* et b E ~(F,E) := E®F*, aob E ~(F), 
boa E ~(E), on a Tr(a o b) = Tr(b o a). Il suffit de prendre a 
et b décomposables, le cas général s'en déduisant par linéarité. Si 
a= y® a et b = x ® {3, a o b =y® f3(a, x); boa= ({3, y)x ®a, 
d'où: 

({3, y)(a, x) = Tr(a o b) = Tr(b o a). 

c) si Ei, E2 ... , Ep sont de dimension finie sur K, la multiplica
tion p-fois contractée : 

(E1 ® E2 ® ... Ep) x (Ei ® E2 ... E;), 

((x1 ®x2® ... xp), (a1 ®a2® ... ap)) -t (xi, a1)(x2, a2) ... (xp, ap) 

est l'expression du crochet de dualité, par l'identification vue précé
demment de Ei ® E2 ... E; avec (E1 ® E2 ® ... ® Ep)*, sur les 
éléments décomposables des deux espaces. 

Il en résulte que les produits tensoriels de bases des Ej et des 
bases duales dans les Ej sont des bases duales de Ei ® E2 ® ... Ep 

et de Ei ® E2 ... E;. 
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d) si E et F sont de dimensions finies sur le même corps K, une 
forme bilinéaire b sur E x F est équivalente à une forme linéaire 
sur E ® F, soit à un élément cp de E* ® F*. 

On récupère la forme b par la double multiplication contractée : 
Ex (E* ®F*) x F soit: b(x, y)= x·cp·y (car x · (cp·y) = (x ·cp) ·y). 
De façon précise, l'isomorphisme de E* ® F* sur l'espace vectoriel 
..C2(E, F; K) des formes bilinéaires sur ExF est obtenu, à l'aide de la 
propriété universelle du produit tensoriel, à partir de l'application 
bilinéaire de E* x F* dans ..C2(E, F; K) qui au couple a, /3 fait 
correspondre la forme bilinéaire (x, y)---? a(x)f3(y). 

L'application linéaire p associé à droite de b, de F dans E*, fait 
correspondre à chaque y E F la forme linéaire x ---? b(x, y) sur E, 
qui est aussi la contractée à droite de cp par y : p(y) = cp ·y. 

Cette définition de p par contraction revient à l'identification de 
cp et de p comme l'élément de E* ® F*, puisque ce produit tensoriel 
E* ® F* s'interprète aussi, comme on l'a vu au a) ci-dessus comme 
l'espace ..C(F, E*). 

De la même façon, l'application 'Y associée à gauche de b, de E 
dans F fait correspondre à x E E la forme : y ---? b(x, y) sur F. 
On a 'Y(x) = x · cp, ce qui revient à identifier aussi 'Y avec cp par 
l'interprètation de E* ® F* comme ..C(F, E*). 

On voit donc que tensoriellement, c'est le même élément cp E 
E* ® F* qui s'interprète comme b, p ou 'Y. 

On a : b(x, y) = (x, p(y)) = ('Y(x), y) qui montre également 
qu'avec l'identification E** = E et F** = F que 'Y =t pet p = t"f. 

Si e et f sont des bases de E et F, et bij = b(ei, fj), cp = 

I: bije*i ® J*j. 

p a même matrice B = Jbijl que b tandis que 'Y a pour ma-
trice tB. · 

Le rang b est celui de B, de p, de 'Y ou de c.p. C'est en particulier le 
nombre minimum de termes qu'il faut pour écrire cp comme somme 
de tenseurs décomposables cp = I: aj ® /3j. « b-non-dégénérée » 

équivaut à p (ou"() est un isomorphisme. 

Dans ce cas l'inverse p1 de p (ou --;../ de "() définit une forme 
-1 

bilinéaire sur F* x E* appelée inverse de b et notée b . On a 
-1 
-1 

évidemment b = b. 
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-1 -1 -1 -1 
Si ({3,a) E F* x E*, b ({3,a) ({3, Pa))= b( 'Y {3, Pa)= 

(;.l {3, a). Le nom de forme bilinéaire inverse est justifié par le fait 
que dans les multiplications contractées : 

(E* ® F*) x (F ® E) --t E* ® E = .e(E*), 

(F ® E) x (E* ® F*) --t F ® F* = .e(F), 

les produits des éléments cp®E*®F* représentant b et (p1 E F®E = 
-1 

(F*)* ® (E*)* représentant b sont égaux aux unités (opérateurs 
identiques) de E* ®E et F®F*. C'est en effet, parfaitement évident 

si l'on interprète cp comme pet <J- comme [}. 
En prenant F = E, on voit qu'une forme bilinéaire non

dégénérée b sur E détermine automatiquement une forme bilinéaire 
-1 

non-dégénérée b sur le dual E*. Cette propriété va jouer un rôle 
essentiel dans l'étude des tenseurs restreints (chapitre V). 

11.11 - Produit tensoriel de formes bilinéaires 

Soient Ei, F 1, E2, F 2, ... , Ep, F p, 2p espaces vectoriels de di
mensions finies ou infinies sur le même corps K, b1 une forme bi
linéaire sur le couple Ei X Fi, b2 sur E2 X F2, ... , bp sur Ep X F p· 
L'application qui aux 2p vecteurs: (x1, x2, ... , Xp, yi, y2, ... , Yp) de 
(E1, E2, ... , Ep, F 1, F 2, ... , F p) associe le scalaire égal au produit : 
b1 (xi, Y1)b2(x2, Y2) ... bp(xp, Yp) est 2p-linéaire et détermine donc 
une application linéaire B : 

par ses valeurs sur les éléments décomposables : 

En composant avec la multiplication tensorielle µ : 



56 Produit tensoriel 

on obtient une forme bilinéaire b = B o µ appelée produit tensoriel 
de bl, b2, ... , bp sur le couple: 
(E1 ® ... Ep) x (F 1 ® ... F p) entièrement définie par ses valeurs 
sur les éléments décomposables : 

En prenant tous les espaces Ej égaux à E, et tous les espaces F j 
égaux à F, la construction précédente définit la puissance tensorielle 
p-ème d'une forme bilinéaire b sur E x F. 

C'est une forme bilinéaire sur (@PE x (@PF), notée @Pb, 
entièrement définie par ses valeurs sur les tenseurs décomposables 

(@Pb)(x1 ® x2 ® ... Xp; Yl ® Y2 ® · · · Yp) 
= b(xi, Y1)b(x2, Y2) ... b(xp, Yp)· 

Les puissances tensorielles ®Pp et ® P '"Y des applications as
sociées à droite et à gauche de b sont évidemment les applications 
associées de ® pb, puisque, sur des tenseurs décomposables : 

(®Pb)(x1 ® x2 ® x2 ® ... Xp; Yl ® Y2 ® ... Yp) 
= (x1,p(y1))(x2,p(y2)) ... (xp,p(yp)) 
= (x1 ® x2 ® ... xp; p(y1) ® p(y2) ® ... p(yp)) 

= (x1®x2@ ... xp;(@Pp)(y1®Y2®···Yp)) 

et la même chose pour '"'(. 
En particularisant encore en prenant F = E, on voit qu'une 

forme bilinéaire b sur un espace vectoriel Ede dimension finie défi
nit des formes bilinéaires ®Pb sur toutes les puissances tensorielles 

-1 
de E. De plus, si b est non-dégénérée la forme inverse b sur E* se 

-1 
prolonge par ses puissances tensorielles ( ® P b sur les @PE*. Sur 

un espace de tenseurs affines quelconque ®(v)E avec lvl = m, pro-
-1 

duit tensoriel de m espaces E ou E*, en prenant b sur E et b sur 
E*, leur produit tensoriel prolonge b en une forme bilinéaire ® ( v) b 
sur ®(v)E. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE II 

EX. II.1: 

Soit t E E@E. .. Montrer que si dans une base de E, il existe un scalaire 
>. tel que tji = >.ëj quels que soient i, j les mêmes équations sont alors 
satisfaites dans toutes les bases. Quelles sont les seules valeurs possibles 
pour À? 

EX. II.2: 

Quelle condition, nécessaire et suffisante, doivent satisfaire les vec
teurs XI, x2, ... , Xp et YI, y2, ... , yp, supposés non nuls, pour que les ten
seurs décomposables XI 0 x2 0 .xp et YI 0 y2 0 ·Yp soient proportionnels. 

EX. II.3: 

Soient EI, E2, ... , Ep, p espaces vectoriels quelconques sur K. Montrer 
que si les vecteurs XI E EI, x2 E E2, ... , xp E Ep sont nuls, leur produit 
tensoriel XI 0 x2 0 ... p est non nul. 

EX. II.4: 

Soient (xI, x2, ... , xn) et (yI, y2, ... , Yn), 2n vecteurs d'un espace vec
toriel à n dimensions. 

Montrer que pour que le déterminant : dét iëj 1 des composantes du 
tenseurs : t = XI 0 YI + x2 0 Y2 + ... + Xn 0 Yn de E x E dans une base de 
e soit nul, il est nécessaire et suffisant que soient les (xi), soient les (Yi) 
soient linéairement dépendants. 

EX. II.5: 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un même corps K, Eo un 
sous-espace de E, Fo un sous-espace de F. Soit H le sous-espace de E 0 F 
engendré par les éléments x 0 y tels que x E Eo ou bien y E Fo. 

Construire deux applications linéaires naturelles, réciproques l'une de 
l'autre, entre E/Eo 0 F /Fo et (E 0 F)/H, qui prouvent l'isomorphisme de 
ces deux espaces vectoriels. 

EX. II.6: 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Soient x, XI, x2, ... , Xp, 

(p + 1 )vecteurs de E, y, YI, Y2, ... , yp, (p + 1 )vecteurs de E tels que qu'on ait 
une égalité : 

p 

X 0 y= L Xi 0 Yi =/=o. 
i=I 



58 Produit tensoriel 

Montrer qu'il en résulte que x est une combinaison linéaire des Xi, et 
y une combinaison linéaire des Yi. 

EX. II.7: 

Soient a1, a2, ... , ap, p applications linéaires, aj appliquant Ej dans Fj 
pour j = 1,2, ... ,p. 

Les 2p espaces vectoriels E1 et Fj étant supposés de dimension finie, 
montrer que, si le produit tensoriel a1 © a2 ... © ap est nul, l'une au moins 
des applications a1 est nulle. 

EX. II.8: 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et t un tenseur 
non nul de @PE. Pour chaque i = 1, 2, ... ,p, on appelle Fi le sous-espace E* 
des formes linéaires a telles que le contracté de a sur la i-ème composantes 
de t soit nul. 

a) montrer que dim Fi :::; n - 1 
b) montrer que t est décomposable si et seulement si tous les Fi ont 

pour dimension ( n - 1). 
c) montrer qu'il suffit que (p - 1) des Fi soient de dimension (n - 1) 

pour qu'il en soit de même du p-ème. 

EX. 11.9: 

Si u et v sont des endomorphismes respectivement des espaces vecto
riels de dimension finie pour E et F, montrer que Trace ( u © v) = Tru· Tr v. 

EX. 11.10: 

Propriétés du produit tensoriel de matrices. Soient A une matrice m x m 
et B une matrice n x n, A® B et B ®A leur produits tensoriels (§II.8) dont 
les lignes et les colonnes sont rangées suivant l'ordre lexicographique sur 
les couples d'entiers. 

a) Montrer qu'il existe une matrice de permutation P ne dépendant 
-1 

pas de A et B mais seulement de met den telle que B ®A= P(A ® B) P. 
b) Si lm et In désignent les matrices unités m x m et n x n, en utilisant 

le fait que A® B est égal au produit de matrices : (A® In) · (lm® B) montrer 
que dét(A ® B) = (détA)n(détBr. 

c) Montrer que si A et B sont diagonalisables il en est de même de 
A®B. 

d) Montrer que si A et B sont des matrices orthogonales, resp. uni
taires, il en est de même de A ® B. 



CHAPITRE III 

Algèbre tensorielle : les espaces tensoriels, 

les tenseurs affines et les pseudotenseurs 

associés à un espace vectoriel 

de dimension finie 

L'instrument construit au chapitre Il, le produit tensoriel de 
deux espaces vectoriels, nous permet maintenant de définir et 
d'étudier les espaces de tenseurs et de pseudotenseurs affines sur un 
espace vectoriel Ede dimension finie. Un tel espace Test lié à Epar 
une correspondance qui à chaque base e de E associe une base de T 
(d'où les« composantes» de chaque t E T que détermine le choix de 
la base e) et par la présence d'une représentation dans T du groupe 
linéaire Gl(E) agissant comme «groupe de structure». Le terme 
affine signifie que E est «nu», sans structure supplémentaire. Le 
groupe d'automorphismes est donc celui de tous les automorphismes 
linéaires de E. Les chapitres V, VII et VIII examineront les cas où 
E est enrichi d'un produit scalaire, qui permet d'identifier E et E*. 
C'est alors le sous-groupe G de Gl(E) des automorphismes qui le 
préservent qui sera le groupe de structure. 

Les paragraphes 11et12 sont consacrés à la structure d'algèbre, 
le paragraphe 13 aux problèmes universels, le paragraphe 14 aux 
invariants. 

IIl.l / Espaces de tenseurs affines sur un espace vectoriel de dimension 
finie. 

III.2 / Opérations tensorielles. 
III.3 / Permutations des facteurs d'un espace tensoriel 0(v)E et action 

du groupe symétrique. 
III.4 / Représentations tensorielles du groupe linéaire. 
IIl.5 / Symétriseurs, antisymétriseurs et opérateurs de symétrie. 
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III.6 / Pseudoscalaires. 
III.7 / Les pseudotenseurs. Exemple : les pseudotenseurs c de Levi-Cita 
III.8 / Espaces liés à un espace vectoriel E. Scalaires orientés d'un 

espaces vectoriel réel. Tenseurs et pseudotenseurs affines orientés 
sur un espace vectoriel réel. 

III.9 Tenseurs associés aux espaces vectoriels complexes. 
III.10 / Vecteurs tangents complexes. 
III.11 I Algèbres. Graduations. Produits tensoriels d'algèbres. 
III.12 / L'algèbre tensorielle sur un espace vectoriel. 
III.13 / Problèmes universels. 
III.14 / Invariants. Extensions tensorielles des représentations linéaires 

d'algèbres de Lie. 

111.1 - Espaces de tenseurs affines sur un espace vectoriel de 
dimension finie 

Dans ce paragraphe et les suivants jusqu'au §III.10 inclus , E 
est un espace vectoriel de dimension finie, car on va faire intervenir 
systématiquement son dual E*. 

Un symbole de variance ( v) est une suite de points et d'astéris
tiques, chaque point représentant l'espace vectoriel E et chaque 
astérisque son espace dual E*. 

(v) est dit de type (p,q) et d'ordre JJvJJ =p+qlorsqu'ilcontient 
p points et q astérisques. x(v)E représente le produit d'un certain 
nombre de copies de E et de E* suivant la formule définie par ( v). 
Par exemple, xC*)E =EX E*. 

Un produit tensoriel d'un certain nombre de copies de E ou de 
E* suivant la formule définie par ( v) est appelé un espace tensoriel 
(affine) de variance ( v) sur E et noté ® ( v) E. On dit aussi que ® ( v) E 

est la puissance tensorielle (v)-ème de E. Les ®(v)E, pour toutes 
les variances (v), forment l'ensemble de tous les espaces tensoriels 
surE. 

Pour chaque espace tensoriel ®(v)E, on a une application 
JJvi[-linéaire structurelle, de x(v)E dans ®(v)E, dont l'image est 

l'ensemble des éléments décomposables de ®(v)E. Sie est une base 
de E et e* sa base duale, e(v) ou ®(v)e désigne la base correspon
dante de ®(v)E. 

Exemples: On a vu au chapitre II, ®(**)E = E* ® E*, ®(.*) = 
E ® E*. Si (v) = (..*), e(v) est l'ensemble des (ei ® ej ® e*k). 
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Les éléments d'un espace ®(v)E sont appelés tenseurs affines 
de variances (v) sur E, d'ordre llvll, p fois contravariants et q fois 
covariants si (v) est de type (p, q). Un espace de tenseurs p fois 
contravariants est noté simplement @PE, ou puissance tensorielle 
p-ème de E. 

Les composantes d'un tenseur t de ®(v)E dans la base e(v) sont 
appelées composantes de t dans e et s'écrivent avec p indices en 
haut (contravariants) et q indices en base (covariants) les indices 
étant placés dans l'ordre de ( v). 

k . ï 
Exemple: si (v) = ("*·), t = I:(ei ® ej ® e* ® ez)t7(.. 

L'ordre des composantes de même nature dans ®(v)E est es
sentiel... On verra que l'ordre de toutes les composantes est essen
tiel pour les tenseurs restreints (cf. Chapitre IV). Par contre, tant 
qu'il ne s'agit que de tenseurs affines, et seulement dans ce cas, on 
peut négliger l'ordre relatif des composantes de nature différente, et 
identifier ainsi tous les ® ( v) E dont les variances ( v) sont de même 
type (p, q), ce qui revient à ne considérer que des produits tensoriels 
notés ®p,qE = ~ ® E* ® ... ® E* en plaçant indifférem-

P fois q fois 
ment les facteurs E devant et les E* ensuite, ou l'inverse. 

Les composantes dans une base e d'un tenseur t de type (p, q) 
s'écrivent alors : ti 1i2 ... ip,jij2 ... jq· Lors d'un changement de base 
e1 = eS soit: 
ej = I: eis;; e1 *i = I: ste*k, les nouvelles composantes de t 
s'expriment en fonction des anciennes par: 

(T) 

On retrouve la formule du §II.6 qui est maintenant démontrée 
au lieu d'être prise pour définition. 

111.2. - Opérations tensorielles 

Les espaces tensoriels sur un espace vectoriel possèdent une 
structure très riche. Outre les opérations tensorielles, multiplica
tions et contractions par le crochet de dualité entre E et E* C§II.10), 
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qui les relient entre, eux, le fait que les facteurs d'un Q9(v)E soient 
tous égaux à E ou à E* introduit des opérations nouvelles : 

a) le groupe linéaire Gl(E) opère naturellement sur E, et sur 
E* par la représentation contragrédiente, donc sur tous les facteurs 
d'un produit tensoriel Q9(v)E. Le produit tensoriel des opérateurs 
sur E et sur E* fait opérer Gl(E) sur Q9(v)E. Les multiplications 
et contractions commutent avec les opérations de Gl(E) sur les 
Q9(v)E. 

b) les permutations de facteurs de même nature, E ou E*, 
opèrent sur les Q9(v)E. Par exemple, le groupe de permutation 
® (p) de p objets opère sur Q9P(E). Le sous-espaces de tenseurs 
qui présentent un caractère de symétrie maximum relativement à 
® (p) sont aussi les sous-espaces irréductibles pour l'action de Gl(E) 
(H. Weyl). 

Nous allons examiner ces opérations en commençant par les 
multiplications et les contractions. 

1) Si ( v) et ( w) sont deux variances, désignons par ( vw) la 
variance obtenue en plaçant w à la suite de v. La multiplication 
tensorielle, définie au §11.9 applique Q9(v)E x Q9(w)E dans Q9(vw)E. 
Si l'on identifie les variances de même type, la multiplication 
tensorielle s'écrit : 

!O.PE /O,r !O.p+rE . 
'<Yq X '<Ys --t '<Yq+s • 

Les composantes du produit de deux tenseurs t et u sont les 
produits, dans l'ordre, des composantes de t et de u : 

Ce produit n'est évidemment pas commutatif. 

2) La contraction entre le k-ème facteur E et le [-ème facteur 
E*, ou, en utilisant le langage des composantes, entre le k-ème 
indice contravariant et le [-ème indice covariant est une application 
linéaire cf : 
Q9(v)E-- cf -----t Q9(w)E, où (w) est (v) moins les kème et les [ème 

indices, en particulier: Q9gE -- cf -----t Q9~=~E. 
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Les composantes du tenseur contracté (cf t) se calculent immédia
tement: 

k k1 
Si k' # k et l' # l, les contractions c1 et c1, commutent 

k k' k' k c1 c1, t = c1, c1 t. 

3) La composée d'une multiplication tensorielle et de contrac
tions sur les indices des facteurs est une multiplication contractée. 
En particulier si l'on multiplie un tenseur t de type (p, q) par p 
formes a(l), a(2), ... , a(p) et q vecteurs x(l), x(2),. . ., x(q) et que 
l'on contracte (p+q)fois: pour i = 1, 2, ... , p, lei-ème indice contra
variant avec a(i)' pour j = 1, 2, ... , q le j-ème indice covariant avec 
x(j), on obtient un scalaire: c'est la saturation de t par les a(i) et 
les x(j). 

Si ( v*) désigne la variance duale de ( v) obtenue en remplaçant 
partout E par E* et E* par E (par exemple, ( v) = ( .. * . ) , ( v*) 
= ( * * . *), les espaces tensoriels ® C v) E et ®CV*) E sont duaux l'un de 
l'autre. Le crochet de dualité s'obtient par multiplication tensorielle 
suivie de la contraction sur toutes les paires d'indices associés de 
(v) et de (v*). 

Lorsqu'on identifie les variances de même type, on voit ainsi 
que ®p,qE et ®q,pE sont naturellement duaux l'un de l'autre. En 
particulier ®p,pE est auto-dual, ce qui signifie qu'il existe sur ®p,pE 
une forme bilinéaire naturelle qui l'identifie à son dual. 

Déterminons cette forme. Pour p = 1, ®11E = E®E* s'identifie 
à l'espace vectoriel .C(E) des opérateurs linéaires de E. Le crochet 
de dualité est la double contraction : 

(E ® E*) x (E ® E*) ---+ K. 

La première contraction est la composition des opérateurs, la 
seconde est la trace, et le crochet de dualité est donc : 

1 Va, b E E ® E* : (a, b) = 'lr(a o b) I· 

En particulier pour des éléments décomposables : a = x ® a et 
b =y® {3, a o b = (a, y)x ® {3 et (x ®a, y® {3) = (a, y)({3, x). 
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Dans le cas général, ®p,pE = ( @PE) ® ( @PE*) s'identifie à 
l'algèbre des opérateurs linéaires de @PE et la même expression du 
crochet subsiste. 

Application : Autres invariants d'un opérateur linéaire a E 
.C(E). Par l'identification de .C(E) à E ® E*, a écrit a= L,xj ® a.j, 

j 
®Pa s'identifie à 

@Pa= . L.. Xj1 ® Xjz ® ... Xjp ® Ü'.jl ® Ü'.jz ® ... Xjp E ®~E 
Jl···Jp 

= (@PE) ® (@PE*). 

Si C~ désigne la contraction de r-ème indice contravariant et 
du s-ème indice covariant, Cy c~ ... c~-1 (@Pa) n'est autre que 

aP E E ® E*, et si l'on effectue alors la contraction C} on obtient la 

trace Tr(aP) tandis que CiC~ ... C~(®Pa) = Tr(@Pa) = (Tra)P. 
L'opérateur identique de E s'écrit dans E ® E* 8 = L, ei ® e*i 

quelle que soit la base e et ses composantes sont les symboles 
de Kronecker 8J = 0 si i -=/=- j, = 1 si i = j. Mais le dual de 
E ® E* s'identifiant à E ® E*, les éléments de E ® E* peuvent être 
interprétés comme des formes linéaires sur E ® E*, donc comme 
des formes bilinéaires sur E x E*. Si a E .e (E) la forme bilinéaire 
associée est tout simplement: (x, a.) ---+ (a, ax) = (taa, x). 

En particulier, l'opérateur identique 8 de E s'identifie de cette 
façon au crochet de dualité entre E et E*. 

L'espace tensoriel @PE*, s'identifie à l'espace vectoriel des 
formes p-linéaires sur E. En effet, le diagramme universel : 

f 
ExEx ... E K 

~/r 
E®E® ... E 

permet d'identifier les formes p-linéaires f sur E aux formes 
linéaires], sur @PE, c'est-à-dire aux éléments du dual (@PE)* qui 
lui-même s'identifie comme on vient de le voir à @PE*. 

Le crochet de dualité entre @PE* et @PE s'écrit pour des 
éléments décomposables de chaque tensoriel : 



Tenseurs et spineurs 65 

(o:(l) @ 0:(2) @ • · • O:(p)' X(l) @ X(2) @ · · · X(p)) 

= (o:(l),X(1))(0:(2),X(2)) · · · (o:(p),X(p))· 

Si e = ( ej; j E J) est une base de E, et e* sa base duale, 
l'expression d'une forme p-linéaire f sur E : 

montre bien, comme au §11.2, cette idenfication. 

4) Une application : critère de tensorialité. On rencontre fré
quemment des ensembles de «composantes», donc munies d'indices 
variant librement de 1 à n : ti1 ... ip,j1 ... jq• qui ne sont pas les 
composants d'un tenseur. 

Nous nous proposons de donner quelques tests permettant 
d'établir la nature tensorielle de tels ensembles. 

Premier critère : on effectue un changement de base et l'on 
vérifie que les composantes se transforment selon l'une des formules 
du § 111.1. Les calculs peuvent être pénibles, et il vaut mieux les 
éviter si l'on peut utiliser l'un des critères suivants. 

Second critère dit de saturation : si quels que soient les vecteurs 

x(l), x(2), ... x(q) de composantes dans une base e : x{~), x{~), .. . , 

x{~) et les covecteurs o:(l), 0:(2), ... , a(p) de composantes o:(l)ii, 

0:(2)i2, ... , a(p)ip danse, la somme : 

'""'ti1 i2···ip j1 jq 
L- iih. .. jqo:(l)i1 ... a(p)ipx(l) ... x(q) 

est une constante indépendante du choix de la base e, alors les 

t~~:::~ sont celles d'un tenseur p fois contravariant et q fois cova
riant. 

La preuve est immédiate. Choisissons en effet les vecteurs 

x(k) = e~ et les covecteurs o:(l) = e'*l; k = 1,2, ... ,q; 

l = 1, 2, ... ,p; où e' est une autre base. La constance de la somme 
n'est autre que la formule de transformation des composantes d'un 
tenseur. 
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Troisième critère, dit du quotient : si quel que soit le tenseur u 
de type ( r, s), la contraction : 

v~l···ip = L ë,1 ... i!'i!'+l···i?+s u~q+l···~q+r 
Jl···Jq Jl···JqJq+l···Jq+r ip+l···ip+s' 

sur (r + s)couples d'indices donne les composantes d'un tenseur 

V, alors les t1i.i ... i1·!'+s sont les composantes d'un tenseur. En effet on 
l··· q+r 

peut prendre en particulier pour u le produit tensoriel de s vecteurs 
et de r formes arbitrairement choisis. En saturant alors les deux 
membres par contraction avec q vecteurs et p formes arbitrairement 
choisis, on retombe sur le critère de saturation précédent. 

111.3 - Permutations des facteurs d'un espace tensoriel @(v)E et 
action du groupe symétrique 

Nous allons définir les opérations de permutation des facteurs 
des produits tensoriels qui généralisent le cas élémentaire de la 
transposition dans le produits E @ E ou E* @ E* (§11.3) 

Une permutation CJ de (1, 2, ... ,p) est une application bijective 
de cet ensemble sur lui-même que l'on visualise par le tableau: 

( 1 2 .. . p ) 
qui se lit : 1 --t Œl, 2 --t Œ2, etc. 

Œl Œ2···Œp 

Les permutations de (1, 2, ... ,p) forment un groupe: le groupe 
symétrique d'indice p qu'il est d'usage de noter par la lettre s 
gothique majuscule : 6p. Toute permutation CJ peut s'écrire d'une 
infinité de façons comme le produit de N transpositions, la parité de 
N étant toujours la même, ce qui permet d'assigner à chaque Œ le 
nombre é(Œ) = +1 ou -1 suivant que CJ est le produit d'un nombre 
pair (permutation « paire ») ou impair (permutation « impaire ») de 
transpositions. 

E est la signature et c ( CJT) = c ( CJ) c ( T). La signature est ainsi un 
homomorphisme du groupe 6 p sur le groupe multiplicatif à deux 
éléments (1, -1). 

Considérons maintenant des objets rangés en une suite, comme 
les facteurs d'un produit par exemple. L'objet d'une permutation sur 
ces objets va être d'en changer l'ordre, et la permutation va porter 
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sur les places (ou rangs) qu'occupent ces objets, indépendamment des 
indices dont ils peuvent être munis. La convention universellement 
adoptée est que Œ envoie l'objet qui occupe j au rang Œj. 

Il en résulte qu'après l'opération de Œ, l'objet qui se trouve au 

rang j est celui qui se trouvait au rang ·Q-1 j. On a donc : 

(y1, Y2, ... 'Yp) = O:(xi, x2, ... 'Xp) = (x-1 'X_1 ' ... X-1 ). 
crl cr2 crp 

Si l'on effectue maintenant une seconde permutation T sur la 
suite obtenue, l'objet, qui du rang j avait été envoyé au rang Œj, 
est maintenant envoyé au rang r(Œj) = (rŒ)j et T- o (7 = (Ta-). 

En effet, T-(O:(xi,x2, ... ,xp)) T-(y1,y2, ... ,yp), avec 
Yj = X_1 ·' 

CT J 

(Y-1 , Y-1 , · · ·, Y-1 ) 
Tl T2 Tp 

= (x_1-1 , ... ,x_1-1 ) = (rŒ)(x1,x2, ... ,xp)-
cr Tl CTTp 

6 opère également sur les applications. Si f est une applica-
tion qui au p-uple (x1, x2, ... , xp) d'objets d'un même ensemble 
E fait correspondre J(xi, x2, ... , xp) E F, (Œ J)(x1x2, ... , Xp) = 

-1 
J(O:(x1,x2, ... ,xp)) = f(xcr1,xcr2 1 ... ,xcrp)- On a bien r(Œj) 
(x1x2, ... ,xp) = (Œf)(xTl1XT21···1XTp) = (Œf)(yi,y2, ... ,yp), 
(avec Yj = XTj) = f (Y cr li Ycr21 · · ·, Ycrp) = f (xTCTl, X7cr21 · · ·, XTcrp) = 
((rŒ)j)(xi,x2, ... ,xp)- (Voir la fin de ce paragraphe pour une ap
plication). 

Soient (v) une variance d'ordre lvl = m, Œ une permutation de 
(1, 2, ... , m) qui conserve (v). L'application m-linéaire: 

x(v)E-----* ®(v)E, 

(x1' x2, ... 'Xm) -----* X-1 ® X-1 ® ... X-1 . ) 
crl cr2 crm 

où Xj est un élément du lme facteur, "E ou E*, de x(v)(E); 

détermine un endomorphisme (7 de ®(v)E. L'image par 0: d'un 
élément décomposable s'écrit : 

O:(x1 ® x2 ® ... Xm) = X-1 ® X-1 ® · - · X_1 I· 
crl cr2 crm. 
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Si T est une autre permutation de (1, 2, ... , m) qui conserve 
-1 

( v), on a, d'après ce qui précède, ( TOO") = 7 o 0-. En prenant T = O" , 

on obtient: 
-1 -1 

( O") = ( 0-) et le fait que 0- est un automorphisme de l'espace 
vectoriel ®(v)E. Sur les espaces tensoriels @PE et @PE* chaque 
élément O" du groupe symétrique 6 p opère par automorphisme 0-, 
et un élément t de l'un de ces espaces tensoriels est dit symétrique 
si 0-t = t, 'ï!O" E 6p, antisymétrique si 0-t = c(Œ)t 'ïlO" E 6p, où c(Œ) 
désigne la signature (±1) de la permutation O". 

L'application O" E 6p ===> 0- E Gl(®PE) (ou Gl(®PE*)) est un 
homomorphisme de groupes. C'est donc une représentation linéaire 
du groupe 6p (cf. IIl.3). 

Définition Ill.3 : 

Soient F un espace vectoriel sur lequel le groupe symétrique 
6 p opère linéairement par : 
O" E 6p ===> 0- E Gl(F), V un espace vectoriel sur le même corps, et 
f une application linéaire de F dans V. f est alors dite symétrique 
si f(O-u) = f(u), antisymétrique si f(O-u) = c(Œ)f(u), 'ï!O" E 6p et 
u E F. 

Remarque : Si (!, t) est le crochet de dualité défini ci-dessus 
entre f E ®PE* et t E @PE, on a évidemment (0-f, 0-t) = (!, t) 

quel que soit O" E ®p, ce qui écrit (0-f, t) = (!, clt). Cette 
dernière égalité prouve un point important. En effet un élément 
f de @PE* peut ou bien s'interpréter comme tenseur sur E*, et 6 p 

opère par permutation des facteurs ou bien comme forme p-linéaire 
sur E, avec, cette fois, une opération de 6 p sur les arguments 
(voir ci-dessus). L'égalité précédente montre que ces opérations sont 
identiques. 

111.4 - Représentations tensorielles du groupe linéaire 

On a vu aux paragraphes II.8. et II.9. la définition du produit 
tensoriel de représentations K-linéaires d'un groupe G : quelle 
que soit l'écriture d'un élément t du produit tensoriel d'espaces 
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Ei, E2, ... , Ep, où opère G, l'action de g E G sur t s'obtient en 
distribuant l'action de g dans tous les termes de l'expression de t. 
Si @Cv)E est un espace tensoriel sur E, Gl(E) opère sur E, et sur 
E*par la représentation contragrédiente. On obtient ainsi la : 

Définition Ill.4.A : 

On appelle représentation tensorielle de variance ( v) du groupe 
linéaire Gl(E) d'un espace vectoriel E le produit tensoriel des 
représentations, naturelle sur E, contragrédiente sur E*, de Gl(E) 
dans les facteurs E ou E* de l'espace tensoriel @Cv)E. Si par 
exemple: 

t - ~ ti1 ... ip . . *il *jq - u 1· 1· e21 ® ... e2P ® e ® ... e , 
l··· q 

t - ~ti1 ... ip ( . ) n-. ( . ) n-. (~ *jl) n-. (~ *jq) 9 · - u il ... jq gei1 VY • • • ge2P VY ge VY • • • ge . 

Les composantes de g · t dans la base e sont donc celles de t 

dans la base rl e, ce qui permet de définir directement l'action de 
Gl(E) en ne se servant que des composantes. 

Si s E Gl(E) a pour matrice S dans la base e, les composantes 
-1 

de t dans la base e' = eS sont celles de s t dans la base e : les 
formules de changement de base ne sont qu'un aspect particulier de 
la structure de Gl(E)-module. 

Remarques: 

1) Les éléments de la matrice de ® P g relativement à la base 
@P e sont des monômes par rapport aux éléments 9J de la matrice 

de g dans e; les éléments de la matrice de g = t rl s'expriment en 
fonction des 9J par une fraction rationnelle avec au dénominateur 

le déterminant des 9J. Il en résulte que les éléments de matrice des 

représentations tensorielles de Gl(E) sont des fractions rationnelles 
par rapport aux 9J ; ce sont des représentations rationnelles de 
Gl(E). 

2) g et r/ sont des éléments de Gl(E), donc de ~(E) qui 

s'identifie à E ® E*. L'action de g sur x ou de t !] = g sur a revient 
(§11.9) à une multiplication contractée. En particulier, l'action de 
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Gl(E) sur l'espace vectoriel E ® E* des opérateurs linéaires de E 
s'écrit au moyen de la composition des opérateurs : 
si a= ~(E) = E ® E*, soit a= l;::x(i) ® Œ(i)' 

i 

-1 -1 
(g®g)·a=l;::g·x(i)®g·o:(i) =go(l;::x(i)®Œ(i))o g =goao g. 

i i 

3) Le premier problème de la théorie des tenseurs affines est la 
décomposition des espaces tensoriels @PE sous l'action du groupe 
linéaire Gl(E) en sous-espaces stables minimaux définissant des 
sous-représentations irréductibles de Gl(E). 

Ces sous-espaces sont tout simplement formés de tenseurs 
présentant des propriétés de symétrie maximale, celles-ci formant 
une suite d'intermédiaires entre la symétrie totale à une extrêmité 
et l'antisymétrie totale à l'autre. (Leur définition n'a rien d'élémen
taire!) 

La décomposition a pour point de départ le théorème général 
suivant: 

Théorème Ill.4.A : Les opérations tensorielles sur les espaces 
tensoriels ®(v)E sur E : multiplication tensorielle, contraction, 
permutation de facteurs, commutent avec les opérations du groupe 
linéaire Gl(E) dans ces espaces. En particulier, les contractions et 
permutations de facteurs sont des Gl(E)-morphismes. 

Preuve : pour la multiplication tensorielle et la permutation de 
facteurs, c'est une conséquence du fait que l'opération de g E Gl(E) 
sur les éléments des ®(v)E consiste à distribuer g ou g sur chaque 
facteur E ou E*. 

Pour la contraction, elle vient du simple fait que, par définition 
de la contragrédiente, le crochet de dualité est invariant. Si o: ® E* 
et x E E: 

t -1 -1 
(go:, go:)= ( g o:,go:) = (o:, g go:)= (o:,x). 

On a donc, pour tout t E ®(v)E, u E ®(w)E: 

g · t@ g · U = g · (t@ u); cr(g · t) = g · cr(t); Cij(g · t) = g · Cij(t). 

Comme cas particulier de ce théorème, on a le : 
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Théorème III.4.B : Sur @PE, les opérations du groupe de per
mutation des facteurs 6 p commutent avec les opérations du groupe 
linéaire Gl(E). 

Dans les applications du calcul tensoriel, ce sont la plupart 
du temps des sous-espaces ou des espaces quotients des espaces 
tensoriels i2,( v) E ainsi des produits tensoriels de ces espaces, qui 
interviennent. 

Définition III.4.B : 

Nous appellerons espaces de tenseurs (affines) sur un espace 
vectoriel E tout sous-espace vectoriel d'une puissance tensorielle 
(v)-ème de E; @Cv)E, stable par les opérateurs de permutation de 
facteurs ainsi que par celles du groupe linéaire Gl(E), ainsi que 
tout espace quotient de @Cv)E par un tel sous-espace. 

Exemples : Les sous-espaces des tenseurs symétriques, ou anti
symétriques de @PE, les puissances extérieures et symétriques de 
E définies au chapitre suivant. 

111.5 - Symétriseurs, antisymétriques et opérateurs de symétrie 

L'analyse des opérations du groupe de permutations 6 p dans 
@PE, et en particulier la détermination des sous-espaces de ten
seurs présentant un caractère de symétrie maximal, rend néces
saire l'introduction d'un nouveau concept, au demeurant fort natu
rel. Commençons par le cas le plus simple. Dans E ® E, un tenseur t 
est symétrique ou antisymétrique suivant qu'il est invariant ou qu'il 
change de signe par la transposition 7 des facteurs. Partant d'un 

1 
tenseur u quelconque de E®E, son « symétrisé» est su = 2 ( u+'Tu), 

1 
son « antisymétrisé » est au = 2 ( u - ru) et u = su + au. On peut 

1 1 
considérer que s = 2 (Identité +7) et a = 2 (Identité -7) sont 

des opérateurs dans l'espace vectoriel E ® E. Dans ~ (E ® E) le 
sous-espace vectoriel { Àl + µ7; À,µ E K} est une sous-algèbre de 
dimension deux dont s et a forment aussi une base, mais telle que 
s2 = s, a 2 = a, sa = as = O. 
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Dans @PE on va de la même façon considérer des opérateurs : 

s = ~ L 0- et a = ~ L E ( O") 0-, 
P·uE6p P·uE6 

de symétrisation et d'antisymétrisation (où é(Œ) ± 1 est la parité 
de O"). Mais lorsque p > 2, ils devront être complétés par d'autres 
opérateurs de symétrie, de définition beaucoup moins intuitives! 
Les propriétés algébriques de ces opérateurs ne font intervenir que 
6 p et sont indépendantes des espaces E. Leur clarification impose 
qu'on les étudie de façon intrinsèque c'est-à-dire sans l'intervention 
des espaces sur lesquels ils opèrent. 

Cela justifie l'introduction de l'algèbre du groupe symétrique 
CBp sur le corps K. C'est l'espace vectoriel K(6p) de base CBp que 
forment les combinaisons linéaires d'éléments de 6p à coefficients 
dans K (il s'identifie à l'espace vectoriel des applications de l'ensem
ble fini 6 p dans K). Le produit (associatif) du groupe 6 p détermine 
une table de multiplication sur la base de K( 6p), qui, par linéarité 
définit la structure d'algèbre associative unitaire de K(6p) : 

si b = 2: >.wi etc= 2: µjO"j, be= 2: >.iµjO"Wj. 
i j i,j 

Une représentation linéaire p du groupe 6 p dans un espace 
vectoriel F sur le corps K est un homomorphisme de 6 p dans le 
groupe linéaire Gl(F), lui-même contenu dans l'algèbre ~(F) de 
tous les opérateurs linéaires de F. 

L'application p de la base 6p dans ~(F) s'étend par linéarité 
en une application linéaire de K(6p) dans ~(F) qui est un homo
morphisme d'algèbres puisque p est multiplicatif sur la base 6 p· 

Il y a donc une équivalence complète entre représentations du 
groupe 6p et représentations de l'algèbre K(6p) dans les espaces 
vectoriels sur le corps K. On peut donc étudier les opérateurs 
construits à l'aide des éléments de 6p directement dans l'algèbre 
K(6p)· Ces éléments ont souvent été appelés, en raison du rôle 
qu'ils jouent, opérateurs de symétrie. 

Si T est un élément quelconque du groupe 6 p, l'application l ( T) 
O" E 6p --+ TO" E 6p, ou translation à gauche par T, est une bijection 

de 6p sur lui-même, dont l'inverse est l(7-\ Il en résulte que les 
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éléments: 

et A= .L é(o};, 
O'E6p 

de K ( 6 p) possèdent les propriétés suivantes : 
a) TS = S =ST; TA= AT= c(T)A, \:fT E 6p. 

Set A commutent avec tous les éléments de l'algèbre K(6p): ce 
sont des éléments du centre de cette algèbre. 

b) S2 = p!S; A2 = p!A; .L <7A = ( ,Lc(<7)) ·A= 0 et de même 
O'E6p O' 

AS=O. 
1 1 

Le symétriseur s = I S = I .L <7 et l'antisymétriseur a 
p. p. 

1 1 
1 A = 1 .L é ( <7) <7 possèdent donc les propriétés suivantes : 
p. p. 

a) TS =ST= s; Ta= aT = c(T)a, VT E 6p. 
b) s2 = s et a 2 = a; sa = as = 0 
ce que l'on exprime en disant que s et a sont des idempotents ap
partenant au centre de l'algèbre K ( 6 p), « algébriquement orthogo
naux» (sa= as = 0) (Attention! il y en a d'autres dès que p > 2!) 

En relation avec un espace tensoriel @PE sur lequel ils opèrent, 
on a les propriétés suivantes : 
a) Si u est un tenseur décomposable ayant deux facteurs égaux, 

la transposition T de ces facteurs laisse u invariant : TU = u. 
Puisque c(T) = -1, au= aTu =-au d'où au= O. 

Cette propriété de a d'annuler les tenseur décomposables ayant 
deux facteurs égaux s'exprime en disant que a est alterné: a annule 
tout élément présentant une symétrie partielle. 
b) Si t est un élément symétrique de @PE : <7t = t, \:/<7 E 6p 

d'où : st = t. Réciproquement, quel que soit u E @PE, su 
est symétrique puisque <7SU = su. Le sous-espace de SPE des 
tenseurs symétriques de @PE est donc l'image du projecteur s de 
.e(@PE). 

c) D'une façon analogue, si t est un élément antisymétrique de 
1 

@PE: <7t = c(<7)t, \:/<7 E 6p, at = 1 ,Lc(<7) 2t = t. 
p. 

Réciproquement, quel que soit u E @PE, au est antisymétri
que puisque <7au = c( <7 )au. Le sous-espace APE des tenseurs anti
symétriques de @PE est donc l'image du projecteur a de ,e ( @PE). 
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111.6 - Pseudoscalaires 

Nous poursuivons ce chapitre par deux paragraphes consacrés 
respectivement aux pseudoscalaires et aux pseudotenseurs. C'est 
délibérement que nous les décrivons indépendamment de l'algèbre 
extérieure : il est plus clair, en effet d'utiliser les tenseurs anti
symétriques, en faisant l'économie d'un passage au quotient. Le 
raccord se fera au chapitre IV. 

Nous avons vu que l'antisymétriseur A est alterné. Si m > 
n = dimE, tout élément de la base de ®mE associée à une base 
donnée de E contient au moins deux facteurs égaux et est donc 
annulé par A. Il n'y a donc aucun tenseur antisymétrique différent 
de zéro dans @PE si m > n. Dans ®mE le sous-espace vectoriel 
D des éléments antisymétriques, image de A, est de dimension un. 
En effet A annule tous les éléments ei1 ® ei2 ® ... ® ein d'une 
base de ®nE associée à la base e de E sauf ceux dont tous les 
éléments sont distincts et qui peuvent s'écrire: ea-1 ®ea-2®· .. ea-n = 
-1 
<J ·(e1 ® e2 ® ... en) avec <JE 6n. 

-1 
L'image par A d'un tel élément est donc, puisque ê( <J ) = ê( <J) 

-1 
et A <J = c(Œ)A, égale à c(Œ)A · (e1 ® e2 ® ... en) : 

Ainsi, l'élément e = A · (el ® e2 ® ... en) = 2:: c( <J )ea-1 ® ea-2 ® 
O" 

... ea-n non nul puisque tous les termes de la base qui apparaissent 
dans son expression sont linéairement indépendants, forme la base 
associée à e de la droite D des tenseurs antisymétriques de ®nE. 

Un tenseur v appartenant à D est un multiple scalaire de 
l'élément de base v = >.e = >.A( el® e2 ® ... en) et ses composantes 
danse s'écrivent: 

où éi1i2 ... in est nul si deux indices sont égaux et sinon, est égal 
à la signature de la permutation qui fait passer de (1, 2, ... , n) à 
(i1i2 ... in)· 

Les composantes de v dans e se réduisent donc à la donnée du 
seul nombre À. 

A chaque tenseur t de ®nE on peut faire correspondre relative
ment à la base e de E, le nombre Ve ( t) défini par : 

At= ve(t)A(e1 ® e2 ® ... en)= ve(t)e I· 
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Nous appellerons ve(t) le volume algébrique de t relativement à 
la base ordonnée e = (ei,e2, ... ,en)· 

Le déterminant den (n = dimE) vecteurs xi, x2, ... , Xn relati-
vement à une base ordonnée de E, noté déte(x1, x2, ... , Xn) est le 
volume algébrique de leur produit tensoriel. Celui-ci s'écrit dans la 
base e: 

'°' '°' _ """"' i 1 i2 in . '°' . '°' · x1 '61 x2 '61 ••• Xn - ~ x1 x2 ... Xn ei1 '61 ei2 '61 ••• ein. 

Calculons ce déterminant. A annule les éléments de la base 
ayant deux facteurs égaux et il reste : 

A· x1 ® x2 ® ... Xn = I: x'.t1x22 ... x~n A(eCTl ® ... eCTn), 
CTE6n 

d'où: déte(x1,x2, ... ,xn)= I: E(Œ)x!1x22 ... x~n. 
CTE6n 

Si X est la matrice dont la j-ème colonne est formée des 
composantes du vecteurs x j dans e, on a donc : 

1 déte(x1, x2, ... , Xn) = détX 1 

La droite D de ®nE est stable par le groupe symétrique ainsi 
que par le groupe linéaire Gl(E). C'est donc un espace de tenseurs. 
Nous allons déterminer la représentation linéaire de Gl(E) dans D. 
Chaque élément g de Gl(E) opère dans D par une homothétie: 

g · e = g · A(e1 ® e2 ... ®en) 
= A · ge1 ® ge2 ... ® gen 

= AL gll g~2 ... g~nei1 ® ei1 ® ei2 ... ® ein 

= I: ë(Œ)gf1gg2 ... g~nA(e1®e2@ ... en), 
CTE6n 

d'où: ge=(détg)·e. 

En particulier, le changement de base : e1 = e · S dans E 
détermine le changement de base dans D : e' = dét S · e 

L'unique composante À d'un tenseur v de D devient lors 

-1 
À1 = ( dét S)À , en particulier : de ce changement de base 

-1 
déte1(x1,x2, ... ,xn) = (dét S)déte(x1,x2, ... ,xn)· 
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On a aussi: 

Une opération de g multiplie les volumes par détg. 
Des considérations analogues valent dans le dual ®nE* où une 

base e de E détermine une base e* = A(e*1e*2 ... e*n) de la droite 
D* des tenseurs covariants antisymétriques d'ordre n. Mais puisque 
le changement de base e1 = eS donne dans E* le changement de 

/ / -1 
base te* = te*S (ou e * = S e*), le changement de base dans 

-1 
D* devient : e~ = (dét S)e* et Gl(E) opère par les homothéties 

-1 
inverses: g · e* = (dét g) · e* sur D*. 

Un tenseur w de D* a une seule composante relativement à la 
base e* associée à la base e : w = µe* et lors d'un changement de 
base e1 = eS, 

µ1 = (dét S)µ I· 

Définition III. 6 : 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, D la droite 
A · ( ®nE) des tenseurs antisymétriques de ®nE, D* la droite 
A· (®nE*) des tenseurs antisymétriques de ®nE*, munies des 
représentations naturelles du groupe linéaire Gl(E) : si g E G et 

-1 
x ED, D(g)x = (dét g)x, si cp ED*, D*(g)cp = (dét g)cp. 

D est la droite canonique des pseudoscalaires contravariants de 
E, D* celle despseudoscalaires covariants. Sir est un entiers positif 
les puissances tensorielles Dr = ®rD et D: = 1ZiTD*, munies du 
produit tensoriel des représentations de Gl(E) dans chaque facteur, 
sont des droites (§II.9). 

Sig E Gl(E) et u E Dr, Dr(g). u = (dét gy. u, si V E D:, 
D:(g) . V = (détg)-rv. Dr et D: sont les droites canoniques 
des pseudo-scalaires de E contravariants d'ordre r (ou de variance 
scalaire (-r), resp. covariants d'ordre r (ou de variance scalaire 
+r). 

Si e est une base de E, e = A · (e1 ® e2 ® ... en), e* = 
A(e*1®e*2® ... e*n) les bases associées de D et D*, er = e®e ... e, 
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er * = e* 0 e* 0 ... e* les bases associées de Dr et D:, on voit 
qu'.'un pseudoscalaire p de Dr (resp. p* de D:) est la donnée pour 
chaque base e de E d'un nombre, son unique coordonnée p( e) par 
rapport à er (resp. p* ( e) par rapport à e: ), qui se transformera 
lors d'un changement de base e' = eS par : p( e') = ( dét s)-r p( e) 
(contravariance scalaire) resp. p*(e') = (dét srp*(e) (covariance 
scalaire). 

Remarque : Il faut bien noter que dans la structure d'une droite 
de pseudoscalaires intervient non seulement la représentation du 
groupe linéaire Gl(E) par une puissance entière du déterminant 
mais également la correspondance : (base de e) ----+ (base er ou e: 
de Dr ou D:) ces dernières jouant le rôle d'« unités» des pseudo
scalaires correspondants, et permettant de leur attribuer une com
posante dans chaque base. 

2) Le produit tensoriel de la droite D par la droite D* est une 
droite D 0 D* sur laquelle le produit tensoriel des représentations 
de Gl(E) est la représentation identique. Du point de vue tensoriel, 
D 0 D* s'identifie donc aux scalaires. Quelle que soit la base e de E, 
e®e* est le même élément de D®D*, unité des scalaires. De même 
Dr 0 D: est canoniquement isomorphe, en tant que Gl(E)-module, 
au corps des scalaires muni de la représentation identique. 

Exemples: 

1) u ( u 1, u2, ... , Un) étant une base fixée servant de définition 
de l'unité de volume dans E, associons à chaque base e le nombre 
Vu(e), volume de e relativement à u. Si e' = eS, on a vu(e') 
= ( dét S) · Vu ( e). La fonction : e -7 Vu ( e) est un pseudoscalaire de 
variance 1 tandis que la fonction: e -7 vu(e*) est un pseudoscalaire 
de variance -1. 

2) Si xi, x2, ... , Xn sont des vecteurs fixes, la donnée pour cha
que base e du nombre déte(x1, x2, ... , Xn) est un pseudoscalaire, 
de variance ( -1). 

3) Les pseudoscalaires de variance +2 et -2 apparaissent 
habituellement sous la forme suivante : 

Si f est une forme bilinéaire sur E, F et F' les matrices des 
composantes de f dans les bases e et e' = e · S, on passe de F 
à F' par : F' = tsFS et si à chaque base e on associe le nombre 



78 Espaces tensoriels 

'Pe = dét F, on a donc 

1 'Pe' = (dét S) 2 cpe I· 

Si au lieu de la matrice F des composantes de f on prend la ma
trice H des composantes dans e d'un tenseur deux fois contravariant 
les nombres 'l/Je = dét H satisfont à : 

Remarque: Si l'on restreint le choix des bases de E à un ensem
ble de bases qui se déduisent l'une de l'autre par des matrices de 
changement de base de déterminant + 1, ce qui revient à restrein
dre le groupe opérant sur E au sous-groupe spécial linéaire Sl(E) 
que forment les opérateurs linéaires de déterminant +1, le volume 
devient invariant, les pseudoscalaires deviennent invariants et se 
comportent comme des scalaires. 

111.7 - Les pseudotenseurs. Exemple : les pseudotenseurs c de 
Levi-Civita 

On rencontre fréquemment dans les applications des objets 
caractérisés, comme les tenseurs, par des ensembles de compo
santes garnies d'indices, associées à chaque base de l'espace vec
toriel de référence E. Cependant les formules de changements de 
base révèlent que ces objets ne sont des tenseurs «qu'à un facteur 
scalaire près». 

Ils appartiennent à des Gl(E)-modules un peu plus généraux 
que les représentations tensorielles du groupe linéaire de E : les 
représentations pseudotensorielles de Gl(E). 

Définition III. 7 : 

L'espace pseudotensoriel de variance ( v) et de variance scalaire 
r, sur l'espace vectoriel E est le produit vectoriel E est le produit 
tensoriel de la droite Dr des pseudoscalaires de variance r, entier 
) ou (0 par l'espace tensoriel 18l(v)E. En tant qu'espace vectoriel, il 
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s'identifie donc à ®(v)E (cf. I.8) et un pseudotenseur possède dans 
chaque base e de E un ensemble de composantes analogues à celles 
d'un élément de ®(v)E. 

Le groupe Gl(E) opère sur ( ®(v)E) @Dr par le produit tensoriel 
de ses représentations ce qui fournit les formules de transforma
tions des composantes par changement de base. 

Sis E Gl(E) a pour matrice S dans la base e, les composantes 
-1 

du pse.udotenseur t dans la base e1 = eS = se sont celles de s t 
dans e soient : 

et ces formules caractérisent les pseudotenseurs p fois contrava
riants, q fois contravariants et de variance scalaire r. 

Exemple : les pseudotenseurs de Levi-Civita 
Soient E un espace vectoriel de dimension n, D et D* des 

droites de pseudoscalaires de variance scalaire ( -1) et ( + 1). Le 
pseudotenseur, n fois contravariant, de variance scalaire ( + 1) défini 
dans ( ®nE) ® D* quelle que soit la base e de E par : 

€ = A( ei ® e2 ® ... en) ® e* 

est un pseudotenseur invariant (pour les opérateurs de Gl(E)) ap
pelé peudotenseur € contravariant de Levi-Civita. Ses composantes 
sont, dans n'importe quelle base : 

€ili2···in = O si deux des indices sont égaux 

= ±1, signature de la permutation 

( 1, 2, ... , n) ----t ( i 1 i2 ... in) si les indices sont distincts. 

De la même façon, le pseudotenseur n fois covariant, de variance 
scalaire ( -1), défini dans ( ®n E*) ® D quelle que soit la base e de 
Epar: 
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est un pseudotenseurs appelé pseudotenseur E* covariant de Levi
Civita dont les composantes de l'e contravariant! 

Si l'on s'en tenait à la valeur des composantes rien ne distin
guerait les pseudotenseurs é et é*. La différence réside évidemment 
dans la variance, et il est intéressant d'écrire les formules de chan
gement de base pour ces deux pseudotenseurs. Si e1 = eS : 

Les sommes des membres de droites sont les développements 
de dét S et de dét S dans lesquels on a permuté l'ordre des co
lonnes en effectuant sur celles-ci les permutations: (1, 2, ... , n) --+ 

( ·I ·I ·I ) t (·Il ·12 ·ln) · d' ' 1 ' lt t J1h ... Jn e --+ i i ... i respectivement, ou e resu a . 
Toutes les opérations tensorielles : multiplication, contraction, 

permutation de facteurs, peuvent être effectuées sur les pseudo
tenseurs. En particulier le produit de deux pseudotenseurs de va
riances scalaires opposées est un tenseur. 

Exemples: 

1) Le produit des deux pseudotenseurs de Levi-Cevita est le 
tenseur de Kronecker, élément de ( @nE) Q9 ( @nE*) = @~E qui 
s'écrit: 

8 est un invariant, comme produit de pseudotenseurs de variances 
opposées. 
@~E représente l'algèbre des opérateurs linéaires aussi bien de 
l'espace vectoriel @nE que de son dual 0nE*. 8 est ainsi un 
opérateur de rang un de @nE comme de @nE* : c'est, dans chacun 
de ces espaces, l'opérateur d'antisymétrisation A dont 8 est donc la 
représentation tensorielle. 

Les composantes de 8 sont les mêmes dans toutes les bases. Ce 
sont les symboles de Kronecker : 
8i.i ... i_n = 0 si deux indices en haut ou deux indices en bas sont 
JI···Jn 

égaux. 
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b~~:::~: ± 1; signature de la permutation (i1i2 ... in) ----+ (J1h ... jn) 
si tous les indices en haut et en bas sont distincts. 

2) Le contracté de (n - 1) vecteurs xi, x2, ... , Xn-1 avec les 
(n - 1) derniers indices du pseudotenseur covariant é* est un 
pseudo-covecteur de variance scalaire (-1) : c'est le produit vectoriel 
xi x x2 x ... Xn-1 que l'on retrouvera au §N.10., appelé parfois 
pseudoproduit vectoriel. 

3) Le contracté sur tous les indices du pseudotenseur covariant 
E* avec n vecteurs x1x2 ... Xn est le pseudoscalaire contravariant 
(variance scalaire -1) : 

Si l'on dispose d'un pseudoscalaire de variance + 1 ou ( -1), on 
peut, en, élevant à la puissance (-r), extraire par multiplication la 
partie purement tensorielle d'un pseudotenseur de variance scalaire 
r. C'est ce que l'on fait systématiquement dans les espaces munis 
d'une géométrie. Dans le cas des espaces euclidiens, le déterminant 
G des composantes du produit scalaire est de variance 2. On utilise 
donc JG, tandis que dans l'espace de Minkowski, ce déterminant 
G est toujours négatif, et on utilise J=G, en prenant bien garde 
toutefois lors d'un changement de base e' = eS que l'on a : 
JGi = ldét SIVG avec ldét SI au lieu de dét S. Cela conduit à 
la nouvelle espèce de pseudotenseurs du § suivant. 

111.8 - Espaces liés à un espace vectoriel E. Scalaires orientés d'un 
espace vectoriel réel. Tenseurs et pseudotenseurs affines 
orientés sur un espace vectoriel réel 

Nous avons vu successivement la définition des espaces tenso
riels (@(v)E), des espace pseudotensoriels (§111.6 et 111.7) sur E, 
ces derniers démontrant que le produit tensoriel d'espaces de ten
seurs n'est pas en général un espace de tenseurs suivant la défini
tion donnée au §111.4. Nous allons donc devoir définir une structure 
plus générale, englobant les précédentes : 
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Définition lll.8 : 

Soit E un espace vectoriel. On appelle espace lié à E pour sa 
seule structure linéaire tout espace vectoriel T muni des structures 
suivantes: 

1) une représentation linéaire p de Gl(E) dans T. Gl(E) est le 
groupe de structure de T 

2) une application T qui à chaque base e de E fait correspondre 
une base Te de T, dite base associée à e de telle sorte que Ve, 
Vg E Gl(E), Tg·e = p(g)Te (il suffit donc que Te soit définie pour 
une base particulière e, Tg·e s'en déduit alors par 2)). 

A chaque élément t de T correspond ainsi pour chaque base de 
e un ensemble de composantes, ses composantes dans Te. 

Exemple : scalaires orientés d'un espace vectoriel réel E. Les 
bases de E se divisent en deux classes par la relation d'équiva
lence : { si e' = eS, e1 ,...., e ~ dét S > O} Orienter E, c'est, par 
définition, choisir l'une de ces classes, dont les bases seront alors 
dites positives. Une orientation de E est équivalente à une orienta
tion de la droite D des pseudoscalaires contravariants, par les bases 
e associées, puisque si e' = eS, e' = dét S · e (définition III.6). Elle 
est aussi équivalente à l'orientation de D* par les bases e*. 

Soient R0 une droite réelle, w un élément non nul de R0 , T 

l'application qui à toutes les bases d'une classe associe w, à toutes 
les bases de l'autre classe, associe (-w). Si p est la représentation 
linéaire de Gl(E) dans R0 qui associe à g E Gl(E) l'homothétie 
p(g) =Signe (dét g), on a bien Tg·e = p(g)Te. 

Munie de ces structures R O est un espace lié à E appelé droite 
des scalaires orientés de E. Par un automorphisme positif de E 
(dét g > 0) les scalaires orientés sont invariants, tandis qu'un 
automorphisme négatif les fait changer de signe. 

Si T est un espace de tenseurs ou de pseudotenseurs affines sur 
E le produit tensoriel T 0 = T @R0 , muni du produit tensoriel des 
représentations de Gl(E), est un espace lié à E appelé espace des 
tenseurs ou pseudotenseurs orientés associés à T. 

En tant qu'espaces vectoriels, T 0 et T sont isomorphes. Par 
contre les représentations de Gl(E) dans T et T 0, donc les for
mules de transformation des composantes par changement de base 
diffèrent. Ce sont les mêmes que celles de T lorsque l'automor
phisme (ou le changement de base) est positif. Il s'y ajoute un chan
gement de signe lorsque l'automorphisme est négatif. 
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La géométrie et la physique offrent de nombreux exemples de 
tenseurs et pseudotenseurs orientés (cf. chapitre V). 

111.9 - Tenseurs associés aux espaces vectoriels complexes 

On a vu à la fin du §11.8 la définition du complexifié V c = V@C 
d'un espace vectoriel réel V. 

Les questions concernant les espaces vectoriels complexes font 
fréquemment intervenir des produits tensoriels sur IR ou sur C. 
Lorsqu'une ambigüité est possible on indique le corps de base 
en indice du signe @, soit @R ou ©c. Si V et W sont deux 
espaces vectoriels réels on vérifie par exemple à l'aide de bases, 
l'isomorphisme d'espaces vectoriels complexes : 

Le complexifié d'une puissance tensorielle p-ème de V s'identifie 
ainsi à la puissance tensorielle p-ème (sur C) du complexifié de 
V : ( @PV) @ C := @~(V @ C). 

Si E est un espace vectoriel complexe, on note RE l'espace 
vectoriel réel sous-jacent obtenu par restriction à IR des scalaires. 
dimRE = 2dimc(E). 

Il faut insister sur le fait que l'expression de l'espace vectoriel 
complexe E comme complexifié d'un sous-espace vectoriel V de 
RE doit être considérée comme une structure additionnelle, dite 
« structure réelle » sur E. Elle est définie par la donnée de V appelé 
«forme :réelle de E » dont les éléments sont dits «éléments réels». 

V doit être tel que RE= V EB iV ce qui est équivalent aux deux 
conditions: dimR V= dimcE et V n iV =O. 

Il faut et il suffit pour cela qu'une base (réelle) de V soit une base 
(complexe) de E. Une application linéaire complexe de E =V c est 
donc complètement déterminée par sa restriction à V. En particulier 
le dual de E s'identifie à l'espace vectoriel des applications linéaires 
réelles de V dans C : (V c)* = .CR(V; C). 

Soit u un vecteur de E = V EB iV. Il s'écrit u = x + iy avec 
x, y E V. Le vecteur Cu = u = x - iy est le conjugué de u, 
relativement à la structure réelle de E. 

L'application C est la conjugaison. C'est une involution anti
linéaire de E: C2 =identité, C(.Xu) = "XC(u). 
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Réciproquement, une involution antilinéaire C de E y détermine 
une forme réelle V sous-espace propre de C pour la valeur propre 
( +1). 

Un espace vectoriel complexe de E n'intervient pas seulement 
dans les applications par les constructions linéaires ou multi
linéaires sur C qu'on peut lui associer. Par exemple, les produits sca
laires hermitiens ou pseudohermitiens, extensions des produits sca
laires euclidiens ou pseudoeuclidiens s'expriment à l'aide de formes 
ou d'applications antilinéaires. Ces dernières doivent donc faire par
tie des constructions tensorielles sur E. La multiplication pari défi
nissant la structure complexe de E est, pour cela, représentée par 
un opérateur linéaire réel J de i;iE de carré égal à moins l'identité 
de E, et E = (i;iE; J). 

Avec E, on considère l'espace vectoriel complexe conjugué E 
défini comme le couple E = (i;iE; -J). L'application identique de i;iE 
est ainsi une application antilinéaire de E sur E ou réciproquement. 
Une application linéaire complexe a E ~ (E) est une application 
linéaire réelle a E ~(RE) qui commute avec J. Mais si aJ = Ja, on 
a aussi a( -J) = ( -J)a et ~ (E) = ~ (E). 

En particulier les groupes linéaires Gl(E) et Gl(E) forment le 
même sous-groupe de Gl(i;iE) : Gl(E) = Gl(E). 

Une base e de E est aussi une base de E. Si a E ~(E) = ~(E), 

aej = "E ek(aj + Jf3j) = "E ek(aj - (-J)f3k,j)· Il résulte que si 
A est la matrice de a relative à e dans l'espace vectoriel complexe 
E, la matrice de a relative à la même base e dans l'espace E est 
A. Le groupe Gl(E) = Gl(E) et n'importe lequel de ses sous
groupes G se trouve ainsi représenté comme groupe d'opérateurs 
linéaires complexes de deux espaces complexes distincts : E et 
E. Chacune de ces représentations est appelée la conjuguée de 
l'autre. Concrètement, par le choix d'une base e = (ei, e2, ... , en), 
G se trouve représenté dans E comme un groupe de matrices 
complexes G c Gl(n; C). A chaque g E G correspond une matrice 
A(g) dans E et la matrice A(g) dans E. Pour un sous-groupe G 
donné de Gl(E), on peut se demander si ces représentations sont 
équivalentes, c'est-à-dire s'il existe un isomorphisme C-linéaire s 
de E sur Etel que 'ig E G : gs = sg, ce qui revient à l'existence 

-1 
d'une matrice inversible S telle que A(g) = S · A(g) S, 'ig E G. 
Une condition nécessaire est que Trace A(g) =Trace A(g), 'ig E G, 
autrement dit que le caractère de la représentation de G dans E : 
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g ---+ x(g) = Trace A(g) soit à valeurs réelles. Cela montre qu'en 
général, deux représentations complexes conjuguées d'un groupe G 
ne sont pas équivalentes. 

On voit ainsi que, alors que dans d'un corps quelconque K, un 
espace vectoriel E entraînait avec lui son espace dual E* et tous les 
espaces de tenseurs bâtis sur E et E*, un espace vectoriel complexe 
de E va entraîner avec lui son conjugué E, son dual E*, et le dual 
de E : E* ou antidual de E, et tous les espaces de tenseurs bâtis sur 
eux. 

Les valeurs propres de l'opérateur J de l'ilE définissant la struc
ture complexes sont i et (-i). 

J n'a donc aucun vecteur propre (réel) dans RE alors que tous 
les vecteurs (complexes) de E sont des vecteurs propres de J pour 
la valeur propre i. Cela s'explique par le fait que si u est un vecteur 
non nul de E, la droite complexe définie paru est dans RE un plan 
réel U, sous-tendu paru et iu, qui sont linéairement indépendants 
sur IR. La droite complexe sous-tendue par u et le plan réel U sont 

7r 
stables par J, la restriction de J à U étant une rotation de + 2. La 

nécessité d'exprimer la structure définie par l'opérateur J impose 
la complexification de RE. Cela donne un espace vectoriel complexe 
(RE)c =l'i! E 0 C de dimension 2n (sur C) que l'on note simplement 
Ee (c'est donc le «complexifié de l'espace vectoriel complexe E »). 
L'opérateur réel J de l'ilE se prolonge en un opérateur linéaire 
complexe Je de Ee : si x et y E l'i!E, Jc(x + iy) = Jx + iJy. 
On a (Jc) 2 = -(Identité de Ec) et les valeurs propres de Je, 
qui sont celles de J, sont i et (-i). Le sous-espace propre de Je 
pour la valeur propre i est noté E(l,O). Ses éléments sont appelés 
vecteurs de type (1, 0). Le sous-espace propre de (-i) est noté E(O,l). 

Ses élément sont les vecteurs de type (0, 1). E(l,O) et E(0,1) sont 
des sous-espaces vectoriels complexes de Ee, qui en est la somme 
directe. La conjugaison associée à la structure de complexification 
les échange : E(o,l) = E(l,O) et E(l,O) = E(O,l) et ils ont donc même 
dimension n. Jei = iJe est une involution linéaire complexe de Ee 
dont E(l,O) et E(O,l) sont les sous-espaces propres pour les valeurs 
propres ( -1) et ( + 1). Les projecteurs sur ces sous-espaces sont 

1 1 
P(l,O) = 2 {I - iJc} soit E10 = Im(I - iJc} et P(0,1) = 2 {I + iJc} 

soit E(o,l) = Im(I + iJc). D'après la propriété universelle de la 
complexification (fin du §11.8), l'application identique de l'ilE sur E 
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se prolonge en une application linéaire complexe P de Ee sur E par 
P(x + iy) = x + Jy et une application linéaire complexe Q de Ee 
sur Epar Q(x + iy) = x - Jy. 

Soient <I> et W les applications de E dans Ee définies par : 

1 1 
<I> = P(1,o)u = 2 (u - iJu) d'où <I>(Ju) = 2 (Ju + iu) = i<I>(u), 

1 1 
W = P(O,l)u = 2 (u + iJu) d'où w(Ju) = 2 (Ju - iu) = -iw(u). 

On a: 
1) P o <I> = Identité de E, ce qui prouve l'isomorphisme des es

paces vectoriels complexes E et E(l,O)· (Sur ce dernier les structures 
complexes induites par Ee et par Je sont les mêmes : Je = i sur 
E(l,O)· Puisque Po P(O,l) = 0 : le noyau de P est E(o,l)· 

2) w est antilinéaire de E sur E(O,l) donc linéaire de E sur 
E(O,l)· On a: Qow =Identité de E, ce qui prouve l'isomorphisme des 

espaces vectoriels complexes E et E(o,l) (sur ce dernier les structures 
complexes définies par Ee et par Je sont opposées : Je = -i sur 
E(o,1))· Le noyau de Q est E(l,O)· 

Exemple d'application de la complexification Ee de E: Soit a E 
~(E). C'est un opérateur "'a E ~(RE) qui commute avec Jet dont 
le complexifié (Ra)e = a est donc un opérateur linéaire complexe 
de Ee qui laisse stables les sous-espaces propres de Je. Une base e 
de E détermine, par l'isomorphisme <I> et l'antisomorphisme W, des 
bases sur E(l,O) et E(o,l)· Si A est la matrice de a danse, c'est aussi 
la matrice de a dans la base correspondante sur E(l,O) := E, tandis 

que A est la matrice de la restriction de a à E(o,l) = E. 

Il en résulte que dét"'a = dét a= dét A· dét A= ldét Al 2 . 
Une conséquence de ce résultat est que les changements de 

bases complexes de E conservent l'orientation de "'E. 

Une forme linéaire <p E E~ se décompose en : <p = <p o P(l,O) + 
<p o P(0,1)· Notons: 

(1 0) 1 . 
P ' <p = <p 0 P(l,0) = 2 (<p - i<pJe) 

(0 1) 1 . 
et P ' <p = <p 0 P(0,1) = 2 (<p + icpJc) 
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p(l,O) et p(O,l) sont des projecteurs supplémentaires de E~. 
Soit E(l,O) = Imp(l,O). Ses éléments sont appelés formes de type 

(1, 0). Une forme cp E E~ appartient à E(l,O) si et seulement si elle 
est nulle sur E(O,l)' ou si et seulement si sa restriction à E C Ec est 

une forme linéaire complexe sur E = (RE; J) : E(l,O) = E(l,O) = E*. 

De même, on note E(O,l) = Imp(O,l). Ses éléments sont appelés 
formes de type (0, 1). cp E E~ appartient à E(O,l) si et seulement 
si elle est nulle sur E(l,O)' ou si et seulement si sa restriction à 
E C Ec est antilinéaire sur E =(RE; J). 

On a : E(O,l) = E(o,l) = E*, antidual de E de E. 
Si e = { ei, e2, ... , en} est une base (complexe) de E, on peut 

lui associer la base Re = {el, e2, ... , en, Jei, Je2, ... , Jen} de RE 
1 . 

et les bases ê = {Ej = <I>(ej) = 2 (ej - iJej)} de E(l,O) et 

- 1 
€ = {"tj = -W(ej) = 2 (ej + iJej)} de E(O,l)· La réunion de ê 

et € est une base complexe de Ec. Dans cette base, les vecteurs de 
Re s'écriv~nt: ej = Ej + Ej, Jej = i(Ej - Ej)· Un vecteur u de E 

s'écrit dans la base Re: u = I: ejxj + I: Jekyk où xj et yk sont les 
formes coordonnées (réelles) associées à Re. 

Dans la base (ê, €), u s'écrit: u = ,L:(Ej+Ej )xj +i ,L:(Ek-Ejk)yk 

soit u = Lêj(xj + iyj) + L°Ek(xk - iyk) = LêjZj + LEkZk· 
Chaque fonction zj est une application IR-linéaire de E dans 

C déterminée par zj(ek) = 8{ et zj(Jek) = i8{. Elle se prolonge 

en une forme C-linéaire sur Ec par zl:(u + iv) = zj(u) + izj(v). 
On a zb(Ek) = 8{ et Zj,c("tk) = O. Les fonctions zb sont donc 

les formes coordonnées E*j base de E(l,O). Comme au §II.2., la 
géométrie différentielle préfère, par souci de clarté, utiliser pour 
désigner ces formes coordonnées, la notation fonctionnelle dzj. 

On a donc: 

dzj = E*j. 

De la même façon, la fonction zj est une application IR-linéaire 

de E dans C déterminée par z:j(ek) = 81 et z:j(Jek) = -i8{. Elle 
est antilinéaire sur (E; J). Elle se prolonge en une forme C-linéaire 

sur Ec par zb ( u + iv) = z:j ( u) + izj ( v). Observons qu'alors que zj 
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est complexe conjugué de zj sur (E; J), z~ est indépendant de z~ 
sur Ec. 

. . 1 
En effet: zb(ck) = 0 et zb(sj) = 2 -zj(ej + Jej) = 1. 

Les fonctions z~ sur Ec sont les formes coordonnées s*j base de 
E(O,l). La géométrie différentielle préfère les noter dZj. On a donc: 
dZj = s*j. 

Définition III.9 : 

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie. On 
appelle espace de tenseurs associés à E tout produit tensoriel sur 
C d'espace vectoriels complexes E(l,O)• E(O,l)• E(l,O), E(O,l), qui 

s'identifient respectivement à E, E, E*, "E*. La structure tensorielle 
de ces espaces est déterminées par la correspondance qui à chaque 
base e de E associe les bases E, €, E*, s* de E(l,O), E(o,l), E(l,O), 

E(O,l) et les produits tensoriels de ces bases, ainsi que par les 
représentations linéaires associées du groupe linéaire Gl(E) qui en 
est le groupe de structure. 

Il est d'usage de surligner les indices correspondant aux facteurs 
E = E(O,l) et "E* = E(O,l) des produits tensoriels. 

Un élément de E 0 E 0 E* 0 E s'écrit par exemple: 

Remarque : On peut s'interroger sur la nécessité d'introduire 
ces espaces ornés d'indices: E(l,O)• E(O,l)• E(l,O), E(O,l), alors qu'ils 

représentent simplement E, E, E*, "E*. La raison en est simple : la 
manipulation de deux structures complexes J et ( -J) sur le même 
espace RE conduirait inévitablement à de dangereuses acrobaties. 
La sagesse est d'avoir deux espaces distincts et de manifester leur 
différence par des indices bien visibles. 

Exemples : Formes sesquilinéaires et hermitiennes sur un espace 
vectoriel complexe E. 

Une forme sesquilinéaire gauche sur E est une application f de 
ExE dans C: (x, y) ---t f(x, y), linéaire dans son premier argument 
x, antilinéaire dans le second y. C'est donc une forme bilinéaire sur 
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Ex E = E(l,O) x E(O,l) et elle peut être représentée par un élement 

<p = 2;: C<j@ 73j = L: fi)dzi@ dZj du produit tensoriel E*@ E*. 
J 

A chaque vecteur y, f associe une forme linéaire p(y) sur Epar 
x ____.. f(x, y) = (x, p(y)). p est une application antilinéaire de E 
dans E* (ou linéaire de E dans E*) dite associée à droite de f · p(y) 
est tout simplement la contraction à droite de <p par y. De même, 
chaque vecteur x détermine une forme 'Y(x) antilinéaire sur Epar: 
y ____.. f ( x, y) = ('Y( x), y). 'Y est une application antilinéaire de E 
dans 'E*, transposée de p et 'Y ( x) est la contraction à gauche de <p 
par x. On a: rang f =rang lfijl =rang p = dim Imp =rang 
'Y= dim lm 'Y· 

D'une façon analogue, une forme sesquilinéaire droite sur E est 
une application f de Ex E dans C: (x, y)____.. f(x, y) linéaire dans 
le second argument y, antilinéaire dans le premier x, qui peut être 

représentée par un élément <p = l::Œj@ /3j = 2:: f-:t;J([j@ dzj du 

produit tensoriel E* @ E*. 
Une_forme sesquilinéaire f est dite hermitienne si ty = f, soit: 

f(y,x) = f(x,y) antihermitienne si ty = -f. 
Uespace vectoriel complexe S(E) des formes sesquilinéaires 

gauches (par exemple) sur E possède une structure naturelle de 
complexifié avec pour forme réelle le sous-espace 5) des formes her
mitiennes, le sous-espace réel : iSJ étant celui des formes antiher
mitiennes: ô(E) = S) EB iS). La conjugaison associée est l'involution 
antilinéaire : f ___.t ]. 

1 1 
f(x, y) = 2 {f(x, y)+ f(y, x)} + 2 {f(x, y) - f(y, x)}. 

On appelle forme semiquadratique sur E toute fonction à va
leurs complexes r obtenue en égalant les deux arguments d'une 
forme sesquilinéaire f: r(x) = f(x,x). On a: r(Àx) = IÀl 2r(x). 
Contrairement à ce qui se passe pour les formes bilinéaires, on a 
une bijection entre formes sesquilinéaires (gauches par exemple) 
et formes semiquadratiques. En effet, f s'exprime en fonction der 

1 
par: J(x, y)= 4 {r(x +y) - r(x - y)+ ir(x + iy) - ir(x - iy)}. 

f est hermitienne si et seulement si r(x) = f(x,x) est à valeurs 
réelles. 
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111.10 - Vecteurs tangents complexes 

Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie, Ec 
son complexifié décomposé en Ec = E(l,O) EB Eco,l)· Soient e = 
{ej;j = 1,2, ... } une base de E, c = {cj} et "E = {E:j} les bases 
images de e dans E(l,O) et E(O,l)· Un vecteur u de E s'écrit dans RE 

et dans Ec: u = L:xjej+ 2:ykJek = L:zjEj+ L:zke:k. Suivant les 

définitions du §II.2. les 2n vecteurs tangents { {)~j , {)~k } forment 

une base de l'espace tangent Tu en un point quelconque u de RE, 
tandis que les formes coordonnées { dxj, dyk} forment la base duale 
de l'espace dual T~ ou cotangent. Les complexifiés Tu® C et T~ ® C 
sont appelés espaces tangents et cotangents complexes en u. Les 
éléments de (Tu)c sont les vecteurs tangents complexes, ceux de 
(T~)c les différentielles complexes. 

Soit maintenant f une application d'un voisinage de u E RE 
dans l'espace vectoriel complexe F, différentiable en u. Sa différen
tielle df u est une application IR-linéaire de RE dans F que l'on peut 
plus précisément considérer comme une application IR-linéaire de 

Tu dans F, et dfu(ej) = (:~ )u' dfu(Jej) = (:~ )u. 

L'extension complexe de dfu au complexifié (Tu)c est une ap
plication C-linéaire dfu de (Tu)c dans F, ou différentielle complexe 

de f en u. Si a, b E Tu, dfu(a + ib) = dfu(a) + idfu(b). On a: 

-{1 } 1 dfu(éj) = dfu 2 (ej - iJej) = 2 {dfu(ej) - idfu(Jej)} 

l{(âf) ·(âf)} l(â .â) 
= 2 âxj u - i âyj u = 2 âxj - i âyj u · f 

et de même dfu(Ej) = ~ ( 8~j + i {)~j )u · f qui définissent 

â l(â .â) les vecteurs (tangents complexes : -8 . = - -8 . - i -8 . et 
zJ 2 xJ yJ 

â l(â . â) . -. = - -8 . + i -8 . formant les bases associées de T (1 O) et de 
azJ 2 xJ yJ ' 
T (O,l). Les bases duales de T(l,O) et T(O,l) sont constituées par les 

différentielles dzj et azk. 
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Proposition III. IO : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une application_ R
linéaire f de lilE dans F soit C-linéaire est que son extension f à 
Ec soit nulle sur E(o,1)· 

Preuve : J( u + iJu) 
J(Ju) = if(u), cqfd. 

f(u) + if(Ju) 0 si et seulement si 

Corollaire III.IO: Soit f une application continûment différen
tiable d'un ouvert de E dans F. La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'en tout point la différentiable de f soit C-linéaire est que f 

, .fi 1 t' d', t• â f 1 ( â f . â f ) 0 veri e e sys eme equa 10ns : -. = -2 -8 . + i -8 . = pour 
&zJ xJ yJ 

j = 1, 2, ... , n. 

Remarque : f est alors analytique complexe. Dans le cas le plus 

simple : E = F = C, l'unique équation 8/z = 0 est la condition 

de Cauchy qui s'écrit à l'aide des parties réelle et imaginaire de 
âU âV âV âU 

f = U + iV : âx = ây et âx = - ây . 

111.11 - Algèbre. Graduations. Produits tensoriels d'algèbres 

Une algèbre sur un corps K est un espace vectoriel sur K de 
dimension finie A muni d'une application linéaire µ : A x A _____, A. 
Cette application µ prend, suivant les cas, le nom de multiplication, 
produit, composition, crochet, etc ... On note génériquement l'image 
par µ d'un couple (a, b) E A x A par une simple juxtaposition des 
éléments : µ(a, b) = ab. Mais on utilise des notations spécifiques 
dans de nombreux cas particuliers : ®, o, /\, V, [,] etc ... µ peut 
aussi se définir par une application L : a _____, La de A dans ~(A), 
soit ~ab = ab : La est la translation à gauche par a, ou par une 
application R : A _____, ~ (A), avec cette fois Rba = ab : Rb est 
la translation à droite par b. Une unité est un élément 1 tel que 
Li =Ri =Identité de A. Si A possède une unité, elle est unique, 
puisque si 1 et 11 sont deux unités, 1 · 11 = 1 = 11. A est alors 
dite unitaire ou avec unité. Une algèbre A est dite associative si 
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les translations à gauche commutent avec les translations à droite : 
Va,b,x E A: La· Rb· x = a(xb) =Rb· Lax = (ax)b. 

A est dite commutative si Va, b E A: ab= ba. 
Une dérivation d'une algèbre A est un endomorphisme linéaire 

D de A qui vis-à-vis de la multiplication possède la propriété : 
D (ab) = Da · b +a · Db. Cette notion sera largement généralisée au 
Chapitre rv. 

Une sous-algèbre, un idéal à gauche, un idéal à droite, un idéal 
de A, sont des sous-espaces vectoriels stables respectivement par 
µ, toutes les La, toutes les La et Rb· 

Si e = { ei; i E I} est une base de A, on a, pour tout couple 

ordonné ( i, j) E I x I une égalité : ei · ej = I:: Cfjek. L'ensemble 
k 

de ces égalités, ou table de multiplication de A dans e, détermine 
µ. Le cas le plus simple d'une table de multiplication est fourni 
par un ensemble quelconque S muni d'une multiplication interne 
S x S ~ S, soit (s, t) ~ st ES. 

L'espace vectoriel sur K de base S : K(S), dont les éléments 
sont les combinaisons linéaires finies d'éléments de S à coefficients 
dans K, est alors une algèbre grâce à la table de multiplication qui 
applique la base S en elle-même. 

Exemples: 

1) S est un groupe fini; K(S) est alors l'algèbre du groupe S à 
coefficients dans K. 

2) Soit X un ensemble quelconque et S l'ensemble des suites 
finies (x1x2 ... Xm) d'éléments de X auxquelles on ajoute la suite 
vide ( ). On définit dans S un produit : S x S ~ S obtenu par juxta
position des suites: (x1x2 ... Xm)(xix~ ... x~) = (x1, ... , Xmxi ... 
Xp). Ce produit est associatif et ( ) est un élément neutre. L'algèbre 

K(S) est une algèbre associative avec unité appelée algèbre libre de 
l'ensemble X sur K. Lorsque X est réduit à un seul élément (x), 
l'algèbre libre de X sur K est l'algèbre des polynômes d'une varia
ble x à coefficients dans K. 

Remarque : La donnée d'une multiplicationµ sur A est équi
valente à la donnée d'une application linéaire de A ® A dans 
A. Lorsque A est de dimension finie, ~(A® A; A) s'identifie à 
A ® (A ® A)* = A ® A* ® A*. Une structure multiplicative µ 
sur A peut ainsi être considérée comme un tenseur C une fois 
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contravariant et deux fois covariant sur A. Dans une base e de 
A, ses composantes sont les « constantes des structures » Cfj de 
la table de multiplication de µ dans e tandis que les translations 
à gauche et à droite sont les contractions sur chacun des indices 
covariants. 

Un homomorphisme f d'une algèbre A dans une algèbre A' 
sur le même corps est une application linéaire qui respecte les 
structures multiplicatives: f(a) = f(a)· f(b). Si f est bijective, c'est 

-1 
un isomorphisme car alors f est également linéaire, et l'égalité 
précédente s'écrit: 

-1 -1 -1 
f (f(a) · f(b)) =ab= f (f(a)) · f (f(b)). 

Ne sont intéressantes que les algèbres qui satisfont à une 
propriété supplémentaire. Elles se répartissent en deux classes : 

1) les algèbres alternées pour lesquelles aa = 0, Va E A, dont 
les principales sont les algèbres de Lie. Elles ne peuvent avoir ni 
unité, ni élément idempotent non nul. 

2) les algèbres associatives et les algèbres «presque associa
tives», ces dernières satisfaisant à une forme plus faible d'asso
ciativité. Les plus importantes en sont les algèbres de Jordan et les 
algèbres alternatives. 

Les éléments idempotents jouent un rôle essentiel dans l'étude 
de leur structure. 

Si A est une algèbre associative, on peut définir sur l'espace 
vectoriel A deux autres structures d'algèbres A_ et A+ à l'aide des 
formes affaiblies de la multiplication suivantes : 

A_ avec le produit antisymétrisé ou crochet [a, b] =ab - ba 
1 

A+ avec le produit symétrisé : a o b = "2 (ab + ba) 

A_ et A+ ne sont pas associatives mais l'associativité de A s'y ma
nifeste par des propriétés simples de la multiplication qui servent 
d'axiomes à deux catégories importantes d'algèbres : 

Définition III.11.A : 

Une algèbre g est une algèbre de Lie si sa multiplication, notée 
par un crochet [,] satisfait aux deux axiomes : 

1) [x, x] = 0, 'ix E g d'où [x, y] = -[y, x] 'ix, y E g (caractère 
alterné ou antisymétrique du crochet); 
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2) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, Vx, y, z E g identité 
de Jacobi, qui exprime que les translations à gauche sont des 
dérivations de l'algèbre, cf. §IV. 

Une algèbre J est une algèbre de Jordan si sa multiplication 
satisfait aux deux axiomes : 

1) ab = ba Va, b E J (commutativité); 
2) a2(ab) = a(a2b) Va, b E J, identité de Jordan qui s'écrit aussi 

LaLa2 = La2La, Va E J. 
Un homomorphisme d'une algèbre A, associative, de Lie ou de 

Jordan, respectivement, dans l'algèbre ..C(E), ..C(E)- ou ..C(E)+ des 
endomorphismes d'un espace vectoriel E sur le même corps, qui fait 
ainsi opérer A dans E, par une représentation linéaire détermine sur 
E une structure de A-module. 

Si E et F sont des A-modules, une application linéaire f de E 
dans F qui respecte les opérations de A : f(ax) = af(x) Va E A, 
x E E est appelée un morphisme de A-modules. 

Le noyau et l'image d'un A-morphisme sont des sous-modules. 

Exemples: l'algèbre associative K(n) des matrices n x n sur K 
et les algèbres de Lie : K(n)- = gl(n; K) et de Jordan K(n)+ = 
J(n; K) associées. 

Une structure supplémentaire fréquente est celle de graduation. 
Sur un espace vectoriel E une graduation est simplement une 
décomposition en somme directe : E = EB,iEI Ei où l'ensemble 
d'indices I est un ensemble quelconque. Un élément x d'un Ei est 
homogène de degré i. Tout élément x non nul E s'écrit d'une façon 
et d'une seule comme une somme finie : x = :L Xi, où Xi est la 

iEI 
composante de degré ide x. 

Un sous-espace F de E est dit gradué s'il est égal à la somme 
de ses intersections avec les Ei : F = EB,iEI (F n Ei) ce qui revient 
à dire que si x E F toutes les composantes Xi de x appartiennent à 
F. 

Sur une algèbre A, une graduation est d'abord une graduation 
de l'espace vectoriel A : A = EB,iEI Ai. Mais cette fois on impose 
à l'ensemble d'indices I de posséder une addition de telle sorte 
que le degré du produit Xi, Yj de deux éléments homogènes soit 
la somme des degrés des facteurs, ce qui revient à dire que AiAj et 
AjAi C Ai+j· Les ensembles d'indices les plus courants sont : N, 
entiers ~ 0, 1, entiers quelconques, 12, graduation «pair-impair», 
et leurs produits comme Nm = N x N x ... N qu'on appelle souvent 
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multidegrés. Ce sont donc soit des groupes additifs, soit des parties 
de groupes additifs stables par l'addition et contenant 0, comme N. 

Si A est une algèbre graduée avec unité, le degré de l'unité est 
nécessairement nul. 

Suivant le même principe, si deux espaces vectoriels E et F sur 
le même corps sont gradués par le même ensemble additif d'indices 
l : E = EB , F EB F j, le produit tensoriel E ® F peut être gradué de 

iEI jEI 
deux façons, en attribuant au produit Xi ®Yj d'éléments homogènes 
de degrés i et j, le bidegré ( i, j) E 1 x 1 et le degré ( i + j) E 1. 

Dans le dernier cas: (E ® F)r = . ~ Ei ® Fj· 
i+J=r 

Définition III.11.B 

Une algèbre A graduée par N, 7L, ou simplement par 7L2 est 
dite anticommutative si quels que soient les éléments homogènes 
Xi E Ai et Yj E Aj de A, leur produit vérifie la propriété 
d'anticommunication: 

Y ·x· - (-l)ijx·y· ] i - i ]" 

Cette formule fait donc intervenir le produit des degrés, et 
seule la parité de ces degrés intervient. Les éléments de degré pair 
commutent avec tous les autres. Les éléments de ce degré impair 
anticommutent entre eux. 

Exemple : l'algèbre extérieure sur E : J\E qui sera définie au 
chapitre V. 

Si A et B sont deux algèbres sur le même corps, l'application 
de A x B x A x B dans A ® B : (a, b, a', b1) ---t aa' ® bb1 est 
quadrilinéaire. Elle définit une application linéaire: A@B@A@B = 
(A® B) ®(A® B) ---t A® B qui est une multiplication sur A® B. 
L'algèbre A ® B ainsi définie est dite produit tensoriel des algèbres 
A et B. Le produit de deux éléments décomposables de A ® B est : 
(a ® b) · (a' ® b1) = aa' ® bb'. Si A et B sont associatives, resp. 
commutatives, resp. avec des unités 1 A et 1 B> A® B est associative, 
resp. commutative, resp. avec une unité lA ® lB. 

Dans ce dernier cas a ---t a ® 1 B et b ---t 1 A ® B sont des 
homomorphismes injectifs de A et de B dans A ® B qui identifient 
A et B à des sous-algèbres de A® B. Ces dernières commutent dans 
A@B: Va E A et b E B, (a®lB)·(lA ®b) = a®b = (lA ®b)·(a®lB) 
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et elles sont linéairement disjointes : si (ai; i E 1) est une base de 
A et (bj;j E J) une base de B, les (ai® bj; (i,j) E 1 x J) sont 
linéairement indépendants et forment ainsi une base de A ® B. 

Exemples : si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension 
finie sur le même corps, .C(E) ® .C(F) s'identifie à .C(E ® F). 

En prenant des bases on obtient l'isomorphisme entre algèbres 
de matrices: K(m) ® K(n) = K(mn). 

L'importance des algèbres anticommutatives conduit à définir 
une variante qui leur est adaptée du produit tensoriel d'algèbres. 

Définition III.l.C : 

Soient A et B deux algèbres sur le même corps K graduées par 
N, 1.. ou 1..2. 

On appelle produit tensoriel gauche de ces algèbres et l'on note 
A®B, l'espace gradué A® B muni de la multiplication de l'algèbre 
A ® B modifiée comme suit : sur les éléments homogène a, a' E A 
et b, b' E B, on définit (a® b) ·(a'® b1) = (-l)degb·dega' aa' ® bb'. 

Seuls interviennent pour le changement de signe les éléments b 
et a', qui échangent leur place, et seule intervient la parité de deg a' 
et deg b. Des calculs simples permettent de vérifier que si A et B 
sont associatives, resp. anticommutatives, resp. avec des unités lA 
et lB, Ai§B est associative, resp. anticommutative, resp. avec une 
unité lA ® lB. 

111.12 - L'algèbre tensorielle sur un espace vectoriel 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie ou infinie sur un 
corps K. On peut former suivant le chapitre II toutes ses puissances 
tensorielles @PE et, en convenant que @0E = K et @ 1 E = E, 
considérer la somme directe : 

®E = ffi (@PE) = K EB E EB (@2E) EB ... 
p=O 

C'est un espace vectoriel gradué par les entiers naturels sur 
lequel la multiplication tensorielle définit une structure d'algèbre 
associative graduée avec unité. ®E est par définition l'algèbre 
tensorielle sur E. 
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L'importance de l'algèbre tensorielle réside dans sa propriété 
universelle, qui la définit à un isomorphisme canonique près : 

Théorème III.12: Toute application linéaire f de l'espace vecto
riel E dans une algèbre A associative, avec unité, sur le même corps, 
se pro!?nge de façon unique en un homomorphisme d'algèbres avec 
unité f de 0E dans A. 

Preuve : ] est immédiatement déterminé sur 0°E par f (À· 1) = 
ÀlA et sur 0 1E =Epar flE = f. Son extension à 0E est unique: 
l'application p-linéaire: (x1, x2, ... , xp) ----* f(x1)f(x2) ... f(xp) de 
E x E x ... E dans A détermine l'application linéaire ] de Q9PE 
dans A. Sur des tenseurs décomposables : t E Q9PE et u E 0qE, la 
définition queJ'on vient de donner de] entraîne ](tu) = ](t)](u). 
Par linéarité f est bien un isomorphisme de 0E dans A. 

Corollaire III.12: Une application linéaire f d'un espace vecto
riel E dans un espace vectoriel F sur le même corps se prolonge en 
un homomorphisme d'algèbres unitaires graduées {iP de 0E dans 
0F. C'est la propriété «fonctorielle» de l'algèbre tensorielle, car 
si h est maintenant une application linéaire de F dans H, on a : 
h®oJ® =(ho!)®. 

Remarque : Si e = { ei; i E I} est une base de E. Il y a une 
bijection entre les suites de p éléments de I : ( i 1 i2 ... ip) et les 
éléments de la base Q9Pe de Q9PE: ei1 0 ei2 ... 0 eip· Au produit des 
suites obtenu par juxtaposition, correspond le produit tensoriel des 
éléments de base qui leurs sont associés. On a donc un isomorphisme 
naturel entre 0E et l'algèbre libre sur K de l'ensemble I, puisque 
E = K(1). 

111.13 - Problèmes universels 

Nous avons rencontré à plusieurs reprises des constructions 
algébriques présentées comme solutions de problèmes universels. 
Cette notion de problème universel est un concept éminemment 
simplificateur, et son usage est tel qu'il n'est pas inutile d'en exposer 
les éléments même très succintement. Cela concerne deux catégo
ries différentes d'objets mathématiques. Pour nous une catégorie 
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est formée d'objets, qui sont des ensembles munis d'une certaine 
structure : (êK, espaces vectoriels sur K, T, espaces topologiques, 
m1 espaces métriques, 2l K algèbres associatives avec unité sur K, 
9K algèbres de Lie sur K, etc ... , et de morphismes, qui sont les appli
cations conservant la structure : applications linéaires, continues, 
homomorphismes, etc ... Soient deux catégories <to et <t 1 et ~ une 
famille d'applications f des objets A de <to dans les objets B de <t 1 
de telle sorte que pour tout morphisme a dans <to ou b dans <t 1, f o a 
et b o f soient encore des applications de ~. Dans ces conditions, on 
a le Problème universel posé par ( <to, <t 1, ~) : faire correspondre à 
chaque objet A de <to un objet U(A) de <t1 et une application u E ~ 
de A dans U(A) tels que pour tout f E ~. de A dans B E <t1 il 
existe un morphisme cp de U(A) dans B, unique tel que f = cp ou. 
Cela s'exprime par le« diagramme universel» : 

f 
A B 

·~/· l f = q> ou avec . 
q> umque 

U(A) 

U(A) représente A dans l'autre catégorie <t1 et u sert à représenter 
toutes les applications de A dans <t 1 par des morphismes de <t l · 

Si un problème universel possède une solution, elle est évidem
ment unique à un isomorphisme canonique près puisque du dia
gramme universel : 

A U1(AJ 

·~ ~ ·=!:;::;::: 
U2(A) 

ilrésulte:u2 = (cp2ocp1)ou2 = (IdU2)ou2etu1 = (cp1ocp2)ou1 = 
(Id U1 o u1. Mais la condition d'unicité entraîne 'P2 o 'Pl =Id U2 
et 'Pl o 'P2 = Id U 1 ce qui montre que 'Pl et cp2, uniques, sont des 
isomorphismes inverses l'un de l'autre. 

Quelques exemples : 

1) Si l'on prend pour <to la catégorie des ensembles et pour <t 1 
une sous-catégorie dont les objets sont des ensembles munis d'une 
structure algébrique donnée, la solution du problème universel ainsi 
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posé, lorsqu'elle existe, associe à chaque ensemble X un objet U(X) 
de \!: 1 appelé objet libre de \!: 1 engendré par X. 
1!:1 = EK, espaces K-vectoriels: U(X) = K(X) 
1!:1 = {K-algèbres associatives, commutatives, avec unité} 
U(X) = K[X], algèbre des polynômes en les éléments de X, sur K. .. 

2) <to = {couples d'espaces K- vectoriels (E, F) avec pour 
morphismes les couples d'applications linéaires}, 

\!: 1 = 1ê K, J = {applications bilinéaires} : U (E, F) = E ® F. 
3) Le produit tensoriel de deux algèbres associatives unitaires 

A et B sur le même corps K, est caractérisé par la propriété uni
verselle suivante : quel que soit le couple ( <p, 'l/J) d'homomorphismes 
de A et B dans une algèbre unitaire C qui commutent, il détermine 
un homomorphisme unique <p ® 'l/J de A ® B dans C, qui coïncide 
avec <p sur A® lB et avec 'l/J sur lA ®B. 

4) <to = {algèbres de Lie sur le corps K}, 1!:1 = {algèbres 
associatives avec unité sur K}, J = {homomorphismes pour le 
crochet J([x, y])= [f(x), f(y)] = f(x)f(y) - J(y)f(x)}. 
U(g) =algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie g. 
U ( g) est l'algèbre unitaire quotient de l'algèbre tensorielle ® g sur 
l'espace vectoriel g par l'idéal bilatère engendré par les éléments 
(inhomogènes) : { x ®y - y® x - [x, y]; 'Vx, y E g }. 

111.14 - Invariants. Extensions tensorielles des représentations 
linéaires d'algèbres de Lie 

Etant donnée une représentation d'un ensemble muni d'une 
structure algébrique A par des endomorphismes d'un espace vec
toriel E, on peut se demander si elle est susceptible de se prolonger 
aux espaces tensoriels bâtis sur E et de donner ainsi naissance à 
toute une famille de représentations linéaires associées. On a vu au 
§11.7, 11.8 et 111.4 ci-dessus que c'est bien le cas lorsque A est un 
groupe. Mais il n'en est pas de même, par exemple pour la structure 
d'algèbre associative, qui ne permet pas l'extension tensorielle de ses 
représentations linéaires. Les représentations linéaires d'algèbres 
associatives seront étudiées au §VI.4 à propos des algèbres de Clif
ford. 

Parmi les algèbres, seule la structure d'algèbre de Lie autorise 
cette extension tensorielle, ,e,t'-i:elà n'est guère étonnant si l'on 
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considère la structure d'algèbre de Lie comme une linéarisation de 
celle du groupe! Rappelons la : 

Définition 111.14.A: 

Une représentation linéaire d'une algèbre de Lie g dans un 
espace vectoriel sur le même corps E est un homomorphisme p de 
g dans l'algèbre de Lie ~(E)-. On a donc: 

Va, b E g : p([a, b] = [p(a), p(b)] = p(a)p(b) - p(b)p(a). 

En particulier, l'identité de Jacobi montre que les translations 
à gauche de g : Va, x E g, ada · x = [a, x] définissent une 
représentation linéaire de g dans elle-même, dite représentation 
adjointe. 

La propriété universelle des algèbres enveloppantes se traduit 
dans le cas des représentations linéaires par le : 

Théorème lll.14.A : Soient g une algèbre de Lie, U(g) son 
algèbre enveloppante (§III.13), quotient de l'algèbre tensorielle 0g 
par l'idéal bilatère engendré par les éléments { x 0 y -y 0 x - [ x, y]}. 
Toute représentation linéaire p de g dans un espace vectoriel E sur 
le même corps se prolonge de façon unique en un homomorphisme 75 
d'algèbres (associatives) unitaires de U(g) dans ~(E). Réciproque
ment un tel homomorphisme détermine une représentation linéaire 
de g dans E. Un g-module est donc automatiquement un U(g)
module. 

Preuve : D'après le théorème Ill.12, p se prolonge de façon 
unique en un homomorphisme d'algèbre unitaires p de 0g dans 
~ (E) qui s'annule sur les générateurs de l'idéal bilatère : p( x 0 y -
y®x-[x,y]) = p(x)p(y)-p(y)p(x)-p([x,y]) = O,etpassedoncau 
quotient. Réciproquement, si <p est un homomorphisme d'algèbres 
unitaires de U (g) dans ~ (E) la composée des applications : 

c.p 
g ~ 0g ~ U(g) ----t ~(E) 

est une représentation de g dans E. 
Nous allons maintenant examiner successivement les notions 

d'invariant et d'extensions des représentations dans le cas des 
algèbres de Lie. 
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Lorsqu'un groupe G opère comme groupe de transformations 
d'un ensemble E, un invariant est un élément x de E tel que gx = x 
quel que soit g E G. Pour obtenir la définition correspondante pour 
les algèbres de Lie, on fait le raisonnement suivant : E étant un 
espace vectoriel réel de dimension finie et G un sous-groupe fermé 
de Gl(E), on considère un chemin différentiable u(t) tout entier 
contenu dans G et tel que u(O) =Id. 

Si x est un invariant de G, on a u(t)x = x quel que soit t, 
d'où u'(O)x = 0 : x est annulé par tous les vecteurs tangents en 
l'élément neutre de G. D'où la: 

Définition Ill.14.B : 

Soient g une algèbre de Lie sur un corps K, p une représentation 
linéaire de g dans un espace vectoriel E sur le même corps. Un 
vecteur x de E est dit Lie-invariant, ou simplement invariant si 
p(X) · x = 0 pour tout XE g : x E nKer p(x). En particulier, tout 
vecteur x d'un espace vectoriel réel E, invariant par les opérateurs 
d'une représentation linéaire p d'un groupe de Lie G : p(g )x = x, 
V g E G est aussi un invariant de la représentation associée de 
l'algèbre de Lie g de G. 

Dans tout ce qui suit E désigne un espace vectoriel de dimension 
finie, E* son dual et (x, a) le crochet de dualité entre x E E et 
a E E*. Si u E ~ (E), son transposé tu E ~ (E*) est défini par 
tu. a= a ou, ou (ux, a) = (x,t ua). 

t-1 
Si u E Gl(E), le contragrédient u = u définit la représenta-

tion contragrédiente de Gl(E) dans E* de telle sorte que le crochet 
de dualité entre E et E* soit invariant : (ux, ua) = (x, a). A toute 
représentation linéaire r d'un groupe G dans ~ est ainsi associée 

la représentation contragrédiente : g E G ---+ r(g) dans E*. 
Le passage (par «dérivation») d'une propriété des groupes à la 

propriété correspondante des algèbres de Lie entraîne la définition 
suivante: 

Définition III.14. C : 

Si p est une représentation de l'algèbre de Lie g dans E, la 
représentation contragrédiente p de g dans E* est définie par : 

p(X) ·a= _tp(X) ·a= -a o p(X), 
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de telle sorte que le crochet de dualité soit Lie invariant (voir ci
dessous Exemple 2) : 

(p(X)x, a)+ (x, p(X)a) = 0 \IXE g, 

(On vérifie bien que p([X, Y]) = ([p(X), p(Y)]). 
Si r est une représentation linéaire du groupe G dans E, 

g E G -+ ® ( v) r (g) est la représentation « puissance tensorielle 
(v)ème de r11 , de G dans izi(v)E. 

Par «dérivation», on passe aux définitions et propriétés dites 
«de Lie» : 

Définition III.14.D : 

Extensions tensorielles et invariants de Lie d'un opérateur 
linéaire. 

Soit a E Z(E). L'extension tensorielle «de Lie» de a à iz,(v)E, 

notée ®(v) a (où le signe - distingue cette extension de l'exten
sion tensorielle usuelle «multiplicative») : @ (v)a) est l'opérateur 

linéaire de izi(v)E somme de lvl opérateurs: le j-ème est le produit 
tensoriel des identités dans chaque facteur à l'exception du j-ème 
où l'on prend a si ce facteur est E, (-ta) si ce facteur est E*. On a: 
@(v) [a, b] = [@(v)a, @(v)b]. 

Les éléments du noyau de @(v)a sont appelés les invariants de 
Lie de variance ( v) de l'opérateur a. 

Remarque : On peut rassembler les extensions « de Lie » de a E 
Z (E) dans toutes les puissances tensorielles @PE. En complétant 
par la condition a · 1 = 0, on obtient ainsi un opérateur linéaire ®a 
de ®E : c'est la dérivation de l'algèbre tensorielle ®E associée à a 
ce que l'on retrouvera au §N.13. 

Définition Ill.14.E : 

Extensions tensorielles d'une représentation linéaire et inva
riants d'une algèbre de Lie. 

Si p est une représentation linéaire d'une algèbre de Lie g dans 
E, elle détermine : 

a) pour chaque variance ( v) une représentation linéaire de g dans 
iz,(v)E, extension tensorielle «de Lie» de p: XE g-+ @(v)p(X). 



Tenseurs et spineurs 103 

b) une représentation @p de g dans l'algèbre ®E où elle opère 
comme une algèbre de Lie de dérivations : VX E g : 

@p(X)(a ® b) = {@p(X)a} ® b +a® {@p(X)b}. 

c) d'une façon analogue, une représentation @p dans ®E*. 

On a vu que le sous-espace Inv(p; (v)) = {nKer@(v) p(X); VX E 

g} de ® ( v) E est appelé le sous-espace des invariants de variance ( v) 
de p. L'ensemble de ces sous-espaces forme les invariants tensoriels 
de la représentation p. Réciproquement, si l'on se donne un ensemble 
d'éléments fi E ®(vi)E, les a E .C(E) tels que @(vi)a · (fi) = 0 
forment une sous-algèbre de Lie de .C (E)- puisque ces conditions 
sont linéaires et stables par le crochet. 

Si p est la représentation adjointe, les éléments de nKer@(v)ad a 
dans ®(v)g sont les invariants de variance (v) de g. Leur ensemble 
forme les invariants tensoriels de l'algèbre de Lie g dans 'I (g ). 

Comme pour les extensions tensorielles du groupe Gl(E) aux 
puissances tensorielles Q9PE ou Q9PE* (théorèmes 111.4.A et B), les 
extensions tensorielles d'une représentation linéaire p d'une algèbre 
de Lie g dans E à @PE ou Q9PE* commutent avec les permutations de 
facteurs, donc avec les opérations du groupe symétrique 6 p sur Q9PE 
et @PE*. Si u est un invariant, le symétrisé : su, et l'antisymétrisé : 
au, sont également des invariants. 

Exemples d'invariants : (g et E de dimension finies) 

1) Si (v) = (.*), ®(v)a = a®ld-ld®t a. Sur un élément x®a. 

(®(v)a) · (x ®a)= ax ®a - x ®(a o a). 

Si l'on interprète un élément u de E ® E* comme un opérateur 
linéaire de E, l'action« de Lie» de ®(v)a sur u s'écrit: 

((@(v)a · u)(x) = au(x) - u(ax) 

et u est Lie-invariant par a si et seulement s'il commute avec a. 
2) ( v) = ( **). Un élément b de E* ® E* peut être interprété 

(§11.3) comme une forme bilinéaire sur E. Soient c.p et 'lj; les appli
cations associées à droite et à gauche de E dans E* : 

b(x, y)= (x, c.py) = ('lj;x, y). 
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Considérons d'abord le cas où un groupe G opère dans Epar 
un homomorphisme G --t Gl(E), et dans E* par la représentation 

contragrédiente : g --t g =t rl. Dire que la forme bilinéaire b 
est invariante par G est équivalent à dire que <p ou 'ljJ est un G
morphisme de E dans E*. 

En effet : b(gx, gy) = (gx, <pgy)) = (x, tg<pgy) et l'égalité : 
b(gx, gy) = b(x, y) quels que soient x, y E E est équivalente à 

<p =t g<pg soit <pg =t rl <p. 
Réciproquement, tout G-morphisme <p de E dans E* détermine 

une forme bilinéaire invariante sur E : 

b(x, y) = (x, <py) puisque b(gx, gy) = 

(gx, <pgy) = (x, tg<pgy) = (x, <py) = b(x, y). 

Si b et b' sont deux formes bilinéaires sur E, invariantes par G, 
et si b est non-dégénérée (<p inversible), b1 s'exprime à l'aide de b : 

/ / -1 / -1 / 
b (x, y)= (x, <p y) = (x, <p <p <p y) = b(x, <p <p y) 

et de 'Y = -;p1 <p1, qui est un endomorphisme du G-module E. 
On dit aussi que 'Y appartient au «commutant» de E. Récipro

quement tout élément 'Y du commutant de E fait passer d'une forme 
bilinéaire quelconque invariante b à une forme b1 ( x, y) = b( x, 'YY) 
également invariante. 

Voyons maintenant le cas où c'est une algèbre de Lie g qui opère 
dans Epar un homomorphisme d'algèbres de Lie p : g --t ~(E)_. 
Pour simplifier l'écriture, notons simplement, (comme dans le cas 
d'un groupe), par ax l'image de x E Epar p(a). La représentation 
contragrédiente dans E* est donc (-ta)· a= -a o a, et l'opérateur 
@(v)a dans E* ® E* s'écrit, sur a® f3 décomposable : 

sur b: 

® ( v) a . (a ® /3) = -(a o a) ® f3 - a ® (/3 o a) 

(®(v)a · b)(x,y) = -b(ax,y) - b(x,ay) 

= -(x, ta<p + <pa)y) 

= -((7/Ja + ta'ljJ)x, y). 

Il en résulte que les trois propriétés suivantes sont équiva
lentes: 
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1) b est un invariant de Lie : b(ax, y)+ b(x, ay) = 0; 
2) <p est un morphisme de g-modules de E dans E* : <pa = _ta<p; 
3) '!/;est un morphisme de g-modules: 'l/;a = _ta'l/;. 
Réciproquement, tout g-morphisme <p de E dans E* détermine 

une forme bilinéaire Lie-invariante sur E: b(x, y)= (x, <py) 
Si b et b1 sont deux formes bilinéaires Lie-invariantes sur E, 

et si b est non-dégénérée, on peut écrire b1(x, y) = b(x, cJ- <p1y) et 
-1 
<p <p1 ='"'(est un endomorphisme du g-module de E, ou élément du 
commutant de E. Réciproquement, tout élément '"'( du commutant 
de E fait passer d'une forme bilinéaire Lie-invariante quelconque b 
à une autre b1(x,y) = b(x,--yy) également Lie-invariante car: 

b(ax,--yy) + b(x,--yay) = b(ax,--yy) + b(x,a--yy) =O. 

Les formes bilinéaires invariantes sur le g-module E forment 
un espace vectoriel Œ o identifiable au sous-espace des tenseurs in
variants de E* @E*, stable par la transposition et par les opérations 
contragrédientes du commutant de E. 

Il en résulte de ce qui précède qu'aussi bien dans le cas d'un 
groupe G que d'une algèbre de Lie g, il n'existe de forme bilinéaire 
invariante non-dégénérée sur un module E de dimension finie que 
si et seulement si le module E est isomorphe au module E* muni 
de la représentation contragrédiente. 

Si le G ou g-module est simple, c'est-à-dire ne possède aucun 
sous-module propre, tout G ou g-morphisme de E dans lui-même 
non nul ne peut être qu'un automorphisme : tous les éléments non 
nuls du commutant de E sont inversibles, et le commutant r de E 
est un corps, éventuellement non commutatif, extension de degré 
fini du corps K initial. 

Lorsque r se réduit au corps K, si Œ o n'est pas nul, toute forme 
bilinéaire invariante b' se déduit de l'un d'elles b par multiplication 
par un scalaire: b'(x, y)= b(x, --yy) = --yb(x, y) et dim Œo = 1. On a 
en particulier si b =f. 0 : b(y, x) = >..b(x, y) = >..2b(y, x) d'où>.. = ±1 : 
b est symétrique, ou antisymétrique. Nous avons démontré la: 

Proposition Ill.14.A: 

Soit E un module simple de dimension finie sur un groupe G ou 
une algèbre de Lie g dont le commutant se réduit au corps K de E. 
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Si E est isomorphe à son module dual E*, il existe sur E 
une forme bilinéaire unique à un scalaire près, qui est ou bien 
symétrique, ou bien antisymétrique. 

3) si (v) = (.**),l'extension à E@E* @E* d'une représentation 
de l'algèbre de Lie g dans E s'écrit sur un élément décomposable : 

(@(v)a) · (x ®a® {3) = ax ®a® f3 - x ®(a o a)® f3 
-x®a®({Joa). 

Un élément µ de l'espace igi(v)E E ® E* ® E* est une 
multiplication bilinéaire sur E : si µ = I:: Zi ® Œi ® !3i> µ(x, y) 
= I:: ( Œi, X) ({Ji, y) Zi. 

L'action« de Lie» de @(v)a surµ s'écrit: 

((@(v)a) · µ)(x, y)= aµ(x, y) - µ(ax, y) - µ(x, ay) 

et dire que µ est Lie-invariant par a revient à dire que a est une 
µ-dérivation. 

Si g est une algèbre de Lie et µ E ® ( v) g son crochet, puisque 
les ad a, \;/a E g sont des dérivations, µ est toujours un invariant 
de g. 

4) les algèbres de Lie classiques sont définies comme les sous
algèbres des algèbres de Lie .C(E)_ d'endomorphismes linéaires 
ayant un invariant donné. Pour ( v) = ( **) b E E* ® E* représente 
une forme bilinéaire sur E. Soit g ( b) la sous-algèbre de Lie de 
.C(E)- formée des a E .C(E) laissant b invariant. Si b est 
non-dégénérée symétrique, g(b) est l'algèbre de Lie orthogonale 
60(E; b), si b est non-dégénérée antisymétrique g(b) est l'algèbre 
de Lie symplectique 6p(E; b). Si (v) = (.**)etµ E E@E* @E*, la 
sous-algèbre de Lie g(µ) formée des a E .C(E) laissantµ invariant 
est l'algèbre de Lie des dérivations de l'algèbre (E; µ). 

Une sous-algèbre de Lie de .C(E)- qui est identique à l'algèbre 
de Lie de ses invariants est dite algébrique. Elle est en effet définie 
par l'annulation d'expressions algébriques. 

Remarque : On peut vérifier que @(v) p est une représentation 
linéaire de g dans @(v)E en utilisant la proposition suivante, 
évidente, et qui a d'autres applications : 
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Proposition lll.14.B: 

Si Pl, P2, ... , Pp sont p représentations linéaires de g dans un 
même espace vectoriel qui commutent entre elles : 
[Pi(X),pj(X)] = 0 Vi =/= j, X E g, alors: X ~ p1(X) + p2(X) 
+ ... + Pp(X) est une représentation linéaire de g somme des Pj 

car ( LPj)([X, Y])= LPj(X) · LPj(Y) - LPj(Y) · LPj(X). 

Exemples d'applications de la Proposition Ill.14.B : 

1) Si p et p1 sont des représentations linéaires de g dans E 
et F, p et p' déterminent une représentation linéaire e de g dans 
.e(E; F) : 

si f E .e(E; F), O(X)f = p1(X) of - f o p(X) 
soit, si x E E : (O(X)f)(x) = p'(X) · f(x) - f(p(X)x) une 

représentation f3 de g dans l'espace vectoriel Œ (E; F) des formes 
bilinéaires sur E x F : 

si b E Œ (E; F), (/3(X) · b)(x, y) = -b(p(X)x, y) - b(x, p1(X)y) 
une représentation p ® I + I ® p1 dans E ® F : 

(p ® I + I ® p')(x EB y) = p(X)x ®y+ x ® p1 (X)y 

qui redonne les deux précédentes lorsqu'on identifie .e (E; F) à 
F ® E* et Œ (E; F) à E* ® F*. 

2) dans l'espace vectoriel des applications p-linéaires de E x 
E x E ... E dans F, p et p1 déterminent une représentation linéaire 
e par: 

si xi, x2, ... , Xp E E : 

(e(x )j)(x1, ... , xp) = p' (X) · f (xi, ... , xp) 
p 

- 2: f(xi, ... , p(X)xi, ... , xp). 
i=l 

Soient g E Gl(E), a E .e(E), t E iz,(v)E, u E iz,(w)E. Le produit 
de t et de u est un élément t ® u de iz,(vw)E. De la même façon que 
l'on a: g · (t ® u) = gt ® gu par distribution de l'opérateur g à tous 
les facteurs, on a pour l'extension de Lie de a : 

(@(vw)a) · (t ® u) = (@(v)a · t) ® u + t ® (@(w)a · u). 

Il en résulte que : 
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- le produit de deux invariants de Lie a est un invariant de Lie; 
- si l'on se restreint aux tenseurs contravariants, l'extension de Lie 

de a est une dérivation de l'algèbre tensorielle @E; 
- si l'on se restreint aux tenseurs covariants, l'extension de Lie de 

a est une dérivation de l'algèbre @E* ; 
- d'une façon générale, l'extension de Lie de a est une dérivation 

de l'algèbre tensorielle complète sur E: 'I'(E) = I: ®(v)E; 
(v) 

- si p est une représentation linéaire de l'algèbre de Lie g dans 
l'espace vectoriel E, les extensions tensorielles de Lie de p réa
lisent g comme une algèbre de Lie de dérivations des diverses 
algèbres tensorielles sur E; 

- puique le noyau d'une dérivation d'une algèbre unitaire est une 
sous-algèbre unitaire (vérification immédiate), les invariants de 
l'algèbre de Lie g dans @g, @g*, 'I'(g) = I: ®(v)g, U(g) forment 

(v) 
des sous-algèbres unitaires de ces diverses algèbres. 

De même, les invariants d'une représentation linéaire p de g 
dans E forment des sous-algèbres unitaires de @E, @E* et '1' (E). 

Proposition III.14.C 

L'extension de Lie de a E ~ (E) à l'algèbre tensorielle complète 

'I'(E) = I: ®(v)E commute avec les contractions. Le contracté d'un 
(v) 

invariant est donc invariant. 

Preuve : C'est une conséquence de l'invariance du crochet de 
dualité et il suffit de le vérifier sur un exemple. Soit 'Y la contraction 
des second et troisième facteurs dans ® ( v) E avec ( v) = ( .. * *). 

C'est l'application de ®(v)E dans ®(.*)E définie par: 

'Y(x ®y® a® /3) = (y, a)x ® /3 

Ona: 

êi(x ®y® a® /3) = ax ®y® a® /3 + x ® ay ®a® /3 

- x ® y ®t aa ® /3 - x ® y ® a ®t a/3 

et"(êi(x@y®a®/3) = (y,a)(ax@/3-x@ta/3) = a"((x®y®a®/3) 
puisque 

(ay, a) = (y, taa). c.q.f.d. 
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Applications : soit µ = L Ui 0 Œi 0 f3i l'élément de l'espace 
tensoriel 0C·**) g qui représente le crochet de l'algèbre de Lie g : 
µ(y,z) = [y,z] = L:ui(Œi,Y)(f3i,z). 

On a vu ci-dessus que µ est un invariant de g et ad y = 
L:(a.i, y)ui 0 f3i· 

Sie= (e1, e2, ... , en) est une base de g, µ = L ctek0e*i0e*j 

où les et sont les constantes de structure associées à la base e, 
composantes du tenseur µ. 
a) le contracté /13µ = L:(ui, f3i)Œi est la forme linéaire invariante 

sur g : x ---+ Tr(ad x) puisque /13µ(x) = Trace de l'opérateur 
L:(a.i, x)ui 0 f3i· L'invariance traduit la propriété : Tr(ad[a, x]) 
=0, Va. 

b) Le double contracté /16/34 (µ 0 µ) est la forme bilinéaire symétri
que de Killing sur g. (x, y) ---+ Tr(ad x o ad y). En effet : 
µ 0 µ = L Ui 0 Œi 0 f3i 0 Uj 0 (3j 0 Œj et l'opérateur ad x o ad y 
est l'opérateur 

(L:(a.i,x)ui0!3i) o (L:(a.j,y)uj0(3j) 

= L(Œï, X) (Œj, y)((3i, Uj)Ui 0 (3j 

dont la trace est L:(a.i,x)(a.j,x)(f3i,uj)((3j,ui)· 
C'est bien la valeur pour (x, y) de la forme bilinéaire /16/34 
(µ 0 µ) = L: Œi 0 Œj((3j, ui) (f3i, uj)· L'invariance s'exprime par: 
Tr([ad a, ad x]ad y)+ Tr(ad x[ad a, ad y]) = 0, Va. 
En utilisant une base e de g et les constantes de structures 
associées, on obtient pour la forme de Killing : L: 9ije*i 0 e*j 

avec 9ij = L c~k CJz. 
c) Plus généralement, la forme p-linéaire sur g : 'r p ( x1, x2, ... , Xp) 

= Tr( ad x1 ad x2 ... ad Xp) est l'invariant, élément de @P g *, ob
tenu par la contraction multiple: /34/67 .. · 13k,3k+l l3p,1 ( @Pµ), 

les (p - l)premières /3k,3k+l représentant la composition des 
opérateurs, et la dernière /3p,1 représentant la trace. Cette forme 
s'écrit dans une base e de g : 

'r = '"""C~P C~l ... c~p-1 e*i1 0 e*i1 ... 0 e*ip 
p 6 t1k1 t2k2 Zpkp 

L'invariance de cette forme p-linéaire sur g s'exprime par: 

L:Tr(adx1 o ... adxi-1 o [ada,adxi]adxi+l o .. . adxp) 
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2: Tr(adx1 o .. . o(ada adxi-adxi ad a)o ... adxp) = 0 \fa E g. 
i 

Cette forme p-linéaire invariante n'a aucune raison d'être symétri
que. On en déduit une forme p-linéaire symétrique en la symétri
sant: 

où <!5p est le groupe symétrique de permutations de (1, 2, ... ,p), 
et une fonction polynomiale invariante sur g par : 

Pp(x) = Tr(ad x)P 

d) L'expression des invariants précédents à l'aide de la représenta
tion adjointe conduit naturellement à une construction analogue 
à partir, cette fois, d'une représentation linéaire de dimension 
finie quelconque p de g dans un espace vectoriel E. 
La forme p-linéaire 9\p sur g définie par: 

9\p(x1, x2, ... xp) = Tr(p(x1)p(x2) ... p(xp)) 

est invariante puisque, quel que soit a E g : 

2: 9\p(x1, ... [a, xi], ... xp) 
i 

= 2: Tr(p(x1) ... p(xi-1)[p(a), p(xi)] ... p(xp)) =O. 
i 

On en déduit une forme p-linéaire symétrique et une fonction 
polynomiale invariantes : 

1 
Rp(xi, x2, ... , Xp) = 1 2: Tr(p(xcr2 ) •.. p(xcrp)), 

P·crE6p 

Pt) (x) = Tr p(x)P. 

Remarquons que 9\p s'obtient par composition à travers l'algèbre 
enveloppante U (g) de g. 

p Tr 
@Pg --+ U(g) -----+ .C(E) -----+ K, 
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Théorème III.14.B : Soit g une algèbre de Lie. La représenta
tion ad de g comme algèbre de dérivations de l'algèbre ®g, exten
sion tensorielle de sa représentation adjointe, (Définition 111.14.) 

passe au quotient et détermine une représentation ad de g comme 
algèbre de dérivations de l'algèbre enveloppante U (g) = ® g / J. La 
projection II de ®g sur U(g) est un épimorphisme de g-modules : 

II(ad a · t) = ad a · (IIt), Va E g, t E ®g. L'image par II d'un 
invariant de ®g est donc un invariant de U(g). La sous-algèbre 
unitaire des invariants de U(g) est le centre Z(g) de U(g). Si p est 
une représentation linéaire de g dans E, les opérateurs de E ap
partenant à l'image du centre Z(g) par 75 commutent avec tous les 
opérateurs de la représentation : ils appartiennent au commutant 
du g-module E. 

Preuve : L'idéal bilatère J est engendré par les éléments 
j(x,y) = x ®y - y® x - [x,y]. Quel que soit a E g, ada. J c J 
puisque d'après l'identité de Jacobi : 

ad aj(x, y) = [a, x] ®y - y® [a, x] - [[a, x], y] 

+ x ®[a, y] - [a, y]® x - [x, [a, y]] E J. 

Si t E g et u = IIt = t mod J, on définit l'action de a sur u par: 

ada · u = ada · IIt = ada(t modJ) = (ada · t)modJ = II(ada · t). 

Sur un élément décomposable t = x1 ® x2 ® ... Xp de ®g : 

Par souci de clarté, utilisons les mêmes lettres pour désigner les 
éléments de g C ®g et leurs images par II dans U(g). L'image de 
[x, y] E g dans U(g) est ainsi, puisque j(x, y) E J, égale à xy -yx. 

On a donc dans U(g), d'après de qui précède: 

ada · x1x2 ... Xp = (ax1 - x1a)x2 ... Xp + x1(ax2 - x2a)x3 ... Xp 

+ x1x2 ... Xp-1 (axp - xpa) 

qui se simplifie en : 

ad a· x1x2 ... Xp = ax1x2 ... Xp - x1x2 ... xpa = [a, x1x2 ... xp] 
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Quel que soit u E U(g)), on a donc ada · u =au - ua = [a, u], 
et ad a est une dérivation de U(g ). Puisque g engendre ®g et U(g ), 
ad a · u = 0 quel que soit a E g est donc équivalent à la propriété : 
uv =vu, 'ïlv E U(g), c.q.f.d. 

Un raisonnement analogue conduit à l'extension suivante qui 
illustre l'interdépendance des structures d'algèbres associatives et 
de Lie et dont la preuve est immédiate. 

Théorème III.14. C : Soient g une algèbre de Lie et A une 
algèbre associative unitaire sur le même corps. Un homomorphisme 
p d'algèbres de Lie de g dans A_ détermine une structure de g
module sur A, un élément x de g opérant sur A par : adp(x)a 
= [p(x), a] = p(x)a - ap(x). Dès lors, p, ainsi que les homomor
phismes d'algèbres unitaires p: ®g --t A et p: U(g) --t A associés, 
sont des morphismes de g-modules (ils commutent avec, les opéra
tions de g). Les invariants de g dans g, ®g, U(g) ont donc pour 
images des invariants de g dans A. 

Soit maintenant g une algèbre de Lie dont la forme de Killing 
B(x, y) = Tr(ad x o ad y) est non-dégénérée : g est alors dite semi
simple, et l'application linéaire associée à B de g dans g*, définie 
par B(x, y) = (x, cp(y)) = (cp(x), y) est bijective. Puisque B est 
invariante, c'est un isomorphisme de g-modules de g sur g* : 

(x, cp([a, y]))= B(x, ada ·y)= B(-ada · x, y)= (x, _t(ada)cp(y)) 

L'inverse (p1 est un isomorphisme de g-modules de g* sur g. 
C'est aussi un élément r de g ® g qui est donc invariant« inverse» 
de B. 

L'invariant r, ou son image c dans l'algèbre enveloppante 
U ( g), également invariant, sont indifféremment appelés élément de 
Casimir de g. 

L'isomorphisme entre g * et g que définit B permet de trans
former des invariants covariants, appartenant aux puissances ten
sorielles de g *, en invariants contravariants, éléments des @P g. 

(ainsi: r = ((p1 ® (p1) · B) et de prendre leurs images dans U(g). 
On définit les éléments de Casimir d'ordre supérieur comme les 

images dans ®g des formes p-linéaires symétriques invariantes Tp 
définies en c) : 

-1 r p = ( @P cp ) · T p ou dans U (g) : Cp = image de f p par 
l'application ®g --t U(g). 
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Sie est une base de g, e* sa base duale, soit l9ij l la matrice de 

B, qui est aussi celle de cp, et lgij 1 son inverse, qui est celle de (p1. 
Ona: 
B = L9ije*i 0 e*j et r = L9ijei 0 ej = I:(ei 0 L9ijej) 

i j 

= Lei 0 e'i et C = L eie'i = L 9ije1ietj = L C''J,Cjme'ietj, où 

e' = (p1 e* est la base B-supplémentaire de e : B ( ei, e1j) = ô{. 
L'élément de Casimir Cp s'écrit dans U(g) : 

C _ "ckp ck1 ckp-1 1i1 1i2 1ip 
P - u i1kp i2k2 · · · ipkp e e · · · e 

Nous terminerons ce paragraphe par une notion particulière 
d'invariance qui généralise l'invariance des formes bilinéaires sur 
les algèbres de Lie, et à ses applications : 

Définition Ill.14.F: 

Soit A une algèbre quelconque de dimension finie. Une forme bi
linéaire symétrique b sur A est dite invariante, ou encore «associa
tive» si quels que soient x, y, z E A, on a: b(xy, z) = b(x, yz). 

Lorsque A est une algèbre de Lie, la condition d'invariance : 
b( [y, x], z) + b( x, [y, z]) = 0 exprime que b est un invariant de A. 

Exemples : les formes trace : Si u, v sont des opérateurs linéaires 
d'un espace vectoriel de dimension finie E, la forme bilinéaire 
symétrique b( u, v) = Tr( uov) est une forme invariante sur chacune 
des trois algèbres : associative .C(E), de Lie .C(E)-, de Jordan 
.C(E)+. En effet: 

b(ux, v) = Tr((ux)v) = Tr(u(xv)) = b(u, xv) (associative) 

b([u,x],v) = Tr(uxv)-Tr(xuv) = Tr(uxv)-Tr(uvx) = b(u, [x,v]) 
(de Lie) 

1 1 
b(u o x, v) = '2 Tr(uxv) + '2 Tr(xuv) = b(u, x o v) (de Jordan) 

Si p est un homomorphisme de l'algèbre A associative, de 
Lie, de Jordan, dans .C(E), resp . .C(E)-, resp . .C(E)+, la forme 
bp(x,y) = Tr p(x)p(y) est invariante sur A: c'est la forme trace de 
la représentation. 
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Remarque: 

1) Lorsque b est non-dégénérée, l'invariance exprime que les 
translations à gauche et à droite de A sont adjointes : L~ = Rx. 
Les (Lx - Rx) sont donc antisymétriques. 

Si b est une forme invariante, la relation d'orthogonalité qui lui 
est associée est« compatible» avec la structure d'algèbre. On a en 
effet les propriétés suivantes : 

Propriétés générales : 
1) le sous-espace J 1- orthogonal d'un idéal J de A est également 

un idéal. 

si x E J_l_, y E J et a E A on a puisque ay et ya E J : 

b(x ·a, y)= b(x, a· y)= 0 et b(y, a· x) = b(y ·a, x) = 0 

d'où x · a et a · x E J 1-

J n J 1- est totalement isotrope : b y est identiquement nulle 
2) en particulier le radical A 1- de (a; b) est un idéal de A. 

Propriétés particulières lorsque b est non-dégénérée : 
J = J n J 1- est un idéal de carré nul. En effet, si x et y E J, quel 
que soit a E A on a: b(x ·y, a)= b(x, y· a)= 0 puisque x et y sont 
orthogonaux, d'où xy =O. 

Théorème III.14.D. de la semi-simplicité. Soit A une algèbre de 
dimension finie possédant les deux propriétés : 
a) il existe sur A une forme bilinéaire symétrique invariante non

dégénérée. 
b) A ne possède aucun idéal non nul de carré nul. 

A est alors somme directe d'idéaux bilatères simples : A est dite 
semi-simple. 

Preuve : Soit J un idéal (bilatère) non nul minimal. Puisque 
(Propriété ci-dessus) J n J 1- est un idéal de carré nul, J n J 1- = 0 
et A= J(!)J1-. 

Tout idéal J étant un idéal de A, et J 2 étant non nul, donc égal 
à J, J est une algèbre simple. 

La restriction de b à J 1- est une forme bilinéaire symétrique 
invariante non-dégénérée, et tout idéal de J _l_ étant un idéal de A 
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est de carré non nul. J ..l vérifie les hypothèses initiales faites sur A 
et on achève la démonstration par une récurrence sur la dimension. 

De par leur structure, les algèbres usuelles, associatives, de Lie, 
ou de Jordan, sont munies de façon naturelle de formes bilinéaires 
invariantes que l'on appelle fondamentales et pour lesquelles on 
utilise la notion du produit scalaire : <!). 

Définition Ill.4.G. Formes fondamentales: 

On les définit pour chacune des catégories d'algèbres suivantes 
(de dimensions finies) comme des formes traces liées aux transla
tions à gauche de l'algèbre : 
- algèbres associatives : la forme fondamentale est la forme trace 

de sa représentation par les translations à gauche : 
(x 1 y) = Trace (LxLy) = Trace (Lxy). Elle est symétrique 
puisque Tr( [Lx, Ly]) = 0 et invariante au sens de la Définition 
111.14 ci-dessus. 

Pour une algèbre de Jordan, la forme fondamentale : 

1 (x 1 y)= Trace Lxy 1, 

est la trace de l'opérateur linéaire de translation par ( xy). L'identité 
classique des algèbres de Jordan, dont la démonstration est laissée 
à titre d'exercice : 

Lx(yz) - L(xy)z = [[Lx, Lz], Ly], 

montre qu'elle est «invariante» (N.B. la forme bilinéaire Tr(LxLy) 
est symétrique mais n'est pas invariante car x---+ Lx n'est pas une 
représentation). 

Pour une algèbre de Lie la forme fondamentale, dite forme de 
Killing, est la forme trace de la représentation adjointe : 

(x 1 y)= Tr(ad x ·ad y) I· 

Proposition Ill.14.D : 

Les formes fondamentales ont un caractère héréditaire : la 
forme relative à un idéal J de l'algèbre A coïncide avec la restriction 
à J de la forme fondamentale de A. 
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Preuve: En effet, il suffit de prendre une base de A: ei, e2, ... , 
en dont les p premiers vecteurs forment une base de J. Relativement 
à une telle base, les matrices des translations à gauche Lx pour 

x E J, ont leurs termes (Lx)~!{= (Lxep+i)p+j = 0, pour i,j > 0 
et les traces de Lxy ou de LxLy pour x, y E J, dans A, ou de leurs 
restrictions à J, sont les mêmes c.q.f.d. 

Proposition lll.14.E: 

Si l'algèbre A est somme directe d'idéaux : A = J 1EBJ2 EB ... J p, 

les idéaux sont orthogonaux pour la forme fondamentale, qui est 
donc somme des formes fondamentale des J k· 

Preuve : En effet, si x E J j et y E J k avec j #- k, x ·y = 0 et les 
opérateurs Lxy ou ad x · ad y dans le cas de Lie, sont des opérateurs 
nuls d'où (x 1 y) =O. 

Théorème de la forme fondamentale III.14.E : Soit A une algèbre 
de dimension finie associative, de Lie, ou de Jordan dont la forme 
fondamentale est régulière. Alors : 

1) A ne contient aucun idéal de carré nul et est donc semi-simple 
d'après le théorème 111.14. D. 

2) L'application linéaire: x E A -t Lx E ~(A) (où Lxu = x · u) 
est injective (x -t Lx est une représentation linéaire de A si A est 
associative ou de Lie, ce n'est pas une représentation linéaire si A 
est de Jordan). 

3) Si A est associative ou de Jordan, elle possède une unité 
(algorithme de Casimir). 

Preuve: 

1) Soient J un idéal de carré nul de A, a E J et x, y deux 
éléments quelconques de A. Nous allons prouver que J est néces
sairement nul. 
a) si A est une algèbre de Lie, on a [J, J] = 0 d'où : 

ada adx ada 
y E A ----+ [a, y] E J ----+ [x, [a, y]] E J ----+ O. 

'L'opérateur adx o ad a est de carré nul, donc de trace nulle, d'où 
il résulte que (x 1 a) = Tr(ad x o ad a) = 0 quel que soit x, et 
puisque (1) est régulière, a = 0 : J = O. 
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b) si A est associative ou de Jordan, '.J'.J = 0 et ax E '.J, d'où: 

Lax Lax 
y E A-----+ (ax)y E '.J -----+O. 

L'opérateur Lax est de carré nul, donc de trace nulle, et (a 1 x) 
= Tr Lax = 0 quel que soit x, d'où a= 0 et '.J =O. 

2) 
a) Si A est de Lie, le noyau de la représentation adjointe est le 

centre 3 de A: 3 = {x E A; [x, y] = 0 VA}. 
Le centre 3 est un idéal de carré nul, donc nul. 

b) Si A est associative ou de Jordan Lx = 0 signifie que xu = 0 
quel que soit u E A et dans ce cas : (x 1 u) = Tr Lxu = 0 d'où 
X = Ü, c.q.f.d. 

3) Choisissons dans A deux bases e = (ei, e2, ... , en) et e' = 
( ei, e~, ... , e~) complémentaires relativement à la forme fondamen
tale c'est-à-dire telles que ( ei 1 ej) = Ôij. (la base e' est l'image 
réciproque de la base e*, duale de e dans l'espace A*, par l'isomor
phisme de A sur A* associé à ( 1) ). 

Si a est un opérateur linéaire de l'espace vectoriel A, on a: 

~(aei 1 eD = ~ ( ~e1a{ 1 eD =~a~= Tra. 
2 2 J 2 

Si A est associative ou de Jordan, soit e = L: eie~ E A. Quels 
que soient x, y E A, on a: 

(x 1 ye) = L:(xy 1 eieD = L:((xy)ei 1 eD = Tr(Lxy) = (x 1 y), 

ce qui prouve que ye = y quel que soit y E A. Mais ( x 1 ey) = ( xe 
1 y)= (x 1 y) et on a aussi ey =y quel que soit y E A, c.q.f.d. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE III 

EX. 111.1: 

Soit E un espace vectoriel de dimension n. On considère pour chaque 
entier p : 1 ::( p ::( n l'ensemble de composantes : 

lii 1 ... ip ,ji .. . jp = dét l ôi k ,j h 1 les ii, Jr variant de 1 à n. 
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1) Montrer que ce sont les composantes d'un tenseur et calculer les 
contractés sur les p indices de 8i1 ... ip,Ji ... jp avec les tenseurs th ... jp et 
ti1···ip· 

2) Si (a}) est la matrice des composantes d'un opérateur linéaire de E, 

calculer I:;a~i ... a~~8h···in,i1 ... in et en déduire les formules: 

sin= 2: dét a=~ [(Tra)2 -Tra2], 

sin= 3: dét a=~ [(Tra)3 - 3Tra · Tra2 + 2Tra3]. 

3) Montrer que 8i1 ... in,j1 ... fo est le tenseur de Kronecker (Il.6). 
4) Calculer et interpréter les contractés : 

"'\""""' i1 ... ipk1 ... kn-p 
L...-8. . k k . 

Jl···Jp l··· n-p 

EX. III.2: 

Soient ai,j les composantes d'un tenseur une fois contravariant et une 
fois covariant sur espace vectoriel E de dimension finie n > 1. 

Les cofacteurs du déterminant détla} 1 sont-ils les composantes d'un 
tenseur? Même question pour un tenseur aij ou aii deux fois covariant ou 
deux fois contravariant. 

EX. III.3: 

Soit K(n) l'espace vectoriel des matrices n x n sur le corps commutatif 
K. Montrer que toute forme linéaire f sur K(n) peut s'écrire d'une manière 
et d'une seule: si XE K(n), f(X) = TraceFX où FE K(n). Montrer que si 
f possède la propriété : f(XY) = f(YX) quels que soient X et Y E K(n), 
alors F = >.I et f(X) =>.Trace X. 

EX. III.4: 

Soit A une algèbre de dimensions finie sur le corps K. Montrer que s'il 
existe un élément a de. A tel que ax = 0 ou xa = 0 impliquent x = 0, A 
possède une unité et a est inversible. 

EX. III.5: 

Soient A et B deux algèbres unitaires sur le même corps K, C le centre 
de A, D celui de B'. Montrer que le commutant de la sous-algèbre A Q9 lB 
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dans A @ B est une sous-algèbre qui s'identifie à C @ B, et que le centre de 
A@B s'identifie à C Q9 D. 

EX. III.6: 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, T son algèbre 
tensorielle (§III.12). 

a) Montrer que si a et b sont des éléments de T tels que ab = 0, l'un au 
moins de ces éléments est nul. 

b) Montrer que si a, b, c, d sont des éléments de T tels que ac = bd, on a 
nécessairement a = bh ou b = ak. 

c) En déduire que si le degré de a est > 0, les seuls éléments de T qui 
commutent avec a sont les puissances de a. 

d) Montrer si n > 1 le centre de T se réduit aux scalaires. 

EX. III.7: 

Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur le corps K. Montrer 
que: 

a) si a est une forme bilinéaire invariante sur g, la forme trilinéaire 
t(x, y, z) = b([x, y], z) est antisymétrique invariante sur g. 

b) si la forme de Killing de g est non-dégénérée toute dérivation D de g est 
intérieure : il existe a E g tel que Dx =ad a· x = [a, x] quel que soit x. 





CHAPITRE IV 

Algèbre extérieure et Algèbre symétrique 
d'un espace vectoriel de dimension finie 

ou infinie 

Dans le chapitre III précédent l'espace vectoriel de base E était 
supposé de dimension finie ce qui permettait à son dual E* d'in
tervenir systématiquement sur un pied d'égalité avec E. Dans ce 
chapitre IV, les constructions sont effectuées sur le seul espace E, 
sans intervention de E*, ce qui permet de n'imposer aucune res
triction à la dimension de E qui peut être infinie. @PE désigne le 
produit tensoriel de p copies de E suivant la définition du §II. 7. 

En analyse, les dérivées secondes et d'ordre supérieur des fonc
tions différentiables de plusieurs variables sont symétriques. 

L'antisymétrisation les élimine et permet de ne conserver que 
les dérivées du premier ordre, pour lesquelles les changements de 
variables sont linéaires : c'est un instrument de linéarisation. 

IVl / 
IV2 / 
IV.3 / 

IV4 / 
IV5 / 
IV.6 / 

IV7 / 

IV8 / 

IV9 / 
IVlO / 

Puissances extérieures et symétriques d'un espace vectoriel. 
Bases de vPE et /\PE associées à une base de E. 
Puissances extérieures et symétriques d'une application linéaire. 
Extensions extérieures et symétriques des représentations. 
Multiplication extérieure et symétrique. 
Dualité. 
Développements de déterminants. Formules de Lagrange et de 
Laplace. 
Analogues des formules de Lagrange et de Laplace pour les 
permanents (Binet, Cauchy, 1812). 
Produit extérieur d'applications multilinéaires alternées sur un 
espace vectoriel de dimension quelconque E. 
Algèbres extérieures et symétriques. 
Diverses manifestations de la dualité entre /\E et /\E* lorsque E 
est de dimension finie. Produits intérieurs. 



122 Algèbre extérieure et symétrique 

IY.11 / Extensions d'une forme bilinéaire aux puissances extérieures et 
symétriques. 

IY.12 / Bivecteurs et Pfaffiens. 
IY.13 / Dérivations des algèbres tensorielles, extérieures et symétriques. 

Invariants. Cohomologie des algèbres de Lie. 
IY.14 / Champs de tenseurs, opérateurs différentiels et formes différen

tielles extérieures sur un espace réel de dimension finie nu (sans 
métrique). Gradient, divergence et rotationnel. 

IV.1 - Puissances extérieures et symétriques d'un espace 
vectoriel 

Remarque préliminaire : Nous verrons que la puissance exté
rieure p-ème, J\PE, de l'espace vectoriel E est naturellement 
isomorphe au sous-espace des tenseurs antisymétriques de @PE, 
tandis que la puissance symétrique p-ème, vPE est naturellement 
isomorphe au sous-espace des tenseurs symétriques de @PE. On 
pourrait donc penser qu'il suffit de s'en tenir à ces sous-espaces, de 
définition bien claire. Or, partout où ils interviennent, J\PE et VPE 
apparaissent bien plutôt comme des quotients de @PE. La struc
ture d'espace quotient est moins simple que celle de sous-espace, 
mais cette complication au départ est largement compensée par le 
caractère naturel de toutes les constructions ultérieures. 

Soient Fun sous-espace vectoriel de @PE, H l'espace quotient, 
t l'image dans H de t E @PE. Si l'on veut que le groupe symétrique 
6 p opère de façon triviale sur H : Vt E F, crt = t, il faut et il suffit 
que F contienne tous les éléments de la forme t - crt. De même, si 
l'on veut que 6p opère sur H par la signature : crt = E(cr)t, il faut 
et il suffit que F contienne tous les éléments de la forme t - E (cr) crt. 

Définition IV.LA. 

1) Le sous-espace vectoriel Lp de @PE engendré par les éléments 
décomposables ayant deux facteurs égaux, est aussi engendré par 
les éléments de la forme {t - E(cr)crt; cr E 6p} et est appelé le 
sous-espace d'alternation ou d'antisymétrisation de @PE. L'espace 
quotient @PE/Lp = J\PE est la puissance extérieure p-ième de E. 
L'image de x1 ® x2 ® ... Xp est notée x1 /\ x2 /\ ... /\ Xp et est 
appelée produit extérieur de x1, x2, ... Xp. 
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2) Le sous-espace vectoriel Mp de ®E engendré par les éléments 
de la forme { t - Œt; Œ E 6 p} est appelé le sous-espace de 
symétrisation de @PE. Uespace quotient @PE/Mp = vPE est la 
puissance symétrique p-ème de E. Uimage de x1 ® x2 ® ... Xp est 
notée x1 V x2 ... V Xp et appelée produit symétrique de x1, x2 ... Xp. 

Les éléments de VPE sont aussi appelés polynômes de degré p 
sur E, tandis que les éléments de vPE* sont appelés fonctions 
polynomiales de degré p sur E. 

Commentaire sur ces définitions : 

1) Si t est décomposable avec deux facteurs égaux, la transpo-
1 

sition r de ces deux facteurs laisse t invariant, et t = 2 ( t + rt). 
Réciproquement, si Œ = r1 r2 ... r m est le produit de m transposi
tions, é(Œ) = (-l)m, et t - (-l)mŒt = (t + tr1) - (tr1 + tr1 r2) ... 
-(-l)m(tr1 ... Tm-1 +tri ... Tm)t étant somme d'éléments décom
posables, si r permute le i-ème et le j-ème facteur x1 ® ... ® Xp 

+ r(x1 ® ... ® Xp) = X!Q9 ... (xi + Xj) ® ... ® (xi + Xj) ® ... Xp 
- X!@·· ·Xi@ ... Xi@ ... Xp - X!Q9 ... Xj@ ... Xj@ ... Xp. 

Il en résulte que tout élément de la forme t - é( CT )Œt est somme 
d'éléments décomposables ayant deux facteurs égaux. 

2) Si CT est paire t - é(Œ)Œt = t - CTt appartient à la fois à Lp et 
Mp. 

3) Lp et Mp sont stables par les opérations du groupe linéaire 
Gl(E). Ces opérations passent donc au quotient ce qui représente 
linéairement Gl(E) dans vPE et J\PE. Ainsi g. (x1 J\ x2 J\ ... Xp) 

= gx1 J\ gx2 J\ ... gxp et g · (x1 V x2 V ... Xp) = gx1 V gx2 V ... gxp. 

Proposition IV.l.A. 

Dans @PE: 

a) les sous-espaces Lp, d'antisymétrisation, et APE = a( ®PE), des 
tenseurs antisymétriques, sont supplémentaires. Lp est le noyau 
de a. 

b) les sous-espaces Mp, de symétrisation, et SPE = s( @PE), des 
tenseurs symétriques, sont supplémentaires. Mp est le noyau 
de S. 
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Preuve: 

1) ,s~ u E Mp, soit u ~ E>.j(tj - ajtj) on a su= E>.j(stj - stj) 
= 0, dou Mp c Kers. Si u E Mp n SPE, u =su= O. 

D'autre part, quel que soit t E @PE, on a t = st + (t - st) et 
1 1 

t-st = 1 (p!t-Eat) = p 1E(t-at), ce qui montre que t-st E Mp 
p. . 

et prouve b). 

2) de la même façon, si u E Lp n APE, au = u et 
u = E>.j(tj - s(aj)aj)tj, ce qui donne au= O. 

Puisque t = at + (t - at), on a bien a). 

Proposition IV.J.B. 

L'application linéaire 'P de @PE sur son quotient f\PE 
= @PE /Lp détermine un isomorphisme naturel <I> de APE, sup
plémentaire de Lp, sur f\PE, qui envoie l'antisymétrisé a(x1 ® x2 ® 
... Xp) 

1 
= 1Ec(a)xa-1 ®xa-2 ... ®Xcrp surle produit extérieur x1/\x2/\ ... Xp· 

p. 
De la même façon, l'application linéaire 'l/; de @PE sur son 

quotient vPE = @PE /Mp détermine un isomorphisme naturel 'l/; 
de SPE, supplémentaire de Mp, sur vPE, qui envoie le symétrisé 

1 . 
s(x1 ® x2 ® ... Xp) = 1Excr1 ® Xcr2 ® ... Xcrp sur le produit 

p. 
symétrique x1 V x2 V ... Xp. 

Ces isomorphismes linéaires sont aussi des isomorphismes de 
Gl(E) - modules. 

Preuve: 

'P (;! Ec( a )xcrl ® ... Xcrp) 

1 p . 
= l L c(a) ... Xcrl /\ Xcr2 /\ ... Xcrp = x1 /\ x2 /\ ... Xp 

P·crE6p 

( 1 ) 1 p 
et de même W 1Excr1 ® ... Xcrp = l L Xcrl V Xcr2 V ... XcrpX 

p. p. crE6p 

= x1 V x2 V ... Xp. 

Nous allons maintenant obtenir une caractérisation de f\PE et 
vPE comme solutions de problèmes universels. 
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Soient E un espace vectoriel donné, V un espace vectoriel quel
conque, tous deux sur le même corps K. Considérons les applications 
p-linéaires rp. 

ExEx ... xE ~V 
p 

satisfaisant à l'une ou à l'autre des propriétés suivantes : 

a) r.p est symétrique : "ï/a E 6 p, ar.p = r.p. 

b) r.p est antisymétrique: "ï/a E 6p, ar.p = c(a)rp. 

c) r.p est alternée : r.p est nulle sur tout p-uple d'éléments de E 
présentant deux termes égaux. 

Les conditions b) et c) sont équivalentes. En effet, si r.p est 
alternée, rp(x1, ... Xj + Xk> Xj+l, ... 'Xk + Xj, Xk+b ... Xp) = 0 
entraîne Tr.p = -r.p pour toute transposition de deux éléments 
soit, puisque toute permutation est un produit de transpositions : 
ar.p = c( a )r.p et r.p est antisymétrique. Réciproquement supposons r.p 
antisymétrique. Un p-uple (x1, x2, ... Xp) qui présente deux termes 
égaux reste inchangé par la transposition T qui les échange et 
r.p(xi,x2, ... xp) = r.p(xT1,xT2, ... X7p) = -r.p(xi,x2, ... xp) = 0, 
et r.p est alternée. 

Ces applications p-linéaires satisfaisant à a) ou à b)c) posent un 
problème universel : trouver une application p-linéaire u dans un 
espace vectoriel fixe H tels que pour toute application r.p dans V, 
il existe une application linéaire unique q, de H dans V telle que 
r.p=q,ou: 

<p 
ExEx ... xE V 

~ /+ = ·~·-·'" 
H 

Or, puisque r.p est multilinéaire, elle détermine une application 
linéaire êp : @PE ---+ V telle que sur les éléments décomposables 
de @PE : êp(x1 Q9 x2 Q9 ... xp) = r.p(xi, x2, ... xp). Dès lors, r.p est 
symétrique, resp. antisymétrique, si et seulement s'il en est de 
même de êp, c'est-à-dire si et seulement si êp est nulle sur \J1,, resp. 
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Lp et êp se factorise alors par l'application de ®PE sur son quotient 
par Mp ou Lp d'où le 

Théorème IY.1.A. L'application naturelle u obtenue par la com
position : Ex Ex ... E -t @PE -t @PE/Lp = f\PE est p-linéaire an
tisymétrique universelle : elle factorise toute application p-linéaire 
antisymétrique (ou alternée) de E dans V: 

q> 
ExEx ... E V 

U~ /~ q>=~OU 
APE 

par une application linéaire unique <I> de f\PE dans V telle que 
<I>(x1 /\ x2 /\ ... xp) = cp(xi, x2, ... xp)· On a ainsi une bijection 
canonique: Altp(E; V)= ~(APE; V). 

De la même façon, l'application p-linéaire symétrique v obtenue 
par composition : E x E x ... E -t @PE -t vPE est universelle. Elle 
factorise toute application p-linéaire symétrique 'l/; de E dans V par 
une application linéaire unique Il! de vPE dans V telle que 

On a ainsi une bijection canonique : 

Proposition IY.l.C. 

On a deux isomorphismes naturels de Gl(E)-modules, qui sont 
utilisés l'UN ET L'AUTRE: 

a) A et a de f\PE sur APE, par passage au quotient des applications 
alternées A et a et @PE sur APE : 

A(x1 A x2 A ... xp) = A(x1 ® x2 ® ... xp) 

= :Eê( O" )Xo-1 ® Xo-2 @ ... Xo-p 

a(x1 A x2 A ... xp) = a(x1 ® x2 ® ... xp) 
1 

= l:Ec(Œ)Xo-1@ Xo-2@ ... Xo-p· 
p. 
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b) S et s de vPE sur SPE, par passage au quotient des applications 
symétriques S et s de @PE sur SPE : 

S(x1 V x2 V ... Xp) = Exal 0 Xa2 0 ... Xap, 
1 

s(x1 V X2 V ... Xp) = IEXal 0 Xa2 0. · · Xap· 
p. 

Il est clair que a et s sont les inverses des applications ~ et '1! 
de la proposition IY. l.A. 

IV.2 - Bases de vPE et f\PE associées à une base de E 

Soit e = {ej; j E S} une base de l'espace vectoriel E indexée 
par un ensemble totalement ordonné S. Notons, pour toute suite 
J = {ji,h, ... jp}, ®Je= ej1 ®ej2 0 ... ejp et eJ =eh Veh V ... ejp 
son image dans la puissance symétrique p-ème VPE. Les ®Je 
forment la base @P e de @PE. 

Considérons sur cette base la relation d'équivalence déterminée 
par l'action du groupe symétrique 6 p sur @PE. Deux éléments sont 
équivalents si et seulement s'ils ne diffèrent que par l'ordre des 
facteurs. Dans chaque classe il y a un éléments et un seul dont 
les indices forment une suite croissante. Soient ctp l'ensemble des 
suites croissantes J = {j1 ::;;; h ::;;; ... ::;;; jp} '..D p le sous-ensemble 
des suites strictement croissantes l = { i 1 < i2 < ... < ip} ( '..D p est 
vide si p > dim E). 

a) base de vPE. Les éléments d'une même classe d'équivalence 
de @PE ont même image dans vPE. Il en résulte que les eJ pour 
J E ctp engendrent vPE. Une application linéaire f de @PE dans 
F est entièrement déterminée par ses valeurs sur la base @P e, et 
si elle est symétrique, elle prend la même valeur sur les éléments 
d'une même classe d'équivalence. Mais cette condition, nécessaire, 
est aussi suffisante puisqu'alors, quel que soit : 

t = EÀk1k2 ... kpek1 0 ek2 0 · .. ekp 

f(Œ · t) = EÀk1 ... kpf(Œ · ek1 0 · · · ekp) 

= EÀk1 ... kpf(ek1 0 ... ekp) = f(t). 

Pour définir une application linéaire symétrique f de @PE dans 
F, on peut donc se donner arbitrairement la valeur de f sur les 
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®Je, J E ~p· La propriété universelle de VPE montre alors que les 
{eJ; VJ E ~p} forment une base de vPE. Cette base est notée vPe. 

Un élément eii V eh V ... ej de la base VPE; avec Ji ~ Jz ~ Jp 
s'écrit plus simplement, en remplaçant la notation assez lourde du 
produit symétrique : V par une simple juxtaposition, et en rassem
blant les éléments égaux, sous la forme : (ei1 )k1 ... (eim)km avec 
k1 + k2 + ... km = p. Les éléments de vPE, combinaisons linéaires 
finies des éléments de vPE, s'identifient donc aux polynômes de 
degré p par rapport à l'ensemble «d'indéterminées » { ej; j E S}. 

Lorsque E est de dimension finie n, les fonctions polynômiales 
sur Ede degré p s'écrivent comme des polynômes: 

de degré p en les formes linéaires de base e*1, ... e*n. 

b) base de f\PE. Il est d'usage de noter e1 = ei1 /\ei2 /\ ... eip pour 
toute suite strictement croissante 1 = { i 1 < i2 < ... < ip} E '.D p· 

Les e1 engendrent f\PE. Pour démontrer qu'ils sont linéairement 
indépendants, on peut soit faire usage de la propriété universelle 
comme on l'a fait pour vPE, soit, plus simplement, observer que les 
images des e1, 1 E ~P par l'application A définie à la proposition 
N.l.B ci-dessus sont linéairement indépendants dans Q9Pe puisque 
sommes d'éléments de Q9Pe tous distincts. Résumons: 

Théorème IV.2. Une base e de l'espace vectoriel E détermine 
une base f\P e = { e1; VI E '.D p}, ensemble des produits extérieurs 
e1 = ei1 /\ei2 /\ ... eip dont les indices forment une suite strictement 
croissante 

- une base vPe = {VJe; VJ E ~p} ensemble des produits 
symétriques V Je = eii V eh V ... ejp dont les indices forment une 
suite croissante. 

Corollaire IV.2. Si dim E = n est finie, la dimension de f\PE est 

(; ) et dim f\P E = dim /\ n-p E ; dim /\ n E = 1. Si e est une base 

de E, e1 /\ e2 /\ ... en est la base associée de la droite /\ n E. 
La différence de comportement entre les puissances extérieures 

et symétriques est mise en évidence dans la : 



Tenseurs et spineurs 129 

Proposition N.2. 

Le produit extérieur de p vecteurs : x1 /\ x2 /\ ... Xp est non nul 
si et seulement si les vecteurs sont linéairement indépendants. 

Le produit symétrique de p vecteurs : x1 V x2 V ... Xp est non 
nul si et seulement si les vecteurs sont non nuls. 

Preuve : Si l'un des Xj est combinaison linéaire des autres, 
le produit extérieur est alors combinaison linéaire de produits 
extérieurs comportant deux facteurs égaux donc nuls. 

Réciproquement si x1, x2 ... Xn sont linéairement indépendants 
il existe une base de E dont ils sont les p premiers éléments et leur 
produit extérieur est un élément de la base associée de f\PE donc 
non nul. 

Quant au produit symétrique de vecteurs non nuls, l'ordre des 
facteurs étant indifférent, on peut placer au début q des p vecteurs 
de telle sorte qu'ils soient linéairement indépendants et que les 
r = p - q autres en soient des combinaisons linéaires. On ordonne 
ces q vecteurs: ei, e2, ... eq et en écrivant les autres sous la forme 
Xj = LiÀk,jek l'un des Àk,j # 0, on voit immédiatement que le 
produit symétrique est non nul en vertu du théorème de la base 
N.l. 

Définition Jv.2. 

Les éléments de f\PE sont appelés les p-vecteurs de E. Un 
p-vecteur qui est le produit extérieur de p vecteurs de E : x1 /\ x2 
/\ ... Xp est appelé un p-vecteur décomposable. Les éléments du dual 
(f\PE)* sont appelés les p-formes sur E, les éléments de f\PE* sont 
les p-covecteurs. 

Vl.3 - Puissances extérieures et symétriques d'une application 
linéaire 

Soit a une application linéaire de E dans F. Les applications 
p-linéaires : 

(xi, x2, ... , xp) ----+ ax1 /\ ax2 /\ ... axp 

(x1, x2, ... , xp) ----+ ax1 V ax2 V ... axp 
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sont, la première, une application alternée, à valeurs dans /'lE, la 
seconde une application symétrique, à valeurs dans VPE. Elles se 
factorisent donc par des applications linéaires f\.P a et Vp a, appelés 
respectivement puissance extérieure p-ème et puissance symétrique 
p-ème de a suivant les diagrammes : 

ExEx ... E 

(<,, '" .. >,) \ 

@PE 
(X1@ Xz@ ... Xp) 

APE 

/
(ax1 A a~2 A ... axp) 

(APa) 

APE 
(x1 Ax2 A ... Xp) 

Ex Ex ... E VPE 

(x1> x2, ..• xp)\ / (ax1 V a~2 V ... axp) 
(VPa) 

@PE VPE 
(x1 ® x2 ® ... xp) (x1 V x2 V ... xp) 

[Les barres des notations vP a et 7\? a sont essentielles : il faut 
éviter de confondre, par exemple 7\2a avec /\2a = a/\ a = 0 carré 
extérieur de l'élément a de l'espace vectoriel ~(E; F).] 

La construction précédente peut aussi s'interpréter par le fait 
que la puissance tensorielle p-ème de a : W a applique le sous
espace d'antisymétrisation de ®PE dans celui de ®PF et le sous
espace de symétrisation de ®PE dans celui de ®PF. W a passe donc 
au quotient par chacun d'eux pour donner 7\?a et vPa. 

Si b est une application linéaire de F dans H, on a : 7\? ( b o a) = 
7\?b o 7\? a et vP (boa) = vPb o vP a. Il en résulte, en prenant H = E 
et b = a 1 que si a est un isomorphisme, il en est de même de 7\? a 
et de vPa. Si a est un automorphisme de l'espace vectoriel E, 7\?a 
est un automorphisme de f\PE. vP a un automorphisme de vPE, et 

-1 -1 
(7\?a) = 7\?( a) 

-1 -1 
(vPa) = vP( a). 

Il résulte de ce qui précède que le groupe Gl(E) ainsi que tous 
ses sous-groupes sont représentés linéairement dans chaque f\PE 
et chaque vPE. Plus généralement, si () est une représentation 
linéaire d'un groupe G dans E, les {7\?0(g); g E G} forment la 
puissance extérieure p-ème de (), représentation de G dans f\PE, 
les {vP () (g); g E G} forment la puissance symétrique p-ème de (), 
représentation de G dans vPE. 
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Si maintenant p est une représentation de l'algèbre de Lie g 
dans E (cf Définition 111.14.), son extension p à @PE applique en eux
mêmes les sous-espaces d'alternation Lp et de symétrisation Mp (cf 
Définition IY. l.A.) comme on le vérifie immédiatement. Elle passe 
donc au quotient dans @PE/Lp et @PE/Mp et définit des extensions 
p et p de p dans f\PE et vPE. Sur des éléments décomposables les 
opérations de a E g sont (on écrit p(a)x = ax): 

p( a) · x1 /\ x2 /\ ... Xp = ax1 /\ x2 /\ ... Xp + x1 /\ ax2 /\ ... Xp 

+ ... x1 /\ x2 /\ ... axp, 

p(a) · x1 V x2 V ... Xp = ax1 V x2 V ... Xp + ... x1 V x2 V ... axp. 

Les épimorphismes de @PE sur ses quotients f\PE et vPE sont 
naturellement des g-morphismes (Définition 111.11.A). En rassem
blant ces extensions, on obtient les représentations associées de g 
comme algèbre de dérivations des algèbres /\E et VE (voir les § 
IY.9 et § IV.13). En particulier par extension de la représentation 
adjointe, g opère dans /\g et V g ainsi que dans /\g * et V g *. Les 
invariants de ces représentations sont appelés les invariants anti
symétriques et symétriques de g. 

On sait que l'on appelle rang d'une application linéaire a de 
E dans F la dimension du sous-espace image lma. Lorsque ce 
rang est fini, dire que le rang de a est r signifie donc que l'on 
peut trouver r vecteurs xi, x2, ... Xr de E tels que axi, ax2, ... axr 
soient linéairement indépendants, tandis que quels que soient 
( r + 1) vecteurs de E, leurs images par a sont liées. Le rang de 
a est donc le plus grand entier p tel que 7\P a =/= O. 

Lorsque la dimension de l'espace vectoriel E est finie, soit 
dim E = n, dim /\ n E = 1 : /\ n E est une droite. On appelle alors 
déterminant d'un opérateur a de E, et on note dét a le scalaire, 
rapport de l'homothétie 7\a de /\ n E. Quels que soient les n vecteurs 
xi,x2, ... Xn de E: 

Si x1, x2, ... Xn sont linéairement indépendants, c'est-à-dire 
forment une base de E, leur produit extérieur est non nul et il 
résulte de la Proposition IV.2 que ax1, ax2, ... axn sont linéaire
ment indépendants, autrement dit a inversible, si et seulement 
si dét a =/= O. On a comme cas particulier de ce qui précède, 

dét(b o a) = dét b · dét a et dét a1 = (dit a). 
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Si A = la} 1 est la matrice de a, aek = Lia{k ejk 

et (An a)(e1 /\ e2 /\ ... en)= Lia{ 1 a~2 ... a~neji /\ ej2 /\ .•• ejn· 

Les produits extérieurs de vecteurs de base apparaissant dans 
la somme du second membre ne sont différents de zéro que si leurs 
indices sont tous distincts, formant une permutation de (1, 2, ... n): 

1 ------+Ji = Œl, 2 ------+ h = Œ2, ... n ------+ Jn = Œn. 

Chaque permutation Œ de 6 n apparait ainsi une fois et une 
1 t 1, · 'd •t , """ o-1 o-2 o-n /\ /\ seu e e expression se re u1 a : L.. a1 a2 ... an ea-1 ea-2 ... ea-n 

O" 

d'où 

/\ n E s'identifie évidemment à la droite des pseudoscalaires 
contravariants et /\ n E* à la droite des pseudoscalaires covariants 
C§ III.6.). 

Cas particulier : les puissances extérieures et symétriques de 
l'injection cp d'un sous-espace vectoriel F de E dans E sont des 
injections : 7\P cp et V'P cp qui permettent d'identifier les puissances 
extérieures ou symétriques des sous-espaces de E, à des sous
espaces des puissances, extérieures ou symétriques de E. 

En effet le théorème de la base incomplète affirme que l'on peut 
compléter une base {ei; i E I} de Fen une base e = {ej;j E J, 
avec 1 C J} de E. Dès lors, chacune des puissances 7\Pcp ou \J'Pcp est 
l'identité sur la base de f\PF ou vPF associée. 

IV.4 - Multiplication extérieure et symétrique 

Il existe deux formes (duales) de multiplication extérieure ou 
symétrique : la multiplication directe d'éléments (des f\PE ou des 
vPE), à laquelle est consacré ce paragraphe, et la multiplication des 
applications multilinéaires, alternées ou symétriques, qui sera vue 
aux § IV.8 et 9. En dimension finie, ces deux formes de multiplica
tion peuvent être identifiées et se réduisent donc à une seule. 
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Théorème IY.4.A. Soit E un espace vectoriel de dimension finie 
ou infinie. Il existe des applications bilinéaires naturelles (multi
plications) : f\PE x f\PE -----+ /\p+qE : produit extérieur, noté /\ et 
VPE x VqE-----+ vp+qE: produit symétrique, noté V. 

Si x1,x2, ... Xp,Y1,y2, ... yq sont p + q vecteurs de E, ces 
produits s'écrivent sur les éléments décomposables correspondants : 

(x1 /\ x2 /\ ... xp) /\ (Y1 /\ Y2 /\ ... Yq) 

= x1 /\ x2 /\ ... Xp /\ Yl /\ ... Yq 

(x1 V x2 V ... Xp) V (Y1 V Y2 V ... Yq) 

= x1 V x2 V ... Xp V Yl V ... Yq· 

Ces produits sont associatifs. Le produit symétrique est com
mutatif. Le produit extérieur est anticommutatif : si u E f\PE et 
VE /\qE, V/\ u = (-l)Pqu /\ v. 

En particulier, si u E f\PE et p impair, u /\ u = O. 

Preuve: Considérons les applications composées de la multipli
cation tensorielle : @PE x ®qE -----+ @P+qE et des projections de 
@p+qE sur ses quotients /\p+qE et vp+qE. 

Nous allons voir que ces applications bilinéaires passent au quo
tient par les sous-espaces d'antisymétrisation et de symétrisation 
respectivement. Cela va résulter du lemme suivant : 

Lemme IY.4. Soient A, B, C trois espaces vectoriels sur le même 
corps, M un sous-espace de A, N un sous-espace de B, f une 
application bilinéaire de A x B dans C telle que J(m, b) = 0 
et f(a,n) = 0 Va E A, b E B, m E M, n E N. f «passe 
alors au quotient » et détermine une application bilinéaire J de 
(A/M) x (B/N) dans C telle que J (a modM,b modN) = f(a,b). 

En effet, on a d'après la bilinéarité de f : 

f(a + m, b + n) = f(a, b) + f(m, b) + f(a, n) + J(m, n) = f(a, b). 

On peut donc définir: ](a modM, b modN) = J(a, b). 
Si maintenant Lp est le sous-espace d'antisymétrisation de 

@PE, il est engendré par les éléments { t - E( a-)crt; Vt E @PE; 
Ver E 6p}· En appelant 0- la permutation de @p+qE égale à cr sur 
les p premiers facteurs et à l'identité sur les q derniers, on a quels 
que soient t E @PE et u E ®qE : 

(t - E(cr) · crt) ® u = t ® u - E(0-)0- · t ® u. 
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Ce raisonnement et les raisonnements analogues montrent que 
la multiplication tensorielle : @PE x ®qE --+ @P+qE applique : 
Lp x ®qE et @PE x Lq dans Lp+q et pour les sous-espaces de symétri
sation : Mp x ®qE et @PE x Mq dans Mp+q, c.q.f.d. L'associativité 
de ces produits résulte de l'associativité de la multiplication tenso
rielle. Il reste à vérifier l'anticommutativité du produit extérieur. 
Or, si u E t-PE et V E f\PE sont décomposables, on passe de u /\ v à 
v /\ u en faisant passer chacun des q facteurs de vau-dessus des p 
facteurs de u, occasionnant à chaque fois p changements de signe. 

Le raisonnement qui a servi de preuve au théorème précédent 
permet d'obtenir la généralisation suivante : 

Théorème N.4.B. Soient E, E', V trois espaces vectoriels sur le 
même corps, f une application (p + q)-linéaire : E x ... E X E' 
x ... E' --+V, soit : 

(x1, ... Xp, Y1, ... Yq)--+ f(x1, ... Xp, Yb ... Yq), 

telle que pour (y1, ... Yq) fixés, l'application partielle p-linéaire 
(x1, ... Xp) --+ f(x1, ... Xp, Y!, ... Yq) soit alternée (resp. symétri-
que) et que pour (xi, ... xp) fixés, l'application partielle: (yi, ... Yq) 
--+ J(xi, ... Xp, yi, ... Yq) soit alternée (resp. symétrique). 

f détermine alors une application bilinéaire ] de f\PE x f\PE' 
(resp. de vPE X VqE') dans V telle que ](x1 (\ ... Xpj Yl (\ 
... Yq) = f(x1, ... Xp, Yb ... Yq) (resp. f(x1 V ... Xpi Yl V ... Yq) 
= f(xi, ... Xp, Y1,. · · Yq). 

Preuve : On a un diagramme commutatif d'applications : 

f 
E X E ... E X E' X ••• E' V 

i F î 
----(®PE)®(@QE') 

µ 

Avec les notations précédentes, l'hypothèse sur f entraîne que 
F s'annule sur les sous-espaces Lp x ( ®qE') et ( @PE) x L~ (resp. 

Mp X ( ®qE') et ( ®PE) x M~) et passe donc au quotient suivant le 
lemme ci-dessus. 
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Proposition IV.4. 

·Soient XI, x2, ... Xp p vecteurs linéairement indépendants de E, 
F le sous-espace dont ils forment une base, u = XI /\ x2 /\ ... Xp E 
f\PE. Alors : 

a) pour un vecteur x de E: x E F +-+ x /\ u =O. 
b) si YI, Y2, ... , Yp sont p vecteurs linéairement indépendants 

de E, on a YI /\ Y2 /\ ... Yp = ÀXI /\ x2 /\ ... Xp si et seulement si 
les sous-espaces ayant pour bases (xi, x2, ... Xp) et (YI, Y2, ... Yp) 
sont les mêmes. 

Preuve: 

a) six E F, x /\ u = 0; réciproquement, six/\ u = 0, x, XI, x2, ... Xp 
sont liés d'où il résulte que x E F. 

b) Si yi, y2, ... Yp est une autre base de F, les Yj sont des com
binaisons linéaires des Xk d'où une égalité : YI /\ Y2 /\ ... Yp 
= ÀXI /\ x2 /\ ... Xp avec >. non nul. Réciproquement une telle 
égalité entraîne que les Yj appartiennent à F en vertu de a) et 
ils en forment donc une base. 

Remarque : on a une bijection naturelle entre les sous-espaces 
de dimension p de E et les droites de f\PE portant des p-vecteurs 
décomposables. 

IV.5 - Dualité 

Soient ŒI, a2, ... ap, p formes linéaires sur E. Leur produit ten
soriel en tant qu'applications de E dans le corps K : ŒI ®a2® ... ap 
est une forme linéaire sur @PE, donc un élément de ( @PE)*, tandis 
que leur produit tensoriel en tant qu'éléments de E* est l'élément 
ŒI ® a2 ® ... ap de @PE*. Uapplication : ( ŒI, a2, ... ap) -----+ 

ŒI ®a2® ... ap étant p-linéaire détermine d'ailleurs une applica
tion canonique de @PE* dans ( @PE)* dont on voit aisément, en 
prenant une base de E, que c'est une injection. C'est une bijection 
lorsque la dimension de E est finie. Le crochet de dualité entre @PE 
et @PE* c ( @PE)* s'écrit sur les éléments décomposables : 
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On peut aussi interpréter cette égalité comme l'expression de la 
puissance tensorielle p-ème de la forme bilinéaire crochet de E x E* 
sur les tenseurs décomposables. On peut enfin l'obtenir directement 
en composant l'application linéaire de E ® ... E ® E* ® ... E* dans 
K, associée à l'application 2p-linéaire : (xi, ... Xp, a1, ... ap) --t 

(x1;a1) ... (xp;ap), avec la multiplication tensorielle de (@PE) 
x ( @PE)* dans ( @PE) ® ( @PE)*. 

Soit CY E 6 p· Dans le crochet précédent, il est équivalent 
-1 

d'effectuer la permutation CY sur les Xj ou la permutation CY sur 
les ak : 

(ü · (x1 ® ... xp); a1 ® ... Œp) = II(x-1 ; Œj) = II(xk; aŒk) 
(}' j 

-1 
= (x1 ® ... xp; CY ·(a1 ® ... Œp)) . 

CY s'écrit en effet : ( 1 
Ül 

2 . . ·P) =(a\ 
. . . Œp 1 

-1 ) 

-~-~ . 

En sommant l'égalité précédente sur l'ensemble 6p, on voit qu'il 
est équivalent d'appliquer l'opérateur de symétrisation 
S = ~CY = ~Œ-1 , au premier argument ou au second. On obtient 
ainsi le crochet symétrisé : 

Puisqu'une permutation et son inverse ont la même signature, 

en multipliant par c(ü) = é(0-1) avant de sommer sur 6p, on 
voit de la même façon qu'il est équivalent d'appliquer l'opérateur 

d'antisymétrisation A= ~c(ü)Œ = ~c(ü) 0-1 au premier argument 
ou au second, ce qui donne le crochet antisymétrisé : 

Définition N.5.A 

On appelle déterminant de p vecteurs x1, x2, ... Xp et de p 



Tenseurs et spineurs 137 

covecteurs al, a2, ... ap d'un espace vectoriel E le scalaire: 

dét(x1, ... Xp; al, ... ap) = (A(x1 0 ... Xp); al 0 ... ap) 
= (x1 0 ... xp; A(a1 0 ... ap)) 

= L E(Œ)II(Xcrj; aj) 
C1 

= LE(Œ)II(xj,acrj) = détl(ai;xj)I 

déterminant de la matrice des (ai; Xj)· 
On appelle permanent de p vecteurs et p covecteurs de E le 

scalaire: 

per(x1, ... Xp; al, ... ap) = (S(x1 0 ... Xp); al 0 ... ap) 
= (x1 0 ... xp; S(a1 0 ... ap)) 

= I:II(xcrj;aj) = I:II(xj;acrj) 
C1 C1 

= per 1 (ai, x j) 1, 

en appelant permanent d'une matrice carrée laij 1 (notion définie 
simultanément par Cauchy et Binet en 1812) le scalaire 

perlaij 1 = L al,crl 1 a2,cr2 · · · ap,crp = L acrl,1 acr2,2 · · · acrp,p· 
C1 C1 

Remarque : Ce sont les opérateurs d'antisymétrisation A et de 
symétrisation S qui sont utilisés et NON a et s qui amèneraient 

1 
avec eux d'insupportables coefficients I à traîner dans toutes les 

p. 
formules. 

Par application immédiate du théorème IY.4.B ci-dessus, les cro
chets symétrisés et antisymétrisés passent au quotient définissant 
ainsi des crochets de dualité entre f\PE et f\PE* et entre vPE et 
VPE* qui s'écrivent sur les éléments décomposables de ces espaces: 

(x1 /\ ... Xp; al /\ ... ap) = détl (ai, Xj) 1 

(x1 V .. . xp;a1 V .. . ap) = perl(ai,Xj)I. 

Supposons maintenant E de dimension finie n 
Sie = {e8 ; s E S} est une base de E, e* = {e* 8 ; s E S} la 

base duale de E* où l'ensemble d'indices S est supposé totalement 
ordonné, on a vu au § IY.2. que les e1 = ei1 /\ ei2 /\ ... eip où 
1 = (i1 < i2 < ... ip) parcourt l'ensemble Dp des suites strictement 
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croissantes d'éléments de S forment la base associée /'le de J\PE 
tandis que les { e*1; 1 E Dp} forment la base associée J\P e* de J\PE*. 

Ces bases sont évidemment duales : ( e1; e*11 ) = 8f = { 1 si 1 = 
I'; 0 si 1-=/:- I'}. 

De la même façon les bases vP e et vP e* de vPE et vPE* sont 
( *j *j «presque duales». On a en effet : ei1 V ei2 V ... eip; e i V e 2 V 

... e*~) = 0 si les suites croissantes 1 = { i 1 :::;;; i2 :::;;; ... ip} et 
J = {]2 :::;;; )2 :::;;; ... jp} sont distinctes, et= m1 si 1 = J, m1 étant le 
nombre de permutations qui laissent 1 invariante ou « multiplicité 
de 1 ». Il en résulte que le crochet met «en dualité» J\PE et J\PE*, 
vPE et vPE* suivant la définition suivante : 

Définition N.5.B. 

On dit qu'une forme bilinéaire b sur le couple d'espaces vecto
riels Ex F les met en dualité si elle possède les propriétés suivantes : 

1) quel que soit le vecteur non nul x de E, il existe y E F tel 
que b(x, y) -=/:- 0 

2) quel que soit le vecteur non nul y de F, il existe x E E tel 
que b(x, y) -=/:-O. 

Si p est l'application linéaire de F dans E* associée à droite de 
b par: b(x,y) = (x,p(y)) et 'Y l'application linéaire de E dans F* 
associée à gauche de b par: b(x, y)= ('Y(x), y), les conditions 1) et 
2) expriment que 'Y et p sont injectives. En dimension finie, puisque 
'Y =t p, il en résulte qu'elles sont alors bijectives. 

Dans les applications, la dualité intervient souvent non pas, 
comme on vient de le voir, entre les puissances extérieures ou 
symétriques de même degré sur E et E*, mais directement entre 
E et les puissances extérieures et symétriques de E*. Les éléments 
de J\PE* et vPE* sont alors considérés comme des fonctions sur 
E x E x ... E (p fois) p-linéaires, alternées ou symétriques, point 
de vue développé au § N.8. Dans le cas de vPE*, on préfère 
même considérer ses éléments f non pas comme des fonctions de 
p vecteurs distincts de E : f ( x1, x2, ... Xp) mais plus simplement 
comme des fonctions d'un seul vecteur x : F ( x) = f ( x, x, ... x) 
ou fonctions polynomiales de degré p sur E. A partir de F, on 
retrouve f, par l'algorithme de polarisation. Dans le cas p = 2, c'est 
la relation usuelle entre formes bilinéaires symétriques et formes 
quadratiques. 
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IV.6 - Développement de déterminants. Formules de Lagrange et 
de Laplace 

Dans un espace vectoriel E de dimension finie n, le détermi
nant den vecteurs xi, x2, ... Xn relativement à une base ordonnée 
e = ( e 1, e2, ... en) est le déterminant de ces vecteurs et des n formes 
coordonnées : 

déte(xi, x2, ... Xn) = dét(xi, x2, ... Xn; e*1, e*2, ... e*n) 

( /\ /\ e*l /\ e*2 /\ ... e*P) = x1 x2 .. . xn; 

= détlx; 1 = dét X 

où X est la matrice dont la j-ème colonne Xj est la matrice des 

composantes x; de x j dans e. On a donc : 

Xi /\ x2 /\ ... Xn = ( dét X)e1 /\ e2 /\ ... en 
= déte(xi, ... Xn)e1 /\ e2 /\ ... en. 

Si a est un opérateur linéaire de E : 

a(x1) /\ a(x2) /\ ... a(xn) = (déta)x1 /\ x2 /\ ... Xn 
= dét adét X · ei /\ e2 /\ ... en 

d'où : déte(a(x1), a(x2) ... a(xn)) = dét a· déte(x1, x2, ... Xn) et 
dét a = déte(a(e1), a(e2), ... a(en)). On retrouve sur /\nE le fait 
que l'opérateur linéaire a multiplie les «volumes algébriques» 
(cf. IIl.6) par le scalaire dét a. 

Si A = la; 1 est une matrice numérique à m lignes et n colonnes, 

soient p ~ Inf (m,n), L = {1 ~ i1 < i2 < .. . ip ~ m} une 
suite strictement croissante de p indices définissant un ensemble 
de lignes et C = {1 ~ ji < h < ... jp ~ n} une suite strictement 
croissante de p indices définissant un ensemble de colonnes. On 
appelle mineur de A pour les p-lignes de L et les p colonnes de C et 
on note A~ le déterminant de la matrice carrée partielle dont les 
lignes et colonnes sont celles de L et C. 

Si a est une application linéaire de l'espace vectoriel E, de 
dimension n, dans l'espace vectoriel F, de dimension m, et A sa 
matrice relativement à des bases e et f de E et F, les mineurs 
d'ordre p de A sont les éléments de la matrice de f\Pa relativement 
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aux bases f\Pe et f\P f de f\PE et f\PF. En effet, les ec = ej1 /\eh /\ 
... ejp, où C = { 1 ~ JI < )2 < ... ]p ~ n} parcourt l'ensemble des 
suites croissantes de p indices entre 1 et n, forment la base f\Pe et 
les Ji, = Jt1 /\fi~ /\ ... fi: la base f\P f* de f\PF*. D'où : 

Proposition N. 6 

Le p-ème coefficient Cp du polynôme caractéristique d'un opéra
teur linéaire a d'un espace vectoriel E de dimension finie : 

Pa(t) = dét(n - a)= tn + citn-l + c2tn-2 + ... Cn 

est Cp = ( -1 )P Trace 7\P a. 

Preuve : Dans une base quelconque e de E, on a (te1 - ae1) /\ 
(te2 - ae2) /\ ... /\ (ten - aen) = dét(n - a) · ei /\ e2 /\ ... en 

Chaque terme du développement du premier membre est ob
tenu en retenant les facteurs ( -aej) pour les indices d'une suite 
J = { 1 ~ JI < )2 ... ]p ~ n}. En réordonnant les facteurs de façon à 
placer devant les aej le terme s'écrit ê(J)tn-P(-l)Pf\Pa(eJ) /\eJ, où 
ê(J) est la signature de la permutation faisant passer de (1, 2, ... n) 
à la suite obtenue en écrivant J' à la suite de J. Mais si A 
est la matrice de a dans e, le produit 7\Pa(eJ) /\ eJ'' est égal à 
A}eJ /\ eJ' = ê(J)A} ei /\ e2 /\ ... en, où A} est le mineur de A 
associé aux lignes et aux colonnes de J. 

Pour un entier p fixé, la somme :Z::::: A} = Tracef\P a, on a donc : 
J 

dét(t · ]_ - a) = tn - (Tr a)tn-l + ... 
+ (-l)P(Tr 7\Pa)tn-p + ... (-l)ndét a 

Plus généralement, si x1, x2, ... Xp sont p vecteurs de l'espace 
vectoriel E de dimension n, p ~ n et si X est la matrice à n lignes 
et p colonnes de leurs composantes dans une base e, on a : 
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avec XL = (x1 A x2 A ... Xp; e*ii A e*i2 A ... e*ip) =mineur d'ordre 
p de la matrice X correspondant aux p lignes de L = { 1 ~ i 1 < 
i2 < ... ip ~ n}. 

Les XL sont appelés les coordonnées grassmaniennes du p
vecteur décomposable x1 A x2 A ... Xp dans la base e. 

Si l'on désigne par x} la composante du vecteur Xj dans le sous
espace défini par les vecteurs de base ei1 , ei2 , ... eip de L, on a : 

On peut dualement considérer p covecteurs a 1, a 2, ... aP et la 
matrice à p lignes et n colonnes A de leurs composantes dans e*, 
la ligne Ai étant celle des composantes de ai : ai = 2:::: a}e*j. On a 
alors: 

a 1 A a 2 A ... aP = 2:::: Ace*c 
c 

où Ac = (ej1 A eh A ... ejp; a 1 A a 2 A ... aP) =mineur d'ordre p de 
A correspondant aux p colonnes de C = { 1 ~ j 1 < i2 < ... jp ~ n}. 

En développant le crochet de dualité entre APE et APE* : 

(x1 A x2 A ... xp; a 1 A a 2 A ... aP) = détl(xj, ai)I 

= (l::::XLeL; 'Z:::Ace*c) = l::::XLAL· 
L C L 

Or dans la base e: (xj, ai) = (2:::: xjek, 2:::: afe*1) = 2:::: xjai est 
obtenu en multipliant terme à terme la i-ème ligne de la matrice 
(px n)A par la j-ème colonne de la matrice (n x p)X. 

D'où : l(xj; ai)I = AX, ce qui donne la formule de Lagrange 
exprimant le déterminant du produit d'une matrice (px n)A par 
une matrice ( n x p )X avec p ~ n. 

dét(AX) = 2:::: ALxL 
L 

où L parcourt les suites {1 ~ ji < i2 < ... jp ~ n }. 
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Si l'on prend pour A la transposée de X, txL = X1 et 

dét(txx) = I:(X1 )2 
L 

Une interprétation euclidienne donne une généralisation du 
théorème de Pythagore. 

Pour deux vecteurs x, y d'un espace de dimension trois, c'est la 
formule élémentaire : 

dét 

+ (x3y1 _ xly3)2 

= ((x1)2 + (x2)2 + (x3)2)((y1)2 + (y2)2 + (y3)2) 

_ (xlyl + x2y2 + x3y3)2. 

De la même façon, le développement de Laplace du détermi
nant d'une matrice (n x n)X s'obtient en considérant les colonnes 
de X comme les composantes dans une base e de n vecteurs : 
x1, x2, ... Xn, soit: dét X= déte(xi, x2, ... Xn)-

Si J = {1 ~ ji < h < Jp ~ n} est une suite strictement crois
sante de p indices et J' la suite strictement croissante complémen
taire, notons E(J) = (-1)i1 +j2+ ... jp-(l+2+ ... p) la signature de la 
permutation qui permet de passer de (1, 2, ... n) à la suite JJ' 
formée de J suivie de J', X(J) et X(J') les sous-matrices de X 
formées respectivement des colonnes de J et de J'. On a : 

XI /\ x2 /\ ... Xn = ê( J)xJ·l /\ ... xJ· /\ XJ·f /\ ... XJ·I 
P 1 n-p 

Xj1 /\ . .. Xjp = I:,1X(J)1e1où1 = {1 ~ i1 < i2 < .. . ip ~ n} 

xj~ /\ ... xib = 2:::,1 X(J')1 e1 où L = {1 ~ l1 < l2 < ... ln-p ~ n }. 

Mais le mineur X(J)1 de X(J) est le mineur X} de X, le mineur 
X(J')1 de X(J') est le mineur Xy, de X, d'où: 

X/\ x2 /\ ... Xn = ê(J) L x}xy,e1 /\ e1 
L 
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e1 /\ eL est nul sauf dans le seul cas où L = I' et e1 /\el' est alors 
égal à E(I)e1 /\ e2 /\ ... en. On obtient finalement le développement 
de Laplace de dét X suivant les colonnes de J : 

, 1 I' 
det X= E(J) 2: E(I)XJXJ', 

1 

(sommation sur toutes les suites I = {1 ~ il < i2 < ... < ip ~ n}) 
somme multipliée par E(J), des produits de tous les mineurs de 
X(J) par les mineurs complémentaires de X(J') affectés des signes 
ad hoc. 

Par contre, si H est une suite strictement croissante de ( n - p) 
indices différente de J' l'expression L E(I)X5Xk est nulle puisque 
le produit extérieur des vecteurs Xj, j E J et xh, h E H contient 
alors deux termes égaux, et est donc nul. 

Un développement identique vaut naturellement pour les lignes. 
Exemples: 

1) pour p = 1, J = {j} : 

détX = (-l)j-l f (-l)i-lxi.xi. = f (-l)i+jxi.xi·, 
i=l J J i=l J J 

en notant pour simplifier x; le déterminant de la matrice obtenue 

en supprimant de X lai-ème ligne et la j-ème colonne (-l)i+jx; 

est souvent appelé le mineur de l'élément de x; avec son signe. La 

matrice transposée ( = l(/ I avec çJ = (-l)i+ix; satisfait donc à 
l'égalité : (X = dét X1. Si X est inversible, la matrice inverse est 

-1 1 -1 . +. x? 
donc X= détX( avec (X)j = (-1? J dét2X. 

2) une application immédiate du développement de Laplace 
donne les égalités où A et C sont des sous-matrices carrées : 

dét 1 ~~ 1 = dét A · dét C; dét 1 ~g 1 = dét A · dét C. 

Nous allons maintenant procéder à une analyse plus détaillée 
du développement de Laplace et démontrer qu'il revient à une 
antisymétrisation effectuée en deux étapes. 

Distinguons dans le groupe symétrique 6 n de permutations de 
n objets, numérotés (1, 2, ... n), les sous-groupes 6p, permutant 
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(1, 2, .. . p) et laissant fixes les (n-p) derniers, et 6~-p permutant 
(p+ 1, p+ 2, ... n) et laissant fixes les p premiers. Nous allons décrire 
l'ensemble des classes à gauche de 6n modulo le sous-groupe 
produit 6p x 6~-p et montrer qu'il s'identifie à l'ensemble Tp,q 
des permutations T de (1, 2, ... , n) qui respectent l'ordre partiel 
des p premiers éléments Tl < T2 ... Tp ainsi que l'ordre partiel des 
(n - p) derniers: T(p + 1) < ... < Tn. 

La donnée d'une suite strictement croissante J = {1 ~ Jl < 
)2 < . . . < Jp ~ n }, c'est-à-dire de p éléments distincts de 
(1, 2, ... n) détermine la suite complémentaire J' et une permuta-

tion T de Tp,q· L'ensemble Tp,q contient donc (;) = p!(nn~ p)! 

éléments. La signature c(t) de T est égale à c(J) suivant la nota
tion ci-dessus puisque T applique (1, 2, ... n) sur JJ'. 

Soit maintenant cr une permutation quelconque de (1, 2, ... n). 
En plaçant dans l'ordre naturel les éléments (crl, cr2, ... crp) on 
définit de façon unique une permutation µ de (1, 2, ... p) telle que 
crµl < crµ2 < ... crµp. De la même façon il existe une permutation 
unique v de (p + l,p + 2, ... n) telle que crv(p + 1) < crv(p + 2) < 
... crv(n). Il existe donc un élément unique µ x v E 6p X 6~-p 
tel que cr o (µ x v) = T appartienne à T p,q· Cela revient à dire 

-1 -1 
que cr s'écrit d'une façon et d'une seule : cr = T o ( µ x v) avec 

-,J x /) E 6p x 6~-p et démontre que 6n/6p x 6~-p s'identifie 
au sous-ensemble Tp,q de 6n. On a ainsi une application naturelle 
bijective : 

qui permet de décomposer l'opérateur d'antisymétrisation A de 6n 
en antisymétrisation partielle par rapport aux p premiers et ( n - p) 
derniers éléments, suivie d'une antisymétrisation « transverse » par 
les éléments de T : 

A= I: c(cr)cr = I: c(T)T I: c(µ)c(v)(µ x v) 
aE<Bn rETp,q µ,v 

Appliquons cette décomposition à l'expression du déterminant 
de n vecteurs et de n formes : 
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dét( ai, a2, ... Xn; xi, x2, ... Xn) 

= (A(a1 ® a2 ® ... an); x1 ® x2 ® ... Xn) 

= L c(T)(:Z::::::c(µ)arµl ® .. . arµp;x1 ® .. . xp) 
rET µ 

(:Z::::::c(v)arv(p+l) ® . .. arvn;Xp+l ® .. . xn). 
V 

Dans le premier crochet, Tétant fixe, on effectue l'antisymétri
sation sur a 7 1 ® a 7 2 ® ... arp· Dans le second crochet, T étant fixe, 
on effectue l'antisymétrisation sur ar(p+l) ® ar(p+2) ® ... arn· 

Compte-tenu des raisonnements faits au § IV.4 sur le passage 
au quotient dans les crochets antisymétrisés, on obtient le dévelop
pement de Laplace du déterminant de n vecteurs et de n formes : 

( (a1 /\ a2 /\ ... an; x1 /\ x2 /\ ... Xn) 

L c(T)(arl /\ .. . arp;x1 /\ .. . xp) 
rETp,q 

(ar(p+l) /\ ... am; Xp+l /\ ... Xn) 

L c(T)(a1 /\ .. . ap;Xrl /\ .. . Xrp) 
rETp,q 

(ap+l /\ ... an; Xr(p+l) /\ ... Xrn) 

que l'on aurait pu obtenir directement en prenant les développe
ments de dét 1 (ai, x j) 1 par rapport aux p premières colonnes, cor
respondant à x1, x2, ... Xp pour la première égalité, ou par rapport 
aux p premières lignes correspondant à ai, a2, ... ap pour la se
conde. 

IV.7 - Analogues des formules de Lagrange et de Laplace pour 
les permanents (Binet, Cauchy, 1812) 

Dans un espace vectoriel E de dimension finie n, le permanent 
de n vecteurs x1, x2, ... Xn relativement à une base 
e = (ei, e2, ... en) est le permanent de ces vecteurs et des n 
formes coordonnées, c'est-à-dire la composante du produit symétri
que x1 V x2 V ... Xn relative au vecteur ei V e2 V ... en de la base 
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Ve de vnE associée à e : 

où X est comme précédemment la matrice dont la j-ème colonne Xj 

est formée des composantes x} de x j. 
Plus généralement, si x1, x2, ... Xp sont p vecteurs de E, la 

propriété universelle de vPE du théorème IV.LA montre que toute 
fonction numérique p-linéaire symétrique de xi, x2, ... Xp s'obtient 
par une forme linéaire sur VPE, donc par un élément de vPE*. 
On a vu au § Iv.2. qu'une base e de E détermine une base { e1; 
I = {1 ~ i1 ~ i2 ~ ... ip ~ n} de l'espace vectoriel vPE* de ces 
formes où I parcourt l'ensemble Cp,n des suites croissantes de p 
éléments de (1, 2, ... n) et: 

- I
X! V x2 V ... Xp = 2:: X e1. 

lECp,n 

Les fonctions coordonnées pour les suites I de Cp,n : 

( ) X- I _ 1 '°"' i 1 i 2 ip i 2 ip x1' x2, ... Xp --+ - - L., Xa-1 Xa-2 .•• Xa-pX0"2 ••. Xa-p 
m1 o-E6p 

(où m1 est la multiplicité de I : si rj est le nombre de fois où l'entier 
j apparaît dans I, m1 = (r1!)(r2!) ... (rn!) en convenant que O! = 1) 
sont les analogues des coordonnées grassmaniennes d'un p-vecteur. 

Si X est une matrice numérique lx}I à n lignes et p colonnes, 
en interprétant les colonnes comme les composantes de p vecteurs 
d'un espace vectoriel de dimension n, on peut lui associer les 
fonctions : X --+ X.1 suivant la définition ci-dessus qui jouent, 
dans le cas symétrique le rôle des mineurs. Ces derniers sont des 
déterminants. On peut donner à X 1 l'habillage d'un permanent de 
la façon suivante : en appelant X(I) la matrice p x p ayant pour 
k-ème ligne la ligne d'indice ik de X (ce n'est donc une sous-matrice 

- I 1 de X que si I est strictement croissante), on a X = -per X(I). 
m1 

En interprétant de la même façon une matrice numérique A 
à p lignes et n colonnes comme la matrice des composantes de p 
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covecteurs ai, a2, ... ap d'un espace vectoriel Ede dimension n, on 
a: 

1 2 V *J V 1 
a V a V ... aP = I:: AJe avec AJ = -per A(J) 

JECp,n mJ 

où A(J) est cette fois la matrice px payant pour k-ème colonne la 
colonne d'indice j k de A. 

Comme précédemment la matrice p x p : 1 (ai, x j) 1 est le produit 
des m matrices A et X. D'où: 

perl(ai, Xj) 1 = per (AX) = per(a1, a 2, ... aP; xi, x2, ... xp) 

= (a1 V a 2 V ... aP; x1 V x2 V ... V Xp) 

= (2::: AJe*J; I:: X1e1) 

ce qui donne l'analogue de la formule de Lagrange : 

per(AX) = 2::: m1À1X1 = 2::: -2.__perA(I)perX(I) 
IECp,n IECp,n m1 

1 
et per(txx) = I:: -(perX(I))2. 

IECnp m1 
Le développement de Laplace du permanent d'une matrice 

(n x n)X peut s'obtenir, comme pour le déterminant, en considérant 
per X comme le permanent de ses vecteurs colonnes x 1, x2, ... Xn 
relativement à la base e. Si J = { 1 ~ ji < i2 < ... jp ~ n} est 
une suite d'indices de colonnes de X, J' la suite complémentaire, 
X(J) et X(J') les sous-matrices de X formées des colonnes de J et 
de celles de J', on a : 

x1 V X2 V ... Xn = Xj1 V Xj2 V ... V Xjp V x1·1, Vx1·1 V ... x1·1 
1 2 n-p 

= (2::: X(J)1e1)(2::: X(J')LeL = (2::: X(J)1X(J')Le1 v eL 
I L I,L 

où I et L parcourent les suites croissantes de p ou de ( n - p) indices 
de 1 à n. Pour qu'un terme appartienne à la composante suivant 
ei V e2 V ... en il est nécessaire et suffisant que la réunion de I et 
de. L soit une permutation de (1, 2, ... n) ce qui impose que I et L 
soient strictement croissantes et que L soit la complémentaire I' de 
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I. Dans ce cas m1 = 1 = ml' · X(J)1 est le permanent de la sous
matrice de X : X(I, J) formée des éléments appartenant aux lignes 

de I et colonnes de J, et de même pour X( J')11 . 
On obtient ainsi le développement analogue au développement 

de Laplace correspondant au choix des p colonnes de J : 

per X = :Z::: per X(I, J)per X(I', J') 
1 

où la somme est étendue aux suites strictement croissantes de p 
éléments de (1, 2, ... n). 

IV.8 - Produit extérieur d'applications multilinéaires alternées sur 
un espace vectoriel de dimension quelconque E 

f\PE est défini comme le quotient @PE / Lp de @PE par le sous
espace d'antisymétrisation (ou alternation) Lp. Son dual (f\PE)* se 
définit par conséquent comme un sous-espace de ( @PE)* à savoir 
le sous-espace des formes linéaires sur @PE nulles sur Lp ou p
formes. Plus généralement, en vertu de la propriété universelle de 
f\PE, les applications p-linéaires alternées de E dans un espace 
vectoriel F, c'est-à-dire telles que, quel que soit <J E 6p, on ait 
f o Œ = ê(Œ)f, s'identifient aux applications linéaires de ®PE dans 
F qui s'annulent sur Lp, puisque ce dernier est engendré par les 
éléments <Jt - ê(Œ)t de @PE. 

Si h est une application de @PE dans F, on appelle anti
symétrisée de h l'application composée de h et de l'opérateur d'an-

1 
tisymétrisation sur @PE: A= ~ê(Œ)Œ ou a= 1 A suivant les cas. 

p. 
Par exemple, sur un élément décomposable, h · a(x1 ®x2 ® ... xp) = 
1 
1~ê(Œ )h(x0"1 ®x0"2 ®· .. xO"p) est la« moyenne antisymétrisée »des 
p. 
valeurs de h. On a bien sûr, ( h o a) o a = h o a. D'autre part, toute 
forme linéaire alternée sur ®PE est une antisymétrisée puisque 

1 
j O a= -~ê(Œ)j OO"= j. 

p! 
Soient maintenant E, F, H trois espaces vectoriels sur le même 

corps de scalaires K, f une application p-linéaire alternée de E dans 
F, hune application q-linéaire alternée de E dans H: le cas le plus 
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important est celui où les espaces de valeurs F et H sont le corps 
K, f et h étant des formes multilinéaires alternée. 

Le produit extérieur f /\ h est l'application (p + q)-linéaire 
alternée de E dans le produit tensoriel F 0 H, donc dans K si 
F = H = K puisque K 0 K = K, obtenue en complétant l'anti
symétrisation partielle existant déjà relativement aux p premiers 
et q derniers arguments, par l'antisymétrisation transverse décrite 
à la fin du§ N.6 du produit tensoriel de f eth. C'est la procédure 
minimale, et aussi la plus rationnelle, d'obtention de l'antisymétri
sation totale. On définit donc : 

(f /\ h)(xi,x2, ... xp+q) 
= L c(T)f(xT1, ... xTp) 0 h(xTp+1), ... xT(p + q) 

TET 

où T = T p,q est, comme au § N.6, le sous-ensemble de 6 p+q formé 
des permutations T qui respectent les ordres partiels des p premiers 
et des derniers éléments : 

TI < 72 < ... < Tp et T(p + 1) < T(p + 2) < ... T(p + q) 

et où le produit tensoriel est à remplacer par le produit ordinaire si 
F=H=K. 

Exemples: 

Si p = q = 1, (f /\ h)(xi, x2) = f(x1) 0 h(x2) - f(x2) 0 h(x1). 
Si p = 1 et q quelconque : 

q . 
(f /\h)(xo, xi, x2, ... xq) = 2:: (-1) 2 f(xi) 0h(xo, xi, ... xi, ... xq)· 

i=O 

Remarque: la décomposition de l'opérateur d'antisymétrisation 
du § N.6 montre que l'application f /\ h définie ci-dessus est 
antisymétrique. Mais cela peut aussi se démontrer directement : 
il suffit de vérifier que si deux arguments consécutifs, par exemple 
Xj et Xj+l sont égaux, f /\ h s'annule. Or, pour une permutation T 

telle que 7-1 jet 7-\j + 1) appartiennent tous deux à (1, 2, .. . p), 

c'est f(x 7 i, ... X7 p) qui est nulle; pour T telle que 7-1 jet 7-\j + 1) 
appartiennent à (p + 1, .. . p + q), c'est h qui s'annule; enfin les 
autres permutations T s'associent par paires de signatures opposées 
donnant une somme nulle. 
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La décomposition « de Laplace » du groupe symétrique 6 p+q = 
T p,q x ( 6 p x 6 ~) permet également une définition du produit 
symétrique de deux applications p et q-linéaires symétriques f et 
g de E dans les espaces F et H, par une symétrisation transverse 
« minimale » de leur produit tensoriel, soit : 

(!V g)(x1, x2, ... Xp+q) 

I: f (xTl' ... X7p) ® (xT(p+l)' ... XT(p+q). 
TETp,q 

Cette application f V g est alors une application (p+q)-linéaire 
symétrique de E dans le produit tensoriel F ® H. 

Plus généralement, considérons une partition de l'ensemble 
(1,2, ... n) en parties consécutives: P1 = (1,2, ... pi), P2 = 
(p1 + l, ... p1 +p2) ... Pk =(Pl +P2+···Pk-1+1, ... ,n) de 
cardinaux respectifs P1,P2, .. ·Pk· Soient 6(j) le sous-groupe des 
permutations de (1, 2, ... n) qui permute Pj en laissant invariants 
les éléments des Pi, i =/= j, et T la partie de 6n formée des 
permutations de (1, 2, ... n) dont les restrictions à chacune des P j 
conserve l'ordre. 

Le même raisonnement que dans le cas où k = 2 montre 
que 6 n se décompose de façon naturelle en le produit cartésien : 
6n = T x (6(l) x 6(2) ... 6(k))· On peut ainsi définir le produit 
extérieur fi f\ h f\ ... fk de k applications multilinéaires alternées 
fi h, ... fk de E dans des espaces vectoriels F 1, F 2, ... F k comme 
l'application multilinéaire alternée obtenue par l'antisymétrisa
tion « transverse » par les éléments de T, du produit tensoriel de 
Ji, h, ... fk soit: 

(!1 /\ h /\ ... fk)(xi, x2, ... xn) = I: c( T )fi (xTi, ... X7p1) 
TET 

®(h(xT(P1+l),.· .X7(p1+P2)) ® ... fk(xT(p1+.-·Pk-1+l) ... xrn) 

élément de Fi ® F2 ® ... Fk. 

Exemple : Produit extérieur de n formes linéaires a1, a2, ... an 
sur E. Dans ce cas T = 6 n, et on retrouve, en respectant la notation 
antérieure 

7\: (a17\a27\ ... an)(x1, x2, ... xn) 
= I: c(T)a1(x71)a2(xT2) ... an(Xrn) = détlai(xj)I. 

TE6n 
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Proposition N.8.A. 

Le produit extérieur d'applications multilinéaires alternées est 
associatif. 

Preuve : Soient f, g, h, des applications de E dans des espaces 
vectoriels F, G, H respectivement p, q et r-linéaires alternées et soit 
n = p + q + r. Nous allons montrer que(!/\ g) /\ h est identique à 
f /\ g /\ h. On a : 

((! /\ g) /\ h)(x1, x2, ... Xn) = 

:Z::::: é(t)(f /\ g)(xtl, Xt2, ... Xt(p+q)) ® h(xt(p+q+I)' ... Xtn)· 
tETp+q,r 

En posant Xtj = Yj. on a: 

(! /\ g)(yi, ... Yp+q) 

L é(r)f(YrI, · · · Yrp) ® 9(Yr(p+I)' · · · Yr(p+q))· 
rETp,q 

En prolongeant la permutation T E T p,q C 6 p+q par l'identité 
sur (p + q + 1), ... n), on plonge Tp,q dans 6n et 

(! /\ g)(xtl, ... Xt(p+q)) 

= :Z::::: é(r)f(xtr1, ... Xtrp) ® g(xtr(p+l)' ... Xtr(p+q)) 
rETp,q 

ce qui donne l'expression de((!/\ g) /\ h)(xi, x2, ... Xn) : 

:Z::::: é(tr)f(xtr1, ... )®g(xtr(p+I)' ... )®h(xtr(p+q+l)' .. . ) 
tETp+q,r,rETp,q 

identique à l'expression de (! /\ g /\ h)(x1x2, ... Xn) : 

L é(u)f(xu1, · · .) ® g(xu(p+I)' · · .)~h(xu(p+q+I)' · · .) 
rETp,q,r 

puisque toute permutation u E Tp,q,r peut s'écrire d'une façon et 
d'une seule sous la forme u = tT avec t E Tp+q,r et T E Tp,q· 
Il suffit en effet de placer les termes de la réunion des suites 
(u1 < u2 < . .. up) et (u(p + 1) < ... < u(p + q)) dans l'ordre 
naturel : uj1 < u)2 < ... UJp+q pour obtenir la suite qui doit 
obligatoirement s'identifier à ti < t2 < ... t(p+q) ce qui détermine t. 
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La permutation T telle que u = tT est alors uniquement déterminée 
par les équations: Tji = 1, Th= 2, ... , Tjp+q = p + q. 

Vérifions que T appartient bien à l'ensemble Tp,q: si j < j' :::;; p, 
on a uj < uj' donc tTj < tTj' ce qui entraîne Tj < Tj'. De la même 
façon, si p < j < j', on a uj < uj' donc tTj < tTj' soit Tj < Tj'. 
De la même façon, on montre que f /\ (g /\ h) = f /\ g /\ h. 

Proposition N.8.B. 

Le produit extérieur de formes multilinéaires alternées est 
anticommutatif : si f est une p-forme et g une q-forme sur E, 
9 /\ f = ( -1 )PQ f /\ g. 

Preuve : la permutation II : 

(1,2, ... ,p+q)-t (p+l, ... p+q,1,2, ... p) 

a pour signature ( -1 )PQ et détermine une correspondance biunivo
que: T1 E Tq,p -t T = T1II E Tp,q· D'où: 

(f /\ g)(x1, ... Xp+q) 

:Z::::: é(T)f(x71, ... X7p)g(x7(p+l)' ... X7(p+q)) 
TETp,q 

L E(T)f(xT'Ill' · · · xT'IIp)g(xT'II(p+l) · · · xT'II(p+q)) 
T1ETq,p 

= (-l)pq :Z::::: E(T1)g(x711, ... X71q)f(x71(p+l)' ... X7'(p+q)) 
T1ETq,p 

= (-l)PQ(g /\ J)(x1, x2, ... Xp+q)· 

Des considérations analogues permettent de montrer l'associa
tivité et la commutativité du produit symétrique d'applications mul
tilinéaires symétriques. 

Il reste à vérifier que lorsqu'une p-forme u et une q-forme v 
sur E appartiennent aux sous-espaces f\PE* de (/\qE)* et /\qE* de 
(/\qE)* (c'est-à-dire sont «de type fini»), leurs produits extérieurs 
en tant qu'éléments des puissances extérieures ou en tant que 
formes coïncident. Il suffit de le vérifier pour des éléments décompo
sables a1 /\ a2 /\ ... ap et ap+l /\ ap+2 /\ ... ap+q où les Œj E E*, en 
montrant que le produit a1 /\ a2 /\ ... ap+q est bien la (p + q )-forme 
sur E obtenue par symétrisation transverse du produit tensoriel 
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de a1 /\ a2 /\ ... /\p et O'.pn /\ ap+2 ... ap+q· Or c'est exactement ce 
qu'exprime la formule de Laplace du § N.7. 

IV.9 - Algèbres extérieures et symétriques 

Soit E un espace vectoriel sur le corps K, de dimension quel
conque. Convenons que /\ 0 E = K et que /\ 1 E = E, et notons 
/\E la somme directe de toutes les puissances extérieures de E 

/\E = EB /\PE = K EB E EB /\ 2E EB ... 
p=O 

Un élément u de /\E s'écrit donc d'une façon et d'une seule 
comme une somme finie 'L,uk où uk E /\ kE est appelé sa compo
sante de degré k. u est homogène de degré p s'il n'a qu'une seule 
composante non nulle Up E f\PE. Le produit extérieur, qui a été 
défini entre éléments homogènes, s'étend par linéarité et déter
mine donc sur /\E une structure d'algèbre associative avec unité 
(celle de K = /\ 0 E) : si u = 'L,uj, v = 'L,vk, u /\ v = I:: Uj /\ vk 

j,k 

= 2::( I:: Uj /\ vk)· 
m j+k=m 

L'algèbre /\E est appelé l'algèbre extérieure de l'espace vectoriel 
E. C'est une algèbre graduée anticommutative. 

On peut donner de /\E une définition globale, évitant la construc
tion par les sous-espaces homogènes. En effet une construction ana

oo 
logue a déjà été faite pour l'algèbre tensorielle : 0E = EB ( @PE), 

p=O 
algèbre associative universelle sur E. On peut alors définir sim
plement l'algèbre extérieure de E comme le quotient ( 0E) h de 
l'algèbre 0E par l'idéal bilatère L engendré par l'ensemble des 
éléments { x 0 x; \;/x E E} (c'est un idéal homogène). 

Nous allons prouver l'isomorphisme canonique de /\E = EB(f\PE) 
et de ( 0E) h en démontrant que ces deux algèbres sont solutions 
d'un même problème universel. 

Convenons de dire qu'une application linéaire f de E dans une 
algèbre associative est alternée lorsque f(x) 2 = 0, \;/x E E. 

Un couple (j, A) formé d'une algèbre associative unitaire A sur 
le corps K et d'une application linéaire alternée j de E dans A 
est dit universel pour les applications alternées si quelle que soit 
l'application linéaire alternée f de E dans une algèbre associative 
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unitaire B, elle se factorise par j smvie d'un homomorphisme 
d'algèbres unitaires uniquement déterminé F, de A dans B : 

f 
E B 

i~ / f=Foj;Fwriq~ 
A 

(La condition F unique peut être remplacée ici par: j(E) et lA 
engrendrent A). 

a) le couple formé de l'inclusion de E = /\ 1 E dans /\E possède 
cette propriété. En effet, f étant donnée, définissons F sur /\ 0 E par 
F ( 1 AE) = 1 B> sur /\ 1 E par F = f. Sur f\PE, F est obligatoirement 
égal à 7\P f sur les éléments décomposables, donc uniquement déter
miné. F respecte la multiplication sur les éléments décomposables 
et c'est donc un homomorphisme d'algèbres unitaires de /\E dans 
B. 

b) le couple formé de l'application j composée de l'inclusion de 
E dans @E et de la projection de @E sur son quotient (@E)/L 
possède également la propriété universelle. En effet f s'étend en 
un homomorphisme d'algèbre unitaire <I> de @E dans B : 

E B 

mcl®oo ~ /• • wriq~ 
®E 

et puisque <I>(x ® x) = f (x) · f (x) = 0, <I> est nulle sur L donc passe 
au quotient pour définir F, c.q.f.d. 

Remarque : on voit aisément que l'intersection de l'idéal bilatère 
L de @E avec @PE n'est autre que le sous-espace d'antisymétri
sation Lp. La propriété universelle de l'algèbre extérieure sur un 
espace vectoriel entraîne immédiatement les propriétés suivantes : 

1) Une application linéaire f d'un espace vectoriel E dans un 
espace vectoriel F sur le même corps K détermine un homomor
phisme d'algèbres unitaires graduées fi\ de /\E dans /\F. En effet, 
par composition de f et de l'inclusion de F dans /\F on obtient une 
application linéaire de E dans /\E telle que f (x) /\f (x) = 0, 'ix E E. 
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2) Si H est un troisième espace vectoriel sur K et si h est une 
application linéaire de F dans H, on a ( h o J) V = h V o f V. En 

-1 
particulier, si f est inversible, en prenant H = E et h = f , on 

-1 -1 
obtient : ( f) V = ( f V) autrement dit si f est un isomorphisme, 
fv l'est aussi. 

Si F est un sous-espace de E, l'injection i de F dans E se 
prolonge en un homomorphisme i/\ de J\F dans J\E. En prenant 
une base de E dont une partie est une base de F, on voit que 
î est une injection de l'algèbre extérieure de F : J\F dans J\E. 
Par une construction analogue, la somme directe des espaces de 

OO 

formes multilinéaires alternées sur E, ou p-formes : EB (J\PE)* (où 
p=O 

(/\ 0 E)* = K et (/\ 1 E)* = E*) est, avec le produit extérieur des 
p-formes étendu par linéarité, une algèbre associative avec unité, 
graduée, anticommutative. C'est l'algèbre des formes multilinéaires 
alternées sur E. 

3) l'application f de E dans J\E qui a x E E fait correspondre 
f(x) = -x est alternée : f(x) J\ f(x) = 0 donc se prolonge à un 
homomorphisme F d'algèbres unitaires de J\E dans elle-même. Mais 
puisque f of est l'identité de E, FoF est l'identité de J\E. Fest donc 
un automorphisme involutif qui transforme un élément u homogène 
de degré p en (-l)Pu, et qui est appelé l'automorphisme principal 
de J\E. 

Les éléments invariants forment la sous-algèbre paire de J\E : 

EB (J\2rE). 
p=O 

Lorsque E est de dimension finie n, J\PE = 0 pour p > n et 

dim J\P E = (;). L'algèbre extérieure J\E est alors de dimension 

finie égale au cardinal de l'ensemble des parties de (1, 2, ... n), soit 

~ ( n) = 2n. L'espace vectoriel des p-formes alternées sur E 
p=O p 
s'identifie alors à la puissance extérieure p-ème du dual de E : J\PE* 
et l'algèbre des formes multilinéaires alternées sur E à l'algèbre 
extérieure J\E*. 

L'analogie entre puissances extérieures et symétriques persiste 
dans la construction des algèbres. Dans la somme directe VE = 
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OO 
EB (vPE), où V0 E = K et v 1 E = E, le produit symétrique entre 

p=O 
éléments homogènes s'étend par linéarité. Il y définit une structure 
d'algèbre associative avec unité, graduée, commutative : VE est 
l'algèbre symétrique sur E. 

On peut l'appeler aussi l'algèbre des polynômes sur l'espace 
vectoriel E. 

Ici également, on peut donner de l'algèbre symétrique sur E 
une définition globale comme quotient de l'algèbre tensorielle ®E 
par l'idéal bilatère M (homogène) engendré par les éléments { x 0 
y - y 0 x; 'ix, y E E} qui assurent la symétrisation du quotient. 
L'isomorphisme canonique de VE= EB(VPE) et de ®E/M peut être 
démontré par le fait que ces deux algèbres sont solutions du même 
problème universel. 

Convenons de dire qu'une application linéaire f de E dans une 
algèbre associative est commutative lorsque f(x)f(y)- f(y)f(x) = 
0, 'ix, y E E, autrement dit lorsque les images des vecteurs de E 
commutent entre elles. 

Un couple (j, S) formé d'une algèbre associative unitaire com
mutative sur le corps K et d'une application linéaire j de E dans S 
est dit universel pour les applications commutatives de E si quelle 
que soit l'application linéaire commutative f de E dans une algèbre 
associative unitaire B, elle se factorise par j suivi d'un homomor
phisme d'algèbres unitaires uniquement déterminé F, de S dans 
B: 

f 
E B 

~ /' f=Foj;Fwtiq~ 
s 

(F unique peut être remplacé ici par: ls et j(E) engendrent S). 
Des démonstrations analogues aux précédentes montrent alors 

que VE et @E/M sont universelles pour les applications commuta
tives de E, donc canoniquement isomorphes. 

On peut d'ailleurs vérifier que l'intersection de l'idéal M et de 
@PE est identique au sous-espace de symétrisation Mp. 

Une application linéaire f de E dans F détermine un homomor
phisme d'algèbres unitaires f v de VE dans VF qui est un isomor
phisme si f en est un. 
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Les formes multilinéaires symétriques peuvent également être 
rassemblées en un algèbre, associative, avec unité graduée et com
mutative, en formant la somme directe des espaces de formes 

OO 
p-linéaires symétriques sur E : E9 (vPE)*. Lorsque la dimension 

p=O 
de E est finie, vPE* s'identifie à (VPE)* et l'algèbre des formes mul
tilinéaires symétriques à l'algèbre symétrique VE* sur le dual de 
E. 

Mais la grande différence entre /\E et VE, c'est que l'algèbre 
symétrique est toujours de dimension infinie pour E # O. 

IV.1 O - Diverses manifestations de la dualité entre /\E et J\E* 
lorsque E est de dimension finie. Produits intérieurs 

Pour éviter toute hésitation dans l'écriture des diverses for
mules qui vont suivre, nous convenons chaque fois qu'apparais
sent dans une expression des éléments de /\E et de /\E*, d'écrire à 
gauche ceux de /\E, à droite ceux de /\E*. Pour représenter les pro
duits intérieurs, il est d'usage d'employer les notations «équerre» : 

J et L. Si par exemple u E /\E et cp E /\E*, nous définissons 
ci-dessous u J cp et uL cp. Il est donc indispensable dans ces no
tations de pouvoir reconnaître lequel des éléments est considéré 
comme opérant sur l'autre. Un moyen mnémotechnique consiste à 
considérer la branche horizontale comme une flèche : u -J cp, u opère 
sur cp, u lt- cp cp opère sur u. 

Rappelons que E étant de dimension finie, (J\PE)* = J\PE*, Vp, 
d'où il résulte que (AE)* = J\E*. 

Définition IY.1 O.A. Produits intérieurs 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et () le crochet 
de dualité entre /\E et /\E*. Soient u E /\E, cp E /\E*. Le produit 
intérieur par u : u J dans /\E* est l'opérateur linéaire de /\E*, 
opérant à gauche sur /\E*, transposé de la multiplication à droite 
par u dans /\E : 

(z !\ u,w) = (z,u J w), Vz E /\E, w E /\E*. 

Le produit intérieur par cp : L cp dans /\E est l'opérateur linéaire 
de /\E, que l'on fait opérer à droite, sur /\E, transposé de la 
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multiplication à gauche par c.p dans !\E* : 

(zlc.p,w) = (z,c.p!\w), \:/z E !\E, w E !\E*. 

Remarques: 

1) on trouve parfois dans la littérature des interversions de 
facteurs dans les formules définissant les produits intérieurs, ce qui 
revient à les considérer comme les transposés des multiplications 
à gauche dans !\E, où à droite dans !\E*. Ces transposés ont 
naturellement parfaitement le droit à l'existence, et de toutes façons 
lorsqu'on n'envisage que des éléments homogènes, ils ne diffèrent 
des autres que par des signes. 

2) puisque les éléments décomposables engendrent linéairement 
!\E et !\E*, il suffit de prendre pour éléments quelconques z et w 
dans les définitions des produits intérieurs des éléments décompo
sables, ou simplement homogènes. 

3) On peut aussi observer que, puisque le crochet de dualité 
entre éléments homogènes de degrés différents de !\E et !\E* est 
nul, le produit intérieur par des éléments homogènes u ou c.p de 
degré r ou bien est nul ou bien diminue le degré des éléments 
homogènes sur lesquels ils opèrent de r. En effet si u J w où 
zl c.p n'est pas nul, on doit avoir d'après les égalités ci-dessus : 
d0 z + d0 u = d0 w et d0 (u J w) = d0 z = d0 w - d0 u; de même 
d0 z = d0 c.p + d0 w et d0 (zl c.p) = d0 w = d0 z - d0 c.p. Dès lors : 
u J (APE*) = 0 si p < d0 u et (APE) L c.p = 0 si p < d0 c.p. 

Les définitions abstraites des produits intérieurs ci-dessus ne 
nous renseignent pas immédiatement sur leur signification. Ob
servons d'abord que u J c.p et ul c.p sont bilinéaires en (u, c.p), et 
que l'associativité des algèbres !\E et !\E* se manifeste grâce aux 
conventions choisies, par : 

(z!\u!\v,w) = (z/\u,vJ w) = (z,uJ (vJ w)) 
= (z, (u !\ v) J w)) 

(z,a!\{3!\w) = (zla,{3!\w) = ((zla)L/3,w) 
= (zl (a!\{3),w) 

d'où:I (u!\v)J w=uJ (vJ w)etzl(a!\f3)=(zla)Lf3 I· 
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Ces égalités s'interprètent de la façon suivante : le produit 
intérieur définit sur /\E* une structure de module à gauche sur 
l'algèbre /\E, et sur /\E une structure de module à droite sur 
l'algèbre /\E*. 

Une conséquence est que le produit intérieur par un élément 
décomposable, par exemple a1 /\ a2 /\ ... ap E f\PE* est le composé 
des produits intérieurs par les facteurs a1, a2, ... ap E E*. 

Une autre, que le carré d'un produit intérieur u J ( u J w) ou 
( z L cp) L cp par un élément u ou cp homogène et de degré impair est 
toujours nul, en particulier, pour x E E et a E E*, x J x J = 0 et 
Lala= O. 

Le calcul du produit intérieur d'un élément décomposable par 
un élément décomposable consiste simplement à écrire les dévelop
pements de Laplace de la fin du § N.6. sous une forme légèrement 
différente : 

(x1 /\ x2 /\ ... Xp+q; a1 /\ a2 /\ ... ap+q) = détl(xi; aj)I 

= ((x1 /\ x2 /\ ... xp+q) L (a1 /\ a2 /\ ... ap); ap+l /\ ... ap+q) 

= (x1 /\ x2 /\ ... xp; (xp+l /\ ... Xp+q) J (a1 + a2 /\ ... ap+q)) 

= (( L c(T)(x7 1 /\ ... xTp; a1 /\ ... ap)X7 (p+l) /\ ... X7 (p+q)); 
TETp,q 

Üp+l /\ ... Ü7p)) 
= (x1 /\ x2 /\ ... xp; ( L c(T)(xp+l /\ ... Xp+q; 

TETp,q 

Œ7 (p+l) /\ ... Œ7 (p+q))aT1 /\ ... aTp)) 

et l'on obtient ainsi en notant Yj = Xp+j, j = 1, 2, ... , q : 

(x1 /\ x2 /\ ... xp+q) L (a1 /\ a2 /\ ... ap) 

L c( T) (x7 1 /\ ... xTp; a1 /\ ... ap)X7 (p+l) /\ ... X7 (p+q) 
TETp,q 

(YI/\ Y2 /\ ... Yp) J (a1 /\ a2 /\ ... ap+q) 

L c(T)(Y1 /\ ... Yq; Œ7 (p+l) /\ ... aTp+q)aTl /\ ... aTp 
TETp,q 

qui montrent que le produit intérieur d'un élément homogène de 
degré (p + q) par un élément homogène de degré p de l'algèbre 
duale revient à une contraction partielle sur p indices distribuée 
dans les (p + q) indices par antisymétrisation. 
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Si e = (e1, e2, ... en) est une base de E, e* la base duale de 
E*, { ei} et { e*1} les bases associées de AE et AE* où I parcourt 
l'ensemble des suites strictement croissantes de (1, 2, ... n), les 
formules précédentes, ou une application directe des définitions 
donnent les formules suivantes. 

{ 
e1 L e*J = 0 si J n'est pas contenu dans I 
e1L e*J = E(J)eJ' si 
J = {j1 < i2 < ... jp} c I = { i 1 < i2 < ... ip+q} 

où J' = I- J et E( J) est la signature de la permutation T E T q,p qui 
applique ( 1, 2, ... p) sur J et (p + 1, ... p + q) sur la suite J' = I - J 
complémentaire de J dans I. Soit maintenant J' = { ki < k2 < 
... kq}. 

Ona: 

{ ey J e*1 = 0 si J' n'est pas contenu dans I 
ey J e*1 = E(J)e*J si J' CI avec J = I - J' 

La différence des signes apparaissent dans les formules qui ex
priment e1 L e*J et e J' J e*1 provient naturellement du fait que les 
produits intérieurs L et J sont les transposés, l'un d'une translation 
à gauche, l'autre d'une translation à droite. 

Ces formules montrent également que le produit intérieur ( L ou 
J ) de deux éléments décomposables de AE et AE* est un élément 
décomposable. 

Cas particuliers : 

1) produit intérieur par un vecteur ou un covecteur 

Remarquons d'abord que le corps K, étant son propre dual, on 
a, si x E E et a E E* : 

(xl a, 1) = (x, a) d'où xl a= (x, a)l E AE 

(1,xJ a)= (x,a) d'oùxJ a= (x,a)l E AE* 

Une permutation T de Ti,q est entièrement déterminée par 
l'image T 1 = m, avec E ( T) = ( -1) m- l tandis que la suite 
complémentaire est (1, 2, ... m, ... q+ 1). En notant i(a) le produit 
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intérieur par a E E* on obtient : 

i(a)(x1 Ax2 A .. . Xq+I) = (x1 Ax2 A ... Xq+1)L a 
q+l 
L (-l)m-l(xm,a)x1 A .. . Xm A .. . Xq+l 

m=l 

Nous verrons au § IV.11 que l'opérateur i(a) sur AE est une 
dérivation de l'algèbre AE (on dit aussi« antidérivation»). 

C'est un opérateur de carré nul : i~ = 0, et en écrivant que 
i( a + (3) 2 = 0, on voit que i(f3)i( a) = -i( a )i(f3). 

De la même façon on calcule si y E E : 

y J ( a1 A a2 A ... ap+ 1) 
p+l 

= (-l)P L (-l)m-l(y,am)a1 A .. . âm A .. . ap+l 
m=l 

que l'on peut écrire: (-l)Pi(y)(a1 A a2 A ... ap+I)· 

2) isomorphismes entre les espaces vectoriels f\PE et A n-PE* 

Une base e = (ei, e2, ... en) de E détermine une base ei A e2 A 
... en de la droite AnE et une base e*1 A e*2 A ... em de la droite 
/\nE* e étant fixé, on définit une forme bilinéaire B sur AE par: 

B(t, u) = (t Au; e*1 A e*2 A ... e*n) = (t; u J (e*1 A e*2 A ... e*n)) 

dont l'application linéaire associée à droite que nous notons H, de 
AE dans son dual (AE)* = AE*, définie par B(t;u) = (t,H(u)), 
s'écrit donc : 

H(u) = u J (e*1 A e*2 A ... em). 

Proposition IV.1 O.A. 

H est un isomorphisme (Best non-dégénérée). 

Preuve : Si u est homogène de degré p, H( u) est homogène de 
degré (n - p). Pour chaque p = 0, 1, 2, ... n, la restriction de H à 
APE est ainsi une application linéaire de f\PE dans A n-PE*. Pour 
chaque partie I = { i ~ ii < i2 < ... ip ~ n} de p éléments de 
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(1, 2, ... n), de complémentaire I', la formule démontrée ci-dessus 
donne: 

H détermine donc une bijection aux signes près entre les 
éléments de la base f\P e de f\PE et ceux de la base /\ n-p e* de 
/\ n-PE*, s'appuyant sur la bijection entre parties de p éléments et 
parties complémentaires de (n- p) éléments de (1, 2, ... n). c.q.f.d. 

On a : el' /\ e1 = .s(I')e1 /\ e2 /\ ... en d'où : B( e11, e1) = E(I') = 

(el'; e1 J (e*1 /\ ... e*n)) et on retrouve: H(e1) = E(I')e*1' 
On peut définir d'une façon analogue la forme bilinéaire B* sur 

/\E* : 

B* ( <p, w) = (e1 /\ e2 /\ ... en; <p /\ w) = ( (el /\ e2 /\ ... en) L <p; w) 

= H(<p); w). 

L'application linéaire de /\E* dans /\E associée à gauche de B* 
-1 

est l'inverse H de l'application H il suffit de le vérifier sur les 
vecteurs des bases de /\E et /\E* associées à la base e de E. 

Puisque e*1' /\ e*1 = .s(I')e*1 /\ e*2 /\ ... ern, on a : .s(I') 
(e1 /\ e2 /\ ... en; e*11 /\ e*1) = (H(e*1'; e*1) d'où: 

Remarques: 

1) Si dans l'égalité: (t /\ u) J w = t J (u J w) on remplace w 
par e*1 /\ e*2 /\ ... e*n, on obtient : 

H(t/\u) =tJ H(u) 

-1 
soit, si H(u) = <p: t J <p = H(t /\ H (<p)). 

L'application H permet ainsi d'exprimer le produit intérieur à 
l'aide du produit extérieur. 

-1 
D'une façon analogue on a: t J <p = H (H(t) /\ <p). 

2) Puisque les produits intérieurs conservent le caractère 
«décomposable» (voir ci-dessus), il en résulte que tous les éléments 
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de An- l E, ou de An- l E* sont décomposables comme images des 
éléments de E* ou de E. 

3) Si l'on choisit une autre base de E : e' = e · S, on a e~ A e2 A 
-1 

1 (d't S) t '*1 '*n (d't S) *1 *n ... en= e ·e1Ae2A ... ene e A ... e = e e A ... e 
-1 

d'où B'(t, u) = (t Au, e'*1 A ... e'm) = (dét S), B(t, u) et H'(u) = 
-1 

(dét S)H(u). 

4) Si F est un sous-espace de dimension p de E, les formes 
linéaires nulles sur F forment le sous-espace orthogonal FJ_ de 
dimension ( n - p) de E*. Toutes les bases de F définissent à 
un scalaire non nul près le même p-vecteur (Proposition IVA. et 
remarque consécutive). La droite de APE qui les porte a pour image 
par H la droite de /\n-PE* portant les (n- p)-covecteurs des bases 
de FJ_. 

Nous allons maintenant mettre en évidence un autre aspect, 
cette fois purement tensoriel, des applications H. Développons pour 
cela leur égalité de définition sur un élément décomposable de AE : 

( *1 *n) Xl A ... Xp A Xp+l A ... Xn; e A ... e 

= (x1 A ... xp; H(xp+l A ... Xn)) 

= détlx}I = (x1 ® ... Xp ® Xp+l ® ... xn; A(e*1 ® ... e*n)) 

L fi (xj; e*Œj) = I: s(a) TI (xj; e*Œj) fi (xk; e*Œk)) 
ŒE6n j=l ŒE6n j=l k=p+l 

= (x1 ® x2 ® ... xp; L c(a)(e*Œl ® ... e*ŒP ® e*Œ(p+l) ... e*Œn) 
ŒE6n 

@(xp+l ® ... Xn)) 

où l'on convient que le signe@ signifie la contraction, en respectant 
l'ordre, des ( n - p) derniers «indices» de A ( e*1 ® e*2 ® ... e*n) et 
de Xp+ 1 ® ... Xn (il n'y a malheureusement pas de notation standard 
satisfaisante et universellement admise, pour les contractions!). 

On a vu au § II. 7 que la correspondance qui à chaque base e de 
E associe l'élément A· (e*1 ® ... em) = I: s(a)e*Œ1 ® ... e*Œn 

TE Sn 

de ®nE* définit le pseudotenseur covariant é* de Levi-Civita. 
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D'autre part, puisque les tenseurs décomposables engendrent 
toutes les puissances tensorielles, on peut étendre par linéarité à 
®n-pE l'égalité précédente et l'on obtient ainsi la: 

Proposition IV.10.B. 

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Pour chaque entier 
p : 0 ~ p ~ n, il existe une application qui associe à chaque tenseur 
t E ®n-pE un pseudotenseur covariant antisymétrique d'ordre p, 
,fj ( t) qui dépend du choix d'une base e de E par sa variance scalaire 
( -1). Il est obtenu par contraction des ( n - p) indices de t avec les 
(n - p) derniers indices du pseudotenseur é* de Levi-Civita. 

Exemple : Le produit vectoriel de n vecteurs x1, x2, ... Xn-1 de 
E est la pseudoforme linéaire déjà mentionnée au § III. 7. : 

Pour n = 3, on obtient le produit vectoriel usuel de x, y E E : 

x x y= 0:::::: c(o-)e*crl ® e*cr2 ® e*cr3)@*(x ®y) 

= e*l(x2y3 _ x3y2) + e*2(x3yl _ xly3) + e*3(xly2 _ x2y1). 

Plus généralement, on a l'égalité : 

déte(z, Xl' ... Xn-1) = 2:::::: éji1i2 ... in-l Zj xil ... Xin-1,n-l 

= (z; X1 X x2 X ... Xn-1). 

IV.11 - Extensions d'une forme bilinéaire aux puissances exté
rieures et symétriques 

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ou 
infinie sur le même corps K et b une forme bilinéaire sur E x F. 
Rappelons (§ IL 11) que la puissance tensorielle p-ème de b, Wb 
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est la forme bilinéaire sur ( @PE) x ( @PF) définie sur les tenseurs 
décomposables par : 

CWb)(x1 ® x2 ® ... xp; Yl ® Y2 ® ... Yp) 
= b(xi, Y1)b(x2, Y2) ... b(xp, Yp)· 

L'antisymétrisation, ou la symétrisation de l'un des arguments 
entraîne automatiquement, par bilinéarité l'antisymétrisation ou la 
symétrisation de l'autre : 

1) Commençons par l'antisymétrisation : 

CWb)(A · x1 ® ... Xn); Yl ® · · · Yn) 
I: E(Œ)b(x-1 ; Y1) ... b(x-1 , Yp) 

ŒE6n O" 1 O" p 

ce qui s'écrit en rangeant les produits des b(x_ 1 ., Yj) suivant l'ordre 
(/ J 

croissant des indices des vecteurs x k : 

= L E(O")b(x1, YŒl) ... b(xn, YŒn) 
ŒE6n 

= (°Wb)(x1 ® .. . xn; A(y1 ® .. ·Yn)) = dét Jb(xi,Yi)I 

La fonction obtenue est donc alternée par rapport aux Xj comme 
par rapport aux Yk, et, s'annulant ainsi sur les sous-espaces d'anti
symétrisation de @PE et @PF, passe au quotient (théorème IV.4.B) 
en définissant une forme bilinéaire sur les espaces quotients f\PE 
et f\PF appelé puissance extérieure p-ème de b, notée 7\Pb. 

La valeur de 7\Pb sur un couple de p-vecteurs décomposables est 
donc: 

(7\Pb)(x1 /\ x2 /\ ... xp; Yl /\ Y2 /\ ... Yp) = dét Jb(xi; Yj)J. 

Si p est l'application linéaire, associé à droite, de F dans E*, et 'Y 
l'application linéaire associée à gauche de E dans F*, définies par : 
b(x; y) = (x, p(y)) = ('Y(x), y), les puissances extérieures p-èmes 
7\P p et 7\P 'Y sont définies sur les éléments décomposables par : 

(7\Pp)(y1 /\ · · ·Yp) = p(y1) /\ .. . p(yp) et 

(7\P'Y)(x1 /\ ... xp) = 'Y(x1) /\ ... 'Y(xp) 

d'où il résulte, vue l'expression de 7\Pb sur ces éléments, que 7\P pet 
7\P 'Y sont les applications linéaires associées, à droite et à gauche 
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de f\Pb, à valeurs respectivement dans f\PE* C (f\PE)* et dans 
f\PF* C (f\PF)*. 

Supposons maintenant finies les dimensions de E et de F. La 
propriété pour b d'être une forme bilinéaire régulière (ou non
dégénérée) est équivalente à la propriété pour p (ou 'Y =t p) 
d'être un isomorphisme. Mais si p est un isomorphisme, toutes 
ses puissances extérieures f\P p sont aussi des isomorphismes. Il 
en résulte que toutes les puissances f\Pb sont régulières. De plus 

-1 -1 -1 -1 
puisque/\?( P) = (7\ pp), on a (7\ Pb)=/\?( b ). 

Lorsque les dimensions de E et F sont finies, on peut considérer 
la forme bilinéaire b comme un élément de E* Q9 F* et l'écrire 

m m 
b = I: ak Q9 f3k· Alors b(x, y) = I: (x; ak) (f3k; y) 

k=l k=l 
m m 

p(y) = I: ak(f3k, y) et 'Y(x) = L (x; ak)f3k· 
k=l k=l 

Le rang de b, qui est celui de p ou de 'Y est donc le plus grand 
entier r tel que 7\'"b, ou, ce qui revient au même, 7\'" p ou A"(, soit 
non nul. Les expressions précédentes de p et de 'Y montrent, que le 
nombre m de termes ak Q9 f3k nécessaires pour exprimer b est au 
moins égal à r. 

Sur des p-vecteurs décomposables, on a : 

m 
(f\Pb)(x1 /\ x2 /\ ... xp; Yl /\ Y2 /\ ... Yp) = détl I: (xi; ak)(f3k; Yj)I 

k=l 
= détAB 

où A est la matrice à p lignes et m colonnes 1 (xi; ak) 1 et B la matrice 
à m lignes et p colonnes l(bk; Yj)I. Si 7\Pb =/=- 0, p:::; r:::; m. 

La formule de Lagrange (§ N.6) exprime le déterminant du 
produit des deux matrices A, B comme somme des produits des 
mineurs d'ordre p des matrices A et B, soit: 

dét AB= I:(x1 /\ x2 /\ ... xp; Œi1 /\ ai2 /\ •.• aip) 
1 

(f3i1 /\ f3i2 /\ · · · f3ip; Yl /\ Y2 /\ · · · Yp) 

sommation étendue aux suites I = {1 :::; il < i2 < ... ip :::; m }. 
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On en déduit l'expression de l'?b comme élément du produit 
tensoriel 

(!\PE*) ® (!\PF*) : l'?b = 2::( ai1 /\ai2 !\ . . · aip) ® (/3i1 !\f3i2 !\ · · · /3ip) · 
1 

Si e = ( ei) et f = (f j) sont des bases de E et F, la matrice 
de b relative à ces bases est B = 1bij1 = 1 b( ei, fj) 1- La matrice 
de l'?b relative aux bases f\Pe et f\P fa pour éléments (7'?b)1,J = 

(7'?b)(e1; fJ) = ~ét lb(eiq; fjr)I =mineur Bu de la matrice lbijl où 
iqEI 

JrEJ 
1 = {1 ~ ii < i2 < .. . ip ~ dimE} et J = {1 ~ ji < i2 < .. . jp ~ 
dimF}. 

Les éléments de la matrice de l'?b sont donc les mineurs d'ordre 
p de la matrice de b. 

Le cas le plus important est naturellement celui d'une forme 
bilinéaire b sur un espace vectoriel E de dimension finie n. 

Sie= (ei, e2, ... en) est une base de E, (Kb)(e1 !\ ... en; ei !\ 
... en) = détlb( ei, ej) 1 est le déterminant de b dans la base e et 
Kb = déteb · (e*1 !\ ... e*n ® e*1 !\ ... e*n). 

Si e diagonalise b, les bases associées f\P e à e dans les f\PE 
diagonalisent l'?b. 

D'autre part si b est symétrique, toutes ses puissances exté
rieures sont symétriques, si b est antisymétrique, les puissances 
extérieures impaires 7\2r+ 1 b le sont aussi, alors que les puissances 
extérieures paires sont symétriques. 

2) Si S est maintenant l'opérateur de symétrisation L Œ, on 
aE6p 

a pour chaque p : 

(®b)(S·(x1® ... xp);y1®···Yp)= L b(x-1 ,y1) ... b(x_1 ,yp) 
aE6p a 1 a p 

= L b(xi, Yal) ... b(xp, Yap) = Wb(x1 ® ... Xp; S · (Yl ® ... Yp)) 
aE6p 

Cette fonction étant symétrique aussi bien par rapport aux Xi 

que par rapport aux Yj s'annule sur les sous-espaces de symétrisa
tion de @PE et @PF. Elle passe donc au quotient d'après le théorème 
IVA.B et définit une forme bilinéaire sur le couple vPE, vPF des 



168 Algèbre extérieure et symétrique 

puissances symétriques p-èmes de E et de F appelée puissance 
symétrique p-ème de b et notée \/Pb. Les puissances symétriques 
p-ème \(Pp et \(P 'Y des applications linéaires associées à droite et 
à gauche de b sont les applications associées de \/Pb puisque par 
exemple: 

(xi V .. . Xpj (\fPp)(Yi V. ··Yp)) =(xi V .. . Xpj p(yi) V .. . p(yp)) 

= perl (xi; P(Yj)) 1 = perlb(xi; Yj) 1-

IV.12 - Bivecteurs et Plaffiens 

Dans tout ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension 
finie n. 

Proposition IV.12. 

Pour tout bivecteur non nul u de E, on peut trouver 2p vecteurs 
linéairement indépendants: ai, a2, ... , a2p tels que: 

1) u =ai/\ a2 + a3 /\ a4 + ... a2p-i /\ a2p· Une telle écriture de 
u est dite réduite. 

2) l'entier p est caractérisé par la propriété d'être le plus grand 
entier tel que la puissance extérieure p-ème de u : uP soit non nulle ; 
2p est le rang de u. 

3) uP est un 2p-vecteur décomposable et ai, a2, ... a2p forment 
une base du sous-espace F de E, de dimension 2p, associé à uP. 

Preuve : dans une base quelconque e de E, u est une combinai
son linéaire des { ei /\ ej; i < j} qui forment la base associée /\ 2 e 

de /\ 2E. En renumérotant les vecteurs de e, on peut supposer que 
le coefficient de ei /\ e2 dans l'expression de u est non nul, et en 
remplaçant éventuellement ei par Àei, que ce coefficient est égal 
à 1. 

On peut alors écrire u : 

u = ei /\ e2 + ei /\ ( L: ajej) + e2 /\ ( L: f3kek) + L: Àpqep /\ eq 
j> 3 k> 3 p,q> 3 

= (ei - L: f3kek) /\ (e2 + L: Ctjej) + L: µpqep /\ eq. 
k>3 j>3 p,q>3 
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Les vecteurs {ai= ei - I: f3kek; a2 = e2+ I: C<jej; e3 ... en} 
k> 3 j> 3 

forment une base de e, et u =ai/\ a2 + I: µpqep /\ eq. 
p,q> 3 

Si l'un au moins des coefficients µp,q n'est pas nul, le bivecteur 
non nul ui = I: µpqep /\ eq appartient à la sous-algèbre /\Ei de 

p,q> 3 
/\E engendrée par le sous-espace Ei de base (e3, e4, ... en), et on 
peut lui appliquer le même traitement qu'à u. En poursuivant ainsi, 
on obtient finalement une base de E: {ai, a2, ... a2p, e2p+1' ... en} 
dans laquelle u s'écrit : 

u =ai/\ a2 + a3 /\ a4 + ... a2p-i /\ a2p· 

Puisque les éléments de degré pair de /\E commutent et que 
le carré d'un multivecteur décomposable est nul, le calcul de la 
puissance extérieure p-ème de u donne : uP = pl ai /\ a2 /\ a3 /\ 
... a2p-i /\ a2p qui est non nul. On a alors uP+i = 0 et l'affirmation 
3) de la proposition résulte de la proposition IVA. 

Définition N.12.A. 

Soit E un espace vectoriel de dimension paire n = 2r. On 
appelle pfaffien d'un bivecteur u de E relativement à une base e, le 
scalaire Pfe(u) défini par l'égalité: 

Ur= r!Pfe(u)ei /\ e2 /\ · · · e2r 

P f e ( u) est non nul si et seulement si u est de rang maximum n = 
2r. Dans ce cas, en écrivant u : u = ai /\ a2 + a3 /\ a4 + ... a2r- i /\ a2r 
où (ai, a2, ... a2r) forment une base de E, on peut définir P f e ( u) 
par: 

ai /\ a2 /\ ... /\ a2r = P f e ( u) · e i /\ e2 /\ ... e2r 

On a: Pfe(u) = déte(ai,a2, ... a2r) qui vérifie la condition ci
dessus. 

Calèulons P f e ( u) en fonction des composantes Uij de u dans la 
base e. On a: 

u = I: Uijei /\ ej 
i<j 

d'où Ur = L Uiij1 Ui2j2 ... Uirirei1 /\ eji /\ ... eir /\ ejr. 
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Seuls sont non nuls dans la somme du second membre les 
termes pour lesquels l'ensemble des paires d'indices ordonnés ( ik < 
jk) qui y figurent forment une permutation de (1, 2, ... 2r). Soit 
Ç,P l'ensemble dont les éléments sont les ensembles P de r paires 
d'indices ordonnés ( i < j) dont la réunion est une permutation de 
(1, 2, ... 2r). Si l'on range les paires (i < j) appartenant à un même 
Pen une suite, on obtient une permutation de (1, 2, ... 2r) dont la 
signature, que l'on peut noter é(P), ne dépend pas de l'ordre que 
l'on a choisi pour les paires ( i < j) dans la suite. En rétablissant 
l'ordre naturel des vecteurs de la base e dans l'expression de ur, on 
obtient: 

où P est la suite des paires ( i di, ... ir jr). 
Cette expression ressemble à celle d'un déterminant, mais c'est 

en fait une sorte de «semi-déterminant». 
Par un changement de bases, e' = eS, le pfaffien se transforme 

ainsi: 

-1 
P fe1(u) = déte1(a1, a2, ... a2r) = dét S · déte(a1, ... a2r) 

-1 
= détS · Pfe(u) 

Sig est un automorphisme de E: P fe(7\2g · u) = détg · P fe(u). 
Examinons maintenant le point de vue dual. Soient E un espace 
vectoriel de dimension n et b une forme bilinéaire antisymétrique 
sur E. Si b -=f. 0, il existe x, y E E tels que b(x, y) =a -=f. O. Soit P1 le 

. X 
plan qu'ils engendrent: ai= - et a2 =y en forment une base telle 

a 
que b(ai, a2) = 1 et E est somme directe orthogonale (relativement 
à b!) de P1 et du sous-espace Ei = Pr. Par récurrence on construit 
ainsi une suite d'un nombre pair 2p de vecteurs que l'on complète 
en une base a = (a 1, a2, ... an) de E. 

Désignons par ( a1, a 2, ... an) la base de E* duale de la base 
a. Dans cette base, l'élément b de @2E* représentant b s'écrit donc 
sous la forme réduite : 

b = a 1 ® a 2 - a 2 ® a 1 + a 3 ® a 4 - a 4 ® a 3 

+ ... a2p-1 ® a2P _ a2p ® a2p-1 
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2p est le rang de b comm.! de b. 
Mais b, étant alternée, b est en fait une forme linéaire sur le 

quotient /\2E de @2E et s'identifie au hi-covecteur /3 de (/\2E)* = 
/\ 2E* écrit sous forme réduite : /3 = a 1 /\ a 2 + a3 /\ a 4 + ... a2p- l /\ 
a2P. -

Dans une base quelconque e de E, b s'écrit : 

b = :L bije*i ® e*j avec bij = -bij et /3 = :L bije*i /\ e*j. 
( i,j) ( i<j) 

Définition IY.12.B. 

Soient E un espace vectoriel de dimension paire n = 2r, 
b une forme bilinéaire alternée sur E représentée par l'élément 
b = :L bije*i ® e*j de @2E* dans une base e de E. Le Pfaffien 

i 
P f e ( b) de b relativement à la base e est par définition le pfaffien du 
hi-covecteur /3 = :L bije*i /\ e*j associé à b, relativement à e. On 

i<j 
l'appelle aussi pfaffien de la matrice antisymétrique B = lbij 1 des 
composantes bij = b(ei>ej) de b danse· Pfe(b) n'est différent de 
zéro que si le rang de b est n = 2r. 

Le calcul précédent donne, avec les notations définies ci-dessus : 

En supposant le rang de b égal à n = 2r, reprenons les écritures 
réduites de b et de /3 : 

b =a1 ® a 2 - a 2 ® a 1 + a 3 ® a4 - a 4 ® a 3 

+ ... a2r-l ® a2r - a2r ® a2r-l 

/3 =al/\ a2 + a3 /\ a4 + ... a2r-l /\ a2r 

avec al /\ a2 /\ ... a2r = P f e (/3)e*l /\ e*2 /\ ... e*2r. 
Mais on a vu au paragraphe précédent IY.11 que la puissance 

extérieure (2r)-ème de b s'écrit comme élément de (/\2rE*) ® 
(/\2rE*) : (7\2rb = (al/\ a2 /\ ... a2r) 0 ( a2 /\(-al)/\ a4 /\ (-a3) /\ 
... a2r /\ ( a2r- l) soit, puisque a2k /\ ( -a2k-l) = a2k-l /\ a2k : 

(7\2rb) =(al /\a2 /\ ... a2r)®(al /\a2 ... a2r) = p fe(b)2(e*l /\e*2 /\ 
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... e*2r) ® ( e*1 A e*2 A e*2r) = déte be*1 A ... e*2r ® e*1 A ... e*2r. 
D'où le 

Théorème IV.12. Si B est une matrice antisymétrique d'ordre 
pair, son déterminant est le carré de son pfaffien : 

dét B = P f (B)2 J. 

Exemples: dét 1 ~a ~ 1 = a2 

0 a b c 

dét 
-a 0 d e 

= (af - be+ cd) 2 . 
-b -d 0 f 
-c -e -f 0 

IV.13- Dérivations des algèbres tensorielles, extérieures et symé
triques. Invariants. Cohomologie des algèbres de Lie 

Nous allons d'abord expliciter la forme la plus générale de la 
notion de dérivation. 

Nous n'aurons pas à l'utiliser dans toute sa généralité, mais 
elle servira de modèle pour la suite. On considère pour cela deux 
algèbres quelconques A et B (pas nécessairement associatives) sur 
le même corps K, deux homomorphismes cp et 'ljJ de A dans B, et 
un espace K-vectoriel M sur lequel B opère à gauche et à droite 
(bimodule). Dans cette situation une dérivation D de A dans M 
associée au couple ( cp, 'ljJ) est une application linéaire de A dans M 
liée aux structures multiplicatives par la relation : 

D(xy) = cp(x) ·Dy+ Dx · 'l/;(y). 

Exemples: 

1) Si A et B possèdent des unités et si cp et 'ljJ sont des 
homomorphismes d'algèbres unitaires, D(l.1) =Dl= 2Dl =O. 

2) Le cas le plus simple est celui où M = B = A, cp = 'ljJ = 
identité de A : une dérivation « ordinaire » de A est ainsi une 
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application linéaire de A dans elle-même telle que : 

D(ab) =a· Db +Da· b 

Si A est associative, à tout élément a de A correspond une 
dérivation dite intérieure, notée ada, par: ada(x) = ax - xa = 
[a, x] (crochet de a et de x). 

En effet : [a, xy] = axy - xya = (ax - xa)y + x(ay - ya). 
Observons que si D et D' sont deux dérivations de A, l'application 
composée D'D n'est plus une dérivation. Par contre le crochet 
[D',D] = D'D - DD' en est une, et cette loi de composition sur 
l'espace vectoriel '.D (A) des dérivations de A en fait une algèbre de 
Lie (cf III. Définition 111.11.B). 

Les dérivations intérieures sont stables par le crochet avec D, 
\ID E '.D (A) · [D, ad a] =ad Da. Elles forment un idéal de l'algèbre 
de Lie '.D (A). 

3) Une famille importante de dérivations s'obtient en prenant 
B = A, 'ljJ = identité de A, <.p = automorphisme a de A. L'identité 
de dérivation s'écrit alors : 

D(xy) = Dx ·y+ a(x) ·Dy. 

Le cas particulier suivant, où B = M = A est une algèbre 
associative graduée permettra de cataloguer toutes les dérivations 
usuelles des algèbres extérieures : 

Définition IV.13 

Soient A une algèbre associative graduée par les entiers positifs, 
J l'automorphisme involutif principal qui consiste à multiplier les 
éléments homogènes de degré p par (-l)P. Une J-dérivation de 
A de degré r est une dérivation homogène de degré r associée à 
la puissance r-ème de J : si x est homogène de degré p, Dx est 
homogène de degré p + r, et quels que soient x, y E A, on a : 

D(xy) =Dx·y+Yx·Dy. 

Six est homogène, cette égalité s'écrit: 

D(xy) = Dx ·y+ (-lt degxx ·Dy. 

Si r est pair, une J-dérivation est donc tout simplement une 
dérivation homogène. Si r est impair une J-dérivation est parfois 
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appelée une antidérivation, et l'on a alors pour x homogène : 

D(xy) = Dx ·y+ (-l)degxx ·Dy. 

L'intérêt d'avoir une seule notion, de J-dérivation, rassemblant 
dérivations et antidérivations homogènes est la propriété suivante : 
si D et D' sont deux J-dérivations de degrés r et r1, le «crochet 

gradué» de D et D': DD' - (-ltr'D'D est une J-dérivation de 
degré (r + r'). 

4) Si B = A et si M est un A-bimodule, tout élément m de 
M détermine une dérivation Dm, dite intérieure, de A dans M, 
par: Dm(x) = xm - mx. On a bien: Dm(xy) = xym - mxy = 
x(ym- my) + (xm - mx)y. 

5) Si M'est un autre A-bimodule et si f est un morphisme de 
M dans M', c'est-à-dire une application linéaire telle que, quels que 
soient a, b E A, f (a· m · b) = a· f ( m) · b, alors pour toute dérivation 
D de A dans M, JD est une dérivation de A dans M' : 

(JD) (ab) = f (a · Db + Da · b) = a · fDd + fDa · b. 

Si p est un homomorphisme d'une algèbre A' dans A, l'appli
cation composée de p et d'une dérivation D de A dans M est une 
dérivation de A' dans M, associée au couple ('Pop, 'ljJ op). En effet, 
si a, b E A': 

Dp(ab) = D{(pa)(pb)} = 1.p(pa)D(pb) + D(pa)'ljJ(pb). 

Les dérivations peuvent donc se composer avec les morphismes. 

6) Supposons maintenant l'algèbre A associative avec unité. La 
multiplication de A : A x A ---+ A étant bilinéaire détermine une 
application linéaireµ : A® A ---+ A avec µ(x ®y) = xy. Maisµ 
est un morphisme de bimodules : µ(a· x ®y· b) = µ(ax ® yb) = 
a(xy)b = aµ(x ® y)b et son noyau N est donc un sous-bimodule de 
A®A. 

L'application Do de A dans N : 

x E A ---+ D0A = x ® 1 - 1 ® x 

est alors une dérivation puisque : 

Do(xy) = xy ® 1- 1 ® xy = x ·(y® 1 - 1 ®y)+ (x ® 1 - ®x)y 
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Do est une dérivation universelle pour les dérivations de A dans 
les A-bimodules : si D est une telle dérivation de A dans M, la 
restriction à N de l'application f de A ® A dans M définie par 
f(x ®y)= Dx ·y est un morphisme de bimodules et D = f ·Do. 

Lorsque les algèbres A et B sont associatives une récurrence 
immédiate donne la dérivée du produit de m éléments de A : 

m 
D(x1x2 ... Xm) = L cp(x1x2 ... Xr-1)Dxr · ~(xr+l ... Xm)· 

r=l 

D'autre part, le problème de l'existence et de la construction des 
dérivations est simplifié par l'observation suivante. 

Les matrices triangulaires : 

forment une algèbre associative M, avec unité si B possède une 
unité. En effet, on a : 

tandis que l'associativité résulte de l'égalité : 

bibim" + (b1m' + mb2)b~ = bi(bim" + m'b~) + mb2b~. 
Dès lors, il y a identité entre dérivations D dans M associées à 

( <p, ~) et homomorphismes :5 de A dans M associés à ( <p, ~). Si 

- l <px Dx 1 Dx = 0 ~x . 

D est linéaire, et c'est un homomorphisme si et seulement si: 

D(x ) = l cp(xy) D(xy) 1 = Dx. :5 = l <px Dx l · l 'PY Dy 1 

y Û ~(xy) y Û ~X Û ~y 

soit si et seulement si D(xy) =<px· Dy+ Dx ·~y, soit, si D est une 
dérivation de A dans M associée à (cp, ~). 

Supposons maintenant que A soit l'algèbre tensorielle ®E sur 
l'espace vectoriel E. La propriété universelle de ®E affirme que 
toute application linéaire de E dans une algèbre associative avec 
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unité se prolonge de façon unique à 0E en un homomorphisme 
d'algèbres unitaires, tout automorphisme de 0E s'obtenant de cette 
façon. 

Il n'y a donc aucune contrainte aux dérivations de 0E qui sont 
obtenues par prolongement d'une application linéaire arbitraire de 
E. En particulier tout opérateur linéaire u de E détermine une 
dérivation Du de degré zéro des algèbres 0E et T(E). 

Nous allons utiliser cette propriété pour construire les dériva
tions des algèbres quotients de 0E : /\E et VE, à l'aide de la re
marque faite à l'exemple n° 5) ci-dessus. 

Soient A une algèbre quotient de l'algèbre tensorielle 0E par un 
idéal bilatère N, et Dune dérivation de A dans elle-même associée 
à un couple d'automorphismes ( c.p, 7j;) de A. La compo~ée de D et de 
la projection: t ---t t de 0E sur A est une dérivation D de 0E dans 
A nulle sur N, et D(t 0 u) = c.p(t) ·Du+ Dt· 'lj;(u). 

Réciproquement, pour construire les dérivations de A, il suffit 
de trouver celles des dérivations de 0E dans A qui s'annulent sur 
N. 

1) Dérivations de l'algèbre symétrique sur E : VE = 0E/M. 

Pour qu'une dérivation D de 0E dans VE s'annule sur l'idéal 
M il est nécessaire qu'elle s'annule sur les générateurs de M : 
{x 0 y - y 0 x; Vx,y E E}. Or, puisque VE est commutative 
D(x 0 y-y 0 x) = {c.p(x) -7/;(x)}Dy + {'lj;(y) - c.p(y}Dx. 

Il suffit donc que 7j; = c.p ; et on vérifie alors immédiatement, 
vue la commutativité de VE, que D est nulle sur tous les éléments 
{ t 0 ( x 0 y - y 0 x) 0 u} générateurs linéaires de M. En particulier, 
pour c.p = 7j; = identité de VE, on obtient le : 

Théorème IV.13.A. Une application linéaire quelconque D de 
l'espace vectoriel E dans son algèbre symétrique se prolonge de 
façon unique en une dérivation ordinaire de VE en elle-même. 

Si { ei; i E E} est une base de E, VE s'identifie à l'algèbre 
des polynômes en les ei : combinaisons linéaires finies de monômes 
er1 ,i1 er2 ,i2 ... erk,ik· Une application linéaire de E dans VE est 
entièrement déterminée par ses valeurs, qui peuvent être arbi
traires, sur les vecteurs de base ei· 

La dérivation Di de VE obtenue par prolongement de l'applica
tion linéaire de E dans VE: Diei = 1, Diej = 0 si j =f. i est appelée 
la dérivation partielle par rapport à ei. Si E est de dimension finie n 
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et si { e 1, e2, ... en} est une base de E, toute dérivation D de VE est 
une combinaison linéaire des dérivées partielles Di à coefficients ai 

n 
dans VE : D = Z::::: aiDi· 

i=l 

2) Dérivations de l'algèbre extérieure sur E : AE = ®E/L. 
Pour qu'une dérivation D de ®E dans AE s'annule sur l'idéal 
L, il est nécessaire qu'elle s'annule sur les générateurs de L : 
{x ®y+ y® x; 'ix,y E E} soit que l'on ait: <p(x) A Dy+ Dx A 
'lf;(y) + <p(y) A Dx +Dy A 'lf;(x) =O. 

Supposons l'application D de E dans AE homogène et de degré 
r soit: d0 Dx = d0 x + r = r + 1, 'ix E E. Supposons également que 
'ljJ soit l'identité de AE. L'égalité précédente devient alors : 

qui impose : <p( x) = ( -1 t x = JT ( x) où J est l'automorphisme 
principal de AE (voir définition IY.13 ci-dessus) : 

L'anticommutativité de AE montre alors que D est nulle sur 
tous les éléments homogènes {t ® (x ®y+ y® x) ® u} de L, 
générateurs linéaires de L. 

Nous avons donc démontré le: 

Théorème IV.13.B. Toute application linéaire homogène de degré 
r, D de l'espace vectoriel E dans son algèbre extérieure, donc de E 
dans Ar+lE se prolonge en une J-dérivation de degré r, de l'algèbre 
AE en elle-même suivant la définition IY.13. 

On a ainsi pour deux éléments quelconques de AE: D(t Au)= 
Dt A u + Jr ( t) A Du. 

Les deux cas particuliers : r = -1, où l'application D de E dans 
A 0 E = K · 1 est une forme linéaire a sur E, et r = 0, où l'application 
D de E dans A 1 = E = E est un opérateur linéaire de a de E, sont 
les plus importants dans les applications. 

Dans le premier cas, notons i(a) la dérivation prolongeant a. 
Sur un p-vecteur décomposable, on a : 

et i(a) est le produit intérieur par a : La, comme on l'a vu au 
§ IY.10. On a i(a)2 = 0 puisque (L a)2 =O. 
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Mais on peut également observer que le crochet gradué: DD' -
(-lfr1D'D de deux J-dérivations de degrés r et r' étant une J-

1 
dérivation de degré r + r', i(a)2 = 2(i(a)i(a) - (-l)i(a)i(a)) est 

une dérivation de degré (-2) donc nulle sur E, donc identiquement 
nulle. 

De la même façon, chaque vecteur x de E étant une forme 
linéaire sur E* définit une application i(x) : E* __, K par i(x)a = 
(x, a) et se prolonge en une dérivation de degré (-1) de l'algèbre 
/\E*. On a pour une p-forme décomposable : 

Il faut bien prendre garde qu'avec les conventions choisies à la 
définition IY.10.A (voir le cas particulier 1 qui suit cette définition) 
on a sur f\PE* : i(x) = (-l)P-1x J. 

L'opérateur i(x) prend une forme simple si l'on interprète lap
forme f = a1 /\ a2 /\ ... ap comme une fonction p-linéaire alternée 
sur E. En effet, si dans l'expression du crochet de dualité : 

on développe le déterminant par rapport à la première colonne (x1), 
on obtient: 

ce qui, comparé à la définition précédente, montre que : 

L'égalité précédente s'écrit aussi : 

(a1/\a2/\ ... ap; x1/\x2/\ ... xp) = (i(x1)a1/\a2 ... ap; x2/\ ... xp) 

et rappelle que i(x1) est le transposé dans /\E* de l'opérateur µ(x1) 
de multiplication à gauche par x1 dans /\E : 

i(x) =t µ(x) 



Tenseurs et spineurs 179 

Dans le second cas, la J-dérivation Da de /\E, de degré zéro, 
associée à l'opérateur linéaire a de E est une dérivation ordinaire 
de l'algèbre /\E. Sur un p-vecteur décomposable : 

p 
Da(x1 /\ x2 /\ ... Xp) = L x1 /\ ... Xi-1 /\ axi /\ Xi+l ... Xp· 

i=l 

C'est l'extension de Lie de l'opérateur a à f\PE (cf§ 111.14). 
Si E est de dimension finie n, la restriction de Da à /\nE est 

l'homothétie ayant pour rapport la trace de a : 

(Da ( ei /\ ... en); e*1 /\ ... e*n) 
n 

= ( L ei /\ ... aei /\ ... en; e*1 /\ ... e*n) 
i=l 
n . . 

= L: (aei,e*2 ) = L:a~ =Tra. 
i=l 

Si a, b E ~(E), le crochet [Da, Db] = DaDb - DbDa est une 
dérivation de degré zéro de /\E, déterminée par sa restriction à E 
qui est l'opérateur linéaire [a, b] =ab - ba. On a donc : [Da, Db] = 
D[a,b]· L'application qui à chaque a E ~(E) fait correspondre 
Da E ~(/\E) est donc une représentation de l'algèbre de Lie gl(E) 
des opérateurs linéaires de E dans l'espace vectoriel /\E et plus 
précisément dans chaque sous-espace homogène f\PE (cf § IY.3). 
En utilisant des opérateurs diagonaux dans une base de E, on 
prouve aisément que les représentations de gl(E) dans les f\PE 
sont irréductibles. 

Application : Invariants des algèbres de Lie 

Nous allons examiner très rapidement les algèbres extérieures 
/\g et /\g* associées à une algèbre de Lie g, en raison de leur rôle 
important en algèbre, en géométrie et en physique. Soit V un g
module : espace vectoriel sur le corps K de g muni d'une représen
tation p : g --t ~(V). Nous supposerons g et V de dimension finie. 
L'espace vectoriel CP(g; V) = ~(f\Pg; V) des applications linéaires 
de f\P g dans V est appelé l'espace des cochaînes de degré p de g à va
leurs dans V. On peut aussi le définir comme l'espace vectoriel des 
applications p-linéaires alternées de g dans V ·CP(g; V) = V@f\Pg*. 

En particulier, si V = K et p = 0, CP (g; K) = f\P g *. En 
définissant C 0 (g; V) = V, la somme directe EBCP(g; V) = C(g; V) 
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est l'espace vectoriel gradué des cochaînes de g à valeurs dans V. /\g* 
possède en plus une multiplication : c'est une algèbre associative 
unitaire. 

La représentation p de g dans V et l'extension de la représen
tation adjointe de g dans f\Pg (ou dans f\Pg*) déterminent une 
représentation (} de g dans ~(f\Pg; V) = V® f\Pg*. Si a E g et 
f E CP(g; V), O(a) est l'opérateur de degré zéro : 

(O(a)f)(x1, x2, ... xp) 
p 

= p(a) · J(xi, x2, ... xp) - 2:: f(xi, ... Ja, Xj J, ... xp) 
j=l 

g opère également dans C(g; V) par les opérateurs i(a) définis ci
dessus, de degré (-1) (donc nuls pour p = 0): 

(i(a)f)(x1, x2, ... Xp-l) = f(a, xi, x2, ... Xp-l)· 

Sur C(g; V), on définit un opérateur homogène de degré ( +1), 
noté d, directement inspiré de l'expression, en fonction du crochet 
des champs de vecteurs, de la différentielle extérieure, qui sera vue 
au paragraphe suivant (cf Théorème N.14.A). d est appelé pour cela 
différentielle. Si f E CP(g; V). 

(df(x1, x2, ... Xp-1) = 2::(-l)i-l p(xi) · f(xi, ... Xi, ... Xp+i) 

+ 2:: (-l)i+j J(Jxi, XjJ, xi, ... Xi, ... Xj, Xp+l 
i<j 

La différentielle est liée aux opérateurs O(a), i(a) par un certain 
nombre de relations dont la démonstration (par récurrence sur le 
degré par exemple) est aisée : 

{ 
O(x) = [i(x), d] = i(x)d + di(x) 
i([x; y])= O(x)i(y) - i(y)O(x) 
dO(x) = O(x)d 

Montrons par récurrence que d est de carré nul. Tout d'abord, 
pour f E C 0 (g; V) = V, ddf(x, y) = p(x)df(y) - p(y)df(x) -
df([x, y])= p(x)p(y)f - p(y)p(x)f - p([x, y]f =O. 

Supposons maintenant prouvé ddf = 0 pour tout f E CP-l (g; V), 
et soit f E CP(g; V). i(x) commute avec dd en vertu des relations 
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précédentes: i(x)ddf = ddi(x)f, qui est nul d'après l'hypothèse de 
récurrence, et i(x)ddf = 0 quel que soit x entraîne ddf = 0, c.q.f.d. 

Les éléments de l'image de d sont appelés cobords. Les éléments 
du noyau de d sont appelés cocycles. Si ZP est le sous-espace de 
CP que forment les cocycles de degré p, il contient dcP- 1, puisque 
dd =O. Le quotient HP(g; V) = ZP /dCP-l est l'espace vectoriel de 
cohomologie de degré p de g à coefficients dans V. 

On a O(x)du = dO(x)u : le sous-espace des cobords est stable 
par la représentation e de g. Mais si dz = 0, on a O(x )z = di(x )z: le 
sous-espace des cocycles est appliqué dans celui des cobords par e. 
Dans les quotients HP, la représentation quotient ë de g est nulle : 
les HP(g; V) sont des invariants naturels. 

Considérons plus particulièrement le cas ou V = K et C(g; K) = 
/\g*. On peut alors écrire la différentielle : 

Si l'on prend une base (el, ... en) de l'espace vectoriel g et la 
base duale (e*1, ... em) de g*, Xi= L:(e*k, Xi)ek. 

df (xi, x2, ... Xp+i) 

= ~ I::(-l)i-l(e*k, xi)(O(ek)f)(xi, ... Xi, ... Xp+i)· 
i;k 

Or, le produit extérieur d'une forme linéaire a et d'une p-forme 
g: a/\ g = µ(a)g s'écrit: 

(a/\ g)(yi, Y2, ... Yp+l) = 2:::(-l)i(a, Yi)g(y1, ... Yi, ... Yp+1). 

On en déduit une expression de d en fonction des dérivations 
O(x) et des multiplications extérieures µ(x) : 

df(xi, x2, ... Xp+i) = ~(I:: µ(e*k)e(ek)f)(x1x2, ... Xp+1) 

1 
d = 2 I:: µ( e*k)e( ek) 
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Cette expression de d permet de démontrer immédiatement les 
propriétés suivantes : 

a) d est une dérivation de degré +1 de l'algèbre /\g*. Si u et v 
sont homogènes : 

d(u /\ v) = ~ L e*k /\ (e(ek)u) /\V+ u /\ e(ek)v) 

1 
= 2{2=(e*k /\ B(ek)u) /\V+ (-l)deguu /\ l:(e*k /\ e(ek)v)} 

=du/\ v + (-l)deg uu /\ dv. 

Il en résulte que le produit de deux cocycles est un cocycle, le 
produit d'un cocycle par un cobord est un cobord. 

La multiplication des cocycles passe au quotient et fait de 
l'espace vectoriel de cohomologie H* (g; K) une algèbre associative 
unitaire anticommutative. 

b) les invariants de /\g* sont des cocycles : si e(x)f = 0 quel 
que soit x E g, df =O. 

Lorsque l'algèbre de Lie g est semi-simple, on démontre que 
toute représentation de dimension finie de g est semi-simple. 

Cette propriété entraîne que pour chaque p, le g-module des 
cocycles ZP est somme directe du sous-module des bords dcP- 1 et 
d'un sous-espace IP : ZP = dCP- l EB IP. 

Puisque B(x)zP c dCP- 1, \lx E g, B(x)IP = 0, IP est un sous
espace d'invariants de f\P g *, évidemment isomorphe à HP (g) = 
ZP / dCP- l. Or, tout invariant de f\P g * est un cocycle, donc dans 
ZP. Nous allons prouver 1u'il est nécessairement dans IP. En effet, 
g étant semi-simple, c,P- est somme directe: CP-l = zP-1œBP-l 
de deux sous g-modules avec BP-l isomorphe, en tant que g
module, à dCP- l. 

Un invariant de dCP- l est l'image d'un invariant de BP- l, donc 
nul puisque tous les invariants de CP- l sont dans zp- l. Nous avons 
prouvé le 

Théorème IV.13.C. Si g est une algèbre de Lie semi-simple 
de dimension finie, l'algèbre unitaire des invariants de /\g* est 
isomorphe à l'algèbre de cohomologie de g : H*(g; K). 

La topologie algébrique et la géométrie différentielle (théorie 
des classes caractéristiques des espaces fibrés) ont mis en évidence 
une relation étroite entre les invariants antisymétriques de g dans 
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J\g *, et symétriques, dans V g *. Or la détermination directe de ces 
derniers est généralement facile. L'expression de cette relation uti
lise le produit tensoriel des algèbres extérieure et symétrique sur 
g*, soit W = J\g* ® Vg*. C'est une algèbre associative unitaire. 
Si l'on se réfère à la situation géométrique qui en est l'origine, 
J\g* représente les fibres (formes différentielles extérieures inva
riantes à gauche sur le groupe de Lie G) et Vg* la base, (formes 
différentielles extérieures de degré pair sur la base) des espaces 
fibrés différentiables G-principaux). On définit sur W les structures 
naturelles suivantes : 

1) une graduation : J\g * et V g * sont des algèbres graduées. Sur 
leur produit tensoriel, on choisit comme bidegré le couple (p, 2q) 
déterminé par le degré p sur J\g * ® 1 et le degré de 1 ®V g * multiplié 
par deux. Le degré total sur West m = p + 2q. West engendrée 
par son unité 1 = 1®1, par ses éléments de degré un : g* ® 1, et 
de degré deux: 1 ® g*. 

2) des dérivations de W dans elle-même. Leur construction et 
la démonstration de leur existence résultent du schéma indiqué au 
paragraphe précédent :_une J-dérivation D de A®B est équivalente 
à un homomorphisme D d'algèbres unitaires: 

D 1 Ju DU 1 , 1 A® B A® B 1 u --t 0 u de A ® B dans l'algebre 0 A ® B 

et de la propriété universelle du produit tensoriel A® B C§ III.13). 
Ces dérivations sont homogènes et sont entièrement déterminées 
par leur valeur sur les générateurs : 

- dérivations i(x), Vx E g, de degré (-1), nulles sur 1 ® Vg* : 

i(x) ·a®l = (i(x) ·a)®l = (x,a)®l; i(x)(l®a) =0, Va E g* 

- dérivations O(x), Vx E g, de degré zéro, extension des 
représentations naturelles (} de g dans J\g * ® 1 et 1 ® V g * : 

(} ( x) · a ® 1 = ( (} ( x) a) ® 1 et (} ( x) · ( 1 ® a) = 1 ® ( (} ( x) a), Va E g * 

3) une différentielle d de degré + 1, analogue à la différentielle 
définie plus haut sur l'algèbre J\g *, que des raisons géométriques 
conduisent à définir comme suit sur les générateurs de W : 
- d(a ® 1) =(da)® 1+1 ®a 
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- d(l ®a) déterminé par la condition i(x)d(l ®a)= 1 ® e(x)a ce 
qui s'explicite en prenant une base ej de g et la base duale (e*i) 
de g* par: 

d se prolonge en une dérivation de degré + 1 de W, et puisque les 
0 (X) sont des dérivations, de V g *, on vérifie immédiatement que 
quel que soit u E V g *, on a toujours : 

Les propriétés suivantes se vérifient sur les générateurs de W : 

dd = O; O(x) = i(x)d + di(x); dO(x) = O(x)d, \:fx E g. 

Une algèbre associative munie d'une différentielle d, dérivation 
de carré nul : dd = 0, est appelée une algèbre différentielle. 

Tout élément de W s'écrit Liuj ® 1 + Livk ® Sk avec d0 Sk > 0, 
W est ainsi la somme directe de la sous-algèbre Ag* ® 1 et de 
l'idéal bilatère S engendré par les éléments de degré > 0 de 1 ® g *. 
Le quotient W /S s'identifie à Ag* et on vérifie immédiatement 
que l'application II : W ---* Ag* = W /S commute avec tous les 
opérateurs : i, e, d. 

Soient la, ls, lw les algèbres unitaires que forment les inva
riants (annulés par tous les O(x), x E g) de Ag*, Vg* et W. On peut 
identifier la à la ® 1, 18 à 1 ® 18 en multipliant les degrés par 2, et 
considérer ainsi la et 18 comme des sous-algèbres de lw. L'expres
sion de la différentielle sur 1 ® V g * montre qu'un élément 1 ® a est 
un cocycle si et seulement si a est un invariant: 1®18 = Z(l®Vg*). 

Puisque dO(x) = O(x)d, \:fx E g, la,ls,lw sont des algèbres 
différentielles graduées. La propriété fondamentale des algèbres 
différentielles W ou de lw est que leur cohomologie est triviale : 
tout cocycle de W ou de l w, de degré > 0, est le cobord : z = dw 
d'un élément de cette algèbre défini à un cocycle près. 

Ce résultat se démontre par récurrence descendante sur le 
deuxième degré partiel. Si h est la dérivation de degré ( -1) de 
W, nulle sur Ag*® 1 qui prolonge l'application: h(l ®a)= a® 1 
de 1 ® g*, sur g* ® 1, dh + hd est une dérivation de degré zéro. Si 
u est homogène de degré m > 0, et si q est le maximum du second 
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degré partiel de ses termes non nuls, ce maximum est ::::; q - 1 dans 
1 

u - --( hd + dh). En itérant le procédé, on obtient :finalement 
m-q 

zéro, et si u est un cocycle, on l'égale ainsi à un cobord dw. 
Le passage des invariants symétriques de V g * identifiés, avec 

un degré doublé, à ceux de 1 ® V g * dans W, aux invariants 
antisymétriques se fait alors de la façon suivante : si z E 1 ® 18 , 

c'est que dz = 0, et z = dw où w E lw n'est défini qu'à un cocycle 
donc au cobord d'un invariant près : z = dw = d(w +da). Si 
II est la projection de W sur /\g*, II(w +da) = IIw + d(IIa). 
Mais IIa est un invariant de /\g*, donc un cocycle, et d(IIa) =O. 
On obtient ainsi une application canonique II de l'algèbre des 
invariants symétriques dans celle des invariants antisymétriques. 
En reprenant leurs graduations naturelles, on a : 

l p II l2p-1 1 s-""* a pour,p ~ . 

Soit P = lm II. On peut choisir une base de P formée d'éléments 
homogènes, de degré impairs et en prendre des images réciproques 
dans 18 • Soit T le sous-espace de 18 dont ils forment une base. 
On a alors le résultat remarquable suivant, dont la démonstration 
dépasse les limites de cet ouvrage : 

Théorème IV.14.D. Si g est semi-simple, la = /\P est l'algèbre 
extérieure de P, 18 = VT est l'algèbre des polynômes sur T. La 
dimension commune de P et de T est le rang de g. 

Exemples: 

1) L'algèbre de Lie il(n) du groupe unitaire U(n) est formée 
des matrices complexes n x n antihermitiennes. Si X E C(n) les 
coefficients du polynôme en t : dét( tln - X) = tn - c1 (X)tn-l + 
... ( -1) n Cn (X) avec Cn (X) = dét X sont les traces des représenta
tions dans les puissances extérieures de l'espace en de départ (Pro
position N.6). Si X est antihermitienne, les Cj (X) sont des fonctions 
polynômiales sur il(n) invariantes par la représentation adjointe 
du groupe U(n) donc aussi par il(n). Elles sont algébriquement 
indépendantes et engendrent l'algèbre des fonctions polynômiales 
sur il(n) invariantes par la représentation adjointe de il(n) et par 
celle de U(n)). 
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2) L'algèbre de Lie D (n) du groupe orthogonal O(n) est formée 
des matrices antisymétriques réelles n x n. De même que dans 1), 

si X E D ( n), les coefficients du polynôme en t : 

dét(tln - X)= tn + P1(X)tn-2 + ... 

sont, si n = 2r ou 2r + 1, r fonctions polynômiales sur D (n). Si 
n = 2r, Pr(X) = dét X est le carré du pfaffien P f (§ N.12) de X. 

Les r fonctions polynômiales : Pl, ... Pr si n = 2r + 1, 
PI, ... Pr-I, P f si n = 2r sont algébriquement indépendantes et 
engrendrent l'algèbre des fonctions polynômiales sur D (n) inva
riantes par la représentation adjointe. Elles sont invariantes par 
SO ( n). Le groupe 0 ( n) les laisse invariantes à l'exception de P f 
qui change de signe par les éléments de O(n)-. 

IV.14 - Champs de tenseurs, opérateurs différentiels et formes 
différentielles extérieures sur un espace vectoriel réel de 
dimension finie nu (sans métrique). Gradient, divergence 
et rotationnel 

Soit U un domaine d'un espace vectoriel réel E de dimension 
finie. Soit Fun espace vectoriel fixe, par exemple R, E lui-même ou 
plus généralement un espace de tenseurs sur E : ç;s,(v)E. 

Une fonction f sur U, à valeurs dans F, est ainsi appelée, 
suivant les cas, une fonction scalaire, un champ de vecteurs, un 
champ de tenseurs, etc .... sur U. Rappelons(§ 11.2) que f est dite 
différentiable en un point xo s'il existe une application linéaire D f 
de E dans F telle que : 

f(xo + h) - f(xo) = Dfx0 (h) + llhllg(xo; h) 

où g(xo; h) tend vers zéro avec h. 
Si (ei, e2, ... en) est une base de E, il en résulte que: 
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On peut ainsi écrire la différentielle Dfxo comme l'élément de 
l'espace E* ® F : 

Df - " *J Df ( ·) - " *J ( [) f ) xo - L.Je ® xo e1 - L.Je ® ~ . 
uxJ xo 

Il est ici d'usage d'identifier l'espace ~ (E; F) des applications 
linéaires de E dans F au produit tensoriel E* ® F, la valeur de la 
différentielle Dfxo pour un vecteur h s'obtenant par contraction à 
gauche de D f xo par h. Ainsi, le contracté ei · D f xo est la dérivée 

(;:i) xo. 
La contraction de D f xo et d'un vecteur X se note X · f et est 

appelé dérivée de f par rapport à X. Le vecteur X est considéré 
dans ce cas comme un opérateur de dérivation et le fait que cette 
dérivation ait lieu en un point xo particulier, conduit à attacher le 
vecteur X à ce point lorsqu'on lui attribue cette fonction et à lui 
donner le nom de vecteur tangent en xo (cf§ 11.2). 

Soient X, Y deux champs de vecteurs sur U, f une fonction sur 
U à valeurs dans F, X, Y et f étant supposés de classe '1:2. On a: 

X· (Y· J) = I;Xi~ (I:Yj of_) 
[)xJ axJ 

= I:XiaY~ of_ + I;xiyJ a~ f . 
oxi oxJ axJ [)xi 

· [)yJ · [)XJ 8 f 
d'où: X· (Y· J) - Y(X · J) = I;(I;(Xi __ - yi __ ))-. = Z · f. 

j i [)xi [)xi axJ 

L'opérateur f ---+ Z · f = X· (Y· J) - YY · (X· f) est donc, 
en chaque point de U, un vecteur tangent, et sur U un champ de 

. ( .[)yJ -axJ) 
vecteurs, de composantes ZJ = L xi~ - yi ~ . Ce champ 

i uxi uxi 

de vecteurs Z est égal à: Z = DY(X) - DX(Y). 

Définition N.14.A. 

Si X et Y sont deux champs de vecteurs de classe '1:r sur un 
domaine U de E, leur crochet noté [X, Y] est le champ de vecteurs 
de classe '1:r-1 : 

[X, Y]= DY(X) -DX(Y). 
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On vérifie aisément les propriétés suivantes du crochet : 

1) antisymétrique : [X, Y] = - [X, Y]. 

2) identité de Jacobi: [X, [Y, Z]] +[Y, [Z, X]]+ [Z, [X, Y]] =O. 

3) Si X · f = 0 et Y · f = 0, alors [X, Y] · f = O. 

4) Les champs de vecteurs-dérivations par rapport aux vecteurs 
d'une base « commutent » : 

[a~i' â~k] = O,Vj,k. 

Définition IV.14.B. 

Si X est un champ de vecteurs continûment différentiable dans 
un domaine U de E, l'opérateur Lx qui associe à chaque champ de 
vecteurs Y continûment différentiable sur U le crochet [X, Y] = 
Lx Y est appelé dérivée de Lie de Y par rapport à X. On verra 
au chapitre IX.§ 2, la signification géométrique et l'extension de 
l'opérateur Lx aux champs de tenseurs. 

Munis du crochet, les champs de classe <!'. 00 sur U forment ainsi 
une algèbre de Lie dont les translations à gauche Lx sont des 
dérivations: Lx· [Y, Z] = [Lx Y, Z] +[Y, LxZ] (identité de Jacobi). 

L'opérateur de différentiation s'écrit dans une base e : 

En mathématiques appliquées, on note V' l'opérateur de déri
vation ce qui se lit del, ou parfois « nabla » ! et on le considère 

. â â 
comme un «vecteur covanant » de composantes âxl , ... , âxn. Cela 

présente un avantage mnémotechnique dans l'énoncé de certaines 
formules. Son usage est d'ailleurs essentiellement limité à l'espace 
euclidient E3. 

Si Fest un champ de tenseurs d'ordre p, DF est un champ de 
tenseurs d'ordre (p + 1) une variance covariante étant ajoutée à 
celles de F. 



Tenseurs et spineurs 189 

Exemples: 

1) La différentielle d'une fonction à valeurs réelles f différen
tiable est un champ de covecteurs, le gradient de f : grad f = D f = 

2:= ::ke*k, qui s'écrit aussi \lf. 

2) Si v est un champ différentiable de vecteurs, v 2:= vj ej, 
la différentielle Dv est un champ de tenseurs mixtes (c'est-à-dire 
d'opérateurs linéaires) : 

dont les traces forment une fonction scalaire appelée divergence 

du champ v : div v = 2:= ââv~. L'opérateur \l permet d'écrire la 
xJ 

divergence comme un produit scalaire div v = \l · v. 

3) Si a est un champ différentiable de covecteurs a = 2:= aje*j 
la différentielle Da est un champ de formes bilinéaires : 

k âa âa· k . 
Da = 2:= e* ® - = 2:= --1 e* ® e*J 

âxk âxk 

dont l'antisymétrisé est appelé le rotationnel de a que l'on retrou
vera ci-dessous : 

( âak âa1·) · k k · rota= 2:= -. -- (e*l@e* -e* ®e*l). 
j<k âxJ âxk 

On a: rot gradf =O. 
On a déjà indiqué au § 11.2 la notation adoptée en géométrie 

différentielle pour désigner les formes linéaires coordonnées ( e*1, 

e*2 ... e*n) d'une base e de E : on les représente par ( dx1, dx2, ... 
dxn), différentielles des formes linéaires coordonnées ( x ---+ xj) 
auxquelles elles sont identiques. Avec cette notation, un champ 
de covecteurs prend alors la forme : a = 2:= ajdxj et le nom de 
forme différentielle. Plus généralement nous allons considérer des 
« formes différentielles extérieures » de tous les degrés p compris 
entre 0 (fonctions numériques) et n, dimension de E. Ce sont les 
expressions qui apparaissent dans les intégrales multiples : 

- curvilignes : J 2:= ajdxj, que l'on intègre sur un arc de courbe; 
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- de surface: J J 2::: aijdxidxj, que l'on intègre sur un morceau 
de surface etc ... Les règles du calcul intégral sont celles du calcul 
différentiel extérieur. Dans le plan IR2 par exemple, rapporté à 
des coordonnées ( x, y), un changement de variables conservant 
l'orientation: x = x(u, v), y= y(u, v) se traduit dans une intégrale 
double par: 

j j a(x,y)dxdy = j j a(x(u,v),y(u,v)~~:'.~~dudv 
ox 

De l'égalité : dx dy = dét ~~ 
oy 

ou du dv il résulte que 
oy 

ov ov 
dydx = -dxdy. Le produit des différentielles dxdy est bien un pro-
duit extérieur. Nous l'écrivons le plus souvent dx f\ dy pour éviter 
toute ambiguïté, mais l'usage en calcul intégral est de sous-entendre 
le signe f\ du produit extérieur. 

Définition N.14.C. 

Un champ de p-formes extérieures dans un domaine U de l'es
pace vectoriel réel E est appelé une p-forme différentielle extérieure 
sur U. Dans une base e de E, elle s'écrit: 

a(x) = 2::: aiiiz ... ip(x)dxi1 f\ dxi2 f\ ... dxiP. 
(i1 <iz< ... ip) 

D'après les propositions N.l.B. et IV.l.C. il correspond canoni
quement à une telle forme différentielle extérieure a un champ de 
tenseurs covariants antisymétriques a qui s'écrit dans la base e : 

I désignant une suite strictement croissante (1 :::;; ii < i2 < ... ip:::;; 
n) de p indices, et Ap l'opérateur d'antisymétrisation 2::: ê(o-) : 

uE6p 
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Si X 1, X2, ... Xp sont p vecteurs tangents au point x : 

a(x)(X1, X2, ... Xp) = (a(x); X1 /\ X2 /\ ... Xp) 

= I:a1(x)détlXk,il = a(x)(Xi,X2, .. . Xp) 

est le contracté de a(x), ou de a(x) et des p vecteurs. Si maintenant 
Xi, X2, ... Xp sont p champs de vecteurs sur U, la forme a leur fait 
correspondre la fonction numérique sur U qui à chaque x associe le 
scalaire a(x)(X1x, X2x, ... Xpx). a détermine ainsi une application 
a de X1 x X2 x Xp à valeurs dans les fonctions numériques sur U. 
Quelles sont les propriétés de cette application a? Supposons les 
champs de vecteurs et les formes r-fois continûment différentiables 
et soit 6u l'algèbre des fonctions numériques r fois continûment 
différentiables sur U. 

Si fi, h, ... fp E 6u, on a a(f1X1, ... fpXp) =fi ... fpa(X1, 
... Xp) a est donc 6u-p-linéaire alternée. Réciproquement, ce sera 
une conséquence du théorème très général de tensorialité (théorème 
IX.2) qu'une telle application a détermine une forme différentielle 
extérieure a. Cette identification, fort importante dans les applica
tions, permet donc d'écrire une forme différentielle extérieure sur 
U C E de deux manières : 

1) comme une fonction a sur U à valeurs dans f\PE* = 
~(f\PE;R) = Altp(E;R) (cf théorème IV.LA) 

2) comme une fonction a 6u-p-linéaire alternée des champs de 
vecteurs sur U. 

Si maintenant a est le champ de tenseurs covariants anti
symétriques correspondant à la p-forme différentielle extérieure a, 
sa différentielle Da est un champ de tenseurs (p+ 1)-fois covariants 
mais qui ne sont plus antisymétriques. On a en effet : 

" 8a1 *k ( I *) Da = L., axk e ® Ap ® e . 

Le procédé canonique pour rendre Da antisymétrique est l'an
tisymétrisation partielle Ai,p du premier facteur e*k avec les p au
tres : Ap+l = Ai,p o ~P (cf§ III.6 et 8). Le résultat est la différen-

tielle antisymétrisée Da : 
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La forme différentielle extérieure qui lui correspond canonique
ment est appelée la différentielle extérieure da de a : 

Si l'on considère a comme une fonction sur U à valeurs dans 
f\PE*, la différentielle ordinaire de cette fonction est : 

k aa 8a1 k 1 1 
Da = L dx 0 axk = L axk dx 0 dx = L da1 0 dx . 

La différentielle extérieure de la forme a en est l'antisymétrisée 
par l'antisymétrisation partielle A1,p dans le sens suivant : quels 
que soient les vecteurs Xo, Xi, ... Xp, on a : 

Si a est une forme monôme, par exemple a= adx1 /\ ... /\ dxP, 
l'égalité ci-dessus n'exprime rien d'autre que le développement du 
déterminant : (da/\ dx1 /\ ... /\ dxP)(Xo, X1, ... Xp) par rapport à 
la première ligne : 

La propriété remarquable est que l'expression de la différen
tielle extérieure reste la même quelle que soit la base de E, et, plus 
encore, quel que soit le choix de coordonnées « curvilignes » dans U, 
telles qu'elles seront définies au§ VII.9. On peut naturellement véri
fier cette propriété par un calcul direct, permettant de constater que 
l'antisymétrisation élimine les dérivées secondes d'un changement 
de coordonnées curvilignes. Mais on peut aussi remplacer le cal
cul par un raisonnement basé sur les propriétés de la différentielle 
extérieure d, que l'on peut démontrer en utilisant son expression 
dans un système de coordonnées particulières, soient : 

1) d est IR-linéaire : d(>..a + µ{3) = >..da+ µdf3 
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2) si f est une fonction scalaire différentiable, considérée comme 

une forme différentielle de degré zéro, df = D f = I:: 88 f. dxJ 
xJ 

3) si a et j3 sont des formes différentielles extérieures de 
degrés respectifs pet q, leur produit extérieur a f\ j3 est une forme 
différentielle de degré (p + q) et d( a f\ j3) = da f\ j3 + ( -1 )P f\ d/3. 

Par linéarité, il suffit de prouver cette égalité sur des formes 
monômes : a = adx1, j3 = bdxJ, d'où a f\ j3 = ab dx1 f\ dxJ. On a : 

d( a f\ /3) = I:: ( ::k b + a ::k ) dxk f\ dx1 f\ dxJ 

= ( I:: ::k dxk f\ dx1) f\ bdxJ + ( -1 )P adx1 f\ 

( âb k J) I:: âxk dx f\ dx c.q.f.d. 

4) d(da) = 0 (d2 = 0) pour a de classe (t2. 
Là encore il suffit de prouver cette égalité sur une forme 

monôme a = adx1. 

â2a 
d(da) = I:: I:: â kâ . dxj f\ dxk f\ dx1 

i k X xJ 

( â2a _ â2a ) j k I _ _ I:: 8 ka . a . 8 k dx f\ dx f\ dx - o. 
y<k x xJ xJ x 

Cette propriété a naturellement pour origine le fait que le carré 
de l'opérateur de différentiation: 

est symétrique et donne zéro par antisymétrisation. 
Si la démonstration de ces propriétés a fait intervenir un 

système de coordonnées particulier, les propriétés elles-mêmes 
sont indépendantes d'un tel choix et déterminent la différentielle 
extérieure complètement. Si une forme différentielle extérieure 
s'écrit: a= I:: a1( u)dui1 f\ dui2 f\ ... duiP où u 1, u2, ... un sont des 
fonctions différentiables de x 1 , x 2 , ... xn, les propriétés précédentes 

donnent immédiatement : da = I:: da1 ( u) f\ du1 = I:: 3âak duk f\ du1. 
I,k u 
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Théorème N.14.A. Si Xo, X 1, ... Xp sont (p + 1) champs de vec
teurs continûment différentiables, on peut exprimer la différentielle 
extérieure d'une p-forme a dans l'interprétation des formes différen
tielles comme fonctions multilinéaires alternées de champs de vec
teurs, à l'aide d'une somme de deux termes : 

p . ~ 

da(Xo, X1, ... Xp) = L (-l)2Xi · a(Xo, Xi, ... Xii ... Xp) 
i=O 

+ 2: (-1)i+ja([Xi,Xj], (Xo, ... xi, ... ,xj, .. . Xp) 
i<j 

En particulier pour p = 2 : 

1 da(X, Y)= X· a(Y) - Y· a(X) - a([X, Y]) 1, 

pour p = 3: 

da(X, Y, Z) = X · a(Y, Z) +Y · a(Z, X) + Z · a(X, Y) 
-a([X, Y], Z) - a([Y, Z], X) - a([Z, X], Y) 

Preuve : Calculons la différentielle de la fonction scalaire : 
x---+ f(x) = a(x)(X1(x),X2(x), ... Xp(x)) et prenons la valeur 
de cette différentielle pour le vecteur Xo ( x) 

Xo · f = Xo · a(Xi, X2, ... Xp) = Da(Xo; X1, ... Xp) 
+a(DX1(Xo), X2, ... Xp) + a(X1, DX2(Xo), ... Xp) 

+ ... a(Xi, ... DXp(Xo)) 

= Da(Xo;Xi, .. . Xp) + 2:(-l)ja(DXj(Xo),X1, ... Xj, .. . Xp) 

En écrivant de façon analogue la valeur de la différentielle de 
la fonction a(Xo, X1, ... Xi, ... Xp) pour Xi, on obtient en anti
symétrisant : 
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et puisque DXj(Xi) - DXi(Xj) = [Xi,Xj] en rasse:mblant les 
termes correspondant au même couple ( i, j) dans les deux dernières 
sommes, on obtient la formule annoncée. 

Exemple : le rotationnel d'un champ de covecteurs a = Eaje*j 
a été défini comme l'antisymétrisé de sa différentielle. En termes 
de formes différentielles, a est une 1-forme : a = Eajdxj et le 

rotationnel est la 2-forme da= E (~:; - :;~) dxj /\ dxk. 

Définition N.14.D. 

Une forme différentielle extérieure a dont la différentielle 
extérieure da est nulle est dite fermée. 

Une forme a qui est la différentielle d'une autre : a = db est 
souvent appelé un «bord» (terminologie un peu laxiste tenant de 
la topologie algébrique). 

Tout bord est naturellement fermé. Réciproquement. 

Théorème de Poincaré N.14.B. Si a est une forme différentielle 
extérieure fermée, de classe C!:.p, p ~ 2, sur un ouvert U de Rn 
difféomorphe à une boule, il existe sur U, une forme b, de classe 
C!:p-1 dont a est la différentielle extérieure. 

Preuve : elle est classique mais assez longue : on intègre sur les 
«rayons» issus d'un point de U. 

Plus brièvement, toute forme fermée est localement un bord. En 
particulier, si le rotationnel d'un champ de covecteurs a est nul, a 
est localement la différentielle d'une fonction scalaire. 

Nous reviendrons au chapitre V, sur les formes différentielles 
extérieures, cette fois en présente d'une métrique. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE N 

EX. N.1: 

Si l'espace vectoriel E est somme directe de deux sous-espaces F et H, 
montrer que l'on a un isomorphisme naturel de /\ mE sur la somme directe 
des (m + 1) espaces vectoriels : /\PF@ /\ m-pH où p = 0, 1, 2, ... m. 
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EX. IY.2: 

Le rang d'un bivecteur b est le plus petit entier r tel que b soit somme 
de r hi vecteurs décomposables : b = XI/\ YI+ . .. Xr /\ Yr· Montrer qu'alors les 
2r vecteurs XI, YI, ... Xr, Yr sont linéairement indépendants. Réciproque. 

EX. IV.3: 

Trouver un système d'équations entre les composantes bij(i < j) d'un 
bivecteur b exprimant la condition nécessaire et suffisante pour que b soit 
décomposable (de rang un). 

EX. IV.4: 

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Montrer qu'il n'existe 
pas d'isomorphisme canonique entre f\PE et f\n-pE (p =fan - p) c'est-à-dire 
d'isomorphisme cp tel que pour tout a E .C(E), on ait cp o fï..P a = 7\n-p a o cp. 

EX. IV.5: 

Déterminer les éléments inversibles de l'algèbre /\E. 

EX. IY.6: 

En utilisant le développement de Laplace montrer que si a E Z(E), on 

a : dét(fï..P a) · dét(/ï..n-p a) = (dét a/;). 

EX. IV.7: 

Soit u E /\E. Montrer que les covecteurs a E E* tels que uL a = 0 for
ment un sous-espace <T? de E* possédant la propriété suivante : l'orthogonal 
F de <T? dans E est le plus petit sous-espace de Etel que u E /\F. 

EX. IV.8: 

Montrer que l'intégrale curviligne suivante prise sur un chemin 
différentiable de R3 ne dépend que des extrêmités P et Q de ce chemin : 

lQ (x2 - yz)dx + (y2 - zx)dy + (z2 - xy)dz 
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EX. Iv.9: 

On a vu que tout élément de A n-l E (avec dim E = n) est décomposable. 
On peut se poser un problème analogue (locaÎ) pour une ( n - 1) forme 
différentielle extérieure. 

Dans R3, soit w = A dy A dz + Bdz A dx + Cdx A dy une 2-forme de classe 
11:2 définie dans un voisinage U d'un point Mo où A, B, C sont non nulles. 
Montrer qu'on peut trouver deux fonctions f, g au voisinage de xo telles 
que : df A w = 0 ; dg A w = 0 ; df A dg =/= 0 et qu'il existe alors une fonction h 
telle que w = h df A dg. Montrer que l'on peut avoir h = 1 si et seulement 
si dw =O. 

EX. IV.10: 

Déterminer une fonction f(y) telle que la 2-forme de R3 : w = x dy A 
dz - 2z f(y)dx A dy +y f(y)dz A dx soit telle que dw = dx A dy A dz. 





CHAPITRE V 

Les tenseurs restreints 

par un produit scalaire symétrique 

Tous les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont de 
dimension finie. 

Les espaces vectoriels rencontrés dans les applications sont 
généralement munis d'un produit scalaire naturel et par conséquent 
ont une « structure géométrique » : euclidienne, minkovskienne, 
symplectique, hermitienne, etc ... 

Un produit scalaire est un tenseur deux fois covariant, de rang 
maximum, qui prend le nom de tenseur fondamental ou de tenseur 
métrique. 

Un tel tenseur défi.nit un isomorphisme de l'espace sur son dual 
et permet ainsi de les identifier. On peut alors identifier tous les 
espaces tensoriels de même ordre : il n'y a plus qu'un seul type 
de tenseur d'ordre p dont on peut choisir les composantes avec 
la variance que l'on veut. Avec cette identification, les tenseurs 
prennent le nom de tenseurs restreints : euclidiens, minkovskiens, 
etc ... Leur groupe de structure est le groupe des opérateurs linéaires 
de l'espace qui laissent invariant le tenseur fondamental, donc 
les identifications. Ces groupes sont suivant les cas, le groupe 
orthogonal, de Lorentz, symplectique, unitaire, etc ... 

Dans ce chapitre, on suppose simplement l'existence d'un pro
duit scalaire bilinéaire symétrique. L'étude des tenseurs euclidiens 
pseudoeuclidiens et symplectiques fera l'objet des chapitres VII et 
VIII. 

V.l / 
V.2 / 
V.3 / 

Produit scalaire bilinéaire symétrique. Tenseurs restreints. 
Opérations tensorielles sur les tenseurs restreints. 
Pseudoscalaires et pseudotenseurs restreints. 
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V.4 Extension de la métrique aux espaces tensoriels et pseudotenso
riels. 

V.5 / Dualité dans l'algèbre extérieure d'un espace métrique (E;g). 
V.6 / Représentations du groupe SO(E; g) dans les puissances extérieu

res de E. 

V.1 - Produit scalaire bilinéaire symétrique. Tenseurs restreints 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et 
g une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur E, qui prend 
le nom de produit scalaire. Nous noterons q ( x) = g ( x, x), la forme 
quadratique associée. 

La notation simplifiée (x 1 y) pour désigner g(x, y) sera souvent 
utilisée. C'est le même isomorphisme p de E sur son dual E* qui 
sert d'application associée à droite comme à gauche de g : 

g(x, y)= (x 1 y)= (x, py) = (px, y). 

Rappelons que par les identifications de ~ (E, E*) = E* ® E* 
et Bil(E) = E* ® E*, p et g sont deux aspects d'un même tenseur 

de E* ® E* · p permet de définir le produit scalaire [/ sur E* 
-1 -1 -1 
g (a, (3) = g( P a, P (3) (cf. §11.10). Chaque vecteur x de E est 

identifié à la forme linéaire px= (xi, produit scalaire par x, chaque 
-1 

covecteur a E E* au vecteur P a qui représente a comme un 
-1 

produit scalaire: (a, y) = ( P a 1 y). 
L'isomorphisme linéaire p est aussi un isomorphisme pour la 

structure que définissent g sur E et rl sur E* puisque : 

-1 
g (px, py) = g(x, y). 

Soit a un opérateur linéaire quelconque de E. De : 

-1 
(ax 1 y) = (ax, py) = (x, tapy)) = (x 1 P tapy) 

-1 
il résulte qu'il lui correspond un opérateur linéaire a* = P tap, dit 
adjoint défini par la condition : 
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(ax 1 y) = (x 1 a*y), Vx, y E E. L'adjonction * est une 
antiinvolution de l'algèbre ~(E): a**= a et (ab)*= b*a*. 

Soit O(E; g) le groupe que forment les opérateurs linéaires de E 
qui conservent le produit scalaire, ou groupe orthogonal de (E; g) : 

a E O(E;g) {=? (ax 1 ay) = (x 1 a*ay) = (x 1 y), Vx,y E E 

* * -1 {=? a a = Id ou a = a 
-1 -1 

{=? p apa = 1 soit pa =t a p = a, p 

-1 
D'où, pour l'opérateur contragrédient de a: a= pa P 

Les opérateurs orthogonaux de (E; g) sont donc exactement 
les opérateurs dont l'image par p dans E* est leur contragrédient 

a= ta\ c'est-à-dire ceux dont le contragrédient laisse invariant le 

produit scalaire ---;/ sur E*. Il en résulte que p est aussi un isomor
phisme de 0 (E; g )-modules, le groupe 0 (E; g) opérant directement 
sur E, et par la représentation contragrédiente sur E*. 

Soient e = (ei, e2, ... , en) une base de E, e* sa duale. Le ten
seur métrique g s'écrit dans e : g = I: 9ije*i 0 e*j avec 9ij = 
g(ei,ej) = (ei 1 ej)· Un vecteur x de E a deux ensembles de com
posantes : les ordinaires xJ ou contravariantes, et ses composantes 
en tant que forme linéaire px = (x 1, ou covariantes, que l'on écrit 
avec des indices inférieurs; Xi, et qui sont obtenues par contraction 
des xJ avec le tenseur métrique : 

Xi= (px)i = (px;ei) = (x 1 ei) = (L:xjej 1 ei) = L9ijXJ. 

Le produit scalaire de x et de y: (x 1 y)= L9ijXiyj peut donc 

s'écrire (x 1 y) = I: XiYi = I: XjYj. La matrice de p relative aux 
-1 -1 

bases e, e* est celle de g soit l9ijl· La matrice de g est celle de P, 
matrice inverse de l9ij I · On la note lgij 1 avec des indices supérieurs. 
Les gij sont les composantes du tenseur deux fois contravariant 

rl = L ij ei 0 ej. Avec les identifications qui vont être faites 
ci-après, nous verrons qu'il ne s'agit pas là d'un tenseur distinct 
mais simplement de la forme deux fois contra variantes de g, les gij 
étant ainsi les composantes deux fois contravariantes du tenseur 
métrique. 
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Les xi s'obtiennent de façon symétrique à partir des Xi par 

contraction avec le tenseur r/. On a px = L:: Xie*i et x = 
-1 . . -1 . . .. 

L:: Xi P e*i d'où xJ = L:: xi( P e*\ e*J) = L:: xilJ. 
-1 

On voit apparaître dans ce calcul l'image réciproque f = P e* 
de la base duale. C'est une base de E dite base supplémentaire 
de e caractérisée par les équations : (ei 1 Ji) = 8i,i puisque 
(ei 1 Ji)= (ei, pfi) = (ei, e*i). . 

Les composantes covariantes du vecteur x dans la base e sont 
donc ses composantes relativement à la base supplémentaire f de 
e. La matrice G = l9ii 1 est la matrice de passage de f à e : e = JG. 

En effet, 9ii = (ei 1 ei) = (ei,Pei) d'où pei = L:e*i9ii et ei = 
-1 . . -1 -1 . 

L:: P e*i 9ii = L:: fi 9ii. Inversement f = e G, et g = L:: ei ® jJ. 
g étant symétrique, il existe toujours des bases e de E diagona

lisant g: 9ii = 0 V(i =f. j), ou bases orthogonales. 
Une telle base est caracté~sée par le fait que sa base supplémen

taire lui est «colinéaire» : r = giiei, Vi. 
Pour qu'il existe une base e pour laquelle il y ait identité 

entre composantes contravariantes et covariantes, il est nécessaire 
et suffisant que f = e, soit que la matrice G soit la matrice 
unité dans cette base : le produit scalaire est « de type euclidien » 
( x 1 y) = L:: xi yi et la base e est orthonormale. 

i 
Etant données deux espaces tensoriels sur E de même ordre 

mais de variances différentes : ®(u)E et ®(v)E avec lui = lvl 
= p, soient pour chaque rang k = 1, 2, ... ,p, Pk celle des trois 

-1 
applications : l'identité, p ou P qui applique (isomorphiquement) le 
k-ème facteur de ®(u)E sur le k-ème facteur de ®(u)E, et P(v)(u) le 

produit tensoriel de ces applications : Pl ® P2 ® ... Pp· Par exemple : 

E(u) = E ® E* ® E ----+ E(v) = E ® E ® E* 

-1 
P(v)(u) =Id® P ®p 

P(v)(u) permet d'identifier 0(u)E et 0(v)E exactement comme pet 

/} ont permis d'identifier E et E*. Si ® ( w) E est un troisième espace 
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tensoriel de même ordre, on a évidemment P(w)(v)oP(v)(u) = P(w)(u) 
-1 

tandis que P(u)(v) = P (v)(u)· 
Ces formules montrent que les isomorphismes P(v)(u) détermi

nent une relation d'équivalence dans la réunion des espaces tenso
riels sur Ede même ordre p. L'ensemble quotient, en bijection avec 
l'un quelconque des espaces tensoriels d'ordre p est un espace vecto
riel appelé espace des tenseurs restreints d'ordre p de (E; g ). Nous le 
noterons Tp(E). Un tenseur affine, élément de Q9(v)E avec lvl = p 
détermine un tenseur restreint t. Mais à un tenseur restreint t cor
respond 2P tenseurs affines, un pour chacune des variances d'ordre 
p, qui sont appelés les représentants de t dans les diverses variances. 
Dans une base quelconque e de E, il faut, pour déterminer le ten
seur restreint t, choisir une variance ( v), qui permet d'écrire les 
composantes de variance ( v) de t dans la base e. Si l'on connait les 
composantes de t d'une certaine variance ( v), on obtient ses compo
santes d'une autre variance ( w) en contractant avec g chaque indice 

qui de contravariant devient covariant, avec 91 chaque indice qui 
de covariant devient contravariant. 

Il en est ainsi, en effet, pour les tenseurs décomposables, puis-

que, si x E E, px = g · x et si a E E*, /} a = 91 ·a. Cette opération 
de changement de variance est souvent décrite comme descente ou 
montée des indices. 

Par exemple, les composantes de variance ( * * . ) : tfj d'un 
tenseur restreint t dont on connait les composantes de variance 
(. * *), sont : 

t k " kmtl ij = L.. 9il9 jm· 

Lorsque la base est orthogonale, le passage des composantes 
d'un tenseur d'une variance à une autre consiste en de simples 
multiplications par des scalaires. Par exemple : 

k kk i tij = 9ii9 tjk (pas de sommation!). 

Si le tenseur métrique est de type euclidien et la base e ortho
normale, et seulement dans ce cas les composantes dans e d'un ten
seur restreint t sont les mêmes quelle que soit la variance, puisque 

-1 
les matrices G et G sont les matrices unités. 
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Proposition V.1 

Le tenseur métrique g, son inverse!], les tenseurs I E E@E* et 
I* E E* @ E sont les quatre représentants de diverses variances du 
même tenseur restreint, usuellement appelé tenseur fondamental. 

Preuve : Les identifications P(v)(u) s'expriment par les équiva
lences: 

I = I:: ej @ e*j = I:: pej @ e*j = g = I:: 9ije*i @ e*j 

-1 . -1 = .I;ej@ P e*J = g = .I;gijei ® ej· 

Si X et Y sont les matrices colonnes des composantes de x et 
de y dans la base e : g(x, y) = I:: Xi9ijYj s'écrit matriciellement 
txGY. g est invariant par l'opérateur a, de matrice A dans e, si 
et seulement si txt AGAY= txGY quels que soient x et y, soient 
tAGA = G. 

Il en résulte (déta)2 = (dét A) 2 = 1, soit déta = ±1. 
Les opérateurs orthogonaux de déterminant + 1 forment un 

sous-groupe, dit spécial orthogonal: SO(E; g), de O(E; g). 

V.2 - Opérations tensorielles sur les tenseurs restreints 

1) Permutation des facteurs (ou des indices). Une remarque es
sentielle est que l'ordre de tous les indices des composantes d'un ten
seur restreint dans une variance donnée doit être rigoureusement 
préservé; contrairement au cas des tenseurs affines où l'on ne pou
vait passer d'une variance à une autre. Ainsi, par exemple, il faut 
noter a}, avec des indices décalés, les composantes d'un opérateur 

linéaire a= I:: a}ei@e*j, où a} = a(ej)i, celles de son transposé ta, 

qui composent la matrice transposée, étant notées aji = aij, soit: 

ta = I:: a/e*j @ ei. Les tenseurs restreints qu'ils définissent sont 
distincts. Leurs représentant deux fois covariants sont des formes 
bilinéaires transposées l'une de l'autre b et tb avec bkj = I:: 9ki ·a} 
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a = I: a}ei 0 e*i = I: a}pei 0 e*i = I: a}9ike*k 0 e*i = b 

ta= I':a/e*i 0 ei = I':a/e*i 0 pei = I':a/9ike*i 0 e*k = tb. 

Proposition V.2: 

Soit a un opérateur linéaire de E. Son transposé ta E ~(E*) et 
son adjoint a* sont deux représentants du même tenseur restreint, 
et azk = L gkj a)9il· 

-1 -1 
Preuve : On a : a* = P tap, double contracté g .ta· g de ta. 

Entre les matrices des composantes dans une base, A et A*, on a 
-1 

donc la relation A* = G t AG, ce que l'on peut calculer directement: 

(ax 1 y)= (I:a)xiei 1 y)= I':a)xiyj = I':a)xiyi 
. "k l 

= L ajgJ Xk9ilY 

(x 1 a*y) = (x 1 I: a*kzylek) = I: a*kzXkYl d'où la relation. 

Soient maintenant t E igi(v)E et t' = P(v)(u)t E igi(v)E des 
représentants d'un tenseur restreint r E Tp(E). Une permutation 
a E 6p de (1, 2, ... ,p) opère sur chacun des symboles de variances 
(u) et (v), qui deviennent (Œu) et (Œv) suivant le principe exposé 

-1 -1 -1 
au §111.3 (O" remplace les indices par (a (1), a (2), ... , a (p)), et 
sur les facteurs des produits tensoriels de la même façon. 

Les tenseurs at' et at sont donc reliés par : 
at' = P(av)(crn)at et sont ainsi les représentants d'un même tenseur 
restreint que l'on note O"r. 

Le groupe symétrique 6p et son algèbre K(6p) opèrent donc 
de façon naturelle dans l'espace vectoriel Tp(E). 

Le quotient de Tp(E) par le sous-espace d'antisymétrisation est 
la puissance extérieure t-PT1 (E) qui s'identifie à APE et à APE*, 
l'identification entre ces derniers résultant des isomorphismes 7\P p 

-1 
et 7\P P. 
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De même, le quotient de Tp(E) par le sous-espace de symétrisa
tion s'identifie à vPE et à VPE*, les puissances symétriques p-ème 

-1 -1 
de p et P : vP p et vP P identifiant ces deux espaces. 

2) Action du groupe orthogonal sur les tenseurs restreints. Un 
opérateur linéaire inversible a de E opère sur une puissance ten
sorielle ®(v)E par l'action de a sur les facteurs E et celle du 
contragrédient a sur les facteurs E*. On a vu que a est ortho
gonal si et seulement s'il commute avec p : pa = ap, soit aussi 

-1 -1 
a p = p a. Il en résulte que les opérations du groupe orthogonal 
O(E; g) commutent avec les isomorphismes P(v)(u) et définissent 
ainsi les opérations de O(E; g) sur les classes d'équivalence des ten
seurs d'un même ordre p par les P(v)(u)• c'est-à-dire sur l'espace vec
toriel des tenseurs restreints Tp(E). On peut aussi exprimer cette 
propriété en disant que puisque les représentations de O(E; g) dans 
E et dans E* sont isomorphes, toutes les représentations de O(E; g) 
dans les ®(v)E d'un même ordre [v[ = p sont isomorphes, d'où par 
passage au quotient, la représentation naturelle de O(E; g) dans 
Tp(E). 
O(E;g) est le groupe de structure des tenseurs restreints de (E;g). 

L'action de O(E;g) sur Tp(E) commute avec celle du groupe 
symétrique 6 p et de son algèbre K ( 6 p). Les sous-espaces des 
tenseurs symétriques et antisymétriques de Tp(E) sont donc stables 
par O(E; g): ce sont des sous-(O(E; g)-modules de T(E). Le tenseur 
g est invariant par O(E;g). 

3) La multiplication tensorielle commute avec les isomorphismes 
P(v)(u) : 

@(u) E x @(u') E 

P (v)(u) l l P(v'Xu') 

®ME X @(•')E 

@(uu') E 

l P("l(n') 

@(vv')E 

P(vXu) t ® P(v'Xu') t' = P(vv')(uu') t ® t' 

ainsi qu'avec les opérations de 0 (E; g) et détermine une multipli
cation tensorielle entre tenseurs restreints 
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qui commute avec les opérations de O(E; g) (multiplication de 
O(E; g)-modules). 

4) la contraction « sur deux indices » quelconques, ou entre 
deux facteurs quelconques d'un tenseur restreint s'exprime sur un 
représentant de variance ( v) par le crochet de dualité si les indices 
sont des variances opposés, par le produit scalaire si les variances 
des indices sont les mêmes. 

En effet, on a la diagramme commutatif suivant où les flèches 
verticales sont les contractions : 

p®ld p-1 ®Id p®ld 
E®E - E*®E - ,E®E* - E* ® E* 
x®y - px®y - X @py - px ®py 

i i i i 
(xly) (px, y) (x,py) (pxlpy) 

Si par exemple un tenseur restreint t d'ordre p est donné par ses 
composantes de variance ( v), le tenseur restreint T, d'ordre (p - 2), 
contracté de t sur les deux premiers indices, a pour composantes de 
variances ( w) = ( v moins les deux premiers signes) suivant le cas : 

T"" = '"""ë·· = '"""t. i .. = '"""g. -ëi··· ... = '"""gij t··· .. 
.. L., i.. L., i.. L., i] L., iJ ... 

Autrement dit, la contraction sur deux indices de même va
riance s'effectue par la contraction de cette paire d'indices avec le 
tenseur métrique. 

Le contracté de g : 

. . -1 
I:l1 (ei 1 ej) = Tr G G = n = dimE. 

Dans le cas d'un tenseur d'ordre deux, ses représentants dans 
E®E* = .C(E) etdansE*®E = .C(E*) sont des opérateurs linéaires 
a et ta de composantes dans une base aj et a/, et la contraction 

est alors la trace de ces opérateurs Tr a = Trt a = I: a~. 
C'est pourquoi même pour les tenseurs d'ordre supérieur, les 

contractions sur les diverses paires d'indices sont souvent appelées 
des traces. 

Le diagramme précédent montre que ces contractions ou traces 
commutent avec les opérations du groupe orthogonal. 
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Chacune d'elles est donc un homomorphisme de O(E; g )-modules 
de Tp(E) dans Tp-2(E), dont le noyau est un sous-O(E;g)-module 
de Tp(E). (cf. §N.4). 

5) Nous terminerons ce paragraphe par une remarque évi
dente mais importante. Lors d'un changement de base quelcon
que : e' = eS, les formules de changement des composantes de 
variance ( v) de la base e à la base e1 restent évidemment les mêmes 
que s'il s'agissait d'un tenseur affine. Rien n'est changé! L'obser
vation essentielle est que les identifications P(~)(u) entre représen
tants de diverses variances d'un tenseur restreint, sont définies in
trinsèquement, indépendamment du choix de toute base. Elles com
mutent avec les transformations de composantes déterminées par 
un changement de base, qui peuvent être effectués sur les compo
santes de n'importe quelle variance au choix. 

Exemple : vérifier ce qui vient d'être dit pour les composantes 
contravariantes et covariantes d'un vecteur. 

Il faut cependant noter, et c'est cela qui peut être à l'origine de 
certaines ambiguïtés, que pour les tenseurs affines, les opérations 
du groupe linéaire complet Gl(E) et les changements de base de E 
jouaient des rôles équivalents. La situation est différente pour les 
tenseurs restreints : les changements de bases restent arbitraires 
tandis que seules les opérations du groupe de structure O(E; g) ont 
un sens sur les tenseurs restreints. 

On a ainsi trois catégories de formules : passage d'une base 
à une autre, d'une variance à une autre, transformation par un 
opérateur orthogonal. En mathématique appliquée, en mécanique 
par exemple, on se garde bien de compliquer la situation en prenant 
des bases quelconques. On se limite aux bases orthonormales donc 
aux changements de base obtenus par des opérateurs orthogonaux. 
Cela rétablit l'équivalence entre changements de base et action du 
groupe de structure mais ce n'est sûrement pas de nature à clarifier 
les concepts. 

V.3 - Pseudoscalaires et pseudotenseurs restreints 

Ainsi qu'on l'a vu à la fin du §N.3, si dim E = n, les droites /\ n E 
et /\ n E* s'identifient aux droites des pseudoscalaires contravariants 
et covariants introduites au §111.6. 
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L'isomorphisme p de E sur E*, défini par la métrique, détermine 
un isomorphisme 7\'1 p qui identifie les pseudoscalaires contrava
riants et covariants en un seul type de pseudoscalaire restreint : 
p, qui a une composante contravariante Pe et une composante cova
riante Pe* dans chaque base e. On passe de l'une à l'autre par : 

_ /\ /\ - ( /\ ) _ - * 1 /\ *2 /\ *n P - Peel e2 ···en= Pe pe1 · · · pen - Pe · 9 · e e · · · e 
où g = dét G = dét l9ij 1 = déte e* IPI, soit : 

1 Pe* = Pe · 9 I · 

L'effet d'un changement de base e' = eS sur chacune de ces 
composantes est, comme on l'a vu : Peel /\ e2 /\ ... en = Pe' /\ 
e~ /\ .. . e~ = Pe détS · ei /\ e2 /\ ... en soit Pe' = Pe(dét-1S) et 
p:, = p~ ( dét S). 

On a p:, = Pe'9 = Pe(déC1S)g', tandis que la relation G' =t 

SGS donne g1 = (détS)2 · g. 

Enfin, si a est un opérateur linéaire de E, et a = t a1 son 
contragrédient, on a déta = (dét-1a). Si a est orthogonal, déta 
= ±1 d'où il résulte que dét a = dét a. Cela revient au fait 
que les représentations du groupe orthogonal O(E; g) dans /\nE et 
/\ n E* sont isomorphes. Les éléments de SO (E; g) opèrent comme 
l'identité, ceux de déterminant ( -1) par retournement. 

Plus généralement, un pseudoscalaire restreint d'ordre r est, 
suivant la définition 111.6 un élément de la droite Dr = Q~iT(/\nE) 
identifiée par l'isomorphisme ® r (7\'1' p) à la droite D* r = Q?;{ ( /\ n E*). 
Un tel élément q possède donc une composante contravariante qe 
et une composante covariante qe* dans chaque base e. Si l'on note 
e = e1 /\ e2 /\ ... en et e* = e* 1 /\ e*2 /\ ... em les bases de /\nE 
et /\ n E* associées à e, avec, comme ci-dessus 7\'1 p · e = g · e*, on 
a ® r (7\'1' p )e = Q?f ge*r d'où la relation entre composantes de q : 
qe* = -grqe. 

Par un changement de base e' = eS on a vu au §111.6 que 
qe' = qe(détS)-r etqe,* = qe*(détSrtandisqueg'r = (détS)2r-gr. 

Nous noterons Qr la droite des pseudoscalaires restreints d'or
dre r. D'après ce qui a été dit plus haut le groupe O(E; g) opère sur 
QT par la représentation : U --+ ( dét Ur, donc par la représentation 
identique si r est pair. 

L'identification des tenseurs de même ordre et de variances 
diverses par les isomorphismes P(v)(u) et celle des pseudoscalaires 
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de même ordre r par les ® r (7\11' p) définit, suivant la définition 
III. 7, les pseudotenseurs restreints (par g) dont on peut choisir les 
représentants donc les composantes de la variance scalaire que l'on 
veut. 

Définition V.3.A : 

L'espace des pseudotenseurs restreints d'ordre p, d'ordre pseu
doscalaire r est le produit tensoriel Tp(E)-. 0 Qr de l'espace des 
tenseurs restreints d'ordre p par la droite des pseudoscalaires res
treints d'ordre r. 

Le groupe O(E; g) y opère par le produit tensoriel de ses 
représentations sur les facteurs. Cette représentation est identique 
à la représentation de O(E; g) dans Tp(E) si r est pair. Si r 
est impair, c'est la représentation associée suivant la définition 
suivante: 

Définition V.3.B : 

Si µ est une représentation linéaire du groupe orthogonal 
O(E; g) dans un espace vectoriel de dimension finie F, il lui corres
pond une autre représentation µ1 dans F, dite associée ainsi définie : 
µ'(a)= (dét a)· µ(a), µ1 est donc le produit tensoriel deµ et de la 
représentation de 0 (E; g) dans K : a --t dét a. 

Exemple: les pseudotenseurs €et€* de Lévi-Civita définies au 
§III.7 sont les représentants d'un même pseudotenseur restreint. 

Les formules de passage des composantes de l'un aux compo
santes de l'autre (descente ou montée des indices) sont simplement 
des expressions des développements des déterminants g = détl9ij 1 

-1 .. 
et g = dét lgiJ 1 : 

-1 . . . 
c. . . - -g . '""'g· . g· . g· . cJlJ2···Jn cil i2···in - L.,, i1)1 i2]2 · · · in]n · · · c 
ci1i2 ... in = -9 . '""'giii1gi2i2 gininc. . . 
c L.,, · • • cJlJ2···Jn" 

Le choix d'une unité 7r des pseudoscalaires détermine une bijec
tion entre pseudotenseurs restreints et tenseurs restreints de même 
ordre p: 
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Cette bijection est donc déterminée à un scalaire près. Elle 
peut l'être de façon beaucoup plus précise au signe près dépendant 
de l'orientation lorsque E est un espace vectoriel réel, dont la 
métrique g est euclidienne ou pseudoeuclidienne, cette dernière 
d'indice (r, s). 

Définition V.3.C : 

Sur un espace euclidien ou pseudoeuclidien (E, g) orienté, 
l'unité de volume orienté, qui peut également être considérée comme 
unité des scalaires orientés, est l'élément w de /\nE = /\nE* défini 
dans toute base orienté positivement e de E par : 

w = 191-1l 2e = l9l-1/ 2e1 /\ e2 /\···en= l91 1/ 2e* 

= 1911/2e*1 /\ e*2 /\ ... e*n 

où 9 = détl9ij 1 et où le signe= indique que les éléments sont images 
l'un de l'autre par l'isomorphisme /\np, puisque (/\np)e = ge*; w 

est de carré scalaire égal à (-1)3 : (w 1 w) = l91-1(e 1 e) = 191-19 
= signe de 9 = ( -1) 8 • Pour toute base e orthonormale, positive 
w = e = ei /\ e2 /\ ... en. 

w est invariant par tout changement de base e' = eS de détermi
nant positif, et est transformée en son opposé si dét S < O. En effet 
_, (d'tS)2- t _, d'tS - d' ' 1-'1-112-' 1-1-1121d'tSl-1 g = e g, e e = e · e ou g e = g . e · 
détSe =signe ldétS)l91-112e. E étant orienté (§111.8) on peut choi
sir l'élément w comme base canonique de /\nE = /\nE*, c'est-à-dire 
comme base des pseudoscalaires restreints. Dans cette base les com
posantes contravariante et covariante d'un pseudoscalaire restreint 
sont égales. 

w peut être exprimée à l'aide des pseudotenseurs € de Levi
Civita (§III. 7). Les composantes de w dans une base e sont : 

- composantes covariantes: Wi1i2 ... in = l91 112Ei1i2 ... in 
- composantes contravariantes : wi1i2 ... in = 191-1/2€i1i2 ... in 

-1 
w ® w est un invariant absolu : w ® w = ge* ® e* = 9 e ® e. 
Rappelons à titre d'exemple les formules de changement de 

base pour un pseudovecteur. Soit x E Ti (E) ® Qr. Ses compo
santes xj contravariantes et de variance scalaire contravariante 
dans une base e de E sont définies par : x = xj ej ® er. 
On peut les rassembler en une matrice colonne X, soit x = 
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e ® e,r · X, et dans une autre base e' = eS, x = e1 ® e'r · 
X'. Puisqu'alors e.1r = ( dét s re.r' on a : X = e' ® e.'r . X' 
= e ® er · SX' ( dét sr d'où, t X' = stx( dét S)-r qui s'écrit : 

tk - (d'tS)-r'"' ~ - j X - e L.JSk,JX. 

Pour la même contravariance scalaire, les composantes cova
riantes de x danse sont Xj = 2:9jkXk. 

Si l'on choisit maintenant des composantes scalairement cova-

riantes x{ OU X*j, puisque e_r = ""[/ · e~ on les obtient simplement 

par x{ = ?/xj et X*j = -grxj. 

V.4 - Extension de la métrique aux espaces tensoriels et pseudo
tensoriels 

Suivant les §II.11 et N.11, la forme bilinéaire symétrique non
dégénérée g sur E se prolonge en les formes bilinéaires symétriques 

non-dégénérées @Pg, @P rl@ (v)g, 7\Pg, \fPg, qui sont des produits 
scalaires sur chacun des espaces concernés. Par exemple, sur des 
éléments décomposables, on a : 

(x1 ®x2®··.Xp1 Yl ®y2 ® · · ·Yp) 
= (x1 1 Y1)(x2 1 Y2) ... (xp 1 Yp) 
= (x1;py1)(x2;py2) - .. (xp;PYp) 
= (x1 ® x2 ® ... Xp; (®Pp). Yl ® Y2 ® ... Yp) 

dont l'application associée de @PE dans @PE* est donc ®Pp. 

(x1 /\ x2 /\ ... Xp 1 Yl /\ Y2 /\ ... Yp) = détl(xi 1 Yi)I = détl(xi; PYj) )1 

= (x1 /\ x2 /\ ... xp; 7\P P · (Y1 /\ Y2 /\ · · · Yp)) 

dont l'application associée de f\PE dans f\PE* est donc 7\P p. 
En particulier, si e = ( ei, e2, ... , en) est une base de E : 
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-1 
Puisque pet P sont des isomorphismes entre les espaces métri-

ques (E, g), (E*, ef), les P(v)(u) entre ®(u)E et 0(v)E, 7\P p entre 

/\PE et /\PE*, vP p entre vPE et vPE* sont également des isomor
phismes d'espaces métriques, ce qui définit le produit scalaire et la 
structure d'espace métrique sur les espaces de tenseurs restreints 
Tp(E), /\PT1 (E), VPT1 (E). 

Le produit scalaire s'étend également aux espaces de pseudoten
seurs ( ®(v)E)®( ®r(/\nE)) et ( 0(v)E)®( ®r(/\nE*)) et parle même 
procédé aux espaces de pseudotenseurs restreints Tp(E)®Qr. Ecri
vons par exemple le produit scalaire de deuxpseudovecteurs à l'aide 
de leurs composantes contravariantes et scalairement contrava
riantes: 

(x 1 y)= L.,xjl(ej ®er 1 ek ®er) =gr "L,gjkxjyk 

= gr.txGY. 

On peut en vérifier le caractère intrinsèque par son invariance 
par un changement de bases e' = eS. On a vu au paragraphe 
précédent que X= SX'(détSt, G' =t SGS et g1 = (détS)2g, d'où: 

(x 1 y)= (détS)-2r91r(détS)rtx1tsGSY'(détSr 

= g1rtx1 G'Y', cqfd. 

Remarques 

1) L'expression de ces produits tensoriels et leur caractère 
multilinéaire entraîne, par exemple, que si t, t' E @PE et u, u' E 
®qE, on a (t®u 1 t' ®u1) = (t 1t')(u1 u') ce qui permet de définir le 
produit scalaire partiel, qui n'est autre qu'une contraction, de t ® u 
par t', égal à ( t 1 t')u. Ce procédé a déjà été utilisé dans le cas de 
l'algèbre extérieure au §IY. 

2) On a vu aux §111.7 et IV.10 la définition du produit vecto
riel de (n - l)vecteurs: x1,x2, ... ,Xn-1 de E. C'est le pseudo
covecteur z obtenu par contraction des ( n - 1) derniers indices 
du pseudotenseur E de Levi-Civita par (xi, x2, ... , Xn-I) : Zj = 
"""' i1 i2 in-1 
L,, Eji1i2 ... in-1 XI X2 · · · Xn-1 · 

Si l'espace E est muni de la métrique g, il correspond à z un 
vecteur de E définir à un scalaire près. La droite portant ce vecteur 
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qui est, elle, intrinsèquement déterminée, est alors orthogonale à 
x1, x2, ... et Xn-1· 

En effet, pour chaque k = 1, 2, ... , n - 1, le produit scalaire de 

xk et de z, I: x{ est le déterminant dans la base e de n vecteurs 
(xk, x1, x2, ... , Xn-1) dont deux sont égaux, et est donc nul. 

Proposition VA.A: 

Les opérations du groupe orthogonal O(E; g) sur les espaces 
de tenseurs et de pseudotenseurs sur E, conservent la métrique, 
extension de g, sur ces espaces. 

Preuve : Le produit scalaire de deux tenseurs ou pseudotenseurs 
défini par l'extension de g est une somme de produits de produits 
scalaires de vecteurs de E qui sont invariants par les opérations de 
O(E; g). 

Proposition V.4.B : 

Les opérations du groupe symétrique 6 p sur les espaces tenso
riels ®PE, @PE*, et Tp(E) conservent le produit scalaire extension 
de g. 

Preuve : Il suffit de vérifier que sur des tenseurs décomposables 
t, u on a quel que soit CT E 6p : (Œt \ CTU) = (t \ u), soit: 

(Œ · x1 ® ... Xp \ CT • Yl ® ... Yp) = (x-1 ® ... x_1 \ Y-1 ® ... Y-1 ) 
o-1 O"p o-1 O"p 

= (x-1 \ Y-1 ) · · · (x-1 \ Y-1 ) 
o-1 o-p o-1 o-p 

= (x1 \ Y1) ... (xp \ Yp) cqfd. 

Corollaire V.4: Soit Tij l'opérateur de permutation des facteurs 
de rangs i et j de Tp(E). Tout tenseur (ij)-symétrique est ortho
gonal à tout tenseur ( ij)-antisymétrique. Il en résulte que le sous
espace des tenseurs antisymétriques Ap(E) est orthogonal au sous
espace engendré par les tenseurs présentant une symétrie partielle. 
De même le sous-espace des tenseurs symétriques Sp(E) est ortho
gonal au sous-espace engendré par les tenseurs présentant une an
tisymétrie partielle. 
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Preuve : Puisque le produit scalaire est invariant par permuta
tion des facteurs, (TijS 1 Tijt) = (s 1 t). 

Si TijS =set Tijt = -ton a donc (s 1 t) = 0 cqfd. 

Proposition VA.C: 

Le produit scalaire (x 1 y) de deux vecteurs x, y de E, qui 
est, dans T2(E), le contracté de x ®y, est aussi égal au produit 
scalaire de x ®y et du tenseur métrique g, ou au produit tensoriel 
doublement contracté de x ® y et de g. 

Preuve: (x ®y 1 L,gijei ® ej) = L,gij(x 1ei)(y1 ej) 

= C13C24(x ®y® L,(gijei ® ej)) = L,gijXiYi = (x 1 y). 

Proposition V.4.D : 

La contraction Cij sur deux indices (i,j) de Tp(E) dans 
Tp-2(E) est identique à la contraction de ce couple d'indices par 
le tenseur métrique g et revient au «produit scalaire partiel» 
par g. Réciproquement l'injection 'Y12 de Tp-2(E) dans Tp(E) : 

1 
u ---+ - g ® u (n = dim E) est un inverse à droite de la contrac

n 
tion C12 et est une injection de O(E; g )-modules. 

Preuve : La première partie est une application directe de la 
proposition précédente. La seconde résulte du fait que le contracté 
de g = L,gijei ® ej est égal à n = dimE, d'où C12'Y12(u) = 

C12 (~ g®u) = u. Si a E O(E; g), 'Y12(a·u) = ~ g®a·u = a·'Y12(u) 
n n car a· g = g. 

Naturellement il existe pour chaque contraction Cij du couple 
d'indices (i,j) une application inverse 'Yij de Tp-2(E) dans Tp(E) 
analogue à celle qui vient d'être indiquée pour C12- L'écrire de façon 
intrinsèque par une multiplication tensorielle s'insérant dans les 
deux indices ( i, j) n'est pas faisable avec les notations tradition
nelles. On doit donc faire choix d'une base e de E. Dès lors, pour 
chaque couple d'indices (i,j), et chaque t E Tp(E) écrit, par exem
ple, en composantes contravariantes, on a : 
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et l'application inverse à droite 'Yij de Tp-2(E) dans Tp(E) est 
définie par 

Définition VA : 

On appelle espace des tenseurs de traces nulles d'ordre p de 
l'espace métrique (E;g) le sous-espace Tg(E) de Tp(E) formé par 
les éléments t de Tp(E) annulés par toutes les contractions Cij sur 
les couples d'indices ( i, j) de (1, 2, ... , p ). To,p(E) est stable parles 
opérations du groupe orthogonal O(E; g) et du groupe symétrique 
de permutation des facteurs 6 p· 

Proposition V.4.E : 

Quels que soient t E Tp(E), u E Tp-2(E), on a (t I 'YijU) 
1 
- (Cïjt 1 u). Il en résulte que le sous-espace des tenseurs de 
n 
traces nulles Tg(E) est l'orthogonal du sous-espace engendré par 
les images de Tp-2(E) par les applications 'Yij· 

Preuve : Ecrivons les produits scalaires en utilisant des compo
santes covariantes pour t, contravariantes pour u et g : 

Exemples: 

1) Si un tenseur t est antisymétrique relativement au cou
ple d'indices ( i, j) : Tijt = -t, son contracté par la contraction 
Cij est nul, puisque cette dernière est symétrique en i et j : 
Cij(Tijt) = Cijt = Cij(-t) = O. Le sous-espace Ap(E) des ten
seurs antisymétriques de Tp(E), qui est stable par O(E; g) est donc 
un sous-espace de To,2(E). 
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1 
2) Pour p = 2, "112(1) = - g et T2(E) = K · g@Tg(E) (somme 

n 
directe orthogonale). 

D'après le corollaire V.4 : Tg(E) = A2(E)@Sg(E) où sg(E) est 
le sous-espace des tenseurs symétriques d'ordre deux de trace nulle. 
T2(E) est de cette façon, décomposé en la somme directe orthogo
nale de trois représentations irréductibles du groupe orthogonal : 
K · g, A2(E) et sg(E). 

Remarque : Les propositions précédentes montrent comment 
l'usage des contractions permet des décompositions du O(E; g) 
module Tp(E) en sous-modules. Mais pour p ~ 3 ces sous-modules 
ne sont plus nécessairement irréductibles et des procédés plus fins 
doivent être utilisés pour poursuivre l'analyse. Le cas des sous
espace de tenseurs antisymétriques peut se traiter simplement 
comme nous allons le voir au paragraphe suivant. 

V.5 - Dualité dans l'algèbre extérieure d'un espace métrique (E; g) 
de dimension finie. Irréductibilité des représentations de 
0 (E; g) sur les puissances extérieures f\PE. Commutant 
d'un module 

Soient e = (ei, e2, ... , en) une base de E, e* la base duale 
de E*. Si p est l'isomorphisme de E sur E* associé au produit 
scalaire g, l'isomorphisme de f\PE sur f\PE* associé à l'extension 
de g à f\PE est la puissance extérieurs p-ème de p, 7\P p, tandis que 

-1 
l'isomorphisme associé à l'extension de g à f\PE* est 7\P P. Puisque, 
quel que soit a E O(E;g), pa = ap, on a 7\Pp · 7\Pa = 7\Pa · 7\Pp 
ce qui montre que les représentations de O(E; g) dans f\PE et 

-1 
f\PE* sont isomorphes : 7\P p et 7\P P sont des isomorphismes de 

-1 
O(E; g)-modules. f = P e* = (!1, J2, ... , Jn) est une base de E, 

supplémentaire de e: (ei 1 fj) = (ei, pfj)) = (ei, e*j) = o{ 
J* = pe = (fi, ... , f~) est une base de E*, supplémentaire de e* et 

. -1 . -1 . . . 
duale de f: (!2,fj) = ( P e*2,pej) = ( P e*2 1 ej) = (e*\ej) = 8j. 

On a: f* =fi!\ f2 ... f~ = (7\Pp)e1 !\ e2 !\ ... en= (Kp)e = 
- *1 *n - -* ' ' -f* -* -J -:_l _ - , 1 1 ge !\ . .. e = g · e . D ou : = ge et = g e, avec g = det 9ij . 
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Pour une suite strictement croissante 1 de p indices pris parmi 
(1,2, ... ,n): 1 = {1 ~ ii ~ i2 < ... ip ~ n}, on note e1 = 

. A . fi - fil A fip D APE 1 d •t 1 . ei1 '' ... eip' - ,, . . . . ans ,, , e pro u1 sca aire 
( e1 1 eJ) = dét iEI 1 ( ei 1 ej) 1 = 9IJ est le déterminant de la sous-

jEJ 

matrice de G = J 9ij 1 formée des lignes de 1 et des colonnes de J. 

(Ji 1 Ji) = (/ e*i 1 pl e*i) = (e*i 1 e*i) = gij et (JI 1 JJ) = gIJ 
tandis que Ut 1 fj) = 9IJ. On a : 
(AP ) ( ) - . A • - " • *k1 A " . *kp "P e1 - pei1 " ..• peip - L..9i1k1e "···L..9ipkpe 

" *J = L..9IJe 

(f\P p1) ( e*1) = J1 = 2: gIJ eJ. Les bases e1 et f 1 sont supplémen
taires dans APE. Les bases e*1 et Jj sont supplémentaires dans 
APE*. 

Pour le produit scalaire étendu aux espaces vectoriels AE et 
-1 

AE*, les applications linéaires associées, sommes des f\P p ou f\P P , 
-1 

seront simplement notées 7\p et 7\ P, soit : (t 1 u) = (t, (7\p)u) 
-1 -1 

= ((7\p)t,u) dans AE et (cp 1 w) = (cp, (7\ P )w) = ((7\ P )cp,w) 
dans AE*. · 

-1 
7\p et 7\ P sont des isomorphes d'algèbres. 

Définition V.5.A : 

Soit (E; g) un espace métrique dont on étend le produit scalaire 
à l'algèbre extérieure AE. L'opérateur adjoint de la multiplication 
extérieure à droite est le produit intérieur à gauche : J , l'adjoint 
de la multiplication extérieure à gauche est le produit intérieur à 
droite: L: 

(t Au 1 v) = (t 1 u J v) : (u J) = (.Au)* 

( v J u A t) = ( v l u 1 t) : (l u) = ( u A . ) * 

Les éléments t, u, v étant supposés homogènes, on a d0 t + d0 u 
= d0 v, soit d0 (u J v) = d0 (v Lu)= d0 v - d0 u tandis que: 

(vlu J t) = (v J uAt) = (-l)d0 t·d0 u(tAu 1 v) 

= (-l)dou(dov-dou)(u J V 1 t) 
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d'où il résulte que, sur des éléments homogènes, J et L ne diffèrent 
que par le signe: v Lu= (-l)d 0 u(d0 v-d0 u)u J v. 

Il faut vérifier que les produits intérieurs que nous venons 
de définir sont bien les mêmes que les produits intérieurs de la 

-1 
définition N.10.A après identification de /\E et /\E* par 7\p et 7\ P. 
Or ces derniers sont les opérateurs transposés des multiplications 
extérieures. Si d0 v = p : (t, u J a) = (t /\ u, a) = (pt/\ pu 1 a) 
=(pt 1 pu J a)= (t, pu J a) soit u J a= pu J a. 

On peut donc sans craindre d'ambigüité, conserver la même 
notation. 

L'associativité de la multiplication extérieure a pour conséquence 
les égalités suivantes : 

(s/\t/\u 1 v) = (s/\t 1 u J v) = (s 1 t J (u J v)) 
d' OÙ : t J ( U J V) = ( t /\ U) J V 

et de la même façon: (v L t)Lu = v L (t /\ u). 
Nous allons maintenant examiner comment la dualité entre /\E 

et /\E* devient, grâce à l'identification par le produit scalaire, une 
dualité interne à /\E. 

Soient e une base de/\ nE, e* la base duale de/\ nE* : (e, e*) = 1, 
- _-1 -* f = (/\ P) · e* et f = (Kp) · e. 

Les isomorphismes linéaires H et H* dits isomorphismes de 
dualité entre /\E et /\E* sont définis par (Proposition N.10.A) 

(t/\u;e*) = (t;H(u)) = (t;u Je*) 
-1 

(e; cp /\ w) = (H*(cp); w) = (e L cp; w) et H* = H 

soient: 1 H(u) = u J e* et H*(cp) = e L cp 1 

Or: (t/\u l .e) = (t/\u;t?p·e) =g(t/\u;e*) =g(t;H(u)). 
-1 

D'où: (t 1 u J e) = (t 1 g(7\ P )H(u)). 
Pour définir une dualité interne associée à la métrique g sur 

l'algèbre extérieure /\E, on a le choix entre plusieurs automor
phismes naturels, dépendant toujours du choix d'une base e de 
/\nE: 

-1 
1) l'application a = 7\ P oH caractérisée par : t /\ u = ( t 1 au )e; 
2) l'application interne f3: f3(u) = u J e = ga(u); 
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3) l'application interne étoile * définie par l'égalité : 

t /\ *U = (t 1 u)e (aussi égal à u /\ *t). 

Exprimons cette dernière en fonction des autres : 

t/\*U= (t 1 Œ*U)e= (t 1 u)e soit: Œ*U=U. 

Or, on verra ci-dessous que si d0 u = p ou ( n - p) le carré de a 
-1 

est égal à: (a o a)(u) = (-I)P(n-p) g u. On a donc: 

*U = (-l)p(n-p)gau = (-l)p(n-p)U J e. 

Cas particulier où (E, g) est un espace pseudoeuclidien : 

On a alors (définition V.3.C) une base canonique de /\nE 
l'unité de volume orienté w, invariant défini pour toute base orientée 
positivement par: w = l91-112e. Les automorphismes de dualité de 
/\E précédents, dépendant de e, deviennent canoniques lorsqu'on 
les rapporte à w. En gardant pour ces automorphismes canoniques 
les notations a, {3, *,ils sont définis respectivement par : 

1 (t /\ u = (t 1 au)w); {3u = u J w; t /\ *U = (t 1 u)w 1 

La comparaison avec les automorphismes attachés à e donne 

a= l91 1/ 2ae; f3 = l9l-1/ 2f3e; * = l91 1/ 2*e 
Il en résulte que a= (3 et*= (-I)P(n-p)a. 
Il n'y a donc plus en fait qu'un seul automorphisme naturel de 

dualité de /\E au signe près. 
La géométrie différentielle choisit traditionnellement * qui est 

donc déterminé sur /\E par 1 t /\ *U = ( t 1 u )w 1 soit aussi 

1 *U = (-l)p(n-p)u J w 1 

On a * 1 = w et *W = ( -1) 8 . 

On verra au chapitre IX (§IX.3) que l'opérateur d'adjonction 
* est surtout utilisé dans l'algèbre extérieure des formes différen
tielles. 
Si 1n E f\PE* · (*1n) · · · = (-l)p(n-p) °" w · · · · · 1ni1 ... ip 

r • r JlJ2···Jn-p 6 JlJ2···Jn-p2I···ipr • 

soit : ( *!.p) j 1 ... jn-p = L wi1 ... ipjl ... jn-pcpi1 ... ip I· 
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expression qui, en raison de sa simplicité, est souvent prise comme 
définition de l'adjonction. 

Revenons au cas d'un corps quelconque et supposons e = 
el /\ e2 /\ ... en. 

Par un changement de base e' = eS, d'où e' = (dét S) · e : 
-1 

aes = ( dét S)ae. 
Si a est un opérateur orthogonal de E, prolongé à l'espace 

vectoriel /\E, on a : a(au) = a · a(u)dét a. Si ap désigne la 
restriction de a à f\PE, ap est un isomorphisme de l'espace vectoriel 

-1 
f\PE sur l'espace vectoriel /\n-pE: ap = 7\ P ·H qui transforme la 
représentation de O(E; g) dans f\PE en la représentation associée 
dans /\ n-PE. Géométriquement, si u est un p-vecteur décomposable 
non nul auquel correspond un sous-espace U, de dimension p, de E, 
ap(u) est un (n - p)-vecteur décomposable auquel correspond le 
sous-espace U ..l orthogonal de U. 

Théorème V.5.A : Le carré a 2 de a est un automorphisme 
linéaire gradué de degré zéro de l'espace vectoriel /\E, égal sur f\PE 
à une homothétie, soit : 

l "n-p o <>p ~ ( -1 )p(n-p) ~1 I· 

Il en résulte que dans le cas d'un espace pseudoeuclidien d'in
dice ( r, s) on a : 

1 *·* = (-l)P(n-p)+s I· 

Preuve : Comme p-vecteur décomposable non nul, il suffit de 
prendre le produit de p vecteurs de la base e, soit ei1 /\ ei2 /\ ... eip. 

-1 
On a (cf. §IY.10) avec toujours f = P e* : 

H( e1) = ê(I')eI' et 1 a( e1) = é(I')fi1 1 qui est bien décomposable. 

De plus chaque vecteur de base ei de la base ( ei 1 , ei2 , ... eip) du 
sous-espace associé au p-vecteur e1 est orthogonal à chaque vecteur 

·I ·I ·I r de la base (!21, ... , j2P du SOUS-espace associé au ( n-p )-vecteur 

f 11 • En attribuant un indice f aux automorphismes de dualité 
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associés à la base f, remarquons que Ht(f11 ) = c(I)f*,I· Puisque, 
ainsi qu'on l'a vu ci-dessus : 

- -1 
t Au= (t,H(u))e = (t,Hf(u)) = f = (t,Hf(u)) g e, on a 

-1 1 -1 
H(u) = g Hj(u)etH(f1 ) =é(I) g Ji*.Enappliquantmaintenant 

-1 -1 -1 I 
/\? P, puisque P JJ = P pej = ej, on obtient : O'.n-p(f1 ) 

-1 
= é(I) g e1, et 

-1 
ap o an-p = c(I)c(I') g . 

On passe de la permutation de (1, 2, ... , n) formée de (I, I') 
à la permutation (I'I) en faisant passer successivement chaque 
élément de I par dessus ceux de I' ce qui fait en tout p( n 
- p) transpositions, et c(I)c(I') = (-l)P(n-p) cqfd. Puisque * = 

-1 
(-l)P(n-p)l91 112a,ona** = (-l)P(n-p)l91· g = (-l)P(n-p) signe 
de g = (-l)P(n-p)+3 • 

Corollaire V.5 : Sur l'algèbre extérieure AE de l'espace pseu
doeuclidien Ede type (r, s), l'opérateur d'adjonction* a pour adjoint 

-1 -1 
(-1) 8 * = (*u 1 v) = (u 1 (-1) 8 * v). 

Il en résulte que l'opérateur* est, au facteur (-1) 8 près, une 

isométrie: (*V 1 *V)= (-l) 8 (u 1 *1 *v) = (-l) 8 (u 1 v). 

Preuve : Soient u E APE et v E A n-pE : 

(u 1 *1 v)w = u Av= (-l)p(n-p)v Au= (v 1 (-l)p(n-p)) *1 u)w 

= (v 1 (-1) 8 * u) cqfd. 

Remarques: 

1) Sin est pair, n = 2r, O'.r est un automorphisme de l'espace 
2 -1 2 

vectoriel ArE de carré (-lf ( g) ·Id. Or (-lf = (-lf. 
Si le scalaire ( -1 f (g) est un carré dans le corps K, égal à 

>.2 par exemple, Àar est un automorphisme involutif de ÀrE qui 
le décompose en la somme directe de ses sous-espaces propres, 

1 1 
images et noyaux des projecteurs 2 (Id + Àar ), 2 (J d - Àar ). 
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Un automorphisme orthogonal a de déterminant (-1) applique 
chacun de ces sous-espaces sur l'autre. En effet : a(Id + cÀar) 
= (Id-éÀ.ar)a (où é = ±1). Mais les automorphismes orthogonaux 
de SO (E; g) ( dét = + 1), appliquent chacun de ces sous-espaces en 
lui-même : ce sont des SO(E; g )-modules. Insistons sur le fait que 
ces sous-espaces ne contiennent aucun r-vecteur décomposable non 
nul. 

En effet, un élément u d'un de ces sous-espaces appartient au 
noyau de l'un des projecteurs, ce qui s'écrit (Id+ EÀar )u = 0 soit 
u = µaru. Si u était décomposable, il résulterait de cette égalité 
que les sous-espaces de dimension r de E associés à u et à aru sont 
les mêmes. Or ils sont orthogonaux d'après le théorème V.5.A et 
c'est donc impossible. 

2) la condition trouvée ci-dessus : « ( -1 r (g) est un carré dans 
le corps K », est évidemment indépendante du choix de la base e. 
En effet, si e' = e · S est une autre base, G' =t SGS, d' = ( dét S )2 · g. 

Cas particulier : le cas le plus simple est celui du plan euclidien 
muni d'une base e orthonormale. Dans ce cas, r = 1 et /\ 1 E = E. 
L'automorphisme a1 a pour carré moins l'identité et n'est autre 

que la rotation de + ( ~) qui définit la structure complexe standard 

associé au plan euclidien orienté. 

Théorème V.5.B : Soit (E; g) un espace vectoriel muni du produit 
scalaire g. Les représentations du groupe orthogonal O(E; g) dans 
les puissances extérieures f\PE sont irréductibles. 

Preuve : Commençons par trois observations : 
a) on vient de voir à la remarque précédente que si dim E 

= n = 2r, la représentation du sous-groupe SO(E;g) de O(E;g) 
dans /\rE peut ne pas être irréductible. Les représentations 
de SO (E; g) dans les puissances extérieures seront étudiées au 
numéro suivant. 

b) le seuls hypothèses sur (E; g) sont que le corps K est de ca
ractéristique zéro et que la forme bilinéaire symétrique g est 
non-dégénérée. Il faut bien se garder de vouloir adapter à cette si
tuation très générale les raisonnements simplistes valables dans 
le cas d'un espace euclidien ! 
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c) on peut écarter des raisonnements les cas p = 0 et n : /\ 0E = K et 
/\ n E étant des droites la représentation ne peut être qu'irréduc
tible. 

Soient e = (ei, e2, ... , en) une base orthogonale de E, f\Pe = 
{ er} la base associée de f\PE où I parcourt l'ensemble Jp des suites 
strictements croissantes de p indices pris dans (1, 2, ... , n) soient: 
I = {1:::;; ii < i2 < ... < ip ~ n}. 

L'ordre lexicographique des suites I est, sur Jp, un ordre total. 
La preuve est basée sur deux lemmes : 

Lemme V.5.A : Soient V un sous-espace de f\PE stable par les 
opérations de O(E;g) et u un élément non nul de V. Quelle que 
soit la base orthogonale e de E, si u = À1eJi + À2eJ2 + ... + ÀmeJm 
avec J1 < h < ... Jm et .\1, .\2, ... , Àm non nuls, les éléments 
eJi, eJ2 , ..• , eJm de la base f\Pe appartiennent nécessairement à V. 

Preuve du lemme: si m = 1, eJ 1 EV. 

Sim ~ 2, soient j un indice appartenant à J2 mais pas à J1; 
et Oj la symétrie orthogonale de E qui change ej en ( -ej) et laisse 
donc invariants tous les ei, i. # j. On a : Oj · eJ1 = eJ1 , Oj · eJ2 = 
-eJ2 et d'une façon générale, <7j . er = ±er. 

1 
L'élément 2 (u + Œj · u) = À1eJ1 + µ3eJ3 + ... + µmeJm avec 

µk = Àk ou 0 si 3 :::;; k :::;; m, appartient à V et n'a, au plus, que 
(m - 1) composantes non nulles dans la base f\Pe. Une récurrence 
évidente aboutit à eJ1 EV. Le même raisonnement avec des choix 
différents des Œj montre que eJ2 , •.. , eJm appartiennent aussi à V. 

Il résulte du lemme que pour toute base orthogonale e de E, 
certains des p-vecteurs eJ de la base f\Pe forment une base de V, 
les autres formant une base de V l. qui est également stable par 
O(E;g). Soient donc eJi E V avec J1 = (]1 < )2 < ... < Jp), 
j E J 1 et k r::/. J 1 ; ej et ek forment une base orthogonale d'un 
plan P jk de E. Soit J2 la suite strictement croissante obtenue en 
remplaçantj dans J1 par k. Nous allons montrer que eh EV. Pour 
cela, nous allons démontrer le 

Lemme V.5.B: Dans le plan P jk de base orthogonale ( ej, ek), on 
peut construire une autre base orthogonale ( ej, ek) : ej = ej + Àek, 

e~ = ej + µek où les coefficients À etµ sont non nuls. 
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g·· 
Preuve : (eJ'· I eJ'·) = g · · + >-.2gkk est non nul si >-.2 =f. _ _ll_; 

JJ 9kk 
À non nul étant ainsi choisi, déterminons µ par la condition : 

(ej 1 ek) = 0 = 9jj + Àµgkk soit µ = - :ii . Cette condition 
9kk 

entraîne automatiquement ( ek 1 ek) =f. O. 
On va maintenant remplacer la base orthogonale initiale e 

par une autre base orthogonale e' formée des mêmes vecteurs à 
l'exception de ej et ek qui sont remplacés par ej et ek. Or : 

Notons eJ~ le produit extérieur eJi où l'on remplace ej par ej 

et qui est aussi, au signe près le produit extérieur eJ2 où l'on 
remplace ek par ej ! De même, notons eJ{ le produit extérieur eJ 1 

où l'on remplace cette fois ej par ek, et qui est aussi, au signe près, 
eJ2 où l'on remplace ek par ek. Les égalités précédentes donnent 
eJi = aeJ' + (3eJ' et eJ2 = "YeJ' + 8eJ' avec a, (3, "'(, 8 non nuls. 

1 2 1 2 
Le lemme précédent montre que, puisque eJi appartient à V, par 
hypothèse, eJ' et eJ' appartiennet à V donc aussi eJ2 • De proche 

1 2 
en proche, tous les éléments e1 de f\PE appartiennent à V, et le 
théorème est ainsi démontré. 

Remarque : nous avons en particulier démontré que la représen
tation O(E; g) dans E est irréductible! 

Définition V.5 : 

Commutant d'un module. Soit E un A-module, c'est-à-dire un 
espace vectoriel E dans lequel on a distingué une partie A de 
l'algèbre ~(E) (E est, par exemple, l'espace d'une représentation 
linéaire 9'l d'un groupe G et A = 9'l(G)). Le commutant de E est 
la sous-algèbre unitaire C de ~ (E) que forment les opérateurs qui 
commutent avec tous ceux de A : 

"Y E C <===? a"( = "(a, Va E A. 

C'est donc l'algèbre des endomorphismes du A-module E: Vx E 
E, "Y(ax) = a"'((x). On retrouvera cette notion au §VI.4. 
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Exemples 

1) si E est réductible en la somme directe de deux sous-modules 
Fi et F2, sous-espaces stables par les opérations de A: E =Fi EBE2, 
les projecteurs Pl et P2 sur ces sous-espaces appartiennent au 
commutant. 

2) si G est un groupe, le commutant d'un G-module E est la 
sous-algèbre des invariants de la représentation associée de G dans 

-1 
~(E) puisque 'Y9'\(a) = 9'\(a)'Y, s'écrit alors 'Y= 9'\(a) · 'Y9'\( a). 

Théorème V.5.C : L'image, le noyau, les sous-espaces propres 
d'un élément 'Y du commutant C d'un module E sont des sous
modules. Il en résulte que si un module est simple, son commutant 
est un corps (éventuellement non commutatif). Si de plus le corps 
K de E est algébriquement clos, le corps C ne peut alors être que 
K·ld. 

Preuve: 

a) si 'YX = 0, 'Yax = a'Yx = 0, Va E A, d'où A· Ker'Y C Ker'Y. 
b) six= 'YY, ax = a'Yy = 'Yay, Va E A, d'où A· lm 'Y C lm 'Y 
c) quel que soit le scalaire .À, si 'Y E C, 'Y - À 1 d E C et d'après a) 

Ker('Y - À 1 Id), sous-espace propre de 'Y pour sa valeur propre 
À, est un sous-module. 

Si E est simple, cela signifie que les seuls sous-modules sont 0 
et E. Si 'Y est un élément non nul de C, lm 'Y # 0 donc lm 'Y = E, 
Ker 'Y # E, donc Ker 'Y = 0 d'où il résulte que 'Y est inversible : C 
est un corps. 

De plus, les éléments de C qui ne sont pas des multiples 
scalaires de l'identité ne peuvent avoir aucune valeur propre dans 
le corps. Si le corps K de E est algébriquement clos tout opérateur 
linéaire de E possédant au moins une valeur propre, on a alors 
C = K ·Id. 

Théorème V.5.D : Le commutant de la représentation du groupe 
orthogonal O(E; g) dans l'PE est formé des multiples scalaires de 
l'opérateur identique : C = K ·Id. 

Preuve: Soit e = ( ei, e2, ... , en) une base orthogonale de E. Soit 
Oj la symétrie orthogonale de E qui change ej en -ej et laisse donc 
invariants les ei, i # j. Les diverses Oj commutent entre elles et 
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leurs produits forment un groupe abélien fini T d'ordre 2n contenu 
dans O(E; g ). Chaque e1 = ei1 /\ ... eip de la base f\Pe de f\PE 

est un vecteur propre pour les 2n opérateurs de T, qui s'écrivent 
T = Oj1 aj2 .•. ajk avec 1 ::::; Jl < ... < Jk ::::; n, associé à une valeur 
propre collective éJ, fonction sur T à valeurs ±1: T---+ E1(r), définie 
par rë1 = q(r)q. 

Il est clair que si 11 # 12, EJ1 # E12 puisque si j E 12 et 
j # 11, E11 (r) et E12 (aj) = -1. Les vecteurs e1 de la base f\Pe 
sont donc associés à des valeurs propres collectives distinctes des 
opérateurs de T. Soit maintenant 'Y un élément du commutant. 
Si u est un vecteur propre de tous les opérateurs de T associé à 
une valeur propre collective é, il en est de même de "(U puisque 
r('Yu) ="((ru)= E(r)'Yu. 

Il en résulte que tous les e1 sont des vecteurs propres de 'Y : 
"(e1 = )qe1 où )q E K. Mais si V est le sous-espace propre de 
'Y dans f\PE pour la valeur propre À, V est stable par O(E; g) : 
'Y(av) = a('Yv), Va E O(E; g). Puisque f\PE est un O(E; g)-module 
simple d'après le théorème V.5.B ci-dessus, V est ou nul ou égal à 
f\PE : tous les ÀJ sont égaux et 'Y= À· Id avec À E K, cqfd. 

V.6 - Représentations du groupe SO(E; g) dans les puissances 
extérieures de E 

On a vu au théorème V.5.B que l'automorphisme ae «de dua
lité», de l'espace vectoriel /\E, définit pour chaque entier p avec 
0 ::::; p ::::; dim E = n, un isomorphisme ae,p du SO(E; g )-module f\PE 

sur le SO(E; g )-module /\ n-PE. Cet isomorphisme devient, lorsque 
n est pair et égal à 2r, un automorphisme du SO(E; g)-module /\rE, 
ce qui signifie, comme on vient de le voir, que ae,r appartient au 
commutant du SO(E; g)-module /\rE. 

En écartant d'abord ce dernier cas, on a le : 

Théorème V.6.A : Les représentations du groupe spécial ortho
gonal SO(E; g) dans les puissances extérieures f\PE : 
a) sont toutes irréductibles si n = dim E est impair. 

n 
b) sont irréductibles pour tout entier p # 2 lorsque n est pair. 

Preuve : elle est analogue à celle du théorème V.5.B. Soit e une 
base orthogonale de E. Si u = À1eJi + À2e32 + ... + ÀmeJm. est 
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un élément d'un sous-espace V dans f\PE appliqué en lui-même 
par SO(E; g) avec Ji < J2 < ... < Jn et Ài, À2, ... , Àm non 
nuls, on peut, si m > 2, choisir un indice j appartenant à J 2 et 
n'appartenant pas à Ji, et un indice k qui, ou bien n'appartient ni 

n n 
à J1 ni à J2 si p < 2, ou appartient aux deux si p > 2. 

Dès lors, le produit T = OjO"k des symétries orthogonales 
correspondantes est un élément de SO(E; g). Si TeJ1 = êeJ 1 alors 
TeJ2 = -éeJ2. 

1 
L'élément 2" (u+cTu) ne possède plus que (m-1) composantes 

non nulles dans la base f\Pe. 
Par récurrence, e J 1 , eh, ... , e J m appartiennent à V ; le lemme 

n 
V.5.A est donc également valable pour SO(E;g) et pour p -=f. 2· 
Le reste de la démonstration se poursuit exactement comme au 
théorème V.5.B à l'aide du lemme V.5.B. 

Proposition V.6: 

Soient G un groupe, G + un sous-groupe de G tel que G / G + soit 
le groupe à deux éléments (exemple: G = O(E; g), G+ = SO(E; g). 
Soit V un G-module simple. Par restriction à G+, V est ou bien un 
G+-module simple, ou bien une somme directe de deux sous-G+
modules simples qu'échange tout élément O" de G - G+. 

Preuve: Soit L un sous G+-module de dimension minimale non 
nul de V : L est un G+-module simple. Si O" E G - G+, O"L est 

-1 
également un sous G+-module de V. En effet, O"G+ O" = G+ : quel 
que soit a E G+; il existe a' E G+ tel que aO" = O"a1• 

Il en résulte que aO"L = O"a1L. Le sous-espace de V: L + O"L est 
appliquée en lui-même par G. On l'a vu pour les éléments de G+. 
Puisque G = G+ U O"G+, un élément 0"1 E G - G+ s'écrit 0"1 = O"a 
et O"aL = O"L, O"aO"L = 0"2a'L = L car 0"2 E G2 E G+, ce qui prouve 
aussi que O"(O"L) = L. 

Dès lors deux cas sont possibles. Puisque L est G+-simple, ou 
bien o-L = L, qui est alors un G-module simple identique à V, ou 
bien Ln O"L = 0, la somme L EB O"L est directe et égale à V, c.q.f.d. 

Lemme V.6: Soient V un M-module et V= 11 EBL2 EB ... Lk une 
décomposition de V en somme directe de sous-modules simples. Tout 
sous-module simple L de V est isomorphe à l'un des Lj. Si les Lj 
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sont des M-modules deux à deux non-isomorphes, la décomposition 
de V est unique à l'ordre près des termes. 

Preuve : Tout élément x de L s'écrit de façon unique comme 
la somme de ses composantes suivant les Lj : x = x1 + x2 
+ ... + Xk avec Xj E Lj· L'application x E L --+ Xj E Lj est un 
homomorphisme de M-modules puisque m · x = mx1 + mx2 + ... 
+mxk. 

Puisque L et Lj sont simples, c'est donc ou bien 0, ou bien 
un isomorphisme. Comme les x j ne peuvent être tous nuls, L est 
isomorphe à au moins l'un des Lj. Si les Lj sont deux à deux non
isomorphes, il en résulte que L ne peut être que l'un deux. 

Rappelons que si un espace vectoriel V est décomposé en somme 
directe de sous-espaces V= Ll E9 L2 E9 ... Lk l'étude d'un endomor
phisme f vis-à-vis de cette composition conduit à l'écrire comme 
une matrice lfLiLj 1 (décomposition« en blocs») où fLiLj désigne la 
restriction de f qui applique Lj dans Li, soit avec les projecteurs 
associés: fLiLj = PdPj· 

Si V est un M-module somme directe de sous-modules: 
V = Ll E9 ... Lk, deux à deux non-isomorphes, un élément 'Y du 
commutant de V étant un endomorphisme de M-modules applique 
nécessairement chaque Lj en lui-même et le commutant de V, 
C(V) est donc la somme directe des commutants des Lj : C(V) = 
C(L1) E9 C(L2) E9 ... C(Lk)· 

Remarque : Soient V un SO(E;g)-module et R l'homomor
phisme : SO(E; g) --+ Gl(V) définissant la représentation. 

Un élément Œ E O(E; g) - SO(E; g) (autrement dit, détEŒ = 
-1) détermine un automorphisme du groupe SO(E; g) par: 

a --+ 0:( a) = CYa 0-1 et une nouvelle représentation RO" de SO (E; g) 
-1 

dans V par: R(a) = (R o O:)(a) = R(Œa Œ ). 
Les automorphismes de SO(E; g) définis par deux éléments Œ 

et CY1 de O(E; g) - SO(E; g) ne diffèrent que par un automorphisme 
intérieur de SO(E;g). En effet CY1 = UŒ avec u E SO(E;g) et 

1-1 -1-1 
0:( a) = CY1 a Œ = uCYa Œ u . 

Les représentations RO" et R~, obtenues à partir de R et de Œ 
et CY1 sont donc équivalentes. 

-1 
R0"1(a) = R(u)RO"(a)R( u ). 
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Définition V. 6 : 

La classe des automorphismes O:(a) = cra (/ de SO(E; g) par 
les éléments cr E 0 (E; g) - SO (E; g) modulo les automorphismes 
intérieurs est appelé l'automorphisme miroir ("mirror automor
phism"). La classe d'équivalence des représentations Rcr associées 
à une représentation R de SO(E; g) est appelée la représentation 
miroir de R. 

L'automorphisme miroir est l'identité si et seulement s'il se 
réduit à un automorphisme intérieur, c'est-à-dire s'il existe u E 

-1 -1 
SO(E;g) tel que cra cr = ua u, \la E SO(E;g). Cette condition 

-1 
est équivalente à l'existence d'un élément cro = u cr de O(E;g) -
SO(E;g) qui commute avec tous les éléments de SO(E;g). Un tel 
élément existe si dimE est impaire: cro = -IdE, mais n'existe pas 
si la dimension de E est paire. 

La représentation miroir de R est équivalente à R lorsque la 
représentation s'étend à (ou est la restriction d') une représentation 
de O(E;g). 

Exemple : Toutes les représentations irréductibles de SO(E; g) 
n 

dans les /\.PE, p # "2 sont équivalentes à leur représentation miroir. 

Théorème V.6.B : Soit (E; g) un espace vectoriel de dimension 
paire n = 2r muni d'un produit scalaire g. Si la puissance extérieure 
r-ème de E se décompose sous l'action du groupe spécial orthogonal 
en la somme directe de deux sous~modules simples, les représen
tations de SO(E; g) dans ces sous-modules sont miroirs l'une de 
l'autre et inéquivalentes. 

Preuve: Notons R la représentation de O(E; g) dans /\rE, et soit 
/\rE = LEBcrL où cr est un élément quelconque de O(E; g )-SO(E; g) 
suivant la proposition V.6.A et crL désigne R(cr)L. L'application cr de 
L sur cr L est un isomorphisme d'espace vectoriel et un isomorphisme 
de la représentation R de SO (E; g), sur L, sur la représentation 

-1 
miroir Rcr de SO (E; g), sur cr L. En effet, si x E L, crax = ( cra cr ) · 
crx. 

Si ces représentations étaient équivalentes, il existerait alors un 
élément 'Y du commutant de O(E; g) dans /\rE, ce qui est impossible 
d'après le théorème V.5.C. c.q.f.d. 



CHAPITRE VI 

Algèbres de Clifford. Spineurs 

Le chapitre précédent a commencé l'examen des propriétés par
ticulières aux tenseurs d'un espace vectoriel E muni d'un produit 
scalaire symétrique g, le corps K de E étant un corps de caractéris
tique zéro non précisé. Dans cette même hypothèse générale sur K, 
nous allons voir qu'il s'introduit un quotient de l'algèbre tensorielle 
sur E : l'algèbre de Clifford de (E; g) qui traduit dans sa structure 
algébrique la géométrie de E. Elle conduit directement aux défi
nitions des spineurs et du groupe spinoriel associés à (E; g). Ces 
notions, lorsque (E; g) est un espace euclidien ou pseudoeuclidien 
sont d'importance essentielle en physique. Les définitions générales 
qui sont données ici justifient les constructions et représentations 
matricielles, souvent arbitrairement imposées, des physiciens qui 
ne sont valables que dans des cas particuliers. Historiquement, 
l'algèbre de Clifford est ainsi intervenue comme sous-jacente à di
verses constructions ou théories, comme celles des quaternions, du 
spin non relativiste de Pauli, ou du spin relativiste de Dirac. 

Ce chapitre se contente de donner succintement, les bases 
algébriques et les théorèmes fondamentaux de la théorie, appuyés 
sur quelques exemples. 

VI.l / Algèbre de Clifford d'un espace quadratique. Exemples. 
VI.2 / Structures sur les algèbres de Clifford. 
VI.3 / Groupes de Clifford et groupes spinoriels. 
VI.4 / Nature des algèbres de Clifford. Spineurs. 
VI.5 / Un exemple de l'emploi des spineurs : le moment angulaire en 

mécanique quantique. 
VI.6 / Produits scalaires invariants sur les espaces de spineurs. 
VI.7 / L'opérateur de Dirac. 
N.B. Tous les espaces vectoriels et algèbres considérés dans ce chapitre 
sont de dimension finie, à l'exception, bien entendu, de l'algèbre tensorielle 
intervenant dans la construction du théorème VI.LA. 
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Vl.1 - Algèbre de Clifford d'un espace quadratique (cf. [DR]). 
Exemples. 

La donnée d'un produit scalaire symétrique g sur l'espace vecto
riel E est équivalente à la donnée de la forme quadratique associée 
q. En effet, si q(x) = g(x, x), on déduit g de q par: 

1 
g(x, y)= 2 {q(x +y) - q(x) - q(y)}. 

La structure définie par la donnée de g sur E, qui fait de 
celui-ci un «espace géométrique», est donc un cas particulier de 
la structure d'espace quadratique : (E; q). En effet, cette dernière 
désigne un espace vectoriel muni d'une forme quadratique q, mais 
qui peut-être dégénérée, ainsi, par conséquent, que la forme bi
linéaire symétrique associée que nous continuerons à désigner par 
g. Les espaces quadratiques sur un même corps K peuvent être 
considérés comme une catégorie (cf. §III.13) une fois définis les 
«morphismes». Un morphisme de (E; q) dans (E'; q1) est tout sim
plement une application linéaire de f des E dans E' conservant la 
structure: q1(fx) = q(x), Vx E E. 

La considération d'espaces quadratiques (E; q) où q est dégéné
rée n'est nullement étrangère à l'étude des espaces (E; g) munis 
d'un produit scalaire. En effet, un sous-espace F d'un tel espace, 
muni de la restriction gp de g, peut être singulier comme par 
exemple, les droites isotropes de l'espace de Minkowski. 

L'injection de (F; qp) dans (E; q) est évidemment un mor
phisme. 

Si L est un surcorps (commutatif) de K (par exemple K = IR, 
L = C), l'application de E x L x E x L dans L : (x, >-.,y,µ) 
-+ Àµg(x, y) est quadrilinéaire (sur K) et détermine une forme 
L-bilinéaire g, extension de g, sur E ®K L : g(x ® À, y ® µ) 
= >-.µg(x, y). La forme quadratique q extension de q à E ®K Lest 
q(x ® >-.) = >-.2q(x). 

Un problème, qui peut, à première vue, sembler n'être qu'un 
amusement, mais dont la solution a d'importantes conséquences, est 
celui-ci: peut-on exprimer une forme quadrati~ue q sur E comme 
le carré d'une fonction linéaire rp : q ( u) = rp ( u) ? 

Exemple : L'exemple concret, résolu par P.A.M. Dirac, et à la 
base de sa théorie de l'électron, est celui où q est la métrique de 
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Lorentz sur l'espace vectoriel R4 . Peut-on écrire q(u) = t 2 - x 2 

- y2 - z2 = (at + ,6x + 'l'Y + 8z) 2 = cp(u) 2. 
La fonction <p doit être linéaire et les coefficients a,,6,')',8; 

qui représentent les vecteurs de la base standard, doivent pouvoir 
être ajoutés, multipliés par R, et multipliés entre eux. <p doit donc 
prendre ses valeurs dans une algèbre sur R. 

L'identification des deux membres conduit aux équations : 

Q2 = -,62 = -')'2 = -82 = 1 

a,6 + ,6a = Œ')' + ')'Œ = ... = 0 

et les coefficients a, ,6, ')', 8 ne peuvent les satisfaire que s'ils appar
tiennent à une algèbre non-commutative. Comme nous le verrons, 
on obtient une solution en prenant pour a, ,6, ')', 8 des matrices com
plexes d'ordre 4. 

D.éfinition VI.1.A : 

Soient (E; q) un espace quadratique sur le corps K, A une 
algèbre associative sur K possédant une unité notée 1 A. Une appli
cation de Clifford de (E; q) dans A est une application linéaire <p de 
E dans A telle que cp(x)2 = q(x) · lA, \::lx E E. Une algèbre de Clif 
ford C = C(E; q) de l'espace quadratique (E; q) est une solution du 
problème universel (cf. III.13) posé par les applications de Clifford 
de la catégorie des espaces quadratiques sur K dans la catégorie 
des algèbres associatives avec unité sur K. 

Rappelons la signification de cette dernière définition : 
1) il existe une application de Clifford 'Pc de E dans C; 
2) l'unité le de C et l'image <pc (E) engendrent l'algèbre C; 
3) quelle que soit l'application de Clifford <p de E dans A, il existe 
un homomophisme d'algèbres avec unité <I> de C dans A tel que : 

<p 
E A 

·-·'"' ·~ /· 
c 

Cet homomorphisme <I> est unique d'après 2). 
Si elle existe, l'algèbre de Clifford C(E; q) est unique à un iso

morphisme près en vertu des considérations générales du chapitre 
III, §13. 
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Réciproquement, tout homomorphisme g? d'algèbres unitaires 
de C dans A détermine une application de Clifford de E dans 
A : x E E ---+ g?( 'Pc(x)) E A puisque : g?( 'Pc(x) )2 = g?( 'Pc(X )2) 
= g?(q(x) ·le)= q(x) · lA. 

Si 'P est une application de Clifford de E dans A, et a un auto
morphisme de l'algèbre unitaire A, a o 'Pest encore une application 
de Clifford de E dans A auquel correspond l'homomorphisme a o g? 

de C dans A. 
Remarquons que si A est une algèbre de matrice m x m et si 

X = 'P(x) est la matrice image de x E E, la propriété de Clifford 
X2 = q(x). 1 entraîne (détX) 2 = q(x)m. 

La forme bilinéaire symétrique g associée à q peut, elle aussi, 
être exprimée à l'aide de la multiplication dans une algèbre A dans 
laquelle E est appliqué par une application de Clifford. 

En effet, en remplaçant x par x +y dans 'P(x)2 = q(x) · lA, on 
obtient: 'P(x)'P(Y) + 'P(Y)'P(x) = 2g(x, y)· lA. 

L'orthogonalité de x et y : g(x, y) = 0 est ainsi équivalente à 
l'anticommunauté de leurs images 'P(x) et 'P(y). Cela interdit à A 
d'être commutative dès que dim E ~ 2. 

D'autre part, 'P(x) = 0 entraîne g(x, y)= 0 quel que soit y. 
Si g est non-dégénérée, 'P est donc nécessairement injective. 

Exemples d'applications de Clifford : 

1) Le plongement 'P de la droite réelle IR dans le corps complexe 
C, considéré comme algèbre réelle, défini par 'P(x) = ix est une 
application de Clifford de IR, muni de la forme quadratique q(x) = 
-x2. 

2) Plus généralement, la forme quadratique q sur la droite K 
étant définie par q(a · 1) = a>.2 , on obtient une application de 

Clifford 'P de (K; q) dans K(2) par: 'P(À · 1) = 1 ~ ÀOa I· 

3) l'application 'P de l'espace euclidien IE3 dans l'algèbre C(2) 
des matrices complexes d'ordre deux, considérée comme algèbre 
réelle : 

1 

z x-iyl 'P(u) = 'P(xe1 + ye2 + ze3) = . 
X+ iy -z 

et 'P(u) 2 = (x2 + y2 +z2)·1 
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4) Les exemples ci-dessus ne font que montrer l'existence d'ap
plications de Clifford dans quelques cas. Nous allons construire une 
application de Clifford par une méthode standard valable pour tout 
espace quadratique (E; q). Rappelons (théorème N.13.B) qu'une 
forme linéaire a E E* détermine une antidérivation da de degré 
(-1) de l'algèbre AE, de carré nul. 

A chaque vecteur x de E correspond la forme linéaire px qui 
lui est associée par g : g(x, y) = (px, y) et par conséquent une 
dérivation, que nous noterons dx, de AE, qui s'écrit sur un p-vecteur 
décomposable : 

dx(YI /\ Y2 /\ · · · Yp) = 2:(-1 )i-l (px, Yi) YI /\ ···Yi /\ · · · Yp, 

= 2:(-l)i-lg(x, Yi)YI /\ ... Yi/\.·· Yp· 

En particulier, si x est orthogonal à chacun des vecteurs Yi> 
dx(YI /\ ... Yp) =O. Soit Lx l'opérateur linéaire de /\Ede multipli
cation à gauche par x : Lx ( t) = x /\ t ; Lx est aussi de carré nul. 
Nous allons montrer que l'application <p : 

rp 
x E E-----+ <p(x) = dx +Lx E .C(/\E), 

de E dans l'algèbre des opérateurs linéaires de /\E est une appli
cation de Clifford. En effet, si u E /\E, <p(x)u = dxu + x /\ u et 
<p(x) 2u = d;u + g(x, x)u - x /\ dxu + x /\ dxu + x /\ x /\ u = q(x)u 
soit <p(x)2 = q(x) ·Id 

Cette application de Clifford est injective puisque, quel que soit 
x E E, l'image de l'unité 1 de l'algèbre ÀE par <p(x) est <p(x) · 1 = x. 

Proposition VI.1 : 

Soit <p une application de Clifford de (E; q) dans l'algèbre 
associative unitaire A. La sous-algèbre engendrée par lA et <p(E) 
est de dimension finie, inférieure ou égal à 2n ou n = dim E. 

Preuve: Soient e = (ei, e2, ... , en) une base orthogonale de E 
et u un élément de A de la forme: u = <p(ei1 )<p(ei2 ) ... <p(eim) 

a) Si ik > ik+I> permutons <p(eik) et <p(eik+ 1 ) pour rétablir l'ordre 
naturel des indices et multiplions par ( -1) : u ne change pas 
puisque <p(eik) et <p(eik+i) anticommutent. 
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b) Si ik=ik+I> remplaçons cp(eik)cp(eik+l) =cp(eik)2 par q(eik)·lA, 
u ne change pas. A chaque opération a) le nombre d'inversions 
de la suite des indices diminue d'une unité. A chaque opération 
b) le nombre des facteurs diminue de deux. Au bout d'un nombre 
fini d'opérations u s'écrit: u = Àcp(ej1 ) ... cp(ejp) soit symboli
quement Àcp(e3) ou À E K et J = {1 ~ ji < h ... jp ~ n} est 
une suite strictement croissante, qui peut être vide, avec p = m 
mod2. 
Ainsi, tout élément de la sous-algèbre de A engendrée par 

l'unité lA et l'image cp(E) est une combinaison linéaire des 2n 
éléments {lA, cp(e3)}, cqfd. 

Nous allons maintenant aborder le problème de l'existence de 
l'algèbre de Clifford C(E; q). 

Théorème VI.1.A : Tout espace quadratique (E; q) possède une 
algèbre de Clifford C(E; q) qui peut être définie comme le quotient 
de l'algèbre tensorielle sur E : ®E par l'idéal bilatère Q engendré 
par les tenseurs symétriques de la forme : { x ® x - q ( x) · 1 ; \;/ x E E}. 

L'application Ct?c de E dans (C(E; q) est alors la composée 
de l'injection de E dans ®E et de la projection de ®E sur son 
quotient. Si E est de dimension n, C(E; q) est de dimension 2n. Si 
e = (e1, e2, ... , en) est une base orthogonale de E, les 2n éléments 
le, e1 = ei1 ei2 ... eip avec (1 ~ ii < i2 < ... ip ~ n) forment une 
base de C(E; q). En particulier, Ct?c est injective, ce qui permet de 
considérer E comme plongé dans C(E; q) et de l'identifier ainsi à 
son image Ct?c(E). (voir en complément le théorème VI.2.A) 

Si Lest un surcorps commutatif de K et q l'extension de q à E®L 
(voir ci-dessus), l'algèbre de Clifford C(E ®K L; q) est évidemment 
C(E;q) ®K L. 

Preuve : Puisque @E est engendré par 1 et E, (®E)/Q est 
engendré par son unité, image Ct?c(l) de l'unité de @E, et par <pc(E) 
image de E. Si (@E)/Q n'est pas nulle, Ct?c est une application 
de Clifford de E dans (®E/Q) puisque <pc(x ® x - q(x) · 1) = 
<t?c(x) · <t?c(x) - q(x)cpc(l) =O. Si maintenant cp est une application 
de Clifford de E dans A, l'application linéaire cp se prolonge en un 
homomorphisme d'algèbres unitaires 'ljJ de ®E dans A (cf. III ;12) 
qui s'annulant sur l'idéal Q en vertu de la condition de Clifford : 
'l/;(x ® x - q(x) · 1) = cp(x) · cp(x) - q(x) · lA = 0, passe au quotient 
et détermine un homomorphisme d'algèbres unitaires cl> de ( @E) /Q 
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dans A tel que<[> o 'Pc = <p; C(E;q) = (®E)/Q possède donc la 
propriété universelle vis-à-vis des applications de Clifford de (E; q). 
Cette propriété va nous permettre de démontrer que non seulement 
(®E)/Q n'est pas nulle mais qu'elle est de dimension 2n, ce que 
nous ferons à l'aide de l'application de Clifford standard de E dans 
.e(/\E) de l'exemple 4 ci-dessus. 

Puisque C(E; q) = ( ®E/Q) possède la propriété universelle, 
il existe un homomorphisme d'algèbre unitaire <[> de C(E; q) dans 
.e(/\E) tel que <P(x) = cp(x) = dx +Lx. On a alors: <P(x1x2 ... Xp) 
= cp(x1)cp(x2) ... cp(xp)- Or, si 1 est l'unité de /\E et si x et y sont 
orthogonaux, <P(xy) · 1 = cp(x)cp(y) · 1 = (dx + Lx)Y = g(x, y) 
+ x /\y = x /\y. On va raisonner par récurrence. Soient ei 1 ei2 , ... eip 

des vecteurs de la base orthogonale e = (ei, e2, ... , en) de E avec 
ii < i2 < ... ip. Supposons démontrée l'égalité: <P(ei2ei3, ... eip) · 
1 = ei2 /\ ei3 /\ ... eip· On a alors : 

<P ( ei 1 ei2 , ... eip) · 1 = <p ( ei 1 ) · <P ( ei2 ... eip) , 

= ( dei1 + Lei1 )ei2 /\ ... eip, 

= ei1 /\ ei2 /\ · · · eip· 

L'égalite est ainsi démontré pour toutes les suites strictement 
croissantes de (1, 2, ... n). Les produits de vecteurs ei correspon
dants dans C(E; q) pour lesquels nous adoptons la même notation 
e1 que pour l'algèbre /\E, en forment donc une base puisque leurs 
images par l'application linéaire : u --+ <[> ( u) · 1 sont linéairement 
indépendantes, c.q.f.d. 

Corollaire VI.1 : Soient (E; q) un espace quadratique, e = 
(e1, e2, ... , en) une base orthogonale de E, <p une application de 
Clifford de E dans l'algèbre associative unitaire A. 

Si la sous-algèbre C de A engendrée par 1 A et <p (E) est 
de dimension 2n, c'est-à-dire si et seulement si les éléments 
{1A,<p(ei1)cp(ei2) ... cp(eip); 1 ~ ii < i2 < ... < ip < n} de A 
sont linéairement indépendants, C est une algèbre de Clifford de 
(E; q) isomorphe à C(E; q). 

Ce corollaire permet la détermination rapide de nombreuses 
algèbres de Clifford. 
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Exemples: 

1) Lorsque la forme quadratique q est nulle, une application de 
Clifford n'est autre qu'une application alternée (cf. §IV.9) et l'algèbre 
de Clifford C(E; 0) est l'algèbre extérieure /\E. 

2) La droite K · e munie de la forme quadratique q(µe) = µ2a a 
pour algèbre de Clifford la sous-algèbre (commutative) de dimension 
2 de K(2) formée par les matrices : 

C'est un corps commutatif si et seulement si a ~ K2. En 
particulier C(~;q(x) = -x2) = C. 

3) Définition Vl.1.B : On appelle algèbre de quaternions toute 
algèbre de Clifford d'un plan quadratique régulier. Le plan ~2 muni 
de la forme quadratique q(eix + e2y) = -x2 - y2 a pour algèbre 
de Clifford le corps non-commutatif H des quaternions d'Hamilton 
généralisant le corps complexe. La représentation matricielle clas
sique de H dans C(2) est la suivante. En désignant par E1 et E2 
les matrices images des vecteurs ei, e2 de la base canonique de ~2 

et par E3 le produit E1E2, on définit la représentation matricielle 
d'un élément de H par : 

1 
a + ib (3 + i'"Y 1 

h = al + f3E1 + 'Y E2 + 8E3 = (3 . . s: , - + 'l'"'f a - iu 

H peut donc s'identifier à la sous-algèbre réelle, de dimension 4, de 
C(2) formée par les matrices : 

h = 1 u_ ~1' -v u 

et l'application de Clifford de ~2 dans H C C(2) s'écrit: 

Cette application définit aussi une application de Clifford dans 
C(2) du plan quadratique complexe (C2 ; q( eix + e2y) = -x2 -y2), 
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complexifié du plan antieuclidien précédent. On en déduit sans 
peine que l'algèbre des quaternions complexes est l'isomorphe à 
l'algèbre de matrices C(2). 

4) Pour l'application de Clifford déjà vue de l'espace euclidien 
E3 dans C(2) : 

cp(xe1 + ye2 + ze3) = 1 z . x - iy 1 

X+ zy -z 

l'image cp(E3) est l'espace des matrices hermitiennes de trace nulle 
de C(2). 

Définition VI.1.C: 

On appelle matrices de Pauli les matrices complexes d'ordre 
deux images des vecteurs de la base canonique de IE3 par l'applica
tion de Clifford ci-dessus : 

1 0 1 1 1 0 -i 1 11 0 1 O"l = 1 0 (i2 = i 0 (i3 = 0 -1 . 
On note parfois o-o la matrice unité I. Plus généralement, on 

peut appeler matrices de Pauli tout ensemble de trois matrices 
o-i, 0-2, 0-3 complexes 2 x 2 vérifiant les relations : o-] = 1, O"iO"j + 

ŒjŒi = 0 't/i =/= j E (1, 2, 3) et o-io-20-3 = ili. Il en résulte : 
0-10-2 = io-3, 0-20-3 = io-1, 0-30-2 = io-2. 

Les huit matrices o-o, 0-1, ... , 0-10-20-3 sont linéairement indépen
dantes sur IR. En vertu du corollaire VI.l. ci-dessus, l'algèbre réelle 
C(2) est donc une algèbre de Clifford de l'espace euclidien de di
mension trois. 

5) La restriction au plan sous-tendu par (ei, e3) dans l'appli
cation de Clifford ci-dessus montre comment on peut obtenir une 
application de Clifford, dans l'algèbre des matrices K(2), du plan 
quadratique sur K de type euclidien: (K2; q(e1x+e2y) = x 2 +y2): 

cp(e1x + e2y) = 1 y x I· Si E1 = 10 11, E2 = 11 0 I· 
X -y 1 Ü Ü -1 

E3 = E1 E2 = 1 ~ - ~ 1 elles forment avec la matrice unité une 

base de K(2) qui est donc l'algèbre de Clifford de ce plan quadrati
que. 
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6) L'espace antieuclidien de dimension trois, Eo 3 défini comme 

l'espace réel !R3 muni de la forme ~uadrati~ue : ' 
q(e1x1 + e2x2 + e3x3) = -(x1) - (x2) - (x3)2 possède une 
application de Clifford naturelle <p dans le corps des quaternions 
d'Hamilton H, qui est de dimension 4 sur IR, alors que C(Eo,3) est 
de dimension 8 : 

<p(x) = <p(e1x1 + e2x2 + e3x3) = E1x1 + E2x2 + E3x3 

avec les notations du n° 3) ci-dessus. 
Si W est l'application de Eo,3 dans l'algèbre H(2) des matrices 

quatemioniennes d'ordre deux définies par: 

1 

o <p(x)I 
x E Eo,3-----+ "W(x) = <p(x) Ü 

la matrice unité I et -W(Eo,3) engendrent alors une sous-algèbre 
réelle de dimension 8 de H(2) qui est une algèbre de Clifford de 
Eo,3· Elle est isomorphe à H EB H. 

7) L'espace de Minkowski E1,3 défini comme l'espace réel IR4 

muni de la forme quadratique : 
q(u) = q(eoxD+e1xI+e2x2+e3x3) = (xo)2-(x1)2-(x2)2-(x3)2 
a pour algèbre de Clifford C(E1,3) une algèbre réelle de dimension 
24 = 16. En écrivant un vecteur u de E1 3 comme somme de eox0 
et d'un vecteur x de Eo 3 on obtient une 'application de Clifford W , 
de E1,3 dans H(2), extension de l'application du n° précédent: 

l
x01 

w(u) = w(eox0 + x) = 0 1-1 

1 
x 0 11-1 <p(x) 1 

- <p(x) -x0 11-1 

~ 1 + w(x) -x 11-1 

et l'on prouve ainsi aisèment que C(E1,3) est isomorphe à l'algèbre 
réelle H(2). 

Or, l'algèbre réelle H(2) est une forme réelle de l'algèbre com
plexe C( 4) : C( 4) = H(2) EBiH(2), et on peut donc l'y plonger, ce qui 
permet de réaliser C(E1,3) comme sous-algèbre réelle de l'algèbre 
C(4). On est ainsi conduit à rechercher les applications de Clifford 
de E1,3 dans C(4). 
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Une telle application est entièrement déterminée par les images 
'Yo,'/'1,'/'2,'/'3 des vecteurs de la base canonique de E13, ce qui 
conduit à la définition : ' 

Définition VI.1.D: 

Un ensemble de matrices de Dirac est un ensemble de quatre 
matrices complexes d'ordre quatre : 'YO, 'Yl, 'Y2, 'Y3 satisfaisant aux 
relations: 

a) bo)2 = 1, b1)2 = b2)2 = ('Y3) 2 = -1 
b) d'anticommutativité deux à deux : 'Yi'Yj + 'Yj'Yi = 0 , Vi =f. j qui 

expriment qu'elles définissent une application de Clifford de IE1 3 

dans C(4). ' 

mat::e::ulti pa~ elx0:mlp6e, [ri ::d:~~= ::,::n:j o: ll'a~tre ;;si 

Ü -1 1 Ü -Oj Ü 

où les Oj, j = 1, 2, 3 sont les matrices de Pauli. 
Les exemples précédents montrent l'intérêt pratique de représen

ter les éléments d'une algèbre de Clifford C par des matrices, c'est
à-dire de construire une «représentation matricielle », de C, isomor
phisme de C sur une sous-algèbre, ou quand cela est possible, une 
algèbre, de matrices. 

Ce point de vue sera systématisé au §VI.4 ci-dessous. 

Dans les sept exemples développés ci-dessus, on a pu détermi
ner les algèbres de Clifford d'espaces quadratiques de petites dimen
sions grâce à des applications de Clifford astucieusement choisies 
dans chaque cas. Nous allons, dans les deux exemples ci-dessous, 
déterminer cette fois toute une famille d'algèbres de Clifford. 

8) Théorème VI.1.B : L'algèbre de Clifford C(H) de l'espace 
hyperbolique H de dimension 2r sur le corps K est isomorphe à 
l'algèbre de matrices K(2r). Si l'on représente H comme somme di
recte de deux sous-espaces totalement isotropes maximaux : H = 
F EB F', C(H) s'identifie naturellement à l'algèbre ~(AF) des endo
morphismes de l'espace vectoriel AF(= C(F)). 

Preuve: Tout vecteur x de H s'écrit de façon unique : 

x=(+a, avec(EF, aEF', etq(x) =2g(a,(). 
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Appelons p( () la multiplication extérieure par ( dans /\F et 
p(a) l'antidérivation (Thm IY.13.B) de l'algèbre /\F déterminée par 
la forme linéaire sur F : ( --t 2g(a; (). L'application de H dans 
.e(/\F) : 

x = (+a --t p(x) = p(() + p(a) 

est alors une application de Clifford. En effet, si fi/\ h /\ ... fp E 
J\PF: 

p( () . fi /\ ... f p = ( /\ fi /\ ... f p 

i-1 ~ + l::(-1) 2g(a; fi)fi /\ ... fi/\· .. fp 

Puisque p((2 ) = 0 et p(a)2 = 0, p(x)2 = p(()p(a) + p(()p((), 
et 

. 1 ~ 

p(()p(a)fi /\ h /\ ... fp = l::(-l)i- 2g(a; fi)(/\ fi ... fi/\ ... fp 

p(a)p(()fi /\ h /\ .. · fp = 2g(a; ()fi/\ h /\ · · · fp 

+ L:(-l)i2g(a; fi)(/\ fi/\ .. -fi/\··· fp· 

En ajoutant, il vient p(x)2 = q(x) ·Id. 
p se prolonge donc en un homomorphisme p d'algèbres unitaires 

de C(H) dans ,C(/\F). Un examen des bases et l'utilisation du 
théorème VI.2.A ci-dessous, ou le fait que la dimension de H étant 
paire, l'algèbre C(H) est simple (théorème VI.4.A) avec dim C(H) = 
dim (~(/\F) montrent que p est un isomorphisme c.q.f.d. 

9) La construction de Brauer-Weyl. 
Cette construction généralise celle de l'algèbre de Clifford C(E3) 

à l'aide des matrices de Pauli 0-10-20-3 (Définition VI.l.C). Soit E 
l'espace quadratique complexe standard de dimension n, de base 
orthonormale (e1, e2, ... , en) avec q(x) = L:(xj) 2. 

Si n = 2r ou 2r + 1, soit A le produit tensoriel d'algèbres 
complexes de r copies de l'algèbre de matrices C(2). A s'identifie 
à C(2r) : A= C(2) ® C(2) ® ... ® C(2) = C(2r). 
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Définissons une application p de E dans A. Pour 1 :::; j :::; r : 

ei --- Pi = cr3 ® ... cr3 ® cr1 ® ... 1 ® 1 

0-1) (r-1) 

er+j -- Pr+i = cr3 ® ... cr3 ® cr2 ® 1 @ ... 1 

et sin est impair (n = 2r + 1) : 

en = e2r+l --t P2r+l = 0-3 ® 0-3 ® 0-3 (r fois). 

On vérifie immédiatement que c'est une application de Clifford: 
Pt = l, et si k -=f. l : PkPl = -PzPk· 

Lorsque n est impair, l'élément u = P1P2 ... Pn de A commute 
avec tous les autres et est égal à i]. si n = 4s + 3, à :n. si n = 4s + 1. 

On voit alors directement que les Pj engendrent toute l'algèbre 
A. Sin est pair, on a alors : C(E2r) = C(2r). 

Maissin est impair, l'application de C(E2r+1) dans C(2r) n'est 
pas injective puisque les deux éléments de la base de C(E2r+i) : 
le et ei e2 ... en ont des images liées. 

En composant la symétrie de En par rapport à l'origine avec 
p, on obtient une autre application de Clifford p1 de E' dans A : 

1 M . . l'" d t / 1 1 ej --t Pj = -Pj· rus pwsque image e eie2 ... en es p 1p2 .. ·Pn 

= -P1P2 .. ·Pn, cette représentation de C(E2r+1) dans A est 
inéquivalente à la première (elle ne peut résulter d'un automor
phisme intérieur de C(2r), voir la Remarque, §VI.1.2.). Une vérifi
cation élémentaire montre cette fois que C (E2r+i) = C ( 2r) EB C ( 2r) 
est la somme directe de deux algèbres de matrices complexes. 

Vl.2 - Structures sur les algèbres de Clifford 

On peut jouer de la propriété universelle pour obtenir deux pro
priétés importantes des algèbres de Clifford : l'existence d'un au
tomorphisme II et d'un antiautomorphisme r, involutifs, liés à la 
structure, et appelés pour cela principaux. Soit C = C(E; q). Si u 
est un automorphisme orthogonal de E : q(ux) = q(x), Vx E E, 
l'application composée w : X E E --t w(x) = ux dans c est 
encore une application de Clifford : w(x)2 = (ux) 2 = q(ux) · 1 
= q(x) · 1. Il existe donc un automorphisme U de C qui prolonge 
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u par U(x1x2 .. . xp) = (ux1)(ux2) ... (uxp)· On obtient ainsi une 
représentation du groupe orthogonal O(E; q) comme groupe d'auto
morphismes de l'algèbre unitaire C. En particulier, en prenant pour 
u : (-IdE), soit w(x) = -x, on obtient l'automorphisme involutif 
de C. II peut donc être défini comme l'unique automorphisme de C 
qui change les signes des vecteurs de E. Le sous-espace propre de 
II pour la valeur propre + 1 est une sous-algèbre, dite sous-algèbre 
paire de C et notée C+. Elle contient tous les produits en nombre 
pair de vecteurs de E. Le sous-espace propre C_ contient tous les 
produits en nombre impair de vecteurs de E et en particulier E lui
même. Sie= (e1, e2, ... , en) est une base orthogonale de E, les e1, 
III pair, forment une base de C+, les e1, III impair de c_. On a donc 

dimC+ = L ( 21) = 2n-l = dimC_ = L ( 2nk+l). La décompo-
k k 

sition de C en somme directe: C+EBC- peut être considérée comme 
une graduation de l'algèbre C dans l2. 

Remarque : il est utile dans les applications de savoir si l'auto
morphisme II est, ou non, un automorphisme intérieur de C(E; q), 

-1 
c'est-à-dire s'il existe un élément u tel que Ila = ua u, Va E 
C(E; q). 

-1 
Or ceci entraîne pour tout vecteur x de E: Ilx = -x = ux u 

soit ux = -xu, uxy = xyu, etc ... : l'élément u, anticommute 
avec les éléments impairs, commute avec les éléments pairs. De 
tels éléments forment l'« anticentre » de C(E; q). Lorsque (E; q) est 
régulier de dimension impaire, l'anticentre est nul : II n'est pas un 
automorphisme intérieur. On a vu une application de ce fait dans 
la construction de Brauer-Weyl (Exemple 9, fin du §VI.l) 

Considérons maintenant une nouvelle algèbre c0 obtenue en 
définissant sur l'espace vectoriel C une autre multiplication, notée 
par un astérisque. Le nouveau produit a * b de deux éléments a et b 
est l'ancien produit de ces éléments dans l'ordre inverse : a* b = ba. 
La nouvelle algèbre c0, appelée l'opposée de C, est, comme elle, 
associative et unitaire, et contient E. On a, si x E E, x * x = 
xx = x2 = q(x) · 1, et c0 est donc aussi une algèbre de Clifford 
pour (E; q). La propriété universelle implique donc l'existence d'un 
isomorphisme T d'algèbres unitaires de C sur c0 que l'on peut plus 
pratiquement interpréter comme une antiautomorphisme (involutif) 
de C. C'est l'unique antiautomorphisme laissant fixes les éléments 
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de E: T(ab) =Tb· Ta. Si x1,x2, ... xp E E, T(x1,x2, ... ,xp) 
= XpXp-1 ... Xl. 

Puisque II o T et T o II sont deux antiautomorphismes de C 
coïncidant sur les générateurs : 1 et E, ils sont égaux. 

v = II T = T II est l'unique antiautomorphisme de C qui change 
le signe des vecteurs de E. Il est involutif et appelé conjugaison 
de C. On note simpement u = vu le conjugué de u. 

Remarque : Une représentation matricielle de C est d'autant 
plus maniable que II, Tet vont une expressions simple. (On verra 
au théorème VI.6.B que toute antiinvolution de K(m) est composée 
de la transposition et d'un antomorphisme intérieur). 

Définition VI.2.A : 

L'application quadratique de C = C(E; q) en elle-même : 
u --t N(u) = uu est appelée la norme de C. L'application 
u --t S(u) = u(Tu) est la norme spinorielle. Elles coïncident sur 
C+. 

Si u est décomposable, c'est-à-dire le produit de p vecteurs 
de E: u = xi,x2, ... ,xp, S(u) = x1,x2, ... ,XpXp,···x2x1 = 
q(x1)q(x2) ... q(xp) et N(u) = (-l)PS(u) sont à valeurs scalaires. 

Exemples: 

1) Soient E un plan quadratique régulier, el, e2 une base or
thogonale de E, e3 = el e2 le produit de ces vecteurs dans l'algèbre 
de Clifford C de E. C est donc une algèbre de quaternions, et si 
h = a · 1 + /3e1 + ')'e2 + 8e3 E C. IIh = a · 1 - f3e1 - ')'e2 + 8e3, 
Th = a· 1 + f3e1 + ')'e2 - 8e3 tandis que le conjugué v h = h est égal à 
h =a· l -/3E1 -')'e2 -8e3. Si q(e1) =a et q(e2) = b, la norme de h 
est le scalaire: N(h) = hh = a 2 -a>..2 -bµ 2+ab82. C'est une forme 
quadratique multiplicative sur C. N(hh1) = hh1(hh1) = hh'h'h = 
N(h)N(h'). (Tous les quaternions non nuls sont décomposables.) Un 
quaternion est inversible si et seulement si sa norme est non nulle. 

-1 
En effet, de h h = 1 on déduit N(h)N(h)-1 = 1. Réciproquement, 

-1 
si N(h) =/= 0, h = hjN(h). 

Sur l'algèbre K(2) des matrices 2 x 2 à coefficients dans K, 
on a une antiinvolution canonique : A --t A, que nous appellerons 
conjugaison, définie par : 
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si A = 1 a b 1 À = 1 d -b 1 soit, si C 
c d ' -c a ' Io -11 1 0 ' par 

-1 
A= et AC. 

On a: AÀ = ÀA = (dét A)I = N(A). 
Dans la représentation matricielle classique des quaternions 

réels et complexes vues à l'exemple 3 du paragraphe précédent 
la conjugaison de C(2) est celle des quaternions. Dans le cas des 
quaternions réels, et seulement dans ce cas, À =t A 

La norme des quaternions d'Hamilton est N(h) = N(al+,6e1 + 
1e2 + 6e3) = a 2 +,62 +12 + 62. Sous forme matricielle dans C(2) : 

si h = 1 u_ ~ 1, N(h) = dét h = uu + vv = lul2 + lvl 2 
-v u 

et hh = ht"°fi = N(h)I 

Tout élément non nul de IHI est donc inversible : IHI est un corps 
non commutatif. 

La propriété N(hh') = N(h)N(h') exprime le produit de deux 
sommes de quatre carrés comme somme de quatre carrés (formule 
d'Euler). 

2) Si (ei, e2, e3) est une base orthogonale ordonnée de l'espace 
euclidien E3, elle y définit une orientation. 

L'élément J = e1 e2e3 de l'algèbre de Clifford C de E3 a pour 
carré J2 = -1 et définit donc une structure complexe sur C, qui 
devient la structure opposée (-J) si l'on change l'orientation. Sur 
la réalisation matricielle C(2) de C(E3) construite au paragraphe 
précédent : J = O"l 0"20"3 = il, ce qui est bien la structure complexe 
naturelle de C(2). II et T changent J en (-J) et sont donc anti
linéaires. La conjugaison v laisse J invariant et change le signe des 
matrices de Pauli : 

v est donc C-linéaire. On a: vA =A (voir 1); ci-dessus), rA =t A, 
IIA =t A. 

Une autre structure de l'algèbre de Clifford C(E; q) = C est 
celle de «filtration». Appelons c(k) le sous-espace vectoriel de C 
formé des combinaisons linéaires de produits d'au plus k vecteurs 
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k 
de E. c(k) est l'image de ( 2: ®kE) dans l'expression de C(E; q) 

0 
comme quotient (®E)/Q. Les C(k), k = 0, 1, ... forment une suite 
croissante de sous-espaces emboîtés : (C(O) = K · 1) c (C(1) = 
K · 1 + E) C ... ou filtration de C. 

Théorème VI.2.A : 

1) Si E = (E1, E2, ... , En) est une base quelconque de l'espace 
quadratique (E; q), les 2n éléments de l'algèbre de Clifford C = 
C(E;q): {l,EJ = Ej1Eh···Ejp; 1 ~JI< ... jp ~ n} enforment 
une base. 

2) Si F est un sous-espace vectoriel quelconque de E, qp la 
restriction de q à F, la sous-algèbre Cp de C engendrée par le 
et Fest une algèbre de Clifford pour (F; qp ). 

Preuve: 

1) Si e = ( ei, e2, ... , en) est une base orthogonale de E, on 
peut exprimer les ej en fonction des Ek· En utilisant les relations 

de Clifford entre les Ek: E~ = q(Ek) · 1 et EjEk +EkEj = 2g(EjEk) · 1 
on prouve immédiatement que les e1, III = p sont des combinaisons 
linéaires des éJ, III = p modulo le sous-espace c(p-l) défini ci
dessus. 

2) est prouvé immédiatement en prenant une base E de E dont 
les p premiers vecteurs forment une base de F et en utilisant 1). 

Théorème VI.2.B : Si la forme quadratique q n'est pas nulle, 
la sous-algèbre paire C+ de C(E; q) peut être considérée comme 
l'algèbre de Clifford de tout sous-espace Ei = er de E, orthogonal 
d'un vecteur régulier ei pour la forme quadratique q1 = -q(e1)q. 
Pour une telle structure d'algèbre de Clifford sur C+, la conjugaison 
v1 est toujours la restriction de la conjugaison v de C, et l'automor
phisme principal II1 est l'automorphisme intérieur de C+ par ei. 

Preuve : Pour tout y E er, y et ei anticommutent dans 

C. Si q( ei) #- 0, e[ est un sous-espace de codimension un 

dans E supplémentaire de ei. L'application y E er --+ 'Pl (y) 
= eiy E C+ est une application de Clifford pour la forme quadra
tique q1 = -q(e1)q sur er puisque cp1(y)2 = eiye1y = -eyy2 = 
-q(ei)q(y). 
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On vérifie immédiatement que l'unité et 'Pl ( er) engendrent 

C+, d'où : C+ = C(ef; qi). La restriction de v à C+ est un 
antiautomorphisme dont la restriction à 'Pl ( er) est : v( 'Pl (y)) 
= v(eiy) = (-y)(-ej) = ye1 = -eiy = -<p1(Y) = v1<p1(Y) 

d'où v = v1 sur C+. De la même façon, e1<p1(y)el = e1(e1y) (ei) 
q ei 

= -eiy = -<p1(y). L'automorphisme principal II1 coïncide donc 
avec l'automorphisme intérieur par ei, et dépend ainsi du choix de 
ei, contrairement à v1. 

Exemple : Soient E3 l'espace euclidien de dimension trois et 
(e1, e2, e3) une base orthonormale de E3. La sous-algèbre paire 
C+ de C(E3) est l'algèbre de Clifford du plan er = (e2, e3) 
muni de la forme quadratique ql = -q, c'est-à-dire d'un plan 
antieuclidien. C+(E3) est donc isomorphe au corps non-commutatif 
H des quaternions d'Hamilton, et puisque J = ei e2e3 définit la 
structure complexe de C(E3) = C(2), on a C(2) = H EB iH, ce qui 
montre que H est une forme réelle de l'algèbre complexe C(2) (IR(2) 
en est une autre). 

On a déjà observé au paragraphe précédent VI.l qu'un pre
mier problème dans l'étude des algèbres de Clifford est un problème 
concret : étant donné un espace quadratique particulier, peut-on cal
culer son algèbre de Clifford? Existe-t'il, par exemple, des procédés 
généraux de récurrence sur la dimension permettant de déduire 
la structure de C(E; q) de la connaissance des algèbres de Clifford 
des sous-espaces de E? Le théorème VI.2.B et le théorème suivant 
permettent une approche théorique du problème de récurrence : 

Théorème Vl.2.C: Si (E; q) = (E1, q1)@(E2; q2) est la somme 
directe orthogonale de deux sous-espaces E1, E2, son algèbre de 
Clifford C(E; q) est naturellement isomorphe au produit tensoriel 
gauche (Définition Ill.11.C) de leurs algèbres de Clifford : 

En particulier, si q = 0 : /\E = (/\E1)®(/\E2). 

Preuve : Tout vecteur x de E se décompose en x = xi + x2 
suivant la décomposition de E en somme directe E = E1 EB E2. 
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L'application de E dans C(E1; qi)@C(E2; q2) : 

'{! 

X -----+ X! 0 1 + 1 0 X2 

est une application de Clifford puisque (Déf. III.11.C) : 

cp(x)2 = (x101+10x2)(x101+1 0 x2) 

= xy 0 1 + x1 0 x2 - x1 0 x2 + 1 0 x§ 
= (q(x1) + q(x2))10 1=q(x)·1. 

Elle se prolonge en un homomorphisme d'algèbre <r>. La réu
nion de bases orthogonales de E1 et de E2 est une base ortho
gonale de E et les éléments des bases associées de C(E; q) et 
C(E1; qi)@C(E2; q2) se correspondent par <r>, c.q.f.d. 

Remarque : la manipulation des produits tensoriels gauches 
est malcommode et l'on recherche plutôt des théorèmes faisant 
intervenir le produit tensoriel ordinaire! (cf. Exercices VI.3). 

Vl.3 - Groupes de Clifford et groupes spinoriels 

Définition VI.3.A : Le groupe de Clifford G(E; q) d'un espace 
quadratique régulier est le groupe que forment pour la multiplica
tion les éléments de !'algèbres de Clifford C(E; q) qui sont produits 
de vecteurs réguliers de E. Le groupe de Clifford pair G+(E; q) est 
le sous-groupe de G(E; q) que forment les produits d'un nombre pair 
de vecteurs réguliers de E, soit: G+(E; q) = G(E; q) n C+. 

Puisque les éléments de G(E; q) sont décomposables par défi
nition, les restrictions des normes N et S à G(E; q) sont à va
leurs scalaires et par conséquent multiplicatives N ( uv) = ( uv) ( uv) 
= u(vv)u = N(u)N(v) et de même S(uv) = S(u)S(v). Net S sont 
donc des homomorphismes du groupe G(E; q) dans le groupe mul
tiplicatif K* des éléments non nuls du corps des scalaires. 

Définition Vl.3.B : On appelle groupe spinoriel Spin(E; q) de 
l'espace quadratique régulier (E; q) le sous-groupe du groupe de 
Clifford pair G+(E; q) noyau de l'homomorphisme norme, c'est-à
dire le sous-groupe de G+(E; q) formé des éléments de norme un. 
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Exemples: 

1) Déterminons le groupe spinoriel de l'espace euclidien usuel 
de dimension trois : Spin(E3) = Spin(3). Notons C = C(E3). La 
sous-algèbre paire C+ est le corps n-11 des quaternions d'Hamilton. 
Nous allons vérifier que tous les éléments non nuls de C+ = n-11 

sont décomposables et, plus précisément, peuvent s'écrire comme 
produit de deux vecteurs de E3. Le groupe de Clifford G+(E3) est 
donc le groupe multiplicatif n-u+ des quaternions non nuls, et le 
groupe spinoriel Spin(3) est le groupe des quaternions de norme 
un. Désignons par 0-1, 0-2, 0-3 les éléments de C correspondant à une 
base orthonormale orientée de E3 et simplement par i l'élément 
0-10-20-3 qui détermine une structure d'algèbre complexe sur C. 
Dans la réalisation de C comme C(2) vue au §VI.l, les O"j sont 
des matrices de Pauli. {1, 0-20-3 = io-1, 0-30-1 = io-2, o-io-2 = io-3} 
forment une base de C+. 

Si X = x10-1 + x20-2 + x 30-3 et Y = y10-1 + y20-2 + y30-3 sont 
les éléments de C correspondant à des vecteurs x et y de E, leur 
produit, élément de C+, s'écrit : 

XY = (x 1 y) . 1 + i{ (x2y3 - x3y2)0-1 + (x3yl - xly3)0-2 

+(xly2 _ x2yl )o-3}; 

si z = x x y est le produit vectoriel de x et de y, on a donc : 

XY = (x 1y)·1 + iZ. 

Réciproquement, tout élément non nul h de C+ s'écrit p· l +iU, 
p et U non tous deux nuls, et les équations en x, y : ( x 1 y) = p, 
x x y = u possèdent une infinité de solutions. h peut donc toujours 
s'écrire h = XY. Calculons la norme quaternionienne de h = XY 
= p · l +iZ: 

N(h) · I = YXXY = ilxii 211Yii 2 · I, 

soit N(h) = llxll 2llYll 2 =P2 +1Jzll2 = (x 1 y) 2 + JJx x Yll 2-
Dans la représentation matricielle standard des quaternions 

d'Hamilton : N(h) = détX détY = déth et N(h)I =t hh. Les 
quaternions de norme un s'identifient donc aux matrices spéciales 
unitaires de C(2): thh = I et déth = +1. 
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Le groupe spinoriel Spin(3) s'identifie ainsi au groupe spécial 
unitaire SU(2) : 

h E Spin(3) <===? h = 1 u_ ~ 1 avec uu + vv = 1. 
-v u 

En identifiant E3 à son image dans C(2), les vecteurs de 
E : x = elx1 + e2x2 + e3x3 sont représentés par les matrices 
hermitiennes de trace nulle : 

X= 1 

x3 xl - ix2 I 

x1 + ix2 -x3 

= -détX · I. 

On obtient élémentairement l'épimorphisme canonique de 
Spin(3) = SU(2) sur le groupe des rotations S0(3) en faisant cor-
respondre à tout élément h de SU(2) une rotation h de E3 par: 

- -1 -1 
si h E SU(2), Y = h(X) = hX h. En effet les hX h parcourent 
les matrices hermitiennes de trace nulle et Y 2 = X2 (ou dét y = 
détX). 

2) L'extension à l'espace de Minkowski E1 3 des considéra
tions élémentaire précédentes conduit à identifi~r E1 3 à l'espace 
vectoriel des matrices hermitiennes 2 x 2 : à x = ~ox0 + el x 1 
+ e2x2 + e3x3 correspond 

X = 1 xo + x3 xl - ix2 I · 

x1 + ix2 x0 - x3 

L'application x ---"* X n'est pas une application de Clifford mais 
on récupère la métrique de E1 3 avec le déterminant de la matrice : 
détX = (x0)2 _ (xl )2 _ (x2)2' _ (x3)2 = q(x). 

Une analogie partielle avec l'exemple précédent conduit à 
considérer le groupe Sl(2; C) des matrices complexes 2 x 2 de déter
minant +l, et de le faire opérer sur E1,3 par : si g E Sl(2; C), 
Y = gXtg. En effet, les gXtg parcourent les matrices hermitiennes, 
et puisque détg = 1, détY = q(y) = détX = q(x). On vérifie que 
l'orientation de l'axe des temps est conservée et on obtient un épi
morphisme du groupe connexe et simplement connexe. Sl(2; C) sur 
SO(l, 3), de noyau (-1, +1). 
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Nous allons montrer que Sl(2; C) s'identifie au groupe Spin(l, 3) 
(définition VI.3.B). Pour cela formons une application de Clifford de 
Ei,3 dans C( 4) à l'aide de l'application ci-dessus : 

X E Ei,3 ~ X = 1 ~ ~ 1 où 1 : - : 1 = 1 ~c ~b 1 

(cf. §Vl.2). On a bien x2 = q(x) . 1 puisque XX= XX= détX. 1 
= q(x) · 1. Le produit X~ des matrices associées à deux vecteurs 

s'écrit: X~ = \ ~ fy \ et sa norme dans C(E1,3) est N(xy) = 

détX. dét y= dét IXYI. 
On a vu au §VI.2 que l'automorphisme principal II de C(E3) 

s'écrivait, dans la représentation de C(E3) par C(2), Arr =t A. 
Puisque X et Y sont hermitiennes XY = (XY)rr. On voit alors 
immédiatement (cf. DR) que la sous-algèbre paire C+(E1,3), qui 
s'identifie à l'algèbre de Clifford C(E3) (Théorème VI.2.B : E3 = 
{ e~ muni de la forme -q}) est ici réalisée comme la sous-algèbre 

de C ( 4) que forment les matrices 1 ~ a~ 1, et qui est bien isomorphe 

à C(2). 
C(E1,3) est réalisée comme la sous-algèbre réelle de C(4) 

formée des matrices g = \ b<t_ a~ \ · Le groupe de Clifford pair 

G+(E1,3) s'identifie alors au sous-groupe de Gl(2; C) que forment 
les matrices g de déterminant réel et Spin(l, 3) à Sl(2; C). 

La condition g E Sl(2; C) est équivalente à g = rl, et l'action 
de Spin(l, 3) = Sl(2; C) dans Ei,3 s'écrit : 

1 ~ 9~ 11 ~ ~ 1 ~· g~ Il -1 (gX~g)" g~'g 1 

Elle se réduit à l'action trouvée ci-dessus : X ___. gXtg. 
Nous allons étudier les relations qui existent entre les groupes 

de Clifford, spinoriel, et orthogonal d'un espace quadratique régu
lier. Observons d'abord que l'automorphisme principal II de C(E; q) 
détermine un automorphisme involutif de G(E; q) dont G+(E; q) 
est le sous-groupe des éléments invariants. 
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La symétrie orthogonale cra de (E; q) qui change le vecteur 
régulier a en -a s'écrit, en reprenant la notation (x 1 y) pour le 
produit scalaire g(x,y) associé à q: 

(x 1 a) 
\:/x E E: cra(x) = x - 2 ~ a. 

Or, on peut écrire cette équation à l'aide de la multiplication 

de C(E; q), puisque 2(x 1 a) = ax + xa et que q~) = a-1,ce qui 

donne: 
-1 -1 

cra(x) = x - (ax + xa) a = -ax a . 

Ceci encourage à essayer de représenter plus généralement un 
automorphisme quadratique de E à l'aide de la multiplication dans 
C(E; q). Un tel automorphisme u peut toujours être écrit comme 
produit de symétries orthogonales: u = cra1 cra2 .•. crak et peut donc 
être représenté dans C(E; q) par l'application : 

On voit apparaître les éléments du groupe de Clifford G(E; q), 
produits de vecteurs réguliers de C(E; q), l'automorphisme II de 
ce groupe, et un homomorphisme naturel W de G(E; q) sur le 
groupe orthogonal O(E; q) : g E G(E; q) ---+ w(g) E O(E; q) avec 

-1 
w(g)x = (ITg)x g, \:/x E E. 

On peut vérifier a priori que w(g) E O(E; q) en calculant: 

q(w(g)x)l = (w(g)x)2 = -(w(g)x)(ITw(g)x) 
1 -1 

= -(ITg)x g g(-x) ITg = x 2 = q(x) · 1 

De plus, W applique G+(E; q) sur SO(E; q), puisque les éléments 
de ce dernier groupe sont des produits d'un nombre pair de 
symétries orthogonales, et G-(E; q) sur Q_ (E; q). 

On vient de faire opérer le groupe de Clifford G(E; q) comme 
groupe d'automorphismes quadratiques de E. Mais on a vu que 
tout automorphisme quadratique de E s'étend naturellement en 
un automorphisme de l'algèbre C(E; q). G(E; q) opère donc comme 
groupe d'automorphismes de l'algèbre C(E; q) par prolongement de 
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son action sur E. Sig E G+(E; q), ce prolongement est évidemment 

l'automorphisme intérieur: a(g) · t = gt · Ç/. 
-1 -1 -1 

Si g E G_(E; q) et x E E, (llg)x g = -gx g = ll(gx g) 

= g(llx) rl; C'est donc l'automorphisme composé 11 o a(g) = 
a(g) o 11 de C(E; q) qui prolonge l'action de g sur E. 

On démontre sans peine la théorème suivant dans le cas des 
corps réel ou complexe (cf. DR) : 

Théorème VI.3.A : 

a) Soit (E; q) un espace quadratique régulier complexe, ou réel 
euclidien de dimension n ~ 2. 
Le groupe spinoriel de E est alors le groupe que forment dans 
C(E; q) les produits d'un nombre pair de vecteur unitaires de 
E. Il est connexe et simplement connexe par arcs et c'est un 
revêtement à deux feuillets du groupe des rotations SO(E; q). 

b) Soit (E; q) = Ep,m un espace pseudoeuclidien d'indice (p, m), 
p et m non nuls. Le groupe spinoriel Spin(p, m) de E est le 
groupe que forment dans C(Ep,m) les produits d'un nombre pair 
de vecteurs aj tels que q( aj) = + 1 et d'un nombre pair de 
vecteur bk tels que q(bk) = -1. Il est connexe et simplement 
connexe par arcs si (p, m) #- (1, 1). C'est un revêtement à deux 
feuillets du groupe des rotations propres SO+(P, m) (conservant 
l'orientation complète de Ep,m). 

Par contre, le groupe spinoriel Spin(l, 1) du plan hyperbolique 
a, lui, deux composantes connexes. Si (ei, e2) est une base hyper
bolique : q(e1) = +1, q(e2) = -1 les éléments de Spin(l, 1) dans 
C(E1,1) peuvent s'écrire : ±(ch 0 · 1+sh0 ·el e2)· Ils décrivent dans 
le plan (1, ele2) les deux branches d'une hyperbole. 

Sous l'action du groupe orthogonal O(E; q), l'espace vectoriel 
C(E; q) se décompose naturellement en une somme directe de sous
modules que nous allons déterminer. 

Théorème VI.3.B: Soit (E; q) un espace quadratique régulier de 
dimension n. Pour chaque p = 0, 1, 2, ... , non a un isomorphisme 
naturel <Pp de O(E; q)-modules de f\PE sur un sous-espace Cp de 
l'algèbre de Clifford C = C(E; q). 

C est somme directe des sous-espaces Cp et EB<l>p est un isomor
phisme de O(E; q)-modules de /\E sur C. Pour toute base orthogo-
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nale e = (e1, e2, ... , en), <I>p(ei1 A ei2 A ... eip) = ei1 ei2 ... eip = e1 
pour i1 < i2 < ... ip, et les e1; III = p forment une base de Cp. En 
particulier quelle que soit la base orthogonale e' = (ei, e2, ... , e~), 
le produit ei e2 ... e~ est un multiple scalaire de ei e2 ... en. La 
décomposition naturelle de C en EBCp est une graduation de l'espace 
vectoriel de C dans 1. 

Preuve : On a d'abord A 0 E = K · 11\E, Co = K · (le) et 
<I>o(lAE) = le. Si p;:: 1, considérons l'application de Ex Ex E ... E 
(p fois) dans C définie par: 

Elle est linéaire alternée et détermine une application linéaire 
<Pp de APE dans C. Si ei1 , ei2 , ... , eip sont p vecteurs d'une base or
thogonale de E dont les indices forment une suite strictement crois
sante, ils anticommutent dans C, et eicri · eicr2 ... eicrp = é( <7 )ei1 · 

ei2 ... eip· On a donc : <I>p( ei1 A ei2 A ... eip) = ei1 · ei2 ... eip• d'où il 
résulte que <Pp est injectif et que EB<l>p est un isomorphisme de AE 
sur C. Si u E O(E; q), (APu) · x1 A x2 A ... Xp = ux1 A ux2 A ... uxp 
tandis que, dans C, U(x1x2 . .. xp) = (ux1)(ux2) ... (uxp)· <Pp est 
donc un isomorphisme de O(E; q)-modules. 

Si e' est une autre base orthogonale : e' = eS, on a ei e2 ... e~ 
= (dét S) · eie2 ... en en vertu de la multilinéarité. 

Notation : Par un abus d'écriture commode, on peut noter 
x1 A x2 A ... Xp l'élément de C(E; q) image par <Pp de l'élément 
correspondant de APE. On matérialise ainsi l'isomorphisme cano
nique de O(E; q)-modules entre AE et C(E; q) lorsque (E; q) est 
régulier. On peut ainsi écrire dans C(E; q) avec cette notation 

1 1 
xy = 2 ( xy + yx) + 2 ( xy - yx) soit : xy = ( x 1 y) · 1 + x A y. 

Proposition VI.3.A: 

Le noyau de l'homomorphisme W du groupe de Clifford G(E; q) 
d'un espace quadratique régulier sur O(E; q) est égal à K* · le, 
sous-groupe que forment les scalaires non nuls, qui est contenu 
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dans G+(E; q). C'est donc aussi le noyau de l'homomorphisme 
de G+(E; q) sur SO(E; q). Le noyau de l'homomorphisme du 
groupe spinoriel Spin(E; q) dans SO(E; q) est le sous-groupe à deux 
éléments : ( -1, + 1) de K*, qui sont les scalaires de norme 1. 

Preuve : Sig E G + (E; q), W (g) est l'identité de E si et seulement 

si gx g1 = x, soit gx = xg, pour tout x de E. Il en résulte que g 
commute avec tous les éléments de C(E; q) : g est donc un élément 
pair du centre Z de l'algèbre. Sig E G-(E; q) c'est gx = -xg que 
l'on doit avoir pour tout x de E : g doit anticommuter avec tous 
les éléments impairs : g est donc un élément impair de ce qui est 
appelé l'anticentre A de C(E; q), donc nul et la proposition est une 
conséquence de la suivante : 

Proposition VI.3.B : 

Soient (E; q) un espace quadratique régulier de dimension n, 
e = (ei, e2, ... , en) une base orthogonale de E, J =el· e2 ... en le 
produit des vecteurs de e dans C(E; q), Z le centre, A l'anticentre 
de C(E; q). 

1) Si n est pair, Z et A sont pairs et sont de dimension un : 
Z = K · le, A = K · J 

2) Si n est impair, A = 0, Z = {.Xle + µJ; À,µ E K} et 
II(Àle + µJ) = Àle - µJ 

Preuve : Soit z un élément du centre. Pour chaque i, il doit 
commuter avec ei dont être invariant par l'automorphisme intérieur 

-1 ei 
t --+ eit e i = eit -(-).Ecrivons z dans la base e comme somme 

q ei 
de quatre termes, où P, P' sont pairs, Q, Q' impair : 

P . -l -l t l' d "t . u1sque eiep e i = -ep, eieQ e i = -eQ'' e que on 01 av01r 

eiz ~1 = z pour chaque i, on en déduit que : 
i 

a) si n est pair, z = À · le. 

b) sin est impair, z =À· le+ µJ. 
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Un raisonnement analogue permet de calculer l'anticentre. 
Nous allons maintenant nous intéresser, lorsque le corps est 

réel à l'algèbre de Lie commune au groupe orthogonal O(E; q) et 
au groupe spinoriel Spin(E; q) d'un espace régulier (E; q). Un arc 
différentiable issu de l'élément neutre 1 dans le groupe de Clifford 
pair G+(E; q) : t --+ g(t) avec t E [O, a], g(O) = 1 vérifie quel que 
soit x E E: 

-1 
g(t)xg( t ) = y(t) E E. 

En dérivant par rapport à t, pour t = 0, cette égalité ainsi que 
-1 

l'égalité g(t)g( t ) = 1, on obtient: 

g1(0) + Ç/'(O) = 0 et g'(O)x - xg'(O) = y1(0) E E. 

Un vecteur tangent g1(0) en l'élément neutre de G+ est donc 
un élément a de la sous-algèbre C+ qui satisfait à la condition : 
\:lx E E, [a, x] = ax - xa E E. Cette condition s'analyse aisément 
en prenant une base orthogonale (ei, e2, ... , en) de E et en écrivant 
que [a, ej] E E, \:/j, par un raisonnement analogue à la démonstra
tion de la Proposition VI.3.B. On voit alors que a est nécessairement 
de la forme a = À· 1 + L Àijeiej. Si l'arc différentiable g(t) est 

i<j 
contenu dans le groupe Spin(E; q), la norme de g(t) est constam
ment égale à un: g(t)g(t) = 1, d'où: g1(0) + g(O) =O. Un vecteur 
tangent en l'élément neutre de Spin(E; q) satisfait donc en outre à 
l'équation a+ a= 0, équivalente à À= o. 

Nous avons ainsi démontré que l'algèbre de Lie de Spin(E; q) est 
contenue dans le sous-espace C2 (E; q) que forment les combinaisons 
linéaires I::: Àijeiej pour une base orthogonale e arbitraire et 

i<j 
prouvé la moitié de la 

Proposition VI.3.C: 

L'algèbre de Lie du groupe spinoriel Spin(E; q) s'identifie natu
rellement au sous-espace C2(E; q) de l'algèbre de Clifford C(E; q). 

Preuve: Vérifions d'abord que C2(E; q) est une sous-algèbre de 
Lie de l'algèbre de Lie associée à C(E; q). 
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En effet, le crochet [eiej, ekezl est nul si les quatre indices sont 
différents ou si i = k et j = l. Et lorqu'il y a que trois indices 
distincts : 

Soit maintenant P un plan régulier de (E; q). Son orthogonal 
p.l_ en est un supplémentaire. 

Les automorphismes quadratiques du plan P prolongés par 
l'identité sur p.1_ identifient le groupe orthogonal O(P) à un sous
groupe de O(E; q). Il en est ainsi en particulier des rotations de 
P qui se prolongent en des rotations de (E; q) appelées rotations 
élémentaires «d'axe p.l_ ». Une telle rotation est le produit de deux 
symétries orthogonales O"bO" a relatives à deux vecteurs réguliers a, b 
de P. 

Son image réciproque dans le groupe de Clifford pair G+(E; q) 
est l'ensemble des éléments {>.ba }, À scalaire non nul, qui défi
nissent le même automorphisme intérieur de C(E; q) : x --+ 

-1 
.Xbax(.X b a). 

La rotation <7bO"a se relève dans Spin(E; q) si a et b sont «de 
même signe » lorsque K = IR. On peut alors normaliser a et b en 
prenant q(a) = q(b) = +1 ou q(a) = q(b) = -1 et la rotation O"bO"a 

a pour relèvements dans Spin E les deux éléments ba et (-ba). 
Rapportons le plan P à une base orthonormale ( ei, e2) et 

considérons une rotation de P d' « angle » (). Lorsque P est euclidien 
ou antieuclidien on peut la décrire en prenant a = ei, b = 

ei cos~ + e2 sin~- Ses relèvements dans Spin(E) sont : ±ba = 

±(cos~ l+e2e1 sin~), si Pest euclidien, et±( cos~ l-e2e1 sin~) 
si P est antieuclidien. Si P est hyperbolique, avec q(e1) = 1, 

() () 
q(e2) = -1, on prend a= ei, b = ei ch 2+e2 sh 2. Les relèvements 

de O"bO" a dans Spin(E) sont ± (ch ~ · 1 + e2e1 sh ~). 
En faisant varier () et en prenant les signes ( +) on définit dans 

chaque cas un chemin différentiable g( 0) issu de l'élément neutre 
(g(O) = 1) dans SpinE dont le vecteur tangent à l'origine g'(O) 

1 1 
est 2 e2e1 dans les cas euclidien et hyperbolique, 2 ei e2 dans 
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le cas antieuclidien. On voit ainsi que chaque produit eiej, i "# j 
représente une rotation infinitésimale attachée au plan ( ei, ej) et un 
élément de l'algèbre de Lie de Spin(E) c.q.f.d. 

Exemple: Dans la représentation de l'algèbre de Clifford C(E3) 
par les matrices de C(2), vue au §VI.1., les rotations infinitésimales 
autour des axes Ox, Oy, Oz s'écrivent à l'aide des matrices de Pauli: 

1 i 
Pl= -2 0"20"3 = -2 0"1; Ox: 

Oy: 
1 i 

P2 = -2 0"30"1 = -2 0"2; 

1 i 
P3 = -2 0"10"2 = -2 0"3; Oz: 

Pl, P2, p3 forment une base de l'algèbre de Lie D (3), commune aux 
groupes S0(3) et Spin(3) = SU(2). Leurs crochets ou relations de 
commutation sont : 

----+ 
Plus généralement, si l est un vecteur unitaire de E3 représenté 

----+ 
dans C(2) par la matrice L, la rotation infinitésimale d'axe l est 

i 
représentée par - 2 L (cf. DR). 

Ces opérateurs de rotation infinitésimale sont antihermitiens 
et leurs valeurs propres sont par conséquent imaginaires pures. On 
préfère, en mécanique quantique, considérer les opérateurs cinéti
ques correspondants, qui sont les opérateurs de rotation infinitési
male multipliés par i, et qui sont hermitiens. Cela revient à com
plexifier l'algèbre de Lie S0(3). Si h = ipk, k = 1, 2, 3, les relations 
de commutation deviennent alors : 

[Ji, J2] = iJ3 [J2, J3] = iJ1 [J3, J1] = iJ2. 

En privilégiant l'axe Oz, on pose J+ = J1 +iJ2 et J_ = J1 -iJ2 
ce qui donne les relations de commutation. 

fort commodes pour la détermination des représentations complexes 
irréductibles de l'algèbre de Lie 0(3) qui sera vue au §VI.5. 
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Vl.4 - Nature des algèbres de Clifford. Spineurs 

L'exposé qui vient d'être fait des propriétés des algèbres de 
Clifford n'est pas vraiment de nature à convaincre de leur utilité. 
Du point de vue linéaire, par exemple, et des représentations du 
groupe orthogonal, elles sont isomorphes aux algèbres extérieures. 
Par contre, lorsque l'espace est régulier, nous avons vu que leur 
structure multiplicative fait apparaître des extensions du groupe 
orthogonal. C'est l'approfondissement de ce phénomène qui est 
essentiel pour les applications. 

Une façon d'étudier un ensemble A muni d'une certaine struc
ture consiste à tenter de le représenter comme un ensemble d'opéra
teurs linéaires sur un espace vectoriel M, qui prend alors le nom de 
A-module, en utilisant toutes les ressources de ~(M). Ces dernières 
permettent ainsi de représenter : les groupes, les algèbres associa
tives de Lie et de Jordan (cf. III.11). 

Définition Vl.4.A : 

Une représentation linéaire d'une algèbre A associative unitaire 
(resp. de Lie, resp. de Jordan) dans l'espace vectoriel de dimension 
finie M est un homomorphisme p de A dans l'algèbre associative 
unitaire ~(M) (resp. de Lie ~(M)_, resp. de Jordan ~(M)+ avec 
les notations du §III.11). Muni d'une telle représentation, M prend 
le nom de A-module. Les sous-espaces de M stables, par A sont 
appelés des sous-modules. On fait usuellement opérer une algèbre 
associative. A sur M à gauche, soit : p(ab) · m = p(a)(p(b) · m). 
Si une partie G des éléments inversibles de A forme un groupe 
pour la multiplication, la restriction de p à G est évidemment une 
représentation linéaire de G dans M. D'autre p est également une 
représentation linéaire d'algèbres de Lie, de A_ dans ~ (M) _ ou 
de Jordan, de A+ dans ~ (M)+ pour les structures multiplicatives 
affaiblies de A et ~(M) (cf. §III.11). 

Remarque : L'existence de valeurs propres pour tout opérateur 
d'un espace vectoriel M sur un corps algébriquement clos impose, 
pour des raisons de clarté, et de simplicité, l'usage systématique 
de représentations linéaires dans ces espaces. Même si A est une 
algèbre réelle, on considère de façon privilégiée ses représentations 
linéaires complexes, ce qui revient à étudier A @ C au lieu de A ; A 
est une forme réelle de A@ C mais il y en a généralement d'autres. 
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Cela prouve que, l'on perd une certaine information par la seule 
considération de A @ C ! 

Nous allons étudier les représentations linéaires des algèbres de 
Clifford des espaces quadratiques réguliers en commençant par le 

Théorème Vl.4.A : Soient (E; q) un espace quadratique régulier, 
C = C(E; q) son algèbre de Clifford, le corps des scalaires K étant 
de caractéristique nulle. 

1) Si la dimension n de E est paire, C est simple, c'est-à-dire 
qu'elle n'admet aucun idéal bilatère propre, et puisque dans ce cas, 
son centre est formé des multiples scalaires de l'unité, elle est dite 
centrale simple. 

2) Si la dimension n de E est impaire, deux cas sont possibles 
suivant la nature algébrique du centre Z de C qui est une algèbre 
commutative de dimension deux sur K (prop. VI.3.B): 
a) si Z est un corps, C est une Z-algèbre centrale simple. Z est un 

corps si et seulement si (lyg n'est pas un carré dans le corps K, 
où n = 2r + 1 et g = dét l9ijl· 

b) si Z n'est pas un corps, Z = Kq EB Kc2 où les éj sont des 
idempotents, et C est somme directe de deux sous-algèbres 
C+c1 EB C+c2 toutes deux isomorphes à la sous-algèbre paire 
C+, donc simples, et échangées par II. 

Remarque : Si le corps K de E est algébriquement clos, seul b) 
intervient. Si K n'est pas algébriquement clos (K =IR par exemple) 
et si l'on est dans le cas a) la propriété pour C d'être simple est 
«instable». Si l'on tensorise par la clôture algébrique L de K, elle 
disparaît et on se retrouve dans le cas b). 

Preuve : Soit e une base orthogonale de E. Choisissons un ordre 
total sur les vecteurs er de la base associée de C, en utilisant par 
exemple l'ordre naturel des cardinaux III = p et pour chaque p 
l'ordre lexicographique. Soit J un idéal bilatère de C. Un élément 
non nul b de J s'écrit b = µleJ 1 + ... + µkeh. L'élément eJ 1 

est inversible et J contient e1J1 b. Il en résulte que si J n'est 
pas nul, il contient nécessairement un élément de la forme a = 
Ào · 1 + À1er1 + ... + Àmerm avec Ào, ... , Àm non nuls et 11 < 12 
< ... lm. Si 11 est pair et i E li, ou si 11 est impair et i rf. li, on 

-l d" -l ± d' ' ·1 , 1 a eier1 e i = -er1 tan 1s que eieJ e i = eJ ou 1 resu te que 
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l'élément ~ (a+ eia e1 i) est non nul, appartient à J, et contient 

au plus ( m - 1 )coefficients non nuls. On en déduit immédiatement 
que si J est non nul : 

1) si la dimension de E est paire, J contient l'unité et coïncide 
donc avec C, 

2) si la dimension de E est impaire, J contient nécessairement 
un élément de la forme Àl + µJ avec J = e1 e2 ... en et À i= 0, c'est
à-dire un élément non nul du centre Z de C (proposition Vl.2.B). 
Deux cas sont alors possibles : 
a) tout élément non nul de Z est inversible : Z est un corps, 

extension quadratique de K. J contenant un élément inversible 
contient l'unité et est égal à C, qui est donc centrale simple sur Z. 

b) l'élément À · 1 + µJ n'est pas inversible. Or, le produit (.\ · 
1 + µJ)(À · 1 - µJ) >.2 · 1 - µ2J2 est un scalaire, puisque 

n(n-1) 
J2 = (e1e2 ... en)2 = (-1)~ q(e1)q(e2) ... q(en) · 1; n 

, t t · · t l', · 2 1 d' ' n ( n - 1) e an impa.Ir, on peu ecnre n = r + ou 2 = 

r(2r + 1) = r mod 2. D'autre part, la base étant orthogonale, 
le produit q(ei) ... q(en) n'est autre que le déterminant de la 
matrice [9ij[, que nous avons appelé g. On a donc: J2 = (-lYg·l 
et (>.1 + µJ)(>.1 - µJ) = (>.2 - (-1y9. µ2 ). 1 
Lorsque f3 = À 2 - ( -1 yg µ2 est non nul, À· l + µJ est inversible 

d'inverse /3-1 · (.Xl - µJ). Ainsi, Z est un corps si et seulement si 
( -1 yg n'est pas un carré dans le corps K. Dans le cas où le centre Z 
n'est pas un corps, on a donc nécessairement J2 = a 2 E K. Soient: 

On a cy = ci, c§ = c2, c1c2 = c2c1 = 0, ci + c2 = 1, 
J = a(ci - c2). 

Autrement dit c1 et c2 sont des idempotents algébriquement 
orthogonaux formant une décomposition de l'unité. Puisque J est 
impair, ce sont des éléments inhomogènes, échangés par II, car 
IIJ = -J. De plus, c_ = JC+ soit C = C+ E9 JC+. Tout élément u 
de C s'écrit donc d'une façon et d'une seule sous la forme: u = a+Jb 
avec a et b E C+, soit: 
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donc d'une. façon et d'une seule comme somme PEI + qc2 avec p et 
q E C+. On a donc un isomorphisme: C = C+c1 EB C+c2, et C est 
isomorphe à la somme directe de deux sous-algèbres isomorphes 
à la sous-algèbres C+, donc simples, puisque C+ est, d'après le 
théorème VI.2.B, l'algèbre de Clifford d'un sous-espace régulier de 
E de codimension un, et par conséquent de dimension paire. 

Exemples : Les exemples suivants illustrent les divers cas du 
théorème: 

1) n = 2. Les algèbres de Clifford (exemples 3) et 5) du §VI.l) : 

C(K2; q(e1x + e2y) = x2 + y2) = K(2) 

C(IR2; q(e1x + e2y) = -x2 - y2) =!Hl 

sont centrales simples. 

2) n = 1 ou 3. Les algèbres de Clifford (exemples 2) 4) 6) du 
§VI.l): 

C(K; q(x · 1) = x2) = K EB K; C(IR; q(x · 1) = -x2) = C 

C(IR3; q(e1x + e2y + e3z) = -x2 - y2 - z2)) =!Hl EB !Hl 

C(IR3; q(e1x + e2y + e3z) = x2 + y2 + z2) = C(2) 

sont centrales simples ou sommes directes de deux algèbres cen
trales simples. 

3) Espaces quadratiques réels réguliers de dimension 4. On a 
vu (Exemple 7 du §VI.let Théorème VI.LB): 

C(E1,3) = IHl(2); C(E2,2) = IR(4). 

On prouve par un choix convenable d'applications de Clifford 
(cf. DR) 

C(E4,o) = C(Eo,4) = IHl(2). 

4) Soit (E; q) un espace quadratique régulier réel (c'est-à-dire 
euclidien ou pseudoeuclidien) de dimension n impaire. En choi
sissant une base orthonormale e de E ( q ( e j) = ± 1), l'élément 

J = et e2 ... en a pour carré J2 égal à plus un ou moins un. Lors
que J = -1, puisque J est impair, on a C = C+ EB JC+ et C est 
isomorphe à la complexifiée de sa sous-algèbre paire C+. Si l'on 
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. . 1 + iJ 1- iJ 
complexifie alors C, les idempotents q - 2- et E2 2 
décomposent C ® C en la somme directe de deux sous-algèbres : 

isomorphes à la complexifiée de C+ c'est-à-dire à C elle-même 
considérée avec J comme algèbre complexe. 

Dans une représentation linéaire complexe de C ® C dans M, 
homomorphisme cp d'algèbres unitaires: C@C---+ ~(M), cp(E1) = 0 
est équivalent à cp(J) = iD.z(M) et cp(E2) = 0, équivalent à cp(J) = 

-iD.z(M)· Les représentations linéaires complexes de C ® C telles 
que cp(q) = 0 sont donc les représentations linéaires complexes 
de (C; J), celles pour lesquelles cp(E2) = 0 les représentations 
antilinéaires complexes de (C; J). 

5) Les algèbres de Clifford des espaces pseudoeuclidiens En = 
Ep,q se déterminent aisément par récurrence. Elles se classent 
naturellement suivant les huit classes de (p - q) modulo 8 

1 ~(n) EB ~(n) 
2 ou 0 ~(n) 

3 ou 7 C(n) 
4 ou 6 H(n) 

5 H(n) EB H(n) 

tandis que les algèbres de Clifford des espaces quadratiques com
plexes sont tout simplement : 

Remarque : Il est clair que la manipulation d'algèbres de ma
trices à coefficients quaternioniens n'a rien de particulièrement 
attirant. C'est pourquoi, en géométrie et en physique, on com
plexifie souvent les espaces quadratiques réels pour s'épargner des 
désagréments. Ce procédé brutal à l'inconvénient de faire diparaître 
une certaine structure fine associée à R. On peut obtenir un plon
gement naturel dans des algèbres de matrices complexes par le 
théorème suivant : 
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Théorème Vl.4.B : Soit Er,s un espace euclidien ou pseudo
euclidien de dimension paire : r + s = 2p. Son algèbre de Clifford 
C(Er,s) (qui est une algèbre complète de matrices sur IR ou sur 
If-li), en s'identifiant à une sous-algèbre de l'algèbre de Clifford de 
l'espace pseudoeuclidien de dimension 2p + 1 : F = Er,s©RE, avec 

r-s 
q( E) = ( -1) ~ + 1,. se réalise comme une algèbre de matrices 
complexes, sous-algèbre et forme réelle de l'algèbre C(F) = C(2P). 

Preuve : En effet si ei, e2, ... e2p est une base orthogonale de 
Er,s l'élément J - ei, e2, ... , e2pE de C(F) a pour carré: 

2 2p(2p+l) 
J = -1 2 (-1) 8 q(s). 

2p(2p+l) r+s r-s 
Puisque 2 + s = p + s = - 2- + s = - 2- mod 2, on 

a bien J 2 = -1. D'après le théorème VI.4.A, C(F) est une algèbre 
complexe simple et C(F) = C(Er,s) EB JC(Er,8 ). 

Définition Vl.4.B : 

Un A-module non nul M est dit simple s'il ne contient aucun 
autre sous-module que lui-même et O. 

On dit aussi que la représentation de A dans M est irréducti
ble. M est dit semi-simple s'il est somme directe de sous-modules 
simples. La représentation de A est dite dans ce cas complètement 
réductible. Une algèbre A est dite simple si elle ne contient aucun 
idéal bilatère propre et si sa multiplication est non nulle. 

Un A-module M est dit fidèle si l'application de l'ensemble A 
qui définit sa structure dans .1:: (M) est injective. 

Remarque: Si a E A, m E M, on note simplement a· m l'action 
de a sur m. 

Théorème Vl.4.C : Si un module M est engendré par un en
semble (Mi, i E 1) de sous-modules simples, il est semi-simple et 
tout sous-module N est facteur direct : M = N EB N' où N' est un 
sous-module supplémentaire. 

Preuve : Soit J C 1 une partie maximale pour la propriété : « la 
somme S = N + I: Mj, j E J, est directe», où l'on peut prendre 
N=O. 



266 Algèbres de Clifford. Spineurs 

Soit Mi un sous-module quelconque de l'ensemble. Puisque Mi 
est simple, l'intersection de Mi et de S est un sous-module de Mi, 
donc 0 ou Mi. Cela ne peut être 0 puisqu'alors la somme Mi+ S 
serait directe. C'est donc que Mi C S qui est égal à M. 

Si A est une algèbre associative avec unité, elle opère sur 
elle-même par translations à gauche, et les sous-modules de cette 
représentation sont les idéaux à gauche. 

Théorème VI.4.D : Soient A une algèbre associative avec unité, 
J un idéal à gauche non nul minimal de A, Mun A-module. 

a) si m E M, J · m est ou nul ou un sous-module simple isomorphe 
à J. 

b) si M est simple, ou bien JM = 0, ou bien il existe m E M tel que 
J · m # 0 et Jet M sont des A-modules isomorphes. 

c) si A est simple, tous les A-modules simples sont isomorphes : 
il n '.Y a qu'une seule représentation linéaire irrédutible de A à 
un isomorphisme près. Toute représentation non nulle de A est 
fidèle. 

d) si A est simple, tous les A-modules sont semi-simples. 

Preuve: 

a) L'application <p de J dans M : <p( a) = am est un homomorphisme 
de A-modules puisque quel que soit b E A, <p(ba) = b<p(a). Son 
noyau est un sous-module de J, soit un idéal à gauche de A 
contenu dans J : Vx E Ker <p, Vb E A, bx E Ker <p. 
Comme J est non nul minimal, c'est ou 0 ou J. Si Jm n'est pas 
nul, c'est donc un sous-module de M isomorphe à J et simple. 

b) AJ = J d'où JM = AJM est un sous-module de M. Si M est 
simple, ou bien JM = 0, ou il existe m tel que J · m # O. 
Dès lors, Jm, sous-module de M est égal à M, et isomorphe à J 
d'après a). 

c) Si maintenant A est simple, J A, qui est un idéal bilatère non 
nul, est égal à A. Dès lors, M =AM= JAM. Si M est simple 
M est isomorphe à J d'après b). Le noyau d'une représentation 
linéaire p de A est un idéal bilatère, qui ne peut être, puisque 
A est simple, que A ou O. 

d) si M est un A-module, puisque A = J ·A = 'L J ·a, M : AM = 
aEA 

'L J·a·m. 
aEA 
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M est donc engendré par les sous-modules J · a · m qui sont ou 
nuls, ou simples. 

Définition Vl.4.C : 

Une algèbre A (d'un type quelconque) est dite semi-simple si 
r 

elle est somme directe d'idéaux bilatères minimaux A = E9 Aj, la 
j=l 

multiplication dans chacun d'eux étant non nulle. 
Le produit de deux éléments appartenant à des idéaux différents 

de la décomposition devant appartenir à chacun d'eux, donc à leur 
intersection, est nul. 

Si a= ai+ a2 + ... + ar, b = bi + b2 + ... +br et x E Aj, on a 
donc axb = ajXbj. Il en résulte qu'un idéal bilatère de l'algèbre Aj 
est un idéal de A contenu dans Aj. 

Puisque Aj est minimal, c'est 0 ou Aj et Aj est donc une algèbre 
simple. Pour ne pas allonger inutilement cette étude, nous nous 
limiterons désormais aux seules algèbres associatives avec unité. 

Proposition Vl.4.A: 

Dans une algèbre associative avec unité semi-simple : A = 
r .œ Aj il n'y a d'autre idéal bilatère simple non nul que les Aj et 

J=l 
la décomposition de A est donc unique à l'ordre près des facteurs. 
Si lA = ei + e2 + ... + er, ej est l'unité de Aj. 

Preuve: Soit 1 un idéal bilatère simple non nul de A: AjIAk C 
AjAk = 0 si j =I k, et 1 = AIA = L:AjIAj. L'un au moins des 

j 
AjIAj n'est pas nul et dans ce cas est un idéal bilatère contenu 
dans 1, donc égal à Aj. Si aj E Aj, on a: 

Théorème Vl.4.E : Soit A une algèbre associative avec unité 
semi-simple. a) Tout A-module est semi-simple. b) Tout idéal à 
gauche de A est engendré par un idempotent. 
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Preuve: 
r 

a) Soient A EB Ai, Ai simples et Mun A-module M = AM 
i=l 

r r 
= EB AiM = L JiAiM, où, pour chaque i, Ji est un idéal à 

i=l i=l 
gauche simple de Ai; D'où: M = L ,Ji· ai· m. Or Ji· m 

i,ai,m 
est ou bien nul ou bien un sous-module simple de M d'après le 
théorème précédent. M engendré par des sous-modules simples 
est semi-simple. 

b) Pour les translations à gauche, A est elle-même un A-module, 
donc semi-simple. Les sous-modules sont les idéaux à gauche. 
Si J est un idéal à gauche, il est facteur direct d'après le 
théorème VI.3.B et A = J EB J', d'où lA = e + e'. Si a E J, 
a = a · 1 A = ae + ae'. 
L'élément ae' = a - ae E J n J' est nul. En prenant a = e, 

on obtient e = e2. Puisque J = Je, on a donc trouvé dans J un 
idempotent qui l'engendre, et puisque A = Ae EB Ae', J = Ae. 
Remarquons aussi que les idempotents e et e' sont algébriquement 
orthogonaux : ee' = e' e = O. 

Théorème Vl.4.F : Soient A une algèbre associative avec unité 
semi-simple, somme directe der algèbres simples : A = Ai EB A2 
EB ... Ar, et lA = ei + e2 + ... + er avec ej E Aj. Alors: 

1) Tout A-module M est somme directe des sous-modules ejM. 

2) Un A-module fidèle M contient au moins un Aj-module 
simple Mj pour chaque j = 1, 2, ... , r : Mj C ejM· 

3) A un isomorphisme près il n'y a qu'un seul A-module fidèle 
r 

minimal S, qui est somme directe de r sous-modules simples EB Mj, 
i=l 

chaque Mj étant un module simple de la sous-algèbre Aj. 

4) Il n'y a d'autre sous-module simple de S que les Mj. 

Preuve: 

1) l'intersection de ejM avec la somme des ekM, k i- j est nulle: 
il suffit de multiplier par ej une égalité : ejm = L ekmk. 

k=h 
2) si l'homomorphisme p de A dans .C(M) est injectif, p(Aj) est 

non nul. Si les opérateurs de p(Aj) ne sont pas tous nuls, il existe 
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m E M tel que Apn =/= O. Si J j est un idéal à gauche minimal de 
Aj, on a: Aj = JjAj et JiAjm =/=O. Il existe donc un élément m 
tel que Jj · m =/= 0 et Jj · m est un A-module simple contenu dans 
ej ·M. 

r 
3) Soit S = E9 Jj. C'est un A-module à gauche et si a = 

i=l 
ai+ a2 + ... + ar E A, a· S = 2: aj · Jj. L'opérateur p(a) est nul si 
et seulement si tous les p( aj) sont nuls. Mais la représentation de 
Aj dans J j est fidèle et cela impose aj = 0, V j. 

S est donc un module fidèle, minimal d'après 1). Réciproque
ment, si M est un module fidèle minimal ejM est nécessairement 
simple et isomorphe à J j. 

4) Si P est un sous-module simple non nul de M, on a P = 
lA · P = l:ejP. 

L'un au moins des ejP est non nul. On a AejP = AjejP. C'est 
un A-module non nul contenu dans les modules simples ej M = Mj 
et P et qui leur est donc égal. 

Le théorème précédent entraîne que l'algèbre de Clifford d'un 
espace quadratique régulier C(E; q) possède un module fidèle mini
mal unique S(E; q) qui est simple ou somme directe de deux modules 
simples suivant que C(E; q) est simple ou non. Le groupe spinoriel 
Spin(E; q) C C(E; q) opère donc dans l'espace vectoriel S(E; q) par 
une représentation linéaire. 

Cependant, Spin(E; q) est contenu dans la sous-algèbre paire 
C+(E; q). Si l'on s'intéresse essentiellement aux représentations 
linéaires de ce groupe, il est naturel de considérer plutôt le module 
fidèle minimal S+(E; q) de l'algèbre C+(E; q). Il n'en est naturel
lement plus de même si l'on s'intéresse au groupe de revêtement 
RO(E; q) du groupe orthogonal tout entier! 

En ce qui concerne C+(E; q), on peut l'investir d'une structure 
d'algèbre de Clifford (cf. théorème VI.2.B), mais d'un espace qua
dratique de dimension inférieure d'une unité à celle de E, donc de 
parité différente. Il en résulte que si dim E est impaire, C+ (E; q) 
est une algèbre simple et S+(E; q) est simple. Si dimE est paire, 
S+(E; q) est simple ou somme directe de deux modules simples. Les 
points de vue différents qui viennent d'être exposés montrent qu'il 
existe un certain flottement dans ce que l'on appelle spineurs ou 
semi-spineurs! Nous adopterons la définition générale suivante : 
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Définition Vl.4.D : 

On appelle espace de spineurs tout module fidèle minimal de 
l'algèbre de Clifford d'un espace quadratique régulier. Lorsque ce 
module est somme directe de deux modules simples, ces derniers 
sont appelés espaces de semi-spineurs. 

Exemples: 6) C(E3) est l'algèbre réelle C(2) qui est simple. Elle 
a donc un seul espace de spineurs: C2 . Mais sa compléxifiée C(E3)® 
C (Exemple 4) du §VI.4.) est somme directe de deux sous-algèbres 
complexes isomorphes à C(2), échangées par l'automorphisme II, et 
possède donc un espace de spineurs c4 décomposé en somme directe 
de deux sous-espaces de semi-spineurs. L'algèbres C(E3) considérée 
comme complexe (avec J) opère dans l'un par une représentation 
linéaire complexe, dans l'autre par la représentation antilinéaire 
complexe conjuguée. 

7) On a vu à l'Exemple du §VI.3 que l'algèbre de Clifford de 
l'espace de Minkowski C(E1,3) est l'algèbre de matrices 2 x 2 sur H 
dont la complexifiée est l'algèbre des matrices complexes 4 X 4 : 
C(E1,3) ® C = H(2) ® C = C( 4). Ces algèbres sont simples 
et l'espace des spineurs complexes S(E1,3) est l'espace vectoriel 

complexe C4 . La sous-algèbre C+(E1,3) = C(E3) = C(2) est, 
dans la représentation matricielle classique de C(E1,3) étudiée à 
l'exemple 2 du §VI.3. formée des matrices : 

1 ~ ~ 1 E C ( 4) avec a E C ( 2) 

où a --ta= (tzi)v est l'automorphisme II de C(E1,3) déterminé par 

la symétrie d'espl:ce :elvE1,3

1

. d -b 

1 (Rappelons que = ) 
c d -c a 

S(E1,3) se décompose donc relativement à C+(E1,3) e, la somme 
directe de deux sous-espaces de semi-spineurs S = 6 EB 6. Le 
groupe spinoriel Spin(l, 3) = Sl(2; C) C C+(E1,3) opère dans 
l'un par la représentation linéaire complexe standard de Sl(2; C) 
dans c2 ' dans l'autre par la représentation antilinéaire complexe 
conjuguée (qui est une représentation linéaire réelle inéquivalente 
à la première). 
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Vl.5 - Un exemple de l'emploi des spineurs : le moment angulaire 
en mécanique quantique 

Le postulat de la quantification du moment angulaire, énoncé 
par Niels Bohr en 1913, et de sa direction, suggéré par Somme
feld en 1916, ainsi que les règles empiriques du couplage des mo
ments angulaires inspirées par la spectroscopie (Landé, 1923) ont 
trouvé une explication très naturelle dans le cadre de la mécanique 
quantique et des représentations de l'algèbre de Lie du groupe des 
rotations. 

Cette explication permet de rendre compte des spins demi
entiers des particules, qui n'ont aucun droit à l'existence en méca
nique classique. 

Rappelons (Chap. 1) que la mécanique quantique représente les 
systèmes physiques par des fonctions et les grandeurs physiques 
par des opérateurs agissant sur elles. Le résultat d'une mesure 
est une valeur propre de l'opérateur. Elle représente un «état» du 
système. En particulier l'état dynamique relativement à un point 
est déterminé par les opérateurs de moment angulaire en ce point. 
Ces derniers forment l'algèbre de Lie D (3) du groupe des rotations. 
L'espace vectoriel des états du système est ainsi l'espace d'une 
représentation linéaire de D (3). 

La quantification du moment angulaire est alors tout simple
ment conséquence du fait que le groupe 80(3) est compact, d'où 
il résulte que ses représentations irréductibles sont de dimension 
finie : un opérateur de moment angulaire a des valeurs propres 
discrètes! 

On peut passer des moments classiques aux moments quanti
ques par un raisonnement élémentaire. La position relativement à 
la coordonnée xi étant représentée par l'opérateur de multiplica
tion par xi, le moment linéaire pi relativement à xi, par l'opéra-

teur -i'/i ':lé). ('fi = !!.._, h constante de Planck), leurs relations de 
uxJ 2II 

commutation s'écrivent: 

Elles déterminent les relations de commutation des opérateurs 
de moment angulaire, rassemblés en le produit vectoriel de l'opéra
teur de position r et de l'opérateur de moment linéaire p soit : 
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L = r x p. Dans la représentation précédente : 

Lx= -in(y ~ -z ~) 
âz ây 

L = -in (z ~ - ~) 
Y âx 8z 

Lz = -in (x ~ - y ~) 
8y 8x 

expriment les moments angulaires quantiques comme opérateurs 
de rotations infinitésimales autour des axes (§VI.3, VIl.11 et IX.3) 
multipliés par in. Les relations de commutation : 

peuvent être réunies en : L x L = inL. 
Cette relation n'étant évidemment pas invariante par un éven

tuel changement d'unité: L---> >.L, démontre l'existence d'une unité 
absolue pour la mesure du moment angulaire quantique, que l'on 

L 
choisit égale à n. L'opérateur J = - est l'opérateur cinétique et n 
J x J = iJ (tandis que si l'on pose M = -iJ on a Mx M = M). 

On a vu à la fin du §VI.3 que l'algèbre de Lie D (3) des 
rotations infinitésimales de E3 s'identifie à l'algèbre de Lie 6U(2) 
du groupe SU(2), formée des matrices 2 x 2 antihermitiennes de 
trace nulle. La complexifiée de 6U(2) est l'algèbre de Lie complexe 
6l(2; C), formée des matrices complexes 2 x 2 de trace nulle. 
Il est cependant préférable d'éviter l'utilisation d'une réalisation 
matricielle particulière pour la détermination des représentations 
irréductibles de D (3). 

La démarche suivie devient plus claire si l'on part, sans autre 
précision, d'une algèbre de Lie g, simple: g = [g, g], de dimension 3 
sur un corps K,et qu'on analyse sa structure. Puisque tout élément 
H de g peut s'écrire H = 2]Ai, Bj], il en résulte que l'opérateur 
ad H(ad H · X = [H, X]) a une trace nulle. Ayant aussi un 
déterminant nul (puisque [H, H] = 0), son polynôme caractéristique 

1 
s'écrit: dét (tl - ad H) = t3 - 2 Tr(ad H)2 · t. 

Par exemple, un calcul simple pour l'algèbre de Lie D (3) montre 
que: 
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0 -c b 

si H = c 0 -a , dét (tI - ad H) = t(t2 + a2 + b + c2). 
-b a 0 

S'il existe dans g un élément H tel que l'opérateur ad H ait une 
valeur propre a non nulle dans le corps K, (0, a, -a) sont alors 
les valeurs propres distinctes de ad H qui est diagonalisable, et g 
est dite diagonalisable. C'est toujours le cas si g est complexe. Par 
contre D (3) ne l'est pas. Si X et Y sont des vecteurs propres de ad H 
pour a et -a, ils sont définis à l'addition de >..H près, et on peut les 
choisir de telle sorte que pour le triplet (H, X, Y) la structure de g 
se réduise à : 

[H,X] = aX; [H, Y]= -aY; [X, Y]= pH. 

Notons bien qu'on peut choisir arbitrairement les coefficients a 
et p (non nuls) du triplet à l'aide de multiplication de H et Y par 
des constantes. 

Les mathématiciens aiment prendre : a = 2, p = 1. Les 
physiciens préfèrent le contraire a= 1, p = 2. 

Ces derniers, depuis 1925, et à la suite d'Elie Cartan (1894), 
diagonalisent l'algèbre de Lie complexe des moments angulaires 
6l(2; C), dont on a vu les relations de commutation: J x J = iJ, 
soient [J2, J3] = iJ1; [J3, J1] = iJ2; [J1, J2] = iJ3 à l'aide de 
l'élément J3, représentant le moment angulaire relativement à l'axe 
Oz. En définissant: 

J + = J 1 + iJ 2 et J _ = J 1 - iJ 2 

on a: [J3, J+] = J+; [J3, J_] = -J_ et [J+J-] = 2J3. 

L'élément J2 = Jy + J~ + J~ = ~ (J+J- + J_J+) + J~, de 

l'algèbre enveloppante, commute avec Ji, J2, J3 et a donc pour 
image, dans toute représentation irréductible complexe, un scalaire 
(les phycisiens déclarent, sans humour, qu'ils« diagonalisent simul
tanément » J 3 et J2 ! !) 

Soit e une représentation linéaire, dans un espace vectoriel E, 
complexe, de dimension finie, de l'algèbre de Lie g simple, complexe, 
de dimension trois, rapportée au triplet (H, X, Y). 

On a : [B(H), B(X)] = B(H)B(X) - B(X)B(H) = aB(X), etc. 
Les valeurs propres de l'opérateur B(H) sont appelées les poids 

de la représentation. Nous allons voir que ce sont toujours des 
multiples demi-entiers de a. 
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On remarque que si y est un vecteur propre de O(H) pour un 
poids À, O(X)y et O(Y)y, s'ils sont non nuls, sont également des 
vecteurs propres pour des poids (À + a) et (À - a). Par exemple : 
O(H)O(X)y = {O([H,X]) + O(X)O(H)}y = (.\ + a)O(X)y. 

Les opérateurs O(X) et O(Y) sont donc des opérateurs de 
montée et de descente des valeurs propres. E étant de dimen
sion finie et les valeurs propres associées aux O(X)Py distinctes, 
il existe un entier m maximal tel que O(X)my soit non nul. En 

1 
effet, puisque O(X)q+l = - [O(X)qO(H), O(X)] pour tout q, il en 

a 
résulte que les traces de tous les O(X)P sont nulles : O(X) est 
donc nilpotent, ainsi que O(Y). On vérifie immédiatement les éga
lités: [O(H),O(X)P] = paO(X)P; [O(X),O(Y)P+1] = (p + l)p{O(H) 
+ p;} O(Y)P et [O(Y), O(X)P+1] = -(p + l)p{ O(H) - p;} O(X)P. 

Dès lors, soit m le plus grand entier tel que O(X)m #- O. On a 
donc O(X)m+l = O. Pour tout vecteur x non nul appartenant au 
sous-espace O(X)mE, x = O(X)my, on a : O(X)x = 0 et d'après la 

dernière égalité : O(H)x = ";,0 x. 

Un vecteur propre de O(H) annulé par O(X) est dit primitif, ou 
de poids maximal. 

Supposons maintenant la représentation 0 irréductible. D'après 
ma 

ce qui précède, il existe un vecteur v dont le poids maximal, T 
est un multiple demi-entier de a. Les vecteurs propres successifs 

O(Y)P · v, p = 1, 3, ... de O(H) ont des poids (; - p )a qui sont 

tous des multiples demi-entiers de a. Ils sont en nombre fini. Soit 
p le plus grand entier tel que O(Y)P · v #-O. Une égalité précédente 
donne alors : 

0 = [O(X), O(Y)P+1]v = (p + l)p{O(H) + ~ a}O(Y)Pv, 

. m p 
s01t : 2 - p + 2 = 0 et p = m. 

Un raisonnement par récurrence montre alors que la suite des 
(m+l) vecteurs: O(Y)mv, O(Y)m-lv, ... O(Y)v, v ayant pour poids 

m ( m ) m -2 a, - 2+1 a, ... , 2 a est stable également par l'opérateur 

O(X) : ils forment donc la base d'un g-module qui, en raison de 
l'irréductibilité supposée, coïncide avec E. 
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Réciproquement, pour tout entier m ~ 1 on construit de cette 
façon une représentation irréductible de g de dimension m + 1, 

m 
de poids maximal 2 a, que l'on désigne par Dm. Si Dm est la 

m 
représentation attachée au spin d'une particule, ce spin 2 est demi-

entier si m est impair, entier si m est pair. Dm détermine par 
exponentiation une représentation du groupe SU(2) qui devient une 
représentation de S0(3) lorsque m est pair, mais non lorsque m 
est impair. Di est la représentation de g par les matrices 2 x 2 
antisymétriques de 6l(2; C). 

L'espace de la représentation est l'espace des spineurs com
plexes de dimension 2. Interroger le système par l'opérateur J 3 (a = 
1), c'est-à-dire mesurer le moment angulaire relativement à l'axe Oz 

1 1 
donne alors pour résultat soit 2 soit - 2 : ce sont les deux « états » 

1 
possibles de ce moment angulaire, dit de spin 2. Une rotation de 

211 fait passer de l'un à l'autre (cf. DR). 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que l'opérateur de 

Casimir de la représentation () s'écrit : 

Ce = - 1- { !!._ ()(H)2 + ()(X)()(Y) + ()(Y)()(X)}. 
2ap a 

Il commute avec tous les opérateurs de la représentation. Dans 
Dm, l'opérateur Ce est donc le scalaire : 

Ce·v= _1_ {!!.. m2a 2 +p ma}v= m(m+2)' 
2ap a 4 2 8 

indépendant du choix des paramètres a et pl 

m 
Notations des physiciens : de façon standard, on note j 2 

1 
soit m = 2j. D'autre part, on a alors Ce = 2 ()(J2) ce qui donne 

pour le scalaire () ( J2 ) la valeur j (j + 1). 
Le moment angulaire s'appelle spin lorsqu'il se réfère à une 

propriété intrinsèque d'une particule élémentaire. Il peut alors 
prendre des valeurs demi-entières ou entières. Par contre lorsqu'il 
s'agit de mouvement effectif de rotation, le moment angulaire est 
dit orbital et ne peut prendre que des valeurs entières. 
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La démarche que l'on vient de suivre est entièrement algébrique 
et elle a permis de mettre en évidence les moments angulaires à 
valeurs demi-entières. En ce qui concerne les moments orbitaux, le 
point de vue de l'analyse permet de prendre en compte le caractère 
d'opérateurs différentiels des composantes du moment angulaire, 
qui s'écrivent en cordonnées polaires : 

. (â â) . ( â â) J+ = é'{! â() + i cot () Ô<p J_ = e-i'{! - â() + i cot () Ô<p . 

2 1 a2 1 a (. a) 
J = - sin2 () âcp2 - sin () â() sm () â() · 

L'étude des fonctions propres de J2 et Jz sera faite au §VII.11: 
on obtient les «harmoniques sphériques» dont les divers espaces 
où opère directement le groupe des rotations 80(3) correspondent 
aux D2p· 

Vl.6 - Produits scalaires invariants sur les espaces de spineurs 

Nous nous contenterons dans ce dernier paragraphe de montrer 
la marche à suivre pour la détermination de ces produits scalaires. 

L'idée conductrice est la suivante. Soit V un espace vectoriel sur 
un corps commutatif K. Un «produit scalaire» sur V, c'est-à-dire 
une forme bilinéaire, symétrique ou antisymétrique non-dégénérée 
sur V que nous noterons ici [ x 1 y], V x, y E V, détermine sur 
l'algèbre ..C (V) des opérateurs linéaire de V une antiinvolution, 
l'adjonction : a --* a*, par : [ax 1 y] = [x 1 a*y] Vx, y E V 

Si p est l'application linéaire de V sur V* associée à droite de 
la forme bilinéaire par [x 1 y] = (x, py) on a : 

-1 
[ax 1 y] = (ax, py) = (x/ apy) = [x 1 P tapy] 

-1 
d'où a* = P tap et l'on vérifie immédiatement, puisque : 

[x 1 ay] = E[ay 1 x] = E[y 1 a*x] = E2[a*x 1 y] 

(où E ± 1), que l'on a aussi [x 1 ay] = [a*x 1 y]. 
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Si À est un scalaire non nul, la fonction (x, y) ---+ À[x [ y] 
est encore un produit scalaire sur E, dont l'application associée à 
droite est Àp. Il détermine la même adjonction sur ..C (E) donc le 
même groupe d'invariance et les mêmes sous-espaces d'opérateurs 
symétriques (a* =a) ou antisymétriques (a* = -a). 

Réciproquement, supposons que deux produits scalaires sur V, 
[[] et {[}, d'applications associées à droite p et p', définissent la 
même adjonction sur V. 

-1 -1 -1 -1 
On a donc : P tap = P ltap', soit p1 P ta =t ap1 P, quel que 

-1 
soit a E ..C (V) donc quel que soit ta E ..C (V*). p' P appartient 
nécessairement au centre de ..C(V*) formé des multiples scalaires 
de l'identité et p1 = Àp, { x [ y} = À[x [ y], Vx, y E V. 

Il est d'ailleurs nécessaire d'envisager une situation plus géné
rale que la précédente afin de tenir compte, lorsqu'intervient le 
corps complexe, d'éventuels produits scalaires hermitiens. On va 
donc considérer un espace vectoriel V sur un corps commutatif Z, 
ce dernier étant muni d'une involution : À ---+ "X dont le sous-corps 
des invariants est K. 

Si K' est le sous-espace K-vectoriel de Z que forment les 
éléments antisymétriques pour l'involution : À E K' ===} "X = -À, 
Z = K E9 K', et si j est un élément non nul de K', on a K = jK1, 

K' = jK, et Z = K E9 jK. 
Un produit scalaire hermitien, resp. antihermitien sur V est 

une forme sesquilinéaire non-dégénérée : (x, y) ---+ [x [ y] linéaire 
en le premier argument x, antilinéaire en le second y, satisfaisant 
à la symétrie hermitienne : [y [ x] = [x [ y], resp. à la symétrie 
antihermitienne : [y [ x] = -[x [ y]. 

Si J = -j i= 0, et si [[] est un produit scalaire hermitien 
j [[] est un produit scalaire antihermitien, et réciproquement. Les 
deux structures sont donc équivalentes et, il suffit de considérer 
la première. L'application associée à droite p de V sur V* définie 
par [x [ y] = (x, p(y)] est une bijection antilinéaire. L'adjonction : 
a ---+ a* de ..C (V) définie par : 

-1 
[ax [ y] = [x [ a*y], Vx, y E V, soit a* = P tap est une anti-
involution antilinéaire de ..C (V) : 

(ab)* = b*a*, a** =a, (>.a)* = p1 t(Àa)p = "X751tap = "Xa*. 
C'est un isomorphisme de ..C (V) sur l'algèbre opposée conjuguée 

..c (V)O. 
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Si [Jl et { J} sont deux produits scalaires hermitiens sur V défi-
-1 

nissant la même adjonction, on a comme précédemment P tap = 
-1 -1 
p1 tap' et p1 P est un opérateur linéaire de .C(V*) appartenant au 
centre, donc multiple scalaire de l'identité. Il en résulte que p1 = Àp 
mais comme [Il et { 1} ont tous deux la symétrie hermitienne, À est 
un élément de K. Bien entendu, les produits scalaires [I] et j [I], où 
) = - j -=fa 0 ont eux aussi même adjonction. 

Problème : Etant donné que les algèbres de Clifford des espaces 
quadratiques réguliers possèdent des antiinvolutions structurelle : 
T et v (§Vl.2), on peut se demander si elles ne sont pas les adjonc
tions de produits scalaires qu'elles détermineraient ainsi sur les 
espaces de spineurs ce qui ne pourrait être, comme on l'a vu, qu'à 
un scalaire près. 

Exemple Vl.6.A: On a vu à l'exemple 4 du §VI.1. que l'algèbre 
de Clifford de l'espace euclidien E3 est l'algèbre réelle sous-jacente 
à l'algèbre complexe C(2) ce qui permet de prendre pour espace des 
spineurs s le plan complexe c2 . 

L'antiinvolution principale T est antilinéaire pour la structure 
complexe de C(E3) : TJ = T(e1e2e3) = e3e2e1 = -J. 

Il est facile de vérifier que c'est l'adjonction de la métrique 
hermitienne standard sur C2 : [s 1 tl = [c1s1 + c2s2 1 c1t1 + c2t2l 
= s1t1 + s2t2. 

1 
3 1 . 21 X X - ZX 1 2 3 

x = 1 . 2 3 = a1 x + a2x + a3x . 
X + ZX -X 

Les produits de deux matrices de Pauli : (définition VI.1.C) : 
O"jO"k = iaz sont bien antihermitiennes et T(ajak) = -ajak, ainsi 
que aia2a3 = il. On a donc quel que soit l'élément u de C(E3) : 
[us 1 tl = [s 1 u7 tl. 

Par contre la conjugaison v est C-linéaire : vJ = v( el e2e3) 
= (-e3)(-e2)(-e1) = -TJ = J. 

On vérifie que v est l'adjonction du produit scalaire symplecti
que sur C2 : {s 1 t} = {.s1s1 + .s2s2 1 .s1t1 + .s2t2} = s1t2 - s2t1. 

:a~:onl ~ e~ el'ff~: 1: ml 0at~~ IAI: decll'olp~rat;url ~*I ~djoi~tb dle=a ~. 
c d 1 0 b d -1 0 -c a 
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On vérifie que si x E E, X* = -X, et que de la même 
façon, les produits de deux matrices de Pauli sont antisymétriques : 
A*= -A. On a donc quel que soit u E C(E3): {us [ t} = {s [ uvt}. 

Théorème VI. 6.A : Soit V un espace vectoriel sur le corps K muni 
d'un produit scalaire d'un type quelconque noté [[], T l'adjonction 
correspondante sur l'algèbre ~K(V). 

Pour un élément inversible g de ~K(V), les trois propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

a) l'automorphisme intérieur: a---+ rl ag de ~K(V) commute avec 
l'antiinvolution T. 

b) g est un automorphisme «conforme» de V : il multiplie le produit 
scalaire [[] par un scalaire non nul. 

c) g conserve la relation d'orthogonalité dans V. 
Les éléments g satisfaisant à ces propriétés forment un groupe. 

Preuve : (ga ef) T = rl Ta Tg T = ga T rl si et seulement si 
gTgaT = aTgTg soit si gTg =À· I. Or [gs [ gt] = [s [ gTgt]. 

Si gTg = ÀI: [gs [ gt] = À[s [ t] et [s [ t] = 0 implique 
[gs 1 gt] =O. 

Réciproquement, soit u un opérateur inversible tel que [us [ 
ut] = 0 chaque fois que [s \ t] = O. Si D est une droite portant 
s non nul, u(D..l) = D..l d'où u(D..l..l) = u(D) = D : u conserve 
toutes les droites de V. Si us = as, ut = f3t, u(s + t) = 'Y(s + t), 
puisque u est linéaire a = f3 = 'Y et u = ÀI. 

Exemple VI.6.B : Soient (E; q) un espace quadratique régulier, 
C(E; q) son algèbre de Clifford, G(E; q) son groupe de Clifford, S 
un espace de spineurs. S'il existe sur S des produits scalaire [[] et 
{[} dont les adjonctions sont dans C(E; q) les antiinvolutions Tet 
v (§Vl.2), le groupe de Clifford conserve ces produits scalaires à 
un scalaire multiplicatif non nul près et opère donc sur S par des 
automorphismes «conformes» relativement à chacun d'eux. 

En effet, un élément g de G(E; q) est un produit x1x2 ... Xr de 
vecteurs réguliers et g7 g = q(x1)q(x2) ... q(xr) · 1 = ÀI et de même 
gv g = ( -1) r ÀI. Le groupe spinoriel (définition VI.3.D) conserve ces 
produits scalaires : si g E Spin(E; q), g7 g = gv g = I. 

Dans l'exemple VI.6.A ci-dessus le groupe spinoriel doit donc 
être contenu dans l'intersection du groupe unitaire U(2) et du 
groupe 81(2; C), qui est le groupe SU(2). 
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En fait, Spin(E3) groupe multiplicatif des quaternions de norme 
un s'identifie à SU(2). 

Terminons ce paragraphe en mentionnant quelques théorèmes 
généraux. 

Théorème VI.6.B : Soit A une algèbre associative unitaire cen
trale simple de centre Z. Soient S et T deux antiinvolutions sur 
A dont les restrictions à Z déterminent la même involution de Z. 
Alors, S est la composée de T et d'un automorphisme intérieur U 
de A par un élément inversible, u, qui est soit T et S-symétrique, 
soit T et S-antisymétrique. Réciproquement, si u est un élément 
inversible de A, T-symétrique ou antisymétrique, la composée de T 
et de l'automorphisme intérieur par u est une antiinvolution de A 
dont la restriction à 7L est la même que celle de T. 

Preuve : Convenons de faire opèrer à droite sur A les automor
phismes et les antiautomorphismes, et de noter éY< l'image de a E A 
par a. Ces conventions entraînent que aa/3 = ( aa)f3. 

L'application composée ST est évidemment un automorphisme 
de A qui induit l'identité sur Z. D'après le théorème de Skolem
N oether, il existe un élément inversible v de A tel que : 

a8T =va v1 . 

En appliquant l'antiinvolution T aux deux membres et puisque 
T 2 est l'identité : 

avec u = vT d'où S =TU. 
Mais il reste à exprimer que S est involutif : S2 = TUTU = I 
-1 

soit U =TUT ce qui s'écrit: 

-1 TUT -1 T T T -lT -1 T -1 T 
ua u = a = ( u a u) = u a u soit u u a = a u u 

quel que soit a. u1 u T appartient nécessairement au centre c de A 
et u T = Àu. Si À = ±1, u est bien symétrique ou antisymétrique 
relativement à T. Sinon, l'élément w = u + u T = (1 + >.)u est 
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inversible et symétrique, et on a : as = ?} a Tu = (1 +À) 1} a(l + 
-1 _ -1 T À) w - w a w c.q.f.d. 

Réciproquement, si l'on définit S par as -1 T u a u, on a bien 
S2 -1 T -lT T 

a = a u u a u u lorsque u = ±u. 

Application : Soient A une algèbre centrale simple complexe, M 
un A-module, T une antiinvolution antilinéaire de A. Choisissons 
une base é = (ci, c2, ... , cm) de l'espace vectoriel complexe M. Elle 
détermine sur M le produit scalaire hermitien standard: {sJt} = 

{2:::: EjSj 1 L:::: Ektk} = l:::: sfF auquel est associé sur A = ..Cc(M) 
l'adjonction u ---> u*, soit matriciellement : u* =t U. D'après le 
théorème précédent, l'antiinvolution T peut s'exprimer à l'aide de 

-1 -1 
* : uT = f u* f soit matriciellement UT = F tuF avec f* = f, 
tp = F, car si l'on avait f* = - f, tp = -F, on remplacerait F 
par G = iF pour lequel te = G. Mais un produit scalaire [I] de 
symétrie hermitienne, de matrice H =t H dans la base é s'écrit 
[s 1 t] =t SHT et l'adjonction v correspondante est donnée par : 

-1 -t 
uv =t H tu H. Il suffit donc de prendre H =t F et l'on a ainsi 
prouvé que toute antiinvolition antilinéaire sur A est l'adjonction 
d'un produit scalaire « pseudohermitien » sur S. 

A titre d'application soit Ep,q un espace pseudoeuclidien, espace 
vectoriel réel ~p+q muni de la forme quadratique q(x) = (x1)2 

+ ... + (xP)2 - (xP+l )2 - ... (xP+q) 2, de dimension impaire= p+q 
= 2r + 1. Le centre de l'algèbre de Clifford C(Ep,q) est formé des 
À · 1 + µJ où J = ei e2 ... en. On a : 

J2 = (-1r q(e1) ... q(en) · 1 = (-1r+q · 1, 
J7 = (-ltJ, 

Y= (-l)r+l J. 

Il résulte alors de ce qui précède, le : 

Théorème VI.6.C : L'algèbre de Clifford C(Ep,q) d'un espace 
pseudoeuclidien de dimension p + q = 2r + 1 impaire est une 
algèbre centrale simple complexe si et seulement si q et r sont de 
parités opposées (r + q impair). Dans ce cas l'espace de spineurs 



282 Algèbres de Clifford. Spineurs 

S(Ep,q) est un espace vectoriel complexe muni d'un produit sca
laire pseudohermitien dont l'adjonction est soit T (r impair) soit v 
(r pair). 

Remarque : On a p- q = p + q - 2q = 2(r - q) + 1. La condition 
r et q de parités opposées, soit r - q = 2k + 1 est équivalente à 
p - q = 4k + 3 soit, congru à 3 ou à 7 mod 8. On retrouve le résultat 
de l'exemple 5 du §VI.4. 

Les vecteurs d'un espace quadratique régulier (E; q) devenant 
des opérateurs linéaires de l'espace des spineurs S(E; q), leurs pro
priétés algébriques, conséquences de la métrique, ont d'importantes 
répercussions sur la structure de S(E; q). Nous allons, pour les étu
dier, utiliser quelques propriétés des formes quadratiques. 

Rappelons quelques définitions (cf. [DR]). 

Définition VI. 6.A : 

1) Un plan hyperbolique P sur le corps K est un plan quadra
tique régulier qui satisfait à l'une des propriétés suivantes équiva
lentes: 

a) P contient une droite isotrope, 
b) P contient deux droites isotropes distinctes, 
c) il existe une base (e1, e2) dans laquelle la forme quadratique 

s'écrit q(x) = (x1 )2 - (x2)2, 
d) il existe une base dans laquelle q s'écrit q(x) = x 1x2. 

2) Un espace· hyperbolique H sur le corps K est un espace 
quadratique régulier, de dimension paire n = 2p, qui satisfait à 
l'une des propriétés équivalentes suivantes : 

a) H est somme directe orthogonale de plans hyperboliques, 
b) H est somme directe de deux sous-espaces totalement isotropes, 
c) H contient un sous-espace totalement isotrope de dimension p. 

3) Une forme quadratique régulière est dite neutre si c'est la 
forme quadratique d'un espace hyperbolique. C'est donc une forme 
de degré pair pour laquelle il existe des bases dans lesquelles elle 
peut s'écrire soit sous la forme q(x) = (x1 )2 + ... (xP)2 - (xP+l )2 -

... - (x2P)2 soit sous la forme q(x) = x1x2 + x3x4 + ... x2P- 1x2P. 

4) Un espace pseudohermitien d'indice (p, q) est un espace 
vectoriel complexe de dimension p + Î muni d'un produit qui dans 
une base normale s'écrit: (x 1 y) = x y1 + ... + xPyP - xP+qyP+q 
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avec p signes plus et q signes moins. L'espace, et le produit scalaire, 
sont dits neutres lorsque p = q. 

Théorème Vl.6.D: Soient (E; q) un espace quadratique régulier, 
C(E; q) son algèbre de Clifford, Sun espace de spineurs de (E; q), 
S+ un espace de spineurs de la sous-algèbre paire C+(E; q). 

1) Un plan hyperbolique de (E; q) (s'il en existe) détermine 
canoniquement une décomposition de S et de S+ en la somme 
directe de deux sous-espaces. 

2) Si [I] est un produit scalaire sur S ou S+ pour lequel l'ad
jonction est l'une ou l'autre des antiinvolutions canoniques T, v les 
sous-espaces de S ou de S+ associés par 1) à un plan hyperbolique 
sont totalement isotropes. 

3) Si E contient un vecteur isotrope non nul, le produit scalaire 
[[] est ou neutre ou symplectique. 

Preuve: 

1) Soit x un vecteur isotrope non nul de E: x2 = q(x) · 1 = 0 
dans C(E; q). En désignant par la même lettre x l'opérateur linéaire 
correspondant dans S le fait que x soit de carré nul est équivalent 
à lm x C Ker x. Si x est isotrope non nul, on peut trouver un 

1 
autre vecteur isotrope non nul y tel que (x J y) = 2 ou ce qui 

est équivalent xy + yx = 1 dans C+(E; q) C C(E; q). On a: 
(xy) 2 = xy(l - yx) = xy et (yx) 2 = yx tandis que (xy)(yx) 
= (yx)(xy) = 0 xy et yx sont donc deux idempotents supplémen
taires de C+(E; q) entièrement déterminés, à l'ordre près, par le 
plan hyperbolique, dont x et y forment une base isotrope. 

Sis E Kerx, dans S, on as= (xy+yx)s = (xy)s E lmx. Donc 

lmx = Kerx = lm(xy) = Ker(yx) et dim(lmx) = ~ dimS. 

Désignons par S ( x) = lm x = Ker x le sous-espace de S associé 
au vecteur isotrope non nul x, donc à la droite isotrope qui le porte. 
Un plan hyperbolique de E détermine donc une décomposition de 
S : S = S(x) EB S(y) en la somme directe de deux sous-espaces de 

1 
dimension 2 dimS. De même, si l'on note S+(xy) = lm(xy) = 

Ker(yx), on a une décomposition de S+ en somme directe : S+ = 
S+(xy) EB S+(yx). 
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2) On a x7 = x, xv = -x, (xy)7 = (xy)v = yx. D'où dans S : 
[xs 1 xt] = ±[s 1 x 2t] = 0 et Imx est totalement isotrope. 

Dans S+ : [xy sixy t] = [siyx xy t] = 0 et Im(xy) est totalement 
isotrope. Puisque S ou S+ est somme directe de deux sous-espaces 
totalement isotropes, nécessairement de dimension égale à la moitié 
de la dimension de l'espace, c'est que le produit scalaire est ou bien 
symplectique, ou bien neutre, c.q.f.d. 

Exemple VI.6.C : On a vu au théorème VI.5.C que si Ep,q est un 
espace pseudoeuclidien de dimension impaire p+q = 2r+ 1, l'espace 
des spineurs S(Ep,q) possède, associée à l'une des antiinvolutions v 
ou T, un produit scalaire pseudohermitien lorsque r + q est impair. 

Si p et q sont non nuls, ce produit scalaire est nécessairement 
neutre. Par contre, on a vu pour E3, qui n'a pas de vecteurs 
isotropes non nuls, que le produit scalaire associé sur S(E3) à T 

était hermitien. 

Vl.7 - L'opérateur de Dirac 

De la même façon que l'application de Clifford cp d'un espace 
quadratique (E; q) dans son algèbre de Clifford C = C(E; q) permet 
d'obtenir une «racine carrée» de la forme quadratique q: q(x) ·le 
= cp(x)2 , elle permet dans le cas d'un espace pseudoeuclidien Er,s 
d'obtenir un opérateur différentiel -p, «racine carrée» du Laplacien 
il. 

Si e = (ei, e2, ... , en) est une base orthonormale de Er,s, 
identifions les ej à leurs images dans C(Er,8 ). On a alors: q(x) ·le 
= (e1x1 + e2x2 + ... enxn)2 et l'on définit l'opérateur de Dirac "P 
de En comme l'opérateur différentiel linéaire à coefficients dans C 
(coefficients constants mais « matriciels ») 

Comme pour l'expression de q, il est immédiat de voir que "P 
ne dépend pas du choix de la base orthonormale e. "P opère sur les 
champs différentiables de spineurs sur Er,s fonctions différentiables 
de Er,s à valeurs dans un espace de spineurs S de Er,8 , par 
dérivation et «multiplication» par des éléments de C, et aussi 
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sur les fonctions différentiables de Er s à valeurs dans son algèbre 

de Clifford C(Er,8 ). Le carré :p2 e~t un opérateur scalaire, ou 

«diagonal» : :p2 = .6. est le Laplacien de Er,s· 
Une représentation matricielle de C(Er,s) détermine une ex

pression matricielle de l'opérateur :p. 
Un champ de spineurs s sur Er,s tel que :Ps = 0 est dit 

harmonique. 

Exemples: 

1) L'opérateur de Dirac du plan euclidien E2. 

C(E2) = IR(2), S = IR2 représentation matricielle standard dans 
laquelle: 

1-1 01 Io 11 10 -11 2 ei = 0 1 ; e2 = 1 0 avec J = eie2 = 1 0 et J = -1, 
J s'identifie à l'opérateur i lorsqu'on considère IR2 comme la droite 
complexe C. Un champ de spineurs s est ici une fonction sur E2 à 
valeurs dans IR2 et: 

â 
âx 
â 
ây 

âu âv --+-ây ây 
âu âv -+ây âx 

On voit que :p n'est autre que l'opérateur de Cauchy Riemann et 
les champs de spineurs harmoniques sont les fonctions analytiques 
u + iv de la variable complexe x + iy. 

Mais un champ de vecteurs de E2 : X = ae1 + be2 est un champ 
d'éléments de C(E2) c'est-à-dire une fonction à valeur matricielles 
sur laquelle :p opère également par : 

â â âa âb -(âb _ âa) 

1-~ !I = 
-+-

:px= âx ây âx ây âx ây 
â â âb âa âa âb 

--- -+-
ây âx âx ây âx ây 

soit : :p = (div X)I + (rot X)J. 
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2) L'opérateur de Dirac de l'espace euclidien E3 

C(E3) = C(2), S = C2. Dans la représentation matricielle 
standard: 

1 0 1 1 1 0 -i 1 11 0 1 ei = 1 0 ; e2 = i 0 ; e3 = 0 _ 1 avec J = ei e2e3 = il. 

Un champ de spineurs s est ici une fonction sur E3 à valeurs 
dans c2 . 

â 
âz 

â . â -+i
âx ây 

â . â âu âv .âv --i- -+--i-
âx ây 1 u 1- âz âx ây 

â v-âu .âu âv· 
-- --+i---

âz âx ây âz 

Les spineurs harmoniques de E3 peuvent être considérés comme 
une généralisation des fonctions analytiques. 

3) L'opérateur de Dirac de l'espace de Minkowski Ei,3· 

C(E1,3) = H(2) et C(E1,3)@ C = C(4). On utilise essentielle
ment l'opérateur de Dirac complexe, opérant sur l'espace vectoriel 
complexe S = C4. Il s'écrit avec un ensemble de matrices de Dirac 
(Définition VI.l.D) : 

â â â â 
:p = î'O âxO + î'l âxl + 1'2 âx2 + 1'3 âx3 

Il a pour carré le Dalembertien : 

82 
(âxl )2 

Sur une variété riemannienne compacte (cf. Chapitre IX), 
l'opérateur de Dirac :p n'existe globalement que si la variété satisfait 
à une condition topologique particulière. Elle est dite dans ce cas 
spinorielle. (si elle ne l'est pas, elle possède toujours un revêtement 
d'ordre deux qui l'est). La courbure de la variété introduit alors 
un terme correctif entre :p et le laplacien ~- On obtient en effet : 

:p2 = ~ + ~ x, où X est la courbure scalaire. 

Remarque : Les éléments ej sont impairs. Si l'espace des spi
neurs S se décompose en somme directe S = S+ E:B s_ de deux 
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sous-espaces de semi-spineurs échangés par II (Vl.2), il en est de 
même des champs de spineurs et :p les échange. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI 

EX. VI.l: 

Soit C l'algèbre de quaternions, algèbre de Clifford de l'espace quadra
tique (E; q) sur K où q(e1x+e2y) = ax2 +by2. Montrer que C est isomorphe 
à l'algèbre de matrices K(2) si et seulement si il existe (r, s) E K2 tels 
que ar2 + bs2 = 1. Montrer que dans le cas contraire C est un surcorps 
non-commutatif de K. (cf. DR). 

EX. VI.2: 

Montrer à l'aide de la propriété multiplicative de la norme d'une 
algèbre de quaternions l'identité d'Euler : 

EX. VI.3: 

(a2 + b2 + c2 + d2)(a'2 + b'2 + c'2 + d'2) 

= (aa' + bb' +cc'+ dd1) 2 +(ab' - ba' +cd' - dc1) 2 

+(ac' - bd' - ca' + db1) 2 +(ad'+ be' - cb1 - da1) 2 

Soient e1 un vecteur régulier de l'espace quadratique (E; q), E1 = ef. 
En identifiant C+ (E) à l'algèbre de Clifford C(E1 ; q1 ) comparer les conju
gaisons v de C(E) et v1 de C(E1 ). Déterminer l'automorphisme principal II1 
et l'antiinvolution r1 de C(E1) en fonction de II, r, v et de l'automorphisme 
intérieur de C(E) par e1. 

EX. VI.4: 

Soient C4 et C~ les algèbres de Clifford respectives de l'espace euclidien 
C4 et de l'espace antieuclidien E~. 

Montrer que l'application de Fil 4 dans C~ : e1 ----> e2e~e~; e2 ----> e~ e~e~; 
e3 ----> e~ e2e~; e4 ----> e~ e2e~ détermine un isomorphisme d'algèbres unitaires 
de C4 sur C~. 
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EX. VI.5: 

Soient En,(!) = Er,s l'espace pseudoeuclidien de dimension n = r +set 
d'indice f = r - s, e = (e1, e2, ... , en) une base orthogonale avec q(ej) = +1 
pour j = 1,2, ... ,r: q(ek) = -1 pour k = r + l, ... n. J = e1e2 ... en 
dans C(Er,s). Montrer que l'application l'application x E Er,s ---> .Jx E 
C(Er,s) est une application de Clifford pour une forme quadratique q' sur 
l'espace vectoriel Er,s· En déduire une comparaison des algèbres C(E4m,o) 
et C(Eo,4m)· 

Montrer l'existence d'isomorphismes : 

C+(En,(f)) = C(En-1,(f+l)) = C(En-1,(-f+l)) 

C+(En,(f)) = C+(En,(-f)) 

C+(En,o) = C+(Eo,n) 

chaque fois que les termes sont définis. 

EX. VI.6: 

Montrer à l'aide de représentations matricielles appropnees que 
8pin(4; C) = 81(2; C) x 81(2; C) 8pin(4; R) = 8U(2) x 8U(2). (cf. DR) 

EX. VI.7: 

Er,s désignant l'espace pseudoeuclidien de type (r, s) montrer qu'il 
existe des isomorphismes d'algèbres unitaires, où 0 est le produit d'algèbres 
ordinaire (non gradué) 

C(En,o) 0 C(Eo,2) = C(Eo,n+2) 
C(Eo,n) 0 C(E2,o) = C(En+2,o) 
C(Er,s) 0 C(E1,1) = C(Er+l,s+l) 
C(En,o) 0 C(Es,o) = C(En+s,o) 
C(En,o) 0 C(Eo,s) = C(Eo,n+s) 



CHAPITRE VII 

Tenseurs euclidiens 
et pseudoeuclidiens 

On examine dans la première partie de ce chapitre quelques ap
plications classiques des tenseurs euclidiens, en commençant par 
les tenseurs du second ordre symétriques, qui interviennent par
tout en géométrie et en mécanique. L'étude des courbes, surfaces 
et sous-variétés des espaces euclidiens conduit aux coordonnées 
«curvilignes» et à l'expression covariante ou tensorielle, de la déri
vation des champs de vecteurs et des tenseurs. On est ainsi conduit 
de façon naturelle à la définition et aux propriétés des variétés, 
différentielles et riemanniennes, qui font l'objet du chapitre IX. 

La fin de ce chapitre est consacrée aux propriétés spécifiques des 
espaces pseudoeuclidiens et à quelques applications à la physique. 
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VIl.13 / 

Rappel de quelques propriétés élémentaires des espaces eucli
diens. 
Le produit vectoriel. 
Tenseurs euclidiens du second ordre symétriques. 
Trois théorèmes d'Apollonius sur les coniques et les quadriques. 
Une incursion en mécanique classique : le tenseur d'inertie. 
Tenseurs de déformation (Strain tensors). 
Tenseurs des contraintes (Stress tensors). 
Courbes et surfaces dans les espaces euclidiens. 
Les variétés dans En. Coordonnées curvilignes. Dérivation cova
riante des champs de tenseurs dans En. 
Les formes différentielles extérieures d'un espace euclidien En ou 
pseudoeuclidien Er,s· 
Harmoniques sphériques. Potentiel newtonien. Multipoles. 
Orientation des espaces pseudoeuclidiens. Relativité restreinte. 
Les équations de Maxwell. 
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Vll.1 - Rappel de quelques propriétés élémentaires des espaces 
euclidiens 

Un espace euclidien de dimension n, noté En est un espace 
vectoriel réel de dimension n muni d'une forme quadratique q non
dégénérée positive (on dit aussi strictement positive, ou «définie» 
positive). On peut ainsi y définir la norme ou longueur d'un vecteur 

1 
x: llxll = q(x)2. Un espace euclidien possède toujours des bases 
orthonormales : base orthogonales dont les vecteurs sont de norme 
un. Le choix d'une telle base est équivalent à un isomorphisme 
quadratique de En sur l'espace euclidien standard de dimension 
n: IRn muni du produit scalaire (xiy) = L,xjyj d'où JJxJl2 = (xJx) 
= L,(xj)2. 

Dans une base orthonormale, les composantes covariantes et 
contravariantes coïncident : Xi = (eiJx) = (eil L, ejxj) = xi et le 
produit scalaire s'écrit (xJy) =t XY. 

Tous les sous-espaces d'un espace euclidien sont réguliers et 
euclidiens. Deux espaces euclidiens de même dimension sont qua
dratiquement isomorphes. 

Soient maintenant E une base orthonormale, e = cS une base 
quelconque de En. 9ij = (eilej), G = l9ijl· Six= eX = EÇ = cSX, 
(xiy) =t ÇrJ =t xtssY =t XGY d'où G =t SS et dét G = 
(dét S)2 > O. Il en résulte immédiatement que si xi, x2, ... Xp 
sont p vecteurs de En, le déterminant de Gram : déti(xilxj)I, 
nul si les p vecteurs sont dépendants, est strictement positif 
s'ils sont linéairement indépendants ce qui généralise l'inégalité 
de Cauchy-Schwartz. L'algorithme d'orthogonalisation de Schmidt 
montre alors que détl(xilxj)I ~ Jlxill · JJx2JJ ... JJxpJI l'égalité 
n'ayant lieu que si les vecteurs sont orthogonaux deux à deux (cf 
[DR]). 

Rappelons que dans ®En et f\PEn l'extension du produit sca
laire de En s'écrit sur des éléments décomposables : 

(xi® x2 ® ... xpJYi ® Y2 ® ... Yp) = (xiJYi)(x2IY2) ·. · (xplYp) 

(xi/\ x2 /\ ... xplYi /\ Y2 /\ .. ·Yp) = détJ(xilYi)I 

Si e = ( ei, e2, ... en) est une base orthonormale de En, @P e 
et f\P e sont également orthonormales : tous les produits scalaires 
étendus sont euclidiens. 
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Dans APEn, la norme l lx1 Ax2A ... xpl1 d'un p-vecteur décompo
sable est appelée le volume euclidien des p vecteurs (x1, x2, ... Xp), 
soit: 

Vol(xi, x2, ... xp) = l lx1 A x2A ... xpl1 

= détl(x11xk)l 1 /2 (~ llx1ll · llx2ll - · - llxpll 

En particulier le carré du volume euclidien d'une base quel
conque e = (ei, e2, ... , en) de En a pour valeur g = détl(eile1)I 

= détl9ijl· Si e' = eS est une autre base, l9~jl =t Sl9iJIS et 

g1 = g( dét 8)2 ce qui montre que g est un pseudoscalaire covariant 
de variance ( +2). Sa racine carrée positive g112 se transforme par 

un changement de base en g'1/ 2 = ldétSlg112. 
Si le changement de base conserve l'orientation de l'espace g112 

se comporte comme un pseudoscalaire covariant de variance ( +1). 
C'est en fait un pseudoscalaire orienté (cf§ 111.8). Si x1, x2, ... Xn 

sont n vecteurs de En, de l'égalité l lx1 A x2 A ... Xn 11 = ldét XI · 
llei A e2 A ... enll, il résulte que Vol(xi,x2, ... Xn) = ldétXI · g112 . 

L'expression g112dét X est un scalaire orienté qui, s'il est non nul, 
prend donc la même valeur (positive) dans toutes les bases ayant 
même orientation que (xi, x2, ... Xn) et cette valeur changée de 
signe dans les bases ayant une orientation opposée. D'une manière 
analogue -g(-l/2) est un pseudoscalaire orienté contravariant de 
variance ( -1). La mesure des volumes euclidiens est la forme 
-gl/2e*l A ... e*n. 

La matrice A* de l'adjoint a* de l'opérateur linéaire a, défini 
par (axly) = (xla*y), \:lx, y E En, est dans une base orthonormale, 
la transposée t A de la matrice de a. 

Les opérateurs symétriques : a* = a, resp. antisymétriques, 
a* =-a sont donc ceux qui, dans une base orthonormale, ont une 
matrice symétrique t A = A, resp. antisymétrique t A = -A. 

Le produit scalaire de l'espace euclidien En peut se prolonger 
de deux façons à son complexifié En 0 C : 

a) par un produit scalaire hermitien : 

(z1 lz2) = (x1+iy1 lx2+iy2) = (x1 lx2)+(Y1 IY2)+i{ (y1 lx2)-(x1 IY2)} 

d'où: (zlz) = (x + iylx + iy) = (xlx) + (YIY) = llxll 2 + llYll 2 
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b) par un produit scalaire bilinéaire complexe : 

pour lequel un vecteur complexe z = x + iy est isotrope si et 
seulement si llxll = llYll et (xly) =O. 

On vérifie immédiatement que si a E i! (En) le complexifié de 
son adjoint (a*)c est identique à l'adjoint de son complexifié (ac)* 
et ceci, aussi bien pour (1) que pour [I]. 

Si a est symétrique, ac est symétrique pour chacun des produits 
scalaires sur En ® C. En particulier, puisque les valeurs propres 
de ac sont celles de a, si >. est l'un d'elles et z un vecteur propre 
correspondant : 

(aczlz) = >.(zlz) = (zlacz) = "X(zlz) 

d'où>.= "X. On a ainsi une nouvelle propriété spécifique des espaces 
euclidiens. Les valeurs propres d'un opérateur symétrique sont 
réelles. 

Deux vecteurs propres x et y associés à des valeurs propres 
distinctes >. et µ d'un opérateur symétrique a de En sont nécessai
rement orthogonaux. En effet (axly) = >.(xly) = (xlay) = µ(xJy) 
entraîne (µ->.)(xJy) = 0 d'où (xJy) =O. Nous avons ainsi démontré 
le : 

Théorème Vll.1.A. Tout opérateur symétrique d'un espace eucli
dien est diagonalisable dans une base orthogonale, autrement dit, 
possède une base orthogonale de vecteurs propres. 

On peut donner de ce théorème une démonstration directe, ne 
faisant pas intervenir le complexifié, et qui a l'avantage de donner 
des valeurs propres une interprétation géométrique intéressante. 
Soit a un opérateur linéaire quelconque de En. 

La fonction sur la sphère unité Sn-1 : x ~ (xJax) est conti
nue et atteint son maximum >.1 en un point au moins x1 de 
Sn-1 qui est compacte. Soit y E Xf n Sn-1 un point quelconque 
du grand cercle de Sn-1 orthogonal à x1. La fonction : f (t) = 
(x1 cos t + ysin tJax1cos t + aysin t) est différentiable et par le choix 
de x1 atteint son maximum pour t = O. Or J(t) = (x1Jax1)cos2t 

+ (yJay)sin2t + sintcost{(x1Jay) + (yJax1)} et J'(O) = (x1lay) 
+ (yJax1) =O. 
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Si a est symétrique, cette égalité devient 2(ax1IY) =O. Devant 
être satisfaite quel que soit le choix de y, il en résulte nécessaire
ment que ax1 E (xr ).l =IR· xi, donc que x1 est un vecteur propre 
de a pour la valeur propre À 1 · 

Or si un opérateur symétrique a de En laisse stable un sous
espace F, il laisse évidemment stable son orthogonal F.l · a laisse 
donc invariant le sous-espace En-1 = Xf et l'on poursuit de la 
même façon. 

On voit que les valeurs propres de a sont les maxima successifs 
de (axjx) sur Sn-1' Sn-2, ... 81. 

Si q et q1 sont deux formes quadratiques sur un même espace 
vectoriel, il n'existe pas en général de base de l'espace qui diagona
lise simultanément q et q1 (c'est-à-dire orthogonale à la fois pour q et 
q1). Supposons q régulière et soient p et p1 les applications linéaires 
de E dans E* associées aux formes bilinéaire symétriques b et b' 
défi.nies par q et q1• Si la base e est orthogonale à la fois pour q et 
q1 et si e* est sa base duale, on a :pej = O'.je*i et p1 ej = aje*i 

-1 
d'où P p1ej = Àjej avec Àj = aj/aj· Il est donc nécessaire que e 
soit une base de vecteurs propres (diagonalisante) pour l'opérateur 

-1 
linéaire a= P p1 et c'est aussi suffisant. En effet, l'opérateur a est 
celui qui permet d'exprimer b1 en fonction de b :b1(x,y) = (x,p1y) 

-1 
= b(x, P p1y) = b(x, ay) et puisque b1 est symétrique, a est un 
opérateur symétrique b( x, ay) = b( ax, y). Si el est un vecteur pro-
pre de a: ae1 = >.1e1, l'orthogonal er = {x; b(x, el) = O} est donc 

stable par a. Si X E er b(ax, el) = b(x, ae1) = À1b(x; el) = Ü. 

On peut ainsi par récurrence construire une base orthogonale 
pour b qui soit une base de vecteurs propres pour a et qui diagona
lisent aussi b1• 

Le théorème précédent VII. LA. a donc pour conséquence le : 

Théorème VII.1.B. Pour toute forme quadratique sur un espace 
euclidien En on peut trouver une base orthogonale de En qui la 
diagonalise. 

Nous allons maintenant considérer les opérateurs antisymétri
ques. Les valeurs propres d'un tel opérateur sont imaginaires pures 
et ne peuvent donc être réelles qu'en étant nulles. En effet, si 
a* = -a, a~ = -ac. Si À est une valeur propre de a donc de ac, 
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(aczlz) = À(zlz) = (zla~z) = -(zlÀz) = -3:(zlz) d'où À=->: (où 
(1) est l'extension hermitienne du produit scalaire. 

Théorème VII.l.C. Les opérateurs antisymétriques d'un es
pace euclidien En sont ses «rotations infinitésimales», ou plus 
précisément les dérivées en l'identité des rotations de En. Ils for
ment une algèbre de Lie qui est l'algèbre de Lie du groupe orthogo
nal O(En)-

Preuue : Soit t E [ü, 1] --+ r(t) E O+(En) un arc continu 
dans le groupe des rotations tel que r( o) soit l'identité de En et 
que r(t) soit dérivable pour t = O. On a quel que soit t et quels 
que soient x, y : (r(t)xlr(t)y) = (xly) d'où, en dérivant pour 
t = 0 : (r'(O)xly) + (xlr'(O)y) = 0 qui montre que l'opérateur 
dérivée à l'origine r'(O) est antisymétrique. Réciproquement, si t 
est un nombre réel et a un opérateur linéaire quelconque, la dérivée 
par rapport à t de la fonction: t ER--+ exp(at) E Gl(En) C ~(En) 
est aexp(at). Si a est antisymétrique, la dérivée de la fonction 
numérique: (exp(at)xlexp(at)y) est donc: 

(aexp(at)xlexp(at)y) + (exp(atxla exp(at)y) =O. 

Cette fonction est constante : (exp(at)xlexp(at)y) = (xly) ce 
qui prouve que exp(at) est un arc différentiable du groupe des 
rotations dont la dérivée en l'identité est a. 

D'autre part, si a et b sont antisymétriques, leur crochet 
[a, b] =ab - ba l'est aussi puisque : 

[a, b]* = b*a* - a*b* = ba - ab= -[a, b]. 

Les opérateurs antisymétriques de En forment donc une algèbre 
de Lie qui est celle des «vecteurs tangents» à l'origine du groupe 
des rotations. 

Exemple : la rotation de vitesse constante w du plan euclidien : 

r(t) = 1 c?swt -sinwt 1 

smwt coswt 

a pour dérivée à l'origine la rotation infinitésimale : 

et réciproquement r(t) =exp (wt). 
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Théorème Vll.1.D. Soit t E [O, r] ___.,. g(t) E SO(En) un arc 
différentiable dans le groupe SO(En) des rotations de l'espace 
euclidien En définissant un mouvement de rotation de cet espace, 
x(t) = g(t)xa, tétant considéré comme le temps. 

Le champ des vecteurs-vitesses à un instant donné ta est obtenu 
par l'action d'un opérateur antisymétrique D(ta) de En appelé la 
rotation instantanée à l'instant ta: x'(ta) = D(ta)x(ta). 

Preuve : x(ta) = g(ta)xa, x(t) = g(t) !](ta)x(ta) et x'(ta) 

g'(ta) !hta)x(ta). Or, si t = ta + h : x(ta + h) = g(ta + 
-1 

h)) g (ta)x(ta). 

L'application h ___.,. r(h) = g(ta + h)) (](ta) est un chemin dif
férentiable dans le groupe SO(En) issu de l'identité : r(O) = I, 

dont la dérivée en I : r'(O) = g1(ta)) rhta) = D(ta) est 
un opérateur (antisymétrique d'après le théorème précédent, et 
x'(ta) = D(ta)x(ta), cqfd. 

Remarques: 

1) Dire qu'un opérateur linéaire a de En est antisymétrique, 
revient à dire que la forme bilinéaire associée: (x, y) ___.,. (xlay) est 
antisymétrique donc alternée: (xlax) = 0, \:lx, autrement dit que a 
transforme un vecteur x en un vecteur orthogonal. 

2) Le carré de a est un opérateur s~étrique dont les valeurs 
propres sont négatives. En effet, si a x = Àx, on a : (axlax) 
= llaxll2 = -(xla2x) = ->.llxll2 ce qui impose À~ O. 

3) Si F est un sous-espace de En stable par a, l'orthogonal F..l 
est également stable par a. 

Théorème VII.1.E. Soit a un opérateur antisymétrique de l'es
pace euclidien En · En est une somme directe orthogonale de plans 
et de droites stables par a. La restriction de a à chacune des plans 
est une «rotation infinitésimale». La restriction de a à chacune des 
droites est nulle. 

Preuve : Puisque a 2 est symétrique, ses valeurs propres sont 
réelles. Si l'une d'elles est non nulle, soient ei un vecteur propre 
unitaire correspondant et ae1 = ae2 avec l le2 l I = 1 et a =f- O. 
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D'après la remarque précédente, e2 est orthogonal à ei et 
À 

d'après le choix de ei, ae2 = -e1. Le plan P1 de base orthonormale 
a 

(e1, e2) est donc stable par a et À est déterminé par: 

La restriction de a au plan (e1, e2) a donc pour matrice: 

On poursuit par récurrence dans le sous-espace Pr de En 
jusqu'à épuisement des valeurs propres non nulles de a 2 . Dans le 
sous-espace restant, stable par a, a 2 est nul donc, quel que soit 
x: llaxll 2 = (axiax) = -(xia2x) = 0 d'où ax = 0 et a= O. 

Exemple : dans l'espace euclidien E3, pour tout opérateur anti
symétrique non nul, c'est-à-dire pour toute rotation infinitésimale, 
on peut trouver une base orthonormale dans laquelle sa matrice 
s'écrit : 

0 -w 0 coswt 
A = w 0 0 et exp At = sin wt 

0 0 0 0 

Vll.2 - Le produit vectoriel 

-sinwt 0 
coswt 

0 
0 
1 

Rappelons(§ V.5) que dans l'algèbre extérieure /\En de l'espace 
euclidien En les opérateurs linéaires adjoints des multiplications 
extérieures à gauche ou à droite, sont les produits intérieurs ; définis 
par: 

(t /\ ulv) = (tlu J v) et (vlu /\ t) = (vl uit). 

Les bases orthonormales de même orientation de En détermi
nent la même base e de /\nEn élément de volume orienté de En. 

L'automorphisme canonique de dualité, correspondant a, est 
défini par: 

a(u) = u J esoitt/\u = (tla(u))eet sur /\PEn: a 2 = (-l)p(n-p)_ 
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Si e = (ei, e2, ... en) est une base orthonormale positive de 
En on calcule immédiatement les images des vecteurs de la base 
/\e de /\En par a. Avec les notations usuelles : ( er /\ er!"e) = E (I') 
où é(I') est le signe de la permutation qui permet de passer de 
(1,2, ... n) à (I',I) tandis que (eJ /\ er!"e) = 0 si J -j. 11. D'où: 
a( e1) = e1 J e = é(I')er. Rappelons encore la propriété : 

Proposition VII.2 

L'automorphisme de dualité a de l'algèbre extérieure d'un es
pace euclidien est une isométrie. (cf Corollaire V.5). 

Preuve : Sur f\PEn : t /\ u = (tla(u))e = (-I)P(n-p)u /\ 

t = (ul(-I)P(n-p)a(t))e = (a\t)lu)e. D'où : (a(t)la(u)) = 
-1 

(tl a a(u)) = (tlu) c.q.f.d. 
On a défini au§ N.10 (définition IY.10.A) le produit vectoriel de 

( n - 1) vecteurs : x1, x2, ... Xn-1 d'un espace vectoriel de dimen
sion n : c'est une pseudoforme linéaire sur E qui pour chaque base 
e fait correspondre le contracté sur les ( n - 1) derniers indices du 
pseudotenseur é de Levi-Civita avec les ( n - 1) vecteurs. Ses com-

t d t '°' i1 i2 in-1 S t t' posan es ans e son û é'jiii2 ... in-l x 1 x 2 ... xn-l. on con rac e 
avec un vecteur z est le déterminant des composantes de z, 
x1, ... Xn-1 dans la base e, ou le volume algébrique de ces vecteurs : 
déte(z, x1, x2, ... Xn-1· Puisque l'espace E est un espace euclidien 

En on a : Vol(z, xi, x2, ... Xn-1) = déte(z, xi, x2, ... Xn-1)9112 

qui est un scalaire orienté égal à :g1/ 2 2:(-l)i-l zidét(Xl,2, ... i, ... n) 

= l:=ziui. 

Les Ui = (-l)i-l91/ 2détlX1,2, ... i, ... nl sont les composantes co
variantes d'un vecteur orienté de En que l'on note x1 x x2 X ... Xn-1 
et que l'on continue d'appeler produit vectoriel. Il est donc défini par 
la propriété que son contracté avec un vecteur quelconque z, c'est
à-dire son produit scalaire avec z est égal au volume algébrique de 
(z,x1,x2, ... Xn-1). Dans une base orthonormée e, on a 

z /\ x1 /\ x2 /\ ... Xn-1 = déte(z, xi, x2, ... Xn-1)e 

(z /\ x1 /\ x2 /\ ... Xn-1 le) = déte(z, x1, x2, ... Xn-1) 

= (zlx1 X x2 X ... Xn-1) 

d'où: (zl(x1 /\ x2 /\ ... Xn-1) J e = (zlx1 x x2 x ... Xn-1). 
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Le produit vectoriel de ( n - 1) vecteurs est le dual de leur 
produit extérieur : 

Puisque a est une isométrie, on a donc : 

llxI X x2 X·· .Xn-Ill = llxI /\x2 /\ · · .Xn-Ill· 

On déduit immédiatement de ces égalités les propriétés de 
XI X x2 X .•. Xn- I : 

a) il est non nul si et seulement si XI, x2, ... Xn-I sont linéai
rement indépendants 

b) en remplaçant z par chaque Xj, on voit que le produit 
vectoriel XI x x2 x ... Xn-I est orthogonal à chacun d'eux, donc 
à l'hyperplan qu'ils sous-tendent, et qu'il forme avec eux une base 
de En. 

c) en remplaçant z par le produit vectoriel lui-même on obtient : 

l lxI X x2X ... Xn-I11 2 = déte(XI X x2 X ... Xn-li xi, x2, ... , Xn-I) 

ce qui montre d'abord que le second membre est positif et que la 
base (XI x x2 X ... Xn-I, XI, x2, ... Xn-I) a même orientation que 
la base fixée initialement. Le second membre, vu b), est le produit 
de la longueur l lxI x x2 x ... Xn-I 11 du produit vectoriel par le 
volume euclidien des ( n - 1) vecteurs ce qui redonne l'isométrie : 

On retrouve ainsi les propriétés usuelles du produit vectoriel de 
E3. Puisque la dualité a est une isométrie, on a dans En: 

(xI x x2 X ... Xn-IIYI X Y2 X .. · Yn-I) 

= (xI /\ x2 /\ · · · Xn-I IYI /\ Y2 /\ · · · Yn-I) = détl (xi IYi) 1-

Dans E3 on retrouve la formule connue du produit scalaire de 
deux produits vectoriels : 

1 (a x bic x d) = (alc)(bld) - (ald)(blc) I· 

Le produit vectoriel de deux vecteurs dans l'espace euclidien E3 
possède une quantité de propriétés remarquables. On appelle sou
vent «produit mixte» de trois vecteurs x, y, z de l'espace euclidien 



Tenseurs et spineurs 299 

E3 orienté, et on note [x, y, z] leur volume algébrique relativement 
à l'unité de volume e, soit dans une base orthonormée positive e : 

xl yl zl 

[x, y, z] = déte(x, y, z) = (x /\y/\ zle) = dét x2 y2 z2 

x3 y3 z3 

[x, y, z] = (xly x z), définition du produit vectoriel. [x, y, z] est 
invariant par toute permutation circulaire de ses termes, ce qui 
donne les égalités: (xly x z) = (ylz x x) = (zlx x y). 

Il en résulte la relation fort simple : 

1 (X 1 y X z) = (X X y 1 z) I· 

En l'utilisant, l'égalité du produit scalaire de deux produits 
vectoriels : 

(a x bic x d) =((a x b) x cld) = (alc)(bld) - (ald)(blc) 

donne la formule bien connue du double produit vectoriel : 

(a x b) x c = (alc)b - (blc)a 

ou aussi 

1 a x (b x c) =· ((alc)b - (alb)c) I· 

En y remplaçant c par c x d : 

(a x b) x (c x d) =(ale x d)b- (bic x d)a 

on obtient la formule du triple produit vectoriel : 

1 (a x b) x (c x d) = [a,c,d]b- [b,c,d]a I· 

D'une façon générale, dans un espace euclidien orienté En. tout 
élément a E /\ 2En détermine un opérateur linéaire de En par : 
x E En ---t al x. Dans le cas d'un bivecteur décomposable par 
exemple, on a(§ N.10) : (u /\ v) Lx = (ulx)v - (vlx)u ce qui est 
égal à ( v ® u - u ® v )x (il faut bien noter l'ordre de u et v dans les 
deux termes. 
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On vérifie immédiatement que l'opérateur ainsi associé à a est 
antisymétrique : (al xly) = (alx /\y) = -(aly /\ x) = -(al ylx) 
= -(xlal y). 

Réciproquement, tout opérateur antisymétrique de En peut être 
représenté de cette façon. En effet, soit e une base orthonormale 
de En. Un opérateur linéaire de En est représenté par un tenseur 
d'ordre deux: u = 'E, aij ei®ej de matrice laij 1 : ux = 'E, aij ei(ejlx) 

et (uxly) = 'E,aij(eilY)(ejlx). 
Ainsi qu'on l'a déjà vu, u est antisymétrique si et seulement si 

aij = -aji et u = 'E, aii(ei ® ej - ej ® ei)· 
i<j 

Si a= 'E, aijei /\ ej, on a: ux =-al x. 
i<j 

Revenons à E3. La dualité a applique ici chacun des espaces 
/\2E3 et E3 sur l'autre et à a E /\2E3 correspond son vecteur dual 
a(a) : si 

a= a1e2 /\ e3 + a2e3 /\ e1 + a3e1 /\ e2, a(a) = a 1e1 + a2e2 + a3e3. 

Puisque Œ est une isométrie, on a quel que soit y E E3 : 

(al xly) = (alx /\y)= (a( a) lx x y)= (a(a) x xly). 

Il en résulte que dans E3, l'action d'un opérateur antisymétrique 
a E /\2E3 s'effectue au moyen du produit vectoriel par son vecteur 
dual: al x = a(a) x x. 

La matrice de l'opérateur antisymétrique x---+ al x s'écrit dans 
une base orthonormée : a = a1(e3 ® e2 - e2 ® e3) + a2(e1 ® e3 
- e3 ® e1) + a3(e2 ® ei - e1 ® e2) soit: 

et l'image de x 
classiques : 

al xl 

a2 x x 2 

a3 x3 

0 -a3 a2 

A= a3 0 -a1 

-a2 a1 0 

x 1e1 + x 2e2 + x 2e3 s'obtient par les règles 

a2x 3 -a3x 2 0 -a3 a2 x1 

a3x 1 -a1x 3 ou a3 0 -a1 x 2 

a1x 2 -a2x 1 -a2 a1 0 x 3 

Terminons ce paragraphe par une formule fort utile exprimant 
le composé de deux opérateurs antisymétriques de E3 : Si a et b sont 
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deux vecteurs de E3, a et b les opérateurs antisymétriques associés: 
x ---t a(a)L x et x ---t a(b)L x, on a 

boa=a0b-(alb)I 

qui n'est qu'un aspect de la formule du double produit vectoriel : 

b x (a x x) = a(blx) - (alb)x. 

Vll.3 - Tenseurs euclidiens du second ordre symétriques 

L'identification des tenseurs de même ordre et de diverses 
variances permet de considérer un tenseur du second ordre t d'un 
espace euclidien En comme une forme bilinéaire b sur En ou comme 
un opérateur linéaire a de En, liés par les relations : x · t · y 
= b(x, y)= (xlay), Vx, y E En. 

t symétrique est équivalent à b ou a symétrique, et dans 
ce cas, t est entièrement déterminé par la forme quadratique 
q(x) = b(x, x) = (xlax), donc aussi par le couple de quadriques 
à centre Q+ d'équation q(x) = 1 et Q_ d'équation q(x) = -1 qui 
en donnent une représentation géométrique. 

Afin d'éviter toute confusion, nous dirons que deux vecteurs x et 
y sont conjugués par rapport t lorsque x·t·y = (xlay) = b(x, y) = 0 
(au lieu de dire que x et y sont «orthogonaux» vis-à-vis de la forme 
b). 

Six ---t q(x) est une forme quadratique sur un espace vectoriel 
réel quelconque, de dimension finie, c'est une fonction polynomiale, 

1 
donc différentiable en tout point. Si b(x, y) = 2(q(x +y) - q(x) 

- q(y)) on déduit directement la différentielle de q en un point xo 
de l'égalité: q(xo+h) = q(xo)+2b(xo, h)+q(h). C'est donc la forme 
différentielle h ---t dqx0 ( h) = 2b( xo, h). Son noyau est l'hyperplan 
conjugué de xo. 

L'hyperplan affine tangent en xo à la quadrique Qo d'équation 
q(x) = q(xo) est l'hyperplan parallèle au noyau de la différentielle 
en ce point: b(xo, x - xo) = 0, ensemble des vecteurs affines issus 
de xo parallèles aux vecteurs conjugués de xo. 
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Si a est l'opérateur symétrique permettant d'exprimer b à l'aide 
du produit scalaire: b(x, y) = (x[ay), la demi-différentielle de q en 
xa est la forme linéaire produit scalaire par axa : 

et l'hyperplan tangent à la quadrique Qa en xa est donc l'hyperplan 
affine passant par xa et orthogonal à axa : (axa[x - xa) =O. Il en 
résulte que l'hyperplan tangent à Qa en xa est orthogonal au rayon 
vecteur xa si et seulement si axa = Àxa, xa est un vecteur propre 
de a. 

Définition Vll.3 

Soient t un tenseur symétrique du second ordre de l'espace 
euclidien En, a l'opérateur linéaire symétrique qui lui correspond. 
Un sous-espace F de En est dit principal relativement à t s'il est 
appliqué en lui-même par a. En particulier les droites ou directions 
principales, ou axes principaux, sont les droites propres de a. 

Puisque a est symétrique, aF C F implique aF.l C p.l _ 
L'orthogonal d'un sous-espace principal l'est aussi. Si aF C F, la 
restriction de a à l'espace euclidien F est symétrique et F possède 
donc une base orthogonale de vecteurs propres de a. Les sous
espaces principaux de t sont donc les sous-espaces engendrés par 
un certain nombre de vecteurs propres de a. 

Si u est l'involution orthogonale de En qui laisse fixes les 
éléments de F et change en leurs opposés ceux de p.l (on dit 
abusivement que u est la « symétrie » orthogonale par rapport à F), 
u laisse t invariant donc aussi chaque quadrique associée q(x) =a. 

En effet, puisque u1 = u, cette invariance s'exprime sur l'opérateur 
a par la propriété uau = a soit au = ua, qui est évidente sur tout 
vecteur propre de a. 

Rapportée à des axes ~rincipaux, l'é~uation de la quadrique Q0 

s'écrit : ÀI (x1 )2 + À2(x2) + ... Àn(xn) =a. Les valeurs propres 
de a : Ài, À2, ... Àn sont les coefficients principaux de t. 



Tenseurs et spineurs 303 

Vll.4 - Trois théorèmes d'Apollonius sur les coniques et les 
quadriques 

Soient q une forme quadratique régulière de signature (r, s) sur 
-1 

l'espace euclidien En, b la forme bilinéaire symétrique associée, b 
la forme bilinéaire inverse f3 l'isomorphisme de En sur E~ associé 

-1 
à b. Les produits doublement contractés des tenseurs b et g ou des 

tenseurs rl et b sont des scalaires indépendants du choix de la base 
permettant de les calculer. 

Si p est l'isomorphisme de En sur E~ associé au tenseur métri
que g, ce sont d'ailleurs les traces des opérateurs linéaires de 

-1 -1 -1.. -1 .. 
En : /3 op et P of3, soient L b iJ 9ij et L g iJ bij. Si Q est l'en-
semble des x de En tels que q(x) = ±1, c'est ou bien un ellipsoïde 
si r ou s = 0, ou bien un couple d'hyperboloïdes Q+ et Q_. 

Commençons par diagonaliser b par une base e de E de vecteurs 
conjugués. La matrice B de b dans e est diagonale avec bii # 0, Vi; 

-1 -1 .. 
celle de b est la matrice diagonale inverse ( b ) n = ( bii )-1. On 
peut supposer bii > 0 pour i = 1, 2, ... r, bii < 0 pour i > r. 

-1 
Dans cette base e: b : g = 2:(bii)-19ii = 2: b;i1 (eilei)· 

i i 
La demi-droite portant le vecteur de base ei coupe Q en un point 

Àiei, où Ài > 0 satisfait à q(>.iei) = b(>.iei, Àiei) = >.rbii = ±1. 
On a donc · >.? = (b··)-1 (signe de b··) où le signe de b·· est · i n ii ' ii 

( +) pour i = 1, 2, ... r, et Ài · ei appartient à Q+ et (-) pour 
i = r + 1, ... , r + s = n, Ài · ei appartenant à Q_. 

Le carré de la longueur de ce rayon vecteur est : 

-1 g·· r 2 s 2 
D'où: b : g = L bii = Lli - L lr+j· 

ii i=l j=l 

L'indépendance vis-à-vis de la base choisie donne le: 
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Ier Théorème d'Apollonius. La somme des carrés des longueurs 
de n rayons conjugués d'un ellipsoïde, ou d'un couple d'hyper
boloïdes CQ+, Q-) de En, affectés dans ce dernier cas d'un signe 
( +) pour les rayons de Q+ et d'un signe ( - ) pour ceux de Q-, est 
constante. 

On va maintenant diagonaliser g, c'est-à-dire prendre une base 
e orthogonale et considérer les demi droites portant les vecteurs de 
base. Comme précédemment la demi-droite portant ei coupe Q en 
un point Àiei avec Ài > 0 et 

'2 ( . d b ) 9ii 1 b .. 
Ai9ii = signe e ii ~' soit 2 =(signe de bii)....!:!'.. 

ii li 9ii 

-1 bii r 1 s 1 
D'où : 9 : b = I:: - = I:: - - L -

g . · · 1 z2 · 1 z2 
ii i= i J= r+j 

Uindépendance vis-à-vis de la base choisie donne le : 

2ème Théorème d'Apollonius. La somme des inverses des carrés 
des longueurs de n rayons orthogonaux d'un ellipsoïde ou d'un 
couple d'hyperboloïdes ( Q+, Q_) de En. affectés dans ce dernier 
cas d'un signe ( +) pour les rayons de Q+ et d'un signe ( - ) pour 
ceux de Q- est constante. 

Nous terminerons ce paragraphe avec le : 

3ème Théorème d'Apollonius. Le volume den rayons conjugués 
d'un ellipsoïde ou d'un couple d'hyperboloïdes ( Q+, Q-) de En est 
constant. 

Preuve: Soient e = (ei, e2, ... en) une base quelconque de En, 

g = dét[9ij[· Le volume euclidien de e est g112 = (dét[9ij[) 112. Si 
(x1, x2, ... Xn) sont n vecteurs quelconques, on a x1 A x2 A ... Xn 

= ( dét X) · el A e2 A ... en où X = [xj [ est la matrice de leurs 
composantes, et leur volume euclidien est donc: [ [x1 A x2 A ... Xn[ [ 

= [détX[g112. 
Si e est une base conjuguée relativement à q, le volume des 

rayons-vecteurs correspondants est, d'après les calculs précédents : 

V= [[À1e1 A À2e2 A ... Ànen[[ = [À1À2 ... Àn[9112 

- (- -bl -bl -bl [)1/2 - (d' 1 . ·\d' [-blijll/2 - 9 · 11 22 · · · nn - et 9iJ et . 
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Le terme entre parenthèse, produit de deux pseudoscalaires de 
variances ( +2) et (-2) et un scalaire, c.q.f.d. 

Vll.5 - Une incursion en mécanique classique le tenseur ou 
opérateur d'inertie 

Dans tout ce paragraphe où il s'agit de mécanique classique, 
nous nous plaçons dans l'espace euclidien E3 qui sera simplement 
appelé E sans l'indice 3. Le moment d'un vecteur V issu d'un point 
M de E relativement à un point I est, par définition, le produit 
vectoriel IM x V. Si t ----t x(t) est la trajectoire d'un point matériel 
de masse m, l'impulsion de ce point à l'instant t est le vecteur 

dx 
p = m dt produit de la masse par la vitesse, son moment angulaire 

L à l'instant t relativement à l'origine 0 est le moment de p par 

rapport à 0: L = x x p = m · x x ~~.A l'instant t =ta, x(to) = xo, 

dx d 
Lo = m · xo x (dt )o = m dt (xo x x(t))o. Or, soit r(t) = l lx(t)l I· 

x(t) , , 
Définissons un vecteur unitaire par e(t) = llx(t)ll' dou 

dx de de 
x(t) = r(t)e(t) et dt = r'(t)e(t) + r(t) dt. On a (el dt) = 
ld 2 ~ 
2dt(lle(t)11) = O. Si w =ex dt' la formule du double produit 

de 
vectoriel exprime le vecteur-vitesse de e(t) par : dt = w X e. Le 

vecteur w de rotation instantanée du vecteur unitaire e(t) est or-
de dB 

thogonal au plan ( e, dt) et a pour mesure dt , vitesse angulaire 

instantanée de rotation de e(t). Le moment angulaire du point 
dx 

matériel à l'instant t s'écrit donc finalement: L(t) = m·x(t) x dt = 
de 2 de 2 

mr(t)e(t) x (r' e(t) + r dt) = mr e(t) x dt = mr w. 
1 

Or 2x(to) x x(t) représente, par un vecteur orthogonal à leur 

plan, l'aire du triangle bâti sur x(to) et x(t) ou «aire balayée» 
par un rayon-vecteur allant de x(to) à x(t). Sa dérivée en ta : 
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1 1 (dtJ) 2L(to) = 2mr2 dt 
0 

est donc un vecteur orthogonal au plan 

dx 
(x(to), (dt )o) représentant la dérivée en to de l'aire balayée par 

le rayon x(t), ou dérivée aréolaire en to. L'« élément d'aire» est ici 
1 2 
2r d(). 

Si une force F est appliquée au point matériel, le mouvement 

de ce dernier est déterminé par la loi de Newton m ~~ = : = F. 

Quant à son moment angulaire par rapport à 0 : 

dL dx dp 
- = - X p +X X - = X X F. 
dt dt dt 

Si la force F est constamment portée par une droite passant 
dL 

par 0, donc colinéaire à x (force centrale), dt = 0, L = constante. 

Puisque L(t) = mr2w, le vecteur w, est porté par une droite fixe. 
La trajectoire du point matériel est plane et s'effectue suivant la loi 

1 d() 
des aires de Képler : la dérivée aréolaire -r2 -d est constante et 

2 t 
l'aire balayée par le rayon vecteur est proportionnelle au temps. 

Soit maintenant un corps solide rigide formé par exemple d'un 
nombre fini de points matériels Xi de masses mi ou d'une distribu
tion matérielle continue de densité p dans un volume V qui effectue 
un mouvement dans E autour du point fixe O. A un instant donné 
les vitesses s'expriment alors à l'aide du vecteur de rotation instan-

, dx . 
tanee w (§ VIl.2) par: dt = w /\ x. Le moment angulaire en 0 du 

corps solide à l'instant t est défini comme la somme des moments 
angulaires de ses composantes soit : 

ce qui s'écrit, toujours à l'aide du double produit vectoriel: 

L(t) = L,miXi x (w x Xi)= L,mi{xilxi)w - xi(xilw)} 

= L, mi(l lxill2 - (xi 0 Xi) · w = R(t)w(t) 
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ou dans le cas d'une distribution continue : 

L(t) = fv p(x)(llxll2 - (x ® x)) · wdv = R(t)w(t). 

Le moment angulaire est ainsi obtenu en appliquant au vecteur 
rotation instantanée w un opérateur : 

appelé opérateur ou tenseur d'inertie du corps solide au point 0 · 
R est visiblement symétrique et a pour matrice dans une base 
orthonormale : 

(xr)2 + (xf )2 -x~x? 
i i 

-x1x~ 
i i 

I::mi -x~x? 
i i 

(x} )2 + (xf )2 -x?x~ 
i i 

-x~x~ 
i i 

-x?x~ 
i i 

(x} )2 + (xr)2 

La sommation montre que R est évidemment une fonction 
additive du corps solide ! 

Soient D une droite issue de 0, u un vecteur unitaire de D. 
Le scalaire obtenu par double contraction de R avec u, soit : 
R(D) = u · R · u = ( uiRu) = (Ruiu) est appelé le moment d'inertie 
du corps solide par rapport à la droite D. On peut en donner une 
définition simple. En effet: u · R · u = I::mi(llxill2 - (xilu)2) = 
I:: mirT ou ri est la distance du point Xi à la droite D. On a ainsi 
l'interprétation des termes diagonaux de la matrice de R, égaux à 
ej ·Rej, j = 1, 2, 3. 

L'énergie cinétique T du corps, en mouvement autour de 0 peut 
également s'exprimer à l'aide de R. En effet: 

T est la moitié du double contracté de R par la rotation instan-
1 

tannée w, soit 2 (2::: mirT) · w2 où les ri sont les distances des points 

Xi à la droite portant w. 
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Soient G le centre de gravité du corps solide et g le vecteur OG. 
On a I:; miXi = (I:; mi)g = Mg et si l'on décompose chaque Xi en 
Xi = g + Yi· on a donc : I:: miYi = O. 

Le moment d'inertie du corps solide par rapport à 0 s'écrit: 

R = I:;mi{(g + Yil9 + Yi)I- (g +Yi)® (g +Yi)} 

= M(llgll21- g ® g) + I:;mi(llYill2 ·1-yi ®Yi) 

+2(gl L miYi) - g ® (I:; miYi) - (I:; miYi) ® g 

dont il ne reste que la première ligne, soit 

Le tenseur d'inertie Ro d'un corps solide relatif à un point 0 est 
égal au tenseur d'inertie Re de ce corps relatif à son centre de gra
vité G plus le tenseur d'inertie relatif à 0 d'un point matériel situé 
en G ayant pour masse la masse totale du corps. En contractant 
avec un vecteur unitaire u, on obtient un théorème analogue relatif 
à des axes parallèles passant par 0 et par G distants de d : 

uRou = M(llgll2 - (glu)2) + uRcu = Md2 + uRcu. 

Puisque le tenseur Ro est symétrique, il existe une base ortho
gonale de E dans laquelle il est diagonal. Les droites d'une telle 
base sont appelées axes principaux d'inertie du corps solide en O. 
La quadrique x · Ro · x = 1 est un ellipsoïde : l'ellipsoïde d'inertie 
du corps au point O. En effet, son équation dans un système d'axes 
principaux s'écrit : 

x · R · x = (e1 · R · ei)(x1)2 

+(e2 · R · e2)(x2)2 + (e3 · R · e3)(x3)2 = 1 

= Ri(x1)2 + R2(x2)2 + R3(x3)2 

dont les coefficients sont les moments d'inertie du corps relatifs aux 
axes de coordonnées donc > O. 

Application : les équations d'Euler et le théorème de Poinsot. 

Terminons ce paragraphe par quelques considérations de méca
nique naïve, c'est-à-dire newtonienne, en assimilant toujours, pour 
la simplicité de l'écriture, notre corps solide S à un ensemble fini 
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de points matériels Mi de masses mi. Soit Fi la force appliquée au 
point Mi. l'impulsion P du corps solide S est la somme des impul

dx· 
sions de ses composants : P = I: mi dti et son moment angulaire 

dx· 
(ou cinétique) par rapport à 0 est L = I: mixi x dti. La loi de 

d2x· 
Newton Fi =mi dt2i, Vi entraîne les égalités : 

Si Test l'énergie cinétique du corps en mouvement : 

T = ~ I:m· (dxi ldxi) 
2 i dt dt 

dT =" . (dxi I d2xi) =" (dxi IF·) on a dt L.. mi dt dt2 L.. dt i 

Appliquons ces égalités au mouvement du corps solide S autour 
du point fixe 0 sous l'action de forces ayant un moment résultant 
par rapport à 0 : I: Xi X Fi constamment nul (il en est ainsi des 
forces d'interaction intérieures au solide, donc, en particulier, dans 

dL 
le cas de forces extérieures nulles). On a alors dt =O. 

Si w est la rotation instantanée, le moment L = Rw reste fixe. 
dx· dT (dx· ) 

D'autre part, puisque dti = w x Xi, dt = I: dti IFi 

= I:(w x xilFi) = I:(wlxi x Fi) = (wl I:xi x Fi) = 0: l'énergie 
1 

cinétique T = 2(wlL) est constante, ce qui est équivalent au fait 

que la projection orthogonale de w sur le vecteur fixe L = Rw reste 
fixe. 

La constance de l'énergie cinétique s'exprime également par le 
fait que l'extrémité du vecteur w de rotation instantanée demeure 
sur l'ellipsoïde fixe ~ d'équation w · R · w = 2T homothétique 
de l'ellipsoïde d'inertie. Nous avons ainsi trouvé des quantités 
qui restent invariantes, au cours du mouvement, ou «intégrales 
premières», mais il reste à décrire son évolution. Par exemple, 
si le vecteur moment angulaire L reste fixe dans un repère fixe, 
on voudrait savoir comment il se déplace dans un système d'axes 
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liés au corps solide S ainsi d'ailleurs que le vecteur w de rotation 
instantanée. 

Or considérons un mouvement quelconque d'un solide S relati
vement à un repère fixe de E. On peut le décrire par une isométrie 
t --t g(t), fonction du temps de telle sorte que la position du corps 
solide à l'instant t soit g(t)S. Si M est un point fixement lié à S, sa 
position à l'instant t est g ( t) M et sa vitesse g' ( t) M. Si maintenant M 
est un point mobile par rapport à S : t --t M(t) dans S, la position 
de M, qui est aussi entraîné par le mouvement de S, est à l'ins
tant t: g(t)M(t). Sa vitesse: g'(t)M(t) + g(t)M'(t) 8 est la somme 
de sa vitesse d'entraînement et de sa vitesse relative. Appliquons 
ce théorème, au mouvement que nous étudions, en considérant un 
système d'axes lié à S, par exemple un système A d'axes principaux 
de l'ellipsoïde d'inertie de S. Il est entraîné par le mouvement de S. 
A l'instant t, ce système d'axes est g(t)A. La vitesse d'entraînement 
d'un point M est w x OM. Les composantes de sa vitesse relative 
M'(t)A par rapport aux axes A sont aussi celles de g(t)M'(t)A par 
rapport aux axes g(t)A. 

Considéré relativement à S, le vecteur moment L se déplace 

dans le système d'axes A et sa vitesse relative est (~~)A. 
Uéquation d'Euler exprime, dans le système d'axes A liés au 

corps S, que la vitesse absolue de L est nulle, soit : 

(~~)A +wxL=O 

Mais relativement à A, le tenseur d'inertie R est constant. 
Si les axes sont principaux, la matrice de R est diagonale : 
R = (Ri, R2, R3)· En projetant l'équation précédente sur les axes 
A, on obtient les équations d'Euler classiques : 

dw1 
Ri dt + (R3 - R2)w2w3 = 0 

R2 d:2 + (R1 - R3)w3w1 = 0 (avec Lj = Rjwj; j = 1, 2, 3) 

dw3 
R3dt + (R2 - Ri)w1w2 = 0 

qui possèdent les deux intégrales premières l ILI 12 

+ R§w~ + R~w~ et 2T = RiwÎ + R2w~ + R3w~. 
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L'extrêmité de L parcourt la courbe intersection de la sphère 
L~ 

I:L] = llLll 2 et de l'ellipsoïde I: ~. = 2T. 
J 

Le plan tangent H à l'ellipsoïde ~ : w · R · w = (w!Rw) = 2T au 
point extrêmité de w est précisément le plan orthogonal au vecteur 
Rw en son extrêmité (§ VIl.2) qui est donc fixe. Puisque w est la 
rotation instantanée, la vitesse du point lié à S qui, à un instant 
donné, coïncide avec son extrêmité, est nulle, ce qui signifie que 
l'ellipsoïde~ roule sur le plan H au cours du mouvement (théorème 
de Poinsot). 

Précession : Si le corps S présente une symétrie de révolution 
autour de l'axe Oz, Ri = R2 et la troisième équation d'Euler 
montre que w3, projection de w sur Oz est constant. 

En multipliant la seconde équation par i et en ajoutant à la 
première, on obtient : 

d(wi + iw2) _ .R3 - Ri ( . ) 
dt - i Ri wi + iw2 

qui prouve que, si S ne présente pas de symétrie sphérique 
(R3 # Ri), la projection de w sur l'équateur Oxy tourne à vitesse 
constante: 

. .R3 -Ri 
wi + iw2 = a exp i Ri wt. 

C'est le mouvement de précession. 

Vll.6 - Tenseurs de déformation.(« Strain tensors ») 

Dans tout ce paragraphe, nous nous plaçons dans un espace 
euclidien E de dimension n quelconque. Soit S un corps dans E qui 
se déplace en fonction du temps t. En général, le corps changera de 
position mais aussi de forme, subissant une déformation. L'analyse 
géométrique du déplacement de S au voisinage d'un point consiste 
à séparer ce qui correspond à un mouvement de corps rigide de ce 
qui provient d'une déformation. 

Nous rapporterons toujours l'espace E à un repère orthonormal. 
Les coordonnées du point x du corps S ( t) à l'instant t qui se trouvait 
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à l'instant t = 0 en xo = S sont des fonctions des coordonnées de 
xo et de t, que nous supposerons différentiables : x = <I>(xo; t) 
= <I>t(xo) soient xj = xj (xÔ; x&; ... x~; t) pour j = 1, 2, ... n. t 
étant fixé, on passe de So = S(O) à S(t) par la transformation 
<I>t. La différentielle au point xo : u ---7 d<I>t(xo; u) est un opérateur 
linéaire de E représentant en ce point la partie « du premier ordre » 

de <I>, soit : 

x + D.x = <I>t(xo + D.xo) 
= <I>t(xo) + d<I>t(xo; D.xo) + llD.xollP(xo, <I>xo, t) 

où l IP(xo; <I>xo; t) 11 tend vers 0 avec l ID.xol I, d'où: D.x = d<I>t(xo; D.xo) 
+un terme d'ordre> 1 en llD.xoll-

En termes de coordonnées : D.xj = :Z:::: ( âx~) ( x0 ; t) D.x~. 
âx0 

La limite de l'opérateur d<I>t(xo) lorsque t tend vers zéro par 
valeurs> 0 est l'opérateur ou tenseur de déplacement instantané en 
XQ. 

D = lim d<I>t(xo) = d<I>o(xo). 
t->0 

La matrice de ses composantes est : 1 ( âx~) ( xo; 0) I · 
âx0 

Il s'agit de décrire comment se comportent les grandeurs eu
clidiennes au cours du déplacement. Ci-dessous nous compare
rons le carré de la longueur (D.xolD.xo) à celle de son image 
(D(D.xo)ID(D.xo)) = (D.xolD*D(D.xo)). Sin est un vecteur uni
taire, la racine carrée positive du scalaire (D(n)ID(n)) = n·D*·D·n, 
double contracté de D*D par n est le coefficient d'allongement lors 
du déplacement dans la direction de n. Le déterminant de D est le 
facteur par lequel sont multipliés les volumes. Il mesure la dilata
tion ou la contraction au cours de la déformation. 

Lorsque le déplacement est un mouvement rigide, sans défor
mation, les longueurs sont conservées, autrement dit <I>t est une 
isométrie de E. <I>t s'écrit d'une façon et d'une seule comme composée 
d'une rotation at suivie d'une translation T zt : <I>t ( xo + D.xo) = 
Zt + at(D.xo). (On pourrait bien sûr choisir de faire d'abord une 
translation suivie d'une rotation). La différentielle de <I> est alors la 
rotation at: D = ao E O(E), D*D = 1 et dét D = 1. 
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Dans le cas général, une séparation de D entre une partie 
isométrique et une partie déformation peut être obtenue à l'aide 
de la décomposition polaire des opérateurs linéaires des espaces 
euclidiens (cf [DR]). 

Soient g un opérateur linéaire inversible de E, g* son adjoint : 
r = g*g est un opérateur symétrique. Puisque llgxll 2 = (xlg*gx) 
= ( x 1 rx) ses valeurs propres sont strictement positives, et il possède 
une «racine carrée » p. De façon précise, il existe un opérateur p, 
symétrique, uniquement déterminé par la condition d'avoir pour 
vecteurs propres ceux de r = g* g et pour valeurs propres les racines 
carrées positives des valeurs propres de r. Alors : g* g = r = p2. Si 

-1 -1 -1 2 -1 
a = g p , a* = p g *, et a* a = p p p = I : a est orthogonal. On a 
donc décomposé g en produit ap d'un opérateur symétrique positif 
p et d'un opérateur orthogonal a, et cette décomposition est unique. 

-1 
Soit q = ap a. C'est encore un opérateur symétrique positif et 

g = qa, décomposition analogue à la précédente, mais dans l'ordre 
inverse, et, comme elle, unique. Remarquons que q2 = gg* et que 
p et q ont mêmes valeurs propres. 

Définition VII. 6 

Si D est l'opérateur de déplacement instantané en XQ, les 
opérateurs ou tenseurs de déformation associés sont les opérateurs 
symétriques positifs R = P 2 = D*D et S = Q2 = DD*. Le déplace
ment instantané D en xo peut alors être considéré comme le produit 
d'une déformation pure d'opérateur symétrique P suivie d'une ro
tation A: D = AP ou en changeant l'ordre des opérateurs, comme 
une rotation A suivie d'une déformation pure d'opérateur symétri-

-1 
que Q = AP A : D = QA. On appelle invariants de déformation en 
xo, les valeurs propres, qui sont strictement positives, de Pou de Q 
ou coefficients d'allongement principaux et plus généralement des 
fonctions de ces valeurs propres, comme par exemple leurs carrés, 
valeurs propres de R = D*D et de S = DD* ou leurs diverses fonc
tions symétriques. Les axes principaux du tenseur symétrique P ou 
du tenseur symétrique Q sont des axes principaux de déformation 
en xo. 

Dans une base orthonormale de E, la matrice de D* est la 
transposée de celle de D. Les matrices de R = D*D et S = DD* 
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sont donc: 

Cependant, en théorie de l'élasticité, on n'utilise guère les varia
bles x2 • En effet la transformation x = cl>t ( xo) se réduit à l'identité 
pour t = 0, et cI>t est plus clairement analysée en considérant au 
lieu de cl>t, la différence cl>t - 1, soit : u = x - xo = ( cl>t - 1) ( xo). On 
remplace alors l'opérateur D par (D - 1) et R = D*D par l'opéra-

1 
teur, ou tenseur de déformation de Lagrange : r = "2(D*D - 1). 

Ainsi qu'on l'a vu ci-dessus, on a : (D(.6.x)JD(.6.x)) - (.6.xJ.6.x) 
. 1 

= (P(.6.x)JP(.6.x)) - (.6.xJ.6.x) = ((D*D - 1).6.xJ.6.x) s01t : 2 .6.x · 
1 r . .6.x = 2(JJD(.6.x)JJ 2 - JJ.6.xJJ 2). En un point XQ, 2r est donc le 

tenseur de déformation des carrés des longueurs. Nous allons cal
culer ses composantes dans une base orthonormale en fonction des 
nouvelles variables uj = xj - x~. 

oxi oui 
On a Dij = --. = --. + 8ij· 

ox1 ox1 
0 0 

1 1 (oui ) (oui ) I'=-(R·k-8·k)=-2: -. +8·· -+8·k -8·k 2 J J 2 . lJ J iJ !Jxk i J 
i ux0 u Q 

1 (ouk ouj oui oui) 
=- -.+-k+2=-·-"""f. 

2 o:i!a ox0 i oxiJ ox0 

Pour les déformations de très faible amplitude qui sont le 
domaine de l'élasticité linéaire, on néglige la somme du second 
membre ci-dessus pour ne considérer que le tenseur de déformation 
infinitésimale E de composantes : 

Ce tenseur s'exprime directement à partir de l'opérateur de 
1 

déplacement instantané par : E = 2 (D + D*) -1. C'est le symétrisé 
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1 1 
de D - 1: E = 2(D - 1) + 2(D - 1)*. L'antisymétrisé de D - 1: 

1 
n = 2(D- D*) est un opérateur antisymétrique donc une rotation 

instantanée, ce qui donne la décomposition, additive, cette fois, de 
D - 1 en une partie de déformation E et une partie de rotation 
n: D-l=E+n. 

Enfin, le déterminant de D s'écrit avec les variables ui = 
· ôui ôui 

x2 - Xi;O; dét D = détlôij + --1 = 1 + L -. +des termes d'ordre 
ôx1 ôx1 

0 0 
supérieur. 

ôui 
Le scalaire : Tr E = L Eii = L --. est la dilatation infinitési

Ôx2 0 
male en xa. 

Vll.7 - Tenseur des contraintes («Stress tensor »). Loi de Hookes 

On a vu rapidement comme exemple, au § 11.2 (et sans justifi
cation) une définition du tenseur des contraintes. 

Nous allons maintenant procéder à une étude plus précise. Soit 
V un élément de volume régulier, limité par une surface S, d'un 
corps, solide ou liquide, en équilibre statique ou dynamique. 

Les forces agissant sur V sont de deux espèces : les forces 
«volumiques» : poids, forces d'inertie, etc ... , et les forces superfi
cielles d'origine interne, exercées sur la surface S de V par le reste 
du corps dont il fait partie ou dans lequel il est plongé : pression, 
tensions superficielles, etc ... Soit dS un élément de surface orienté 
par le choix d'un vecteur normal n dirigé vers l'extérieur du volume 
V. La force exercée sur dS par la partie extérieure du corps peut 
être représentée par un vecteur FdS : F est la force par unité de 
surface. La composante normale de F correspond à une pression ou 
à une tension, la composante de F sur le plan tangent à dS corres
pond à un cisaillement ( « shear stress»). 

Les deux raisonnements classiques qui vont suivre («du tétra
èdre » et du « cube ») vont simplement exprimer que la somme des 
forces et la somme des moments des forces agissant sur V sont 
nulles, comme conséquence de l'équilibre supposé. 

Considérons un tétraèdre élémentaire T dont trois côtés sont 
portés par les axes d'un repère orthonormé (e1, e2, e3) d'origine O. 
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Si dS est la surface du triangle TQ opposé à 0, orientée par le choix 
d'un vecteur unitaire normal n dirigé vers l'extérieur de T, l'aire du 
triangle Tj, orthogonal à ej est la projection orthogonale de l'aire 

de TQ. Sa valeur est : ( n 1 ej) dS = nj dS. Mais comme les vecteurs 
unitaires du repère ei, e2, e3 sont orientés vers l'intérieur et non 
vers l'extérieur de T, l'élément de surface orienté par (-ej) du 

triangle Tj a pour mesure algébrique dSj = nj dS. 
Soit FjdSj la force s'exerçant sur la surface du triangle Tj, 

représentant l'action sur l'élément de volume dV du tétraèdre T 

de la partie du corps située à l'extérieur de la face Tj. En équilibre, 
statique ou dynamique, la somme de toutes les forces qui s'exercent 
sur dV est nulle : 

où il>dV est la somme des forces «volumiques», d'où : il>dV 
+ (F - F1n1 - F2n2 - F3n3)dS =O. 

Lorsqu'on fait tendre le tétraèdre vers un point, les aires ten
dent vers zéro comme le carré des longueurs, les volumes comme le 
cube. On a donc nécessairement: F = F1n1 + F2n2 + F3n3, quelle 
que soit la face TQ. 

En projetant sur chacun des axes de coordonnées : 

Nous avons ainsi démontré que les forces superficielles en un 
point d'un corps en équilibre sont déterminées par un tenseur 
du second ordre, le tenseur des contraintes, qui s'exprime par un 
opérateur (n ---+ T(n)) : à chaque élément de surface orienté 
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dS de vecteur unitaire normal n, T fait correspondre la force 
FdS = T(n)d · S définie par: Fj = T(n)j = F{n1 + F~n2 + F~n3 . 

La nullité du moment des forces agissant sur un élément de vo
lume va maintenant avoir pour conséquence la symétrie du tenseur 
des contraintes T. Considérons pour cela un élément de volume 
ayant la forme du cube de côté 2t:. Choisissons un repère ortho
normé (ei, e2, e3) ayant pour origine 0 le centre du cube, d'axes 
Ox, Oy, Oz parallèles aux arêtes. Parmi les forces agissant sur le 
cube, les forces «volumiques » et les forces de contraintes normales 
aux faces ont un moment nul par rapport à O. 

Par projection orthogonale sur Oz du moment en 0 des forces, 
toutes celles qui sont colinéaires avec Oz donnent évidemment 
zéro, en particulier les forces agissant sur les faces « horizontales » 
z = ±t:. Ne peuvent donner une projection non nulle sur Oz que les 
moments des forces superficielles «horizontales», projections sur le 
plan (ei, e2) de T(e1)+ et T(e1)- agissant sur les faces x = ±t:, 
T(e2)+ et T(e2)- agissant sur y= ±t:. 

Or, puisque la somme de toutes les forces agissant sur le cube 
est nulle, on a : 

La nullité de la projection du moment sur Oz donne finalement: 

Le même raisonnement pouvant être effectué pour les axes 
Ox et Oy, on a ainsi démontré que le tenseur des contraintes est 
symétrique: Tj,i = Ti,j' \:/i,j. 
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y 

-Tj 

1 -T[ 

r2 
1 

ri 
2 

Terminons ce paragraphe par ce qu'il est d'usage d'appeler la 
« loi de Hookes » : dans un corps élastique en équilibre statique ou 
dynamique, il existe entre le tenseur des contraintes T et le tenseur 
de déformation infinitésimale E, une relation linéaire qui s'exprime 
par un tenseur C d'ordre quatre, appelé tenseur d'élasticité du 
corps: 

Vll.8 - Courbes et surfaces dans les espaces euclidiens 

Les propriétés classiques des courbes et des surfaces servent 
d'exemples et de préliminaires à l'étude ultérieure des variétés 
riemanniennes. 

Rappelons d'abord quelques définitions : 
- un chemin d'un espace métrique E est une application conti

nue : t----"* c(t) d'un intervalle (a, b) de IR dans E. 
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Si <p est une application continue strictement croissante ou 
strictement décroissante de (a1, bi) sur (a, b), le chemin : u E 
ai, bi) ---t c1 ( u) = c( <p( u)) est dit (ta-équivalent à c. 

On a c( t) = ci(~\ t)) et ci est dit de même orientation ou 
d'orientation opposée à c selon que <p est croissante ou décroissante. 

Si <p est r fois continûment différentiable, avec <p1 > 0, ou 
<p1 < 0, ci est dit (fr-équivalent à (t. 

- une courbe C de classe (fr de l'espace euclidien En est une 
classe de (fr-équivalence de chemins r fois continûment différentia
bles. 

Un chemin de la classe est appelé un paramétrage de la courbe. 
On le note : t ---t M(t). La courbe C est dite simple si l'un des 
paramétrages est bijectif, auquel cas ils le sont tous. 

Reprenons le cas général d'un chemin : t ---t c( t) d'un espace 
métrique E, défini sur un intervalle fermé borné [a, b] de IR. A 
chaque subdivision Œ : [a = to < ti < ... < tn < tn+I = b] 

m 
associons le nombre l(Œ) = Z:::: d(c(ti); c(ti+1)). Si les l(Œ) ont une 

i=O 
borne supérieure finie l, le chemin est dit rectifiable de longueur l. 
Un théorème analogue au théorème de Darboux montre alors que 
les l(Œ) tendent vers leur borne supérieure lorsque Sup,i lti+l - til 
tend vers zéro. Il en résulte que toute partie d'un chemin rectifiable 
est rectifiable et que la longueur est additive. En choisissant to E 
[a, b] d'image Mo = c(to), on appelle abscisse curviligne d'origine 
Mo sur le chemin, orienté dans le sens des t croissants, la fonction 
s(t) = l(c[to, t]) si t ~ to, s(t) = -l(c[to, t]) si t < to d'où : 
l(clt1, t2]) = ls(t2) - s(t1)I. 

La fonction (-s(t)) est l'abscisse curviligne d'origine Mo du 
chemin orienté dans le sens opposé. La fonction s est une application 
continue croissante de [a, b] sur un intervalle de IR. 

Si E est un espace euclidien En et si le chemin: t E [a, b] ---t c(t) 

est continûment différentiable, le vecteur dérivé : c' ( to) = ( ~~) 0 

= lim _hl { c( to + h) - c( to)} est le vecteur tangent au chemin 
h-+O 

en to. Si <p définit un paramétrage (t 1 -équivalent : t = <p( u), 
dei de dt 

c1(u) = c(<p(u)), on a du = dt du· La droite tangente en Mo 
est indépendante du paramétrage et ne dépend que de la courbe 
C que définit le chemin. Rappelons qu'un chemin continûment 
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différentiable de En est rectifiable et que sa longueur est donnée par 

l'intégrale Ji llc'(t)lldt. En effet, en prenant une base orthonormée 
de En, et une subdivision <J de [a, b] la formule des accroissements 
finis donne : 

Chaque fonction continue x'k et la fonction [L:::(x'k) 2]112 étant 
intégrables on en déduit que les l ( <J) ont pour limite l'intégrale : 

Ji [ i: x'k(t)2] 1
12 

dt = Ji llc'(t)lldt. Un paramétrage <!:1-équiva-
k=l 

lent revient à un changement de variable dans l'intégrale et lui 
donne donc la même valeur, ce qui était géométriquement évident. 
La longueur ne dépend par conséquent que de la courbe C définie 
par le chemin, ainsi que l'abscisse curviligne, une fois l'origine fixée. 

Pour un paramétrage : t -+ M(t) avec Mo = M(to), 
M = M(t1): s(M) = Jti,to llM'(t)lldt 

La fonction s(t) = Jt,to llM'(t)lldt est continûment dérivable de 
ds 

dérivée~ 0 : dt = llM'(t)ll· Sa différentielle ds = llM'(t)lldt est 

l'élément d'arc du chemin, soit: ds = [ i: x'k(t) 2] 1
12 

dt. 
k=l 

La courbe C définie par un chemin continûment différentia
ble : t -+ M(t) est dite régulière si quel que soit t, le vecteur tan
gent M'(t) est non nul. La fonction t -+ s(t) a dans ce cas une 
dérivée 11 M' ( t) 11 strictement positive ainsi que la fonction inverse 
s -+ t(s) qui est également continument différentiable. On obtient 
ainsi, parmi les paramétrages <!:1-équivalents à t-+ M(t), un pa
ramétrage canonique de C par l'abscisse curviligne, une fois l'ori
gine choisie: s-+ M(s) = M(t(s)). 

Le vecteur tangent correspondant à ce paramétrage est 

' ( ) ' ( ) dt M' ( t) ' ' 11 ' ( ) 11 M s = M t ds = l IM( t) l I d ou M s = 1. 
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u( s) = M' ( s) est le vecteur unitaire de la tangente orientée à C 
dans le sens des s croissants. L'extrêmité du vecteur u(s) décrit sur 
la sphère unité de En un arc de courbe qui est l'indicatrice de C. 
Si l'on suppose C de classe <!:2, le vecteur dérivé u'(s) = M"(s) est 
orthogonal à u(s) puisque (u(s)lu(s)) = 1. Sa norme p = llu'(s)ll, 
qui est une mesure de la rapidité avec laquelle u(s) change de 

1 
direction, est la courbure de C au point M. Si p # 0, R = - est le 

p 
rayon de courbure en ce point, la droite portant M" ( s) = u1 ( s) est 

1 l · · l · t , 1 t · · u' ( 8 ) a norma e prmczpa e, onen ee par e vec eur umtaire n = l lu( 8 ) 11 . 
n 

On a donc : M" ( s) = u' ( s) = pn = R. Le plan ( u, x) est 

dit osculateur en M à C. En revenant à un paramètrage quel-
ds ds 

conque t --+ M(t), on a M'(t) = M'(s) dt avec 1dt1 = llM'(t)ll, 

( ds)2 d2s 
M"(t) = u'(s) st + u(s) dt2 . Dans A2En. le bivecteur M'(t) A 

11 ( ) / ( ds ) 3 1 ( ds ) 3 M t = u A u dt = Ru A n dt . 
En prenant les normes, il en résulte que : 

l IM'(t)l 13 

R = 11 M' ( t) À M" ( t) 11 

En particulier dans l'espace euclidien de dimension trois : 

llM'(t)ll3 

R = 11 M' ( t) X M" ( t) 11 

[(y'z" - z'y")2 + (z'x" - x1z11 )2 + (x1y11 - y'x")2]1/2 · 

Si la courbe est de classe ;;:,: 3, on peut poursuivre la dérivation 
afin d'obtenir des invariants géométriques d'ordre supérieur au 
second. Si n1 ( s) n'appartient pas au plan ( u, n), il détermine, 
au signe près, un vecteur unitaire b par la condition que b soit 
orthogonal au plan (u,n). La droite portant b est la binormale. 
Lorsque l'espace est de dimension trois, on a un choix naturel 
de b par la condition que ( u, n, b) soit positivement orienté soit : 
b = uxn. Dès lors, puisque n'est orthogonal à n, on a: n 1 = >.u+µb. 
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1 1 
De (uln) = 0, il résulte (u'ln) + (uln') = R +À= 0 et À= -R. 
le vecteur b étant choisi, on peut par analogie, écrire µ sous la 

1 
forme µ = T : µ est la torsion, et T le rayon de torsion. En 

poursuivant la dérivation, b1 est naturellement orthogonal à b et 
s'écrit: b' = au+,Bn+e, où e est orthogonal au sous-espace (u, n, b) 
nul dans le cas de E3. De (blu) = 0 et (bln) = 0, il résulte que 

1 
a = 0 et ,B = - T. Les trois égalités obtenues ont été écrites pour 

la première fois par Serret et Frenet (1851). Dans E3 : 

du n dn u b db n 
-=-· -=--+-· -=--
ds R' ds R T' ds T 

qui exprime que la rotation instantanée, par rapport à s, du trièdre 
u b 

(u,n,b) estw = T + R. 
Nous allons maintenant examiner la notion de surface. Une 

application r fois continûment différentiable, r ~ 3, d'un domaine 
connexe D de R 2 dans un espace vectoriel réel E est dite régulière 

&M &M 
si quel que soit (u1, u2) E D, les vecteurs aul et au2 sont 

linéairement indépendants. Cette condition, si E = R2 , s'exprime 
par la non-nullité du Jacobien : 

&xl &xl 

D(xl,x2) - d' au1 &u2 
D(ul, u2) - et &x2 &x2 

au1 au2 1 

Dans ce cas particulier, puisque le jacobien est une fonction 
continue à valeurs réelles non nulle sur le domaine connexe D, 
c'est qu'il est partout, ou bien strictement positif, et l'application 
conserve alors l'orientation, ou bien strictement négatif, et l'appli
cation change l'orientation en son opposée. 

Un élément de surface S de En est déterminé par une appli
cation <!'.r, r ~ 3, régulière, d'un domaine connexe D de R2 dans 
En: (u1,u2)----> (M(u1,u2), appelé système de coordonnées de S. 
Toute application r.p d'un domaine D' de R2 sur D : ( v1, v2 ) ----> 
(r.p1(v1,v2),r.p2(v1,v2) bijective, de classer~ 3, régulière, définit 
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par composition : 

un nouveau système de coordonnées de S dit équivalent au premier, 

d ~ · tt· .D(<p1,<p2) Od'. tt· , . e meme orien a 10n s1 D(vl, v2) > , orien a 10n opposee s1 ce 

jacobien est négatif. 
Aucun système de coordonnées ne devant être privilégié dans 

sa définition, un élément de surface S peut être considéré comme 
une classe d'équivalence de systèmes de coordonnées. Puisque : 

8M 8M 8u1 8M 8u2 8M 8M 8u1 8M 8u2 
- - --+--et - - --+--
8v1 - 8u1 8v1 8u2 avl 8v2 - avl 8v2 8u2 8v2 

8M 8M 
le plan défini par les vecteurs aul et au2 est indépendant du 

choix du système de coordonnées : c'est le plan tangent TM en M 
8M 8M 

à S. L'ordre des vecteurs aul, ou2 définit une orientation de ce 

plan, conservée par tous les changements de coordonnées à jacobien 
positif. 

Tout système de coordonnées détermine ainsi une base 

( 8M 8M) aul, ou2 du plan tangent TM et tout changement de coor-

données détermine un changement de base linéaire : 

( 8M 8M) (8M 8M) 
8v1' 8v2 = 8u1 ' 8u2 

8u1 8u1 

8v2 

8u2 ' 

8v2 

dont il est très commode d'écrire la matrice inverse puisque cela 
revient à échanger les u et lev. 

. , . , (8M 8M) Les fonct10ns coordonnees sur TM relatives a la base aul, ou2 

sont les différentielles (du 1, du 2). Elles forment la base duale de 
l'espace cotangent TM. La matrice de passage des coordonnées 
(du1, du2) aux coordonnées (dv1, dv2) est contragrédiente de la ma
trice de changement de base (cf. Il.2). 
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Une courbe située sur l'élément de surface S est définie dans 
un système de coordonnées, par les coordonnées de ses ~oints, c'est
à-dire par une application: t E [a, b] C IR ---+ (u1(t), u (t)] ED ---+ 

M(u1(t),u2(t)) ES. Nous supposons toujours que les courbes sont 
r fois continûment différentiables, r ;?: 3. 

Le vecteur tangent à une telle courbe en un point M : 

dM âM du1 âM du2 

dt = âu1 dt+ âu2dt 
appartient au plan tangent TM de Sen ce point. 

Son élément d'arc : 

ds = l IM' (t) l ldt 

= (âM du1 âM du2 \ âM du1 âM du2) 112 dt 
âul dt + âu2 dt âul dt + âu2 dt 

= [Il:~ Il' + 2 (:; 1:;) du'du' + Il:; Il' ( du')f 2 

fait apparaître la forme quadratique sur le plan tangent TM : 

2 · · 2 (âMlâM) ds = "E9ijduiduJ = lldMI\ où 9ij = -. -. 
âui âuJ 

Elle est appelée la métrique de S, ou «première forme fonda
mentale». 

C'est évidemment la restriction à TM de la métrique euclidienne 
de En et elle définit sur TM une structure d'espace euclidien. 

Définition VII.8.A. 

Les tenseurs attachés à l'espace euclidien tangent TM à la 
surface S au point M, sont appelés les tenseurs sur S en M. 

- Il âM âM 112 2 Notons 9u = âul /\ âu2 = 911922 - 912 

( âM âM) 9u est le carré de l'aire de la base âul, âu2 de TM. La 2-

forme extérieure sur TM: g;/2du1 /\du2 =Il~~ /\~~Il du1 /\du2 
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est un invariant de la surface orientée. Par un changement de 
coordonnées conservant l'orientation (jacobien > 0), on a en effet: 

g;12 dv 1 f\ dv2 = g~ du1 f\ du2 . 

C'est l'élément d'aire de S. 

Etude particulière des surfaces de E3. Soit S un élément de 
surface de E3, défini et orienté par des coordonnées (u1, u2). Soit 

âM âM 
--x--

N âul Ôu2 le vecteur unitaire normal à S en M. Les 

11;~ X ;~11 
dM 

vecteurs N forment un champ de vecteurs sur S. Si dt est le 

vecteur tangent d'une courbe régulière C de S en un point M, la 
droite orientée du plan tangent TM définie par le produit vectoriel 

dM 
N X dt , est appelée la normale géodésique de C. Si l'on paramètre 

la courbe C à l'aide de l'arc, et si p est la courbure de C en M la 
dM 

normale principale de C appartient au plan orthogonal à ds et on 

d2M dM 
a : ds2 = pn = PnN + p9N x ds . 

cour~::::::::::·~ ::é:: :o:::~p:o:z;i ~~)est~ 
Revenons à un paramètrage quelconque pour C. Le vecteur 

d2M 
accélération dt2 se décompose en : 

La seconde partie appartient évidemment au plan tangent 
TM. Nous allons examiner la décomposition entre TM et N de la 
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première, et pour cela écrire les équations dites de Gauss : 

La composante normale de M~2 s'écrit donc: 

(NIM" ) = "'L .. dui duj. 
t2 L., ZJ dt dt 

La forme quadratique sur le plan tangent: L Lijduiduj est un 
invariant, d'après sa définition. Elle est appelée la seconde forme 
fondamentale de S. Si l'on paramètre C par l'arc: 

dM = dM dt d2M = d2M (dt) 2 + dM d2t d'où 
ds dt ds ' ds2 dt2 ds dt ds2 

Pn quotient des deux formes fondamentales, a la même valeur pour 
toutes les courbes de S ayant même tangente. 

Les directions conjuguées communes aux deux formes quadra
tiques s'obtiennent en écrivant que le système de deux équations 
homogènes: 

a une solution non nulle soit : 

0 = détlLjk - rgjkl 

= détlLjkl - r(g11L22 - 2g12L12 + 922L11) + r 2détl9jkl· 

Si les racines sont distinctes, il existe deux axes orthogonaux 
principaux diagonalisant L : ce sont les directions principales, et 
les courbures normales correspondantes, solutions de l'équation ci
dessus sont les courbures principales, extrêma de Pn lorsque la 
tangente tourne autour de O. 
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La demi-somme des racines est la courbure moyenne de S en 
M, le produit est la courbure de Gauss GM : 

détlLjki 
GM = d' 1 1 · et 9jk 

La composante tangentielle de M~2 s'écrit avec les notations 
choisies : 

On remarque d'abord que, contrairement à la composante nor
male de M~2 , la composante tangentielle contient les dérivées se-

d2uk 
condes dt2 . Sa direction dans TM dépend du paramètrage. C'est 

donc du vecteur accélération du chemin : t --+ M(t), plutôt que de 
la courbe, qu'il faut parler. On n'obtient un vecteur ne dépendant 
que de la courbe qu'en paramétrant par l'arc, ce qui donne une ex
pression de la courbure géodésique : 

De toutes façons l'expression de la composante tangentielle 
du vecteur accélération paraît compliquée. Nous allons éclairer sa 
signification géométrique en remarquant que l'étude du vecteur 

d2M 
accélération dt2 est celle du champ de vecteurs vitesse le long 

du chemin t--+ M(t). Or, considérons plus généralement un champ 
de vecteurs V ( t) tangents à la surface S le long d'un tel chemin. 
Dans un système de coordonnées (u1 , u 2) : 

V(t) = 8Mx1 + 8Mx2 = 2: a~xi. au1 au2 au2 
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Supposons V(t) différentiable : 

dV ô2M · duj ôM dxi 
dt= I:: ôuiôuixi dt + I:: ôui dt· 

. dV 
La composante tangentielle de dt ou dérivée tangentielle de 

ô2M 
V se calcule simplement en remplaçant les ô . ô . par leurs 

u2 uJ 
composantes tangentielles introduites plus haut. On obtient : 

(dV) = I:: ôM (dxk I::f~.xiduj) 
dt T ôuk dt + iJ dt 

qui généralise l'expression de la composante tangentielle de M~2 . 
Si l'on change le paramètre du chemin t --t M(t) part= cp(r), 

dt 
le vecteur dérivée de V est multiplié par dr et ne change pas de 

dV 
direction. La nullité de la composante tangentielle de dt est donc 

une propriété indépendante du paramétrage : 

Définition Vll.8.B. (E3) 

Un champ de vecteurs V tangents à une surface S, défini le long 
d'une courbe régulière C de S est dit parallèle sur S le long de C 
s'il est différentiable et si sa dérivée tangentielle est nulle en tout 
point de C. 

Cette définition peut être utilement étendue aux courbes régu
lières «par morceaux». Une telle courbe est une courbe continue 
mais qui n'est régulière qu'à l'exception d'un nombre fini de points 
où elle possède un vecteur dérivé à gauche et un vecteur dérivé à 
droite. 

Si l'on se donne en un point Mo d'une courbe C de S, régulière 
par morceaux, un vecteur V o tangent à S, il existe alors le long de C 
un champ de vecteurs parallèles V, égal à Vo en Mo, uniquement 
déterminé comme solution du système d'équations différentielles 
linéaires : 

k = 1,2. 
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V est dit le transporté parallèle de V o le long de C. 
Si V et W sont deux champs de vecteurs parallèles le long de 

la courbe C: 

Proposition Vll.8. 

Le produit scalaire et en particulier la longueur de vecteurs 
parallèles sur une surface S le long d'une courbe C sont constants. 

Autrement dit, le transport parallèle conserve le produit sca
laire. 

Remarque : Si l'on transporte parallèlement un vecteur le 
long d'une courbe fermée, même petite, le vecteur ne revient pas 
coïncider avec le vecteur initial. C'est une manifestation de la cour
bure de la surface S, comme l'illustre la figure ci-dessous où un vec
teur égal à ei partant du pôle Nord de la sphère revient après avoir 
été transporté parallèlement le long de trois « quarts de grands cer
cles » successifs à son point de départ égal au vecteur e2 ayant subi 

7r 
une rotation de + 2". 

1 
\ 
1 
\ / \ __ ,,.,.,. 
~--------

\ 
\ 
\ 
\ 
1 
1 e2 
1 

I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
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Un chemin t ---+ M(t) de la surface S est dit géodésique si le 
champ que forment ses vecteurs-vitesse est parallèle sur S. Dans ce 
cas le paramétrage ne peut pas être arbitraire. 

En effet de Il dd~ Il = constante, il résulte que ~: est constant 

et que t = as + b est une fonction affine de l'arc. Néanmoins 
l'arc définissant un paramétrage canonique, la propriété d'être 
géodésique est une propriété de la courbe C : 

Définition VII.8.C. 

On appelle géodésique d'une surface S de l'espace euclidien 
E3 toute courbe C qui, lorsqu'elle est paramétrée par l'arc, a ses 
vecteurs vitesses parallèles sur S le long de C. 

Les calculs faits précédemment ont pour conséquence la : 

Proposition VII.8.B. 

Une courbe C d'une surface S de E3 est une géodésique si et 
seulement si sa courbure géodésique est nulle, autrement dit, si et 
seulement si son plan osculateur est normal à S en tout point. 

Nous allons maintenant étudier les coefficients rij· On a : 

Les rt et I'ijl sont appelés les symboles de Christoffel respec
tivement de seconde et de première espèce. Ils sont symétriques en 
i et j. 

Nous allons montrer qu'ils dérivent de la métrique g et peuvent 
donc être considérés comme intrinsèquement attachés à S. En effet : 

Ô9jl â (âMlâM) ( â2M lâM) ( â2M lâM) 
âui = âui âui âul = âuiâui âul + âuiâul âui 

= rijl + ritj· 
En permutant les trois indices i, j, l, on obtient de la même 

façon: 

âg· · âgzi 
i1 -r +r · r +r âul - lij lji• âui = jli jil 
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d'où l'on tire : r.. = ~ ( Ôgjl + âgil - Ôgij) 
iJl 2 âui âui âul 

tandis que, en utilisant la matrice inverse lgij 1 de l9ij 1 

rk _ ~ ktr 
ij - L., g ijl· 

Remarques: 

1) On rencontre fréquemment dans la littérature les notations : 
rt = {t} et rijk = [ij, k]. 

2) Il faut prendre garde que, lors d'un changement de coor
données de S, les formules de transformation des symboles de Chris
toffel font intervenir les dérivées secondes. Malgré leur collection 
bien apparente d'indices, les rt et rijk ne sont donc pas des ten
seurs sur S comme on le verra au paragraphe suivant. 

Vll.9 - Les variétés dans En. Coordonnées curvilignes. Dérivation 
covariante 

Ce paragraphe n'est que la généralisation immédiate de ce qui 
vient d'être dit sur les surfaces. 

Il constitue néanmoins une transition utile vers la généralisa
tion suivante qui est la théorie des variétés riemanniennes, où tout 
espace euclidien ambiant a disparu (Chap. IX). 

Définition VII.9.A. 

Une application r fois continûment différentiable, r ~ 1, d'un 
domaine connexe D de JRP dans un espace vectoriel réel E de 
dimension n E D --+ M(u) E E est dite régulière si quel que 

soit u E D, les p vecteurs : ~~ sont linéairement indépendants. 

Lorsque E = JRP, cette condition s'exprime par la non-nullité du 
jacobien: 

D(x1,x2, ... xP) -d' lâxil 
1 2 -et .. 

D(u , u , ... uP) âuJ 
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Puisque ce jacobien est alors une fonction continue à valeurs 
réelles non nulle sur un domaine connexe, il est partout ou bien 
strictement positif et l'application conserve l'orientation, ou bien 
strictement négatif et l'application change l'orientation en son op
posée. 

Définition VII.9.B. 

Un élément de variété S de dimension p d'un espace vectoriel 
réel de dimension n ;;::: p de classe l!'.r (r ;;::: 3) est défini par une 
application d'un domaine connexe D de jRP: u _, M(u), dans E, de 
classe l!'.r, régulière bijective, appelée système de coordonnées de S. 
Toute application bijective régulière c.p de classe l!'.r d'un domaine D' 
de !RP sur D : v _, u = c.p( v) définit par composition : v _, M( c.p( v)) 
un nouveau système de coordonnées dit équivalent au premier, de 
même orientation si J ( c.p) > 0, d'orientation opposée si J ( c.p) < O. 

Sin = p, l'application u _, M(u) définit alors un système de 
coordonnées souvent appelées «curvilignes» dans un domaine S de 
En « difféomorphe » de D. 

( âM âM 
Lorsque E est euclidien, le sous-espace TM de base âul, âu2 , 

âM) ... âuP est muni de la métrique euclidienne induite : 

TM est l'espace tangent à S au point M. Il est orienté par le 

\\
âM âM 

système de coordonnées choisi. Si 9u = détl9ij 1 = âul /\ âu2 

/\ ... :: \ 1

2
, la p-forme extérieure sur TM : g;/2du1 /\ du2 /\ ... duP 

est un invariant orienté de TM appelé l'élément de volume de S. 
Les dérivées secondes des vecteurs tangents de base se décom

posent en une composante normale à S, nulle si n = p, et une 
composante tangentielle : 
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On calcule les coefficients rfj en éliminant la composante nor
male par le produit scalaire avec les vecteurs de la base de TM : 

Les rfj = {t} et rij,l = [ij, l] sont les symboles de Christoffel, 
de seconde et de première espèces respectivement. Leur calcul est 
exactement celui du paragraphe précédent : 

1 (Ô9il Ô9jl Ô9ij) k lk 
rij,z = 2 âuj + âui - auz et rij = 2: rij,z9 

et montre qu'ils sont déterminés par la métrique g de S. 
Si, par exemple, les dérivées en un point M des coefficients 9ij 

de la métrique de S sont nulle (la métrique de S est « tangente » en 
M à une métrique euclidienne), les rij,l et les rfj sont tous nuls. 

Lors d'un changement de coordonnées (v) ---+ (u = cp(v)), un 
calcul direct permet d'obtenir les formules suivantes de transfor
mation des symboles de Christoffel : 

i - l avi aum âun âvi â2ur 
(rjk)v - I:rmnâul âvj âvk + L âur âvjâvk 

âu1 âum âun âur â2u8 

(rij,k)v = I:rzm,nâvi âvj âvk + L9rs âvk âviâvj' 

Elles font intervenir les dérivées secondes du changement de 
coordonnées. Les symboles de Christoffel ne se transforment donc 
pas de façon tensorielle lors du changement de base correspondant 
de l'espace tangent: ce ne sont pas les composantes d'un tenseur. 

Considérons un chemin régulier sur S : t E [a, b] ---+ M(u(t)) = 
M(t), et un champ de vecteurs, tangents à S, le long du chemin : 
t E [a, b] ---+ V(t) E TM C En. On suppose V différentiable. 

âM . 
Si V = L -â . vi, sa dérivée dans l'espace ambiant En, est 

ui 
av âM a;vi . â2M duj 
dt= L âui dt+ I:Vi âuiâuj dt· 

Nous noterons sa composante tangentielle avec un D majuscule 
et l'appellerons désormais dérivée covariante de V dans S, terme 
qui écarte toute référence à un éventuel espace ambiant, et qui, 
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ultérieurement, marquera le fait que cette dérivation ne dépend 
que de la structure de variété riemannienne de S, c'est-à-dire de sa 
métrique propre. 

â 2M 
En faisant apparaître les composantes des â . â . 

u 2 uJ 

DV = I: âM (dVk I: yirl!:. duj) . 
dt ÔUk dt + ZJ dt 

La « vitesse » de V est somme de sa vitesse relative et de sa 
vitesse d'entraînement. 

Du point de vue tensoriel, la propriété essentielle est que les 

( DV)k dVk 
composantes de la dérivée covariante de V : dt = dt 

· k duj + L vi r ij dt sont les composantes d'un vecteur tangent à S, 

ce qui veut dire que, par un changement de coordonnées de S : 
(v)---+ u = 'P(v), et malgré toutes les dérivations qui interviennent, 
les composantes ci-dessus se transforment comme les composantes 
d'un vecteur de l'espace au moyen de la transformation linéaire 

-âM -kâM 
du changement de bases. Si X = L X1 80 = LX âvk = 

· âM âvk -k -âvk 
L:X1 âvk 80 on a: X = I:XJ 80 . La propriété indiquée s'écrit 

donc,(~~)'= L (~~Y~~-
Le champ de vecteurs V est parallèle sur la variété S le long 

DV 
du chemin M(t) si dt = O. Puisque la dérivée covariante a été 

obtenue comme composante tangentielle de la dérivée de l'espace 
euclidien ambiant, on a, si V et W sont parallèles sur S le long de 
M(t): 

~(VIW) = (DVlw) (vlDW) = 0 
dt dt + dt 

d'où il résulte que le transport parallèle sur S conserve le produit 
scalaire. 
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La propriété de parallèlisme le long du chemin M(t), régulier 
par morceaux, s'exprime par le système d'équations différentielles 
linéaires: 

d'où il résulte, comme précédemment, que la donnée d'un vecteur 
tangent V o au point M (ta) détermine de façon unique et le long de 
la totalité du chemin M(t) un champ de vecteurs parallèles. 

Une géodésique de S est une courbe qui possède un paramétrage 
tel que les vecteurs vitesses soient parallèles donc de longueur 
constante, et le paramètrage est alors nécessairement une fonc
tion affine de l'arc. L'équation des géodésiques est comme précédem
ment: 

Il faut bien observer, que dans le cas particulier ou n = p, 
c'est-à-dire celui des «coordonnées curvilignes» dans En, le pa
rallèlisme est le parallélisme ordinaire dans En et que l'équation 
des géodésiques est tout simplement l'équation générale des droites 

d2M 
de En : - 2- = 0 en coordonnées curvilignes. 

dt 
Supposons maintenant que V soit un champ de vecteurs tan-

gents à S, défini et différentiable dans tout un voisinage du point 
M. La restriction de V à un chemin régulier t -t M(t) issu de M 
est alors un champ de vecteurs le long de ce chemin, et sa dérivée 
covariante s'écrit : 

Cette expression ne dépend que du vecteur tangent 
dM aM duj duj 
dt = L:: oui dt de composantes dt au chemin considéré. 

Tous les chemins issus de M ayant même vecteur tangent 
déterminent la même dérivée du champ V. On peut donc définir 
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la dérivée covariante du champ de vecteurs V relativement à un 
vecteur tangent X à S en M, par 

Puisque Xj = (duj, X), la différentielle covariante du champ de 
vecteurs V est le champ d'opérateurs linéaires des espaces tangents 
ou champ de tenseurs d'ordre deux sur S définis en« composantes 
une fois contravariante, une fois covariante» par : 

Il est d'usage de faire précéder d'une barre (ou d'une virgule) 
l'indice j lorsqu'on désire indiquer la dérivation covariante partielle 

âM 
relativement au j-ème vecteur tangent de base 80 soit: 

Il est maintenant aisé de calculer la dérivée covariante d'un 
champ de covecteurs A le long d'un chemin M(t). 

Ce champ A est défini par ses composantes Ak(t), soit : 
A(t) = L,Ak(t)duk dans l'espace cotangent TM(t)• Prenons le long 

du chemin M(t) un champ de vecteurs contravariants parallèle : 
âM 

X(t) = L, xk(t) âuk. Le crochet de dualité entre A et X est la fonc-

tion à valeurs réelles définie le long du chemin par les fonctions à 
valeurs réelles Ak(t) et Xk(t) par: 

(A, X)= L, Ak(t)Xk(t) 
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et prend la même valeur quel que soit le système de coordonnées, 
de même que sa dérivée : 

!!__(A X) = """' dAi xi """'A dXk = """' (dAi - """'A r~- duj) xi. 
dt ' L.. dt + L.. k dt L.. dt L.. k ZJ dt 

Cette expression étant indépendant du choix de la base, il en 
résulte que les termes entre parenthèses sont les composantes d'un 
covecteur appelé dérivée covariante du champ A : 

DA ="""' (dAi _"""'A r~- duj) dui. 
dt L.. dt L.. k ZJ dt 

Si maintenant A est un champ différentiable de covecteurs sur 
S, sa différentielle covariante est un champ de tenseurs deux fois 
covariants DA= l::(dAi - l::I'fjAkduj) ® dui. 

On obtient dès lors immédiatement la dérivée covariante d'un 
champ de tenseurs de variance quelconque sur S. 

Si par exemple T est un champ de tenseurs une fois contrava
riant, une fois covariant, de composantes T}, sa différentielle cova
riante est: 

· · k · âM · 
DT = 2:::( dTj + 2::: Tjr~kdu - 2::: T~r~qduq) ® âui ® du1. 

La différentielle covariante d'un champ de tenseurs deux foix 
covariants T est le champ de tenseurs trois fois covariant : 

k . k . 
DT= l::(dTpq - I:TkqrpjduJ - I:Tpkrjqdu1) ® duP ® duq. 

Nous allons utiliser cette expression pour démontrer une pro
priété à laquelle on peut s'attendre. Le tenseur métrique g est un 
champ de tenseurs deux fois covariant dont les composantes sont 
définies en chaque point par : 
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En reportant dans l'expression de Dg, on obtient Dg= O. 
Dans le reste de ce paragraphe on se place dans l'espace eucli

dien En tout entier. 
L'opérateur de différentiation, ou de gradient, qui s'écrit en 

â 
coordonnées «rectilignes» D = e* j ® ~ devient dans un système 

uxJ 
de coordonnées curvilignes (u1,u2 , .. . un) de En: D = L:duj ®Dj 
où Dj désigne la dérivée covariante partielle relative au j-ème 

âM 
vecteur de base âuJ . En effet, si T est un champ de tenseurs 

.f)M 
différentiable et X un vecteur tangent, on a : X = L XJ âuJ , 

et DxT = L xJDjT = I:(X, duJ)DjT d'où D = L duj ® Dj. 
Si f est une fonction numérique différentiable, sa différentielle 

. âf 
D f = df = L duJ auJ est un champ de covecteurs, ou forme 

différentielle de degré un, et l'on réserve plutôt le nom de gradient 
de f à son expression en composantes contravariantes : grad f = 

" ij â f âM . t d', . 1 d' . ' d f t ' w g ~ ~ ce qm perme ecnre a envee e par rappor a 
uuJ uui 

un vecteur X comme un produit scalaire: 

âf âf . 
ax = Dxf = L auJXJ = (gradfJX). 

Le calcul de la divergence d'un champ de vecteurs V en co
ordonnées curvilignes est instructif. Div V est la fonction scalaire 
Trace DV, soit : 

On est donc ramené au calcul de l;: r{j qui ressemble à une 
i 

trace, et qui en est effectivement une. 
Les coefficients de Christoffel de seconde espèce rfj d'un 

système de coordonnées curvilignes de En ont été définis par les 
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équations: 

i étant fixé, les rfj sont donc les coefficients de la matrice de 
â . 

l'opérateur linéaire âui appliqué aux vecteurs de base et I: rij 
en est la trace. Or, on a : 

D'après le § IV.13 sur les dérivations dans l'algèbre extérieure, 
, . . â âM âM âM . , . . 

la denvat10n par âui de âu 1 /\ âu2 /\ ... âun revient a multiplier ce 

produit extérieur par la trace de l'opérateur linéaire correspondant, 
d'où: 

âg j j - 1 â - - 1 â.jg 
âui = 2(l:I'i1.)g et l:I'·· - --. Log g - ---. 

iJ 2 Ôu2 .J9 Ôu2 

On obtient donc finalement : 

div V= ~ L ~( .J9 · Vi) (cf§ VIl.10 et définition IX.3.D). 
v9 âu2 

Le Laplacien d'une fonction numérique deux fois différentiable 
est la divergence de son gradient qui s'écrit donc en coordonnées 
curvilignes : 

1 â ( .. âf) 
b..f = div grad f = .J9 L âui V9 · 921 âuj 

Cette expression se réduit, bien entendu, dans une base ortho-
82 

normale, à b..f = ~ ( âui)2 . 

Dans l'espace euclidien usuel E3, la mécanique et la physique 
s'écrivent à l'aide des trois opérateurs : gradient, divergence et 
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rotationnel, ce dernier n'existant, sous sa forme habituelle, que 
dans E3. Dans une base orthonormale (i, J, k), les expressions de 
ces opérateurs apparaissent dans les différentielles des 0, 1 et 2-
formes extérieures ce qui leur donne une certaine unité. Il en résulte 
qu'on peut écrire ces trois opérateurs à l'aide d'un seul: l'opérateur 
de dérivation V' (del) qui s'écrit dans la base orthonormée (i, J, k) 

-o -o -o 
comme un vecteur (covariant) : Y'= i ox + j oy + k oz· 

L'avantage de cet opérateur synoptique est double. Outre l'uni
fication des expressions qu'il permet, c'est une notation «légère» 
alors que les notations : grad, rot, div ne le sont guère. On peut 
ainsi effectuer le «produit» de V' par une fonction numérique (gra
dient), le «produit scalaire» de V' par un champ de vecteurs V 
(divergence) et le «produit vectoriel» de V' par V (rotationnel). 

of of of 
df = -dx+-dy+-dz 

ox oy oz 

et 
--Of -of -of 

grad f = i ox + j oy + k oz = V' f 

(oz oY) (oX oz) d(Xdx +Y dy + Zdz) = - - - dydz + - - - dz · dx 
oy oz oz ox 

(oY oX) + --- dxdy 
ox oy 

.... (oz oY) -(oX oz) .... (oY oX) etrotV=i --- +j --- +k --- =Y'xV 
oy oz oz ox ox oy 

et 

( oX oY oZ) 
d(Xdydz + Ydzdx + Z(dxdy) = ox + oy +oz dxdydz 

oX oY oZ 
div V = - + - + - = V' ·V 

ox oy oz 
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On peut également exprimer avec \7 l'opération de dérivation 
par rapport à un vecteur A soit DA. C'est tout simplement l'opéra-

ô ô 
teur produit scalaire (dans l'ordre) : (A · \7) = Ax ôx + Ay ôy 

ô 
+Azôz. 

ô2f ô2J ô2 f . . 
On a \72 f = b..f = ôx2 + ôy2 + ôz2 mais aussi : 

qui s'écrit aussi: \72V = graddivV - rot rot V. 
Voici quelques identités, fréquemment utilisées dans les appli

cations, et d'obtention facile : 

grad(fg) = \i'(fg) = f\i'g + g\7 f 

grad(A · B) = \i'(A · B) = 
(B. \i')A +(A. \i')B + B X (\7 X A)+ A X (\7 X B), 

div(!· A)= \i'(f A)= (\7 J) ·A+ j(\7 ·A), 
div(A x B) = \7 ·(A x B) = B · (\7 x A) - A· (\7 x B), 

rot(!· A)= \7 x (f A) = (\7 J) x A+ f(\7 x A), 
\7 X (A X B) = (B . \i')A - (A. \i')B + (\7. B)A - (\7 . A)B. 

rot rotA = \7 x \7 x A= \7(\7 ·A) - \72A 

= grad div A - \72 A. 

Un champ de vecteurs V défini dans un ouvert n de E3 dont le 
rotationnel est identiquement nul est dit irrotationnel ou conserva
tif: le travail de ce vecteur le long d'un circuit fermé C déformable 
en un point dans n est nul. En effet, d'après le théorème de Stokes, 
si un circuit fermé C borde dans n un élément de surface S, le flux 
de rot V à travers S mesure le travail de V le long de C : 

fc V·~= j fs(\7 x V)iidŒ (cfChap. IX). 

Le théorème de Gauss exprime le fait que la divergence d'un 
champ de vecteurs V mesure la variation du flux de ce champ. Si 



342 Tenseurs euclidiens et pseudoeuclidiens 

le volume n est limité par la surface s : 

J k V · ndT = J J Jn ~ . V dw. 

Vll.10 - Les formes différentielles extérieures d'un espace En ou 
pseudoeuclidien Er,s 

Les développements qui suivent seront repris dans toute leur 
généralité dans le cadre des variétés pseudoriemanniennes au 
§ IX.3. Nous nous limiterons donc, dans ce §, au strict nécessaire 
permettant d'étudier quelques applications comme les équations de 
Maxwell au§ IX.13. 

Désignons simplement par E l'espace métrique En ou Er,s que 
nous supposerons orienté. Soit p l'isomorphisme de E sur E* défini 
par la métrique g de E qui permet en particulier d'identifier les 
algèbres extérieures /\E et /\E* (cf Chapitre V). Il en résulte, comme 
on l'a vu au § V.5, que la dualité naturelle entre /\E et /\E* peut 
être exprimée comme une dualité interne dans /\E comme dans 
!\E*. Cette dualité s'appuie sur la forme «volume orienté» w (Défi
nition V.3.C) qui s'écrit dans une base positive quelconque e de E : 
w = l91 112e*1 !\ e*2 !\ ... e*n : w est une n-forme différentielle 
extérieure, invariante par tout difféomorphisme conservant l'orien
tation : w = l91 112dx1dx2 ... dxn (ou l'on a omis les signes /\). 

Le produit scalaire étendu à /\E et à /\E* (§ V.4), les produits 
intérieurs et la dualité se transportent naturellement à l'algèbre 
des champs de p-vecteurs et à l'algèbre 21 des formes différentielles 
extérieures sur E puisque 21 peut-être considérée comme l'algèbre 
des fonctions différentiables (de classe \!00 pour simplifier), de E à 
valeurs dans /\E*. On dispose donc des opérations suivantes dans 
21 : 

a) le produit scalaire de deux p-formes (al,8), qui est ici une 
fonction numérique \!00 sur E. En particulier ( w lw) = 191 dét lgij I 

-1 
= 191 9 = (-1) 3 . 

b) le produit intérieur gauche J d'un champ de q-vecteurs 
u par une p-forme a(q ~ p) : u J a. C'est le transposé de la 
multiplication extérieure paru : (z !\ u, a) = (z, u J a), V le champ 
de (p - q) vecteurs z. 



Tenseurs et spineurs 343 

En particulier, un champ de vecteurs X détermine une dériva
tion de degré (-1) de l'algèbre 21., notée i(X) (cf§ N.13) : sur une 
p-forme a, i(X)a = (-l)P-1X J a. 

c) le produit intérieur gauche «interne» J , adjoint de la mul
tiplication extérieure à droite dans 21. : ('y/\ ,Bla) = ('yl,B J a). 

L'image par f\P p d'un champ u de p-vecteurs est une p-forme, 
et puisque p fait passer du produit scalaire au crochet de dualité, 
on obtient par un calcul déjà vu (§ V.5) : 

(z,uJ a)= (z/\u,a) = (/\Pp(z/\u)la) 

= ((/\p-qp · z) /\ (/\qp · u)la) 

= (/\p-qp · zl(/\qp · u) J a)= (z, (/\qp · u) J a), 

la relation entre produits intérieurs « interne » et « externe » : 

1 u J a = (/\Pp · u) J a I · 

d) le produit intérieur droit« interne» L, adjoint de la multipli
cation extérieure à gauche dans 21.. 

e) l'opérateur étoile : *• de dualité, déterminé par l'identité : 
,8 /\ *Œ = (,Bla)w quel que soit ,8 (qui dépend donc de la métrique 
et de l'orientation). 

Sur une p-forme a = I:: a1dx1, ( *Œ )H' = E(H) 191 112 I:: gH1a1. 
Soit en faisant apparaître les composantes contravariantes 

aH = I:: 9Hia1 de a : *Œ = 191 112 I:: E(H)aHdxH'. 
On a *1 = w et *W = (-1) 8 • 

Les calculs effectués au § V.5 entraînent que sur les p-formes, 
on a:** -(-l)P(n-p)+s. 

1 *Œ = (-l)p(n-p)a J w 1 et (*al,B) = (al(-1) 8 *1 ,8). 

Le gradient d'une fonction numérique différentiable f sur E 
-1 

est le champ de vecteurs contravariants grad f = P df, représen-
tation contravariante de la 1-forme df. La codifférentielle 8 est 
l'opérateur dual de la différentielle extérieure. Sur les p-formes : 

-1 
8 = (-l)P * d*-. 

Elle diminue le degré d'une unité et 88 = O. 
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La divergence d'un champ de vecteurs X est le scalaire 

1 div X = -8(pX) 1 = -8Ç où Ç = pX est la 1-forme associée 

à X. Nous allons vérifier que cette définition est bien identique 
aux définitions antérieures (§ V.5 et VII.9) et ce faisant obtien
drons encore d'autres expressions de la divergence. En appliquant 
* aux deux membres : *(div X) · 1 = d * (pX) soit : div X· w 
= d(-l)n-1(pX) J w = di(X)w. 

Dans un système de coordonnées différentiables quelconque, 
w = l91 1/ 2dx1dx2 ... dxn, et i(X)w = 191 1/ 2 I:(-I)iXidx1 ... dxi 

... dxn; di(X)w = 191 112 2:: 88 . (l91 112xi)w, d'où l'expression, déjà 
xJ 

obtenue par une autre voie au paragraphe précédent (dans En) : 

En coordonnées rectilignes elle donne l'expression classique, 
et puisque l'actuelle définition comme la définition antérieure 
div X = Trace DX sont intrinsèques, elles coïncident. (on verra 
une troisième définition de la divergence : définition IX.3.D, et une 
généralisation : définition IX.4.C). 

Vll.11 - Harmoniques sphériques. Potentiel newtonien et multi
poles 

Le Laplacien .6. associé à la métrique d'un espace euclidien 
En, est invariant par le groupe d'isométries G de En. G opère 

sur les fonctions numériques <!'.r de En par: (g · J)(x) = JCi/ x) . 
.6. commute avec les opérations de G ainsi qu'avec tout opérateur 
différentiel à coefficients constants sur En. Une fonction deux fois 
continûment différentiable est dite harmonique dans un ouvert U 
de En si .6.f = 0 dans U. Il en résulte alors que f est nécessai
rement <!:00 dans U. L'importance des fonctions harmoniques vient 
de ce que le potentiel newtonien d'une distribution de charges est, 
dans l'espace extérieur à ces charges, une fonction harmonique. Si 
r = 110P11 est la fonction distance à 1' origine dans En, de r 2 = 

. âr xi 
I:(xi)2 résultent: -8 . = - et .6.r-P = p(p + 2 - n)r-P-2. Dès 

x 2 r 
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lors si n i= 2 une fonction harmonique élémentaire dans En - { 0} 
1 

est r-n+2, soit - dans E3. C'est log r dans E2. 
r 

On peut montrer que les seuls difféomorphismes d'un ouvert U 
de En sur un ouvert V qui transforment les fonctions harmoniques 
sur U en les fonctions harmoniques sur V sont les transformations 
conformes, qui pour n ~ 3 sont des produits d'isométries, d'ho
mothéties et d'inversions. En particulier, l'inversion relative à la 
sphère unité de En qui s'écrit en coordonnées orthonormales: x'i = 
xi 
2 transforme une fonction harmonique U ( x'1 , x'2 , ... x'n) sur En -
r 

- 1 2 n 1 (xl x2 xn) {O} en une autre U(x ,x , ... x) = ---=2U 2,2,···2 
rn r r r 

que nous appellerons sa duale (transfoEIDation de Kelvin, 1847). 

Cette transformation est involutive : U = U. Par exemple, la 
1 

fonction harmonique élémentaire --2 est duale de la fonction 
rn- -

constante égale à 1. Nous allons montrer que U est harmonique en 
considérant que l'inversion sert à définir de nouvelles coordonnées 
«curvilignes» x 1, x 2 , ... xn dans En - { 0} au lieu des coordonnées 
euclidiennes x'1 , x'2 , ... x'n. La métrique euclidienne ds12 et le la-

ds2 
placien b..' s'écrivent : ds12 = ----;r et 

r 

b..' = --1/2 L ~ (--1/2 ij ~) = r2n L ~ (-1- . ~) . 
g 8xi g g 8xJ 8xi r2n-4 8xi 

On peut écrire : 

1 8U 1 1 8U 
r2n-4 8xi - rn-2 · rn-2 8xi 

-- - -U -U--1{8(1) 8 1} 
- rn-2 8xi rn-2 8xi rn-2 · 

Après simplification, on obtient l'expression du laplacien dans 
les nouvelles ~oordonnées : 

1 _ n+2 { 82 ( 1 ) 82 1 } 
b.. U - r L (8xi)2 rn-2 U - UL: (8xi)2 rn-2 . 



346 Tenseurs euclidiens et pseudoeuclidiens 

1 
Puisque --2 est une fonction harmonique, on obtient finale-

rn- 82 ( 1 ) 
ment pour l'expression de b.' : b.'U = rn+2 L ( ôxi)2 rn-2 U 

d'où il résulte que si
1
U est( ure fonc~i)on harmonique, sa duale : 

-12 n_ X X', 
U(x , x , ... x ) - rn-2 U r 2 , ... r 2 1 est egalement. 

Le groupe orthogonal O(n), donc aussi son algèbre de Lie D (n), 
opèrent dans l'espace vectoriel Pz des fonctions polynomiales ho
mogènes de degré l sur En. Cette représentation n'est pas irréduc
tible. Par exemple si l est pair, les multiples scalaires de rz forment 
une droite invariante de Pz. Le sous-espace r 2Pz-2 et le sous-espace 
des polynômes harmoniques de degré l: Hz= Kerb., sont appliqués, 
en eux-mêmes par les opérations de O(n), et décomposent Pz en la 
somme directe de deux O(n)-modules : Pz = r 2Pz-2 EB Hz. La pro
priété : r 2Pz-2 n Hz = 0 résulte du lemme VII.11.B ci-dessous. 

Lemme VII.11.A. Si f est une fonction (t 2 positivement ho
mogène de degré l: b.(r2 !) = (2n + 4l)f + r 2b.f. 

Preuve : Calcul immédiat utilisant l'identité d'Euler : 
ôf 

LXi-ô . = lf. xi 

Lemme VII.11.B. Si f E Pz et si À est un nombre réel ~ 0, 
b.(r2 !) + >.f = 0 entraîne f = O. En particulier b.(r2 !) = 0 
entraîne f = O. L'application de Pz dans lui-même f ---? b.(r2f) 
est un automorphisme linéaire qui applique en eux-mêmes Hz et 
r2Pz-2· 

Preuve : d'après le lemme précédent : 

Supposons le théorème démontré pour le degré (l-2) et prenons 
le laplacien: b.(r2 b.J) + (2n + 4l + >.)b.f =O. b.f est degré (l - 2) 
donc nul d'après l'hypothèse de récurrence. En reportant dans la 
première égalité il en résulte que f = O. 
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Un calcul simple des dimensions des divers espaces Pz-2, Pz, 
. (n+l-3)! 

et Hz (par exemple d1m Hz = (n + 2l - 2) (n _ 2)! ) achève la 

preuve de la décomposition en somme directe. 

Corollaire VII.11. L'espace vectoriel Pz des polynômes homo
gènes de degré l sur En se décompose en la somme directe de sous 
O(n)-modules: Pz =Hz EB r2Hz-2 EB r4Hz_4 EB ... r 2[Z/2lHz-[z;2]· Il 
en résulte que la fonction obtenue par restriction d'un polynôme 
homogène à la sphère unité coïncide avec la restriction à cette 
sphère d'un polynôme harmonique (en général non homogène!). 

Remarque : On peut démontrer que les représentations de 0 ( n) 
dans chacun des Hz sont irréductibles. Commes elles sont distinctes 
la décomposition précédente est donc unique. 

La sphère unité S est une sous-variété de En. Elle hérite de 
la métrique induite qui détermine le laplacien b.8 de S. Dans un 
système de coordonnées curvilignes ( ui) (§ VIl.9) 

!::..sf = (:g)-1/2I:~ ( 91;29ij of·)· 
oui ouJ 

Le système de coordonnées sphériques dans En où l'on sépare 
la coordonnée radiale r des coordonnées angulaires détermine sur 
S pour r = 1, des coordonnées curvilignes orthogonales. Dans une 
base orthonormale de En elles s'écrivent, avec 0 ~ r, 0 ~ 01 < 27r, 
0 ~ Oi < 7r pour i = 2, ... n - 1 : 

1 ·o ·o ·o ·o x = r sm n-1 sm n-2 ... sm 2 sm 1 

x2 = r sin On-1 ... sin 02 cos 01 

et la métrique de En devient : 

Le laplacien de En en coordonnées sphériques s'écrit alors : 

o2 n - 1 o 1 1 o ( n-1 o ) 1 b.=-+--·-+-b.s=--- r - +-b.s 
or2 r or r2 rn-1 or or r2 
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où b..8 ne fait intervenir que les ( n - 1) coordonnées angulaires. b..8 

est appelé le Laplacien sphérique de En -{ 0}. 
Cette formule permet de définir le laplacien de la sphère S 

de façon élémentaire. Si <p est une fonction deux fois continûment 
différentiable sur S, on peut lui associer une fonction positivement 

homogène de degré zéro h sur En -{ 0} par h( x) = <p ( l l~l I). Cette 

fonction h est par définition indépendante de r et son laplacien est 
. 1 

égal d'après la formule précédente à b..h = 2b..8 h. 
r 

On peut donc prendre comme définition élémentaire du La-
placien sur la sphère S : b..s <p = r 2 b..h. Connaissant b..s on peut 
alors définir directement le laplacien sphérique b..8 • Si f est deux 
fois continûment différentiable dans En - { 0}, on peut écrire 

X . 
f(x) = J(ru) avec r = llxll et u = n;-rr E S. En laissant r fixe, 

f(ru) devient une fonction sur S. On obtient ainsi l'expression du 
laplacien sphérique de f : 

Soit f une fonction 1t2 positivement homogène de degré l sur En. 
1 

La fonction Y = -y f est positivement homogène de degré zéro. Elle 
r 

est indépendante de la coordonnée radiale r et peut être identifiée à 
une fonction sur la sphère unité S. Un calcul direct, ou l'expression 
de b.. en coordonnées sphériques, donne alors pour le laplacien de 
f = rly: 

1 
b..f = l(n - 2 + l) 2 J + r1b..y = r1- 2 [Z(n - 2 + l)Y + b..sY]. 

r 

D'où le: 

Théorème VII.Il. Une fonction 1t2 sur En positivement ho
mogène de degré l, écrite f = r 1Y, est harmonique si et seulement 
si la fonction Y sur la sphère unité S est une fonction propre du 
laplacien b..s pour la valeur propre -l(n- 2 + l). Une telle fonction 
Y sur S est appelée un harmonique sphérique associé à f. Y est évi
demment associé de la même façon à la fonction harmonique duale 

- 1 
de f : f = rn-2+z Y positivement homogène de degré: -(n-2+l). 
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Pour un l fixé, les harmoniques sphériques forment un espace 
vectoriel Sj z qui est naturellement muni d'une représentation du 
groupe orthogonal 0 ( n) et de son algèbre de Lie D ( n). 

Remarque : l'ensemble des valeurs propres du laplacien d'une 
variété riemannienne compacte est appelé le spectre de la variété. 
Par des considérations de théorie des groupes (les représentations 
de D (n) dans les SJ z sont irréductibles) ou d'analyse, on peut 
montrer qu'il n'y a pas d'autres harmoniques sphériques que les 
traces sur S des polynômes harmoniques (exemple 1 ci-dessous). Le 
paramètre l est donc toujours entier. Nous vérifierons ce fait pour 
n = 3. Le spectre de S est donc formé des entiers {-l(l + n - 2); 
l=0,1,2, ... }. 

Exemples: 

1) un polynôme harmonique homogène P de degré l détermine 
1 

un harmonique sphérique Y1 = -y P dit de« degré l »et qui est aussi 
r 

- p 
associé à P = rn+21 _ 2 . L'application P -7 Y est un isomorphisme 

de O(n)-modules de Hz sur SJz. 

2) les harmoniques sphériques sur la ( n - 1 )-sphère unité S de 
En généralisent les fonctions trigonométriques qui correspondent 
au cas n = 2, S étant alors le cercle S1. Dans ce cas, en effet, les 

a2 
fonctions propres de D.s1 = â()2 pour les valeurs propres -l2 , sont 

Ô2<p 
les solutions de â()2 + l21.p = o. 

Le cas de très loin le plus important dans les applications 
est celui de l'espace euclidien ordinaire E3. En nous conformant 
à l'usage, nous prenons pour coordonnées polaires dans E3 : <p et () 
tels X = r sin() COS <p, U = r sin() sin <p, Z = r COS(). 

En coordonnées polaires, le laplacien de E3 s'écrit : D. = 

1a( 2 a) 1 _ 1 a(. a) 1 a2 
r2 âr r âr + r2 Dos avec Dos - sin() â () sm () â() + sin2() â1.p2 · 

Cet opérateur Dos dans E3 a une interprétation fort élégante en 
termes de l'algèbre de Lie D (3) du groupe orthogonal. Rappelons 
l'expression des opérateurs de rotation infinitésimale. Dans En 
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!1 p 

'1 /1 
/ 1 

a I 1 _, 1 
/ 1 

/ 1 
/ 1 

rapporté à une base orthonormale, une rotation rjk(o:) agit sur la 
fonction f par : 

(rjk(o:) · f)(x) = J(rjk(-o:)x) 
_ J( 1 j k · k+l _ j · k n) - x , ... x coso:+x smo:, x , . . . x smo:+x coso:, ... n 

et d (.{) kâ) -(r·k(o:) · J)a=O = - x1- - x -. f. 
do: 1 âxk âxJ 

Les opérateurs de rotation infinitésimale autour des trois axes 

Ox,Oy,Oz de E3 sont ainsi: Lx = -(y:z -z:y); Ly = 

- ( z :x - x :z) , Lz = - ( x :y -y :x). r restant constant dans 

les rotations autour de 0, ces trois opérateurs peuvent s'exprimer 
à l'aide de e et cp : 

Ces opérateurs forment une base de l'algèbre de Lie D (3) qui 
est complètement déterminée par leurs règles de commutation : 

[Lx,Ly] = LxLy -LyLx = Lz; [LyLz] =Lx; [Lz,Lx] = Ly. 

Il en résulte que la somme des carrés de ces opérateurs 
L2 = Li + L~ + L; commute avec chacun d'eux donc avec tous 
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les opérateurs de D (3), L2 est l'opérateur de Casimir de l'algèbre 

de Lie D (3) (au facteur 1/2 près). Un calcul direct montre que : 

Proposition VII.11.A 

L'opérateur de Casimir, appelé aussi carré du moment angulaire 
de E3: L2 = L~ + L~ + q est identique au laplacien sphérique b.8 

de E3. 

Corollaire: L'opérateur de Casimir de D (3) ayant pour valeurs 
propres les nombres l(l + 1), l'entier= 0, 1, ... dans les représenta
tions du groupe 0(3), ces nombres forment le spectre de la sphère 
82. 

Les harmoniques sphériques sur la sphère unité S de E3 sont les 
fonctions Y ( (), <p) finies et de classe \?: 2 sur S solutions de l'équation : 

1 â ( . âY) 1 â 2Y 
sin() â() sm() â() + sin2() Ô<p2 = -l(l + l)Y 

où le paramètre l est à déterminer. On peut chercher des solutions 
à variables séparées : Y(O, <p) = T(O)F(<p) ou solutions axiales 
privilégiant l'axe Oz. On obtient : 

1 d ( . dT) . 2 F" ( <p) 
sin() d() sm() d() , T(O)) + l(l + l)sm () = - F(<p) =a 

où a est nécessairement une constante, F devant être une fonc
tion univalente de période 2II, a = -m2, m entier, et F( <p) = 
am cos m<p + bm sin m<p. On peut aussi prendre Fm ( <p) = Cmeimcp 

et F-m = C-me-imcp en prenant ultérieurement les combinaisons 
réelles de ces fonctions. T est solution de : 

équation qui prend une allure plus humaine avec le changement de 
d d 

variable défini paru= cos(), d'où d() =-sin() du· On obtient: 

d { 2 dT} { m2 } - (1 - u )- + l(l + 1) - -- T =O. 
du du l - u2 
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Pour m i- 0, c'est l'équation de Legendre associée Lm, pour 
m = 0, c'est l'équation de Legendre classique Lo. Elle a pour points 
singuliers u = ± 1. 

d2T dT 
Pour m = 0, l'équation Lo : (1 - u 2 ) du2 - 2u du + l(l + 

l)T = 0 ne peut avoir de solutions qui restent finies en u = -1 
et en u = 1 que si le paramètre l est un entier ;;::: 0 (ainsi que 
le prouvent les développements en série aux voisinages de ces 
points). Si l'on remarque que la fonction t = (u2 - l)l satisfait à 
(1- u 2)t' + 2lut = 0, sa dérivée l-ème est une solution de l'équation 
obtenue en dérivant (l + 1) fois la relation précédente, qui n'est 
autre que Lo. l étant fixé, cette solution dont nous allons voir qu'à 
un coefficient près elle est l'unique solution régulière en u = ±1 
est le polynôme de Legendre de degré l donné par la formule de 

1 dl 
Rodrigues: Pz(u) = -l--l (u2 - lf 

2 · l! du 
Si Q est toute autre solution, linéairement indépendante de Pz, 

a 
on a: QP!-PzQ' = ---2 où a est une constante non nulle. Il en 

l-u 
résulte que Q ne peut être régulière en u = ±1. Les polynômes 
de Legendre sont orthogonaux sur [-1, + 1] et ont une quantité 
impressionnante de propriétés diverses. 

Pour u i- 0, on allège les singularités en u = ±1 par un 
changement de fonction : T(u) = (1 - u2 )ml2U(u) et l'équation 
Lm devient: 

d2R dR 
(1 - u 2 ) du2 - 2(m + l)u du + {l(l + 1) - m(m + l)}R =O. 

Or, l'équation Lo différentiée m fois s'écrit : 

d2 (dmT) d (dmT) (1 - u2)- - - 2(m + l)u- --
du2 dum du dum 

dmT 
+{l(l + 1) - m(m + 1)}-d - =O. um 

La comparaison montre que la « fonction de Legendre as
sociée» : 
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pour 0 ~ m ~ l fixés, est la seule solution de l'équation de Legendre 
associée Lm qui reste finie pour u = ± 1. 

On obtient ainsi les (2l + 1) harmoniques sphériques formant 
une base de Sj l : 

{Pz(cos 0), Pz(cos O)cos mcp, Pz(cos B)sin m<p; m = 1, 2, ... l}. 

Pz(cosB), indépendant de <p, est un harmonique sphérique «à 
symétrie axiale». Afin d'exprimer de façon simple l'action des opéra
teurs de rotation dans les espaces vectoriels de fonctions continues 
sur S, on les complexifie, autrement dit, on considère les fonctions 
continues sur S à valeurs dans C, et on y définit un produit scalaire 
hermitien par : 

l'élément d'aire der de S ayant pour expression en coordonnées 
polaires der = sin BdcpdB. 

Les rotations de 80(3) sont alors représentés par des opéra
teurs unitaires dans chacun des espaces Sj l ® C. 

Les exponentielles eim<p prennent la place des cos m<p et sin m<p, 
ce qui amène à faire varier le paramètre m de -l à +z. La base 
précédemment trouvée, qui n'est qu'orthogonale, est remplacée par 
la base orthonormale suivante, dont les éléments sont appelés 
les fonctions sphériques de Laplace. Cette base est canoniquement 
déterminée par le système d'axes Oxyz: 

y (B ) = (-l)m (2l + 1)1/2 ((l- m)!)l/2 
lm '<p 4II (l + m!) 

eim<pP[(cosB) pour 0 ~ m ~ l 

- (2l + 1)1/2 ((l - lml)!)l/2 
Yzm(e, cp) - 4II (l + lml)! 

eim<pprl (cos B) pour - l ~ m ~ O. 

( 2l + 1) 112 
On a : Y10 (t9, cp) 4Il Pz(cos O); (YzmlY1 1m1 ) 

= Ôzl'Ômm'' et Yzm = (-l)mYz,-m· 
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( 3 ) 1/2 
Exemples : Y 1,±1 = ± SII sinee±icp 

' 

( 15) 1/2 . 
Y 2,±1 = ± SII sine cos ee±icp, 

Y 1 ( 15 ) 1/ 2 . 2e±2i1n 2 ±2 = - - sin ..... 
' 4 2II 

Remarques : Les fonctions de Laplace comme les fonctions de 
Legendre font partie des «fonctions spéciales». On donne de ces 
dernières deux définitions. La première appelle fonction spéciale 
toute fonction numérique sur un groupe G ou un espace homogène 
G/H (ici S = S0(3)/S0(2)) qui apparaît comme coefficient Uij(g) 
des matrices U (g) d'une représentation linéaire de dimension finie 
de G. La seconde, moins sérieuse, appelle fonction spéciale toute 
fonction qui a fait l'objet d'une publication! 

L'activité mathématique, qui cherche en permanence à mieux 
«expliquer», trouve dans le domaine des fonctions spéciales un 
champ de manœuvres, riche et utile : on réussit, en effet , à 
«expliquer» les identités et formules classiques en montrant qu'elles 
ne font qu'exprimer la simple propriété: U(g' · g) = U(g')U(g). En 
particulier, la démonstration élémentaire qui va suivre peut être 
avantageusement remplacée par des considérations plus élégantes 
de théorie des groupes. 

Considérons deux systèmes d'axes (Oxyz de coordonnées po
laires e, r.p ), ( Ox' y' z' de coordonnées polaires e', r.p1). Il leur cor
respond dans .5) z ® C deux bases orthonormales de Laplace : les 
Yzm(B, r.p) et les Yzm1(0', <.p1). Si Rest la rotation qui fait passer de 
Ox'y'z' à Oxyz, elle est représentée dans .5Jz ® C par une matrice 
D, et Yzm(B,<.p) = I:Dmm' · Yzm1(01,<.p1). 

D = ID mm' 1 est unitaire par construction. Son inverse est 

-1 t - ' ' ' ' - . donc D = D, dou: Yzm1(0 ,<.p) = I:Dmm' · Yzm(B,<.p). Mais ces 
relations entre vecteurs de .5) z ® C sont des relations entre fonctions 
sur S et nous allons considérer les valeurs de ces fonctions Y en deux 
points particuliers de S définis par les vecteurs unitaires 7'1 ( ( 81, <.p1) 

dans Oxyz, (B].,r.p].) dans Ox'y'z') et r'2((B2,<.p2) et (B2,<.p2)): 

Yzm(B2, <.p2) = I: Dmm'' Yzm1(B2, <.p2), 

Yzm1(B]., r.p].) = L Dmm'' Yzm(B1, <.p1). 
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Supposons maintenant le système d'axes Ox'y' z' choisi de telle 
sorte que 7'2 soit le vecteur unitaire de Oz'. On a dans ce cas : 
02 = 0, OJ. = '"'( angle de 7'1 et 7'2. La deuxième égalité donne pour 
m' =0: 

Mais pour 02 = 0, les fonctions Ylm'(02, 'P2) sont nulles si 
m 1 -=f. 0 car Pm l (cos 0) contient sin 0 en facteur pour m -=f. O. La 
première égalité s'écrit donc : 

En reportant la valeur trouvée de Dmo dans l'égalité précédente, 
on obtient le célèbre théorème d'addition des harmoniques sphéri
ques, aux applications nombreuses, qui généralise la formule fon
damentale de la trigonométrie sphérique : 

Nous allons montrer ci-dessous comment elle permet d'obtenir 
le développement multipolaire des potentiels newtoniens. 

Considérons d'abord le potentiel exercé par une charge unité 
située en un point Mo de coordonnées sphériques (ra, Oo, <po) et 
cartésiennes (Ç, TJ, () sur un point P de coordonnées (r, 0, cp) et 
(x, y, z). 

Si R = llMoPll, 

R 2 = l IMoPI 12 = (r sin 0 cos <p - ra sin Oo cos 'Po) 2 

+ (r sinO sin<p - ra sinOo sin<po)2 + (r cosO- ra cos0o) 2 

= r2 - 2rro COS'"'(+ rô = llf'- f'oll 2 



356 Tenseurs euclidiens et pseudoeuclidiens 

où 'Y est l'angle des vecteurs (ro, r). Rappelons la formule de la 
trigonométrie sphérique : 

ro · r xÇ + YT/ + z( 
COS"(= -- = 

r · r0 rr0 

= cos (} cos Oo + sin (} sin Oo cos ( cp - cpo) 

1 1 1 
R 11

- _ [ [ 2 2 112 où l'on peut mettre soit 
r - ro (r - 2urro + r0) 

1 1 1 
- soit - en facteur en vue du développement de R suivant les 
r ro 

1 1 
puissances de - ou de -, qui s'obtient à l'aide du développement 

r ro 
du binôme: 

1 1 1 · 3 2 1 · 3 ... (2n - 1) n 
1/2 = 1 + -a+ -2 -a + · · · 2 4 2 a + · · · (1- a) 2 · 4 · ... n 

valable pour [a[ ~ 1. En posant a = 2ut - t 2 , on est assuré, puisque 
[u[ ~ 1, que [[2ut - t2[ < 1, dès que 1- J2 < t < 1, donc pour [t[ 
assez petit. D'où: 

1 1 2 J 2 = 1 + -2 (2ut - t ) + ... 
1- 2ut + t 

1·3 ... (2n-1)(2 2)n +... ut-t + ... 
2 · 4 ... 2n 

On peut chasser les parenthèses et réordonner suivant les 
puissances croissantes de t : 

1 
2 = Po(u) + P1(u)t + P2(u)t2 + ... Pn(u)tn + ... 

../1 - 2ut + t 
Le coefficient de tn est un polynôme en u de degré n et de la 

parité de n, appelé par définition le polynôme de Legendre de degré 
n, et déjà considéré ci-dessus où l'on a donné son expression due à 
Rodrigues (1816). 

1 2 Po(u) = 1; P1(u) = u; P2(u) = 2(3u -1); 

1 1 
P3(u) = 2(5u3 - 3u); P4(u) = S(35u4 - 30u2 + 3); 
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On démontre aisément, par récurrence par exemple, que les 
polynômes de Legendre s'expriment à l'aide des dérivées de la 

. 1 
fonction - : 

r 

al (1) l l! (z) - - = (-1) -Pl -
ôzl r rl+I r 

rnr8Pn(cos"() = rnr8Pn (xÇ + Y'r/ + z() est un polynôme ho-
rro 

mogène de degré n aussi bien par rapport aux variables ( x, y, z) 
qu'aux variables (Ç, rJ, () puisqu'il est symétrique par rapport à ces 
deux groupes de variables. 

1 
La fonction 1 ir - ro 11 symétrique en r et ro peut être déve-

loppée suivant les puissances der au voisinage de l'origine, sous la 
forme d'une série de polynômes harmoniques homogènes en ( x, y, z) 
convergente pour r <ra, dépendant des paramètres (Ç, rJ, () : 

1 oo rn 
Il- _ Il = I: -0-Pn(cos'Y) = I: Vn(x, y, z) 

r - ro n=O r n+ 1 

ou peut être développée «au voisinage de l'infini», suivant les 
1 

puissances de - , pour r > ro, en une série de fonctions harmoniques 
r 

homogènes en (x, y, z) : 

1 oo rn 
Il- _Il= L 0+1Pn(COS"f) = L:<I>n(x,y,z). 

r - ro n=O rn 

Considérons maintenant un ensemble fini de charges ponc
tuelles positives ou négatives : {qk en Mk}· Le potentiel qu'elles 

---+ 
exercent en un point P s'écrit, en notant rk = OMk, rk = lif'kll, 

--+ r= OP, r = llf'll: 

[ 2] 1/2 
1- 2r:COS"fk + (r:) 



358 Tenseurs euclidiens et pseudoeuclidiens 

et pour r > sup(rk) : 

-----+ 
Le vecteur 2: qé:k = 2: qkOMk est le moment du système de 

charges par rapport à O. Si la somme L qk est nulle, ce vecteur 
est indépendant du choix de l'origine et est appelé le moment --t 
dipolaire D du système de charges. Le développement du potentiel 

n. r: (--t 1) commence alors avec le terme <.P2 = ~ = - D · grad-;: . 

Calculons le terme 

1 
Les dérivées secondes de - forment la matrice de fonctions 

harmoniques R(2) : 

1 
R(2) = 5 r 

r 

3x2 - r 2 

3xy 
3xz 

3xy 
3y2 - r2 

3yz 

3xz 
3yz 

3z2 - r 2 

1 1 
de trace nulle puisque -;: est harmonique. <f>3 ( r) est égal au 6 
du produit doublement contracté du tenseur R(2) et du tenseur Q 
suivant, appelé le moment quadrupolaire des charges : 

3 2 2 xk -rk 

3XkYk 

3xkzk 

3XkYk 
3 2 2 Yk -rk 

3ykzk 

3xkzk 

3ykzk 
3 2 2 zk -rk 

Lorsque le système se réduit à deux charges opposées . -q et 
q placées respectivement en des points Mi et M2 = Mi + hü (où 

1lul1 = 1), leur potentiel en P : qh · ~ c If_ r~ _ hui I - I If~ ri l I) 
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tend vers une limite lorsqu'on fait tendre h vers zéro et q vers 
( +oo) de telle sorte que qh reste fixe égal à m. Cette limite est 
appelée le potentiel du dipole élémentaire situé en Mi de moment: 
q(r1 + hu) - qr1 = mu. Uexpression ci-dessus montre qu'il est 
obtenu en dérivant relativement au vecteur mu et à la variable r1 

1 
la fonction I If_ ri l I. C'est l'opposé de la dérivée par rapport à la 

variable r. On a donc pour ce potentiel l'expression : 

-D(r)_ 1 _ -( _. '7)(r) 1 
Il - -11- mu v llr--r-111 mu r - r1 

En particulier le potentiel d'un dipole de moment m situé à 

l'origine est -Dm,(~). Sim est le vecteur unitaire de l'axe Oz, 

, '7 l_P1(cost1) 
c est - v z - - 2 . 

r r 
On peut ainsi considérer que par l'application de p opérateurs 

1 
de dérivation à l'origine: (-l)PDm, Dm, 1 ... Dm,1 à la fonction-, 

P p- r 
on obtient une fonction harmonique représentant le potentiel d'un 
multipole élémentaire d'ordre p, placé à l'origine, de multimoment 
(mi, m2, ... mp)· 

La disposition des moments m1, ... mp détermine les propriétés 
de symétrie du multipole et de son potentiel. Les applications font 

8 
souvent usage des opérateurs de dérivations complexes : V'± = âx 

â 1 
± i!:l. On obtient ainsi par un calcul simple : (-l)P+q'V'~ V'Ï-

uy r 

= .rp}q+I q!e±ip<pp~+q(cost1) qui fournit un exemple de potentiel 

d'un multipole d'ordre p + q. 
1 

Revenons au développement de Legendre du potentiel 11 r - ro 11 

exercé par une charge unité placée en Mo(ro; Bo; <po) en un point 
P(r; 11; <p). 

La formule d'addition des harmoniques sphériques permet de 
séparer dans ce développement la dépendance de Mo de celle de P 



360 Tenseurs euclidiens et pseudoeuclidiens 

en écrivant pour r > 0 : 

1 rl 
-llT---ro-11 = L rl~I P1(cos'I') 

4II +1 - z 1 
= I: 2z + 1 ( L Yzm(eo, <po)ro Yzm(e; r.p) · l+I. 

l m=-l r 

Etant donnée une distribution de charges de densité p dans 
un domaine intérieur à une sphère de centre 0 et de rayon a, on 
peut développer la fonction potentiel <I> ( r) pour r > a en utilisant 
l'expression précédente. 

Soit Qzm = fYzm(O,cp)r1p(r,(),cp)r2 sine drd()dr.p. C'est le 
moment multipolaire de la distribution de charges, de type (lm). 
Le développement du potentiel obtenu : 

... j p(r0)dwo oo 4II ( +z ) 1 
<I>(r) = Il""' - ... Il = L l + 1 L Qzm Yzm(B, cp) l+I r ro n=O m=-l r 

donne une expression du comportement angulaire des termes du 
développement de Taylor en fonctions harmoniques homogènes : 

<I>(r) = <I>1 (x, y, z) + ... <I>n(x, y, z) + ... 

<I>1 (r) = ~ fp(ro)dwo = M où M est la somme des charges 
r r 

<I>2 ( r) = up Wo Wodwo) . ~ = - n . gra<l ~ où le vecteur n est 
r r 

le potentiel dipolaire de la distribution. 
Plus généralement, <I>n (r) est à un facteur numérique près 

le contracté sur tous les indices d'un tenseur symétrique M(n) 
appelé potentiel multipolaire d'ordre n, avec le champ de tenseurs 

1 
symétriques E(n) que forment les dérivées d'ordre n de-:;: dont toutes 

1 
les traces sont nulles ( - est harmonique) : 

r 

(E . . . a a a (i) 
(n)il i2 ... in = ~ ~ ... ~ - . 

uxi1 uxi2 uxin r 
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Il en résulte que toute distribution de charges peut être rem
placée par un ensemble de multipoles placées en un point 0 qui 
donne le même potentiel pour r assez grand. 

Vll.12 - Orientation des espaces pseudoeuclidiens. Relativité res
treinte 

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n muni d'une 
forme quadratique q non-dégénérée. On distingue dans E les sous
espaces F strictement positifs pour lesquels q(x) > 0 quel que 
soit le vecteur x non nul de F, strictement négatifs : q(x) < 
O\fx i=- 0 E F, isotropes, ou singuliers, si la restriction qp de q 
à F est dégénérée, totalement isotropes, ou totalement singuliers 
si qp = O. On démontre immédiatement que les sous-espaces 
strictement positifs maximaux P ont tous la même dimension r, 
et que les sous-espaces strictement négatifs maximaux ont tous la 
même dimension s. (r, s) est l'indice de (E, q) avec r + s = n, 
et dans ce paragraphe, on suppose r et s tous deux non nuls : 
(E, q) est l'espace pseudoeuclidien Er,3· Soit g(x, y) = (xly) = 
1 
2{q(x +y) - q(x) - q(y)} la forme bilinéaire symétrique associée à 

q. Elle est non-dégénérée et définit le produit scalaire des vecteurs 
de (E, q). 

Si x1, x2, ... Xp sont p vecteurs de E on appelle indicateur 
E(xi,x2, ... xp) le signe du déterminant détl(xilxj)I si celui-ci 
est non nul. Puisque détl(xilxj)I = (xi/\ x2 /\ .. . xplx1 /\ x2 /\ 
... xp) ce signe ne dépend que du p-vecteur xi /\ x2 /\ ... Xp. 
En particulier l'indicateur d'un vecteur régulier x est E( x) = 
signe q(x). Lorsque le déterminant détl(xilxj)I est nul, on pose 
E(x1,x2, .. . xp) =O. Si maintenant xi,x2, ... xp sont p vecteurs 
linéairement indépendants de E formant une base d'un sous-espace 
F, toute autre base de F est l'image de cette dernière par un 
automorphisme a de F et l'on a(§ II.3) : 

détl ( axilaxj) 1 = ( dét a) 2détl (xi lxj) !-

Ainsi le déterminant détl(xilxj)I est non nul et de même signe 
pour toutes les bases de F si F est régulier (qlF non-dégénérée). 
L'indicateur de Fest alors E(F) =signe détl(xilxj)I. 
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Le déterminant détl(xilxj)I est nul si et seulement si le sous
espace Fest singulier. On pose alors i::(F) =O. 

q ( x) est le « carré scalaire de x » et la « longueur » de x est 

llxll = (i::(x)q(x))112. 
De même détl(xilxj )1 est appelé le carré scalaire de xi, x2, ... Xp 

et le «volume» de ces p vecteurs est v(xi, x2, ... xp) = l lx1 /\ x2 /\ 

... xpll = (i::(xi,x2, ... xp)détl(xilxj)l)112. 
Une base e = (el, e2, ... en) de (E, q) est dite orthonormale 

siq(ej) = +lou-1,standardsiq(ej) = lpourj = 1,2, ... r 
et q(ek) = -1 pour k = r + 1, ... n. Il faut bien prendre garde 
à ce que, dans une base standard, les composantes covariantes Xj 
d'un vecteur x sont : Xj = xj pour j = 1, 2, ... r, Xj = -xj pour 
j = r + 1, ... net le produit scalaire s'écrit : 

(xly) = 'É xjyj - f: xkyk = 2:, xjyj 
j=l k=r+l 

Dans une base quelconque e de E, on note 9ij = g(ei, ej) = (eilej), 
G la matrice l9ijl et g = dét G. Le produit scalaire de deux 
vecteurs xy, s'écrit matriciellement dans e : g(x, y) =t XGY. Si 
maintenant X désigne la matrice n x n des composantes de n 
vecteurs xi,x2, ... Xn on a: v(x1,x2, ... xp) = l91 112ldétXI. 

Le groupe d'automorphismes de Er,s est le groupe orthogonal 
O(r, s ). 0(1, 3) est plus particulièrement appelé groupe de Lorentz. 

Soit No un sous-espace strictement négatif maximal, par exem
ple le sous-espace ayant pour base les s derniers vecteurs er+ 1, ... en 
d'une base standard de Er,s· Tout sous-espace strictement positif 
maximal Pest un supplémentaire de No puisque P n No= {O} et 
dim P + dim No = n. En particulier : Po = N ~. La projection II de 
P sur Po parallèlement à No projette P orthogonalement sur Po et 
est bijective. En effet, on a x - IIx E No, d'où q(x - IIx) ::;;; O. 
Si Ilx = 0, q(x) ::;;; 0 et x = O. Le choix d'une orientation de 
Po, par exemple définie par la base orthonormale (e1,e2, ... er) 

-1 -1 
détermine sur chaque P au moyen de la base (TI ei, ... TI er) une 
orientation canonique. De la même façon l'orientation de No déter
minée par la base (er+l, ... en) définit une orientation canonique 
des sous-espaces strictement négatifs maximaux. On a ainsi défini 
une « orientation complète » de Er,s : orientation cohérente de tous 
les sous-espaces strictement positifs ou négatifs maximaux. 
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Soient maintenant u un automorphisme quadratique de Er,s 
(u E O(r, s)), U sa matrice dans la base standard e. Les vec
teurs ( ue1, ue2, ... uer) forment une base orthonormale du sous
espace strictement positif maximal P = u(Po), image de Po, les 
vecteurs (uer+l, ... uen) une base orthonormale de N = u(No). 
La sous-matrice Ur que forment les r premières lignes et les r 
premières colonnes de U est la matrice des composantes relati
vement à ( ei, e2, ... er) des vecteurs projections orthogonales sur 
Po: IIu(ei), ... ,IIu(er)-

Puisque II est bijective, ils sont linéairement indépendants. 
Dét Ur est non nul, et son signe indique l'orientation relative de 
(ei, ... er) et (IIu(ei), ... IIu(er)), donc la propriété pour u de 
conserver ou non l'orientation des sous-espaces positifs maximaux. 
Un raisonnement analogue vaut pour la sous-matrice Us de U que 
forment les s dernières lignes et les s dernières colonnes. Le signe 
de détUi indique si u conserve ou non l'orientation des sous-espaces 
strictement négatifs maximaux. On en déduit aisément (cf DR) que 
lorsque rets sont non nuls, O(r, s) se scinde en quatre morceaux 
connexes que l'on peut indexer par: ( ++),sous-groupe connexe des 
rotations propres R(r, s) = O++(r, s) conservant les orientations 
des sous-espaces strictement positifs et négatifs maximaux, ( +-), 
(-+)et(--). 

L'espace temps de la r~lativité restreinte, ou espace de Min
kowski est l'espace affine Ei 3 associé à l'espace pseudoeuclidien 
Ei 3. Choisissant un point 0 ~t un repère standard S d'origine 0, la 
métrique s'exprime dans S par q(x) = (x0)2 - (xl )2 - (x2)2 - (x3)2. 
On décide que0 relativement à S, x1, x2, x3 sont les coordonnées d'es
pace et que x = et, où c est la vitesse de la lumière et t le temps 
mesuré dans S : x0 a bien la dimension d'une longueur. Il est clair 
qu'en ce qui concerne les phénomènes mécaniques terrestres, la co
ordonnée x 0 est, en valeur numérique, démesurément supérieure 
aux trois autres. Il n'en est plus de même dans les phénomènes 
électromagnétiques. 

Dans Ei,3, les droites strictement positives sont les «droites 
de temps». Leur orientation commune est l'orientation du temps. 
Les droites strictement négatives sont les «droites d'espace». Une 
orientation cohérente des sous-espaces strictement négatifs maxi
maux, de dimension trois, est une orientation de l'espace. 

Soient G la matrice diagonale (1, -1, -1, -1), X et Y les ma
trices colonnes des composantes de x, y dans un repère standard de 
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Ei,3· Le produit scalaire s'écrit (x[y) =t XGY. Une matrice L ap
partient au groupe de Lorentz 0(1, 3) si et seulemnt si tLGL = G, 

-i 
d'où L = GtLG et détL = ±1. Si l'on écrit : 

Loo L10 L20 L3o 

L= Ln L2i L3i 
Li2 L22 L32 
Li3 L23 L33 

les vecteurs colonnes sont les images des vecteurs de base. D'où, en 
particulier LÔo - LÔi - L62 - L63 = 1. Il en résulte que [Loo[ ;?: 1. 
Les quatre morceaux connexes de 0(1, 3) peuvent être caractérisés 
par Loo et dét L, soit en utilisant la notation des physiciens : une 
flèche pour l'orientation du temps, ±pour le déterminant : 

L~: Loo;?: 1, détL = +1; L~: Loo;?: 1, détL = -1, 

Li: Loo~ -1, détL = +1; L~ ~ -1; détL = -1. 

Une matrice .C appartient à l'algèbre de Lie de 0(1, 3) si et 
seulement si t .CG+ G.C = 0, ou t(G.C) = -G.C et 

0 

,e = .Coi 
.Co2 
.Co3 

.Coi .Co2 .Co3 

0 .Ci2 -.Ci3 
.Ci2 0 -.C23 
.c i3 .C23 0 

Le groupe 0(1, 3) est donc de dimension 6, son algèbre de Lie 
ayant six générateurs linéairement indépendants. 

Remarque: Il est bien connu (DR) que Ei,3 peut être représenté 
comme l'espace vectoriel réel .5) des matrices hermitiennes d'ordre 
2 par: 

1 

xo + x3 xi - ix2 I 

x --t X= i +. 2 o 3 avec q(x) = détX. 
X '/,X X - X 

Les matrices complexes 2 x 2 de déterminant + 1 forment 
le groupe 81(2; C) et opèrent dans .5). Si A E 81(2; C), X E 

5J --t A(X) = Axt A et dét A(X) = dét X. On obtient ainsi un 
homomorphisme du groupe 81(2; C), qui est connexe et simplement 
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connexe sur le groupe Li des rotations propres de Lorentz. Le 
noyau est formé de 1 et -1 et 81(2; C) est ainsi le revêtement 

universel de Li. 
Un couple (0, eo) formé d'un point 0 de Ei,3 et d'un vecteur 

unitaire, eo : q(eo) = +1, orienté dans le sens des temps positifs 
détermine une séparation des coordonnées d'espace et de temps, 
l'espace E3 associé étant e~. (0, eo) peut être appelé un observateur 
instantané de l'espace-temps. 

Le groupe d'invariance des phénomènes physiques en relativité 
restreinte (imposé par les équations de Maxwell) est le groupe de 
Poincaré formé par l'extension du groupe des rotations propres 

de Lorentz Li par les translations de l'espace affine Ei,3· Ni le 
temps, ni les longueurs, ni la simultanéité (égalité des coordonnées 
x0) ne sont des invariants : ils dépendent du repère où on les 
évalue. Le seul invariant métrique est le carré de l'intervalle de 
temps propre entre deux points Mo, Mi (ou évènements) de l'espace 

1 
temps: r 2 = 2 q(Mi - Mo), qui, dans un repère standard, a pour 

c 
expression : 

. 1 
soit: Âr2 = t:J,,,.t2 - 2 t:J,,.r2 

c 
Si dans le repère S, Mo et Mi occupent le même point« d'espace» 

au cour~ du temps, ÂT = Ât. Il faut bien voir que dans l'espace
temps Ei 3, la coordonnée de temps n'est pas statique : le temps 
est consta'mment croissant. Un point M de l'espace-temps doit donc 
toujours être considéré comme «en mouvement». Dans un repère 
standard S, il possède une vitesse (relative à S) v de composantes 

( dx dy dz) 
dt , dt , dt et la différentielle du temps propre le long de la tra-

jectofre de M est dT = ( 1 - :~) 112 
dt. La vitesse v ne peut donc 

jamais dépasser la vitesse c de la lumière dans le vide et le facteur 

-0,1 = ( 1 - ~ )'12 
est < 1 si v f O. 
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Or, on a vu que dT est la différentielle dt' du temps le long de 
la trajectoire de M mesuré dans un repère S' où M occupe le même 
point d'espace, c'est-à-dire dans un repère S' qui suit le mouvement 

de M. On a donc dt' = --:Y1 dt < dt si v =f. O. C'est le phénomène de 
la dilatation du temps : si S' est en mouvement par rapport à S, le 
temps en un point d'espace fixe de S' s'écoule plus lentement que le 
temps décrivant le mouvement de M vu de S. 

Le calcul classique de la cinématique relativiste est le suivant. 
Soit S' un repère de E1 3 en mouvement rectiligne uniforme par 
rapport au repère S ave~ une vitesse v. Supposons la coïncidence 
des origines 0 et 0 1 de S et S' comme évènement origine. Sup
posons également que les axes en soient choisis de telle sorte que 
Ox2 , 0 1 x12 d'une part, Ox3, O' x'3 d'autre part, restent parallèles. 
La transformation du groupe de Poincaré qui fait passer de S à S' 
est, puisque O' = 0 lorsque toutes les coordonnées sont nulles, une 
transformation de Lorentz de l'espace quadratique S. 

Elle s'écrit : x'2 = x2 ; x'3 = x3, et, pour les variables x0 et 
x1, est une rotation de Lorentz du plan des axes ( Ox0 , Ox1). Or, 
avec la métrique induite q(x) = (x0)2 - (x1)2, ce plan est un plan 
hyperbolique (cf DR) et une transformation de Lorentz de ce plan 
est une rotation hyperbolique. Une telle rotation de l'angle ( -<p) 
autour de 0 s'écrit: 

La transformation réciproque est la rotation hyperbolique d'an
gle ( +1.p) : 

{ x'1 = x'1ch <p + x10sh <p 
x10 = x'1sh <p + x10ch <p · 

Dans le repère S, la trajectoire de O' a pour équation x'1 = 0 
soit 

{ x1 = x = x'0sh <p = et' sh <p 
x0 = et = x10ch <p = et' ch <p 

d'où t = t' ch <p et x = ctTh <p. 
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Sa vitesse est v = ~~ = cTh <p. En exprimant les fonctions 

hyperboliques de <p à l'aide de v, on obtient : 

Th<p = ~; ch<p = ( 1-~r1/2 =-y; sh<p ='Y~ 
ce qui donne :finalement pour la transformation de Lorentz de S à 
S' des coordonnées t, x, les expressions : 

x' = (x - vt)'Y; t' = (t - x ~)'Y· 
Une conséquence est que, si MiM2 est un segment fixe de l'axe 

des x' dans S' de longueur l' = x~ - xi, sa mesure l dans le repère 
S est liée à l1 par : 

l' = x~ - xi = (x2 - x1h = ["(. 

Ainsi l = l'"f-I < l'. C'est la «contraction de Lorentz». 
Les dilatations du temps et contractions des longueurs ne doi

vent pas être considérés comme des phénomènes matériels. Elle 
reflètent simplement le changement de la mesure du temps et des 
longueurs qui résulte du mouvement du repère, et manifestent, par 
là même, qu'en relativité restreinte, ni le temps ni les longueurs ne 
sont des invariants absolus. 

Remarquons que si l'on n'a pas la coïncidence des origines 0 
et O' des repères lorsque toutes les coordonnées sont nulles, la 
transformation de Poincaré qui fait passer de S à S' s'obtient en 
ajoutant à la rotation de Lorentz une translation. Si maintenant 
S" est un repère en mouvement rectiligne uniforme de vitesse u 
relativement à S' dont les axes 0 11 x"2 et 0 11 x"3 restent parallèles 
à O' x'2, O' x'3 et O' x'3 , Ox3 , la transformation de Poincaré faisant 
passer de S' à S" est somme d'une translation et d'une rotation 
hyperbolique du plan ( x0 , x 1) caractérisés par un angle ( -1/J) avec 
u 
- = Th 'ljJ. La rotation hyperbolique associée à la transformation 
c 
de S à S" a pour angle - ( <p + 'ljJ). La vitesse V de translation de 
S" par rapport à S est alors donnée par la formule d'addition des 
angles pour les tangentes hyperboliques : 

V = Th ( 'ljJ) = Th <p + Th 'ljJ 
c <p + 1 + Th <p • Th 'ljJ ' 
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et l'on obtient la formule de composition des vitesses parallèles en 
relativité restreinte. 

V = u+v 
UV· 

1 + c2 

En particulier, l'addition à la vitesse de la lumière u = c d'une 
vitesse de translation quelconque v redonne toujours c : 

c+v 
-~cv- = c quel que soit v. 
1 + c2 

Autrement dit, si une particule est animée d'une vitesse c 
relativement à un repère, elle possède la même vitesse c dans 
n'importe quel autre repère en mouvement par rapport au premier. 

La vitesse relative v d'un point M de coordonnées 
(x0 = et, x, y, z) dans un repère standard S de l'espace-temps, 

dx dy dz 
a pour composantes dans S : dt , dt , dt . Même en y ajoutant 

dx0 
c = dt' ces composantes ne sont pas celles d'un vecteur d'après 

ce qui précède. 
Pour associer au point M de l'espace-temps une vitesse relati

viste il faut faire intervenir le temps propre T, qui est invariant, 
soit: 

(
dx0 dx 1 dx2 dx3 ) dt 

V = dT ' dT ' dT ' dT = ( c, V) dT = ( c, V h = ( C')'' V')') 

V est un vecteur tangent en M à sa trajectoire d'espace-temps de 
« longueur » fixe : 

En effet: q(V) = llVll2 = (dx0)2 - (d;lt _ (dx2)2 = c2 

Il en résulte que : 0 = d~ l IVI 12 = :T (VIV) = 2 (a; Jv). 
dV 

L'accélération relativiste dT est orthogonale (pour la métrique 

de Minkowski à la vitesse relativiste V. 
Il n'a été question jusqu'à présent que de cinématique. Une 

dynamique relativiste doit clarifier la notion de masse ainsi que son 
comportement par changement de repère. Une démarche classique 
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consiste à les déduire de l'électrodynamique à partir de l'action de 
la force de Lorentz sur une masse ponctuelle chargée. 

Mais de façon plus élémentaire, le choc élastique de deux 
particules permet, grâce à la conservation du moment, de définir 
le rapport de leurs masses à l'aide de vitesses. On peut ainsi partir 
de la notion de masse au repos mo d'une particule. Lorsque celle-ci 
est animée d'une vitesse v relativement au repère S son « moment 
relativiste» a pour expression dans S : P = mo V = ( mo')'c, mo')'v) ; 
mo étant un scalaire, P est un vecteur et JJPJJ 2 = m6c2. La 
composante d'espace de P dans le repère S est le moment de 
la mécanique classique : p = mo')'V = mv. Il en résulte de 
cette dernière expression que la mesure m de la masse d'une 
particule dans un repère S dépend de la vitesse v de cette particule 
relativement à S : 

m tend vers l'infini lorsque v tend vers c. 
La force relativiste agissant sur la particule est : 

où f est la force classique. En exprimant l'orthogonalité de F et de 
V= (c, v)'Y, on obtient: 

dm 2 
dt C - f ·V= Ü. 

Or f · v représente le travail accompli par la force f pendant le 
mouvement. Uaugmentation de l'énergie de la particule entre ti et 
t2 est donc ftt12 f · v = m2c2 - m1 c2. 

Cela conduit à associer à une particule son énergie interne 
Eo = moc2 . Son énergie totale E lorsqu'elle est en mouvement 
est la somme de son énergie cinétique T et de son énergie interne, 
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soit: E = mc2 = T + moc2. D'où: 

moc2 2 1 2 v4 
T = ( v2 ) 112 - moc = 2mov +(termes en c2 ). 

1- c2 

Le vecteur moment relativiste P = (me, mv) peut ainsi être 

écrit P = ( ~, p) et être légitimement appelé vecteur de moment

énergie. C'est cette expression qui est la définition générale du 
moment d'une particule en relativité. En effet, dans le cas d'un 
photon, la masse est nulle mais non l'énergie, et son moment se 

E 
réduit à P = - . La mécanique quantique prescrit à un photon de 

c 
fréquence v une énergie égale à hv, où h est la constante de Planck. 

hv 
Le moment d'un tel photon a donc pour valeur - . (Rappelons les 

c 
-1 -1 

formules de dimensions, d'une vitesse L T , d'un moment, ML T , 
-2 -2 

d'une force ML T , d'une énergie ML2 T ). 
La conservation du moment relativiste, parfaitement vérifiée 

par l'expérience, recouvre ainsi la conservation classique du mo
ment cinétique et la conservation de l'énergie. 

L'augmentation des contraintes imposées aux lois de la phy
sique par un plus grand groupe de symétrie, le groupe de Poin
caré, qui prend la place du groupe de Galilée, a un effet à la fois 
de simplification et de coordination. En particulier, l'ensemble des 
énergies présentes sous toutes les formes : champs, radiations, ten
sions, pressions, énergie cinétique, matière, etc ... , à l'exclusion de 
la gravitation est exprimée par un tenseur symétrique du second 
ordre T. T est le « stress-energy tenson>, désigné en français de di
verses façons : tenseur d'impulsion-énergie, de moment-énergie, ou 
simplement d'énergie. C'est ce tenseur qui en relativité générale 
C§ IX.10) forme le second membre de l'équation d'Einstein, qui 
consiste à l'égaler à un tenseur géométrique de courbure G : G = 
1 
-T. L'essence de la théorie est que la distribution de l'éner-
87r 
gie représentée par T détermine la métrique de l'espace par l'in-
termédiaire de sa courbure qui, elle, est l'expression du champ de 
gravitation. L'énergie gravitationnelle est donc fondamentalement 
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séparée et distinguée des autres formes d'énergie. Il en résulte en 
particulier qu'on n'a pas en relativité générale de notion raisonnable 
de densité d'énergie gravitationnelle (en gravitation newtonnienne, 

1 
celle-ci a pour valeur S7r lgrad<I>l2 où <I> est le potentiel). 

Exemples classiques de tenseurs d'énergie : 

1) d'énergie purement cinétique. On considère un fluide de den
sité au repos PO où les interactions entre particules, en particulier 
la pression sont négligeables. Si u est la vitesse relativiste du fluide 
en un point de l'espace-temps, le tenseur d'énergie est T = pou®u. 
Il a pour composantes dans un repère quelconque : Tij = pouiuj. 
Dans un repère standard (et, x, y, z) on a : 

( dxo ) 2 
( dt ) 2 Too = PO dT = POC2 dT = POC2,,t2 = pc2, 

p = Po'Y2 est la densité relativiste. Les volumes étant comme les 

longueurs, contractés dans le sens de la vitesse par un facteur --:Y1 

et les masses augmentées par un facteur 'Y, la densité se trouve 
augmentée par un facteur "(2 et TOO = pc2 est la densité d'énergie 
associée à la masse. Ce résultat, est général : pour tout tenseur 
d'énergie T, T 00 est la densité de masse-énergie : 

0 . ·o 0 · dx dxJ 2 . . 
T1 = T J =Po--= poc'Y vJ = cpv1 . 

dT dT 

Les yOj, j = 1, 2, 3 forment la densité de moment cinétique 
multipliée par c. 

2) d'un fluide parfait dont la pression est notée 7r : 

T = (p + 7r)u ® u + 1!"9 (où g est le tenseur métrique). 

3) nous examinerons dans le paragraphe suivant le tenseur 
d'énergie du champ électromagnétique. 

La conservation de l'énergie s'exprime dans un repère standard 

pour un tenseur d'énergie T : div T 0 = I:: T 0
1
.i = I:: ~ TOi = O. 

i axi 
Dans le cas du tenseur 1) ci-dessus, cette équation est l'équation 

de continuité d'Euler de conservation de la masse : : + "9" · pv = O. 
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Vll.13 - Les équations de Maxwell 

Dans un repère standard d'espace-temps, qui sépare donc la 
variable de temps des variables d'espace, les phénomènes électro
magnétiques sont décrits : a) dans le vide, par deux champs de vec
teurs : E, B, électrique et magnétique : b) en présence de matière 
par quatre champs de vecteurs E, B, H, D. Les équations de Max
well expriment leurs relations mutuelles. Si ces équations sont par
faitement adaptées aux calculs, qui se font toujours avec des com
posantes, leur signification physique profonde ne devient manifeste 
que si on les écrit sous forme tensorielle, et elles apparaissent alors 
comme des relations entre les composantes d'un même tenseur. 
On peut mieux encore, les exprimer à l'aide de formes différen
tielles extérieures. C'est le but de ce paragraphe. Observons d'abord 
que les équations de Maxwell peuvent être écrites dans différents 
systèmes d'unités, ce qui fait apparaître ou disparaître des coef
ficients numériques. Nous utiliserons le système d'unités le plus 
courant, dit d'unités Gaussiennes. C'est le système CGS auquel on 
adjoint la condition que le coefficient numérique de la loi de Cou
lomb soit égal à un. Ce choix a l'inconvénient de détruire les dimen
sions des diverses grandeurs physiques en référence à un système 
d'unités indépendantes (voir A. Sommerfeld, Electrodynamics, Aca
demic Press 1952, et « J .D. Jackson, Classical Electrodynamics, Wi
ley 1975 », l'«Appendix on Units and Dimensions»). Nous rappelle
rons d'abord rapidement l'origine et la formation des équations de 
Maxwell. 1 

La loi élémentaire de Coulomb en 2 d'attraction ou de répul-
r 

sion, des charges électriques ponctuelles, a pour conséquence : a) la 
définition du champ électrique E exercé en un point par une distri
bution de charges de densité p, b) le théorème de Gauss : le flux du 
champ E à travers une surface fermée est égal à la charge totale 
contenue dans le volume limité par la surface multipliée par 41r. 

L'expression différentielle du théorème de Gauss s'écrit : 
V · E = div E = 47rp. C'est la première équation de Maxwell pour 
des charges situées dans le vide. La présence de matière complique 
la situation comme on va le voir. Alors que, dans un conducteur, 
des charges électriques peuvent se déplacer librement (électrons de 
conduction, ions dans un électrolyte), dans un isolant ou diélectri
que, les charges électriques contenues dans ses atomes sont liées et 
ne peuvent effectuer que de très faibles déplacements sous l'action 
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d'un champ électrique. Ces déplacements provoquent l'apparition 
d'un champ de dipoles électriques à l'intérieur de l'isolant. Il peut 
aussi se faire que les molécules d'un corps isolant soient des dipoles 
électriques naturels en raison de la répartition de leurs charges. 
Ces dipoles sont disposés de façon aléatoire en l'absence d'un champ 
extérieur et s'orientent par un phénomène analogue à l'aimantation 
sous l'action d'un champ électrique. L'apparition de dipoles électri
ques orientés de façon cohérente est appelée polarisation. Elles se 
décrit par un champ de vecteurs p : p est la densité de moment 
des dipoles. La relation entre p et le champ électrique E causant 
la polarisation est généralement une relation de proportionnalité : 
p = xE où X est la susceptibilité électrique de l'isolant, mais X peut 
dans certains cas être un opérateur linéaire. 

Or, un dipole élémentaire de moment p situé en un point 0 
1 

détermine, en un point M, un potentiel <p = p · grad- où r = JOMJ. 
r 

Le champ de moments dipolaires p détermine ainsi un potentiel 

<I> = f v (iJ · grad ~) dv (V : volume de l'isolant). 

Cette intégrale se transforme, vue l'égalité : 

- d 1 d" p 1 d" -p · gra - = iv- - - ivp 
r r r 

et le théorème de Gauss, en : 

1 j)n j divjJ 
<I> = -dŒ - --dv (S surface limitant V). 

S r v r 

Cette expression du potentiel signifie que la polarisation d'un 
diélectrique fait apparaître sur sa surface des charges ayant une 
densité superficielle égale à w = p . n et des charges volumiques 
ayant une densité Pp = -divp dans V, prédiction mathématique 
confirmée par l'expérience. 

A l'intérieur d'un isolant on a donc : 

divE = 4II(p +Pp)= 4IIp - 4II div p. 
Alors que E est lié à toutes les charges y compris celles qui sont 

induites par la polarisation, le vecteur D = E + 4Ilp ne dépend que 
des vraies charges : 

\7 · D = div D = 4Ilp 1 (lois de Coulomb et de Gauss). 
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D est le vecteur déplacement électrique et l'équation précédente est 
la première équation de Maxwell en présence de matière. Elle est 
aussi valable à la surface d'un diélectrique, la composante normale 
de D étant continue lorsqu'on traverse cette surface. 

Lorsque le champ électrique E est variable, la polarisation 
l'est aussi et il en résulte un courant de polarisation. Un calcul 

simple montre que sa densité est : . Ce courant est généralement 

négligeable. 
Des circuits portant des courants électriques agissent l'un sur 

l'autre. La force que peut exercer un circuit déterminé en un point 
M se manifeste par un champ de vecteurs B appelé induction 
magnétique. On a pour calculer B une expression différentielle (loi 
de Biot et Savart) qu'il suffit ensuite d'intégrer : un élément de 
courant Ids en P produit une induction élémentaire dB en M avec 
~ -----7 Idsxr .. 1 . 
r = PM donné par : dB = - --3-. C'est aussi une 101 en 2 mais le 

c r r 
champ est ici orthogonal au plan ( ds, r). (Rappelons la convention 

-----7 

usuelle : le vecteur r = PM est toujours dirigé de la source en 
P(Ids) vers le point d'observation M). 

L'expression générale de l'induction magnétique déterminée en 
un point Mo par une densité de courant J est alors : 

1/ r -----7 B = - J(P) X 3dvp (r = PMo). 
c r 

r (xo - X YO - y zo - z) Or le champ de vecteurs 3 = 3 , --3-, --3- s'écrit 
r r r r 

( â ( 1) â ( 1) â ( 1 ) ) 1 ,. , - -- - , -- - , - - = -grad0 - et lmtegrale se 
âxo r âyo r âzo r r 

transforme en : 

1 J 1 1 J J(P) B = - (grad0 - x J(P))dv = -roto --dv = rotoA. 
c r c r 

1 J(r) 
Le champ de vecteurs A = - J --dv, dont Best le rotationnel, 

c r 
est appelé le potentiel vecteur d'induction magnétique. 

Puisque B est un rotationnel, on a J V' · B = div B = 0 1. C'est la 
deuxième équation de Maxwell. 
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Sur un courant stable d'intensité I parcourant la courbe fermée 
I ..... ---+ 

r' la force a pour expression : F = - f ds X B soit aussi : 
c 

I ..... ---+ 
dF = -ds x B. 

c 
Il en résulte que sur une particule de charge q animée d'une vi-

tesse v l'action électromagnétique provenant d'un champ électrique 
E et d'une induction magnétique B est une force, dite de Lorentz 
égale à: 

F = q ( E + ~v x B) . 
Si l'on déplace un circuit conducteur r où ne passe initiale

ment aucun courant, dans un champ d'induction magnétique B, 
chaque électron mobile du circuit conducteur subit ainsi une force 

e 
F = -v x B qui le met en mouvement et détermine un courant 

c 
1 ..... 

électrique. La force électromagnétique est - fr ( v x B) · ds intégrale 
c 

1 â 
qu'une transformation simple montre être égale à - ~ ât h:, B · ndO" 

où f "L, B . ndO" est le flux du champ B à travers une surface L de 
bord r. En interprétant la création d'un courant dans r par celle 
d'un champ électrique E qui l'induit on aboutit à la loi d'induction 

de Faraday : fr E · d~ = - ~ f "L, ~~ ndO" dont la forme différentielle 

déduite par le théorème de Stokes s'écrit: 

1 V' x E ~ rotE ~ -~~ 1 (Io; de Faraday). 

C'est la troisième équation de Maxwell. 
On peut aisément résoudre cette équation en E en y remplaçant 

B par le rotationnel du potentiel vecteur d'induction magnétique A, 

( lâA) lâA 
ce qui donne rot ~8t = 0, et E = -~8t - grad Q, où Q est 

le potentiel résultant des charges électriques. 
Nous arrivons maintenant à la plus difficile et aussi la plus 

ingénieuse des équations de Maxwell. Son point de départ, qui n'est 
valable que dans la situation statique et en l'absence de matière 
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magnétisable est la formule d'Ampère. Une démonstration élégante 
de cette formule s'appuie sur des considérations géométriques. On 
sait que l'angle solide (orienté) 80. d'où l'on voit d'un point M un 
élément de surface 8a situé en P, orienté par le choix d'un vecteur 
unitaire normal n, est la mesure algébrique de l'aire orientée 
découpée sur la sphère unité de centre M par le cône d'origine M 
s'appuyant sur 8a : 

----+ 
Si nous maintenons notre convention pour le vecteur r = PM 

dirigé de la source P vers le point d'observation M : 

L'angle solide d'où l'on voit d'un point M une surface S orientée, 
ne contenant pas M, ayant pour bord une courbe r est : 

0, = - { 1
3 (f · n)8a = { (gradM~) · n8ap. ls r ls r 

Si S' est une autre surface orientée de bord r pouvant se 
déduire de S par déformation continue sans rencontrer M, elle 

1 1 1 
donne la même valeur de n puisque div grad- = ~ - = 0 ( - est 

r r r 
harmonique). Si au contraire elle traverse M dans sa déformation, 
O. subit une discontinuité de ±4II. S étant fixée, O. est une fonction 
de M continue et différentiable dans tout l'espace moins S dont nous 
allons calculer la différentielle dO. = grad O. · dü. Or, déplacer M de 
d-;_ est équivalent pour n à déplacer S, donc r, de ( -d-;_) ; r et f-d-;_ 
forment le bord d'un «ruban» R dont l'élément de surface orienté 
est (-d-;_) X d"""s, où d"""s est l'élément d'arc orienté de f. D'où: 

hl - - - frd"""sxr dO. = 3 r · (du x ds) = du · --3 -Rr r r 

d"""s X f . 
et grad n = fr --3-, qui est un champ de vecteurs défim dans 

r 
tout l'espace moins r. 

Si l'on a maintenant un courant électrique stable d'intensité 1 
parcourant f dans le sens positif, la loi de Biot et Savart ci-dessus 
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donne pour son induction magnétique en M : 

Ifrdsxr I BM = - -- = -gradn. 
c r r 3 c 

On voit donc que Best, en dehors der, un champ de gradients 
-I 

et dérive d'un potentiel scalaire <I> = -n qui est une fonction 
c 

multivalente. En effet si l'on calcule la circulation du vecteur B le 
-+ ..... I ..... I 

long d'une courbe C : fc B · dl = - fc grad n · dl = - fc dü et 
c c 

si la courbe C entoure une fois la courbe r dans le sens positif, on 
obtient: 

1-+ ..... I 
B ·dl= -4IL 

c c 

C'est la formule (intégrale) d'Ampère dont l'expression différen
tielle obtenue en remplaçant l'intégrale curviligne par une intégrale 
de surface étendue à une surface I: bordant la courbe C, est : 

l v x B ~ rot B ~ ~ 1 (formuk d'Ampère) 

où J est la densité de courant. 
Cette formule n'est qu'une partie de la quatrième équation de 

Maxwell, et ceci pour deux raisons : 
La première est le phénomène de magnétisation. Chaque atome 

est le siège de courants électriques engendrés par des mouvements 
orbitaux des électrons autour des noyaux. Or, la valeur en M du 
potentiel scalaire d'induction magnétique d'un courant d'intensité I 
dans un circuit r, bordant une surface S, peut s'écrire 

<l>M = _!nM = ! { n. r da= { (!n · gradp~) da. 
c c ls r 3 ls c r 

Rappelons qu'un di pole élémentaire de moment p situé en P, 
produit un champ B qui peut être représenté aussi bien comme 
champ de gradients d'un potentiel cp: BM = -gradcpM avec 'PM= 
f5·r 1 ----+ 
- 3- = p · gradp -( r = PM) que comme champ de rotationnels d'un 
r r 

p X r ..... 1 
potentiel vecteur A: BM =rot AM avec AM= --3- = pxgradp-. 

r r 
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Le potentiel <I>M apparaît donc comme le potentiel d'un champ 
de dipoles répartis sur la surface S dont la densité superficielle de 

Iii'. 
moments est - . 

c 
Un dipole élémentaire dont le potentiel et le champ sont le 

potentiel scalaire et le champ d'induction magnétique d'un courant 
infinitésimal d'intensité I autour de l'élément de surface der est 
appelé un dipole magnétique (ou aimant élémentaire). Son moment 

I m = -ii · der est son moment magnétique. On introduit ainsi, de 
c 

façon purement mathématique une notion de charge magnétique, 
ces charges n'intervenant que par paires sous formes de dipoles 
équivalentes à des courants. Elles ne possèdent (jusqu'à nouvel 
ordre) aucune existence physique. 

Outre les moments magnétiques provenant des courants orbi
taux des électrons, les électrons eux-mêmes possèdent un moment 
magnétique qui ne peut pas s'interpréter physiquement comme ce
lui d'un courant. 

Si l'on applique à un corps un champ d'induction magnétique 
B, les couples qu'exerce B sur les moments magnétiques de ses 
atomes tendent à les aligner, malgré l'agitation thermique : c'est 
le phénomène de magnétisation, qui peut être éphémère ou perma
nente. 

Supposons donc une densité J de courants électriques et une 
densité m de moments magnétiques. Ils créent ensemble un champ 
d'induction magnétique B que l'on peut représenter comme le rota
tionnel d'un potentiel vecteur A : 

J (J(P) _ 1) 
A= -;;:;:-- + m x gradp:;:- dvp. 

La formule classique : rot (fil) = f rot il - il x grad f permet de 
remplacer la partie de l'intégrale venant de la magnétisation par : 

j ~rotm · dv - j rot~· dv. 

La formule classique : f v rot . ildv = - f s il X ii . der (intégration 
par parties) permet de transformer la seconde intégrale et on 
obtient finalement : 

j 1 ( J (P) -) 1 m x ii A= - -- +rotm dv+ --der. 
v r c S r 
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Cette formule générale montre qu'un champ d'induction magné
tique quelconque B résulte d'un champ superficiel tangent à la 
surface des corps magnétiques et d'une densité de courant ayant 
pour valeur J + c rot m. Lorsque rot m =f. 0 c'est-à-dire lorsque la 
magnétisation n'est pas homogène, elle apporte une contribution ef
fective à la densité de courant déterminant l'induction magnétique, 

et la formule d'Ampère devient : rot B = 4IIJ + 4II rot m. 
c 

Combinée avec B, la magnétisation forme donc un nouveau 
champ de vecteurs H = B - 4Ilm. 

H est appelé le champ magnétique. Il possède les propriétés 
(courants et magnétisations fixes) : 

rotH = 4IIJ · divH = 0 
' c 

où J est la densité de courants libres. 
La charge électrique étant conservée, on a dans le cas de 

courants et de magnétisations variables dans le temps, l'équation 
de continuité : 

div ( J + c rot m) + : = 0 

. . âp âp 
s01t div J + ât = \7 · J + ât = O. 

L'équation d'Ampère reliant H et J ci-dessus n'est plus valable 
4II 4II 

puisqu'elle entraîne -div J = 0 alors qu'on doit avoir : -div J 
c c 

- 4II 88P. Le terme manquant s'obtient en faisant intervenir la 
c t 

loi de Coulomb (premère équation de Maxwell): div D = 4Ilp, d'où 
. (4II 1 âD) div ~J + ~ 8t = O. C'est ce terme correctif le plus simple (on 

"t 1 . . t t t" 1) l âD . 't, . t d "t pourrai m aJOU er un ro a 10nne , - -8 , qm a e e m ro m par 
c t 

Maxwell en 1865, et appelé par lui courant de déplacement. 
La quatrième équation de Maxwell s'écrit : 

4IIJ 1 âD 
\7 x H = rot H = -- + - -

c c ât 
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Elle régit la propagation des ondes électromagnétiques dont 
l'existence fut effectivement prédite à partir de cette équation avant 
qu'elles fussent observées. 

Les quatre équations de Maxwell en présence de matière peu
vent être ainsi classées : 

a) relations entre D et H : (I) div D = 4Ilp (N) rot H 
4IIJ 18D 

= -c-+ c8t · 
Ces équations font intervenir les densités de charge électrique 

p et de courant électrique J, sources des champs électriques et 
magnétiques : ce sont les «équations aux sources». Elles ne sont 
pas indépendantes : il existe une condition de compatibilité qu'on 
obtient en prenant la divergence des deux membres de (N) ce 

qui donne 0 = 4II div J +div~~ soit en tenant compte de (1) 

div J + ~ = O. On retrouve l'équation de continuité ce qui n'est 

guère surprenant puisqu'elle avait déterminé la forme de (N). 

b) Relations entre E et B : (Il) div B = 0, (Ill) rot E = - ~~B. 
c ut 

Ces relations qui, on va le voir lient les composantes d'un même 
tenseur, sont les «équations internes». 

Elles non plus ne sont pas indépendantes puisqu'en prenant la 
{) 

divergence de (III) on obtient at div B = O. 

Ces équations doivent être complétées par les relations entre D 
et E, J et E, H et B. 

Ces relations, dites «constitutives » caractérisent la réponse 
du milieu matériel aux sollicitations électriques ou magnétiques. 
Certains corps ont un comportement exceptionnel présentant une 
réaction très forte et des phénomènes de rémanence ou hystérésis 
(substances ferromagnétiques pour l'aimantation : Fe, Ni, Co, ... , 
substances dites parfois « ferroélectriques » pour la polarisation : 
sel de Seignette). En général, pour des intensités et des fréquences 
raisonnables, la réponse est linéaire. Dans les milieux anisotropes : 
D = é(E), soit Di= LEijV, et B = µ(H) soit Bi= LµijHi. E et 
µ sont des opérateurs linéaires symétriques appelés respectivement 
perméabilité diélectrique et perméabilité magnétique. Dans des 
milieux isotropes, ils se réduisent à des scalaires. En l'absence de 
polarisation ou d'aimantation, E = µ = 1, soit : D = E et B = H. 
C'est le cas du vide ou de l'air. De la même façon, on a J = Œ(E), 
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soit Ji = I:; O"i jEÏ, qui devient dans un milieu isotrope J = O" E où 
le scalaire O" est la conductivité du corps (loi d'Ohm). 

Nous allons maintenant adapter les équations de Maxwell aux 
principes relativistes. Outre une remarquable simplification, cette 
nouvelle écriture, intrinsèque, fait très vite la preuve qu'elle ne se 
réduit pas à un changement de formalisme car elle fait apparaître 
des relations physiques profondes, nullement évidentes a priori, 
entre diverses quantités. 

Un premier point essentiel est l'invariance absolue de la charge 
électrique : la charge électrique est indépendante de la vitesse. Cela 
peut être justifié par divers raisonnements et vérifié par l'expérience 
(à 10-19 près). On a vu au paragraphe précédent que si w est la 
mesure d'un volume au repos dans un repère S', qui est, lui, animé 
d'une vites(se v p~r)~Î~port au repère S, la mesure de w dans S est 

~1 w = w 1 - ~2 (contraction de Lorentz). Si PO est la densité 

de charge «au repos» mesurée dans S, sa mesure p dans S est donc : 
P = PO'Y >PO· 

Considérons alors, dans un repère donné, l'équation de conti-

nuité : div J + ~ = O. Le vecteur densité de courant J s'exprime, 

en fonction de la vitesse v et de la densité p des charges, par J = pv. 
L'écriture relativiste de cette équation : 

. âp â â â â 
div J + ât = âxl (pvx) + âx2 (pvy) + âx3 (pvz) + âxO (cp) = 0 

fait apparaître dans chaque repère standard des composantes qui 
s'écrivent : (pc, J) = p( c, v) = PO'Y( c, v) = PO V où V est la vitesse 
relativiste. Ce sont donc bien les composantes dans chaque repère 
d'un même 4-vecteur j de l'espace-temps appelé densité de« charge
courant ». L'équation de continuité prend la forme invariante rela
tiviste : div .J = O. 

Donnons-en une conséquence physique: si l'on effectue le chan
gement de repère : S ==;.. S' déterminé par la rotation de Lorentz du 
plan (t, x) du paragraphe précédent VII.12, les composantes de .J 
dans S et S' sont liées par : 
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Il en résulte que si un élément de conducteur où passe un 
courant de densité J a une densité de charge p nulle dans S, elle 
apparaît comme non nulle dans S'(p 3#- 0). On peut suivre le 
même raisonnement avec la loi de Faraday (Ill) en partant du 
fait qu'elle doit avoir la même expression dans des repères en 
translation uniforme l'un par rapport à l'autre. Les rotations de 
Lorentz relatives aux plans (t,x)(t,y)(t,z) montrent alors que les 
six composantes des champs de vecteurs E et B sont liées. Dans la 
rotation de Lorentz du plan (t,x) du§ VII.12, on a par exemple: 

E~ =Ex B~ = Bx. 

E~ = 'Y ( Ey - ~ B z) B~ =-y ( By + ~Ez). 
Ei = 'Y ( Ez - ~ By) Bi = 'Y ( Bz + ~ Ey) . 

On voit alors que, si dans un repère fixé, le champ électri
que E et l'induction magnétique B apparaissent comme des entités 
distinctes, l'invariance relativiste montre qu'ils sont physiquement 
inséparables. On va même voir que les équations de Maxwell (Il) et 
(Ill) sont deux aspects d'une même loi, la validité de l'une d'elles, 
div B = 0 par exemple, dans un repère, entraînant automatique
ment la loi de Faraday dans un autre. Le fait que l'on ait 6 quantités 
subissant des transformations linéaires par changement de repères 
suggère d'essayer de les considérer comme les 6 composantes d'un 
tenseur antisymétrique du second ordre, et de procéder de la même 
façon avec les champs de vecteurs D et H des équations (1) et (IV). 

Considérons donc dans chaque repère standard les ensembles 
de composantes définis par les matrices : 

0 Ex Ey Ez 

JFijJ = -Ex 0 Bz -By 
-Ey -Bz 0 Bx 
-Ez By -Bx 0 

0 Dx Dy Dz 

IMijl = -Dx 0 Hz -Hy 
-Dy -Hz 0 Hx 
-Dz Hy -Hx 0 . 

Il faut prouver que ce sont les composantes de tenseurs F 
(comme Faraday) et M (comme Maxwell) et pour cela montrer (chap. 
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II) qu'elles se transforment comme telles par un changement de 
repère. Il suffit de le vérifier pour la rotation de Lorentz du plan 
( t, x) du § précédent. Si A est la matrice de cette rotation, telle que 
X' = AX, on doit calculer AIFij lt A ce qui s'écrit : 

V 
0 0 0 Ex Ey Ez V 

0 0 1 --v 1 --v 
c 

0 
c 

V V --1 1 0 0 -Ex Bz -By --1 1 0 0 
c -Ey -Bz 0 Bx c 
0 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 -Ez By -Bx 0 0 0 0 1 

0 Ex 1 (Ey - ~Bz) 1 (Ez + ~By) 
-Ex 0 1 (sz - ~Ey) -1 (sy + ~Ez) 

-1 (Ey - ~Bz) -1 (sz - ~Ey) 0 Bx 

-1 (Ez + ~By) 1 (sy + ~Ez) -Bx 0 

Ce sont exactement les formules de transformation obtenues ci
dessus. La vérification est identique pour 1Mij1- F et M sont appelés 
les tenseurs électromagnétiques. 

Si (0, eo) est un «observateur instantané», il mesure par le 
contracté eo · F, soit: l:(eo)i · Fij le champ électrique, qui est un 
vecteur de e~ et par le contracté eo · (*F) l'induction magnétique 
dans son repère. 

On a également un « tenseur des charges » C déterminé par les 
champs des moments de polarisation p et de magnétisation m : 

0 Px Py Pz 

1cijl = -Px 0 -mz my 
-py mz 0 -mx 
-pz -my mx 0 

Il est lié à F et M par la relation de Maxwell vue ci-dessus : 
M = F + 4IIC. La propriété pour C d'être un tenseur four
nit immédiatement les formules de transformation de la polarisa
tion et de la magnétisation lors d'un changement de repère. Une 
conséquence physique est qu'un corps au repos dans un repère S' 
et qui y apparaît comme polarisé mais non magnétisé, apparaît 
dans un repère S en translation uniforme relativement à S', comme 
possédant une magnétisation non nulle ! 
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Relevons un point de détail, généralement laissé au lecteur, sur 
les passages entre composantes, covariantes, mixtes, et contrava
riantes dans un repère standard pour un tenseur du second-ordre 
de l'espace-temps. En prenant comme tenseur modèle le tenseur 
décomposable t = x ® y, les matrices de ses divers types de compo
santes sont : 

xDyO xDyl xDy2 xDy3 

1ëj1 = xlyO xlyl xly2 xly3 

x2y0 x2yl x2y2 x3y3 ' 
x3y0 x3yl x3y2 x3y3 

XQYO -XOYI -XoY2 -xoy3 

ltijl = -XIYO XIYI XIY2 XIY3 
-X2YO X2YI X2Y2 x2y3 
-X3YO X3YI x3y2 x3y3 

XOYO -x0y1 -x0y2 -x0y3 

lt}I = 
xlxo -x2y1 -x2y2 -x2y3 

x 2yo -x2y1 -x2y2 -x2y3 

x 3yo -x3y1 -x3y2 -x3y3 

Ainsi, le tenseur électromagnétique F s'écrit en composantes 
covariantes : 

0 -Ex -Ey -Ez 

!Fiji= Ex 0 Bz -By 
Ey -Bz 0 Bx 
Ez By -Bx 0 

Cette remarque a son importance lorsqu'on associe à F et 
M les 2-formes différentielles extérieures qui leur correspondent 
naturellement, et que nous noterons également F et M par économie 
de notation : 

F = 2:: Fijdxi /\ dxj 
i<j 

ce qui donne pour F l'expression: 

M = 2:: Mijdxi /\ dxj. 
i<j 

F = 2:: Fijdxi /\ dxj = (Exdx + Eydy + Ezdz) /\ cdt 
i<j 

+(BxdY /\ dz + Bydz /\ dx + Bzdx /\ dy) 
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et pour la différentielle extérieure de F (en omettant les signes /\) 

dF _ (âBx âBy âBz) d d d - --+--+-- X y Z 
âx ây âz 

( âEy âEx 1 âBz) - ------ cdtdxdy 
âx ây c ât 

( âEz âEy 1 âBx) - ------- cdtdydz 
ây âz c ât 

( âEx âEz 1 âBy) 
- âz - âx - ~Tt cdtdzdx. 

L'ensemble des deux équations de Maxwell (li) et (Ill), div B = 0 
lâB 

et rot E = - 8 est donc équivalent à dF = 0, c'est-à-dire à la 
c t 

propriété pour F d'être fermée. 
Tensoriellement, l'équation dF = 0 exprimant Maxwell (Il) et 

(Ill) est un ensemble de quatre équations : 

A partir de la forme différentielle extérieure F, se construisent 
naturellement un scalaire l IFI 12 et un pseudoscalaire S par F /\ F 
= -Sw soient: llBll2 - llEll2 et E · B, qui sont donc invariants par 
les rotations de Lorentz : 

llFll2 = 2::: FijFij = llBll 2 - llEll2 

i<j 

F /\ F = (ExBx + EyBy + EzBz)dx dy dz cdt = -(E · B)w. 

D'après le théorème de Poincaré (§ N.14) l'équation dF = 0 
entraîne que dans un ouvert connexe et simplement connexe où 
elle est satisfaite, il existe une 1-forme n telle que F = dn; 
n n'est définie qu'à un «bord» ou gradient près c'est-à-dire à 
la différentielle près d'une fonction numérique 'ljJ. Le 4-covecteur 
n est appelé le potentiel ectromagnétique. L'addition à n d'une 
différentielle d'l/; s'appelle une transformation (ou changement) de 
jauge. On a: 
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. , { E = ! 8A _ \7<I> 
qm se decompose en: c at où A= (Ax, Ay, Az) 

B = \7 x A = rot A 
est le potentiel-vecteur magnétique et <I> le potentiel scalaire. 

En électromagnétisme classique, seuls ont une signification 
physiques les F ij. Cependant, le potentiel D se manifeste par de 
surprenants effets quantiques (effet Aharonov-Bohm). 

Le contracté du vecteur densité de charge-courant J (écrit en 
composantes covariantes) et du tenseur électromagnétique 
F = (Fij) est un vecteur (contravariant) : 

--+ --+ E. J 
pcEx + (J x B)x 
pcEy + (J x B)y 
pcEz + (J X B)z 

0 
-Ex 
-Ey 
-Ez 

Ex Ey Ez 
0 Bz -By 

-Bz 0 Bx 
By -Bx 0 

qui, divisé par c est le vecteur densité de force de Lorentz f agissant 

sur les charges : f = !J · F = (!Ê · J;pE +!y x 13) 
c c c 

=-!F·J. 
c 

Si iJ est le champ spatial des vitesses des charges électriques, 
--+ J = pv, et l'on retrouve dans la composante spatiale de : 

( 1 --+ (--+ 1 --+)) f = ~p E · v; p E + ~v x B , 

l'expression de la force de Lorentz déjà introduite. 
La 0-composante est la densité de travail effectué par le champ 

E sur les charges, divisée par c. Puisque I: JiFij J j est identique
ment nul, et que J = pV, les vecteurs d'espace-temps V et f sont 
orthogonaux. 
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Remarques : les équations du premier groupe étant homogènes 
en E et B (p et J n'interviennent pas) on peut utiliser - F au lieu 
de F sans changer l'équation dF =O. 

Une autre possibilité (cf [SP]) est de remplacer F et M par ( -F) 
et (-M) et de prendre pour codifférentielle (-8) au lieu de 8. 

Enfin, l'utilisation fréquente dans les textes anciens de la si
gnature (- + ++) au lieu de ( + - --) pour la métrique apporte 
des perturbations de signe dans les formules. 

Les équations de Maxwell du second groupe (1) et (IV) expriment 
l'excitation des milieux matériels : électrique, par D, magnétique, 
par H, et sont mathématiquement duales des deux premières. 
La considération du tenseur M réunit ces deux équations en une 
seule. On peut écrire cette équation unique sous forme tensorielle : 

-411 
Div M = --J, ou ce qui est équivalent, à l'aide des formes 

c 
411 

différentielles extérieures et de la codifférentielle : 8M = -J. 
c 

Commençons par cette dernière. La 2-forme M s'écrit (en omettant 
les signes/\): M = (Dxdx+Dydy+Dzdz)cdt+Hxdydz+Hydzdx 
+ Hzdxdy. 

En se reportant à la définition de * et de 8, appliquées 
ici dans un repère orthonormal, on obtient par exemple (avec 
cdt = dx0 !): *(cdtdx) = -dydz; *(dydz) = cdtdx; *(cdtdydz) 
= dx, *(dx dy dz) = cdt, etc ... Appliquée à une 2-forme de E1,3 : 

-1 -1 -1 
8 = (-l)P * d* = * d*; appliqué à une 3-forme : * = 

(-l)p(n-p)+s* = *, d'où 8 = *d*. Le calcul de 8M se décompose 
en: *M = Dxdydz + Dydzdx + Dzdxdy + cdt(Hxdx + HydyHzdz). 

( loDx oHz oHy) 
8M =('V· D)dxdydz + cBt - oy + oz cdtdydz + ... 

( loDx oHz oHy) 
8M = *d * M = ('V · D)cdt + - - - - + - dx + ... 

c ot oy oz 

Les composantes ainsi obtenues de la 1-forme 8M sont cova
riantes. Le 4-vecteur J densité de charge-courant introduit précé
demment, de composantes contravariantes ( cp, J) a pour compo
santes covariantes (cp, -J). 

Vérifions maintenant que les équations de Maxwell (1) et (IV) 

, . 1 1 s:M -- 4c11.J-1 . d' ·1· s écrivent s1mp ement : . u . en prenant som uti iser 
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les composantes de même nature (ici covariantes) dans les deux 
membres. Les 0-composantes de 8M et J sont (8M)o = \7 · D, Jo = 
cp d'où \7 · D = 4Ilp. Si l'on calcule les X-composantes covariantes 

4II~ . 18Dx (8Hz 8Hy) 4II~ de 8M et de -.J, on obtient: --- - -- - -- = --.Jx 
c c at ay az c 

ce qui donne bien, avec les égalités analogues, Maxwell (N). 
Le fait que 88 = 0 entraîne 8J = 0 est l'équation de continuité 

ou de conservation de la charge que l'on retrouvera ci-dessous. 
Voyons maintenant l'écriture tensorielle de l'équation unique 

remplaçant les équations de Maxwell (l) et (N). 
On peut utiliser le résultat précédent ou, beaucoup plus sim

plement remplacer dans (I) et (N), D et H par les composantes 
contravariantes Mij de M. Par exemple : 

18Dx 8Hz 8Hy 8M10 8M12 8M13 4II~ 1 ----+- - - = --+--+-- = -.J 
c at ay az axo ax2 ax3 c 

On obtient ainsi un ensemble de 4 équations tensorielles : 

"'8Mµv = _"' 8Mvµ = 4II""i 1 O l 2 3 
L., L., V µ= > l l • axv axv c 

En définissant Div M comme le vecteur de composantes 

(d. M)j "' aMij , ·fi t 1 , l·t, . iv = L.. - 8 . , on ven e sur ce exemp e une ega i e, qill 
xi 

sera démontrée au § IX.12, entre l'opposée (-8) de la codifféren
tielle et un opérateur de divergence qui sera défini sur les formes 
différentielles extérieures. Les 4 équations tensorielles précédentes 
se rassemblent alors en une équation vectorielle : 

divM~ -~J 1 

Remarques: 

a) au covecteur J = (pc, -J) sont associées une 1-forme et la 
3-forme duale: j = *J = pcdxdydz -Jxcdtdydz -Jycdtdzdx-

4IT 
Jzcdtdxdy, j permet de remplacer l'équation 8M = -J par 

c 
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4Il 
d( *M) = -j; et l'équation de continuité 8J = 0 par dj = O. 

c 
On évite ainsi l'emploi de la codifférentielle. 

b) on voit que c'est essentiellement le dual *M du tenseur 
M qui intervient, ce qui fait que, lorsque M = F, c'est avec le 
couple (F, *F) que s'écrivent les équations de Maxwell : dF = 0, 

4Il 
d(*F) = -j. 

c 
Au tenseur M sont associés un scalaire l IMI 12 = L MijM · · . . iJ 

i<J 
----+ 2 ----+ = 11H11 -11 D 11 2 et un pseudoscalaire obtenu par le carré extérieur 

----+ ----+ 
M /\ M, soit H · D . 

Avec les tenseurs F et M on peut former des scalaires et 
pseudoscalaires, qui sont invariants par les rotations de Lorentz : 
(MIF) = L Mijpij = B · H - E · D, (FI * M) = E · H + B · D. 

i<j 
-1 1 

Le scalaire .c = Sil (MIF) = Sil (E · D - B · H) est appelé la 

densité de Lagrangien ou l'action du champ électromagnétique. 
En électrodynamique non-relativiste, la densité d'énergie, 

somme des densités d'énergie magnétique et électrique a pour 
. 1 

express10n : W = Sil (B · H + E · D), le malencontreux coeffi.-

1 
cient Sil, qui remonte à Maxwell lui-même, étant la conséquence 

du choix des unités gaussiennes. En supposant les opérateurs de 
perméabilité ê et µ constants on a, puisqu'ils sont symétriques 

aB . H = µ ( aH) . H = aH . µ(H) = B · aH et de même : at at at at 
aE · D = E · aD. D'où : aW = ~ (E · aD + H · aB) ce qui at at at 4IT at at 
conduit au théorème de l'énergie de la théorie de Maxwell classi
que, ou théorème de Poynting : on remplace les dérivées temporelles 
de B et D par leurs expressions tirées de Maxwell (Ill) et (IV) : 

a;: = ~ {E · rot H - H · rot E} - E · J et on utilise l'identité : 
ut 4Il 

H · rotE- E · rotH = div(E x H), d'où: 

- f)W = ~div(E x H) + E · J. at 4IT 



390 Tenseurs euclidiens et pseudoeuclidiens 

En intégrant alors dans un volume V limité par une surface I: 
et en utilisant le théorème de Gauss : 

Cette équation exprime que la perte d'énergie électromagnéti
que dans le volume V s'effectue de deux façons: 

1) par le travail du vecteur électrique E sur les charges, travail 
de densité E · J, qui est dissipé par effet Joule ou est transformé en 
énergie chimique. 

2) par un flux d'énergie dissipé à travers la surface I: de V 
sous forme de radiation (voir ci-dessous). Sa densité volumique est 
la divergence du champ de vecteurs de Poynting S associé au champ 

c 
électromagnétique : S = 4II E x H. 

1 
W = SII(B · H + E · D) n'est évidemment pas un invariant re-

lativiste. Il n'est pas surprenant de trouver W comme composante 
TOO du tenseur d'énergie T associé au champ électromagnétique (cf 
§ VIl.12). La propriété pour T d'être un tenseur symétrique et la 
connaissance de sa composante TOO dans chaque repère standard 
suffisent à le déterminer et permettent de calculer ses composantes. 
Faraday, partant de l'impossibilité d'une action instantanée à dis
tance, considérait que l'action des champs électrique et magnétique 
s'effectue au moyen de tensions et de pressions du milieu, à l'exem
ple des corps solides élastiques soumis à des contraintes. Maxwell 
donna une expression mathématique à ces tensions (tenseurs de 
Maxwell des tensions électrostatiques et magnétiques). Le tenseur 
relativiste d'énergie T rassemble toutes ces grandeurs en une seule, 
à savoir: la densité d'énergie W, le flux d'énergie (vecteur de Poyn
ting), les tensions, et les densités de moment du champ. En l'ab
sence d'aimantation et de polarisation du milieu (E = D, B = H), 
ce tenseur s'écrit : 
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C'est une combinaison linéaire des deux seuls tenseurs symétri
ques du second ordre que l'on peut construire avec F. On a alors : 

Too = __!_(E2 + B2) = w 
8II ' 

TOj = TjO = !gj = __!_(Ex Bt 
c 4II 

La partie purement spatiale de T s'écrit : 

et n'est autre que le tenseur des tensions de Maxwell. 
En calculant à l'aide des équations de Maxwell la divergence du 

champ de tenseurs T 

ik 
(div T)k = L: oT. = fk = !(J · F)k = !(I: JiFik) 

i ox2 c c 

on voit que la divergence de T s'identifie au champ de forces 
de Lorentz introduit plus haut. On peut d'ailleur partir de cette 
propriété pour déterminer T en remontant les calculs. 

Remarque: si l'on inclut dans un tenseur d'énergie global toutes 
les énergies présentes, on obtient un tenseur de divergence nulle, 
cette nullité exprimant la conservation de l'énergie. Si on ne les 
inclut pas toutes, le tenseur obtenu a une divergence non nulle qui 
se manifeste comme une force agissant sur les énergies exclues. 

Lorsque les champs électrique et magnétique E et H sont 
indépendants du temps, les équations de Maxwell sont les équations 
de l'électrostatique et de la magnétostatique. Lorsque les champs 
sont variables, il apparaît un phénomène d'émission de radiation. 

Ce n'est cependant que lorsque la variation est rapide que le 
rayonnement émis transporte une fraction appréciable de l'énergie 
dissipée. A titre d'exemple, un champ électromagnétique variable 

satisfait aux équations : div E = 0 · rot E = _ ! oH · div H = 0 · 
' c at ' ' 

18E 
rotH = --. 

c 8t 
En utilisant l'identité : rot rot X = grad div X - .6. 2X, on en 

1 82H 
déduit que E et H satisfont à l'équation des ondes : c2 ât2 
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1 â 2E 
\72H = 0 et c2 ât2 - \72E = O. Ces équations s'écrivent aussi 

1a2 a2 a2 a2 
OH = 0 et DE = 0, où D = 2 â 2 - â 2 â 2 - â 2 est le 

C t X y Z 
Dalembertien, opérateur évidemment invariant par les opérations 
du groupe de Poincaré. Toutes les solutions (non constantes) de 
l'équation des ondes se propagent avec la vitesse c. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VII 

EX. VII.1: 

Exprimer le contracté : L éijméklm = L 8~: sous la forme d'un 
m 

déterminant par rapport aux ô} et montrer qu'on peut en déduire les 
formules usuelles du produit vectoriel dans E3 : 

(x x y) x z = (xlz)y - (ylz)x 
(x x ylz x u) = (xlz)(ylu) - (xlu)(ylz) 
(x X y) x (z x u) = (xlz x u)y - (ylz x u)x 

EX. VII.2: 

Quelles sont les formes bilinéaires b sur l'espace euclidien En dont les 
composantes deux fois contravariantes bij sont celles de la forme bilinéaire 

-1 
inverse b ? 

EX. VII.3: 

Soit t un tenseur du second ordre deux foix covariant symétrique de 
l'espace euclidien En. Si (tij) sont les composantes de t dans une base 
orthonormée de En, montrer que le polynôme caractéristique détl>.I - tl a 
ses racines À1, À2, ... Àn réelles, et que ses coefficients ainsi que ses racines, 
fonctions des tij, sont des invariants. Calculer les coefficients dans le cas 
de E3. 
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EX. VIl.4: 

Soient f = (!1, h, ... fn) une base quelconque de En, de volume 
v, h = (h1, h2, ... hn) la base supplémentaire. Montrer que f et h ont 
même orientation et que hj s'exprime à l'aide du produit vectoriel par : 

hj = .!.c-ir-jfi X h X ... fj-1 X !J+1 X ... fn. 
V 

EX. VIl.5: 

Soit t un tenseur du second ordre de E3. Dans chaque base on définit 
des composantes : 

Etudier les propriétés tensorielles de a et de b. Cas où t est symétrique, 
antisymétrique, égal à x @y. 

EX. VIl.6: 

Soient S un morceau de surface de E3 défini par un paramétrage 
(u,v) _... M(u,v) E E3 de classe <t 3 , E = llM~ll 2 , F = (M~IM~), G = llM~ll 2 , 

11 I I 11 N = M~ /\ M~ H = Mu /\Mv , H 

L, M, N les produits scalaires de N avec respectivement M" 2 , M~v et 
u 

M l/ 
2· V 

1) Montrer que si C est un arc de courbe orienté de S dont t et ii sont 
les vecteurs unitaires de la tangente et de la normale principale et R le 
rayon de courbure, on a : 

----> 
ii · N Ldu2 + 2Mdudv + N dv2 1 

R = E du2 + 2F du dv + G dv2 = RN 

2) M . 1 1 d' . 1 ' d 1 . ontrer que s1 R 1 et R2 es1gnent es extrema e RN en un pomt 

donné de S lorsque t tourne dans le plan tangent, on a : 1 ( 1 1 ) 
2 R1 + R2 

EN - 2FM + GL et _l _ = LN - M 2 

2H R1R2 H 
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3) Montrer que LN ~ M2 ne dépend que de E, F, G et de leurs dérivées 

premières et secondes (Théorème de Gauss). 

EX. VIl.7: 

---+ 
Soient ü,v des vecteurs fixes de E3, r = OM. Montrer: div[ü(vlr')] 
(ülv); div(ü X T) = O; div[(T X ü) X V] = -2(ülV); rot(ü X T) 

= 2Ü; rot((Ü X T) X Vj = Ü X V. 

EX. VIl.8: 

Soit V un champ de vecteurs de E3 . Calculer b. V = 'i72V en coor
données sphériques. 

EX. VIl.9: 

Montrer que si f est une fonction harmonique dans EJ, le champ de 
vecteurs fr a un laplacien: b.(JT) =O. 

EX. VIl.10: 

Montrer en écrivant leur équation différentielle sous la forme 

d~ [ (1 - x 2 ) d:xn] = -n(n + l)Pn(x) que les polynômes de Legendre sont 

orthogonaux sur (-1, +l). 
En déduire les relations de récurrence : 

(n + l)Pn+l - (2n + 1) X Pn + nPn-1 = 0 

P~+l - xP~ - (n + l)Pn = 0 



CHAPITRE VIII 

Espaces symplectiques 

Ce bref chapitre est destiné à montrer que la structure des 
équations d'Hamilton est «symplectique» c'est-à-dire déterminée 
par un tenseur antisymétrique d'ordre deux w. 

L'évolution d'un système dynamique « conservatif » n'est rien 
d'autre qu'une famille à un paramètre de difféomorphismes sym
plectiques, c'est-à-dire conservant le tenseur w, classiquement ap
pelés transformations canoniques. L'espace des «phases» d'un tel 
système est une «variété symplectique» dont la définition sera 
donnée au §IX.11 ainsi que le lien avec le calcul des variations. 

Références : 

V. GUILLEMIN et S. STERNBERG - Symplectic techniques in physics 
(Cambridge University Press, 1984) 

N. WOODHOUSE - Geometric quantization (Oxford Mathematical 
Monographs), 1980. 

VIIl.1 / Espaces symplectiques. 
VIIl.2 / Equations d'Hamilton. 
VIII.3 / Crochets et algèbres de Poisson. 
VIII.4 / Algèbre et groupe d'Heiseinberg associés à un espace symplecti

que. 
VIII.5 / Théorème de Darboux. 

Vlll.1 - Espaces symplectiques 

Définition Vlll.1 : 

On appelle espace symplectique sur le corps commutatif K, tout 
espace vectoriel E sur K, de dimension nécessairement paire 2n, 
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muni d'une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée appelée 
produit scalaire symplectique et notée : x, y E E --t [x 1 y]. Le 
groupe que forment les automorphismes linéaires de E qui laissent 
invariante la forme [i] est appelé le groupe symplectique de E et 
noté Sp(E): 

g E Sp(E) ~ g E Gl(E) et [gx i gy] = [x 1 y], Vx, y. 

En particulier, la forme sur K2n : 

[X 1 Y] = Ï: (xjyj+n - xj+nyj) =t XJY = L Jkzxkyl 
j=l 

avec J = 1-~n I; 1 

est appelée le produit scalaire symplectique standard sur K2n, qui, 
muni de cette forme, est l'espace symplectique standard de dimenson 
2n sur K. 

Son groupe d'automorphismes, noté Sp(2n; K) est le groupe 
multiplicatif des matrices symplectiques M, caractérisées par : 
tMJM = J. 

Une base (ei, e2, ... , e2n) d'un espace symplectique E est ap
pelée une base symplectique lorsque le produit scalaire a dans 
cette base la forme standard. On note souvent fj = en+j pour 
j = 1,2, ... n,d'où: [ei 1 fj] = -[fj 1 ei] = Dij; [ei 1ej]=0, 
[fi 1 fj] =o. 

Les sous-espaces de base e et de base f sont des sous-espaces 
totalement isotropes maximaux (ou« lagrangiens») de E. 

On démontre immédiatement par récurrence que tout espace 
symplectique possède une base symplectique, qui détermine un 
isomorphisme de cet espace sur l'espace symplectique standard 
de même dimension : tous les espaces symplectiques de même 
dimension sur un même corps K sont isomorphes. 

Exemples: 

1) Le plan symplectique standard K2, où 

[X 1 Y] = x 1y2 - x2y1 = dét 1 :: ~: 1 
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est la forme qui mesure l'« aire algébrique» de deux vecteurs rela
tivement à la base. 

Son groupe symplectique est Sp(2; K) = 81(2; K). 

2) Sur la somme directe d'un espace vectoriel V de dimension 
finie n et de son dual V*, on définit un produit symplectique par : 

[xœa 1 yE9,6] = (x,,6)-(y,a). 

Une base (e1,e2, ... ,en) de V et la base duale (!1 = e*1, 
h = e*2, ... f n) de V* forment, en identifiant V à V E9 0 et V* à 
0 E9 V*, une base symplectique de V E9 V*. Tout espace symplectique 
est isomorphe à un tel espace V E9 V*. 

3) Soient F un espace vectoriel complexe de dimension n, E = 
li!F l'espace vectoriel réel de dimension 2n obtenu par restriction des 
scalaires. Le scalaire i de F devient sur E un opérateur linéaire de 
carré i2 = -Identité, et les structures F et (RF; i) sont identiques. 

Nous allons voir que la partie imaginaire d'un produit scalaire 
pseudohermitien sur F détermine sur li!F une structure symplectique 
invariante par i. 

Si f est une forme sesquilinéaire sur F : f ( x, y) E C ; f ( Àx, y) 
= Àf(x, y); f(x, µy)=µ. f(x, y) elle est invariante pari: f(ix, iy) 
= f(x, y). On peut l'écrire : f(x, y) = R(x, y) + il(x, y) où R et 1 
sont des formes bilinéaires réelles sur li!F invariantes par i. Dès 
lors, un calcul immédiat montre que les trois propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

a) f est hermitienne : f(x, y) = f(x, y); 

b) R est symétrique; 

c) 1 est antisymétrique. Dans ce cas R ou 1 détermine f car alors : 
I(x, y)= R(x, iy) et R(x, y)= I(ix, y). 

Si f est un produit scalaire pseudohermitien sur F c'est-à-dire 
une forme hermitienne non-dégénérée, R et I sont des formes bi
linéaires réelles non-dégénérées, et déterminent sur RF : R une 
structure pseudoeuclidienne et I une structure symplectique. Le cas 
usuel est celui où f est un produit scalaire hermitien: f(x, x) > 0, 
'ix =/= O. Si e = (e1, e2, ... , en) est une base orthonormée de F, 
(e1,e2, ... ,en,ie1 = en+i,ie2 = en+2, ... ,ien = e2n) est alors 
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une base de li!F qui est à la fois orthonormée pour la structure eucli
dienne définie par R et symplectique pour la structure symplectique 
définie par 1. 

Réciproquement, si E est un espace symplectique réel et e = 
(ei, ... en, en+!, ... e2n) une base symplectique de E, soit je l'opéra
teur linéaire de E ayant pour matrice dans e l'opposée ( -J) de la 
matrice J du produit [I]. On a j~ = -Identité et [x I y] = [jex I jey]. 
L'opérateur je que nous noterons simplement j définit sur E une 
structure complexe pour laquelle ( ei e2 ... en) est une base com-
plexe. La base réelle associée : ( ei, e2, ... je1, je2 ... ) est la base 
symplectique de départ (jek = -Jek = en+k; jen+k = -ek)· Pour 
un opérateur linéaire j de E, deux des trois conditions suivantes 
entraînent la troisième : a) [jx 1 jy] = [x 1 y], Vx, y (j E Sp(E)); 
b) j est antisymétrique: [jx 1 y] = -[x 1 jy]; c) j 2 = -Id. Un tel 
opérateur définit sur E une structure complexe dite compatible avec 
le produit symplectique. La forme f(x, y) = [x 1 jy] - i[x 1 y] est 
alors un produit scalaire pseudohermitien sur (E; j). j est dit posi
tif si la forme bilinéaire symétrique réelle [x 1 jy] est strictement 
positive, ce qui est le cas pour l'opérateur je défini ci-dessus. 

Un produit scalaire symplectique sur un espace vectoriel réel E 
peut donc toujours être considéré comme la partie imaginaire d'un 
produit scalaire hermitien relatif à une structure complexe sur E. 

La donnée d'un produit scalaire symplectique sur un espace vec
toriel E de dimension 2n sur K est équivalente à la donnée de la 
forme extérieure associée w, de degré deux et de rang maximum n. 
Dans une base symplectique ( ei, ... en fi ... f n), la forme w s'écrit à 
l'aide de la base duale : w = 2: e*i /\ J*i. Les automorphismes sym-

j 

plectiques sont les automorphismes linéaires g tels que ( /\ 2 g )w = w 

(où g =t [},est le contragrédient de g). Les puissances extérieures 
de w jusqu'à la n-ème sont des formes non nulles de degrés 4, ... 2n, 
invariantes par Sp(E). wn définit canoniquement une unité de 
volume de E. Afin d'éliminer les coefficients parasites, on prend 

wn 
pour l'unité de volume symplectique sur E : v = (-l)n-l_1 n. 
= e*l /\ ... /\ em /\ f*1 /\ ... /\ rn pour toute base symplectique de 
E. Puisque (/\2n9) · v = (dét g) · v, il en résulte que tout automor
phisme symplectique est de déterminant + 1. Si K est le corps réel, 
v définit une orientation canonique sur E. Un produit scalaire sym-
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plectique sur E détermine un isomorphisme de E sur son dual E* 
en faisant correspondre à chaque vecteur X de E la forme ( image 
de X par l'application p associée à droite de la forme bilinéaire : 

w(Y, X)= [Y 1 X] = (Y, p(X)) = (Y,() =((Y). 

Exprimée à l'aide de la forme w : ( = -i(X)w = -X 
J w (l'application 'Y associée à gauche est évidemment égale à -p). 

Réciproquement, à chaque forme linéaire a E E* le pro
-1 

duit symplectique fait correspondre un vecteur A = P a tel que 
[. IA] =a. 

Vlll.2 - Equations d'Hamilton 

Nous supposerons dans tout ce qui suit que K est le corps réel. Au 
champ de vecteurs X sur l'espace symplectique réel E correspond 
la 1-forme différentielle ( = -i(X)w et à la 1-forme différentielle a 
un champ de vecteurs A. 

En particulier si a est la différentielle d'une fonction numérique 
~ 1 sur E : a = df, le champ de vecteurs G f qui lui est associé est le 
gradient symplectique de f (cf. §IX.11). La valeur de la différentielle 
pour le vecteur Y : df (Y) = Y · f = [Y 1 G f] est le produit 
symplectique de Y et de G f : df = -i ( G f )w. 

Les champs de vecteurs sur E qui sont les gradients symplec
tiques des fonctions numériques ~00 de E sont appelés champs 
hamiltoniens. 

Adoptons les notations de la mécanique pour les coordonnées re
latives à une base symplectique de E : ( x 1, x 2 , ... x2n) 
= (P1P2 ... Pn; q1 ... qn) avec w = L, dpj A dqi (coordonnées dites 

of . of 
normales). On a alors : df = L, ~ dqJ + L, ~ dpk d'où : 

uqJ UPk 

G =L,of ~-L,~_i_. 
f OPj oqJ oqk OPk 

Si l'on note pour simplifier D f le champ de vecteurs dont 
les composantes dans une base symplectique forment la matrice 
colonne des dérivées partielles de f 
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âf 
âql 

âf 
âq2 

DJ = âf 
âpl 

âf 
âp2 

on a G f = J · D f. 
Nous noterons également D2 fla matrice symétrique des déri

vées secondes des f relativement aux coordonnées ( qi, p k). 
Les trajectoires du champ de vecteurs G f de E sont les solutions 

du système différentiel formé des 2n équations : 

dx . dqi âf dpk 
du = G f smt : du = Ôpj ; du 

dites équations d'Hamilton. 

Définition Vll.2 : 

âf 
-âqk 

Soit (E; w) un espace symplectique réel. On appelle transforma
tion canonique tout difféomorphisme d'un ouvert U sur un ouvert U' 
qui respecte la structure symplectique, autrement dit, qui conserve 
la forme extérieure w. 

Exemple : Les automorphismes symplectiques sont les transfor
mations canoniques linéaires. 

Lemme VIII.2: Un difféomorphisme <I> d'un ouvert U sur un ou
vert U' d'un espace symplectique réel (E; w) est une transformation 
canonique si et seulement si sa différentielle D<I>x est, en chaque 
point x de U, un automorphisme symplectique. 

Preuve : En effet la conservation par <I> de la structure symplec
tique s'exprime par l'égalité [D<I>x ·X 1 D<I>x ·Y] = [X 1 Y] quels 
que soient les vecteurs X, Y et x E U. 
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Théorème VIII.2: Un système d'équations d'Hamilton est équi
valent à une famille à un paramètre de transformations canoniques. 

Preuve : La preuve classique consiste à montrer que w reste 
aw 

constante le long d'une solution du système en vérifiant que au = 

( op. . aqi) 
:L d 8~ A dqJ + dpi A d au est identiquement nul, ce qui est 

immédiat. 
Nous allons voir une autre démonstration, plus élaborée, mais 

dont le développement conduit de façon naturelle à diverses appli
cations. 

De façon générale, un système d'équations différentielles dans 
!Rm: 

dx _ . . dxi _ i ( 1 2 m) . _ 
du - X soit. du - X x , x , ... x pour J - 1, 2, ... m 

détermine par sa solution, au voisinage de xo : x = x( u; xo) soit 
xi = xi (u; x1 o, x1 o, ... Xm o) pour j = 1, 2, ... m un difféomor
phisme local <t»pour'chaque u'. assez petit: xo ---+ x( u, xo) = CI>( u; xo) 
se réduisant à l'identité pour u = O. CI> représente la «translation» 
le long des courbes intégrales, trajectoires du champ de vecteurs 
X. Si D<I> désigne la différentielle de CI> (à u constant), en pre
nant les différentielles relatives à xo des deux membres de l'iden-

tité : :u CI>( u, xo) = X( CI>( u, xo) ), on obtient l'équation : :u D<I> 

= DX · D<I> dans ~(E). 
Nous allons l'interpréter dans le cas des équations d'Hamilton. 

On a vu au §VIII.1 que le groupe symplectique réel Sp(2n, IR) est 
le groupe multiplicatif des matrices M satisfaisant à tMJM = J. 
Soit: u E [O, 1] ---+ M(u) un chemin différentiable issu de l'élément 
neutre : M(O) = I dans Sp(2n; IR). En différentiant pour u = 0 
l'égalité: tM(u)JM(u) = J on obtient: tM'(O)J + JM'(O) =O. Les 
matrices H vérifiant tHJ + JH = 0 sont les vecteurs tangents en 
l'élément neutre de Sp(2n; IR). L'espace vectoriel qu'elles forment 
est stable par le crochet [H, K] = HK - KH: c'est l'algèbre de Lie 
6p(2n; IR) du groupe Sp(2n; IR). 

En différentiant l'égalité tM(u)JM(u) = J pour u quelcon
que, on obtient : tM'(u)JM(u) +t M(u)JM'(u) = 0 qui s'écrit 
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-1 -1 -1 
t{M'(u) M(u)}J+J{M'(u) M(u)} = 0 soit M'(u) M(u) E 6p(2n; IR), 
quel que soit u. 

Réciproquement si u ---+ M(u) est un chemin différentia
-1 

ble dans Gl(E) tel que M(O) = I et M'(u) M(u) E 6p(2n;IR) 
quel que soit u, en remontant les calculs précédents, on obtient : 
d 

du {tM(u)JM(u)} = 0, d'où tM(u)JM(u) = J quel que soit u, ce 

qui prouve que le chemin est contenu dans le groupe 6p(2n, IR). 
Or, si l'on écrit une matrice H de 6p(2n; IR) en blocs n x n : 

H = 1 ~ ~ 1, l'égalité tHJ + JH = 0 est équivalente aux trois 

égalités: tB = B, te= C, D = _tA 
On constate alors que la différentielle DG f du gradient sym-

plectique de la fonction f: DG!= D(J dj) = JD2 f est une matrice 
de l'algèbre de Lie 6p(2n; IR). En effet: 

tDG f . J + J . DG f = D2 ft J . J + J . JD2 f = 0 

ce que l'on vérifie directement : 

L'équation satisfaite par le difféomorphisme local d'un système 

d'Hamilton : :u D<P = DG f · D<P soit D<P' · D<P, -l = DG f exprime 

donc que u ---+ D<Pu est un chemin dans le groupe Sp(2n; IR). 
D'après le lemme ci-dessus, <Pu est une transformation canonique 
pour chaque u, c.q.f.d. 

Cas particulier : La matrice DG f étant formée des dérivées 
secondes de la fonction f est une matrice constante si et seulement 
si f est une fonction polynomiale des (qj ,Pk) de degré ~ 2. Les 
termes constants et de degré un de f disparaissent dans DG f. 
Considérons alors l'espace vectoriel Q des polynômes homogènes 
quadratiques en les variables (qj ,pk)· Les composantes du gradient 
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symplectique G f d'un tel polynôme f sont linéaires homogènes, 
DG f est une matrice constante A et le vecteur G f a pour valeur 

au point x (de coordonnées qj ,pk): Gf =DG!· x = Ax. 
dx 

Les équations d'Hamilton associées au polynôme f du 

G f = A · x ont pour solution le sous-groupe à un paramètre 
x = exp Au du groupe symplectique 6p(2n; IR). L'isomorphisme 
linéaire de l'espace vectoriel Q sur l'algèbre de Lie 6 p(2n; IR) sera 
complété au paragraphe suivant. 

Vlll.3 - Crochets et algèbres de Poisson 

Si~ est l'algèbre associative des fonctions numériques e: 00 sur 
l'espace symplectique E, les considérations précédentes permettent 
de définir sur ~ une multiplication interne, dite crochet de Poisson, 
par: 
si f, g E ~ : {f, g} = [G f 1 Gg] = G f · g = -Gg · f soit en 
coordonnées normales : 

On définit ainsi sur ~ une structure d'algèbre de Poisson 
conformément à la définition suivante : 

Définition VIII.3.A : 

Une algèbre de Poisson Ql est un espace vectoriel muni de deux 
structures d'algèbres : 

1) une structure d'algèbre associative commutative unitaire. 

2) une structure d'algèbre de Lie, dont le crochet est générale
ment noté par des accolades { } , compatible avec la première dans 
le sens suivant : les translations à gauche de la structure d'algèbre 
de Lie : h ~ {a, h} = ad a · h sont des dérivations de la structure 
d'algèbre associative : 

{a, be} = {a, b }c + b{ a, c} 
(d'où il résulte que {a, 1} = 0 Va). 
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Nous allons montrer que le crochet de Poisson sur ~ est bien 
celui d'une algèbre de Lie et que l'application f E ~ ----> G f est 
un homomorphisme de l'algèbre de Lie de ~ dans l'algèbre de Lie 
des champs de vecteurs. En effet, la définition du crochet de deux 
champs de vecteurs [X, Y] et la formule suivante : 

dw(X, Y,Z) =X· w(Y, Z) +Y· w(Z,X) + Z · w(X, Y) 
-w([X, Y], Z) - w([Y, Z], X) - w([Z, X], Y) 

vus au §IY.14 permettent d'écrire, pour f, g, h E ~ : 

[Gf, G9] · h = Gf · (G9 · h) - G9 · (Gf · h) 

= Gf · {g,h}-G9 · {f,h} 

= {f, {g, h}} + {g, {h, J}} + {h, {f,g}} + G{f,g} · h 

tandis que: 

O = dw(Gf, Gf, Gh) = {f, {g, h} }+{g, {h, J} }+{h, {f, g}} c.q.f.d. 

Exemples: 

1) Le crochet de Poisson permet de considérer une fonction 
numérique (t 00 : f, comme opérateur différentiel opérant sur 
l'algèbre des fonctions différentiables par: G f · g = {f, g} (première 
étape de l'opération de «quantification»). On peut ainsi écrire 
l'équation d'évolution d'un système mécanique décrit par n pa-

't 1 2 n 1 t ., t rame res q , q , ... q , eurs « momen s » associes Pl, P2, ... Pn e 
son énergie totale ou hamiltonien H sous la forme : 

dpj âH 
du = - âqj = {H,pj} 

L'équation d'évolution d'une fonction F( q1, q2, ... Pl, P2) est 
DF 

analogue : du = {H, F} et H est ainsi interprété comme un opéra-

teur. 
2) L'expression du crochet de Poisson en coordonnés normales 

montre que sur l'espace symplectique réel IR 2n(w = 2::: dpi A dqi) 
i 

les polynômes quadratiques homogènes forment une sous-algèbre 
de Lie ® de l'algèbre de Poisson >.µ (IR2n, w). Les gradients symplec
tique de ces polynômes sont des champs de vecteurs linéaires sur 



Tenseurs et spineurs 405 

IR2n, hamiltoniens, donc laissant la forme w Lie-invariante, ce qui 
détermine un isomorphisme de ® sur 6p(2n; IR). 

En particulier dans l'algèbre de Poisson de IR2 muni des coor
données (p, q) et de la forme w = dp/\dq les polynômes quadratiques 
forment une sous-algèbre de Lie isomorphe de 6 l ( 2; IR) = 6 p( 2; IR) 

. 1 1 
81 a = 2 q2, b = - 2 p2, c = -qp 

â â â â 
Ga= -q âp' Gb = - âp' Ge= P âp - q âq. 

1 
L'hamiltonien de l'oscillateur harmonique : H = 2" (p2 + q2 ) est 

â â 
représenté par la rotation hyperbolique infinitésimale : p âq - q âp 

3) Une autre sous-algèbre de Lie de ',+) (IR2n, a-) est formée par 
les fonctions affines sur IR2n. 

Le crochet de f = a+ "'l', Àiqi + "'l', µipj et J' = a'+ "'l', À1iqi 
+ "'l', µ'ipj est la constante: {!, f'} = "2:,(À'iµi - Àiµ1i) 

Cette algèbre de Lie ~eut donc encore être décrite par l'es
pace vectoriel L = IR E9 IR n, somme directe de l'espace symplec
tique (IR2n, a-) et des constantes muni du crochet : [a+ x, b +y] 
= a-(x, y)+ O. C'est une algèbre d'Heisenberg d'ordre n. 

VIII. 4 - Algèbre et groupe d'Heisenberg associés à un espace 
symplectique 

Soit 2l une algèbre associative unitaire (sur un corps K de 
caractéristique nulle!). Un élément a de 2l est nilpotent s'il existe 
un entier m tel que am = O. Un élément u de 2l est unipotent si 
u - l = a est nilpotent. Une série entière S(x) devient un polynôme 
en x lorsque x est nilpotent. D'où les propriétés suivantes : 

1) tout élément unipotent u = 1 + a est inversible et 1} = 
(1+a)-1 =1- a+ a2 + ... + (-l)mam si am+l =O. 

2) l'exponentielle d'un élément nilpotent a est un élément uni
potent: 

2 m _ a a . m+l_ exp a - 1 + a - + ... + - 1 s1 a - O. 
2 m. 
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3) le logarithme d'un élément unipotent u = 1 +a est un élément 
nilpotent: 

an 
Logu = Log(l +a)= L: (-l)n-1 -. 

n=l n 

4) les identités entre séries entières donnent des identités entre 
polynômes lorsque l'argument est nilpotent : 

- si a est nilpotent : Log( exp a) = a 
- si u est unipotent : exp(Log u) = u 

L'exponentielle et son application rec1proque, le logarithme, 
établissent une bijection entre l'ensemble des éléments nilpotents 
et l'ensemble des éléments unipotents de 21.. 

- si a et b sont nilpotents et ab = ba, (a + b) est nilpotent, et 
exp(a + b) = expaexpb. 

- si u et v sont unipotents et uv = vu, uv est unipotent et 
log(uv) = logu + logv. 

Exemples : Les matrices n x n surtriangulaires (aij = 0 si 
i ~ j) sont des éléments nilpotents de l'algèbre K(n) des matrices 
n x n sur K, et forment une algèbre de Lie 'I ( n; K) nilpotente. 
Les matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est formée 
de 1 (aii = 1, Vi, et aij = 0 si i > j) sont des éléments 
unipotents de K(n) et forment avec le produit, un groupe nilpotent 
T(n; K) C Gl(n; K). L'exponentielle et son application réciproque le 
logarithme établissent une bijection entre l'algèbre de Lie 'I ( n; K) 
et le groupe T(n;K) par: a E 'I(n;K)--+ expa E T(n;K). 

Des propriétés analogues valent pour les matrices triangulaires 
inférieures. 

Définition VIII.4 : 

On appelle algèbre d'Heisenberg d'ordre n sur la corps K, 
l'algèbre de Lie ~n nilpotente de dimension (2n + 1) obtenue à 
partir d'un espace symplectique E de dimension 2n sur K, de forme 
symplectique b, en prenant ~n = EEBK et en y définissant le crochet 
par: 

[x +a· 1, y+ /3 · 1] = 0 + b(x, y)l. 
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IJalgèbre d'Heisenberg de dimension infinie ry 00 est définie par 
une base (ei, ej: i,j = 1, 2, ... oo) et la même table de multiplica-

tion: [ei,ej] = Ôij· 

On a une représentation linéaire irréductible de dimension 
infinie de l'algèbre de Lie nilpotente Qn comme algèbre de Lie 
d'opérateurs linéaires sur l'espace vectoriel des polynômes de n 
variables: 

K [X 1, ... , XnJ, en faisant correspondre à l'unité de K et aux 
vecteurs d'une base symplectique de E: 

â 
ei --t âXi , ej --t multiplication par Xj. 

On a de la même façon une représentation linéaire irré
ductible de l'algèbre ry 00 par les opérateurs analogues opérant 
dans l'espace vectoriel des polynômes à une infinité de variables 
K[Xi,X2, ... ] 

Dans la représentation linéaire précédente de ry n par des 
matrices nilpotentes de K(n + 2), !'exponentiation dans K(n + 2) 
s'écrit: 

1 xl xn (u 1 u') 
a+ 2 

a2 
exp{ x +a · 1} = exp a = 1 +a+ 2 0 1 0 x'l 

0 0 x'n 

0 0 1 

exp{x + a·l} · exp{y + ,6·1}=exp{ x +y+ (a+ ,6 + b(x; y)) ·1 }· 

Les matrices de la forme {exp x +a · 1} forment ainsi un groupe 
Hn, sous-groupe de T(n+2; K), appelé groupe d'Heisenberg associé 
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à l'espace symplectique (E, <I>). On peut évidemment définir direc
tement Hn, sans faire appel à la représentation linéaire, comme 
l'ensemble E EB K muni de la multiplication: 

(X + a . 1) . (y + ,6 . 1) = { (X + y) + (a + ,6 + b( X~ y)) . 1}. 

Pour exprimer le fait que Hn est obtenu par exponentiation de 
~n on dit que ~n est l'algèbre de Lie du groupe Hn. 

Le groupe symplectique Sp(E), d'invariance de la forme b, opère 
sur ~ n = E EB K en respectant le crochet, donc comme groupe 
d'automorphismes de l'algèbre de Lie ~ni ainsi que de Hn. 

Vlll.5 - Théorème de Darboux 

On verra au §IX.11 la définition des variétés symplectiques. 
Considérer un espace symplectique réel (E, wo) comme une variété 
symplectique revient à identifier à E l'espace T(M) des vecteurs 
tangents en chacun de ses points M et considérer de cette façon 
que wo définit un produit scalaire symplectique sur T(M) en tout 
point M de E. Cela devient particulièrement simple si l'on considère 
le produit scalaire symplectique comme une forme différentielle 
extérieure sur E à coefficients constants (invariante par transla
tions). 

On a vu au §VIII.1 que si (E1, [l]i) et (E2, [1]2) sont deux 
espaces symplectiques de même dimension sur un même corps K, 
il existe toujours un isomorphisme linéaire <I> de Ei sur E2 tel que 
[<I>x 1 <I>y] = [x 1 y]i, Vx, y E Ei. Le théorème suivant généralise 
largement cette propriété pour K = IR. On en verra la portée au 
§IX.11. 

Théorème de Darboux VIII.5 : Soit, sur un ouvert U d'un espace 
vectoriel réel E de dimension 2n, une forme différentielle extérieure 
à coefficients w, fermée (dw = 0) de rang maximum 2n en tout 
point de U. Soit w1 la forme différentielle extérieure à coefficients 
constants sur E égale à w en un point x1 de U. On peut alors trouver 
un difféomorphisme local <I> d'un voisinage ouvert V C U de x1 
dans U, laissant x1 fixe, transformant w1 en w : <I>*w1 = w. Si 

1 2 n 1 2 n td d ' Ed t' x , x , ... , x , y , y , ... y son es coor onnees sur onnan a 
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w1 la forme standard w1 = l:dx1 /\ dy 1, les (x1 o <I>, ... ,yn o <I>) 
forment un système de coordonnées curvilignes au voisinage de x1 
dans lequel la forme w s'écrit w = L d(xj o <I>) /\ d(y1 o <I>) 

Preuve : On construit une famille à un paramètre <l>t, t E [ü, 1], 
de difféomorphismes d'un voisinage V de x1 dans U tels que 
<I>t(x1) = x1, 'it, <I>o =identité et <1>1 = <I>. 

La forme différentielle extérieure 

Wt = w + t(w1 - w) = 2: {aij(x) + t(aij(xo) - aij(x))}dxi /\ dxj 
i<j 

est de rang maximum pour 0 ~ t ~ 1 en x = x1 donc dans un 
voisinage ouvert de x1 que l'on choisir «étoilé». 

Il existe dans V une 1-forme a définie à la différentielle df d'une 
fonction numérique près, ce qui permet de prendre a(x1) = O; telle 
que w - w = da. Mais Wt étant de rang maximum il correspond à 
la forme a un champ de vecteur Xt nul en x1 quel que soit t, tel 
que i(Xt)Wt =-a. 

En réduisant éventuellement le voisinage ouvert V, le champ 
Xt définit un difféomorphisme local <l>t pour 0 ~ t ~ 1, tel que <I>o = 

â 
Identité, <I>o(x1) = x1, 'it, par: ât <I>t(x) = Xt(<I>t(x)) 

Un calcul simple montre alors que: 

:t ( <I>t' wt) = <I>t' ( Lxwt + gt Wt) 

= <I>t'(di(Xt)wt + i(Xt)dwt + w1 -w) 

= <I>t'(-da + w1 - w) 
=Ü 

Il en résulte que <I>t'wt est indépendant de t, d'où : 

<I>ôwo = <I>ôw = w = <I>îw1 = <I>*w1 c.q.f.d. 





CHAPITRE IX 

Analyse tensorielle sur les variétés 

C'est au départ, la relativité générale qui a imposé à l'ana
lyse tensorielle de se concevoir dans des espaces généraux où les 
«liaisons rectilignes» sont absentes : l'espace est «courbe». 

Dans le même ordre d'idées, il s'est avéré nécessaire, dans 
l'élaboration de modèles des phénomènes physiques, de n'imposer 
à l'espace où ils se déroulent que le minimum de structures «a 
priori », afin qu'aucun préjugé, ou vice de forme, ne s'introduise 
dans leur analyse. 

L'effort de construction de l'analyse tensorielle et de la géométrie 
dans le cadre des variétés différentielles a été largement compensé 
par une meilleure connaissance des structures et des algorithmes, 
et a permis de préciser en particulier le rôle exact de la métrique. 

IX.1 / 

IX.2 / 
IX.3 / 
IX.4 / 
IX.5 / 
IX.6 / 
IX.7 / 
IX.8 / 
IX.9 / 
IX.10 / 
IX.11 / 

Définition des variétés différentielles, vecteurs et covecteurs tan
gents. 
Champs de tenseurs. Formes différentielles extérieures. Volume. 
Dérivations. Dérivations de Lie. Groupes et algèbres de Lie. 
Dérivation covariante et transport parallèle. Connexions. 
Connexions sur les fibrés vectoriels avec groupe structural. 
Formes de courbure. Formes extérieures tensorielles. 
Une application à la physique : les théories de jauge. 
Tenseurs de courbure. 
Géodésiques. Coordonnées normales. Déviations. 
Intégration des formes extérieures. Formule de Stokes. 
Calcul des variations sur une variété. Applications. 

Vocabulaire : 

- différentiabilité : voir le §11.2. 
- de classe ~r (r ~ 1) signifie que l'on est assuré de l'existence et 

de la continuité des dérivées des fonctions et applications en jeu 
jusqu'à l'ordre r inclus. 
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- difféomorphisme de classe <!:r : application bijective continûment 
différentiable jusqu'à l'ordre r ainsi que l'application inverse. 

IX.1 - Définition des variétés différentielles. Vecteurs et covec
teurs tangents. 

Une variété différentielle, de classe <!:r, r ~ 1, de dimension n, 
est, comme son nom l'indique, un espace sur lequel on a convenable
ment défini ce qu'est une fonction différentiable, de classe <!:r et qui, 
muni de cette « structure différentielle», est localement « difféomor
phisme» à l'espace vectoriel réel !Rn. 

Par analogie avec les représentations locales des sphères terres
tre et céleste, ces difféomorphismes locaux, qui servent à la défini
tion, sont appelés des cartes de la variété, et un ensemble de cartes, 
un atlas. 

La définition ci-après va donc définir la «structure différen
tielle » à l'aide de cartes : 

Définition IX.1.A : 

Une variété différentielle in de dimension n, de classe <!:r, r ~ 1 
est un espace topologique séparé muni de la structure définie par la 
donnée d'un atlas <!:r sur in, qui consiste en : 

1) la donnée d'un recouvrement de in par des ouverts U j, 
(j E I); 

2) pour chaque Ui, la donnée d'une application 'Pj, bijective, 

continue ainsi que {p1 j' appelée carte, de Uj sur un ouvert de !Rn. 
On impose à l'ensemble de ces cartes la condition suivante : 

( C) pour chaque couple ( i, j) E I x I tel que U i n U j soit non vide, 

l'application bijective 'Pj o {p1 ide l'ouvert 'Pi(Ui n Uj) sur l'ouvert 
cp j (U i n U j), ou changement de cartes est un difféomorphisme de 
classe <!:r. 

Une fonction f sur in, à valeurs dans un espace vectoriel réel 
fixe E, est alors dite différentiable de classe <!: 8 , s ::;;; r, en un point x 

de in si pour un ouvert U j contenant x, la fonction f o {p1 j est s fois 
continûment différentiable au point 'Pj(x) de !Rn, et cette propriété 
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ne dépend pas, vu la condition ( C) de la carte 'Pj choisie. f est dite 
de classe '1:s sur sn si elle l'est en tout point. 

Si (Uk:; 'Pk ; k E J) est un atlas '1:r sur sn, il est dit équivalent au 
premier s'il est compatible avec lui c'est-à-dire si la réunion (U j, Uk; 
'Pj, <pk; j E 1, k E J) est encore un atlas '1:r de m. Il donne alors la 
même définition des fonctions de classes '1:r et l'on convient de dire 
qu'il définit sur m la même structure de variété différentielle. 

Si l'on désigne par ( 1, ( 2, ... , çn les fonctions coordonnées 
standard dans !Rn, les n fonctions composées x 1 = ( 1 o 'Pj, ... xn 

çn o 'Pj sont des fonctions à valeurs réelles, de classe '1:r sur 
l'ouvert U j appelées coordonnées locales sur U j définies par la 
carte 'Pj· 

Nous allons maintenant montrer, dans ce qui suit, comment un 
atlas '1:r permet de transporter à l'espace m toute les structures 
des ouverts de !Rn qui sont conservées par les difféomorphismes de 
classe '1:r. 

A toute fonction f de sn à valeurs dans un ensemble ou un 
espace quelconque E correspond localement, dans un ouvert U de 
m possédant une carte <p, une fonction F des coordonnées locales 
x 1, x2, ... xn d'un point x de U définies par <p telle que : f ( x) = 

F(x1, x2, ... xn). En effet, six E U, F = f o (p1 est une fonction sur 
l'ouvert cp(U) de !Rn c'est-à-dire une fonction den variables réelles : 
( 1, ç2, ... çn à valeurs dans E, et 

f(x) = (f o (p1)(<p(x)) = F(cp(x)) = F[(1(cp(x)), ... çn(<p(x))] 

= F(x1, ... xn). 

D'après la définition ci-dessus, dans le cas où E est un espace 
vectoriel réel, dire que f est différentiable de classe '1: 8 en point re
vient à dire que la fonction F de n variables réelles correspondante 
est de classe '1: 8 au point ( = <p(x). 

Remarquons que nous avons clairement défini la notion de 
différentiabilité de toutes classes sur les variétés mais que nous ne 
somme pas encore capables de dire ce qu'est la différentielle d'une 
fonction ! Le seul cas à notre portée est celui de la différentielle 
nulle. 

En effet, si f est une fonction sur sn à valeurs dans un espace 
vectoriel réel E, différentiable en un point x, elle est dite plate en 
x, ou de différentielle nulle, si pour une carte <p en x, la fonction 
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f o ëp1 a une différentielle D(f o ëp\p(x) nulle au point <p(x) de 
!Rn. Cette définition ne dépend évidemment pas de la carte choisie 
car, si 'ljJ est une autre carte, on a, en vertu de la transitivité des 
différentielles : 

-1 -1 -1 
D(f o 'ljJ )'ljJ(x) = D(f o <p )cp(x) o D(<p o 'l/; )'ljJ(x)· 

Dans le même ordre d'idées, si l'on peut immédiatement définir 
ce qu'est un chemin différentiable de classe lts d'une variété sn de 
classe ltr, r ;;:: s : application continue c d'un intervalle [a, b] de 
IR dans sn telle que pour toute carte <p, <p(c(t)) soit de classe \t 8 , 

rien, ne permet jusqu'à présent de donner un sens à la notion de 
de 

vecteur-vitesse ou dérivée dt en un point. La définition suivante, 

qui reprend exactement l'interprétation des vecteurs issus d'un 
point de !Rn comme opérateurs de dérivation (Définition II.2.), va 
résoudre ces problèmes. 

Définition IX. l.B 

Un vecteur tangent X en un point x d'une variété différentielle 
sn est un opérateur de dérivation des fonctions différentiables à 
valeurs réelles définies au voisinage de x. De façon précise, à une 
telle fonction f, X fait correspondre un nombre, noté X· f, et appelé 
dérivée de f par rapport à X, cette opération devant satisfaire aux 
deux propriétés qui lui servent d'axiomes : 

1) X· f = 0 si f est plate en x, d'où il résulte que X est nul sur 
les constantes, et que X · f = X · g lorsque f et g sont égales dans 
un voisinage arbitrairement petit de x. 

2) linéarité: X(>.f + µg) =>.X· f +µX· g, V>.,µ E IR 
L'ensemble des vecteurs tangents en un point x de sn est un 

espace vectoriel appelé l'espace tangent en x et est noté T(W)x, ou 
simplement Tx ou Wx. 

Remarque : Si f et g sont deux fonctions numériques différen
tiables en xo et nulles en xo, leur produit f g est différentiable et 

-1 -1 -1 
plat en xo. En effet, si <p est une carte, f g o <p = (f o <p ) · (g o <p ) 
et en différentiant ces fonctions numériques définies sur un ouvert 
de !Rn : 

-1 -1 -1 
d(fg o <p )cp(xo) = f(xo) · d(g o <p )cp(xo) + g(xo)d(f o <p )cp(xo) =O. 
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Si X est un vecteur tangent en xo et si f et g sont maintenant 
deux fonctions numériques différentiables en xo quelconques : 

X· (fg) =X· {(f - f(xo) + f(xo)) · (g - g(xo) + g(xo))} 
= f (xo)X · g + g(xo)X · f. 

Les axiomes définissant un vecteur tangent entraînent donc le 
comportement caractéristique des dérivations vis-à-vis du produit. 

Les raisonnements suivants reprennent ceux du §11.2. 
Soient cp une carte d'un voisinage U de xo E m, x 1, x2, ... xn les 

coordonnées locales correspondantes, F la fonction différentiable de 
n variables correspondant à une fonction différentiable f à valeurs 
réelles définie sur U: f (x) = F(x1, x2 , ... xn). Par définition, f est 

( âF) . plate en xo si la différentielle (DF)x0 = L:: ~ dxJ est nulle, 
uxJ xo 

soit ( ~F-) = 0 Vj. Pour chaque j = 1, 2, ... , n on définit un 
uxJ xo 

vecteur tangent ( <::.â.) par ( <::.â.) · f = ( ~F-) , qu'on peut 
uxJ xo uxJ xo uxJ xo 

noter simplement ( ~ f.) . Puisque la fonction : 
uxJ xo 

f(x) - L:: (~F-) (xi - xÔ) = F(x1,x2 , ... xn) - L:: (~F-) (xj 
uxJ xo uxJ xo 

-XÔ) est plate en XQ, on a, si X est un vecteur tangent quelconque 
en xo: 

X·f =L::(X·xj)(~) ·f 
âxJ xo 

ce qui prouve que les n dérivations par rapport à des coordonnées 
locales sur un ouvert U de W forment en chaque point de U une 
base de l'espace tangent en ce point. Les espaces tangents de m ont 
donc pour dimension celle de m. 

Exemple : Vecteur-vitesse en un point xo = c(to) d'un chemin 
différentiable t ~ c( t) de m. Si f est une fonction numérique 

différentiable en xo, on définit le vecteur tangent (~~) xo comme 

l'opérateur de dérivation: 

( de) . f = (df(c(t))) = lim f(c(to + h)) - f(c(to)). 
dt xo dt ta h->O h 
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Si cp est une carte d'un voisinage U de xo = c(to) cela s'écrit: 

-1 -1 
= lim (f o cp )(cp(c(to + h))) - (f o cp )(cp(c(to))) 

h--->O h 

-1 (dcp(c(t)) ) 
= D(f o cp )cp(xo) dt to (calculé dans !Rn) 

d'où résulte bien que (~~) xo · f est nul lorsque f est plate en xo. 
On a ainsi attaché à chaque point d'une variété différentielle 

de dimension n un espace vectoriel de même dimension, l'espace 
tangent qui bien que de définition abstraite, va jouer le même 
rôle que les tangentes aux courbes, plans tangents aux surfaces, 
plongées dans !Rn, et qui sont, eux, définis géométriquement par 
l'espace vectoriel ambiant. 

Le dual de l'espace tangent Tx est l'espace cotangent T;. C'est 
donc, par définition, l'espace vectoriel des formes linéaires sur T x· 
Toute fonction numérique différentiable en x définit un élément de 
T;, appelé sa différentielle df x : c'est la forme linéaire sur Tx qui 
à chaque vecteur tangent X E T x fait correspondre la dérivée de f 
par rapport à X: X· f, qui peut donc aussi s'écrire df(X). L'espace 
cotangent T; peut donc être considéré comme l'espace vectoriel des 
différentielles des fonctions numériques en x. Les différentielles 
des fonctions coordonnées (x1 , x2 , ... xn) soient: (dx1, dx2, ... dxn) 

* ( â â â ) forment une base de T x duale de la base âxl , âx2 , · · · âxn · 
La réunion des espaces tangents T x aux points de la variété 

QJ est l'espace tangent T(W), la réunion des T;, l'espace cotangent 
T*(W). Il ne faut naturellement pas considérer T(W) ou T*(W) 
comme des réunions d'espaces vectoriels sans lien entre eux. Ce 
sont, de façon naturelle des variétés de classe ltr-1· Si U est 
un ouvert de QJ possédant une carte cp dans !Rn, définissant des 
coordonnées locales x 1 2 x2 , ... xn, la carte cp se prolonge en une 
carte <P de T(U) dans IR n qui au point (x, X) de T(U) avec XE Tx, 
fait correspondre les 2n coordonnées (x1, x2 , ... xn, X·x1, ... X·xn) 
et au point (x; a) de T*(U), avec a E T; les 2n coordonnées 

(xl,x2, ... xn( 8~1 ), ... (â~n)). 
Plus généralement, à tout symbole de variance ( v) (cf. chapi

tre Ill) correspond en chaque point x de QJ, un espace tensoriel 
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®(v)Tx. La réunion de ces espaces est l'espace tensoriel tangent 
® ( v) T ( m) à la variété m. Il possède une structure de variété de 
classe <!:r-1 définie par les prolongements des cartes de m' à va
leurs dans Rn x (®(v)Rn). On définit de la même façon les espaces 
de pseudotenseurs tangents de variance tensorielle ( v), de variance 
scalaire m, les cartes de m dans Rn se prolongent en des cartes 
dans les espaces de pseudotenseurs de même variance ( v), m, sur 
Rn. , 

On peut maintenant étendre aux variétés différentielles les no
tions d'applications différentiables d'applications tangente et cotan
gente, et de différentielle. 

Une application <I> d'un ouvert U d'une variété m dans une 
variété m'est dite différentiable de classe '1: 8 en un point x, si pour 
des cartes cp de i:tî au voisinage de X et cp1 de i:t1 1 au voisinage de 
<I>(x), cp1 o <I> o cp-1 est de classe ([ 8 en cp(x). Uapplication tangente 
<I>* de T(U) dans T(m') est définie par <I>* (X) · f = X(f o <I> ). 
IJapplication duale, ou application cotangente <I>* =t <I>* applique 
le covecteur a E T*(m')<:t>x sur le covecteur <I>*(a) =a o <I>*. 

Si a est la différentielle d'une fonction numérique sur m, 
<I>* (di) = df o <I>* = d(f o <I> ). Si West une application différentiable 
de m' dans m", on a (w o <I>)* = w* 0 <I>* et (w o <I>)* = <I>* 0 w*. 

Le terme de différentielle s'applique spécialement aux fonctions 
sur S:U à valeurs dans un espace vectoriel réel fixe L. 

La différentielle dfx d'une telle fonction f en un point x de m 
est alors l'application tangente (f*)x considérée comme application 
linéaire de Tx dans L, soit df x E ~(Tx; L). Si X est un vecteur 
tangent en x E m la dérivée de f par rapport à X est alors X · f = 
df(X) = (f*)x(X). Les vecteurs tangents, initialement définis 
comme dérivations des fonctions différentiables numériques, sont 
donc plus généralement des dérivations des fonctions différentiables 
à valeurs dans un espace vectoriel réel fixe L. 

Exemple : si cp est une carte d'un ouvert U de m dans Rn, 
( 2 , ( 2 , ... çn les coordonnées de Rn et xj = (j o cp on a : dxj = 
d( 1 o cp* soit aussi : 

La structure de ces espaces : tangents, cotangents, tensoriels, 
sur une variété m est décrite par le terme d'espace fibré vectoriel 
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pour la raison suivante : un espace de tenseurs, ®(n)T(!U), sur 
m, par exemple est muni de l'application naturelle 7r qui à chaque 
élément t de ®(n)T(!U)x associe le point x de m au-dessus duquel il 

est défini : 7r est de classe (!'.r-1 et l'image réciproque 7r1 x, ou fibre 
de x est un espace vectoriel, ®(n)Tx dans notre cas. 

De plus, chaque carte de ®(n)T(!U) associée à une carte <p d'un 
ouvert D de QJ applique, par une bijection de classe (!'.r-1' ®(n)T(D) 
sur le produit cp(D) x (®(n)Rn), dont la restriction à chaque fibre 
® ( n) T x est un isomorphisme sur l'espace tensoriel <p ( x) x ( ® ( n) Rn). 

On est donc conduit à la définition générale suivante : 

Définition IX. l. C : 

Un espace fibré vectoriel E de classe (tr, de dimension p, au
dessus d'une variété différentielle m, est une variété différentielle, 
munie d'une application II sur QJ, dite projection, et de la structure 
suivante: 

1) une structure d'espace vectoriel réel sur chaque fibre Ex = 
-1 
TI x, 'ïlx Em. 

2) un atlas de cartes déterminé par la donnée d'un recouvrement 
de m par des ouverts Da, a El et pour chaque Da, la donnée d'un 

-1 
difféomorphisme W a de classe (tr de TI Da sur Da x RP appliquant 

-1 
le fibre Ex = TI x sur x x RP par un isomorphisme d'espaces 
vectoriels. m est appelée la base de E. 

Une application u de m dans E telle que pour chaque X de 
m, u(x) appartienne à la fibre Ex au-dessus de x est appelée 
une section de E, ou encore un champ de vecteurs de E, sur QJ. 

L'ensemble des sections de E sur m, de classe (tr forme un espace 
vectoriel que l'on note traditionnellement fE. Si E et F sont deux 
espaces fibrés vectoriels (tr au-dessus de m, une application <I> de E 
dans F, de classe (tr, telle que, pour chaque X de m' la restriction 
de <I> à la fibre Ex soit une application linéaire <I>x de Ex dans 
F x est appelée un morphisme de E dans F. Toutes les opérations 
de l'algèbre linéaire et multilinéaire peuvent être transportées aux 
espaces fibrés vectoriels. 

On a vu au chapitre IV l'importance des tenseurs restreints et 
de leur groupe structural. On est ainsi à considérer la structure 
plus riche suivante : 
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Définition IX.1.D: 

Un espace fibré vectoriel E de classe <!'.r de dimension p de 
groupe structural G, sous-groupe du groupe linéaire Gl(p), est un 
espace fibré vectoriel au sens de la définition précédente, dont les 
changements de cartes s'effectuent dans le groupe G. 

De façon précise, si U0 nU,s1- 0, on a w0 wà = 9a,B où: 
x E U a n U ,B -+ 9a,B ( x) E G est une fonction de classe <!'.r. 

Si ê = (s1, s2, ... êp) désigne la base standard de JRP, êa = w;s 
--1 

et ê,B = W ,B ê sont des champs de repères de E au-dessus de U0 

et U ,B respectivement. On a w a wàs = g0 ,as que l'on peut écrire 
matriciellement : g0 ,as = ê · G013 ou G0 ,a est la matrice p X p de 
9a,B dans la bases. On a donc : 

-1 -1 
ê,B = W ,as = W 0 sG0 ,a = s 0 G0 ,a. 

Exemple : L'espace tangent d'une variété riemannienne W de 
dimension n (voir ci-dessous Définition IX.2.C) ainsi que les espaces 
de tenseurs restreints sur W sont des espaces fibrés vectoriels de 
groupe structural O(n)(SO(n)) si W est orientée). 

IX.2 - Champs de tenseurs. Formes différentielles extérieures. 
Volume 

Définition IX.2.A : 

Soit A une sous-variété de la variété différentielle W (A peut 
être un morceau de courbe, ou de surface, ou un ouvert de W, etc ... ) 

Un champ de tenseurs t de variance (v), de classe <!'. 8 (s ~ r) sur 
A est une fonction qui à chaque x de A fait correspondre un élément 
tx de la fibre @(u)Tx au-dessus de x, et qui, en tant qu'application 
de A dans la variété @(u)T(m) est de classe <!'. 8 , autrement dit une 
section de classe <!'. 8 du fibré vectoriel @( u )T(W). Cette dernière 
condition peut s'exprimer simplement de la façon suivante : 

Localement, un champ de tenseurs p fois contravariants et 
q fois covariants possède, relativement à des coordonnées locales 
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( 1 2 n) d t ti1 i2···ip d l b â '°' x , x , ... x es composan es jij2 ... jq ans a ase âxii '<Y 

â . . 
... --. ® dxJ 1 ® ... dxJq. t est de classe {t 8 si ces composantes 

âxiP 
sont des fonctions numériques de classe {t 8 • 

Par un changement de coordonnées (x1, ... xn) ---> (x'1 , ... x'n), 
elles se transforment suivant les formules classiques : 

Si t est un champ de tenseurs et f une fonction numérique tous 
deux de classe {t 8 sur A, le produit ft est le champ tenseurs de 
classe {t 8 défini en chaque point x par (ft)(x) = f(x)tx. 

Les opérations tensorielles : multiplications tensorielles, contrac
tions, permutations d'arguments se transportent immédiatement 
aux champs de tenseurs sur A en s'effectuant en chaque point. 

La contraction d'un champ de vecteurs X et d'un champ de 
covecteurs a par exemple est la fonction numérique sur A : x ---> 

(Xx, ax) = ( L xj Œj )x· 
Ce qui caractérise les tenseurs et les opérations tensorielles sur 

un espace vectoriel fixe E est la multilinéarité. On peut se demander 
quelle forme prend cette propriété lorsque l'on considère des champs 
de tenseurs sur une variété m. Elle s'exprime alors de la façon 
suivante : si 6 est l'algèbre des fonctions numériques de classe {t 8 

sur \lJ, les champs de tenseurs d'une variance (V) donnée, de même 
classe {t 8 forment un module sur 6, et les opérations tensorielles 
entre champs de tenseurs de classe {t 8 sont 6-multilinéaires. 

Les ensembles des champs de tenseur de diverses variances, ou 
simplement des champs de tenseurs contravariants, ou de champs 
de tenseurs covariants, d'une même classe {t 8 sur m sont, avec la 
multiplication tensorielle, des -cr- -algèbres. 

Nous allons maintenant définir le crochet de deux champs de 
vecteurs tangents d'une variété différentielle. 

Soient cii une application différentiable de m dans !ID, cii* l'appli
cation tangente de T(m) dans T(!ID). Si X est un champ de vecteurs 
tangents sur m, cii*(X) n'est pas en général un champ de vecteurs 
tangents sur !ID, et ceci pour deux raisons : 
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1) cI>* (X) en un point y de W peut avoir autant de valeurs 
différentes qu'il y a de points X de QJ tels que cI>(x) = y puisque 
(cI>*)x applique T(m)x dans T(W)y=<I>(x)· 

2) l'image de cI> n'est pas en général la variété W tout entière. 
Dans le meilleur des cas, un champ X sur QJ et un champ 

X' sur W sont dits compatibles pour l'application cI> si quel que 
soit x E QJ, cI> * (Xx) = X~ ( x). Dans ce cas quels que soient la 

fonction numérique différentiable h sur W et le point x de QJ, on 
a: (X'· h)<I>(x) = cI>*(Xx) · h = Xx ·(ho cI>) ce qui exprime l'identité 

entre fonctions sur QJ : (X' · h) o cI> = X · ( h o cI>) 
C'est évidemment toujours le cas lorsque cI> est un difféomor

phisme et X'= cI>*(X). 
Soient maintenant X et Y deux champs de vecteurs sur QJ, X' 

et Y' deux champs de vecteurs sur W, cI> une application de QJ dans 
W telle que X et X' soient compatibles et Y et Y' soient compatibles 
pour cI>. 

Si tout est de classe <!'. 8 , s ?: 2, on a alors : 

(Y' · (X' · h)) o cI> = Y · ((X' · h) o cI>) = Y · (X · ( h o cI>)) 

d'où l'égalité : 

{X'· (Y' ·h)-Y' ·(X' ·h)}ocI> = {X(Y · (hocI>))-Y ·(X· (hocI>))}. 

Définition IX.2.B : 

Si X et Y sont deux champs de vecteurs tangents de classe <!'. 8 , 

s ?: 2, sur la variété différentielle QJ, leur crochet, noté [X; Y] est 
un champ de vecteurs tangents de classe <!'.s-1· Il est défini par 
l'application qui à chaque fonction numérique de classe <!'. 1 en un 
point x fait correspondre le nombre : ([X, Y] · f)x = Xx · (Y· f) 
- Yx(X · !). 

Cette définition demande un certain nombre d'explications et de 
justifications. Tout d'abord, cette définition permet d'écrire l'égalité 
qui vient d'être démontrée entre champs compatibles : 

1 ([X', Y']· h) 0 cI> =[X, Y]. (h 0 cI>) I· 

. On va l'appliquer en prenant pour cI> une carte <p d'un ouvert 
U de QJ sur un ouvert U' = <p(U) de Rn. Les champs de vecteurs 
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compatibles avec X et Y sont alors leurs images : X' = <p*(X) et 
Y' = <p* (Y). Ce sont des champs de vecteurs sur U' et on a vu au 
§N.14 que leur crochet peut s'écrire [X', Y'] = DY'(X) - DX'(Y) 
et est ainsi défini pour X, Y de classe <t 1 seulement. 

Pour définir l'action de ce crochet sur une fonction numérique 
différentiable h, il suffit aussi que h soit de classe <t 1, puisque cette 
action peut s'écrire: [X', Y']· h = dh(DY'(X') - DX'(Y')). 

Il résulte de cela : 
a) que le crochet [X, Y] sur m, opère en chaque point x sur les 

fonctions numériques f de classe <t 1 en ce point, puisqu'une telle 

fonction f s'écrit : f = (f o (p1) o <p, 
b) que [X, Y]x · f est nul si f est plate. [X, Y] est donc bien un 

champ de vecteurs tangents sur V. 
Une autre conséquence de l'égalité ([X', Y']o<I> =[X, Y]o(ho<I>) 

est la proposition suivante : 

Proposition IX.2: 

Soit <I> une application différentiable d'une variété m dans une 
variété filJ. Si (X, X') et (Y, Y') sont deux couples de champs de 
vecteurs compatibles pour <I> : X, Y sur m et X', Y' sur filJ, de 
classe <t 8 , s ~ 2, leurs crochets : [X, Y] sur m et [X', Y'] sur m' 
sont également compatibles pour <I>. 

Preuve: L'égalité ci-dessus exprime en effet qu'en chaque point 
x de <I>*([X, Y]x) = [X', Y']<P(x)· 

Des exemples de champs de tenseurs sont donnés par la défini
tion suivante : 

Définition IX.2. C : 

Sur une variété différentielle m de classe <tr, r ~ 3, une 
structure riemannienne, resp. pseudoriemannienne, resp. presque 
symplectique est la donnée d'un champ de tenseurs g deux fois 
covariants, de classe <tr-1, tel que pour chaque X de W, 9x E 
T~ ® T~ soit, sur l'espace tangent, T x, un produit scalaire euclidien, 
resp. pseudoeuclidien resp. symplectique. 

Sur un voisinage possédant une carte, g s'écrit avec les coor
données locales : g = I:: 9ijdxi ® dxj. Lorsqu'il s'agit d'une struc
ture riemannienne ou pseudoriemannienne, g est symétrique non 
dégénéré et on l'écrit généralement de façon concise sous la forme 
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L, 9ijdxidxj. Or, on verra ci-dessous qu'une forme différentielle 

extérieure de degré deux sur QJ s'écrit de façon abrégé L, aijdxidxj 
i<j 

mais cette fois dxidxj signifie dxi /\ dxj ! 
Ces deux simplifications d'écriture sont parfaitement incompati

bles, mais néanmoins en usage permanent. Seul le contexte permet 
de leur attribuer leur sens. 

Sur une variété riemannienne, pseudoriemannienne ou presque 
symplectique, la métrique g détermine des isomorphismes canoni
que entre champs de tenseurs de même ordre mais de variances 
distinctes. On a en effet un isomorphisme métrique p du fibré tan
gent T(QJ) sur le fibré cotangent T*(QJ) qui fait correspondre au 
vecteur Xx la forme (x = pXx = g(., Xx) = (. I Xx), au champ 
de vecteurs X la forme ( = pX telle que (Y 1 X) = (Y,() tan-

-1 
dis que P change la forme a en le champ de vecteurs A tel que 
(Y 1 A) = (Y, a). En termes de composantes dans des coordonnées 
locales, p se traduit par la contraction par le tenseur métrique g, et 
-1 -1 
P par la contraction par le tenseur inverse g : 

Les puissances tensorielles, extérieures ou symétriques de p ou 
du tenseur g assurent le passage d'une variance à l'autre. On a 
donc sur une variété métrique des champs restreints dont on peut 
à volonté choisir la variance. 

On a déjà vu au §. N qu'il y avait deux façons d'exprimer 
une forme différentielle extérieure sur un espace vectoriel réel 
de E. Cette propriété est générale. Elle est partagée par tous les 
champs de tenseurs qui peuvent ainsi être considérés, soit comme 
des sections d'un espace fibré, soit comme des fonctions de champs 
de vecteurs ou de covecteurs. L'identité entre ces deux expressions 
des champs de tenseurs résulte du théorème général suivant : 

Théorème IX.2: théorème de tensorialité : 

Soient E1, E2, ... , Ep, F, (p + 1) espaces fibrés vectoriels sur 
une variété différentielle QJ tous de classe l!:r (r ~ 1), i l'algèbre 
des fonctions numériques de classe l!:r sur QJ. 

Un morphisme multilinéaire cp : 
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autrement dit un morphisme linéaire (j> : 

détermine une application ~-multilinéaire <I> entre sections des 
espaces fibres vectoriels : 

(autrement dit, une application ~-linéaire <I> : fE1 ®J fE2 ®J 
... fEp --+ fF) 

Réciproquement, une application ~-multilinéaire <I> : 

provient toujours d'un morphisme multilinéaire r.p entre espaces 
fibrés vectoriels qu'elle détermine. 

Preuve: 

a) r.p détermine <I> : si Xi, X2, ... Xp sont des sections res
pectivement de Ei, E2, ... Ep l'application x E W --+ Y x = 
rp(X1x, X2x, ... , Xpx) E F x est une section de F de classe l!'.r : 
Y = <I>(Xi, X2, ... Xp)· 

b) Réciproquement, partant de <I>, il faut reconstituer rp. Sup
posons d'abord que (Xj )x0 = O. Soient un voisinage ouvert as
sez petit de xo pour que Ej possède une carte au-dessus de Uo : 
(Ej)u0 --+ Uo x !RP, ei, e2, ... ep les sections de Ej au-dessus de Uo 
images réciproques de la base standard de jRP. Si maintenant V et 
U sont deux voisinages ouverts de xo tels que V CU, U C Uo, V et 
U compacts, il existe une fonction numérique l!'.r, a à valeurs dans 
[O, 1], égale à 1 sur V et nulle sur W - U. 

p 
Si /3 = 1 - a, on a a 2 + a/3 + /3 = 1, aXj = L:: akek avec 

k=l 
ak(xo) = 0, Vk, et puisque <I> est supposée ~-linéaire: 

+/3(x)(l + a(x))<I>(X1, ... Xp)x 

Pour x = XQ, le second membre est nul, ce qui prouve qu'il suffit 
que Xj soit nul en un point xo pour que la section <I>(Xi, ... X2) de 
F soit nulle également en xo. 
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Si maintenant deux sections Xj et Xj de E ont la même valeur 
en un point xo, il en résulte que 

Ceci étant valable quel que soit j, <I> définit bien en chaque point 
x de W une application <px de (E1 x E2 x ... Ep)x dans F x et l'on 
vérifie sur une carte locale qu'elle est bien multilinéaire et de classe 
<tr donc un morphisme de Ei x E2 x ... Ep dans F. 

Une application immédiate du théorème précédent est le : 

Corollaire IX.2 : Critère de tensorialité. Soient W une variété 
différentielle, ~ l'algèbre des fonctions numériques de classe <tr 
sur W. Soit T une application ~-multilinéaire faisant corres
pondre à tout ensemble de p champs de vecteurs X 1, X2, ... Xp 
et q champs de covecteurs w1, w2, ... Wq un champ de tenseurs 
T(Xi, .. . Xp;w1, ... wq) de variance (v) = (a,b) tous de classe <tr. 
T définit alors canoniquement un champ de tenseurs t de variance 
(a + q, b + p), de classe <tr sur W. 

Définition IX.2.D : 

Sur une variété différentielle W de dimension n, de classe <tr, 
r ~ 2, une forme différentielle extérieure de degré p ( 0 ::::; p ::::; n) 
est une fonction w qui fait correspondre à chaque point x de W 
une forme extérieure de degré p sur l'espace tangent Tx, soit : 
Wx E APT~. Sur un ouvert U de W possédant une carte, les 
différentielles dx1, dx2 , ... dxn des fonctions coordonnées forment 
une base de chaque T~, \lx E U, et w s'écrit donc sur U : Wx = 

I:: a1(x)dxi1 J\dxiz !\ ... dxiP = I:: ar(x)dx1, la somme étant étendue 
I 

aux multiindices 1 = {1 ::::; i1 < i2 < ... ip ::::; n} qui parcourent les 

(;) suites strictement croissantes de p éléments de (1, 2, ... n). 

w est alors dite de classe <t 8 , s ::::; r - 1, si les fonctions coordonnées 
ar sont des fonctions de classe lt 8 • 

Cette dernière propriété ne dépend pas du choix de la carte 
comme le prouve la formule du changement de com~osantes de w 
lors du passage d'un système de coordonnées (x1, x , ... xn) à un 



426 Analyse tensorielle sur les variétés 

âxi1 âxiP 
w = l:a1(x)(2=-a k dyki) /\ ... (2=-k- dykP) 

1 yl ÔyP 

='\""'('\""' ( )D(xii, ... xiP)) d Ji d jp 
L., L., a1 X . . y /\ . . . y 
J 1 D(yJ1, ... yJP) 

= l:bJ(x)dyJ 
J 

avec b() '\""'( ()D(xii, ... xiP) 
J X = L., al X -~.----

! D(yJ1, .. . yPP) 

où 
D(xii, ... xiP) , lâxil 
D(yJ1, ... yjp) = Ji~ âyj . 

Les formes différentielles extérieures d'une même classe ([ 8 sur 
m forment une algèbre graduée anticommutative sur l'algèbre ~ 
des fonctions numériques de classe <t 8 , qui sont les formes de degré 
zéro: a/\ w = (-l)doa·doww /\a. 

Si X 1, X2, ... Xp sont p champs de vecteurs sur m, et w = 
L a1dx1, leur contraction est la fonction numérique : 

w est une fonction ~ -p-linéaire alternée des champs de vecteurs sur 
m. 

Si cI> est une application <tr de W dans m ; l'image réciproque 
par cI>, dans W, d'une forme différentielle extérieure w de degré p 
sur m est définie en un point y de W par: (cï>*w)y = (f\PcI>;)(w<Py)· 
On a: cI>*(a /\ w) = (cI>*a) /\ (cï>*w). 

Suivant le principe : «devient structure sur m tout ce qui 
est conservé par changement de cartes (ou de coordonnées)», la 
différentielle extérieure d est intrinsèquement définie sur toute 
variété différentielle. En effet, on a défini au §IV.14 la différentielle 
extérieure des formes différentielles sur un espace vectoriel réel 
!Rn, et démontré que cette définition était indépendante du choix 
de «coordonnée curvilignes» dans !Rn, c'est-à-dire invariante par 
«changement de cartes». A chaque p-forme w de classe <t 8 sur m, d 
associe une (p+ 1 )-forme dw de classe ([ s-1 · Si dans des coordonnées 
locales, w s'écrit w(x) = l:a1(x)dx1 alors dw(x) = l:da1(x) /\ dx1 
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Rappelons les propriétés de la différentielle extérieure (§N.14) 

1) IR-linéaire: d(>..a + µw) =>..da+ µdw, V>..,µ E IR, 

2) d2w = d(dw) = 0, 

3) d(a /\ w) =da/\ w + (-l)doaa /\ dw, 
4) si Xo, Xi, ... Xp sont (p+l) champs de vecteurs et w une p-forme 
sur m (cf Théorème IY.14.A) : 

p . ~ 

dw(Xo, Xi, ... Xp) = L (-1)2Xi. w(Xo, ... xi, ... Xp) 
i=O 

+ I:: (-l)i+jw([Xi, Xj], Xo, ... Xi, .. Xj ... Xp) 
i<j 

Définition IX.2.E : 

Une variété différentielle m de dimension n est dite orientable 
s'il est possible de choisir de façon continue une orientation des 
espaces tangents en tous ses points : la variété est alors dite 
orientée. Pour que m soit orientable, il faut et il suffit qu'elle 
possède un atlas dont tous les changements de carte conservent 
l'orientation, ce qui s'exprime par le fait que les jacobiens : 

D( 1 2 n) 1 â i 1 y ,y, ... y y 
D( 1 2 n) = dét â j associés aux passages de coordonnées 

X ,X , ... X X 

( :.u1, x 2 , ... xn) aux coordonnées (y1 , y2 , ... yn) de l'atlas sont tous 
strictement positifs. 

Si m est orientable et connexe, le choix d'une orientation de 
T xo en un seul point xo détermine ainsi une orientation de tous les 
espaces tangents de m. 

Si la variété connexe m possède une structure pseudorieman
nienne (définition IX.2.C) la métrique est caractérisée par son in
dice (r, s). On a alors une notion plus précise que la simple orienta
tion de m : une orientation complète (§VII.12) consiste en l'orienta
tion cohérente des sous-espaces tangents positifs maximaux (de di
mension r) et une orientation cohérente des sous-espaces tangents 
négatifs maximaux (de dimension s) de m, les deux orientations 
partielles déterminant une orientation de m. Pour une telle variété 
9 = détl9ijl a le signe de (-1)8 . 
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Exemples : Les espaces projectifs réels de dimension impaire 
JRp2k+ 1 sont des variétés orientables. Les espaces projectifs réels 
de dimension paire JRp2k sont des variétés non-orientables. 

Un élément de volume sur QJ est une forme différentielle 
extérieure w de degré n = dim QJ partout non nulle c'est-à-dire une 
section partout non nulle du fibré en droites /\nT*(m). Un élément 
de volume oriente de façon continue les droites /\nT*(m) et définit 
donc une orientation de m. 

Sur une variété orientée, une métrique riemannienne g déter
mine canoniquement un élément de volume w, obtenu en prenant 
l'unité de volume orienté Wx de chaque espace tangent T( v )x (Défi
nition V.3.C). Dans un système de coordonnées locales d'orientation 
positive, cette forme s'écrit, si g = détl9ij 1 : 

w = -g(l/2)dx1 !\ dx2 !\ ... dxn. Elle est invariante par tout chan
gement de coordonnées conservant l'orientation, et a exactement la 
même expression que l'élément de volume des sous-variétés de l'es
pace euclidien En (cf. VII.9). 

IX.3 - Dérivations. Dérivations de Lie. Groupes et algèbres de Lie 

Soient QJ une variété différentielle de classe <tr, ~ l'algèbre des 
fonctions numériques de classe <tr sur m. On se pose le problème de 
définir des opérations de dérivations (ou de différentiation) sur les 
champs de tenseurs sur QJ, ou, plus généralement, sur les sections 
de certains fibrés vectoriels sur QJ, supposés de classe <tr. 

Une dérivation a généralement pour effet de diminuer l'ordre 
de la classe <tr d'une unité. Pour avoir des opérations «internes» 
et aussi pour éviter de jongler avec les ordres de dérivation en 
alourdissant l'exposé, il est souvent préférable de supposer que les 
variétés, champs de vecteurs ou de tenseurs sont tous de classe 
'1: 00 , avec donc des dérivées continues de tous ordres dans des 
coordonnées locales. 

Exemples d'opérations de dérivations : 

1) la différentielle extérieure d des formes différentielles exté
rieures sur QJ, qui n'existe naturellement que sur la ~-algèbre des 
sections différentiables du fibré !\ T* ( QJ) ; d applique ~ dans les 
champs de covecteurs ou de formes différentielle de degré un. 
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2) si X est un champ de vecteurs, il détermine une dérivation 
ix, produit intérieur par X, dans l'algèbre des formes différentielles 
extérieures, de la façon suivante : si w E /\PT* ( m) est une forme 
extérieure de degré p sur m, ( ixw )x est le produit intérieur Xx J Wx 
(cf. §N.13) et ixw est ainsi une forme de degré (p - 1). 

On ai~ = 0 (§N.13). Cette dérivation, nulle sur J, est purement 
algébrique; 

3) si u est un champ de tenseurs de variance (1, 1), section du 
fibré T(m)@T*(m), il détermine une dérivation de la J-algèbre des 
champs de tenseurs de toutes variances sur m, nulle sur 6, de la 
façon suivante: si test un champ de tenseurs; (Dut)x est le tenseur 
Duxtx dérivé de tx par l'opérateur linéaire Ux (cf. §N.13). Si t est 
de variance ( o ), il en résulte que Dut est également de variance 
( o). Cette dérivation, nulle sur J, est purement algébrique. 

D'une façon générale on peut imposer à une opération de déri
vation D les axiomes suivants : 

1) D est IR-linéaire. 

2) D est définie sur J (fonctions numériques Q'. 00 ) et si f E J 
est plate en x, (D f)x = 0, ce qui peut être interprété en disant que 
D est «du premier ordre». Si D est nulle sur 6, D est dite purement 
algébrique. D est alors J-linéaire suivant 3). 

3) si Dt est défini et f E J, D(ft) est défini et il existe une 
multiplication* permettant d'écrire : 

D(ft)x = f(x)Dtx + Dfx * tx. 

4) si pour la multiplication * Dt, Du, D(t * u) sont définis, on 
a: D(t * u) =Dt* u +Et* Du avec E = ±1 ce qui est la propriété 
caractéristique des dérivations vis-à-vis des multiplications. 

Ces axiomes entraînent le caractère local d'une telle opération 
D : la valeur du champ Dt en un point x ne dépend que de la 
restriction de t à un voisinage arbitrairement petit U de x. Si l'on 
prend en effet, une fonction numérique a, Q'. 00 , égale à un sur le 
voisinage V de x avec V c U, donc plate en x, et nulle en dehors 
de U, on a: 

D(at)x = (Da)x * tx + a(x)Dtx = Dtx. 
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Ce caractère local entraîne qu'une opération de dérivation D est 
entièrement déterminée par ses valeurs sur les fonctions numéri
ques et sur des champs qui forment des générateurs locaux relati
vement aux opérations d'addition, de produit et de multiplication 
par les fonctions numériques. 

Applications : 

1) Soient D1 et D2 deux dérivations définies sur l'algèbre des 
champs de tenseurs différentiables de toutes variances, respectant 
la variance (de degré zéro) et commutant avec les contractions. Si 
D1 et D2 coïncident sur les fonctions numériques et les champs de 
vecteurs différentiables, elles sont identiques. 

2) Deux dérivations définies sur l'algèbre des formes différen
tielles extérieures différentiables qui coïncident sur les fonctions 
numériques et les formes de degré un sont identiques. 

Si D est une dérivation non nulle sur ~, opérant sur certains 
champs de vecteurs V, on peut souhaiter en avoir une définition 
géométrique exprimant (DV)x sous la forme classique d'une limite 
comme : DVx = lim 1/h(V(t + h) - V(t)). Sous cette forme 

h-->O 
stricte, cela n'est naturellement possible que si V(t) et V(t + 
h) appartiennent au même espace, V étant alors une fonction 
différentiable de QJ à valeurs dans un espace vectoriel fixe F. Mais 
si le champ V est une section d'un fibré vectoriel E, par exemple un 
champ de tenseurs, les espaces vectoriels que sont les fibres Ex1 , 

Ex2 en deux points distincts n'ont a priori aucun lien canonique 
entre eux. Si l'on veut soustraire un vecteur de l'un d'un vecteur 
de l'autre il faut avoir un moyen de transporter l'un sur l'autre. 
Nous allons voir deux procédés différents de tels transports qui 
vont donner, l'un, la dérivation covariante (§suivant IX.4), l'autre 
la dérivation de Lie, par laquelle nous commencerons. 

Une dérivation D qui applique en elle-même l'algèbre ~ des 
fonctions numériques \!: 00 sur une variété 1!:00 , définit canonique
ment un champ de vecteurs X par Xx · f = (D J)x. Le champ X 
caractérise l'action de D sur les fonctions numériques. On obtient 
par extension la : 
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Définition IX.3.A. Dérivation de Lie : 

A tout champ de vecteurs continûment différentiable X sur une 
variété ID est associé un opérateur de dérivation Lx des champs de 
tenseurs différentiables sur ID, appelé dérivée de Lie par rapport à 
X, et uniquement déterminé par les conditions : 

a) si f est une fonction différentiable, Lx · f = X · f (Lx dérive 
les fonctions). 

b) si Y est un champ de vecteurs différentiable Lx· Y= [X, Y]. 

c) Lx conserve la variance des champs de tenseurs. 

d) si t et u sont deux champs de tenseurs différentiables : 

Lx(t ® u) = Lxt ® u + t ® Lxu (Lx est une dérivation). 

e) Lx commute avec les contractions. 

Lx est de caractère local et l'unicité est immédiate sur une 
carte. 

Calculons à titre d'exemple la dérivée Lxa d'un champ de 
covecteurs a : 

Lx(a®Y) = Lxa®Y +a®LxY. 

En contractant : X.(a, Y) - (a, Lx Y) = (Lxa, Y) qui donne 
Lxa comme fonction sur les champs de vecteurs de ID par: Lxa = 
Lx oa-aoLx. 

Si X et Y sont deux champs de vecteurs, le crochet des deux 
dérivations [Lx, Ly] est une dérivation définie sur les champs de 
tenseurs différentiables. Sur les fonctions numériques et les champs 
de vecteurs, on a : 

[Lx,Ly]J = Lx(Y·J)-Ly(X·J) = X(Y·J) - Y(X.J) =[X, Y]-! 

[Lx, Ly]Z = [X, [Y, Z]] - [Y, [X, Z]] = [[X, Y], Z] = L[x,Y) . z 
d'après l'identité de Jacobi. 

On a donc: [Lx, Ly] = L[X,Y)· 
Nous allons maintenant donner de la dérivation de Lie une 

définition «géométrique» dans le sens indiqué ci-dessus. 
On peut considérer un champ de vecteurs tangents X sur une 

variété QJ comme le champ de vecteurs-vitesse d'un mouvement de 
l'ensemble des points m : 
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- par exemple le champ de vecteurs constant sur IR : X = ke1 est 
le champ des vitesses de la translation: x-+ ~(x) = x +kt; 

- mais si l'on considère ce même champ sur la sous-variété de IR 
que forme un invertalle ouvert ]a, b[, on ne peut plus considérer 
globalement sur ]a, b[ la translation précédente, car elle fait 
«sortir» de ]a, b[. On ne peut la considérer qu'en se restreignant 
aux intervalles compacts [c, d] c]a, b[ avec, pour chacun d'eux, 
un intervalle de temps borné : ltl < E, par la condition que les 
points de [c, d] restent dans ]a, b[ lors des translations x-+ x+kt, 
ltl < é. 

Définition IX.3.B : 

Groupe à un paramètre de difféomorphismes Cr d'une variété 
m : c'est une application <tr de IR X m dans m : 

(t,x) __ ____, ~t(x) 

telle que: 
a) quels que soient s, t E IR : ~s+t = ~s o ~t 
b) ~o est l'identité 

il résulte de a) et b) que ~-t o ~t · x = x, donc que ~t est 
biunivoque, et que ~t est un difféomorphisme <tr de S!J sur elle
même dont le réciproque est ~-t· 

Un groupe à un paramètre de difféomorphismes <tr sur m 
définit sur m un champ de vecteurs tangents <tr-1 par: 

X = (dcpt(x)) . 
x dt t=O 

C'est le vecteur-vitesse au temps t = 0 de la trajectoire de x : 
t-+ ~t(x). 

Mais, si l'on considère le vecteur-vitesse au temps s quelconque 
de la trajectoire de x on a : 

( d~t(x)) = (d~s+u(x)) = (d~u(~s(x))) =X (x). 
dt t=s du u=O du u=O 'Ps 

Le champ X est donc un champ de vecteurs-vitesse des trajec
toires des points de m. La trajectoire du point ~s(x): 
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u ---+ <pu ( <p 8 ( x)) = <p 8 (<pu ( x)) est la translatée par le difféomor
phisme 'Ps de S.U de la trajectoire du point X: U---+ <pu(x) et: 

Définition IX.3.C: 

«Groupe local » à 1 paramètre de difféomorphismes <tr (locaux) 
de sn : c'est une application <!'.r, dans sn' d'un voisinage ouvert il de 
Ü X S.U dans R X S.U tel que il n (R X X) =] - Œx, f3x [où Œx et f3x sont 
des nombres réels strictement positifs : 

(t, x) __ ____. <pt(x) 

satisfaisant aux axiomes suivants : 

a) sis, t, s + t E] - Œx, f3x[, on a 'Ps+t(x) = 'Ps('Pt(x)); 
b) 'PO est l'identité de S.U. 

Si U est un voisinage compact de x E S.U, il existe c > 0 tel que 
[-c, c] x U Cil. Il résulte de a) et b) que pour tout t, ltl ::::; c, 'P-to<pt 
est l'identité sur U; <pt est donc localement un difféomorphisme. 

Par un raisonnement bien connu un groupe local à 1 paramètre 
de difféomorphismes de S.U qui est défini sur un ouvert il de R x S.U 
contenant [-c,c] X S.U, pour é > Ü, détermine un groupe global 
à 1 paramètre de difféomorphismes de S.U [cf. Bourbaki, Topologie 
générale, Ch. V. (groupes à un paramètre) §1, n° 4 Proposition 6]. 
C'est toujours le cas lorsque S.U est compacte. 

Un groupe local à 1 paramètre de difféomorphisme <tr de S.U 
détermine un champ de vecteurs tangents <tr-1 sur S.U par : 

X = (d<pt(x)) . 
x dt t=O 

Par le même raisonnement que ci-dessus, on voit que X est 
le champ des vecteurs-vitesse des trajectoires : t E] - Œx, f3x [ 
---+ 'Pt ( x) des points de Q'.J : 

( d<pt ( x)) = X (x). 
dt t=s '{!x 

Réciproquement, on a le théorème suivant : 
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Théorème IX.3: Un champ de vecteurs tangents ltr-1 : X sur 
une variété m détermine un groupe local à 1 paramètre de difféo
morphismes ltr de m' obtenu en intégrant l'équation différentielle 
sur m: 

dcpt(x) _X ( ) 
dt - 'Pt X . 

Si le champ X est à support compact, 'Pt est un groupe global, 
défini \ft. 

Preuve : Soit W un ouvert de m possèdant une carte sur un 
ouvert W' de Rn, définissant des coordonnées x 1 , x2 , ... xn sur W. 

L'équation différentielle devient, en écrivant simplement xi(t) 
pour xi(cpt(x)) : 

{ dxi Xi( 1 2 n) . l 2 ( 1 2 n) w'} dt = X , X , ••. X 2 = , , ... n; X , X , ••. X E 

où les xi sont des fonctions ltr-1 de leur arguments. 
Le théorème fondamental d'existence et unicité affirme alors que 

pour tout x = (x1,x2, .. . xn) de W', on peut trouver un voisinage 
U de x dans W', un voisinage I de 0 dans R et une application <!:r 
de I x U' dans : 

W': IxU'~W 

(t, xô, ... x8)------+{ cp1(xÔ, ... x8), ... cpn(t, xô, ... x8)} 

telle que: 

de.pi i( n) 
dt = X 'Pl' ... cp 

i(o 1 n) i cp ,xo, ... xo =xo. 

De plus, toute application 'lF satisfaisant aux équations (1) dans 
un ouvert quelconque I1 x Ui C I x U' coïncide avec cp dans cet 
ouvert. 

Puisque les second membres Xi des n première équations (1) 
ne contiennent pas la variable t, on a : 

dcps+t 
d(s + t)" 
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L'unicité entraîne donc que <p8 +t(xo) = <pt(<ps(xo)) c.q.f.d. 
Soient maintenant X et Y deux champs de vecteurs de classe 

r :;;i: 1 sur QJ, et <p le groupe local à 1 paramètre associé à X. Le 
vecteur tangent (cp-t)*.Y 'PtX est un vecteur tangent au point x et 
la translation locale <p-t permet alors de comparer les vecteurs 
Y x au point x et Y cptx au point <ptX. On obtient la définition 
« géométrique » de la dérivation de Lie sur un champ de vecteurs : 

. 1 d 
Lx Y= [X, Y] = hm - { <p-t)* Y 'PtX - Y x} = -d { <p-t)* Y cptx} 

t-ot t 

et plus généralement sur un champ de tenseurs u : 

Il suffit de le vérifier pour les champs de vecteurs au moyen 
d'une carte locale. Soit dans une telle carte : 

· · âcp·(-t· x) · 
zi(t) = {{ cp-t)* Y <ptx}i = L: iâ . ' yJ (cp(t; x)) 

j xJ 

(dzi) = -~(âcpi(-t,x)) yj 
dt Ü ÔX) dt Ü X 

+ L (âcpi(-t_,xo)) âYj (dcpk(t,x)) 
j,k âxJ o âxk dt o 

= (- L: ax~ yj + L:Xkayi) = [x, YJ~ 
j âxJ k âxk x 

puisque la matrice 1 ~:; 1 a pour limite l'identité pour t = O. 

Exemple : Tenseur de déformation métrique. 

Soit X un champ de vecteurs sur une variété riemannienne ou 

pseudoriemanienne ( QJ g) . Le champ de tenseurs Lxg est le tenseur 
de déformation métrique par X (ou par le groupe local <pt associé). 

On a (Lxg)(Y, Z) =X· g(Y, Z) - g([X, Y]Z) - g(Y, [X, Z]). 
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â â â 
En remplaçant Y par -8 ., Z par -8 . et X par 2..::Xk â k on 

x 2 xJ x 
obtient: 

k âgij axk axk 
(Lxg)ij = I:X âxk + L9kj âxi + L9ik âxj · 

Si la métrique est euclidienne, les composantes de ce tenseur 
s'écrivent en coordonnées orthonormales : 

On peut comparer avec la fin du §VII.6. où l'on a défini le tenseur 
de déformation infinitésimale « des longueurs» E. E est la moitié 
du tenseur de déformation métrique. Celui-ci correspond en effet à 
la déformation infinitésimale des «carrés des longueurs». 

Les dérivations de Lie opèrent en particulier sur les formes 
différentielles extérieures. Si w est une telle forme, 

On en déduit : 

a) Lx(w /\Il)= Lxw /\Il+ w /\ Lxll; 
b) puisque, quelle que soit l'application différentiable <P : <P* d = 

d<P*, on a Lx ( dw) = d(Lxw) : Lx commute avec d. Exemple : 
Lxdxi = d(X ·xi)= dXi. 
Réciproquement, toute dérivation de l'algèbre des formes diffé

rentielles extérieures de degré zéro qui commute avec d, est une 
dérivation de Lie. En effet, l'action d'une telle dérivation D sur 
les fonctions numériques différentielles est celle d'un champ de 
vecteurs X. 

On a alors D(df) = d(DJ) = d(Lxf) = Lx(df) et il en résulte 
que D =Lx. 

Explicitons l'expression de Lxw : 

(Lxw)(Y1, ... Yp) =X· w(Yi, ... Yp) 
p 

- 2:: w(Yi, ... [X, Yi], ... Yp) 
i=l 
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Si X est un champ de vecteurs et w une p-forme extérieure 
sur W, on a vu ci-dessus que le produit intérieur ixw, qui est une 
(p - 1)-forme extérieure définie en chaque x par: (ixw)x = ixxwx 
soit: (ixw)(Y1, ... , Yp-1) = w(X, Y1, ... Yp1 ) est une dérivation 
de degré ( -1) des formes différentielles extérieures et satisfait aux 
propriétés suivantes : 

a) i~ = O; 
b) ix(w /\II)= ixw /\II+ (-l)deg·ww /\ ixII. 

Dès lors, le crochet des deux dérivations, d et ix, soit do ix 
+ ix o d, est une dérivation de degré zéro des formes différentielles 
extérieures, qui commute avec d puisque d2 = 0, qui est égale 
à Lx sur les fonctions numériques et qui est donc identique à la 
dérivation de Lie Lx : 

1 do ix + ix o d =Lx I· 

Cette égalité utilisée dans l'expression de : dw(Xo, Xi, ... Xp) 
(ix0 o dw)(Xi, ... Xp) redonne, à l'aide d'une récurrence, l'ex

pression déjà trouvée de la différentielle extérieure au moyen des 
crochets des champs de vecteurs. 

Si w est une forme de degré un, la contraction de l'égalité : 

Lx(w®Y) = (Lxw) ®Y +w®LxY 

donne: X· w(Y) = (Lxw)(Y) + w([X, Y]) 
Il résulte de cette égalité que la dérivation intérieure i[X,Y] et le 

crochet des deux dérivations Lx et iy sont égales sur les fonctions 
numériques et les formes de degré un donc identiques sur l'algèbre 
des formes différentielles extérieures : 

1 i[x,Y] =[Lx, iy] =Lx o iy - iy o Lx I· 

Définition IX.3.D : 

Soit W une variété différentielle de classe <tr, r ~ 2 possédant 
comme seule structure supplémentaire un élément de volume w (cf. 
fin du §IX.2). A tout champs de vecteurs X sur W correspond une 
fonction numérique appelée la divergence du champ de vecteurs X, 
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notée div X, définie par l'effet de la dérivée de Lie Lx sur w : 

1 Lxw =(div X)w I· 

Puisque Lx = do ix + ix o d et que dw = 0, cette définition 
équivaut à définir div X par C§IV.10) 

(divX)w = di(X)w = (-l)n-ld(X J w) 

Si f est une fonction numérique différentiable : div(JX) = f div X 
+Xf 

Localement, dans des coordonnées x 1 , x 2 , ... xn, la forme vo
lume s'écrit: w = adx1 /\ dx2 /\ ... dxn, et l'on a, puisque Lxdxj = 
dXj : Lxw = (X· a)dx1 /\ ... dxn +a I:; dx1 /\ ... dXj /\ ... dxn 

j 

d'où: 
1 âXj 

div X= - (X· a)+ I:;-. 
a j âxJ 

Si QJ est une variété riemannienne ou pseudoriemannienne 
orientée elle possède une forme volume canonique (fin du §IX.2) qui 
s'écrit localement: w = l91 112dx1 /\ dx2 /\ ... dxn avec g = détl9ijl· 

La divergence d'un champ de vecteurs X sur une variété pseu
doriemannienne orientée a donc pour expression locale : 

âl-1 112 âXj 
divX=lgl-1/ 2 I:;Xj 9 . +I:;-. , 

· âxJ · âxJ J J 

ce que l'on écrit généralement sous la forme condensée déjà trouvée 
dans le cas des espaces pseudoeuclidiens C§VII.9 et 10) : 

Nous donnerons à la fin du paragraphe suivant une interpréta
tion et une extension de l'opération de divergence. 

Si f est une fonction numérique deux fois continûment différen
tiable sur la variété pseudoriemannienne QJ, la métrique g associe 
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au champ de covecteurs df un champ de vecteurs, le gradient de f, 
par (gradf 1 Y)= g(gradf, Y)= df(Y) =Y· f. 

( "k âf) â Localement : grad f = I:: I:: gJ -k -8 .. 
j k âx xJ 

Le Laplacien de f est la fonction numérique l:l.f = div(grad J) 
qui s'écrit localement: 

l:l.f = 191-112 I:: ~ (191 1/ 2 · I:;gik~) 
j âxJ k âxk 

Nous allons maintenant appliquer ce qui vient d'être vu aux 
§1, 2, 3 à une situation particulièrement importante : 

Définition IX.3.E : 

Groupes et algèbres de Lie. Un groupe de Lie G est une variété 
différentielle lt00 munie d'une loi de groupe, la compatibilité entre 
les deux structures s'exprimant par les conditions que la multiplica-

tion: (g, h) -+ gh et l'opération T, prise de l'inverse: g-+ r(g) = !] 
soient lt00 . Une algèbre de Lie sur IR est un espace vectoriel sur IR 
muni d'une multiplication antisymétrique, notée : (X, Y) -+ [X, Y], 
satisfaisant à l'identité de Jacobi : 

[X, [Y, Z]] +[Y, [Z, X]]+ [Z, [X, Y]] = 0, VX, Y, Z. 

Exemples: 

a) les groupes linéaires réels et leurs sous-groupes : orthogonaux, 
symplectiques, unitaires sont les groupes de Lie classiques ; 

b) les champs de vecteurs lt00 sur une variété différentielle W de 
classe lt00 forment, avec le crochet, une algèbre de dimension 
infinie. 
Si G est un groupe de Lie, ses translations à gauche l (g) 

\fg E G : x-+ l(g) = gx, à droite r(g) : x-+ r(g)x = xg sont des 
difféomorphismes lt00 . Un champ de vecteurs tangents X sur Gest 
dit invariant à gauche, si l(g)*X, \f g, et X est alors entièrement 
déterminé par sa valeur en un point, par exemple l'élément neutre 
e. Réciproquement, si l'on se donne Xe E T(Ge) et que l'on définit 
X9 = l(g)*Xe, on a : l(h)*Xg = l(h)*l(g)*Xe = l(hg)*Xe = Xhg 
et X est un champ lt00 invariant à gauche. De la même façon, 
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la donnée de Xe définit un champ <!'. 00 invariant à droite X, par 
Xg = r(g )*Xe. 

Puisqu'un difféomorphisme respecte le crochet C§IV.2), on a : 
l(g)*[X,Y] = [l(g)*X, l(g)*Y] = [X,Y]. Les champs de vecteurs 
tangents sur G invariants à gauche forment donc une sous-algèbre 
de Lie de dimension finie égale à la dimension de la variété G, 
appelée algèbre de Lie g de G. De la même façon de vecteurs 
tangents invariants à droite forment une algèbre de Lie g. Les 
espaces vectoriels de g et g s'identifient à l'espace tangent en e 
àG. 

Le difféomorphisme T transforme le champ invariant à gauche 
défini par Xe en le champ invariant à droite défini par -Xe. En effet 

T 0 l(g)(x) = T(gx) = -;} !l = r(g)- 1Tx et T*(Xg) = T*l(g)*Xe 
-1 -1 -

= r( g )*T*Xe = r( g )*(-Xe)= -X9. 
Une translation à droite r( x) de G par un élément x transforme 

un champ de vecteurs tangents invariants à gauche X en un autre 
champ invariant à gauche. 

En effet, soit Y= r(x)*X, soit Yg = r(x)*X -i. on a l(h)*Yg 
gx 

= l(h)*r(x)*X _1 = r(x)*l(h)*X -1 = r(x)*X -1 =Y hg· 
g X g X hg X 

L'automorphisme intérieur: g---+ xg ·~1;1 = l(x)r(?i)g = adx · g 
de Gest couramment appelé l'automorphisme adjoint de x. 

Son application tangente, notée Ad x est un automorphisme de 
g = T(G)e et l'application x E G ---+ Adx représente G comme 
groupe d'automorphismes de son algèbre de Lie. Le vecteur de g, 

-1 
image par Ad x de X est : 

-1 -1 -1 
Ad x ·X _1 = l( x )*r(x)*X _1 = r(x)*l( x )*X _1 

~X ~X ~X 

= r(x)*X _1 = (r(x)*X)g = Yg. 
g X 

-1 
On a donc r(x)*X =Ad x ·X. 

Un groupe de Lie G opère à gauche, resp. à droite, sur une 
variété différentielle V, par la donnée d'une application différen
tiable: 

G x V---+ V: (g,x)---+ gx, resp. V x G---+ V: (x,g)---+ xg 
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assujettie à la condition : g(hx) = (gh)x, resp. (xg)h = x(gh), 
'tfx E V, g, h E G. 

Il en résulte, en faisant h =!],que l'élément neutre de G agit 
sur V comme l'identité, et l'opération de G sur V est dite fidèle si 
quel que soit x E V, xg = x entraîne g = e. 

Par exemple, un groupe de Lie G opère sur lui-même par ses 
translations à gauche et à droite. 

L'opération d'un groupe de Lie G sur une variété V réalise G 
comme groupe d'automorphismes de l'algèbre i des fonctions 11: 00 

sur V. 

Sig E Getf E i: (g·f)(x) = f(r/x),resp. (g·f)(x) = f(xg) 
G opère à gauche sur l'algèbre i, puisque : 

-1 -1 -1 
(g(hf))(x) = (hf)( g x) = f(( h g )x) = ((gh)f)(x) 

lorsque G opère à gauche sur V, tandis que g(hf)(x) = (hf)(xg) 
= f(x(gh)) = ((gh)f)(x) lorsque G opère à droite. 

Soient <P un difféomorphisme de V et <P*X l'image par <P du 
champ de vecteurs X d'un groupe local à un paramètre <p. On a: 

(<P*X)x· f =(X· (f o <P))-1 
<PX 

1 -1 -1 
= lim - {(! o <P)<pt( <Px) - (f o <P)( <Px)} 

t--->O t 
-1 

= J~ ~ {f(<P<pt ~\x)) - f(x)} = (d(<P<p ;t)(t,x))t=O 

d'où il résulte que <P*X est le champ de vecteurs tangents du groupe 
-1 

local à un paramètre <P<p <P et que X est invariant par <P si et 
seulement si <P commute avec <p. 

Si X est un champ de vecteurs invariant à gauche du groupe 
de Lie G, il détermine un groupe global à un paramètre <p de 
difféomorphismes de G qui commutent avec les translations à 
gauche. Le raisonnement fait ci-dessus montre immédiatement que 
la trajectoire g(t) de l'élément neutre est un sous-groupe à un 
paramètre de G que l'on note usuellement : g(t) = exp(tXe) par 
extension du cas où G est un groupe de matrices (cf. Exemple 1 
ci-dessous). L'exponentielle est donc l'homomorphisme du groupe 
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additif {tXe}, droite de l'espace tangent à Gene sur le sous-groupe 
à un paramètre exp(tXe) de G. 

Le groupe à un paramètre <p est tout simplement celui des 
translations à droite de G par les éléments de g(t) : cp(t; x) 
= c.p(t; xe) = x<p(t; e) = xg(t) = x exp(tXe)· 

Si X est le champ invariant à droite défini par Xe le groupe '(/; 
de difféomorphismes de G qu'il détermine est celui des translations 
à gauche par les éléments de g(t): 'ip(t; x) = g(t)x = exp(tXe) · x 

Dans le cas où un groupe de Lie G opère sur une variété V, 
chaque vecteur tangent A en l'élément neutre e de G détermine un 
sous-groupe à un paramètre exp(tA) de G, donc un groupe à un 
paramètre de difféomorphismes de V, d'où un champ de vecteurs 
A sur B : Ax est le vecteur-vitesse en t = 0 du chemin exp(t A)x 
si G opère à gauche, ou x exp tA si G opère à droite. 

Considérons sur la variété produit V x G, le champ de vecteurs 
tangents (0, A) où A est le champ de vecteurs invariant à gauche 
sur G défini par A E T ( G) e. Au point ( x, g) le champ a pour valeur 
( Ox, A9 ) et est tangent au chemin ( x, g exp At) pour t = O. Dans 

µ 
l'action µ de G sur V : V x G -----+ V, le point (x, g exp At) a 

pour image xg expAt et µ*(Ox,Ag) = Axg· Les champs (O,A) 
sur V x G et A sur V sont donc compatibles pour µ. Lorsque G 
opère à droite sur V. Il en résulte que [A, B] a pour image [A, B] 
et que l'application A E g ------+ A E .X (V) est un homomorphisme 
d'algèbres de Lie de g dans .X(V). 

D'après ce que l'on vient de voir ci-dessus, le champ de vecteurs 
-1 -1 -1 

r(g) · r(exp · At)r( g) = r( g ·exp At · g)) = r(ad_J ·exp At) 
-1 - -1 

= r(exp(Ad g ·A)t) ce qui montre que r(g)*A =(Ad g ·A). 
L'algèbre de Lie g de G est ainsi représentée comme une algèbre 

de Lie des dérivations des fonctions sur V, c'est-à-dire comme une 
algèbre de Lie d'opérateurs différentiels du premier ordre sur V. 
Plus généralement, supposons V cie classe lt00 et soit A l'algèbre 
des formes différentielles extérieures lt00 sur V. L'opération à 
droite d'un groupe de Lie G sur V représentant <:._haque élément X 
de son algèbre de Lie g par un champ de vecteur X de V détermine 
par la-même des dérivations associées Lx = L..:.., de degré 0, et 

X 
ix = i..:.., de degré (-1), de l'algèbre A. Ces dérivations vérifient 

X 
les équations vues ci-dessus : 
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1) Lx. f =X. f, Vf E J, 2) Lxd = dLx; 3) L[X,Y] = [Lx,Ly] 

4) Lx= [ix, d] = ixd +dix; 5) i[x,Y] = [Lx, iy] = Lxiy - iyLx. 
On dit alors que l'algèbre A est munie d'une« g-structure ». 

Application : Le cas le plus simple est celui d'un sous-groupe 
fermé G du groupe linéaire Gl(n) = Gl(IRn) des automorphismes 
de l'espace vectoriel réel E ~ !Rn. G opère alors à gauche sur E : 

2 
x---? gx, et à gauche et à droite sur l'espace vectoriel ~(E) ~!Rn : 
l(g)u =guet r(g)u = ug. Les translations à gauche et à droite de 
G sont les restrictions à G des opérateurs linéaires l(g) et r(g). Les 
opérateurs linéaires g E ~ (E), l (g), r (g) E ~ ( ~ (E)) sont identiques 
à leurs applications différentielles en chaque point. Une base ( ej) 
de E détermine des coordonnées (xi) dans E et (xj) dans ~(E), 
qui fournissent des coordonnées, en général surabondantes, pour 
G. Un vecteur tangent Xu en u E Gest entièrement déterminé par 
la matrice IX} 1 = IXu · xj ( u) 1- Calculons l'image du vecteur tangent 

Xu par la translation à gauche l(g). 
On a (l(g)*Xu) = Xu · (f o l(g)) et sa matrice est donc: 

(l(g)Xu)J = (l(g)Xu) · xj = Xu(xj(gu)) = Xu( 2=gixj(u)) 

= 2=gÏXj = (gX)J 

d'où simplement l(g)*Xu = g · Xu. Un champ de vecteurs invariant 
à gauche X sur G s'obtient donc à partir d'un vecteur tangent à 
l'élément neutre, défini par la matrice A, par : X 9 = gA (produit 
de matrices). 

Le groupe à un paramètre engendré par la matrice A, considérée 
comme vecteur tangent en l'élément neutre I, est défini par l'équa-

tion différentielle: dM(t) = M(t)A avec M(o) = I. 
dt 

C'est le groupe multiplicatif de matrices exp(tA) (-oo < t < 
+oo). -

Si Y est un autre champ de vecteurs tangents invariants à 
gauche sur G, défini par Y 9 = g · B, calculons le crochet [X, Y] 
par sa matrice. On a 

i i k X. (Y. X ·(g)) =X. (2= gkb.) 
J k J 

- ilk_ i - 2=gzakbj - (g AB)j· 
l,k 
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D'où: [X, Y] = g· [A, B] ce qui prouve que le crochet de deux champs 
de vecteurs tangents invariants à gauche sur G est invariant à 
gauche et que le crochet de l'algèbre de Lie g de Gest celui de Lie 
de ~(E). On peut ainsi identifier g à une sous-algèbre de Lie de 
~(E). 

Calculons maintenant l'opérateur différentiel de E image du 
champ X invariant à gauche sur G: X9 = gA. 

Si g(t) =exp( At) est le sous-groupe à un paramètre de G ayant 
A pour vecteur tangent en l'élément neutre I et si f est une fonction 
numérique <t00 sur E: 

Ax · f = lim ~ f(g(t)x - x) = dfx(Ax) = ( I: 8
8fk dxk) (2: A}xjei) 

t-->0 t k X i,j 

=2: 0°!. A}xj = (I:A}xj 8
8 .) ·f = (I:(Ax)i 8°.)J. 

i,j xi i,j xi i xi 

L'opérateur différentiel sur E image de X E g est donc l'opéra-
- . {) 

teur différentiel linéaire Ax = I:(Ax)i -0 .. 
i xi 

Exemples : L'opérateur différentiel de IR 2 image de la matrice 

antisymétrique A = 1 ~ ~ 1 1 de la rotation infinitésimale autour 

- {) {) 
de 0 est A(x,y) = -y ax +X {)y. 

De même, les opérateurs différentiels de !R3 représentant les 
rotations infinitésimales autour des axes: Ûx, Oy, Oz, base de 0(3) 
sont (cf. VI.3 et VI.5) : 

{) {) {) {) {) {) 
Pl = z - - y -, P2 = X - - z - P3 = y - - X -. 

{)y {)z {)z ax' ax {)y 

Puisque G opère à gauche sur l'algèbre des fonctions <t00 sur 
-1 -

E par (g · J)(x) = f( g x), l'application : A E g --t A E X(E) 
est une représentation linéaire, fidèle, de g comme algèbre de Lie 
d'opérateurs différentiels sur E. 

Dualement une forme différentielle w de degré p sur un groupe 
de Lie G est invariante à gauche (resp. à droite) si quelque soit 
g E G, on a l(g)*w = w (resp. r(g)*w = w). Puisque la différen
tielle extérieure d commute avec l (g) * et r(g) *, si w est invariante 
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à gauche, ou à droite, il en est de même de dw. Les formes différen
tielles invariantes à gauche sur G forment donc, avec d, une algèbre 
différentielle. 

L'espace vectoriel des 1-formes invariantes à gauche est le dual 
g* de l'espace vectoriel g des champs de vecteurs invariants à 
gauche. On définit sur G la 1-forme invariante à gauche >.à valeurs 

dans son algèbre de Lie g par: si Xx E T(G)x, >.(Xx) = l(ïh*Xx 
E T(G)e identifié avec g. On a: 

-1 
soit r(y)* >.=Ad y ·À 

On a de la même façon une 1-forme invariante à droite p sur G 

à valeurs dans g définie par: p(Xx) = r({/)*Xx E T(Ge) = g 
Si a: E g*, X, Y E g, les fonctions o:(X) et o:(Y) sont constantes, 

et do:(X, Y) = X· o:(Y) - Y · o:(X) - o:([X, Y]) = -o:([X, Y]) 
Si X1, X2, ... Xm forment une base de g dont la base duale 

de g* est o:1,o:2 , ... o:m, on a [Xi,Xj] = LCk,ijXk d'où do:k = 
- L ck,ijo:i /\ o:j. 

Les formes différentielles invariantes à gauche sur G forment 
l'algèbre /\g* qui est une algèbre différentielle munie d'une g
structure au sens ci-dessus et d'une représentation du groupe G 
par g --t Ad g. Les formes invariantes à droite et à gauche sont 
les invariants de la représentation adjointe dans /\g*. Ces formes 
7r sont fermées : d7r = O. 

Nous allons maintenant examiner comment la présence d'une 
métrique pseudoriemannienne g sur la variété m détermine sur 
l'algèbre de ses formes différentielles extérieures des opérateurs 
exprimant la dualité : l'opérateur d'adjonction * (appelé étoile, 
star, ou «de Hodge») venant de l'opérateur * du §VI.5, et la 
codifférentielle 8. Supposons m orientée, et soit w l'élément de 
volume, qui s'écrit sous sa forme covariante en coordonnées locales: 
w = 1911/2dxl /\ ... /\ dxn. 

Soient a: et f3 deux p-formes différentielles extérieures sur 
QJ. On peut les considérer comme des sections de l'espace fibré 
f\PT(m)*. En chaque point X de m est défini l'automorphisme de 
dualité * par : f3x /\ *xO:x = (f3x 1 O:x)wx. 
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Nous allons calculer l'expression locale de* en supposant donné 
localement un champ de repères e = (ei, e2, ... en) de T(W) dont 
le duale* = (e*1, e*2, ... e*n) est un champ de repères de T(W)*. 
Avec les notations usuelles (chap. III) : 
/3 = L f3He*H, a = L a1e*1, où 1 et H parcourent les suites 
(1 ~ ii < ... ip ~ n) 

*Œ = L(*a)Je*J, J = (1 ~ jl < .. . jn-p ~ n). 

/3 /\ *Œ = L f3H ( *Œ )Je*H /\ e*J = L f3H ( *Œ )H' e*H /\ e*H' 

= 2=/3H(*a)H'ê(H)e* 

tandis que (/3 1 a) = L gHI f3Ha1 
L'égalité /3 /\ *Œ = (/3 1 a)w définissant *Œ en écrivant qu'elle 

est vraie quel que soit /3, on obtient localement: 

ce qui prouve que *Œ dépend différentiablement de a. Le produit 
scalaire (/3 1 a) étant une fonction numérique sur QJ, l'opérateur * 
est ainsi défini sur QJ et satisfait à : 

en coordonnées locales : *Œ = 191 112 L ê(H)aHdxH'. 

Définition IX.3.F : 

Sur une variété pseudoriemannienne orientée QJ, on appelle co
différentielle l'opérateur 8 sur les formes différentielles extérieures 
« dual » de la différentielle extérieure. Sur les formes de degré p : 

-1 
8 = (-l)P * d* 

8 diminue le degré d'une unité, et 82 = 88 = O. Le Laplacien sur 
les formes extérieures est l'opérateur ~ = d8 + 8d; ~ est homogène 
de degré zéro. Une forme a est dite cofermée si 8a = 0, harmonique 
si ~a= O. 

Remarque : Sur une variété pseudoriemannienne QJ orientée, 
le produit scalaire global de deux p-formes a, /3 dont l'une est à 
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support compact est l'intégrale sur '.!J de la fonction numérique 
obtenue par leur produit scalaire ponctuel (cf. §IX.10) : 

On a alors, si a est de degré p et f3 de degré (p + 1) : 

D'après le théorème de Stokes, l'intégrale de la différentielle 
extérieure d'une forme à support compact est nulle. On a donc : 

d et 8 sont donc des opérateurs adjoints relativement au produit 
scalaire global. Il en résulte que le Laplacien est son propre adjoint : 

{Âa 1 {3} = {d8a 1 {3} + {8da 1 {3} = {8a 1 8{3} +{da 1 df3} 

={a 1 Âf3} 

Sur une variété '.!J riemannienne orientée compacte, on a donc 
{ Âa 1 a} ~ O. Dans ce cas, si a est harmonique, Âa = 0 impose 
{ 8a 1 8a} = 0 et {da 1 da} = 0 soit da = 0 et 8a = 0 : a est à la 
fois fermée et cofermée. 

Application : divergence d'un champ de vecteurs X. On a vu 
(Définition IX.3.D) que : 

(div X)w = di(X)w = (-l)n-ld(X J w). 

-1 
Si ( = P X est la forme différentielle correspondant à X, on 

a vu (Définition VI.5.A) que X J w = ( J w et que, puisque 
dim ( = 1, *( = (-1r-1( J w. On obtient donc: (div X)w = d*(, 

-1 -1 
en appliquant aux deux membres * : div X= * d * ( = -8(. On 
retrouve l'expression du §VII.10. 

1 div X= -8( I· 
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Si f est une fonction numérique différentiable sur 2J, la forme 
-1 

df a pour représentant contravariant le champ de vecteurs P df = 
grad f. Si D. est le laplacien sur les formes : 

b.f = dôf + 8df = 8df =-div· grad f 

et l'on constate qu'il est l'opposé du Laplacien usuel. 

Remarque : on note une certaine perversité de la codifférentielle. 
Le signe intervenant dans sa définition (IX.3.E), choisi pour assurer 
la dualité {da 1 ,8} = {a 1 8,8} entraîne l'apparition de signes 
( - ) dans la comparaison avec la divergence et le laplacien usuel ! 
il faut s'y résigner (certains ouvrages préfèrent l'erreur de signe) 
et considérer indépendamment de 8 une notion plus générale de 
divergence, ce qui sera fait à la fin du paragraphe suivant IX.4. 

IX.4 - Dérivation covariante et transport parallèle. Connexions 

Rien dans la structure de variété différentielle ne semble déter
miner une comparaison des espaces tangents en des points distincts, 
par un « transport parallèle » analogue à celui qui permet, dans !Rn, 
de définir la dérivation des champs de vecteurs. 

Il est en effet, nécessaire pour cela, d'ajouter à la structure 
de variété différentielle une structure supplémentaire qui est in
différemment appelée connexion sur le fibré vectoriel tangent parce 
qu'elle relie entre eux les espaces tangents en des points distincts, 
ou dérivation covariante, parce qu'elle est équivalente à la possi
bilité de dériver les champs de vecteurs tangents et plus généra
lement les champs de tenseurs. A ces deux aspects correspondent 
deux façons équivalentes, de définir cette structure. Nous verrons 
d'abord la seconde qui est la plus simple. Bien entendu, il suffit de 
définir une telle dérivation sur les champs de vecteurs, l'extension 
aux champs de tenseurs ou aux formes extérieures s'effectuant de 
façon automatique suivant les principes énoncés au § IX.3. 

Définition IX.4.A : 

Une dérivation covariante en un point x d'une variété différen
tielle 2J de classe ;?: 2 est une fonction D qui fait correspondre à 
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tout vecteur tangent A en x, et à tout champ de vecteurs tangents 
différentiables Y défini au voisinage de x, un vecteur tangent DA Y 
en x appelé dérivée covariante de Y par A de telle sorte que les 
axiomes suivants soient satisfaits : 

1) DA Y est IR-linéaire en A et en Y 
2) quelle que soit la fonction numérique différentiable f sur Q1. 

DA(JY) =(A· f)Yx + f(x)DA ·Y. 

Une dérivation covariante sur Q1 est la donnée d'une dérivation 
covariante en chaque point de Q1 astreinte à la condition que quels 
que soient les champs de vecteurs X et Y de classe s, le champ de 
vecteurs Dx Y soit de classe (s - 1). Le champ de tenseurs d'ordre 
deux de variance ( ·*) défini par : X --t Dx Y est appelé différentielle 
covariante de Y et noté DY. C'est donc une section de T@ T*. 

La condition 2) s'écrit Dx(f ·Y)= (X· f)Y + JDx Y ou encore 
D(JY) = df@ Y+ JDY et entraîne que D est de caractère local 
(cf. IX.3). 

Analysons localement l'opération de dérivation sur un ouvert 
de Q1 possédant des coordonnées x 1x2, ... xn. Pour chaque i = 
1, 2, ... , n, D ~ est un opérateur linéaire de l'espace tangent 

ax' 
en chaque point, dont la matrice, notée (rt) permet d'écrire la 
dérivation sous la forme : 

D ~ (3~j) = L rfj o~k (rfj fonctions numériques). 
ax' 

. a . a 
Si X = L xi -. et y = I: YJ -. : 

ox2 oxJ 

D y= ""'XioY~ ~ ""'Xiyjrl!:._§_ 
X L, ox2 oxJ + L, ZJ oxk 

k a . . 
w = I: r ij axk © dx2 © dxJ est la forme de la connexion dans le 

système de coordonnées. 
. a 

81 Q1 est de classe ~r, les oxk sont de classe (r - 1). Pour que 

leurs dérivées soient de classe (r - 2), il est nécessaire et suffisant 
que les rfj soient de classe ~ (r - 2). 

Les n 3 fonctions rt, liées aux coordonnées locales choisies 
déterminent ainsi complètement la dérivation sur l'ouvert V. On 
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peut les fixer arbitrairement, pourvu qu'elles soient de classe (r-2), 
et la formule ci-dessus définit alors une dérivation covariante sur 
U, comme on le vérifie aisément. 

On peut réécrire l'expression trouvée pour Dx Y sous la forme: 

. ([)yk k ") â DxY=I:X2 • -. +I:r .. yJ - . 
âx2 iJ âxk 

La k-ème composante de la dérivée D â Y se note (la barre 
ax;, 

verticale devant le i rappelant la dérivation) 

k [)yk k . . k â 
Y

1
. = -. + I°:f .. yJ s01t Da Y= I:Y

1
• -k 

i !:\xi iJ • !lx u ax;, u 

Les Y~ sont les composantes du champ de tenseurs DY : 

Exemples : La dérivation ordinaire de !Rn correspond dans le 
systéme de coordonnées standard, à des fonctions rfj identiquement 
nulles, mais qui ne le sont plus en coordonnées curvilignes. Dans 
la dérivation covariante des courbes, surfaces et sous-variétés des 
espaces euclidiens, les rfj sont les symboles de Christoffel (§VII.8 
et 9). 

La dérivation dans !Rn peut s'écrire DY = <lY, soit DxY = 
<lY(X), et on donc: Dx Y -Dy X= [X, Y] ce qui traduit le fait que 
la connexion de !Rn est « symétrique » suivant la : 

Définition IX.4.B : 

Le critère de tensorialité (Corollaire IX.2) permet de vérifier que 
l'application T : 

(X, Y)---+ T(X, Y)= DxY - Dy X- [X, Y] 

définit un champ de tenseurs de variance (. * *) appelé torsion de 
la connexion. T est une 2-forme extérieure «à valeurs dans l'espace 
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fibré tangent T(in) ».Sa signification sera de nouveau examinée au 
§IX.6. La connexion est dite symétrique si sa torsion est nulle. 

Exprimée dans les coordonnées locales, cette condition s'écrit: 

D a ( 8
8 . ) = D. a ( 8

8 .) et se traduit par la symétrie : I'fj = rji. 
<JXi X J 7fXj Xi 

Dire, que la connexion est symétrique signifie que l'opération 
crochet de deux champs de vecteurs [X, Y] peut s'exprimer à l'aide 
de la dérivation covariante comme antisymétrisé de Dx Y. Nous 
verrons de la même façon que la différentielle extérieure peut alors 
s'exprimer comme antisymétrisée de la différentielle covariante. 

La première question qui se pose est celle de la possibilité 
de définir une dérivation covariante sur une variété différentielle 
donnée. 

Théorème IX.4.A : On peut définir une connexion, (ou dériva
tion covariante) sur toute variété différentielle in, de classe ~ 2 
paracompacte, et même une connexion symétrique. 

Preuve : c'est dans les théorèmes d'existence de structures glo
bales sur les variétés différentielles qu'intervient la paracompacité, 
qui s'exprime ainsi : in est paracompacte si elle est séparée et si 
pour tout recouvrement ouvert (U i, i E I) de in, il existe un re
couvrement ouvert localement fini (V j, j E J) tel que chaque V j 
soit contenu dans un Ui. Il existe alors une partition ltr de l'unité 
{fj; j E J} où les fj sont des fonctions numériques ltr prenant 
leurs valeurs dans l'intervalle [O, 1] de IR, telles que : 

1) l'adhérence F j de l'ensemble des points où fj est non nulle 
(support de f j) et contenue dans V j ; 

2) la somme (localement finie) : L: fj = 1. 
Les partitions de l'unité servent à « coller » des morceaux de 

structure locale pour obtenir une structure globale. C'est ce que 
l'on va faire en supposant choisies, sur chaque ouvert Ua d'un atlas 

{Ua, a E ~ }, n 3 fonctions ltr : r~j)k déterminant une dérivation 
covariante sur U a. On prend alors un recouvrement localement fini 
(V /3• j3 E Œ) tel que chaque V /3 soit contenu dans un Ua. Les 

restrictions r~~)k à V /3 des fonctions r~j)k, définissent sur V /3 une 

dérivation covariante n/3. 
Une partition ltr de l'unité : (f 13, j3 E Œ) subordonnée au 

recouvrement localement fini (V /3• j3 E Œ) permet alors de définir 
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sur m tout entière la dérivation covariante D = :Z::::: ff3Df3, soit en 
un point x: 

DxY = :Z::::ffJ(x)D~Y = :Z::::D~13 (x)X Y. 

On a bien, puisque :Z::::: f f3 = 1 : 

Dx(JY) = (:Z::::: ffJ(x))(X · J)Y + f(x) :Z::::: ffJ(x)D~Y 
f3 

=(X ·f)Y + f(x)Dx Y. 

Remarque : il n'est pas inutile de mesurer l'arbitraire du choix 
d'une connexion sur m. Si D et D' sont deux dérivations covariantes, 
la fonction : 

u(X, Y)= D~Y - DxY 

fait correspondre à 2 champs de vecteurs X, Y un champ de vec
teurs u(X, Y). Si f et 9 sont deux fonctions différentiables, on a 
u(JX, 9Y) = f9u(X, Y). 

Il en résulte, d'après le Corollaire IX.2, que u est un champ de 
tenseurs de classe ~ r - 2, de variance (. * *). Réciproquement, si u 
est un tel champ de tenseurs et D une dérivation covariante D + u 
en est également une. 

Si D et u sont symétriques. D + u l'est également. 
1 

Si D' est définie par : D~ Y = Dx Y - 2 T(X, Y), D' est 

symétrique, et D s'écrit de façon unique : D = D' + u avec D 
symétrique et u antisymétrique. 

Théorème IX.4.B : On peut définir une structure riemannienne 
sur toute variété différentielle paracompacte. 

Preuve : Elle est analogue à celle du théorème précédent, en 
remarquant que si 91, 92, ... 9p sont p formes quadratiques positives 
non-dégénérées sur un espace vectoriel réel E, et /31, f32, ... /3p, 
p nombres réels positifs de somme :Z::::: /3j = 1, !3191 + ... f3p9p 
est encore une forme quadratique positive non-dégénérée sur E 
(propriété de convexité). 

Théorème IX.4. C : Sur toute variété riemannienne, ou pseudo
riemannienne, il existe une dérivation covariante unique, appelée 
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connexion riemannienne, ou pseudoriemannienne, satisfaisant aux 
deux conditions suivantes : 

1) elle est symétrique (Définition IX.4.B) 
2) elle respecte le produit scalaire, ce qui se traduit, comme on 

le verra ci-après par l'identité : 

X. (Y 1 Z) = (Dx y 1 Z) + (Y 1 DxZ) 

vérifiée quels que soient les champs de vecteurs X, Y, Z. 

Preuve : Avant de prouver l'existence de D, montrons que les 
conditions 1) et 2) la déterminent de façon unique. 

Soit g le champ de tenseurs définissant le produit scalaire sur 
l'espace tangent: g(X, Y) = (X J Y). Dans des coordonnées locales, 

. . ( {) {) ) on a g = "L, 9iy·dxi ® dxJ avec 9iy· = -. 1 -. = 9yï· 
axi axJ 

Notons, pour simplifier Dij = D ~ (::la.) les champs de 
axi uXy 

vecteurs locaux définissant localement la dérivation covariante D. 
On doit avoir d'après 1) : Dij = Dji· La condition 2) donne sur les 

{) 
champs de base ~ par permutation circulaire de ( ij k) 

uxi 

[)~i 9jk = (Dij 1 [)~k) + ( 0~j 1 Dik) 

{)~i 9ki = (Djk J [)~i) + ( 0~k J Dji) 

[)~k 9ij = (Dki J 0~J + ( 0~i 1 Dkj) 

La combinaison : (lre ligne) + (2e ligne) - (3e ligne) donne : 

(Dij J [)~k) = ~([)~i 9jk + {)~i 9ik - [)~k 9ij)· 

Or (Dij 1 [)~k) = "L,r~j9lk = rijk et on obtient rt à l'aide de 

la matrice inverse de l9ij J soit Jgij J : 

k km l"km({) O O ) 
rij = 'L g rijm = 2 L.,, g axi 9jm + axi 9im - axm 9ij · 
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En remontant les calculs, on vérifie réciproquement que la 
connexion définie par les rt' évidemment symétrique, respecte le 
produit scalaire. Comme les conditions 1) et 2) sont intrinsèques 
et que la connexion trouvée localement est unique, on obtient une 
connexion unique sur m tout entière. 

Exemple: La dérivation covariante des sous-variétés de l'espace 
euclidien En, définie au §VII.9. 

Nous revenons au cas général d'une dérivation covariante D 
définie sur une variété différentielle nue, donc en dehors de toute 
métrique. 

Nous allons construire le« transport parallèle» dont nous avons 
parlé au début de ce § par« intégration» de la structure de dériva
tion covariante. 

Soient c un chemin continûment différentiable dans m, x1, x2, 
... xn des coordonnées locales au voisinage de x = c(t). 

Si Y = L: yj 8
8 . est un champ de vecteurs défini au voisinage 
xJ 

de x, on a: 

D Y=" cIYi(c(t)) ~ "(dc)iYi(c(t))r~-~ 
â~ L..J dt ôxJ + L..J dt iJ ôxk 

On constate que la dérivée du champ Y par rapport à un vecteur 
de 

X = -d est entièrement déterminée par la restriction du champ Y t . 
à un chemin différentiable c( t) ayant le vecteur X pour vecteur 
tangent. 

On constate également sur cette égalité que l'opération de 
dérivation covariante permet de définir la dérivée d'un champ 
de vecteurs différentiable défini seulement le long de c. De façon 
précise, un tel champ est une application continûment différentiable 
de l'intervalle de définition de c à valeurs dans l'espace tangent 
T(m), telle que, Vt, V(t) E T(m)c(t)· On note alors simplement 
DV 
-d la dérivée covariante Ddc V(t). 

t / dt 
Plus généralement, au lieu de rapporter les champs de vecteurs 

tangents au champ de repères ( ô~l ' ... a~n) défini par des co

ordonnées locales, on peut supposer que l'on a sur un ouvert U un 
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champ de repères e = (ei, e2, ... en) formé den champs de vecteurs 
sur U, linéairement indépendants en chaque point de U. L'expres
sion de la dérivation covariante dans e est analogue à la précédente. 

On définit les fonctions rt par: Deiej = L rtek d'où, si X= 
I:Xiei et Y= I:Yiej: DxY = I:Xi(ei. Yi)ej + I:Xiyirfjek. 

Définition IX.4.B : Transport parallèle et géodésique 

Un champ de vecteurs V de classe s ~ 1 le long d'un chemin 
différentiable e( t), dans une variété différentielle m munie d'une 
dérivation covariante D, est dit parallèle le long de e si sa dérivée 

DV 
covariante dt est identiquement nulle. Un chemin différentiable 

e(t) est appelé une géodésique de (m, D) si le champ de ses vecteurs 
de 

tangents dt le long de e est parallèle. 

Le système d'équations différentielles traduisant localement le 
DV 

parallélisme de V, soit dt = 0 s'écrit: 

(P,.,_) ------~ 
dV(t)k (de)i · k dt + L dt yJ (t)rij = 0 k = 1, 2, ... n (parallélisme). 

D (de) L'équation différentielle des géodésiques dt dt = 0 signifie 

D (de) que le vecteur accélération dt dt du chemin e( t) est nul. Cette 

équation s'écrit localement sous la forme du système d'équations 
différentielles : 

(G) 
d2é dei dei 
-2- + ~ - - r1!:J. = 0 k = 1, 2, ... n (géodésiques). 
dt L., dt dt i 

Théorème IX.4.D : Soient m une variété <!'.r (r ~ 2) munie 
d'une dérivation covariante D, e un chemin continu et continûment 
différentiable par morceaux: t E [ü, a] (a> 0 ou a= +oo) -+ e(t) : 
et V o un vecteur tangent de m au point e( 0). Il existe alors un 
champ de vecteurs parallèle le long de c : V ( t), tel que V ( 0) = V o, 
défini pour toutes les valeurs de t. Ce champ de vecteurs, appelé le 
transport parallèle de V o le long de c est unique. 
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Preuve : Le théorème n'est qu'une reformulation géométrique 
du théorème classique d'existence, unicité, et prolongement de la 
solution pour toutes les valeurs de t, pour un système différentiel 
linéaire homogène tel que (P). 

Soient V1(t), V2(t), ... , Vn(t) n solutions du système différen
tiel linéaire homogène (P) qui s'écrit sous forme matricielle : 

r1V . dt= A(t)V A(t) : matrice (n x n). 

Soit <I>(t) la matrice n x n de leurs composantes : l<I>~I = 

IVp(t)kl. <I>(t) vérifie l'équation matricielle: <I>'(t) = A(t)<I>(t) d'où 
l'on déduit par un calcul classique : 

soit 

[dét <I>( t) ]' = Tr A( t) dét <I>( t) 

dét <I>(t) = dét <I>(ta)exp {t Tr A(t) ·dt. 
lto 

Il en résulte que, si V 1 (ta), V 2 (ta), ... V n (ta) sont linéairement 
indépendant, formant une base de T(W)c(to) : dét <I>(ta) =/= 0, 
V1(t), V2(t), ... Vn(t) forment alors une base de T(W)c(t)quel que 
soit t, car dét <I> ( t) =/= 0 d'où : 

Théorème IX.4.E : 

Le transport· parallèle Ttt0 de c( ta) à c( t) le long du chemin c 
continu et continûment différentiable par morceaux détermine un 
isomorphisme linéaire de l'espace tangent T(W)c(to) sur l'espace 
tangent T(W)c(t) quel que soit t. 

Soient maintenant ei, e2, ... en une base de T(W)c(to)' ei (t), ... 
en ( t) les transports parallèles de ei, ... , en le long de c( t). Il résulte 
du théorème ci-dessus que ei(t), ... en(t) forment une base de 
T(W)c(t)· Pour un champ V quelconque le long de c: 

V(t) = Lvi(t)ej(t) 

DV rJVi . . Dej _ . 
dt = L dt ej(t) pwsque dt= 0, VJ. 
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Le transport parallèle de V(t) en V(to) s'écrit donc : 

d'où: 

-1 . 
r u0V(t) = Tt0tV(t) = I:V1 (t)ej(to) 

j 

( DV) . 1 -d = hm -- {rt0tV(t) - V(to)} , 
t ta t-+to t - to 

ce qui détermine réciproquement la dérivation covariante à partir 
du transport parallèle. 

Remarque : Si l'on transporte parallèllement un vecteur le 
long d'un chemin fermé, même «petit», le vecteur ne revient pas 
coïncider avec le vecteur de départ. 

Cet effet traduit la «courbure» de l'espace (QJ, D). Cette cour
bure va se manifester au moyen d'un champ de tenseurs d'or
dre quatre, le tenseur de courbure, expression concentrée de la 
géométrie de la variété QJ munie de D. 

Corollaire IX.4 : Le transport parallèle associé à la connexion ca
nonique d'une variété riemannienne ou pseudoriemannienne conser
ve le produit scalaire. 

Preuve : En effet, de par la définition de cette connexion, la 
dérivée du produit scalaire (V ( t) 1 W ( t)) de deux champs de 
vecteurs parallèles le long du chemin c(t) s'écrit : 

! (V(t) 1 W(t)) = ~~ · (V(t) 1 W(t)) 

( DV ( DW) = dt 1 W(t)) + V(t)) J dt =O. 

de 
Il en résulte en particulier que le vecteur vitesse dt d'une 

géodésique garde une « longueur » constante puisque : 

!!__(dcldc) = 2(D del de)= 0 
dt dt dt â~ dt dt 

Le transport parallèle le long du chemin fermé 'Y d'origine et 
extrêmité xo détermine un automorphisme linéaire T'Y de l'espace 
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tangent T xo, orthogonal si la variété est riemannienne ou pseudo
riemannienne. 

Si l'on parcourt successivement deux tels chemin'"'( et '"'(1, on a: 
-1 

T'Y' O"( = T'Y' 0 T "( tandis que T - l = T . 
'"'( "( 

Les automorphismes linéaires de T xo déterminés par le trans
port parallèle le long des chemins fermés forment ainsi un groupe : 
le groupe d'holonomie en XQ, sous-groupe de Gl(Tx0 ), de O(Tx0 ) si 
m est riemannienne ou pseudoriemannienne). 

Les groupes d'holonomie aux différents points d'une variété 
connexe sont isomorphes. 

Le transport parallèle Ttto le long du chemin c, de c( to) à c( t) 
étant un isomorphisme de T(m)c(to) sur T(W)c(t) détermine un 

isomorphisme contragrédient ftto de T(m)~(to) sur T(m)~(t) et un 

isomorphisme Tt~~ de la puissance tensorielle igi(v)T(m)c(to) sur 

igi(v)T(W)c(t)· 
Pour définir la dérivée covariante Dxu d'un champ de tenseurs 

différentiable u, de variance ( v), relativement à un vecteur tangent 
X en un point x de m, il suffit de construire un chemin différentiable 

c(t), t E [ü, a] tel que c(O) = x et (~~) 0 =X, et de poser: 

. l((v) ) Dxu = hm - Tt t uc(t) - Ux . 
t->O t o 

Il faut alors démontrer que Dxu ne dépend pas du chemin c(t) 
choisi. Ce fait est une conséquence des propriétés algébriques de 
cette dérivation dont la démonstration est immédiate : 

1) si u et u' sont de même variance (v), Dx(>.u + >.'u') 
= >.Dxu + >.'Dxu', V>.,>.' E IR; 

2) lorsque u est une fonction numérique , Dxf = X· f, soit 
Df = df; 

3) lorsque u est un champ de vecteurs Y, la dérivée ainsi définie 
coïncide avec la dérivée covariante initiale Dx Y; 

4) Dx(u ® u') = Dxu ® u' + u ® Dxu'; 
5) Dx commute avec les contractions: Dx(c}u) = c}Dxu. 
De ces propriétés algébriques ; il résulte que, la dérivation Dx 

en un point, des champs de tenseurs, est entièrement déterminée 
par son action sur les fonctions numériques et les champs de 
vecteurs et ne dépend donc que de X. 



Tenseurs et spineurs 459 

L'opérateur de différentiation covariante s'exprime localement 
. â 

parD = L,dx2 ®D-8 .. 
xi 

La différentielle Du d'un champ de tenseurs u de variance (p, q) 
est le champ de tenseurs de variance (p, q+ 1) que définit la fonction 
qui à chaque champ de vecteurs X associe le champ de tenseurs 
Dxu. 

Remarquons que la propriété 4) entraîne que la dérivation Dx 
commute avec les opérateurs de permutation. En particulier si u 
est un champ de tenseurs symétriques (ou antisymétriques), et X 
un vecteur tangent en un point x, Dxu est un tenseur symétrique 
(ou antisymétrique) en x. Cette propriété n'est pas partagée par la 
différentielle D, qui ajoute un indice covariant. 

En utilisant les propriétés ci-dessus de la dérivée Dx on calcule 
la dérivée covariante d'un champ de covecteurs a en contractant : 

Dx(a®Y) = Dxa®Y +a®DxY 

soit : (Dxa, Y) = X. (a, Y) - (a, Dx Y) où ( ) est le crochet de 
dualité entre champs de covecteurs et de vecteurs. 

Applications : 1) Le Hessien (Hf) d'une fonction numérique f 
de classe lt2 sur une variété munie d'une connexion est le champ 
de tenseurs deux fois covariants: Hf= D2 f = D(df), soit, si X et 
Y sont deux champs de vecteurs : 

(HJ)(X, Y)= (Dx(df))(Y) =X. df(Y) - df(DxY) 
= X · (Y · f) - (Dx Y) · f 

que l'on peut aussi écrire : 

(HJ)(X, Y)= (DxDy -DnxY). f. 

Si la connexion est symétrique, Hf est symétrique. En effet : 

(Hf)(X, Y) - (HJ)(Y, X) =X· (Y· f) - Y(X · !) 
-{DxY -Dy X}· f = -T(X, Y)· f =O. 

(ou T est le tenseur de torsion) 

Remarque : On définit parfois le hessien d'une fonction f sur une 
variété différentielle nue (sans connexion) par la fonction <I>(X, Y) = 
X· (Y·!), qui n'est évidemment pas un champ de tenseurs, n'étant 
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pas ~-linéaire en Y, et, qui n'est symétrique en X et Y qu'aux points 
x de la variété où f est plate ( df x = 0). 

2) Plus généralement, le champ d'opérateurs Dx y associé à 
deux champs de vecteurs X, Y défini par: Dx,Y = DxDy -DDxY 
est appelé l'opérateur hessien, ou de dérivée seconde covariante 
relativement à X et Y. 

Il dépend « tensoriellement » de X et Y, c'est-à-dire, est 
~-linéaire en X et Y. En effet, si f est une fonction numérique : 

Dx,JY = DxDfY - DDxCf·Y) = Dx(f. Dy) - D(X·f)Y+JDxY 

=(X· f) ·Dy+ fDxDy - (X· f)Dy - fDDxY 

= f ·Dxy. , 

L'antisymétrisé du hessien mesure la non-commutativité des 
dérivations covariantes successives, c'est-à-dire la courbure de (V, D) 

9tx,Y = Dx,Y -Dy,x = DxDy -DyDx -DDxY-DyX· 

Lorsque la connexion est symétrique, par exemple dans le cas 
riemannien, c'est l'opposé Rx y = -9\x y qui est utilisé, et ceci 
pour des raisons géométrique~, soit : ' 

1 Rx,Y = D[x,Y] - (DxDy - DyDx) \· 

Ce dernier opérateur Rx,y, nul sur~: (Rx,Y f = 0) est appelé 
l'opérateur de courbure de (V, D). Il est ~-linéaire en X et Y donc 
ne dépend que des valeurs de X et Y en un point donné. (voir plus 
bas le théorème IX.6.A). 

Si ( x 1 , x 2 , ... xn) sont des coordonnées locales, tout champ de 
covecteurs a s'exprime en fonction des différentielles des fonctions 
coordonnées par : a = L akdxk. Les opérateurs D --2_, opérant sur 

âx' 
les espaces cotangents sont les transposés changés de signe des 
mêmes opérateurs définis sur les espaces tangents : 
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aa. 
En notant comme précédemment : ajli = axi - L rfjak les 

ajli sont les composantes du champ de tenseurs deux fois covariants 
Da, différentielle covariante de a 

D'une façon générale, soit t un champ de tenseurs de variance 
(p, q) : 

t - "tj1 ... jp ~ ~ d kl d kq 
-L., k k !'.l . @... . @X @ ... X 

1 ·.. q uxJl axJP 

On a : Dt = L dxi @ D a t, et ses composantes s'écrivent, 
âxi 

en notant que le premier indice covariant i de rfj est celui de la 
dérivation et reste inchangé : 

. . {) . . . . . . . . 
t?l···Jp = __ t?l···Jp + L: r~1 tmJ2 ... Jp + ... L: r~p tJl···Jp-1m 
kl···kqli axi kl···kq im kl···kq im kl···kq 

- L:r~ ël···jp - - L:r~ t{1···jp 
ik1 mk2 ... kq · · · ikq kl···kq-1m 

t d. (D t)j1 ... jp "Xi .i1 ... jp an is que x k k = L., -,;-, 
1 
.. 

1··· q kl ... kq 2 

Remarque : Les composantes rfj d'une dérivation covariante 

dans un système de coordonnées locales (x1, x 2 , ... xn) sont les 
composantes de la fonction : (X, Y) --* Dx Y, et puisque Dx (JY) = 
(f · Y) + fDx (Y), ces composantes ne peuvent pas être celles d'un 
tenseur. En effet, si y 1, y2 , ... yn sont ci'autres coordonnées locales 

. . d ~ . {) " axm {) 
au v01smage u meme pomt, en reportant : ~ = L., ~ !'.} 

uyJ uyJ uxm 
dans l'expression de la dérivée on obtient: 
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d'où: 

C'est la présence des dérivées secondes qui traduit le caractère 
non tensoriel des rfj et qui fait que même la dérivation standard 

de ~n a des composantes rfj non nulles dans un système de 
coordonnées non affines («curvilignes»). 

On note que cette formule reste inchangée si l'on permute à la 
fois (i et j) et (l et m). Cela traduit le fait que les f'fj = rji sont les 
composantes d'une autre connexion, « symétrique » de la connexion 
donnée, dont la dérivation D est définie par : 

DxY =Dy X+ [X, Y]= DxY -T(X, Y) 

Les rfj - rji sont les composantes du tenseur de torsion (Définition 
IX.4.B) 

On peut se demander quelle relation il y a entre la différentielle 
extérieure d des formes différentielles extérieures et une dérivation 
covariante D choisie sur la variété. La différentielle covariante 
ajoute un indice covariant. Il doit être placé devant les indices 
avec lesquels on veut l'antisymétriser, comme pour la différentielle 
extérieure. 

D transforme un tenseur p fois covariant t en un tenseur (p + 1) 
fois covariant Dt. Si test antisymétrique, Dt ne l'est que dans ses 
p derniers indices. On le rend antisymétrique en lui appliquant 
l'opérateur d'antisymétrisation partielle ai,p, en définissant une 
différentielle covariante antisymétrisée D = ai,pD sur les seuls 
tenseurs covariants antisymétriques. On peut maintenant comparer 
dt et Dt= ai,pDt (d désignant la différentielle antisymétrisée des 
champs de tenseurs covariants antisymétriques correspondant à la 
différentielle extérieure). Dans le cas le plus simple p = 2, on a : si 
w = l:aidxi 

( Ôaj âa·) · · · · dw = 2: -. - -~ (dxi © dxJ -dxJ © dxi) 
· · âxi âxi i<J 

Dw =ai 1 Dw = 2: (a1· · - al· ·)(dxi © dxj - dxj © dxi) , . . i,J J,i 
i<J 

- "k k i .. i 
= dw - L.)rij - rji)ak(dx © dxJ - dxJ © dx) 
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On a donc dans ce cas Dw = dw si et seulement si la connexion 
est symétrique. On remarquera également que si l'on avait pas placé 
l'indice covariant de dérivation devant, on aurait eu Dw = -dw ce 
qui eut été fâcheux. 

On aurait pu obtenir ce résultat de façon intrinsèque : plongeons 
deux vecteurs tangents X, Y en un point dans des champs de 
vecteurs localement définis au voisinage de ce point. 

Puisque Dx = Lx sur les fonctions 1!: 1, C§VI.3) : 

dw(X, Y) = Dx · w(Y) - Dy · w(X) - w([X, Y]) 
= Dx · w(Y) - Dy· w(X) -w(DxY - DyX-T(X, Y)) 

= (Dxw)(Y) - (Dyw)(X) + w(T(X, Y)) 

= (a1,1Dw)(X, Y)+ w(T(X, Y)) 

soit, si T = 0: dw = Dw. 
La formule générale s'obtient exactement de la même façon à 

partir du développement de dw (Xo, X 1, ... Xp) ce qui donne dw = 
Dw lorsque la connexion est symétrique : 

dw(Xo,Xi. ... Xp) = 2::(-l)i{Dxi·w(Xo, ... Xi, ... Xp)- I: w(Xo, 
1 j#i 

... DxiXj, ... Xi, ... Xp)}, soit: 

(si D est symétrique). 

Si D n'est pas symétrique, la torsion ajoute un terme au second 
membre. Si maintenant X est un champ de vecteurs tangents de 
classe 1!'.1 sur W, la dérivation Dx - Lx est définie par le champ de 
tenseurs (1, 1) : DX + T(X, .), puisque, d'après la définition même 
de la torsion, on a : 

{DX + T(X, .)}(Y)= Dy X+ T(X, Y)= DxY - [X, Y] 

= (Dx - Lx). Y. 

Comme application, on a la : 
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Proposition IX.4 : 

Soient QJ une variété différentielle sur laquelle on a choisi une 
dérivation covariante symétrique D. Quels que soient l'élément de 
volume w parallèle (ou invariant) relativement à la connexion, et 
le champ de vecteur X, la fonction div X (cf. définition IX.3.D) est 
égale en chaque point de QJ à la trace de l'opérateur linéaire (DX)x. 

Preuve : Puisque la torsion est nulle, d'où Lx = Dx - DX, 
et que w est parallèle (Dxw = 0), il en résulte que : (div X)w 
= Lxw = Dxw-(DX)w = -(DX)w où (DX)w désigne la dérivation 
purement algébrique de w par le champ d'opérateurs linéaires DX, 
qui s'écrit (cf. §IX.3) : 

(DX)w(Yi, Y2, ... Y n) = - l::w(Y1, ... Dy .X, ... Y n) 
. J 

J 

Or (fin du §IY.13) la dérivation de l'algèbre extérieure sur un 
espace vectoriel associée à un opérateur linéaire u agit sur un n
vecteur en le multipliant par la trace Tr u. On a donc : 

1 (div X)x = Tr(DX)x 1 (D symétrique), 

qui généralise la formule du §IV.14 dans l'espace lfir, et qui s'écrit 
dans un système de coordonnées locales : 

d. x - I: xi - ""' (axi ""' j xi) IV - 1· - L., -. + L.,f. · 
i âxi iJ 

(connexion symétrique). 

On obtient directement cette formule à partir de la formule du 
§précédent IX.3.D en explicitant la condition de parallèlisme de la 
forme de volume : 

0 = Dxw = Dx(adx1 A dx2 A ... dxn) 

= (X · a )w + a L dx1 A ... Dxdxj A ... dxn. 
j 

Puisque D -2._, dxj = - L r{kdxk' d'où Dxdxj = - L xir{kdxk 
âx' 1 . . 

on obtient finalement:~ (X· a)= I:X2rij c.q.f.d. 
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La forme volume pseudoriemannienne étant parallèle pour la 
connexion canonique, le calcul précédent donne dans ce cas la 
formule suivante : 

Lors de la comparaison entre les opérateurs divergence et co
différentielle de la fin du paragraphe précédent, où avait été obte
nue l'égalité div X= -8(, on avait mentionné l'utilité d'une notion 
générale de divergence. Celle-ci possède une définition directe, et 
non « duale » comme celle de 8, donc plus simple. Elle généralise la 
proposition précédente IX.4. 

Définition IX.4.C: 

Soit t un champ de tenseurs d'ordre p sur la variété rieman
nienne ou pseudoriemannienne ( \U, g) munie de sa connexion ca
nonique. On appel divergence de t tout contracté du champ Dt sur 
l'indice covariant introduit par la dérivation et un indice j venant 
de t, que l'on note divjt· Les divjt sont donc des traces du champ 
de tenseurs Dt. S'il n'y a pas d'ambiguïté, on note simplement div t 
la divergence div1t correspond au premier indice. Si test symétri
que, divit = div t, \fi et le champ div t est symétrique. Si t est 
antisymétrique, divit = ±div t, et div t est antisymétrique. Si 
a est un champ différentiable de p-formes extérieures sur \U, la 
divergence de a, notée diva est le champ de (p - 1)-formes ob
tenu par contraction antisymétrisée de la différentielle covariante : 
Da E r (T* ( \U) ® !\PT* ( \U)) sur l'indice de dérivation et chacun 
des différents indices de a. 
(Remarquons que puisque D commute avec les contractions, il en 
est de même des divergences) 

Exemple : Si t est un tenseur d'ordre deux de composantes 
contravariantes ( tij) : 
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D'après le calcul fait au §VII.10, également valable pour une 
. âl-1112 

métrique pseudoriemannienne, on a: L I'ih = 191-112 ixh et on 

obtient: 

Le dernier terme du second membre disparaît si t est anti
symétrique. 

Théorème IX.4.F : Sur les formes différentielles extérieures de 
la variété pseudoriemannienne ( S.U, g), l'opérateur divergence est 
l'opposé de la codifférentielle : 

div a= -8a I· 

Preuve: Vérifions d'abord cette égalité en coordonnées quelcon
que pour une 1-forme a = L Œjdxj. On a (§IX.3) : 

où les aj = L gjkak sont les composantes contravariantes de a. 

d *a= L ~ (l91112aj)dx1 /\ dx2 /\ ... dxn 
âxJ 

= 191-1/2 L ~ (l911/2aj)w 
âxJ 

d'où 8a = - *1 d*a = -(191-1/2. 2: ~ l91 112aj (puisque *1 = w) 
âxJ 

ce qui s'écrit en effectuant la dérivation: 

â j âl-1112 
8a = -{ L ~ + 191-1/2 L 9 . · aj}. 

âxJ âxJ 

Mais d'après le calcul de l'exemple précédent (cf. §VIl.10), on a 
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a1-1 112 
--1/2 9 _ ""°"'ri D' , . g âxk - L; ik· ou. 

{ âa.J · ·} · 8a. = - 2:-. + 2:f~ .a_J = - 2:D -a.Y= -div a.. 
âxJ iJ J 

Nous laissons au lecteur qui en aurait envie la tâche héroïque 
de faire le calcul pour une p-forme en coordonnées quelconques. En 
effet, il suffit de vérifier l'égalité dans un système de coordonnées 
particulièresi pour lequel on prendra bien entendu, des coordonnées 
normales (x , ... xn) au point x (cf. §IX.9 ci-dessous). 

De plus, l'égalité étant linéaire en a., il suffit de prendre pour 
celle-ci la p-forme décomposable : a. = f dx 1 /\ dx2 /\ ... dxP. 

Pour des coordonnées normales en x, (dxi 1 dxi) = giJ = ±8ii, 
191 = 1, et puisque les symboles de Christoffel sont alors nuls en x, 
les dérivées covariantes en x sont les dérivées ordinaires. 

*O.= f dxp+l /\ ... dxn; d(*a.) = f 8
81. dxj /\ dxp+l /\ ... dxn 

j=l xJ 

-1 p . âf 1 -j 
8a. = ( -1 )P * d * a. = 2: ( -1 )J -8 . dx /\ ... dx /\ ... dxP 

j=l xJ 

tandis que Da. = ( L ::k dxk) ® ( dx1 /\ ... dxP) dont la contraction 

antisymétrisée de k et des indices de a. s'écrit: 

d. - """"'(-l)j-l âf d 1 d-j d p f d IV O'. - L., Ô . X (\ . • . X (\ • . . X , c.q. . . 
xJ 

IX.5 - Connexions sur les fibrés vectoriels avec groupe structural 

Les développements de la géométrie différentielle et de ses ap
plications, à la physique par exemple, ont très vite montré que 
la structure de dérivation covariante «naïve» construite au para
graphe précédent était insuffisante. Elle doit être généralisée et 
enrichie dans deux directions : 

a) définition d'une dérivation covariante des sections de fibrés 
vectoriels, c'est-à-dire de champs de vecteurs qui ne sont plus 
nécessairement des vecteurs tangents. 
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Cette expression est immédiate et on y retrouve les analogues 
de la définition IX.4.A et d'une partie de ses conséquences. 

Définition IX.5.A : 

Une dérivation covariante de classe <!:r sur un espace fibré vec
toriel E de base m, est une fonction D qui fait correspondre à tout 
vecteur tangent A de 9J en un point xo et à toute section différen
tiable V de E un vecteur DA V de Ex appelé dérivée (covariante) de 
V par A de telle sorte que les axiomes suiv9.nts soient satisfaits : 

1) DA est IR-linéaire en A et V. 
2) Si f est une fonction numérique différentiable sur 9J, 

DAf(V) = (Af)V + f(x)DA V. 
3) Quels que soient le champ X sur 9J, la section V de E, de 

classe <!:r, la section Dx V de E est de classe <!:r. 
La forme différentielle à valeurs dans l'espace fibré vectoriel 

E 0 T* : X ---t Dx V est la différentielle DV de V. 
Si e = (ei, e2, ... en) est un champ de repères de T(W), et 

éa = (cab éa2, ... éap) un champ de repères de E au-dessus d'un 

ouvert Ua de m, on note rfj la k-ème composante dans c de Deiéj· 
On obtient en développant : 

Si t ---t c(t) est un chemin différentiable de Ua, on a, en posant 
V(t) = V(c(t)) : 

DV - a;yj k dei -
dt = Dâ~ V= Dâ~(2.:V1 cj) = L---;Jt éj + I:rij dt VJck 

qui ne dépend que de la restriction de V au chemin c. Une section 
V de Eau-dessus du chemin c (que l'on peut appeler un champ de 
vecteurs de E le long de c) est parallèle si D de V = 0 quel que soit t 

dt 
ce qui se traduit par le système d'équations différentielles linéaire 
du premier ordre : 

Les notions de connexion symétrique et de torsion n'ont évi
demment de sens que si E = T(W). Par contre on a toujours un 
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opérateur de courbure qui à chaque couple X, Y, de vecteurs tan
gents en un point x de QJ : fait correspondre l'opérateur Rx y = 
D[x,Y] - (DxDy - DyDx) dont l'expression suppose les vecteurs 
tangents en x plongés dans des champs locaux de vecteurs tangents 
mais qui, étant 6-linéaires en X et Y ne dépend que des vecteurs 
X et Y en x. 

b) Intervention de groupes structuraux, ce qui sera expliqué ci
dessous, mais dont l'importance peut aisément être appréciée par 
l'exemple des connexions riemanniennes. On a vu en effet que, 
par construction, le transport parallèle associé à une structure 
riemannienne conservait la métrique, ce qui localement se traduit 
par le fait que la différentielle covariante du tenseur métrique est 
nulle. On est donc conduit à trouver une manière de définir une 
connexion sur un fibré vectoriel E mettant en évidence dès le départ 
la conservation par le transport parallèle associé de structures sur 
les fibres de E. Les plus simples, et les plus importantes consistent 
en la donnée sur les fibres de E d'une « géométrie » caractérisée 
par un groupe structural G (Gest le groupe orthogonal dans le cas 
d'une métrique riemannienne sur l'espace tangent). 

Si G est le groupe d'invariance d'un ou plusieurs tenseurs sur 
les fibres, la dérivation covariante associée peut naturellement être 
définie en imposant qu'elle annule ces tenseurs. Si l'on veut par 
contre, se placer uniquement du point de vue du groupe lui-même, 
considéré comme une donnée, il faut trouver une autre façon de 
définir une connexion que par simple dérivation des champs de 
vecteurs. 

Nous allons rechercher une telle définition en réexaminant le 
cas de l'espace tangent. Soit: t-+ c(t) un chemin différentiable dans 
la variété QJ munie d'une connexion D. Soient e = (ei, e2, ... en) un 
champ de repères de T(m) le long de cet Y un champ de vecteurs 
le long de c. On note Y(t) = Y(c(t)), e(t) = e(c(t)). 

DY 
La dérivée covariante de Y : D de Y = -d peut être considérée 

dt t 
comme la vitesse absolue du point Y(t) = L,Yj(t)ej(t) de l'espace 
tangent T(V). La décomposition: 

DY dYj dei · k 
dt = L, dt ej + L, dt y1rijek 

exprime cette vitesse absolue comme somme de la vitesse relative 
du point Y(t) dans le repère e et de sa vitesse d'entraînement quand 
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on le considère comme lié à ce repère (Yi constants). On peut donc 
considérer l'intervention d'une connexion comme opérant sur les 
repères (point de vue du repère mobile) plutôt que sur les vecteurs. 
Cette opération s'effectue alors au moyen de la forme locale de 
la connexion, qui dans des champs de repères e = (ei, e2, ... en) 
* - ( 1 2 n) ', "t . - "'rk i '°' '°' j e - w , w , ... w s ecn . 'Y - L ijw 16' ek 16' w . 

Nous allons préciser ce point de vue. 
Si e(t + u) est le repère au point c(t + u), notons e(t + u) 

= Tt+u,te(t + u) le repère au point c(t) transporté parallèle le long 
de c de e(t + u) (cf. théorème IX.4.E). 
e(t + u) = e(t)S(u) où S(u) est un chemin différentiable issu de 
l'identité (S(O) = Id) dans le groupe linéaire Gl(n) des matrices 
réelles inversibles ( n x n). Soit V = 1 vi 1 une matrice colonne ( n x 1) 
fixe. Elle détermine un champ de vecteurs le long de c ayant des 
composantes fixes dans les repères e(t), soit : v(t) = e(t) ·V. Le 
transporté parallèle dans e(t) de V(t+u) est V(t+u) = e(t+u) ·V. 

La dérivée covariante de V au point c(t) est donc (cf. théorème 
IX.4.E): 

DV d d 
dt =du (e(t + u)V)u=O = du (e(t)S(u)V)u=O 

= e(t)S'(o)V 

La vitesse d'entraînement du repère e(t) en c(t) définie par la 
connexion est ainsi : 

dei 
Les éléments de matrice sont: S'(o)j = 2;:: dt I'fj· 

i 

Les vecteurs tangents en l'identité du groupe linéaire Gl(n) 
forment son algèbre de Lie gl ( n) : espace vectoriel de toutes les 
matrices réelles n x n muni du crochet, qui est ici le commutateur : 
[a, b] = ab- ba, et de la représentation adjointe de Gl( n) : (ad g) ·a 

-1 
=gag. 

Nous voyons donc que la forme locale de la connexion rapportée 
à un champ de repères e sur un ouvert U est une «forme différen
tielle à valeurs dans l'algèbre de Lie gl ( n) » fonction linéaire des 
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vecteurs tangents : X = L Xiei --7 L xirtek ® wj à valeurs dans 
gl(n). 

Si la connexion est riemannienne, le transport parallèle conserve 
la métrique. En ne considérant que des champs de repères ortho
normés sur U, les matrices précédentes S ( u) sont des matrices or
thogonales, et la forme de la connexion est maintenant à valeurs 
dans l'algèbre de Lie o(n) du groupe O(n). 

On voit ainsi que la forme locale de la connexion manifeste la 
présence d'un groupe de structure sur les espaces tangents, si les 
repères sont adaptés, et celà par l'algèbre de Lie de ce groupe. 

Puisqu'une connexion sur l'espace tangent T(m) agit essen
tiellement sur ses repères, il faut mettre ceux-ci en évidence. En 
considérant systématiquement des « espaces de repères » on va alors 
pouvoir remplacer les formes locales d'une connexion qui sont des 
formes différentielles sur des ouverts assez petits de m, à valeurs 
dans une algèbre de Lie, par une forme différentielle unique, dite 
forme de la connexion, mais, cette fois définie sur la variété des 
repères ! Voyons les explications détaillées. 

Soit Px l'ensemble des repères de l'espace tangent T(W)x en 
un point X de m. Le groupe linéaire Gl(n) des matrices inversibles 
d'ordre n opère transitivement à droite sur Px. En effet, si e = 
(e1, e2, ... en) E Px et A= lai,jl, e' = eA avec ej = 2: eia} tandis 

que, si B = lb{I et e" = e'B avec e'k = 2: ejb{, on a bien e' = eAB, 
soit r(B)(r(A)e) = r(AB)e. 

On peut considérer l'ensemble P des Px, 'ix E W. Des cartes 
de m définissent de façon évidente des cartes et une structure 
différentielle sur P, de classe ~r-1 (comme T(m)) si m est de 
classe de ~r- Un champ de repères sur un ouvert U de m est une 
section de Pau-dessus de U. De plus, on vient de voir que le groupe 
linéaire G = Gl(n) opère différentiablement et fidèlement à droite 
sur P. Cet exemple appelé fibré des repères conduit à la définition 
suivante: 

Définition IX.5.B : 

Un espace fibré principal P, de groupe (de Lie) G, au dessus 
d'une variété différentielle m, dite base de P, est une variété 
différentielle sur laquelle le groupe G opère à droite, par une 
multiplication P x G --+ P différentiable de telle sorte que les 
axiomes suivants soient satisfaits : 
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1) G opère fidèlement sur P : si g i= h et p E P, pg i= ph. 

2) il existe une projection différentiable 7r de P sur QJ telle que, 

quel que soit x E QJ, 7r1 x soit une trajectoire de G: 7r(pg) = 7r(p), 

't/g et si p, q E 7r1 x, il existe g E G, unique, tel que q = pg. 

3) il existe un recouvrement ouvert (Va) de QJ et, pour chaque 
Va une section différentiable O"a de Pau dessus de Va, d'où résulte 
un difféomorphisme respectant les fibres et les opérations de G de 
-1 
7r Va sur Va x G. (structure locale de produit). 

Si Va n V /3 i= 0, la fonction différentiable, 9af3 de Va n V /3 
dans G définie par O" /3 = O" a9a/3 est dite fonction de transition. On 
a évidemment, si Van V13 n V-y i= 0, 9a-y = 9af39f3T 

Réciproquement, la donnée d'un tel ensemble de fonctions de 
transition, sur un recouvrement ouvert {V a} de QJ, à valeurs 
dans un groupe G, détermine, par « collage » des « morceaux» : 
Va X G, un fibré G-principal P sur QJ. Les 9af3 déterminent donc 
P complètement. 

Remarques: 

1) Lorsque P est un fibré principal de repères, un chemin 
t ---> p( t) dans P est un repère mobile le long du chemin c( t) = 7rp( t) 
dans QJ. Le vecteur tangent p1 ( t) représente la «vitesse» de ce 
repère en p( t). Un chemin «vertical» dans P : c( t) = 7rp( t) 
= c( o) = x fixe, représente alors évidemment un repère mobile 
d'origine fixe dans QJ. 

2) Puisque g ---> pg est un difféomorphisme de G sur la fibre P 7rp' 
il détermine un isomorphisme de l'espace tangent T(G)e, identifié 
à l'algèbre de Lie g de G, sur l'espace tangent «vertical» de P 
en p : Vp = V(P7rp)p, le vecteur A E g ayant pour image le 

vecteur tangent Ap au chemin p · exp At dans P. Dans le cas 
d'un fibré de repères, il représente la «vitesse » du repère mobile 
p·exp At d'origine fixe 7rp. La« vitesse», dans ce même mouvement, 
d'un autre repère p1 = pg, soit p1(t) = p(t)g = p -~xp At · g 

-1 -1 -1 
= pg g exp At· g = pg ·exp( Ad. g At) est donc, (Ad g · A)pg· 

En s'inspirant de la signification d'une connexion sur le fibré des 
repères tangents comme «définition de la vitesse d'entraînement 
d'un repère mobile» on obtient la définition générale (et finale) 
suivante: 
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Définition IX.5.C: 

Une connexion sur un fibré principal P, de groupe G, sur une 
variété S:U, est une 1-forme différentielle w sur P, à valeurs dans 
l'algèbre de Lie g de G, satisfaisant aux deux conditions suivantes: 

1) pour tout A E g, w(Ap) =A. 

2) pour tout g E G, r(g)*w 
-1 

w(r(g)*X) =ad g ·w(X). 

Remarques: 

-1 
ad g ·w, soit, VX E T(P), 

1) signifie qu'en chaque point p E P, Wp peut être considéré 
comme un projecteur de l'espace tangent T(P)p sur le sous-espace 
«vertical » V p tangent à la fibre P 7rp si on identifie V p à g par 

A ---+ Ap. L'ensemble des vecteurs X de T(P)p tels que w(X) = 0 
est un sous-espace Hp, naturellement appelé «horizontal», que la 
projection 7r * applique isomorphiquement sur l'espace tangent à 
S:U en 7rp : T(S:Uhp, et l'on a Hpg = r(g)*HP. Réciproquement, 
la donnée d'une famille différentiable de sous-espace horizontaux 
de T(P) satisfaisant à cette dernière condition (invariance par 
les opérations de G) détermine complètement la forme w d'une 
connexion sur P. 

Une section différentiable cr de Pau-dessus d'un ouvert U de S:U 
peut être considérée comme un «champ différentiable de repères». 
L'image réciproque de la forme w d'une connexion sur P par cr, soit 
'Y = cr* w = w o cr* est la forme locale de la connexion relative au 
champ de repères cr. 

2) Les vecteurs tangents en p E P appartenant à Hp = Ker Wp 
correspondent à une« vitesse d'entraînement» nulle, autrement dit, 
sont tangents à un« transport parallèle». Un chemin p(t) tel qu'en 

tout point le vecteur tangent dt soit horizontal (appartient à Hp(t)) 

représente un transport parallèle le long du chemin c(t) = 7rp(t) 
de S:U. Si l'on se donne l'origine p0 , un chemin différentiable c(t) de 
S:U tel que c( o) = 7rp0 possède un relèvement horizontal unique p( t) 
dans P d'où l'unicité du transport parallèle le long de c. 

Dans ce §IX.5, nous somme partis des fibrés vectoriels, et même 
des plus simples d'entre eux, les espaces fibrés tangents, pour 
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aboutir au concept de fibré principal. Il faut maintenant montrer 
comment s'effectue la démarche inverse. 

Soient P un fibré différentiable principal de groupe (de Lie) G 
sur 9J, F un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'une 
représentation linéaire de G (plus généralement, F peut être une 
variété différentielle sur laquelle G opère à gauche, différentiable
ment). 

Sur le produit P x F, faisons opérer G à droite par : 

g · (p x v) = pg x -;/ v et soit E = P x e F le quotient de P x F 
par cette action (espace des trajectoires de G). L'application II de 
P x F sur 9J définie par : II(p x v) = IIp passe au quotient et 
détermine une application IIp de E = P xe F sur 93. On ne peut 
avoir (p xe v) = (p xe w) dans P xe F que si v = w. Un élément 

-1 
de la fibre II px ou x = IIp est l'image de ( q x w) avec IIq = IIp, 

d'où q = pg et (q xe w) = (p xe g1 w). Chaque élément p E P 
-1 

détermine ainsi une bijection de F sur la fibre II F · (IIp) = E7rp par : 
u E F -+ v = p x e u E E7rp et lorsqu'on considère p E P comme 
une application de F sur E7rp on peut écrire : v = p x e u = p · u, v 
est la représentation de u dans le «repère» p (voir ci-dessous). 

Une carte locale de P au-dessus de l'ouvert U de 9J est un 
G-difféomorphisme de Pu sur U x G et (U x G) x F /G = (U x 
G) xe F s'applique bijectivement sur U x F par: (x x e) xe u-+ 
(x x u). Les cartes de E = P xe F qui sont ainsi construites, 
définissent sur E = P x e F une structure d'espace fibré vectoriel 
différentiable de groupe structural G sur 9J, associé à P. Les points 
p de P peuvent être conçus, au sens large, comme des repères de 

-1 
(P xe F)np = II p(IIp) = E7rp puisque ce sont des isomorphismes 
de la fibre type F sur la fibre E7rp· Le transport parallèle le long d'un 
chemin différentiable c(t) à partir de co = c(o) dans Ese détermine 
à l'aide du transport parallèle de ses repères dans P à partir de Po, 
IIpo = co par le relèvement horizontal unique p(t) dans P issu de 
Po du chemin c( t). Considérons un champ de vecteurs : t -+ v ( t), 
section du fibré vectoriel E = P x e F le long du chemin t -+ c( t) de 
9J. On peut définir v ( t) au moyen d'un champ de repères : t -+ p( t), 
section de P au-dessus de c, par : c(t) = p(t) xe u(t) où t -+ u(t) 
est un chemin dans F qui peut être considéré comme décrivant le 
mouvement relatif de v(t) par rapport au repère. 
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La dérivée covariante de v(t) est alors la somme de la vitesse 
relative et de la vitesse d'entraînement de v(t), soit: 

Dv { du ( dp) } { du ( dp) } dt= p(t) XG dt + w dt · u(t) = p(t) · dt + w dt u(t) 

De la même façon un champ de vecteurs v sur W peut s'exprimer 
localement à l'aide d'un champ de repères ŒU, section de P au
dessus d'un ouvert U de W, soit : v = ŒU x G u, où u est une 
fonction différentiable de U dans la fibre type F. Soit 'YU la forme 
locale de la connexion : Tu = ŒÛW· Si X est un vecteur tangent à 
W en x EU, on a alors (avec Lxu =X· u) : 

1 Dxv = Œu{Lxu + 'Yu(X) · u} = Œu{Lxu + w(Œu*X) · u} 1 

Lorsque le groupe de Lie G est un sous-groupe du groupe 
linéaire Gl(F) de l'espace vectoriel Fon peut donner des éléments 
de G et de son algèbre de Lie g des expressions tensorielles puisque 
Gl(F) C ~(F) = F@F*. Si au-dessus d'un ouvert U de W, on a des 
champs de repères e = (e1, e2, ... en) de T(W), (w1, ... wn) dual 
de e dans T*(W), e = (e1, ... Ep) de E, (>.1, ... >..P) dual de e, la 

forme locale de la connexion s'écrit : 'YU = 'L rfjwi ® Ek ® >..i, et 
l'on retrouve ainsi les expressions initiales. 

La dérivation covariante ainsi défi.nie sur les champs de vec
teurs de E s'étend naturellement aux champs de tenseurs de toutes 
natures sur E, sections des espaces fibrés vectoriels ®(v)E. 

Remarques: 

1) Si la représentation de G dans F est la représentation 
identique le fibré vectoriel associé P x G F se réduit évidemment 
au produit m X F. 

2) Si P est le fibré des repères du fibré tangent T(W) d'une 
variété différentielle W de dimension n, on a évidemment: T(W) = 
p XGl(n) !Rn. 

Au début de ce paragraphe, une intervention de groupes struc
turaux avait été souhaitée pour tenir compte de structures éven
tuelle sur les fibres d'un espace fibré vectoriel conservées par trans
port parallèle. 
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La plus importante est l'existence sur E d'un produit scalaire 
sur les fibres : (l)x sur Ex, dépendant différentiablement de x : 
( 1) est une section différentiable de E* 0 E*. 

Cette structure est équivalente à une structure quadratique 
(cf. [DR]) caractérisée pour un espace vectoriel réel par son indice 
(r, s). Soit donc F = IRm muni de la forme quadratique standard 
q(x) = (xl )2 + ... (xr)2 - (xr+l )2 - ... - (xr+s)2 avec r + s =m. 
L'existence d'une structure quadratique de type ( r, s) sur E entraîne 
l'existence d'un sous-fibré Po du fibré P des repères de E : si P est 
l'ensemble des isomorphismes linéaires de IRm sur les fibres de E, 
Po est le sous-ensemble des isomorphismes quadratiques de (IRm; q) 
sur les fibres de E. Le groupe de structure de Po est le groupe 
des automorphismes de (IRm; q); c'est-à-dire le groupe orthogonal 
Go = O(r, s), sous-groupe de Gl(m). Son algèbre de Lie 90 est 
l'algèbre de Lie des opérateurs linéaires de IRm «antisymétriques» 
relativement au produit scalaire : 

a E 90 ~ (ax J y)+ (x Jay), \lx,y E IRm. 

On a alors le théorème suivant : 

Théorème IX.5: Le transport parallèle associé à une connexion w 
sur le fibré principal P conserve le produit scalaire du fibré vectoriel 
associé E si et seulement si w est à valeurs dans l'algèbre de Lie 90 
du groupe orthogonal Go. 

Preuve: Exprimés dans un champ local de repères, soient u(t), 
v ( t) des champs de vecteurs de E le long du chemin e( t) de SU. Si 
'Y est la forme locale de la connexion, u et v sont parallèles le long 
de e si et seulement si : 

Du du (de) Dv dv (de) dt = dt + "( dt U = Ü et dt = dt + "( dt V = Ü. 

On a donc: 

d (du ) ( dv) dt ( U ( t) J V ( t)) = dt J V + U J dt 

= -{('Y(~~)u 1 v) + (u l 'Y(~~)v)}. 
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Il en résulte que ( u( t) 1 v( t)) est constant si et seulement si 

')'(~~) est antisymétrique relativement au produit scalaire, c'est-à

dire appartient à 9Q, c.q.f.d. 

IX.6 - Formes de courbure. Formes extérieures tensorielles 

Rappelons que, par définition, la restriction de la forme w de 
la connexion à une fibre Px du fibré principal P est une 1-forme 
différentielle à valeurs dans l'algèbre de Lie g du groupe structural 
G de P, telle que : w(A) = A, quel que soit A E g où A est le 
champ de vecteurs tangents défini sur P par le sous-groupe à un 
paramètre exp At de G. 

Pour exprimer la restriction de la différentielle extérieure de w 
aux fibres, il suffit d'utiliser les champs verticaux A, d'où: 

dw(A, B) =A. w(B) - B. w(A) -w([A, B]). 

Puisque w(A) et w(B) sont constants, les deux premiers termes 
du second membre son nuls. De plus : w([A, B] = w([A, B]) 
= [A, B] = [w(A), w(B)] où les trois derniers crochets sont les cro
chets de l'algèbre de Lie g. 

On obtient finalement: dw(A, B) = -[w(A), w(B)]. Or, si X et 
Y sont deux vecteurs tangents en un point quelconque p de P, la 
fonction: (X, Y) -+ [w(X),w(Y)] est bilinéaire alternée. C'est une 
2-forme extérieure sur P que l'on peut désigner par [w, w] et qui 
s'exprime par l'opérateur w/\w dans les espaces où g est représentée 
linéairement. Pour obtenir la partie intéressante de dw, on va lui 
soustraire sa partie verticale, qui est la même quelle que soit la 
connexion, représentée par -[w, w]. D'où: 

Définition IX.6.A: 

On appelle forme de courbure de la connexion w sur le fibré 
G-principal P, la 2-forme différentielle extérieure w sur P définie 
par: 

O(X, Y) = dw(X, Y)+ [w(X), w(Y)] VX, Y E T(P)p 
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soit: 

n = dw + [w, w] I· 
D'après ce qui précède, la restriction de n aux fibres de P est 

nulle. Mais il y a plus : D(X, Y) est nul dès que l'un des arguments 
X ou Y est vertical, autrement dit, D(X, Y) ne dépend que des 
composantes horizontales hX, h Y des vecteurs X, Y E T(P)p· C'est 
une conséquence du lemme suivant : 

Lemme IX.6: Soit Z un champ de vecteurs tangents différentia
ble horizontal sur P(Zp E Hp, \/p ), invariant par G : r(g )*ZP = Zpg· 
Tous les vecteurs Zp d'une même fibre Px ont donc même projection 
Zx dans T(W)x et réciproquement, tout champ de vecteurs tangents 
différentiable z sur QJ détermine, par relèvement dans les sous
espaces horizontaux de P un tel champ Z. On a alors la propriété : 
quel que soit le champ A, champ vertical défini par A E g, le crochet 
[A, Z] est nul. 

Preuve: C'est une conséquence directe de l'invariance de Z par 
G. En effet, d'après ce qui a été vu au §IX.3: 

- 1 
[A, Z]p = lim - {r(exp(-At))*ZexpAt - Zp} =O. 

t->O t 

Soient donc X, Y deux vecteurs tangents à P en p que l'on 
décompose en leurs composantes horizontales : hX, h Y et verticales 
vX, vY. On peut plonger les composantes horizontales hX, hY 
dans des champs horizonta~ in~ariants par G et les composantes 
verticales dans des champs A et B. En remplaçant X et Y par leurs 
décompositions dans l'expression de n et en éliminant les termes 
évidemment nuls, il reste : 

n(x, Y)= dw(hX, hY) + dw(hX, B) + dw(A, hY) + dw(A, B) 

+ [w(A),w(B)]. 

Dans le second membre, la somme des deux derniers termes est 
nulle, le second et le troisième sont nuls d'après le lemme, d'où: 

D(X,Y) =dw(hX,hY) = -w([hX,hY]) I· 
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Proposition IX. 6.A : 

La différentielle extérieure dD. de la forme de courbure d'une 
connexion w sur le fibré G-principal Pa une restriction nulle sur les 
sous-espaces horizontaux de T(P) : dD.(hX, hY, hZ) = 0 (seconde 
identité de Bianchi). 

Preuve: n = dw + [w, w], d'où dD. = d[w, w]. 

d[w,w](X, Y, Z) =X· [w(Y),w(Z)] +Y· [w(Z),w(X)] 
+ Z · [w(X),w(Y)] - [w([X, Y],w(Z)] 
- [w([Y, Z]), w(X)] - [w([Z, X]), w(Y)]. 

Si l'on considère, comme ci-dessus, que les champs de vec
teurs X, Y, Z sont sommes de champs horizontaux invariants par 
G, hX, h Y, hZ et de champs verticaux images de champs invariants 
à gauche sur G, on obtient finalement : 

dD.(X, Y, Z) = [D.(X, Y), w(Z)] + [D.(Y, Z), w(X)] + [D.(Z, X), w(Y)] 

qui est bien nul si X, Y et Z sont horizontaux. 
Les propriétés particulières des formes de connexion et de 

courbure suggèrent la définition générale suivante : 

Définition IX.6.B: 

Soient P un espace fibré principal différentiable, de groupe 
structural G, au-dessus de la variété W, F un espace vectoriel 
réel de dimension finie muni d'une représentation linéaire de G, 
E = P x G F le fibré vectoriel associé. 

Une m-forme pseudotensorielle 'P sur Pest une m-forme différen
tielle extérieure à valeurs dans F qui possède, vis-à-vis des opéra-

tions de G, la propriété de covariance: r(g)*'P = r/ ·lfJ. 
Une m-forme tensorielle sur P est une m-forme pseudotenso

rielle qui est nulle, dès que l'un des arguments est vertical. 
Ces définitions sont naturellement indépendantes du choix 

d'une connexion sur P. La connaissance d'une forme pseudotenso
rielle 'P en point p de P la détermine sur toute la fibre : 'Ppg = 

-1 -1 
r( g )*( g ·l.(Jp). 

S'il existe au-dessus d'un ouvert U de W une section différen
tiable O"U de P, 'P est donc déterminée par sa restriction à l'image 
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O"U (U) dans P, et on peut donc se donner une forme pseudotenso
rielle <p sur P par ses expressions locales sur QJ : O"Û ( <p) est une 
m-forme différentielle extérieure sur U à valeurs dans F. 

Si <pet 'lj.J sont des formes pseudotensorielles sur P, <p d'ordre r 
à valeurs dans F, 'lj.J d'ordres à valeurs dans H, leur produit <p /\ 'lj.J 
est une (r + s)-forme pseudotensorielle à valeurs dans le produit 
tensoriel F@ H muni du produit tensoriel des représentations de G 
dans F et H. <p /\ 'lj.J est tensorielle si <p et 'lj.J le sont. 

Exemples IX.6.A: 

1) La forme w d'une connexion sur P est une 1-forme pseudo
tensorielle à valeurs dans l'algèbre de Lie g de G, puisque r(g)*w 

-1 
=ad 9 ·W. 

2) La forme de courbure n d'une connexion sur P est une 
2-forme tensorielle. En effet: 

(r(g)*D)(X, Y)= D(r(g)*X, r(g)* Y) 

Proposition IX.6.B: 

= -w([hr(g)*X, hr(g)* Y]) 
= -w[r(g)*hX,r(g)*hY]) 
= -w(r(g)*.[hX,hY]) 

-1 
=-ad g ·w([hX, hY]) 

-1 
=ad g ·D(X, Y). 

Une m-forme tensorielle a sur le fibré principal P, à va
leurs dans F, s'identifie naturellement à une m-forme différentielle 
extérieure sur QJ à valeurs dans le fibré vectoriel associé E = P X G 
F, section du fibré vectoriel Hom(/\mT(W); E) := E@/\mT(W)*, a 
est appelée le développement de a. 

Preuve : Tout élément p de P peut être interprété comme un 
isomorphisme de F sur la fibre E7rp = p x G F (p est un « repère » 

de F). Si a est une m-forme tensorielle sur P, il lui correspond 
a E Hom(/\mT(m); E) ainsi définie: 

Si X1, X2, ... Xm E T(W)x, soient X1, X2, ... Xm E T(P)p des 
relèvements quelconques de ces vecteurs dans l'espace tangent de 
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Pen un point p au-dessus de x(IIp = x). On définit alors: 

a(Xi, X2, ... Xm) = p · iip(X1, X2, ... Xm)· 

Cette définition est indépendant du choix de relèvements en p 
puisque a est tensorielle, et si l'on se place en un autre point pg 
au-dessus de x, on a: 

pg · iipg(r(g)*X1, ... r(g)*Xm) = pg · (r(g)*ap9 (X1, ... Xm) 
-1 - -

= pg · g iip(X1, ... Xm) 

= p · ap(X1, ... Xm) 

a est donc parfaitement déterminée. 
Réciproquement, le même calcul montre que si c'est a qui est 

donnée, la m-forme extérieure a sur P à valeurs dans F définie 
par: 

est tensorielle. 

Exemples IX.6.B: 

1) La forme identique() de l'espace tangent T(m) d'une variété 
différentielle m est la 1-forme tensorielle sur le fibré p des repères 
de T(m) développement de la 1-forme J E Hom(T(m); T(m)) égale 
en chaque point x de m à l'opérateur identique de T(m)x. On a: 

-1 
()(Xp) = p ·(II*Xp) 

r(g)*()(Xp) = ()(r(g)*Xp) = (pJ)(II*(r(g)*Xp) 

et 
-1-1 

= g p ·(II*tXp) 

soit r(g)*() = g1 .() 
2) Un champ de vecteurs v du fibré vectoriel E = P x G F peut 

être considéré comme une 0-forme tensorielle et se relève sur P 
-1 

en une fonction u de P à valeurs dans F : Up = p ·v. On a 
-1 ,, . 

Upg = 9 ·Up et V s ecnt : V = p . Up. 
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Dans le cas de l'espace tangent T(m), le développement sur 
le fibré P des repères d'un champ de vecteurs X sur m peut 
aussi s'exprimer avec la forme identique O. En effet, si hX est 
le champ horizontal invariant par G relevant X sur P, on a : 

-1 -1 
O(hXp) = p ·II*(hXp) = p ·X. 

De façon analogue, un champ de tenseurs de E, section d'un 
filtré tensoriel sur E : ®(v)E peut être considéré comme une 0-
forme tensorielle et se relève en une fonction sur P à valeurs dans 
@(P)F, où opère G. 

3) Une forme extérieure tensorielle associée à l'espace tangent 
T(W), de type (r, s), est évidemment mi champ de tenseurs sur 
m, de variance ( r, s + p), antisymétrique par rapport aux p der
niers indices covariants, qui sont distingués des autres indices par 
choix. Par exemple une 1-forme différentielle a sur W peut aussi 
être considérée comme une 0-forme tensorielle, à valeurs dans les 
covecteurs. 

4) Lorsque G opère identiquement sur F, P x e F = m x F 
(fin du §IX.5) et les formes tensorielles se réduisent aux formes 
différentielles extérieures sur W à valeurs dans F. 

Corollaire IX.6.A : La forme de courbure n d'une connexion 
sur le fibré principal P détermine sur la base W de P une 2-
forme différentielle extérieure 9' à valeurs dans le fibré vectoriel 
L = P x e g associé à l'algèbre de Lie g munie de la représentation 
adjointe: 9' E Hom(A2T(m): P xe g) = (P xe g) ® A2T(W)*. n 
est le développement de 9'. 

Remarque : Si F est un espace vectoriel réel muni d'une 
représentation linéaire de G, donc de son algèbre de Lie g, l'es
pace fibré L = P x e g opère dans le fibré vectoriel E = P Xe F. En 
effet, soient 9' = p xe a E Lrrp où a E g, et tJ = p xe u E Errp où 
u E F. Si l'on définit 9' tJ = p xe au, cet élément de Errp ne dépend 
pas du choix du «repère» p. En effet dans un autre «repère» pg, 
= ,, · = d-l -l D' 1 :.n et tJ s ecnvent : :.n = pg Xe a g ·a et tJ = pg x e · g u. es ors 

-1 -1 -1 -1 -1 
pg x (ad g )a· g u = pg x g ag g u = pg xe g (au)= p xe au, 
c.q.f.d. 

On a vu ci-dessus comment l'existence d'une section différentia
ble o-u de P permet de définir localement les formes pseudotenso
rielles sur P. C'est ce qui a été fait au paragraphe précédent où l'on 
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a défini les formes locales de connexion w et de courbure D par : 
'YU = O'ÛW et Du = O"ÛD, avec : 

Ces formes locales 'YU, Du sont, comme w et D, à valeurs dans 
l'algèbre de Lie g qui opère, comme G, dans l'espace vectoriel F, 
fibre type du fibré vectoriel associé E = P x G F. 

La 2-forme extérieure 9l E Hom(A2T(W) : P XG g) associé à 
D d'après le corollaire IX.6.A s'écrit à l'aide de la forme locale Du : 

9\(X, Y)x = O"u(x)D(O"u*X, O'U* Y)·= O"u(x)Du(X, Y) 

9l (X, Y) opère dans E d'après la remarque précédente. Le théorème 
remarquable suivant relie la courbure à la dérivée covariante : 

Théorème IX. 6.A : Soient v un champ de vecteurs sur QJ, section 
du fibré vectoriel E = P x G F, w une connexion sur P, D sa forme de 
courbure, D la dérivation covariante associée. Soient U un ouvert 
de QJ où est définie une section différentiable O'U de P qui permet 
de représenter v sous la forme : v = O"uu, 'YU = O"ÛW la forme locale 
de la connexion sur U et Du = O"ÛD. On a alors pour tout couple 
X, Y de vecteurs tangents à QJ en un point x (cf. §IX.4). 

9l(X, Y)v = O"u(Du(X, Y)u) = (DxDy - DyDx - D[X,Yj)v 

Cette égalité sera démontré de façon directe ci-dessous. 

Preuve : On a (fin du §IX.5) : 

Dyv = O'u[Lyu + w(Y)u} 
DxDyv = O'u{Lx(Lyu + 'Yu(Y)u) + 'Yu(X) · (Ly · u + 'Yu(Y)u)} 
= O'u{LxLyu +(Lx· 'Yu(Y) + 'Yu(Y)Lxu + 'Yu(X)Lyu 
+ 'Yu(Xhu(Y)u} 

ce qui donne après simplifications : 

(DxDy - DyDx - D[x,vi)v = O'u{(LxLy - LyLx - L[X,YJ) 

+ (Lx'Yu(Y) - Ly-yu(X) - 'Yu([X, Y])+ bu(X), 'Yu(Y)]}u 
= O'U{ d-yu(X, Y)+ bu(X), w(Y)]}u c.q.f.d. 
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(Le crochet d'opérateurs dans F : bu(X), 'Yu(Y)] est l'image du 
crochet dans l'algèbre de Lie g des éléments 'YU (X) et 'YU (Y) 
puisque g ---t ~ (F) est une représentation linéaire de g dans F 
issue de celle de G). 

Nous allons finalement généraliser la dérivation covariante des 
champs de vecteurs et de tenseurs en une dérivation covariante 
des formes différentielles extérieures tensorielles et pseudotenso
rielles. Cette nouvelle définition, a le grand avantage d'être globale. 
Elle s'exprime «géométriquement» par la définition ci-dessous, et 
«algébriquement» par le théorème IX.6.B qui en résulte. 

Définition IX.6.C: 

Soit cp une m-forme pseudotensorielle sur le fibré G-principal P, 
à valeurs dans l'espace vectoriel réel F où opère G. La différentielle 
covariante Dcp de cp associée au choix d'une connexion sur P est alors 
la (m + l)-forme tensorielle définie pour Xo, X1, ... Xm E T(P)p 
par: 

où h désigne le projecteur vertical du plan T(P)p sur le sous-espace 
horizontal Hp. 

Si cp et 1jJ sont des formes pseudotensorielles sur P, cp de degré 
r à valeurs dans F, 1jJ de degré s à valeurs dans H, la différentielle 
covariante de leur produit cp A 7./J, de degré (r + s) à valeurs dans 
F @ H, satisfait à l'équation classique : D( cp A 1jJ) = Dcp A 1jJ + 
(-lf cp A D1jJ. 

Exemples IX.6.C : 

1) La forme de courbure n est la différentielle covariante de la 
forme w de la connexion O(X, Y)= dw(hX, hY). 

2) La seconde identité de Bianchi (Proposition IX.6.A) exprime 
que la différentielle covariante de n est nulle. 

3) La différentielle covariante de la 1-forme identique () de 
l'espace tangent T(S:U), associée au choix d'une connexion sur le 
fibré principal P des repères de T(S:U) est une 2-forme tensorielle 8 
appelée forme de torsion de la connexion : 8(X, Y) = d()(hX, hY) 
dont on verra ci-dessous que le champ de tenseurs correspondant 
sur in est la torsion T de la définition IX.4.B. Dire que la connexion 
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sur T(W) est symétrique revient donc à dire que le champ de 
tenseurs formé par les opérateurs identiques des espaces tangents 
est parallèle. 

La première démarche à la suite de la définition ci-dessus, doit 
être de vérifier que pour les 0-formes tensorielles, c'est-à-dire pour 
les champs de vecteurs ou de tenseurs sur le fibré vectoriel E, on 
retrouve bien la définition initiale. 

Soit donc U un ouvert de W sur lequel est définie une section 
différentiable a- du fibré principal P. Si v est un champ de vecteurs 
du fibré vectoriel E = P x G F, et u le développement de v sur P, à 

-1 
valeurs dans F : Up = p ·v (Exemple IX.6.B n° 2), on a: Vx = p · Up 

et sur U, Vx = a-(x)(u o a-)x· 
Soient X un vecteur tangent à W en un point x de U et a-*X 

son image par a-. Elle se décompose en ses composantes horizontale 
et verticale : ha-*X et va-*X w(Œ*X) où w est la forme de la 
connexion. Or : 

- d d 
(A· u)p = dt (upexpAt)t=O = dt (exp(-At) · up)t=O =-Au. 

On a donc: 

Du(a-*X) = du(ha-*X) = du(a-*X) - du(va-*X) 
=X· (u o a-)+ w(a-*X)u 

et Dxv = a-Du(a-*X) = a-{Lx · (u o a-)+ w(a-*X)u} 
On retrouve bien la définition du § précédent IX.5. 

Remarque : Si on relève le vecteur tangent X E T(W)x en 
un vecteur horizontal (hX)p E T(P)p, ce dernier annule la forme 
de connexion. La dérivée covariante de v par rapport à X sur W 
s'exprime donc tout simplement sur le développement u de v sur 
P comme la dérivée de Lie par rapport à (hX)p en un point p 
quelconque de P : 

Si maintenant X est un champ de vecteurs sur W, Dxv est un 
champ de vecteurs de E et la formule précédente montre que son 
développement sur P est le champ ( hX) · u. 
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Applications : Dans ce qui suit X, Y, Xo, X 1, ... désignent des 
champs de vecteurs tangents sur m, hX, hY, hXo, hXi, ... leurs 
relèvements horizontaux invariants par G dans l'espace tangent 
T(P) du fibré G-principal P sur m, que l'on suppose muni d'une 
connexion de forme w (cf. Lemme IX.6) 

1) Expression de la différentielle covariante d'une m-forme 
extérieure tensorielle a sur m: a E E®AmT(W)* (où E = P xc F). 

Si <p est le développement de a sur P, Da est la (m + 1)-forme 
tensorielle sur m dont le développement sur P est D<p. Da est donc 
définie, quel que soit p E P, par : 

Da(Xo, Xi, ... Xm) = p · d<p(hXo, hX1, ... hXm)p 

= p{ 2:= (-l)j (hXj) · 1.p(hXo, ... hXj, ... hXm)p 
i<j 

·+· - -+ 2::(-lr J<p(h[Xi, Xj], ... hXi, ... hXj, ... hXm} 

ce qui s'écrit, vue la remarque précédente : 

(Da)(Xo, ... Xm) = 2::(-l)j · Dxj · (a(Xo, ... , Xj, ... Xm)) 

+ 2::(-l)i+j ·a([Xi,Xj], ... Xi, ... Xj,···Xm) 
i<j 

Cette égalité généralise l'expression de la différentielle extérieure 
d'une forme différentielle scalaire. 

Si l'on a localement une expression de a à l'aide de m-formes 
extérieures scalaires, soit : 
a = L uk ® wk, où les uk sont des sections de E alors : Da = 

k 
2:=(Duk A wk + uk ® dwk) où Duk est une 1-forme à valeurs dans E 
k 

et où Duk t\wk est obtenu en effectuant l'antisymétrisation partielle 
ai m entre le nouvel indice covariant introduit par la différentielle 
D 'et les m indices covariants de wk. 

2) Si 0 est la forme de courbure de la connexion sur P c'est 
le développement sur P du tenseur de courbure 9\ E (P x G g) 
® A2T(m)* et 

9\(X, Y)x = p · O(hXp, hYp), Vp E Px. 

Si v est un champ de vecteurs de E, de développement u sur P : 

9t(X, Y)v = p{O(hXp, hYp) · u}. 
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On a, d'après ce que l'on vient de voir: 

p · {(hX)p · (hY)u - (hY)p(hX)u - (h[X, Y]p) · u} 

= DxDyv -DyDxv -D[X,Y]v· 

Mais (hXp. hY - hYr. hX)u = [hX, hY]pu. 
La différence [ hX, h Y - h [X, Y] est un vecteur vertical qui peut 

être écrit w([hX, hY]) dont l'opération sur la 0-forme tensorielle u 
a été calculée au cours de la preuve du théorème IX.6.A et est égale 
à O(X,Y) · u. 

On retrouve la formule du théorème IX.6.A mais sans avoir 
utilisé cette fois, de repères locaux. 

3) il n'est pas inutile de remarquer que dans le cas particulier où 
E est tout simplement l'espace tangent T(W) et P le fibré principal 
des repères, la différentielle covariante, DZ d'un champ de vecteurs 
tangents Z peut être considérée : 
a) soit comme une 1-forme tensorielle à valeurs dans T(W) : 

X ---+ DxZ dont la différentielle covariante est alors la 2-forme 
extérieure tensorielle que l'on vient de voir: 

(D2Z)(X, Y)= ~(X, Y)Z = DxDyZ - DyDxZ - D[X,Y]z 

b) soit comme une 0-forme tensorielle à valeurs dans .C(T(W) 
= T(W) ® T(W)*. Or si u est une telle 0-forme sa différentielle 
covariante est Du = Do u - u o D, soit : (Dxu) (Y) = Dx ( u(Y)) 
- u(Dx Y) ce qui donne si u = DZ : D(DZ)(X, Y) = DxDyZ 
-DnxyZ. 
Uantisymétrisation par rapport aux deux arguments s'écrit 

alors: 

D(DZ)(X, Y)-D(DZ)(Y,X) = DxDyZ-DyDxZ-DnxY-DvxZ 

qui se trouve être égal à D2Z lorsque la connexion est symétrique. 

4) P étant toujours le fibré principal des repères de l'espace 
tangent T(m) la forme de torsion 8 = DB d'une connexion sur P 
est le développement de TE T(m) ® A2 (m)*, et: 

T(X, Y)= p8(hXp, hYp) = p · dO(hXp, hYp) 
= p · {(hX)p · B(hYp) - (hY)p · B(hXp) - B(h[Xp, Yp]} 
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soit 1 T(X, Y)= DxY - Dy X- [X, Y] I· 

Le théorème ci-dessous donne une expression algébrique simple 
de la différentielle covariante. 

Théorème IX.6.B : Soient P un fibré principal différentiable de 
groupe structural G, muni d'une connexion w, Fun espace vectoriel 
réel muni d'une représentation linéaire de G. 

La différentielle covariante D<p d'une m-forme tensorielle <p sur 
P à valeurs dans F peut s'écrire : 

1 Dcp = dcp + w A <p 1, 

où, dans le produit extérieur w A <p, il est entendu que w, à valeurs 
dans g, algèbre de Lie de G, opère dans F, espace des valeurs de 
<p. (d<p est la différentielle «relative» de <p, w A <p sa différentielle 
«d'entraînement»). 

·Preuve : Soient Xo, X 1, ... Xm, ( m + 1) vecteurs tangents en 
p E P, hXo, ... hXm, et vXo, ... vXm leurs composantes horizon
tales et verticales, que l'on plonge, les premières dans les champs 
horizontaux invariants par G, les secondes dans les champs A 
images de champs A invariants à gauche sur G. 

dcp(Xo, ... Xm) = 2:(-l)jXj · cp(Xo, ... Xj, ... Xm) 

+ 2: (-l)i+jcp([Xi,Xj], ... Xi, ... Xj, ... Xm)· 
i<j 

Or, <p est nulle dès que l'un des arguments est vertical. Après 
décomposition des vecteurs en leurs composantes, il ne reste que 
les termes suivants : 

dcp(Xo, .. . Xm) = 2:(-l)j (hXj) · cp(hXo, ... hXj, ... hXm) 

+ L (-l)i+jcp([hXi, hXj], ... hXii ... hXj, ... hXm) · 
i<j 

+ 2: ( -1 )j ( vXj) · cp( hXo, ... hXj, ... hXm). 

En effet, d'après le lemme IX.6 [vXi, hXj] = 0, Vi,j. 
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Mais, si l'on note Aj le champ vXj, on a, puisque cp est tenso
rielle: 

- ~ d 
Aj · cp(hXo, ... hXj, ... hXm) = dt cp(r(exp Ajt)hXo, .. . ) 

d 
= dt exp(-Ajt) · cp(hXo, .. . ) 

= -Aj · cp(hXo, .. . ) 

= -w(Xj) · cp(hXo, ... hXj, ... hXm). 

On obtient donc finalement : 

dcp(Xo, ... Xm) = dcp(hXo, ... hXm)-(w/\cp)(Xo, ... Xm) c.q.f.d. 

Remarque : Lorsque G opère identiquement sur F, la représen
tation associée de g est nulle, et Dcp = dcp. 

Corollaire IX.6.B: La différentielle covariante seconde d'une m
forme tensorielle cp sur Pou a sur QJ s'écrit: 

Preuve : d(Dcp) = dw /\ cp - w /\ dcp. 
La différentielle covariante D(Dcp) s'obtient en prenant la va

leur de d(Dcp) sur les composantes horizontales des arguments. 
Puisque celles-ci annulent w, on obtient finalement : 

(D2cp)(X1, X2, ... Xm+2) = (dw /\ cp)(hX1, hX2, ... hXm+2) 
= (D /\ cp)(Xi, X2, ... Xm+2), c.q.f.d. 

On aurait pu aussi remarquer, comme on l'a fait ci-dessus, 
que w /\ w est la représentation linéaire de [w, w], soit w /\ w /\ cp 
= [w,w] /\ cp. 

Corollaire IX. 6. C : Première identité de Bianchi, vérifiée par la 
courbure d'une connexion sur le fibré tangent à une variété : la 
différentielle covariante De de la forme de torsion 8 (Exemple 
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IX.6.C n° 2), elle-même différentielle covariante de la forme identi
que (), s'écrit : 

soit 
D8(X, Y, Z) = O(X, Y)()(Z) + O(Y, Z)()(X) 

+O(E, X)()(Y) 

Lorsque la connexion sur T(W) est symétrique (8 = 0), la 
première et la seconde identité de Bianchi s'expriment sur QJ à l'aide 
du tenseur de courbure 9\ E (P XG g) ® T(W)* par les formules 
suivantes: 

(9t(X, Y)Z + 9\(Y, Z)X + 9\(Z, X)Y = 0 
(Dx9t)(Y, Z) + (Dy9t)(Z,X) + (Dz9t)(X, Y)= 0) 

Terminons ce paragraphe avec l'expression locale sur QJ de 
la dérivation covariante D f d'une m-forme tensorielle f E E ® 
/\ mT( QJ) * = (P x G g) ® /\ m (TQJ) *. Soient o-u une section de P 
au-dessus de l'ouvert U de QJ, définissant un champ de «repères» 

-1 
sur U, 'YU = o-ûw la forme locale de la connexion fu = a- u · f, 
l'expression de f dans ce champ de repères; fu est donc une m
forme extérieure sur U à valeur dans F, et si <p est le développement 
de f sur P, fu = <p o o-u. 

La dérivée covariante D<p de <p sur P est une (m + 1)-forme 
tensorielle à valeurs dans F, développement de la (m + 1-forme 
Df E E ® /\m+lT(QJ)* sur QJ, soit: 

d'où: 

Df = o-u. Duf = o-u{D<p 0 o-u} 
= o-u { ( d<p + w /\ d<p) 0 o-u} 
= a-u{ dfu +'Yu/\ fu} 

1 Dfu +'Yu/\ fu 1, 

qui a la forme standard de la dérivation covariante rencontrée dans 
tous les cas précédents. 

Si n est la 2-forme de courbure sur P de la connexion, et 
9\ u = 0 o o-u, on a D2 fu = 9\ u /\ fu. 
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IX.7 - Une application à la physique : les «théories de jauge» 

En physique, les diverses interactions : électromagnétiques, fai
bles, fortes, présentent localement des symétries, dites « symétries 
internes». Si G est un groupe de symétries internes, la descrip
tion mathématique des phénomènes physiques correspondants se 
fait alors au moyen d'un espace fibré principal P ayant pour base 
l'espace-temps, et pour groupe G. Une section locale de Pest l'équi
valent de la fixation en chaque point d'un repère de référence. Si F 
est un espace vectoriel muni d'une représentation linéaire de G et 
E l'espace fibré vectoriel P x G F associé à P, une section de E est la 
représentation mathématique d'un « champ de matière » : fonction 
d'onde de particules, e, µ, T, Ve, Vµ, v7 , etc ... , ou de leurs antiparti
cules. 

On représente le potentiel d'interaction par la forme a d'une 
connexion sur P, à valeurs dans l'algèbre de Lie g du groupe de 
symétrie G. Le champ ou force d'interaction est alors la forme de 
courbure n également à valeurs dans g. 

Les quanta du potentiel d'interaction a sont les particules qui 
portent l'interaction (photons, bosons intermédiaire, gluons). La 
contribution de l'interaction au lagrangien du système s'exprime 
par le demi-carré de la longueur de la courbure de la connexion : 

~ 11n11 2. 

Exemples: 

1) Dans le cas du champ électromagnétique, la plus simple des 
théories de jauge, le groupe de symétrie est U(l). Il est commutatif 
et a pour algèbre de Lie IR. Une connexion du fibré principal est 
ainsi une forme différentielle ordinaire a, à valeurs dans IR : c'est 
le potentiel électromagnétique. La courbure w = da est le champ 

électromagnétique. Le Lagrangien est L = ~ j llwli 2 les équations 

de Maxwell sont l'équation de Bianchi dw = 0 et l'équation de 
Lagrange 8w = 0 qui exprime que L est stationnaire : 81 = O. 

2) Dans la théorie de Salam-Weinberg du couplage entre in
teractions faibles et électromagnétiques, le groupe de symétrie est 
U(2). Son centre U(l) représente les interactions électromagnéti
ques et le quotient SU(2) les interactions faibles. Les trois di
mension de l'algèbre de Lie SU(2) correspond aux trois bosons in
termédiaires échangés dans ces interactions. 
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3) Dans la chromodynamique quantique qui se veut une théorie 
des interactions fortes, le groupe de symétrie est SU(3). 

Les applications à la physique conduisent ainsi à la classifica
tion de fibrés principaux munis d'une connexion telle que l'intégrale 

j L = ~ j 11!111 2 du demi carré de la norme de la forme de cour

bure soit stationnaire. La forme de courbure n satisfait alors aux 
deux équations : d!1 = 0 (la seconde identité de Bianchi) et 8!1 = 0 
(équation de Lagrange) où 8 est l'opérateur adjoint de d. On peut 
exprimer ces équations en disant que la forme de coubure est har
monique. Ce sont des modèles, au moins théoriques, de systèmes 
dynamiques selon les théories de jauge. Lorsque G = SU(2) et la 
variété de base, la sphère 84, ils ont été décrits et classés sous le 
nom d'instantons à l'aide d'un invariant topologique qui est le pre
mier nombre de Pontrjagin. 

IX.8 - Tenseurs de courbure 

Soient P un espace fibré principal différentiable de groupe G, 
de base la variété QJ, F un espace vectoriel réel de dimension finie 
où G opère linéairement et E = P x G F le fibré vectoriel associé. 
On suppose donnée une connnexion sur P, de forme w, à valeurs 
dans l'algèbre de Lie g de G. 

Si U est un ouvert de QJ où sont définies des coordonnées 
locales (x1, x 2 , ... xn) ainsi qu'une section cr de P (champ local de 
«repères» de E), la forme locale 'Y = cr*w de la connexion est une 
1-forme différentielle sur U à valeurs dans g qui opère sur F. On 
peut ainsi considérer 'Y comme une 1-forme à valeurs dans .C(F) qui 
peut s'écrire: 'Y= l:::frdxr, fr E .C(F). 

Relativement à une base fixée ( c1, c2, ... Ep) de F, et à la base 
duale (>, 1, >.2 ' ... ' ... ).P) de F* (cf. §IX.4), les r T sont des matrices 
et 'Y = I:;fJrEk ® >.i ® dxr. La forme locale de courbure est 

nu = cr*n = d"( +['Y, 'Y] avec: 

d"( = Lék ® >.i ® dfJr /\ dxr 

= LEk ® >.i ® (ârJs - âfJr) dxr /\ dss 
âxr âx8 
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['Y, 'Y] = :L(r rr s - r sr r )dxr (\ dx8 

= L€k @Àj @:Lrfrr;s - :Lr~srft:)dxr /\ dx 8 • 

On obtient ainsi les composantes locales du tenseur de courbure : 
9'l = :L 9'lk,jrssk © >..j © (dxr A dx8 ) en fonction des coefficients r 
de la connexion : 

Sur sn, la 2-forme tensorielle de courbure 9'l, dont n est le 
développement sur P, est une section différentiable du fibré (P x G 
g)@/\2T(S:U)*, qui opère sur E = P xcF. A tout champ de vecteurs 
v de E correspond ainsi une 2-forme tensorielle 9'l·v E E@/\2T(S:U)*. 

Supposons maintenant qu'il existe un produit scalaire ( 1) sur 
le fibré vectoriel E. A tout couple de champs de vecteurs tangents 
X, Y sur S:U, et à tout couple de champs de vecteurs u, v de E, on 
peut associer la fonction à valeurs réelles : 
Si(X,Y,u,v) = (9'l(X,Y)u 1 v). 

Lorsque la connexion sur E conserve le produit scalaire, l'opéra
teur de courbure est à valeurs dans l'algèbre de Lie orthogonale 90· 
les opérateurs 9'l (X, Y) sont antisymétriques relativement au pro
duit scalaire (cf. Théorème IX.5). La fonction Si est donc alternée 
dans chaque couple d'arguments (X, Y) et ( u, v). 

Lorsque E est l'espace tangent T(S:U) d'une variété rieman
nienne ou pseudoriemannienne muni de sa connexion canonique 
(théorème IX.4.C) on a déjà indiqué que des raisons géométri
ques (signe de la courbure scalaire) conduisent à utiliser l'op
posé : R = -9'l de l'opérateur de courbure, soit en fonction de 
la dérivation covariante: R(X, Y) = D[X,Y] - (DxDy - DyDx) 

R E T(S:U) @ T(S:U)* @ A2(sn)* est donc un champ de tenseurs 1 
fois contravariant, 3 fois covariant, antisymétrique relativement 
aux deux derniers indices covariants. Le tenseur 4 fois covariant 
associé, obtenu en contractant l'indice contravariant avec le ten
seur métrique g, est couramment appelé le tenseur de courbure de 
Riemann ou mieux tenseur covariant de Riemann. 
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C'est donc la forme quadrilinéaire K définie par: 

K(X,Y,U,V) = (R(X,Y)U 1 V) 

K est alterné par rapport à (X, Y) et aussi par rapport à (U, V) 
puisque R(X, Y) est antisymétrique. 

Si F est une forme quadrilinéaire, alternée par rapport à ses 
deux premiers et par rapport à ses deux derniers arguments, l'ex
pression: 

Ap(X, Y, U, V)= F(X, Y, U, V)+ F(Y, U,X, V)+ F(U,X, Y, V) 

compte tenu des antisymétries partielles, est l'antisymétrisée de la 
forme F (antisymétrisation «minimum»): Ap est ainsi une forme 
quadrilinéaire alternée. 

La première identité de Bianchi. 

K(X, Y, U, V)+ K(Y, U,X, V)+ K(U,X, Y, V)= 0 

exprime que l'antisymétrisée de K est nulle : le tenseur K ap
partient en chaque point X de \2'.J au noyau de l'application d'an
tisymétrisation A : 

Cette identité a pour conséquence une propriété supplémentaire 
de symétrie pour K : symétrie relative aux deux couples d'argu
ments : K(X, Y, U, V= K(U, V, X, Y). 

La démonstration se fait par une manipulation évidente. De : 

(1) K(XYZU) + (YZXU) + K(ZXYU) = 0 

(2) K(YZUX) + K(ZUYX) + K(UYZX) = 0 

(3) K(ZUXY) + K(UXZY) + K(XZUY) = 0 

(4) K(UXYZ) + K(XYUZ) + K(YUXZ) = 0 
résulte l'égalité : (1) + (2) - (3) - (4) = 0 qui, compte tenu du 
caractère alterné de K dans chaque couple d'arguments, se simplifie 
en : 2{K(XYZU) - K(ZUXY)} = O. 

Il en résulte qu'en un point donné x de m, K détermine cano
niquement une forme bilinéaire symétrique sur l'espace vectoriel 
/\2T(W)x. Une telle forme est entièrement déterminée par la forme 
quadratique correspondante, donc par la fonction : 

(X, Y) E T(W)x -t K(XY, X, Y) = (R(XY)X i Y) 
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appelée courbure sectionnelle du bivecteur X/\ Y. Plus précisément, 
on appelle courbure sectionnelle du plan H C T(W)x le scalaire 
K(H) = K(ei, e2, ei, e2) où (ei, e2) est une base orthonormée 
arbitraire de H (toutes les bases orthonormales de H définissent 
au signe près le même bivecteur ei /\ e2 de A2T(W)x)· 

Les composantes du tenseur précédemment calculées s'écrivent 
dans le cas d'une variété pseudoriemannienne (avec IR = -9\ ). 

. aq k ar; z . . ( a a ) i R\z = -- - -- + :L r71ri z - :L r7!Jri k = 9\ - . - . 
J âxl âxk J m J m âxk âxl j 

L'ancienne géométrie différentielle les appelait les« symboles de 
Riemann de seconde espèce», exprimés en fonction des «symboles 
de Christoffel de seconde espèces » : 

k """" kr 1"""" kr( Ô Ô Ô ) 
rij = u9 rijr = 2 u9 âxi9jr + âxj9ir - âxr9ij 

(cf. théorème IX.4.C). 
Les composantes du tenseur K ( « symboles de Riemann de 

première espèce ») sont les composantes quatre fois covariantes du 
tenseur de courbure : Rijkl = :L 9imR'Jkz dont on peut donner des 
expressions variées en fonction de la métrique, par exemple : 

D. â â """" m """" m .l.'1,jkl = axzrikj - âxkrilj + L.,,ril rjkm - L,rikrjlm 

Les propriétés de symétrie de K s'expriment sur les compo
santes: 

~jkl = (R(a~k' a!z) a~j 1 a!i)' 
par: Rijkl = -Rjikl• ~jkl = -~jkl• ~jkl = Rklij 

~jkl + Rjkil + Rkijl = 0 

n2 (n2 - 1) 
et entraînent qu'il n'y a que 12 composantes distinctes de 

K ( n = dim W), soient, si n = 2, une, si n = 3, six, n = 4, vingt. 
Le tenseur R n'a, au signe près qu'un seul contracté non trivial. 

En effet, la contraction de deux premiers ou des deux derniers 
indices donne zéro à cause de l'antisymétrie et il ne reste que la 
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contraction d'un indice du premier couple avec un indice du second, 
ces quatre contractés étant les mêmes au signe près. 

Rappelons la correspondance entre arguments et indices du 
tenseur covariant de Riemann : 

K(X, Y, Z, U) = (R( X, 
l 

indices: 3e 

Définition IX.8.A : 

Y) Z 1 U) 
l l l 
4e 2e 1er 

Le tenseur de Ricci S d'une variété riemannienne ou pseudo
riemannienne sn munie de sa connexion canonique est le contracté 
du tenseur de courbure sur le premier et le quatrième indice (ou le 
second et le troisième). Si e = ( e 1, e2, ... en) est une base locale des 
champs de vecteurs : 

i il il 
sjk = I: Rjki = I: g ~jkl = I: g Rjilk 

il li = I: g Rktij = I: g Rktij = ski 

S est donc un champ de tenseurs covariants d'ordre deux symétri
ques. Intrinsèquement : 

S(X, Y) = Trace(H --t R(X, H)Y) = I: gii (R, ej )Y 1 ei) 

Si (e1, e2, ... en) est une base orthogonale de l'espace tangent 
en un point X: S(X, Y)x = I: gmmK(em, X, Y, em)· 

m 
La courbure scalaire s de S:U est la fonction numérique sur S:U 

contractée du tenseur de Ricci: s(x) = (I:giksjk)x. 
sn est dite d'Einstein si le tenseur de Ricci est porportionnel au 

tenseur métrique : S = >.g, et >.est alors nécessairement constant 
(voir le Corollaire de la Proposition IX.8.A ci-dessous). 

Proposition IX.8.A 

La divergence div S du tenseur de Ricci est égale à la moitié 
de la différentielle de la courbure scalaire : div S = 1/2ds 
(cf. Définition IX.4.C). 

Preuve : Dans l'identité de Bianchi : 

(DxR(YZ)U 1 V)+ (DyR(Z,X)U 1 V)+ (DzR(X, Y)U 1V)=0 
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on effectue la contraction sur les deux indices représentés par X et 
V, c'est-à-dire qu'on remplace X par ej, V par ei qu'on multiplie 

par gij et qu'on somme sur i et j. Le second et le troisième terme 
donnent: L:ij (DyR(Z, ej)U 1 (ej) =Dy· {2: gij (R(Z, ej)U 1 ei)} 
puisque Dy commute avec les contractions. De même : 

Le premier terme est la divergence du champ R : 

L ij (DejR(Y, Z)U 1 ei) =(div R)(Y, Z, U). 

D'où: (div R)(Y, Z, U) + DyS(Z, U) - DzS(Y, U) = 0 

On va maintenant contracter une nouvelle fois sur le couple 
d'indices représenté par Z et U, en remplaçant Z par ek, U parez, 
en multipliant par gkl et en sommant : 

kl . . . . 
L9 g2l(DejR(Y,ek)ez 1 ej) = -L:g2JDeiS(Y,ej) =-div S(Y) 

L9klDyS(ek, ez) = DyS = ds(Y) 

d'où 2 div S = ds(Y) et div S = ~ ds 

Définition IX.8.B : 

On appelle tenseur d'Einstein sur une variété pseudorieman-
1 

nienne ( 113, g) le tenseur symétrique d'ordre deux : G = S - 2 s g 

(G comme gravitation). Sa divergence est nulle (voir ci-dessous la 
preuve du Corollaire IX.8). L'équation d'Einstein: G = xT, consiste 
à égaler Gau tenseur d'énergie xT. Test un tenseur symétrique 
du second ordre de divergence nulle, cette dernière propriété expri
mant la conservation de l'énergie. 

Une solution de l'équation d'Einstein est un couple formé d'une 
métrique g et d'un champ de tenseurs T satisfaisant à l'équation 
d'Einstein. 

Corollaire IX.8 : Si dans une variété pseudoriemannienne 
connexe de dimension n > 2, le tenseur de Ricci est proportionnel 
en chaque point au tenseur métrique: S = Àg, la fonction numéri
que À est constante. 
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Les solutions de l'équation d'Einstein dans le vide (T = 0) sont 
donc les variétés d'Einstein (définition IX.8.A). 

Preuve: La contraction sur les deux indices de S = Àg donne : 
s = nÀ, et la divergence s'écrit div S = (div(>.g). Or: div(>.g)(Y) 
= L gij d>.( ei)9( ej, Y) = L gij d>.( ei)9jk yk, soit, puisque 2;, gij 9jk 

J 
. . 1 

= ôk, div(Àg) (Y) = L d>.( ei) · yi = d>.(Y) d'où: div S = dÀ = - ds 
n 

1 
= 2 ds, ce qui entraîne ds = 0 si n > 2. 

Quelques remarques sur la relativité générale : 
L'équation d'Einstein a été découverte simultanément par Ein

stein et Hilbert en 1915 en suivant des chemins différents : 
1) Raisonnement d'Einstein «par analogie» : la loi d'attraction 

mm' 
de Newton F = "( - 2- a pour conséquence que le champ de gravi-

r 
tation est le gradient d'un potentiel U déterminé par la répartition 
des masses. Elle a pour expression locale au sein d'une distribution 
de matière, de densité p, l'équation de Poisson: b.U = 47r"(p qui se 
réduit dans le vide à l'équation de Laplace b.U = 0 (b. est le la
placien scalaire). L'équation de la gravitation en relativité générale 
doit avoir une expression invariante par tout changement de coor
données, c'est-à-dire tensorielle, et se réduire à la limite dans l'uni
vers galiléen à l'équation de Poisson. Cela entraîne que le tenseur 
de gravitation doit être une fonction de la métrique g ne faisant in
tervenir que ses dérivées jusqu'au deuxième ordre, et être linéaire 
par rapport à ses dernières. On démontre (E. Cartan, Journal de 
Mathématiques 1922, pp. 141, 203) que les seuls tenseurs du second 
ordre satisfaisant à cette condition, et de divergence nulle, sont de 

1 
la forme : S - 2 g(s + /\) où /\ est une constante dite constante 

cosmologique. Elle est de dimension L - 2 et en relativité générale, 
estimée, inférieure à 10-54 cm - 2 , d'où le choix initial d'Einstein 
/\ = O. 1 

La constante X de l'équation d'Einstein: Gjk = sjk - 2 S9jk = 

xT jk est la constante de gravitation d'Einstein, égale à : x = 

8:'Y (en unités CGS: 2,073 x 10-48 sec2cm-1gm-1) ou en unité 
c 

adaptées("!= 1, c = 1) : X= 87f. 
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Dans le même ordre d'idées (analogie) la comparaison des for
mules exprimant la déformation gravitationnelle (marées) dans 
la dynamique newtonienne et la déformation des géodésiques en 
géométrie riemannienne (cf. n° suivant IX.9) conduit également au 
tenseur d'Einstein. 

2) Raisonnement direct de Hilbert. 
Il est naturel de rechercher, à l'exemple des théories classi

ques «de la moindre action», une formulation lagrangienne de la 
relativité générale. Hilbert a proposé, comme intégrale d'action, 

l'intégrale de la courbure scalaire s : L(g) = j sw, qui s'écrit dans 

des coordonnées locales j slgl 112dx 1dx2 ... dxn (ici n = 4!). Si l'on 

prend une famille à un paramètre de métriques : t-+ g(t) issue de 
g(O) = g, on obtient : 

"k 
dL J J 1 dg1 1/2 1 n dt = div V · w + (Sjk - 2 S9jk) & 191 dx ... dx 

où V est un champ de vecteurs dépendant de la métrique. C'est le 
tenseur d'Einstein qui apparaît sous le signe somme. Pour obtenir 
l'équation de Einstein complète il suffit d'ajouter au lagrangien sw 
un lagrangien représentant la matière et l'énergie. 

Les propriétés de symétrie du tenseur covariant de Riemann et 
ses relations avec les contractés : tenseur de Ricci et courbure sca
laire, conduisent à examiner de plus près les décompositions natu
relles de certains espaces de tenseurs restreints sur un espace pseu
doeuclidien E, de dimension n, et simultanément sur une variété 
pseudoriemannienne m. Une forme double symétrique de degré p, 
sur E ou sur m, est une fonction w(X1, X2, ... Xp; Y 1, Y 2, ... Yp) 
de deux p-uples de vecteurs (de E, ou tangents sur Œ) satisfaisant 
aux trois propriétés : 

1) w est linéaire (IR-linéaire sur E, 6-linéaire sur Œ) en chacun 
de ses arguments. 

2) w est antisymétrique en X1, X2, ... Xp, et antisymétrique en 
Y1,Y2, . .. Yp. 

3) w est symétrique relativement à ses deux p-uples d'ar
guments: w(Yi,Y2, ... Yp;Xi,X2, ... Xp) = w(Xi,X2, ... Xp; 
Y1, Y2, ... Yp) 

Sur m, on suppose bien entendu w différentiable. 
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Exemples : Les tenseurs symétriques covariants d'ordre deux, 
dont le tenseur métrique sont les formes doubles symétriques de 
degré 1 ; le tenseur covariant de Riemann est une forme double 
symétrique de degré 2 ; les formes de degré zéro sont les scalaires : 
IR pour E, i pour m. 

Les formes doubles symétriques d'ordre p sur E forment l'es
pace vectoriel : ( t-PE*) V ( J\PE*), produit symétrisé de J\PE* par 
lui-même. Celles de m forment les sections différentiables r de 
(J\PT*(W) V J\PT*(m)). 

Si l'on permute l'ensemble des p premiers arguments et l'ensem
ble des p derniers d'une 2p-forme extérieure w, elle est multipliée 

2 
par ( -1 )P . Si p est pair, on peut donc considérer une 2p-forme 
extérieure comme une forme double symétrique de degré p et on 
a ainsi une inclusion naturelle J\2PE* c (J\PE*) V (J\PE*). De la 
même façon on a pour p pair une inclusion : 

La somme directe de p = 0 à n des formes doubles symétriques 
est appelée l'algèbre de courbure lt. Elle possède une riche structure 
algébrique : 

1) une multiplication (cf. [EJ p. 48) simplement composée des 
multiplications extérieures partielles sur chaque groupe d'argu
ments. Ainsi, le produit de w de degré p par II, de degré q s'écrit 
(cf. §IV.8) : 

( w · II) (X 1, ... Xp+q; Y 1, ... Y p+q) 

= :Lê( O" )ê( o-1)w(XO"i, ... XO"p; Y O"'b ... Y O"'p) 

II(XCi(p+l) ... XCi(p+q); y O"'(p+l) ... y O"'(p+q)) 

où o- et o-1 parcourent indépendamment l'ensemble '8p,q des per
mutations de f8 p+q qui conservent l'ordre des p premiers indices : 
o-1 < o-2 < ... o-p; o-11 < o-12 < ... o-1p et l'ordre des q derniers 
indices : o-(p + 1) < ... o-(p + q); o-1(p + 1) < ... o-1(p + q). Cette 
multiplication est commutative. 

Exemple : si g et h sont deux tenseurs symétriques covariants 
(éléments de lt1), leur produit est la forme (g · h) de degré 2 : 

(g · h)(Xi,X2;Y1, Y2) = g(X1Y1)h(X2Y2)- g(X2Y1)h(X1Y2) 

- g(X1Y2)h(X2Y1) + g(X2Y2)h(X1Y1) 
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qui possède la propriété de symétrie du tenseur covariant de Rie
mann. D'ailleurs, pour une variété riemannienne dont la courbure 
sectionnelle est constante et égale à K, le tenseur n de Rieman est 
1 2 K(g. g). 

2) des opérateurs de contraction ou traces t : <!'.p --+ <!'.p-l pour 
chaque p, qui généralisent la contraction de Ricci (p = 2) : soient 
w E <!'.pet (ei) une base de E (une base locale s'il s'agit de W): 

( tw) (X 1, ... Xp- l; Y 1, ... Y p- l) 

= l:,giiw(ei; X1, ... Xp-1; ej, Y1, ... Yj-1) 

3) un endomorphisme (3 de degré zéro, qui applique chaque <!'.p 
en lui-même, consistant à antisymétriser complètement une forme 
double en tous ses arguments : 

(f3w)(X1, ... Xp; Xp+l, ... X2p) 
1 

= p 2:, ê( Œ)w(Xo-1, ... Xap, Xo-(p+l), ... Xo-(2p) 

où O" parcourent les ( ~) = P éléments de l'ensemble '8 p,p des 

permutations qui conservent l'ordre des p premiers et des p derniers 
indices. Si p est impair, (3 = 0, si p est pair (3 est un projecteur 
(idempotent) sur le sous-espace des 2p formes extérieures, sous
espace contenu dans le noyau de t. 

4) la multiplication par g E <!: 1 qui applique linéairement <lp 
dans <lp+l : w --+ g · w. 

Un calcul direct immédiat montre que : 

t(g · w) = g · tw + (n - 2p)w. 

Le calcul par récurrence de tk (g · w) pour k = 1, ... p + 1 permet 
alors de montrer que l'application w --+ g · w de <lp dans <!:p+l est 

n 
injective si p < 2. 

Le groupe orthogonal G, groupe d'invariance de la métrique g de 
E opère sur chaque espace ( /\PE*) V ( /\PE*) par une représentation 
rp, produit symétrique des représentations de G dans chaque /\PE*. 
Si a E G, rp(a)w(Xi, ... ; ... Yp) = w(aXi, ... ; ... aYp)· Toutes les 
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opérations : multiplications, contractions, {3, multiplication par g
commutent avec les opérations du groupe G autrement dit, sont des 
G-morphismes. Il en résulte que la multiplication par g applique 

(injectivement si p < ~) <!:p sur un sous-espace g · <!:p de <!:p+ 1, stable 

par G, et que le noyau de f3 ainsi que le noyau de la contraction t 
de C!:p+l dans <!:p sont, eux aussi, des sous-espaces stables par G. 

Si w E C!:p+ 1, avec n > 2, on peut le «purifier» de ses traces 
successives, en définissant l'image de Weyl de w, «reste » de w 
après divisions successives par g : 

W( ) g · tw g2 · t 2w w =w- + ~~~~~~~~~ 
n-2p 2(n-2p)(n-2p+l) 

gk+l. tt+lw 
+(-l)k+l -------

k 

W possède les propriétés suivantes : 

( k + 1) ! TI ( n - 2p + j) 
j=O 

1) si la trace de w est nulle, tw = 0, W(w) = w. 
. n 

2) t · W ( w) = 0 : W est donc un proJecteur de chaque <!:p (p < 2) 
sur le sous-espace des éléments de trace nulle. 

3) W(w) = 0 si et seulement si w appartient à l'image de g : 
w = g. 7r. 

4) W ( w) est, relativement à la métrique g, un « invariant 
conforme». En effet, si g' = f g où f est un scalaire dans le cas 
de E, une fonction numérique différentiable dans le cas de QJ, on a 
pour tout k : g'kt'kw = gk . tkw. 

5) Si w = Rest le tenseur covariant de Riemann, W(R) est 
le tenseur de Weyl qui s'écrit en fonction de son contracté S = tR, 
tenseur de Ricci, et de s = t 2R, courbure scalaire, pour n ~ 3 : 

W(R) = R - g . tR + g2t2R 
n-2 2(n-2)(n-1) 

1 ( s ) s = R - -- g · S - - g - g · g. 
n-2 n 2n(n-1) 

Il résulte sans difficulté de ce qui précède que l'espace des 
formes doubles symétriques de degré deux <!:2(E) = (/\2E*) V 
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(A2E*) est décomposé de façon unique par l'action du groupe 
orthogonal G en la somme directe de quatre sous-espace stables 
par G, irréductibles (cf. §VA) : 

1) le sous-espace A 4E*, image de /3, qui intervient pas dans la 
courbure en raison de la seconde identité de Bianchi qui exprime 
précisément que le tenseur covariant de Riemann appartient au 
noyau de /3. 

2) le sous-espace de dimension un : !Rg · g. 

3) le sous-espace, image bijective par g si n > 4, du sous
espace irréductible des éléments de trace nulle de E* V E*, formé 

( g · tS) des éléments g · S - ---:;;:- . 

4) le sous-espace des tenseurs de courbure de Weyl, intersection 
lm W n Ker/3. 

Un tenseur de courbure covariant R se décompose donc canoni
quement en la somme de trois composantes : 

( g · tS) R = s(g · g) + g · S - ---:;;:- + W(R) 

Le champ des tenseurs de courbure covariants d'une variété 
pseudoriemannienne ( QJ, g) se décompose canoniquement par cette 
même formule en la somme de trois champs de tenseurs. 

Remarque : le sous-espace W de (A2E*) V (A2E*) est le sous
espace irréductible de «poids maximal» et n'est autre que le 
«produit de Cartan» (A2E*)D(A2E*) des représentations irréduc
tibles de G dans A 2E*. 

IX. 9 - Géodésiques, coordonnées normales, déviation 

La simple donnée d'une dérivation covariante sur une variété 
différentielle QJ (définition IX.5.A) que nous supposerons <!: 00 , per
met d'y définir les géodésiques comme les chemins différentiables : 

D (de) t E [a, b] c IR ---* c(t) E in, d'accélération nulle dt dt = 0 

(définition IX.4.B). Le paramétrage d'une géodésique est déterminé 
à une transformation affine près de la droite. En effet, si e est 
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un difféomorphisme : u E [e, d] ---+ B(u) E [a, b], ~: = ~~ 01 et 

D (de) 2 D (de) de - - = e' - - + e' e" - n'est alors nul que si e" = 0 soit 
du du dt dt dt ' 
B(u) =au+ {3. 

, , (1 2 n â â Dans un systeme de coordonnees locales x , x , ... x , âxI âx2, 

... f)~n) de T(SU) au voisinage d'un point M(xfi, xô, ... x~), les 

équations des géodésiques : 

donnent un système d'équations différentielles linéaires du premier 
ordre: 

dxi · 
-=vi· 
dt ' 

dvi . . k 
- = L:ri.kvlv 
dt J 

dont les seconds membres ne contiennent pas la variable t. 
Le théorème d'existence et d'unicité entraîne qu'il existe un 

voisinage W de (xo, 0) dans T(m) : 

Sup !xi - xbl < p; Sup IXjl < r 

tel que pour tous (XI, XI) E W, le système possède une solution 
unique x = -y(t; x1, XI) satisfaisant aux conditions initiales : 

d-y ( -y(O;xi,XI) =XI et dt O;xi,XI) = X1. 

Cette solution est définie pour ltl ~ a, est e: 00 en t, et dépend 
également de façon e:00 des conditions initiales XI et XI. 

On peut utiliser l'homogénéité des équations pour avoir un 
intervalle de définition fixe ltl ~ 1, quelles que soient les conditions 
initiales X en modifiant le voisinage dans lequel celles-ci peuvent 
être choisies, celui-ci étant ramené à Sup IXil < r1. 

En effet -y(>.t;xI,XI) = -y(t;x1,>.X1) en raison de l'unicité. 
En prenant À = lai, -y([a]t; x1, X1) est défini ltl ·~ 1 et pour 

. . r 
Sup laXi 1 < r soit Sup IXî 1 < ~· L'application qui à chaque 

vecteur tangent X de ce voisinage de 0 dans l'espace tangent en 
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M fait correspondre le point 'Y(l; xo, X) = 'YX(l) de la géodésique 
est appelée l'application exponentielle et notée exp. On a: 'Y(t; xo, u) 
= 'Y(l; xo, tu) =exp( tu), d'où: 

d'Yi(t, x, u) = L Ô'Yi(l, ~;tu) uj 
dt j âXJ 

soit, en posant tu = v et en multipliant par t : 

t d'Yi(t, x, u) = L â(exp_v)i v ·. 
dt j âvJ J 

d'Yi(t, x, u) ~ 
Puisque, lorsque t tend vers zéro, dt tend vers u" : 

· · â(exp v)i · 
t(u2 + é(t)) = v2 + tE(t) = 2:: . v1 

· âvJ J 

il en résulte que : 

( â(exp_v)i) = 8i 
âvJ J 

v=O 

L'application exponentielle a ainsi pour application tangente à 
l'origine l'identité. D'après le théorème des fonctions implicites, il 
existe un voisinage de l'origine dans T(m)M, sur lequel exp est un 
difféomorphisme. Son image est un voisinage U de M qui possède 
la propriété que chacun de ses points peut être joint à M par une 
géodésique unique. 

Le choix d'une base quelconque (e1, e2, ... en) dans T(m)M 

détermine par l'application inverse ex~ un système de coordonnées 
dans le voisinage U dit système de coordonnées normales : si P E U, 
P = exp((1e1 + (2e2 + ... (nen) a pour coordonnées normales 
( 1, ( 2 , ... (n. Dans ce système de coordonnées, les géodésiques is
sues de Mont pour équation (i =ait d'où il résulte que les symboles 
de Christoffel r)k correspondant vérifient 2:: r)k(a1t, ... ant)aj ak = 

0 tout le long de la géodésique définie par le vecteur a de T(m)M· 
Mais pour t = 0, on a l'égalité : I:(r)k)aj ak = 0 quel que soit le 
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vecteur (ai) d'où: (r~k)o + (fi)o = 0, Vi,j, k. Si la connexion est 
symétrique, il en résulte que tous les symboles de Christoffel rela
tifs aux coordonnées ( (j) sont nuls à l'origine M de ces coordonnées. 
Les dérivées covariantes des champs de vecteurs ou de tenseurs en 
M sont alors les dérivées ordinaires par rapport aux coordonnées 
normales (i. Cette propriété rend très précieuses les coordonnées 
normales dans les démonstrations. Si la connexion est celle d'une 
variété pseudoriemannienne, cela entraîne que toutes les dérivées 

( âg· ") â(ik 0 des composantes du tenseur métrique sont nulles en M. 

On peut encore particulariser dans ce cas en prenant pour base de 
référence e dans T(W)M une base orthonormale. 

Une manifestation de la courbure, faisant apparaître celle-ci 
comme gravitationnelle en relativité générale, est la déviation des 
géodésiques. 

Considérons une application deux fois continûment différentia
ble c d'un rectangle: 0 ~ t ~ 1, -a< u <a tel que chaque chemin 
'Yu : t ____. "fu(t) = c(t, u) soit une géodésique. 

Le champ de vecteurs J = i: (t, 0) le long de la géodésique 

'YO mesure l'écart infinitésimal entre 'YO et les géodésiques voisines. 

D ( âc ) D2 ( âc) ât âu mesure la vitesse d'écartement le long de 'YO et ât2 âu 
l'accélération de cet écartement, indiquant la déviation d' avec un 
écartement uniforme. 

Puisque D est symétrique (sans torsion) et que le crochet 

[âc âc] 
âu , âv est nul : 

D ( âc) = D . ( âc) = D . ( âc) = !!___ ( âc) 
âtâu %'f.âu g~ât âuât" 

On peut donc écrire : 

D2 (âc) D D (âc) D D (âc) ( â âc)âc 
ât2 âu = ât âu ât = âu ât ât + 9\ ât1 âu ât 

~ (~~) = 0 puisque 'Yu est une géodésique quel que soit u, et on 

obtient finalement l'équation différentielle vérifiée par le champ des 

vitesses d'écartement J = i: (t, 0) le long de 'YO qui montre que 
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la déviation des géodésiques d'une famille à un paramètre est une 

manifestation de la courbure. En posant T = dito elle s'écrit : 

Un champ de vecteurs J le long d'une géodésique 'YO satisfaisant 
à cette équation différentielle est appelé un champ de Jacobi. Ils 
forment une famille à 2n paramètres comprenant une famille à 
2 paramètres de solutions triviales : J = (at + ,B)T. (On peut 
comparer cette équation à celle qui régit l'écart de deux masses 
ponctuelles en mouvement soumises à un champ gravitationnel 
newtonien dans IR3 ou au mouvement d'une particule chargée dans 
un champ électromagnétique, cf. [R], [MTW]). 

IX.1 O - Intégration des formes extérieures 

Soit m une variété différentielle de dimension n de classe 
r ;;<: 2. Nous allons montrer que la seule structure de variété 
différentielle orientée paracompacte (cf. théorème IX.4.A) permet de 
définir l'intégrale des n-formes différentielles extérieures à support 
compact sur m, et l'intégrale des p-formes sur les « p-chaînes ». 

Considérons d'abord une n-forme w ayant un support compact 
contenu dans un ouvert U de QJ, où deux cartes cp et 7./; de même orien
tations sont définies. Si x E U, soient x 1, x 2, ... xn, les coordonnées 
de cp( x) et y1 , y2 , ... yn les coordonnées de 1jJ ( x). Des deux expres-

D ( x1' ... xn) 
sions ci-dessous de w, où le déterminant fonctionnel D( 1 n) 

y, ... y 
est;;<: 0: 

w = a(x1, ... xn)dx1dx2 ... dxn 

= a(xl(yl, ... yn), .. . )(D(xl, ... xn)/D(yl, ... yn)dyldy2 ... dyn 

la seconde s'obtient à partir de la première par le changement de 
variables déterminé par le changement de cartes : 

( 1 2 n) cp'lf;-l ( 2 n) Y y ... y ----+ x1x ... x . 
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Les n-formes apparaissant dans les seconds membres ci-dessus 
sont des n-formes de Rn à support compact, et d'après la formule 
de changement de variables dans les intégrales multiples : 

r a(x1' ... xn)dx1 ... dxn 
}Rn 

= { a(xl(yl, ... yn), ... )(D(xl, ... xn)/ D(yl, ... yn))dyl ... dyn. 
}Rn 

D'après le principe énoncé au §IX.l, on peut donc définir 
l'intégrale sur W de w comme étant l'intégrale sur Rn de son image 
par une carte quelconque : 

Supposons maintenant fixés un atlas orienté Ql = {'Pi; Ui} de 
W dont les ouverts U i forment un recouvrement localement fini 
de W et une partition Q:r de l'unité : 1 = I:: ai subordonnée à ce 
recouvrement : support ai C Ui (cf. Th. IX.4.A). Toute n-forme 
à support compact w peut s'écrire w = I:: aiw et est somme d'un 
nombre fini de formes OiW de même classe que w, le support compact 
de aiw étant contenu dans U k· 

Les intégrales sur m des ÜiW viennent d'être définies et il 

est naturel d'écrire : j w = I:: l aiw. Cette intégrale dépend 

linéairement de w. Elle ne dépend pas de l'atlas et de la partition de 
l'unité choisie car si I:: /3j = 1 est une autre partition Q:r de l'unité 
on a, en vertu de la linéarité : 

Jw = jL;:aiw = j~ai/3jw 
i i·J 

= l;: j(L;: üi)/3jW = l;: J /3jW· 
J i J 

Si maintenant W est une variété différentielle avec un élément 
. de volume w, ce dernier, jouant le rôle de la mesure de Lebesgue 
dx 1dx2 ... dxn sur Rn, permet de définir l'intégrale des fonctions 
numériques continues à support compact sur W par : 

lf = j fw. 
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L'intégration des p-formes dans une variété différentielle généra
lise les intégrales curvilignes et de surface dans !R3. 

Une p-forme w dans QJ est une mesure p-dimensionnelle sur QJ, 

c'est-à-dire qu'à tout p-vecteur tangent X1 /\ X2 ... /\ Xp, w attribue 
une mesure : w (X 1, X2, ... Xp). On va donc intégrer les p-formes 
sur des sous-espaces de QJ «à p-dimensions ». 

Une chemin différentiable par morceaux est un chemin continu 
t E IR ---+ c(t) E QJ qui est différentiable à l'exception de points 
isolés . . . < ti < Ti+ 1 < . . . où il est seulement différentiable à 
droite et à gauche. 

Il peut être considéré comme la réunion des images différen
tiables des segments [ti, ti+l] de IR, la différentiabilité incluant la 
différentiabilité à droite en ti et à gauche en ti+l pour chaque seg
ment. 

Comme analogues p-dimensionnels des segments de IR pour 
p > 1, on peut choisir les simplexes : le simplexe type à p
dimensions est l'enveloppe convexe dans !RP de l'origine et des 
vecteurs de base : ensemble des ( ( 1, ( 2, ... (P) tels que : (j ~ 0, 
Vj et~ (j ::::; 1. Mais on peut aussi choisir les cubes : {O::::; çk ::::; 1, 
j = 1, 2, ... p} = cube unité de !RP. Les faces des simplexes sont des 
simplexes, les faces des cubes sont des cubes. Les simplexes et les 
cubes de dimension p ne sont, pas plus que les segments segments 
de IR, des variétés, à cause de leurs bords. Ce sont des exemples de 
variétés « polyédrales » dont la structure est définie par un atlas 
<tr de cartes prenant leurs images non pas dans !RP mais dans 
l'angle polyèdre Pp= P(!RP) formé de l'ensemble des points de !RP à 
coordonnées toutes positives: ( 1 ~ 0, ... (P ~ O. La différentiabilité 
en un point de Pp dont une ou plusieurs coordonnées (j1, çh ... (jk 
sont nulles, fait intervenir uniquement les vecteurs X issus de ce 
point dont les composantes correspondantes Xj1 , Xh ... Xjk sont 
positives c'est-à-dire qui sont «intérieure» à Pp· 

On n'a donc en un point d'une variété polyédrale dont l'image 
par une carte dans Pp est un tel point qu'un «morceau» (angle 
polyèdre) d'espace tangent, (analogue aux demi-droites tangentes 
aux extrêmités de l'image différentiable d'un segment). 

Cependant, une fonction des vecteurs d'un angle polyèdre, qui 
est linéaire ou multilinéaire pour les seuls vecteurs qui lui appar
tiennent, est évidemment la restriction à cet angle d'une fonction 
linéaire ou multilinéaire de l'espace vectoriel qu'il engendre. 
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Si ]i,]2, ... jk sont k indices pris parmi (1,2, ... n), le sous
espace Fji)2. .. jk = Pnn{çii = (j2 = (jk = O} est appelé une k-face 
ou face de codimension k de Pn. Si l'on désigne par Ej1)2. .. jk l'espace 
vectoriel de dimension ( n - k) engendré dans !Rn par les vecteurs de 
base dont l'indice i est i- ji, h . .. ou jk, F j 1)2. .. jk = P(Ejij2 ... jk) 
est l'ensemble des points de coordonnées positives de Ej1)2. .. jk. 

L'orientation canonique de !Rn détermine une orientation sur 
chaque 1-face Fi de P n de la façon suivante : une base ( u2u3 ... Un) 
de Fi est dite positive si, en la complétant par un vecteur unitaire 
normal u1 dirigé vers l'extérieur de P n on obtient une base positive 
de !Rn : (u1; u2, ... Un-1, un). 

Puisque eiAe2A ... en= (-l)i-leiA(e1Ae2A .. . J\êi!\· .. en) et 
que ei est dirigé vers l'intérieur de Pn, (-l)ie1 !\ e2 ... !\ êi !\ ... en 
est un (n - 1)-vecteur positif de Fi· L'élément de volume orienté 
positivement correspondant est : 

Fij peut être considérée comme 1-face de Fi et comme 1-face de 
F j. Les orientations induites par Fi et par F j sur F ij sont opposées. 
Supposons en effet i < j : 

L'orientation induite par Fi : (-l)i(-l)j-ld(l A ... dJ,i !\ ... 

!\ d(j !\ ... !\ dç_n et l'orientation induite par Fj: (-l)j(-l)id(1 
-i 

!\ ... d( !\ ... !\ dçn sont bien de signes contraires. (il est conseillé 
de faire une figure pour le cas n = 3) 

Un polyèdre S de IRP est une variété polyèdrale orientée de 
dimension p : on peut choisir un atlas fini orienté de cartes dans Pp· 
Les k-faces du polyèdre S sont des polyèdres de dimension (p - k). 

Par un changement de variables, c'est-à-dire par un difféomor
phisme d'un domaine d'intégration D (supposé borné connexe) dans 
IRP sur son image <pD, également dans IRP, l'intégrale d'une p-forme 
se trouve conservée, si <p conserve l'orientation : dét(d<p) > 0 ou 
changée en son opposée si <p change l'orientation: 

{ w = sgn(dét d<p) 1 (p1 *w. 
Jn ~D 

Un domaine d'intégration doit donc être orienté. Si D est un 
domaine d'intégration borné de IRP avec une certaine orientation, 
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il est naturel de noter ( - D), relativement à l'intégrale, le même 
domaine avec l'orientation opposés. 

Cela revient à considérer D comme une forme linéaire sur 
l'espace vectoriel des p-formes de classe <t 1 de RP par le moyen 
de l'intégrale. 

Avec cette convention, si l'on désigne par aS, ou bord de S, 
la somme formelle des 1-faces d'un polyèdre orienté S, munies de 
l'orientation induite : 

as = F 1 + F2 + ... F k. 

On a alors a 2S = aaS = aF 1 + aF2 + ... aF k = 0 
Par exemple, le bord du segment orienté [a, b] de R est a[a, b] 

= b - a, et on a : r df = r f = f ( b) - f (a). 
l[a,b] la[a,b] 

Le domaine d'intégration élémentaire naturel pour une p-forme 
différentielle extérieure w sur la variété W est constitué par le 
couple 6 = (S, s) formé d'un polyèdre S de RP, orienté, et d'une 
application différentiable s de S dans W. On appelle 6 un polyèdre 

singulier de W. On pose alors l ·w = fs s*w. 

Si l'on a un nombre fini de couples 6i = (Si, si) de cette 
nature, leur combinaison linéaire formelle à coefficients réels ri : 
L ri 6 i est appelée une chaîne polyèdrale de dimension p de W 
avec la convention que : -6 = (-S, s) est obtenu à partir de 
6 par le changement d'orientation de S. L'intégration d'une p
forme sur une chaîne polyèdrale est immédiatement définie par : 

r w = L ri r w, et on a bien : 1 .w = - r .W. 
l:Eriei lei -e le 

Ici encore, une chaîne polyédrale de dimension p sur W apparaît 
comme une forme linéaire sur l'espace vectoriel des p-formes de 
classe ([ 1 de W par le moyen de l'intégrale. 

Les chaînes les plus couramment utilisées sont les chaînes sim
pliciales et les chaînes cubiques, où tous les si sont des simplexes 
ou des cubes. 

Appelons bord de 6 = ( S, s) la chaîne de dimension (p - 1) que 
forme la somme des faces sj des munies de l'orientation induite et 
de la restriction des: as= l:(Sj, slsj). 

Le bord d'une chaîne: c = L ri6i s'écrit donc ac= L ri86i> et 
on a a 2c = aac =O. Le bord d'une chaîne simpliciale est une chaîne 
simpliciale, le bord d'une chaîne cubique est une chaîne cubique. 
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Si l'on désire intégrer une p-forme sur une sous-variété poly
édrale orientée W de dimension p de QJ, il suffit de décomposer W 
en simplexes singuliers, cubes singuliers, ou polyèdres singuliers, 
et de la remplacer par une chaîne simpliciale, ou cubique, ou 
polyédrale pour effectuer l'intégration. 

Théorème de Stokes IX.10.A: Soient w une (p-1 )-forme différen
tielle extérieure de classe Q: 1 sur la variété polyédrale de dimension 
p de m. On a: 

Preuve : Il suffit par linéarité de considérer un polyèdre singu
lier 6 = (S, s). On peut trouver un nombre fini d'ouverts de !Rn 
qui recouvrent le compact S, et tels que leurs intersections avec 
S possèdent une carte dans Pn (voir ci-dessus). Si {ak} est une 
partition e: 1 de l'unité subordonné à ce recouvrement, l'égalité à 
démontrer s'écrit: 

r d(I:: aks* w) = r (2::: aks* w) puisque L Œk = 1. 
ls k las k k 

Il suffit donc de démontrer : 

r d(aks*w) = r aks*w 
ls las 

c'est-à-dire le théorème de Stokes pour une forme sur S : aks*w 
dont le support est contenu dans un ouvert possédant une carte 
dans Pp. 

On peut donc se placer dans Pp sur lequel on se donne une 
(p - 1 )-forme à support compact : 

I:: ajdx1 /\ dx2 ... /\ dxJ ... /\ dxP 
j 

et il suffit de démontrer l'égalité pour une (p - 1)-forme décompo
sable w, où a est une fonction différentiable à support compact sur 
Pp: 

w = adx1 /\ dx2 /\ .dxJ ... /\ dxP 
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dw = (-l)j-I âa. dxI /\ dx2 ... dxP 
âxJ 

r w=L: r w= r w 
}âPp i }pi }pj 

car w est nulle sur toute face xi = 0 pour i -=f. j. 

F j est orientée par ( -1 )j dxI /\ ... dxJ ... /\ dxP et l'intégrale de 
w sur F j (orientée) est donc : 

{ _ (-l)j J ( I r.i P)d Id 2 dJ d p }p . W - a X , ... , V"' , ••• X X X . . . X . . . X 

J 

(intégrale multiple ordinaire) 

{ dw = (-l)j-I { Ôa. dxidx2 ... dxP 
}pP }pp âxJ 

- (-l)j-I J [ l . . d Id 2 dJ d p - axJ=oo,xJ=O X X ... X ... X 

- -(-l)j-I J ( I Üj P)d Id 2 dJ d p - a X, ... , , ... X X X ... X ... X 

car a étant à support compact est nulle pour xj assez grand. 

On a bien: { dw = { w c.q.f.d. 
}pp }app 

Exemples : Formules de Stokes dans ~2 et ~3 : 

1) Dans le plan, si D est un domaine borné ayant pour frontière 
un nombre fini d'arcs différentiables, orientés par l'orientation 
induite de celle de ~2 , la formule de Green s'écrit: si w = P dx+Q dy 

dw = (âQ - âP) dxdy 
âx ây 

fan P dx + Q dy = k ( ~~ -~:) dx dy 
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2) Dans IR 3, considérons d'abord un morceau de surface différen
tiable S borné par un nombre fini d'arcs différentiables orientés de 
façon cohérente. 

Si w = P dx + Q dy + Rdz est une 1-forme dans IR3 : 

kn Pdx + Qdy + Rdz = k (~~ -~~)dxdy 
(aR aQ) (aP aR) + --- dydz+ --- dzdx 

ay oz oz ax 

Si D est un domaine borné limité par un nombre fini de mor
ceaux de surfaces différentiables et w = A dy dz + B dz dx + C dx dy 
une 2-forme dans IR3 

r f (aA aB ac) 
JenAdydz+Bdzdx+Cdxdy= Jn ax + ay +oz dxdydz, 

(formule de Gauss ou d'Ostrogradsky). 
Nous allons étendre aux variétés pseudoriemanniennes cette 

dernière formule et prouver une forme particulière du théorème de 
Stokes. 

Théorème IX.10 : « Théorème de Gauss » : Soient X un champ 
de vecteurs différentiable sur la variété pseudoriemannienne de 
dimension n: (m,g), (la 1-forme associée à X. Alors, la (n - 1)
forme *( représente l'« élément de flux» du champ de vecteurs 
X. Si D est un domaine compact connexe limité par un nombre 
fini d'hypersurfaces régulières, et si V est le champ de vecteurs 
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unitaires normaux orientés vers l'extérieur défini sur le bord 8D (à 
l'exception des« arêtes») le flux sortant de X à travers 8D est égal 
à l'intégrale dans D de la divergence de X. 

Ja0 *( = Ja0 (X 1 ZÎ)d<J = j div X · w = j d( *() 

Preuve : Prenons des coordonnées locales x 1 , x2 , ... xn au voi
sinage d'un point x et soit g = détl9ij 1-

. a . 
Si X= L::X2 oxi' ( = L::Xjdxl, on a (fin du §IX.3): 

*( = 1911/2 2::(-l)i-lXidxl ... dxi ... dxn. 

Si v1, v2, ... Vn-1 sont (n -1) vecteurs issus de x, la valeur de 
cette (n - 1)-forme pour le (n - 1)-vecteur v1 A v2 A ... Vn-1 est 

le produit par 191 112 du développement par rapport à la première 
colonne du déterminant : 

X l 1 1 
V1 · · · vn-1 

X2 2 2 
V1 · · · vn-1 

det 

Xn n n 
V1 · · · vn-1 

C'est donc (§VII.1 et VIll.1) le volume algébrique des n vec
teurs: vol(X, v1, v2, Vn-1). Or, le (n -1)-vecteur v1 A v2 A ... Vn-1 
étant régulier il possède une droite normale régulière N sur laquelle 
on peut choisir un vecteur unitaire lÎ tel que ( lÎ, v1, v2, ... Vn-1) 
soit orienté positivement. Décomposons X en la somme de sa com-
posante normale sur N : XN = (X 1 ZÎ)ZÎ et de sa composante 
dans l'hyperplan ( vi, v2, ... Vn-1). Le déterminant ne change pas 
si l'on remplace X par XN, et est égal à vol(XN, vi, v2, ... Vn-1) 

= (X l ZÎ)vol(ZÎ, vi, v2, ... Vn-1). 
Convenons de désigner par d<J la forme élément de volume 

orienté de l'hypersurface S définie par (cf. §VIIl.l) d<J(v1 A v2 A 

... Vn-1) = volume algébrique ( lÎ, v1, v2, ... Vn-1) (c'est l'élément 
de volume standard si QJ est riemannienne). 
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On a alors : *( = (X J v)dŒ. 
On a déjà vu que div X· w = d( *() mais on peut retrouver cette 

égalité en différentiant (§IX.3). 

d(*() = L ~ (l91 112Xi)dx1dx2 ... dxn 
âxi 

= 191-1/2 L ~ (1911/2xi)w 
âx2 

=div X· w, c.q.f.d. 

Exemple : l'équation de continuité d'Euler. 
Si un corps de densité p se déforme en fonction du temps t, la 

vitesse d'augmentation de la masse dans le domaine D est égale à 
la vitesse de la masse pénétrant dans D par sa frontière âD soit : 

r 88P w = - r (p1! 1 v)dŒ 
Jn t }âD 

où v désigne la vitesse d'un point matériel. Ceci devant avoir 
lieu pour un domaine arbitraire, le théorème de Gauss entraîne : 

: + div(pv) = 0 (équation d'Euler) 

IX.11 - Calcul des variations sur une variété. Applications 

Introduction : Le calcul des variations sur une variété peut 
présenter des aspects très différents. En effet, tout d'abord la 
variété peut être : soit l'espace des paramètres définissant un 
système qui évolue en fonction du temps, ce dernier pouvant être 
ou non considéré comme un paramètre privilégié (temps absolu de 
la mécanique ou de la physique classiques) 
- soit l'espace, ou l'espace-temps où se tiennent les phénomènes : 
mouvements, interactions et évolution des champs (électromagnéti
que, de gravitation) etc ... (Le cas exceptionnel du mouvement dans 
l'espace d'une particule, repérée par ses coordonnées, appartient à 
chacun des deux aspects ci-dessus) 

Les propriétés d'un système sont concentrées dans l'intégrale 
d'une fonction L des paramètres appelée action dont on étudie le 
comportement lorsqu'on fait «varier» certaines conditions, afin de 
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tester si l'on est ou non dans un état d'équilibre, dit «de moindre 
action». 

Une première catégorie de problèmes correspond aux systèmes 
ayant un nombre fini de degrés de liberté ressortissant au calcul des 
variations classiques « à une variable». L'action est une intégrale 
« curviligne » dont on fait varier le chemin d'intégration. Parmi les 
chemins possibles sont distingués ceux qui réalisent « la moindre 
action » ou chemin extrêmaux. 

Une seconde catégorie de problèmes correspond aux systèmes 
ayant une infinité de degrés de liberté. De façon précise, ils dépen
dent d'une ou plusieurs fonctions, et non plus d'un nombre fini 
de paramètres numériques. L'action est cette fois une intégrale 
multiple, généralement une intégrale sur un domaine borné d'une 
variété. Du domaine, on ne pourrait faire éventuellement varier que 
la frontière, ce qui est insuffisant. C'est pourquoi les variations uti
lisées sont cette fois celles des fonctions qui servent de paramètres. 
Exemples : en mécanique : cordes ou plaques vibrantes; en physi
que : théories des champs. 

Ces deux catégories de problèmes conduisent au même type 
d'équation : les équations de Lagrange qui expriment simplement 
que la différentielle de l'action (prise dans un espace fonctionnel) 
est nulle . 

. Nous allons calculer la «variation» ou différentielle d'une 
intégrale d'action J sur la variété différentielle W de dimension n, 
définie par une fonction numérique L de classe <tr sur R x T(W) 
appelée lagrangien. Elle s'exprime localement par une fonction de 
(2n + 1) variables : L(t; x; X). 

Sur un chemin t E [a, b] ~ x(t) E m, l'action J s'écrit : 

J =lb L(t; x(t); x'(t)) dt. 

Nous allons faire varier le chemin d'intégration, y compris ses 
limites en fonction d'un paramètre u. Soient ti ( u) et t2 ( u) deux 
fonctions <t2 telles que ti(O) = a, t2(0) = b, définies pour -a < 
u <a et cp une application <t 2 dans m d'un domaine contenant les 
points (t, u) tels que : -a < u < a; ti (u) ~ t ~ t2(u) et telle que 
cp(t; 0) = x(t) pour a~ t ~ b. 
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u 

t2(u) 

Le chemin: xu(t) = r.p(t; u) pour ti ( u) :::;; t :::;; t2( u) est considéré 
comme une variation du chemin x(t). On obtient ainsi une fonction 
<!: 2 de u: 

1t2(u) a 
F(u) = L(t; r.p(t, u); ~r.p (t, u))dt 

t1(u) ut 

dont on va calculer la dérivée en utilisant pour cela des coordonnées 
locales ( x 1, x2, ... xn) dans QJ : 

1 [ âr.p dt] t=t2( u) 
F (u) = L(t; r.p(t; u); ~ (t, u)) -d ( ) ut u t=t1 u 

1t2 ( u) ( aL ar.pi aL a2 r.pi ) + 2:--+2:-- dt 
t 1 (u) âxj âu âx'j âtâu · 

Puis ue .!!:_ ( âL âr.pi ) = âL 82 r.pi .!!:_ ( âL ) ar.pi 
q dt L âx'j âu L âx'j âtâu + L dt âx'j âu 

une intégration par parties donne avec des notations évidentes : 

F' ( u) = [L dt + 2: aL. ar.pi ] t2 ( u) 
du âx'J âu ti(u) 

ft2(u) âL d âL ar.pi 
+ lt1 (u) L { âxj - dt âx'j} âu dt. 

Les extrêmités du chemin Xu sont : 

x1(u) = xu(t1(u)) = r.p(t1(u);u) et x2(u) = r.p(t2(u);u) 

d'où. dx1 = (âr.p) dti + (âr.p) et dx2 = (âr.p) dt2 + (âr.p) 
· du ât 1 du âu 1 du ât 2 du âu 2 
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soit, puisque ~~ ( t; u) est le vecteur tangent au chemin Xu : 

dx1 = x' dt1 + (âcp) et dx2 = x' dt2 + (âcp) 
du 1 du âu 1 du 2 du âu 2 

ce qui permet de transformer l'expression de F' ( u) en y rem

plaçant ( 8;:: ) 1 et ( 8;:: ) 2 par leurs expressions tirées des égalités 

précédentes : 

F'(u) = { [L2 _ L âL. x'i] dt2 + L âL2. dxi} 
âx'J 2 du âx'J du 

-{[Li_ L âL.x'i] dt1 + L âL1. dx{} 
âx'J 1 du âx'J du 

ft2(u) { âL d ( âL ) } âcpi 
+ L 1t1(u) âxi - dt âx'i Tt dt 

(âcp) . -8 est un champ de vecteurs contravanants le long du che-
u u=O 

min x(t) de composantes ( 8
8cpi) définissant au premier ordre 

u u=O 
. . d ( âL) âL 

la vanat10n cp. Les Ej = dt âx'i - âxi sont les composantes 

d'un champ de vecteurs covariants E le long du chemin x(t) et la 
partie intégrale de F'(O) s'écrit comme intégrale le long du chemin 
de leur crochet de dualité : 

-1b (E, (ââcp) - )dt. 
a U U-Ü 

La variation cp pouvant être choisie arbitrairement, pour que le 
chemin x(t) rende stationnaire l'intégrale d'action J (J'(O) = 0) 
il est nécessaire qu'il satisfasse aux équations différentielles de 

. d ( âL) âL . 
Lagrange E = 0, s01t: dt âx'i - âxi = 0 pour J = 1, 2, ... n. 
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Exemples: 

1) Prenons pour action l'énergie d'un chemin x(t) d'une variété 
riemannienne ( m' g) : 

lb 11b 11b J ( x) = a T dt = 2 a 11 x' ( t) 11 2 dt = 2 a ( x1 ( t) 1 x1 ( t)) dt 

=~lb L,gkzx'kx'ldt. 
2 a 

Faisons va,rier le chemin en fonction d'un paramètre u en 
gardant ses extrêmités fixes. 

J'(O) - lb (_Q_ Dx 1 Dx) dt - -lb (D2x 1 dx) dt 
- a du dt dt u=O - a dt2 du u=O 

ce qui montre que le vecteur covariant E n'est autre que le vecteur 
accélération du chemin en composantes covariantes. Les extrêmales 
sont les géodésiques de ( m' g). 

Un calcul direct des expressions Ej fait apparaître les symboles 

de Christoffel rijk et f~k· Le moment Pi = :;i est la i-ème 

composante covariante du vecteur vitesse : Pi = x~. 

2) Notons l(t) la longueur llx'(t)ll du vecteur-vitesse du chemin 
x(t). On peut comparer les équations de Lagrange de l'intégrale 

d'énergie: ~lb l2dt à celles de l'intégrale de longueur lb ldt. Soit 
2 a q 

ds 
s une abscisse curviligne sur le chemin, d'où : dt = l. Puisque 

2 _ .. ti 1j âl _ ( '). . . . _ ôl _ 1 (dx) _ 
l - L, g21 x x , on a l ôx'i - x i s01t . Pi - ôx'i - y dt i -

( ~:) i, ce que l'on aurait pu aussi déduire de l'identité d'Euler : 

'L,pix'i = l. Or 

( D2x) = D (l dx) = dl (dx) + l2 (D2x) 
dt2 dt ds i dt ds i ds2 i 

1 d âl2 âl2 

= 2 { dt ( ôx1i) - ôxi } 

_ dl âl l{ d ( âl ) ôl } 
- dt ôx'i + dt ôx'i - ôxi 
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d'où il résulte que les premiers membres des équations de Lagrange 
de l'intégrale de longueur sont les composantes du vecteur cova
riant: 

d ( âl ) âl _ z(D2x) 
dt âx1i - âxi - ds2 i. 

Les extrêmales sont évidemment les géodésiques de la variété 
riemannienne. 

3) le lagrangien le plus simple est linéaire homogène en les 
x1j, un paramètre privilégié t pouvant être inclus parmi les xi. J 
est alors l'intégrale d'une forme différentielle w de degré un, que 

nous supposerons de classe Q: 2 : J = j w = j L,aj(x)dxj 

j(L,aj(x)x1i)du et les équations de Lagrange s'écrivent: Ej 

!!__ ( âL. )- âL. = daj _ L âa~ xik soit : E . = L ( âaj _ âa~) xik 
dt âx1J âxJ du âxJ J âxk âxJ 
pour j = 1, 2, ... n. 

Le vecteur covariant E est le contracté du tenseur antisymétri-

1 
âaj âak 1 que deux fois covariant de matrice âxk - âxi par le vecteur 

vitesse x1• Le vecteur E est identiquement nul si dw = O. Cette 
condition est localement équivalente au fait que w est la différen
tielle exacte d'une fonction numérique : w = df. Localement, la 

valeur de l'intégrale d'action J =LB w =LB df = f(B)- J(A) ne 

dépend pas du chemin suivi : tous les chemins entre A et B rendent 
l'intégrale J stationnaire. 

Les équations de Lagrange associées à un Lagrangien quelcon
que L étant linéaires en L restent donc inchangées si on ajoute à L 
la différentielle df d'une fonction numérique. 

L 1 · L(t· 1 2 n. 11 12 ln) t .c e agrangien , x , x , ... x , x , x , ... x es une 1onc-
tion numérique définie sur l'espace tangent T(W) dépendant du 
paramètre t. La différentielle partielle de sa restriction à la fibre 
Tx est une forme linéaire sur Tx donc un élément de T~. C'est le 
covecteur moment p dont les composantes dans le système de coor-

âT 
données choisi sont les Pj = -8 1 .• On obtient ainsi une application 

xJ 
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de T(W) dans T*(W) qui à chaque élément x' E T(W) fait cor
respondre le moment p(x'), différentielle de L sur la fibre au point 
x'. 

Les équations de Lagrange associés à l'intégrale j L(t; x; x1)dt 

forment un système de n équations différentielles linéaires par 
rapport aux dérivées secondes x"j. Si le déterminant des coefficients 

ô2L 
de ces dernières : détl ôx'iôx'j 1 est différent de zéro au voisinage 

. ' . 
d'un ensemble de valeurs ( T, C, ( J) on peut alors résoudre par 
rapport aux x"j et affirmer l'existence locale d'une solution unique 
satisfaisant à ces données initiales. Cette condition est aussi celle 
qui permet de résoudre par rapport aux x'j le système d'équations: 

Pi = :~i et d'exprimer les dérivées x'j en fonction des moments 

Pi· Nous allons montrer qu'à la variable t correspond également un 
moment, noté PO· 

En effet, le problème de calcul des variations posé par l'intégrale 

d'action j L(t; x; x')dt peut to.ujours être mis sous forme homogène 

en considérant ce qui était initialement le paramètre t eomme 
une variable supplémentaire (idée de Lagrange 1788). Les xj et t 
sont maintenant considérés comme fonction d'un paramètre u. Cela 
revient à effectuer un changement de variable dans l'intégrale. 

j L(t; x; :)dt= j L (t(u); x(t(u)); ~) :~du 
= j L( t; x; -./ / x')t' du = j Ldu. 

Calculons le moment de L relatif à la nouvelle variable t que l'on 
ôL ôL dxj dxj 

peut aussi noter xo: PO= - = L- L:--. - = L- L:p·-. 
ôt' ôx'J dt J dt 

Dans les problèmes de mécanique, la variable t est le temps et 
l'opposé (-po) du moment par rapport à test l'énergie du système. 
C'est la raison pour laquelle le vecteur covariant (Po, pi, ... Pn) sur 
R x W est appelé vecteur moment-énergie. 
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Les dérivées x'i étant exprimées en fonction des moments Pi 

en résolvant le système d'équations Pi = 88~. (sous la condition de 
xJ 

821 
régularité : détl âx'iâx'i 1 "# 0), on appelle hamiltonien H l'opposé 

(-po) du moment par rapport à t soit: H = LPix'i - L, considéré 

comme fonction des (2n + 1) variables : t; xi; Pi. 
Sa différentielle après simplification s'écrit : 

âL âL · ,. 
dH = - - dt - L, -. dx1 + L, x J dp · 

ât âxJ 1 

âL dpi · dxi 
dH = -- -L,- dxl + L,- dp·. 

ât dt dt J 
Soit: 

(en supposant vérifiées les équations de Lagrange) 
On peut y lire les dérivées partielles de H par rapport aux 

(2n + 1) variables indépendantes t; xi, Pi et en déduire un système 
de 2n équations différentielles du premier ordre équivalent aux n 
équations de Lagrange du second ordre. Ce système a une forme 
symétrique simple dite canonique : 

dxi 
dt 

dpi âH 
dt âxi · 

Ce sont les équations d'Hamilton, découvertes par Lagrange 
(1808). Les seconds membres sont les dérivées partielles d'une seule 
et même fonction H cette fois définie sur l'espace cotangent T*(m) 
qui, en la circonstance, prend le nom d'espace des phases. Les 
équations d'Hamilton peuvent d'ailleurs être considérées comme les 
équations de Lagrange d'une intégrale d'action portant sur une fonc-
t . M d 2 · hl 1 2 n 1 2 n · d' d t ion e n vana es : x , x , ... x ; p , p , ... p in epen an es 
(au lieu des n initiales x 1, x2 , ... xn) : 

J Mdt = J(L,pix'i - H(t,x1, ... xn;p1 , ... pn))dt 

= J(LPidxi - Hdt). 

En effet les équations de Lagrange associées à cette intégrale 
, , . d ( âM ) âM dpi âH 

s ecnvent dt âx'i - âxi = dt + âxi = O 
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d (âM) âM dxj âH 
et dt âpj - Ôpj = O = - dt + ÔPj = O. 

Le nouveau lagrangien M s'interprète en mécanique comme 
la différence entre l'énergie cinétique LPjXtj, (d'origine purement 
cinématique) et l'énergie potentielle H. 

Une propriété remarquable des équations de Lagrange est 
qu'elles ont la même forme dans tout système de coordonnées. Leur 
covariance apparaît dans l'expression de la variation de l'intégrale 
d'action mais il n'est pas inutile d'en faire la vérification directe : 

Théorème IX.11 : Par un chan~ement de coordonnées locales : 
xl = xl (yl, y2, ... yn) = xn (y1, y , ... yn) les premiers membres 

des équations de Lagrange associées à une intégrale j L(t; x 1, 

... xn; x'1 , x'2 , ... x'n)dt se transforment comme les composantes 
d'un vecteur covariant : . 

d ( âL ) âL ( âxJ ) 
si Ej(x) = dt âx'j - âxj' on a Ek(Y) = "'E,Ej(x) âyk soit: 

"'E,Ej(x)dxj = "LEk(y)dyk. 

dxj âxj 
Preuve : Puisque -d = "'E, --k 

t ây 

dyk 
dt , on a en remplaçant dans 

L les x'j par leurs expressions : 

âL âL âxj âL âL âxj âL âx'j 
--=2:,--. -tandisque-=2:,-. -+2:,--. --
ây'k âx'J âyk âyk âxJ âyk âx'J âyk 

( d âL âL) âxj 
Ek(Y) = L dt âx'j - âxj âyk 

+ "L----"L--( âL d âxj âL âx'j) 
âx'j dt âyk âx'j âyk 

et les termes de la dernière parenthèse s'annulent, c.q.f.d. 
Les équations d'Hamilton gardent la même forme par une 

famille beaucoup plus vaste de changements de variables, appelés 
transformations canoniques : 

{
xj =xj(y1 , ... yn; P1, ... Pn;t) 

Pj =pj(y1, ... yn; P1, ... Pn;t) 
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sous la seule condition de satisfaire une égalité de la forme : 

qui garantit, d'après l'exemple 3 ci-dessus, l'équivalence des équa

tions de Lagrange de j LPjdXj - Hdt et de j L,Pkdl - Hdt. 

L'intérêt de la formulation hamiltonienne des équations de va
riation n'est pas de nature pratique, comme instrument de cal
cul dans la recherche des solutions des équations de Lagrange. 
Son intérêt est théorique. Elle permet de montrer que la struc
ture intime des principes de moindre action s'exprime par la no
tion de variété symplectique (cf. ci-dessous Définition IX.11.B). Un 
caractère important de la formulation hamiltonienne est aussi que 
les paramètres et les moments associés n'apparaissent plus comme 
étant de nature différente, mais au contraire comme ayant exac
tement le même statut, ce qui permet une grande liberté dans la 
description des systèmes physiques. Enfin la description mathéma
tique d'un système physique classique par une variété symplec
tique, éventuellement munie d'un groupe d'automorphismes, est 
aussi bien adaptée à la mécanique classique qu'à la mécanique 
quantique, rendant naturel le passage de l'une à l'autre, et per
mettant l'élaboration de processus de quantification. 

Nous allons voir comment s'étendent aux variétés les structures 
symplectiques des espaces vectoriels vues au chapitre VIII. 

Soient QJ une variété différentielle de classe 1!: 00 de dimen
sion paire 2n, ~ l'algèbre des fonctions numériques 1!: 00 sur QJ. 

Un champ de tenseurs P deux fois contravariants, antisymétri
ques, non-dégénérés, de classe 1!: 00 sur QJ définit en chaque point 
x une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée Px sur l'es-

-1 
pace cotangent T;. La forme bilinéaire inverse P x est une forme 
bilinéaire antisymétrique, non-dégénérée, sur T x à laquelle corres
pond canoniquement une forme extérieure Wx de degré deux sur 

-1 -1 
Tx, de rang maximum égal à 2n. Les Px forment un champ P 
de tenseurs, deux fois covariants, antisymétriques, non-dégénérés, 
de classe 1!: 00 , les Wx une forme différentielle extérieure w de degré 

-1 
deux, de rang 2n, sur QJ. Réciproquement P, ou w, détermine P. 

-1 
La donnée d'un tel champ de tenseurs P, ou P , ou w, déter-

mine: 
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1) En raison des identifications canoniques de T ® T avec 
i'. (T*, T), de T* ® T* avec i'. (T; T*), des isomorphismes entre les 
espaces tangents et cotangents de W ; Cependant, ayant affaire à 
des tenseurs antisymétriques, on a deux possibilités d'identification 
différant par le signe. Il n'y a pas dans la littérature d'accord sur un 
«meilleur» choix, d'autant qu'on peut aussi remplacer w par (-w ), 
et disposer d'un signe dans la définition du crochet de Poisson ci
dessous. 

Nous choisirons (cf. chap. II, V, VIII) de faire correspondre, 
au champ de vecteurs X, la forme ( image de X par l'application 
p associée à droite de la forme bilinéaire w, soit X E :X -+ 

( = pX E 2l définie par w(Y, X) = (Y,() = ((Y) soit : 
1( = -i(X)w =-X J wl. A une 1-forme a correspond le champ de 

-1 
vecteurs A = P a. Si 'Y est l'application associée à gauche de w : 

-1 
"(X= -pX = -(et 'Y a= -A. On a: 

-1 
w(X, Y)= P (X, Y)= P('YX,pY) = -P((,77) 

Si la 1-forme a est la différentielle df d'une fonction numérique, 
le champ de vecteurs G f qui lui est associé, défini par : df (Y) = 

Y· f = w(Y,Gj), soit par df = -i(G9 )w est le gradient symplec
tique de f. 

2) Une multiplication antisymétrique sur ~, appelée crochet de 
Poisson: {f,g} = -P(df, dg)= w(Gf, G9 ) = Gf · g = -G9 · f. 

Calculons le crochet des champs de vecteurs gradients G f et 
Gg: 

[Gf, G9] · h = G1(G9 · h) - G9 · (Gf · h) = Gf · {g, h} - G9{f, h} 

= {f{g, h}} + {g, {h, !} } + {h{f, g}} + G{f,g} · h. 

Un calcul élémentaire montre que: 

dw(Gf, G9 , Gh) = {f {g, h}} + {g, {h, !} } + {h, {f, g}}. 

Il en résulte que la condition pour w d'être fermée équivaut à la 
condition pour ~ munie du crochet de Poisson, d'être une algèbre de 
Lie. Si elle est réalisée l'application f -+ G f est un homomorphisme 
d'algèbres de Lie de ~ dans l'algèbre de Lie des champs de vecteurs, 
dont le noyau est formé des constantes. 
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Définition IX.11.B: 

On appelle variété symplectique \U une variété <t00 de dimen
sion paire 2n munie d'une forme 2-forme différentielle extérieure 
w fermée et de rang maximum 2n en tout point. Une variété sym
plectique possède une orientation naturelle et un élément de vo-

wn 
lume canonique (-l)n-l_I (cf. VIll.1). Ualgèbre J des fonctions 

n. 
numériques <t00 sur \U munie du crochet de Poisson est alors une 
algèbre de Lie. Elle prend le nom d'algèbre de Poisson de ( \U; w). 

Les fonctions numériques <t00 sur ( \U, w) prennent le nom 
d'hamiltoniens. 

Les champs de vecteurs tangents qui sont les gradients symplec
tiques des fonctions numériques <t00 sur \U sont appelés champs 
hamiltoniens de ( \U, w). Ils forment une sous-algèbre de Lie de 
l'algèbre de Lie des champs de vecteurs de \U. 

Exemples: 

1) les surfaces orientables (w est l'élément d'aire), 

2) les variétés kahériennes et pseudokahlériennes : ce sont des 
variétés complexes \U dont les espaces tangents sont munis d'un 
produit scalaire hermitien ou pseudohermitien tel que la forme 
différentielle extérieures w sur m représentant la partie imaginaire 
de ce produit scalaire (cf. §VIII.1 Exemple 3) soit fermée (dw = 0) 

3) les orbites coadjointes des groupes de Lie (theorie de Kirillov). 

4) en physique, une variété symplectique ( \U, a) représente 
l'espace des phases d'un système, tandis que les fonctions <t00 sur 
\U en sont les observables. 

5) les espaces cotangents en vertu du lemme suivant : 

Lemme XI : Uespace cotangent d'une variété différentielle de 
classe <t00 possède une structure naturelle de variété symplectique. 

Preuve : Soit ( x 1, x 2, ... xn) un système de coordonnées dans 
un ouvert V de la variété \U. Les ( dx1, dx2 , ... dxn) forment une 
base des espaces cotangents T~, x E V, et un covecteur de T~ 
s'écrit L, Pjdxi. Soient II l'application de projection de l'espace 

cotangent T* ( \U) sur sa base \U et qi = xi o Il. Les 2n fonc
tions ( q1, ... qn; Pl, ... Pn) forment un système de coordonnées sur 
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l'ouvert T\r de T*(W). La 2-forme différentielle extérieure wy 

I::; dpj /\ dqj de rang 2n sur T\r est la différentielle extérieure de la 

1-forme nv = LPjdqj, donc fermée. La position des indices mon
tre qu'elle est invariante par changement de coordonnées et qu'il 
existe ainsi une forme w, sur QJ tout entière, dont elle est l'expres
sion locale. 

On peut d'ailleurs donner une définition directe globale de w. 
Soit n la 1-forme sur T*(W) définie pour un vecteur tangent Y 
à T*(W) en a E T*(W) par !1(Y) = a(II* Y). Dans le système de 
coordonnées précédents, n = L Pjdqj. On définit alors globalement 
w par: w = dn. 

Le théorème de Darboux (§VIIl.5) affirme qu'il existe dans 
tout ouvert V assez petit d'une variété symplectique quelconque, 
des coordonnées normales locales: (q1, q2, qn ... ;pi,p2, .. ·Pn), ca
ractérisées par le fait que dans V, w s'écrive : w = I::: dpj /\ dqj. 

Cela signifie que toutes les variétés symplectiques de même di
mension ont la même structure symplectique locale, entièrement 
exprimée par n'importe quel système de coordonnées normales. Glo
balement, on a vu que sur un espace cotangent, la forme symplec
tique est une différentielle exacte : w = dn. Cela n'est pas vrai en 
général, et en particulier impossible lorsque la variété est compacte. 

En effet le volume de la variété: j wn = j d(!1/\wn-l) serait alors 

nul d'après le théorème de Stokes. 
Rappelons que sur l'algèbre des formes différentielles extérieu

res, la dérivée de Lie Lx relative a un champ de vecteur X peut 
s'écrire Lx = i(X)d + di(X). Appliquée à w, qui est fermée, on 
obtient Lxw = di(X)w. Les difféomorphismes locaux associés au 
champ X laissent donc w invariante (Lxw = 0) si et seulement si 
i(X)w est fermée c'est-à-dire si et seulement si localement i(X)w = 
dj ce que l'on exprime en disant que X est localement hamilto
nien, le crochet de deux champs X et Y localement hamiltoniens 
s'écrit [X, Y] = Gw(X,Y) et est donc toujours globalement hamilto
nien. Un changement de coordonnées faisant passer de coordonnées 
normales ( q1 , ... qn, Pl, ... , Pn) à d'autres coordonnées normales 
(Q1, ... Qn, P1, ... Pn) est une transformation canonique quel que 
soit l'hamiltonien H, au sens défini ci-dessus. En effet, de w = 
I::: dpj /\dqj = I::: dP j /\dQj, on déduit: d(I::;pjdqj - I::: P jdQj) = o 
soit localement: LPjdqj = I::;PjdQj + dS. 
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Nous arrivons au but de ce paragraphe avec le calcul en coor
. données normales : 

1) du gradient symplectique GH d'un hamiltonien H (fonction 
numérique (t OO SUr ( Q}, W) : 

Les trajectoires du champ de vecteurs hamiltonien GH sur QJ 

sont donc les solutions du système d'équations : 

ôH 

ôp/ 

dp· ôH _J _ 
dt ôqJ. 

On a ainsi démontré l'origine symplectique des équations d'Ha
milton. 

2) du crochet de Poisson : 

{!, g} = w(Gf, G9 ) = (2:: dpj /\ dqJ)(Gf, G9 ) 

= I:(dpJ,Gf)(dqJ,G9 ) - 2::(dpj,G9 )(dqJ,Gf) 

- " ( ôf Ôg ôf Ôg) 
- L... Ôpj ôqJ - ôqJ Ôpj 

· k k k · ôH 
d'où: {Pj,pk} = O; {ql,q } = O; {Pj,q } = 8j; {H,q1 } = Ôpj; 

ôH 
{H; Pj} = - -8 . ce qui permet d'écrire les équations des trajectoires 

qJ 
du champ hamiltonien associé à H sous la forme : 

dqj . 
- = {H ql}· 
dt ' ' 
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et plus généralement la dérivée d'une fonction différentiable F ne 
contenant pas la variable t le long de la trajectoire du champ GH : 

dF = L âF_ dqi + L âF dpj = L âF_ âH - L âF âF 
dt âqJ dt Ôpj dt âqJ Ôpj Ôpj Ôqj 

= {H,F}. 

Cette écriture fait apparaître l'hamiltonien H comme un opéra
teur sur les fonctions numériques différentiables de QJ. La fonction 
F reste constante le long de chaque trajectoire de GH ( « constante 
du mouvement ») si et seulement si son crochet de Poisson avec 
H est nul. Uidentité de Jacobi montre alors que si F1 et F2 sont 
deux «constantes du mouvement», il en est de même de leur cro
chet {Fi, F2}. En particulier, si H ne contient pas la variable t, 
H est une «constante du mouvement» (conservation de l'énergie). 
Lorsque la fonction F dépend de t : 

dF âF dH âH 
dt = {H, F} + ât . en particulier dt = 8t. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX 

EX. IX.1: 

Soient U+ l'ouvert {xn+l =/= 1} et u_ l'ouvert {xn+l =/= -1} de la 
sphère unité Sn de l'espace euclidien En+l· Montrer que les projections 
stéréographiques des pôles nord et sud de Sn sur {xn+l = O} définissent 
deux cartes formant un atlas <!:oo sur Sn. 

EX. IX.2: 

Soit li!Pn l'espace projectif réel de dimension n, quotient de li!n+l - {O} 
par la relation d'équivalence X rv y -<===} :J). =/= Ü tel que y = ÀX. 

Montrer que si lli est l'ouvert de 1r+1 formé des vecteurs x dont la i
ème coordonnée xi est non nulle et Ui son image dans li!Pn, les n nombres 

(
xl · xi-1 xi+l xn+l) 
____,., ... -.- , -.- , ... -.- définissent des « coordonnées » sur U i et que 
x• x• x• x• 

les (n + 1) Ui forment alors un atlas définissant une structure de variété 
<!: 00 sur li!Pn. 
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Montrer en utilisant cet atlas ou la projection de la sphère unité Sn 
sur RPn que IRPn est orientable pour n impair, non orientable pour n pair. 

EX. IX.3: 

Montrer qu'une variété analytique complexe, c'est-à-dire possédant 
un atlas dans les ouverts de en dont les changements de cartes sont 
analytiques complexes, est, en tant que variété différentielle réelle, toujours 
orientable. Exemples : les espaces projectifs complexes CPn. 

EX. IX.4: 

Soit D la dérivation covariante d'une connexion affine symétrique sur 
la variété différentielle Q'.1 de dimension n. Soient X1, X2, Xn n champs 
de vecteurs tangents linéairement indépendants sur un ouvert U de m, 
81' 82' ... ' en les formes différentielles de degré un sur u définies par 
ei (Xi) = Ôji· Montrer que sur U on peut exprimer la différentielle d des 
formes différentielles extérieures par : 

dw = L:ei,t\Dx.w. 
. J 

J 

EX. IX.5: 

Montrer qu'une isométrie d'une variété riemannienne applique une 
géodésique sur une géodésique. En déduire que si la variété est connexe, 
une isométrie qui laisse fixes un point et les vecteurs tangents en ce point 
est l'identité. 

EX. IX.6: 

Soit C une application continûment différentiable du carré unité C : 
0 ::::; s, t ::::; 1 de IR2, dans la variété Q'.1 telle que c(O, t) = x et c(l, t) = y quel 
que soit t. c peut être considéré comme une déformation du chemin co ( s) = 
c(s, 0) en le chemin c1 (s) = c(s, 1). On suppose définie sur Q'.1 une connexion 
symétrique D de courbure IR. Soient X(s, t) le champ de vecteurs, a(s, t) 
le champ de covecteurs au-dessus de 1'« élément de surface» c(C) obtenus 
par transport parallèle pour chaque t le long du chemin ct(s) = c(s, t) de 
X= X(O, 0), tangent en x, et de a= a(l, 1) cotangent en y. On se propose 
de mesurer par a la différence entre le vecteur Xo = X(l, 0) transporté de 
X le long de co et X1 = X(l, 1) le long de c1. Montrer que l'on a : 

(a;X1 -Xo) = J fc(a(s,t);R(~~' ~~)x(s,t))dsdt. 
En déduire que la condition nécessaire et suffisante pour que le 

transport parallèle ne dépende pas du chemin suivi est que la courbure 
IR soit nulle (utiliser la formule de Stokes). 
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