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Avant-propos

11 fut un temps ou, disposant des outils «topologie» et «calcul différen-
tiel », on pouvait, par I’étude des arcs paramétrés, puis des nappes pa-
ramétrées, donner une idée de la notion de variété et faire comprendre
en quoi l'utilisation des représentations locales permettait de faciliter les
choses, malgré une complication apparente.

C’est cela que j’ai voulu exposer, avec un petit passage dans le temps
pour retrouver les coniques.






CHAPITRE 6

Arcs paramétrés

Létude que nous allons faire des arcs paramétrés est une premiére ap-
proche d’une notion féconde de Géométrie Différentielle, celle des variétés.
Cette approche sera renforcée par ’étude des nappes paramétrées, (Chapi-
tre 9) et le lecteur curieux sera & méme d’étudier cette notion par la suite.

Toute notre étude va se dérouler dans le cadre d’un espace affine A,
de direction un espace vectoriel réel E, normé. Certaines définitions sont
valables indépendamment de la dimension de F, mais je me contenterai
des espaces de dimension finie, (avec I’Age, on devient plus sage, du moins
c’est ce que disent... les vieux), en m’efforcant de donner des justifications
indépendantes de la dimension lorsque cela sera possible.

Enfin, comme cette notion d’arc paramétré est géométrique, bien que
sur R™ toutes les normes soient équivalentes, (Tome 2, Théoréme 6.28), on
se placera dans le cadre des espaces vectoriels euclidiens, pour récupérer
les angles, (Tome 3, voir 14.6, et Tome 4, voir chapitre 5, §1).

Liétude locale des arcs paramétrés utilisera les résultats de calcul
différentiel, la rectification s’exprimera avec des intégrales : cet apergu
succint montre la richesse du chapitre qui nous attend.

1. Arcs paramétrés, arcs géométriques

DEFINITION 6.1. — Soit un espace vectoriel euclidien E. On appelle arc
paramétré de E, tout couple (I, f) avec I intervalle de R et f application de
IdansE.7~

6.2. Larc sera dit de classe C* si f est de classe C¥, et par la suite nous
n’étudierons que des arcs de classe C° au moins, et on dira alors que P'arc
est continu.
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6.3. Silarcest continu, etsi I est ouvert on parle d’arc ouvert; si I = [a, b]
etsi f(a) = f(b) on a un lacet.

DEFINITION 6.4. — Soit A un espace affine euclidien de direction lespace
vectoriel euclidien E, et R = (0; B) un repére de A. On appelle support de

Varc paramétré (I, f) Uensemble T' = {m;m € A;3t € I, 0m = f®k

(Voir Tome 4, 1.31 la définition d’un repére de A.)

6.5. On dira qu'un point m du support I" d'un arc paramétré (I, f) est

multiple lorsque le cardinal de {t;t € I ,07>n = f(t)} est > 1, et sice
cardinal est fini, égal 4 p > 1, on dira que m est multiple d’ordre p, mais
si pour t; # ty dans I, on a f(t1) = f(t2), les éléments (t1, f(¢1)) et
(t2, f(£2)) de Varc paramétré sont distincts, (les premiéres composantes le
sont).

Si on admet, (pétition de principe qui nous parait tellement évidente)
que ? représente le temps, un point my du support est multiple parce
qu’a plusieurs instants distincts le point m(t) est en my, mais, (gare aux
collisions) c’est heureusement a des instants différents.

DEFINITION 6.6. — Deux arcs paramétrés (I, f) et (J,g), de classe C¥, de
E euclidien, sont dits C* équivalents si et seulement si il existe un Cck
difféomorphisme O de I sur J tel que f = go 6.

(Voir la définition 17.6 du Tome 3, pour les difféomorphismes.)

THEOREME 6.7. — La relation £q : (I,f) £q (J,g) définie, entre arcs
paramétrés de classe C¥, par le fait d’étre C* éqivalents est une relation
d’équivalence, dont les classes d’équivalence sont appelées arcs géométriques.

Iy aréflexivité,I'identité t ~ t de I sur I étant un C* difféomorphisme;
symétrie puisque 6! est un C* difféomorphisme de J sur I si 6 en est un
de I sur J, (Tome 3, Théorémes 17.1, 17.7) et transitivité puisque si 6 et
sont des C* difféomorphismes de I sur J et de J sur K respectivement,
(I, J, K intervalles de R), alors 0§ est bijective, bicontinue, différentiable
(Tome 3, Théoreéme 16.17) avec d(y o 8) = dp(8) o df de classe C*, ainsi
que d((po8)~t)=d(@ Loy [ |

REMARQUE 6.8. — Il peut sembler inutilement pédant d’aller chercher de
gros théorémes de calcul différentiel pour une application 6 de variable
réelle, a qui on pourrait se contenter d’appliquer le Théoréme 7.25 du Tome
2, de dérivation d’une fonction réciproque.
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Si j’ai procédé ainsi, c’est pour avoir une présentation commune avec
celle des nappes paramétrées, ot les intervalles I seront remplacés par des
ouverts connexes de R2, et o1 il faudra utiliser la différentiabilité, (voir
chapitre 9).

Remarquez enfin qu’on n’'impose pas & I d’étre ouvert, parce que sur R
on peut parler de dérivées a droite ou & gauche, et traiter ainsi le cas ou les
bornes de I sont dans I, démarche 4 abandonner sur F e.v.n. de dimension
deux au moins, oi nous imposerons la condition 2 ouvert.

DEFINITION 6.9. — On appelle paramétrages admissibles d’un arc géométri-
que C, tout élément (I, f) de la classe d’équivalence C, et notion géométrique,
toute notion indépendante du paramétrage admissible.

Il en est ainsi de la notion de point multiple et d’ordre d'un point
multiple, vu le cté bijectif de 6, (voir 6.5).

Il en sera de méme de la notion de longueur d’un arc paramétré, étudiée
au §4.

Mais il n’en est pas de méme de celle d’orientation. De quoi s’agit-
il? Et bien, si 0 est une bijection continue de I sur J, elle est forcément
strictement monotone, sinon il existerait a,b,c dans I, aveca < b < cet
0(b) < 0(a) < 0(c) par exemple, ou 8(a) < 0(c) < 0(b), ceci si 6(a) < 6(c),
ou deux autres cas analogues si 8(a) > 6(c).

Mais l'existence d’'une égalité est exclue, (6 injective) et si on avait
0(b) < (a) < 6(c), avec v €]0(b),0(a)[, dapres le Théoreme des valeurs
intermédiaires (Tome 2, Corollaire 7.7) il existerait z; dans |a, b[ et 22 dans
1b, ¢[ tels que 8(z1) = 6(z2) ce qui contredit § homéomorphisme de I sur
J.

Mais alors 8 est soit strictement croissante, soit strictement décrois-
sante et deux paramétrages admissibles (I, f) et (J, g) d’un arc géométri-
que C de classe C° au moins définissent 1a méme orientation si et seulement
si le C° difféomorphisme 6 de I sur J est strictement croissant, d’ot1 une
partition en deux des paramétrages admissibles et I'introduction de :

6.10. deux arcs géométriques orientés, C* et C~,

associés a C par le choix d’'un paramétrage admissible et des changements
de paramétrages associés uniquement a des 6 croissantes.

Vous allez alors vous dire : en quoi est-ce que cette notion se généralisera
aux nappes? Comment parler de difféomorphisme «croissant» sur R2? Et
bien en supposant les nappes, (ou les variétés...) de classe C' au moins,
et alors la matrice jacobienne de df(z) étant réguliere, son déterminant
ne s’annulera pas et (continuité oblige), restera soit toujours positif, (et les
paramétrages définiront la méme orientation) soit toujours négatif. Mais,
patientez, ou allez voir au chapitre 9 en 9.4.
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Avant d’aborder I'étude locale, la «forme» d’un arc, voyons un exemple
curieux qui montrera que le support d’un arc paramétré continu n’est pas
ce que «trace un crayon qui ne se souléve pas du papier ».

THEOREME 6.11 (Courbe de Peano). — Il existe un arc paramétré continu
([0,1], f) du plan affine A, de support [0,1] x [0, 1].

(C’est donc un arc qui n’aura pas de longueur, mais qui aura une aire.
Et allez donc le construire...)

6.12. PREMIERE ETAPE

Vi ,pour 0 <4 < 3,
et le pavé [0, 1] x [0, 1] en quatre pavés égaux, numérotés de 1 a 4, mais de
facon que (0, 0) soit dans le pavé numéro 1, et que deux pavés de numéros
consécutifs aient une aréte commune. Il y a deux cas de figure, comme le
montrent les schémas 6.12.1 et 6.12.2 :

2|3 'T\ 413 23

114 112

i 1+ 1
On divise [0, 1] en quatre segments égaux, [1 *

Fig. 6.12.1 Fig. 6.12.2

On choisit un des deux cas, le premier par exemple, en remarquant
qualors on a numéroté les quatre quarts de [0, 1] en «tournant dans le
sens des aiguilles d’'une montre », (mais avez-vous une montre a aiguilles?)

i1
A chaque intervalle [1 1 ] de [0, 1], (pour 7 = 0, 1, 2, 3) on associe

4’ 4
le carré de numéro ¢ + 1.

6.13. DEUXIEME ETAPE
On refractionne chaque [i

1 z_—;;_] en quatre dou 42 intervalles
[i i+1

el T] pour 0 < i < 42; et on fractionne chaque quart de [0, 1]?

en quatre, d’ot1 42 carrés de coté 7 que 'on va numéroter de 1 4 4% comme
suit.

On prendra d’abord les quatre quarts du carré n° 1 de la premiére étape,
puis les quatre du carré n° 2, aprés du n° 3 et enfin du n° 4.
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De plus le carré numéro 1 doit contenir (0, 0), et deux carrés, (de coté
= ﬁ) de numéros consécutifs doivent avoir une aréte commune.

Il n’y a qu’une fagon de procéder pour les 13 premiers. En effet, les
quatre premiers carrés de cette étape peuvent a priori se numéroter en
tournant dans le sens 1, (celui de la premiére étape) : voir figure 6.13.1, ou
dans le sens 2, voir figure 6.13.2.

Si on choisit le sens 1, on se retrouve avec le carré numéro 4 sans aréte
commune avec le carré n° 2 de la premiére étape, (voir figure 6.12.1), or le
carré numéro 5 doit provenir de celui-la. On doit donc partir de 6.13.2.

5
2|3 4 |3
104 1 ]2
Fig. 6.13.1 Fig. 6.13.2

Le carré numéro 5 étant imposé, on a encore deux choix pour les numéros
6, 7 et 8, mais le carré 8 doit avoir un c6té commun avec ’'ancien numéro
3, (voir figure 6.12.1), donc il n’y a qu’un choix possible, (voir figures 6.13.3
et 6.13.4)

8 6 |7 |10 |1
516 5 |8 [9 |12
413 4 |3 13
1 ]2 1 |2

Fig. 6.13.3: non Fig. 6.13.4 : oui

On vérifie alors que le carré numéro 9 est imposé, d’ou1 les numéros 10,
11 et 12 aussi, (voir figure 6.13.4), d’ou1 13 imposé et par contre, pour le

dernier carré le choix dusens 1 : O ou 2 : O est libre.
. 1+ 1

. N 7 P L.
On associe alors 4 chaque segment = E | le carré numéro 7 + 1.

On continue ainsi en passant de la pi¢me étape a la (p + 1)iéme étape
en:

1) fractionnant [0, 1] en 4P*! intervalles égaux;
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. 1
2) fractionnant chaque carré de coté de longueur o en quatre carrés
égaux, d’ott 4P carrés égaux que...

3) I'on numérote de fagon que (0, 0) soit dans le carré numéro 1, que 'on
prenne successivement les quatre carrés venant de celui du numéro 1 de
la p'*™¢ étape, puis de numéro 2, 3, 4 et ainsi de suite en croissant, et de
facon que deux carrés de numéros consécutifs a cette étape, aient une aréte
commune.

i 1+1
4p+1 g+l
(p + 1)iéme étape.

Létude de I'étape numéro 2 montre que ce processus est possible avec
des sens de parcours imposés sauf dans le dernier carré coupé en quatre en
fait.

Au segment [ ] on associe le carré de numéro ¢ + 1 de cette

6.14. D¢éfinition de U'arc paramétré f.

Soit ¢ € [0, 1].
A la n'*™¢ étape, comme on a coupé [0, 1] en 4™ segments égaux, ¢ est
1
dans un, (ou deux) segments de longueur ot (deux si t est du type 4% avec
1<pg4™ -1 _
Si t est dans un seul intervalle, on note Cj, le carré de numéro ¢ + 1
1 141
4n 4
tifs C,, désignera la réunion des deux carrés de numéros associés aux deux
intervalles, réunion de deux carrés ayant une aréte commune vu la numéro-
tation, czlonc dans ce cas C), est un rectangle de cotés ayant pour longueurs
1

sit € , et si t est dans deux intervalles, forcément consécu-

2—net§;.

Supposons d’abord t # v

4’

A T’étape suivante, on fractionne [

Vp=1,...,4" — 1.
i i+1

n’ 4—n] en quatre intervalles qui

i

seront du type 41;7+1 , ‘1:__'_1 J avecj = 4i+0,(ou+1, ou+2ou+3) puisque
i 4 t+1  4i+4

S S T TS

. j i+ 1
Comme ¢ est dans un ou deux de ces nouveaux intervalles # , %ln_-l—l]
le Cp, 1 qui lui sera associé sera 'un des quatre quarts de Cp,, (ou la réunion
de deux) puisque la numérotation de ces carrés, (a I'étape n + 1) respecte

celle des intervalles, donc Cp, 1 C Ch,.
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Sit= 4%, t est commun aux deux intervalles de numéros p, et p + 1,

ort= est alors commun aux intervalles de numéros 4p et 4p + 1 de

p
4n+1
la (n + 1)iéme étape.

Donc C, 41 est la réunion des carrés de numéro 4p et 4p + 1 de la
(n + 1)¥™e étape; qui sont respectivement contenus dans les carrés de
numéro p et p + 1 de la n'®™ étape.

Or C,, était précisément la réunion de ces carrés de numéros pet p + 1
de la n'*™€ étape, d’'ott Cp 41 C Ch.

1 1
Mais alors les C,, sont des fermés emboités, de diametre on (ou?2- 2—n)

qui tend vers 0, (pour || ||o), dans R? complet, donc le Théoréme des

fermés emboités (Tome 2, Théoreme 4.101) s’applique et n C, est un
n€EN

singleton.

Comme ce singleton dépend de ¢, en notant f(t) = (z(t), y(t)) I'élément
unique de ﬂ Ch, on définit une application f de [0, 1] dans [0, 1]2.
neN
Lapplication f est surjective. Soit mg = (Zo,Yo) € [0 1]2. Supposons
d’abord que Vn € N, 4"z & N et 4"y ¢ N. A la ni®™® étape (o, o)

1
est dans un seul carré, (de coté —) de numéro ¢, soit alors I, le segment

de numéro ¢ de la division de [0, 1] en 4™ segments égaux, (en fait I, =

i—1 1
ek

Ala (n + 1)®™me étape, m sera dans I'un (et un seulement) des quatre
quarts du carré de numéro i de la n'*™® étape; l'intervalle de longueur

yr=) que Lon lui associera, noté I, 1, sera I'un des quatre quarts de I,,,

d’ou In+1 C I,.
Dans ce cas les [, sont des segments emboités de longueur qui tend

vers 0 donc ﬂ I, = {t} est un singleton, et vu la définition de f, on a f (%)
neN

dans chaque carré contenant mg et, comme I'intersection de ces carrés est

le singleton f(t), ona f(t) = my.

4p

(p € N),alors g = —— =

S’il existe ng € N tel que 2o = 4o+l

r

P
4mo’
1
Troir et a partir du rang ng, Mo sera dans deux carrés de coté — om , donc
on lui associera deux intervalles I,, et J,,, de la ni*™¢ étape, d’our cette fois
deux suites de segments emboités de longueurs tendant vers 0, d’ou deux

t tels que f(t) = mg. Il en est de méme si yp est du type — q , et si zg

4no
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et yo sont tous les deux de ce type on aura quatre valeurs de t telles que
f(t) = mo. Finalement f([0,1]) = [0, 1]2.

Enfin f est continue, carsi |t — t'| < e Vn > ng,onalt—t| < — o

1
donc t et t' sont soit dans un seul intervalle de longueur e soit au

plus dans deux consécutifs : les points f(t) et f(t') sont dans un carré
de la nitme étape, ou deux de numéros consécutifs, 14 encore on a D,

1 2
carré ou rectangle, de diamétre . contenant f(t) et f(¢') donc

1 2 1
1F®#) = fFt')]oo <2-— 47 Donc Ve > 0, avec o = yens et ng tel que
2
yers < €, pour |t — t’| < aonaura ||f(t) — f(t')||lc <€ d’olt]a continuité
de f, ce qui achéve la justification du Théoréme. |

2. Etude locale des arcs paramétrés

DEFINITION 6.15. — Soit un arc paramétré (I, f) de classe C*, k > 1,
dans A espace affine de direction E, espace vectoriel normé. On appelle
sous-espaces fondamentaux de l'arc, en m de parametre t, les sous-espaces
vectoriels S; = Vect(f'(t), ..., f®(t)), pour i compris entre 1 et k.

REMARQUE. — On pourrait aussi prendre les sous-espaces affines passant
par m(t) et de directions les .S;.

Soit (J,g) un autre paramétrage admissible de 'arc géométrique C
défini par l'arc paramétré (I, f). Il existe un C* difféomorphisme 6 de
I sur J tel que f = g o 6, (voir 6.9 et 6.6).

On a donc:

F'(&) = g'(6)¢' (®);
@) = ”(6(t))6?’2 +(g 0 0)0",

et on vérifie par récurrence, que, pour tout entier p compris entre 2 et k,
ona:

6.16. P (t) = gP(4(t))(6')? + hy(t), le vecteur h,(t) étant dans le
sous-espace vectoriel vect(g'(6(t)),g”(0(2)),...,9®P "V (8(t))) engendré
par g'(6(¢)), 9" (6(2)), - -, 9P~ 1 (8(2)).
Mais alors, la matrice de passage de la famille des vecteurs g'(u), g” (u),
g (u), avec u = 6(t), a la famille {f'(t), f"(t),--., fFD ()} est
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triangulaire, d’éléments diagonaux 8'(t), (6'(¢))?, ..., (#'(t))?, donc de

i(i+l
déterminant (8'(¢)) L}_) # 0 puisque 6 est un C* difféomorphisme, k > 1.
Ces familles ont le méme rang et engendrent le méme espace vectoriel,
donc les sous-espaces fondamentaux sont indépendants du paramétrage
admissible choisi.
Nous venons de justifier que :

THEOREME 6.17. — Les sous-espaces fondamentaux d’un arc paramétré sont
indépendants du paramétrage C* équivalent : c’est une notion géométrique
attachée a l'arc géométrique défini par U'arc paramétré. ]

Vu leur définition, les directions S; des sous-espaces fondamentaux
vérifient les relations d’inclusion :

{0} € S1(¢) C Sa(t) C ... C Si(t) C Si+1(t) C ... C Sk(t),

(k classe de Tarc), mais il se peut qu’il y ait des égalités. Aussi considérera-
t-on les entiers associés aux inclusions strictes.

DEFINITION 6.18. — Soit un arc paramétré I' = (I ,f), de classe C*, k > 1,
et C larc géométrique qu’il définit. On appelle q'°™° entier caractéristique
de T, (ou de C), en m de paramétre t, le plus petit entier 1, s’il existe, tel que
dim(S;) = g, et dans ce cas, S; est le ¢'°™° sous-espace caractéristique.

Donc le premier entier caractéristique p; est tel que f (Pl)(t) # 0et
f@® (t) = 0 pour p < p1; le deuxiéme entier caractéristique, p, est tel que
{f) (@), f (m)(t)_} libre, et que pour p; < p < P2, f(P)(t) est colinéaire &
f@U ().

Nous allons voir que cette suite d’entiers, «caractérise» de plus en plus

de notions attachées a I'arc.
Et d’abord :

THEOREME 6.19. — Soit un arc géométrique C de classe Ck k> 1,
représenté par larc paramétré (I, f). S’il existe un sous-intervalle J de
I tel que, pour tout t de J, on ait {f'(t), f"'(t),..., fO(t)} libre et
{F/(@®), £, ..., fO), fO+D(t)} famille liée, le sous-arc D associé &
(J, f | J) est dans un sous-espace affine de dimension i de A affine eucli-
dien.

Bien que l'on travaille sur des arcs paramétrés, il est facile de voir que
la notion est géométrique.
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Les hypotheses permettent de dire qu’il existe ¢ fonctions de J dans R,
©1,---,Pi, telles que :

6.20. Vit e J, fOHU(8) = o1 (8)F(8) + 02() () + - - - + @i (6) O (1),
ou encore, quen posant g(t) = f’(t),on a

6.21. Vit e J, g9 (t) = p1(t)g(t) + 2(t)g'(t) + . .- + i (t)g 1 ().

Soit alors B = (es, ..., €,) une base de F, (direction de A), euclidien
de dimension 7, en projetant 6.21 sur chaque e; on obtient n équations
linéaires du type :

90 (1) = e1096(0) + 22Dk (0) + -+ @i ()9 V1),

soit un systéme de rang ¢, permettant de calculer 1, 2, ..., ©; sous forme
de fractions rationnelles par rapport aux fonctions g,(:) (t), (0 < r<i),qui
sont fonctions continues de t; le dénominateur des fractions rationnelles ne
s’annulant pas. (C’est toujours ce fameux Théoréme de Rouché, qui, pour
moi, «’emporte aux points» dans son combat contre le pivot de Gauss. Voir
Tome 1, Théoréme 9.51 et formules 9.55). Le systéme est de rang ¢, rang de
la famille {g(t), ¢'(%),...,g¢ D (t)}.

Donc les fonctions ¢; sont continues.

Soit alors tg € J, F = Vect(f'(to), ..., f®(t)) et G un supplémen-
taire de F' dans F, p la projection de E sur G. C’est une application linéaire
de E dans F, donc différentiable partout, de différentielle constante égale
a p, et comme f est dérivable, I'application h = p o f est dérivable, de
dérivée h'(t) = dp(f())(f'(t)) = p(f'(t)), dou A’ = po f’, (voir Tome 3,
exemples 16.20 et 16.24 pour ces rappels de calcul différentiel).

Mais f étant de classe C*, on peut dériver k fois h, et pour 1 < i < k
on aura h(®) = pof (®), ol en faisant agir p, linéaire, sur I'égalité 6.20, la
relation

6.22. hOTD(t) = o1 (O (2) + @2(t)R"(2) + ... + @ ()RD(2),

qui montre que dans le Banach G, la fonction h’ est solution d'une équation
linéaire, de donnée initiale A’ (y) = h(tg) = ... = h(¥(ty) = 0 puisquen
to, les vecteurs f'(to), f” (to), ..., f®(to) ont une projection nulle sur G.

L'étude des équations différentielles linéaires, (Tome 3, chapitre 18,
§3), nous permet de savoir qu'alors b’ est nulle sur J, done h(t) = h(to)
est un vecteur constant de G et la décomposition du vecteur f(t) en
f(t) = k(t) + h(t), dans E = F & G, avec k(t) € F et h(t) € G,
nous permet de dire que f(t) = h(to) + k(t) avec k(t) dans F), est un
vecteur du sous-espace affine de direction F' = Vect{f'(to),..., f @ (to)},
de dimension 1. ]
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COROLLAIRE 6.23. — Si un arc paramétré (I, f), de classe C? au moins, est
tel que sur I, f'(t) # 0 et f"(t) est colinéaire & f'(t), son support est un
intervalle d’une droite.

Car d’apres le Théoréme 6.19, son support est dans une droite affine,
et le paramétrage étant continu, 'image de I, intervalle donc connexe est
connexe donc est un intervalle. |

COROLLAIRE 6.24. — Si un arc paramétré (I, f), de classe C* au moins, est tel

quesur I, lafamille {f'(t), f"(t)} est libreavec f®)(t) € Vect{f'(t), f"(t)}
Uarc est plan.

Nous retrouverons ces deux corollaires, en liaison avec courbure et
torsion, aux paragraphes 6 et 7. Pour l'instant revenons a nos entiers
caractéristiques pour voir en quoi ils caractérisent I'allure locale de la
courbe. Ah oui, on parle aussi de courbe, d’arc de courbe au lieu d’arc
paramétré.

Mais avant je vais devoir parler de la limite d’un sous-espace affine, tout
au moins dans un cas particulier.

6.25. LIMITE DE SOUS-ESPACES VECTORIELS ET DE SOUS-ESPACES AFFINES.

Soit E espace vectoriel réel de dimension n, normé.
On suppose donnés, pour t dans V' (tg) — {to}, V(to) voisinage de to

dans R, p vecteurs u; (t), . . ., up(t), indépendants, les fonctions u1, . .., Up
ayant des limites, a; = tlir? u;(t), et 1a famille {a1,...,a,} étant libre.
—l0
t#to

Si par ailleurs {vi(t),...,vp(t)}, pour t € V(to) — {to}, est une
autre base de F'(t) = Vect(ui(t),...,up(t)), telle que pour ¢ = 1,...,p,
}l{? v;(t) = b; existe, avec {b1,...,bp} libre, alorson a :
tto
Vect(ay,...,ap) = Vect(by,...,bp).

En effet, pour tout , j compris entre 1 et p, et tout ¢ de V' (¢g) — {to} on
a des scalaires ;;(t) tels que :

D
6.26. u;(t) = Z pij (t)vs(2)-
=1

LEMME 6.27. Les p? fonctions i définies par 6.26 ont une limite si t tend
vers to, t # to.
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En effet, soit B = (ey, ..., e,) une base fixée de E. Les formes duales,
(Tome 1, 6.108) linéaires de E ~ R"™ dans R sont continues, (Tome 2,
Corollaire 6.31), et on fait agir les e}, sur 6.26. On a,pourk =1,...,n

P
6.28. Z wij(t)er (vi(t)) = ex(u;(t)), soit un systéme de n équations,
=1

apinconnues, ¢1;(t), ..., pp;(t), j étant suppose fixé. La matrice M(t) des
(€ (vi(t))) 1<k<n est définie pourt € V (to) — {to}, avec des e} continues et

<i<p

hm v;(t) = b; donc hm M(t) = (ex(b;)) e M existe, (composition
t#to t;éto 121'2;
de limites), avec M de rang p puisque {b1, ..., by} est libre. Donc il existe

un mineur de Mg d’ordre p non nul, et M étant obtenue par une limite,
ce mineur reste localement non nul, d’ot1 un voisinage W (ty), (non privé de
to cette fois) et p indices ky, . . ., kp tels que les équations extraites de 6.28
pour k = ki,. .., kp soient indépendantes sur W (ty) — {to}, (attention les
v;(to) n'existent pas a priori).

Les formules de Cramer, (Tome 1, 9.55) montrent alors que les ¢;;(t)
sont des fractions rationnelles, 2 dénominateur ne s’annulant pas sur
W (to) — {to}, par rapport aux ej_(u;(t)) et ex_(vi(2)).

Le dénominateur de ¢;;(t) est le déterminant de la matrice des

(ek (vi(t))) 1<r<p )

1<i<p

déterminant non nul ayant pour limite det(ej_(b;))1<r<p # O, donc, les

1<i<p
ey k, étant continues et les u; ayant une limite en £y, finalement thr? @i;(t)
t#;’
existe. [ |

CONSEQUENCE 6.29. — Avec les hypothéses faites en 6.25,on a :
Vect(ai,...,ap) = Vect(by,...,bp).
En effet, on passe 4 la limite dans 6.26 en notant \;; = tlin;l i (t).
—1l0

t#to
P
Alors on a les relations a; = Z Aijbsi, valables pour j = 1,...,p, dou

=1
Vect(ai,...,ap) C Vect(by,...,bp).
En inversant les roles, on aurait aussi

Vect(by,...,bp) C Vect(as,...,ap),
d’ou ’égalité. ]
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Ce résultat va nous servir pour parler de tangente, plan osculateur, trois
espace osculateur ..., en permettant de donner un sens a la notion de limite
d’un sous-espace vectoriel, ou d’'un sous-espace affine.

DEFINITION 6.30. — Soit E = R", normé. On dira qu’un sous-espace
vectoriel F(t), de dimension p, défini pour t dans V (to) — {to}, (V(to)
voisinage de tg), admet une limite Fy si t tend vers to, s’il existe une base
B(t) = {u1(t),...,up(t)} de F(t) pour t € V(to) — {to}, telle que pour

chaque i entre 1 et p, thl? u;(t) = a; existe et que la famille {a1,...,ap}
—
t#to

soit libre. Dans ce cas Fy = Vect{ai,...,ap}.

Cette définition a un sens, le calcul 6.29 justifiant que toute autre base
C(t) de F(t) vérifiant les mémes hypothéses conduit au méme Fp.

6.31. CAS D’UN SOUS-ESPACE AFFINE

Si, dans A espace affine de direction £ = R™ normé, d’origine o, on
considére un sous-espace affine B(t), défini pour ¢t dans V(o) — {to},
(V (to) voisinage de to), par la donnée d’un point et de sa direction F'(t),
qu'appelera-t-on limite de B(t)?

D’abord, si le point b de B(t) est indépendant de ¢, et si tlintl F(t) = Fo,

—lo

au sens de la définition 6.30, existe, il est tout naturel d’appeler tlir? B(t) =
—1lo0

By, le sous-espace affine passant par b, et de direction Fj.
Supposons ensuite qu’il existe, pour chaque t de V (to) — {0 } deux points
b(t) et c(t) dans B(t) tels que tlintl b(t) = bg et tlirgl ¢(t) = ¢p existent,
t;et(? t#g
(C’est-a-dire tels que dans E vectoriel normé, avec o origine de A, on ait
L = — Lo
lim ob(t) = obg et lim oc(t) = ocy.
t—to t—to
t#to t#to
Nous allons montrer, qu’avec Fy = tlintl F(t), (limite que 'on suppose
—1o
t#to
exister), les sous-espaces affines de direction Fj et passant respectivement
—
par bg et ¢cg sont confondus, c’est-a-dire que bocy € Fp.
En effet, comme b(t) et c(t) sont dans F'(t), de base {u1(t),...,up(t)},
pour tout t de V'(¢o) — {to} il existe p scalaires notés A1 (t),. .., Ap(t) tels
que :

6.32. b(t)c(t) E,\ ()u; ()



14 Géomeétrie : arcs et nappes

SiC = {e1,...,en} est une base constante de E, on fait agir sur
6.32 les formes duales e}, d’oit un systéme de n équations & p inconnues,

M), Ap(t) :

L4 —_— —_—
6.33. ) ei(us(8)As(t) = ek (b()e(t)),
j=1
obtenues pour k = 1,...,n.
Le raisonnement du lemme 6.27 s’applique alors et permet de dire que
les fonctions );, définies sur V' (to) — {to} ont une limite, y; si ¢ tend
vers t(, mais alors on peut passer a la limite dans 6.32 et obtenir I'égalité

P

—

boco = Z,Ujaj, avec a; = tlintl u;(t), et Fy = Vect(ay,...,ap), ce qui
J=1 t;eté’

était le résultat voulu. ]

On peut donc poser la définition suivante :

DEFINITION 6.34. — Soit dans A affine de direction E = R", normé, un
sous-espace affine B(t), défini pour t dans V (to) — {to} par la donnée d’un
point b(t) et de sa direction F(t), tels que tlintl b(t) = bo existe, ainsi que
—10
t#to
tlintl F(t) = Fo au sens de la définition 6.30. Alors, le sous-espace affine By
—1o0
t#to
passant par by et de direction Fy est indépendant du choix de b(t) vérifiant
Uhypothése. On Uappelle limite de B(t) quand t tend vers to.

Cette définition nous servira au §3, pour 'étude des branches infinies.

Je vous dois un aveu. Depuis que jenseigne, jamais je n’avais rédigé ce
passage, (et je ne 'ai jamais vu rédigé, mais je ne suis pas trés curieux)
et je me contentais, pour parler de tangentes, plan osculateurs ... de faire
comme tout le monde, de parler de «position limite» d’'une droite ou d'un
plan, sans m’étendre davantage.

Il est bon, de temps en temps, de faire un effort de rigueur, et ce d’au-
tant plus que I'emploi de calculettes et d’ordinateurs, certes performants,
affaiblit encore le souci de rigueur dans le domaine de I'étude des arcs pa-
ramétrés. Je vous ennuie peut-étre avec cette étude, mais je me suis fait
plaisir! D’autant qu’en ce mois de Février, dans le Morvan, il pleut, alors
autant rédiger au coin du feu!

REMARQUE 6.35. — Dans ce qui précéde, on peut remplacer V (¢o) — {to}
par un intervalle |a,a + @], @ > 0 pour étudier lim , ou par la — a,a]
t—a



Arcs paramétrés 15

pour lim ou par [A, +oo[ pour . ].igl : les raisonnements, résultats et
t—a— — 00

définitions sont les mémes.

DEFINITION 6.36. — Soit un arc paramétré (I, f) de support I" et mg le point
de T de paramétre ty. On dira que I' admet en mg une tangente Dy si et

_—
seulement si la droite D(to,t) passant par mg, de direction Vect{mom(t)}
admet une limite lorsque t tend vers tq.

Ceci suppose donc qu’il existe un voisinage V' (tg) tel que pour ¢ dans
In (V(to) — {to}) on ait m(t) # myo, sinon la droite affine D(to,t)
n’existerait pas; puis qu’il existe un vecteur directeur de cette droite, donc

—_— . o . —_— -
du type A(t)mom(t) (avec A(t) réel non nul) ayant une limite w # 0
si t tend vers £y. Le point mg étant constant, d’apres la définition 6.34
la limite de D(tg,t) existera, sera indépendante du choix de A(t) tel que

. _—
1thrrtl A(t)mom(t) existe. Ce sera la droite affine Dy passant par mg, de
t#to
direction R

THEOREME 6.37. — Soit un arc paramétré (I, f) de support T de classe C*,
k > 1. Si en mo(to) le premier entier caractéristique, p1, existe, la tangente
en my existe et c’est la droite offine passant par mo, de direction Sp,, premier
sous-espace caractéristique.

Puisque p; existe, (voir définition 6.18), c’est que k > p; et que pour
1<i<p;,(silyena), f(i)(to) =0.

En prenant un développement de Taylor-Young en g & 'ordre p;, (voir
Tome 2, Théoréme 7.46, ou f pourrait étre & valeurs dans E e.v.n de
dimension finie, ou Tome 3, Théoréme 16.54, ou, 14, Poutil est trop puissant),
ona:

mom(®) = £(t) — (o) = % (£ (t0) + (1)),

avec tlirgl e(t) = 0, et f(P1)(¢y) # 0, donc il existe un voisinage V (¢o) tel
—10
t#to
que sur I N (V(tg) — {to}) on ait f®P)(¢y) + e(t) # 0, donr Lexistence
; !
de la sécante D(tg,t), et avec A(t) = (t—piw
f®(to) + £(t) de cette sécante qui a une limite non nulle. Il résulte
de la définition 6.36, que la tangente existe, et quil s’agit de la droite

, un vecteur directeur
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affine Dy passant par my, de vecteur directeur (1) (ty), donc de direction
Sp, = RfF®1(2o). ]

REMARQUE 6.38. — Dans le Théoréme 6.37 on énonce une condition suffi-
sante d’existence d’'une tangente, mais elle n’est pas nécessaire comme le
montre 'exemple suivant.

On définit un arc du plan affine R2, en posant, pour ¢ réel, 2(0) = 0,

_1 _1
z(t)=e ¢ sit>0etz(t)=—e # sit <0, puis y(t) = 0 pour tout t.
Larc (R, f) avec f(t) = (z(¢),y(t)) est C*™ sur R*, or un calcul
Q(t) -3
t

classique montre que pour ¢t > 0, et p entier, z(P) (¢) = -, e 2 avec
P

op € N*, Qp polyndme en ¢, donc 1i%’1+ 2 (t) = 0. Comme la fonction z est
t—
impaire, on a aussi lirgl z®) (t) = 0, d’out en fait z(P)(0) existe pour tout p
t—0~

de N*, et (P)(0) = 0. Comme y(®) = 0, on a f(P)(0) = 0, Vp € N*, donc
Tarc T, de classe C*°, n’a aucun entier caractéristique en 0. En particulier
P1, premier entier caractéristique n’existe pas.

Et pourtant, sit # 0, m(t) = (z(t),0) avec z(t) # 0 donc la droite Dy o
existe, c’est I'axe des abscisses, constant par rapport a t, donc de limite
lui-méme : en 0 Yarc I' admet une tangente, sans avoir de premier entier
caractéristique, (voir figure 6.38).

EXEMPLE 6.39. — Balayons une autre idée préconcue : est-il concevable
qu'un arc C*° ait des points «anguleux»? Non n’est-ce pas... Et bien si!

Le graphe de larc de lexemple 6.38 est en fait, (voir 6.38),
I' =] — 1,1[x{0}. On va faire basculer la branche | — 1,0[x{0} d’un angle
0 — 7, en posant :
g(0) = (0,0); g(t) = (e"V/#*,0)sit > 0et g(t) = ((cos g)e~1/%,
(sin@)e~/*) sit < 0.

Vous n’aurez aucun mal a vérifier que (R, g) est un arc de classe C*°, de
graphe I'; figuré en, 6.39, qui, pour 8 # 0(7) présente un point anguleux.

Bien siir, en 0, les entiers caractéristiques n’existent pas.

(cos ©, sin 6)

- i 4 P N

(<1,0) (0,0) (1,0) (0,0) (1,0)
Fig. 6.38 Fig. 6.39
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Poursuivons maintenant 'étude locale des arcs paramétrés.

DEFINITION 6.40. — Soit un arc paramétré (I, f) de support T et mo(to) un
point de I ayant une tangente Dy. On appelle plan tangent a T" en mg tout
plan affine contenant Dy.

DEFINITION 6.41. — Soit un arc paramétré (I, f) de support T, et mo(to) un
point de I' ayant une tangente Dy. On appelle plan osculateur & l’arc en my,
la limite, si elle existe, d’un plan tangent a I en mg, contenant m(t) pourt
voisin de tg, lorsque t tend vers tg.

Ceci suppose donc 'existence d’un voisinage V' (ty) tel que pour ¢ dans

IN(V(to) — {to}) le vecteur mom(t) ne soit pas colinéaire au vecteur u
directeur de la tangente.

THEOREME 6.42. — Soit un arc paramétré (I, f) de support T et de classe C*.
Si en mg de I, de paramétre ty, les deux premiers entiers caractéristiques
existent, le plan osculateur en my existe. C’est le plan affine passant par my,
de direction Sy, deuxiéme espace caractéristique.

Puisque p- existe, p;, premier entier caractéristique existe aussi, d'ou
une tangente Dy de direction Sy, vu le Théoréme 6.37.
Le plan tangent contenant m(t), pour t voisin de %o, existera si

mom(t) & Sp, -

_
Or mom(t) = f(t) — f(to), se développe a 'ordre ps par la formule de
Taylor-Young en :

P2

- —t0)P
mom(t) = E M F® (o) + (t — to)P2e(t) avec tlirrtl e(t) =0.
. —*l0
P=p1 t£to

Mais vu la définition des entiers caractéristiques, (voir 6.18) pour p; < p <
P2, si de tels p existent, f(P)(t;) est proportionnel & f(P1)(t,), par exemple
f® = a, f1)(ty)-d’ot, en posant :

p2_1 p 1
Aty = > (t—to)P‘“jam

p=p1+1

sipg — p1 > 1, (et A(t) = 0 sinon), une relation
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—_— t—tp)P? t — to)P2
6.43. mom(t) = % 1+ )\(t))f(”l)(to) + % f(”)(to)
+ 820" ) avec lim A(t) = 0 et lim e(t) =0
o] € ,avectl’rglo =0e tl’r?oe =0.

(Jespére que vous n’étes pas génés par 'absence ou la présence des
fleches sur les vecteurs, il faut un peu de fantaisie dans la vie.)
Comme f(1)(ty) € Sp,, on aura :

(mom(® & Spy) <= (% (F2(t0) + £(t)) & Sm) ,

soit, pour t # to,
= ) (tg) + &(t) & Sp,-

La famille { f(P*)(to), f(P2) (to)} étant Libre, si on note M la matrice (n, 2)
de ses composantes dans une base B = (e, . .., e,) fixée de E, il existe un
mineur 2 X 2 non nul, noté A;;, calculé a partir des lignes de numéros %
et 7, (1 < ¢ < j < n) de M. Mais le mineur calculé a partir des mémes
lignes de la matrice N (t) des composantes de f1)(to) et £(P2)(¢) + £(t)
aura pour limite A;; si t tend vers %o, donc reste localement non nul : il
existe V'(to) voisinage de t( tel que pour tout ¢t de V' (tg) — {to} la famille
{f®)(t0), (f®2)(to) + &(t))} soit libre. De ce fait le plan tangent en mq,
passant par m(t) existe pour tout ¢ de V' (tg) — {¢0}-

Ce plan, noté P(t), passe par mg fixe, et a pour base particuliére
{f®)(t0), f®2)(ty) + e(t)}, ces vecteurs ayant pour limites si ¢ tend
vers tg, f®1)(tg) et f(Pz)(to) respectivement. Comme ces vecteurs sont
indépendants, la définition 6.34 s’applique et nous «dit», (avec quelle
parole), que tlir? P(t) existe, et cest le plan passant par my, de direction

it
Sp,- |

REMARQUE 6.44. — La encore, on a une condition suffisante d’existence du
plan osculateur, mais pas nécessaire.

REMARQUE 6.45. — En appelant sécante en mg a P'arc I' = (I, f), toute
droite D passant par mg, la tangente est en quelque sorte la sécante
osculatrice en mqg a I, si elle existe.

REMARQUE 6.46. — Si la dimension n de E est supérieure ou égale a 4,
on continue. On parlerait de 3-espace tangent en mg a I' ayant un plan
osculateur P, pour tout sous-espace affine de dimension 3, contenant Fp,
et de 3-espace osculateur en mg a T', si le 3-espace affine tangent en mp a
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T et passant par m(t), pour t voisin de tg, existe, et si, en le notant B(t),
ona tlintl B(t) = By existe, By étant alors ce 3-espace osculateur.
thto

On établirait également que, si le troisiéme entier caractéristique p3
existe en mq(tg), alors 'arc admet un 3-espace osculateur By, sous-espace
affine de direction Sp, contenant my.

Et on continue ainsi, avec, si pi, ki®™¢ entier caractéristique existe,
Texistence d’'un k-espace osculateur 2 I' en mg, espace affine passant par
mo, de direction S, , ki*™ sous-espace caractéristique.

Intuitivement, la tangente en mg est la sécante qui «colle» le plus a la
courbe; le plan osculateur est le plan tangent qui «colle» le plus 4 la courbe
et ainsi de suite.

6.47. Paramétrisations du plan osculateur et de la tangente.

Soit T' = (I, f) un arc de classe C* de A affine sur E vectoriel normé
de dimension n et R = (0; 3, ..., e,) un repére de A, (voir Tome 4, 1.32).

n
Sif(t) = Z fi(t) - €;, le point m(t) du support I" a pour coordonnées

=1
dans le repere R les f;(t).
Si le premier entier caractéristique p; existe, la tangente est paramétrée
par : p de coordonnées (Z1,...,Z,) est sur la tantente en m(t) a T si et

—_—
seulement si il existe A réel tel que m(t)p = Af(P?)(t) donc si et seulement
si

6.48. Vi=1,...,n,3; = fi(t) + AP (2).

De méme, (voir Tome 4, 1.84), si le deuxiéme entier caractéristique,
D2, existe, le point p sera dans le plan osculateur en m(t) a I si et

_—
seulement si m(t)p est dans Sp, = Vect(fP1)(t), fP2)(t)), direction du
plan osculateur, donc si et seulement si il existe A et p réels tels que

—_—
m(t)p = A\f®)(t)+ pufP2)(t), dou 1a paramétrisation du plan osculateur :

6.49. Vi=1,...,n 2 = fi(t) + AFPO () + nfP? (8),

valable pour (), 1) € R2.
Dans le cas ou ils existeraient, on paramétriserait de facon analogue le
3-espace osculateur, ou le k-espace osculateur.



20 Géomeétrie : arcs et nappes

Cas particulier de E de dimension 3.

La recherche s’arréte a celle du plan osculateur qui est un hyperplan
de A affine, et qui a donc une équation (voir Tome 4, 1.33) : le point p de
coordonnées , Y, 2 sera dans le plan osculateur si et seulement sion a :

z—fi(t) y—f2(t) z— fs(t)
650. | fPV@) @) @) | =0

Rl ORI A (O Al ()

Un peu de vocabulaire.

DEFINITION 6.51. — Un point m(t) d’un arc paramétré (I, f) est dit régulier
si et seulement si le premier entier caractéristique est 1, il est stationnaire
sipy > 1.

Ceci suppose I'arc de classe suffisante. On dira plus généralement que :

DEFINITION 6.52. — Soit un arc paramétré (I, f) de classe C*, k > 1.
On dit que m(t) est p-régulier si et seulement si les p premiers entiers
caractéristiques sont 1, 2, ..., p.

(Ceci suppose k > p).

REMARQUE 6.53. — Soit un arc paramétré (I, f) de classe C*, k > 1 de A
affine sur E vectoriel normé de dimension n. Siun point m(t) est p-régulier,
les vecteurs f'(t), ”(t), ..., fP)(t) sont libres, donc ceci se traduit par
I'existence d’'un mineur d’ordre p, de la matrice (n, p) des coordonnées des
fU)(t) dans une base B fixée de E, non nul, et par continuité de 'application
déterminant, ce mineur reste localement non nul.

Soit done Q, = {t;t € I,m(t) p-régulier}, si t € Q, il existe un
voisinage de t dans €, qui est donc ouvert comme voisinage ‘de chacun
de ses points (Tome 2, Théoréme 1.8). Mais alors 2, est réunion de ses
composantes connexes qui sont donc des intervalles, (forme des connexes
de R, Tome 2, Théorémes 3.6 et 4.77), ouverts de I, (Tome 2, Théoréeme
3.24).

En particulier, on se placera sur les composantes connexes :
de Q; pour étudier I'abscisse curviligne,
de Q5 pour étudier la premiére courbure,
de €23 pour introduire la deuxiéme courbure... et ainsi de suite, comme on
le verra au paragraphe 5.
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Que se passe-t-il sur I — Q2

Si I — Q, est de cardinal fini, alors I'arc est fractionné en un nombre
fini d’arcs p-réguliers dont on peut étudier les raccordements.

Si I -, contient un sous-intervalle J d’intérieur non vide, le Théoréme
6.19 nous montre que le sous-arc (J, f | J) est contenu dans un sous-espace
affine de dimension p, et dans ce cas la recherche du (p + 1)iéme entier

caractéristique ne se pose plus.

o
~

Il en est de méme de toute composante connexe éventuelle de (I — ),
intervalle ouvert associé a4 un sous-arc p-régulier d’'un sous-espace affine
de dimension p.

o
~

Mais si to est un point d’accumulation de I — §2,, non dans (I — ),
on peut se retrouver avec des composantes connexes de I — Qp en quantité
dénombrable, non ordonnables, et &tre bien embété alors pour représenter
graphiquement la chose.

6.54. Revenons a des notions plus simples en étudiant la place
(locale) de Uarc paramétré par rapport a un hyperplan.

Nous avons vu en 3.35, qu'étant donné un hyperplan H d’équation
u(m) = 0 dans un repére R de A affine réel de direction F, H détermine
deux demi-espaces,

R, ={m;m € A;u(m) >0} et R_ = {m;m € A;u(m) <0},

H, R, et R_ étant convexes.

De plus, si F', direction de ’hyperplan affine H est le noyau de la forme
linéaire continue ¢, et si mg € H on aura (m € H) <= (mom € Ker ¢),
d’ot1 comme ¢ est linéaire et mom = om — omyg, I'équation de H mise sous
forme :

6.55. u(m) =0 <= p(om) = p(omg).

Comme ¢ est continue, (linéaire en dimension finie, voir Tome 2,
Corollaire 6.31), il en résulte que H, R, et R_ sont des fermés de A, les
intérieurs de R, et R_ étant :

I°%+ = {m;u(m) > 0} et R = {m;u(m) < 0},

] o
donc H, R, et R_ formant une partition de A.
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SiT = (I, f) est un arc-paramétré de classe C*, et simg(tg) € H, nous
voulons savoir dans quelle partie de cette partition se trouve m(t), pour ¢
voisin (et distinct) de £.

THEOREME 6.56. — Soit un arc paramétré T' = (I, f) de classe C*, mo(to)
un point de I et H un hyperplan de A d’équation u(m) = 0, de direction
F = Ker o, (p forme linéaire).

Si p;, le plus petit entier caractéristique tel que Sp, ¢ F existe, il existe
un voisinage V (to) dans I tel que :

1) si p; est pair m(t) reste dans le méme demi-espace ouvert pour
teV(ty) — {to};

2) si p; est impair, m(t) est dans l'un des demi-espaces ouverts pour
t € V(to) —{to}, t > to et dans Uautre pourt € V (to) — {to}, t < to. Dans
ce cas on dit que Uarc traverse Uhyperplan H en my,.

6.57. On dit que Yarc a un contact d’'ordre p; avec 'hyperplan H, et ce,
que p; soit pair ou impair.

Comme pour tout p < p;, f®(ty) € Sp,_, C F, si on prend un
développement de Taylor-Young & I'ordre p; en tg on aura

(t —to)P
N

7.

mom(t) = v(t) + (F®)(to) + (1)),
avecv(t) € F =Kerpet Aliril e(t) =0.
i )
Le signe de u(m(9) = p(mam(t) = 2 (p(£#9 (1)) +¢(=(1)

T
va donc dépendre de la parité de p;.

On a p(f®)(tg)) # 0, (Sp,_, C Kerp, Sp, ¢ Kerp et Sp, =
Spi_1 ® RfP (o) vu la définition des sous-espaces caractéristiques, voir
6.18), et  étant continue, (E de dimension finie), tliI? p(e(t)) = 0, done

—lo0

localement o( f(P4) (tg)+€(t)) reste du signe de ( f(P+) (t9)), d'ots lexistence
de V (to) tel que, pour tout t de V' (tg) — {to} le signe de u(m(t)) soit celui
de (t — to)P:(fP*)(t)) donc change en t si et seulement si p; est impair,
d’oir le Théoreme. |

6.58. Ceci va nous permettre de préciser l'allure locale d’'un arc paramétré
plan.

On considére donc I' = (I, f) arc plan, de classe C*, et pour ty dans

o
I, le point mg de parameétre t3. On suppose qu’en mg les deux entiers
caractéristiques p; = p et p2 = ¢ existent.
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Une sécante D passant par my, de vecteur directeur v, distincte de la
tangente dirigée par f(P)(t;) est donc telle que S, ¢ R - ', directeur de
Thyperplan D, donc l’arc traverse une sécante non tangente si et seulement
si p est impair.

Quand 2 la tangente,ona S, C R- f (P)(to), mais S;, de dimension
2, n'est pas contenu dans R - f(P)(ty), donc Larc traverse localement sa
tangente si et seulement si q est impair.

On va le retrouver sur des schémas, (figure 6.58).

En effet, on peut donner un développement de Taylor-Young a I'ordre g
en tp, qui sera du type :

—_— = t —1to)P
6.59. mom(t) = %

1+ 2O+ E 2 (10 ) +2(0)

avec tlin;l Alt) =0et tlintl e(t) = 0, vu la proportionnalité des f(")(t,) et
—lo —o0

de f®)(to) pour p < 7 < g, (voir le calcul 6.43). La fonction ) est & valeurs
scalaires, et € & valeurs vectorielles.

En notant £(t) et 7(t) les coordonnées de m(t) dans le repére
(mo; f®(to), 9 (to)) du plan affine A,on a:

6.60. £(t) = L1

W 140 + %I (t = to)iPer () et,
n(t) = “‘q%)qa +es(t),

avec €1(t) et £5(t) composantes de £(t) dans la base (f®)(to), f(@(t0)).

t —to)P
Donc £(t) oo (—p'i’ et change de signe en %y si p et impair, alors que
—1lo .
t—tg)d
n(t) o Lq'—O)’ change de signe pour ¢ impair.
—l0

11 en résule que £(t) et 7)(t), localement positifs pour ¢ > ¢, changeront
de signe ou non suivant les parités respectives de p et g. La figure 6.58
précise les différences allures locales, et permet de définir

6.61. lestermes de : point d’inflexion géométrique, point de rebroussement
de premiére espéce et point de rebroussement de deuxiéme espece.

Encore du vocabulaire. On dit qu’il y a inflexion analytique lorsque
g > 3, (donc lorsque f’ et f” sont colinéaires) parce que cette condition
est facile & traduire. Mais elle ne précise en rien I’allure de la courbe, les
quatre cas de figure pouvant étre obtenus.
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6.62. Essayons aussi de préciser Uallure locale d’un arc paramétré de A

Géomeétrie : arcs et nappes

|

rebroussement de
deuxitme espéce

q pair q dimpair
f(q)(to)
p impair \\\“‘/2‘;// > 7/:;:::—7Z?;=:::,9
£'P (t,)
inflexion
géométrique
P pair > >
RN

rebroussement de
premiére espéce

Fig. 6.58

Un point est dit méplat si p impair et ¢ pair avec g > 4.

affine de dimension 3.

Soit done mg(t) un point de Parc ' = (I, f), arc de classe C* tel qu’en
to les trois premiers entiers caractéristiques p, g et  existent, d’ot1 une base
{Ff®)(t), fD(to), F™ (to)} = B(to),del'espace vectoriel E direction de A.
D’aprés les Théorémes 6.37 et 6.42 on sait que Rf(?)(t;) dirige la tangente

enmg a T et Vect{ () (t), f(@ (o)} le plan osculateur.
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p impair

r impair

™\

/lﬁ b
K \

A

{

‘)

pair

impair

JS|IS

Fig. 6.62
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_—

En prenant un développement limite a l'ordre r en to de mom(t) on
obtient, par une justification analogue a celle donnant la formule 6.59,
Tégalité :

6.63. mom(t) = (t_p%)p (1) f@ (to)+@;qf°)—q(l+u(t))f(‘”(to)

20 104 4 e)

ou les fonctions )\ et u, 4 valeurs réelles, et €, a valeurs vectorielles tendent
vers 0 en tg.

Si (&(t),n(t),¢(t)) sont les coordonnées de m(t) dans la base B(tg) on
a donc

(t — 1o )p
p!

(t —to)?

)~ S e g~ )

r!

£(t) ~

b

(équivalents lorsque ¢ tend vers tp) d’ou 'étude des changements de signe
de ces coordonnées.

Le point m(t) traversera le plan osculateur en mq si et seulement
si T est impair; il traversera le plan m; passant par mg, de direction
Vect(f®)(to), f)(t9)) pour g impair, et le plan 7, passant par mg de
direction Vect(f(9 (o), () (o)) pour p impair.

Le schéma 6.62 s’efforce de matérialiser les 8 cas de figure.

3. Branches infinies

DEFINITION 6.64. — Soit un arc paramétré I = (I, f) de A affine de direction
E espace vectoriel normé, et tg une borne de I. On dira que Uarc I' admet
une branche infinie, lorsque t tend vers tg si tlintl I @) = +oo.

—10

tel

I1 est facile de vérifier que la notion est géométrique, c’est-a-dire
indépendante du paramétrage admissible choisi. D’autre part ¢y peut étre
+00 ou —o0.

REMARQUE 6.65. — L'arc T présente en ty une branche infinie si et seulement

_

si, pour a fixé dans I'espace affine, on a tlil? |lam(t)|| = +oo, avec m(t)
—10
tel

tel que (F(t)) = f(t).
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En effet, avec o origine du repére, par inégalité triangulaire appliquée
s T — R —
aam(t) = a6 + om(t) = a6 + f(t),ona:

6.66. |IF®)ll - 1@l < [IF®)I| - 1138]l | < llam(@)]| < l1@B]| + I F DI

double inégalité qui montre que ||f(t)|| tend vers +o0 si et seulement si il
en est de méme de ||am(t)|]-
Considérons alors la droite affine D, ;) déterminée par a fixé et
m(t). Comme tlintl |lam(t)|]] = 400, cette droite existe pour ¢ dans un
—10
tel
«voisinage» de tp, (privé de tp), les guillemets parce que {p peut étre
+00, (ou —00), et on prendra alors ce voisinage sous la forme [a, +00],

(ou ] — oo, B].

THEOREME 6.67. — Soit un arc paramétré T = (I, f) de classe C° au moins,
to une borne de I telle que I" admette en ty une branche infinie. Si pour a fixé
dans A, la droite affine D, (s engendrée par a et m(t) admet une position
limite A, lorsque t tend vers to, (dans I), sa direction § est indépendante
de a et s’appelle la direction asymptotique de la branche infinie.

On travaille dans A affine de dimension finie n, et sur V(¢) — {¢o},
V (o), voisinage de tg tel que pour t € V (to) — {to} on ait m(t) # a.

D’aprés l’étude faite en 6.29 et 6.30, de la limite d’'un sous-espace
vectoriel, (ici la direction de Dg (1)), on sait que s'il existe une fonction
Ade V(tg) — {to} dans R telle que

—_
6.68. A(t) # O et lim At)am(t) = U # 0, pour tout autre fonction
tel’
convenant et conduisant & une limite ¥ non nulle, on aura u et v
proportionnels.
Quitte a restreindre V (¢o), on peut supposer A\(t) # 0 pour tout ¢ de
V(to) — {to}, pmsque la limite étant non nulle, avec une boule ouverte de

—
centre u de rayon

par exemple, 3W (%o) voisinage de tg tel que :
IWII

te Wito) — {to} = ||¥ — )\(t)am(t)H < 5
dotr A\(t) = 0 exclu.
Par le méme raisonnement, si B = {ej,...,e,} est une base fixée de

E = R", et si, (formes duales) e;(ﬂ’) = u, # 0, localement en tg on aura,
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(image de 6.68 par ef) :

At)et(@am(B) = A(B)e}(f(2) — ad),

de signe constant, et comme f est continue, que ¢ ~ e} (f(t) — 0d) est
continue ne s’annulant pas, donc de signe constant, finalement \(t) est
localement de signe constant.

Mais alors, par continuité de la norme, 6.68 donne

. —_— —
fim (A@)] [lam(@)l] =[] # 0,
tel
donc aussi
.Mt amf(t) v,
lim e . = —— = v, unitaire,
it A@)| llam(@®)Il |||
A(t t
et comme on a soit *) = 1localement, auquel cas hm m( ) =7
[A@) |Iam(t)ll

At)

soit O] qui reste localement égal 2 —1 et conduit & — 7 comme limite,

peu importe, la direction R% = R(—7)=R- 7.
Enfin, si on change a en b, on aura pour ¢ dans un voisinage de tg, privé

_— —
de to, tel que am(t) et bm(t) soient non nuls,

b _ b, am llam(@l

m@Bll om@l  llam (@Il (bmGEI|

_—
o (Bl — llam(®)]] e
avec lim ||bm(t)|| = +oo et lim = 1 vu la double inégalité
t—to t—t0 |11 .
tel teI ||bm(t)||
6.66 appliquée avec o = bet f (t) = bm(t).
bm(t) am(t)
Mais alors lim ———— = lim ————, d’ou l'indépendance de
t—to T % t—to | T 7%
ter |[bm(t)|| ter ||lam(t)||
cette limite par rapport au choix de a et ’existence de la direction asymp-
totique 6. [ |

REMARQUE 6.69. — Lessentiel de la justification a consisté a faire le lien
entre la définition de la limite d’un sous-espace vectoriel, (voir 6.29 et 6.30)
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et celle que I'on donne généralement pour la recherche de la direction
—_
am(t)

asymptotique ou l'on part directement de
llam ()|

sans autre forme de

proces.
PASSONS ALORS AUX ASYMPTOTES.

DEFINITION 6.70. — Soit un arc paramétré T’ = (I, f), to une borne de I telle
que I présente en tg une branche infinie ayant une direction asymptotique
6. On appelle asymptote a I lorsque t tend vers to, la limite D, si elle existe,
de la droite affine D(t) de direction 8, passant par m(t), lorsque t tend vers
to dans I.

11 résulte de la définition 6.34, que si b(t) est un point de D(t), ayant
une limite by lorsque ¢ tend vers ¢, alors 'asymptote D existe, et c’est la
droite passant par bo, de direction §, direction indépendante de ¢ de D(t).

Mais alors, soit H un hyperplan affine de A, de direction F' avec FN§ =
{0}, (les directions sont des sous-espaces vectoriels),ona E = F &4, (Tome
1, 6.92), et § étant direction de D(¢), H N D(t) est un singleton ¢(t), (Tome
4, Corollaire 1.43), qui est en fait le projeté de b(t) sur H, parallélement &
D(t), (Tome 4, définition 1.73), (voir figure 6.70).

Mais cette projection 7 est en fait attachée a la projection vectorielle
p de E sur F parallélement a 6, (Tome 4, Théoréme 1.74), et comme p,
linéaire en dimension finie est continue, 7 est continue, donc :
tlintl w(b(t)) = w(bo) = tliI? c(t) existe, et 'asymptote D est la droite

tel’ tel’
affine de direction § passant par 7(bp).

Fig. 6.70
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Nous venons en fait de commencer la justification du :

THEOREME 6.71. — Soit un arc paramétré I' = (I, f), to une borne de I
telle que U'arc présente en ty une branche infinie de direction asymptotique
6. Alors T’ admet en ty une asymptote D si et seulement si, avec H sous-
espace affine de direction F telle que E = F @ §, le projeté c(t) de m(t) sur
H parallélement a 6 admet une limite cyg. Lasymptote D est alors la droite
passant par ¢y, de direction 6.

Nous avons vu que si D existe, tlir? ¢(t) = ¢y existe, mais réciproque-
—10

tel
ment, si cette limite existe, comme c(t) est sur la droite D(t) de direction
6 passant par m(t), l'asymptote existe (définitions 6.70 et 6.34). |

Nous allons voir dans le cas particulier des arcs plans, comment étudier
les branches infinies, en considérant pour cela les différents modes de
représentation des arcs, notion déja abordée dans la recherche des «courbes
intégrales» d’une équation différentielle, (Tome 3, début du §7 du chapitre
18).

6.72. Dans tout ce qui suit, le plan affine est rapporté & un repére
R = (o,1,7) et on note x et y les coordonnées d’un point m du plan.

6.73. CASD'UN ARC D’EQUATION CARTESIENNE y = f(z).

On suppose f définie continue sur I intervalle de R, et toutes les
normes étant équivalentes sur R?, (dimension finie) on considére la norme
euclidienne. Alors ||om||2 = 22 + f2(z) ne peut tendre vers +oo si z
tend vers xg borne de I, que si g = +00 ou —00, ou, si g € R, que si
Jiny 17(2)| = +oo.

zel

6.74. PREMIER CAS; T ESTDANS R : par exemple o = bet I = (a, b
Si lil? |f(z)| = 400, f(z) ne s’annule pas localement et le vecteur
T—b—

_) w
Viz) = @ T+ 7 dirige Do, (z) et a pour limite 7, donc R? est
direction asymptotique.

Comme 'axe des abscisses est un supplémentaire H de R? et que le
projeté c(z) de m(z) sur H est le point (z,0) de limite (b,0), on a une
asymptote A, (figures 6.74.1 et 6.74.2), suivant que f(z), continue et ne
s’annulant pas, donc de signe constant localement, tend vers +00 ou —oco.
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A
y
Py
y
0 b x 0 b x
Fig. 6.74.1 Fig. 6.74.2
lim f(z) =400 lim f(z) =—-o0
z—b- o—bm
_

REMARQUE 6.75, — Il se peut que liril ||lom(z)|| n’existe pas, ce qui n’entre
—0"
pas dans le cas de la définition 6.64. C’est le cas d’un arc figure en 6.75 (du

type f(z) = ® _lz)z sin 5 i p par exemple).

y

Fig. 6.75
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REMARQUE 6.76. — On traite de méme le cas de I =|a, b) avec lim+ |f ()]
T—a
= +o00.

6.77. DEUXIEME CAS, L9 = +00 OU —00, PAR EXEMPLE To = +00.

La encore la fonction f peut ne pas avoir de limite (par exemple
f(z) = z? sinz).

Mais si zll)r_’r_loo f(z) = a existe, on vérifierait que la théorie s’applique
et conduit a existence d’'une asymptote, la droite d’équation y = a, la place
de l'arc par rapport 4 'asymptote dépendant du signe de f(z) — a.

Voir les figures 6.77.1, 6.77.2 et 6.77.3, qui représentent respectivement
les cas de f(z) — a qui reste positif, (6.77.1), ou négatif (6.77.2), ou non de
signe constant, (6.77.3) dans un voisinage de +oo.

N
——

Fig. 6.77.1 Fig. 6.77.2 Fig. 6.77.3

On peut enfin avoir lim f(x) = +ooou lim f(z) = —oo. Traitons
T—+00 T—+00
le premier cas, (le passage de f & —f donnant le deuxiéme).
Recherche d’une direction asymptotique, (voir Théoréme 6.67). La droite
D, apour vecteur directeur ¢ +y j ,etsiR = (0, ¢, j ) estunrepére
orthonormé, comme z tend vers +00, Z est non nul, donc 'angle 8 que fait

D, m avec I'axe des z est tel que tgd = f—f—) existe.

On a vu en 6.67, que si V(z) est un vecteur directeur de D, ,, tel que

. ‘_) _>
111_{_1 V(z) = Vb non nul, tout autre vecteur directeur de D, ,,, ayant une
T—1+00

— — —
limite U g non nulle conduira & un U g du type AV g, avec A # 0.
—

SiV(z) = a(z)7+ﬂ(z)? et Vo= ao—i—)+ﬁo?, ona liril a(z) =
T—1T00

ag et lir}_l B(z) = Bo, avec a?(z) + ($%(z) et o2 + B2 non nuls, donc le
T—1+00
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vecteur (_f(a:) Viz) a pour limite U aoi + ﬂOT puisque
— 0 _————
IV ves+ 5
zlirfooaz(x) + B%(z) = o + B2 non nul. Mais, ﬁo # 0 = a

et B9 non nuls en méme temps : si &g # 0 par exemple, a(z) reste
localement du signe de ayp. Il en résulte qu’avec 'angle § introduit, on a soit
—

U (z) = cosf(z) i +sin 0(z) 7, (soit Popposé), le choix restant le méme

pour z «assez grand », (disons > A fixé), et I'existence de 11141_1 ﬁ(z) =
T—-T1T00

ﬁo = (cos 00)7> + (sin 60)7 se traduira par 11141_1 cosf(z) = cos by et
Z—1+00

lim sinf(z) = sin fp. Mais alors, si cos 0y # 0,onaura lim tgl(z) =
T—r+00 T—+00

—

tg 6o et le vecteur W (z) = T+ tg 0(z) 7 =7+ % 7 aura une position

limite qui donne, pour direction asymptotique dans ce cas, la direction de

la droite D; d’équation y = lx avec | = tgfy = lir}} % Par contre si
T— 100

cos fg = 0,1a direction asymptotique est RT, mais dans ce cas % =tgb(z)
tend vers 400, (cas z > 0 et y > 0 ici).

REGLE PRATIQUE : si lim ¥ +00, ou —00, on a pour direction
z—+o00 T

asymptotique «’axe des ordonnées», donc R?, alors que si lil‘_{_l % =1
T—T00

existe dans R, la droite d’équation y = [z est direction asymptotique.

RECHERCHE D'UNE ASYMPTOTE

Si la direction asymptotique est R?, un hyperplan de direction un

supplémentaire de RT est tout indiqué, Oz, mais la paralléle a Oy passant
par m(z,y) coupe 0z en ¢ de coordonnées (z,0), avec liril T = 400, il
T—1T00

n’y a pas d’asymptote et on parle de branche parabolique dans ce cas, (car
C’est le comportement d’une parabole, d’équation y = 22 par exemple).

Si lir_'r_l % = | existe dans R,R? est un supplémentaire de la direction
T—r1T00
de Dy, droite d’équation y = Iz, et Oy convient comme hyperplan H.
La droite A; parallele & D; passant par m(z,y) a pour équation
Y —y = (X — z) : elle coupe Oy en C(z) de coordonnées (0,y — lz)
et on étudie alors liI_I'_I y — lz, (avec y = f(z) bien stir).
I—T1T00
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On a alors :
soit liI_I'_l (y —lz) = m, et la droite d’équation y = lz +m est asymptote,
—1T00

I’étude du signe de y — Iz — m donnant la place de la courbe par rapport a

Pasymptote;

soit hm y — lz = 400, (ou —00), et on dira que la courbe admet une
2—’ o0

branche parabolique dans la direction y = lz;

soit la limite n’existe pas dans R, et on peut avoir n’importe quel compor-
tement.

DEFINITION 6.78. — On dit qu’un arc plan I" admet une branche parabolique
de direction 6, s’il admet une direction asymptotique § et si lintersection
d’un hyperplan H de direction supplémentaire de 6, et de la droite D,, de
direction § passant par m de I a une limite infinie sur la droite H.

6.79. CASDES ARCS PARAMETRES DUTYPE I = (I, f).

— — - —

Par exemple I = (a, b[), avec f(¢t) =z(t) i +y(t) j,R=(0; i, j)
repére du plan qui aura la gentillesse d’étre orthonormé quand on le lui
demandera), z et y étant des fonctions continues telles que hm (z +4?) =

+00 et que 'une au moins des fonctions 22 ou y? tend vers —+—oo. Voici une
liste de résutats dont les justifications précises s’inspirent de celles faites
en 6.74 et 6.77.

6.79.1. Si lir;l z(t) = o existe dans R, et si tlirgl y(t) = 400 (ou —o0),
t—b— b~

ladroite D, d’équation x = zg est asymptote, ('étude du signe de zo — z(t)
ou de z(t) — z¢ donne la place par rapport a 'asymptote).
Il en est de méme en inversant les rdles de z et y :

6.79.2. si lirgl z(t) = 400, (ou= —o0) et si lilgl y(t) = yo, la droite Dy,
t—b— t—b—
d’équation y = yp est asymptote.

Enfin, on peut avoir z et y qui ont chacun une limite infinie :

6.79.3. Si lirlr)l z(t) existe dans {400, —c0}, ainsi que lilgl y(t), alors :
t—b— t—b—

y@®) _
z(t)

branche parabolzque de direction Oy;

1) si hm = +00, (ou —00), il y a direction asymptotique Oy et
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2) si tl_igl_ % = [ existe dans R, la direction de la droite d’équation
= [z est direction asymptotique; on a alors :

o) si tlirgl_ y(t) —lz(t) = m, A d’équation y = lz + m est asymptote,
(et létude le signe de y(t) — lz(t) — m donne la place par rapport a
Pasymptote);

B) si tl_lgl_ y(t)—lz(t) = 400, (ou —00) on a une branche parabolique
de direction y = Iz;

7) mais il se peut que y(t) — lz(t) n’ait pas de limite dans la droite
achevée R;

y(®)
a(t)

achevée R. Jai I'impression d’avoir déja écrit cela quelque part. Mais si
vous saviez le nombre de fois qu’on rencontre la négation suivante :
«le contraire de lirél f(@) = [, (tout se passant dans R) est...
t—b—

3) ne pas oublier que peut ne pas voir de limite dans la droite

li111>1 f(t) = 400 ou —co», vous comprendriez pourquoi certaines répéti-
t—b—

tions sont utiles.
Ne pas oublier enfin, que 22 + y? peut tendre vers Pinfini sans que z2
et 12 ne le fasse : penser aux spirales, (voir 6.80.5).

6.80. UN MOT DES ARCS PLANS EN POLAIRES

Il s’agit d'un mode particulier de paramétrage des arcs d'un plan
euclidien, en fonction de § = (7, ') avec w = cosf 7 +sinf 7

— —- rd —_—

Siom(8) = r(0) % = r(0)cos i +r(f)sinf j ,ona|lom(8)|| = |r(6)|
et on suppose que [r(#)| tend vers linfini si 6 tend vers 6y, borne de
Iintervalle de définition de r. La encore on -suppose r fonction continue
de 0, qui devient donc de signe constant si 6 tend vers g, (sinon, les zéros
de r fournis par le Théoréme des valeurs intermédiaires seraient génants),
et quitte a changer 7 en —r, (symétrie par rapport a l'origine), on suppose
que 7 tend vers +o0.

6.80.1. On suppose r définie sur ( ,0p[,60 € R, avec lim r(f) =

—)9_
On a donc une branche infinie, et o () ayant pour vecteur directeur
—_ —
u(f) = cosé % +sinf 7, de limite ug = cosfy i + sinfy 7 si 6 tend
vers 0, il n’y a pas beaucoup de travail & fournir pour trouver la direction
asymptotique § engendrée par ug.
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On prend alors pour hyperplan H, de direction supplémentaire de 6, la
perpendiculaire en 0 & ug. Le point m(r, §) se projette sur H en p(6) tel que
op(0) = r(6) sin(9—by), (voir figure 6.80.2) et la recherche d'une asymptote
éventuelle est reliée 2 la recherche d’une limite de 7(8) sin(6 — 6y).

1)Si eling 7(0) sin(6 — 6p) = [, 1a droite d’équation Y = [ dans le repére
—Vo

(0; ug, g ), avec g directement perpendiculaire  ug, est asymptote, (figure
6.80.3).

2)Si elinal 7(0) sin(8—0y) = 400, (ou —co) on a une branche parabolique
—bo
de direction § = Rug.
3) Il se peut que la limite de () sin(d — 6p) n’existe pas dans R.

Fig. 6.80.2. Fig. 6.80.3.

6.80.4. Dans le cas ou Iasymptote exite, la connaisance du signe de
7(6) sin(f — 6p) — | permet de placer I'arc par rapport & 'asymptote.

6.80.5. Sil = (a,+oo[ou]— 00,b),ouR, etsify = +00, (ou —o0), et
si, par exemple hm r(8) = +00, on a une branche infinie spirale (qui

enroule dans le sens tngonometnque)

REMARQUE 6.81. — Dans toutes les recherches précédentes, I'utilisation
des développements limités est du plus grand intérét car elle fournit
rapidement 'asymptote quand elle existe, et 1a place de ’arc par rapport a
Pasymptote.

REMARQUE 6.82. — Dans le cas particulier des asymptotes «en polaires»,

ne pas oublier que | = lim 7 sin(@ — 6p) représente une ordonnée dans
6—6,
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un repére mobile, déduit du repeére initial (0; ?, T) par la rotation d’angle

6o.
Attention en particulier au cas 6y = m, voir figure 6.82, avec :
lim 7= —occet lim rsin(f — ) =2 par exemple.

—-m— 0—m

Je profite de cet exemple pour montrer en quoi la présence d’une droite
d’angle polaire 8 < m, (un axe en fait) permet de figurer I'endroit ou se
trouve la branche infinie, compte tenu ici du signe — de la limite de 7. En
fait, on sait alors que 7 sin(6 — ) sera positif donc on connait le signe de
la limite éventuelle de 7 sin(f — 7), ce qui donne un élément de contréle.

A y
e — I
\ 0 .
Tr—p = OO
2
X
Fig. 6.82

6.83. CAS DES ARCS D'EQUATION IMPLICITE f(z,y) =0

On a vu en calcul différentiel, (Tome 3, 17.13) que si f est une application
de classe C! de  ouvert de R?, dans R, au voisinage de myg, (o, yo) tel
que f(zo,yo) = 0 et df (z0,y0) # 0, Péquation f(z,y) = 0 équivaut & une
équation du type y = ¢(z), (ou du type z = 9(y) si an(z:o,yo) # 0),

0

donc localement, I'équation f(z,y) = 0 définit un arc paramétré régulier,
la tangente en m( ayant pour équation :

(X = 20) 3L (@a,10) + (¥ = o) 3L (@n,10) = 0.

Que peut-on dire en ce qui concerne les branches infinies? Pas grand
chose quoi que...
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6.84. Supposons la courbe implicite algébrique, c’est-a-dire d’équation
f(z,y) = 0ou f est un polynéme en z et y.
Ce polyndéme peut s’ordonner par rapport a ses parties homogénes en

6.85. f(z,y) = ka(fcy

avec fx polynome homogene dedegré kenz et y.
Supposons que la «courbe I'» d’équation f(z,y) = 0 admette une
direction asymptotique 8, de direction celle de la droite d’équation y = toz.
Si on reprend l’étude faite en 6.67, en supposant la branche infinie
paramétrée en fonction de... de quoi au fait, © que personne ne connait,
ou z, ou Y, disons u qui tend vers ug, c’est que le vecteur (1,¢) qui dirige

Om tend vers (1, o) lorsque u tend vers g, (¢ fonction de u bien sir).

Mais dans cette hypothése, (existence d’'une branche infinie), si on coupe
T parla droite D; d’équation y = tz, Péquation dite aux abscisses des points
d’intersections,

g
6.86. f(z,tz)=> z*fi(1,¢)=0,

k=0
est en particulier vérifiée par 'abscisse z(t(u)) censée tendre vers +00 ou
—o00 lorsque u tend vers ug. En simplifiant par 29, non nul pour © dans un
voisinage de ug, on a donc

q—
6.87. f,(1,t) + fi(1,8) =0.
o kZ e fe
Or, si u tend vers ug, t(u) tend vers %o, les fi étant des fonctions

polynémes on a lim fi(1,t) = fx(1,%0), et les ———— 1 tendent vers
u—o z(t(u))e*
0, donc finalement, a la limite dans 6.87 on a f,(1,%p) = 0.

Comme parmi les droites d’équation y = tz, t € R, ne figurent
pas les paralléles 4 I'axe des ordonnées il en résulte que les directions
asymptotiques 6§ éventuelles sont : Uaxe des vy, et les directions des droites
d’équation y = tox avec tg zéro de fo(1,t) =0.

Comment savoir §’il y a alors asymptote, branche parabolique, ou rien...

Soit ¢y zéro de fy(1,t) = 0.

On coupe (I') par une droite d’équation y = toz + h, d’'olt une équation
aux abscisses des points d’intersection :
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q
6.85. Y fu(z,toz+h) =0,
k=0
que l'on ordonne en z, en :

n
6.89. > 17g.(h) =0,
r=0

les g, étant des polyndmes en h, que 'on suppose premiers entre eux dans
leur ensemble, ou que P'on rend tels car la présence d’'un facteur h — h;
commun dans tous les g-(h) signifierait que pour h = h;, 6.88 est vérifiée
pour tout z, donc que la droite d’équation y = toz + h; fait partie de I'.
Dans ce cas on «débarasse» I de cette droite.

Soit hy un zéro de g, il existe un r < n tel que g,-(ho) # 0, d’otx une
fonction symétrique des racines de 6.89. qui tend vers linfini si h tend
vers hg, ce qui n’est possible que si 'une des racines de 6.89. tend vers
l'infini lorsque h tend vers hg mais... a priori ce peut étre dans C. Les
renseignements ainsi trouvés ont besoin d’étre confirmés par d’autres. Par
exemple, si le hasard, (qui fait souvent bien les choses), fait que, lorsque
z tend +00, I'équation en y : f(z,y) = 0, admet toujours trois racines, et
que lon a trouvé trois asymptotes éventuelles, alors... c’est tout bon!

Dans I’étude des arcs en implicite, il faut savoir faire fléche de tout bois!

4. Rectification d’un arc paramétré

DEFINITION 6.90. — Soit un arc paramétré I' = (I, f) de A espace affine. On
appelle subdivision de I toute suite finie strictement croissante, t; < tp <
... < tp, de points de I, et ligne polygonale associée P(d) la suite finie des
points m; de paramétres t;.

On appellera alors longueur de la ligne polygonale P(d), le scalaire
n—1

U(P(d) = Z [[msmirill-
=1

DEFINITION 6.91. — Larc I' = (I, f) est dit rectifiable de longueur L si et
seulement si U'ensemble L des l(P(d)), pour toute subdivision d de I est
magjoré, et si L en est la borne supérieure.

REMARQUE 6.92. — Le fait d’étre rectifiable est une propriété géométrique
pour les arcs de classe C° au moins.
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En effet, si (I, f) et (J, g) sont deux paramétrages admissibles d’un arc
géométrique C, avec 6 bijection continue strictement monotone de I sur
J telle que f = g o 6, (voir 6.9, 6.6), on voit qu’il y a bijection entre les
subdivisions de [ et celles de J. | |

Voici quelques propriétés évidentes qui nous conduiront & des hy-
pothéses impliquant la rectifiabilité.

PROPRIETE 6.93. — Si l'arc I' = (I, f) est rectifiable de longueur L, et si
I, c I, lesous-arc Ty = (I1, f l 11) est rectifiable de longueur Ly < L.

En effet, toute subdivision d; de I en est une de I, d’ou l'inclusion
{l(P(d1)); d1 subdivision de I; } C {I{(P(d)); d subdivision de I} et il ne
reste plus qu'a passer aux bornes supérieures.

PROPRIETE 6.94. — Si I = [a, ], et si on note d* les subdivisions de premier
terme a et de dernier terme b, les ensembles {I(P(d)); d subdivision de [a, b]}
et {{(P(d*)); d* subdivision de [a, b] passant par a et b} sont simultanément
bornés, et ont méme borne quand ils le sont.

On a d’abord :
{{(P(d*)); d* passant par a et b} C {I{(P(d)); d subdivision quelconque},
donc si I est rectifiable de longueur L,on a :

L* = sup{l(P(d*)); d* passant par a et b} < L;

et si L* existe, soit d une subdivision t; < t3 < ... < t, de I, on
lui adjoint t¢ = a et t,4; = b dou d*, et visiblement [(P(d*)) =
I(P(d)) + ||momi|| + ||mrmnt1]| done {(P(d)) < L* : Parc est rectifiable
de longueur L < L* d’ou le résultat. |

Désormais on ne considérera que des intervalles du type segment [a, b],
et les subdivisions passeront par a et b, sans qu’on leur mette d’étoile!

PROPRIETE 6.95. — Soit un arc I' = ([a,b], f), ¢ €la,b, 1 = [a,c],
L =gb), L = flI1 et fo = f[_,z. Alors T' = (I, f) est rectifiable de

longueur L si et seulement si T'y = (I1, f1) et Ty = (I3, f2) le sont, et les
longueurs L1 et Lo sont telles que L = Ly + Lo.

D’apres 6.93, siI" est rectifiable, I'; et I's le sont. De plus si P; et Ps sont
deux lignes polygonales de I'; et "2, P; finissant en m(c) et I'; commengant
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en m(c), on les met «bout & bout» d’oa P = P; U P, ligne polygonale de '
telle que [(P) = I(P;) + I(P2) < L.

Pour P, fixée, on a donc [(P1) < L — I(P2), pour toute ligne polygonale
deT';, dou Ly < L — I(P2), et I'inégalité [(P2) < L — L1 donne 2 son tour
Lo<L—LiydouL;+ Lo <L.

Puis, en supposant I'; et I'; rectifiables, avec P ligne polygonale associée
a la subdivision

d:t1=a<ty<...<t, =b,
il existe un et un seul 7 tel que £; < ¢ < t;41.
En définissant d* par les éléments

& t1=a<te<...<t;<c<tip1<...<tp,=b,

on a une ligne polygonale P*(d*) telle que

6.96. 1(P*(d)—l(P(d)) = [|m(tir1)m(c)||+||m(c)m(t:)||~lIm(tsr1)m(t:)]|,
> 0, par inégalité triangulaire.
De plus d* = d; U d3 avec d; subdivision de I; et d3 subdivision de da,
d’'ou

L(P(d)) < U(P*(d")) = I(P1(d1)) + {(P2(d2))
< Ll + L21
et ce pour toute subdivision d de I, d’ou I" rectifiable de longueur L avec
L < Ly + L5 et le résultat. |

Nous sommes 4 méme de justifier le théoréme fondamental de ce
paragraphe.
THEOREME 6.97. — Soit un arc paramétré T' = ([a, b], f) de classe C* au
b
moins, il est rectifiable, de longueur L = / [l ()| dt.
a

Si d est la subdivision tg = a < t; < ... < t, = b, du segment [a, b] et
‘P la ligne polygonale associée, on a :

lem i1)m t)II—ZIIf(tm)— F@ll

=0 =0

n n=1l oty :
=y <ZO/ 170l dt,

-1 tit1
JREACE:

=0
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b
donc I(P) < / [|f'(¢)]| dt, intégrale qui existe puisque ¢ ~ ||f’(¢)]
a
est continue. Mais alors {I(P);P hgne polygonale} est majoré, donc T’
est rectifiable de longueur L < / [|f/(#)]| dt. Soient alors t et t' avec

<t <t < b,lesousarc Ty = ([a,t], f ][ 4 ) est rectifiable, (Propriété

6.93), et en notant ¢(t) sa longueur, on définit une fonction ¢ croissante
telle que ((t') — (t) soit la longueur de I’arc ([t, '], f| it t,]), dotx

o) — o(t) < / I1£(3)]] ds.

¢
Par ailleurs ¢y = t < t; = t’ est une subdivision de [t,t'] donc :

lIm(@&)m@Il = If ) — FOI < o) — @(t) < /t I (s)ll ds,

d’oti, puisque t' — ¢t > 0, la double inégalité
(') — @) 1

" t/
6.98. “f(tt’—t f(@) ¢ st’—t/t I1£/(s)l] ds.

Si dans 6.98, ¢’ tend vers t* le majorant et le minorant ont pour
limite || f'(¢)||, (on utilise la formule de la moyenne dans I'intégrale), d’'ou
¢ dérivable a droite sur [a, [, avec ¢/;(t) = ||f'(t)||, et si dans 6.98, ¢
tend vers t'~, on obtient de méme  dérivable & gauche sur ]a, b], avec
oo t") =1 (E)]I-

Finalement ¢ est dérivable sur [a, ], et ' (t) = || f'(¢)||, dou

=<

b b
L= p(b) - pla) = / &(t) dt = / 1)l dz. .

Soit alors un arc géométrique C, de représentant 'arc paramétré (I, f),
de classe C¥, k > 1.
On peut fixer ty dans I, et définir, pour ¢ € I, la fonction s par

6.99. s(t>—/ I1£ ()] d.

Ondit que s estl ’abscisse curviligne dearcT', (ou C géométrique) orienté
suivant les t croissants, ayant le point mg(o) pour origine des abscisses
curvilignes.

La fonction t ~ s(t) est alors dérivable, de dérivée s'(t) = || f'(¢)|| = 0
donc s est fonction croissante de ¢, et si on a [a, b] C I, 1a longueur de I'arc
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= ([a’ b]a f|[a,,b]) est:

b b
Li=s() - s(a) = [ IF @l du= [ 5w du

De plus, sur toute composante connexe de Q = {t,t € I, f'(t) # 0},
la fonction s est strictement croissante et si J est une telle composante
connexe, s donne un C* difféomorphisme de J sur lintervalle K = s(J),
et le sous-arc (J, f| J) de T, qui est sans point stationnaire, peut étre
paramétré par (K, f o s~!) : on dira qu’il est paramétré en fonction de
Pabscisse curviligne, et c’est ce que nous ferons au paragraphe suivant
pour parler de courbure.

6.100. EXPRESSIONS DE LABSCISSE CURVILIGNE

Si la direction E de l'espace affine A est euclidienne, de base ortho-
n

normée B = (e1,...,€,), etsi f(t) = sz(t)ej, ona:

=1
1/2

=|lF®ll = Z(w @2
j=1
expression que l'on écrit plus souvent sous la forme :
6.100.1. ds? = (z2+...+z?) dt2.
Dans le cas des arcs plans en coordonnées polaires, si on note :

@ =cosf i +sinf 7 le vecteur unitaire d’angle polaire 6, on a :

dv
Om(B)_'p(g)u donc f'(9) TR TR
; du . ‘ . B
EAPT, —sin@ i +cosf j = W, est le vecteur déduit de w par

m —_—
la rotation d’angle —, donc la décomposition f'(f) = ' % + 77 est obtenu
dans une base orthonormée d’otu :

6.100.2. ds? = <7~ + (gg) )d02 (r +r'2)d02

Voyons, pour clore ce paragraphe, qu’il ne suffit pas qu’un arc paramétré
soit continu pour qu’il soit rectifiable.
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EXEMPLE 6.101. — (Voir Tome 3, exemple 12.28).
On définit f sur [0, 1] par f(0) =0, f(z) =0 sur [%, 1] et f affine par
morceaux valant 1 en l, Oen E (1 + L) pourn > 1.
n n 2\n n+1
Vu sa définition, f est continue sur ]0, 1] et en 0 aussi car sur [O, %} ,
ona0 < f(z) < donc hm f(z) =0=f(0).

Cet arc de classe CO nest pas rectifiable car en prenant la ligne
polygonale P, joignant les points d’abscisses :

1/2
V2 145 (1 1/ 1 1\2
UPn) ="+ +> FJ“Z(H_E)

(C’est horrible, mais je pense que, grace en soit rendue & Pythagore, c’est
correct).

Si on note u le terme général de cette somme, on a :

1 1 1/2 1 1 1/2
Uk = (ﬁ T 1)2) + ((k— 02 T Ak = 1)2k2> =

donc I(P,) est somme partielle d'une série divergente : I'ensemble des

longueurs des lignes polygonales de cet arc n’est pas majoré donc cet arc de
classe CO n’est pas rectifiable.

Eol N
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1/2

1/n

1/n 5/12 1/2 3/4 1

Fig. 6.101

5. Courbures d’un arc paramétré

Dans tout ce paragraphe on supposera 'espace affine A euclidien, donc
de direction £F = R"™, muni d’une structure euclidienne. Par ailleurs, soit
I' = (I, f) un arc de A, de classe C' au moins, régulier. Comme il est de
classe C, il est rectifiable et on peut définir une abscisse curviligne s avec
ds
pri ||/ (#)|| qui ne s’annule pas sur I, (arc régulier), voir Théoréme 6.97.

Si K est lintervalle image de I par s, ici strictement croissante, s

réalise un homéomorphisme de I sur K, de classe celle de f en fait puisque
1/2

n
s'(t) = Z :c;?(t) est de classe k — 1 si f est de classe k, les z;(t)
i=1
étant les composantes de f(t) dans une base orthonormée de E.

6.102. Mais alors (K, f o s7!) est un paramétrage admissible de I'arc
géométrique C ayant I' pour représentant, paramétrage en fonction de
Uabscisse curviligne, et dans tout ce paragraphe nous supposerons les arcs
réguliers paramétrés en fonction d’une abscisse curviligne notée s.

On a alors, avec om = f(t) = g(s), o origine du repére,

dm _ dm dt
RO T H—Hf(t 1,

1
7 @)1l
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d’our :

—

dm .. . Gt
6.103. —— est un vecteur unitaire, conventionnellement noté T, appelé

ds

vecteur tangent unitaire orienté.

Supposons maintenant larc bi-régulier, (voir 6.52). On sait que, pour
tout t de I, (ou tout s de K) le plan osculateur existe, et qu’il a pour direction
So = Vect(f'(t), f"(t)), (Théoréme 6.42).

—_ 2—) —_
. dm d“m — m L.
On a aussi S = Vect | —, - |, or = —— est unitaire, donc
ds’ ds ds
—

— — — dT
T -T =1,cequidonne, en dérivant, 2T - — = 0, (voir Tome 3, exemple

16.21 pour la différentiabilité des applications multilinéaires continues).
—

dT
Mais alors, dans Ss, ER est orthogonal a T') Or dans le plan vectoriel

— —
S, on peut choisir un vecteur N; orthogonal & T, unitaire, et il n’y a alors

que deux choix opposés -7—\/31 et —]—\/?1. Ce choix étant fait, il existera un
scalaire 7, () tel que :

—

dT
6.104. P 71(3)]_\/"1, ~1(8) est la premiére courbure de Uarc en m(s), et

—
N 1 le vecteur normal.

Supposons Uarc tri-régulier, (et n > 4, n dimension de A). Le 3-espace
osculateur existe, (remarque 6.46), et il est dirigé par Ss3. De plus S, est
un plan de S3 qui est de dimension 3, donc orthogonal de Sz dans S3 est
de dimension 1 : il existe deux vecteurs unitaires opposés qui dirigent cet

— A —_ = = .
orthogonal, on peut donc choisir N5 unitaire tel que (7', N1, N ) soit
une base orthonormée de S3 :

6.105. ﬁz est le vecteur bi-normal & la courbe.

Le paramétrage admissible en fonction de I'abscisse curviligne conduit

— - 3 ey
m d°m d°m dmn =

a dire que S3 est aussi engendré par —, — et ——, avec —
g P g5 ds? ds3’ ds ’
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@ N et — m d’h ﬁ le d’ot1 1a nécessité de connaitre
Es_z, Y1V 1 a4 ds 1+ s’

%. On le décompose dans la base (?, ]_\/')1, ]_\fz) en

W — — —

d_sl =aT +BN;+~vN,.

—? — dN;

Comme N; =1,ona2Nj - =0dou g =0.

ds
T N-
Comme T - N1—0 onacjls ]71)+% ?—O soit y1(s) + @ =0,

donc a = —v; ().
Dans un souci de symétrie, on décide de noter y2(s) la composante v, et
de I'appeler deuxiéme courbure. On a donc :

—_
dN;
6.106. d_sl = —’yl(s)? + 72(s)JV£, avec 7y2(s) deuxiéme courbure de

b A >
Varc en m(s), et N vecteur bi-normal.

On comprend alors que si I'arc est 4-régulier, 5-régulier... et n assez
grand, on peut poursuivre ces calculs et introduire les vecteurs tri-normal,
quadri-normal, ..., p-normal, avec

pr—
6.107. N, vecteur p-normal qui est unitaire et dirige l'orthogonal de S,
dans Sp+1.

_—
_)
On aura alors d Le Vect( T Nl, ..., Np), donc on peut poser :
dn, £
p—1 _ f 4 e 4
P aT + Zaka.
k=1
7 de— N .
Comme N,_; = 1,onaura 2Np_ P = 0d’ouap_;1 = 0.Puisles
— P — s
relations T - Np_l =0et Nk - Np—1 = 0 pour 1 < k < p— 2 permettent

—_
dT
ds’

dn,
de calculer « et les o en fonction des composantes des d_sk et de
déja trouvées. En fait, il y a peu de calculs car supposons par récurrence,
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. dNg e —_
quepour 1 < k < p— 2, on ait 35 = —YgNg—1 + Yk+1Nk+1, avec la

convention ? = Ny, la relation 6.106 montre que ceci est vrai au rang
k = 1. On cherche oy, pour k < p — 2.
dN, — — dN, dN, —

OnaE’-c-~Np_1+Nk‘ 1';_1=O,or¥-Np_lestnulsaufsi
p—1=k—-1,(excluicipourk < p—2)ousip—1=k+1,soitsik =p—2.

On a donc ap_o = —7Yp_1, 0p—1 = 0, (déja vu) et aussi ar = 0 si
k<p-2.

On pose alors, et cest une définition, oy = 7yp, d'ou I'égalité :

dNp_1 — — .
6.108. i —Yp—1Np_2+YpNp, oit Ny, est le vecteur p-normal, (voir

6.107) et oz 7yp est la ™€ courbure.
On s’apercoit donc que 'hypothése de récurrence est correcte.
Comment tout cela se termine-t-il ?

Dans A affine de dimension 7, la recherche d'un n-espace osculateur
est inutile, le seul candidat a ce poste est A.

—
On suppose l'arc n-régulier, et on suppose trouvés T, ainsi que les
— — _ .
vecteurs normaux N, No,..., N,_o, ainsi que les courbures v, ¥, -
Yn—2-
Pour appliquer la méme démarche, on devrait choisir un vecteur uni-

P
taire N,,_1 qui dirige 'orthogonal de S,,1 dans E. Or, si on suppose l’espace
euclidien E orienté, un candidat naturel s’impose, c’est :

..y

P —_ — _—
6.109. Nooi=T ANiA...ANp_s.

(Voir en Tome 3, 14.52 et 14.54 la définition du produit mixte et du
produit vectoriel.)

—

La connaissance de N,,_; permet d’introduire la (n — 1)iéme courbure,
Yn—1, encore appelée torsion de la courbe (et qui sera notée 7 dans les
courbes gauches), définie par

dN,
_ —_— —_
6.110. —= 2 = —yn—2Np_s + Yn-1Na_1.

On peut alors se demander ce que vaut

-1 . .
, sion peut encore dériver
une fois.
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— — P
En notant T' = Nj, et en dérivant N, _; défini par 6.109, il vient :

dN 2 — dw) —_— —_—
"‘1 ZNO/\ /\Nk_l/\—d—:/\NkH/\.../\Nn_z.

de —_ N B
Comme 45 € Vect(Nk—1, Ng+1), sik < n— 3le terme d’ordre k de cette
somme est nul, et il reste :

dN, —— dN,
’;’1 =NoANM A...ANp_3 A d’;‘z

_— =

= Nog AN1 A /\Nn—s/\( ’Yn—zN -3+ Yn-1V, -1)
—

="yn_1N0/\N1/\.../\Nn_3/\Nn_1.

— — —_— —— .
Comme la base (Ng, N1,...,Np_2,Np_1) est orthonormée directe, la
. — — = —_ —
composante suivant N; de No ANy A...Np_3 A Np_j,est:

1 ... 000
0 ... 00O

ws = 1| (§ + 1)ieme ligne, (voir Tome 3, 14.54).
Rk 0
0 ...10 :
0 . 000
0 .0 10

Les w; sont donc tous nuls, saufsi j+1=n—1,s0it j =n — 2, et

1 0100
0 0
Wp—2 = : S = —1, (calcul par blocs),
0 00
0 0 1
10
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donc :
dn, —_
6.111. d’;‘l = —Yn_1Np—»

REMARQUE 6.112. — Si on décompose les vecteurs —sk ,pour0 < k< n—1,

d

E—
dans la base des (N;), 0 < j < n — 1, la matrice A des composantes est
antisymétrique et on a, matriciellement,

ar dm, dN,_» dN,_;

ds ds ds ds
0 —m 0 0 T
70 0 0 N
0 7 0 0 N,
0 0 ... s O No—
0 o0 0  —Y1| Noos
0 0 V-1 0 N

Nous allons maintenant exploiter ces résultats généraux dans le cas des
courbes planes, (n = 2) et des courbes gauches, (en dimension trois).

6. Courbure des arcs plans

Soit I' = (I, f) un arc paramétré plan, de classe C? au moins, bi-
régulier, d’abscisse curviligne notée s, dans A espace affine orienté de
dimension 2.

d d
Le vecteur tangent unitaire T est dm’ avec d—i =" ®)|]-

—_
On introduit N vecteur directement perpendiculaire & T, unitaire, et
—

T dT
N est proportionnel & ]_V), (voir 6.104), on note Pl (s )]_V) v(s) étant
la courbure en m(s).
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DEFINITION 6.114. — En m(s) point bi-régulier d’'un arc plan, la courbure

1
7(s) est non nulle, R(s) = —— est le rayon de courbure. Le point c(s) tel

¥(s)

_ —
que m(s)c(s) = R(s) N est le centre'de courbure, et ensemble des centres
de courbure est la développée de l'arc paramétré.

Détermination de R(s).

SiR = (o; 7, 7) est un repére orthonormé direct du plan affine A, on
peut introduire I'angle ¢ = (7, T)), (figure 6.114).

= - = . S
Ona T = (cosp) i +(sinp) j ,et T étant dérivable en s, l'utilisation
d’'un Arccos ou d’'un Arcsin montre que ¢ est dérivable en s aussi. Mais

ar  dar d
_aL 4y o .
alorsd d(pdsd
—
aT

— = (—sincp7+coscp _j—)) dy
s ds
= (cos(<p+ g) -i-)+sin(<p+ —72[) 7) i—f

Comme T\f, directement perpendiculaire a T'), est déduit de ? par une
T =~ ™ —= . ™ — N
rotation d’angle —,ona N = cos (ga + —) 1 +sin (go + —) j,dou:

2 2 2
—
6.115 % = d—f N, y(s) = i—i et R(s)= j—:,
expressions qui vont nous servir.
"y . . y o
Arc paramétré : r et y fonction de t. On a soit tgp = vt soit
cotyp = :z_:’ expressions qui conduisent a c(ll—f Supposons ¢ # g(ﬂ'),

localement vérifié, on a :

d _ 9 d<p B yllml _ z//y/
dt(tg@ =(A+tg9) 5, ==

B y/2 dSD
B (1 + z’2) dt’
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Iy
—
- T
v
™
u
v
- m(t)
3 A
o A R
— e
0 i
Fig. 6.114

de y// z — :z:”y’
. duit 3 p_YyT—TY
ce qui conquit a dt 1:’2 +y’2

ds
Comme Frie (22 + y'?)*/2, si Iarc est orienté suivant les ¢ croissants
ona:

(wl2 + y/2)3/2

61151 R= 5 =

En particulier, un arc bi-régulier d’équation cartésienne y = f(z)
conduira a :

(1 + y/2)3/2
y//

— —
En polaires, en introduisant le vecteur % = cosf i +sinf j ,et v
—

6.115.2. R =

dm
directement perpendiculaire, ona om = r(0) U dot — = 1'U +7r 7V, ce

dé ,
R
qui conduit, pour 7’ # O et avec V anglede w et T ,atgV = et a

v 2 — r2\ dV
2 —_—— = — )| —
(1+tg*V) 0 7 (1+r’2) 0’
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,,./2 — !

doa dV = PO df, expression que l'on obtiendrait aussi, pour
/
V= %, a partir de cotgV = r—, (voir figure 6.114).
r
Comme ¢ = (7,7")) = (7,?)-{-(7,?) =60+V,ona:

dp 1+ 2 —prl _ r2 4+ 272 — !
do r2 472 T2 4 /2

Comme j— = (r? 4+ r2)1/2,(6.100.2), on obtient :

(,,.2 +,,./2)3/2
6.1153. R= —4/—7—+"— ,
72 4 2712 — !

expression ou les dérivations sont prises en fonction de 0, 'arc étant orienté
suivant les 6 croissants.

THEOREME 6.116. — Soit un arc plan de classe C® au moins, bi-régulier. La
tangente en ¢(s), centre de courbure, & la développée, est la normale ¢ T en
m(s), (si cette tangente existe).

En effet, la développée est paramétrée, avec s abscisse curviligne de T,

_— — —
par oc(s) = om(s) + R(s) N, donc

dc , FV
dN = ,
avec —— = —v(s) T', v(s) courbure en m(s), (voir 6.111 avec n = 2), donc
pu—
de

S T +’R,’(s)1_\f +R(s) (_% 7’)) = R/(s)ﬁ

Si R'(s) # 0, ¢(s) est régulier sur la développée, la tangente en ¢(s)

=,
existe et elle est dirigée par N.
Si sq est zéro isolé de R’, et si on peut redériver, avec R (sg) # 0

d%c 7’v
on aura —(so) = R”(so)N +R (so) —, dirigé par N, et en fait, dans
ds W—’

le cas ou il existe p, entier, tel que

R'(s0) = R"(s0) = ... =RPV(s0) =0 et RP)(s0) #£ 0,
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—
. : ., dPc 2 .
on serait conduit de méme a EP (so) non nul, colinéaire & N, vecteur qui
-ds

dirige la tangente en ¢(sg) 4 la développée. [ |

REMARQUE 6.117. — Sur une composante connexe de louvert Q2 =
{s;R'(s) # 0} on a donc la tangente & la développée connue, et sur un
intervalle sur lequel R’ serait nul, I'étude de I'équation intrinséque, (voir
6.159) permettra de voir que I’arc I est alors un arc de cercle, et la déve-
—
de
loppée réduite & un point, (5 = 0 sur un intervalle conduit a ¢(s) =
constant).
La justification de 6.116 permet dans certains cas de raccorder deux
composantes connexes consécutives de {2, (en un zéro isolé de §2), mais ne
dit rien d’éventuels zéros non isolés de (2.

6.118. CERCLE OSCULATEUR A UN ARC PLAN

Nous avons vu en 6.41 la définition d’un plan osculateur & un arc
paramétré, définition généralisée en 6.46 a celle de k-espace osculateur.
En s’inspirant de ces définitions on peut chercher si un cercle C(t) tangent
al = (I, f) en mo(to), et passant par un point m(t) pour t voisin de %o,
aura «une limite» lorsque ¢ tend vers ty. Cette recherche suppose que ce
cercle existe pour t # tg, t dans un voisinage de tg et que I'on dispose d'une
topologie sur les cercles.

Nous formulerons cette topologie de la fagon suivante. Dans un repére

—_ —
orthonormé R = (0; i , j ) un cercle C(t) de centre w(t) = (a(t),b(t)) et
de rayon r(t) a une équation du type

(z—a(t)® + (y = b(t))* =7°(t) ou
6.119. 22+ y% — 2a(t)z — 2b(t)y + c(t) =0,

avec c(t) = a%(t) + b%(t) — r2(t), les coefficients a(t), b(t) et c(t) vérifiant
donc I'inégalité

6.120. a?(t) + b3(t) —c(t) > 0.

DEFINITION 6.121.  On dira que le cercle C(t) d’équation 6.119 a pour limite
le cercle Co d’équation x2 + y? — 2a9x — 2boy + co = 0 lorsque t tend vers
to, si et seulement si les fonctions a, b et ¢ ont pour limites ag, bg et co.
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Il est 4 remarquer alors que Cy est un cercle, car 6.120 donne a la
limite la condition aZ + b — co > 0, et que si C(t) est un cercle de centre
w(t) = (a(t),b(t)) et de rayon r(t), avec tlirgl w(t) = wo = (ag,bo) et

—1lo

tlirgl r(t) = 7o, le cercle limite C; est le cercle centré en wy et de rayon ro.
—lo

Soit donc un arc paramétré I' = (I, f) de classe C? au moins, d’abscisse
curviligne s et le point my de paramétre sg. On considére le repére

— = .
Ro(mo; T o, No), Parc étant supposé bi-régulier en myg, (donc localement
par continuité).

Un développement de Taylor-Young & 'ordre 2 en mg donnera :

. = (s=50)? [No  —=
m0m=(s—so)To+—2— E—+e(s)
0

—_—
avec lim e(s) = 0, et 'étude locale d’un arc nous permet de savoir qu’il
s—Sg

existe V'(so) voisinage de s tel que pour tout s de V'(so) — {so}, m(s) soit
dans le méme demi-plan ouvert limité par la tangente, (voir 6.58, ici ¢ = 2
est pair). Mais alors la médiatrice de mom(s) coupe la normale 4 I" en my,
d’ott lexistence de d(s) centre d’un cercle C(s) tangent 4 ' en m et passant
par m(s), (voir figure 6.121).

a(s)

n(s)

A 4

—
m T
o

Fig. 6.121

Dans le repére Ry, ce cercle a une équation du type X2+Y?2 —2bY =0,
(centré en d(s) de coordonnées (0, b(s)) et passant par l'origine my), et il
passe par m(s) de coordonnées :
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X(s) = (s —s0) + (s — s0)%e1(s)

6.122. Y(s) = (s 7?,0) (1+&(s))

b

avec lim e1(s) = lim e5(s) = 0, vu le développement de Taylor & 'ordre
s—sg s—S0

—_—
2, 2¢;(s) et Ry e2(s) étant les composantes scalaires de &(s).
Mais alors, pour s # sg, dans un voisinage de sg, Y (s) est non nul et
_ X%(s)
lim
s§—So 2Y(S)

= Ry, et comme en divisant 'équation du cercle par 2Y (s),

X2(s)  ¥(s)
2Y (s) 2
C(s) admet pour limite lorsque s tend vers sg, le cercle de centre le centre
de courbure, de rayon le rayon de courbure.

on a b(s) =

, il en résulte que lim b(s) = Ry : le cercle
s—S0

DEFINITION 6.123. — On appelle cercle osculateur en mo(so) & un arc plan
T, la position limite, si elle existe, d’'un cercle tangent en mg & I, passant
par m(s) pour s # so, lorsque s tend vers s.

DEFINITION 6.124. — Soit un arc I' bi-régulier et mo(sg) un point de T
On appelle cercle de courbure en mq pour I, le cercle de centre le centre de
courbure en my, de rayon le rayon de courbure.

THEOREME 6.125. — En tout point bi-régulier d’un arc T, le cercle osculateur
existe et c’est le cercle de courbure.

C’est ce que nous avons justifié apres la définition 6.121. |

Ce cercle de courbure va nous servir aussi dans I’étude de la position
locale de I’arc par rapport a un cercle tangent. Soit donc ’arc supposé de
classe C?, bi-régulier en mg et un cercle C tangent 4 I’ en mg. Dans le
repére Ry introduit apres 6.121, ce cercle a une équation du type :

6.126. X?2+Y?—-28Y =0,

( étant 'ordonné du centre b de ce cercle.
Comme tout cercle qui se respecte, C a un intérieur, ensemble des

—
points m tels que ||bm|| < R, R rayon du cercle, et un extérieur, défini

—
par ||bm|| > R, et on vérifie rapidement que m(X,Y’) est intérieur, (resp.
extérieur) au cercle si et seulement si la
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6.126bis. puissance analytique de m par rapport a C, c’est-a-dire
P(m) = X2 +Y? —2BY est < 0, (resp. > 0).

En utilisant les coordonnées de m(s) vues en 6.122,on a :

P(m(s)) = (s — s0)? (1 — 'Rﬁo + 0(1)), donc si B8 # Ry,

P(m(s)) est localement du signe de 1 — Rﬁ
0

6.127. Onadonc:

pour = > 1, larc est localement, & Uintérieur de C;
0

pour ﬁ < 1, il est localement & Uextérieur de C, et dans ces deux cas le

contact est d’ordre 2;

pour B = Ry, (cercle osculateur) le contact est d’ordre supérieur a 2 et
seul un développement limité & un ordre plus élevé, s’il existe, permettra
de préciser la nature de ce contact.

Terminons ce paragraphe par un mot sur les développantes d’une courbe
plane. Lidée est la suivante. Partant d'un arc paramétré I' = (I, f) de
classe C® au moins et bi-régulier, on lui a associé sa développée C, ensemble
de ses centres de courbure, (définition 6.114) et on a vu, (Théoréme 6.116)
que cette développée avait pour tangente en c(s) centre de courbure de I'
en m(s), la normale en m(s) aT.

Peut-on alors, partant d’une courbe C, chercher une (ou des) courbes T'
ayant C «pour développée », mais au sens du Théoréme 6.116, c’est-a-dire
des courbes I' telles que les tangentes de C soient des normales pour I.

THEOREME 6.128. — Soit un arc C de classe C® au moins, bi-régulier,

d’abscisse curviligne o, de vecteur unitaire tangent orienté noté T"{ Il
existe des courbes T' de classe C? au moins telles que les tangentes de
C soient des normales de I'. Ces courbes T" sont bi-réguliéres et ont pour
développée C, (au sens de la définition 6.114). Elles sont paramétrées par

_
op = om (o) + (k — o) T, k constante, et elles sont appelées développantes
de C, (o origine d’un repére fixe).

_—
dm
On note donc m(o) le point générique de C, 1_"{ = —1, Ri(0o) rayon

do

de courbure de C en m(0) et j\/'_l) le vecteur directement perpendiculaire.
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On cherche ¢'il existe sur la tangente en m & C, un point p qui, lorsque
o variera, décrira une courbe I' ayant en p une tangente perpendiculaire

=
aT1.

-, —
On pose donc mp(c) = f(0)T1, dou une paramétrisation de I' en :

_
6.129. op(o) = om(o) )+ f)T. Ti(0),
et on suppose f de classe C' au moins.
— —

On aura j—i = ’.:[’-1) + fI(O')I.-[_-'l) + f(o) %, (car C bi-régulier donc R,
1

—
d
existe), donc, si f/(0) = —1, il reste Hg = i;%l ]—\/'_1)
Comme alors f(o) = —o + k, k constante par rapport & o, on a
—
dp k-

- R Nl, donc pour o # k, la tangente en p(0) & I est bien dirigée
1

—
par Ny, perpendiculaire a T1 . Pour la valeur isolée k, I'arc C étant de classe
c3, J_V)l est dérivable et R, aussi, done

rdl N
dp_ N1+(k—0')d N1
do? - Rl ' do Rl ’
i
et en k = o il reste un vecteur non nul, — %, qui dirige la tangente.
1

Les courbes I'x, paramétrées par :

6.130. 3p(0) = om(co) + (k — o) T3 (o),

sont des développantes de C, au sens du Théoréme 6.128.
Cherchons-en les développées. Pour cela, il nous faut d’abord déterminer
P’abscisse curviligne de I'g, notée s.

— —
d k— d
On a L _ N 1, ce qui conduit & poser T = L _ ]Tl:l) , et alors
do R1 ds
d <Tp) ds s k-o
comme -2 =P 3 omaura - =
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— —_— —_— —_— —
Alors —T— = ﬁ = % = ﬂd_cr vec ﬂ = —ﬂ (Cest la
ds = R~ ds  dods’ 7 d0 T TRy

formule 6.111 pour n = 2 et ]vo) = T"{, mais on peut le déduire de la
dérivationde Ny = let Ny - T7 = 0).

—
T R T
On adonc = = —R—ll X % —lcr = —ﬁ,et comme ﬁest directement
— — — —
perpendiculaire 8 T = Nj,ona N = —T; et R = k — 0. Mais alors,
le centre de courbure de I' en p(o) associé & m(o) sur C, par l'égalité
——— .
mp = (k —a)’f{ estle point c tel que p(o)c = RN = (k— U)(—I_“l)) = pm,
donc c est en m (o) et la développée de chaque courbe I';, est bien la courbe
C de départ. [ |

7. Courbure et torsion des arcs gauches

On se place dans ce paragraphe, dans un espace affine euclidien A de
dimension 3, et les arcs seront supposés tri-réguliers. Un mot d’explication
s'impose donc pour les arcs paramétrés présentant des points singuliers
isolés.

Soit un arc paramétré (I, f), de classe C* au moins, et t intérieur
a I tel que f'(to) = 0, et f'(t) # O sur un voisinage V' (to) privé de
to. On dispose de a et b dans I tels que a < tg < b, et f'(t) # 0 sur
(@, to[U]to, b]. On dispose donc d’'une abscisse curviligne s(t) définie sur

t

(@, b] par s(t) = / [|f'(w)|| du, (¢, fixé dans I), si Varc est orienté suivant

t1
les t croissants, et s'(t) = ||f'(u)|| s’annule en to. Supposons que ty soit
zéro d’ordre impair de s'(t), par exemple s'(t) = |t — to|a(t), la fonction &
étant localement > 0 en tg.
Si on respecte lorientation de l’arc, on est amené a poser :
§'(t) = (t —to)a(t) sit > tg et s'(t) = —(t — to)a(t) pour t < to. Mais
— dm dm dt
alors, pour le vecteur tangent T' = I - @ ds ceci conduit 4 prendre
s
deux expressions de signes opposés pour ¢ > g ou t < i, et, dans le

-
cas d’existence des limites quand t tend vers to de T, on aura des limites

—
a droite et 4 gauche opposées, d’ott une détermination discontinue de 7',
(donc de la courbure et de tout ce qui s’en déduit).
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—
Aussi choisira-t-on de préférence une détermination continue de T,
—
(puis du vecteur normal N ) lorsqu’il y a des zéros isolés de f'(t), quitte &
changer d’orientation sur I'arc en traversant ces valeurs.

Revenons aux arcs paramétrés tri-réguliers de classe C® au moins en
dimension 3.

Létude du paragraphe 5 s’applique. Labscisse curviligne s existe, le
—
vecteur unitaire tangent orienté T aussi, puis le plan osculateur de

direction Vect(f/(t), f'(t)) existe. On choisit N vecteur unitaire normal 2
—

= N daT =
T dans cette direction et on a Fr 4N, 7y étant la courbure de I'arc en
m(s). (Voir 6.104). On ne met pas d’indice car le seul espace de dimension
3 étant 'espace entier, on introduit ? = ? A T\f, (voir 6.109), on sait alors
— —
dN dN
que € Vect(TT_), -§) et on note 7 la composante de — suivant B:

c’est la torsion de l'arc paramétré, (au lieu de la deuxiéme courbure) eton a :

dN
— —
$=—’)’T +7'B
—

dB
Enfin & = —7‘]_\;, (Cest 6.111 dans ce cas particulier de n = 3, mais
s — -
on peut dériver T' A N).

Du vocabulaire :

—
DEFINITION 6.131. — Le vecteur N est le vecteur normal principal, le vecteur

B est appelé vecteur binormal, et le triedre (T , N, B) est le triedre de
— — —

Frenet en m, pour larc T, le repére R(m; T , N, B) étant le repére de
Frenet.

On a les formules de dérivations suivantes :

—
=N

6.132.

=&l 2|2 &8l
|
!
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dites formules de Frenet, ou y est la courbure, et T la torsion. Lorsque y et T

sont non nuls, ce qui est le cas pour un arc tri-régulier, R = — est le rayon

1
de courbure, et T = = le rayon de torsion.
T

Vecteur rotation instantané.

— —
Si on cc considére Papplication linéaire § : R3 — R3 quia T, N, B

—
df dN  dB s . P
associe — et —, elle est associée & une matrice antisymétrique,
ds’ ds ds
0 —y O
—_ = =
cellede A danslabase T, N, B,quiest A=~y 0 -7

0 O
Par ailleurs, si B = (e, e2,e3) est une base orthonormée directe de
R3, si  est linéaire de R® dans R3, la matrice de 6 dans la base B a pour
coefficient en 7ieme ligne, 5'*™* colonne le scalaire 6(e;) - €

Si © est un vecteur fixé de R3, et si on définit 6 de ]R3 dans R3 par :
oV)=Q AV,
on a une application linéaire, et on aura :
0(ej) - e; = (ﬁ) Aej)-e; = (2, ej,€;), (produit mixte),
—(ﬁ),ei,ej) =—(QAe) -e; = —0(e;) - e,

donc 0 aura une matrice antisymétrique dans la base B. C’est pourquoi on
— — — —
cherche un vecteur 2 =aT +bN +cB,tel que:

—
QAT =bNAT +cBA T’:d—s,
— — —
soit YN =—-bB +cN, doub=0etc=1;
—_ = — — —_ = — =
puis QAN=—-yT +7B =aT AN +cB AN,
— —
=aB —cT,

qui redonne ¢ = v, et aussia = 7.

— — —_
DEFINITION 6.133. — Le vecteur 2 = 7T + -y B est le vecteur rotation
instantané du triédre de Frenet. Il est tel que :
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tout vecteur V (s) = uT'(s) + vN(s) + wB(s), (u, v et w constants) a pour
—_—

dérivée % = Q_(sj AV (s).

6.134. DETERMINATION PRATIQUE DE LA COURBURE ET DE LA TORSION
On part d’un arc paramétré I' = (I, f), supposé tri-régulier et de
classe suffisante, on note ¢ la variable de I et s 'abscisse curviligne, et

B= (7, 7), 76-)) est une base orthonormée fixée de E = R3, dans laquelle
f(¢) est connu.

ds
En fait, il y a deux démarches suivant que l'expression de P est

commode & manipuler ou non.

s
PREMIER CAS : Fri [|f/(t)]| a la gentillesse de s’exprimer sans racine

carrée, et entraine des simplifications.
On peut effecteur les calculs dans 'ordre de 'exposé :

p_dma_ o
T dt ds
c(t)
— — a
dar _ dT dt 1

est facile 4 exprimer; puis

ds — dt ds  IFO

aisément, toujours sans radicaux, on norme ce vecteur, d’ou1 la connaissance

= ———— | b, se calcule
cl

u(t
de (t) et de N v(t) ;
w(t

-— —_—
puislecalculde§)=_f)/\—]\_/!,etde§=§£=—TJ_V);
d dt ds

. . B .. o
ce qui fournira 7, et un contrdle des calculs car i doit étre colinéaire
s
s N7
aN.

. ds
DEUXEME CAS : — est désagréable et s’exprime sous la forme 1/quelque chose,

dt
disons /u(t).

Sif() =z(t) 7 +y(t)F +2(8) %, on aura:
T=——@O7 +y®7 +/OF),

u(t)
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—
ot des expressions des composantes de T difficiles & dériver. On a alors
intérét a effectuer un calcul littéral le plus longtemps possible

—
Ona T)=d_mit_ ]—V) dT dT de

d .
it ds | ds — dt ds’
N = &m ( dt + teur de Vect(T
32 \ 3 un vecteur de Vect(T') |,
puis :
dy — dN dy = = =
TN hanh A 4 -
ds &~ as NPT A7),
Em [t
m
T (d—) + vecteur de Vect(T', N),
d’ot on déduit I'égalité :

F-in (& teur de Vect(T, V)
YT =32 \ & + un vecteur de Vec s X

Il résulte de ce calcul littéral, et des propriétés du produit vectoriel et du
produit mixte, que :

= = dt\3dm d®m -
6.134.1. ’)’T AN = <d—s) .Ei— AN W = ’)/B
== = dt\® [ dm &®m d3m
et que ")’27'( T , N, B) - (E) 'd— d_ T , O le produit mixte

—

(T, J_\/’), §) vaut 1, d’our :

at\°® [ dm d&®m d°
2 m d“m d°m
6.1342. ’”‘(&) AR
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—
Partant alors du paramétrage f(t) = a:(t)? + y(t)? + z(t)?, on
—_—
effectue trois dérivations, on norme f’(t) d’ot1 la connaissance de T etde

d TR A TR, e . L
35 on norme f'(@®) A f7(t), dou dans 6.134.1, la connaissance de B et de

v, mais alors on aura N=Ba T), et T sera connu grice a la formule
6.134.2.

6.135. ALLURE LOCALE D'UN ARC PARAMETRE TRI-REGULIER
On se place en mg de parameétre sy (abscisse curviligne), puis pour
s = sp + h, dans un voisinage de sg, on considére le point m(s) de l'arc,

—_ = —
connu par ses coordonnées dans le repére de Frenet Rg = (mg; T', N, B)
en myg. Un développement de Taylor-Young a l'ordre trois nous donne, avec
s—89=h,

h? h3 (d
om = KT +—’yN+ 30 (d7 N +~y(—T +TB)+€(h)>

dvy . —2 .
Y, T, s étant calculés en sg, et le vecteur £(h) tendant vers O si h tend

vers 0. N . - -
On décompose e(h) ene(h) = €1(h) T +e2(h) N +e3(h) B et il vient

3 2 3 3
mom=(h 72}:5 %el(h))?+(h +hé %’Z h €2(h)>_)

+ F("T +e3(h)B.

. — - -~ - . 2 .
Sionnote mom =£T +nN + ¢ B, on a donc en my tri-régulier :

2 h3 h3
&= h—2 o + — El(h) si h tend vers 0,
h%y A8 d7 h3 h2y
6.136. =4 — — 4 -7
5 + 5 ds + 6 ea(h) ~ 2 si h tend vers 0,
h® 3 h3yr

h
?’YT'F-ﬁ—é‘a(h)— 6

formules que nous allons utiliser pour étudier I'allure locale de l’arc, et sa
place par rapport 4 une sphére tangente 4 I' en mg, point tri-régulier sur I'.

(=

si h tend vers 0;
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DrABORD LALLURE LOCALE
On étudie les projections de I' sur les trois plans du triédre de Frenet,
a savoir :

— —
6.137. le plan osculateur : (mo; T, N ),
—_ —
le plan normal :  (mg; N, B) et
—_ —
le plan rectifiant : (mo; T, B).

Sur le plan osculateur,ona £ ~ hetn ~ r2Y o % €2 : on a une allure
de parabole tangente a I'axe des &, (figure 6.137.1).

Sur le plan normal : 7 ~ h? % ne change pas de signe, alors que

-
¢~ hal change de signe : les deux premiers entiers caractéristiques

de la projection sont p = 2, ¢ = 3 : on a un rebroussement de premiére
espece (voir 6.61), de tangente I'axe des 7, (figure 6.137.2).

6
Enfin, sur le plan rectifiant, ¢ ~ h et { ~ h3 %, on a pour entiers

caractéristiques 1 et 3, d’oit une inflexion géométrique (voir 6.61) de
tangente I'axe des &, (figure 6.137.3).

T A T A
h<O0 h>O h>0
— —
T R
Do o,
h<O
Fig. 6.137.1 Fig. 6.137.2
B 4
h >0
T,
m
o]

h<o0
Fig. 6.137.3
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A
7! ’
' plan
plan ) P normal
rectifiant |
1 ) S
! Lo0x R
e __# h<o S
m T
0 c
r J
- h) o
T Y
plan
osculateur
Fig. 6.137.4

Je vais essayer, mais sans aucun espoir de réussite car mes qualités de
dessinateur sont douteuses, de réunir ces trois schémas sur un seul : figure
6.137.4.

En un point tri-régulier, le repére étant tel que v > 0 et 7 > 0, I, pour
h > 0, arrive en mg dans la zone £ > 0,7 > 0, ¢ > 0, et repart, (h < 0)
dans la zone £ < 0,7 > 0, ¢ < 0, donc on traverse la plan osculateur et le
plan normal, mais pas le plan rectifiant.

Etudions maintenant la place, (localement) de m(s) par rapport & une
sphére tangente en mg a4 I, lorsque s = sg + h tend vers sq.
Une telle sphére (X), de centre w doit é&tre telle que la tangente

(my, ?) a I soit dans le plan tangent en mg a X, c’est-a-dire dans le
plan perpendiculaire & mow en my. Le centre w de ¥ est donc dans le plan
normal 4 I en my, donc les coordonnées de w sont du type (0, a, b) dans le
repére de Frenet Ry.

Dans ce repére, 'équation de (X) est X2 +Y? + Z2 — 2aY — 2bZ =0,
et le signe de la

6.138. puissance analytique P(m) = £2 + 0% + (2 — 2an — 2b¢ de m(s)

par rapport a () donnera la place de m par rapport a (X).
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Les formules 6.136. permettent de donner un développement limité a
Pordre 3 de P(m) ona:

2h3 h2’7 h3 d’)’ h3 2
Pim) = (’“T) + (—2“7 d_> + (?W)

2 3
—2a (h AL dZ) 2b (hgT) + o(h®),

soit, en se débarrassant des termes superflus,

P(m) = h2(1 — ay) + h— ( byt —a d’y) + o(h3).

d
1 1 .
Avec R = ; et T = g rayons de courbure et de torsion, c’est encore,
comme d—7 = i i = —K
ds ds\R)  R¥

Py = (1- 2) - 5 (22 - ) + o8

Sia# R, 'P(m) ~ (1 - —) h2, le contact est d’ordre 2 et la courbe est

R
localement 2 l’exteneur de (¥)sil— % > 0, localement intérieure si
a
1-=<0.
R

DEFINITION 6.139. — Le point c tel que moC = RN est le centre de courbure

—
delarcT en my, etla droite D passant par ¢, de vecteur directeur B s’appelle
la droite caractéristique, (du plan normal).

On peut alors vérifier que I'arc est localement extérieur 4 la sphére (X)
si et seulement si le centre de (X) est dans le demi-plan limité par D, dans
le plan normal, qui contient my, et donc qui contient la binormale.

Si maintenant a = R, cest-a-dire si la sphére (X) est centrée sur la
droite caractéristique, on a

h3 < b RR'

Pm)=-3 (=7~ R2)+ o(h®).
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Si alors b # 7R/, le contact est d’ordre 3, et de telles sphéres sont dites

6.140. osculatrices a T, alors que side plus b = 7R/, le contact est d’ordre
>3,

il faudrait un développement limité d’ordre plus élevé pour le préciser, et
la sphére (), tangente & I' en my, centrée en p associé 2 a = R et
b = TR’ est appelée sphere sur-osculatrice a I, le point p étant le point
caractéristique de D, ou le centre de la spheére sur-osculatrice. (Voir figure
6.137.4 pour D, c et p).

REMARQUE 6.141. — La droite D engendre une nappe réglée (.S) dévelop-
pable, d’aréte de rebroussement I'ensemble des centres des sphéres sur-
osculatrices (voir exemple 9.61).

REMARQUE 6.142. — On appelle encore développée de T, (supposée tri-
réguliére), 'ensemble de ses centres de courbure, (voir 6.114).

Si ¢(s) est le centre de courbure de I" en m(s), la tangente & la développée
C de T en c(s) est dans le plan normal & T en m(s), mais ce n'est pas la
normale principale.

_ — e
En effet, oc(s) = om(s) + R(s) N, conduit a :

de dN
c = P~ daN
Pl T +R'(s)N +R(s) 35
dN 1
— —
avec 5 =—W T + 7(s) B, donc:
dc
d—z =R/(s)N + R(s)r(s) B,

est non nul, (R(s)7(s) # 0 si Iarc est tri-régulier, voir 6.134.2), il dirige la
tangente & la développée, c’est un vecteur du plan normal 4 I" en m(s), non
colinéaire 3 N.

Si on veut définir comme en 6.128 la notion de développante d’un arc
paramétré, on posera :

DEFINITION 6.143. — On appelle développante d’un arc C, de classe C° au
moins, tri-régulier, tout arc I tel que les tangentes de C soient des normales
pour T
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Si o est Pabscisse curviligne sur C, on associe au point ¢(o’) de C, un point

— — — = —
p telque c(o)p = f(0)T1,avec (T1, N1, B;) triedre de Frenet de C en c(0),
et on cherche des conditions sur f, supposée dérivable, pour que la courbe

., —
T paramétrée par op(c) = oc(o) + f(o) T 1, ait pour tangente en p(c) un
_—
d — — —
vecteur perpendiculaire & 7_"1) On a Zc)l(:) =T + f'(6)Th + f(o)y1 N1,
(71 courbure de C en ¢(0)) donc si f/(0) = —1, soit si f(o) = k — o, avec

k constante, on a :

6.143.bis. df’i(:) = (k- o)1 Ny,

ce qui, pour o # k, prouve que la tangente a I est dirigée par ]vl) , donc que

la tangente en ¢(o) & C, dirigée par 1—’1) sera une normale pour I'.

—
d? d
(Si 0 = k, valeur isolée, on a rﬁ = (k— o) E(ylﬁl’) - wVI,
—_
. ’p — . .
en k il rest P = —~1 N1 : on a la méme conclusion.)

Mais contrairement aux développantes des courbes planes, si dans
P’espace on cherche les développées des développantes de C, on ne retrouve
pasC. .

En effet, si on note s l'abscisse curviligne sur la développante I'y

—_ —_— —
paramétrée par op(c) = oc(o) + (k — 0)T1, la formule 6.143.bis donne
—
@_(k—-o)-ﬁ _d_? ds

do "Ra 174 do”

= — ds k-o
On peut donc poser T' = Nj et - R comme pour les courbes
planes. Mais alors : '
— —_— —_— — —
g_le_ledO'_ T1+Bl Rl (oura;ék)
ds ds dods |\ R L )k-o T ’
—

= T S
donc le vecteur N obtenu en normant T ne sera pas colinéaire a 77, et le
s

centre de courbure g, de I" en p(s), défini par pg = RN ne pourra pas étre
en ¢(s). Ceci explique le choix de la définition de la notion de développante
d’une courbe plane fait en 6.128.
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8. Deux exemples de courbes gauches

A. Les hélices

DEFINITION 6.144. — On appelle hélice dans lespace affine euclidien de
dimension 3, A, tout arc T tri-régulier de classe C* au moins, tel que la
tangente en tout point de I fasse un angle constant avec une direction fixe.

La définition est restrictive, (tri-régulier, classe C*4), mais elle permet
d’obtenir des propriétés des hélices.

THEOREME 6.145. — Soit une hélice T, tri-réguliére de classe C* au moins.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

—

Ci1  La tangente fait un angle constant avec une direction fixe, R k .
—

C>  La normale principale est orthogonale a R k .

—
C3  La binormale fait un angle constant avec R k .
Cs Le rapport des rayons de courbure et de torsion est constant.

Cs Le vecteur rotation instantané du triédre de Frenet a une direction
constante.

— = =

On note s Pabscisse curviligneenmde ' et (T, N, B) le triedre de
Frenet associé, R et T les rayons de courbure et de torsion, qui existent et
sont non nuls, 'arc étant tri-régulier. On a :

— —
Ci<= (T - k =cosV),

constant par rapport a s, _k_) vecteur unitaire dirigeant la direction fixe de
la définition d’une hélice.

En utilisant les formules de dérivation, (6.132), sur I'intervalle (connexe)
de définition de I’arc, on a

d —» — ]_V) —
Cl<=><£(T' k)—0)<=»§~ k=0 (Cy).

Mais alors (C2) <= k € Vect(T, B), donc c’est encore équivalent a
existence de V' tel que % = (cos V)TZ:) + (sin V)? avec, a priori, cos V'
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[T —
fonction de s, mais comme (C3) => (C1),ona k - T = constant, d'oi

RREg—
k - B =sinV est aussi constant, et (Cy) = (Cs).

A son tour : (Cs) = (%(?> - E)) = O)
Lk N =
@—? . =0,

puisque la torsion est non nulle, 'arc étant tri-régulier. On retrouve (C5).

On a donc pour linstant (C) <= (C3) <= (C3), ces trois conditions
étant encore équivalentes a l'existence d’un angle constant V, tel que :

6.146. & = (cos V)T) + (sin V)E).

d — . —
Mais 6.146, (avec V constant) équivaut a P (cosV T +sinV B) =0,

soit a3 N 1cosV 1sinV =0 ncor ég—cot V : cest
i = T = 0, ou encore & = = gV .
constant par rapport a s. (Il est & remarquer que sin V' = 0 impliquerait
1
1 cosV =0,aveccosV =1ou—1let = # 0 : (Cest difficile).

On a donc I’équivalence avec (Cy).

.. =g - ? B .
Quand au vecteur rotation instantané Q,ona = T + = (voir
—

6.133),il est égal a % (? T + ?) = % (cotgV-T +§) d’apres (Cy),

soit :

[y V?'V?—_)d"6146
_RsinV(cos - T +sinV - )_RsinV apres 6.146,
donc 0 a une direction fixe, d'ot (C1) = (Cs).
. Q= .
Siona (Cs), — A Q =0, soit :
ds
T N R —» N T B
ity P ey )M TR

ce qui donne :
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T’ R - —
(W W)TAB 0,

ou encore :

1 (RT-T'R
e\~ )"

R
d’ou 7= constante, donc (C5) = (Cj) et le Théoréme est justific. ®

REMARQUE. 6.147.1. — On peut ne pas imposer a I'arc d’étre tri-régulier,
mais alors le Théoréme 6.145 s’effondre : il ne reste que des implications,
la nullité de la courbure ou de la torsion posant probleme.

EXEMPLE 6.147.2. — Soit R = (o; _i), 7, ?) un repére orthonormé de
Pespace affine A, et -y un arc de classe C*, bi-régulier, du plan 7 de repére

(0; i, 7 ).Sio estlabscisse curviligne de m de <y, on paramétre I' par :

0p(0) = om(o) + (ac + b)?, (a et b constantes).

— EL et @ — -
En notant ¢ = P vecteur tangent unitaire a vy, on a EP t +ak,
d’'ou :
dp - p dp —
-k --a,—” Hcos —, k
do do do’ ’
—_
R dp —» a R
dot cos | —, kK | = ———— est constant par rapport & o. Larc I est
do 1+ a?
U N
o d2P n o _— .. . .
une hélice, car 12 = - 7 directement perpendiculaire a T dans
o

— —_ —
Vect( i, j ), rayon de courbure de y en m, et, en notant = (i, t'),
(angle dans le plan 7), on a (voir 6.115) :

dp_ 7 ldndd_ T
dod 2 r df do r2 r2’
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dp &p &
—
d’olt une matrice de passage de (¢, 7, k £, Fﬁ’ Fﬂ ,

~—
(o4

1
10 —

P= 1 |,
07 =
a 0 O

P . a
de déterminant 3 # 0.

Larc I est tri-régulier, on a donc une hélice au sens de la définition
6.144.

REMARQUE 6.147.3. — Si vous aimez la randonnée en montagne, quand
vous suivez un sentier de pente constante, vous suivez une hélice du type
précédent, et je suis certain que le fait de le savoir vous soulage d’un grand
poids, (d’ou un sac a dos plus léger).

Si vous montez un escalier «a vis», (tour de chateau, ou de cathédrale)
ayant une rampe, celle-ci est une hélice, les normales principales, perpen-
diculaires 4 Paxe de la tour, engendrent en quelque sorte la voute que vous
avez au dessus de la téte, qui est une nappe conoidale, (voir exemple 9.88).

B. Courbes sphériques

DEFINITION 6.148. — Un arc paramétré I est dit sphérique, si son support
est situé sur une sphere.

SiT estun arc de support situé sur la sphére ¥ de centre a, de rayon r
constant, dans A espace affine euclidien de dimension 3, le contact de (T")
et de ¥ doit étre trés intime, (ou d’ordre trés élevé) donc intuitivement, >
doit étre sphére sur-osculatrice a I', en tout point, ce qui, compte-tenu de
la connaissance du centre p(s) de la sphére sur-osculatrice en m(s), donné
par:

_— — —
mp(s) =RN +TR'B, (voir 6.140),

doit entrainer R? + T2R'? = constante. En fait on a bien :

THEOREME 6.149. — Un arc T tri-régulier et de classe C* au moins est
sphérique, si et seulement si les fonctions rayon de courbure, R(s), et de
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torsion, T (s), vérifient la relation R? + T*R'? = constante, sur tout

) _dR s
intervalle o —— ne s’annule pas.

ds

Le point m de I est sur la sphére de centre a et de rayon r si et seulement

_
sionaam = 72, ou encore si et seulement si @ - c(li_zz =am-T =0.
—
En dérivant, ceci implique T.T +am - %— =0, d’otr ami - N= —R,
d’ou1 en redérivant, la relation
— li
T-N+am —E'F? =-R/,

qui donne, puisque am - T =0, Iégalité am - B = —R'T. Mais alors,

N — = . L=
le vecteur am de Vect(N, B), (il est orthogonal & T'), se décompose

l

— ~ 1B 2 2 . :
enam = —RN — R'T B, et comme am“ = r<, on a bien la relation
R2 + R2T2 = r2 = constante.

Réciproquement, si I'arc paramétré I' vérifie la relation, on consideére le
point a défini par :

ot = om(s) + RN +TR'E.
On a alors :
da T B
da = I 4 . b Ty g
ds—T+RN+'R ’R+T +7T"R'B
+TR"B + TR —% ,

= (? + TR 4T ) B.

Or Pégalité R? + R'?>T? = constante implique, (classe C* : on peut encore
dériver) :

2(RR' + R'R'T?+TT'R"?) =0,

soit encore : 2TR' (? +R"T +T'R’ > =0.
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En utilisant alors I’hypothése : R’ ne s’annule pas sur lintervalle
R
d’étude, on a bien — + R”"7T + T'R’ = 0 donc a est fixe. Comme alors

T
2
m(s)a = R? + R'?>T? est constant, le point m(s) est sur une sphére
centrée en a. n

REMARQUE 6.150. — Si R’ s'annule en des zéros isolés, par continuité on

R
conserve Pégalité T + R"T +T'"R' = 0 et la conclusion demeure vraie.

9. Equation intrinséque

Les deux exemples du §8 nous montrent qu’une relation entre courbure
et torsion peut déterminer une famille de courbes. En fait, on a mieux
que cela. La connaissance de la courbure fonction de ’abscisse curviligne
détermine une courbe plane & un déplacement prés; la donnée de R et 7
fonction de s déterminent de méme une courbe gauche 4 un déplacement
pres, et ceci se généraliserait en dimension n, si on se donne lesn — 1
courbures.

Commengons par n = 3.

THEOREME 6.151. — Soient deux fonctions de classe C?, définies sur I,
intervalle de R, & valeurs dans R*, 7y et T. Il existe des arcs paramétrés
T = (I, f), tri-réguliers, de classe C%, dans A affine euclidien orienté de
dimension trois, ayant 7y et T pour courbure et torsion, (s € I étant l’abscisse
curviligne). Si T'; et 'y sont deux tels arcs, il existe un déplacement de
Lespace affine orienté envoyant I'y sur I's.

DEFINITION 6.152. — On dit que les arcs I' ayant v et T pour courbure et
torsion sont d’équations intrinséques 7y et T.

SiT = (I, f) est un arc tri-régulier, de classe C2, de courbure et torsion
- . g TR
v et T, son triedre de Frenet existe pour tout s, et les vecteurs T'(s), N(s)

—_—
et B(s) vérifient les relations :

( dﬁz' SN
I =9N,
6153. { AN -~
rrie - T +7B,
{ % = —Tﬁ, établies en 6.132.
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Mais réciproquement, si on donne un sy de I, fixé, et une base ortho-

— — —
normée directe de E = R3 euclidien, (Tp, Ny, By), I'étude des équations
différentielles linéaires nous permet de savoir qu’il existe une et une seule

—_ = —
solution de 6.153, de donnée initiale (T o, N o, B ). Mais pour I'instant
_— s ———
(T(s), N(s), B(s)) € (R®)® ~ R® : il nous reste a justifier que pour tout s
—_— — —
de I, (T(s), N(s), B(s)) est une base orthonormée directe de R3.

Soit alors B = (—z_), 7, ?) une base orthonormée directe fixée dans R®

et P(s) la matrice des composantes des vecteurs T'(s), N(s) et B(sj dans
la base B.

Si P(s) = (45(8))1<s,j<n, On a par exemple :

N(s) = cu2(s) 7 +aza(s) 7 +asa(s) &, (2™ colonne de P(s)),
donc :

—

N'(s) = alp(s) T + alyy(s) T + h(s) & :

—_ —
dT dN

on justifie ainsi que P’(s) est la matrice des composantes de 5’ 4

et — dans la base B.

ds

(ﬁ*.. R Y12
Mais T Y(S)N(s) = | voo2 |;
Y32

dN N —yai +Ta13
— =—T +7B = | —yag1 + Tas

ds —YQ31 + TQ33
(T)B - —T012
et —=—TN = —Tas |,
ds
—TQ32

les vecteurs colonnes représentant les composantes des vecteurs dans la
base B. C’est donc que :
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P'(s) =

Q127 —Oo117Y + Q13T —Q12T
Qo2Y —Ow217Y + Q3T —02T |,

Qz2Y —o31Y+ Q33T —032T

a2 Q13 0 — O
Qg1 Oz 003 vy 0 —-7].
31 Q32 Q33 0 T 0
0
Y
0

— 0
En notant A(s) =

0 —7') , matrice antisymétrique, on a donc
T 0

P'(s) = P(s)A(s).

—_— s —

Or, prouver que pour tout s de I, la base (T'(s), N(s), B(s)) est ortho-
normée directe, c’est prouver que la matrice P(s) est orthogonale directe,
donc que P(s) *P(s) = I3 et que det(P(s)) = 1.

Comme I est connexe et que P(sg) *P(so) = I3, avec det(P(sp)) = 1,
(car pour sp on a une base orthonormée directe) il suffit de justifier que
Ed;(P(s) tP(s)) = 0, on aura alors P(s) *P(s) = cte = I3, donc
det(P(s)) = %1, mais I'image de I, connexe, par s ~ det(P(s)) étant
un connexe contenant 1, inclus dans {—1, 1}, ce sera 1.

Or %(P(s) tP(s)) = P'(s) *P(s) + P(s)(*P(s))’, avec :

P'(s) = P(s)A(s) donc (*P(s))’ =* (P'(s)) = *A(s) *P(s)
= —A(s) *P(s)

d’our :
L(P(s) *P(s)) = P(s)A(s) *P(s) + P(s)(~A(s) *P(s)) =0.

Finalement, pour tout s de I, la solution de 6.153 de donnée initiale

- — — _— s —
(To, No, By) est (T'(s),N(s),B(s)), famille qui reste base orthonormée
directe de R3 euclidien orienté.
Mais alors, si on se donne Mg fixé dans I'espace affine A, la relation
_—
dm(s)

35 = T(s), conduit a:

() = [T du,

So
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et le paramétrage

om(s) = omyg +/ T'(u) du,

So

—
o . , . . dm —
définit un arc paramétré, I' d’abscisse curviligne s car & = T(s) est
. . . - — v - . S
unitaire, arc de classe C3 car a priori, T', N et B solutions de 6.153 sont
dT dN _dB
de classe C', mais 7 et T étant supposées de classe C!, —, — et —
ds’ ds ds

— — —
sont de clsasse C1, vu les relations 6.153, donc T, N et B sont de classe
—
C?, et / T(u) du est de classe C3.

So

Enfin les formules 6.153 prouvent que I' admet pour triedre de Frenet

_— s —
(T'(s), N(s), B(s)), et pour courbure 7(s) et 7(s), qui, ne s’annulant pas
par hypothése, donnent bien un arc tri-régulier.

Comparaison de deux solutions

Soient (T1(s), N1(s), Bi(s)) et (Ta(s), Na(s), B2(s)) les triedres de
Frenet de deux arcs paramétrés, I'y = (I, f1) et I's = (I, f2) solutions
du probléme posé.

Si sp € I est fixé, et si f1(sg) = om; et f2(sp) = oms, on considére
Papplication affine h, qui envoie m; sur mo, et d’application linéaire u

qui envoie la base By = (Ti(so),N1(s0),B1(s0)). sur la base Bo =

(T2(s0), N2(s0), B2(s0)), (voir Tome 4, Théoréme 1.52).

Comme B; et B, sont des bases orthonormées directes de R3 euclidien,
u est en fait une rotation, (Tome 3, remarques 14.49 et 14.51), indépendante
de s.

Larc paramétré (I, u o f1) est tel que

(wo f1)' = du(f(s))(fi(s)) = u(fi(9)) = u(T1(s)),

vu les régles de calcul différentiel, (u linéaire est différentiable partout,
de différentielle en tout point égale a u, voir Tome 3, exemple 16.20 et
Corollaire 16.24).
Comme T (s) est unitaire, et que u est une isométrie on peut poser
—_
1(s

uo fy = fzet % = u(T1(s)) = Ts(s) est unitaire.
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Mais alors,
T O = @) @)
= u(TI(s)) = u(7(s) N1 (s))
= y(s)u(NVi(9)),

par linéariré de u, et le vecteur N3(s) = u(IN1(s)) est unitaire orthogonal
— —
a Ts(s) = u(T1(s)), (u isométrie).
Mais alors B3(s) = T3(s) A N3(s) est I'image par I'isométrie u de

Bi(s) = Ti(s) A Ni(s), et on obtient

dN:
_—
c135(8) = u(Nj(s)) = u(—~T; + 7B1)
= —yu(T}) + Tu(B1) = —vTs(s) + 7Bs(s),
dB; 4T} ——  dNs(s) —_
_—
puis d_: = 'd—: A N3(s) + Ts(s) A d—i(s = —7N3(s) par calcul,

si bien que les images par u de T3(s), Ni(s), B1(s) vérifient 'équation
différentielle 6.153.

— — — — —

De plus (u0771)(s0) = T2(s0), (woN1)(s0) = Na(so) et (uoB1)(so) =
—_— — — — — — —
Bs(s0), donc les fonctions u o T et T3, u o N; et N> ainsi que uo Bj et By
coincident sur I'intervalle I, par unicité d’une solution de 6.153 de donnée

— — — — —_ = =
initiale fixée :ona T3 = u o 17 = T5, et de méme N3 = N3 et B3 = Bs.

Mais alors :

f3(s) = u(f1(s)) = u(omy) + / uo T’f(t) dt, (par linéarité de w),

So

est encore tel que :

fa(s) = u(@m) + / "Tot) dt = u(Em) + fols) — o3

So

= ’LL(O—rnl)) - m + fz(s)a

— — —
avec le vecteur v = u(om;) — om; constant.
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11 résulte donc de P’égalité fo(s) = — ¥ + u o fi1(s), que I'on passe de
T'; a'; par une isométrie affine d’application linéaire associée u. |

REMARQUE 6.154. — La technique de démonstration s’applique & un arc
de A affine euclidien de dimension 7 dont on se donne les n — 1 fonctions

courbures, puisqu’on a justifié en 6.112, que la matrice donnant les dérivées
—

de T'(s) et des vecteurs normaux est antisymétrique.

REMARQUE 6.155. — Dans la justification du Théoréme 6.151 on a utilisé le
fait que la courbure ne s’annule pas mais la torsion elle pourrait s’annuler,
simplement on obtient dans ce cas des arcs bi-réguliers.

REMARQUE 6.156. — Si la courbure vy est de classe C* et la torsion de classe

k—1 N . . e Gl g k—1
C*~,le systéme 6.153 fournit a priori T', N, B de classe C*~*, (résultat
concernant les équations différentielles).
—

dN dN
Mais = - —7? + 7B donne P de classe C*~! dou N de classe
dT dT
C*, et la relation T 'y-]_\f fournit alors R de classe C¥, donc T de
classe C**1, et I'arc finalement de classe C**2 : la torsion peut étre d’une

classe inférieure.

6.157. CAS PARTICULIER DES ARCS PLANS

Le plan vectoriel étant orienté, on a vu que la courbure 7y est donnée

d

pary = d—(p, ¢ angle du vecteur tangent unitaire ? et d’'une direction fixe,

) 7 T @
(voir 6.115). Mais alors on a — = 7]_\7) et — = — —(ﬁ, soit comme
ds ds dyp ds

T ™ — dN

— = — T, (rotation de — pour passer de N 4 —, donc de 7 pour passer

dep 2 de

— dN ir - _dN —

de T 4a—),ona— =N et — = —yT :le systéme 6.153 conduit

dp ds ds

0 —
a la matrice antisymétrique (2,2), A = ( O’Y ) , et tout ce qui précede
Y

s’applique. Mais en fait, il y a une technique plus simple.

= . . .dz  dy
Les composantes de T sont cos et sin ¢, mais aussi A et P
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d S
Sion se donne la courbure y(s) = d—f,onacp—-cpo = / ~(t) dt = I'(s),
50

fonction de s.
Puis dz = cosp ds = cos(T'(s) + ¢p)ds et dy
conduisent 4 la paramétrisation :

S S
T=1z9+ ( / cosT'(¢) dt> cos g — ( / sinI'(¢) dt) sin g
So So

S S
Y =1yo+ ( / sinI'(¢) dt) cos g + ( / cosT'(¢t) dt) sin g
So So

qui met bien en évidence le déplacement lié au choix de g et de (o, Yo)-

sin(I'(s) + o)ds,

6.158.

6.159. UN CAS PARTICULIER : si la courbure -y est constante, on trouve des
$—80 4. ..
. Si on choisit

1
cercles, car 7 = —avecr > 0 conduit a I'(s) =
so = o =xp =Yo =0, il vient :

st s St s
z=/cos—dt=rsin— et y=/sin—dt=r(1—cos—):
0 T T 0 T T

c’est bien un cercle de rayon |r|, la théorie fait bien les choses.
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EXERCICES

Déterminer une courbe plane bi-réguliére I', telle que, si R est le rayon
—
de courbureenmdeI’, T le vecteur tangent unitaire orienté, V I'angle
= . . .3
(om, T') et p = ||omi||, on ait la relation p = R sin®V.

Soit un arc plan bi-régulier I', de développée C supposée réguliére.
Disposition relative de deux cercles de courbure en deux points m; et
meo deT.

Soit un arc bi-régulier C, M un point de C et I le centre de courbure en
M, J le centre de courbure en I 4 la développée de C. Le milieu P de

M décrit un arc C’'. Montrer que la tangente en P 4 C’ est orthogonale
aMJ.

Trouver les droites a la fois tangentes et normales a ’arc paramétré
T:t~ (2t3,3t%).

Soit une courbe plane C, de classe C3, bi-réguliére. A tout point M
de C on associe les points P; et P» de la tangente en M a C, tels que
PM = P,M = a, (a > 0 fixé). Soient C; et C; les arcs décrits par P;
et P, C, C; et C- les centres de courbure de C, C; et Co en M, P; et
P5. Montrer que M, C; et Cs sont alignés.

Soit I" un arc plan bi-régulier rapporté a un repére orthonormé zoy.
Soit T l'intersection de oy et de la tangente en M, N l'intersection de
la normale en M avec ox et P l'intersection de la paralléle 4 la normale

en M, passant par T, avec ox. Déterminer I pour o soit le milieu de
NP.

Trouver les arcs I' de R?, bi-réguliers, tels qu’en tout point M de T, si
N est le symétrique par rapport & M du centre de courbure I en M,
le triangle OM N soit rectangle en 0. Trouver les développées de ces
courbes.

Déterminer les courbes planes I', réguliéres telles que, si c est la
courbure en M d’abscisse curviligne s, on ait a?c?(e?/* — 1) = 1,
avec a réel > 0 fixé.
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La tangente en M, point d’'un arc bi-régulier I, coupe une droite fixe D
en T, la normale en M aT et la perpendiculaire en T & D se coupent

en N. Déterminer I' de facon que N soit le centre de courbure en M a
T.

Soit I' un arc bi-régulier, deux points My et M de I' d’abscisses
curvilignes sg et s. Les tangentes en My et M a I" se coupent en 7.

Limite, quand s tend vers sq, du centre du cercle circonscrit au triangle
MoMT.

Soit I'arc paramétré I' : t ~ (t,t2,t3), t réel. Montrer que par M
passent, outre la normale en M, quatre normales en My, M2, M3 et
My.

Lieu des centres des sphéres contenant M;, My, M3, M, lorsque M
varie.

Une telle sphére rencontre I' en deux points P et () autres que M,
Mo, M3 et My. Surface engendrée par les droites PQ.

Soit une droite D du plan, un point A du plan non sur D. Déterminer

les arcs v de classe C?, tels que AM - ﬁ" = 0, avec T intersection de
D et de 1a tangente & ¥ en M. On supposera que A n’est pas sur .

Soit M un point de la cardioide d’équation polaire p = a(1 + cos8), C
le centre de courbure en M, I le projeté orthogonal de C sur la droite
OM. Quelle est la courbe décrite par I?

Quelle sont les courbes C, d’équation polaire p = f(6) telles que la
courbe décrite par le point I construit comme précédemment se déduise

1
de C par homothétie de centre O et de rapport 3 ?

Etude des podaires d’un cercle.

Nature de la courbe I' paramétrée par :

Lo 2 _ —t/2 z_\/§1-t2
12 YTire T V21

puis de la nappe S engendrée par la rotation de I" autour de 0z.

Soit a > 0, on considére la courbe I' d’équation ay? = z3. Ensemble des
points du plan par lesquels passent deux tangentes a I' orthogonales.
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Soit une droite fixe D du plan, et I' une courbe plane de classe C!
telle que la tangente et la normale en M a I coupent D en T et N
respectivement. Quelles sont les courbes I telles que le milieu de NT'
reste fixe quand M varie.

Soit 0 un point donné du plan euclidien et I un arc de ce plan. Soit M
sur I'. La perpendiculaire en 0 2 (0M) coupe la tangente en M a T en

T. Déterminer I de telle sorte que Hm" || = 1. Abscisse curviligne?
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SOLUTIONS

Llutilisation du mode de représentation en polaires s’impose. On peut remarquer
que V n’est défini que pour m # O, (donc p ne s’annule pas). Faisons les

calculs vectoriels, dans le repére mobile u (cos 8, sin 8) et v (—sin 8, cos ) avec
0m =p%.

Si s désigne I'abscisse curviligne, et ¢ = (7, ?) = 6+V,langle dela tangente
orientée et de I'axe des abscisses, on a :

dm d dé
S e cosV @ 4sinV T =P w+p—7,
ds ds ds
dg 1
donc p i = sinV, d’oi:i R = sirgV . ;1{1TV d’apres la relatioxz ce qui
donne, comme si:V = d—;, R = d—; . m On a aussi R = d—s, d’ou
ds ds 1
— = — - —— et final t:
dp _ d9 sin2v O maemen
dy . 2 d@+Vv) dv
_——= V = —= 1 -,
a " a6 T
dé 1
donc % = —cos?V. Mais EV = Y conduit 2 —0 + g = tgV, or,
—

d
en reprenant les deux expressions de E"l dans le repére mobile on a tgV =
s

de d dé
pes _ 6o — 6, d’ou1 une équation différentielle liant p et 6 : ¢ _ qui
dp p 6o — 6
s'intégre en Log|p| = —Log|6g — 6|+ constante, ce qui conduit aux solutions en

p= -0 : on a des spirales. Il convient de remarquer combien l'utilisation
—vo
du repére mobile a facilité les calculs.

On note s I'abscisse curviligneen m de I, T le vecteur tangent unitaire orienté

et NV directement perpendiculaire, 'arc étant supposé orienté tel que R soit
positif.

-— —_— —
Le centre de courbure ¢ en m est tel que Oc = 0m + RN, dou :

—

de — — T —
—=T+R'N+R|—-—= ]| =R'N,
ds + + ( R)

et comme la développée est supposée réguliére, R’ ne n’annule pas.
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—

Si on note o Pabscisse curviligne de la développée, et ?1 = d—c, on peut choisir
— = g
T1 = N, et dans ce cas

= de d_c) ds ds —
T3 =N = — —=R'"2=N
da' ds do do
. . _do ,
conduit & I'expression — = R’.

s

Soient c; et cz les centres de courbures en mj et m2 points d’abscisses
curvilignes respectives s; et sp sur I, la longueur de I'arc joignant c; et c2
sur C est, sis; < so:

S2 S2
/ da=/ R'(s)ds = Rz — Ry,
Sy S1

(on suppose ici que R’, de signe constant, reste positive). Mais alors la corde
cice a une longueur ||c1¢z|| € Rz — Rj. Soit alors P un point du cercle de

courbure en m;.0On a:
—_ —_—
[|Pez|| < ||Pe1]| + |lerez|| < R1 + R2 — Ry = Ra,

donc P est intérieur au cercle de courbure en ms. Finalement deux cercles de
courbure sont alors tels que I'un soit intérieur a I'autre.

Larc étant bi-régulier, on peut le paramétrer en fonction de ’abscisse curviligne

s, et utiliser le repére mobile (M, ?, T\f) pour exprimer les données.
—

— -

Ona07=m+Rﬁ,d’oﬁ£=?+R’-ﬁ+R I soitﬂzR’J_V).
ds R ds

En fait pour avoir le centre de courbure J en I sur la développée on suppose
—

dr
Tarc de classe C* au moins, et la développée bi-réguliere d’out = non nul.
Si on note o Fabscisse curviligne sur la développée D de C, on.peut prendre
— —_
dI — dI ds do
—=N=— —4& =R
do ds do 5 ds

N et IVI —— , vecteurs associés 2 la développée, on a alors
= —1, (R rayon de courbure en I, pour D),

—_— — —
dN ds Np T
ds do R,  RR'
_— —_ —_— — —
MJ = MI+ RiNj,don MJ=RN -RR'T

—_— — —_ P —_— —
Le point P, milieu de M I est tel que 20P = 0] + OM soit 20P = 20M + R N
et on a sa tangente dirigée par

doi R; = RR'. Le point J est alors tel que

22—2:” +RN+r|[-L) =7 +rN.
ds R
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P
On a alors MJ - 2 —i = —RR'+RR’' = 0:cest gagné!
s

Le paramétrage est bijectif de R sur T, (c6té bijectif de t ~» 2t3), le vecteur

—_—
dM
tangent en M (t) étant, pour t # 0, le vecteur el (6t2,6t) parallele
2
de?
—
finalement, pour tout ¢, la tangente de vecteur directeur V' (t) : (¢,1), et la

normale en M () de vecteur directeur W () : (—1,0).
La droite aff (M (t), M (0)), pour t # 0, sera a la fois tangente 4 I" en M (t) et

_  — _
normale en M (0),siona V(t)//W(6) et V(t)//M(t)M(6), ce qui équivaut &
la nullité de deux déterminants :

au vecteur (t,1) et, pour ¢ = 0, cest

= (0, 6) paralléle 4 (0,1), on a

t -1
1 6

t 2(t3 - 6%)

—0 et
1 32 -62)

=0,

le deuxieéme déterminant se simplifient par ¢ — 6 car on suppose t # 6, (la
tangente en t n’étant pas normale en %).
C’est donc équivalent 2 t6 = —1

et 3t(0+0) —2(t2 +t9+6%) =0
ou encore a 3t(t + 6) — 2(t + 6)% +2t6 = 0.
. 1

Comme 6 = 0 n’est pas solution,ona t = — 2
et —§(0—l)—2(9—l)2—2—050it—204—02+1—0

6 6 6 - o

1

Le polynéme 2u? 4+ u — 1 = 0 s’annule pour u = —l et u = 3 d’ott les racines

1
6= =F—2 associées a t = Fv/2. Il reste encore 4 déterminer en quel point est

la tangente et en quel autre la normale!
On trouve quen A, (¢t = /2) de coordonnées 4/2 et 6, le vecteur tangent

— 1
est parallele a V (V2) : (v2,1), et quen A, (t = _ﬁ)’ de coordonnées
\/5 3 1 1 —
, le vecteur normal est W —— ] :{-1,—— ). Comme A’A a
2 V2 V2
2 9 —
pour composantes 4v/2 + \2_ 9\/— et 6 — 5 =3 on a AA’ paralléle a

l—/)(\/i) : C’est la tangente en A qui est normale en A’.
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On trouverait de méme que la tangente en B, (t = —1/2) est normale en B/,

1
(t = —) , les points B et B’ étant respectivement symétriques de A et A’

V2

par rapport a Oy.

. - —_—  — -_—
On note s, s1 et so les abscisses curvilignes sur C, C1 et Co, T, T1 et Ta
les vecteurs tangents unitaires orientés, d’ou ]—\/'), N; et N—_)z respectivement
— = — — — —
directement perpendiculaires & T, T3 et T2. On posera 0Py = OM + aT
et 0Py = m — a?, et les calculs vectoriels se feront dans le repére mobile
— —
(T, N).

—
dP;, — a

Ona T+2N.0 lors Ty R (T’+“Tv’)
n —_—= — . Un pose alor: = —— —_—

s R posealors 1 = a1 2 R
ot ds; VRZ +a?

ds” R ’
(Liarc étant bi-régulier, R est une fonction de s continue qui ne s’annule pas,
donc elle est de signe constant.)

dP:
On aura de méme d—2 =T - % I_V), ce qui permet alors de choisir
s

—> R (? a N») dsg \/'Ri-i-ai'

To = ——— _ — t —— =
LY/ o -2 R )% s R

— R /a4 = =
Onaalors N = ———=(—— T + N ), (directement perpendiculaire),
N A perp
— - dsy L
et C; sera tel que M1C; = R1 N1, avec R = o1’ 1 désignant I'angle
Y1

(7,T1) = (T, ?) + (7‘),’1_“1’) = ¢ + 61, en posant ; = (?,1—“1)).
a dé, a? aR’!
Mai L tgf1=— dod — |1+ — )| =——.
ais alors, tg 6 R ou 15 + R2>
On adonc:

R1 dsy ds ds1

ds ds

1 _dﬂ_d(¢+91)ﬁ_(§f d01) ds
- - dsl

(1 aR/ R
T\R a?2+R?2) V2t RZ
On aurait de méme ! _ (1 + aR' R
Ra \R " a2+R2/) VaZ1rR2
Afin d’éviter des calculs inutiles voyons comment traduire I'alignement de M,
—_— —
C1 et Ca, Cest-a-dire la colinéarité de MC; et de M C>, (pas de jalousie entre

C1 et Co).
Ona:

——p ot = = = = R1R a = —
MC, =MP;+R1N; —GT+R1N1—GT+W (—E T +N),
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donc :
— R1 — R1R —
MCi=a|l- ——— )T + ———— N;
! ( Va2 +727) VaZ + R

et on trouverait, (a donne —a),

MC'2=a(—l+ Ra )T’+ RoR_ 7.

W Vot + R2
Ces vecteurs sont colinéaires si et seulement si :

VaZ+RZ-R; _ R1i
Va2 +R24+R2 Ra2

< (R1+ R2)Va? +R2=2R1R2
1 1 2

— =
R1 Rz VRZ+a?

Aaad

. 1 1 . .
or les expressions trouvées de =i et = donnent bien cette relation.
1 2

On se donne I"' comme enveloppe de ses tangentes, d’équation normale :
z cos @ + y sinf — p(§) = 0. Alors la normale en M aura pour équation :

—z sinf + y cos@ — p’(6) = 0, (voir 7.16). Les coordonnées de T sont donc
0 /
0, M et celles de N sont —,p—, 0]).
sin 6. sin @
La paralléle 4 1a normale, passant par T" a pour équation :

—x sinf + (y— L) cos@ =0,
sin @

(elle est perpendiculaire &8 ¥ = —sin 6 w + cos@ 7) d’ots les coordonnées de
. cos 6
P qui sont (—p —52,0).
S
On a donc 0 milieu de N P si et seulement si :

/

P p cosf oy cos @
= 01 t = — ,
sin 6 sin26 soitp sin 6 P
A
doup(f) = —.
S

Si on veut vraiment paramétrer I', on prend l'intersection de :

A
Dg :zcosf+ysind = —
sin 6

et de
cos@

D) : —zsin@ 0=-A—r—,
9 z sin 6 + y cos %0
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d’ott 'on tire :

2
m=2)\c?so et y=2A\ 1_(0(})50) R
sin 6 sin 6
z2
donc Iy, est 1a parabole d’équation y = A — e (entiére car z décrit R).

—

— d - =, L= —
Avec t = d_ =cosp 72 +sinp j et " = —sinp 2 +cosyp j,ona
s
ds . — —y N
pour rayon de courbure R = d—-,et le point N est tel que ON = 0M — Rn’.
®

—_— — —
On a donc 0M - ON = 0M2 — ROM - T, et si z et y sont les coordonnées de
M, la condition d’orthogonalité s’écrit

(% + y?) — R(—z sinp 4 y cos ) = 0.

Comme cos p = ;E etsinp = %, Rcosp = gﬁ et Rsinp = dd—y,d’oﬁ une
s s » ]

autre expression traduisant 'orthogonalité :

2, .2 dy dz _ 5 2 2d(%>
+y‘+z— -y —=z"+y" +z° —==0.
dy de de

Cette forme incite & passer en polaires en posant z = r cos 6, y = 7 sin6,
d’ou la relation :

d(tg0) dé dé

2 2

+ 520 ———="2 1+ —

r* 47 co dé d<p = de 0

qui conduit 4 6 = 0p — ¢
La constante d’intégration 0 correspond & l'invariance par rotation de centre 0
de I'ensemble des solutions.

d d
On continue avec 6y = 0, d'ou tgd = LA —tgp = ——y, (car cosp = bt
T dz ds

d
etsinp = —y), soit encore la relation y dz + =z dy = 0 qui s’intégre en zy = k.

s

La constante £ = 0 conduit & une hyperbole dégénérée, (les deux axes de
coordonnées) 4 écarter car non bi-réguliére, il reste donc comme solutions toutes
les hyperboles équilatéres de sommet 0, quand on réintroduit le paramétre 6g.

Recherche des développées. La aussi il suffit de chercher la développée de
I'hyperbole zy = k, les autres étant obtenues par rotation de centre 0, d’angle
6o quelconque

dM ,
Ona a2 =1 — —5 j d’ou 'équation de la normale :

(X—:L')+( —E)( )=0,ouplubﬁt
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Dy : 23X — kzY + k% — 2% = 0; on dérive pour avoir 'enveloppe :
DL : 322X — kY — 423 = 0;
k2 43z 3kZ4at

223 ' T 2kz '
paramétrisation qui donne la développée de I'hyperbole I'j, d’équation zy = k,
comme enveloppe des normales. '

d’ol1 un systéme qui se résoud en X =

Voila un travail de tout repos puisqu’il s’agit de la détermination d’un arc par
son abscisse curviligne, sachant que :

1 ds 2 2s
(— ——) =ea —1, cequiimpose s = 0.
a dy
Si on effectue le changement de paramétre défini par ed =ch u, pour u = 0,
on obtient -1— E =eshu,avece = 1ou —1.
a dy
1 1d hu d
Ona:- e ds= - chuds = shu du, dou — &g _suc = eshudou
a a a dp chu dy
du . s
dp=¢ P (on a dérivé ea = chu).
c

U

Le choix de ¢ = -1, par rapport 4 € = 1, conduisant a une symétrie
orthogonale par rapport a une droite, et les courbes cherchées étant définies
4 un déplacement pres, on continue avec € = 1, d’'olt ¢ — g = 2 Arctane®.
Le choix de g quelconque consistant a effectuer une rotation de centre 0, on
poursuit avec g = 0, soit avec :

¢ =2 Arctane® < e* = tgg pour ¢ €]0, 7[.

1—1:g22 ds
On aalorsdz =dscosp = — 2 —du,
1+tg2£ du
2
. 1_e2’u. N
soit dzr = ——— athudu = —a th*u du,
1+ e2v
7
et dy=dssin<p=——(p—du
1+tg22 du
v h
= ——athudu=as—2udu,
1+ e2v ch?u
dou z — zg = a(thu —u) ety —yo = —hi. Les courbes solutions s’en
chu

déduisent par isométrie.

Si on se donne I'" par son équation d’Euler :

zcosf+ysind —p =0, avec W = cosf 7+sin9 7,
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on sait que le centre de courbure C est tel que MC = —(p+p’') %, (voir 7.17).
On prend alors un repére tel que la droite D soit I’axe des z, les coordonnées de

T sont (—% , 0) , (T n’existe que si cos 8 # 0), et C = N équivaut & abscisse
co

de C = P , soit zpr — (p + ') cosf = L , avec x s abscisse de M.
cos cos 6

Comme M est I'intersection des droites Dy et Dé avec :

Dg :zcosf+ysinf —p=0,et

Dy : —z sinf 4 y cos§ — p’ = 0, on en déduit que :

zpr =pcosh —p’ sinb,
et finalement I' sera solution si et seulement si

pcosd —p’ sinf —pcosh —p’’ cosf = —p—-,

0s 0
soit encore p’’ cosf + p’ sinf + L2 __o
C’est une équation différentielle lin%séire du deuxiéme ordre qui s’intégre sur
tout intervalle du type }—g, % [ modulo w. On a une solution particuliére
p(0) = cos 8, on cherche donc la solution générale en p(6) = A(8) cos6 d’ou

cos 6
cos 8

A9) + (X cos@—Asin) sin @+ (X"’ cos 6 —2)\ sin 6 — X cos @)cos § = 0
soit A\’ cos20 — X cosf@sinf =0 <> A\’ cosf — )\ sinf =0,

ou encore (A’ cos8)’ = 0, ce qui conduit a X' =

k g d’ot1 'on déduit :
A=kln

tg (g + %)I + u et finalement

6
p(6) = (k In ‘tg (5 + %) } + p.) cos®,
ce qui joint & 7 = pcos@ — p’ sinf et yp; = psinb + p’ cos b, permet, pour
les amateurs, de déterminer explicitement un paramétrage admissible des arcs
solutions.

On prend pour repére R le repére d’origine My, de vecteurs unitaires ?,
(tangent & I" en Mp) et 7@ directement perpendiculaire.

Si on pose s = sg + h, un développement de Taylor-Young a l'ordre 2 en My
donne :

MoM h?+h2_ﬁ+ (h?)

= —_—— (o] ,

0 2 R

avec R rayon de courbure en My, d’ou des coordonnées z et y de M avec
2

h
z=h+oh?)ety= R + o(h?).
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—

La tangente en M est dirigée par dd—M (so + h), avec
s

EYYi — 2
M dM d“M
—_ h) = — h
I (so+h) P (s0) + 32

(s0) + o(h)

—_—

— w
=t +h§+o(h),

—
=(1+0r)T + (h+ o(h))%,
et une équation de la tangente en M qui devient :
1
(X —2)(h+o(h) = — (¥ )1 +o(h) =0,

y(14+o(h))R
h(1+ o(1))
h2 R h

h+o(h?) — — = == =¢.

+ o(h*?) 2R h(1+o(1)) 2-¥-o(h) £

Léquation du cercle circonscrit au triangle My, M, T est alors :
X2+Y2 X Y 1

24942 z y 1

&2 £ 01

0 0 0 1

d’ot1 I'abscisse de T qui vaut z — =, soit :

car si on développe 2par rapport a la premiére ligne, on obtient une expression
du type a(X2 + Y?) 4+ X + Y + 6 = 0, vérifée par les coordonnées de M,
de T et de Mp.

Sous cette forme, les coordonnées du centre sont — % et — %.
Ona
—h3
a=—Ly~ =’
g -i;y2 v 2 b
B=- éo g 1 =y’ ~ =,

donc —ﬁ ~ E, ce qui tend vers 0; enfin :
2a 4
?24+y% z 1
y=| & ¢ 1|=@E+y)E-af
0 01

2 3
=h2(1+ o(1))g —h(1+ o(1))hZ = %(1 +o(1)),
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h3 4R
donc —% =3 ﬁ(l + o(1)) qui tend vers % : la limite cherchée est le

milieu de MyCy, si Cp est le centre de courbure de I' en Mp.

Le paramétrage est bijectif car z(t) = z(t') =t = t'.
Soit M de paramétre ¢, et R de pa.ramétre 0 #t,ona R # Met MR est

normale en R a T <= ME - E(9) = 0, soit si et seulement si, 8 # t est

solution de
6 —t+20(6%2 —t2) + 30%(9% — t3) = 0,

ce qui est équivalent, en simplifiant par 6 — ¢ # 0, 2 0 # t, solution de
304 4+ 365t + 62(3t2 + 2) + 20t + 1 = (8) = 0,

d’ou en général, 4 solutions ¢1, t2,t3 et t4. Le en general n’est pas ridicule, car
pour ¢ = 0 par exemple Péquation 364 + 262 + 1 = 0 n’a aucune racine réelle.

Soit S la sphere d’équation
224+ 92+ 22 —2ax— 2By —2y2+6=0
6 est parameétre de S N I" si et seulement si 6 est solution de
62 + 6% + 65 — 200 — 2302 — 2463 + 6 = 0,
donc de
0% 4+ 6% — 27403 + (1 —2B)0%2 — 228 + 6 = ¥(6) =
et la sphére S «passera», (si jose dire) par les points M;, (1 < 7 < 4), réels ou
imaginaires si et seulement si ¢ divise .

En effectuant la division de 3% par ¢, on trouve, (mais sans garantie, de toutes
facons, si vous trouvez autre chose, continuez avec vos résultats),

4
39(0) = (9) (02 —t0+ ) +3t3 —t—67)8% + (t2 +3- Gﬁ) 62
t 1
- —6a)0+36—=.
* (3 °‘) 073
t
Les coordonnées du centre de la sphére sont donc réelles : on a o = TR
2 2t . R
B = 3 + Y ¥ = 778 ce qui est une paramétrisation de I'ensemble des

centres des spheéres.

1
De plus, les paramatres des points P et Q sont les 8 solutions de §2 —t9+ 3 =0,
4
(ils ne seront réels que pour t2 — 3 > 0, mais passons). Si on les note t5 et tg,

1
on aurats +tg =t et tstg = §'
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Le vecteur P_d a pour composantes tg — t5, tg - tg et tg — tg, ou encore tg — t5,
(te —ts)(te +15), (t6 — ts)(t% + tg + tgts), ce qui, pour tg # ts, (donc t2 > g
pour avoir des racines réelles), donne un vecteur paralléle a V de composantes
1,16 + t5 = tet (te + t5)% — tots = t2 — 1

Une paramérisation de la nappe engendrée par (P, Q) est donc z = t5 + ),
y= tg + A,z = tg + A (t2 — %), ou les parametres sont t et A\, et ouona:
ts =t —te, don

1 ts 1 ts
2 =tts — = et t3=tt2——=t(tt ——)——
5= T3 5= °73)7 3
it, t3 = (2 L tg— L i conduit a :
soit, t5 = ~3 5—§,cequ1conu1a.
1 1
z=ts+ A y=tlts+\)— ==tz — =,
3 3
1 t 1 t
t = t2——)t ,\——=(t2——) -2,
€ z ( 3) B +N -3 3)°73

d’ot une élimination de ¢ :

z:v=t2:c2—z——t—z=(y+l)2_fi_l(y+l)
3 3 3 3 3 3/’

ce qui conduit 4 la nappe d’équation 3zz = 3y + y — z2, ou encore :

x2 —3y2 4 3zz —y = 0. C’est une quadrique, non vide, (elle passe par 0), réglée,
la forme quadratique de degré 2 s’écrit (:c + g z) — -?I 22 — 3y2, donc on a
un hyperboloide & une nappe, (voir chapitre 10) qui contient les droites (P, Q).
Autre chose est de dire si toute droite de I’'hyperboloide convient!

Soit un repére orthonormé (A, T, 7) tel que D ait pour équation z = «,
(e > 0). Comme on suppose que -y ne passe pas par A, on peut chercher v par
son équation polaire.

Avec U’ (0) = cosé % +sinf 7 et ¥ (0) = —sin 07 +cos 67, on pose donc
AM =r(@)7.

Lintersection, T', de la perpendiculaire en A & AM, et de la droite z = o est

donc telle que AT = p7,avec —p sinf = a, donc p = —%, et ceci pour
sin

8 # 0, (). On doit donc exprimer que le point T tel que AT = — 7 est

sin
—

dM
sur la tangente en M 2 -y, donc que M7 est parallele 2 T Y 4.
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Comme MT = AT — AM = —r @ — 7, on a la condition :

sin@
i T ar'
[ = — —r2 = 0,
T . sin @
sin 6
, .
T sin @ N a .
ou — = —, qui s'intégre en — = X + cos 6, () constante) et conduit aux
T a

courbes Cy d’équation polaire r = ————.
A dequation p " A+ cos6

Pour \ = 0, on trouve la droite

D qui ne convient pas, (T" n’est pas défini) et pour A # 0, on a une conique de

foyer A, de directrice D, d’excentricité m , (voir 8.39, 8.40 et 8.41).

18. OnaOM = P avec W =cosf i +sinb j.
Si I est la projection orthogonale de C sur OM,on a:

6?:(@.?)7=[(W+Rﬁ).7] z,

avec R rayon de courbure en M & la courbe et N vecteur unitaire normal
orienté. En posant ¢ = (4, T) = (i, @)+ (7 + T) = 0 + V avec les

™
notations usuelles, on a (o, 1_\f) =V+ 5 donc :

N-@ =cos (V+ g) =—sinV et 0l =(p—RsinV)%.
Si M décrit la cardioide.

d dM s
OnaR:favec-a?=p'7+pv,donc:

ds? = (a® sin%6 + a?(1 + 2 cos 8 + cos26))d6? = 2a%(1 + cos 0)d?

= 4a,2cos2€ de?.
2
. . 0 .
On choisit 'expression ds = 2a cos 3 dé, puison a :

2
aMm _ dM dé —asinf _, 2a cos

—_— = = u +
ds dé ds 2a cosE 2a cos

—
v

N Do)

/] 6
= —sin- W +cos= v,
2 2

0 6 0
ce qui conduit & prendre V' = §+g, sinV=cos§et<p=0+V=3§+

™

2
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3 4, 4 /]
doudp = > dfetR = ?a cos g On obtient alors O = (p — ?a 00525) o,

—
6 2 1
orp= 2a0052§,donc(71) = (p—- 3 p) = 3 pu = % : I décrit 'image
1
de la cardioide par I’homothétie de centre 0 de rapport 3

X . — 1 —
Réciproquement, si I est tel que 0 = 3 OM,ona:

d
p-—RsinV:%p:) 2,o:’R’.sinV:d—ssinV.

3
aM aMm o p
Mais — = p' % + pv,donc — = o+ v,ona
dé ds / 02 + p'2 / 02 + p'2
sinV = ;, et comme ds = 1/ p? + p'2 df, on est conduit 2 1a relation
. /p2 + pl2
2, NP2 tp?d 4 don ¥ _2 o g_g,=2
- = . , u _——= - — = — (.
3° dp /2 1 o2 dp 3 °0=3¢%

La présence de 6p non nul revient a effectuer une rotation de centre 0. On

2
poursuit 'étude avec la relation § = 3 ¢ d’ott angle V' qui vaut :

2
enintégrant a p = A sinzg = %(1 —cosf) = %(1 + cos(8 + 7).

Les courbes cherchées sont celles d’équation polaire p = a(1 + cos(6 — 6p)),
cardioides déduites de I'une d’entre elles par similitude de centre 0.

0 / 0
V= (%, ?) =p—0= 20—0 =Zet?® = cotg V = cotg 5,cequiconduit
P

Qu’est-ce a dire? On ne saurait tout i la fois parler de podaires, cycloides plus ou
moins épi- ou hypo- et d’espaces de Hilbert... Restons raisonnables Mesdames
et Messieurs les examinateurs et, sans utiliser de langage d’initié, parlons des
projections d’un point donné sur les tangentes & une courbe, qui décrivent une
podaire.

Dans un repére orthonormé d’origine le centre 0 du cercle C, celui ci se pramétre
enz = Rcost,y = Rsint, et la tangente en M de paramétre ¢ au cercle a
pour équation = cost + y sint — R = 0, (penser a son équation normale).

Si A a pour coordonnées (a,0), (a > 0, pourquoi pas), la normale en A i la

tangente ayant pour vecteur directeur @ = cost 7 +sin t?, elle se parameétre
enz = a+Acost,y = Asintavec Atel que a cost+A = R, d’ouiles coordonnées
du point cherché :

z=a+ (R—acost)cost = %+Rcost+ g (1 — 2 cos?t),

y = (R — acost)sint,
ou encore :

T — a = Rcost — gcosZt
2 2

y = Rsint — % sin 2t,
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ce qui permet de reconnaitre une... cycloide.

Comme on sait reconnaitre surtout des courbes planes, le mieux est déja de

chercher une relation affine entre z, y et z. Il est clair ici que z + \/Z_y =0,
donc I est plane.

6
En changeant de paramétrage, avec tg 3 = t, on obtient z = siné et

2 2
\/; z = cos#, donc I est sur le cylindre d’équation =2 + 3 22 = 1, cylindre

elliptique. Le plan d’équation z++/2y = 0 n’étant pas paralléle aux génératrices
rectilignes, I" est une ellipse.

Les points de paramétres ¢ et —t, de I, sont symétriques par rapport a 0z.
Un point M (X, Y, Z) sera sur la nappe S cherchée si et seulement si il existe

2
2 2 _ 2 2 - &
t tel que X° + Y* = z°(t) + v*(t) = m avec en méme temps
_ 2
7=4/3 128
2 1+1¢2
1—2t2 ¢4
Mais alors Z2 = § —i,et on aura la relation :
2 (1+1t2)2
X2+Y2+Z2=—3—(1—2t2+t4+4t2)=é.
2(1 + t2)2 2

En fait l'arc I" est sur la sphere S de centre 0 de rayon \/g , et sur un plan

3
passant par 0 : c’est un cercle de rayon \/; , et la nappe S est cette sphere.

Labscisse d’un point de I" devant &tre positive, (2% = ay? > 0),onposez = at?,
d’o1 y2 = 2P et une paramétrisation possible de I" devient z = at2, y = at3.
La tangente en M (t) a pour équation, pour ¢ 7# 0

z — at? y—at3

=0,
2t 3t2

soit encore, aprés simplification par ¢ non nul : 3tz — 2y — at3 = 0.

(Pour t = 0, M est a Porigine,

T = 2a7, la tangente est I'axe des z,

d’équation y = 0 : 1a relation précédente reste valable).
Les tangentes en M (t) et M () seront perpendiculaires si et seulement si les

vecteurs Y et 0 sont orthogonaux, ce qui se traduit par 4¢8 4+ 9(¢6)2 = 0.
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Pour t = 0, on a la tangente en 0 qui est 'axe des abscisses, or il n’existe pas
—_—

de 6 associé & un % dirigeant I'axe des ordonnées, donc cette valeur ¢, (ou 6)

4
nulle est écartée, et on a orthogonalité si et seulement si t6 = — %
Intersection des deux tangentes : on résoud le systéme :

{3t:z;—2y=at3:®

30z — 2y = ah3 : @, avec t = —g.

Tl conduit & 3(t — 8)z = a(t3 — 63) = a(t — 6)(t? + t6 + 62) dour:
z = %(t2 +16 + 62), puis, (8 x(1) — t x(2)) donne :

2(t — 0)y = atf(t* — 62) = atf(t — 6)(t + 9),
donc y= % to(t + 6).

Si on pose u = t + 9, comme t2 + 82 = (t + 6)% — 20, on aura :
t2 +t0 + 02 = (t + )2 — t6, et un paramétrage de 'ensemble cherché par :

w=g<u2+é)
3 9

_ 2a ’
y.-—?u

4
pour tout u tel qu’il existe ¢ et 6 vérifiantt + 0 = uet td = 3 donc tel que

4
Péquation t2 — ut — 3 = 0 ait des racines réelles, ce qui est toujours le cas.
4a

27
Lensemble cherché est donc la parabole d’équation z = o y2 + 57 d’axe Oz.
a

T n’étant supposé que de classe C1, on ne peut pas se donner la courbe par
son équation d’Euler. Prenons un repére orthonormé tel que D soit I'axe des
abscisses et Iorigine 0 soit le milieu des segments [N, T7].

On se donne I’arc I' par une équation cartésienne, y = f(z), (Cest localement
valable, sauf points particuliers).

Equation de la tangente : Y — f(z) — f/(z)(X —z) =0dovzr =z — i,;
équation de la normale : f/(z)(Y — f(z)) + (X —z) =0,donczy =z + ff';
la condition vérifiée par f est donc z7 + zn = 0, soit 2z + yy’ — i/ =0.

K
1l s’agit d’'une équation différentielle homogéne en z et y.

1

On la résoud en posant y’ = t, dod, pour t # 0, dz = n dy, et comme
1 1

2z = % — ty, on a aussi 2 dz = (; —t) dy — (1+t—2)y dt, d’ou y,

1 1
fonction de t, vérifiant I'égalité (1 + t_2) ydt = — (t + ?) dy, soit aprés
e
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k
simplification, y dt = —t dy, qui conduit a4 y = e d’ol1, comme 2z = % — ty,

k
on a2r = Z k = % — k : les courbes I' sont les paraboles d’équation
y? = 2kz + k2.
Elles ont 'axe des abscisses, (donc D) pour axe, pour sommet les points Sg :
k
(—5, 0) et pour foyer l'origine. On retrouve une propriété de la parabole.

En effet, soit une parabole P de foyer F', de directrice A. La construction de la
tangente en M a la parabole, (voir 8.9), montre que c’est la médiatrice de F H,
H étant la projection de M sur A.

A

N
K T/S

Soit S le sommet de la parabole, c’est le milieu de [F, K], (K, projection de F'
sur la directrice), et par du Thalés en veux-tu en voila, (ou droite des milieux
dans un triangle), S milieu de [K, F] donne I milieu de [F, H], donc aussi de
[T, M), mais alors F est milieu de [T, N] et le tour est joué!

o
=

On prend un repére orthonormé d’origine 0, et on va se donner la courbe par
une représentation polaire.

Avec W = cosf i +sinfj, on pose 0OM = p(8) 7, la fonction p étant
supposée de classe C! au moins, (on parle de tangente) et ne s’annulant pas,
(perpendiculaire & (0M) : cela suppose 0 # M).

— —

Avec ¥ = % = —sinf ¢ +cosf j,ona Z—A: =p' W +pv,etdans le
repere (0; W, V) ona:
coordonnées de M : (p, 0);

équation de la tangenteen M aT:Y = ﬁ/ (X — p), donc,

o’ T
coordonnée de T : <0, - —,> , et la relation voulue, || MT||2 = 1 se traduit par
o

4
Péquation différentielle p? + % =1
P
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On constate que p? < 1, ce qui justifie le changement de fonction p = cos ¢,
(ou ¢ = Arccos p) avec ¢ dans [0, 7.

Alors % =1 — p? = sin?p, donc p_, = e sinp, avece = 1 ou —1.
p P

2 2

2:5 p =€c<?s Sa,soith:e

dé sin ¢ sin ¢ cos2p
Or dp = —sinp dyp, on a df = —¢ tg? pdyp, donc 8 — 6 = —(tanp — @), et
les courbes cherchées sont obtenues en polaires paramétriques, par

0 =6p —e(tanyp — )
p=cosyp, €0,

sin

C’est encore p’ = dp.

(p # T correspond a p qui ne s’annule pas).

A une rotation prés (6p) et une symétrie par rapport a une droite, (¢ = 1 ou
0 =@ —tan

—1), on étudie la courbe particuliére { ® ®
p = cos .

-
Si ¢ rend vers 3 p tend vers 0 et 6 vers —oo : on a une branche spirale qui

—_—
dM
s’enroule autour de 0, et pour ¢ = 0,6 = 0, p = 1. De plus, T % 7+17
dé i dé
avec — = ¢ ik , nul si ¢ = 0, la tangente étant colinéaire a 7 + — 7
dp cos2¢p dp

est alors dirigée par .

On peut remarque que si ¢ donne ™ — ¢, p donne —p et  donne v — 0 :ilya
T

symétrie par rapport & Oz pour ¢ variant entre 3 et m, de P'arc obtenu pour ¢

variant de 0 a %

(¢
N

Allurede I' pour 0 < ¢ < g

WM

N .
-G_s

Pour I'abscisse curviligne, 'égalité obtenue a partir de I’équation différentielle

. dp
p2(p2 +pl2) =p/2, oup' - @,
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d / d d
conduit a d—; = e(p® + )2 = ¢ % € p—:l)e donds = ¢ —f, donc

s — sg = € lnp|.

Si on oriente suivant 8 décroissant (d'oi € = —1), et si on se contente de la
T

partie de courbe I' associée 4 ¢ dans [O, 3 [, onap > 0,etlégalité p = Ce™5,

avec C constante.



CHAPITRE 7

Enveloppes, trajectoires orthogonales

Létude des arcs paramétrés, faite au chapitre VI, nous a montré que
si (I, f) est un paramétage admissible d’un arc géométrique C, de classe
C? au moins, et régulier, pour tout  de I, le point m(t) de ’arc admet une
tangente D(t), qui est la droite affine de vecteur directeur f’(t), passant
par le point m(t).

Inversement, si on se donne une famille de droites D(t), fonctions d'un
parameétre ¢ variant dans un intervalle, existe-t-il un arc paramétré ayant
ces droites pour tangentes, arc qui serait alors appelé enveloppe de la famille
de droites. C’est ce probléme que nous allons étudier dans le cas particulier
des courbes planes.

1. Enveloppe d’une famille de droites d’un plan affine

On considére un plan affine euclidien P, muni d’un repére orthonormé
R=(0;7,7).

Si on reprend l'exemple du préambule de la famille des tangentes
D(t) a Yarc paramétré I' = (I, f), régulier et de classe C' au moins, si
i) = a(t)_i) + ﬁ(t)?, Téquation de D(t) dans le repére sera :

(X —a(t)B'(t) — (Y = B(t)e/(t) =0,

soit encore :

7.1 XB(t) = Yo/ (t) + B(t)e () — a(t)B'(¢) =0,

—_—
relation traduisant la dépendance des vecteurs f'(t) et m(t)p, p de coor-
données X et Y.

Larc étant régulier, on a la condition 32 + o’ # 0.
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Si on suppose de plus Uarc bi-régulier, les vecteurs f'(t) et f'(t) sont
indépendants, ce qui se traduit par la condition o/3” — f'a” # 0, et ce
pour tout ¢ de I.

Nous allons voir que ces conditions vont suffire pour trouver une
enveloppe.

DEFINITION 7.2. — Soit une famille de droites D(t),t € I, I intervalle de R.
On.appelle enveloppe de cette famille tout arc paramétré I' = (I, f) tel que
pour tout t € I, m(t) € D(t) et I ait pour tangente en m(t) la droite D(t).

THEOREME 7.3. — Soit une famille de droites D(t), t € I, d’un plan affine
euclidien P, d’équation a(t)x +b(t)y + c(t) = 0dans un repére orthonormé
de P, a, b et c étant de classe C* au moins sur I. Si pour tout t de I on a
a? + b2 # 0et abl — ba’ # 0, alors il existe un et un seul arc paramétré
T = (I, f), de classe C*, tel que pour tout t de I, m(t) € D(t), I ayant
D(t) en m(t) pour tangente, si m(t) n'est pas stationnaire sur I'.

On cherche donc deux fonctions t ~» z(t) et t ~ y(t), de classe C* de I
dans R, telles que, pour tout ¢t de I,

1) m(t) de coordonnées z(t), y(t) soit sur D(t),

2) en m(t), D(t) soit la tangente a I" ensemble des m(t).

La premiére condition se traduit par la relation :

74. a(t)z(t) + b(t)y(t) + c(t) =0,
et la deuxiéme par :
7.5. a(t)z'(t) + b(t)y'(t) = 0,

qui traduit Iorthogonalité de V (t) = a(t)? + b(t)?, vecteur perpendi-

— —
culaire & D(t), et de f'(t) = z'(t) i + y'(t) j vecteur directeur de la
tangente a I', & condition que ce vecteur soit non nul, condition & ne pas
négliger. Or, si on suppose z et y de classe C', on peut dériver la relation
7.4 qui implique alors 'égalité :

7.6. a(t)z'(t) + b)Y (t) + d' (&)z(t) + b/ (t)y(t) + ' (t) =0,
et on peut remarquer que les relations 7.6 et 7.5 donnent, par soustraction :
7.7. a'(t)z(t) + V' (t)y(t) + c'(t) = 0.

Faisons le point. Résoudre notre probléme équivaut & trouver z(t) et
y(t) vérifiant 7.4 et 7.5 avec la condition 22 + y% # 0.
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Ona(74et7.5)=(74,7.6et7.5)=(7.4et7.7), mais réciproquement,
(74 et 7.7) = (7.4, 7.6 et 7.7), dou par soustraction, comme (7.6) — (7.7)
redonne 7.5,0n a (7.4 et 7.7) = (7.4 et 7.5).

On considére donc le systéme :

78 { a(t)a(t) +b(eu(t) = —c(t),
- a'(t)x(t) +¥'(t)y(t) =-c(t),

qui, compte tenu de I’hypothése a(t)b'(t) — a’(t)b(t) # O pour tout ¢
de I, admet une et une seule solution, et 'arc paramétré (I, f) avec

— —
f() = z(t) ¢ + y(t) 5, aura en m(t), de coordonnées z(t) et (y(t), la
droite D(t) pour tangente, si f'(t) # 0, d'ot le Théoréme 7.3. [ ]

REMARQUE 7.9. — Les enveloppes c’est donc facile, c’est pas cher, et cela
peut rapporter gros. On considére le systéme 7.8 parfois encore noté
D()=0
D'(t) =0,
parce que 'on dérive les fonction de £, on le résoud et on a ’enveloppe, tout
au moins pour les points réguliers.

Que se passe-t-il en un point singulier? D’abord si a, b et ¢ sont de classe
C*, les formules de Cramer donnant la solution de 7.8, montrent que z et y
sont de classe C*~1, donc si k > 2, et si f/(to) = 0, on peut encore dériver.

Orlarelation 7.5, vérifiée par le paramétrage trouvé, donne en dérivant,

7.10. a' (t)z'(t) + V()Y () + a(t)z” (t) + b(t)y" (t) = 0,

donc si z'(tg) = y'(to) = 0, il reste a(to)z” (to) + b(to)y” (to) = O, et, si
f"(to) # 0, comme alors f” (o) dirige la tangente a I = (I, f) en m(to),

— — —
ona f"(t) orthogonal a V' (to) = a(to) ¢ +b(to) j , lui méme orthogonal
a D(to) : finalement D(t() est encore la tangente 4 I" en m(¢).
Si f”(to), mais que I'on peut encore dériver, on dérive 7.10, et finalement
on obtient la

REMARQUE 7.11. — Si pour to dans I, le point m(to) de Uenveloppe T, admet
un premier entier caractéristique, la tangente a I en m(to) est bien la droite

D(to).

REMARQUE 7.12. — La définition 7.2 est plus générale que le Théoréme 7.3
qui ne peut, le pauvre, que donner des conditions suffisantes d’existence de
I’enveloppe.
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En effet, relions deux arcs de courbes, (y = (z — a)* pour z < a) et
(y = (z — b)* pour = > b) avec a < b, par le segment (a < £ < b, y = 0),
(voir figure 7.12). Larc paramétré I' : (R, f), avec f(z) = (z,y(z)) et
y(x) = (z—a)*siz < a,y(z) =0poura < z < bety(z) = (z — b)* pour
T > best de classe C3.

La famille des tangentes (D(z)),cg existe, ces tangentes ont pour
équations :

Y - (z-a)*=4(z — a)}(X — 2) si z<a,
Y=0 sia<z<b,
Y—(z-b)*=4(z-b)3X — 1) si x>0,

donc on peut encore les écrire sous la forme :

D(z): o(z)X + B(z)Y +7(z) =0,

avec a(z) = —4(z —a)® si z<a,
=0 sia<z<b,
= —4(z — b)3 si x>0

B(z) =1 pour tout z;
et v(z)=—(z—a)*+4z(z—a)® si
=0
=—(z-b)*+4z(z-b)® =i

b

a
Tz <b,
b

1]
o

T
a
T

\YARV/ AN/

Ces expressions a, 3, 7y sont bien de classe C?, (raccord continu en a
et b des fonctions et des dérivées premieres et seconde), mais sur [a, b,
af' — Ba’ = 0, puisqu’alors « et 3 sont constantes, donc le Théoreme 7.3
ne s’appliquera pas.

En fait on doit partir du Théoréme 7.3 pour étudier un probléme
donné, puis réfléchir pour traiter les valeurs particuliéres. N’espérez pas
trouver dans un Cours de Mathématiques la collection de toutes les recettes
permettant de tout traiter, il faut y mettre du vétre!

\a b/}

Fig. 7.12
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7.13. Un cas particulier important : l'équation d’Euler d’un arc plan.

On suppose que ’équation des droites intervenant est «normalisée» au
sens suivant.

Dansle repére orthonormé R (O; _i), 7) d’un plan affine P, on considére
un vecteur unitaire u’ () = cos@ ¢ + sin@ j , et Dy est la droite, ortho-

gonale a2 (), passant par le point h(6) tel que Oh(6) = p(8) 7w (6),
(p, fonction de 0).

Le point m, de coordonnées z et y, est donc sur Dy si et seulement si le
—_—
produit scalaire h(6)m - u(0) = 0, soit si :
(z — p(6) cos ) cos 6 + (y — p(#) sinB) sin @ = 0, ou encore si :

7.14 zcosf + ysinf = p(h).

Si on suppose alors la fonction p de classe C2, on peut chercher si la
famille des droites Dy, pour 6 dans I intervalle de R, admet une enveloppe.
On a vu pour cela, qu’on résoud le systéme (Dg = 0, Dj = 0), (on dérive
Péquation des droites par rapport au parameétre), soit ici, le systéme :
zcosf + ysinf = p(6) cosf sin 0
—zsinf + ycosf =p'(0) ’ —sinf’ cos@’
ce qui donne, avec les multiplicateurs indiqués, une unique solution :

7.15 { z(8) = p(f) cos @ — p/ () sin 6,

y(0) = p(0) sinb + p’'(6) cosb.

Avec a() = cos0O et b(d) = sinb, les conditions du Théoréme 7.3 sont
vérifiées car a? + b* = 1 et ab’ — ba’ = cos 20 — (—sin?6) = 1 aussi.

Il reste a voir si le paramétrage 7.15 donne ou non des points station-
naires.
Ona:

2z’ = —psinf — p”sinf = —(p + p”)sinéb,
y'= pcos@+p’'cosf= (p+p”)cosé,
donc 2 +y/2 — (p+p//)2.

On obtient donc :

THEOREME 7.16. — Soit une famille de droites Dg d’équations :

Dy : x cos+ysin b = p(h), avec pfonction de classe C2. Sur tout intervalle
I ot p+p" ne s’annule pas, les droites (Dy) ont une enveloppe I et Iéquation
Dy s’appelle équation d’Euler de T'.
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Nous allons voir d’'un peu plus prés a quoi correspond cette condition
p + p” # 0, mais auparavant, un petit schéma s’impose.

En fait, si sur I, p + p” ne s’annule pas, donc si I'enveloppe I existe,
Péquation Dy = 0 s’écrit encore :

z cos (0+ g) + ysin (0+ g) =p'(9),

et avec v (0) = cos (0 + g) i+ sin (0 -+ g) j, vecteur directement

— el
perpendiculaire & 7w (), et le point k(6) tel que Ok(d) = p'(9)v(d), la
droite Dj est perpendiculaire & z)(_05 , elle passe par k(0), et le point m(6)
de I'enveloppe est l'intersection de Dy et de Dy,

Mais alors, Dy étant tangente 2T en m(6), la droite D) est lanormale en
m(0) aT, (voir figure 7.16), et vu I'étude de la courbure des courbes planes
faite au chapitre 6, § 6, le centre de courbure C() de I' en m(6) devrait
décrire la développée C de I', courbe ayant pour tangentes les normales
a T, (Théoréme 6. 116), donc C devrait apparaitre comme I'enveloppe des
droites Dy,

On suppose p de classe C2, on a alors, en introduisant le vecteur :

—

~%(6) = cos(@+7)7 +sin(@+7)7,

—_ —
et [(0) le point tel que Ol(8) = —p"u(8), le point C () est I'intersection de

—

Dj et de Dy, droite perpendiculaire & —u(6) passant par [(6), (figure 7.16).
. . — L. = dm
Mais alors, en choisissant v(6) pour vecteur tangent unitaire T = a5

—
pour I', on aura N = —u(@), (voir le début du paragraphe 6, chapitre 6),
et si la courbure en m n’est pas nulle, le rayon de courbure R sera tel que

mC = h(8)I(6) = OI(6) — Oh(6)

—_—

= —p"u(6) — pu(6)
= (p(6) + 1" (6)) (—u(6)),

7.17. doir un rayon de courbure R(6) = p(0) + p”(0) pour la courbe T
d’équation d’Euler x cos8 + ysin 0 = p(6), si p + p” ne s’annule pas.
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r '
]
'y m(e)
c(e) ¢
x(8)
h(e)
W\ |
u(e) 1(e)
6 \ >
0 U}
- ue) \De Do

Fig. 7.16.
7.18. A quoi correspond Uhypothése p + p” = 0 sur un intervalle I de R?

Dans ce cas p(0) = a.cos § + Bsin 6, a et B constantes, et ’équation Dy
s’écrit :

(z —a)cosf+ (y — B)sinf =0,
lorsque 6 varie, les droites Dy pivotent autour d’un point fixe a de coor-

données o et 3 : il est difficile de trouver une enveloppe a ces droites!

Par contre si 6 est zéro isolé de p + p”, dans la mesure ot on a

) —

d
d—rg = (p + p")(6)v(8), on peut par des dérivations successives, (si elles

sont possibles) vérifier que s'il existe k € N tel que (p + p”)*) (6y) # 0 et
(p+ ")) (60) = 0 pour tout entier 7 < k, on aura :

k
d®*m

== %0) =@+ ") (60)0(60),

—_—
donc en m(fy), 'arc I aura une tangente dirigée par v(6p), cest-a-dire la
droite Dy,, donc ce point m(6,), singulier sur I', fait partie de 'enveloppe.
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EXEMPLE 7.19. — Nous avons vu, (Théoréme 6. 116), que si un arc plan I"

est de classe C® au moins, bi-régulier, tel que — ne s’annule pas ou n’a

s
que des zéros isolés, I'enveloppe de ses normales est la développée de T'.

EXEMPLE 7.20. — On a vu que, pour ’équation différentielle de Clairault,
(Tome 3, 18.88), y = zy’ + g(v’), les droites D; d’équation y = tz + g(t)
sont des solutions, et qu’il y a une autre solution, (I'), paramétrée par :
{x =—g'(t)

y=—g'(t)t+g(t).

7.20.1

Cherchons P'enveloppe des droites D;, g étant supposée de classe C2.
Ona:

Dj: -z =g
z=—g'(t)

systéme ayant pour solution { , Cest-a-dire le pa-

y=g(t) —tg'(t)
ramétrage de I', et on sait que c’est 'enveloppe des droites D;, sous réserve
que la tangente a (I) existe.

Onaz' = —g",y = —tg", et 22 + y? = (1 + t?)g’"%, donc sur tout
intervalle ou g” ne s’annule pas, les droites D; solutions de 'équation de
Clairault ont pour enveloppe l'intégrale particuliére (I').

Que se passe-t-il si g"(t) = 0 sur lintervalle I? Et bien, 'équation
de Clairault est en fait ... linéaire, car g(t) = ot + 3 d'ou léquation
différentielle qui devient :

y=xzy' +ay’ +6, ou (z+a)y —y+p=0,

dont les solutions sont les fonctions z ~ y(z) = A(z + a) + (3, qui pivotent
autour du point A(z = —a,y = 3), or le paramétrage 7.20.1 donne alors
T = —a,y = (3, donc I est réduit au point A, qui n’est pas une enveloppe
au sens de la définition 7.2, mais il n’est pas rare qu'un point apparaisse
comme une «enveloppe » d’une famille de droites.

2. Trajectoires orthogonales a une famille de courbes planes

Dans la suite de ce chapitre, je me contenterai de donner des indications
pour traiter un probléme posé, tout simplement parce qu’il devient tres
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difficile de formuler des conditions théoriques d’existence des notions
introduites.

Commencons d’abord par parler d’'une famille de courbes, et vous aller
comprendre en quoi c’est flou.

On peut dire que cette notion se rencontre lorsque I'on considére les
courbes intégrales d’une équation différentielle f(z,y,y’) = 0, voir tome 3,
chapitre 18 ol1, au paragraphe 7, on a vu que, suivant la nature de ’'équation,
(incompleéte, homogéne, a variables séparées...) on obtenait des courbes
intégrales (Cy), k étant un parameétre réel, qui pouvaient étre paramétrées,
ou en équation implicite.

On peut donc avoir ces courbes par une équation du type g(z,y, k) =0,
ou des paramétrisations en z = @(t,k); y = ¥(t, k), chaque valeur de k
dans une partie K de R fournissant une courbe Cj.

DEFINITION 7.21. — Soit une famille de courbes (Cy,) ke k, courbes intégrales
d’une équation différentielle f(z,y,y’) = 0. On appelle trajectoires ortho-
gonales aux (Cx) ek toute famille de courbes (I'})icL, telle que, en chaque
point m d’une Iy, il passe une courbe Cy, les tangentes en m a Cy et I'; étant
orthogonales.

Que peut-on dire de précis? On suppose f de classe suffisante. Si on

suppose que f(a,b,y}) = 0, avec —@(a, b,yp) # O, par le Théoréme des

fonctions implicites, (Tome 3, Théoréme 17.10), il existera un voisinage W
de (a, b,y)) dans R3, un voisinage V de (a, b) dans R? et une fonction ¢ de
classe C1, (si f de classe C), telle que :

(z,y,9") €W et f(z,y,4") =0) & ((z,9) €V et y' = p(z,7)).

On se restreint donc aux «portions des courbes Cy, » telles que (z,y,y’)
soit dans W, qui vérifient donc I'équation différentielle :

7.22. vy = o(z,y).
Si on consideére les courbes intégrales de 'équation :
1
7.23 Y = ——,
o(z,y)

en se restreignant au besoin sur 2 ouvert de V' sur lequel ¢(z,y) # 0, on
pourra dire qu’'en chaque point €2, il passe une et une seule courbe intégrale

1

de chaque équation différentielle 7.22 et 7.23 car ¢ et —— sont alors de
©

classe C! et le Théoreéme de Cauchy Lipschitz s’applique (Tome 3, Théoreme



112 Géomeétrie : arc et nappes

18.12 et Corollaire 18.17), et de plus en mg de coordonnées (zo,yo) dans
Q, les pentes des tangentes aux courbes Cy et I'; étant respectivement

(zo,y0) et ————
( ) (0, Yo)

On a donc, avec des conditions restrictives, résolu localement le probleme
posé.

, de produit —1, ces tangentes sont orthogonales.

On ne peut guére en dire plus de fagon générale. En particulier, en
dehors des ouverts de R? sur lesquels, par chaque point mo(Zo,Yo) il ne
passe qu'une courbe intégrale de 'équation de départ f(z,y,y’) = O,
il peut passer par m; de coordonnées (z1,y;) plusieurs courbes Cy de
tangentes différentes. Chacune d’elle a-t-elle «sa trajectoire orthogonale »,
seule une étude précise peut donner la réponse, dans chaque cas particulier.
De méme si dans 7.22, on a un point mg de coordonnées (zo, yo) tel que
yo = ©(Zo0,yo) = 0, y a-t-il une courbe intégrale de 7.23 qui «arrive» en
Mg, avec une dérivée de limite infinie, 14 aussi c’est 4 examiner sur chaque
cas particulier.

7.24. DEMARCHE PRATIQUE

Si les (Cy) sont les courbes intégrales de léquation différentielle
f(z,y,y") = 0, on considére l'équation différentielle :

1
9(z,v,y') = f(z,y, —?) = 0, qui admet des courbes intégrales (I';).
Mais ce n’est que dans le cas ol (a, b, yy) de R? x R* est tel que :
g—;,(a, b,yg) # 0, que la seule (Cy) vérifiant y(a) = b et y’'(a) = yg, est
0

orthogonale en mg(a, b) ala seule courbe I'; d’équation z = h(z), z solution
de g(z, z,2') = 0 de donnée initiale (a, b), car localement, f(z,y,y') =0
équivant a y' = ¢(z, y), donc P'équation différentielle vérifiée par g s'écrit

1 1
Z=— et en particulier z'(a) = ———.
o(z,y) @="7@
ETUDE EN POLAIRE

Si on suppose (C) connue par une équation polaire r = (), et (I") par

une équation p = ¥(f), en appelant V I'angle de u = cos 07 + sin 0?

m dw
et de 35 = "W 4+ rv, avec U = ¥l déduit de % par la rotation

d’angle %, (voir figure 7.24), on a tgV = 1%

Lare (') sera une trajectoire orthogonale 4 C, si 'angle W, (pour I') est
/

V+ g, doutgW = § = —r?, ou encore, avec p(8) = r(6), si p'(0) =
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2

T . S
——, donc si les (Cy) sont courbes intégrales de l'équation différentielle
r
2
r
f(8,7,7") = 0, on considére équation différentielle f | 6, =) = 0

pour étudier les trajectoires orthogonales des Cx. Mais la aussi, une étude
rigoureuse des conditions d’existence simpose.

A
y >
7 dom_
de
-
v u
m
X
(-] S
7
0

Fig. 7.24

REMARQUE 7.25. — La rédaction de ce paragraphe laisse a désirer. En fait
c’est parce qu’on considére pour l'instant les courbes globalement, voulant
qu’elles soient définies par une paramétrisation, ou par une équation
implicite, ou cartésienne, alors qu’il s’agit de notions locales et quune
méme courbe peut étre paramétrée par endroits, en équation implicite
ailleurs ... et que ce qui importe, c’est de définir les changements de mode
de représentation d’'une partie de la courbe. C’est 'étude des variétés qui
apporte une réponse a cette question; (voir chapitre IX, paragraphe 7).

REMARQUE 7.26. — Dans la définition 7.21, on part d’une famille de courbes
Ci, qui sont les courbes intégrales d’'une équation différentielle.

Indiquons comment, partant de courbes (Cy) dépendant d’'un parameétre
on peut retrouver une équation différentielle ayant les C, parmi ses courbes
intégrales.

7.26.1. PREMIER CAS : on part de courbes (Cy) d’équations implicites

F(z,y,k) = 0, F étant supposée de classe C! en z,y, k, sur {2 ouvert,
OF OF

avec — ou — non nulle.

oz oy
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On obtient donc localement y fonction de z ou z fonction de y; par exemple

d d
y fonction de z, avec d—y vérifiant l'égalité Fy (z,y, k) + Fy (2, y, k) Yo

T dz
Mais alors, en «éliminant» k entre :

@ F(z,9,k) =0 et

®@ Fl(z,y,k)+y'Fi(z,y,k) =0,
on obtient une relation G(z,y,y’) liant z, y fonction de z et la dérivée v/,
pour la portion de C}, obtenue sous la forme y fonction de z.

Mais il faut comprendre que I'équation G(z,y,y’) = 0, peut avoir
d’autres courbes que les (C) parmi ses solutions.

Qu’appelle-t-on éliminer k?

OF
Si par exemple dans@ ,ona % (z,y,k) #0, localement@ équivaut

4 une expression du type k = ¢(z,y) et alors (2) est «localement» équi-
valente & :

Fy(z,y,0(z,9)) +¥'F, (2,9, 0(z,y)) = G(z,y,y") = 0.

On procéde de méme, si dans @ mis sous forme H(z,y,y’,k) = 0,

O0H
on est au voisinage d’un point ot W(z, y,y',k) # 0, alors localement (2)

équivaut 2 une relation du type k = ¥(z,y,y’) que Fon injecte dans (3) .
Mais tout ceci reste théorique, pour obtenir G(z,y,y’) = 0il faut vraiment
calculer k ...

7.26.2. DEUXIEME CAS : on part d’arcs Cy, d’équation polaire sous la forme :
@ F(r,6,k)=0,

F étant encore supposée définie sur un ouvert de R3, a valeurs dans R, de

classe C*. oF

La encore, au voisinage d’un point out B # 0, pour k fixé, (Cy) aura une

0

d
équation du type r = (6), dérivable et &

W= ¢'(0) = ' sera telle que :

®@ r'Fl(r,0,k) + Fj(r,0,k) =0,

et en éliminant k entre (1) et (2) on obtient une équation différentielle
G(r,0,7") = 0 ayant les morceaux considérés des Cj, parmi ses courbes
intégrales. En toute rigeur, comme en 7.26.1, il faudrait I'intégrer pour voir
ce que I'on a en plus!
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REMARQUE 7.27. — Si on se donne des arcs paramétrés (Cy) par une
paramétrisation du type z = fgt, A) ety = g(t, A), (¢, A) dans Q ouvert
de R?, f et g étant de classe C*, on peut avoir une autre démarche. En
effet si, pour ) fixé, (f{)2 + (g;)? # 0, le vecteur tangent & C en m(t)
est fI(t,\) % + gi(t,\) 7, {7, } base orthonormée de R?), et si on
peut trouver ) fonction dérivable de t, telle que le vecteur (f; + fi\) T+
(g9; + 9O N )7 soit non nul, et orthogonal au précédent, 'arc paramétré

T:t~ f(t, A(t))? + g(t, )\(t))7 sera trajectoire orthogonale aux (C)).
La condition d’orthogonalité s’écrit :

7.27.1. (F?+(g)2 + N (fifa +9i93) =0,

et si les dieux sont avec vous, et si le ciel ne vous tombe pas sur la téte,
(par Toutatis, Zeus et Zorn réunis), cette équation 7.27.1. vous donnera des
relations du type A = h(t, 1), et il restera a voir si toutes les courbes I',,
obtenues en paramétrant par z = f(t, h(t, p)) et y = g(t, h(t, 1)) sont les
trajectoires orthogonales cherchées.

Un mot pour terminer, sur les trajectoires isogonales.

DEFINITION 7.28. — Soit une famille de courbes (Cy)xea, A intervalle de
R, on appelle trajectoires isogonales d’angle c, toute famille de courbes
(Tw) pem duplan affine des (C.) telles qu’en tout mde Cs\NI',,, les tangentes

D, et Au a ces deux courbes soient telles que l'angle de droites, orienté,
(Dx, A) = o

Sans entrer dans des difficultés existentielles, si C admet une équation
cartésienne y fonction de z et I'), une équation y; fonction de z, avec y et
y1 dérivables, si ¢ est I'angle des droites (z’, z) et D) et ¢ celui de (2, z)
et Ay, onatgy =y et tgypr = yi, (sices tangentes existent, je sais, je
sais ...) mais alors la condition, ¢; = ¢ + & ou ¢ = 1 — « se traduit par

tgpr —tga _ y —tgo
l+tgatgyr 1+yjtga

Y =tg(p1—a)=

Doncsi f(z,y,y’) = 0 est une équation différentielle des (C) e, (ne
me demandez pas d’ou elle vient), c’est parmi les solutions de I'équation

différentielle :
y —tga
2 5% ) =o,
d (z’y’ 1 +y’tga)

qu’il faudra chercher les trajectoires isogonales d’angle a.
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De méme, en polaires, en reprenant les notations de la figure 7.24, en notant
V et V] les angles des tangentes Dy et A, 4 C) et T',,, avecla droite (O, m)
la relation V = V7 — « se traduira par :

1
tgVi—tga 1

tgV =— = =
& " 1+tgVitga 1+T—}tga
™
i -ritga
o +ritga’

d’ot1, compte tenu de r; =7, (en m commun & Cy et ') :

o r(rl +rtga)
r—ritga

et si g(0,7,7") = 0 est I'équation différentielle des (C)), on considére
Iéquation différentielle :

A
o (6,7‘, r(r +rtga)) —0,

r—rtga

pour les trajectoires isogonales.
Voici un exemple, (facile, évidemment), illustrant cette démarche.

EXEMPLE 7.29 — Trajectoires orthogonales aux cercles (C)) d’équation
z2+9y? - Az +a=0.

A\ A2
Les cercles, d’équation | z — 0 +y? = T existent si |\| > 2/a,

pour a > 0, et pour tout A sia < 0.

Supposons a > 0. En dérivant I'équation des C), on obtient la relation
2z+2yy’ — )\ = 0, d’oti un calcul explicite, (ouf!) de A que 'on remplace dans
I’équation des cercles, et on a la relation z2 + y? — (2z + 2yy’)z + a = 0,
soit encore :

@ 2zyy’ +22—-y?—a=0, liant z,y et 3’ le long des C).

On peut vérifier que, pour z # 0, donc sur | — 0, 0[ ou sur ]0, +o0,
est une équation différentielle linéaire du premier ordre en 2, on a :

z(y?) —y®* =a—22



Enveloppes, trajectoires orihogonales 117

Liéquation sans second membre a pour solution 32> = kz, la méthode de
variation des constantes donne :

z(k'z + k) —kz =a— 22, soit k' = % -1,
z
donc k(z) = —% —z+ A, et@ a pour solutions, (pour z # 0) des fonctions

y telles que y? = —a — x2 4+ Az, on retombe pile sur les Cy ! Vous ne pensez
pas que j’allais me compliquer 'existence quand méme!
(Au fait, sur C), avec a > 0, z = 0 conduit & y2 + a = 0, c’est exclu.)

Cette vérification étant faite, on considére 'équation différentielle :
@ 2ey-y(a®>-y*—a)=0,

1
(obtenue en remplagant 3’ par — i dans@ ) qui aura, parmi ses solutions,

les trajectoires orthogonales des (C)).
Elle s’écrit encore :

2yzj—z+y2—zz+a=0,

et elle est alors linéaire du premier ordre en z? fonction de 3. Liéquation

d(z? .
sans second membre, y% — 22 = 0 a pour solution, (sur R*) les
fonctions, (de y), 2 = ky, qui conduisent, pour I'équation avec second
membre, 2 y(k'y + k) — ky = —y® — a, soit & k'y? = —y? — a, dou

k(y) = -y + % + 4, et finalement, on obtient les courbes I',, d’équation
a
z? =y(—y + ” +u),ouz®+y?—py—a=0.

On constate alors que les I', sont les cercles du faisceau & points de base
A:(z=—y/a,y=0)et B: (z =+/a,y =0), alors que les C), étaient les
cercles du faisceau a point limites A et B : ce sont des cercles orthogonaux,
(figure 7.29), voir Tome 4, 5.57 et 5.59 pour les faisceaux de cercles.
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vy}

\tﬁ

Fig. 7.29

3. Détermination d’'une courbe gauche par ses plans
osculateurs.

Trouver 'enveloppe C d’une famille de droites (D(%):cy , I intervalle de R,
c’est se donner C par la famille de ses tangentes, c’est-a-dire de ses sécantes
osculatrices. Peut on déplacer le probléme «d’un cran» et se donner une
courbe gauche I" par ses plans osculateurs (P(t)):c;? Supposons donc
donnée, dans .4 espace affine euclidien de dimension trois une famille de
plans (P(t)):cr, d’équations :

7.30. A(t) - Om = b(2),
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les fonctions t ~ A(t) et t ~ b(t) étant de classe C* de I intervalle de R
dans F , (direction de A) et R respectivement.

On suppose en outre A(t) # 0 pour tout ¢, (c’est la moindre des choses pour
avoir un plan). Nous allons étudier & quelles conditions on peut trouver un

arc paramétré I' = (I, f) ayant les P(t) pour plans osculateurs.
—_—

On veut que m(t), défini par Om(t) = f(t) soit dans P(t), donc on doit
avoir :

@: £()- A() = b(t).

En supposant Uarc bi-régulier, son plan osculateur aura pour direction
vect(f'(t), f”(t)), donc ce sera P(t) si et seulement si on a en outre les
égalités :
®: flt)-At) =0 et
®: F(8) - A(t) = 0.

On doit donc résoudre ce systeme (1), (2),(3) qui semble nous conduire
a des équations différentielles, mais il n’en est rien. En dérivant (2) on
obtient :

@Z f,‘A,+fI,'A=O,
et comme (2) —(3) estlarelation(d: f/ - A’ =0,ona:

@ et®) & (@ t@).

Mais alors, en dérivant (1), on obtient le relation :

@ : ff-A+f-A'=V.

Si au départ on a(D),(2) et (3), cela implique(®), d'otr aussi@) —(2) notée
®: f-A=b.

En dérivant (5) , on obtient :

©: fI-A,-}-f'A”:b”,

ce qui compte tenu de (4) , conséquence de (2) et(3), conduit 2 la relation
@ . f . AII — bll.

Finalement le systéme (0),(2),(3) ) implique le systeme (D, &), (D).

Réciproquement, ayant @ R @ et @ ,ona ® , (en dérivant @ ), donc
aussi@ - =2).
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Par dérivation (5) donne (6) , et (6) — (7) donne f'- A’ = 0 soit
(@) . Mais alors,(2) obtenue en dérivant(2), (un peu de patience, on arrive)
donne soit encore f” - A = 0, soit (3), et finalement le systéme

@,®, @ ), implique les cond1t10ns® ® et@

Or ce systéme ( @ , @ , @ est en fait un systéme de trois équations
a trois inconnues, les composantes de f(t) dans une base orthonormée de
E = R3, systéme de rang celui des vecteurs A(t), A’(t), A”(t).

Si on suppose ce systéme de rang 3, on peut trouver une fonction
vectorielle f(t) solution, dot un arc paramétré I' : (I, f), mais il reste
a vérifier si f'(t) A f”(t) est non nul, pour que arc T, de classe C? soit
birégulier.

THEOREME 7.31. — Soit une famille de plans (P(t)):cr, I intervallede R, de

Uespace affine euclidien A de dimensions trois, d’équations A(t) .Om = b(t),
les fonctions A et b étant de classe C* au moins. Alors, si le produit mixte
(A(¢), A'(t), A" (t)) est non nul pour tout t de I, Uarc paramétré T' = (I, f),
de classe C?, avec f solution du systéme :

(t) - At) = b(D),
{f(t) A'(t) = /(1)
f@) - A"(2) = b"(1),

admet les plans P(t) pour plans osculateurs en tout point m(t) tel que
&)y nfr(t) #0.
C’est le résultat établi par notre étude. n

On peut remarquer qu’il généralise le Théoréme 7.3 sur les enveloppes des

courbes planes, car dans ce Théoréme 7.3, en notant u(t) - Om = b(t)
I’équation de D(t), on trouvait I'enveloppe I' : (I, f), en résolvant le
systeme :

{ f(@) - u(t) =b(t)
L = v,
avec une condition traduisant 'indépendance des vecteurs u(t) et u/(t), et

on concluait pour les points non stationnaires de I, c’est-a-dire les points
réguliers. Ici nous concluons pour les points bi-réguliers.

On comprend que l'on pourrait généraliser cette présentation, et déter-
miner ainsi un arc de A affine euclidien de dimension n, par la donnée
de ses n — 1. espaces osculateurs, qui seraient des hyperplans (H(t)),c;

d’équation A(t) - Om = b(t).
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A condition que le produit mixte (A(zt) A'(t),..., A1 (¢)) soit non nul,
(A et b étant supposées de classe C?"~2) on trouveraJt un arc paramétré
T': (I, f), la fonction f, a valeurs vectorielles étant solution du systéme :

f(@) - A(2) = b(d),
f@) - A'(t) =¥'(0),

fF(t)- APH(8) = bV (),

donc f étant de classe 2n — 2 — (n — 1) = n — 1, et en tout point 7 — 1.
régulier de I', H(t) serait bien hyperplan osculateur & I".

Avec cette généralisation se termine ce chapitre consacré aux enve-
loppes de droites.
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EXERCICES

Envelbppe des droites sur lesquelles deux cercles donnés découpent des
segments de méme longueur.

Enveloppe de la corde A interceptée sur une ellipse E par un angle de
mesure constante, 2c;, de sommet I'un des foyers F' de l'ellipse.

Soit un rectangle ABC D. Enveloppe des droites A coupant le rectangle

1
en deux régions d’aires respectives k.S et (1—k) S, avec k fixé dans |0; 3 [
et S aire du rectangle.

Enveloppe des cordes d’une parabole, telles que I'aire du domaine limité
par la corde et la parabole soit constante.

Soit la parabole P d’équation y?> = 2pz. Le cercle osculateur en M
a la parabole P, recoupe en général la parabole en un autre point N.
Enveloppe des cordes M N.

Soient A et F' deux points distincts du plan. Déterminer le lieu des
centres de courbures en A des paraboles de foyer F, passant par A.
Quelle est enveloppe des directrices de ces paraboles?

Soit la droite Dy du plan affine euclidien, d’équation z cos 6 +y sin § —
p() = 0, avec p de classe C? sur un intervalle. Soit I 'enveloppe de
Dg, M le point caractéristique de Dy, N l'intersection de 0z et de Dy,
et P le point de la perpendiculaire en N & Dy de méme abscisse que
M.

Soit C le centre de courbure de I en M, condition pour que O, P et C
soient alignés.

Dans un repére Ozy du plan affine, soient A et B les points de
coordonnées (1,0) et (0,1). Les points P et Q varient sur z'z et y'y
respectivement, de facon que AP + BQ = 1. Enveloppe de la droite
PQ.

1-¢2  (1-1¢%)

1+ YT T1ve
Montrer que pour tout £ d'un ensemble a préciser, on peut mener par

Soit la courbe plane I' paramétrée par z =
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11.
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M (t) deux tangentes en M (t;) et M(t2) a I'. Enveloppe de la droite
M (ty) M(t2).

Soient A et B deux points d’un plan affine euclidien tels que AB = 2a.
Trouver enveloppe des droites A telles que d(A, A)? — d(B,A)? =
4b2.

- =
Soit P un point du plan rapporté & un repére orthonormé (O, i, j ).
Lieu des foyers F' des paraboles dont I'axe passe par P et qui sont

tangentes en O 2 la droite (O, —z-))
Enveloppe des tangentes aux sommets de ces paraboles.
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SOLUTIONS

Si les cercles C et C’ ont pour centres A et A’ et pour rayons R et R/, on
prendra un repére d’origine le milieu O du segment AA’, d’axe Oz portant A
et A’. D'abord A = A’ et R # R’ est exclu, les cordes n’étant pas de méme
longueur, et A = A’ avec R = R’ conduirait 4 des cordes de mémes longueur
pour toute sécante, (car confondues) c’est sans intérét.

On suppose donc A # A’, prenons A(a, 0) et A’(—a,0). Sila droite Dy a pour
équation normale z cos § + y sin § — p(f) = 0, la distance de A & Dy est d telle
que d? = (acos@ — p(8))?, et si d2 < R2, Dg coupe C suivant une corde M N

+al2 R2.

On doit donc traduire l'égalité de R? — d2 et de R'2 — d’2, avec les conditions
d’existence des cordes.
Ceci donne :

(acos8 —p(8))2 < R?; (—acosf —p(8))? < R'’?;
{ — (acos8 — p(8))2 = R"? — (acos8 + p(6))2.

telle que, (un peu de Pythagore)

Légalité donne 4a cos  p(6) = R'?2 — R?, qui donnera p(6) pour § # g-(27r), or,
sif = %, Dy est paralléle a Oz, donc si R # R/, les cordes sont de longueurs

différentes : p n’existe pas; et si R = R/, les deux cercles sont symétriques par
rapport a Oy : les cordes sont égales.
2

2
Avec p(0) = R

——, Péquation normale de Dy est :
4a cosf

2 _ pr2
Dy : a:cosO+ysin0+u=0 d’ou
4acosé
R2 — R?)sin@
D,: —zsin® L] —(——-—z
9 zsin6 + ycosb + 4200520

ce qui conduit en résolvant, a :

R2 _ R2 r2

_ R2
z=—£—(l—tg20) et y=-R—R-(2tg0),
4a 4a

ce qui est une paramétrisation de I'enveloppe, associée a 6 tel que :
R12 _ R2 2
(acos8 —p(6))? = (a cosf — ———) < R?
4acos@
R12 _ RZ

t 0 0))? = 0+ —
et (acosf + p(h)) (acos + yp—"

2
) < R'2. On obtient un arc de
parabole.

Si on prend une équation polaire de foyer F' pour l'ellipse, les points M et M’
d’angles polaires 6 et 6’ de I'ellipse correspondront & une corde A si et seulement
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si @ = 6 & 2a, et méme @’ = 0 + 2c vu le role symétrique de M et M’ pour
définir la corde A ; d’ol une équation de A en fonction d’'un paramétre. Allons y.

Equation polaire de P’ellipse : r = F%’ avec 0 < e < 1, e excentricite.
e

Les coordonnées de M () et de M (6 + 2a) sont (r(0)cosf,r(6)sinb) et

(r(0+2a) cos (0+2a), r(0+2c) sin (6+2c)), d’ol, sous forme de déterminant,

Péquation de la corde A(0) :

x Yy 1
A(6) : pcosf psinf 1+ ecosé =0,
pcos (6 +2a) psin(6+2a) 1+ ecos(+ 2a)
ou encore :
z[p(sin@ — sin (6 + 2c)) + pe(sin 6 cos (6 + 2a) — cos@sin (6 + 2¢))]

—y[p(cos@ — cos (8 + 2c:)) + pe( cos b cos (6 + 2a) — cos B cos(f + 2a))]
+p?(cosBsin (6 + 2a) — sinfcos (6 + 2a)) =0,
ce qui se réduit, aprés simplification par p, en :
z(—2sin a cos (0 + a) — esin 2a) — y(—2sin (8 + @) sin (—a)) + psin 2a = 0,
ou encore en :
—2sinafzcos (6 + &) + ecosa) + ysin (6 + &) —pcosa] = 0.
Le cas o = 0(w) correspond & M (6 + 2a) = M (0) en fait, la corde A n’existe
pas, (3 moins de prendre la tangente a ellipse, et dans ce cas I'enveloppe serait

E). On a donc 'équation cherchée de la corde, que I'on peut dériver en §. On a :

A(0): xzcos(d+ o)+ ysin(f+ a)+ zecosa —pcosa =0
A'(@): —zsin(@+a)+ycos(@+a)=0,

d’ou un calcul de z et y, qui conduit & :

pcosacos (6 + a) _ pcosasinf +a)
" 1+ ecosacos (8 + ) " 1+ecosacos(f+c)’

pcosa

1+ ecosacosé
d’excentricité e cos a. On peut remarquer que oo = 0 ou 7 redonne l’ellipse de
départ.

soit, en polaires, p = : on trouve une ellipse de foyer F et

On a deux cas de figure suivant que la droite A coupe deux c6tés paralléles, ou
deux cotés consécutifs du rectangle. )

Prenons un repére orthonormé de centre le centre de symétrie du rectangle, tel
que A ait pour coordonnées a et b, (positifs).

PREMIER CAS : A coupe les cotés AB et CD, (paralléles 2 Oz ) en M et N.
Si A coupe I'axe des z en I, les aires des trapézes M BCN et MNDA sont
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A
Yy
B M A
N
U
H J 0 I K x
v
D
c ¥\
Exercice 7.3. Premier cas
MB N AM + ND
respectivement ;C -BCet ; - BC, soit en fait HI - BC et

IK - BC, ou encore 2bH I et 2bK I.

Ces aires seront égales a 4abk et 4ab(1l — k), (ou 4ab(1 — k) et 4abk) si et
seulement si HI = 2ak ou HI = 2a(1 — k).

Soient donc les deux points I et J sur Oz, symétriques par rapport a O, et tels
que HJ = 2ak et HI = 2a(1 — k), les droites qui pivotent autour de I et J en
rencontrant les deux cotés paralélles a Oz conviennent.

De méme, les droites pivotant autour de U et V avec U(0, (1 — 2k)b) et
V' (0, (2k — 1)b) et qui rencontrent les deux cotés paralléles 2 Oy conviennent.

DEUXIEME CAS : A coupe deux cdtés consécutifs, par exemple AB et AD, en
M(s,b) et N(a,t) respectivement.
Onals|<aet|t| <.

A

u|y
B M A
T
\N
=~ x
0
C D

Exercice 7.3. Deuxiéme cas
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Aire du triangle AMN : %(b — t)(a — s), la droite M N conviendra si
1
E(b — t)(a — s) = 4kab, (cest la plus petite aire) d’out une relation liant

sett.
Léquation de M N est, sous forme de déterminant :

=z(b—t)+y(a—s)+ st —ab=0;

[ -

T
S
a

& o

8kab

dopc, compte tenude b—t = , (s = a est exclu car M en A donnerait une

aire nulle), ’équation s’écrit encore :

8kab

8kab

D(s): z+y(a—s)+s(b— )—ab=0,

a—s
équation qui s'ordonne en s, aprés multiplication par a — s, en :

D(s): s%(y—b) + s(2a(b — y) — 8kab) + a®(y — b) + 8kabzx = 0.
Dériver en s, ce trindme du second degré, et dire que D(s) = 0 et D’(s) = 0,
c’est équivalent & dire que le trindme a une racine double, d’ol une relation
implicite liant z et y, qui s’écrit :

(a(b — y) — 4kab)? — (y — b)(a®(y — b) + 8kabz) = 0,
soit —8kab(ab — ay + zy — bz — 2kab) = 0, soit (z — a)(y — b) = 2kab : on
a un arc d’hyperbole. Pour le limiter, il faut savoir entre quelles limites varie «

ou y, donc en fait calculer s. Je ne vous ai rien fait gagner!

D'(s): 2s(y—b)+ 2a(b—y) — 8kab =0,

doncona:
4kab
2(s —a)(y — b) = 8kab d'ou y— b= < ,
s—a
et alors :
2kadb s—a
zT—a= = .
y—>b 2
Comme s € [—a;a[, z — a € [—a,0[ donc = € [0,a[. Mais on a également
—8kab t—
s—a=-— at doncy—b= ,avecen faitt € [—b,b[,douy—b € [—b,0],

donc y € [0, b] : on ne doit garder de I'hyperbole que 'arctel que 0 < z < a et
0 < y < b. Les choses sont bien faites car pour z = Oonay = b — 2kb: cestle
point U déja trouvé, et siy = 0, z = a — 2ka : c’est le point I du premier cas.
Tenveloppe est donc formée de quatre arcs d’hyperboles, joignant I, U, J, V.
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yA

- - -

Exercice 7.3.

Prenons un repére orthonormé tel que la parabole ait pour équation y = ax?.

Une corde M’ M"' passant par M’ (z’, az'?) et M”' (z"', az'’?) sur la parabole,
avec ' < z'/, détermine avec la parabole, un domaine d’aire :

zll

S = %(z" —z')a(z? 4+ 2''?) — / at? dt,

:B’

(aire du trapéze — aire limitée par z’z et 1a parabole), soit :
_a. IN(I2 "2 @ Y 1 ”2
S—E(z -z + =z )—g(z -z (z"* + 2’2" + z'4).
C’est encore :

S = %(z" _ ml)(zl2 + 22— 22'g"") = %(z" _ :z:/)3.
6S

1
3
) . Posons
a

Si on impose la condition S constante, on a donc z// — z’ = (

1
B = (g) : , les points M’ et M"’ ont alors des coordonnées du type (¢, at?)
a

et (t + B, a(t + B)?), dott une équation D(t) de la corde M N :

T Y 1
D@t)=| t at? 1|=0,
t+8 at+8)2 1

soit encore :

D(t) = az(—f2 — 26t) + By + ot ((t + B)? — t(t + B))
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d’odi, en simplifiant par —3,

D(t) : (B +2t)x —y — at®> — atfB = 0.
On dérive : D'(t): 20z —2at —af3 =0,
dot :c=t+§ et y=a(ﬂ+2t)(t+§)—at(t+ﬂ),
ce qui est une paramétrisation de 'enveloppe, avec t dans R. On peut éliminer
t=z— E,onay:a(2m)z—a (:z:— é) (:c+ é) soit :

2 2 2
2 2
y=2az2—a(z2—%) =a:z2+cx'%- :

Tenveloppe est une parabole déduite de la précédente par une translation
parallélement a Oy.

+2
La parabole se paramétre en z = 2’ y = t. En M de parameétre ¢, le vecteur
P

—

dM t
tangent est parallele a G de composante (— , 1) .On a donc, avecp > 0,
p

= _ t — p -
T ez’ + @2+ 21727

—
et N =

—p brad t —

(22 + t2)172 v+ (P2 + 12)1/2 J-

($12 + y/2)3/2

Le rayon de courbure, R= W,

(voir 6.115.1), vaut ici :

(t2 + p? ) 32
2 2 .2\3/2
R = i I = — (t +p2 ) , d’ou1 les coordonnées du centre de -
- D
p

—_— _ —_
courbure €2 en M(t), point tel que OS2 = OM(t) + RN :ona:

t2 t2 2 tt2 2
LB M)

T=—
2p P p?

’

. 3t2 t3
soit encore : :r=p+-§— et y=——.

Le cercle osculateur (C) en M (t) a donc pour équation :

2 2
3t2 t3 (t2 +p2)3
(”'_p'%) +(y+F> R
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02
Si dans cette équation, on remplace z par > et y par 0, on obtient une équation
14

duy 4iéme degré en 6, correspondant aux parameétres des points d’intersection de
la parbole P et du cercle (C), équation ayant déja t pour racine triple.

Si tg est le paramétre du point N, le produit des racines sera particulier ot3.
Léquation en 6 s’écrit :

—_——_—p— — +(6+ = _ £+—?ﬁ =0.
2p 2p p? p?

1
Le coefficient de 64 est yroL et le terme constant vaut :
D

(2p% +3¢%)2 + 8 6 4+ 3t4p? + 3t%p* 4 pb

4p? p* p*
9t4 3t 3t4
2 2 2 2
=p? 432+ - - 32 —pP =
4p?  p? 4p?’

d’ott un produit des racines qui vaut —3t*, et Pégalité tot3 = —3t* qui conduit
atg = —3tpourt # 0, (dou1 le «en général» du texte :sit = 0, M esten 0 et
4

7}
on trouve comme équation en 6, v = 0: contact d'ordre 4 et N = M).
P

la droite (M, N) existe pour ¢t # 0 et a pour équation :

T y 1
t? 2 3
— t 1 4t t
D()=| 2p =4tz + —y—6— =0,
012 p p
- -3t 1
2p

soit encore, comme t # 0, en simplifiant par 2 :

p
D(t) : 2pz + 2ty — 3t> = 0. On dérive :
D'(t): 2y—6t=0,

d’ott y = 3tet 2pxz = —3t2 : Penveloppe est la parabole d’équation 6pz+y2 = 0,
privée du point (0, 0).

On prend un repére orthonormé d’origine F, le point A ayant pour coordonnées
(a,0) aveca > 0.

Soit D la directrice d’'une parabole de foyer F', donnée par son équation d’Euler :
zcosf + ysinf — p(f) = 0.
Cette parabole passe par A(a,0) si et seulement si AF est égal a la distance

de A & D soit si et seulement si a = |acos@ — p(@)| ce qui conduit 2
p(0) = a(cosf £ 1).
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En fait, quitte 4 changer 6 en m + 6, on peut imposer p(f) > 0 ce qui donne
alors la condition p(6) = a(1 + cos9).
Les directrices des paraboles cherchées ont donc pour équation :
Dg : zcosf+ ysinf = a(l + cosb),
doir Dj: —zsinf +ycosf = —asinb,

et Penveloppe de ces directrices est paramétrée par :
z=a(l+ cosf), y=asinb,

c’est donc le cercle de centre A de rayon a, d’équation (z — a)? + y2 = a2.

Il reste a trouver le lieu des centres de courbure en A des paraboles, et pour cela
on se placera en polaires.

Léquation de la parabole de foyer O = F', de directrice la droite D d’équation
z cos6+ysinf—a(l+ cos @) = 0 est, en notant r et ¢ les coordonnées polaires
a(1+ cosb)

@ int de 1 bole,r = ———— 7
un point de la parabole, 7 1+ cos(p— )

, (attention, 0 est le parameétre

qui détermine la parabole).
On introduit les vecteurs unitaires % et @ d’angles polaires respectifs ¢ et

N
@+ E.Onad—u =7 et OM = r(p) .
2 dy
Posons p = a(1 + cos @), constant en .
ona
—_— .
dM _ _ psin(p—0) 74 P -
de  (1+ cos(p—0))? 1+ cos(p—6) ’
p . — —
=— -6 1 -6
T oy =g (0~ 0T +(+ cos(p - 0)T)
o—
2p cos _ _
soit — = 5 (sinsa 0?+ cos £ 97), ce qui
de (14 cos(p —6)) 2 2
nous donne le vecteur tangent unitaire :
p—0
_ _ 2p cos
T =sin% 077+cos¢ 9'17 et ds 2

dp  (1+ cos(p—6))2

En notant V Pangle (%, ?) et ¥ 'angle (?, ), on aura :
veT_ -0 _ 1r—<p+0’

2 2 2
T+0+¢

2 >

d’ou UV=p+V=

. = ds 2'ds 4pcos‘P
e = ——
dv de (1+ cos(p—0))2
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Avec W = —cos

p=0_, . p—
2

6
u + sin ", le centre de courbure, C (on y arrive)

de la parabole, en A qui correspond a ¢ = 0 va étre tel que AC=R7.
6

4a(1 + cos6) cos 3 4acos —

Pour p =0,R = = 2 »
¢ (1 + cos )2 (1 + cos6)
0_, 6— 6
R’:—cos— (0)—sm—v(0) —cosEz —sm27,
d’ou les coordonnées de C :
20 6 . 6
4a cos® — —4a cos — sin — 0
X=a——F =—aetY = —=—= = —2atg — qui varie dans
2 2 2
2 cos 3 2 cos“ —
R, donc le lieu cherché est la droite d’équation X = —a, mais je suis le premier
étonné par la simplicité du résultat que je ne garantis pas!
Soit @ = cos@ % + sin 97 et @ = —sinf % + cos 0?, le vecteur unitaire

directement perpendiculaire.
Le point M est l'intersection des droites d’équations z cos@ + ysinf = p
et —zsinf + ycos @ = p’, d’ol1 ses coordonnées :

zp =pcosf —p'sinf et ypr = psinf + p’ cosé.

De méme, le centre de courbure C de I' en M est l'intersection des droites
d’équations :

{—zsin0+ycose =p

—zcosf —ysinf =p”,
d’ou ses coordonnées z. = —p’sinf — p’’ cosf et yo = p’ cosf — p’’ siné.
les coordonnées de N sont (LO’ O) , ce qui suppose cos@ # 0, donc une
cos

équation de la perpendiculaire en N & Dy est (z — ——) (—sin@)+ycosf =
cos @

0, donc le point P, d’abscisse pcos @ — p’ sin = z; a pour ordonnée :

sin @ i P sm
w=—p (pcosO—p’smG— m) = 520(psm0 + p’ cos ).

La condition d’alignement de C, P et O est donc :

—p'sin@ — p’’ cos 6 p' cos@ —p''sinf 1
. 29
pcosf —p’'sinf  — s (psin@+p’cosd) 1|=0,
cos 20

0 0 1
soit encore :
(0’ sin 6 + p' cos 8)(psin 6 + p’ cos §) sin8
— cos?6(p cos 8 — p’ sin 0)(p’ cos§ — p’ sinf) = 0,
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ce qui s’ordonne en :

pp"'(cosBsin 30 + sin @ cos3@) + p'p’ (cos?0sin®@ — cos 26 sin?6)
+pp’ (sin%@ — cos*8) + p'?(cosOsin®6 + sinfcos®6) =0

soit %pp” sin 26 — pp’ cos 20 + %p’z sin20 = O ou:

(pp" +p'?) sin 20 — 2pp’ cos 20 = 0, (ouf! mais en fait, les calculs trigonométri-
ques ont tendance a s’arranger).

Comme (pp’) = p’? +pp'’, équation différentielle (pp’)’ sin 26 — 2pp’ cos 20 =
0 s’intégre en pp’ = \sin 26, d’ot1 1a condition cherchée, p2(6) = p — A cos 26,
avec ) et p constantes.

Si on prend comme paramétre 'abscisse ¢ de P, et si y est I'ordonnée de Q, on
aura AP+ BQ = (t — 1) + (y — 1) = 1 dou y = 3 — t. Les coordonnées de
P et Q sont donc (t,0) et (0,3 — t), donc pour t # 0 et t # 3, une équation de
PQ sera % +

— 1 =0, ou encore :
3—-t

Di: (3—t)z+ty—3t+1t2=0.

Cette forme convient pour ¢t = 0 car alors P = O, Q a pour coordonnées (0, 3),
la droite PQ est I'axe Oy, or Dg s’écrit 3z = 0. Elle convient aussi pour ¢t = 3.
Onaalors D} : —z +y — 3+ 2t = 0, et I'enveloppe se paramétre en :

12 2 (t —3)?
=_——2t43= .
Y + 3

r=—,
3 3

Lenveloppe est une parabole car on peut éliminer ¢ en écrivant que :

donc que (y — z — 3)2 = 4t = 12z.
Cette parabole est contenue dans la partie z > 0 et y > 0 du plan, elle est
tangente & Oz en U(3,0), pour ¢t = 3, et 2 Oy en V (0, 3) obtenu pour ¢t = 0.

T S est définie sur [0, +o0], strictement décroissante,
s

1
La fonction ¢ : s ~ I

((,o’(s) = (1—T2s)2_> donc z(t1) = z(t2) & t2 = 3.

On aura de plus, y(t1) = y(t2) si et seulement si ¢1(1 — t2) = t2(1 — t2) ce
qui, pour tout t% # 1, équivaut & t; = t2. Larc I" admet un seul point double
obtenue pour t; = letta = —1.

On aura alors I'alignement de trois points parametres ti, t2, t3 sur la droite
d’équation axz + by + ¢ = O, si et seulement si ¢1, t2 et t3 sont racines
de Péquation a(1 — t?) + b(t — t3) + c(1 + t2) = 0, qui s'ordonne en
—bt3 +t2(c—a)+bt+c+a=0.
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Comme cet alignement ne peut pas se faire sur une droite d’équation z = cte,
(seuls £t donnent la méme abscisse sur I'), si on a alignement, b est non nul, et
alors la fonction sysmétrique t1t2 + t1t3 + totz = —1.

Réciproquement, si t1tg + t1t3 + t2tz3 = —1, en résolvant le systéme

y—a=t; +t2+1t3
¥+ a = t<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>