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Introduction 

Ce livre correspond à un cours que j'ai donné en 1986-1987 à 
Strasbourg dans le cadre du DEA de mathématiques. Comme son titre 
l'indique, il s'agit d'un ouvrage de mathématiques. Je m'adresse à des lecteurs 
qui possèdent un niveau équivalant à celui de la licence de mathématiques, 
celui du DEUG devrait même suffire. A dire vrai, les notions utilisées impli
citement sont assez limitées ; ce sont les conventions de la théorie des 

ensembles, la donnée des entiers naturels, des rudiments de combinatoire 
(peut-être seulement la formule du binôme de Newton), de l'analyse au 
niveau de la terminale des lycées ainsi qu'un peu d 'algèbre : notions de 

groupe, d'anneau et de corps, quelques résultats élémentaires en algèbre 
linéaire. La quasi-totalité de ces résultats d'algèbre et de combinatoire 

figure dans mon livre Algèbre appliquée à l'informatique, paru aux PUF 

en 1987, et qui est destiné aux étudiants du DEUG. 

La part consacrée aux algorithmes est relativement faible, mais les 
algorithmes les plus importants du ca/cu/ formel sont présentés dans l'excel

lent ouvrage de J. Davenport, Y. Siret et E. Tournier, Introduction 
au calcul formel, paru chez Masson en 1987. 

Par contre, les exercices qui figurent à la fin de chaque chapitre pren
nent une place importante. Ce ne sont que rarement des applications 
directes du cours. Très souvent, ils constituent des compléments à ce cours 
que je n'ai pas voulu traiter en détail dans le texte, afin de ne pas trop 
l'alourdir et de conserver à cet ouvrage une taille raisonnable. En général, 

les indications suggérées ou les références fournies permettront facilement 
au lecteur de reconstituer les démonstrations. 

La première partie du cours - les deux premiers chapitres - porte 
sur des résultats élémentaires en arithmétique ; par exemple l'algorithme 
d'Euclide, le théorème chinois, le théorème de Fermat ... Presque tous ces 

résultats étaient naguère enseignés dans la classe de terminale C. C'est, 
d'une part, l'occasion d'étudier les opérations arithmétiques sur les grands 
entiers et, d'autre part, une introduction concrète aux notions d'algèbre 
utilisées dans les chapitres suivants (par exemple anneaux euclidiens, 
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principaux ... ). Un détail qui précise le niveau de cette introduction à 
l'arithmétique : la loi de réciprocité quadratique n'est pas démontrée, elle 
n'est indiquée qu'en exercice. 

La seconde et dernière partie, qui s'étend sur cinq chapitres, est cons
truite pour mener à un algorithme de factorisation des polynômes à coef

ficients entiers. Ce long chemin commence par la présentation des résultats 
algébriques généraux sur des polynômes généraux sur un anneau. 

Ensuite, on étudie les polynômes à coefficients complexes; en parti
culier, on démontre un certain nombre d'inégalités sur les racines ou les 
facteurs d'un polynôme à coefficients complexes, inégalités qui sont très 
utiles par la suite. 

Le chapitre suivant est consacré aux polynômes à coefficients réels. Le 
thème principal de cette étude est la séparation des racines réelles d'un 
polynôme. On y présente des résultats anciens, qui sont difficiles à trouver 
dans les ouvrages récents : méthode de Sturm, règles de Descartes et de 
Budan-Fourier, théorème de Vincent. Ces travaux sont fondamentaux dans 
le domaine de la géométrie réelle, domaine actuellement en pleine activité. 

Le sixième chapitre porte sur les polynômes à coefficients dans un corps 
fini. Pour le but que nous poursuivons, il s'agit d 'un chapitre essentiel du 
fait qu'il contient l'algorithme de Berlekamp de factorisation des poly
nômes à coefficients dans un corps fini. Cet algorithme constitue la première 
étape des algorithmes modernes de factorisation des polynômes à coeffi
cients entiers. Les exercices de ce chapitre doivent beaucoup au livre très 
complet de R. Lidl et H. Niederreiter, Finite Fields, Addison Wesley, 
paru en 1983. 

Au dernier chapitre, on donne donc des méthodes de jàctorisation des 
polynômes à coefficients entiers. L'effort essentiel porte sur l'algorithme 
de Lenstra-Lenstra-Lovacz. Cet algorithme utilise plusieurs des résultats 
obtenus dans les chapitres antérieurs. 

Dans tout ce cours, je me suis inspiré avant tout de l'ouvrage remar
quable et extrêmement documenté de Knuth, The Art of Programming, 
vol. 2 (seconde édition), Addison Wesley. 

La frappe a été réalisée entièrement par l'auteur sur ordinateur 
Macintosh Plus, grâce aux logiciels World et Mac"Lqn. La sortie a été 
effectuée sur imprimante laser Apple. 

Ce texte a été relu par Eric Domenjoud, Philippe Glesser, .Catherine 
Mignotte et Guy Viry ; je les remercie vivement pour leur patience et 
pour m'avoir signalé de nombreuses erreurs de frappe. J'adresse aussi des 
remerciements tout particuliers à mes collègues James Davenport et 
François Gramain qui ont apporté de nombreuses corrections et amélio
rations au manuscrit. 



CHAPITRE PREMIER 

Arithmétique élémentaire 

Ce chapitre traite du codage des nombres entiers et, à partir de là, présente les 

algorithmes de base en arithmétique ( addition, multiplication, division ... ) . L'étude de 

ces exemples permet d'introduire la notion fondamentale de coût d'un algorithme. 

1. Représentation d'un entier en base b. 

1. Ordre lexicograohigue . 

Afin de présenter le résultat fondamental sur l'écriture des entiers dans une base 

donnée, rappelons la définition de l'ordre lexicographique . 

Soient E1, .. . , Er des ensembles ordonnés, on considère sur l'ensemble produit 

E = E1 x ... x Er 

la relation R suivante entre éléments ( x1, ... , xr) et ( y1, .. . , Yr) appartenant à E 

"pour le plus petit indice i tel que xi oF- Yi on a xi< Yi 
" 

. 

On vérifie aussitôt que R est une relation d'ordre, on l'appelle l'ordre 

lexicographique sur E ( c'est - comme son nom l'indique - l'ordre de classement des 

mots d'un dictionnaire ). 

L'ensemble E , muni de cette relation d'ordre, est appelé le produit 

lexicographique des ensembles Ei. Lorsque chacun des ensembles Ei est totalement 

ordonné, leur produit lexicographique E est aussi totalement ordonné. 
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2. Th�Yelmwement en base b.  existence. 

Le résultat fondamental de ce paragraphe est théorème suivant, qui est évidemment 

bien connu mais qui est aussi très pour le calcul sur les grands entiers. 

THEOREME 1 . - Soit b un entier 1 . Pour k entier strictement positif, Ek 

produit lexicographique de ensembles égaux à l'ensemble {0, 1, ... , b-1}. 

L'application 

k-1 
( r

o' 1 ' ··· '\-1) ---+ L ri 
i = 0 

est un isomorphisme de l'ensemble ordonné 

k-i-1 

l'intervalle { 0, 1, b -1 } 0 

> On raisonne par récurrenœ sur l'entier k . Il est d 'abord facile de vérifier que 

l'image de l'application fk est contenue d ans l 'intervalle { 0, 1, bk- 1 } . Ensuite, 

on vérifie strictement croissante. D'où conclusion .. . Les détails sont 

laissés au lecteur.< 

Pour tout entier naturel stricte ment positif a , il existe plus entier k > 0 tel 

que a< bk et, d 'après le théorème, il existe une suite finie et une seule ( r0, ... , rk-l ) 

telle que les ri appartiennent tous à l 'intervalle B { 0, 1, . . .  , b - 1 } et l'on 

l'expression suivante de a 

k·l 
a= L ri 

i = O 

k-i-1 
b ; 

outre, on a nécessairement > 0 ( sans quoi on aurait a< b 1 
) . 
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On dit que J'expression précédente est Je développement en base b de l'entier a 

on parfois 

a ==( ro,rl , ... ,rk-1), 

ou encore 

== ( r1 ··· 1 )b • 

les entiers r; sont appelés les chiffres de a en base b (en anglais digits ) . 

Remarque : Les chiffres du développement de en base b peuvent aussi 

parfois être considérés seulement comme des symboles d'un alphabet -l'alphabet B

et la seconde écriture comme un mot sur cet alphabet, ou encore une liste de nombres. 

Cette dernière interprétation telle utilisée dans les systi::mes de calcul formel sont 

écrits en langage LISP. 

Exemples: 

- Dans la vie courante, on ut1lise le système décanal pour lequel b est à 

- Comme chacun le sait, les ordinateurs travaillent avec des nombres représentés en 

binaire, c'est à dire en base deux. La raison principale de ce choix est que le 

développement en ba;;e deux nécessite que deux chiffres (qui correspondent deux 

états possibles d'une unité de mémoire). Par ailleurs les opérations arithmétiques 

élémentaires sont paniculièrement simples en base deux. 

- Pour Je calcul sur des entiers de arbitraire, il est commode de travai.ller une 

base b dont la valeur est proche du maximum permis par la taille du mot de la mach ine 

(par exemple si le mot d'une machine comporte seize bits, on peut prendre une base b 

avec 21.5) 
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L'estimation suivante d'un entier en fonction de son écriture en base b est très utile. 

PROPOSITION 1.- Si l'entier positif n admet le développement en base b ,  
k 

n = L avec 
i-=0 

alors on a 

b k $ ak b k $ n $ b k + 1 - 1 . 

> La seule inégalité non triviale est la dernière. Elle se démontre ainsi 

..J l.• <r.._�b .:1 � n $ (b- 1) x (1 + b + ... +bk ) = bk+ 1 - 1. < 

3. Le passage développement =-t nombre . 

Pas de problème, la transformation est 

k-1 

I 
i=O 

donnée dans le théorème. 

Ainsi, par exemple, 

k-i-1 
r. b 

1 

(1101110h = 26+25+2 3+22+21 

= (64)dix + (32 )dix + 8 + 4 + 2 

= (110 )dix = 110 =cent dix. 
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On peut aussi représenter cette transformation par un algorithme, c'est à dire un 

processus de calcul ( écrit ici dans un langage sommaire ) . 

algorithme développement - nombre ; 

données : b, k, r0 , ... , rk.1 entiers � 0 ; 

# n := r0; 

pour i := 1 à k-1 faire n :=nb+ ri .# 

4. Le passage nombre -:t développement en base b . 

La formule 

k-1 
a =  L ri bk-i-l 

i=O 

conduit à la relation 

a= bq+ rk_1 

où 

0 � rk_1 < b, 

qui montre que rk.1 est le reste de la division euclidienne de a par b, ce qu'on écrira 

rk-t = a mod b (on lit " a modulo; b " ) . 
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De plus l'entier 

formule 

k-2 
q = I 

i=O 

k-i-2 
ri b , 

d'où l'on déduit la valeur de rk-2 , 

rk_2 = q mod b , 

et ainsi  de suite « • • 

D'où un procédé 

peut être décrit 

formel  

l 'on note aussi q = a  div b) , 

développement d'un entier a dans 

fonne 

dev ( a ; b ) = ( dev ( a div b ; b ) , a mod b ) , 

ce qui conduit à une définition récursive d'un algorithme pour ce développement. 

L'algorithme itératif correspondant est le suivant. 

algorithme 

données . entier � 2 ;  

# i :=  0 ; n := a ; 

tant que n > 0 fai re  

début 

x[i] := n mod b ; 

n désigne la division entière } 

fin 



Faisons "tourner" 

peut être représenté 

Ce qui montre que 

0 

1 

67 = (2111h 

n x 

67 

22 

1 

1 

Arithmétique élémentaire 

exemple : a = 67 , b = 3 . 

( en effet , 2 x 27 + 9 + 3 + 1 = 67 ) . 

On peut aussi déterminer vPirmr,,rr,Pnt en base b en calculant d'abord 

de poids le plus , puis r2 ... 

Ce second algorithme peut être décrit de la manière suivante. 
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algorithme nombre - développement 2 ; 
données : a entier > 0 , b entier � 2 ; 
# k := 0 ; x := b ; n := a ; 

tant que a� x fa ire 

début 

k := k + 1 ; x := x b 

fi n ;  

x:= x d iv b 

pour i := 0 à k fa ire 

d é b ut 

rli] := n d iv x n := n mod x x :=x div b 

fin . # 

Sur l'exemple de la recherche du développement ternaire du nombre 67 , on trouve 

d'abord k = 3 , le déroulement suivant 

i n x 

67 27 

1 13 

2 4 

qui red mme b ien 67 = lh . 

9 

3 

1 

r 

2 

1 

1 
1 

1 



Pour un nombre entier n quekonque 

valeur absolue : 

ni= ... ao , on 

codes (n) = ( E, am , ... , :lQ ) , 

E = si n > 0 alors '+' sinon 
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nul, suffit de noter son signe et 

On défmit la fonction signe d'un nombre entier n par les conditions 

signe (n) { 
+1 si n > O ,  

0 s i  n=O, 

-1 n < 0 .  

Comraraison de deux nombres 

entre 

déduit sans d ifficulté. 

Soient donc deux nombres positifs a et b , où 

a b=( 

avec comme d'habitude am et bn non nuls. 

nombres positifs ,  le  cas général 

... bo 

Ce test de comparaison est une conséquence directe du théorème 1 . 



22 Mathématiques pour le calcul formel 

On suppose que l'ordinateur sait comparer deux entiers dont valeur absolue ne 

dépasse pas k, et qu'il possède une fonction signe ainsi que l'opération de soustraction 

définie pour ces entiers. En outre, on suppose que les entiers B , rn et n sont tous 

majorés par k, ces restrictions n'ayant aucun inconvénient dans la pratique. 

1 

'algoJthme de comparaison entre a et peut alors s'écrire comme suit. 

algorithme comparaison entre deux entiers positifs , 

données: a= am ... 

réponse est r = signe a - b ) } 

# si m "# n alors r signe ( rn n ) 

sinon début 

:=rn; 

tant que ai = bi faire i := i - 1 ; 

i = -1 alors 

fin .# 

sinon := signe (a;_ - bi ) 



2. Addition . 

1. Cas de deux nombres positifs . 
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Soient deux nombres entiers positifs a et b écrits en base B, de longueurs 

respectives rn et n . On veut calculer leur somme c . Supposons que 

rn- 1 n - 1 
= :L B

i 
= :L b. B

i 

i = 0 i = 0 

On a par exemple rn;:: n et on peut écrire 

m-1 

I 
i=O 

avec bn = . .. = bm.J = O. 

Ainsi, 

m-l 

c I 
i=O 

mais, en général, ceci ne fournit pas l'écriture 

c. B i 
1 

1 

de c en base , il faut faire attention aux retenues 
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Appelons la retenue instant donné, a l'algorithme suivant. 

Algorithme somme en base B; 

données: a= ··· ao )n , 
# r := 
pour 

:= m-1 

à m-1 faire 

début 

s +bi +r 

s i  s<B alors 

sinon 

fin 

s i  r>O alors début 

début 

début 

k :=rn 

0' b = ( 

Ci := s , 

Cj := s -

Cm =1 

Exercice : Démontrer que cet algorithme est correct 

... bo )a , > 0 

r := 0 fin 

' r := 1 fin 

fin # 

Remarque : Comme l'algorithme le laisse supposer, la retenue ne peut valoir que 0 ou 

bien 1 ; en effet toujours 

Il est naturel de choisir pour coût de l'algorithme précédent le nombre d'opérations 

élémentaires (c'est à dire portant sur des entiers plus petits que B ce coût est 

facile à estlrner : il est en max {rn, 
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Remarque·: On ne peut remplacer cette borne par 0 ( min { In, n } ) en raison de la 

propagation éventuelle de la retenue, comme dans la somme 

( B- 1 
i=O 

Exercice : Etant donnés deux nombres positifs a et b , codés en base B comme 

haut, évaluer la probabilité pour que se propage jusqu'au k ,  où 

vérifie n - 1 s; k s; m - 1 . En déduire une étude statistique du coût de l'algorithme de 

somme de deux entiers. 

Soient a et b deux entiers codés en base B dont on veut calculer la somme c . 

Excluons le cas rrivial où l'un moins 

Si a et b même alors 

signe ( ) . ( 1 a 1 + 

et il n'y a pas de problème. 

nombres 

Si a et b sont de signe contraire, on a les deux cas suivants 

- si 1 a 1 >-1 b 1 alors 

signe ( 1 a 1 - 1 
- si 1 a 1 < 1 b 1 alors 

signe ( 1 b 1-

nul. 
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Pour être capable de calculer c il suffit donc de savoir 

P) comparer l a 1 et 1 b 1 , 

2°) calculer la différence de entiers positifs a' b' , où a' b' . 

Ayant déjà vu comment on peut effectuer la première de ces opérations, il suffit 

d'étudier comment réaliser la seconde. Cette fois encore la seule question est de tenir 

compte des retenues. L'algorithme ci-dessous effectue cene opération. 

algorithme différence de deux entiers positifs ; 

données : a = ( am . .. ao )8 , b = ( bm . . . bo )8 , a > b > 0 ; 

{ on suppose am 0 mais seulement 

# :=0' 

pour j := 0 à rn faire 

début  

s := 'lj - bi + k 

� 0 , comme plus h aut } 

si � 0 alors début := s ' k f in 

fi n . # 

sinon début ci := s + B ; k := - 1 fin 

Exercice : Démontrer que cet algorithme correct. 

S oustraction . 

On vient de voir comment ajouter deux entiers de signe quelconque. la soustraction est 
donc tout simplement réalisée grâce à la formule 

a - = +(- ). 



4. Multipl ication . 
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Il suffit de considérer cas du produit de deux emiers positifs. 

On veut cette fois calculer c = a b où les entiers a et b sont donnés par formules 

du paragraphe 2 , avec rn � n . 

Plus précisément, s'agit à nouveau d'obtenir le développement de en basé' B 

On a 
m·l 

= c:L ai 
i 0 j= 

rn+ n- 2 
= L ( L ai bi ) B h 

• 
h=O i+ h 

D'où l'algorithme en désignant toujours la retenue par r). 

algorithme rnultiplication de deux entiers v ersion 1 ; 

données : = ( am-1 ... ao )n • am-1 � 0. b = ( bn-1 . . . bo )s • bn-1 � 0 

# := 0 ; k := rn + - 2 ; 

pour h := 0 rn n- 2 faire 

début  

r . ' 

pour i := max ( 0, h - n + ) à min ( h, rn - 1 ) faire t := + a;, bh-i 

ch := t mod B ; r := t div B 

fin 

si r � 0 alors début k := k + 1 , := r fin . # 
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Pour vérifier que cet algorithme est correct, le seul point non évident est le fait que ck 

est bien le chiffre de gauche du développement de c en base B . Pour le démontrer, il 

suffit de noter que 

a<Bm et b<B" => c<Bm+n , 

autrement dit, on a k � rn + n - 1 . 

Il est facile de vérifier que le nombre d'opérations de cet algorithme est en 0 ( rn n ) . 

Mais , cet algorithme, écrit brutalement, présente un défaut sérieux : il fait intervenir 

des entiers intermédiaires dont la valeur peut dépasser le produit ( B - 1 ) 2 n , avec n 

arbitrairement grand. Il ne s'agit pas d'opérations "élémentaires", car on ne peut 

considérer comme telles que des opérations qui portent sur deux entiers plus petits que le 

nombre B. 

Il faut donc réécrire l'algorithme en tenant compte de cette remarque. 

algorithme multiplication de deux entiers version 2 ; 

données : a= ( �-1 .. . a0 )8 , �-1 � 0 , b = ( bn_1 •.. b0 )8 , bn_1 � 0 

# pour i := 0 à rn - faire ci := 0 ; 

pour j := 0 à n - 1 faire 

début 

r :=0; 

pour h := 0 à rn - 1 faire 

début 

t := ah bj + ch+j + r ; 

ch+j := t mod B ; r := t div B 

fin 

Cj+m := r 

fin .# 
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Les nombres intermédiaires tk vérifient cette fois 

tk = ah bj + ch+j + rk � ( B - 1 ) 2 + ( B - 1 ) + rk , 

avec rk = tk-t div B (en posant tt = 0 ); ce qui implique successivement 

to � B ( B - 1 ) , rt < B , 

tt =::; B ( B - 1 ) + ( B - 1 ) < B 2 , r2 < B , 

On voit donc que les nombres t sont tous strictement plus petits que B 2 et que l'on 

a toujours r < B . 

Remarque : Cet algorithme diffère de l'algorithme ordinaire. Dans le cas de 

l'algorithme "papier-crayon", on stocke les produits intermédiaires, puis on effectue une 

seule addition globale. Ici, on effectue les additions partielles. Inconvénients de 

l'algorithme ordinaire : mémoire utilisée de taille rn x n , calculs intermédiaires sur des 

entiers de l'ordre de rn B . 

Voici un exemple qui illustre la différence entre les deux méthodes. 

4 5 6 7 4 5 6 7 

x Q 1 8 2 x Q 1 8 2 

4 0 3 4 0 3 

3 6 5 3 6 3 Q � 3 Q 

3 9 6 9 4 0 6 4 6 

2 1 4 Q 2 3 9 Q 2 

3 1 0 0 5 3 6 3 3 6 0 3 3 ... 

2 1 4 Q 2 

3 1 0 0 5 . .. 
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5. Division euclidienne . 

1. Existence . 

THEOREME 2 . - Etant donnés deux entiers positifs a et b , il existe un couple 

d'entiers ( q, r ) et un seul vérifiant 

a=bq+r où O�r<b; 

on pose 

q = a div b et r = a mod b ,  

l'entier q est appelé le quotient et r le reste . 

Lorsque le reste de la division de a par b est nul on dit que b divise a , ce qu'on 

note souvent b 1 a ; on dit aussi que b est un diviseur de a ou encore que a est un 

multiple de b . 

> L'existence se démontre par récurrence sur a 

- si a < b on pose q = 0 et r = a , 

- si a� b on pose q = 1 + ( a - b div b ) et r = ( a - b ) mod b . 

La démonstration de l'unicité est laissée au lecteur. < 

COROLLAIRE . - Soit H un sous-groupe de Z , alors il existe un entier d � 0 , 

et un seul, tel que H = d Z ( = { d n ; n e Z } ) . 

> Si H = { 0 } , le résultat est vrai avec d = 0 . On suppose donc H non réduit à 

zéro. Alors, l'ensemble des éléments strictement positifs de H est non vide et possède 

donc un plus petit élément, que l'on notera d . 

Soit maintenant un élément a quelconque de H . Par division euclidienne, on a 

a= qd + r ,  où O�r<d. 
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L'entier r appartient à H , puisque r = a - q d . D'après la définition de d , on a 

nécessairement r = 0 . Donc a = q d . < 

2. .c.a.k.u.l . 

On se donne deux entiers positifs a et b , de longueurs respectives rn et n . Il s 'agit 

de trouver deux entiers q et r tels que 

a =  b q+ r avec 0 Sr< b .  

La démonstration de l'existence de la division euclidienne conduit à réaliser cette 

opération grâce à une suite de soustractions. Cette méthode peut être utile avec de grands 

nombres, mais nous allons plutôt étudier la méthode scolaire usuelle. 

Dans un premier temps, comme dans la division à la main, on se ramène au cas où 

on a rn =  n + 1. 

Choisissons alors les notations suivantes 

avec 

a =  ( ao at ... <ln ) B et b = ( bt ... bn ) B 

a/b<B. 

Il s'agit de déterminer le quotient 

q = [a/b]. 

Le principe de la méthode qui suit consiste à prendre une valeur approchée de ce 

quotient. La valeur exacte étant ensuite obtenue en un tout petit nombre d'essais. 
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O n  prend comme valeur approximative d u  quotient l'entier 

( La notation [ x 1 désigne la partie entière du nombre réel x . 1 

La suite montre que cette première valeur est très satisfaisante. 

On a en effet 

(i) q* <!: q ;  

. c'est vrai si q* = B - 1 , 

. sinon, on a 

q* 
= [ ] ' 

et donc 

q* b1 <!: llo B + a1 - b1 + 1 , 

ce qui implique 

a - q*b � a - q* b1  B n- 1 

� llo B n + . . . + � - llo  B n - al B n- 1 + bi B n- 1  - B n- 1 

= a2 B n-2 + . . . + � - B n- 1 + b1 B n-1 < bt B n-1 � b . 

D'où le résultat, puisque q est le plus petit entier tel que a - q b < b . 
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( i i) b1 � [ B 1 2 1 � q* !5; q + 2 . 

Notons d 'abord que 

a a 
q* :;; < 

b B n - 1 b - B n - 1 
1 

a 
et q > b - 1 . 

Pour démon t re r  J ' impl icat ion,  on raisonne par l 'abs u rde : 

on suppose donc q *  � q + 3 . 

Alors 

) + 1 ' 

d onc 

� 2 ( b i - 1 ) ' 

pu is 

B - 4 � q* - 3 � q = [ a 1 b ] � 2 ( b 1 - 1 ) , 
et on a bien 

b 1 < [ B 1 2 ] .  

Remarque : On peut se ramener à la condition b 1 � [ B 1 2 ] en remplaçant a et b 

par k a et k b où le facteur k vaut 

k = [ b i� 1 ] . 
Exercice : Démontrer que la remarque précédente est correcte. 

M.  MIGNOTTE - 2 
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6 .  L e  coüt la  mult ipl ication de l a  div ision . 

L l& coût de l a multip1iclll.iQn . 

On dés igne par M ( ) le coût du produit de deux entiers de n bits . 

L'algorithme de multipli.cati.on de deux entiers de longueur n donné plus haut a 

coül de l'ordre de n , donc 

M ( n ) O ( n 2 ) , 

mais on peut construire des algorithmes dont le coût asymp1 otique est nettement plus 

petit. 

La méthode très simple suivante, due à Karatsuba, util ise l 'idée très souvent efficace 

en algorithmique de partager un problème donné en deux sous-problèmes t a il les  

égales. 

Supposons n pair, n = 2 rn • et u 

entiers en 

v deux entiers de n bits . On décompose ces 

= 2 + d '  

et calcule le produit v de la manière suivante. 

Si 

alors 

x = ( a + b ) ( + ) , y = a c , z = b d  

w =  2 2  + ( x - y - z ) 2 2 m  + z .  
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tenu du les formules précédentes comportent 

d'entiers longueur rn opérat i ons ( et décalages 

le coût est l inéaire en n , il ex iste une constante k tel le que M ( n )  vérifie la majomtion 

su ivante 

M (n)  

n u n  entier 

à n . Alors 

{ k si rn 

3 M (rn) + k n s1 rn > 1 . 

quelconque le plus petit 

M ( n )  � M ( 2 l ) .  

tel que 2 1 au 

En appl iquant la majoration précédente pour les entiers 2 1 , 2 t - 1 , . . .  et 2 , on obtient 

M (  

ce implique 

M ( n )  

( 3 l ) ; 

0 ( n a ) où <X = ( Log 3 ) 1 ( Log 2 )  _ 1 .585 < 2 . 

L'idée précédente peut être généralisée : au l ieu de découper les entiers en deux parts 

de même l ongueur, on les  découpe en r morceaux. Il s'agira donc de trouver une 

pour calculer pnxluit en effectuant aussi peu de multipl ications que 

La utilisée d'obtenir ce partir d'un ce polynôme étant 

déterminé par interpolation. Considérons cette foi s  deux entiers u et v de l ongueur 

égale à n r ,  d ont  on veut calculer le produit w .  
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Posons 

u = Ur 2 r n + .. . + U l  2 " + Uo 

v = Vr 2 r " +  . . .  + V l 2 " + Vo .  

On défmit les polynômes U , V et W par les formules 

Alors 

(X) x !  + . . .  + x n 

V (X) = V r X r n + .. . + V 1 X n + V 0 , 

W (X) = U (X) V (X) . 

w = W ( 2 " ) .  

Pour calculer le polynôme W , dont le degré ne dépasse pas 2 r . o n  détermine 

d'abord valeurs en 2 + 1 points , par exemple 1 = , . . .  , 2 r ( ou encore aux 

points - r, - r + 1, . . .  , r ) , grâce à la formu le 

on obtient 

( i )  U ( i )  ( i ) ,  

coefficients W p:1r in1erpola1ion ( coût de cette 

linéaire en n )  . Ceci conduit à une majoration du type 

r n )  ( 2  + l ) M ( n )  + c 

pour une certaine constante positive c . 

Une démonstration analogue à la précédente permet d'en déduire l'estimation 

( n )  0 ( a: = L.og ( + 1 ) / Log r ) . 

ainsi, en choisissant l'entier r suffisanunent grand, on voit que 

M ( n ) = 0 ( n l + E ) pour tout E > 0 fixé . 

Actuellement la meilleure estimation connue est 

M ( n )  = 0 ( n . Log n . Log Log n ) , 

est 

est à Schünhage Strassen et utilise l.a technique la transfom1ée d e  Fourier 

rapide. 
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2. Le co\Jt de la  �ijyision . 

On commence par trai ter Je cas part icul ier du calcul du quotit:nt entier de 2 2 n - 1 par 

un entier v , où v comporte bits , donc v :2: 2 n - 1 , et on exclut cas tri v i al où 

V = 2 n 

Ce calcul peut être effectué la méthode suivante. 

Supposons donné un entier v , 2 n • 1 ::; v < 2 n et que l 'on veuil le calculer le  

quot ient 

q = [ 2 2 n - 1 J v ] , 

et appelons ( n ) le cofl! d'un tel calcul .  

Pour estimer C ( n ) , supposons n pair, n ·- 2 rn .  On écrit v = 2 v' + v" , on 

a donc v' :2: 2 m 

On a 

où 

On déduit 

2 2 n - 1 / V = ( 2 3 rn 1 / v' ) ( 1 - X + x 2 - • • •  ) 

v" 1 ( 2 rn v' ) , donc 2 · rn + 1 

0 <;; ( 2 2 n - 1 1 v ) _ ( 2 3 rn - 1 1 v' ) ( 1 _ ) < 4 . 

I l  reste essentiellement à estimer le terme ( 2 rn - 1 1 ) ( 1 - x . 

Posons 

alors 

où 

2 rn - 1 1 v '  

( 2 3 m - 1 1 v' 

a + E , OÙ 0 $ E 

1 - x ) = m a  

1 ' 

rn - 1 

- 1 - a v' ) X ( 2 rn ·  1 1 v' ) X 2 · rn + 

) 1 v'2 

= ( 2 2 rn - l - a v' ) x a x 2 rn +  1 e' avec 0 � e' < 2 . 



3 8  Mathémat iq u es p o u r  t e  c a l c u l  formel  

Ces calculs rnontrent que l'on peut obtenir le quotient q à partir du quotient a ,  des 

produits a v', ( 2 2 m 1 - a v' )  x a et v' 2 , du quotient [ ( 2 2 m - v" ) / v' 2 J  ct 

d'un certain nombre d'opérations dont le coût est linéaire en n 

D'où la majoration 

C ( n ) :s; 2 C ( n 1 2 ) + 3 M ( n 1 2 ) + c n ( c ::: constante ) ; 

qui sous l'hypothèse M ( 2 k )  � 2 M ( k )  pour tout k - conduit à l'estimation 

C ( n ) = 0 ( M ( n ) ) + 0 ( n Log n ) . 

Sous l'hypothèse supplémentaire ( non infirmée à ce jour ) 

M ( n ) � c' n Log n , 

pour une certaine constante c' > 0 , on obtient 

C ( n ) � O ( M ( n ) ) . 

Pour calculer le quotient entier d'un nombre u de 2 n bits par un nombre v de n 

bits, on t�crit tout simplement 

[ u / v ] = [ ( u / 2 2 n - l )  x ( 2 2 n - J 1 ) ] 

ce qui permet d'obtenir le quotient cherché en effectuant le calcul précédent suivi de la 

multiplication de deux entiers de n bits environ. 

Ceci montre que la quantité 

D ( n ) = coüt de la division d'un entier de 2 n bits par un entier de n bits 

vérifie J'estimation 

D ( n ) = O ( M ( n ) ) .  

Ainsi, en termes un peu rapides, on peut dire que le coût de la division est, à une 

constante multiplicative près, majoré par celui de la multiplication. 
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7. Le ca lcul de x n • 

Soit  x un tel que l 'expression sens ( exemple peut être 

entier, une matrice, un élément d'un c orps fini . . .  ) . On se propose de calculer x " . 

1 .  Prem ier algorithme . 

C'est le  algorithme qu i vient · on calcu le suceess ivement !cs éléments 

x 2, x 3, . . . , x " .  Ce qui peut être présenté plus formellement de la façon suivante. 

a lgorithme A l  

données x , n ; { le résultat est n oté z } 
# 

pour i = 1 à n- 1 faire z := z x . #  

On s'intéres se au nombre multiplications nécessaires,  c'est la choisie 

comme représentant le coût de l'algorithme de l'algorithme A 1 considéré. 

Dans ce cas, coût est simplemenl 

Coût ( A 1 ) = n - 1 . 

Remarque Le choix n ombre multiplications comme me sure du coût 

l 'algorithme précédent n'est pas toujours réaliste . Par exemple, s i  x est un entier le 

de calcul de x n de la des entiers interv.iennent d ans 

m ultiplications et n'est pas linéaire en n . Par contre, si  x est u n  élément d'un c orps 

fini ,  les v aleurs s uccessives de y sont de longueurs uniformément bornées et  le temps 

calcul est proportionnel n ombre 
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2. �!lli!orithme . 

Cet algorithme est connu depuis environ vingt siècles par les mathématiciens chinois et 

a été retrouvé de nombreuses fois. Le princ ipe consiste à calculer successivement 

certaines puissances de x , à ::;avoir x 2 , x 4 , x 8 , et à les combiner ensuite pour 

obtenir x n . 

Plus précisément, si l'exposant n admet l'écriture binaire 

n , où ei E { 0 , ) , 

alors on a les formules 

k 
2: 

n i = 0 x = x  

i . 2  k 
= TI i = 0 

e . .  1 x 

Ce qui conduit à l'algorithme suivant . 

algorithme A2 

TI 
;, '\ 0 

données x , n > 0 ; { le résultat est encore noté z ) 
# y : = x  ; z . = 1 ; { y contient successivement x , x , x 4, . . .  ) 
tant que n > 1 fa ire 

début rn : = n div 2 ; 

si n > 2 * rn alors z : = z * y ; 

y . = y * y ; n : = rn fin ; 

z : = z * y . #  
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Faisons tourner œt algorithme un exemple : calculons x par cette méthode. Le 

déroulement de l'algorithme est résumé par le tableau suivant. 

n 1 3  1 3  6 3 1 
6 

y x x 2  x 4  x S  

x x x 1 

Maintenant nous al lons étudier le nombre N de multiplications effectuées par cet 

algorithme. la formule ci-dessus , on 

N = k + e0 + e1  + . . . + ek - 1 . 

D'où l'on tire aussitôt majoration 

N � 2 k  

Il reste, bien entendu, à majorer l'entier k .  Dans la décomposition binaire de n on a 

donc 

ou encore, en passant aux logarithmes, 

<; log 

Remarque : on notera toujours 

Log x 
log x = -

Log 2 

Ainsi vériflc 
N � 2 log k .  

1 + 

logarithme bin:llrc, c'est dire que 
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Par exemple, s i  n vaut  un mil l ion,  l 'algorithme A 1 nécessite exactement 999 999 

multiplications tandis que l 'algorithme A 2 n'en effectue pas plus de 38 ( en effet on 

sait que 2 1 0 = 1 024 , donc 2 20  > J 0 6 ) . Exercice : Calcu ler N lorsque n = 1 0 6. 

Une première conséquence évidente de l'estimation précédente de N est que pour des 

v aleurs de n assez grandes ( ici par exemple pour n ;::: 20 ) l 'a lgor i thme A 2 

comporte nettement moins de multipl icat ions que l'algorithme A 1 . 

Mais il est important pour comparer les performances réelles de ces deux algorithmes 

de bien préciser quel est le domaine de calcul : 

- si x est un entier de longueur h alors le second algori thme fait intervenir  des 

nombres très grands et s i  on suppose que le coût du  produi t  de deux entiers de longueurs 

respectives rn et m' est de l a  forme c rn m' ( où c est une constante pos i tive ) alors 

le coût de A 2 vérifie 

où les � sont les chiffres binaires de n ( en particulier ek = 1 ) , tandis que le premier 

algorithme a un coût de l 'ordre de 

cl = c h ( h + 2 h + 3 h + . . . + ( n - 2 )  h ) - ( c 1 2 )  n 2 h 2 . 

Pour n = 2 k , on a 

( 8 1 3 ) cl ( n ) ; 

par contre, pour n = 2 k + 2 k - 1 , on a 

alors que 
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- si x appartient à un anneau fin i  dans lequel le coût du produit  de deux éléments 

quelconques peut être considéré comme constant alors le second algorithme est nettement 

préférable au premier ( par exemple pour n � 20 ) . 

Il est uti le de savoir que l 'algorithme A 2 est effectivement utilisé : par exemple en  

cryptographie, certaines méthodes de codage et de décodage nécessitent de calculer des 

expressions y de la  forme 

y = x n mod a , 

où n est un  entier > 10 50 ; dans un tel cas, non seulement le second algorithme 

permet un calcul relativement rapide,  mais le premier algorithme est absolument 

inutilisable (exercice : estimer le temps nécessaire pour que l' algorithme A 1 calcule y 

lorsque l'ordinateur utilisé effectue 1 0  1 0 multiplications à l a  seconde . . .  c e  qui est une 

s ituation optimiste ! ) . 

Revenons à une étude plus précise de N . On a vu que 

N = k + s ( n ) - 1 , 

où s ( n ) désigne la  somme des chiffres de l'écriture binaire de l'entier n . Par 

ailleurs, l'entier k vérifie les inégalités 2 k � n < 2 k + 1 , et donc k = [ log n ] . 

L'inégalité évidente s ( n ) � 1 implique l a  minoration 

N � [ log n ] ,  

l'égalité étant atteinte pour toutes les valeurs de n qui sont des puissances de deux. 

En résumé, la  quantité N vérifie 

[ log n ] � N � 2 [ log n ] . 

Il serait intéressant  de faire une étude statistique plus fine de N en fonction de n , 

mais cette question est difficile et nous entraînerait trop loin. 
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tUI\c appl ication 

Nous a l lons  appl i quer  l 'a lgor i thme p récédent au calcul d'un terme d'une su i te 

récurrente l inéa ire .  Rappelons  qu 'une te l le  su ite (un ) est définie par ses premières 

Uo , U ] , . . .  , une cond i t ion forme 

n 2 h .  

L'exemple le p lus  célèbre est celu i  de la  su i te de Fibonacci ( qui  date de  1 202 ) , 

définie par 

si 

1 + Fn-2 pour 2 ·  , 
Si on désigne par u n  le vecteur colonne dont les composantes sont u0 , Un- I  , . . . , 

alors la relation peut s'écrire forme matriciel le 

où la matrice A vaut 

et 

( a l "z · · · · · · · · ·  ah ) 
1 0 . . . . . . . . .  0 

A = o 1 o  . . . . . . .  o . . . . . . . . . . . . . . . . . , . 
o n 1 

Si bien que l 'on a 

peut ca leu 1er , et donc en 

par 0 ( 

nombre qui 

Cette méthode est particulièrement utile si on travaille modulo un entier, elle permet par 

de trouver la période suite ( U0 
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Après avoir donné un algorithme banal qui calcule x n en un nombre d'opérations 

l inéaire en n , nous avons trouvé un autre algorithme qui réalise le même travail en un 

nombre d'opérations en pose alors la  : peut-on 

faire ? Avant de répondre telle question, lui donner 

très préds. 

La première chose est de définir clairement la classe d'algorithmes que l'on considère .  

Dans présent, n'envisagerons algorithmes n'effectuent 

Plus encore ,  nous limiterons algorithmes 

forme suivante qui calculent x n , p our n fixé : 

1 : Yt , V 1  OÙ { 1, x } ' 

i :  Yi . - U; V; OÙ U; , V; E  { l , X, Y J > · · ·  • Yi- 1 } , 

t : Y! où { 1 ,  x, y 1 . ,  , } et Yt ll 

Le coût d'un tel algorithme étant évidemment égal à t ( le nornbœ ùe multiplications ) . 

Remarquons d'abord .:JUe l' algorithme A 2 appartient b ien à la classe précédente. On 

peut noter que A 2 n'est toujours optimal cette classe. 

s i  on le cas où 5 l 'algorithme A 2 nécessite 

multiplications tandis qu'il est possible de calculer x 15 en 5 opérations de la manière 

suivante : on c alcule x 3 ( en deux multiplications ) puis x 6 , x 1 2 et enfm on 

obtient 15 = x 3 ' 
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Pas s o n s  m a i ntenant à l 'é tude vér i tab le  rom p l e x i t é  d u  calcu l d e  x n . 

Autrement d it, i l  d e  minorer l e  n ombre t . 

Pour un a l gori t hme type précédent,  chaque valeur Yi peut s'écri re : 

Yi : == x c  ( i l  , 

l 'ex posant e ( i )  vérifie 

e ( 1 ) E { 0, 1 ,  2 } .  

== e ( j )  + e (  

= n . 

On en déd u i t  auss i tôt les inégal ités 

e ( i ) $; 2 i pour  

e n  part icu l ier 

e ( t ) == n  $; 2 1 •  

Autrement d it, 

:;:. log 

avec J , h < , pour i :;:. 

i = 1 ,  . . . , t ,  

Nous avons a ins i  mon t ré que la complexi té  de notre 

conséquent que l' algorithme A 2 est, à peu de chose 

au m o i ns l og n e t  

meil leu r possible .  

Remarque : L'argu ment qui nous a pennis de trouver la complexité de 

t rè s  s imple .  I l  ne  faudrait pas c ro i re que c'est toujours le c as .  Bien au comraire ,  

d e s  quest ions  d e  complexité sont très d i fficiles.  Beaucoup de p roblèmes 

est 

restent par exem p l e  on i gnore complexité d u  produ i t  de deux 

matrices carrées n x n pour n :;:. 3 . 
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8. Le p .g.c .d.  

1 Exi;;tence . Relation de Bézout . Théorème d'Eucl ide-G,mss . 

Le résult at suiv ant l'existence du p.g.c.d . .  

THEOREME 3 . - deux entiers, il existe un entier positif d qui 

divise à l a  fois a et tel que tout diviseur commun à a et b divise , cet entier est 

appelé de a et b et noté p.g.c.d. ( , ou encore simplement ( a ,  b) 

quand de confusion possible. 

De plus, existe deux entiers u et v tels 

d a +  v b 

> Considérons l'ensemhle entiers de l a  forme m a + n , où m et n 

p arcourent deux Z . 

On aussitôt que cet ensemble est sous-groupe de Z . Comme nous l' avons 

vu, cet ensemble est donc de l a  forme d Z , pour entier d positif. De 

plus, par construction, entiers u et v tels d u a + v b . 

Pour conclure, il suffit 

diviseur commun à a 

Comme 

= l . a + O . b , 

de montrer que d divise a 

d .  

l'entier a app artient d Z , en d'autres termes d divise bien a ; de 

divise aussi b . 

b et que tout 
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So i t  enf in un  ent ier  c qui  à l a  foi s  a et b . I l  exis te 

te ls  que c a ' et b = c b' . D'où l a  re l a t i on 

d = u a + v b = ( u b' ) .  c 

montre q ue l'ent ier  d i v i se bien l ' en t i e r  J .  < 

1 .o rsque l e  p .g .c.d .  de a 

enlre eux . Le théorè me 1 

h est éga l  à 1 , on d i t  que 

le  corol l a i re su ivan t .  

deux  ent i ers a '  et b '  

b sont  p r e m i ers 

THEOR EM E 4 . - a et deux en t iers .  A lors et b sont p rem iers entre 

eux s i ,  et seulement si, i l  ex is te  deux 

Bézout ) 

et v te l s  que l 'on a i t  la rel a t ion ( de 

u a  + b v 

La condit ion est nécessai re d'après le théorème 1 . E l le  est 

u a + b v ;_; J , 

suffi sante : s i  

alors tout qui d iv ise s imultanément b d i v ise 1 , donc a et sont 

entre eux.  < 

Cc théorème a le coro l l a i re �uivant ,  quelquefo i s  appelé théorème d'Eucl ide-Gauss.  

THEOR E M E  Soient a e t  b deu x p remiers entre eux. s i  un  

entier c est  d iv is ible à fo is  par a ct b ,  i l  est aussi  d i v i s i ble par leur produit  a b .  

> So ient u et v deux entiers tel s  que u a  + v b Alors 

u a c + v b c  

et comme le a b  d ivise a c  e t  b c , d iv ise aussi l 'ent ier c . < 
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La démonstrat ion théorème 1 ne fait que prouver l 'existence de l'entier mais ne 

fou rnit  pas de moyen direct de calculer. En pratique, i l  est fort de savoir calculer 

le p .g .c .d .  de deux entiers ; ce qu'on s ait faire depu i s  environ vingt deux siècles grâce 

au (justement célèbre algorithme d 'Eucl ide 

L'algorithme d'Euc l ide ord inaire ne la  valeur du p .g .c .d .  mais ,  comme 

conn �issance des va leurs des entiers u et v du théorème 3 c,;t souvent très utile et 

qu'on les  obt ient  sans beaucou p compl iquer l 'a lgorithme d'Euclide, nous donnons 

d i rectement la  qui fournit aussi  u et v . 

Supposons a > b > 0 , l 'algorithme d'Euclide consiste à calculer la suite de 

W; = ( t; , , v; ) défin is  p ar les condi t ions 

et 

( a , l , O ) , 

W t = ( b , O ) ,  

Wi+ l -= W;.J 4i+l W; où qj .. 1 .. 1 = [ t;_ 1  1 t1 ] p our i :2:: 2 ; 

s 'arrêtant au premier pour lequel ti s'annule. 

On a alors 

d UJ J 
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Pour démontrer ces dernières formules, remarquons d'abord que par construction on a 

ti = Ui a + Vi b 

et donc en particulier 

pour i = 0, 1 ,  2, . . .  

�- l = uj- l a + vj- l  b , ainsi tj- l e a Z + b Z . 

Il reste à montrer que ti- l est bien égal à d , le p .g .c .d .  de a et b . D'après la 

démonstration du théorème, a Z + b Z = d Z , donc d divise tj- t  . 

Il suffit maintenant de montrer que tj- t  divise à la fois a et b .  Or, par définition, tj- t  

divise à la fois �-t et tj_2 et la formule 

ti-2 = ti + 'li ti- l ' 

appliquée succj!ssivement pour i = j - 1 ,  j - 2, . . .  , 3, 2 montre que le terme tj- 1  

divise tj-J , tj_4 , . . .  , t1 , t0 . Comme t 1 = b e t  to = a , on obtient l e  résultat . < 

Exemple : Le tableau suivant présente le calcul du p.g.c.d. de 1 8 1 2  et 1 572 . 

i 0 1 2 3 4 5 6 

t 1 8 1 2  1 572 240 1 3 2  108 24 1 2  

u 1 0 1 - 6  7 - 1 3 59  

v 0 1 - 1 7 - 8  1 5  - 68 

q 1 6 1 1 4 

D'où l'on déduit p.g.c.d. ( 1 8 12 , 1572 ) = 1 2 ,  et aussi la relation 

59 x 1 8 1 2 - 68 x 1 572 = 1 2 . 

7 

0 
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I l  est très intéressant d'analyser le  coût de cet algorithme. Le résultat le  plus 

spectaculaire est  le suivant. 

THEOREME 6 ( G. Lamé, 1 845 ) . - S oit n un entier � 1 . Soient a lors deux 

entiers u et v , u > v > 0 , avec la propriété que u est le plus petit entier positif pour 

lequel l 'algorithme d'Euclide sur ( u , v' ) , où u > v' > 0 , nécessite n étapes. 

Alors on a 

u = Fn+2 et v = Fn+l , 

où Fk dés igne le k-ième nombre de Fibonacci. 

> En effet, on a effectué les divisions successives 

u0 = u = q1 v + r1 , 

et la conclusion résulte de la suite d'inégalités 

Un- I � 1 • Un-2 � Un-1 + 1 � 2 • Un-3 � Un-2 + Un- 1 • • • •  • < 

C O R OLLA I R E  1 . - Si 0 � v � u alors le nombre n de pas de l'algorithme 

d'Euclide vérifie 

n � Log ( ../ 5 u )  
- 2 . 

> Exercice . < 
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Pour une analyse statistique détaillée du nombre de pas nécessaires dans l 'algorithme 

d'Euclide, voir Knuth . 

COROLLAIRE 2 . - Si 0 s; v < u , où u est un nombre de n bits . AJ.ors le 

coût de l'algorithme d'Euclide est en 0 ( n 2 ) . 

> C'est une conséquence quasi immédiate du corollaire 1 . < 

4. Le p.p,c,m, 

Si  a et b sont deux entiers nuls , par définition leur p.p.c.m. est l'entier 

p.p.c.m. ( a , b ) = a b 1 ( a , b , 

on le note aussi , b ] quand il n 'y a pas de confusion possible. 

On vérifie facilement que c'est un multiple commun à a et à et que tout entier qui 

est l a  fois un multiple de a de b est un multiple [ a ,  b . 

Exercice : Démontrer les propriétés ci- dessus. 

Exemple · Nous avons vu que le p . g. c .  

résulte 

de 1 8  e t  1 572 est égal à. 1 2  , i l  en 

p.p.c.m. ( 1 8 12 , 1572 ) 1 8 1  x 572 / 1 2 237372 . 
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S oit un emier au moins égal à. deux. On note G l'ensemble des éléments 

l 'anneau Z 1 n Z qui sont inversibles. D'après le théorème 3 , l'ensemble G ( n )  est 

constitué par les classes des entiers premiers n . note n )  cardinal 

l'ensemble G ( n ) , c'est le nombre d'entiers de l 'intervalle { 1 ,  2, . . .  , n - 1 }  qui sont 

premiers avec n convention 1 )  = ; cette fonction appelée fonction 

phi d 'E u l e r . 

Comme le produit de deux éléments inversibles est aussi inversible, on voit que 

l'ensemble G ( n est un groupe (multiplicatif). 

Un nombre entier au moins égal à deux est dit p remier  s'il n 'admet pas d'autre 

diviseur positif lui-même et l'unité. Les nombres prerniers 2, 3, 1 1 , 

On sait depuis Euclide qu 'il existe une infmité de nombres premiers ( voir l'exercice 1 9  

ci-dessous . Dans toute la la p désignera un nombre 

Un nombre entier au moins égal à deux qui n'est pas premier sera dit composé . 

S i  p est un nombre premier alors tout les entiers de l'intervalle { 1 ,  2, . . .  , p - 1 }  

sont premiers avec donc 

cp ( p ) = p - 1 . 

Pour n entier , n � 2 , on a même l'équivalence 

n premier (:::) cp ( n ) > n - 2 . 
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2. Le théorème d'Euler . 

Le lemme suivant est un cas p articulier très simple du théorème de Lagrange sur 

les groupes finis. 

LEMME 1 . - Soit G un groupe abélien fini de cardinal k , dont la loi est notée 

multiplicativement. Alors tout élément x de G vérifie 

x k = 1 . 

[ Le théorème de Lagrange est le même résultat, mais pour un groupe fmi quelconque. ] 

> S oit x un élément quelconque de G . La fonction y � x y de G dans lui-

même est bijective. Par suite, 

IJ y  = IJ x y = x k iJ y  
y e G y e  G y e  G 

la dernière égalité provenant de la commutativité. D'où le résultat en simplifiant. < 

L'application de ce lemme au cas du groupe G (n) donne le résultat suivant. 

THEOREME 7 ( Euler ) . - Soit a un entier premier avec un entier n 2:: 2 , on a 

alors 

a 'P (n) - 1 ( mod n ) . 

Exemple : Considérons le cas où n = 56 et (Â;= 1 9  . 

On vérifie que <p ( 56 ) = 24 et le calcul peut être réalisé comme suit. 

2 = 289 = 9 4 = 9 2 = 8 1  = 25 

CJt� = 25 x 9 = 22s = 1 

donc OL24 = 1 , comme l'indique le théorème. 
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Soit x un élément du groupe G (n) , on veut calculer son inverse u = x · 1 . 
Autrement dit, il s'agit de trouver un entier u qui vérifie 

u x = 1 mod n ,  

ou encore de trouver deux entiers u et v tels que 

u x + v n = l . 

Deux mémodes sont donc possibles : 

- l'algorithme d'Euclide du p.g.c.d. de x et n qui fournit en particulier u , 

- le théorème d'Euler qui donne la solution 

u = x 'l' (n) - 1 mod n . 

Dans les deux cas, le nombre d'opérations est en 0 ( Log n ) , mais la seconde 

méthode est peut-être plus rapide ( Mais seulement lorsque la fonction d'Euler <p (n) est 

connue. Par contre on ne connaît pas de moyen rapide de calculer cette quantité ; ceci est 

tellement vrai que la sécurité de certaines méthodes de cryptographie repose sur la 

difficulté du calcul de <p (n) lorsque n est un très grand entier . ) . 

Remarque : Dans le cas présent, le coût du calcul de l'inverse d'un élément est 

nettement supérieur au coût du calcul du produit de deux éléments. De façon générale, les 

coûts des opérations dans G (n) et dans N sont très différents ( nous l'avons déjà vu 

pour le calcul de x n ) • 
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4. Calcul des coefficients de la rel at ion de Bézout . 

Le théorème d'Euler permet de calculer les coefficients de l a  rel ation de Bézout sans 

utiliser l'algorithme d'Euclide .  

Considérons en effet deux entiers positifs a et b premiers entre eux .  I l s'agit de 

déterminer deux entiers u et  v tels que l'on ait 

u a + v b = l . 

Remarquons que cette relation impl ique les congruences 

u a = 1 mod b et v b = 1 mod a . 
Supposons les quantités cp (a) ct cp (b) connues. On obtient une solution ( u, v )  en 

prenant 

et 

u a 'l' (b) - 1 mod b 

v =: ( b 'l' (a) - 1 mod a ) - a . 

En effet, d'après le théorème d'Euler, le nombre 

u a + v b - 1 

est divisible par a et par b , donc par le produit a b ( puisque a et b sont premiers 

entre eux ) ; d'autre part, on vérifie facilement que 

l u a + v b - l l < a b . 

La relation u a + b v = 1 a d onc bien lieu. 
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Exemple : Reprenons les valeurs choisies précédemment pour l'exemple de J'algorithme 

d'Euclide. On note d'abord que 

1 8 1 2  = 12 x 1 5 1  et 1572  1 2  x 1 3 1  

puis que 

et 

<p ( 1 5 1 )  = I SO et <p ( 1 3 1 )  = 130  . 

Et enfin,  on vérifie que 

1 5 1 129 mod 1 3 1  5 9  

( 1 3 1 149 mod 1 5 1 ) - 1 5 1  - 6 8  ' 

on retrouve donc les coefficients précédents. 

Remarque : Pour deux entiers a et b ,  on a l'équiv alence suivante 

( a , b ) = 1 <::::> a <r (b) = 1 mod b . 

L'implication =) a déjà été démontrée . 

Réciproquement,  si un entier d divise simultanément a et b , il divise aussi  le 

nombre a k mod b pour tout entier k > 0 ; donc 

a k mod b = 1 � d = 1 . 

Lorsque le nombre <p (b) est connu, ceci fournit un moyen rapide de tester si a et b 

s o n t  premiers entre eux. 

Exercice : Soit n un entier qui est le produit de deux grands nombres premiers 

dist incts p et q . Démontrer que la connaissance de <p (n) permet facilement de 

déterminer les facteurs p et q , et réciproquement. 

r ln ) =  f/f 'l' i - 'p 'r · \f ;[ · = (p -1J(q �1 ) 
q , 4. r - � <� r '( 1 1J :: r i_�' = 4  ::-<JJ r L p Lql 

1 r '.-! c ,")] 1 j' "- 9 .C,l 
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10.  Le théorème ch inois • 

1 .  Le théorème . 

Il s'agit du résultat suivant, dont un cas paniculier était connu par les astronomes 

chinois de l 'antiquité. 

THEOREME 8 . Soient rn et n deux entiers premiers entre eux, alors pour tout 

couple d'entiers a et b le système de congruences 

{ 
x = a ( mod rn )  

x = b ( mod n )  

admet des solutions entié:res ; de plus,  deux quelconques de ces solutions diffèrent d'un 

multiple de 

> Considérons l 'application naturelle 

Z � Z I Z x Z / n Z 

qui l'entier x associe le cauple ( x  rnod rn ,  x mod 

ll est clair qu'il s'agit d\m homomorphisme d'anneaux. Son noyau est l'ensemble des 

entiers divisibles à la  fois rn par n donc, d 'après le théorème 3 , c'est 

l'ensemble des multiples produit rn n . D'où un homomorphisme injectif 

Z /  n Z  � Z / m Z  x z  n Z . 

Comme ensembles de départ et d'arrivée de cette application injective ont le même 

nombre d'élérnents , cette application est  en fait bijective. Le théorème n'est  que la  

traduction de  cette bijection. < 
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C OROLLAIRE . - So ient rn 1 , • • •  , mk des ent iers deux deux premiers 

eux.  Alors ,  pour tout k-uple d'entiers ( a 1 ,  . • •  , ak ) , le système de congruences 

admet des solutions entières ; de plus, deux quelconques de ces soluti ons d iffèrent d 'un 

mult iple du produ i t  m 1  . . .  

> On raisonne récurrence sur en appl iquant le théorème précédent < 

COROLLAIRE . - Soient a et deux entiers 

<p (a b) = <p (a) . <p (b) 

premiers entre eux, on 

En particulier sont nombres p remiers d i stmcts e t  

entiers strictement positifs ,  on a la relation 

k - 1 
( p - l ) p r r r 

> La seconde assertion est une conséquence immédiate de la première, démontrons 

donc cene ci. 

D'après la démonstration du théorème, lorsque a et b sont deux entiers positifs ,  on a 

. u n  isomorphisme d'<mneaux 

Z / a b  Z Z / a Z  x Z t b Z . 

Dans isomorphisme, éléments invers ibles s'envoient sur éléments invers ibles, 

d'où un  isomorphisme de groupes (multiplicatifs) 

G ( a b )  G ( a )  x G ( b )  · 

en prenant le cardinal de chaque membre on trouve la relation cherchée. < 
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2. Démonstrmion consuuctive . 

La démonstration précédente du théorème chinois a le défaut majeur ne pas fournir 

d'algorithme pour le calcul de x ( autre que la recherche systt�matique de celte so luti on 

parmi les entiers 0, 1 ,  . . . . rn n - 1 . . .  ! ) . 

Voici  une autre démonstrat ion qu i ,  cette fois ,  fourni t  un  algorithme pour calculer 

efficacement une solution entière x du système de congruences 

{ 
x = a ( mod rn )  

:. b ( m od n )  

du théorème chinois . 

Soient donc rn et n deux entiers premiers entre eux.  Par l 'algorithme d'Euclide, on 

sait calculer deux entiers u et Y tels que 

Alors l'entier 

vériJïe 

ct 

u rn Y n  = 

x u m + a  n 

x - Y n - a ( mod m ) 

b Y m :. b ( mod ) , 

c'est donc une solution du système considéré . 



Exemple : Résoudre le système 

x =  ( mod 1 5 1  et 3 1  mod 3 1 ) .  
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On a vu que 59 . 1 5 1  - 68 1 3 1  = 1 , on peut donc prendre 

x = ( 3 1 x 59 x 1 5 l - 1 3 x 68 x 1 3 1 ) mod ( 1 5 l x l 3 1 ) 2 1 27 . 

3 . Calculs effecti fs . 

Soient m 1 , . . . , mk des entiers positifs deux à deux premiers entre eux ,  et M le 

produit de ces entiers. On cherche un algorithme de calcul de l'isomorphisme 
k 

'l' . Z 1 M � n ( mi Z )  
i � l  

e t  d e  l'isomorphisme réciprolJ.ue 'l' 1 

Le calcul de 'l' est immédiat : 

'l' = ( x  mod m1 , . . .  , x mod mk ) . 

Pour calculer l'application réciproque, on peut procéder ainsi. Posons 

) . 

On calcule ensuite des entiers e1 , . . .  , ek tels que 

On vérifie :ùors instmtanémcnt que 

Comme v ient le voir, les nombres ei peuvent être calculés par l ' a lgorithrnc 

d'Euclide ou par le théorème d'Euler. 
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1 1 .  Les nomb res 

Rappelons qu'un n ombre entier au moins égal à deux est d i t  premier si ses seu ls  

d iv iseurs positifs sont 1 et lui-même. 

Dans la suite de ce chapitre, la lettre p désignera toujours un nombre premier. 

De l a  définition résu lte aisément que 

et, d'après le Z est un corps. 

Le théorème 4 a la conséquence fondamentale suivante. 

THEOREME 9 ( Fermat ) . - Soient p un nombre premier et a un entier non 

divis ible par p ,  alors 

a 

COROLLAIRE . premier et a un entier 

a 

> En effet : lo rsque p ne divise pas a c'est une conséquence évidente du théorème, 

s inon les deux membres de la relation du coro l laire sont égaux à zéro. < 
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Remarque . théorème de Fermat foumit condition nécessaire de primalité ; 

cependant cette condition n'est pas suffisante. Il existe des nombres - appelés 

de Carmichael - qui vérifient conclusion du théorème de Fermat, rnais qui ne s ont 

pas premiers, l e  plus petit 561 . On ignore s'il y a ou non une infinité de 

de CarmichaeL 

résultat suivant est bien connu. 

THEOREME 10 . Tout nombre entier au moins égal à deux est  éga! 

de facteurs premiers.. plus - à l'ordre coefficients près - cette 

unique. 

déduit la  proposition suivante. ( 

COROL LAIRE . rn et n sont deux entiers positifs respectivement 

br bl br 
pr et n 

où les Pi sont des nombres les 3j et  bi des nombres positifs ou nuls. Alors 

de rn et n est donné par la formule 

cl 
p .g .c .d . ( rn, n )  = p 1  

tandis que le p .p .c .m.  de rn e t  n v aut 

p .p .c .m .  ( 

{ 3j , bi } , 1 :o; i :o; r' . 
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E X E R C I C E S  

1 .  S oient b1 , b2 . . . des entiers 2 2 . Pour n 2 1 , on pose Bn = b1 b2 . . .  bn . 

Démontrer que tout entier naturel a s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme 

a = llo + a l BI + a2 82 + . . .  

avec pour tout i les inégalités 

0 ::;; ai < bi+ l 

Détenniner un algorithme de calcul des entiers a;_ . 

2. Soient a1 , a2 , . . .  , ak , . . .  des entiers strictement posit ifs .  Démontrer que si les 

entiers ai vérifient la condition 

ai > a1 + a2 + . . .  + a i- l pour tout 

alors un entier positif quelconque n s'écrit d'une manière au plu_s sous la  forme 

n = a1 x1 + a2 x2 + . . . , xi E { 0, 1 } . 

Lorsque la suite ( ai ) vérifie cette condition, donner un algorithme qui, étant donné 

l 'entier n ,  

. soit calcule les xi si n est de la forme ci-dessus, 

. soit indique que n n'est pas de cette forme . 
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3 .  Soit  ( F0 ) la su ite des nombres de Fibonacci définie par F1 = 1 , F2 = 2 et la 

cond ition F0 = Fn- l  + Fn_2 pour n 2:: 3 .  

Démontrer que tout entier positif a peut s'écri re 

a = x 1 F1 + x2 F2 + x3 F3 . . .  , xi E  { 0, 1 } . 

Cette écriture est-el le unique ? 

4. Dans l 'étude de l 'algorithme de Karatsuba, on a nég l igé le fai t  que certains entiers 

intermédi ai res pouvaient avoir une longueur supérieure à m = n 1 2 . En effet les 

nombres a + b et c + d sont de longueur m et pour calcu ler leur produit par une 

procédure de multiplication d'entiers de taille m i l  faut décomposer les opérations. On 

pose 

a + b  y 2 rn + 0 , OÙ Ct. E { 0, 1 } . 

De sorte que 

( a + b ) ( c + d ) = a y 2 " + ( a o + (3 y ) 2 m +  (3 8 . 
On constate que ce produit est décomposé en les opérations suivantes 

- produit des deux bi ts a et y ,  
- somme a o + 13 y ( rappelons que a E { 0, 1 } ) , 

- produits par certaines puissances de deux ( = décalages ) , 
- produit des deux entiers !3 et 8 , de taille m . 

Démontrer que l'estimation donnée du coût de l'algorithme est correcte. 

M. MIGNOTTE - 3 
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5 .  Soient a et b deux constantes � 0 1 et k un entier > 1. On suppose que T est 

une fonction croissante, T : N --) R , qui vérifie 

T (n) � { 
b si n = 1 ,  

a T  ( n 1 k )  + b n si n = k n'  ( n '  entier ) . 

Démontrer les majorations 

0 (n) s i  a <  k ,  

T (n) = { 0 ( n Log n )  si a = k ,  

Ü ( n Log a / Log b ) si a >  k .  

6 .  Soit T : N --) R , une fonction croissante qui vérifie T ( 1 ) = 1 . 

Etudier le comportement asymptotique de T dans les cas su ivants : 

(i) T ( n ) = a T ( n - 1 ) + b n c , 

(ii) T ( n ) = T ( n 1 2 ) + b n c , 

(iü) T ( n ) = T (n 1 2 ) + b n ( Log n ) c , 

où a, b et c sont des constantes strictement positives .  

7 .  Soit ( F n ) n ;:.: 0 la suite de Fibonacci définie par les conditions 

F0 = F1 = 1 

et 
F n = F n- l  + F n-2 pour n � 2 . 

Démontrer la minoration 

F n � a. n - 1 pour n � 0 , où a. ( 1 + ..J5 ) / 2 .  
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8. On pose 

1 (n) = le nombre minimal r tel  qu'il existe une suite ao.  a 1 , . . .  , a. avec les 

conditions ao = 1 , an = r et, pour tout i = l ,  . . .  , r , i l  existe j ,  k tels  que 

l'on ait ai = ai + ak , où k � j < i . 

1 °) Quel est  le l ien entre l ( n ) et le calcul de x n ? 

2°) Démontrer  que 

(i) 1 ( n ) � log n + s ( n ) - 1 , 

(ii) 1 ( m n ) � 1 ( m ) + 1 ( n ) . 

3°) S oient a et b deux entiers ,  a > b � 0 . Démontrer que 

1" ( 2 a ) = a et 1 ( 2 a + 2 b ) = a + 1 . 

9. Soient B et B' deux entiers fixés � 2 .  Démontrer que le coût C ( n )  de la 

conversion 

vérifie 

( a1 , . . . , � )n  � ( a' t , . . . . a'm )n ·  

C ( n )  = 0 (  M ( n )  Log n ) . 

1 0. On considère l 'algorithme suivant. 

algori thme ? ; 

donn ées : a , b entiers , a > b > 0 ; 

# tan t  que b > 0 fa i re 

d é b u t  

fin 

d :  = a . #  

r : = min ( a mod b , b - ( a mod b ) ) 

a : = b ; b : = r ;  
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1 °) Démontrer que l'algorithme se termine avec d = p.g.c .d.  ( a , b ) .  

2°) Majorer le nombre de passages dans la  boucle. 

C omment modifier l 'algori thme pour fournisse deu x entiers u 

u a + v b = l 

que l'ent ier sol! premier avec les entiers n 1 ,  

Démontrer que l'entier a est premier avec l e  produit n 1 . . .  n k  . 

S oient a , c trois entiers positifs .  Démontrer la formule 

( ( a, b ) , c ) = ( a , ( b, c ) ) . 

1 3. Soient a , c trois entiers positifs. Démontrer l'implicat ion 

c l a b  � c 1 ( a , c ) . ( b , c ) . 

1 4. S oient x, z trois nombres réels � 0 . Démontrer la relation 

v tels que 

max { x,y,z } = x +  y + z - min { x,y } - min { y ,z } - min { z,x } + min { x,y ,z } . 

déduire la formule 

[ a, b-, c ] 
a b c  

( be, ac, ab ) 

Etudier l 'équation 

a x = b ( mod rn )  

dans le cas d'un entier rn quelconque � 2 . 



Etudier l'équation en n ombres entiers 

x +  y =  c .  
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1 7. Soient a, b. c, d, f et des entiers donnés, rn >  0 . Etud ier le système 

a x b y  = e ( mod rn ) ,  

e x  + d - f ( mod rn ) .  

Appl iquer votre méthode pour résoudre Je système 

2 x  3 y mod 2 ) .. 

4 + 2 : 5 ( mod 21 ) . 

1 8 .  On reprend les notations paragraphe sur théorème chinois. 

0) Démontrer que les entiers e; vérifient 

e;2 = 1 ( rnod M ) pour :<:: :<:: k , 

mod M ) pour 1 :<:: i < :<:: k . 

Les ei constituent d onc des idempotents "orthogonaux" l'anneau Z M Z . 

2°) Soit  A un entier qui vérifie 

( mod rn; ) pour 1 S i k . 

Démontrer qu'il existe un entier E tel que 

A 
- = E M 

C'est la "décomposition en éléments simples" de la fraction A 1 M . 

Démontrer en outre que cette écriture est unique si on suppose que les entiers a; 

vérifient la condition 0 :;; <1ï < m; pour 1 :<:: i ::;; k . 
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1 9 . a ) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers . ( La preuve 
-rd. 

d'Euclide consiste à considérer le produit 2 . 3 . . . . . i)>'et à démontrer que ce produit 

n'est divisible par aucun nombre premier � p . ) 

b ) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4 n + 3 .  

20. O n  considère l'algorithme suivant qui calcule l'inverse d'une fraction binaire. 

algorithme calcul d'un inverse par la méthode de Newton ; 

don nées : n ,  v =  ( 0 .  v 1 v2 . . .  v0 ) , v 1 = 1 , vi e { 0 ,  1 } ; 

# z : = [ 32 1 ( 4 v 1 + 2 v2 + v3 ) ] 1 4  ; k : = 0 ; h : = 1 ; 

tant que h < n fa ire 

début 

h :  = 2 h { ici h = 2 k + l } ; Vk : = ( 0 . V 1 V2 . . . V h+3 h 

z : = 2 z - V k z 2 { calcul exact ! } ; 

z : = [ 2 h + 1 z + 0.5 ] 2 -h- 1 ; k : = k + 1 

fin . # 

Démontrer que 

(i) 0 < z � 2 '  

(ü) 1 z - 1 1 v 1 � 2 - h avec h = 2 k , au bout de k étapes .  

En déduire que l e  coût C (n) d e  cet algorithme est 

2 M ( 4 n )  + 2 M ( 2 n )  + . . . .  + O ( n )  

et donc que l'hypothèse habituelle, 

implique 

M ( 2 rn ) � 2 M ( rn ) pour tout rn , 

C ( n ) � 4 M ( 4 n ) + O ( n ) . 



Arith métiq ue élémenta i re 7 1  

2 1 .  Soient a e t  n deux entiers <'!: 2 . Démontrer que n d ivise cp ( an  - 1 ) . 

1 Appl iquer le théorème de Lagrange. 1 

22. Soit  p un nombre premier. 

Démontrer les congruences 

( p 
j
- 1 )  = ( - 1 ) j ( mod p )  , 0 :-:::; j :-:::; p - 1 . 

En déduire que si a et b sont deux éléments d'un anneau tels que 

p a = p b = O  et a b = b a  

alors on a la formule 

P - 1 
( a - b )  = Il 

j = 0 

23.  Soient p un nombre premier, k et rn deux entiers vérifiant 1 :-:::; k < p rn • Soit p r 

la plus grande puissance de p qui divise k . Démontrer que p rn - r est la plus grande 

puissance de p qui divise le coefficient du binôme 

24. Faire une comparaison détaillée des coûts C 1 ( n ) et C2 ( n )  défmis au § 7. 2 . 



CHAPITRE Il 

A_rithJnétique, complé1nents 

1. Retour à G ( n ) . 

1 . Quelaues l emmes sur les groupes fin i s .  

S i  x est un élément d'un groupe G , on rappelle que l 'ordre de x , noté ordreG (x), 

ou encore ordre (x) quand il n'y a pas d'amb iguïté, est le plus petit des ent iers k 0 

tels que k = 1 ( l'élément neutre de G ) ,  s ' i l  existe , sinon on pose ordre0 (x) = oo .  

L'ordre vérifie les propriétés suivantes.  

PROPOSITION 1 . - S oient x et  y deux éléments d'un groupe G qu i 

commutent et d'orJres finis respectivement égaux ?1 a et h .  Alors 

(i) ordre0 ( x  y )  divise l'entier p .p .c .m. ( a ,  b ) , 

( i i) ( a , b ) => ordre0 ( x y ) = a b 

> (i) Soit m le p.p.c .m. de a et b, alors 

( x y ) m = x y m = l . 
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Supposons a et b entre eux soient u et  

entiers que 

u a + v b = 1 . 

Alors, la relation 

( x  y li 

mon: re b d iv ise ( x  y )  . De a divise x y )  . Comme 

entiers a et b sont premiers entre eux, le produit a b divise ordreG ( x y ) . Par (i), 

ordreG ( x  y )  divise a b .  D'où la conclusion. < 

PROl'OSITION 2 . Soit G un  groupe fin i  commutat if. Alors G contient un 

élément dont l 'ordre est un multiple de ordre (y) , pour tout y de G.  

un élément dont l'ordre maximal et ôlément quelconque 

ce 

On raisonne par l'absurde. Supposons donc que l'ordre de y ne d iv ise pas l'ordre de 

x . Cela implique l'existence d'un nombre premier p et d'un entier h > 0 tel que le 

nmnhre h divise 

ordre ( x )  

ordre ( y )  
h .  

x '  = p 

sans  diviser ordre (x) . 

p h' .  a 

ct y' = 
b 

avec 0 :5: h' < h , ( a , p ) 

ordre ( x' ) = a , ordre ( y' ) = p h , où ( a , p h ) 1 ,  

et, d 'après l a  proposition 1 ,  on arrive à l a  contradiction 

ordre ( x' y' ) = p h a > ordre ( x ) . < 

1 , 
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PROPOSITION 3 , Soit  G un groupe fi n i  possédant n éléments. Alors i l  y a 

équivalence entre les propriétés suivantes : 

( i) est cycl ique, 

(ii) pour tout d iv iseur d de l'ent ier n , G possède au plus d éléments dont 

l 'ordre d ivise d, 

( i i i) pour d iv iseur d n ,  possède plus d )  éléments d'ord re d. 

> ( i )  => ( i i) : Supposons G cycl ique, engendré par l 'élément x . Soit d un d iv iseur 

n .  A lors les éléments de G dont l 'ordre d iv ise sont 

1 , x rn , x 2 rn , . . .  , x ( d - 1 ) rn où rn = n / d . 

D'où l ' imp l ication. 

(i i) => ( i i i )  : Soit d un  d iv i seur de n . Si G ne possède pas d'élément d'ordre d 

alors l 'assert ion ( i i i) vraie ; s inon, soit x un é lément de G d'ordre . Alors les 

é léments 1 , x ,  2 ' . . .  , d - 1 deux à deux d ist incts l 'ordre de chacun d'eux est 

un diviseur de d . S i  l a  propriété ( i i) a l ieu alors ce sont les seuls éléments de G dont 

l 'ordre d i vise d . Ainsi , les seuls  éléments G dont l 'ord re est 

1 <:; k < d et ( k , d ) = 1 ; il y en a exactement <p ( d ) . 

( i i i )  ( i )  : démonstration .  

sont x k avec 

On suppose G commutatif. Alors ,  la proposit ion 2 montre que G contient un 

élément x dont l 'ordre est le  p .p .c .m. des ordres des é léments de G. Supposons G 

cycl.ique, autrement dit supposons ordre (x)  n . S oit H sous-groupe G 

engendré par x et soit y u n  élément de G qui n'appartient pas à H. Si d est l 'ordre 

de y alors d divise ordre (x) = Card (H) et H contient <p (d) é léments d'ordre d. 

Ainsi G contient au moins <p d )  + éléments d'ordre . Contradiction. 
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Cette première démonstration suppose le groupe commutatif, en voici une seconde 

qui n'a pas ce défaut. 

2 - ième démonstration (Gauss). 

Soit d un diviseur de n , on désigne par ( d) le nombre d'éléments de G dont 

l 'ordre v aut d . 

On depuis Lagrange que l'ordre de tout élément de G divise n , donc 

( 1 )  Card (G) n = L 'V (d) . 
d l n 

D<ms le cas particulier G = Z 1 n Z ,  on a (d) (d) pour tout diviseur 

de n et la  relation ( 1 )  s'écrit alors 

(2) n = L <p (d) 
d l n  

Par conséquent, s i  la propriété (iii) a l ieu, c'est à dire si IV (d) � <p (d) pour tout 

diviseur d de l'entier n , alors les relations ( 1 )  et (2) impliquent 

'V (d) = <p (d) pour tout diviseur d de n . 

En p articulier on 'V (n) = <p (n) poss(�de <p (n) éléments d'ordre n , il est 

donc cyclique ! < 
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Appl i cat ion à (i (p)  . 

L'étude précédente condu i t  auss i tôt  au résu l tat  su ivant. 

E O R E M E  p es t  u n  premier  a lors grou pe G es t  

> So i t  p un  nombre prem ier, a lors G (p) possède p - 1 éléments .  So i t  d un 

quelconque - 1 , a lors l'équat ion X " possède 

( i i) de l a  

d 

dans le corps commutat i f  Z 

3 est vérifiée, G (p) est bien cycl ique. < 

Donc l a  

Un ent ier g de  l ' interval le ( 1 , . . .  , p - 1 } e s t  appelé u n  élément pr imi t i f  modulo 

c lasse enge11dre 

la l i ste des éléments 

p 2 

g 

3 5 

2 

7 

3 

Fai sons la vérificat i on pour p = 1 7  

strict de 1 6  et on a 

3 4 8 1  1 3  

l 'ordre de 3 est 16 . 

1 1  

fs modul o  

1 3  

2 

1 7  

3 

p -:::; 1 9 . 

1 9  

l 'ord re de tout élément est 1 6  ou u n  d iv iseur 

1 69 

En conséquence, si p est  un nombre p remier  et si d d iv i se p - 1 alors G (p) 

possède exactement (p - 1) 1 d é léments qui sont de l a  forme x d ,  x E  G (p). 
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particul ier, si impair alors des éléments (p) sont 

un a ,  non par p ,  dont modulo un carré est un 

résidu quadratique modulo p , sinon on dit que c'est un non-résidu quadratique 

modulo l 'entier p ; on définit le symbole de Legendre , 

s i  a e st  résidu quadratique modulo 

sinon. 

Le symbole de Legendre vérifie les propriétés suivantes. 

2 .  

divisibles par p ,  alors 

(i) ( �  
(ii) ( �  p 

p un nombre 

� ) ( � 
p p 

( p - 1 ) / 2 

impair 

) , ( Euler 

b deux 

> Soit g un élément primitif modulo p . Posons a = g h et b = g k . 

( � ) == (  1 )  
p 

' ( � )  ( 1 )  
p 

d'où la première assertion. 

démontrer procède · Chacun des de la 

endomorphisme de G (p) : pour le de droite, et 

de gauche cela résulte de (i) ( on considère que - 1 E G (p) ) . 

non 

(ii) 

celui 
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G (p)  est 

( ! ) = - 1 ,  
p 

part, posons 

D'où la conclus ion. < 

il suffit vérifier  l a  relat ion 

g ( p - 1 ) ! 2 

= 1 ct 

p , alo rs 

donc 

a = g .  d'une 

Si n est un entier i mpai r et si a est un ent ier premier ave n , on définit  le symbole 

et 

par la  

si  

Stmcture de G , k � 2  , p  

a l a r Il =  p l . . . p t ( pi d ist incts ) . 

On s ait que le groupe G ( p k )  possède cp ( p k ) = ( p - 1 ) p k - 1 éléments et que le 

G (p) est Soit a un dont la classe 

l'ordre de a k est un de p - 1 . 

Par ailleurs, considérons l'élément b = 1 + p . On a 
h 

b p - 1 h + l  ( d h + 2 ) (*) = + p mo p . 

p engendre 

effet, cette congruence est vraie p our 0 et si elle vérifiée au rang 

1 h 1 
= + p  h + 2 ' u 

h +  1 h 1 b p = ( 1 + p + ( 1 + u p ) ) P 

montre que la (*) est 

1 h + 2 h + 3 + p + v p , v entier, 

vraie au rang 



formule, pour h = 

k - 1 modulo 
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h = k - 1 que l'élément est 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que G ( p k ) est cyclique. En fait ,  

deux cas sont possibles : ou bien a engendre G ( p k ) , ou bien l'élément a 

pas G ( k 

premier cas n'y a rien démontrer. Supposons donc que a 

pas G ( p k ) . Considérons alors l'élément x = a ( 1 + p ) mod p k  , et soit t son 

ordre. On a x = a mod p , donc t est un multiple de p - 1 . De plus, du fait que a 

n'engendre pas G (p k) , on a 

et donc 

k - 2  
a P (p 

k - 2  1 )  k 
x P (p - -:1:- 1 mod p . 

Il résulte que t à cp ( p k )  autrement dit, que 

résumé, nous démontré le suivant . 

THEOREME 3 . - Soient p un nombre premier impair et k un entier � 2 . Alors le 

-groupe G ( p k ) est cyclique. De plus, si a est un entier dont la classe modulo p 

G ( p )  

bien a 

ou bien a ( 1 + p ) engendre G ( p k )  . 

3 , k = 4  a =  2 ,  alors 64 = - 1 7 , a 1 2 = - 35 enfm 

a 18 = 28 , ce qui montre que 2 engendre G ( 8 1 ) .  

. p = 5 , k = 3 Prenons a = 3 , on vérifie que a 20 = 26 ( 1 25 ) , ce qui permet de 

montrer que 3 0 ( 125 ' 
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Nous venons de démontrer que pour premier i mpair e t  k pos i t i f  que lconque, le 

groupe ( p k  est cyclique. cas de l 'entier = 2 excepti onnel et l a  structure du 

groupe G 2 k )  dépend de . C'est ce que nous allons voir maintenant. 

Si k = 1 , G (2) = ( 1 )  est triv ia l .  

S i  k =  2 ,  = ( 1 .  - 1  } es l cycl ique, engendré par - 1 . 

Pour k 2: 3 , remarquons que l 'on a pour tout entier x impair 

En effet, cette congruence est v raie pour k = 3 ( pour x i mpair on a x =  4 u ± 1 et 

donc x 2 = 1 modulo 8 )  et s i  die a l ieu au rang k pour x entier impai r quelconque 

on a 

Ceci montre que pour k 2: 3 , le groupe G ( 2 k )  n'est pas cyc l ique. 

k + 1 
) 

• 

Le lemme ci-dessous est l'analogue de congruence (*) du paragraphe précédent. 

LF:l\tME . - Pour tout ent ier  h 2: 0  on a 

> 

h 
5 h + 2 il ,. 3 ) 1 + 2 ( mod 

v rai p our h = 0 .  Su pposons ceci démontré au rang alors 

2 w ) ) 2 = + 2 h + 3 ( m od 2 h + 4 ) . 

D'où l a  conclusion. < 
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appliquant le pour h =  k voit que la 5 est d'ordre 

dans  2 k ) , autrement qu'el le un sous-groupe d'indice 

groupe G ( 2 k ) . 

Montrons enfin que - 1 n 'appartient pas à H . Si tel était le cas , on aurait 

h = - 1 ( avec 0 � h 2 

et 

ce qu i  impl ique h = 2 k - 3 et le lemme fournit une contradiction. 

Nous avons donc démomré résultat 

le 

THEOREME 4 . - Pour k < 3 le groupe G ( 2 k ) est cyclique. Par contre pour tout 

ent ier k � 3 le groupe G ( 2 k ) n'est pas cyclique, il est constitué par les classes des 

de la  forme , O s \1 < 2 il est donc 

5.  Stmcture de G (n) . 

S i  

que n pt
a, s oit la  décompostion de 

l 

(* )  G (n) = rr G ( P;ai ) 
i = 1 

désigne par  À (n)  le p . p .c . m .  d e s  ordres 

nrf't·Pii,Pnt implique 

À. ( n )  p . p . c. m. ( À  ( p1a1 ) ,  • • •  , À. ( P1a, ) ) .  

au produit  

lilctems premier,:;, 

ék\ments d e  G 
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et 

Par ailleurs , les théorèmes ci dessus montrent que 

À. (  2 k - si k � (2) , À. (4) = 2 ,  

À. ( p k ) = p - 1 p k - 1 si p est un nombre premier impair. 

D'où la détermination de À. 

En particulier, on obtient 

impair => À. = . p . p. c .m.  p 1 

donc (n) divise 2 1 t q> pour n impair. 

Notons que G (n) est cyclique si ,  et seulement on a À. (n) = q> 
• Pour n '  

impair et  n = n' ou n n' , cette condition équivaut à ro (n') = 1 . Pour n = 4 , 

avec n'  quelconque, on À. (n) < q> (n) . 

D'où le résultat suivant. 

P R OPOSITION 5 . - S oient 

quelconque e entier qui vérifie 

alors on a 

e modulo À. 

a e = ( mod n ) . 

un entier sans facteurs carrés , a un entier 

> Grâce au théorème chinois, on se ramène au cas où est premier. La proposition 

résulte alors de la congruence a P = a ( mod p )  : théorème de Fermat. < 
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2. de p rim�1l i lé  

1 .  Un théorème général . 

technique. nous sera 

LEMME 1 . - Soit n un entier impair, 

on = v2 ( n 

inf { v2 ( , on a toujours 

grand entier que 2 k divise 

v' , et lieu si, et 

si, le nombre de facteurs premiers Pi d'exposant impair, vérifiant v2 ( Pi - 1 ) = v', est 

impair. 

Supposons les ordonnés par v1 

r 
1. � ( - 1 ) ( p"

a.,
l
. + l ) n 

-
= L..J pi � • • .  Pr . i = l  

D'où aussitôt l' inégalité v � v '  . 

croissants. 

de plus indices lesquels 1 ) = v' et 

impair sont 1 ,  2,  . . . , k alors 2 v' + 1 divise les termes de la somme ci-dessus d'indice 

i > k ,  et seulement ceux-là, on a donc 
J 

n - 1  ( mod + 

d'où seconde assertion. 
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Considérons les propriétés suivantes d'un entier n tel que n - 1 = 2 v n' ,  n '  impair. 

: n est 

Q ( ) : n est quadratfrci. , 

nombre premier ) 

: Va, = 1  =? 

dire non divisible par carré d'un 

( mad 

E ( n ) : Va, ( a,  n ) = 1 =:;. a < n - 1 > 1 2 = ± 1 ( mod n ) , 

( n - 1 ) / 2 ( a ) 
S (n , a) : ( a , n ) = 1 et a '= 0 ( mod n ) ,  

� 

2 h 
M ( n , a) : ( a, n ) = 1  et a mod n :;t: 1 =:;. 3 h, O � h < v , a  = - 1 ( mod n ). 

THEOREME 5 .  n un n - 1 n' , n' 

Alors on a les implications suivantes,  ( p désigne toujours U!l nombre premier ) 

=:;. E  =:;. F ( 

V a , ( a, n ) = 1 =:;. ( P ( n ) � M ( n, a ) ) , 

M ( n, a ) =:;. S ( n ,  a ) , 

<=> Q et - 1 ) 1 ( ) ) , 

F ( n ) =:;. co ( n ) :;t: 2 , ( où co ( n ) désigne le nombre de p premiers, p 1 n ) 

<=> p ( { Q ( n =:;. ( 

Enfm, soit S ( n ) la propriété 

S ( n )  : Va, ( a ,  n )  = 1 =:;. S ( n ,  a )  

alors 

S ( n )  =:;. P ( n ) . 

> Démonstration . 

P ( n )  E ( n )  F ( n  clair . 

) 1 ( ( n  2) ) } .  
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V a , ( a, n ) = 1 � ( P ( n ) � M ( n, a ) ) : 

En effet, 

relation a 

y véri fie 

comme n 

un entier premier avec 

, alors existe un enlier h , 

premier implique 

M ( n, a ) � S ( n, a ) : 

So it a un entier premier avec n . 

premier, 

h < v  tel 

( ) - ( n - l ) / 2
(

a
) X a - a - mod n .  

n 

s'agit de montrer que n, a )  

1 °) Supposons a n' = 1 alors 

( n - 1 ) ! 2 

et pour tout diviseur premier p de n , on a 

a a n ' 
( - ) = ( - ) = 1 

ct donc X (a) = 1 . 

(a) = 1 

que, modulo n , on ait 

2°) Supposons maintenant que a n' -t= 1 modulo n et que M ( n, a )  soit vrai. 

on a 

2 h n' 2h + 1 n' 
a - - 1 et a = 1 avec 0 � h < v . 

Comme plus soit 
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D'après la formule d'Euler, on a 

h = v' p. - 1 ) - 1 � 1 (. a ) . => - = - ' p i 

=> ( � ) = 1 .  p i 

Supposons d'abord h v - 1 . On est alors dans le cas v v' du lemme précédent, 

ce qui montre que l'on ( avec les notations de la démonstration ce lemme) , 

k + 1 ,  . . .  , r .  

De plus a.1 + . . . ak est impair, donc 

Par défmition de h , on a ( n- 1 ) / 2 = - 1 , donc X (a) 1 . 

Reste le cas où h < v - 1 On a alors 

a ( - 1 ) 1 = 1  ( a ) et - = 1  pour i = 1 , 2, . . .  , r .  

Donc encore X (a) = 1 . 

' F  ( <=> Q ( ) et 

pi 

1 n => ( p • 1) 1 - 1) ) : 

Si n n'est pas quadratfrei, soit p un nombre premier tel que n = p a , avec a. �  2 

et ( rn, ) = 1 , alors G G (rn) et G (n) contient un élément a 

d'ordre p ,  comme p ne divise pas n - 1 on ne peut avoir a n 1 "" ( mod n )  . 

D'où l'implication F ( n )  => Q ( ) .  

Si p divise n , alors G contient élément d'ordre p 1 et par conséquent , si 

la propriété F n ) a lieu alors p - 1 divise n - 1 . 

La réciproque évidente. 



F ( n )  => ro ( n ) :;t 2  

Supposons maintenant n la forme 

par exemple p . Alors p 1 1 1 . 

On a aussi 

p - 1 1 ( p - 1 ) ( q - l ) ,  

donc, par d ifférence, 

+ q 2 = ( p - 1 ) , 

avec s � 2 . D'où q � p ,  contradiction. 

( n  � ( n ou Q 

Supposons E ( n )  vrai et non 

et 
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p q avec 

l n 

sait déjà 

et premiers impairs, 

1 ) (n - 1 ) 1 ) } : 

n doit être 'quadratfrei. 

Soit p un diviseur premier de n , du fait que G (p) est cyclique t/ que p et n 1 p 

sont premiers entre eux, il existe un élément a de G (n) tel que 

Alors 

ordre mod p ) = p - 1 et ( mod n p ) .  

( a ( n - 1 ) / 2 = ± 1 mod n et a = 1 ( mod n 1 p ) ) => a ( n - 1 ) / 2  = 1 , 

d'où le fait que p - 1 divise ( n - 1 ) / 2 . 

réciproque est encore évidente, 

S ( n )  => P ( n ) : 

Supposons n non premier ( n = p1 . . .  Pr , r � 2 ) et X (a) = 1 pour tout a de G (n). 

On sait que les p1 sont deux à deux distincts. a élément de G (n) tel que 

a 

Alors l'hypothèse X (a) = 1 implique 

ce 

( n - / 2 

c ontredit condition 

1 ( mod ) , 
= 1 (mod Ceci achève la démonstration. 
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2. Un critère de  primali� 

théorème précédent permet de donner un critère de primalité très simple : 

THEOREME 6 . - Soit n un entier, n > 1 .  Alors le nombre n est premier si, ct 

seulement si, condition C ( n )  suivante a lieu 

( \;/ a, ( n ) = � a ( n - 1 ) 1 2 = ± I mod n ) et ( 3 a, n - 1 ) 1 2 = _ mod 

> Il est clair que la condilion est nécessaire. Montrons qu'elle est suffis ante. Pour cela 

on raisonne par l 'absurde en supposant qu'tm certain entier n � vérifie C ( n )  sans 

être premier, théorème 5 montre que n est quadratfrei, puisque 

C ( n )  � E ( n )  =:> F ( n )  � Q ( ) . 

Supposons que x soit un entier tel que x ( 11 - l ) 1 2 = - 1 mod n et que p soit un 

d iviseur premier de n , n = p n'  avec n ' > 1 ( et (p,n') = 1 ) . D'après le théorème 

chinois, il existe un entier a qui vérifie a = x mod p et a 1 ( mod n' 

On a alors 

a( n - 1 ) / 2  x ( n - 1 ) 1 2 = 1 (p) et a ( n - l ) 1 2 1 (n') 

ce contredit la condition a ( n ) 1 2 = ( mod n ) .  < 

Le critère ci-dessus n'est pas très utile dans la pratique : si on trouve une v aleur de a 

telle que l'on a ( n 1 ) 1 2 *- ± 1 modulo n on saura que n n'est pas premier, mais 

tant que l' on trouve a ( n - 1 ) 1 = 1 on peut rien conclure. 

peut aussi noter existe des nombres n non premiers impairs tel s  que tout 

entier a premier avec n vérifie a ( n - ) 1 2 = 1 ( mod n ) , les deux plus petits de ces 

nombres sont 1 729 = 7 x 1 3  x 1 9  et 2465 = 5 x 1 7  x 29 ; ignore actuellement s'il 

existe une infinité de tels nombres. 
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3 . Tests élémentai res .  

S oit n un entier impair � 3 dont on veut savoir s'il est premier ou non. On 

déduire plusieurs tests de primalité du théorème 5 . 

1 .  Le test de Solovay-Strassen . 

On vérifie que X = 1 pour un certain nmnbre de valeurs a ,  exernple pour 

les choix a = 2, 3, 5, 7, 1 1  . . . Si on trouve une valeur telle que x (a) � 1 on a prouvé 

que n n'est pas premier. Dans le cas contraire, se pose la question d'un test d'arrêt, e lle 

sera abordée plus loin. On peut noter que n'est premier alors le caractère 

n'est pas trivial et son noyau est donc d'indice au moins deux dans G (n) , ce qui inontre 

que la moitié au plus des éléments a de G (n) vélifient x (a) = 1 . 

2. Le test de Miller - Rabin . 

Soit n - 2 v , avec Pour un certain nombre d'entiers a , évalue 

l 'expression b = a n' mod n , et  si  b � 1 on calcule b 2 , b 4 , b 8 . . .  , b h où h 

vérifie h � - 1 , jusqu'à qu'on ait trouvé valeur 1 . 

La situation est la même que précédemment · si on n'a pas rencontré la valeur - 1 on 

sait que n n'est pas premier, sinon on essaie éventuellement une autre valeur de a . 

On vu théorème 5 la propriété M n, a )  irnplique S ( n. ), donc ce test 

est au moins aussi puissant que Je test de Solovay - Strassen. 
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3 . Etude du  coût . 

N nombre d'essais effectués par ou l'autre deux tests précédents. 

alors le nombre d'opérations élémentaires effectuées est en 0 ( N Log n )  et le coût ( en 

utilisant des algorithmes de multiplication ordinaires ) c�t en 0 ( N ( Log n ) ) . 

Supposons n non premier et que l'on effectue l 'un de ces tests pour les nombres 

premiers successifs a = 3 ,  5 ,  1 1 , soit le petit entier positif 

vérifie à la fois ( A , n )  = 1 et X ( A )  -:t 1 , alors on a 

N :S A  ( et même N = 0 ( A 1 Log A )  . 

Reste à majorer A ,  1nais 

les suivants : 

une question difficile. résultats dans ce domaine sont 

- on sait, grâce aux travaux de A. Weil, Vinogradov et Burgess que A vérifie 

A ( n ..Je ) ; 

- Ankeny et Montgomery ont montré que, si l'hypothèse de Riemann généralisée est 

vraie alors 

A 

et d'après Oesterlé et Weinberger on peut p�endre respectivement c = 70 et c = 4 .  

suite travaux de Adleman , Pomeranœ et Rumely , ainsi 

H. Cohen , on sait tester la primalité d'un entier n en un temps 

0 ( ( Log ) c Log 

Mais la méthode est trop complexe 

Log ) , c = constante . 

être dé tai Hée ici. 

H. Lenstra 



Le résultat suivant précise le théorème 5 . 
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PROPOSITION 6 . - Soit n un nombre premier impair qui n'est pas un carré ni une 

puissance d 'un nombre premier, disons 

el  er 
n = p l . . .  pr · 

On po�e 

F == { x E  G (n) ; x n l : d  ( n )  ) , 

E = { x E G (n) ; x ( n - 1 ) / 2  == ± 1 ( n ) } ,  

H = { x E G (n) ; X (x) = 1 ) , ( notations pr�cédcnte ) . 

Alors F ,  E et H sont des sous-groupes de G (n) qui vérifient 

F :::J E => H ,  

E = F => [ E · H ] = 2 ,  

Card (F) = d 1 . dr où di = p .g.c.d. ( n 1 , Pi - 1 )  · 

> Posons G = G (n) pour simplifier un peu les notations. 

La congruence x n - 1 == 1 ( n ) équivaut à l'ensemble des conditions 

c '  
( pi ' ) , i = l ,  . . .  , r . 

Comme chacun des groupes G ( Pi k )  est cyclique, il contient 

ei - l 
di = p. g . c . d . ( n - 1 ,  p1 ( pi 1 ) ) = p. g. c . d. ( n - 1 , P, - 1 )  

so lutions de la  congruence 

- 1 ei x "' 1  ( P; ) , 

d'où la formule d onnant le cardinal de F .  
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Soit t le  nombre d'indices tels qu'il existe e G vérifiant x < " 1 ) 1 2 

modulo Pi . On a les possibilités suivantes 

(i) t = 0 et alors E F = { x G ; x ( - 1 ) 1 2 = 

(ii) 0 < t r , alors E = { e G ; x - 1 ) 1 2 = ± ( n ) 

et [ F : E ] = 2 1 , 

(iii) = r alors la relation évidente 

) } ' 

= { x G ;  x < - 1 ) / 2 ;;: ]  n ) } u {  e G ; ( n - 1 ) / 2 = 1 ( n  

montre que F : E ] = 2 r - . 

En ce qui concerne le groupe H les possibilités sont les suivantes : 

si E = x e G ; ( n - 1 ) 1 2 = 1 ( n ) } ( cas (i) et (ii) alors 

x (n) = c ; )  
et, comme n n'est pas un carré, le symbole de Jacobi n'est pas trivial on a 

. H ] = 2 , donc [ : H 1 � 2 , 

- sinon ( cas (iii) ) on a f F : H ] � 2 r 1 � 2 . 

Conséquences : soit un entier qui n'est pas premier. 

si n n'est pas quadratfrci ,  on a r ] � 3 donc [ G : H ] � 6 , ( exercice ) 

- si n est qu�dratfrei [ G : H ] � 4 sauf si G = E , c'est à dire si 

condition n ) =  =} a < n - 1 ) / = 1  modulo n .  

D ans ce dernier cas, on a n = 1 mod 4 . Posons alors 

, { G 
( n - 1 ) / 2 

( l ) } H = x e ; x = ± 1 mm n ' où = V -

vérifie la 

- 1 ' 

al ors tout entier x qui satisfait au test de Miller-Rabin appartient à H'. Le même 

argument que plus haut montre que 

[ G : H' J = 2 r - I � 4 . 

En conséquence, on a toujours 

Card { x G ; x vérifie M ( x, n )  } :::; Card ( G ) 1 4 . 
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3. Factorisat ion des ent iers 

Dans tout ce paragraphe, on cherche à factoriser un entier n positif ( c 'est à dire à 

décomposer n en produit de facteurs premiers , cf. chap. 1, th. 1 0 ) . Sans que cela 

restreigne la on supposera n impair 3 . 

1 .  Méthode par divis ions successives . 

La méthode scolaire est un cas particulier de la méthode suivante : On effectue 

success ivement la d iv ision euclidienne de n par les entiers d 1 , • • •  , dk d'une suite 

croissante qui contient la suite des nombres premiers. 

On peut par exemple faire les choi..'l. suivants de la suite (dk ) . 

suite des nombres impairs 3, 5 , 7 ,  1 1 , 1 5  ce conduit à 

algorithme très s imple, mais qui comporte évidemment un certaiÎl nombre de divisions 

inutiles; 

- b suite des nombres premiers impairs 3, 5 ,  7, 1 1 ,  1 3 ,  1 7  ce est optimal en 

ce qui concerne le nombre de divisions effectuées , mais qui nécessite de connaître et 

d'avoir stocké les nombres premiers plus à .Y 

- par exemple la suite 3, 5, 7, 1 1 , 1 3 ,  1 7 ,  19 ,  23 , 29, 3 1 ,  37 ,  4 1 , 43 , 49 , . . . des 

nombres 3 et 5 suivis des nombres impairs ni divisibles par 3 , ni divisibles par 5 . 

Cette troisième possibilité présente les avantages suiv�mts : 

- On év ite une forte proportion des opérations inutiles effectués lors de la première 

méthode ; par exemple en éliminant les multiples ( stricts ) de 3 dans la liste on 

économise % divisions réalisées au cours de la première version de l'algorithme, 

en éliminant les nombres impairs non premiers avec 1 5  ( autres que 3 et 5 ) on 

économise plus de 46 % des opérations. 
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Plus généralement, en éliminant les nombres non premiers avec un entier k donné, on 

économise une proportion d'opérations égale à 

( n - cp (n) ) 1 n . 

Pour k = 1 05 ceue proportion dépasse 54 % . 

Il n'est nécessaire de stocker la ( d0 , elle est égale à une union d e  

progressions arithmétiques, e t  on la construire facilement par "criblage" . 

A t itre d' illustration, donnons l 'algorithme de recherche du plus petit facteur premier 

de n .  

Algorithme factorisation par divisions ; 

données · entier � 2 ; 

# rn := n ; i := 0 ; 

que mod 2 = 0 faire 

début + 1 ; [ i ]  := 2 '  := rn div 2 fin ; 

a ·-. -

tant que a 2 <= faire 

début tant que rn mod a = 0 fai re début 

fin ; 

a :  + 2 

fin ; 

fi n 

> 1 alors dé but i := i + , T [ i ]  := fin ; 

i + 1 ;  [i] := a ; rn := rn div a 

S i  P désigne le plus grand facteur premier de alors le nombre d'opérations de cet 

algorithme est en P (n) , dans le des cas ( i. e. quand n est produit de deux 

nombres distincts v oi sins de � ) ce nombre es t  de l 'ordre de ...J -n . 
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2 . Méthode de Fem1a1 . 

L'idée consiste à remplacer une factorisation n = a b , avec a � b , P
,
ar la 

décomposition 

n = x 2 - y 2 = ( x + y ) ( x - y ) ( soit  x = ( a + b ) / 2  et y = ( a - b ) / 2  ) . 

Pour x = [ 'Fn ] , [ 'rn +î ] , . . .  on c alcule x 2 - n jusqu'à ce qu'on trouve un 

carré. Supposons 

alors on doit pousser 

coût de cette méthode 

si n possède un facteur 

3. Méthode de Sherman - Lehman . 

L'idée de cette 

que a 2 = b 2 ( mod 

un facteur non trivial 

La procédure est 

avec p � q et p � n a  ( 

> n 1 - a 1 2 , donc pour a 

. La méthode de Fermat n'est 

: si on trouve deux entiers 

modulo n alors le p.g.c.d. de 

(i) on cherche les diviseurs premiers de n jusqu'à n 1 / 3  . Si aucun facteur n'a 

été trouvé l'entier n est de la forme n = p q avec n 1 / 3  < p � q < n 2 / 3  (on suppose 

toujours n non premier ) .  

(ii) pour h = 1 , 2,  . . .  , [ n 1 1 3 ] et d = 0,  1 ,  . . . , 1 + [ n 1 1 6 1 ( 4 --! k ) ] on 

teste si le nombre - 4 k n est un carré. Si tel 

trouvé des entiers ; comme a + b et 1 a - b 

dans l'intervalle ] , ceci fournit une factorisation 
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reste à montrer n = p q  

toujours p et q .  

1 / 3 < p :;:; 

On a la propriété suivante, qui sera démontrée plus loin 

(*) 3 r, s ;:::: 1 , r s < n 1 1 3 et 1 p s - q r 1 < n 1 1 3 

alors k == a 

4 k n  = ( p s + q r ) 2 - ( p s - q r ) 2  

1 J alors le  

de sorte que ( p s + q r )  2 - 4 k n est  un carré < n 213 • S oit d == p s + q r - ( 2 -./ kn J ,  

n ( p s + q r  n > 4 ( d � kn , 

donc d < n 2 1  ( 4 ·� kn ) - 1 + 1 et on trouve la factorisation au pas (ii) . 

Dém ontrons maintenant la propriété (*) . So i t  ( r; 1 s; ) , i ;:::: 1 , la su i te des réduites 

dé veloppemenl 

Ü < T1 S I 

fraction cominue q 1 p ; de  

Soit rn le  grand entier 

ri == ( q 

Tm Sm <  n 

alors r = rm et s = sm . On a bien r ;e:: I , s ;e:: I et r s < n l / 3 ainsi que 

l r p - q s l == p s  l � - .9. 1 ::;; p s -
1
-

p 
s p s sm+l Sm+l  

ccci implique 

r 

= 1 , 

Posons 

Si p 1 Sm+ 1 > q 1 rm+ l alors s 1 r et Sm+ l  1 rm+ 1 sont  des réduites de p 1 q et le 

résu ltat se démontre de façon analogue. 

est clair que d'opérations util isées par cette méthode est en 
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Cette méthode consiste à calculer une suite ( Xn ) définie par les  formules 

X J = C  et xh = ( xh- !2 + 1 )  mod n pour h � 2 .  

!e plus petil 

u ltimement périodique 

premier 

existe donc un 

x2 k = Xk modulo p ,  

alors la suite nomhres Xh mm! 

tel que l'on 

et alors p divise le p .g.c .d.  de x2 k - Xk et de n . Si ce p .g.c.d. est différent de n , 

on a trouvé un diviseur non trivial de n . Si ,  de plus, la suite Xh mod p se compone 

comme suite au aura x2 modulo p 0 ('/ p ) .  

Exercice : Démontrer ce résultat [ On pourra calculer la probabilité pour que les 

é léments XJ , x2 , . . . , Xi soient tous distincts ] . 

Expérimentalement ,  méthode presque factorisation 

triviale de n en un nombre d'opérations en 0 ( p 1 / 2 ) ,  où p est le plus petit diviseur 

premier de n . Donc en général, cette méthode fournit , pour n non premier, un facteur 

non de n en un O ( n l / 4 

Remarque : Le point essentiel pour cette méthode est le choix d'une suite ( Xn ) qui 

soit aléatoire modulo p ( c'est à dire qui se comporte , en un certain sens, comme une 

suite au hasard ) . Si on prend une suite vérifiant une récurrence linéaire, cette méthode 

échoue et on peut démontrer ) . Par 

xh = ( xh- mod p ( ou, 

pour le choix 

généralement, 

suite qui 

( xh- 1
2 + a )  

l a  pratique montre que la méthode réussit ,  mais on ne sait pas le démontrer 

rigoureusement. 

M. 
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Exe rcices 

Soit a un entier Démontrer qu'il existe une infinité d'entiers n positifs tels 

que l'on 1 = 1 ( mod n ) ,  nombre premier ne divise pas le 

produit ) , prendre n = ( 2 - 1 ) . Démontrer que le produit 2 p 

divise n - 1 et que a vérifie a 2 p = 1 mod n . . . ] 

2. Soient p un nombre premier impair et h un entier qui vérifie 

suppose que n est égal soit à h p  + 1 soit à h p  + 1 et que l'on a 

2 h  � 1 modulo et 2 n - 1 = 1 ( mod n 

p .  On 

Démontrer que n est premier. Démontrer d'abord que si pas premier alors 

admet un premier q avec ' ] 

Soit n un entier n - 1 = p a r  avec r non divisible par p , p 

premier. 

que 

( x ( n - l ) I P - l , n ) = l et x - 1 = 1 ( n ) . 

2°) On suppose s'écrit 

et que pour chacun indices i = 1 ,  . . .  , r il existe 
( n - 1 ) / p . 

( x.  ' - 1 , n )  1 

Montrer premier. 

et �n - 1 = 1 ( n ) .  

Xi qui vérifie 
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n u n  ent ier impair. DtSmontrer que propri étés suivames sont 

(i) n est premier, 

( i i )  G ( n ) contient un é lément d'ordre > ( n - 1 ) / 2  , 

x 2 = 1 mod x = ±  1 

si n - 1 =  impair, 

( a E G ( n ) et a n' � 1 ) => 3 s , 0 ::::; s < r ,  a t  n' == - 1 où t == 2 s • 

5 .  Pour n entier � 0 on défin i t  le nom hre de Fermat F11 par la formule 

F == n 

1 °) Démontrer  que si un nombre a n + 1 est premier, a �  2 ,  alors a est impair et n 

est égal à une puissance de 2 . 

Démontrer propriétés su ivantes · 

pour tout Fn divise 

pour 0 :::: rn < n , les entiers Fm et Fn sont premiers entre eux, 

(ill) Fn est premier pour n ::::; 4 , 

(iv) 641 divise Fs . 

plu s ,  démontrer si, pour a 

n est une puissance de 2 . 

nombre a n alors et 

6.  On a vu que pour k � 3 tout élément a de G ( 2 k ) vérifie une et une seule 

de la forme 

a = ( - 1 mod 2 k ( 0, 1 } et 0, 1 ,  . . .  , 2 } . 

En déduire qu'un entier impair a est un carré modulo 2 k. , pour k � 3 , si et seulement 

s i cet entier vérifie a = 1 modulo 8 . 
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7. Critère de Gau�s . 

Soit p un nombre premier impair et un entier non divisible par p . On pose 

v Card { k ; 1 ::;; ( p 1 ) 1 2 et 3 s , 1 ::;; s ::;; - 1 ) 1 2 , k a = - s mod p } . 

Démomrer la relation 

( � ) ( -p 

En déduire 

( 1 <:::> p = ± 1 ( mod ) . 
p 

Symbole de Jacobi . 

Soient b b' deux entiers impairs. 

(i) 

(ii) 

(iii) 

Démontrer que le symbole de Jacobi possède les propriétés suivantes. 

a a'  a a '  
(b = ( b ) ( b 

( b a
b '  ) = ( i )  ( : ' ) ' 

b - 1 b 2 - J  

( - 1
) 

-2- 2 --8--
b = ( - 1 ) , ( b ) = ( - 1 ) , 

r Pour deuxième formule, uti liser l'exercice précédem. 
a - 1 b 1 

a --2- -- b ( b ) = C - 1 ( a ) ' 
pour impair, b ;,. 



L.2 !!...:...!. 
( .!: ) = ( - 1 ) 2 2 ( 2 ) 

q p 
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lorsque p et q sont deux nombres premiers impairs d istincts. Voir chap. VI, ex. 21 . ] 

déduire un de calcul symbole de Jacobi de 

d 'Euclide.  

Calculer le coût de cet algorithme et l'appliquer pour calculer le symbole 

( 753 ) . 8 1 1  

9. S oit Fn le n-ième nombre de Fermat ( voir l'exercice 5 ci-dessus ) . 

Démontrer que Fn divise l'entier 

F n 2 

le nombre n'est pas mais cependant 2 34 1 _ 2 .  

1 0. S oit  p un nombre premier impair. Grâce au critère de Gauss ( voir exercice 7 ) , 

démontrer les propriétés suivantes 

(ii) 

3 ( p- ) = + seulement 1 modulo pour p * 3 ) ,  

5 ( - ) = + 1 si, et seulement si ,  p = ± 1 modulo 5 ( pour p * 5 ) . 
p 

1 1 . Soient x et y deux entiers. Démontrer les implications suivantes : 

x 2 - y 2 = 1 ( mod 3 ) ::::::) 3 1 y , 

x 2 - y 2 = 1 ( mod 5 ) ::::::) 5 1 x y . 



1 02 M athématiques p o u r  l e  c a l c u l  form e l  

Si  p es t  un premier le nombre 

nombre de Mersenne L'objet de exercice est de 

de ces nombres, le cr itère de Lucas . 

= 2 p - 1 un 

un critère primal ité 

1 °) Démontrer que s i  le nombre a n - 1 est premier alors a =  2 et n est premier. 

Déterminer entiers p � 

Soit ro nomb re d 'or, 

que Mp soit 

+ .../ 5 ) / 2 ,  

impair. Grâce à l'exercice 1 0 (ii) , démontrer que 

[ Réponse : l . ) 

p un nombre premier 

(i) p = ± 1 ( mod 5 ) => ro P - 1 = 1 ( mod p ) , 

(ii) ( mod 5 )  p + l l :: l ) . 

[ Dans chacun des deux cas, on pourra considérer le nombre ro P mod p . J 

4°) Soit ro' = ( 1 - ..J 5 ) 1 2 le conjugué du nombre d'or. Pour n entier :2! 0 , on 

pose 

r + ro' 
n 

2 " 

a) Démontrer que r0 est un entier. 

b) Démontrer que, pour rn et n d istincts , les entiers rm et r0 sont premiers entre 

eux .  

Démontrer l'implication suiva!lle . 

=> rp-1 ( mod Mp ) .  

6°) On veut maintenant démontrer la réciproque de l'implication précédente , soit la 

propriété 

( mod Mp premier. 

Si p '  est un diviseur premier avec p' = modulo 5 , démontrer que 

2 p + 1 1 p' - 1 . 

[ On pourra utiliser la question 3°) (i) . ] 

déduire que n'admet pas diviseur de ce type. 
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2 P I 
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, avec q' = ±  2 5 , démontrer 

En déduire que Mp admet au plus un diviseur de ce type. 

c) Conclure. 

a donc 

Mp 

le critère 

<=> rp - 1 = 

Quel est le coût de ce test ? 

Mp ) .  

1 3 .  Soient a et b deux entiers premiers entre eux. On considère la suite (un) définie 

par 

UO = 1 ,  Ut ' Un+2 = a  Un+l pour n :<! 0 .  

Soit rn un entier premier impair qui est premier avec a 2 - 4 b . 

Démontrer que si rn divise um+l mais ne divise aucun des nombres u (m+l )/p , pour 

p premier de rn +  le nombre premier. 

14. L'objet de cet exercice est de démontrer la propriété suivante : 

pour tout entier k E Z , k *- 1 , il existe une infinité d'entiers n tels que le nombre 

2 n 
+ k soit �m'""A�h 

suivrons une démonstration donnée A. SchinzeL 

Considérons un nombre Sn fixé, où n est arbitrairement grand et on suppose que ce 

nombre Sn  es t  premier ( sinon, on a gagné ) , disons Sn = p . 

pose p - 1 = 

Démontrer 

, avec h impair, 

congruences 

(h) = k .  

2 k = 1 ( mod h ) et 2 t + k = 2 t ( mod p - 1 ) , pour tout t � s . 

2°) Grâce au théorème de Fermat, démontrer que Sn+k est divisible par p .  

En conclure que le nombre Sn+k est �m��-��"' 



CHAPITRE III 

Polynômes, étude algébrique 

1. D é fi n i t ions et proprié tés é lémenl a i res . 

1 Premières dé fin itiQns.. 

S oit  ( X  1 , . . .  , Xn ) un ensemble fini et soit A un anneau commutatif unitaire, on 

appelle polynômes en les indéterm i nées  ( on dit aussi fréquemment en les 

variables ) xl ' . . .  ' et à coefficients dans A les sommes formel les 

i l 
a . . x l ' 1 . .. . . 'n 

où a. . E A , qui ne possèdent qu 'un n ombre firù de coefficients a . n on ntùs . 'l '" '"" ' ! ' ' " '"' 

polynôme de la 

nul, est appelé un monôiœ . 

L'ensemble ces 

a. 
' l '  

mmporte au plus coefficient non 

L'application pennet d'identifier A à un sous-ensemble 

de [X1 , Xn] , ce monôme sera d onc noté a .  



2. Opérations arithmétiques élémentaires . 

Polynômes, étude a lg ébr ique 1 05 

Soient P et Q deux polynômes de A [X1 : . . .  Xnl qui s'éctivent respectivement 

I il i,. p = a .  . x l . . .  x 
'1 ' . . .  ' 'n n et I il 

Q = b .  . x 1 '1 • . . . • 'n 

et soit Â. un élément de A . 

et 

On défmit les opérations suivantes 

L il 
p + Q = ( a . . + b . . ) X1 11 . . . . . 'n 11 . . . . . 'n 

P .  Q = I ( . .  I .  a l b
J ) x k , 

k I , J , i + J = k  

où, pour simplifier les notations, on a posé 

i = ( il , . . .  , in ) , j = ( j 1 , . . .  • jn ) 

et 

abréviations que nous utiliserons aussi par la suite. 

x i,  n 

Muni de ces opérations, A [X1 , . . .  , Xnl est une A-algèbre commutative admettant 

le polynôme P = 1 comme unité. 

Sï rn est un entier, avec 1 � rn <  n , on a un isomorphisme naturel 
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3 0  Notions de degré 

Si  P est un polynôme non nul en X 1 , o O O  Xn ( io e o  un polynôme dont au moins un 

des coefficients est non nul ) , 

p = I a , x i  

o o o + in ; a i ,;;. O } ,  

tandis que le rapport à Xi est défini 

; a .  . ,;:. 0 } , ,, , .. o .  'n 

on le note parfois aussi deg i ( P ) 0 

Si P et Q sont deux polynômes non nuls, on a les propriétés suivantes 

- si deg ( P ) ,;:. deg ( Q ) a lors 

Q ) = max { deg ( P ) , deg 

- si + Q ,;:.  0 alors 

{ deg ( P )  , deg ( Q ) } , 

- si P 
deg ( P Q ) ;:5; deg ( P ) + deg ( Q ) 

Remarque : ll est parfois commode de défmir le degré du polynôme nul par 

deg ( 0 ) = - oo , 

avec les conventions 

et 

oo ) = - oo pour tout entier 

entier n 0 
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40 Cas d'un anneau intè.gre 

Lorsque l 'anneau A est i ntègre ( i. e. tel que, si a et b sont deux éléments non 

nuls de A , le produit a b est aussi non nul ) , on a les résultats suivants. 

PROPOSITION 1 . - Si A est un anneau intègre , il en est de même de l 'anneau 

de polynômes A 

De plus , si P el 

deg 

ainsi que 

non nuls de A [X1 , .• o Xn] ,  
deg ( Q ) ,  

> Remarquons d'abord que la  relation p définie sur N n par 

il + . 00 + in < j 1 + o O O  + jn 

où � désigne l'ordre n , est une relation d 'ordre 

Soient d et d' les des polynômes P et Q . On peut écrire 

P = a 1 X 1 + P 1 , Q = b J X J + Q 1 , a 1 ,t 0 et b j ,t 0 , 

où P1 ( respectivement Q 1 ) ne comporte que des coefficients dont les indices sont 

inférieurs à i pour l 'ordre p ( respectivement dont les indices sont inférieurs à j ) . 

A lors P Q = a 1 bj X 1 + J + R , avec a 1 b j ,t 0 , où le polynôme R ne 

comporte que des 

I l  en résulte que le 

deg 

La dernière relati.on 

indices sont inférieurs à i + j 

et vérifie bien 

= d + d' . 

analogue, mais plus simple. 
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2.  La d ivis ion eucl id i e n n e  . 

1 .  Polynômes unitaires . 

Si P = 3o + . . .  + am xm est un polynôme en une indéterminée avec am :1:- 0 , 

alors am est appelé le coefficient dom inant de P ; lorsque am = 1 , le polynôme 

P est dit u n i ta ire ( en anglais ,  monic ) . 

Remarque : Si P est unitaire et Q non nul, on a toujours 

deg ( P Q ) = deg ( P ) + deg ( Q ) . 

2. La d ivision eucl idienne . 

THEOREME 1 . - Soient F et G deux polynômes de A [X] , G unitaire. Il 

existe alors des polynômes Q et R uniques tels que 

F = Q G  + R avec R = 0 ou deg ( R ) < deg ( G ) 

> Posons d = deg ( F )  et d' = deg ( G ) . S i  d < d' une relation du type cherché 

a lieu avec Q = 0 et R = F . 

Considérons le cas où d � d' . Soit a le coefficient dominant du polynôme F . Le 

polynôme 

Ft = F - a X d - d' G 

a un degré inférieur à d . Par récurrence sur d , on peut écrire 

Ft = Ot G + R t avec R t = 0 ou deg ( R t ) < d' . 

La relation cherchée a alors lieu en posant 

Q = a X d · d" + Ot et R = Rt . 



Montrons maintenant l'unicité. Une relation 

Q I G + RI = Q2 G + R2 . 
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avec R1 = 0 ou deg ( R1 ) < d' et avec R2 = 0 ou deg ( R2 )  < d' , implique 

( QI - Q2 )  G = R2 - R1 . 

Puisque G est unitaire, en calculant les degrés de chaque membre, la remarque 2. 1 

montre que l'on a nécessairement Q1 = Q2 . La relation R1 = R2 en résulte. < 

Le polynôme R est appelé le reste de la division de F par G , tandis que Q est 

appelé le quotient de cette division. 

Le théorème 1 admet la généralisation suivante, dont la preuve est immédiate. 

C OROLLAIRE . - S oient F et G deux polynômes de A [X] , le coefficient 

dominant de G étant inversible. TI existe alors des polynômes Q et R uniques tels que 

F = Q G + R avec R = 0 ou deg ( R ) < deg ( G ) . 

3 . Cas d'un corps . 

Dans toute la suite, la lettre K désignera un corps commutatif. 

Lorsque l'anneau A est un corps K , l'énoncé du théorème 1 et sa preuve se 

simplifient. 

Dans ce cas il suffit en effet, d'après le corollaire, de supposer le polynôme G non 

nul .  
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D'autre part, F = Q 

à d + inconnues, qui 

équivaut 

coefficients 

système linéaire 

polynômes 

+ 1 

. Le  

système homogène associé s'écrit Q G + R = 0 , et par l'argument ci-dessus, relatif à 

l'unicité, la seule solution est Q = R = 0 . Le système considéré est donc de Cramer, i l  

tme solution seule. 

Cependant la démonstration du théorème présente 1 '�"�"'"""' de conduire directement 

à un algorithme simple pour la division. 

L'existence de la division euclidienne conduit aussitôt résultat suivant ( comme 

cas de l'anneau ) . 

THEOREME 2 . - Soit I un idéal de K [X] , alors il existe un polynôme P tel 

que l'on ait 1 = P .  K [X]  . 

1 est réduit il suffit P = 0 . 1 non nuL un 

élément de 1 de degré minimal et soit F un élément quelconque de 1 . Soit R le reste 

de la division euclidienne de F par P , il appartient à 1 . Par définition de P , 

nécessairement . Donc F est de P . 

Un idéal 1 d'un anneau A qui est de la forme x A pour un certain élément x est 

appelé idéal principal,  un tel élément x est alors appelé un générateur de l'idéal 1 ; 

autre générateur I est de la x , où u é lément inversible A. 

1 = P . K générateur est de la fom1e P , À. E K , . On 

écrira souvent 1 ) au lieu de 1 . K [X] ; plus généralement l'idéal engendré 

par une famille fmie de polynômes F1 , • • .  , Fr sera noté ( F1 , • • .  , Fr ) . 



que tout 
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avec relation de , et l'existence d'une division euclidienne conduit un 

algorithme d'Euclide pour le calcul du p .g.c .d . .  Nous énoncerons seulement les 

résultats ( les démonstrations sont les mêmes que celles du chapitre I ) . 

THEOREME Soient Ft , . . .  , des polynômes appartenant 

Tout générateur D de l'idéal ( Ft  , . . .  , Fr ) est appelé un p.g.c.d. des Fi . Il 

existe des polynômes Ut , . . .  , Ur tels que l 'on ait 

U t Ft + . . .  + Ur Fr = D . 

polynôme D 

aussi D .  En 

chacun des 

tout autre 

élément non nul du corps K . 

tout polynôme divise chacun 

des Fi est forme À D où 

Fi 

un 

Enfm, grâce à l'algorithme d'Euclide, on peut calculer un p.g.c.d. des Fi ainsi que 

les ui correspondants. 

On dit que des polynômes Ft , ... , Fr à coefficients dans un corps K sont 

premiers entre eux lorsqu'ils admettent 1 comme p.g.c.d . .  D'après le théorème, 

on résultat suivant 

COROLLAIRE . - Si des polynômes Ft , . . .  , Fr à weffîcients dans un corps K 

sont premiers entre eux alors il existe des polynômes Ut , . . .  , Ur de K [X] tels que 

l'on ait la relation de Bézout 

U t  + Ur Fr 
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4. Pseudo-division . 

On étend la division la manière suivante. 

THEOREME 1 bis . - Soient F et G deux 

anneau intègre A , de degrés respectifs d et d ' ,  et s oit 

polynôme G . Posons 8 = max ( d - d'+ 1 ,  0 } . I I  existe 

ait 

coefficients dans un 

coefficient domin ant du 

polynômes Q et R 

uniques tels que 

b Il F == + R , avec R 0 ou deg ( R ) < deg ( G 

> La démonstration est une généralisation immédiate  du Le 

remplacement du polynôme F par b Il F pennet exactement d'effectuer la division. < 

dit parfois que les polynômes Q et R du 

pseudo-quotient pseudo-reste de la (pseudo-) division de F par G . 

La remarque suivante 

COROLLAIRE . - Soient F et G deux polynômes coefficients dans un anneau 

intègre. S i  P est un polynôme de A [X] qui divise G , alors P divise 

auss i  le pseudo-reste de la division F par G .  

> Ceci résulte aussitôt de la relation b Il F Q G + R  . <  
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3. Le théorème c h inois . 

Nous donnons une version générale de ce théorème. d'énoncer ce théorème, le 

suivant sera utile. 

LEMME . - Soit commutatif ou non ) et soient I ,  I 1  , . . .  , In des 

idéaux bilatères de A Ik = A pour 1 :<=:; k :<=:; n . Alors , on a 

> Il montrer que l'élément 

hypothèse, ex iste des éléments ak E I , 

n 

1 = IJ ( ak + bk ) 
k = 1 

THEOREl\lE 4 . - S oient A un anneau 

à I + I 1 n . . . n I n . Par 

que ak + bk = 1 , 1 :<=:; k :<=:; n , et 

, 1 , . . .  , I0 des idéaux bilatères de 

vérifient Ih + Ik = A si 1 :<=:; h < k :<=:; n . Alors 

On considère l'homomorphisme canonique 

Son noyau 

Il ne reste donc plus que l'application q> est surjective. 
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élément x de A vérifiant x ak ( mod Ik ) pour 1 � k � n . 

Nous allons donner deux démonstrations de ce fait. 

1 °) Méthode de Lagrange . 

Soit k un indice, le lemme, on a 

il existe donc un 

te l  que 1 -ek e Ik . S i  ù hk ( = 1 si h = k et 0 sinon ) est le sym bole  de  

Kronecker, 

L'élément 

est une solution du problème. 

2°) Méthode de Newton. 

On raisonne par récurrence sur n . Le cas n = 1 est trivial . Supposons n � 2 et que 

l'on ait trouvé un vérifie x' • ak ( mod Ik ) 

Soit � défmi vérifie instantanément que 

est solution du problème considéré. < 
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C O R O LLAIRE . anneau commutatif et I1 , . . • , 

cet anneau. Alors, sont équivalentes : 
n 

(i) A := rr ( A 1 Ik ) , 
k = l  

(ii) il existe e 1 , . • • , en e A tels que eh 2 = eh et eh ek = 0 , 1 S: h < k S: n, 

e 1 + . . .  + e0 = 1 et Ik = ( 1 - ek ) A pour 1 S: k S: n , 

où la notation l'ensemble des éléments de la forme 

> (i) => ( i i) : 

S: n et I 1 n .. .  n In = 

S i  <p est l' isomorphisme de (i) , il suffit de poser ek = <p -1 (o 1k , . • • , Onk ) . 

( i i) => ( i i i) : Notons au passage qu'un élément e de A tel que e 2 = e est appelé 

un idempotent de A .  

Puisque 1 - eh 

plus , 
n 

rr ( l  k = 1 

( i i i) => ( i )  Appliquer le théorème . < 

Dans le cas des polynômes, le théorème chinois a la conséquence suivante. 

COROLLAIRE 

de A sont premiers isomorphisme naturel 
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4 .  Factorisation • 

Dans tout ce paragraphe A est anneau intègre. 

Un élément x non nul d'un intègre B est dit irréductible si ,  et seulement 

si, l'anneau quotient B 1 xB est intègre. En particulier, un polynôme P 

irréductible si, et seulement si, l'anneau A [X] / (P) est intègre. 

est 

Deux éléments x B sont dits associés seulement si ,  il existe un 

élément inversible u de B tel x = u y . En particulier, polynômes F et 

appartenant à A fX] sont associés si, et seulement si, il existe un élément inversible u 

de l'anneau que F = u G . 

. Cas d'un corps . 

Un polynôme P de K [X] est irréductible si, et seulement si, le degré est > 0 

et si P n'admet aucun diviseur Q deg ( Q )  < deg ) . li en résulte 

que tout polynôme F de K [Xl degré > 0 admet un diviseur irréductible, il suffit 

de prendre un diviseur quelconque F de degré > 0 et minimaL 

Comme dans le cas des entiers, grâce à la relation de Bézout, on a 

suivant. 

résultat 

PROPOSITION Un polynôme P de  [X ] , de degré > 0 , est 

irréductible si, et seulement si, l 'a.rmeau K [X] 1 (P) est un corps . 

Toujours dans le cas des entiers, grâce à la relation de Bézout, a 

une décomposition produit d'éléments irréductibles dans K [X] . L'énoncé 

est le suivant. 
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THEOREME 5 polynôme 

fonne 

k II ll i  F = c Pi , c E  K ,  
i = 1 

polynômes Pi irréductibles, 

si 

h 

F = c·IT Qi
13 i , c' e K , 

j = 1 

nul de K 

O. 

où les polynômes Qi sont irréductibles, deux à deux non associés, et les �j sont > 0, 

a h = k  et une permutation cr de { 1 ,  . . .  , 

et Q 

pour i = 1 ,  . . . , k . 

c:as d'un anneau factoriel . 

associé à P i 

telle que l'on 

Un anneau est dit factoriel s'il est intègre et si chacun de ses éléments non nuls 

une décomposit ion unique en d'éléments à l'ordre et à 

facteurs inversibles ( comme l'énoncé du théorème 5 ) .  

S oit A un anneau factoriel ,  de corps des fractions K , et soit p un élément 

irréductible de A Tout élément a non nul de K s 'écrit, d 'une manière et d'une seule, 

forrne 

a , r e Z ,  

où b est le quotient de deux éléments de A dont aucun n'est divisible par p . L'entier r 

est appelé l' ordre �e a en p , �t noté oi"rlp (a) . Par convention, or� (0) = + oo • 
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Si  a a' sont deux éléments quelconques de K , on a 

ordp ( a' ) = ordp ( a ) + ordp ( a' ) . 

Si F =  + . . . + <ln n est un polynôme non nul à coefficients dans K , on pose 

ordP ( F ) = min ( ordp ( a; ) ; a; * 0 } . 

Si go désigne un système de représentants des éléments irréductibles de 

( ce qui signifie que, d 'une p art, pour tout élément irréductible q A il existe tm 
élément p associé à q , et que, d'autre part, les éléments de tJ sont deux à 

deux non associés ), on définit le contenu de ( relativement p ) par la fommle 
11 ord (F) 

cont 
P 

(F) = p P , 
E fl 

quand il n'y pas de confusion possible on pose cont (F) = cont p (F) . 

Après tous ces préliminaires, nous pouvons démontrer le résultat suivant. 

PROPOSITION 2 ( lemme de Gauss ) . � Soit A un anneau factoriel et soit 

K son corps de fractions. Si F ct G sont deux polynômes non nuls coefficients dans 

le corps K , on a 

cont G) cont (F) . cont (G) . 

> D'après la définition du contenu d'un polynôme, il suffit de prouver que pour tout 

élément irréductible p de A on la relation 

ordp (F G) = ordP (F) + or� (G) 
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Posons r = ordp (F) et s = on.!P (G) . Alors i l  existe deux polynômes F1 et G.1 à 

coefficients dans A tels que l'on 

F = u If F1 , G = v p• G 1 et ordp (F1) = ordp (G 1 ) = 0 

où u et v sont deux éléments non nuls de K vérifiant 

ordP ( u ) = ordP ( v ) = 0 . 

Par l 'application c anonique A [X ]  -1> (A 1 p A) [X] , les polynômes F1 et G 1 

ont des images respectives f1 et g1 non nulles . Comme l'anneau A 1 pA est intègre 

le produit f1 g1 est non nul, on a donc ordp (F1 G 1 ) = 0 .  

D'où l'égalité 

ordp ( F G ) = r + s . < 

Grâce au lemme de G auss,  on peut démontrer le résultat suivant 

THEOREME 6 . - Soit A un anneau factoriel et soit K son corps de fractions. 

Alors l'anneau de polynômes A [Xj est aussi factoriel. 

De si est un système des élément� irréductibles de et 

un système de représentants des polynômes irréductibles de K [X] , chaque élément 

de p '  ayant un contenu relatif à p égal à 1, alors p u p' est un système de 

représentants des éléments irréductibles de l'anneau de polynômes A [X] . 

Exemple : L'anneau Z [X] est factorieL Si p désigne l'ensemble des entiers p '  

l'ensemble des pôlynomes irréductibles de Q [X] à coefficients entiers premiers entre 

eux et de coefficient dominant positif alors p u p' est un système de représentants 

éléments irréductibles Z 
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> S oit F un polynôme non nul  coefficients dans 

polynôme se décompc>se de manière unique sous la forrne 

Dans l'anneau K [X] , ce 

F = a TI P
np e K , a # 0 , nP ;::-: 0 

P E ,((.J ' 

D'après le lemme de a est égal au contenu de  ( relati vement à g;J ) , donc 

l'élément a appartient à l'anneau A et il s 'écrit, de manière unique, sous la forme 

a Il p n>p , mP ;::-: 0 , 
p E f.J 

où u un élément inversible de A . 

D'où le théorème . <  

En raisonnant par récurrence sur le nombre de v ariables ,  on en déduit le résultat 

suivant 

COROLLAIRE . - S oit anneau factoriel ,  alors l'anneau de polynômes en n 

variables xl ' ... , xn l est encore anneau factoriel. En particulier, si K 

corps quelconque, l'aru1cau K [ X 1 , . . •  , Xn ] est un factoriel. 

Exemple : Pour n 2 1 l 'anneau z [ xl ' . . . est un anneau factoriel ; c'est 

certainement l'exemple le plus important en calcul formel. 
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S oit F un polynôme , . . . , Xn coefficients dans 

F = "" a. . X 1i 1 . .  • X .f...J ' l ' '" ' 'n n 

soit B un anneau dont 

par 

On dit que l'on a substitué bi à 

On définit fonction-polynôme 

b i,.  n 

pour simplifier les notations ,  on  écrira 

s ouvent F (b 1 , . . .  , bn ) au lieu de F* (b i , . . .  , b0 ) • 

Les propriétés suivantes évidentes 

( F + G ) * = F* + G* , 

* = F* 

( a  F )  * = a F* si a E A .  

Attention : 'application : F --+ pas toujours injective exemple, 

on prend pour anneau A = Z 1 2 Z et pour polynôme F = X 2 - X alors F* 

s';mnule pour tout élément de A . l 'application <p est lorsque 

l 'anneau A est intègre et infi11i ,  voir le corollaire du théorème 7 ci -dessous. Ainsi, 

lorsque A est intègre et infmi on pourra sans inconvénient confondre un polynôme et la 

fonction polynôme associée. 
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2.  Racines d'un polynôme . 

Si F e A [X] , un élément a de A est appelé une racine de F si F ( a )  = 0 ; on 

dit aussi que a est un zéro du polynôme F . 

PROPOSITION 3 . - Soit F un polynôme à coefficients dans A et soit a un 

élément de A . Alors le reste de la division euclidienne de F par le polynôme X - a 

est égal à F ( a ) . 

En particulier, a est une racine de F si, et seulement si, X - a divise F . 

> Si le résultat de la division euclidienne de F par X - a est F = ( X - a )  Q + b , 

où b e A , alors en substituant a à X on constate que b = F ( a )  . 

Enfm, par défmition, a est une racine de F si ,  et seulement si, F ( a )  est nul. D'où 

la seconde assertion. < 

3. Multiplicité d'une racine . 

Si F e  A [X] , un élément a de A est appelé une raci ne d 'ordre k de F si le 

polynôme F est divisible par ( X - a ) k mais pas par ( X - a )  k + 1 ; si k � 1 , on 

dit que k est la mul ti p l i c i té de la racine a . ( D'après la proposition 3 , cette 

terminologie est cohérente avec celle du paragraphe précédent) 

On peut caractériser l'ordre d'une racine grâce au résultat suivant 

PROPOSITION 4 . - S oit F un polynôme à coefficients dans A et soit a un 

élément de A . Alors a est racine d'ordre k de F si, et  seulement si, il existe un 

polynôme G à coefficients dans A qui vérifie 

F = ( X - a ) k G et G ( a ) � O . 
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> S i  a est racine d 'ordre k de F, alors ( X - a )  k divise F ; soit G le quotient. 

Si l'élément a était racine de G alors ( X - a )  k + 1 diviserait F , donc G (a) est non 

nul 

La réciproque est facile. < 

COROLLAIRE . - Soit A un anneau intègre et soit F e A [X] un polynôme non 

nul. Alors toute racine de F dans A a un ordre au plus égal au degré de F . 

Plus généralement, la proposition a la conséquence suivante. 

THEOREME 7 . - Soit A un anneau intègre et soit F e A [X] un polynôme non 

nul Alors la somme des multiplicités des racines de F appartenant à A ne dépasse pas 

le degré de F . 

> Considérons un polynôme F non nul à coefficients dans A .  Soient a 1 , . . .  , ak 

des racines de F de multiplicités respectives au moins égales à r1 , . . .  , rk . En 

appliquant k fois la proposition 4 , on voit que le polynôme F peut s'écrire sous la 

forme 

où G est un polynôme à coefficients dans A .  D'où la majoration 

r1 + . . .  + rk � deg (F) . < 

COROLLAIRE . - S i  A est un anneau intègre et infmi et si F e  A [X] s'annule 

pour tout a appartenant à A , alors le polynôme F est nul. 
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4. Dérivées et racines . 

Si F = ao + a 1 X + . . . + am X m , on définit la dérivée (formelle) du polynôme F 

par la formule 

La dérivation 

F '  = a 1 + 2 a2 X + . . . + rn am X m - 1 . 

( 

( 

( ) ' 

usuelles 

A 

Plus généralement, on pose p(O) = F et 

f(k) = ( p(k- 1 ) )' pour k � 1 . 

PROPOSITION a de l'anneau A est racine 

d'un polynôme (a) = 0 pour i = 0, 1 ,  . . .  , 

> Il suffit de démontrer que (X - a) k - 1 divise F ' et de raisonner ensuite par 

récurrence sur l'entier i .  

Par hypothèse, le polynôme F est de la forme F = (X - a) k Q , donc sa dérivée est 

F · ( X - a ) Q' ) . < 
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5 .  Formule de Taylor . 

Rappelons qu'un anneau A dit caractérist ique 0 lorsque l ' application 

naturelle Z � A , qui envoie l'entier sur l'unité de , est injective. 

Dans cas d'une seule variable, la formule de Taylor s'énoncer ainsi .  

PROPOSITION - Soit K un corps de caractéristique 0 et soit F e  [X] 

polynôme qui s'écrit F = ao + A1 X + . . . a0 X . Si est une nouvelle lettre, 

alors F ( X + Y ) vérifie relation, dite formule de Taylor , 

(X+Y) 
y2 

F (X) + Y F(I )(X) + - 1P>(X) 
2! 

> l,:n raison de la linéarité des applications F 

résultat lorsque F = X , rn s n .  

On a alors 

tandis que 

d'où conclusion. < 

F(k) , il suffit de prouver le 
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le cas d'un de caractéristique zéro, la fommle Taylor montre 

caractériser d'une racine dérivation. 

Il s'agit du résultat suivant 

COROLLAIRE . Soit F un appartenant [X] , K étant 

l 'on 

corps 

de caractéristique zéro , et soit a une racine d'ordre k de F , k :::: 1 , alors F(k) (a) 

est non nul. 

proposition 

F (X) 

(a) = 0 alors 

résul tant 

jointe à la formule Taylor, montre 

- a ) k + l F , contradiction. D'où le résultat. 

Soient f et g deux polynômes en une variable et à coefficients dans un corps K . 

Lorsque f et g possèdent un facteur commun non trivial d , disons que l'on a f = f1 h 

g1 h , et 

u f + v g  . avec deg ( ( g )  et < deg ( f  

possède les solutions u = g1 et v = - f1 • Réciproquement, il est clair que l'existence de 

solutions non nulles à cette équation implique le fait que les polynômes f et g admettent 

un diviseur commun non trivial. 
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Posons 

f (X) a. X i et g (X) = 1 

Alors l 'équation précédente équivaut un système linéaire de n + rn  

relations + rn  inconnues ( les coefficients des polynômes u et v )  et on ce 

système admet une solution non triviale si, et seulement si, son déterminant Le 

déterminant en question est 

. . . a 1 a0 0 ... 0 
0 am am. ]  a l ao 0 . 0 

manière plus précise, 

donnés par les formules 

= am-j+i pour 1 � i � n , 

on a posé 

ai = 0 pour i � { 0, 1 ,  } e t  bj = 0 pour j � . . .  , n } .  

Ce déterminant est appelé le résultant des polynômes f et g, il est le 

noté Res g )  , ou encore Resx ( f, g )  lorsqu'il est utile de préciser la v ariable. Plus 

généralement, le résultant et g est défini par le déterminant précédent si les 

coefficients de ces polynômes appartiennent à un anneau A ; ainsi ( f, g )  est un 

élément de matrice c orrespondant déterminant ci-dessus  appelée la  

matrice de  des  polynômes 
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allons démontrer que dans le cas général aussi le résultant de f et g est nul si, 

et seulement si ,  les polynômes f ct g ont un facteur commun non triv ial ( voir l a  

propriété ci-dessous ) . 
En fait, le résultant possède 

(i) Res ( f ,  0 )  

propriétés suivantes : 

> C'est clair d'après la définition . < 

Res ( , f ) = ( - 1 ) rn n Res ( f , g ) ; 

> Ceci résulte fait qu'un déterminant change de signe chaque fois qu'on 

échange deux rangées adjacentes . 

(iii) Si deg (f) s n  (g) si h est le reste de la division euclidienne 

polynôme g par le polynôme f ,  alors on 

Res ( f , amn - Res ( f , h )  ; 

> Ecrivons g = f q + h ,  et dans la matrice associée au résul tant retranchons à 

chacune des rn dernières l ignes le vecteur correspondant au polynôme produit (ce 

vecteur étant décalé d'une position vers la dro.ite quand passe d'une ligne à la ligne 

suivante ) . Ceci revient à retrancher à chacune des rn dernières lignes de cette matrice 

une combinaison linéaire convenable de ses n premières 

résultat soit une matrice de la forme suivanw 

Q = ( 0 � ' )  ' 

de telle sorte que le 

où M est une matrice triangulaire taille (n-rn) x (n-rn) , N l a  matrice de Sylvester 

associl�C aux polynômes f et h .  Le résultat découle aussitôt la formule 

det ( Q ) ( M ) .  (N ) . < 
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( iv) Res ( f ,  g f et g ont un facteur comrnun 

> C'est une propriétés (ii) et (iii) . < 

(v) Supposons 
·
l'anneau A intègre et so ient <Xi , i = 1 ,  . . .  , rn , les racines du 

polynôme f et l3i , j = 1 ,  . . . , n, les racines de g ( dans une extension convenable de 

l 'anneau A )  , alors on a les relations suivantes 

Res ( f, g ) = a
n 

rn 

> Il est clair que 

n 
b rn rr f ( l3. ) = a

n
b

rn 
n J rn n 

j = 1 

et la troisième sont toutes 

quatrième, désignons par S cette quantité. 1 ne reste plus qu'à montrer que S coïncide 

avec le résultant des polynômes f et g .  Pour ce faire remarquons tout d'abord que les 

propriétés (i) à (iii ) définissent les résultant de manière unique : en effet, il est clair 

que ces trois propriétés permettent de calculer le résultant par récurrence sur le minimum 

des degrés des donc de montrer que S vérifie 

(i) à (iii) . Pour trivial, pour la seconde ceci 

entre les trois dernière est une conséquence 

relation h ( <Xi ) h est le reste de la division 

polynôme g par f ( utiliser la formule g = q f + h au point a;. ) . < 

On défmit auss i  le d iscriminant d 'un polynôme f par la formule 

D'après la propriété 

peut démontrer que 

"' i 

formule Res- ( f, f ' )  = a11 

appartient à l'anneau A . 

M. MIONOTTB - S 
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Exe rc ices  

1 .  Un polynôme de A [X 1 , • . .  , X n  1 est dit homogène s'il est de l a  forme 

avec i 1 + . . .  + in = constante . 

On suppose que l'anneau de base A est intègre et que u, v ,  w sont des polynômes 

de A [X 1 , . . .  , Xn 1 vérifiant u = v w . Démontrer que si u est homogène alors v 

et w sont aussi homogènes .  

2. Les dérivées partielles d 'un polynôme étant défmies de manière usuelle, démontrer 

l'équivalence suivante ( due à Euler ) 

n dU L oX . 
(X) . Xi = r . u (X) <=> u homogène de degré r , 

1 = 1 1 

lorsque u E A[X1 , . . .  , Xn 1 , A étant un anneau de caractéristique O. 

3. Soit F E  A [X1 , . . .  , Xn 1 un polynôme non nul,  A étant un anneau intègre. On 

suppose que ,  pour i = 1 ,  . . .  , n ,  Hi est une partie de A qui vérifie 

Card (Hi ) > degi (F) 

Démontrer qu'il existe a E H1 x x Hn tel que F (a) soit non nul. 

4. Démontrer que le polynôme X 2 + 1 possède une infinité de zéros dans le corps 

des quaternions sur C . 
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5. Soit K un corps, et soient x 1  , . . .  , x0 des éléments distincts de K . On pose 

w(X) == (X - x 1 ) . . .  (X - X0 ) .  Démontrer que le polynôme 

n y . 
F(X) == w(

.
X) 

. 
L w'(x.) (� - x .) 1 ;  1 1 1 

est l'unique p olynôme de K[X] de degré < n qui vérifie F(xi) == Yi pour i == 1 ,  . . .  , n ;  

ce polynôme est appelé le polynôme de Lagrange ( associé aux xi et Yi ) . 

En déduire que si G e K[X] est un polynôme de degré < n - 1 alors Î, G(x) == 
0 

. 1 w'(x .) · 

} ;::::; 1 

[ On pourra considérer le polynôme X G(X) . ] 

6. S oient x 1 , . . .  , xr des éléments distincts d'un corps K , et n1  , . . .  , nr des 

entiers > 0 dont la somme est égale à n . Soient enfm Yi.j des éléments quelconques 

de K , 1 � j � ni , 1 � i � r . Montrer qu'il existe un polynôme et un seul F e K [X] 

qui vérifie 

deg (F) < n et FU-t l (xi) == Yi,j pour 1 � j � "ï , 1 � i � r ; 

ce résultat est dû à Hermite et ce polynôme est appelé le polynôme d'Hermite. 

7.  Soit A un anneau intègre et soit n un entier :2:1 . Démontrer qu'un polynôme non 

nul P(X1 , . . .  , X0) à coefficients dans A est inversible dans A [X 1 ,  . . .  , X0 ] si, et 

seulement si, son degré est nul et s'il est inversible dans l'anneau A . 

8. Soit A un anneau intègre qui n'est pas un corps. Montrer que l'anneau A [X] 

n'est pas principal. 

[ Rappelons qu'un anneau est dit principal lorsque c'est un anneau commutatif dont 

tout idéal I est principal, c'est à dire tel qu'il existe un élément a de A pour lequel 

l'idéal I est égal à (a) . ] 
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9. S oit A un anneau principal et soit 11 c . . .  c In c . . . une chaîne croissante 

d' idéaux de A 

Démontrer que cette chaîne est stationnaire ( i. e. qu' il existe un certain indice k tel 

que = Ik pour rn :2:: k ) . 

10. Quel est le nombre de racines du polynôme X 3 - X dans l'anneau Z / 6  Z ? · 

1 L Soit A un anneau factoriel dont le corps des fractions est K et soit F E  A [X] 

un polynôme de degré > 0 , irréductible dans A [X] . 

Démontrer que F est aussi irréductible dans K [X] . 

En déduire que si F est un polynôme unitaire de A [X] et si a est une racine de F 
appartenant à K alors a appartient en fait à l'anneau A . 

1 2. Soit A un anneau . Pour a E A et F E A [X] , on désigne par ord ( F, a ) 

l'ordre de a en tant que racine de ( év idemment ord ( F, a ) ;:: 0 )  . 

S !  E A , démontrer les relations suiv:mtes 

ord ( F + G ,  a )  ::::: inf ( ord ( F, a ) , ord ( G, a )  ) , 

ord F, a ) ord ( G, => F + ) = inf ord ( 

ord ( F G, a )  ::::: ord ( F, a )  + ord ( G, a )  , 

avec l'égalité la demière relation lorsque A est intègre. 

) , ord G, a )  ] , 



Polynômes, é tude  a lgébriq ue  1 33 

1 3 .  S oit n un entier ;::: 1 . Soient X 1 , . . .  , X0 , i ' . . .  ' n des lettres d i stinctes. 

So i t  u E A l X I . On définit les polynômes L'l.v u de A [ X l  par la formule 

u C X + Y ) = L u ) ( X ) .  Y
v · 

v 
v 

1 °) Démontrer  les fonnules 

tJ. (u v) a 

v 

( f,. u )  . ( i\ v )  , si v E A [ XJ . 
v + p = a  

v p 

[ Les lettres v, p, cr désignent des mu IIi-indices appartenant N n . ] 

2°) Démontrer rel at ion 

( X + y ) v = L (p + X p y a . 

t a = v  p ! cr' 

[ Où on posé p ! = p 1 !  . . .  Pn ! lorsque = (p l ,  . . .  , Pn) et les analogues . . .  ] 

Soient de nouvelles lettres ,  en cons.idérant les développements 

possibles l 'expression u ( X Y + Z ) en déduire relation 

f,. Ll. u = 
a 

v 

Dv
=

� 

démontrer la fonnule 

v 
ax 1 

1 

+ cr) !  --- !J. u 
cr !  jH a 

..i::_ 
v 

ax n 
n 
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4°) S i  tout entier n est inversible dans , démontrer les formules de Taylor en 

plusieurs variables 

u (X + Y) 

et 

u (X) = I, 
v 

lorsque a E An . 

1 4. Démontrer la formule de Leibnitz 

k g )  (k) "' 2: (f) 
f

(i) g (k-i) 

1 � 0 
pour f, 

1 5 .  S oit un anneau intègre infini. S oient F, G 1  , . . .  , Gn 

polynômes, les Gi étant non nuls. On suppose que 

A[X] . 

V E An , ( G1 (a) 0 et et Gn (a) -:t. 0 ) => (a) = 0 

Démontrer que le polynôme F est nul. 

On désigne par s0 , s 1 , . . .  , sn les fonctions symétriques élémentaires en les 

lettres xl , . . . , . C'est à dire que 

Démontrer les formules 

i = k � 

"" x. x. L..J 1 J 
i j 

n 

TI <  i = 
) = :t 

k = O  
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1 7 .  Soit f e  K (X 1 , . . .  , X0) une fraction rationnelle symétrique.  Démontrer qu'il 

e xiste deux polynômes symétriques et v de K [X1 , , X0] tels 

1 8. On pose 

! pour 
i � 1 

Démontrer les formules de Newton 

k- 1 

les si 

Pk = " (- 1)  
i

-
1 

SI. ( 1) 
k-\ LJ pk-

i 1- - pk , 
i = 1 

définis 

f = u / v .  

1 9. Soit A un anneau intègre. On suppose que a1 , . . .  , � ,  b1 , . . .  , b0 s ont des 

éléments de qui vérl fient 

tk désigne le polynôme symétrique ( respectivement Pk ), comme drms l'exercice 

précédent. 

Démontrer qu'il existe une permutation cr de { 1 , ... , n } telle ba(i) = ai  pour les 

indices i · � ·  , n .  

20. Soit un corps infini et s oit espace vectoriel de dimension fmie sur 

So it V 1> . . . , V n une famille fmie de sous-espaces propres de E ( i .  e .  Vi "" E pour i 

variant de n ). Démontrer que vi n'est égale à 

[ S oit d la dimension de E sur K .  On fixe une base quelconque de E et soient 

alors Pi [X1 ,  ... , X0] , 1 S i S  n ,  des polynômes non nuls tels que chaque Pi s 'annule 

le sous-espace Ei Considérer 
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21. Soit A l'anneau Z l "-5 1 . On considère Je polynôme f (X) = X 4 

1 °) Démontrer que le polynôme f est irréductible dans [X l  . 

2°) Démontrer que, par contre. f n'est pas irréductible dans le corps des fractions 

l'anneau A 

l Noter re.lation f (X) ( 3 X + 2 + Y··5 ) ( X 2 -,/-5 ) 1 . 1 

22. Soit un anneau commutatif et soit un polynôme non nul de [X] qui est 

un diviseur de zéro dans A [X ] . 

Démontrer le théorème de McCoy : 

il existe un élément c de tel que l'on ait c f =  0 .  

[ Considérer un polynôme g non nul et degré minimal tel que l'on ait g . f = 0 .] 

23 . Démontrer que si f est un polynôme à c oefficients dans un anneau intègre alors 

a l'équivalence 

f quadratfrei <=> Discr (f) '* . 
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24. Soient 

f ( X ) = X z + a1 X + ao et g ( X ) 

deux polynômes du second degré . 

1 °) Démontrer l a  formule 

Res ( f, g ) = ( ho ao )  2 - ( bt  - at ) ( a t bo - ao bt ) . 

2°) Lorsque 

polynôme f sont 

si, le polynôme g ses 

réels et que de plus les racines 

) alors on a Res ( f, g ) < 

fh réelles et vérifiant <Xt < 

25.  S oit P ( X ) un polynôme non constant à coefficients dans un corps dont les 

racines sont a 1  

1 ° )  Démontrer 

R ( Y )  ( x ) ) 

admet pour racines les éléments a;. +  <Xj , 1 :<::; i , j :<::; n . 

2°) On suppose en outre qu'aucune des racines de P n'est nulle. Démontrer que Je 

polynôme 

S ( Y ) = Resx ( P ( X Y ) , P ( X ) ) 

admet pour racines 

3°) Par analogie, 

sont les éléments 

, 1 :<::; i , j  :<::; n .  

formule qui fournit un polynôme 
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26. Soit F (X} = P (X) 1 Q (X) une fraction rationnelle à coefficients dans un corps K, 

qui est écrite sous forme irréductible. S oit R (X} un polynôme à coefficients dans K et 

dont les racines sont a 1  , • • •  , <Xn . On suppose que l'on a 

Q ( <Xi ) :;t 0 pour i = 1 , 2, . . .  , n . 

Démontrer qu'il existe un polynôme V (X) de degré plus petit que celui de R tel que 

l'on ait 

F ( ad = P ( <Xi ) V ( <Xi ) pour i = 1 ,  2, . . . , n . 

27. Soit K un corps et soient f (X) et h (X) deux polynômes à coefficients dans K .  

On dési gne par lXI , • • •  , <Xn les racines de f .  

1 °) Démontrer que le poly nôme 

g (Y) = Res x ( f  (X) , Y • h (X) ) 

admet pour racines les éléments h (<Xi ) pour i = 1 ,  2, . .. , n .  

2°) Lorsque h (X) = X k , k � 2 , démontrer la formule 

R · l 
g (Y) = ( - l ) k n I1 f ( Ç i Z ) , 

i =O 

où Ç est une racine k - ième primitive de l'unité ( i . e .  � k = 1 mais Ç i :;t 1 pour les 

entiers j = 1 ,  . . . , k - 1 ) et où Z vérifie Zk = Y .  

En déduire la méthode de Graeffe ( cas k = 2 )  . 
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28. Soient R un anneau, A un sous-anneau de R et x un élément de R . 

Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe des éléments at , . . . , a0 de A tels que 

( on dit alors que x est entier sur A )  

(ii) l'anneau A [x) est un A-module de type fini, 

(iii) il existe un sous anneau B de R qui contient A et qui est un A-module de 

type fini. 

[ Pour montrer que (iii) implique (i) on peut prendre un système de générateurs Yt . . .  

Yk du A-module B et  écrire 
k 

x yi = L aij yj pour l � i � k . 
j = l  

E n  déduire que les Yi sont solutions d'un système homogène de k équations. Soit 11 

le déterminant de ce système démontrer que 11 est nul et qu'il existe une suite d'éléments 

b t , . . .  , bn de A tels que 

11 = X n + b t  X 0 - 1 + . . .  + bn . ] 

2°) En déduire que l'ensemble A' des éléments de R qui sont entiers sur A est un 

sous-anneau de R . 

Donner une autre démonstration de ce résultat grâce à l'exercice 25 ci-dessus. 

3°) Si R est un anneau intègre, démontrer que A' est un corps si, et seulement si, A 

est aussi un corps. 
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· 29. Soit 

f ( x ) = an x n + . . . + ao 

polynôme à coeffic ients  dans un corps e t  soient fXn ses racines .  

0) Démontrer que d iscrim inant  t. de ce 

= ( 
l ) n (n- 1 ) / 2  

véri fie 

2 n - 1 
a n 

2°) Pour  k ent ier ::;. 0 on défi n it l a  k - ième somme de 

s = k 
i = 1 

So i t  D le déterm inant de la matrice A =  ( a;i 1 s; i, j s; n où a;j = <X; 

Démontre r  la formule de Vandermonde 

D = IJ ( a, 
1 :;; i < j :;; n 

En déduire relat ion entre A et  

Démontrer enfin les  relations 

A )  det ( 1A ) det ( S )  

= ( Sjj ) 1 S: i, j S: n si+j -2 . 

30. S oient A et polynômes à coefficients un anneau R et soit a un 

élément de cet anneau. 

Par des manipulations élémentaires sur la matrice de  Sylvester, démontrer formule 

Res ( ( X a ) A ( X ) , B ( X ) ) = B ( a ) Res ( A ( X ) , B ( X ) ) . 

En déduire les formules (v) 

Res ( A (X) , B (X) 

paragraphe 5 , ainsi que la  

) = Res ( A (X) , B (X) 

lorsque polynôme à coefficients 

( A (X) , C (X) ) 
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et seulement si, existe deux 

polynômes u et v tels que 

u f + v g = 0 , a v cc ( u )  < deg ( g )  et deg deg ( f ) .  

Généraliser ce résuilat au cas de polynômes à coefficients dans un anneau 

32. S oit A 

A [ x1 , . . .  , 

anneau et soient f et 

de degrés respectifs 

homogènes appartenant à 

et dont les degrés en Y sont aussi 

respectivement rn et 

Démontrer que le résultant en Y de ces polynômes est ou bien nul , un 

polynôme de degré rn n dans , ... , Xs ] . 

[ Multip lier par t chacune des indéterminées X1 , •.• , x. et considérer la matrice de 

Sylvester des polynômes f et g ainsi transformés. En multipliant la i ème cette 

matrice par t n - i + 1 pour 1 � i � n , et la ( n + j ième ligne par t m - + les 

indices j = 1, . . . , rn , que le résultant R = ( f ,  g ) vérifie l a  formule 

où 

p = n 

Conclure. 

t P R , t Xs ) = t P R ( X1 . ) , 

rn (m+ 1 ) / 2  et (m+n+l ) / 2 . 
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33 .  de cet exercice est de démontrer la  formule donnant le résultant est 

indécomposable . De manière précise, si uo, . . . , Um, vo, . . . , Vn sont 

et s i  f ( X ) = uo X + Um et g ( X ) =  VQ X + . . . + Vn- 1 X + 

R ( u , v )  = Res x ( f ,  g )  

alors le polynôme R ( u , v ) est irréductible dans u , v ] .  

On procédera par récurrence sur l'entier s = m + 

1 °) Traiter s = 2 .  

le résultat vrai à l'ordre Considérons le polynôme 

Q = R ( 0, U J , . . .  , U m, Vo, . . . , V n ) . 

Démontrer que 

Q = ( - 1 ) n Vo Ro ( Ut .  • . .  , Um, vo, . . .  , Yn ) , 

où Ro est résultant ( par rapport X ) de deux polynômes en s+ 1 

b) En que si R est réductible alors il ne peut admettre 

que sous la forme 

S = a uo + b vo , a , b e K . 

En outre, démontrer que a et b sont non nuls . 

[ Noter que R contient le monôme uo" vnm 

c) Démontrer qu'une décomposition de ce type,est impossible et conclure. 

[ Une décomposition entraînerait que'deux polynômes / 
comme haut dont les coefficiem{ uo et vo vérifient a 

et g 

ont 

une racine commune . . .  Autre méthode possible : que 

polynômes S et T doivent homogènes par rapport à chacune des 

fanùlles de variables uo, . . . ,um et vo, . . . , implique a b =  0 . . .  ] 
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Démontrer qu'il 
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coefficients dans un anneau A . 

u et v à coefficients dans 

Res ( f  , g ) = u ( X ) f ( X ) + v ( X ) g ( X ) . 

[ S o ient C1 , . . . , Cm+n les vecteurs colonnes de la matrice de Sylvester des 

polynômes f et g . Remplacer la dernière colonne Cm+n par la combinaison linéaire 

Cm+n + X Cm+n- m + n - t c1 . . . ] 

En déduire la ( voir § 5 ) .  

35 . Soient F et G deux polynômes à coefficients dans un corps K , de degrés 

respectifs rn et n . 

On suppose qu'il existe un polynôme D de degré d tel que 

F (X) = D (X) G* (X) , F*,  G*  E 

Soit A la matrice 

X F (X) , F (X) , 

usuelle ( X rn + 

� A.a f'h; ,.; "'"•" des polynômes X n - 1 F (X) , 

2 F (X) , . . .  , X G (X) , G 

Pour 0 � k � min  { rn, n }  on désigne par Ak la matrice obtenue à partir de A en 

supprimant les rangées ( lignes et colonnes ) d'indice < k et celles d'indice > m+n-k . 

( Donc Ao est égale à A ,  A1 est la matrice A privée de tous ses éléments qui sont au 

"bord" , . . . ) 

1 °) Démontrer 

seulement si, il 

U F + 

et G * ont un facteur commun 

et V à coefficients dans K 

� n - d - 1 et deg ( V ) � 
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2°) On considère D fixé mais F* e t  G* variables. 

Démontrer que 

R* = Resx ( F*, G* ) 

est un polynôme homogène de degré rn + n - 2 d par rapport à l'ensemble des 

indéterminées ao . . . . , am - d • bo • . . .  , bn - d . 

Démontrer que le déterminant S de la matrice Ad est aussi un polynôme homogène 

de degré rn + n - 2 d par rapport à ao , . . .  , am - d , bo , . . . , bn - d • 
En déduire que R * et S sont égaux à un facteur multiplicatif constant ( non nul ) 

près . 

[ Utiliser l'irréductibilité du résultant : exercice 33.  Référence : J. Lelong - Ferrand et 

J. M. Arnaudiès , Cours de Mathématiques, tome 1 , Algèbre , Dunod , Paris , 1 97 1  . ] 

36.  Soit P un polynôme à coefficients entiers de la forme 

P (X) = a ( X - nt ) ( X - az ) . . .  ( X - no ) . 

Soit r un entier, 1 :::;; r :::;; n , montrer que le nombre a nt a.z . . .  ar est un entier 

algébrique ( voir l'exercice 28 ) . 

[ En considérant le calcul de la division euclidienne, démontrer que si Q (X) est un 

polynôme à coefficients qui sont des entiers algébriques dont a est une racine alors le 

polynôme Q (X) 1 ( X - a )  est encore à coefficients entiers algébriques. Le résultat en 

découle puisque le terme constant du polynôme P (X) 1 (( X - a.r+ t ) . . .  ( X - a.0 ) ) 

n'est autre que le nombre a nt a.z . . . a. . ] 
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37.  S oient K un corps , P e K [X] un polynôme de degré n > 0 et rn un entier 

vérifiant 0 :s; rn :s; n . Soient enfm at , . . .  , am rn éléments distincts de K .  

Démontrer que les polynômes 

P ( X )  , P ( X +  at ) , . . . , P ( X +  am )  , 1 , X , . . .  , X n - rn - 1 

sont linéairement indépendants sur K . 

[ En supposant que l'on a une relation linéaire à coefficients dans K de la forme 

UO p ( X ) +  U t  p (X + at ) +  . . .  + Um p ( X +  am ) + Vo + V t  X +  . . .  + Um' X m' = 0, 

où m' = n - rn + 1 , démontrer que la somme des Ui est nulle . On peut donc réécrire la 

relation précédente de la manière suivante 

Ut (P (X + at) - P (X)) + . . .  + Um (P (X + am) - P (X)) + vo + Vt X + . . .  + Um' X m'
= O. 

En déduire que l'on peut raisonner par récurrence sur le degré du polynôme P . . .  ] 

38.  Soient K un corps et Pe K [X] un polynôme irréductible de degré n . 

1 �) Démontrer qu'il existe un corps L admetant K comme sous-corps et dans lequel 

le polynôme P possède une racine [ Considérer K [X] 1 ( P ) . ] . De plus,  démontrer 

que le d e gré de L sur K ( c'est à dire la dimension de L en tant que qu'espace 

vectoriel sur K ) est égal à n et que L est unique à isomorphisme près. 

2°) En déduire qu'il existe un corps L' admetant K comme sous-corps et dans 

lequel le polynôme P se factorise en facteurs du premier degré. De plus, démontrer que 

le degré de L' sur K est un diviseur de n ! et que. L' est unique à isomorphisme près. 

Le corps L' est appelé corps de décompos ition, ou encore corps des racines, du 

polynôme P .  
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39.  Démontrer le résultat suivant dû à D. Masser : soient K un corps infini, Q un 

polynôme de K [X, Y] et a, p, À trois éléments de K ,  avec a. p ;;t. 0, tel s que l'on ait 

( * )  Q c x + B. a Y ) À Q c x, Y ) , 

alors Q appartient à K [ Y ] . 

f Considérer d'abord le où Q appartient à K [X] et vérifie Q ( X + � ) = À. Q (X) 

avec ;;t. 0 , démontrer qu'alors le polynôme est constant ( sinon il aurait une 

infinité de zéros ) . Puis, dans cas général, écrire 

d 
Q X, Y L ai ( X ) X , 

i = 0 

et montrer que la condition (*) implique relations � ( X + � ) a. i 

pour 0 � i :5: d . Conclure. 

Déterminer les polynômes Q E [Y] qui vérifient la relation Q ( a.  Y )  = À Q ( Y )  . 

Considérer d'abord cas où est irréductible et vérifie cette relation avec a. ;;t. 1 , 

démontrer Q alors de la forme a Y pour un certain élément a de 

( d'après le théorème de d'Al.embert démontré au chapitre suivant - polynôme Q est 

alors la forme Q ( Y )  = a Y + b , avec a ;;t. 0 , de a a. Y + b = a Y , on 

déduit À =  a. ( car a ;t , puis = 0 ( puisque À = ) . Conclure. 1 

40. Soit K un corps et soient FI , . . .  , Fr des polynômes de X, Y ] , de degré 

au plus L rapport à X et au plus par rapport à Y .  Soient (Çi , 111 ) , pour des 

indices 1 ::::; i :5: N, des zéros communs dans K 2 à les polynômes FI , . . .  , Fr , 
tels que les ÇI > . . .  , !;N sont deux à deux distincts. 

Démontrer que l'on a :::; 2 L 
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Indication : utilise technique du U-résultant Kronecker. On introduit les r 

nouvelles variables U 1 o  • • •  , Ur, V 1 >  • • •  , Vr et on pose 

Soit 

r 
G = L u. F.(X,Y) ' 

. J J 
J = 1 

K [  . . .  , Up V 1 o . . .  , 

r 
H = L V. F.(X,Y) 

. 1 J J 
J = 

X 1 résultant par rapport à Y polynômes 

F et G . Démontrer les faits suivants : (i) R -1: 0 ; (ü) degx R � 2 L M  ; et 

(iii) R (  

Puis conclure. 

41 . Des deux exercices précédents déduire le résultat suivant, dû à D. Masser : 

Soient K corps Q polynôme de K Y ]  a, �. trois éléments 

non nuls de K . Soient U 1 ,  U2, V 1 ,  V2 des entiers positifs, on pose U = U 1 + Uz , 

et V V 1+ V 2 , ct on suppose que 

(a) pour i = 1 and i = 2 ,  les points 

+ v l3 ' ( -

sont deux à deux distincts et on a 

) ( 2 
(b) Card { a. u y v 

(c) Card { 

1 ) 

Vz 2 L  
Alors au moins un des nombres P ( u + v �. ex. u y v ) , ( - U :::; u � U , - V :s; v � V ) 

est nul. 

Démontrer en outre que ce résultat n'est plus vrai si l'une quelconque des conditions 

suivantes n'a lieu : 

(i) Card { ( u + v �. ex. u y v ) ; - U :::; u :::; U , - V � v � V } ;::: ( L + 1 ) ( M + 1 ) , 
(il) Card { � u :s;  , - V  :s; V } L + 1 , 
(ili) Card ( ex. u y v ; - U :::; u :s; U , - V :::; v :::; V } ;::: M + 1 . 
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42. Soit E R [ X 1 , . . .  , Xk l un polynôme à coefficients réels .  Pour x entier 

positif, on pose 

Nr (  x )  = N ( x )  = Card { a =  ( a1 , . . .  ,ak ) E Z , f ( a ) = 0 et max { 1 a, 1 <;;; x ) } . 
1 °) Démontrer qu'il existe une constante  C ( qui dépend de f )  telle que l 'on a i t  

N ( x )  � C x k - 1 

[ On écrit 

Alors g = g0 2 • • . + 2 est non nul et on 

Nr x )  <;;; m ( 2 + 1 ) · 1 + ( x +  1 Ng ( x )  

] pour 0 <;;; i <;;; rn . 

2°) Montrer que cette estimation est essentiellement la meilleure possible. 

[ Exemples : f X 1 Xk , = X 1 + . . . + . ] 

3°) Comment ce résultat se généralise-t-il si on suppose cette fois f à coefficients 

cornplexes et a E ( Z [ � - 1 ] ) n ? 

43. Soit K un corps ct soient d J ,  . . .  , dn des entiers ?:: 1 . Soit E l'ensemble des 

polynômes p E [ X J ,  . . .  Xn ] dont le degré partiel par rapport xi est 

chacun des indices i = 1 ,  2, . . .  , n . 

Montrer que l'application f · E � K [ X ] défmie par 

) ) = p ( X, X 
d 1 

X 
d 1 z 

est homomorphisme injectif 

x d ; d z · ·· d n - 1 

( Ce résultat , dû à Kronecker, permet de ramener p lusieurs questions sur les 

polynômes en plusieurs indéterminées au cas d'une vari able. Malheureusement, en 

pratique, il a l'inconvénient de conduire à une explosion des degrés. ) 



CHAPITRE 

Po�vnôtnes à coefficients complexes 

§ , tous les considérés sont en une seule indéterminée. 

1 .  Le théorème d e  d ' A l em bert • 

Rappelons qu'un polynôme est dit non constant lorsque son degré est strictement 

positi f. Uràce à cette définition, le théorème de d'Alembert-Gauss s'énonce ainsi .  

TH EOREME 1 Tout polynôme non constant à coefficients complexes admet au 

moins une racine dans C . 

Il en résulte évidemment, par récurrence sur le degré, que tout polynôme sur C de 

(l\'gré n strictement positif admet exactement n racines complexes ( chacune étant 

comptée autant de fois que son ordre de multiplici té ) . On dit que C est un corps 

a l g é b riquement  c l os . 

Les seules propriétés "analytiques" que nous admettrons sont les suivantes : 

(i) 'Tout polynôme de degré sur admet au moins une racine réelle. 

(ii) Pour tout nombre réel y positif il existe x E R tel que x 2 = y . 
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Notons d'abord le lemme suivant. 

LEMME 1 . - Soient a, b, c trois éléments d'un corps K , a -:t 0 . On suppose 

qu'il existe t E  K tel que l'on ait b 2 - 4 a c =  t 2 .  Alors l'équation a x 2 + b x +  c = 0 

admet au moins une racine dans K ; plus précisément cette équation équivaut à 
- b ± t 

x = � · 

> La démonstration est bien connue. L'équation 

a x 2 + b x + c = 0 , a, b, c E K , a -:t 0 , 

se réécrit sous la forme équivalente 

D'où les solutions ( distinctes ou confondues ) 

- b ± t  
x = � · <  

Montrons maintenant que la propriété (ü) implique la propriété 

(ü') Pour tout nombre complexe z il existe w E C tel que w 2 = z . 

Soit en effet un nombre complexe z = a + i b , a et. b réels. Cherchons w sous la 

forme w = u + i v  , u et v réels . L'équation w 2 = z équivaut aux deux conditions 

u 2 - v 2 = a et 2 u v = b ( donc - u 2 v 2 = - b 2 1 4 ) . 

Ainsi les nombres u 2 et v 2 sont solutions de l'équation 

dont le discriminant est a2 + b 2 donc positif. 
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Le lemme 1 ,  joint à la propriété (ü), montre que cette dernière équation admet les 

solutions 

u
2

= 
a + .Ja

2
+ b

2 

2 

Enfin, deux nouvelles applications de (ii) fournissent des nombres réels u et v qui 

vérifient ( u + i v ) 2 = z . D'où (ii') . 

En appliquant encore une fois le lemme, ainsi que (ü') , on obtient le résultat suivant. 

PROPOSITION 1 . - Toute équation du second degré dans le corps C possède 

deux racines complexes ( distinctes ou confondues ) . 

3. Démonstration du théorème . 

La méthode que nous utilisons est essentiellement due à Lagrange. Nous suivons 

l'exposé donné par Samuel ( Théorie Algébrique des Nombres , appendice du 

chapitre n ) . 

Soit P un polynôme non constant à coefficients complexes. Quitte à le multiplier par 

son conjugué, on peut supposer que P est à coefficients réels. 

( Si ( P P )  (a) = 0 alors l'un au moins des deux nombres a ou a est une racine de P. ) 

Considérons donc un polynôme P non constant, à coefficients réels. S oit d = 2" q , 

avec q impair, son degré. On raisonne par récurrence sur l'entier n .  
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Si  n est nul, la 

Supposons n 

lorm e l  

que P possède une racine 

1 , , . .  , xd les racines de P 

convenable de C . Pour tout réel c , on pose 

Yhk(c) = Yhk = xh + xk + c xh xk , pour 1 :o; h :o; k :o; d. 

Le polynôme Q (X) = IJ ( X - yhk ) a pour coefficients des polynômes symétriques 
h ,;; k 

en les xi dont les les coefficients de Q som 

On a 

2 n - l q (df1 ) , avec q 

On peut donc récurrence au polynôme Q : 

de Q dans le corps C ,  donc un couple ( h, k )  tel que Yhk(c) soit dans C . 

En prenant d(df1 )/2 + 1 valeurs différentes du paramètre c , on constate qu'il 

existe un certain couple d'indices ( r, s ) et deux réels distincts c et c '  tels que les 

nombres Yrs(c) et Yrs(c
') soient dans C . Il en résulte aussitôt que la somme xr + x8 

et le produit Xr C . Par conséquent, Xr et 

d'une équation du coefficients complexes , et d'après 

appartiennent à 

Remarque : Nous que si R est un corps ordonné 

et (ü) alors le corps R [ -1-1  ] est algébriquement clos. 

4. Polynômes réels irréductibles . 

Le théorème 1 dont la preuve est laissée 

PROPOSITION polynômes irréduct ib les de 

polynômes du second degré dont le discriminant 
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2. Estimations des rac ines 

Les résultats de paragraphe sont en grande partie dus à Cauchy. La présentation 

donnée ici s ' inspire du Iivre Calcul lnfïnitésimal de Dieudonné ( problème 1 du 

chapitre II ) . 

1 .  Principe de démonstration 

PROPOSITION 3 . - Soit P (X) == X d ad- ! d - 1 + . . . ao un polynôme à 

coefficients complexes qui a pour racines z 1 , . . .  , zd . Posons 

r0 = rna x  1 z k  1 } . 
l � k � d  

Alors, un réel r > 0 vérifie la condition 

on r0 r .  

r d ;::: 1 ad-J 1 r d - 1 + . . .  + 1 llo 1 , 

> Supposons r0 , s inon n'y rien à démontrer. 

D'après le lemme ci-dessous, le pulynüme 

X d - 1 ad- J X 

admet une seule racine réelle positive, nous la noterons r1 . Il est clair que r0 est majoré 

par r 1 . 

Par ailleurs , pour j = , . . .  , d , a 

donc en particulier 

- 1 + . . .  + llo 1 � 1 ad- ! zid 1 + . . .  + 1 llo 1 , 

� 1 ad- J 1 rad - 1 + . . .  + 1 llo -

On en déduit les inégalités r0 � r1 � r < 
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2. Un lemme analytique . 

résultat utilisé plus haut est le suivant. 

LEMME 2 . - Tout coefficients réels de la forme 

Cj X j - Cj . J  X j - l - . . .  - Co , � 1 , 

avec ci � 0 pour cd + . . . + ci > 0 , ci· 1 + . . . + c0 > 0 , admet une 

racine 0 et une seule . 

> fonction f (x) = cd x d • 
i + . . .  

l 'intervalle rée l  ] 0 , oo [ , strictement 

- 1 - . . . - c0 x - i est continue sur 

( comme somme de fon ctions 

strictement croissantes ) et tend vers oo ( respectivement + oo ) si x zéro 

( respectivement + oo ) , donc un zéro positif et un seul. 

. Ce lemme est un cas particuller règle de Descartes ( voir chapitre 5 ) . 

Majoration des racines . 

La proposition 2 a suivant. 

THEOREME 2 = X d + ad- ! X d - 1 + . . . + 

coefficients complexes qui a pour racines . Posons 

r0 = max { 1 zk 1 } 
1 S k S d  

un polynôme 
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Alors r0 vérifie les majorations suivantes : 

d 
(i) r0 ::; max ( 1 , L 1 ak 1 } , 

= 1 

(ii) 

(iii) si \ , sont des réels > 0 vérifiant À�1 + . , .  + À�1 = alors on 

(iv) 

(v) 

(vi) 

max d ak } 
1 1 k 

' 1 :5: k :5: d  

si tous les coefficients ak sont non nuls, 

r < 0 - { 1 ad-2 1 2 1 ad_ 1 1 , 2 - , 
ad- J 

1 al 
' 2 -

a2 

a 

, 1 ao 
a l 

ro I l  ad 1 +  ad-2 - ad- ! 1 + . . .  + l ao -

} ' 

a 1 1 + 

(vii) s i  tous les s ont réels et 0 , alors 

r0 ::; max { } ' 
(viii) enfin 

'o < 1 � d { ( ('} )" ' ( 2
1 " - 1 )' } 

1 ' 
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> Démonstrations . 

( i )  : Si  1 ad- J  1 + . . .  + 1 a0 1 ::; 1 , on peut choisir r = 1 dans la  proposition 1 , 
s inon on peut prendre r = 1 ad. J  1 + . . .  + 1 ao 1 . 

( i i )  Soi t  A le  maximum des 1 ak 1 .  On peut prendre r = A +  1 , en effet on a alors 

r d = A ( r d - 1 + . . . + 1 ) + 1 > 1 ad- J  1 r d - 1 + . . .  + 1 a0 1 . 

( i i i) Désignons par p le membre de droite de l'inégal ité (iii) . On a alors 

1 ad-k 1 ::; Àk- 1 p k pour 1 ::; k ::; d . 

D'où l' inégalité 
d 

L 
k = 1 

d - k  1 ad- k  1 p ::; 

On peut donc prendre r = p . 

d p 

( iv) Prendre tous les À égaux à d dans l'inégal ité (i ii) . 

( Remarque : on peut même prendre À =  nombre de ai non nuls . ) 

(v) : Appelons à nouveau p le membre de droite. On démontre successivement les 

majorations 
1 ad- J  1 ::; p 1 2 , 1 ad_2 1 ::; ( p 1 2 ) 2 , . • .  

1 al 1 ::; ( p 1 2 ) d - 1 , 1 ao 1 ::; 2 ( p 1 2 ) d 
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D'où l ' inégalité 

d 
"" d - k d L,; 1 ad- k 1 p ::; p 
k = 1 

et donc p � r . 

(v i )  Appl iquer ( i )  au polynôme (X - 1 )  P (X) . 

( v i i) : S oit p le membre de droite de l ' inégal ité (vii) . Par le changement de variable 

X � X 1 p , le polynôme P est transformé en le polynôme 

p d x d + ad- 1 p d - 1 x d - 1 + . . . + ao . 

En appl iquant la relation (vi) à ce polynôme, on obtient l'inégalité 

p 
1 ad-! 1 1 

ad-2 ad- ! 1 + 1 � 1 ::; - - 1 + - - - + . . .  
p p 2 p p d 

Pour conclure, il suffit de noter que le membre de droite de cette dernière inégalité est 

tout égal à - 1 + 2 a0 p - d , et donc majoré par 1 ( on a ao ::;  p d )  . 

(v i i i )  Appliquer (iii) en choisissant 

À;
! = (�) 

( 
2 1 / d  - k 1 ) . < 

Remarque : En considérant le polynôme X ct.  P ( X - 1 )  , appelé p o l y n ô m e  

réc i p roque d e  P , e t  e n  supposant l e  terme constant a0 non nul ,  o n  obtient des 

minorations des 1 zi 1 . Par exemple, 

min 
1 :<> j  :<;; d 

1 z 1 � 
1 1 + max 1 ad-k 1 ! S k :<> d  
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3 .  mesure d 'un polynôme • 

1 .  Définition . 

Soit P polynôme à coefficients complexes qui 

. . .  + ao = 

La mesure de P est définie par la formule 

d 

( X - z1 ) . . .  ( X zd ) , avec ad � . 

I>i ( P)  = 1 IJ max { , 1 zi 1 } • 
j = 1 

Cette notion a introduite par K. Mahler . 

Si P sont des polynômes non nuls, on peut remarquer que 

M P.Q )  P ) . M ( Q ) , 

M ( X k ( X ) ) = M (  ( X ) ) ,  

et aussi que pour tout entier positif k on a 

M M ( P ( X )  

On pose 

I l  = I l p 1 12 = ( J 2  + . . .  + 

Le théorème 2 fournit immédiatement des majorat ions de la mesure, mais on peut 

obtenir une estimation souvent bien meilleure utilisant le théorème 3 ci-dessous. 

Il est temps d'intnxluire quelques défmitions. Soit A un sous-anneau d'un anneau B 

intègre . élément x de B est dit a l g é b r i q u e  A lorsqu'il e s t  racine d'un 

polynôme non à coefficients dans A ; il existe alors un polynôme non nul de [X] , 

de minimal et dont coefficients sont premiers entre eux qui s 'annule en x , un 

polynôme est appelé polynôme minimal sur A ) de l'élément x . Un nombre 

complexe algébrique sur est appelé un nombre algébrique. 
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nous définissons mesure M ( Ct par 

la forrnule M ( a ) = M ( P ) , où P est le polynôme minimal de a sur Z . La 

mesure des nombres algébriques vérifie quelques propriétés importantes ,  nous les 

rappelons brièvement. 

So ient a et deux nombres non nuls, de degrés respectifs d et 

La valeur absolue de a vérifie 

(M / M ( a  s; l a i M (  
La mesure du produit a.a' vérifie 

(M2) ( a .  ex.' ) d , 

et la mesure de la somme a + a' vérifie 

(M3) ( a + M (  d' .  M 

S oit k un entier positif, alors 

(M4) ( a  1 1 � M ) . 

Preuves : 

(Ml) : La preuve est presque évidente. 

(M2) · Soient a' les coefficients dominants respectifs des polynômes minimaux de 

a et de a' . Soient { a;, ; 1 �  i � d } et { a'i ; 1 � j � d' } les ensembles respectifs 

des conjugués a et ct..' , alors a.a' a racine du polynôme 

de ce polynôme a 

M ( a.a' ) � 

coefficiellls entiers. Ce qui implique l'estimation 

a d'. a d . TI max { 1 , 1 a;.a'j 1 } 

d' a . TI 1 , 1 ai 1 d' .  TI max ( 1 ,  1 1 } d 

= M ( a ) d . M ( a' ) d • 

(M3) . La preuve est semblable à précédente. 

(M4) : S oit  P le polynôme minimal de a sur Z .  Alors a 1 / k est racine du 

polynôme Q := P X k ) , de sorte que M ( a l / k ) � M = M (P) = M (a) . 
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2. Un lemme algébrique . 

Le résultat élémentaire suivant nous penneme de majorer facilement M (P) . 

LEMME 2 Pour un polynôme coeflkients complexes quelconque et pour 

tout nombre complexe z , la relation 

I l  ( X + z ) Q (X) I l = I l  ( i  X + 1 ) Q (X) I l . 

> Supposons que le polynôme Q s 'écrive Q = 

gauche admet alors pour développement 

m + 1 

2: k = O  

où posé c. 1 = 0 et cm+! =  0 .  

k 
. Le carré du membre de 

+ f ( z ck 
k 1 

On vérifie aussitôt que le carré du second membre admet exactement le même 

développement. < 

3 . Une majoration de M (P) . 

THEOREME 3 ( Vicente Gonçalves ) . - Soit  P ad X d + ad- t X d 
· 1 

• • •  
+ ao 

un polynôme non constant à coefficients complexes . La mesure de P vérifie l'inégalité 

M ( P ) 2 + 



> racines de P 

mesure vaut M 

Considérons  le polynôme 

k 
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extérieures unité. Alors 

d 

R(X) = ad Il ( z . X J 1 ) . IJ ( X - zi ) 

En appliquant k fois la relation du lemme précédent, on constate que Il P I l = I l  R Il . 

Mais , d'autre p art, on a 

Il R Il 2 "?: 1 bd 1 2 + 1. bo 1 2 �1 (P) 2 + 1 ad 1 2  M (P) - 2 • 

D'où conclusion. < 

COROLLAIRE ( inégal ité de Landau ) . - Si le polynôme P n'est pas réduit 

à un monôme, on a 

M (P) 

Remarque : Dans l'inégalité du théorème 3 , il y a en fait égalité lorsque le polynôme 

est de forme x n - 1 

Note : L'inégalité du corollaire figure déjà dans un article de Landau ( Sur quelques 

théorèmes de M. Petrovic relatifs aux zéros des fonctions analytiques ; Bull. Soc. Math. 

France , 3 3 ,  1 905,  25 1 -26 1 ) . Celle théorème a été démontrée par 

f l 5 ] ,  puis indépendamment l 'auleur ( an about factors 

polynomiais ; M ath. of Computation, t. 28, pp. 1 1 53- 1 

La démonstration donnée ici est une simplification de celle de ce dernier article . 

M. MtONOTTE 
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4. Autres majorations 

Soit un nombre complexe 1.!uelconque, d'après calcul du lemme ci  dessus , a 

! 1  ( X + z ) P (X) I l  2 = ( 1 + 1 z 1 2 ) Il P 1 1 2 + 2 Re (za) , 

où Re (x) désigne la partie réelle du nombre complexe x , et a vaut 

En choisissant z = - a  I l  P I l  , on obtient la  relation 

(X) I l = Il I l - 1 a 1 Il P I l  

Par ailleurs, pour tout z , on M ( ( X z ) . � �I 

En appliquant le corollaire précédent, on obtient l'estimation suivante. 

PROPOSITION 4 - Soit P = ad X d + a0_ 1 X d - 1 + t- ap un polynôme 

non constant à coefficients complexes . La mesure de P vérifie l ' inégalité 

M 2 � Il P 1 1 2 ad ad- l  + ad _ 2 . • .  + a0 1 2 I l  P I l -

Note : Cette majoration a été démontrée dans l'arlicle Entiers algébriques dont les 

conjugués som proches du cercle unilé ( Séminaire Delange-Pisot-Poitou , 1 977-78 , 

exposé 6 pages ) , mais par méthode beaucoup plus compliquée. 

La mêrne démonstration, appl.iquéc à 

fournit la majoration 

M (P) 2 < Il P 1 1 2 - max { 1 a0 a. 
1 :<=; j :<=; d J 

polynôme de forme ( X + z ) P(X) , 

} - 2 • I I P I I , 

valable lorsque le polynôme P n'est pas réduit à un monôme. 
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On démontre, grâce à la formule de Jensen, que l a  mesure d'un polynôme est auss i  

donnée par l 'expression 

2 lt 
M ( P )  = exp  { fi J Log ( P ( i 0 

) d 0 } . 
() 

Un théorème général de Szegii ( voir - par exemple l 'ouvrage de H. Dym et H. 

P. McKcan .- Fourier Series and Integrais , Acad. Press , London, 1 972 ) fournit  le 

résultat suivant. 

P R O P O S I T I O N  5 . - S oi t  un  po lynôme n o n  constant à coeffi cients 

complexes. Alors, on a 

M (P) = i nf  { I l  Q I l ; Q C [XJ , unitaire } . 

De plus , pour chaque entier n , i l  est possi ble de calculer l a  quantité 

(P) : =  inf  { I l P Q I l  ; Q e C [Xl , unitaire, deg (Q) = n } . 

En d'autres termes, on 

M (P) � pour tout n 

qui résulte directement du théorème 3 ,  et 

ln (P) -; M (P) quand n -; oo 

qui est l a  partie diffici le  du tht:orème Szego . 

L' inégalité M (P) � I0 n'est autre que corol laire du théorème 3 , tandis que 

l'inégali té M (P) � 1 1 (P) conespond à la propositio� 4 
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Citons aussi l e  théorème de Rouché qui est souvent utile pour s ituer l e s  racines d'un 

polynôme ( voir par exemple M. Marden .- The geometry of the zeros of a polynomial 

in a complex variable , Amer. Math . S oc. , New York, 1 949 ) . 

PROPOSITION 6 . - Lorsqu'un poly nôme cd z d + cd_ 1 z d - 1 + .. .  + c0 

non constant et à coefficients complexes vérifie la condition 

1 Cj 1 > 1 Co 1 + . . .  + 1 Cj - l 1 + 1 Cj+ l 1 + . . .  + 1 Cd 1 

pour un certain indice j , 0 � j � d , alors ce polynôme possède exactement j racines 

de module < 1 et aucune de module 1 . 

6. Une méthode de calcul de M (P) . 

Cette méthode est adaptée de la méthode classique de Graeffe pour le calcul du plus 

grand des modules des racines d'un polynôme à coefficients complexes. 

A un polynôme P de la forme 
d 

P (X) = ad IT < x - zj ) , 
j = 1 

on associe la suite de polynômes Pm définis par 

j = 1 
' m ::::: o , 

et qui peuvent être calculés très facilement de la manière suivante. 
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On pose P0 = P , et si le polynôme P rn s'écri t sous la forme 

alors 

Il est clair que ces polynômes vérifient 

M ( P  ) = M ( P )
2 m 

rn 

On a d'une part 

et d'autre part 

D'où le résultat sui v ant. 

P R O PO S I T I O N  7 . - Soit  P un polynôme de degré d � 1 , à coefficients 

complexes et  soit P rn , rn � 0 , la  suite des polynômes qui lui  sont associés dans la 

méthode de Graeffe. 

La mesure de P vérifie l'encadrement 

2 - d . 2 -m • Il p 1 1 2 - m  
rn 

( Donc Il P 1 1 2 -
m � M ( P )  quand rn �  oo • ) rn 

Note : Cette méthode a été découverte indépendamment et presque simultanément par 

plusieurs personnes ( D. B oyd, M.  Langevin, C. S tewart� M.  Mignotte . . .  ) . 
La présentation donnée ici, ainsi que l'exemple qui suit sont largement inspirés par 

l 'article de L. Cerlienco ,  M .  Mignotte , F. Piras .- Computing the measure of a 

polynomial ,  J. of Symb. Comp., vol. 4, n° 1 ,  1 987 , pp. 2 1 -34 . 
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Un exemple d'évaluation d� M (P) 

Considérons, par exemple, le polynôme 

p (X) = 6 X 5 + X 4 - 5 X + X + 

Nous allons lui appliquer quelques unes des estimations données plus haut. 

Par le corollaire tht�orème 3,  

M I l  1 /2 < 8 .7 1 8  ' 

et par la proposition 

(P) � 76 ( 1 5  - 30 + 6 + 1 ) 2 1 16 )  1 /2 < 7 . 5 5  . 

En appliquant la méthode de Graeffe nous obtenons successivement 

(X) == x 6 + 1 1  x 5 + 52 x + x + 33 2 + 1 2  x +  4 '  

P2 (X) X 6 - 17 X 5 + 2440 X + 295 1 X 3 1 1 45 X 2 + 1 20 X +  1 6, 

p3 (X) = x 6 + 459 1  x 5 + 6056224 x 1 6689 x 3 + 

680865 2 + 22240 + 256 . 

S i  nous appliquons la proposition pour rn ==  3 , nous obtenons 

de sorte que 

2 - I l  1/8 (P) :-::; I l P3 Il 1/8 , 

4.252 < < 7 . 1 52 . 

L'application de la proposition 3 au polynôme P3 donne 

M (P) < 7 .053 . 
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Nous sommes par une borne supérieure de 

une borne i n férieure ,  aussi arrêtons nous le calcu l au tro is ième pas . nous 

pouvons faci lement raffiner  la borne inférieure de M (P) ; en regardant l e  t ro is ième 

coeffic ient du  polynôme P3 , nous obtenons 

6056224 � ( ; ) M (P3) ,  

de sorte que 

M 

I l  est faci le  de 

l /R > 5.02 . 

P n'a aucune rac ine de 

De p lus ,  le théorème de Rouché montre que P3 - donc auss i le polynôme P - a 

e x actement deux racines de modu le  > 1 . Ains i , l e  polynôme P a deux racines 

complexes conjuguées de module > 1 ( comme P est un itaire cel a montre qu' i l  est 

i rréduct ib le sur Z ) . 
Ces informations 

considérons à nouveau 

coeffic ient est la  

vérifie donc 

estirnation p lus précise de M (P) 

coefficient b := 6056224 du 

de pai res d i st inctes de 

M 8 - 8 M 4 - 6  � b � M 8 + 8 M 4 + 6 , 

où M désigne l a  mesure du polynôme P .  

Ce qui implique 

( b + 22 ) 112 - 4 < M 4 < ( b + 1 0 ) 112 + 4 ,  

et finalement 

7.0404 
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Majorat ion de  la  tai l l e  des facteurs d'un polynôme . 

1 .  Définitions . 

S i  d . . .  + c0 est un polynôme à coefficients complexes ,  on définit sa 

l on gueur par la forn1ule 

d 

L (R) L l ck 1 .  

On définit aussi hauteur de R par 

. H (R) = max 1 ck 1 0 k d 

z 1 , . . .  , zd désignent les racines du polynôme R , cornptées avec lems 

multiplicités, la formule = cd ( X  z1 ) . . .  ( X  zd ) montre que l 'on a les relations 

pour = 1 ,  2, . . .  , d 

les majorations 

1 ci 1 .:;; (f) M (R) , 

H (R) S ( !d/2] ) M lR) , 

et 

L (R) .:;; 2 d M (R) . 
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2. Majoration des facteurs . l e  cas d'une seule variable . 

Le résultat fondamental est le suivant 

THEORElVIE 4 . Soit P e polynôme non constant qui admet 

factorisation de la forme 

QI ,  . . .  , Qrn , Q E Z [X] . 
Alors, 

ct donc 

la majoration 

rn 

I1 L (Q
i) :::; 2 ° M (P) , où 

j = 1 

rn TI L (Q
j
) :;; 2 ° I I P I I 

j = J 

> D'après le paragraphe précédent, on a 

rn 

I1 
j = 1 

La conclusion résulte alors des inégalités 

M (Q 

3 .  

Soit maintenant P 

récursivement la mesure de P par la formule 
1 

.og M (P) f Log 

0 

li P l i 

en variables, 2 . On 
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D'après la formule du paragraphe 3 .5  , cette expression est aussi valable pour n = 1 . 

e n  dédu i t ,  par  récurrence sur  n , que mes u re p ossède la  propr ié té  de 

multipl icat ivité 

- M M (Q) . 

déjà remarquée dans cas d'une variable. 

S i  le polynôme (X 1 . . . .  , 

on pose encore 

est de la forme 

Su pposons que l'on ait démontré l ' i négal i t é  

polynômes en n - 1 variables, on a alors 

1 

(R) ::; Il R I l  dans le cas 

Log M(P) :S: � J Log 

0 

( 2inl 
Il P ( c , X2 , • . .  , Xn ) I l  

'inégal ité de Jensen ( vo i r  par  exemple R H ardy ,  J. E. Littlewood, Polya . 

/nequalities, Cambridge, 1 934 ) 

1 1 J Log 1 f (t) 1 dt ::; Log ( J 1 (t) 1 ) . 
0 0 

fournit  ensuite la  majorat ion 

1 
2 f 2iJU 

M (P) � 1 1 P ( e , X2 , . . . , 

0 

Grâce à la formule de Parseval , 

1 1 

2 
dt . 

J p "Ç' f '"' a.  . e 2inj tt 1
2 

dt = I l  p 1 1 2 , L.J L.J 1 t ··· J n 
i z. . . .  ,j n 0 j 1 () 

on en déduit encore l'inégalité M (P) � P Il . 
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4. Majoration des facteurs_cÜJILllQIYllÔI!Je. cas de plusieurs variables 

Commençons par majorer les coefficients d'un polynôme en fonction de sa mesure. 

PROPOSITION 7 

complexes qui est de la forme 

p 

alors on a les inégalités 

S oit P (X1 , . . .  , Xn) un polynôme à coefficients 

x ;,  n 

où dj désigne le degré partiel de p par rapport à xj , pour j = 1 ,  2, . . . , n .  

> D'après le § 1 ,  cette inégalité est vraie pour n = 1 . 

Supposons n � , zn quelconques on a 

Désignons par Pi1 le p olynôme en X2 , . . .  , X0 correspondant au membre de gauche. 

En intégrant le logarithme de chaque membre de l'inégalité ci-dessus sur le domaine 

complexe { 1 z2 1 obtient la majoration 

(P) . 
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E n  raisonnant peut écrire 

M (P. ) .  I l  

D'où le résultat. < 

En regroupant paragraphes précédents, on 

suivant. 

THEOREME 4 bis . - Soit P ( X1 , . . . , Xn ) un polynôme à coefficients 

complexes dont le degré par rapport à chacune des variables Xj est égal à dj . 

Alors la longueur 

L (P) 
+ + 

De plus, si P = Q1 . . • Qm , on a 

Remarque : Les 

Transe endentai 

dl + . . .  + dn 
� 2 I I P I I . 

ce type semblent être dues 

, Dover, New York, 1 960, § 
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5 .  

La construction qui suit est destinée à montrer que l'inégalité 

L (Q) :s; 2 deg (Q) Il P Il , 

lorsque P et Q sont des polynômes à coeffic ients entiers ,  Q diviseur de P ,  est à peu 

de chose près la meilleure possible. 

I l  s 'agit donc de 

entiers et tels que 

faire, nous choisissons 

longueur de Q vaut L (Q) = 2 n • 

polynômes P et Q non nuls, 

coefficients et Q une "grande" 

; nous prenons Q = ( X - 1 ) n ,  

Maintenant il nous faut trouver un polynôme P ( non nul ! ) à coefficients entiers, 

qui est un multiple de Q et a de petits coefficients . Nous cherchons P de degré majoré 

par d ( à déterminer 

construction d 'un 

du fait qu'un tel 

à 1 , c'est à dire à coefficients 

"pas trop grand" - ou plutôt 

le principe des tiroirs. 

S oient donc n un entier positif fixé et d un entier qui sera précisé plus tard. Le fait 

que le polynôme P est un multiple de Q équivaut à l'ensemble des conditions 

P ( 1 )  = P' ( 1 )  = . . . = p(n- 1 )  ( 1 )  = 0 . 

S i  P = au + . . .  + ad X d , o ù  les coefficients a; sont inconnus, ceci équiv aut 

encore au système 

0, 1 ,  . . .  , n-1 . 
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l 'ensemble pol ynômes 

d • 

au p lus 

( co + . . .  + cd X d ) � ( L C )  ci ) o s t  s n  i = () 

l 'ensemble possède éléments ,  sur  

d'éléments 

( d+ 1 )  1 + 2 + . . .  + n == (d+ 1 )  n (n+ 1 ) 1 2 

en effet , pour t == 0, 1 ,  . . .  , n - 1 , on a 

( 0, 1 ) => ) ( 

coeffic ients 

F == f 

Par conséquent, i l  ex iste une constante pos i t ive c1 tel le  que la cond it ion 

d == 1 c 1 n 2 Log n ] 

( princ ipe 

) n (n+ l ) / 2 , et 

! ) , i l  ex iste 

aussi Card Card (F) . 

deux d i st incts de 

la même image par f .  Leur d i fférence P est Je polynôme <.:herché. 

Nous avons démontré le résultat suivant. 

PlHWOSITION Soit n 

P et Q coefficients entiers .  

et l a  longueur d e  Q vérifie 

posit if 

nuls ,  tels que 

L (Q) � c2 2 n ( n 2 Log n ) -
1 !2 I l  P I l  , 

:::: 1 1 C1 ) constante absolue.  

I l  ex iste 

(Q) == n , 

le  

ont  

des 

p 

Remarque : D'après l e  théorème 5 ci-dessous,  l e  degré d d'un poly nôme P à 

coefficients entiers, de hauteur 1 ,  et multiple de (X - 1 ) " vérifie d � n 2 1 (8 n Log n) .  
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l a  répartît ion des rac ines polynôme . 

Ce paragraphe est consacré à l'étude de la répartition des arguments des racines d'un 

polynôme à coefficients complexes, ceci en fonction du degré de ce polynôme et de sa 

Les résultats ici manière fait - intuitivement 

qu'un polynôme qui a beaucoup racines dans direction donnée 

avoir de grands coefficients ( exemple typique : ( X  - 1 ) n ) • 

Le premier résultat ne concerne que les racines réelles, le second considère toutes les 

racines. 

,�J�jQration du f!Qinbre de racines réel les . 

Le théorème qui suit , à la v aleur de la constante près, est dû à E. Schmidt ( Preuss. 

Akad. Wiss. S itzungsber. 1 932 , p. 321 , améliore un 

On the roots certain algebraic equations, Proc. 

de A. Bloch 

Math. Soc . ,  

1 93 1 ,  p. 1 02- 1 1 4  ) . Avec la constante égale à 4 ,  qui es t  la meilleure possible, ce  

théorème es t  dû  à I. Schur ( Preuss. Akad. Wiss. S itzungsber. , 1 933  , 403-428 )  . 

THEOREME 5 . 

P (X) = 3n X n + 3n-I X 11 + . . .  + 3o , où ao 3n *- 0 ,  

un polynôme à coefficients complexes. On désigne par L (P) la longueur de P , alors le 

nombre r de racines réelles de P vérifie la majoration 

L 
r Log . 

Fa::0 
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Nous démontrerons seulement résultat avec constante non 

d'abord suffit de 

polynôme P et de valeur absolue � 1 vérifie  

r '  :-:::; c J n Log ( L(P) 1 1 an 1 ) 

l'estimation est une 

P et à 

que le nornbre de racines 

immédiate ce résu ltat 

du 

au 

Pour tout entier k � 0 , le nombre r' est au plus égal à k augmenté du nombre de 

réelles et de absolue � polynôme 

F ) ' 

(raisonner par récurrence sur k , en uti l isant le théorème de Rolle ) et ce dernier nombre 

est aussi le nombre de racines réel les de va leur absolue � 1 du polynôme réciproque 

F x n F ( X  1 ) .  

vérifie facilernent 

F * (X) a . fi·] ( 1 - )
k . 

x l  . 

n 

R un nombre > 1 , l'inégalité Jensen implique nombre total racines 

) du F* dans 1 z 1 :-:::; 1 

Log { Max 1 F * (z) 1 1 1 F *(0) 1 } 

choisissant 

Max 1 
1 z 1 = R  

1 z 1 = R 
Log R 

( k 1 n ) ,  on 

par la 

j / :-:::; L (P) , 

le nombre de zéros de F* dans le disque 1 z 1 :-:::; 1 est donc au plus 

n L (P) 
TaT n 
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on a 

n L :o; k + k Log 

D'où Je résultat souhaité en prenant 

[ ( (P) ) 1/2 ] 
k = n Log -1 a-l 

+ 1 . 
n 

Cette démonstration montre que l 'on peut prendre c = et donc 

l 'énoncé du théorème. < 

2. Sur l a  répartition des argumenls des racines d'un polynôme . 

= 6 dans 

Le résu l tat suivant, dû à l .. :rdos et Turan ( On the distribution of roots 

polynomials , Ann. Math. , t. 5 1 ,  1 950, p. 1 05- 1 1 9 ) ,  généralise considérablement le 

théorème précédent. 

THEOREME 6 . - S oit 

p . 1 + + llo ' où llo � 0 ' 

un po lynôme à coefficients complexes . On désigne par la longueur de . Soient 

, • • •  , Z0 = rn exp les rac ines du polynôme , avec rk E R , 

et 0 :o; <Pk < 2rc pour k = 1 ,  . . . , n . 

Alors le nombre 

vérifie l'inégalité 1 N(a.J3) 

( a, 13 ) des arguments <pk compris dans l'intervalle [ a, 13 

- Jl..=..g_ n 
21t 1 0  
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6.  Sépara tion des raci nes d'un polynôme . 

Dans tout ce paragraphe , nous considérons un polynôme P , de degré d :?: 2 , à 

coefficients complexes et de racines ah . . .  , ad , 

p (X) = 

dont les racines sont numérotées de sorte que l'on ait 

1 a 1 1  ;:o: . . •  :?: 1 ad l . 

La distance minimale entre deux racines distinctes de P la quantité 

sep (P) : = min 
<Xi aj 

avec par convention sep (P) = oo s i  ne possède pas  deux racines distinctes. 

Le discriminant il du polynôme P est donné par la formule 

2d 2 TI 2 il = ad ( ai - aj ) , 
i. < j 

si les coefficients ao sont tous des entiers alors LI. est aussi un entier. 

2. Une première minoration de sep 

La quantité utile à considérer pour minorer sep (P) est le discriminant du polynôme. 

On sait que le discriminant est aussi donné par l'expression 

il ± aid - 2 ( clet (ak11) O<k!;;d, O!;h<d ) 
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Par une manipulation élémentaire du déterminant D qui figure au membre de droite et 

l ' inégalité de l adamard, on obt ient facilement la majoration 

d - 1 
1 D 1 $; I 1 a.t - h 1 2 

) I 1 2  IJ ( l + 1 1 2 + . , + 1 ak 1 2d - 2 
) 1 1 2  

h = l b ! i 

< 1  - aj 1 (d+2)!2 max ( 1 ,  a; 1 } M(P) 1 � ) - 1  , 

pour tout choix d'indices i et j distincts. 

En prenant deux indices i ct j tel s  que 1 a1 - <Xj 1 sep , on obtient le  résultat 

su ivant. 

PROPOSI T I O N  10  S oit un polynôme çoeffic ients complexes dont 

di scriminant est A . Alors la distance minimale entre deux de ses racines distinctes, 

notée sep (P) , vérifie la minoration 

sep > - (d+2) 1 1 A 1 M(P) 1 - � (d+2) 1 1 d l  I l  P I l  d 

Le cas le plus fréquent en pratique est celui des polynômes à coefficients entiers , alors 

la proposition se simplifie considérablement 

THEOREME 6 . - S oit P un polynôme à coefficients entiers, alors sep (P) 

vérifie la minoration 

sep (P) > d - (d+2) 1 2 M (P) 1 - d � d - (d+2) 1 2  11 p 1 1 1 - d . 

> .orsque le polynôme P sans racine multiple, suffit noter que 

d iscriminant de P est alors un entier non nul, et donc que l 'on a 1 il l  � 1 . 

Par r.:ontre, si P admet des racines multiples, il existe un polynôme Q , à coeflïcients 

entiers ,  qui d ivise P e t  sep  (Q) = sep  (P) . On conclut en appliquant 

l'estimation du corollaire au polynôme Q et en utilisant les inégalités triviales 

M (P) (Q) deg (P) . 
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rDiDQJations de la  distance entre cieux racines . 

------ �----

Reprenons l'étude du discriminant � .  S oit .Q un ensemble d'indices ( i , j ) tel que 

n c { < i ,  j ) ; 1 � i < j � d J 

et soit 

n· = { j ; ( i , j ) E n } . 

l'inégalité triviale 

z - z' l  � 2 . max { l , l z l } .  ) ' 

rcs!imation 

(i ,i) E n 

, 
� rr 1 ai - ai 1

2 . 1 ad 1
2 2 d(d- 1 )!2 . k . 1 a

l 
1 2(d- l ) . 1 a

2
1 2(d-2) . .  1 ad-1

1 -2 TC -2, 
(i j) E n  

où on a 

Card .Q et 1t = rr 1 ai 1 
i E n· 

suivant. 

PROPOSITION 1 1  . - Soit n un ensemble de k couples d'indices ( i, j ) qui 

vérifient les inégalités 1 � i < j � d . On désigne par .Q' l 'ensemble des indices j tels 

que ( i ,  j ) appartienne à n . On suppose que P est un polynôme à coefficients réels. 

Avec les notations précédentes relatives au polynôme P et à ses racines ,  on a l a  

;:: 1 � 1 1 12 . 2 k - d (d- 1 )/2 1 1 1 
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Cette proposition 

COROLLAIRE . - Les notations étant celles de la proposition, soient ai et ai 

deux racines d istinctes du polynôme P .  On a alors les estimations suivantes : 

(i) si a; est réel tandis que <Xj ne l'est pas alors, 

1 ai - ai 1 :;::: 1 � 1 1 /6 1 ai 1 ( 2 2 - d(d- 1 )!2 1 ad 1 1 -d 1 al 1 1 -d . . .  1 ad- 1 1 - 1 ) 1!3 , 

ce qui implique 

1 ai - ai 1 

(ii) si a; et ai 

l ai - aj l  

ce qui implique 

M(P) 1 -d ) 1 / 3 , 

et non conjuguées alors, 

ai 1 ( 1 ad 1 1 -d 1 a l 1 1 -d . . .  1 

1 ai - ai 1 :;::: 1 ll 1 l/4 2 1 - d (d- 1 )  / 4 M (P) - (d- l ) 1 2  . 

> Dans le cas (i) prendre n = { ( i ,  j ) , (i , j ') , (j , j' ) } , où j' est l 'indice du 

conjugué de <Xj .  Puis 

Dans le cas (ii) , 

respectifs des conjugués 

et l'inégalité 1 ai - ai' 1 � 

) , ( i', j' ) } où i' et j ' 

4. Util isation de propriétés galoisiennes _ 

Supposons le polynôme P à coefficients entiers et irréductible sur le corps Q des 

rationnels .  Soit d p 8 le degré du corps Q ( a;, a1 
corps Q ( ai ) . 
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Considérons nombre 

21) rr q = ad cr 
(J 

où a parcourt l'ensemble des plongements du corps Q (ai, ct) dans C . Ce 

nombre q est un entier rationnel non nul, donc 

1 � 1 1 � 1 - a
J
. 1 1 ad 1 1> IJ 1 a ( a. ) + a ( ex. 1 , 1 J ;t Id 

et donc 

21> IJ ( 2 max { 1 a ( ai ) 1 , 1 ( a
l 

1 ) ) • 

a Id 

Rappelons que nous avons supposé 1 a1 1 :<': 1 a
2 

1 ;;::>: • • •  ;;::>: 1 an 1 • En utilisant en outre 

le fait que pour chaque ak la famille ( a(ak) )a e E comporte chaque élément ah 

répété exactement ô fois, on obtient 

1 � 1 ai - ai 1 1 ad 1 2 1> 2 d - 1 a 1 2 a
2

2 . . •  a6.2 1> ai>'+Et 1> 1 , 

où on a posé 

= / 2 et ô 2 o' . 

D'où la rninoration de l llj - a; 1 : 
1 a1 - ai ;;::>: 1 ad 1 · 2 - 1> d + 1 1 

qui implique le résultat suivant, moins précis mais plus simple, 

- a
l

i ;;::>: 2 - l> d + l  M ( P ) - 2  . 

En général , le degré o est égal à d 1 l'argument donné ici n'apporte rien de 

nouveau ; par contre, si ô est assez petit ( en fait pour o < ( d - ) 1 

que nous venons d'obtenir peut être meilleure que les précédentes. 

l'estimation 
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5 . Un exemple 

Le but de ce paragraphe est de  constmire un polynôme unitaire ,  à coefficients entiers, 

irréductib le  sur les rationnels, et qui possède deux racines très rapprochées. 

Soit d � 3 un entier fixé et soit a un certain entier � 1 0 . On considère le p olynôme 

unitaire suivant 

Le critère d'irréductib i l i t é  

appl iqué p o ur  l e  

Nous a l lons  monter 

2 

( voir  exercice du chapitre 

que P est irréductible sur 

racines proches de 1/a . 

D'abord, P ( a - 1 ) = a · d  > O , et , si h = a · ( d + 2 l i 2 , on a  

P ( a  - 1 ± h ) < 2 a - d  - 2 a 2 h 2 = 0 . 

Ainsi, le polynôme P possède deux racines dans l ' intervalle ] a - 1 - h ,  a - 1 + h [ , ce 

qui donne s cp ( P ) < 2 h  = 2 a · ( d + 2 ) / 2 . 

Cette constmction suivant. 

PROPOSITION d � 3 , i l  existe une infinité 

P unitaires, à coeffic ients irréductibles sur les rationnels et qui 

sep ( p ) < 2 d H ( p ) - ( d + 2 ) / 4 . 

Note : Cette constmction a été publiée dans l'article Sorne lnequalities about univariate 

Polynomials , Proceed. 1 98 1  A.C.M. S ymp. on Symbolic and Algebraic Computation, 

Snowbird .  

D e  manière impair � 1 1  alors Q = a 

est un polynôme des rationnels et a deux racines 

On a d'une p art 0 , et, d'autre part, 

Q ( a -1 ± h )  < 2 a · d + L  2 a 2 h 2  = O , en posant cette fois h =  a - ( d + 2 ) 1 2 . 
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Exercices 

1 . Le but d e  cet exercice de démontrer le théorème de Gauss-Lucas . Lorsque est 

un polynôme à coefficients complexes , l 'ensemble des zéros complexes de sa dérivée f '  

est contenu dans l'enveloppe convexe l'ensemble des zéros complexes de 

Soit P un polynôme à coefficients complexes dont toutes les racines sont dans le 

demi�phm lm (z) � 0 , démontrer que les racines de sa  dérivée appartiennent à ce même 

demi�plan. 

[ Indication : Soient z 1 ,  . . . , Zct ces racines, avec Im(zj) 

P'(z) 

P(Z) 
d 

L Z lî et 
= 1 1 z - z 12 

J 

donc P'(z) #: 0 si z vérifie Im(z) < 0 . 

2°) En déduire théorème de Gauss� Lucas. 

0 

pour 1 :<:; j :<:; d alors 

2. S oit (X) = X n + � X rn . . .  + an , rn < n , un polynôme à coefficients 

complexes soit A le maximum des modules des '1 , rn � j � n , 

Démontrer que toute racine complexe z de ce polynôme vérifie 

z l < l + A l / m . 



Polynômes à coeff i c i e nts 

3 . S oient P 

respectivement égaux p 

à coefficients complexes ,  

que leur résultant vérifie les 

et 

(i) 1 Res ( P, Q ) 1 � I l  P I l  q Il Q I l  P 

(ii) 1 Res ( P, Q ) 1 � M ( P ) q L ( Q ) P • 

[ Pour (i) : utiliser 

si x 1 , . . . , xP sont 

relation 

Sylvester et l'inégalité de Hadarnard. 

son coefficient dominant, on 

Res X] ) . . •  Q ( Xp ) . 1 

4. S oit f un polynôme unitaire à coefficients complexes , de mesure M et dont les 

racines sont ZJ , • • •  , Zn • Démontrer les inégalités 

L 

5. S oient a et � deux nombres algébriques de degrés respectifs rn et n . 

Démontrer que les nombres a � et a + � sont des nombres algébriques de degré au 

plus rn n [ utiliser l'exercice 25 du chapitre III ] et que leurs mesures vérifient les 

majorations respectives 

et 

M 

M 

[ Pour démontrer pourra utiliser la propriété 

pour x, y e R+ , max { 1 , x + y } � 2 max { 1 , x } max { 1 , y } . 1 
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6. Soit P un polynôme quadratfrei à coefficients entiers, de degré n ;::>: 2 . Soit a 

une racine complexe quelconque de la dérivée de P . Démontrer la minoration 

1 P' (a) 1 ;::>: n - n L (P) · 2 n + 1 . 

[ On considèrera le discriminant tl de P .  Soient a1 = a ,  . . .  , Un- I les racines de P' 

et soit a le coefficient dominant de P . Montrer que 1 tl 1 ;::>: 1 et que 

n 

rr 
i = 2 

1 p ( a. ) 1 � L (P) 
n . 1 M (P') n � n n L (P) 2 n - 1 . J 1 

7. Soit P un polynôme de degré n ;::>: 2 et soit a un nombre complexe. On pose 

T (x ) = P (a) + P' (a) ( x - a )  . 

Démontrer que, pour 1 x - a 1 � 1 1 2 , x complexe , on a 
n 

I P ( x ) - T ( x ) l � L C )  L ( P )  max { l , l a l  J " - 2 l x - a 1 2 2 ·
i + 2 . 

i = 2 

[ Utiliser la formule de Taylor. ] 

En déduire la majoration 

n n - 2 2 I P ( x ) - T ( x ) l � 4 ( 3 / 2 ) L ( P)  max { l , l a l } l x - a l  . 

8. S oit P un polynôme à coefficients complexes et soit a une de ses racines . 

On pose Q (X) = P (X) 1 ( X - a ) . Démontrer que l' on a 

H (Q) � deg (P) . H (P) . 

[ Utiliser les formules de la division euclidienne. ] 

9. Soit A l'ensemble des nombres complexes qui sont algébriques. 

1°) Montrer que A est dénombrable. 

2°) Démontrer que A est un sous corps de C et qu'il est algébriquement clos . 
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10.  Soient a un nombre algébrique de degré n et Q un polynôme à coefficients 

entiers qui ne s'annule pas en a . 

1 °) Démontrer l'inégalité 

I Q (a) l  � L ( Q ) · n + l  M ( a ) · q .  

2°) En déduire le résultat suivant : s i  P est un polynôme quadratfrei à coefficients 

entiers, de degré n , et si a est une racine de P alors on a 

1 P' (a) 1 � ( n L ( P ) M ( P ) ) - n + 1 • 

3°) On revient à la première question dans le cas particulier où le polynôme Q est de 

degré un, disons Q (X) = p X - q .  Démontrer qu'il existe une constante C = C (a) > 0 

telle que 

1 p 1 
- n  a - - � C q  

q 

Cette inégal ité est appelée inégalité de Liouv ille . 

Un nombre irrationnel a tel que 

lim inf Log 1 a - p 1 q 1 = 

Log q  p, q E Z 
- 00 

est appelé un nombre de Liouville ; d'après ce qui précède, un tel nombre est donc 

transcendant ( c'est à dire non algébrique ) . Démontrer que le nombre 
� 

L 2 - n ! 
n = O  

est un nombre de Liouville. 

Plus généralement, soit (en) une suite d'entiers égaux à 0 ou et qui comporte une 

infinité de 1 , démontrer que le nombre 

est aussi un nombre de Liouville. En déduire que l'ensemble des nombres de Liouville 

possède la puissance du continu ( comparer avec l'exercice précédent ) . 
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1 1 .  Soit P un polynôme à codlîcients complexes de racines a. 1 , , , , a0 • Soit Ç 
un nombre complexe et soit une racine de P à distance minimale du point Ç 

Démontrer l'inégalité 

I P (Ç) l 2 " 1 1 S a 1 � 1 P' (a) 1 

Plus généralement, démontrer que l'on a 

I Ç - a l r  � 1 - a  1 • • •  1 a ' I P (Ç) 1 2 " - r  
1 1 1 P' (a) 1 

pour entier, 1 � � n , ct a E! { a 1 , , <Xr- t } • 

1 2. S oi t  P un polynôme quadratfrei à coefficients entiers ,  de racines a.1 , ,.  , Un et 

de coefficient dominant égal à . On désigne par p la valeur maximal.e des 1 <Xj 1 pour 

les indices i = 1 , . . .  , n , et on pose s sep ( = min { 1 

Si a est une racine quelconque de P , démontrer l'encadrement 

( (P') (a) ) - n + 1 ::; P' a )  1 � a s ( 2 p ) n - 2 . 

1 3 .  S oient P et Q deux polynômes du premier degré à coefficients complexes. 

Démontrer l'inégalité 

-.j - 1 --::-2- 11 ( P )  H ( Q) � H Q ) , 

déterminer les cas où l'égalité a lieu. 
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1 4. Grâce aux résultats de ce  chapitre, démontrer qu'il existe un algorithme qui  

résoud le problème suivant : 

" Etant d onnés un polynôme P à coeffic ients entiers et de racines complexes 

distinctes a, . . . . , et > 0 nombre réel fixé , déterminer ainsi que des 

nombres complexes ZJ  , • • •  , Zm appartenant à Q ( i ) tels que 

1 ai - Zj 1 < e pour j = 1 ,  2, . . .  , rn . " 

[ Il suffit essentiellement d'utiliser des bornes sur les racines et une minoration de la  

distance sep ( P )  . ] 

De plus,  démontrer qu'il existe un algorithme qui détermine le nombre de racines 

réelles de P et une approximation rationnelle de chacune d'elles à e près. 

[ Minorer 1 lm ( a. )  1 lorsque a. est imaginaire, grâce à la  formule lm ( a. ) = ( a. - a. ) / 2 . ]  J J J J J 

Généraliser les deux résultats précédents au cas des polynômes de C [X] qui s ont à 

coefficients algébriques. 

1 5 .  Démontrer qu'il existe un algorithme qui résoud le problème suivant : 

" Etant donné un polynôme P coefficients entiers , déterminer polynômes 

coefficients entiers . irréductibles sur Z ,  P 1 , . . .  , Pm tels que P = P1 . . .  Pm 

[ Il suffit d'utiliser des bornes sur les racines. Voir le chapitre VII . ] 

Généraliser ce résultat, man ière convenable, au cas des polynôrnes sont 

coefficients algébriques . 
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1 6. Démontrer qu'il existe au plus n ( 2 H + 1 ) " nombres algébriques de degré au 

plus et de hauteur majorée par la hauteur d'un nombre algébrique est, par 

définition, la hauteur son polynôme minimal sur 

En déduire le théorème de Kronecker : un nombre complexe a qui est un entier 

sur Z y compris lui-même de module au plus 

un est nécessairement une racine de l'unité. [ Démontrer que l'ensemble des puissances 

de a est fini. ] 

l\1ontrer que ce théorème de Kronecker implique l'assertion suivante : pour entier 

d > 1 , i l  existe une constante C = C ( d ) > 1 telle tout entier algébrique dont tous les 

( y lui-même ) de module plus C nécessairement une 

racine de l'unité. 

1 7. 1 °) Soit P un polynôme à coefficients complexes et de racines a1 , • • •  , <Xn non 

nulles .  On pose 1 <Xj 1 Si pour 1 ,  . . .  , n . Démontrer l'implication suivante : 

n 

x e C et 1 x 1 = 1 => max { 1 P (z) 1 ; 1 z 1 = 1 } . TI 1 x - Çi 1 � 2 " 1 P (x) 1 • 

j = 1 

[ Démontrer que a ( 1 + 1 Œj 1 1 = 1 .  

2°) Soit P E C [ X t  , . . .  , X0 ] un polynôme tel que P = Pt . . .  Pm . En utilisant la 

question précédente, démontrer la majoration 

[ Utiliser aussi 

1 2 1 1  P I l  
2

. 

fois  la formule Parseval, intégrant rapport chacune 

des variables. La démonstration , qui est attribuée à Gel'fond, figure dans rouvrage de 

K. B. Stolarsky , Algebraic Numbers and Diophantine Approximation , M . Dekker, 

New 1 974, 4 ' § 2 
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3°) manière analogue , pour tout entier positif k ,  démontrer l 'inégalité suivante : 

n 

P li : � 1 1 P k l l 2 TI ( 1 
h 

désigne de gré du polynôme P 
l Voir nouveau Stolarsky, 4 ' § 2 .  1 

rapport variable 

1 8. Soit m un � 2 et n = rn 3. Considérons le polynôme P (X) = X n - 1 ,  

et pour 1 � k posons 

h - 1 
TI( { 2 i 7t ( k - 1 ) h + j } )  X - exp , 

j = 1 
avec 

2 = rn . 

Démontrer que P = Pt . . .  Pm et qu' il existe des constantes strictement positives et 

telles l'on ait 

m , 1 / 3 IJ n  pi Il � c 2 
n - c n 

j = 1 
n 

[ Ce résultat est dû à Ge l'fond, voir Stolarsky, 55  ; on peut le comparer à 

celui donné ici paragraphe 4.5 . ] 

1 9. Soit n un entier fixé,  n � 1 . Démontrer qu'il existe des constantes stricternent 

positives c = (n) et = C (n) telles que l'on ait l'encadrement 

c H � Max { 1 ) 1 ;  k = 1 ,  . . .  , � C H .  

l L'inégalité de droite est triviale . Quant à celle de gauche, on peut la dt!montrer en 

utilisant les formules qui fournissent le polynôme de Lagrange, voir l'exercice du 

chapitre rn .  
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Démontrer un résultat analogue pour le maximum des valeurs des 1 P ( Ç )  1 l orsque Ç 

parcourt l'ensemble E des racines n - ièmes de l'unité. 

[ Pour démontrer l'inégalité de gauche, on peut cette fois utiliser la formule 

P ( O )  L P ( Ç ) , 
Ç E 

et ses analogues qui donnent les d ifférents coefficients du polynôme P . ] 

20. 1 °) Soient 1 z1 1 , • • •  , 1 z11 1 des nombres complexes de module 1 . Démontrer l a  

majoration 

[ Util1ser la formule de Vandermonde ainsi que l'inégalité de Hadamard. ] 

2 ') En déduire que z1 ••. , z0 sont des n ombres complexes de module p ( :;:: 1 ) 

alors on a l'inégalité 

II I  - 1 1  � p  ( ·
l ) n 1 2  zi zi 

1 S i  j <. n 

[ Considérer Ie produit 

TI 1 z z .  - (!), (J) 1 
1 <; i < j n 

1 J 1 J 

Grâce au principe du maximum ( voir l 'exercice qui suit ) , démontrer que le m aximum 

de ce produit est atteint p our des valeurs des z1 , • • .  , Zn et rot , ... , OJ0 qui sont 

toutes de module égal à. p . En déduire que ce produit est majoré par l'expression 

TI 1 (ùj  (t)j 1 • max { n i  ui UJ - 1 1 ; 1 u l 1 • . .  = 1 un 1 = 1 } . 
l � i < j :S; n  l � i < j s; n  

Puis conclure en utilisant la question précédente. 1 
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Soit P un polynôme non constant coefficients complexes et soit p réel 0 0 On 

désigne par M l a  borne supérieure de 1 P ( z )  1 lorsque z parcourt D = { z ;  1 z 1 ::;; p }o 

1 c Démontrer ex iste un point x de disque pour 

que, de plus,  un tel point x est nécessairement sur le cercle 1 z 1 = p 0 

( x ) M ,  

[ Pour l a  seconde assert ion , rai sonner p ar l 'absurde · s i  vérifie 1 x 1 p , en 

développant P ( x ) pour y petit ,  démontrer qu' i l  existe point + y  de D tel 

que l 'on ait 1 P ( x + y ) 1 > 1 P ( x ) 1 0 ] 

2°) On suppose en outre que P ne s'annule pas sur le d isque D 0 On désigne par rn 

l a  borne inférieure de 1 P ( z ) 1 lorsque z parcourt D 0 

Démontrer qu' i l  existe un point de ce pour lequel 

plus, un tel point x est nécessairement sur le cercle 1 z 1 = p 0 

[ Même technique que pour 1 °) 0 ] 

En déduire une autre démonstration du théorème de d'Alembert. 

( x 1 rn , que, de 

220 reprend l'exercice du chapitre III , dans on montré que si et 

sont deux polynômes à coefficients dans un anneau A alors i l  existe deux polynômes U 

et V A [X]  tels que Je résultant des polynômes P Q de la forme 

(*) R U ( X  P (X V ( X )  ( X ) . 

avec deg ( U )  < deg ( Q ) et deg ( V )  < deg ( P )  0 

M. MlGNOTTE 
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1 °) On suppose que P et Q sont à coefficients dans un sous-anneau de C , 
démontrer que l'on peut trouver des polynômes U et V comme ci-dessus et qui 

vérifient en outre 

H ( U)  � Il P l i I I Q I I  

où p = deg ( P ) e t  q = deg ( Q ) . 

2°) En déduire que si P et Q sont à coefficients entiers n'ont pa� de facteur 

commun alors, pour z E C , on a 

. - 1 
1 P ( z ) 1 + 1 Q ( z ) 1 ;;::: ( max { p, q ) ) Il P Il 

-
Il Q I l  - P 

[ Utiliser la relation (*) pour X =  z et le fait que l 'on a 1 R 1 ?!: 1 . ] 

23. Soit P e Z [Xl un polynôme de degré n , avec > 1 , de mesure M , et soit 

un nombre complexe pour lequel on a 1 P ( z )  1 � 1 . 

On veut démontrer qu'il existe un polynôme Q à coefficients entiers, facteur 

p rimaire ( dans un anneau factoriel, un élément est dit p rimaire si c'est une puissance 

d'un é lément irréductible ) de P tel que 

I Q ( z ) l � ( 2 ( n - 1 ) ) 

où on posé n' = [ n 1 2 ] . 

Pour cela, on procède ainsi .  S oient P1 , . . .  , Px les facteurs primaires de P , et 

posons Yj = 1 Pi ( z ) 1 pour j = 1 ,  2, . . .  , k 

Noter qu'il existe un indice h , 1 � h � k , tel que 

, Y t  . . .  Yll s Yh+t . • .  Yk • 

En utilisant l'exercice ci-dessus, démontrer l' inégalité 

1 - n 1 - n + l min { y t · · • Y b-1 ' Y h+ t . . • Y k } ;;:: 
2 ( 1 

) ( �· ) M • 
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240 S oient a1 , 0 0 , <Xo des nombres algébriques de mesu res respectives égales 

à M 1 , 0 0 0 ,  Mn et de degrés respecti fs dh . . .  , dn 0 Soient h1 , 0 0 0  , hn des nombres 

entiers tel s  nombre 

A = b1  l og a1 + 0 0 0  + bn log <Xo 
où log O:i une détermination du logarithme de ai , :::; n )  soit 

nul, alo rs démontrer que ce nombre vérifie l a  minoration 

D est du le  corps des nombres rationnels 

où on a posé hi = Mi 1 d i pour i = 1 ,  2,  o o o  , n 0 

O n  peut supposer 1 A / 2  0 Alors Z et le n ombre Ç = 

est non nul .  S ans pene de général ité, on peut supposer bi � 0 pour les indices 1 � j :s; r 

bi :s; 0 pour r < n 0 S o ient coefficients domin ants 

polynôme minimal de a1 , o o o  , CXn respectivement. Alors , montrer que l'on a 

où cr parcoun l'ensemble des plongements du corps Q (a1 , 0 0 0 , an )  dans C ;  ce qui 

donne 1 Ç 1 

l'inégalité 

- D +  1 + hn 1 bn 1 ) ) Le résultat s'ensuit 

1 c z - 1 1 < 2 1 z 1 qui est vraie pour 0 < 1 z 1 :o; 1/2 . ] 



CHAI'l'fRE 

Polynômes à réels 

Dans ce chapitre on désigne par R un corps ordonné tel que le corps  C = R [V - 1 ]  

soit algébriquement clos. Par abus d e  l angage, o n  confondra l e  corps R avec l e  corps  

rt�els, et  C avec le  corps des 

i rréduct ib les sur R . 

Nous démontrons ici la  proposition 1 du 

PROPOSITION 1 . - Les polynômes à coefficients dans R et  i rréductibles sur R 

sont les polynômes du premier degré ou les polynômes du second degré de d iscriminant 

strictement négatif. 

polynôme unitaire ,  à coefficients 

admet une racine réelle a 

P , donc P = X - a . Si  

sur  R ( donc non 

polynôme à coefficients 

réelles alors il admet au 

moins deux racines imaginaires conjuguées a +  i b et a - i  b ,  a et b réels avec b ;t. O. 

Alors le p olynôme ( X - a - i b ) ( X - a + i b ) = X 2 - 2 a X + a 2 + b 2 est à 

coefficients réels et divise P , il est donc égal à P .  Et on a discr (P) = - b 2 < 0 . 

Inversement, il est clair que tout polynôme à coefficients réels de degré un ou de degré 

discriminant négatif est bien 

ses éléments négatifs ne son! 

: Si P est un polynôme 

• alors P (x) a un s igne 

nombres réels . 

puisque R est un 

< 

réels irréductible sur 

parcourant l 'ensemble des 
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2. Le t h éorème de nol l e  • 

1 .  I� théorème des vaiC\Jrs i ntermédiai res . 

Ce thémi·me est une conséquen ce du résultai suivant. 

T H EO R E M E  1 . - S o it f un à coefficients réels ,  et  so ient a et b 

nu rn lin:s rée l s ,  a < b , tels que les valeurs f (a) soiem 

pair  ou im pair  selon que le  produit 

> Ecrl  

rn n 
f ( X )  c fi ( ai )  IJ i = 1 j = 1 

(b) est positif ou négatif. 

2 x + !). x + y )  J J 

oi1 chacun des polynômes de droite est i rréductible 

nul les .  A lors le 

multiplicités, est 

Comme nous venons de l e  voir, chacun des polynômes quadratiques qui figu re 

cette décomposition prend des valeurs positives en point réel. 

Supposons q u e  a1 , • • • , ak soient ex actement l e s  racines polynôme f comprises  

entre a et  b . 

On a 

rn 
a - ak 

TI 

c:.:: conduit aussitôt à la rel ation 

signe ( f (a) f (b) ) 

i = k+ l  

( - l ) k . 

Il 
a - a. 

I1 l 
b - a  j = 1 1 

2 a + (3. a + y. J J 
2 b + p b + ')'. J J 
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Le théorème des valeurs intermédiaires est corollaire suivant. 

COROLLAIRE . - S oit f un polynôme à coefficients réels, et soient a et  b deux 

nombres réels , < b , tels que l'on ait f (a) f < . Alors le polynôme f possède au 

moins une racine dans l'intervalle ] a, b [ . 

2. 1.&J}:1éorème de Rolle . 

Il s'agit du résultat suivant 

THEOREME 2 Rolle ) . - Soit un polynôme à coefficients réels et soient a et 

b deux racines réelles successives de f ,  avec a b . Alors polynôme dérivé f '  

possède nombre impair de racines dans l'intervalle ] a, [ . 

Soit rn l'ordre de a , alors le polynôme f s'écrit 

et donc 

f (X) = ( X - a )  rn g (X) , avec (a) 0 , 

f '(X) = rn ( X - a )  m-1 g (X) + ( X - a )  rn g ' (X) . 

Pour h réel non assez petit, on donc 

f ( a  h )  '( h / m .  

Ceci implique la relation 

s igne ( (x) ' (x) 0 pour x - a > 0 , assez petit . 

De la même manière 

s igne ( f (x) f ' (x) ) < 0 pour x - < 0 , assez petit . 



Comme f ne 

raci nes success ives  ) ' 

Polynômes à coeff ic ients  

] a, b [ ( puisque a 

coro l l ai re d u  théorème 1 le  

change pas de s igne sur l'interval le  ] a, b [ . I l  en résulte que pour tout  réel  h > 0 assez 

petit on a 

f '( a + h ) f '( b - h ) < 0 . 

On conclut grâce au théorème 1 . < 

C O R OLLA I R E  

racines ( comptées 

Alors sa dérivée 

> Exercice.  < 

p o lynôme à coefficients réel s  

multiplic ité ) dans un  intervalie 

racines dans cet intervalle .  

COROLLAIRE 2 . - ( théorème des accroissements fmis ) Soit f un polynôme à 

coefficients réel s ,  

nombre réel c , a 

f (b) 

n ombres réels,  a < b . Alors 

> Appliquer le théorème à u (X) = (b - a) ( f (X) - f (a) ) - (X - a) ( f (b) - f (a) ) . <  

COROLLAIRE 3 . - S oit f un polynôme à coefficients réels ,  e t  soient a et b 

deux nombres réels ,  avec a < b . O n  suppose que sa dérivé e  v érifie f ' (x) > 0 ( et 

respectivement f 

fonctiOn f (X) eSt vtr;, rotc>n",nt C'TCiiç<:>ntP 

l ' i ntervalle ] a ,  b [ . 

appartenant à l'intervalle 

respectivement strictement ucc,n"�' 

> C'est une conséquence immédiate du corollaire 2 . < 
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3. Est imation s  des  rac ines réel les • 

Les résultats de ce paragraphe s ont pour la plupart des variantes des estimations pour 

les rac ines complexes ont été démontrées au paragraphe 2 du chapitre précédent ; 

lorsque tel est le cas les nouvelles démonsuations seront assez brèves. 

1 .  La règle de Newton . 

PROPOSITION 1 . Soit f un polynôme à coefficients réels de degré n .  Soit L 

un réel tel que l'on ait f (i) ( L )  >- 0 pour i = 0, 1 ,  . . . , n . Alors toute racine réel le x 

du polynôme vérifie x :::; L . 

S oit x + y , y 0 , un nombre D'après la formule de Taylor, on 

f (x) ! 
i = 0 

donc f ( x ) est strictement positif pour x > L . < 

2. La règle de Lagrange et MacLaurin . 

PROPOSITION 2 . - Soit f un polynôme à coefficients réels de la forme 

X )  n + n - 1 . . .  + <ln avec 0 pour i =  1 , rn -

et soit A = max { - am, . . .  , - 3n , 0 } . 

toute racine x du polynôme vérifie 

x < 1 + A 1 / m . 

> Pour x ;::: 1 + A 1 1 rn , on a f ( x ) ;::: x n - A ( 1 + x + . . .  + x n - rn ) > 0 . < 
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PROPOSITION 3 . Soit f polynôme à coefficients de la forme 

avec ;::: 0 pour i = n .  

S i  c est un nombre rée l positif ou nul pour lequel on a f ( c ) � 0 , alors pour tout 

nombre réel x on l'lnégalité ( x ) >  par conséquent toute racine réelle du 

polynôme f vérifie x :<:;; c . 

> C'est une reformulation du lemme 1 du chapitre précédent. < 

4. kr�de Cauchy 

PROI'OSITION 4 . Soient am , 

strictement négatüs d'un polynôme f à coefficients réels, 

f (  x x n  x n - . . .  + 

et soit k le nombre de ses coefficients négatüs. 

Alors toute racine réel le du polynôme vérifie 

m >  > . . . 

x :<:;; max { ( k 1 a.n 1 )  1 / m , ( k 1 a.n· 1 )  1 / m' , . . .  } 

coefficients 

> Soit M le maximum figurant dans l'inégalité de l'énoncé. Pour x > M , on a 

x ) � - ( n - rn am• x + . .. > 0 . 

( Revoir la démonstration des inégalités (iii) et (iv) du théorème 2 du chapitre 4 .) < 
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5 .  Un exemple d'estimation des racines réelles . 

Soit le polynôme 

f ( x )  = x 6 - 1 2 x 4 - 2 x 3 + 37 x 2  + 1 0 x - 1 0 . 

Ses dérivées successives valent 

f '( x ) = 2 ( 3 x 5 - 24 x 3 - 3 x 2 + 37 x + 5 ) ' 

f .. ( x ) = 2 ( 1 5  x 4 - 72 x 2 - 6 x + 37 ) ' 

f (3) ( x ) = 1 2 ( 10 x 3 - 24 x - 1 )  ' 

f (4) ( x )  = 72 ( 5 x 2 - 4 )  ' 

f (5) ( x ) = 720 x , et f (6) ( x ) = 720 

Appliquons les différentes règles que nous avons vues. 

Règle de Newton : 

Il faut trouver un réel c tel que f (i) ( c )  soit positif pour i = 1 ,  2, . . .  , 6 .  On vérifie 

facilement que l'on a f (i) (c) � 0 pour i = 2, . . .  , 6 et c � ..J 7 ;  l'inégalité f (..J8) > 0 

montre que l'on peut prendre comme borne supérieure des racines la valeur L = ..J 8 . 

Règle de Lagrange et MacLaurin : 

On trouve instantanément la borne 1 + ..J 12 . 

Règle de Cauchy : 

Avec les notations de la proposition 4 ,  on a ici k = 3 et on trouve la borne 

max { ( 3 x 1 2 ) 112 , ( 3 x 2 ) 1 13 , ( 3 x 1 0 ) 116 } = 6 . 

Règle de Laguerre ( voir exercice 1 2 ) :  

Elle fournit la borne ..J 13  . 

\ 
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4. Sur le nombre de zéros d'un polynôme dans un intervalle  . 

1 . La règle de Sturm . 

Av ant d'énoncer le théorème de S turm, nous avons besoin d'introduire deux 

définitions. 

Soit f un polynôme et soient a et b deux réels, a < b . On dit qu'une suite de 

polynômes f0 = f ,  f1 , . . .  , f5 est une suite de Sturm pour f sur [ a, b ] lorsque 

les conditions suivantes sont vérifiées : 

(i) f (a) f (b) ;t: O ,  

(ii) la fonction polynôme f5 ne s'annule pas sur [ a, b ] , 

(iii) si c est un réel tel que a <  c < b et � (c) = 0 pour un indice j 

vérifiant 0 < j < s , alors on a fi- l  (c) fj+l (c) < 0 , 

(iv) si c est un réel tel que a <  c < b et f (c) = 0 ,  alors le polynôme 

produit f (x) f1 (x) est du signe de x - c au voisinage du point c . 

A une telle suite et à un point x de l'intervalle ] a , b [ , on associe le " nombre de 

variations de signe de la suite au point x " , nombre noté V ( f0, . . .  , f5 ; x ) , ou plus 

simplement V (x) , et défini par la formule 

V (x) = Card ( (i,j) ; 0 :s; i < j :s; s ; fi( x) fi( x) < 0 et fk(x) = 0 si i < k < j } . 

Nous p ouvons maintenant énoncer le théorème de Sturm. 
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THEOREME 3 . - ( Stu nn ) So i t  polynôme à coeffic ients réel s  et et 

b deu x nombres réels , a < b . Si f0 , f1 , une su i te de Sturm pour f s,u r 

J ' interval le  [ a, b 1 . A lors nombre de zéros d is t incts de f sur l ' interva l le  [ a, b ] est 

égal à la  quantité V (a) -

> par 1 l ' interva l le  1 a, 1 On remarque d'abord que V(x) cons tant 

sur tout interval le  contenu dans sur lequel aucune fonctions fi ne s 'annule .  

Comme les fonct ions fi qu 'un nombre fin i de zéros, i l  d e  montrer que l a  

quant ité V (x) pŒsède les propriétés suivantes : 

(a) d iminue de 1 lorsque une racine c , c E  1 ,  

(!3) ne change pas lorsque un point c de tel que f (c) 

soit non n u l  et fi = 0 pour au moins indice i � 1 . 

S upposons d'abord c so i t  une  racine de f . ( i i i ) ,  on a f1 (c) *- 0 . 

Tand is  d'après (iv), pour h * 0 pet i t ,  on a 

( f ( c + h ) fi ( c + h ) ) (h) . 

Ce qu i montre qu ' i l y a u n  changement de s igne en moins au début la suite des fi (x) 

en fait entre les indices 0 ) lorsque x passe de la valeur c + E , pour tout 

nombre 0 assez pet i t . 

Supposons maintenant que c so it racine de fi avec i � 1 , c E 1 . ( i i) , 

on i < s .  D'après , on a 1 ( c) fi+ 1 (c) < 0 .  Donc. i l  n 'y a pas de variation du 

nombre de changements de fi (x) , où i - ::; j ::; + 1 ,  lorsque le point x 

traverse c ( en fait on a fi_ 1 (x) fi+ 1 (x) < 0 dans un voisinage de c ) . 

Les infom1ations ci-dessus impliquent les (a) et (!3) , d'où théorème. 

résultat qui su i t  fou rn i t  un  rnoyen de construire 

polynôme et donc d'appl iquer le théoréme précédent. 

de Sturm associée à un 
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PROPOSITION . - ( Sturm ) Soit polynôme à coefficients réels et soient 

a et b deux réels quelconques, a < b . Considérons la suite f0, f1 , . . .  , de 

polynômes définie par 

- f mod f ' , . . . , fi+ !  = -

c 'est -à -dire, près,  la suite obtenue calculant l e  p.g.c.d. de f et f '  p ar 

l 'algorithme Alors l a  suite de = fi 1 f8 , 0 � i � s est une suite 

de S tu rm pour g0 sur l'intervalle [ a, b ]  , pourvu que l 'on ait g0 (a) g0 (b) ::F 0 .  

s'agit de vérifier proprîétés (i) à (iv) ci-dessus. 

( i )  Vraie lorsque g0 (a)  g0 (b) '# 0 .  

( i i )  Résulte du fait que g8 = 1 .  

( i i i)  : Par construction, o n  a des relations  d e  l a  forme 

gj-l (X) = qj (X) gi - gj+1 (X) pour 0 < j < . 

Donc ( c ne peut être ni racirie de gj- l  

racine d e  gi+l , sinon c serait racine d e  g, = 1 ) . 

: On a g1 (c) ::F , conclut grâce au corollaire du théorème de Rolle. < 

COROLLAIRE - Soit f un polynôme à coefficients réels et soient a deux 

réels quelconques , < b .  Considérons 

par 

, . . .  , fs+ 1 de polynômes définie 

f0 = f , f1 = f '  , f2 = - f ' , . . .  , fi+ ! = - fi- l mod 

si f (a) et sont non nuls, le nombre zéros distincts de f sur 

l'intervalle [ a, b ]  est égal à la différence 

( f0, f1 , . . .  , f5 ; a ) - V ( f0, f1 , . . .  , f8 ; b 

> Exercice facile. < 
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Le théorème de Bud.I.!Il. ...... :l:P.ll.ill:r . 

Ce ré�ultat est moins précis ,  mais plus faci le à ut i l iser que le théorème de Sturm. Nous 

verrons sur un exemple qu' i l  suffit quelquefois pour séparer les raci nes rée l les  d'un 

polynôme. 

THEOREME 3 . Budan - Fourie r ) Soi t  f un polynôme à coefficients réels el 

soient a et b ,  a <  b , deux nombres réels tels que f (a) f (b) * 0 .  On désigne par v (x) 

le nombre changements de s igne dans sui te (x) ,  f '(x), f "(x) . . . .  , f (n)(x) . 

Alors le nombre de zéros de f dans l ' in terval le b 1 , comptés avec leur ordres de 

multip l icité, est de la forme 

(a) - v (b) - rn , avec N . 

> Désignons par I l ' interva l le  a,  b ] On remarque d'abord l a  fonction 

est constante sur tout intervalle c ontenu dans 1 et sur lequel aucune des fonctions f (i) 

ne s 'annule. Comme les fonctions f n'ont qu'un nombre tïni de zéros, il suffit de 

montrer que la quantité v (x) possède les propriétés suivantes : 

(i) (x) diminue de k + 2 , m' N ,  lorsque x travers�.: une racine c 

d'ordre de , c E 1 , 

(ii) v diminue de m" , N , lorsque x traverse un point c de 1 

tel que f (c) soit non nul et f (i) (c) = pour au moins un indice i 1 . 
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PiJ(lSOI1S d'abord soit une d'ordre k de f (k)(c) est 

er, la formule on a 

f (i)( )  
= k (k- 1 )  . . .  (k-i+ l)  

( - ) k · i  
f (k)

( )  0 < . < k x -

k! 
x c c , pour _ 1 _ , 

nul 

pour x assez proche de c , x -:t c . Ce qui montre qu'il y a k changements de signe en 

début de la des f (i) (x) entre les indices entre 0 et k 

le passe de c - E  à C , pour E > 0 assez 

Supposons maintenant que c soit une racine d'ordre k de f (i) avec i � 1 , c e 1 , 

et ':1: 0 .  On 

à fonction f (i) . 

à nouveau formule de Taylor point c ,  mais 

selon que pair ou 

fois 

Lorsque k est pair, f (i)(x) ne change pas de s igne au voisinage de c ( x  ':1: c )  . On 

que la suite f ' . . .  , f (i l  

lorsque le point passe de la 

comporte 

e à c + E ,  

changements de 

> 0 assez 

en 

Lorsque k est impair, f (i)(x) change de signe au voisinage de c ( x :f. c ) . On voit 

que la suite f (i- l )(x) , f (i)(x) , . . . , f (i+k)(x) comporte k - 1 , ou k + 1 , changements 

de en moins le point x de la valeur à c + E ,  pour 0 

, selon le f (i- l )(c) change pas un petit du 

point c ) .  

informations nous venons impliquent propriétés 

théorème . 
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3 .  La rè&le de Descanes . 

T H E O R E M E 4 . - ( Dcsca nes ) S o i t  f = an X n + an- t  X n - 1 + . . .  + ao u n  

p o l y n ô m e  à coeffic ients rée l s ,  a v e c  an a0 ct 0 . S o i t  v l e  nombre de changements d e  

s ignes d ans l a  su ite ( a0 , . . .  , a 11  ) d e  s e s  coeffi c ients et so i t  r le nombre de s e s  raci m;s 

réel les pos i t i ves ,  comptées avec leurs o rd res de m u l t i p l i c i té ,  a lors i l  ex i ste un cena i n  

e n t i e r  rn E N te l que 

r = v - 2 m .  

> S o i t  M une borne des zéros pos i t i fs de f et  so i t  L u n  nombre réel ;;:: M . 

En zéro, on a f ( i)(O) = i !  a ; . Tand is  que,  pour L assez grand , tous les  f (i)(L) sont 

du  s igne de an . La conc lus i on résu l te donc d u  théorème de Budan - Fourier  app l iqué 

d ans  l ' i n terva l l e  1 0 , L 1 • < 

Com plément . - Avec les notat i ons du théorème, l orsque v est égal à 0 ou à 1 , le  

nombre de rac i nes > 0 d u  polynôme est égal à v . 

> Ceci résul te des deux propriétés su ivantes : r = v - 2 rn et r ;;:: 0 .  Remarquons 

que le cas v =  1 a déjà été démontré deux fo is  : propos i t ion 3 ci-dessus et lemme 1 du 

chapitre précédent. < 

Exemple : Considérons le polynôme f (x) = x 6 - x 4 + 2 x 2 - 3 x - 1 . Pour ce 

polynôme, on a v = 3 . Le n ombre de  racines > 0 d e  f est  donc égal à 1 ou 3 . II est 

vis i b le  que l 'on a f (x) < 0 si  0 s; x s; 1 . Posons x = 1 + y , alors, en appliquant par 

exemple la formule de Tayl or, on obtient la formule 

f ( 1 + y ) = - 2 + 3 y +  1 1  y 2 + 1 6 y 3 + 1 4  y 4 + 6 y 5 + y  6 '  

ce qui montre que f possède un seule  racine réelle positive . 
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C O ROLLAI R E  . - Un polynôme à coefficients réels qui c omporte rn coefficients 

non nuls possède au plus rn - 1 racine s  réelles > 0 et aussi  au plus rn - 1 racines 

strictement négatives ( même en comptant les ordres de multiplicité ) . 

> En effet,  une suite qui comporte exactement rn termes non nuls ne possède pas 

p l us de rn - 1 changements de signes. < 

4. �s polyn ômes d ont toutes les racines sont réel les . 

On conserve les notations du théorème 4 . S oit v ' le nombre de v ariations de signes 

de la  l i ste  des coefficients du polynôme f (- x) , c'est à dire le nombre de variations de 

s i gnes de là liste ao ' - a l ' . . .  , (- 1 )  n an . 

Notons d'abord que si aucun des a; n'est nul  alors on a v + v ' = n . En effet, pour 

chacune des deux listes il y a n comparaisons -à effectuer et, lorsqu'il y a un changement 

de s i gne à une certaine position dans la première liste, il n'y en a pas à cette position dans 

la seconde liste, et v ice  versa. 

Nous allons montrer que l'on a toujours v + v  ' S n  . Pour éviter des notations un 

peu l ourdes,  n ous allons raisonner par récurrence sur le nombre k de coefficients nuls 

de la s uite ao '  al ' . . .  , an . 

Le cas où ce nombre est nul vient d'être traité. Supposons 1 S k S n et le résultat 

vrai pour k - 1 . S oit i le plus petit indice tel que élj soit nul.  Considérons alors la liste 

a o  , a1 , • . .  , a;_ 1 , a;_ 1 , a;+ t , . . .  , an : i l  est clair, d'une part, qu'elle comporte aussi v 

changements de signes et, d 'autre part, que le n omqre v " de changements de signes de 

la suite a0 , - a 1 , • • .  , (- l ) i- t a;_ 1 , (- l ) i a;_ 1 , (- l ) i+t a;+ t • · · · · <- l ) " a0 est au moins 

égal à v ' . Par hypothèse de récurrence, on a v + v " S n  . D'où l'inégalité cherchée. 
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De ce qui précède, joint à la règle de Descartes, on déduit le résultat suivant 

l'HOPOSITION . - Soit (x) polynôme coefficients réels ,  on par 

v le nombre de changements de signes de la liste de ses coefficients et par v ' celui de 

la liste des coefficients du polynôme x) . Alors , f a toutes ses racines réelles et 

non nulles, le nombre r de racines positives de f et le nombre r ' de ses racines 

négatives vérifient 

r et r ' v '  

> appliquant règle de Descartes aux polynômes f (x) 

inégalités 

r � v et r ' � v ' . 

Par ailleurs , au cours de la démonstration ci-dessus, on a vu que 

v +  ' � deg 

Comme f a toutes ses racines réelles non nulles,  on a aussi 

r ' = deg 

Il en résulte que les inégalités précédentes sont en fait des égalités. 

D'où le résultat. < 

(- x),  on obtient les 
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5 .  Un exemple détaillé . 

Cons idérons le polynôme 

f (x) 1 5  x 3 _ x + 3 - 7 .  

On cherche à déterminer le nombre de racines réelles de et à les séparer. Dans ce 

but,  calculons d'abord une suite de Sturm de ce polynôme. On a successivement 

f0 = f (x) x 5 - 5 x 4 + 5 x - x 2 + 3 x 7 , 

f1 (x) f '(x) = 5 x 4 20 x 3 + 45 x 2 - 2 x +  3 , 

5 f0 = - 1 ) f1 + lO x + 42 2 + 10 x - 32 , 

peut donc prendre 

= - 5 x 3 - x 2 - 5 x  6 ,  

puis 

5 f1 ( - 5 x + 4 1 f2 ( 1 061 2 + 275 x - 641 ) ,  

d ' où  

= - 1061 - 275 x + 64 1 . 

On remarque déjà que le polynôme t3 a toutes ses racines comprises entre -1 et + 1 . 

Considérons d'abord l'intervalle [ 1 , co • Pour � , on a 

f (x) = x 5 - 5 x + 1 5  x 3 x + 3 x - 7 > x 5 - 5 x 4 

donc f n'a pas de racine réelle � 5 . De plus,  on 

v ( ' fi , f2 , f3 ; 1 ) = v ( 6, 29, 1 5 ,  - 695 ) = 1 , 

tandis que,  pour b assez grand, la suite des signes des (b) est (+, - , - )  et donc 

( fo , f1 • f2 , f3 ; b )  = 1 . 

Ce montre que le polynôme f n'a pas de racine dans l'intervalle [ 1 , + 
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Remarquons d'ailleurs que l'on a 

et donc 

f (x) = x 5 - 5  x 4 + 1 5  x 3 - x 2 + 3 x - 7 , 

f '(x) = 5 x 4 - 20 x 3 + 45 x 2 - 2 x + 3 , 

f "(x) = 2 ( 1 0  x 3 - 30 x 2 + 45 x - 1 ) , 

f (3l(x) = 30 (2 x 2 - 4 x + 3 ) , 

f (4l(x) = 1 20 ( x - 1 ) , f (5l(x) = 1 20 , 

f {il( l ) � O pour i = 0, 1 , o o o , 5 , 

ce qui implique - grâce à la règle de Newton - que le polynôme n'a pas de racine dans 

l'intervalle [ 1 , + oo [ 0 

Considérons maintenant J'intervalle [ 0 , + 1 1 0 Pour x dans cet intervalle , on a 

f '(x) = ( 45 x 2 - 20 x 3 + 5 x 4 ) + ( 3 - 2 x ) > 0 , 

donc f est strictement croissante sur cet intervalle, et comme f (0) = - 7 et f ( 1 )  = 6 ,  le 

polynôme f possède exactement une racine dans J'intervalle 1 0 , + 1 [ 0 On peut 

remarquer que la règle de Budan - Fourier montre que f possède une ou trois racines 

dans J'intervalle 1 0 , + 1 [ 0 

Considérons enfm l'intervalle 1 - oo ,  0 1 0 Tous les coefficients du polynôme f (- x) 

sont négatifs, donc f n'a pas de zéro dans cet intervalle ( cas trivial de la règle de 

Descartes ) 0 
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On peut facilement préciser la position de la racine réelle Ç de f . On note par 

exemple que 

1 5 1 5  1 3 43 35 
= -- - - + -- - - + -- - 7 = -- - - < 0  

4 J2 4 2 j2 2 J2 4 J2 4 ' 

ce qui montre que Ç est compris entre 1 1 ..J 2 et 1 . 

Comme f '( 1 ) = 3 1 , la méthode de Newton, appliquée avec x0 = 1 comme 

point de départ, fournit l'approximation 

Xt = XO - f ( XQ ) / f '( XQ ) = 1 - 6 / 3 1 0,806 . . .  

En réappliquant deux fois la méthode de  Newton avec 0,8 comme nouveau point de 

départ, on trouve 

ç = 0,766 . 

La mesure de f vérifie 

donc les racines complexes de f ont un module maximal < 4,2 ; en effet, si z est une 

racine imaginaire de f ,  alors son conjugué complexe est aussi une racine de f et on a 

M ( f ) ;;:: I z l 2 , 

donc ici 

l z l  < ..J 17 ,61 < 4,2 . 
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6. Le théorème de Vincent . 

THEOREME 5 . - ( Vincent ) Soit f un polynôme à coefficients réels sans racines 

multiples et soit une suite arbitraire a1 , . . .  , ak , . . .  d'entiers naturels > 0 . En 

transformant le polynôme f (x) par les changements de variables successifs 

x .  1 
1 

a. + -- , i = 0 , 1 , 0 0 0  , ( avec x0 = x ) , 1 xi+ ! 

on aboutit, au bout d'un nombre fini d'étapes, à un polynôme dont la liste des 

coefficients ne présente qu'un changement de signe au plus. 

> On considère la fraction continue définie par la  suite a1 , o o · • ak , 0 0 0  Soit a la 

limite de cette fraction continue ; deux cas se présentent : 

(i) a n'est pas une racine de f ,  

(ii) on a f (a) = 0 .  

Désignons par Pk 1 � la k-ième réduite du développement en fraction continue 

défini par la suite a1 , o o · •  ak, 0 0 0  Au bout de m changements de variables comme dans 

l'énoncé, si la nouvelle variable est notée y , on a 

Pm Y + Pm-I Pm-I - qm- 1 X 
x = , ou encore y = -

-----

qm y + qm-1 Pm - qm x 

On sait que, pour tout k positif, on a 

1 
pk 1 1 a - - 1 ::; -- < 
qk qk+ l qk qk2 

d'où l'estimation 

y - -
qm-1 ( a - x ) + 0 ( 1/qm) 

qm ( a - x ) + 0 ( 1/qd 

[ Comme référence sur les fractions continues, voir Hardy and Wright,  chap.6 . ] 



Effectuons encore le changement de variable 

qm- 1 Y = -- u 
qm 
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et soient F (y) le polynôme transformé de f par le changement de variable x � y et 

respectivement G (u) le transformé de F par le changement de variable y � u _ 

Alors, les polynômes F et G ont le même nombre de changements de signes dans la 

liste de leurs coefficients. 

Il résulte aussitôt de l'estimation précédente de y que les racines de G transformées 

des racines de f autres que a. sont arbitrairement proches de - 1 lorsque rn est assez 

grand. 

Par conséquent, dans le cas (i) , le polynôme G a des coefficients tous de même 

signe et le théorème de Vincent est démontré. 

Considérons maintenant le second cas. Soit ro la racine de G associée à a. , on a 

Pm-I a. 
(l) = -

qm-1 
donc (l) > 1 

Pm a. 
qm 

A une constante mulùplicative près, le polynôme G est de la forme 

G (u) = ( u - ro )  ( u + 1 + e1 ) . . .  ( u + 1 + En-I ) , 

où les Ei sont arbitrairement petits pour rn assez grand, n désignant le degré de f . 

D'après le lemme 1 ci-dessous , la suite quotients des coefficients consécutifs du 

polynôme ( u + 1 ) n - I est décroissante ; un calcul direct montre en fait qu'elle est 

strictement décroissante. Il en est donc de même, dès que rn est assez grand, pour le 

polynôme 

( U + 1 + E 1 ) . . . ( U + 1 + En-I ) . 

Enfm, une nouvelle application du lemme 1 montre que la liste des coefficients du 

polynôme G possède exactement un changement de signe et le théorème est démontré.< 
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LEMME 1 . - Soit 

f (x) = ao x "  + a l x n- I + . . .  + an 

un polynôme à coefficients réels strictement positifs.  

Les deux propriétés suivantes ont lieu 

1 °) Si toutes les racines de f s ont réelles, al ors la suite des quotients a ;+ 1 1 a; est 

décroissante. 

2°) Si la suite des quotients ai+ l 1 a; est décroissante, alors pour tout �el S > 0 la 

liste des coefficients du polynôme ( x - Ç )  f (x) possède ex actement un changement de 

sign e. 

> S upposons d' abord que f ait toutes ses racines réelles ; puisque f est à 

coefficients posit ifs ,  ces racines sont négatives . Soit  Ç un nombre réel posit if  

quelconque. Comme le polynôme ( x - Ç ) f (x) a toutes ses racines réel les dont  une 

s eule positive, la propo sition 7 mo ntre que la l iste de ses coe fficients possède 

exactement un changement de signe. Autrement dit,  pour tout Ç > 0 , il existe un indice j 

tel que 

i < j � �+l - Ç a; ;::: 0 et i > j � ai+! - Ç � ::;; 0 ( où a_ 1 = 0 )  , 

ce qui montre bien que la suite des quotients a;+ / a; est décroissante. D'où la première 

assertion. 

Supposons maintenant que la su ite des quotients �+ 1/ � soit décroissante. Alors, 

pour tout nombre réel Ç > 0 , il existe un indice j tel que 

i < j � �+ 1 - Ç a; ;::: 0 et i > j � ai+ 1 - Ç � ::;; 0 ( où a_ 1 = 0 ) , 

ce qui mo ntre bien que la suite des coefficients du polynôme ( x - Ç ) f (x) possède 

exactement un changement de signe. Ce qui démontre la  seconde propriété. < 
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Vincent propose la méthode suivante pour la séparation des racines réelles d'un 

polynôme f à coefficients réels et sans racines multiples. 

1 °) On détermine deux entiers positifs L et L' tels que toutes les racines réelles de f 

soient comprises entre - L' et L . 

Pour simpl ifier les notations ,  on se limitera à la séparation des racines positives. En 

cons idérant le polynôme f (- x) , on peut d'ailleurs toujours se limiter à la recherche des 

racines réelles positives. 

2°) S oient alors deux entiers a et a' avec 0 � a < a' � L . On sait, d'après Je 

théorème de Budan - Fourier, que le polynôme f ne peut avoir une racine dans 

l ' intervalle [ a, a' ] que s i  J 'on a v (a) > v (a ')  où - rappelons-le - la notation v (x) 

désigne le nombre de changements de signes dans la suite f(x), f '(x), f'(x) , . . .  , f (nl(x), 

et où n est le degré du polynôme f .  

Pour simpli fier , on dira que v (x) est la variation de f au point x et, lorsqu'il sera 

utile de préciser quel est le polynôme considéré, cette variation sera notée v ( f ;  x )  . 

Si on suppose que a' = a + 1 , et que l'on a v (a) > v (a') , on pose 

1 
x = a +  

d'où un polynôme f1 en x 1  tel que les racines de f appartenant à l'intervalle [ a, a+ 1 ]  

correspondent aux racines > 1 de f1 • S i  r est Je nombre de ces racines, on a donc 

r � v (f1 ; 1) . 

On cherche ensuite à séparer les racines > 1 du polynôme f1 , ceci en appliquant le 

même procédé . . . et ainsi de suite. 

De cene manière , on trouve le début du développement en fraction continue de chacune 

des racines réelles de f .  Et, grâce au théorème de Vincent, on peut supposer que tous 

ces calculs ont été poussés jusqu'à ce que, pour chacune des racines réelles du polynôme 

f ,  on soit parvenu à un polynôme transformé qui possède exactement une seule variation 

de signe. 
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3°) Pour une certaine racine réelle de f ,  désignons par g le dernier polynôme 

transformé de f calculé et par y la variable de g . 

On suppose que la variation de g est égale à 1 et que l'on a trouvé une valeur 

approchée y telle que l'unique racine > 0 de g soit égale à y + h , avec 0 < h s; e < 1 .  

D'après le théorème de Budan-Fourier, on a v (g ; y) = 1 . 

On supposera aussi, ce qui est toujours possible, que le coefficient dominant de g est 

positif. 

On impose enfin la condition supplémentaire 

g'(y) > 0 ,  

qui est vérifiée pour h assez petit puisque l'on a 

Ç = y - g (y) / g'(y) avec y < Ç  et donc g (y) < O .  

Les conditions v (g ; y) = 1 et g'(y) > 0 impliquent 

g (il(y) :2: 0 pour i = 1 ,  2 , . . . , n ,  

et le développement de Taylor de g (y+h) montre que l'on a 

ç < y - g (y) 1 g'(y) . 

Enfm,  un calcul d'erreur classique conduit ici à la minoration 

Ç > y - g (y) - .!_ g" (y+ e) e 2 • 
g'(y) 2 g'(y) 

Ce qui permet de trouver rapidement une bonne valeur approchée pour Ç et par 

conséquent, grâce au calcul de x en fonction de y effectué au cours de la preuve du 

théorème de Vincent, une bonne valeur approchée pour la racine a. de f considérée. 
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Prenons un exemple tiré de l'article original de Vincent, et étud ié auparavant par 

Lagrange, à savoir 

f (x) = x 3 - 7 x + 7 . 

1 -er pas : On détermine une borne L pour les racines positives. On peut noter que 

x � 2 =::) f ' (x) = 3 x 2 - 7 > 0 , 

ce qui prouve que 

x � 2 =::) f (x) � f (2) = 1 , 

et donc que L = 2 convient. 

2-ième pas : On calcule les f (il(x) . On a le tableau suivant 

x 

0 

1 

2 

f(x) 

7 

f ' (x) 

- 7  

- 4 

5 

f'(x)/2 f (3l(x)/6 

0 1 

3 

6 

Ce qui m ontre que les racines réelles positives sont dans l'intervalle ] 1 ,  2 [ ( et 

fournit une autre démonstration du fait que la valeur L = 2 est correcte ) , et que cet 

intervalle contient zéro ou deux racines. 

On transforme donc l'équation par x =  1 + X(l , d'où le polynôme 

f1 = x 1 3 - 4 x12  + 3 X t + 1 , 

lu directement sur le tableau précédent. 
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On calcule un tableau analogue au précédent : 

x 1 f1 (x 1 )  f1 ' (x l ) f1 "(x 1 )/2 fl (3)(x 1 )/6 

2 

3 

- 1 

- 2 - 1 
- 1 

6 

2 

5 

Ce tableau montre que f1 a une racine entre 1 et 2 et une autre entre 2 et 3 . 

Ce qui conduit à fa ire le premier changement de variable x 1 = 1 + x2- l  , d'oi:1 le 

polynôme 

et le nouveau tableau 

x2 f2(x2) f2 ' (x2) f2"(x2)/2 rp>cx2)/6 

- 1  - 2  \ 1  
2 - 1 3 4 
3 7 14 7 

qui montre que le polynôme f2 a exactement une racine comprise entre 2 et 3 . Le 

changement de variable x2 = 2 + y - 1 donne le polynôme 

g (y) = y 3 - 3 y 2 - 4 y - 1 ' 

dont les coefficients ne comportent qu'une seule variation de signe, située entre le 

premier et le second terme , comme souhaité. Donc le polynôme g possède une, et une 

seule racine positive 13 , qui est comprise entre 4 et 5 ( puisque l'on a g ( 4) = - 1 < 0 

mais g (5) > 0 ) . 
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Il  faut aussi  effectuer le changement de variable x1 = 2 + z - 1 qui conduit au 

polynôme 

h (z) = x 3 + x 2 - 2 z - 1 , 

lu sur le second tableau, polynôme dont lès coefficients ne comportent qu'une seule 

variation de signe. Donc le polynôme h possède une, et une seule racine positive 13' , 

qui est comprise entre 1 et 2 ( puisque l'on a h ( 1 )  = - 1 et h (2) = 7 )  . 

Maintenant nous allons estimer 13 et 13' avec un peu plus de précision. Une première 

application de la formule de Newton fournit les valeurs 

13 = 4 + 1 1 20 = 4,05 

et 

13' = 1 + 1 1 3 = 1 ,33 • 

la précision pour la première valeur étant vraisemblablement meil leure que celle de la 

seconde. 

Soient a et a' les racines de f associées respectivement à 13 et à 13' . Pour avoir 

une meilleure précision relative à a' , il est préférable de transformer une nouvelle fois le 

polynôme f . Sachant la racine positive de h est comprise entre 1 et 2 ,  on prend pour 

nouvelle variable t défmie par z = 1 + t - 1 d'où le polynôme 

k (t) = t 3 - 3 t 2 - 4 t - 1 • 
qui n'est autre que le polynôme g (t) déjà rencontré plus haut. 
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et 

Revenons au polynôme f .  On a les formules 

1 a = 1 + ----�---
1 + ------

2 + 13 -
1 

a' 
= 1 + = 1 + ----�---

2 + W-
1 

2 + ---

D'où les encadrements 

� < a < R  1 6  1 3  
et 

1 + 13 -
1 

11.. < a' < 12.. 
1 7  1 4  

et les valeurs approchées 

a = 1 ,6920 et a' = 1 ,3569 _ 

D'autres stratégies sont possibles à la place de celle de Vincent : 

- Uspensky ( Theory of equations , McGraw-Hill, New York, 1 948 ) 

propose d'utiliser les seules transformations x = 1 + y et x = ( 1 + z ) - 1 , ce qui 

permet de séparer les zéros positifs de f compris entre 0 et 1 de ceux > 1 , le même 

procédé est ensuite appliqué aux polynômes transformés ; ce qui semble a priori moins 

efficace que la procédure de Vincent , 

- Collins et Akritas ( cf. Collins et Loos , in Computer A lgebra , Ed . 

Buchberger, Collins et Loos, Springer-Verlag , Wien, 1 982 ) proposent eux une 

technique de dichotomie pour séparer les racines, essentiellement entre celles de 

l'intervalle [ 0 , L 1 2 1 et celles de l'intervalle [ L 1 2 , L 1 et ainsi de suite . . .  ; ce qui 

permet d'économiser des opérations. Voir l'article cité pour une analyse précise. 
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5. Equat ions don t les racines ont une partie réel le négative . 

Cette question est liée à la stabilité des systèmes mécaniques, elle a été posée par 

Maxwell, traitée d'abord par Routh et résolue par Hurwitz, son résultat est le suivant. 

THEOREME 6 . - Considérons un polynôme à coefficients réels 

f (x) = Po + P t x + . . .  + Pn x n , avec Po > 0 , Pn :t: 0 .  

Alors toutes les racines de f ont une partie réelle négative si, et seulement si, on a les 

inégalités suivantes 

D. = 1 

où l'on a posé Pj = 0 si j < 0 ou j > n . 

> 0 pour i = l , 2, . . . , n ,  

> Nous suivrons la démonstration donnée par 1. Schur. On raisonne par récurrence 

sur le degré n du polynôme f .  

Si n est égal à 1 alors f (x) = p0 + Pt x et Dt = Pt donc le théorème est vrai. 

Pour traiter le cas général, le lemme suivant sera utile. 

LEMME 2 • - Si f est un polynôme à coefficients réels qui n'a que des racines 

dont la partie réelle est < 0 , alors pour tout nombre complexe z on a 

signe ( 1 f (z) 1 - 1 f (- z) 1 ) = signe ( Re (z) ) . 

> On peut se limiter au cas où la partie réelle de z est positive , on écrit donc z sous 

la forme z = a +  i b , avec a et b réels et a �  0 . 

S oit a un nombre complexe quelconque, a =  13 + i "{ , 13 et "{ réels et 13 < 0 . 
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On a alors la  relation 

- 2 4 2 2 2 2 2 2 
l ( z - a ) ( z - a ) l  = ( a - � ) + 2 ( a - � ) ( b  + r  ) + ( b  - r ) .  

Par le  changement de z en - z l a  quantité qui figure au membre de dro i te reste 

invariante si  a est nul et d i minue pour a > 0 .  

Le lemme en résul te en appliquant cette remarque pour chacune des rac ines du 

polynôme f .  < 

Revenons à la démonstrat ion du théorème. Nous allons constru ire un polynôme \)f de 

degré < n dont les racines ont toutes une partie réelle négative si ,  et seulement s i ,  il en 

est de même pour f .  On pourra ensuite raisonner par récurrence sur le degré. On définit  

le polynôme \)f par la formule 

\Jf = Po Pt + ro ( Pt P2 - Po P3 ) x + Po P3 x 2 + ro ( Pt P4 - Po Ps ) x 3 + . . .  

d'où la  relation 

2 x 'JI = A (x) f (x) - B (x) f (- x) 

avec 

A (x) = ( Po ( 1 - ro 1 x ) + Pt ro ) et B (x) = ( Po ( 1 - ro 1 x ) - P t ro ) . 

On vérifie que 'JI est un polynôme de degré n - 1 . Et on a l'implication 

( Po > 0 , Pt > 0 ,  ro > 0 , z E C* , Re (rolz) < 1 ) => 1 A (z) 1 > 1 B (z) 1 . 

Si ro E  ] 0, 1 [ est assez petit, pour toute racine é, de \)f, on a Re (ro 1 é, )  < 1 ; en 

raison du lemme 2 et de l'implication ci -dessus. D'où les conséquences suivantes 

'JI ( é, ) = 0 => A (é,) f (é,) = B (é,) f (- é,) avec 1 A (é,) 1 > 1 B (é,) 1 , 

et donc Re (é,) < 0 , du fait que toutes les racines de f ont une partie réelle négative. 
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Inversement, on véri fie que 

2 Po p t w f (x) = x A (- x) 'JI (x) - x B (x) 'JI (- x) 

Soit  a une racine de f de partie rée l le � 0 ,  alors on a 

A (- <X) 'Jf (<X) = B (<X) 'Jf (- u) ,  

et, si a - t = � + i y ,  avec � � 0 , 

de sorte que 

et donc 

A (- a) = Po ( 1 + � w + i Y ffi ) +  P t ffi , 

B (a) = Po ( 1 - � ffi - i Y w ) - P t ffi , 

1 A (- a) 1 2 - 1 B (a) 1 2 = 4 ffi p,,I � + 4 Po P t ffi >  0 , 

1 A (- a) 1 > 1 B (a) 1 

et fin alement J' inégal ité 

1 'JI (a) 1 > 1 'JI (- a) 1 

ce qui ,  d'après le lemme, est impossible lorsque toutes les rac ines ë, de 'JI ont toutes 

une partie réel le  < 0 . 

On peu t donc appliquer J 'hypothèse de récurrence au polyraôme 'JI .  

Pour conclure, on vérifie que les déterminants associés à 'JI sont 

Ôt = ffi ( Pt P2 - Po P3 ) = ffi 02 , 

62 = ffi Po ( ( Pt P2 - Po P3 ) P3 - ( P t P4 - Po Ps ) P t  ) ffi Po 03 , 

et, plus généralement, que le déterminant ôk est de la forme 

ôk = Â.k Ok+ t , 
où le facteur Â.k est > 0 . < 

M. MIGNOTTE - 8 
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Exe r c i c e s  

1 .  Démontrer l a  règle d e  Descartes e n  raisonnant par récurrence sur l e  degré n du 

polynôme f et en considérant la dérivée de f .  

[ Si n � 1 , le résultat est évident. Si n > 1 et si f = an X n + an- I X n- I + . . .  + ao , 

avec a0 an � 0, on peut écrire f '  = n an X n- 1 + (n- 1 )  a0_ 1 X n-2 + . . .  + q aq X q- 1 , 

avec aq � 0 .  Par hypothèse de récurrence, le nombre r' de zéros positifs de f '  est de 

la forme v ' - 2 m' , m' E N . 

Si f '  n' a pas de zéro positif alors , d'une part v ' est pair et d'autre part r = 0 ou 1 

selon que le produit an ao est positif ou négatif . . .  

Si  f ' a au moins un zéro positif, utiliser en  particulier le théorème de  Rolle sur 

l 'intervalle [ 0 , c ] , où c est le plus petit zéro > 0 de f '  . . . ] 

2. Le but de cet exercice consiste d'abord à démontrer le lemme suivant, dû à Segner : 

si on désigne par V (P). le nombre de changements de s igne de la suite des 

coefficients d'un polynôme unitaire réel P, alors , pour tout réel c > 0 , le nombre de 

changements de signe de la suite des coefficients du polynôme Q (X) = ( X - c ) P (X) 

est de la forme V (P) + 1 + 2 rn , rn E N . 

[ On pose P = X n + a 1 X n- 1 + . . .  + an .  Soit V =  V (P) et soient i 1 , . . .  , iv les 

indices où les coefficients de P changent de signe, si bien que 

signe (ah) = ( - l ) i pour h = ii et signe (ah) = (- l ) i ou 0 pour h = ii+ l ,  . . .  , ij+ l . 

On écrit Q (X) = X n+ l + b1 X n + . .  + bk X n+ l -k + . . .  + b0 X - c ao .  Alors,  on a les 

relations bk = ak - c a k- I , et donc signe (bh) = ( - 1 )  i pour h = ii . . .  ] 

En déduire une autre démonstration de la règle de Descartes. 
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3 .  Soit  f = X n + a0_ 1 X n · 1 + . . .  + a0 un polyn ôme uni ta i re à coeffi c i ents  réels  

pos i t i fs ou nuls et  majorés par  M . Démontrer l ' impl icat ion s u i vante 

z E  C et f(z) = O ==> Re (z) s O  ou l z l  s (  1 + -Y( 1 +4M) ) / 2  

[ Pour Re(z) > 0 ,  démontrer l a  propriété suivante 

a 
1 1 + � 1 2 1 

z 
et l z l  > -} ( 1 + J l + 4 M  

Concl u re en considérant l a  quant i té 1 z · n f (z) 1 . 1 

n - 2  ) ""' k-n 
==> LJ 1 ak z 1 < 1 . 

k = () 

4. Soit  f un polynôme à coefficients réels ,  on considère le poly nôme 

F (x) = x f ' (x) + a f (x) , 

où a est un réel quelconque. Soit  r + le nombre de racines > 0 de f - comptées avec 

leurs mult ip l ic ités - on veut montrer que le nombre de racines réel les > 0 de F est au 

moins égal à r + - 1 ( théorème dû à de Gua ) . 

1 °) S oient b1 , • . .  , b5 les racines > 0 de f ,  avec b 1  < . . .  < b5 • La mult i p l i cité de 

chaque bi  étant égale à ri , le nombre de racines > 0 de f est r + = r1 + . . .  + rs . 

Démontrer que, pour ri > 1 , bi est une racine de mult i p l i c ité ri - 1 de F .  

2°) Démontrer que F a une racine d ans chaque interval le  1 bi , bi+ ! [ . 

[ On pourra démontrer d'abord les faits su ivants : 

x f (x) 1 f '(x) � + oo si x � bi + , 

x f (x) 1 f '(x) � si x � bi+ I -

f ne change pas de signe sur  l ' interval le  1 bi , b i+I  [ .  
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3°) En déduire que le nombre de racines réelles > 0 du polynôme F est au moins 

égal à r + - 1 . 

4°) Démontrer que l'on peut dédu ire la règle de Descartes du théorème de de Gua. 

[ On pourra procéder ainsi . Soit f un polynôme à coeffic ients réels  et soit V Je 

nombre de variations de signes de ses coefficients et soit r + le nombre de ses racines 

strictement positives. On veut démontrer que l'on a V =  r + + 2 rn , où rn E N . 

On raisonne par récurrence sur V . S i  V = 0 ,  la règle de Descartes est év idente : r + 

est nul. Si V > 0 , et si le premier changement de signe a lieu ·entre les coefficients des 

termes x n - i et x n - i  , considérer le polynôme 

F (x) = x f (x) - a f (x) où a = n - (i+j) 1 2 . 

Démontrer que le nombre de changements de signe de F est V - 1 . 

En déduire la majoration r + :::; V . 

Démontrer enfln que r + et V ont même parité. ] 

./ 

5°) Soit r · le nombre de racines < 0 de f . Démontrer que Je nombre de racines 

négatives de F est au moins égal à T - - 1 . 

6°) S oit r0 l'ordre de f en zéro. Démontrer que F est d'ordre au moins r0 en zéro. 

7°) Soit r le nombre de racines réelles de f .  Démontrer que le nombre de racines 

réelles de F est au moins égal à r - 2 . 

Démontrer que ce nombre est exactement r - 2 dans le cas du polynôme f = x 3 - x 

pour a = - 2 .  
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8°) Dans cette question, on suppose que toutes les racines de f sont réelles et on 

désigne par n le degré de f , n ;:: 1 .  

(i) Démontrer que les racines de F sont toutes réelles pour a >  0 .  

[ Supposons que f possède au moins une racine > 0 et soit b1 la plus petite. 

Pour E > 0 assez petit, démontrer que les nombres f (E) et F (E) sont de 

même signe tandis que les nombres f (b 1 - E) et F (b 1 - E) sont de signe 

contraire. En déduire que F possède une racine dans l' intervalle 1 0, b 1  [ • 

Conclure . . . 1 

(i i) Démontrer que les racines de F sont toutes réelles pour a < - n . 

5 .  Démontrer qu'un polynôme à coefficients réels possède au moins deux racines 

imaginaires dans l'un ou l'autre des trois cas suivants : 

(i) il existe deux indices i et j tels que i < j - 1 ,  pour lesquels les 

coefficients � et 3_j soient non nuls et de même signe tandis que les ak 

sont nuls pour i < k < j ; 

(ii) il existe deux indices i et j tels que i < j - 2, pour lesquels les 

coefficients � et 3_j soient non nuls et de signes contraires 

tandis que les ak sont nuls pour i < k < j ; 

(iii) le polynôme possède trois coefficients successifs qui sont en 

progression géométrique. 

6. ( Euler) Si les racines du polynôme f (x) = a, x n + . . .  + ao sont toutes réelles, 

alors on a 

a? :2: �-l �+ l pour i = 1 ,  2, . . . , n .  
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7 .  Le but de cet exercice est de démontrer le théorème suivant dû à M. Riesz : Soit f 

un polynôme à coefficients réels, dont toutes les racines sont réel les et s imples et soit  d 

le minimum des d istances entre deux racines de f .  Alors f '  a toutes ses racines rée l les 

et s imples, de plus deux quelconques d'entre elles sont à une distance > d. 

La démonstrati on suggérée ici est celle de A.  Stoy anoff, Sur un théorème de M. 

Marcel Riesz , Nouvelles Annales de Mathématique ,  (6) , t. 1, 1 926, p. 97-99 . 

Considérons donc un polynôme f comme dans l'énoncé. 

1 °) Démontrer que les racines du polynôme dérivé f '  sont toutes réelles et s imples et 

que si  x 1 o . . .  , x" sont les racines de f et Y t o  . . .  , Yn- 1  cel les d e  f ' , rangées dans 

l ' ordre croissant, alors on a x 1 < y 1 < x2 < Y2 < . . .  < Xn- 1 < Yn- 1 < x" . 

[ Penser au théorème de Rolle ! ] . 

2°) S oit k un indice tel que la d ifférence Yk+1 - Yk so it minimale. On veut montrer 

que l'on a l'inégalité 

Montrer que l'on peut supposer que l 'on a Yk + d > xk+ 1 , autremen t  dit que les 

points Yk + d et Yk+1 appartiennent tous deux à l'interval le ] xk+1 , xk+2 l .  

Montrer que la fonction F (x) = f '(x) 1 f (x) est strictement déc roissante dans cet 

intervalle et vérifie F (Yk+ 1) = 0 . 

[ Noter la relation 

F(x) ! 
j = 1 

1 . l 
x - x . 

J 
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En déduire que l 'inégalité ( i) est  v raie si on a F ( Yk + d )  > 0 .  

Démontrer cette dernière inégal i té. 

= + 

[ On pourra noter que 

Î ( _y_k_+_,d,..---x-1. - -y-k --x-J. ) j = 1 

n - 1 

+ I 
j = 1 

et vérifier que cette dernière somme est formée de tem1es � 0 ,  non tous nuls .  1 

8. Soient  a l >  . . . , an des nombres réels donnés. On considère le pol yn ôme 

f (X) = ( X + a1 ) . . . ( X + an ) , 

ct on pose 

f (X) 

de sorte que 

pour 1 � i � n ,  

où l a  somme est étendue à tous les produits de i termes extraits de a1 , . . .  , an . 

1 °) Soit  s un entier � 1 . Démontrer la formule 

(s )  ( n·S en-S) n-s-k ) f (X )  = n (n- 1 )  . . .  (n-s+ l )  X + . . .  + k pk X + . . . + pn·s . 

2°) S upposons désormais que les po ints a; sont deux à deux distincts. Démontrer que 

le polynôme f (s) a toutes ses racines réelles et deu x à deux distinctes. 

S oit k un entier compris entre 0 et n , en déduire qu'i l  en est de même pour le  

polynôme 
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3°) M ontrer que le polynôme 

Pk+ 1 Y 2 + 2 Pk Y + Pk- 1 

possède deux racines réelles distinctes . [ Dériver k - 1 fois le polynôme précédent 0 0 0  ] 

4°) En déduire l'inégalité 

Pk2 > Pk- 1 Pk+ l · 

5°) On suppose en outre que les a; sont tous positifs .  Démontrer la suite d'inégalités 

pn l / n < o o . < P3 1 / 3  < P2
1 / 2  < p l ; 

d'où, en particulier, l'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique : 

( a1 o o • an ) l / n < ( a1 + . . .  + an ) / n . 

9. On s'intéresse au nombre r de racines réelles distinctes d'un trinôme à coefficients 

réels 

f ( x )  x n + p x m + q .  

1 °) On suppose n impair. Démontrer que, par un changement de variable s imple, on 

peut supposer rn impair. Lorsque tel est le cas, démontrer que r est égal à un ou trois 

et que f possède trois racines distinctes si, et seulement si, on a 

Qu'obtient-on quand n vaut trois ? 

2°) On suppose maintenant n pair. 

Démontrer que, par un changement de variable simple, on peut se ramener à l'un ou 

l'autre des deux cas suivants : 

(i) rn est impair et on a p > 0 , (ii) rn est pair . 
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de sorte que s E { 0 , ± 1 } . Démontrer que, le nombre r est donné par les formules 

suivantes 

r = 1 - s dans le cas (i) , 

et 

r = 2 ( 1 - s ) dans le cas (ii) . 

1 0. Démontrer qu'un polynôme de degré n à coefficients réels a toutes ses racines 

réelles si, et seulement si, la suite de Sturm associée à ce polynôme est constituée de n 

polynômes dont les coefficients dominants ont tous le même signe. 

Qu'en résulte-t-il pour le polynôme x 3 + p x + q ? 

1 1 . On considère une suite f0 , f1 , . . .  , f5 de polynômes à coefficients réels qui 

vérifient les conditions suivantes 

(i) on ne peut avoir simultanément fi (c) = fi+! (c) = 0 avec 0 � i < s et c 

réel, 

(ii) si c est un réel tel que fi (c) = 0 , avec 0 < i < s , alors on a 

fi- t (c) fi+ !  (c) < 0 , 

(ii) fs ne s'annule pas . 

On suppose que f = f0 est un polynôme de degré n . Démontrer que si la relation 

V ( f0 , f1 , . . .  , f, ; - oo ) - V ( f0 , f1 , . . . , f1 ; + oo ) = n 

a lieu alors f a toutes ses racines réelles et distinctes. 
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1 2. Le but de cet exerc ice est de démontrer l a  règ le  de Laguerre, qu i permet de 

majorer les rac ines réel les d'un polynôme à coefficients rée ls .Soit  

f (x) =  a0 x 11 + a 1 x n- t + . . .  + a11 

u n  polynôme à coe fficients réels de qegré éga l à n . On pose 

f0 = a0 , f1 = x f0 + a 1 , . . . , f; = x f; _ 1 + a ; , . . .  , f11 = x f11 _ 1 + a 11 = f . 

1 °) Dé montrer que,  pour tou t  nombre rée l c , on a l a  re la t ion 

f; (x)  = ( x - c ) ( f0 (c) x i - l + . . .  + f; _  t (c) ) + f; (c) 

2°) En su pposant que l 'on a f; (c) � 0 pour i = 0, 1 ,  . . . , n , démontre r  que le 

polynôme f vérifie f (x) > 0 pour x > c . 

3°) Démontrer l ' i mpl icat ion 

( f ;  (c) � 0 pour 0 :5: i :5: k ) ==} ( f ;  (c') � 0 pour 0 :5: i :5: k si c' � c) . 

4°) En déduire que la procédure su ivante pe rmet de trouver un nombre rée l c te l  que 

l 'on ait  f; (c) 2 0 pour i = 0, 1 ,  . . .  , n . 

( i )  prendre c tel  que ft (c) � 0 ,  

(i i )  soit  k le plus pet i t ent ier qu i  véri fie k = n+ 1 ou bien les  deux 

cond i t ions  k :5: n et fk (c) :5: 0 , 

( i i i) si k :5: n alors remp lacer c par un nombre c' > c tel que fk (c') � 0 

et retourner en ( i i )  , 

(iv) ic i ,  c convient . 
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1 3 .  Le but de  cet exercice est de  démontrer le  théorème suivant, dû  à Jensen : 

- soit f un polynôme à coefficients réels et soit U l'union des disques fermés ayant 

pour diamètres les segments joignant deux racines imaginaires conjuguées de f , alors 

toute racine imaginaire du polynôme f '  appartient à l'ensemble U . 

[ Développer en éléments simples la fraction rationnelle f '( z ) 1 f ( z ) et utiliser les 

faits suivants : lorsque u est une racine de f et z un point complexe extérieur à U, 

signe { lm ( -1- + � )  } . ] z - u  z - u  

14. Démontrer le corollaire de la proposition 7 en utilisant seulement le théorème de 

Rolle. 

15. Soit f un polynôme de degré n à coefficients réels . Pour x réel, on note v ( x )  

le nombre de changements de signes de le suite des valeurs f Ol ( x ) pour i variant de 

0 à n . On suppose que f a toutes ses racines réelles. 

Démontrer que pour a et b réels, avec a < b , non racines de f ,  le nombre de 

racines réelles de f comprises entre a et b est exactement v ( a ) - v ( b ) . 
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1 6. Démontrer le  théorème suivant dû à Laguerre : 

- Soit f (x) = ao x n + . . .  + an , un polynôme à coefficients réels .  Pour x rée l  on 

pose 

f0(x) = a0 , f1 (x) = x f0(x) + a 1 , . . • , fi(x) = x fi_ 1 (x) + llj ,  . . . , fn(x) = x fn_ 1 (x) + an , 

et on désigne par v (x)  Je nombre de changements de s ignes de le suite des valeurs des 

nombres fi (,.;) pour i variant de 0 à n . 

Soient a et b deux réels, 0 < a < b , qui ne sont pas des racines de f . Alors le  

nombre r de racines de f comprises entre a et  b est de la forme 

r = v (a) - v (b) - 2 m , où m E N 

Général iser ce résu ltat aux fonctions de la forme 
al  an F (x) = a1 x + . . . + an x , 

où les exposants sont des nombres réels quelconques. 

17. Détermner, suivant les valeurs du paramètre réel a ,  le nombre de racines réel les 

du polynôme X 4 - 3 X 2 + 2 X + a . 

18 .  Démontrer la " règle de Sturm " : soit a un réel > 0 tel que la suite des 

coefficients d� polynôme ( x - a )  f ()1) admette 2 k + 1 changements de signe de plus 

que celle des coefficients du polynôme réel f (x) , alors f possède au moins 2 k 

racines imaginaires . 

[ Soient p le nombre de racines positives de f ,  et q celui des racines négatives et 

enfin s oit  v le nombre de changements de signes de la suite des coefficients du 

polynôme f ; démontrer les inégalités p :::; v et q + v +  2 k + 1 :::; n + 1 . ] 
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1 9. S oit f (X) = <Xo X n + .. . + Un , un polynôme à coefficients complexes .  On pose 

ai = ll_j + i bi , où ai et bi sont réels , j = 0, 1, . . .  , n , 

p ( x ) = ao x n + . . . + an , Q ( x ) = bo x n + . . . + bn . 

On suppose que tous les zéros de f ont une partie imaginaire > 0 . Démontrer alors 

que les zéros des polynômes P et Q sont réels .  [ Soient z1 , . . •  , Zn les racines de f 

et soit z un zéro de P ou de Q , démontrer la relation 
1 z - z l  1 • •• 1 z - z

n 
1 = 1 z - z l 1 • • •  1 z - zn 1 • 

20. Soient rn un entier suictement positif, n un entier � 2 , n nombres réels non 

nuls a 1 ,  . . .  , a0 et une suite strictement croissante de n nombres réels x 1 , . . .  , x0 • 

Démontrer que le nombre r de racines réelles du polynôme 

est de forme v - 2 k , où k e N et v désigne le nombre de changements de signe de la 

suite a1 , a2 , . . . , an , (-1 )  rn a1 . [ Considérer la dérivée de f (x) (x - Xn ) - m.]  

2 1 . Soient P et Q deux polynômes à coefficients réels, sans racines communes et  

vérifiant deg ( P ) - 1 � deg ( Q ) � deg ( P ) . 

1 °) Démontrer l'équivalence entre les deux propriétés suivantes : 

(i) les polynômes P et Q ont toutes leurs racines réelles et ces racines sont 

intercalées ( c'est à dire que si x1 , . . .  , xp sont les racines de P et si 

y 1 , . . .  , Yq sont celles .de Q alors on a x 1 < y1 < x2 < . . .  ) 

(ii) Pour tout couple de nombres réels a et b non tous deux nuls, le 

polynôme F (x) = a P (x) + b Q (x) n'a que des racines réelles. 

[ (i) � (ü) Noter que l'on a F (xk) = b Q (xk) et que les Q (xk) changent de 

signe quand k augmente d'une unité. En déduire que F possède au moins p - 1 

racines réelles. Conclure . .  
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( i i)  � (i) : Démontrer d'abord que, pour z imag inai re , le quotient h(z) = P(z)/Q(z) 

est aussi imaginaire ( s inon F aura it une racine imaginai re ) . En dédu i re ,  d'une part que 

la part ie i magi naire de h (z) conserve un s igne constant dans tout domaine où celle de z 

conserve auss i un s igne constant et, d'autre part que P et Q on t toutes leurs rac ines 

réelles. Démontrer que tous les résidus de h (z) doivent être de même signe. Démontrer 

enfin que si y et y '  sont deux rac ines consécutives  de Q alors h ( y+ ) et h ( y '- )  

sont de signes con trai res , donc que P ( x ) change de s igne entre y et y ' . 1 

2°) En déduire que si f et g sont deux polynômes ayant toutes leurs rac ines réelles et 

intercalées alors il en est de même pour leurs dérivées . 

1 Considérer F ( x ) = a f ( x ) + b f ( x ) et sa dérivée . . . 1 

Donner une autre démonstrat ion du théorème de R iesz ( voir  exerc ice 7 ) en 

procédant comme suit : si d désigne la d i stance minimale entre deux racines d ist inctes 

de f et si h < d alors f ( x ) et f ( x + h ) ont leurs racines réel les et intercalées, puis 

considérer f '( x ) et f '( x + h ) et ut i l iser ce qui  vient d'être démontré. 

22. Soit a un nombre réel et soit P un polynôme non constant à coefficients réels .  

Démontrer que le polynôme a P ( x ) + P ' ( x ) n'a pas plus de racines imaginaires que 

le polynôme P lui-même . 

23 . Soient Ç 1 , . . .  , Ç0 des nombres réels appartenant à un intervalle fermé 1 a, l3 ] .  

Soit r le nombre d e  zéros réels > 13 du polynôme 

f < x  ) = ao + a1 < x - Ç 1 ) + a2 < x - Ç, 1  ) < x - Ç2 ) + . . .  + a" <  x - Ç,1 ) . . .  < x - ç" ) , 

où les a; sont des nombres réels. 
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Démontrer qu'il existe un entier naturel rn tel que l'on ait 

r = v + - 2 m , 

où v +  désigne le nombre de changements de signes de la suite ao ,  a1 , • • •  , 3.n 

Démontrer aussi qu'il existe un entier naturel m' tel que l'on ait 

r - = v - - 2 m' , 

où v - désigne le nombre de changements de signes de la suite a0 , - a1 , . . . , ( - 1 )  n an 
et r - le nombre de racines de f qui sont < et . 

24. Démontrer la généralisation suivante, due à Hurwitz, du théorème de Budan

Fourier. 

Soient a et b deux nombres réels , a < b . Soit f un polynôme qui ne s'annule ni 

en a ni en b , et soit r un entier tel que f (r) , la dérivée r-ième de f ,  ne s'annule pas 

non plus ni en a ni en b . Soit N , respectivement Nr , le nombre de zéros ( comptés 

avec leurs multiplicités ) de f , respectivement de f (r) , sur l'intervalle [ a, b ] . Alors il 

existe un entier rn � 0 tel que 

N - Nr = v ( a )  - v ( b )  - 2 rn , 

où v ( x ) désigne le nombre de changements de signes de la suite 

( f ( X ), f '( X ) , • • .  , f (r) ( X ) ) • 

25. S oit f un polynôme à coefficients réels , de degré n , et soient a et b deux 

nombres réels , a < b . On reprend les notations du théorème de Budan - Fourier et on 

suppose que l'on a 

N = v ( a ) - v ( b ) - 2 m .  

Démontrer que le polynôme f possède au moins 2 rn racines imaginaires. 

[ Soit Nt le nombre de racines < a et N2 le nombre de racines > b .  Avec des 

notations évidentes, on a N + Nt + N2 + 2 ( rn +  mt + m2 ) = n . . .  ] 
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26. Démontrer  la propos i t ion su ivante : Pour qu'un polynôme à coeffic ients réels  de 

degré n possède n racines réel les dist inctes, il faut et il su flï t que la su ite de S turm qui 

lui est associée se compose de n + 1 polynômes ayant chacun un coeffic ient dominant 

du même s igne que le coeffic ient dom inant de ce polynôme. 

Appl iquer ce résultat au polynôme x 3 + p x + q . 

27 . So i t  f un polynôme à coefficients rée ls  dont l a  dérivée ne s 'annu le  pas sur  un 

certain interval le 1 = 1 a, b 1 . 

1 °) Démontrer  que la fonc t ion 

<p = x - f (x) 1 f '(x) 

est croissante ( respect ivement décro issante ) dans tout sous- interva l le  de 1 où les 

quantités f et f "  ont le même s igne ( respect ivement sont de s ignes contra i res ) . 

2°) On considère l a  s i tuat ion su ivante, rencontrée lors du théorème de Vincent, où on 

a les  inégal ités 

et 

f (a) < O , f (i) (a) 2 0  pour i 2 1 et f (b) > O .  

Démontrer les inégal ités 

f (b) f (a) 
b -

f '(b) 
< ç, < a -

f ' (a) · 

3°) On conserve les hypothèses de l a  quest ion précédente et on pose 

M = max { f " (x) < < b } 
2 f '(x) ; a - x -

On considère la fonction 

\jf (x) = <p (x) - M ( x - ç,) 2 
Démontrer que la fonction \jf est décroissante sur I . En déduire les inégalités 

Ç, > b - f (b) - M ( x - Ç, ) 2 
f '(b) 

b 
f (b) f " (b) 2 Ç, > -
f '(b) - 2 f '(a) 

( b - a )  · 
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28 . A un polynôme f à coefficients réels on associe le polynôme unitaire F dont les 

racines sont les carrés des différences des racines de f .  

1 °) Démontrer que F a toutes ses racines réelles et > 0 si ,  et seulement s i ,  le 

polynôme f a toutes ses racines réelles et distinctes. 

2°) En déduire que f a toutes ses racines réelles et dist inctes si, et seulement si ,  F a 

tous ses coefficients non nuls et de signes contraires pour deux indices consécutifs 

quelconques. 

Appliquer ceci au polynôme x 2 + a x + b . 

29. Démontrer que les seuls polynômes A ,  B ,  C e  R [X] tels que 

A 2 (X) = X ( B 2 (X) + C 2 (X) ) 

sont les polynômes nuls. 

Qu'en est-il sur C [X] ? 



CHAPITRE VI 

Polynô1nes sur un corps fini 

1 .  Co rps fin is . 

1 .  Résul tats générau x . 

Dans tout ce chapitre la lettre K désignera un corps fini ( commutatif, d'ailleurs tout 

corps fini est commutatif : théorème de Wedderburn ) . 

L'unique morphisme de Z dans le corps K qui envoie l'entier 1 sur l'élément unité 

du corps K ( aussi noté 1 ) n'est pas injectif, son noyau est de la forme m Z , m :;:: 1 

( c'est un sous-groupe de Z , et on applique le corollaire du théorème 2 du ch apitre 1 ) . 

D'où une injection q> : Z 1 m Z � K , ce qui montre que l 'anneau Z 1 m Z est 

intègre, donc que l'entier m est un nombre premier p . Le nombre p est appelé la 

caractéristique du corps K . 

Ainsi un corps fini de caractéristique p contient un sous-corps qui est isomorphe au 

corps Z 1 p Z ( l'image q> ( Z 1 p Z ) ) . Le corps Z 1 p Z sera noté F P . Il est 

facile de vérifier que K a une structure d'espace vectoriel sur F P , par conséquent - si 

n est la dimension de cet espace vectoriel - le corps K possède p n éléments. , 

Si K est un corps commutatif de caractéristique p et si x et y sont deux éléments 

quelconques de K , la formule du binôme de Newton , jointe au fait que les coefficients 

du binôme C ( p , k )  sont divisibles par p pour k = 1 ,  2, . . .  , p - 1 ,  montre que l'on a 

( x + y ) P = x P + y P . 

Si q est une puissance de p , q = p "  , il en résulte aussitôt, par récurrence sur n , 

que l'on a aussi 
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Si le  corps K possède q éléments, l'ensemble K* des éléments non nuls de K est 

un groupe de cardinal q - 1 . D'après  le théorème de Lagrange ( chapitre 1 ) , tout 

é lément de K* vérifie donc x q · 1 = 1 , et comme 0 q = 0 ,  on a x q = x pour tout 

élément x de K . Par conséquent, K est isomorphe au corps de décomposition du 

polynôme X q - X au dessus du corps FP . Si K et K' sont deux corps finis de même 

cardina} q , alors ils sont isomorphes ; d'où le fait qu'un corps à q éléments peut être 

noté Fq . 

Inversement, si q dés igne une puissance d'un nombre premier p , et si � désigne 

une cl ôture algébrique fixée du corps F P , l'ensemble E des éléments de nP qui 

vérifient x q = x constitue un sous-corps de np : en effet, 

x , y E E => ( x y ) q = x y donc x y E E , 

x E E et x "# 0 => x - 1 E E , 

x , y E E => ( x + y ) q = x q + y q = x + y donc x + y E E , 

x E E => - x e E .  

Enfin , l'ensemble E comporte q éléments puisque les racines du polynôme X q - X 

s ont simples ( la dérivée de ce polynôme est égale à -1 ) . Par conséquent E est un 

corps possédant q éléments. Autrement dit, F q existe ! 

Enfin, en appliquant la proposition 3 du chapitre 2 , on obtient le résultat suivant. 

PROPOSITION 1 . - Tout sous-groupe multiplicatif fmi d'un corps commutatif 

est cyclique. En particulier, le groupe multiplicatif F q * est cyclique. 

Résumons ce qui vient d'être démontré. 
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THEOREME 1 . - Tout corps K fini a un cardinal de la forme p n, n � 1 , où p 

est un nombre premier égal à la caractéristique de K . 

Inversement, si p est un nombre premier et n un entier � 1 , il existe un corps fini, 

et un seul à isomorphisme près, de cardinal q == p n ; on le note F q . 

Tout élément x de F q vérifie x q == x ; de plus, si K est un corps dont F q est un 

sous-corps, cette relation caractérise les éléments de Fq parmi ceux de K .  On a donc 

x q - x == rr ( x - x ) . 
" E  Fq 

2. Les opérations dans un corps fini  . 

Nous allons étudier les opérations arithmétiques dans le corps fmi Fq . Si, du point de 

vue mathématique, il n'existe essentiellement qu'un corps fini à q éléments, du point de 

vue du calcul la situation est toute autre : il faut choisir une représentation des éléments 

du corps F q et la réalisation de ces opérations dépend beaucoup de la nature de cene 

représentation. Une étude très détaillée de cene importante question figure dans l'ouvrage 

de E. R. Berlekamp, Algebraic Coding Theory , McGraw-Hill, New York, 1 968. 

Si q = p , la représentation de F q ne pose pas de problème. Supposons q = p n , 

avec n � 2 . Pour simplifier, nous ne considérerons que les deux représentations 

suivantes : 

(i) F q est un FP-espace vectoriel de dimension n , on choisit une certaine 

base { b 1 , . . .  , bn l de cet espace et on repère chaque élément de Fq par 

ses composantes sur cette base. 

(ü) On prend un élément x de F q * qui engendre ce groupe et tout élément 

non nul de F q s'écrit d'une manière, et d'une seule, sous la forme x rn , 

avec 0 � rn < q - 1 . 
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Dans la représentation ( i) , l'addition s'effectue très simplement composante par 

composante, elle équivaut à n additions modulo p . Par contre, la représentation (ii) est 

très mal adaptée à l'addition. Il n'y a pas de loi simple permettant, pour h et k donnés 

avec x h + x k -:t 0 , de déterminer un entier rn tel que x rn = x h + x k • Il semble a 

priori qu'?n doive construire une table de q(q- 1 )/2 éléments ; toutefois , si par exemple 

on a l'inégalité k � h ,  on peut écrire x h + x k = x h ( 1+ x k - h )  et se limiter à 

calculer une fois pour toutes la table des q éléments 1 + x i  pour j = 0, 1 ,  . . .  , q - 2 . 

Le calcul de l'opposé se fait très simplement dans les deux représentations. C'est clair 

pour la première. Pour la seconde, on note que le problème ne se pose pas en 

caractéristique deux, puisque dans ce cas - y = y , tandis que pour q impair on a 

x <q- 1 ) / 2  = - 1 ,  ( en effet ( x  (q- 1 ) / 2  ) 2 = l et x (q- 1 ) / 2  -:t 1 )  

et donc, 

si y = x le alors - y = x i où = k + (q-1) 1 2  mod q - l . 

Pour calculer le produit, la représentation (ii) est très commode puisque 

x h_ x k = xi où j = h + k mod q- 1  . 

Par contre, le calcul du produit dans la représentation (i) exige la connaissance des 

valeurs des produits b;.bi . Ceci incite à choisir une base de la forme { 1 , z, . . .  , z n- 1 } 

- autrement dit à considérer l'isomorphisme F q = F p[X] 1 ( P(X) ) où P est le 

polynôme minimal de z sur le corps FP ( P est de degré n si { 1 ,  z, . . . , z n - 1 ) est 

une base ) - dans ce cas il suffit de calculer une fois pour toutes les représentations sur 

cette base des puissances z n , . . .  , z 2 n - 2 ( on prouvera plus loin qu'un tel z existe ) .  

On est alors amené à effectuer au plus n 2 produits dans F P suivis d'au plus n 2 

additions .  

Le calcul de l'inverse est  trivial dans la représentation (ii) : si y = x 1t alors son 

inverse y - 1 est égal à x q - 1 - lt . 
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Pour effectuer le  calcul de y - 1 dans le cas  de la représentation (i) on peut utiliser la  

relation y - 1 = y q - 2 , ce qui  ne nécessite que 0 ( Log q ) produits .  Comme nous 

l'avons déjà vu, cette méthode est aussi utilisable pour le corps FP . 

Dans le cas de la représentation F q = F p[X] 1 ( P(X) ) , on peut calculer l'inverse 

grâce à l 'algorithme d'Euclide : en effet, si un élément x non nul de Fq est représenté 

par le polynôme A (z) et si on a calculé une relation de Bézout 

A U + P V = 1 ,  

alors l'inverse de x est U (z) . 

3. Détermination d'un élément primitif de Fq * . 

Un élément primitif x de F q * est caractérisé par le fait qu'il ne vérifie aucune des 

relations x r = 1 , où r est un diviseur strict de q - 1 , ce qui équivaut à la condition 

s l (q- 1)  et s premier � x < q - 1 ) / s ;t: l .  

Les éléments primitifs de F q * sont exactement les racines du polynôme 

<l>q- 1 (X) = ( X  q - 1 - 1 ) 1 S (X) , 

où 

S (X) 
( q - 1 

p.g.c .d .  X - 1 , II ( X r - 1 ) ) .  
r 1 q- 1 ; 1 :5 r < q- 1  

Le polynôme <l>q_1 (X) est appelé le polynôme cyclotomique d'ordre q - 1 . 

Comme le groupe Fq * est cyclique et de cardinal q-1 ,  il possède exactement cp(q- 1 ) 

générateurs, ainsi la proportion d'éléments primitifs dans Fq * est cp (q- 1 )  1 (q- 1 ) . On 

démontre la minoration cp (n) 1 n � c ( LogLog n )  - 1 , ( voir exercice 1 ) , d'où le fait 

qu'en prenant successivement k éléments au hasard dans l'ensemble F q * jusqu'à ce 

qu'on trouve un élément primitif on a presque toujours k = 0 ( LogLog n ) . 
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Nous savons déjà qu'un élément z tel que F q = FP [z ]  véri fie z q - 1 = 1 ,  mais i l  

ne doit  pas vér i fier  z q '  · 1 = 1 où q'= p d , d étant un diviseur strict de n : sinon il  

appart ient au sous-corps Fq· de Fq . 

Olt 

I l  en résulte que les éléments z cherchés sont exactement les racines du polynôme 

R (X) 

P (X) = ( X q · 1 - 1 ) 1 R (X) , 

d ( x q - 1
_ 1  p .g .c .  . ' rr d l n ; 1 S d < n 

De plus ,  chaque z est rac ine d'un polynôme de FP [X] irréductible et de degré n . 

Ainsil P (X) est égal au produit des polynômes de FP [X] irréductibles et de degré n .  

S i  Q désigne l 'un quelconque de ces polynômes, le corps Fq est isomorphe à l 'anneau 

quot ient 

FP [X]  1 ( Q (X) ) .  

Pour déterminer un de ces polynômes, il suffit évidemment de factoriser le polynôme 

P sur le corps F P ; mais il est plus facile - lorsque q est assez petit - de procéder 

comme suit : on effectue tous les produits possibles d'un polynôme de degré n' sur FP 
par un polynôme de degré n - n' sur FP , d'où la liste des polynômes réductibles de 

degré n et le fait qu'un polynôme Q est un polynôme quelconque de degré n qui 

n'apparaît pas dans cette l iste . 

I l  est aussi  poss ib le de choisir  un polynôme arbitraire de degré n et de tester s 'il 

d iv ise P , si tel est le cas alors il est irréductible, sinon on essaie un autre polynôme de 

degré n . Comme nous le verrons bientôt, le nombre 10 de polynômes de F P [ X ]  

i rréductibles e t  d e  degré n est équivalent à p "  1 n , chacun des essais précédents a 

donc une "chance" d'aboutir vois ine de 1/n ; pour k essais consécutifs, la "chance" 

d 'échouer est voisine de ( 1 - 1 /n ) k ,  on a donc "en général" k = 0 (n) . 
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5 .  Un exemple : F8 . 

Nous allons déterminer F 8 , "le" corps à huit éléments. Si z est un élément 

quelconque de F 8 autre que 0 ou 1 ( les éléments de F 2 ) , alors F 8 = F 2 [z] . Le 

premier pas consiste à déterminer les polynômes minimaux possibles pour z , c'est à 

dire les polynômes irréductibles de degré trois sur F 2 . 

Le plus simple est de noter que les polynômes de degré 1 ou 2 qui ne s'annulent pas 

en zéro sont 

X + 1 ,  X 2 + 1 , X 2 + X + 1 

et donc que les polynômes réductibles de degré trois qui ne s'annulent pas en zéro sont 

X 3 + X 2 + X + 1 , X 3 + 1 ;  

ce qui montre que les polynômes irréductibles de degré trois sont 

P (X) = X 3 + X + 1 et Q (X) = X 3 + X 2 + 1 . 

On vérifie d'ailleurs que 

X g _  X = X ( X - 1 ) P (X) Q (X) . 

Prenons par exemple pour z une racine du polynôme P (X) . L'application x � x 2 

laisse le polynôme P invariant mais permute ces racines. Les deux autres racines de P 

sont donc z 2 et z 4 = z 2 + z ( puisque z 3 + z + 1 = 0 )  . 

La " table de multiplication " est donnée par 

z 4 = z 2 + z , z 5 = z 3 + z 2 = z 2 + z + 1 , z 6  = z 3 + z 2 + z = z 2 + 1 . 

On a z 7 = 1 et z engendre F 8 * ( comme tout élément de F 8 * autre que 1 , 

puisque ce groupe est de cardinal premier ) . Le polynôme cyclotomique <1>7 est égal à 

<1>7 (X) = X 6 + X 5 + X 4 + X 3 + X 2 + X + 1 , 

et on a 

<l>7 (X) = P (X) Q (X) . 
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1 .  La fonction de Mobius . 

La fonction de Mèibius est défmie par la formule 
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J.t (n) = { 
(- 1 )  

k 
si n = p1 . . •  pk , k � 0 ,  P; entiers premiers distincts 

0 sinon . 

Elle vérifie la propriété suivante 

� { 1 si n = 1 ,  L... J.t (d) = . 

d 1 n 0 smon . 

Désignons en effet par S(n) le membre de gauche, si n = n' n" où n' et n" s ont 

premiers entre eux on a alors 

S(n'n") = L J.t(d) L J.t(d'd") = L J.t(d') J.t(d") = S (n') S (n") , 
d 1 n'n '' d'ln' ; d" ln" d'ln' ; d" ln" 

ce qui prouve qu'il suffit de vérifier la formule lorsque n est une puissance d'un nombre 

premier, auquel cas on a bien 

S ( 1) = 1 et S ( p k ) = 1 - 1 = 0 pour k � 1 . 

On en déduit la formule d ' inversion de Môbius 

PROPOSITION 1 . - Si f et g sont deux fonctions définies sur N* , à valeurs 

dans un groupe G commutatif ( dont la  loi est notée additivement ) , et liées par la 

relation 

alors 

f (n) L g (d) , 
d l n  

g (n) L J.t (d) f (n/d) 
d l n  
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> On a en effet 

L Jl(d) f(n/d) = I. Jl(d) I. g(d') = I. Jl(d) g(d') 

d l n  d l n  d '  1 n/d d, d ' ; dd ' 1 n 
= L g(d ') L Jl(d) = g(n) . < 

d' d l n/d ' 

COROLLAIRE . - Soit <l>n (X) E Z [X]  le polynôme cyclotomique d'ordre n , 

c'est à d ire le polynôme minimal d'une racine primitive n - ième de l'unité, alors on a 

<1>/X) = I1 ( X  n/d 
- 1 ) f!(d) 

. 
d l n  

> On prend pour G le groupe multiplicatif Z (X)* , et on utilise la relation 

X n 
- 1 = I1 ( X n/d 

- 1 ) . < 
d l n  

2 .  Calcul de In . 

Rappelons que In désigne le nombre de polynômes irréductibles unitai res, de degré 

égal à n et à coefficients dans le corps F q . 

En regroupant les éléments de F q' , q' = q n , selon leur degré sur F P , on obtient : 

q 
n 

= L d Id . 
d l n 

Une application de la formule d'inversion de Mobius fournit le résultat suivant.  

PROPOSITION 2 . - Le nombre In de polynômes unitaires irréducti bles de 

degré n à coefficients dans le corps fini F q est donné par la formule 

1 1 " 
(d) 

n/d = - .L.. Il q , n ° d 1 n 

d'où résulte l'encadrement q n - 2 q nfl < n In � q n ( inégalité stricte si n � 2 ) . 



3 .  Nombre de polynômes quadratfrei . 

Le résultat est le suivant. 
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PROPOSITION 3 . - Le nombre de polynômes unitaires quadratfrei sur  Fq , de 

degré d � 2 est égal à q d - q d - 1 . 

> Nous ne donnons que le principe de la démonstration. 

La fonction caractéristique des polynômes unitaires sur Fq est égale à 

1 

1 - q T ' 

celle de leurs carrés est donc 

2 1 - q T 

Du fait qu'un polynôme unitaire quelconque s'écrit de manière unique comme produit 

d'un polynôme unitaire quadratfrei et du carré d'un polynôme unitaire, la fonction 

caractéristique des polynômes unitaires et quadratfrei est égale à 

- 1 

1 -

1

q T 
. ( 1 -� T 2 ) 

D'où le résultat. < 

2 
1 - q T 

1 - q T 
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4. Etude du nombre de facteurs irréductibles d'un polynôme . 

Les résultats de ce paragraphe sont extraits de l'article de M. Mignotte et J. L. 

Nicolas , Statistiques sur F q [X] , Ann. de l'Inst. Henri Poincaré, v .  XIX, n° 2, 1 983 , 

pp. 1 13 - 121 . Mais ici les constantes sont calculées explicitement. 

On désigne par En l'ensemble des polynômes unitaires de degré n appartenant à 

l'anneau F q [X] . On a donc Card ( En ) = q n . Si un polynôme F E En admet la 

décomposition en produit de facteurs irréductibles 

on pose ro ( F ) = k , autrement dit 

ro ( F )  = I 1 
P 1 F :  P irréd uctible 

LEMME 1 . - Soit T un nombre entier, 1 � T � n . Pour F E  En on pose 

roT ( F ) = L 1 
P 1 F : P irr. : deg P s T 

ainsi ffir ( F )  désigne le nombre de facteurs irréductibles distincts de F dont le degré 

ne dépasse pas T ( en particulier, si F E  En alors ron ( F )  = ro ( F )  ) . On a 

L ffir ( F )  = q n ( Log T - c ) , avec - 1 < c < 2,5 . 

F E  E, 

> On a 

F E E, P 1 F ; deg P S T 

T 
= 2: i = 1 P : deg P = i F : P 1 F 

où P désigne un polynôme unitaire irréductible et où · F parcourt E0 • 

i = 1 
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D'après la proposition 2 , on a 

I .  1 

Donc 

i q 
1 2 

avec 0 :::; R. :::; ...,... 1 1 

I. ffiT ( F ) = q n 
l' E En  

T 

( I, �  
i = 1 

1 
T 

I. Ri q- i / 2 ) = q n ( Log T - c ) , 
i = 1 

T T "" 1 "" - i / 2 où c Log T - LJ T + LJ Ri q . 
i = 1 i = 1 

Il est facile d'estimer c ,  on a d'une part 

T � 1  
Log T < LJ -:- < 1 + Log T 

i = 1 1 
( considérer l'intégrale J Log t dt ) , 

1 

et d 'autre part 

� - i / 2 2 � ( 1 /../q) i 
< 2 � ( 1 /../2) i 

0 < &1 Ri q < &. i &1 1 = -2 Log( 1 - ( 1/..J2) ) < 2,456 . 

D'où la conclusion. < 

PROPOSITION 4 . - Avec les notations du lemme précédent, on a, pour tout 

nombre entier T , 2 :::; T :::; n , 

I. ( ffiT ( F ) - Log T ) 2 < . 2 q n ( 1 + Log T ) . 
I'E �  

> Suivons la démonstration de Hardy and Wright . ( An Introduction to the The ory of 

Numbers , Oxford, at the Clarendon Press, 1 960 ) pour la fonction ffi relative aux 

nombres entiers. 
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La quantité CùT (F) ( CùT (F) - 1 ) est Je nombre de paires ( P, Q) de polynômes 

irréductibles distincts telles P et Q divisent F (en comptant (P, Q) :t (Q, P) ) . On a 

donc 

(ÙT (F) ( (ÙT (F) - 1 ) = L 
P * Q ; dcg P,Q :!': T ; PQ 1 F 

Ce qui implique 

I Cù-r (F) ( (ÙT (F) - 1 ) � 
Fe r'n dcg P :!': T ; dcg P.Q :s; n F ; P Q 1 F 

T 2 ( L � ) < q 
n ( 1 + Log T ) 2

. 
i = 1 1 

La démonstration du lemme s'achève en utilisant la formule 

( (t}r( F ) - Log T) 2 = (t}r ( F) (ffi.:!· ( F) � 1) + (1 - 2 Log T) (t}r ( F )  + (Log T ) 2, 

ainsi que le lemme 1. < 

COROLLAIRE . - ( Inégalité de Tchebytcheff pour la fonction w ) Pour tout 

nombre entier n � 3 et tout nombre réel À strictement positif on a l'inégalité 

Card { FE En ; 1 Cù (F) - Log n 1 �À J Log n } � 3 q 
n 

')...- 2 . 

> On applique la proposition avec T = n . < 
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4. Factorisa tion d'un polynôme en p rodu i t  de poly nômes quadra t frei  . 

Dans tout ce paragraphe, K est un corps quelconque, non nécessairement fini. 

1. Définitions et général ités . 

Soit K un corps commutatif quelconque et soit F un polynôme non nul à 

coefficients dans K . On dit que F est quadra tfrei si F ne possède que des racines 

simples dans tout corps contenant K .  

Soit F '  la dérivée du polynôme F et soit Q le p.g.c.d. unitaire de F et de F ' . 
Si ce p.g.c.d. est égal à 1 , la re lation de Bézout entre F et F '  

U F + V F ' = l 
montre que F et F '  n'ont pas de racines communes et donc que F n'a que des racines 

s imples, autrement dit que F est quadratfrei. 

Inversement, si F n'est pas quadratfrei et admet, dans un certain corps contenant L , 

la décomposition 

où les Pi sont des polynômes sur L , unitaires, de degré un et deux à deux distincts ,  

avec e1 � 2 , alors la  dérivée F '  est  de la forme 

et 

e k - 1 
Pk divise Q ,  

donc P1 divise Q ,  ainsi F et F '  ne sont pas premiers entre eux. 
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Le polynôme R est en fait donné par la formule 
k 

R = L e i p t · · · pi- t pi+ !  · · · pk ' 
; �  1 

et F 1 Q divise P1 . . •  Pk , c'est donc un polynôme quadratfrei. 

Nous avons donc démontré le résultat suivant. 

PROPOSITION 5 . - Soit F un polynôme non constant, à coefficients dans un 

corps K .  Alors F est quadratfrei si, et seulement si, il est premier avec sa dérivée. 

De plus , le polynôme F 1 p.g.c.d. ( F , F ' ) est toujours quadratfrei ,  et si, d'une 

part, la dérivée F ' est non nulle et d'autre part on a p .g.c.d. ( F , F ' ) * 1 alors ce 

polynôme est un diviseur non trivial de F .  

2. Cas de la caractéristique zéro . 

Lorsque K est de caractéristique zéro, l 'expression précédente de R montre 

qu'aucun des polynômes P; ne divise le polynôme R . 

Dans ce cas, on a les relations 
e 1 - 1 

Q = pl 

et 
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3. Cas de la caractérisiique non nul le . 

Supposons maintenant K de caractéristique p . L'expression du facteur R montre 

qu'un des polynômes Pi divise R si, et seulement si, l 'entier p divise l'exposant ei . 

Si p ne divise pas tous les exposants ei ,  il divise par exemple les premiers exposants 

e 1 ,  . • .  , eh mais ne divise pas eh+ ! >  . . .  , ek , avec 0 � h < k ,  alors F ' n'est pas nul et 

le polynôme Q vaut 

ce qui montre que l'on a 

F 1 Q = ph+ t · · ·  pk · 

Le cas où p divise tous les exposants ei se produit si, et seulement si, la dérivée F '  

du polynôme F est nulle .  S i  F s'écrit F = L <1-j X i  et a une dérivée nulle alors p 

divise chaque indice i pour lequel <1-j est non nul ;  soit p e la plus grande puissance de 

le nombre p telle que p e divise le p.g.c.d.  des entiers i pour lesquels <1-j est non 

nul, alors on a e � 1 et on peut écrire le polynôme F sous la forme 
e 

F = H ( X P ) , avec H E  K [X) . 

Inversement, si le polynôme F est de cette forme alors sa dérivée est nulle. 

Considérons Je cas particulier où Je corps K est égal à Fq et où F est sous la forme 

précédente. Soient u et v deux entiers te ls que l'on ait la relation de Bézout 

u p e + v ( q- 1 ) = 1 ,  avec 1 � u < q .  

Alors ,  pour tout élément x de Fq ,  on a 
• 

( u ) p 1 - v (q- 1 ) x = x  = x ; 

ce qui signifie que x u est une racine p e - ième de x . 

M. MIGNOTTE - 9 
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Ceci permet de calculer facilement un polynôme H 1 tel que 

e • 
H ( X 

P 
) = H 1 (X) 

P ; 

en fait il suffit de 0 ( d p e Log q ) multiplications dans F q , où d est le degré de H . 

Grâce à la proposition 5 et à l'étude ci-dessus, on obtient le résultat suivant. 

PROPOSITION 6 . - S oit K un corps fini ou de caractéristique zéro, alors tout 

polynôme irréductible de K [X) est quadratfrei ( et a donc une dérivée non nulle ) . 

Remarque : Si K = FP [Y) et F ( X ) = Y X P - 1 , alors F '  = 0 et cependant F 

est irréductible sur K ( exercice : le démontrer ) . 

4. Algorithmes de décomposition en produit de polynômes quadratfrei . 

Dans ce paragraphe, K est un corps de caractéristique zéro ou un corps fmi, dont }a 

c aractéristique est notée p . Soit F un polynôme non constant de K [X] pour obtenir 

une décomposition de F en produit de polynômes quadratfrei on peut procéder ainsi : 

(i) on calcule la dérivée F ' de F ; 

(ii) Si F ' � 0 , on calcule le p.g.c.d. Q de F et de F ' . Alors, si Q = 1 le 

polynôme F est quadratfrei, sinon F = Q R , où R est quadratfrei, avec les 

inégalités 0 < deg R < deg F ,  et on applique la procédure au polynôme Q ; 

(iii) Si F '  = 0 on peut calculer un polynôme H E Fq [X) te l que l'on ait 

e 
F = H P 

, e � 1 , et H' � 0 ; 

et on applique ensuite la procédure au polynôme H . 
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Si d désigne le  degré du polynôme F , on peut noter que l'étape (i) comporte au 

plus d multiplications, tandis que le calcul de Q s'effectue en 0 ( d 2 )  opérations sur 

le corps K . Enfm le troisième pas ne peut s'appliquer que si la caractéristique est non 

nulle et comporte au plus 0 ( d 1 p . Log q ) multiplications, où q = Card (K) . 

L'article On square-free Decomposition Algorithms , in Proc. of the 1 976 AMS 

Symp. on Symb. and Alg. Comp. ,  Yorktown, ed. R. D. Jenks de D. Y. Y. Yun 

contient les trois méthodes suivantes de décomposition en produit de polynômes 

quadratfrei. 

On se donne un polynôme F e K [X] , et l'algorithme calcule des polynômes 

quadratfrei, deux à deux premiers entre eux P1 ,  . . .  , Pk tels que F = P1 P22 . . . pkk , 

avec k � 1 et Pk "*- 1 . 

méthode 1 ( Tobey et Horowitz ) : 

C1 : = p.g.c.d. ( F, F • ) ; D1 : = P 1 C1 ; i : = 1 ; 

tant que ci "* 1 faire 

début Ci+ !  : = p.g.c .d. ( Ci , Ci' ) ; Di+! : =  Ci / Ci+! ; Pi : = Di 1 Di+! ; i :  = i + 1 

f i n .  

En caractéristique zéro , le déroulement est le suivant : 



260 M athémat iques pour  l e  c a l c u l  formel 

méthode 2 ( D. Musser ) : 

C1 : = p.g.c.d.( F, F ' ) ; D1 : = P 1 C1 ; i :  = 1 ; 

tant que Di "*  1 faire 

début Di+t : = p.g.c.d .( Ci ,  Di ) ; Ci+ t : = Ci 1 Di+t ; Pi : =  D; 1 Di+ t ; i :  = i + 1 

fi n .  

En caractéristique zéro, le déroulement est à nouveau le suivant : 

C t = P2 P32 · · ·  pkk- t ; Dt = Pt P2 · · · Pk ; · · · · · · ; 

méthode 3 ( D. Y un ) : 

Q : = p.g.c.d. (  F, F ' ) ; C1 : = P 1 G ; D1 : = F ' - C1 ' ; i : = 1 ; 

tant que C; "* 1 faire 

début P. := p.g.c.d. ( C. , D. ) ;  C . 1 := C. 1 P. ;  D. 1 := D. 1 P. - c .' 1 ; i := i+l fin . 1 1 1 t+ 1 1 1+ 1 1 t+ 

En caractéristique zéro, le déroulement est cette fois le suivant : 

Q = P2 P32 . . . pkk-t ; Ct = Pt P2 . . .  Pk ; 

C2 = P2 P3 · · · Pk 

Ch= Ph Ph+t · · ·  Pk ; 
k k 

Dh = L ( i - h ) Pi' I1 pj = ph . ( L ( i - h ) Pi' I1 pj ) ; 
i = l  h < j ,t i  i = h + l  h < j ,t i 
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Mais , aucun de ses trois algorithmes n'est valable en caractéristique non nul le. 

Prenons en effet l 'exemple du pol ynôme F (X) =  X 3 + X 2 su r le corps F2 . 

Le premier procédé calcule 

F '  = X 2 ; Ct = X 2 D t = X + 1 et indéfi n i ment ci X 2  . . . . 

Le second algorithme calcule 

Ct = X 2 ; D t = X + 1 ; D2 = 1 ; C2 = X 2 

ce qui n'est pa� la décomposition cherchée. 

Le troisième algori thme calcule 

et donne F = (X + 1 )  (X 2) , 

Q = X 2 ; Ct = X + 1 ; Dt  = 0 ;  C2 = 1 et donne comme Je précédent 

F = ( X + 1 ) ( X 2 ) .  

L'algorithme qui figure plus haut se déroule ainsi pour cet exemple : 

Q = X 2 ; R = X + 1 ; Q' = 0 ; Q = ( X ) 2 et F = ( X + 1 ) ( X ) 2 , 
ce qui fournit enfin la décomposition cherchée. 

L'étude des coûts faite par Y un ( loc. cit. ) pour les méthodes 1 à 3 , démontre que 

- pour un corps de caractéristique zéro - la seconde méthode est plus économique que la 

première mais moins que la troisième. 
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4. Factorisation des polynômes sur un corps fin i  

Soit F un polynôme unitaire, de degré d ,  à coefficients dans le  corps K = Fq que 

l'on cherche à factoriser. Grâce à la procédure du paragraphe précédent, on peut se 

limiter au cas où F est quadratfrei ,  disons F = P1 . . •  Pk où les Pi sont des 

polynômes unitaires irréductibles deux à deux distincts, avec deg (P) = di ::=: 1 . La 

méthode qui suit est essentiellement due à Berlekamp. 

1 . Détermination du nombre de facteurs irréductibles . 

On considère l'algèbre quotient 

A = K [X] 1 ( F (X) ) . 

D'après le théorème chinois , cette algèbre est isomorphe au produit 
k Il K [X] 1 ( Pi( X ) )  , 

i = 1 

mais comme chaque Pi est un polynôme irréductible de degré di , on a 

où Ki est un corps de degré di au dessus de K et donc 

d . 
K. = F , où q. = q ' 

En résumé, 

q i  1 
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Soi t  L : A --t A J 'applicat ion qui à un élément a de algèbre A associe l'élément 

a '1 - a ; puisque K , et donc aussi A , est de caractérist ique p l 'appl ication L est 

l inéaire ( la démonstration figure au paragraphe 1 . 1  ) . 

Par l ' i somorphisme 

l 'appl icat ion L i nduit sur chaque corps K; l 'appl icat ion L; : x --t x q - x .  

D'après le théorème 1 , le noyau de L; est égal à F q . Ainsi ,  le n oyau de L est 

isomorphe à 

Ker L _ K k ,  

et en part icul ier, on a 

dimK ( Ker L )  = k . 

Pour déterm iner le nombre de facteurs irréductibles de F sur le corps Fq il suffit 

donc de calculer la dimension du noyau de l'appl ication L .  

En conséquence, on a l 'équivalente 

F i rréductible <=> dimK ( Ker L )  = 1 , 

ce qui fournit un moyen rapide de tester J'irréductibi lité d'un polynôme de Fq [X] . 

Plus généralement, considérons , pour h � 1 , l'appl ication de A dans elle-même 
h 

Lh : a --t a q - a , 

c'est encore une appl icat ion l inéaire, et elle induit sur chaque corps K; l 'application 

h 
Lh . : x --t x q 

- x , 1  

Le noyau de Lh , ;  est isomorphe à l'in tersection K; n K(h) , où K(h) désigne le 

corps à q h éléments ; il est d onc égal au corps à 

( d; .  h ) 
q éléments . 
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En conclusion, on a la formule 
k 

dimK ( Ker Lh ) = L ( d i , h ) . 
i = 1 

Par exemple, 

dimK ( Ker Y. )  = # ( facteurs irréd. de F ) + # ( fact. irréd . de F de degré pair ) , 

où le symbole # est une abréviation pour "nombre" . 

Le calcu l de la dimension du noyau de Lh permet donc d'obtenir des informations 

précieuses sur le type de factorisation de F . 

Du point de vue pratique, on représente l'application Lh par la matrice Qh - I , où Qh 

est la matrice d x d sur K dont la i-ième ligne représente 
h 

X q ( i - 1 ) modulo F (X) , 

sur la base ( 1 ,  X , . . .  , X d- I ) de A . Le calcul de la matrice Qh s 'effectue en un 

nombre d'opérations dans K qui est de la forme 0 ( h d 2 Log q )  . 

Etant donnée une matrice M de taille n x n sur un corps,  l 'algorithme usuel de 

triangularisation de M permet de déterminer le rang de cette matrice et une base du 

noyau qui lui est associé en 0 ( n 3 ) opérations ( voir par exemple Knuth, loc. cit . ,  

p .  388 ) .  
On peut donc calculer la dimension du  noyau de  Lh et une base de  ce t  espace en  au 

plus 0 ( d 3 )  opérations . En particulier, on peut tester si F est irréductible sur K en 

un nombre total de 0 ( d 3 + d 2 Log q ) opérations dans le corps K . 
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La clef de l'algorithme de Berlekamp est le résultat suivant, dont la démonstration 

repose sur la décomposition de l'algèbre A , A = K1 x . . .  x Kk déjà utilisée plus 

haut ( voir aussi la remarque à la fin du § 4 ci-dessous ) . 

THEOREME 2 . - On considère un polynôme F quadratfrei à coefficients dans le 

corps K à q éléments dont la décomposition en produit de facteurs irréductibles est 

Soit L J'application définie plus haut. Les propriétés suivantes ont lieu : 

(i) Si G est un polynôme dont l'image modulo F appartient au noyau de L , on 

a la relation 

F ( X )  = TI p.g .c .d .  ( F ( X ) , G ( X ) - y ) . 

y e  K 

(ii) Si G1 , . . .  , Gk- t , Gk est une base du noyau de L ,  avec Gk = 1 , alors pour 

tout couple d'indices i, j vérifiant 1 :::; i < j :::; k il existe un indice h , avec h < k , et 

deux éléments distincts Yi et Yi du corps K tels que le polynôme Pi divise Gh - Yi 
tandis que le polynôme Pi divise Gh - Yj . 

(iii) Si Gh est un polynôme comme en (ii) , avec h < k , il existe un élément y du 

corps K tel que le p.g.c.d. de F (X) et de G (X) - y soit un facteur non trivial du 

polynôme F . 
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> So i t  G un polynôme dont l ' image appartient au noyau de L . Par  hypothèse le  

polynôme F d iv i se G q - G . Mais ,  d'après le  théorème 1 , on a l a  relat ion 

G (X) ' 1  - G (X) = TI ( G (X)  - y ) . 
y E K 

Donc le polynôme F (X) div ise le membre de droite de la formule du théorème. 

Inversement, chaque facteu r du membre de droite d iv ise F (X) , et - comme ces 

facteurs sont deux à deux premiers entre eux - le membre de droite d iv ise le membre de 

gauche. D'où la première assert ion .  

So i t  maintenant G 1 , . . .  , Gk_ 1 , Gk une base du noyau de L , avec Gk  = 1 . Dans 

l ' i somorphi sme A = K 1 x . . .  Kk déjà  u t i l isé ,  l ' image des éléments G 1 , . . .  , G k  

engendre le produ it K x _ _ _  x K ; donc un certa in é lément Gh s'envoie nécessa i rement 

sur un élément de A dont les i-ème et j-ième composantes Yi et Yj sont d i sti nctes. Et 

on a bien sûr h < k puisque Gk = 1 . 

Ce qui  démontre la seconde propriété . 

So i t  G 11 un polynôme comme en (i i i) et so i t  ( y 1 , • • •  , Yk ) son image par 

l ' i somorphisme Ker L = K x . . . x K . Comme G h et Gk  sont  l i néai rement 

i ndépendants , les Yi ne sont pas tous égaux .  Si  ces Yi prennent exactemen t  rn v aleurs 

notées z 1  , . . .  , zm ( où on a rn � 2 )  , alors le polyn ôme F s'écrit 

(*) F (X) 
rn TI p.g.c .d .  ( F (X) , G h (X) - zi ) ,  

j = 1 

oi:l chacun des facteurs de droite est non trivial  . 

D'où la dernière assertion. < 
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Résumons les différentes étapes qui conduisent à la factorisation d'un polynôme F à 

coefficients dans le corps K = F q • Le degré de F est noté d . 

(i) On factorise F en un produit de polynômes quadratfrei. Ce qui permet de 

supposer F quadratfrei au cours des étapes ultérieures. 

(ii) On détermine une base du noyau de l'application L définie plus haut. On note 

Gh . . .  , Gk une telle base, où Gk = 1 . Alors k est le nombre de facteurs irréductibles 

de F .  

(iü) On applique la formule (ii) du théorème 2 en prenant tout d'abord le 

polynôme G1 , d'après ce théorème ceci fournit une factorisation non triviale de F. Tant 

qu'on n'a pas obtenu k facteurs distincts de F, on recommence le même travail avec les 

polynômes successifs G2, G3 , . . .  et si nécessaire jusqu'à Gk-l ; l'assertion (iii) du 

théorème 2 nous assure qu'en procédant de la sorte on obtiendra tous les facteurs 

irréductibles du polynôme F . 

On vérifie facilement que la partie (i) nécessite au plus 0 ( d 3 + d Log q ) 

opérations dans le corps K . 

Le calcul de la matrice qui représente L peut s'effectuer en 0 ( d 2 Log q ) 

opérations. Puis  le calcul d'une base du noyau de L est possible en 0 ( d 3 ) 

opérations. Le nombre d'opérations nécessaires pour le deuxième pas est donc majoré 

par 0 ( d 3 + d 2 Log q ) . 

Il est clair que le calcul du p.g.c.d. de deux polynômes P et Q à coefficients dans 

le corps K est possible en 0 ( deg P . deg Q ) opérations dans K . Par conséquent le 

troisième pas de l'algorithme nécessite au plus 0 ( q k d 2 ) opérations dans K . 
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En défin i t ive ,  l ' a lgorithme com plet comporte 0 ( q d 3 )  opérat ions et c'est l a  

dernière étape qui ,  e n  général , est la  plus coûteuse. E n  part icul ier, lorsque q est grand, 

d isons pour q 2 25 , cette dernière étape peut devenir trop d i spend ieuse . C'est pourquoi  

i l  est  ut i le  de trouver un moyen rapide de calcul  des points z du corps K te ls  qui  

fourni ssent des te rmes non tr iv iaux dans l a  formule notée (*) obtenue au cours de la  

démonstrat ion du théorème 2 ,  à savo ir l a  formule 

(*) F (X) = f1 p.g.c .d . ( F (X) , G h (X) - z )  , 
Z E S 

oü on a posé S = { z1 , . . •  , zm } . Le paragraphe qui  su i t  est consacré à l 'étude de la  

détermination rapide de cet ensemble S lorsque q es t  grand . 

4. Cas où a est grand . 

On suppose évidemment F non i rréd uct i b l e ,  donc k 2 2 . Pour déterminer 

l'ensemble S défin i  ci-dessus , H. Zassenhaus ( On Hense/factorisation 1 ,  J .  Number 

Theory, tome 1 ,  1 969, p. 29 1 -3 1 1 ) propose la méthode su ivante . 

Posons 

H (X) IT < X - z ) . 
Z E $ 

La re lation de la fin du paragraphe précédent montre que le polynôme F divise le  

polynôme composé H ( G (X) ) . 
Ceci permet de déterminer H en cherchant Je polynôme minimal de l ' image de G 

d ans l ' al gè bre A . Ensuite, on obt ient l 'ensemb le  S en calculant les rac ines du 

polynôme H .  

Nous étudierons le problème du calcul des racines d'un polynôme sur un corps fini  

dans le paragraphe suivant. 
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Une autre méthode, que l 'on retrouvera aussi dans le paragraphe suivant, a été 

proposée indépendamment d'une part par Cantor et Zassenhaus et d'autre part par 

C amion et consiste à se ramener au cas où les zi valent 0 ou 1 ,  autrement dit à 

déterminer des éléments idempotents de l'algèbre A , qui nécessairement appartiennent 

au noyau de L . 

Supposons la caractéristique de K impaire. Partant d'un polynôme G "* 1 dont 

l'image modulo F appartient au noyau de L, on obtient la racine carrée d'un idempotent 

de A en prenant l'image modulo F de G (q- I) 1 2 ; en effet, si l'image de G dans le 

produit K x . . .  x K est l'élément (x1 , . . .  , xk) celle de sa puissance G (q- 1 ) / 2 est 

l'élément ( x 1 (q- 1 ) 1 2, . . .  , xk<q- 1 ) 1 2 ) et on a bien sûr x; (q- 1 ) 1 2 = 0 ou ± 1 . Si on 

note I l'ensemble des indices i tels que x; (q- I) 1 2 = 1 et J l'ensemble des indices i 

tels que x; (q- I ) 1 2 = - 1 alors on a les relations 

et 

Et donc 

(q- 1 )/2 p.g.c .d .  ( F , G - 1 ) = 

i E ( 

(q- 1 )/2 TI p.g.c.d.  ( F , G + 1 ) = Pi 
i E J 

p .g.c.d. ( F , G ) = TI Pi 
i l!  1 v J 

L'une au moins des trois décompositions précédentes est non triviale lorsque le 

polynôme G vérifie la condition supplémentaire 

G (q- 1 ) / 2 "* ± 1 modulo F ,  

et le coût du calcul de ces trois p.g.c.d. ( y  compris le calcul de G (q- 1 ) 1 2 , pour lequel 

le polynôme G est supposé connu ) est de 0 ( d 2 Log q )  opérations sur le corps K. 

La condition ci-dessus a lieu avec une probabilité > 1/2 puisque, sur les q k éléments 

G du noyau de L il y en a seulement 2 ( (q- 1)/2 ) k pour lesquels G (q-1) 1 2  = ± 1 . 
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Remarque : 

Tout le principe de l'algorithme de Berlekamp et de ses améliorations consiste à 

déterminer la structure de l'algèbre quotient 

A = K [X] 1 ( F (X) ) . 

En supposant comme plus haut que F est un polynôme quadratfrei dont la 

décomposition en facteurs irréductibles est F = P1 . . •  Pk , l'isomorphisme du théorème 

chinois est l'application 
k 

q> : A � Il K[X] 1 ( Pi(X) ) , 
i = 1 

définie par q> ( G )  = ( G mod P1 , • . .  , G mod Pk ) .  

On ne calcule jamais q> ( son calcul équivaut à la connaissance des Pi ) mais son 

existence seule a été largement utilisée. 

Au départ, l'algèbre A est donnéè par sa base "naturelle" 1 ,  X, . . .  , X d- I et les 

calculs effectués consistent essentiellement à trouver des éléments G de A , dont 

l'image par q> possède certaines propriétés remarquables. 

Dans la première partie de l'algorithme de Berlekamp, les G doivent s 'envoyer sur 

une base du sous-espace K x . . .  x K du produit K1 x . . .  x Kk ( où Ki désigne le 

corps K [X] 1 ( Pi (X) ) ) . 

Dans l'étape- finale, on cherche à déterminer les éléments Yi de K tels qu'un 

polynôme G donné du noyau de L s'envoie par q> sur le k-uple ( y 1 ,  . . .  , Yk ) de 

l'ensemble produit K x ... x K . 

La méthode de Camion - Cantor - Zassenhaus revient à déterminer des polynômes tels 

que les Yi précédents soient égaux à 0 ou ± 1 . Enfm la recherche des idempotents 

primitifs de l'algèbre A équivaut à la détermination de polynômes dont l' image par q> 

est la base canonique de l'espace vectoriel K x . . .  x K ( un idempotent prim itif 

d'un anneau est un idempotent e � 0 tel que pour tout autre idempotent e' on ait la 

relation e.e' = 0 ) . 
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5 . Décomposition en produit de facteurs irréductibles de degré donné . 

Soit h un entier :?: 1 , le polynôme 
h 

Rh(X) = p .g .c .d .  ( F (X) , X q - X  ) 

fournit le produit des facteurs irréductibles de F dont le degré divise h .  

Pour effectuer le calcul de ce polynôme, on calcule d'abord 
h 

X q modulo F (X) , 

ce qui est possible en 0 ( h d Log q ) opérations, puis le p .g.c.d. en 0 ( d 2 ) 

opérations. 

De plus, si le premier calcul a été effectué pour l'entier h ,  le même calcul pour l'entier 

suivant h + 1 est possible en 0 ( d Log q )  opérations. Pour h variant de 1 à H 

on obtient donc un total de 0 ( d H Log q + d 2 H ) opérations . 

On peut aussi noter que le calcul des polynômes Rh pour 1 � h � H permet 

d'obtenir facilement le produit Sh des facteurs irréductibles de F dont le degré est égal 

à h , ceci pour 1 .,; h .,; H ; la formule est 

ou encore 

TI si 
i 1 h ;  i < h 

p .g .c .d .  ( Rh , TI Ri ) 
i 1 h ; i < h 
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6. La méthode de MacEieice . 

La référence de l'algorithme de R. J. MacEieice que nous présentons ici es t  

Factorization of polynomials over finite fields , Math. of  Computation, t .  23 , n° 1 08,  

1 969, pp .  861 -868. Démontrons d'abord un lemme, puis  une proposition sur  laquelle 

repose cet algorithme. 

LEMME 2 . - Soient F et G deux polynômes quadratfrei à coefficients dans Fq 
tels que F divise G . On pose Ar = Fq [ X ] / ( F ) et A0 = Fq [ X ] / ( G )  et on 

note respectivement LF et La les applications L correspondantes ( définies au § 4. 1 

). Et soit 1t : A0 � AF la surjection canonique. Alors on a 

Ker Lr = 1t ( Ker La ) . 

> Soient P1 , . . .  , Pr les div iseurs irréducti bles de G , numérotés de telle sorte que 

l'on ait F = P1 . . .  Pk . Alors les idempotents primitifs e1 , . . .  , er de A0 sont les 

images modulo G de polynômes Ei qui vérifient 

pour j = 1 , . . .  , r .  

Il est clair que les éléments 1t (E1) , . . .  , 1t (E�c) sont les idempotents primitifs de Ap . 

D'où la conclusion . < 

PROPOSITION 6 . - Soit F un polynôme sur le corps F q qui vérifie F (0) "* O. 

S oit t la période de F ( c'est à dire le plus petit entier j tel que F divise X j - 1 ) . 

Alors les polynômes Ti = Ti.r définis, pour i = 1 ,  . . .  , t - 1 , par les formules 

i i q i q 2 i q i Ti ( X ) = X  + X  + X  + . . .  + X modulo F ( X ) , 

X i - X i
q
; où l'entier qi est la plus petite puissance de q telle que le polynôme F divise , 

engendrent le noyau de l'application L calculée au cours de l'algorithme de Berlekamp. 
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> Par défmition même il est clair que chacun des T; appartient au noyau de L . 

Supposons d'abord F égal à X 1 - 1 , et posons H = X 1 - 1 . 

m ; - 1 rn - 1  
Posons qi = q , alors rn i est le plus petit entier tel que t divise le produit i q 

' 

Les exposants de T;,H sont donc les différents résidus modulo t des rn; nombres 

i , i q, i q 2, . . . Considérons maintenant un polynôme G appartenant au noyau de LI ! . 

On a alors Q q ;;;; G ( mod X L I ) , et si G ( X ) = ao + ai X + . . .  + at- I X t - l 

on en déduit la relation a,. = a0• s'il existe u E Z tel que l'on ait 

n ="' n' q u modulo t ; 

ce qui montre bien que G est une combinaison linéaire des polynômes T;,H . 

Soit maintenant F un diviseur strict de H . D'après le lemme 2 et la démonstration 

ci-dessus, la famille des polynômes T;,H modulo F , i = 1, . . . , t - 1 engendre le 

noyau de LF . Mais il est facile de voir que chaque T;,H est de la forme T; ,H = a T;,F , 

où a est un entier dépendant de i . D'où la conclusion. < 

Ce résultat est surtout utile lorsque t est petit. Ceci est le cas quand F a tous ses 

facteurs irréductibles de même degré, et on peut réaliser cette condition grâce à 

l'algorithme du paragraphe précédent. 

Remarque : Supposons que le polynôme F soit le produit de k facteurs irréductibles 

distincts, de même degré d' , et soit t la période de F . Alors t divise q d' - 1 . Soit t' 

un diviseur de t tel que le quotient r = t 1 t' soit premier. Il existe alors au moins un 

facteur irréductible de F dont la période ne divise pas t' . Donc - à  moins que tous les 

facteurs irréductibles de F aient une période égale à t - le polynôme 

p .g .c.d .  ( F ( X ) , X r ·  - 1 ) 

constitue un facteur non trivial de F pour au moins une des valeurs possibles de t' . 
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5 .  Recherche des racines d 'un polynôme dans un corps fin i  • 

1 .  Une première réduction . 

Comme nous l'avons déjà vu, le calcul du p.g.c.d. des polynômes F (X) et X q - X 

permet de se ramener au cas de la recherche des racines d'un polynôme qui se factorise 

complètement dans le corps Fq . Nous supposerons en outre que le polynôme F ne 

s'annule pas en zéro. 

On peut aussi noter que les procédures décrites dans l'article de Berlekamp, Factoring 

polynomials over large finite fields , Math. of Computation, T. 24, n° 1 1 1 , 1 970, pp. 

7 1 3 -735,  § 5 et 6 , permettent de se ramener au cas de la recherche des racines d'un 

polynôme F à coefficients dans le corps premier F P et qui se factorise complètement 

dans ce corps. 

2. Cas des polynômes qui se décomposent dans F q . 

Considérons donc un polynôme F de la forme 
d 

F (X) == I1 ( X - si ) , 
i = 1 

où les si sont des éléments non nuls ( inconnus ) du corps F q . La méthode de 

factorisation en produit de polynômes quadratfrei permet de se ramener au cas où les si 

sont distincts, ce que nous supposerons aussi. 
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D'après une remarque déjà rencontrée, on peut écrire 

( (q - 1 ) / 2 ) ( (q - 1 ) /2 ) 
F (X) = p.g.c.d . F (X) , X - 1 • p.g.c .d. F (X) , X + 1 , 

formule qui sépare les racines si suivant qu'elles sont ou non des carrés dans F q . Si 

cette décomposition est triviale, on remplace le polynôme F ( X ) par un polynôme de la 

forme F ( X - a ) . On peut considérer que la probabilité pour qu'une valeur de a 

conduise à une décomposition triviale est voisine de 2 - d + 1 • En général, on aboutit à 

une décomposition non triviale de F au bout d'un très petit nombre de choix de la valeur 

a de la translation. 

Exemple : Considérons le polynôme 

sur le corps F 7 . 

On a 

( F ( X ) , X 3 + 1 )  = ( - 3 X L 3 X 2 + 3 X + 1 , X 3 + 1 )  

= ( - 3 X 2 + 3 X - 3 , X 3 + 1 )  = X L X + 1 ,  

D'une part on a 

et d'autre part, le polynôme du .second degré X 2 - X +  1 est congru modulo 7 au 

polynôme X 2 + 6 X + 1 dont le discriminant est égal à 4 modulo 7 , donc 

X 2 + 6 X + 1  = ( X - 3 ) ( X - 5 ) .  

D'où la décomposition 

F ( X )  = ( X - 1 ) 2 ( X - 3 ) ( X + 2 ) . 
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3 . Résolution de l'équation binomiale X d = a 

Soit K un corps fini possédant q éléments. On considère une équation, que l'on 

notera E , de la forme x d = a où a est un élément non nul du corps K , et on 

cherche à déterminer toutes les solutions de E qui appartiennent à ce corps. 

Soit h l'ordre de l'élément a dans le groupe K* des éléments non nuls de K . 

Posons k = ( q - 1 ) 1 h . Le groupe K* est cyclique et admet un générateur tel que 

l'on ait a = z k . Cherchons x sous la forme x = z u , où u est inconnu. L'équation 

E est équivalente à la congruence 

u d = k modulo q - 1 . 

Soit e le p.g.c.d. des entiers d et q - 1 . Posons d = e d' et q - 1 = e q' . Pour 

que l'équation E possède une solution dans K il est nécessaire que e divise k . 

Inversement si k = e k' , k' entier, alors la congruence précédente équivaut à u d' = k' 

modulo q' et l'équation E possède donc e solutions dans K .  Notons enfm que la 

condition e divise k équivaut à la relation a d" = 1 , condition que l'on peut tester en au 

plus 0 ( Log q )  multiplications dans le corps K . Dans la suite, on supposera toujours 

cette condition réalisée. 

Pour résoudre l'équation E , on peut d'abord résoudre l'équation y e = a puis 

l'équation x d" = y . Ceci ramène le problème étudié au deux cas suivants : 

(i) ( d ' q - 1 ) = 1 ' 

(ii) d divise q - 1 . 
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Le premier cas est très facile à traiter : soient u et v deux entiers tels que l'on ait 

u d + v ( q - 1 ) = 1 , avec 1 � u < q ; 

alors 

est une solution de E ( en effet ( a u ) d = a 1 - v  < q - 1 > = a ) , de plus E ne 

possède pas d'autre solution dans le corps K . Le calcul de l'entier u puis celui de a u  

peuvent tous deux s'effectuer en 0 ( Log q )  opérations .  

Exemple : Si q est congru à - 1  modulo 6 ,  l'équation X 3 = a  est résoluble dans 

· le corps F q en 0 ( Log q ) opérations. Plus généralement on peut trouver une solution 

dans F q de toute équation cubique en 0 ( Log q ) opérations,  au moins quand on 

connait un élément de K* qui n'est pas un carré ( utiliser les formules de Cardan et la 

résolution de l'équation X 2 = b donnée ci-dessous ) . 

Etudions maintenant le cas (ii) . Il est utile de considérer d'abord le cas le plus simple 

de l'équation x 2 = a , avec q impair et a < q - 1 } / 2 = 1 . 

La présentation donnée ici s'inspire de l'article de Lehmer , Computer Technology 

Applied to the.Theory of Numbers , Studies in Number Theory, pp. 1 1 7- 1 5 1 ,  ed. W. J. 

Leveque, Englewood Cliff, Prentice Hall, 1 969 , qu'elle étend au cas où q n'est pas 

premier et auquel elle apporte quelques simplifications. 

Si q est de la forme 4 k + 3 , les solutions sont x = ± a k + 1 , en effet on a alors la 

relation x 2 = a 2 k + 2 = a 1 + (q- 1 ) / 2 = a . D'où un calcul des solutions en 0 ( Log q ) 

opérations. 

Dans le cas général où q est de la forme 4 k + 1 , la proposition suivante fournit un 

moyen de calcul des solutions . 
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PROPOSITION 7 . - Soit q une puissance d'un nombre premier , avec q de la 

forme 4 k + l . Soient a et b deux entiers tels que l'élément a soit un carré dans F q * 

mais que b 2 - 4 a n'en soit pas un. Soit enfm v n la suite récurrente défmie par 

v0 = 2 , v1 = b , V0 = b v0_ 1 - a V0_2 pour n ?! 2 . 

Alors les solutions de l'équation x 2 = a  dans Fq sont x = ±  (1/2) v(q+l)/2 .  

> Soit K' le corps de cardinal q 2 et soient a et 13 les racines dans K' de 

l'équation 

On vérifie aisément que l'on a v0 = a n + 13 
n 

, pour tout n ?!  0 .  D'où la relation 

2 = ( (q+1)/2 A (q+1)/2 ) 2 = q + 1 A q + 1 2 ( A ) ( q + 1 )  / 2 v(q+1)/2 a + p a + p + a p  . 

La transformation y -) y q laisse invariante l'équation ci-dessus, a q est donc une 

de ses racines ; or a q i': F q ( puisque b 2 - 4 a n'est pas un carré dans le corps F q ), 

donc a q = 13 . De même 13 q = a . D'autre part, a étant un carré non nul de F q , on a 

la relation a <  q - 1 l / 2 = 1 . En définitive, 

2 
2 A 2 

( q + 1 ) / 2 4 v = a p +  a = a .  < (q+1)/2 

On peut calculer v(q+l )/2 en 0 ( Log q ) opérations grâce à l'une quelconque des 

formules ( faciles à vérifier ) 

ou 

On a donc montré que si une équation du second degré sur le corps Fq est résoluble 

dans ce corps , alors on peut trouver ses solutions en 0 ( Log q ) opérations - à 

condition de connaître un élément 11on résidu quadratique de ce corps. 
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Passons maintenant au cas général de la condition (i i )  . Nous allons donner une 

p rocédu re qui s'inspire de celle de G auss,  Disquisitiones arithmeticae , Fleischer, 

Leipz i g ,  1 80 1 , § 67-68 . On suppose donc que l'exposant d divise q - 1 et que a 

vérifie a (q- 1 ) 1 d = 1 . On supposera aussi que d est premier, ce qui n'ôte rien à la  

général ité puisque toute extraction de racine se  ramène à une suite d'extractions de 

racines d'ordre premier. Posons maintenant q - 1 = d r q' et k = d s k' , où d ne 

d ivise ni q' ni k' . Supposons que l'on connaisse un élément y de K* d'ordre d r . 

Soient w et t deux entiers tels que l'on ait w d = 1 + t q' . Si x est une solution de E 

alors on a la relation ( x  a ·  w ) d = a - t  q· dans laquelle le membre de droite a un ordre 

qui divise l'entier d r .  Les solutions x de l'équation E sont donc de la forme 

x = y i a w , où w vérifie w d = 1 modulo q' . 

Posons w d = 1 + t q' . On a y = z q' rn , où d ne d ivise pas l'entier rn , z 

désignant le générateur de K* choisi plus haut. Il s'agit donc de trouver un entier j tel 

que l'on ait m j + t d s - 1 k' = 0 modulo d r - 1 . IJ y a donc au plus d r - 1 essais 

de l•entier j à effectuer. Enfin, si x est une solution dans K toutes les autres solutions 

de l'équation E qui appartiennent à ce corps sont de la forme 
r - 1  

x' = y i d x pour i = 0, 1 , . . . , d - 1 . 

On trouve donc toutes les solutions de l'équation E en 0 ( d r  Log q )  opérations 

d ans le corps K , à condition de connaître un élément de K* qui est d'ordre d r .  

Résumons cette étude. 

PROPOSITION 8 . - Soit d un nombre premier qui divise q - 1 . On suppose que 

l'on connaît un élément du corps F q d'ordre d r, la plus grande puissance de d qui 

divise q - 1 . Soit a un élément non nul de F q qui vérifie a ( q - 1 l 1 d = 1 . Alors , on 

peut calculer toutes les solutions de l'équation x d = a , x E F q , en 0 ( d r  Log q ) 

opérations dans le corps fmi F q . 
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Exe r c i c e s  

1 .  Estimation de <p (n) . 

1 °) Démontrer que la série 

est convergente. 

L ( Log 
1 - 2._ )  

2 
1 - 1 / n n n <: 

2°) Soit ( C0 ) n .,  1 une suite de nombres réels. On pose 

C (t) = L C0 • 
n ,.;; t 

Soit f : [ 1 ,  oo [ � R une fonction. Démontrer la relation 

L en f(n) = L C(n) ( f(n) - f(n+ 1 ) ) + C(x) f ( [x]) 

n ,.;; x n ,.;; x - 1  

En déduire que, dans le cas où  f est continûment dérivable, on a 
x 

L en f(n) = C(x) f(x) - J C(t) f ' (t) dt . 
n ,.;; x 1 

3°) Démontrer que si p est un nombre premier, et si p h divise n !  alors on a 

l'inégalité h � ( n 1 p ) - 1 . En déduire la majoration 

"" Log p 
LJ -- ::; Log x + 0 ( 1 )  . 

p ,.;; x p 

4°) Démontrer la majoration 

x 
"" pl ::; 

1 + J ( Log (t) + 
2
c ) 

dt , LJ où c est une constante . 
p 1 n 1 t ( Log t ) 

5°) En déduire la minoration 

<p (n) c '  -- � , où c' est une constante . 
n Log Log n 
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2. Résolution de l'équation x P = a dans un &roupe fini . 

Soit G un groupe fini de cardinal n et soit p un nombre premier qui divise n , de 

sorte que n = p r n' , où p ne divise pas n' . 

1 °) On pose G (p) = { x e G ;  3 k ,  ordre (x) 1 p k } .  Démontrer que 
r 

G (p) = { x E  G ;  x p = 1 } ' 

où désigne l'élément neutre de G . 

2°) Soient a et x deux éléments de G tels que x P  = a .  

(i) Démontrer que a n  1 P = 1 . 

(ii) Soit u un entier tel que u p = 1 ( mod n' ) . Démontrer que x a - u  

appartient à G (p) . 

(iii) En déduire que la connaissance de G (p) permet d'obtenir une procédure 

de résolution de l'équation x P = a dans G , a étant donné, en un nombre 

d'opérations dans G majoré par 0 ( p r Log n ) . 

(iv) Dans le cas particulier où a vérifie la relation a n' = 1 , démonter que 

l'élément x = a u  est une solution de l'équation x P = a . 
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3 .  Dénombrements dans Fq [X] . 

A un sous-ensemble E de F q [X] , on associe une série formelle, appelée fonction 

génératrice de E , 
� 

s ( t )  = SE(t)  = L 
m = O  

m 
a t m où a

m 
= Card { F E E ; deg F = rn } . 

1 °) Démontrer les propriétés suivantes : 

(i) si E = { F e  Fq [X]  ; F unitaires } alors 

1 
S ( t )  = SE ( t ) = T"=<lt , 

(ii) si E est l'union disjointe de deux ensembles E' et E" alors 

2°) Soient E1  , E2 , . . .  , E0 des ensembles de polynômes unitaires tels que 

( F E  E; , G E Ej , i -:t j ) ::::) p.g.c.d. ( F, G ) = 1 . 

On désigne par E l'ensemble des polynômes de la forme F1 . . .  F0 où F; e E; 

pour tout i . Démontrer que 
n 

S E ( t )  = II S ; ( t ) ' 
i = 1 

où S; est la fonction génératrice de E; pour i = 1 ,  2, . . . , n . 

Généraliser ce résultat au cas d 'une suite infinie ( E; ) i � 0 de parties de F q [X] 

possédant certaines propriétés convenables. 

3°) Soient, pour rn =  1 ,  2,  . . . , des ensembles Rm constitués par im polynômes 

irréductibles de degré rn , unitaires . S oit E l'ensemble des polynômes unitaires dont 

tous les facteurs irréductibles sont dans l'union R des Rm . 



Démontrer la relation 

� 

S E ( t )  = rr ( l - t m ) · i m .  
m = l  

En déduire la formule 
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où lm est le nombre de polynômes de F q [X] , irréductibles , unitaires et de degré rn . 

S oit E' l 'ensemble des polynômes unitaires qui sont produits de facteurs 

irréductibles , tous distincts, et appartenant à R . 

Démontrer que 

� 

SE. ( t )  = TI ( l - t m )i m 
m = l  

4°) Démontrer que la fonction génératrice de l'ensemble des carrés des polynômes 

unitaires est 

2 
1 - q t 

5°) ( référence : E. R. Berlekamp , A lgebraic Coding Theory , § 3 .3  ) 

Soit Q l'ensemble des polynômes unitaires et quadratfrei de F q [X] , et soient 

Q' = { F E Q ; ffi (Q) pair } et Q" = { F E  Q ; ffi (Q) impair } . 
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Démontrer les relations suivantes 
� rr rn lm SQ (t) = ( 1 + t ) = 

rn =  1 
� 

2 
1 - q t 
1 - q t 

SQ.(t) - SQ .. (t) = rr ( 1 - t 
rn ) 1m = 1 - q t . 

rn =  1 

En déduire que, pour rn �  2 , le nombre de polynômes quadratfrei de degré rn ayant 

un nombre pair de facteurs irréductibles et le nombre de ceux ayant un nombre impair de 

facteurs irréductibles sont égaux. 

Démontrer les formules 
2 

l - q t + ( 1 - q t  ) / ( 1 - q t )  
SQ.(t) = 2 

2 
- 1 + q t + ( l - q t  ) / ( 1 - q t )  

2 

6°) Démontrer que la fonction génératrice de l'ensemble des polynômes unitaires qui 

n'ont pas de racine dans le corps Fq est 

( 1 - t ) q  
1 - q t 

� 

= rr ( 1 - t m )
- l

m 
m = 2  

Généraliser ce résultat à l'ensemble des polynômes unitaires qui n'ont pas de facteur 

irréductible de degré :s; k , où k est un entier positif fixé. 
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On désigne par <l>n le polynôme cyclotomique d'ordre n , et - pour des  raisons de 

commodité - on pose F ( n ; X ) = <l>n ( X ) . 

1 °) Démontrer les formules suivantes 
k - 1 

si p est premier et ne divise pas rn , F ( rn  p \ X ) = F ( rn p ; X P ) , pour k � 1 , 

F ( m p ; X ) = 
F ( m ; X P )  
F ( m ; X )  

n impair , n � 3 :=::> F ( 2 n ; X ) F ( n ; - X ) . 

2°) En déduire les relations 

et 

0 si n = 1 ,  

<l> n ( 1 ) = { p si n = p
k

, k � 1 , 
si ffi (n) � 2 , 

0 si n = 2 ,  { - 2  si n = 1 ,  
2 si n = 2 k , k � 2 , 
p si n = 2 n ' ,  où n ' est une puissance de p , n ' >  1 , 1 sinon . 

3°) Soit n un entier � 2 et soit d un diviseur de n , 1 $ d < n . Démontrer que le 

polynôme <l>n ( X ) divise ( X n - 1 ) 1 ( X  d - 1 ) . 

4°) On suppose les entiers n et q premiers entre eux. Démontrer que le polynôme 

cyclotomique <l> n se décompose alors dans le corps F q en <p (n) 1 d facteurs 

irréductibles , de degré d , où d est le plus petit entier > 0 tel que q d = 1 ( mod n ) . 
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5. Congruences de Lucas . 

Soit p un nombre premier. Les congruences qui suivent sont toutes modulo p , elles 

ont été démontrées pour la première fois par Lucas. 

1 °) S oit a un entier, 0 � a <  p . Démontrer les congruences 

( l + X ) " P + a s ( l + X P ) "  ( l + X ) 8 • 

2°) S oit b un entier , 0 � b < p . En égalant les coefficients de X k P + b dans la 

formule précédente, démontrer la relation 

( donc = 0 si a < b ) . 
3°) Conclure que si l'écriture de n en base p est n = ( ni . . .  n1 ) et celle de k est 

de la forme k = ( � . . .  k1 ) où les k; sont � 0 )  alors on a 

( : ) - ( :: ) (:;) 
6. Soit L le corps fini à q n éléments. Démontrer que le nombre de n - uples 

d'éléments de L qui sont des bases de L sur le corps Fq est égal à 

( q " - l ) ( q " - q )  . . . ( q " - q n - 1 ) . 
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Polynômes sur  u n  corps f i n i  287 

Le corps F q sera noté K . On considère un entier n fixé � 2 , et on désigne par L 

le corps fini à q n éléments. On fixe aussi un polynôme f E  K [X] , irréductible sur K 

et de degré n .  

1 °) Démontrer que le polynôme f est quadratfrei. 

2°) Démontrer qu'il existe a E L tel que f (a) = 0 .  

Démontrer aussi que, pour un tel a , on a L = K [ a] . 

3°) Démontrer que f se décompose en facteurs linéaires dans le corps L et que ses 

racines sont les n éléments distincts de L : 
2 n - 1 

a ,  a q , a q , . . .  , a q 

4°) Si a et !3 sont deux racines de f dans L , démontrer l'égalité 

ordre ( a ; L * ) = ordre ( !3 ; L * ) . 

5°) Démontrer que l'ensemble G des automorphismes a : L � L qui vérifient la 

condition a (x) = x pour tout élément x du corps K est un groupe. 

Soit j un entier, 0 � j < n . Démontrer qu'il existe une seule application K - linéaire 

<p de L dans lui-même qui vérifie 

j 
<p ( a ) = a q et <p ( a i ) = <p ( a ) i pour tout i � 0 ; 

on la notera ai . 

Démontrer que ai appartient à G puis que G = ( a0 , a1 , . . .  , O'n- 1 ) . 

En déduire que G est un groupe cyclique isomorphe au groupe additif Z 1 n Z . 
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6°) Soit Tr : L -+ L l'application K - linéaire définie par les relations 

. . . . n-1 
Tr ( a' ) = a 1 + a 1 q + ... + a 1 q pour i = 0, 1, ... , n - 1 . 

Démontrer que Tr ( L ) = K et que, pour tout élément P de L on a 

et 

Si p e L démontrer que l'application T p de L dans lui-même définie par 

T p ( x ) = Tr ( p x ) pour tout x de L 

est une application K - linéaire dont l'image est contenue dans le corps K . 

Si p et y sont deux éléments distincts de L , démontrer que les applications T p et 

T'Y sont différentes. 

En déduire que si T : L -+ K est une application K - linéaire alors il existe p dans 

le corps L telque T=Tp. 

Soit a1 , ... , <ln une base de L en tant que K - espace vectoriel. Démontrer qu'il 

existe une base P1 , ••• , Pn de L telle que l'on ait 

Tr ( <Xï pj ) = 5ij ( comme d'habitude, 5ij est le symbole de Kronecker ) . 

7°) Pour p e L on défmit le vecteur V <P> = ( P1 , ... , Pn) où 

1·1 
p.= pq 1 pour i = 1, 2, ... , n . 

Démontrer que a1 , ••• , <ln est une base de L ( en tant que K - espace vectoriel ) si, 

et seulement si, les vecteurs V (a1), ... , V («Xn) sont K- linéairement indépendants. 

En déduire l'équivalence suivante 

J-1 
a1, . . . , a0 base de L (::::) det (A) �0 où A= (aij) avec aij= a( 
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8°) Si a1 , . . .  , a, sont des éléments de L , on pose 

démontrer la relation 

B = 1A A ( où 1A est la matrice transposée de A ) . 

En déduire le critère suivant 

a 1 , o o ·  , an base de L � det ( B ) -:1- 0  . 

8. Matrice compagnon . 

Soit K un corps et soit f un polynôme unitaire à coefficients dans ce corps, donné 

par la formule 

f ( x )  = x n - �-1 
x n - 1 - �-2 x n - 2 - 0 0 0  - ao 0 

On considère la matrice A = A f définie par 

( ?  g 
A = 0 1 

0 0 

1 °) On désigne par e i , 1 � i � n , le vecteur-colonne de composantes ( ôii ) 1 :<> j ,., n . 

Démontrer les formules 

A ( ei ) = ei+ l pour 1 � i < n et A ( en ) = ao e 1 + a1 e2 + 0 0 0  + �-l en . 

Démontrer que les matrices 1 , A , 0 0 0  et A n · 1 sont linéairement indépendantes sur 

le corps K et que l'on a F ( e1 ) = 0 où 

F = f ( A )  = A " - �-I A n - 1 - �-2 A n - 2 - o o · - ao i . 

En déduire que F est nulle et que f est le polynôme minimal de la matrice A . 

M. MIONOTTE - 10 
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2°) Soit K [A] l'ensemble des matrices qui sont des combinaisons linéaires à 

coefficients dans K des puissances de la matrice A et de la matrice identité 1 . 

Démontrer que l'application 

cp : K [X] / ( f  (X) ) --) K [A] 

qui, pour i = 1, 2, . . .  , n - 1 , associe A i  à X i  et qui envoie 1 sur la matrice 1 est un 

isomorphisme d'anneaux et de K-espaces vectoriels. 

En déduire en particulier que si K est un corps fmi et L est une extension finie de K 

alors on peut représenter L comme un certain anneau de matrices sur K . Donner un tel 

exemple pour K = F3 et L = F9 . 

3°) Démontrer que pour tout entier k � 1 on a l'équivalence 

f ( X )  divise X k - 1 <::::> A k = 1 . 

9. Corps de décomposition . 

Soit K le corps Fq et soit f un polynôme à coefficients dans K de degré n � 2 .  

On désigne par L la plus petite extension du corps K dans laquelle le polynôme f se 

décompose en produits de polynômes du premier degré ( une telle extension existe, voir 

l'exercice n° 38 du troisième chapitre ) . On désigne par r = r ( f )  le degré de L en tant 

qu'espace vectoriel sur le corps K . 

1 °) Soient f1 , . . .  , fk les polynômes unitaires, irréductibles sur K , qui divisent f .  

Démontrer la relation 

r ( f ) = p.p.c.m. ( d1 , • . .  , dk ) où di = deg ( fi ) , i = 1 , . . . , k .  



où 
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2°) Démontrer que l 'on a 

g ( n ) 

max { r ( f )  ; f E  K [X] , deg ( f )  = n ) g (n) 

max { p.p.c .m. ( m1 , . • •  , ms )  ; s , m1 o  . . .  , ms , m 1 + . . .  + ms � n } . 

Démontrer l'estimation 
Log g(n) - J n Log n 

[ Voir l 'article de J. L. Nicol as .- Ordre maximal d'un élément du groupe Sn des 

permutations et " highly campos{ te numbers " , Bull . Soc. Math . France, t. 97, n° 1 08 ,  

1 969 , p. 86 1 -868 ] 

3°) Soit, comme dans la première quest ion , k le nombre de facteurs i rréducti bles du 

polynôme f .  

Démontrer la majoration 

( -n
k
) k . 

r ( f )  � 

En dédu ire que , pour tout E < 0 fixé et pour tout entier n assez grand , on a " en 

général " 

r ( f )  � exp { ( 1 + E ) ( Log n ) 2 } . 

[ Remarque : On peut montrer que la minoration r ( f )  � exp { ( 1 - E ) ( Log n )  2 } 

est aussi vraie " en général " ; mais la preuve est beaucoup' plus difficile. Voir l'article de 

M .  Mignotte et J. L. Nicolas .- Statistiques sur Fq [X] , Ann. Inst. Henri Poincaré, 

v . XIX, n° 2 ,  1983 ,  pp. 1 1 3 - 121  ) . ] 
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10. Période d'un polynôme . 

On note K le corps fmi F q . Et on considère un polynôme f non constant de degré 

égal à n , à coefficients dans K et qui vérifie f (0) '* 0 . 

1 °) Démontrer qu'il existe un entier k > 0 tel que f (X) divise X k - 1 . 

Le plus petit de ces entiers est appelé la période de f ,  et noté per ( f ) . 

Démontrer la majoration 

per ( f  ) :s; q n - 1 . 

2°) Si f = g h où les polynôme f et g sont premiers entre eux, démontrer la 

relation 

per ( f ) = p.p.c.m. ( per ( g ) , per ( h ) )  . 

3°) Démontrer que si f est irréductible alors on a 

per ( f ) divise q n - 1 .  

4°) On suppose en outre que f est unitaire et se décompose sous la  forme 

nk 
fk , où les fi sont distincts, irréductibles et unitaires . 

Démontrer que l'on a 

per ( f )  = e p s où e = p.p.c.m. ( per ( f1 ) , . . . , per ( fk ) ) 

et l'entier s est défini par la condition 

p • ;::: max { n 1 ,  . . .  , nk } > p s - I  

5°) Comparer per ( f (X) ) et per ( f (- X) ) . [ Voir R. Lidl et H. Niederreiter . 

Finite Fields , Add. Wesley , 1 983,  Reading Mass . ] 

6°) Si f est unitaire, soit r le plus petit entier tel que X r soit congru à un élément 

du corps K modulo le polynôme f et soit a tel que X r = a .  Démontrer que l'on a 

per ( f ) = r h ,  

où h est l'ordre de a dans le groupe K* . 
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1 1 .  Démontrer que le produit des polynômes unitaires irréductibles de degré n sur le 

corps F q est donné par la formule 

I1 ( d 
)fi ( n 1 d ) 

x q - x 
d l n 

1 2. S oient K et L les corps finis possédant respectivement q et q' = q rn 
éléments. Soit 

q . - 1 
f = I ai x

i . 
i = 0 

un polynôme à coefficients dans L .  

Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) f (L) c K , 

(ii) X q' - X divise f (X) q - f (X) , 

(iii) on a aq._1 = a:_1 et j = q i  � ai = aiq pour 0 ::::: i, j < q - 1 . 

1 3 .  Soit f :  F q � F q une fonction quelconque. 

Démontrer qu'il existe un polynôme et un seul F E  F q tel que l'on ait f (x) = F (x) 

pour tout élément x de F q . 

Démontrer la formule 

F (X) = L f (a) ( 1 - ( X - a )  q - 1 ) • 

a e Fq 
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14. Soit a. un élément non nul du corps F q et soit k un entier, 1 ::;; k < q . On 

considère le binôme f (X) = X k - a. . 

Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) f divise X q - X , 
(ü) k 1 q - 1 et a. (q- I )  1 k = 1 . 

15. Le théorème de K6nig - Rados . 

Soit f E Fq [X] un polynôme. On s'intéresse au nombre 

N = # { x E F q * ; f (x) = 0 } . 

1 °) Démontrer qu 'on peut se limiter au cas où le degré de f est au plus égal à q - 2 .  

Par conséquent on supposera que f est de la forme 

f = ao + al x + . . .  + aq-2 x q - 2 . 

2°) Soit A la matrice définie par 

A = ( liji ) où aii = ak avec k = ( j - i ) mod ( q - 2 ) 

Soient { b1 , . . . , bq- ! } les éléments de Fq numérotés de telle sorte que l'on ait 

f ( bi ) = 0 pour j = q - N , . . .  , q - 1 . 
On considère la matrice B = ( b/ - 1 ) . Démontrer la relation 

A B = ( b/ - i f ( bi ) ) . 

Démontrer que la matrice B est invers ible tandis que le rang de la matrice A B est 

égal à q - 1 - N. 

3°) En déduire le théorème de Konig-Rados : 

N = q - 1 - rang ( A ) . 

4°) Application numérique : déterminer le nombre de racines dans le corps F7 du 

polynôme 2 X 3 - 3 X 2 + X + 3 . 
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16 .  Le théorème de Chevalley - Wamin� . 

1 °) Soit k un entier � 0 . Démontrer que l 'on a 

"" c k = { 0 si k = 0 ou k non divisible par q - 1 , 
L..i - 1 sinon . 

[ Par convention : 0 o = 1 . ]  

2°) Soit f E  F � [ X 1 , . . . , Xn ] un  polynôme de  degré total deg ( f )  < n ( q - 1 ) . 

Démontrer la relation 

L f ( c1 , . . . , en ) 0 . 
c 1  , • • •  , c0 E · Fq 

[ Démontrer d'abord le résultat pour un monôme. ] 

3°) Soit F le polynôme 1 - f q - 1 . 

Démontrer que l'on a 
= { 1 si f ( cl ' . . .  , en 

) = 0 , 
0 sinon . 

4°) Soit f E  F q [ xl , . . .  , Xn l un polynôme de degré total deg ( f )  < q - 1 . 

On pose 

N = # { ( X1 , . . .  , Xn ) E ( F q )  n f ( x1 , . • .  , Xn ) = 0 } 

Démontrer le théorème de W aming : 

N = 0 ( modulo p ) , où p est la caractéristique du corps F q • 
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En déduire le théorème de Chevalley : 

Si f E  Fq [ X1 , . . .  , Xn 1 est un polynôme de degré total deg ( f ) < q - 1 

tel que f ( 0, . . .  , 0 )  = 0 alors l'équation f ( x1 , . . .  , x0 ) = 0 admet une 

solution non triviale ( x1 , . . .  , X0 )  E ( F q ) n . 

5°) Démontrer que si f1 , . . .  , fm E Fq [ X1 , . . . , X0 1 vérifient 

deg ( ft ) + . . . + deg ( fm ) < n 

alors le nombre 

N = # { ( Xt , . . . , Xn )  E F q" fi ( x 1 , . . . , Xn )  = 0 pour i = 0, 1 , . . . , rn } 

est divisible par p . 

[ Considérer F = ( 1 - f1 q · l ) . . . ( 1 - fmq - 1 ) . 1  

En déduire une généralisation du théorème de Chevalley. 

6°) Soit L le corps à q n éléments et soit e1 , . . . , e0 une base de L en tant 

qu'espace vectoriel sur le corps F q . On pose 

n - 1 k k 
N ( xl '  . . . . xn ) = II ( e{ xl + . . .  + e: xJ 

k = O  

(i) Démontrer que le polynôme N est à coefficients dans F q . 

[ On pourra vérifier la relation N q ( X1 , . . .  , Xn ) = N ( X 1q , . . .  , Xnq ) . 1  

(ü) · Démontrer l'implication 

(ill) Calculer explicitement des exemples de tels polynômes N pour n = 2 et 3 et 

le corps F2 . 
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17. Soit f E  Fq [ X 1 , . . . , X0 ]  un polynôme non nul de degré d et soit 

N = # { ( Xt , • • •  , X0 ) E F qn ; f ( X t , • • •  , X0 ) = 0 } . 

1 °) Démontrer la majoration 

N � d q n - 1 .  

[ On pourra raisonner par récurrence sur n et sur d , en distinguant le cas où il existe 
' 

un élément c de Fq tel que X1 - c divise le polynôme f . ] 

2°) Dans le cas particulier où f est homogène, soit N' le nombre de zéros non 

triviaux de f ,  c'est à dire que 

N' = # { ( Xt , • • • , X0 ) E ( F q )  0 f ( Xt , • • • , X0 ) = 0 et Xt • • •  X0 � 0 } .  

Démontrer l'inégalité 

N' � d ( q n - 1 _ 1 ) . 

1 8 .  Soit Ed l'ensemble des f E F q [ X1 , . . .  , Xn ] de degré $; d et soit C le 

cardinal de cet ensemble. 

1 °) Démontrer que l'on a 

C = q 

( n : d ) 

2°) Soit ( Ct ' . . .  ' en ) E ( Fq ) n un point fixé. Démontrer la formule 

# { f E Ed ; f ( Ct , . • •  , C0 ) = 0 } = C / q n - 1 . 

[ Considérer le terme constant de f . ] 
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3°) Pour f E  Fq [ X1 , . . . , X0 ] ,  on pose 

N ( f ) = # { ( x l , · · · , xn ) E ( Fq ) " f ( x l , . . . , x0 ) = 0  } .  

Démontrer la relation 

L N ( f ) = n - 1 
C q  . 

Ainsi, " en moyenne " , un polynôme de Fq [ X 1 , . . .  , Xn ] possède q n - 1 zéros 

dans ( F q ) n . 

4°) Démontrer la relation 

L ( N ( f ) -
q

" - 1 )2 
= c ( q n - 1 _  

q
" - 2 ) . 

f e  Ed 

[ On pourra d'abord démontrer les formules 

2: 1 

b, c e F� fe Fu ;  f ( b) = f (c) = 0 

et 

L N ( f ) 2 = L C / q  + 2 c 1 q . ] 

Ainsi, " en général ", I N ( f ) - q n · l l est de l'ordre de q <n- 1 ) / 2 . 

1 9. S oit K un corps fini et soit a un élément de K .  Démontrer qu'il existe x et y 

dans K tels que a = x 2 + y 2 . 

[ Si K est de caractéristique paire , on peut trouver x tel que a = x 2 . Si K = F q , 

avec q impair, noter que l'on a # { x 2 ; x E  K } = ( q + 1 ) 1 2 . . .  ] 
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20. Rappelons que le résultant de deux polynômes 

rn n 
f = a II ( X - ai ) et g = b II ( X - P

i 
) 

i = 1 j = 1 

peut être défini par la formule 

rn n 
Res ( f, g ) = an b rn IJ II ( a

i 
- P

i 
) 

i = 1 j = 1 

( Donc Res ( g, f) = ( - 1 ) rn n Res ( f, g ) . ) 

1°) Démontrer la formule de Swan 

Res ( X i - a i , X L !J k ) = (- l ) i ( p rn _ a rn ) d 

où d = p.g.c.d. ( j, k ) et rn =  p.p.c.m. ( j , k )  . 

[ Soit R la valeur du résultant cherché et soit Ç une racine primitive j-ième de 

l'unité. Démontrer d'abord les formules 

j 
R = ( - l )i a rn 

d IJ ( (13 / a) 
k

- Ç k i ) , 
i = 1 

et 

2°) Si f est un polynôme unitaire de degré n :::: 1 , on défmit son discriminant par la 

formule 

Dis cr ( f )  = ( - 1 )  n(n- 1 )12 Res ( f, f ') . 

Démontrer le théorème de Swan : 

Discr ( x n + a x k + b ) = ( - 1 )  n(n- 1 )12 bk-1 ( n N b N-K _ (-1) N (n _ k) N-K k K a N ) d , 

où on a n > k > 0 , d = p.g.c.d. ( n, k ) , N = n 1 d , K = k 1 d . 

[ cf. Berlekamp .- Algebraic Coding Theory , th. 6.67 ] 
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3°) Soient g e t  h deux polynômes unitai res démontrer la formule 

Discr ( g, h ) = Discr (g ) Discr (h ) ( Res ( g ,  h ) ) 2 . 

En déduire la formule générale 

k k 2 
Discr ( rr fJ 

i = 1 
= rr Discr ( fi ) . ( rr Res ( fi , fi ) ) 

i = l I :S i < j < k  

lorsque f1 , . . .  , fk sont des polynômes unitaires. 

4°) Dans cette question, on suppose q impair. Soit f E  F q [X] un polynôme unitaire 

irréductible de degré rn admettant une racine a dans le corps à q rn éléments. 

Démontrer la formule 

Discr ( f )  = � 2 où � = IJ ( 
O :S  i < j :S m· l 

Démontrer que le discriminant de f est un carré dans le corps Fq si, et seulement si, 

le degré du polynôme f est pair. [ Calculer � q • ] 

Grâce à la question précédente, en déduire le théorème de Stickelberger : 

1 

pour q impair, soit un polynôme unitaire f E  Fq [X] , quadratfrei, de degré 

égal à rn, possédant k facteurs irréductibles sur le corps F q , alors on a 

k = rn ( mod 2 ) ç> Discr ( f )  est un carré dans F q . 

2 1 .  La loi de réciprocité quadratiqye . 

Soient maintenant p et q deux nombres premiers impairs distincts . 

1 °) S oit D = Discr ( X q - 1 ) , démontrer la formule 

D = ( - 1 ) q ( q - 1 ) / 2 q q . 
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2°) Démontrer que le polynôme X q - 1 possède dans le corps FP un nombre de 

facteurs irréductibles r donné par la formule 

r =  1 + ( q - 1 ) / m , 

où rn est l'ordre de l'entier p modulo l'entier q . 

En déduire la relation 

3°) En appliquant le théorème de Stickelberger ( exercice précédent ) , démontrer la 

formule 

( D ) q - r - = ( - 1 ) 0 
p 

Démontrer la relation 

4°) Démontrer fmalement la " loi de réciprocité quadratique " : 
( � ) � ( E. ) . ( - l ) ( p - l ) ( q - 1 ) / 4 

p q 

[ Cette preuve est due à Swan. ] 

22. Soit f E F q [X] un polynôme quadratfrei et soit g un polynôme de F q [X] tel 

que f divise g q - g . 

On désigne par S le sous-ensemble des points de F q pour lesquels le p.g.c.d. entre 

les polynômes f ( X ) et g ( X ) - s est non trivial. Et on pose 

H ( X )  = rr ( X - s ) . 
S E  S 

Démontrer que H est le polynôme non nul de degré minimal tel que f ( X ) divise le 

polynôme composé H ( g ( X ) ) . [ Résultat dû à H. Zassenhaus. ] 
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23 . Soit A un anneau factoriel intègre de caractéristique p ( p � 0 ) . S i  un 

polynôme irréductible g E  A [X)  divise un polynôme f E  A [X)  , e t  si on a 

g k Il f , p ne divise pas k , g' "* 0 , 

alors g k· l Il f ;  où la notation u h Il v est équivalente à u h 1 v et u h+l  ne divise pas v .  

24. Soi t  F q un corps fini  de caractéristique impaire. Démontrer que l'équation 

w 2 + x 2 + y 2 + z 2  

a exactement ( q + 1 )  ( q 2 - 1 )  + 1 solutions dans Fq 4 •  

25 . Soit f E  F q [X ]  un polynôme irréductible de degré n et soit g E F q [X ]  un 
d 

polynôme tel que f ne divise aucun des polynômes g
q 

- g , pour d 1 n ,  1 � d < n . 

Démontrer que la congruence 

h ( g (X) ) = X modulo F 

possède alors une solution h E  Fq [X] . 

[ Considérer une racine Ç de f dans le corps L à q n éléments et démontrer 

d'abord que g(Ç) n'appartient à aucun sous corps propre de L . En déduire qu'il existe 

un polynôme h E  Fq [X] tel que l'on ait Ç = h ( g (Ç) ) .  Conclure. ] 

26. Soit f E  Fq [X] un polynôme irréductible de degré n de la forme 

f (X) = X n + 3n- 1 X n - 1 + . . .  

Démontrer l a  propriété suivante : 
n - 1  

f divise le polynôme a l + x +  x q + . . .  + x q 

[ Soit Ç comme dans l'exercice précédent, démontrer la relation 

n - 1 
Ç + Ç q + . . .  + Ç q 

et conclure. ] 
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27. Soient f et f1 E F
q 

[X] deux polynômes irréductibles de degré n .  Démontrer 

qu'il existe un polynôme g E  Fq [X]  tel que 

(i) f divise le polynôme f1 ( g (X) ) , 

(ii) f ne divise pas f1 '( g (X) ) , 
k 

(iii) f ne divise aucun des polynômes gq pour k = 1 ,  2, . . . , n -1 . 

[ Commè pour l'exercice 25 , considérer dans le corps L deux éléments Ç et 1;1 qui 

sont respectivement racines des polynômes f et f1 et noter qu'il existe un polynôme g 

de Fq [X] tel que 1; 1 = g (Ç) . . .  ] 

28. Soit p un nombre premier. Démontrer que tout élément a non nul de FP le 

polynôme X P - X + a est irréductible sur le corps F P . 

n 

[ On pourra d'abord démontrer les congruences X P = n a ( mod f )  pour n � 0 .  

30. Soit n un entier � 2 et soit p un nombre premier qui ne divise pas n . 

Démontrer que le polynôme cyclotomique <l>n est irréductible sur le corps fini Fp si, 

et seulement si, l' ordre de l'entier p dans le groupe G (n) est égal à q> (n) . 
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3 1 . Le théorème de la base normale . 

Soient K et L deux corps fmis, L contenant K , avec Card ( L ) = q . On note f 

l'automorphisme de Frobenius de L , donc f :  L � L est l'application qui à tout x 

associe x q . 

Soit P (X) le polynôme minimal de f ( en tant qu'application K - linéaire ) . 

l 0) Démontrer que P divise X n - 1 . 

2°) Démontrer que les applications . Id , f , f 2 , . . •  , f n - 1 sont linéairement 

indépendantes sur K ( cas particulier d'un théorème de Dirichlet ) . 

3°) En déduire que P = X n - 1 . 

4°) A tout élément x de L on associe le diviseur Ox de P de degré minimal tel que 

l'on ait Ox (f) (x) = 0 . 

Démontrer que si x et y sont deux éléments de L tels que les polynômes Ox et QY 
soient premiers entre eux alors on a 

QX+y = Ox . Oy . 

Démontrer qu'il existe un élément z de L tel que Qz = P . 

5°) Démontrer que pour l'élément z de la question précédente, la famille 

est une base de L sur K . On dit que c'est une base normale . 

6°) Si L est représenté comme K - espace vectoriel rapporté à une certaine base 

normale, démontrer que l'élévation à la p - ième puissance d'un élément de L équivaut 

à une permutation cfrculaire sur les composantes de cet élément. 



CHAPITRE VII 

Polynômes à coefficients entiers 

Dans tout ce chapitre on ne considérera que des polynômes en une seule variable. 

1. P r i ncipes  des a l g o r i thmes de factor isat ion des p o l y n ômes à 

coeffic ients en tiers.  

1 . Existence d'un algorithme de factorisation . 

Soit F un polynôme à coefficients entiers de degré d et de hauteur H = H (F) , on 

supposera toujours que f est p rimitif , c'est à dire que ses coefficients sont premiers 

entre eux dans leur ensemble. 

Si le polynôme F est réductible ( sur Z ) , il admet alors un diviseur G e Z [X] 

non constant de degré d' � d 1 2 . On sait majorer les coefficients d'un tel diviseur G , 

plus précisément on a les inégalités 

H ( G )  � 2 d' H  � 2 d / 2 H .  

D'ailleurs , toute majoration des racines de f conduit aussitôt à une majoration des 

coefficients du polynôme g . C'est ainsi, par exemple, que l'inégalité de Cauchy fournit 

la majoration ( nettement moins bonne ) 

H ( G ) � 2 d / 2 ( H + l ) d / 2 . 

En conclusion, pour trouver un éventuel facteur g comme ci-dessus , il suffit de tester 

les polynômes dont le degré est au plus d/2 et la hauteur majorée par e d / 2 H .  Comme 

le nombre de ces polynômes est de l'ordre de 
2 

( 2 H ) d / 2 e d / 4 

cet algorithme est inutilisable en pratique. 
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2.  L'al�orithme de Kronecker . 

Cet algorithme est décrit en détail dans l'exercice 3 , nous nous contenterons ici de le 

présenter grâce à un exemple . Son principe consiste à utiliser le fait, qu'en tout point 

entier a , la valeur G (a) d'un facteur quelconque de F doit diviser F (a) . II suffit de 

choisir un nombre de points a au plus égal à ( d + 2 ) 1 2 puisque la connaissance de 

ses valeurs en ce nombre de points détermine complètement un polynôme G de degré 

majoré par d 1 2 . 

Considérons le polynôme 

F (X) = X 5 - 5 X 4 + 1 0 X 3 _  1 0 X 2 + 1 . 

Il ne possède pas de racines dans Z puisque l'on a 

F ( 1 ) = - 3 et F (- 1) = - 25 . 

Si F est réductible, il admet donc un diviseur G de degré deux. On peut se limiter à 

un polynôme de coefficient dominant positif et donc chercher G sous la forme 

G (X) = X 2 + a X + b . 

Comme F (0) = 1 , on doit avoir b = ± 1 . De plus , 

F ( 1 )  = - 3 ==:} G ( 1 )  E { ± 1 , ± 3 } , 

soit 

a = - 1 - b + G ( 1 )  avec G ( 1 )  e { ± 1 , ± 3 } , 

ce qui fournit huit candidats G possibles et montre que a est impair. 

De la même manière, 

F (- 1 ) = - 25 ==:} G (- 1) e  { ± 1 , ± 5 , ± 25 } , 

soit 

a =  1 + b - G (- 1 )  avec G (- 1 ) e  { ± 1 , ± 5 , ± 25 } . 
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Par soustraction, on trouve 

2 b = G (- 1) + G ( 1 ) - 2 ( avec b = ± 1 ) ,  

ce qui exclut les possibilités G ( 1 )  = ± 25 , et ne laisse que les cas 

(i) b = - 1 et G ( 1 )  = - G (- 1) = ± 1 , ( soit a = ± 1 ) , 

(ii) b = 1 et G (- 1) = 1 , G ( 1 )  = 3 , ( soit a =  1 ) , 

(iii) b = 1 et G (- 1) = 5 , G ( 1 ) = - 1 , ( soit a = - 3 )  . 

Comme F (2) = - 7 , on a aussi 

G (2) e { ± 1 , ± 7 ) , 

donc 

4 + 2 a + b = ± 1 ou ± 7 , 

ce qui montre que dans le cas (i) la seule possibilité est a =  - 1 . 

Par division euclidienne, on constate que les cas (i) et (ii) n'ont pas lieu ; par contre 

la troisième possibilité fournit la factorisation 

F (X) = ( X 2 - 3 X + 1 ) ( X 3 - 2 X 2 + 3 X + 1 ) . 

Remarque : Nous n'avons pas exactement suivi la méthode de Kronecker puisque, 

plutôt que de calculer directement par interpolation tous les diviseurs possibles, nous 

avons préféré en exclure certains en considérant plusieurs valeurs du polynôme F . 

Dans cet exemple, le nombre de cas à tester était particulièrement petit du fait du petit 

degré de G et surtout du fait que les valeurs de F utilisées avaient la particularité d'avoir 

très peu de diviseurs . Il est clair que cette méthode devient vite extrêmement coûteuse 

quand le degré de F croît. Elle nécessite a priori un nombre de tests qui est au moins 

égal à 2 d 1 2 ( seulement à cause du choix des signes des valeurs de G aux points 

utilisés ) et même très supérieur à ce nombre dans la plupart des cas. 
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3 .  Le principe des algorithmes modernes . 

Depuis la découverte de l'algorithme de Berlekamp pour la factorisation des 

polynômes sur un corps fini tous les algorithmes de factorisation des polynômes à 

coefficients entiers comportent les étapes suivantes : 

(o) on peut supposer le polynôme quadratfrei ; 

(i) soit F e Z [X] le polynôme étudié, on choisit un nombre premier p 

convenable et on factorise le polynôme f dans FP [X] , où f est l'image de F modulo 

l'entier p ;  

(ü) on raffme la factorisation précédente modulo p n pour un exposant n 

assez grand ( disons p n � B ), ceci grâce au lemme de Hensel ; 

(ili) on cherche dans cette factorisation raffinée un diviseur éventuel de F dans 

l'anneau Z [X] . 

Notre tâche est maintenant claire, il faut étudier les problèmes suivants : 

- choix de l'entier p utilisé comme module , 

- choix de la borne B et construction de Hensel, 

- recherche des facteurs dans Z [X] . 

Les deux premières étapes ne présentent pas de difficulté et leur étude a été longuement 

préparée au cours des précédents chapitres. Il n'en est pas de même pour la dernière 

partie où nous allons présenter l'algorithme récent dit " L 3 " , par abréviation du nom de 

ses auteurs A. Lenstra , H.  Lenstra èt L. Lovasz . 
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Comme nous l'avons déjà dit, nous allons d'abord factoriser f dans FP [X] , où f 

est égal à F modulo p . Pour appliquer l'algorithme de Berlekamp, nous devons nous 

ramener au cas où f est quadratfrei. 

Dans un premier temps, on teste si F est quadratfrei en calculant son p.g.c.d. avec 

sa dérivée F '. Grâce à J'algorithme vu au chapitre précédent, on peut facilement se 

ramener au cas où F est quadratfrei ( dans Z [X] ) . Dans la suite, nous supposerons 

donc que F n'a pas de facteur carré. 

On a les équivalences suivantes ( dans FP [X] ) 

f quadratfrei <:::> p.g.c.d. ( f ,  f '  ) = 1 <:::> résultant ( f, f '  ) "* 0 . 

Relativement à F , la traduction est 

f quadratfrei <:::> p ne divise pas discr ( F) . 

Comme F est supposé quadratfrei, son discriminant 11 n'est pas nul . ll est facile de 

majorer 1 11 1  ; en appliquant l'inégalité de Hadamard, on obtient par exemple 

1 11 1 ::: I I F U d - l . I I F U d :::; d d i i F I I 2 d - t :::; ( d+1 ) 2 d H 2 d - t , 

où on a posé 

d = deg (F) et H = hauteur ( F ) , 

notations qui seront conservées par la suite. 

D'autre part un entier n > 2 possède au plus 1 + Log n facteurs premiers distincts 

( en effet un diviseur premier autre que deux est au moins égal à trois, on a donc la 

majoration ro ( n )  $ 1 + ( Log n )  1 ( Log 3 ) ) . 
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Le nombre de diviseurs premiers du discriminant tJ. vérifie donc 

ro ( tl ) = 0 ( d Log d + d Log H ) . 

D'où le fait qu 'on peut trouver un nombre premier p ne divisant pas tJ. et vérifiant 

p = 0 ( (  d Log d + d Log H ) Log ( d Log d + d Log H ) ) . 

Un argument un peu moins grossier, fournit 

ro ( n ) = 0 ( (Log n ) 1 ( Log Log n ) ) pour n � 3 , 

et donc en fait 

p = 0 ( d Log d + d Log H ) . 

Voir l'exercice 5 pour une étude plus précise . 

3. Raffi nement de la fac torisation . 

1 . La borne B . 

Soit G un diviseur quelconque du polynôme F dans Z [X] . On a vu au chapitre 

quatre que si le polynôme G est de la forme 

G (X) = brn X rn + ' 
brn- 1 X rn - 1 + . . .  + bo , 

alors ses coefficients vérifient les inégalités 

pour j = 0, 1 , . . .  , rn .  

On en déduit la majoration 

H (G) $ 2 rn M (F) , où rn = deg (G) . 
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A partir de là on peut 

- soit calculer une valeur approchée de la mesure du polynôme F , par 

exemple en utilisant la méthode décrite au chapitre 4 ; 

- soit se contenter de la majoration M (F) � Il F I l . 

En tout cas, on a toujours 

H (G) � 2 rn ( d + 1 ) 1!2 H , où rn =  deg (G) . 

Si on calcule une factorisation de F modulo p n , les coefficients des facteurs étant 

choisis dans l'intervalle [ - (p n - 1) 1 2 , + (p n - 1) 1 2 ]  , on choisira n assez grand 

pour que l'on ait 

p n � 2 H (G) pour tout diviseur G de F de degré � d 1 2  

on pourra donc prendre n tel que 

p n � 2 1 + d / 2 ( d + 1 ) l/2 H 

Pour simplifier nous ne retiendrons que cette dernière valeur, qui conduit à 

l'estimation 

n = 0 ( ( d + Log H ) 1 ( Log p ) ) , 

et on posera 

B = 2 1 + d / 2 ( d + 1 ) 1!2 H 

sauf précision contraire. 
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2. Le lemme de Hensel . 

Le lemme de Hensel a de nombreuses variantes ,  nous démontrerons le résultat 

suivant. 

THEOREME 1 . - ( Hensel ) Soit p un nombre premier. Soient f , g0 et h0 

des polynômes de Z [X] qui vérifient les propriétés suivantes 

(i) g0 est unitaire et deg ( g0 ) + deg (h0 ) = deg (f) , 

(ii) f (X) - g0 (X) ho (X) = 0 ( mod p 1 + 2 k ) , où p k I l  res ( &J , ho ) . 

[ La notation p k  Il x signifie que p k  divise x mais que p k + 1 ne divise pas x .] 

Alors pour tout entier n � 0, il existe des polynômes gn et hn à coefficients entiers 

tels que l'on ait 

(1 )  gn est unitaire et deg ( gn ) + deg (hn) = deg (f) , 

(2) gn = g0 ( mod p k + 1 ) , hn = ho ( mod p k + 1 ) , 

(3) f = gn hn ( mod p n + 2 k + 1 ) . 

Remarque : Le lemme de Hensel montre donc que, si on part d'une s olution 

suffisamment approchée d'une certaine relation, on peut trouver une solution meilleure. 

Cette situation est fréquente en analyse numérique et la méthode de preuve du lemme de 

Hensel n'est autre que l'analogue modulo p de la méthode de Newton. 

> Nous allons donner deux démonstrations différentes de ce résultat. 

première démonstration : convergence linéaire. 

Partant de g0 et h0 , il s'agit de construire la suite des gn et hn . On procède bien 

entendu par récurrence sur n . 

Le cas n = 0 correspond exactement aux hypothèses du théorème. 
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Supposons n ;:: 1 et les suites ( g; ) et ( h; ) construites jusqu'au rang n - 1 . 

Cherchons les polynômes gn et hn sous la forme 

avec 

gn = gn- 1  + P n + k gn * et hn = hn- 1 + P n + k hn * 

deg ( gn *) � deg ( go) - 1 et deg (hn *) � deg (ho) . 

Les propriétés ( 1 ) et (2) sont alors automatiquement vérifiées. Reste à réaliser la 

condition (3) . Compte tenu des formules choisies pour gn et hn , cette condition se 

traduit par la relation 

f - gn- 1  hn- 1  - P n + k ( gn- 1  hn * + hn-1 gn * )  - 0 ( mod P n + 2 k + 1 ) .  

En posant 

f (X) - gn- 1  (X) hn- 1  (X) = p n + 2 k rn- 1 (X) , 

on aboutit à l'équation 

Il s'agit d'un système linéaire où les inconnues sont les coefficients des deux 

polynômes hn * et gn * . Soit d le degré du polynôme f .  Le nombre d'inconnues de ce 

système est le nombre total de coefficients des polynômes hn * et gn * , c'est donc 

deg ( hn * ) + 1 + deg (gn * ) + 1 = deg ( h0 ) + 1 + deg (&> ) = d + 1 ; 

tandis que son nombre d'équations est deg ( f ) + 1 = d + 1. Il y a donc autant 

d'équations que d'inconnues . 

Le déterminant associé à ce système est le résultant des polynômes g0_ 1 et hn_ 1 , il est 

donc divisible par p k  mais pas par p k +  1 ( d'après la propriété (ii) ) . Les formules 

de Cramer montrent que le système 

gn- 1  (X) hn* (X) +  hn-1 (X) gn* (X) = p k  rn- 1 (X) 

admet une solution dans Q , dont le dénominateur commun ( disons a ) n'est pas 

divisible par p . Si u est un entier tel que u a = 1 ( mod p k +  1 ) alors la solution 

précédente multipliée par u a fournit deux polynômes à coefficients entiers dont la 

réduction modulo p k  vérifie l'équation (*) . D'où le résultat. 
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deuxième démonstration : convergence quadratique. 

Oublions les notations de la première démonstration. Nous allons construire une suite 

de polynômes gi et hi qui vérifient 

2 k + 2  
modulo p 

i 

On raisonne par récurrence sur i .  Pour i = 0 ,  les polynômes � et ho donnés dans 

l'énoncé conviennent. Supposons ces polynômes construits à l'ordre i et cherchons les 

polynômes gi+ l et hi+ ! de la forme 

et h k + 2 i h * hi+ ! = i + p i 

à nouveau avec deg ( gi*) � deg ( g0) - 1 et deg (hi*) � deg (h0) . On a alors 

où l'hypothèse de récurrence permet d'écrire 

2 k  + 2  i 

f - gi hi = p ri avec ri E Z [X] . 

Il s'agit cette fois de résoudre l'équation 

le k + 2 i 
gi hi"' + hi gi* = p ri modulo p 

2 k + 2 i + l 
modulo p , 

Comme plus haut, p k est la plus grande puissance de p qui divise le déterminant du 

système correspondant et une modification facile de l'argument qui achève la première 

démonstration montre que cette équation a bien des solutions gi* ,  hi*· [ Les polynômes 

à coefficients rationnels considérés au début ont encore pour dénominateur commun un 

2 i 
entier a non divisible par p ; et on prend ensuite un entier u tel que u a = 1 mod p . . . ] 

Ce qui achève cette démonstration. 

La suite construite dans cette seconde démonstration fournit des solutions approchées 

de l'équation f - g h = 0 ,  avec une " précision " qui double presque à chaque pas ( et qui 

double exactement lorsque k est nul ) . 
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COR OLLAIRE 1 . - Soient f ,  &> et h0 des polynômes de Z [X] tels que 

(i) g0 et h0 sont unitaires , 

(ii) f = g0 ho modulo p , 

(üi) les polynômes ( g0 mod p ) et ( ho mod p ) sont prenùers entre eux . 

Alors , pour tout entier n � 0 , il existe des polynômes g et h de Z [X] qui vérifient 

f = g h modulo p n , 

avec g unitaire et 

g = g0 ( mod p ) , h = ho ( mod p ) . 

C O ROLLAI R E  2 . - Soit f e Z [X] un polynôme, et soit f '  sa dérivée. 

Soient k et rn e N deux entiers tels que 2 k < rn . On suppose qu'il existe x e Z tel 

que 

f (x) = 0 ( mod p rn )  et p k I l f '(x) . 

Alors , pour tout entier n � rn , il existe y e Z tel que 

f (y) = 0 ( mod p " ) , p k I l f '(y) et y = x ( mod p rn · k ). 

> Par division euclidienne, on peut écrire 

f (X) = f (x) + ( X - x ) ft (X), f1 E Z [X] . 

Il n'y a plus qu'à vérifier que les hypothèses du théorème ont bien lieu. C'est clair 

pour l'hypothèse (i) . En ce qui concerne la seconde condition, on note d'abord que 

res ( g0 , ho ) = ± ft (x) = ± f '(x) ( mod p k + 1 ) , 
( exercice ) , donc p k Il res ( go , ho ) . 

En tenant compte de l'hypothèse 

f (x) = 0 ( mod p rn ) avec rn > 2 k , 

on obtient bien la congruence 

f (X) - ( X - x )  ft (X) = 0 ( mod p 2 k + 1 ) , 

qui n'est autre que la condition (ii) . D'où le résultat. < 
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4. Fac tori sation da ns Z [X] , l a  méthode de Berlekamp 

On considère un polynôme quadratfrei F E  Z [X] , de degré d et de. hauteur H ,  

qiJe l'on cherche à factoriser. Pour simplifier on supposera F unitaire ( voir exercice 4 ). 

La méthode de Berlekamp comporte les étapes suivantes : 

1 °) On choisit un nombre premier p qui ne divise pas le discriminant de F. 

2°) On factorise dans FP [X] le polynôme f ,  image de F modulo p ;  soient 

P1 ,  . . .  , Pk les facteurs irréductibles de f dans FP [X] . 

3°) Si k est égal à 1 alors F est irréductible, et on arrête évidemment la 

procédure. 

4°) Par contre, si on a k > 1 , on choisit une partition quelconque de 

l'ensemble { 1 ,  2, . . .  , k } en deux parties S et T non vides et on pose 

go IJ Pi et ho = IJ Pi 
i E S  i e  T 

de sorte que l'on a 

F = &> h0 ( mod p ) , avec res ( g0 , h0 ) ;t 0 mod p , 

( en considérant que &> et h0 sont à coefficients entiers ) . 

5°) Le lemme de Hensel s 'applique, ce qui permet de raffmer la congruence 

précédente en 

F = g h ( mod p n ) avec p n � B , 

la borne B étant choisie comme plus haut, et les polynômes g et h ayant 

leurs coefficients entiers et compris entre - p n / 2  et p n / 2  . 
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6°) On teste ensuite si g divise F ( dans Z [X] ) , 

- si g divise F alors on a trouvé un facteur non trivial de F et on 

peut appliquer cette procédure aux polynômes g et F 1 g , 

- s 'il n'existe plus aucune partition non traitée la procédure s'arrête en 

concluant que F est irréductible sinon on choisit une nouvelle partition de 

l'ensemble { 1, 2, . . .  , k } et on retourne à l'étape 4 .  

Etudions rapidement le coût de cet algorithme. Le coût des étapes 1 à 3 a déjà été 

calculé, et on sait qu'il est en 0 ( d 3 p ( Log p ) 2 )  . Par ailleurs , on a vu que l'on peut 

supposer p = 0 ( d Log ( d H ) ) , le temps de calcul des trois premières étapes est donc 

majoré par 

0 ( d 4 ( Log d H ) 2 ) . 
Pour un choix quelconque de la partie S , les étapes suivantes ont un coût 

C = 0 ( d 2 ( d + Log H ) 2 ) ( exercice : le démontrer ) . 

Mais , on peut avoir à tester tous les 2 k - 1 ensembles S possibles, et le coût des 

parties 4 à 6 de l'algorithme est alors 2 k - 1 C . Comme nous l'avons vu au chapitre 

précédent, on a " en général " 

k � 2 Log d ( et donc 2 k < d 3 / 2 ) 

et l'algorithme de Berlekan1p a donc " en général " un coût total majoré par 

0 ( ( Log d ) 2 d 4 ( Log d H ) 2 ) . 
Cependant, il existe des polynômes irréductibles sur Z et pour lesquels, quel que soit 

le choix du nombre premier p , on a toujours k � d 1 2 ( et donc 2 k - 1 � 2 d / 2 - 1 ) ; 

ce qui montre que l'algorithme de Berlekamp n'est pas polynomial en fonction du degré 

du polynôme F ( voir l'exercice 5 ) . 
L'objet des prochains paragraphes sera de donner un algorithme de factorisation dont 

le coût est polynômial, l'algorithme " L 3 " . 
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5 • L 'al gorithme L 3 • 

1 .  Réseaux . 

Soit n un entier positif, un sous - ensemble L de l'espace R n est appelé un 

réseau ( en anglais lattice ) s'il existe une base b1 , . . .  , b0 de l 'espace R n  telle 

n n 
L = L bi Z { L ri bi ; ri e Z , 1 � i � n } . 

i = 1 i = 1 

Par définition, le déterm inant de L est 

det ( L )  = 1 det ( b 1 , ... , b0 ) 1 , 

il ne dépend pas du choix de la base b1 , • • •  , b0 • L'entier n .  est appelé le rang de L .  

2. Orth ogon alisation de Gram-Schmidt . 

Soit b1 , • . .  , b0 une base de R n  . Les vecteurs bi* , 1 � i � n , et les scalaires Jlij ,  

pour 1 � j < i � n , sont définis récursivement par 

• où 

où ( , ) désigne le produit scalaire dans R n • Alors b1 *, . . .  , b0 * est une base 

orthogonale de R n . 

D'après la construction des bi* , on a 

det ( L )  = 1 det ( bt * , . . .  , b0 * )  1 , 
et du fait que b1 *, . . . , b0 * est une base orthogonale on a aussi 

et donc 

det ( L )  = l b t * l . . .  l b0* 1 . 
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Notons que 

1 b.*  1
2 + 1 

D'où l'e résultat suivant. 

i - 1 
2. j = 1 

, , z l b -* 1
2 � l b -* 1

2 
l"'ï j J 1 , 1 � i � n .  

THEOREME 2 . - ( Inégalité de Hadamard ) Soient b1 , b2 , . . .  , bn n vecteurs 

non nuls de l'espace R n  , alors on a 

1 det ( b1 , . . .  , bn ) 1 � 1 b 1 1 . . .  1 bn 1 , 

l'égalité n'ayant lieu que si ces vecteurs sont deux à deux onhogonaux. 

3. B ases réduites . 

A partir de là, nous suivons de très près l'article de A. K. Lenstra , H. W. Lenstra Jr. 

et L. Lovasz .- Factoring Polynomials With Rational Coefficients , Math. Ann. , t. 26 1 ,  

1 982, pp. 5 15-534. 
Dans la suite, cet article sera désigné par [ L 3 ] . 

Ces auteurs ont introduit la défmition suivante : 

une base b 1 ,  b2 , . . .  , bn d'un réseau est dite réduite si elle vérifie les conditions 

suivantes 

ct 

1 J.l.ij 1 � 1 1 2 pour 1 � j � i � n 
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PROPOSITION 1 . - S oit b 1 , b2 , . . . , b0 une base réduite d'un réseau L de 

l'espace R n , et soient b1 *, b2* , . . .  , b0 * défmis par le procédé de Gram - Schmidt. 

Alors on a 

pour 1 � j � i � n . 

> Par défmition d'une base réduite, on a 

1 bt 1 2 � ( { - 1.1/i.) 1 btl 1 2 � � 1 bi�! 1 2 • 

pour 1 < i � n ,  d'où l'on déduit 

1 b;* 1 2 s; 2 i - j 1 bi* 1 2 pour 1 s; j � i :s;; n . 

Ce qui implique 
i - 1 

1 bi 1
2 s; 1 bi* 1 2 + { 2:, 2 i - j 1 bi 1

2 s; 2 i - 1 
1 bi* 1 

2 • 

j = 1 

Et, en défmitive, 

1 bj 1 2 � 2 j  - 1 1 bj * 1 2 s; 2 i - 1 1 bi* 1 2 , 

pour 1 � j � i � n . < 

et 

COROLLAIRE 1 . - Sous les hypothèses de la proposition, on a les estimations 

det ( L ) � 1 b 1 1 . . . 1 b0 1 � 2 n ( n - 1 ) / 4  det ( L )  , 

1 b 1 1 � 2 ( n - 1 ) 1 4 det ( L ) 1 1 n • 

> La première inégalité est celle de Hadamard. La seconde résulte de la proposition et 

de la formule 

det ( L )  = 1 b 1 * 1 . . .  1 b0 * 1 • 

La troisième découle de la proposition et de la seconde. < 
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C O R O LLAIRE 2 . - Soit  L un réseau dont b1 , b2 , . . .  , bn est une base 

réduite. S oient x l >  x2 , . . .  , x1 des vecteurs linéairement indépendants de L .  Alors , on 

a 

1 bi 1 2 � 2 n - 1 max { 1 x 1 1 2 , 1 x2 1 2 , . . . , 1 x1 1 2 } 

pour j = 1 ,  2, . . .  , t .  

> Tout vecteur x non nul de L peut s'écrire sous la forme 
rn 

x 
m 

"'"' r. b .  L..J 1 1 L r; bt avec ri E Z et r; E R , rm * 0 , 
i � 1 i � 1 

pour un certain entier rn = rn (x) . 

On a alors rm' = rm et donc 

1 x 1 2 :2: rm' 2 1 bm * 1 2 :2: 1 bm * 1 2 . 

Posons rn (xi) =  rn (j) pour j = 1 ,  2, . . . , t ,  on a alors 

1 xi 1 2 ;:: 1 bm (j)* 1 2 pour j = 1 , 2, . . . , t 

Quitte à modifier l'ordre des xi , on peut supposer que l'on a 

rn ( 1 )  � rn (2) � . . . � rn (t) . 

Comme les 'S sont linéairement indépendants, il est clair que l'on a j � rn (j) pour 

tous les indices j = 1 ,  2, . . .  , t .  

D'où les inégalités 

1 bi 1 2 � 2 m(j) -
1 1 bm (j) * 1 2 � 2 n - 1 1 bm (j� * 1 2 � 2 n - 1 1 Xi 1 2 , 

pour j = 1 ,  2, . . . , t . 

Ce qui démontre le résultat. < 

M. MIGNOTTE - I l  
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4. Algorithme de réduction . 

Cet algorithme est détaillé dans [ L 3 ] , nous donnerons seulement s on énoncé. 

algorithme L 3 ; 

données : une base b1 , b2 , . . .  , bn quelconque d'un réseau L ;  

sortie : une base réduite de L ; 

{ premier pas : orthogonalisation de Gram - Schmidt } 

début 

pour i : = 1 j usqu'à n fa ire 

début bi* : = bi ; 

fin 

k :  = 2 ;  

pour j : = 1 j usqu'à i - 1 faire 

début Jl.ii : = ( bi , bi* ) 1 Bi ; bi* : = bi* - Jl.ii bi *  fin ; 

Bi : = ( bi* ' bi* ) 

( i ) Trans ( k - 1 ) ; { la procédure trans assure la condition 1 Jl.ii 1 � 1/2 } 

{ on teste maintenant la seconde condition au rang k } 

si Bk < ( 3/4 - fl.H-!2 ) Bk- ! alors 

début 

fin ; 

modif ; { cette procédure pennute les vecteurs bk et bk-! } 

si k > 2 alors k : = k - 1 ; { retour en arrière } 

pour h : = k - 2 , k - 3 , . . .  , 1 fa ire Trans ( h ) ; 

si k = n alors arrêt ; { si k atteint n , on a une base réduite, on s'arrête } 

k : = k + 1 ; aller en ( i ) ; { sinon on repart en avant } 



procédure trans ( h ) ; 

si 1 llkh 1 > 1/2 al ors 
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début r : = [ Jlkh + l/2 ] ; bk : = bk - r bh ; 

fin 

procédure modif 

début  

pour j : = 1 jusqu'à h - 1 faire Jlkj : = Jlkj - r Jlhj 

llkh : = llkh - r 

Jl : = llk k- 1 ; B : = Bk + Jl 2 Bk- ! llk k- 1  : = Jl Bk- t l B 

Bk : = Bk- ! Bk / B ; Bk- ! : = B 

permuter ( bk , bk- ! ) ; 

pour j : = 1 jusqu'à k - 2 permuter ( Jl k j , Jl k- I j )  

pour i : = k + 1 jusqu'à n fai're 

fin 

fin 

début Jl' : = Jli k- t - Jl Jli k ; Jli k- t : = Jli k + llk k- 1 Jl' ; Jli k :  = Jl' fin ; 

5 . Coût de J'al!!orithme _ 

Il faut déjà montrer que l'algorithme s'arrête. Dans ce but les auteurs de [ L 3 ] 

introduisent les quantités 

et 

di = 1 det ( ( bj , bk ) ) 1sj ,J<Si 1 = 1 b1 *  1 2  - - - 1 bi* 1 2 , 0 S i S  n ,  

D = dt , _ ,  dn- 1 . 

De sorte que d0 = 1 et d0 = det ( L ) 2 . 
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A u  cours du déroulement d e  l'algorithme, le nombre D n e  change que si l'un des bi* 

est modifié, ce qui ne se produit que si la condition 

(*) 1 bk* + llk k- 1 bk· ! *  1 2 :::?: (3/4) 1 bk· l *  1 2  
a lieu pour un entier k :::?: 2 • Et, dans ce cas la quantité dk. J est multipliée par un facteur 

strictement plus petit que 3/4 tandis que les autres termes di restent inchangés; donc D 

est réduit par un facteur < 3/4 . Pour démontrer que l'algorithme s'arrête, il suffit donc 

de minorer D par une qu antité > 0 qui ne dépend que du réseau L et que chaque 

pass age dans la zone (i) de l'algorithme conduit à la modi fication d'au moins un des 

vecteurs bi . Posons 

m ( L ) = min { l x 1 2 ;  x e  L , x ;t O } .  

Pour i > 0 , le nombre di est égal au carré du déterminant du réseau L; engendré par 

les vecteurs b1 , . . .  , bi dans l'espace R b 1  + . . .  + R bi . On sait qu'un réseau Li 
quelconque de dimension i contient un vecteur xi qui vérifie 

1 xi 1 2 � ( 4 1 3 ) < i · 1 ) / 2 ( det ( Li ) ) 2 1 i , 
voir par exemple J. W. S. Cassels .- An introduction to the geometry of numbers , 

Springer, Heidelberg , 197 1 ( lemme 4 du chapitre 1 et théorème 1 du chapitre 2 ) .  
On en déduit la minoration 

di :::?: ( 3 1 4 )  i < i · 1 ) / 2 rn ( L ) i . 

Comme au départ on a 

di � 1 b1 1 2  . . .  1 bi 1 2 � B i , où B = max ( 1 bkl 2 ; 1 � k � n } , 

la condition ( *) ne peut se produire que 0 ( n 2 Log B ) fois pour chaque valeur de 

l'entier k . On en déduit ensuite facilement que l'algorithme L 3 ne néces site pas plus 

de 0 ( n 4 Log B ) opérations arithmétiques, et on peut vérifier que ces opérations 

portent sur des entiers d'au plus 0 ( n Log B ) chiffres binaires. 

Voir [ L 3 ] pour les démonstrations . 
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Des raffinements ont été apportés en particulier par les auteurs suivants : 

- E. Kaltofen .- On the Complexity of Finding Short Vectors in lnteger Lattices , 

EUROCAL' 83 , London , ed. van Hulzen , Lecture Notes in Computer Science , n° 1 62 

, Springer, Heidelberg, 1 983 ; 

- A Schonhage . - Factorization of univariate integer polynomials by diophantine 

approximation and an impro ved basis reduction algorithm , Proc. of 1 1 ·  th ICALP , 

Antwerpen , 1 984, Lecture Notes in Computer Science , n° 1 72, Springer, Heidelberg, 

1 984 ; 

- C. P. Schnorr .- A more efficient Algorithm for Lattice Basis Reduction , 

manuscrit, J oum al of algorithms, t. 9 , 1 988, pp. 47 - 62 . 

Les progrès obtenus sont assez techniques. Aussi, pour plus de détails, nous 

renvoyons le lecteur à ces trois articles. 

6. Facteurs des polyn ômes et réseaux . 

Dans ce paragraphe p est un nombre premier donné et k un entier strictement positif 

fixé. 

On représente les éléments de l'ensemble Z 1 p k Z par des entiers qui appartiennent 

à l'intervalle ] - p k  1 2  , p 1t 1 2] et, avec cette convention, on note a mod p 1t 

l'image naturelle d'un entier a dans l'ensemble Z 1 pk Z . 
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Pour un polynôme 

on pose 

g = L ai X
i 

E Z [ X ] , 

k ""' k i ( g mod p ) = L..J ( ai mod p ) X E ( Z 1 pk Z ) [ X ]  . 

On considère un polynôme f E Z [X]  de degré n > 0 ainsi qu'un deuxième 

polynôme h E Z [X] , de degré d , 0 < d :-::; n , possédant les propriétés suivantes : 

00) h est unitaire , 

(2°)  ( h mod pk  ) divise ( f mod pk ) dans ( Z 1 pk  Z ) [X]  , 

(3°) ( h mod p )  est irréductible dans F P [X] , 

W) ( h mod p ) 2 ne divise pas ( f mod p ) dans F P [X] . 

PROPOSITION 2 . - Avec les notations ci-dessus, le polynôme f admet un 

facteur irréductible h0 dans Z [X] pour lequel ( h0 mod p ) est un multiple de ( h 

mod p )  dans FP [X] . 

Au s igne près , le polynôme ho est unique.  

De plus, s i  g est un diviseur de f dans Z [X] alors les propriétés suivantes sont 

équivalentes 

(i) ( h mod p )  divise ( g mod p )  dans FP [X] , 

(ii) ( h mod pk ) divise ( g mod pk ) dans ( Z 1 pk Z ) [X] , 

(iii) h0 divise g dans Z [X] . 

En particulier, ( h mod pk ) divise ( h0 mod pk )  dans ( Z 1 pk Z )  [X] . 
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> L'existence de h0 , ainsi que son unicité - au signe près -- ne posent pas de 

difficulté. 

(ii i) � ( i i)  c'est clair. 

(ii) � (i) évident. 

(i) � (ii) : Supposons que f = g q dans Z [�] et que le polynôme ( h mod p ) 

divise ( g mod p )  dans FP [X ) . Du fait que le carré de ( h mod p )  ne divise pas 

( f mod p )  dans FP [X] , les polynômes ( h mod p )  et ( q mod p )  sont premiers 

entre eux dans F P [X] ; i l  existe donc des polynômes u , v et w de Z [X] tels que 

u h + v q = 1 - p w dans Z [X] . 

En multipliant cette égalité par le produit g . ( 1 + p w + . . .  + ( p w ) k - 1 ) , on obtient 

une relation de la forme 

u 1  h + v 1  f = ( 1 - p k  W k )  g dans Z (X] , u1 et v1 E Z (X ] . 
D'où la propriété (ii) . 

La dernière assertion est un cas particulier de l'implication (i) =} (ii) .< 

Dans la suite de ce paragraphe on fixe un entier rn � d , et on désigne par L 

l 'ensemble des polynômes de Z [X] de degré au plus rn dont l'image modulo p k  est 

divisible par ( h mod p k ) dans ( Z 1 p k Z ) [X] . 

En identifiant un polynôme avec la suite de ses coefficients, on voit que L est un 

réseau de l'espace R m + 1 de base 

{ p k X i ; O � i < d } v { h X i ; O � j � m - d ) .  

Le déterminant de L est donc det ( L ) = p k d • 
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La clef d e  l'algorithme d e  factorisation est l e  résultat suivant. 

PROPOSITION 3 . - Soient f et h0 des polynômes comme dans l'énoncé de la 

proposition 2 . Alors si b est un élément non nul du réseau L défini ci-dessus qui 

vérifie 

l b l "  l f l rn < p k d , 

le polynôme ho divise b dans Z [X] . 

> Posons g = p.g.c.d. ( f, b )  . D'après la proposition 2 , il suffit de montrer que le 

polynôme ( h mod p )  divise ( g mod p )  dans FP [X] . On raisonne par l'absurde, 

en supposant que ( h mod p ) ne divise pas ( g mod p ) . Comme ( h mod p ) est 

irréductible dans FP [X] , il existe des polynômes u2 , v2 et w2 e Z [X] tels que 

(*) u2 h + v2 g = 1 - p w2 . 

Posons e = deg ( g ) , m' = deg ( b ) ; ainsi 0 :<:;; e :<:;; m' :<:;; rn . 

On définit 

L' = { u f + v  b + w ;  u, v,w e Z [X] , deg(u) < m' - e, deg(v) < n - e, deg(w) < e ) . 

Montrons que L' est un réseau qui admet pour base 

{ 1 , X, . . . , X e- l j u { X i f ; 0 :<:;; i < m' - e ) u { X j b 0 :<:;; j < n - e ) . 

Il suffit pour cela de prouver qu'une relation de la forme 

u f + v b = w avec deg ( u ) < m' - e , deg ( v ) < n - e , deg ( w ) < e 

implique u = v = w = 0 ; ce qui résulte aussitôt de ce que 

Z [X] . f + Z [X] . b = Z [X] . g , puisque g = p.g.c.d. ( f, b ) , 

et du fait que g est de degré e . 

L'inégalité de Hadamard implique 

det (L') :<:;; 1 f 1 rn" - e . 1 b 1 n - e :<:;; 1 f 1 rn . 1 b 1 ° < p k d . 

Nous allons maintenant minorer le déterminant de L' . 
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(**) z E L' et deg ( z )  < e + d => deg ( z mod p )  < e . 

Soit z un polynôme appartenant à L' et de degré < e + d . Par division euclidienne, 

z = q g + r , avec deg (r) < e . 

En multipliant la relation (*) par le produit q . ( 1 + p w2 + . . .  + ( p w2 ) k - 1 ), on 

aboutit à une formule du type 

u3 h + v3 q g ;:: q mod p k  Z [X] , u3 , v3 E Z [X] . 

Comme b appartient à L' , le polynôme ( h mod p k  ) divise ( g mod p k ) donc 

aussi ( q mod p k  ) . Mais, d'une part h est unitaire de degré d , et, d'autre part, le 

degré de q est < d , donc q est nul . D'où l'implication 1(**) cherchée. 

On peut choisir une base b0 , b1 , . . .  , bn+m'-e- 1 de L' où chaque polynôme b; est 

de degré i ( voir par exemple Cassels , théorème LA , chapitre 1 ) . D'après (**) , le 

coefficient dominant de b; est divisible par p k  pour les indices i = e, e+l ,  . . . , e+d-1 , 

ce qui implique 

det ( L' ) > p k d • 

C ontradiction. < 

COR OLLAIRE 1 . - On conserve les notations précédentes, et on suppose que la 

suite b 1 , b2 , . . .  , bm+ l est une base réduite de L . On désigne par M la mesure du 

polynôme f . Alors , 

(i) 1 b 1 1 < ( p k  d 1 f 1 · rn ) 1 / n => deg ( ho )  � rn , 

(ü) si on a l'inégalité 

2 m n / 2 

p k d > 2 m n / 2  ( rn )  l f l m M "
' 

et si le degré du polynôme ho est majoré par rn alors b1 vérifie 

1 b1 1 < ( p k d 1 f 1 - rn ) 1 / n . 
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> La propriété (i) est une conséquence immédiate de la proposition pu isque le  

polyn ôme b 1 est  de degré au plus rn . 

Supposons que ho soit de degré au plus rn , alors h0 appartient à L et on a 

2 � ( m ) 2 ( 2 m )  
1 h 0 1 � L,; i . mes ( h0 ) � rn . M 

i = 0 
Et le corol laire 2 de la proposi t ion 1 , avec t = 1 et x1 = h0 donne 

m / 2 m / 2 ( 2 m ) 1 1 2 
l b 1 1 � 2  l h 0 1 � 2 rn M ,  

d'où la propriété ( i i) . < 

COROLLAIRE 2 . - O n  reprend les notations du corol laire précédent e t  on 

suppose que p vérifie l ' inéga l ité 

(i) p k d > 2 m n / 2 2 rn n / 2 
( rn ) l f l

m M "  

et qu'il existe un indice j , 1 � j � rn +  1 , pour lequel on a 

(ii) 1 bj 1 < ( p k d 1 f 1 · rn ) 1 /n . 

Soit alors t le plus grand de ces indices j ; alors on a 

deg ( h0 ) = rn + 1 - t , 

h0 = p .g.c .d. ( b 1 , b2 , . . . , b1 ) , 

et l'inégalité (ii) a lieu pour tous les indices j E { 1 ,  2, . . .  , t } . 

> Soit J l'ensemble des entiers j , 1 � j � rn +  1 ,  tels que l'inégalité (ii) ait lieu. 

Le corollaire 1 nous apprend que le polynôme h0 divi�e bi pour tout indice j 

appartenant à J . Donc h0 divise le p .g .c .d .  des polynômes bi , j parcourant J . 

Notons h1 ce p.g.c .d . .  Les polynômes bi , j E J , sont linéairement indépendants , 

divisibles par h1 et de degré au plus rn , d'où l'inégalité 

Card ( J )  � rn +  1 - deg ( h1 ) .  
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Du fait que les polynômes X i h0 appartiennent au réseau L pour les entiers i = 1 ,  

2, . . . , rn - deg ( h0 ) , le corollaire 2 de la proposition 1 et la majoration de 1 ho 1 déjà 

utilisée montrent que l'on a 
2 m  1 / 2 

1 b. 1 � 2 
m / 2 ( ) M J rn ' 

pour 1 � j � rn + 1 - deg ( h0 ) , et donc que tous ces indices appartiennent à J , ce qui 

implique 

Card ( J ) :2:: rn + 1 - deg ( h0 ) . 

En comparant la minoration et la majoration de Card ( J ) obtenues ci-dessus, on 

constate que l'on a nécessairement 

deg ( h0 ) = deg ( h1 ) = rn + 1 - t et J = { 1 ,  2, . . . , t }  . 

Il ne reste plus qu'à montrer que h 1 est égal à h0 au signe près, et pour cela il suffit 

de montrer que le polynôme h1  est primitif. Soit d1 le contenu du polynôme b1 , alors 

le polynôme b1 1 d1 est divisible par h0 , donc b1 1 d1 appartient au réseau L ;  mais 

le polynôme b1 étant un élément d'une base de L ,  on a d1 = 1 . 

En conclusion, b1  est primitif, donc h1 l'est aussi. 

Ce qui achève la démonstration. < 

Remarque : Les preuves des propositions 1 et 2 montrent que le corollaire ci-dessus 

reste vrai si l'inégalité (i) est remplacée par la condition plus faible 

p k d  > (3 n y n l f l m ' 

où 13 = max { 1 bj 1 1 1 bi* 1 ; 1 � j � i � rn +  1 } 

et y = max { 1 g 1 ; g e  Z [X] ,  g divisant f } 
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7.  L'algorithme d e  factorisation . 

On considère un polynôme F de Z [X]  , quadratfrei ,  primitif et de degré n > 0 (on 

suppose aussi F unitaire pour simplifier ) . On suppose que l 'on a choisi un nombre 

premier p , un entier k > 0 et calculé un polynôme h E Z [X]  vérifiant les propriétés 

1 °) à 4°) considérées au paragraphe précédent - si h est de degré n alors ( F mod p ) 

est irréductible et donc F est aussi i rréductible dans Z [X] et l'algorithme s'arrête. 

On supposera donc que h est de degré strictement inférieur à n . ( On aura, par 

exemple, calculé ( h mod p )  grâce à l ' algorithme de Berlekamp et raffiné le calcul 

modulo p k en appliquant la  méthode de Hensel ) . On suppose que les coefficients du 

polynôme h sont réduits modulo p k ( donc compris entre - p k 1 2  et p k 1 2  ) , de 

sorte que 

1 h 1 2 ::::; 1 + d . p k 1 2 , où d = deg ( h ) . 

On considère un entier m donné � d , et on suppose que p et k vérifient l'inégalité 

(i) 
2 m n / 2 

p
k d > 2 m n / 2 ( rn ) I F i m M "

. 

Soit L le réseau considéré au paragraphe précédent, de base 

{ p k X i ; o :::; i < d } u { h X i ; o :::; j < m - d } .  

On calcule une base réduite b 1 ,  bz, . . .  , bm+l de L grâce à l'algorithme L 3 . 

D'après le corollaire 2 de la proposition 2 , on a alors 

soit 1 b 1 1 � ( p k d 1 F 1 - rn ) 1 1 n et alors deg ( ho ) > m , 

soit 1 b1 1 < ( p k d 1 F 1 - rn ) 1 / n et alors deg ( ho ) ::::; rn et 

h0 = p.g.c .d .  ( b 1 , b2 , . . .  , b1 ) , 

l'entier t étant défmi comme dans le corollaire 2 de la proposition 2 . 

Ce qui achève la description de l'algorithme. 
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Cet algorithme fournit un facteur irréductible h du polynôme F dans Z [X] . Pour 

une factorisation complète de F dans Z [X] , on peut par exemple procéder ainsi 

- factoriser complètement le polynôme ( F mod p ) , p étant un nombre premier qui 

ne divise pas le discriminant de F , 

- choisir un polynôme h 1  de Z [X] tel que ( h mod p )  soit un facteur irréductible 

de ( F mod p ) ,  

- déterminer comme il vient d'être dit un polynôme h1 •0 de Z [X] qui est un facteur 

irréductible de F dans Z [X] , 

- si le degré du polynôme h 1 •0 est strictement plus petit que celui de F ,  choisir un 

polynôme de Z [X] dont l'image modulo p est un facteur irréductible du polynôme 

( F 1 h 1 ,0 mod p )  dans l'anneau FP [X] , 

puis reprendre le même algorithme avec F 1 h1 •0 comme nouveau polynôme . . .  et ainsi 

de suite, jusqu'à ce que le polynôme considéré soit irréductible dans Z [X] . 

En tenant compte du coût de l'algorithme L 3 , et en examinant les calculs auxiliaires à 

effectuer on démontre le résultat suivant ( cf. [ L 3 ] ) .  

THEOREME 2 . - L'algorithme décrit ci-dessus factorise tout polynôme primitif à 

coefficients entiers en produit de polynômes irréductibles dans Z [X] . 

Il nécessite un nombre d'opérations en 0 ( n 6 + n 5 Log 1 F 1 ) , ces opérations 

portant sur des entiers de longueur binaire 0 ( n 3 + n 2 Log 1 F 1 ) . 
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Exerc ices  

1 .  Soit F E  Z [ X ]  un polynôme tel que F (0) et F ( 1 )  soient impairs. Démontrer 

que ce polynôme n'a pas de racine dans Z . Qu'en est-il relativement à Q ? 

2. Soit p un nombre premier et soit f un polynôme à coefficients entiers . 

Démontrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) V a E Z , f (a) = 0 modulo p , 

(ii) 3 g ' h E z [X] ' f (X) = ( x  p - x )  g (X) + p h (X) . 

3 .  On considère la procédure suivante, due à Kronecker, pour la factorisation des 

polynômes à coefficients entiers. 

donnée : f e Z [X] , de degré d � 1 . 

pour s = 1 , 2 , . . .  , [ d/2 ] faire 

( i )  choisir s + 1 entiers Xo , Xt , . . . , x5 distincts ; 

( i i )  si i l  existe x i  tel que f (xj) = 0 alors renvoyer g = X - xi et arrêt 

sinon déterminer l'ensemble E des (s+ 1)-uples d'entiers 

(d0, dt , . . .  , d5) E Z s+t tels chacun des di parcourt 

l'ensemble des diviseurs de f (xi) ; 

( i i i ) pour tout d = (do, d t ,  . . .  , d5) E E calculer le polynôme gd E Z [X] 

qui vérifie gd ( xi ) =  di pour i = 0, 1 , . . .  , s ;  

si gd divise f ( dans Q [X] ) alors renvoyer gd et arrêt • 
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Démontrer que si cette procédure s'arrête sans avoir renvoyé un polynôme g alors f 

est irréductible sur Q[X] . 

Grâce à cette méthode, démontrer que le polynôme 

f (X) = 2 x s + 8 x 4 - 1 x3 _ 35 x 2 + 12 x - 1 

admet la décomposition 

4. Démontrer que, pour tout n , le polynôme cyclotonùque <ll0 est irréductible dans 

l'anneau Q [X] . 

[ On montrera d 'abord qu'il suffit de prouver l'irréductibilité de <ll0 sur Z . On 

considère ensuite le polynôme minimal f sur Z du nombre complexe Ç = e 2 i 1t 1 n • 

Alors f divise <ll 0 • Soit p un nombre premier qui ne divise pas n et soit g le 

polynôme minimal sur Z de Ç P alors f divise g ( X P ) et si g est différent de f 

alors le polynôme <ll0 admet une racine double modulo p . Montrer que tel n'est pas le 

cas et conclure. ] 

5. Choix du module p . 

Comme au paragraphe 2 , on cherche une majoration du plus petit nombre premier qui 

ne divise pas un entier N donné ( on s'intéresse en fait au cas où N est la valeur 

absolue du discriminant d'un certain polynôme à coefficients entiers ) : 

1 °) Soit n un entier ;::: 2 . On considère le coefficient du binÔrrie 

en = ( 2: ) . 
Démontrer les implications suivantes : 

(i) n < p ::;; 2 n � p 1 en , 

(ü) 3 n / 2  < p ::;; n � p ne divise pas en , 

(üi) p h 1 en � p h ::;; 2 n . 
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En déduire la formule 

(*) 0 � Log C0 L Log p � L Log p + p 
n < p S 2 n -J2n < p S 3n/2 

2°) Démontrer l'estimation 

Log C0 = 2 n Log 2 + 0 ( Log n ) . 

3°) Pour x >  0 réel, on pose 

e (x) = I Log p . 
p S x  

Grâce à la première inégalité de (*) , démontrer la majoration 

9 (x) � 2 x Log 2 + 0 ( Log x ) . 

0 � p � ) Log n .  
p'H2n 

6 . On suppose que F est un polynôme à coefficients entiers et de coefficient 

dominant égal à a > 1 . Démontrer que pour factoriser le polynôme F on peut 

considérer le polynôme G = a F et se limiter à chercher les diviseurs de G dont le 

coefficient dominant est égal à a . 

7 .  Etudier la factorisation du polynôme X 4 + 1 dans tous les corps Fp et démontrer 

que ses facteurs irréductibles sur un tel corps sont de degré au plus égal à deux. Vérifier 

que ce polynôme est irréductible dans Z [X] . 
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et Pl , . . .  , Pn des nombres premiers distincts . 

} 0) Démont rer qu'il n'existe P"" ûv . .. . .. �, ... , : me 

cr parcourant l'en { 1 , 2 , . . .  , n - · et où on a posé 

[ On pourra raisonner par récurrence sur n . ] 

2°) Démontrer que le polynôme f (X) défini par 

est à coefficients entiers. 

Grâce à la question précédente, démontrer que f est irréductible sur Z . 

3°) Démontrer que pour tout p premier le polynôme f mod p se factorise dans 

l'anneau Fp [X] en produit de facteurs irréductibles de degré au plus deux. 

[ Cet exemple est dû à H. P. F. Swinnerton - Dyer. On pourra consulter l'article de E. 

Kaltofen, Factorization of Polynomials paru dans l'ouvrage Computer Algebra , ed. B .  

Buchberger, G. E .  Collins, R .  Loos, Springer, 1 982, pp. 95 - 1 1 3 . ] 
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9. Critère d'irréductibilité d'Eisenstein . 

Soit 

f (X) = X n + an- I  X n - 1 + . . .  + a1 X +  ao 

un polynôme à coefficients entiers tel qu'il existe un nombre premier p divisant chacun 

des entiers ai mais tel que p 2 ne divise pas ao . 

Démontrer que f est irréductible sur l'anneau Q [X] . 

Application : En déduire que le polynôme cyclotomique 

<l>p (X) = X P - 1 + . . . + X + 1 

est irréductible sur Q [X] . [ Considérer le polynôme <l>p ( X + 1 ) . ] 

1 0. 1 °) Montrer qu'il existe un polynôme linéaire à coefficients entiers qui n'admet 

pas de zéro dans Z , mais qui a une racine dans tout corps fmi . 
[ On pourra prendre par exemple le polynôme 2 X + 4 . ] 

2°) Soient a et b deux entiers. Démontrer que si la congruence 

a x + b = 0 ( mod rn ) 

est résoluble pour tout module rn alors l'équation a x + b = 0 admet une solution 

entière. [ Considérer le module rn =  a . ] 

3°) Démontrer que la congruence 

6 x 2 + 5 x + 1 = 0 ( mod rn ) 

est résoluble pour tout module rn , mais qu'elle n'admet pas de solution dans Z . 

[ Pour la première assertion, on pourra factoriser le polynôme 6 x 2 + 5 x + 1 sur Z 

puis appliquer le théorème chinois. ] 

1 1 . Au chapitre VI, on a vu qu'un polynôme au hasard de degré n sur un corps fmi 

a une probabilité voisine de 1 - lin d'être réductible. En utilisant le théorème chinois, en 

déduire qu'un polynôme au hasard de Z [X] est " presque toujours " irréductible. 
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12. Soit E le Z - module des polynômes P e Q { X ]  , tels que P ( n )  soit entier 

pour tout entier n . 

Démontrer que la famille des polynômes ( p n ) n <! 0 défmis par 

Po ( X )  , Pn ( X )  = X  { X  1 ) . . .  ( X +  n - 1 ) 1 n! pour n � 1 
constitue une base de E sur Z . 
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